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LEÇONS SUH LES FONCTIONS 

DÉFINIES PAU 

LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

D U P R E M I E R O R D R E . . 

INTRODUCTION. 

J e m e p r o p o s e de c o n s a c r e r ces l e ç o n s à l ' é t u d e des é q u a t i o n s 

d i f f é r en t i e l l e s d u p r e m i e r o r d r e . J e n e t r a i t e r a i , d ' a i l l e u r s , d e ce 

vas t e su je t q u e q u e l q u e s p o i n t s p a r t i c u l i e r s , c o n s i d é r a n t p r i n c i p a ­

l e m e n t d e s é q u a t i o n s d e la f o r m e 

d'Y \* ( 'je "v) 
-r- = -pr-,—'-^-z ( P et Q polynômes en x et y) 
dx Q(x,y) J 

e t p l u s s p é c i a l e m e n t l ' é q u a t i o n 

^ + A 0 + Ai y -h A , j J + A3y3 = o, 

o ù les A s o n t d e s p o l j n o m e s e n x. 

P e u t - ê t r e n ' e s t - i l p a s i n u t i l e , a u seu i l d e c e t t e é t u d e , d ' e n 

c a r a c t é r i s e r b r i è v e m e n t l ' o b j e t e t l e p o i n t d e v u e . 

Il y a e n t r e la t h é o r i e d e s é q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s e t la t h é o r i e 

g é n é r a l e d e s f o n c t i o n s u n e é t r o i t e p a r e n t é . S a n s d o u t e la s e c o n d e 

déf in i t a r b i t r a i r e m e n t l e s c lasses d e t r a n s c e n d a n t e s q u ' e l l e c o n s i ­

d è r e , t a n d i s q u e la p r e m i è r e é t u d i e d e s t y p e s d e f o n c t i o n s q u i l u i 

s o n t i m p o s é s d u d e h o r s . I l n ' e n e s t p a s m o i n s v ra i q u e l e s d e u x 

t h é o r i e s s o n t c o n n e x e s , e t q u ' à t o u t e é v o l u t i o n d e l ' u n e d o i t c o r ­

r e s p o n d r e u n e s e m b l a b l e é v o l u t i o n d e l ' a u t r e . 

O r , c h a c u n sa i t q u e d e p u i s u n e v i n g t a i n e d ' a n n é e s la t h é o r i e 

d e s f o n c t i o n s a é p r o u v é u n e c o m p l è t e r é n o v a t i o n . 

B. i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(') Cf. H A U A M A H D , Essai sur l'élude des fonctions données par leur 

développement de Taylor : K O n p e u t d o n c d i r e q u e se d o n n e r u n e f o n c ­

t i o n a n a l y t i q u e n o n s i n g u l i è r e a u p o i n t a?„, c 'es t se d o n n e r u n e s u i t e d e 

c o e f f i c i e n t s û , , iz 3 , a m t e l s que la s é r i e E a ^ a ; " 1 n e s o i t p a s t u u j o u r s d i v e r ­

g e n t e . » 

(2) Voir l e s Leçons sur les fonctions me'romorpkes de M. B o r e l , C b a p . I ï . 

L ' é t u d e des f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s é t a i t p o u r W e i e r s t r a s s u n e 

é t u d e l o c a l e . I l s ' ag i s sa i t d e r e p r é s e n t e r u n e f o n c t i o n e t d ' e n 

r e c o n n a î t r e l es p r o p r i é t é s a u v o i s i n a g e i m m é d i a t d ' u n p o i n t d o n n é . 

D ' o ù le r ô l e p r i v i l é g i é a t t r i b u é a u x d é v e l o p p e m e n t s c o n v e r g e a n t 

d a n s un c e r c l e ou d a n s u n e c o u r o n n e d é c r i t e a u t o u r d ' u n p o i n t . 

P o u r l ' é c o l e d e W e i e r s t r a s s , d é f i n i r u n e f o n c t i o n , c ' e s t e n s o m m e 

se d o n n e r u n e sé r ie d e T a y l o r , p u i s q u e a u s s i b i e n d e c e t t e s é r i e 

o n p e u t théoriquement, p a r la m é t h o d e d u p r o l o n g e m e n t a n a l y ­

t i q u e , d é d u i r e la v a l e u r d e la f o n c t i o n e n t o u t p o i n t où e l le e s t 

déf in ie ( 1 ) . 

L e s m é t h o d e s d e s f o n d a t e u r s d e la t h é o r i e d e s f o n c t i o n s o n t 

l o n g t e m p s p r é v a l u . P u i s la f é c o n d i t é s ' en r a l e n t i t . D é f a i t , en c h e r ­

c h a n t à d é d u i r e les p r o p r i é t é s d ' u n e f o n c t i o n d e son d é v e l o p p e ­

m e n t e n s é r i e de T a y l o r , o n se h e u r t a i t à d e s di f f icul tés i n e x t r i ­

c a b l e s . M . H a d a m a r d n ' e n t r i o m p h a c o m p l è t e m e n t q u e d a n s d e s 

cas p a r t i c u l i e r s , cas o ù l ' o n n e r e n c o n t r e q u e d e s s i n g u l a r i t é s 

p o l a i r e s s u r le c e r c l e d e c o n v e r g e n c e d e la s é r i e ( 2 ) . 

A i n s i a r r ê t é e d a n s ses p r o g r è s , la t h é o r i e d e s f o n c t i o n s c h e r c h a 

des voies n o u v e l l e s . C e s s a n t d e se c o n f o n d r e avec l ' é t u d e d e s s é ­

r i e s d e T a y l o r , e l le a d o p t a d e n o u v e a u x m o d e s d e r e p r é s e n t a t i o n 

d e s t r a n s c e n d a n t e s : d é v e l o p p e m e n t s en p r o d u i t s inf in is ( d é j à 

c o n s i d é r é s p a r W e i e r s t r a s s ) , d é v e l o p p e m e n t s e n s é r i e s d e p o l y ­

n ô m e s , d é v e l o p p e m e n t s en s é r i e s d i v e r g e n t e s s o m m a b l c s , d é v e ­

l o p p e m e n t s c o n v e r g e a n t d a n s u n e é to i l e d e M i t t a g - L e f f l e r . G r â c e 

à ces d é v e l o p p e m e n t s , l es t r a n s c e n d a n t e s n ' é t a i e n t p l u s déf in ies au 

v o i s i n a g e exc lu s i f d'un p o i n t , m a i s d a n s d e s r é g i o n s d e p l u s en 

p l u s é t e n d u e s . 

E n m ê m e t e m p s l e s a n a l y s t e s p o r t a i e n t l e u r a t t e n t i o n s u r c e r ­

t a i n e s p r o p r i é t é s g é n é r a l e s d e s f o n c t i o n s q u i n e d é p e n d e n t p a s d e 

la f o r m e d e r e p r é s e n t a t i o n c h o i s i e . U n e t e l l e p r o p r i é t é e s t le m o d e 

d e c r o i s s a n c e d o n t l ' é t u d e s y s t é m a t i q u e , i n a u g u r é e p a r M . B o r e l , 

p r o m e t d ' ê t r e f r u c t u e u s e . D u m ê m e o r d r e s o n t l es l o i s , o b j e t s d e 
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travaux t o u t r é c e n t s , q u i l i m i t e n t le n o m b r e des zéros présenté s 

par une fonc t ion ana ly t ique dans un d o m a i n e d o n n é . 

La théor ie des f o n c t i o n s , depu i s qu'e l le s'est écartée de la route 

trop droi te tracée par W e i e r s t r a s s , a sans d o u t e q u e l q u e p e u v a g a ­

b o n d é . E l l e n 'en a pas moins franchi u n e é tape impor tante : d e 

loca le qu 'e l l e était , e l le est d e v e n u e intégra le . 

Q u e l fut, p e n d a n t ce t e m p s , le c h e m i n parcouru par la théor ie 

d e s é q u a t i o n s di f férent ie l les? 

C o m m e l 'étude des fonc t ions ana ly t iques , l ' é tude des é q u a t i o n s 

di f férent ie l les fut e n pr inc ipe u n e é t u d e loca le . 11 s 'agissait , étant 

d o n n é e u n e é q u a t i o n dif férent ie l le : i ° d e reconnaî tre s'il ex i s te 

des in tégra les de ce t t e é q u a t i o n satisfaisant à des c o n d i t i o n s i n i ­

t iales d o n n é e s ; 2 ° d e représen ter ces intégrales par des d é v e l o p p e ­

m e n t s e n sér ies c o n v e r g e a n t au vo i s inage des c o n d i t i o n s i n i l i a l e s . 

L e p r o b l è m e fut r é s o l u par C a u c h y dans le cas o ù le s e c o n d 

m e m b r e de l ' équat ion 

( 0 y> 

est , au vo i s inage des valeurs in i t ia les x0, y 0 , u n e f o n c t i o n h o l o -

m o r p h e de x et y ou l ' inverse d 'une fonc t ion h o l o m o r p h e . E n ce 

c a s , l ' équat ion ( i ) a d m e t une et une s e u l e in tégra le égale à y 0 pour 

x — x0 : ce t te intégrale est d é v e l o p p a h l e en série de T a y l o r par 

rapport a u x p u i s s a n c e s cro i ssantes de x — xa ou d'une pu i s sance 

fract ionnaire de x — x 0 . 

Ce p r e m i e r résul tat acqui s , les analys tes se p r é o c c u p è r e n t de 

l ' é tendre e n toute r i g u e u r a u x s y s t è m e s c o m p r e n a n t p lus i eurs 

équat ions di f férent ie l les ordinaires ou aux dér ivées part ie l l e s . 

P u i s i ls passèrent à l ' e x a m e n des cas où la m é t h o d e de C a u c h y se 

trouve e n défaut . Qu'arrive-t-i l , par e x e m p l e , s i , p o u r x = xBi 

y — y 0 ] le s e c o n d m e m b r e de l ' équat ion ( i ) se présente sous une 

forme i n d é t e r m i n é e te l le que ^ ? Ce n o u v e a u p r o b l è m e , p o s é par 

Briot et B o u q u e t , a été é tudié d'un p o i n t de v u e qui rappel le fort 

l e po in t de vue de C a u c h y e t d e W e i e r s t r a s s . O n s'est d e m a n d é si, 

a u cas où /(xa, y a ) = ^» l ' équat ion , ( i ) p o s s è d e des intégrales 

égales à y a p o u r x = x0; l o r s q u e de tel les intégrales ex i s t en t , 

o n a c h e r c h é ( ' ) à les r eprésen ter par des sér ies de p u i s s a n c e s de 

( ' ) Nditis r e v i e n d r o n s s u r c e s q u e s t i o n s a u C h a p i t r e I V . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 LNTHODUL'TION. 

u n e o u de d e u x v a r i a b l e s ( p a r e x e m p l e , p u i s s a n c e s de x e t d e : r \ 

\ é t a n t u n e c o n s t a n t e ; o u p u i s s a n c e s d e x e t d e l o g ; r ) . L e p r o ­

b l è m e a i n s i p o s é , dé j à r e s t r i c t i f p u i s q u ' i l n ' e n v i s a g e a i t l es i n t é ­

g r a l e s q u ' a u v o i s i n a g e i m m é d i a t d e s c o n d i t i o n s i n i t i a l e s , ce p r o ­

b l è m e se p a r t i c u l a r i s a e n c o r e , e t l ' é n o n c é e n fu t p r é c i s é e n c e s 

t e r m e s ; r e c o n n a î t r e s'il e x i s t e d e s i n t é g r a l e s q u i t e n d e n t v e r s y0 

l o r s q u e la v a r i a b l e x t e n d ve r s x0 le l o n g d ' u n c h e m i n c o n v e n a ­

b l e m e n t c h o i s i . Q u ' a d v i e n d r a i t - i l s i x d é v i a i t l é g è r e m e n t d u 

c h e m i n d o n t l ' é n o n c é p r é c é d e n t s u p p o s e l ' e x i s t e n c e ? C ' e s t là u n e 

q u e s t i o n q u ' o n n e s 'es t g u è r e p o s é e j u s q u ' i c i e t q u e c e p e n d a n t il 

i m p o r t e r a i t for t d ' é l u c i d e r . 

L o r s q u e la v a l e u r i n i t i a l e xa e s t u n p o i n t s i n g u l i e r e s s e n t i e l d e 

l ' é q u a t i o n (1), les m é t h o d e s d e B r i o t e t B o u q u e t e t d e l e u r s s u c c e s ­

s e u r s n e s o n t p l u s a p p l i c a b l e s . Q u e f a i r e a l o r s ? L e p o i n t d ' i n t e r ­

r o g a t i o n s u b s i s t e si n o u s c o n s u l t o n s le T r a i t é le p l u s c o m p l e t q u i 

a i t é té p u b l i é r é c e m m e n t s u r l es é q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s , c e l u i d e 

M . F o r s y t h . N o u s y l i s o n s ( 1 ) q u e l ' o n n e s a u r a i t p r e s q u e r i e n d i r e 

à l ' h e u r e a c t u e l l e d e s i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( i ) « a u v o i s i n a g e 

i m m é d i a t d ' u n e s i n g u l a r i t é e s s e n t i e l l e » , p a r c e q u ' o n n e c o n n a î t 

p a s d e d é v e l o p p e m e n t e n s é r i e p e r m e t t a n t d e r e p r é s e n t e r u n e 

f o n c t i o n a u t o u r d ' u n e te l le s i n g u l a r i t é ( l e d é v e l o p p e m e n t de L a u ­

r e n t n e s e r a i t u t i l i s a b l e q u e si la f o n c t i o n é t a i t u n i f o r m e au v o i s i ­

n a g e d u p o i n t s i n g u l i e r ) . M . F o r s y t h s ' a r r ê t e d o n c là . Ma i s — la 

q u e s t i o n n o u s v i e n t n a t u r e l l e m e n t à l ' e s p r i t — si M . F o r s y t h e s t 

a r r ê t é , n e s e r a i t - c e p a s p a r c e q u ' i l e s t r e s t é t r o p f idèle a u p o i n t d e 

v u e l o c a l d e C a u c h y ? S ' i l n e s ' é t a i t p a s a s t r e i n t à c o n s i d é r e r l e s 

i n t é g r a l e s a u « v o i s i n a g e immédiat » d e s c o n d i t i o n s i n i t i a l e s , 

n ' a u r a i t - i l p a s p u p o u r s u i v r e ses r e c h e r c h e s ? S u p p o s o n s , p o u r 

p r e n d r e u n e c o m p a r a i s o n , q u e l ' o n m e d e m a n d e d ' é t u d i e r u n e 

f o n c t i o n e n t i è r e a u v o i s i n a g e i m m é d i a t d e l ' inf ini p a r la m é t h o d e 

d e s d é v e l o p p e m e n t s e n s é r i e s : j e s e r a i i m p u i s s a n t ; a u c o n t r a i r e , 

si j ' é l a r g i s m o n c h a m p d ' e x p l o r a t i o n , j e p u i s é t u d i e r la c o n d e n s a ­

t i o n e t la d i s t r i b u t i o n d e s z é r o s d e la f o n c t i o n d a n s d e s c e r c l e s d e 

p l u s e n p lu s g r a n d s d é c r i t s a u t o u r d e l ' o r i g i n e , ce q u i e s t à p r o ­

p r e m e n t p a r l e r fa i re l ' é t u d e d e la s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e s i t u é e 

à l ' i n f in i . N e p o u r r a i t - o n p a s a t t a q u e r p a r u n e m é t h o d e a n a l o g u e 

les s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s des é q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s ? 

(') Theory of différenciai équations, P a r t I I , p . 2 0 g . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



. (') Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles, p r o f e s s é e s 

à S t o c k h o l m , I n t r o d u c t i o n . 

C e s r é f l ex ions n o u s a m è n e n t à n o u s d e m a n d e r s i la t h é o r i e d e s 

é q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s n ' e s t p a s e n r e t a r d s u r la t h é o r i e d e s 

f o n c t i o n s , si e l le a s u f f i s a m m e n t su iv i l ' é v o l u t i o n d e c e t t e d e r ­

n i è r e . 

C e n ' e s t p a s q u e la t h é o r i e d e s é q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s n ' a i t , 

e l l e a u s s i , d e p u i s u n e v i n g t a i n e d ' a n n é e s , e n r i c h i s o n p o i n t d e v u e : 

c e r t a i n e s d e ses p a r t i e s se s o n t , e n effet, d é v e l o p p é e s d e la m a n i è r e 

la p l u s h e u r e u s e . L ' i m p u l s i o n fut d o n n é e p a r l ' é t u d e d e s é q u a t i o n s 

l i n é a i r e s , é t u d e q u i fut é t e n d u e à t o u t le c h a m p d e la v a r i a b l e c o m ­

p l e x e et q u i c o n d u i s i t à la d é c o u v e r t e d e n o u v e l l e s f ami l l e s d e 

t r a n s c e n d a n t e s . U n e s é r i e d e r e c h e r c h e s fu t é g a l e m e n t e n t r e p r i s e 

s u r la f o r m e d e s c o u r b e s i n t é g r a l e s r é e l l e s , c o n s i d é r é e s d a n s l e u r 

e n s e m b l e e t n o n p l u s s e u l e m e n t a u v o i s i n a g e d ' u n p o i n t . 

D a n s la t h é o r i e d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s o r d i n a i r e s , les p r o ­

g r è s a c c o m p l i s f u r e n t d u s , p o u r u n e l a r g e p a r t , a u x t r a v a u x e t 

à l ' e n s e i g n e m e n t d e M. P a i n l e v é . 

M . P a i n l e v é a b a n d o n n e r é s o l u m e n t le p o i n t d e v u e loca l d e 

C a u c h y . O n sa i t , d i t - i l , é t u d i e r l e s i n t é g r a l e s d ' u n e é q u a t i o n 

d ' o r d r e q u e l c o n q u e a u v o i s i n a g e d e la v a l e u r i n i t i a l e x0. « Mais ( 1 ) , 

l o r s q u e x s ' é l o i g n e d e x0 p o u r v a r i e r d ' u n e f açon q u e l c o n q u e d a n s 

s o n p l a n , c o m m e n t se c o m p o r t e la s o l u t i o n ? » 

E n p o s a n t c e l l e q u e s t i o n , q u e n o m b r e d ' a n a l y s t e s a u r a i e n t s a n s 

d o u t e é c a r t é e a priori, à c a u s e d e sa t r o p g r a n d e g é n é r a l i t é , 

M . P a i n l e v é fu t c o n d u i t à d e s r é s u l t a t s r e m a r q u a b l e s , d o n t l e p l u s 

s a i l l a n t e s t la d é c o u v e r t e d ' u n e n o u v e l l e c l a s se d e f o n c t i o n s e n ­

t i è r e s , s o l u t i o n s d ' u n e é q u a t i o n d u t r o i s i è m e o r d r e . 

Ma i s b o r n o n s - n o u s à l ' é q u a t i o n 

, <fy_ P ( J " , y ) 

d o n t le s e c o n d m e m b r e e s t u n e f o n c t i o n r a t i o n n e l l e d e y, a l g é ­

b r i q u e d e x. N o u s r é s u m e r o n s a u C h a p i t r e I les r e c h e r c h e s e f fec­

t u é e s p a r M . P a i n l e v é s u r c e t t e é q u a t i o n . 11 n o u s suffira, p o u r 

l ' i n s t a n t , d e r a p p e l e r l es p r i n c i p a l e s c o n c l u s i o n s q u i e n r e s s o r t e n t . 

L e s p o i n t s s i n g u l i e r s t r a n s c e n d a n t s ( s ' i l e n e x i s t e ) d e s i n t é -
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g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( 2 ) s o n t l es m ê m e s p o u r t o u t e s ces i n t é g r a l e s 

( c ' e s t - à - d i r e i n d é p e n d a n t s de la v a l e u r i n i t i a l e y0 q u e p r e n d a u 

p o i n t i n i t i a l xv l ' u n e q u e l c o n q u e d e s i n t é g r a l e s ) . L a s i t u a t i o n d e 

ces p o i n t s , q u e M . P a i n l e v é a p p e l l e points singuliers fixes, s e r a 

c o n n u e si l ' o n c o n n a î t l es coe f f i c i en t s d e s p u i s s a n c e s d e y d a n s la 

F 

f r a c t i o n Il es t a l o r s n a t u r e l d e se d e m a n d e r s'il e x i s t e d e s é q u a ­

t i o n s ( 2 ) d o n t l es i n t é g r a l e s n e p r é s e n t e n t p a s d ' a u t r e s p o i n t s 

s i n g u l i e r s q u e les p o i n t s s i n g u l i e r s fixes a i n s i d é t e r m i n é s . M . P a i n -

levé d é m o n t r e q u e s eu l e l ' é q u a t i o n d e R i c c a t i 
dy 
^ = A „ - H A , J K - H A 2 ^ 

es t d a n s ce c a s . E n p a r t i c u l i e r , l ' é q u a t i o n de R i c c a t i e s t la s e u l e 

é q u a t i o n ( 2 ) d o n t t o u t e s les i n t é g r a l e s p u i s s e n t ê t r e d e s f o n c t i o n s 

u n i f o r m e s d e x. 

C e d e r n i e r t h é o r è m e n o u s a p p r e n d q u e , si n o u s n o u s p r o p o s o n s 

d ' é t u d i e r l es i n t é g r a l e s d ' u n e é q u a t i o n ( 2 ) q u i n e so i t p a s u n e é q u a ­

t i o n de R i c c a t i , n o u s a u r o n s affaire à d e s f o n c t i o n s m u l t i f o r m e s . 

M a i s n e p o u v o n s - n o u s e s p é r e r q u e ces f o n c t i o n s n ' a u r o n t q u ' u n 

n o m b r e l i m i t é d e b r a n c h e s , j e v e u x d i r e q u ' à u n e v a l e u r q u e l ­

c o n q u e d e x n e c o r r e s p o n d r o n t q u ' u n n o m b r e fini («.) d e d é t e r ­

m i n a t i o n s d e y? M . P a i n l e v é r é p o n d e n c o r e à c e t t e q u e s t i o n : 

Si les intégrales d'une équation ( 2 ) sont des fonctions 

à n branches, l'équation ( 2 ) se ramènera à une équation de 

Riccati par un changement de variable rationnel. On saura 

toujours reconnaître, au moyen d'un nombre fini d'opérations 

algébriques, si te changement de variable est ou n'est pas pos­

sible. 

T e l e s t l ' é t a t o ù se t r o u v e , à la s u i t e d e s t r a v a u x d e M . P a i n l e v é , 

l ' é t u d e d e l ' é q u a t i o n r a t i o n n e l l e ( 2 ) : i ° à part un petit nombre 

d équations qui se laissent ramener à l'équation de Riccati, 

les équations ( 2 ) définissent des fonctions multiformes possé­

dant un nombre infini de. branches ; i" sur la nature de ces 

fonctions multiformes, nous ne possédons, pour ainsi dire, 

aucune indication positive. N o s c o n n a i s s a n c e s à c e t é g a r d se 

r é d u i s e n t a u x p r o p o s i t i o n s , d ' u n c a r a c t è r e p u r e m e n t l oca l , q u i 

o n t t r a i t a u x p o i n t s s i n g u l i e r s de B r i o t e t B o u q u e t . 
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INTKODUCTTOtf. 7 

Cette d o u b l e cons ta ta t ion ouvre devant n o u s u n vaste c h a m p de 

r e c h e r c h e s . C o m m e n t exp lorer ce c h a m p ? Si les réf lexions q u e 

n o u s avons faites p lus haut sont j u s t e s , il c o n v i e n d r a de s ' inspirer 

l a r g e m e n t des vues n o u v e l l e s r é c e m m e n t in t rodu i t e s dans la théor ie 

des fonc t ions . 

O n pourra c o m m e n c e r par part iculariser le p r o b l è m e et se p r o ­

poser, par e x e m p l e , d 'étudier les in tégra les de l ' équat ion 

dy 

( 3 ) ^ + A , + V + A ! 7 ' + A L I F > = O , 

o ù les A sont des p o l y n ô m e s e n x. 

Les intégrales de ( 3 ) présentent , e n généra l , u n e infinité de d é ­

terminat ions et u n e inf inité de p o i n t s s ingu l i ers . N o u s n e saurons 

donc pas , d 'ordinaire , former u n e e x p r e s s i o n a n a l y t i q u e qui repré­

sente ces f onc t ions pour toutes les valeurs de la var iable . N o u s 

pourr ions alors c h e r c h e r à l e s représenter dans des r é g i o n s de p lus 

en p l u s é t e n d u e s . Mais d'autres r e c h e r c h e s d e v r o n t être e n t r e ­

pr i ses auparavant d o n t l e type sera fourni par la théorie d e s 

fonc t ions e n t i è r e s . 

N o u s n o u s d e m a n d e r o n s que l est l e m o d e de c r o i s s a n c e , l 'al lure 

d'une b r a n c h e d' intégrale l orsque x s 'approche d'un p o i n t s i n g u ­

l ier t ranscendant . 

N o u s é tud ierons , autour des va leurs l i m i t e s , la c o n d e n s a t i o n 

des p o i n t s s ingul iers ou des d é t e r m i n a t i o n s des intégra les . 

D ' u n e man ière généra le , n o u s e x a m i n e r o n s l e m é c a n i s m e d e s 

p e r m u t a t i o n s qui é c h a n g e n t entre e l l e s les d iverses b r a n c h e s de 

ces in tégra les . 

O n le voit , ce n e sont pas les q u e s t i o n s à traiter qui font défaut . 

R e s t e à savoir dans q u e l l e m e s u r e ces q u e s t i o n s sont s o l u b l e s . 

C'est ce dont j e voudra i s q u e n o u s c h e r c h i o n s à n o u s rendre 

c o m p t e au cours de c e s l e ç o n s . Je me garderai d 'entreprendre 

u n e classif icat ion et une d i s c u s s i o n c o m p l è t e s . Je m'arrêterai p r i n ­

c i p a l e m e n t sur les types les p lus s i m p l e s d 'équat ions ( 2 ) , et j e m e 

demandera i q u e l l e s m é t h o d e s il serait b i e n poss ib l e d ' imaginer 

pour les é t u d i e r , que l s résul tats o n pourra i t a t tendre de ces m é ­

t h o d e s . Peut -ê tre réuss ira i - je a ins i , s i n o n à résoudre le p r o b l è m e 

dont j e v i e n s d 'esquisser l ' é n o n c é , d u m o i n s à e n m o n t r e r l ' i n ­

térêt . 
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C H A P I T R E I . 

N O T I O N S F O N D A M E N T A L E S . 

I. —• Points où te théorème de Cauchy n'est pas applicable. 

J ' a i fait a l l u s i o n a u x p r o p o s i t i o n s c a p i t a l e s d é m o n t r é e s p a r 

M . P a i n l e v é r e l a t i v e m e n t à l ' é q u a t i o n 

i ^
 dy s, \ F O . y') 

o ù P e t Q s o n t d e s p o l y n ô m e s e n y. C ' e s t s u r ces p r o p o s i t i o n s 

q u e n o u s f i xe rons t o u t d ' a b o r d n o t r e a t t e n t i o n . M a i s , au p r é a ­

l a b l e , il n o u s f au t d i r e q u e l q u e s m o t s d u t h é o r è m e d e C a u c h y e t 

d e s p o i n t s où il cesse d ' ê t r e a p p l i c a b l e . 

S o i t x0, y a u n s y s t è m e de v a l e u r s a u v o i s i n a g e d u q u e l le coeff i ­

c i e n t d i f fé ren t ie l f(x, y) es t h o l o m o r p h e . L ' e x i s t e n c e d ' u n e i n t é ­

g ra l e h o l o m o r p h e u n i q u e , éga l e à y„ p o u r x = x„, e s t é t a b l i e p a r 

l e t h é o r è m e d e C a u c h y , q u e n o u s é n o n c e r o n s e n ces t e r m e s ( ' ) : 

Soit /(x, y) holomorphe dans le domaine \x — x0\<r, 

I y —y0 1 5 P - H existe une fonction de x satisfaisant à l'équa­

tion différentielle (1), égale à y0 pour x = xB, et holomorphe 

autour de x„ dans un cercle de rayon au moins égal (2) à 

Á , 

S o i t , d ' a u t r e p a r t , L u n c h e m i n q u e l c o n q u e , d e l o n g u e u r finie 

o u i n f i n i e , c o n v e r g e a n t v e r s x0 ( c ' e s t - à - d i r e sa t i s fa i san t à la con­

d i t i o n s u i v a n t e : q u e l q u e p e t i t q u e so i t E , il e x i s t e s u r L u n p o i n t a ^ 

(') Voir, p a r e x e m p l e , P I C A R D , Traité d'Analyse, t . I I , C h a p . X I . 

( 2 ) La v a l e u r e x a c t e d u r a y o n d e c o n v e r g e n c e s e r a i t u n e v a l e u r p l u s é l e v é e . 

Cf. l e Traité d'Analyse de M. P i c a r d , t . I I , C h a p . X L ' 
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( ' ) S u r c e t t e f o r m e d e l ' é n o n c é du t l i é u r è m e d e C a u c h } ' , e t s u r le c o r o l l a i r e 

q u i s u i t , voir, en p a r t i c u l i e r , l e s Leçons de Stockholm d e M. P a i n l e v é , p . 18. 

( 2 ) Je m ' a p p u i e s u r la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e q u e l 'on d é d u i t d e s p r o p r i é t é s d e s 

f o n c t i o n s de d e u x v a r i a b l e s (consulter, p a r e x e m p l e , PICAKD, Traité d'Analyse, 

t . I I , c l i a p . I X ) . S o i t u n e f o n c t i o n d e d e u x v a r i a b l e s , g(x, p . ) , d é v e l o p p a b l e 

s o u s la f o r m e g(x, I 1 ) =
 2^Si(V-)3;ii ' e s c o e f f i c i e n t s gi é t a n t d e s f o n c t i o n s h o l o ­

m o r p h e s d e p. p o u r | p. | < t , e t l e d é v e l o p p e m e n t c o n v e r g e a n t a b s o l u m e n t p o u r 

| p. | «C T, \ & \ <C r '. g est une fonction holomorphe des deux variables x et p. 

pour | x | < r, \ p. | < T. 

tel q u e , à partir de x{, l e chemin. L n e sorte p lus d u cerc le d e 

cen tre x0 et de rayon e ) . I m a g i n o n s qu'i l ex is te u n e f o n c t i o n de x 

qui satisfasse à l 'équat ion différentie l le ( i ) et qui , l o r s q u e x t end 

vers xB sur le c h e m i n L , t e n d e vers la valeur yD. Cette fonction 

ne saurait être distincte de Vintégrale holomorphe définie 

dans la première partie du théorème .('). 

D u t h é o r è m e de C a u c h y o n p e u t dédu ire le corol la ire su ivant : 

Si f(x, y) est holomorphe au voisinage de x = xn, y = y0, 

l'intégrale y = f(x, y'a, ^'0), qui prend en x'0 la valeur y'B, est 

une fonction holomorphe des trois variables y'0, x'0, pour x 

et x'B voisins de xa

 e t J'0 voisin de yQ. 

En effet, l o r s q u e x'a, y'n sont s i tués dans u n certain d o m a i n e fini 

autour de x0, yo, f(xi y) est déve loppab le par rapport aux. p u i s ­

sances de (x — ^ ó ) ; —y'o ) i ^ e s coeff ic ients é tant d e s fonc t ions 

h o l o m o r p h e s de x'n e t y'a. D'autre part, l ' intégrale y est d é v e l o p ­

pable ( a u vo i s inage de x=.xa) par rapport aux p u i s s a n c e s de 

(x — x'0) e t les coeff ic ients du d é v e l o p p e m e n t sont (d 'après le 

t h é o r è m e de C a u c h y ) des fonct ions rat ionne l l e s des coeff ic ients 

de f(x, y). O n e n c o n c l u t ( 2 ) q u e l ' intégrale y est f o n c t i o n h o l o ­

m o r p h e des trois variables (x — ^0), x'oi y'0-

L e t h é o r è m e de C a u c h y est e n défaut l orsque la fonct ion /"( . r , y) 

de x et y p r é s e n t e u n e s ingular i té p o u r x ^ x a , y = y 0 . Les 

po in t s xa o ù il e n est ainsi se répart issent entre p lus i eurs c a t é g o ­

r i e s . 

Première catégorie. — S u p p o s o n s d'abord q u e Q ( ^ o ? JKo) 

s'annule en x„ pour une valeur isolée de ye, P et Q étant holo-
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( ' ) O n d i t QU'UNE FONCTION ESL ALGÉBROÏDE DANS UNE RÉGION R SI e l l e EST REPRÉ­

SENTABLE, DANS CETTE RÉGION, PAR UNE RELATION DE LA FORME n ( x , y ) = 0, II ÉTANT 

u n POLYNÔME EN y ET UNE FONCTION d e x HOLOMORPHE DANS LA RÉGION R. 

{') Cf. l e s Leçons de Stockholm, DE M. P a i n l e v é , P . 3 4 - 3 5 . 

morphes au voisinage de X A : J'a-, et P ( X Q , Ya) étant différent 

de zéro. 

P o u r é tud ier ce cas , b i e n c o n n u , o n cons idère l ' équat ion ( i ) 

sous la forme 

d& Q ( G , y) ' 
( 1 d y - P(x,y) f(x,y) 

L e coef f ic ient différentie l de l ' équat ion ( 2 ) e s t h o l o m o r p h e au 

vo i s inage de x0, y 0 . D 'a i l l eurs , p u i s q u e Q(xo, y) a d m e t y 0 c o m m e 

zéro i so l é , l e d é v e l o p p e m e n t de -j--—-contient des t e r m e s i n d é -
/ l 3 7 ! y) 

p e n d a n t s de x — xn, q u e l 'on p e u t o r d o n n e r par rapport a u x p u i s ­

sances cro i s santes de y —ya- S o i t m le degré du p r e m i e r de ces 

termes . L e t h é o r è m e de C a u c h y m o n t r e que l ' équat ion ( 2 ) a d m e t 

u n e e t u n e seu le intégrale égale à xa pour y — y 0 : in tégrale qui 

est h o l o m o r p h e et déve loppab le sous la forme 

x = x0-T- « 1 (.Y — yo)"l+l-t- « s ( 7 — 7 0 ) ' M - t - . • • • 

O n en c o n c l u t q u e l 'équat ion ( 1 ) a d m e t u n e et une seu le i n t é ­

grale égale à yB p o u r x = xa, et que cet te intégrale est d é v e l o p -
1 

pable autour de x0 par rapport a u x pu i s sances de ( x — x0)
m + i ; 

l e po in t x0 e s t d o n c p o u r el le un point critique algébrique au ­

t o u r duque l se p e r m u t e n t m + 1 d é t e r m i n a t i o n s . 

N o u s d irons q u e l ' intégrale y ainsi définie est algébroïde (') 

au v o i s i n a g e de x„. N o u s signif ions par là qu 'autour de x0 cet te 

in tégra le se c o m p o r t e c o m m e une fonc t ion a l g é b r i q u e . 

P r e n o n s m a i n t e n a n t des c o n d i t i o n s ini t ia les x'0, y'0 v o i s i n e s de 

x„, y 0 . Je dis q u e / ' intégrale y = f(x, y'„, x'u) qui est égale à 

y'B enx'0 est une fonction algébroïde des trois variables x, y'u, x'B 

pour x et x'0 voisins de xB, y'0 voisin dey0. 

Soi t , e n effet ( 2 ) , 

x = x'i) - t - i({y, x'^y'0) 
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l ' i n t é g r a l e d e l ' é q u a t i o n ( 2 ) d é t i n i e p a r les c o n d i t i o n s i n i t i a l e s x\, 

y'0. D ' a p r è s le c o r o l l a i r e d e la p a g e p,, A es t u n e f o n c t i o n h o l o -

m o r p h e de y, x'B, y'0, l o r s q u e [y yB \, \x'D—x0\, \y'0 —ya \ 

s o n t i n f é r i e u r s à u n c e r t a i n n o m b r e ~k. L a f o n c t i o n <p n e s a u r a i t 

d o n c p r é s e n t e r d ' a u t r e s s i n g u l a r i t é s q u e d e s s i n g u l a r i t é s a l g é ­

b r i q u e s a u v o i s i n a g e d e s v a l e u r s in i t i a l es xB, yB, xB. S o i t , d ' a u t r e 

p a r t , g le n o m b r e d e s z é ro s de A (y, x0, yB) c o n f o n d u s en y =y0-

D é c r i v o n s d a n s le p l a n y a u t o u r d e y0 u n c e r c l e T, d e r a y o n 

m o i n d r e q u e ~k, te l q u e ( ' ) ( p o u r xu, x'0] y'0 s i t u é s d a n s u n c e r t a i n 

d o m a i n e D a u t o u r d e x, xo, y a) le m o d u l e d e la fonc t ion , de y, 

A ( y , x'0, y'B) — (x — x'B) r e s t e , s u r l e c o n t o u r d e T, s u p é r i e u r à u n 

n o m b r e pos i t i f M . L o r s q u e x, x"a, y'0 v a r i e n t d a n s le d o m a i n e D , 

les z é r o s d e la f o n c t i o n A(_y, ^'0ty'B) — (x — x'B) dey q u i s o n t s i t u é s 

d a n s F se d é p l a c e n t avec c o n t i n u i t é ; m a i s i ls n e p e u v e n t s o r t i r 

de T p u i s q u e A — (x — x'B) n e s ' a n n u l e pas s u r l e c o n t o u r d e Y. 

J e d i s q u e ces z é r o s s o n t , à l ' i n t é r i e u r d e T, e n n o m b r e q e x a c t e -

m e n t . E n effet, l e u r n o m b r e es t éga l à l ' i n t é g r a l e / -, r- r - · 

' 0 6 JVty — O — x0 ) 

O r , c e t t e i n t é g r a l e , q u i a u n e v a l e u r e n t i è r e , e s t éga l e à q p o u r 

x = x'0 = x0, y'0 —yB ; d ' a u t r e p a r t , e l le es t , s u r le c o n t o u r d e T, 

u n e f o n c t i o n c o n t i n u e d e x, x'B, y'B d a n s le d o m a i n e D . E l l e r e s t e 

d o n c é g a l e à q d a n s t o u t ce d o m a i n e . E n r é s u m é , l o r s q u e x, x'a, 

y'B v a r i e n t d a n s u n c e r t a i n d o m a i n e D a u t o u r d e x, x0, yB, l ' i n ­

t é g r a l e y = œ (x , y0, xB) n e p r é s e n t e q u e d e s s i n g u l a r i t é s a l g é ­

b r i q u e s e t n ' a d m e t q u e q d é t e r m i n a t i o n s ( i n t é r i e u r e s à Y) : c ' e s t 

u n e f o n c t i o n a l g é b r o ï d e . 

P a s s o n s m a i n t e n a n t à l ' e x a m e n d e s p o i n t s s i n g u l i e r s q u i n ' a p ­

p a r t i e n n e n t p a s à la p r e m i è r e c a t é g o r i e déf in ie p l u s h a u t , e t r é p a r -

t i s s o n s - l e s à l e u r t o u r . 

Deuxième catégorie. — S u p p o s o n s q u e P et Q soient holo-

morphes au voisinage de xB, ya, et que l'on ait 

P(A?O, ^ 0 ) 5 ^ 0 , Q O O , . R O ) = O, 

( 1 ) P u i s q u e y a e s t u n z é r o ( m u l t i p l e ) i s o l é d e ^ — { x — x „ ) i l e x i s t e b i e n u n 

c e r c l e r r é p o n d a n t a u x c o n d i t i o n s v o u l u e s l o r s q u e x — x't, = x 0 , y'<, = yn', l a 

c o n t i n u i t é d e <J* m o n t r e a l o r s q u e c e c e r c l e e x i s t e e n c o r e p o u r x , x'a v o i s i n s 

d e x „ , y ' t v o i s i n d e y 0 . 
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(') Si ces valeurs n'étaient pas isolées, les égalités P ( x a , y a ) = Q(^0, y e ) — o 
devraient être identiquement vérifiées (au point xa) quel que soit Chacun 
des polynômes P et Q admettrait alors comme facteur une certaine puissance de 
( x — x 0 ) , et, en éliminant le facteur commun à ces polynômes, on serait ramené 
à l'un des cas déjà étudiés. 

cette dernière égalité étant identiquement satisfaite ( a u 

p o i n t X o ) pour toute, valeur de y 0 . E n d ' a u t r e s t e r m e s , so i t x0 

, , , P(x, y) , 
un noie de —-—^— quel que soit y. 

D a n s c e s c o n d i t i o n s , le coeff ic ient d i f fé ren t i e l d e l ' é q u a t i o n ( 2 ) 

n e c o n t i e n t p a s d e t e r m e i n d é p e n d a n t de x — x0 ; l ' i n t é g r a l e h o l o -

i n o r p h e d e ( 2 ) se r é d u i t à x = x0, e t le r a i s o n n e m e n t q u i n o u s a 

se rv i t o u t à l ' h e u r e e s t i n a p p l i c a b l e . 

D e s e x e m p l e s s i m p l e s m o n t r e n t q u ' u n p o i n t x0 d e la d e u x i è m e 

c a t é g o r i e p e u t ê t r e p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t p o u r l es i n t é g r a l e s 

d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) . 

A i n s i l ' é q u a t i o n 

dy \r 
dx x 

a p o u r i n t é g r a l e g é n é r a l e y = Cx~>-, O r , si À es t u n n o m b r e c o m ­

p l e x e ou i r r a t i o n n e l , c e t t e i n t é g r a l e a d m e t u n e in f in i t é de d é t e r ­

m i n a t i o n s q u i se p e r m u t e n t a u t o u r d e l ' o r i g i n e e t d i f fè ren t e n t r e 

e l l es p a r d e s m u l t i p l e s d e e 2 " 1 ^ . 

P a r e i l l e m e n t , l ' é q u a t i o n 

dx x* 

a d m e t l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 
_i_ 

y + a = G e 
p o u r l a q u e l l e l ' o r i g i n e e s t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t . 

Troisième catégorie. — Supposons que l'on ait, pour une 

ou plusieurs valeurs isolées (') dey0, 

P ( * O , y») = Q ( ^ O , RO) = O, 

P et Q étant holomorphes au voisinage de Xa,ya-

L e coef f ic ien t d i f f é r en t i e l se p r é s e n t e a l o r s , p o u r x =.xa, y = y 0 l 
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s o u s la f o r m e i n d é t e r m i n é e - • E n ce cas e n c o r e , le p o i n t x0 p e u t 

ê t r e p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t p o u r les i n t é g r a l e s d e l ' é q u a ­

t i o n ( i ) . A i n s i n o u s v e r r o n s p l u s l o i n ( C h a p . I I I , p . 6 7 ) q u e l ' o r i ­

g i n e e s t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t p o u r l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d e l ' é q u a ­

t i o n 
dy i-y -+- $x 

dx y 

R e m a r q u o n s e n p a s s a n t q u e , si l ' o n se d o n n e u n e é q u a t i o n ( 1 ) 

a l g é b r i q u e en x , o n s a u r a t o u j o u r s d é t e r m i n e r a l g é b r i q u e m e n t les 

p o i n t s s i n g u l i e r s d e la t r o i s i è m e c a t é g o r i e q u e p e u v e n t p r é s e n t e r 

ses i n t é g r a l e s : ce s o n t l es r a c i n e s x0 d u s y s t è m e d ' é q u a t i o n s s i m u l ­

t a n é e s P ( . r , JK) = o , Q(x,y) = o . 

Quatrième catégorie. — S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e l'une au 

moins des fonctions P et Q ne soit pas holomorphe au voisinage 

de x0, y0. P e t Q é t a n t d e s p o l y n ô m e s en y, il f au t , p o u r q u e c e t t e 

c i r c o n s t a n c e se p r é s e n t e , q u e xa soit point singulier d'un coef­

ficient au moins des polynômes P et Q . 

L o r s q u e x0 e s t u n p o i n t c r i t i q u e a l g é b r i q u e p o u r les coeff ic ients 

d e P e t Q , ces coeff ic ients s o n t , a u v o i s i n a g e d e x = xa, d e s f o n c ­

t i o n s h o l o m o r p h e s d ' u n e p u i s s a n c e f r a c t i o n n a i r e d e x — x0. L e 

c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e x — x 0 = tm, o ù m es t u n e n t i e r posit if , 

n o u s r a m è n e a lo r s à l ' u n d e s cas p r é c é d e m m e n t e x a m i n é s . 

L o r s q u e x0 es t u n p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t d e s p o l y n ô m e s 

P , Q , il e s t c l a i r q u e les i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n (1) a d m e t t e n t e n 

g é n é t a l x0 c o m m e p o i n t t r a n s c e n d a n t . 

L e s p o i n t s x0 o ù , p o u r c e r t a i n e s v a l e u r s ( f i n i e s ) d e yB, le t h é o ­

r è m e d e C a u c h y ce s se d ' ê t r e a p p l i c a b l e a p p a r t i e n n e n t n é c e s s a i r e ­

m e n t à l ' u n e d e s q u a t r e c a t é g o r i e s q u i v i e n n e n t d ' ê t r e é n u m é r é e s . 

E n t r e ces p o i n t s i l y a l i e u d e fa i re u n e d i s t i n c t i o n . 

N o u s r e m a r q u o n s q u e l e s p o i n t s d e la p r e m i è r e c a t é g o r i e ( s ' i l e n 

e x i s t e ) s o n t d e s p o i n t s a r b i t r a i r e s . E n effet, s ' i l e x i s t e des p o i n t s 

d e la p r e m i è r e c a t é g o r i e , Q(xa,yo) d é p e n d , p a r d é f i n i t i o n , d e y0 

e t s ' a n n u l e p a r s u i t e , q u e l q u e so i t x0, p o u r u n e o u p l u s i e u r s 

v a l e u r s àey0. H y a d o n c t o u j o u r s u n e o u p l u s i e u r s i n t é g r a l e s d e 

l ' é q u a t i o n (1) q u i a d m e t t e n t c o m m e p o i n t d e la p r e m i è r e c a t é g o r i e 
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( ' ) Ces p o i n t s s o n t i s o l é s si l e s s i n g u l a r i t é s d e s c o e f f i c i e n t s d e P e t Q s o n t 

e l l e s - m ê m e s i s o l é e s . 

( J ) N o u s c o n t i n u o n s à s u p p o s e r q u e xa a u n e v a l e u r finie. S i xa é t a i t i n f i n i , 

on t r a n s f o r m e r a i t l ' é q u a t i o n e n o p é r a n t le c h a n g e m e n t de v a r i a h l e x = y -

u n p o i n t x0 q u e l c o n q u e . P o u r e x p r i m e r ce fai t , M . P a i n l e v é d é ­

n o m m e les p o i n t s s i n g u l i e r s d e la p r e m i è r e c a t é g o r i e points cri­

tiques mobiles d e l ' é q u a t i o n ( i ) . C e s o n t t o u j o u r s , n o u s l ' a v o n s v u , 

d e s p o i n t s c r i t i q u e s a l g é b r i q u e s . 

A u c o n t r a i r e , les p o i n t s s i n g u l i e r s d e la d e u x i è m e , d e l a t r o i ­

s i è m e e t d e l a q u a t r i è m e c a t é g o r i e s o n t d e s p o i n t s , e n g é n é r a l ( ' ) , 

i so l é s , d o n t la s i t u a t i o n n e d é p e n d p a s d e la v a l e u r c h o i s i e p o u r ^ 0 , 

mais s e u l e m e n t d e s coef f ic ien ts d e s p o l y n ô m e s en j , P e t Q . O n 

l e s a p p e l l e , p o u r c e t t e r a i s o n , points singuliers fixes [cf. p . 6 ) . 

C e s o n t , e n g é n é r a l , d e s p o i n t s t r a n s c e n d a n t s . N o t o n s d e p l u s q u e , 

si P e t Q s o n t d e s f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s de x, le n o m b r e d e s p o i n t s 

s i n g u l i e r s fixes e s t n é c e s s a i r e m e n t fini. 

Cinquième catégorie. — N o u s a v o n s s u p p o s é j u s q u ' i c i q u e y0 

ava i t u n e v a l e u r finie. P o u r ê t r e c o m p l e t s ( 2 ) , n o u s d e v o n s e n c o r e 

e x a m i n e r la ou tes intégrales de l'équation ( i ) dont la valeur 

est infinie au point x0. C e s i n t é g r a l e s a d m e t t e n t - e l l e s x„ c o m m e 

p o i n t s i n g u l i e r , e t d e q u e l l e n a t u r e ? 

F a i s o n s le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e y = L ' é q u a t i o n ( i ) se 

t r a n s f o r m e e n u n e é q u a t i o n de m ê m e f o r m e 

( ; _ dx Q,(x,z)' 

P H e t Q | é t a n t d e s p o l y n ô m e s p a r r a p p o r t à z. S u r l ' é q u a t i o n ( 3 ) 

n o u s p o u r r o n s r é p é t e r la d i s c u s s i o n faite t o u t à l ' h e u r e s u r l ' é q u a ­

t i o n ( i ) , les v a l e u r s i n i t i a l e s à c o n s i d é r e r é t a n t x = x0] z — cv 

L ' i n t é g r a l e z d e ( 3 ) q u i s ' a n n u l e e n x0 p e u t ê t r e u n e f o n c t i o n 

h o l o m o r p h e d e x a u v o i s i n a g e d e x0. S o n i n v e r s e a d m e t a l o r s x0 

c o m m e pôle. L e s p ô l e s s o n t , p o u r l e s i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( i ) , 

d e s p o i n t s s i n g u l i e r s m o b i l e s . 

L ' i n t é g r a l e z p e u t é g a l e m e n t ê t r e a l g é b r o ï d e a u v o i s i n a g e d e x0 : 
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II . — Théorème de M. Painlevé. 

D a n s l e p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , j e m e s u i s p l a c é a u p o i n t de v u e 

loca l d e s f o n d a t e u r s d e l ' A n a l y s e m o d e r n e : j e m e su i s d o n n é a 

priori d e s c o n d i t i o n s i n i t i a l e s x0, y0, e t j ' a i c o n s i d é r é a u v o i s i n a g e 

(*) L e s o o r o l l a i r e s d e s p a g e s 9 e t 10 s ' é t e n d e n t à c e s d e u x c a s : l'intégrale 

y = tp ( y'0, Xq), qui est égale à yf

a en x'a: est une fonction méromorphe ou 

algébroïde des trois variables x, y'„ x'a pour x et x\ voisins de x t , y't voisin 

.de l'infini. 

s o n i n v e r s e y a d m e t a lo r s xa c o m m e p o i n t c r i t i q u e a l g é b r i q u e 

( m o b i l e ) ( ' ) . 

E n f i n l ' i n t é g r a l e z, e t p a r s u i t e s o u i n v e r s e y, p e u v e n t a d m e t t r e xa 

c o m m e p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t ( f i x e ) . 

R e m a r q u o n s q u e les p o i n t s s i n g u l i e r s d e s coe f f i c i en t s d e P l ? Q i 
P 

e t l es p o i n t s q u i s o n t d e s p ô l e s d e ~ q u e l q u e so i t z, n e d i f f è ren t 

p a s des p o i n t s s i n g u l i e r s d e P , Q , e t d e s p o i n t s q u i s o n t d e s p ô l e s d e 
P 
q p o u r _ ^ q u e l c o n q u e . C o m m e p o i n t s s i n g u l i e r s fixes d e s i n t é g r a l e s 

d e ( 3 ) q u i n ' a i e n t p a s d é j à é t é d é c e l é s p a r l ' é t u d e d e l ' é q u a t i o n ( i ) , 

n o u s n ' o b t e n o n s d o n c q u e les p o i n t s (s 'il" e n e x i s t e ) o ù l ' o n a à 

la fois 
P l O o , û ) = 0 , Q l ( 3 7 0 , 0 )=O. 

Ces p o i n t s c o n s t i t u e n t u n e cinquième catégorie d e s i n g u l a r i t é s 

p o u r l e s i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( i ) . 

P o u r c l o r e c e t t e d i s c u s s i o n , n o u s e n d é g a g e r o n s e n ces t e r m e s 

la c o n c l u s i o n : A p p e l o n s £(, £ 2 , . . . les p o i n t s s i n g u l i e r s fixes d e 

l ' é q u a l i o n ( i ) . C e s o n t l e s p o i n t s d e s c a t é g o r i e s d e u x i è m e , t r o i ­

s i è m e , q u a t r i è m e e t c i n q u i è m e , q u e n o u s d é d u i s o n s d i r e c t e m e n t d e s 

coe f f i c i en t s d e P e t Q . Si l ' o n c o n s i d è r e u n p o i n t q u e l c o n q u e x0, 

d i s t i n c t d e s p o i n t s £, l ' i n t é g r a l e q u i es t éga l e à y0 o u à l ' inf in i 

p o u r x = z x0 es t u n i q u e . P o u r c e t t e i n t é g r a l e , x0 e s t u n p o i n t 

d ' h o l o m o r p h i s m e , u n p ô l e o u u n p o i n t c r i t i q u e a l g é b r i q u e . 
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( l ) N o u s n o u s b o r n o n s a u c a s o ù l e s p o i n t s ( E ) s o n t des p o i n t s i s o l é s . 

( 3 ) D é f a i t , c e p o s t u l a i n e s e r a i t p a s e x a c t si l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e é t u d i é e 

é t a i t d ' u n o r d r e s u p é r i e u r a u p r e m i e r . 

d e x„ la ou les i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( i ) q u e dé f in i s sen t c e s 

c o n d i t i o n s . J e vais m a i n t e n a n t m e p o s e r , a v e c M . P a i n l e v é , u n e 

q u e s t i o n p l u s g é n é r a l e . E t a n t d o n n é e u n e i n t é g r a l e Y d e l ' é q u a ­

t i o n ( i ) , déf in ie p a r la v a l e u r G q u ' e l l e p r e n d e n u n c e r t a i n p o i n t 

fixe X 0 , q u e d e v i e n t c e t t e i n t é g r a l e l o r s q u e x d é c r i t à p a r t i r d e X „ 

u n c h e m i n L q u e l c o n q u e ? 

C o n s i d é r o n s u n p o i n t x0 d u c h e m i n L . Si xg c o ï n c i d e avec l ' u n 

d e s p o i n t s ( ' ) s i n g u l i e r s fixes £ ( , . . . q u e n o u s a v o n s déf in is 

, p l u s h a u t , x0 s e r a e n g é n é r a l u n e s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e d e s 

i n t é g r a l e s d e ( i ) . Si x0 n e c o ï n c i d e p a s avec u n p o i n t i , n o u s d e ­

v r o n s e n v i s a g e r l e s d e u x h y p o t h è s e s s u i v a n t e s : 

i " L o r s q u e x t e n d v e r s x0 s u r le c h e m i n L , Y t e n d v e r s u n e 

v a l e u r d é t e r m i n é e y e , finie o u i n f i n i e ; 

2 ° L o r s q u e x t e n d ve r s x„ s u r le c h e m i n L , Y n e t e n d v e r s 

a u c u n e l i m i t e . 

D a n s l e p r e m i e r cas , les t h é o r è m e s d u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t 

n o u s a p p r e n d r o n t q u e x0 es t p o u r l ' i n t é g r a l e Y u n p o i n t d ' h o l o -

m o r p h i s m e , u n p ô l e ou u n p o i n t c r i t i q u e a l g é b r i q u e . D a n s l e 

s e c o n d c a s , ces t h é o r è m e s s e r o n t i n a p p l i c a b l e s . 

L e s a n a l y s t e s r e s t é s fidèles a u p o i n t de v u e d e C a u c h y a v a i e n t 

i m p l i c i t e m e n t a d m i s q u e le p r e m i e r cas seu l p e u t se p r é s e n t e r . 

C ' é t a i t l à , n o t o n s - l e , u n p o s t u l a t g r a t u i t ( 2 ) : c a r il n ' y a a priori 

a u c u n e r a i s o n d e s u p p o s e r q u e x0 n ' e s t p a s p o i n t d ' i n d é t e r m i n a t i o n 

p o u r l ' i n t é g r a l e Y . M . P a i n l e v é , l e p r e m i e r , t i r a la q u e s t i o n au 

c l a i r e t il d é m o n t r a q u e , si xa es t d i s t i n c t d e s p o i n t s Y tend 

nécessairement vers une valeur déterminée lorsque x tend vers 

x0 sur le chemin L. 

V o i c i c o m m e n t n o u s é t a b l i r o n s c e t t e p r o p o s i t i o n . M a r q u o n s 

d a n s le p l a n y les d i f f é r en t e s r a c i n e s y,, ..., y^ d e l ' é q u a t i o n 

Q O o , y)= o. 

P u i s q u e x0 n ' e s t p a s p o i n t s i n g u l i e r p o u r Q e t P , n o u s p o u v o n s 

d é c r i r e a u t o u r d e s p o i n t s y,, . yy. d e s c o n t o u r s d ' a i l l e u r s a r b i -
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NOTIONS FONDAMENTALES. *7 

t ra i rement pet i ts y , , y,j. tels q u e les rac ines y de l'écruatioii 

QO, y) = » 

s o i e n t i n t é r i e u r e s à c e s c o n t o u r s tant que | x — xa \ e s t p lus pet i t 

q u ' u n certain n o m b r e p ; d e p l u s il ex i s te u n n o m b r e fini H tel q u e 

l 'on ait , p o u r y s i tué sur Je c o n t o u r d 'une c o u r b e y ( e t p o u r 

\x — a r 0 | < p ) , 

(4) 
Q ( * , y ) 

< H . 

T r a ç o n s e n c o r e dans l e p lan Y u n cerc le Y, de rayon très g r a n d , 

ayant l 'or ig ine p o u r c e n t r e . O n p e u t dé terminer H de man ière q u e 

l ' inégal i té (4) reste satisfaite ( p o u r \ x x 0 \ < Z p) l or sque y est 

in tér ieur au cerc le Y et ex tér i eur à tous les cerc les y . 

Cela p o s é , a d m e t t o n s q u e Y , d é t e r m i n é entre X et xa sur le 

c h e m i n L , d e v i e n n e i n d é t e r m i n é en x0. Je dis que cet te h y p o t h è s e 

c o n d u i t à u n e c o n t r a d i c t i o n . E n effet, si l ' intégrale Y ne t e n d 

( q u a n d x t e n d vers x0) n i vers l ' infini , ni vers u n e rac ine de 

Q ( a ? 0 , j ' ) , i l ex i s t e n é c e s s a i r e m e n t sur L des po in t s x arbitraire­

m e n t rapprochés de x0 o ù Y es t e x t é r i e u r a u x y , in tér ieur à Y et 

satisfait par sui te à l ' inégal i té (4)· O r o n sait qu'autour de t o u t 

P 

p o i n t x où ^ e t Y sont finis, Y est h o l o m o r p h e et d é v e l o p p a b l e 

dans u n cerc le c de rayon fini. L o r s d o n c q u e x passe par la sér ie 

des valeurs x qui c o n v e r g e n t vers x0, le rayon du cerc l e c t e n d 

vers u n e l imi te n o n n u l l e : e n sorte qu'à la l imi te xB est in tér ieur 

à c, c e qui p r o u v e q u e Y est h o l o m o r p h e au p o i n t x0. Ce résultat 

étant contraire à l ' h y p o t h è s e faite , ce t te dernière es t à rejeter , e l l e 

t h é o r è m e est d é m o n t r é . 

E n n o u s a p p u y a n t sur le t h é o r è m e de M. P a i n l e v é , n o u s p o u r r o n s 

préc i ser e n ces termes la c o n c l u s i o n du paragraphe p r é c é d e n t : 

En dehors des points singuliers fixes (£), une intégrale quel­

conque de Véquation ( i ) n'a pas d'autres singularités que des 

pôles ou des points critiques algébriques. 

A p p l i q u o n s , par e x e m p l e , ce résul tat à l ' équat ion 

dy 

( 5 ) ^ + A 0 + A , / - ) - A , / ' - r - A s / > = o , 

B . 
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P l u s p a r t i c u l i è r e m e n t , si l ' o n se p r o p o s a i t de d é t e r m i n e r t o u t e s 

o ù les A s o n t d e s p o l y n ô m e s e n x. S o i t xa u n p o i n t q u e l c o n q u e : 

t o u t e i n t é g r a l e f inie y es t h o l o m o r p h e ; m a i s l ' i n t é g r a l e q u i es t 

inf in ie e n xB a d m e t ce p o i n t c o m m e p o i n t c r i t i q u e a u t o u r d u q u e l 

se p e r m u t e n t d e u x d é t e r m i n a t i o n s . Q u e l l e s s o n t , d ' a u t r e p a r t , l es 

s i n g u l a r i t é s n o n a l g é b r i q u e s d e l ' é q u a t i o n ( 5 ) ? C e n e p e u v e n t ê t r e , 

d ' a p r è s le Lhéorème d e M . P a i n l e v é , q u e l e s p o i n t s fixes a p p a r t e -

n a n t . a u x d i v e r s e s c a t é g o r i e s é n u m é r é e s a u d e r n i e r p a r a g r a p h e . O r , 

p 
p u i s q u e le d é n o m i n a t e u r d u coe f f i c i en t d i f f é ren t i e l q se r é d u i t i c i 

à l ' u n i t é , il n ' y a p a s d e p o i n t s d e s c a t é g o r i e s d e u x i è m e , t r o i s i è m e et 

q u a t r i è m e . R e s t e à c o n s i d é r e r l es p o i n t s s i n g u l i e r s d e s coeff i ­

c i e n t s A ( i l n ' y e n a q u ' u n : l'infini) e t l es p o i n t s o b t e n u s e n 

a n n u l a n t le n u m é r a t e u r e t le d é n o m i n a t e u r d e l ' é q u a t i o n t r a n s ­

f o r m é e 

dz A U J ' H - A , a ! + A , 3 + A , 

* = Z ' dx = z ; 

c e s p o i n t s son t l es z é r o s d u p o l y n ô m e _ \ 3 . 

L e t h é o r è m e d e M . P a i n l e v é p e r m e t de d é m o n t r e r d i r e c t e ­

m e n t q u e la s e u l e é q u a t i o n ( i ) d o n t l es i n t é g r a l e s n ' a d m e t t e n t 

p a s d e p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s es t l ' é q u a t i o n d e R i c c a t i . 

E n effet, p o u r q u e les i n t é g r a l e s n ' a i e n t p a s d e p o i n t s ( c r i t i q u e s 

a l g é b r i q u e s ) d e la p r e m i è r e c a t é g o r i e , i l faut q u e Q ( ^ , y) so i t 

i n d é p e n d a n t d e y . L ' é q u a t i o n ( i ) d o i t d o n c ê t r e d e la f o r m e 

~- = P ( x , y ) (P polynôme en y ) . 

F a i s o n s , d ' a u t r e p a r t , y = z~f. Afin q u e , d a n s l ' é q u a t i o n t r a n s ­

f o r m é e 

dx
 2 ^ ' z 

l e coef f ic ien t d i f f é r e n t i e l n e so i t p a s inf in i l o r s q u e z = o, il f au t 

q u e le p o l y n ô m e P s o i t de d e g r é 2 a u p l u s p a r r a p p o r t à y . L ' é ­

q u a t i o n (1) se r é d u i t a lo r s à l ' é q u a t i o n d e R i c c a t i 

( 6 ) g = A 0 + A L 7 + A A ^ . 
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t r a n s f o r m e l ' é q u a t i o n d e R i c c a t i (6 ) e n u n e é q u a t i o n l i n é a i r e d u 

s e c o n d o r d r e 
z" — Xiz'— A 0 A ] , z . 

I I I . — Intégrales à n branches. 

D ' a p r è s l e p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , t o u t e é q u a t i o n ( i ) qu i n ' e s t 

p a s u n e é q u a t i o n d e R i c c a t i a p o u r i n t é g r a l e g é n é r a l e u n e f o n c ­

t i on m u l t i f o r m e . I l y a l i e u d e se d e m a n d e r si c e t t e f o n c t i o n m u l ­

t i f o r m e p e u t , d a n s c e r t a i n s c a s , n ' a v o i r q u ' u n n o m b r e fini d e 

b r a n c h e s . P l u s p r é c i s é m e n t , n o u s a l l o n s r e c h e r c h e r a v e c M . P a i n -

levé q u e l l e s - s o n t l es é q u a t i o n s ( i ) a l g é b r i q u e s e n x d o n t l es i n t é ­

g ra l e s ( e x c e p t i o n faite p e u t - ê t r e p o u r u n e n s e m b l e d é n o m b r à b l e 

cYintégrales exceptionnelles) n ' a c q u i è r e n t q u ' u n n o m b r e d o n n é n 

d e b r a n c h e s l o r s q u e x se m e u t d ' u n e f a ç o n q u e l c o n q u e sans tra­

verser les points critiques fixes. 

C o n s i d é r o n s u n e i n t é g r a l e Y j o u i s s a n t d e c e t t e p r o p r i é t é et 

p r e n a n t e n u n p o i n t fixe X 0 ( n o n c r i t i q u e p o u r c e t t e i n t é g r a l e ) 

u n e v a l e u r i n i t i a l e C ; p u i s j o i g n o n s X 0 à u n p o i n t x p a r d e s c h e ­

m i n s L q u e l c o n q u e s ne passant pas par les points (Ç) . Q u e l q u e 

s o i t le p o i n t x, l ' i n t é g r a l e Y es t s u p p o s é e y p r e n d r e n d é t e r m i ­

n a t i o n s y,, y2, - yn- D ' a i l l e u r s ces d é t e r m i n a t i o n s ( p o u r u n 

p o i n t x d o n n é ) v a r i e n t avec C d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e ; j e vais 

m o n t r e r d ' a b o r d q u e toute fonction symétrique R des n déter­

minations y u . . . , y a est une fonction rationnelle de C . 

P a r t o n s d e X „ avec la v a l e u r C e t p a r c o u r o n s e n t r e X 0 e t x 

n c h e m i n s d i f f é ren t s L ) 5 . . . , L „ , d e m a n i è r e à a r r i v e r en x a v e c 

les é q u a t i o n s ( i ) d o n t l es i n t é g r a l e s s o n t u n i f o r m e s , la q u e s t i o n 

r e v i e n d r a i t à t r o u v e r d a n s q u e l s cas l ' é q u a t i o n d e R i c c a t i ( 6 ) a 

p o u r i n t é g r a l e s d e s f o n c t i o n s u n i f o r m e s . 

C e t t e q u e s t i o n , d o n t la s o l u t i o n c o m p l è t e n o u s é c h a p p e e n c o r e , 

a é t é l ' o b j e t d e n o m b r e u x t r a v a u x q u i r e l è v e n t d e la t h é o r i e d e s 

é q u a t i o n s l i n é a i r e s . O n sa i t , e n effet, q u e le c h a n g e m e n t d e va>-

r i a b l e 
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( * ) L e r a i s o n n e m e n t d e v i e n d r a i t i n a p p l i c a b l e p o u r l e s v a l e u r s de G, c o r r e s ­

p o n d a n t a u x i n t é g r a l e s e x c e p t i o n n e l l e s d é f i n i e s p l u s h a u t , p o u r l e s q u e l l e s on n e 

p o u r r a i t p l u s o b t e n i r l e s « d é t e r m i n a t i o n s s a n s fa i re p a s s e r l e s c h e m i n s L p a r l e s 

p o i n t s c r i t i q u e s fixes ( Ç ) . O n d o i t d o n c se d e m a n d e r si c e s v a l e u r s d e C ne s e r o n t 

p a s d e s s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s d e la f o n c t i o n R. M a i s la f o n c t i o n R e s t u n i ­

f o r m e d a n s t o u t l e p l a n , e t l ' e n s e m b l e d e s v a l e u r s e x c e p t i o n n e l l e s d e C e s t , p a r 

h y p o t h è s e , d é n o r n b r a b l e : c e s v a l e u r s d e v r a i e n t d o n c ê t r e p o u r R d e s p o i n t s d ' i n -

d é L e r m i n a t i o n w e i e r s t r a s s i e n s , ce q u i e s t m a n i f e s t e m e n t i m p o s s i b l e . Voir, à la fin 

d u V o l u m e , la INote d e M. P a i n l e v e . 

l es n d é t e r m i n a t i o n s dif férentes y,, . . . , y „ ( ' ) . N o u s a p p e l l e r o n s 

e n part icul ier Yy la b r a n c h e de Y su iv i e l e l o n g de Ly ; je dis q u ' e n 

tout p o i n t de Ly, Yy est une f o n c t i o n m é r o m o r p h e ou a lgébroïde 

de C pour toute valeur de C . E n effet, d'après les corol la ires des 

p a g e s g , 10 et i 5 ( n o t e ) , i l en est b i e n ainsi p o u r les po in t s de Ly 

vo i s ins de X 0 . D 'autre part, i l n 'est pas poss ib l e q u e Y y ( C ) c e s s e 

d'être a lgébro ïde à partir d 'un p o i n t x du c h e m i n Ly. A p p e l o n s , 

e n e l l e t , C la va leur de Y y ( C ) e a x ; C est fonc t ion m é r o m o r p h e 

o u a lgébro ïde de C ; et , d'autre part, p u i s q u e x n e c o ï n c i d e avec 

a u c u n des p o i n t s Yy es t f o n c t i o n m é r o m o r p h e o u a lgébro ïde 

de C p o u r x vo i s in de x; d o n c Y y ( C ) est e n c o r e a lgébro ïde au 

vo i s inage de x. O n e n c o n c l u t qu'à l ' ex trémité c o m m u n e x des 

c h e m i n s Ly, l es f o n c t i o n s y{, y„ de C sont toutes m é r o -

m o r p h e s o u a lgébro ïdes que l q u e soi t C ; d o n c la f o n c t i o n s y m é ­

tr ique R ( # , X 0 , C ) , qui est f o n c t i o n uniforme de G, es t m é r o ­

m o r p h e e n C p o u r toute va leur de C ; c'est n é c e s s a i r e m e n t u n e 

f o n c t i o n rationnelle d e C. 

C e p o i n t é tabl i , n o u s pourrons toujours représen ter l es n déter­

m i n a t i o n s ^ , . . . , y n par u n e re la t ion i m p l i c i t e 

(7) J»-r-R„- , (^,Xo,C)7' , ^ 1 -r- - - - -r-Rc(^,Xo,G) = 0, 

l es R étant des f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s ent i ères de y, ·. . ., yn, par 

sui te des f o n c t i o n s d e x partout m é r o m o r p h c s ( p u i s q u e u n i ­

f o r m e s ) sauf p e u t - ê t r e aux p o i n t s ( £ ) , et des f o n c t i o n s ra t ionne l l e s 

de C . D ' a i l l e u r s , pour des valeurs d o n n é e s de x, y , X 0 , la re la ­

t ion ( 7 ) do i t déf inir n va leurs de C (va leurs au p o i n t X 0 d e s 

n b r a n c h e s de l ' intégrale Y ) . L e s R sont d o n c , par rapport à C , 

de degré n au p l u s . 

N o u s s u p p o s e r o n s q u e R 0 d é p e n d e de C. (S i cet te c o n d i t i o n 
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n'était pas r e m p l i e de pr ime abord , o n la réal iserait e n c h a n g e a n t 

y e n ^ - f - c o n s t . ) P o s o n s , dans ces c o n d i t i o n s , 

( 8 ) R o ( a ? , X 0 , G ) = X, 

x é tant un p o i n t d'un c h e m i n L où les d é t e r m i n a t i o n s de y n e 

sont pas n u l l e s , point q u e n o u s c o m m e n c e r o n s par s u p p o s e r fixe. 

A u l i eu de regarder les R c o m m e f o n c t i o n s de C, n o u s p o u v o n s 

l e s cons idérer c o m m e fonc t ions de X. Je dis que Vune quel­

conque, ï\j, de ces fonctions est un polynôme du premier 

degré par rapport à X. 

E n effet, Ry, f o n c t i o n ent i ère de y{, ...,y„, n e p e u t être inf inie 

q u e si le produi t X — R 0 — ± y\ y2 • • • y» est l u i - m ê m e infini . 

D'autre part, à une va leur de X c o r r e s p o n d une intégrale u n i q u e 

de l ' équat ion (1) (partant u n e seu le d é t e r m i n a t i o n de Ry) : c a r i a 

re la t ion ( 8 ) , de degré n e n G, ne fait c o r r e s p o n d r e à une valeur 

d e X q u e n va leurs de C, qui sont les n d é t e r m i n a t i o n s de l ' i n t é ­

grale Y au po in t X 0 . 

R é c i p r o q u e m e n t , à u n e va l eur de R y ( . r , X 0 , C) e n u n p o i n t 

d o n n é x il n e correspond q u ' u n e valeur de X; car, d'après la 

m ê m e r e m a r q u e , à u n e dé terminat ion de Ry- c o r r e s p o n d u n e i n t é ­

grale u n i q u e de l ' équat ion (1), partant u n e seu le fonc t ion R„. 

R ; est donc b i e n , par rapport à X, u n p o l y n ô m e d u p r e m i e r 

d e g r é . 

D e ce t te propr ié té des fonc t ions R o n c o n c l u t q u e la r e l a ­

t ion ( 7 ) , déf in issant les n b r a n c h e s de l ' intégrale Y , p e u t s 'écrire 

c o m m e il su i t : 

( 9 ) y"+[Ln-iXo)-t- * M „ _ , X 0 ) ] y - 1 + . - + [ L 1 + a M 1 ] / + a = o, 

les L étant m é r o m o r p h e s e n x pourvu que x soit d i s t inc t des 

points (Ç). 

N o u s avons s u p p o s é l o u t à l 'heure que le p o i n t x était fixe. 

D o n n o n s - l u i m a i n t e n a n t u n e va leur variable e n laissant X 0 i n v a ­

r iable . Alors X est u n e fonc t ion de x et de x s e u l e m e n t ; de m ê m e 

les L e t l e s M. D a n s ces c o n d i t i o n s , la re la t ion ( 9 ) , s u p p o s é e 

ré so lue par rapport à X, prend la forme su ivante : 
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S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e l 'on effectue sur l ' équat ion ( i ) l e 

c h a n g e m e n t de variable ( 1 0 ) . L 'équat ion dev iendra 

.d"k , , 
C") ^ = * ^ x > -

í> é tant par rapport à X u n e fonct ion a lgébr ique . Cette f o n c t i o n 

a lgébr ique es t d'ai l leurs ra t ionne l l e , p u i s q u e à u n s y s t è m e de va ­

leurs d e x et de X ( o u R f t ) c or r e s pond u n e seule d é t e r m i n a t i o n 

de Mais alors n o u s p o u v o n s a p p l i q u e r à l ' équat ion ( n ) l e 

p r e m i e r t h é o r è m e de M. P a i n l e v c ; étant d o n n é q u e les in tégra les 

de cette é q u a t i o n n 'ont a u c u n po in t cr i t ique en dehors de certa ins 

po in t s fixes ( £ ) , l ' équat ion ( i i ) e s t n é c e s s a i r e m e n t u n e é q u a t i o n 

de Ricçat i 

(i'a) ~ = G(a:)A !-r-H(3;)>.-+-K(¿r). 

D ' o ù n o u s c o n c l u o n s , en déf ini t ive , que si l es in tégra les d e 

l ' équat ion ( i ) n 'acquièrent que n branches autour des p o i n t s cr i ­

t iques m o b i l e s , l ' équat ion ( i ) sera r a m e n é e par le c h a n g e m e n t de 

variable (10 ) à l ' équat ion de Ricca t i ( 1 2 ) . 

Je dis qu'i'i n'existe qu'un seul changement de variables (10 ) 

ramenant l'équation (1) à la forme (12 ) . S u p p o s o n s , e n effet, 

qu'i l ex is te u n e fonc t ion X' de x, différente de X et j o u i s s a n t des 

m ç m e s propr ié t é s [c 'est -à-dire ayant ses points cr i t iques fixes et 

l i ée à_ypar u n e re lat ion (10' ) ou (g') de m ê m e forme que (10) 

ou ( 9 ) ] : en retranchant (g ' ) de ( 9 ) on trouvera que y est l iée à x 

par u n e re lat ion, de degré n —. 1 e n y, dont l es coeff ic ients ont 

leurs p o i n t s cr i t iques fixes : l es intégrales y n'auront- donc q u e 

(n — 1) b r a n c h e s , ce qui est contraire à l ' h y p o t h è s e . 

L e c h a n g e m e n t de variable (10) n'étant poss ib le que d'une m a ­

n ière , n o u s s o m m e s assurés q u e n o u s pourrons toujours obtenir 

par des opérations rationnelles les L , les M, G, H et. K en fonc­

tion des coefficients de ( 1 ) et de leurs dérivées. 

D e m a n d o n s - n o u s m a i n t e n a n t de que l l e forme doi t être u n e 

é q u a t i o n (1) 

dy P (x y) 
- 7 - = 7r-—'-¡t-L P et Q p remiers en t re e u x ) 

- dx Q(x,y) v ; 
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N O T I O N S F O N D A M E N T A L E S . 2 3 

p o u r q u ' u n c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e 

* p(x,r) - ( v » + . . . + L¡)') r . . 
1 = r ) , J ' = '-^ . i^-i f ( » et qr premiers en t re eux ( M l 

p u i s s e la r a m e n e r à l ' é q u a t i o n d e R i c c a t i ( 1 2 ) . J e d i s q u e P e t Q 

doivent être par rapport à y de degrés in et 2 / 1 — 2 au plus. 

I l n o u s s e r a c o m m o d e d e r e m p l a c e r l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e \ d e 

l ' é q u a t i o n de R i c c a t i ( 1 2 ) p a r s o n e x p r e s s i o n 

^ x(x) -r-$(x)h 

~~ * i (x) -h pi(x)h ' 

e x p r e s s i o n d a n s l a q u e l l e a, ¡3, a , , ^ , s o n t d e s f o n c t i o n s à p o i n t s 

c r i t i q u e s fixes e t h l a c o n s t a n t e a r b i t r a i r e . N o u s a u r o n s 

a,p — i q _ 

p>, et qt é t a n t , c o m m e p et q, d e s p o l y n ô m e s e n y, p r e m i e r s e n t r e 

e u x e t d e d e g r é in ; e t n o t r e é q u a t i o n d i f fé ren t ie l l e s ' é c r i r a 

dh 

dx ' 

OU 
(àqK dp \ 

l e n u m é r a t e u r e t le d é n o m i n a t e u r d e ( i 3 ) é t a n t r e s p e c t i v e m e n t ( 2 ) 

d e d e g r é 2 n e t de d e g r é 2 / 1 — 2 en y . 

J e d i s q u e , si le n u m é r a t e u r e t le d é n o m i n a t e u r d e ( i 3 ) a d ­

m e t t e n t u n f a c t e u r c o m m u n [y — Ici fonction y = ^(x) est 

une solution de l'équation ( 1 ) . E n effet ( 3 ) , si n o u s r e m p l a ç o n s ^ 

p a r 6(a?) d a n s la d é r i v é e 

o , dp, àq, ,( d/0, àqi\ 
d q , _ q ^ - P ^ d x + y \ ^ - d y - P ^ ) 

dx q\ 

( ' ) Si p et q n'étaient pas premiers entre eux, les intégrales de l'équation (1) 

n'auraient pas n branches : elles en auraient moins. 

( * ) O n vérif iera sans peine que les premiers coefficients ne sont pas nuls. 

( 3 ) O n a toujours le droi t de supposer Q U E Y = Q ( X ) n'annule pas QT; s'il en 

était autrement, on changerait A en — · 
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24 CHAPITRE I. 

n o u s ' c o n s t a t o n s q u e ce t t e d é r i v é e e s t i d e n t i q u e m e n t n u l l e . sDonc 

^j- es t c o n s t a n t p o u r y — §(x), e t égal à u n e c e r t a i n e v a l e u r h0 d e 

la c o n s t a n t e h, ce q u i p r o u v e q u e = §(x) es t s o l u t i o n d e l ' é q u a -

tiorv p r o p o s é e . D ' a i l l e u r s , y=^§(x) est une solution muUiple 

de ( i ) . E n effet, la d é r i v é e es t i d e n t i q u e m e n t n u l l e p o u r 

j A = 9 ( . r ) ; d o n c j K — e s t u n e r a c i n e m u l t i p l e d e l ' éga l i t é 

EL = h„. R e m a r q u o n s enfin q u e y = S ( ^ ) es t u n e intégrale algé­

brique. R e p o r t o n s - n o u s , e n effet, à l ' e x p r e s s i o n d e 

x _ a -h 3 A _ p(x, y) 
ai •+• Pi ' i

 q ( x i y)' 

e t . f a i s o n s - y h = hB, y = §(x). JNous vé r i f i e rons sans p e i n e q u e la 

d é r i v é e ~ es t i d e n t i q u e m e n t n u l l e . L a s o l u t i o n y — 8 (x ) vér i f ie 

d o n c l a r e l a t i o n = o, r e l a t i o n q u i ^cornine es t a l g é b r i q u e 

e n x. 

E n r é s u m é , n o u s p a r v e n o n s à la c o n c l u s i o n s u i v a n t e : Ou bien 

l'équation ( i ) admet une ou plusieurs (') solutions particu­

lières multiples et algébriques, ou bien le second membre de 

( i 3 ) est une fraction irréductible. D a n s ce d e r n i e r , p o u r c a l c u l e r 

l es L , l es M , G , II e t K. e n f o n c t i o n d e s coef f ic ien t s d e ( i ) , il suffit 

d ' i d e n t i f i e r les coef f i c ien t s d e s n u m é r a t e u r s e t d e s d é n o m i n a ­

t e u r s ( s ) d e s é q u a t i o n s ( i ) et ( i 3 ) . 

A i n s i se t r o u v e d é m o n t r é le s e c o n d t h é o r è m e d e M . P a m l e v é 

q u e n o u s a v i o n s a n n o n c é ( p . i o ) . D e ce t h é o r è m e il r é s u l t e e n 

p a r t i c u l i e r q u ' e n o p é r a n t t o u s l e s c h a n g e m e n t s d e v a r i a b l e s d e la 

forme ( i o ) s u r l es é q u a t i o n s d e R i c c a t i à i n t é g r a l e s u n i f o r m e s , o n 

o b t i e n d r a t o u t e s les é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s ( i ) d o n t l e s i n t é g r a l e s 

s o n t des f o n c t i o n s m u l t i f o r m e s à n b r a n c h e s . T o u t e s les é q u a ­

t i o n s ( î ) q u i n e p e u v e n t p a s ê t r e o b t e n u e s d e c e t t e m a n i è r e o n t 

(') Voir la N o t e d e M. P a i n l e v é à la fin du V o l u m e . 

( 2 ) O n c o m m e n c e r a p a r les d é n o m i n a t e u r s . 
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NOTIONS FONDAMENTALES. l5 

p o u f i n t é g r a l e s d e s f o n c t i o n s m u l t i f o r m e s à u n e in f in i t é d e b r a n c h e s * 

•Ce s e r a , e n p a r t i c u l i e r , le cas p o u r l ' é q u a t i o n 

0 4 ) £ = P ^ > ' 

l o r s q u e P e s t u n p o l y n ô m e e n y d e d e g r é s u p é r i e u r à 2 . 

I V . —- Remarques sur les fonctions multiformes. 

N o u s v e n o n s d e d i r e q u e , si n o u s n o u s a s s i g n o n s e o m m e t â c h e 

l ' é t u d e d e s f o n c t i o n s déf in ies p a r l ' é q u a t i o n d i f f é r en t i e l l e (1) , n o u s 

a u r o n s e n g é n é r a l affaire à d e s f o n c t i o n s q u i p o s s è d e n t u n e mfi*-

n i t é d e b r a n c h e s . C e t t e c o n s t a t a t i o n n o u s m e t d a n s u n c e r t a i n 

e m b a r r a s . I] s e m b l e , e n effet , q u e , j u s q u ' i c i , l e s a n a l y s t e s a i e n t 

s y s t é m a t i q u e m e n t é c a r t é l e s f o n c t i o n s m u l t i f o r m e s d e l e u r s s p é ­

c u l a t i o n s . S ' i l s o n t fixé l e u r a t t e n t i o n sup q u e l q u e s - u n e s , c ' e s t 

q u ' i l s s a v a i e n t l e s r a t t a c h e r à d e s t r a n s c e n d a n t e s u n i f o r m e s 

s i m p l e s ( ' ) [exemple : les r e c h e r c h e s s u r l e s f o n c t i o n s a b é -

l i e n n e s ) . M a i s , p o u r ce q u i e s t d e la t h é o r i e g é n é r a l e d e s t r a n s c e n ­

d a n t e s m u l t i f o r m e s , e l le e s t à te l p o i n t i n e x i s t a n t e q u e n o u s e n 

i g n o r o n s j u s q u ' à l ' o b j e t ; n o u s n ' e n s o m m e s p a s , e n c e t t e m a t i è r e , 

à c h e r c h e r d e s s o l u t i o n s , m a i s à n o u s d e m a n d e r q u e l l e s q u e s t i o n s 

n o u s p o u r r i o n s b i e n n o u s p o s e r . 

L i v r é s a i n s i à l e u r p r o p r e i n s p i r a t i o n , l es g é o m è t r e s q u i v o u ­

d r a i e n t e x p l o r e r le m o n d e des f o n c t i o n s m u l t i f o r m e s p o u r r a i e n t 

p e u t - ê t r e d e m a n d e r q u e l q u e s s u g g e s t i o n s à la t h é o r i e d e s f o n c ­

t i o n s u n i f o r m e s . O n sa i t p a r q u e l a r t i f ice l es a n a l y s t e s se s o n t 

é l evés d e s f o n c t i o n s r a t i o n n e l l e s a u x t r a n s c e n d a n t e s u n i f o r m e s . 

A y a n t affaire à d e s é q u a t i o n s a d m e t t a n t , n o n p l u s u n n o m b r e f ini , 

m a i s u n e n s e m b l e inf ini d e r a c i n e s , i ls o n t c h e r c h é , e n p r e m i e r 

l i e u , à d é t e r m i n e r les p o i n t s - l i m i t e s d e ce t e n s e m b l e ; e n s e c o n d 

( 1 ) M. Poincaré a démontré que, quelle que soit Ja fonction multiforme y de x , 
on peut toujours exprimer x et y en fonction uniforme d'un même paramètre £. 
Mais nous ne sommes qu'incomplètement renseignés sur ta nature des fonctions 
x ( t ) , y { t ) , dont l'existence est ainsi établie. Ces fonctions sont étudiées par 
M. Poincaré dans un Mémoire qui vient de paraître : Sur l'uniformisation des 

fonctions analytiques (Âcta mathematica, t. XXXI). 
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( ' ) O n t r o u v e r a u n e é t u d e d é t a i l l é e d e s f o n c t i o n s e n g e n d r é e s p a r c e s p o i n t s 

d a n s la T h è s e d e M. P . M o n t e l (Sur les suites infinies de fonctions) p u b l i é e d e ­

p u i s l ' a c h è v e m e n t de c e s L e ç o n s . L e s f o n c t i o n s - l i m i t e s d e v a r i a b l e s r é e l l e s a v a i e n t 

é t é d e p u i s l o n g t e m p s é t u d i é e s p a r M. A r z e l à . a i n s i q u e l e r a p p e l l e M. M o n t e l . 

C) J'ai m o n t r é (Hendic. del Circolo mat. di Palermo, 1 9 0 7 ) q u e c e t t e s u p ­

p o s i t i o n e s t i m p l i q u é e d a n s l ' h y p o t h è s e d 'après l a q u e l l e ce n 'est p a s l i m i t e d e 

p o i n t s s i n g u l i e r s o u d ' i n t e r s e c t i o n s d e s y r 

( s ) T o u t p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t d o i t ê t r e r e g a r d é c o m m e p o i n t - l i m i t e d e 

p o i n t s s i n g u l i e r s a l g é b r i q u e s . M a i s la r é c i p r o q u e n'est p a s v r a i e . En effet , n o u s 

c o n s i d é r o n s c o m m e p o i n t - l i m i t e d e p o i n t s c r i t i q u e s t o u t p o i n t a u v o i s i n a g e 

d u q u e l u n e i n f i n i t é d e b r a n c h e s y¿ se p e r m u t e n t a v e c u n e i n f i n i t é d ' a u t r e s 

b r a n c h e s ; c e t t e d é f i n i t i o n n e s u p p o s e pas q u ' u n e i n f i n i t é d e b r a n c h e s se p e r ­

m u t e n t entre elles a u v o i s i n a g e d u p o i n t c o n s i d é r é . 

l i e u , i ls o n t é t u d i é la r é p a r t i t i o n , la c o n d e n s a t i o n d e s r a c i n e s 

a u t o u r d e l e u r s l i m i t e s ; d ' a u t r e p a r t , i ls o n t e x a m i n é l ' a l l u r e , l e 

m o d e d e c r o i s s a n c e d e s f o n c t i o n s u n i f o r m e s au v o i s i n a g e d e s 

p o i n t s - l i m i t e s d e l e u r s z é r o s . O n p e u t p o s e r , r e l a t i v e m e n t a u x 

f o n c t i o n s p o u r v u e s d ' u n e in f in i t é de b r a n c h e s , u n e sé r i e d e q u e s ­

t i o n s a n a l o g u e s . C o m m e l ' e n s e m b l e d e s zé ro s d ' u n e f o n c t i o n u n i ­

f o r m e , o n é t u d i e r a l ' e n s e m b l e d e s p o i n t s c r i t i q u e s d ' u n e f o n c t i o n 

m u l t i f o r m e e t l ' e n s e m b l e d e s d é t e r m i n a t i o n s d e c e t t e f o n c t i o n 

p o u r u n e v a l e u r q u e l c o n q u e d e la v a r i a b l e . O n r e c h e r c h e r a , 

d ' a u t r e p a r t , c o m m e n t ces d e u x e n s e m b l e s se c o r r e s p o n d e n t l ' u n 

à l ' a u t r e , c ' e s t - à -d i r e c o m m e n t se c o m b i n e n t l es p e r m u t a t i o n s 

o p é r é e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s , d e m a n i è r e à d o n n e r n a i s ­

s a n c e à l ' e n s e m b l e d e s d é t e r m i n a t i o n s . O n é t u d i e r a enf in la 

c r o i s s a n c e d e s d i v e r s e s b r a n c h e s d e la f o n c t i o n . 

T o u t e s ces q u e s t i o n s , n o u s l e s r e n c o n t r e r o n s au c o u r s d e c e s 

L e ç o n s . M a i s j e v e u x f a i r e , d è s m a i n t e n a n t , q u e l q u e s r e m a r q u e s 

g é n é r a l e s s u r l es p o i n t s - l i m i t e s ( ( ) d e s d é t e r m i n a t i o n s d ' u n e f o n c ­

t i o n m u l t i f o r m e y(x). 

C o n s i d é r o n s u n e n s e m b l e y, (a?), y2(x), ... d e b r a n c h e s de y(x), 

h o l o m o r p h e s a u v o i s i n a g e d ' u n p o i n t x e t c o n v e r g e a n t , p o u r x = x^ 

ve r s u n p o i n t Y i d u p l a n d e s y . S u p p o s o n s , d e p l u s q u e les m o ­

d u l e s d e ces b r a n c h e s s o i e n t b o r n é s é g a l e m e n t a u v o i s i n a g e d u 

p o i n t x, c ' e s t - à - d i r e r e s t e n t i n f é r i e u r s à u n m ê m e n o m b r e f ixe 

q u e l q u e g r a n d q u e s o i t l ' i n d i c e i . D a n s ces c o n d i t i o n s , j e va i s 

d é m o n t r e r la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Pourvu que x ne soit pas point-limite de points singuliers (3) 
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des branches yi(x) ou point-limite de leurs intersections, la 

limite Y , de ces branches est, au voisinage de x, une fonction 

holomorphe de x. Les dérivées successives de Y ( par rapport 

à x sont les limites des dérivées successives des branches yi(x)-

N o u s a p p e l l e r o n s la l i m i t e Y( branche-limite o u fonction-

limite d e s yi(x). 

S o i e n t y,, Yz, . . . les v a l e u r s d e y , , y2, . . . p o u r x = x; d é c r i ­

v o n s a u t o u r d e x u n ce rc l e c t e l q u e , p o u r i s u p é r i e u r à u n 

n o m b r e m, l es yi(x) n e p r é s e n t e n t a u c u n p o i n t c r i t i q u e e t a u c u n 

p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n à l ' i n t é r i e u r d e c . C o n s i d é r o n s e n s u i t e u n e 

c o u r b e f e r m é e y e n t o u r a n t le p o i n t x et i n t é r i e u r e à c . J e d i s q u ' i l 

e x i s t e s u r c e t t e c o u r b e d e s a r c s o ù la d i f f é r ence yn+\—y» est 

a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e ^ a v e c E n effet, p a r h y p o t h è s e , ce t t e dif­

f é r e n c e a u p o i n t x s e ra i n f é r i e u r e à t e l n o m b r e s q u e l ' o n v o u d r a 

dès q u e n d é p a s s e r a u n c e r t a i n n o m b r e n,. S u p p o s o n s a lo r s q u e 

l ' o n ai t e n t o u t p o i n t du c o n t o u r y , p o u r d e s v a l e u r s i n d é f i n i m e n t 

c r o i s s a n t e s d e n, 

( ' 5 ) \yn+t — y n | > 2 E . 

P u i s q u e la d i f f é rence y„+f —yn d e v i e n t i n f é r i e u r e à e d a n s y 

( p o u r n > nt), l ' i n é g a l i t é ( i 5 ) ex ige q u e c e t t e d i f fé rence s ' a n n u l e 

à l ' i n t é r i e u r d e c ; o r , e l le n e p e u t s ' a n n u l e r , c a r e l le n e s a u r a i t l e 

fa i re q u ' e n u n p o i n t c r i t i q u e o u d o u b l e d e s yn(x) : d o n c ^ n + l — y n 

t e n d b i e n v e r s z é r o s u r u n a r c a u m o i n s d u c o n t o u r y . 

J e va is c o n c l u r e d e là qu'au point x l es d i f fé rences d e s d é r i v é e s 

s u c c e s s i v e s y'll+l—y'„, y"n]K—y",,, • · • t e n d e n t t o u t e s v e r s z é r o 

i 
a v e c —· 

n 

P o s o n s yn+\—Tn—fn(x) e t m o n t r o n s q u e l ' o n a b o u t i t à u n e 

c o n t r a d i c t i o n si l ' o n s u p p o s e q u e 1/̂ (̂ )1 r e s t e , p o u r d e s v a l e u r s 

d e n i n d é f i n i m e n t c r o i s s a n t e s , s u p é r i e u r à u n n o m b r e fixe a. i n d é ­

p e n d a n t d e n. N o u s s a v o n s q u e f,,(x) e s t h o l o m o r p h e e t b o r n é e 

d a n s le c e r c l e c , e n s o r t e q u e le d é v e l o p p e m e n t 

(16) / „ ( a r + n 

e s t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t , q u e l q u e so i t n, t a n t q u e 11] | r e s t e 
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2 2 .3 < | A,7]-r-AJ71S-R-...-T-| < 
2 

p u i s p r e n o n s p o u r c o u r b e y u n c e r c l e d e c e n t r e x e t d e r a y o n 3 ' 

m o i n d r e q u e 3 . C o m m e fn(^x) t e n d v e r s z é r o avec ~ i o n v o i t q u e 

si | / ^ ( ^ ) r e s t a i t s u p é r i e u r à a, fn{x -+- ^) s e r a i t , s u r le c o n t o u r 

I <*3' - - 1 
d e y , s u p é r i e u r a — J e t n e p o u r r a i t , p a r s u i t e , t e n d r e ve r s z e r o e n 

a u c u n p o i n t d e ce c o n t o u r : c e q u i e s t c o n t r a i r e a u r é s u l t a t o b ­

t e n u t o u t à l ' h e u r e . N o u s s o m m e s d o n c a s s u r é s q u e [ . / ^ (a? ) ! e s t 

i n f é r i e u r à a à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e n e t d é c r o î t i n d é f i ­

n i m e n t avec ~ D e p r o c h e e n p r o c h e , o n d é m o n t r e r a i t q u ' i l e n e s t 
d e m ê m e d e s d é r i v é e s s u c c e s s i v e s f"a(x), f'"t {x), •••• 

A i n s i , d a n s le d é v e l o p p e m e n t ( 1 6 ) t o u s l e s coef f ic ien ts t e n d e n t 

v e r s z é r o avec ^ - I l e n r é s u l t e q u e / „ o u yn+t — Y n t e n d ve r s z é r o 

e n t o u t p o i n t o ù ce d é v e l o p p e m e n t c o n v e r g e , c ' e s t - à - d i r e en tout 

point intérieur à c. I l e n e s t d e m ê m e d e s d é r i v é e s y'n+t—yn, 
II II 

yn+K y m 

C e l a d i t , a p p e l o n s Y j , Y ' , , Y " , . . . l ' e n s e m b l e d e s v a l e u r s - l i m i t e s 

d e s y,-(x), y'i(x), · · • e n u n p o i n t q u e l c o n q u e d u c e r c l e c. 

II r é s u l t e d e ce q u i p r é c è d e : i ° q u e l ' e n s e m b l e Y ( , se r é d u i s a n t 

à u n p o i n t p o u r x = x, se r é d u i t e n c o r e à u n p o i n t p o u r t o u t e 

v a l e u r d e x i n t é r i e u r e à c ; d e m ê m e les e n s e m b l e s Y^, Y " , . . . ; 

a 0 q u e les d i f fé rences Y ( — y H , Y , —• y'n, Y , —y" n , . . . t e n d e n t ve r s 

z é r o avec —· E n p a r t i c u l i e r , si l ' o n a p p e l l e S; e t Ç, i\H e t 9„, H , 

i n f é r i e u r a » r a y o n p d e c . D é s i g n o n s p a r A p la p l u s g r a n d e v a l e u r 

p r i s e p a r le m o d u l e J ' , l o r s q u e n a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t . 
P ' 

N o u s s o m m e s c e r t a i n s q u e la s é r i e HA.pt\P c o n v e r g e a b s o l u m e n t 

d a n s t o u t c e r c l e d e c e n t r e x intérieur à c : c a r , s ' i l e n é t a i t a u t r e ­

m e n t , l es fu(3>) t e n d r a i e n t ( p o u r n c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t ) v e r s u n e 

f o n c t i o n q u i p r é s e n t e r a i t u n in f in i ou u n p o i n t s i n g u l i e r à l ' i n t é ­

r i e u r d e c. D é t e r m i n o n s a lo r s u n n o m b r e 3 ( i n f é r i e u r au r a y o n 

d e c e t i n d é p e n d a n t d e n), t e l q u e l ' o n a i t , p o u r n a s sez g r a n d e t 

p o u r | T| | < 
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( * ) L a d é m o n s t r a t i o n d o n n é e c i - d e s s u s c e s s e d ' ê t r e v a l a b l e l o r s q u e x e s t p o i n t -

l i m i t e d e p o i n t s s i n g u l i e r s o u d ' i n t e r s e c t i o n s d e s y;{œ). M a i s o n p e u t m o n ' t r e r 

q u e , s o u s c e r t a i n e s c o n d i t i o n s , l e s p o i n t s - l i m i t e s d ' i n t e r s e c t i o n s d e s y i n e s o n t p a s 

p o i n t s s i n g u l i e r s p o u r Y , ( a 7 ) (voir l e M é m o i r e c i t é p l u s h a u t p . 2 6 , n o i e 2 ) . 

e t K , l es p a r t i e s r é e l l e s e t les coef f ic ien t s d e \J—i d a n s x , y n e t Y , , 

o n a u r a 

d H , àrin d K , , . dK 
—7T- = l i m - ^ - » · • · , — r - = l i m - 3 5 - · 

d£ „ = . ^ < „ = » <*ç 

O n e n c o n c l u t q u e Y | e s t , c o m m e y n , u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e 

h o l o m o r p h e au v o i s i n a g e de x = ; il e n e s t d e m ê m e d e Y ' ( , 

Y " , . . . e t ces f o n c t i o n s s o n t , d e p l u s , l es d é r i v é e s s u c c e s s i v e s d e la 

f o n c t i o n Y , : ce q u ' i l fa l la i t d é m o n t r e r . 

N o u s a v o n s dé f in i la b r a n c h e - l i m i t e Y ( au v o i s i n a g e d u p o i n t x. 

Q u e d e v i e n d r a i t - e l l e s i , n o u s é l o i g n a n t d e x, n o u s f a i s ions v a r i e r a ; 

d ' u n e f açon a r b i t r a i r e ? 

11 e s t c l a i r q u e , si x v i e n t à c o ï n c i d e r a v e c u n p o i n t - l i m i t e d e 

p o i n t s s i n g u l i e r s d e b r a n c h e s yi(x), la b r a n c h e - l i m i t e Y,(x) 

p o u r r a p r é s e n t e r e n c e p o i n t u n e s i n g u l a r i t é ( ' ) . O r , d a n s le cas 

le p l u s g é n é r a l , l es p o i n t s s i n g u l i e r s d e Yi(x) a u r o n t u n e in f in i t é 

de p o i n t s - l i m i t e s : d è s l o r s , q u a n d x v a r i e r a d ' u n e m a n i è r e q u e l ­

c o n q u e , Y | p o u r r a e n g e n d r e r u n e f o n c t i o n m u l t i f o r m e Y(x), 

a u s s i c o m p l i q u é e q u e l a f o n c t i o n y(x) d ' o ù n o u s s o m m e s p a r t i s . 

P a r f o i s , a u c o n t r a i r e , la f o n c t i o n - l i m i t e Y(x) s e r a p l u s s i m p l e 

q u e y(x), e t c ' e s t e n ce cas q u ' e l l e n o u s i n t é r e s s e r a . 

D e l ' e x i s t e n c e m ê m e d e la f o n c t i o n - l i m i t e Y ( # ) o n d é d u i r a la 

p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Si une fonction multiforme y satisfait à une équation diffé­

rentielle 

où f est analytique en x et y , la fonction-limite Y satisfait à 

la même équation. 

E n effet, p o u r t o u t e b r a n c h e Y ( d e Y , l i m i t e d ' u n e n s e m b l e d e 

b r a n c h e s y,, . . . , y„ d e y, o n a les éga l i t é s 
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a d m e t t e l ' i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e s = o . 

A ces o b s e r v a t i o n s g é n é r a l e s j ' a j o u t e r a i u n e r e m a r q u e d ' u n 

a u t r e o r d r e . 

O n sa i t c o m m e n t l es a n a l y s t e s o n t p u r e n d r e u n i f o r m e s les 

f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s e n les r e p r é s e n t a n t s u r d e s s u r f a c e s d e 

P i e m a n n c o m p o s é e s de f eu i l l e t s s u p e r p o s é s . I l n e se ra p a s difficile 

d ' a p p l i q u e r a u x f o n c t i o n s p o u r v u e s d ' u n e in f in i t é d e b r a n c h e s le 

m ê m e m o d e d e r e p r é s e n t a t i o n . 

A p p e l o n s , e n effet, yt, y2, • • • l e s d i v e r s e s d é t e r m i n a t i o n s d ' u n e 

f o n c t i o n m u l t i f o r m e e n u n p o i n t x. O n p e u t , d ' u n e in f in i t é d e 

m a n i è r e s ( e n j o i g n a n t e n t r e e u x o u à l ' infini les p o i n t s c r i t i q u e s 

de.y), t r a c e r d a n s le p l a n d e s x u n s y s t è m e d e c o u p u r e s te l q u e l a 

f o n c t i o n y n e p r e n n e e n c h a q u e p o i n t q u ' u n e v a l e u r , l o r s q u e x se 

m e u t sans f r a n c h i r les c o u p u r e s . L e s c o u p u r e s d,, d2, . . . s e r o n t 

p a r e x e m p l e d e s f e n t e s , d é c o u p é e s d a n s u n feu i l l e t p l a n Jf, e t 

i n f r a n c h i s s a b l e s p o u r la v a r i a b l e x : a u p o i n t x d u f eu i l l e t J F , , 

y p r e n d r a la v a l e u r u n i q u e yK. 

Si n o u s v o u l o n s m a i n t e n a n t p e r m u t e r y, avec y?, n o u s d e v r o n s 

fa i re v a r i e r x le l o n g d ' u n ( 2 ) l a c e t f e r m é L , e n t o u r a n t c e r t a i n s 

p o i n t s c r i t i q u e s x{, x^, . . . . A p l a t i s s o n s ce l a c e t d e m a n i è r e 

( : ) N o u s é t a b l i r o n s d i r e c t e m e n t l ' e x i s t e n c e d ' u n e t e l l e i n t é g r a l e d a n s l e s 

e x e m p l e s é t u d i é s a u C h a p i t r e IV. 

( 3 J II p e u t a r r i v e r q u e l e s d é t e r m i n a t i o n s y , e t y 2 s ' é c h a n g e n t e n t r e e l l e s l e 

l o n g d e p l u s i e u r s l a c e t s L , L ' , L", . . . e n t o u r a n t d e s g r o u p e s d i f férents d e p o i n t s 

N o u s c o n n a î t r o n s a ins i u n e c o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u ' e n u n 

p o i n t d o n n é les d é t e r m i n a t i o n s d ' u n e i n t é g r a l e y(x) d e l ' é q u a ­

t i o n (17) a d m e t t e n t u n e v a l e u r - l i m i t e u n i q u e o u u n n o m b r e fini d e 

v a l e u r s - l i m i t e s : il f a u d r a q u e Véquation ( 1 7 ) ait une intégrale 

uniforme ou une intégrale ne possédant, qu 'un nombre fini de 

branches ( ' ) . E n p a r t i c u l i e r , p o u r q u e les d é t e r m i n a t i o n s d e y (x) 

n ' a i e n t d ' a u t r e v a l e u r - l i m i t e q u e l ' inf ini ( c o m m e il a r r i v e p o u r l es 

d é t e r m i n a t i o n s d e la f o n c t i o n inv.erse d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e ) , il fau t 

q u e l ' é q u a t i o n d i f fé ren t i e l l e 
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F ig . i . 

c r i t u n l a c e t L ' q u i c o u p e une fois la l i g n e c ( e t n e r e n c o n t r e 

a u c u n e c o u p u r e , ce l a c e t p e r m u t e r a les d é t e r m i n a t i o n s yt e t y s . 

Gela d i t , c o n s i d é r o n s u n f eu i l l e t p l a n Jr2 s u p e r p o s é à S\ • D a n s c e 

f eu i l l e t d é c o u p o n s d e s f e ç t e s s u i v a n t l e s c o u p u r e s d,, du, 

p u i s r e l i o n s à S', p a r u n e l i g n e de c r o i s e m e n t ( ' ) p l a c é e s u i ­

v a n t c ( . L a f o n c t i o n y s e r a u n i f o r m e s u r l ' e n s e m b l e d e s d e u x 

feu i l l e t s S , , S 2 . A u p o i n t x d u feu i l l e t S 3 , e l l e p r e n d r a la v a ­

l e u r y-2-

E n c o n t i n u a n t d e la s o r t e , o n o b t i e n d r a u n e s u r f a c e d e R i e m a n n 

f o r m é e d ' u n e s é r i e d e f e u i l l e t s S t , J<' 3 , . . . s u r l e s q u e l s yi^x) 

p r e n d r a les v a l e u r s y{, y2, y3, . . . . 

crit iques. On pourra raisonner sur ces divers lacets comme nous raisonnons sur L, 
et faire correspondre à chacun d'eux une ligne c suivant laquelle on mènera une 
l igne de croisement rel iant les feuillets S T et JZ. Ces deux feuillets seront alors 
joints par plusieurs lignes de croisement au l ieu d'une seule. 

( l ) O n sait ce qu' i l faut entendre par là. Considérons deux fentes superpo­
sées c[, c'[ découpées respectivement dans les feuillets S , et -f, suivant la l igne cl-
Pour jo indre sl et JF2, on relie par une première nappe le bord droi t de la fente c[ 
au bord gauche de la fente c'{, et par une seconde nappe le bord gauche de la 
fente c' au bord dro i t de la fente c\. 

à r e n d r e i n f i n i m e n t p e t i t e l ' a i r e c o m p r i s e à l ' i n t é r i e u r d e sa b o u c l e 

( s a n s e n f a i r e s o r t i r t o u t e f o i s l es p o i n t s xt, X%, - - . ) . L e l a c e t L 

t e n d r a v e r s u n e l i g n e s a n s é p a i s s e u r , /, i s s u e d e x e t p a r c o u r u e 

d e u x fo i s . S o i t xK le p r e m i e r p o i n t c r i t i q u e r e n c o n t r é s u r c e t t e 

l i g n e , x\ le d e r n i e r . J e p r e n d r a i p o u r c o u p u r e dK le s e g m e n t d e l 

c o m p r i s e n t r e x, et x't ; p u i s , à p a r t i r d e x\ j e p r o l o n g e r a i l 

j u s q u ' à l ' inf ini ( c e p r o l o n g e m e n t n e p a s s a n t p a r a u c u n p o i n t c r i ­

t i q u e ) e t j ' a p p e l l e r a i ct le s e g m e n t x'{ œ . S i , à p a r t i r d e x, o n d é -
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V . — Appel à la notion de continuité. 

P o u r c lore ces pré l imina ire s , j e dirai q u e l q u e s m o t s d 'une 

m é t h o d e généra le d ' inves t igat ion qu i m e sera u t i l e e n m a i n t e 

o c c a s i o n . 

C'est u n fait d i g n e de r e m a r q u e q u e , dans les différents ordres 

de s c i e n c e s , l 'esprit h u m a i n suit u n e m a r c h e s e m b l a b l e : il part 

des faits c o n n u s , pu i s , par c o n t i n u i t é , c h e r c h e à s 'é lever de ces 

faits à d'autres fai ts , vo i s ins mais p l u s c o m p l e x e s . Ce f é c o n d pro ­

cédé de d é c o u v e r t e , la théor ie des é q u a t i o n s di f férent ie l les n e l'a 

pas n é g l i g é : e l l e e n a c o n d e n s é la vertu e n trois ou quatre t h é o ­

r è m e s sur l e s q u e l s n o u s a l lons porter notre a t t e n t i o n . 

S u p p o s o n s en premier l i e u q u ' u n e é q u a t i o n ( i ) ( p a g e 8 ) ait 

u n e intégrale part icu l ière , y(x, C 0 ) , e x c e p t i o n n e l l e m e n t s imple 

( c e t t e intégrale est définie par la valeur in i t ia le C 0 qu'e l le p r e n d 

(*) Voir l e s Leçons sur la théorie des fonctions d e M. B o r e i , C h a p i t r e TV, 

e t l e M é m o i r e de M. P o i n c a r é c i t é p l u s h a u t , p. 25, e n n o t e . 

O r , M M . P o i n c a r é et Vol terrâ o n t d é m o n t r é (*) q u e l ' e n s e m b l e 

des d é t e r m i n a t i o n s y,, y 2 ) · · · q u e p e u t prendre e n un po in t x u n e 

f o n c t i o n mul t i forme est u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e . Il e n résul te 

q u ' e n déf inissant la sui te des branches y , , y2, . . . sur la sér ie c o r ­

r e s p o n d a n t e des feui l le ts St, Si: . . . o n é p u i s e t o u t e s les d é t e r ­

m i n a t i o n s de la f o n c t i o n . 

A i n s i , i l est t ou jours p o s s i b l e de cons tru ire des surfaces d e 

R i e m a n n sur l e s q u e l l e s u n e f o n c t i o n mul t i forme d o n n é e p e u t être 

regardée c o m m e u n i f o r m e . Il ex i s t e m ê m e u n e inf in i té de tel les 

surfaces . Mais , n o t o n s - l e , la déf in i t ion que n o u s en o b t e n o n s est 

p u r e m e n t t h é o r i q u e . N o u s ne p o u v o n s prévo i r c o m m e n t seront 

agences , dans c h a q u e cas part icu l i er , l es feui l le ts d e la surface et 

les l i gnes de c r o i s e m e n t qui l es rat tachent . Ce sera p r é c i s é m e n t 

l 'un des p r o b l è m e s que n o u s n o u s p o s e r o n s , l orsque nous serons 

e n p r é s e n c e d'un t y p e n o u v e a u de fonc t ions m u l t i f o r m e s , q u e d e 

c h e r c h e r à l e s r eprésen ter sur u n e surface de R i e m a n n aussi 

s i m p l e q u e p o s s i b l e et appropr iée à l e u r nature (comparer 

C h a p . I I I ) . 
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(') Cf. l e s Leçons de Stockholm d e M . P a i n l e v é . 

( 2 ) S i u n p o i n t d e L a u t r e q u e l e d e r n i e r é t a i t c r i t i q u e p o u r y ( x , C 0 ) , c e t t e 

i n t é g r a l e a u r a i t e n x d e u x v a l e u r s d i s t i n c t e s , d o n t c h a c u n e e n g e n d r e r a i t u n e 

f o n c t i o n h o l o m o r p h e , m é r o m o r p h e o u a l g é b r o ï d e d e x e t [ G , l o r s q u e x e t C 

v a r i e r a i e n t a u v o i s i n a g e d e x e t C , . D ' a i l l e u r s i l s e r a i t t o u j o u r s p o s s i b l e d e 

d é f o r m e r l é g è r e m e n t l e c h e m i n L d e m a n i è r e à n ' o b t e n i r e n x q u ' u n e d é t e r m i ­

n a t i o n d e y ( x , C , ) . 

B . 3 

e n un p o i n t fixe X o ) . N e v a - t - o n pas p o u v o i r t irer parti des p r o ­

pr ié tés de y ( x, C 0 ) p o u r é tudier l e s in tégra le s v o i s i n e s , c ' e s t -à -d ire 

les intégrales qui p r e n n e n t en X „ des valeurs C vo i s ines de C 0 ? L e 

p r o b l è m e r e v i e n t à c h e r c h e r c o m m e n t varie en f o n c t i o n de C l ' inté­

grale y (x, C) (déf in ie par la va leur in i t ia le G ) , si on la suit le l o n g 

d'un c h e m i n d é t e r m i n é . Or, c'est là u n e q u e s t i o n q u e , dans des 

cas part icu l i ers , n o u s n o u s s o m m e s déjà p o s é e (coro l la ires des p a g e s 

g, 1 0 et i o , n o t e ) . L e t h é o r è m e su ivant ( ' ) y répondra : 

Soit L un chemin quelconque issu de X 0 , ne passant par 

aucun des points singuliers fixes (£), et dont aucun point, sauf 

peut-être le dernier, x, n'est point critique de y(x, G 0 ) ( 2 ) -

Suivons sur L , à partir de la valeur initiale C , i'intégrale 

y(x, G) et ^arrêtons-nous au point x : 

i ° Si la fonction y(x, C 0 ) de x est, pour x voisin de x, une 

fonction holomorphe, méromorphe ou algébroïde, la fonction 

y (x, C ) de x et C est pareillement, pour x et C respectivement 

voisins de x et C„, une fonction holomorphe, méromorphe ou 

algébroïde. 

2 ° Si q déterminations de y {x, C 0 ) se permutent autour 

de x {qui est alors point critique isolé), un nombre égal (q) de 

déterminations de la fonction de x, y (x, C ) se permuteront 

auprès du point x pour G voisin de C 0 -

P o u r d é m o n t r e r la première partie de ce t h é o r è m e , o n p r o c é d e r a 

c o m m e à la page 2 0 . O n sait q u e la p r o p o s i t i o n é n o n c é e est vraie 

pour x vo i s in de X 0 . D'autre part, il n'est pas poss ib le qu 'e l l e c e s s e 

d'être vraie à partir d 'un p o i n t x' d u c h e m i n L ; car s o i e n t C0, C' 

les valeurs àey (x', C 0 ) e t y (x1, C ) : p o u r a; et G vo i s ins de x' e t 

C0>y sera f o n c t i o n h o l o m o r p h e , m é r o m o r p h e o u a lgébroïde de G', 
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3"4' CHAPITHK I . 

c e p e n d a n t que C sera f o n c t i o n h o l o m o r p h e ou m é r o m o r p h e de C ; 

d o n c la p r o p o s i t i o n es t vraie sur tout le c h e m i n L . 

L a s e c o n d e part ie du t h é o r è m e est u n e c o n s é q u e n c e du c o r o l ­

laire de la p a g e 10. A p p e l o n s y c la valeur d e y (x, C) au po in t x et 

s u p p o s o n s q u e p o u r x = x, y(x,C0) ait q d é t e r m i n a t i o n s c o n ­

fondues e n y C r L e résu l ta t q u e n o u s avons o h t e n u p a g e i i p e u t 

être in terprété c o m m e il sui t : l o r s q u e les variables x, y'0, x' sont 

s i tuées dans u n certa in d o m a i n e D au vo i s inage des va leurs x, 

yCo, x, la b r a n c h e d' intégrale y( x, G ) = tp ( x , y'0) x'0) qui est égale 

à y'a e n x'a a d m e t q d é t e r m i n a t i o n s , e t q s e u l e m e n t , v o i s i n e s de y r . 

C o n s i d é r o n s ces q d é t e r m i n a t i o n s pour u n e valeur fixe de C v o i s i n e 

de C 0 : j e dis qu 'e l l e s se p e r m u t e n t entre e l les au vo i s inage du 

po in ta" . P o u r le vérif ier, e n t o u r o n s x d 'un pe t i t cerc le y ( i n t é r i e u r 

au d o m a i n e D ) s u r l e q u e l nous prendrons u n p o i n t x'. La branche 

d ' intégrale y (x, C 0 ) a, e n x': q va leurs di f férentes y¿ail,. . ., y'c q u i 

se 1 p e r m u t e n t e n t r e e l les l orsque x décr i t u n e fo is , d e u x fo i s , 

q fo i s le c o n t o u r y . D ' a i l l e u r s la première partie de notre t h é o r è m e 

est app l i cab le le l o n g de y . Si d o n c l ' intégrale y ( x , C) a e n x' u n e 

première va leur y'c suf f i samment vo i s ine d e y'Ci ( , e l le acquerra 

au m ê m e p o i n t ( l o r s q u e x décrira le c o n t o u r y ) q — i a u t r e s 

va leurs r e s p e c t i v e m e n t vo i s ines de y^ s ) . . . , Xc 0 , ,- ^ n d'autres t e r m e s , 

y(x, C ) a d m e t , eux1, q d é t e r m i n a t i o n s se p e r m u t a n t entre e l les 

a u t o u r d e p o i n t s cr i t iques qui t e n d e n t tous vers x l or sque C t e n d 

vers C f t . 

Il sera s o u v e n t c o m m o d e de réserver le n o m de point critique 

simple a u x p o i n t s cr i t iques a l g é b r i q u e s autour d e s q u e l s se p e r ­

m u t e n t s e u l e m e n t d e u x d é t e r m i n a t i o n s d 'une f o n c t i o n : l o r s q u e 

q d é t e r m i n a t i o n s s ' échangent autour d e x: on admettra qu'i l y a 

q — i po ints cr i t iques c o n f o n d u s e n x. Si l 'on a d o p t e ce l a n g a g e , 

o n p e u t dire qu'à t o u t p o i n t cr i t ique x{ dey (x, C„) c o r r e s p o n d 

u n p o i n t cr i t ique x\, de y(x, C ) , vo i s in de xt p o u r C vo i s in de Co. 

Ains i se manifeste entre les al lures des d e u x intégra les une étroite 

r e s s e m b l a n c e , d o n t o n profitera pour é t u d i e r l es p r o p r i é t é s 

dey(x, C ) . 

La c o m p a r a i s o n d e d e u x in tégra les v o i s i n e s sera sur tout i n ­

struct ive lorsque l 'une des d e u x intégrales sera u n e f o n c t i o n c o n n u e . 
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Mais c'est là , n e l ' oub l ions pas , u n cas e x c e p t i o n n e l . A u s s i a l l o n s -

n o u s , pour l irer du r a i s o n n e m e n t par c o n t i n u i t é t o u t l e parti q u ' d 

c o m p o r t e , recour ir à u n artifice. 

In trodu i sons dans l ' équat ion ( i ) u n paramètre variable p.. N o u s 

formerons u n e n o u v e l l e é q u a t i o n différentie l le 

( » » ) % = r O . 

qui c o ï n c i d e r a avec l ' équat ion ( i ) pour u n e va leur part icul ière de p. 

(par e x e m p l e p. = i ) , mais qu i , p o u r d'autres va leurs de p. 

(par e x e m p l e u. = o ) , pourra être p l u s s imple q u e l ' équat ion ( 1 ) . 

S i n o u s savons alors su ivre la variat ion des in tégra les de ( 1 8 ) 

l o r sque u, varie avec c o n t i n u i t é de o à i , n o u s p o u r r o n s d é d u i r e 

des propr ié tés de l ' équat ion 

certa ines p r o p r i é t é s c o r r e s p o n d a n t e s de l ' équat ion ( i ) . L 'app l i ­

ca t ion de ce t t e m é t h o d e présentera q u e l q u e f o i s des di f f icultés; 

c e p e n d a n t n o u s p a r v i e n d r o n s s o u v e n t à la m e n e r à b o u t , e n n o u s 

appuyant sur les t h é o r è m e s suivants ( ' ) : 

I. Soit le second membre de /'équation différentielle 

( 1 9 ) %. V-) 

holomorphe pour \x — x0[<. f, \y—_Ko | < I P j | — [ ¿ 0 [ < t . 

L'intégrale y^ de ( 1 8 ) qui prend en xB la valeur initiale y0 est 

une /onction holomorphe de x et p pour x et p. respectivement 

voisins de x0 et u.„. 

E n effet, so i t M la p l u s grande va leur d u m o d u l e de / d a n s l e 

d o m a i n e | x — x„ ] < r, | y — y0 \ < p, | u, — (j.„ | < ; t . D 'après l e 

t h é o r è m e de C a u c h y ( p a g e 1 8 ) , l ' i n t é g r a l e y ^ q u e déf in issent les 

c o n d i t i o n s ini t ia les x0, y a est d é v e l o p p a b l e par rapport a u x p u i s ­

sances de x — x0 dans u n cerc le de r a y o n au m o i n s égal à 

(') Voir P O I N C A R É , Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, p. 48 

et 5gg; PICARD, Traité d'Analyse, t. I l i , Chap. V I I I . 
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r ( i — e 2 M r ) ; d ' a i l l e u r s les coef f ic ien ts d u d é v e l o p p e m e n t ( f o n c ­

t i o n s r a t i o n n e l l e s d e s coeff ic ients d e f) s o n t t o u t e s f o n c t i o n s h o l o -

m o r p h e s d e p. d a n s u n d o m a i n e fini non nul e n t o u r a n t p. = u.„. 

O n e n c o n c l u t q u e l ' i n t é g r a l e y^ e s t , e l le a u s s i , f o n c t i o n h o l o ­

m o r p h e d e p.. {Cf. p . 9 , n o t e a . ) 

I I . Les hypothèses de l'énoncé précédent étant supposées 

satisfaites, soit y'B une fonction holomorphe de u. qui se réduit 

à y0 pour p = pt 0 . L'intégrale y^ de ( 1 8 ) qui prend en x0 la 

valeur initiale yB est une fonction holomorphe de x et p. 

pour x et p. respectivement voisins de xB et p . 0 . N o u s s a v o n s , e n 

effet, q u e y^ e s t f o n c t i o n h o l o m o r p h e d e d e y'0 e t d e p.. 

D u cas o ù le coeff ic ient d i f f é ren t i e l f es t h o l o m o r p h e on p a s s e r a 

a u cas o ù il e s t m é r o m o r p h e e n r e t o u r n a n t l ' é q u a t i o n ( 1 8 ) e t la 

m e t t a n t sous la f o r m e 

dx 1 

dy ~~ f(x,y, f * ) " 

P u i s , f a i san t le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e y = z~', o n e x a m i n e r a l e 

cas o ù la v a l e u r i n i t i a l e y0 es t i n f i n i e . E n f i n o n é t u d i e r a l ' i n t é ­

g r a l e y^, n o n p l u s s e u l e m e n t a u v o i s i n a g e d ' u n p o i n t xD, m a i s l e 

l o n g d ' u n c h e m i n q u e l c o n q u e L défini c o m m e à la p a g e 3 3 . J e m e 

c o n t e n t e d ' é n o n c e r les r é s u l t a t s a u x q u e l s o n se ra c o n d u i t [ l e s d é ­

m o n s t r a t i o n s s o n t i d e n t i q u e s à ce l l e s q u i o n t é t é d o n n é e s a u x 

p a g e s i o , i 5 ( n o t e ) e t 3 3 ] : 

I I I . Supposons que f(x,y, |JL) admette un pôle pour x = xBr 

y = y B , u. = p . 0 , et soit holomorphe partout ailleurs dans le 

domaine \ x — xB\<l r, \y —ya [ < p, | p. — u n | < T . La branche 

d'intégrale y^ d e ( 1 8 ) qui prend en xB la valeur initiale y0 est 

une fonction algébroïde de x et p. pour x et y. respectivement 

voisins de x0 et p. 0 - H e n es t d e m ê m e d e la branche d'intégrale 

qui prend en xa une valeur y'B, fonction holomorphe de p. et se-

réduisant à y0 pour p. = p 0 . So i t , d ' a u t r e p a r t , q le n o m b r e d e s 

d é t e r m i n a t i o n s d e y^ q u i s o n t c o n f o n d u e s e n y0 p o u r x = x„. 

L o r s q u e les v a r i a b l e s x e t p. s o n t s i t u é e s d a n s u n c e r t a i n d o m a i n e 

a u v o i s i n a g e d e s v a l e u r s xB, p 0 ) la branche d'intégrale y^ admet 

q déterminations, et q seulement, voisines dey0. 
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I V . Ces divers résultats sont appl icables à l ' é q u a t , o n 

p o u r z, p. r e s p e c t i v e m e n t vois ins de x0, o , [A 0-

V . S o i t L u n c h e m i n q u e l c o n q u e i ssu de x0,
 n e passant par 

a u c u n des p o i n t s s ingul iers fixes (E), e t d o n t a u c u n p o i n t , sauf 

p e u t - ê t r e le dernier , x, n'est po in t cr i t ique de y(,x, C 0 ) - S u i v o n s 

sur L , à partir de la valeur in i t ia le C, l ' intégrale yv.(x, C j : 

i" Si la fonction de x, y ^ x , C ) , est, pour x voisin de x, une 

fonction holomorpke, mérornorphe ou algébroïde, la fonction 

de x, ¡X et C, y^(x, C ) , est pareillement, pour x, p. et C respec­

tivement voisins de x, ¡A 0 e í C 0 , une fonction holomorpke, mé­

rornorphe ou algébroïde. 

i a Si q déterminations de y¡i,(x, C 0 ) se permutent autour 

du point x, un nombre égal, q, de déterminations de la fonc­

tion de x, yy.(x: C ) , se permuteront au voisinage du point x, 

pour p. et C respectivement voisins de y.0 et C 0 . 

T e l s s o n t les t h é o r è m e s f o n d a m e n t a u x qui p e r m e t t e n t de c o m ­

parer entre e l les les intégrales de l ' équat ion ( 1 8 ) p o u r deux v a ­

l e u r s v o i s i n e s du paramètre p.. F a i s o n s en part icul ier p . „ = : o e t 

c o n s i d é r o n s l ' i n t é g r a l e y ^ { x 1 C ) le l o n g d'un c h e m i n L o ù y 0 (x, C) 

est h o l o m o r p h e . D'après ce qui p r é c è d e , on p e u t , le l o n g de ce 

c h e m i n , d é v e l o p p e r y^ par rapport aux pui s sances ent ières de p.. 

L e s coeff ic ients du d é v e l o p p e m e n t seront des fonc t ions de x qu' i l 

sera faci le de dé terminer . P o s o n s , e n effet, 

y — epo H- WijJ- -4- coa[j.'-t-. 

e t s u b s t i t u o n s ce t te s é n é à y dans l e s d e u x m e m b r e s de l ' é q u a ­

t ion ( 1 9 ) . D é v e l o p p a n t le s e c o n d m e m b r e par rapport aux p u i s ­

s a n c e s de p., n o u s aurons 

, j-, , l à f ( x , tp0, o) y<>, o)1 
î i + T i l 1 + - = / ( I i ?o, ° ) + [ ó y àÇ j r1 

Cet te égal i té doi t être satisfaite que l q u e so i t p. : d o n c les coeff i -
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3 8 CHAPITRE I . — NOTIONS FONDAMENTALES. 

c i e n t s d e s p u i s s a n c e s s e m b l a b l e s d e y. s o n t é g a u x d a n s les d e u x 

m e m b r e s , e t l ' o n a 

d t = / ( * ' ? " 0 ) ' 

c t e d ^ ^ ' du. 

O n p o u r r a a ins i c a l c u l e r d e p r o c h e e n p r o c h e les coe f f i c i en t s 

œ 0 , (B| , . . . , c h a c u n d ' e u x é t a n t défini ( l o r s q u e les p r é c é d e n t s 

s o n t c o n n u s ) p a r u n e é q u a t i o n d i f f é r en t i e l l e l i n é a i r e . 
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C R O I S S A N C E E T A L L U R E D ' U N E B R A N C H E D ' I N T É G K A L E . 

C o n s i d é r o n s u n p o i n t s ingu l i er t ranscendant au vo i s inage d u ­

q u e l s ' é c h a n g e n t u n e inf inité de .branches d 'une m ê m e in tégra le . 

P o u r é t u d i e r c e p o i n t s ingul i er , il y aura l ieu d e traiter d e u x p r o ­

b l è m e s d i s t incts ; i ° é t u d e d 'une b r a n c h e d' intégrale isolée au vo i ­

s inage du p o i n t s i n g u l i e r : 2 0 é t u d e du m é c a n i s m e au m o y e n d u ­

q u e l cette b r a n c h e s 'échange avec les autres . 

C'est du premier de ces d e u x p r o b l è m e s que j e vais m ' o c c u p e r 

dans ce Chapi tre . Je m e bornerai d'ail leurs à l ' équat ion d i f féren­

t ie l le 

dy _ $(x. y) 

^ 1 dx y)' 

où <$ et ^ s o n t des p o l y n ô m e s par rapport àjK et par rapport à x, 

et j e supposera i l e p o i n t s ingul i er t ranscendant r e n v o y é â l ' infini . 

Je cherchera i d o n c à é t u d i e r l 'allure des branches d' intégrales (*) 

de l ' équat ion ( 1 ) l o r s q u e le m o d u l e de x a u g m e n t e indé f in i ­

m e n t { - ) . 

I. — Branches d'intégrales à croissance exponentielle. 

S o i e n t p e t q l e s degrés des p o l y n ô m e s <ï e t ^ , p a r rapport à y . 

D ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , j ' e n t e n d s p a r b r a s c h e d ' i n t é g r a l e : a u s e n s i a r g o , 

u n e i n t é g r a l e s u i v i e l e l o n g d ' u n chemin, direct (voir p . 45 ) ; a u s e n s r e s t r e i n t , 

u n e i n t é g r a l e s u i v i e l e l o n g d ' u n chemin rectiligne ( e n c e c a s j e d é s i g n e r a i l a 

b r a n c h e d ' i n t é g r a l e p a r l ' e x p r e s s i o n : ensemble des caractéristiques issues d'un 

point donné avec une valeur initiale donnée, v o i r p . 5 8 ) . 

( 2 ) C ' e s t M . H o r e l q u i s ' e s t , l e p r e m i e r , s y s t é m a t i q u e m e n t p r é o c c u p é d ' é t u d i e r 

la c r o i s s a n c e d e s f o n c t i o n s d é f i n i e s par l e s é q u a t i o n s . d i f f é r e n t i e l l e s [Mémoire 

sur les .séries divergentes (Ann. sc. de l'Éc. Norm, sup., 1 8 9 9 ) ] . — Cf. LINDELÓF, 

Bull, de la Soc. math, de France, 1899 . 
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J e d i s t i n g u e r a i d e u x cas s u i v a n t q u e p — q es t égal à i ou d i f fé ren t 

d e i , e t j ' e x a m i n e r a i d ' a b o r d le p r e m i e r c a s . 

L o r s q u e p — q —- i , l ' é q u a t i o n p r o p o s é e es t d e la f o r m e 

dv 
( a ï ^ ( « i ^ a , y - h . . . - + - a,,?''-1) = b0-h. b,,yP, 

l es a e t 6 é t a n t des p o l y n ô m e s e n x . P o u r é t u d i e r c e t t e é q u a t i o n , 

i l c o n v i e n t e n c o r e d e d i s t i n g u e r d e u x c a s , s u i v a n t q u e l e d e g r é d e 

b p e s t s u p é r i e u r o u éga l , o u b i e n i n f é r i e u r a u d e g r é d e a p . J e 

s u p p o s e r a i i c i la d i f f é r ence u des d e g r é s d e b p e t a p p o s i t i v e o u 

n u l l e , e t j e m o n t r e r a i q u ' e n ce cas il y a e n t r e la c r o i s s a n c e des i n t é ­

g ra l e s de l ' é q u a t i o n ( 2 ) e t la c r o i s s a n c e des f o n c t i o n s e n t i è r e s u n e 

r e m a r q u a b l e a n a l o g i e . D ' a i l l e u r s , les i n t é g r a l e s d e ( 2 ) j o u i s s e n t 

d ' u n e p r o p r i é t é q u i n o u s i n c i t e n a t u r e l l e m e n t à les r a p p r o c h e r d e s 

f o n c t i o n s e n t i è r e s : ces i n t é g r a l e s n e p r é s e n t e n t a u c u n infini à d i s ­

t a n c e f in ie . E n effet, s i l ' o n p o s e y — z ~ ' , on t r a n s f o r m e l ' é q u a ­

t i o n ( 2 ) e n 
dz —z { b0 zi> - + . . . - t - b,, ) 

d.T ai zi'~l - r - . . . -\-cxp ' 

et la n o u v e l l e é q u a t i o n n ' a d m e t d ' a u t r e i n t é g r a l e n u l l e à d i s t a n c e 

finie q u e l ' i n t é g r a l e c o n s t a n t e z — y ~ ' = o . 

P o u r é t u d i e r les i n t é g r a l e s d e ( a ) , n o u s p o s e r o n s y = uv e t 

u = e - ° "v . 

P l a ç o n s - n o u s à l ' e x t é r i e u r d ' u n c e r c l e c o n t e n a n t les zé ros d e a p 

e t bp, e t f a i sons v a r i e r x s u r u n r a y o n issu d e l ' o r i g i n e . N o u s p o u ­

v o n s é c r i r e ^ = G + ^ 1 C é t a n t u n p o l y n ô m e d e d e g r é u. e t ^ u n e 

f r a c t i o n r a t i o n n e l l e d e d e g r é n é g a t i f ou n u l . O n vo i t a l o r s q u e 

l o r s q u e le m o d u l e \ x \ a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t le t e r m e e n xV- e s t 

p r é p o n d é r a n t d a n s — ; p a r e i l l e m e n t ( ' ) le t e r m e e n . z ^ 1 es t p r é -
c i 

r~~ b 

p o n d é r a n t d a n s J -^-dx. S o i t gxV-+l ce t e r m e : q u e l q u e p e t i t 

( ' ) P o u r l e vér i f i e r en t o u t e r i g u e u r , il suf f i t d e se r e p o r t e r à l ' e x p r e s s i o n g é -

n é r a l e d e l ' i n t é g r a l e de la f r a c t i o n r a t i o n n e l l e — • 
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CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D'INTÉGRALE. i l 

q u e so i t E , o n a u r a à p a r t i r d ' u n e c e r t a m e v a l e u r r d e x l ' i n é g a l i t é 

O n c o n c l u t de là q u e , dans p -f- i angles ayant pour s o m m e t l 'ori-

g i n e e t pour a m p l i t u d e - j — — ( a étant u n n o m b r e arbi tra irement 

p e t i t ) , l e m o d u l e de u a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t avec \x\, tandis q u e 

dans p. -+- 1 ang le s alternant avec les p r é c é d e n t s ce m o d u l e décro î t 

i n d é f i n i m e n t . P l a ç o n s - n o u s dans l 'un des |i + i p r e m i e r s a n g l e s , 

et s u p p o s o n s q u e x s 'é lo igne i n d é f i n i m e n t sur un rayon R. O n 

peut trouver un n o m b r e pos i t i f k tel q u e l 'on ait, sur R , à partir 

d'une certa ine va leur r' de | x |, 

( 3 ) | u | > e*!*!1""'. 

Cela di t , r e v e n o n s à l ' équat ion ( 2 ) . N o u s avons posé y = uv. 

T e n a n t c o m p t e de la valeur de — , n o u s écr irons 
1 u. 

6 0 + . . . + 6 D_, W ' - ' c f - 1 — u ( œ, v -t- . . . -i- a,,-, UP-^VP-1 ) 
V = ! . '• . 

ai u -+-.. . -+- a p UP V'—1 

N o u s a l lons c h e r c h e r u n e l imi te supér i eure du m o d u l e | v' | sur le 

rayon R . 

D é s i g n o n s par <run n o m b r e supér ieur aux degrés de tous l es 

p o l y n ô m e s a e t b, et s u p p o s o n s p r o v i s o i r e m e n t q u e l 'on ait à partir 

d 'une certa ine va leur de | x | 

(4) \ U V \ > \ T \ " . 

D a n s ces c o n d i t i o n s , l orsque | x | dev iendra très grand, tous l e s 

t ermes du d é n o m i n a t e u r de v' s 'effaceront devant le dernier . D'a i l ­

l eurs [ ap | reste supér ieur à u n n o m b r e fini n o n nul . O n pourra 

d o n c trouver u n n o m b r e pos i t i f h tel que l 'on ait à partir d 'une 

certa ine valeur r" de | x | l ' inégal i té 

(5) Module du dénominateur de v' > h | « P P ' , - ' | . 

D'autre part, quand ] x ] est très grand, o n a 

I < I r. |H-M 
a,, 
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42 CHAPITRE I I . 

et l es m o d u l e s des p o l y n ô m e s a , b s o n t tous infér ieurs à | j ? J 0 + l , 

O n p e u t d o n c trouver u n n o m b r e posi t i f A, te l q u e l 'on ait , à p a r ­

tir d 'une cer ta ine va leur r1" de \x |, l ' inégal i té 

( 6 ) M o d u l e d u n u m é r a t e u r de t / < HT \ U P ~ 1 V P - I X A + \ L + * |. 

S o i t alors r 0 u n n o m b r e supér ieur à / ·", r1" et te l q u e , pour 

| x | > / - 0 , l 'on ait 

ï i - i - » < . ï ' " 

Si, l orsque \ x\ croî t à partir de r 0 , l'inégalité (4) est satis­
faite sur le rayon R , l es inéga l i t é s ( 5 ) et ( 6 ) y seront é g a l e m e n t 

sat isfaites , de m ê m e q u e l 'égal i té ( 3 ) . Il e n résul tera q u e 

' " 1 < T Hry-<\*V- ' 

P o s o n s | # | = r, e t soit y 0 la valeur que p r e n d v ( sur le rayon R) 

au p o i n t de m o d u l e rn. INous aurons 

k H-+1 k ui-*-i £ i 
— '· ri) r 

e 2 - e 2 . 

D è s lors , si n o u s c h o i s i s s o n s u n e valeur in i t ia le v0 sat isfaisant 

à l ' inégal i té 

( 7 ) l c o | > c - r - e s i 

o ù c es t u n n o m b r e posit if , le m o d u l e de v, l o r s q u e x s 'é lo ignera 

sur R , restera c o m p r i s entre les l imi t e s 

( 8 ) c < | p | < | P o | + e 

N o u s avons o b t e n u ce t te d o u b l e inéga l i t é ( 8 ) e n supposant l ' iné­

gal i té ( 4 ) · O r partons du p o i n t x0 avec u n e va leur in i t ia le v0 v é ­

rifiant l ' inégal i té ( 7 ) . A fortiori, o n aura e n x0 l ' inégal i té ( 4 ) · 

D 'a i l l eurs , l o r s q u e « s ' é l o i g n e s u r R , la doirfale inéga l i t é ( 8 ) n e 

p e u t ce s ser d'être vérif iée tant q u e l ' inégal i té ( 4 ) es t e l l e - m ê m e 

véri f iée . Mais , r é c i p r o q u e m e n t , tant que | y | est supér ieur à c, 
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C R O I S S A N C E E T A L L U R E D ' U N E B R A N C H E D ' I N T É G R A L E . 43 

[ | u | sat isfaisant à ( 3 ) ] , o n a 

\ U V \ > C E > ' \ * \ R * 1 ; 

d o n c l ' inégal i té ( 4 ) n e p e u t cesser d'être vérifiée avant l ' inéga ­

lité ( 8 ) . O n e n c o n c l u t q u e les inéga l i t é s ( 4 ) e t ( 8 ) n e c e s s e n t , ni 

l 'une ni l 'autre , d'être vérif iées l o r s q u e x s ' é lo igne sur R . 

La pers i s tance de la d o u b l e inéga l i té ( 8 ) é tant a ins i é tab l i e , 

n o u s p o u v o n s r é s u m e r les résultats acqu i s et formuler l e s c o n c l u ­

s ions su ivantes : 

A p p e l a n t y u n e intégrale q u e l c o n q u e de l ' équat ion ( a ) , n o u s 

p o s o n s 

'H 

( 9 ) y = ui>, tt = c " / ° "r 
J 0 « o 

et n o u s c o n s i d é r o n s les p. -+-1 ang le s , ayant pour s o m m e t l 'or ig ine , 

o ù l 'on a, à partir d 'une certaine va leur de | X |, 

| U | > c * ! * ! 1 ^ 1 ( K n o m b r e pos i t i f i ndépendan t de X ) . 

D a n s l 'un q u e l c o n q u e , A, de ces a n g l e s , n o u s p r e n o n s u n p o i n t 

x„ d o n t le m o d u l e est supér ieur à certa ins n o m b r e s q u e n o u s ayons 

dé f in i s ; p u i s , l orsque x s ' é l o i g n e indé f in iment dans l 'angle A à 

partir de xa, n o u s c o n s i d é r o n s la branche d' intégrale y q u i 

prend e n x0 la valeur in i t ia le y0 = v0u(x0). 

Cela p o s é , n o u s avons d é m o n t r é q u e , s i l e m o d u l e d e l a v a l e u r 

I N I T I A L E V 0 E S T S U P É R I E U R A e , L A B R U C H E T) I N T É G R A L E ( g ) 

A , D A N S L ' A N O L E A P O U R \ x \ ~^> r 0 , C » M O D U L E V É R I F I A N T L A D O U B L E 

I N É G A L I T É 

~k et ~k{ é tant des n o m b r e s posit i fs n o n n u l s , i n d é p e n d a n t s de x. 

A i n s i , il ex i s te u n e inf inité de b r a n c h e s d' intégrales de ( a ) q u i , 

dans l e s u, -f- 1 ang les que n o u s avons définis , se c o m p o r t e n t c o m m e 

des e x p o n e n t i e l l e s . Ces branches n e p r é s e n t e n t , dans l e s ang le s 

c o n s i d é r é s , n i z éro , ni p ô l e , ni p o i n t s ingu l i er . N o u s d irons q u e 

l eur cro i s sance e s t d u t y p e e x p o n e n t i e l . 

L e s résul tats q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r s u p p o s e n t , o n s 'en 

s o u v i e n t , q u e l e d e g r é d u p o l y n ô m e bp e s t supér i eur ou égal a u 

d e g r é du p o l y n ô m e ap, e n d'autres t e r m e s q u e i i r ï o . S i p. était 
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I I . — Branches d'intégrales à croissance rationnelle. 

N o u s a l l o n s s u p p o s e r m a i n t e n a n t q u e d a n s l ' é q u a t i o n d i f f é r e n ­

t i e l l e 

. <£(x,y) = bt + . . . + bpyp 

^(•z-, y) a 1 + . . . + fl!7? 

les d e g r é s p et q d e s p o l y n ô m e s p et q ne s o n t p a s l iés p a r la r e l a ­

t i o n p — q = 1. 

A . S O I T , E N P H E M I E R L I E U , p — q < ^ i , C ' E S T - A - D I R E q^p. D a n s 

c e t t e h y p o t h è s e , les i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n (10) n e p r é s e n t e n t a u ­

c u n in f in i à d i s t a n c e f in ie . E n effet, si l ' o n p o s e j r = z ~ ~ l , z s a t i s ­

fait à u n e é q u a t i o n d i f f é r en t i e l l e d o n t a u c u n e i n t é g r a l e ( e x c e p t é 

l ' i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e z = o ) n e s ' a n n u l e à d i s t a n c e finie. J e va i s 

négat i f , il s e r a i t va in d ' é t u d i e r , p o u r | x | t r è s g r a n d , la c r o i s s a n c e 

d e s b r a n c h e s d ' i n t é g r a l e s d e ( 2 ) : c a r , e n g é n é r a l , c e s b r a n c h e s n e 

c r o î t r a i e n t p a s i n d é f i n i m e n t a v e c | x \ ( d u m o i n s l o r s q u e ]x < — 1 ) . 

E n r e v a n c h e , si l 'on , c o n n a î t u n e i n t é g r a l e rationnelle Y d e l ' é q u a ­

t i o n ( 2 ) , o n p o u r r a par fo i s r a m e n e r le cas [ » < o a u cas u . 5 o . F a i ­

s o n s , e n effet, s u r l ' é q u a t i o n ( 2 ) le c h a n g e m e n t de v a r i a b l e 

y — Y = £ = ~~i ~ ' 

L ' é q u a t i o n d i f fé ren t i e l l e à l a q u e l l e sa t is fa i t £ a d m e t l ' i n t é g r a l e p a r ­

t i c u l i è r e Ç = o . E l l e e s t d o n c d e la f o r m e 

dx lo-r-. • .-I- Ip-iÇ."-1 ' 

O n e n c o n c l u t q u e l ' é q u a t i o n à l a q u e l l e sa t is fa i t r\ e s t u n e é q u a ­

t i o n r a t i o n n e l l e d e la f o r m e ( 2 ) . S i d a n s c e t t e é q u a t i o n la di f fé­

r e n c e p. e s t p o s i t i v e ou n u l l e , n o u s p o u v o n s a p p l i q u e r n o t r e t h é o ­

r è m e . N o u s c o n s t a t o n s q u e , d a n s l es [/. -+- 1 a n g l e s déf in is p l u s 

h a u t , l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e se r a p p r o c h e i n d é f i n i m e n t ( l o r s q u e \ x\ 

va e n c r o i s s a n t ) d e l ' i n t é g r a l e r a t i o n n e l l e Y . D a n s ces a n g l e s la 

d i f f é r e n c e ^ — Y es t c o m p a r a b l e à l ' e x p o n e n t i e l l e e~^'lxi>L+\ V r e s ­

t a n t c o m p r i s e n t r e d e u x n o m b r e s pos i t i f s i n d é p e n d a n t s d e x. 
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r e c t L , j e s u p p o s e q u e le rapport = est inférieur à un 
corde x x' 

nombre donné k qui conservera une valeur fixe dans tous nos 

calculs. 

C e t t e dé f in i t i on d o n n é e , a p p e l o n s a u n e n t i e r s u p é r i e u r a u x 

d e g r é s de t o u s les p o l y n ô m e s a e t b. J e d i s q u e , L O R S Q U E x S ' É L O I G N E 

I N D É F I N I M E N T SUR U N C H E M I N D I R E C T , T O U T E BRANCHE D I N T É G R A L E 

n E ( l o ) S A T I S F A I T , A P A R T I R D'TJNE C E R T A I N E VALEUR DE X, A L * I N É -

G A L 1 T É 

\ y \ < \ x \ * * * . 

F a i s o n s d ' a b o r d u n e r e m a r q u e p r é l i m i n a i r e : il n'est pas pos­

sible qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de \x\, l'inégalité 

(") 

en tout point d'un chemin direct L prolongé indéfiniment. 

E n effet, s o i e n t p' e t 17 ' les d e g r é s ( e n a?) d e s p o l y n ô m e s bpetaç, 

et s o i e n t r e s p e c t i v e m e n t bp e t a.q l es coeff ic ients d e x p ' e t xi' d a n s 

n o m b r e r t e l q u e , p o u r | x | > 

bpXP' yP 

a q x i ' y l 

so i t 6, o n 

y \ > \ x \ ° , 

X.P' yP 

Xi' y l 

o n a i t 

D è s l o r s , si x es t e x t é r i e u r a u c e r c l e S d e r a y o n r q u i a p o u r 

c e n t r e l ' o r i g i n e , l ' i n é g a l i t é (11) e n t r a î n e , p o u r u n e b r a n c h e q u e l ­

c o n q u e d e ( 1 o ) , 

( 1 2 ) \y1-Py - xP-1 < E I x \p'-î, 

d é m o n t r e r q u e , l o r s q u e ] x | a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , une branche 

a" intégrale quelconque de C équation ( i ) croit moins vite qu'une 

puissance finie de \ x\. 

P o u r d o n n e r u n s e n s p r é c i s à c e t é n o n c é il f a u t dé f in i r l a n a t u r e 

d u c h e m i n s u r l e q u e l x s ' é l o i g n e i n d é f i n i m e n t . J ' a p p e l l e r a i d o r é ­

n a v a n t chemin direct ( d a n s l e p l a n de la v a r i a b l e x) t o u t c h e m i n 

d o n t la l o n g u e u r e s t finie o u q u i e s t t r a n s f o r m é , p a r l e c h a n g e m e n t 

d e v a r i a b l e x = ¡ j - 1 , e n u n c h e m i n de l o n g u e u r finie. P l u s p r é c i ­

s é m e n t , si x, x' s o n t d e u x p o i n t s q u e l c o n q u e s d ' u n c h e m i n d i ­
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¿ ¡ 6 CHAPITRE II. 

A d m e t t o n s q u ' à p a r t i r d ' u n p o i n t x0 o n a i t l ' i n é g a l i t é (11) t o u t 

le l o n g d ' u n c h e m i n d i r e c t L , s u r l e q u e l | x | es t c r o i s s a n t . A p p e ­

l a n t x u n p o i n t q u e l c o n q u e d e c e c h e m i n , n o u s a u r o n s , si 

f J XP'-V dx | < k | x Y'-"' I x - x01 < k I x r i x - x 0 I , 

k é t a n t le n o m b r e fixe q u i figure d a n s la d é f i n i t i o n d e s c h e m i n s 

d i r e c t s q u e n o u s a v o n s d o n n é e p l u s h a u t . I n t é g r o n s l es d e u x 

m e m b r e s d e (12) le l o n g d e l ' a r c xBx: il v i e n d r a ( 1 ) 

03) 

[r(x)]->-r+>-lr(xa)li-P^ 

q — p -+- I 

< zk\x\"\ x — aro I. 

D ' a p r è s n o s h y p o t h è s e s , q — p -+- 1 es t s u p é r i e u r o u égal à 1. 

D ' a u t r e p a r t , p' — q' + 1 es t i n f é r i e u r à p' -f- 1, a fortiori à cr -|- 1. 

D o n c , l o r s q u e | x | c r o î t r a i n d é f i n i m e n t , l ' i n é g a l i t é ( i 3 ) d o n n e r a 

c e r t a i n e m e n t , à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e \ x\, 

\y ( x ) \ < \ 

q u e l q u e p e t i t q u e so i t le n o m b r e pos i t i f s. D ' o ù i l f a u t c o n c l u r e 

q u e l ' h y p o t h è s e s e l o n l a q u e l l e l ' i n é g a l i t é (11) s e r a i t s a t i s f a i t e , à 

p a r t i r d e xa, s u r t o u t l e c h e m i n L , e s t u n e h y p o t h è s e i n a d m i s ­

s i b l e . Q u e l q u e s o i t le n o m b r e pos i t i f a , il e x i s t e s û r e m e n t s u r L 

d e s p o i n t s d e m o d u l e s a r b i t r a i r e m e n t g r a n d s où | y | £ | x |<rf<+<*. 

C e t t e r e m a r q u e fa i t e , j e d é m o n t r e q u e , s u r le c h e m i n d i r e c t L 

où j x I es t c r o i s s a n t , i l n e s a u r a i t y a v o i r d e s p o i n t s x a r b i t r a i r e -

(') On sait que, si l'on intègre une fonction /(x) le long d'un chemin L quel­
conque, on a l'inégalité 

j y f(x)dx^< J\J(x)dx\. 

Je suppose, en écrivant l'inégalité (i3 ), que p. — p ' — q' n'est pas égal à — 1 . 
La démonstration subsiste d'ailleurs lorsque tx — — 1 , à cela près que xx+v-—x\^'^ 

est remplacé par log —· 
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CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D' INTÉGRALE. / . , 

n i e n t é l o i g n é s o ù l ' o n a i t 

0 4 ) \ y \ > \ x \ ™ . 

S u p p o s o n s , e n effet, q u ' i l e x i s t e d e te ls p o i n t s x. D ' a p r è s la 

r e m a r q u e p r é c é d e n t e , o n p o u r r a t o u j o u r s t r o u v e r s u r L ( s i \x | e s t 

assez g r a n d ) d e s p o i n t s x 0 , t e l s q u e r <i \xa | <C ¡ x \, o ù l ' o n a u r a 

I R O O ) | = I R O L ^ I ^ O L ^ 1 - 1 - * ( O < = t < i ) . 

P a r m i ces p o i n t s , a p p e l o n s s p é c i a l e m e n t x0 le d e r n i e r r e n c o n t r é 

a v a n t d ' a r r i v e r e n x ( l o r s q u ' o n s u i t le c h e m i n L e n se d i r i ­

g e a n t v e r s l ' i n f in i ) . N o u s a u r o n s , e n x0, \y0 \ = \ XO | ° " H + o t , s u r 

l ' a rc xax d e L , [ y | >· | x |O-H+« . Dès l o r s , l ' i n é g a l i t é ( i 3 ) s e r a 

vér i f iée , c o m m e p l u s h a u t , s u r l ' a r c xax. P o s a n t p'—q'—y. e t 

r e m p l a ç a n t \ Y B \ p a r sa v a l e u r , o n a u r a 

L t 4 1 

É t a n t d o n n é q u e ^_ ^ FI cr - + - 1 r il e s t c l a i r q u e , l o r s q u e 

a; | d é p a s s e u n c e r t a i n n o m b r e , la d e r n i è r e i n é g a l i t é é c r i t e e s t 

i n c o m p a t i b l e avec l ' i n é g a l i t é (14)· O n est d o n c c o n d u i t à u n e 

• c o n t r a d i c t i o n si l ' o n s u p p o s e l ' i n é g a l i t é (t4) vé r i f iée p o u r d e s 

v a l e u r s d e [ x | a r b i t r a i r e m e n t g r a n d e s . C e q u i d é m o n t r e le t h é o ­

r è m e é n o n c é . 

B . S O I T , E N S E C O N D L I E U , p — y > i o u p — ^ = 2. D a n s c e t t e 

h y p o t h è s e , l es i n t é g r a l e s y d e l ' é q u a t i o n (10) o n t , e n g é n é r a l , d e s 

inf in is à d i s t a n c e f in ie . O n n e p e u t d o n c p l u s , l o r s q u e x s ' é l o i g n e 

i n d é f i n i m e n t s u r u n c h e m i n d i r e c t q u e l c o n q u e , a s s i g n e r u n e l i m i t e 

s u p é r i e u r e au m o d u l e d e Y . N é a n m o i n s , e n n o u s i n s p i r a n t d e l a 

t h é o r i e d e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s , n o u s o b t i e n d r o n s q u e l q u e s 

i n d i c a t i o n s i n t é r e s s a n t e s s u r la c r o i s s a n c e d e s i n t é g r a l e s y . 

P o u r é t u d i e r ces i n t é g r a l e s , j ' é t a b l i r a i d e u x l e m m e s p r é l i m i ­

n a i r e s . 

L E M M E I . — Appelons x¿ un infini de Vintégrale y, 1 un 

entier supérieur aux degrés de tous les polynômes a et b. Je 

dis que, si \x¡\ est supérieur à un certain nombre r, on peut 
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48 CHAPITRE II. 

entourer X i a"un cercle Ci jouissant des propriété' suivantes : 

i ° A Vintérieur et sur le. contour de, c*, la branche d'inté­

grale infinie en X i a un module supérieur à \ x | ° + 1 + a , a étant 

un nombre positif arbitrairement petit; 

2 0 Sur le contour de c/, le m.êine module est inférieur à. 

j ^ j o + i + p ^ j3 é i a n t un nombre positif compris entre a et i . 

A u v o i s i n a g e d e xi, o n a l ' i n é g a l i t é ( i î ) 

\ y I > [ * | 7 + 1 + a 

s u r t o u t a r c i s su d e x^. O r n o u s a v o n s vu q u ' o n p e u t t r o u v e r u n 

n o m b r e r t e l q u e , p o u r | x,| > /•, l'inégalité ( i i ) entraine l'iné­

galité (12). I n t é g r a n t c e t t e i n é g a l i t é le l o n g d ' u n c h e m i n d i r e c t , 

n o u s a u r o n s , p u i s q u e q — p -+- i < o e t [y(xi)y'~p+' — o, 

( i 5 ) <~k{p — q — 1) | a ? j ̂ 1 

où I x I 1 1 es t la p l u s g r a n d e v a l e u r d e | ar |l* s u r le c h e m i n X i X , j j l la 

d i f f é rence d e s d e g r é s p' e t q', e t £ u n n o m b r e q u i s e r a a r b i t r a i r e ­

m e n t p e t i t si l ' o n a p r i s /• assez g r a n d ( ' ) . 

A u t o u r d e x i c o m m e c e n t r e , t r a ç o n s u n c e r c l e c,- de r a y o n 

p = I Xj | — K H - n - a ' l l / j - y - O - u ^ 

a! é t a n t u n n o m b r e pos i t i f i n f é r i e u r à 1. L ' e x p o s a n t d e \ x i \ d a n s 

l ' e x p r e s s i o n d e p s e r a négat i f , p u i s q u e [ u. | < ; t , p — q — 1 = 1. 

D o n c le r a y o n d e c i t e n d r a v e r s z é r o a v e c | xt | _ l . 

D ' a i l l e u r s , si | x, | e s t assez g r a n d , n o u s a u r o n s , e n t o u t p o i n t 

d u c h e m i n x i x i n t é r i e u r à a, les i n é g a l i t é s (*) 

X^V--— xi+v~ 

<\x-xi\(\xi\±ç,)V-, l ^ ~ ^ l ( l ^ l = F P ) ! i < { , 

| x — Xi | {\xi | q p ?)V-< | XV- | j x — X i ] < | x - X i | (| x , | ± p ) l \ 

(1 ) Voir p. 4°, note. 
( J) Ces inégalités s'obtiennent aisément. D'une manière générale, posons 

o n a 
\ x - x i \ = | a \ | ' - » < p ( P > o ) ; 

x^v- — x\^ r p . — 2 . , , . ( u . — a ) ( a — 3 ) , . , , 1 
—• = {x — x , ) x n 1 + t e ' " | a ? ; l ~ p - * - — ^ - - e 3 " ° | a ; J - 2 P - r - . . . , 
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CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D'INTEGRALE. 49 

où l 'on deyra prendre l e s s i gnes supér ieurs ou les s i gnes infér ieurs 

suivant que p > o o u p. < — 1 ; e l , d'autre part, étant donnée la 

valeur de p en fonction de Xi, o n p e u t ( q u e l q u e soit le n o m b r e 

pos i t i f a " < ; a ' ) prendre r assez grand p o u r que l 'on ait, l o r s q u e 

• ( l - t - lk)(p — q — \ ) ? ( \ x , \ ± ?Y< ( \ x i \ — p J - I f f + i + a - U p - j - D , 

( i — s.k) (p — q — i ) p ( | Xi | = p p)V-> ( | Xi | + p ) - i < J + n - a ' - t - s f ) ( p - ? - i ) , 

Interprétons alors l ' inégal i té ( 1 0 ) en s u p p o s a n t r a insi d é t e r ­

m i n é . U n ca lcu l facile n o u s montrera que l 'on a, en tout p o i n t 

de Ci, 

( 1 6 ) ' \ y | - ( p - 7 - U < | j f j - l o + J + i ' l i p - ï - i ) 

et , s u r le c o n t o u r d e c,-, 

( 1 7 ) | y | - ( / > - ? - D > j x [ - [ « T + n - a ' + a ' K p - ? - ! ) . 

Si l 'on a p r i s a, a', a" assez p e t i t s pour que 

ce < a", P = « ' -H «" < I , 

o n conc lura de ces d e u x dernières inégal i tés que le cerc le c,- sat i s ­

fait b i e n aux c o n d i t i o n s p o s é e s par l ' énoncé d u J e m m e . 

Or, r e m o n t o n s le fil de notre démons tra t ion . N o u s v e n o n s 

d'établir q u e , l orsque x s ' é lo igne de xi dans c,-, a u s s i l o n g t e m p s 

que l ' inégal i té ( i i ) est vérif iée, il e n est de m ê m e des i n é g a ­

l ités ( i 5 ) , ( 1 6 ) , ( 1 7 ) · Je d i s q u ' a u c u n e de ces inéga l i t é s n e p e u t 

c e s s e r d 'ê tre vérif iée d a n s c,-. E n effet, s u p p o s o n s que l ' i n é g a ­

lité ( 1 1 ) , satisfaite sur l'arc Xix'cesse de l ' ê t r e au p o i n t x ' \ s u r 

l'arc x i x \ o n aura l ' inégal iLé ( 1 6 ) , l aque l le entra îne , a f o r t i o r i , 

ta é t a n t u n a n g l e r é e l . D o n c , s i \xt\ e s t a s s e z g r a n d , l e m o d u l e du s e c o n d m e m b r e 

sera s û r e m e n t c o m p r i s e n t r e l e s l i m i t e s 

e t , a fortiori, entre les limites 

| * _ » i | [ | a ! ^ = F L ! L = i I ± i | a , . | ^ « p J 1 

d'où l'on d é d u i r a les i n é g a l i t é s é c r i t e s . 

B. 
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l ' i n é g a l i t é (i 1); d o n c c e t t e d e r n i è r e es t n é c e s s a i r e m e n t sa t i s fa i te 

s u r u n a r c p l u s g r a n d q u e X i x 1 . L e p r e m i e r l e m m e es t d o n c c o m ­

p l è t e m e n t d é m o n t r é . 

N o u s a v o n s s u p p o s é , t o u t à l ' h e u r e , la v a l e u r i n i t i a l e y(xi) 

i n f i n i e . O n v o i t s a n s p e i n e q u e c e t t e h y p o t h è s e n ' e s t p a s i n d i s p e n ­

sab l e ; il suff irai t d e m o d i f i e r l é g è r e m e n t les f o r m u l e s é c r i t e s p o u r 

a p p l i q u e r la d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e au cas o ù , a u p o i n t a?,-, o n 

a s e u l e m e n t l ' i n é g a l i t é 

( 1 8 ) I j r O ) I > | ^ l^'+T avec 7 > 3. 

J e p u i s d o n c é n o n c e r le l e m m e s u i v a n t : 

L e m m e I I . — Soit une branche d'intégrale y qui satisfait 

en un point x\ à l'inégalité ( 1 8 ) . Si est supérieur à un 

certain nombre r, on peut entourer x't d'un cercle c'L de rayon 

p = [ x\ | - l < n - l + « ' J ( p - T - i ) - u ( a ' < p — a ) , 

à l'intérieur duquel \y \ est supérieur à [ x | < r + i + « , e i sur le 

contour duquel \y \ est inférieur à [ x ( a < ; S << y ) . 

O n e n c o n c l u t d e là q u e la b r a n c h e y d e v i e n t n é c e s s a i r e m e n t 

i n f i n i e à l ' i n t é r i e u r d e c\. E n effet, l o r s q u e \y\ c r o î t d e p u i s 

I j(.2?J) I j u s q u ' à l ' i n f in i , le p o i n t x, v a r i a n t à p a r t i r d e x ' n n e p e u t 

s o r t i r d e c\ ; il d é c r i t u n c h e m i n l a b o u t i s s a n t e n u n p o i n t x, i n t é ­

r i e u r à c\. T r a ç o n s le c e r c l e a r e l a t i f à ce p o i n t xi ( e n a p p l i q u a n t 

le p r e m i e r l e m m e ) . L e c h e m i n l s e r a t o u t e n t i e r c o n t e n u d a n s Ci-

D o n c x'L e s t à l ' i n t é r i e u r d e c,-. 

D e c e s d i v e r s r é s u l t a t s n o u s d é d u i r o n s le t h é o r è m e s u i v a n t : 

Soit x un point quelconque extérieur aux cercles a décrits 

autour des infinis xi d'une branche d'intégrale y . Pourvu que 

\x \ dépasse un certain nombre fini r, la branche d'intégrale 

considérée satisfait à Vinégalité 

\y(x) \ < | a ? | < ^ « . 

E n effet, d ' a p r è s le s e c o n d l e m m e , t o u t p o i n t x\ où c e t t e i n é g a ­

l i té n ' e s t p a s sa t i s fa i t e e s t i n t é r i e u r à u n c e r c l e c,-. 

Q u e l l e es t la p o r t é e d u t h é o r è m e q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r ? 
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V(x,y) b p , , 

D o n c l ' i n t é g r a l e sa t is fa i t à c e t t e i n é g a l i t é d a n s c,-. D è s l o r s , à 

l ' i n t é r i e u r d e c,-, Q ( # , y ^ ) n e s a u r a i t s ' a n n u l e r p o u r a u c u n e v a l e u r 

finie d e yy.. 

N o u s c o n c l u o n s d e là q u e les t h é o r è m e s d u C h a p i t r e I ( § V ) 

s o n t a p p l i c a b l e s à l ' i n t é r i e u r e t s u r le c o n t o u r d e c,-. S i , p o u r u n e 

v a l e u r p 0 d e p , y ^ n ' a q u ' u n inf ini d a n s a, e l le n ' e n a u r a e n c o r e 

q u ' u n p o u r les v a l e u r s d e p v o i s i n e s d e p 0 - OT, n o u s s a v o n s q u e , 

l o r s q u e p es t n u l , l ' i n t é g r a l e y^ n ' a d a n s c,- q u ' u n inf in i X i \ s u p ­

p o s o n s q u e , p o u r p — 1 , e l le e n a i t p l u s i e u r s ; a l o r s , i l d e v r a 

e x i s t e r d e s v a l e u r s p ' d e p ( o < ; | u ' | < 1) p o u r l e s q u e l l e s y^. a u r a 

u n o u p l u s i e u r s inf in is sur le contour d e c,-; m a i s , d ' a p r è s I ' i n é -

(') La valeur que nous avons assignée au rayon p de c f ne dépend que des 
exposants p , q, p ' , q\ a; elle est donc indépendante de p. 

U es t c l a i r q u e ce t h é o r è m e n e n o u s i n t é r e s s e r a q u ' a u t a n t q u ' i l 

e x i s t e r a d e s p o i n t s x e x t é r i e u r s à t o u s les c e r c l e s c , . N o u s somr t i e s 

a ins i c o n d u i t s à é t u d i e r p l u s e n d é t a i l l e s c e r c l e s a e t l e u r d i s t r i ­

b u t i o n . 

E n p r e m i e r l i e u , j e d is q u e la branche d'intégrale qui est 

infinie en xi ne présente pas, à Vintérieur de c,-, d'autre infini 

que Xi. 

P o u r le d é m o n t r e r e n t o u t e r i g u e u r , n o u s i n t r o d u i r o n s d a n s 

l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) u n p a r a m è t r e v a r i a b l e p ( ' c o n f o r m é m e n t à la m é ­

t h o d e e x p o s é e a u G h a p . I , § V ) . 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n 

/ , „ ) V J " ' H - | i f V , y H + , . , + b0) 

« , 7 « + | j ( a , - i } ' ^ l + - - + a o ) 

e t fa isons v a r i e r p d e o à i . D ' a p r è s n o t r e p r e m i e r l e m m e (* ) , la 

b r a n c h e d ' i n t é g r a l e jKu de ( 1 9 ) q u i e s t i n f in ie e n x, sa t i s fa i t (quel 

que soit p ) à l ' i n é g a l i t é ( 1 6 ) d a n s c,- e t à l ' i n é g a l i t é ( 1 7 ) s u r l e 

c o n t o u r d e c, . D ' a i l l e u r s , a u c u n p o i n t d e Ci où. y ^ e s t fini n e p e u t 

ê t r e c r i t i q u e p o u r c e t t e i n t é g r a l e . E n effet, n o u s s u p p o s o n s r a s sez 

g r a n d ( p . 45) p o u r q u e | x | > /• e t \ y | > | x |<* e n t r a î n e n t 
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ga l i t é (17), c e t t e c i r c o n s t a n c e n e p e u t se p r é s e n t e r ; d o n c l ' h y p o ­

t h è s e fai te e s t i n a d m i s s i b l e . 

•• D ' a i l l e u r s , d ' a p r è s ce q u e n o u s v e n o n s d e d i r e , la branche 

d'intégrale infinie en xt ne présente aucun point critique 

dans C i , sauf peut-être au point Xf l u i - m ê m e . L e p o i n t xi se ra 

c r i t i q u e si p — q ^ 3 ; il p e r m u t e r a p — q — 1 d é t e r m i n a t i o n s . 

D e s p r o p r i é t é s d e s c e r c l e s c,- q u e p o u v o n s - n o u s c o n c l u r e r e l a ­

t i v e m e n t à l e u r d i s t r i b u t i o n d a n s le p l a n d e la v a r j a b l e xi 

- Si Vintégrale y qui est infinie aux points xt, x%, ..., x^ . . . 

était une fonction uniforme de x, nous pourrions affirmer que 

les cercles relatifs aux points X i seraient tous extérieurs les 

uns aux autres ( d u m o i n s p o u r ] xi | > /·). 

A p p e l o n s e n effet a, u n n o m b r e p o s i t i f i n f é r i e u r au n o m b r e a 

q u i figure d a n s l ' é n o n c é d u p r e m i e r l e m m e , e t a p p l i q u o n s d e n o u ­

v e a u ce l e m m e , e n r e m p l a ç a n t a p a r fi p a r a : o n p e u t e n t o u r e r 

l e p o i n t X i d ' u n c e r c l e c'{ tel q u e l ' o n a i t , d a n s ce c e r c l e , 

\y | ~> | x \ a + , + a ' , e t s u r s o n e o n t o u r | y . | < | x | " + i + « . Le c e r c l e c'i: 

e s t c o n c e n t r i q u e au c e r c l e c / , .ma i s d e r a y o n p l u s g r a n d ; c o m m e c , r 

il n e c o n t i e n t d ' a u t r e infini , de y q u e le p o i n t x,. D è s l o r s , si l e 

c e r c l e Cj r e l a t i f à x/t c o u p a i t l e c e r c l e c i , i l c o u p e r a i t n é c e s s a i ­

r e m e n t le c o n t o u r d e c\. I l y a u r a i t d o n c u n a r c d e c't i n t é r i e u r 

à Cj s u r l e q u e l o n d e v r a i t a v o i r ( p r e m i e r l e m m e ) 

\ y \ > \ x |T-*-I-H», 

c e q u i n ' e s t p a s p o s s i b l e , d ' a p r è s la dé f in i t i on d e c't : o n e n c o n c l u t 

q u e les c e r c l e s a e t cy n e se c o u p e n t p a s . 

L e s c h o s e s se p a s s e n t a u t r e m e n t l o r s q u e l'intégrale y es t u n e 

f o n c t i o n m u l t i f o r m e ; il p e u t a r r i v e r a l o r s q u e t o u t e v a l e u r d e x 

so i t i n t é r i e u r e à u n o u p l u s i e u r s c e r c l e s c,-. M a i s n o u s p o u r r o n s 

n é a n m o i n s r a m e n e r ce cas au p r é c é d e n t , à c o n d i t i o n d e faire 

v a r i e r x n o n p l u s s u r u n p l a n , m a i s s u r u n e s u r f a c e d e R i e m a n n . 

J ' a i r a p p e l é ( p . 3 i ) q u ' o n p e u t t o u j o u r s r e g a r d e r y c o m m e f o n c ­

t i o n u n i f o r m e d ' u n p o i n t m o b i l e s u r u n e s u r f a c e de R i e m a n n ; 

s u r f a c e f o r m é e d e feu i l l e t s s u p e r p o s é s s u r l e s q u e l s o n a t r acé 

u n c e r t a i n n o m b r e d e f en t e s ( c o u p u r e s ) e t q u e r e l i e n t e n t r e e u x 

d e s - l i g n e s d e c r o i s e m e n t m e n é e s s u i v a n t c e r t a i n e s c o u p u r e s . 

Si p ·.— q<^_3 les p o i n t s X i s o n t , n o u s l ' a v o n s d i t , d e s p o i n t s 

o r d i n a i r e s de y : o n p e u t a l o r s d i s p o s e r d e s c o u p u r e s d e m a n i è r e 
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( L ) O n partira d'une droite et l'on remplacera tout segment intérieur à u n 
cercle c i par le plus petit arc de c- qui sous-tend ce segment. Le chemin ainsi 
obtenu sera sûrement direct. 

q u ' e l l e s n e p é n è t r e n t p a s d a n s les c e r c l e s c , . S i p — (7 = 3 , 

p— q— i d é t e r m i n a t i o n s se p e r m u t e n t a u t o u r d e xr, la s u r f a c e 

d e R i e m a n n a, p a r s u i t e , a u v o i s i n a g e d e a:,-, p — q — i f eu i l l e t s 

r e l i é s e n t r e e u x p a r d e s l i g n e s d e c r o i s e m e n t i s s u e s d e X i ] d ' a i l ­

l e u r s , n o u s p o u v o n s t o u j o u r s d i s p o s e r d e ces l i g n e s de c r o i s e m e n t 

d e m a n i è r e q u ' a u v o i s i n a g e d e xi e l l e s c o ï n c i d e n t a v e c u n m ê m e 

r a y o n çlu c e r c l e c; . D a n s l ' u n o u l ' a u t r e d e ces d e u x ca s , l e r a i s o n ­

n e m e n t d e la p a g e p r é c é d e n t e es t a p p l i c a b l e à la su r face d e ' R i e ­

m a n n . 11 é t a b l i t q u e , s u r ce t t e s u r f a c e , les cercles ci relatifs aux 

points Xisont Xous extérieurs les uns aux autres ( d u m o i n s p e u r 

\xi\>r). · · . -

N o u s v o i c i m a i n t e n a n t e n é t a t d e t i r e r d e la p r o p o s i t i o n d e l a 

p a g e oo t o u t e s les c o n s é q u e n c e s q u ' e l l e c o m p o r t e . 

E t a n t d o n n é e u n e b r a n c h e d ' i n t é g r a l e q u e l c o n q u e d e l ' é q u a ­

t i on ( i o ) , r e g a r d o n s - l a c o m m e f o n c t i o n u n i f o r m e d ' u n p o i n t 

v a r i a b l e s u r u n e su r f ace d e R i e m a n n . S U R C E T T E S U R F A C E I L E S T 

T O U J O U R S P O S S I B L E D E T R A C E R D E S C H E M I N S D I R E C T S s ' É L O I G - N A N T I N ­

D É F I N I M E N T E T N E P É N É T R A N T D A N S A U C U N C E R C L E C , [ i l Suffit ( ' ) 

d e f a i r e p a s s e r l es c h e m i n s e n t r e les c e r c l e s cf\\ E N T O U T P O I N T D E 

C E S C H E M I N S , O N A , A P A R T I R D ' U N E C E R T A I N E V A L E U R D E | X | , L ' I N É -

G A L I T É 

o ù tr d é s i g n e u n e n t i e r s u p é r i e u r a u x d e g r é s d e t o u s les coeff i ­

c i e n t s a e t A d e l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) . La p r o p r i é t é , d é m o n t r é e s u r la 

s u r f a c e d e R i e m a n n , s u b s i s t e d ' a i l l e u r s , b i e n e n t e n d u , si l ' o n 

r e g a r d e les c h e m i n s c o n s i d é r é s c o m m e d e s c h e m i n s p l a n s . 

E n q u o i ce r é s u l t a t d i s t i n g u e - t - i l l ' é q u a t i o n ( I O ) de l ' é q u a t i o n ( 2 ) 

é t u d i é e a u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t ? N o u s a v o n s o b t e n u d e s i n t é ­

g r a l e s d e ( 2 ) q u i c r o i s s e n t p l u s v i t e q u ' u n e c e r t a i n e e x p o n e n ­

t i e l l e c^l-*'i | l + (s i u . > o ) q u a n d x s ' é lo igne i n d é f i n i m e n t d a n s c e r t a i n s 

a n g l e s A [ d ' a i l l e u r s l e r a p p o r t d e l ' a i r e t o t a l e d e s a n g l e s A à l ' a i r e 

d ' u n d e m i - p l a n e s t u n n o m b r e ( 1 — a) a r b i t r a i r e m e n t vo i s in d e 1 ] ; 

c ' e s t p o u r q u o i n o u s é t i o n s c o n v e n u s d e d i r e q u e la c r o i s s a n c e d e s 
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(') C'est dans le cas où les branches d'intégrales y augmentent indéfiniment 
(quand x s'éloigne vers l'infini sur certains chemins directs) qu'il est intéressant 
de connaître une limite supérieure de \y\. Si les branches^, au lieu de tendre 
vers l'infini, tendaient vers une valeur finie A , on pourrait leur appliquer les 
résultats des pages précédentes, à condition de faire le changement de va­
riable y—A.=y-1. On verrait alors que—^—— croit moins vite que | x 

i n t é g r a l e s d e ( 2 ) es t d u t y p e e x p o n e n t i e l . A u c o n t r a i r e , n o u s 

c o n s t a t o n s q u e les i n t é g r a l e s d e ( 1 0 ) c r o i s s e n t m o i n s v i t e q u ' u n e 

p u i s s a n c e finie d e | x | l o r s q u e x s ' é l o i g n e i n d é f i n i m e n t s u r u n 

c h e m i n , q u i e s t a s s u j e t t i ( s i / > — <7= 2 ) à n e p a s p é n é t r e r d a n s 

c e r t a i n s c e r c l e s c¿; d ' a i l l e u r s , l o r s q u e les c e r c l e s c, s o n t i n f i n i m e n t 

é l o i g n é s , l e u r s r a y o n s d e v i e n n e n t i n f i n i m e n t p e t i t s , e t i l s e r a i t 

fac i le d e d é m o n t r e r q u e le r a p p o r t de l ' a i r e to t a l e d e s c e r c l e s c¡ 

à l ' a i r e d e la s u r f a c e d e R i e m a n n s u r l a q u e l l e i ls s o n t t r a c é s e s t 

éga l à o . C ' e s t p o u r q u o i n o u s c o n v i e n d r o n s d e d i r e q u e la c r o i s ­

s a n c e d e s i n t é g r a l e s d e ( 1 0 ) e s t d u TYPE RATIONNEL. 
NOUS o b t e n o n s AINSI u n e p r e m i è r e i n d i c a t i o n s u r l e s i n t é g r a l e s 

d e l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) ; m a i s c ' e s t u n e i n d i c a t i o n b i e n v a g u e e n c o r e . 

A i n s i , n o u s a v o n s t r o u v é u n e l i m i t e s u p é r i e u r e (*) d u m o d u l e 

d e y, M A I S p a s d e l i m i t e i n f é r i e u r e . I l y a u r a i t d o n c l i eu d e p o u r ­

s u i v r e l ' é t u d e q u e n o u s v e n o n s d ' é b a u c h e r , e t p e u t - ê t r e c o n v i e n ­

d r a i t - i l , p o u r la p o u s s e r p l u s a v a n t , d e p a r t i c u l a r i s e r le p r o b l è m e . 

O n f e r a i t c e r t a i n e m e n t œ u v r e u t i l e e n e n t r e p r e n a n t u n e s é r i e 

d ' é t u d e s m o n o g r a p h i q u e s s u r l ' a l l u r e d e s i n t é g r a l e s d e s d i v e r s 

t y p e s s i m p l e s d ' é q u a t i o n s ( 1 ) . O n o b t i e n d r a i t a ins i d e p r é c i e u x 

r e n s e i g n e m e n t s s u r la n a t u r e d e s f o n c t i o n s q u i sa t i s fon t à c e s 

é q u a t i o n s e t s u r l es c o m p l i c a t i o n s q u i s ' i n t r o d u i s e n t l o r s q u ' o n 

é lève les d e g r é s d e s coef f i c i en t s . C ' e s t ce d o n t n o u s a l l ons n o u s 

r e n d r e c o m p t e e n t r a i t a n t ici m ê m e q u e l q u e s - u n s d e s cas les p l u s 

s i m p l e s . 

I I I . — L'équation y'+ A 0 - f - A , y -+- A2y- + A 3 j 3 = o : 

Premier exemple. 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n 

(20) / + A j + A ^ - f A Î / ' + A J / ^ O , 
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o ù Jes A sont des p o l y n ô m e s e n x. Pour é tud ier e n détai l la c r o i s ­

sance des intégra les de ce l t e équat ion , il y aurait l i e u de d i s t inguer 

u n grand n o m b r e de cas et d e s o u s - c a s : 

I. S u p p o s o n s d'abord que A 0 = A, — o, et s o i e n t m 2 et m3 l e s 

degrés des p o l y n ô m e s A 2 et A 3 . L e s intégrales de l ' équat ion 

(a i ) y ' - + - A , ^ 2 - 4 - A 3.y
3 = o 

ou de l ' équat ion transformée 

y = z~i, 2 i ' = A , j + A] 

sont , au p o i n t de v u e de la cro i s sance , du t y p e rat ionne l . A d m e t t o n s 

a priori ( c e qu'i l faudra ensu i te vérif ier) q u e les intégrales 3 

d e v i e n n e n t inf inies c o m m e une p u i s s a n c e d é t e r m i n é e x* de z, e t 

c h e r c h o n s q u e l l e devra être , dans cet te h y p o t h è s e , la valeur de T . 

L e s t ermes zz', A^s, A 3 d e v i e n d r o n t r e s p e c t i v e m e n t infinis c o m m e 

x**-*, xmi^, xm>. P u i s q u e c e s t ermes d o i v e n t se détruire , il faut 

q u e d e u x des trois quant i tés i-— i , m 2 - | - T , m3 so i ent éga les 

entre e l les et supér i eures o u éga les à la t r o i s i è m e . D ' o ù les cas 

su ivants : 

1. i t — I = m3 y> rn%->r- x. Ce cas se présentera si m3 > am 2-+-1. 

2 . n — i = m , - 4 - T > / n s . 1 , . 
> Oes cas se présenteront si m 3 < imt-h i . 

3. /Kj + t = m 3 > 2 T — i . ) 

4. n — I = m 3 = m s -t- t . Ce cas se présentera si ?rej = i mj -4- i . 

Il y aura l i e u , si l 'on entreprend une é t u d e c o m p l è t e de l ' é q u a ­

t ion ( a i ) , de cons idérer séparément c e s différents cas et p e u t - ê t r e 

de les subdiv i ser . 

IL S u p p o s o n s e n second l i eu que A „ = o , A i ^ o . Le . degré 

de A ( é tant posi t i f ou n u l , les intégrales de l ' équat ion transformée 

y — z i , zz' = A. t z 1 -+- A j z -+- A 3 

seront du type e x p o n e n t i e l . O n pourra leur app l iquer les résultats 

o b t e n u s au p r e m i e r paragraphe de ce Chapi tre . 

III. S u p p o s o n s enfin q u e A 0 ne so i t pas i d e n t i q u e m e n t nu l . Les 

intégra les de ( 2 0 ) s eront alors du t y p e ra t ionne l . Mais i l e s t à 
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5 6 CHAPITRE I I . 

p r é v o i r q u e la c r o i s s a n c e d e ces i n t é g r a l e s offrira p l u s d e c o m p l i ­

c a t i o n s q u e ce l l e d e s i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) . L e s c i r c o n ­

s t a n c e s les p l u s d i v e r s e s p o u r r o n t se p r é s e n t e r d a n s c e c a s . 

L a d i s c u s s i o n c o m p l è t e d e l à c r o i s s a n c e d e s i n t é g r a l e s d e l ' é q u a -

' t i o n ( 2 0 ) s e r a i t , o n l e vo i t , l o n g u e e t l a b o r i e u s e . J e m e b o r n e r a i à 

l ' é t u d e d e l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) , e n s u p p o s a n t d ' a b o r d m3 > > 2 m 2 - ) - 1 , 

p u i s m 3 - < 2 / w 2 + i . J e vais c a l c u l e r , d a n s ces d e u x ca s , n o n p l u s 

s e u l e m e n t u n e l i m i t e s u p é r i e u r e , m a i s u n e valeur approchée 

des branches d'intégrales en un point quelconque du plan 

des x. 

P R E M I E R E X E M P L E . — Allure des branches d'intégrales de 

V équation 

. ( 2 2 ) ^ ' = A j z - i - A 3 

lorsque les degrés m2 et m3 de A 2 et A 3 satisfont à Vinégalité 

m:i > zm3 -\- 1 , c'est-à-dire m3> 2 m2 + 2 . 

P o s a n t z = ^/Ç, n o u s p o u v o n s e n c o r e é c r i r e l ' é q u a t i o n ( 2 2 ) 

s o u s la f o r m e 

( 2 3 ) C = 2 , ^ ^ + ^ . , . 

N o u s t r a c e r o n s a u t o u r d e l ' o r i g i n e u n ce rc l e S a y a n t u n g r a n d 

r a y o n /• ( l a v a l e u r d e /• se ra d é t e r m i n é e p a r d i v e r s e s c o n d i t i o n s 

é n o n c é e s a u c o u r s d e la d é m o n s t r a t i o n ) , e t n o u s c o n s i d é r e r o n s 

u n e b r a n c h e d ' i n t é g r a l e z q u i a d m e t t e p o u r p o i n t c r i t i q u e u n 

p o i n t xt d e m o d u l e s u p é r i e u r à r. 

S o i t — le coef f ic ien t d e xm> d a n s A 3 . N o u s c h o i s i r o n s r de m a n i è r e 
2 

q u e l ' o n a i t , l o r s q u e \ x\^> r, 

( 2 4 ) I 2 A 3 - a 3 ^ " H < M | aA 2 1 < | ^ | S I M 2 1 

e t , l o r s q u e | x | ^ r, 

( 2 5 ) 1 2 A J — a S 3 7 ' « . | < ,·'«.-!+£, | 2 A , \^r* », 

e é t a n t u n n o m b r e q u i s e r a a r b i t r a i r e m e n t p e t i t a v e c S u i v o n s 

a lo r s Ç à p a r t i r de xt. 
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( 2 7 ) X,(x) — {xmi+i—x™> + \) 

1 
mt - - · E 

é t a n t le n o m b r e fini q u i figure d a n s la dé f in i t i on des c h e m i n s 

d i r e c t s ( p . 4 3 ) - H e s t c l a i r q u e , si l ' o n a p r i s assez g r a n d l e 

r a y o n r d e S , l ' i n é g a l i t é ( 2 7 ) e n t r a î n e r a a fortiori l ' i n é g a l i t é ( 2 6 ) , 

q u e l q u e g r a n d q u e s o i t | x | . U n r a i s o n n e m e n t a u q u e l n o u s a v o n s 

d é j à e u d e u x fois r e c o u r s ( ' ) p r o u v e a lo r s q u e l ' i n é g a l i t é ( 2 7 ) n e 

ce s se pas d ' ê t r e sa t is fa i te l o r s q u e x s ' é l o i g n e i n d é f i n i m e n t s u r l e 

c h e m i n L . 

2. F a i s o n s m a i n t e n a n t décroître x à p a r t i r d e xK s u r u n c h e m i n 

d i r e c t L i n t é r i e u r a u c e r c l e S q u i a p o u r c e n t r e l ' o r i g i n e e t p o u r 

r a y o n | xt [. T a n t q u e l ' o n a s u r L l ' i néga l i t é 

( 2 8 ) 11; 1 < 1 

o n a 

e t , e n i n t é g r a n t , 

("9) ZI x) — • - — / a v « , + i — xm,+\\ 
* ' ' m, -h1 v - 1 ; 

m l - t - - + E 
< a * | * , | ' . 

O r , si r e s t assez g r a n d , l ' i n é g a l i t é ( 2 9 ) e n t r a î n e a fortiori 

l ' i n é g a l i t é ( 2 8 ) l o r s q u e \x\ >> r. O n e n c o n c l u t q u e l ' i n é g a l i t é ( 2 9 ) 

n e cesse p a s d ' ê t r e vér i f iée s u r le c h e m i n L , à l ' i n t é r i e u r d e S. 

(1 ) Voir p. 42 et 49-

1. Au p o i n t x,, z — y/Ç es t n u l . A p a r t i r de x l : faisons croître 

x i n d é f i n i m e n t s u r u n c h e m i n d i r e c t L . T a n t q u e l ' o n a s u r L 

l ' i n é g a l i t é 

( 2 6 ) U 1 < 

o n a, d ' a p r è s ( a 3 ) e t ( a 4 ) , 

1 
mt 1- E 

I C— a3x'",[ < 1 I x I 1 , 

et p a r s u i t e , e n i n t é g r a n t , 
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( ' ) D ' a p r è s c e t t e é g a l i t é , l a v a l e u r d e l a b r a n c h e L à l ' o r i g i n e c r o i t i n d é f i n i ­

m e n t l o r s q u e xt t e n d v e r s l ' i n f i n i . 

N o u s i n t e r p r é t e r o n s les d e u x i n é g a l i t é s ( 2 8 ) e t ( 2 9 ) e n é n o n ­

ç a n t la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Quelque petit que soit S, on peut trouver un nombre r tel que 

la branche d'intégrale Ç, qui s'annule en un point critique xK 

de module supérieur à r, soit donnée sur tout chemin direct 

croissant issu de x, par l'égalité 

( 3 0 ) ; = " 3 ( i + y ) i ^ ' x?'+l, où h | < 8 , 
m¡ -+- 1 ' m3 -+•1 1 

et sur tout chemin intérieur à S par l'égalité (') 

( 3 1 ) 5 = ^ h ^ ' - ^ i r T O + ï ' ) ^ 1 , o û | T | < Î . 
" ¿ 3 -H I / ? * 3 -r- I 

3 . L e s éga l i t é s ( 3 o ) e t ( 3 i ) n o u s d o n n e n t , p o u r t o u t e v a l e u r 

d e x, u n e v a l e u r a p p r o c h é e d e la b r a n c h e d ' i n t é g r a l e Ç d e ( 2 3 ) . 

P o u r c a r a c t é r i s e r c e t t e b r a n c h e a v e c p r é c i s i o n , n o u s a l l o n s 

e n c o r e n o u s d e m a n d e r où e l le p r é s e n t e d e s p o i n t s c r i t i q u e s p o u ­

v a n t la p e r m u t e r avec d ' a u t r e s b r a n c h e s . 

J e d é s i g n e r a i d o r é n a v a n t p a r le m o t caractéristique u n e b r a n c h e 

d ' i n t é g r a l e s u i v i e , à p a r t i r d ' u n p o i n t e t d ' u n e v a l e u r i n i t i a l e 

d o n n é e , le long d'un chemin rectiligne. P a r l o n s , p a r e x e m p l e , d u 

p o i n t x0 avec la v a l e u r Ç 0 = .s;j dé f in i e t o u t à l ' h e u r e e t s u i v o n s 

l ' i n t é g r a l e Ç le l o n g d ' u n e d r o i t e i s s u e d e x„. L o r s q u e c e t t e d r o i t e 

t o u r n e a u t o u r d e x0 e t b a l a y e le p l a n d e s x, n o u s o b t e n o n s c e 

q u e j ' a p p e l l e r a i l'ensemble des caractéristiques issues de x0 avec 

la valeur initiale Ç„. D e m a n d o n s - n o u s c o m b i e n n o u s r e n c o n t r e ­

r o n s d e p o i n t s c r i t i q u e s s u r ce t e n s e m b l e d e c a r a c t é r i s t i q u e s . 

E n t o u t p o i n t c r i t i q u e , Ç e s t n u l . O r , il r é s u l t e d e s éga l i t é s ( 3 o ) 

e t ( 3 i ) q u e les c a r a c t é r i s t i q u e s Ç n e s a u r a i e n t s ' a n n u l e r q u ' a u v o i ­

s i n a g e d e s (m3-\- 1) r a c i n e s d e l ' é q u a t i o n a l g é b r i q u e 

S o i t X f l ' u n e d e ces r a c i n e s . E n t o u r o n s - l a d ' u n c e r c l e c d e 

r a y o n p — | x{ p1 é t a n t u n n o m b r e pos i t i f q u e l c o n q u e inférieur 
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2 ( '«3 •+- i ) I 2 

et n e p e u t s'y a n n u l e r . 

L e résultat q u e n o u s o b t e n o n s ainsi e n é tud iant l ' équat ion ( 2 3 ) , 

n o u s l 'aurions auss i b i e n o b t e n u si nous a v i o n s c o n s i d é r é l ' é q u a ­

t ion 

Ç' = a3x"<-<+ ]i •+- ̂  —a3x>^, 
o ù p. a u n e valeur q u e l c o n q u e c o m p r i s e e n t r e o e t 1. Or , 

p o u r p. o, l ' intégrale Ç qu i prend e n x0 la va l eur Ç 0 a un zéro et 

u n seul à l ' intér ieur d e c. O n en d é d u i l ( e n ra i sonnant c o m m e 

à la page 51) qu' i l en es t encore ainsi p o u r p. = 1. c. q. f. d. 

D ' o ù cet te c o n c l u s i o n : l'ensemble des caractéristiques issues 

de xB avec la valeur Ç 0 présente m3 -\~ i points critiques, 

xt, x m t + i , respectivement voisins (d'autant p lus vo i s ins q u e l e 

m o d u l e in i t ia l ] Ç 0 | e s t p lus g r a n d ) des racines de Véquation 

( ' ) Cf. plus haut, page 48, Bute 2, 

à ~. Je dis q u e , dans le cercle c, l'ensemble des caractéristiques 

considérées présente un point critique et un seul. 

E n effet, pour \x — x, | = p, o n a ( 1 ) ( s i r est assez grand) 

| xm,+l _ ] > p ( m ¡ ¡ + ,) ( | X i i _ p 

l i m i t e supér ieure qu i (d'après la va leur de p) sera e l l e - m ê m e supé­

r ieure & (m3-\-\)\x< | m a + , - J i - e ' , où e' est arbi tra irement pe t i t si \x, | 

est assez grand. D'autre part, la b r a n c h e d' intégrale q u e j e c o n ­

s idère satisfait, dans c, à l ' inégal i té ( 3 o ) ou ( 3 i ) ; p o u r obten ir sa 

va leur sur le c o n t o u r de c, j e n'ai qu'à partir de x, e l à m e rendre 

e n l i g n e dro i te à ce c o n t o u r . E n t o u t p o i n t du c h e m i n ains i suiv i , 

1^1 31x I 

\x\ res te c o m p r i s entre — ~ et —LUI ; i l résu l te alors de ( 2 7 ) 

e t ( 2 g ) q u e l e s y et y' d e s égal i tés ( 3 o ) e t ( 3 i ) o n t des m o d u l e s 
infér ieurs à | x¡ | * . O n e n c o n c l u r a ^puisque ¡3 < q u e , si r 

es t assez grand , les t e rmes e n y e l y' sont n é g l i g e a b l e s dans ( 3 o ) 

e t ( 3 i ) sur l e c o n t o u r de c ; par c o n s é q u e n t , Ç satisfait sur ce c o n ­

tour à l ' inégal i té 
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6o CHAPITRE II . 

a r m . + 1 = x™,+l. S u p p o s o n s q u e n o u s m e n i o n s des c o u p u r e s j o i ­

gnant à l ' inf ini l es p o i n t s xt, xm,+i • si n o u s assujet t i s sons x 

à n e pas franchir ces c o u p u r e s , l ' e n s e m b l e des caractérist iques 

c o n s i d é r é e s cons t i tue une branche d'intégrale uniforme dans 

tout le plan. N o u s avons ca lcu lé u n e valeur a p p r o c h é e d'une te l le 

b r a n c h e e n tout p o i n t du p l a n ; n o u s avons d é t e r m i n é l e n o m b r e 

et la s i t u a t i o n approx imat ive de ses p o i n t s cr i t iques : il restera 

à e x a m i n e r par q u e l m é c a n i s m e o n p e u t d e ce t te b r a n c h e déduire 

s u c c e s s i v e m e n t t o u t e s les autres b r a n c h e s d 'une m ê m e intégra le . 

C'est là u n e q u e s t i o n dont n o u s n o u s o c c u p e r o n s u l t é r i e u r e m e n t . 

I V . — Deuxième exemple. 

Allure des branches d'intégrales de l'équation 

(22) zz' = \¡Z -4- A3 

lorsque les degrés m2 et m3 de A 2 et A 3 satisfont à l'inéga­

lité m3 < 2 m2 -+-1 ou m3 < 2 m2. 

P o s a n t 

P f > ) = f A , dx, ^ = P + 6, 

n o u s p o u v o n s écrire l 'équat ion (22) sous la forme 

( 3 » B ' = F ^ ï ï ' 

où P e s t d e degré m2-\- 1. S o i e n t , r e s p e c t i v e m e n t , axm¡ e t bxm'+i 

l e s t e r m e s de plus haut degré dans l e s p o l y n ô m e s A 3 et P . La v a ­

l e u r des coef f ic ients a et b é tant sans in f luence sur l e s ca lculs q u e 

n o u s a l lons faire, j e supposera i , p o u r s implif ier l ' écr i ture , q u e 

a — b = 1. • 
C o n s i d é r o n s u n cerc le S de centre o dont l e rayon /' sera dé ter ­

m i n é par d iverses c o n d i t i o n s p o s é e s au cours de la d é m o n s t r a t i o n . 

N o u s a l lons é tud ier la branche d'intégrale 8 qui, en. un point 

donné x0 extérieur à S, prend une valeur initiale que je dési­

gnerai par C™»4-' et que je supposerai plus grande que irm*+{. 

N o u s c h o i s i r o n s r assez grand pour q u e l 'on ait , e n t o u t po in t x 
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CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D I N T É G R A L E . 6l 

e x t é r i e u r à S , 

i _ 1 
| J?(x) — x m ' + i | < r 1 | a; | ' « > + i , | A 3 — a:'". | < r 2 ] x | « i 

e t , à l ' i n t é r i e u r d e S , - — • 

| P | < ( i + r~*)r-*.+i, | A s | < ( i + ^ " ^ r ' « » . 

S u i v o n s a lo r s 8 à p a r t i r d e x0. 

i . E n p r e m i e r l i e u , j e c o n s i d é r e r a i la b r a n c h e 9 à l'intérieur 

d'un cercle S ayant pour centre l'origine et pour rayon 

L ' é q u a t i o n a l g é b r i q u e 

P(x) -+- 0'"=+» = o 

a » 2 2 - r - i r a c i n e s q u i , si r e s t assez g r a n d , s o n t r e s p e c t i v e m e n l 

t r è s v o i s i n e s d e s m2 - f - 1 z é r o s de x m ' + l -+- Cm*+'. E n t o u r o n s c h a c u n 
_ i 

d e ces z é r o s d ' u n c e r c l e c de r a y o n p — ir T | G | . A l ' e x t é r i e u r d e s 

c e r c l e s c e t de S , o n a u r a ( q u a n d r s e ra assez g r a n d ) 

_ i 

| P -+- C'""-"-1 | > | a; '«»+i -+- 0 · + ' \ r 5 ) x | ' » > + i 

e t ( ' ) · · 

| a : m,-t - i_ H G'"."1-1 ] > p ( m , - r - i ) ( | C | — a)™'*1 

>%(mî+\)r ' U — a r * J | C | ' » . + > . 

D ' a u t r e p a r t , x é t a n t i n t é r i e u r à 2, 

i 

r 5 | x |"".+' < r 8 | C ["•»+'. 

O n c o n c l u t a i s é m e n t d e là q u e l ' o n p e u t t o u j o u r s p r e n d r e 

r assez g r a n d p o u r q u e l ' o n a i t , l o r s q u e x e s t c o m p r i s e n t r e S e t S 

e t e x t é r i e u r a u x c e r c l e s c, 

( 3 3 ) | P -+- C'".+» | > r ~ * | C ]'"»-+->. 

(') Kot/\page 48, note a. 
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D ' a i l l e u r s , c e t t e i n é g a l i t é (33") c o n t i n u e à ê t r e vér i f iée l o r s q u e x 

p é n è t r e d a n s S , p u i s q u e , d a n s S , 

| o,+i | — | P | > | G'».+i | ^i ^—• 

C e l a p o s é , s u i v o n s , à p a r t i r de . r 0 , u n c h e m i n d i r e c t L i n t é r i e u r 

à S et e x t é r i e u r a u x c . T a n t q u e l ' o n a u r a s u r ce c h e m i n 

(34) | B(a?) — C'".+i [ < r~* | C |'».+», 

o n a u r a , d ' a p r è s (3a), 

m < L̂ll | A , C - " ^ | 
I I ^ | p _H C'".+'| — | (i — 0'".+! | i _ i 

e t , e n i n t é g r a n t de 
k \ x — X n \ |Â^C-">.-l [ | 8 ( a ? ) — G ' " . + ' | < • 

| A 3 | é t a n t la p l u s g r a n d e v a l e u r p r i s e p a r j A 3 | s u r L , e t k é t a n t 

le n o m b r e fini q u i figure d a n s la d é f i n i t i o n d e s c h e m i n s d i ­

r e c t s ( p . 45)· O r i s i l ' o n se r e p o r t e a u x i n é g a l i t é s a u x q u e l l e s 

sa t i s fa i t A 3 e t à la v a l e u r d u r a y o n d e S, o n v o i t q u e 

1 n?a 1 

| Â 3 | < ( i + r~*)r» t " , , -*- 1 1 |C>.| , \ x - x „ \ < , . r * - m ' + l > \ C \ ; 

o n a u r a d o n c , p u i s q u e m3^am2, 

( ~ i ) l r 1 | + ' 

( 3 5 ) | f l ( * ) - G ' " . + ' | < 2 K 1 + r / r* « i - . + u | CI™.. 

i — r 

C e t t e i n é g a l i t é e s t sa t i s fa i te s u r le c h e m i n L t a n t q u e l ' i n é g a ­

l i té (34) e s t e l l e - m ê m e sa t i s f a i t e . O r , si /• e s t assez g r a n d , 

(35) e n t r a î n e a fortiori (34)· O n e n c o n c l u t q u e l e s d e u x i n é g a ­

l i t é s n e c e s s e n t p a s d ' ê t r e vér i f iées s u r L . N o u s p o u v o n s d o n c 

é n o n c e r la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

S o i t u n e b r a n c h e d ' i n t é g r a l e z d e l ' é q u a t i o n (22) q u i , e n u n 

p o i n t xg d e m o d u l e s u p é r i e u r à r , p r e n d u n e v a l e u r i n i t i a l e 

z0 — P(xg) -f- 90 t e l l e q u e | 90 [ > 2 . On peut choisir r assez 
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D è s l o r s , si l ' o n p o s e 

_ i _ 1 

a = 2 / · 8 - + - r i , 

o n a u r a , a u p o i n t x i : 

1 P -+- 6 I > ( i — r - ' ) | x — | 8 j > ( i - a ) | x 

Cela d i t , s u i v o n s , à p a r t i r d e x,, u n c h e m i n d i r e c t L s ' é l o i g n a n t 

i n d é f i n i m e n t . T a n t q u e l ' o n a s u r c e c h e m i n 

( 3 7 ) | 6 \ < i r ~ * \ x | 

on a u r a , d ' a p r è s ( 3 2 ) , 

Aj[ ^ (i + r «) I x \ ' " -("-,->-i> 

d ' o ù , e n i n t é g r a n t e t n o u s r a p p e l a n t q u e rn3^i m-2, 

i-( . r ~ j } 

( 3 8 ) | 6 - 9 , 1 < ^ » 1 - . 

C e t t e i n é g a l i t é e n t r a î n e a fortiori ( p o u r x e x t é r i e u r à 2 e t si r 

es t assez g r a n d ) l ' i n é g a l i t é ( 3 7 ) . 11 e n r é s u l t e q u ' e l l e n e p e u t p a s 

c e s s e r d ' ê t r e sa t i s fa i te l o r s q u e x s ' é l o i g n e i n d é f i n i m e n t s u r le 

c h e m i n L . 

O n c o n c l u r a d e là q u e , lorsque x s'éloigne indéfiniment sur 

un chemin direct, la branche d'intégrale z est donnée par 

grand pour que, le long d'un chemin direct quelconque inté­

rieur à 2 et extérieur aux cercles c , la branche z soit donnée 

par l'égalité ( i ) : 

(36) i = P ( i ) + e„(i + 7 ) , | - r | < r " > . 

2. C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t la b r a n c h e z à l ' e x t é r i e u r du c e r c l e 2. 

INous p a r t i r o n s d ' u n p o i n t xt d u c o n t o u r d e 2, o ù 8 p r e n d la v a ­

l e u r 61. C o m m e z sa t i s fa i t e n xt à l ' i néga l i t é ( 3 6 ) , | 8 t | es t i n f é r i e u r 

à 2J 8 0 | = 2 | C \ m t + i . D ' a i l l e u r s , p o u r x e x t é r i e u r à 2, o n a 

1 
1 rs~ i e, I 

I x > r " | C 1'»"+' > — ! — ! - i • 
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64 CHAPITRE l i . — CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D'INTÉGRALE. 

l'égalité 

( 3 9 ) z = ({-+. y )P(x)-i-i, 

où l ' o n a 

l ï l < l * P \ 

si r es t assez g r a n d . 

E n r é s u m é , les f o r m u l e s ( 3 6 ) e t ( 3 g ) d o n n e n t ( ' ) , s u r t o u t c h e ­

m i n d i r e c t c r o i s s a n t o u d é c r o i s s a n t e t e x t é r i e u r a u x c e r c l e s c , u n e 

v a l e u r a p p r o c h é e d e la b r a n c h e d ' i n t é g r a l e z i s s u e de xa avec la 

v a l e u r i n i t i a l e P - r - 6 0 . L a b r a n c h e c o n s i d é r é e n e p e u t p r é s e n t e r 

d e s p o i n t s c r i t i q u e s q u ' à l ' i n t é r i e u r d e s c e r c l e s c . 

( ' ) L e m o d u l e d e la b r a n c h e d ' i n t é g r a l e z d e v i e n t i n f i n i ( a v e c | x | ) c o m m e 

| x \m»+l. N o u s n o u s t r o u v o n s d o n c e n p r é s e n c e d u t r o i s i è m e d e s q u a t r e c a s d i s ­

t i n g u é s à l a p a g e 5 5 , s a v o i r : a t — i = m 2 + t > m 3 . Q u a n d d o n c s e p r é s e n t e r a 

l e q u a t r i è m e c a s ( m 2 - f - t = m 3 > a r — i ) q u i , c o m m e l e t r o i s i è m e , d o i t s e r e n ­

c o n t r e r p o u r m 3 < a m , - ( - i ? E n p o u r s u i v a n t l ' é l u d e d e l ' é q u a t i o n ( 2 2 ) , o n r é ­

p o n d r a i t s a n s p e i n e à c e t t e q u e s t i o n . C o n s i d é r o n s l a d r o i t e j o i g n a n t à l ' i n f i n i u n 

p o i n t c r i t i q u e x„ ê t s u i v o n s s u r c e t t e d r o i t e l e s d e u x c a r a c t é r i s t i q u e s i s s u e s 

d e x l a v e c l a v a l e u r c r i t i q u e o . D e c e s d e u x c a r a c t é r i s t i q u e s , l ' u n e s e u l e m e n t 

d e v i e n t i n f i n i e c o m m e | x 0 | " " a + l : c ' e s t d e c e l l e - l à q u e n o u s v e n o n s d ' é t u d i e r l a 

c r o i s s a n c e . S i n o u s v o u l i o n s ê t r e c o m p l e t s , n o u s d e v r i o n s e n c o r e é t u d i e r l a s e ­

c o n d e c a r a c t é r i s t i q u e e t n o u s n o u s t r o u v e r i o n s a l o r s e n p r é s e n c e d u q u a t r i è m e 

c a s : m7-H x- = m i > i t — t . 
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C H A P I T R E I I I . 

C L A S S I F I C A T I O N D E S P O I N T S S I N G U L I E R S T R A N S C E N D A N T S . 

* N o u s avons déjà établi des d i s t inc t ions entre l e s po in t s s ingu l i ers 

d e l ' équat ion 

K ) dx Q(x,y)' 

o ù P et Q s o n t des p o l y n ô m e s en y. Parmi ces p o i n t s s ingul iers , 

les uns sont a lgébr iques et m o b i l e s [ c ' e s t - à - d i r e varient avec la 

valeur init iale ya q u e prend u n e intégrale q u e l c o n q u e de l ' équa­

t ion ( i ) e n u n p o i n t a?a], l e s autres sont f ixes et , e n général , 

t ranscendants . C'est sur c e s derniers p o i n t s q u e n o u s a l lons , dans 

ce Chapi tre , f ixer notre a t t en t ion . 

L e s po in t s s ingu l i er s t ranscendants sont , p o u r M. P a i n l e v é , de 

d e u x sortes : ou b i e n la fonc t ion qu i p r é s e n t e e n u n p o i n t X u n e 

s ingular i té t ranscendante dev ien t i n d é t e r m i n é e lorsque la variable x 

t end vers X sur u n c h e m i n q u e l c o n q u e ; ou b i e n ce t te fonct ion 

tend vers une va leur d é t e r m i n é e Y . D a n s le p r e m i e r cas , le p o i n t X 

es t dit point singulier essentiel : te l est le p o i n t x — o p o u r la 
i 

fonc t ion e~'. D a n s le s e c o n d cas, le p o i n t s ingu l i er es t appe lé point 

transcendant ordinaire : e x e m p l e , l 'or ig ine p o u r la fonc t ion loga;, 

qu i , e n ce p o i n t , a une va leur d é t e r m i n é e égale à l'infini ( 1 ) . 

N o u s a l lons n o u s p lacer ic i à u n autre p o i n t de v u e , e t d o n n e r 

des p o i n t s t ranscendants u n e c lass i f icat ion u n p e u différente. 

N o u s savons qu'au vo i s inage d'un p o i n t s ingu l i er transcendant X 

il s 'opère, e n généra l , u n e inf ini té de p e r m u t a t i o n s . V o i c i , d 'une 

façon préc i se , ce qu' i l faut e n t e n d r e par là . C o n s i d é r o n s u n 

( 1 ) Au sujet de ces définitions, on consultera avec profit la Xotice sur les 

travaux scientifiques de M. Painlevé. Gauthier-Villars, 1900. 

B. 5 
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p o i n t x vo i s in de X et l ' e n s e m b l e des valeurs y que prend au 

p o i n t x la f onc t ion y(x). So i t , d'autre part, y u n cerc le de rayon 

arbi tra irement pe t i t en tourant l e po int X et xa. u n e droite ( o u 

l i g n e ) j o i g n a n t x à u n p o i n t du c o n t o u r y . N o u s s u p p o s e r o n s 

que x décr ive un lacet L ainsi c o m p o s é : le s e g m e n t a;a, p u i s un 

c h e m i n fermé q u e l c o n q u e in tér ieur à y , p u i s le s e g m e n t ax. S i , 

partant avec u n e va l eur in i t ia le yt ( p r i s e dans l ' e n s e m b l e y) et 

décr ivant t o u s les lacets L p o s s i b l e s , n o u s r e v e n o n s avec d iverses 

valeurs y2, J'ai •·•> n o u s d irons que l ' e n s e m b l e des va leurs y t , _y a , 

y3, . . . ( e n s e m b l e part ie l de l ' ensemble y) se p e r m u t e n t à l ' i n t é ­

r ieur de y . A u cas o ù , q u e l q u e pet i t que so i t le cercle y , il ex i s t e 

u n e n s e m b l e part ie l infini de valeurs y se p e r m u t a n t dans y , n o u s 

dirons q u ' u n e infinité de dé terminat ions se p e r m u t e n t au voisi­

nage, de la singularité X . 

Cela é tant , o n p e u t c h e r c h e r à c lasser les po in t s s ingul i ers 

t r a n s c e n d a n t s d'après les propriétés , p lus o u m o i n s c o m p l i q u é e s , 

des sy s t èmes de permuta t ions qui s 'opèrent e n leur v o i s i n a g e ; o n 

s'efforcera, dans c h a q u e cas , de mettre à nu le m é c a n i s m e su ivant 

l e q u e l u n e infinité de dé terminat ions y s ' é changent entre e l l es 

l o r s q u e x décri t tous les lacets L i m a g i n a b l e s . C'est u n e c lass i f i ­

ca t ion de cet te nature qui sera tentée dans ce Chapi tre . Ici e n c o r e , 

force m'est de m e c o n t e n t e r d'un aperçu : je s ignalerai s e u l e m e n t 

q u e l q u e s cas s imples q u e j ' i l lustrerai par des e x e m p l e s . 

I. — Points directement et indirectement critiques. 

Q u e l q u e s r e m a r q u e s pré l iminaires sont ic i n é c e s s a i r e s . 

U n po int transcendant i so lé X peut être directement c r i t ique 

ou indirectement c r i t i q u e ; il p e u t aussi être à la fois d i r e c t e m e n t 

et i n d i r e c t e m e n t cr i t ique . 

P o u r d i s t inguer ces cas , r a p p e l o n s - n o u s qu 'un lacet L q u e l ­

c o n q u e p e u t être d é c o m p o s é en u n e s o m m e de lacets élémen­

taires ( ' ) success i f s , formés , c h a c u n , d'un c h e m i n i s su de x p a r -

(*) Les lacets élémentaires seront toujours supposés ne pas s'enrouler une 

infinité de fois autour du point X . 
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A, = — 2 H , Xj = — 2 H • 

3 . 

Si T o n r e m a r q u c q u e w{-r-w2 = '-7 o n voi t q u e A, e t A 2 s o n t 

l ies p a r la r e l a t i o n 
1 1 

( ' ) L e s p o i n t s c r i t i q u e s q u i c o n v e r g e n t v e r a X s o n t d e s p o i n t s c r i t i q u e s a l g é ­

b r i q u e s , p u i s q u e n o u s a v o n s s u p p o s é q u e l a s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e X é t a i t 

i s o l é e . 

c o u r u d e u x fo i s , e t d ' u n e b o u c l e i n f i n i m e n t p e t i t e d é c r i t e a u t o u r 

d ' u n p o i n t c r i t i q u e unique. 

S u p p o s o n s a l o r s q u ' i l e x i s t e e n x u n e in f in i t é d e d é t e r m i n a ­

t i o n s y{, y2, • • • q u l s ' é c h a n g e n t e n t r e e l les le l o n g d ' u n l a c e t é l é ­

m e n t a i r e d é c r i t a u t o u r d u p o i n t X p r o p r e m e n t d i t : e n ce cas n o u s 

r e g a r d e r o n s ce p o i n t c o m m e directement critique. A i n s i l ' o r i g i n e 

e s t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t d i r e c t e m e n t c r i t i q u e p o u r la f o n c ­

t i on logx, e t , l o r s q u e ^ e s t i r r a t i o n n e l , p o u r la f o n c t i o n x**. 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u ' u n e in f in i t é d e d é t e r m i n a t i o n s d e la 

f o n c t i o n s ' é c h a n g e n t e n t r e e l les l o r s q u ' o n d é c r i t u n e s é r i e d e l ace t s 

é l é m e n t a i r e s , n o n p lu s a u t o u r d u p o i n t X l u i - m ê m e , m a i s a u t o u r 

d ' u n e n s e m b l e d e p o i n t s c o n v e r g e a n t ( ' ) ve r s X : n o u s d i r o n s 

a l o r s q u e X es t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t indirectement critique. 

Afin d ' é c l a i r e r t o u t d e s u i t e c e t t e d é f i n i t i o n p a r u n e x e m p l e , 

c o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n d i f f é r en t i e l l e 

(a) •IZ^Ç- —- I X •+• Q Z . 

dx 
P o u r i n t é g r e r c e t t e é q u a t i o n , il suffit d e p o s e r z — x w. S o i e n t w, 

e t <v2 les d e u x r a c i n e s d e — 2 w'* -f- ¡3«* -f- a = o . N o u s a u r o n s dw , > \ XW ~dx ~ ~~(w
 —

 wi){w — w*>' 
e t u n c a l c u l faci le n o u s d o n n e r a l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 

z — xw, Cx — (a>—w1)
)'i(iv — w,) 1" (C = const. arbitraire), 
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D è s l o r s , l ' intégrale généra le de l ' équat ion (2) se laisse met tre 

sous la forme 

(i) z = wx, Cx = ( 

w — 1 * 2 \ w — w a / 

N o u s a l lons s u p p o s e r que X ( et ~k2 sont des n o m b r e s complexes 

( q u e l c o n q u e s ) d o n t la partie rée l l e es t négative. Il e n est alors de 

m ê m e de y-» J- : nous admettrons, pour fixer les idées, que la 

partie réelle 5 t ( À , ) est inférieure à 5 l ( X 2 ) et, par suite, à ^. 

D'après l 'égal i té (3 ) , l ' intégrale s de l ' équat ion ( a ) p r e n d à l 'or i ­

g i n e u n e n s e m b l e infini de va leurs f inies p o u r l e s q u e l l e s w est 

infini , savoir l e s valeurs 
2 i 71 2 i 7C 

C - ' e ~ ~ ^ " , C - ' , C- 'e~^~, . . . . 

L e s b r a n c h e s d'intégrales, correspondant à ces d iverses d é t e r ­

minat ions sont d'ai l leurs toutes h o l o m o r p h e s à l 'or ig ine , p u i s q u e , 

d'après le t h é o r è m e d e C a u c h j , toute in tégra le de (2) n o n nul le 

à l 'or ig ine y est h o l o m o r p h e . 

Q u e l s sont m a i n t e n a n t les po in t s cr i t iques de l ' intégrale Ce 

sont les p o i n t s 
I 

(4 ) • C*=—L(?lf 

où ce t te in tégra le s 'annule . C h a c u n d ' e u x p e r m u t e d e u x d é t e r m i ­

n a t i o n s . S i l 'on d é s i g n e par xB l 'un de ces p o i n t s , l es autres s eront 

2 iTZ Si TU 

X i = x0 e , xt= a ^ e ^ i , . . . ; x~1 = x0e , .... 

A d m e t t o n s , p o u r fixer les i d é e s , q u e dans ^- l e coef f ic ient 

de y'—1 soit positif . A lors , tandis q u e les p o i n t s x_,, x_j, . . . 

s ' é lo ignent indé f in iment , l e s p o i n t s x2, ·•• c o n v e r g e n t vers-

l ' or ig ine . L 'or ig ine , qui n 'est pas d i r e c t e m e n t c r i t i q u e , est d o n c 

p o i n t - l i m i t e de p o i n t s cr i t iques : d'après notre déf ini t iun, e l le e s t 

u n po in t transcendant i n d i r e c t e m e n t cr i t ique . 

A l l o n s p lus l o in e t d e m a n d o n s - n o u s que l l e s dé terminat ions de z-

se p e r m u t e n t autour des po in t s x,, x-^ . . . . 
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CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 6g 

Par lons de l 'or ig ine avec une d é t e r m i n a t i o n 

z(o) — o x w(o) = G-', 

et é l o i g n o n s - n o u s (fig. 2 ) sur u n rayon O q qui n e passe par a u c u n 

p o i n t cr i t ique x,. L o r s q u e x croî t indé f in iment sur u n e droi te , la 

fonct ion w t end , d'après (3 ) , vers l 'une des valeurs w,, w 2 : n o u s 

cho i s i rons Oq de man ière q u e la limite de w soit wt sur ce rayon. 

A r r ê t o n s - n o u s sur Oq e n u n p o i n t qK assez é lo igné pour que w(qi) 

ait u n e va leur w arbi tra irement vo i s ine de w,. P u i s , dans le plan 

de la variable w, fa i sons décrire u n cerc le à cette variable autour 

du p o i n t w — Wf ; p e n d a n t ce t e m p s , x décr i t u n e c o u r b e qt q% 

j o i g n a n t le p o i n t qK au p o i n t 

qt = Çi e *• -

A partir de q* c o n s i d é r o n s dans le p lan des x le rayon q2Q, 
a iiz 

transformé du rayon y , O p a r le c h a n g e m e n t de variable x1 — xe ^< , 

et su ivons w sur ce c h e m i n . Etant d o n n é q u e w(qt) e s t égal 

à tv(<jr 2), il résul te de l 'égalité ( 3 ) que w a des valeurs égales e n 

Fig. 2 . 

o 

u n po in t q u e l c o n q u e du rayon qA O et au p o i n t correspondant du 

rayon transformé q^O. N o u s a u r o n s d o n c , e n appelant x* u n p o i n t 

q u e l c o n q u e de q20, 
2 i TZ Un 

lira x' w(x') = e * i Iim x w(x) = e * i G - 1 . 
.T'~ 0 x- = a 

C o n c l u s i o n : L o r s q u e x décr i t l e c h e m i n fermé O y ^ a O , la 

dé terminat ion C r 1 de s à l 'or ig ine se permute avec la d é t e r m i n a -

t ion C~'e x< . O r il n 'y a q u ' u n po in t cr i t ique , xa, dans l 'angle 
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f]\Og2 '• car, l o r s q u e .r se m e u t dans c e t a ng l e à partir d'un p o i n t 

cr i t ique , il n'est pas p o s s i b l e q u e , w repasse une s e c o n d e fois par 

la va leur cr i t ique O après avoir tourné autour de w, ou w-2- N o u s 

d e v o n s donc c o n c l u r e q u e , si n o u s décr ivons à partir de l 'or ig ine u n 

lacet é l émenta ire Vautour de xB (jig- 2 ) , ce lacet p e r m u t e les d e u x 

Un 

d é t e r m i n a t i o n s G - 1 et G _ , e »̂ . 

O n vérifierait de m ê m e qu 'un lacet décr i t autour du 
a i TC 2 / 7T 

p o i n t x , = j 0 e J l p e r m u t e les d e u x d é t e r m i n a t i o n s Cr'e * i e t 
4 / 7 1 ; 

C - 1 e , e tc . L e m é c a n i s m e des p e r m u t a t i o n s o p é r é e s autour 

des po in t s Xi n o u s est ainsi e n t i è r e m e n t c o n n u . 

D a n s l e cas l e p l u s généra l , l e p o i n t s ingul i er t ranscendant X 

sera à la fo is d i r e c t e m e n t cr i t ique et p o i n t - l i m i t e d'un e n s e m b l e 

de p o i n t s cr i t iques a l g é b r i q u e s ; X pourra être alors i n d i r e c t e m e n t 

en m ê m e t e m p s q u e d i r e c t e m e n t cr i t ique . T o u t e f o i s , i l n'y aura 

l i e u de le regarder c o m m e i n d i r e c t e m e n t cr i t ique qu'au cas où 

u n e inf inité de dé terminat ions se p e r m u t e n t e f f ec t ivement e n t r e 

e l les l o r s q u ' o n tourne autour des po ints cr i t iques qui c o n v e r g e n t 

vers X , sans tourner autour du point X proprement dit. O r , 

i l n ' en es t pas toujours a ins i , c o m m e n o u s Tal ions vérifier e n n o u s 

arrêtant de n o u v e a u sur u n e x e m p l e . 

R e p r e n o n s l ' équat ion ( 2 ) , dont l ' intégrale généra le a été m i s e 

sous la forme 
1 

( i ) Z = WX, ( X = • ) , 

et s u p p o s o n s q u e ^- soit u n n o m b r e c o m p l e x e quelconque a y a n t 

u n e partie rée l le positive, comprise par exemple entre 1 et 2. 

D'après l 'égalité (3 ) l ' intégrale z de l ' équat ion ( 2 ) p r e n d à l 'ori­

g ine une d o u b l e sér ie de va leurs : 

10 L e s valeurs 
_ 2 / 7 T 2 / 71 

C - i e A, , C - 1 . C - ' e V , . . . ; 

l es b r a n c h e s d' intégrales correspondant à ces valeurs sont t o u t e s 

holomorph.es à l ' or ig ine . 
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( ' ) J E R A P P E L L E Q U E J ' E N T E N D S P A R caractéristique U N E B R A N C H E D ' I N T É G R A L E 

S U I V I E LE L O N G D ' U N C H E M I N R E C T I L I G N E À P A R L I R D ' U N E V A L E U R I N I T I A L E D O N N É E . 

2 " U n e n s e m b l e de valeurs nul les ( p o u r l e sque l l e s w= l e s 

d é t e r m i n a t i o n s - c o r r e s p o n d a n t e s se p e r m u t e n t entre e l l es autour 

de l 'or ig ine , qu i est , par sui te , un po in t transcendant d i r e c t e m e n t 

cr i t ique. 

L' intégrale z admet d'autre part u n e n s e m b l e de p o i n t s cr i t iques 

a lgébr iques , qu i sont , c o m m e plus haut , l e s p o i n t s xa, a? ( , . . . 

définis par l 'égal i té (/{)-

Parmi les po in t s cr i t iques , i l e n est n é c e s s a i r e m e n t qui p e r ­

mutent les dé terminat ions nu l l e s à l 'or ig ine avec l e s d é t e r m i n a ­

tions n o n n u l l e s . N o u s appe l l erons x0 l 'un d ' e u x . Si n o u s s u i ­

vons alors le rayon x0O en quit tant x0 avec l 'une ou l'autre 

des d e u x dé terminat ions nu l l e s qui se c o n f o n d e n t e n ce po int , 

nous o b t i e n d r o n s d e u x caractér is t iques ( ' ) , dont l 'une nu l l e à 

l 'or ig ine , l 'autre n o n nul le e t égale à u n e quant i té q u e n o u s 

appe l l erons C ~ ' . 

Cons idérons m a i n t e n a n t le rayon Oxt transformé du rayon Ox0 

2l'7T 

par le c h a n g e m e n t de variable x'=xe A' . S i e n d e u x po in t s 

correspondants de Ox¡ et O i 0 la fonc t ion w prend des valeurs 

égales , el le aura la m ê m e valeur p o u r t o u t c o u p l e d e p o i n t s corres­

pondants de c e s r a y o n s . S u i v o n s alors le l o n g de xs O les d e u x 

caractér is t iques qui s 'annulent au p o i n t cr i t ique x,. D e ces d e u x 

caractér is t iques , l 'une est nu l l e à l 'or ig ine , l 'autre tend vers u n e 

valeur te l le que 

l im x w(x') = C - 1 , 
_t' = 0 

et, par su i te , 
817; 

z ( o ) = l im x' w (x') = C _ 1 e ^1 , 

O n raisonnera de m ê m e sur x2, x3, ... e t l 'on arrivera a u x c o n c l u ­

s ions su ivantes : 

j Q u a n d , à partir de l 'or ig ine , on décri t , autour des p o i n t s xv, X , , 

x2, . . . des lacets te ls q u e I {fig- 2 ) , le p o i n t x0 p e r m u t e u n e 

dé terminat ion nu l l e avec la dé terminat ion C - 1 ; l e po in t x¡ p e r m u t e 
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2/TC 

l es d é t e r m i n a t i o n s o, G - 1 e x i ; d'une manière g énéra l e , le p o i n t xj 
2;'/'7T 

p e r m u t e les d é t e r m i n a t i o n s o et G - 1 e Xl . 

P o u r m i e u x c o m p r e n d r e le m é c a n i s m e des p e r m u t a t i o n s , j o i ­

g n o n s l 'origine à u n p o i n t x par u n c h e m i n invariable n e passant 

par a u c u n p o i n t cr i t ique , et c o n s i d é r o n s e n x l e s dé terminat ions 

de z qui correspondent , a u x dé terminat ions q u e n o u s v e n o n s 

d'étudier à l 'or ig ine . N o u s s u r m o n t e r o n s d'une barre les dé ter ­

m i n a t i o n s de z[x) qui s 'annulent à l 'or ig ine , de d e u x barres ce l les 

qui ne s'y a n n u l e n t pas . Ains i x0 permutera z0 avec z„, x{ p e r m u ­

tera z, avec z,. Je dis q u e , si la partie réel le < f R . ( ^ - ^ est compr i se 

entre i et 2, l e s d e u x dé terminat ions z0 (x), z, (x) s o n t différentes. 

E n effet, p r e n o n s x sur le rayon Ox„. D'après ce que n o u s savons 

des caractér is t iques suiv ies l e l o n g des rayons Ox0, Oxu on aura 

z \ x e * i / = e * i z0(œ). 

Partons alors de x avec la d é t e r m i n a t i o n za{x), parcourons le 

c o n t o u r du cerc le de centre O et de rayon \ x\. P o u r que n o u s 

arrivions au p o i n t xe avec la dé terminat ion z,, i l faut que la 

variable w(^ = ait décr i t , dans son p lan , u n tour c o m p l e t d e w , ; 

i l faut par sui te £ d'après l 'égal i té (3) e t étant d o n n é e la valeur 

de c l u e x a ' t décri t autour de l 'or ig ine u n arc égal 

à 2 tz -+- arc x0x,. Il e n résul te que l e s d é t e r m i n a t i o n s z0(x) 

et z{ (a;) s o n t différentes e t se p e r m u t e n t entre e l les l o r s q u e x 

t o u r n e u n e fois autour de l 'or ig ine . E n r é s u m é , les dé terminat ions 

de l ' intégrale z au p o i n t x s eront d o n n é e s par le Tab leau s u i v a n t ! 

Z—l, ZQ, ZI, ¿'2, 

- • • 1 x-li &a, ,J:\, rj;ti • • • i 
• • - 1 £—1, ¿0, zli zt, 

La première l i gne c o n t i e n t les d é t e r m i n a t i o n s qui s 'annulent p o u r 
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x = o e t se p e r m u t e n t a u t o u r de l ' o r i g i n e ; la d e r n i è r e l i g n e c o n ­

t i e n t les d é t e r m i n a t i o n s q u i n e s ' a n n u l e n t p a s p o u r j = o ; d e 

p l u s , c h a q u e d é t e r m i n a t i o n Zj se p e r m u t e avec la d é t e r m i n a t i o n 

c o r r e s p o n d a n t e Zj a u t o u r d u p o i n t c r i t i q u e X j i n s c r i t a u - d e s s u s 

d ' e l l e d a n s la s e c o n d e l i g n e . 

T a u d i s q u e les d é t e r m i n a t i o n s z j se p e r m u t e n t d i r e c t e m e n t e n t r e 

e l les , o n n e p e u t p e r m u t e r u n e d é t e r m i n a t i o n Z j avec u n e d é t e r ­

m i n a t i o n z/c q u ' e n r e m o n t a n t de Z j à z j , t o u r n a n t a u t o u r d e l ' o r i ­

g ine e t r e d e s c e n d a n t d e Zk à z/[. E n d ' a u t r e s t e r m e s , p o u r e n g e n d r e r 

u n e inf in i té d e d é t e r m i n a t i o n s de z , o n d o i t t o u r n e r u n e in f in i t é 

d e fois a u t o u r d e l ' o r i g i n e p r o p r e m e n t d i t e ; si, à u n m o m e n t 

d o n n é , o n t o u r n e a u t o u r d e X j ( l e l o n g d ' u n l ace t Z), o n e s t a c c u l é 

à u n e i m p a s s e : o n n e p e u t o b t e n i r d e s d é t e r m i n a t i o n s n o u v e l l e s 

q u ' à c o n d i t i o n de revenir s u r ses p a s e n t o u r n a n t u n e s e c o n d e fois 

a u t o u r de x j . P o u r c e t t e r a i s o n , n o u s n e d e v o n s p a s r e g a r d e r l ' o r i ­

g i n e c o m m e u n p o i n t t r a n s c e n d a n t i n d i r e c t e m e n t c r i t i q u e . 

J 'ai s u p p o s é ( p o u r m e p l a c e r d a n s le cas où le m é c a n i s m e d e s 

p e r m u t a t i o n s d e l ' i n t é g r a l e z se l a i s se le p l u s s i m p l e m e n t figurer) 

q u e la p a r t i e r é e l l e d e é t a i t c o m p r i s e e n t r e i e t 2. Si c e t t e p a r t i e 

r é e l l e é t a i t c o m p r i s e e n t r e o e t 1, p l u s i e u r s d é t e r m i n a t i o n s Zj c o r ­

r e s p o n d r a i e n t à u n e m ê m e d é t e r m i n a t i o n z j ; si e l le é t a i t s u p é r i e u r e 

à 2, p l u s i e u r s d é t e r m i n a t i o n s zj c o r r e s p o n d r a i e n t à u n e m ê m e 

d é t e r m i n a t i o n ^ - ; m a i s , d a n s u n cas c o m m e d a n s l ' a u t r e , o n n e 

p o u r r a i t o b t e n i r u n e i n f i n i t é d e d é t e r m i n a t i o n s n o u v e l l e s q u ' e n 

t o u r n a n t u n e inf in i té de fois a u t o u r de l ' o r i g i n e . 

I I . — L'ordre de succession des permutations. 

Premiers exemples. 

G o m m e n t p o u r s u i v r e l ' é t u d e d e s p o i n t s c r i t i q u e s t r a n s c e n d a n t s ? 

N o u s i n s p i r a n t d e s r e m a r q u e s fa i t es au C h a p i t r e I ( § I V ) , n o u s 

a l lons p o r t e r n o t r e a t t e n t i o n s u r les d e u x e n s e m b l e s d o n t la n a t u r e 

c a r a c t é r i s e u n e f o n c t i o n m u l t i f o r m e a u v o i s i n a g e d ' u n e s i n g u l a r i t é 

t r a n s c e n d a n t e X : e n s e m b l e d e s p o i n t s c r i t i q u e s xK, X * , . . . c o n -
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v e r g e a n t v e r s X ; e n s e m b l e d e s d é t e r m i n a t i o n s y,, y», . . . e n g e n ­

d r é e s a u v o i s i n a g e d e X . 

D e c e s e n s e m b l e s n o u s n e s a v o n s r i e n j u s q u ' i c i , s i n o n q u ' i l s 

s o n t d é n o m b r a b l e s ( p . 3 i ) . A p a r t ce la , il es t p r o b a b l e qu ' i l s s o n t 

q u e l c o n q u e s . Ma i s sans d o u t e il e x i s t e c e r t a i n s cas p r i v i l é g i é s o ù 

ils se s imp l i f i en t . P e u t - ê t r e p o u r r i o n s - n o u s r e c l i e r c l i e r ces cas e t 

l es c l a s se r d ' a p r è s l e u r p l u s ou m o i n s g r a n d e c o m p l e x i t é . 

S i n o u s c o n s i d é r o n s les d é t e r m i n a t i o n s y,, y2, n o u s 

r e m a r q u o n s q u ' i l y a e n g é n é r a l e n t r e e l les u n ordre de succes­

sion. S u p p o s o n s , e n effet, q u e n o u s p a r t i o n s d ' u n p o i n t x a v e c la 

d é t e r m i n a t i o n yt e t q u e n o u s d é c r i v i o n s u n e s é r i e d e l a c e t s é l é ­

m e n t a i r e s a u t o u r d e X o u de p o i n t s c o n v e r g e a n t v e r s X ( p . 6 7 ) . 

P o u r p a s s e r d e la d é t e r m i n a t i o n y, à u n e d é t e r m i n a t i o n q u e l ­

c o n q u e yt, i l n e suffit p a s e n g é n é r a l de d é c r i r e u n s e u l l a c e t é l é ­

m e n t a i r e : il f au t e n d é c r i r e p l u s i e u r s , p e r m u t a n t d ' a b o r d yK 

avec p u i s y^ avec yJt, e t a i n s i d e s u i t e j u s q u ' à yi. A i n s i , les 

d é t e r m i n a t i o n s y/t, . . . se t r o u v e n t r a n g é e s d a n s u n o r d r e 

d é t e r m i n é . 

C ' e s t ce q u i r e s s o r t c l a i r e m e n t d e s e x e m p l e s d o n n é s au p a r a ­

g r a p h e p r é c é d e n t . R e p o r t o n s - n o u s à l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 

1 

_ I I W ICi \ À , 
( 3 ) z^wx, Cx = - — -) , 

d a n s l ' h y p o t h è s e où ~k, es t u n n o m b r e c o m p l e x e à p a r t i e r é e l l e 

n é g a t i v e . D ' a p r è s ce q u e n o u s a v o n s v u , les d é t e r m i n a t i o n s d e z 

s o n t à l ' o r i g i n e 

a 0 (o) = C-', z, (a) = C-!e x> , 

e t o n les d é d u i t l es u n e s des a u t r e s e n t o u r n a n t s u c c e s s i v e m e n t 

a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s a p p e l é s x u x2, .... A i n s i , l es d é t e r ­

m i n a t i o n s d e l ' i n t é g r a l e s j o u i s s e n t d e c e t t e p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e 

q u ' o n p e u t l e s r a n g e r s u i v a n t u n e série unilinéaire ( e n l e s affec­

t a n t r e s p e c t i v e m e n t d e s i n d i c e s o, 1, 2 , . . . ) d a n s l ' o r d r e m ê m e o ù 

e l l es se p e r m u t e n t e n t r e e l l e s . 

A n a l y s o n s d ' u n p e u p l u s p r è s c e t t e p r o p r i é t é en la p r é s e n t a n t 

s o u s u n e f o r m e d i f f é r e n t e . 
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P a r c h a c u n d e s p o i n t s c r i t i q u e s X j , m e n o n s u n e c o u p u r e r e c t i -

l i g n e , q u i s e r a p a r e x e m p l e le p r o l o n g e m e n t d u r a y o n Oxj, l i m i t é 

pa r le p o i n t X j e t p a r l ' in f in i . N o u s a p p e l l e r o n s c e t t e c o u p u r e 

coupure X j . T o u r n e r a u t o u r d ' u n p o i n t c r i t i q u e é q u i v a u t à f r a n ­

c h i r la c o u p u r e c o r r e s p o n d a n t e . P l u s p r é c i s é m e n t , d é c r i v o n s à 

p a r t i r d e l ' o r i g i n e u n l a c e t f e r m é t r a v e r s a n t u n e s e u l e fois la c o u ­

p u r e XJ e t n e r e n c o n t r a n t a u c u n e a u t r e c o u p u r e (cf. p . 3 i ) : c e 

l a c e t p e r m u t e les d é t e r m i n a t i o n s zj(o) e t zj+l (o ) , e t il n e p e r m u t e 

a u c u n a u t r e c o u p l e d e d é t e r m i n a t i o n s . N o u s a p p e l l e r o n s lacet xj 

t o u t l a c e t a i n s i d é f i n i , e t permutation xj la p e r m u t a t i o n c o r r e s ­

p o n d a n t e . Il r é s u l t e de ce q u i p r é c è d e q u ' u n e d é t e r m i n a t i o n q u e l ­

c o n q u e Zj n e s e r a p e r m u t é e avec d ' a u t r e s q u e p a r d e u x l a c e t s , le 

l ace t X j ^ i e t le l a c e t xf. G r â c e à c e t t e c i r c o n s t a n c e , n o u s a l l o n s 

p o u v o i r r e n d r e la f o n c t i o n z u n i f o r m e e n la r e p r é s e n t a n t s u r u n e 

sur face de R i e m a n n , d o n t la s t r u c t u r e e s t p a r t i c u l i è r e m e n t s i m p l e . 

C o n s i d é r o n s u n e su i t e d é n o m b r a b l e d e f eu i l l e t s p l a n s s u p e r ­

posés S \ , S t , ces f eu i l l e t s é t a n t affectés d e s 

i n d i c e s — i , o , i , . . . d a n s l ' o r d r e m ê m e où i l s se s u c c è d e n t . 

P u i s r e l i o n s c h a q u e f eu i l l e t avec le p r é c é d e n t p a r u n e l i g n e d e 

c r o i s e m e n t p l a c é e e n t r e Sj_t e t S'j s u i v a n t la c o u p u r e X j - i , e n t r e 

Sj e t Sj+t s u i v a n t la c o u p u r e X j . N o u s f o r m o n s a i n s i u n e s u r f a c e 

de R i e m a n n S : j e d i s q u e z e s t u n i f o r m e s u r c e t t e s u r f a c e . 

C o n s i d é r o n s , e n effet, s u r l e feu i l l e t Sj la d é t e r m i n a t i o n Z j q u i 

es t éga le à C~l e ^ à l ' o r i g i n e . N o u s a v o n s v u q u e c e l t e d é t e r m i ­

n a t i o n n e p o u v a i t ê t r e a l t é r é e q u e p a r d e u x p e r m u t a t i o n s , l e s 

p e r m u t a t i o n s X j _ \ e t X j . D è s l o r s , q u a n d x se m e u t l i b r e m e n t 

d a n s l e f eu i l l e t Sj s a n s f r a n c h i r l es d e u x l i g n e s d e c r o i s e m e n t 

s i t u é e s d a n s ce f eu i l l e t , zj r e s t e u n i f o r m e . Si l ' o n f r a n c h i t la c o u ­

p u r e X j , o n p a s s e d a n s l e feu i l l e t Sj+I, e t Zj d e v i e n t Z j + , . C o m m e 

o n a r a i s o n n é s u r ^ , o n r a i s o n n e r a s u r Z j + I , e t a i n s i d e s u i t e . 

A i n s i , la s i n g u l a r i t é p r é s e n t é e à l ' o r i g i n e p a r l ' i n t é g r a l e ( 3 ) e s t 

c a r a c t é r i s é e p a r ce fai t q u e z est uni/orme sur une surface 'le 

Riemann S sur laquelle il n'y a pas de fentes [coupures in­

franchissables') et dont chaque feuillet est relié au précédent 

suivant une ligne de croisement passant par un point critique 

unique. I l y a c o r r e s p o n d a n c e u n i v o q u e e t r é c i p r o q u e , d ' u n e 

p a r t e n t r e l e s . f e u i l l e t s d e la su r face e t l es d é t e r m i n a t i o n s d e l a 
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f o n c t i o n , d ' a u t r e p a r t e n t r e les l i g n e s d e c r o i s e m e n t e t l es p o i n t s 

c r i t i q u e s . 

N o u s a v o n s s u p p o s é t o u t à l ' h e u r e q u e l ' e x p o s a n t ^- d e l ' é g a ­

l i t é (3) ava i t u n e p a r t i e r é e l l e n é g a t i v e . L o r s q u e la p a r t i e r é e l l e 

de ^ - e s t p o s i t i v e ( c o m p r i s e p a r e x e m p l e e n t r e 1 e t 2 ) , z a d m e t a u 

v o i s i n a g e d e x = o u n e d o u b l e sé r i e d e d é t e r m i n a t i o n s , a ins i q u ' i l a 

é té e x p l i q u é à la p a g e 7 2 . L e s d é t e r m i n a t i o n s de la p r e m i è r e s é r i e , 

s u p p o s é e s é c r i t e s d a n s l ' o r d r e o ù e l les se d é d u i s e n t l e s u n e s d e s 

a u t r e s a u t o u r d e l ' o r i g i n e , f o r m e n t u n e s é r i e unilinéaire. T r a ç o n s 

a l o r s u n e c o u p u r e s u i v a n t u n r a y o n m e n é d e l ' o r i g i n e à l ' inf in i e t 

n e p a s s a n t p a r a u c u n d e s p o i n t s c r i t i q u e s X j d e z ; p u i s c o n s t r u i ­

s o n s u n e su r f ace de. P u e m a n n S, f o r m é e de f eu i l l e t s s u p e r p o s é s Sj, 

r e l i é s e n t r e e u x s u i v a n t la c o u p u r e c o n s i d é r é e : il r é s u l t e d u 

T a b l e a u d e la p a g e 72 q u e l e f eu i l l e t Sj c o n t i e n t u n p o i n t c r i ­

t i q u e u n i q u e , xj, d e z, e t q u e z est su/' la surface S , une fonc­

tion à deux branches. E n d ' a u t r e s t e r m e s , e n t o u t p o i n t d e la 

su r f ace S t , z a a u p l u s d e u x d é t e r m i n a t i o n s , u n e d e la p r e m i è r e 

s é r i e e t u n e d e la s e c o n d e . 

I l e s t assez n a t u r e l ' d e se d e m a n d e r s'il e x i s t e d e s t y p e s g é n é ­

r a u x de f o n c t i o n s p r é s e n t a n t les c a r a c t è r e s q u e n o u s v e n o n s d ' a n a ­

l y s e r , o u d e s c a r a c t è r e s a n a l o g u e s p l u s o u m o i n s c o m p l e x e s . P e u t -

ê t r e t r o u v e r a i t - o n d a n s c e t o r d r e d ' i d é e s u n p r i n c i p e d e c lass i f ica­

t i o n d e s p o i n t s c r i t i q u e s t r a n s c e n d a n t s p r é s e n t é s p a r l es f o n c t i o n s 

m u l t i f o r m e s . M a i s , a v a n t d ' a b o r d e r l ' é t u d e d e s cas g é n é r a u x , il 

c o n v i e n d r a d e p r é c i s e r d a v a n t a g e les i n d i c a t i o n s f o u r n i e s p a r la 

c o n s i d é r a t i o n d e s cas p a r t i c u l i e r s l e s p lu s s i m p l e s . 

F a i s o n s d ' a b o r d q u e l q u e s r e m a r q u e s c o m p l é m e n t a i r e s s u r l ' i n ­

t é g r a l e (3 ) d a n s le cas o ù la p a r t i e r é e l l e d e À, es t n é g a t i v e . Au 

l i e u d e déf in i r z c o m m e f o n c t i o n u n i f o r m e d ' u n p o i n t v a r i a b l e s u r 

u n e s u r f a c e d e R i e m a n n S , n o u s p o u r r i o n s n o u s p r o p o s e r d ' e x ­

p r i m e r l e s d e u x v a r i a b l e s x e t z e n f o n c t i o n u n i f o r m e d ' u n m ê m e 

p a r a m è t r e t. L a q u e s t i o n r e v i e n t à é t a b l i r u n e c o r r e s p o n d a n c e 

u n i v o q u e e t r é c i p r o q u e e n t r e les p o i n t s d e la s u r f a c e d e R i e m a n n S 

e t les p o i n t s d u p l a u d ' u n e v a r i a b l e t. L e p l a n t se t r o u v e r a a l o r s 

' d i v i s é e n u n e s é r i e d e r é g i o n s d i s t i n c t e s R ( , R 2 , . . . c o r r e s p o n d a n t 
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a u x feu i l l e t s ^ r

2 , . . . d e la su r face S , e n s o r t e q u ' à u n e v a l e u r 

q u e l c o n q u e d e t i l c o r r e s p o n d r a u n e v a l e u r u n i q u e d e z. 

J e dis q u e n o u s r é a l i s e r o n s u n e te l le c o r r e s p o n d a n c e e n p o s a n t 

(5) C'X = \ 1 E *i c o s ; — i ' ( 2 4 - À i ) e *i SINT (C' = const.), 

d ' o ù r é s u l t e 

... dx a ( 9. -+- A, ) — T — <« 
C -— = —- e Â i 

UT , . 

8 + T 

SIN T. 

E n effet, d ' a p r è s c e t t e d e r n i è r e é g a l i t é , ^ s ' a n n u l e l o r s q u e T — KTZ 

(k e n t i e r ) . Les va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s d e CI x s o n t , l o r s q u e k e s t 

p a i r (k = 2k'), 
KTI'ÏTZ , . 2*171 

—, Y-ILCIR. —— 

C ' # , = X|fi *i = X i e *i ; 

l o r s q u e k e s t i m p a i r (/( = a A"' —t— 1 ) , 

C'a? = — A i e ^ 1 / = X ,e . 

C h o i s i s s o n s C d e m a n i è r e q u e ^ = x0, xa é t a n t le p o i n t c r i t i q u e 

d e z déf in i p a g e 6 8 : la f o n c t i o n t d e x a d m e t t r a c o m m e p o i n t s 
1*1 n 

c r i t i q u e s ( à d i s l a n c e finie) les p o i n t s xt=xBe
 / ' , c ' e s t - à - d i r e les 

p o i n t s c r i t i q u e s m ê m e s d e l ' i n t é g r a l e z. 

C o n s i d é r o n s a l o r s le l o n g d e la c o u p u r e x¡, l es d e u x d é t e r m i n a ­

t i o n s d e t q u i se p e r m u t e n t a u t o u r d e x/¡. L o r s q u e x d é c r i t la c o u ­

p u r e x/,, c h a c u n e d e ces d é t e r m i n a t i o n s d é c r i t ( d a n s le p l a n t) 

u n e l i g n e c o n t i n u e a l l a n t du p o i n t t = kit à l ' i n f i n i ; l ' e n s e m b l e 

d e s d e u x l i gnes a i n s i dé f in ies f o r m e u n e c o u r b e d ' u n s e u l t e n a n t , L*, 

q u i p a r t a g e le p l a n d e s t e n d e u x r é g i o n s . D ' a i l l e u r s , les c o u r b e s Ly, 

L i , c o r r e s p o n d a n t à d e u x c o u p u r e s d i f f é ren tes X J , XK, n e s a u r a i e n t 

se c o u p e r , p u i s q u e x e s t f o n c t i o n u n i f o r m e d e t et q u e les c o u ­

p u r e s xj, XK n e se r e n c o n t r e n t p a s ; d ' a i l l e u r s , L / _ ( e t L J + ) s o n t 

d e p a r t e t d ' a u t r e d e Ly. D è s l o r s , l es d i f f é ren tes c o u r b e s L¿ p a r ­

t a g e n t le p l a n d e s t e n u n e n s e m b l e de r é g i o n s R* q u i c o r r e s ­

p o n d e n t p o i n t p a r p o i n t a u x f eu i l l e t s d e S . O n e n c o n c l u t q u e 

l ' i n t é g r a l e z es t u n e f o n c t i o n u n i f o r m e d e t. 

C ' e s t là u n n o u v e a u t r a i t d i s t i n c t i f d e la s i n g u l a r i t é p r é s e n t é e à 
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( l ) Le même raisonnement prouverait que !; = o permute une infinité de 
délerminations de z, égales â lim wz 5 pour 5 = o. 

Ç-0 

l ' o r i g i n e p a r l ' i n t é g r a l e ( 3 ) : on peut exprimer x et z en fonc­

tion d'un paramètre t, x(t) étant la fonction définie par 

l'égalité ( 5 ) et s(t) étant uniforme. 

L e s d i v e r s e s r e p r é s e n t a t i o n s d e z q u e n o u s v e n o n s d ' é t u d i e r 

s o n t va l ab l e s p o u r t o u t e v a l e u r d e x e t n o n p a s s e u l e m e n t a u v o i ­

s i n a g e d e l ' o r i g i n e . C e s r e p r é s e n t a t i o n s c a r a c t é r i s e n t d o n c la s i n ­

g u l a r i t é x = x> d e z e n m ê m e t e m p s q u e la s i n g u l a r i t é x = o . 

V o y o n s c o m m e n t se p r é s e n t e r a i t la s i n g u l a r i t é x = oo, si o n la 

r a m e n a i t à l ' o r i g i n e p a r le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e x = . 

T a n d i s q u e les p o i n t s c r i t i q u e s xt, x., . . . d e z c o n v e r g e n t 

v e r s x = o, n o u s a v o n s vu q u e l e s p o i n t s c r i t i q u e s a p p e l é s x t , 

¿c„ 2 , . . . s ' é l o i g n e n t v e r s l ' in f in i . P o s o n s a l o r s x_¡¡ = Ç^ 1 . L a f o n c ­

t ion z{\) a d m e t u n e inf in i té d e p o i n t s c r i t i q u e s ¡ j ( , £«, • - • q u i 

c o n v e r g e n t ve r s \ = o, e t , a u t o u r d e ces p o i n t s , d a n s l ' o r d r e o ù ils 

son t é c r i t s , se p e r m u t e n t l e s d é t e r m i n a t i o n s z _ A , . .., z_r¡, . . . d e z . 

T o u t se p a s s e j u s q u ' i c i c o m m e p o u r la s i n g u l a r i t é x = o é t u d i é e 

p l u s h a u t . M a i s ( c ' e s t là c e q u i e s t n o u v e a u ) l ' o r i g i n e e s t p o u r 

p o i n t t r a n s c e n d a n t d i r e c t e m e n t c r i t i q u e e n m ê m e t e m p s q u e p o i n t 

t r a n s c e n d a n t i n d i r e c t e m e n t c r i t i q u e . R e p o r t o n s - n o u s , e n effet, à 

la p a g e 6g, figure a. P a r t o n s d u p o i n t q, a v e c la d é t e r m i n a t i o n w 

de — > qu i es t s u p p o s é e t e n d r e ve r s w>( l o r s q u e qs s ' é l o i g n e i n d é f i ­

n i m e n t s u r le r a y o n Oq,, et p a r c o u r o n s d a n s u n s e n s c o n v e n a b l e 

le c o n t o u r d u c e r c l e d e c e n t r e O e t d e r a y o n Oq\ : n o u s n o u s 

t r o u v o n s t o u r n e r s u c c e s s i v e m e n t a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s x_,, 

x^2, e t c . D o n c , a p r è s c h a q u e t o u r , n o u s r e v e n o n s e n q, avec u n e 

n o u v e l l e d é t e r m i n a t i o n d e z. O n e n c o n c l u t q u e z a u n e i n f i n i t é de 

d é t e r m i n a t i o n s q u i s ' é c h a n g e n t e n t r e el les ( ' ) a u t o u r d u p o i n t £ = o , 

d é t e r m i n a t i o n s q u i a p p a r t i e n n e n t d ' a i l l e u r s à l ' e n s e m b l e d e s d é t e r ­

m i n a t i o n s z_¡¡ d é j à o b t e n u e s e n t o u r n a n t a u t o u r d e s s e u l s p o i n t s 

c r i t i q u e s a l g é b r i q u e s £*, sans tourner autour' de £ = o . D ' o ù 

c e t t e c o n c l u s i o n : la s i n g u l a r i t é \ — o de z{\) se d i s t i n g u e d e la 

s i n g u l a r i t é x = i j - 1 = o p a r ce c a r a c t è r e qu il existe au voisinage 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



rf« 5 - o plusieurs combinaisons différentes de permutations 

élémentaires ( p e r m u t a t i o n s o p é r é e s p a r d e s l a c e t s é l é m e n t a i r e s ) 

qui échangent entre elles les mêmes déterminations. 

L a m ê m e p a r t i c u l a r i t é se r e n c o n t r e r a c h e z d e n o m b r e u s e s f o n c ­

t i o n s . C o n s i d é r o n s , p a r e x e m p l e , la f o n c t i o n y d e x dé f in ie p a r 

l ' éga l i t é 

x = SINJK -+- \xy 0̂±I). 
C e t t e f o n c t i o n a d m e t c o m m e p o i n t s c r i t i q u e s a l g é b r i q u e s s i t u é s à 

d i s t a n c e finie l es p o i n t s x p o u r l e s q u e l s c o s v - ( - u s ' a n n u l e , SAVOIR 
les p o i n t s 

X—i = Xi 21T, Xa, Xi — 1T. — x0, 

Î!= «3= 37)+ 27T, .... 
O r , ces p o i n t s X j c o n v e r g e n t ve r s l ' in f in i q u i e s t , d è s l o r s , p o u r y 

p o i n t t r a n s c e n d a n t i n d i r e c t e m e n t c r i t i q u e . D e p l u s , l es d é t e r m i ­

n a t i o n s y t , y 2 , . . . de y se r a n g e n t s u i v a n t u n e s é r i e u n i l i n é a i r e , 

e t o n les d é d u i t l es u n e s des a u t r e s e n t o u r n a n t a u t o u r d e s p o i n t s 

c r i t i q u e s xK, X n , ... d a n s l ' o r d r e où i ls s o n t é c r i t s . D è s l o r s , e n 

r a i s o n n a n t e x a c t e m e n t c o m m e o n l 'a fait p o u r l ' i n t é g r a l e ( 3 ) , o n 

o b t i e n d r a u n e s u r f a c e d e R i e m a n n ( p r é s e n t a n t l es p a r t i c u l a r i t é s 

é n u m é r é e s p a g e 7 3 ) s u r l a q u e l l e y se ra u n i f o r m e . Si e n s u i t e o n 

fait le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e a ? = ç _ l , o n c o n s t a t e r a q u e , p o u r 

la f o n c t i o n y(\), l ' o r i g i n e es t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t d i r e c t e m e n t 

c r i t i q u e p e r m u t a n t u n e in f in i t é d e d é t e r m i n a t i o n s , l e s q u e l l e s 

a p p a r t i e n n e n t d ' a i l l e u r s à l ' e n s e m b l e d e s yj dé jà déf ini p a r les 

p e r m u t a t i o n s xj. 

I I I . — L'équation [p. + p'{yj]& = 1 -

N o u s a l l o n s e n c o r e e x a m i n e r q u e l q u e s e x e m p l e s s i m p l e s d e 

s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s , c h e r c h a n t t o u j o u r s à m e t t r e e n l u ­

m i è r e les c a r a c t è r e s q u i p e u v e n t SERVIR de f o n d e m e n t à u n e c l a s ­

s i f ica t ion d e c e s s i n g u l a r i t é s . V o y o n s d ' a b o r d ce q u ' i l a d v i e n d r a i t 

d u d e r n i e r e x e m p l e é t u d i é si l ' o n y r e m p l a ç a i t la f o n c t i o n t r i g o -

n o n i é t n q u e s i n j ' p a r u n e f o n c t i o n e l l i p t i q u e . 
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8o CHAPITRE I I I . 

C o n s i d é r o n s , e n premier l i e u , la f o n c t i o n 

, . / " • * dx u = arg.p(a-) = / — = 

J0 9.\/(x — a)(x — ô)(x — c) 

inverse de la f o n c t i o n p de W e i e r s t r a s s . S u p p o s o n s q u e , partant 

de l 'or ig ine avec u n e d é t e r m i n a t i o n « 0 , n o u s d é c r i v i o n s des lacets 

é l é m e n t a i r e s autour des trois p o i n t s cr i t iques a , b, c : il est c lair 

que la d é t e r m i n a t i o n u0(o) sera p e r m u t é e par ces lacets avec trois 

d é t e r m i n a t i o n s dif férentes «'„", w (

0

2 ! , u'0

s\ D è s lors , l es d é t e r m i n a ­

t ions de u, s u p p o s é e s écr i tes dans l 'ordre où o n les d é d u i t l es u n e s 

des autres , n e para issent p lus se ranger suivant u n e sér ie u n i -

l inéa ire . E n effet, si dans le cas de l ' intégrale ( 3 ) n o u s o b t e n i o n s 

u n e te l le série , c'est parce qu'alors u n e d é t e r m i n a t i o n q u e l c o n q u e 

ne pouva i t être p e r m u t é e d i r e c t e m e n t ( j ' e n t e n d s par u n seul lacet 

é l é m e n t a i r e ) qu'avec d e u x autres d é t e r m i n a t i o n s , savoir c e l l e qu i 

la précéda i t e t c e l l e qui la su ivai t dans la sér ie . Cet te c o n d i t i o n 

n 'é tant p l u s réa l i sée , i l n'est p lus poss ib l e de cons tru ire u n e s u r ­

face d e R i e m a n n j o u i s s a n t d e s propr ié tés é n o n c é e s p a g e ^ 5 . So i t , 

par e x e m p l e , S' u n e surface d e R i e m a n n d o n t les feui l le ts Sj s o i en t 

re l iés d e u x à d e u x su ivant u n e l i gne de c r o i s e m e n t p lacée entre 

Sj_t e t .J'y su ivant la c o u p u r e a, entre Sj et Sj+, su ivant la 

c o u p u r e b, entre -J'y-M e t $j+-> su ivant la c o u p u r e c, et ainsi 

de su i t e . La fonc t ion u n 'est pas un i forme sur cet te surface S'. 

P o u r la rendre u n i f o r m e , iJ faudrait tracer sur S ' u n e sér ie d e 

c o u p u r e s q u e Ja variable serait as suje t t i e à n e pas franchir : 

savoir , la c o u p u r e c dans l e f eu i l l e t J'y, la c o u p u r e a dans l e 

feui l le t •£j+i, e t c . 

L e s m ê m e s c i r c o n s t a n c e s se p r é s e n t e r o n t p o u r la f o n c t i o n y 

déf inie par l 'égal i té 

Py + ï>(y) = x-t- C ([A, C = cons t . ) , 

c 'es t -à -d ire p o u r l ' intégrale généra le de l ' équat ion différentiel le 

(6) l\L + v'iy)\% = i-

Cel t e fonc t ion a d m e t c o m m e po in t s cr i t iques a lgébr iques les-
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p o i n t s x c o r r e s p o n d a n t a u x zé ro s d e p. + p'{y). O r c e s z é r o s s o n t 

d e s v a l e u r s d e y q u i c o n v e r g e n t ve r s y = oo. D ' a u t r e p a r t , o n sa i t 

q u e , d a n s c h a q u e p a r a l l é l o g r a m m e d e s p é r i o d e s , la f o n c t i o n e l l i p ­

t i q u e j A + r j ' ( j ' ) a d m e t t r o i s z é r o s s i m p l e s e t q u ' à ces z é r o s 

c o r r e s p o n d e n t d e s v a l e u r s rj,, p3 d e p q u i s o n t les m ê m e s 

q u e l q u e so i t le p a r a l l é l o g r a m m e c o n s i d é r é • ( , ) . O n e n c o n c l u t q u e 

les p o i n t s c r i t i q u e s c o r r e s p o n d a n t a u x zé ro s d e ^ c o n v e r g e n t v e r s 

le p o i n t x = oo, q u i e s t d è s l o r s , p o u r y, p o i n t t r a n s c e n d a n t i n d i ­

r e c t e m e n t c r i t i q u e . 

Ce la d i t , p r e n o n s d ' a b o r d u. t r è s p e t i t , e t s u i v o n s , à p a r t i r d ' u n e 

v a l e u r i n i t i a l e y0, les d i v e r s e s c a r a c t é r i s t i q u e s d e y ( p . 7 1 , n o t e ) 

i s s u e s d e l ' o r i g i n e . E n v e r t u d e s t h é o r è m e s re la t i f s à la c o n t i n u i t é 

des i n t é g r a l e s ( C h a p . I, § V ) , n o u s n e p o u v o n s r e n c o n t r e r s u r 

ces c a r a c t é r i s t i q u e s q u e t r o i s p o i n t s c r i t i q u e s : le p r e m i e r aa 

v o i s i n de a, le d e u x i è m e ba v o i s i n d e b, l e t r o i s i è m e cB vo i s in 

d e c. Les v a l e u r s p r i s e s p a r y e n c e s p o i n t s c r i t i q u e s s o n t t ro i s 

z é ro s de u. + ,p'(jK) s i t u é s d a n s u n m ê m e p a r a l l é l o g r a m m e d e s 

p é r i o d e s . D ' a i l l e u r s , si n o u s d é c r i v o n s d e s l ace t s é l é m e n t a i r e s 

a u t o u r d e s p o i n t s a 0 , è 0 , c 0 , n o u s r e v e n o n s à l ' o r i g i n e avec t ro i s 

d é t e r m i n a t i o n s d i f f é r en t e s y0'\ yK

B\ y 0

3 \ r e s p e c t i v e m e n t v o i s i n e s 

d e «<»>. 

F a i s o n s m a i n t e n a n t v a r i e r p. ( à p a r t i r d e [JL = o ) en évitant de 

passer par les quatre valeurs définies dans la note 1 et modi­

fions ya; l e s p o i n t s a0, bg, c0 v a r i e r o n t d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e 

avec u. e t jKo ' ^ e m ^ m e ' e s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e y, ces 

v a l e u r s é t a n t t o u j o u r s t ro i s z é ro s d e p-hp'iy) s i t u é s d a n s u n 

m ê m e p a r a l l é l o g r a m m e d e s p é r i o d e s . J e d i s q u e a0, b0: cB s o n t 

d e s f o n c t i o n s uni/ormes de y0, p o u r t o u t e v a l e u r fixe d e p.. E n 

effet, si aB( y0^), p a r e x e m p l e , n ' é t a i t p a s u n i f o r m e , il d e v r a i t 

e x i s t e r c e r t a i n e s v a l e u r s d e ya p o u r l e s q u e l l e s p l u s i e u r s d é t e r m i ­

n a t i o n s d e a0 v i e n d r a i e n t c o ï n c i d e r , p o u r l e s q u e l l e s , en d ' a u t r e s 

(1 ) Au cas où les deux fonctions u. -+- p' ( y ) et p" ( Y ) auraient des zéros com­
muns, la fonction y admettrait des points critiques multiples. Mais aux zéros 
de p" correspondent quatre valeurs fixes d e p' qui sont les mêmes pour tous les 
parallélogrammes des périodes. Si donc (—u.) ne coïncide avec aucune de cea 
quatre valeurs, on est sûr de n'avoir que des points critiques simples. 

4 B. 6 
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t e r m e s , y a u r a i t p l u s i e u r s p o i n t s c r i t i q u e s c o n f o n d u s e n «o- C* r 

c e t t e c i r c o n s t a n c e n e se p r é s e n t e p a s , p u i s q u e les z é ro s de 

p.-f- p'(y) s i t u é s d a n s u n p a r a l l é l o g r a m m e d e s p é r i o d e s s o n t des 

z é ro s s i m p l e s (voir la n o t e , p . 81). 

N o u s c o n c l u o n s de là q u e , p o u r t o u t e v a l e u r d o n n é e (f ixe) 

d e p., l es d i v e r s p o i n t s c r i t i q u e s d ' u n e i n t é g r a l e d e l ' é q u a t i o n ( 6 ) 

p e u v e n t ê t r e r é p a r t i s e n t r e t r o i s s é r i e s : i° p o i n t s a¡ q u e l ' o n 

d é d u i t d e a en f a i san t v a r i e r p avec c o n t i n u i t é ; 2° p o i n t s b¡ d é ­

d u i t s d e b; 3 " p o i n t s cj d é d u i t s d e c. C e s t r o i s s é r i e s n ' i n t e r ­

f è r e n t j a m a i s ; si l'on se d o n n e u n p o i n t c r i t i q u e q u e l c o n q u e 

d ' u n e i n t é g r a l e y, o n p e u t t o u j o u r s d i r e sans a m b i g u ï t é à q u e l l e 

s é r i e il a p p a r t i e n t . D ' a i l l e u r s , à l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s 

i s s u e s d e l ' o r i g i n e a v e c u n e v a l e u r i n i t i a l e d o n n é e c o r r e s p o n d e n t 

t o u j o u r s t r o i s p o i n t s c r i t i q u e s , u n d e c h a q u e s é r i e . Si n o u s c h e r ­

c h o n s a l o r s à r e p r é s e n t e r y s u r u n e s u r f a c e d e R i e m a n n , n o u s 

n o u s h e u r t o n s a u x di f f icul tés r e n c o n t r é e s p o u r l a f o n c t i o n 

C e s c i r c o n s t a n c e s d i f f é r e n c i e n t n e t t e m e n t les i n t é g r a l e s y des 

f o n c t i o n s q u e n o u s avions p r é c é d e m m e n t c o n s i d é r é e s . N o u s c o n ­

s t a t o n s q u e n o u s a v o n s affaire à u n m é c a n i s m e d e p e r m u t a t i o n s 

p l u s c o m p l i q u é q u e t o u t à l ' h e u r e . I l se t r o u v e c e p e n d a n t q u ' u n e 

c i r c o n s t a n c e , s p é c i a l e a u x i n t é g r a l e s y, p e r m e t d e r a p p r o c h e r ces 

i n t é g r a l e s d e s e x e m p l e s é t u d i é s a u x p a g e s 98-79. 
N o u s s a v o n s q u e la f o n c t i o n ?/ = a r g . p ( a ? ) esta l ' in f in i f o n c t i o n 

m é r o m o r p h e d e \Jx. Il e n es t d e m ê m e d e s i n t é g r a l e s ^ . E n effet, 

l o r s q u e p e s t a r b i t r a i r e m e n t vo i s in d e o et q u e x t e n d v e r s l ' inf in i 

e n l i g n e d r o i t e , y t e n d n é c e s s a i r e m e n t v e r s u n p ô l e d e la f o n c t i o n 

e l l i p t i q u e p(y), c ' e s t - à - d i r e v e r s u n e v a l e u r 7 ) i n d é p e n d a n t e d e p . 

P a r c o n t i n u i t é , o n vér i f ie ra d e p r o c h e en p r o c h e q u ' i l e n e s t a i n s i 

q u e l q u e so i t ix. D ' a i l l e u r s 011 a, p o u r y vo i s in d e i { l 

P ^ ) = ,„ ' + c i( .r- T i)- 1 - c »(.r- i r i)* + ---; 

d ' o ù il r é s u l t e q u e y —• v\ e s t d é v e l o p p a b l e p a r r a p p o r t a u x p u i s ­

s a n c e s e n t i è r e s d e \Jx. 

A i n s i , l o r s q u e x t o u r n e d e u x fois a u t o u r du p o i n t x = ce, y n e 

c h a n g e p a s . Ma i s o n vo i t s a n s p e i n e q u e t o u r n e r d e u x fois a u t o u r 

d e x — ce r e v i e n t à d é c r i r e s ix l a c e t s f e r m é s a u t o u r d e p o i n t s 

v 
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f l ) On a, d'une manière générale, l'égalité symbolique 

c r i t i q u e s a p p a r t e n a n t a l t e r n a t i v e m e n t à la p r e m i è r e , à la d e u x i è m e 

e t à la t r o i s i è m e s é r i e . D è s l o r s , ic i c o m m e d a n s l ' e x e m p l e d e la 

p a g e 7 8 , deux mêmes déterminations peuvent être échangées 

par plusieurs combinaisons différentes de permutations. P a r 

e x e m p l e , o n o b t i e n t le m ê m e r é s u l t a t e n o p é r a n t s u c c e s s i v e m e n t 

d e u x p e r m u t a t i o n s d e s s é r i e s a, c ou q u a t r e p e r m u t a t i o n s d e s 

s é r i e s b, c, a, b. N o u s e x p r i m e r o n s ce fait p a r l ' éga l i t é s y m b o ­

l i q u e ( 1 ) 
( a , c) = (b, c, a, b). 

So i t a lo r s y¡ u n e d é t e r m i n a t i o n q u e l c o n q u e à l ' o r i g i n e . N o u s 

d é s i g n e r o n s p a r l e s y m b o l e ( w ) la q u a n t i t é d o n t s ' a c c r o î t yj 

l o r s q u e l ' o n o p è r e , à p a r t i r d e yj, l es p e r m u t a t i o n s (a, b), e t p a r 

le s y m b o l e — (co) la q u a n t i t é d o n t s ' a c c r o î t yj l o r s q u e l ' o n o p è r e 

les p e r m u t a t i o n s (b, a). D e même, ( w ' ) e x p r i m e r a l e r é s u l t a t d e s 

p e r m u t a t i o n s (6 , c ) e t — ( w ' ) le r é s u l t a t d e s p e r m u t a t i o n s (c , b). 

I l es t c l a i r q u e l ' o n a les r e l a t i o n s (7) (("), -(->)) = O, " (<>'), _(UI')) = O. * 
J e d i s d e p l u s q u e (8) ((·»).(«-»')) = ((»'). <«•>))• 
E n effet, c e t t e r e l a t i o n é q u i v a u t à 

(a, b, b, c) = (b, c,a,b) ou (et, c) = (b, c, a, b ) , 

éga l i t é q u e n o u s a v o n s r e c o n n u e ê t r e v r a i e . 

C e l a d i t , s u p p o s o n s q u ' à p a r t i r d ' u n e v a l e u r i n i t i a l e ya n o u s 

o p é r i o n s u n n o m b r e p a i r ( q u e l c o n q u e ) d e p e r m u t a t i o n s . N o u s 

a j o u t e r o n s a ins i à y0 u n c e r t a i n n o m b r e d e q u a n t i t é s (tu), —( to ) , 

(oV) o u — (*>>')• E n v e r t u d e s r e l a t i o n s ( 7 ) e t ( 8 ) , l ' a c c r o i s s e m e n t 

d e y p o u r r a t o u j o u r s ê t r e m i s s o u s la f o r m e 

±[(TO), (1«), (U)]±[(-'), (LU')], 
c e q u e n o u s é c r i r o n s 

m ¥ (<") •+• n * (">')> 
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m e t n é t a n t d e s e n t i e r s pos i t i f s ou n é g a t i f s . N o u s a p p e l l e r o n s (10) 

e t ( w ' ) l e s périodes d e l ' i n t é g r a l e y . D ' a p r è s la r e l a t i o n ( 8 ) , les 

d e u x p é r i o d e s s o n t c o m m u t a b l e s . E l l e s se d i s t i n g u e n t d e s p é r i o d e s 

d ' u n e f o n c t i o n e l l i p t i q u e e n ce q u ' e l l e s n ' o n t p a s u n e v a l e u r fixe, 

mais v a r i e n t avec la v a l e u r i n i t i a l e yj à l a q u e l l e o n l e s a j o u t e . E n 

r e v a n c h e , d ' a p r è s ce q u e n o u s a v o n s d i t p l u s h a u t , ces p é r i o d e s n e 

se c o n f o n d e n t j a m a i s e n t r e e l l e s . É t a n t d o n n é e u n e v a l e u r i n i t i a l e 

q u e l c o n q u e , o n p o u r r a t o u j o u r s d i r e , s a n s a m b i g u ï t é , q u e l l e s s o n t 

les p é r i o d e s (w), (co'), —C,10)) — q u i l u i c o r r e s p o n d e n t . 

C e s r e m a r q u e s f a i t e s , i l s e r a faci le d ' o b t e n i r à l ' o r i g i n e l ' e n ­

s e m b l e t o t a l d e s d é t e r m i n a t i o n s d e l ' i n t é g r a l e y . A p p e l o n s y0 u n e 

d é t e r m i n a t i o n i n i t i a l e e t y0 la d é t e r m i n a t i o n q u i s ' en d é d u i t p a r 

u n e p e r m u t a t i o n u n i q u e o p é r é e , p a r e x e m p l e , a u t o u r d ' u n p o i n t 

c r i t i q u e d e la s é r i e a. T o u t e s l e s d é t e r m i n a t i o n s à l ' o r i g i n e s e r o n t 

d o n n é e s p a r l es d e u x f o r m u l e s s y m b o l i q u e s 

.r,rt,« = 7o-t- m ^ ( c o ) -+-

yin,n=yi>+ « l » ( < u ) - I - 71»(<u' ) , 

m e t n é t a n t d e s e n t i e r s q u e l c o n q u e s , pos i t i f s ou n é g a t i f s . 

L e s d é t e r m i n a t i o n s y m , u e t y m , n s o n t ic i f i gu rées s u i v a n t d e u x 

T a b l e a u x à d o u b l e e n t r é e . M a i s e l les se d i s p o s e r o n t t o u t n a t u r e l l e ­

m e n t e n sé r i e u n i l i n é a i r e si l ' o n p o s e , p a r e x e m p l e , 

^ 1 0 1 = ^ 0 . J K ( D = J o , J " ( ! ) = J o - 4 - ( t o ) , y m = JKo-H O ' ) , 

jKd) se d é d u i t a l o r s d e y w p a r u n e p e r m u t a t i o n a, y ( 2 ) se d é d u i t 

d e y ( l ) p a r u n e p e r m u t a t i o n 6, y m d e p a r u n e p e r m u t a ­

t i o n c , e t c . S i n o u s a f fec tons les p o i n t s c r i t i q u e s d e s i n d i c e s i , 

2 , . . . d a n s l ' o r d r e o ù n o u s les r e n c o n t r o n s , n o u s o b t e n o n s u n e 

s é r i e d e p o i n t s x,, x2, . . . q u i c o r r e s p o n d e n t a u x yj e x a c t e m e n t 

c o m m e il a r r i v a i t d a n s le cas d e l ' i n t é g r a l e ( 3 ) ( p . 7 4 ) . S e u l e m e n t , 

l es d e u x d é t e r m i n a t i o n s yj,yj+i q u ' é c h a n g e la p e r m u t a t i o n X j 

a u r a i e n t p u é g a l e m e n t ê t r e é c h a n g é e s p a r d ' a u t r e s p e r m u t a t i o n s -

O n v o i t p a r là c o m b i e n l ' e x i s t e n c e d ' u n e r e l a t i o n , t e l l e q u e 

( « , b , c , « , b , c ) = o , s impl i f ie le m é c a n i s m e d e s p e r m u t a t i o n s 

d ' u n e i n t é g r a l e y a u v o i s i n a g e d e la s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e 

x — cc. Q u ' a r r i v e r a i t - i l , e n effet, si l e s p é r i o d e s ( to) , ( tV) n ' é t a i e n t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



p a s c o m m u t a b l e s ? P o u r é c h a n g e r , p a r e x e m p l e , ĴRO) •+- n^(oi') a v e c 

JK(O) + m * ( a ) ) P a r u n e s é r i e d e p e r m u t a t i o n s é l é m e n t a i r e s , o n s e r a i t 

o b l i g é d e r e p a s s e r p a r JVFOJ- A l o r s , c o m m e n o u s le d i s i o n s p l u s 

h a u t , il n e s e r a i t p l u s p o s s i b l e d e r a n g e r l ' e n s e m b l e t o t a l d e s 

d é t e r m i n a t i o n s e n u n e sé r i e u n i l i n é a i r e o ù d e u x d é t e r m i n a t i o n s 

c o n s é c u t i v e s s e r a i e n t p e r m u t é e s p a r u n l a c e t é l é m e n t a i r e ; ou 

b i e n , si l ' o n f o r m a i t u n e t e l l e s é r i e , u n e m ê m e d é t e r m i n a t i o n 

d e v r a i t y f i gu re r u n e in f in i t é d e FOIS. E n ce c a s , la s u c c e s s i o n d e s 

p e r m u t a t i o n s s e r a i t c o m p a r a b l e à u n a r b r e d o n t les b r a n c h e s se 

r a m i f i e r a i e n t à l ' i n f i n i ; si u n i n s e c t e v o u l a i t p a r c o u r i r t o u t le b o i s 

d e c e t a r b r e , i l d e v r a i t c o n t i n u e l l e m e n t r é t r o g r a d e r v e r s les 

n œ u d s p o u r r e p a r t i r s u r l es b r a n c h e s o ù il n e s e r a i t p a s e n g a g é 

a u p r e m i e r p a s s a g e . 

I V . — L'équation zz'= z i . 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n 

( 9 ) zz'=z^-\. 

C e t t e é q u a t i o n , q u ' o n i n t è g r e i m m é d i a t e m e n t , a p o u r i n t é g r a l e 

g é n é r a l e 

(10) z — log(a - 1 - 1) = x— XQ (xa = const. a rb i t ra i re) . 

N o u s a l l ons n o u s d e m a n d e r p a r q u e l m é c a n i s m e les d i v e r s e s 

b r a n c h e s de c e t t e i n t é g r a l e se d é d u i s e n t l es u n e s d e s a u t r e s . 

S o i e n t x u n p o i n t t rès é l o i g n é s u r l ' axe r é e l n é g a t i f e t xK u n 

p o i n t t r è s é l o i g n é s u r l ' a x e r é e l pos i t i f . L o r s q u e x t e n d ve r s — ce, 

| a ( x ) | a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t c o m m e A u c o n t r a i r e , l o r s q u e 

xt t e n d ve r s -f- oo, z(xt) p e u t , so i t c r o î t r e i n d é f i n i m e n t , s o i t 

t e n d r e v e r s — i . 

L ' i n t é g r a l e (10) a d m e t c o m m e p o i n t s c r i t i q u e s les p o i n t s o ù 

z s ' a n n u l e , c ' e s t - à - d i r e les p o i n t s 

a?_, = X a 2 J 7 C , # 0 , X \ = Xv->r 2 J T C , . . . . 

C e s p o i n t s s o n t t o u s s i t u é s s u r u n e m ê m e d r o i t e D p e r p e n d i c u l a i r e 

à l ' a x e r é e l . 
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v a l e u r e n d e u x p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s q u e l c o n q u e s d e ces c h e ­

m i n s ; n o u s a r r i v o n s d o n c e n x e t x' avec u n e m ê m e v a l e u r z0, 

l a q u e l l e es t t rès g r a n d e e n v a l e u r a b s o l u e si x es t s u f f i s a m m e n t 

é l o i g n é . J e d i s q u e la c a r a c t é r i s t i q u e i s s u e de x' a v e c l a v a l e u r z0 

a. en x u n e v a l e u r zt d i f f é ren te d e z0. E n effet, p o u r q u e z, fû t 

éga l à z0, i l f a u d r a i t , d ' a p r è s ( i o ) , q u e , l o r s q u e x d é c r i t le s e g ­

m e n t x'x, z d é c r i v î t u n t o u r a u t o u r de z —— i . O r ce la n e p e u t 

ê t r e , c a r z e s t , s u r x'x, d e l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e \ x\ ; s o n a r g u ­

m e n t n e p e u t d o n c c r o î t r e de a i t l o r s q u e x v a r i e d e 2 4 7 : . C o n c l u ­

s i o n : l o r s q u e x d é c r i t le c h e m i n xxt x\ x'x, z, p a r t i a v e c la 

v a l e u r z0, r e v i e n t a v e c u n e n o u v e l l e v a l e u r zt ; les deux détermi­

nations z0 et Zi se permutent autour du point critique xa. 

C o n s i d é r o n s e n x, u n e d é t e r m i n a t i o n Ç o d e z v o i s i n e d e — i e t 

e n v i s a g e o n s l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s i s s u e s d e xK avec la 

v a l e u r Ç n - U n p o i n t c r i t i q u e au m o i n s ( s o i t x0) s e ra c r i t i q u e p o u r 

ce t e n s e m b l e . J o i g n o n s a lo r s x, à x p a r u n c h e m i n / 0 p a s ­

s a n t e n t r e x_t e t x„ (fig. 3 ) , p u i s t r a ç o n s , e n t r e les p o i n t s 

x\ = Xf -+- 2 in e t x' = x - f - 2 f T t , l e c h e m i n / ( t r a n s f o r m é de l„ p a r 

l e c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e = 2 « 7 c . L o r s q u e 2 , à p a r t i r d e Ç 0 , 

d é c r i t u n t o u r a u t o u r d e a = — i , x, p a r t a n t d e x{, se r e n d e n x\. 

S u i v o n s a l o r s l es d e u x c h e m i n s la, lf e n p a r t a n t d e la m ê m e 

v a l e u r i n i t i a l e Ç n l a f o r m u l e ( i o ) m o n t r e q u e z a u r a la m ê m e 
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(') On verra sans peine que l'on peut appliquer toutes ces conclusions à 
l'équation plus générale z z ' = a z 4- à. 

S i , a u l i eu d e c o n s i d é r e r l e c h e m i n f, o n ava i t c o n s i d è r e le 

c h e m i n l_t t r a n s f o r m é de l0 p a r le c h a n g e m e n t de v a r i a b l e 

x''= x—2ÏTZ, o n a u r a i t c o n s t a t é d e la m ê m e m a n i è r e q u e x_{ 

p e r m u t e z 0 avec u n e d é t e r m i n a t i o n z__t. E n p o u r s u i v a n t n o t r e 

r a i s o n n e m e n t , n o u s a r r i v o n s d o n c a u r é s u l t a t s u i v a n t : l ' i n t é ­

g ra le (10) a d m e t e n x u n e sé r ie u n i l i n é a i r e d e d é t e r m i n a t i o n s 

z0, z{, ... q u e T o n d é d u i t les u n e s des a u t r e s e n t o u r n a n t 

a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s x_f, x0, •£(; · • · d a n s l ' o r d r e 

m ê m e o ù ils s o n t é c r i t s ; nous retombons ainsi sur te mécanisme 

décrit à la page ^ 4 - D ' a i l l e u r s , u n e fois ce r é s u l t a t é t a b l i p o u r x 

t rès é l o i g n e , o n p e u t é v i d e m m e n t l ' a p p l i q u e r ( ' ) à t o u t e p o s i t i o n 

de x s i t u é e à g a u c h e de la d r o i t e D . 

I l n ' e n s e r a p l u s d e m ê m e si n o u s c o n s i d é r o n s l e s d é t e r m i n a ­

t i o n s vo i s ine s d e z e n u n p o i n t s i t u é à d r o i t e de la d r o i t e D . E n 

effet, n o u s a v o n s d i t q u ' e n x, z A d e s d é t e r m i n a t i o n s v o i s i n e s 

de — i e t d e s d é t e r m i n a t i o n s t r è s g r a n d e s e n v a l e u r a b s o l u e 

( c o m p a r a b l e s à x i ) . I l ex i s t e d o n c a u m o i n s u n p o i n t c r i t i q u e q u i 

p e r m u t e 

( v o i s i n d e — i) avec u n e d é t e r m i n a t i o n 7 ) 0 d e g r a n d 

m o d u l e . S o i t x6 u n t e l p o i n t c r i t i q u e ; e t 7 ) 0 s ' é c h a n g e n t a l o r s 

le l o n g d u l a c e t L 0 (x< xx'x\x, ) . N o u s s a v o n s , d ' a u t r e p a r t , q u e 

la c a r a c t é r i s t i q u e i s s u e d e xK a v e c la v a l e u r Ç 0 es t e n c o r e éga le 

à Ç 0 a u p o i n t x\ ; o n e n c o n c l u t , c o m m e t o u t à l ' h e u r e , q u e l e 

l a c e t L ( t r a n s f o r m é d e L 0 p a r le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e 

x' = x + 2 z t e p e r m u t e e n c o r e Ç 0 e t T\0; d ' a i l l e u r s , la c a r a c t é r i s ­

t i q u e éga le à T | 0 enx't p r e n d enxt u n e v a l e u r d e g r a n d m o d u l e T\, 

d i f fé ren te d e r l 0 ; il e n r é s u l t e q u e le c h e m i n f e r m é ( x< x\,L{,x\ x,) 

p e r m u t e £ 0 a v e c r> i (. E n d ' a u t r e s t e r m e s , Ç 0 e t ri, s ' é c h a n g e n t a u t o u r 

d u p o i n t x t . L e m ê m e r a i s o n n e m e n t p r o u v e r a , d ' u n e m a n i è r e 

g é n é r a l e , q u e le p o i n t xj p e r m u t e Ç 0 avec u n e d é t e r m i n a t i o n d e 

g r a n d m o d u l e i \ j d i f f é ren te d e i \ 0 , - i \ t , . . . . D ' o ù c e t t e c o n c l u s i o n : 

i ° L'ensemble des caractéristiques issues de x, avec la va­

leur Ç„ présente une infinité de points critiques x t , x0, 

x,, ... qui permutent respectivement Ç 0 avec i \ 0 , -/],, ...; 
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a" L'ensemble des caractéristiques issuçs de xt avec la va­

leur T¡0 présente un seul point critique x0, lequel permute Y ) 0 

avec Ço-

Auss i , à l ' inverse de ce qui se passait dans t o u s les e x e m p l e s 

c o n s i d é r é s plus haut , il n'y a pas de succession de détermina­

tions au point x,. U n e intégrale q u e l c o n q u e de l 'équat ion (10) 

n 'admet en xK qu 'une seu le dé t erminat ion Ç 0 t e n d a n t vers — i 

l or sque x, tend vers -\- ce, et cet te d é t e r m i n a t i o n s ' échange avec 

l e s dé terminat ions T| par u n e n s e m b l e de p e r m u t a t i o n s qui sont 

simultanées, n o n successives. 

L ' e x e m p l e de l ' équat ion (10) n o u s apprend q u e la s u c c e s s i o n 

d e s d é t e r m i n a t i o n s d'une fonc t ion mul t i forme p e u t varier avec les 

r é g i o n s où n o u s n o u s p l a ç o n s . L o r s q u e n o u s c h e r c h e r o n s à carac­

tériser cet te s u c c e s s i o n , n o u s devrons d o n c toujours spécif ier où 

n o u s l ' é t u d i o n s . 

V . —·• Premier type de points transcendants 

de première espèce. 

N o u s v e n o n s de passer e n revue u n certain n o m b r e de s ingu la ­

rités t r a n s c e n d a n t e s présentant des part icularités d iverses . Ces 

part icularités s o n t - e l l e s spéc ia les a u x e x e m p l e s q u e n o u s avons 

é tud iés ou carac tér i sent -e l l e s , au contra ire , certa ines catégories 

généra les de p o i n t s s ingul i ers? P o u r n o u s e n rendre c o m p t e , 

n o u s a l lons r e c h e r c h e r sous que l l e s c o n d i t i o n s u n e s ingular i té 

transcendante appart iendra à tel ou te l des types q u e n o u s avons 

m i s e n lumière . N o u s c o m m e n c e r o n s par le type l e p lus s i m p l e , 

c e lu i qui a été décr i t a u x pages • 7 4 - 7 7 -

C o n s i d é r o n s un po in t t ranscendant ( i s o l é ) non directement 

critique, mais p o i n t - l i m i t e de p o i n t s cr i t iques a l g é b r i q u e s . N o u s 

s u p p o s e r o n s ce p o i n t à Vorigine e t n o u s appe l l erons (y) l ' en­

s e m b l e des branches qui se p e r m u t e n t entre e l les au vo i s inage 

de o , c 'es t -à -d ire dans un certain cerc le T de centre o. N o u s 

admet trons de p lus que c h a c u n des po in t s cr i t iques a lgébr iques 

c o n t e n u s dans T permute deux d é t e r m i n a t i o n s s e u l e m e n t . (S' i l 

n ' en était pas ainsi , n o u s c o n s i d é r e r i o n s que p lus i eurs p o i n t s cr i -
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t i q u e s s o n t c o n f o n d u s e t n o u s a f f ec te r ions d ' i n d i c e s d i f f é ren t s l e s 

d i v e r s e s p e r m u t a t i o n s o p é r é e s a u t o u r d e ces p o i n t s . ) 

P a r c h a q u e p o i n t c r i t i q u e m e n o n s u n e c o u p u r e j o i g n a n t l e 

p o i n t au c o n t o u r d e T. L a c o u p u r e s e r a r e c t i l i g n e ou c u r v i l i g n e , 

m a i s n o u s s u p p o s e r o n s q u ' e l l e n e s ' e n r o u l e p a s u n e in f in i t é d e fois 

a u t o u r d e l ' o r i g i n e (cf. p . 66, n o t e i ) e t q u ' a u c u n d e ses p o i n t s 

n ' e s t p o i n t c r i t i q u e o u p o i n t - l i m i t e d e p o i n t s c r i t i q u e s . S i la s i n ­

g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e é t u d i é e e s t i s o l é e , o n p o u r r a c o n s t r u i r e 

u n e in f in i t é d e s y s t è m e s de c o u p u r e s s a t i s f a i s an t à c e t t e c o n d i t i o n 

e t , de p l u s , n e se c o u p a n t p a s e n t r e e l l e s . 

T o u r n e r a u t o u r d ' u n p o i n t c r i t i q u e é q u i v a u t à f r a n c h i r la c o u ­

p u r e c o r r e s p o n d a n t e (cf. p . 3 i ) . A u n p o i n t c r i t i q u e xj c o r r e s ­

p o n d e n t d o n c ( u n e fois q u e l ' o n a a d o p t é u n s y s t è m e d é t e r m i n é 

de c o u p u r e s ) d e u x d é t e r m i n a t i o n s , e t d e u x s e u l e m e n t : ce s o n t 

ce l les q u i se p e r m u t e n t e n t r e e l les le l o n g d ' u n l a c e t q u i c o n ­

t o u r n e Xj s a n s f r a n c h i r a u c u n e d e s c o u p u r e s r e l a t i v e s a u x a u t r e s 

p o i n t s c r i t i q u e s . N o u s a p p e l l e r o n s yj(,\ et y j m les v a l e u r s d e ces 

d é t e r m i n a t i o n s à l ' o r i g i n e e n u n p o i n t fixe x l ié à l ' o r i g i n e p a r u n 

c h e m i n i n v a r i a b l e [cf. p . 7 2 ) . 

C e s p r é l i m i n a i r e s a d m i s , s u p p o s o n s q u e L ' O N P U I S S E D I S P O S E R 

D U S Y S T È M E D E S C O U P U R E S D E M A N I È R E Q U ' A U N E D É T E R M I N A T I O N 

Q U E L C O N Q U E D E L ' E N S E M B L E (y) A U P U l J Î T X I L C O R R E S P O N D E , S U I ­

V A N T L E S C O N V E N T I O N S A D O P T É E S , D E U X P O I N T S C R I T I Q U E S D I S T I N C T S 

( E T D E U X S E U L E M E N T ) P O U V A N T P E R M U T E R C E T T E D É T E R M I N A T I O N 

A Y E C D ' A U T R E S . N O U S s u p p o s o n s , e n d ' a u t r e s t e r m e s , q u ' u n e d é t e r ­

m i n a t i o n q u e l c o n q u e d e v i e n t u n i f o r m e d a n s T d è s q u e x e s t 

a s su je t t i à n e p a s f r a n c h i r deux c o u p u r e s ( e t d e u x s e u l e m e n t ) . 

P a r t o n s a lo r s d ' u n e d é t e r m i n a t i o n y ( a ) d e y{&) e t a p p e l o n s 

x0 les p o i n t s c r i t i q u e s q u i la p e r m u t e n t . N o u s p o u v o n s p o s e r 

yM = y-Hî)=rw-

P o s o n s e n s u i t e y'*-') = yau) '· à la d é t e r m i n a t i o n y ( , ) c o r r e s p o n d r a , 

o u t r e x0, u n p o i n t c r i t i q u e q u e n o u s a p p e l l e r o n s x, ; n o u s p o s e r o n s 

a l o r s y f l > = JK((<), y<(2) =y'i~] e t a ins i d e s u i t e . 

L e s d é t e r m i n a t i o n s . . . , y1"'1, y w , y ( t > , • • · f o r m e n t u n e sé r i e 

u n i l i n é a i r e e t o n les d é d u i t les u n e s d e s a u t r e s e n t o u r n a n t a u t o u r 

d e s p o i n t s c r i t i q u e s x__<, X g , X{, . . . d a n s l ' o r d r e d e s i n d i c e s 
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F i g . 4 . 

o n a | . r / ] < p . P a r t o n s a l o r s d e l ' o r i g i n e a v e c la d é t e r m i n a t i o n 

q u i c o r r e s p o n d à_yt/>, r e n d o n s - n o u s le l o n g d ' u n r a y o n e n u n 

p o i n t d u c o n t o u r d e c, p u i s p a r c o u r o n s ce c o n t o u r . O n vo i t q u e 

si n o u s d é c r i v o n s le c o n t o u r d e c d a n s u n s e n s c o n v e n a b l e ( fig. 4) 

n o u s n o u s t r o u v e r o n s t o u r n e r s u c c e s s i v e m e n t a u t o u r d e s p o i n t s 

c r o i s s a n t s o u d é c r o i s s a n t s . D ' a i l l e u r s ( p u i s q u ' i l e x i s t e p a r h y p o ­

t h è s e u n e in f in i t é d e p o i n t s c r i t i q u e s c o n v e r g e a n t ve r s l ' o r i g i n e 

e t p e r m u t a n t e n t r e e l les u n e i n f i n i t é d e d é t e r m i n a t i o n s ) l ' u n e 

a u m o i n s d e s d e u x s u i t e s ( x ¡ , X i , • • . ) , ( X - \ , x " - 2 , . . . ) c o n v e r g e 

ve r s l ' o r i g i n e . N o u s s u p p o s e r o n s q u e c e so i t le cas p o u r la 

p r e m i è r e s u i t e : a l o r s l e s c o n s i d é r a t i o n s qu i p r é c è d e n t S ' a p p l i q u e n t 

à d e s v a l e u r s p o s i t i v e s a r b i t r a i r e m e n t g r a n d e s d e l ' i n d i c e j . 

L e m é c a n i s m e d e s p e r m u t a t i o n s X j e s t d o n c e x a c t e m e n t c e l u i 

q u e NOUS a v o n s d é c r i t p a g e E n p a r t i c u l i e r l ' e n s e m b l e (y) es t 

U N I F O R M E ( a u v o i s i n a g e d e l ' o r i g i n e ) s u r u n e s u r f a c e d e R I E M A N N 

S c o n s t r u i t e c o m m e il a é t é d i t p a g e 7 A . C e t t e s u r f a c e n e c o n t i e n t 

p a s d e f e n t e , e t l es f eu i l l e t s J/'j e t - í f / + i s o n t r e l i é s p a r u n e l i g n e 

d e c r o i s e m e n t u n i q u e p l a c é e s u i v a n t la c o u p u r e x j . 

L e s c o u p u r e s X j s o n t , a v o n s - n o u s d i t , r e c t i l i g n e s o u c u r v i l i g n e s . 

N o u s a l l o n s n o u s b o r n e r au cas le p l u s s i m p l e , e t s u p p o s e r q u ' e l l e s 

s o n t r e c t i l i g n e s ; p l u s p r é c i s é m e n t m ê m e (af in d e n o u s r a p p r o c h e r l e 

p l u s p o s s i b l e de l ' e x e m p l e d u p a r a g r a p h e I I ) , n o u s a l l o n s a d m e t t r e 

q u e la coupure X j est placée suivant le prolongement du 

rayon o x j compris entre le point x j et le contour T. 

L o r s q u e la s i n g u l a r i t é à l ' o r i g i n e p r é s e n t e ces c a r a c t è r e s , 

o n p e u t o b t e n i r p a r u n p r o c é d é t r è s s i m p l e t o u t e s les d é t e r m i n a t i o n s 

q u i se p e r m u t e n t e n son v o i s i n a g e . S o i t c u n c e r c l e c o n c e n t r i q u e 

à r a y a n t p o u r r a y o n p . P u i s q u e les p o i n t s X j c o n v e r g e n t ve r s l ' o r i ­

g i n e , n o u s s o m m e s a s s u r é s q u ' à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e y , 
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( L) Nous supposons d o n c que l'angle dont doit tourner le rayon vecteur Ox, 

lorsque ( se mouvant toujours dans le même sens ) il va passer successivement par 
les points critiques x v . . . , x., augmente indéfiniment avec j . 

(') C'est ce qui arriverait p o u r l'exemple du paragraphe IV si l'on faisait le 
changement de variable x = \—>. 

x i i x j + * i --•> p o i n t s q u i p e r m u t e n t la s u i t e d e s d é t e r m i n a t i o n s 

yj+»,ru+»,.... 
D ' a i l l e u r s , q u e l q u e p e t i t q u e so i t p ' , o n a, à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e 

v a l e u r d e A", [ a :^*! < p ' . Il e n r é s u l t e q u e , p o u r t o u r n e r a u t o u r d e s 

p o i n t s X j , X j + \ , . . . o n p e u t , a u l i eu de d é c r i r e le c o n t o u r d e c, 

suivre une spirale qui s'enroule autour de l'origine et enlace 

les points xj, X j + \ , - - • dans ses spires successives. Cette spirale 

pourra converger d'autant plus rapidement vers l'origine que 

les points xj, X j + \ , • • • tendront eux-rnêmes plus vite vers o . 

Q u e l s e r a , d ' u n e m a n i è r e p r é c i s e , l 'effet d ' u n t o u r effectué le 

l o n g d e c ? P l a ç o n s le p o i n t x ( r e l i é à l ' o r i g i n e p a r u n c h e m i n 

i n v a r i a b l e ) s u r le c o n t o u r de c ; p u i s , p a r t a n t d e x avecy { J ] , d é c r i ­

v o n s une fois le c o n t o u r d e c d a n s u n s e n s t e l q u e n o u s f r a n c h i s s i o n s 

la c o u p u r e X j a v a n t d e f r a n c h i r la c o u p u r e X j _ i (fîg- 4) · L a 

n o u v e l l e d é t e r m i n a t i o n o b t e n u e e n x s e ra yU+<) d a n s le cas o ù , 

a p r è s a v o i r f r a n c h i la c o u p u r e X j , n o u s r e v e n o n s e n x s a n s a v o i r 

r e n c o n t r é la c o u p u r e xJ+i • D a n s l e cas c o n t r a i r e , la n o u v e l l e d é t e r ­

m i n a t i o n s e r a yU+V [k > o ) . Ma i s l'entier k sera, quel que soit j , 

inférieur à un nombre fixe m à moins que la différence des 

arguments de Xj, Xj+k ne tende vers o lorsque ( ' ) j et k aug­

mentent indéfiniment. N o u s é c a r t e r o n s ce d e r n i e r c a s . [ S ' i l se 

p r é s e n t a i t ( - ) , la sp i r a l e déf in ie p l u s h a u t p o u r r a i t se r é d u i r e à u n e 

c o u r b e q u i c o n v e r g e r a i t ve r s l ' o r i g i n e s a n s s ' e n r o u l e r u n e in f in i t é 

d e fois a u t o u r d ' e l l e . ] 

D a n s ces c o n d i t i o n s , n o u s a l l o n s o b t e n i r u n u t i l e r e n s e i g n e m e n t 

re la t i f à la o u a u x b r a n c h e s - l i m i t e s d e l ' e n s e m b l e d e s d é t e r m i n a ­

t i o n s [y) [voir C h a p . I, § 4 ) · S u p p o s o n s ( p o u r p o u v o i r a p p l i q u e r 

le t h é o r è m e d e la p a g e 2 6 ) q u e le ce rc l e T n e c o n t i e n n e p a s 

de p o i n t s - l i m i t e s d ' i n t e r s e c t i o n s d e s b r a n c h e s [y)', p u i s c o n s i ­

d é r o n s u n e n s e m b l e p a r t i e l d e d é t e r m i n a t i o n s (y) q u i c o n v e r g e n t 

ve r s u n e b r a n c h e - l i m i t e Y( déf in ie p a r la v a l e u r Y ' , 1 1 q u ' e l l e p r e n d 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L e s p o i n t s t r a n s c e n d a n t s q u e n o u s é t u d i o n s p r é s e n t e n t c e t t e 

p a r t i c u l a r i t é q u e l ' o r d r e d e s u c c e s s i o n d e s p e r m u t a t i o n s x ¡ es t u n 

o r d r e d é t e r m i n é . E n d ' a u t r e s t e r m e s , i l y a c o r r e s p o n d a n c e u n i ­

v o q u e e t r é c i p r o q u e e n t r e u n p o i n t c r i t i q u e e t s o n c o n s é q u e n t X j + \ · 

Si d o n c o n c o n s i d è r e X j + I c o m m e é t a n t u n e c e r t a i n e f o n c t i o n 

d i s c o n t i n u e d e x j ( d é f i n i e p o u r les v a l e u r s x t , x 2 , ••• d e X j ) , 

c e t t e f o n c t i o n e s t u n i f o r m e a in s i q u e s o n i n v e r s e . D ' a i l l e u r s 

o n p e u t t r a n s f o r m e r c e t t e f o n c t i o n d i s c o n t i n u e e n f o n c t i o n c o n t i n u e 

a u m o y e n d ' u n e f o r m u l e d ' i n t e r p o l a t i o n . P l a ç o n s - n o u s d a n s le cas 

p a r t i c u l i e r o ù l'on peut choisir la fonction continue de manière 

qu'elle soit holomorphe (1) dans un cercle T ayant pour centre 

le point transcendant q u e n o u s p r e n d r o n s c o m m e o r i g i n e . C e t t e 

f o n c t i o n ( s i l ' o n r e m p l a c e x j p a r x ) s e r a d e la f o r m e 

( i l ) t ( l ) = C i I + C | l ' + . . . 1 

(•) On reconnaîtrait aisément qu'il en est ainsi lorsque l'ensemble des branches 
(y) est défini par une équation différentielle y ' = f (os, y), où f est méromorphe 
pour x voisin de o et y égal aux branches (y)-

e n u n p o i n t d o n n é x . J e dis q u e cette branche-limite Y \ est par­

tout méromorphe dans le cercle 1', sauf peut-être à Vorigine. 

E n effet , j o i g n o n s ( p a r u n e d r o i t e ) le p o i n t x à u n p o i n t q u e l ­

c o n q u e x ' d e T. N o u s s o m m e s a s s u r é s q u ' à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e 

v a l e u r d e l ' i n d i c e k l es c a r a c t é r i s t i q u e s i s s u e s d e x avec les d é t e r ­

m i n a t i o n s y ^ k ) , J K ( / c + l \ - · . s o n t t o u t e s m é r o m o r p h e s au v o i s i n a g e 

d e x ' . I l e n r é s u l t e q u e Y ( n ' a d a n s Y d ' a u t r e s i n g u l a r i t é q u e 

p e u t - ê t r e l ' o r i g i n e ( q u i e s t a l o r s p o i n t d i r e c t e m e n t c r i t i q u e d e Y , ) . 

I l e s t s o u v e n t p o s s i b l e d ' a l l e r p l u s l o i n et d e m o n t r e r q u e la 

fonction-limite Yt est uniforme dans le cercle T. Il e n e s t a ins i 

e n p a r t i c u l i e r l o r s q u e l ' o r i g i n e e s t u n e s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e 

d e l ' e s p è c e q u i n o u s o c c u p e p o u r l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e de l ' é q u a t i o n 

d i f fé ren t i e l l e 

o ù f e s t u n i f o r m e a u v o i s i n a g e d e x — o , y = Y . N o u s n o u s c o n ­

t e n t e r o n s d ' é n o n c e r ce r é s u l t a t s a n s d é m o n s t r a t i o n . 
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( l ) On pourrait présenter la même hypothèse sous la forme suivante (que l'on 
démontrerait être équivalente) : posons <P ( | x \ ) = | c,x | -f- | c^x1 \ - h . . . ; on 
suppose que la fonction <p[«p.. , [<p(|;r |)] . . . ] tend uniformément vers o lorsque 
le nombre des <p superposés croit indéfiniment et que | x \ est inférieur à un 
certain nombre positif /•. On voit que, si cette hypothèse est satisfaite pour un 
certain système de valeurs des | c |, elle est sûrement satisfaite pour toutes les 
valeurs moindres des |c|. — Nous ne nous demanderons pas ici s'il existe des points 
transcendants de l'espèce étudiée ne satisfaisant pas aux diverses conditions posées 
ci-dessus; la question, toutefois, vaudrait la peine d'être étudiée. 

et l 'on aura 

Xj+i = l{xj), xji-i = ?[?(̂ /)JJ 
Par h y p o t h è s e , les po in t s xj c o n v e r g e n t vers o. N o u s s u p p o s e r o n s 

ici plus p r é c i s é m e n t q u e , quel que soit x dans un cercle T de 

centre o, la fonction tp [̂ <p. . , [ c p ( x ) ] . . . ] tends uniformément 

vers o lorsque le nombre des TS superposés croît indéfiniment (1 ) . 

N o u s appe l l erons la f o n c t i o n o période des points critiques ; la 

s ingularité t ranscendante q u e n o u s é tud ions est alors caractérisée 

par ce fait qu'il lui correspond une période des points 

critiques unique. 

L'ex i s t ence d'une p é r i o d e des p o i n t s cr i t iques permet tra d 'ob­

tenir s i m p l e m e n t u n e représenta t ion de la fonc t ion y (x), analogue 

à ce l le qui a été d o n n é e page rjrj. 

P l a ç o n s - n o u s ( je m e bornerai à l ' é tude de ce c a s ) dans l ' h y p o ­

thèse où le rapport x '~ ' 1 admet u n e l imi te n o n nu l l e et dif férente 
Xi 

de i . Cette h y p o t h è s e r e v i e n t à admettre que le coef f ic ient c ( d u 

d é v e l o p p e m e n t ( i i ) n'est égal ni à o ni à i . N o u s al lons c h e r c h e r 

à faire u n c h a n g e m e n t de variable 

(12) u = ty(x) = k x x -t- k^x*-+-. . . 

j o u i s s a n t de ce t te propr ié té q u e les égal i tés 

U¡ = (x¡), U i + i = if {Xi+i ) 

entraînent , p o u r u n e va leur q u e l c o n q u e de l ' indice i, 

= C, Ui. 

N o u s aurons 

c t u¡ = kiCiXi + í ¡ o 1 3 ; ¡

! + . . . 

et [ e n remplaçant x¡+l par <p(x¿)] 

Ui+i = kl(clXi-t- c* -+-. . .)-t- kt(c¡x¡-h. . .)*-)-
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P u i s q u e c, n ' e s t p a s éga l à i , l es r e l a t i o n s l i n é a i r e s ( i 3 ) p e r m e t ­

t r o n t d e d é t e r m i n e r s u c c e s s i v e m e n t k2, k3, . . . e n f o n c t i o n d e k, 

q u i r e s t e a r b i t r a i r e ( n o n n u l ) . A i n s i , il se ra t o u j o u r s p o s s i b l e de 

c a l c u l e r les coeff ic ients d e la s é r i e ( n ) . R e s t e à m o n t r e r q u e c e t t e 

s é r i e e s t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e a u v o i s i n a g e d e x = o . 

P o u r é t a b l i r ce p o i n t , n o u s a u r o n s r e c o u r s à l ' a r t i f i ce s u i v a n t . 

S u p p o s o n s q u e les m o d u l e s des coeff ic ients c 2 , c 3 , . . . , é t a n t d ' a b o r d 

n u l s , c r o i s s e n t à p a r t i r de o [ce la d e te l le so r t e q u e la f o n c t i o n <f(x) ({) 

c o n t i n u e à sa t i s fa i re d a n s T a u x c o n d i t i o n s é n o n c é e s p a g e 9 3 ] . 

L o r s q u e les m o d u l e s | cK |, | c 2 | , . . . s o n t t r è s p e t i t s , la s é r i e (12) 

c o n v e r g e c e r t a i n e m e n t d a n s t o u t ce rc l e T , i n t é r i e u r à T. E s t - i l p o s ­

s ib le q u e , p o u r c e r t a i n e s v a l e u r s d e s c, c e t t e s é r i e c e s s e de c o n ­

v e r g e r d a n s e t c o n v e r g e s e u l e m e n t d a n s u n c e r c l e V c o n c e n ­

t r i q u e e t i n t é r i e u r à T ( ? 

J e d i s q u e ce la es t i m p o s s i b l e . E t , e n effet, a p p e l a n t x u n p o i n t 

q u e l c o n q u e d u c o n t o u r de T , , p o s o n s 

( i4 ) x'—if(Jc), x"—<t(x'), x'® = < p ( a 7 < * - 0 ) . 

D ' a p r è s l ' h y p o t h è s e r e l a t i v e à la c o n v e r g e n c e u n i f o r m e d e la 

f o n c t i o n tp^o . . . [cp(a;)] . . . ] , o n p e u t t o u j o u r s t r o u v e r u n e n t i e r A: 

t e l q u e le p o i n t x{l<) c o r r e s p o n d a n t à u n p o i n t x q u e l c o n q u e d u 

c o n t o u r T, so i t i n t é r i e u r a u c e r c l e V. L a f o n c t i o n ù(xW) s e r a 

a lo r s h o l o m o r p h e p o u r les v a l e u r s c o n s i d é r é e s d e s c . O r o n a u r a , 

p a r dé f in i t i on , 

^(37^-1) = | [ a r g . <?(xW)\ = C Y ' ^ O ' * ) ) , 

- - 1 

éga l i t é s q u i n e p e u v e n t é v i d e m m e n t c e s s e r d ' ê t r e vér i f iées l o r s q u e 

(') Voir p . g3, note 1 . 

Si n o u s i d e n t i f i o n s , d a n s ces d e u x é g a l i t é s , les coeff ic ients des 

p u i s s a n c e s s e m b l a b l e s des n o u s a u r o n s , p o u r d é t e r m i n e r les ki, 

les éga l i tés s u i v a n t e s : 

l kt{ci — cl) = / F I C 2 , 

(i3) J £ 3 ( C , - - C ? ) = k,c3-\- 2 ^ 2 C , C J , 
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( ' ) S i l ' o r i g i n e é t a i t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t d i r e c t e m e n t c r i t i q u e , i l y a u r a i t u n e 

i n f i n i t é d e p o i n t s c r i t i q u e s c o n f o n d u s à l ' o r i g i n e . M a i s c h a q u e n o u v e a u t o u r d é c r i t 

a u t o u r d e l ' o r i g i n e ( é c h a n g e a n t d e u x d é t e r m i n a t i o n s n o u v e l l e s ) c o n s t i t u e r a i t u n e 

n o u v e l l e p e r m u t a t i o n . N o u s c o n s i d é r e r i o n s d o n c q u ' a u t o u r d e l ' o r i g i n e s ' o p è r e n t 

u n e in f in i t é de p e r m u t a t i o n s , l e s p e r m u t a t i o n s x l f oct 

les coeff ic ients c v a r i e n t d ' u n e m a n i è r e q u e l c o n q u e à p a r t i r de o . 

Il e n r é s u l t e q u e , si fy(xlk>) e s t h o l o m o r p h e p o u r c e r t a i n e s v a l e u r s 

de a;'*', $(x) e s t n é c e s s a i r e m e n t h o l o m o r p h e p o u r les v a l e u r s 

c o r r e s p o n d a n t e s d e x. D o n c à(x) n e cesse p a s d ' ê t r e h o l o m o r p h e 

d a n s le c e r c l e T, t o u t e n t i e r . c . Q . F . D . 

L ' e x i s t e n c e d e la f o n c t i o n IJJ u n e fois é t a b l i e , n o u s s o m m e s 

c e r t a i n s , p u i s q u e k,^o, q u e la f o n c t i o n i n v e r s e d e <j; e s t u n e 

fonc t ion h o l o m o r p h e d e u au vo i s inage d e u~o. O r , d ' a p r è s l e s 

ca lcu ls d e la p a g e 7 7 , nous saurons exprimer les deux va­

riables y et u en fonction uniforme d'un même paramètre t. 

Le problème se trouvera donc également résolu pour les 

variables y et x. 

V I . — Défi nition générale des points de première espèce. 

N O U S a v o n s i n s i s t é q u e l q u e p e u SUR le t y p e le p l u s s i m p l e d e 

p o i n t s t r a n s c e n d a n t s , c e l u i d o n t n o u s AVIONS r e n c o n t r é u n cas 

p a r t i c u l i e r a u x p a g e s 6 7 - 7 3 . 11 n o u s se ra faci le m a i n t e n a n t d e 

pas se r à des t y p e s p l u s g é n é r a u x , EN n o u s i n s p i r a n t d e s d i v e r s 

e x e m p l e s é t u d i é s a u x p a r a g r a p h e s I I I e t I V . 

i ° S u p p o s o n s , d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , q u e l ' o n p u i s s e r a n g e r 

l ' e n s e m b l e d e s d é t e r m i n a t i o n s [y) [ q u i s ' é c h a n g e n t e n t r e e l l e s , p a r 

les p e r m u t a t i o n s «y ( ( ) , d a n s u n c e r c l e T e n t o u r a n t l ' o r i g i n e ] e n 

u n e s é r i e u n i l i n é a i r e o ù c h a q u e d é t e r m i n a t i o n n e f igure q u ' u n e 

fois o u u n n o m b r e fini d e fo i s ; s u p p o s o n s , d ' a u t r e p a r t , q u e l ' o n 

pu i s se d i s p o s e r l es c o u p u r e s dé f in i e s p a g e 8 9 d e m a n i è r e q u ' à t o u t 

c o u p l e d e d e u x d é t e r m i n a t i o n s c o n s é c u t i v e s il c o r r e s p o n d e u n e e t 

u n e s e u l e p e r m u t a t i o n é l é m e n t a i r e é c h a n g e a n t ces d é t e r m i n a t i o n s : 

n o u s d i r o n s a lo r s q u e l ' o r i g i n e e s t u n P O I N T TRANSCENDANT DE P R E ­

MIÈRE ESPECE, DE LA P R E M I È R E SORTE E T DU P R E M I E R T Y P E . 
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D a n s c e s c o n d i t i o n s l ' e n s e m b l e ( y ) s e r a u n i f o r m e ( a u vo i s inage 

d e l ' o r i g i n e ) s u r u n e s u r f a c e d e R i e m a n n S , d o n t c h a q u e feui l le t 

s e r a r e l i é a u p r é c é d e n t s u i v a n t u n e l i g n e d e c r o i s e m e n t p a s s a n t 

p a r u n p o i n t c r i t i q u e u n i q u e . I l y a u r a c o r r e s p o n d a n c e u n i v o q u e 

e t r é c i p r o q u e , d ' u n e p a r t e n t r e l es feu i l l e t s de la su r f ace e t les 

d é t e r m i n a t i o n s d e la f o n c t i o n , d ' a u t r e p a r t e n t r e les l i g n e s d e c r o i ­

s e m e n t e t les p o i n t s c r i t i q u e s . 

2 " S u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e u n e n s e m b l e p a r t i e l d e d é t e r m i n a ­

t i o n s y t , y a , ... ( d é d u i t e s les u n e s d e s a u t r e s p a r les p e r m u ­

t a t i o n s xj) q u i j o u i s s e n t d e s p r o p r i é t é s é n o n c é e s c i - d e s s u s , mais 

q u ' e n o u t r e la d é t e r m i n a t i o n y j so i t é c h a n g é e , p a r u n n o m b r e fini 

de p e r m u t a t i o n s Xj,i, X j ^ - , • · · , avec u n n o m b r e fini de dé t e r ­

m i n a t i o n s n o u v e l l e s yj,t, yj,-i, · · •> yj,k, q u i ) d e l e u r c ô t é , n e 

S ' é c h a n g e n t ( p a r p e r m u t a t i o n é l é m e n t a i r e ) q u ' a v e c y j ( l e s p e r m u ­

t a t i o n s X j , \ 1 · • · , Xj,h c o n s t i t u e n t a lo r s d e s i m p a s s e s , c o m m e il a été 

d i t p a g e ^ 3 ) : l o r s q u ' i l e n es t a i n s i , n o u s d i r o n s q u e l ' o r i g i n e es t 

UIl POIJNT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIÈRE SORTE 

ET DU SECOND TYPE. 

D a n s ces c o n d i t i o n s , o n p o u r r a e n c o r e c o n s t r u i r e l a su r face de 

R i e m a n n S ; m a i s s u r c h a c u n d e s f eu i l l e t s d e c e t t e s u r f a c e ( o u s u r 

c e r t a i n s d ' e n t r e e u x ) la f o n c t i o n ( y ) p o u r r a a c q u é r i r u n n o m b r e 

fini d e d é t e r m i n a t i o n s . D ' a i l l e u r s , d u g r o u p e d e d é t e r m i n a t i o n s 

r e p r é s e n t é e s d a n s l e feu i l l e t S j , ON n e p o u r r a p a s s e r à d ' a u t r e s 

g r o u p e s q u ' à c o n d i t i o n d e f r a n c h i r l ' u n e d e s d e u x l i g n e s de CROI­

s e m e n t q u i r e l i e n t Jy aux f eu i l l e t s o u (cf. p . 7 6 ) . 

3" S u p p o s o n s e n c o r e q u e l ' o n p u i s s e r a n g e r l ' e n s e m b l e d e s 

d é t e r m i n a t i o n s ( y ) e n u n e sé r ie u n i l i n é a i r e . . . , y_s, y0, y { , 

où c h a q u e d é t e r m i n a t i o n n e f igure q u ' u n e fois ( o u u n n o m b r e fini 

d e F O I S ) , d e u x d é t e r m i n a t i o n s c o n s é c u t i v e s q u e l c o n q u e s é t a n t 

é c h a n g é e s p a r u n e p e r m u t a t i o n é l é m e n t a i r e u n i q u e . A la sé r ie d e s 

d é t e r m i n a t i o n s ( y ) c o r r e s p o n d a lo r s u n e s u i t e d e p e r m u t a t i o n s 

é l é m e n t a i r e s . . . , , x0, xt, . . . . M A I S s u p p o s o n s q u e d a n s ce t t e 

s u i t e n e f i g u r e n t p a s t o u t e s les p e r m u t a t i o n s q u e l ' o n p e u t o p é r e r 

a u v o i s i n a g e d e l ' o r i g i n e . C e l a r e v i e n t à d i r e [ p u i s q u e t o u t e s les 

d é t e r m i n a t i o n s (y) figurent d a n s la s u i t e ..., y 0 , y t l ...] que deux 

mêmes déterminations ( y ) peuvent être échangées par plusieurs 

combinaisons différentes de permutations (cf. p . 7 8 e t s u i ­

v a n t e s ) . L o r s q u ' i l e n es t a i n s i , n o u s d i r o n s q u e l ' o r i g i n e e s t u n 
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Vfl. — Exemple de point transcendant de seconde espèce. 

Je n ' e n t r e p r e n d r a i p a s d e d o n n e r ici la dé f in i t i on g é n é r a l e des 

p o i n t s t r a n s c e n d a n t s d ' e s p è c e s u p é r i e u r e à la p r e m i è r e . J e m e 

c o n t e n t e r a i d e m o n t r e r p a r u n e x e m p l e q u ' i l e x i s t e e f f ec t ivemen t 

d e tels p o i n t s . 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l l e 

<i5) zz'~ A,2 •-) A 3 , 

où A 2 e t A 3 s o n t d e s p o l y n ô m e s e n x d o n t l es d e g r é s m> e t m3 

sa t i s font à l ' i n é g a l i t é ffî3^2m2 + G r â c e a u x r é s u l t a t s o b t e n u s 

au C h a p i t r e I I ( p . 06-60) , il n o u s se ra facile d ' é t u d i e r l e m é c a ­

n i s m e des p e r m u t a t i o n s d ' u n e b r a n c h e d ' i n t é g r a l e d e ( i 5 ) a u 

vo i s inage d e x = oc. A t i t r e d ' e x e m p l e , n o u s a l l o n s e x a m i n e r le 

cas où m3 = a, d ' o ù r é s u l t e m2 = o. L ' é q u a t i o n ( i 5 ) p e u t s ' éc r i r e 

en ce cas 

( 1 6 ) * = \/ï, ! ; ' = v ' C - l - 3 a - 2 - l - a a 7 - t - p 

B. 7 

P O I N T TRANSCENDANT D E P R E M I È R E ESPECE, DE LA SECONDE SORTE E T 

DU P R E M I E R T Y P E . 

D a n s ces c o n d i t i o n s , l ' e n s e m b l e ( y ) s e ra u n i f o r m e ( à l ' i n t é r i e u r 

d u c o n t o u r e n t o u r a n t l ' o r i g i n e ) s u r u n e su r f ace d e R i e m a n n S , 

d o n t c h a q u e feu i l l e t s e r a r e l i é a u p r é c é d e n t p a r u n e l i g n e de c r o i ­

s e m e n t p a s s a n t p a r u n p o i n t c r i t i q u e u n i q u e ; m a i s s u r c h a q u e 

feui l le t ( o u s u r c e r t a i n s f e u i l l e t s ) se t r o u v e r o n t des f en t e s ( c o u ­

p u r e s i n f r a n c h i s s a b l e s ) : ces f e n t e s j o i n d r o n t a u c o n t o u r d e T 

les p o i n t s c r i t i q u e s d o n t n o u s n e n o u s s e r v o n s p a s p o u r d é d u i r e 

les u n e s d e s a u t r e s l es d é t e r m i n a t i o n s . y _ , , y 0 , y t , e n 

d ' a u t r e s t e r m e s , les p o i n t s c r i t i q u e s q u i n e f i g u r e n t pas d a n s la 

su i t e x_i, x0, X \ i •••• 11 y a u r a c o r r e s p o n d a n c e u n i v o q u e e t 

r é c i p r o q u e e n t r e les f eu i l l e t s d e la s u r f a c e e t l es d é t e r m i n a t i o n s d e 

la f o n c t i o n , m a i s n o n p l u s e n t r e les l i g n e s d e c r o i s e m e n t e t l e s 

p o i n t s c r i t i q u e s . 

4" Enf in , l o r s q u e l ' o r i g i n e p r é s e n t e à la fois les p a r t i c u l a r i t é s 

q u i c a r a c t é r i s e n t l e s d e u x d e r n i e r s cas déf in is , n o u s d i r o n s q u e 

l ' o r ig ine est u n P O I N T T R A N S C E N D A N T DE P R E M I È R E ESPÈCE, DE LA 

SECONDE SOUTE E T n i l SECOND T Y P K . 
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[ c a r o n p e u t t o u j o u r s e f fec tue r u n c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e de la 

f o r m e (Ç, (x, \'x) r e n d a n t les coeff ic ients d e y/Ç e t x'2 é g a u x 

à i e t 3 ] . 

N o u s a v o n s vu ( p . 5p,) q u e s u r l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s 

d e (16) i s s u e s d e l ' o r i g i n e avec u n e v a l e u r i n i t i a l e t r è s g r a n d e Çy 

se t r o u v e n t w 3 + i (IC1 trois) p o i n t s c r i t i q u e s q u e n o u s a p p e l l e ­

r o n s xa,j,
 xb,ji X c , j - t < e s p o i n t s s o n t d ' a u t a n t p l u s é l o i g n é s q u e ¡ Çy | 

es t p l u s g r a n d , X b j , xcJ é t a n t a lo r s t r è s v o i s i n s d e s r a c i n e s ( a u t r e s 

QUE xa,j) d u p o l y n ô m e x* — x \ , y 

M e n o n s p a r les p o i n t s c r i t i q u e s d ' u n e i n t é g r a l e Ç des c o u p u r e s 

r e c t i l i g n e s j o i g n a n t ces p o i n t s à l ' in f in i . L e s y s t è m e d e c o u p u r e s 

a ins i c o n s t r u i t sa t i s fa i t a u x c o n d i t i o n s de la p a g e 8g : m a i s à une 

détermination donnée correspondent, c e l t e fois ( s u i v a n t les c o n ­

v e n t i o n s a d o p t é e s p . 8 y ) , n o n p l u s d e u x , m a i s trois points cri­

tiques pouvant permuter cette détermination avec d'autres. 

C e t t e c o n s t a t a t i o n n o u s s u g g è r e l ' i dée d e r a p p r o c h e r l ' i n t é g r a l e Ç 

d e la f o n c t i o n 

p(y) = x + c 

é t u d i é e au p a r a g r a p h e I I I de ce C h a p a r e . 

P a r t a n t de l ' o r i g i n e avec la d é t e r m i n a t i o n d é c r i v o n s u n lace t 

é l é m e n t a i r e a u t o u r d u p o i n t xa,j- N o u s o b t e n o n s u n e n o u v e l l e 

d é t e r m i n a t i o n Çy + 1 à l a q u e l l e c o r r e s p o n d e n t t ro i s p o i n t s c r i t i q u e s , 

d o n t l ' u n est xa,j, les d e u x a u t r e s XÔJ+I,
 xc,j+t é t a n t r e s p e c t i v e ­

m e n t t r è s vo i s ins des r a c i n e s ( a u t r e s q u e xa,j) d u p o l y n ô m e 

je*— x\ y P a r c o n s é q u e n t , Lorsqu'on opère la permutation xa,j, 

les points critiques x¿j, xcj subissent des déplacements qui, si 

l'on a pris | xa,j \ assez grand, sont arbitrairement petits par 

rapport à \ xbj \ , \ xcj \ -

T r a ç o n s a lo r s d a n s le p l a n des Ç u n c e r c l e D d e r a y o n assez 

g r a n d p o u r q u e , l o r s q u e Çy es t e x t é r i e u r à D , l es p o i n t s c r i ­

t i q u e s xa,jt x b , j i xc,j s o i e n t t o u s s u p é r i e u r s a u n o m b r e /' défini 

p a g e 5 6 ( c e q u i a s s u r e la l é g i t i m i t é d e s ca l cu l s des p a g e s 56 -6o ) . Pa r ­

t o n s d ' u n e v a l e u r i n i t i a l e Çy e x t é r i e u r e à D e t o p é r o n s u n e sé r ie 

•de p e r m u t a t i o n s é l é m e n t a i r e s q u i n o u s r a m è n e n t à l ' o r i g i n e avec 

d e s d é t e r m i n a t i o n s Ç y + i , Çy+a, ••• t o u t e s e x t é r i e u r e s à D . N o u s d é ­

s i g n e r o n s r e s p e c t i v e m e n t p a r xa,j+ki •••> x'cj+k l es t ro i s p o i n t s 
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c r i t i q u e s c o r r e s p o n d a n t à Z¡j+k q u i s o n t vo i s in s ( c o m m e n o u s v e n o n s 

d e l e v o i r ) d e s p o i n t s c r i t i q u e s xaj+(/r~i)i •·••> xcJ+[k-<) c o r r e s ­

p o n d a n t à t / + f * _ i ) . O p é r a n t a ins i d e p r o c h e e n p r o c h e à p a r t i r 

d e Çy, n o u s f e rons c o r r e s p o n d r e à c h a q u e d é t e r m i n a t i o n Ç y + A u n 

p o i n t c r i t i q u e e t u n seu l d e c h a c u n e d e s sé r i e s a , b, c. 

Gela d i t , d é s i g n o n s p a r le s i gne ( u ) la q u a n t i t é d o n t s ' a c c r o î t Çy 

l o r s q u e l ' o n o p è r e , à p a r t i r d e Çy, u n e p e r m u t a t i o n d e la s é r i e a 

suiv ie d ' u n e p e r m u t a t i o n d e la sé r i e b : ce q u e n o u s e x p r i m e r o n s 

p a r l ' éga l i t é s y m b o l i q u e (cf. p . 8 3 ) 

(»)=(«, b). 
P o s o n s de m ê m e 

— («>;) = (*,«), (>»') = (b,c), -K) = (C, b). 

Si n o u s a p p e l o n s Çy la d é t e r m i n a t i o n d é d u i t e d e Çy p a r une p e r ­

m u t a t i o n é l é m e n t a i r e o p é r é e , p a r e x e m p l e , a u t o u r du p o i n t c r i ­

t i q u e d e la s é r i e a , t o u t e s les d é t e r m i n a t i o n s y,+* s e r o n t d o n n é e s 

p a r les d e u x f o r m u l e s s y m b o l i q u e s 
( y ¡ + OT,^((Ú) 4 - n i ¥ ( ( o ' ) + mi¥(w) - H . . . , 

0 7 ) = 

! y ¡ -+- m i , ( u ) - t - / i | » ( c u ' ) - i - . . . , 

/ n , , « | , /w 2 , / / 2 , . . . é t a n t d e s e n t i e r s pos i t i f s ou n é g a t i f s . T o u t se 

passe j u s q u ' i c i c o m m e d a n s l ' e x e m p l e d e la p a g e 8 3 , o ù l ' o n t r o u ­

ve ra l ' e x p l i c a t i o n d e s s y m b o l e s q u e n o u s e m p l o y o n s i c i . M a i s , 

d a n s les f o r m u l e s d e la p a g e 8 3 , les c o m b i n a i s o n s d e p e r m u t a ­

t ions ( w ) , ( t o ' ) s a t i s f a i s a i e n t à u n e r e l a t i o n r e m a r q u a b l e q u i n o u s 

ava i t p e r m i s d e r a s s e m b l e r t o u s l es t e r m e s e n ( t o ) et t o u s l es 

t e r m e s e n ( t o ' ) : c ' é t a i t , à s a v o i r , la r e l a t i o n d e c o m m u t a b i l i t é 

0 ° ) ( O ) , ( < » > ' ) = ( < » ' ) , ( " > ) ) o u ( « . b , c , a, b, c ) = o . 

A u r o n s - n o u s , d a n s le cas des i n t é g r a l e s Ç, u n e r e l a t i o n s e m ­

b l a b l e ? 

P o u r e f fec tuer s u c c e s s i v e m e n t l es p e r m u t a t i o n s (a, b, c, a, b, c) 

il suffit d e s ' é l o i g n e r d e l ' o r i g i n e v e r s l ' inf ini le l o n g d ' u n r a y o n , 

p u i s d e t o u r n e r d e u x fois d a n s u n s e n s c o n v e n a b l e a u t o u r de l ' i n ­

fini. S e p e u t - i l q u e ces d e u x t o u r s d é c r i t s a u t o u r d e l ' in f in i n e 

m o d i f i e n t p a s la v a l e u r d e Ç? 
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N o u s s a v o n s q u e les c a r a c t é r i s t i q u e s i s sues d e l ' o r i g i n e avec la 

v a l e u r i n i t i a l e n e s o n t p a s i n d é t e r m i n é e s p o u r x = co, m a i s 

d e v i e n n e n t i n f i m e s c o m m e x3 [ é g a l i t é ( 2 8 ) d e la p a g e 5 ^ ] . P o s o n s 

a l o r s 

Ç = a- 38, — — 3 ^ 8 0 + XSJ7E 3a?2-r- m -+- p : 

la b r a n c h e d ' i n t é g r a l e 9 q u e n o u s c o n s i d é r o n s au v o i s i n a g e d e l ' i n ­

fini y p r e n d u n e v a l e u r finie. F a i s o n s m a i n t e n a n t x — . D i r e 

q u e l ' i n t é g r a l e finie 9 n ' e s t p a s a l t é r é e l o r s q u e x d é c r i t d e u x t o u r s 

a u t o u r d e x = 00 r e v i e n t à d i r e q u e c e t t e i n t é g r a l e 8 es t u n e 

f o n c t i o n h o l o m o r p h e d e \ au v o i s i n a g e d e £ = 0. O r , u n calcul 

faci le m o n t r e q u e 6 sa t isfai t à l ' é q u a t i o n 

( 1 9 ) ç f | = 6 ( 8 - 0 - 2 5 / 8 - A P 6 * . 

C e t t e é q u a t i o n a d m e t u n e in f in i t é d ' i n t é g r a l e s G éga l e s à 1 

p o u r Ç = o ; m a i s Vorigine, est en général pour ces intégrales 

un point singulier transcendant. C ' e s t là u n fait q u e l ' o n v é r i ­

fiera a i s é m e n t e n s u b s t i t u a n t à 9 u n d é v e l o p p e m e n t h o l o m o r p h e 

à coef f i c ien t s i n d é t e r m i n é s 

I = i + C , S + C , S > + . , . 

e t c o n s t a t a n t q u e ce d é v e l o p p e m e n t n e s a u r a i t sa t i s fa i re à l ' é q u a ­

t i o n ( 1 9 ) . L ' é q u a t i o n ( 1 9 ) a p p a r t i e n t a u t y p e d ' é q u a t i o n s q u e n o u s 

é t u d i e r o n s a u x p a g e s 1 2 4 - 1 2 6 ; p o u r r e p r é s e n t e r ses i n t é g r a l e s i l 

f a u d r a i t f a i r e a p p e l à u n d é v e l o p p e m e n t p r o c é d a n t s u i v a n t les p u i s ­

s a n c e s de- £ e l d e l o g £ . 

C o n c l u s i o n : la relation de commutabilité ( 1 8 ) n'est pas satis­

faite pour les intégrales Ç. D è s l o r s , d a n s l e s f o r m u l e s ( 1 7 ) , n o u s 

n ' a v o n s p a s le d r o i t d ' i n t e r v e r t i r l ' o r d r e d e s t e r m e s , e t , p o u r d é ­

d u i r e l es u n e s d e s a u t r e s l ' e n s e m b l e d e s d é t e r m i n a t i o n s d ' u n e 

i n t é g r a l e Ç, il f a u d r a q u e n o u s r e v e n i o n s i n d é f i n i m e n t s u r n o s p a s 

( C / - P . 8 5 ) . 

L ' o r i g i n e , p a r c o n s é q u e n t , n ' e s t p a s , p o u r l ' é q u a t i o n ( i 5 ) , u n 

p o i n t de p r e m i è r e e s p è c e . 
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V I I I . — Point d'espèce supérieure dégénérant en point 

de première espèce. 

D o n n o n s u n e dernière appl icat ion des m é t h o d e s d é v e l o p p é e s 

dans ce Chapi tre e n disant q u e l q u e s mots de l ' équat ion ( ' ) 

(20) zz' = ixz -+- 1, 
qui appart ient à la ca tégor ie é tud iée aux pages 60-64 [ équat ion (1 5) 
o ù n i j ^ 2 WÎ2]. 

P o s a n t s = -\- 9, n o u s avons o b t e n u une valeur a p p r o c h é e de 

la branche d' intégrale 9 qui prend en u n po in t x0 ( s u p é r i e u r à un 

certain n o m b r e r) u n e valeur in i t ia le G 2 p l u s grande q u e 2R2 ( p . 60). 

C e t t e valeur a p p r o c h é e représente 6 sur tout c h e m i n direct ( cro i s ­

sant o u décro i s sant ) issu de xa, sauf à l ' intérieur de d e u x cerc les c ( , 

c 2 ayant r e s p e c t i v e m e n t p o u r centres les points x = iC, x'= — {'C, 

et pour r a y o n p=2R 4 | C | ( p . 61). D'a i l l eurs la branche d' inté­

grale c o n s i d é r é e ne p r é s e n t e a u c u n p o i n t cr i t ique à l 'extér ieur et 

sur le c o n t o u r des cerc le s ct, c 2 . 

A p p e l o n s Z 0 la valeur ( 2 ) à l 'or ig ine de la caractér is t ique z i s sue 

d e xB avec la d é t e r m i n a t i o n x^ -+- C 2 . Su ivant notre m é t h o d e habi­

tue l l e , n o u s a l lons c h e r c h e r à d é t e r m i n e r les points critiques 

situés sur l'ensemble des caractéristiques issues de l'origine 

avec la valeur initiale Z„. 

L E M M E . — Considérons l'équation 

(21) Z Z ' = I Î + I , 

dont l'intégrale générale est 

(22) Z L·\og I Z -+- -IR \ = as (se + h) (h = cons t . ) . 
x \ x f 

(1 ) AFIN D'ARRIVER À UN RÉSULTAT SIMPLE, NOUS PRENONS COMME EXEMPLE UNE ÉQUA­
TION INTÉGRABLE. LA FONCTION x DE G — z — x1 EST EN EFFET DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION 
DE KICCATI QUE L'ON SAIT INTÉGRER. ' 

(2) CETTE VALEUR CROÎT INDÉFINIMENT AVEC C D'APRÈS L'ÉGALITÉ (36) DE LA PAGE 63. 
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la v a l e u r Z 0 , o n d é c r i v e ( d a n s le sens d e la f lèche) u n c o n t o u r f e r m é F 

e n t o u r a n t l e s p o i n t s v\0, i\t (fig- 5 ) : ce c o n t o u r o p é r e r a ( ' ) u n e 

p e r m u t a t i o n u n i q u e , S A V O I R la p e r m u t a t i o n ( Z 0 , Z _ , ) q u ' o p é r e r a i t 

u n l a c e t é l é m e n t a i r e d é c r i t a u t o u r d u seu l p o i n t c r i t i q u e t\b. E n 

d ' a u t r e s t e r m e s , si n o u s a p p e l o n s L le c o n t o u r o, T, o ' , l, o (fig- 5 ) 

c o m p o s é d u c o n t o u r T e t d ' u n l a c e t é l é m e n t a i r e d é c r i t a u t o u r 

d e 7 j 0 ) n o u s p o u v o n s a f f i rmer q u e ta branche d'intégrale Z issue 

de l'origine avec la valeur Z„ est holomorphe à l'intérieur 

de L . 

( ' ) C ' E S T LÀ U N E C O N S É Q U E N C E I M M É D I A T E D E S R É S U L T A T S O B T E N U S P A G E 8 7 , D ' A P R È S 

L E S Q U E L S ^ 0 P E R M U T E Z _ , E T Z D , P E R M U T E Z A I Z , , E T C . IL F A U T , IL E S T V R A I , P O U R Q U E 

C E S R É S U L T A T S S ' A P P L I Q U E N T À L ' O R I G I N E , Q U E L ' O R I G I N E S O I T S I T U É E D ' U N C E R T A I N C Ô T É 

D E LA D R O I T E Q U I J O I N T L E S P O I N T S C R I T I Q U E S 7 ^ . S I ELLE É T A I T D E L ' A U T R E C Ô T É , tous LES-

P O I N T S 7 ] , S E R A I E N T C R I T I Q U E S P O U R L ' E N S E M B L E D E C A R A C T É R I S T I Q U E S Q U E N O U S C O N S I D É ­

R O N S ( P . 8 7 ) ; M A I S C E T T E C I R C O N S T A N C E ne S A U R A I T S E P R É S E N T E R I C I , C A R N O T R E E N S E M B L E 

D E C A R A C T É R I S T I Q U E S , É T A N T C O N F O R M E A U X R É S U L T A T S de LA P A G E 6 2 , ne P R É S E N T E P A S 

de P O I N T S C R I T I Q U E S À L ' E X T É R I E U R d'un C E R T A I N C E R C L E c. 

P o u r u n e v a l e u r d o n n é e de h, l ' i n t é g r a l e (22) a d m e t c o m m e 

p o i n t s c r i t i q u e s ( p o i n t s o ù Z s ' a n n u l e ) les p o i n t s 

1 I 1 I, 

T i , -= 1 L O G — — h . 

x 0 0 

C e s p o i n t s ( t o u s s i t u é s s u r u n e m ê m e d r o i t e ) c o n v e r g e n t ve r s 

l ' in f in i , e t n o u s a v o n s dé jà d é c r i t e n d é t a i l (§ I V ) le m é c a n i s m e 

d e s p e r m u t a t i o n s q u ' i l s o p è r e n t . 

C o n s i d é r o n s , en p a r t i c u l i e r , l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s 

i s s u e s de l ' o r i g i n e avec u n e v a l e u r i n i t i a l e Z 0 . P o u r ce t e n s e m b l e , 

d e u x des points -Ï ) , - s e u l e m e n t s e r o n t c r i t i q u e s (voir p . 8 6 - 8 7 ) , 

so i t l e s p o i n t s 7 1 0 e t T i ( . S u p p o s o n s d e p l u s q u e , p a r t a n t de o a v e c 
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Ces r e m a r q u e s fa i tes , c o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n a u x i l i a i r e 

(23) ^ ^ ' = [ ( i — | ί ) ΐ + 2μ.ι;]ΐ + ι , 

o ù u. es t u n p a r a m è t r e v a r i a n t d e o à ι , C e t t e é q u a t i o n c o ï n c i d e 

avec l ' é q u a t i o n (20) p o u r p- = i et avec l ' é q u a t i o n (21) p o u r p. = o . 

D ' a i l l e u r s les r é s u l t a t s d e s pages 60-64 l u i s o n t a p p l i c a b l e s . P o s a n t 

d o n c 

Ρμ(Ϊ) = (]— μ)χχ -+- μκ*, 

d é t e r m i n o n s C-μ, p a r l ' éga l i t é Ρ μ ( χ ) + C£ = o q u i d o n n e 
C j j . = — x = C 2 , e t a p p e l o n s Ζ „ μ la v a l e u r à l ' o r i g i n e d e la 
c a r a c t é r i s t i q u e Ζμ d e (23) i s s u e d e xa avec la v a l e u r i n i t i a l e 
Ρ μ ( ^ ο ) + ΰ μ . N o u s s a v o n s q u e l ' e n s e m b l e des c a r a c t é r i s t i q u e s 
i s sues de l ' o r i g i n e avec la v a l e u r Z 0 μ n e p r é s e n t e a u c u n p o i n t c r i ­
t i q u e à l ' e x t é r i e u r d e d e u x c e r c l e s d e c e n t r e s zh ϊΟμ, cercles qui 
coïncident avec les cercles c ( , c 2 définis p a g e 101. N o u s a l l o n s 

e n c o n c l u r e q u e Vensemble des caractéristiques issues de l'ori­

gine avec la. valeur initiale Ζ 0 ; μ présente deux points critiques 
et deux seulement dans le cercle c , . 

P a r t a n t de o avec la v a l e u r Ζ 0 ) μ , s u i v o n s d a n s le s e n s d e la 
flèche (fig- b") le c o n t o u r f e r m é Oa{cta\ O c o m p o s é d u s e g m e n t 

r e c t i l i g n e oa d e u x fois p a r c o u r u e t de la c i r c o n f é r e n c e c ( . J e d i s 

q u e n o u s n o u s t r o u v e r o n s opérer une permutation unique, c'est-

à-dire la permutation qu'opérerait un lacet élémentaire décrit 

autour d'un, seul point critique ηο,μ.-
E n effet, d o n n o n s à Z 0 0 ( = Z „ ) , d a n s le l e m m e d e t o u t à l ' h e u r e , 

u n e v a l e u r te l le q u e η„ so i t i n t é r i e u r à c, : d ' a p r è s ce q u e n o u s a v o n s 

v u , la p r o p o s i t i o n é n o n c é e es t b i e n v r a i e p o u r u. = o . L o r s q u e 

e n s u i t e p. c r o î t d e o à 1, le p o i n t c r i t i q u e ΐ]ο,μ se d é p l a c e avec 
c o n t i n u i t é à p a r t i r d e η 0 , s a n s s o r t i r d ' a i l l e u r s d u c e r c l e c{ ( p u i s q u e , 
q u e l q u e soi t p., l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s q u e , n o u s c o n s i d é ­
r o n s n e p r é s e n t e a u c u n p o i n t c r i t i q u e s u r l e c o n t o u r d e c,). D e 
p l u s , η 0 ι μ e s t t o u j o u r s [ d ' a p r è s la f o r m e d e l ' é q u a t i o n (23)] u n 

p o i n t c r i t i q u e simple d e Ζμ.. I l e n r é s u l t e q u e , si n o u s a p p e l o n s l 
u n l ace t é l é m e n t a i r e i s su d e a , e t d é c r i t a u t o u r d e Tio,\n n o u s 
p o u r r o n s ( l o r s q u e u. v a r i e r a ) d é f o r m e r ce l a c e t a v e c c o n t i n u i t é d e 
te l l e so r t e q u e les c a r a c t é r i s t i q u e s q u i s ' a n n u l e n t β η η ο , μ η ε p r é ­
s e n t e n t j a m a i s a u c u n p o i n t c r i t i q u e s u r le c o n t o u r d e l. 
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F i g . 6. 

p o i n t s T|o!U,, · • ·] e t s 'i après chaque tour, n o u s n o u s r e n d o n s 

à l 'or ig ine le l o n g du rayon a , o , n o u s y o b t i e n d r o n s la suite des 

d é t e r m i n a t i o n s Zi^, Z 2 j i l, . . . . N o u s e n c o n c l u o n s i m m é d i a t e m e n t 

q u e l ' e n s e m b l e des caractér is t iques i s sues de l 'or ig ine avec la va ­

l e u r in i t ia le Z*¡[A présente dans c, d e u x seuls po in t s cr i t iques tj/^ 
e t t](í+i ¡¡i. 

L e s r a i s o n n e m e n t s qui p r é c è d e n t s 'appl iquent au cercle c, 

p o u r p ^ i . N o u s pourrons faire les m ê m e s sur le cerc le c,, et n o u s 

a b o u t i r o n s alors aux c o n c l u s i o n s su ivantes , où l 'on pourra faire 

j* = i : 

i° L'ensemble des caractéristiques (z)u issues de l'origine 

avec la valeur initiale Z„ présente (dans le plan des x) quatre 

points critiques et quatre seulement, dont deux sont à Vinté­

rieur de c, et deux à Vintérieur de c 2 . 

2° A part ir d e la valeur Z0, décr ivons dans Je s e n s de la 

flèche (fig- 6) un c o n t o u r f ermé , L t , a insi c o m p o s é : le s e g ­

m e n t oa,, le c o n t o u r c ( , le s e g m e n t aKa-¡, le c o n t o u r c 2 , le 

s e g m e n t a 2 o ; décr ire ce c o n t o u r rev ient à opérer d e u x p e r m u t a -

A p p e l o n s alors L le c o n t o u r at, Ct, a\, /, a, (fig- 6 ) c o m p o s é 

d u c o n t o u r c, et du lacet l, et c o n s i d é r o n s dans ce contour la 

b r a n c h e d' intégrale qu i , au p o i n t ci{, est égale à la caractérist ique 

i s sue de O avec la va leur init iale Z0,u.- Cette branche est h o l o m o r p h e 

dans L p o u r p. = o, et, pu i squ 'e l l e n'est jamais s ingu l i ère sur le 

c o n t o u r L , e l l e reste h o l o m o r p h e dans L l o r s q u e [x cro î t de o à i . 

O n e n c o n c l u t q u e la p e r m u t a t i o n opérée par le c o n t o u r ct é q u i ­

vaut à la p e r m u t a t i o n o p é r é e par le lacet é l émenta ire l. 

I m a g i n o n s alors que n o u s décr iv ions u n e série de tours sur le 

c o n t o u r c , dans le s ens direct : n o u s n o u s t rouverons opérer une 

sér ie de permuta t ions é l émenta ires ( u n e par tour") autour des 
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t ions élémentaires^ la p r e m i è r e autour d'un p o i n t cr i t ique v\o,[l 

situé dans C i , la s e c o n d e autour d'un po int cr i t ique 7]^ s i tué 

dans c 2 . Mais , d'autre part, l ' e n s e m b l e des caractér is t iques (~)o 

pour l eque l l e s po in t s t,o,h.! Vq,^ sont cr i t iques n e présente a u c u n 

po in t s ingul ier ( p . 101) à l ' ex tér ieur des d e u x cercles e f , c 2 .' par 

c o n s é q u e n t , décrire le contour L , c i - d e s s u s défini rev ient à faire 

décrire à x u n tour c o m p l e t autour du po in t x = oo. Je dis q u e 

Vensemble des caractéristiques ( z ) 0 est holomorphe à l'infini, 

e n sorte que le c o n t o u r L , n o u s ramène à l 'or ig ine avec s = Z 0 . 

Pour le vérifier (cf. p . 100), i l suffit de se rappeler q u e 

G ( = 3 — x2} t e n d vers une valeur finie p o u r z égal aux carac té ­

r is t iques (z)0 et x t endant vers l'infini ( p . 6 3 ) : d'ai l leurs ( p . 60), 

6 satisfait à l ' équat ion différentiel le 

( M ) 
• 0* 

si l 'on pose alors x = le théorème de C a u c h y m o n t r e que les 

intégrales 8 qui sont finies au po in t ? = o sont h o l o m o r p h e s au 

vois inage de ce po in t . 

Ainsi le fait su ivant se trouve établi : la permutation élémen­

taire opérée autour de 7]'0i¡¿ équivaut à la permutation élémen­

taire opérée autour de *lo,u,. O n obt i endra , dès lors , t o u t e s les 

dé terminat ions d 'une m ê m e intégrale z e n t o u r n a n t autour des 

seuls po in t s cr i t iques ^ _ i , ¡ i , *1o,¡j.! "11 • • • que n o u s avons 

obtenus tout à l ' heure . Ces dé terminat ions se rangeant d 'e l l e s -

m ê m e s en série un i l inéa i re , n o u s cons ta tons q u e l'origine est, 

pour les équations (a3) et (20), un point transcendant de 

première espèce. C'est u n point de la seconde sorte et du pre­

mier type (voir p . 97). 
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C H A P I T R E I V . 

P O I N T S S I N G U L I E R S D E B R I O T E T B O U Q U E T . 

Le C h a p i t r e p r é c é d e n t a s u r t o u t fait r e s s o r t i r l ' i m m e n s e m u l t i ­

p l i c i t é des cas q u e l ' o n a u r a i t à e n v i s a g e r si l ' o n t e n t a i t u n e c l a s s i ­

f icat ion c o m p l è t e des p o i n t s s i n g u l i e r s t r a n s c e n d a n t s . A y a n t j e t é 

ce c o u p d ' œ i l d ' e n s e m b l e s u r les r o u t e s à e x p l o r e r , n o u s a l l ons 

c o n s i d é r e r , u n m o m e n t , u n e famil le d e p o i n t s s i n g u l i e r s a u j o u r d ' h u i 

c l a s s i q u e s : l es p o i n t s j a d i s é t u d i é s p a r B n o t e t B o u q u e t ( 1 ) . Q u e l l e 

e s t la p l ace de ces p o i n t s d a n s n o t r e c lass i f i ca t ion g é n é r a l e ? C o m ­

m e n t e n r e t r o u v e r o n s - n o u s les p r o p r i é t é s e n n o u s p l a ç a n t au p o i n t 

de v u e q u e n o u s a v o n s a d o p t é d a n s ces L e ç o n s ? Si l ' o n y r e g a r d e 

d e p r è s , o n s ' a p e r c e v r a q u e les p o i n t s d e B r i o t e t B o u q u e t a p p a r ­

t i e n n e n t , e n r é a l i t é , à des t ypes t r è s d i v e r s , t y p e s q u i n e s e r a i e n t 

p a s c o m p a r a b l e s e n t r e e u x si l e u r é t u d e n ' a v a i t é t é e n v i s a g é e d ' u n 

p o i n t d e v u e t rès spéc ia l (cf. Introduction, p . 3 ) . A u s s i n ' e s t - c e 

q u ' u n e c lasse de ces p o i n t s q u e n o u s a l l o n s é t u d i e r , c l a s se à la 

vé r i t é i m p o r t a n t e . 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l l e 

dy 

é q u a t i o n q u i p e u t e n c o r e s ' é c r i r e 

( 2 ) y = z - 1 , •ÎZZ' — A 3 - R - A 2 z -t- A , Z ! H - A ( | . 3 3 - t - A_ i . z 4
 - H . . • . 

S u p p o s o n s q u e l ' o r i g i n e so i t u n z é r o simple d u coef f ic ien t À , , 

(') Recherches sur les propriétés des /onctions définies par des équations 

différentielles {Journal de l'École Polytechnique, t . X X I , i 8 5 6 ) . L e s p o i n t s d e 

B r i o t e t B o u q u e t o n t é t é é t u d i é s p a r M M . P o i n c a r é , P i c a r d , A u t o n n c , B c n d i x s o n , 

H o r n , D u l a c , e t c . GonsulLer à c e s u j e t l ' a r t i c l e de M. P a i n l e v é d a n s YEncyclo-

pädie der Mathemat. Wissensch. : Gewähnliche Differentialgleichungen, t. I I . 
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le s e c o n d m e m b r e d e ( a ) é t a n t d ' a i l l e u r s h o l o m o r p h e a u v o i s i n a g e 

des v a l e u r s o d e a? e t s . D a n s ces c o n d i t i o n s , l ' o r i g i n e es t , e n g é n é ­

r a l , u n p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t d e s i n t é g r a l e s z {voir p . 12). 

N o u s a l lons n o u s p r o p o s e r d ' é t u d i e r l ' a l l u r e de ces i n t é g r a l e s a u 

v o i s i n a g e d e x — o . 

S o i e n t 

A 3 = x (a + a, x -+- a.ixl + . . . ) , 

A , = p + p . a r - H . . . . 

L o r s q u e a: e t z s o n t t o u s d e u x t rès p e t i t s , l es t e r m e s p r é p o n d é ­

r a n t s d a n s l ' é q u a t i o n ( 2) s o n t l es t e r m e s 222', a.x, flz. O r , l ' é q u a ­

t ion l i m i t é e à c e s t e r m e s se t r o u v e c o ï n c i d e r avec l ' é q u a t i o n d o n t 

n o u s a v o n s fai t u n e é t u d e d é t a i l l é e a u x p a g e s 67 e t s u i v a n t e s . 

N o u s p r e n d r o n s d o n c c e t t e é q u a t i o n 

(3 ) izz' = xx -f- ^ z 

p o u r p o i n t d e d é p a r t , e t , d ' a p r è s ses p r o p r i é t é s , n o u s d i s t i n g u e r o n s 

a priori d i v e r s c a s . 

R e p o r t o n s - n o u s ( p . 67) a u x e x p o s a n t s 

X, = - 2 / , = _ A _ , - J L 

q u i f i g u r e n t d a n s l ' e x p r e s s i o n de l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d e l ' é q u a ­

t i on ( 3 ) . N o u s a v o n s vu q u e ces e x p o s a n t s s a t i s fon t à la r e l a t i o n 

i n v a r i a n t e 

il e n r é s u l t e q u e les p a r t i e s r é e l l e s d e À | e t A 2 n e s a u r a i e n t ê t r e 

t o u t e s d e u x p o s i t i v e s . D ' o ù les cas s u i v a n t s ( 4 ) ( le s y m b o l e $\. s i g n i ­

fiant partie réelle) : 

(A) A ( A , ) > o. 51 (X a) < o : 

i° hf e t ~k2 c o m p l e x e s ; 20 X, e t X 2 r é e l s i r r a t i o n n e l s ; 3 U A , e t X a 

r é e l s r a t i o n n e l s . 

(B) a . ( X , ) < o , A ( X ! ) < o : 

( ') Il faut écarter le cas où l'on aurait À, = œ, \ = — 
nul et l'origine ne serait plus un zéro simple de A 3 . 

1; car, en ce cas, a serait 
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I. — Valeurs des caractéristiques à l'origine. 

P o u r é tud ier l ' équat ion (2) nous a u r o n s recours à l ' équat ion 

auxi l ia ire 

(4) 2ZA'=OTA?-T- [Jz-F-[JI[(A 3 — + P ) j + A 1 S ' + . . . ] 

qui ren ferme un paramètre p variant de o à 1, et qui c o ï n c i d e avec 

l ' équat ion ( 3 ) pour p = o, avec l ' équat ion (2) p o u r p. = 1. N o u s 

é tud ierons ( ' ) , e n premier l i e u , l 'al lure d'une caractér is t ique aux 

env irons de x = o. P u i s n o u s d é t e r m i n e r o n s le m é c a n i s m e des 

permuta t ions qui s 'opèrent au vo is inage de l 'or ig ine , et n o u s r e c o n ­

naî trons q u e ce m é c a n i s m e est e x a c t e m e n t ce lu i q u e n o u s avons 

décr i t p lus haut a u x pages 7 4 - 7 6 . 

C o m m e n ç o n s par l 'é tude des caractér i s t iques . N o u s savons [voir 

l ' intégrale généra le ( 3 ) de la page 7 4 ] que* p o u r p. = o , l es d e u x 

caractér is t iques z de ( 3 ) qui s 'annulent E N U N p o i n t cr i t ique 

très VOISIN de l 'or ig ine res tent très pe t i t e s tout le l o n g du rayon 

xt o . D E p l u s , l o r s q u e les part ies rée l les ,R(X, ) e l ; R ( X 2 ) sont n é ­

gat ives , ces d e u x caractér is t iques sont di f férentes de o et h o l o -

inorphes à l ' or ig ine ; l orsque JiÇX,) est positif, l ' u n e des carac té ­

r i s t iques i s sues de xK s 'annule à l 'origine c o m m e xw,, l 'autre est 

n o n nu l l e et h o l o m o r p h e . J E vais établir q u e ces particularités 

subsistent quand le paramètre p. varie avec continuité à partir 

de o . 

P o u r p vo is in de o , les caractér is t iques z i s sues de x, res teront 

( ' ) C'EST CETTE ÉTUDE QUE NOUS AVONS APPELÉE, AU CHAPITRE I I , Étude de la 

croissance d'une branche d'intégrale. IL S'AGIT DE CONSIDÉRER LES BRANCHES indi­
viduellement AVANT DE PASSER À L'ÉTUDE DE LEURS ÉCHANGES. 

i ° X ( et À 2 c o m p l e x e s ; 2" X ( et X 2 rée l s i rrat ionne l s ; 3 ° X, et À2 

réels ra t ionne l s . 

( G ) X , = : X , = O. 

Je m e contentera i d ' examiner ic i l e s cas l e s p lus s i m p l e s et l es 

m i e u x c o n n u s : c e u x o ù X, e t X 2 sont c o m p l e x e s , et ce lu i où ces 

quant i t é s s o n t rée l l e s et de s i gnes contra ires . 
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( 1 ) La somme de ces termes est de la forme : x \/C, x développement par rapport 
aux puissances de z. 

t rès p e t i t e s a u v o i s i n a g e de l ' o r i g i n e , e t il e n se ra a ins i t a n t q u e 

| y. | ^ 1, à c o n d i t i o n q u e x, so i t i n t é r i e u r à u n c e r c l e Y d e c e n t r e o 

su f f i s ammen t p e t i t . E n effet, so i t x u n p o i n t de Y : s i , q u e l q u e p r è s 

de l ' o r i g i n e q u e so i t x, les c a r a c t é r i s t i q u e s c o n s i d é r é e s a v a i e n t 

e n o: u n m o d u l e s u p é r i e u r à u n n o m b r e fini h, il r é s u l t e r a i t d u 

t h é o r è m e d e C a u c h y a p p l i q u é à l ' é q u a t i o n (4) q u e ces c a r a c t é r i s ­

t i q u e s s e r a i e n t h o l o m o r p h e s a u t o u r d e x d a n s u n c e r c l e d e r a y o n 

f i n i ; e l les n e p o u r r a i e n t d o n c a d m e t t r e c o m m e p o i n t c r i t i q u e u n 

p o i n t xt a r b i t r a i r e m e n t v o i s i n d e l ' o r i g i n e . A i n s i , l es c a r a c t é r i s ­

t i ques z s o n t a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e s l o r s q u e l e r a y o n d e Y es t l u i -

m ê m e as sez p e t i t ; o n p e u t d o n c t o u j o u r s d é t e r m i n e r Y d e m a n i è r e 

q u e le s e c o n d m e m b r e d e (4) c o n v e r g e a b s o l u m e n t d a n s ce c e r c l e 

p o u r z éga l à l ' u n e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s q u i s ' a n n u l e n t a u p o i n t xt. 

F a i s o n s le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e z = x y/Ç de m a n i è r e à m e t t r e 

l ' é q u a t i o n (4) s o u s la f o r m e 

(5) *e = - a Ç + [ V C - + - « - ^ [ A 3 ~ g : g + •ËCA,- + . . . ] . 

L e s t e r m e s n o n éc r i t s f o r m e n t u n d é v e l o p p e m e n t ( ' ) p r o c é d a n t 

s u i v a n t l es p u i s s a n c e s de x\JXs = z, l e q u e l c o n v e r g e a b s o l u m e n t 

d a n s F p o u r z éga l a u x c a r a c t é r i s t i q u e s q u e n o u s c o n s i d é r o n s . 

D ' a i l l e u r s , — — — > A 2 — 3 e t t o u s l e s t e n u e s q u i f i g u r e n t d a n s 

les c r o c h e t s c o n t i e n n e n t x e n f a c t e u r . N o u s p o u r r o n s d o n c t o u ­

j o u r s p r e n d r e Y a s sez p e t i t p o u r q u e les c a r a c t é r i s t i q u e s Ç sa t i s ­

fassen t d a n s ce c e r c l e à l ' i n é g a l i t é 

(6) L̂F-t-AÇ-P/Ç-BKRIE/ITT, 
e é t a n t u n n o m b r e d o n n é a r b i t r a i r e m e n t p e t i t . D a n s le cas p a r t i ­

c u l i e r où | Ç | s e r a i t b o r n é , o n p o u r r a i t de p lu s d é t e r m i n e r le r a y o n 

de R d e m a n i è r e q u e l ' o n a i t d a n s ce c e r c l e 

(7) L̂̂'̂AÇ — P/C — AL<F*A|̂|, 
h é t a n t u n n o m b r e fini i n d é p e n d a n t d u r a y o n de Y. 

Cela p o s é , so i t d ' a b o r d rfl()>() < o, d l ( ) . 2 ) < o . 
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C o n s i d é r o n s , sur u n rayon about i s sant à l 'or ig ine , le dernier ( ' ) 

po int cr i t ique x , p r é s e n t é par u n e caractérist ique Ç. L e l o n g du 

rayon x , o ( l e s e x t r é m i t é s e x c e p t é e s ) les t h é o r è m e s de cont inu i t é 

s o n t appl i cab les à la caractér is t ique Ç. Or , n o u s savons q u e , pour 

p. = o, Ç es t infini et m é r o m o r p h e à l 'or ig ine . Je vais e n conc lure 

qu'j7 en est encore ainsi pour p. rée l et vo i s in de o. P lus g é n é r a ­

l e m e n t , j e dis q u e , si la p r o p o s i t i o n est VRAIE p o u r p. < p.' < I, 
elle ne saurait ce s ser d'être vraie p o u r u. = u.'. 

E n effet, o n s u p p o s e q u e , pour u. = J A ' — E ( E arbi trairement 

p e t i t ) , la caractéris t ique Ç ( q u l admet x K c o m m e p o i n t cr i t ique) 

est infinie à l 'or igine et h o l o m o r p h e au vo i s inage de x — o le l ong 

de x { o ; dès lors o n peut dé terminer u n n o m b r e p t e l que l 'on ait 

sur x , o, p o u r | x ] <^ p et p.? p', 

IU > IL, 
H étant u n n o m b r e d o n n é arbitrairement grand. Par tons d'un po in t 

x de X \ o où l 'on ait cet te inégal i té : o n aura sur x o 

S étant arbi trairement pet i t avec p, et , dans c e s c o n d i t i o n s , l ' iné ­

gal i té ( 6 ) donnera 

£ i 8 
î + * < I * I ' 

Intégrons entre x et o : n o u s obt i endrons 

J [logÇ + loGA/J | < S [log | x I]*'. 
Or, lorsque x ' t e n d vers o (a? restant fixe), ^ log .£ 2 x_ es t très 

grand par rapport à 8^1og]a; | *_ : l ' inégal i té o b t e n u e e x i g e donc 

que logÇ, et par suite d e v i e n n e n t inf inis à l 'or ig ine tandis que X^x 

reste fini. c. Q . F . D . 
Soi t m a i n t e n a n t M.("k, ) > o, J l ( ^ 2 ) < o . 
N o u s savons q u e , p o u r p. = o, l 'une des caractér is t iques Ç i s sues 

( ' ) Le p l u s r a p p r o c h é d e l ' o r i g i n e . 
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Via— P ( W ^ , 

( ' ) O n l e véri f ie en d é v e l o p p a n t , par r a p p o r t a u x p u i s s a n c e s de {w—tv,), l e s 

•coeff icients — > — ~—j d u d é v e l o p p e m e n t de \ft~,. 

de xt es t inf in ie à l ' o r i g i n e . L a d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e p r o u ­

vera d o n c q u ' i l e n e s t e n c o r e a i n s i q u a n d p. c r o î t à p a r t i r d e o . 

C o n s i d é r o n s , d ' a u t r e p a r t , la c a r a c t é r i s t i q u e q u i p o u r p = o 

t e n d ve r s la v a l e u r finie w2. T o u t le l o n g d e x, o c e l t e c a r a c ­

t é r i s t i q u e es t u n e f o n c t i o n c o n t i n u e d e p a u v o i s i n a g e d e p = o . 

N o u s p o u v o n s d o n c d é t e r m i n e r le r a y o n d e T e t l es n o m b r e s p 

e t p ' de m a n i è r e q u e p o u r x{ i n t é r i e u r à T e t p = p ' o n a i t , 

l o r s q u e | x | -< p, 

s é t a n t u n n o m b r e d o n n é a r b i t r a i r e m e n t p e t i t . P r e n a n t a l o r s p = p ' j 

c o n s i d é r o n s s u r x, o u n p o i n t x a r b i t r a i r e m e n t v o i s i n d e l ' o r i g i n e , 

où p r e n n e la v a l e u r Ç v o i s i n e d e iv'2, e t a p p e l o n s w2 ( l e l o n g 

de xo) ce l l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s d e l ' é q u a t i o n 

< 8 ) arÇ' = — 2 Ç - F - P \fl-¥-a 

•qui e s t éga l e à Ç au p o i n t x . T o u j o u r s e n v e r t u d e s lo i s de c o n t i ­

n u i t é , c e t t e c a r a c t é r i s t i q u e w2 à l ' o r i g i n e e s t v o i s i n e d e vv2 ; e l le 

y est d o n c éga le à w2 [ p u i s q u ' e l l e n e s a u r a i t ê t r e q u ' i n f i n i e o u éga le 

à w\ ( p . 1 0 8 ) ] . D ' a i l l e u r s , o n a u r a s u r xo. 

. (9) | t v — w , | < E ' , 

s' é t a n t a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e n m ê m e t e m p s q u e s. 

P o s o n s m a i n t e n a n t Ç u = w 2 - t - 9. N o u s p o u r r o n s r e m p l a c e r t / Ç ^ 

p a r le d é v e l o p p e m e n t 
6 e« 

w H — - - H . . . , 
a w • w 

l e q u e l c o n v e r g e p o u r 6 v o i s i n d e o . 

E n p a r t i c u l i e r , n o u s p o u r r o n s t o u j o u r s p r e n d r e s assez p e t i t 

p o u r q u e les i n é g a l i t é s (g) e t 

< i o ) ] 8 ; < O < E 

e n t r a î n e n t ( 1 ) 

I _ _ / 9 M 

< 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D ' a i l l e u r s , | Cu, | es t p a r h y p o t h è s e fini s u r s , o . D è s l o r s , o n 

p e u t d é t e r m i n e r le r a y o n d e T de m a n i è r e q u e l ' o n a i t s u r 

l ' i n é g a l i t é ( 7 ) . E t , p a r c o n s é q u e n t , si l'on a pris x assez petit 

pour que hx sait inférieur à 
0 fi 

, o n a u r a le l o n g de xo 

E 

2 w t 

S i , m a i n t e n a n t , n o u s n o u s r a p p e l o n s q u e w- sa t i s fa i t à l ' é q u a ­

t i on ( 8 ) , q u e = w'1 -+- 9 e t q u e X, = — a + 

é c r i r e c e r é s u l t a t s o u s la f o r m e 

-, n o u s p o u r r o n s 

( 1 1 ) I 3 7 8 ' — X , 6 [ < 6 / a ' 
¿ ( 8 2 : Xi) 

dx 
< 3 / i \ 

L ' i n é g a l i t é ( 1 1) se ra sat isfai te le l o n g d e xo à condition q u e 

l ' i n é g a l i t é (10) so i t e l l e - m ê m e sa t i s fa i te s u r ce c h e m i n . O r 9 e s t 

n u l a u p o i n t x. D o n c (10) es t sa t i s fa i te au v o i s i n a g e d e x s u r u n 

c e r t a i n s e g m e n t xx' d e xo. I n t é g r o n s l ' i n é g a l i t é (11) le l o n g du s e g ­

m e n t xx1. T o u t le l o n g d e ce s e g m e n t o n a 

] AV-i-XI [ = W 1 x IXI), 

oj é t a n t u n n o m b r e pos i t i f c o n s t a n t . D è s l o r s , n o u s a u r o n s , p u i s q u e 

&Çk, ) > o e t 9 (# ) = o, 

\x'-x6(x') I < S Y V . 10 / x ri-&n.Jdtx\ 
d\x-\ 

11 es t c l a i r q u e , si E ' e t x ( p a r s u i t e x1) s o n t assez p e t i t s , c e t t e 

i n é g a l i t é e n t r a î n e , a fortiori, l ' i n é g a l i t é (10). O n es t d o n c c o n ­

d u i t à u n e c o n t r a d i c t i o n ( ' ) e n s u p p o s a n t q u e l ' i n é g a l i t é (10) ce s se 

d ' ê t r e sa t i s fa i te e n x'; e n d ' a u t r e s t e r m e s , l es i n é g a l i t é s (10) e t (11) 

s o n t vér i f iées t o u t le l o n g de xo, e t — w ' 2 est i n f é r i e u r à S à 

(') Raisonnement déjà employé p. 4 a e l 49-
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( ' ) II n 'y a p a s a s ' o c c u p e r d e l ' o r i g i n e , p u i s q u e l e s c a r a c t é r i s t i q u e s c o n s i d é ­

r é e s y s o n t h o l o m o r p h e s ( si a n ' e s t pas n u l ) . 

( ! ) Ce la e s t t o u j o u r s p o s s i b l e d ' a p r è s l e s r e m a r q u e s d e la p a g e 109. 

B . 8 

l ' o r i g i n e . Ce r é s u l t a t es t v a l a b l e d ' a i l l e u r s , q u e l q u e p e t i t q u e soi t x. 

O r , si nous faisons tendre x vers o , nous pouvons prendre S 

de plus en plus petit. D o n c e s t n é c e s s a i r e m e n t éga l à 

p o u r x = o. 

C e t t e d é m o n s t r a t i o n é t a b l i t q u e , si l ' o n a ( o ) — p o u r p = o, 

o n a e n c o r e c e t t e éga l i t é p o u r p-=p.'- D e p r o c h e e n p r o c h e , e l l e 

é t ab l i r a q u e Ç^.(o) r e s t e éga l à w'2

t t a n t q u e p 5 i . c . Q . F . D . 

II . — Étude du cas &(>., ) > o , &Çkx) < o , 

~kt et ) , 2 complexes. 

C o n s i d é r o n s l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s z d e l ' é q u a t i o n (4 ) 

i s s u e s d e l ' o r i g i n e avec u n e v a l e u r i n i t i a l e a v o i s i n e d e o . 

L o r s q u e p. = o, ce t e n s e m b l e j o u i t d e la p r o p r i é t é s u i v a n t e , 

m i s e e n l u m i è r e p a r l ' a n a l y s e d e la p a g e 7 2 : i l n e p r é s e n t e d a n s 

t o u t le p l a n q u ' t m p o i n t c r i t i q u e xt, d ' a u t a n t p l u s r a p p r o c h é d e 

l ' o r i g i n e q u e « e s t p l u s p e t i t . 

L e s lo is d e c o n t i n u i t é , a p p l i c a b l e s p a r t o u t sauf a u v o i s i n a g e d e 

l ' inf ini ( ' ) , m o n t r e n t q u e la p r o p r i é t é s u b s i s t e p o u r p. vo i s in d e o . 

O n p e u t d o n c t r o u v e r u n c e r c l e T d e c e n t r e x = o e t des n o m b r e s 

p ( , a, t e l s q u e , p o u r | p | < p - i e t | a | < a ( , l'ensemble des ca­

ractéristiques issues de l'origine avec la valeur initiale a ne 

présente qu'un. point critique dans le cercle T. 

T r a ç o n s u n c e r c l e y c o n c e n t r i q u e à F, c o n t e n u d a n s T, m a i s 

c o n t e n a n t e , . S o i e n t , d ' a u t r e p a r t , x u n p o i n t fixe e t z la v a l e u r 

e n x d e l ' u n e q u e l c o n q u e d e s d e u x c a r a c t é r i s t i q u e s i s s u e s d u 

p o i n t xK a v e c la " v a l e u r c r i t i q u e o . N o u s a l l o n s c h e r c h e r u n e 

e x p r e s s i o n a n a l y t i q u e q u i r e p r é s e n t e z p o u r les v a l e u r s d e x c o m ­

p r i s e s e n t r e les c e r c l e s y e t f. ( N o u s p r e n d r o n s T assez p e t i t ( 3 ) 

p o u r q u e le s e c o n d m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( 5 ) c o n v e r g e a b s o l u ­

m e n t e n u n p o i n t q u e l c o n q u e x d u c e r c l e T p o u r z = z et | p | ^ 1.) 

N o u s r e m a r q u e r o n s d ' a b o r d q u e , si p.| e t | x, | s o n t su f f i sam-
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et les coeff ic ients u (voir p . 3*7) seront d é t e r m i n é s par les é q u a -

m e n t pet i t s , la valeur in i t ia le z sera (pour ] u. | u, ( ) très voisine 

de w*x. R e p o r t o n s - n o u s , e n effet, à l ' intégrale ( 3 ) de la page 7 0 , 

qui n ' e s t autre que l ' intégrale générale de ( 4 ) p o u r ul = o . Afin 

d'obtenir des caractér i s t iques qui p r é s e n t e n t des p o i n t s cr i t iques 

arbi tra irement près de l 'or ig ine , il faut, dans cet te intégrale , 

d o n n e r à la cons tante G des valeurs de p lus e n p lus g r a n d e s ; or, 

l 'égalité ( 3 ) de la page 7 0 m o n t r e q u e , lorsque | G | croî t indé­

finiment, w t end vers p p 2 que l que s o i t . z \ 

D o n n a n t alors à | u-1 u n e valeur q u e l c o n q u e inférieure à u.,, 

p r e n o n s l ' équat ion ( 5 ) et f a i sons -y 

Ç = w\ -+- u. 

E n d é v e l o p p a n t \/Ç par rapport aux p u i s s a n c e s de u et nous rap­

pe lant la valeur de X 2 , n o u s met trons l 'équat ion ( 5 ) sous la forme 

( l a ) x u ! = A 2 M - t - e i o x •+• e 2 0 2 ? 2 - H e ^ x u -4- e 0 5 « ! 4 - . . . , 

les e é tant des coeff ic ients q u e n o u s nous d i s p e n s e r o n s de c a l c u -

1er. A p p e l o n s u la valeur in i t ia le ( v o i s i n e de zéro) u = = ^ — W j . 

Le second m e m b r e de (12) converge a b s o l u m e n t p o u r u vo i s in de 

zéro et pour x in tér ieur au cercle T ; i l c o n v e r g e , par c o n s é q u e n t , 

p o u r x et u vois ins de x e t u. 

Gela p o s é , i n t r o d u i s o n s l ' équat ion auxi l ia ire 

( i 3 ) x u' = X2 u - H v [ e u x -+- e10x^ - t - . . . ] , 

où v est un paramètre que nous ferons varier de o à 1. 

L e coeff ic ient dif férentie l u' e s t u n e f o n c t i o n h o l o m o r p h e des 

trois variables x, u, v, p o u r u v o i s i n de u, e t pour x vo i s in de 0 

et x mais non nul. D a n s ces c o n d i t i o n s , les t h é o r è m e s de c o n t i ­

nu i té p e r m e t t e n t de d é v e l o p p e r par rapport aux pu i s sances de v 

(au tour de l 'or ig ine , s i n o n en s o n vois inage i m m é d i a t ) l ' intégrale u 

de ( i 3 ) qui est égale à u au po in t x. Cette in tégra le sera de la 

forme 

(\.\) U = M] v - i - « 2 v - 4 - . . . , 
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POINTS SINGULIERS DE RRIOT ET BOUQUET. I l 5 

t i o n s d i f f é r en t i e l l e s l i n é a i r e s 

x u \ = Xj ÍÍ] -+- termes en x , a ? 2 , · • •, 
x u \ =: X2 «s - H termes en xu¡, oc*u\, . . . , 

x u ' 3 — X2 « 3 - I - termes en u \ , x u \ , . . ., a: M, , . . ., 

les s e c o n d s m e m b r e s d e c e s é q u a t i o n s é t a n t , p a r r a p p o r t à 

u2, • • . , des polynômes d o n t les coef f ic ien ts s o n t c o n v e r g e n t s t a n t 

q u e le s e c o n d m e m b r e d e ( 1 2 ) es t l u i - m ê m e c o n v e r g e n t . 

La p r e m i è r e é q u a t i o n ( i 5 ) a d m e t l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 

u¡ = A A ^ X Î - r - x [ ? U I - T - l\\X - H . . . ] (h constante A R B I T R A I R E ) , 

la f o n c t i o n e n t r e c r o c h e t s é t a n t h o l o m o r p h e ( ' ) d a n s le c e r c l e T. 

P o r t a n t c e t t e v a l e u r d a n s la s e c o n d e é q u a t i o n ( i o ) , n o u s o b t i e n ­

d r o n s l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 

M 2 = A I A ? A « - T - hx^=x[ ¿ 5 0 - h l's iX + . ..] -I- x*[l*o -h l i t x . .], 

A, é t a n t u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e e t les f o n c t i o n s e n t r e c r o c h e t s 

é t a n t h o l o m o r p j i e s d a n s Y. Ma i s n o u s a v o n s le d r o i t d e s u p p o s e r 

q u e h.\ es t n u l , de m ê m e q u e t o u t e s l es c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s q u i 

figurent d a n s les d é v e l o p p e m e n t s d e u3, U i , e t c . E n effet, il e s t 

c la i r q u ' i l n o u s suffit de c o n s e r v e r d a n s l ' e x p r e s s i o n g é n é r a l e ( i 4 ) 

d e l ' i n t é g r a l e u u n e s e u l e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e h; c e t t e c o n s t a n t e 

se ra d é t e r m i n é e d e m a n i è r e q u e u p r e n n e u n e v a l e u r i n i t i a l e 

d o n n é e ( - ) u e n u n p o i n t d o n n é x. E n p o u r s u i v a n t a l o r s n o t r e 

ca l cu l , n o u s vé r i f i e rons s a n s p e i n e q u e u¡ es t d e la f o r m e 

" 3 = x^iho+'hix — - · . ] - t - x 2 h x ^ [ l ' 3 ! 1 - ^ r : s l x -+-. . .]+xh*x*i>[l"3a-i-. . .], 

e t , d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , q u e u¡¡ es t d e la f o r m e 

" A = x k [ 4 O + · - - ] - + - xk~1 h x^[ l'ka -+- . . . ] - h . . . -+- x A * - 1 x 1 - k [ 1%,-11 + . . . ], 

les f o n c t i o n s e n t r e c r o c h e t s é t a n t h o l o m o r p h e s d a n s T. 

( ' ) L e C A L C U L Q U I D O N N E L ' I N T É G R A L E G É N É R A L E D E LA P R E M I È R E É Q U A T I O N ( i 5 ) 

m o n t r e E N effet Q U E LA F O N C T I O N ¿ig-F- l t l x - F - . . . C O N V E R G E A U T O U R D E x = o , D A N S 

LE C E R C L E O Ù LE S E C O N D M E M B R E D E L ' É Q U A T I O N E S T L U I - M Ê M E C O N V E R G E N T . D e M Ê M E 

P L U S B A S P O U R l e s D I V E R S E S F O N C T I O N S Q U I S O N T E N T R E C R O C H E L S D A N S L ' E X P R E S S I O N 

D E H T . 

( a ) La V A L E U R D E a^s , E T P A R S U I T E C E L L E D E h, N E S E R A D É T E R M I N É E Q U ' À U N M U L ­

T I P L E D E S E 1 ' " ! , P R È S . L * O U R la D É T E R M I N E R T O U T À F A I T , N O U S S U P P O S E R O N S Q U E d a n s 

xk3— e\los* O N p r e n n e P O U R I o g a : LA D É T E R M I N A T I O N D E P L U S P E T I T M O D U L E . 
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( ' ) L e s p a r a m è t r e s p. e t v j o u e n t ic i l e m ê m e r ô l e , e t n o u s a u r i o n s pu n o u s 

c o n t e n t e r d ' i n t r o d u i r e un d e c e s p a r a m è t r e s a u l i e u d e d e u x ; m a i s il e s t c o m m o d e 

d e se s e r v i r t a n t ô t d e l ' u n , t a n t ô t de l ' a u t r e , s u i v a n t l e s b e s o i n s du c a l c u l . 

D o n n o n s e n p a r t i c u l i e r à z o u à u ( ^ = = u n e v a l e u r 

r é p o n d a n t a u x c o n d i t i o n s é n o n c é e s p a g e I I 3 , e n s o r t e q u e l ' e n ­

s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s i s s u e s d e x avec la v a l e u r u n e p r é s e n t e 

a u c u n p o i n t c r i t i q u e d a n s la c o u r o n n e c i r c u l a i r e S l i m i t é e par les 

c e r c l e s y e t T. A l o r s , d ' a p r è s les lois de c o n t i n u i t é , le d é v e l o p p e ­

m e n t (i4) r e s t e a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t d a n s la c o u r o n n e S, q u e l 

q u e soi t v e n t r e o e t i . O n e n c o n c l u t q u e ce d é v e l o p p e m e n t es t 

u n e f o n c t i o n h o l o m o r p l i e d e s t r o i s v a r i a b l e s v, x, AJ 1> p o u r | v | £ i , 

x s i t u é d a n s T, e t | hx^' | i n f é r i e u r à u n c e r t a i n n o m b r e a-. E n p a r ­

t i c u l i e r , p o u r v = i , la branche d'intégrale définie par la valeur 

initiale u est développable, dans la couronne S, par rapport 

aux puissances de x et hx**. 

L o r s q u e h p r e n d la v a l e u r p a r t i c u l i è r e o , le d é v e l o p p e m e n t ( i 4 ) 

c o n v e r g e d a n s t o u t le c e r c l e T, e t r e p r é s e n t e une intégrale parti­

culière U qui est nulle à l'origine et holomorphe dans T. N o u s 

a p p e l l e r o n s Z , ( = x \J w\ -f- U ) l ' i n t é g r a l e c o r r e s p o n d a n t e ( n u l l e e t 

h o l o m o r p h e à l ' o r i g i n e ) d e l ' é q u a t i o n (4) · 

S o i t m a i n t e n a n t h d i f f é ren t d e o . L o r s q u e x, d a n s la c o u r o n n e S, 

d é c r i t u n t o u r a u t o u r d e l ' o r i g i n e , hx^t c h a n g e d e v a l e u r : p l u s 

p r é c i s é m e n t , la c o n s t a n t e h e s t m u l t i p l i é e p a r e±'lilù'. S u p p o s o n s , 

p o u r fixer l e s i d é e s , q u e le coe f f i c i en t d e i d a n s ) , 2 s o i t posit if , e t 

t o u r n o n s d a n s le s e n s d i r e c t : a l o r s , à c h a q u e t o u r , le m o d u l e d e h 

d é c r o î t , e t le d é v e l o p p e m e n t (14) n e cesse pas d ' ê t r e c o n v e r g e n t . 

D ' a i l l e u r s , l o r s q u e x t o u r n e a in s i i n d é f i n i m e n t a u t o u r d u c e r c l e y , 

h t e n d a n t v e r s o , la valeur z de z au point x tend vers la va­

leur Z , {x ) que prend en x V intégrale particulière X{. 

N o u s a v o n s é t ab l i c e s d i v e r s r é s u l t a t s e n d o n n a n t à | p. | u n e v a ­

l e u r c o m p r i s e e n t r e o e t p ( . A v a n t d ' a l l e r p l u s l o i n , m o n t r o n s q u e 

ces résultats resteront valables tant que | p. | £ i . 

S o i t /• u n n o m b r e t e l q u e u [ d o n n é p a r le d é v e l o p p e m e n t ( i 4 ) ] 

s o i t u n e f o n c t i o n h o m o l o r p h e d e x, hx^, p. e t v p o u r | x | < /·, 

| hx^t | < r , | p. | <L p , e t | v | S v' < i · I l e s t c l a i r ( * ) q u e , r r e s t a n t 
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(!) POUR V = O, LES INTÉGRALES u DE (I3) NE PRÉSENTENT AUCUN POINT CRILIQUE en 
DEHORS DE L'ORIGINE et DE L'INFINI. IL EST DONC IMPOSSIBLE QUE le DÉVELOPPEMENT 
CESSE DE CONVERGER POUR V = O, | x ] = r, \ hxki | — R. 

( 2) Cette VALEUR EST DÉTERMINÉE UNIVOQUEMENT D'APRÈS LA NOTE 2 DE LA PAGE n5; en 
PARTICULIER, À LA VALEUR « DE U (x) CORRESPOND LA SEULE VALEUR O DE h. 

fixe, |A ( p o u r r a ê t r e p r i s d ' a u t a n t p l u s g r a n d q u e v' s e r a p lu s p e t i t . 

D ' a i l l e u r s , l o r s q u e la l i m i t e u , t e n d r a v e r s i , la l i m i t e v' t e n d r a 

vers u n e l i m i t e d i f f é ren te de zé ro ( ' ) : o n p e u t d o n c t r o u v e r u n 

n o m b r e v, tel q u e u s o i t l i o l o m o r p b e p o u r | x | < r, | hx** | < r, 

[ u . | < i et | v | < v ( . 

R e p o r t o n s - n o u s a lo r s à l ' e x p r e s s i o n d e M* (p . i i 5 ) e t a p p e l o n s M* 

la p lu s g r a n d e v a l e u r p r i s e , p o u r | x | << r, p a r l ' e x p r e s s i o n 

j = ~ 

7 = 0 

P u i s q u e u e s t h o l o m o r p h e , la s o m m e d e s m o d u l e s d e s t e r m e s ( e n x , 

h'i e t v) d u d é v e l o p p e m e n t i\f\) e s t c o n v e r g e n t e d a n s les l i m i t e s 

q u e n o u s n o u s s o m m e s a s s ignées ; n o u s s o m m e s d o n c a s s u r é s q u e la 
*=» 

sé r ie ^ M / j ( r v ( )
A es t u n e s é r i e c o n v e r g e n t e : n o u s e n c o n c l u o n s 

q u e Le développement ( i z f ) reste convergent tant que l v | ^ i , 

| x\ < / ' v H , | hx^ | < / -v , . 

C o n v e n o n s e n p a r t i c u l i e r d e t o u j o u r s p r e n d r e p o u r v a l e u r 

d e e'-'iotx' ce l le q u i c o r r e s p o n d à la p l u s p e t i t e d é t e r m i n a t i o n d u 

l o g a r i t h m e . A l o r s , n o u s a u r o n s c e r é s u l t a t : POURVU QUE H SOIT 
ASSEZ P E T I T , ON P E U T D É T E R M I N E R DES NOMliRES lJ

 ET '""(/"'<C[ ' " = ' " ) 

TELS QUE ( Q U E L S Q U E S O I E N T | P. | ET | V | C O M P R I S E N T R E O E T l ) LE 

D É V E L O P P E M E N T ( l 4 ) R E P R É S E N T E U N E F O N C T I O N HOLOMORPIIE D E X 

ET h x \ POUR r' < | X | < /•" ET | II | < H . 

P a r t o n s m a i n t e n a n t d u p o i n t a ; (iJ <C \ x [ < r") avec u n e v a l e u r i n i ­

t ia le ( - ) u assez v o i s i n e d e \J{x) p o u r q u e la v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e 

de h a i t un m o d u l e i n f é r i e u r à H ; p u i s t o u r n o n s i n d é f i n i m e n t 

a u t o u r de l ' o r i g i n e d a n s la c o u r o n n e d e c e n t r e o o ù r'<i ] x | < r". 

Si n o u s t o u r n o n s d a n s u n s e n s c o n v e n a b l e h d é c r o î t i n d é f i n i m e n t 

( p . i i f i ) ; d o n c le d é v e l o p p e m e n t ( i 4 ) n e cesse p a s d e c o n v e r g e r , 

et z tend vers l'intégrale particulière Z t . 
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1 1 8 CHAPITRE IV. 

A 

L e s caractér is t iques i s s u e s de x avec la valeur u ne p e u v e n t par 

h y p o t h è s e présenter des po in t s cr i t iques de m o d u l e in fér ieur à /•" 

si ce n'est à l ' intér ieur du cerc le T' de centre o et de rayon r'. 

C o m b i e n en p r é s e n t e n t - e l l e s ? 

D o n n o n s - n o u s à l 'origine u n e valeur init iale a vo i s ine de o , à 

laque l l e n o u s ferons correspondre ( c o m m e n o u s l 'avons e x p l i q u é 

page i i 3 ) des valeurs d é t e r m i n é e s z: u de z et u au p o i n t x, et , 

par su i te , u n e valeur d é t e r m i n é e de h. P o u r que h soit nu l , il faudra 

q u e a soit n u l é g a l e m e n t ; d é t e r m i n o n s alors , autour de a = o, 

u n e r é g i o n A telle qu'à u n e valeur d e a s i tuée dans A corresponde 

u n e valeur de h de m o d u l e infér ieur à H . L o r s q u e a variera dans A, 

les valeurs correspondantes de z , w, h e n g e n d r e r o n t des fonc t ions 

c o n t i n u e s de a. D'a i l l eurs , ces f o n c t i o n s s eront u n i f o r m e s : e n 

effet, que l que soit a dans A, x sera, n o u s l 'avons v u , u n po in t 

d ' h o l o m o r p h i s m e pour l ' intégrale z égale à z au p o i n t x ; il n e 

pourra d o n c pas arriver que d e u x dé terminat ions de z(a) v i e n n e n t 

se c o n f o n d r e . 

Cela dit , cons idérons l ' e n s e m b l e des caractér is t iques i s sues de 

l 'or ig ine avec u n e valeur a s i tuée dans A. D 'après ce q u e n o u s 

avons vu page i i 3 , on pourra toujours trouver u n n o m b r e ¡y., tel 

q u e , pour p. rée l et infér ieur à p.,, l ' e n s e m b l e cons idéré n e p r é ­

sen te qu'urt p o i n t cr i t ique dans le cerc le T' de centre o et de 

rayon /•' [ e t par c o n s é q u e n t , dans le cerc l e c o n c e n t r i q u e F" de 

r a y o n /", p u i s q u e le d é v e l o p p e m e n t ( i 4 ) est , par h y p o t h è s e , h o -

l o m o r p h e entre F' et T"]. S u p p o s o n s alors que pour p ^ p . , cet e n ­

s e m b l e présente p lus ieurs po ints cr i t iques dans F' : il faudra, 

d'après l e s lo is de c o n t i n u i t é , que p o u r p. = p., il ait des p o i n t s 

cr i t iques sur le contour m ê m e de F', par c o n s é q u e n t , q u e p o u r 

p = p., — E il ait des po ints cr i t iques s i tués entre F' et T" et vo i s ins 

du c o n t o u r de V. Cette c i r c o n s t a n c e ne se présentant pas , n o u s 

p o u v o n s c o n c l u r e q u e , que l q u e soit p. entre o et i , l'ensemble 

des caractéristiques issues de l'origine avec une valeur initiale 

a située dans A ne présente qu'un point critique dans T'. 

Jusqu' i c i , le m é c a n i s m e des p e r m u t a t i o n s opérées au vo i s inage 

de l 'or ig ine es t le m ê m e p o u r l ' équat ion rédui te ( 3 ) et pour 

l ' équat ion ( 2 ) . Cette s imi l i tude va se mani fes ter e n c o r e dans l ' é tude 

q u e n o u s a l lons faire des permutat ions opérées directement au tour 

de l 'or ig ine . 
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P r e n a n t p. q u e l c o n q u e e n t r e o e t i , r e p o r t o n s - n o u s d e n o u v e a u 

à l ' é q u a t i o n ( 5 ) e t p o s o n s 

de m a n i è r e à m e t t r e l ' é q u a t i o n ( a ) sous la f o r m e 

( 1 7 ) xt' = X , f 4 - d,0x -h- d 2 0 a ; * - H d,,xt + d„2l* - t - , . . . 

11 r é s u l t e d u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t ( p . 1 i3 ) q u e l ' u n e d e s c a r a c ­

t é r i s t i q u e s t i s s u e s d ' u n p o i n t c r i t i q u e x , vo i s in d e o es t n u l l e 

à l ' o r i g i n e (Ç é t a n t é g a l a N o u s a l l o n s é t u d i e r c e t t e c a r a c t é ­

r i s t i q u e t. 

P r e n o n s u n p o i n t x s u r X \ o e t so i t t la v a l e u r e n x ( v a l e u r v o i ­

s ine d e o ) de la c a r a c t é r i s t i q u e t. J e dis q u e L ' E N S E M B L E DES 

CARACTÉRISTIQUES ISSUES D E X AVEC LA VALEUR I N I T I A L E t EST 

REPRÉSENTABLE AU V O I S I N A G E D E L ' O R I O I N E PAR UN D É V E L O P P E M E N T 

PROCÉDANT S U I V A N T LES PUISSANCES E N T I E R E S D E X E T D E M 1 ' 

( c é t a n t u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e ) . 

C o n s i d é r o n s , e n effet, l ' é q u a t i o n a u x i l i a i r e 

( 1 8 ) Xt'= \i t - t - V [ ¿ , ( , 3 7 - H : . . ] , 

o ù v es t u n p a r a m è t r e v a r i a n t d e o à 1, e t é t u d i o n s l ' e n s e m b l e d e s 

c a r a c t é r i s t i q u e s i s s u e s d e x a v e c u n e v a l e u r i n i t i a l e t v o i s i n e d e o . 

P o u r v = o , c e t e n s e m b l e n e p r é s e n t e a u c u n p o i n t c r i t i q u e , l ' o r i ­

g ine e x c e p t é e . D è s l o r s , p o u r v vo i s in d e o , il n ' a u r a a u c u n p o i n t 

c r i t i q u e d a n s u n e c o u r o n n e c i r c u l a i r e de c e n t r e o ( s o i t l o r s q u e 

p, < | x | < ; p',, o , é t a n t a r b i t r a i r e m e n t p e t i t si | v ] e s t i n f é r i e u r à 

u n n o m b r e V | a s sez p e t i t . 

P r o c é d a n t a l o r s c o m m e à la p a g e 1 14: n o u s p o u r r o n s r e p r é ­

s e n t e r l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s t p a r u n d é v e l o p p e m e n t 

( 1 9 ) t = f , v + t s v » H - . . . 

a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t p o u r [ v | - < v ( , p, << | x | < p' ( . D ' a i l l e u r s , 

les tj; ( p . 1 î . ï , é q . 1 a) s o n t d e s p o l y n ô m e s e n m ' I [ c c o n s t a n t e 

a r b i t r a i r e d é t e r m i n é e ( ' ) p a r la v a l e u r i n i t i a l e t\ d o n t l es coeffi-

(*) Voir p a g e n 5 , n o t e -2. La v a l e u r d e c sera e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e en 

f o n c t i o n de la v a l e u r i n i t i a l e t si n o u s c o n v e n o n s d e p r e n d r e ( a u p o i n t x) d a n s 

x \ = e\log•* la p l u s p e t i t e d é t e r m i n a t i o n d u l o g a r i t h m e . 
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( 1 ) La valeur de x \ étant fixée par la note précédente. 

c i e n t s s o n t des f o n c t i o n s , h o l o m o r p h e s d a n s T , n u l l e s p o u r x = o. 

J e d i s q u e le d é v e l o p p e m e n t (19) ( c o n v e r g e n t p o u r p< <^ | x | < p', ) 

c o n v e r g e r a a fortiori p o u r | : c | < ; a , . T r a ç o n s , e n effet, le 

c e r c l e y , d e c e n t r e o e t d e r a y o n p ( ; m e n o n s u n e c o u p u r e s u i v a n t 

u n r a y o n d e c e c e r c l e ; p u i s , p a r l a n t d u c o n t o u r d e y , a v e c la 

d é t e r m i n a t i o n (19), f a i sons m o u v o i r x d a n s y ( s ans f r a n c h i r la 

c o u p u r e . D a n s ces c o n d i t i o n s , c o n s i d é r o n s la v a r i a t i o n de la 
k — n 

s o m m e ^ | f / tv* j , e t a p p e l o n s IV la p l u s g r a n d e v a l e u r p r i s e p a r 

c e t t e s o m m e s u r le c o n t o u r d e y , . S ' i l a r r i v a i t q u ' e n c e r t a i n s p o i n t s 

d e y ( la s o m m e S fû t s u p é r i e u r e à 2 N p a r e x e m p l e , i l e x i s t e r a i t 

n é c e s s a i r e m e n t à l'intérieur d e y ( u n c o n t o u r f e r m é , n e r e n f e r ­

m a n t p a s l ' o r i g i n e , s u r l e q u e l ï s e r a i t c o m p r i s e n t r e N e t 2 N , et 

d a n s l e q u e l S d é p a s s e r a i t 2 N . Mais ce la e s t i m p o s s i b l e , c a r , e n ce 

cas , 2 d e v i e n d r a i t inf in i d a n s y , , ce q u i n ' a p a s l i e u . [H s ' a n n u l e à 

l ' o r i g i n e , p u i s q u e 5 t ( A ( ) > > o . ] D o n c S e s t i n f é r i e u r à 2 N d a n s 

t o u t y t , e t , p u i s q u e N r e s t e fini q u a n d n c r o î t i n d c f i n i m c n l , la 
* = » 

s o m m e ^ e s t c o n v e r g e n t e p o u r | .£ | < p 1, | v ] ^ v ( . O n e n c o n c l u t 

* = i 

q u e le développement ( i g ) est une fonction holomorphe des 

trois variables v, x etcx'-i p o u r | v ] ^ v ( , | x | < p', e t | cxli | i n f é ­

r i e u r à u n c e r t a i n n o m b r e cr. 

A p p e l o n s e n p a r t i c u l i e r s le p l u s p e t i t d e s d e u x n o m b r e s p^ e t a. 

E n p r o c é d a n t e x a c t e m e n t c o m m e à la p a g e 117, n o u s d é m o n t r e ­

r o n s q u e le développement (19) restera convergent tant que 

| v | < 1, pourvu que < x | < s v , , | ex1* [ < ; A V , . 

Cela d i t , p a r t o n s , avec u n e va l eu r i n i t i a l e t, d ' u n p o i n t fixe x 

i n t é r i e u r a u c e r c l e T, de c e n t r e o e t d e r a y o n * v ( , e t s u p p o s o n s \x\ 

et | £ | assez p e t i t s p o u r q u e la v a l e u r de c dé f in ie p a r ces c o n d i ­

t i o n s i n i t i a l e s sat isfasse à l ' i n é g a l i t é ( ' ) | c i 1 ! | <^ sv,. L o r s q u e x 

d é c r i t d a n s l e c e r c l e T ( u n t o u r c o m p l e t a u t o u r de l ' o r i g i n e , la 

c o n s t a n t e c e s t m u l t i p l i é e p a r e - - ™ ^ . S u p p o s o n s , p o u r fixer l es 

i d é e s , q u e l e coef f ic ien t d e 1 d a n s X, so i t pos i t i f . A l o r s , l o r s q u e 

n o u s t o u r n o n s i n d é f i n i m e n t a u t o u r d e l ' o r i g i n e d a n s le s e n s d i r e c t , 
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c tend vers o ; dans c e s c o n d i t i o n s , le d é v e l o p p e m e n t ( 1 9 ) ne cesse 

pas de c o n v e r g e r , e t t t e n d vers l ' intégrale part icul ière T o b t e n u e 

en faisant c = O dans ( 1 9 ) . Cet te intégrale est h o l o m o r p h e dans 

tout le cerc le 1^ : nous appellerons Z Vintégrale correspon­

dante de l'équation ( 4 ) en z. 

Qu'arriverait - i l si n o u s t o u r n i o n s , au contraire , autour de l 'or i ­

g ine dans le s ens ind irec t? La cons tante c augmenterai t alors 

indéf in iment , et il serait aisé de vérifier que le cerc le de c o n v e r ­

g e n c e du d é v e l o p p e m e n t ( 1 g ) tendrait vers O . Si nous c o n t i n u i o n s 

à tourner indé f in iment , n o u s o b t i e n d r i o n s des caractérist iques z 

présentant des po in t s cr i t iques de p lus e n p lus rapprochés de l 'ori ­

g ine e t c o n v e r g e a n t , par sui te , vers l ' intégrale part icul ière Z , , 

aiusi que n o u s l 'avons e x p l i q u é p l u s haut . 

N o u s p o u v o n s r é s u m e r e n d e u x l ignes l ' ensemble des c o n c l u ­

s ions de ce paragraphe : le mécanisme des permutations qui 

s'opèrent au voisinage de l'origine pour une intégrale de 

Véquation ( 4 ) est exactement le mécanisme décrit à la 

page 7 2 . S o i t x u n po in t arbi tra irement rapproché de l 'or ig ine . 

N o u s cons ta tons q u e l ' e n s e m b l e des dé terminat ions o b t e n u e s au 

po int x p e u t être représenté par le Tableau su ivant ( ' ) : 

. . . , z—i ; z0 ! AI, . . . ; 

/ \ / \ / \ 
/ \ / \ . / \ 

x - \ , u ^ - 1 , 4 - - , ; ^ 0 , 1 , · - · ; - · • ; 

Z — · - - > Z 3 O , I , • • · ; z i , U • • · · 

La première l i gne c o n t i e n t les dé terminat ions qui s 'annulent 

pour x = o et se p e r m u t e n t autour de l 'or ig ine . La dernière l igne 

c o n t i e n t les dé terminat ions qui n e s 'annulent pas p o u r x = O . D e 

p l u s , c h a q u e dé terminat ion Z j k se p e r m u t e avec la d é t e r m i n a ­

t ion zj c o r r e s p o n d a n t e autour du po in t cr i t ique xt t inscr i t a u -

dessus d'elle dans la s e c o n d e l i g n e . Si n o u s n o u s référons alors 

aux déf in i t ions de la page 9 6 , n o u s p o u v o n s dire q u e , pour 

( 1 ) L o r s q u e la p a r t i e r é e l l e de ^ - e s t c o m p r i s e e n t r e i e t a, i l c o r r e s p o n d à 
1 

c h a q u e d é t e r m i n a t i o n z u n e d é t e r m i n a t i o n z au p l u s (cf. p . 7 1 - 7 3 ) . 
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I I I . — Étude du cas St{~k\) > o, J l ( À 2 ) < o, \ t et ~k2 réels. 

D a n s l ' h y p o t h è s e o ù X ( e t ~k2 s o n t r é e l s , il c o n v i e n t d e d i s t i n ­

g u e r d e u x cas s u i v a n t q u e ces q u a n t i t é s s o n t i r r a t i o n n e l l e s o u 

r a t i o n n e l l e s . 

E n p r e m i e r l i e u , s u p p o s o n s X ( e t ~k2 irrationnels. T o u s les 

ca lcu l s q u e n o u s a v o n s faits a u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t s u b s i s t e n t 

a lo r s s a n s m o d i f i c a t i o n s . Ma i s l ' u n e des c o n s é q u e n c e s p r i n c i p a l e s 

q u e n o u s a v i o n s t i r é e s de c e s ca l cu l s se t r o u v e ê t r e e n d é f a u t : 

les intégrales z, développables par rapport aux puissances de x 

et cx^I et par rapport aux puissances de x et hx*--, ne tendent 

plus vers les intégrales particulières Z e t Z , . E n effet, p o u r \ K 

et X 2 r é e l s i r r a t i o n n e l s , l es e x p r e s s i o n s e - K T N ^ I , e'2l"Ti^ ( o ù l ' e n t i e r k 

p r e n d d e s v a l e u r s de p l u s e n p l u s g r a n d e s ) c o n s e r v e n t d e s m o d u l e s 

c o n s t a n t s , t a n d i s q u e l e u r s a r g u m e n t s t e n d e n t ve r s t o u t e s les 

v a l e u r s r é e l l e s . 

P r e n o n s a lo r s u n p o i n t fixe x vo i s in d e o e t u n e v a l e u r d e C 

te l le q u e l e d é v e l o p p e m e n t 

(20) £2 a,- Y X I ( C X \ y 

de z p a r r a p p o r t a u x p u i s s a n c e s d e x e t ex*' so i t a b s o l u m e n t c o n ­

v e r g e n t p o u r | j ; | ^ | a ? | . P u i s c o n s i d é r o n s d a n s le p l a n d e s z les 

p o i n t s d e la c o u r b e r e p r é s e n t é e p a r l ' éga l i t é 

(21 ) z(X) = TTAJJ>XI(\ C I E'o'L̂P')' 
l o r s q u ' o n fait v a r i e r 10 d e o à a n p a r v a l e u r s r é e l l e s . L e d é v e l o p ­

p e m e n t (AI), r e s t a n t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t p o u r les v a l e u r s c o n ­

s i d é r é e s d e oj, es t u n e f o n c t i o n u n i f o r m e de c e t t e q u a n t i t é . Il 

r e p r é s e n t e d o n c , d a n s le p l a n des z, u n e c o u r b e f e r m é e e n t o u ­

r a n t Z = 0 ; e t , LORSQUE X, SUR LE CONTOUR DU CERCLE a? = | a? | , TOURNE INDÉFINIMENT AUTOUR DE L'OHIGINF., LA DÉTERMINATION INITIALE z(x) SE L'ERMUTE AVEC UNE INFINITÉ DE DÉTERMINA­TIONS Z,(x), Z2(x), ... QUI CONVERGENT VERS TOUS LES POINTS 

l ' é q u a t i o n (4)> L ' O R I G I N E EST UN P O I N T TRANSCENDANT D E P R E M I È R E 

ESPÈCE, D E LA P R E M I È R E SORTE E T D U SECOND T Y P E . 
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(') Voir l e s O u v r a g e s c i t é s p a g e 106, n o t e t . 

DE C E T T E COURBE F E R M É E ( 2 1 ) . Si e n s u i t e n o u s fa i sons croître ¡ c I, 

n o u s o b t i e n d r o n s u n e série de courbes ( 2 1 ) s ' e m b o î t a n t l e s u n e s dans 

les autres et se rapprochant de p lus e n plus de l 'or ig ine : à c h a ­

c u n e de ces courbes correspondra u n e branche d' intégrale di f fé­

r e n t e ; p o u r c = o , n o u s r e t o m b e r i o n s sur l ' intégrale p a r t i c u ­

l ière Z. 

O n déduirai t a i s é m e n t de là q u e les po in t s cr i t iques x¡ d 'une 

intégrale z, s i tués (au vo i s inage de l 'or ig ine) sur les caractér is ­

t iques i s sues de x avec les d é t e r m i n a t i o n s zj(x), ne c o n v e r g e n t 

p lus vers x = o c o m m e il arrivait au paragraphe p r é c é d e n t : ces 

points critiques convergent vers tous les points d'une petite 

courbe fermée entourant l'origine. 

Mous n ' ins i s terons pas sur ce cas , qui nous m e t e n p r é s e n c e d e 

c i rcons tances toutes n o u v e l l e s ; car nous avons toujours a d m i s 

jusqu ' i c i q u e les po in t s cr i t iques d 'une m ê m e b r a n c h e d' intégrale 

c o n v e r g e a i e n t vers un p o i n t - l i m i t e u n i q u e . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e À t el~k2 so i ent rationnels et repor­

t o n s - n o u s à l ' équat ion ( 1 7 ) de la page 1 i g , 

( 1 7 ) z = x <f w\ + t, xt' = X[ t - t - dl0x - 4 - . . . , 

é q u a t i o n qui n o u s a permis d 'é tudier les caractér i s t iques z nu l l e s 

à l 'or ig ine . N o u s e x a m i n e r o n s s e u l e m e n t le cas où A , = 1 : on 

n'aura pas de p e i n e à traiter de la m ê m e manière le cas généra l ; 

d'ail leurs, il serait aisé de vérifier ( ( ) qu' i l ex i s t e toujours u n 

c h a n g e m e n t de variables ra t ionne l permet tant de transformer u n e 

équat ion ( 1 7 ) où A, est rée l rat ionnel e n une é q u a t i o n ( 1 7 ) 

où A, = 1 . So i t d o n c ~k\= 1 et : 

P R E M I È R E M E N T : dia = o . — Je dis que L ' É Q U A T I O N 

( 2 2 ) xt' = t -t - d20x
ï -+- d,txt -+- rf02£*-)-. • · 

ADMET U N E I N F I N I T É D E C A R A C T É R I S T I Q U E S N U L L E S E T H O L O M O R P H E S 

A L ' O R I O I N E E T F O N C T I O N S HOLOMORPHES D ' U N PARAMÈTRE C. 
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124 CHAPITRE IV. 

E n effet, c h e r c h o n s à sa t i s fa i re à l ' é q u a t i o n ( a a ) e n p o s a n t 

( î 3 ) t = T, [ X -+- 7 j 2 a ? 2 - H . . . . 

N o u s vér i f ions i m m é d i a t e m e n t q u e ri, r e s t e a r b i t r a i r e e t q u e 

les coeff ic ients ri2, f\3, ... s o n t d é t e r m i n é s p a r les éga l i t é s 

3^3 = T)3 —T— tonclion de t j i , R , , , 

A i n s i , n o u s p o u v o n s d é t e r m i n e r f o r m e l l e m e n t le d é v e l o p p e ­

m e n t ( A 3 ) l o r s q u e n o u s n o u s d o n n o n s u n e v a l e u r a r b i t r a i r e d e r , , . 

J e dis q u e , q u e l q u e soi t 7 ) , , ce d é v e l o p p e m e n t e s t u n e f o n c t i o n 

h o l o i n o r p h e d e x e t T] , au v o i s i n a g e d e x — o . E n effet, s u p p o ­

s o n s le d é v e l o p p e m e n t ( 2 3 ) o r d o n n é p a r r a p p o r t a u x p u i s s a n c e s 

d e x e t d e i\Kx : n o u s n ' a v o n s q u ' à r e p r o d u i r e t e x t u e l l e m e n t la 

d é m o n s t r a t i o n d e s p a g e s 1 1 9 - 1 2 0 p o u r c o n s t a t e r q u e l e d é v e l o p ­

p e m e n t ( 2 3 ) es t c o n v e r g e n t p o u r | x | e t | r H x [ i n f é r i e u r s à u n 

c e r t a i n n o m b r e <r. O n v o i t a ins i q u e , d a n s les c o n d i t i o n s o ù n o u s 

s o m m e s p l a c é s , L'origine n'est plus un point singulier trans­

cendant pour l'équation ( 4 ) . 

L e s b r a n c h e s d ' i n t é g r a l e s n u l l e s à l ' o r i g i n e s o n t , d i s o n s -nous , 

f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s d ' u n p a r a m è t r e 7 ] , . A U l i e u d u coeffi­

c i e n t T | ( , o n p o u r r a i t , si l ' o n vou la i t , p r e n d r e c o m m e p a r a m è t r e 

la v a l e u r C p r i s e p a r les b r a n c h e s c o n s i d é r é e s e n u n p o i n t fixe 

v o i s i n d e l ' o r i g i n e . 

S o i t m a i n t e n a n t : 

D E U X I È M E M E N T : d i o y ^ O. — J e dis q u e L ' É Q U A T I O N 

( 2 4 ) x t' = ' - I - d1Qx •+- d N x ' t + . . . 

A D M E T U N E I N F I N I T É D E B R A N C H E S D ' 1 N T É G R A L E S N U L L E S A L ' O R I -

G I N E E T D É V E L O P P A B L E S , A U V O I S I N A G E D E L ' O R I G - I N E , P A R R A P P O R T 

A U X P U I S S A N C E S D E X E T D E d<0x\ogX. 

C o n s i d é r o n s , c o m m e n o u s e n a v o n s p r i s l ' h a b i t u d e , l ' é q u a t i o n 

a u x i l i a i r e 

x t' = t -h v( d l o x -t- . . . ). 

N o u s s a v o n s q u e l ' e n s e m b l e des c a r a c t é r i s t i q u e s t i s s u e s d ' u n 
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e t l ' o n e n d é d u i t (cf. p . 1 1 5 ) q u e les s o n t d e la f o r m e 

tt = dtoxlogx -h x(c lux -t-. . .) (c = const. arbitraire), 
t s = x(d,axlogx)(ïtB-+- a? + . . . ) -t- ar»fV,0-f- l t i x + . . -), 

1 

f * = - 4 - .. . ) -t- a:*-' (d, o a: log a?) ( ̂ „ -t-... ) -t-. . . 

-t- x(dioxloSx)*->(r)£-"-t... .). 

D a n s ces d é v e l o p p e m e n t s , les coef f i c ien t s l d é p e n d e n t d e la 

c o n s t a n t e a r b i t r a i r e c . C o n v e n o n s , e n p a r t i c u l i e r , d e p r e n d r e 

c o m m e v a l e u r i n i t i a l e d e l o g j ; la p l u s p e t i t e d é t e r m i n a t i o n de ce 

l o g a r i t h m e . A l o r s la v a l e u r d e c s e ra e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e p a r 

la v a l e u r in i a l e t. 

L e s f o n c t i o n s t/, s ' a n n u l e n t t o u t e s à l ' o r i g i n e . O n e n d é d u i t , 

c o m m e à la p a g e 1 2 0 , q u e le d é v e l o p p e m e n t ( 2 6 ) ( c o n v e r g e n t 

p o u r pf < ; | x | < ; p ' ( , l o r s q u e la v a l e u r i n i t i a l e t es t assez p e t i t e ) 

c o n v e r g e , a fortiori, p o u r ] a ? | ^ p ( . D o n c le d é v e l o p p e m e n t ( 2 6 ) 

es t u n e f o n c t i o n h o l o m o r p l i e d e s t r o i s v a r i a b l e s v, x e t di0x\ogx 

p o u r | v | , | : c | e t \diax \ogx\ i n f é r i e u r s à u n c e r t a i n n o m b r e 

A p p e l o n s a l o r s M* la p l u s g r a n d e v a l e u r p r i s e p o u r | x | -< r, 

p a r l ' e x p r e s s i o n 

j = » 

j = 0 

E n r a i s o n n a n t c o m m e à la p a g e 1 1 7 , n o u s c o n s t a t o n s q u e la s é r i e 

M / r ( r V j )* e s t u n e sé r i e c o n v e r g e n t e , e t n o u s e n c o n c l u o n s q u e 

p o i n t x vo i s in d e l ' o r i g i n e a v e c u n e v a l e u r C v o i s i n e d e o e s t 

r e p r é s e n t a b l e p a r u n d é v e l o p p e m e n t d e la f o r m e 

( 2 6 ) t = « ! V - + - « J V S - + - . . . 

a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t p o u r | v | < v ( , p ( < ; \ x \ < p , (voir p . i 1 9 ) . 

D ' a i l l e u r s , l es tj, s o n t d é t e r m i n é s (cf. p . 1 1 5 ) p a r les é q u a t i o n s 

l i n é a i r e s 
x t \ = t[ -+• d i o x -+- dïtsx

,--\-..., 

xi"'2 — tt-t- termes en a? ¿ 1 , a?V(, . . ., 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



le développement ( 2 6 ) reste convergent tant que [ a ^ O v , , 

I dtox l o g x I < r v ( . L a p r o p o s i t i o n é n o n c é e e s t d o n c d é m o n t r é e . 

Si m a i n t e n a n t , p a r t a n t d u p o i n t x avec la v a l e u r i n i t i a l e t, n o u s 

d é c r i v o n s u n e s é r i e de t o u r s a u t o u r d e l ' o r i g i n e , logx p r e n d , 

a p r è s c h a q u e t o u r , u n e v a l e u r n o u v e l l e , e t n o u s o b t e n o n s a ins i 

e n x u n e inf in i té d e d é t e r m i n a t i o n s q u i se p e r m u t e n t d i r e c t e m e n t 

e n t r e e l les a u t o u r d e l ' o r i g i n e . 

I V . — Étude du cas 3ÍCÁ¡) <C u, ¿H.(Xa) •< o , 

"ki et X2 complexes. 

JNous a l l ons e x a m i n e r r a p i d e m e n t ce cas à t i t r e d e d e r n i e r 

e x e m p l e . 

C o n s i d é r o n s l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s z d e l ' é q u a t i o n ( 4 ) 

i s s u e s d e l ' o r i g i n e avec u n e v a l e u r i n i t i a l e a v o i s i n e d e O . L o r s q u e 

p. — O, ce t e n s e m b l e j o u i t de la p r o p r i é t é s u i v a n t e M I S E e n l u m i è r e 

p a r l ' a n a l y s e de la p a g e 7 0 ; il n e p r é s e n t e d a n s t o u t le p l a n q u e 

deux p o i n t s c r i t i q u e s x\, x2, d ' a u t a n t p l u s r a p p r o c h é s d e l ' o r i g i n e 

q u e a e s t p l u s p e t i t . D è s l o r s , e n v e r t u d e s lo is d e c o n t i n u i t é 

[comparez p . 1 i 3 ) , o n p e u t t r o u v e r u n c e r c l e T d e c e n t r e x = o 

e t d e s n o m b r e s p t , ai t e l s q u e , p o u r ¡ p | < ; p., e t | « | < « , , l'en­

semble des caractéristiques de ( 4 ) issues de l'origine avec la 

valeur initiale a ne présente que deux points critiques x,, x3 

dans le cercle T. 

T r a ç o n s u n c e r c l e y , c o n c e n t r i q u e à T, c o n t e n u d a n s T, m a i s 

c o n t e n a n t x, e t x2. N o u s n o u s p r o p o s e r o n s d e t r o u v e r u n e 

e x p r e s s i o n a n a l y t i q u e q u i r e p r é s e n t e , p o u r les v a l e u r s d e x c o m ­

p r i s e s e n t r e y e t T, l ' u n e o u l ' a u t r e des d e u x c a r a c t é r i s t i q u e s 

i s s u e s d e x , a v e c la v a l e u r c r i t i q u e o . 

R e m a r q u o n s d ' a b o r d q u e , si p. = o e t si | xt | e s t t r è s p e t i t , l ' u n e 

d e s c a r a c t é r i s t i q u e s c o n s i d é r é e s es t t rès VOISINE d e n>,x e n t r e y 

e t F , t a n d i s q u e l ' a u t r e e s t t r è s v o i s i n e d e w2x. E n effet, p o u r les 

c a r a c t é r i s t i q u e s q u i p r é s e n t e n t d e s p o i n t s c r i t i q u e s a r b i t r a i r e m e n t 

p r è s de l ' o r i g i n e , la c o n s t a n t e C d e la p a g e 6 8 es t a r b i t r a i r e m e n t 

g r a n d e ; o r l ' éga l i t é (3) d e la p a g e 6 8 m o n t r e q u e , l o r s q u e | C | c r o î t 

i n d é f i n i m e n t , u n e c a r a c t é r i s t i q u e w i s sue d e x{ avec la v a l e u r o 
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( ' ) C e t l e h y p o t h è s e r e v i e n t à s u p p o s e r q u e le p o i n t c r i t i q u e a;, (d'où aous 
s o m m e s p a r t i s à la p . 126 ) e s t s u f f i s a m m e n t v o i s i n d e l ' o r i g i n e . 

l e n d ( e n u n p o i n t q u e l c o n q u e x), so i t ve r s w{, so i t v e r s w2. D e 

c e t t e r e m a r q u e i l r é s u l t e , p a r c o n t i n u i t é , q u e , S Í p. ( et \ xK \ sont 

suffisamment petits, les valeurs initiales (Z,S) au point x des 

deux caractéristiques que nous étudions sont respectivement 

voisines de w{x et w2x. 

C o n s i d é r o n s , p a r e x e m p l e , la seconde c a r a c t é r i s t i q u e e t p o s o n s 

(27) Ç = _ = + 

T o u s les r é s u l t a t s o b t e n u s a u x p a g e s i I4-II8 s u b s i s t e r o n t ici s a n s 

m o d i f i c a t i o n s . L ' é q u a t i o n (4) se t r a n s f o r m e e n l ' é q u a t i o n (12) e t 

la b r a n c h e d ' i n t é g r a l e u de c e t t e d e r n i è r e é q u a t i o n , q u i p r e n d a u 

p o i n t x u n e v a l e u r i n i t i a l e u vo i s ine d e z é r o , e s t d é v e l o p p a b l e 

( d a n s u n e c o u r o n n e c i r c u l a i r e ) p a r r a p p o r t a u x p u i s s a n c e s d e x 

e t d e hx^' [ d é v e l o p p e m e n t (I4)]- P l u s p r é c i s é m e n t , on peut déter­

miner un nombre H et des nombres r',r" (inférieurs au rayon 

de T ) tels que (quel que soit | p | compris entre o et 1) le dévelop­

pement (I4) (où l'on, fait v = 1) représente une fonction holo-

morphe de x et h x'"1 pour /•'< | x | <C f" et j h j < H . 

L o r s q u e h n ' e s t p a s n u l , les c a r a c t é r i s t i q u e s z dé f in ies p a r le 

d é v e l o p p e m e n t (I4) s o n t d i f f é ren tes d e z é r o à l ' o r i g i n e . M a i s , 

p o u r h = o , n o u s o b t e n o n s u n e i n t é g r a l e U à l a q u e l l e c o r r e s p o n d 

une intégrale particulière Z , de Véquation (4), nulle et holo-

morphe à l'origine. D ' a i l l e u r s , l o r s q u e ] h \ t e n d ve r s o, la l i m i t e 

i n f é r i e u r e r1 de la c o u r o n n e c i r c u l a i r e o ù c o n v e r g e le d é v e l o p p e ­

m e n t (I4) t e n d é v i d e m m e n t ve r s o ; o n vo i t a i n s i q u e , p o u r /t = o , 

les p o i n t s c r i t i q u e s s i t u é s s u r l es c a r a c t é r i s t i q u e s Z( ( i s s u e s d e o 

avec la v a l e u r o ) v i e n n e n t se c o n f o n d r e e n x = o . S i m a i n t e n a n t , 

p a r t a n t d e a? ( / • ' < ; | x [ < r") avec u n e v a l e u r i n i t i a l e u v o i s i n e ( ' ) 

d e Tj(x), n o u s t o u r n o n s i n d é f i n i m e n t d a n s u n s e n s c o n v e n a b t e 

s u r la c i r c o n f é r e n c e de c e n t r e o e t d e r a y o n \x\, n o u s o b t e n o n s 

a u p o i n t x u n e inf in i té d e d é t e r m i n a t i o n s n o u v e l l e s q u i c o n v e r g e n t 

ve r s Z , ( x ) ( cf. p . 117). 
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O n o b t i e n d r a i t d e s r é s u l t a t s a n a l o g u e s p o u r la première c a r a c ­

t é r i s t i q u e £ i s s u e d u p o i n t x, a v e c la v a l e u r o . P o s a n t Ç = -\- t, 

o n t r o u v e r a i t q u e cette caractéristique ( o u la c a r a c t é r i s t i q u e t 

c o r r e s p o n d a n t e ) est développable (dans une couronne circulaire 

de centre O ) par rapport aux puissances de x et cx^' [ d é v e l o p ­

p e m e n t ( i y ) , o ù l ' o n fait v = i ] . P o u r c = o, le d é v e l o p p e m e n t 

o b t e n u d o n n e u n e i n t é g r a l e T à l a q u e l l e c o r r e s p o n d u n e s e c o n d e 

i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e Z d e l ' é q u a t i o n ( 4 ) n u l l e e t b o l o m o r p h e à 

l ' o r i g i n e . S i , d ' a u t r e p a r t , à p a r t i r d ' u n e v a l e u r i n i t i a l e t d e t 

v o i s i n e d e ï ( a ; ) , o n t o u r n e i n d é f i n i m e n t d a n s u n s e n s c o n v e ­

n a b l e s u r la c i r c o n f é r e n c e de c e n t r e o e t d e r a y o n \ x |, o n o b t i e n t 

au p o i n t x u n e n o u v e l l e inf in i té d e d é t e r m i n a t i o n s q u i c o n v e r g e n t 

ve r s 7j(x). 

U n e fois o b t e n u s les d é v e l o p p e m e n t s ( 1 4 ) e t ( 1 9 ) ( o ù l ' on fait 

v = i ) , n o u s r e v i e n d r o n s a u x p o i n t s c r i t i q u e s p r é s e n t é s d a n s le 

c e r c l e T d e c e n t r e o p a r l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s z i s sues 

d e l ' o r i g i n e avec u n e v a l e u r in i t i a l e a v o i s i n e de o . N o u s a v o n s v u 

( p . 1 2 6 ) q u e ces p o i n t s c r i t i q u e s s o n t a u n o m b r e de d e u x l o r s q u e 

le p a r a m è t r e p e s t i n f é r i e u r à u n c e r t a i n n o m b r e p . , . E n r a i s o n ­

n a n t c o m m e à la p a g e 1 1 7 , n o u s d é m o n t r e r o n s q u e , quel que soit 

p. entre o et 1 , le nombre de ces points critiques est toujours 2 

à condition que a soit intérieur à une certaine aire A entou­

rant a = o . 

C e l a d i t , i l n o u s se ra facile d e d é t e r m i n e r le m é c a n i s m e d e s 

p e r m u t a t i o n s q u i s ' o p è r e n t a u v o i s i n a g e d e l ' o r i g i n e p o u r u n e 

b r a n d i e d ' i n t é g r a l e z. Ce mécanisme est exactement celui qui a 

été décrit aux pages 6 8 - 7 0 . S o i t x u n p o i n t vo i s in d e o . L e s 

d é t e r m i n a t i o n s d e z o b t e n u e s e n ce p o i n t f o r m e n t u n e sé r i e u n i -

l i n é a i r e 

. . . , -5 1 , ZQ, ^ L I • • - , 

et à c h a q u e d é t e r m i n a t i o n Zj c o r r e s p o n d e n t d e u x p o i n t s c r i t i q u e s 

X j qu i le p e r m u t e n t r e s p e c t i v e m e n t avec zj__, e t Z j + { . N o u s 

e n c o n c l u o n s (voir p . 9 0 ) q u e , d a n s les c o n d i t i o n s ou n o u s 

s o m m e s p l a c é s , L ' O R I G T N E E S T , P O U R L ' É Q U A T I O N ( 4 ) ; C N « - O I N T 

T R A N S C E N D A N T D E P R E M I E R E E S P E C E , U E L A P R E M I E R E S O R T E E T 1 1 1 1 

P R E M I E R T Y P E . 
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C H A P I T R E Y . 

R E L A T I O N S E N T R E L E S S I N G U L A R I T É S T R A N S C E N D A N T E S 

D ' U N E M Ê M E É Q U A T I O N . 

J e n e p u i s c o n s a c r e r q u e q u e l q u e s p a g e s à c e p r o b l è m e , q u i 

c e p e n d a n t , d a n s u n e é t u d e p l u s c o m p l è t e , d e v r a i t o c c u p e r u n e p l a c e 

p r é p o n d é r a n t e . E n effet, si n o u s v o u l o n s r e s t e r fidèles a u x p r i n ­

c i p e s f o r m u l é s d a n s l ' I n t r o d u c t i o n d e c e L i v r e , n o u s n e d e v o n s 

pas n o u s c o n t e n t e r d ' é t u d i e r l es i n t é g r a l e s d ' u n e é q u a t i o n au v o i ­

s i n a g e d ' u n e s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e i so l ée ( q u e l l e q u e so i t 

l ' e x t e n s i o n d o n n é e à ce v o i s i n a g e , d a n s l e q u e l n o u s a v o n s c o m p r i s 

u n e n s e m b l e inf in i d e p o i n t s c r i t i q u e s a l g é b r i q u e s ) . I l n o u s fau t 

é t u d i e r les i n t é g r a l e s d a n s t o u t le p l a n e t , a v a n t t o u t , n o u s 

d e m a n d e r si les e n s e m b l e s d e p e r m u t a t i o n s o p é r é e s a u -vois inage 

d e s d i v e r s e s s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s d ' u n e m ê m e é q u a t i o n s o n t 

d e s e n s e m b l e s i n d é p e n d a n t s o u , au c o n t r a i r e , d e s e n s e m b l e s l i é s 

p a r c e r t a i n e s r e l a t i o n s . 

V o u l a n t a r r i v e r t o u t d e s u i t e à d e s r é s u l t a t s p r é c i s , j e m e c o n ­

t e n t e r a i d ' e x a m i n e r u n t y p e d ' é q u a t i o n p a r t i c u l i e r , l ' é q u a t i o n 

( i ) i / ' + A j / ' + A s / ^ o , 

o ù A 3 e s t u n polynôme de degré deux. 

O n se r a p p e l l e q u ' a u C h a p i t r e I I n o u s a v o n s fait u n e é l u d e s p é ­

cia le d e l ' é q u a t i o n (1 ) a u p o i n t d e v u e d e la c r o i s s a n c e d e ses i n t é ­

g r a l e s , e t q u e n o u s a v o n s é té c o n d u i t s à d i s t i n g u e r d e u x cas s u i v a n t 

q u e les d e g r é s m2 e t m3 d e A 2 e t A 3 sa t i s fon t à l ' u n e o u à l ' a u t r e 

d e s d e u x i n é g a l i t é s m3 ^> 2 m2 -f- 1, m¿ < im2 + 1. O r , p r é c i s é ­

m e n t , il va se t r o u v e r q u e la d i s t i n c t i o n de ces d e u x c a s , s u g g é r é e 

pa r d e s c o n s i d é r a t i o n s d ' u n o r d r e t o u t d i f fé ren t , a u n e i m p o r t a n c e 

c a p i t a l e d a n s n o t r e p r o b l è m e a c t u e l . Tandis que pour m2 = o les 

singularités transcendantes de l'équation (1) ( o ù / w 3 = 2) sont 
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1. — L'équation 'J.y' -|- y'1 - j - ax(x— a ) x 3 = o . 

E n p r e m i e r l i e u , F A I S O N S d a n s l ' é q u a t i o n (1) rn2=o a v e c / w S = 2 . 

E n e f f ec tuan t a u b e s o i n u n c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e s d e la f o r m e 

(x, x -+- cons t . ) , (y, y X cons t . ) , 

n o u s r a m è n e r o n s l ' é q u a t i o n ( i ) à la f o r m e 

( 2 ) 2 y -+- y 1 -+- a x (x — a.)y3 = o 

o u 

(3) _ ^ = a - i , izz'— z a x ( x — ot). 

N o u s a l lons n o u s d e m a n d e r d e q u e l l e n a t u r e s o n t les s i n g u l a ­

r i t é s t r a n s c e n d a n t e s d e l ' é q u a t i o n ( 3 ) s u i v a n t les v a l e u r s d e a e t a. 

A p p e l o n s \\, X ' , e t X't, Y„ les q u a n t i t é s À,, X 2 q u i , d ' a p r è s le 

C h a p i t r e I V ( p . 1 0 7 ) , s o n t r e s p e c t i v e m e n t a s s o c i é e s a u x s i n g u l a ­

r i t é s o et. a, e t c h e r c h o n s à c a l c u l e r ces q u a n t i t é s . 

P o u r c a l c u l e r e t X ' o n d o i t p r e n d r e l e s R A C I N E S I V , e t w2 d e 

l ' é q u a t i o n 
— 2 W 2 - 1 - w — a A = O , 

p u i s p o s e r 

X ' . = — 2 - H — — ; X ' , = — 2 4 

•2 » 1 1 W ; 

I l e n r é s u l t e q u e X ' , e t X ' 2 s o n t l e s R A C I N E S de l ' é q u a t i o n 

4 « A ( X + 2 ) 2 — 2 ( L + I ) + * = O 

O U 

( 4 ) 4 » X X 2 4 - ( i 6 a a — 2 ) X 4 - 1 6 < Z A — 2 = 0 . 

O n vér i f ie ra i t d e m ê m e q u e \ " e t X ' 2 s o n t les r a c i n e s d e 

(5) 4 A ( I G A Œ 4 - 2 ) X - + - 1 6 A 1 H - 2 = O . 

Si n o u s c o m p a r o n s m a i n t e n a n t les é q u a t i o n s (4) e t (5 ) , n o u s 

o b t e n o n s les r e l a t i o n s 

( 6 ) X I l't 4 - \'[ \"t = 8 , X I 4 - X ' 3 - 1 - X " - 1 - X ' 4 = — 8 , 

liées entre elles par une relation invariante, ces singularités 

sont indépendantes lorsque m 2 > » o . 
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RELATIONS ENTRE LES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES. l 3 l 

relations invariantes qui expriment la dépendance réciproque 

des deux singularités transcendantes x = o et x = a. 

D e ces relat ions ( 6 ) n o u s a l lons déduire d iverses c o n s é q u e n c e s , 

e t t o u t d'abord c e l l e - c i : des deux points singuliers o et a, l'un 

au moins est un point indirectement critique. 

Pour é tabl ir ce po int , j e montrerai q u e si l'on a eït (X\ ) > o, et , 

par suite ( p . 1 0 7 ) , < : R ( X ' , ) < ; o , o n a n é c e s s a i r e m e n t (X'j ) < C o, 

A ( À ; ) < o. 

Vér i f i ons - l e p o u r "k". N o u s savons q u e 

1 ^ 1 ^ I l 

X, X 2 X( X2 

R e m p l a ç o n s alors, dans ( 6 ) , X', et X", par leurs valeurs en f o n c ­

t ion de X'(, X"{ : n o u s o b t e n o n s 

A 1 7 7 T T 1 : 

X I - + - i X ' J - W 1 X I - F - I 1 X J - R - I - ' 

e t nous vérif ions a i s é m e n t qu'i l est i m p o s s i b l e q u e ce t t e égal i té 

so i t satisfaite si les part ies réel les de X', e t X"( s o n t toutes d e u x p o ­

s i t ives . N o u s en c o n c l u o n s q u e l 'un au m o i n s des d e u x po ints o 

et a est i n d i r e c t e m e n t cr i t ique ( ' ) . 

Il y aurait u n intérêt part icul ier à savoir d é t e r m i n e r toutes les 

é q u a t i o n s ( 3 ) te l les que les quant i tés X'(, X!,, X"(, X'2 c o r r e s p o n d a n t 

à ces équat ions so i ent réelles e t rationnelles. C'est e n ce cas , en 

effet, que les s ingulari tés t ranscendantes s o n t suscept ib l e s de se 

réduire à des s ingulari tés a lgébr iques ou à des po in t s d ' h o l o m o r -

p h i s m e . V o y o n s c o m m e n t se posera le p r o b l è m e : 

Il est clair que les quant i t é s X seront rat ionne l l e s e n m ê m e t e m p s 

que les rac ines de l ' équat ion e n w c o r r e s p o n d a n t e s . O r ces rac ines 

s e r o n t : 

P o u r l a s i n g u l a r i t é x — o. . w = 

. . . . . . i + i / i + 8 a i 

P o u r l a s i n g u l a r i t é x = a . . . w = 

4 
Pour que ces quatre rac ines so i ent ra t ionne l l e s , il faut et il suffit 

(1 ) Il ne saurait, par suite, y avoir à dislance finie plus d'un point où se 
coupent une infinité d'intégrales de ( 3 ) . 
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l 3 2 CHAPITRE V. 

q u e les q u a n t i t é s ( i — 8 a t t ) e t ( i -f- 8 a a ) s o i e n t t o u t e s d e u x d e s 

c a r r é s d e n o m b r e s r a t i o n n e l s . D é t e r m i n e r a a de m a n i è r e à s a t i s ­

faire a u x c o n d i t i o n s v o u l u e s r e v i e n t d o n c à trouver deux nombres 

rationnels carrés dont la somme soit 2. 

C ' e s t là u n p r o b l è m e c o n n u , q u i a d m e t u n e in f in i t é d e s o l u t i o n s . 

C o n s i d é r o n s l ' u n e q u e l c o n q u e d e ces s o l u t i o n s . P a r e x e m p l e , 

p r e n o n s p o u r v a l e u r s d e 1 — 8 a a e t i - f 8 o t t les d e u x c a r r é s ^ et ^ 

3 

d o n t la s o m m e e s t 2. N o u s d e v o n s , p o u r ce l a , fa i re A S éga l à 

n o u s d o n n e r o n s , p a r e x e m p l e , à a la v a l e u r 3 e t à a la v a l e u r ~ -

A l o r s l ' é q u a t i o n (3) d e v i e n d r a 

2 2 I ' = ^ H 1—X(X 3 ) , 

é q u a t i o n q u i se t r a n s f o r m e r a p a r le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e 

a, 5 1 e n 

( 7 ) izz' = 5z -+- x(x— 3). 

P o u r c e t t e é q u a t i o n , l e s q u a n t i t é s q u e n o u s a v o n s appe lées , 

r e s p e c t i v e m e n t wt, w 2 , X, , )Y2 s o n t à l ' o r i g i n e 

3 1 . 1 
W i = l , (V, = ^ , A | = - ^ i A 2 = — - . 

P o s a n t z — x \/1 -\- t e t z — x^/j u , n o u s r a m è n e r o n s . 

( p . 114 e t 119) l ' é t u d e des i n t é g r a l e s d e ( 7 ) , q u i s o n t n u l l e s à 

l ' o r i g i n e , à l ' é t u d e d e s d e u x é q u a t i o n s 

, I 
x t = - t -h x -t-. . -, 

1 

, 1 
xu = — - «-+-37+. . . . 

I l y a u n e in f in i t é d ' i n t é g r a l e s n u l l e s à l ' o r i g i n e , l e s q u e l l e s 

a d m e t t e n t l ' o r i g i n e c o m m e point critique algébrique p e r m u t a n t 

d e u x d é t e r m i n a t i o n s . 

A u p o i n t x— 3 ( p o i n t i n d i r e c t e m e n t c r i t i q u e ) , les q u a n t i t é s 
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RELATIONS ENTRE LES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES. L33 

w 2 , XI j XA s o n t 

« F I = 3 , w% = — - , X , = ^ | , XJ = — 7 . 
2 O 

O n p r é v o i t q u e l ' é q u a t i o n ( 7 ) j o u i t d e p r o p r i é t é s r e m a r q u a b l e s . 

Ma i s d e ces p r o p r i é t é s m ê m e s n o u s a l l ons d é d u i r e q u e l ' é q u a ­

t i o n ( 7 ) es t i n t e g r a b l e , e n s o r t e q u ' e l l e n e déf in i t p a s de t r a n s c e n ­

d a n t e s n o u v e l l e s . 

J e d i s d ' a b o r d q u e l ' é q u a t i o n ( 7 ) a d m e t d e u x i n t é g r a l e s p a r t i c u ­

l i è r e s a l g é b r i q u e s . .En effet, si l ' o n p o s e x = Ç 2 , l ' é q u a t i o n ( 7 ) 

d e v i e n t 

fiz -

( 8 ) *2 | - = 5 S v / * + ï , l S , - 3 ) , 

é q u a t i o n q u i e s t vér i f iée si l ' o n fait 

<cj) ^ = P = A { 5 ( 5 + / 3 ) , * = P | = = j S » ( i - v ' 3 ) . 

D e l ' e x i s t e n c e d e ces d e u x i n t é g r a l e s n o u s d é d u i r o n s a priori 

q u e l ' o n p e u t fa i re u n c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e 

v = llz 4 - G 

( H e t G é t a n t d e s f o n c t i o n s r a t i o n n e l l e s d e !j) te l q u e la f o n c t i o n 

m u l t i f o r m e Ç d e v so i t u n e f o n c t i o n à p o i n t s c r i t i q u e s fixes. D é t e r ­

m i n o n s , e n effet, la v a r i a b l e v de m a n i è r e q u e , p o u r z éga l à l ' u n e 

d e s i n t é g r a l e s p o l y n o m a l e s ( 9 ) , v soi t égal à u n e c o n s t a n t e , ce q u i 

r e v i e n t à d é t e r m i n e r H e t G p a r les d e u x éga l i t é s 

HP - t - G = c, 

HP.-+ G = c,. 

La f o n c t i o n v se t r o u v e sa t i s fa i re à u n e é q u a t i o n d i f fé ren t ie l l e 

d e la f o r m e ^ = f o n c t i o n r a t i o n n e l l e de fj e t i>. 

D è s l o r s , p o u r q u e l a f o n c t i o n \ de v e û t d e s p o i n t s c r i t i q u e s 

m o b i l e s , il f a u d r a i t q u ' i l ex i s t â t d e s i n t é g r a l e s z q u i , p o u r d e s v a ­

l e u r s m o b i l e s d e v, sa t i s f i s sen t à l ' éga l i t é 
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O n t r o u v e r a q u e \ es t défini e n f o n c t i o n d e v p a r l ' é q u a t i o n dif­

fé ren t i e l l e l i n é a i r e 

dv 3 P ( U — 2 ) y/?,v{v — i) 

é q u a t i o n q u i d o n n e v p a r l ' i n v e r s i o n d ' u n e i n t é g r a l e a b é l i e n n e . 

A v a n t d ' a l l e r p l u s loin fa isons q u e l q u e s r e m a r q u e s s u r l e s 

b r a n c h e s d ' i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( 8 ) v o i s i n e s de P e t P t . 

E n t o u r o n s le p o i n t Ç = Y/3 d ' u n p e t i t c e r c l e y ( n e c o n t e n a n t 

p a s l ' o r i g i n e ) , p u i s p l a ç o n s - n o u s e n u n p o i n t \ d u c o n t o u r de ce 

c e r c l e e t p o s o n s 

b,= ~Hl-d3). 
V 3 

J e d i s q u e , si b est suffisamment voisin de b0, une caractéris­

tique quelconque de ( 8 ) issue de £ avec la valeur initiate b 

n'admet, en dehors du cercle y , aucun point critique à dis­

tance finie. 

E n effet, d ' a p r è s les lo i s d e c o n t i n u i t é , l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é ­

r i s t i q u e s éga le s à b au p o i n t \ e s t , p o u r b v o i s i n d e b0, u n e f o n c ­

t i o n h o l o r n o r p h e d e b e n t o u t p o i n t d u p l a n des Ç, e x c e p t é 

p e u t - ê t r e au v o i s i n a g e d e s p o i n t s Ç = o , Ç = Y/3 q u i a n n u l e n t 

e n m ê m e t e m p s d ' a i l l e u r s q u ' à l ' éga l i t é ( 8 ) . M a i s les é q u a t i o n s ( 8 ) 

e t ( i o ) , c o n s i d é r é e s c o m m e s y s t è m e d ' é q u a t i o n s l i n é a i r e s s i m u l t a -

dz 

n é e s d é t e r m i n a n t z e t - r r > n ' a d m e t t e n t q u e d e u x s o l u t i o n s . E t , 

p u i s q u e n o u s c o n n a i s s o n s dé jà les s o l u t i o n s s = P , z — P , ( c o r r e s ­

p o n d a n t a u x v a l e u r s fixes c e t c , d e v), n o u s p o u v o n s a f f i rmer 

q u ' i l n ' y en a pas d ' a u t r e s . A i n s i la fonc t ion ' ! ; ( p ) e s t u n e f o n c t i o n 

à p o i n t s c r i t i q u e s fixes : p a r s u i t e , l ' é q u a t i o n d i f f é r en t i e l l e q u i la 

déf in i t es t n é c e s s a i r e m e n t u n e é q u a t i o n l i n é a i r e o u u n e é q u a t i o n 

d e R i c c a l i [comparer la d é m o n s t r a t i o n de la p a g e 22). 

P r a t i q u e m e n t , p o u r t r a n s f o r m e r l ' é q u a t i o n ( 8 ) e n u n e é q u a t i o n 

à p o i n t s c r i t i q u e s fixes, il suffira de p o s e r 

— z t/3~ i -+- v/3 
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RELATIONS ENTRE LES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES. l35 

l ' intégrale p o l y n o m a l e P , ( p o u r laque l l e b = bu). Mais n o u s savons 

( p . i 3 a ) que l ' équat ion ( 8 ) possède u n e infinité de b r a n c h e s d ' in­

tégrales qui sont toutes nu l l e s et h o l o m o r p h e s à l 'or ig ine Ces 

branches sont fonct ions h o l o m o r p h e s d'un certain paramètre C 

(cf. p . 124); j e supposera i q u e l 'on ait pris c o m m e paramètre C 

la valeur des branches d' intégrales e n u n po in t fixe Ç', vo i s in de 

l 'orig ine , s i tué par e x e m p l e sur le s e g m e n t \o ( o n chois ira \ de 

manière q u e £ 0 ne traverse pas le cercle y décrit autour du 

point \f?>)- Si n o u s a p p e l o n s alors C 0 la valeur P | ( ? ' ) , les caracté ­

rist iques i s sues de E' avec des valeurs C v o i s i n e s de C 0 seront 

toutes nu l l e s et h o l o m o r p h e s à l 'or ig ine . C o n s i d é r o n s ma in tenant 

les caractér is t iques i s sues de E avec la valeur in i t ia le A - E n u n 

point q u e l c o n q u e de £ 0 , ces caractér is t iques sont fonc t ions n o l o -

morphes de b p o u r b vo i s in de b¡¡. D o n c C est f onc t ion h o l o m o r p h e 

de b pour b v o i s i n de b0; d o n c , encore , les caractérist iques dont 

la valeur in i t ia le b est suff isamment vo i s ine de b0 p r e n n e n t e n £ 0 

une valeur vo i s ine de C 0 et sont nulles et holomorphes à l'ori­

gine. O n en c o n c l u t que l ' ensemble des caractér is t iques i s sues 

de E avec la valeur b n e p r é s e n t e . p a s de p o i n t cr i t ique au v o i ­

s inage de l 'or ig ine , mais s e u l e m e n t dans le cerc le y . 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t d é m o n t r e r une importante propr ié té de 

l 'équat ion généra le ( 3 ) . N o u s écr irons cette é q u a t i o n sous la 

forme 

( M ) = 5S,<fz+i5al,>'p — 2 ) , 

après avoir effectué les c h a n g e m e n t s de variables ^z, x = E 2 . 

F a i s o n s v a r i e r avec c o n t i n u i t é les paramètres a et a, de tel le 

manière q u e l 'origine c o n t i n u e à être un po in t d i r e c t e m e n t cr i ­

t ique [ p o u r l e q u e l ¿K Çk, ) > o ] , tandis que les points E = ± y/% 

n e cessent pas d'être des points i n d i r e c t e m e n t cr i t iques . 

L 'équat ion ( 1 1 ) admet , c o m m e o n sait ( p . 1 2 7 - 1 2 8 ) , d e u x i n l é -

( ' ) Si l ' o n fa i t x = \', c e s b r a n c h e s s o n t d o n n é e s par l ' é q u a t i o n e n t 
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( ' ) S o i t a , , a , u:i s y o l è m e de v a l e u r s a et a p o u r l e q u e l la p r o p o s i t i o n so i t 

d é m o n t r é e , e t s o i t l î , l ' i n t é g r a l e Z l c o r r e s p o n d a n t e . Il suffira d e faire C D = K , ( £ ' ) 

dans la d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e p o u r q u e c e t t e d é m o n s t r a t i o n 5'applique au 
v o i s i n a g e d e s v a l e u r s a t e t a , d e a et a . 

gra las n u l l e s e t h o l o m o r p h e s au p o i n t i n d i r e c t e m e n t » c r i t i q u e 

\ = y/a. D e ces d e u x i n t é g r a l e s , l ' u n e , Z t , e s t t r è s v o i s i n e d e P , 

l o r s q u e a e t tx s o n t r e s p e c t i v e m e n t t r è s v o i s i n s d e o, o4 e t 3 . S u i ­

v o n s c e t t e i n t é g r a l e Z , le l o n g d ' u n r a y o n q u e l c o n q u e i ssu d u 

p o i n t y/a : n o u s o b t e n o n s u n e n s e m b l e d e c a r a c t é r i s t i q u e s ( Z \ ^ 

q u i n e s a u r a i e n t (si a e t a s o n t s u f f i s a m m e n t vo i s in s de o,oo4 e t 3) 

p r é s e n t e r d e s p o i n t s c r i t i q u e s a i l l e u r s q u ' a u v o i s i n a g e d e l ' o r i g i n e ; 

j e d i s q u e cet ensemble n'admet comme point critique que l'ori­

gine elle-même. 

E n effet, n o u s s a v o n s ( p . i i g ) q u e l ' é q u a t i o n (i i) a u n e inf i ­

n i t é d e c a r a c t é r i s t i q u e s (z) n u l l e s à l ' o r i g i n e , f o n c t i o n s h o l o ­

m o r p h e s d e x e t d e la q u a n t i t é c x ^ . Ces c a r a c t é r i s t i q u e s ( a ) 

( l o r s q u e \ c\ e s t assez p e t i t ) n e p r é s e n t e n t a u c u n p o i n t c r i t i q u e 

a u t r e q u e l ' o r i g i n e d a n s u n c e r c l e S d e c e n t r e x = o ; e l l e s son t 

p a r s u i t e ( d ' a p r è s les lois d e c o n t i n u i t é ) f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s 

d e a e t a e n t o u t p o i n t d e o ( l ' o r i g i n e e x c e p t é e ) . S o i t , d ' a u t r e 

p a r t , C la v a l e u r d ' u n e c a r a c t é r i s t i q u e ( s ) e n u n p o i n t Ç' i n t é r i e u r 

à S; la c o n s t a n t e q u e n o u s a p p e l o n s c se t r o u v e ê t r e f o n c t i o n 

c o n t i n u e e t u n i f o r m e de C [voir p . i i y , n o t e i ) . P o s o n s , dès l o r s , 

C o = P ( ( £ ' ) : les c a r a c t é r i s t i q u e s (z) s o n t , d a n s le c e r c l e À, d e s 

f o n c t i o n s c o n t i n u e s d e s t ro i s v a r i a b l e s C, a, n. p o u r C, a, a r e s ­

p e c t i v e m e n t v o i s i n s de C„ , o , o4 e t 3 . 

S o i t m a i n t e n a n t Z , la v a l e u r e n Ç' d e la c a r a c t é r i s t i q u e Z | su iv ie 

l e l o n g du s e g m e n t y/z P o u r a et x v o i s i n s d e 0,04 e t 3 , Z , es t 

v o i s n i d e C „ . D o n c la c a r a c t é r i s t i q u e i s sue d e avec la v a l e u r Z , , 

e t s u i v i e le l o n g d e £'0, e s t u n e des c a r a c t é r i s t i q u e s q u e n o u s a v o n s 

a p p e l é e s (z). E n d ' a u t r e s t e r m e s , l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s ­

t i q u e s ( Z , ) p r é s e n t e à l ' o r i g i n e u n point directement critique 

isolé, a i n s i q u e n o u s l ' a v i o n s a n n o n c é . 

L a d é m o n s t r a t i o n q u ' o n v i e n t de l i r e s u p p o s e a e t .ot vo i s ins 

de 0.04 et 3 , soi t \ a — 0,04 | < ' et | a — 3 | < tri. M a i s , u n e fois ce 

r é s u l t a t o b t e n u , n o u s p o u v o n s r é p é t e r la m ê m e d é m o n s t r a t i o n ( ' ) au 
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vo i s inage d e | a — 0 , 0 4 1 = 0·, | a — 3 | = a-,. N o u s c o n s t a t o n s a i n s i 

q u e ki p r o p o s i t i o n é n o n c é e n e cesse pas d ' ê t r e vra ie t a n t q u e a e t a 

r e s t e n t d a n s u n c e r t a i n ' d o m a i n e : parmi les deux intégrales de 

l'équation (11) qui sont, nulles ei holomorphes au point t / a , 

faine, Z , , est telle que l'ensemble des caractéristiques ( Z 4 ) 

issues de avec la valeur o ne présente, dans tout le plan, 

d'autre point critique que l'origine. 

E n n o u s a p p u y a n t s u r ce t h é o r è m e , n o u s p o u v o n s r é p é t e r , à 

p r o p o s d e l ' é q u a t i o n ( i i ) , les r e m a r q u e s q u e n o u s a v o n s fai tes 

p l u s h a u t s u r l ' é q u a t i o n ( 8 ) . T r a ç o n s a u t o u r d u p o i n t \/a u n p e t i t 

c e r c l e y n e c o n t e n a n t pas l ' o r i g i n e ; a p p e l o n s ç u n p o i n t du c o n ­

t o u r y et p o s o n s b0 — Z , ( ç ). L e r a i s o n n e m e n t e x p o s é à la p a g e i 35 

p e r m e t t r a d ' é t a b l i r la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : Si b est. suffisam­

ment voisin de b0, une caractéristique quelconque de ( i i ) issue 

de Ç avec la valeur initiale b n'admet, en dehors du cercle y , 

aucun point critique au're que l'origine. 

Ce q u i fait l ' i n t é r ê t de c e t t e p r o p o s i t i o n , c ' e s t q u ' e l l e é t a b l i t 

u n e c o r r é l a t i o n e n t r e les d i v e r s e s s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s d e s 

i n t é g r a l e s d e l ' é q u a t i o n ( i i ) . 

N o u s s a v o n s e n effet ( p . 190) q u e s i , p a r t a n t d u p o i n t \ du 

c o n t o u r y a v e c u n e v a l e u r b v o i s i n e d e b0, n o u s v o u l o n s o p é r e r la 

sér ie u u i l i n é a i r e d e p e r m u t a t i o n s q u i déf in i t le p o i n t y/a c o m m e 

p o i n t de p r e m i è r e e s p è c e d e la p r e m i è r e s o r t e , n o u s d e v o n s d é c r i r e 

u n e s u i t e d e t o u r s le l o n g d u c o n t o u r y . 

O r , fa isons le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e \ = \ f i y ~ l q u i t r a n s ­

f o r m e le c e r c l e y e n u n c e r c l e G de t rès g r a n d r a y o n , e t les 

p o i n t s ( = o , J = 3 ! e n 7 = 7 ' / = o . Il r é s u l t e de la p r o p o s i ­
t i 

t i on é n o n c é e p l u s h a u t q u e , si y es t u n p o i n t q u e l c o n q u e d u c o n ­

t o u r G , l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t é r i s t i q u e s i s sues d e y avec la v a l e u r b 

n e p r é s e n t e a u c u n p o i n t c r i t i q u e e n d e h o r s d e s p o i n t s -j= e t o . 
V a 

P a r c o n s é q u e n t , décrire à partir de y le contour du cercle G 

équivaut à décrire un lacet fermé quelconque autour des 
_ t 

deux points y = o et y = a - . 

R e v e n a n t à la v a r i a b l e Ç, n o u s é n o n c e r o n s a i n s i c e t i m p o r t a n t 
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I L — L'équation vy1 + A 2 ( „ T ) y ' 2 -f- ax(x— a.)y3 = o. 

P a s s o n s m a i n t e n a n t au cas o ù le coeff ic ient A 2 de l ' équat ion (1) 

a u n degré posit i f ( A 3 é tant toujours de degré 2 ) . J'ai dit q u e , 

dans ces c o n d i t i o n s , il n'y a p l u s de re lat ion invar iante entre les 

d iverses s ingular i tés t ranscendantes de l ' équat ion ( 1 ) . C'est ce 

dont n o u s al lons n o u s r e n d r e c o m p t e . 

Je supposera i , pour fixer les i d é e s , A-, du premier degré. L e s 

c o n c l u s i o n s a u x q u e l l e s j e parviendrai dans ce cas s 'appl iqueront 

a fortiori l orsque le degré de A 2 sera plus é l e v é . 

E n p o s a n t y — z~K et faisant au b e s o i n le c h a n g e m e n t de 

variables (x, x -+- c o n s t . ) , ( y , y X c o n s t . ) , o n mettra l ' é q u a t i o n 

p r o p o s é e sous la forme 

( 1 2 ) i z z ' = (¡ -(- $x )z -+- ax(x — a) . 

Je vais m o n t r e r q u e l'on peut disposer de fi de manière que 

les points x — o et x — a soient des singularités de types assi­

gnés à l'avance. 

C h e r c h o n s e n c o r e à ca lcu ler les valeurs X',, X 2 et X",, X'a des para­

mètres X,, X 2 relatifs aux d e u x p o i n t s o et a. 

Les quant i tés X', e t X!, sont d o n n é e s , c o m m e au paragraphe I, 

par l ' équat ion (4) d e la page I 3 O . Q u a n t a u x q u a n t i t é s X",, X'2, 

e l les sont é v i d e m m e n t éga le s à ce l l e s q u e fournira i t l ' équat ion 

2 i i ' = ( i + $*)z - 1 - aa(x — a ) . 

O r , ce t te dern ière é q u a t i o n se transforme, par le c h a n g e m e n t de 

variable z — ( 1 + ¡í») u i , en 

résultat : Les permutations opérées autour de la suite de points 

critiques algébriques qui converge vers le point indirectement 

critique y/a équivalent aux permutations opérées autour* des 

deux points directement critiques \ = o et \ ~ ao. 

Le résultat a ins i o b t e n u n'étant pas altéré par le c h a n g e m e n t 

de variable x = S;2, n o u s p o u v o n s l 'appl iquer à l ' équat ion ( 3 ) e n 

remplaçant £ par x et y/a par et. 
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RELATIONS ENTRE LES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES. T 3g 

d ' o ù l ' on c o n c l u r a q u e X", e t ~k"2 vé r i f i en t l ' é q u a t i o n a l g é b r i q u e 

- I - 1 -= o. 

L e s coe f f i c i en t s d e c e t t e é q u a t i o n n ' é t a n t l i és a u x coef f ic ien ts 

d e l ' é q u a t i o n (4) p a r a u c u n e r e l a t i o n i n v a r i a n t e , il es t c l a i r q u e 

l ' on p o u r r a t o u j o u r s d i s p o s e r d e s p a r a m è t r e s a, a, ¡3 d e m a n i è r e à 

f i x e r a r b i t r a i r e m e n t le t y p e d e s s i n g u l a r i t é s o e t x. 

S o i t p a r e x e m p l e ( c o m m e à la p a g e i 3 a ) a -— - \ i a — 3 . P r o ­

p o s o n s - n o u s de d é t e r m i n e r [3 d e m a n i è r e q u e \'\ = X'( et \"2 = X'„ : 

i l f aud ra é v i d e m m e n t e t il suffira q u e n o u s p r e n i o n s 

(i + o i [ } ) 2 = — I o u 3 f i = —1±I. 

E n p a r t i c u l i e r , f a i sons [3 = — ^ -f- Í > a u q u e l cas l ' é q u a t i o n (12) 

se t r a n s f o r m e p a r le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e (z, * \ e n l ' é q u a t i o n 

( 1 4 ) S J Î ' = [5 — -——— x ) z -+- x( x—3). 

La s i n g u l a r i t é o de l ' é q u a t i o n (i4) s e c o m p o r t e c o m m e la s i n ­

g u l a r i t é o d e l ' é q u a t i o n ( 7 ) . O n a ~k\ = ~, ~k'2 = — ^ , ce q u i d o n n e 

u n e inf in i té d ' i n t é g r a l e s n u l l e s p o u r . 2 7 = 0 , l e s q u e l l e s a d m e t t e n t 

l ' o r i g i n e c o m m e p o i n t c r i t i q u e a l g é b r i q u e p e r m u t a n t d e u x d é t e r ­

m i n a t i o n s (voir p . i32). 

D ' a u t r e p a r t , l ' é q u a t i o n a l g é b r i q u e ( i 3 ) [ o ù (\-{-fix)2 =—1] 
c o ï n c i d e avec l ' é q u a t i o n (4)· O n a d o n c 

V V 1 1" V 1 

A , — A , — - > A 2 — A , — — - , 

et l ' o n e n c o n c l u t q u e la singularité 3 de l'équation (i4) est du 

même type que la singularité o . 

l'équation ( i 4 ) jouit, dès lors, de cette propriété remar­

quable que ses intégrales ne présentent aucun point singulier 

transcendant à distance jinie. L ' é t u d e de c e t t e é q u a t i o n s e m b l e 

d e v o i r ê t r e , p o u r ce mot i f , p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é r e s s a n t e . 
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N o u s v e n o n s de cons tru ire une é q u a t i o n ( 1 2 ) d o n t les s i n g u l a ­

r i tés t ranscendantes d é g é n è r e n t en s ingular i tés a lgébr iques . Il est 

clair q u e n o u s p o u r r i o n s , tout aussi a i s é m e n t , cons tru ire u n e équa­

t ion ( 1 2 ) p r é s e n t a n t d e u x po in t s t ranscendants d i r e c t e m e n t cr i ­

t i q u e s . C'est là u n e c i r c o n s t a n c e qui n e saurait se présen ter , n o u s 

l 'avons vu , l o r s q u e [3 est égal à z é r o . 
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N O T E . 

S U R L E S É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S D U P R E M I E R O R D R E 

D O N T L ' I N T É G R A L E G É N É R A L E N ' A Q U ' U N N O M B R E F I N I D E 

B R A N C H E S , 

P A R M . P A U L P A I N L E V É . 

Propriétés générales des équations différentielles 

du premier ordre. 

1. S o i t 

dy P(x y) 

(i) = Q(x\y) (P et Q polynômes en a;,^) 

u n e é q u a t i o n d u p r e m i e r o r d r e e t d u p r e m i e r d e g r é . 

T H É O R È M E I . — Une intégrale y (x) de l'équation ( i ) ne sau­

rait présenter, dans le plan des x, de points singuliers nàn 

algébriques, en dehors de certains points Jixes \ en nombre 

fini, qui peuvent être déterminés algébriquement en fonction 

des coefficients de P et Q . 

C e t h é o r è m e a é t é d é m o n t r é d a n s jle c o r p s d e l ' O u v r a g e , e t l e s 

p o i n t s % o n t é té é n u m é r é s ( p . 1 3 - 1 7 ) . 

2. S o i t m a i n t e n a n t y = 'f(x, y", x°) l ' i n t é g r a l e q u i p o u r x = x° 

p r e n d la v a l e u r y". C o n s i d é r o n s , d a n s le p l a n d e s x, d e u x p o i n t s 

fixes ( 1 ) x° et x a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i s , m a i s d i s t i n c t s d e s ' p o i n t s Ç, 

e t u n c h e m i n q u e l c o n q u e L j o i g n a n t ces d e u x p o i n t s e t a s su je t t i à 

la s e u l e c o n d i t i o n d e n e p a s s e r p a r a u c u n d e s p o i n t s Ç. P r o l o n -

(') Je représenterai par x (ou x", etc.) une valeur fixe de la variable x 

(ou a;0, etc. ). 
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g e o n s a n a l y t i q u e m e n t , le l o n g d e L , la f o n c t i o n ^ ( x ) — cp (x, y0, x®) 

e n l a i s s an t à y" u n e v a l e u r c o n s t a n t e éga le à b o u vo i s ine de b. Si 

n o u s r e n c o n t r o n s s u r L u n p o i n t c r i t i q u e (algébrique) d e y(x), 

n o u s a d o p t o n s , a p r è s a v o i r f r a n c h i ce p o i n t , u n e q u e l c o n q u e des 

v a l e u r s de y(x) q u i se p e r m u t e n t a u t o u r d e c e p o i n t . O n a r r i v e 

a ins i e n x a v e c u n e c e r t a i n e v a l e u r y = ®(x, y0, x° ) q u i d é p e n d 

d e y0. 

T H É O R È M E I I . — L'expression <s(x,y°, xa) coïncide avec une 

branche d'une fonction dey0 algébroïde pour y" = 6, quelle 

que soit la valeur b (finie ou infinie) considérée. 

Ce t h é o r è m e se t r o u v e d é m o n t r é d a n s le c o r p s d e l ' O u v r a g e , 

p a r le r a i s o n n e m e n t i n d i q u é au d é b u t de la p a g e a o e t p a g e 3 3 . 

3 . Remarques sur le théorème II. — C o n s i d é r o n s la f o n c t i o n 

y = o(x, y", x") e t p r o l o n g e o n s - l a a n a l y t i q u e m e n t d a n s t o u t le 

c h a m p d e s x e t d e s y{x" r e s t a n t i n v a r i a b l e ) . O n p e u t ê t r e t e n t é 

d e d é d u i r e du t h é o r è m e 11 la c o n s é q u e n c e q u e c e t t e f o n c t i o n n e 

s a u r a i t p r é s e n t e r d a n s le c h a m p d e s y0 des s i n g u l a r i t é s n o n a l g é ­

b r i q u e s . I l i m p o r t e d e b i e n c o m p r e n d r e q u e cette conclusion n'est 

pas exacte. 

R e p r é s e n t o n s p a r Y (x) l ' i n t é g r a l e qu i c o r r e s p o n d a u x c o n d i ­

t i o n s i n i t i a l e s (x = Xo, y — b). P o u r p l u s d e c l a r t é , s u p p o s o n s 

d ' a b o r d q u e y (x) a i t u n n o m b r e fini p de b r a n c h e s ; t r a ç o n s , d a n s 

le p l a n d e s x, e n t r e x" e t x, p c h e m i n s L ( , L¿, de l o n g u e u r 

finie, n e p a s s a n t p a r a u c u n p o i n t i; n i p a r a u c u n d e s p o i n t s cr i ­

t i q u e s de Y(x), e t t e l s q u ' o n a r r i v e e n x s u r ces p c h e m i n s a v e c 

l e s p v a l e u r s Y , , . . ., Yp. S i l ' o n d o n n e à y" d e s v a l e u r s vo i s ines 

d e 6, l ' i n t é g r a l e y(x) déf in ie p a r l es c o n d i t i o n s (¿r = x",y =y") 

p r e n d , e n x°, p v a l e u r s y t , . .. , y p v o i s i n e s d e Y ( , Yp q u a n d x 

var ie d e Xa e n x s u r les p c h e m i n s L ( , L ^ . L a f o n c t i o n 

y — cp (a;, y", x° ) a d o n c au m o i n s p b r a n c h e s , so i t y = cp,, . . . . 

y — op, q u i , d ' a p r è s le t h é o r è m e I I , s o n t a l g é b r o ï d e s p o u r y" = b. 

Mais si l ' i n t é g r a l e c o n s i d é r é e y(x), v o i s i n e de Y(x), a p l u s d e 

p b r a n c h e s , la f o n c t i o n y = o(x,y", x") a d ' a u t r e s b r a n c h e s , so i t 
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= b c o m m e y — sp+,(x, y0, x"), q u i p e u v e n t a d m e t t r e y" 

p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t . 

M o n t r o n s - l e i m m é d i a t e m e n t s u r u n e x e m p l e . 

4. Etude d'un exemple particulier. — L ' é q u a t i o n 

{2 > y ~- —, 

a son i n t é g r a l e g é n é r a l e déf in ie p a r la r e l a t i o n 

{3) yer = ~y"ey" = Cx (G constante arbitraire). 

Les p o i n t s S d e l ' é q u a t i o n (2) s o n t x = o e t x = ao. E l le a d m e t 

l ' i n t ég ra l e p a r t i c u l i è r e y = o ; sa t r a n s f o r m é e e n z — — a d m e t l ' i n ­

t é g r a l e s = o . T o u t e a u t r e i n t é g r a l e y(x) n e p e u t d e v e n i r n u l l e 

n u inf in ie e n d e h o r s des d e u x p o i n t s x — o e t x = 00. Enf in , a u x 

p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s ( a l g é b r i q u e s ) d e y(x), la f o n c t i o n 

est éga le à 1. D ' a p r è s ( 3 ) , u n e i n t é g r a l e y(x) n ' a d o n c , en 

•dehors d u p o i n t x = o , q u ' u n p o i n t c r i t i q u e à d i s t a n c e finie, à 

savoir le p o i n t x ~ — L l _ e t a u t o u r de ce p o i n t d e u x 

b r a n c h e s s e u l e m e n t se p e r m u t e n t . 

La r e l a t i o n ( 3 ) , q u i dé f in i t les i n t é g r a l e s y ( x ) , p e u t s ' é c r i r e 

(4) y + log y = \ o g x -+- const. ; 

q u a n d x t e n d ve r s z é r o , y t e n d v e r s z é r o ou l ' i n f i n i ; o r , l ' é q u a ­

t i on ( 3 ) en y n ' a d m e t q u ' u n e r a c i n e y(x) t e n d a n t ve r s z é r o avec x 

e t ce t t e r a c i n e es t h o l o m o r p h e p o u r x = o . C h a q u e i n t é g r a l e y ( x ) 

a d m e t d o n c u n e b r a n c h e et u n e s e u l e h o l o m o r p h e p o u r x = o e t 

t o u t e s ses a u t r e s b r a n c h e s ( e n n o m b r e in f in i ) d e v i e n n e n t in f in ies 

p o u r x — o , c o m m e log x, e t a d m e t t e n t ce p o i n t c o m m e p o i n t c r i ­

t i q u e t r a n s c e n d a n t ; q u a n t au p o i n t x = 00, c ' e s t u n p o i n t s i n g u l i e r 

t r a n s c e n d a n t de toutes les b r a n c h e s d e y(x), e t ces b r a n c h e s d e ­

v i e n n e n t in f in i e s e n ce p o i n t c o m m e l o g . r . 

E t u d i o n s m a i n t e n a n t y c o m m e f o n c t i o n dey0, e n l a i s s a n t à x 

e t x ° d e s v a l e u r s i n v a r i a b l e s ; la f o n c t i o n y = <JJ(y0) a ins i déf in ie 

es t u n e f o n c t i o n à u n e in f in i t é d e b r a n c h e s q u i a d m e t les p o i n t s 

y0 = o , y0 = ce c o m m e points singuliers transcendants. 
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J 4 4 KOTB-

E n efFel, l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e y(x) p e u t s ' é c r i r e y = a^Gx), 

o ù C = ' ; il s u i t d e là i m m é d i a t e m e n t q u e , p o u r y" = o , u n e 

d e s b r a n c h e s e t u n e s e u l e d e ^(y°) es t n u l l e e t h o l o m o r p h e ; t o u t e s 

l e s a u t r e s b r a n c h e s s o n t i n f i n i e s , c o m m e log y0, e t a d m e t t e n t 

y0 = o c o m m e p o i n t c r i t i q u e t r a n s c e n d a n t . P o u r ce q u i est d u 

p o i n t _ ^ ° = oo, o n v o i t i m m é d i a t e m e n t q u e l ' é q u a t i o n 

y -+- logy = y 0 ^ - l o gy° - i - ' °g^ 0 

a d m e t une s o l u t i o n y — f(ya, a) e t u n e s eu l e ( ' ) m é r o m o r p h e 

p o u r y0 = ce ( e t in f in ie c o m m e y 0 ) ; t o u t e s les a u t r e s b r a n c h e s 

d e '[(y0, <Z) on t_y° = ce c o m m e p o i n t c r i t i q u e t r a n s c e n d a n t . 

C e r é s u l t a t s ' e x p l i q u e d ' a p r è s la r e m a r q u e d u n° 3 . L ' i n t é g r a l e 

Y (x) déf in ie p a r (x = xn, y = o ) e s t Y = o ; e l le n ' a q u ' u n e 

b r a n c h e . L a f o n c t i o n y = <?(x, y0, x " ) a d o n c a u m o i n s u n e 

b r a n c h e a l g é b r o ï d e p o u r y°=o, m a i s t o u t e s les a u t r e s p e u v e n t 

a d m e t t r e e t a d m e t t e n t e n fai t y" = o c o m m e p o i n t s i n g u l i e r t r a n s ­

c e n d a n t . U n e r e m a r q u e a n a l o g u e s ' a p p l i q u e à l ' i n t é g r a l e y = oo, 

o u z = — = o , dé f in i e p a r (x ~ J C u , y = oo). 

( ] ) O n montre aisément que s'il existe une racine y ~ /(y0, a) de ( 5 ) , algé­

broïde pour y0 = =o, cette racine est de la forme 

C D 

Quand on remplace, dans (5), y par ce développement, les coefficients A , B, C 
se calculent successivement sans ambiguïté : 

A. = i, B = a, C = — a, . 

Comme, d'autre part, nous savons ( n° 3 ) qu'une au moins des valeurs de 
y = ty(y6, a) est algébroïde pour y0 = oc, le développement précédent est sûre­
ment convergent. On peu l , d 'ai l leurs, le vérif ier par la méthode des fonctions 
majorantes. 

Remarquons que a ou log ^ admet une infinité de valeurs, différant entre 

elles de iniTz (n entier posit i f ou négat i f ) ; la branche y = ^ ( y 0 ) m e ^ 

romorphe pour ya=ac, admet dans le champ des x une infinité de valeurs se 
permutant autour du point fixe x = o. 
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N o u s r e v i e n d r o n s p l u s l o i n s u r ce t e x e m p l e . R e m a r q u o n s s e u -

Sement q u e , q u a n d y0 t e n d vers o ( . r° r e s t a n t fixe, éga l à 

1 p a r e x e m p l e ) , le p o i n t c r i t i q u e m o b i l e d e y(x), à s a v o i r : 

x = — y ; e ~ ( l + - r " ) t e n d v e r s l ' in f in i , c ' e s t - à - d i r e ici ve r s u n p o i n t \ . 

Q u a n d y" t e n d v e r s l ' i n f i n i , ce p o i n t c r i t i q u e d e v i e n t c o m p l è t e m e n t 

i n d é t e r m i n é . 

C e t e x e m p l e suffit à m o n t r e r la n é c e s s i t é d ' a p p r o f o n d i r l e s p a r ­

t i cu l a r i t é s de la f o n c t i o n y = a(x, ya, x°) d a n s le c h a m p d e s ^ 0 . 

.Nous t r a i t e r o n s d ' a b o r d le cas p a r t i c u l i e r r e m a r q u a b l e o ù l ' i n t é ­

g r a l e g é n é r a l e y(x) es t u n e f o n c t i o n à n b r a n c h e s . 

5. Equations ( 1 ) dont l'intégrale, générale y(x) est une 

/onctions à n branches. 

S u p p o s o n s , e n p r e m i e r l i e u , q u e l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e y(x) so i t 

uniforme. S o i t y ( x , y", x°) l ' i n t é g r a l e déf in ie p a r les c o n d i t i o n s 

in i t i a l e s (x — x°, y =y° ) ; la f o n c t i o n ,}'(x, y", x") a u n e v a l e u r 

u n i q u e p o u r y°z=b, que b soit fini ou infini, et c e t t e v a l e u r 

est u n e f o n c t i o n r n é r o m o r p h e de y0 p o u r y t = b . L a f o n c t i o n 

y — o(x, y", x") es t d o n c u n e f r a c t i o n rationnelle e n y 0 . Si l ' o n 

p e r m u t e le rô l e de x e t de x", o n a é v i d e m m e n t y0 = ç (x°, y, x). 

La f rac t ion r a t i o n n e l l e y ( y ° ) e s t d o n c n é c e s s a i r e m e n t du premier 

degré. L ' é q u a t i o n ( 1 ) , p a r s u i t e , es t u n e é q u a t i o n d e R i c c a t i . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e l ' i n t é g r a l e générale y(x) so i t u n e 

f o n c t i o n à n b r a n c h e s ; par défiinition., n o u s e n t e n d r o n s p a r là 

q u e chaque i n t é g r a l e y(x) a exactement n b r a n c h e s , e x c e p t i o n 

é t a n t fa i te p e u t - ê t r e p o u r c e r t a i n e s i n t é g r a l e s f o r m a n t u n e n ­

s e m b l e dènombrable. 

So i t c u n e q u e l c o n q u e des v a l e u r s d e y" te l les q u e l ' i n t é g r a l e 

y(x, y", x°) n e soi t p a s u n e f o n c t i o n d e x à n b r a n c h e s . 
R e p r é s e n t o n s p a r E l ' e n s e m b l e ( ' ) d e ces p o i n t s c d a n s le p l a n 

(') Soit n' le nombre de branches de l'intégrale y{x, c, x ° ) ; ri est nécessaire-
jnent moindre que n. Car si ri > n , l'intégrale y (x, y a , x°) admettrait au moins 
ri branches pour toutes les valeurs y9 voisines de c. Un raisonnement analogue 
montre i|ue tout point limite y° des points c est aussi un point c; autrement dit, 
l'ensemble dènombrable E est fermé; il renferme son ensemble dérivé. Mais 
•ces remarques ne sont pas indispensables au raisonnement qui suit. Ce raison-

B. 10 
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d e s y0. Si b n ' e s t pas u n p o i n t de ce t e n s e m b l e , l ' i n t é g r a l e 

y{x, y", a ? 0 ) , p o u r y 0 égal à b o u v o i s i n d e b, e s t u n e f o n c t i o n 

d e or à « b r a n c h e s , so i t les b r a n c h e s y,, y„. he's c o m b i n a i ­

s o n s s y m é t r i q u e s 

j=n 

o n t u n e v a l e u r unique (x g a r d a n t u n e v a l e u r d i s t i n c t e d e s !j) e n 

t o u t p o i n t b d u p l a n d e s j ° q u i n e fai t p a s p a r t i e d e l ' e n s e m b l e E , 

e t c e t t e v a l e u r e s t u n e f o n c t i o n m é r o m o r p h e d e y0 p o u r j / ° = 6 . 

Si d o n c l ' e x p r e s s i o n uniforme ^^yj = (x, y", x") p r é s e n t e d e s 

s i n g u l a r i t é s n o n p o l a i r e s , ces p o i n t s s i n g u l i e r s f o n t p a r t i e d e l ' e n ­

s e m b l e dénombrable E , e t p a r s u i t e , d ' a p r è s u n t h é o r è m e b i e n 

c o n n u , i l e n es t , so i t le p o i n t y" — y , qu i son t isolés. L e s mêmes-

r e m a r q u e s s ' a p p l i q u a n t a u x a u t r e s c o m b i n a i s o n s s y m é t r i q u e s , la 

fonc t ion y — tf(x, y", x") vérif ie u n e r e l a t i o n de la f o r m e 

CO j K " - t - A « - i {x, y"-, a?0) J K " ~ ' + • • . - f - A , (x, y", x°)y -+- A 0 ( . r , y", x") = or 

o ù les Ay s o n t des f o n c t i o n s uniformes d e y" q u i , si e l l e s n e s o n t 

p a s a l g é b r i q u e s , a d m e t t e n t au m o i n s ( à d i s t a n c e finie o u i n f i n i e ) 

u n p o i n t s i n g u l i e r i so lé ( p o i n t e s s e n t i e l a u sens d e W e i e r s t r a s s ) , 

so i t le p o i n t y0 = y . 

Mais si l ' o n p e r m u t e Je r ô l e d e x e t d e x°, o n vo i t a u s s i t ô t q u e l a 

f o n c t i o n y" = cp (x", y, x), f o n c t i o n dé f in ie p a r ( i ) , vér i f ie aus s i 

la r e l a t i o n 

(2) y0

l-i- A , - ! ^ , y , x)yf-1
 H - . . . - H A , ( ^ ï , y . x)y°-+- A0(x\ y \ x)~ o, 

ce q u i e s t i m p o s s i b l e , c o m m e o n sai t ( ( ) , si les f o n c t i o n s Aj(x,y°, x°) 

( o u u n e d ' e n t r e e l les ) a d m e t t e n t u n p o i n t s i n g u l i e r e s s e n t i e l . 

nement ne diffère pas d'ailleurs du raisonnement des pages 1 9 - ^ 0 du texte. Mais 
je lui donne ici un peu plus de développement en vue de ce qui va suivre. 

( 1 ) La proposition élémentaire sur laquelle on s'appuie ici est la suivante -
Soit y ( z ) une fonction analytique de z définie par une relation 

(3 ) y" + K^1{z)y»-'+...+A1(z)y t - A 0 O ) = o, 

où les A; sont des fonctions uniformes de z dont une au moins admet z = y-
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NOTE. I47 

La fonct ion y = tp(#, y°¡ X o ) vérifie donc la re lat ion 

y* + Xn-iix, 7 ° , x*)y*-1-*-·-.-h Ai(v, y", x«)y -h A„(>, y 0 , x) = o, 

où les Aj sont des fonctions rationnelles de y 0 ( e t des fonc t ions 

uniformes de x et de x°). C'est une fonction algébrique de y " . 

6. Du rôle des points critiques fixes et des points critiques 

mobiles. 

C o n v e n o n s de dire q u ' u n c o n t o u r fermé C du plan des x ne 

tourne pas autour d'un point fixe £, si l 'on p e u t l e réduire à un 

point par une dé format ion cont inue sans rencontrer ce po int !j. Cec i 

rev ient à dire q u e l 'angle du vecteur £ x avec l 'axe réel pos i t i f 

reprend sa valeur init ia le quand x parcourt u n e fois le c o n t o u r C. 

Si , "au contraire , ce t angle s 'augmente de •j.mn(m ent ier pos i t i f 

ou négat i f ) , o n dit q u e le contour C tourne n fois autour du po int \ . 

Cette déf ini t ion admise (' ) , so ient y{ ely.> d e u x branches d'une 

intégrale part icu l ière y (x) de l ' équat ion (1); n o u s d irons que ces 

deux b r a n c h e s se permutent autour des points critiques mobiles 

si l 'on p e u t passer d 'une dé terminat ion à l'autre e n faisant décr ire 

à x un c o n t o u r fermé qui ne tourne autour d'aucun des points 

critiques fixes £. 

7. Equations dont Vintégrale générale n'admet que n 

branches permutables autour des points critiques mobiles. 

Si l ' intégrale générale y(x) a ses po ints cr i t iques f ixes, soit L 

c o m m e p o i n t s i n g u l i e r e s s e n t i e l i s o l é . Il est impossible que ta fonction inverse 

z ( y ) soit une fonction à un nombre fini m de branches. 

En efTet, ( m o y e n n a n t le c h a n g e m e n t é v e n t u e l d e y e n 7 - t - A , A d é s i g n a n t u n e 

c o n s t a n t e ) , il e s t l o i s i b l e d e s u p p o s e r q u e A , ( z) a d m e t a = Y c o m m e p o i n t e s s e n ­

t ie l e t , d ' a u t r e p a r t , q u e p o u r y = 0 l e s f o n c t i o n s z( y) a s e s m v a l e u r s r é g u ­

l i è r e s e t d i s t i n c t e s d e la v a l e u r y ; p o u r y voisin de zéro, l e s m v a l e u r s de z(y) 

di f férent d o n c d e y d e q u a n t i t é s s u p é r i e u r e s en m o d u l e à u n e c e r t a i n e q u a n t i t é 

p o s i t i v e p. O r , o n p e u t t o u j o u r s donner à z des v a l e u r s t e n d a n t v e r s z é r o e t 

t e l l e s q u e À 0 ( z ) t e n d e v e r s z é r o a v e c e l l e s ; p o u r c e s v a l e u r s , l ' é q u a t i o n ( 3 ) e n y 

a au m o i n s u n e r a c i n e q u i t e n d v e r s z é r o ; p o u r des v a l e u r s y v o i s i n e s d e z é r o , 

z(y) a u r a i t d o n c u n e v a l e u r v o i s i n e d e y , d o n c p l u s d e m v a l e u r s c e q u i e s t 

c o n t r e l ' h y p o t h è s e . 

(*) Voir, a u s u j e t d e c e t t e d é f i n i t i o n , l e s n e" 12, 13 e t 14 
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( ' ) O n p e u t fa ire s u r c e s v a l e u r s l e s m ê m e s r e m a r q u e s q u ' à La p a g e i4& ( n o t e ) . 

L' intégrale y(x, c, n e p e u t a v o i r q u e ri < n b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r 

d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s . De p l u s , l ' e n s e m b l e E e s t f e r m é . 

u n c h e m i n a l l a n t de x° e n a: s a n s p a s s e r p a r a u c u n p o i n t ç ; la v a ­

l e u r y = •s ( x , y", x " ) a i n s i déf in ie e s t u n e f o n c t i o n p a r t o u t m é r o -

m o r p h e d e j > ° , d o n c u n e f r a c t i o n r a t i o n n e l l e . O n vo i t , c o m m e au 

n " S, q u ' e l l e e s t du p r e m i e r d e g r é ; l ' é q u a t i o n ( i ) e s t u n e é q u a t i o n 

d e R i c c a t i . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e chaque i n t é g r a l e y (x) ait exacte­

ment « b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , 

s au f p e u t - ê t r e c e r t a i n e s i n t é g r a l e s f o r m a n t u n e n s e m b l e dénom-

brable e t q u e n o u s a p p e l l e r o n s exceptionnelles. N o u s d i r o n s , a lo r s 

q u e l ' i n t é g r a l e générale a d m e t n b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r 

d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s . 

S o i t , c o m m e p l u s h a u t , y " — c u n e d e s v a l e u r s ( ' ) p o u r l e s ­

q u e l l e s l ' i n t é g r a l e j K { x , y", X a ) es t e x c e p t i o n n e l l e et s o i t E l ' e n ­

s e m b l e d e s p o i n t s c d a n s le p l a n d e s y 0 . P o u r t o u t e v a l e u r j ' ° = b 

qui ne fait pas partie de l'ensemble E , l ' i n t é g r a l e y ( x , b, x a ) 

a d m e t n b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , 

so i t l e s b r a n c h e s Y , , Y 2 , . . . , Y „ ; n o u s p o u v o n s t r a c e r , d a n s le p l a n 

d e s x , un c h e m i n L j o i g n a n t x° e t a; ( s a n s p a s s e r p a r a u c u n p o i n t ij) 

e t ( / Î — 1 ) c o n t o u r s f e r m é s p a r t a n t d e x p o u r y revenir s a n s t o u r ­

n e r a u t o u r d ' a u c u n p o i n t E, t e l s q u e y (a?, b , x°) a c q u i è r e en* sur 

ces c h e m i n s les n v a l e u r s Y<, . . . , YN. P o u r y0 vo i s in de b , l ' i n ­

t é g r a l e y ( x , y " , x°) p r e n d e n a;, sur les mêmes chemins, n v a ­

l e u r s d i s t i n c t e s y , , . . . , y , ¡ vo i s ine s d e Y , , . . . , Y „ , e t ces n v a ­

l e u r s se p e r m u t e n t a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s . L e s 

c o m b i n a i s o n s s y m é t r i q u e s 

Í = 71 

7 = 1 

a u r o n t d o n c ( l e c h e m i n L é t a n t d o n n é ) u n e v a l e u r b i e n d é t e r m i n é e 

p o u r t o u t e v a l e u r b ( f inie ou i n f in i e ) d e y" q u i n e fai t p a s p a r t i e 

d e l ' e n s e m b l e E , e t c e t t e v a l e u r s e r a u n e f o n c t i o n m é r o m o r p h e 

d e y" p o u r _ ^ ° = b . 
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8 . Propriétés des équations précédentes. — L e s é q u a t i o n s d u 

n u m é r o p r é c é d e n t , c o m m e cel les d u n" S, r e n t r e n t d o n c d a n s les 

é q u a t i o n s d o n t l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e y(%) e s t u n e fonction algé­

brique d e la c o n s t a n t e a r b i t r a i r e c o n v e n a b l e m e n t c h o i s i e . O n a 

vu , d a n s le c o r p s d e l ' O u v r a g e ( p . i g - a 5 ) , q u e l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 

d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) p e u t a lo r s se déf in i r p a r u n e r e l a t i o n d e la fo rme 

^ _ y"-t- L „ - , < x ) y " - ^ - h L,(x)y = U(.r, y) ^ 

, l l „ _ 1 ( a ; ) j » - i + . . . + M | ( î ) y + i \'(x,y)' 

où À d é s i g n e l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d ' u n e é q u a t i o n de R i c c a t i : 

( I I ) ~ G(x)\'-+- H (2:) À -+- K(x), 

les coeff ic ients Ly, My, G , H , K d é s i g n a n t d e s f r ac t i ons r a t i o n ­

ne l l e s e n x. 

( ' ) Par exemple, l'équation y' = ^ a comme intégrale y = y* l 0 g ; x = 0 

el X = CB sont points logarithmiques de y = <p ( x, y°, x' ) ainsi que x' = o 

clx' = ao. De même, 1 équation y'= — —t a comme intégrale y — y ' e \ J ••*'•, 

OLY l x \ * 
l'équation y'= — a comme intégrale : y = y't-pj • 

D è s l o r s , o n p e u t r é p é t e r s a n s m o d i f i c a t i o n . l e r a i s o n n e m e n t d u 

n" 5. L e s f o n c t i o n s A.j(x, y", x°) s o n t n é c e s s a i r e m e n t rationnelles 

en y" ; la s eu l e d i f fé rence e s t q u e ces f o n c t i o n s n e s o n t p l u s , e n 

g é n é r a l , u n i f o r m e s en x o u e n x°. Il r é s u l t e é v i d e m m e n t d e ce q u i 

p r é c è d e q u e l e u r s d i v e r s e s b r a n c h e s s o n t h o l o m o r p h e s ou m é r o -

m o r p h e s en x e t en x" l o r s q u e x e.lxn d i f fèrent r e s p e c t i v e m e n t des. 

v a l e u r s £, m a i s e l les p e u v e n t a d m e t t r e ces v a l e u r s c o m m e s i n g u ­

la r i tés t r a n s c e n d a n t e s fixes, so i t d a n s le p l a n d e s x, so i t d a n s l e 

p l a n d e s x° (1 ) . 

E n déf in i t ive , pour la classe d'équations considérée, la fonc­

tion y = o(x, y0, x") est une fonction algébrique deya, e t les 

b r a n c h e s d e c e t t e f o n c t i o n q u i se p e r m u t e n t e n t r e e l l e s , q u a n d o n 

fait v a r i e r s e u l e m e n t y0, c o r r e s p o n d e n t à n b r a n c h e s d ' i n t é g r a l e 

y{x) permutables autour des points critiques mobiles. 
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l5o NOTE. 

L' intégrale de l ' équat ion ( I I ) p e u t s'écrire 

G f - t - f 

(II bis) M ^ ) = 4 r — (G constante arbitraire), 

les f o n c t i o n s f,f\, 'f et o , étant des fonct ions b i e n d é t e r m i n é e s e t 

h o l o m o r p b e s de x dans le vo i s inage d'un po in t x" arb i tra irement 

chois i en dehors des po ints £. S i l 'on rempl a ce Â par ce t te e x p r e s ­

s ion dans ( I ) , toute i n t é g r a l e y { x ) de ( î ) vérifie l ' équat ion 

C.<? H - <pi V (07, jK) 

p o u r une va leur c o n v e n a b l e de C. 

C o n s i d é r o n s l ' équat ion 

dont le premier m e m b r e est un p o l y n ô m e e n y de degré (2/1 — 2 ) 

au p l u s ; so'iX. y = g(x) u n e de ses rac ines , eVj s o n ordre de m u l ­

t ipl ic i té ( p o u r x q u e l c o n q u e ) . 

Si y = g(&) e s t e n ™ême temps une in tégra le part icul ière de (1), 

l 'égalité (1 bis) admet , pour une valeur c o n v e n a b l e de la c o n ­

stante C, la racine y — g(x) c o m m e racine d'ordre J + 1 ( p o u r 

x arbitraire) . A p p e l o n s solution multiple d'ordre j + i, t ou te 

intégrale part icu l ière y = g(x) de (1) qui , pour une va leur c o n v e ­

nable de la cons tante et p o u r x arbitraire, est rac ine d'ordre j -\- 1 

de l ' équat ion (Ibis) en y . U n e te l le so lu t ion est n é c e s s a i r e m e n t 

r a c i n e d'ordre j de l ' équat ion ( I I I ) et , par su i t e , e s t u n e fonc t ion 

a lgébr ique de x. Les valeurs de la cons tante C qui c o r r e s p o n d e n t 

aux so lu t ions m u l t i p l e s s eront dites valeurs remarquables de C . 

P ( x y ) 
Ceci p o s é , l e coef f ic ient différentiel de (1) étant — -̂= -̂1 s o i e n t 

r w Q O , . r ) 
p et q les degrés e n y de P e t de Q , et so i t v le p lus grand des 

n o m b r e s p et q + 2. Il est lo i s ib le ( m o y e n n a n t u n e transformation 

h o m o g r a p h i q u e effectuée sur y) de s u p p o s e r p — v, q = v — 2, et 

c'est ce q u e n o u s f erons . O n a d é m o n t r é ( p . 23-24) q u e v est exac­

tement égal à zn, à moins qu'il n'existe des solutions mul­

tiples de ( i ) . Mais dans c e dern ier cas, l ' équat ion de Riccat i (11) 

a d m e t au m o i n s une s o l u t i o n a lgébr ique e t se r a m è n e a u x quadra-
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NOTE. 15 I 

t u r e s . La re la t ion qui existe entre v et n est alors : 

(IV) v = a « _ 2 y , 

J 4 - t dé s ignant la mul t ip l i c i t é d'une des so lu t ions mul t ip le s et la 

s o m m e ^ / étant é t e n d u e à toutes les so lu t ions mul t ip l e s . 

S'il n 'ex is te qu'une seule valeur remarquable, soit G,, de la 

constante, d é s i g n o n s par ~k, la so lu t ion correspondante de l ' équa­

t ion de Ricca t i ( s o l u t i o n qu i est néces sa i rement rationnelle) ( 1 ) , et 

par l, le n o m b r e des rac ines d i s t inctes de l ' équat ion (1) e n y quand 

o n y r e m p l a c e X par X, (x é tant arbitraire) . La s o m m e ^ / est-

égale à n — / , , d o n c au plus égale k n — i , et v est au moins égal 

à n -+- i . La transformat ion u . ( a ? ) = ^ — r a m è n e l 'équation ( I I ) 

¿1 u n e é q u a t i o n l inéaire à coeff ic ients ra t ionne l s . 

S'il ex is te deux valeurs remarquables (mais d e u x s e u l e m e n t ) , 

soit Cf-et G 2 , de la cons tante , dé s ignons par X, et X 2 les intégrales 

c o r r e s p o n d a n t e s de l ' équat ion de Riccat i , par et / 2 le n o m b r e 

des rac ines d i s t inc tes de l ' équat ion ( I ) en y pour X = X, et X = X 2 . 

O n a 
v = 2 n — (n — li) — (n — l, ) = l, + ls. 

C o m m e il e s t l o i s ib le d'effectuer un c h a n g e m e n t h o m o g r a p h i q u e 

sur C , o n peut toujours admettre q u e C = o et G = oo sont les d e u x 

valeurs remarquables de G et l ' équat ion (I bis) p e u t alors s'écrire 

(V) G = u(x)[y -gi(x)Yi[y — gt(x )]'».. .[y —g^x)]'i = S(x, y), 

où les i sont des ent iers posit i fs ou négatifs sans facteur c o m m u n . 

La s o m m e des ent iers i posit i fs est égale à « et ce l le des ent iers i 

négatifs à — n. 

S'il existe au moins trois valeurs remarquables de la con­

stante, l ' intégrale généra le de ( i ) est n é c e s s a i r e m e n t a lgébr ique . 

Le n o m b r e des va leurs remarquables de G et des so lut ions m u l ­

t iples de ( i ) est é v i d e m m e n t fini. 

( 1 ) En effet, si X, ( x ) avait au moins deux branches, ces deux branches, d'après 
( I I bïs), correspondraient à deux valeurs distinctes de C qui seraient toutes deux 
remarquables. 
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9. P o s o n s - n o u s d ' a p r è s cela la q u e s t i o n s u i v a n t e : 

Reconnaître si l'intégrale générale d'une équation (1) 

donnée n'acquiert qu'un nombre donné n de branches autour 

des points critiques mobiles. 

L a q u e s t i o n ( p . a 4 ) se r é s o u t à l ' a i de d ' u n n o m b r e fini d ' o p é r a ­

t i o n s r a t i o n n e l l e s , e t si la r é p o n s e e s t a f f i rmat ive , la m é t h o d e 

f o u r n i t e x p l i c i t e m e n t les é q u a t i o n s ( I ) e t (11) ; l ' é q u a t i o n ( i ) es t a ins i 

r a m e n é e r a t i o n n e l l e m e n t à u n e é q u a t i o n de R i c c a t i . 

P o s o n s - n o u s m a i n t e n a n t la m ê m e q u e s t i o n , m a i s sans que le 

nombre n soit donné. 

S o i t t o u j o u r s 

p = q -+• 2 = v . . 

L ' e n t i e r n e s t au m o i n s éga l à -'• O n p e u t t o u j o u r s r e c o n n a î t r e , 

à l ' a i d e d ' u n n o m b r e fini d ' o p é r a t i o n s r a t i o n n e l l e s , si l ' e n t i e r n a* 

u n e v a l e u r i n f é r i e u r e o u éga le à v. Q u a n d la r é p o n s e es t n é g a t i v e , 

si l ' i n t é g r a l e j o u i t d e la p r o p r i é t é é l u d i é e , il ex i s t e au m o i n s d e u x 

v a l e u r s r e m a r q u a b l e s d e la c o n s t a n t e ( p n i q u e v e s t i n f é r i e u r à n -+-1). 

S' i l e n ex i s t e a u m o i n s t r o i s , l ' i n t é g r a l e d e ( i ) es t a l g é b r i q u e : é c a r ­

t o n s c e c a s . S ' i l en e s i s t e d e u x s e u l e m e n t , l ' i n t é g r a l e p e u t se 

m e t t r e s o u s la f o r m e ( V ) . Il e s t faci le de r e c o n n a î t r e s'il e n est 

a i n s i . 

E n effet, o n p e u t t o u j o u r s d é c i d e r , à l ' a i de d ' u n n o m b r e fini 

d ' o p é r a t i o n s r a t i o n n e l l e s , si l ' i n t é g r a l e d ' u n e é q u a t i o n ( i ) d o n n é e 

se la i sse m e t t r e s o u s la f o r m e ( V ) , où les ^ d é s i g n e n t d e s c o n s t a n t e s 

n u m é r i q u e s q u e l c o n q u e s d o n t la s o m m e es t n u l l e . I l suffit d ' e x ­

p r i m e r q u e l ' é q u a t i o n 

'(VI) ^logS(ar, j O - r - y ^ l o g S ^ , y ) = o 

c o ï n c i d e avec l ' é q u a t i o n ( i ) ; o r l ' é q u a t i o n ( V I ) p e u t s ' é c r i r e 

Ai (y , y ) + / A ( J , y ) _ 
B ' 

A e t A, d é s i g n a n t d e u x p o l y n ô m e s e n y , le p r e m i e r d e d e g r é v — 2, 

le s e c o n d d e d e g r é v a u p l u s , e t B d é s i g n a n t u n p o l y n ô m e d e 

d e g r é v e n y d o n t les r a c i n e s s o n t les v a l e u r s y = gk(x). C o m m e 
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P dx — Qdy 

i 

B ' 
admet un multiplicateur ^> où B est un polynôme en y de 

degré v à r a c i n e s s i m p l e s . 

O n c o m m e n c e r a d o n c p a r r e c o n n a î t r e ( c e q u i est fac i le ) si u n t e l 

m u l t i p l i c a t e u r e x i s t e . S ' i l ex i s t e au m o i n s d e u x tels m u l t i p l i c a ­

t e u r s d i s t i n c t s ( c ' e s t - à - d i r e q u i d i f fè ren t a u t r e m e n t q u e p a r u n 

fac t eu r c o n s t a n t ) , l e u r q u o t i e n t es t u n e i n t é g r a l e p r e m i è r e d e 

l ' é q u a t i o n ( i ) , e t ce q u o t i e n t e s t u n e f rac t ion r a t i o n n e l l e en y d e 

d e g r é v : l ' e n t i e r n s e r a i t p a r s u i t e égal à v, ce q u i est c o n t r e l ' h y ­

p o t h è s e . E n dé f in i t ive , d a n s l ' h y p o t h è s e o ù n o u s n o u s p l a ç o n s , 

d e u x cas s e u l e m e n t s o n t p o s s i b l e s : ou b i e n il n ' e x i s t e pas d e m u l ­

t i p l i c a t e u r d e la f o r m e > ou b i e n il n ' e n e x i s t e q u ' u n (déf ini à u n 

f a c t e u r c o n s t a n t p r è s ) . 

S i l ' o n p o s e 

B = V(a?) [ y ^ - * l ( x ) y v - i - h . a„(x)], 

les /onctions a./,(x) sont déterminées rationnellement, ainsi 

V f x) 
que · 
' y (x) 

L ' e x p r e s s i o n B é t a n t a i n s i c a l c u l é e , il fau t : i ° q u e les r a ­

c ine s y — gh(x) d e B s o i e n t t o u t e s s i m p l e s ; 2° q u e les résidus C A ( ' ) 

d e la f r a c t i on 2 r a t i o n n e l l e e n y a i e n t d e s r a p p o r t s commensu-

rables. Q u a n d ces c o n d i t i o n s s o n t r e m p l i e s , c o n s i d é r o n s ces 

(') Ces résidus sont des constantes (indépendantes de x ) , car soit C 

un des termes de la fraction ^ décomposée en fractions simples; a lire, est une pé-

Q dy Q dy P dx 

riode de la différentielle -^jr^-i donc de la différentielle totale exacte ———= ; 
-elle est, par suite, indépendante de X) c, est une constante numérique. 

o n d o i t a v o i r 

A - Q-

le p o l y n ô m e A c n y d o i t ê t r e d iv i s i b l e p a r l e p o l y n o m e ^ Q fn y d e 

d e g r é a u m o i n s é g a l ; les d e u x p o l y n ô m e s n e d i f fè ren t d o n c q u e 

p a r u n f a c t e u r f o n c t i o n d e x s e u l e m e n t e t q u ' i l e s t lo is ib le d e s u p ­

p o s e r éga l à i . Il s u i t d e là q u e la différentielle 
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154 NOTK. 

n o m b r e s r a t i o n n e l s ^ r e n d u s i r r é d u c t i b l e s ; a p p e l o n s FT le p l u s 

p e t i t c o m m u n m u l t i p l e de l e u r s d é n o m i n a t e u r s ; il n o u s es t l o i s ib l e 

d e m u l t i p l i e r B p a r u n e c o n s t a n t e n u m é r i q u e t e l l e q u e c, d e ­

v i e n n e V f . L a n o u v e l l e e x p r e s s i o n 

Q dy — P de 

~~ B 

es t u n e d i f fé ren t i e l l e t o t a l e e x a c t e o ù l ' o n a 

7T = 1 1 - - - - - - — = x - logn (v -s -*) ' i , 

P y — g-I y — S * y — S I 4r 
l es i d é s i g n a n t des e n t i e r s sans f a c t e u r c o m m u n . 

L a p r i m i t i v e de c e t t e d i f fé ren t i e l l e es t d o n c de la f o r m e 

\o%K{y — S K ) ^ + h(x), 

e t l ' o n a 

Q d y - P d * = K , x ) + y i k ( d y - g ' k d x ) = h Kdy + ^ d x 

B ; ¿ 4 y — g k U(y — gk) 

A et A 2 é t a n t d e s p o l y n ô m e s e n y r a t i o n n e l s e n x, a i n s i q u e 

Tl(y— gk). L ' i d e n t i t é 

H - A ( y - g k ) + Kt = P 

A ~ Q 

m o n t r e a u s s i t ô t q u e h! es t c o n n u , lu i a u s s i , r a t i o n n e l l e m e n t . 

E n dé f in i t i ve , d a n s le cas q u e n o u s v e n o n s d e t r a i t e r , n o u s s avons 

m e t t r e l ' i n t é g r a l e s o u s la f o r m e 

l l ( x , y ) x u ( x ) = const., 

o ù H es t u n p o l y n ô m e en y el x e t o ù ^- = h' e s t r a t i o n n e l e n x. 

1 0 . Conclusion. — P o s o n s - n o u s , d ' a p r è s c e l a , le p r o b l è m e 

s u i v a n t : 

Reconnaître si C intégrale générale y(x) d'une équation ( i ) 

donnée est une fonction T R A N S C E N D A N T E qui n'acquiert qu'un 

nombre fini N O N D O N N É de branches autour des points critiques 

mobiles (ce nombre étant le même pour chaque intégrale, sauf 

peut-être pour un ensemble dénombrable d'intégrales parti­

culières). 
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( ' ) T o u t e f o i s , s o u s c e t t e f o r m e , l ' é n o n c é c o m p o r t e une c e r t a i n e r e s t r i c t i o n ; 

u n e fo i s l ' é q u a t i o n ( t ) r a m e n é e à une é q u a t i o n de R i c c a t i , s o n i n t é g r a l e n e sera 

transcendante q u e si l ' i n t é g r a l e de c e t t e é q u a t i o n de Ricca t i n ' e s t p a s a l g é b r i q u e . 

Or, q u a n d o n c h e r c h e à r e c o n n a î t r e si l ' i n t é g r a l e d'une é q u a t i o n d e R i c c a t i ( à 

coe f f i c i en t s r a t i o n n e l s ) e s t a l g é b r i q u e , il e s t un cas e x c e p t i o n n e l o ù l ' o n n e s a i t 

pas t r a n c h e r la q u e s t i o n m a i s o ù l 'on sa i t s e u l e m e n t r a m e n e r l ' é q u a t i o n à 

la f o r m e — — H ( a : ) , H éLant u n e f o n c t i o n a l g é b r i q u e de x à d e u x b r a n c h e s . 

T o u t e la d i f f i c u l t é e s t a l o r s de r e c o n n a î t r e si l e s p é r i o d e s d e H ( a ; ) rfx s o n t 

c o m m e n s u r a b l e s a v e c aj'it, problème d'Abel q u ' o n ne sa i t p a s r é s o u d r e e n g é n é ­

r a l . L ' é n o n c é a b s o l u m e n t c o r r e c t r é p o n d a n t a u p r o b l è m e d u n ' 10 s e r a i t d o n c : 

On sait résoudre le problème à l'aide d'un nombre fini d'opérations ration­

nelles, ou ramener l'équation à la quadrature = H ( . r ) dx, ( H f o n c t i o n a l ­

g é b r i q u e à d e u x b r a n c h e s ) . 

L a r é p o n s e s ' é n o n c e a ins i : On peut, à l'aide d'un nombre 

fini d'opérations rationnel/es, résoudre le problème et (si la 

réponse est affirmative) ramener l'équation à une équation de 

Riccati (· ) . 

I l es t i n t é r e s s a n t d e r e m a r q u e r q u e si on se p o s e l e m ê m e p r o ­

b l è m e e n s u p p r i m a n t la r e s t r i c t i o n q u e l ' i n t ég ra l e d o i t ê t r e t r a n s ­

c e n d a n t e , le p r o b l è m e d e v i e n t b e a u c o u p p l u s d i f f i c i l e ; o n n e sa i t 

pas r e c o n n a î t r e e n c o r e , e n g é n é r a l , si l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d ' u n e 

é q u a t i o n ( i ) d o n n é e es t a l g é b r i q u e . L e p r o b l è m e t r a n s c e n d a n t a p ­

p a r a î t d o n c ic i c o m m e p l u s s i m p l e q u e le p r o b l è m e a l g é b r i q u e c o r ­

r e s p o n d a n t . 

L a n a t u r e d e l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e y(x) d ' u n e é q u a t i o n (1) e s t 

b i e n é l u c i d é e d ' a p r è s ce q u i p r é c è d e , d a n s le cas o ù e l le n ' a c q u i e r t 

q u ' u n n o m b r e fini d e b r a n d i e s a u t o u r des p o i n t s c r i t i q u e s m o ­

b i l e s , ce nombre étant le même pour chaque intégraie particu­

lière, sauf peut-être pour certaines intégrales exceptionnelles 

formant un ensemble dénombrable. 

Mais il e s t i m p o s s i b l e d e n e p a s se p o s e r la q u e s t i o n s u i v a n t e : 

Quelle est la nature de l'intégrale générale y (a:) d'une équa­

tion ( i ) , quand chaque intégrale particulière est une fonction 

de x à n branches AU P L U S OU (plus généralement) admet AU 

P L U S n branches per mutables autour despoints critiques mobiles? 

A v a n t d e t r a i t e r c e t t e q u e s t i o n , j ' é t e n d r a i l e s r é s u l t a t s p r é -
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c é d e n l s a u x é q u a t i o n s ( i ) o ù le coef f ic ien t d i f fé ren t i e l e s t e n c o r e 

r a t i o n n e l e n y, mais non plus en x. C e t t e e x t e n s i o n n o u s p e r ­

m e t t r a d e m i e u x fa i re r e s s o r t i r c e r t a i n e s di f f icul tés p a r t i c u l i è r e ­

m e n t d é l i c a t e s . 

11 . Propriétés des équations ( i ) rationnelles en y et ana-
P 

ly tiques eux. — S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e , d a n s l ' é q u a t i o n ( i ) , — so i t 

r a t i o n n e l e n y e t u n i f o r m e ( m a i s n o n r a t i o n n e l ) e n x. R i e n n ' e s t 

c h a n g é a u x t h é o r è m e s f o n d a m e n t a u x d e s n ° ' 2 e t 3 n o n p l u s q u ' a u x 

r é s u l t a t s d e s n " s S e t 8, à c o n d i t i o n de r a n g e r p a r m i les p o i n t s \ 

é n u m é r é s p . 8-15 les s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s d e s coef f ic ien t s 

d e P e t de Q ( p o i n t s e s s e n t i e l s , e n s e m b l e s pa r fa i t s d e p o i n t s s i n g u ­

l i e r s , l i g n e s s i n g u l i è r e s ) . Q u a n d l ' i n t é g r a l e générale d e l ' é q u a ­

t i o n ( i ) a c q u i e r t n b r a n c h e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , 

l ' é q u a t i o n se r a m è n e à u n e é q u a t i o n d e R i c c a t i ( I I ) ( p . i4Q) p a r 

u n e t r a n s f o r m a t i o n ( I ) ; mais les coef f ic ien ts d e c e t t e t r a n s f o r m a ­

t i o n n e s o n t p l u s r a t i o n n e l s e n x n o n p l u s q u e les coeff ic ients 

d e ( I I ) ; ce s o n t d e s f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s r a t i o n n e l l e s d e s coeffi­

c i e n t s de P e t Q e t d e l e u r s d é r i v é e s j u s q u ' à u n c e r t a i n o r d r e . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e P e t Q s o i e n t d e s p o l y n ô m e s e n y 

d o n t les coef f ic ien t s son t d e s f o n c t i o n s m u l t i f o r m e s d e x. C o n s i -
p 

d é r o n s u n e b r a n c h e q u e l c o n q u e d e la f o n c t i o n Q , et a p p e l o n s 

p o i n t £ t o u t p o i n t s i n g u l i e r n o n p o l a i r e x = % d e c e t t e b r a n c h e , 

e t t o u s les p o i n t s é n u m é r é s p . 8 - i 5 . B o r n o n s - n o u s ( m a i s u n i q u e ­

m e n t p a r r a i s o n d e c l a r t é ) au cas o ù il n ' e x i s t e q u ' u n n o m b r e fini 

d e t e l s p o i n t s £. Si x0 n ' e s t pas u n p o i n t £, p a r t o n s d e x0 a v e c u n e 
P 

v a l e u r y 0 d e y e t e n a d o p t a n t u n e b r a n c h e d é t e r m i n é e d e ^ , p u i s 

fa isons d é c r i r e à x u n c h e m i n q u i n e p a s s e p a r a u c u n p o i n t Ç; 

t o u t e s les p r o p o s i t i o n s p r é c é d e n t e s ( n " ' 1-8) p e u v e n t ê t r e r é p é t é e s , 

m o y e n n a n t t ou t e fo i s la r e m a r q u e déjà fa i te s u r la n a t u r e d e s coeff i ­

c i e n t s d e s é q u a t i o n s ( I ) e t ( I I ) , coef f ic ients q u i s o n t a lo r s t r a n s ­

c e n d a n t s . 

C e t t e e x t e n s i o n fa i te , r e v e n o n s au r ô l e d e s p o i n t s c r i t i q u e s fixes 

e t m o b i l e s . 

12. Retour sur les propriétés des points critiques fixes et les 

points critiques mobiles. — So i t £ u n p o i n t s i n g u l i e r fixe d e F i n -
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x(y^-i) 

C o n s i d é r o n s u n e i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e q u e l c o n q u e j r ( . r ) e t la 

b r a n c h e d e c e l t e i n t é g r a l e , soit y, (x), qu i s ' a n n u l e p o u r x = o ; 

so i t y" la v a l e u r d e c e t t e b r a n c h e p o u r Xa vois in d e z é r o ; si 

le p o i n t x d é c r i t q fois d a n s l e sens pos i t i f u n c e r c l e C d e 

c e n t r e \ = o (à p a r t i r d e x" ) , la b r a n c h e y, (x) c o n s i d é r é e ( h o l o -

m o r p h e p o u r x = o ) , r e p r e n d t o u j o u r s la m ê m e v a l e u r e n x°. 

D ' a u t r e p a r t , la f o n c t i o n y(x) a d m e t le p o i n t c r i t i q u e a l g é -

b r i q u e x, =— — e-<r'+°> ; en c e p o i n t , d e u x v a l e u r s d e y d e v i e n ­

n e n t éga le s à — 1 e t se p e r m u t e n t a u t o u r d e x,. J o i g n o n s x" à xs 

p a r u n c h e m i n L te l q u e q u a n d x d é c r i t L , y(x) p a r t a n t d e 3 7 ° avec 

la v a l e u r y° a i t e n xK la v a l e u r — 1 ; p u i s fa i sons t o u r n e r x u n e fois 

a u t o u r d u p o i n t x,, r e v e n o n s au p o i n t x{' s u r le m ê m e c h e m i n L 

[ s o i t y2(x") la n o u v e l l e v a l e u r d e y], e t fa isons d é c r i r e e n c o r e 

q fois à a; le c e r c l e C , m a i s d a n s Je s e n s négat i f . Q u a n d x a p a r ­

c o u r u ce c i r c u i t t o t a l , x n'a pas tourné autour des points cri­

tiques fixes de l'équation (2). Ma i s la b r a n c h e y%(x) d e y , 

a d m e t t a n t x = o c o m m e p o i n t t r a n s c e n d a n t d ' e s p è c e l o g a r i t h ­

m i q u e , q v a l e u r s dey(x) se p e r m u t e n t e n t r e e l les d a n s les q d e r ­

n i è r e s r o t a t i o n s ( f ) le l o n g de C . N o u s a r r i v o n s a i n s i à c e t t e c o n ­

c l u s i o n d ' a p p a r e n c e u n p e u p a r a d o x a l e : l'intégrale y (x) de (2) a 

deux points critiques fixes x — o et x = 0 0 , et un seul point cri­

tique mobile (point algébrique au voisinage duquel deux 

branches se permutent); mais une infinité de branches de y(x) 

se permutent entre elles quand x tourne autour du point cri­

tique mobile sans tourner autour des points critiques fixes. 

( ' ) La m ê m e c h o s e a l i eu si l 'on r e n v e r s e le s e n s d e s r o t a t i o n s a u t o u r de O . 

t é g r a l e g é n é r a l e y(x) d e (1). P a r dé f in i t ion ( n ° 6 ) , le p o i n t x, 

q u a n d i l a p a r c o u r u u n c o n t o u r f e r m é , n ' a p a s t o u r n é a u t o u r du 

p o i n t ç si l ' a r g u m e n t de x— ç a r e p r i s sa v a l e u r i n i t i a l e . 

P a r e x e m p l e , s u p p o s o n s q u e x d é c r i v e q fois u n c e r c l e de 

c e n t r e \ d a n s le sens p o s i t i l , p u i s u n l ace t a u t o u r d ' u n p o i n t c r i ­

t i q u e m o b i l e , e t enf in q fois e n c o r e le c e r c l e G, m a i s d a n s le sens 

négat i f . Q u a n d il a p a r c o u r u ce c o n t o u r , x n ' a p a s t o u r n é a u t o u r d e \ . 

A p p l i q u o n s c e t t e r e m a r q u e à l ' é q u a t i o n (2) é t u d i é e au n" A 

(•>) y - - -- — 
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( ' ) A un point a de L correspond deux couples de valeurs y„ y2 (et non un 

seul) suivant qu'on va de a au point x = i sur un chemin qui part de L d'un 

côté ou de l'autre. Posons y'— u-i-iv. La frontière de D fait partie de la courbe 

u = v tango, comme on le voi t , d'après l 'égal i téyef = y'eï" , en fa isant^ = — 1, 

x° = i et en donnant à x des valeurs réelles (négat ives) . 

( 5 ) Autrement, l ' intégrale part icul ière y(x) admettrait au moins deux points 

crit iques mobiles, et l'on sait qu'elle n'en possède qu'un (n°4) . 

1 3 . 1 r a ç o n s , d a n s le p l a n d e s x, u n e d e m i - d r o i t e i s s u e d e O , p a r 

e x e m p l e l ' a x e r é e l n é g a t i f L . D a n s l ' e x e m p l e p r é c é d e n t , le p o i n t x 

f r a n c h i t q fois c e t t e c o u p u r e d a n s u n s e n s e t q fois d a n s le s e n s 

i n v e r s e . Q u ' a r r i v e r a i t - i l si l ' o n a s s u j e t t i s s a i t l e p o i n t x à ne J A M A I S 

franchir la coupure L ? 

D é f i n i s s o n s u n e i n t é g r a l e y ( x ) de ( 2) p a r sa v a l e u r y° p o u r x = i. 

Il e s t fac i le d e voir q u e , s u i v a n t q u e y" e s t d a n s u n c e r t a i n d o ­

m a i n e D d e s o n p l a n o u e n d e h o r s d e ce d o m a i n e , y(x) acquiert 

deux valeurs ou une seule q u a n d x va r i e a r b i t r a i r e m e n t s a n s 

f r a n c h i r L . 

C o n s i d é r o n s e n effet l ' i n t é g r a l e y{x) q u i p o u r x = a es t éga le 

à — 1, e t s u i v o n s les d e u x b r a n c h e s ^ , , y., de y(x) a ins i déf in ies 

j u s q u ' a u p o i n t x = i s u r u n c h e m i n q u i n e t r a v e r s e p a s L . N o u s 

a r r i v o n s a ins i e n x — 1 avec d e u x v a l e u r s yt = f,(a), y«— f»(a) 

b i e n d é t e r m i n é e s ; q u a n d a va r i e a r b i t r a i r e m e n t , l es d e u x p o i n t s 

yt (a), y2 (a) v a r i e n t d a n s u n c e r t a i n d o m a i n e D d u p l a n d e s y, 

d o m a i n e l i m i t é p a r les l i g n e s q u e p a r c o u r e n t y, e\y« q u a n d a d é ­

c r i t la c o u p u r e L ( ' ) . C e d o m a i n e D n ' e m b r a s s e p a s d ' a i l l e u r s t o u t 

le p l a n d e s y. E n effet, so i t y-t u n e t r o i s i è m e b r a n c h e d e l ' i n t é ­

g ra l e y (x), et y0 sa v a l e u r p o u r x = i. Q u a n d x v a r i e à p a r t i r d u 

p o i n t a s a n s f r a n c h i r L , la b r a n c h e y 3 (x) n e p r é s e n t e n i e n d e h o r s 

d e L n i s u r L a u c u n p o i n t c r i t i q u e la v a l e u r d e y0 n ' e s t d o n c 

a t t e i n t e p a r a u c u n e d e s f o n c t i o n s y , (a), y2 ( « ) q u e l q u e so i t a. 

Donc, quand x varie arbitrairement ci partir de x = i sans 

jamais franchir la coupure L , l'intégrale générale y(xj de ( 2), 

définie par x — i, y — y°. a deux déterminations si y" est inté­

rieur au domaine D , et une seule détermination si y0 est exté­

rieur ci D ou sur la frontière de ce domaine. C e d o m a i n e D d é ­

p e n d e s s e n t i e l l e m e n t d e la d e m i - d r o i t e L i s sue d e l ' o r i g i n e q u ' i l 

n o u s a p l u d e c h o i s i r . 
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NOTE. loo , 

1 4 . De la rotation autour des points critiques mobiles. — 

I m a g i n o n s q u ' à la d é f i n i t i o n a d o p t é e au n° 6 , au su je t d e la r o t a t i o n 

d e x a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , n o u s s u b s t i t u i o n s la d é f i ­

n i t i o n s u i v a n t e : 

Les points \ étant en nombre fini, traçons à partir de chacun 

de ces points des lignes s'écartant à Vinfini et sans points 

communs. 

Convenons de dire que l'intégrale générale y(x) est une 

fonction à n branches permutables autour des points critiques 

mobiles si, quand x varie sans franchir ces coupures, n branches 

exactement de chaque intégrale particulière y (x) se permu­

tant entre elles (exception étant faite peut-être pour certaines 

intégrales formant un ensemble dé no rnb rabie). 

Q u e l l e s s o n t l es p r o p r i é t é s q u ' e n t r a î n e c e t t e d é f i n i t i o n ? I l es t 

b i e n é v i d e n t , t o u t d ' a b o r d , q u ' e l l e p e r m e t de r é p é t e r tous les r a i ­

s o n n e m e n t s d u n" 7 : t o u t e é q u a t i o n q u i r é p o n d à la d é f i n i t i o n 

n o u v e l l e r e n t r e d o n c d a n s la c l a s se des é q u a t i o n s d o n t l ' i n t é g r a l e 

g é n é r a l e y (x) e s t u n e f o n c t i o n a l g é b r i q u e d e y 0 . M a i s c e l t e d é f i ­

n i t i o n e s t b e a u c o u p p l u s é t r o i t e q u e ce l l e d u n " 6 , c o m m e l e 

m o n t r e n t aussi tôt , les e x e m p l e s s u i v a n t s . 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n 
, I 

y = — » 
•ixy 

d o n t l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e e s t y • = y / loga; -f- (y0)-, si y" e s t l a v a l e u r 

de y p o u r x — i . L e s p o i n t s ç s o n t ici x = o e t x = oo. D ' a p r è s la 

dé f in i t i on d u n" 6 , l ' i n t é g r a l e y(x) es t u n e f o n c t i o n à deux 

b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , m a i s 

e l le n e r é p o n d p a s à la nouvelle d é f i n i t i o n . T r a ç o n s , p a r e x e m p l e , 

le d e m i - a x e r é e l néga t i f e t a s s u j e t t i s s o n s x À ne p a s le f r a n c h i r . 

L ' i n t é g r a l e y (x) a d e u x b r a n c h e s p e r m u t a b l e s si y° se t r o u v e d a n s 

la p a r t i e D d u p l a n c o m p r i s e e n t r e les d e u x h y p e r b o l e s £•/)== rfc n , 

(ya = £ -\- t\i) ; si y0 es t e x t é r i e u r à D , y(x) n ' a c q u i e r t q u ' u n e 

d é t e r m i n a t i o n q u a n d x va r i e s a n s f r a n c h i r la c o u p u r e . 

C o n s i d é r o n s de m ê m e la f o n c t i o n 

y = y /c -+- \[x -t- y/C — sjx 
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IDO NOTE. 

qui vérifie l ' équat ion 

el le acquier t quatre d é t e r m i n a t i o n s autour des p o i n t s cr i t iques 

m o b i l e s , d'après la déf init ion du n" 6 . A p p l i q u o n s la n o u v e l l e défi­

n i t i o n e n prenant c o m m e coupure l 'axe réel pos i t i f du p lan des x; 

y(x) acquiert alors d e u x d é t e r m i n a t i o n s sauf pour les valeurs 

réelles de C . La n o u v e l l e déf ini t ion n'est donc pas satisfaite. E n un 

m o t , e l le est b e a u c o u p p lus restre inte q u e la p r e m i è r e . 

1 5 . O n pourrait , il est. vrai, adopter la dernière déf ini t ion en 

suppr imant la res tr ic t ion qu'e l le renferme . Les coupures étant 

tracées, o n conv iendra i t de dire q u e l ' intégrale généra le y (x) est 

une fonc t ion à n d é t e r m i n a t i o n s p e r m u t a b l e s autour des po ints 

cr i t iques m o b i l e s , siy (x) n 'acquiert q u e n valeurs au plus quand 

x varie sans franchir les c o u p u r e s . Mais si l 'on appl ique ce t te défi­

n i t i o n à l ' e x e m p l e du n° 1 3 , on voi t q u e l ' intégrale y(x, y°, x") 

de l ' équat ion (2), permutab le autour des po in t s cr i t iques , acquiert 

d e u x d é t e r m i n a t i o n s ou u u e seule suivant que y 0 est dans une c e r ­

taine r é g i o n D de son p lan ou dans une autre : la r é g i o n D d é p e n d 

e s s e n t i e l l e m e n t d e la c o u p u r e i s sue de x — o q u e n o u s c h o i s i s ­

sons . Enf in , y(x, y", x") est une f o n c t i o n d e y 0 à une infinité de 

branches. La dernière déf ini t ion p r o p o s é e e s t a la fois arbitraire et 

trop g é n é r a l e . C'est b i e n la déf init ion du n° 6 qni s ' impose dans les 

p r o b l è m e s q u e n o u s tra i tons ic i . 

1 6 . Remarques sur l'équation y'= H (x) ' n u ^ e s t u n e 

fonction transcendante de x. •—• L e s remarques précédente s e n ­

tra înent d e s c o n s é q u e n c e s intéressantes sur l ' équat ion (2) où l 'on 

r e m p l a c e s ? par u n e fonc t ion transcendante c o n v e n a b l e d 'une n o u ­

ve l le variable . 

C o n s i d é r o n s , dans le plan des x, u n e aire \ s i tuée tout en t i ère 

a u - d e s s u s de l'axe rée l , et l i m i t é e par un contour fermé qui n'est 

nulle part analytique. S o i t : r = F ( X ) une fonct ion effectuant 

la représenta t ion c o n f o r m e de A sur le cerc le F du plan des X qui 

a l 'or ig ine pour centre et p o u r rayon l 'un i té . La fonc t ion F ( X ) , 
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h o l o m o r p h e clans T, a d m e t la c i r c o n f é r e n c e T c o m m e coupure 

essentielle. 

Si n o u s r e m p l a ç o n s x p a r F ( X ) d a n s l ' é q u a t i o n (2), il v i e n t 

v ' dX F(X) J K - T - 1 y-h 1 

H ( X ) d é s i g n a n t u n e f o n c t i o n d e X , h o l o m o r p h e d a n s T e t p r é ­

s e n t a n t c e t t e c i r c o n f é r e n c e c o m m e c o u p u r e e s s e n t i e l l e . A l ' i n t é ­

r i e u r d e T, l ' i n t é g r a l e y ( X ) n ' a pas de p o i n t s s i n g u l i e r s f ixes. 

S u p p o s o n s , p a r e x e m p l e , q u e F so i t égal à i p o u r X = o . Dé f i ­

n i s s o n s u n e i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e ( y X ) de (2 bis) p a r X = o , 

y = y". J e d i s q u e Vintégrale yÇS.) est une fonction uniforme 

ou à deux branches selon que y" est extérieur ou intérieur à 

un certain domaine D ' du plan des y0. 

E n effet, so i t a u n p o i n t d u d o m a i n e A; c o n s i d é r o n s l ' i n t é ­

g ra le y (x) d e (2) q u i , p o u r x = a, es t éga le à — 1, e t f a i sons d é ­

c r i r e à x, à l'intérieur de A, u n c h e m i n q u e l c o n q u e j o i g n a n t l es 

p o i n t s x — a et x = i] s o i e n t , c o m m e p l u s h a u t , y, ( a ) , y2 (a) l e s 

d e u x v a l e u r s a ins i o b t e n u e s p o u r x — i; q u a n d a var ie d a n s A, ces 

d e u x v a l e u r s y, (a), y-i(a) v a r i e n t d a n s u n c e r t a i n d o m a i n e D ' 

( c o m p r i s d a n s le d o m a i n e D d u n u m é r o p r é c é d e n t ) . Si y" est inté­

rieur à D ' , l'intégrale y(X) est une fonction de X à deux 

branches, admettant la circonférence T comme coupure essen­

tielle (1 ) ; si y" est extérieur à D ' ou appartient à sa frontière, 

y ( X ) est holomorphe dans la circonférence T [coupure essen­

tielle de j ( X ) ] ( 2 ) . 

R e m a r q u o n s q u e l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d e (ibis) e s t déf inie p a r 

la r e l a t i o n 

soi t X 0 = 1, d ' où F = i ; l ' i n t é g r a l e y — cp ( X , y0), déf inie p a r 

i y e ï — y » er°F(X), 

( ' ) S o i t yi(X), y2 ( X ) c e s d e u x b r a n c h e s ; y , + y , e t y,y, s o n t d e s f o n c t i o n s 

d e X h o l o m n r p h e s d a n s T ; y ( X ) a d m e t d a n s T u n s e u l p o i n t c r i t i q u e . 

( J ) Si le d o m a i n e A c o m p r e n d l ' o r i g i n e x = 0 , l ' i n t é g r a l e y ( X ) e s t u n e f o n c t i o n 

q u i a d a n s T un s e u l p o i n t c r i t i q u e ( qui est fixe) o u au c o n t r a i r e d e u x p o i n t s 

c r i t i q u e s , l 'un f ixe , l ' autre m o b i l e , c e l a s u i v a n t q u e y 0 f a i t par t i e o u n o n d 'un c e r t a i n 

d o m a i n e D ' . D a n s l e d e r n i e r c a s , u n e i n f i n i t é d e b r a n c h e s d e y ( X ) se p e r m u t e n t 

s a n s q u e x t o u r n e a u t o u r des p o i n t s c r i t i q u e s fixes. 

B. 1 1 
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1 7 . D a n s l ' e x e m p l e p r é c é d e n t , H ( X ) e s t u n e f o n c t i o n u n i f o r m e 

à ligne singulière essentielle. O n p e u t f o r m e r d e s e x e m p l e s q u i 

p r é s e n t e n t des p r o p r i é t é s aus s i c u r i e u s e s , e t o ù H ( X ) es t u n e f o n c ­

t i o n à u n e in f in i t é d e b r a n c h e s , n ' a y a n t q u ' u n n o m b r e fini d e p o i n t s 

s i n g u l i e r s . 

/
ctz 

—. et s o i e n t 
— i ) ( « - t - X ) 

<>>, ( X ) , c d 2 ( X ) d e u x p é r i o d e s p r i m i t i v e s de c e t t e i n t é g r a l e , c h o i ­

s ies d e façon q u e , p o u r X = 1, u n e des v a l e u r s d e ^ so i t -+- i. 

P o s o n s 

x = — (X) = x(X), d'où X = p(x), 

p d é s i g n a n t u n e f o n c t i o n m o d u l a i r e d e x. L a f o n c t i o n a ; ( X ) est 

e s t u n e f o n c t i o n d e ILàunc ou deux branches suivant les valeurs 

de y0, déf inie s e u l e m e n t d a n s F ( c o u p u r e e s s e n t i e l l e ) , et u n e f o n c ­

t i o n d e y", à une infinité de branches. Si y0 es t e x t é r i e u r au 

d o m a i n e D ' , u n e s e u l e d e ces b r a n c h e s r e p r é s e n t e l ' i n t é g r a l e J ' ( X ) 

éga l e à y" p o u r X = o ; t o u t e s les a u t r e s b r a n c h e s r e p r é s e n t e n t d e s 

i n t é g r a l e s p a r t i c u l i è r e s de (2 bis) q u i n e se p e r m u t e n t p a s d a n s le 

c h a m p d e s X avec la p r é c é d e n t e . Si y0 es t i n t é r i e u r au d o m a i n e D ' , 

la m ê m e r e m a r q u e s ' a p p l i q u e à t o u t e s les b r a n c h e s d e <p(X, y"), 

sauf à d e u x . 

Si y0 va r i e e t s o r t d e D ' , u n e des b r a n c h e s d e <p(X, y") q u i 

c o ï n c i d e avec u n e d e s d e u x b r a n c h e s d e l ' i n t é g r a l e , / ( X ) déf in ie 

p a r X = o, y=zy°, ce s se d e j o u i r d e c e l t e p r o p r i é t é q u a n d y0 

f r a n c h i t la f r o n t i è r e d e D ' . 

S o i t y(x) l ' i n t é g r a l e d e (2) dé f in ie p a r x = i, y=y"1 e t s o i e n t 

y% y", •••lYni ••• l e s v a l e u r s q u ' a c q u i e r t y(x) q u a n d x d é c r i t , 

à p a r t i r d e i, u n c o n t o u r f e r m é q u e l c o n q u e sans t o u r n e r a u t o u r 

d e s p o i n t s c r i t i q u e s f ixes. P a r m i ces v a l e u r s y0, y%, . . . , il e n est 

u n e s e u l e ou i l n ' e n e s t a u c u n e q u i so i t u n e v a l e u r , p o u r X = o, d e 

la f o n c t i o n _y(X ) déf inie p a r X = o, y = y°, cela s e lon q u e ya es t 

i n t é r i e u r o u n o n à D ' . L e s b r a n c h e s de la f o n c t i o n y — f (X» y°) 

r e p r é s e n t e n t les mLégra l e s J ' ( X ) de (2 bis) q u i , p o u r X = o , 

p r e n n e n t l es v a l e u r s 

y", y\, yl, •·•• yl, •••• 
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(*) C o n s i d é r o n s la r e l a t i o n yer = y°ey0 —^ e t f a i s o n s y ~ — 1 , x^—i', d a n s 

l ' é q u a t i o n y"e>* = —> f a i s o n s v a r i e r x à p a r t i r de i a u - d e s s u s d e l'axe r é e l , 

xe 

e n a d o p t a n t p o u r x = i la r a c i n e d o u b l e y° = — 1 ; la r a c i n e y" (x) d é c r i t alors 
le d o m a i n e D" ; la c o u r b e l i m i t e de ce d o m a i n e fa i t par t i e de la c o u r b e w = v t a n g v 

( s i / = i i f iv) (voir l e n° 13, p . i58). 

h o l o m o r p h e , sauf p o u r X = o , X = i , X = oo. C e c h a n g e m e n t d e 

va r i ab l e s t r a n s f o r m e l ' é q u a t i o n (2) d a n s l ' é q u a t i o n 

' dX t(X) y -+- 1 ^ 'y + i 

la f o n c t i o n H ( X ) r e p r é s e n t a n t u n e f o n c t i o n à u n e in f in i t é d e v a ­

l e u r s , h o l o m o r p h e s sauf p o u r X = o , X = — i , X = QO . L e s s e u l s 

p o i n t s Ç s o n t d o n c i c i l e s p o i n t s o, 1, oc. 

Déf in i s sons u n e i n t é g r a l e y ( X ) e n p r e n a n t X = 1 c o m m e v a l e u r 

in i t i a l e d e X , e n a d o p t a n t p o u r X = 1 la b r a n c h e d e T ( X ) q u i e s t 

égale à i, e t e n a p p e l a n t y0 la v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e d e j ' ( X ) . 

Q u a n d X v a r i e a r b i t r a i r e m e n t , a ? ( X ) v a r i e d a n s s o n p l a n au-dessus 

de l'axe réel. I l s u i t de là q u e y ( X ) n'a d'autres points critiques 

que X = o, X = — 1, X . = 00 si y0 est extérieur à un certain do­

maine D" du plan des y" ( ' ) . S i y" es t i n t é r i e u r à ce d o m a i n e , 

J ' ( X ) p r é s e n t e u n p o i n t c r i t i q u e m o b i l e e t u n s e u l . 

Q u a n d X d é c r i t d a n s s o n p l a n u n c o n t o u r f e r m é q u e l c o n q u e 

sans t o u r n e r a u t o u r des p o i n t s X = o, X — 1 , d e u x v a l e u r s de ^ ( X ) 

au p l u s se p e r m u t e n t : e n effet, le c o n t o u r p a r c o u r u , x = zÇK.) 

r e p r e n d sa v a l e u r i n i t i a l e , e t , d ' a u t r e p a r t , c o m m e x n ' a j a m a i s 

f r anch i l ' a x e r é e l d e s o n p l a n , la f o n c t i o n y(x) c o r r e s p o n d a n t e n e 

s a u r a i t p r e n d r e q u e d e u x v a l e u r s au p l u s c h a q u e fois q u e x r e ­

passe p a r sa p o s i t i o n i n i t i a l e . 

L'intégrale y'(X) de l'équation ('iter) est donc une fonction 

¿1 points critiques fixes ou à deux branches permutables autour 

des points critiques mobiles, selon que y" est extérieur ou inté­

rieur à un certain domaine D " . 

L e s r e m a r q u e s fai tes au n" 16 s u r les b r a n c h e s ( e n n o m b r e 

in f in i ) d e la f o n c t i o n y = s(X,y0, 5 ^ ) , p e u v e n t se r é p é t e r i c i ; 

s e u l e s , d e u x o u u n e d e ces b r a n c h e s ( p e r m u t a b l e s d a n s le c h a m p 
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d e s y 0 ) r e p r é s e n t e n t l ' i n t é g r a l e / ( X ) q u i , p o u r X = X " , e s t éga le 

à y . 

S o i t X ° = i ; q u a n d y0 f r a n c h i t la f r o n t i è r e Y d e D" , u n e b r a n c h e 

d e tp ( X , y0, X ° ) , q u i r e p r é s e n t e l ' i n t é g r a l e y ( X , y ° , X " ) d ' u n cô t é 

d e T, r e p r é s e n t e de l ' a u t r e cô té u n e i n t é g r a l e yÇ&) d o n t a u c u n e 

b r a n c h e n e p r e n d la v a l e u r y". 

Si l ' o n ava i t p o s é 

M, (X ) 

<»l(X) 

u n e d e s v a l e u r s d e x c o r r e s p o n d a n t à u n e c e r t a i n e v a l e u r X , d e X 

se r a i t n u l l e . L ' é q u a t i o n ( 2 , T ) a ins i o b t e n u e p r é s e n t e u n q u a t r i è m e 

p o i n t Ç, à s avo i r X = X , . Q u a n d X va r i e a r b i t r a i r e m e n t , x v a r i e 

d a n s son p l a n a u - d e s s u s de la d r o i t e S = — i i ( s i a; = a - | - ¡ 3 ¿ ) ; 

s e l o n q u e y0 es t e x t é r i e u r o u n o n à u n c e r t a i n d o m a i n e D'" , la f o n c ­

t i o n yÇK.) n ' a q u e d e s p o i n t s c r i t i q u e s fixes ou a u c o n t r a i r e u n 

p o i n t c r i t i q u e m o b i l e : d a n s ce d e r n i e r cas , la f o n c t i o n y ( X ) a u n e 

inf in i té d e b r a n c h e s q u i se p e r m u t e n t sans q u e X t o u r n e a u t o u r d e s 

p o i n t s c r i t i q u e s fixes. La f o n c t i o n y = o ( X , y0, X o ) a u n e i n f i n i t é 

d e b r a n c h e s q u i se p e r m u t e n t d a n s le c h a m p d e s y0; si y0 es t i n ­

t é r i e u r au d o m a i n e D ' " , t o u t e s ces b r a n c h e s r e p r é s e n t e n t d e s 

v a l e u r s d e l ' i n t é g r a l e _ y ( X ) , d o n t u n e d e s v a l e u r s p o u r X = i 

esl y0 ; S I J K 0 es t e x t é r i e u r à D ' " , u n e s e u l e d e ces b r a n c h e s r e p r é ­

s e n t e c e t t e i n t é g r a l e . 

1 8 . Quelques remarques sur les équations dont les inté­

grales y(x) sont des fonctions à n branches en plus. — Les 

e x e m p l e s p r é c é d e n t s fon t c o m p r e n d r e t o u t e la d i l f icu l té de la 

q u e s t i o n q u e n o u s n o u s p o s o n s m a i n t e n a n t : 

Quant les intégrales y (x) d'une équation 

P ( Y x) 

(i) , y = _ i _ l _ (P et Q polynômes en y) 

ont n branches AU P L U S , l'intégrale générale y == <s(x, y", xa ) 

est-elle nécessairement une fonction algébrique deyoC! 

Si n o u s n e fa isons a u c u n e h y p o t h è s e sur l es f o n c t i o n s a n a l y ­

t i q u e s aj(x), bj(x), coeff ic ients d e s p o l y n ô m e s P e t Q e n y , la 
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NOTE. l65 

réponse est s û r e m e n t négative. L ' e x e m p l e du n u m é r o 1 6 n o u s a 

montré u n e é q u a t i o n ( i ) dont les coeff ic ients s o n t des fonc t ions 

un i formes affectées d 'une l igne s ingul ière , et d o n t l ' intégrale g é n é ­

rale y — f(x, y", x°) est u n e fonc t ion t ranscendante de y", b i e n 

que chaque intégrale part icul ière y (x) soit u n e fonc t ion un i forme 

o u à d e u x branches ( s e l o n la valeur de y0). 

Plus g é n é r a l e m e n t , p o s o n s - n o u s la q u e s t i o n précédente e n a d ­

met tant s e u l e m e n t que chaque intégrale acquiert au plus 

n branches autour des points critiques mobiles. L ' e x e m p l e d u 

n u m é r o 17 n o u s montre que la réponse est négative, m ê m e dans 

u n cas où les coeff ic ients de P e t Q sont des fonct ions de x n 'ayant 

que trois p o i n t s s ingul iers (mai s u n e infinité de b r a n c h e s ) . 

Mais r e s t r e i g n o n s - n o u s au cas où P et Q sont aussi des poly­

nômes en x et où y(x) admet n branches au plus. Q u e l l e est 

alors la r é p o n s e à la q u e s t i o n p o s é e ? 

Trai tons d'abord le cas de n = 2. 

1 9 . Cas oà les intégrales y(x) ont deux branches au plus ('). 

— Soi t Q ( (y, x) un des p o l y n ô m e s qui sont e n facteur dans Q 

( p o l y n ô m e qui se confond avec Q l u i - m ê m e si Q est i r r é d u c t i b l e ) 

et soit ^ = ï ] y = | 3 u n po in t de la courbe a lgébr ique 

( 2 ) Q t (p , a ) = o. 

Si a est u n e valeur q u e l c o n q u e distincte des Ç, l ' intégrale y (x) 

qui , pour x = a. est égale à ¡3, admet x = a c o m m e po in t cr i t ique 

a lgébr ique autour d u q u e l d e u x branches y \ , y% de y (x) se p e r ­

m u t e n t : les c o m b i n a i s o n s y, -+- y2 cXyKy2 n'ont qu'une seule 

valeur que l s q u e so ient x e t le p o i n t ( a , ¡3) de la courbe (2); 

au trement dit , les f onc t ions 

sont des fonct ions uni/ormes de x et du po int ana lyt ique a, ¡3, et 

ces fonct ions ne p e u v e n t admettre c o m m e po in t s s ingul iers t rans ­

it') N o u s a d m e t t o n s q u ' u n e i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e , a u m o i n s , a d e u x b r a n c h e s · 

s i n o n l ' é q u a t i o n s e r a i t u n e é q u a t i o n d e K i c c a t i . 
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c e n d a n t s q u e les v a l e u r s x = \ d a n s le c h a m p d e s x et les v a ­

l e u r s a = \ d a n s le c h a m p des a. L a f o n c t i o n y vér i f ie l ' é q u a t i o n 

( 3 ) J K 2 + + 0 , a, $)y + a, 3 ) = o. 

S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e <h e t y n e s o i e n t pas t o u s d e u x r a t i o n n e l s 

en a, ¡3, e t so i t a = ç u n p o i n t t r a n s c e n d a n t d e <J. ( n u d e y ) ; si Ton 

p o s e a — % = v é t a n t u n e n t i e r c o n v e n a b l e , ¡3 es t r a t i o n n e l e n t 

p o u r i v o i s i n d e z é r o , e t les f o n c t i o n s ¿1 e t y d e ( x , t ) s o n t u n i ­

f o r m e s e n t p o u r t v o i s i n d e z é r o ; t = o es t d o n c u n p o i n t s i n g u ­

l i e r e s s e n t i e l ( a u sens d e W e i e r s t r a s s ) d e i ( o u d e y ) . 

O r / ( x ) vérif ie la r e l a t i o n 

(4) / ' - i - t t 1 . 0 / + X ( Ï . O = o, 

e t d ' a p r è s u n t h é o r è m e a u j o u r d ' h u i b i e n é t a b l i ( ' ) , si d a n s c e t t e 

r e l a t i o n ( o ù x a r e ç u u n e v a l e u r n u m é r i q u e x"), j e d o n n e à y u n e 

v a l e u r a r b i t r a i r e y0, l ' é q u a t i o n e n t ainsi o b t e n u e admet une infi­

nité de racines, soit tj, voisines det = o, sauf pour quatre valeurs 

au plus de y0. L ' i n t é g r a l e y(x), déf in ie p a r x°, y0, a d m e t d o n c 

u n e in f in i t é d e p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s x = CL — ^ -\- tj7 sauf p e u t -

ê t r e p o u r q u a t r e v a l e u r s d e y9. 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e A et y s o i e n t r a t i o n n e l s e n a. 11 e s t 

é v i d e n t q u e y e s t u n e f o n c t i o n a l g é b r i q u e d e y". D ' a i l l e u r s , l ' i n ­

t é g r a l e y (x) déf in ie p a r x°,y° a d e u x v a l e u r s , à m o i n s q u e t o u t e s 

les r a c i n e s a déf in ies p a r 

(5) « , R O J O + x O , «, ?) = ° , Q , ( a , P ) = o 

s o i e n t c o n f o n d u e s avec d e s v a l e u r s Ç. 

S o i t r le n o m b r e d e s p o i n t s Ç ( e n y c o m p r e n a n t é v e n t u e l l e -

( 1 ) Le t h é o r è m e g é n é r a l a u q u e l j e fa is a l l u s i o n e s t le s u i v a n t : Si d a n s la r e l a t i o n 

( E ) " " + A _ , [ O R - 1 + - ' + A , ( 0 = o , 

les A ( s o n t u n i f o r m e s p o u r T v o i s i n d e z é r o e t a d m e t t e n t T = o c o m m e p o i n t 

e s s e n t i e l i s o l é , l ' é q u a t i o n ( E ) en T a d m e t u n e in f in i t é de r a c i n e s v o i s i n e s d e z é r o , 

s a u f p o u r ara v a l e u r s au p l u s d e y . 
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N O T E . 167 

m e n t £ = 0 0 ) : c o m m e Q ( ? 5 a ) e s t a u p l u s de d e g r é q e n |3, le n o m b r e 

de v a l e u r s dû yn c o r r e s p o n d a n t d ' a p r è s ( 5 ) a u x r v a l e u r s a = ! j , 

es t a u p l u s d e %mr. D ' o ù ce t h é o r è m e : 

THÉORÈME. — Quand les intégrales y (x) d'une équation (qui 

n'est pas une équation de Riccati) 

(1) ^ = Q(RI ( P et Q polynômes en x , y ) 

sont des fondions à deux branches au plus, elles ont TOUTES-

deux branches SAUF P E U T - Ê T R E U N NOMBRE F I N I D ' E N T R E E L L E S ( ' ) . -

L ' i n t é g r a l e g é n é r a l e y = ?(̂ J JK°> X°) EST> PAR
 s u i t e , u n e f o n c ­

t i o n algébrique d e y"; o n e s t r a m e n é au cas des n u m é r o s 7 e t 8 . 

2 0 . La d é m o n s t r a t i o n s ' é t e n d d ' e l l e - m ê m e a u cas o ù les coeff i ­

c i e n t s aj(x), b¡(x) d e P et d e Q s o n t des f o n c t i o n s u n i f o r m e s de x 

a d m e t t a n t au m o i n s un point singulier essentiel isolé (-). D ' a u t r e 

p a r t , q u a n d ces coef f ic ien t s a d m e t t e n t u n e l i g n e s i n g u l i è r e , l ' i n ­

t é g r a l e g é n é r a l e y(x) p e u t ê t r e u n e f o n c t i o n à d e u x b r a n c h e s au 

p l u s , e t e n m ê m e t e m p s u n e f o n c t i o n t r a n s c e n d a n t e d e y 0 . L e s e u l 

c a s q u i r e s t e d o u t e u x est c e l u i où les coeff ic ients aj(x), b/(x) s o n t 

d e s f o n c t i o n s u n i f o r m e s a d m e t t a n t u n e n s e m b l e par fa i t e t n u l l e 

p a r t c o n t i n u d e p o i n t s s i n g u l i e r s . . 

. 2 1 . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e les i n t é g r a l e s y(x) d e (1) a c ­

q u i è r e n t au p l u s d e u x b r a n c h e s autour des points critiques 

mobiles. E n r a i s o n n a n t c o m m e au n u m é r o 19 , o n vo i t q u e les 

( J ) Ce n o m b r e e s t a u p l u s é g a l à 4 à m o i n s q u e les p o i n t s c r i t i q u e s de c h a q u e 

i n t é g r a l e y(x) ne s o i e n t e n n o m b r e fini. 

( 2 ) J ' e n t e n d s par là q u ' u n tel p o i n t e s t p o i n t e s s e n t i e l i s o l é d'au m o i n s un d e s 

c o e f f i c i e n t s a., bt, e t qu ' i l e s t , p o u r l e s a u t r e s , p o i n t e s s e n t i e l i s o l é , p ô l e o u p o i n t 

r é g u l i e r . S o i t Ç u n te l p o i n t : y(x) vér i f ie u n e é q u a t i o n d e la f o r m e ( 3 ) , et e n 

é l i m i n a n t p e n t r e l e s é q u a t i o n s (2) e t ( 3 ) , o n f o r m e u n e r e l a t i o n de la f o r m e 

y 2 " + A„„,(a;, a )y '— 1 + . . . + Aa[x, a) = 0 , 

o ù a = \ e s t p o i n t e s s e n t i e l i s o l é d e s f o n c t i o n s A;- u n i f o r m e s en a. L a i s s o n s à x 

u n e v a l e u r n u m é r i q u e : l ' é q u a t i o n e n a a u n e i afin l té d e r a c i n e s v o i s i n e s de a, 

s a u f p o u r q v a l e u r s au p l u s d e y. 
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( ' ) E n g é n é r a l , c e s v a l e u r s a — \ s o n t des s i n g u l a r i t é s t r a n s c e n d a n t e s d e e t 

d e jf. C o n s i d é r o n s , p a r e x e m p l e , l ' é q u a t i o n 

d o n l l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e e s t 

y2=e\r s.1— i, (¡3 = 0): 
u n d e s p o i n t s Ç "est l ' o r i g i n e et a = o e s t u n p o i n t e s s e n t i e l d e 

M ê m e r e m a r q u e s u r l ' e x e m p l e 

y*= l o g a : — l o g a . 

( 2 ) E n effet , c h a q u e é q u a t i o n 

oc, $) = ^ ( x , a, (3) [ a v e c Q , ( z , p ) = o ] 

n e dé f in i t q u ' u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e de v a l e u r s a. U n e i n f i n i t é d é n o m b r a b l e d e 

t e l l e s é q u a t i o n s n e s a u r a i t dé f in i r q u ' u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e d e v a l e u r s a. 

c o m b i n a i s o n s y, 4 - J K 2 = "Ĥ i a> ?)> Y ^ ' i — yX00) a> s o n t ^es 

f o n d i o n s d e x n ' a y a n t q u e des s i n g u l a r i t é s p o l a i r e s e n d e h o r s d e s 

p o i n t s x = \\ ce son t , p a r s u i t e , d e s f o n c t i o n s d u p o i n t a n a l y ­

t i q u e (a, [3), c ' e s t - à - d i r e de a, q u i d a n s le c h a m p des a o n t t o u t e s 

l e u r s s i n g u l a r i t é s n o n p o l a i r e s fixes; ces s i n g u l a r i t é s s o n t , ou les 

p o i n t s c r i t i q u e s de ¡3 (a), o u les v a l e u r s a = E; l es s i n g u l a r i t é s 

t r a n s c e n d a n t e s f o n t p a r t i e s n é c e s s a i r e m e n t des v a l e u r s a = E ('). 

I l s u i t d e là q u ' o n p e u t i m a g i n e r d a n s le p l a n des x u n e inf in i té 

dénombrable d e c h e m i n s L a l l a n t d e x° e n x, indépendants de la 

constante x, e t te ls q u ' o n o b t i e n n e toutes les v a l e u r s d e '^(x) e t 

d e y(x) e n p a r t a n t d e x" a v e c u n e b r a n c h e a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i e , 

e t e n a l l an t e n x s u r les d i v e r s c h e m i n s L . S o i t e t A 2 d e u x 

b r a n c h e s d e 'b(x) c o r r e s p o n d a n t a u x c h e m i n s L i, 1^2 î si p o u r u n e 

c e r t a i n e v a l e u r d e a, et (JJ2 se c o n f o n d e n t , c e t t e v a l e u r sa t i s fa i t 

à la c o n d i t i o n <J>((a;, a, ¡ 3 ) = 'L2{x, a, ¡3), e t u n e r e m a r q u e a n a ­

l o g u e s ' a p p l i q u e à la fonc t ion y. S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e c h a q u e 

i n t é g r a l e y(x) a c q u i è r e d a n s t o u t le p l a n des x u n n o m b r e fini d e 

v a l e u r s . I l r é s u l t e d e s r e m a r q u e s p r é c é d e n t e s q u e ce n o m b r e e s t le 

m ê m e q u e l l e q u e so i t l ' i n t é g r a l e c o n s i d é r é e , s au f p e u t - ê t r e p o u r 

c e r t a i n e s i n t é g r a l e s f o r m a n t u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e ( a ) . P a r 

c o n s é q u e n t , o n es t r a m e n é au cas é t u d i é d a n s l e n u m é r o 7 . L ' i n -
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T H É O R È M E . — Quand chaque intégrale y (x) d'une équation 

P ( y, x) 

y ' = n .' 1 ( P et Q polynômes en / algébriques en x ) 

n'a qu'un nombre fini de branches et acquiert au plus deux 

valeurs autour des points critiques mobiles, l'intégrale gé­

nérale y (x, y0, x" ) est une fonction algébrique de y°: et il 

n'existe qu'un nombre fini d'intégrales ayant tous leurs points 

critiques confondus avec les points fixes ç. 

Enf in la d é m o n s t r a t i o n s ' a p p l i q u e e n c o r e a u cas o ù les coeffi­

c i e n t s R I J ( x ) , bi(x) d e P e t Q s o n t d e s f o n c t i o n s t r a n s c e n d a n t e s à 

u n n o m b r e fini d e b r a n c h e s a d m e t t a n t a u m o i n s u n p o i n t s i n g u l i e r 

e s sen t i e l i so lé ( 1 ) . 

C e t t e d é m o n s t r a t i o n p e u t - e l l e s ' é t e n d r e a u cas o ù le n o m b r e 

maximi i ! ! ! n d e s b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r des p o i n t s c r i t i q u e s 

m o b i l e s d é p a s s e 2? P o u r q u ' i l e n fû t a i n s i ( 2 ) , il f a u d r a i t a u p r é a ­

l a b l e a v o i r d é m o n t r é le t h é o r è m e s u i v a n t : 

( 1 ) J ' e n t e n d s par là q u ' u n te l p o i n t , s o i t x Ej, n'est p o u r a u c u n des c o e f f i c i e n t s 

a-, bt un p o i n t l i m i t e d e p o i n t s s i n g u l i e r s t r a n s c e n d a n t s et qu ' i l e s t p o i n t t r a n s ­

c e n d a n t p o u r un a u m o i n s d e c e s c o e f f i c i e n t s . 

C) Si n e s t > 2, m a i s si Q r e n f e r m e en f a c t e u r u n p o l y n ô m e à la p u i s s a n c e 

(n — 1 ) , s o i t [QI(y, x)]"~^, l e s r a i s o n n e m e n t s d u n° 19 et du n° 21 s ' a p p l i q u e n t 

sans m o d i f i c a t i o n s . 

l é g r a l e ' g é n é r a l e yÇx1 y°, x°) es t u n e f o n c t i o n a l g é b r i q u e d e y". 

D e p l u s , c e t t e i n t é g r a l e p e u t se m e t t r e s o u s la f o r m e 

ym-h An_i(ar, a)y"-1-}-. . .-+- K,(x, n)y-h A 0(>, a) = o, 

m d é s i g n a n t u n c e r t a i n e n t i e r , e t les Aj d e s f o n c t i o n s u n i f o r m e s 

d e x e t d e a q u i n e p e u v e n t a d m e t t r e c o m m e s i n g u l a r i t é s n o n p o ­

la i res q u e les p o i n t s x = \ e t a = \ . 

S i les Ay n e s o n t pas t o u s r a t i o n n e l s e n a, il n e p e u t y avo i r p l u s 

d e 2 m i n t é g r a l e s y(x) a y a n t t o u s l e u r s p o i n t s c r i t i q u e s c o n f o n d u s 

avec les p o i n t s Ç. 

L e r a i s o n n e m e n t s ' é t e n d d e l u i - m ê m e au cas où les coeff i ­

c i e n t s aj(x), b¡{x) de P e t Q s e r a i e n t a l g é b r i q u e s ( e t n o n r a t i o n ­

ne l s en x). N o u s p o u v o n s d o n c é n o n c e r le t h é o r è m e s u i v a n t : 
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I/O NOTE. 

T H É O R È M E A ( ? ) . — Si dans la relation 

^ + A „ - l ( O j ' " - ' + . . . - r A 1 ( i ) y + A o ( f ) = o 

les Aj sont des fonctions uniformes de t n'ayant qu'un nombge 

fini de points essentiels, les points singuliers transcendants de 

la fonction t(y) ainsi définie forment nécessairement uh en­

semble dénombrable. 

B i e n q u e cetLe p r o p o s i t i o n n e so i t p a s d o u t e u s e , e l le n ' e s t p a s 

e n c o r e d é m o n t r é e r i g o u r e u s e m e n t , m ê m e d a n s le cas où t(y) es t 

l ' i n v e r s e d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e y ( t ) . 

Je va i s i n d i q u e r b r i è v e m e n t u n e a u t r e m é t h o d e p o u r é t u d i e r le 

cas d e n q u e l c o n q u e . 

22. Propriétés des équations dont les intégrales y (x) ont au 

plus n brandies. — S u p p o s o n s q u e les i n t é g r a l e s y(x)de l ' é q u a t i o n 

( , ) £ = Q ( r \ V) ( p > Q P o l y n o m « e " * . y) 

a i e n t au p l u s n b r a n c h e s , e t q u e le n o m b r e m a x i m u m d e c e s 

b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r des p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s so i t 

v ( v < / l ) . 

A p p e l o n s intégrales exceptionnelles d'espèce i„, l es i n t é g r a l e s 

q u i a c q u i è r e n t m o i n s d e v b r a n c h e s autour des points critiques 

mobiles ( ' ) . S i u n e i n t é g r a l e y(x) déf inie p a r Xa, y0 n ' e s t pas 

e x c e p t i o n n e l l e d ' e s p è c e im, le r a i s o n n e m e n t d u n° 7 m o n t r e q u e 

les c o m b i n a i s o n s s y m é t r i q u e s d e s v b r a n c h e s p e r m u t a b l e s a u t o u r 

des p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s s o n t d e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s d e y" 

p o u r la v a l e u r y° c o n s i d é r é e . 

A p p e l o n s intégrales exceptionnelles d'espèce if l es i n t é g r a l e s 

q u i o n t m o i n s d e n b r a n c h e s d i s t i n c t e s Si u n e i n t é g r a l e dé f in i e 

p a r x0", y0 n ' e s t p a s e x c e p t i o n n e l l e d ' e s p è c e if, les c o m b i n a i s o n s 

s y m é t r i q u e s d e ses n b r a n c h e s s o n t d e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s 

d e y 0 p o u r la v a l e u r y 0 c o n s i d é r é e ( n ° o ) . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u ' u n e i n t é g r a l e , soit. Y(x), dé f in ie p a r 

x = x° , y — b, soit e x c e p t i o n n e l l e à la fois d e s d e u x e s p è c e s i m 

( ' ) L ' i n d i c e m r a p p e l l e le r ô l e d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s . 

( 2 ) L ' i n d i c e f l ' appe l l e le r ô l e d e s p o i n t s c r i t i q u e s fixes. 
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el-if. i l peut se faire qu'i l ex is te n c h e m i n s I N D É P E N D A N T S DK J " 

allant de x" e n x et tels que , pour ya q u e l c o n q u e mais vo i s in de 6, 

y(x,y°, x°) acquière n valeurs d is t inctes sur ces n c h e m i n s . Q u a n d 

il e n est a ins i , le r a i s o n n e m e n t du n u 5 m o n t r e q u e les c o m b i ­

na i sons s y m é t r i q u e s des n branches de y (x, y", x" ) sont m é r o -

m o r p h e s p o u r y 0 = b. Ce cas se présente si Y (x) est u n e f o n c t i o n 

à Í = « ' b r a n c h e s (y étant u n certain d iv iseur de n) e t si les 

n b r a n c h e s de y(x1y"1 x°) se con fondent , par « ' g r o u p e s de y , 

avec les n' branches de Y(x) p o u r y 0 t e n d a n t vers b ('). 

N o u s d i rons , dans ce cas , q u e l ' intégrale Y ( # ) est à apparence 

exceptionnelle, et n o u s c o n v e n o n s d'appeler intégrale réellement 

exceptionnelle toute intégrale à la fois e x c e p t i o n n e l l e d'espèce i m 

et d'espèce if et te l le de plus que la c o n d i t i o n précédente n e soit 

pas r e m p l i e . 

Cec i p o s é , si les intégrales réellement exceptionnelles forment 

un ensemble dénombrable, le r a i s o n n e m e n t du n" 7 m o n t r e 

que les c o m b i n a i s o n s s y m é t r i q u e s des v valeurs d 'une intégrale y [x) 

permutab les autour des p o i n t s cr i t iques m o b i l e s sont des f o n c t i o n s 

ra t ionne l l e s dey0. 

T o u t le p r o b l è m e est donc r a m e n é au su ivant : Les intégrales 

exceptionnelles à la fois d'espèce i m et d'espèce if peuvent-elles 

former un ensemble non dénombrable? 

2 3 . Singularité de y regardée comme fonction de y". — 

A d m e t t o n s que les in tégra les e x c e p t i o n n e l l e s forment u n e n s e m b l e 

n o n d é n o m b r a b l e , et soit x — x", y — c des c o n d i t i o n s in i t ia les 

définissant u n e tel le intégrale . L ' e n s e m b l e o d e s valeurs c dans le 

c h a m p des y" est , su ivaut une remarque déjà faite (n° o ) , un e n -

t 1 ) S i l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e de l ' é q u a t i o n c o n s i d é r é e e s t y — y x(x— C ) , l ' i n t é ­

g r a l e Y ( x ) q u i c o r r e s p o n d à G ~ o e s t e x c e p t i o n n e l l e d ' e s p è c e i m J m a i s n o n d ' e s ­

p è c e i r S i l ' i n t é g r a l e générale e s t y — \/x + i + C y'x, l ' i n t é g r a l e Y(x) q u i c o r ­

r e s p o n d à C = o e s t e x c e p t i o n n e l l e d ' e s p è c e ip, m a i s n o n d ' e s p è c e i M . E n f i n , si l ' in-

t é g r a l e e s t d é f i n i e par — - = C.xt c ' e s t - à - d i r e par y = Cx-k-yCx(x— 1), 

'2 y I 
l ' i n t é g r a l e Y{x) q u i c o r r e s p o n d à C = o e s t e x c e p t i o n n e l l e d ' e s p è c e i m e t d ' e s ­

p è c e ij, m a i s n 'es t qu'apparemment exceptionnelle. 
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Fig. 1. 
L 

d e y(x), p o i n t d i s t i n c t d e s Ç e t o ù y p r e n d la v a l e u r [3 ( f in ie ou 

in f in i e ) s a t i s f a i s an t à la r e l a t i o n 

(a) Q ( p , a ) = o. 

I l e s t lo i s ib le d e faire e n s o r t e q u e x = ce n e fasse pas p a r t i e d e s 

p o i n t s Ç ; p o s o n s a lo r s 

P = ( « - S I ) ( Ï — S O - - - ( » - S A ) . 

k é t a n t le n o m b r e d e s p o i n t s L a q u a n t i t é p , p o u r c h a q u e v a l e u r 

d e y" n o n c o m p r i s e d a n s C, a a u m o i n s u n e v a l e u r d i f f é r en t e d e 

z é r o ; j ' a p p e l l e r(y° ) la l i m i t e supérieure des m o d u l e s d e s d i v e r s e s 

s e m b l e fermé. P u i s q u ' i l n ' e s t p a s d é n o m h r a b l e , t r o i s h y p o t h è s e s 

s o n t p o s s i b l e s : 

O u b i e n d e s aires f inies d u p l a n d e s yB fon t p a r t i e d e l ' e n ­

s e m b l e £ ; 

O u b i e n a u c u n e aire n e fai t p a r t i e d e l ' e n s e m b l e C, m a i s ce-t 

e n s e m b l e r e n f e r m e des lignes ( j ' e n t e n d s d e s e n s e m b l e s pa r f a i t s 

b i e n e n c h a î n é s n e c o m p r e n a n t a u c u n e a i r e ) ; 

O u b i e n enf in a u c u n e n s e m b l e c o n t i n u b i e n e n c h a î n é n e fait 

p a r t i e d e C. 

D a n s les d e u x p r e m i e r s c a s , i l e x i s t e a u m o i n s u n e l i g n e ( a u 

s e n s de C a n t o r ) , so i t L , q u i fai t t o u t e n t i è r e p a r t i e d e e t d o n t 

c h a q u e p o i n t a d a n s s o n vo i s inage d e s p o i n t s n ' a p p a r t e n a n t pas 

à C. Montrons que la chose est impossible. 

P o u r p l u s d e s i m p l i c i t é , j e m e l i m i t e r a i au cas o ù n — % ( l ' é q u a ­

t i on n ' é t a n t p a s u n e é q u a t i o n d e R i c c a t i ) . D a n s ces c o n d i t i o n s , 

u n e i n t é g r a l e a u m o i n s , so i t Y ( x ) , a c q u i e r t ses d e u x v a l e u r s 

a u t o u r d ' u n p o i n t x d i s t i n c t d e s p o i n t s e t p a r su i t e t o u t e s les i n t é ­

g r a l e s y(x) v o i s i n e s de Y ( a ? ) o n t au m o i n s u n p o i n t c r i t i q u e m o ­

b i l e a u t o u r d u q u e l les d e u x b r a n c h e s d e y(x) se p e r m u t e n t . 

2 4 . Démonstration d'un lemine. — S i .7° n ' a p p a r t i e n t p a s à C, 

à ce t t e v a l e u r c o r r e s p o n d a u m o i n s u n p o i n t c r i t i q u e m o b i l e x = a. 
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v a l e u r s de p c o r r e s p o n d a n t à y0 (')• Je dis QUE r tend vers zéro 

quand y" tend vers un point c de C et en particulier vers un 

point quelconque de L . 

E n effet, s u p p o s o n s q u ' i l e n soi t a u t r e m e n t . D ' a p r è s u n e p r o p o ­

s i t ion a u j o u r d ' h u i c l a s s i q u e de la t h é o r i e des l i m i t e s , il e x i s t e r a i t 

au m o i n s u n e v a l e u r ( - ) d i s t i n c t e des v a l e u r s jj e t te l le q u e 

p o u r des ( 3 ) v a l e u r s y0 t e n d a n t ve r s c , a t e n d e vers xa

; (5 t e n d a n t 

p a r su i t e vers u n e d e s q v a l e u r s y, déf in ies p a r (*) 

Q O n xi) — o. 

L e c o u p l e y, ) n ' a n n u l e p a s V(y. x ) , p u i s q u e xt n ' e s t pas u n 

p o i n t Ç. L ' i n t é g r a l e Y (x) déf in ie p a r (x = x,, y = y,) est. u n e 

i n t é g r a l e à d e u x b r a n c h e s Y , , Y 2 , permutables autour du point 

x = x,. Q u a n d y» t e n d ve r s c, l ' i n t é g r a l e y(x, y", x°) b i e n déf in ie 

p o u r x vo i s in d e x" t e n d ve r s u n e des d e u x f o n c t i o n s Y , (a;) 

ou Y2(x), et p a r s u i t e l ' i n t é g r a l e y (x, c, x°) se c o n f o n d avec Y(x). 

L a v a l e u r c n e f e ra i t d o n c p o i n t p a r t i e de l ' e n s e m b l e C 

2 o . L e l e m m e p r é c é d e n t e n t r a î n e ce t t e c o n s é q u e n c e QU'UNE 

ligne telle que L ne saurait exister. 

E n effet, c o n s i d é r o n s d a n s le p l a n des y" u n p o i n t P n e fa i san t 

pas p a r t i e d e £ e t v o i s i n de L , t e l q u e : i ° d e u x c e r t a i n e s d r o i t e s M A , 

M B i s sues d e M e t f a i s an t u n a n g l e d e 1200 r e n c o n t r e n t L en d e u x 

p o i n t s A et B équidistanls de M ; 2 ° u n e n s e m b l e c o n t i n u a p p a r ­

t e n a n t à L et j o i g n a n t A , B r e s t e à u n e d i s t a n c e de M m o i n d r e 

q u ' u n e q u a n t i t é finie l. Il es t l o i s ib l e d ' a d m e t t r e q u e M es t l ' o r i g i n e . 

S o i e n t m a i n t e n a n t C { e t C 2 l es d e u x e n s e m b l e s q u i se d é d u i s e n t d e 

l ' e n s e m b l e C e n le f a i san t t o u r n e r a u t o u r de M de 120° e t d e 240°, 
et C' l ' e n s e m b l e f o r m é p a r la r é u n i o n d e C , C , , C 2 . A p p e l o n s D le 

d o m a i n e de t o u s les p o i n t s y0 q u ' o n p e u t a t t e i n d r e en p a r t a n t de M 

sans r e n c o n t r e r a u c u n p o i n t d e I'J ; ce d o m a i n e c o m p r e n d M à son 

(1 ) r e s l -T- OC s i u n e v a l e u r de a c o r r e s p o n d a n t à ya e s t i n f i n i e . 

(2) x. p o u r r a i t ê t r e -F- x m a i s en c h a n g e a n t x en — - — o n r a m è n e r a i t x. à 

x -T- a 

d i s t a n c e finie. 

( 3 ) Mais n o n pas n é c e s s a i r e m e n t p o u r toutes l e s v a l e u r s y 0 v o i s i n e s d e c. 

( 1 ) Il e s t l o i s i b l e de s u p p o s e r ( m o y e n n a n t un c h a n g e m e n t h o m o g r a p h i q u e s u r y ) 

q u e q = p — 2, e t q u e Q (yl; x: ) e s t b i e n de d e g r é q en y . 
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C1 ) DU MOMENT QUE M A ÉTÉ PRIS TRÈS VOISIN DE L ET l TRÈS PETIT, LA QUANTITÉ r (y0) 
^ EST TRÈS VOISINE DE ZÉRO DANS LE DOMAINE D VOISIN DE L , ET PAR SUITE AUSSI '"(EY0), 

R(S2JK°)J CAR D SE TRANSFORME EN LUI-MÊME PAR UNE ROLATION DE i 8o° OU DE 2̂0° 
AUTOUR DE M. COMME r(ya) S'ANNULE EU TOUT POINT, DE <Î, IL EN ESL DE MÊME DU 
PRODUIT S = r ( y0 ) r ( S y0 ) r {E5JK°). CE PRODUIT S'ANNULE DONC EN TOUT POINT DE C'. 
DE PLUS, LA LIMITE SUPÉRIEURE DE s(y<>) DANS D EST FINIE (ET MÊME PETITE). 

(2) QUAND UNE FONCTION ANALYTIQUE EST ALGÉBROÏDE POUR UNE VALEUR DE LA VARIABLE, 
IL EST IMPOSSIBLE QUE SON MODULE SOIT MAXIM URN POUR CETTE VALEUR. 

in t ér i eur ; il est in tér ieur à u n angle de centre M et de rayon l] il 

est donc l imi té par une l igne f ermée , soit À. Ceci p o s é , e d é s i g n a n t 

cos ^ -+- i s in cons idérons l ' express ion 

^(^°)-p(r0)p(^0)P(^JK0)-

Cette f o n c t i o n p e u t avoir une infinité de d é t e r m i n a t i o n s ; a p p e ­

lons s(y°) la limite supérieure des modules de ces valeurs pour y0 

d o n n é . Si y 0 fait partie de C', s(y") est nul et r é c i p r o q u e m e n t . La 

quant i té s(y") s 'annule ( ' ) sur la frontière À de D ; elle est diffé­

rente d e zéro en M ; a p p e l o n s S la limite supérieure de s (y") 

p o u r y0 variant dans D . 

D'après un t h é o r è m e c lass ique de la théor ie des l imi t e s , il ex i s t e 

au m o i n s u n po in t Q on y0 = b appartenant au d o m a i n e D o u a ses 

po in t s front ières et te l q u e , pour des valeurs y" t endant vers b, le 

m o d u l e d'une b r a n c h e , soit T , , de *(y0) t e n d e vers S. Il suit de 

là (n" 2 4 ) qu'i l ex i s t e dans le c h a m p des x au m o i n s u n p o i n t , 

soit xt, d i s t inct des Ç, et qui j o u i t de la propriété suivante : p o u r 

des valeurs de y" t endant vers 6, l ' intégrale y(x, y0, x" ) a u n po in t 

cr i t ique a t endant vers xf et d o n n a n t à a(y") u n e va leur dont le 

m o d u l e t end vers S ; la va leur de y correspondant à x — a t e n d 

vers u n e rac ine y^ de Q (y,, x, ) = o . 

C o n s i d é r o n s donc l ' intégrale à d e u x branches Y ( . r ) définie par 

x = x,, y = y, ; u n e de ses valeurs p o u r x = xa c o ï n c i d e n é c e s ­

sa i rement avec b. La branche de la f o n c t i o n >?(ye ) qu i , pour y0 — b, 

correspond à a. = x u est a lgébroïde finie et différente de zéro pour 

yo=b; mai s , d'autre part, s o n m o d u l e es t égal à S et, par sui te , 

o n a 

| « 0 " ) | â K * ) l 

p o u r y° vo i s in de ce qui est impossible (2). 
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NOTE. 1 7 5 

N o u s a v o n s d o n c d é m o n t r é a ins i ce t h é o r è m e : 

T H É O R È M E . — II est impossible que Vensemble fermé C du 

plan des y" comprenne un ensemble continu. 

L a d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e s u p p o s e n = 2. E l l e s ' é t e n d m o y e n ­

n a n t q u e l q u e s c o m p l i c a t i o n s a u cas de n q u e l c o n q u e . O n d é m o n t r e 

q u e , q u a n d y" t e n d ve r s u n p o i n t c de il", u n p o i n t c r i t i q u e m o b i l e 

a u m o i n s , so i t x — a , dey(x, y°: x") t e n d v e r s u n p o i n t Ç. O n e n 

d é d u i t e n s u i t e q u e C n e p e u t c o m p r e n d r e d ' e n s e m b l e c o n t i n u ( ' ) . 

2 6 . Cas- où l'ensemble fermé C ne comprend aucun ensemble 

continu. — C o n s i d é r o n s u n e i n t é g r a l e y(x) à n b r a n c h e s , e t l es 

c o m b i n a i s o n s s y m é t r i q u e s An_{ = , A„_. 2 — y2, . . . de ces 

n b r a n c h e s . L e s e x p r e s s i o n s An_,, An_2, · · • s o n t des f o n c t i o n s 

u n i f o r m e s d e x e t d e y°, q u i , d a n s le c h a m p d e s x, n ' o n t p a s d e 

p o i n t s t r a n s c e n d a n t s e n d e h o r s des p o i n t s \ e t d a n s le c h a m p d e s y" 

n ' o n t pas d e p o i n t s t r a n s c e n d a n t s e n d e h o r s d e l ' e n s e m b l e d i s c o n ­

t inu C. 

L e s f o n c t i o n s y (x) vér i f ient la r e l a t i o n 

( 3 ) y " - h A„_il>, y * , y " ^ + . . .~r- A0(ar, y » , ~âfl) = o. 

I n v e r s e m e n t , o n a 

(4) A n _ , (a^ y , x) {y>)a-l + . . .-h A 0 ( ^ j K , a?) = o. 

Si les coeff ic ients Aj(x, y", x°) a d m e t t e n t d a n s le c h a m p d e s y" 

u n p o i n t t r a n s c e n d a n t i so lé , ce p o i n t e s t u n p o i n t e s s e n t i e l d e 

W e i e r s t r a s s , e t n o u s s avons ( n ° o ) q u e les d e u x é q u a t i o n s ( 3 ) 

e t ( 4 ) n e p e u v e n t avoir l i e u s i m u l t a n é m e n t . 

D o n c , les Aj sont ou des fondions rationnelles en y0, ou des 

fonctions admettant un ensemble parfait et partout discontinu 

de points transcendants. 

Je dis q u e , d a n s ce d e r n i e r c a s , a u c u n des coeff ic ients Aj(y") n e 

p e u t ê t r e i n d é t e r m i n é d a n s l e vo i s inage d ' u n p o i n t s i n g u ­

l i e r y" ~ c. 

E n effet, s ' i l e n e s t a u t r e m e n t , u n e r a c i n e a u m o i n s d e ( 3 ) , 

soi t y—y, {x, y0, x<>^ e s t i n d é t e r m i n é e q u a n d ^ 0 t e n d v e r s c. O r , 

(') Voir la t h è s e d e M. Z o r e t t i (Journal de Matliemaliques, 1 9 0 6 ) . 
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I 7 6 ' NOTE. 

c o n s i d é r o n s les v a l e u r s au p o i n t s d e t o u t e s les i n t é g r a l e s y(x) 

r é e l l e m e n t e x c e p t i o n n e l l e s . C e s v a l e u r s f o r m e n t d a n s le p l a n d e s y, 

u n e n s e m b l e so i t C"x, partout discontinu. Siyt ( J ? , y0, es t i n ­

d é t e r m i n é q u a n d y" t e n d v e r s e , il e x i s t e , e n d e h o r s de l ' e n s e m b l e Cx, 

u n e v a l e u r Y v e r s l a q u e l l e ( 1 ) t e n d y {x, y0, x°) p o u r D E S v a l e u r s 

d e y" t e n d a n t v e r s c. k O r , l ' i n t é g r a l e y(&) déf inie p a r x = x, 

y = Y - 4 - E ( s é t a n t n u l o u p e t i t ) , a p o u r x = x" n v a l e u r s v é r i ­

fiant (4) e t d i s t i n c t e s de c ; p o u r c e r t a i n e s v a l e u r s d e e, e l le d e v r a i t 

e n avo i r u n e ( « 4 - i ) i , ! m e t r è s v o i s i n e d e c, ce q u i e s t i m p o s s i b l e . 

E n c o n s é q u e n c e , si l es \j(x,ya, xn) a d m e t t e n t u n e n s e m b l e 

p a r f a i t p a r t o u t d i s c o n t i n u d e p o i n t s t r a n s c e n d a n t s y0 = c , c h a q u e 

f o n c t i o n Ay es t ou c o n t i n u e o u in f in ie p o u r j ° = c e t , d a n s ce 

d e r n i e r c a s , - i - es t c o n t i n u p o u r y0 = c. 

O r , d e t e l l e s f o n c t i o n s n e p e u v e n t e x i s t e r si l ' o n a d m e t le t h é o ­

r è m e s u i v a n t : 

T H É O R È M E B . — Une fonction uniforme, continue dans une 

aire D , et qui est holomorphe dans cette aire sauf peut-être 

pour un ensemble parfait partout discontinu de points singu­

liers, est holomorphe dans toute l'aire. 

C e t h é o r è m e a é t é d é m o n t r é p a r M . Z o r e t t i d a n s sa t h è s e . T o u t e ­

fo i s , sa d é m o n s t r a t i o n p r ê t e à c e r t a i n e s c r i t i q u e s . I l s e r a i t t r è s 

i n t é r e s s a n t q u e le t h é o r è m e B fût m i s h o r s d e t o u t e d i s c u s s i o n . 

C e t h é o r è m e u n e fois a d m i s , n o u s a b o u t i s s o n s à la c o n c l u s i o n 

s u i v a n t e : 

Quand les intégrales y (x) d'une équation 

( I ) S = Sitfy ( P ' Q p o l ^ ° r a e s e n r> *) 

ont n branches au plus, Vintégrale générale y{%, JK°, x°) est 

une fonction rationnelle de y0. 

L a d é m o n s t r a t i o n s ' é t e n d sans p e i n e au cas o ù les coeff i -

(^) Il e n e x i s t e m ê m e u n e in f in i t é f o r m a n t u n e n s e m b l e c o n t i n u . 
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NOTE. TYY 

f i e n t s T Z J ( x ) , b¿(x) d e s p o l y n ô m e s P e t Q en y s o n t des f o n c t i o n s 

t r a n s c e n d a n t e s d e x à u n n o m b r e fini d e b r a n c h e s , q u i n ' a d m e t t e n t 

q u ' u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e de p o i n t s s i n g u l i e r s . 

2 7 . Conclusions sur les équations dont les intégrales y(x) 

ont ii branches au plus. — D e s d e u x m é t h o d e s q u e n o u s v e n o n s 

d ' i n d i q u e r ( ( ) p o u r t r a i t e r la q u e s t i o n p o s é e , la p r e m i è r e 

r é s o u t c o m p l è t e m e n t la q u e s t i o n d a n s le cas de n = 2 , m a i s p o u r 

ê t r e é t e n d u e au cas d e n q u e l c o n q u e el le e x i g e r a i t la d é m o n ­

s t r a t i o n p r é a l a b l e d ' u n t h é o r è m e de la t h é o r i e d e s f o n c t i o n s , à 

savoi r l e t h é o r è m e A du n° 2 1 , t h é o r è m e q u i , d a n s l e cas le 

p l u s s i m p l e , e x p r i m e q u e la fonction x (y) inverse d'une fonction 

entière y(x) ne saurait présenter dans le champ des y qu'un 

ensemble dénombrable de points singuliers transcendants. 

L a s e c o n d e m é t h o d e s ' a p p l i q u e d ' e l l e - m ê m e au cas de n q u e l -

( ' ) On p o u r r a i t s u i v r e une t r o i s i è m e m é t h o d e d o n t le p r i n c i p e e s t l e s u i v a n t : 

q u a n d y0 t end v e r s u n e des v a l e u r s e x c e p t i o n n e l l e s c, un p o i n t c r i t i q u e m o ­

b i l e x = a t e n d v e r s u n p o i n t \ , s o i t \ = o, la v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e d e y, à 

s a v o i r $=y(a, y", x°), t e n d a n t v e r s u n e des v a l e u r s , s o i t y = o, dé f in ie par 

Q ( a, p ) — o. S u p p o s o n s q u e x ne s o i t pas en f a c t e u r dans Q(x,y) ( p o u r 

y arb i tra i te ) : l e c o u p l e x = o, y = o d o i t a n n u l e r n o n s e u l e m e n t Q, m a i s P ; 

a u L r e m e n l , l ' é q u a t i o n ( i ) s e r a i t r é g u l i è r e p o u r x = o, y — o e t le r a i s o n n e -

P o 
m e n t du n" 24 s ' a p p l i q u e r a i t . L a f r a c t i o n ^ e s t d o n c de la f o r m e - p o u r x = o, 

y ~ o. A d m e t t o n s m a i n t e n a n t q u e n o u s s o y o n s d a n s un c a s o ù l ' i n t i g r a l e peut se 

m e t t r e s o u s la f o r m e 

(e) X [x, y), Y(x, y)' = C ( C = c o n s t . a r b i t r a i r e ) , 

X, Y d é s i g n a n t d e u x f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s à l ' o r i g i n e x = o, y = o, et l e s d e u x 

c o u r b e s X — o, Y = o a y a n t l ' o r i g i n e p o i i r p o i n t s i m p l e c o m m u n . P a r h y p o t h è s e , 

les i n t é g r a l e s y ( x) é t a n t des f o n c t i o n s à n b r a n c h e s au p l u s , o n v o i t a u s s i t ô t q u e 

lu c o n s t a n t e nurnér iq ue s do i t ê t r e r é e l l e et- c o m m e n s u r a b l e - ( posiLÎve ou n é g a t i v e ) . 

P o u r u n e c e r t a i n e v a l e u r de C ( c o r r e s p o n d a n t à x = x", y = c ) , la c o u r b e (e) 

d o i t se d é c o m p o s e r : or c e l a n'est p o s s i b l e , si s e s t pos i t i f , q u e p o u r C = o . 

Si s e s t n é g a t i f , , s o i t s — — y, c e l a n 'es t p o s s i b l e q u e p o u r C = o e t C = oo 

p o u r C — o, par e x e m p l e , k b r a n c h e s d' inLégrale y[x) v i e n n e n t se c o n f o n d r e 

a v e c la c o u r b e X = o. La m é t h o d e c o n s i s t e r a i t à é t e n d r e ces r é s u l t a t s à t o u t e s l e s 

s i n g u l a r i t é s d 'une é q u a t i o n ( i ) , si c o m p l i q u é e s q u ' e l l e s f u s s e n t . A u t r e m e n t d i t , 

il f a u d r a i t d é m o n t r e r q u e , p a r m i t o u t e s l e s b r a n c h e s d ' i n t é g r a l e s y = f(x) q u i 

e x i s t e n t p o u r x v o i s i n d e c e l l e s q u i c o r r e s p o n d e n t a d e s c o u r b e s i n t é g r a l e s d é -

c n m p o s é c s o u c o n f o n d u e s s o n t e n n o m b r e fini, o u du m o i n s s o n t d é n o m b r a b l o s . 
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i ;8 N O T E . 

c o n q u e , m a i s e l le s u p p o s e u n a u t r e t h é o r è m e d e la t h é o r i e d e s 

f o n c t i o n s , à s a v o i r le t h é o r è m e de M . Z o r e t t i s u r l es f o n c t i o n s 

u n i f o r m e s a d m e t t a n t u n e n s e m b l e p a r f a i t d i s c o n t i n u d e p o i n t s s i n ­

g u l i e r s t r a n s c e n d a n t s ( t h é o r è m e B d u n" 2(5). E l l e s e r a i t p l e i n e m e n t 

sa t i s fa i san te si ce t h é o r è m e é t a i t é t ab l i d ' u n e f açon i r r é p r o c h a b l e . 

I l es t i n t é r e s s a n t de c o n s t a t e r le r ô l e e s s e n t i e l q u e j o u e n t d e u x 

p r o p o s i t i o n s d ' a p p a r e n c e a b s t r a i t e e t g é n é r a l e d e la t h é o r i e d e s 

f o n c t i o n s d a n s u n p r o b l è m e a u s s i n a t u r e l e t s i m p l e q u e c e l u i - c i . 

Etudier les propriétés des intégrales y(x) d'une équation 

différentielle algébrique du premier ordre et du premier degré, 

quand ces intégrales sont des fonctions à n branches au plus. 

2 8 . L e s c o n s i d é r a t i o n s p r é c é d e n t e s d é m o n t r e n t d a n s le cas 

d e n = ·>. e t m e t t e n t h o r s d e d o u t e d a n s le cas d e n q u e l c o n q u e , 

ce fai t q u e l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d ' u n e te l le é q u a t i o n d é p e n d a l g é b r i ­

q u e m e n t d e la c o n s t a n t e y" ((). 

P o s o n s - n o u s m a i n t e n a n t la q u e s t i o n s u i v a n t e : 

Quand chaque intégrale y (x) d'une équation 

/ \ d y V { y , X) 

( i ) ^ - = Q f j - , x) ( P , Q po l ynômes en y , a;) 

acquiert au plus n valeurs autour des points critiques mobiles, 

l'intégrale générale est-elle une fonction algébrique de y" (2)? 

( ' ) Remarquons que, cette question une fois résolue, une autre question se 

dose encore : 

Existe-t-il des équations (i) dont chaque intégrale a un nombre fini de 

valeurs, sans que ce nombre admette une limite supérieure ? 

Tous les raisonnements précédents supposent, en effet, ce nombre au plus égal 

à n. Bien que l'existence de telles équations soit tout à fait invraisemblable, la 
question demanderait a être tranchée r igoureusement. 

( 2 ) Adoptons, pour un instant, la définition proposée au n° 13 : traçons à part i r 
de chaque point \ des demi-droites (coupures) sans point commun, et supposons 
que l'intégrale y (x) acquière au plus n valeurs quand x varie sans franchir ces 
coupures. L' intégrale générale y(x) est-elle nécessairement une fonction algé­
brique de y°1 La réponse est alors sûrement négative, comme le montre l'exemple 
du n° 13, où y acquiert deux déterminations ou une seule suivant que yz est inté­
r ieure ou non à une certaine aire. 
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B i e n q u e la r é p o n s e do ive b i e n v r a i s e m b l a b l e m e n t être affirma­

t ive , une m é t h o d e très différente de ce l l e s des n o s 21 o u 2 6 sera 

néces sa ire pour ré soudre la q u e s t i o n . E n effet, d'une par t , la 

m é t h o d e du n" 2 1 , dans le cas de n — i, n o u s m o n t r e s e u l e ­

m e n t q u e JK1-HJK2 e t y{ y2 sont des fonct ions de x à po in t s cr i ­

t iques fixes mais qui a d m e t t e n t ic i u n e inf inité de b r a n c h e s . 

D'autre part, la m é t h o d e des n° ' 2 4 - 2 6 s 'appuie sur ce fait que 

quand l ' intégrale y (2?, y0, a ; 0 ) t e n d vers u n e intégrale e x c e p t i o n ­

ne l le y(x, c, x°), u n p o i n t cr i t ique m o b i l e au m o i n s , soit x = a, 

t end vers u n p o i n t \ . Or , quand les intégrales y(x) a d m e t t e n t une 

infinité de b r a n c h e s , il p e u t se faire q u ' u n p o i n t cr i t ique m o ­

bi le x = a d e v i e n n e i n d é t e r m i n é quand ya t end vers c. C'est ce 

que m o n t r e l ' e x e m p l e < y ' = — ^ - d o n t l ' intégrale généra le définie 

par x" = 1, y = y0 est 

y = y . ; 

\/T~-hyl l o g a ; ' 

pour y0 y^ o, y(x) acquiert d e u x valeurs autour du p o i n t cr i t ique 

m o b i l e x = e y ' ; p o u r y° = o, y(x) se rédu i t à y = o, e t l e p o i n t 
i_ 

cr i t ique x — e y^ est c o m p l è t e m e n t indé terminé q u a n d y" tend 

vers z é r o . 

2 9 . S i l es coeff ic ients aj(x), b¿(x) des p o l y n ô m e s P et Q e n y 

n e s o n t n o n plus ra t ionne l s mais sont des fonct ions de a; à u n 

n o m b r e fini de branches admettant un e n s e m b l e d é n o m b r a b l e de 

p o i n t s t ranscendant s , les m é t h o d e s des n°" 2 1 - 2 6 s 'appl iquent 

e n c o r e ainsi que leurs c o n c l u s i o n s . Mais si les coeff ic ients sont des 

fonc t ions ana ly t iques q u e l c o n q u e s , la r é p o n s e a u x ques t ions des 

n o s 2 7 et 2 8 es t n é g a t i v e . 

Q U E L Q U E S P R O B L È M E S G É N É R A U X R E L A T I F S A U X É Q U A T I O N S 

D U P R E M I E R O R D R E . 

3 0 . Sur la fonction y{x,y°, x"). — C o n s i d é r o n s une é q u a ­

t ion (1) où. P et Q sont des p o l y n ô m e s en y d o n t les coeff ic ients 

sont des fonc t ions un i formes dea; . S o i e n t e t a; d e u x valeurs n u -
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m é r i q u e s , d i s t i n c t e s d e s v a l e u r s Ej, e t y = t p ( x , y 0 , a ; 0 ) l ' i n t é g r a l e 

déf in ie p a r l es c o n d i t i o n s i n i t i a l e s x = x°, y =y°- L a i s s a n t à x la 

v a l e u r n u m é r i q u e x, p r o l o n g e o n s a n a l y t i q u e m e n t c e t t e f o n c t i o n 

d a n s t o u t l e c h a m p d e s y 0 . L e s d i f f é r e n t e s b r a n c h e s de c e t t e f o n c ­

t i o n r e p r é s e n t e n t , p o u r y" d o n n é , u n e b r a n c h e d ' u n e i n t é ­

g r a l e y (x) d e ( i ) ; a p p e l o n s y,(x,ye, xa) ce l le d e s b r a n c h e s q u i 

p o u r x = — x° se r é d u i t à y° ; l es a u t r e s b r a n c h e s , p o u r x = x°, 

p r e n n e n t l es v a l e u r s 

T o u t e s ces b r a n c h e s < p 2 ( ; r , y 0 , a : 0 ) , ep3(.a;, y " , -c») se d é d u i s e n t 

d e la b r a n c h e o ( (a ; , y " , x » ) e n y r e m p l a ç a n t y 0 p o u r <\>ï(yO)7 

A3 ( y 0 ) , e t c . O n p e u t t o u j o u r s dé f in i r la b r a n c h e tp ( (x, y", x") d e 

f açon q u ' e l l e so i t a l g é b r o ï d e p o u r t o u t e v a l e u r d e y 0 , finie o u n o n . 

T o u t e s les a u t r e s b r a n c h e s s e r o n t é g a l e m e n t a l g é b r o ï d e s p o u r 

t o u t e v a l e u r d e y 0 , si les d i v e r s e s e x p r e s s i o n s ^ ( y 0 ) ) fysiy0), ··· 

s o n t e l l e s - m ê m e s a l g é b r o ï d e s p o u r t o u t e v a l e u r d e y" ; mais 

si ( y 0 ) , p a r e x e m p l e , a d m e t u n e v a l e u r y° = c c o m m e s i n g u l a ­

r i t é t r a n s c e n d a n t e , la f o n c t i o n o.2(x, y°, a ; 0 ) a d m e t t r a aus s i c e t t e 

s i n g u l a r i t é t r a n s c e n d a n t e y0 — c p o u r x q u e l c o n q u e . 

C o n s i d é r o n s les d i v e r s e s b r a n c h e s d ' u n e i n t é g r a l e y(&) q u i se 

p e r m u t e n t a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , e t s o i e n t y " , y ° , y ° , . - -

les v a l e u r s q u e p r e n n e n t e n x" ces d i v e r s e s b r a n c h e s . C e s b r a n c h e s , 

d a n s t o u s les c a s , c o r r e s p o n d e n t à a u t a n t d e d é t e r m i n a t i o n s d e la 

f o n c t i o n y°, xa)', m a i s il p e u t se fa i re qu'elles n'épuisent 

pas toutes les déterminations de cette fonction. C ' e s t a ins i q u e 

d a n s l ' e x e m p l e d u n° 1 6 , la f o n c t i o n cp (a?, y", a : 1 ] a u n e inf in i té d e 

b r a n c h e s , b i e n q u e c h a q u e i n t é g r a l e y (x) so i t u n e f o n c t i o n à d e u x 

b r a n c h e s au p l u s . I n s i s t o n s s u r ce cas r e m a r q u a b l e . 

3 1 . Intégrales exceptionnelles. — S o i t Y (a?) l ' i n t é g r a l e déf inie 

p a r x = x", y = b; l ' i n t é g r a l e y{x, y°, xa) p o u r y » vo is in d e b, 

a c q u i e r t , q u a n d x t o u r n e a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , des 

v a l e u r s q u i p o u r x = x° s o n t éga l e s à y ° t l y°, . . . . S u p p o s o n s q u ' i l 

e x i s t e un e n s e m b l e d é n o m b i - a b l e d e c o n t o u r s f e r m é s , p a r t a n t d e x" 
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NOTE. 1 S I 

p o u r y r e v e n i r , indépendants de y" e t t e l s , q u e p o u r toutes les 

valeurs ya voisines de b, y(x, y°, x°) a c q u i e r t , a p r è s avo i r p a r ­

c o u r u c e s c o n t o u r s , toutes les v a l e u r s y"t, y \ , . . . . Q u a n d il e n 

e s t a i n s i , y " { , y0,, . . . s o n t d e s f o n c t i o n s d e y " a l g é b r o ï d e s 

p o u r y0 = b. Q u a n d il n ' e n est pas a i n s i , n o u s d i r o n s q u e l ' i n t é ­

g ra l e Y (x) — y(x, b, x") es t une intégrale exceptionnelle I . 

L ' i n t é g r a l e Y (x) éga le à b p o u r x = x" a c q u i e r t en x" , q u a n d 

x var ie d a n s s o n p l a n sans tourner autour des points fixes £, l es 

v a l e u r s YJ , Y ° , . . . ; s i , p o u r y0 v o i s i n d e b, o n p e u t é t a b l i r e n t r e 

ces v a l e u r s e t les v a l e u r s a n a l o g u e s y°t,y?2- . . . , d e 

y(x, y", x*), 

u n e c o r r e s p o n d a n c e univoque, te l le q u e y°j t e n d e v e r s Y ° q u a n d 

y0 t e n d ve r s b, Y n ' e s t s û r e m e n t pas u n e i n t é g r a l e e x c e p t i o n n e l l e I . 

La m ê m e c o n c l u s i o n s ' a p p l i q u e si l ' o n c o n s i d è r e t o u t e s les d é t e r ­

m i n a t i o n s d e Y(x) e t dey(x), q u a n d x va r i e arbitrairement, e t 

si l ' o n p e u t é t a b l i r e n t r e ces d é t e r m i n a t i o n s u n e c o r r e s p o n d a n c e 

u n i v o q u e j o u i s s a n t de la m ê m e p r o p r i é t é . 

11 s u i t de là q u e Y(x) o u y ( x , b, x") n e p e u t ê t r e u n e i n t é g r a l e 

s i n g u l i è r e I s ans q u ' i l ex is te des permutations évanouissantes 

p o u r j - 0 t e n d a n t ve r s b ; a u t r e m e n t d i t , l ' i n t é g r a l e y (a ; , y0, a ; 0 ) , e n 

o u t r e d e s b r a n c h e s qu i t e n d e n t u n i v o q u e m e n t ve r s ce l l e s d e Y(x) 

p o u r y" t e n d a n t v e r s b, p o s s è d e au m o i n s u n e a u t r e b r a n c h e , 

soi t z(x), se p e r m u t a n t avec les p r é c é d e n t e s a u t o u r d ' u n p o i n t 

c r i t i q u e m o b i l e , e t c e t t e p e r m u t a t i o n s ' é v a n o u i t ( ' ) pour y a = b . 

( l ) La b r a n c h e z(x), q u a n d y" t e n d ver s b, o u b ien t e n d v e r s u n e i n t é g r a l e 

Z ( a ? ) q u i n 'e s t p a s u n e b r a n c h e de Y(x), o u b i e n n e t e n d v e r s a u c u n e l i m i t e , 

ou b i e n t e n d vers la m ô m e b r a n c h e d e Y [x) q u ' u n e a u t r e b r a n c h e de y(x) dé jà 

« « y ( y — ) 

c o n s i d é r é e . P a r e x e m p l e , si l ' i n t e g r a l e g é n é r a l e e s t - — - = c o n s t . — y0{y°—,'2), 
( p o u r x' = i), l ' i n t é g r a l e y = o e s t e x c e p t i o n n e l l e , e t q u a n d y' t e n d v e r s z é r o , l a 

s e c o n d e b r a n c h e d e y (x) t e n d v e r s ^ s 2. D a n s l ' e x e m p l e du n" 4 o ù l 'on c h a n g e ^ 

1 
en—J l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e e s t y e r = — Ï ( . r 0 — ij ; l ' i n t é g r a l e y — o e s t 

y x 
e x c e p t i o n n e l l e ; p o u r y" v o i s i n d e z é r o , la b r a n c h e d e y(x) q u i e s t é g a l e à y 

p o u r x — i, s e p e r m u t e a v e c u n e b r a n c h e z(x) a u t o u r d u p o i n t x = — y'J^ y') 

e t q u a n d y° t e n d v e r s z é r o , z(x) ne tend vers a u c u n e l i m i t e d é t e r m i n é e . Enf in 
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si l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e e s t y* = —> c ' e s t - à - d i r e . — = — ^ — - , (x' — \), 
B ' x — G y + x y¡~& 

l ' i n t é g r a l e y = o e s t e x c e p t i o n n e l l e , e t q u a n d y 1 t e n d ver s z é r o , l e s d e u x b r a n c h e s 

d e y( x, y") t e n d e n t v e r s y = o . 

( ' ) La d é f i n i t i o n d e s i n t é g r a l e s e x c e p t i o n e l l e s I n e c o ï n c i d e pas t o u t à fa i t a v e c 

la d é f i n i t i o n d e s i n t é g r a l e s r é e l l e m e n t e x c e p t i o n n e l l e s 1 d é f i n i e s au n" 22 d a n s le cas 

o ù l e s i n t é g r a l e s y (x ) o n t n v a l e u r s au p l u s . L ' e n s e m b l e E d e s p o i n t s c c o r r e s ­

p o n d a n t à la n o u v e l l e d é f i n i t i o n se c o m p o s e , d a n s l ' e x e m p l e du n" 16, d e t o u s l e s 

p o i n t s frontières de l 'a ire D ' , t a n d i s q u e l ' e n s e m b l e C d e s p o i n t s c c o r r e s p o n d a n t à 

l ' a n c i e n n e d é f i n i t i o n c o n t i e n t t o n s l e s p o i n t s de D ' e t d e s o n c o n t o u r , t e s d e u x 

e n s e m b l e s E e t C c o ï n c i d e n t si C n e c o m p r e n d a u c u n e a i r e . 

C o n s i d é r o n s d a n s l e p l a n d e s y 0 , t o u s l e s p o i n t s ya — c t e l s q u e 

l ' i n t é g r a l e y ( x , c , x°) so i t u n e i n t é g r a l e e x c e p t i o n n e l l e 1. O n v o i t 

b i e n a i s é m e n t ( c o m m e a u n° 5 ) q u e l ' e n s e m b l e E d e p o i n t s c a i n s i 

déf ini e s t un ensemble fermé. 

Q u a n d la f o n c t i o n y— a (x, y", x°) p o s s è d e d ' a u t r e s b r a n c h e s 

q u e ce l l e s q u i c o r r e s p o n d e n t a u x d é t e r m i n a t i o n s de la m ê m e i n t é ­

g r a l e ^ . » ) , p e r m u t a b l e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , l ' e n ­

s e m b l e E c o m p r e n d s û r e m e n t u n e l i g n e , so i t L , q u i j o u i t de la p r o ­

p r i é t é s u i v a n t e : 

U n e c e r t a i n e b r a n c h e d e la f o n c t i o n y = <p(x, y0, x") p r o l o n -

g e a b l e à t r a v e r s c e t t e l i g n e L r e p r é s e n t e d ' u n cô t é d e L u n e i n t é ­

g ra l e y(x) d o n t u n e d é t e r m i n a t i o n e s t éga le à y° p o u r x = x°, e t 

s u r L e t d e l ' a u t r e c ô t é d e L u n e i n t é g r a l e d o n t a u c u n e b r a n c h e 

n ' e s t éga l e à y ° p o u r x = x°. 

C ' e s t ce q u i a l i e u d a n s l ' e x e m p l e d u n " 1 6 : l ' i n t é g r a l e g é n é ­

r a l e y(x) es t u n e f o n c t i o n à d e u x o u à u n e b r a n c h e s u i v a n t q u e y0 

es t i n t é r i e u r ou n o n à u n e c e r t a i n e a i r e D ' d u p l a n des y0. L a f r o n ­

t i è r e d e D ' es t u n e l i g n e L q u i j o u i t p r é c i s é m e n t d e la p r o p r i é t é 

é n o n c é e ( ' ) . 

3 2 . L ' e x e m p l e d u n° 17 n o u s m o n t r e q u e des c i r c o n s t a n c e s a n a ­

l o g u e s p e u v e n t se p r é s e n t e r q u a n d les coeff ic ients a.j(x), b/(x) d e s 

p o l y n ô m e s P , Q e n y s o n t des f o n c t i o n s à u n e inf in i té de v a l e u r s , 

m a i s n ' a y a n t q u ' u n n o m b r e fini d e p o i n t s s i n g u l i e r s . 

M a i s s u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e P e t Q s o i e n t des p o l y n ô m e s e n 

x, y; e s t - i l p o s s i b l e q u e les m ê m e s c i r c o n s t a n c e s se p r é s e n t e n t ? 

A u t r e m e n t d i t , l es q u e s t i o n s q u i se p o s e n t s o n t l es s u i v a n t e s : 
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( l ) Si l'on prolonge la fonclion y(x, )°, x*) dans le champ des on obtient 
sûrement toutes les branches de l'intégrale y(x, y " , x") qui se permutent quand 
x tourne tant autour des points critiques fixes que des points critiques mobiles. 
Mais peut-il en exister d'autres? Dans tous les cas, il est plus simple de prendre 
^ comme constante arbitraire plutôt que x°. 

Soit 

(,) % = Féj^> (P. Qpo'yn"""» 

une équation différentielle algébrique du premier ordre et du 

premier degré, et soit y (x, y", x0) — ®{xi y°t •£") V intégrale 

de celte équation qui, pour x = x°, est égale à y". 

i ° S i l a i s s a n t kx etxa d e s v a l e u r s n u m é r i q u e s x e t x° d i s t i n c t e s 

des v a l e u r s Ç, o n p r o l o n g e a n a l y t i q u e m e n t la f o n c t i o n tp(x, y", x°) 

dans le c h a m p d e s y0, c e t t e f o n c t i o n a c q u i e r t s û r e m e n t toutes les 

d é t e r m i n a t i o n s c o r r e s p o n d a n t a u x d i v e r s e s b r a n c h e s d e l ' i n t é ­

g ra le _y (a?, y", x°) q u i se p e r m u t e n t q u a n d x v a r i e d a n s s o n p l a n 

sans t o u r n e r a u t o u r d e s p o i n t s fixes E ( ' ) . Peut-il arriver que cette 

fonction o{x, y", x») possède d'autres déterminations ? 

2 ° Les intégrales exceptionnelles I peuvent-elles former un 

ensemble non dénombrable? 

L a r é p o n s e à ces d e u x q u e s t i o n s e s t affirmative q u a n d les coef­

f ic ients aj(x), be(x) d e s p o l y n ô m e s P e t Q e n y ne sont pas algé­

briques, l l e s t t rès v r a i s e m b l a b l e q u ' e l l e est négative q u a n d ces coef­

f ic ients s o n t rationnels ou algébriques : m a i s u n e d é m o n s t r a t i o n 

r i g o u r e u s e a p p a r a î t c o m m e t r è s di f f ic i le . E t p o u r t a n t c ' e s t là u n e 

q u e s t i o n q u e l ' é t u d e a n a l y t i q u e g é n é r a l e d e s é q u a t i o n s ( i ) n e 

s e m b l e g u è r e p o u v o i r e s q u i v e r . 

R e m a r q u o n s q u e la s e c o n d e q u e s t i o n r e n f e r m e e n q u e l q u e s o r t e 

la p r e m i è r e , e n ce sens q u e si la s e c o n d e e s t r é s o l u e p a r la n é g a t i v e , 

il en e s t d e m ê m e a fortiori d e la p r e m i è r e . 

3 3 . S o i e n t y(x, ya, x°) l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d e ( i ) , ety(x, c , x° ) 

u n e i n t é g r a l e e x c e p t i o n n e l l e I . L a v a l e u r y0 —c p e u t ê t r e ( m a i s 

n ' e s t p a s n é c e s s a i r e m e n t ) - u n p o i n t s i n g u l i e r t r a n s c e n d a n t d ' u n e 

ou p l u s i e u r s b r a n c h e s d e la f o n c t i o n y=&(x, y0, a ; 0 ) . L ' e n ­

s e m b l e E d e s p o i n t s c d u p l a n d e s y0 e s t t o u j o u r s fermé; s ' i l e s t 
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( l ) Si y" t e n d v e r s u n p o i n t c s u r u n c h e m i n continu, d e s c o n s i d é r a t i o n s a n a ­

l o g u e s m o n t r e n t q u e t o u t p o i n t c r i t i q u e m o b i l e x = x a u t o u r d u q u e l s e p e r m u t e n t 

d e u x b r a n c h e s d e y(x) qui c e s s e n t d e p e r m u t e r p o u r ^ 0 = c, o u b i e n e s t i n d é ­

t e r m i n é , o u b i e n t e n d v e r s u n p o i n t !j. 

d é n o m b r a b l e , l ' e n s e m b l e d é r i v é est c o n t e n u d a n s E e t es t l u i - m ê m e 

d é n o m b r a b l e . 

D a n s l ' e x e m p l e d u n° 4 , l ' é q u a t i o n 

dy_ = y 

dx x(y-\-i) 

p o s s è d e d e u x i n t é g r a l e s e x c e p t i o n n e l l e s I , à savoir y = o e t y = 00. 

L a f o n c t i o n y = ®(x, Y", x°) est dé f in ie p a r la r e l a t i o n 

J J x° 

y°=o e s t u n p o i n t t r a n s c e n d a n t d ' u n e in f in i t é d e b r a n c h e s d e 

<s(x, y0 Xa), de m ê m e q u e y" = co. L o r s q u e ya t e n d ve r s z é r o , le 

p o i n t c r i t i q u e m o b i l e u n i q u e x = % de y(x), à s a v o i r 

^ 0 

x = — — e - ( ' + ^ ) , 
y 0 

t e n d ve r s l e p o i n t x = ce q u i e s t u n p o i n t q u a n d y° tend vers 

l ' in f in i , ce p o i n t c r i t i q u e e s t c o m p l è t e m e n t i n d é t e r m i n é . 

C o m m e n t c e t t e d e r n i è r e c i r c o n s t a n c e p e u t - e l l e se p r o d u i r e ? 

P o u r des v a l e u r s d e y 0 de m o d u l e i n d é f i n i m e n t c r o i s s a n t , le p o i n t 

c r i t i q u e x — a. t e n d vers 1 p a r e x e m p l e ; l ' i n t é g r a l e y (x ) , éga l e à y0 

p o u r x = x°, p r e n d d o n c la v a l e u r y = — • 1 q u a n d o n va d e x" à u n 

c e r t a i n p o i n t a vo i s in d e 1 sur u n c e r t a i n c h e m i n L ; mais ce c h e ­

m i n L , c o m m e o n le voi t a i s é m e n t , t o u r n e a u t o u r d u p o i n t c r i t i q u e 

fixe x = o un n o m b r e d e fois q u i c r o î t i n d é f i n i m e n t avec \y°\. Si 

l ' o n v e u t q u e L r e s t e e x t é r i e u r à u n c e r c l e d e c e n t r e x = o et d e 

r a y o n p e t i t m a i s d o n n é £, la l o n g u e u r de L c ro î t i n d é f i n i m e n t 

a v e c | y ° | . 

O n c o n ç o i t , d ' a p r è s ce la ( ' ) , c o m m e n t la m ê m e c i r c o n s t a n c e n e 

p e u t se p r o d u i r e q u a n d le n o m b r e d e s b r a n c h e s des i n t é g r a l e s y(x) 

es t a u p l u s éga l à u n n o m b r e fini n. N o u s a v o n s m o n t r é ( n ° 2 4 ) 

q u e , d a n s ce cas , t o u t p o i n t c r i t i q u e m o b i l e x = a, a u t o u r d u q u e l 
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NOTB. ' ,85 

se p e r m u t e n t d e u x b r a n c h e s d e y (x, j ° , x") qui c e s s e n t d e se p e r ­

m u t e r p o u r y° = c, t e n d n é c e s s a i r e m e n t ve r s u n p o i n t Ç q u a n d y0 

t e iy l v e r s c. 

3 4 . Equations différentielles algébriques de premier ordre. 

— T o u t e s les c o n c l u s i o n s e t t o u s les p r o b l è m e s q u i p r é c è d e n t o n t 

l e u r s a n a l o g u e s ( ' ) p o u r les é q u a t i o n s 

(i) F ( y , y , * ) = °, 

o ù F est u n p o l y n ô m e e n y1, y e t x. 

E n p a r t i c u l i e r , la p r o p o s i t i o n g é n é r a l e d u n° 1 s ' a p p l i q u e à c e s 

é q u a t i o n s : Si l'on excepte un nombre fini de points x = Ç qui 

se déterminent algébriquement sur l'équation, les intégrales 

y(x) de ( I ) n'admettent que des points singuliers mobiles, qui 

sont tous algébriques. Seuls les points fixes \ peuvent être des 

points singuliers transcendants. 

C o n v e n o n s , c o m m e a u n u S, d e d i r e q u e l ' i n t ég ra l e générale 

de E est u n e f o n c t i o n à n b r a n c h e s si c h a q u e i n t é g r a l e y(x) es t 

u n e f o n c t i o n à n b r a n c h e s , e x c e p t i o n é t a n t faite p e u t - ê t r e p o u r 

c e r t a i n e s i n t é g r a l e s f o r m a n t u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e . 

C o n v e n o n s d e d i r e , de m ê m e , q u e l ' i n t é g r a l e générale p o s s è d e 

n d é t e r m i n a t i o n s p e r m u t a b l e s a u t o u r d e s p o i n t s c r i t i q u e s m o b i l e s , 

si chaque i n t é g r a l e y(x) a c q u i e r t e x a c t e m e n t n d é t e r m i n a t i o n s 

q u a n d x va r i e a r b i t r a i r e m e n t m a i s sans t o u r n e r ( 2 ) a u t o u r d e s 

p o i n t s £, e x c e p t i o n é t a n t fa i te p e u t - ê t r e p o u r c e r t a i n e s i n t é g r a l e s 

f o r m a n t u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e . 

L e t h é o r è m e q u i c o r r e s p o n d au t h é o r è m e du n" 8 s ' é n o n c e a ins i : 

Quand Vintégrale générale acquiert seulement n détermi­

nations autour des points critiques mobiles (en particulier 

quand c'est une /onction à n branches), Vintégrale y(x) de 

l'équation ( I ) est une fonction algébrique de ya, et cette équa­

tion s'intègre algébriquement, ou bien par une transfor-

( ' ) V o i r m e s Leçons de Stockholm, p . 46-9S, m - r / j o , 155-172. 
( 2 ) Le sens de c e t l e e x p r e s s i o n est. l e m ê m e q u ' a u n° 6 : l e c o n t o u r f e r m é G ne 

t o u r n e pas a u t o u r du p o i n t £, si, q u a n d x a p a r c o u r u u n e fois t o u t le c o n t o u r C, 

l ' a r g u m e n t du y e c t e u r Ça; r e p r e n d la même v a l e u r . 
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mation 

u = r(y', y , an) (r r a t i onne l en y', y a lgéb r ique cri x), 

se ramène soit à une équation de Riccati 

( I I ) ^ = A O ) i t » - + - B r » i i - + - C O ) , 

soit ci la quadrature 

( I I I ) d a =A.<x)dx, 

où À , B, C sont algébriques et où k'1 désigne une constante. 

D e p l u s , pour n donné, o n sa i t r e c o n n a î t r e , à l ' a i d e d ' u n n o m b r e 

fini d ' o p é r a t i o n s r a t i o n n e l l e s , si l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e d e ( I ) j o u i t d e 

la p r o p r i é t é é n o n c é e , e t si o u i , o n sai t e f f e c t i v e m e n t i n t é g r e r 

l ' é q u a t i o n ( I ) ou la r a m e n e r à l ' é q u a t i o n de R i c c a t i ( I I ) ou à la 

q u a d r a t u r e ( I I I ) . 

3 o . P r o p o s o n s - n o u s le m ê m e p r o b l è m e sans que n soit donné 

e t e n é c a r t a n t le cas o ù l ' é q u a t i o n ( I ) s ' i n t è g r e a l g é b r i q u e m e n t . 

A u t r e m e n t d i t , c h e r c h o n s à reconnaître si l'intégrale géné­

rale y (x) de (Y) est une fonction T R A N S C E N D A N T E qui n'acquiert 

qu'un nombre fini, N O N D O N N É , de valeurs autour des points cri­

tiques mobiles, ce nombre étant le même pour chaque intégrale, 

sauf peut-être pour un ensemble dénombrable d'intégrales 

particulières. 

L a r é p o n s e e s t la s u i v a n t e : On sait, à Vaide d'un nombre fini 

d'opérations algébriques, reconnaître s'il en est ou non ainsi, 

ou intégrer l'équation par la quadrature de différentielle 

totale 

I M ( J K , x)(dy—y'dx) = cons t . , 

M désignant une fonction algébrique de (x, y) et y' la fonc­

tion algébrique de x, y définie par ( I ) . 

D a n s ce d e r n i e r c a s , p o u r q u e l ' é q u a t i o n ( I ) r e n t r e d a n s la c a t é ­

g o r i e é t u d i é e , il f au t e t i l suffit q u e , t é t a n t q u e l c o n q u e e t u d é s i ­

g n a n t JM(y, x) dy, l ' u n e d e s d e u x e x p r e s s i o n s e x " o u s n ^ a

 s o i t 
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algébr ique e n y: p o u r des va leurs c o n v e n a b l e s des cons tantes X 

et k'2. O n p e u t dire encore q u e l ' équat ion ^ = M ( j ' ) doi t définir 

u n e f o n c t i o n y(u) à u n n o m b r e uni de branches - . 

Remarque. — D a n s le dernier cas e x c e p t i o n n e l dont n o u s v e n o n s 

de parler, le p r o b l è m e p o s é se trouve e n fait r a m e n é au m ê m e p r o ­

b l è m e c o n c e r n a n t une é q u a t i o n ( I ) o ù x ne figure pas . L e cas 

où x n e figure pas apparaît donc , au po in t de vue qui nous o c c u p e , 

c o m m e un cas e x c e p t i o n n e l l e m e n t difficile ( ' ) auque l se r a m è n e n t 

tous les cas où le p r o b l è m e p o s é n'est pas c o m p l è t e m e n t réso lu . 

D e p lus , c o m m e n o u s l 'avons remarqué déjà au n° 9 , le cas o ù 

l ' équat ion s' intègre algébriquement é chappe à la m é t h o d e ; le pro­

b l ème p o s é est donc p lus facile à résoudre q u a n d l ' intégrale g é n é ­

rale e s t t ranscendante que q u a n d el le est a lgébr ique . 

3 6 . Enf in , il est i m p o s s i b l e de ne pas se demander , c o m m e au 

n" 18, quelle est la nature de Vintégrale de ( I ) quand chaque 

intégrale y(x) est une fonction à n branches A U P L U S . P o u r n — 2, 

la m é t h o d e du n° 19 m o n t r e r i g o u r e u s e m e n t que y(x) est une 

fonction algébrique de e t dès lors les c o n c l u s i o n s du n" 3-d 

s 'app l iquent ; mais pour p o u v o i r être é t e n d u e au cas de n q u e l ­

c o n q u e , la m é t h o d e ex igerai t la démons tra t ion préalable du t h é o ­

rème ( A ) ( p . 1 6 g ) . Q u a n t à la m é t h o d e des n'" 2 3 - 2 6 , e l le p e u t 

être a p p l i q u é e a u x équat ions ( I ) , e t e l le about i t aussi à cet te c o n ­

c lus ion que y(%), dans le cas é tudié , est u n e fonct ion a lgébrique 

dey". Mais e l le s 'appuie sur le t h é o r è m e ( B ) ( p. 1 7 6 ) . 

D 'une manière généra le , toutes les propos i t ions d é m o n t r é e s 

dans l e cas où y" entre dans ( I ) au p r e m i e r d e g r é , s ' é tendent sans 

pe ine au cas où ce degré est q u e l c o n q u e . 

( ' ) L e p r o b l è m e q u i c o n s i s t e à r e c o n n a î t r e si u n e i n t é g r a l e a b é l i e n n e a u n e o u 

d e u x p é r i o d e s r e n f e r m e e n p a r t i c u l i e r l e s p r o b l è m e s d ' A b e l : r e c o n n a î t r e si l ' i n t é -

dx 

[x-h A ) ^^x' — y^x —ys 

d o n n é e s par T c h e b y c h e f f e t Z o l o t a r e f m o n t r e n t le c a r a c t è r e arithmétique d e s dif­

f icul tés d u p r o b l è m e , 

gra l e J n'a q u ' u n e p é r i o d e . Les s o l u t i o n s p a r t i e l l e s 

F I N . 
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