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LECONS SUR LES FONCTIONS

DEFINIES PAR

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

DU PREMIER ORDRE. .

INTRODUCTION.

Je me propose de consacrer ces lecons a I'étude des équations

différentielles du premier ordre. Je ne traiterai, d’ailleurs, de ce

" vaste sujet que quelques points particuliers, considérant principa-
lement des équations de la forme

d_y _ P(z, y)
dz  Q(=z, y)

et plus spécialement I'équation

(P et Q polynomes en z et ¥)

d
Ziip: + A+ Ay + A yi+ Ayyi=o,

ot les A sont des polynomes en z.

Peut-étre n’est-il pas inutile, au seuil de cette étude, d’en
caractériser briévement l'objet et le point de vue.

Il y a entre la théorie des équations différentielles et la théorie
générale des fonctions une étroite parenté. Sans doute la seconde
définit arbitrairement les classes de transcendantes qu’elle consi-
dére, tandis que la premiére étudie des types de fonctions qui lui
sont imposés du dehors. Il n’en est pas moins vrai que les deux
théories sont connexes, et qu’a toute évolution de I'une doit cor-
respondre une semblable évolution de I'autre.

Or, chacun sait que depuis une vingtaine d’années la théorie
des fonctions a éprouvé une compléte rénovation.

B. 1
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2 INTRODUCTION.

L’étude des fonctions analytiques était pour Weierstrass une
é¢tude locale. Il s’agissait de représenter une fonction et d'en
reconnaitre les propriétés au voisinage immédiat d'un point donné.
D’ou le réle privilégié attribué aux développements convergeant
dans un cercle ou dans une couronne décrite autour d’un point.
Pour I’école de Weierstrass, définir une fonction, c’est en somme
se donner une série de Taylor, puisque aussi bien de cette série
on peut théoriguement, par la méthode du prolongement analy-
tique, déduire la valeur de la fonction en tout point ou elle est
définte (*).

Les méthodes des fondateurs de la théorie des fonctions ont
longtemps prévalu. Puis la fécondité s’en ralentit. De fait, en cher-
chant a déduire les propriétés d’une fonction de son développe-
ment en série de Taylor, on se heurtait 4 des difficultds inextri-
cables. M. Hadamard n’en triompha complétement que dans des
cas particuliers, cas ou l'on ne rencontre que des singularités
polaires sur le cercle de convergence de la série (2).

Ainsi arrétée dans ses progres, la théorie des fonctions chercha
des voies nouvelles. Cessant de se confondre avec 'étude des sé-
ries de Taylor, elle adopta de nouveaux modes de représentation
des transcendantes : développements en produits infinis (déja
considérés par Welerstrass), développements en séries de poly-
nomes, développements en séries divergentes sommables, déve-
loppements convergeant dans une étoile de Mittag-Leffler. Grace
a ces développements, les transcendantes n’étaient plus définies au
voisinage cxclusif d’un point, mais dans des régions de plus en
plus élendues.

En méme temps les analystes portaient leur attention sur cer-
taines propriétés générales des fonctions qui ne dépendent pas de
la forme de représentation choisie. Une telle propriété est le mode
de croissance dont I'étude systématique, inaugurée par M. Borel,
promet d’étre fructueuse. Du méme ordre sont les lois, objets de

(') Cf. HavamarDp, Essai sur l'dtude des fonctions données par leur

developpement de Taylor : « On peut donc dire que se donner une fonc-
tion analytique non singuliére au point 2, c'est se donner une suite de
coefficients a,, a,, ..., @, tels que la série Ba_ x™ ne soit pas toujours diver-
.gente. »

(%) Poir les Legons sur les fonctions meéromorphes de M. Borel, Chap. IL
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INTRODUCTION. 3

travaux tout récents, qui limitent le nombre des zéros présentés
par une fonction analytique dans un domaine donné.

La théorie des fonctions, depuis qu’elle s’est écartée de la route
trop droite tracée par Weierstrass, a sans doute quelque peu vaga-~
bondé. Elle n’en a pas moins franchi une étape 1mportante : de
locale qu’elle était, elle est devenue intégrale.

Quel fut, pendant ce temps, le chemin parcouru par la théorie
des équations différentielles?

Comme I'étude des fonctions analytiques, U’étude des équations
différentielles fut en principe une étude locale. 1l s’agissait, étant
donnée une équation différentielle : 1° de reconnaitre s’il existe
des intégrales de cette équation satisfaisant & des conditions ini-
tiales données; 2° de représenter ces intégrales par des développe-
ments en sérics convergeant au voisinage des conditions iniliales.

Le probléme fut résolu par Cauchy dans le cas ot le second
membre de I’'équation

Q) Yz y)

est, au voisinage des valeurs initiales gy, 3, une fonction holo-
morphe de 2 et y ou l'inverse d’unc fonction holomorphe. En ce
cas, 'équation (1) admnet une el une seule intégrale égale a -, pour
z =1, : cetle intégrale est développable en série de Taylor par
rapport aux puissances croissantes de £ — &, ou d’une puissance
fractionnaire de x — x,.

Ce premier résultat acquis, les analystes se préoccupérent de
Pétendre en toute rigueur aux systémes comprenant plusieurs
équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles.
Puis ils passérent 4 I'examen des cas ou la méthode de Caunchy se
trouve en défaut. Qu’arrive-i-il, par exemple, si, pour = z,,
¥ =¥y, le second membre de I'équation (1) se présente sous une

. . o . .
forme indéterminée telle que E? Ce nouveau probléme, posé par

Briot et Bouquet, a été étudié d’un point de vue qui rappelle fort
le point de vue de Cauchy et de Weierstrass. On s’est demandé si,

au cas ou f(xo,yo)zg, I'équation, (1) posséde des intégrales

égales & y, pour z = z,; lorsque de telles intégrales existent,
on a cherché (1) i les représenter par des séries de puissances de

(') Ndws reviendrons sur ces questions au Chapitre 1V,
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4 INTRODUCTION.

une ou de deux variables (par exemple, puissances de z et de z?,
A étant une constante; ou puissances de z et de logz). Le pro-
bleéme ainsi posé, déja restrictif puisqu’il n’envisageait les inLé-
grales qu’au voisinage immédiat des conditions initiales, ce pro-
bleme se particularisa encore, et I’énoncé en fut précisé en ces
termes @ reconnaitre s’il existe des intégrales qui tendent vers »,
lorsque la variable & tend vers x¢ le long d’un chemin convena-
blement choisi. Qu’adviendrait-il si x déviait légérement du
chemin dont I'énoncé précédent suppose U'existence? Clest la une
question qu’on ne s’est guére posée jusqu'ici et que cependant il
importerait fort d’élucider.

Lorsque la valeur initiale z, est un point singulier essentiel de
I’équation (1), les méthodes de Briot et Bouquect et de leurs succes—
seurs ne sont plus applicables. Que faire alors? Le point d'inter-
rogation subsiste si nous consultons le Traité le plus complet qui
ait é1é publié récemment sur les équations différentielles, celui de
M. Forsyth. Nous y lisons (') que I'on ne saurait presque rien dire
a I'hcure actuelle des intégrales de I'équation (1) « au volsinage
immédiat d'une singularité essentielle », parce qu’on ne connait
pas de développement en série permettant de représenter une
fonction autour d’unc telle singularité (le développement de Lau-
rent ne serait utilisable que si la fonction était uniforme au voisi-
nage du point singulier). M. Forsyth s’arréte donc la. Mais — la
question nous vient naturellement & I'esprit — si M. Forsyth est
arrété, ne serail-ce pas parce qu’il est resté trop fidéle au point de
vue local de Cauchy? S’il ne s’était pas astreint & considérerles
intégrales au « voisinage immédiat » des conditions initiales,
n’aurait-il pas pu poursuivre ses recherches? Supposons, pour
prendre une comparaison, que l'on me demande d’étudier une
fonction entiére au voisinage immédiat de I'infini par la méthode
des développements en séries : je seral impuissant; au contraire,
si J’élargis mon champ d’exploration, je puis étudier la condensa-
tion et la distribution des zéros de la fonction dans des cercles de
plus en plus grands décrits autour de I'origine, ce qui est & pro-
prement parler faire I'étude de la singularité transcendante située
a I'infini. Ne pourrait-on pas attaquer par une méthode analoguc
les singularités transcendantes des équations différentielles?

(') Theory of differential equations, Part II, p. 209.
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INTRODUCTION, 5

Ces réflexions nous ameénent 3 nous demander si la théorie des

équations différentielles n'est pas en retard sur la théorie des
fonctions, si elle a suffisamment suivi 'évolution de cette der-
niére. . -
Ce n’est pas que la théorie des équations différentielles n’ait,
elle aussi, depuls une vingtaine d’années, enrichi son point de vue :
certaines de ses parties se sont, en effet, développdes de la maniére
la plus heureuse. L'umpulsion fut donnée par I'étude des équations
linéaires, étude qui fut étendue 4 tout le champ de la variable com-
plexe et qui conduisit & la découverte de nouvelles familles de
transcendantes. Une série de recherches fut également entreprise
sur la forme des courbes intégrales réelles, considérées dans leur
ensemble et non plus seulement au voisinage d’un point.

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, les pro-
grés accomplis furent dus, pour une large part, aux travaux et
a 'enseignement de M. Painlevé. :

M. Painlevé abandonne résolument le point de vue local de
Cauchy. On sait, dit-il, étudier les intégrales d’une équation
d’ordre quelconque au vuisinage de la valeur initiale 2,. « Mais (1),
lorsque & s’éloigne de &, pour varier d'une facon quelconque dans
son plan, comment se comporte la solution? »

En posant cette question, que nombre d’analystes auraient sans
doute écartée a priosi 4 cause de sa trop grande généralité,
M. Painlevé fut conduit a des résultats remarquables, dont le plus
saillant est la découverte d’une nouvelle classe de fonctions en-
tiéres, solutions d’une équation du troisitme ordre.

Mais bornons-nous & I'équation

dy Pz, y)

(2) dz ~ Q(z,y)

dont le second membre est une fonction rationnelle de ¥, algé-
brique de z. Nous résumerons au Chapitre I les recherches effec-
tuées par M. Painlevé sur cette équation. ll nous suffira, pour
I'instant, de rappeler les principales conclusions qui en ressortent.
" Les points singuliers transcendants (s'il en existe) des inté-

» (1) Lecons sur la théorie analytique des équations diffeérentielles, professées
a Stockholm, Introductlion.
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6 INTRODUCTION.

grales de I'équation (2) sonl les mémes pour Lloules ces iniégrales
(c’est-a-dire indépendants de la valeur initiale y, que prend au
point initial 2, 'unc quelconque des intégrales). La situation de
ces points, que M. Painlevé appelle points singuliers fixes, sera
connue si I'on connait les coefficients des puissances de y dans la

. P . . ,
fraction 9 Il estalors naturel de se demander s’il existe des équa-

tions (2) dont les intégrales ne présentent pas d’autres points

- - » . . , -
singuliers que les points singuliers fixes ainsi déterminés. M. Pain-
levé démontre que seule I'équation de Riccati

d
Zg = A+ Ay y + Apy?

est dans ce cas. En particulier, I'équiation de Riccati est la seule
équation (2) dont toutes les intégrales puissent étre des fonctions
uniformes de .

Ce dernier théoréme nous apprend que, si nous nous proposons
d’étudier les intégrales d’une équation (2) qui ne soit pas une équa-
tion de Riccati, nous aurons affaire 4 des fonctions multiformes.
Mais ne pouvons-nous espérer que ces fonctions n’auront qu'un
nombre limité de branches, je veux dire qu’d une valeur quel-
conque de x ne correspondront qu'un nombre fini (n) de déter-
minations de y? M. Painlevé répond encore i cette 'question :

Si les intégrales d’une équation (2) sont des fonctions
a n branches, l'équation (2) se raménera a une équation de
Riccati par un changement de variable rationnel. On saura
toujours reconnalitre, au moyen d’un nombre fini d’opérations
algébriques, si le changement de variable est ou n’est pas pos-

sible.

Tel est I’état ot se trouve, a la suite des travaux de M. Painlevé,
I'étude de I'équation rationnelle (2) : 1° @ part un petit nombre
d’équations qui se laissent ramener a U’équation de Riccati,
les équations (2) de_'ﬁnissént des fonctions multiformes possé-
dant un nombre infini de branches; 2° sur la nature de ces
Jonctions multiformes, nous ne possédons, pour ainsi dire,
aucune indication positive. Nos connaissances a cet égard se
réduisent aux proposilions, d'un caractére purement local, qui
ont trait aux points singuliers de Briot et Bouquet.
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INTRODUCTION. 7

Cette double constatation ouvre devant nous un vaste champ de
recherclies. Comment explorer ce champ? Si les réflexions gue
nous avons faites plus haut sont justes, il conviendra de s’inspirer
largement des vues nouvelles récemment introduites dans la théorie
des fonctions. _

On pourra commencer par particulariser le probleme et se pro-
poser, par exemple, d’étudier les intégrales de I'équation
(3) %+A0+A1y+A,y’+A,_y3=o,
ou les A sont des polynomes en .

Les intégrales de (3) présentenl, en général, une infinité de dé-
terminations et une infinité de points singuliers. Nous ne saurons

. donc pas, d’ordinaire, former une expression analytique qui repré-
sente ces fonctions pour toutes les valeurs de la variable. Nous
pourrions alors chercher a les représenter dans des régions de plus
en plus étendues. Mais d’autres recherches devront étre entre-
prises auparavant dont le type sera fourni par la théorie des
fonctions entiéres.

Nous nous demanderons quel est le mode de croissance, I’allure
d’une branche d’intégrale lorsque x s’approche d’un point singu-
lier transcendant.

Nous étudierons, autour des valeurs limites, la condensation
des points singuliers ou des déterminations des intégrales.

D'une maniére générale, nous examinerons le mécanisme des
permutations qui échangent entre elles les diverses branches de
ces 1ntégrales.

On le voit, ce ne sont pas les questions a traiter qui font défaut.
Reste 4 savoir dans quelle mesure ces questions sont solubles.
C’est ce dont je voudrais que nous cherchions 4 nous rendre
compte au cours de ces legcons. Je me garderai d’entreprendre
une classification et une discussion complétes. Je m’arréterai prin-
cipalement sur les types les plus simples d’équation; (2), et je me
demanderai quelles inéthodes il serait bien possible d’imaginer
pour les étudier, quels résultats on pourrait attendre de ces mé-
thodes. Peut-étre réussirai-je ainsi, sinon a résoudre le probléme
don} je viens d’esquisser I'énoncé, du moins 4 en montrer l'in-

térét.
O a————
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CHAPITRE 1.,

NOTIONS FONDAMENTALES.

I. — Points ou le théoréme de Cauchy n’est pas a'pplicable.

J'ai fait allusion aux propositions capitales démontrées par
M. Painlevé relativement & I'équation

dy . Pz, y)
Q) dz S =y

o P et QQ sont des polynowes en y. Clest sur ces propositions
que nous fixerons tout d’abord notre attention. Mais, au préa-
lable, il nous faut dire quelques mots du théoréme de Cauchy et
des points ol il cesse d’étre applic;ible.

Soit zy, 3o un systéme de valeurs an voisinage duquel le coeffi-
cient différentiel f{z, ) est holomorphe. L’existence d'une inté-
grale holomorphe unique, égule 4 y, pour x = z,, est établie par
le théoréme de Cauchy, que nous énoncerons en ces termes (') :

Soit f(x, y) holomorphe dans le domaine |x— z,|Zr,
| ¥y — o |Sp. Il existe une fonction de x satisfaisant & I'équa-
tion différenticlle (1), égale i y, pour r = x,, et holomorphe
autour de x4 dans un cercle de rayon au moins égal (2) a

—P
r\i —e2Mrj,

Soit, d’autre part, I. un chemin quelconque, de longueur finie
ou infinie, convergeant vers z, (c’est-a-dire satisfaisant & la con-
dition suivanle : quelque petit que soit g, il existe sur L un point z,

(1) Voir, par exemple, PicARD, Traite d’Analyse, t. 11, Chap. XI.
(?) La valeur exacte du rayon de convergence serait une valeur plus élevée.
Cf. le Traité d’Analyse de M. Picard, t. I1, Chap. XI. *
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NOTIONS FONDAMENTALES. 9

tel que, a partir de z,, le chemin L ne sorte plus du cercle de
centre z, et de rayon ¢). Imaginons qu'il existe une fonction de z
qui satisfasse a I’équation différentielle (1} et qui, lorsque z tend
vers &, sur le chemin L, tende vers la valeur y,. Cette fonction
ne saurait étre distincte de Uintégrale holomorphe définie
dans la premiére partie du théoréme ().

Du théoréeme de Cauchy on péut déduire le corollaire suivant :

Si f(z, y) est holomorphe au voisinage de x = Zo, y =y,
Uintégrale y = ¢(x, ¥4, X, ), qui prend en x|, la valeur y, est
une fonction holomorphe des trois variables x, y;, x,, pour x
et z}, voisins de x, et )7, voisin de y,. '

En effet, lorsque xy, 3¢ sont situés dans un certain domaine fini
autour de Za, ¥o, S (X, ¥) est développable par rapport aux puis-
sances de (z — ), (¥ — %), les coefficients élant des fonctions
holomorphes de z; el y;. D’autre part, l'intégrale y est dévelop-
pable (au voisinage de x = x,) par rapport aux puissances de
(z — ) et les coefficients du deéveloppement sont (d’aprés le
théoréme de Cauchy) des fonctions rationnelles des coefficients
de f(x, ¥). On en conclut (?) que I'intégrale 3 est fonction holo-
morphe des trois variables (z — (), &}, ¥}.

Le théoréme de Cauchy est en défaut lorsque la fonction f(z, )
de z et y présente une singularité pour z ==z,, y=y,. Les
points x4 ol il en est ainsi se répartissent entre plusieurs catégo-
ries,

Premiére catégorie. — Supposons d’abord que Q(zo, ¥o)
s’annule en xy pour une valeur isolée de y, P et Q étant holo-

(1) Sur cetle forme de I'énoncé du thévréme de Cauchy, et sur le corollaire
qui suit, voir, en particulier, les Legcons de Stockholm de M. Painlevé, p. 18.

(?) Ie m’appuie sur la proposilion suivante que 'on déduit des propriétés des
fonctions de deux variables (consulter, par exemple, PicARD, Traité d’Analyse,
t. II, chap. IX). Soit une fonction de deux variables, g(z, ), développable
sous la forme g(z, 1) = £g, (1) ', les coeflicients g, étant des fonctions holo-
morphes de p pour || <7, €t le développement convergeant absolument pour
|pl<T, |z < r: g est ure fonction holomorphe des deuz variables x et u

pour |z|<r,|p|<T.
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10 CHAPITRE 1,

morphes au voisinage de Zy; Yo, et P (o, ¥o) étant différent
de zéro.

Pour étudier ce cas, bien connu, on considére I'équation (1)
sous la forme

(2) dx Qlx, y) [

dy ~ Pz, y) " f(z,¥)

Le coefficient différentiel de I'équation (2) est holomorphe au
voisinage de Xy, ¥y. D’ailleurs, puisque Q(z, ¥ ) admet y, comme

zéro 1s0lé, le développement de contient des termes indé-

I
fz 7))
pendants de # — x,, que l'on peul ordonner par rapport aux puis-
sances croissantes de y — y,. Soit m le degré du premier de ces
termes. Le théoréme de Cauchy montre que I'équation (2) admet
une et une seule intégrale égale & z, poury = y,, intégrale qui
est holomorphe ct développable sous la forme

=2+ (y —yo)* 4+ ay(y —yo)*+14+....

On en conclut que I'équation (1) admet une et une seule inté-

grale égale a4 yq pour z = x,, el que cette intégrale est dévelop-

1
pable autour de z, par rapport aux puissances de (z — o)™ " :
Ie point z, est donc pour elle un point critique algébrigue au-
tour duque] se permutent m 1 déterminations.

Nous dirons que Il'intégrale y ainsi définie est algébroide (')
au voisinage de x,. Nous signifions par la qu’aatour de z, cette
intégrale se comporte comme une fonction algébrique. '

Prenons maintenant des conditions initiales z, y voisines de
Zoy Yo- Je dis que Lintégrale y = o(x, ¥y, x,) qui est égale a
¥, enz, est une fonction algébroide des trois variables z, y,, x,
pour z et x;, voisins de xy, ¥, voisin de y,.

Soit, en effet (2),

w =2y + Yy, 24, ¥b)

(1) On dit gu'une fonction est algébroide dans une région R si elle est repré-
sentable, dans cette région, par une relation de la forme I (2, ) = o, Il étant
un polynome en y et une fonction de z holomorphe dans la région R.

(?) Cf. les Lecons de Stockholm de M. Painlevé, p. 34-35.
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NOTIONS FONDAMENTALES. I1

Pintégrale de 1'équation (2) détinie par les conditions initiales 2j,

¥ D'aprés le corollaire de la page 9, 4 est une fonction holo-
! ’ . g r

morphe de y, z, ¥, lorsque [Jr_—}ﬂh |xy — 20|y | Yo —X0 |
sont inférieurs 4 un certain nombre A. La fonction ¢ ne saurait
donc présenter d'autres singularités que des singularités algé-
briques au voisinage des valenrs initiales x4, ¥o, Zo- Soit, d’autre
part, ¢ le nombre des zéros de 4 (¥, x,, ¥, ) confondus en y = y,.
Décrivons dans le plan y autour de y, un cercle T, de rayon
moindre que )}, tel que (') (pour x,, z}, ¥, situés dans un certain
domaine D autour de z, Zo, ¥0) le module de la fonction de y,
(¥, x4, ¥,) — (x — ) reste, sur le contour de T, supérieur a un
nombre positif M. Lorsque x, &\, »; varient dans le domainc D,
les zéros de la fonction ¢ (¥, x4, ¥,) — (2 — z,) de y qui sont situés
dans T se déplacent avec conlinuité; mais ils ne peuvenl sortir
de T puisque § — (z — ;) ne s’annule pas sur le contour de T.
Je dis que ces zéros sont, a 'intérieur de I, en nombre ¢ exacte-

oy

—d

oy 7
r¥—(z—=zy)
Or, cette intégrale, qui a une valeur entiére, est égale & ¢ pour
T =&y =z, ¥, = yo; d’antre part, elle est, sur le contour de T,
une fonction continue de z, z,, y; dans le domaine D. Elle reste
donc égale a ¢ dans tout ce domaine. En résumé, lorsque z, zj,
oh varient dans un certain domaine D autour de x, z,, ¥, l'in-

ment. En effet, leur nombre est égal a 'intégrale

tégrale y = ¢ (&, ¥o, Zo) ne présente que des singularités algé-
briques et n’admet que ¢ déterminations (intérieures a I') : c’est
une fonction algébroide.

Passons maintenant 4 'examen des points singuliers qui n’ap-
partiennent pas a la premiére catégorie définie plus haut, et répar-
tissons-les a leur tour.

Deuzxiéme catégorie. — Supposons que P et Q soient holo-
morphes au voisinage de x4, ¥, et que {’on ait

P (@0, y0) # 0, Q (x4, yo) =0,

(') Puisque y, est un zéro (multiple) isolé de ¢ — (@ — z,) il existe bien un
cercle T répondant aux conditions voulues lorsque & = z§ = z,, ¥4 = ¥,; la
continuité de ¢ montre alors que ce cercle existe encore pour z, x, voisins
de z,, y; voisin de y,.
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12 CHAPITRE 1.

cette derniére égalité étant identiquement satisfaite (au
point Zo) pour toute valeur de y,. En d’autres termes, soit z,
P(z, v) .
un péle de ——"" quel que sori y.
L Qa7 1440 1 ’

Dans ces conditions, le coefficient différentiel de I'équation (2)
nc contient pas de terme indépendant de £ — x,; I'intégrale holo-
morphe de (2) se réduit 3  — z,, et le raisonnement qui nous a
servi tout a ’heure est inapplicable.

Des exemples simples montrent qu’un point z, de la deuxiéme
catégorie peut étre point singulier transcendant pour les intégrales
de 1’équation (1). |

Ainsi Péquation

dy _ My

dz x
a pour inlégrale générale y — Czx*. Or, si A est un nombre com-
plexe ou irrationnel, cette intégrale admmet une infinité de déler~
minations qui se permutent autour de l'origine et différent entre
elles par des multiples de g2},

Pareillement, I’équation

dl_a'+y
dr ~  x?

admet l’int'égrale générale
y+a= Ce_},
pour laquelle 'origine est un point transcendant.
Troisiéme catégorie. — Supposons que Uon ait, pour une
ou plusieurs valeurs isolées (') de y,,
P (20, y0) = Q(@0, yo) = o,

P et Q étant holomorphes au voisinage de xq, y,.

Le coefficient différentiel se présente alors, pour =2z, ¥ = ¥,

(') Si ces valeurs n'étaient pas isolées, les égalités P(x,, ) = Q( =z, ¥,) = o
devraient étre identiquement vérifiées (au pouint z,;) quel que soit »,. Chacun
des polynomes P et Q admettrait alors comme facteur une certaine puissance de
(z —z,), et, en éliminant le facteur commun & ces polynomes, on serait ramené
4 'un des cas déja étudiés.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTIONS FONDAMENTALES. 13

. , ., 0 L .
sous la forme indéterminée = En ce cas encore, le point z, peut

étre point singulier transcendant pour les intégrales de I'équa-
tion (1). Ainsi nous verrons plus loin (Chap. 1II, p. 67) que 'ori-
gine est un point transcendant pour 'intégrale générale de I'équa-
tion )

dy _ =

dzx Y

Remarquons en passant que, si 'on se donne une équation (1)
algébrique en «, on saura toujours déterminer algébriquement les
points singuliers de la troisi¢me calégorie que peuvent présenter
ses intégrales : ce sontles racines z, du systéme d’équations simul-

tanées P (z, ) =0, Q(z, y) =o.

Quatriéme catégorie. — Supposons maintenant que {’une au
moins des fonctions P et Q ne soct pas holomorphe au voisinage
de x4, ¥o. P et Q étant des polynomes en y, il faut, pour que cette
circonstance se présente, que x, soif point singulier d’un coef-
ficient au moins des polynomes P et Q.

Lorsque z, est un point critique algébrique pour les coefficients
de P et Q, ces coefficients sont, au voisinage de x =ux,, des fonc-
tions holomorphes d’une puissance fractionnaire de z — z,. Le
changement de variable z — 2,=¢™, ot1 m est un entier positif,
nous raméne alors & 'un des cas précédemment examinés.

Lorsque x4 est un point singulier transcendant des polynomes
P, Q, il est clair que les intégrales de I'équation (1) admettent en
général z, comme point transcendant.

Les points zy 00, pour certaines valeurs (finies) de y,, le théo-
réme de Cauchy cesse d’étre applicable appartiennent nécessaire-
ment 4 I'une des quatre catégories qui viennent d’étre énumeérées.
Entre ces points i1l y a lieu de faire une distinction.

Nous remarquons que les points de la premiére catégorie (s'il en
existe) sont des points arbitraires. En effet, s’il existe des points
de la premiére catégorie, Q(z,, y») dépend, par définition, de y,
et s’annule par suite, quel que soil z,, pour une ou plusieurs
valeurs de 3. Il y a donc toujours une ou plusieurs intégrales de
Péquation (1) qui admettent comme point de la premiére catégorie
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14 ~ CHAPITRE T.

un point z, quelconque. Pour exprimer ce fait, M. Painlevé dé-
nomme les points singuliers de la premiére catégorie points cri-
tigues mobiles de 'équation (1). Ce sont toujours, nous I'avons vu,
des points critiques algébriques.

Au contraire, les points singuliers de la deuxiéme, de la troi-
siéme et de la quatrieme catégorie sont des points, en général (1),
isolés, dont la situation ne dépend pas de la valeur choisie pour y,,
mais seulement des coefficients des polynomes en y; P et Q. On
les appelle, pour cette raison, points singuliers fizes (cf. p. 6).
Ce sont, en général, des points transcendants. Notons de plus que,
s1 P et Q sont des fonctions algébriques de z, le nombre des points
singuliers fixes est nécessairement fini.

Cinquieme catégorie. — Nous avons supposé jusqu’ici que ¥,
avait une valeur finie. Pour étre complets (2), nous devons encore
examiner la ou les intégrales de Uéquation (1) dont la valeur
est infinte au point x,. Ces intégrales admettent-elles z, comme
‘point singulier, et de quelle nature?

Faisons le changement de variable y — é L’équation (1)

transforme en une équation de méme forme

ds _ Py(z, )
) . dz Qi('z'az),

P, et Q, étant des polynomes par rapport a z. Sur Iéquation (3)
nous p.ourrons répéter la discussion faite tout & 'heure sur I'équa-
tion (1), les valeurs initiales a considérer étant 2 =z, 2=«

L’intégrale z de (3) qui s’annule en x, peut étre une fonction
holomorphe de z au voisinage de zy. Son inverse admet alors z,
comme pdle. Les poles sont, pour les intégrales de 1'équation (1),
des points singuliers mobiles.

L’intégrale z peut également étre algébroide au voisinage de z, :

(*) Ces points sont isolés si les singularités des coefficients de P et Q sont
elles-mémes isolées.
(?) Nous continuons 4 supposer que &z, a une valeur finie. Si z, était infini,

on transformerait I'équalion cn opérant le changement de variable z =
q P g

2
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son inverse y admet alors z, comme point critique algébrique
(mobile) ().

Enfin 'intégrale z, et par suite son inverse ), peuvent adnettre x,
comme poinl singulier transcendant (fixe).

Remarquons que les points singuliers des coefficients de Py, Q,

. . R P . s
et les points qui sont des poles de =* quel que soit z, ne différent

Q:
pas des points singuliers de P, Q, et des points qui sont des poles de

1 R B . .,

g poury qu elconque. Comme points singuliers fixes des 1ntegrales.
de (3) qui n’aient pas déja été décelés par I’étude de I'équalion (1),
nous n’obtenons donc que les points (s'il en existe) ou Von a a

la fois
Py(xq, 0)= o, Qi(xg, 0)=o0.

Ces points constituent une cinquiéme catégorie de singularités
pour les intégrales de I’éqnation (1).

Pour clore cette discussion, nous en dégagerons en ces termes
la conclusion : Appelons §, £, ... les points singuliers fixes de
I'équation (1). Ce sont les points des catégories deuxiéme, troi-
siéme, quatriéme et cinquiéme, que nous déduisons directement des
coefficients de P et Q. Si 'on considére un point quelconque 2,
distinct des points &, lintégrale qui est égale & y, ou a linfini
pour z =z, est unique. Pour cette in'tc'grale., z, est un point
d’holomorphisme, un péle ou un point critique algébrique.

II. — Théoréme de M. Painlevé.

Dans le paragraphe précédent, je me suis placé au point de vue
local des fondateurs de I'Analyse moderne : je me suis donné a
priori des conditions initiales xy, ¥q, et J’al considéré au voisinage

(1) Les ocorollaires des pages g et 10 s’étendent & ces deux cas ! !'intégrale
¥ =9(x, yi, ), qui est égale a y|, en z,, est une fonction meromorphe ou
algébroide des trois variables x, ¥, T} pour z et x|, voisins de z,, ¥, voisin
.de l'infini.
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16 CHAPITRE I.

de z, la ou les intégrales de I'équation (1) que définissent ces
tonditions. Je vais maintenant me poser, avec M. Painlevé, une
question plus générale. Etant donnée une intégrale Y de 'équa-
tion (1), définie par la valeur G qu’elle prend en un certain point
fixe Xy, que devient cette intégrale lorsque x décrit & partir de X,
un chemin L quelconque ?

Considérons un point z, du chemin L. St 2, coincide avec 'un
des points () singuliers fixes &, &, ... que nous avons définis
plus haut, z, sera en général une singularité transcendante des

intégrales de (1). Si z, ne coincide pas avec un point £, nous de-
vrons envisager les deux hypothéses suivantes : '

1® Lorsque z tend vers z, sur le chemin L, Y tend vers une
valeur déterminée ¥, finie ou infinic; .

2° Lorsque z tend vers x, sur le chemin L, Y ne tend vers
aucune limite.

Dans le premier cas, les théorémes du paragraphe précédent
nous apprendront que z, est pour I'intégrale Y un point d’holo-
morphisme, un péle ou un point critique algébrique. Dans le
second cas, ces théorémes seront inapplicables.

Les analystes restés fidéles au point de vue de Cauchy avaient
implicitement admis que le premier cas seul peut se présenter.
C’était 13, notons-le, un postulat gratuit (2) : car il n’y a a priori
aucune raison de supposer que x, n’est pas point d’indétermination
pour l'intégrale Y. M. Painlevé, le premier, tira la question au
clair et il démontra que, si z, est distinct des points £, Y tend
nécessairement vers une valeur déterminée forsque x tend vers
xo sur le chemin L.

Voici comment nous établirons cetie proposition. Marquons

dans le plan y les différentes racines y,, ..., ;p, de I'équation
Q(i’fo’ .}’) == 0.

Puisque x, n’est pas point singulier pour Q et P, nous pouvons

décrire autour des points ¥y, ..., ¥ des contours d'ailleurs arbi-

(') Naus nous bornons au cas o les points (£) sont des points isolés.
(?) De fait, ce postulad ne serait pas exact si ’équation différentielle étudiée
était d’'un ordre supérieur au premier.
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trairement petits v,, ..., 7T tels que les racines y de l’éﬂuation
Q(z, y)=o

solent intérieures & ces contours tant que |z — x,] est plus petit
qu’un certain nombre g; de plus il existe un nombre fini H tel que
Pon ait, pour y situé sur le contour d’une courbe y (et pour
| — 2| <p),
Plz, y)
(4) [t

g <

Tracons encore dans le plan Y un cercle I, de rayon trés grand,
ayant {’origine pour centre. On peut déterminer H de maniére que
I'inégalité (4) reste satisfaite (pour |z — z,|<<g) lorsque y est
intérieur au cercle T et extérieur a tous les cercles v.

Cela posé, admeltons que Y, déterminé entre X et x, sur le
chemin L, devienne indéterminé en x,. Je dis que cette hypothése
conduit & une contradiction. En effet, si I'intégrale Y ne tend
{quand z tend vers z,) ni vers l'infini, ni vers une racine de

Q (2, ), il existe nécessairement sur L des points # arbitraire-
meni rapprochés de z, ot Y est extérieur aux v, intérieur a I' et
satisfait par suite a I'inégalité (4). Or on sait qu’autour de tout

point z ou g— et Y sont finis, Y est holomorphe et développable

dans un cercle ¢ de rayon fini. Lors donc que z passe par la série
des valeurs z qui convergent vers z,, le rayon du cercle ¢ tend
vers une limite non nulle : en sorte qu’a la limite 2, est intérieur
4 ¢, ce qui prouve que Y est holomorphe au point z,. Ce résultat
étant contraire & I'hypothése faite, cette derniére est a rejeter, etle
théoréme est démontré.

Ennous appuyant sur le théoréme de M. Painlevé, nous pourrons
préciser en ces termes la conclusion du paragraphe précédent :

En dehors des points singuliers fizes (£), une intégrale quel-
conque de U’équation (1) n’a pas d’autres singularités que des
pPoles ou des points critiques algébriques.

Appliquons, par exemple, ce résultat a ’équation

dy .

(5) . %—+A0+A‘y+A,y=+A3y3:o,
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18 CHAPITRE 1.

oi les A sont des polynomes en z. Soit z, un point quelconque :
toute Intégrale finje ¥ est holomorphe; mais Vintégrale qui est
infinie en 2z, admel ce point comme point critique autour duquel
se permutent deux déterminations. Quelles sont, d’autre part, les
singularités non algébriques de I'équation (5)? Ce ne peuvent étre,
d’apres le théoréme de M. Painlevé, que les points fixes apparte-
nantaux diverses catégories énumérées au dernier paragraphe. Or,

. , . . e . P C e .
puisque le dénominateur du coefficient différenticl = se réduit ici

Q
4 I'unité, iln'y a pas de points des catégories denxiéme, troisieme et
quatriéme. Reste 4 considérer les points singuliers des coeffi-
cients A (il n’y en a qu'un : ’infini) et les points obtenus en
annulant le numérateur et le dénominateur de 'équation trans-

formée
dz _ Aga®+ A1 a2+ Ays + Ay

= z1 —_ =
Y 5 dz Z 3

ces points sont les zéros du polynome A,.

Le théoreme de M. Painlevé permet de démontrer directe-
ment que la seule équation (1) dont les intégrales n’admettent
pas de points critiques mobiles est 'équation de Riccati.

En effet, pour que les intégrales n’aient pas de points (eritiques
algébriques) de la premiére catégorie, il faut que Q(z, y) soit
indépendant de y. L'équation (1) doit donc étre de la forme

dy

g P(z, y) (P polynome en y).

Faisons, d'autre part, y = z7'. Afin que, dans I'équalion trans-

formée
dz R 1
bl P(‘”’ z)’

le coefficient différentiel ne soit pas infini lorsque 5= o, il faut
que le polynome P soit de degré 2 au plus par rapport & y. L'é-
quation (1) se réduit alors & ’équation de Riccati

d
(6) Y = Ao Ay + App,

Plus particuliérement, si 'on se proposait de déterminer toutes
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‘les équations (1) dont les intégrales sont uniformes, la question

reviendrait & trouver dans quels cas 'équation de Riccati (6) a

pour intégrales des fonctions uniformes. ’ .

Cette question, dont la solution compléte nous échappe encore,

a é1é I'objet de nombreux travaux qui reléevent de la théorie des

_ équations linéaires. On sait, en effet, que le changement de va-
riable

r

Leh

transforme P’équation de Riccati (6) cn une équation linéaire du

second ordre
&= Al’a"— AOA’Z.

L. — Intégrales a n branches.

D’aprés le paragraphe précédent, toute équation (1) qui n’est
pas une équation de Riccati a pour intégrale générale une fonc-
tion multiforme. Il y a lieu de se demander si cette fonction mul-
tiforme peut, dans certains cas, n’avoir qu'un pombre fim de
‘branches. Plus précisément, nous allons rechercher avec M. Pain-
levé quelles.sont les équations (1) algébriques en z dont les inté-
grales (exceplion faite peut-étre pour un ensemble dénombrable
d'intégrales exceptionnelles) n'acquiérent qu’un nombre donné n
de branches lorsque # se meut d’une fagcon quelconque sans tra-
verser les points critiques fizes.

Considérons une intégrale Y jouissant de cette propriété et
prenant en un point fixe X, (non critique pour cette intégrale)
une valeur initiale G; puis joignons X, 3 un point z par des che-
mins L quelconques ne passant pas par les points (§). Quel que
soit le point x, I'intégrale Y est supposée y prendre n détermi-
nations ¥y, ¥a, -.., ¥r- D'ailleurs ces déterminations (pour un
point z donné) varient avec C d'une maniére continue; je vais
montrer d’abord que toute fonction symétrique R des n déter-
minations ¥y, ..., ¥Ya €5t une fonction rationnelle de G.

Partons de X, avec la valeur C et parcourons entre X, et z
‘n chemins différents Ly, - .., L., de maniére a arriver en z avec
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20 CHAPITRE I.

les n déterminations différentes 3y, ..., ¥, (*). Nous appellerons
en particulier Y; la branche de Y suivie le long de L;; je dis qu’en
tout point de L;, Y; est une fonction méromorphe ou algébroide
de C pour toute valeur de C. En eflet, d’aprés les corollaires des
pages g, 10 et 15 (note), il en est bien ainsi pour les points de L;
voisins de X,. D’autre part, il n’est pas possible que Y;(C) cesse
d’étre algébroide a partir d’'un point z du chemin L;. Appelons,
en effet, C la valeur de Y;(C) en z; C est fonction méromorphe
ou algébroide de C; et, d’autre part, puisque z ne coincide avec
aucun des points (§), Y; est fonction méromorphe ou algébroide
de C pour z voisin de z; donc Y;(C) est encore algébroide au

voisinage de z. On en conclut qu’a l'extrémité commune z des
chemins L;, les fonections y,, ..., 3, de C sont toutes méro-
morphes ou algébroides quel que soit C; done la fonction symé-
trique R(z, X,, G}, qui est fonction uniforme de G, est méro-
morphe en C pour toute valeur de C; c’est nécessairement une
fonction rationnelle de C.

Ce point établi, nous pourrons toujours représenter les » déter-
minations ¥y, ..., ¥, par une relation implicite

(7) Yo+ Rumt (2, X, Q)14 ..+ Re(x, X, C) =0,

les R étant des fonctions symétriques entiéres de y,..., y,, par
suite des fonctions de z partout méromorphes (puisque uni-
formes) sauf peut-éire aux points (E), et des fonctions rationnelles
de C. D’ailleurs, pour des valeurs données de z, y, X,, la rela-
tion (7) doit définir n valeurs de G (valeurs au point X, des
n branches de I'intégrale Y). Les R sont donc, par rapport a C,
de degré n au plus.

Nous supposerons que R, dépendec de C. (Si cette condition

(') Le raisonnement deviendrait inapplicable pour les valeurs de C, corres-
pondant aux intégrales exceptionnelles définies plus haut, pour lesquelles on ne
pourrait plus obtenir les » déterminations sans faire passer les chemins L par les
points critiques fixes (§). On doit donc se demander si ces valeurs de C ne seront
pas des singularités transcendantes de la fonction R. Mais la fonction R est uni-
forme dans tout le plan, et I'ensemble des valeurs exceptionnelles de C est, par
h ypothése, dénombrable : ces valeurs devraient done étre pour R des pointsd'in-
détermination weierstrassiens, ce qui est manifestement impossible. Voir, a la fin
du Volume, la Note de M. Painleve.
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n’élail pas remplie de prime abord, on la réaliserait en changeant
Y en ¥ + const.) Posons, dans ces conditions,

(8) Ro(z‘, XD, C)=)\,

& étant un point d’un chemin L ou les déterminations de ¥ ne
sont pas nulles, point que nous commencerons par supposer fize.
Au lieu de regarder les R comme fonctions de G, nous pouvons
les considérer comme fonctions de A. Je dis que l'une quel-
conque, R;, de ces fonctions est un polynome du premier
degré par rapport @ \.

En effet, R, fonction entiére de y,, ..., ¥n, ne peut étre infinie
que sile produit A =Ry === y, ;... ¥, est lui-méme infini.

D’autre part, & une valeur de A correspond une intégrale unique
de I'équation (1) (partanl une seule détermination de R;): carla
relation (8), de degré n en G, ne fait correspondre a une valeur
de  que n valeurs de G, qui sont les n déterminations de I'inté-
grale Y au point X,.

Réciproquement, 4 une valeur de R;(x, X,, C) en un point
donné z il ne correspond qu'une valeur de 2; car, d'aprés la
méme remarque, 4 une détermination de R; correspond une inté-
grale unique de 'équation (1), partant une seule fonction R,.

R; est donc bien, par rapport & A, un polynome du premier
degré.

De cette propriété des fonctions R on conclut que la rela-
tion (7), définissant les n branches de l'intégrale Y, peut s’écrire
comme il suit :

(9) ¥+ Lo (@, Xo) + A M,y (2, X))yt e+ [Li+ AM{]y + A = o,

les L. étant méromorphes en z pourvu que z soit distinct des
points (§).

Nous avons supposé tout a I'heure que le point z était fixe.
Donnons-lui maintenant une valeur variable en laissant X, inva-
riable. Alors A est une fonction de x et de # seulement; de méme
les L et les M. Dans ces conditions, la relation (9), supposée
résolue par rapport 4 A, prend la forme suivante :

(10) N Y byt Li(2)y
M[‘_i(z.)‘),n——l L+ l\f[i(.L)}’***—l
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. Supposons maintenant que Pon effectue sur I'équation (1) le
changement de variable (10). L’équation deviendra
.dX )

(r1) %=‘P(Z‘1)\)1
® étant par rapport & A une fonction algébrique. Cette fonction
algébrique est d’ailleurs rationnelle, puisque & un systeme de va-
leurs- de = et de A (ou. R,) correspond une seule détermination

~dRy
de T
premier théoréme de M. Painlevé; élant donné que les intégrales

-.Mais alors nous pouvons appliquer a I'équation (11) le

de cette équation n’ont aucun point critique en dehors de certains
points fixes (§), 'équation (11) est nécessairement une équation
de Riccati | |

(12) Z——; = G(z)A*+ H(z)A + K(=z).

D’olt nous concluons, en définitive, que si les intégrales de
I'équation (1) n’acquiérent que n branches autour des points cri-
tiques mobiles, équation (1) sera ramenée par le changement de
variable (10) 4 'équation de Riccati (12).

Je dis qu'il r’existe qu’'un seul changement de variables (10)
ramenant Uéquation (1) a la forme (12). Supposons, en effet,
qu’'il existe une fonction XN de «, différente de A et jouissant des
mémes propriétés [c’est-a-dire ayanl ses points critiques fixes et
liée & y par une relation (10’) ou (g') de méme forme que {(10)
ou (9)] : en retranchant (¢') de (9) on trouvera que y est lide a =
par.une relation, de degré n =1 en y, dont les coefficients out
leurs points critiques fixes : les intégrales y n’auront.donc que
(n — 1) branches, ce qui est contraire a hypotheése.

Le changement de variable (10) n’étant possible que d’une ma-
niére, nous sommes assurés que nous pourrons toujours obtenir
par des opérations rationnelles les L, les M, G, H et K en fonc-
tion des coefficients de (1) et de leurs dérivées.

Demandons-nous maintenant de quelle forme doit étre une
équation (1)

dy _ P(x, y)

== T/ P et remiers entre eux
- dz = Q) Qp )
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- -
pour §u’un changement de variable

_Plzy)  —(yr+...+ Ly
T gz y) T Mpiyrla 1

[(p et g premiers entre eux (1)]

puisse la ramener 4 I'équation de Riccati (12). Je dis que P et Q
doivent étre par rapport ¢ y de degrés 2n et 2n— 2 au plus.
Il nous sera commode de remplacer l'intégrale générale A de
Iéquation de Riccati (r2) par son expression
_alz)+B(xz)h
T a(z)y+ B )k’
expression dans laquelle o, 8, 2/, §, sont des fonctions a points
critiques fixes et & la constante arbitraire. Nous aurons
h= P29 _ Pr
Bg—Bip g0’
P et g, étant, comme p et ¢, des polynomes en y, premiers entre
eux et de degré 2n; et notre équation différenticlle s'écrira

dh
==
ou
d 9
(0%
(13) Y = ,
P,
Doy “ Py

le numérateur et le dénominateur de (13) étant respectivement (2)
de degré 2 n et de degré an — 2 en y. o
Je dis que, si le numérateur et le dénominateur de (13) ad-
mettent un facteur commun [y — 8(z)], la fonction y = 8(x) est
une solution de !'équation (1). En effet (3), s1 nous remplaconsy
par 8(z ) dans la dérivée '
B s ()

oxr qi

(') Si p et ¢ n'étaient pas premiers entre eux, les intégrales de I'équation (1)
n’auraicnt pas n branches : elles en auraient moins.

(?) On vérifiera sans peine que les premiers coefficients ne sont pas nuls.

(*) On a toujours le droit de supposer que ¥ = 8(x) n’annule pas g,; s’il en

. . 1
était autrement, on changerait . en %
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. 1, - . &
nous ‘constatons que cette dérivée est identiquement nulle. Done

£ o5t constant pour y = §(z), et égal & une certaine valeur £, dc

1
lqa constante &, ce qui prouve que ¥ = §(z) est solution de 1'équa-
tione proposée. D'ailleurs, y =0(x) est une solution muliiple
ot
de (1). En effet, la dérivée -;{—]—l est identiquement nulle pour
h e

y=10(x); done y =0(x) est une racine multiple de I'égalité
&
71
brique. Reportons-nous, en cffet, & 'cxpression de

= h,. Remarquons enfin que y — §(z) est une intégrale algé-

—2rBr _plny)
2+ Py h q(r, )

et faisons-y b= hq, y = 6(x). Nous vérifierons sans peine que la
p .
JP

dérivée -7 est identiquement nulle. La solution y = §(z) vérifie

oy
o P
donc la relation -(# = o, relation qui (comme %) est algébrique
en z.

En résumé, nous parvenons i la conclusion suivante : Ou bien
U'équation (1) admet une ou plusieurs (') solutions particu-
lieres multiples et algébriques, ou bien le second membre de
(13) est une fraction irréductible. Dans ce dernier, pour calculer
les L,les M, G, H et K en fonction des coefficients de (1), il suffit
d’identifier les coefficients des numérateurs et des dénomina-
teurs (?) des équations (1) et (13).

- Alnsi se trouve démontré le second théoréme de M. Painlevé
que nous avions annoncé (p. 16). De ce théoréme il résulte en
particulier qu’en opérant tous les changements de variables de la
forme (10)) sur les équations de Riccati 4 intégrales uniformes, on
obtiendra toutes les équations algébriques (1) dont les intégrales
sont des fonctions multiformes a4 n branches. Toutes les équa-
tions (1) qui ne peuvent pas étre oblenues de cette maniére ont

(') Voir la Note de M. Painlevé 4 la fin du Volume.
(?) On commencera par les dénominateurs.
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pourintégrales des fonctions multiformesaund infinité de branches.
€Ce sera, en particulier, le cas pour 1'équation

dy
(1) L =P, »),

lorsque P est un polynome en y de degré supérieur a 2.

1V. — Remarques sur les fonctions multiformes.

Nous venons de dire que, si nous nous assignons eomme tiche
I'étude des fonctions définies par l'équation différentielle (1), nous
aurons en général affaire 4 des fonctions qui possédent une infi-
nité de branches. Cette constatation nous met dans un eertain
embarras. Il semble, en effet, que, jusqu’ici, les analystes aient
systématiquement écarté les fonctions multiformes de leurs spé-
culations. S'ils ont fixé leur attention sur quelques-unes, c’est
qu’ils savaient les rattacher a4 des transcendantes uniformes
simples (') (exemple : les recherches sur les fonctions abé-
liennes). Mais, pour ce qui est de la théorie générale des transcen-
dantes multiformes, elle est & tel point inexistante que nous en
1gnorons jusqu'a 'objet; nous n’en sommes pas, en cette matiére,
3 chercher des solutions, mais & nous demander quelles questions
nous pourrions bien nous poser.

Livrés ainsi 4 leur propre inspiration, les géométres qui vou-
draient explorer le monde des fonctions multiformes pourraient
peut-éire demander quelques suggestions a la théorie des fonc-
tions uniformes. On sait par quel artifice les analystes se sont
élevés des fonctions rationnelles aux transcendantes uniformes.
Ayant aflaire 4 des équations admellant, non plus un nombre fini,
mais un ensemble infini de racines, ils ont cherché, en premier
Lieu, 4 déterminer les points-limites de cet ensemble; en second

(') M. Poiancaré a démontré que, quelle que soit la fonction multiforme y de z,
on peut toujours exprimer & et y en fonction uniforme d’un méme paramétre &
Mais nous ne sommes qu’incomplétement renseignés sur la nature des fonctions
z(t), y(t), dont l'existence est ainsi établie. Ces fonclions sont étudiées par
M. Poincaré dans un Mémoire qui vient de paraitre : Sur Vuniformisation des
Sonctions analytiques (Acta mathematica, t. XXXTI ).
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licu, ils ont étudié la répartition, la condensation des racines
autour de leurs limites; d’autre part, ils ont examiné I'allure, le
mode de croissance des fonctions uniformes au voisinage des
points-limites de leurs zéros. On peut poser, relativement aux
fonctions pourvues d’une infinité de branches, une série de ques-
tions analogues. Comme l'ensemble des zéros d’une fonction uni-
forme, on étudiera I'ensemble des points critiques d'une fonction
multiforme et 'ensemble des déterminations de cette fonction
pour une valeur quelconque de la variable. On recherchera,
d’autre part, comment ces deux ensembles se correspondent I'un
a Pautre, c’est-d-dire comment se combinent les permutations
opérées autour des points critiques, de maniére 4 donner nais-
sance a l’ensemble des déterminations. On étudiera enfin la
croissance des diverses branches de la fonction.

Toutes ces questions, nous les rencontrerons au cours de ces
Lecons. Mais je veux faire, dés maintenant, quelques remarques
générales sur les points-limites (') des déterminations d'une fonc-
tion multiforme y(x).

Considérons un ensemble y, (z), y2(x), ... de branches de y(x),

holomorphes au voisinage d’un point z et convergeant, pour z =z,
vers un point Y, du plan des y. Supposons, de plus (*), que les mo-
dules de ces branches solent bornés également au voisinage du
point z, c'est-a-dire restent inférieurs 4 un méme nombre fixe
quelque grand que soit l'indice i. Dans ces conditions, je vais
démontrer la proposition suivante :

Pourvu que z ne soit pas point-limite de pointssinguliers(*)

(') On trouvera une étude détaillée des fonctions engendrées par ces points
dans Ja Thése de M. P. Montel ( Sur les suites infinies de fonctions) publiée de-
puis I'achévement de ces Lecons. Les fonctions-limites de variables réelles avaient
été depuis longtemps étudides par M. Arzela. ainsi que le rappclle M. Montel.

(?) Yai montré (Rendic. del Circolo mat. di Palermo, 1407) que cette sup-
position est impliquée dans I’hypothése d'aprés laquelle Z n'est pas limite de
points singuliers ou d’intersections des y .

(%) Tout point singulier transcendant doit étre regardé comme point-limite de
points singuliers algébriques. Mais la réciproque n’est pas vraie. En effet, nous
considérons comme point-limite de points critigues tout point au voisinage
duquel une inflinité de branches y, se permutent avec uvue infinité d'autres
branches; cette definition ne suppose pas qu’une infinité de branches se per-
mutent entre elles au voisinage du point considéré.
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des branches y (%) ou point-limite de leurs intersections, la

limite Y, de ces branches est, au voisinage de x, une jfonction
holomorphe de x. Les dérivées successives de Y, par rapport
a x sont les limites des dérivées successives des branches y(z).

Nous appecllerons la limite Y, branche-limite ou fonction-
limite des yi(x)- :

Soient .;H 5/-2, ... les valeurs de ¥y, ¥a, ... pour z = z; décri-
vons autour de z un cercle ¢ tel que, pour I supérieur 3 un
nombre m, les y;(x) ne présentent aucun point critique et aucun
point d'intersection & I'intérieur de ¢. Considérons ensuite une
courbe fermée y entourant le point z et intérieure a c. Je dis qu’il
existec sur cette courbe des arcs ou la différence y, ., — . est

arbitrairement petite <avec I—)- En effet, par hypothese, cette dif-
n

férence au point z sera inférieure a tel nombre ¢ que 'on voudra
dés que n dépassera un certain nombre »n,. Supposons alors que
I'on ait en tout point du contour vy, pour des valeurs indéfiniment
croissantes de n,

(15) | Frsi— yau| > e

Puisque la différence pp4— 3 devient inférieare a ¢ dans y
(pour > n,), l'inégalité (13) exige que cette différence s'annule
a l'intérieur de ¢; or, elle ne peut s’annuler, car elle me saurait le
faire qu’en un point critique ou double des y,(z): donc yppy —yn
tend bien vers zéro sur un are au moins du contour y.

Je vais conclure de la qu'au point z les différences des dérivées
SucCessives ¥, — ¥ny ¥nyi—Fns --. tendent toutes vers zéro

1

avec —-

n
Posons ¥y —yu=/Su(z) et montrons que 'on aboutit 4 une

contradiction si 'on suppose que lf,’l(z)l reste, pour des valeurs
de n indéfiniment croissantes, supérieur 3 un nombre fixe « indé~
pendant de r. Nous savons que f,(z) est holomorphe et bornée
dans le cercle ¢, en sorte que le développement

(16) Sz +n) = fulz)+ fo(z)n+...

est absolument convergent, quel que soit n, tant que |7 | reste
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inférieur aw rayon g de c. Déiignons par Ap la plus grande valeur

fn()

prise par le module lorsque 7 augmette indéfiniment.

Nous sommes certains que la série ZA,n# converge absolument
dans tout cercle de centre z intérieur a c : car, s'il en était autre-
ment, les £, (#) tendraient (pour n croissant indéfiniment) vers une
fonction qui présenterail un infini ou un point singuhier & l'inté-
rieur de ¢. Déterminons alors un nombre @ (inférieur au rayon
de ¢ et indépendant de r), tel que I'on ait, pour » assez grand et

pour |7 | <3,
|fﬁ(5) ’”(:v)

o at

st +}<|A=n+Azni+ +I<
puis prenons pour courbe v un cercle de centre x et de rayon &
. - A 1 .
moindre que 3. Comme f,,(x) tend vers zéro avec - On voit que
s1 |f,’1(z) restait supérieur a a, f,,(.z -+—71) serait, sur le contour
.. L ad . . 3
de v, supérieur a -~ et ne pourrait, par suite, tendre vers zéro en

aucun point de ce contour : ce qui est contraire au résullat oh-

tenu tout & I’heure. Nous sommes donc assurés que {f,’l(x)l est
inférieur & o & partir d'une certaine valeur de n et décroit indéfi-

. 1 , . .
niment avec ~-De proche en proche, on démontrerait qu’il en est

de méme des dérivées successives fi(z), fo(z),
Ainsi, dans le développement (16) tous les coefficients tendent

. 1
vers zéro avee —- Il en résulte que fn ou yn 4 — ¥a tend vers zéro

en tout point ou ce développement converge, c¢'est-a-dire ern tout
point intérieur a c. 1l en est de méme des dérivées ¥ 4 — Vs
.7';1+4 —y:n

Cela dit, appelons Y, Y, Y7, ... 'ensemble des valeurs-limites
des yi(2), yi(2), y¥i(2), ... en un point quelconque du cercle c.
Il résulte de ce qui précede : 1° que ensemble Y,, se réduisant
& un point pour x =z, se réduit encore & un point pour toute
valeur de z intérieure & ¢; de méme les ensembles Y|, Y7, ...;

° que les différences Y, —y,, Y, — v,, Y| — ¥4, ... tendent vers

. ] R .
zéro avec —- En particulier, si 'on appelle § et &, m, et 8,, H,
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et K, les parties réelles et les coefficients de \/——1 dans z, yuetY,
on aura

oH, . ona oK, .. 98,
05 nlzrn-o dE _‘?::]:r:nw—d_f,

On en conclut que Y, est, comme y,, une fonction analytique
holomorphe au voisinage de z =z; il en est de méme de Y/,
Y, ... et ces fonctions sont, de plus, les dérivées successives de la
fonction Y, : ce qu’il fallait démontrer.

Nous avons défini la branche-limite Y, au voisinage du point x.
Que deviendrait-elle si, nous éloignant de z, nous faisions varier z
d’une facon arbitraire?

11 est clair que, si z vient a coincider avec un point-limite de
points singuliers de branches y;(x), la branche-limite Y, (x)
pourra présenter en ce poinl une singularité (). Or, dans le cas
le plus général, les points singuliers de ¥;(z) auront une infinité
de points-limites : dés lors, quand x variera d’une maniére quel-
conque, Y, pourra engendrer une fonction multiforme Y(z),
aussi compliquée que la fonction y(2) d’oll nous sommes partis.
Parfois, au contraire, la fonction-limite Y () sera plus simple
que y(x), et c'est en ce cas qu’elle nous intéressera.

De l'existence méme de la fonction-limite Y (#) on déduira la
proposition suivante :

Si une fonction muliiforme y satisfait & une équation diffé-
rentielle

d
(17) L= f= )

o f est analytique en x et y, la fonction-limite Y satisfait &
la méme équation. '

En effet, pour toute branche Y, de Y, limite d'un ensemble de
branches 34, ..., a2 de ¥, on a les égalités

dY, dy,

e = "l.l—;nw o lim f{x, Y,) ='}i:mwf(x, Yn)

() La démonstration donnée ci-dessus cesse d’étre valable lorsque @ est point-
limite de points singulicrs ou d'intersections des y,( ). Mais on peut montrer
que, sous certaines conditions, les points. limites d’intersections des ¥, ne sont pas
points singuliers pour Y, (&) (voir le Mémoire cité plus haut p. 26, nole 2).
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Nous connaitrons ainsi une condition nécessaire pour qu’en un
point donné les déterminations d'une intégrale y(z) de I'équa-
tion (17) admetlent une valeur-limite unique ou un nombre fini de
valeurs-limites : il faudra que ’équation (17) ait une intégrale
uniforme ou une intégrale ne possédant qu’un nombre fini de
branches ('). En particulier, pour que les déterminations de y (z)
n’aient d’autre valeur-limite que 'infini (comme il arrive pour les
déterminations de la fonction inverse d’une fonction entiére), il faut
que I'équation différentielle

1
1 da P <$’ 2)
a5 e

3

admette I'intégrale particulicre 5 — o.

A ces observations générales j’ajouterai une remarque d’un
J3] q
autre ordre.

On sait comment les analystes ont pu rendre uniformes les
fonctions algébriques en les représentant sur des surfaces de
Riemann composées de feuillets superposés. Il ne sera pas difficile
d’appliquer aux fonctions pourvues d'une infinité de branches le

pphq P
méme mode de représentation.

Appelons, en effet, 1, ¥2, ... les diverses déterminations d’une
fonction multiforme en un point z. On peut, d’une infinité de
maniéres (en joignant entre eux ou a l'infini les points critiques
de ), tracer dans le plan des  un systéme de coupures tel que la
fonction y ne prenne en chaque point qu’une valeur, lorsque z se
meut sans franchir les coupures. Les coupures d,, d,, ... seront

p P y @2,
par exemple des fentes, découpées dans un feunillet plan &, et
infranchissables pour la variable z : au point z du feuillet F,
P p )
¥ prendra la valeur unique y,.
Si nous voulons maintenant permuter ¥, avec ¥., nous devrons
1Y ’
faire varier z le long d’un (2) lacet fermé L, entourant certains
points critiques z,, #i, .... Aplatissons ce Jacet de maniére

(*) Nous établirons directement l'existence d’une telle intégrale dans les
exemples étudiés au Chapitre IV.

(?) Il peut arriver que les déterminations y, et 7, s'échangent entre elles le
long de plusieurs lacets L, L', L", ... entoucant des groupes différents de points

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTIONS FONDAMENTALES. 31
a rendre infiniment petite ’aire comprise a l'intéricur de sa boucle
(sans en faire sortir toutcfois les points z,, Z2, --.). Le lacet L
tendra vers une ligne sans épaisseur, /, issue de x et parcourue
deux fois. Soit x, le premicr point critique rencontré sur cette
ligne, «', le dernier. Je prendral pour coupure , le segment de ¢
compris entre x. et z|; puis, a partir de z| je prolongerai I
jusqu’a I'infini (ce prolongement ne passant par aucun point cri-
tique) et j'appellerai ¢, le segment &, 0. Si, & partir de z, on dé-

Fig. 1.

*

crit un lacet I/ qui coupe une fois la ligne ¢, et ne rencontre
aucune coupure, ce lacet permutera les déterminations ¥, et ys.
Cela dit, considérons un feuillet plan ¥, superposé 3 ¥,. Dans ce
feuillet découpons des feptes suivant les coupures d,, da, ...;
puis relions &, a ¥, par une ligne de croisement (') placée sui-
vant ¢,. La fonclion y sera uniforme sur 'ensemble des deux
feuillets ¥,, F,. Au point z du feuillet F,, elle prendra la va-
leur )—72.

En continuant de la sorte, on obticndra une surface de Riemann

formée d'une série de feuillets &, F;, F5, ... sur lesquels y(;)

prendra les valeurs 3y, ya, 73+ ...,

critiques. On pourra raisonner sur ces divers lacets comme nous raisonnons sur L,
et faire correspondre 4 chacun d’eux une ligne ¢ suivant laquelle on ménera une
ligne de croisement reliant les feuillets ., et .§,. Ces deux feuillets seront alors
joints par plusieurs lignes de croisement au lieu d’une seule.

(') On sait ce qu’il faut entendre par 13. Considérons deux fentes superpo-
sées ¢, ¢ déconpées respectivement dans les feuillets #, et £, suivant la lignec,.
Pour joindre #, et §,, on relie par une premiére nappe le bord droit de la fente ¢
au bord gauche de la fente ¢, et par une seconde nappe le bord gauche de la
fente ¢/ au bord droit de la fente cj.
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" Or, MM. Poincaré et Volterra ont démontré (4) que I'ensemble

des déterminations y,, ¥s, ... que peut prendre en un point z une
fonction multiforme est un ensemble dénombrable. Il en résulte
qu’en définissant la suite des branches y,, ¥, ... sur la série cor-
respondante des feuillets &,, F,, ... on épuise toutes les déter-
minations de la fonction.

Ainsi, il est toujours possible de construire des surfaces de
Riemann sur lesquelles une fonction multiforme donnée peut étre
regardée comme uniforme. Il existe méme une infinité de telles
surfaces. Mais, notons-le, la définition que nous en obtenons est
purement théorique. Nous ne pouvons prévoir comment seront
agencés, dans chaque cas particulier, les feuillets de la surface et
les lignes de croisement qui les rattachent. Ce sera précisément
I'un des probléemes que nous nous poserons, lorsque nous serons
en présence d'un type nouveau de fonctions multiformes, que de
chercher & les représenter sur une surface de Riemann aussi
simple que possible et appropriée a4 lenr nature (comparer

Chap. HI).

V. — Appel a la notion de continuité.

Pour clore ces préliminaires, je dirai quelques mots d’une
méthode générale d’investigation qui me scra utile en mainte
occasion.

C’est un fait digne de remarque que, dans les différents ordres
de sciences, 'esprit humain suit une marche semblable : il part
des faits connus, puis, par continuité, cherche a s’élever de ces
faits 4 d’autres faits, voisins mais plus complexes. Ce fécond pro-
cédé de découverte, la théorie des équations différentielles ne I'a
pas négligé : elle en a condensé la vertu en trois ou quatre théo-
rémes sur lesquels nous allons porter notre attention.

Supposons en premier lieu qu'une équation (1) (page 8) ait
une intégrale particuliére, y (x,C,), exceptionnellement simple
(cette intégrale est définie par la valeur initiale Gy qu’elle prend

(1) Voir les Legons sur la théorie des fonctions de M. Borel, Chapitre IV,
et le Mémoire de M. Poincaré cité plus haut, p. 25, en note.
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NOTIONS FONDAMENTALES. 33
en un point fixe X,). Ne va-t-on pas pouvoir tirer parti des pro-
priétés de y (z, Cy) pour éiudier les intégrales voisines, ¢’est-a-dire
les intégrales qui prennent en X, des valeurs G voisines de Cy? Le
probleme revient & chercher comment varie en fonction de G Pinté-
grale ¥ (z, C) (définie par la valeur initiale C), sionlasuit lc long
d’un chemin déterminé. Or, c’est ld une question que, dans des
cas particuliers, nous nous sommes déja posée (corollaires des pages
9, 10 et 13, note). Le théoréme suivant () y répondra :

Soit L un chemin quelconque issu de X,, ne passant par
"aucun des points singuliers fizes (£), et dont aucun point, sauf
peut-étre le dernier, z, n’est point critique de y(z, Cy) (?).
Suivons sur L, a partir de la valeur initiale G, 'intégrale

¥ (z, C) et jarrétons-nous au point z :

1° 8t la fonction y(z, Co) de x est, pour x voisin de z, une
Jonction holomorphe, méromorphe ou algébroide, la fonction
¥z, C) de x et Cest pareillement, pour z et G respectivement
voisins de x et Cq, une fonction holomorphe, méromorphe ou
algébroide.

2° Si g déterminations de y (z, Cy) se permutent autour
de x (qui est alors point critique isol€), un nombre égal (q)de
déterminations de la fonction de z, y (x,C) se permuteront

auprés du point z pour G voisin de C,.

Pour démontrer la premiére partie de ce théoréme, on procédera
p p ,onp

comme 4 la page 20. On sait que la proposition énoncée est vraie

pour z voisin de X,. D’autre part, il n’cst pas possible qu’elle cesse

d’étre vraie 4 partir d’un point 2’ du chemin L; car soient Gy, ¢

les valeurs de y (2, Cp) et y (2, C) ¢ pour z et C voisins de z' et
Y y Yo Y ) p

C,, ¥ sera fonetion holomorphe, méromorphe ou algébroide de (7,

(1) Cf. les Legons de Stockholm de M. Painlevé.
(?) Si un point de L autre que le dernier était critique pour y (z, G,), cette

intégrale aurait en z deux valeurs distinctes, dont chacune engendrerait une
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroide de z et |C, lorsque z et C

varieraient au voisinage de z et C, D’ailleurs il serait toujours possible de
déformer légérement le chemin L de maniére 2 n’obtenir en z qu'une détermi-
nation de y (=, G, )-

B. 3
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cependant que C/ sera fonction holomorphe ou méromorphe de C;
donc la proposition est vraie sur tout le chemin L.

La seconde partie du théoréme est une conséquence du corol-
laire de la page 10. Appelons y la valeurde y (2, €) au point z ct
supposons que pour z =z, ¥ (z, Cy) ait ¢ déterminations con-
fondues en ;c.- Le résultat que nous avons obtenu page 11 peut
étre interprété comme il suit : lorsque les variables z, y{, z] sont
situées dans un certain domaine D au voisinage des valeurs z,
¥¢,» %, la branche d'intégrale y (z, C)= ¢ (2, ¥}, ;) qui est égale
a y,en z, admet g délerminations, et g seulement, voisines de ;CD.
Considérons ces ¢ déterminations pour une valeur fixe de G voisine
de Gy : je dis qu’elles se permutent entre elles au voisinage du
point z. Pour le vérifier, entourons x d’un petit cercley (intérieur
au domaine D) surlequel nous prendrons un point Z'. La branche
d’'intégrale y (z, Cy) a, en 2/, ¢ valeurs différentes 3¢, ,. . .,;}‘o_qqui
se permutent entre elles lorsque z décrit une fois, deux fois, ...,
g fois le contour y. D’ailleurs la premiére partie de notre théoréme
est applicable le long de y. Si donc l'intégrale y («, C) aen Z’ une
premiére valeur .;’(’:4 suffisamment voisine de ‘)7(';0,(, clle acquerra
au méme point (lorsque z décrira le conmtour v) ¢ —1 autres
valeurs respectivement voisines de y¢,,, -'-7.77’Cn.q' Fnd’autres termes,
y(z, G) admet, en z, g déterminations se permutant entre elles
autour de points critiques qui tendent tous vers z lorsque C tend
vers C,.

Il sera souvent commode de réserver le nom de point critique
sémple aux points critiques algébriques autour desquels se per-
mutent seulement deux déterminations d’une fonction : lorsque
g déterminations s'échangent autour de z, on admettra qu’ll y a
g — 1 points critiques confondus en z. Si I’on adopte ce langage,
on peut dire qu’a tout point critique z, de ¥ (x, G,) correspond
un point critique z,, de y(x, G), voisin de z, pour € voisin de C,.
Ainsi se manifeste entre les allures des deux intégrales une étroite
ressemblance,” dont on profitera pour étudier les propriétés
de y(z, C).

La comparaison de deux intégrales voisines sera surloul in-
structivelorsquel’une des deux intégrales sera une fonction connue.
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Mais c’est 13, ne I'oublions pas, un cas exceptionnel. Aussi allons-
nous, pour lirer du raisonnement par continuité tout le parti qu’il
comporte, recourir a un artifice.

Introduisons dans I’équation (1) un paramétre variable . Nous
formerons une nouvelle équation différentielle

d
(18) T =f(@ ),

qui coincidera avec 'équation (1) pour une valeur particuliére de
(par exemple p=1), mais qui, pour d'autres valeurs de
(par exemple p.—=o0), pourra éire plus simple que I’équation (1).
Si nous savons alors suivre la variation des intégrales de (18)
lorsque p varie avec continuité de o & 1, nous pourrons déduire
des propriétés de I'équation

dy
az = f(z, y,0)

certaines propriétés corréspondantes de I'équation (1). L'appli-
cation de cette méthode présentera quelquefois des difficuliés;

cependant nous parviendrons souvent & la mener 4 bout, en nous
appuyant sur les théorémes suivants (!) :

I. Soit le second membre de [’équation difjérentielle

d
(19) F‘yi,:f(z‘,y,p)

holomorphe pour |z —azo| <1, |y —yo|<py |p—po| <7
L’intégrale y, de (18) qui prend en z, la valeur initiale y, est
une fonction holomorphe de x et p. pour x et u respectivement
voisins de x, et Ho-

En effet, soit M la plus grande valecur du module de f dans le
domaine | z — 2| < 7y | ¥ — Yol <p, | ¢ — po| < 7. D’aprés le
théoréme de Cauchy (page 18), U'intégrale y, que définissent les
conditions initiales 2y, ¥, est développable par rapport aux puis-
sances de x — &, dans un cercle de rayon au moins égal a

(') Voir PoINCARE, Les méthodes nouvelles de la Mécanique celeste, p. 48
et 5g9; PicarDn, 7Traite d’Analyse, t. I1I, Chap. VIIL
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-P
r(l —e W ); d’ailleurs les coefficients du développement (fonc-
tions rationnelles des coefficients de f) sont toutes fonctions holo-
morphes de p dans un domaine firi non nul entourant g = .
On en conclut que lintégrale y, est, elle aussi, fonction holo-

morphe de p. (Cf. p. 9, note 2.)

1I. Les hypothéses de ’énoncé précédent étant supposées
satisfaites, soit y, une fonction holomorphe de w qui se réduit
& yo pour p= . L'intégrale y, de (18) qui prend en z, la
valeur initiale y, est une fonction holomorphe de z et wu
pour x et respectivement voisins de x, et o Nous savons, en
effet, que y, est fonction holomorphe de z, de y, et de g.

Du cas ou le coefficient différentiel fest holomorphe on passera
au cas ou il est méromorphe en retournant I'équation (18) et la
mettant sous la forme

L S
dy — f(z, ¥y, )

Puis, faisant le changement de variable y = z~1, on examinera le
cas ol la valeur initiale y, est infinie. Enfin on étudiera I'inté-
grale yy, non plus seulement au voisinage d’un point z,, mais le
long d’un chemin quelconque L défini comme 4 la page 33. Je me
contente d’énoncer les résultats auxquels on sera conduit [les dé-
monstrations sont identiques a celles qui ont été données aux

pages 10, 15 (note) et 33] :

HI. Supposons que f(z,y, ») admette un péle pour z = z,,
Y =2Ye B==p, el soit holomorphe partout ailleurs dans le
domaine |z —z, | <7, |y —¥0| <p, |k — ue| < <. Labranche
d’intégrale y, de (18) qui prend en z, la valeur initiale y, est
une fonction algébroide de x et p pour x et p respectivement
voisins de zq et po. Il en est de méme de la branche d’intégrale
qui prend en x, une valeur y,, fonction holomorphe de u. et se
réduisant & y, pour p.=,. Soit, d'autre part, g le nombre des.
déterminations de yy, qui sont confondues en y, pour z = z,.
Lorsque les variables z et u sont situées dans un certain domaine
au voisinage des valeurs o, o, lz branche d’intégrale y, admet
q déterminations, et q seulement, voisines de yg.
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IV. Ces divers résultats sont applicables & I'équation

1 dz 1
= e ~
5= ; zf(.z',z y.)

pour z, z, w respectivement voisins de Zq, 0, po-

V. Soit L un chemin quelconque issu de x,, Ne passant par
aucun des points singuliers fixes (£), et dont aucun point, sauf
peut-étre le dernier, z, n’est point critique de ¥ (#, Co). Suivons
sur L, a partir de la valeur initiale C, V'intégrale yu(z, C) :

1° Si la fonction de z, y, (z, C), est, pour z voisin de z, une
Jonction holomorphe, méromorphe ou algébroide, la fonction
de z, p et G, yu(x, C), est pareillement, pour z, p et C respec-
tivement voisins de z, o et Co, une fonction holomorphe, mé-
romorphe ou algébroide.

2° 8¢ g déterminations de y, (x, Co) se permutent autour

du point z, un nombre égal, q, de déterminations de la fonc-

tion de x, yu(z, C), se permuteront au voisinage du point x,
pour wu et C respectivement voisins de Mo €L Co.

Tels sont les théoremes fondamentaux qui permettent de com-
parer entre clles les intégrales de 'équation (18) pour deux va-
leurs voisines du paramétre p. Faisons en particulier p,=o0 et
considérons I'intégrale 3, (2, G) le long d'un chemin L ot y(z, C)
est holomorphe. D’aprés ce qui précéde, on peut, le long de ce
chemin, développer y, par rapport aux puissances entiéres de w.
Les coefficients du développement seront des fonctions de z qu’il
sera facile de déterminer. Posons, en effet,

VAR L T Y aEr

et substituons cette série 3 ¥ dans les deux membres de I'équa-
tion (19). Développant lec sccond membre par rapport aux puis-
sances de @, nous aurons

- df(x,y¢ 0)
du

’ ’ 0 (-’L', , O
‘?o+‘Fil“-+.-.=f(xa‘?070)“_*"[f d;O )‘?1 ]}L+

Cette égalité doit étre satisfaite quel que soit p : donc les coeffi-
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38 CHAPITRE I. — NOTIONS FONDAMENTALES.
cients des puissances semblables de p sont égaux dans les deux

membres, et Von a

!
d;f:' = f(=, v, 0),

%_df(z‘7‘?0ﬁo) +df(‘z‘)u,7(h”)
dr ~ ay 1 op !

On pourra ainsi calculer de proche en proche les coefficienls
Doy D1y P2y ooy chacun d’eux étant défini (lorsque les précédents
sont connus) par une équation diflérenticlle lindaire.
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CHAPITRE II.

CROISSANCE ET ALLURE D’UNE BRANCHE D'INTEGRALE.

Considérons un point singulier transcendant au voisinage du-
quel s’échangent une infinité de brunches d’une méme intégrale.
Pour étudier ce point singulier, il y aura lieu de traiter deux pro-
blémes distincts : 1° étude d’une branche d’intégrale isolée au voi-
sinage du point singulier; 2° étude du mécanisme au moyen du-
quel cette branche s’échange avec les autres.

C’est du premier de ces deux problémes que je vais m’occuper
dans ce Chapitre. Je me bornerai d’ailleurs a 'équation différen-
tielle

dy WPz y)

(1) E—_——Q(ﬂ?,_}’),

oi € et ) sont des polynomes par rapport 3 ¥ et par rapport a z,
et je supposerai le point singulier transcendant renvoyé a l'infini.
Je chercherai donc a étudier 'allure des branches d’intégrales (*)
de I'équation (1) lorsque le module de xz augmente indéfini-
ment (?).

1. — Branches d’intégrales a croissance exponentielle.

Soient p et g les degrés des polynomes € et 3 par rapport a y.

{!) D'ure maniére générale, j’cntends par braache d'intégrale : au sems large,
une intégrale suivie le long d'un chemin direct (voir p. 45); au sens restreint,
une intégrale suivie le long d’un chemin rectiligne (en ce cas je désignerai la
branche d’intégrale par I'expression : ensemble des caractéristigues issues d’un
point donné avec une valeur initiale donnée, voir p. 58).

(?) C'est M. Borel qui s’est, le premier, systématiquement préoccupé d’étudier
la croissance des fonctions définies par les équations différentielles [ Memoire
sur les séries divergentes (Ann.sc. de I'Ec. Norm. sup., 1899)]- — Cf. LINDELiF,
Bull. de la Soc. math. de France, 18qq.
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Je distinguerai deux cas suivant que p — g est égal 4 1 on différent
de 1, et j’examinerai d’abord le premier cas.
Lorsque p — ¢ — 1, I'équation proposée est de la forme

(2) %(aléa?y+...+a,,}'l’*l):b0—+—...—+—b,,_yl’,
les a e1 b étaul des polynomes en z. Pour étudier cette équation,
il convient encore de distinguer deux cas, suivant que le degré de
bp est supérieur ou égal, ou bien inférieur au degré de ap. Je
supposerai ici la différence u des degrés de b, et a, positive ou
nulle, et je montrerai qu’en ce cas il y a entre la croissance des inté~
grales de I'équation (2) et la croissance des fonctions entiéres une
remarquable analogie. D’ailleurs, les intégrales de (2) jouissent
d’une propriété qui nous incite naturellcment & les rapprocher des
fonctions entiéres : ces intégrales ne présentent aucun infini & dis-
tance finie. En effet, s1 'on pose ¥ = 27, on transforme 'équa-
tion (2) en

dz  —z(byz’+...+by)

dr a sl —. . .+a, ’

et la nouvelle équation n’admet d’autre intégrale nulle a distance
fiuie que P'intégrale constante z— 3! =o.
Pour étudier les intégrales de (2), nous poserons y = uv et

14
{a: ey dx

u—=-e"0"p

Placons-nous i 'extérieur d’un cercle contenant les zéros de a,
et b,, et faisons varier x sur un rayon issu de 'origine. Nous pou-

.. by 8 . : 8
vons écrire = G+ o C étantun polynowme de degré | el > une

fraction rationnelle de degré négatif ou nul. On voit alors que
lorsque le module ]x[ augmente indéfiniment le terme en x# est

b . . ,
prépondérant dans ;ﬁ; pareillement (') le terme en z#t! est pré-
. P ’

X
. b . .
pondérant dans f a—”dx. Soit gztt! ce terme : quelque pelit
0 r . B

(1) Pour le vérifier en toute rigueur, il suffit de se reporter a I'expression gé-

. b
nérale de P'intégrale de la fraction rationnelle a—"-
v
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. . .1 . e 1
que soit €, on aura 3 partir d'une certaine valeur r de z I'iniégalité

i logu

E‘ZTH-——II/\E.

On conclut de 14 que, dans g + 1 angles ayant pour sommet 1’ori-

gine et pour amplitude (IH—__:I)—“ (a élant un nombre arbitrairement

petit), le module de « augmente indéfiniment avec | x|, tandis que
dans 1 angles alternant avec les précédents ce module déeroit
indéfiniment. Placons-nous dans I'un des i —+ 1 premiers angles,
et supposons que z s'éloigne indéfiniment sur un rayon R. On
peut trouver un nombre positif k tel que P'on ait, sur R, a partir
d’une certaine valeur ' de | z |,

(3) | > eklz™,

Cela dit, revenons & 'équation (2). Nous avons posé y = uv.

r

u .
Tenant compte de la valeur de —* mous écrirons

'

o bo+... .+ b qurtort—y (a0 ...+ @, uP20pP—1)
_ .

aru ...+ aguber—!

Nous allons chercher une limite supérieure du module |¢'| sur le
rayon R.

Désignons par ¢.un nombre supérieur aux degrés de tous les
polynomes a et b, et supposons provisoirement que I'on ait 3 partir
d’une certaine valeur de |z |

(4) [uo | >z ]|o.

Dans ces conditions, lorsque |z | deviendra trés grand, tous les
termes du dénominateur de ¢ s’eflaceront devant le dernier. I)’ail-
leurs | @, | reste supérieur & un nombre fini non nul. On pourra
donc trouver un nombre posiuf £ tel que I'on ait a partir d’'une
certaine valeur v de | z | I'inégalité

(5) Module du dénominateur de ¢" > & | urer-1|.
D’autre part, quand | x| est trés grand, on a

b

I

a,

< | . futt

w
u
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et les modules des polynomes a, b sont tous mferxeuls a|z|oH,
On peut donc trouver un nombre positif A, tel que l'on ait, & par-
tir d'une certaine valeur »” de |z |, I'inégalité

(6) Module du numérateur de ¢ < &; | up—top—1ga+y+z|

Soit alors ry un nombre supérieur &+, ', 7 et tel que, pour
|z | > re, I'on ait
L3 w1

Slrl
}%lwla+2<eﬂ

Si, lorsque [z | croit & parur de ry, 'inégalité (4) est satis-
Jaite sur le rayon R, les inégalités (5) et (6) y serant également
satisfaites, de méme que 1'égalité (3). Il en résultera que

A rt1
h,y |w|a+p+2 —=—|:|
Iv |< e < |z |re
lul
Posons |z | = r, et soit ¢y la valeur que prend ¢ (sur le rayon R)
au point zy de module r,. Nous aurous
k ,‘p-+l k rp+1 _frynl

|v—v.,|<f (p—i—I)r’F-e_E dr<e_“u —e 2 .

Dés lors, si nous choisissons une valeur initiale v, satisfaisant
a I'inégalité
I
2

(7) [vo]>c+e ’

ou ¢ est un nombre positif, le module de ¢, lorsque z s’éloignera
sur R, restera compris entre les limites

A
(8) cZ|v]| <ol +e 2 .

Nous avons obtenu cette double inégalité (8} en supposant 'iné-
galité (4). Or partons du point z, avec une valeur initiale v, vé-
rifiant 'inégalité (7). A fortiori, on aura en z, I'inégalité (4).
D’ailleurs, lorsque x s’¢loigne sur R, la double inégalité (3) ne
peut cesser d’étre vérifiée tant que l'inégalité (4) est elle-méme
vérifiée. Mais, réciproquement, fant que |¢| est supérieur a c,
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[]u|satisfaisant a (3)], ona

1
|uvi> ceklz** ;

done l'inégalité (4) ne peut cesser d’éire vérifiée avant 'inéga-
lit¢ (8). On en conclut que les inégalités (4) et (8) ne cessent, ni
I'une ni 'autre, d’étre vérifiées lorsque z s'¢loigne sur R.

La persistance de la double inégalité (8) étanL ainsi établie,
nous pouvons résumer les résaltats acquis et formuler les conelu-
slons suivantes :

Appelant p une intégrale quelconque de l'équation (2), nous

pOSOllS
.l'b
f P
—dr
(9) y=uv, u=¢e“0%

et nous considérons les p 41 angles, ayant pour sommet origine,
ou 'on a, & partir d’une certaine valeur de |« |,

Bt

{ul]> ckl=y (k4 nombre positif indépendant de z).

ans I'un quelconque, A, de ces angles, nous prenons un poin
Dans Pun quelconque, A, d les, t
Z, dont le module est supérieur a certains nombres que nous avons
définis; puis, lorsque x s'¢loigne indéfiniment dans l'angle A a
partir de z,, nous considérons la branche d'intégrale y qui
prend en z, la valeur initiale y= vou(z,).

‘e a S nous avons démontr u SI LE MODULE DE LA V EUR

Cela posé, d tré que, AL

‘.
—g ol
INITIALE V¢ EST SUPERIELUR A €

, LA BRANCHE D'INTEGRALE (Q)
4, DANS L'ANGLE A POUR {Z | > ry, TN MODULE VERIFIANT LA DOUBLE
INEGALITE
Mzt ~ iyl < ehMlz™!

A et , étant des nombres positifs non nuls, indépendants de .

Ainsi, il existe une infinité de branches d’intégrales de (2) qui,
dans les p41 angles que nous avons définis, se comportent comme
des exponentielles. Ces branches ne présentent, dans les angles
considérés, ni zéro, ni péle, ni point singulier. Nous dirons que
leur croissance est du TYPE EXPONENTIEL.

Les résultats que nous venons d’énoncer supposent, on s’en
souvient, que le degré du polynome b, est supérieur ou égal aun
degré du polynome a,, en d’autres termes que wZo. Si p était
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négatif, il serait vain d’étudier, pour |z | trés grand, la croissance
des branches d'intégrales de (2) : car, en général, ces branches ne
croftraient pas indéfiniment avec | z | (du moins lorsque p<l—r).
En revanche, si I'on, connait une intégrale rationne/le Y de I'équa-
tion (2), on pourra parfois ramener le cas g <C 0 au cas p 2 0. Fai-
sons, en effet, sur I’équation (2) le changement de variable

y4Y=C:n_‘.

I’équation différentielle a laquelle satisfait ¥ admet l’intégra-]e par-
ticuliere £ = o. Elle est donc de la forme

ﬂ_ g8+ - gptr .

dx lo+ e te lp—l Lr—i

On en conclut que 'équation a laquelle satisfaii v est une équa-
tion rationnelle de la forme (2). Si dans cette équation la diffé-
rence p. est positive ou nulle, nous pouvons appliquer notre théo-
réme. Nous constatons que, dans les @+ 1 angles définis plus
“haut, l'intégrale générale se rapproche indéfiniment (lorsque | x|
va en croissant) de l'intégrale rationnelle Y. Dans ces angles la
différence » — Y est comparable i I'exponentielle e—mz“‘ﬂ, N res-
tanl compris entre deux nombres positifs indépendants de .

Il.'— Branches d’intégrales & croissance rationnelle.

Nous allons supposer maintenant que dans 'équation différen-
tielle

(10) _}”'= (f(x,_}’):b0+_,,+bpy,1
2z, ¥) ag+...+ agy9?

les degrés p et ¢ des polynomes p et ¢ ne sont pas liés par la rela-
tion p — g —1.

A. Sorr, EN PREMIER LIEU, p —¢g <1, c'EST-A-DIRE ¢ 2 p. Dans
cette hypothese, les intégrales de I'équation (10) ne présentent au-
cun infini & distance finie. En effet, sil'on pose 3 = z7!, z salis-
fait 4 une équation différentielle dont aucune intégrale (excepté
Pintégrale particuliére 2 — o) ne s’annule a distance finie. Je vais
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démontrer que, lorsque |z | augmente indéfiniment, une branche
d’intégrale quelconque de U'équation (1) crolt moins vite qu’une
puissance finie de | z|.

Pour donner un sens précis & cet énoncé il faut définir la nature
du chemin sur lequel x s’éloigne indéfiniment. Jappellerai doré-
navant chemin direct (dans le plan de la variable ) tout chemin
dont la longueur est finie ou qui est transformé, par le changement
de variable x —§~*, en un chemin de longueur finie. Plus préci-

sément, si z, 2’ sont deux points quelconques d’un chemin di-

rect L, je suppose que le rapport LI LI inféricur & un
corde x z’

nombre donné k qui conservera une valeur fize dans tous nos

calculs.

Cette définition donnée, appelons o un entier supérieur aux
degrés de tous les polynomes a et b. Je dis que, LORSQUE & §'ELOIGNE
INDEFINIMENT SUR UN CHEMIN DIRECT,; TOUTE BRANCHE D‘lNTéGRALE
DE (10) SATISFAIT, A PARTIR D'UNE CERTAINE VALEUR DE ¥, A L'INE-
GALITE

Ly <lz|>+=.

Faisons d'abord une remarque préliminaire : il n’est pas pos-
sible gu’on ait, & partir d’une certaine valeur de |z |, l'inégalité

(11) |y 1> [zlertte (2> 0)

en tout point d’un chemin direct L prolongé indéfiniment.

En effet, soient p’et ¢'les degrés (en z) des polynomes &, et ay,
et soient respectivement b, et a, les coefficients de zP’ et 29’ dans
ces polynomes. Quelque petit que soit &, on peut trouver un
nombre 7 tel que, pour |z | > ret|y|>|z|% on ait

xP yp

P(x. y) _.Z,,zp'yp
U=z, ¥)  a,z7y9

x9 yq

Des lors, sl & est extérieur au cercle S de rayon r qui a pour
bl
centre l'origine, P'inégalité (11) entraine, pour une branche quel-
conque de (10),
b
_y'I*I’_y'—— _—-p ' -9
2q

(12)

Le|x |P'—?'.
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Admettons qu’a partir d'un point x4 on ait I'inégalité (11) tout
le long d’un chemin direct L, sur lequel | x| est croissant. Appe-

lant 2z un point quelconque de ce chemin, nous aurons, si
p—q'>o0,
[ v s <k|FP | —m| < k| F — )

arexgx

k élant le nombre fixe qui fignre dans la définition des chemins
directs que nous avons donndée plus haut. Intégrons les deux

membres de (12) le long de l'arc x,z, il viendra (*)

g—p+1 a, P —g-+

5 ] Ly (@) 7 — I v(@a))o=rprt B, zp—avt— a1
[ kI3 | 5—ml.

(13)

D’aprés nos hypothéses, ¢ — p 41 est supérieur ou égal 4 1.
D’autre part, p' — g’ + 1 est inférieur a p' 41, @ fortiori a o4 1.
Donc, lorsque |#| croitra indéfiniment, I'inégalité (13) donnera

certainement, 3 partir d'une certaine valeur de |z l,

Ly @) <=,

quelque petit que soit le nombre positif ¢. D’oi il faut conclure
que I’hypothése selon laquelle Vinégalité (11) serait satisfaite, a
partir de z,, sur toul le chemin L, est une hypothése inadmis-
sible. Quel que soit le nombre positif a, il existe sirement sur L
des points de modules arbitrairement grands ol |y | S| [o+tte,
Cette remarque faite, je démontre que, sur le chemin direct L

ol |z | est croissant, il ne saurait y avoir des points z arbitraire-

(') On sait que, si I'on intégre une fonction f{z) le long d’un chemia L quel-

conque, on a l'inégalité
[ff(x)dzl<f!f(z')dxl.
L L

Je suppose, en écrivant inégalité (13 ), que w = p" — ¢’ n'est pas égal & — 1.
La démoastration subsiste d’ailleurs lorsque w—— 1, a cela prés que z'+p — zi+#

. z
est remplacé par log .
'770
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ment éloignés o I'on ait
(1) (x> = s+

Supposons, en effet, qu'il existe de tels points z. D’apres la
remarque précédente, on pourra toujours trouver sur L (si l;l est

assez grand ) des points z,, tels que r < [z, | < IEI, ol 'on aura
|7 (@) | =1yolS]aoortre (0 La<0).

Parmi ces points, appelons spécialement z, le dernier rencontré

avant d’arriver en z (lorsqu’on suit le chemin L en se diri-
geant vers l'infini). Nous aurons, en zo, |¥o| =2, [7H+2, sur

Varc z,z de L, |y ]|>|=|ot*= Dés lors, I'inégalité (13) sera
vérifiée, comme plus haut, sur 'arc z,2. Posant Pr—qg=npet
remplagant | yo | par sa valeur, on aura

Zb+1— gt I

]},(E)Q—I‘-H l < | @g Jlorwig—p+1 4 [l S 4 ek] z IHH]_

. B+ . . .
_Etant donné que 5_—{);20‘ 41, il est clair que, lorsque
1.1)‘ dépasse un certain nombre, la derniére inégalilé écrite est
incompatible aveec I'inégalité (14). On est donc conduit a2 une

contradiction si 'on suppose I'inégalité (14) vérifiée pour des

valeurs de [El arbitrairement grandes. Ce qui démontre le théo-
réeme énoncé.

B. Soir, En sEcoND LiEU, p—g>1 ou p—g2Z2. Dans cette
hypothése, les intégrales y de I'équation (10) ont, en général, des
infinis & distance finie. On ne peut donc plus, lorsque 2 s’éloigne
indéfiniment sur un chemin direct quelconque, assigner une limite
supérieure au module de y. Néanmoins, en nous inspirant de la
théorie des fonctions méromorphes, nous obtiendrons quelques
indications intéressantes sur la croissance des intégrales y.

Pour étudier ces intégrales, j’établirai dcux lemmes prélimi-
naires.

Lemme 1. — Appelons «; un infini de Uintégrale y, o un
entier supérieur aux degrés de tous les polynomes a et b. Je
dis que, si | z;| est supérieur & un certain nombre r, on peut

'
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entourer x; d’un cercle ¢; jouissant des propriétés suivantes :

1° A Uintérieur et sur le contour de c;, la branche d’inté-
grale infinie en x; a un module supérieur a |J:]°“H+“, o étant
un nombre poseif arbilrairement petit;

2° Sur le contour de c;, le méme module est inférieur a
|z ot +8, B étant un nombre positif compris entre o et 1.

Au voisinage de z;, on a I'inégalité (11)
]},|> [x]7+1+a

sur tout arc 1ssu de z;. Or nous avons vu qu’on peut trouver un
nombre 7 tel que, pour | z;| > r, inégalité (1v) entraine I’iné-
galité (12). Intégrant cette inégalité le long d'un chemin direct,
nous aurons, puisque g — p 1< o et [y (x)|{ P — o,

y-o—g— LTI (givp g | ek (p— g — 1) |Z|H| o — @],

(li) I+

ou |; IpL est la plus grande valeur de |z |* sur le chemin z;z, i la
différence des degrés p' et ¢’, et € un nombre qui sera arbitraire-
ment petit si 'on a pris » assez grand (').

Autour de x; comme centre, tragons un cercle ¢; de rayon

p = l Z; j;\u+1+a‘)(pfq7u—p.‘

' étant un nombre positif inférieur a 1. L'exposant de |2;| dans
, . L . >
I'expression de ¢ sera négatif, puisque [w]|<<e, p—g—121.
Donc le rayon de ¢; tendra vers zéro avec ||

Drailleurs, si | ;| est assez grand, nous aurons, en lout point
du chemin z;z intérieur i ¢;, les inégalités (?)

Z1+p— gl

]x—-xtl(lz.-lip)i*<| d ‘<|x—xs|(|x.-lﬁ:p)¥*,

[+

|z —ai | (2| F o< |ot]| |z — @i | < |2 — 2| (|2 | =)y

(') Voir p. 46, note.
(?) Ces inégalités s’obliennent aisément. D'une maniére générale, posons

lz—az|=|z[P*se (B>o0);
on a
P it _ - — .
gz : Z :(z—xl)z*f[x—k 2 ef‘“lxgl‘ﬁ+——~(p 2) (% 3)-67‘“’150.-|_’§+---]=
I+ @ i 1.2 2.3
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ol I'on deyra prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs
suivant que @ > 0 ou p < —1; el, d’'avire part, €tant donnée la
valeur de p en fonction de zi, on peut (quel que soit le nombre
positif &’ < ") prendre r assez grand pour que 'on ait, lorsque
|zi| >,

(1+ k) (p—g—1)p( s | = )< (| 2] — p)lorwarip=a—,
(l— gk) (P*‘ g — 1)9(|‘7"l’l$ o> (l z; I 3+ P)—la+l+a’+cc")(p—q—1)_

Interprétons alors l'inégalité (15) en supposant r ainsi déter-
miné. Un calcul facile nous montrera que I'on a, en tout point
de Ciy

(16) ’ |y |-te—at | g |~lo+aip—g- 1l
et, sur le contour de ¢;,
(17) l‘}, ]—(p—q—i) > | > |-lo+r1+a’+anp—q—1)
Sil'on a pris «, o/, a” assez pelits pour que
a < & B=a'+a"<1,

on conclura de ces deux derniéres inégalités que le cercle ¢; satis-
fait bien aux conditions posées par 'énoncé du lemme. _

Or, remontons le fil de notre démonstration. Nous venons
d’établir que, lorsque x s’éloigne de z; dans ¢;, aussi longtemps
que l'inégalité (11) est vérifiée, il cn est de méme des inédga-
lités (15), (16), (17). Je dis qu'aucune de ces inégalités ne peut
cesser d’étre vérifiée dans ¢;. En effet, supposons que l'inéga-
lité (11), satisfaite sur I'arc z;2', cesse de I'étre au point 2'; sar
larc z;2', on aura 'inégalité (16), laquelle entraine, a fortiort,

w étant un angle réel. Donc, si [z | est assez grand, le module du second membre
sera sirement compris entre les limiles

e — | afe[s— B2 o], e — e [ B2 ]

et, a fortiori, entre les limites

Jp— 2]+
2

EREA B 2. pte ),

d’ol I'on déduira les inégalités écrites.

B. 4
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I'inégalité (11); donc cette derniére est nécessairement satisfaite
sur un arc plus grand que x;2’. Le premier lemme est donc com-
plétement démontré,

Nous avons supposé, toul & l'heure, la valeur initiale y(x;)
infinie. On voit sans peine que cette hypothése n'est pas indispen-
sable; il suffirait de modifier légérement les formules écrites pour
appliquer la démonstration précédente au cas ol, au point z;, on
a seulement l'inégalité

(18) \y(z)| > |z | 1+y avec v > B
Je puis donc énoncer le lemine suivant :

Lemme II. — Soit une branche d’intégrale y qui satisfait
en un point z; a U'inégalité (18). 8 |z;| est supérieur @ un
certain nombre r, on peut entourer x; d’un cercle c; de rayon

p= I _z‘l’ [—10‘+l+a’)(p——q—1)~p (x' < @ — !1),

a Uintérieur duquel |y| est supérieur & |z |oHita er sur le
contour duquel |y | est inférieur a [z |9H+8 (a << B < y).

On en conclut de 1a que la branche y devient nécessairement
infinie & l'intérieur de c;. En effet, lorsque |y | croit depuis
| ¥ (2;)] jusqu’a I'infini, le point z, variant a partir de z}, ne peut
sortir de c¢}; il décrit un chemin / aboutissant ¢n un point z; inté-
rieur i ¢;. Tragons le cercle ¢; relatif a ce point #; (en appliquant
le premier lemme). Le chemin / sera tout entier contenu dans c;.
Donc z; est a l'intérieur de ¢;.

De ces divers résultats nous déduirons le théoréme suivant :

Soit x un point quelconque extérieur aux cercles c¢; décrits
autour des infinis x; d’une branche d’intégrale y. Pourvu que
| z | dépasse un certain nombre fini r, la branche d’intégrale
considérée satisfait a l'inégalité

y(z)| <|z|o2.

En effet, d’aprés le second lemme, tout point z; ot cette inéga-
lité n’est pas satisfaite est intérieur 4 un cercle c;.

Quelle est la portée du théoréme que nous venons d’énoncer?
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Il est clair que ce théoréme ne nous intéressera qu’autant qu’il
existera des points z extérieurs i tous les cercles ¢;. Nous sommes
ainsi condunits 2 étudier plus en détail les cercles ¢; et leur distri-
bution.

En premier lien, je dis que la branche d’intégrale qui est
infinie en z; ne présente pas, & U’intérieur de ¢;, d’autre irnfint
que x;.

Pour le démontrer en toute rigueur, nous introduirons dans
l'équation (10) un paramétre variable w (conformément a la mé-
thode exposée au Chap. I, § V).

Considérons ’équation -

bpyr+ H(bp—i yPlg L+ by)

(19) Y= ag ¥+ H(a,]_,‘y’l‘l+...+ ay)

et faisons varier u de o a . D’apreés notre premier lemme (*), la
branche d’intégrale y, de (19) qui est infinie en z; satisfait (quel
que soit 1) a l'inégalité (16) dans ¢; et a P'inégalité (17) sur le
contour de ¢;. D’ailleurs, ancun point de ¢; ol yy est finl ne peut
étre critique pour cette intégrale. En effet, nous supposons r asscz
grand (p. 45) pour que |z|> r et || > | = |° entrainent

P(‘Z!y) ZP ’ , . ,
Lk A Y ] o'—q’ yr—q |,
Qla,y) @, r | <l

Donc U'intégrale y satisfait & cette inégalité dans c;. Dés lors, a
U'intéricur de c;, Q(z, ¥y) ne saurait s’annuler pour aucune valeur
finie de y .

Nous concluons de la que les théorémes du Chapitre I (§ V)
sont applicables a I'intérieur et sur le contour de ¢;. Si, pour une
valeur o de u, ¥y n’a qu'un infini dans ¢;, elle n’en aura encore
qu’un pour les valeurs de . voisines de po. Or, nous savons que,
lorsque w est nul, I'intégrale y, n’a dans ¢; qu'un infini z;; sup-
posons que, pour u =1, elle en ait plusieurs; alors, i1l devra
exister des valcurs p'de u(o <C|uw'| <<1) pour lesquelles yy aura
un ou plusieurs infinis sur le contour de ¢;; mais, d’aprés I'iné-

(') La valeur que nous avons assignée au rayon p de ¢; ne dépend que des
exposants p, g, p’, ¢', ¢; elle est donc indépendante de p.
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galité (17), cette circonstance ne peut s¢ présenter; donc.l’hypo-
thése faite est inadmissible.

- D’ailleurs, d’aprés ce que nous venons de dire, la branche
d’intégrale infinie en z; ne présente aucun point critique
dans c;, sauf peut-étre au point z; lui-méme. Le point z; sera
critique si p — ¢ 23; il permutera p — g — 1 déterminations.

Des propriéiés des cercles ¢; que pouvons-nous conclure rela-

tivement a leur distribution dans le plan de la variable z?
- Si l'intégrale y qui est infinie aux poinis Ty, Tay -+ .y Tiy ...
était une fonction uniforme de x, nous pourrions affirmer que
les cercles c; relatifs aux points z; seraient tous extérieurs les
uns aux autres (du moins pour |z:| > r).

Appelons en effet o, un nombre positif inférieur au nombre a
qui figure dans 'énoncé du premier lemme, et appliquons de nou-
veau ce lemme, en remplaqant a par.dy, ?x par o : on peutentourer
le point z; d'un cercle ¢/ tél que l'on -ait, dans ce- cercle,
by | > |z |etite, et sur son eontour | .| < |z [7H+%. Le cercle ¢},
est concentrique au cercle ¢;,.mais de rayon plus grand; comme ¢;,
il ne contient d’autre infini. de 3. que le point z;. Dés lors, si le
cercle ¢; relatif & z; coupait le cercle ¢;, il couperait nécessal-
rement le contour de ¢;. Il y aurait donc un arc de} ¢; Intérieur
a cj sur lequel on devrait avoir (premier lemme)

I}/IP> lxl’ﬂ'l"'“,

ce qui n’est pas possible, d’apreés la définition de ¢; : on en conclut
que les cercles ¢; et ¢; ne se coupent pas. o )

JLes choses se passent autrement lorsque Vintégrale y est une
fonction multiforme; il peut arriver alors que toute valeur de x
soit intérieure a un ou plusieurs cercles ¢;. Mais nous pourrons
néanmoins ramener ce cas au précédent, a4 condition de faire
varier £ non plus sur un plan, mais sur une surface de Riemann.

Jai rappelé (p. 31) qu'on peut toujours regarder ¥ comme fonc-
tion uniforme d’un point mobile sur une surface de Riemann;
§u‘rfac‘e formée de feuillefs superposés sur lesquels on a tracé
un certain nombre de fentes (coupures) et que relient entre eux
des hignes de eroisement menées suivant certaines coupures. - -
51 p—g <3 les points z; sont, nous Pavons dit, des points

ordinaires de y : on peut alors disposer des coupures de maniére
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qu’elles ne’ pénétrent pas dans les cercles ¢;. Si p—g23,
P — g —1 déterminations se permutent autour de z;; la surface
de Riemann a, par.suite, au voisinage de z;, p — ¢ —1 feuillets
reliés entre eux par des lignes de croisement issues de z;; d’ail-
leurs, nous pouvons toujours disposer de ces lignes de croisement
de maniére qu’au voisinage de z; elles coincident avec un méme
rayon du cercle ¢;. Dans I'un ou 'autre de ces deux cas, le raison-
nement de la page précédente est applicable a la surface de Rie-
mann. 1l établit que, sur cette surface, les cercles ci relatifs aux
poinis x;sont Ltous extérieurs les uns auz autres (du moins peur
o] >r).

Nous voici maintenant en état de tirer de la proposition de la
page do toutes les canséquences qu’elle comporte.

Etant donnée une branche d’intégrale quelconque de lequa—
tion (10), regardons-la comme fonction uniforme d’un point
variable sur une surface de Riemann. Sur cETTE SURFACE IL EST
TOUJOURS POSSIBLE DE TRACER DES CHEMINS DIRECTS §'ELOIGNANT IN-
DEFINIMENT ET NE PENETRANT DANS AucuN cERCLE ¢; [il suffit (1)
de faire passer les chemins entre les cercles ¢;]; Ex TouT POINT DE
CES CHEMINS, ON A, A PARTIR D'UNE CERTAINE VALEUR DE |2 |, L' INE-

GALITF
|y <] z|ore,

ol o désigne un entier supérieur aux degrés de tous les coeffi-
cients @ et b de I'équation (10). La propriété, démontrée sur la
surface de Riemann, subsiste d’ailleurs, bien entendu, si l'on
regarde les chemins considérés comme des chemins plans.

En quoi ce résultat distingue-t-il Péquation (10) de 'équation (2)
étudide au paragraphe‘précédeut? Nous avons obtenu des inté-
grales de (2) qui croissent plus vite qu’une certaine exponen-
tielle c““"“‘(si p>>o) quand z s’éloigne indéfiniment dans certains
angles A [d’ailleurs’le rapport de l'aire totale des angles A a l'aire
d'un demi-plan est unnombre (1 — x) arbitrairement voisin de 1];
c’est pourquol nous étions convenus de dire que la croissance des

(Y) On partira d'une droite et I'on remplacera tout segment intérieur a un
cercle ¢; par Ie plus petit arc dL €; qui sous- tend ce segment. Le chemin atosi
obténu sera surement direct.
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intégrales de (2) est du type exponentiel. Au contraire, nous
constatons que les intégrales de (10) croissent moins vite qu'une
puissance finie de |z | lorsque z s’éloigne indéfiniment sur un
chemin, qui est assujeltl (sip—¢22) & ne pas pénétrer dans
certains cercles ¢;; d’ailleurs, lorsque les cercles ¢; sont infiniment
éloignés, leurs rayons deviennent infiniment petits, et il serait
facile de démontrer que le rapport de I'aire totale des cercles ¢;
4 Paire de la surface de Riemann sur laquelle ils sont tracés est
¢gal a 0. C'est pourquol nous conviendrons de dire que la crois-
sance des intégrales de (10) est du TYPE RATIONNEL.

Nous obtenons ainsi une premiére indication sur les intégrales
de l'équation (10); mais c’est une indication bien vague encore.
Ainsi, nous avons trouvé une limite supérieure (') du module
de y, mais pas de limite inférieure. Il y aurait donc lieu de pour-
suivre I’étude que nous venons d’ébaucher, et peut-éire convien-
drait-il, pour la pousser plus avant, de particulariser le probléme.
On ferait certainement ceuvre utile en entreprenant une série
d’études monographiques sur I'allure des intégrales des divers
types simples d’équations (1). On obtiendrait ainsi de précieux
renseignements sur la nature des fonctions qui satisfont a ces
équations et sur les complications qui s’introduisent lorsqu’on
éléeve les degrés des coefficients. C'est ce dont nous allons nous
rendre compte en traitant ici méme quelques-uns des cas les plus
simples.

IIl. — Léquation y'+ Ag+ Ay + A2+ Ayp?=o0:
Premier exemple.

Considérons I'équation

{20) Y+ Ao+ Ay + Ay yi+ Ay yi=o,

(1) C’est dans le cas ou les branches d’intégrales » augmentent indéfiniment
(quand z s'éloigne vers 'infini sur certains chemins directs) qu’il est intéressant
de connaitre une limite supérieure de |y |. Si les branches y, au lieu de tendre
vers linfini, tendaicat vers une valeur finie A, on pourrait leur appliquer les
résultats des pages précédentes, & condition de faire le changement de va-

riable » — A = y—'. On verrait alors que

1 . .
< Croit moins vite que | & |7+,
.
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ou les A sont des polynomes en z. Pour étudier en détail la crois-
sance des intégrales de cette équation, il y aurait lieu de disinguer
un grand nombre de cas et de sous-cas :

I. Supposons d’abord que Ay—= A== 0, et soient m, et m, les
degrés des polynomes A, et A, Les intégrales de I'équation

(21) YAyt Asyi—=o
ou de I'équation transformée

y =z, 2z = Ayz+ Aj

sont, au point de vue de la croissance, du type rationnel. Admettons
a priori (cc qu'il faudra ensuite vérifier) que les intégrales s
deviennent infinies comme une puissance déterminée z* de z, et
cherchons quelle devra étre, dans cette hypothése, la valeur de <.
Les termes 23’y A5, Ay deviendroat respectivement infinis comme
2¥T, 2™t 2™, Puisque ces termes doivent se détruire, il faut
que deux des trois quantités 27 —1, my—+ 1, m, soient égales
entre elles et supérieures ou égales 4 la troisieme. D’ol les cas
sulvants :

2T —1 = m3> my+ 1. Ce cas se présentera si my> ama—+1.

2T — I = my +7T > ms. ) .
Ces cas se présenteront si my; < 2my—+ L.
myg—+T=nmz > 27— 1.

- W e

2T — 1 = m3 == my~+ 1. Ce cas se présentera si my = 2ms+1.

1 y aura lieu, si I'on entreprend une étude compléte de I'équa-
tion (21), de considérer séparément ces différents cas et peut-étre
de les subdiviser.

Il. Supposons en second lieu que Ag=o0, A% 0. Le. degré

de A, étant positif ou nul, les intégrales de 'équation transformée
y=31, 23 = A 132+ Aez + A3

scront du type exponentiel. On pourra leur appliquer les résultats
obtenus au premier paragraphe de ce Chapitre.

III. Supposons enfin que A, ne soit pas identignement nul. Les
intégrales de (20) seront alors du type rationnel. Mais il est &
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prévoir que la croissance de ces intégrales offrira plus de compli-
cations que celle des intégrales de ’équation (21). Les circon-
stances les plus diverses pourront se présenter dans ce cas.
La discussion compléte dela croissance des intégrales de I'équa-
“tion (20) serait, on le voit, longue et laborieuse. Je me bornerai 3
Iétude de I'équation (21), en supposant d’abord my; > 2m,+-1,
puis my<C 2my—+1. Je vais calculer, dans ces deux cas, non plus
seulement une limite supérieure, mais une valeur approchée
des branches d’intégrales en un point quelconque du plan
des x.

Premier Exemrir. — Allure des branches d’intégrales de
Uéquation

(22) 2z = Ayz + A,

lorsque les degrés m, et my de A, el Ay satisfont a 'inégalite
my; > amy—+1, c’est-a-dire my;Z 2 m,+ a.

Posant z ==\/{, nous pouvons encore écrire Iéquation (22)
sous la forme '

(23) ’ U'=2Ay/7 + 24,

Nous tracerons autour de l'origine un cercle S ayant un grand
rayon r (la valeur de r sera déterminée par diverses conditions
énoncées au cours de la démonstration), et nous considérerons
une branche d’intégrale t qui admetle pour point critique un
point z, de module supérieur a r.

Soit 22 1e coefficient de s dans A ;. Nous choisirons /- de maniére
2
que l'on ait, lorsque |z | > r,
& my E
my+ §< T—1+§
(24) |2As— azzms| <]z |m—tre |24 < | 2| Sz s

et, lorsque |z|<=r,

mg 3

(25) | 2A;— @szms | < pms—i+E, . |24, §rT— i

, . . - ) SRV
e ¢tant un nombre qui sera arbitrairement petit avec o Suivons

alors { & partir de z,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CROISSANCE ET ALLURE D' UNE BRANCHE D'INTEGRALE. 57

1. Au point z,, z=1y/% est nul. A partir de z,, faisons croiire
z indéfiniment sur un chemin direct L. Tant que l'on a sur L
I'inégalité
(26) ]C|<lz—]m,+1+e,
on a, d’aprés (23) et (24),

1
my— —+E
|0 — arzms| < 2|z :

et par suite, en intégrant,

1
~s+E
2s (st — s+ 1) <zk|x|m' P e— 2y,

(27)  |&(2)—

my—+1

% étant le nombre fini qui figure dans la définition des chemins
directs (p. 45). Il est clair que, si l'on a pris assez grand le
rayon r de S, V'inégalité (27) entrainera a fortioril'inégalité (26),
quelque grand que soit |z |. Un raisonnement auquel nous avons
déja eu deux fois recours (') prouve alors que l'inégalité (27) ne
cesse pas d’étre satisfaite lorsque z s’'éloigne indéfiniment sur le
chemin L.

2. Faisons maintenant décroftre z i partir de &, sur un chemin
direct L intérieur au cercle 2 qui a pour centre 'origine et pour
rayon |z, |. Tant que 'on a sur L l'inégalité

(28) lt‘ <“”ll'"’+’,+51

on a
oy tes
It'*agz""ﬂ(zl-’h[ o,

et, en intégrant,

1
a my+-+€
3 (gt —zmty < a k|| T,

(29) ) — o

Or, si r est assez grand, l'inégalité (29) entraine a férliori
‘Tinégalité (28) lorsque |z ] > r. On en conclut que I'inégalité (29)
ne cessc pas d'étre vérifice sur le chemin L, a I'intérieur de Z.

(') Voir p. 42 et 4g.
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Nous interpréterons les deux inégalités (28) et (29) en énon-
cant la proposition suivante :

Quelque petit que soit 3, on peut trouver un nombre r tel que
la branche d’intégrale §, qui s’annule en un point critique x,
de module supérieur & r, soit donnée sur tout chemin direct
croissant issu de x, par U'égalité

a a m - a
(30) c:m3:—1(1+7).xm’+1—;3i—1x’a“’ ou Jx1<8,

et sur tout chemin intérieur a X par U’égalité (1)

a a
(31) c — 3 Mt 3
mg -1 mg—+1

(14 a7, on 17 <8

3. Les égalités (30) et (31) nous donnent, pour toute valeur
de x, une valeur approchée de la branche d’intégrale { de (23).

Pour caractériser cette branche avee précision, nous allons
encore nous demander ot elle présente des points critiques pou-
vant la permuter avec d’autres branches.

Je désignerai dorénavant par le mot caractéristique une branche
d’intégrale suivie, 4 parlir d’'un point et d’une valeur initiale
donnée, le long d’un chemin rectiligne. Parlons, par exemple, du
point x, avec la valeur §, = 52 définie tout & ’heure et suivons
I'intégrale { le long d’une droite issue de z,. Lorsque cette droite
tourne autour de z, et balaye le plan des x, nous obtenons ce
que j'appellerai {’ensemble des caractéristiques issues de x, avec
la valeur initiale {,. Demandons-nous combien nous rencontre-
rons de points critiques sur cet ensemble de caractéristiques.

En tout point critique, § esL nul. Or, il résulte des égalités (30)
et (31) que les caractéristiques { ne sauraient s’annuler qu’au voi-
sinage des (mg— 1) racines de I'équation algébrique

gyl — z-’l"ﬁ-i.

Soit z,; 'une de ces racines. Entourons-la d’'un cercle ¢ de
rayon p=|z,|'~F, § étant un nombre positif quelconque inférieur

(') D’aprés cette ¢galité, la valeur de la branche L & l'origine croft indéfini-
ment lorsque x, tend vers I'infini.
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a 1. Je dis que, dans le cercle ¢, Uensemble des caractéristiques
considérées présente un point critique et un seul.

En effet, pour [.Z' —z, I: o, on a (') (sl r est assez grand)
Ixm,+l__$'1nz+1l>P(m3+l)(|x1I__p)m,,

limite supérieure qui (d’'apres la valeur de p) sera clle-méme supé-
rieure & (m;+1)| 2z, |+ B¢, ou ¢ est arbitrairement petit si |z, |
est assez grand. D’autre parl, la branche d’intégrale que je con-
sidére satisfait, dans ¢, 4 I'inégalité (30) on (31); pour obtenir sa
valeur sur le contour de ¢, je n’ai qu’a partir de x, eL & me rendre
en ligne droite a ce contour. En tout point du chemin ainsi suivi,

| z| reste compris entre [Ea¥} et M il résulte alors de (27)
2 2

et (29) que les v et v’ des égalités (30) et (31) ont des modules

1
- f, . s —54‘5
inférieurs a | z, |

. On en conclura <puisque B< 1) que, sir
2

est assez grand, les termes en vy el v/ sont négligeables dans (30)

et (31) sur le contour de ¢; par conséquent, { satisfait sur ce con-

tour a l'inégalité

as (gt — 27t

2(my—+1)

| ces ’
> | > Ly e
et ne peut s’y annuler.
Le résultat que nous obtenons ainsi en étudiant I'équation ¢23),
. e oy . . “y. .
nous V'aurions aussi bien obtenu si nous avions considéré I'équa-
tion

_ A
U= azzms+ g (?s/t + =2 —0—3-75"">7

ol p a une valeur quelconque comprise entre o et 1. Or,
pour p = o, P'intégrale { qui prend en z, la valeur £, a un zéro et
un seul a intéricur de ¢. On en déduil (en raisonnant comme
i la page 51) qu’il en est encore ainsi pour w ==1. ¢. Q. F. D.
D’ou cette conclusion : f’ensemble des caractéristiques issues
de zo avec la wvaleur T, présente m; -+ 1 points critiques,
Eyy aery Ty, respectivement voisins (d’autant plus voisins que le
module initial |{o| est plus grand) des racines de l'équation

(') Cf. plus haut, page 48, note 2.
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™ — g™+ Supposons que nous menions des coupures joi-
gnant a U'infini les points &y, ..., £, : S NOuUs assujettissons z
a ne pas franchir ces coupures, I'ensemble des caractéristiques
considérées constitue une branche d’'intégrale uniforme dans
tout le plan. Nous avons calculé une valeur approchée d’une telle
branche en tout point du plan; nous avons déterminé le nombre
et la situation approximative de ses points critiques : il restera
4 examiner par quel mécanisme on peut de cette branche déduire
successivement toutes les autres branches d’'une méme intégrale.
C’est 12 une question dont nous nous occuperons ultérieurcment.

V. — Deuzxiéme exemple.
Allure des branches d’intégrales de ’équation
(22) 25 = Agz 4 Ay

lorsque les degrés my et m, de A, et A, satisfont @ U'inéga-
lité my<< amo—+1 ou myS 2am,.

Posant
x
P(z):f Ardz, =P8,
]

nous pouvons écrire 'équation (22 ) sous la forme

(32) =

oi P est de degré m,~+ 1. Soient, respectivement, @z™: et bx™+!
les termes de plus haut degré dans les polynomes A; et P. La va-
leur des coefficients @ et & étant sans influcnce sur les calculs que
nous allons faire, je supposerai, pour simplifier I'écriture, que
a—=b—i1.- : '
Considérons un cercle S de centre o dont le rayon » sera déter-
miné par diverses conditions posées au cours de la démonstration.
Nous allons étudier la branche d’intégrale § qui, en un point
donné x, extérieur & S, prend une valeur initiale que je dési-
gnerai par C™t et que je supposerai plus grande que 2™+,
Nous choisirons r assez grand pour que 'on ait; en tout point z
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extérieur 4 S,

1 -1
IP(-’IJ)—Z""!'*" |<r ?lem,+i7 IAB___z-m,I <r é ].’L‘ [
et, a I'intérieur de S,
_1 —1
IP[<(I+I‘ 2),-m,+1, lA;I((l—i—l" ‘—’)r"‘:.

Suivons alors § 4 partir de z,.

1. En premier lieu, je considérerai la branche 0 & {’intérieur
d’un cercle T ayant pour centre l’origine et pour rayon

1
,.!Hm,—+1)l C [
L’équation algébrique
P(x)+ Cmat+1—= o

a ma,—-1 racines qui, si r est assez grand, -sont respectivementl
trés voisines des m, -1 zéros de ™+ 4 Gt | Entourons chacun

N . |
de ces zéros d’un cercle ¢ de rayonp=2r T| C|. A I'extérieur des
cercles ¢ et de S, on aura (quand r sera assez grand)

1 )
| P+ Cina+1 | > I xhatl Gyt j—r 2 ix lm,+1

et(‘)l _ _

| @kt 4 Comett | > o (my 1) (| G| — p)ma+t
-1 _iN\m,
>a(my+3)r ‘(l——zr ‘) | G [rmat1,

D’autre part, # étant intérieur i X,
2
g

1
ra|mt L p 3| C ettt

On conclut aisément de la que l'on peut toujours prendre
r assez grand pour que I'on ait, lorsque z est compris entre S et Z
et exiérieur aux cercles ¢,

s .
(33) | P o Gt | > r % | C|mat,

(') Voir.page 48, note 2.
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D’ailleurs, cette inégalité (33) continue a étre vérifiée lorsque z
pénétre dans S, puisque, dans S,

-1
2
|Cm,+l l_|P|>|Cm,+£ I <l—-i~—>

Cela posé, suivons, a partir de xy, un chemin direct L intérieur
4 X et extérieur aux ¢. Tant que I'on aura sur ce chemin

1
(34) [8(@)— Cmatt | < 7 2| Cmt,
on aura, d'apres (32),

| Aa| <
| P+ Cma+i | i I 6§ — Gmat+! ] _

[91<

et, en intégrant de z, 4 z,

klo—z.||X,C-m—1}

[8(z) — Gmatt ] <

b

17\‘,1 étant Ja plus grande valeur prise par |A,| sur [, et k& étant
le nombre fini qui figure dans la définition des chemins di-
rects (p. 45). Or, si Ion se reporte aux inégalités auxquelles
satisfait A, et a la valeur du rayon de X, on voit que

1

— 1y T 1
Tl < (i 7 2) AeB jom |, 2y | <2 rP 0 | G
on aura done, puisque my<2my,

1

—_— 1 2my+1
2(1+r 2)1( g —
S Y LT T

(35) |8(z) — Cmat1 | <

I—r *

Cette inégalité est satisfaite sur le chemin L tant que I'inéga-
lité (34) est elle-méme satisfaite. Or, si r est assez grand,
(35) entraine a fortiori (34). On en conclut que les deux inéga-
lités ne cessent pas d’étre vérifiées sur L. Nous pouvons donc
énoncer la proposition suivante :

Soit une branche d’intégrale z de I’équation (22) qui, en un
point z, de module supérieur & r, prend une valeur initiale
zo=P(z,)+ 0, telle que 8| > armtt. On peut choisir r assez
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grand pour que, le long d’un chemin direct quelconque inté-
rieur a = et extérieur aux cercles ¢, la branche s soit donnée

par Uégalité (1):
(36) 2= P(@) - 8(14+7), |y|<r .

2. Considérons maintenant la branche z a 'extérieur du cercle 2
Nous partirons d'un point 2, du contour de X, oi § prend la va-
leur §,. Comme z satisfait en z, a I'inégalité (36), |8,] est inférieur
a 2| 60 | == 2| G|+, D'ailleurs, pour x extérieur a Z, on a

|x|m,+1> ,-8 IClln,+l> |6 '

Dés lors, si 'on pose

on aura, au point zy,

[P+6[>(I——rﬁ%)lx]’"r‘"—]()]>(1—a:)|x|”lx+1.

Cela dit, suivons, a partir de #,, un chemin direct L s’éloignant
indéfiniment. Tant que 'on a sur ce chemin

1
(37) [0]<ar ®[z|mt,

on aura, d’aprés (32
3 P 7

-1
(l—+— r 2) ,zlrn,—(m,+l) .
| P 0] 1—a ’

d’ol1, en intégrant et nous rappelant que m;Sam,,

k(|—+—r %)

—a

(38) 16—8,]|< [z |

Cette inégalité entraine a fortiori (pour z extéricur a X et si r
est assez grand) I'inégalité (37). 1l en résulte qu’elle ne peut pas
cesser d’étre satisfaite lorsque z s'éloigne indéfiniment sur le
chemin L.

On conclura de 1 que, lorsque x s’éloigne indéfiniment sur
un chemin direct, la branche d’intégrale z est donnée par
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Uégalité
(39} z:(1'+Y)P(z)—+—0,

ou l'on a
1
Ivl<l=z[?,
si r est assez grand.
~ En résumé, les formules (36) et (3g) donnent (1), sur tout che-
min direct croissant ou décroissant et exiérieur aux cercles ¢, une
valeur approchée de la branche d’intégrale z issue de x, avec la

valeur iniuale P + 0,. La branche considérée ne peut présenter
des points critiques qu’a I'intérieur des cercles c.

(') Le module de la branche d’intégrale z devieat infini (avec |2|) comme
] & |+ Nous nous trouvons donc en présence du troisiéme des quatre cas dis-
tingués & la page 55, savoir : at —1=m,+ 7 > m,;. Quand donc se présentera
le quatriéme cas (m;-+ 1t = my;> 27 —1) qui, comme le troisiéme, doit se ren-
contrer pour m,< 2m,+1? En poursuivant I’élude de l'équation (22), on ré-
pondrait sans peine d cette question. Considérons la droite joignant & I'infini un
point critique @,, et suivons sur cette droite les deux ecaractéristiques issues
de z, avec la valeur critique o. De ces deux caractéristiques, I'une seulement
devient infinie comme | z, |™*' : c’est de celle-13 que nous venons d’étudier la
croissance. Si nous voulions étre complets, nous devrions encore étudier la se-
conde caractéristique et nous nous trouverions alors en présence du quatriéme
cas : m,+T=my>2T —I.
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CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS.

* Nous avons déja établi des distinctions entre les points singuliers
de I'équation

d
o) ly _ Pz, 5)

dz — Qz, y)’
oi P et Q sont des polynomes en y. Parmi ces points singaliers,
les uns sont algébriques et mobiles [c’est-a-dire varient avec la
valeur initiale y, que prend une intégrale quelconque de I'équa-
tion (1) en un point z¢], les autres sont fixes et, en général,
transcendants. C'est sur ces derniers points que nous allons, dans
ce Chapitre, fixer notre attention.

Les points singuliers transcendants sont, pour M. Painlevé, de
deux sortes : ou bien la fonction qui présente en un point X une
singularité transcendante devient indéterminée lorsque la variable 2
tend vers X sur un chemin quelconque; ou bien cette fonction
tend vers une valeur déterminée Y: Dans le premier cas, le point X

est dit poine singulier essentiel : tel est le point # =— o pour la
1

fonction e*, Dans le second cas, le point singulier est appelé point
transcendant ordinaire : exemple, 'origine pour la fonction log«,
qui, en ce point, a une valeur déterminée égale 4 l'infini ().
Nous allons nous placer ici a un autre point de vue, et donner
des points transcendants une classification un peu différente.
Nous savons qu’au voisinage d’un point singulier transcendant X
il s’opére, en général, une infinité de permutations. Voici, d'une
fagon précise, ce qu'il faut entendre par la. Considérons un

(') Au sujet de ces définitions, on consultera avec profit la Notice sur les
travaux scientifiqgues de M. Painlevé. Gauthier-Villars, 1goo.

B, 5
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point z voisin de X et I’ensemble des valeurs y que prend au
point z la fonction y(z). Soit, d’autre part, v un cercle de rayon
arbitrairement petit entourant le point X et zo une droite (ou
ligne) joignant z 4 un point du contour y. Nous supposerons
que x décrive un lacet L ainsi composé : le segment Zx, puis un
chemin fermé quelconque intérieur 4 v, puis le segment ax. Si,

partant avec une valeur initiale y, (prise dans ’ensemble _y) et
décrivant tous les lacets L possibles, nous revenons avec diverses

valeurs y;, ¥3, ..., nous dirons que I'ensemble des valeurs yi, ¥a,

Yy een (ensemble partiel de I'ensemble y) se permutent & linté-
rieur de y. Au cas ou, quelque petit que soit le cercle v, il existe
un ensemble partiel infini de valeurs ; se permutant dans v, nous
dirons qu'une infinité de déterminations se permutent au volsi-
nage de la singularité X.

Cela étant, on peut chercher a classer les points singuliers
transcendants d’aprés les propriétés, plus ou moins compliquées,
des systémes de permutations qui s’opérent en leur voisinage; on
s’efforcera, dans chaque cas, de mettre a nu le mécanisme suivant

lequel une infinité de déterminations _; s’échangent entre elles
lorsque z décrit tous les lacets L imaginables. C'est une classifi-
cation de cette nature qui sera tentée dans ce Chapitre. Ici encore,
force m’est de me contenter d’un apergu : je signalerai seulement
quelques cas simples que j'illustrerai par des exemples.

I. — Points directement et indirectement critiques.

Quelques remarques préliminaires sont ici nécessaires.

Un point transcendant isolé X peut étre directement critique
ou {ndirectement critique; il peut aussi étre 4 la fois directement
et indirectement critique,

Pour distinguer ces cas, rappelons-nous qu’un lacet L quel-
conque peut étre décomposé en une somme de flacets élémen-

taires (') successifs, formés, chacun, d’un chemin issu de x par-

(1) Les lacets élémentaires seront toujours supposés re pas s’enrouler une
infinité de fois autour du point X.
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couru deux fois, et d'une boucle infiniment petite décrite autour
d'un point critique unigue.

Supposons alors qu'il existe en z une infinité de détermina-
tions 3;, , 5/2, ... qu s’échangent entre elles le long d’un lacet élé-
mentaire décrit autour da point X proprement dit : en ce cas nous
regarderons ce point comme directement critique. Ainsi 'origine
est un poinl transcendanl directement critique pour la fone-
tion logz, et, lorsque X est irrationnel, pour la fonction z*.

Supposons maintenant qu'une infinité de déterminations de la
fonction s’échangent entre elles lorsqu’on décrit une série de lacets
élémentaires, non plus autour du point X lui-méme, mais autour
d’un ensemble de points convergeant (') vers X : nous dirons
alors que X est un point transcendant indirectement critique.

Afin d’éclairer tout de suite cette définition par un exemple,
considérons 'équation différentielle

(2) 'Az—di-—-a(z'—&—‘lﬁz.

dx

Pour intégrer cette équation, il suffit de poser z =z w. Soient w,
et w, les deux racines de — 2w? -+ Bw + a = o. Nous aurons

z'wﬂ = (w — wy) (W — wy),

dx

et un calcul facile nous donnera l'intégrale générale

1 1

z=zw, Cx:(w—w,))\—-(w——w;))‘- (C = const. arbitraire),
ou
Ay=—2 _@7 g = — 2 4 ———.
! +2w1, 2 2 Wy

h

. 3 .
Si l'on remarque que w,+ w,= =, on voil que A, et A, sont
liés par la relation

L I
PV W

(') Les points critiques qui convergent vers X sont des points critiques algé-
briques, puisque nous avons supposé que la singularité transcendante X était
isolée, :
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Dés lors, 'intégrale générale de 1'équation (2) se laisse mettre
sous la forme

(3) z=wa, Cx:———]—-<

1
w— wi\M
W — wy

w— Wy

Nous allons supposer que Ay et A, sont des nombres complezes
(quelconques) dont la partie réelle est négative. 1l en est alors de

méme de )\L, )\L : nous admettrons, pour fizer les idées, que la
1 2

partie réelle S.(\,) est inférieure a f.(hy) et, par suile, & 2

D’aprés I'égalité (3), I'intégrale z de I'équation (2) prend a I'ori-
gine un ensemble infini de valeurs finies pour lesquelles w est
infini, savoir les valeurs

2iT 207

vy Gle M, G, Gteh,

Les branches d’intégrales. correspondant a ces diverses déter-
minations sont d'ailleurs toutes holomorphes a I'origine, puisque,
d’apres le théoreme de Cauchy, toute intégrale de (2) non nulle
a Porigine y est holomorphe.

Quels sont maintenant les points critiques de l'intégrale 5? Ce
sont les points :

@) Co=— L (2)"

ou cette intégrale s’annule. Chacun d’eux permute deux détermi-
nations. Si I'on désigne par 2, 'un de ces points, les autres seront

2T 2iT 2T

T, =x.eM, Zy=1x e M, cee r_y=mx4e M,

Ca, 1 .
Admetions, pour fixer les idées, que dans = le coefficient
1

de /—1 soit positif. Alors, tandis que les points z_¢, #_s; ...
s'éloignent indéfiniment, les points x,, 2,, ... convergent vers
'origine. L'origine, qui n’est pas directement critique, est donc
point-limite de points critiques : d’aprés notre définition, elle est
un point transcendanl indirectement critique.

Allons plus loin et demandons-nous quelles déterminations de z
se permutent autour des points y, Zzq « - -+

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 69

Parlons de 'origine avec une détermination
z(0)=o0x w(o)=C-1,

et éloignons-nous (fig. 2) sur un rayon O ¢ qui ne passe par aucun
point critique x;. Lorsque z croit indéfiniment sur une droite, la
fonction w tend, d'aprés (3), vers 'unc des valeurs w,, w, : nous
choistrons Og de maniére que la limite de w soit w, sur ce rayon.
Arrétons-nous sur Og en un point g, assez €loigné pour que w(g,)

ait une valeur w arbitrairement voisine de w,. Puis, dans le plan
de la variable e, faisons décrire un cercle i cette variable autour
du point w = w,; pendant ce temps, z décrit une courbe g, q,
joignant le point ¢, au point

i

g1 = q(BTI-.

A partir de ¢, considérons dans le plan des z le rayon ¢,0,

- 2T

transformé du rayon g,0 par le changement de variable 2/ = ze *,
et suivons w sur ce chemin. Ktant donné que w(q,) est égal
a w(q,), 1l résulte de Pégalité (3) que w a des valeurs égales en

Fig. 2.

q

Q

un point quelconque du rayon ¢, O et au point correspondant du
rayon transformé ¢, O. Nous aurons donc, en appelant 2/ un point

quelconque de ¢, 0,

2w um
lim #'w(z') =¢ M limzw(x)=-e* G
T =0 r=0

Conclusion : Lorsque z décrit le chemin fermé Og,¢:0, la
détermination G1 de 5 a l'origine se permute avec la détermina-
2T ° -

tion C~'e *. Or il 'y a qu'un point critique, z,, dans l'angle
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7104, : car, lorsque x se meut dans cet angle & partir d'un point
critique, il n’est pas possible que, w repasse une seconde fois par
la valeur critique O aprés avoir tourné autour de w, ou w;. Nous
devons donc conclure que, sinous décrivons & partir de Porigine un
lacet élémentaire { autour de x (fig. 2), ce lacet permute les deux

i

déterminations Gt et Cte A,
On vérifierait de méme qu'un lacet décrit autour du
2im 2iTC

A permute les deux déterminations C—'e » et

point &, =z,e

i .
C—te*, etc. Le mécanisme des permutations opérées autour
des points 2; nous est ajusi entiérement connu.

Dans le cas le plus général, le point singulier transcendant X
sera & la fols directement critique et point-limite d'un ensemble
de points critiques algébriques; X pourra étre alors indirectement
en méme temps que directement critique. Toutefois, 1l n’y aura
lieu de le regarder comme indirectement critique qu’au cas ol
une infinité de déterminations se permutent effectivement entre
elles lorsqu’on tourne autour des points critiques qui convergent
vers X, sans tourner awtour du point X proprement dit. Or,
il n’en est pas toujours ainsi, comme nous l'allons vérifier en nous
arrétant de nouveau sur un exemple.

Reprenons Péquation (2), dont l'intégrale géncrale a été mise

sous la forme
1

— A
(3) = wr, ]x_—_—!—-<w—ﬂ> ’

W — g \ W — Wa

1 .
et SlleOSOIlS que )\_ soit un nombre complexe quelconque ayant.
1

une partie réelle positive, comprise par exemple entre 1 et 2.
D’aprés 1'égalité (3) l'intégrale z de I'équation (2) prend & 'ori-
gine une double série de valeurs :
1° Les valeurs

Ik 2im
ceoy Gle X, C1) C-led, ...;

les branches d’intégrales correspondant a ces valeurs sont toutes
holomorphes a I'origine.
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2* Un ensemble de valeurs nulles (pour lesquelles o0 = w,); les
déterminations. correspondantes se permutent entre elles autour
de Vorigine, qui est, par suite, un point transcendant directement
Vcritique.

L’intégrale z admet d’autre part un ensemble de points critiques
algébriques, qui sont, comme plus haut, les points x4, zy, ...
définis par I’égalité (4).

Parmi les points critiques, il en est nécessairement qui per-
mutent les déterminations nulles 3 l'origine avec les détermina-
tions non nulles. Nous appellerons #, 'un d’eux. Si nous sui-
vons alors le rayon x,0 en quittant z, avec l'une ou l'autre
des deux déterminations nulles qui se confondent en ce point,
nous ¢btiendrons deux caractéristiques (*), dont I'une nulle a
lorigine, 'autre non nulle et égale 3 une quantité que nous
appellerons G*.

Considérons maintenant le rayon Oz, transformé du rayon Oz,

T

par le changement de variable £’=ze ». Si en deux points
correspondants de Oz, et Oz, la fonclion w prend des valeurs
égales, clle aura la méme valeur pour tout couple de points corres-
poundants de ces rayons. Suivouns alors le long de 2,0 les deux
caractéristiques qui s’annulent au point critique z,. De ces denx
caractéristiques, 'une est nulle a 'origine, l'autre tend vers une
valeur telle que

limz w(z')=C-1,
xr=0

et, par suite,
2iT

z2(0) = l’imox' w(z') = C—ieT,
x'=

Onraisonnera de méme sur z,, 23, --. €t1’on arrivera aux conclu-
sions suivantes :
. Quand, a partir de lorigine, on décrit, autour des points z,, z,
Za, ... des lacets tels que [ (fig. 2), le point x, permule une
détermination nulle avec la détermination G—1; le point z, permute

(Y) Je rappelle ‘que j'entends par caractéristique une branche d’intégrale
suivie le long d’'un chemin rectiligne & partlir d'une valeur initiale donaée.
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2/ )
les déterminations o, G 'e * ; d’une maniére générale, le point x;
2jim
permute les déterminations o et C—1e M.
Pour mieux comprendre le mécanisme des permutations, joi-
¢ y )

gnons l'origine 4 un point z par un chemin invariable ne passant

par aucun point critique, et considérons en z les déterminations
de z qui correspondent aux déterminations que nous venons
d’étudier & l'origine. Nous surmonterons d'une barre les déter-
minations de z(z) qui s’annulent & I'origine, de deux barres celles
qui ne s’y annulent pas. Ainsi z, permutera z, avec 3,, Z; permu-
1
A

entre 1 et 2, les deux déterminations z,(z ), 3, (;‘) sont différentes.

tera z, avec z,. Je dis que, si la partie réelle é&( ) est comprise

En effet, prenons z sur le rayon Ox,. D'aprés ce que nous savons
des caractéristiques suivies le long des rayons Oz,, Oz, on aura

2im 2im
zi(we A ) =€ t zo(x).

Partons alors de z avec la détermination z,(x), parcourons le

contour du cercle de centre O et de rayon lxl Pour que nous
2T

arrivions au point xze * avec la détermination z,, il faut que la

variable W(: 5) ait décril, dans son plan, un tour complet de w,;
il faut par suite | d’aprés I'égalité (3) et étant donnée la valeur

de ﬁ(%)] que z ait décrit autour de l'origine un arc égal
1

. N , . . -
4 aw—+arczgx,. Il en résulte que les déterminations zo<w)
et z, (;) sont différentes et se permutent entre elles lorsque z
tourne une fois autour de 'origine. En résumé, les déterminations

de I'intégrale z au point z seront données par le Tablean suivant?

ceey By B0y RBiy By ey

ceey Foyy, T, Ty, T, sty

ey A1y Bgy, By, Zg, «ea

La premiére ligne contient les déterminations qui s’annulent pour
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z = o et se permutent autour de l'origine; la derniére ligne con-
tient les déterminations qui ne s'annulent pas pour z=—o0; de
plus, chaque détermination ;j se permute avec la détermination
correspondante ;,- autour du point critique z; inscrit au-dessus

d’elle dans la seconde ligne.
Tandis que les déterminations 3; se permutent directement entre

elles, on ne peut permuter une détermination z; avec une déter-
mination z; qu’en remontant de z; 4 z;, tournant autour de ’ori-

gine et redescendant de %4 4 4. En d’autres termes, pour engendrer
une infinité de déterminations de z, on doit tourner une infinité
de fois autour de 1l'origine proprement dite; si, 4 un moment
donné, on tourne aulour de z; (le long d’un lacet 1), on est acculé
i une impasse : on ne peut obtenir des déterminations nouvelles
qu’a condition de revenir sur ses pas en tournant une seconde fois
autour de z;. Pour cette raison, nous ne devons pas regarder I'ori-
gine comme un point transcendant indirectement critique.

Ja1 supposé (pour me placer dans le cas o le mécanisme des
permutations de I'intégrale 3 se laisse le plus simplement figurer)

que la partie réelle de L était comprise entre 1 et 2. Si cette partie
x

réelle était comprise entre o et 1, plusieurs déterminations ?j cor-
respondraient 4 une méme détermination Z-; si elle était supérieure
a 2, plusieurs déterminations z; correspondraient & une méme
détermination —E—j; mais, dans un cas comme dans l'autre, on ne

pourrait obtenir une infinité de déterminations nouvelles qu’en
tournant une infinité de fois autour de I'origine.

lI. — L’ordre de succession des permutations.
Premiers exemples.

Comment poursuivre I'étude des points critiques transcendants?
Nous inspirant des remarques faites au Chapitre I (§ 1V), nous
allons porter notre attention sur les deux ensembles dont la nature
caractérise une fonction multiforme au voisinage d’une singularité
transcendante X : ensemble des points critiques z,, £, ... con-
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vergeant vers X; ensemble des déterminations yy, ¥, ... engen-
drées au voisinage de X.

De ces ensembles nous ne savons rien jusqu’ici, sinon qu’ils
sont dénombrables (p. 31). A part cela, il est probable qu'ils sont
quelconques. Mais sans doute il existe certains cas privilégiés ot
ils se sumplifient. Peul-étre pourrions-nous rechercher ces cas et
les classer d’aprés leur plus ou moins grande complexité.

Si nous considérons les déterminations y,, ¥z, ..., DOUS
remarquons qu'il y a en général entre elles un ordre de succes-
sion. Supposons, en effet, que nous partions d’un point z avec la

détermination y, et que nous décrivions une série de lacets élé-
mentaires autour de X ou de points convergeant vers X (p. 67).
Pour passer de la détermination y, & une. détermination quel-
conque ¥, il ne suffit pas en général de décrirc un seul lacet élé-
mentaire : il faut en décrire plusieurs, permutant d'abord y,
avec ;’,-‘, puis .;h avec 3, et ainsl de suite jusqu’d y;. Ainsi, les
déterminations J_'j.: ;i,, ... se trouvent rangées dans un ordre
déterminé.

Clest ce qui ressort clairement des exemples donnés au para-
graphe précédent. Reporlons-nous a I'intégrale générale
L
1 w— w\ M
(3) s=waz, Cr=—r—(——)

w— Wy \ W — Wy

dans Uhypothése ou A, est un nombre complexe a partie réelle
négative. D’aprés ce que nous avons vu, les déterminations de z

sont a 'origine
rim

ceey 39(0) = G, z,(o):C*ie)T, vy

et on les déduit les unes des autres en tournant successivement
autour des points critiques appelés z,, £3, .... Ainsi, les déter-
minations de I'intégrale 5 jouissent de cette propriété remarquable
qu'on peut les ranger suivant une série unilinéaire (en les aflec-
tant respectivement des indices o, 1, 2, ...) dans l'ordre méme oi
elles se permutent entre elles.

Analysons d’un peu plus prés cette propriété en la présentant
sous une forme différente.
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Par chacun des points critiques z;, menons une coupure recti-
ligne, qui sera par exemple le prolongement du rayon Oz;, limité
par le point x; et par I'infini. Nous appellerons cette coupure
coupure z;. Tourner autour d’un point critique équivaut a fran-
chir la coupure correspondante. Plus précisément, décrivons a
partir de Porigine un lacet fermé traversant une seule fois la cou-

'pure x; et ne rencontrant aucune autre coupure (¢f. p. 31) : ce
lacet permute les déterminations z;(0) et z;,,(0), et il ne permute
aucun autre couple de déterminations. Nous appellerons lacet x;
tout lacet ainsi défini, et permutation x; la permutation corres-
pondante. Il résulte de ce qui précéde qu'une détermination quel-
conque 5; ne sera permutée avec d’autres que par deux lacets, le
lacet z;_, et le lacet z;. Grice & cetie circonstance, nous allons
pouvoir rendre la fonction z uniforme en la représentant sur une
surface de Riemann, dont la structure est particuliérement simple.

Considérons une suitc dénombrable de feuillets plans super-
posés ..., F_,, Fo, F,, ..., ces feuillets étant affectds des
indices ..., —1, 0, 1, ... dans 'ordre méme o ils se succedent.
Puis relions chaque feuillet avec le précédent par une ligne de
croisement placée entre ij_4 et J:j suivanl la coupure z;_,, entre
£, et £;,, suivant la coupure z;. Nous formons ainsi une surface
de Riemann 5: je dis que z est uniforme sur cette surface.

Considérons, en effel, sur le feuillet ¥ la détermination z; qui

2jim

est égale a C~te ™ alorigine. Nous avons vu que cette détermi-
nation ne pouvait étre altérée que par deux permutations, les
permutations z;_, et x;. Dés lors, quand 2 se meut librement
dans le fevillet ¥, sans franchir les deux lignes de croisement
situées dans ce feuillet, z; reste uniforme. Si 'on franchit la cou-
pure zj, on passe dans le feuillet ¥/, ,, et z; devient z;,,. Comme
on a raisonné sur z;, on raisonnera sur 3;,, et ainsi de suite.

Ainsi, la singularité présentée a 'origine par l'intégrale (3) est
caractérisée par ce fait que z est uniforme sur une surface e
Riemann S sur laquelle il 'y a pas de fentes (coupures in-
franchissables) et dont chaque feuillet est relié au précédent
suivant une ligne de croisement passant par un point critique
unique. 1l y a correspondance univoque et réciproque, d’une
part entre les feuillets de la surface et les déterminations de la
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fonction, d’autre part entre les lignes de croisement et les points
critiques.

T ’ I ’
Nous avons supposé tout d I’heure que I'exposant N de 1'éga-
lité (3) avait une partie réelle négative. Lorsque la partie réelle
de )‘Ll est positive (comprise par exemple entre 1 et 2), z admet au

voisinage de z =0 une double série de déterminations, ainsi qu’il a
été expliqué a la page 79. Les déterminations de la premiére série,
supposées écrites dans Pordre ot elles se déduisent les unes des
autres autour de 'origine, forment une série unilinéaire. Tragons
alors une coupure suivant un rayon mené de l'origine a U'infini et
ne passant par aucun des points critiques z; de z; puis construi-
sons une surface de Riemann S, formée de feuillets superposés 8 ;,
reliés entre eux suivant la coupure considérée : il résulte du
Tableau de la page 72 que le feuillet J¥; contient un point cri-
tique unique, x;, de 3, ct que z est sur la surface S, une fonc-
tion & deux branches. En d’autres termes, en tout point de la
surface S, s a au plus deux déterminations, une de la premiére
série et une de la seconde.

Il est assez naturel'de se demander sl existe des types géné-
raux de fonctions présentant les caractéres que nous venons d’ana-
lyser, ou des caractéres analogues plus ou moins complexes. Peut-
étre trouverait-on dans cet ordre d’idées un principe de classifica-
tion des points critiques transcendants présentés par les fonctions
multiformes. Mais, avant d'aborder l'étude des cas généraux, il
convicndra de préciser davantage les indications fournies par la
considération des cas particuliers les plus simples.

Faisons d’abord quelques remarques complémentaires sur 'in-
tégrale (3) dans le cas ol la partie réelle de A, est négative. Au
lieu de définir 2 comme fonction uniforme d’un point variable sur
une surface de Riemann S, nous pourrions nous proposer d’ex-
primer les deux variables z et z en fonction uniforme d’un méme
paramétre ¢. La question revient 4 établir une correspondance
"univoque etréciproque entre les points de la surface de Riemann S
et les points du plan d’une variable . Le plan ¢ se trouvera alors
rdivisé en une série de régions distinctes Ry, R, ... correspondant
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aux feuillets &4, &,, ... dc la surface S, en sorte qu’a une valeur
quelconque de ¢ il correspondra une valeur unique de z.
Je dis que nous réaliserons une telle correspondance en posant

242, 240,

—_ i

Py
(3) Cz=Xe™ cost—i(a+2r)e M “sint (C' = const.),

d’ou résulte ,
242, .
14
c'% — 204 0) ST % e
[1 g

. . .. d
En effet, d’apres cette derniére égalité, —d—f s’annule lorsque t = k=

{k eutier). Les valeurs correspondantes de C'z sont, lorsque £ est
pair (k =2k'), '
Wi . 2kiT
, —— +2kiT —_
Czx=hre M =ke M ;

lorsque & est impair (kA = 24"+ 1),

2kiT

1zk'+1|i1:(i+1) .
= Aje A,

C'.z'=—Ale A

Choisissons C' de mauiére que IC—l, = Iy, &, élanl le point critique

de z défini page 68 : la fonction ¢ de x admettra comme points
M

critiques (a distance finie) les points 3= z,e * | c’est-a-dire les

points critiques mémes de 'intégrale z.

Considérons alors le long de la coupure 24 les deux détermina-
tions de ¢ qui se permutent autour de x;. Lorsque x décrit la cou-
pure x4, chacune de ces déterminations déerit (dans le plan ¢)
une ligne continue allant du point ¢= k= 4 l'infini; 'ensemble
des deux lignes ainsi définies forme une courbe d’un seul tenant, Ly,
qui partage le plan des ¢ en deux régions. D’ailleurs, les courbes L,
Ly, correspondant & deux coupures différentes z;, 4, ne sauraient
se couper, puisque z est fonction uniforme de ¢ et que les cou-
pures x;, Zx ne se rencontrent pas; d'ailleurs, L;_, et L;,, sont
de part et d’autre de Lj. Dés lors, les différentes courbes Ly par-
tagent le plan des £ en un ensemble de régions R; qui corres-
pondent point par point aux feuillets de S. On en conclut que
I'intégrale z est une fonction uniforme de ¢.

C’est 1a un nouveau trait distinctif de la singularité présentée a
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Porigine par 'intégrale (3): on peut cxprimer x et 5 en fonc-
tion d’un paramétre t, x(t) étant la fonction définie par
Végalité (5) et z(t) étant uniforme.

Les diverses représentations de z que nous venons d'étudier
sont valables pour toute valeur de z et non pas seulement au voi-
sinage de l'origine. Ces représentations caractérisent donc la sin-
gularité £ =00 de z en méme temps que la singularité z = o.
Voyons comment se présenterait la singularité z = o0, s1 on la
ramenait & 'origine par le changement de variable x = §~'.

Tandis que les points critiques z,, ., ... de 5 convergent
vers £ — 0, nous avons vu que les points critiques appelés x_y,
Z_g, ... s'¢loignent vers 'infini. Posons alors z_z = £.'. La fonc-
tion z(£) admet une infinité de points critiques &, &y ... qui
convergent vers § = o, et, autour de ces points, dans 'ordre oi ils
sont écrits, se permutent les déterminalions _y, ..., Z_4 - .. de z.
Tout se passe jusqu'ici comme pour la singularité z = o étudiée
plus haut. Mais {c’est i ce qui esL nouveau) 'origine est pour z(§)
point transcendant directement critique en méme temps que point
transcendant indirectement critique. Reporlons-nous, en effet, a

la page 69, figure 2. Partons du point ¢, avec la détermination w
z . , . . . ,
de > qui est supposée tendre vers w, lorsque g, s'éloigne indéfi-

niment sur le rayon Og,, et parcourons dans un sens convenable
le contour du cercle de centre O et de rayon Qg : nous nous
trouvons tourner successivement autonr des points critiques Z_,,
Z_y, etc. Donc, apres chaque tour, nous revenons en ¢, avec une
nouvelle détermination de z. On en conclut que z a une infinité de
déterminations qui s’échangent entre elles (*) autour du point§=o,
déterminations qui appartiennent d’ailleurs a I'ensemble des déter-
minations z_; déja obtenues en tournant autour des seuls points
critiques algébriques £k, sans tourner autour de §=o0. D’od
cette conclusion : }a singularité § =o de z(£) se distingue de la
singularité z = £~ = o par ce caractére qu'il existe au voisinage

(1) Le méme raisonnement prouverait que ¥ — o permute une infinité de
déterminations de 3, égules & lim w, § pour £ = o.
—0
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de E=o plust’edrs combinaisons différentes de permutations
élémentaires (permutations opérées par des lacets élémentaires)
qui échangent entre elles les mémes déterminations.

La méme particularité se rencontrera chez de nombreuses fonc-
tions. Considérons, par exemple, la fonction y de z définie par
I'égalité

x =siny + py (e #xEr1).

Cette fonction admet comme points critiques algébriques situds a
distance finie les points z pour lesquels cosv -+ w s’annule, savoir
les points : '

i Xy = Ty— 2T, &y, &)= 27 — Zo,

Zg = Xyt 27T, ZX3=x1+ 2™,

Or, ces points x; convergent vers 'infini qui est, dés lors, pour y
point transcendant indirectement critique. De plus, les détermi-
nations ¥, ¥y, ... de ) se rangenl suivanl une série unilinéaire,
et on les déduit les unes des autres en tournant autour des points
critiques Z, Za,; ... dans l'ordre ou ils sont écrits. Dés lors, en
raisonnant exactement comme on 'a fait pour 'intégrale (3), on
obtiendra une surface de Riemann (présentant les particularités
énumérées page 75) sur laquelle y sera uniforme. Si ensuite on
fait le changement de variable z=—=£"*, on constatera que, pour
la fonction y (), lorigine est un point transcendant directement
critique permutant une infinité de déterminations, lesquelles
appartiennent d'ailleurs & I’ensemble des y; déja défini par les
permutations .£;.

HI. — L'équation [;L—*—p’(_y)]% =1.

Nous allons encore examiner quelques exemples simples de.
singularités transcendantes, cherchant toujours i mettre en lu-
miére les caractéres qui peuvent servir de fondement & une clas-
sification de ces singularités. Voyons d’abord ce qu'il adviendrait
du dernier exemple étudié si I'on y remplacait la fonction trigo-

nomeétrique sin y par une fonction elliptique.
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Considérons, en premier lieu, la fonction

u=ar (r)= ) dz
e —_[ 2yiz—a)(x—b)(z—c)

inverse de la fonction p de Weierstrass. Supposons que, partant

de l'origine avec une détermination u,, nous décrivions des lacets
élémentaires autour des trois points critiques a, &, ¢ : 1l est clair
que la détermination #,(0) sera permutée par ces lacets avec trais
déterminations différentes ), u'2, u/*. Dés lors, les détermina-
tions de u«, supposées écrites dans I'ordre ol onles déduit les unes
des autres, ne paraissent plus s¢ ranger suivant une série uni-
linéaire. En effet, si dans le cas de 'intégrale (3) nous obtenions
une telle série, c’est parce qu’alors une détermination quelconque
ne pouvait étre permutée directement (j’entends par un seul lacet
élémentaire) qu'avec deux autres déterminations, savoir celle qui
la précédait et celle qui la suivait dans la série. Cette condition
n’étant plus réalisée, il n’est plus possible de construire une sur-
face de Riemann jouissant des propriétés énoncées page 75. Sott,
par exemple, S’ une surface de Riemann dontles feuillets ; soient
reliés deux a deux suivant une ligne de croisement placée entre
F;_, et ¥} suivant la coupure @, entre §; et F;,, suivant la
coupure b, entre ¥, et §; . suivant la coupure ¢, et ainsi
de suite. La fonction # n’est pas uniforme sur cetlc surface §'.
Pour la rendre uniforme, 1] faudrait tracer sur S’ une série de
coupures que Ja variable serait assujettie 4 ne pas franchir :
savoir, la coupure ¢ dans le feuillet ¥;, la coupure a dans le
feuillet J;,,, etc.

Les mémes circonstances se présenteront pour la fonction y
définie par I'égalité

py +p(y)==z+C (4, C = const.),

c’est-a-dire pour l'intégrale générale de I'équation différentielle
. 4a
(6) e P E =

Cette fonction admet comme points critiques algébriques les
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points 2 correspondant aux zéros de i+ p'(¥). Or ces zéros sont
des valeurs de y qui convergent vers y = oo. D’aulre parl, on sait
que, dans chaque parallélogramme des périodes, la fonction ellip-
tique m-+ p'()) admet trois zéros simples et qu'a ces zéros
correspondent des valeurs py, ps, ps de p qui sont les mémes
quel que soit le parallélogramme considéré {*). On en conclut que

. .. , dx
IES pO]lltS cri quues corrcspondant allX Zeros de —_ Convergent vers
dy

le point & = a0, qui est dés lors, pour y, point transcendant indi-
rectement critique.
Cela dit, prenons d’abord p. trés petit, et suivons, a partir d’une

valeur initiale ;0, les diverses caractéristiques de y (p. 51, note)
1ssues de l'origine. En vertu des théorémes relatifs i la continuité
des intégrales (Chap. I, § V), nous ne pouvons rencontrer sur
ces caractéristiques quc trois points critiques : le premier a,
voisin de a, le deuxiéme b, voisin de b, le troisietme ¢ voisin
de ¢. Les valeurs prises par ) en ces points critiques sont trois
zéros de u -+ p'(y) situés dans un méme parallélogramme des
périodes. D’ailleurs, si nous décrivons des lacets élémentaires
autour des points a,, by, ¢4, nous revenons a l'origine avec trois

déterminations différentes ", 3", ¥(¥, respectivement voisines

de ul, w2, ul®.

Faisons maintenant varier . (4 partir de w = o) en évitanr de
passer par les quatre valeurs définies dans la note 1 et modi-
JSions 3/-,,; les points a4, by, €o varieront d’une maniére continue
avec p et Yo de méme les valeurs correspondantes de y, ces
valeurs étant toujours trois zéros de m—+ p'()) situés dans un
méme parallélogramme des périodes. Je dis que a4, by, ¢q sont
des fonctions uniformes de y,, pour toute valeur fize de w. En

effet, si ao( o), par exemple, n’était pas uniforme, il devrait

exister certaines valeurs de ), pour lesquelles plusieurs détermi-
nations de &, viendraient coincider, pour lesquelles, en d’autres

(') Au cas ou les deux fonctions p + p’(¥) et p"(y) auraient des zéros com-
muns, la fonction ¥ admettrait des points eritiques multiples. Mais aux zéros
de p" correspondent quatre valeurs fixes de p’ qui sont les mémes pour tous les
parallélogrammes des périodes. Si donc (— &) ne coincide avec aucune de ces
qualre valeurs, on est sir de n'avoir que des points critiques simples.

¢ B, ) 6
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termes, p aurait plusieurs points critiques confondus en ao. Or
cetle circonstance ne se présente pas, pulsque les zéros de
®+ p'(y) situés dans un parallélogramme des périodes sont des
zéros simples (voir la note, p. 81).

Nous concluons de 1a que, pour toute valeur donnée (fixe)
de 1, les divers points critiques d’une intégrale de I'¢quation (6)
peuvent étre répartis entre trois séries : 1° points a; que l'on
déduit de @ en faisant varier u avec continuité; 2° points &; dé-
duits de &; 3" points ¢; déduits de c. Ces lrois séries n’inter-
ferent jamais; si l'on se donne un point critique quelconque
d’unc intégrale y, on peut toujours dire sans ambiguité a quelle
série il appartient. D’ailleurs, 4 'ensemble des caractéristiques
issues de Vorigine avec une valeur imitiale donnée correspondent
toujours trois points critiques, un de chaque série. Si nous cher-
chons alors & représenter ¥ sur une surface de Riemann, nous
nous heurtons aux difficultés rencontrées pour la fonction
arg. p(x).

Ces circonstances différencient nettement les intégrales y des
fonctions que nous avions précédemment considérées. Nous con-
statons que nons avons affaire 4 un mécanisme de permutations
plus compliqué que tout a 'heure. 1l se trouve cependant qu’une
circonstance, spéciale aux intégrales y, permet de rapprocher ces
intégrales des exemples étudiés aux pages 78-7q.

Nous savons que la fonction w=arg. p(«) est 4 I'infini fonction

méromorphe de y/z. Il en est de méme des intégrales y. En effet,
lorsque u est arbitrairement voisin de o et que z tend vers I'infini
en ligne droite, ) tend nécessairement vers un péle de la fonction
elliptique p(y), c'est-a-dire vers une valeur n indépendante de y.
Par continuité, on vérifiera de proche en proche qu’il cn est ainsi
quel que soit p. D’ailleurs on a, pour y voisin de 7,

1
Py = W+Ci(}’—n)+cz(}’—'ﬂ)’+---;

d’ou il résulte que 3 — 7 est développable par rapport aux puis-
sances entiéres de /z.

Ainsi, lorsque z tourne deux fois autour du point £ =, y ne
change pas. Mais on voil sans peine que tourner deux fois autour

de = o revient & décrire six lacets fermés autour de points
v

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



GLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 83

critiques appartenant alternativement 4 la premiére, & la deuxiéme
et & la troisiéme série. Dés lors, ici comme dans exemple de la
page 78, deuxr mémes déterminations peuvent étre échangées
par plusieurs combinaisons différentes de permuiations. Par
exemple, on obtient le méme résullal en opérant successivement
deux permutations des séries a, ¢ ou quatre permutations des
séries b, ¢, a, b. Nous exprimerons ce fait par I’égalité symbo-
lique (1)
(a,c) = (b,e, a, k).

Soit alors ;j une détermination quelconque a l'origine. Nous
désignerons par le symbole (w) la quantité donl s’accroit ;,-
lorsque I'on opére, a partir de ¥}, les permutations (a, &), et par
le symbole — (w) la quantité dont s’accrojt ;j lorsque l'on opére
les permutations (b, @). De méme, (') exprimera le résultat des
permutations (b, ¢) et — (w') le résultat des permutations (¢, 6).
Il est clair que I'on a les relations

(7) ((w)y —(w)) =0, (('), —(w)) =o.
Je dis de plus que
(8) ((w), (w)) = ((w"), (w))-

En effet, cette relation équivant a
(a, b,b6,¢)=(b,c,a,b) ou (a,¢) =(b,c,a,b)
égalité que nous avons reconnue étre vraie.
Cela dit, supposons qu’a partir d’'une valeur Initiale y, nous
opérions un nombre pair (quelconque) de permutations. Nous

ajouterons ainsi & y, un certain nombre de quantités (w), — (w),
(w') ou — (w'). En vertn des relations (7) et (8), accroissement
de y pourra toujours étre mis sous la forme

£ [(w), (@), -, ()] 2= [(0), +ers (0],

<e que nous écrirons
my (@) + ny(w'),

(') On a, d’une maniére générale, I'égalité symbolique

(a,b,c,a,b, c)=o.
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m et n étant des entiers positifs ou négatifs. Nous appellerons (w)
et (w') les périodes de l'intégrale y. D’aprés la relation (8), les
deux périodes sont commutables. Elles se distinguent des périodes
d’une fonction elliptique en ce qu’elles n’ont pas une valeur fixe,
mais varient avec la valeur initiale y; a laquelle on les ajoute. En
revanche, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, ces périodes ne
se confondent jamais entre elles. Etant donnée une valeur initiale
quelconque, on pourra toujours dire, sans ambiguité, quelles sont
les périodes (w), (w'), —(w), — (w’) quilui correspondent.

Ces remarques failes, 1l scra facile d'obtenir & lorigine l'en-

semble total des déterminations de 'intégrale y. Appelons ¥, une

détermination initiale et ;0 la détermination qui s’en déduit par
une permutation unique opérée, par exemple, autour d'un point
critique de la série @. Toutes les déterminations & l'origine seront
données par les deux formules symboliques

Ymn=Yo+ my(w) 4+ ny(w'),
Fmn = o+ my(w) + ny(w'),
m et n étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs.

Les déterminations ¥m,. €t ¥, n sont ici figurées suivant deux
Tableaux a double entrée. Mais elles se disposcront tout naturelle—
ment en série unilinéaire si 'on pose, par exemple,

To=ro yom=ru Fm=Yo-—(©), ¥a=yo-+ (v'), “ee;

¥y se déduit alors de ¥ par une permutation @, y, se déduit
de :y—m par une permutation b, ;(3, de ;(2, par une permuta—
tion ¢, etc. Si nous affectons les points critiques des indices 1,
2, ... dans ordre ou nous les rencontrons, nous obtenons une
série de points #, &, ... qui correspondent aux y; exactement
comme il arrivait dans le cas de 'intégrale (3) (p. 74). Seulement,
les deux déterminations ;j,;“_. qu’échange la permutation z;
auraient pu également étre échangées par d’autres permutations.

On voit par la combien l'existence d’une relation, telle que
(a, b, ¢, a, b, ¢c) =0, simplifie le mécanisme des permutations
d'une inlégrale ¥ au voisinage de la singularité transcendante
2=o00. Qu’arriverait-il, en effet, si les périodes (v), (w') n’étaient
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pas commutables? Pour échanger, par exemple, y )+ n,(w') avec
Yw -+ m,(w) par une série de permutations élémentaires, on serait

obligé de repasser par . Alors, comme nous le disions plus
haut, il ne serait plus possible de ranger I’ensemble total des
déterminations en une série unilinéaire ot deux délerminations
consécutives seraient permutées par un Jacet élémentaire; ou
bien, st on formait une telle série, une méme détermination
devrait y figurer une infinité de fois. En ce cas, la succession des
permutations serait comparable 4 un arbre dont les branches se
ramifieraient & 'infini; si un insecte voulait parcourir tout le bois
de cet arbre, 1l devrait continuellement rétrograder vers les
neeuds pour repartir sur les branches o il ne serait pas engagé
au premier passage.

IV. — L’équation 35—z 1.

Considérons I'équation
{9) T =3+1.

Cette équation, qu’'on intégre immédiatement, a pour intégrale
générale :

(10) s—log(za+1)=2—2 (#y = const. arbitraire).

.
Nous allons nous demander par quel mécanisme les diverses
branches de cette intégrale se déduisent les unes des autres.
Soient z un point trés €loigné sur P'axe réel négatif et z, un
point trés éloigné sur 'axe réel posiuf. Lorsque z tend vers — oo,
]z(E)] augmente indéfiniment comme l; | Au contraire, lorsque

z, tend vers — o, z(\};.) peut, soit croitre indéfiniment, soit
tendre vers — 1.

L’'intégrale (10) admet comme points critiques les points o
5 s'annule, c¢’est-a-dire les points

Cees Ty = Tp— 2LT, zg, Zy = o+ 21T,

Ces points sont tous situés sur unc méme droite D perpendiculaire
a l'axe réel.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 CHAPITRE III.

Considérons cn z, une détermination $, de z voisine de — 1 et
envisageons ’ensemble des caractéristiques issues de z, avec la
valeur {,. Un point critique au moins (soxt Z,) sera critique pour
cet ensemble. nguons alors z, a par un chemin /, pas-
sant entre z_; et z, (fg 3), puwis tracons, entre les poinis
x =z, oinel ¥ =z 1 217:, le chemin /, transformé de {, par
]e changement de variable z'—z + 2¢n. Lorsque z, a partir de §,
décrit un tour autour de z=—1, z, partant de z,, se rend en ;: .
Suivons alors les deux chemins /;, /, en partant de la méme
valeur initiale §; la formnle (10) montre que z aura la méme

Fig. 3.

valeur en deux points correspondants quelconques de ces che-

mins; nous arrivons donc en « et 2’ avec une méme valeur z,,
laquelle est trés grande en valeur absolue si z est suffisamment
éloigné. Je dis que la caractéristique issue de 2/ avec la valeur z,
a en z une valeur z, différente de z,. En effet, pour que z, Tt
égal A z,, il faudrait, d’aprés (10), que, lorsque z décrit le scg-
ment 'z, z décrivit un tour autour de z =—=—1. Or cela ne peut

étre, car z est, sur z'z, de Pordre de grandeur de |z |; son argu-
ment ne peut donc croitre de 2= lorsque x varie de 2¢%. Conclu-

sion : lorsque x décrit le chemin zx,z,z'x, 3, parti avec la
valeur z,, revient avec une nouvelle valeur z,; les deux détermi-

nations 3, et 5y se permulent autour du point critique z,.
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Si, au lieu de considérer le chemin /,, on avait considéré le
chemin /_; transformé de [, par le changement de variable
&'=x — 3im, on aurait constaté de la méme mani¢re que z
permute Zo avec une déterminalion ;m,. En poursuivant notre
raisonnement, nous arrivons donc au résullat suivant : linté-

grale (10) admet en z une série unilinéaire de déterminations

ooy Bty B0y Bry enn que 'on déduit les unes des aulres en tournant
autour des points critiques ..., X_i, Zo, %, ... dans lordre
méme ou 1ils sont écrits; nous retombons ainst sur le mécanisme
décrit a la page 4. D’ailleurs, une fois ce résultat établi pour z
trés éloigné, on peut évidemment 'appliquer (1) 4 toute position
de z siluée a gauche de la droite D.

Il n’en sera plus de méme si nous considérons les détermina-
tions voisines de z en un point situé & droite de la droite D. En
effet, nous avons dit qu’en z, z a des déterminations voisines
de — 1 et des déterminalions trés grandes en valeur absolue

{comparables a z, ) Il existe donc au moins un point critique qui
permute &, (voisin de — 1) avec une détermination 7, de grand
module. Soit z¢ un tel point critique; %, et 54 s’échangent alors
le long du lacet L, (;4 22 x| %, ). Nous savons, d’autre part, que
la caractéristique issue de z, avec la valeur g, est encore égale
a {o au point ;,, on en conclut, comme tout & I’beure, que le
lacet L; transformé de L, par le changement de variable
2'=z + 2im permute encorc &, et n,; d'ailleurs, la caractéris-
tique égale a 7, en;’| prend enz, une valeur de grand module 7,
différente de 7,; il en résulte que le chemin fermé (=, |, L, x| z)
permule E, avec 1,. En d'autres termes, Lo et 7, s’échangent autour
du point #,. Le méme raisonnement prouvera, d’une maniere
générale, que le point x; permute ¥, avec une détermination de
grand module 7; difiérente de 39, 74, .... Dol cette conclusion :

1° L'ensemble des caractéristiques issues de x, avec la va-
leur Gy présente une infinité de poinls critiques ..., & ., Zo,
Ly oon quipermuzent l'espectivement Ty avec wviy Ti_yy Moy Niay ene)

(') On verra sans peine que l'on peut appliquer toutes ces conclusions #
I’équation plus générale z3'=az +b.
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a® L'ensemble des caractéristiques issugs de x, avec la va-
leur 0y présente un seul point critique x,, lequel permute v,
avec L. : .

Aussi, a I'inverse de ce qui se passait dans tous les exemples
considérés plus ham, {/ 2’y a pas de succession de détermina-

tions au point z,. Une intégrale quelconque de |'équation (10)
n’admet en 2, qu'une seule détermination %, tendant vers -1

lorsque , tend vers - oo, et cette détermination s’échange avec
les déterminations 7 par un ensemble de permutations qui sont
sémultancées, non successives.

L'exemple de 'équation (10) nous apprend que la succession
des déterminations d’une fonction muliiforme peut varier avee les
régions ol nous nous placons. Lorsque nous chercherons & carac-
tériser cette succession, nous devrons donc Loujours spécifier ou
nous 1'étudions.

V. — Premier type de points transcendants
de premiére espéce.

Nous venons de passer en revue un certain nombre de singula-
rités transcendantes présentant des particularités diverses. Ces
particularités sont-elles spéciales aux exemples que nous avons
étudiés ou caractérisent-elles, au contraire, certaines catégories
générales de points singuliers? Pour nous en rendre compte,
nous allons rechercher sous quelles conditions une singularité
transcendante appartiendra & tel ou el des types que nous avons
mis en lumiére. Nous commencerons par le type le plus simple,
celul qui a été déerit aux pages 74-775.

Considérons un point transcendant (isolé) non directement
critique, mais point-limite de points critiques algébriques. Nous
supposerons ce point & Lorigine et nous appellerons (y) Ven-
semble des branches qui se permutent entre elles au voisinage
de o, c’est-a-dire dans un certain cercle T de centre o. Nous
admettrons de plus que chacun des points critiques algébriques
contenus dans I' permute deux déterminations seulement. (51
n’en était pas ainsi, nous considérerions que plusieurs points cri-
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tiques sont confondus et nous affecterions d’indices différents les
diverses permutations opérées autour de ces points.)

Par chaque point critique menons une coupure joignant le
point au contour de T'. La coupure sera rectiligne ou curviligne,
mais nous supposerons qu’clle ne s’enroule pas unc infinité de fois
autour de 'origine (¢f. p. 66, note 1) et qu'aucun de ses points
n’est point critique ou point-limite de points critiques. Si la sin-
gularité transcendante étudiée est isolée, on pourra construire
une infinité de systémes de coupures satisfaisant a cette condition
et, de plus, ne se coupant pas entre elles.

Tourner autour d'un point critique équivaut i franchir la cou-
pure correspondante (¢f. p. 31). A un point critique z; corres-
pondent donc (une fois que Pon a adopté un systéme déterminé
de coupures) deux délerminations, et deux seulement : ce sont
celles qui se permutent entre elles le long d’un lacet qui con-
tourne x; sans franchir aucune des coupures relatives aux autres
points critiques. Nous appellerons ¥, et ¥jq les valeurs de ces
déterminations 3 lorigine en un point fixe z 1ié & I'origine par un
chemin invariable (¢f. p. 72).

Ces préliminaires admis, supposons que L'ON PUISSE DISPOSER
DU SYSTEME DES COUPURES DE MANIERE QU'A UNE DETERMINATION
QUELCONQUE DE L’ENSEMELE (¥) AU PUINT z 1L CORRESPONDE, SUI-
VANT LES CONVENTIONS ADOPTEES, DEUX POINTS CRITIQUES DISTINCTS
(ET DEUN SEULEMENT) POUVANT PERMUTER CETTE DETERMINATION
avec p’autres. Nous supposons, en d’autres termes, qu'une déter-
mination quelconque devient uniforme dans T' dés que z est
assujetli & ne pas franchir deuz coupures (et deux seulement).

Partons alors d’'une détermination ;f‘” de y(.—i“) et appelons
Z_y, Ty les points critiques-qui la permutent. Nous pouvons poser

Y=Y = Yo
Posons ensuite ") = 97z : 4 la déterminalion " correspondra,
outre o, un point critique que nous appellerons z, ; nous poserons
alors y V= y, ), ¥i(zy=x"*; et ainsi de suile.

Les déterminations ..., "t @, 4 forment une série

unilinéaire et on les déduit les unes des autres en tournant autour
des points critiques ..., Z_, Zo, 1, ... dans 'ordre des indices
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croissants ou décroissants. D’ailleurs (puisqu’il existe par hypo-
these une infinité de points critiques convergeant vers l'origine
et permutant entre elles une infinité de déterminations) lune
au moins des deux suites (&, &3, ...}, (Z_y, Z_a, ...) cOnverge
vers l'origine. Nous supposerons que ce soit le cas pour la
premiére suite : alors les considérations qui précédent s’'appliquent
i des valeurs positives arbitrairement grandes de I'indice j.

Le mécanisme des permutations z; est donc exactement celui
que nous avons décrit page 74. En particulier I'ensemble (y) est
uniforme (au voisinage de Vorigine) sur une surface de Riemann
S construite comme il a été dit page 75. Cette surface ne contient
pas de fente, et les feuillets ¥; et F;,, sont reliés par une ligne
de croisement unique placée suivant la coupure x;.

Les coupures xj sont, avons-nous dit, rectilignes ou curvilignes.
Nous allons nous borner au cas le plus simple, et supposer qu’elles
sontrectilignes ; plus précisément méme (afin de nous rapprocher le
plus possible de I'exemple du paragraphe IT), nous allons admettre
que la coupure z; est placée suivant le prolongement du
rayon oz compris entre le point x; et le contourT.

Lorsque la singularité & lorigine présente ces caractéres,
on peut obtenir par un procédé trés simple toutes les déterminations
qui se permutent en son voisinage. Soit ¢ un cercle concentrique
a T ayant pour rayon g. Puisque les points z; convergent vers 1'ori-
gine, nous sommes assurés qu’a partir d’'une certaine valeur de J,

Fig. 4.
%

on a |x;j| < g. Partons alors de I'origine avec la détermination
qui correspond a yt, rendons-nous le long d'un rayon en un
point do contour de ¢, puis parcourons ce contour. On voit que
s1 nous décrivons le contour de ¢ dans un sens convenable (fig. 4)
nous nous trouverons tourner successivement autour des points

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS, 91

Zjy &j s, ..., points qui permutent la suite des déterminations
;uﬂ), 5,<1+2),
D’ailleurs, quelque petit que soit ¢/, on a, & partir d’une certaine
valeur de &, | zj,x] << g’. I en résulte que, pour tourner autour des
points Zj, Z; ¢, ... on peut, au lieu de décrire le contour de c,
suivre une spirale qui s’enroule autour de Uorigine et enlace
les points xj, zj,,, ... dans ses spires successives. Cette spirale
pourra converger d’autant plus rapidement vers ’origine que
les points xj, Zj.\, ... tendront euz-mémes plus vite vers o.
Quel sera, d’'une maniére précise, 'effet d’un tour effectué le
long de ¢? Plagons le point x (relié a lorigine par un chemin
invariable) sur le contour de ¢; puis, partant de x avec 5/‘1'), décri-
vons une fois le contour de ¢ dans un sens tel que nous franchissions
la coupure z; avant de franchir la coupure z;_, (fig. 4). La

nouvelle détermination obtenue en z sera W+ dans le cas ou,

apres avoir franchi la coupure z;, nous revenons en Z sans avoir
rencontré Ja conpure x;,,. Dans le cas contraire, la nouvelle déter-
mination sera _}_f(j*”” (k> o). Mais {’entier k sera, quel que soit J,
inférieur & un nombre fize m a moins que la différence des
arguments de x;, *j x ne tende vers o lorsque (V) j et k aug-
mentent indéfiniment. Nous écarterons ce dernier cas. [Sil se
présentait (2), la spirale définie plus hautl pourrait se réduire a une
courbe qui convergerait vers 'origine sans s’enrouler une infinité
de fois autour d’elle. |

Dans ces conditions, nous allons obtenir un utile renseignement
relatif 4 la ou aux branches-limites de I’ensemble des détermina-
tions () (voir Chap. 1, § 4). Supposons (pour pouvoir appliquer
le théoréme de la page 26) que le cercle I' ne contienne pas
de points-limites d’intersections des branches (y); puis consi-
dérons un ensemble partiel de déterminations () qui convergent

vers une branche-limite Y, définie par la valeur Y!" qu’elle prend

(') Nous supposons donc que Vangle dont doit tourner le rayon vecteur Oz,
lorsque (se mouvant toujours dans le méme sens) il va passer successiverent par
les points critiques =,..., ;, augmente indéfiniment avec j.

(?) Cest ce qui arriverait pour l'exemple du paragraphe IV si l'on faisait le
changement de variable z = §—.
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en un point donné z. Je dis que cette branche-limite Y, est par-
tout méromorphe dans le cercle U, sauf peut-étre & {’origine.

En effet, joignoPs (par une droite) le point z & un point quel-
conque z’' de I'. Nous sommes assurés qu’a partic d’une cerlaine
valeur de l'indice & les caractéristiques issues de z avee les déter-

minations y®, 3+ sont toutes méromorphes au voisinage
de 2/. Il en résulte que Y, n’a dans I" d’autre singularité que
peut-étre origine (qui est alors point directement critiquede Y,).

Il est souvent possible d’aller plus loin et de montrer que la
Jonction-limite Y, est uniforme dans le cercle T'. 1] en est ainsi
en particulier forsque I'origine est une singularité transcendante
de I'espece qui nous occupe pour U'intégrale générale de I'équation
différentielle

dy
A @

a7 = S (@ x)

ol f est uniforme au voisinage de == 0, y = Y. Nous nous con-
tenterons d’énoncer ce résultat sans démonstration.

Les points transcendants que nous étudions présentent cette
particularité que Yordre de succession des permutations z; est un
ordre déterminé. En d’autres termes, il y a correspondance uni-
voque et réciproque entre un point critique et son conséquent 2, .
Si donc on considére 2z, comme étanl une certaine fonction
discontinue de z; (définie pour les valeurs z(, x,, ... de z;),
cette fonction est uniforme ainsi que son inverse. D’ailleurs
on peut transformer cette fonction discontinue en fonction continue
au moyen d’une formule d’interpolation. Plagons-nous dans le cas
particulier ot ’on peut choisir la fonction continue de maniére
gq’elle soit holomorphe (V) dans un cercle T ayant pour centre
le point transcendant que nous prendrons comme origine. Cette
fonction (si I'on remplace z; par z) sera de la forme

(1) C(T)=e€1T + CaT24-. ..,

() On reconnaftrait aisément qu’il en est ainsi lorsque I'ensemble des branches
() est défini par une équation différenticlle y'= f (@, ), ou f est méromorphe
pour & voisin de o et y égal aux branches (¥ ).
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ct I’'on aura

-77j+i:<?(1'j)7 -le—z:‘?[‘?(zj”: cree

Par hypothése, les points 2; convergent vers o. Nous supposerons
ic1 plus précisément que, guel gue soit x dans un cercle T de
centre o, la fonction ¢ [cp. [2(z)])...] tende uniformément
vers o lorsque le nombre des w superposés croit indéfiniment ().
Nous appellerons la fonction o période des points critiques; la
singularité transcendante que nous étudions estalors caractérisée
par ce fait qu’il lui correspond une période des poinis
critiques unique.

L’existence d’'une période des points critiques permettra d’ob-
tenir simplement une représentation de la fonction y (z), analogue
a celle qui a été donnée page 7.

Plagons-nous (je me bornerai 4 'étude de ce cas) dans I’hypo-

-

thése ou le rapport 7"— admet une limite non nulle et différente
i

de 1. Cette hypothése revient a4 admettre que le coefficient ¢; du
développement (11) n’est égal ni a o ni a 1. Nous allons chercher
a faire un changement de variable

(12) v=Wz)=Fkz+ khzrt+...
Jouissant de cette propriété que les égalités

wi= 1 (), wivy = $(&ivry)
entrainent, pour une valeur quelconque de l'indice ¢,

Biv1 = C) &
Nous aurons
— & Ry 2 2
c, u; RTE T o S TE S s

et [en remplagant x; ., par :p(x,-)]

Wiy =ki(crx;i+c} +.. )+ ky(cixzi+. )+, ...

(*) On pourrait présenter la méme hypathése sous la forme suivante (que l'on
démontrerait étre équivalente) : posons ® ([z|) =]c x|+ |c,&*| +...; on
suppose que lafonction ®[®...[®(| z |)]...] tend uniformément vers o lorsque
le nombre des ® superposés croit indéfiniment et que | z| est inférieur 4 un
certain nombre positif . On voit que, si cette hypothése est satisfaite pour un
certain systéme de valeurs des | ¢|, elle est sirement satisfaite pour toutes les
valeurs moindres des |¢|. — Nous ne nous deman-erons pas ici s'il existe des points
transcendants de l’espéce étudide ne satisfaisant pas aux diverses conditions posées
ci-dessus; la question, tnutefois, vaudrait la peine d'étre étudiéde.
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Si nous identifions, dans ces deux dégalités, les coefficients des
puissances semblables des «;, nous aurons, pour déterminer les &5,
les égalités suivantes :

ke(cr—ci) = kiey,
(13) ky(ey—-¢1) =kica—+ 2kseica,

Puisque ¢, n'est pas égal 4 1, les relations linéaires (13) permet-
tront de déterminer successivement k,, &y, ... en fonction de 4,
qui reste arbitraire (non nul). Ainsi, il sera toujours possible de
calculer les coefficients de la série (12). Reste 4 montrer que ceite
série est absolument convergente au voisinage de z = o.

Pour établir ce point, nous aurons recours a l'artifice suivant.
Supposons que les modules des coefficients ¢y, ¢3, .. ., étant d’abord
nuls, croissent a partir de o[ cela de telle sorte que la fonction o(z) (*)
continue a satisfaire dans ' aux condilions énoncées page 93 ].
Lorsque les modules | ¢y |, | ¢z, ... sont trés petits, la série (12)
converge certainement dans tout cercle I'y intérieur 4 I'. Est-il pos-
sible que, pour certaines valeurs des ¢, cette série cesse de con-
verger dans ', et converge seulement dans un cercle IV concen-
trique et intérieur a 'y ? .

Je dis que cela est impossible. Et, en effet, appelant z un point
quelconque du contour de Ty, posons
(14) r=y(z), a"=q), ceey @R = g (g0,

Dapres I'hypothése relative & la convergence uniforme de la
fonction 9[? e [e(=)] .. .], on peut toujours trouver un entier &
tel que le point z¥ correspondant 4 un point = quelconque du
contour T, soit intérieur au cercle I7. La fonction Y(z®) sera
alors holomorphe pour les valeurs considérécs des ¢. Or on aura,

par définition,

Y(zih-1 = flarg. p(#W) | = e7t (=),
q‘(z) — cr(k—l)q,(_z-(k) )’

¢égalités qui ne¢ peuvent évidemment cesser d’étre vérifiées lorsque

(1) Voir p. g3, note 1.
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les coefficients ¢ varient d'une maniére quelconque a partir de o.
Il en résulte que, si 4 {z®) est holomorphe pour certaines valeurs

de . {(x) est nécessairement holomorphe pour les valeurs

correspondantes de z. Donc 4 (%) ne cesse pas d’étre holomorphe
dans le cercle I'; tout entier. C. Q. F. D.

L’existence de la fonction ¢ une fois établie, nous sommes
certains, puisque k,5%0, que la fonction inverse de ¢ est une
foncuon holomorphe de uz au voisinage de u=o. Or, d'aprés les
calculs de la page 77, nous saurons exprimer les deux va-
riables ¥ et u en fonction uniforme d’un méme paramétre t.
Le probléme se trouvera donc également résolu pour les
variables y et x.

V1. — Définition générale des points de premiére espece.

Nous avons insisté quelque peu sur le type le plus simple de
points transcendants, celul dont nous avions rencontré un cas
particulier aux pages 67--3. 1l nous sera facile maintenant de
passer & des types plus généraux, en nous inspirant des divers
exemples étudiés aux paragraphes IIl et IV.

1° Supposons, d'une maniére générale, que l'on puisse ranger
I'ensemble des déterminations () [ qui s’échangent entre ellcs, par
les permutations z; ('), dans un cercle ' entourant l'origine] en
une série unilinéaire ou chaque détermination ne figure qu'une
fois ou un nombre fini de fois; supposons, d’autre part, que 1’on
puisse disposer les coupures définies page 89 de maniére qu’a tout
couple de deux déterminations consécutives il corresponde une et
une seule permutation élémentaire échangeant ces déterminations :
nous dirons alors que 'origine est un POINT TRANSCENDANT DE PRE-
MIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU PREMIER TYPE.

(') Si 'origine était un point transcendant directement critique, il y aurait une
infinité de points eritigues confondus a Uorigine. Mais chaque nounveau tour décrit
avtour de 'origine (échangeant deux délerminations nouvelles) constituerait une
nouvelle permutation. Nous considérerions donc qu'autour de l'origine s’opérent
une infinité de permutatioos, les permutations ..., £, @y +.., T}y - ...
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~ Dans ces conditions 'ensemble () sera uniforme (au voisinage
de l'origine) sur une surface de Riemann S, dont chaque feuillet
sera relié au précédent suivant une ligne de croisement passant
par un point critique unique. Il y aura correspondance univoque
et réciproque, d’une part entre les feuillets de la surface et les
déterminations de la fonction, d’autre part entre les lignes de croi-
sement et les points critiques.

2° Supposons qu’il existe un ensemble partiel de détermina-
tions ¥y Y2y ... (déduites les unes des autres par les permu-
tations x;) qui jouissent des propriétés énoncées ci-dessus, mais
qu’en outre la détermination y; soil échangée, par un nombre fini
de permutations z; i, Z; a, .., Zj,k, avec un nombre fini de déter-
minations nouvelles 4, ¥ ..y ¥jk qui, de leur cété, ne
s’échangent (par permulation élémentaire) qu’avee y; (les permu-
tations z;,y, ..., & ; constituent alors des impasses, comme il a été
dit page 73) : lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que l’or’igi-ne est
Ul POINT TRANSCENDANT DE PRKEVIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE
ET DU SECOND TYPE.

Dans ces conditions, on pourra encore construire la surface de
Riemann S; mais sur chacun des feuillets de cette surface (ou sur
certains d’entre eux) la fonction () pourra acquérir un nombre
fini de déterminations. D’ailleurs, du groupe de déterminations
représentées dans le feuillet &, on ne pourra passer i d’autres
groupes qu’a condition de franchir 'ine des deux lignes de croi-
sement qui relient ; aux feuillets ¥, , ou ,, (¢f. p. 76).

3* Supposuns encore que l'on puisse ranger l'ensemble des
déterminations (¥) en une série unilinéaire ..., ¥_(, ¥o, Y15 - -
ol chaque détermination ne figure qu’unc fois (ou un nombre fini
de fois), deux déterminations conséculives quelconques étant
échangées par une permutation élémentaire unique. A la série des
déterminations (¥) correspond alors unc suite de permutations
élémentaires ..., Z_y, £y, Zy, .... Mals supposons que dans cetle
suite ne figurent pas toutes les permutations que 'on peut opérer
au voisinage de l'origine. Cela revient a dire [puisque toutes les
déterminations (y) figurent dans la suite ..., yq, ¥4, ... ] que deux
mémes déterminations (y) peuvent étre échangées par plusieurs
combinaisons différentes de permuiations (¢f. p. 78 et sui-
vantes). Lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que lorigine est un
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POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA SECONDE SORTE ET
U PREMIER TYPE. '

Dans ces conditions, 'ensemble (y) sera uniforme (a 'intérieur
du contour entourant 'origine) sur une surface de Riemann S,
dont chaque feuillet sera relié au précédent par une ligne de croi-
sement passant par un point critique unique; mais sur chaque
feuillet (ou sur certains feuillets) se trouveront des fentes (cou-
pures infranchissables) : ces fentes joindront au contour de T
les points eritiques dont nous ne nous servons pas pour déduire
les unes des antres les déterminations. ..., ¥_i, ¥o¢; Yy +-., €0
d’autres termes, les points critiques qui ne figurent pas dans la
suite ..., Z_y, &g, Ly, -... 1l y aura correspondance univoque et
réciproque entre les feuillets de la surface et les déterminations de
la fonction, mais non plus entre les lignes de croisement et les
points critiques.

4 Enfin, lorsque l'origine présente a la fois les particularités
qui caractérisent les deux derniers cas définis, nous dirons que
P'origine est un pOINT TRANSCENDANT DE PREMIERE KSPECE, DE LA

SEKECONDE SORTE ET DU SECOND TYPE,

VII. — Exemple de point transcendant de seconde espéce.

Je n'entreprendrai pas de donner ici la définition générale des
points transcendants d’espéce supérieure i la premiére. Je me
contenterat de montrer par un exemple qu’il existe effectivement
de tels points.

Considérons I'équation différentielle

{15) 83 = Ayz 14 Ay,

ol A, el A, sont des polynomes en x dont les degrés m, et m;,
satisfont a I'inégalité my22my+ 2. Grice aux résultats obtenus
au Chapitre IT (p. 56-60), il nous sera facile d’étudier le méca-
nisme des permutations d'une branche d'intégrale de (15) au
voisinage de £ = =. A titre d’exemple, nous allons examiner le
cas ol my= 2, d’oli résulte m, = o. L'équation (15) peut s’écrire
en ce cas

(16) z =7, U=y{+ 322+ az+ P
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[car on peut toujonrs effectuer un changement de variable de la

forme (5, M) (x, X&) rendant les coefficients de /T et z? égaux
a1etd).

Nous avons vu {p. 39) que sur I'ensemble des caractéristiques
de (18) issues de l'origine avec une valeur initiale trés grande zj
se trouvent my— 1 (ici trors) points critiques que nous appelle-
TONS Za_j; Xb, jy ZLe,j- Ges points sont d’autant plus éloignés que lz,‘
est plus grand, 2y ;, Z.,j étant alors trés voisins des racines (autres
que 74, ;) du polynome z* — z3 .

Menons par les points critiques d’une intégrale { des coupures
rectilignes joignant ces points 4 infini. Le systéme de coupures
ainsi construit satisfait anx conditions de la page 8g : mais & une
détermination donnée correspondent, cette fois (suivant les con-
ventions adoptées p. 8y), non plus deux, mais trois points cri-
tigues pauvant permuter cette détermination avec d’autres.
Cette constatation nous suggere I'idée de rapprocher Uintégrale §
de la fonction

py —ply)==z+ G

étudiée au paragraphe IIl de ce Chapitre.

Partant de l'origine avec la détermination {; décrivons un lacet
élémentaire autour du point z, ;. Nous obtenons une nouvelle
détermination %, & laquelle correspondent trois points critiques,
dont 'un est z, j, les deux autres Zs jii, Zc, 44 €lant respective-
ment trés voisins des racincs (autres que Z, ;) du polynome
2% — 7z}, ;. Par conséquent, lorsqu’on opére la permutation x4, j,
les points critiques xy ;, & jsubissent des déplacements qui, si
Uon a pris|xa,j| asses grand, sont arbitrairement petits par

LYY

rapport & | xs,il, | Zej |-

Tracons alors dans le plan des £ un cercle D de rayon assez

¢ p y

grand pour que, lorsque {; est extérieur a4 D, les points cri-
Uques Lo, jy Lo,j5 Fec,j solent tous supérieurs au nowmbre r défim
page 56 (ce quiassure la légitimité des calculs des pages 56-60). Par-
tons d’une valeur witiale §; extérieure & D et opérons une série
«de permutations élémentaires qui nous raménent a l'origine avec
des déterminations Zj+|, 12y ... toutes extérieures & D. Nous dé-

signerons respectivement par Za,j4kr - -+1 Ze, ik les trois points
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critiques correspondant & ;4 qui sont voisins (comme nous venons
de le voir) des points Critiques Zq,jith1); - ++, Ze,jprk—1) COITES—
pondant & zj+(;,_.,. Opérant ainsi de proche en proche a partir
de fj, nous ferons correspondre & chaque détermination z“_k un
point critique et un scul de chacune des séries a, b, c.

~ Cela dit, désignons par le signe (w) la quantité dont s’accroit Z;
lorsque 1'on opére, & partir de Zj, une permutation de la série a
suivie d’'une permutation de la série b : ce que nous exprimerons
par l'égalité symbolique (¢f. p. 83)

(w) =(a, b).
Posons de méme

—"(w:):(b‘a)a (m’):(bi ), '—(w,)=(ca b).

Si nous appelons g la détermination déduite de §; par une per-
mutation élémentaire opérée, par exemple, autour du point cri-
uque de la série @, toutes Jes déterminations 5},-+k seront données
par les deux formules symboliques

17 | 7 mag(w) + nyy (o) + myy () +. .,
, _—}—f_,- + Myy(w) + n,;(m') 4+,

My, iy, Ma, 1y, ... étant des entiers positifs ou négatifs. Tout se
passe jusqu'ici comme dans I’exemple de la page 83, ot I'on trou-
vera l'explication des symboles que nous employons ici. Mais,
‘dans les formules de la page 83, les combinaisons de permuta-
tions (w), (w') satisfaisaient 3 une relation remarquable qui nous
avait permis de rassembler tous les termes en (w) et tous les
termes en (w/) : ¢’était, a savoir, la relation de commutabilité

(18) ((m), () = (v'), (w)) ou (a, b, ¢, a, b, c) =o.

~ Aurons-nous, dans le cas des intégrales {, une relation sem-
blable?

Pour eflectuer successivement les permutations (a, &, ¢, a, &, c)
il suffit de s’éloigner de l'origine vers 'infini le long d’'un rayon,
puis de tourner deux fois dans un sens convenable autour de I'in-
fini. Se peut-il que ces deux tours décrits autour de l'infint ne
aodifient pas la valeur de §?
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.
Nous savons que les caractéristiques issnes de l'origine avec la

valeur initiale §; ne sont pas indéterminées pour x — oo, mais
deviennent infinies comme z? [ égalité (28) de la page 57]. Posons
alors

¢ = z30, 230 =—32%0 + 2y/r VB + 3274 ax + B:

la branche d’intégrale § que nous considérons au voisinage de I'in-
fint y prend une valeur finie. Faisons maintenant x — £E-2, Dire
que Pintégrale finie § n’est pas altérée lorsque z décrit deux tours
autour de z = revient & dirc que cctte intégrale § est une
fonction holomorphe de & au voisinage de E=o. Or, un calcul
facile montre que 6 satisfait a ’'équation

(19) £ = 60— —28/0— 25— 2B

Cette équation admet une infinité d'intégrales § égales & 1
pour § =o; mais lorigine est en général pour ces intégrales
un point singulier transcendant. Cest la un fait que 'on véri-
fiera aisément en substituant 4 § un développement holomorphe
a coeffictents indéterminés

O =1+ c % +cpk24...

et constatant que ce développement ne saurait satisfaire a I’équa-
tion (19). L’équation (1g) appartient au type d'équations que nous
étudierons aux pages r24-126; pour représenter ses intégrales il
faudrait faive appel 4 un développement procédant suivant les puis-
sances de § eb de logé.

Conclusion : la relation e commutabilité (18) n’est pas satis-
faite pour les intégrales {. Déslors, dans les formules (17), nous
n’avons pas le droit d’intervertir l'ordre des termes, et, pour dé-
duire les unes des autres 'ensemble des déterminations d’une
mtégrale T, il faudra que nous revenions indéfiniment sur nos pas.
(cf. p. 83).

L’origine, par conséquent, n’est pas, pour I'équation (15), un
point de premiére espéce.
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VII. — Point d’espéce supérieure dégénérant en point
de premiére espéce.

Donnons une derniére application des méthodes développées
dans ce Chapitre en disant quelques mots de I'équation (*)

(20) 383 =axz 41,

qui appartient 4 la catégorie étudiée aux pages 60-64 [équation (15)
oumaSam,]. :

Posant 5 = 22+ 6, nous avons obtenu une valeur approchée de
la branche d'intégrale § qui prend en un point x, (supérieur & un
certain nombre r) une valeur imitiale G2 plus grande que 272 (p. 60).
Cette valeur approchée représente § sur toul chemin direct (crois-
sant ou décroissant) issu de x4, sauf A U'intérieur de deux cercles ¢,

¢y ayant respectivement pour centres les points # =1i{C, #'=—{(,

et pour rayon p— 27'_‘|T |G| (p. 61). Dailleurs la branche d'inté-
grale considérée ne présente aucun point critique a 'extérieur et
sur le contour des cercles ¢,, c,.

Appelons Z, la valeur (2) 4 'origine de la caractéristique z issue
de z, avec la détermination z? 4 C2. Suivant notre méthode habi-
tuelle, nous allons chercher a déterminer les points critiques
situés sur Uensemble des caractéristiques issues de U'origine
avec la valeur initiale 7.,.

Lemme. — Considérons U’équation
- (21) LZ =27 -+,

dont 'intégrale générale est

(22) Z—élog(Z%—é):;(xq—h) (h = const.).
. : x z

(') Afin d’arriver & un résultat simple, nous prenons comme exemple une équa-
tion intégrable. La fonction x de § = z — z? est en effet définie par une équation
de Riccati que 1'on sait intégrer. '

(?) Cette valeur crolt indéfiniment avec C d'aprés I'égalité (36) de la page 63.
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Pour une valeur donnée de %, l'intégrale (22) admet comme
points critiques (points ou Z s’annule) les points

Ti=— —|—2 log—i— —h.
x xr

Ces points (tous situés sur une méme droite) convergent vers
P'infini, et nous avons déja décrit en détail (§ IV) le mécanisme
des permutations qu’ils opérent.

Considérons, en particulier, I'ensemble des caractéristiques
issues de l'origine avec une valeur initiale Z,. Pour cet ensemble,
deux des points %; seulement seront critiques (voir p. 86-87),
soit les points v, et 7. Supposons de plus que, partant de o avec

Fig. 5.

la valeur Z;, on décrive (dans le sens de la fleche) un contour fermé T’
entourant les points Mo, 0y (fig. 5) : ce contour opérera (') une
permutation unique, savoir la permatation (Zo, i_') qu’opérerail
un lacet élémentaire décrit autour du seul point critique 7,. En
d’autres termes, si nous appelons L le contour 0, T, 0/, {, 0 (fig. 5)
composé du contour I' et d’un lacel élémentaire décrit autour
de vy, nous pouvons affirmer que la branche d’intégrale T issue
de Uorigine avec la valeur Z, est holomorphe o (’intérieur
de L.

(') C'est 1a une conséquence immédiate des rdsultals obtenus page 87, d'aprés

lesquels m, permute Z—-x et va 7, permute Zo, Zl, etc. I faut, il est vrai, pour que
ces résultats s'appliquent & Vorigine, que 'origine soit située d’'un certain coté
de la droite gui joint les points eritiques 7. Sielle était de I'autre coté, tous les
points 7, seraient critiques pour ’ensemble de caractéristiques que nous considé-
rons ( p. 87); mais cette circonstance ne saurait se présenter ici, car notre ensemble
de caractéristiques, étant conforme aux résuliats de la page 62, ne présente pas
de points critiques A Pextérieur d’un certain cercle ¢.
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Ces remarques faites, considérons 'équation auxiliaire
(23) zz':[(l—p.);—}—‘)p..r]z-{—[,

ot w est un paramétre variant de o a 1, Cette équation coincide
avec 'équation (20) pour u =1 et avec I'équation (21) pour n=—o.
D’ailleurs les résultats des pages 60-64 lui sont applicables. Posant
done

Pu(2) = (1— p)zz + pa?,

déterminons C.',_ par Pégalité Pu(_Z)+C;:o qui donne

= —z =(C2, et appelons Z,, la valeur a4 lorigine de la
caractéristique z, de (23) issue de =z, avec la valeur initiale
Pu(zo) + Ci. Nous savons que L'ensemhle des caractéristiques
issues de 'origine avec la valeur Z, , ne présente aucun point cri-
tique 4 l'extérieur de deux cercles de centres == iCy, cercles qui
coincident avec les cercles ¢y, c2 définis page 1o1. Nous allons
en conclure que {’ensemble des caractéristiques issues de ’ori-
gine avec la valeur initiale L, y présente deux points critiques
et deux seulement dans le cercle c,.

Partant de o avec la valeur Z, ,, suivons dans le sens de la
fleche (fig. 6) le contour fermé Oa,c,a’, O composé du segment
rectiligne oa deux fois parcouru et de la circonférence c¢,. Je dis
que nousnous trouverons opérer une permutation unique, c’est-
a-dire la permutation qu’opérerait un lacet élémentaire décrit
autour d’un seul point critiqiee no p.

En effet, donnons 4 Z, , (: Z,), dansle lemme de tout 4 ’heure,
une valeur telle que m, soit intérieur & ¢, : d’aprés ce que nous avons
vu, la proposition énoncée est bien vraie pour w=o0. Lorsque
ensuite w croit de o & 1, le point critique mq,, se dép_lace avec
continuité i partir de n,, sans sortir d’ailleurs du cercle ¢, (puisque,
quel que soit u, 'ensemble des caractéristiques que, nous considé-
rons ne présenle aucun poinl eritique sur le contour de ¢;). De
plus, Mg, est toujours [d’aprés la forme de Péquation (23)] un
point critique simple de zy. Il en résulte que, si nous appelons {
un lacet élémentaire issu de a, et décrit autour de 7., Dous
pourrons (lorsque u variera) déformer ce lacet avec continuité de
‘telle sorte que les caractéristiques qui s’annulent en mg,y ne pré-
sentent jamais aucun point critique sur le contour de /.
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Appelons alors L le contour ay, ¢4, @}, {, @y (fig. 6) composé
du contour ¢, et du lacet {, et considérons dans ce contour la
branche d’intégrale qui, au point @y, est égale & la caractéristique
tssue de O avec la valeurinitiale Z, . Cette branche est holomorphe
dans L pour g = o, et, puisqu'elle n’est jamais singuliére sur le
contour L, elle reste holomorphe dans L lorsque u croit de o & 1.
On en conclut que la permutation opérée par le contour ¢, équi-
vaut a la permutation opérée par le lacet élémentaire /.

Imaginons alors que nous décrivions une série de tours sur le
contour ¢, dans le sens direct : nous nous trouverons opérer une
série de permutations élémentaires (une par tour) autour des

Fig. 6.

points Moy, Mi,u; - - -, €t 8i, aprés chaque tour, nous nous rendons
a 'origine le long du rayon @, 0, nous y obtiendrons la suite des
déterminations Z, , Z y, ... Nous en concluons immédiatement
que 'ensemble des caractéristiques issues de l'origine avec la va-
leur initiale Zj,, présente dans ¢, deux seuls points critiques 4,y
et N (k41,1

Les raisonnements qui précédent s'appliquent au cercle ¢,
pour w<1. Nous pourrons faire les mémes sur le cercle ca, et nous
aboutirons alors aux conclusions suivantes, ol I'on pourra faire
p=1I:

1° L’ensemble des caractéristiques (z), issues de torigine
avec la valeur initiale L, présente (dans le plan des x) quatre
points critiques et quatre seulement, dont deux sont & {’inté-
rieur de ¢, et deuzx a l’intérieur de c,.

2° A partir de la valeur Z,, décrivons dans le sens de la
fleche (fig. 6) un contour fermé, L,, ainsi composé : le seg-
ment oa,, le contour ¢,, le segment 2,a,, le contour c,, le
segment a,0; décrire ce contour revient a opérer deux permuta-
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-

tions élémentaires, la premiére autour d’un point critique o,
situé dans ¢,, la seconde autour d'un point critique 77, situé
dans ¢,. Mais, d’autre part, U'ensemble des caractéristiques (5),
pour lequel les points 7y 4, ), sont criliques ne présente aucun
point singulier (p. 101) a I'exiérieur des deux cercles ¢y, ¢z ¢ par
conséquent, décrire le contour L, ci-dessus défini revient a faire
décrire & z un tour complet aulour du point x = . Je -dis que
U’ensemble des caractéristiques (z), est holomorphe & l’infini,
en sorte que le contour L, nous rameéne i Porigine avec 5= Z,.
Pour le vérifier (¢f. p. 1oo), il suffit de se rappeler que
6(= 2z — 2?) tend vers une valeur finie pour z égal aux caracté-
ristiques (z), et 2 tendant vers Vinfini (p. 63) : d’aillears (p. 60),
6 satisfait & 'équation différentielle

1
0= ——
(24) e L
si'on pose alors # = £~!, le théoréeme de Cauchy montre que les
intégrales 8 qui sont finies au point £ = o sont holomorphes au

voisinage de ce point.

Ainsi le fait suivant se trouve établi : la permutation élémen-
taire opérée autour de n,,, équivaut & la permutation élémen-
taire opérée autour de n,,,. On obtiendra, dés lors, toutes les
déterminations d’'une méme intégrale s cn tournant autour des
seuls points critiques -.., N_y,uy MNo,py At,ps «-» JUE NOUS AVONS
obtenus tout & I'hcure. Ces déterminations se rangeant d’elles-
mémes cn série unilinéaire, nous constatons que [’origine est,
pour les équations (33) et (20), un point transcendant de
premiére espéce. Clest un point de la seconde sorte et du pre-

mier type (voir p. 97).
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POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET.

Le Chapitre précédent a surtout fait ressortir 'immense multi-
plicité des cas que I'on aurait 4 envisager si 'on tentait une classi-
fication complete des points singuliers transcendants. Ayant jeté
ce coup d’eeil d’ensemble sur les routes 4 explorer, nous allons
considérer, un moment, une famille de points singuliers aujourd’hui
classiques : les points jadis étudiés par Briot et Bouquet ('). Quelle
est Ja place de ces points dans notre classification générale? Com-
ment en retrouverons-nous les propriétés en nous plagant au point
de vue que nous avons adopté dans ces Lecons? 51 I'on y regarde
de prés, on s’apercevra que les poinls de Briot et Bouquet appar-
tiennent, en réalité, i des types trés divers, types qui ne seraient
pas comparables entre eux si leur étude n’avait été envisagée d’un
point de vue trés spécial (cf. Introduction, p. 3). Aussi n'est-ce
qu'une classe de ces points que nous allons étudier, classe 3 la
vérité importante. .

Considérons I'équation différentielle

. d :
(1) ’l'd—i_,'—{*—Aa}’a—f—Az_}”—f—AL)/—f—Ao-‘—A_lf‘--F...:O,

équation qui peut encore s’écrire

(2) y =z, 222" = A3+ Asz + A3+ Agad+ A _ 2%+, ..

Supposons que I'origine soil un zéro simple du coefficient A,

(1) Recherches sur les propriétes des fonctions définies par des €quations
différentielles (Journal de I’Ecole Polytechnique, t. XXI, 1856 ). Les points de
Briot et Bouquet ont ¢té étudids par MM. Poincaré, Picard, Autonne, Bendixson,
Horn, Dulac, etc. Consulter a ce sujet l'article de M. Painlevé dans "E'neyclo-
pddie der Mathemat. Wissensch. : GewtGhnliche Differentialgleichunger, t. 11,
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le second membre de (2) étant d’ailleurs holomorphe an voisinage
des valeurs o de « et z. Dans ces conditions, l'origine est, en géné-
ral, un point singulier transcendant des intégrales z (voir p. 12).
Nous allons nous proposer d’étudier I’allure de ces intégrales au
voisinage de £ = o.
Soient
Ay=z(2+ g x+ a22+4...),
Ap=P~+Biz+....

Lorsque z et z sont tous deux trés petits, les termes prépondé-
rants dans 1'équation (2) sont les termes 222', axz, Bz. Or, U'équa-
tion limitée a ces lermes se trouve coincider avec 'équation dont
nous avons fait une étude détaillée aux pages 67 et suivantes.
Nous prendrons donc cette équation

(3) 2z28'= 2z + 33
pour point de départ, et, d’aprés ses propriétés, nous distinguerons
a priort divers cas.

Reportons-nous (p. 67) aux exposants

.
Mo P d—m gy P
2w, 9wy

qui figurent dans I'expression de l'intégrale générale de I'équa-
tion {3). Nous avons vu que ces exposants satisfont 3 la relation

invariante

LA .
PV W

il en résulte que les parties réelles de 4, et X, ne sauraient étre
toutes deux positives. D’oll les cas suivants () (le symbole & signi-
fiant pasrtie réelle) :

(A) v:‘R()\i)>0. nﬁ.()\z)<‘0 H

1° A, et A, complexes; 2° A, et h, réels irrationnels; 39 A, et i,
réels rationnels.

(B) R(M) <o, R)<o:

(') Il faut écarter le cas ot 'on aurait A, =ac, A,= — 1; car, €n ce cas, & serait
nul et l'origine ne serait plus un zéro simple de A,.
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1° A, et A, complexes; 2 X, et A, réels irrationnels; 3° A, et A,
réels rationnels.

(G) 7\,=7\,=0.

Je me contenterai d’examiner ici les cas les plus simples et les
mieux connus : ceux ol A, et A, sont complexes, et celul ol ces
quantités sont réelles et de signes contraires,

I. — Valeurs des caractéristiques & Uorigine.

Pour étudier 1'équation (2) nous aurons recours a I'équation
auxiliaire

(4) 222 =ax + Bz + pl(Az—az) + (Ay— Bz + Azt +-. . ]

qui renferme un parametre p variant de o & 1, et qui coincide avec
I'équation (3) pour p. = o, avec I'équation (2) pour g —=1. Nous
étudierons ('), en premier lieu, 'allure d'une caractéristique anx
environs de 2 = o. Puis nous déterminecrons le mécanisme des
permutations qui s’opérent au voisinage de 'origine, et nous recon-
naitrons que ce mécanisme est exactement celul que nous avons
décrit plus haut aux pages 74-76.

Commengons par 'étude des caractéristiques. Nous savons [voir
I'intégrale générale (3) de la page 74] que, pour p= o, les deux
caractéristiques 3 de (3) qui s’annulent en un point critique 2,
trés voisin de lorigine restent trés petites tout le long du rayon
z; 0. De plus, lorsque les parties réelles (%,) et R (%;) sont né-
gatives, ces deux caractéristiques sont différentes de o et holo-
morphes & P'origine; lorsque & () est positif, 'une des caracté-
ristiques issues de 2, s’annule 4 Porigine comme zw,, 'autre est
non nulle et holomorphe. Je vais établir que ces particularités
subsistent quand le paramétre p. varie avec continuité a partir
de o.

Pour u voisin de o, les caractéristiques z issues de z, resteront

() Cest cette étude que mous avons appelée, au Chapitre Il, Etude de la
croissance d'une branche d’intégrale. 1l s'agit de considérer les branches indi-
viduellement avant de passer a I'étude de leurs échanges.
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trés petiles au voisinage de 'origine, et il en sera 4insi tant que
| |1, & condition que z, soit intérieur & un cercle I de centre o
suffisamment petit. En effet, s0it & un point de T : s1, quelque preés
de l'origine que soit z, les caractéristiques considérées avaient
en z un module supérieur & un nombre fini £, il résulterait du
théoréme de Cauchy appliqué a 'équation (4) que ces caractéris-
tiques seraient holomorphes autour de z dans un cercle de rayon
fin1; elles ne pourraient donc admettre comme poinl critique un
point z, arbitrairement voisin de Porigine. Ainsi, les caractéris-
tiques z sont arbitrairement petites lorsque le rayon de T est lui-
méme assez petit; on peul done loujours déterminer I' de maniére
que le second membre de (4) converge absolument dans ce cercle
pour z égal & 'une des caractéristiques qui s’annulent au point z,.

Faisons le changement de variable z = x /T de maniére 4 mettre
I'équation (4) sous la forme

= - Aj— at.-r —
() x:'=—zc+w:+a+u[—’x—+ VE(Ay— m+---]-

Les termes non écrits forment un développement (') procédant
suivant les puissances de x\/Z: 3, lequel converge absolument
dans I' pour z égal aux caractéristiques que nous considérons.

. Aj—a .
D’atlleurs, —'1:5—1‘; A,— 8 et tous les termes qui figurent dans

les crochets contiennent z en facteur. Nous pourrons donc tou-
Jours prendre [ assez petit pour que les caractéristiques § satis-
fassent dans ce cercle a I'inégalité

(6) [t + 20— BVE —a| < pev[L],

€ élant un nombre donné arbiirairement petit. Dans le cas parti-
culier ot |§| scrait borné, on pourrait de plus déterminer le rayon
de T de maniére que I'on ait dans ce cercle

(7) |28+ 2t —ByYE—al<ph|zl,

A étant un nombre fini indépendant du rayon de T.

Cela posé, soit d’abord & (3) << 0, &(A;) < o.

(1) Lasomme de ces termes est de la forme : /% > développement par rapport
aux puissances de 3.
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* Considérons, sur un rayon aboutissant a I'origine, le dernier (1)
point cril.ique z, présenté par une caractéristique §. Le long du
rayon x, o (les exirémités exceptées) les théorémes de conlinuité
sont applicables a la caractéristique {. Or, nous savons que, pour
p =0, { est infini et méromorphe 4 l'origine. Jc vais en conclure
qu'il en est encore ainsi pour u réel et voisin de o. Plus généra-
lement, je dis que, si la proposition est vrate pour g <l /<1,
elle ne saurait cesser d’étre vraie pour = w'.

En effet, on suppose que, pour w=p/——¢ (e arbitrairement
peut), la caractéristique § (qui admet x; comme point critique)
estinfinie 4 'origine et holomorphe au voisinage de z = o le long
de z,0; deés lors on peut déterminer un nombre g tel que Yon ait

sur z,0, pour |z | < p et u<y,

(g1 >4,

H étant un nombre donné arbitrairement grand. Partons d'un point

7z de z,0 ot l'on ait cette inégalité : on aura sur zo
|BVE 2]+ ue VT <3 L,

8 étant arbilrairement petit avec p, et, dans ces conditions, U'iné-
galité (6) donnera
b

x|

<

Intégrons entre x et o : nous obtiendrons

!

} [logﬁ -+ logx“];l ‘ <8 [log[z‘ w]; .

Or, lorsque z' tend vers o ( restant fixe), [logxﬂf’ est trés
_ £
grand par rapport a 8[log]xl]f_’ : I'inégalité obtenue cxige donc

que log{, et par suite {, deviennent infinis 2 Porigine tandis que {&
reste fini. C. Q. F. D.

Soit maintenant & (A, ) > 0, R(};) < 0.
Nous savons que, pour p. = o, 'une des caractéristiques { issues

(') Le plus rapproché de lorigine.
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de z, estinfinie & I'origine. La démonstration précédente pron-
vera donc qu'il en est encore ainsi quand p croit & partir de o.
Considérons, d’autre part, la caractéristique Ly qui pourp=o
tend vers la valeur finie w?. Tout le long de 2,0 celte carac-
téristique est une fonction continue de p au voisinage de w—=o.
Nous pouvons donc déterminer le rayon de T et les nombres p
et ' de maniére que pour z, intérieur & I' et pSZy on ait,

lorsque | x| < p,

& étant un nombre donné arbitrairement petit. Prenant alors S/,
considérons sur z, o un point £ arbitrairement voisin de I'origine,
ou §, prenne la valeur ¢ voisine de w), et appelons w? (le long

de .;o) celle des caractéristiques de 'équation
{8) 2l =— 20+ BV{+a

(qui esl égale 4  au point x. Toujours en vertu des lois de conti-
nuité, cette caractéristique ? i 'origine est voisine de w?; elle
y estdonc égale a w? [ puisqu’elle ne saurait étre qu’infinie ou égale

& w? (p. 108)]. D’ailleurs, on aura sur zo.
(9) [W—W1’<E',

€ étant arbilrairement petit en méme temps que ¢.
Posons maintenant &, = w?-+ §. Nous pourrons remplacer /G,
par le développement

Wt — —

lequel converge pour § voisin de o.

En particulier, nous pourrons toujours prendre ¢ assez petit
pour que les inégalités (g) et
{10) 18l <d<Ce

entrainent ()

2wy

o6t <

(') On le vérifie en développant, par rapport aux puissances de (& — w,), les

] 1 x .
cocflicients W T g du dévcloppement de \/C_u

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



112 CHAPITRE 1V.
D’ailleurs, |Zu| est par hypothése fini sur x,0. Dés lors, on
peut déterminer le rayon de I' de maniére que l'on ait sur zo

Iinégalité (7). Et, par conséquent, si l’on a pris z assez petit

~ ’
£

- . . 8 VE —
pour que hz suit inférieur ¢ — —, on aura le long de zo

< By/E.

[}
! | S -
z'cu—l,—i,\u @<w+2W1> a

Si, maintenant, nous nous rappelons que w? satisfait & 1'équa-
’ , pp q

. : — 2 ‘
tion (8), que {y—=w?+ et que Ay =—2 + 7’ mous pourrons
écrire ce résultat sous la forme
(1)  |x8—10]<8yd  ou }ij(_‘ij_“) L BYE |-

T

L’inégalité (11) sera sausfaite le long de zo & condition que
I'inégalité (10) soit elle-méme satisfaite sur ce chemin. Or § est
nul au point z. Done (10) est satisfaite au voisinage de Z sur un
certain segment—.;'_x-' de zo. Intégrons l'inégalité (11) le long du seg-
ment zz'. Tout le long de ce segment on a

Jzth =w'z [=1—R

w étant un nombre positif constant. Dés lors, nous aurons, puisque

A(M\)>oetb(z)=o,

. _ 1]
!:_L'-'—)‘ﬁ(z")l<6\/s'.wf xRN 2!

Byl
—r | R (k)
—~eflth | p — .’L‘: .
z

8/ w =
11 est clair que, si €’ et z (par suite ;’) sont assez petits, cette

< RA(A) Ix’

inégalité entraine, a fortiori, I'inégalité (10). On est donc con-
duit 4 une contradiction (') en supposant que ['inégalité (10) cesse
d’étre satisfaite en 2’; en d’autres termes, les inégalités (10) et (11)

sont vérifiées tout le long de zo, et Cu— w2 est inférieur & 3 &

(') Raisonnement déja employé p. 42 et 4g.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET. 113

I'origine. Ce résultat est valable d’ailleurs, quelque petit que soit z.

Or, si nous faisons tendre x vers o, nous pouvons prendre 3
de plus en plus petit. Donc {y est nécessairement égul a w?}
pour z = o. )

Cette démonstration établit que, sil'ona §, (o) = w? pour u =o,
on a encore cette égalité pour wSu'. De proche en proche, elle
établira que %, (0) reste égal a w? tant que w<1. C. Q. ¥. D.

II. — Etude du cas A(M)>o0, R(A) <o,
A et )y complexes.

Considérons 'ensemble des caractéristiques z de I'équation (4)
issues de Vorigine avec une valeur initiale a voisine de o.

Lorsque = o, cet enscmble jouit de la propriété suivante,
mise en lumiére par Panalyse de la page 72 : il ne présente dans
tout le plan qu’uzn point eritique 2, d’autant plus rapproché de
l'origine que a est plus petit.

Les lois de continuité, applicables partout sauf au voisinage de
I'infini (1), montrent que la propriété subsiste pour @ voisin de o.
On peut done trouver un cercle I' de centre # — o et des nombres
1y @i tels que, pour || <<py et |a| << a,, ’ensemble des ca-
ractéristiques issues de Uorigine avec la valeur initiale a ne
présente qu’un point critique dans le cercle T.

Tragons un cercle y concentrique & I', contenu dans T, mais

contenant x,. Soient, d’autre part, Z un point fixe et z la valeur
en z de 'une quelconque des deux caractéristiques issues du
point z, avec la valeur critique o. Nous allons chercher une
expression analytique qui représente z pour les valeurs de  com~
prises entre les cercles v et I'. (Nous prendrons I' assez petit (?)
pour que le second membre de 'équation (3) converge absolu-
ment en un point quelconque = du cercle I' pour z =z et |u]S1.)

Nous remarquerons d’abord que, si w, et lx,l sont suffisam-

(*) Il n’y a pas & s'occuper de l'origine, puisque les caractéristiques considé-
rées y sont holomorphes (si @ n'est pas oul).
(*) Cela est toujours possibie d’aprés les remarques de la page 1og.

B. 8

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



114 CHAPITRE 1V.

ment petits, la valeur initiale 5 sera (pour || <C @) trésvoisine
de w,z. Reportons-nous, en effet, a I'intégrale (3) de la page 7o,
qui n’est autre que l'intégrale générale de (4) pour u=o0. Afin
d’obtenir des caractéristiques qui présentent des points critiques
arbitrairement prés de l'origine, il faut, dans cette intégrale,
donner & la constante G des valeurs de plus en plus grandes; or,
I'égalité (3) de la page 70 montre que, lorsque |G| croit indé-
finiment, w tend vers w, quel que soit z.

Donnant alors 4 | 1| une valeur quelconque inférieure a u,,
prenons I'équation (5) et faisons-y

{ = w2+ «.

En développant \/Z par rapport aux puissances de « et nous rap-
pelant la valeur de ., nous mettrons I'équation (5) sous la forme

(12) U = holl 4 €0 - €20 X2+ €11 XU + Ega U+ , .,

les e étant des coefficients que nous nous dispenserons de calcu-

— ... . L = &
ler. Appelons « la valeur initiale (voisine de zéro) u = = — W,
z
[.e second membre de (12) converge absolument pour # voisin de
zéro et pour x intérieur au cercle T'; il converge, par conséquent,
pour z et u voisins de z et u.
Cela posé, introduisons I'équation anxiliaire

(13) zu' =kt vz +epn22+...],

ol v est un parameélre que nous ferons varier de o a 1.

Le coefficient différentiel &’ est une fonction holomorphe des
trois variables z, u, v, pour « voisin de u, et pour z voisin de o
et z mais non nul. Dans ces conditions, les théorémes de conti-
nuité permettent de développer par rapport aux puissances de v
(autour de l'origine, sinon en son voisinage immédial) 'intégrale
de (13) qui est égale & z au point z. Cette intégrale scra de la
forme

() U= ULV -+ UsVE e,y

et les coefficients u (voir p. 37) seront déterminés par les équa-
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tions différentielles lindaires

2wy = Ay uy -+ lermes cn Z, z2

Y oy

(15) Tuy = dyus+ termes en Ty, pry,, .
L

4 - 2
2 uy = Ay 3 + termes en uf, rul, .

les seconds membres de ces équations étant, par rapport a uy,
Us, ..., des polynomes dont les coeflicients sont convergents tant
que le second membre de (12) est lui-méme convergent.
La premiére équation (15) admet U'intégrale générale
uy=hash -z [+ Iz +...] (h constante arbitraire),
la fonction entre crochets étant holomorphe (*) dans le cercle T'.

Portant cetle valeur dans la seconde équation (15), nous obtien-

drons I'intégrale générale
Usg= hyxha - hzha(lyy+ Uy o +. .. ] =2 o+ Iz +...],

h, étant une constante arbitraire et les fonctions entre crochets
étant holomorphes dans I'. Mais nous avons le droit de supposer
que £, est nul, de méme que toutes les constantes arbitraires qui
figurent dans les développements de wu,, w4, etc. En effet, il est
clair qu'il nous suffit de conserver dans I'expression générale (14)
de 'intégrale © une seule constante arbitraire k; celte constante

sera déterminée de maniére que « prenne une valeur initiale

donnée (?) u en un point donné z. En poursuivanl alors notre
calcul, nous vérifierons sans peine que u; est de la forme

uy=23[lyo+ly e +—. .| +2hah [, Uz +. ) +zhteh [l .. ],
et, d’'une maniére générale, que uy est de la forme
up=xk Lot . |+ 2h—thahs [ Uy 4. A4 @ ON R0

les fonctions entre crochets étant holomorphes dans T'.

(') Le calcul gui donne Pintégrale générale de la premiére équation (15)
montre en effet que la fonction £,,+ /,, x +... converge autour de & = o, dans
le cercle ol le second membre de 'équation est lui-méme convergent. De méme
plus bas pour les diverses fonclions qui sont entre crochets dans I'expression
de u,.

(?) La valeur de &%, et par suite celle de &2, ne sera déterminée qu’a un mul-
tiple de 2e%%% prés. Pour la déterminer tout 4 fait, nous supposerons que dans

Th= ehluw gn prenne pour logz la délermination de plus petit module.
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=2

Donnons en particulier 3 5 ou & « (: :

—w2> une valeur
a2

répondant aux conditions énoncées page 113, en sorte que l'en-
semble des caractéristiques issues de z avec la valeur « ne présente
aucun point critique dans la couronne circulaire  limitée par les
cercles y et T. Alors, d’apres les lois de continuité, le développe-
ment (14) reste absolument convergent dans la couronne %, quel
que soit v entre o et 1. On en conclut que ce développement est
uue fonction holomorphe des trois variables v, , hz pour|v|<1,
z situé dans T, et | kx| inférieur 4 un certain nombre o. En par-
ticulier, pour v=1, la branche d’intégrale définie par lavaleur

initiale u est développable, duns la couronne %, par rapport
auz puissances de z et lixh.

Lorsque & prend la valeur particuliére o, le développement (14)
converge dans tout le cercle T, et représente une intégrale parti-
culiére U qui est nulle ¢ Uorigine et holomorphe dans T. Nous

appellerons Z, (= z /w3 +- U) l'intégrale correspondante (nulle et
holomorphe a l'origine) de I'équation (4).

Soit maintenant % différent de o. Lorsque x, dans la couronne I,
décrit un tour autour de l'origine, Az* change de valeur : plus
précisément, la constante A est mullipliée par e*2i7%, Supposons,
pour fixer les idées, que le coefficient de ¢ dans 2, soit positif, et
tournons dans le sens direct : alors, 4 chaque tour, le module de £
décroit, et le développement (14) ne cesse pas d’étre convergent.
Drailleurs, lorsque x tourne ainsi indéfiniment autour du cercle v,

h tendant vers o, la valeur z de z au point z iend vers la va-

leur 7, (.;\) qite prend en z Uintégrale pai'{t'culiér'e Z,.

Nous avons établi ces divers résultats en donnant 4 |@| une va-
leur comprise entre o et p,. Avant d’aller plus loin, montrons que
ces résultats resteront valables tant que || Z1.

Soit 7 un nombre tel que « [donné par le développement (14)]
soit une fonction homolorphe de x, Aa*, u et v pour|z|<Cr,
[Azh | << r, |p] << et [y]SY <1 1L est clair (*) que, r restant

(1) Les paramétres w et v jouent ici le méme rdle, et nous aurions pu nous
contenter d'introduire un de ces paramétres au lieu de denx; mais il est commode
de se servir tantot de l'un, tantdt de l'autre, suivant les besoins du calcul.
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fixe, p4 pourra étre pris d’autant plus grand que v' seca plus petit.
D’ailleurs, lorsque la limite p, tendra vers 1, la limite v’ tendra
vers une limite différente de zéro (') : on peut donc tronver un
nombre v, tel que « soit holomorphe pour |z |<<r, |hz™]|<<r,
[w|Svet|y]| <.

Reportons-nous alors 4 'expression de uz (p. 115) et appelons M,
la plus grande valeur prise, pour |z | << r, par I'expression

j==

O . Y] _
Nltjeil+ P [ lgal|+ ...+ Q| L),

=0

Puisque u estholomorphe, la somme des modulesdes termes (en z,
f* et v) du développement (14) est convergente dans les limites
que nous nous sommes assignées ; nous sommes donc assurés que la

-
série E My (rv, )% est une série convergente : nous en concluons
k=1
que le développement (14) reste convergent tant que |v|<u,
|z | <rvi, | haeh| < rv,.

Convenons en particulier de toujours prendre pour valeur
de e*'5% celle qui correspond # la plus petite détermination du
logarithme. Alors, nous aurons ce résultat : rounve qur H soir
.I/S 7

ASSEZ PEYIT, ON PEUT DETERMINER DES Nomsres ¢ Ex 7/ (r' <y
TELS QUE (QUELS QUE SOIENT || ET | v | cOMPRIS ENTRE O ET 1) LE
DEVELOPPEMENT (14) REPRESENTE UNE FONCTION HOLOMORPHE DE &
er hzh povn F' << | x| < 7" Br | 2] << H.

Partons maintenant du point;(r’< l z [< r"yavecune valeurini-

tiale (2) u assez voisine de U(z) pour que la valeur correspondante
de % ait un module inférieur a H; puis tournons indéfiniment
autour de l'origine dans la couronne de centre o ou r' < |z | << /.
Si nous tournons dans un sens convenable A4 décroit indéfiniment
(p. 116); donc le développement (14) ne cesse pas de converger,
et z tend vers Uintégrale particuliére Z,.

() Pour v=o0, les intégrales u de (13) ne présentent aucun point crilique en
dehors de l'origine et de U'inlini. Il est donc impossible que le développement (14)
cesse de converger pour v=10, |z |<r, | hz* |7,

(?) Cette valeur est détcrminse univoquement d’aprés la note 2 de la page 115; en

particulier, a la valeur z de U(Zz) correspond la seule valeur o de A.
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Les caractéristiques issues d.e z avec la valeur u ne peuvent par
hypothése présenter des points critiques de module inférieur & /”
s1 ce n'est & I'itérieur du cercle I’ de centre o et de rayon /.
Combien en présentent-elles?

Donnons-nous a lorigine une valeur initiale @ voisine de o, &
laquelle nous ferons correspondre (comme nous 'avons expliqué

page 113) des valeurs déterminées 5,  de 5 et « au point z, et,
par suite, une valeur déterminée de A. Pour que /4 soit nul. il faudra
que a soit nul également; déterminons alors, auiour de a = o,
une région A telle qu’a une valeur de a située dans A corresponde
une valeur de 2 de module inférieur 4 H. Lorsque @ variera dans A,

les valeurs correspondantes de z, w, & engendreront des fonctions
continucs de a. D’ailleurs, ces fonctions seront uniformes : en
effet, quel que soit a dans A, Z sera, nous I'avons vu, un point
d’holomorphisme pour l'intégrale z égale 4 3 au point z; il ne
pourra donc pas arriver que deux déterminations de E(a) viennent
se confondre.

Cela dit, considérons ’ensemble des caractéristiques issues de
Porigine avec une valeur a située dans A. D’aprés ce que nous
avons vu page 113, on pourra toujours trouver un nombre y, tel
que, pour u réel et inférieur 3 p,, I'ensemble considéré ne pré-
sente qu'un point critique dans le cercle IY de centre o et de
rayon /! [et par conséquent, dans le cercle concentrique I' de
rayon ”, puisque le développement (14) est, par hypothése, ho-
lomorphe entre 17 et I']. Supposons alors que pour p2p,; cet en-
semble présente plusieurs points critiques dans I7 : il faudra,
d’aprés les lois de continuité, que pour p= y, il ait des points
critiques sur le contour méme de 17, par conséquent, que pour
p= p;— e il ail des points critiques situés entre 1”7 et T” et voisins
du contour de I". Ceite circonstance ne se présentant pas, nous
pouvons conclure que, quel que soit @ eutre o el 1, Uensemble
des caractéristiques issues de l’origine avec une valeur initiale
a située dans A ne présente qu’un point critique dansT'.

Jusqu’ict, le mécanisme des permutations opérées au volsinage
de l'origine est le méme pour I'équation réduite (3) et pour
I'équation (2). Cette similitude va se mauifester encore dans 1'étude
que nous allons faire des permutations opérées directement autour
de 'origine.
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Prenant 4 quelconque entre o et 1, reportons-nous de nouveau
& l'équation (5) et posons
{=wi+t
de maniére & mettre I'équation (5) sous la forme
7) zt = Mt+diox +dpx?+dxt -+ dogt2+....

11 résulte du paragraphe précédent (p. 113) que 'une des carac-
téristiques ¢ 1ssues d’un point critique z, voisin de o est nulle
4 Porigine (& étant égal & w?). Nous allons étudier cette caracté-
ristique ¢£.

Prenons un point Z sur 2,0 et soit ¢ la valeur en x (valeur voi-
sine de o) de la caractéristique £, Je dis que L’ENSEMBLE DES

CARACTERISTIQUES ISSUES DE Z AVEC LA VALEUR INITIALE £ EST
REPRESENTABLE AU VOISINAGE DE L'ORIGINE PAR UN DEVELOPPEMENT
PROCEDANT SUIVANT LES PUISSANCES ENTIERES DE & ET DE cZM
(c étant une constante arbitraire).

Considérons, en effel, I’équation auxiliaire

(18) zt'=Mt+v[dyx4-:..],

ou v est un paramétre variant de o 4 1, et étudions ’ensemble des
caraciéristiques issues de Z avec une vaieur initiale 7 voisine de o.
Pour v= o, cet ensemble ne présente aucun point critique, I'ori-
gine exceptée. Deés lors, pour v voisin de o, il n’aura aucun point
critique dans une couronne circulaire de centre o (soit lorsque
ps<<|z | <Cp}, o1 étant arbitrairement petit si |v| est inférieur a
un nombre v, assez petit.

Procédant alors comme a la page 114, nous pourrons repré-
senter I'ensemble des caractéristiques ¢ par un développement

(19) t =6y + Vit .

absolument convergeut pour [v|<Cvy, g, <<|x | < p}. D’ailleurs,
les t; (p. 113, éq. 15) sont des polynomes en cz* [¢ constante

arbitraire déterminée (') par la valeur initiale Z] dont les coeffi-

(') Voir page 115, note 2. La valeur de ¢ sera entiérement déterminée en

fonction de la valeur initiale ¢ si nous convenons de prendre (au point z) dans
zM = eh1°8= la plus petite détermination du logarithme.
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cients sont des fonctions, holomorphes dans T, nulles pour x = o.
Je dis que le développement (19) (convergent pour py<|x| < 3})
convergera a fortiori pour |z|<Co,. Tragons, en effet, le
cercle y, de centre o et de rayon p,; menons une coupure suivant
un rayon de ce cercle; puis, parlanl du contour de 7y, avec la
~détermination (19), faisons mouvoir x dans vy, sans franchir la
coupure. Dans ces conditions, considérons la variation de la

k=n
somme E | tkvf], et appelons N la plus grande valeur prise par
k=1
cette somme sur le contour de y,. $'il arrivait qu’en certains points
de v, la somme I fit supéricure a 2N par exemple, il existerait
uécessairement a {’intérieur de ¥, un contour fermé, ne renfer-
mant pas l'origine, sur lequel ¥ serait compris entre N et 2N, et
dans lequel = dépasscrait 2N, Mais cela est impossible, car, en ce
cas, T deviendrait infini dans y,, ce qui n’a pas lieu. [Z s’annule &
I'origine, puisque & (k) > 0.] Donc X est inférieur & 2N dans
tout vy, et, puisque N reste fini quand » croit indéfiniment, la

k==
somme 2 est convergente pour |z | < ay, [v|<v,. On en conclut
k=1
yue le développement (1g) est une fonction holomorphe des
trois variables v,  etcz* pour |v|Svy, | x| <o) et |cxh| infé-
rieur & un certain nombre .

Appelons en particulier s le plus petit des deux nombres p| ets.
En procédant exactement comme 4 la page 115, nous démontre-
rons que le développement (19) restera convergent tant gque
[v|S1, pourvu que | x| <svy, |cxh | <sv,.

Cela dit, partons, avec unc valeur initiale ¢, d'un point fixe z
intérieur au cercle I'; de centre o et de rayon sv,, el supposons [;l
et | 2] assez petits pour que la valeur de ¢ définie par ces condi-
tions initiales satisfasse & 'inégalité (1) Ic;)nl < svi. Lorsque =
décrit dans le cercle I'y un tour complet autour de l'origine, la
constante ¢ est multipliée par =2, Supposons, pour fixer les
1dées, que le coefficient de ¢ dans %, soil positif. Alors, lorsque
nous tournons indéfiniment autour de origine dans le sens direct,.

(1) La valeur de zM étant fixée pur la note précédente.
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¢ tend vers o; dans ces conditions, le développement (19) ne cesse
pas de converger, et £ tend vers 'intégrale particuliere T obtenue
en faisant ¢ = o dans (19). Cette intégrale est holomorphe dans
tout le cercle T'y : nous appellerons 1 l'intégrale correspon-
dante de ’équation (4) en z.

Qu’arriverait-il si nous tournions, au contraire, autour de 'ori-
gine dans le sens indirect? La constante ¢ augmenterait alors
indéfiniment, et il serait aisé de vérifier que le cercle de conver-
gence du développement (1g) tendrait vers o. Si nous continuions
a tourner indéfiniment, nous obtiendrions des caractéristiques z
présentant des points critiques de plus en plus rapprochés de l'ori-
gine ct convergeant, par suite, vers l'intégrale particulicre Z,,
aiusi que nous l'avons expliqué plus haut.

Nous pouvons résumer en deux lignes I'ensemble des conclu-
sions de ce paragraphe : le mécanisme des permutations qui
s'opérent au voisinage de ('origine pour une intégrale de
U'équation (4) est exactement le mécanisme décrit a la
page 72. Soit = un point arbitrairement rapproché de lorigine.
Nous constatons que 'ensemble des déterminations obtenues au

point x peut étre représenté par le Tableau suivant (1) :

ey B &0 Bty vaes
VN VN VN
VAN VAR NN
T gy vomy T, kg5 Loy --+57 Ty -o.]
Z_—l,n ceey B,k g3 B0y -e5 Bty -een

La premiere ligne contient les déterminations qui s’annulent
pour z = o et se permutent autour de l'origine. La derniére ligne
conticnl les déterminations qui ne s’annulent pas pour z = o. De .

plus, chaque détermination z;; se permute avec la détermina-

tion z; correspondante autour du point critique Z;; inscrit au-
dessus d’elle dans la seconde ligne. Si nous nous référons alors
aux définitions de la page g6, nous pouvons dire que, pour

L 1 . .
() Lorsque la partie réelle de 5~ est comprise entre 1 et 3, il correspond &
't

chaque déterminalion z une détermination z au plus (¢f. p. 71-73).
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l’équation (4); L'ORICINE EST UN POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE
ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU SECOND TYPE.

1. — Etude du cas A (N) >0, R(ha) << 0,y et &, réels.

Dans I'hypothése ol A et A, sont réels, il convient de distin~
guer deux cas suivant que ces quantités sont irrationnelles on
rationnelles.

En premier lieu, supposons X, el A, trrationnels. Tous les
calculs que nous avons faits au paragraphe précédent subsistent
alors sans modifications. Mais 'une des conséquences principales
que nous avions tirées de ces calculs se trouve éire en défaut :
les intégrales z, développables par rapport auzx puissances de x
et cxh et par rapport auzx puissances de x et hx*, ne tendent
plus vers les intégrales particuliéres 7. et 1,. En eflet, pour },
et A, réels irrationnels, les expressions etimh, e2kimh, (ol Pentier &
prend des valcurs de plus en plus grandes) conservent des modules
constants, tandis que leurs arguments tendent vers toutes les
valeurs réelles.

Prenons alors un point fixe z voisin de o et une valeur de ¢
telle que le développement

(‘20) ZEaj_,--.zf(c.z‘N)l"

de z par rapport aux puissances de z et ¢zt soit absolument con-
vergent pour [x|§lz| Puis considérons dans le plan des z les
points de la courbe représentée par I'égalité

(2[) 4’.(;):EZ(Z_,'J-‘EJ.(lCI@“’"}EP")I—v

lorsqu’on fait varier w de o 4 aw par valeurs réelles. Le dévelop-
pement (21), restant ahsolument convergent pour les valeurs con-
sidérées de w, est une fonction uniforme de cette quantité. Il
représente donc, dans le plan des z, une courbe fermée entou-

rant z=—o0; ¢i, LORSQTE Z, SUR LE CONTOUR DU CERCLE x:lxl,
TOURNE INDEFINIMENT AUTOUR DE L'ORIGINE, LA DETERMINATION

\

INITIALE 3(Z} SE VPERMUTE AVEC UNE INFINITE DE DETERMINA-

TIONS &, <.Z’>, z2<.z'), .++ QUI CONYERGENT VERS TOUS LES POINTS
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DE CETTE COURBE FERMEE (21). Si ensuite nous faisons croitre | ¢ |,
nous obliendrons une série de courbes (21) s’emboitantles unes dans
les auntres et se rapprochant de plus en plus de 1'origine : & cha-
cune de ces courbes correspondra une branche d’intégrale diffé-
renle; pour ¢=o0, nous retomberions sur Pintégrale particu-
liere 7.

On déduirait aisément de la que les points critiques z; d’une
intégrale z, situés (au voisinage de l'origine) sur les caractéris-
tiques issues de 7 avec les déterminations z,(E), ne convergent
plus vers x = o comme il arrivait au paragraphe précédent : ces
points critigues convergent vers tous les points d’une petite
courbe fermée entourant lorigine.

Nous n’insisterons pas sur ce cas, qui nous met en présence de
circonstances toutes nouvelles; car nous avons toujours admis
jusqu'ici que les points critiques d’'une méme branche d’intégrale
convergeaient vers un point-limite unique.

Supposons maintenant que A, et A, soient rationnels et repor-
tons-nous a 'équation (17) de la page 119,

(17) z:x\/w%—i—t, rt'=ht+doxr +...,

équation qui nous a permis d’étudier les caractéristiques z nulles
a l'origine. Nous examinerons seulement le cas ot Ay=1: on
n’aura pas de peine a traiter de la méme maniére le cas général;
d’ailleurs, il serait aisé de vérifier (*) qu'il existe toujours un
changement de variables rationnel permettant de transformer une
équation (17) ol A, est réel rationnel en une équation (17)

o A,=1. Soit donc A,=1 et :
PremreremenT @ dyg= 0. — Je dis que L'EQuaTION
(22) 2l =¢t+dowx?+dyyxt +dpst? ...

ADMET UNE INFINITE DE CARACT}:ZRISTIQUES NULLES ET HOLOMORPHES

A L,ORIGINE ET FONCTIONS HOLOMORPHES D’UN PAHAMETRE C.

(1) Voir les Ouvrages cités page 106, note 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



124 CHAPITRE IV.

En cffet, cherchons & satisfaire & 'équation (22) en posant
(23) (=12 + 322 +. ...

Nous vérifions immédiatement que 7, reste arbitraire et que
les coefficients ng, 73, ... sont déterminés par les égalités

278 = N+ dyg + dyyni+ doy i,
373 = mn:+ tonclion de 1, n,,

Ainst, nous pouvons déterminer formellement le développe-
ment (23) lorsque nous nous donnons une valeur arbitraire de ¥, .
Je dis que, quel que soit 7,, ce développement est une fonction
holomorphe de z et 7, au voisinage de x == o. En effet, suppo-
sons le développement (23) ordonné par rapport aux puissances
de z et de n, 2 : nous n’avons qu'a reproduire texfuellement la
démonstration des pages 119-120 pour constater que le dévelop-
pement (23) est convergent pour |z| et |7,z | inférieurs a un
certain nombre ¢. On voit ainsi que, dans les conditions ou nous
sommes placés, urigine n’est plus vn point singulier trans-
cendant pour ’équation (4). '

Les branches d’intégrales nulles & 'origine sont, disons mnous,
fonctions holomorphes d’un paramétre =,. Au lieu du coeffi-
cient ny, on pourrait, si ['on voulait, prendre comme paramétre
la valeur C prise par les branches considérées en un point fixe
voisin de l'origine.

Soit maintenant :

DruxiEmMemESNT ¢ dyg £ 0. — Je dis que L'Equarion
(24) zt'=1t+dyx + dyz?+...

ADMET UNE INFI.NITI:: DE BRANCHES D’lNTl:]GRALES NULLES A L’ORI—
GINE ET DEVELOPPABLES, AU VOISINAGE DE L'OKIGINE, PAR RAPPORT
AUX PUISSANCES DE Z ET DE d,,2 logz.

Considérons, comme nous en avons pris I'habitude, I’équation
auxiliaire

(25) rt'=1t+v(dpxr+...)

Nous savons que l'ensemble des caractéristiques ¢ issues d’un
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point z voisin de l'origine avec une valeur ¢ voisine de o est
représentable par un développement de la forme

(26) =ty tevi. ..

absolument convergent pour |v| <Tvy, pi <<|x| << p| (voir p. 119).
D’ailleurs, les t; sont déterminés (cf. p. 113) par les équations

linéaires
wt] =ty +dyox + dyt 4. ..,

Zty = ty-+termes en xty, 2y, ...,

et on en déduit (¢f. p. 113) que les ¢4 sont de la forme

.
ty=dpzrlogr+z(c+Ilyr+...) (¢ = const. arbitraire),

ty=wz(dgxlogz)(ljg+ Loy @+...) + 2L+ I @ +...),

ty=xF(lo=+...)+ k1 (dygx logz) (Liy+...)+...

“+z(dygz logz )1 (114, ).

Dans ces développements, les coefficients { dépendent de la
constanle arbitraire ¢. Convenons, en particulier, de prendre
comme valeur initiale de logz la plus petite détermination de ce
logarithme. Alors la valeur de ¢ sera entiérement déterminée par

1la valeur iniale z.

Les fonctions ¢; s’annulent toutes & l'origine. On en déduit,
comme & la page 120, que le développement (26) (convergent
pour gy < |z |<C ¢, lorsque la valeur initiale t est assez petite)
converge, a fortiori, pour |z[<o,. Donc le développement (26)
est une fonction holomorphe des trois variables v, z et d,,x logx
pour |v| <y, |z| et |d,px logz| inférieurs & un certain nombre 1.

Appclons alors My la plus grande valeur prise pour |z |<Cr,
pur I'expression

Jj=w

PN TSN PO Wl E

i—o

En raisonnant comme & la page 117, nous constatons que la série

k=w

o
2 Mx(rv,)¥ est une série convergente, et nous en concluons que
k=1 .
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le développement (26) reste convergent tant que |v|21, |z|<<rvy,
|dyox logz | << rv,. La proposition énoucée est donc démontrée.

Si maintenant, partant du point z avee la valcur initiale ¢, nous

décrivons une série de tours autour de lorigine, logx prend,
aprés chaque tour, une valeur nouvelle, et nous obtenons ainsi

en z une infinité de déterminations qui se permutent directement
entre elles autour de l'origine.

IV. — Etude du cas R(N) <o, R(2) <o,
A et hy complezes.

Nous allons examiner rapidement ce cas a titre de dernier
exemple.

Considérons 'ensemble des caractéristiques z de P'équation (4)
issues de l'origine avec une valeur initiale @ voisine de o. Lorsque
== 0, cet ensemble jouit de la propriété suivante mise en lumiére
par I'analyse de la page 7o; il ne présente dans tout le plan que
deuz points critiques Z,, Z2, d’autant plus rapprochés de lorigine
que a est plus petit. Dés lors, en vertu des lois de continuité
(compares p. 113), on peut trouver un cercle I' de centre z =o
et des nombres w,, @, tels que, pour | <<u( et |a|<<ay, len-
semble des caractéristiques de (4) issues de 'origine avec la
valeur initiale a ne présente que deux points critiques x,, x;
dans le cercle T.

Tragons un cercle v, concentrique a T, contenu dans I', mais
contenant =z, et x,. Nous nous proposerons de trouver une
expression analytique qui représente, pour les valeurs de z com-
prises entre vy et I, 'une ou l'autre des deux caractéristiques
1ssues de z, avec la valeur critique o.

Remarquons d’abord que, si u =0 et si || est trés petit, I'une
des caractérisliques considérées est treés voisine de w,.x entre e
et I', tandis que 'autre est trés voisine de wyz. En eflet, pour les
caractéristiques qui présentenl des points critiques arbitrairement
prés de lorigine, la constante C de la page 68 est arbitrairement
grande; orl'égalité (3) de la page 68 montre que, lorsque |G| croit
indéfiniment, une caractéristique w issue de z, avec la valeur o
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tend (en un point quelconque z ), soit vers w,, soit vers w,. De
cette remarque il résulte, par continuité, que, si &, et |z,| sont

suffisamment petits, les valeurs initiales (z, ;) au point x des
deur caractéristiques que nous étudions sont respectivement

votsines de w,x et wax.
Considérons, par exemple, la seconde caractéristique et posons

z2
(27) =5 =wiru

Tous les résuliats obtenus aux pages 114-118 subsistcront ici sans
modifications. [’équation (4) se transforme en I'équation (12) et
la branche d’intégrale u de cette derniére équalion, qui prend au
point z une valeur initiale « voisine de zéro, est développable
(dans une couronne circulaire) par rapport aux puissances de z
et de ko™ [développement (14)]. Plus précisément, or peut déter-
miner ur nombre H et des nombres r',1" (inférieurs au rayon
de ') tels que (quel que soit | p.| compris entreoet) le dévelop-
pement (14) (ot Uon fait v==1) représente une fonction holo-
morphe de x et hz‘7'=])oul‘ r<|x|<ret|h]<H.

Lorsque % n’est pas nul, les caractéristiques z définies par le
développement (14) sont différentes de zéro & l'origine. Mais,
pour 4 —= 0, nous obtenons une intégrale U a laquelle correspond
une intégrale particuliere L, de Uéquation (4), nulle et holo-
morphe a Uorigine. D'ailleurs, lorsque | 4| tend vers o, la limite
inférieure 7/ de lu couronne circulaire ou converge le développe-
ment (14) tend évidemment vers o; on voit ainsi que, pour £ —o,
les points critiques situés sur les caractéristiques Z, (issues de o
avec la valeur o) viennent se confondre en z = 0. S1 maintenant,

partant de z(r' < |z | << ") avec une valeur initiale « voisine (*)

€ xZ nous tournons in é lnimen ans un sens convenable
de U(zx), 1 défi td bl
sur la circonférence de centre o et de rayon lxl, nous obtenons

au point z une infinité de déterminations nouvelles qui convergent

vers L.(;) (cf. p. 117).

(') Cetle hypothése revient a supposer que le point critique z, (d'ok aous
somunes partis A la p. 126) est suffisamment voisin de Porigine.
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On obtiendrait des résultats analogues pour la premiére carac—
téristique { issuc du point z; avec la valeur o. Posant { = w3+,
on trouverait que cette caractéristigue (ou la caractéristique ¢
correspondante) est développable (dans une couronne circulaire
de centre O) par rapport auzx puissances de x et cz™ [dévelop-
pement (19), o lon fait v=r1]. Pour ¢ =0, le développement
obtena donne une intégrale T a laquelle correspond une seconde
mtégrale particuliere Z de 'équation (4) nulle et holomorphe a
Vorigine. Si, d’autlre part, & partir d'une valeur initiale ¢ de ¢
voisine de T(2), on tourne indéfiniment dans un scns conve-
nable sur la circonférence de centre o et de rayon ’:L—,, on obtient
au point z une nouvelle infinité de déterminations qui convergent
vers Z(;)

Une fois obtenus les développements (14) et (19) (ou Yon fait
v=1), nous revicndrons aux poinls criliques présentés dans le
cercle I' de centre o par 'ensemble des caractéristiques z issues
de l'origine avec une valeur initiale a voisine de o. Nous avons vu
{p. 126) que ces points critiques sont au nombre de deux lorsque
le parametre B est inférieur & un certain nombre w,. En raison-
nant comme & la page 117, nous démontrerons que, quel que soit
wentre o et 1, le nombre de ces points critiques est toujours 2
& condition que a soit intérieur a une certaine aire A entou-
rant a—o.

Cela dit, il nous sera facile de déterminer le mécanisme des
permutations qui s’opérent au voisinage de lorigine pour une
branche d'intégrale z. Ce mécanisme est exuctement celui qui a
été décrit aux pages 68-70. Soit z un point voisin de o. Les
déterminations de z obtenues en ce point forment une série uni-
linéaire '

ey Ay By, By, L ]

et 4 chaque détermination z; correspondent deux points critiques
Zj_yy Xjqul le permutent respectivement avec z;_; et 3;,,. Nous
en concluons (voir p. 93) que, dans les conditions ou nous
sommes placés, r’oriciNE EsT, POUR L'tQuarioN (4), uN rOINT
TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU

PREMIER TYPE.
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CHAPITRE V.
RELATIONS ENTRE LES SINGULARITES TRANSCENDANTES
D'UNE MEME EQUATION,

Je ne puis consacrer que quelques pages a ce probleme, qui
cependant, dans une étude plus compléte, devrait occuper une place
prépondérante. En effet, s1 nous voulons rester fidéles aux prin-
cipes formulés dans Ilntroduction de ce Livre, nous ne devons
pas nous contenter d’étudier les intégrales d’une équation au voi-
sinage d’une singularité transcendante isolée (quelle que soit
I'extension donnée a ce voisinage, dans lequel nous avons compris
un ensemble infini de points critiques algébriques). Il nous faut
étudier les intégrales dans tout le plan et, avant tout, nous
demander si les ensembles de permutations opérées au voisinage
des diverses singularités transcendantes d’'une méme équation sont
des ensembles indépendants ou, au contraire, des ensembles liés
par certaines relations.

Voulant arriver tout de suite 4 des résultats précis, je me con-
tenterai d’examiner un type d’équation particulier, I'équation

(1) 2+ Agyr+ Azyi=o,

ou A, est un polynome de degré deux.

On se rappelle qu'au Chapitre 11 nous avons fait une étude spé-
ciale de ’équation (1) an peint de vue de la croissance de ses inté-
grales, et que nous avons été conduits 3 distinguer deux cas suivant
que les degrés m, et ms de A, el A; satisfont & 'une ou a 'autre
des deux inégalités m; > 2my-+1, my << 2my—+1. Or, précisé-
ment, il va se trouver que la distinction de ces deux cas, suggérée
par des considérations d’un ordre lout différent, a une importance
capitale dans notre probléme actuel. Taridis que pour my—=o les
singularités transcendantes de U’équation (1) (o&s m;=2) sont

B. . 9
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liées entre elles par une relation invariante, ces singularités
sont indépendantes lorsque ms;>> o.

1. — Léquation 2y' -~ y*+ ax(x —a)y? = o.

En premier lieu, faisons dans I'équation (1) my=o0 avec m;=2.
En effectuant au besoin un changement de variables de la forme

(z, z + const.), (¥, ¥ > const.),

nous raménerons I'équation (1) 4 la forme

(2) 2 +yi4-ax(z—a)y*=o0
ou
(3) ¥y =3z 232 =2+ axr(x —2a).

Nous allons nous demander de quelle nature sont les singula-
rités transcendantes de I'équation (3 ) suivant les valeurs de a et a.

Appelons X, X, et X, A, les quantités X,, X, qui, d'apres le
Chapitre IV (p. 107), sont respectivement associées aux singula-
rités o et.a, et cherchons a calculer ces quantités.

Pour calculer X, et A, on doit prendre les racines w, et w, de
I'équation

— 2w+ W —aa=o0,

puis poser
1

I8
AM=—2-+ —, A= — 2+ -
2wy 2wy

Il en résulte que A| et i, sont les racines de I’équation

jaa(h+2)2—a(A+2)+ 2=0
ou

@) faxii+ (1bax—2)A +16az —2 = o.
On vérifierait de méme que X et X), sont les racines de
(3) fari?+ (16aa 4+ 2)h+16aa+ 2 = o.

Si nous comparons maintenant les équations (4) et (3), nous
oblenons les relations

(6) MMM =8, A+ M N+ N =—8,
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relations invariantes qui expriment la dépendance réciprogue
des deux singularités transcendantes £ —o et x — a.

 De ces relations (6) nous allons déduire diverses conséquences,
et tout d’abord celle-ci : des deux points singuliers o et o, l’'un
au moins est un point indirectement critique.

Pour établir ce point, je montrerai que si 'on a A (X)) > o, et,
par suite (p. 107), & (A,) <o, on a nécessairement & (A}) < o,
RK(A,)) < o.

Vérifions-le pour 4. Nous savons que

8

I 1 I _
ﬂ—i—z———l, A,+r-—-—l.

,_
N

Remplagons alors, dans (6), X, et X, par leurs valeurs en fonc-
tion de A}, A} : nous obtenons
2 ny

_’1% _ %r[ =8 ou  —

et nous vérifions aisément qu'il est unpossible que celte égalité

soit saltisfaite si les parties réelles de X, et X} sont toutes deux po-

" sitives. Nous en concluons que ['un au moins des deux points o
et o est indirectement critique {').

Il y aurait un intérét particulier & savoir déterminer toutes les
équations (3) telles que les quantités A,, X}, X, A, correspondant
a ces équations soleut réelles et rationnelles. Cest en ce cas, en
effet, que les singularités transcendantes sont susceptibles de se
réduire & des singularités algébriques ou & des points d’holomor-
phisme. Voyons comment se posera le probléme :

Il est clair que les quantités A seront rationnelles en méme temps
que les racines de I’équation en w correspondantes. Or ces racines
seront :

1d=y1—8aa

4

itvi+8az
4

Pour la singularité x —o0... w =
o

Pour la singularité z = 2... w=

Pour que ces quatre racines soient rationnelles, il faut et il suffit

(') Il ne saurait, par suite, y avoir i distance finie plus d’'un point ou se
coupent une infinité d’intégrales de (3).
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que les quantités (1 — 8aa) et (1 4+ Baa) soient toutes deux des
carrés de nombres rationnels. Déterminer ao de maniére 3 satis—
faire aux condilions voulues revient donc & trouver deux nombres
rationnels carrés dont la somme soit 2.

C’est 1a un probléme connu, qui admet une infinité de solutions.
Considérons l'une quelcongue de ces solutions. Par exemple,

L1 4

prenons pour valeurs de 1— 8aa et 1+ 8au les deux carrés = et :—2
. . .3

dont la somme est 2. Nous devons, pour cela, faire ao égal a =

; 5 1
nous donnerons, par exemple, & a la valeur 3 et & « la valeur 5

Alors V'équation (3) deviendra
225 =z + 2—[5—1‘(.7:—3),

¢quation qui se transformera par le changement de variable

Z
(Z, -g) en

(7) 238 =5z + z(x— 3).

Pour cette équation, les quantités que nous avons appelées
respectivement w,, Wa, Aq, Ay sont & Porigine

w, =1, Wz':_):, )\,z;—, )\2=~

Posant z = .’L‘\/l —+t el 3 = x\/% -+ u, nous ramenerons

(p- 114 et 119) Iétude des intégrales de (7), qui sont nulles a
I'origine, & I'étude des deux équations

1
zt = ;t + T ...,
i
xu’=—§u-+—x+....

Il y a une infinité d'intégrales nulles & l'origine, lesquelles
admettent l'origine comme pornt critique algébrigue permutant
deux déterminations. '

Au point 2 =23 (point indirectement critique), les quantités o,
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Wy, Ay hg sont

On prévoit que 1'équation (7) jouit de propriétés remarquables.
Mais de ces propriétés mémes nous allons déduire que 1'équa-
tion (7) est intégrable, en sorte qu'elle ne définit pas de transcen-
dantes nouvelles.

Je dis d’abord que I'équation (7) admet deux intégrales particu-
lieres algébriques. En effet, si 'on pose z =&z, I'équation (7)
devient

(8) z%’f:ssﬁﬂﬂ(sﬂ«sx

équation qui est vérifiée si l'on fait

(0 s=P=p(eyi) s=r= el V)
De I'existence de ces deux intégrales nous déduirons a priori
que l'on peut faire un changement de variable

v=Hz+4+ G

(H et G étant des fonctions rationnelles de £) 1el que la fonction
multiforme & de ¢ soit unc fonction & points critiques fixes. Déter-
minons, en eftet, la variable ¢ de maniére que, pour z égal 4 'une
des intégrales polynomales (g), ¢ soit égal 4 une constante, ce qui
revient & déterminer H et G par les deux égalités

HP + G =g,
HPi +- G = Cy.

La fonction ¢ se trouve satisfaire 4 une équation différentielle
dv . .
de la forme E fonction rationnelle de £ et ¢.

Des lors, pour que la fonction § de v elit des points critiques
mobiles, il faudrait qu’il existat des intégrales z qui, pour des va-
leurs mobiles de ¢, satisfissent a I’égalité

dv

i dz
:([0) d—E:H'z—FG—FHd—E:O,
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en méme temps d’'aillenrs qu’a 'égalité (8). Mais les équations (8)
et (10), considérées comme systéme d’équations linéaires simulta-

. . . ds .
nées déterminant z et T’ n’admettent que deux solutions. Et,
5

puisque nous connaissons déja les solutions z=1D, z = P, (corres-
pondant aux valeurs fixes ¢ et ¢, de ¢), nous pouvons affirmer
qu'il n’y en a pas d’autres. Ainsi la fonction-E(v) est une fonction
a points critiques fixes : par suile, 'équation différentielle qui la
définit est nécessairement une équation linéaire ou une équation
de Riccali (comparer la démonstration de la page 232).

Pratiquement, pour transformer 'équation (8) en une équation
a points critiques fixes, il suffira de poser

= ——k—- —-+— —_——
£ £
On trouvera que § est défini en fonction de ¢ par I'équation dif-
férentielle lindaire

dt 1—v e 1
o 3o(v—2) V3v(v—2)

équation qui donne ¢ par l'inversion d'une intégrale abélienne.

Avant d’aller plus loin faisons quelques remarques sur les
branches d’intégrales de 1'équation (8) voisines de P et P,.

Entourons le point E:ﬂ d’un petit cercle vy (ne contenant

pas 'origine), puis placons-nous en un point § du contour de ce
cercle et posons

bo= %Ez(g_ \/3)

Je dis que, si b est suffisamment voisin de by, une caractéris-

tigue quelconque de (8) issue de £ avec la valeur initiale b
rn’admet, en dehors du cercle y, aucun point critique a dis-
tance finie.

En effet, d’apres les lois de continuité, 'ensemble des caracté-
ristiques égales & b au point § est, pour b voisin de &,, une fonc-
tion holomorphe de & en tout point du plan des §, excepté

peut-étre au voisinage des points £ = o, E:\/g qui annulent
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l’iméggal‘é polynomale P, (pour laquelle b = b,). Mais nous savons
(p. 132) que I'équation (8) posséde une infinité de branches d’in-
tégrales qui sont toutes nulles ct holomorphes & 'origine (*). Ces
branches sont fonctions holomorphes d’un certain paramétre G
(¢f- p- 124); Je supposerai que Uon ait pris comme parametre G
la valeur des branches d’intégrales en un point fixe £, voisin de
l’origi.ne, situé¢ par exemple sur le segment fo (on choisira £ de
maniére que £o ne traverse pas le cercle v décrit autour du
point \/3) Sinous appelons alors G, la valeur P, (E’), les caracté-

ristiques issues de £ avec des valeurs C voisines de C, seront
toutes nulles et holomorphes a I'origine. Considérons maintenant
les caractéristiques issues de £ avec la valeur initiale 2. En un
point quelconque de Eo, ces caractéristiques sont fonctions nolo-
morphes de & pour b voisin de 6,. Donc C est fonction holomorphe
de b pour b voisin de b,; done, encore, les caractéristiques dont
Ja valeur initiale & est suffisamment voisine de b, prennent en Ta
une valeur voisine de G, et son¢ nulles et holomorphes a ’ori-
gine. On en conclut que l'ensemble des caractéristiques issues
de £ avec la valeur b ne présente .pas de point critique au voi-
sinage de l'origine, mais seulement dans le cercle v.

Nous allons maintenant démontrer une importante propriété de
I'équation générale (3). Nous écrirons cette équation sous la
forme

dz
(0 2 p = 38VaraSa (@ —a),

aprés avoir effectué les changements de variables <z, i;'), xr = &2,

IFaisons varier avec continuité les paramétres a et =, de telle
mani¢re que l'origine continue i étre un point directement cri-
tique [pdur lequel &(X,) > o], tandis que les points E:i\/;
ne cessent pas d’étre des points indirectement critiques.

[’équation (11) admet, comme on sait (p. 127-128), deux inté-

(') Si 'on fait z = E?, ces branches sont données par 'équation en ¢

E=¢t+28+....
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grales nulles et holomorphes au point ihdirectement critique
p— =

£ = /2. De ces deux intégrales, l'une, Z,, est trés voisine de P,

lorsque a et a sont respectivement trés voisins de 0,04 et 3. Sui-

vons cette intégrale Z, le long d’un rayon quelconque issu du

point V2 : nous obtenons un ensemble de caractéristiques (7.3
qui ne sauraient (si « et « sont suffisamment voisins de 0,004 et 3)
présenter des points critiques ailleurs qu’au voisinage de 'origine;
je dis que cet ensemble n’admet comme point critique que ’ori-
gine elle-méme.

En effet, nous savons (p. 119) que I'équation (11) a une infi-
nité de caractéristiques (z) nulles & Porigine, fonctions holo-
morphes de z et de la quantité cazr. Ces caractéristiques (z)
(lorsque |c| est assez petit) ne présentent aucun point critique
autre que l'origine dans un cercle & de cenire & = o; elles sont
par suite (d’aprés les lois de continuité) fonctions holomorphes
de @ et « en tout point de ¢ (l'origine exceptée). Soit, d’autre
part, C la valeur d’une caractéristique (z) en un point £ inlérieur
a 8; la constante que nous appelons ¢ se trouve étre fonction
continue et uniforme de C {(voir p. 119, note 1). Posons, dés lors,
Co=P, (&) : les caractéristiques (z) sont, dans le cercle 8, des
fonctions continues des trois variables G, ¢, o pour C, a, « res-
pectivement voisins de Gy, 0,04 et 3.

. Soit maintenant Z, la valeur en §’ de la caractéristique Z, suivie
le long du segment y/a E'. Pour a et « voisins de 0,04 ¢t 3, Z, est
voisin de G,. Donc la caractéristique issue de E’ avec la valeur Z,,
et suivie le long de ¥'o, estune des caractéristiques ue nous avons
appelécs (z). En d’autres termes, l'ensemble des caracléris-
tiques (Z,) présente & 'origine un point directement critique
Zsolé, ainsi que nous I'avions annoncé.

La démonstration qu’on vient de lire suppose a et a voisins
de 0,04 et 3, soit [a—o0,04| << s et |x— 3| < a,. Mais, une fois ce
résultat obtenu, nous pouvons répéter la méme démonstration (') au

(') Soit a,, &, un sysiéme de valeurs @ et a pour lequel la proposition soit

démontrée, et soit R, 'intégrale Z, correspondante. Il suffira de faire G, = R, ()
dans la démonstration précédente pour que cette démonstration s'applique au
voisinage des valeurs @, et a; de a et «.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



REL\ATIONS EN"RE LES SINGUL\RII'ES TRANSCENDANTES. 132
voisinage de |@ — 0,04 | =&, |2 — 3| =a,. Nous constalons ainsi
que l:a proposition énoncée ne cesse pas d'étre vraie tant que a et o
restent dans un certain’ domaine : parmi les deuz intégrales de
{’e’(].uatz'on (11) qui sont nulles el holomorphes aw point \/x,
buine, Ly, est telle que Uensemble des caractéristiques (1)
issues de \Jx avee la valeur o ne présente, dans tout le plan,
d’autre point critique que 'origine.

En nous appuyant sur ce théoréme, nous pouvons répéter, a
propos de l'équation (11), les remarques que nous avons faites
plus haut sur 'équation (8). Tracons autour du point \/; un petit
cercle ¥ ne contenant pas l'origine; appelons E un point du con-
lour vy et posons b, =7, (). Le raisonnement exposé a la page 135
permettra d'établic la proposition suivante : S¢ b est suffisam-
ment voisin de by, une caractéristique quelconque de (11) issue
de £ avec la valewr initiale b n’admet, en dehors du cercle v,
aucun point critique autre que 'origine.

Ce qui fait I'intérét de cette proposition, c¢’est qu'elle établit
une corrélation entre les diverses singularités transcendantes des
intégrales de I'équation (11).

Nous savons en effet (p. 19o) que si, partant du point £ du
cantour ¥ avec une valeur b voisine de by, nous voulons opérer la
série unilinéaire de permutations qui définit le point \/; comme
point de premiére espéce de la premiere sorte, nous devons décrire
une suite de tours le long du contour v.

Or, faisons le changement de variable E:\/;X—' qui trans-
forme le cercle y en un cercle G de trés grand rayon, et les
1
V2

tion énoncée plus haut que, si 7/ est un point quelconque du con-

points £ =0, £ = en 4= —> 7 =o. Il résulte de la proposi-

tour G, 'ensemble des caractéristiques issues de  avec la valcur &

. . . .. - I

ne présente aucun point critique en dehors des points 7—_ et o.
4

Par conséquent, /écrire o partir de '—L le contour du cercle G

équivaut a décrire un lacet fermé quelconque autour des
_1
dewzx points =o et y=a *.

Revenant & la variable §, nous énoncerons ainsi cet important
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résultat : Les permutations opérées autour de la suite de points
critiques algébriques quc converge vers le point indirectement

critique \/E équivalent auz permutations opérdes autour des
deuwx points directement critiques E=o0etf=o. ‘

Le résultat ainsi obtenu n’étant pas altéré par le changement
de variable £ = &2, nous pouvons I'appliquer a I'équation (3) en

remplacant § par z et \/—a. par a.

Il. — L’équation 2y’+A2(.;L')y2—+_— ar(x —a)yi=o.

Passons maintenant au cas ou le coefficient A, de l"équation (1)
a un degré positif (A, étant toujours de degré 2). J'ai dit que,
dans ces conditions, 1l n’y & plus de relation invariante entre les
diverses singularités transcendantes de 'équation (1). Clest ce
dont nous allons nous rendre compte.

Je supposerai, pour fixer les idées, A, du premier degré. Les
conclusions auxquelles je parviendrai dans ce cas s’appliqueront
a fortiori lorsque le degré de A, sera plus élevé.

En posant y = z' et faisant au besoin le changement de
variables (z, x + const.), (¥, » >< const.), on mettra 'équation
proposée sous la forme

(12) 233 =(1+Bzis+ azx(zx —a).

Je vais montrer que l'on peut disposer de 3 de maniére que
les points x — o et x — =z solent des singularités de types assi-
gnés a Uavance.

Cherchons encore & calculer les valeurs A), X, et 4|, X}, des para-
métres Ay, Ag relatifs aux deux points o et «.

Les quantités A et A, sont données, comme au paragraphe I,
par l'équation (4) de la page 130. Quant aux quantités A7, 3,
elles sont évidemment égales a celles que fournirait I’équation

228 =(1+ B2)z+ aa(z — a).

Or, cetle derniére équation se transforme, par le changement de
variable z = (1 + fa) w, en

200 = w—+ (x—a),

(v =+ Bay?
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d’ot I'on conclura que X, et A, vérifient 'équation algébrique

- 1hax
+2lA4+ ————— +2=0.

laa . 16aa
| e

3 Ry TEE

Les coefficients de cette équation n’étant liés aux coefficients
de 'équation (4) par ancune relation invariante, il est clair que
l'on pourra toujours disposer des paramétres ¢, «, B de manitre &
fixer arbitrairement le type des singularités o et a.

. . - I
Soit par exemple (comme a la page 132) a — o= 3. Pro-

posons-nous de déterminer § de maniére que X, = A| el A, = A} :
il faudra évidemment et il suffira que nous prenions

(r1+afr=—1 ou 3=—1x1.
En particulier, faisons f =— % -+ g; auquel cas 'équation (12)

. z , .
se transforme par le changement de variable (z, —5—) en 'équation

5—5¢

aug) 2zz’=<5— x>z+x(x—3).

La singularité o de I'équation (14) se comporte comme la sin-

gularité o de I'équation (7). Ona X, = i, A= — %, ce qui donne
une infinité d’intégrales nulles pour z = o, lesquelles admettent
Porigine comme point critique algébrique permutant deux déter-
minations (veir p. 132). )

D’autre part, 'équation algébrique (13) [od (1 + Bx)2=—1]
coincide avec 'équation (4). On a donc

x =)\’,:§, Ny= R =— %
etl'on en conclut que la singularité 3 de Uéquation (14) est du
méme type que la singularité o.

L’équation (14) jouit, dés lors, de cette propriété remar-
quable que ses intégrales ne présentent aucun point singulier
transcendant @ distance finie. L’étude de cette équation semble
devoir étre, pour ce motif, particuliérement intéressante.
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Nous venons de construire une équation (12) dont les singula-
rités transcendantes dégénérent en singularités algébriques. Il est
clair que nous pourrions, tout aussi aisément, construire une équa-
tion (12) présentant deux points transcendants directement cri-
tiques. C’est la une circonstance qui ne saurait s¢ présenter, nous
lavons vu, lorsque B est égal & zéro.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTE.

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
DONT L'INTEGRALE GENERALE N’A QU'UN NOMBRE FINI DE
BRANCHES,

PaR M. PacL PAINLEVE.

Propriétés geéncrales des équations différentielles
du premier ordre.

{. Soit

d P
(1) dy Pz, y)

= QTTT}’—) (P et Q polynomesen z, y)

une équation du premier ordre et du premier degré.

Tatorime . — Une intégrale y(x) de ’équation (1) ne sau-
rait présenter, dans le plan des xz, de points singuliers non
algébriques, en dehors de certains points fizes § en nombre
Jfini, qui peuvent étre déterminés algébriqguement en fonction
des coefficients de P et Q.

Ce théoréme a é1é démontré dans lle corps de I'Ouvrage, et les
points § ont été énumérés (p. 15-17).

2. Soit maintenant y = %(x, 39, z°) 'intégrale qui pour z = 2°
prend la valeur y°. Considérons, dans le plan des z, deux points
fixes (') 79 et z arbitrairement choisis, mais distincts des'points §,
et un chemin quelconque L joignant ces deux points et assujetti a
la seule condition de ne passer par aucun des points §. Prolon-

(') Je représenterai par x (ou z°, etc.) une valeur fize de la variable z
{(ou z% etc.).
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geons analytiquement, lelong de I, fa fonction y (z) = o (x, 0, x9)
en laissant 4 »° une valeur constante égale a4 & ou voisine de &. Si
nous rencontrons sur L un point critique (algébrique) de y(x),
nous adoptons, aprés avoir franchi ce point, une quelconque des
valeurs de y(«) qui se permutent autour de ce point. On arrive
ainsi en x avec une ccrtaine valeur y = z:")(;:, 30, z0) qui dépend

de yo.

Treorkme 1. — L’ezpression <?<x,_y°, z°) coincide avec une
branche d’une fonction de y° algébroide pour y* =b, quelle
que soit la valeur & ( finie ou infinie) considérée.

Ce théoréme se trouve démontré dans le corps de 'Ouvrage,
par le raisonnement indiqué au début de Ia page 20 et page 33.

3. Remarques sur le théoréme II. — Considérons la fonction
y_——cg(x, ¥, F) et prolongeons-la analytiquement dans tout le
chamyp des z et des y(ﬁ restant invariable). On peut étre tenté
de déduire du théoréme 11 la conséquence que cette fonction ne
saurail présenter dans le champ des 3° des singularilés non algé-
briques. Ilimporte de bien comprendre que cette conclusion n’est
pas exacte.

Représentons par Y () l'intégrale qui correspond aux condi-

tions initiales (2 =z°, 5> =

b). Pour plus de clarté, supposons
d’abord que y(.rc) ait un nombre fini p de branches; tragons, dans

le plan des z, entre z° et z, p chemins L, ..., L, de longueur
finie, ne passant par aucun point § ni par aucun des points cri-

tiques de Y(#), et tels qu’on arrive en z sur ces p chemins avec
les p valeurs Yy, ..., Y,. Silon donne & »° des valeurs voisines

de b, I'intégrale y () définie par les conditions (.Z' =%,y :y")
prend, en z°, p valeurs y,, ..., ¥, voisines de Y, ..., Y, quand x
varie de 2% en z sur les p chemins L,, ..., L,. La fonction
y= 9(1‘, ¥, _;H) a donc au moins p branches, soit y = ¢y, ....
¥ = @p, qui, d’aprés le théoreme IT, sont algébroides pour 30 = 5.
Mais si l'intégrale considérée y(z), voisiue de Y(z), a plus de

p branches, la fonction » — c{;(x, #°, z%) a d'autres branches, soit
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¥ = Dp (.7:, % z%), ..., qui peuvent admettre y°= b comme
point singulier transcendant.
Montrons-le utmmédiatement sur un exemple.

A. Etude d’un exemple particulier. — 17équation
. ‘ " v
{2) Sy Sy

a son intégrale générale définie par la relation

T » S
{3) yer = Fyuel =Cx (G constante arbitraire).

Les points £ de I'équation (2) sont z == 0 et z = w. Elle admet
Pintégrale particuliére 3 — o sa transformée enz == % admet I'in-

tégrale 3 = o. Toute autre intégrale y (z) ne peut devenir nulle
ou infinie en dehors des deux points 2 = 0 et # = o. Enfin, aux
points critiques mobiles (algébriques) de y(z), la fonction
est égale a 1. D’aprés (3), une intégrale y(z) n’a donc, en
-dehors du point z = o0, qu'un point critique & distance finie, &

. - Pl o .
savoir le point z=-— "¢ "+ et autour de ce point deux
Vel ’

branches seulement se permutent.
La relation (3), qui définit. les intégrales y (z), peut s’écrire

(4) ¥y +logy = logx + const.;

quand z tend vers zéro, y tend vers zéro ou l'infini; or, I'équa-
tion (3) en y n’admet qu’une racine y(z) tendant vers zéro avec z
‘et cette racine est holomorphe pour # = o. Chaque intégrale y(x)
admet donc une branche et une seule holomorphe pour z =o et
‘toutes ses autres branches (en nombre infini) deviennent infinies
pour x = o, comme log xz, etadmettent ce point comme point cri-
tique transcendant; quantau point 2 = oo, ¢’est un point singulier
.transcendant de toutes les branches de v (x), et ces branches de-
viennent infinies en ce point comme log 2.

Etudions maintenant y comme fonction de 9, en laissant i &
et z9 des valeurs invariables; la fonction y = §(?) ainsi définie
est une fonction & une infinité de branches qui admet les points

.y'=o0, y"= oc comme points singuliers transcendants.
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En effet, l'intégrale générale y(x) peut s'écrire y =o(Cx),
. eyt . . . .
o C=" o il suit de la immédiatement que, pour y°=o0, une

0

des branches et une seule de (?) est nulle et holomorphe; toutes
les autres branches sont infinies, comme log 9, et admettent
¥%=—o0 comme point critique transcendant. Pour ce qui est du
point y*= o, on voit immédiatement quc I'équation

¥ +logy = yologyorlog =
(5) .
= y0+ log y9+ a, (a=logﬁ)

admet une solution y — f(y?, a) et une seule (') méromorphe
pour y®=oco (et infinie comme »?); toutes les autres branches
de 4 (y?, a) ont y9 = e comme point critique transcendant.

Ce résultat s’explique d’aprés la remarque du n° 3. L’intégrale
Y(z) définie par (x =2", y=o0) est Y =o; clle n’a qu'une
branche. La fonction y —=o(z, »°, z°) a donc au moins une
branche algébroide pour »°— o, mais toutes les autres peuvent

. . . .
admettre et admettent en fait y® = o comme pointsingulier trans-
cendant. Une remarque analogue s’applique a l'intégrale y = =,

ou z = — = 0, définie par (x = &', y = >).

L
Ve

(') On montre aisément que s'il existe une racine y = f(y° a) de (5), algé-
brotde pour y,= o, cette racine est de la forme

C D
=AY+ B+ -+ — +....
¥ ¥ Y ¥

Quand oo remplace, dans (5), ¥ par ce développement, les cocfficients A, B, C
se calculent successivement sans ambiguité :

A=rm, B=naq, C=—a, vees

Comme, d'autre part, nous savons (n°3) qu'une au moins des valeurs de
¥ =4 (2% a) est algébroide pour y°= o, le développement précédeunt est sire-
ment convergent. On peul, d’ailleurs, le vérifier par la méithode des fonctions
majorantes.

Remarquons que a ou log% admet une infinité de valeurs, différant entre
elles de 2ni ((n entier positif ou négatif); la branche y = q,(_y", log %), mé-

romorphe pour y°= w, admet dans le champ des z une infinité de valeurs se
permutant autour du point fixe x =o.
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Nous reviendrons plus loin sur cet exemple. Remarquons seu-
lement que, quand »° tend vers o (2° restant fixe, égal a
¢ par exemple), le point critique mobile de y(z), & savoir :

1 o .- . . . .. .

r—=— o e~1*7" tend vers Vinfini, ¢’est-a-dire ici vers un point E.
(Juand »? tend vers 'infini, ce point critique devient complétement
indéterminé.

Cet exemple suffit 3 montrer la nécessité d’approfondir les par-

ticularités de la fonction y = c[;(f.z', Al F) dans le champ des y°.
Nous traiterons d’abord le cas particulier remarquable ol I'inté-
grale générale 3 (z) est une fonction 4 n branches.

5. ]ﬂl’quations (1) dont Uintégrale générale y(x) est ane
Sonctions & n branches.

Supposons, en premier lieu, que Pintégrale générale y(z) soit
uniforme. Soit y (z, »°, %) l'intégrale définie par les conditions
initiales (z =z, ¥ =2); lafonction y(z, y°, ) a une valeur
unique pour y°=b, que b soit fini ou infini, et cette valeur
est une fonction méromorphe de y° pour y°=b. La fonction

Y= c?(;, 9, 20) estdone une fraction rationnelle cn y°. Si on

permute le role de z etde x°, ona évidemmenty“:g(;o, ¥, x)
Ia fraction rationnelle ¥ (°) est done nécessairement du premrier
degré. 1 équation (1), par suite, est une équation de Riccati.

Supposons maintenant que I'intégrale générale y (x) soit une
fonction 4 n branches; par définition, nous entendrons par la
que chague intégrale y(x) a exactement n branches, exception
étant faite peut-étre pour certaines intégrales formant un en-
semble dénombrable.

Soit ¢ une quelconque des valeurs de »° telles que 'intégrale
y(z, ¥°, %) ne soit pas unc fonction de # 4 n branches.

Représentons par E I'ensemble (') de ces points ¢ dans le plan

(') Soit n' le nombre de branches de l'intégrale y(z, ¢, 2°); n' est nécessaire-
ment moindre que n. Carsi n' > n, l'intégrale _-y(z, ¥, z%) admettrait au moins
n' branches pour toutes les valeurs y° voisines de c. Un raisonnement analogue
montre ue tout point limite y° des points ¢ est aussi un point ¢; autrement dit,
I'ensemble dénombrable E est ferme; il renferme son ensemble derive. Mais
«ces remarques ne sont pas indispensables au raisonnement qui suit. Ce raison-

B. 10
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des 9. Si b n’est pas un point de cet ensemble, I'intégrale
y(.z‘, >, F), pour y° ¢gal & & ou voisin de b, est une fonction
de x & n branches, soit les branches y,, ..., y,. Le5 combinai-

sons symétriques

j=n

ZJ’}" 2.7./'.7“ IEREERVEW £ EERWE

i=1

ont une valeur unique (z gardant une valeur distincte des £) en
tout point b du plan des y® qui ne fait pas partie de 'ensemble £,
et cette valeur est une fonction méromorphe de 3° pour 0= b.

Si donc I'expression uniforme Zyj = r]b(;, 9, z°) présente des
singularités non polaires, ces points singuliers font partie de 'en-
semble dénombrable E, et par suite, d’aprés un théoréme bien
connu, il en est, soit le point y°=1+, qui sont isolés. Les mémes
remarques s’appliquant aux autres combinaisons symétriques, la

fonction y — ?(:_r-, 0, 2¢) vérilie une relation de la forme
() i+ AIL'-‘I(EH }’Osﬁ),}’"il’k- . _+A1(;,}r0,ﬁ)y+ AO("C_& »o, E) = 0,

ol les A; sont des fonctions unifurmes de y° qui, si clles ne sont
pas algébriques, admettent au moins (4 distance finie ou infinie)
un point singulier 1solé (point essentiel au sens de Weierstrass),
soit le point y°=1y.

Mais s1 'on permute le réle de z el de 2°, on voit aussitét que la
fonction y*=g(a*, y, z), fonction définic par (1), vérifie aussi
la relation

(2) yo—+ An;,(z_o-, ¥, ;')_y’o"‘i “+ .+ A,(;-U, - ;)]U—t— AO(E, 7, ;):. o,

ce qui estumpossible, comme on sait (), siles fonctions Aj(_;, ¥, ;’)
(ou une d’entre elles) admettent un point singulier essentiel.

nement pe différe pas d'ailleurs du raisonnement des pages 1g-20 du texte. Mais
je lui donne ici un peu plus de développement en vue de ce qui va suivre.

(1) La proposition élémentaire sur laquelle on s’appuie ici est la suivante :
Soit ¥ (2) une fonction analytique de z définic par une relalion

(3 AL (B A (B)y A (3) =0,

ol les A’ sont des fonctions uniformes de z dont uce au wmoins admet z = y
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La fonction y = ¢(z, y% zv) vérifie donc la relation
J’"+ An*l(xs .70! x“)}’“*‘*----*—Ai(x‘, }'01 x")}’-*-Ao(x,}'m z') = 0,

ou les Aj sont des fonctions rationnelles de y° (ct des fonetions
uniformes de x et de z°). C’est une fonction algébrique de y°.

6. Du réle des points critiques fizes et des points critiques
mobiles. '

Convenons de dire qu'un contour fermé C du plan des = ne
tourne pas autour d’un point fixe &, sil’on peut le réduire @ un
point par une déformation continue sans rencontrer ce point £. Ceci
revient a4 dire que Pangle du vecieur Ex avec l'axe réel posiuf
reprend sa valeur initiale quand 2 parcourt une fois le contour C.
Si, «au conlraire, cet angle s’augmente de 2m= (m entier positif
ou négatif), on dit que le contour C tourne ~ fois autour du point §.

Cette définition admise (*), soient ¥, el y» deux branches d'une
intégrale particuliére y(2) de ['équation (1); nous dirons que ces
deux branches se permutent autour des points critiques mobiles
si l'on peut passer d'une détermination a 'autre en faisant décrire
4 z un contour fermé qui ne tourne autour d’aucun des poinis
critiques fixes E.

7. Lquations dont Uintégrale générale n’admet que n
branches permutables autour des points critiques mobiles.

Si l'intégrale générale y (z) a ses points critiques fixes, soit L

comme point singulier essentiel isolé. I est impossible que la fonction inverse
z{y) soit une fonction ¢ un nombre fini m de branches.

En effet, ( moyennant le changement éventuel de y en 3 + &, h désignant une
constante), il est loisible de supposer que A (%) admet 5 = ¥ comme point essen-
tiel et, d’autre part, que pour ¥ = o les fonctions z( ) a ses m valeurs régu-
lieres ct distinctes de la valeur y; pour y voisin de zero, les m valeurs de z(y)
différent donc de y de quantités supérieures en module 4 une certaine quantité
positive g. Or, on peut toujours donner & 5 des valeurs tendant vers zéro et
telles que A, (z) tende vers zéro avec elles; pour ces valeurs, I’équation (3) eny

-a au moins une racine qui tend vers zéro; pour des valeurs y voisines de zéro,
z(y) aurait donc une valeur voisine de v, donc plus de m valeurs ce qui est
contre 'hypothése.

(1) Voir, au sujet de cette définition, les n** 12, 13 et 14
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un chemin allant de 2° en a sans passer par aucun point §; la va-

leur y == (2, 30, F) ainsi définie est une {onction partout méro-
morphe de »°, donc une fraction rationnelle. On voit, comme au
n° 5, qu'elle est du premier degré; I’équation (1) est une équation
de Riccati.

Supposons maintenant que chague intégrale y(x) ait exacte-
ment nbranches permutables autour des points critiques mobiles,
sauf peut-étre certaines intégrales formant un ensemble dénom-
brable et que nous appellerons exceptionnelles. Nous dirons, alors
que l'intégrale générale admet n branches permutables autour
des points critiques mobiles.

Soit, comme plus haut, »°— ¢ une des valeurs (') pour les-
quelles 'intégrale 3 (=, 0, 2°) est exceptionnelle et soit E 'en-

"semble des points ¢ dans le plan des 3°. Pour toute valeur 39=%
qui ne fait pas partie de U'ensemble E, l'intégrale y(x, b, z9)
admet n branches permutables aulour des points critiques mobiles,
soitles branches Y, Y, ..., Y,; nous pouvons tracer, dans le plan
des z, un chemin L joignant z° el z (sans passer par aucun point §)
et (n—1) contours fermés partant de x pour y revenir sans tour-
ner autour d’aucun point &, tels quey(x, b, 2°) acquiére en x sur
ces chemins les n valeurs Yy, ..., Y,. Pour »? voisin de b, I'in-
tégrale _y(x,y“, ;5) prend en z, sur les mémes chemins, n va-
leurs distinctes 3, ..., ), voisinesde Y,, ..., Y,, et ces n va-
leurs se permutent autour des points critiques mobiles. Les
combinaisons symétriques

j=n

Z}’iv EJ’J’J’/! ey Y1 Y

j=1
auront donc (le chemin L étant donné) une valeur bien déterminée
pour toute valeur b (finie on infinie) de »® qui ne fait pas partie
de I'ensemble E, et cette valeur sera une fonction méromorphe
de y° pour y0=b.

(1) On peut faire sur ces valeurs les mémes remarques qu’a la page 145 (note).

L'intégrale y(z, ¢, z') ne peut avoir que n' << n branches permutables autour
des points critiques mobiles. De plus, 'ensemble E est fermé.
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Dés lors, on peut répéter sans modification le raisonnement du
n® 3. Les fonctions A;(z, ¥°, £°) sont nécessairement rationnelles
en »°; la scule différence est que ces fonctions ne sont plus, en
général, uniformes en x ou en 2°. 1l résulte évidemment de ce qui
précéde que leurs diverses branches sont holomorphes ou méro-
morphes en x et en 2 lorsque . et 2° différent respectivement des.
valeurs §, mais elles peuvent admetire ces valeurs comme singu-
larités transcendantes fixes, soit dans le plan des z, soit dans le
plan des z° (').

En définitive, pour la classe d’équations considérée, la fonc-
tion y = o (z, y° x°) est une fonction algébrique de y*, et les
branches de cette fonction qui se permutent entre elles, quand on
fait varier seulement y?, correspondent & n branches d’intégrale
y{(x) permutables autour des points critiques mobiles.

8. Propriétés des équations précédentes. — Les équations du
numéro précédent, comme celles du n” 5, rentrent donc dans les
équations dont l'intégrale générale y () est une fonction algé-
brigue de la constante arbitraire convenablement choisie. On a
vu, dans le corps de I'Ouvrage (p. 1g-25), que I'intégrale générale
de I'équation (1) peut alors se définir par une relation de la forme

A P Ly—wtzyyr'+...+Li(z)y Ulz, )

(O M,z .. M (D) y L Yz, )

ou A dééigne Pintégrale générale d’une équation de Riccati :
(1 %:ka)w+ H(z)X + K(x),

les coefficients L;, M;, G, H, K désignant des fractions ration-
nelles en .

(') Par exemple, I'équation y' = Z @ comme intégrale y = 04 log;; =0
el £ = sont points Jogarithmiques de y = @(z, ¥°, °) ainsi que z’=o

v ) R (l _ Iﬁ)
et z° = . De méme, l'équation y'=— 27 @ comme Intégrale y = ytg\x a4/,

I'¢ i r— %Y 4 comme intégrale : y = 3° f‘ "
equation y' = —'; g Ly =y e
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L’intégrale de I'équation (II) peut s’écrire :

Cf+Ah

(11 bis) AMax) = op——

(C constante arbitraire),

les fonctions f, fy, » et o, étant des fonctions bien déterminées et
holomorphes de = dans le voisinage d'un point #¢ arbitrairement
choisi en dehors des points £. Si 'on remplace ) par cette expres-
sion dans (1), toute intégrale y(z) de (1) vérifie I'équation

. Cf+/fi _ Ulz y)
(155) Co—g = Viory)

pour une valeur convenable de C.
Considérons I'équation

oU oV
11 — — U=—=
(HI) de 3y o,

dont le premier membre est un polynome en y de degré (2n — 2)
au plus; soit = g (&) une de ses racines, el’y son ordre de mul-
tiplicité (pour x quelconque).

Si y = g(x) est en méme temps une intégrale particuliére de (1),
I'égalité (1 bis) admet, pour une valeur convenable de la con-
stante G, la racine y — g(x) comme racine d'ordre j + 1 (pour
« arbitraire). Appelons solution multiple d'ordre j +1, toute
intégrale particuliére y == g(z) de (1) qui, pour une valeur conve-
nable de la constante et pour # arbitraire, est racine d’ordre j +4-1
de Iéquation (I bs) en y. Une telle solution est nécessairement
racine d’ordre j de 1'équation (III) et, par suite, est une fonction
algébrique de z. Les valeurs de la constante G qui correspondent
aux solutions multiples seront dites valeurs remarquables de C.,

Ceci posé, le coefficient différentiel de (1) étant Plx 7

Ql=, »)

et soit v le plus grand des

» soient

p et g les degrés en y de P et de Q,
nombres p et ¢ + 2. Il est loisible (;noyennant une transformation
homographique effectuée sur y) de supposer p==v, g —v — 2, et
c’est ce que nous ferons. On a démontré (p. 23-24) que v est exac-
tement égal & 2n, & moins qu’il nexiste des solutions mul-
tiples de (1). Mais dans ce dernier cas, I'équation de Riccati (11)

admet au moins une solution algébrique et se raméne aux quadra-
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tures. La relation qui existe entre v et n est alors :

(1v) v=2n—~2j,

J + 1 désignant la multiplicité d’une des solutions multiples et la
somme Zj étant étendue a toutes les solutions multiples.

S'il n'existe qu'une seule valeur remarquable, soit G, de la
constante, désignons par ), la solution correspondante de I'équa-
tion de Riccati (solution qui est nécessairement rationnelle) (1), et
par /, le nombre des racines distinctes de 1'équation (1) en y quand

on y remplace A par X, (z étant arbitraire). La somme 2]' est
égale & n — {,, donc au plus égale d n — 1, et v est au moins égal

é@n—+1. La transformation u(z) =

5 l " raméne 'équation (1I)
& une équation linéaire a coefficients rationnels.

S'1l existe deux valeurs remarquables (mais deux seulement),
suit Gyet Gy, de la conslante, désignons par A el X, les intégrales
correspondantes de I'équation de Riccau, par [, et {; le nombre
des racines distinctes de 'équation (I)en y pour A =1%, et A =AX,.
On a

v=on—{(n-—~U)—(n—10l)=10+ s

Comme 1l est loisible d’effectuer un changement homographique
sur G, on peut toujours admettre que C = o et G = oo sont les deux
valeurs remarquables de G et I'équation (I bis) peut alors s’écrire

(V) C=u(x) [y —g(z)fiy — g2 [y — gyl @)= S(=, ¥),

ou les 7 sont des entiers positifs ou négaufs sans factcur commun.
La somme des entiers 7 positifs est égale a n et celle des entiers ¢
négatifs & — rn.

S’il existe au moins trois valeurs remarquables de la con-
stante, I'intégrale générale de (1) est nécessairement algébrique.
L.e nombre des valeurs remarquables de C et des solutions mul-
tiples de (1) est évidemment fini.

(') En effet, si A (&) avait au moins deux branches, ces deux branches, d’aprés
(II bis), correspondraient 3 deux valeurs distinctes de C qui seraient toutes deux
remarquables.
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9. Posons-nous d’aprés cela Ja question suivante :
Reconnaitre si lUintégrale générale d’une équation (1)

donnde n'qequiert qu’un nombre donné n de branches autour
des points critiques mobiles.

La question (p. 24) se résout a I'aide d’un nombre fin1 d’opéra-
tions rationnelles, et si la réponse est affirmative, la méthode

’

fournitexplicitement les équations (1) et (1) ; 'équation (1) estains:
ramenée rationnellement i une équation de Riceati.

Posons-nous maintenant la méme question, mais sans que le
nombre n soit donné.
Soit toujours
P=g-+2=m

. ' , .Y
L’entier n est au moins égal 4 -

- On peut loujours reconnailre,
a I'aide d’un nombre fini d’opérations rationnelles, si 'entier » a
une valeur inférieure ou égule 4 v. Quand la réponse est négaltive,
si I'intégrale jouit de la propriété étudiée, il existe au moins deux
valeurs remarquables de la constante (pnique v estinférieuran—+1).
S’il en existe au moins trois, l'intégrale de (1) est algébrique : écar-
tons ce cas. S'il en existe deux seulement, l'intégrale peut se
mettre sous la forme (V). 1l est facile de reconnailre s'il en est
ainsi.

En effet, on peut toujours décider, 3 I'aide d’un nombre fini
d’opérations rationnelles, si 'intégrale d'une équation (1) donnée
se laisse melttre sous la forme (V), o les £ désignent des constantes
numériques quelconques dont la somme est nulle. Il suffit d'ex-
primer que l'équation

. 0 9 ; -
(V[) ElogS(z,y)%—_y?ylog,S(z,y)_o

coincide avec I’équation (1); or I'équation (VI) peut s’écrire

Az, ) +y' Az, ) _
B =

A et A, désignant deux polynomes en y. le premier de degré v — 2,
le second de degré v au plus, et B désignant un polynome de
degré v en y dont les racines sont les valeurs y = gx(z). Comme
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on doit avoir
’ A p

A Q'
le polynome A en y doit étre divisible par le polynome Q gn y de
degré au moins égal; les deux polynomes ne différent donc que
par un facteur fonction de z seulement et qu'il est loisible de sup-
poser égal & 1. Il suxt de 1a que la diférentielle

Pdz —Qdy

admet un multiplicateur Ili’ oi B est un polynome en y de
degré v i racines simples.

On commencera done par reconnaitre (ce qui est facile) st un tel
multiplicateur existe. S’il existe au moins deux tels multiplica-
teurs distincts (c'est-a-dire qui different autrement que par un
facteur constant), leur quotient est une intégrale premiére de
Péquation (1), et ce quolient esL une fraction rationnelle en )  de
degré v : 'entier n serait par suite égal a v, ce qui est contre I'hy-
pothése. Kn définitive, dans I’hypothése ou nous nous plagons,
deux cas seulement sonl possibles : ou bien il n'existe pas de mul-
I

tiplicateur de la forme B

» ou bien il n’en existe qu'un (défini 4 un
facteur constant prés).
Si Yon pose
B =V(z)[y'+ (21 2+ -+ (7)),

les fonctions ax(x) sont délerminées rationnellement, ainst
que V—,(i).
V{z)

L’expression B étant ainsi calculée, il faut : 1° que les ra-

cines y = g4(2) de B solent toutes simples; 2° que les résidis cx (')

de la fraction % rationnelle en y alent des rapports commensu-

rables. Quand ces conditions sont remplies, considéron# ces

Cy
Yy - gl(x)
un des termes de la fraction g décomposée en fractions simples; 2iw ¢, est une pé-

riode de la différentielle 9{11 donc de la différentielle totale exacte Q_dy_—I;P_dx;

<lle est, par suile, indépendante de x; ¢, est une constante numérique.

(') Ces résidus sont des constantes (indépendantes de «), car soit
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nombres rationnels c—”” rendus irréductibles; appelons & le plus
1

petit commun multiple de leurs dénominateurs; il nous est loisible
de multiplier B par une constante numérique telle que ¢, de-
vienne ¥,. La nouvelle expression

Qdy —Pdr
B

est une différentielle totale exacte ou 1'on a

Q Iy T iy d 7
5 = -+ +. .+ = —log O(y — Ik,
P y—g1 y— & y—g a8y — &)

les £ désignant des entiers sans facteur commun.
La primitive de cette différenticlle est donc de la forme

logl(y — gx)x+ h(z),
et 'on a

Qd_y Pdr i (dy — gl dz) , Ady + Ay drx
= I -+ = A = -
() + = ¥ — &k YO NG =0

A et A, étant des polynomes en y rationnels en x, ainsi que

N(y — gx). I'identité

WIO(y — gr)+ Ag _ _}2
A - Q

montre aussitdt que A’ est connu, lui aussi, rationnellement.
En définitive, dans le cas que nous venons de traiter, nous savons
mettre I'intégrale sous la forme

H(#, y) x u(z) = const.,
1
ou H est un polynome en y et x et ou % = /' est rationnel en x.

10. Conclusion. — Posons-nous, d’aprés cela, le probleme
sulvant :

Reconnaltre si Uintégrale générale y(x) d’une équation (1)
donnée est une fonction TRANSCENDANTE qui n'acquiert qu’un
nombre fini xox nonNt de branches autour des points critiques
mobiles (ce nombre étant le méme pour chaque intégrale, sauf
peut-éire pour un ensemble dénombrable d’intégrales parti-
culiéres).
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La réponse s'énonce ainsi : On peut, a l'aide d’un nombre
fini d’opérations rationnelles, résoudre le probléme et (si la
réponse est affirmative) ramener {’équation ¢ une équation de
Riceati (1).

Il est intéressant de remarquer que si on se pose le méme pro-
bléme en supprimant la restriction que I'intégrale doil étre trans-
cendante, le probleme devient beaucoup plus difficile; on ne sait
pas reconnaitre encore, en général, si I'intégrale générale d’une
équation (1) donnée est algébrique. Le probléme transcendant ap-
parait done ici comme plus simple que le probleme algébrique cor-
respondant.

La nature de l'intégrale générale y(x) d'une équation (1) est
bien élucidée d’aprés ce qui précede, dans le cas ot elle n'acquiert
qu'un nombre fini de branches autour des poinis ecritiques mo-
biles, ce nombre étant le méme pour chaque intégrale particu-
liére, sauf peut-étre pour certaines intégrales exceptionnelles
Jormant un ensemble dénombrable.

Mais il est impossible de ne pas se poser la question suivante:

Quelle est la nature de Uintégrale générale y (x) d’ une équa-
tion (1), quand chaque intégrale particuliére est une fonction
de z & n branches av prLus ou (plus généralement) admet av
pLUS nnbranches permutables autour des points critiques mobiles?

Avant de traiter cette question, j'étendrai les résultats pré-

(') Toutefois, sous cette forme, I’énoncé comporte une certaine restriction;
une fois l'équation (r) ramenée a une équation de Riccati, son intégrale ne sera
transcendante que si Pintégrale de cette équation de Riccati n’est pas algébrique.
Or, quand on cherche 3 reconnalire si l'intégrale d'une équation de Riccati (2
coefficients rationnels) est algébhrique, il est un cas exceptionnel o ’on ne sait
pas trancher la question mais ol l'on sait seulement ramener l'équation a

la forme 2 — H(x), H étant une fonction algébrique de = & deux branches.
17

Toute la difficulté est alors de reconnattre si les périodes de fﬂ(z)dz sont

commensurables avec 2iw, probléme d’Abel qu'on ne sait pas résoudre en géné-
ral. L’énoncé absolument correct répondant au probléme du n* 10 serait donc :
On sait résoudre le probléme a U'aide d’un nombre fini d’operations ration-

. d .
nelles, ou ramener l’equation a la quadrature Tu = H(2) dz, (H fonction al-

gébrique 4 deux branches).
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cédents aux équations (1) ou le coefficient différentiel est encore
rationnel en y, mais non plus en z. Celte extension nous per-
mettra de micux faire ressortir certaines difficultés particuliére-
ment délicates,

11. Propriétés des équations (1) rationnelles en y et ana-
. . P .
lytiquesen z. — Supposons d’abord que, dans I'équation (1), 6] so1t

rationnel en y et uniforme (mais non rationnel) en 2. Rien n’est
changé aux théorémes fondamentaux des n** 2 et 3 non plus qu’aux
résultats des n°* 5 et 8, & condition de ranger parmiles points §
énumérés p. 8-13 les singularités transcendantes des coefficients
de P et de Q (points essentiels, ensembles parfaits de points singu-
liers, lignes singulié¢res). Quand l'intégrale générale de I'équa-
tion (1) acquiert n branches autour des points critiques mobiles,
Péquation se raméne 4 une équation de Riccati (II) (p. 149) par
une transformation (1); mais les coefficients de cetle transforma-
tion ne sont plus rationnels en x non plus que les coefficients
de (II); ce sont des functions algébriques rationnelles des coeffi-
cients de P et ) et de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre.
Supposons maintenant que P et () soient des polynomes en y
dont les coefficients sont des fonctions multiformes de z. Consi-

) . P
dérons une branche quelconque de la fonction g’ et appelons

point § tout point singulier non polaire z =& de cette branche,
el tous les points énumérés p. 8-15. Bornons-nous (mais unique-
ment par raison de clarté) au cas ol il n’existe qu'un nombre fini
de tels points E. Si x, west pas un point £, partons de &, avec une

, ., g .
valeur y, de y et en adoptant une branche déterminée de =, puis

Q

faisons décrire @ z un chemin qui ne passe par aucun point §;
toutes les propositions précédentes (n*® 1-8) peuvent étre répétiées,
moyennant toulefois la remarque déja faite sur la nature des coeffi-
cients des équations (I) et (II), coefficients qui sont alors_trans-
cendants,

Celte extension faite, revenons au role des points critiques fixes
et mobiles.

12. Retour sur les propriétés des points critiques fizes et les
points critiques mobiles. — Soit § un point singulier fixe de l'in-
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tégrale générale y(z) de (1). Par définition (n° 6), le point z,
quand il a parcouru un contour fermé, n'a pas tourné autour du
point & si I'argument de  — £ a repris sa valeur initiale.

Par exemple, supposons que x décrive ¢ fois un cercle de
centre § dans le sens positif, puis un lacet autour d'un point cri-
tique mobile, ct enfin ¢ fois encore le cercle G, mais dans le sens
négatif. Quand il a parcouru ce coulour, x n’a pas tourné autourde t.

Appliquons cette remarque & I'équation (2) éludiée au n* 4

e

(2) Yo

Considérons une intégrale particuliére quelconque ) (x) et la
branche de cette intégrale, soit y, (x), qui s’annule pour x =o0;
soit y* la valeur de cette bhranche pour z° voisin de zéro; si
le point z décrit ¢ fois dans le sens positif un cercle G de
centre £ = o (& partir de %), la branche y,(z) considérée (holo-
morphe pour x = o), reprend toujours la méme valeur en z°.

D'autre part, la fonction y(z) admet le point critique algé-

. x0 . .
brique z, = — =, e~ "% en ce point, deox valeurs de y devien-
e

nent égales & — 1 et se permutent autour de z,. Joignons z° a z,
par un chemin L tel que quand z décrit L, y(z) partant de z° avec
la valeur y° ait en 2z, la valeur — 1; puis faisons tourner z une fois
autour du point z,, revenons au point z® sur le méme chemin L .
[soit y2(x°) la nouvelle valeur de y], et faisons décrire encore
g fois 4 z le cercle C, mais dans Je sens négatif. Quand z a par-
couru ce circuit total, z n’a pas tourné autour des points cri-
tiques fixes de 'équation (2). Mais la branche y,(z) de y,
admettant » = o comme point transcendant d’espéce logarith-
mique, g valeurs de y(x) se permutent eatre elles dans les g der-
ni¢res rotations (‘) le long de C. Nous arrivons ainsi a cette con-
clusion d’apparence un peu paradoxale : {'intégrale y(x) de(2) a
deux points critiques fixres x = o et £ = oo, et un seul point cre-
tique mobile (point algebrique au voisinage duquel deux
branches se permutent); mais une infinité de branches de y(x)
se permutent entre elles quand z tourne autour du point cri-
tigue mobile sans tourner autour des points critiques fixes.

(") La méme chose a lieu si l'on renverse le sens des rotations autour de O.
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13. Tracons, dans le plan des x, une demi-droite issue de O, par
exemple I'axe réel négatif L. Dans Pexemple précédent, le point
franchit ¢ fois cette coupure dans un sens et g fois dans le sens
inverse. Qu’arriverait-il si 'on assujettissait le point z & ne jamais
franchir la coupure L?

Définissons une intégrale y (z) de (2) par savaleur y° pour z =1.
Il est facile de voir que, suivant que y® est dans an certain do-
maine D de son plan ou en dehors de ce domaine, y (%) acquiert
deux valeurs ou une seule quand z varie arbitrairement sans
franchir L. .

Considérons en effet Pintégrale y(z) qui pour £ = a est égale
4 — 1, et suivons les deux branches y,, v, de y(x) ainsi définies
jusqu’an point z =/ sur un chemin qui ne traverse pas L.. Nous
arrivons ainsi en z — 1 avec deux valeurs y, = f(a), yo = fa(a)
bien déterminées; quand a varie arbitrairement, les deux points
¥i{a), y2(a) varient dans un certain domaine D du plan des y,
domaine limité par les lignes que parcourent y, et y, quand a dé-
crit la coupure L (*). Ce domaine D n’embrasse pas d’ailleurs tout
le plan des y. En effet, soit y, une troisiéme branche de I'inté-
grale y (), et y¢ sa valeur pour z ={. Quand z varie a partir du
point a sans franchir L, la branche y;(z) ne présente ni en dehors
de L ni sur L aucun point critique (2); la valeur de y° n’est donc
atteinte par aucune des fonctions y, (@), y2(a) quel que soit a.

Donc, quand x varie arbitrairement a partir de r =1 sans
Jamais franchir la coupure L, U intégrale générale y(x) de (2),
définie par x =i, y = y°, adeux déterminations s y° est inté-
rieur au domaine D, et une scule détermination si y° est exté-
rieur & D) ou sur la frontiére de ce domaine, Ce domaine D dé-
pend essentiellement de la demi-droite L. issue de l'origine qu’il
nous a plu de choisir.

(') A un point a de L correspond deux couples de valeurs y,, 5, (et non un
scul) suivant qu'on va de @ au point z = sur un chemin qui part de L d’un
coté ou de 'autre. Posons y°— u -+ iv. La frontiére de D fail partie de la courbe

u = vtangv,commé on le voit, d'aprés I'égalité yey = yter® 2ot €0 faisanty = —1,

z%= [ et en donnant & x decs valcurs réelles (négatives).
(*) Autrement, l'intégrale particuliére y (z) admettrait au moins deux points
critiques mobiles, et I'on sait qu’elle n’en posséde qu’un (n®°4).
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14. De .la rotation autour des points critiques mobiles. —

Imaginons qu’a la définition adoptée aun® 6, au sujet de la rotation

de z autour des points critiques mobiles, nous substituions la défi-
nition suivante :

Les points & étant en nombre fini, tragons & partir de chacun
de ces points des lignes s'écartant & Uinfini et sans points
communs.

Convenons de dire que U'intégrale générale y(x) est une
Jonction & n branches permutables autour des points critiques
mobiles si, quand x varie sans franchir ces coupures, n branches
exactement de chaque intégrale particuliére y(x) se permu-
tant entre elles (exception étant faite peut-étre pour certaines
intégrales formant un ensemble dénombrable).

Quelles sont les propriétés qu’entraine cette définition? I est
bien évident, tout d’abord, qu’elle permet de répéter tous les rai-
sonpements du n" 7 : toute équalion qui répond a la définition
nouvelle rentre donc dans la classe des équations dont I'intégrale
générale y(z) est une fonction algébrique de y°. Mais cette déti-
nition est beaucoup plus étroite que celle du n” 6, comme le
montrent aussitol les exemples suivants.

Considérons I'équation

.

r = 2.2‘_}”
dont 'intégrale générale est y =y/logz —+ (), si y® estla valeur
de y pour z = 1. Les points § sont ici z =— o et z — o0o. D’apres la

définition du n® 6, lintégrale y(z) est une fonction a deux
branches permutables autour des points critiques mobiles, mais
elle ne répond pas a la nowvelle définition. Tragons, par exemple,
le demi-axe réel négatif et assujettissons & a ne pas le franchir.
L’intégrale y(z) a deux branches permutables si y? se trouve dans
la partie D du plan comprise entre les deux hyperboles & = =+ =,
(y°=E&+n); si ¥° est extérieur a D, y{z) n’acquiert qu’'une
détermination quand z varie sans franchir la coupure.
Considérons de méme la fonction

y=VCx vz + YC_ =
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qui vérifie 'équation
1 zy
V=
o M r — ],L 4

elle acquiert quatre déterminations autour des poinls critiques
mobiles, d’aprés la définition du n® 6. Appliquons la nouvelle défi-
nition en prenant comme coupure 'axe réel positif du plan des z;
y(z) acquiert alors deux déterminations sauf pour les valeurs
réelles de C. La nouvelle définition n'est donc pas satisfaite. En un
mot, elle est beaucoup plus restreinte que la premiére.

15. On pourrait, il est vrai, adopter la derniére définition en
supprimant la restriction qu’'elle renferme. Les coupures étant
tracées, on conviendrait de dire que l'intégrale générale y (x) est
une fonction & n déterminations permutables autour des points
critiques mobiles, si ¥ (z) n’acquiert que n valeurs au plus quand
a varie sans franchir les coupures. Mais si I'on applique cette défi-
nition 4 I'exemple du n° 13, on voit que l'intégrale y(z, y°, z°)
de I'équation {2), permutable aulour des points critiques, acquiert
deux déterminations ou uue seule suivant que y° est dans une cer-
taine région D de son plan ou dans une autre : la région D dépend
essentiellement de la coupure issue de # — o que nous choisis-
sons. Enfin, y(z‘, ¥°, ;‘T) est une fonction de y° @ une infinité de
branches, La derniére définition proposée est a la fois arbitraire et
trop générale. C'est bien la définition du n° 6 gni s'impose dans les
problé¢mes que nous traitons ici.

16. Remarques sur Uéquation y'—H(z) —Z—, oi H est une
Y+
Jonction transcendante de x. — Les remarques précédentes en-

trainent des conséquences intéressantes sur I'équation (2) ot I'on
remplace x par une fonction transcendante convenable d’une nou-
velle variable.

Considérons, dans le plan des z, une aire A située tout entiére
au-dessus de l'axe réel, et limitée par un contour fermé qui n’est
nulle part analytigue. Soit x = F(X) une fonction effectuant
la représentation conforme de A sur le cercle I' du plan des X qui
a l'origine pour centre et pour rayon l'unité. La fonction F(X),
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holomorphe dans I', admet la circonférence T comme coupure
essentielle.

31 nous remplacons z par I (X)) dans l’équation (2), il vient

dy _FX) » H(X)
dX — F(X) y—s—x_ _y+1

(2 bis)

H(X) désignant une fonction de X, holomorphe dans T et pré-
sentant cetle circonférence comme coupure essentielle. A l'inté-
rieur de I', 'intégrale y(X) n’a pas de points singulicrs fixes.

Supposons, par exemple, que F soit ézal 4 £ pour X=o0. Défi-
mssons une intégrale particuliére (yX) de (2 bis) par X =o,
y=y° Je dis que Vintégrale y(X) est une fonction uniforme
ou & deux branches selon que y° est extérieur ou intérieur &
un certain domaine D' du plan desy®.

En effet, soit @ un point du domaine A; considérons D'inté-
grale y (z) de (2) qui, pour z = a, est égale 4 —1, et faisons dé-
crire & z, & Uintérieur de A, un chemin quelconque joignant les
points £ — a et = — r; solent, comme plus haut, y,(a), y;(a) les
deux valeurs ainsi obtenues pour = ¢; quand a varie dans A, ces
deux valeurs y,(a), y¥»(a) varient dans un certain domaine D’
(compris dans le domaine D du numéro précédent). 8¢ y° est inté-
rieur a V', intégrale y(X) est une fonction de X a deux
branches, admettant la circonférence I' comme coupure essen-
tielle (*); si y* est extérieur & D' ou appartient i sa frontiére,
y(X) est holomorphe dans la circonférence T [ coupure essen-
tielle de y (X)] (2).

Remarquons que Pintégrale générale de (2 bis) est définie par

la relation
F(X)

Y= y0ey’ :
Ye yie F(X.)’

soit Xy=1, d’ou F = ¢; l'intégrale y = ¢ (X, y°), définie par
iyer= yoer’F(X),

(*) Seoit »,(X), ¥,(X) ces deux branches; y, + ¥, et y,¥, sont des fonctions
de X holomorphes dans I'; y(X) admet dans I' nn seul point critique.

(?) Si le domaine A comprend I'origine = o, l'intégrale ¥ (X ) est une fonction
qui a dans T un seul point critique (gui est fixe) ou au contraire deux points
critiques, 'un fixe, 'autre mobile, cela suivant que y° fait partie ou non d’un certain
domaine D'. Dans le dernier cas, une infinité de branches de  (X) se permutent
sans que z tourne autour des points critiques fixes,

B. 1x
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est une fonction de X @ une oudeux branches suivant les valeurs
de y°, définie seulement dans I (coupure essentielle), et une fonc-
tion dec y*, & une infinité de branches. Si y° est extéricur au
domaine 1Y, une seule de ces branches représente 'intégrale y ( X)
égale a 3° pour X = 0; toutes les autres branches représentent des
intégrales particulieres de (2 &és) qui ne se permutent pas dans le
champ des X avec la précédente. Si y? est intérieur an domaine ',
la méme remarque s’applique a toutes les branches de ¢ (X, °),
sauf a deux,

Si 9 varie et sort de D', une des braunches de ¢(X, %) qui
coincide avec une des deux branches de l'intégrale 3 (X) définie
par X =0, y =", cesse de joulir de cette propriété quand y°
franchit la frontiere de 1)'.

Soit y(z) I'intégrale de (2) définie par z =1, y = y°, et sojent

Vs ¥ coos ¥y -+ les valeurs qu'acquiert y(z) quand z décrit,
a partir de £, un contour fermé quelconque sans tourner autour
des points critiques fixes. Parmi ces valeurs ¥, ¥, ..., il en cst

une seule ou il n'en estaucune qui soit une valeur, pour X =0, de
la fonction y(X) définie par X = o, y ==, cela selon que y?° est
intérieur ou non a D'. Les branches de la fonction y = ¢ (X, y?)
représentent les intégrales y(X) de (2 bis) qui, pour X =o,
prennent les valeurs

.701 J’?, }’gv R ] J’?u

17. Dans'exemple précédent, H(X) est une fonction uniforme
a ligne singuliére essentielle. On peul former des exemples qui
présentent des propriétés aussi curieuses, et ot H(X) est une fonc-
tion 4 une infinité de branches, n’ayant qu'un nombre fini de points

singuliers.
<14 c - d. .
Considérons 'intégrale elliptique f——_:z__——_, et sorent
\/z(z—l)(z—f—X)
w; (X), wa(X) deux périodes primitives de cette intégrale, choi-
sies de fagon que, pour X =1, une des valeurs de i:—z soit 4 .
1
Posons

W,

z=—(X)=1(X), d’ott X =p(x),
@y

p désignant une fonction modulaire de z. La fonction z(X) est
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holomorphe, sauf pour X =0, X =1, X =w. Ce changement de
variables transforme I'équation (2) dans I'équation

(2 ter) — =

la fonction H(X) représentant une fonction i une infinité de va-
leurs, holomorphes sauf pour X =0, X =-— 1, X =0. Les seuls
points £ sont donc ici les points o, 1, o,

Définissons une intégrale (X ) en prenant X —1 comme valeur
initiale de X, en adoptant pour X =1 la branche de (X)) qui est
égale & f, et en appelant y° la valeur correspondante de y(X).
Quand X varie arbitrairement, z(X) varie dans son plan au-dessus
de Uazxe réel. 1l suitde la que y (X)) r’a d’autres points critiques
que X =0, X=—1, X =o0 st y? est extéricur & un certain do-
maine D' du plan des y° (*). Si y° est intérieur & ce domaine,
¥ (X) présente un point eritique mobile et un seul.

Quand X décrit dans son plan un contour fermé quelconque
sans tourner autour des points X — o, X == 1, deux valenrs de y (X)
au plus se permutent : en effet, le contour parcourn, z =1(X)
reprend sa valeur iniuale, et, d’autre part, comme z n'a jamais
franchil'axe réel de son plan, la fonction 3 (x) correspondante ne
saurait prendre que decux valeurs au plus chaque fois que z re-
passe par sa position initiale,

L'intégrale y(X) de l'équation (2 ter) est donc une fonction
a points critiques fixesou & deux branches permutables autour
des points critiques mobiles, selon que y°® est extérieur ou inté-

reeur a un certain domaine 1.

Les remarques faites au n" 16 sur les branches (en nombre
infini) de la fonction y = L;(X, y",ﬁ), peuvent se répéter ici;
seules, deux ou une de ces branches (permutables dans le champ

. . z . .
(') Considérons la relation ye!:y"ef“.—z—n- et faisons y =—1, 2'=1{; dans
I'équation y°e)® =-— —, faisons varier z 4 partir de { au-dessus de 'axe réel,
ze
en adoptant pour z = la racine double 3*=—1; la racine y°(x) décrit alors

le domaine D”; la courbe limite de ce domaine fait partie de la courbe u = v tange
(st ¥'=u + iv) (voir le n° 13, p. 158).
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des y°) représentent I'intégrale _y(X) qui, pour X = X0, est égale
ayo. '

Soit X0=1; quand »° franchit la fronticre T' de D”, une branche
de ¢(X, y°, X9), qui représente l'intégrale y (X, ¢, X") d'un coté
de T, représente de Pautre c6té une intégrale ¥ (X) dont aucune
branche ne prend la valeur y9.

Si Pon avait posé

w, (X)

oy = 2 =%,

T =—12i+
une des valeurs de x correspondant & une certaine valeur X, de X
serait nulle. L’équation (2'7) ainsi obtenue présente un qualriéme
point &, a savoir X = X,,. Quand X varie arbitrairement, z varie
dans son plan au-dessus de la droite 8 =— 27 (s1 & = « 4 Bi);
selon que ¥ est extérieur ou non 4 un certain domaine 1", la fone-
tion ¥(X) n’a que des points critiques fixes ou au conlraire un
point critique mobile : dans ce dernier cas, lafonction 3 (X) a une
infinité de branches qui se permutent sans que X tourne autour des
points critiques fixes. La fonction y = 9<X, ¥, ﬁ) a une infinité
de branches qui se permutent dans le chump des y9; si 0 est in-
térieur au domaine D", toutes ces branches représentent des
valeurs de l'intégrale y(X), dont une des valeurs pour X =1
esl y%; s1 90 est extérieur a D”, une seule de ces branches repré-
sente cette intégrale.

18. Quelques remarques sur les équations dont les inié-
grales y(x) sont des fonctions a n branches en plus. — Les
exemples précédents font comprendre tounte la dilficulté de la
question que nous nNOUs posons maintenant :

Quant les intégrales y(x) d’une équation

r_ Py, z)

Ty, ) (P et'Q polynomes en y)
\J

()

ont n branches av vLus, Uintégrale générale y — ‘?(x’ yO, xv)
est-elle nécessairement une fonction algebrique de y°?

Si nous ne faisons aucune hypothése sur les fonctions analy-
tiques a;(z), b;(#), coefficients des polynomes P et Q en y, la
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réponse est sirement négative. L’exemple du numéro 16 nous a
moutré une équation (1) dont les coefficients sont des fonctions
uniformes affectées d’une ligne singuli¢re, et dont 'intégrale géné-

rale y = @(27, ¥, 5) est une fonction transcendante de y°, bien
que chaque intégrale particuliére y (z) soit une fonction uniforme
ou a deux branches (selon la valear de »0).

Plus généralement, posons-nous la question précédente en ad-
mettant seulement que chague intégrale acquiert au plus
n branches autour des points critiques mobiles. L'exemple du
numéro 17 nous montre que la réponse est négative, méme dans
un cas ou les coefficients de P et Q sont des fonctions de 2 n’ayant
que trois points singuliers (mais une infinité de branches).

Mais restreignons-nous au cas o P et Q sont ausst des poly-
nomes en z et o y(x) admet n branches au plus. Quelle est
alors la réponse a la question posée?

Traitons d’abord le cas de n = 2.

19. Cas oi les intégrales y(x) ont deux branches au plus (*).
— Soit Q4 (¥, ) un des polynomes qui sont en facteur dans Q
(polynome qui se confond avec Q lui-méme si Q est irréductible)
et soit z =2, ¥ = f un point de la courbe algébrique

(2) Qi(p=“)=°-

Si a est une valeur queclconque distincte des §, U'intégrale y (z)
qui, pour x = 2 est ¢gale 4 3, admet z = a comme point critique
algébrique autour duquel denx branches y,, y, de y(x) se per-
mutent : les combinaisons ¥y + ¥a et y, ya n'ont qu’une seule
valeur quels que soient z et le point (a, 3) de la courbe (2);
autrement dit, les fonctions

_71-#—]’::4'(1', «, @)1 .}’1}’2—':)((2‘, ayﬁ)

sont des fonctions uriformes de z et du point analytique «, 3, et
ces fonctions ne peavent admettre comme points singuliers trans-

(') Nous admettons qu'une intégrale particuliére, au moins, a deux branches ;
sinon 'équation serait une équation de Riccati.
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cendants que les valeurs ==& dans le champ des x et les va-
leurs @ = § dans le champ des 2. La fonction y vérifie 'équation

(3) .72+‘¥(-”:1ap).}’+x_(x7“:p)=°'

Supposons d’abord que ¢ et 7 ne soient pas tous deux rationnels
en %, 2, et soit @ = & un point transcendant de ¢ (ou de % ); si l'on
pose & — £ = ¢, v étant un entier convenable, B est rationnel en ¢
polur t voisin de zéro, et les fonctions & et ¢ de (z, t) sont uni-
formes ¢n ¢ pour ¢ voisin de zéro; ¢ == o est donc un point singu-
lier essentiel (au sens de Weierstrass) de &4 (ou de ).

Or y(z) vérifie la relation

(4) f’+q"(1‘, t)}'+x<xl t) =o,

et d'aprés un théoréme aujourd’hui bien établi ('), s1 dans cette
relation (oit z a regu une valeur numérique z°), je donne 4 y une
valeur arbitraire 3¢, I'équation en ¢ ainsi oblenue admet une infi-
nitéde racines, soit tj,voisines det—o, sauf pour quatre valeurs
au plus de y°. Lintégrale y (x), définie par 0, 39, admet donc
une infinité de poinis critiques mobilesz —=a =& + ¢¥, sauf peut~
étre pour quatre valeurs de y9°.

Supposons maintenant que ¢ ety soient rationnels en o, 11 est
évident que y est une fonction algébrique de y°. D'ailleurs, 'in-
tégrale y (x) définie par z°, ° a deux valeurs, & moins que toutes
les racines « définies par

(5)  (or+ (20 a, B) po+y(2%, 2, 3) =0, Qi(e¢,B)=o0

soient confondues avec des valeurs &.
Soit r le nombre des points § (en y comprenant éventuelle-

(1) Le théoréme général auquel je fais allusion est le suivant : Si dans la relation
(E) AL (DY L+ A ()=,
les A; sont uniformes pour ¢ voisin de zéro et admettent =0 comme point

essentiel isolé, 'équation (E) en ¢ admet une infinité de racines voisines de zéro,
sauf pour an valeurs au plus de y.
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ment & —oo): comme Q(3, @) estau plus dedegré g en 8, le nombre
de valeurs de y° correspondant d’aprés (5) aux r valeurs a =§,
est au plus de 2mr. D’onl ce théoréme :

Tatorkmr. — Quand les intégrales y(z) d’une équation (qui
n'est pas une équation de Riccati)

) dy _Ply.2) (P el Q polynomes en z, )

dz = Q(y, z)

sont des fonctions & deux branches au plus, elles ont Toutrs
deux branches sau¥ PEUT-ETRE UN NOMBRE FINI D'ENTRE ELLEs (!).

L’intégrale générale y — q:(x, 9, 29 ) est, par suite, une fone~
tion algébrigue de y°; on est ramené au cas des numéros 7 et 8,

20. La démonstration s’étend d’elle-méme au cas ou les coeffi-
cients a;(z), bi(z) de P etde Q sont des fonctions uniformes de
admettant au moins un point singulier essentiel isolé (*). D’autre
part, quand ces coefficients admettent une ligne singuliére, 1'in-
tégrale générale y () peut étre une fonction & deux branches au
plus, et en méme temps une fonction transcendante de 0. Le seul
cas qui reste douteux'est celul ol les coefficients a;j(z), b;(x) sont
des fonctions uniformes admettant un ensemble parfait et nulle
part continu de points singuliers.

« 21. Supposons maintenant que les intégrales y(z) de (1) ac-
quitrent au plus deux branches autour des points critigues
mobiles. En raisonnant comme au numéro 19, on voit que les

(') Ce nombre est au plus égal & 4 4 moins que les points critiques de chaque
intégrale » (x) ne soient en nombre fini.

(?) T’entends par 1a qu'un tel point est point essentiel isalé d’au moins un des
coefficients a; b, et qu’il est, pour les autres, point essentiel isolé, pole ou point
régulier. Soit £ un tel point : ¥ (x) vérific une équation de la forme (3), et en
éliminant § entre les équations (2) et (3), on forme une relation de la forme

yP A, (@, a) YL+ Az, a) = o,

ol a =k est point essentiel isolé des fonctions A; uniformes en «. Laissons 4 =
une valeur numérique : I'équation en « a une infinité de racines voisines de a,
sauf pour ¢ valeurs au plus de y.
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combinaisons y, 4+ y2=14d(z, 2, B), ¥y =y (2, «, B) st:nt des
fonclions de 2 n’ayant que des singularités polaires en dehoks des
points z =£; ce sont, par suite, des fonctions du point analy-
tique (a, 3), c’est-a-dire de o, qui dans Je champ des « ont toutes
leurs singularités non polaires fixes; ces singularités sont, ou les
points critiques de¢ B(a), ou les valeurs 2 =2§; les singularités
transcendantes font parties nécessairement des valeurs a =— £ M.
11 snit de la qu'on peut imaginer dans le plan des x une infinité

dénombrable de cheminsLallant de z° en z, indépendants de la
constante o, et tels qu'on obtienne toutes les valeurs de (x) et

de y(z) en partant de z° avec une branche arbitrairement choisie,

et en allant en z sur les divers chemins L. Soit Yy et y deux
branches de 4(z) correspondant aux chemins L, La; si pour une
certaine valeur de a, ¢, et ¢, se confondent, cette valeur satisfait
a la condition &, (z, a, B)=d,(x, 2, §), et une remarque ana-
logue s’applique a la fonction ¢. Supposons maintenant que chaque
intégrale y () acquiére dans tout le plan des £ un nombre fini de
valeurs. Il résulte des remarques précédentes que ce nombre estle
méme quelle que soit intégrale considérée, sauf peut-étre pour
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable (2). Par
conséquent, on est ramené au cas étudié dans le numéro 7. L’in-

(') En général, ces valeurs « = & sont des singularités transcendantes de ¢ et
de x. Considérons, par exemple, I'équation

'+
Y= 25z
dont I'intégrale générale est

!
),zze(‘l;_fz)gx, (B=o0):

un des points E est l'origine ¢t @ = o cst un point esscaticl de

1 1)

Ny=y(z,a)= {5-a) s,
Méme remarque sur I'exemple
: yi=logx — loga.
(?) En effct, chaque équation
U (2, a, B) =4, (7, 2, ) [avec Q= B) =o]

ne définit qu'un ensemble dénombrable de valeurs «. Une infinité dénombrable de
telles équations ne saurait définir qu’un ensemble dénombrable de valeurs a.
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y — . .
tégrale’ générale y(“z, 9, z°) est une fonction algébrique de yo.
De plus, cette intégrale peut se mettre sous la forme

yr+An (@, )yt o+ Az, a)y + Ayg(z, @) =o,

m dg’signant un certain entier, et les A; des fonctions uniformes
de x et de a qui ne peuvent admettre comme singularités non po-
laires que les points z = et o = £.

Siles A; nc sont pas tous rationnels en e, il ne peaty avoir plus
de 2 m intégrales y (z) ayant tous leurs points critiques confondus
avec les points §.

Le raisonnement s’étend de lui-méme au cas ou les coeffi-
cients a;(.x), b,(x) de P et ) seraient algébriques (et non ration-
nels en z). Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutoreme. — Quand chaque intégrale y(x) d’une équation
f= Ply: =) (P et Q polynomes en y algébriques en x)
Y= poly  algébrigues ¢

n’a qu'un nombre fini de branches et acquiert au plus deuzx

valeurs autour des points critiques mobiles, l'intégrale gé-

nérale _y(x,_y", ) est une fonction algébrigue de y°, et il

nexiste qu'un nombre fini d’intégrales ayant tous leurs points
£ 2

critigues confondus avec les points fizes E.

Enfin la démonsiraton s’applique encore au cas ou les coeffi-
"cients aj(z), b,(x) de P et Q sont des fonctions transcendantes &
un nombre fini de branches admettant an moins un point singulier
essentiel 1s0lé ().

Cette démonstration peut-clle s'étendre au cas ou le nombre
maximuwm n des branches permutables autour des points critiques
mobiles dépasse 27 Pour qu'il en fiit ainsi (2), il faudrait au préa-
lable avoir démontré le théoréme suivant :

(1) Yentends par 1a qu’un tel point, soit z = &, n’est pour aucun des coefficients
@;, b; un point limite de points singuliers transcendants et qu'il est point trans-
cendunt pour un au moins de ces coefficients.

(2?) Si n est > 2, mais si Q renferme en facteur un polynome & la puissance
(n—1), soit [Q,(y,x)]*1, les raisonnements du n° 19 et du n° 21 s’appliquent
sans modifications.
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Triorkme A (7). — Si dans la relation
Y+ An (O ymt4 .+ A (L)y + Ag(t)=0

les Aj sont des fonctions uniformes de t n’ayant qu’un nombge
fini de points essentiels, les points singuliers transcendants de
la fonction t(y) ainsi définie forment nécessairement ul en-
semble dénombrable.

Bien que cetle proposition ne soit pas douteuse, elle n'est pas
encorc démontréc rigoureuscment, méme dans le cas o £{y) est
I'inverse d’une fonction entiére y(¢).

Je vais indiquer briévement une autre méthode pour étudier le
cas de n quelconque.

22. Propriétés des équations dont les intégrales y(z) ont au
plus n branches. — Supposons que les intégrales y (x)del'équation

d Py, =)
(1) d—;/' = %’—z)- (P, Q polynomes en z, y)

alent au plus r branches, et que le nombre maximum de ces
branches permutables autour des poiuts'cz'itiques mobiles soit
v(ivin).

Appelons intégrales exceptionnelles d’espéce iy, les intégrales
qui acquiérent moins de v branches autour des points critiques
mobiles ('). Si une intégrale y(x) définic par x°, »° n’est pas
exceptionnelle d’espéce iy, le raisonnement du n° 7 montre que
les combinaisons symétriques des v branches permutables autour
des points critiques mobiles sont des fonctions méromorphes de yo
pour la valeur 39 considérge,

Appelons intégrales exceptionnelles d’espéce iy les intégrales
qui ont moins de » branches distinctes (?). Si une intégrale définie
par z 39 n’est pas exceptionnelle d’espéce iy, les combinaisons
symétriques de ses n branches sont des fonctions méromorphes
de y° pour la valeur y9 considérée (n° 3).

Supposons maintenant qu'une intégrale, soit Y (z), définie par

x = x° y = b, soil exceplionnelle a la fois des deux espeéces i

(') L'indice m rappelle le role des points critiques mobiles.
(?) L'indice f rappelle le rale des points critiques fixes.
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etdy. 1l peut se faire qu’il existe n chemins INDEPENDANTS DE )0
allant de z° en z et tels que, pour y* quelconque mais voisin de b,

¥ (z, 4, 20 ) acquiére n valeurs distinctes sur ces n chemins. Quand
il en est ainsi, le raisonnement du n* 5 montre que les combi-

naisons symétriques des n branches de y(z, y?, :c(’) sont méro-
morphes pour 30 = b. Ce cas se présente si Y (z) est une fonction

. n . . .. .
a- — n/ branches (7 étant un certain diviscur de n) el si les

n braonches de y(_-x, 9, ;5) se confondent, par »’ groupes de j,
avec les n’ branches de Y (z) pour y9 tendant vers b (*).

Nous dirons, dans ce eas, que U'intégrale Y () est & apparence
exceptionnelle, et nous convenons d’appeler intégrale récllement
exceptionnelle toute intégrale a la fois exceptionnelle d’espéce i,,
et d’espice iy et telle de plus que la condition précédente ne soit
pas remplie.

Ceci posé, si les intégrales réellementexceptionnelles forment
un ensemble dénombrable, le raisonnement du n® 7 montre
que les combinaisons symétriques des v valeurs d'une intégrale y (x)
permutables autour des points critiques mobiles sont des fonctions
rationnelles de 9.

Tout le probléme est donc ramené au suivant : Les intégrales
exceptionnelles a la fois d’espéce i, et d’espéce iy peuvent-elles
former un ensemble non dénombrable?

23. Singularité de y regardée comme fonction de y°. —
Admettons que les intégrales exceptionnelles forment un ensemble
non dénombrable, et soit z = z°, y == ¢ des conditions initiales
définissant une telle intégrale. L’ensemble ¢ des valeurs ¢ dans le
champ des y? est, suivant une remarque déja faile (n° 3), un en-

(1) Si l'intégrale générale de I"équation considérée est y — i/;(x— C), l'inté-
grale Y(x) qui correspond 4 C = o est exceptiounelle d'espéce i,,, mais non d’es-
péce i Si Pintégrale générale est y = i/z--}— 1+ Cyx, l'intégrale Y(x) qui cor-
respond a4 C = o est exceptionnclle d’espéce I, mais non d’espécez,,. Enfin, si 'in-
yZ

y—1

tégrale est définie par ; = C&;, c’est-a-dire par y = Cx + VCz(z —1),

Pintégrale Y(z) qui correspond 4 C = o est exceptionnelle d'espéce 7, et d’es-
péce i;, mais n'est qu'apparemment exceptionnelle.
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semble fermé. Puisqu’il n’est pas dénombrable, trois hypothéses
sont possibles:

Ou bien des aires finies du plan des y® font partic de I'en-
semble &; .

Ou bien aucune aire ne fait partie de I'ensemble &, mais cet
ensemble renferme des lignes (J'entends des ensembles parfaits
bien enchainés ne comprenant aucune aire);

Ou bien enfin aucun ensemble continu bien enchainé ne fait
partic de C.

Dans les deux premiers cas, il existe au moins une ligne (aa
sens de Cantor), soit L, qui fait tout enti¢re partie de ¢, et dont
chaque point a dans son voisinage des points n’appartenant pas
a &. Montrons que la chose est impossible. '

Pour plus de simplicité, je me limiterai au cas ol n—=2 (I’équa-
tion n’étant pas une équation de Riccati). Dans ces conditions,
une intégrale au moins, soit Y(x), acquiert ses deux valeurs
autour d’un point z distinct des points §, et par suite toutes les inté-
grales ¥ (x) voisines de Y () ont au moins un point critique mo-
bile autour duquel les deux branches de y (x) se permutent.

24. Démonstration d’un lemme. — Si y° w’appartient pas a &,
a celte valeur correspond au moins un point critique mobile 2 = a

Fig. 1.
L

de y (z), point distinct des § et ou ¥ prend la valeur B (finie ou
infinie) satisfaisant a la relation
(2) Q(B,a)=no.
Il est loisible de faire en sorte que # = oo ne fasse pas partie des
points £; posons alors

p=(z—E)(a—E&)..-(2—Er)
k étant le nombre des points £. La quantité g, pour chaque valeur

de y° non comprise dans ¢, a au moins une valeur différente de
zéro; J'appelle r(y0)lalimite supérieure des modules des diverses
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valeurs de p correspondant & y° (V). Je dis que r tend vers zéro
quand y° tend vers un point ¢ de & et en particulier vers un
point quelconque de L.

En effet, supposons qu’il en soit autrement. [)’aprés une propo-
sition aujourd’hui classique de la théorie des limites, il existerait
au moins une valeur z = z, (2) distincte des valeurs § et telle que
pour des (*) valeurs y° tendant vers ¢, a tende vers 20, 3 tendant

par suite vers une des ¢ valeurs y, définies par (*) .
Q(y1, 1) =o0.

Le couple (24, ¥y) n’annule pas P(y, z), puisque z, n’est pas un
point £. L’intégrale Y(z) détinie par (x =2y, ¥ == y,) esL une
intégrale a deux branches Y, Y,, permutables autour du poent
z = z,. Quand y* tend vers ¢, l'intégrale y (z, y9, 29) bien définie
pour z voisin de 2" tend vers une des deux fonctions Y, (z)
ou Y, (), et par suite I'intégrale y (z, ¢, 2° ) se confond avee Y (x).
La valear ¢ ne ferait donc point partie de 'ensemble .

25. Le lemme précédent entraine cette conséquence qu'une
ligne telle que L ne saurait exister.

En effet, considérons dans le plan des ¥ un point P ne faisant
pas partie de € et voisin de L, tel que : 1° deux certaines droites MA,
MB issues de M et faisant un angle de 120° rencontrent L en deux
points A et B équidistanis de M; 2° un ensemble continu appar-
tenant a4 L et joignant A, BB reste 4 une distance de M moindre
qu'une quantité finie /. Il est loisible d’admettre que M est 'origine.
Sotent maintenant &, et &, les deux ensembles qui se déduisent de
I'ensemble ¢ en le faisant tourner autour de M de 120° et de 240°,
et &' Vensemble formé par Ja réunion de &, &,, €,. Appelons D le
domaine de tous les points ¥ qu’on peutatteindre en partant de M
sans rencontrer aucun point de ¢'; ce domaine comprend M a son

(!) r est + x si une valeur de « correspondant 3 »°est infinie.

. - S N .
(%) x, pourrait étre + oo, mais en changeant z en on raménerait z, a
z-+a

distance finie. ]

(°) Mais non pas nécessairement pour foutes les valeurs y° voisines de c-

(*) Il est loisible de supposer (moyennant un changement homographique sur y)
que g = p— 2, €t que Q (. x,) esL bien de degré ¢ en y.
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intérieur; il est intérieur & un angle de centre M et de rayon /; il
est donc limité par une ligne ferroée, soit A, Ceci posé, e désignant

2T .. 2T 'y y .
cos == - £ sin. =, considérons lcxprcssmn
v )

a () = p(°) p(=x®) p(=2y0).

Cette fonction peut avoir une infinité de déterminations; appe-
lons s(y?) la limite supérieure des modules de ces valeurs pour y©
donné. Si y fait partie de &/, s(y9) est nul et réciproquement. La
quantité s(y°) s'annule (') sur la fronticre A de D; clle est diffé-
rente de zéro en M; appelons S la limite supérieure de s(y?)
pour 9 variant dans D).

D’aprés un théoréme classique de la théorie des limites, 1l existe
au moins un point Q ou y°= b appartenant au domaine D ou 4 ses
points frontiéres et tel que, pour des valeurs y? tendant vers &, le
module d’une branche, soit a,, de 5(3?) tende vers S. Il suit de
la (n* 24) qu’il existe daus le champ des 2 au moins un point,
soit z,, distinct des £, et qui jouit de la propriéié suivante : pour
des valeurs de ¥ tendant vers &, l'intégrale y(z, 9, %) a un point
critique 2 tendant vers z; et donnant a4 o(y?) une valeur dont le
module tend vers S; la valeur de y correspondant & z = a tend
vers une racine y, de Q(y,, z,) = o.

Considérons donc I'intégrale a deux branches Y (x) définie par
z =uz,, ¥ = y; une de ses valeurs pour 2 = v coincide néces-
sairement avec b. La branche de la fonction (®) qui, pour y°— b,
correspond & a = z,, cst algébroide finie et différente de zéro pour
y°==b; mais, d’auire part, son module est égal a S et, par suite,

on a
[e{y)2=2(8)]

pour y® voisin de b, ce qui est impossible ().

(') Dumoment que M a été pris trés voisin de L et [ trés petit, la quantite r(3°)
est trés voisine de zéro dans le domaine D voisin de L, el par suite aussi »(ey?),
r(e:y®), car D se transforme en lui-méme par une rotation de 180° ou de 240°
autour de M. Comme r(»") s'annule en tout puint de &, il en est de méme du
produit s = r(»°) r(ey°) r{c*y?). Ce produit s’annule donc en tout point de &',
De plus, la limite supérieure de s(p°) dans D est finie (et méme petite).

(?) Quand une fonction analytique est algébroide pour unc valeur de la variable,
il est impossible que son module soit maximum pour cette valeur.
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Nous avons donc démontré ainsi ce théoréme :

Tuaronime. — Il est impossible que [’ensemble fermé & du
plan des y" comprenne un ensemble continu.

La démonstration précédente suppose n = 3. Elle s’étend moyen-
nant quelques complications an cas de n quelconque. On démontre
que, quand y° tend vers un point ¢ de &, un point critique mobile
au moins, soit £ = a, dey(x, ¥ ;;) tend vers un point §. On en
déduit ensuite que & ne peut comprendre d’ensemble continu (1).

26. Cas oir l'ensemble fermé € ne comprend aucun ensemble
continu. — Considérons une intégrale y () 4 n branches, et les
combinaisons symétriques A,_, =2¥, A, 2==2 ¥ ¥s, ... de ces
n branches. les expressions A, 4, An_2, ... sont des fonctions
uniformes de x et de y°, qui, dans le champ des z, n’ont pas de
points transcendants en dehors des points £ el dans le champ des y°
n’ont pas de points transcendants en dehors de I'ensemble discon-
tinu <.

Les fonctions y () vérifient la relation
(3) yr4 Ap (2, 30, 20) yr14 oA, ¥9, @) = o.
Inversement, on a
(1) O+ Anna(ah y, @) () Ao (@0, g, @) =0

Si les coefficients Aj(a:, ¥, F) admettent dans le champ des y?
un point transcendant isolé, ce point est un point cssentiel de
Weierstrass, et nous savons (n° 3) que les deux équations (3)
et (4) ne peuvent avoir licu simultanément.

Donc, les Aj sont ou des fonctions rationnelles en y°, ou des
Sfonctions admettant un ensemble parfait et partout discontinu
de points transcendants.

Je dis que, dans ce dernier cas, aucun des coefficients Aj(y?) ne
peut éire indéterming dans le voisinage d'un point singu-
lier y9 = c.

En effet, s'il en est autrement, une racine au moins de (3),
soit y =y, (.Z‘, e, F) est indéterminée quand y° tend vers ¢. Or,

('Y Voir la theése de M. Zoretti (Journal de Matheématiques, 1906).
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considérons les valeurs au point 2 de toutcs les iniégrales ¥ (x§
réellement exceptionnelles. Ces valeurs forment dans le plan des y,
un ensemble soit &), partout disconiinu. Siy, (E‘, ¥, x0) est in-
déterminé quand y° tendversc, il existe, endehors del’ensemble ¢,
une valeur Y vers laquelle (*) tend y (=, y°, x%) pour oes valeurs
de »° tendant vers c. Or, lintégrale y(z) définie par z =z,
¥ =Y ¢ (¢ étant nul ou petil), a pour = z° n valeurs véri-
fiant (4) et distinctes de ¢; pour certaines valeurs de ¢, elle devrait
en avoir une (r - 1)*™¢ trés voisine de ¢, ce qui est impossible.

En conséquence, si les Az, yo, z°) admettent un ensemble
parfait partout discontinu de points transcendants ¥ = c, chaque
fonction Aj; est ou continue ou infinie pour y°=¢ et, dans ce

. 1 .
dernier cas, 5, est continu pour y'=c.
7

Or, de telles fonctions ne peuvent exister sil'on admet le théo-

réme suivant :

Tatorime B. — Une fonction uniforme, continue dans une
aire D, et qui est holomorphe dans cette aire sauf peut-étre
pour un ensemble parfait partout discontinu de points singu-
liers, est holomorphe dans toure ’uire.

Cie théoréme a été démontré par M. Zoretti dans sa thése. Tonte-
fois, sa démonstration préte i certaines critiques. Il serait tres
intéressant que le théoréme B fiit mis hors de toute discussion.

Ce théoréme une fois admis, nous aboutissons a la conclusion
sulvante :

Quand les intégrales y (z) d’une équation

dy _ P(y, =)

) dz m (P, Q polynomes en y, =}

ont n branches au plus, Uintégrale générale y(z, y°, 2°) est
une fonction rationnelle de y°.

La démonstration s’étend sans peinc au cas ou les coeffi-

(') Il en existe méme une infinité formant un ensemble continu.
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.
tients a;(z), b;(x) des polynomes P et ) en y sont des fonctions
transcendantes de 2 4 un nombre fini de branches, qui n’admettent
qu’un ensemble dénombrable de points singuliers.

L]

27. Conclusions sur les équations dont les intégrales y(x)
ont n branches au plus. — Des deux méthodes que nous venons
d'indiquer (') pour trailer la question posée, la premiére
résout complétement la question dans le cas de n = 2, mais pour
élre étendue au cas de n quelconque clle exigerait la démon-
stration préalable d’un théoréme de la théorie des fonctions, &
savoir le théortme A du n° 21, théortme qui, dans le cas le
plus simple, exprime quela fonction x(y) tnverse d’une fonction
entiére y(x) ne saurait présenter dans le champ des y qu’un
erisemble dénombrable de points singuliers transcendants.

La seconde méthode s’applique d’elle-méme au cas de n quel-

- (') On pourrait suivre une troisiéme méthode dont le principe est le suivant :
yuarnd y*° tend vers une des valeurs exceptionnelles ¢, un point crilique mo-
bile & = a tend vers un point &, soit £ = o, la valeur correspondante de y, a
savoir § = y(a, »°, @°), tendant vers une des valcurs, soit y = o, définic par
Q(a, B) —o. Supposons que z ne soit pas en facteur dans Q(x, ») (pour
y arbitraive) : le couple & = 0, ¥ = o doit annuler non seulement Q, mais P;
aulrement, l'équation (1) serait réguliére pour z =o, y — o et le raisonnc-
. . . P o
mg¢nt du n® 24 s'appliquerait. La fraction < est donc de la forme—(;pour z = o,

Q

¥ = o. Admettons maintenant que nous soyons dans un cas ou l'intégrale peut se
mettre sous la forme

(e) X(z, ), Y(z,¥)=C (C = const. arbitraire),

X, Y désignant deux fonctions holomorphes & l'origine £ = o0, = o, et les deux
courbes X = 0, Y = o ayant ’origine pour point simple commun. Par hypothése,
les intégrales () étant des fonctions a n branches au plus, on voit aussitot que
la constante numériyue s doit étre réelle el commensurable-( posilive ou négative).
Pour une certaine valeur de C (correspondant &4 £ = z°, ¥ =c¢), la courbe (e)
doit se décomposer : or cela n’est possible, si s est positif, que pour C =o.

Si s est négatif, soit s:;‘]]—c, cela n’est possible que pour C=o0 et C= o

pour C = o, par exemple, & branches d’intégrale y (2) viennent se confondre
avec la courbe X = o. La méthode consisterait a étendre ces résultats A toutes les
singularités d'une équation (1), si compliquées qu’elles fussent. Autrement dit,
il faudrait démontrer que, parmi toutes les branches d’intégrales ¥ = f(z) qui
existent pour z voisin de &, celles qui correspondent & des courbes intégrales dé-
composées ou confondues sont en nombre fini, ou du moins sont dénombrables.

i2
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conque, mais elle suppose un autre théoréme de la théorie des
fonctions, & savoir le théoréme de M. Zoretti sur les fonctions
uniformes admettant un ensemble parfait discontinu de points sin-
guliers transcendants (théoréme B du n® 26). Elle serait pleinement
satisfaisante s1 ce théoréme était établi d’une fagon irréprochable.
Il est intéressant de constater le role essentiel que jouent deux
propositions d’apparence abstraite et générale de la théorie des
fonctions dans un probléme aussi naturel et simple que celui-ci.

Etudier les propriéiés des intégrales y(z) d’une équation
différentielle algébriquedu premier ordre et du premier degré,
quand ces intégrales sont des fonctions & n branches au plus.

28. Les considérations précédentes démontrent dans le cas
de n =2 et mettent hors de doute dans le cas de n quelcongue,
ce fait que l'intégrale générale d’une telle équation dépend algébri-
quement de la constante 39 (').

Posons-nous maintenant la question suivante :

Quand chaque intégrale y(x) d’une équation

dy Py =)
1 — = et P olynomes en y, x
() da:' Q(J'7'Z‘) ( ’pr .7’ )
acquiert au plus n valeurs autour des points critigues mobiles,
Uintégrale générale est-elle une fonction algébrigue de y° (2)?

(') Remarquons que, cette question une fois résolue, une autre question se
dose encore :

Ezxiste-t-il des equations (1) dont chaque inteégrale a un nombre fini de
valeurs, sans que ce nombre admette une limite superieure?

Tous les raisonnements précédents supposent, en effet, ce nombre au plus égal
4 n. Bien que 'existence de telles équations soit tout a fait invraisemblable, la
question demanderait & étre tranchée rigoureusement,

(?) Adoptons, pour un instant, la définition proposée au n° 13 : tragons & partir
de chaque point § des demi-droites (coupures) sans point commun, et supposons
que l'intégrale y (x) acquiére au plus n valeurs quand & varie sans franchir ces
coupures. L’intégrale générale y(z) est-elle nécessairement une fonction algé-
brique de »°? La réponse est alors siirement négative, comme le mnontre 'exemple
du n° 13, ou y acquiert deux déterminations ou une scule suivant que % est inté-
rieure ou non i une cerlaine aire.
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Bien que la réponse doive bien vraisemblablement étre affirma-
tive, une méthode trés différente de celles des n® 21 ou 26 sera
nécessaire pour résoudre la question. En effet, d’'une part, la
méthode du n* 21, dans le cas de n = 2, nous montre scule-
ment que y,—+ y» el ¥,y sont des fonclions de z & points cri-
tiques fixes mais qui admettent ici une infinité de branches.
D’autre part, la méthode des n** 24-26 s’appuic sur ce fait que
gquand l’intégraley(x, ¥°, E) tend vers une intégrale exception-
nelle y (2, ¢, z?), un point critique mobile au moins, soit = 2,
tend vers un point E. Or, quand les intégrales y () admettent une
infinité de branches, il peut se faire qu'un point critique mo~
bile = o devienne indéterminé quand y, tend vers c¢. Clest ce
que montre 'exemple 3/ = — 2‘%3 dont l'intégrale générale définie

par z°=1, ¥y = y, est
= T
pour y° 7% o, y(x) acquiert deux valeurs autour du point critique
1
mobile x = e_’_a; pouf = o, y(z) se réduit & y = o, et le point
1

critique z =¢ 7! est complétcment indéterminé quand y° tend
vers zZ€ro.

29. Siles coefficients a;(z), b,(z) des polynomes P et Q en y
ne sont non plus rationnels mais sont des fonctions de # 4 un
nombre fini de branches admettant un ensemble dénombrable de
points transcendants, les méthodes des n°* 21-26 s’appliquent
encore ainsi que leurs conclusions. Mais si les coefficients sont des
fonctions analytiques quelconques, la réponse aux questions des
n> 27 et 28 est négative.

QUELQUES PROBLEMES GENERAUX RELATIFS AUX EQUATIONS
DU PREMIER ORDRE.
30. Sur la fonction .)’(Z ¥ 29). — Considérons une équa-

<

tion (1) ot P et  sont des polynomes en y dont les cocfficients

sont des fonctions uniformes de z. Soient 29 et x deux valeurs nu-
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mériques, distinctes des valeurs £, et y::p(z,y", E) I'intégrale
ddéfinie par les conditions initiales z == z¢, y = y°. Laissant 4 z la
valeur numdrique z, prolongeons analytiquement cette fonction
dans tout le champ des y¢. Les différentes branches de cette fonc-
tion représentent, pour y° donné, une branche d’une inté-
grale y(z) de (1); appelons 3, (2, y°, 2v) celle des branches qui

pour z = — z° se réduit & y?; les autres branches, pour 2 = z°,
prennent les valeurs

o3 (@0, 30, 70) = §a(9), (a7, 0, 20) = $a(p0),

Toutes ces branches ¢,(z, °, z°), (2, y9 2£v) se déduisent
de la branche tf:i(x, ¥, Z%) en y remplacant 3¢ pour {$,(y?),
43 (y?), etc. On peut toujours définir la branche g, (.’1?,_2/0, zv) de
: ’ : 2 . . 0

] ; .
facon qu’elle soit algébroide pour toute valeur de 9, finie ou non
Toutes les auires branches seront également algébroides pour

g 8 p

toute valeur de ?, si les diverses expressions $.(¥?), ¥3(3°), ...
sont elles-mémes algébroides pour toute valeur de »°; mais
s1 42 (y?), par exemple, admet une valeur y°==¢ comme singula-
rité transcendante, la fonction ¢, (x,_yo, z9) admettra aussi cette
singularité transcendante y° = ¢ pour z quelconque.

Considérons les diverses branches d’une intégrale y(z) qui se
permutentautour des points critiquesmobiles, etsoient 3%, 37, ¥5, ...
les valcurs que prennent en z* ces diverses branches. Ces branches

quep )
dans tous les cas, correspondent 4 autant de déterminations de la
fonetion o(z, y°, z°); mais il peut se faire qu’elles n’épuisent

PNy Y7, X7/, I q

pas toutes les détermrinations de cette fonction. Cest ainsi que
dans 'exemple du n° 16, Ia fonction o (z, °, %) a une infinité de
branches, bien que chaque intégrale y (z) soit une fonction & deux
branches au plus. Insistons sur ce cas remarquable.

31. Intégrales exceptionnelles. — Soit Y (x) I'intégrale définie
par z = z°, y = b; l'intégrale y(z, y°, 2°) pour »° voisin de b,
acquiert, quand x tourne autour des points critiques mobiles, des
valeurs qui pour z = z° sont égales a 39, ¥2, . ... Supposons qu'il

existe un ensemble dénombrable de contours fermés, partant de z°
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pour y revenir, indépendants de y° et tels, que pour toutes les
valeurs y® vaisines de b, y (z, y°, z°) acquiert, aprés avoir par-
couru ces contours, toutes les valeurs y§, ¥3, .... Quand il en
est ainsi, »9%, ¥2, ... sont des fonctions de y9 algébroides
pour ¥°= 5. Quand il n’en est pas ainsi, nous dirons que l'inté-
grale Y(z) = y(z, b, ") est une intégrale exceptionnelle 1.

L’intégrale Y (z) égale & b pour z — z? acquiert en z°, quand
z varie dans son plan sans tourner autour des points fizes £, les
valeurs Y{, Y}, ...; si, pour y° voisin de b, on peut établir entre

ces valeurs et les valeurs analogues 2, 3. ..., de

y(z, yo, 29),

une correspondance univogue, telle que y9 tende vers Y9 quand
70 tend vers 6, Y n’est siirement pas une intégrale exceptionnelle I.
[.a méme conclusion s’applique si I'on considére toutes les déter-
minations de Y (z) et de y (x), quand z varie arbitrairement, et
sil'on peut établir entre ces déterminations une correspondance
univoque jouissant dc la méme propriéié.

11 suit de la que Y {x) ou_y(x, b, ;6) ne peut étre une intégrale
singuliere [ sans qu'il existe des permutations évanouissantes
pour »° tendant vers &; autrement dit, Pintégrale y(z, y°, E), en
outre des branches qui tendent univoquement vers celles de Y (z)
pour y° tendant vers &, posséde au moins une autre branche,
soit z(x), se permutant avec les précédentes autour d’un point
critique mobile, et cette permutation s’évanouit (') pour y°=b.

(') La branche 5(&), quand »* tend vers &, ou bien tend vers une intégrale
Z(x) qui n’est pas une brunche de Y(z), ou bien ne tend vers aucuune limite,
ou bien tend vers la méme branche de Y (x) qu’une autre branche de y (z) déja

L . - . — 2
considerée. Par exemple, si Vintegrale générale est‘ﬂ‘%——) = const.= )" (°—2),

(pour z'=1), lintégrale ¥ = o est exceptionnelle, et quand »° tend vers zéro, la
seconde branche de ¥ () tend versy = 2. Dans Pexemple du n° 4 o1 'on change y
1

1 _1 ¥° i —
en >’ intégrale générale est ye ¥ = Z——, (z°=1); l'intégrale y = o est
x
exceptionnelle; pour »° voisin de zéro, la branche de y(z) qui est égale & ¥

1
. =)

pour z =1, se permute avec une branche z(z) autour du point z :—y'e( Y°
et quand y? tend vers zéro, z{z) ne tend vers aucune limite déterminéde. Enfin
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Considérons dans le plan des y?, tous les points y°— ¢ tels que
Pintégrale y(.r, ¢, E’) soit une intégrale exceptionnelle 1. On voit
bien aisément (comme au n° 5) que I'ensemble E de points ¢ ainsi
défini est un ensemble fermé.

Quand la fonction y = t‘n(x, 9, z%) posséde d'autres branches
que celles qui correspondent aux déterminations de la méme inté-
grale »(x), permutables autour des points critiques mobiles, Pen-
semble E comprend strement une ligne, soit L, qui jouit de la pro-
priété suivante :

Une certaine branche de la fonction y = cp(.;, p0, 0 ) prolon-
geable a travers cette ligne L représente d’un c6té de L une inté-
grale ¥ (z) dont une détermination-est égale & 9 pour z = 29, et
sur L et de l'autre c6té de L une intégrale dont aucune branche

n’est égale & 9 pour z = »°.

C’est ce qui a lieu dans I'exemple du n® 16 : I'intégrale géné-
rale y(x) est une fonction 4 deux ou 4 une branche suivant que y°
est intérieur ou non i une certaine aire D' du plan des y°. La fron-
titre de I’ est une ligne L qui jouit précisément de la propriété
énoncée ().

32. L’exemple du n® 17 nous montre que des circonstances ana-
logues peuvent se présenter quand les coefficients aj(z), b:(z) des
polynomes P, Q en y sont des fonctions & une infinité de valeurs,
mais n'ayant qu'un nombre fini de points singuliers.

Mais supposons maintenant gue P et Q soient des polynomes en
x, y; est-il possible que les mémes circonstances se présentent?
Autrement dit, les questions qui se posent sont les suivantes :

z ~y c’est-a-dire _m “J’Z y (70 =1),
z— G Y+ =z Yi+®
I'intégrale ¥ = o est exceptionnelle, et quand y* tend vers zéro, les deux branches
de ¥ (x, ") tendent vers ¥ = o.

(') La définition des intégrales exceptionelles I ne coincide pas tout a fait avec
la définition des intégrales réellement exceptionnelles 1 définies au n° 22 dans le cas
ol les intégrales ¥ (z) ont n valeurs au plus. L'ensemble E des points ¢ corres-
pondant & la nouvelle définition se compose, dans 'exemple du n° 16, de tous les
points frontiéres de I'aire D', tandis que 'ensemble ¢ des points ¢ correspondant 4
I'ancienne définition contient tous les points de D’ et de son contour. Les deux
¢nsembles E et £ corncident sj € ne comprend jucune aire.

si I'intégrale générale est y2=
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Soit

) d P(y, z)
(1) a‘g = m (P, Q polynomes en y, z)

une équation différentielle algébrique du premier ordre et du
premier degré, et soit y (x, »°, 2°) =g (x, y°, z°) l'intégrale
de cette équation qui, pour x = z°, est égale & y°.

1o Si laissanta & et z° des valeurs numériques z et 29 distinctes
des valeurs £, on prolonge analytiquement la fonction o (z, ¥°, 2°)
dans le champ des y°, cette fonction acquiert sirement totutes les
déterminations correspondant aux diverses branches de l'inté-
grale ¥ (x, ¥°, °) qui se permutent quand z varie dans son plan
sans tourner autour des points fizes § (V). Peut-il arriver que cette
Sfonction ‘m(;;', r°, F) posséde d’autres déterminations?

2° Les intégrales exceptionnelles 1 peuvent-elles former un
ensemble non dénombrable?

La réponse & ces deux questions est affirmative quand les coef-
ficients a;(z), b;(x) des polynomes Pet Q en y ne sont pas algé-
briques. Il est trés vraisemblable qu’clle est négative quand ces coef-
ficients sont rationnels ou algébriyues : mais une démonstration
rigoureuse apparait comme trés difficile. Et pourtant c’est la une
question que l'étude analytique générale des équations (1) ne
semble guére pouvoir esquiver.

Remarquons que la seconde question renferme en quelque sorte
la premiére, en ce sens que si la seconde est résolue par la négative,
il en est de méme a fortiori de la premiére.

33. Soienty<x,y°, 29) intégrale générale de (1), et y(x, ¢, 29)
une 1ntégrale exceptionnelle I. La valeur y9=c¢ peut étre (mais
n'est pas nécessairement)-un point singulier transcendant d’une
ou plusieurs branches de la fonction y = 9(;, ¥, E) L'en-
semble K des points ¢ du plan des y? est toujours fermé; s'il est

(') Si I'on prolonge la fonction g (z, y? z°) dans le champ des 29 on obtient
sirement toutes les branches de Uintégrale (2, 3% z") qui se permutent quand
x tourne tant autour des points critiques fixes que des points critiques mobiles,
Mais peut-il en exister d’autres? Dans tous les cas, il est plus simple de prendre
¥ comme constante arbitraire plutot que z°, '
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dénombrable, 'ensemble dérivé est contenu dans E et est lui-méme
dénombrable. ' .
Dans 'exemple du n° 4, équation
by
dr z(y—+1)
posséde deux intégrales exceptionnelles I, a savoir y == 0 el y =co.
La fonction y = ¢ (2, ¥, 2°) est définie par la relation

x
— 40 —_
ye?'__y €Yo 70

¥°—o0 est un point transcendant d’une infinité de branches de
q:(z_t-, y° #0), de méme que y°=co. Lorsque y° tend vers zéro, le
point critique mobile unique z = « de y (), & savoir

x =7;"72e—(1+y")’
tend vers le point x = qui est un point £, quand y° tend vers
I'infini; ce point critique est complétement indéterminé.

Comment cetle derniére circonstance peut-elle s¢ produire?
Pour des valeurs de y° de module indéfiniment croissaut, le point
critique £ — a tend vers 1 par exemple; I'intégrale y (), égale & yo
pour z =z, prend donc la valeur y —=—1 quand on vade 2° 4 un
certain point a voisin de 1 sur un certain chemin L; mais ce che-
min L, comme on le voit aisément, tourne autour du point critique
fixe £ = o un nombre de fois qui croft indéfiniment avec |y°|. Si
I'on veut que L reste extérieur & un cercle de centre z == o et de
rayon petit mais donné e, Ja longuenr de L croit indéfiniment
avec |y°|.

On congoit, d’aprés cela (1), comment la méme circonstance ne
peut se produire quand le nombre des branches des intégrales y (x)
est au plus égal & un nombre fini ». Nous avons moniré (n° 24)
que, dans ce cas, tout point critique mobile 2 = «, autour duquel

—

(1) Si y° tend vers un point ¢ sur un chemin continu, des considéralions ana-
logaes moatrent que tout point critique mobilc # = a autour duquel se permutent
deux branches de ¥ () qui cessent de permuter pour y,= ¢, on bien eslL indé-
terming, ou bien tend vers un point §.
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se permutent deux branches dey(z, el .z'O) qui cessent de se per-
muter pour y°= ¢, tend nécessairement vers un point £ quand y°
teng vers c.

34. Equations différentielles algébriques de premier ordre.
— Toutes les conclusions et tous les problémes qui précédent ont
leurs analogues (') pour les équations

[ ]
(I) F()’Iv}ﬁx\):ov

ot F est un polynome en 3, y et z.

En particulier, la proposition générale du n°® 1 s’applique a ces
équations : 87 ’on excepte un nombre fini de points z = E qui
se déterminent algébrigquement sur U'équation, les intégrales
y(zx) de (1) Radmettent que des points singuliers mobiles, qut
sont tous algébriques. Seuls les points fixes § peuvent étre des
points singuliers transcendants,

Convenons, comme au n° 5, de dire que U'intégrale générale
de E est une fonction 4 n branches si chaque intégrale y(z) est
une fonction & n branches, exception étant faite peut-étre pour
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable.

Convenons de dire, de méme, que 'intégrale générale posséde
n déterminations permutables autour des points critiques mobiles,
si chaque inlégrale y(z) acquiert exactemenl n déterminations
quand z varie arbitrairement mais sans tourner (2) autour des
points &, exception étant faile peut-étre pour certaines intégrales
formaut un ensemble dénombrable.

Le théoréme qui correspond au théoréme du n® 8 s’énonce ainsi :

Quand Uintégrale générale acquiert seulement n détermi-
nations autour des points critiqgues mobiles (en pariiculier
quand c'est une fonction & n branches), Uintégrale y(z) de
Uéquation (1) est une fonction algébrique de y°, et cette équa-
tion s’intégre algébriquement, ouw bicn par une transfor-

(') Voir mes Lecons de Stockholm, p. 46-98, 111-1f0, 155-172.
(?) Le sens de cetle expression est le méme qu'au u° 6 : le contour fermé C ne
tourne pas autour du point &, si, quand z a parcouru une fois tout le contour C,

Yargument du vecteur §z reprend la méme valeur.
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mation

u=r(y,y, ) (r rationnel en »’, ¥ algébrique en ),

se raméne soit & une équation de Riccati

(I1) %:A(z‘)u’—+— B(z)u + C(z),

soit & la quadrature
du

1 = A(x) da,
i Jo—a Gy

o A, B, Csont algébriques et oi k* désigne une constante.
De plus, powur n donné, on sait reconnalire, 41'aide d’un nombre
fini d’opérations rationneclles, si I'intégrale générale de (1) jouit de
la propriété énoncée, et si oui, on suit effectivement intégrer
l'équation (I) ou la ramener & I'équation de Riccati (II) ou a la

quadrature (III).

35. Proposons-nous le méme probléeme sans que n soit donné
et en écartant le cas ol I'équation (I) s’intégre algébriquement.
Autrement dit, cherchons a reconnaitre si Uintégrale géné-
rale y(z) de (1) est une fonction TnaNscennante qui n'acquiert
qu'un nombre fini, nox pONNE, de valeurs autour des points cri-
tiques mobiles, ce nombre étant le méme pour chaque intégrale,
sauf peut-étre pour un ensemble dénombrable d’intégrales
particuliéres.

La réponse est la suivante : On sait, @ U'aide d’un nombre fini
d’opérations algébriques, reconnaitre s'il en est ou non ainst,
ou intégrer l'équation par la quadrature de différentielle
totale

fM(y.z-)(d_y-—-y'a’x): const.,

M désignant une fonction algébrigue de (z, y) et y' la fonc-
tion algébrique de z, y définie par (1).
Dans ce dernier cas, pour que I'équation (I) rentre dans Ja caté-

gorie étudiée, il faut et il suffit que, z étant quelconque et u dési-
sniu

gnanth(y, z) dy, 'une des deux expressions ¢* ou 7 Soit
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algébrique en y, pour des valeurs convenables des constantes A

du

et £2. On peut dire encore que l’équation Z — M(y) doit définir

une fonction y{(x) 4 un nombre fini de branches:

Remargque.— Dans le dernier cas exceptionnel dont nous venons
de parler, le probleme posé se trouve en fait ramené au méme pro-
bléme concernant unc équation (I) ol # nc figure pas. Le cas
ol z ne figure pas apparait done, au point de vue qui nous occupe,
comme un cas exceptionnellement difficile (') auquel se rameénent
tous les cas ou Ie probléme posé n'est pas complétement résolu.

De plus, comme nous I'avons remarqué déja au n° 9, le cas ou
I'équation s’integre algébriguement échappe a la méthode; le pro-
bleme posé est donc plus facile a résoudre quand l'intégrale géné-
rale est transcendante que quand elle est algébrique.

36. Enfin, il est impossible de ne pas se demander, comme au
n° 18, quelle est la nature de Uintégrale de (1) quand chaque
intégrale y(x) est une fonction a n branches avrerus. Pourn=—s,
la méthode du n° 19 montre rigoureusement que y(z) est une
Sfonction algébrique de y°, el dés lors les conclusions du n® 34
s’appliquent; mais pour pouvoir étre étendue au cas de n quel-
conque, la méthode exigerait la démonstration préalable du théo-
réme (A) (p. 16g). Quant a la méthode des ns 23-26, elle peut
étre appliquée aux équations (1), et elle aboutit aussi & cette con-
clusion que y(z), dans le cas ¢tudié, est une fonction algébrique
de 0. Mais elle s’appuie sur le théoréme (B) (p. 176).

D’une maniére générale, toutes les propositions démontrées
dans le cas ou y' entre dans (I) au premier degré, s’étendent sans
peine au cas ol ce degré est quelconque.

(1) Le probléme qui consiste & reconnaitre si une intégrale abélienne a une ou
deux périodes renferme en particulier les problémes d’Abel : reconnattre si 'inté-

' dz , , .. . .

grale n’a qu'une période. Les solutions partielles
(Zz+AWViz 77—,

données par Tchebycheff et Zolotaref montrent le caractére arithmeétique des dif-

ficultés du probléme,

FIN.
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