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Ortsbast. snf Wege ans Anfnahmen m. Zenitmarke. Von B. R~raaram. 1 

Ortsbestimmnng anf photographischem Wege 
ans Anfnahmen mit Zenitmarke. 

Von BERNH. REISXBNN in Münster i. W 

E s  sind in den letzten Jahren verschiedentlich Vorschlage gemacht 
worden, die Photographie auch für astronomische Orts- und Zeitbe- 
stimmung in Verwendung zu bringen und zwar unter moglichster Be- 
schriinkung hinsichtlich der instrumentellen Hilfsmittel, ohne daB man 
sich jedoch genotigt sahe, in den Anforderungen an die Genauigk~it  
der Beobachtungsergebnisse eu weit zurückeugehen. Das Ziel dicser Be- 
strebungen dürfte wohl das gewesen sein, eiiimal die dem Beobachter 
zufailende Arbeit zu vereinfachen, indem die Registrierung der erfor- 
derlichen Daten der photographischen Platte überlassen wird, ein 
zweites Mal aber ein bequemes Beobachtungsinstrument zu schaffen, 
das namentlich auf Reisen leicht zu handhaben ist. S c h n a u d e r ,  
H u n g e  und S c h w a r z s c h i l d  haben derartige Methoden angegeben. 

Prinzipiell stimmen die Methoden der drei Autoren 'dahin überein, 
daB auf der Platte die Lage des Zenitpuriktes angegeben werden muB, 
so daB man a m  seiner Lage au den iiniliegendeii Sternen Rreite und 
Zeit bestimmen kann; verschieden sind Sie, hinsichtlich der Art  und 
Weise, wie diese Markierung des Zeriits geschieht. Prof. S c h w a r z -  
s c h i l d ,  auf dessen Veranlassiing hin ich die Bearbeitung einer derartigen 
Aufnahme übernahm, verwendet hierzu den sog. Zenitkollimator.') 

Dieser besteht aus einem kleinen Fernrohr, in dessen Brerinebene 
ein versilbertes Glaspliittchen befestigt ist; in die Silberschicht ist eine 
feine Marke eingeritzt, die das Fadenkreuz vertritt. Das Fernrohr ist 
durch eine 0ffnung in eiuer dicken, horizontaleri Metallplatte mit dem 
Objcktiv scnkrecht nach unten gerichtet durchgeführt, aber so, daB es 
noch um eine vertikale Achse, die nahe mit der optischen ziisammenfallt, 
drehbar ist. Die Platte selbst ist mit drei FuBschrauben versehen. 
Ain Fernrohr sitzen aiiBerdem zwei feine Libellen von wenigen Sekunden 
Parswert, die der optischen Achse desselben eine kleine, konstante 
-- 

1) Jahrbuch für Phot. u. Reproduktionstechnik. Halle 1903. 
Zeitschrift f. Mathematik II. Ph>-sik. 59. Bond. 1911. Heft 1. 1 
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2 Ortsbestimmung auf photographischem Wege aus Aufnahmen mit Zenitmarke. 

Neigung gegen die Vertikale in alien Azimuten sichern. Das Ganze 
ruht mit den drei BuBschrauben auf einem festen, niedrigen nach Ar t  
der Theodolithstative gebauten Gestell. 

Wiil man nun eine Beobachtung ansteilen, so stellt nian die pho- 
tographische Kamera mit dem Ohjektiv nach oben gerichtet unmittel- 
bar unter dem Kollimatorstativ auf dem Erdboden fest auf, dabei darauf 
achtend, dan die photographische Platte nach AugenmaB gut horizontal 
lie@ und auch das Kameraobjektiv senkrecht unter dern Kollimator- 
objektiv ist. Dann nivekert  man die zwei Libellen sorgfiltig ein, 
offnet die photographische Kamera und beleuchtet kurze Zeit die Marke 
in der Brennebene des Zenitkollimators. Diese bildet sich in der auf 
Unendlich eingestellten Kemera scharf ab und erscheint nach dem 
Entmickeln Schwarz auf hellern Grunde. Darauf dreht man den Kolli- 
rnator im Azimut um 180°, bringt wieder die Libellen zum Einspielen 
und beleuchtet die Marke zum zweitenmale. Diese doppelte Einstellung 
eliminiert die unbekannte Neigung der optischen Achse des Fernrohres 
gegen die Vertikale; der Zenitpunkt ist der Mittelpunkt zwischen den 
zwei schwarzen Kreuzen auf der Platte. 

Jetzt heht man den Kollimator mit seinom Stativ vorsichtig ab, 
dabei sorgfkltigst jede E r s c h ü t t e m g  der Kamera vermeidend und lLBt  
die Sterne einige Zeit lang auf der Platte ihrc Spuren beschreiben. 
In eincm passenden Momente, den man sich an  der Uhr merkt, deckt 
man das Kameraobjektiv mit der Hand fiir fünf Sekunden eu, wodurch 
eine Unterbrechnng in der Sternspur entsteht. Diese Manipulation 
wiederholt man noch einmal und schlieBt dann endlich den Ohjektiv- 
verschluBi die ,,Reobachtung" ist eu Ende. Für den Erfolg ist wesent- 
lich eine scharfe Einstellung der Libelien, da ja ein Fehler hierin ganz 
in das Resultat übergeht. 

Für die Vermessung der Aufnahme ist es empfehlenswert, eine 
photographische Kopie eines Gautierschen Gitters an die Platte zu 
drücken, und die Unterbrechungsstellen in  den Sternspuren auf die 
Gitterstriche als rechtwinkliges Koordinatensystem zu reduzieren. Bei 
der Genauigkeit der Gautierschen Gitter ist eine Koordinatenbestimmung 
bis auf wenige Tausendstel eines Millimeters ganz gut zu erreichen. 

Zur Berechnung liefert uns die Platte eine groBe Anzahl von Be- 
stimmungsstücken. I m  vorliegenden Problem wird es sich empfehlen, 
die Azimutdifferenzen dreier Sterne als zwei erste Koordinaten zu 
wahlen, und zwar deshalb, weil Fehler, die an ihnen durch eine geneigte 
Stellung der Platte wahrend der Aufnahme hervorgebracht werden, als 
GroBen zweiter Ordnung in bezug auf den Neigungswinkel zu vernach- 
lassigen sind. So wird eu uns ermoglicht, in einer ersten Naherung 
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von der Neigung gkizlich abzuselien, zumal noch bei den meist kleinen 
Zenitdistanzen der EinfluB von hnderungen in den Azimutdifferenzen 
auf jene wiederum ganz erheblich gemindert wird. 

Die so gewonnene Problemstellung ist durchaus nicht einfach; es 
liegt niimlich der FaU des raumlichen S n e l l  iu  s schen Problems vor, 
für das S. G ü n t h e r  in den Sitzungsber. d. Bayr. Akademie (II Cl. 
1904) eine direkte Losung gegeben hat; diese dürfte wohl wegen ihrer 
Umstiindlichkeit kaum in Frage kommen. Vielmehr werden wir zu 
Naherungsrechnungen greifen, zumal stets genaherte Werte der Ortskoor- 
dinaten bekannt sein werden, und damit wieder Nahenuigen für die - 
Zenitdistanzen der in Frage kommenden Sterne aus Sternkarten zu 
entnehmen sind. 

Das Verfahren ist das folgende: 

Mit drei Niiherungswerten der Zenitdistanzen unserer 
A, R, C (wir bezeichnen sie mit z,, fi,, 8,) gehen wir ein 
chungen 

drei Sterne 
in die Glei- 

die abgeleitet sind aus: 

(2) COS (ab) = cosz, cosz, + sinz, sinz, cos (azti). 

Hierin bedeuten: (ab), (aç), (bc) die spharischen Distanzen der 
drei Sterne, (azb) (azc) ( ~ B c ) ,  die der Platte entnommenen Azimut- 
differenzen. 

Da wir für die Zenitdistanzen nur Naherungswerte eingesetzt 
haben, werden die aus (1) berechneten sphirischen Distanzen noch Ab- 
weichungen d ( a b )  d ( a c )  d (bc)  gegen die mahren, aus den Sternkoor- 
dinaten der astron. Jahrbücher berechneten zeigen; diese fortzuschaffen 
ist der Zweck der Differenzenrechnung. 

Entwickelt man namlich die Gleichung (1) nach T a y l o r ,  indem 
man (ab;, 2, und z, als Variable betrachtet, und die Glieder zweiter 
Ordnung vernachl&sigt, so erhalt man die Gleichung: 

sin (ab) - A (ab) = As, (sinz, cosz, - cosz, sinz, cos (azb)) 
(3) + dz,(sin B, coaz, - COSZ, sinz, cos (anh)) , 
die in d z ,  und d a ,  liuear ist. 

1 
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4 Ortsbestimmung auf photographiuchem Wege rtus Aufnalimen mit Zenitmarke. 

Zwei iihnliche Gleichungen folgen durch zyklische Vertauschung . 
der Buchstaben: 

I 
s in(ac)d(ac)  = dz,(sinz,cosz,- cosz,sinz, cos(azc)) 

+ Asc (sin#= cnBza- COSZ, sinzacos(asc)) 
(3) sin(bc)d(bc) = dz,(sinz,coszC-- cosz,sina,cos(bac)) 

t + AB, (sinz, coss,- cosz, sinz, cos (b  z c)) . 
Aus ihnen berechnen wir die Verbesserungen, die au den Zenit- 

distanzen anzubringen sind: AB,, As,, d z , .  
Ganz ahiilich verfahren wir zur Ermittelung der Breiten- und Zeit- 

verbe~serun~en.  Wir  haben die Zenitdistanzen von drei gleichzeitig 
beobachteten Sterrten; brauchen jedoch nur zwei von ihnen zur Losung 
der Aufgabe. Deshalb wiihlen wir diese zwei so aun, da8 der eine 
Stern nalie dem Meridian steht, der andere am ersteri Vertikal, was 
für die Genauigkeit des Resultats besonders günstig ist. Griter Ver- 
wendung der rohen Zenitkoordinaten y,, a, reühnen wir die Zenit- 
distanz der zwei Sterne nach: 

(4) 
IL - 0 L  

sin2 a = sin rp, sin 8 + cos rp, cos 8 sins(" 5--) (3 
und vergleiclien diese Werte mit den oben erhaltenen. 

Zur Beseitigung der vorhandenen Abweichungen d z a ,  As, dient 
die Differenzengleichung (5), die wie oben aus 

coss, = siri rp siil 8 + cosrp cos3 COS (CL,, - a j  

durch Differentiation erhalten ist. 

- sina,. As, = d<p(cosrp sinS - sinrp cos6 cos(ol, - a) 
( 5 )  

- A (a, - a) sinrp . cos S sin (a,, - a). 

Die entsprechende Gleichung gilt f ü r  den anderen Stern, nur da5 
die Konstanten sich iindern. Nach Anbringung der aus der Auflosung 
der beiden Gleichungen hervorgehen den Verbesserungen Arp, A (a, - a) 
an dem angenommenen Werte ist der erste Tcil dor Rechnung erledigt. 

Ris jetzt haben wir iminer unter der Voraussctzung gercchnet, 
daB die Platte wahrend dcr Aufnalime horizontal gclegen liabe, mithin 
die Azimutdifferenzen, die wir ihr cntnommen liatten, mit der Wirk- 
lichkeit übvreinstirnmten; diese i~bereinstimrnung ist bci geneigter Flatte 
natürlich nicht mehr vorhandcn. Unser niichstcs Ziel muB daher min, 
die Neigung der Platte zii findcn, ihren EinfluB auf die Azimutdiffe- 
renzen zil untersuchen und claraus schlieBlich die ~ n d c r u n ~ p n  der Ze- 
nitdistanzen der Sterne zu berechnen. Die ganze Neigungsrechniing 
liiuft auf die Restimmung des Tetraederu hinaus, das von dem Objektiv 
als Spitee und den drei Sternbildern a h  Ecken der Basis gebildet wird. 
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Von BERNH. REISMANN. 5 

In der beistehenden Figur sei P die photographische Platte mit 
den drei Sternpunkten A, 3, C, ;T das Rild des Z ~ n i t s ,  O das Objektiv 
und H der FuBpunkt des von O au€ P h~rabgelassen~n Tlotes, den man 
in der Photogrammetrie als Hauptpunkt bezeichnet. Gegeben sind in 
dem Tetraeder die Kantenlangen AB, AC, BC, ferner die Winkel an 
der Spitze O als ~pharische Distanzen der drei Sterne Die Berechnung 
der Kantenliingen und damit der Lage des Haupt-  FI^ J 

punktes ist eine andere Form des obengenannten 0 

Problems des raumlichen Rückwartseinschneidens, 
das auch jetzt mit Hilfe von Naherungsiechnungen 
gelost werden soll. Sind 1 = OA, m = OB, 
n - OC die drei Kanten, so bestehen die Glei- 
chungen: 

( A C ) 3  = l S  + ni - Zn cos(uc) 
C 

(6) (BC)'= me+ 1 1 ~  - mncos(bc) 

(BA)" l2 + ma- l m  cos(u b). 

In diese setzen wir wie obeu die Nahe- 
B 

rungen Il ,  m l ,  n, ein und erhalten wieder Bb- 
weichungen gegen die aus der I1latte berechneten linearen Entfernungen, 
die wir in die zugehorige Differenzengleichung einsetzen 

(AC) - d ( A C )  = d l  (Z - n cos(acj) + d m ( n z -  1 cos(uc)) 

(7) ( B q  - A ( B C )  = Anz(m- n cos(bc)) + A n  (n - mcos(bc)) 

(AB) . d ( A B )  = dl (1 - m cos(ab)) + d m ( m -  1 cos(ub)). 

Daraus ergeben sich die Verbesserungen d l ,  Am,  A n .  Es emp- 
fiehlt sich auch hier die Gleichung 6 zu trailsformieren 

(al ( B C ) '  (m- n ) ' +  4mnsina(:) 

Nun denken wir uns das Tetraeder liriga der in O endenden 
Kariteri aufgeschnitten und die Seitenfliicheu iim AB, A C  und B C  als 
Charniere umgeklappt, bis sie mit ABC in  einer Eberie liegen. Die 
Punkte O beschreiben dabei Kreise, die sich in Vertikal-Projektion al8 
die von den Punkten O auf die entsprechenden Kanten AU,, A c  BC 
geraliten Senkreühten darstellen; ihr Schnittpunkt ist H. 

Zur Konstruktion von H zeichne man die vier Dreiecke der Figur 
etwa in vergr6Bertem NaBstabe auf Koordinatenpapier; die Koordinaten 
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fj Ortsbestirnmung auf photographischem Wege aue Aufnehmen mit Xenitmarke. 

von H lassen sich d a m  sofort aus der Zeichnung ablesen. Die Neigung 
der Platte (d. h. den Winkel zwischen der Richtung zum Zenit und 

Big. 9. 

O 

- 
der Plattennormalen) erhalten 
wir aus: 

HZ tang i - 
Rrennweite 

K e r i n  geht bereits die 
Brennweite der Kamera ein. 
Zu deren Bestiminung greifen 
wir mit einem Zirkel die 
Distanzen S zwischen Haupt- 
punkt und Sternpunkten ab 
und ermitteln naçh der Porrriel 

.-.. sa - - sin ha usx.  die Winkel 
2 
ha, h,, h, zwischen den Tetra- 
ederkanten 1, m, n und der 
Plattennormalen. Diese letz- 
tere fau t  zusammen mit der 
optischen Achse, ihre Lange 
ist gleich der Brennweite des 
Objektivs und berechnet sich 

als Projektion der 'Kanten 1, m, lz nach der Formel 

Die Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  der drei Werte für f liefert ein gutes Kriterium 
für die Feinheit der Konstruktionen. 

Hiermit waren nun die Vorarbeiten beendet, die zur Untersuchnng 
des Einflnsses der Neigung auf die Azimutdifferenzen erforderlich sind. 

Für  das Polgende diene die beistehende Figur. 

E s  bezeichne Pl eine horizontal liegende photographische Platte, 
O das zugehorige Kameraobjektiv, Hl den Hauptpunkt, der mit dem 
Zenit Zl zusammenfZllt; diese Platte denken wir uns nun unter Fcst- 
haltung des Objektivs O nnd der Rrennweite f um eine durch O ge- 
hende Achse in eine andere gen&gte Lage P, hinein gedreht. Zenit 
und Hauptpunkt fallen in dieser Platte nicht mehr zusammen, sondern 
sind getrennt in die Punkte 2, und Ha.  Die zur Richtung Za H, 
senkrecht verlaufende Schnittlinie beider Platten ist mit X X be- 
zeichnet. 

Weiter denken wir uns die Platte P, parallel mit sich senkrecht 
in  die H6he gehoben, bis der Punkt Z2 mit Z, zusammenfiiit. Dai3 
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Von BERNH. EEISMAXS. 7 

hierbei die lineareii MaBe auf P, geiindert werden, ist fiir das Folgende 
ohne Belang. Wesentlich ist nur, daB bei der Parailelverschiebung - 
die Azimutdifferenzen 
nicht geandert wer- 
den. Nun beschreiben 
wir um Zl als An- 
fangspunkt eine Kugel 
Tom Einheitsradius, 
die von den Strahlen 
OX, OA,,  O A ,  in 
den Ecken eines in A, 
rechtwinkligen sphkiri- 
schen Dreiecks dnrch- 
st,ocheri wird. Aus der 
Zeichnung, die zur 
Konstruktion von 11 
diente, kann man nun 
den Winkel A, %, X 
ablesen, indem man 
die zu Z H  senkreclit 
liegende Gerade X H X  
dort einzeichnet. Der 

Fig S. 

auszuführen hatte, a h  die Platte aus ihrer geneigten Lage in die hori- 
zontale gebracht wurde. 

Ebenso berechnet inan die GroBe der Schwerikung, die die anfderen 
Strahlen Z,B2, Zl C2 zu machen haben. Die Differenz dieser Wert*, je 
zu l'aaren zusarnmengenommen, gibt die ~ u d e r u n g  der AzimutdiEe- 
renzen durch N e i p g .  

Aus diesen werden die entsprechenden Variationen der Zenit- 
distan& durch drei Differenzengleichungen nach bekanntem Muster 
berechnet; die Differenzengleichungen werden erhalten durch Differen- 

\l O 

Winkel A,Z, X findet 
sich daim nach der 
Formel der rechtn ink- 
ligen sphiirischeu Drei- 
ecke 

(9) tang ( A ,  LI X) 
x 

= tang(A,;T,X).cos i. 

(4 2, X )  - (A,  Z, X )  *v: 
ist die Gr6Be der ,,Schwenkungii, die der Strahl ZIA, Az 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 Ortsbcstimmung auf photographischem Wege aus Aufnahmen mit Zenitmarke. 

tiation der Pormeln (2), wobei aber dieses Mal z,z,zc und (azb),  (azc)  (bzc) 
als variabel angenommen aerden: sie laiitrn 

O = dz,(- sinzm COS zb + COS za sin zb COS (OB b) )  

i 10) + d z ,  (- sin z, cos z, + COS z,, sin z, cos (a z b))  
- . sinza sinz, cos (azO) . 

Die zwei anderen ergeben sich durch Permutation der Rixhstaben a, 6, c. 

Endlich sci noch kurz das S c h e m a  d e r  K e c h n u n g  übersichtlich 
dargestellt : 

Berechnung der Azimutdifferenzen, Zenitdistanzen nach den 
Gl. (1)-(3). 
Berechnung der Breiten und Zeitkorrektionen fiir die ange- 
nommenen Zenitkoordinaten g>,a,. Gl. ( 4 )  und (5).  
Berechnung der Kanteiilingen 1, m,  n,  G1. (7) und (a), uud der 
Strecken AC', BAf, CB' nach Fig. 2. 
Iionstruktion des Hauptpunktes, Berechnung der Brennweite, 
der Neigung. 
Berechnuiig der ~ n d e r u ~ i ~ e n  der Azimutdiffereiizen (9) und der 
Zenitdistanzen (10). 

Zur Erliiuterung des Verfahrens diene m m  SchluB die Durch- 
führurig der Rechenoperationen an einer Platte, die vom EIauptmann 
G l a n i n g  in Kamerun am 25. Jan. 1908 aufgenommen ist, und die mir 
von ITerrn Prof. S c h w a r z s c h i l d  freundlichst überlassen war. Die 
Vermessung der Platte geschah unter dem MeBapparat der Gottinger 
Sternwarte, an dem die Tausendstel-Millimeter noch abzulesen sind. 

Es eigaben sich die folgenden Koordinaten, reduziert ;tuf den Zenit 
;ils Nullpunkt. 

Z =  + 7.936 
z, Orionis 

y = + 13.293 
1. Azimutdifferenzen: 

(<rzA) = 60° 51' 24" ( a z n )  = 80° 3' 24" 

(Lzz) = 140' 54' 4'3". 

Angenommene Zenitdistanzen : 

z, = 10' 20' z,  = 7,  51' z,= 7 O  15'. 

Korrektionen: 
- 5" + 5" + 51" 

zd = 10° 19' 55" z, = 7' 51' 5" 2, = 7 O  15' 51". 
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2. Angenomniene Zenitkoordinaten: 

9, = 6' 30' q, = 4h 1 7m 25' 

Differenzengleichungcn : 

atauri-  0 . 9 3 ~  + 0 . 1 5 ~  = - Of.663 

noriunis+ 0 . 1 4 ~  + 0 . 9 8 ~  = + 0l.25, 
dnraus 

. d rp = + 44" d u  = + 0.6"'. 
rp = 6' 30' 44" 0: = 4'17"24'.4 

3. Angenommene Kantenlangen : 

Oa = 1 = 123.50mm 0L = m = 122.66 O n  = rz = 122.50. 

Differenzengleichungen : 

4 . 2 ~  + 3 . 3 ~  = 1.30 

1 . 0 ~  + 4.0A = 0.80  
2 .71  + 0 . 5 ~  = 0 .75 .  

Korrektionen : 

= + 0.286 y = - 0.044 Y = - 0.338 
1 = 123.786 ni. = 122.616 n = 122.162, 

daraus (Fig. 2) 

CA'= 13.34mm AC'= 17.21 mm AB'= 2 0 . 4 3 m m .  

4. Die Zeichnung in dreifachem MaBstabe gab die Hauptpunkts- 
Koordinaten : 

x,= + 2.83mm y,= - 1.66 rum. 

Gemessen wurden die Liingen 

( H ~ ) = 2 3 . 4 r n m  (HL)=19.0 inm ( H a ) = 1 5 . 8 r n m  

und berechnct : 

(fa)=121.133mm fi=121.136mm f,=121.133. 

Also 
f --- 121.14mm, 

i = l0 32' log cos i = 9.99984 

5. Aus den Koordinaten der Sterne und von H berechnete ich 
die AzimutdiEerenzen der Sterne gegen die Richtung ZH. 

A,,, = 8 Y  29' d(1og tang) f ü r  6 f ~ "  = 0.01424 

Apq = 12g0 41' d ( log  tang) fiir 60" - 0.00025 

A(,  y) = 190° 28' d ( l og  tang) für 60" = 0.00071 
d (log cos i) = 0,00016. 
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10 Zur Konstruktion der Ellipse a m  den Achsen. 

Also 
Schwenkung z = 0". 6 

J J  A = 3 V . 5  

71 ct = 13". 5 . 
Somit : 

d(ctzA) = + 51" d(orza) = - 13" d(nzz) = + 38". 
Differenzengleichung für die Zenitdiatanzen (nach 11): 

Die Korrektionen liegen unterhalb der Genauigkeitsgrenze. 

G o t t i n g e n ,  Sept. 1909. 

Zur Konstruktion der Ellipse ans den Achsen. 

Von HOEST Y. SANDEN in Gottingen. 

Bekannt ist jene Konstruktion, bei der man mit den gegebenen 
Halbachsen als Radien zwei konzentrische Kreise schliigt, dilrch den 
Mittelpunkt Strahlen zieht und durch deren Schnittpunkte mi t  den 

Kreisen Parallele zu den Achsen. 
Zwei entsprechende Parallelen 
schneiden sich dann in einem 
Ellipseiipunkt. 

Die Konstruktion ist besonders 
beim Zeichnen auf Millimeter- 
papier vorteilhaft, da die Pa- 
rallelen dann nach AugenrnaB ge- 
riügend genau werderi. 

In1 folgenderi wird gezeigt, wie 
man bei geeigneter Wahl der 
Strahlen ohne Zielm von Geraden 
in de111 Ellipsenpurikte auch die 

-2 Tangente erhalt. 
Man zeichnet den ergten Strahlsl 

(B. Fig.) in der Kahe der kleinen Achse und erhalt in bekannter 
Weise den erstcn Kurvenpunkt Pl. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von HORST V. SANDEN. 11 

Der zweite Strahl wird nun nicht willkürlich gezogen, sondmn durch 

Pl. Durch ihn erhiilt man P,. Tri@ man nun auf s, von O aus 

bis QI die Strecke O&; = OP, ab, so ist die Gerude &,pz die Tangente 
in Px. In  dieser Weise fortfahrend zieht man s, durüh Ys, macht 

auf s, O!, = m,; d a m  ist die Tangente in P, usf. 
- 

Zu beweisen i s t  daB QI P, Tangente in P, ist. Der erste Strahl sl 
bilde mit der x-Achse den Winkel cpl. Sind a und b die Halbachsen, 
so ist 

2, = a .  cos cp, 
(1) yl = b - sin y,. 

Bus der Konatruktion folgt fiir den Winkel rp, des zweiten Strahles: 

1 
Unter Einführung eines Proportionalitiitsfaktors wird: 

P 
b . sin <pl sin q-, = - -  -- 

Die Gleichung der Tangente in 17, wird, sofern x und y laufende 
Koordinaten Sind : 

( 5 )  "" +" = 1. 
a 

Niin ist x2 = n - cos y, und y, = b . sin <pz, und unter Benutzung 
der Gleichungen (3) und (4) wird die Tangentengleichung (5) in der 
Normalform erhdten: 

Gleichiing (4) lehrt dann, da0 Q, der FuBpunkt des Lotes von O auf 
die Tangente in I', ist. 
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12 Gegenseitige Orientierung v. nahezu paraii. Aufnahmen in  d. l'hotogrrtmmetrie. 

Gegenseitige Orientierung von nahezu paralelen 
Aufnahmen in der Photogrammetrie. 

Von IIORST v. SAXDEN in Gottingen. 

Rei photographischen Aufnahmen, die fiir photogrammetrisehe 
Zwecke Yom Ballon aus gemacht werden, hat man in den meisten Fiillen 
das Bestreben, die optischen Achsen der Apparate vertikal zu stellen, 
was naturgemd3 nur mehr oder weniger genau moglich ist. 

V i e  bei allen Aufnahmen, die nicht von bereits vermessenen Ge- 
landepunkten aus gemacht werden oder deren iiui3ere Orientierung aus 
solchen nicht zu ermitteln ist, entsteht auch hier das Problem der 
gegenseitigen Orientierung von zwei Aufnahmen. 

Wiihrend diese im allgemeinen auf der Ermittelung der ,,Kernpunkte" 
beruhtl), ist diese Methode i m  vorliegenden Fall unzweckmaBig, da die 
Bestimmung der Kernpunkte bei parallelen Platten, zumal bei kleinen 
Hohendifferenzen der Aufnahmestandorte, recht ungenau wird. 

E s  wird daher im folgenden von einem neuen Prinzip Gebrauch 
gemacht. Dabei werden die Abweichungeii von der Parallelitat zweier 
Aufnahuien als klein angenommen und zwar im 5 1 so, da5 sie ganz 
vernachlassigt werden. Im 5 2 werden ihre Quadrate vernachliissigt 
und im 5 3 crst die Glieder der dritten Ordnung, wobei das allgerrieine 
Verfahren angedeutet wird. 

S 1. 
Uru einen wichtigen Punkt der Methode hervortreten zu lassen, be- 

handeln wir zunichst den Fall, daB, etwa von einem Ballou, awei Auf- 
nahmen eines Landstriches mit yenau parallelen Platten geniacht seien. 
D. h.: Wir  vernachl5ssigen etmaige Abweichungen von der Parallelit5t. 

Um die relative Lage der photographischen Kammern im Raume 
zu fixieren, legen wir in dieselben j e  ein rechtwinlreliges raumliches 
Achsenkreuz und zwar so, daB der Koordinatenanfangspunkt in das 
Projektionszentrum O bzw. O'  fallt und die a- bzm. z'-Ache in die op- 
tische Achse. Sie merde positiv gorechnct in der Richtung vom Pro- 
jektianszentrum nach dem Objekte hin (also nach iinten). 

Bei beliebiger Wahl  der a- und y- bzw. xf- und y'-Achsen wird 
die relative Lage der zweiten Kamera (deren Buchstaben mit einem 
Strich versehen sind) durch die Koordinaten XYZ von 0' im ersten 
- ~~ -. - 

1) Vgl. meine Dissertation: Die Bestimmung der Kernpunkte in der Photo- 
grammetrie. Gottingen 1908. 
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Von Honsr  v. SANDEN. 13 

System und den Winkel a: zwischen der x -  und z'-Achse gegeben. 
XaturgemaB sind nieht XYZ selbst, sondern nur ihre Verhaltnisse 
X : Y: Z bestimmbar. 

Nun kijnnen wir die x y -  bzw. zly'-Achsen so wiihlen, daB sowohl 
a nie  Y Nul1 wird: Wir  denken uns durch die z-Achse eine Ebene 
gelegt, die auch die 8'-Achse enthiilt und die  se Ebene als zx- bzw. 
8'~'-Ebene definiert, woraus d a m  a! = Y = O folgt. Ails den Platten 
liBt sich diese Ebene nun mie folgt bestimmen: 

Die z-Achse trrffe das Objekt in einem Punkte )U, der sich auf 
der ersten Platte in ihrein Hauptpunkt H (DurchstoBpunkt der a-Achse 
durch die Platte) abhildet. Auf der zweiten Platte habe '% den Bild- 
punkt A'. 

Ebenso bildet sich ein Objektpunkt 23, der von der a'-Achse ge- 
troffen wird, auf der zweiten Platte in deren Hauptpunkt H', auf der 
ersten Flatte dagegen in einem Punkte 13 ab. 

Da nun die Projektionsstrahlen O%, OB, 0'%, 0'23 in einer Ebene 
liegen und zwar der obenerwiihnten, so erhaltcn wir die Orientierung 
der 2y- bzw. x'y'-Systeme, indem wir auf jcder Platte den Hauptpunkt 
mit dem dem Hauptpunkte der andcren Platte entsprechenden Punkte 
durch oine Gerade verbinden. Nennen mir diese Geraden 5- bzw. 6'-Achsen 
und ihre Lote in den Hauptpunkten q- bzw. ?l'-Achsen, so haben wir auf 
den Platten ein kg- bzw. 5'7'-System festgelegt und haben nur die x- 
und y-Achsen den f -  und ri-Achsen parallel zu wiihlen, um die ge- 
wünschte Orientierung herzustellen. 

7 
Die einzige Unbekannte, die zu berechnen bleibt, ist X = n, das 

Verhaltnis der Differenz der Ballonhohen zum Horizontalabstand der 
Aufnahmen.') 

WTir leiten die Berechnung ans einem allgemeinen f'rinzip ab, das 
auch bei nicht parallelen Platten Gültigkeit behiilt. 

Die Punkte 57 und f'ri' auf den beiden Platten sind in der Weise 
einander zugeordnet, daB und 5,'ri,' zusammengeh6ren, sobald sie 
Bilder ein und desselben Objektpunktes sind. Bei beltannter Brenn- 
weite f der Objektive geben die beiden Aufnahnien also zwei Gtrahlen~ 
bündel, deren Strahlen in bestimmter Weise einander zugeordnet sind. 
E s  entsprechen sich namlich Strahlen nach dem gleichen Objektpunkte. 

Jeder Strahl ist gegeben durch die Plattenkoordinaten f g bzw. f'ri1 
seines DurchstoBpunktes durch die Platte. Wir  setzen nun ganz all- 
gemein die Bedingung daf'ür an, die Straldenlriindei O und O' so gegen- 
einander au orientierén, da/3 sich entqrechende Stral~len im Baume 
-- pp 

1)  IR^ X gemessen, so gibt obige Rechnung X und  damit den blabstab. 
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14 Gegenseitige Orientierung v. nahezn parall. Aufnahmen in d. Photogrammetrie 

schneiden. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB zwei entsprechende 
Strahlen in e i n e r  Ebene liegen. Diese Ebene enthalt die Projektions- 
zentren O und 0') sowie auch die Bildpunkte E q  und rv'. Die Ko- 
ordinaten der Punkte O, 0' und (Sv) im System XYZ sind ganz all- 
gemein 

von O . . . 0, 0, O 

,, O' . . .  X , Y , Z  

9, ( f ~ i )  . . . Ei, Ti, f -  
Die Koordinaten ziyiZi, die ein Bildpunkt 5/71 aiif der zweiten Platte 
im ersten System hat, müssen berechnet werden ails den Daten, welche 
di6 gegen~eitige Lage der Achsenkreiize zucinander festlegen. A h  
Bedingung des Schneidens entsprechender Strahlen hat man d a m :  

1 1 0 0 0 (  

Dies gibt für i = 1, 2 . . . so viele Gleichungen fiir die Unbekannten, 
sls Punkte auf den Platten identifizierbar sind. 

In  unserem Baile wird Y = O; 3, = &' + X; gi = 7;; 5, - f + Z 
und somit: 

11 0 0 0 1  

ausgerechnet: 

Hat man n Punkta vermessen, so wird im Mittel: 

Damit ist die einzige Unbekannte unseres Systems bestimmt. 

9 2. 
Wir wollen die Ausführungen des ersten Paragraphen jetzt für  

den in der Praxis vie1 wichtigeren Fall erweitern, daB die optischen 
Achsen der beiden Auf~iahrnen nicht genau parailel sind, sondern mit- 
einander einen kleinen Winkel or bildeu. 

Wir setzen a als so klein voraus, da8 wir in den folgenden Be- 
trachtungen die auadrate dieser GrGBenordnung vernachlLissigen. 
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Von Homm v. SANDEN. 15 

. Wir behalten nun das im ersten Paragaphen geschilderte Ver- 
fahren bei und ziehen auf der ersten Platte die E-Achse durch den 
Punkt, der dem Heuptpunkte der zweiten Platte entspricht, und analog 
die 6'-Achae auf  diescr. Die raumlichen Systeme xyz  und x'y'z' orien- 
tieren wir wie vorher, indem wir die x-Achsen den 5-Achscn paraiicl 
ziehen. Das Projektionszentrum 0' der zweiten Aufnahme habe im 
System xyz wieder die Koordinaten XYZ. , 

Wir bebaupten nun, daB bei obiger Wahl der xy- bzw. zfy'-Achsen 
- - 
Y 

die Gr6Be u = x klein ist und xwar von derselben GroBenordnung wie a. 

Zum Beweise ziehen wir durch O' eine Gerade y paraliel der 
z-Achse. Diese Gerade g durchstolt die xy-Ebene in einem Punkte mit 
den Koordinaten X Y (2 = 0). 

Ferner legen wir eine Ebene durch g und z' (die optische Achse 
der zweiten Aufnahme). Diese Ebene bilde mit der sz-Ehene einen 
Winkel 6. Die xz-Ebene hat mit der 2'-Achse einen Punkt Yl gemeinsam. 
Dies ist derjenige Objektpunkt, welcher sich auf der zweiten Platte 
in ihrem ITauptpunkte abbildet und durch dessen Bildpunkt auf der 
ersten Platte die f - A c h e  gezogen wurde. Das Lot von Sr auf die 

-- - 

x-Achse treffe diese in  a und wenu d die Entfernung û'% bedeutet, 
so hat die Strecke von a bis zum Punkte (XY) die Lange d .  s i n a  
und Y ist gleich d - sin a . sin 6. E s  wird also: 

also für kleiue Winkel or nicht gr6Ber als von derselben GroBenordnung 
wie diese. 

Ferner ist leicht einzusehen, daB die x-Achse mit der x'-Achse 
einen Winkel einschlieBt, der von derselben GroBenordnung ist wie a. 

Wodurch ist nandich die x'-Achse bestimmt? Sie ist parallel der 
8'-Achse auf der zweiten Platte, die durch deren Hauptpunkt H' und 
einen Punkt b' geht, der das Bild desjenigen Objektpunktes ist, der 
sich auf der ersten Platte im IIauptpunkte H abbildet. Diese 5'-Achse 
haben wir nun zu bestimmen. Die z-Achse treffe das Objekt in einem 

- 

Punkte 123, wir ziehen den Strahl 0'8 und suchen den DurchstoBpunkt 
dieses Strahles durch die zweite Platte. Diese steht senkrecht auf T X  
im Punkte B und wir erhalten die f '-Achse als Schnitt der Ebenen SI8 0' 
und der zweiten Platte. Bedenken wir, daB der Winkel zwischen der 
zz-Ebene und der Ebene 88 0' klein von der Ordnung a ist und die 
Platte nahezu senkrecht auf der zx-Ebene steht, so ist klar, daE die 
Richtung der 6'-Achse nur um ~ r o ~ k  der Ordnung a von der Richtung 
der x-Achse abweicht. 
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16 Gegenseitige Orientiemng v. nahem parall. Aufnahmen in d. Photogrammetrie. 

Wir wissen jetzt also: Bei der oben festgelegten Annahme der 
Achsenriclitungen sind die Winkel zwischen entsprechenden Achsen der 
Systeme x y z  und d y f z '  klein von der GroBenordnung des Winkela 
zwischen den a-Achsen. 

Ein Bildpunkt auf der Platte E f 7 '  hat im System x'y'z' die Koor- 
dinatcn 5 ' ~ ' f .  Die gegenseitige Lage der Systeme (xyz) und (~'~'8') 
legen wir fcst durch X Y Z ,  die Koordinnten von 0' in1 System (xyz) 
und durch drei Winkel +, cp, X. 

E s  bezeichne + die Drehung um die z-Achse die wir uns zuerst 
ausgeführt dcnken, wobei x und y nach x"y" kommen; rp sei die 
dann ausgeführte Drehung um die in y" liegende y-Achse, wobei x 

nach ,XI, s nach z" gedreht wird; x ist die letzte Diehung urn die 
2'-Achse, wobei a" nach s' und y" nach y' gelangen. 

Nach Elimination der Zwischenlagen erhalten wir: 

x =  X +  x'coscp c o s @ +  y ' ( s i n c p c o s î ~ , s i n ~ s i n ~ c o s ~ : )  

+ z' (sin ~ji sin x + sin cp cos + cos X) , 
y = Y +  x ' c o s y  sin* + y'(cos@ c o s ~ + s i n r p s i n @ s i n ~ )  

+ a' (sin cp sin cos x - COS sin x), 
z - Z - x' sin rp + y' cos cp sin x + z' cos p cos 1 .  

Sind die Achsenrichtungen der Systeme (xyz) und (x'y'z') nur wenig 
verschieden, so sind auch cp, 11, und x klein und die Transfomations- 
formeln zwischen dem xys-  und dem x'yfz'-System werden: 

wenn man sich auf die Glieder erster Ordnung beschrThkt. 

Jetzt wollen wir die auf S. 14 abgeleitete Determinante hie- 
schreiben: 

Multipliziert man aus und setzt die transformierten Werte für xya ein 
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Die Auflosung dieser Gleichungen wolien wir in zwei Schritte zer- 
legen. Wir  berechnen zuerst einen Niiherungswert für v, den wir vo 
nennen wollen, aus der schon früher abgeleiteten Gleichung: 

die aus der obigen Gleichung durch Nuusetzen der kleinen GroBen cp, X, $J 
und u hervorgeht. 

Dem Werte v, fügen wir eine Korrektur v' hinzu, entwickeln 
obige Gleichung nach Potenzen von v', beschranken uns auf Glieder 
der ersten Ordnung in v' und vernachliissigen auch v' . y und u ' .  +. 
Dann erhalten wir: 

Für i = 1, 2 . . . a sind dies n Gleichungen für die fiinf Unbekannten 
q7 1Ji, X, u, v> die zweckmaBig nach der Methode der kleinsten Quadrate 
behandelt werden und zwar in folgender Weise: Man nimmt $J = rp 
= x = v' = O 81s erste Nihemngen. Dadurch erhalten die linken Seiten 
der Gleichungen nicht die Werte Null, sonderri aie werderi kleinen 
GrijBen 6, gleich. 

Damit werden dann die Normalgleichungen: 

die in bekannter Weise aufzulijsen sind. 

Bei der Prüfung der Genauigkeit der Berechnung ist zu beachten, 
8 

daB die Quadrate der GroBen rp . . . v' bei der AufsteUung der Bormeln 
bereits vernachlassigt sind. 

Zsitschrift f. Mathematik n. Physik. 59. Band 1911. Roft 1. 
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18 Gegenseitige Orientierung v. nahezn parall. Aufnahmen in d. Photogrammetrie. 

W i r  woiien hier noch bemerken, daB der Fall denkbar ist, dafi 
eine Identifizierung gerade des dem Hauptpunkte der gegnerischen Platte 
entsprechenden Punktes schwierig ist. Zuniichst kann man sich, so- 
fern das Objekt in der Urngebung des betreffeiden Punktes eben ist, 
durch lineare Konstruktionen helfen und ferner ist zu bedenken, daB 
die oben auseinandergesetzte Methode ja die Drehung um die wi~kl ich 
angenommenen I;-Achsen bzw. x-Achsen liefert, da ja die Koordinaten 
g r ]  darauf bezogen sind. Die spezielle Annahme der &-Achsen hatte 
ja nur den Zweck, eine erste Naherung der Orientierung zu liefern. 
Zieht man also etwa die 6-Achse durch einen Punkt, der dem wahren 
Bildpunkte des gegnerischen Hauptpunktes nur nahe genug benachbart 
ist, so ist die Rechnung trotzdem mit demselben Erfolg durchführbar. 

Wir  gehen jetzt einen Schritt weiter, indem wir in unserer Rech- 
nung auch die Glieder der zweiten Ordnung des Neigungswinkels der 
optischen Achsen zueinander berücksichtigen wollen. 

E s  kommt dies darauf hinaus, für die Transformationsformeln auf 
S. 16 solçhe aufzustellen, die noch die Glieder der zweiten Ordnung 
enthalt en. 

LaBt man überhaupt die Beschrankung auf kleine Winkel fallen 
und führt die vollstiindigen Transformationsformeln von S. 16 in die 
Determinante ein, so erhalt man durch jedes Punktepaar Eiqi und E i J T i l  
eine Gleichung, die wir nennen wollen: 

für die Unbekannten 9 + X  UV. 

Setzen a i r  hierin ein aus den Gleichungen anf S. 1 7  erhaltenes 
Wertesystem @iJTü"er Unbekannten als Niherungen ein, so würden 
die Gleichungen cf>& = O nicht genau befriedigt, sondern wir erhielten, 

wo die E~ kleine GrClen sind, um so kleiner, je besser die ersten Nahe- 
rungen wnren. 

Nun bringen wir an den ersten Niherungen Korrekturen rp, $, X ,  vl 
an, die wir aus einem Gleichungssystem 

erhalten, worin in die partiellen Ableitungen die ersten Naherungene 
einzuführen sind. 
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Von HORST V. SANDEN. 19 

Die korrigierten Werte rp  + rp,, . . . u + v, konnen wir als zweite 
Kiherungen ansehen und das Verfahren wiederholen, usf. Auf diese 
Weise laBt sicli, auch bei ganz roher Orientierung der Apparate, ein 
beliebig genauss Revultat erreichen. Der Lange der Formeln wegen 
haben wjr auf eine explizite Darsteilung verzichtet. 

Wir woilen uns auf Berücksichtigung der Glieder der zweiten 

Ordnung beschriinken und setzen: sin r p  = rp und cos r p  = 1 - y2 und 
2 

:Mich für $I und X .  Dann wird unter Beschrankung auf Glieder der 
zweiten Ordnung: 

x =  g . { l - ' (  2 < P ~ + + ~ ] + ~ ~ ' ( ~ x - ~ ) + ~ . ( + x + v ) + X ~  

y =  E ' +  + ~ ' { 1 - $ ( + = + X 2 ) 1  + f . ( rp+-d  + Y9 

~=-k ' . rp+17 ' .X+f ( l -+ (rpB+~=) )+Z.  
Dies in die Determinante eingeführt, ergibt: 

\ . ~ q ~ - + - g ; q ~ - ; . v 1 ~ > " { ( ~ q ; - ( / q ~ } - $  . v ~ ~ - f ~ . ) l ~ ' + v r p q - f .  f i  

- V r p X .  qi?7;- v q q . f  . T i  - V Y .  7 i . f  + "*.  (%ri;+ 5 i E i f )  - V X . & f  

+ U T .  fiEir- U X .  5 , ~ ; -  ulli. 7 ; - f  + V .  (&ri ; -  Ellvi) + U .  ( f l l -  E i )  . f  
- < P . ~ ~ ' ~ , - $ J . E [ ~  + x ~ ~ i ~ i ' + + ~ 2 . f ~ i + + + " ~ 9 ; f ' - ~ ~ f - ( ~ i - ~ i ~ f  - [P* , p  
+ X - f 2 + ~ r p - f 2 - f ( 7 7 i ' - l i i i ) = 0 .  

Die weitere Rehandlung dieser Gleichungen ware nun folgende. 
Aus fünf Gleichungen der früheren Art berechnen wir erste Nahe- 
rungen der Cnbekannten, g ; , + , ~ ~  u,v,, führen diese in die zuletzt ab- 
geleiteten Gleichungen ein und bestimmen die Abweichungen der linken 
Seiten der Gleichungen von Null. Diese seien E , .  

a @ .  Dann sind die Ausdrücke - . . - - ah - zu bilden, worin = O die aq a v  
i-te Gleichung bedeutet. 

E s  wird x. B. 
2 !Di 
a < ~  = v q . f ; ~ i +  WJ . f . E i - v ~ .  q i 7 i l - V .   if + U .  ( i f i l -  &'qi f (P 'frii 
- f" (* - u). 

den 

wo 

Analoge Ausdrücke erhilt man für die partiellen Ableitungen nach 
arideren Unbekannten. 
Mau erhiilt jetzt das Gleichungssystem: 

in den Ableitungen die Niiherungswerte der Unbekannten ein- 
zusetzen sind. 

Dessen Ausgleichung mittels der Methode der kleinsten Quacirate 
führt d a m  auf Werte der Unbekrtnnten, die bis auf Grollen dritter Ord- 
nung genau sind. 

2 
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20 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes nsw. 

Um einen Anhalt für die erreichbare und erforderliche Genauig- 
keit zu haben, nehmen wir an, daB wir auf der Platte noch 0,Ol mm 
genau messen konnen. Bei einer Brennweite von 150 mm ist ein Pro- 
jektionsstrahl bis auf einen Fehler /3 bestimmt, so da0 

das sind rund 20 Sekunden. Nehmen wir diesen E'ehler als einen 
zweiter Ordnung, so hat ein Fehler erster Ordnung die GroBenordnung 

das ist etwa '/,O. Konnen wir also annehrnen, daB die Abweichung 
von der Parallelitat nicht mehr als l0 betriigt, so gestattet das zweite 
Verfahren (das die Glieder der zweiten Ordnung berücksichtigt), eine 
voile Ausnutzung der Genauigkeit der Auf'nahme. 

Mit welcher Genauigkeit die Vertikaljustierung einer Ballonaufnahme 
moglich ist, bleibt Sache der Erfahrung. 

Über Versuche darüber und die Verwertung obiger Resultate soll 
spiiter berichtet werdon. 

G o t t i n g e n ,  Jan. 1910. 

Konstrnktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen 
Kreisringes, eines zylindrischen Solenoids und einer gleich- 

maBig mit Masse belegten ZreSsG?!che. 
Von HERM. KIMMEL, 

Asaistent an der technischen Hochschnle in München. 

Der Verlauf der ~ ~ u i ~ o t e n t i a l ~ i c h e n  und Stromlinien in der 
Umgebung eines Solenoids scheint bis jetzt noch nicht genügend 
geklirt zu sein; in den gebriiuchlichen Physikbüchern findet sich meist 
eine nur naherungsweise und nicht immer ganz richtige Darstellung 
dieser Stromungs bilder. Im folgenden ist daher versucht worden , die 
Potentialverteilung und Stromung für ein zylindrisches Solenoid spwohl 
von unendlich groBer als endlicher Lange genau zu berechnen nnd zu 
konstriiieren. Der Vollstandigkeit halber wurde noch dns Stromungs- 
bild für einen stromdurchflossenen Kreisring (Solenoid von der Lange 
Null) angefügt, wiihrend die Figur für das unendlich lange Solenoid 
ohne weiteres auch das Bild für die gleichmiiBig mit Masse belegte 
Kreisflache lieferte. Die Berechnung und Konstruktion der Stromungs- 
bilder erfolgte nach Angaben des Herrn Prof. Dr. E m d e n ,  durch dessen 
Vermittlung auch die Pig. 3 bereits in dem Artikel des Herrn Dr. D e b y e  
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über ,,Stationare und 
quasistationare Felder" 
in der Encyklopadie der 
math. Wissenschaften 
Band V, 2, n e f t  3, S. 440 
Aufnahme gefunden hat. 

A. Stromdnrohflossener 
Kreisring. l) 

Wir k6nnen uns den 
Kreisring vom Radius c 
ersetzt denken durch 
einemagnctischeDoppe1 
schicht. Sei das m a p e -  
tische Moment derselben 
gleich 1, so ist das 
Potential der Doppel- 
schicht in bezug auf 
einensenkrecht über dem 
Mittelpunkt im Abstand 
s gelcgenen Punkt P' 

gleich den1 korperlichen Winkel, unter dern die Kreisfliiche von dem 
betreffenden P u n k t e  aus erscheint. 

Entwickeln wir (1) in  eine Potenareihe, B O  wird 

und 

+ - . . m l  für s > c .  

Für einen auWerhalb der Z-Achse gelegenen Punkt P mit den 
I'olarkoordinaten r und 4 (Fig. 5) ergibt sich hieraus unter Rerück- 
siçhtigurig, daB V der auf Kugelkoordinaten transformierten L a p l a c e -  
schen Uifferentialgleichung genügen muB, der zugehorige Potentialwert 

1 .3.6 r 7  
+ m p  P , ( c o s ~ ) - + . m . ]  fiir r < e ,  

1) Vgl. M a x w  el 1, Theorie der Elektrizitat und  des Magnetismus , übersetzt 
von Weinstoin, 2. Band, Brt. 701. 
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22 Konstmktion der StrGmungsliilder einee etromdurchflossenen Kreisringes usw. 

und 

für r > c .  

Dabei bedeiitet P, (cos 4) das nk Legendresche Pol ynom des 
Argumentes cos 6. 

Die Reihen (2) liefern für r = e keine brauchbaren Werte und 
sind für r nahe gleich c sehr langsam konvergent. Um auch für 
solche r-Werte genauere V-Werte zu bekommen, wurde hiefür der 
korperliche Winkel in entsprechenden Punkten direkt bestimmt. Hiezu 

wurde die Kreisflache vom FuBpunkt des von dem 
Fiu. 5. 

Aufpunkt P auf die 
Yig. 6. 

P Flache gefUtenLo- 
tes als Mittelpunkt 
aus in eine genü- 
gende Anzahl kon- 
zentrischer Kreis- 
ringe bzw. Teile 

e von solchen geteilt 
(Fig. 6 ) )  deren 

k'lacheninhalte /Fi 
mittels Planimeters ausgemessen und dann zu jedem solchen Ring der 
mittlere Abstand pi von P aus der Zeichnung entnommen. Der Raum- 
winkel, unter dem eiri Kreisring d F i  von P aus erscheint, ist dann 

und somit der Potentialwert in P 

Bei der Ausführurig nininit man am besten imuier gleich rnehrere 
Yunkte P zusarumeri, die senkrecht übereirianderliegen, da die d F ,  Tir 
diese dieselben Sind und daher gemeinsam bestimmt werden konnen. 

Tri@ man die bereühneteu Potentialwerte auf, so lassen sich in 
einer beliebigen die Z-Achse enthaltenden Symmetrieebene die Kuroeli 
gleichen lJotentials zeichnen, und zwar gesühah dies fü r  Putentialwerte, 
die in arithmetischer Eeihe wachsen. 

Die Stromlinien ergeben sich als 0rthogonaltr.jektorien der 
potentialkurven. Gezeichnet wurden jene Stromlinicn, welche als Mantel- 
linien Stromrohren begrenzen, für welche der hindurchgehende KraftfluB 
in arithmetischer Reihe zunimmt. Dabei wurden für jede Stromliurve die 
Schnitte mit der Ebene der Kreisflache in folgendcr Wcise bestimmt: 
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Die Komponente der Geschwindigkeit parallel der 2-Achse ergibt 
sich fiir Punkte auf der 2-Achse zu 

Entwickeln wir diesen Ausdruck je für s < c und z > c in eine 
Potenzreihe, so wird hicruus die axiale Geschwindigkcitskomponente in 
Punkten (r, 4) auBerhalb der Achse 

für r < c 
und 

für r > c .  

Der Ebene B = O entspricht 9. = 90°, also 

für r < c  
und 

v =--  - 0  c"  c6 c CR cl1 
'*[ ,CI. - 0,5625? - 0,686 - 0,5982 r3 - 0,6060;., 

C r7 

In der Ebene der Kreisfliiche wird daher der KraftflnB durch 
das Innere der Kreisfliiche 

r 

(54 
O 

und auBerhalb der Kreisscheibe 

Mit Hilfe der aus (5) berechneten Werte für Ei  und EO, wird 
d a m  graphisch aus den aufgetragenen Kurven, welche die Abhiingig- 
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24 Konatruktion der Strorn~n~sbilder eines stromdnrchflossenen Kreisringes nsw. 

Fig. 7. 

I 
keit des Fi und Fa von r zeigen, zu einern bestimmten P 
das zugehorige ri bzw. r, entnommen, wodurch die Schnitt- 
punkte der zu dern betreffenden F gehorigen Stromlinie 
mit der Ebene der Kreisflache bestimmt sind. Damit 
lassen sich die Stromlinien d a m  genügend genau zeichnen. 

B. Zylindrisches Solenoid. 

Wir  denken uns das Solenoid Yom Radius c und der 
Lange 1, dessen Wicklung wir als unendlich dünn voraus- 
setzen, zusammengesetzt aus unendlich vielen aneinander- 
gelegten Kreisstromen. Dann wird das Potential des 
Solenoids in bezug auf einen auf der Solenoidachse im Ab- 
stand z von der einen 0ffnung gelegenen Punkt P (Big. i) 

wenn P auBcrhalb des Solenoids, und 
1- i 

~ i g .  2. wenri P innerhalb des 

Solenoids liegt. (Vgl. Glei- 
chung 1.) Dabei ist zu 
beachten, da8 z hierbei 
schon mit dem richtigen 
Vorzeichen genommeri, 
f ü r  das Weitere daher 
stets abvolut in Eechnung 
zu setzen ist. Betrachten 
wir zuriiichst 

a) Das urtendlich lange 

zylindrische Solenoid. 

Für dasselbe ist, da 
es sich von B = O bis 
ins Unendliche erstrecken 
moge, 1 = a0 in (6) ein- 
zusetzen. D<mn wird 
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(7 a) va= 2, [1/- - z ] ,  

Pb) y,= 2n:[vca+ z2'+ Z ]  = Va+ 4 n z .  

Entwickeln wir Vu in eine Potenzreihe, so kommt 

und 

Für  einen auBerhalb der Achse gelegenen Punkt, dessen Polar- 
koordinaten in  bezug auf den Mittelpunkt der im Endlichen gelegenen 
Solenoidijffiung als Anfangspunkt und die Solenoidachse als Polar- 
a c h e  r und 4 seien (wobei in Ti cos @ stets absolut zu nehmen ist), 
ist dann analog (2) 

1.3 r6 
+ i . 4 , 6 c a P 6 ( ~ ~ s . 8 ) - +  m . . ]  für r < c  

und 
1 c 1 cS 1.3 C" vu - ;PO (cos 4) - a ;i P, (cos 8) + 2: iI ;l P4 (COS 9) 

worin P, (cos 6) wieder das nt" Legendresche Polynom bedeutet. In  
der Entwicklung von Va fur r > c kommen nur gerade Kugelfunktionen 
vor, und da P2,(cos4) = P,,(cos (180'- a)), so ist der Wert  von Va 
für Punkte, die symmetrisch zur ~ f f n u n ~ s e b e n e  (8 = 90°) liegen, der- 
selbe, d. h. auBerhalb des Solenoids ist die Potentialverteilung und 
damit auch die Stromung symmetrisch zur Solenoid6ffnungsebene. 
Wahrend bei der kreisformigen Doppelschicht alle Stromlinien die 
KreisfKache schneiden, tritt beim unendlich langen Solenoid infolge 
dieser Symmetrie nur die Halfte der Stromlinien durch die im Endlichen 
gelegene kreisformige Offnung nach auBen. Mit andern Worten, beim 
unendlich lanpen Solenoid streuen 50% aller Stromlinien. 

Die Potentialwerte im Innern des Solenoids ergeben sich am ein- 
fachsten nach (Tb) aus denen auBerhalb desselben, indem man, um ri 
für einen Punkt irn Innern zu erhalten, zu dem Vu des zur ~f fnungs-  
ebene symmetrisch gelegenen Punktes 4 z r  Pl (cos 6) = 4 z r  cos 6 = 4 n z  
addiert. 

Die Reihen (8) konvergieren, abgesehen von Werten r nahe = c, 

verhaltnismaBig rasch, so daB man mit der Berechnung der ersten 
3-4 Glieder ausreicht. 
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26 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw. 

Gezeichnet wurden wieder die Kurven gleichen Potentials f ü r  die in 
v 

gleichen Zntervallen aufeiuanderfolgendcn Werte 2xe = 0,10,0,20,0,30,. . ., 
wiihrend die Stromlinien derart gezogen wurden, daB iurierhalb der 
von ihnen begrenzten Stromrohren der E'luB naçh arithmetischer Reihe 
wiichst. 

AuBcrhalb des Solcnoids werden die ~ ~ u i ~ o t e n t i a l k u w e n  für 
genügend groBes r immer mehr konzeritrische Kreisc uin den Mittel- 
punkt der im Endlichen gelegenen Solenoid6ffnung. Die Stromkurven 
nahern sich daher a~ympt~otisch den Radien dieser Kreise. Da infolge- 
dessen die Fliichen gleichen Potentials in genügender Entfernung von 
der Solenoidiiffnuug mit überall gleicher Geschwindigkeit durchstromte 
konzentrische Kugeln sind, ergeben sich durch Einteilung der Kugeln 
in Kugelhauben bzw. Zonen gleichen Fliicheninhaltes, also gleicher 
I-lohe, und (in der Zeichenebene) Verbindung der Teilpunkte mit der 
Mitte der Solenoidoffnung die Asymptoten der Stromkurven. 

Die Komponente der Geschwindigkeit parallel der Solenoidachse 
ist f ü r  Punkte im Innern auf der Achse 

düher für Punkte auBerhalb der Achse 

Die axiale Geschwindigkeitskompouente ist also in der im End- 
lichen gelegenen 0 ~ n u u ~  dea Solerioids (9. = 904 r < c) konstant und 
gleich Zn, in der im Unendlichen gelegenen O ~ u u n g  (r  = m) ebenfalls 
konstant und gleich 4 n ,  da die allein vorkommenden ungeraden Kugel- 
funktionen für 8 = 9U0 slmtliçh Null sind. Der PluB ist somit durch 
die endliche Offnung F = 2 n  . ne2 = 2n2c2 , durçh die irn Unendichen 
gelegene dagegen F =  4x2c" also doppelt so groB. Auch hierin zeigt 
sich wicdcr, daB nur die Hglfte aller aus dem Innern kommenden 
Stromlinien durch die im Endlichen liegende Solenoid6ffnung geht, 
wiihrend die anderc Hiilfte rings des Zylindermantels austreten muB, 
also strcut. 
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b) Das endliche Solenoid (Lange : Durchmeeser = 2 : 1). 

Die wer te  des PO-  Eig. 5. 

tentials für ein Sole- 
noid von endlicher Lange 
konne~i in analoger, je- 
doch niehr Rechenarbeit 
erfordernder Weise wie 
die für das unendlich 
lange Solenoid berechnet 
werden, indem man von 
den Bormeln (6) ausgeht. 
Sind aber wie in unserem 
Baile die Potentialkurven 
für das letztere bereits 
gezeichnet, so laBt sich 
die direkte Berechnung 
der Potentialwerte des 
endlichen Solerioids ver- ; 
meiden. Denken wir uns i 

dieses ersetzt durch eine 
groBe ilnzahl aneinander- 
gelagerter magnetischer 
Doppelblitter, so kommt 
fiir die Wirkung nach auBen nur die oberste (etwa posit'ive) und die 
unterste entgegengesetzte Belegung in Betracht, da von den übrigen 
je zwei aneioanderliegende Belegungen sich gegenseitig Fie, 

binden. Die Wirkuiig einer einfachen magnetischen Be- 
Ieguug id aber genau dieselbe wie die eines unendlich 14 
langen Solenuids, wenri wir nur das ~ u ~ e r e  desselben be- 
trachten, da die unendlich ferne Belegung irn Endlichen 
lieirie Wirkung hat. Wir  erhalten daher auBerhalb des 
endlichen Solenoids die richtige Potentialverteilung, indem I 

wir die von zwei gleichen unendlich langen Solenoiden her- I 

rührenden auBerhalb derselben erzeugten Felder (die wir, 
soweit notig, auch in das Innere der Solenoide vollstandig 
symmetrisch zu den beiden Üffnungsebenen erganzt haben) 
so übereinanderlagern, daB das eine gegen das andere um 
die Lange des endlichen Solenoids langs der Achse ver- 
schoben ist. (Big. 8.) Die Differenz der Potentialwerte 
im Schnittpunkt zweier ~ ~ u i ~ o t e n t i a l k u r v e n  der unendlich 
langen Solenoide gibt dann auBerhalb des endlichen Solenoids 
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28 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw. 

direkt den ~ e r t -  des von diesem im betnchteten Punkt erzeugten 
Potentials. 

Dies laBt sich auch mit Hilfe der von uns aufgestcllten Formeln (6) 
nnd (7) bestiitigen: 

Seien die von dem unendlich langen Solenoid 1 erzeugten Poten- 
tiale mit einem Strich, die des unendlich langen Solenoides II mit zwei 
Strichen bezeichnet, so ist fiir einen auBerhnlb des endlichen Solenoids 
gelcgenen Punkt Pl, der auch für 1 und II auBcrer Punkt ist, 

(Va)i= (Va- v:)~= 2n[VG2'-Z] -2n[1/c2+ (1 +zj"-(1 + z ) ]  

= .3n [Yc2  + z2\ - 1 /c2  + ( 1  + 2)" + 11 , 
mie es nach (6a) sein muB. 

Die Ersetzung des endlichen Solenoids durch die beiden unendlich 
langen gilt aber auch für  Punkte P, im Innern des endlichen Solenoids. 
P, ist für 1 innerer, fiir II iiuBerer Punkt, daher 

(Ti), = (y,' - V a ,  = 2 n  [vC2+T2\ + z] - Zn [ P T  ( 1  - z)~' - ( 1  - f i ) ]  

- - 2n [ i c z  + z": - Vc2f(z-- z)'\ + Z] , 
wie (6b) verlangt. 

Da aber V,!= Pa + 4n2, so wird (K), - (Va - V& + 4512. 

Wenn wir also die auBerhalb des Solenoids 1 gezeichneten Poten- 
tialkurven symmetrisch zur Ofkung von 1 in das Inncre ergiineen und 
die Schnittpunkte P, dieser Kurren mit den zu II gehorigen Potential- 
kurven suchen, so ist in diesen Punktcn die D f i r e n z  der zugehorigcn 
Potentialwerte = (VL - Addioren wir hierzu 4 a 2 ,  so erhalten 
wir den gesuchten Wert (VJ,. Dies gilt natürlich auch für Punkte P,, 
die nicht auf der Açhse liegen; denn für solche ist statt 4 z z  der Wert 
4 a r .  P,(cos 4) = 4 n r  cos 4 = 4 x 2  zu addieren. 

Die Kiirven gleichen Potentials sind wieder gezeichnet von V =  O 
in iiquidistanten lntervallen bis zum Maximalwert P = S xe in der 
Mitte des sole no id^. 

Zur Konstri~ktion der Stromlinien wollen wir den E'luB durch die 
Mittelebene innerhalb und auflerhalb des Solenoids sowie durch die 
Offnung bestimmen. C m  bequeiner in Reihen entwickeln zu konnen, 
verschieben wir ziir Bereclinung des Flusses durch die Mitte des 
Solenoids den Koordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt des Solenoids, 

2 
so da5 in(6 b ) z s z f  f y. Dann wird uriter Berücksichtigung von 1 = 4e: 
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Von HEKM. KIMMEL. 29 

a' Entwickeln wir Vi für z < c,  so kommt, wenn x = : 

Die axiale Geschwiudigkeitskomponente wird daher 
av, av, 1 

v - - - - - -  i - a s f - a x  c 

und aomit für Punkte auBerhttlb der Achse 
4 

7 r 4  r 4  + - -  7 (9 7 p, + 224 $ P6 + 156 P,) 
4000 c 

63 T" 
- 2.10 -- 3 a ( l 1 $ ~ ~ ~ + 4 8 0  c r: P,+ 1 7 9 2 ~ ~ )  +--.-1, 

worin P, = P, (cos S.) das ntB Legendresche Polynom und r ,  4 die 
Polarkoordinaten des betrachteten Punktes sind. 

Pür die Mittelebene ist S. = 90°, r < c ,  also 

7 r4 313r4 r 2  69:3r4 + 6 % ~ :  560 +-m.. 
+nooo2(ilai4-70~+~6 ) O (  6 4 c ) 1, 

also nicht etwa konstant. 
Der gesamte durch die Mittelebene stromende FluB wird daher 

C 

Fi =J in r .  u,dr 
O 
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30 Konstniktion der Str6miingsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw. 

Beim unendich larigen Solenoid wer E = 4nec2. 
Xehmen wir die Geschwindigkeit vi durch die Mittelebene im 

Innern als konstant an und gleich der Geschwindigkeit in der Achse, 
so ist 

und der FluB wird darnach 

(10) 
8 

F ' = v ! . n c 2 =  a a c " - 3 3 , 7 8 ~ % ~ ,  
v'2 

O 028 
also nur 2 - 100°j, = 0778 YI, von dem wirklichen Fi verschieden, 

8,606 

so dan für die Zeichnurig bei dern verh%ltnismaBig langen Solenoid 
(Z = 4c) die Gesühwindigkeit in der Mittelebene noch als konstant 
angenommen werden darf. 

Wir wollen nun in analoger Weise auch den FluB durch die 
Offnung des Solenoids bereçhnen, um ein XaB für die Streuung der 
Stromlinien zu bekommen. Der Koordinatenanfangspunkt sei wieder 
wie ursprünglich im Mittelpunkt der Offnung, so ist das Potential für  
Punkte auf der Achse nach (Ga) 

- 

Pi = 2 n [ i c "  8 --cf ( 1  LZ)~' \  + z]. 
1 

Entwickeln wir für s < c = in eine binomische Reihe, so wird 

daher die axiale Geschwindigkeitskomponente unter Einsetzung von 
1 - 4 c  für Punkte in der Achse 

somit für Punkte (r, 9.) auBerhalb der Achse 

also in der Offnuqsebcne (3 = 90°, r < c): 
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Der F'luB durch die ~ f f n u n ~ s e b e n e  wird also 

C 

( i l )  ~ = ~ , 2 x r d r = 4 ~ c ~ [ 0 , 9 ~ 9 4 - + + 0 , 0 0 0 2 5 . f  - o , o o o ~ ~ . $ + - . . . ~  
u 

= 1,939nacB, 

wiihrend er beim unendlich langen Solenoid gleich 2 2 e a  war. 
1939 

E s  geht somit '- = 53,8O/, des gesamten Kraftflusses durch die 
3,606 

0fFnung des endlichen Solenoids, wiihrend 46,241, liings des Mantels 
austritt, so da6 tllso immcr noch 46,2% aller Stromlinicn stfeuen. 

Bci Annahme konstanter axialer Geschwindigkeitskomponente in 
der 0ffnung ist diese 

Es darf also auch in der offnunpebene für unser Solenoid die 
axiale Geschwindigkeitskomponente noch als konstant angenommenwerden. 
Tut man dies auch für die Mittelebene des Solenoids, 

Flg. 9. 
so erhiilt man als Streuung nach (10) und (12) z 

das Integral ausgedehnt über die kreisformige Offnung. Dies ist aber 

100 1 - 5 = 45,8OlO ( IL') 
mit dem genauen Wert  46,2 fast noch vd l ig  über- 
einstirrimend. 

Bei dern unendlich langen Solenoid war  die 
Streuung 50°/,; die Streuung nimmt also mit ab- 
nehmender Lange des Solenoids ab. Nuil wird die 
Streuurig aber erst für das Solenoid von der Lange 
Null, d. h. deri stromdurchflossenen Kreisring. 

SchlieBlich wollen wir noch den FluB durch 
die Nittelebene auBerhalb des Solenoids bestimmen 

1 
1 

und zwar ohne Zuhilfenahme der Formel (6a). Die 
1 

axiale Kraftkomponente in einem Punkte Y auBerhalb des Solenoids, 
welche von einem Endbelag herrührt, ist riach dem C oulombschen 
Gesetz (Fig. 9) 

z =y$. Cos a, 
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32 Konstmktion der StrfimungsLilder eines stromdurchflossenen Kreisringea usw. 

gleichzeitig der korperliçhe Winkel, unter dem die O#nung von P 
aus gesehen wird. Liegt P auf der Achse, BO ist daher 

oder 

Daraus für Punkte euBerhalb der Achse 

wo P, (cos 8) wieder das nt" Legendresche Polynom bedeutet. Der 
KraftfluB durch die Mittelebene auBerhalb des Solenoids, der von den 
beiden gleichweit entfernt liegenden Endbelegen herrührt, ist daher 

durch einen zwischen dem Solenoidmantel 
Fig. 10. 

I 
und einem Kreis vom Radius x liegenden 
Kreisring (Fig. 10) 

I 2 

~ = / 1 2 ~ .  ~ n x d x .  

Da 
C 

I 
1 x=- - tg(180 -4) = 2 c t g a 1 ,  
2 

da '  
dx = 2 c i  c o s e a  ' 

z Y 
z so wird 

I 
* - 

d (cos a') 
= - 1 6 7 ~ ~ 9 ~ ~ -  - cos84 '  - ~- ' 

c 

und wenn wir f ü r  cos 4' y setzen und beachten, daB 2c  = T- - cos 4'= r .y ;  
c 1 
- = -y, sowie da1 auch die P, Punktionen von y sind, so folgt: 
,r 2 

y =  -- 
l'g 

Setzen wir noch die Werte für die P,(Y) ein, so wird 
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Der gesamte durch die Mittelebene auBerhalb des Solenoids gehende 
FluB ist darnach für x = w, y = 0:  

(Die nicht vollstiindige Übereinst i rnni~n~ hat ihren Grund in der 
langsamen Konvergenz der lleihe (13) und der daraus entspringenden 
Gnsicherheit der beiden letzten Dezimalen in (14)). 

Es ist bernerkenswert, daB die Eurre ,  welche die Bbhingigkeit 
des E vori y = cos 4' aus (13) darstellt, eine Gemde wird. 

Um nun den Schnittpunkt einer bestimmten Stromlinie mit der 
Halbierebene auBerlialb des Solenoids zu erhalten, wobei die Strom- 
h i e  als Mantellinie einer Stromrohre gedacht ist, durch die ein be- 
stimmter F'luB hindurctigeht (in der Figur A, 5 .  . . bis Z E ' ) ,  hat mari 
nue aus der aufgetragenen Kurve (13) das dem betreffenden Pz ent- 
sprecliende y zu entnehuieri, wodurçh der Sçhnittpunkt bestimmt ist. 
Die beiden Sçhnittpunkte jeder Stromlinie mit der Mittelebene und 
allenfalis die (unter Annahme bonstanter axialer Geschwindigkeits- 
komponente in den 0 ~ n u n g e n  leicht zu bestimmenden) Schnittpunkte 
der Stromlinien mit den kreis- 

Pig. 4. 
f6rmigen Offnungsebenen ge- 
ben dann genügend Anhalts- . 
punkte, um die Stromlinien 
als Orthogonaltrajektorien 
der ~ ~ u i ~ o t e n t i a l k u r v e n  zu 
zeichnen. 

G. GleichmaBig mi t  Masse 

belegte Kreisscheibe. 

Das Stromungsbild für 
die gleichmaBig mit Masse 
belegte Kreisscheibe is t  das- 
selbe wic das des ~ u ~ e r n  
eines unendlich langen Sole- 
noids (vgl. B. a]), da bei 
dicsem nur der eine im End- 
lichen gelegene Belag in Betracht kommt. Marr hat nur das für das 
~ u ~ e r e  gezeichnete Strombild des unendlich langen Solenoids auch nach 

Zoiteïhrift f. Mrrthematik u. Phyeik. 59. Band. 1811. Hsft 1. 3 
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34 Konstmktion des K~mmungsmittelpunktes bei polytropischen Kurven. 

innen symmetrisch zu erganzen. (In der F'igur ist die Zahl der Strom- 
linien gegcnübcr der des Solenoids verdoppelt.) 

Es  ist fast unnotig, xu bemerken, daB samtliche Figuren als 
Schnitte einer durch die Symmetrieachse gehenden Ebene mit den 
riumlichen, in bezug auf diese Achse Rotationssymmetrie zeigenden 
Stromungsbildern. xu betrachten sind. 

Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes bei 
polytropischen Kurven. 

Von EMIL WAELSCH in Brünn. 

Herr K o s c h  hat im 45. Bd. dieser Zeitschrift eine Konstruktion 
des Kr~mmungsmit te l~unktes  für einen Punkt der Kurve y = e . za 

abgeleitet, wobei x, y Cartesische rechtwinklige Koordinaten sind, und 
Herr D i n g e l d e y  im 54. Bd. eine andere Konstruktion. 

Die nachfolgend abgeleitete Konstruktion ist einfacher als die 
genannten und gilt auch dann, wenn z, y Cartesische schiefwinklige 
Koordinaten sind mit verschiedenen Einheiten der Achsen.l) 

Sie folgt aus einer augemeinen kinematisch geometrischen Kon- 
struktion M a n n h e i m s 2 ) ,  welche dieser auch bei Kegelschnitten und 

Fig. 1. 
Zykloiden verwendet: ,,Die Punkte A, 3, C einer 
Geraden g (Fig. 1) veriindern sich mit dieser 

$J!$ 
so, daB A, B resp. auf den Kurven ( A ) ,  (B) 
laufen, wahrend aie eine Kurve ( E l )  einhüllt, 

die sie im Punkte 1' berührt, und A C  : CU 
konstant bleibt; sind A,, die Schnittpunkte 
der Normalen n ~ ,  NB, [ng sei die Normale der 
Eurve (X) für den Punkt XI mit der Kor- 
nialen f i p ,  so lient das Momentanzentrum Cl 

für die Bewegung des starren Systems, das aus g und dem Punkt C 
besteht, auf np so, daB 

(il A, C: : C,B, = dC: Cg." 
p~ -- 

1) Vgl. M e  h m  k e:  ,,Konstruktion der Kriinlrnungsmittelpunkte einer dureh 
y = fie) gegebenen Kurve." Süddeutsch. Blatt. für hoh. Unterrichtsanst. 1893, p. 69. 

2) Siehe Mannheim: ,,GéomBtrie descriptive", p. 173 ff. u. ,,Géométrie ciné- 
matique" p. 15 fi. and Burmester: ,,Kinematik&', p. 91 ff. 
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Von EMII. WAELSCH. 35 

Die im Punkte C auf g senkrechte Gerade 1 dieses starren Systems 
umhüllt eine Kurve (L) und berührt diese im PuBpunkte L des Lotes, 
das von Cl auf L gef'ailt wird. 

1st nun (P) die Kurve, deren Gleichung in dem Cartesischen 
schiefwinkligen $oordinatensystem O x y  lautet: y = cx", und sind A, 
B die Schnittpunkte ihrer Tangente im E'unkte P mit O x ,  bzw. Oy, 
so ist bekanntlich x ~ :  P B  konstant. Nimrnt man daher in Fig. 1 

Pig. 2. Fig. 3. 

als Kurven (A), (il) die Geraden O z  bzw. Oy, so kann P als Piinkt C 
angesehen werden und die Normale np als Gerade 1. Da jetzt das 
Momentanzentrum Cl auf diese Kormale au liegen kommt, B O  ist es 
identisch mit dem gesuchten Krümmungsmittelpunkte 31 der Kurve (Y) 
für den Punkt Y. Dieser Punkt &I teilt daher die Strecke A , B ~  im 

VerGltnis A P  : PB. Um ihn zur konstruieren hat man (Pig. 2) die 

Pig. 4. Fig. 5 .  

durch Y pararallel zu n~ gezogene Gerade mit der in A zu A B  nor- 
inalen Geraden in Q zu schneiden, dann lie@ M auf SQ. 

Für  a = - 1 ergibt sich die schon von M a n n h e i m  abgeleitete 
Konstruktion bei einer Hyperbel, von welcher die Asymptoten bekannt 
sind. Für  CY = 2 erhalt man für eine Parabel, die durch zwei Punkte 
mit deren Tangenten gegeben ist, die Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes für einen dieser Punkte. 

Bus der Proportion (1) folgt auch, daB die Geraden g, nl, n ~ ,  l z p  

Tangenten einer Parabel sind, welche np  im Punkte Df berührt. 
3' 
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36 ~ u m  Integrator von E. Pascal. 

171 k a n n  daher  (Fig. 3) auch  in s p m e t r i s c h e r  W e i s e  mit  Hilfe der 

beiden g e z e i c h n e t e n ~ e c h t e c k e  gefunden werden. 

1st Os normal  zu Oy, so k a n n  171 wie iu  Fil; 4 d u r c h  SJT P Q. 
konstruier t  werden. F e r n e r  i s t  (Fig. 5) 1", mit A F I  BA,, der  Brenn- 

punkt  der Parabe l  und der  cx PFM ein Rechter .  

Zum Integrator von E. Pascal. 

Von Fr. A. WILLEKS in Gottingen. 

H e r r  E. P a s c a l 1 )  hat kürzlich einen In tegra tor  eur  Integrat ion der  

Differentialgleichung 
Y ' +  Y = &(XI 

konstruier t ,  der  ebenso, wie die meistjen derar t igen Appara te ,  z. B. 
der  In tegraph  von A b d a n k -  A b a k a n o w i c z 2 ) ,  der  Katenograph  von 
B. S c h i m n i  a c k s ) ,  die von M e h m  ke4)  vorgeschlagenen Appara te  usw. 
darauf  beruht ,  da5  eine scharfkantige Rolle, die m i t  horizontaler  Achse 

gegen das Zeichenpapier geprei3t wird, bei  j eder  Bewegung  n u r  i n  

ih re r  Vertikalebene roilen kenii. Das  Prinzip des P a s c a l s c h e n  Apparates  

hat freilich schon P o t i e r 5 )  auseinandergesetzt,  doch  dürf te  diese Ab- 
handlung ,  die sich n u r  in der  deutschen cberse tzung  des Buches vop  

1) E. P a s c a l ,  L'integratore meccanico per le equazioni ditferenziali lineari 
di Io  ordine e per altre equazioni differenziali. Rondiconti della R. Accademia dei 
Lincei (5) t. 18, 1909; Giornale di Mat. di Ilat'taglini (3) t. 48, 1910. Nqch der 
letxtcn Abhandlung, die ich erst bei dcr Korrektur dicscr Arbeit einschen konnt'e, 
hat Herr Pascal das Instrument so geandert, daR den Schienen für die Laiifwagen 
variabler Abstand gegeben werden kann (im Xax. 16, im Min. 7 cm.), soda8, wie 
weiterhiu schou auseinander gesetzt iut, die Integration linearer Differential- 
gleichunqen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten moglich wird. 

2) A b d a n  k-A b a k a n o w i c z ,  Die Integraphen etc. (Deutsch von Bittcrli, 
Leipzig 1889 .) 

3) R. S c h i m m a c k ,  Ein kinematisches Prinzip urid seine Anwendung zu 
einem Katenoyrapheii. Zeitschrift f. Math. u. Phys. 62 (1906), vgl. auch die dort 
zitierte Literatur. 

4) R. M e h m k e ,  ubcr einen Mechanismus eur L6sung von Aufgaben der 
Dpamik  mit Anwendung auf die mechanische Integration von Differential- 
gleichungen zweiter und hoherer. Ordniing und von Sy~temen solcher. Jahresb. d. 
D. Math.-Ver. 1 6  (1907), S. 377. 

5) A. P o t i e r ,  [?ber ein Iufitrument zur mechanischen Kon~truktion der Kurven 

f ( z ) = y  + a d y  in A b d a n k - A b a k a n o w i c z ,  Die Integraphen usw. S. 166-168 
d x  

(Deutsche Ausgiihe). 
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Von FR. A. WILLERB. 37 

A b d a n k - A b  a k a n o  wicz firideb, Herrn P a s c a l  nicht bekannt gewesen 
sein. Potier hat nicht versucht, den Apparat wirklich zu bauen; auch 
findet sich dort nicht die ausführliche Diskussion der Leistungsfahigkeit 
des Integrators, wie in der Arbeit von Pascal. 

Die Anordnung des Apparates gibt schematisch Pig 1, wiihrend 
die Photographie Fig. 2, die ich der Freundlichkeit Herrn P a s c a l s  
verdanke, die wirkliche Aus- 
führung zcigt. Der recht- 
winklige Rahmen A vermag 
mittels der Rader R parallel 
xur X- Achse verschoben zn 
werden; die zur X-Achse senk- 
rechten Rahmenteile tragen 
zwei auf ihnen leicht verschieh- 
bare Heine Wagen, den Diffe- 
rentialwagen G mit dem Fahr- 
stift C, der liings der Kurve 
&(XI geführt wird und den 
Integralwagen H mit der 
scharfrandigen Rolle D, dem 
Schreibstift C' und dem Ge- 
wicht E, das die scharflcantige 
Rolle gegen das Zeichenpapier 
drückt. Beide Wagen sind 
durch eine Schiene F ver- % 
bunden, die sich um eine ' --- 
Achse des Differentialwagens q - 

dreht und die auf dem Integral- 
wagen so hingleiten kann, daB 
die Ebene der scharf kantigen 
Rolle ihr stets parallel k t .  Ver- 
schiebt man nun den Apparat, 

Fig. 1 

nachdem man dem Integralwagen irgendeine Anfanplage gegeben hat, 
und führt dabei C auf der Kurve Q ( x ) ,  so rot'iert die Rolle Il stets nnr 
in ihrer Ebene und verschiebt dabei den Integralwagen so, daB diese 
Ebene mit der der Schiene F xusammenfiiilt. Wahlt  man nun als 
Rinheit die Projektion auf die X-Aehse von der Strecke, die zaischen 
dem Drehpunkt der Schiene auf dem Differentialwagen und dem Punkt, 
in dem (las fiad D die Zeichenehene bcrührt, liegt, so aieht man leicht, 
da0 der Schreibst'ift C' eine Kurve y beschreibt, für die 

y ' = O ( x ) - y ;  y ' + y = & ( x )  
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38 Zum Integretor von E. Pascal. 

ist. Das Instrument integiert also in dieser Form die Gleichung 
Y'+ Y ' Q ( 4 -  

SteUt man das Rad D so ein, d& seine Ebene nicht mehr parde l  
der Schiene ist, sondern da1 sie mit der Vertikalebene durch die Schiene 
einen Winkel ci bildet und ist t g a  =na, BO zeichnet der Apparat eine 
Kurve auf, die ein Integral der Gleichung 

y '+m + y =  Q ( 3 )  "+Y' Q(4; r_n;y 
ist. In beiden Fiilen fallen natürlich die X-Achsen der Integralkurve 
und der Kurve Q(x) zusammen, wahrend die Y-Achsen um die Pro- 
jektion des Abstandes CC' auf die X-Achse gegeneinander verschoben 

Fig. 8. 

sind. Die unendliche Schar der Integralkurven erhilt man dadurch, 
da6 man ja dem Integralwagen unendlich viele Anfangslagen geben kann. 

In der zitierten Abhandlung zeigt Pasca l  weiter, wie man vom 
Verlauf der Kurve Q(x)  auf f igentümlichkeiten der Integralkurve mittels 
ihrer Erzeugnngsweise schlieBen kann; z. B. hat die Integralkurve ein 
Maximum oder Minimum, wenn korrespondierende Punkte der Kurve 
&(x) und der Integralkurve gleiche Ordinaten haben, falls die Tangenten 
nicht zusammenfallen; dort, wo die Tangenten beider Kurven msammen- 
fallen, hat die Integralkurve einen Wendepunkt. Weiter weist er darad  
hin, daB man bei Integration einer geschlossenen Kurve eine Zickzack- 
kurve erhalt, bei der entsprechende Punkte zwar dieselbe Abszisse haben 

aber Ordinaten, die sich um e-*&(z)@-)hdz onte~cheiden, wo das Integd 
=O 
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um die gescblossene Kurve zu erstrecken ist. Durch Integration von 
I;j) = const erhalt man die Kurve y = J f f . ,  durch abermalige Lntegration 
dieser Kurve bei passend gewahlten Anfangsbedingiing~n die Ketten- 
linie. Endlich kann man da@ Instrument genau wie den Integraphm 
von A b d a n k - A b a k a n o w i c z  zur L6sung beliebiger algebrai~cher 
Gleichungen benutzen. 

Es  m6ge noch kurz bemerkt werden, wie sich der Apparat leicht 
noch weiter ausbauen lieBe. Würde man zunachst einmal den Abstand 
zwischen den beiden Rahmenteilen, auf denen die kleinen VITagen laufen, 
rerstellbar machen, so k6nnte man mit dern Apparat dureh wiederholte 
Integration lineare Differentidgleichungen beliebiger Ordnung mit kon- 

1 
stanten Koeffizienten integrieren. Gibt man dem Abstand den Wert  ;, 
so erhalt man, wenn man den Stift C auf der Kurve Q(x) hinführt, 
ein Integral der Gleichung 

Y ' + Q Y =  u C S ( X ) ,  
1 

Integriert man die so erhaltenen Kurven mit dem Abstarid b ,  so er- 
liilt nian ein Integral der Gleichung 

s ' f  b z =  b y  
oder 

z" f ~ ' ( b  + a )  + abz = ab  Q(s) 

usw. Diese integrationen kann. man auch mit dem oben beschriebencn 
Apparat ausführen, wenn man vor jeder lntcgration noch cine Um- 
zeichnung der gegebcnen Kurve vornimnit, die den MaBstab der x-Ko- 
ordinatc entsprechend andert. Bei einer derartigen Integration kann 
jede der (91 - 1) Ableitungen für einen bestimmten Wert x = a einen 
gegebenen Wert  habcn. Dieser Anfangsbedingung wird man durcli 
entsprechende Wahl der Anfangslage des 1nt)egralwagcns bei jeder Inte- 
gration genügen. 

n'citer kann man dcn Apparat auch so einrichten, daB er imstande 
ist, lineare Diffcrcntialgleichungcn erster Ordnung mit variablen Koeffi- 
zienteri zu integriercn, nur muB dersclbc dann, da ja ewei willkürliche 
l'unktioncn in der Gleichung sind, mit zwei Führungsstiften C und K 
versehcn sein, wie das die schematische Fig. 3 zcigt.l) Der Apparat kann 
~ ~- 

1) Diese zwei Fiihrungsstifte sind natiirlich ein wesentlicher Nnchteil des 
Apparates. Sie lassan sich aber bei einem Integrator für die allgemeine lineare 
Differentialgleichiing erster Ordniing kaum v0rmeiden; vielmehr wird bei einem 
Litegrator f ü r  Uifferentialgleichungen beliebiger O r d ~ u n g  im allgemeinen fiir jede 
Funktion der Gleichung auch ein Führungsstift vorhanden sein müssen. Jeder 
dieser Stifte kann natürlich kinematisch auf der zugehorigen Kurve geführt werden. 
Ein dcrartiger Mechanismus wird aber - abgesehen von Integratoren für speziella 
Gleichungen - so kompliaiert, daii mir infolge der vielen Fehlerquellen soine 
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ganz ahnlich gebaut werden, wie der P a s  c alsche; Differen tial- und 
Integralwagen mit ihrer Verbindung sind genau dieselben; nur die beiden 
Rahmenteile, auf denen die beiden Wagen laufen, sind mittels'des 

Fig. Y.  zmeiten Führungsstiftes K 
gegeneinander verschiebhar. 
Dieser Stift K a n  der Schiene 
L übertriigt namlich seine 
Auf- undAbbewegung mittels 

, der Zahnrader R auf den 

Rahmenteil T, auf dem der 
Integralwagen liuft  und 
nahert oder entfernt die hei- 
den Rahmenteile um eben- 
soviel als er sich abwarts 
oder aufwiirts bewegt. Führt 

1 X man K auf der Kurre -- 
P(4 ' 

so kann Inan es so einrich- 
ten, daB der Abstand der 
Drehachse des Differential- 
wagens und des Beriihrungs- 
piinktes der scharfrandigen 
Rolle D mit dem Zeichen- 
papier auf die X-Achse pro- 

1 
s jiziert stets glcich p@) 7 id. 

L -- - 

B. 
' Für die Benutzung des 

Apparates ist folgendes zu 
beachten.') Wird durch die Elemente X, y,, und X, y,, y; die Gleichung 
y' + P(x)y  = &(a) erfüilt, so ist 

y; - y; $- P(z)  (y1 - y;) = 0. 

Vorteile ziemlich illusorisch zu sein acheinen, zumal man mit den Reçhenmethoden, 
wie sic von R u n g e  (Math. Annalen Bd. 46 ,  S. 147ff.), H e u n  (diese Zeitschrift 
Rd. 45, S. 23 ff.) und Ku t t a  (diese Zeitschrift Bd. 46, S. 435ff.) und E m d e n  (Gas- 
kiigeln, S. 92,  Leipzig 1907) entwickelt sind, die Tntegration mit geniigender Ge- 
nauigkeit ausführen kaun. Es ware daher iuteressaut z u  erfahren, wie sich b e r ~ i t s  
ausgefiihrte Apparate dieser Art bewzhren, ab z. B. die mit dem von K r i l o f f  
(Bull. LIC i'Acad. imp. des sciences de St. Pctersbourg 1904, S. 17-37) beschriebcnen 
Apparat zur Integration baliebiger gewohnlicher Different8ialgleichungen nter Ordnung 
(ausgefiihrt sollte der Apparat fiir Differentialgleichungen vierter Ordnung werden; 
ein E'ehler von '/, % wurde erwartet) erhalteueu Resultate befriedigen. 

1) Vgl. auch C z u b e r ,  Beitrag zur graphischen Integration der linearen Diffe- 
~entialgleichung erster Ordnung. Zeitschrift f. Xath. u. Phys. Bd. 44 (1899), S. 41. 
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Schneiden sich die Geraden dieser beiden Elemente in 6 und 7, so ist 

oder 
Yi-=?!! = y; - y, = - P(x)  (y1 - yz); 

X - E  
daraus folgt 

Da nun zwei Elemente beliebiger Integralkurven mit demselben x ge- 
wahlt sind, so sieht man, daB alle Linienelemente der Gleichung 
y '  + P(x)  y = Q(x) ,  deren Punkte auf eincr ParaIlelen zur y-Achse liegen, 
von einem Punkte ausstrahlen. niese Punkte bilden eine Eurve, die 
man zunachst einmal zu zeichnen hat und auf der der Stift C entlang 
geführt wird. Um den Abstand der Stifte C und K verschoben wird 
mit einer X-Achse, die nur mit der der obigen K.urve parallel zu sein 

1 
tiber nicht zusamnen zu faiien braucht, die Knrve gezeichnet, auf 

der der Stift K geführt wird. Werden mit der E'ortbewegung des 
Apparates gleichzeitig C und K auf diesen beiden Kurven geführt, 00  

zeichnet die Rolle D eine der Integralkurven aiif. Der gegebenen An- 
fangsbedingung genügt man durch die entsprechende Anfangsstellung 
des Integralwagena 

Bemerkt sei noch, daB es sich bei allen derartigen Integraphen, 
und besonders bei dem obigen Apparat empfiehlt, die Laufrader der 
einen Seite als scharfkantige Rollen auszubilden, die dann auf einer 
mit einer Rille versehenen Schiene laufen. Dadurch wird einmal das 
Einstellen des Apparates wesentlich erleichtert, und andererseits das 
Schieflaufen, das sonst bei den Integraphen sehr leicht eintritt, ver- 
hindert.') Die Schiene S ist i>i der Skizze, die übrigens nicht die beste 
Ausführung des Apparates angeben soll, angedeutet. Vielleicht würde 
der Apparat praktischer so gebaut, daB der Itahmen als ganzes fest 
ware und auf den Schenkeln parallel der X-Achse die Pahrschiene des 
Integralwagens route. Auch aus dem 1ntegi.ationsmechanismus dieses 
Apparates kann man ahnliche Schlüsse über den Verlauf der Intepal-  
kurve ziehen, wie es P a s c a l  getan hat. 

Der ganzen Anordnung nach ist nun aber der Apparat nur in]- 
1 

stande die Integralkurve zu zeichnen, wenn mindestens 
P(4 

> O i d .  

1) Vgl. 2 .  B. A r n o l d ,  Die Erdbewegung wahrend des ersten Vorlaufers eines 
Erdbebens. Dias. Gottingen 1909, S. 296. 
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42 Zum Integrator vun E. Pascal. Von Fa. A. WILLERS. 

Dem laBt sich aber so abhelfen, daB man dem Y ( x )  eine Konstante 
a hinzufügt, so da6 Y(z) + a in dem gewünschten positiven Intervnll 
liegt. Das Integral der Gleichung 

wahrend das von 

y1+(P(x)+a)2/= &(XI 
so aussieht: 

1 
Zeichnet man also statt der Kurve 8 = s + - - 17 = Q ( x )  die Kurve 

P(4 m4 

so erhkilt man i ls  Integralkurve zmar nicht y, aber 

woraus man y leicht entnimmt. 

Gleichungen hoherer Ordniing mit variablen Koeffizienten lassen 
sich mit deni Apparat ohne Umzeichnung der Kurven nur dann losen, 
wenn sie auf lineare Gleichungen erster Ordnung führen, die abges~hen 
von der ersten einen konstanten Koeffizienten haben. Aue Koeffixienten 
der Gleichung müssen sich d a m  i n  gewisser Weise durch eine Funktion 
ausdrücken lassen. Z. B. IaBt sich nur die Gleichung zweiter Ordnung 

niit dem Apparat integrieren, falls man die Kurven nieht nach jeder 
Integration umzeichnen wiil. 

G o t t i n g e n ,  im hpri l  1910. 
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Mitt eilung 
zu meiner Abhandlung ') über: 

Funktionentheoretische Methoden 
in der Hydrodynamik. 

Von H. BLASIUS in Berlin. 

Zu deni zweiten Teil des genannten 
Aufsatzes, betreffend die funktionentheo- 
retische Reharidlung des über+LIs über 
ein Wehr, teilte mir Herr  Prof: E'orüh- 
h e i m e r  mit, daB der in Absatz 2 er- 
wiihnte Gedanke der zeichnerischen L6sung 
der Aufgabe bereits in seinem Encyklo- 
piidieartikel g, ausgesprochen ist. 

Gleichzeitig m6chte ich darauf hin- 
neisen, da6 die nberlegungen des crsten 
Teils, betreffend die Krafte au€ starre 
Korpeï in zweidimensionaler stationarer 
Potentialstr6rnung, Anwendung finden ,l 
konnen bei der Rest,irnmung der Trag- 
kraft von Aeroplanflachen: ln  dem Werke 
von L a n c h e s t e r  über Aerodynamik3) 
ist beinerkt, daB die B e w e p n g  um eine 
Tragflaçhe als Potentialstromung mit 
zyklischer Bewegung aufgefaBt werden 
k m n ,  und daB der zyklische Anteil in 
engem Zusarrimenhang mi t  der Tragkraf t  
steht. I n  dem Palle der  h ier  abgedruckten 
F'ig. 70 (oder 48)3) i s t  das komplexe  
Potential der S t romung  : 

-ti+ = X =  cxz f i j 3 h z  
- 

1) Diese Ztschr. Rd. 68,  1910. S. 90 ff. 
2) Encyklopadie d. math. Wiss. l V .  3,Art. 20 : 

Forchhei i r ie r ,  Hydraulik. S. 414. 
3) F. W. L a n c h e s t e r ,  Aerodynamik, über- 

s e t z t  von C. u. A. Runge .  Leipzig bei Teubner. 
S. 101, § 90, und S. 138ff., 5 121-123. 
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und daher die Geschmindigkeiten: 

Die Geschwindigkeit a der Parailelstromung ist von links nach rechts 
gerichtet, die zyklische Bewegung, für deren Stirke die Konstante P 
maBgebend ist, umkreist den Nullpuiikt im Sinne des Chrzeigers. 

Xach der in meiner Abharidlutig (Teil 1 Absatz 3) entwickelten 
Formel gilt für die Xriifte: 

X -  ir= i e  fw2dz7  
2 ,  

das Integral in positivem Sinne um die Singularitiit erstreckt. Im vor- 
liegeriden E d e  liefert dies, ntlch dem Residuensatz ausgerechnet, die 
Tragkraft : 

Y =  2 n : p a p .  

Die Spannungsverteilung in keilformigen Korpern, 
auf welche eine Einzelkraft einwirkt, nnter Beschranknng 

auf das ebene Problem. 
Von Dr. PAUL FILLCNGER in Wien. 

Unter einern ,,keilf6rmigen" K6rper ist in der E'olge ein solcher 
zu verstehen, dessen vier ebene Regrenziingsflachen ails zwei parauelen 

Ebenen und zwei sich schneidenden, aelch letztere 
senkreçht zu ersteren stehen, gebildet sind. Keben- 
stehende Figiir stel!.t einen soIchen Korper dar. 
Die beiden parallelen Begrenzungsebenen sind mit 
OACB und O'A'C'B' bezeichnet, die sich schnei- 
denden mit O O'A'A und O O'B'B. Eine fünfte 
Begrenzungsfliiche sei der Form nach beliebig, 
aber mit allen ihren I'unkten z~nelztllich feme vmz 
der Schneide 0 0' entfernt. In  der E'igur ist sie 
durch den uiiregelmiiBigen Linienzug AA'C'B'BCA 
versinnbildlicht, und an  dieser Plac7~e sei der keil- 
formige Korper fest.geha1ten. 

Die senkrechte Entfernung der beiden parallelen 
Begrenzungsebenen werde die ,,Breite6' des Keiles genannt und mit b 
bezeichnet. 0 0 ' C ' C  sei die Symetrieebene des Keiles, und der Winkel 
3. @, den jede der beiden in der Sehneide zusaminentreffenderi Begrenzungs- 
ebenen OO'A'A und  OO'B'B mit ihr einschlieBt, heiBe ,,Keilwinkel('. 
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Es  werde ferner vorausgesetzt, d& der keilforruige EGrper aus eiuern 
isotl.opegz Material bestehe, welches i n  Folge der einwirkenden aufieren 
Kriifte nur unendlich kleine Defiimationen erleide, und dail das System 
der Spannuiigsverteilung als ein ebe~zes angeseheri werden kmn.  

Die letzte Voraussetzung erfordert zunikhst, da5 die Resultierende 
der aufieren KrLfte in der Mitte zwischen den beiden parallelm Be- 
grenzungsebenen O A C B  und O'A'C'B' uiid parallel zu diesen ist. Im 
vmlieyenden Aufsatze ist nun die Aufyutie yestellt, den 8punnunyszustu~~d 
des h-eilf ihniyen Kürpers in  tiezug auf diese l~edukk ions -  hsultunte zu 

mmitteln. 
Die Katur dieses ebenen Problemes l a  ein Polar - Koordinaten- 

Systen~ zur analytischen Darsteilung als ausreichend und vorteilhaft cr- 
kennen, wenn der Pol in O und die Polarachse zusammenfallend mit 
OC, der Projektion der Syrnetrieebene gemahlt wird. Der Polarwinkel cp 
w d e  als positiv angesehen, wenn er durch einc Drehung von der Polar- 
achse aus entgegen der Uhrzeigerrichtuiig geniessen wird. 

Die Bezeichnung der drei SpanuungsgroBen, welche das ebene Pro- 
blcrn aiifweist, sei einer verbreiteten Übung gerniiB gewalilt wie folgt: 

ur, eine Sorrnalspannung in der Eichtiing des Badiusvektor, und 
zwar positiv, wenn sie eine Druckspmnung ist; 

G ,  eine Kormalspannung in  der Richtung der Tangenten an einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt der Pol  kt, gleichfalla positiv, wenn sie 
eine Druckspannung vorstellt; 

z, die ~ c h u b u ~ a n n u n g  in den beiden vorgenannteri Kiühtungeu, und 
zwar positiv, werin sie auf eineni derri Pole zugewandteii Ober- 
flkhenelenient in  der Richtung des wachseiiden Winkels cp tatig ist. 

Waren die zwei partiellen Differentialquotienten jeder der drei 
SpannungsgroBen nach den beiden unabhangigen Variabeln gegeben, so 
ware damit der ganze Spannungszustand sofort bekannt. Dazu sind im 
allçemeinen 6 Gleichungen notig. 

Zwei von diesen 6 Gleichungen liefert die Bedingung des Gleich- 
gewichtes am Volumelement. Sie lauten 

Die Riehtungslinie der früher erwiihnten Iteduktioris-Resultante wird 
irn allgcrncinen nicht durch die Schneide des Keiles gehen. Die Resul- 
tante kann aber vom Standpunkt der Statik eines starren Korpers er- 
setzt werdcn durch eine xndere, deren Bichtung die Schneide des Keiles 
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trifft, in Verbintlung mit eiriem. Kraftepaar. In  der Folge wird der 
Spannungszustand inliezug auf diese beidenKo~ripoiieriten der allgemeinsten 
Resultierenden getrennt untersucht merden. Das ~berlagerungsgcsetz 
gestattet dann unter gewissen Voraussetzungen, die Spannungs~erte i lun~ 
auch für beliebige auBere Kriifte, welche zusarnmen ein ebenes System 
von Spanniingen hervorriifen kiinnen, anzugeben. 

Wii- betracht,en vorerst ein beliebiges, unendlich kleines Flachen- 
elemeiit im Inneren des keilformigen Korpers, dessen Ebene parallel zur 
Schneide 00' des Keiles jst. Seine Projektion auf die Fliiche OACB 
sei die unendlich kleine Strecke dl, wahrend seine Breite gleich der 
gahren Breite b des Keiles angenommen ist. Den inittleren Abstand 
dieses Flacheneleiuents von der Schneide 00' bezeichiien wir mit r, und 
den Winkel, den dieser Leitstrahl mit der Syrnetrieebene OC ein- 
schlieBt, mit q. Endlich sei noch der Winkel, den die Strecke dl  mit 
dem Leitstrahl einschlieBt, mit O bezeichnet. 

Geht dieltichtungslinie der auBeren Kraft durch die Sçhneide des Keiles 
und schliei3t ihre positive Richtung einen Winkel $J mit der Symmetrieebeiie 
des Keiles ein, so ist die GroBe der reszc1tie.i-endenSpan~zuîzg s auf demFlichen- 
element bd l  nur eine Funktion von P, wenn P die GroBe der 5uBeren 
Kraft vorstellt, vom Richtungswinkel $ derselben, ferner von r, cp, B 

und h ,  also 
S = F ( P ,  *, r, Y, @, b )  

- 

und ihr Differential d s  kann geschrieben werden, soferne s stetQ id in- 
bezug auf ulle 6 unabhangiyen Pariabeln: 

Ahnliche Gleichungen konnten auch für den Richtungswinkel der resul- 
tierenden Spinnung angeschrieben werden, nul. mit dem Unterschiede, da/3 
dieser nur eine Funktion der anderen FTiinkelgro/3m $, cp und O sein kann, 
wahreind er volz P, r und b tcnabhüngig sein mufi, wie aus Griinden der 
mechanischen Bhnlichkeit erhellt. 

~ n d e r t  man nun die Na /3e i r~?d  der Lüngenyofim im Verhiiltni~se 
1 : u, so tritt r x a: und b x a an Stelie von r und b. Auch P und s 

iindern sich, und zwar wird P zu P x  a und r ni :, wie aus den 

Dimensionsformeln einer Kraft und einer Spannung hervorgeht. 1s t  
r + d r  

diese Verhiiltniszahl ol festgesetzt mit , so betragt die h d c -  

rung von r das Differential d r ,  und die zugehikigen Anderungen der 
r + d r  d r  d r  

anderen Gr6Ben . sind d h = b ( -) h -, , e b c n s o d P = P  und 
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d T ds = s(-&J - s A - s- . Die WinkelmaBe $, <P, und O bleiben 

unveriindert, daher dg7 = d q  = d @  = 0. 
Tragt man dicsc Differentialausdrücke in (61. 1) ein, so entsteht 

die neue Gleichung 

welche geeignet ist, die Abhangigkeit einer Spannung s vavz Radius r 
allein festzustelleu. 

Denn s ist jedenfalls dirckt proportional der Kraft P nnd indirekt 
proportional der Brcite b des Keilcs, cl. h. man kann s auffassen als 
homogene Funktion voin Grade + 1 iribezug auf Y, und vom Grade 
- 1 iribezug auf b aileiri. Nach Eulers Satz über l-iomogene Funk- 
tionen liann daher 

as 
- - 

a s  a p . P = ~  und . b = - s  
a b  

geschrieben werden. Führt man diese Werte in G1. (2) e h ,  90 ver- 
einfacht sie sich zu 

(3) a s  
s + r .  ,, = O ,  

woraus zu schlieiàen ist, dtiB 

(4) 
K 

S = -  
7 

sein muB, wobei .K eine Konstante inbezug auf r bedeutet, die aber als 
Funktion c7er zweiten Variabeln, nünzlieh v, au&efapt werden mup. 

Geht nzan also auf eeinem Leitst~ahl von eineni. beliebigelz Flachen- 
elenzclzt BU einem andwen, dazu paralblen über, so s i d  dif: zugch.Crigen. 
resultiermden Spannungen (und daher auch deren Komponenten) id i rek t  
p-oportlonal iltren Abstünden von der Scknride des Keiles, wenn die Reich- 
tungslinie der au/3eren Kraft durck dieselbe yeht. 

Die GrGBen in Gleichung (3) konnen in ihre Komponenten zerlegt 
werden, und man erhiilt so drei neue Different'ialgleichungen 

Verbindet man [Il mit  [III] und [II] mit [VI, so findet man die 
Gleichungen 

a T a 6 
B - r = O  und ~ + - ~ = 0 .  

C r p  <p 
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Differentiiert man diese Gleichungen, so kann man die beiden Differen- 
tïalgleichungen 2tEr Ordnung bildcn 

Diese Gleichungen verhalten sich v6llig gleich, weshalb es genügt, 
eine von ihnen zu besprechen. Die Integration der ersten dieser Glei- 
chungen ergibt 

(5) . G ,  = CL sinSp + C, cos (p. 

Die Bedingung, daB 6, auf beiden Begrenzungstliichen OO'A'A und 
O O'B'B d. h. für y = $- Null werden rnuB, là& die Integrations- 
Konstanten bestimmen mit 

Cl = cg = o. 
Eine besondere Besprechung erfordert der Fall, welcher eintritt, 

wenn @ = 7c ist, und das Material des Keiles an den Hegrenzungs- 
flachen OO'A'A und OO'B'B, die sich dann gegenüber stehen, k e i n ~  
Diskontinuitit aufweist, der Keil also in die unbegrenzte, voile Platte 
übergeht. In diesem speziellcn Falle kann man stets denjenigen Leit- 
strahl als Polarachse (bzw. Symmetrieebene) auffassen, dessen Richtung 
mit der Biçhtung der auBeren Kraft zusammenfillt. wegen  der dann 
bestehenden, vollstindigen Syrnrrietrie, m u 1  aber G ,  , = G ,  , sein, 

< p = +  f 

und damit findet man aus G1. (5) Cl = O. 
'P=-2 

Für die unbegrenzte Platte ist daher G, = Ggcosy, und auf gleiche 
Art hiitte man aus obiger Differentialgleiçhung 2t0r Ordnung für z 

auch gefunden z = C',cosy. Beide Spannungen werden aber Null für 

= . IViii.de man die Platte liings dieser Richtung entzwei- 
2 

schneiden, so zerfiele sie in zwei Teile, deren jeder einen Keil vorstellte, ' 
dessen winkel CD = 2 ware, wobei sich die Gesetze der Spannungs- 

2 

verteilung nicht indern kijnnten. Fiir beide Teile gilt aber nach obigem 
da0 auch C,, bzw. C, = O sein muB. 

Sowv't t~eten Tangentialspannf~ngen 6, und Schubspanlzungen z inz 
ganxclz keilformigen Khper (auf radialen, bzw. zur Schneide konzen- 
trischen Schnittflachen) iibwhaupt nicht auf, werzlz die Richtung der 
au/3eren Kmft durch die  Keilschneide geht. 

Für plattenformige K6rper verallgerneinert sich dieser Satz insofern, 
ah bei der unbegrenzten Platte jede senkrechte Verbindungsgerade 
zwischen den parallelen Begrenzungsfliichen ds ,,Schneided( angesehen 
merden kann. 
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Die ailein übrig bleibende Spannung G, befolgt bei konstant bleiben- 
dem Winkel rp gem5B G1. (4) ein Verteiliingsgesetz, ausçedrückt durch 

(6) 
K \ 

= -  
7 '  

wobei K eine Funktion von g? allein bedeutet. 
Wirkt  nur  ein Kriiftepaar mit dern Moment Jf auf den Keil ein, 

dessen Achse die Sçhneide des Keiles kt ,  so kann die resultierende 
Spannung s auf dern sclioii nkiher defiuierten E'lichenelement b d 1 auf- 
gefaBt werden als 

s = E'(J1, Y, y, O, t i ) ,  

und ihr totales Differential ist, sofern s stctig ist  in besug au f  alle 
fiinf zcnabl~atzgig~n Vaviabeln : 

Einer Anderung der MaBeioheit der Lingengr6Be im Verhiilhisse 
1 : CL entspricht eine ~ n d e r u n ~  des Radiusvektor r zu r x or, der Breite b 

zu b -x cl, des Momentes N zu 17rl x (u2 und der Spannung s zu 2. Die 

beiden letzten ~ncierungen folgen wiedeï xus den I)imensiousforuieln 
r + d r  

eines Momentes und einer Spannung. 1st - -  -- der Aufidruclr für die 

Yerhdtniszalil a,  BO betragen die %uw%ctise der T'eranderlichen dr ,  
d r  r + d r  2 2 dr  d r 

d b - a - ,  d M -  Y ( -  ) -Mi dl , d s :  - s  und dg? = 

dO = 0. O 

Mit diesen Differentialausdrücken eiltsteht auu G1. (7) die Gleichung 

Da s auch in diesem Falle direkt proportional dem Momente A l  
a s  und indirekt proportional der Breite b sein muB, kann wieder - JI = s 

a s  und , . b - s gesetzt werden, wodurch man zu den Gleichungen 
a b  

Gl. (10) spricht die Tatsache aus: Ilie resultierenden S p a m u ~ ~ e n  
a u f  zu;ei purallelen Flacheneleme~zten a m  sciben Leztstrahi verlzalten sich 
urngekehrt wie die Quadrute ihrer mittlereu Abstunde von dcr. #chneide, 

Zeitsïhrift f. Mathematik o. Physik. 59 Band. 1911. Heft 1. 3 
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wenn diese 8pann.ungen von eincm Rraftrpaare lzerriihren. Zerlegt man 
G1. (9) in die Komponeiiten, so findet man an Stelle von III, I V  (uiid 
V die Gleichungen 

(I'=") 
a 6 

2 6  $ r - L = O  a r  

Verbindet man 1 mit III* und II mit V*, so gelangt man  eu den 

Die Integraiion der Zten Gleichung ergibt 6, = C, und weil 6, am 
Bande (cp = + CD) verschwinden muB, ist G ,  im ganzen keilformigen 
Korper gleich Null. Damit entsteht aus der ersten Gleichung 

als eine Beziehung zwischen den allein vorkommenden Spannungen G ,  

und z bei diesem Sonderfall. Geht aber der Keil in die schon besprochene 
a iinbegrenzte voue Platte über, so mu5 - = O sein, souiit a <P 

Wiirde man wieder einen e,henen Schnitt senkrecht zii den beiden 
parallelen Begrenzungsebenen der Platte führen, so müBten die Span- 
nungen auf demselben eine Resultierende ergeben. Da eine solche nicht 
auftreten karin, rnuB G, = 6, = O sein. Dieser Spezialfall bietet nun 
kein weiteres Interesse. E r  ist der einfachste, den das Keilproblem 
enthalt. 

Aus G1. (10) geht auch hervor (oder aus (III*) und (V*) 

wobei L und L' Punktionen von y allein bedeuten. 
Im Zusammenhang der gewoniienen Resultate kann man folgenden 

Satz aussprechen: Eine Tangentialspannung G ,  kommt im hilformigen 
fij~per auch dmzn niclzt vor, wenlz nur ein Kriiftepaar auf dm Keil ein- 
wir&. Die Radialspanlzung G, und Schubspannung z sind durch GZ. (11) 
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miteinalzder verbunden, und  jede von ihnen ist zufolye Gl. (12) und (13) 
wrkehrt proportional d m  Quadrate des Ahstandes von der Schneirle, wenn 
man I z z w  Flüchenelemente rniteinavzder uergleiclzt, die auf dcmselben Leit- 
stralzl Ziegen. 

Bekanntlich gelten die Gleichungen (1) und (II) nur f ü r  vollkommen 
starre Korper in alter Strenge (namlich wenn für die mit drr Zeit ver- 
anderlichen Koordinaten der Massenpunkte bei einer kontinuierlichen 
Deformation die ursprungiichen Koordinaten gesetzt werden konnen). 
Fiir nichtstarre Kfirper gelten sie unter Vemaehliissigiing von Gliedern 
hoherer Kleinhoitsordnung. 

Auch die Gleichungen (Ill), (IV) uud (V), bzw. (HI*), (IV*) und (V*) set- 
zen voraus, da8 der K6rper seine Gestalt nicht iindere und gelten daher 
ebenfalls nur für starre K6rper streng, für nichtstarre, sofern die Ver- 
schiebungsder~vationen als unendlich klein angesehen merden konnen; 
nur unter Vernachliissigung von Cliedern hoherer als ltO' Kleinheits- 
ordnung. 

Durch diese Gleichungen wurde die Abh'ingigkeit der Spannungen 
von r allein beçtimmt, und durch ihre Verbindung mit (1) und (II) den 
Grenzbestimmungen an unbelasteten Begrenzungsflkhen entsprochen. 
Nur die Abhiingigkeit der Radialspannulig O, von rp konnte auf diesem 

a ~ , .  . 
Wege nicht aufgefunden werden, da der iliffereritialquotient - in den a (P 

bisher aufgestellten Gleichungen überhaupt nicht vorkommt. 

Die Gleichungen (1) und (II) pflegt man als die ,,Bedingungen der 
stntischen M5glichkeitfi einer Spannungsverteilung zu bezeichnen. Ana- 
log sollte man die Gleichungen (III) bis (V) bzw. (III*) bis (V*). Ilie ,,Be- 
dingungen der geometrischen Moglichkeit" nennen, da sie unter der 
einzigen Voraussetzung, daB die Spannungen stetige finktiolzen der Krafte  
und der Koordinaten der Massenpunkte sind, aus rein geometrischen Be- 
ziehiingen abgeleitet wurden. 

Wichtig is t  ferner die Blcenntnis, dab,  u n t m  der genannten Voraws 
setzung, aueh die Spunnungsverteilung in einem ideabn, vollkommen starre-n 
KGrpr  nur  sum Teile ,,unbestimmt<' ist. 

Die weitere Untersuchung des Spannungszustandes in keilformigen 
Korpern bietet nun keine Schwierigkeit von prinzipieller Bedeutung 
mchr. Denn soil die gesuchtc Spannungsverteilung auch ,,elaslisch m6g- 
lich" sein, so muB es eine Funktion F der Koordinaten r ,  gp (die so- 
geuarinte ,,dirysche Spannungfunktion") geben, von solcher Beschaf- 
fenheit, daB, wenn Polar-Koordinaten zur Anwendung kommen 
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und an jeder Stelle des Korpers die Spannungen durch die Gleichungen 

gegeben sind, da uiisere Untersuchung sich auf das ebene Problem be- 
schrankt. 

Da in  jedem Falle 6, im ganzen Keile verschwindet, kann G1. (14) 
mit Rücksicht auf die zwei ersten Gleichungen (15) für f~eilformige 
Rh-per auch geschrieben werden 

Geht die llichtungslinie der aufieren Kraft durch die Schneide des 
Keiles, so ist zufolge G1. (6) 

K 
6 5--  

r ,,' 
Mit Riicksicht anf das, was über die GroBe K dort gesagt wurde, 

folgt daraus, wenn man G, in G1. (16) eintriigt 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet 

Lur Bestimmung von or und f i  dient die Grenzbedingung auf einer 
durch die ganze 5uBere Kraft belasteten Flache, als welche wir einen 
kreiszylindrisühen Querschnitt mit dem Kadius v = 1 anüehen. SchlieBt 
die positive ltichtung der SuGeren Kraft den Winkel I )  mit der Syrrimetrie- 
ebene des Keiles ein und ist b die Breite desselben, so ist 

Da 6,  und G im ganzen Keile bei dieSem Spezialfall gleich Ku11 sein 
miisfien, ist, wie aus der  2 t e n  und 3'0" G1. (15) hervorgeht, die Span- 
nungsfunktion 

E ' = r . f ,  
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worin f eine Punktion von g, allein bedeutet,. Setzt man dies in die 
erste Gleichung (16) ein, so ergibt sich mit Gl. (17) 

d'f  a i e  + f = clsinrp + ficosy. 

Die Integration dieser Gleichung liefert 

Demnach lautet die Spannungsfunktion F selhst mit Unterdrückung 
der bedeutungsloseri Glieder C,sinrp und C, cos rp 

Wirkt nur ein Kraftepaar, dessen Achse mit der Keilschneide zu- 
sammenfailt; so ist nach G1. (12) 

Führt man diesen Ausdruck in (Gl. 16) ein, so erhalt man die 
D ifferentialgleichung 

(VI*) d S L  
,q, + 4 L  =@. 

Daher weiter 
L = ysin2a; + 6cos2y 

und eridlich 

(20) 
1 

O, = , (ysin2y + dcos2rp). 

Fr Zufolge G1. (1 1) ist aher 6, - -- = O und daher a cp 

Zur Restimmung der Integrations-Konstanten C sei bemerkt, daO 
z für rp = 5 CJ Null werden muB, weil auf diesen Flachen keine aufieren 
Kriifte angreifen. Dadurch entsteht für z der Ausdruck 

Zur Ermittlung der Konstanten y und S berechnen wir zunachst 
die Resuitievende der Spannungen 6, und z auf einern kreiszylindrischen 
Quersclinitt mit dern Btidius r = 1. Bezeichnet man die Kompo~iente 
der Resultierenden 

X 
rp = + -,- mit Ry, 

in der Richtung rp = O mit R, und in der Richtung 

so ist 

cp - z sin rp) dcp 
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54 Die Spannnngsverteilung in keilformigen Korpern usw. 

und 

Ry = (6,siny + r c o s q ) d y  s 
-@J 

und nach Einsetzung von G, und z aus G1. (20) und (21) [mit r ,- 11 
und Auswertiing der Integrale: 

R, - 26sin @cos2 @ 

Ry = - 2dsin2 @cos @. 

Da aber bei einem allein angreifenden Kriiftepaar R, = R,, - O 
sein muB, ist auch 

S = O 
z u  setzen, und daher 

Die Auffindung der Konstanten y geschieht, indem man das Moment 
der Schubspannungen z in bezug auf die Schneide des Keiles gIei~h- 
setzt dem Momente IIT des Kraftepaares. 

Man erhiilt, wenn wieder b die Breite des Keiles vorstellt, 

Die Spannungsfunktion F selbst findet man aus der letzten Gl. (15) 

in  Verbindung mit G1. (22) durch awei lntegrationen zu 

Bestimmt man aus dieser Gleichung iiach Vorachrift' der ersten 
G1. (15) die Spannung G,, so firidet man 

Daher rnt@ Cl = O gewiihlt werden. Mit Unterdrückung des be 
deiitungslosen C2 lautet die Spannungsfunktion bei diesem Spczialfall 
schlieBlich 

(z4) ~ = 2 ( 2 9 7  4 cos2 @ - sin2y).  

Bemerkenswert ist, daB nach G1. (23) y unendlich groB wird bei 
endlichen Werten von Jf, daher auch G, und r, wenn 

2 CD = t g 2 @  
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ist. Die kleinste reeile Wurzel dieser Gleichung nach der selbstver- 
standlichen CD = O ist 

2 CD = 4,49341.. . = 257' 27' 13" .  . . 
oder 

@ = 128' 43' 36 ". 

Die ~ ~ a n n u n g s f u n k t i o n  für die allgemeinste Lage der resultieren- 
den iiuUeren Kraft wird gefunden durch Addition der rechte vom Gleich- 
heitszeichen stehenden Ausdrücke in G1. (19) und (24). 

Aus den 61. (17j, (18), (22) und (23) konnen die bekannten Formeln 
fiir rechteckige Sfabgwrschnifte entwickelt werden, da jeder solche Stab 
als ein Keil angesehen werden kann, dessen Schneide im Unendlichen 
licgt und dessen Keilwinkel CD = O ist. Die gcnannten Gleichungen 
gelten auch naherungsweise für ein maferielles Schrazcben7conoid mit be- 
liebig vielen WTindungen, uriter AusschluB aller in der N h e  der Achse 
gelegenen Teile desselben. Dasselbe gilt natürlich auch für einen Korper, 
welcher durch zwei kongruente Schraubenkonoide mit gemeinsamer 
Achse und 2 Ebenen begrenzt wird, die sich in der genieinsamen Achse 
schneiden. Die Achse vertritt in b e i d ~ n  Failen die Schneide des Keiles, 
wzhrend man sich als den ,,festgchaltenenL' Querschnitt den Schnitt dieser 
Korper mit einem unendlich groBen Kreiszylinder vorzustellen hat, dessen 
Achse ebenfalls mit der Achse der Sçhraubenkonoide zusammenfiiilt. 

Da Tangentialsparinungen G, und Scliuhspannungen z im ganzen 
Keile nicht auftreten, wenn die Richtungslinie der Reduktioris-Itesul- 
tanten durch die Schneide des Keiles geht, ist G1. (17) fiir eine solche 
Einzelkraft auch streng giiltig fiir alle geraden Konoide mit gesr,hlos- 
sewr I,eitlîzwue, sofern die Eiuzelkraft senkrecht zur Leitgeraden stelit. 
Nur habcn u und ,9 dann nicht die in G1. (18) angeführten Werte, 
sondern müssen für jede neue Leikkurve eigens bestimmt werden. 

Sind bei einem Rinysektor nzit rechteclcigem Qucrschm'tfe an den beideri 
kreiszylindrischen Begrenzungsfliiclieii Spannungen vorhanden, welche 
die Gleichungen (17) und (22) hefolgen, die rechteckigen Begrenzungs- 
flachen aber unbelastct, so sind die Spannungen im Ioneren des R i n g  
scktors ileichfalls durch G1. (17) und (22) gegeben. Eine fihnliche Tat- 
sache ergibt sich, wenn man ein gerades Konoid durch zwei Kreis- 
zylinder mit der Leitgeraden als Achse sich gesclinitlen derikt. Insofern 
bilden die hier abgeleiteten Formeln daher eine Xvweiterung d ~ s  T h  
Saiizt-Vifianfschen Problemes, als dus De Saint-Vénantsche Problem auch 
ehene Problenle umfaBt. 
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Eine Methode zur Auf lQsung quadratischer und kubischer 
Gleichungen mit der Rechenmaschine. 
Von Dr. LOTHAR VON SCHRUTKA in Wien.  

, Inhalt. Seite 

1. lhleiturig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  56 
2. Gruudgedanke. Methode des Q ~ a d r t t t ~ e l z i e h e n s  . 57 
3. Aufloaung der quadratischen Gleichung z4 + b z  = c . 67 
4. Verbesserung des Wurzelwertev nach der Newtonschen 

Nahernngsmethode . . . . . . . . . . . . . . . .  58 
5. Bestimmung der zweiten Wurzel . . . . . . . . . .  58 
6. Verwendung ncg:~tiver Ziffem . . . . . . . . . . .  69 

7. Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  59 
8. Negative Koeffizienten und negative Wurzeln . . . .  62 
9. Die Gleichung a x e  f b x  = c . . . . . . . . . . .  62 

10. Die kiibische Gleichung. Berechnung einer Wiirzel . 62 
11. Verfahren beim Ebergarig von einer Wurzelstelle z u r  

nachsten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  63  
12. Endutelluiig der Nauçliine . . . . . . . . . . .  64 
13. Bestimmung der beiden anderen Wurzeln . . . . . .  65 
14 .  Verwendnng einer zweiten Rechenmaschine . . . . .  66 
15. Verwendung negativer Ziffern . . . . . . . . . . .  67 
16. Negative Koeffizienten und negative Wurzeln; die Glei- 

chung a x 3  + bx" ex = d . . . . . . . . . . . .  68 
1 7 .  Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  68 

1. In einer Notiz  i n  der Zeitschrift  f ü r  Mathematik und  Physik 
Hd. 46 (1901) S. 479-483 erwiihnt R. M c h n i k e  zwei Methoden der 

Ausziehung der  Quadratwurzel mi t  Hilfe der Rechenmaschine; die 

eine beruht  darauf, da5 die  S u m m e  der lz ersten ungeracien Zahlen n2 id, 
die zweite auf der  H o r n e r s c h e r i  Methode der Auflosung numerischer 

Gleichungen. V o n  der  zweiten Methode zeigt M e h m k e ,  wie sie auch 

zur Auf losung  allgemeiner quadrat ischer  und  (bei Anwendung  von zwei 

Rechenmaschinen) auch allgemeiiier kubischer Gleichungen verwend~t  

werden kann. 
Tn den folgenden Zeilen sol1 auch fiir die ersterwnhnte Arethodc 

eine Ausdehnung auf allgcmeine quadratische und knbische Gleichungen 

gegebon werden. Sie  s teht  a n  Schnelligkeit der Rechnnng im a u g e  

meinen hinter  der  M e h m k e  schen Methode zurück,  besonders danu, 

werin bei dieser eine eigentliche Multiplikationsmaschirie z u r  V e r f ü p g  

s teh t ,  ha t  dagegeli den  Vorteil ,  daB jede Ziffer ohne Versuche sofort 

fmt best immt wird. 
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2. Der Grunclgedanke der genannten Methode ist wohl in der 
Differenzenrechnung zu suchen. Die Funktion ~ ( x )  = x 9 a t  zur ersten 
nifferenn d v ( x )  = (22 + h)h, zur zweiten d"(x) = ahe. Um daher 
das Quadrat einer Zahl, etwa 

zu berechnen, addiere man zuniichst 
- 

10000 + 30000.  + 2a:-1 - 10000 = 10000. <re, 

und erhilt ( 1 0 0 ~  + dann hiezu 

(200a+20/3+1)+(200a+20B+ 3)+.. . .+(200a:+ 20P+ 2 y - 1 )  

und erhalt ( 1 0 0 ~ ~  + 10B + y)2, dann 

(2000a+200P + 2Oy + l);, + .  . .  - 
usw. 

Umgekehrt erhiilt man die Quadratwiirzcl aus einer Zahl, indcm 
man von ihr zuerst die hochste in ihr enthaltene Potenz von 100, es 
sci dies 100n= IO2> dann 3.102", - 5.102", . . . . subtrahiert, so lange dies 
noch moglich ist; ist 2a - 1 . IO2" der letzte Subtrahend gewesen, 

so fol@ nun (20a + 1)  . 10'~-', usw. 

Die Ziffern a:, p, y, . - . . bildcn sich in jedem Falle im Quoticnten 
der Rechenmaschine. 

3. Beachtet man nun, da0 eine Funktion y (x )  = x" b x die erste 
DifTerenz dcp(x) = ( 2 s  f b + h) h und die zweite Differenz A 3 q ( x )  = 2 h" 
hat, so erkennt man, daB die Auflosung der Gleichung 

x 2 + b x = c  

genau so wie die Ausziehung d e r  Quadratwuizel erfolgt, nur daB 
man als ersten Subtrahend nicht IO2", sondern 102n + b zu 
wahlen hat. 

Der Vorgang ist mithin folgender: 

Man ermittelt die gr6Bte der Zahlen n, für die 

10" + b - 10" (+ = . .s,n,l ,o,-I ,-z, 1 

kleiner als c ist (dann ist I O n  z < 10M+lj, stelit dann im Schalt- 
werk b ein und erhoht sogleich die von den Eiriern von b aus um 
n Stellen weiter links gelegene Stelle um 1. Die Einstellung mird 
soweit links vorgenommen als moglich, doch mui3 die Moglichkeit 
vorhanden sein, die genannte Stelle noch um 19 vermehrkn zu konnen, 
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weil Arp(%) dem Betrag 20.10" nahekommt, wenn x die Gr6Be 10l'tl 
fast crreicht. Fcrner stellt man in1 Zahlwerk c so weit links wie 
moglich ein und bringt es in eine solçhe Lage, da0 die rtte Stelle 
von c über den Einern von b steht. Von nun an braucht man sich 
um den Stellenwert durchaus nicht mehr zu kümmern. Man subtra- 
hiert, erhoht diejenige Stelle des Schaltwerks, wo 1 eingestellt wurde, 
um 2, subtrahiert wieder, usw. 1st eine Subtraktion nicht mehr mog- 
lich, so  erhoht man die Stelle des Schaltwerks nur um 1, aber auch 
die rechts benachbarte um 1, verschiebt das Ziihlwerk um eine Stelle 
nach links, subtrahiert usm. Sollte einmal ein Rest so klein sein, da8 
auch nach der Verlegung die Subtraktion unmoglich bleibt, so ist 
nicht die rechts benachbarte, sondern die zweite (everituell dritte usw.) 
Stelle des Schaltwerks u m  1 zu erhohen und das Zihlwerk um zwel 
(drei usw.) Stellen nach links zu verlegen. 

Wenn man sich die Überzeugung verschafft hat, da0 bei der hier 
vorgeschriebenen hnordnung die erste Stelle des Schaltwerks nicht be 
setzt wird, so kann man statt mit der zweiten Stelle auch mit der 
ersten beginnen, rirn m ~ h r  Spielranm zu haben. 

4. Man übereieht leicht, da1 im Schaltwerk zu dem anfangs ein- 
gestellten b genau 2x, hinzugekomrrien ist (wo cc, die gesuchte Wurzd 
bedeutet), werin man Sorge tragt, nach der letzten Subtraktion noch 
die Erhohung der Stelle des Schaltwerks um 1 vorzunehmen, so daB 
also die Zahl in1 Schaltwerk nach Beendigung der Subtraktionen 

b + 2x1 

hrtragt. Im Ziihlwrrk hingegen sfeht die Zahl 

c - (.: + %), 

im Quotienten endlich die gesuchte Wurzel z,. Die SchluBatellung 
stimmt alsn mit drr bei der Nehmkeschen Methode genau iiberein. 

Bczcichnet man xa + bz - c mit f ( ~ ) ,  B O  steht al80 im Ziihlwerk 
- f(z,), im Schaltwerk b + 22, = fr(z,); man kami daher durch Be- 

rechnung des Quotienten - f@L wobei man nur den Best im Zahl- 
f'(341 

werk rnoglichst weit links einzustellen hat,  nach der N e w t o n  schen 
Naherungsmethode einen verbesserten Wurzclwcrt 

erhalten. 

5.  Eine andere Verwendung der Zahl im Schaltwerk ist folgenrle: 
Nennt man die zweite Wurzel der Gleichuug x,, so ist bekanntlich 
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man kann daher die zweite Wurzel x, erhaltcn, indein man x, ins 
Zshlwerk bringt und x, - x, durch eine Kurbeldrehung davon sub- 
trahiert. 

6. Urn die Anzahl der Kurbeldrehungen zu vermindem, bedient 
man sich bekanntlich bei der Anwendung der Rerhenmascbine gern der 

- - - - -  
negativen Ziffern 1 2 3 4 5 im Multiplikator ~ d e r  Quotient (vgl. etwa 
Enz. d. math .  Wius. IF S. 944, E. S e l l i n g ,  Eine neue Keçhen- 
maschine S. 15 und S. 48). Dieses Verfahren kann auch hier ange- 
wendet werden; man hat an einer Stelle des Zahlwerks, die eine nega- 
tive Wurzelziffer liefert, die sukzessiven Additionen von 1, 2, 2, - . . . 2, 1 
durchweg in Subtraktionen zu verwandeln. 

7. Als B e i s p i e l  m6ge die Auflosung der Gleichung 

xS + 1 1 . 1 0 2 ~  = 234.95 

behandelt werden. Die MTurzel liegt zwischen 10 und 100, und zwar 
nahe bei 10,  man steilt daher iin Schaltwerk von links begiririend 
11102 ein und erhoht die erste Ziffer auf 2. Der Gang der Kechnung 
mird im folgenden verarischaulicht: die eingerahmten Zahlen heziehen 
sich auf das Schaltwerk, die nicht eingerahmten au€ das Ziihlwerk, die 
links beigesetzten Zahlen auf den Quotienten. Es wuïde eine Maschine 
mit 6 Stcllen im Schaltwerk, 7 Steilen im Quotienten und 12 Stellen 
im Ziihlwerk voraasgesetzt. Die überziihligen Nuileri sind zumeist weg- 
gelassen. 

0 0 0 0 0 0 0  

1 

1 0 1  

10.2 

1 0 3  

1 0 4  

1 0 5  
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Stellt man deu R.est 187616 soweit als moglich links ein und 
dividiert duich 326044, so findet nian 

der genaue Wert  der Wurzel ist somit 

10.7312375431. 

Stellt man 107512 i r r i  Zalllwerk ein und sirbtrahiert 326044, so 
bekornmt man die zweite W u r z e l  mit 6 Ziffern 

0 0 0 0 0 0 1 0 7 5 1 2  
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also - 21.8532, die folgenden Xiffein sind, wie leicht zu sehen, dieselben 
wie hei der andern Wurzel, somit i d  der genaue Wert 

- 21.8532570431. 

Rechnet man mit negstiveil Ziffern, so ergibt sich folgendes Bild. 
(Die Zeichen + - am Kahmen der Schaltwerkzahlen beziehen sich auf 
die Operationen des Addierens und Subtrahierens, also entweder auf 
die Stellung des Hebels f ü r  das Wendegetriebe oder auf d m  Sinn der 
Riirbeldrehiing). 

O000000 234950000000 

JB1IUeOl 
1 023930 

-13210201 
11 9918280 

+ p E q  
111 9051282 

+ p z q  
112  90840840 

f (3269801 

112 i  99873338 

+ pizq 
11% 99906204 

+pEq 
11 2 3  99938856 

+ [ =  
1124 99971488 

Der weitere Verlauf der Hechnung ist derselbe wie vorhin. Die 
Wurzel erscheint in der Form 

oder 
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8. Bisher waren b und c stillschweigend als positiv vorauagesetzt. 
Ebenso war nur  die Rerechniing einer positiven Wurzel ins Adge ge- 
faBt. Diese Beschrkkungen sind jedoch leicht aufzuheben. 

1st der Wert von c  negatio, so stellt man entweder im Ziihlwerk 
das arithmetische Komplement e h  und trachtet links so viele Neuner 
als m6glich zu erhalten, oder man addiert statt zu subtruhieren and 
umgekehrt. 

1st b  negativ, so ist die Maschine anfinglich auf Addition statt 
auf Subtraktion zu steilen. Die sukzessiven Erhohungen der ersten 
Differenzen erscheinen jetzt als Verminderungen des Wertes der Zahl 
im Schaltwerk. 1st die Zahl im Schaltwerk durch diese Verminde- 

b 
rungen aufgezehrt, so tritt ein Zeichenwechsel ein (dabei wird der 
Ziffernkomplex rechts von der zuletzt geiinderten Stelle durch sein Kom 
plement ersetzt), gleichzeitig muB daher die Maschine auf Subtraktion 
gestelit und die im Quotienten entstandene positive Ziffer in die gleich 
hohe negative verwandelt werden. 

Sucht man endlich eine negative Wurzel, so zeigt die Substitution 
x = - x', durch die die Gleichung in 

x 1 2  - b x l  = c 

übergeht, daB die hierdurch bedingten Anderungen dieselben sind, wie 
die im letzten Absatz angeführtcn. 

9. SchlieBlich würde es keiner Schwierigkeit unterliegen, die 
Methode auch noch auf die ailgemeinere Gleichung 

ax" bx = c  

auszudehnen; statt der sukzessiven Lderungen  um 1, 2, 2, . . . 2,1 
würden Lderungen  urn a, 2a, 2a, - . - 2a, a einzutreten haben; indessen 
wire wohl, ausgenommen etwa bei den allereinfachsten Werten von a, 
die vorherige Transformation auf die einfachere Form von x9 + bx = c 
unbedingt angezeigt. 

10. Wir wenden 
der Form 

voraussetzen. Nennt 

dy(x) = 

A$ (x) = 

A3y(x) = 

uns nun zur k u b i s c h e n  Gleichung, die wir in 

x3 + b x 8  + c x  = d 

man die linke Seite rp(x), BO hat man 

Shx2 f (20k $ 3ha)x  + ch + bh2 + h3 
6h2x $ 2bhe + Eh3 
6 hJS. 

Um daher die für quadratische Gleichungen gegebene Rechenvorschrift 
dem Fall der kubischen Gleichung anzupassen, muB man beachten, daB 
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d2rp(x) jetzt von x abhiingig ist, also die Zab1 ir r i  Schaltwerk um 
wechselnde Betrage zu yerandern ist. 

Der Vorgang ist daher der folgende: Man ermittelt die deka- 
dischen Einheiten, zwischen denen die MTurzel liegt: 

10" 7 x < IO"+', 

stellt im Schaltwerk in  ~ b s t a n d e n  von je TZ Stellen von links nach 
rechts 1, b, c, femer im Ziihlwerk d ein und bringt das Zahlwerk in 
eine solche Tlage, da0 die Einer von d wieder iim n Stellen weiter 
rechts sind als die von c. Alle Einstellungen geschehen soweit links 
als moglich, doch miiB für die Stclle, wo 1 eingestellt wurde, die M6g- 
lichkeit einer Vermehrung um 299 offen bleiben (weil derp(x) dem Be- 
trag 300.10'" nahekornmen kann) und ebenso f ü r  die, wo 71 eingestellt 
wurde, die Moglichkeit einer Vermehrung uni 19 b. Eine approximative 
Kenntnis der Wurzel kann auch hier in nianchen Fiiilen eine Milde- 
rung dieser Vorschrift begründen. Die so eingestellte Zahl wird von d 
subtrahiert, dann vcrmohrt man sie an der Stelle, wo 1 eingestellt 
war, um 6, an der Stelle, wo b eingcstellt war, um 2 b und subtrahiert 
wieder. Vorteilhafter aber ist es, diese Verg6Berung sofort in eine 
einzige Zahl zusammenzuf'assen (6.10" + 2 6 an der zuletzt genannten 
Stelle.) Die folgenden Vermehrungen erhalt man, i d e m  man 6 durch 
12, 18, 24 usw. ersetzt. Alle die so entstandenen Zahlen im Schalt- 
werk werden sukzemive subtrahiert, bis dies nicht mehr mtiglich ist; 
im Quotienten ist d a m  dio erste Stelle der Wurzel erschiencn. 

11. Um das Verfahren beim Übergang von einer Quotientenstelle 
zu der folgenden zu ermitteln, machen wir folgende Überlegungl): Es 
sei a: der bereits gefundene Teil der Wurzel, der also, wenn wir die 
nachste Stelle als Einheit nehmen, mit 10a zu bezeichnen ist. Dann 
waren die letztcn Zahlen im Ziihlwerk: 

a - 1 0 3 ( ~  --  213 - ioeqa! - 2y - - 2) 
d -  103(a - 1)8- 1O2b(a- 1)'- 10c(a- 1) 

d - 1 0 ~ ~ ~  - 10"~" - lOca, 

ihnen entsprachen als erste Differenzen (Znhlen im Schaltwerk): 

3000~" 9 0 0 0 ~  + 7000 + 2006a - 300 b + 10c 

3000a" 3000a+ 1000 + 200ba: - 100b + 10c, 

als zweite Differenz (Vermehrung der Zahl im Schaltwerk): 

6000 a: - 6000 + 200 b . 

1) Die hier behandelte Aufgabe geh6rt eigentlich der Interpolationsrechnung 
an, vpl. etaa Enz. der math. Wiss. I D  3 Nr. 9, S. 813. 
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Die niichsten Zahlen im Zahlwerk sollen 

werdcn, daher miissen zunachst 

3 0 0 ~ ~ 3 O u + 1 + 2 0 b a - ~  b + c  

300a" 990a + 7 + 2 0 b u +  30 + c 

ins Schaltwerk kommen. Man ~ i r d  daher das Schaltmerk um eine Stelle 
nach rechts (oder das Zshlwerk um eine Stelle nach links) verlegen 
und die so entstandme Zahl ini Zahlwerk 

durch Vermehrung um 
3SOw - 99 + l l h  

suf die gewünschte Hiihe bringen. Der Übergang zur nachsten Zahl 
erfordert dann eine Erhohung um 

60a  + 6 + 26, 

der darauffolgonde um 
CiOu + 12 + 2b ,  

11SW. 

Beachtet mari, daB die auf die letzte wirklich ausgeführte Erhohung 
der Schaltwerkszahl folgende Erhohung 

betrüge und daB 

3 3 0 ~ - 9 9  + l l b  = [ ~ ( 6 0 0 ~ + 2 0 b ) -  1001 ++(Goa f 2 b )  + 1 

ist, so erhiilt man folgende Regel. Beim Übergang von einer Stelle 
der Wurzel zur nachsten verlege man das Zahlwerk um eine Steile 
nach links, bilde noch die nachste Erhohung der Schaltwerkszahl, füge 
aber nur die um 1 verminderte Hilfte dieser Erhvhung, dafür aber 
an der nachsten Stelle nach rechts ebenfiills die (unverminderte) Halfte 
und an der zweitnachsten Stelle 1 hinzu; die folgende Erhohung erliilt 
man aus der vorhin gebildeten, aber nicht als solche vermendeten Er- 
h6hung durch Ver~nehrung um G an der riachsten Stelle rechts, usw. 

Sollte die so gebildete Zahl irn Schaltwerk gr65er sein als die im 
Lihlwerk, so ist dieses abermals nach links zu verlegen und die ange- 
gebeue Vermehrung an Stellen im gegenseitigen Abstande 2 vorzu- 
nehmen, usw ; in der Wurzel erscheint dann eine Null. 

12. Das in Nr. 10 und 11 beschriebene Verfahren wird solange 
fortgcsetzt, bis alle Stellen des Schaltwerkes rerwendet sind. Da bei 
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Von l i o ~ u a  vox Scnnurraa. . 05 

jeder SteUe der Wurzel um zwei Stellen im Schaltwerk weitergegangen 
wird, 00  erhiilt man auf diese Weise halb so viele Wurzelstellen, als 
die Stellenzahl der Maschine betriigt. 

Die MTurzel a, bildet sich im Quotienten der Rechenmaschine. 
Bildet man nach AbschluB des Verfahrens noch die nachstfolgende 
Erhohung und fügt die um 1 verminderte Hiilfte dieser Erhohung im 
Schaltwerk hinzu, so betragt diese Erhohung 6x, + 2b, da zu dern 
Ausgangswert 2b noch für jede dekadische Einheit der Wurzel eine 
Hinzufiigiing von 6 an der entsprechenden Stelle stattgcfunden hat, die 
Zahl im Schaltwerk aber ist 3 4  + 2bx, + c ,  wie man am einfachsten 
erkennt, wenn nian die Ein5üsse der beiden Summanden in den sukzes- 
siven Erhohungeu trenrit. Zu dern ursprünglich eingestellten c hat der 
unveranderliche Summand 2b den Betrag i?bx,, der andere, verander- 
liche, aber den Betrag 

(1 + 6 + 1 2  + . - . + G-1 + 301-1) IOan + 

geliefert, wenn 

gesetxt wird. 
Setzen wir 

x3 + bx2 + cx  - d = f ( z ) ,  
so ist 

3 4  + 2ba, + c = f'(x,), 
6x,+ 2b= f"(x,). 

13. Die so erhaltenen Werte lassen sich auf verschiedene Art ver- 
wenden. Zuniichst kann man nach der N e  w t  onschen Naherungs- - 

methode durch Division des gebliebenen Restes durch f'(xl) einige 
weitere Stellen der Wiirzel finden. Eine Verlegung des Restes wird 
hier zuriieist unnotig sein, da der Quotient ohnedies erst zur Hdf te  
ausgenützt ist. 

Ferner kann &an mit leichter Xühe die Gleichung 

oder 
8' + $fr'(x1)2 = - f ' ( ~ 1 )  

bilden, ja die rechte Seite - f'(x,) durch eine Kurbeldrehung sofort ins 
Zahlwerk bringen. Die WTurzeln dieser Gleichung Sind offenbar 

x, - X, und x, - x,, 
Zeltschrift f. Mathemstik o. Physik. 59 Band. 1911. Heft 1. 5 
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66 Methode sur Auflosung quadr. n. kub. Gleichungen mit der Rechenmaschine. 

wenn x2, x3 die beiden übrigen Wurzeln der gegebenen kubischen 
Gleichung sind. 

Xan kann aber auch leicht die Gleichung erhalten, die x, und X, 
selbst zu Wurzeln hat. Sie lautet bekanntlich 

x2 + (b + xi)x + ( c +  bxl + x:) = 0. 

Ihre Koeffizienten bekornrnt man auf folgende Weise. Man vermindert 
+ f "(x) einmal um xi, erhalt b + 2 x,, dann noch einmal um x,; dies gibt 

b + $1. 

D a m  multipliziert man das vorhin gefundene Zwischenresultat b + 22, 
mit x, und zieht es von f1(x1) ab, dies gibt 

c + b x , + x ~ .  

Diese Subtraktion kann auf der hlaschine ausgeführt werden, indem 
man (wie vorhinj -- f'(x) ins Zahlwerk bringt, b + 2x, im Schaltwerk 
einstellt und (b + 2x1)x1 addiert. ~ n d e r t  man schlieBlich noch die 
Zahl im Schaltwerk in b + x, um, so kann man mit der Auflosung 
der qiiadratischen Gleichung sofort beginnen. 

Für den Fall, daB die Wurzcl nach dem N e w t  onschen Verfahren 
auf eine grGi3ere Anzahl von Stellen berechnet wurde, sind noch Korrek- 
turen anzubringen: 

if "(XI + 8) = if '(XI) f 3 E, f'(x1 f 8) = f (51) $ 6 [+ff'(xl) + $f "(XI) + 3 €1 
b + (XI + E) = +fl'(xl) + 8, C + b(x1 + E) + (XI + &la = 

= f(x1)-(b +- 2 2 , ) ~  + (6 + 2x1 + &)&. 

All dies kann ohneweiters auf der Naschine gerechnet werden 
(vgl. das Reispiel in Nr. 17). 

14. Hat man eine zweite Maschine sur Verfügung (die übrigens im 
allgemeinen nicht so vie1 Stellen zu haben braucht, wie die erste), 90 

kann man sie zur Berechnung der iiri Schaltwerk der ersten Maschine 
sukzessive einzustellenden Zahlen verwenden. Am bequemsten ist 
folgende Methocle. 1st etwa wieder 

x, = a .  IOn+ p .  10"-l+ - -  -, 
so stellt man im  Ziihlwerk der zweiten 'Ilaschine c, im Schaltwerk b 
ein, vermehrt um 1, addiert, vermehrt um 2, addiert zweimal, vermehrt 
urn 3, addiert zweimal, vermehrt wieder um 3, addiert zweimal, usw., 
bis man (2a - 1)-mal addiert hat, dann vermehrt man noch um 2 und 
addiert einmal. Jetzt verlegt man das Ziihlwerli um eine SteUe nach 
links, vermehrt die Zahl im Schaltwerk noch um 1 und zugleich an 
der nachsten Stelle rechts ebenfalls um 1, addiert, vermehrt um 2, 
addiert zweimal, vermehrt um 3, addiert zweimal usw. 
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Die Anzahl der Eurbeldrehungen ist freilich die doppelte Quer- 
summe der Wurzel, aber die Zahl im Schaltwerk braucht immer nur 
um kleine Betriige geandert zu werden. Erhoht man naeh der letzten 
Addition die %ah1 im Schaltwei-k urn 1, so betrigt sie gerade 3x1 + 6, 
im Quotienten würde sich, wenn darin (aas  leider selten der Fa11 ist) 
eine Zehnerübertragung stattfande, 22, bilden. Im Zahlwerk endlich 
hat sich 32; + 2 b x, + c gebildet. 

Man erkennt, daB man hier sofort die Auflosung der quadratischen 
Gleichung 

2" +f"(x,)z + ff(xl) = O 

anschlieBen kann. Ebcnso kann man die Nr. 13 angegebene Emrech- 
nung sofort ausführen. 

lndessen laBt sich die hier auseinandergesetzte Rechenmethode auch 
anwenden, wenn man (was wohl die Begel sein wird) nur eine ELechen- 
maschine verwenden k a m .  Bei einiger Gewandtheit im Kopfrechnen 
wird man, besonders dann, wenn b nicht alizuviele Ziffern hat, alle 
notwendigen Operationen ausführen konnen, ohne eine einzige Ziffer 
zu schreiben. Insbesnndere der Fall einer reduzierten kubischen Glei- 
chung bietet dicsen Vorteil. 

Die V e r a n d e m g  der Zahl im Schaltwerk geschieht am bequemst'en 
und sichersten von links nach rechts. 

E s  braucht wohl kaum darauf hingewiesen zu werden, da5 das 
hier auseinandergesetzte Verfahren die systematische Berechnung des 
Wertes einer gewissen ganzen Bunktion dritten Grades für ein sich im 
Laufe der Rechnung erst bildendes Argument darstellt; es ist aber 
cbensosehr geeignet, diese Berechnung für einen a priori gegebenen 
Wert des Argumentes zu leisten; in diesem (praktisch allerdings 
minder wichtigen) Falle kann man die Aufgaben, die vorhin einer 
zweiten Maschine zugewiesen wurden, auch vor den übrigen Operationen 
auf derselben  asc chine wie diese selbst ausführen, mu1 aber die hierbei 
erhaltenen Hilfsresultate zu Papier bringen. 

15. Wiil man mit negativen Ziffern operieren, so zeigt der Anblick 
der Formeln für A 2 f ( x )  und dsf(z)  (Nr. lu), daU man, abgesehen von 
der Umstellung der Maschine auf Addition, die Vermehrungen der 
Zahlen im Schaltwerk in Verminderungen zu verwandeln hat und die 
Betrage dieser Verminderungen bei jedem Schritte nicht um 6 groBer, 
aondern um 6 klciner werden müssen. \Vas dic nbergangsstellcn be- 
trifft, 60 liefert die sehr einfache Umformung der in  Nr. 11 gegebenen 
Formeln das Xeuultat, da5 von den beiden Veranderungen der Schalt- 
werkszahl um die halbe nachste Erhohung (oder Erniedrigung) sich 
dem Sinn nach die e r s t e  nach der v o r h e r g e h e n d e n ,  die z w e i t e  

5 * 
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86 Methode zur Auflosung quadr. u. kub. Gleichungen mit der Rechenmaschine. 

nach der f o l g e n d e n  Ziffer (oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
normalen Veranderung) richtet, wiihrend die Verminderung und Ver- 
mehrung um 1 in jedem Falle in der gleichen Weise erfolgt. 

16. Wenn einer oder mehrere der Koeffizienten 6, c, d negativ sind, 
so bereitet dies nach dem in Nr. 8 Gesagten keine Schwierigkeiten. 
Die Auîsuchung negativer Wurzeln kann auf die positiver zurückgeführf 
werden, indem man b und d mit dem entgegengesetzten Vorzeichen nimmt. 

Die allgemeinere Gleichung 

a x S  + bx2 + cx = d 

lieBe sich nach derselben Methode behandeln, indem man die Vermeh- 
rungen um 1, 6,12, . - . durch solche um a, 6a,  12a, . . . ersetzt. 

17. Als B e i s p i e l  mage die Gleichung 

x3 - 7.8x2 - 641962  = 7.02556 

behaudelt werden. Sie hat drei reelle Wurzeln, eine zwischen 10 und 
100, eine zwischen - 0.1 und - 1 und eine zwischen - 1 und - 10. 
Um die ~os i t ive  Wurzel zu bestimmen, ist im Zahlwerk 64196 + 780 
- 1000 = 42196 einzustellen und anfangs zu addieren. Die erste Ver- 
mehrung ist - 1560 + 6000 = 4440; da sie xu groB ist, so ist zur 
niichsten Stelle überzugehen; die Vermehrung ist 1220 + 222 + 1. Sie 
bringt einen Zeichenwechsel der Zahl im Schaltwerk hervor. Es ist 
daher auch der Quotient hier umzustellen. Die folgende Ziffer wurde 
zu groB genommen, die dritte ist daher negativ. 

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in Nr. 7 .  Die im Kopf zu 
addierenden zweiten Differenzen sind neben die Schaltwerkszahlen gesetzt. 

O 0 0 0 0 0 0  0 0 0 7 0 2 3 5 6 0 0 0  
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Die nachste Verminderung ware 6120; wir vermindem also die 
Schaltwerkszahl um- 3060 + 1 0  auf 227644 und dividieren in derselben 
Stellung weiter : 

1 3 5  

Die Wurzel ist somit 

1 3 . ~ 4 2 1  = 12.8419 - z,. 
Man hat ferner 

f'(12.8) = 227.644; $f"(12.8) - 30% 

Man losche nun im Zahlwerk und im Quotienten aus, addiere 
227644, das noch im Schaltwerk steht, und bringe 306000 ins Schalt- 
werk. Jetzt subtrahiere man 306 . 419 a n  der 7. Stclle des ZBlwerks, 
dies ergibt 228 926 140000, dnrauf vermehre man 30.6 um 419 - 3 = 1257 
auf 307237 und subtrahiere diese Zahl 419mal an der 10. Stelle des 
Zihlwerks; man erhalt 230213346830 und die Maschine ist zur Auf- 
16sung der Gleichung 

deren Wurzeln x, - x, und z, - x, sind, vorbereitet. Man findet 

Um die Gleichung für x, und x, selbst zu erhalten, bilde man der 
Keihe nach 

f"(l2.8) - 12.8 = 17-8 
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im Schaltwerk und subtrahiere von der Zahl 227,644 im Zihlwerk 
17.8 -12.8; dies gibt 999.804(=-0.196); dann addiere man 17.8419 -0.0419 
und erhalt 

O f 6  157561. 

Hiermit ist die AuflGsung der Gleichung 

sa + 5.0419s = - 0.55 157 561 

vorbereitet; man findet: 
z, = - 0.1118, 

Die direkte Reçhnung ergiibe genauere Werte: x, = - 0.110953, 
X, = 4-93096. 

Es m6ge schlieBlich noch darauf hingewiesen werden, da5, wie dies 
im Gebiet des numerischen Rechnens wohl die Regel ist, die Anwen- 
dung der Methode vie1 einfacher ist als ihre theoretische Auseinander- 
setzung; der geringe Umfang des hier vorgeführten Beispiels, trotz der 
Ausführlichkeit des hegleitenden Textes, 1aBt dies hereits deutlich er- 
kennen. 

Über trimetrische Liniennetze. 

Von Dr. ARTHUR SCHULTZE, 
a. o. Professor an  der Universitat in h-ew-York. 

Zum Zeichnen in sogenannter isometrischer Projektionl) bedient 
man sich hauiig eines Liniennetzes, das aus drei Scharen gleich- 
abstehender Parallelen besteht, die sich unter Winkeln von 60' 
schneiden. Eine groBe Anzahl isometrischer Projektionen gestalten 
sich dann sehr einfacha), nur haben die Bilder naturgem55 die Nach- 
teile, die dem isometrischen Zeichnen im allgemeinen anhaften, wie 
das Auftreten storender Symmetrien, das Decken gewisser P u n k t e  

Fig. 1. und Kanten usw. 

1) Konatmiert man die Orthogonalprojektion 
eines Wiirïels, ao werden die Projektionen der von 
einer Ecke aualaufenden 3 Kanten entweder sarnt- 
lich gleich, oder nur zwei werden gleich, oder alle 
drei werden ungleich. Man bezeichnet die so ent- 
stehenden Projektionen beziiglich als isometrische, 
dinietrische und trimetriache. 

2) Dies zeigt z.B. die nebenutehende isometrische 
Projektion eines Würfels. 
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Liniensysteme, die trimetrische Projektionen ermoglichen, und die 
diese Nachteile nicht besitzen, hann man auf folgende Weise erhalten. 

Denkt man sich den Raum vollstiindig mit aneinanderstoBenden 
Würfeln gefülit, so würden die Projektionen ailer Kanten auf eine 
Ebene offenbar ein solches System von Linien darstellen. E s  ist aber 
einleuchtend, daB ein unendlicher Ausblick in dieses Würfelsystem auf 
ein endliçhes Stück einer Ebene projiziert, im 

Yig. 2. 
augemeinen unendlich viele Linien erzeugen 
würde, und nur die speziellen Fiille in denen 
sich die Kanten, regelmiiBig wiederkehrend, mit 
anderen Kanten decken, k6nnen zur Konstruktion iq 
verwendet werden. E 

Um die Bedingungen, unter denen dies ein- ;D - - - - O  _ -- 
tritt, zu untersuchen, konstruiere man A B  CD, -*- ; = y -  ---------- --- - 
die orthogonale Projektion eines Würfels, und C 

B 
verliingere die Kante CD bis zuid Durchschnitt E 
mit AB. Sollen die vertikalen Kanten aich in zyklischer Wiederkehr 

C E  . 
decken, so mu1 - -  eine rationale Zahl sein, und in ahnlicher Weise folgt 

C D  

aus der Deckung der horizontalen Kanton, da8 g: einc rationîle Zahl 

sein muB. 

Sind nun u z  und n zwei rationale Zahlen, wo indessen aus prak- 
tischen Riicksichten niir kleine ganze Zahlen in Retracht kommen, so 
haben wir die Bedingungenr 

A B = n . E B  
C,Y=rn.CD 

Betrachtet man alle Linien der Figur als Vektoren von der Form 

a. + b l / - 1  und setzt AB = z, B C  = y, CD = z, NO folgt, da8 

E B + B C f  CE=O Fig. S .  

oder 

(1) 
Z 
- + y + m z = O .  
'n 

Nach einem bekannten Satze von GauB stehen 
die orthogonalen Projektionen X ,  y,  z der Kanten 
irgend eines Würfels in der Beziehung: 

(21 z 2 + y Z + z Z = 0 .  
Setzt man x = 1, und l6st die Gleichungen (1) und (2), so er- 

gibt sicb: 
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72 Über trimetriache Liniennetze. Von Amaua SCHULTZE. 

1st C H  das von C auf AB gefailte Lot, BO folgt: 

1 B H  = 
n ( l +  mS) 

Wahlt man daher für A B  cine beliebige Einhcit, so ist dic Lage 
von C bestimmt, und da m und n 

Fig. A 

bestimmte Zahlen sind, so ergibt 
sich leicht CD, die Projektion 
der dritten Kante, und folglich das 
vollstandige trimetrische Linien- 
netz. 

Untersucht man die verschie- 
denen Falle, die durch Substi- 
tuierung bestimmter Zahlen für 
rn und n entstehen, so führt der 
Fall m = 1, n = 1 offenbar zur 
isometrischen Projektion. Die An- 
nahme m = 1, n > 1 und rn > 1, 
n = 1 ergeben dimetrische Pro- 
jektionen, das hei5t solche, bei 
denen 2 Kanten eines projizierten 
Würfels gleich werden. Derartige 
Projektionen erweisen sich in- 
dessen, wegen der dabei auftreten- 
den Symmetrien als wcnig geeignet 
für praktische Zwecke. 

Die einfachsten trimetrischen 
Projektioncn, d. h. solche bei denen 
die Projektionen der drei anstoBen- 
den Kanten eines Würfels un- 

gleiche Lange haben, erhiilt man durch die A m a h e n  rn - 2, YL = 2 und 
nz = 3, n = 2, obgleich auch einige gr6Bere Werte brauchbare Resul- 
tate liefem. Die sich ergebenden Werte sind: 

Die beiden letzten Figuren zeigen die siüh ergebenden Liniennetze 
und die Projektionen einiger beliannter Korper. Der eingezeichnete 
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Znr Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen. Von G. MATTAUSCH. 73 

Würfd (TV) erklart die Bedeutiing der Linien. Mit Hilfe eines der- 
artigeri Liniennetzes kann man trimetrische Projektionen in derselben 
einfachen Weise konstruieren, wie isometrische. 

Znr Ermittelung der Stromverteilung in Leitnngsnetzen. 
Von ü. MATTAUSCH in Berlin. 

Rci der Berechnung elektrischer Leitungsnetze bictet die Ermittelung 
der sogenannten wahren Stromverteilung noch immer nicht zu unter- 
schltzende S~hwier i~kei ten,  und es ist daher wohl angebraclit, ein Ver- 
fahren ausfindig zu machen, das mittels einfacher Operationen das 
Problem der Ermittelung der Stromverteilung zu losen vermag, und 
eine moglichst übersichtliche, leicht nachzuprüfende Reclinung ergibt. 
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74 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen. 

Die gebrauchlichsten und am meisten zur Anwendung kommenden 
Methoden sind: 

die Schnittmethode von R e r z o g  und S t a r k ,  
die Spannungsmethode von C o l t  r i, 
die Methode von T e i c h m ü l l e r ,  
die Verlegungsmethode von F r i c  k,  und 
die Transfiguration nach Kene l ly .  

E s  steht jedoch nicht fest, welche von den genannten Berechnungs- 
arten den Vorzug verdient. 

E s  soll daher untersucht werden, auf welcher Grundlage und von 
welchem Gesichtspunkte ans diese Metboden zu vergleichen und zii 

verallgemeinern sind, auch soll versucht werden, alle Methoden in ge- 
eigneter Weise zu verbinden, oder es so einzurichten, daB man mit 
einer anderen Methode weiterrechnen kann, wenn die zuerst begonnene 
nicht zum Ziele f i iben sollte. 

Liegt beispielswcise das im Leitungsplan (Fig. 1) dargestellte Netz 
zur Berechnung vor, so ist der Gang der Bechnung zur Bestimmung 
der Stromverteilung etwa folgender: 

1. man superponiert Speisepunkte über die Knotenpunkte und er- 
mittelt hierfür die Stromverteilung, die mit Stromverteilung 1 be- 
zeichnet werden soll; 

2. man denkt sich das Netï, nur in den Knotenpunkten und zwar 
mit den unter 1. gefundenen Stromen belastet, diese Stromverteilung 
soll Stromverteilung II hciBen; 

3. man superponiert Siromverteilung 1 über Stromverteilung II, in- 
dem man die algebraische Summe der unter 1. und 2. gefundenen 
Strome bildet bzw. die Stromverteilung 1 von der Stromverteilung 
TI subtrahiert, man erhalt dann durch die Superposition dieser 
beiden Stromverteilungen die Wahre Stromverteilung des Netzes. 

Zur Bestimmung der Stromverteilung 1 benutzt man am besten 
die Schnittmethode von H e r z o g  und S t a r k .  

Dieselbe sou kurz wiederholt werden. 

Alle Knotenpunkte sind jetzt als Speisepunkte gedacht, sodaB dem 
Netz auBer dureh die Speisepunkte aixh durch die Knotenpunkte Strom 
zugeführt wird. Die Stromverteilung eines solchen von zwei Seiten aus 
gespeisten Stranges l%Bt sich mit Hilfe der Strommomento d. i. der 
Produkte aus Belastungsstrom mal Leitungslange: S. 1 leicht ermittelu. 

Fig. 2 stelle einen Leitungsstrang dar, der in den PunkBn a und b 
mit Strom versehen wird. 
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gleichen Querschnitt aller L e i t ~ n ~ s s t ü c k e  vorausgesetzt, sodaB die wider- 
stande proportional den Leitungsliingen sind. 

Es wird: II Z(J . 0 
Ja = '- 

;Ir A 
1 

J,  = ZJ- J, 
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7 6 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen. 

Da ich bei der Ermittlung der Stromzuführungen nach der Schnitt- 
methode von H e r z o g  und S ta rk1)  durch die Gesamtlinge zu dividieren 
habe, kann ich mit einfaçhen Entfernuiigen, mie sie im Leitungsplan 
(Fig. 1) eirigeschrieben sind, statt mit Leitungsliingen (doppelteri EnL 
fernungen) rechnen. 

Die Belastungen sind im Leitungsplan durch Glühlampen zu 16 IK 
ausgedrückt; ich will daher bei Bestimmuug der Strommomente mit 
Glijhlampen statt mit Ampère rechnen, erst bei Restirnmung der einzelnen 
Stromzuführungen soll die Umrechnung auf Ampère stattfinden. 

TTihle ich eine Betriebsspannung von 220 Volt, so benotigt eine 
16 Et(-Kohlenfadenlampe mit einem Energiebedarf von rund 55 Watt 
bei dieser Spannung einen Strom von 

Watt 53 J =  - - - - = 0,25 Amp. 
Volt 220 

Die durch Gliihlainpen ausgedrückten Stromzuführungen sind dem- 
nach mit 0,25 bei Umrechnung auf Ampère zu multiplizieren. 

Nach dieser Methode ergeben die eineelnen Leitungen folgende 
Stromzuführungen: 

I a  = 1, 
- 1480 - 

( J  1) 234200 
= - = -- - = 158 Glühlampen 1480 + 440 ,, 

-- - 

588 Glühlainpen 

JI = Z'J - J, = 315 - 158 - 157 Gliihlampen 

J, = 588 . 0,25 = 147,0 Ampère 

JI = 157 . 0,23 = 395 Ampère. 

1) H e r z o g  und J t a r k :  ,,Über die Stromverteilung in lieitungsnetzon" E. T. Z. 
1890, Heft 33, und H e r z o g  und F e l d m s n n  : ,,Die Berechnung elektrischer 
Leitungsnetze in Theorie und Praxis", Springer, Berlin 1903, S. 252 u. ff. 
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Von G. MATTAESCH. 77  

Man bildet also immer die Summen der Strommomente: z ( J .  1) 
q . 1  I )  

und erhalt durch Division mit der Gesamtlange: --AT die eine Strom- 

zufülirung. Die andere Strornzuführung erhiilt man durch Subtraktion 

von ZJ weniger der zuerst berechneten Strornzuführung: EJ- JI. 
Damit ist die Stromverteilung 1 festgelegt. Sie ist in Pig. 3 dar- 

gestellt. 
Wir kommen nun zu Stromverteilung II. 
Sie wird bestimmt unter der Annahme, daB nur die Knotenpunkte 

a, b, c UsW. belastet seien und zwar mit den durch Stromverteilung 1 
gefundenen Stromen i a ,  i b ,  i c  usf. 

Fig. 3. 

Stromvortoilung 1. 

Bei Ermittelung der Stromverteilung 1 haben wir dem Netz Strome 
sugeführt, die ihm in Wirklichkeit nicht zuflieBen; um diese Strornc 
xu eliminieren, belasten wir zur Bestimmung der Stromverteilung II 
das Xetz ausschlieBlich mit deriselben und zwar in den entspreche~iden 
Knotenpunkten, wie dies Fig. 4 darstellt. 

Zur Bestimmung dieser Stromverteilung bilde ich das Netz auf 
die in Pig. 6 dargestellte Gestalt um, indem ich folgende Erwagungen 
anstelle: 

Speisepiinkt 1 und IV kann ich als Punkte gleichen Potentials 
zusammenlegeiî, da ich die Annahme machc, daB von der Zentrale aus 
auf konstante Spannung der Speisepunkte reguliert wird, ebenso Speise- 
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78 Zm Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen. 

punkt IZT, da zwischen den Spreisepunkten III und IV  nur der Knoten- 
punkt e liegt, sodaB die Speise~unkte  1, III und IV einen einzigen 

a pig. 4, Speiscpunkt bil- 
den. 

Die Leitungen 
Z,, und l , ,  kann 
ich, da sie beide 
zu eincin Speise- 

II  
punkt führen, a18 
parallel geschal- 

4 tete Widerstiude 

zusammeiifnsseu 
und sie durch 
ihren kombinier- 
ten Widerstand 
ersetzen oder, da 
ich gleichen Quer- 

Das nur in den Knotenpunkten belaatete Netz. schnitt für alle 
Leitungen voraussetze, und somit die Widerstande proportional ihren - 

Lingen sind, Kombinationsliingen nach der Verlegungs- oder Reduktioris- 

Fig. 5.  
methode von F r i c k  ') bilden, 

I III IV ebenso konnen die Leitungen l,, 
und l I5  und die Leitungen 1, und !, 
und die durch Kombination von 
1, und 1, entstandene Leitung 
m i t  Leitung Z, durch kombinierte 
Widerstinde bzw. Kombinations- 
liingen ersetzt werden, da ihre 
Knotenpunkte g und f bzw. a 
und b direkt mit einem Speise- 
punkt in Verbindung stehen. 

Durch dieKombinierung dieser 
Leitungen fallt der Knot,enpunkt 
a mit b, und der Knotenpunkt 
f mit g znsammen, ich erhalte 
die Knotenpunkte ub und fg. 
. - - 

v 1) F r i c k :  Zeitschift für 1i:lektro- 
techuik, Wieu 1894, S. 266,  und 
Herzog  und.Feldmaun:  l,Die Be- 

II rechuuug elektrisçher Leituugsuetze", 
Redurïiertea Netu. 1. Transfiguration Springer, Berlin 1903, S. 240 U. ff. 
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Die Leitung 1, scheidet aus und fiilt bei der weiteren Berechnung weg, da 
sie von beiden Seiten aus gespeist wird, die Stromverteilung 1 ist daher 
auch gleichzeitig die Wahre Stromverteilung für dieses Leitungsstück. 

Das Netz mit 4 Speisepunkten und 8 Knotenpunkten ist jetzt auf 
ein Netz mit 2 Speisepunkten und 6 Knotenpunkten rediiziert und ver- 
einfacht worden. Die Kombinationsliingen berechnen sich, wie folgt: 

Ich muB jetzt die Str6me J, und Jf nach b resp. g verlegen, und 
zwar geschieht dies am besten nach der Methode von F r i c k .  Dieselbe 
sol  kurz erklart werden. 

Pig. 6 stelle eine Leitung dar mit konstanteni Querschnitt, die 
durch die Speisepunkte SI und S, mit Strom verselien wird. 

In  a zweige Fia. 6. 

der Strom i,, h 
a b  b 5 

in b der Strom 
- 

JI 4 
i, ab. is h 

Durch die 
Leitung mit konatantem Querschnitt. 

hierdurch be- 
dingte Stromverteilung wird im Punkte b ein ganz bestimmter Spannungs- 
abfall d E b  auftreten. 

Um nun die Stromverteilung zu finden, verlegen wir den in a ab- 
gezweigten Strom i, mit nach b d. h. wir nehmen in b, abgesehen von 
dem bereits vorhandenen Abzweigstrom i, noch den Strom 

ab. Hierdurch iindert sich die Summe der Stromniomente bis zum 
Punkte b von XI aus gerechnet nicht, denn es ist: 

Infolgedessen behalt der Strom J,  seine Gr6Be bei, ganz gleich, ob 
in a der Strom i, oder in b der Strom i,, abzweigt, und der Spannungs- 
verlust im Pi~nkte  b bleibt derselbc. 
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8 0 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungenetsen. 

Fig. 7 zeigt die Verlegung des Stromes i,, nach 6. 

iab + ib = 4,. 
J, bezeichnet man als den reduzierten Belastungsstrom. 

Fig. 7. Die Zuführung des Stro- 

b r, 4 mes Jb verteilt sich auf die 
Sb beiden Leitungen (1, + 2,) 

i d  und Z,, und zwar, da wir 
yerleyung des Strornsa ia naoh IL konstanten Querschnitt an- 

nal-imen, proportional ihren Liingen. 

und der von SI nach b flieBende Summenstrom: 

Für  die wahren Leitungsstrome .T, und J, fol@ dann: 
J I S - i  = J - J - i  

2 b a b  b 3 ab9 

J1=Sb-in,+ ia=  J , - 4 - i a b f  i,. 
Die Ver lepng  der Str6me in und i f  vollzieht sich somit nach 

der Fr i c k  schen Methode folgendermaBen: 

Da dnrch die Verlegung des Stromes i, nach b die Knoten- 
punkte a und b zusammenfallen, wird die Knotenpunktsbelastung im 
Punkte ab: 

Jab = i,, + ib = 61,O + 90,5 = l51,0 Amp. 

nie  Verlegung des Stromes i, nach g ergibt: 

E s  wird alsdann, da die Knotenpunkte f und g zusammenfallen, 
die Belnstiing im Punkte fg :  

J f ,  = i f ,  + i, = 16 + 60 = 76,O Amp. 

Das Netz hat alsdann folgende in Fig. 5 eingetragenen Knoten- 
punktsbelastungen: 

J,, = l51,O Amp. 
4 -  89,s ,, 
Jd = 183,s ,, 
J ,  = 76,5 ,, 

Ji, = 76,O ,, 
J 7 ,  ), 
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Es k6nnen nunmehr folgende Transfigurationen vorgenommen 
werden. 

Das Dreieck ab, c, d kann ich nach Kenelly')  in einen widerstands- 
treuen Stern umbilden (1. Transfiguration). 

Die Sternwider~tandslgngen berechnen sich zu: 

Nach dieser 1. Transfiguration erhalt das Netz die in Big. 8 dar- 
gestellte Gestalt. 

Ich erhalte ein ZZII'IY 
Fig. 8. 

Viereck mit den End- 
punkten fg ,  ub, 8, 4 
welches ich in ein 
Dreieck umbilde, und 
dieses Dreieck trans- 
figuriere ich wieder- 
um nach K e n e l l y  
in einen widerstands- 
treuen Stern, k 

Die Umbildung 
des genannten Vier- 
ecks in ein Dreieck 
(II. Transfiguration) 
vollzieht sich folgen- 
dermaBen ') : 

Ich verlege die 
Belastung in G? nach 
f g  und dem Stern- 
punkt 8. 

Der Belastungs- II II. Transfiguration. 

stroru verteilt sich 
auf die beiden Bnotenpunkte fg und 6 proportional den Leitfahigkeiten, 
ader da die Leitungen alle gleichen Querschnitt haben, umgekehrt ihren 

1) K e n e l l y  : ,,On the predetermination of the regulation in alteniating 
current transformera", Eleütr. World and Engineer 1899, S. 343, und H e r z o g  und 
F e l d m a n n :  ,,Die Berechnung usw.", 1903,  S. 205-216 und S. 264-277. 

2) H e r z o g  und F e l d m a n n :  ,,Die Berechnung usw." S. 272 u. ff. 
Zeitechrift f. Xathematik u. Phyaik. 59. Band. 1911. Hef t  1. 6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



82 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen. 

Liingen, da die Leitungsliinge in der Formel für die Leitfahigkeit 

Demnach 

Daraus ergibt sich die auf S fallende Stromkomponente zu: 

Die auf fg  fallende Komponente ist alsdann: 

J, - f g  = J, - Jd,= 186,5 - 140 = 46,5 Amp. 

Punkt d fiillt weg, ich erhalte als nunmehrige Knotenpunkts- 
helastungen in fg und S: 

J,, = 46,5 f 76 = 122,5 Amp. 
und 

J, = J,, = 140,O Amp. 

Nach dieser Verlegung der Strome wird die Leitung d - f.9 und 
die Leitung d - 6 in Serie geschaltet, ich erhalte die Leitung 

fg  - S = 530 + 175 = 705 
und die Leitung 

II - S = l a =  230 + 175 = 425. 

Dadurch ist das Viereck in ein Dreieck widerstandstreu umgebildet. 
Jetzt  kann dieses Dreieck: fg, 6, ab durch den widerstandstreuen Stern: 
E, fg, 8, ab  ersetzt werden (III. Transfiguration). 

Die Sternwiderstandslingen berechnen sich wiederum, mie friiher: 

Nach d i e ~ e r  dritten und letzten Transfiguration erhkilt das Ne$ 
die in  Fig. 9 dargestellte Form. 

Weitere Transfigurationen lassen sich jetzt nicht mehr vornehmen. 

E s  kann nun zur Bestimrnung der Stromverteilung II geschritten 
werden unter der Annahme, daB die Knotenpunkte allein belastet sind. 

Durch die mehrfache Transfigurierung des Netzes und die Fer- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von G. MATTAU~CH. 

Fig. 9. 

LII. Transfiguration. 

legiing der Str6me ergeben sich folgende endgültige Knotenpunkts- 
belastungen (Fig. 9): 

J,, = 151,O Amp. 

J, = 89,5 ,, 
Jô = 140,O ,, 

4 = . 75,5 ,, 
Jfg = 122,5 ,, 

.J,~ = 57,5 ,, 
?JE = 0,o ), 

Diese Stromverteilung II kann jetzt nach der Spannungsmethode von 
C ol t r i l )  "der nach der Methode von T e i c h m ü l l e r l )  ermittelt werderi - --- 

1) C o l t r i :  E. T. Z . ,  1893, S. 10, und T e i ü h m ü l l e r :  E. T. Z., 1893, 8. 638; 
f m e r  H e r z o g  und F e l d m a n n ,  S. 249 u. ff. 

6 * 
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Diese beiden wichtigen Methoden unterscheiden sich voneinandir nur 
dadurch, da8 in ihren Gleichungssystemen bei der Methode von Col t r i  die 
Spannungsdifferenzen, bei der Methode von T e i c h m  ü l l e r  die Spannungs- 
verluste ail Stelle der Spannungsdifferenzen als Unbekannte auftreten. 

Stellen wir also für den vorliegenden Fall das Teichmüllersche 
Gleichungssystem auf, so ergeben sich in bezug auf die 7 Knotenpunkte 
folgende 7 Gleichungen: 

E a b  .21ia6 - Es . f; - Jab = 0, 

Ec .>Fe - & a .  f* - J, = O, 

' e  'ZFe - 'fg. fi7 - 4 = 

8, .Xpd-  t e . [ ;  - 5 .  f $ -  Jd - O >  

'fR 'ZFfY - 'e ' f i 7  - ' h  ' fil - ' z '  fi - Jfy = '9 

E~ .zFh - litg. fis - Jh = O, 
E - E ~ ~ . ~ : - E ~ ~ . ~ ; - E ~ . ~ ' - J ~ = O .  P 

Xerin bedeutet E den Spannungsverlust, f die Leitfahigkeit, 
ZF,, die Sumrne der Leitfahigkeiten um den Knotenpunkt ab. 

Das Te ichmül le r sche  Gleichungssystem ergibt demuach so viele 
Unbekannte als Rnotenpiinkte vorhanden Sind und ebensoviele Gleichungen. 

Die Unbekaiinten sind die jaweiligen Spannungsverluste von oinem 
Speisepunkte bis zum ngchsten Kotenpunkte: 

n i e  Leitfiihigkeiten berechnen sich unter Zugrundelegung eines 
Querschnittes von 240 mmZ nach der Formel: 

Die naçh dieser Formel berechneten Leitfahigkeiten sind in nach- 
stehender Tabelle zusarriniengesteiit: 

T a b e l l e  der L e i t f a h i g k e i t e n .  
- 

fa, = X8,7 1 PF,, = 183,7 
f ,  - 20,4 Z'F, = 31,83 
f,, - 31,O EFfg = 97,83 
fa = 16,l ZF,, = 36,08 
fp = 66,6 , ZFJ = 135,35 
f,, = 95,2 ZFc = 73,55 
fe, = 52,3 ZFc = 181,6 
f,, - 34,6 
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Um das Te ichmül le r sche  System aufiidosen, benutzt man am 
besten die 8 eideluchel) Methode und das graphische Verfatiren von 
von den  Bergh-Mehinke. ')  

Setet man als ersten Annaherungswert 
= E ,  = z C =  E* = sfs- E,,= ~ , = 4 , 0  Volt, 

so erhilt man folgende Fehler, die mit N bezeichnet werden soilen. 

ATa, = 201,8 
ATc = - 83,3 
ATe = 4,l 
N8 = - 81,s 
ATf, = - 4,9 
NA = 1,52 
N, - - 33,6 

Man berechnet nun ein 
Nu b =- - -  

a 6 183,7 

und daraus die neucn Fehler R A b  usf. 
Es empfiehlt sich, die Pehler und die Unbekannten naçh folgeridem 

Schema niederzuschreiben, aua dern man die Weiterrechnung erkennen 
und gleichzeitig sehen kann, wie die Fehler kleiner werden und die 
Unbekannten gegen einen bestimmten Wert konvergieren. 

F e h l e r b e s t i m m u n g  n a c h  Se ide l .  

1)  L n d w i g  S e i d e l :  ,,Über ein Vcrfahrcn, die Gleichungen, anf welche die 
Methode der kleinsten Quadrate führt, somie linea,re Glcichnngen übcrhaupt, durch 
successive Annaherung aufzulosen." Abhsndl. der math.-physik. Klasse der bayr. 
Akad., II. Bd., 1874. - Fiir elektrische Lichtnetee, 1890, E. T. 2. S. 445. - Feiner 
T e i c h m ü l l e r ,  E. S. Z., 1893, S.  538. - Ferner H o r z o g  und F e l d m a n n :  ,,Die 
Berechnung usw." S. 285-287. 

2) R. M e h m k e :  Mathem. Sammlung der Xoskauer mathem. Gesellsch. 1892, 
Bd. 16, S. 342 ,  femer Enzyklopidie der mathem. Wiss. 1 2, S. 970. 
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K o r r e k t i o n e n  f ü r  d i e  S p a n n u n g s v e r l u s t e .  

Bricht man nach der achten Durchrechnung ab, so erhiilt man 
- 

durch Surumierung der ersten Niiherungswerte und aller Korrektions- 
werte die wahren Werte der Unhekannten &,,, E,, E~ usf. mit hin- 
reichender Annaherung. 

Es ergeben aich folgende Werte für die Spannunpsverluste in Volt: 

Damit ist das Te ichmül le r sohe  Gleichungssystem gelost. Denn es 
ist alsdann: 

ab: 3,02 . 183,7 - 4,23 - 95 = 151 
555 - 404 = 151 

C: 6,72 - 73,55 - 6,06 - 66,6 - 89,5 
493 - 405,5 = 89,5 

e: 3,87 . 31,8 - 4,15 . 11,43 = 75,5 
123 - 47,5 = 75,5 

6:  6,06 . 235,33 - 4,25 52,6 - 6,73 . 66,6 = 140 
814 - 224 - 450 = 140 

f g :  4,15 . 97,8 - 3,87 . 11,43 - 4,07 . 21,4 - 4,25 . 34 - 122,5 
402 - 43 - 89 - 143 = 122,5 
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Durch die Kenntnis dieser Spannungsverluste ist die S t r o r n ~ e r t e i l u n ~  II. 
festgelegt. Denn es ist alsdann: 

4 = ' a b ' f i  
- 3,02 - 4,65 = 14,O Amp. 

J, = - (  - E,) . f ,  = + 3,i' 13,7 = 50,5 ,, 
J e 

E a o  fg  
- - 3,02 24,5 ' =  74,O ,, 

J, = 85,O - - 85,O - - 85,O ,, 
= a . ' a o ' f 5  

- 3,02 52,8 = 15920 ,, 
J,  = - (  E , ~  - . f6 = + 0,54 . 8,07 = 4,5 ,, 
J7 = -- ( E ~  - E, )  - f7 = + 3,16 . 19,6 = 62,O ,, 
J - 

8 E, . f 8  - .  6,72 - 6,95 - 46,5 ,, 
J9 = 6 8 - f 9  

- - 6,06 . 27,5 = 167,O ,, 
J , , - - ( E , ~ - E , ) . ~ , ~  =- 0,59 - 12,95 = - 7,5 ,, 
41 = E h .  fl, - - 4,07 - 10,55 = 43,O ,, 
J 1 2 7 - (  & l g - % ) ' f i t  =- 0,08 . 21,4 = - 1,7 ,, 
Ji3 - & f s  . flS - - 4,15 . 14,3 = 59,h ,, 
'14 = ' h  . f i 4  

- - 4,07 . 4,63 = 17,O ,, 
45 = 'fg ' f i 5  

- - 4,15 . 16,7 = 69,5 ,, 
46= ' e ' f i 6  

- - 3,87 - 9,8 - 38,O ,, 
J = - ( : E ~ ~  - E,) - f i7 = - 0,28 . 11,43 = - 3,2 ,, I I  

J i ,= - (  E,, - E,,) . f,, = f 1,13 - 17,55 = 20,O ,, 
J 1 9 =  " e . f i 9  

- - - 3,87 . 10,55 - 41,O ,, 

Diese Stromverteilung II ist in Fig. 10 dargestellt. 

Ich finde die wahre Stromverteilung des Netzes dadurch, daB icb 
die algehiaische Addition der Stronwerteilungen 1 u. II bilde. 

Die wahre Stromverteilurig ergibt sich de~nriach, wie folgt: 
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8 8 Zur Ermittelung der ~trornveiteilun~ in Leitungsnetzen. 

Die wahre Stromverteilung ist in Big. 11 dargestellt und zwar 
im Amp. Die Hichtigkeit dieser wahren Stromverteilung kaun man 
auf dreierlei Weise prüfen: 

1. mu5 die Summe samtlicher von den Speisepunkten fortdieBenden 
Strome gleich sein der Summe der Belastungen der einzelnen 
Leitungsstrange ; 

Fig. 10. 

q du = 41,4 

' JI,  = 3,O 

III 

Stromverteilung II. 

2. muB, da an 5 Knotenpunkten direkt Belastungen hiingen, die 
algebraische Addition der Strome um den betreffenden Knotenpunkt 
herum diese direkte Knotenpunktsbelastung ergeben; 

3. müssen die maximalen Spannungsverluste, die dort auftreten, wo 
Stromumkehr stattfindet, von verschicdenen Seiten aus dieselben 
sein, ebenso wie die Spannungsverluste von einem Speisepunld 
bis zum nachsten Knotenpunkt von ,verschiedenen Speisepunkten 
aus Lierechnet, dieselben sein müssen. 

Damit ist das Problem der Ermittelung der Strornverteilung gelost. 
Werfen wir einen kurzen Rückblick, so erhellt aus den oben ge- 

machten Darlegungen, da8 es immer nioglich sein wird, das Problem 
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der Stromrerteilung in  einem Xetz, bei deni die Zahl der Rnotenpunkte 
zur Zab1 der Speisepimkte sehr groB kt, zu losen. Nnch Festlegung 
der Speisepnkte suche man die Gestalt des Netzes mUglichst zu ver- 
einfachen, indem man p a r a h l  geschaltete Leitungen zusammenfaIjf 
und durch eine iiquivalente Leitung von demselben Widerstand ersetxt, 

N e t h i l e  transfiguriert, Strome verlegt und so nebeneinander die ver- 
schiedenen Methoden in geeigneter Weise und an passender Stell~: 7ilr An- 
wendung bringt, daB man schlieBlich zu einer solchen Gestalt des Netzes 
gelangt, bei der das Teichmüllersche S y t e m  benutzt werden kann. Der 
Vorteil beruht darin, daB man die geeignet erscheinonden und am schnellsten 
zurn Ziel führenden Methoden derart in Einlilang mit der gewitilten 
Hauptmethode bringt, da5 der Gang der Rechnung nicht geutort wird. 

Die einzige Schwierigkeit lie@ dann darin, sich den Unbekannten 
rasch zu niihern, was jcdoch durch die Seidelsche Methode und das 
graphische Verfahren von vail den Bcrgh-Mehmke bedeuterid er- 
leichtert wird. 
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BeitrZge zur Kinematik starrer und affin-veriinderlicher Syskme usw. 

Beitrage zur Kinematik starrer und affin - veranderlicher 
Systeme, insonderheit über die Windung der Bahnen 

der Systempunkte.') 

Von R. MEHMKE in Stuttgart. 

Über die Windung oder Torsion der Bahnen, welche die Punkte 
eines starren oder auch affin-veranderlichen raumlichen Systems bei 
irgendeiner zwanglaufigen Bewegung beschreiben, scheint noch nichts 
veroffentlicht morden zu s e h 2 )  E s  gibt hier jedoch Beziehungen von 
bemerkenswerter Einfachheit. Solche bringt Nr. 1. In Nr. 2 wird 
die Prage beantwortet, welches die verwandten Beziehungen sind, die 
für die Krümmung der Punktbahnen bei ebener Bewegung gelten, in 
Nr. 3 werden die moglichen Sonderfidie erortert, in Nr. 4 die Ergeb- 
nisse auf Riiume von mehr als drei Dimensionen ausgedehnt. 

1. Ergebnisse. 

1. Windung der Punktbahnen. 

Wie man weiB, geh6rt zu jeder Tlage des beaegten Systeiiis eine 
Haumkurve dritter Ordnung, die sog. Wendckurvc, dercn Punkte im 
gew6hnlichsten Fall augenblicklich Wendepunkte in ihren Bahnen durch- 
laufem3) Durch einen beliebigen Systempunkt z konnen wir eine einzige 
Gerade ziehen, welche die Wendekurve in zwei Punkten a und b trifft; 
sie ist eine sog. Sehne odcr Disekante der MTendekurve. Nan konnte 
sie den durch z gehenden Wendestruh2 nennen; er laBt sich durch eine 
lineare Konstruktinn findan, als Schnitt zweiar Ebenen. Bekaantlich 
gibt ca auch eine gewisse, durch die Wendekurve hindurchgehmde 
Flgche dritter Orduung, deïen Punkte augenblicklich Bahnstellen mit 
stationiirer Schmiegungsebene d~rch laufen .~)  Der Wendestrahl durch 
x schneide diese Yliche auber in a und b noçh im Punkte c. Man 

1) Der erste Teil, Nr. 1-4, i s t  d ie  Wirdergabe eines Vortrags, gehaltrn auf 
der Naturforscherversammliing in Salnburg am 21. September 1909; der zweite Teil 
bringt die Beweise, die beim Vortrag weggelassen wurden. 

2) Herr S E h o n f l i e s  h a t  es auf meiiie tiriefliche Anfrage bestatigt, nachdern 
eine Diirclisicht des eingehenden Berichts der Herren S c h o n f l i e s  uud Grüb le r  
über Kiuematik i r r i  vierten Bande der Eneyklopiidie oliue Ergebnio: geblieben war. 

3) Vgl. A. S c h ü n f l i e s ,  Geometrie der Bewegung, Leipzig 1886, S. 137. Die 
Wendekurve wurde nach S c h o n f l i e s  zuerst von J. D. E v e r e t t ,  1874, entdeçkt. 

4) Vgl. S c h o n f l i e s ,  ebenda S. 142. 
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kann diesen Punkt durch eine Lineare Konstruktion bestimmen, dagegen 
die Punkte a und b als Doppelpunkte zweier kollokaler projektiver 
Ponktreihen. 

Pür die Windung w der Bahnstelle, die der Systempunkt z angen- 
blicklich beschreibt, habe ich i. J. 1890 den Ausdruck gefunden: 

wo der Zahlfaktor y nur von der Richtung des Wendestrahls abhingt, 
nicht von seiner absoluten Lage und nicht von der Lage des Puriktes x 
in ihm. Das Produkt Zi. % der Abstande des Punktes x von den 
Punkten a und b konnte man etwa die Wendepotenz im Punkt x nennen. 
Es ist zwar moglich, daB die Punkte a und b imaginar werden, aber 
die Wendepotenz bleibt immer reell, ehenso wie der Wendestrahl und 
der Punkt e. 

Dieses Ergebnis scheint zunachst recht vereinzelt su  sein. Um einen 
Zusarnmenhang mit andern Beziehungen, auch mit schon bekannten, 
herzustellen, ist es vielleicht besser, nicht die Windung zu betrachten, 
sondern die Gr6Be 

ds d z  d 4  
Z d t  d t '  

worin d t  das Zeitelement, ds das Bahnelement, . z  den Winkel zweier 
unendlich benachbarter Tangenten und d a  den Winkel zweier unendlich 
benachbarter Sçhmiegungsebenen der Bahn bezeichnet. Jene GrGBe ist 
also das Produkt aus drei Geschwindigkeiten: aus der Geschwindigkeit 
dsldt, mit der sich der Systempunkt x in  seiner Bahn bewegt, aus der 
Geschwindigkeit dgdt ,  mit der sich die Bahntangente in der Schmiegungs- 
ebene iim ihrcn Berührungspunkt dreht, und aus der Geschwindigkeit 
d*/dt, mit der ~ i c h  die Schmiegungsebeno um die Tangente drcht. Ein 
passender kurzer Name dafür ist mir nicht beka'nnt. Die fragliçhe GrGBe 
ist übrigens gleich der Binormal-Komponente der Überbe~chleunigun~ 
(Geschwindigkeit dritter Ordnung). Ich finde dafür den Ausdruck: 

wo der Zahlfaktor P wieder nur von der Bichtuiig des Wendestrahls 
abhangt. 

2. Krümmung der  Punktbahnen bei ebener Bewegung. 

Von welçhem Satz in der Ebene mag der vorhergehmde das raum- 
liche Seitenstück sein? Ein Wendestrahl hat die Eigenschaft, daB alle 
seine Punkte augenblicklich Bahnstelleri beschreiben, deren Schmiegungs- 
ebenen parallel sind. Einem solchen Strahl entspricht in der Ebene, 
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k6nnen wir srtgen, ein Ort von S y ~ t e m ~ u n k t e n ,  die augenblicklich Bahn- 
steilcn mit parallelen Tangcnten beschreiben. Das ist immer cin Strahl 
durch den Beschwindigl~eits-Rlittelpunkt oder Pol p, ein sog. Polstiahl. 
Nun gibt es in der Ebene, auch bei affin-veranderlichen Systemen, eine 
durch den Pol gehende Kurve zweiter Ordnung, deren Punkte, von Sonder- 
f U e n  abgesehen, augenblicklich Wendepunkte in ihren Bahnen durch- 
laufen; es ist die sog. Wendekurve, die bei starren und auch noch bei 
ahnlich-veranderlichen Systemen in einem Kreis besteht, dem Wendekreis. 
Der Polstrahl, der durch einen Systempunkt x von allgemeiner Lage 
bindurchgeht, moge die Wendekurve m m  zweitenmal in c treffen. Als 
entsprechcnde GrCBe zur  ino or mal-Überbeschleunig~n~ kCnncn wir in 
der Ebene ansehen die Normal-Beschleunigung vl'p, die auch gleich 
ds d z  . dt  - 1st. Ich finde dafür den Ausdruck 

d s  d z  
Normalbeschleunigung = d i  . = a: . C I L ,  

wo der Zahlfaktor a nur von der Richtung des Polstrahls abhiingt. 
Die Ahnlichkeit mit Gleichung (2) ist in der Tat vollkornmen. Nebenbei 
bemerkt ist bei starren und ahnlich-veranderlichen Systemen a sogar 
von der Ricbtunp unabh%ngig, z. B. bei starren Systemen hat man 
n: = o"wo ûî die aiigenblickliche Diehgeschwindigkeit des Systemv 
bezeichnet), wahrend in der Formel (1) nnd (2) die Konstanten y und 
/3 auch bei starren Systemen tatsiichlich noch von der Richtung ab- 
hiingen. Bei starren ebenen Systemen führt die letzte Formel ohne 
weiteres zu dem bekannten Ausdruck für den Krümmungshalbmesser 

auf dem die schonen Konstruktionen von G r ü b l e r  beruhen.') Bei 
affin-veranderlichen Systemen tritt noch ein Zahlfaktor hinzu, der von 
der Richtung des Polstrahls abhingt: 

Es  lassen sich zwei Hilfskegelschnitte konstruieren, die den Pol zum 
Mittelpiinkt hahen, von der Art, daB man a' sehr einfach diirch die in 
den Polstrahl fallenden Halbmesscr dicser Kegelschnitte ausdrücken 
kann, wodurch man Verallgemeinerungen der Gr üblerschen Xon- 
struktionen erhiilt. ~ h n l i c h  ist es im Eaum mit den Konstanten P 
und y ;  sie lausen sich auf einfaühe Weise durçh die zum betreffenden 
Wendestrahl paraiieleri Halbmesser zweier Hilfsfliicheri darstellen, von 

1) M. Grübler, diese Zeitschrift Bd. 29 (1884), S. 310-313. 
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denen die eine von zweiter Ordnung ist, die andere von der dritten 
Ordnung. 

3. Sonderfiille. 

Fragen wir uns, um wieder zum Raum und zu den ersten beiden 
'Formeln zurückzukehren, was eintritt, menn entweder die Bewegung 
eine auljergewtihnliche ist, oder der Punkt x eine besondere Lage hat, 
so da8 er keine gewohnliche Rahnstelle heschreibt, sondern eine singuliire? 

Für den Punkt c als Systempunkt gilt noch die Formel (1), da 
sich für x = c ergibt zu = 0, wie es sein muB. Für die Punkte der 
Wendeknrve dagegen verliert Formel (1) ihre Giiltigkeit, denn für x- a 
oder z = b liefert sie I A ~  = oo; wiihrend, wie ich früher einmal gezeigt 
hnbe1), die gewohnlichen Punkte der Wendekurve Bahnstellen mit end- 
licher Windung erzeugen. 

Sei allgemein (1, ml n) das Zeichen2) der Bahnstelle, die ein System- 
punlit x beschreibt, d. h. die positive ganzc Zahl 1 sci gleich der Ordnung 
der Geschaindigkeit niedrigster Ordnung von x, die augenblicklich 
nicht Null ist - sie liefert durch ihre Eiçhturig die Uahntangente - 
ferner sei m die Geschwindigkeit niedrigster Ordnung des Punktes, die 
nicht parallel zur Tangente ist - sie ist parallel mir Schmiegungsebene 
der Bahn, hestimmt also zusammen mit der erstgenxnnt'en Geschwindigkeit 
die Schmiegungsebene - und schlieBlich sei n die Ordnung der Ge- 
schwindigkeit niedrigster Ordnung des Punktes x, die nicht parsllel zur 
Schmiegungsebene kt. Die Systernpunkte, bei denen augenblicklich die 
Geschwindigkeiten der Ordnungen 1 ,  nz und n linear abhingig, d. h. 
parallel zu eiiier und derselben Ebene sind, erfüllen eine Flüche dritter 
Ordnung O,,,,,, und auf dieser Pliiche liegt eine gewisse Ranmkurve 
dritter Ordnung Cl,,, bei deren Piinkten augenblicklich die Geschwindig- 
keiten von den Ordnungen 1 und m parallcl zueinander sind. Der be- 
traçhtete Systempiinkt x kann weder auf dieser Kurve noch auf jener 
E'lgche liegen. Die durch ihn geheride Sehne von C,,, m6ge dîese Kurve 
in den Punkten a und b treffen, und ihr dritter Schnittpunkt mit 
lieifje c. Daim erhalt man für die Binormalkomponente der Ge- 
schwindigkeit n-ter Ordnung des Punktes x wiederum einen Ausdruck 
der F'orni 15' . ET, wo /3 nur von der Richtiing des Strahles abhangt. 
Wenn ferner 1 + rn = n und infolgcdesscn die Windung der von x be- 
schriebenen Bahnsteile endlich und von Null verschieden kt3), so erhalt 

l j  R. Mehmke, Über die Benennung und kiuematische Unterscheidung der 
verschiedeneri Arten von Bumenpunkton . . ., diese Zeitschrift Bd. 49 (1903), S. 83. 

2) R. Mehmke, a. a. O., S. 71.  
3) a. a. O., S. 77. 
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man für die Windung ganz wie im gewohnlichen Fall einen Ausdruck 
der Form 

&Jin k6nnte sogar gemiiB einem früher von mir gemachten Vorschlag') 
Windungen hoherer Ordnung in Betracht ziehen, dann würde rechts 
nur noch eine gewisse Potenz der Geschwindigkeit 1-ter Ordnung  de^ 
Puriktes x als Baktor auftreten. Also die mitgeteilten Pormeln sirid 
von gr6Bter Allgemeinheit. 

4. Ausdehnung auf Riume von hoheren Dimensionen. 

E'ür Leser, die an der Ausdehnung der Kinematik auf Raume von 
holieren Dimensionen Gefiillen finden, sei noch folgendes mitgeteilt. 
Im Raum von vier Dimensionen z. B. geht bei einem affin-vei-anderlichen 
System durch einen beliebigen Systempunkt x von ailgemeiner Lage 
ein Strahl hindurch, dessen Punkte augenblicklich Bahnelemente mit 
parallelen Schmiegung~raumen von drei Dimensionen beschreiben, uiid 

auf jedcm solchen Strahl licgt cin Ausnahmepunkt c, der augenblicklich 
ein Bahnelement mit stationarem drei-dimensionalen Schmiegungsraum 
durçhliiuft. Retrachtet man das Produkt aus folgenden vier Geschwindi; 
keiten: der Gesçhwindigkeit des Punktes in seiner Bahn, der Ureh- 
geschwindigkeit der Tangente um ihren Beriihrungspunkt, der Dreh- 
geschwindigkeit der Schmiegungsebene um die Tangente und der Dreh- 
geschwindigkeit des Schmiegungsraumes um die Schmiegungsebene, so 
ist dieses Produkt bis auf einen, nur von der Richtung des Strahls cr 
abhangenden Zahlfaktor gleich dem Abstand G. Mit anderen Worten; 
man hat fiir %urne von beliebig hohen Dimensionen stets wieder 
Formeln analog denen fiir die Ebene und für den gewohnlichen Baum. 

(Fortsctzung folgt.) 

1 )  a. a. O., S. 81. 
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Biicherschan. 

Dr. Emil Nüller, o. o. Professor a n  der k. B. technischen Hochschule in Wien, 
L e h r b u c h  de; d a r s t e l l e n d e n  Geomet r ie  f ü r  t e c h n i s c h e  Hochschulen .  
Erstcr Band mit 273 Figuren in Text und 3 Tafeln, 366 und IV  S. 8'. 
Leipzig und Berlin 1908, B. G. Teubncr. Preis gcb. Ji! 12.- 

Im Gegensatz zu den zahlreich erscheinenden mehr oder minder popu- 
liren Büchern, welche die Projektionslehrc in  hergebrachter oder etwas ge- 
anderter Gruppierung behaadeln, liegt hier ein Lehrbuch vor, das diese Disziplin 
auf streng mssenschaftLicher Basis und i n  erschopfeuder, vielfach neuer und 
origmeller Weise zur Darstellung bringt. Auf dem durch die grundlegenden 
Werke von F i e d l e r ,  W i e n e r  und von R o h n  und P a p p e r i t z  bezeichnetem 
Wege bedeutet es eine neue Etappe. Von vorn herein sei bemerkt, wodurch 
sich das neue Lehrbuch von den Blteren uuterscheidet: es ist .  wie schon im 
Titel angegeben wird, f ü r  technische Hochschulen bestimmt. Das kommt da- 
durch zur Geltung, daB bei den Raumobjekten solche bevorzugt werden, welche 
der Architekt oder Ingenieur wirklich benutzt, daB ferner die Schatten-Kon- 
struktionen eine besonders eingeliende Behandlung finden und daB endlich die 
neuere Geometrie nicht i n  zusammenhingender Weise vorgetragen wird, son- 
dern daB die aus diesem Gebiete notwendigen Satze je an Ort und Stelle ein- 
geflochten sind. Die Bezeichnung is t  die in der Technik übliche; die Figuren 
sind in ausgezeichnctcr Wcise korrekt und übersichtlich behandelt. Cnter  Um- 
standen i s t  bloB ein einziger RiB beigegeben, wenn e r  zur Kenntlichmachung 
der Konstruktion genügt, und es wird eventuell durch eine beigefügte kleine 
Skizze der Zusammenhang mit der ganzen Figur hergestellt. Durch diese ge- 
schickte Jlethode gelingt es dem Verfasser, mit dem nicht groBen Formate aus- 
zukommen. F ü r  die in den Figuren benutzten Buchstaben sind nicht Druck- 
lettern, sondern der Handschrift ahnliche, stehende Formen verwendet, wodurch die 
Figuren den Charakter von Handzeichnungen gewinnen sollen. ijher die Zweck- 
maBigkeit dieser NaBregel dürften die Meinungen geteilt sein; leichter zu lesen 
sind sicher die Drucklettern. Das Buch beginnt zwar mit den Elementen, doch 
werden dieselben nur i n  den Hauptzügen behandelt, so daB eigentlich ein mit  
ihnen bereits vertrauter Tjeser vorausgesetzt wird. 

Der vorliegende erste Band eerfallt i n  zwei Abschnitte, deren erster den 
Titel führt: Abbildung mittels zugeordneter Normalnsse. Nach den not- 
wendigen Bemerkungen über das System der Tafeln und deren Vereinigung 
in einer Ebene werden zunYchst die Seit,enrisse behandelt, und sofort zur L6- 
sung der sehr allgemeinen Sufgabe benutzt, den NormalriB einer gegebenen 
Kg& in einer durch ihre spur& gegebenen Ebene zu errnitteln. E s  folgt ein 
Beispiel über Drehungen, sowie ein sehr instruktives, praktisch wichtiges über 
das Weglassen der RiBachsen. Nun kann znr Erledigung der Grundaufgaben 
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über Lagenbeziehungen übergegangen werden. Daran reihen sich die Schatten- 
bestimmungen für ebenflachige Korper. Der Affinitat wird ein eigenes Xapitel 
gewidmet. Die Behandlung der metrischen Fundamental-Aufgaben beschliel; 
endlich diese Theorie der stereometrischen Konstruktioncn. 

Der zweite, weit umfangreichere Abschnitt triigt den Titel: Kurven und 
Flachen. Losung sie betreffender Aufgaben in zugeordneten Normalrissen. 1111- 
gemeine Retrachtungen über Kurven und Flachen eroffnen ihn; zum Teil 
konnen die S a t ~ e  natürlich nur ohne Reweis angefiihrt werden. Sodann ~ r r d  
e ino  Theorie der Kurven 2. Ordg. gegeben; die Ellipse ergibt sich als Norrnal- 
ri8 des Kreises, die Kurven 2. Ordg. iiherhaupt werden als ebene Schnitte di3 
Drehungskegels eingeführt. Nachdem der Begriff des Doppelverhiiltnisçes, so- 
wie harmonischer Punkte und Strahlen erortert morden, ist die Moglichkeit 
gegeben, die Polareigenschaften der Kegelschnitte in  aller Kürze vorzutragen. 
Die niichsten Kapitel behandeln dann die Kegel- und Zylinderflachen und die 
allgemeinen abwickelbaren Flacheu. dieKugelfliiche. dieRotations- und Schrauben- 
t i r h e u .  Namentlich die letzteren, 'die alliernein d'urch Verschraubung einer be- 
liebig gegebenen Raumkurve entstehen. finden eingehende Behandlung. b r -  
al1 werden verschiedene Methoden angegeben, um die Kontur der Flache, die 
Eigenschattengrenze und endlich die Lichtgleichen für parallele Beleuchtung 
im allgemeinen Fallc sowohl wie bei speziellen Annahmen zu konstruieren. Ein 
letztes Kapitel beschiiftigt sich mit windschiefen und sog. graphischen Flachen, 
welch letztere lediglich durch eine Schar graphisch gegebeuer Kurven bestimnit 
sind, wie etwa ain Schiffsrumpf. I 

Die T)arstellung is t  klar und verstandlich; dankbar zu b~griiBen sind aiieh 
an manchen   tell en-eingestreute Remerkungen, welche ~ n h a l t s p n k t e  für dai 
Skimieren oder freihandige Zeichnen geben. Erwahnt seien die braucnbaren 
Satze auf S. 5 1  und S. 78, die allgemeine Formulierung von Satz 5 auf S. 40, 
sowie die Siitüe über die Eigenschattengrenze auf S. 288-390. 

Nicht für vorteilhaft halt es der Referent, daB die so instruktiven Durcb 
dringungen ebenfliichiçer Gebilde allem Anscheine uaeh erst i m  2. Bande be- 
handelt werden sollen. Zu dürftig ist  auch die wichtige Dreikantsaufgabe auf 
S. 98 weggekommen, welche die Schnittlinien zweier konzentrischer Umdrehunp 
kegel ennitteln lehrt. Die Anzahl der Losungen ist übrigens allgemeiu vier. 
Literaturangaben finden wir i n  reichem MaBe; manchmal sogar überreichlich 
Ueispielsweise crscheint die Erwahnung der zyklographischen Abbildun; auf S. 4 
wenig zweckmaBig. So interessant sie an und für sich ist,  so kann sie doch 
nicht irn gleichen Atem mit solchen Ahhildungen genannt werden, welche 
wirkliche R i l  d e r  der Objekte liefern. Endlich ware es wiinschegswert,, das 
Bueh noch in mancher Uexiehiing selbstindiger zu machen. Den Satz z. 8 ,  
da6 jeder Kegel 2. Ordg. Kreisschnitte besitzt, muB ein auf solcher Grund- 
anlage aufgebautes Werk selbst entholten und es darf fü r  i h n  nicht auf Rohn 
und Papperitz verwiesen werden (S. 193). Stat t  der Worter ,,KnickLL, ,,Drehfl$che1'> 
,,Jlehrf'achpuuktL:, ,,StrahlkurveLL würde der Referent die anderen vorsclilagen: 
,,KnickungLL, ,,Urehungsfl%cheLL, ,,mehrfacher PuuktLL,  ,,Strahlerikurve. Z m  
Schlusse aber mage das voraügliche Werk nicht nur  den Technikern, sondern 
auch den theoretischen Geometern best,ens empfohlen werden. 

Nünchen, den 15. Rh-z  1910. KARL D O H L E ~ S N .  
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Hilfstafein für T s c h y m e t r i e  von Dr. MT. Jordan, Professor an der 
Technischen Hochschule au Hannover. Vierte Auflage. Stuttgart 1908 ,  
J. B. Xetzler'sche Buclihandlung. h! B.-, geb. 8.60. 

Prof. N. J a d a n z a  T a c h y m e t e r - T a f e l n  für zentesimale Winkelteilung. Deutsche 
Ausgabe, nach der 2. Auflage (Turin 1904) besorgt von E. Hammer. 
Stuttgart 1909,  Konrad KTittwer. dl 2.80, geb. A 3.50. 

Unter den zahlreichen Hilfarr~itteln zur Berechnung der bei tachymetrischen 
Messungen auftretenden Gleichungen 

(1) e = E cos2 CY und , 

gehfiren die numerischen Tnfeln von Jordan - fü r  sexagesirnale Winkelteiluog 
- und von Jadanza - für zentesimale Winkelteilung - zu den meistbenutzten, 
so daB eine kurze Bemerkung zu den beiden Werken berechtigt sein dürfte. 

In den Gleichunçen (1) und (2) bedeuten e und h die horizontale Ent- 
fernung bzw. den Hohenunterschied zweier Punkte, a den Neigungswinkel der 
zwischen ihnen moglichen Zielung, und E eine Rechnungshilfsgr6Be; CY wird 
unmittelbar, E mittelbar gemessen; h und e sind zu hcrcchnen. 

Jede Tachymctertafel zerfjllt cntsprechend dcn swei Gleichungen (1) und 
(2) in xwei getrennte Tafeln für.  e und h ,  von denen jede wegen der zwei 
veranderlichen Gr6Ben E und a zwei Eingange hesitzt. Da eine numerische 
Tachymetertafel, die i n  e und h eine geniigende Genauigkeit hieten soll, auf 
eine groBere Anzahl von Seiten verteilt werden miiB, so hat  man eine der 
beiden VerSnderlichen E und a als Haupt- oder Seiteneingang xu wahlen. Rei 
de,n Jordanschen Tafeln wurde El bei den TafeIn von Jadanza CL als Seiten- 
eingang gewahlt. 

Die Jordanschen Tafeln enthalten auf 2 4 3  Seiten e und h für alle ganze 
E zwischen 10 und 230 ,  und für a im Rlaximurn bis zu 30' i n  Abstanden 
von 1 bzw. 2 Ninuten; e ist  au[ eine, h auf zwei Dezimalen angegeben. Den 
Tafeln konnen dernnach h und e fü r  E urid a zwischen den angegebeuen 
Grenzen - abgesehen vou Interpolaiion - wnlîzittelbar eutnommen werden. 

Die Tafeln von Jadanza eritlialten auf uur  6 3  Seiten e und h für a: von 
09 bis 319 in Abstanden von 0,029 und fiir alle ganze E von 1 bis 9 ;  dabei 
sind e und h bis zu E = 4 auf fïrnf Dezimalen, und von E = 5 bis E = 9 
auf vier Dezimalen angegeben. Ni t  Hilfe der Tafeln konnen also e und h für 
werte von E zwischen 1 und 4 0 0  auf drei Dezimalen, und für Werte von E 
zkschen 4 0 0  und 9 0 0  au€ zwei Dezimalen durch einfaches Zusamme~setzen. 
(Addieren) hostimmt werden. 

Einer der Kachteile der numorischen Tafel im allgemeinen geçenübw 
der graphischen Tafol, bcstehend i n  der durch Druckfohlcr bedingten Unsichor- 
heit, trat bei d m  früheren Auflagen der Jordanschen Tafcln in solchem Um- 
fang auf, daB boi ihrem Gebrauch Vorsicht notig war; in  der vorliegenden 
vierten Auflagc dürften die früheren Druckfohlcr wohl groBtenteils beseitigt sein. 

StraBburg i. E. P. W~RK~IEISTER. 

Zei tschr i f t  f. Matliernatik n. I'hgsik. 59. Band. 1911. neft 1 
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Neue Bücher. 

Neue Biicher. 

Arithmetik, Analysis. 

1. LUDWXG, W I L ~ . ,  Lehrbuch der politiechcn Arithmetik. 2. Aufl. Wien, Fromrre. 
X 3.40. 

8. R~cirannsoh-, 1,. F., The app~oximate ai-ithmetical solution by finite differences 
of physical problems involving differential equations, with an application to 
the stresses in a rnasonry dam. London. Dulau. 3 a. 6 d. 

3. WELLISCH, SIEGMUND , Theorie u. Praxis der Ausgleichungsrechnung. II. Bd. 
Probleme der Ausgleichungsrechnung. Wien u. Leipzig, Fromme. X 7.50. 

S. anch Nr. PO,  78. 

Astronomie, Beodiisie. 

4. Amma, E., Kritische Untersuchungen üb. die Bewegung der Sonne durch 
den Weltraum. 2. Abschnitt. Hilfsmittel u. vorbereitende Cntersuchungen 
zur Stellarastronomie. Leipzig, Teubner. X IO.-. 

6. A s t r o g r a p h i c  catalogue, 1900. Oxford section. From photographs taken 
and measured at  the University Observatory, Oxford, undcr the direction of 
H. H. Turner. Vols. 1-6. London 90 S. 
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von Himmelskorpern nach fünf Beobachtungen. (Publikation der Sternwarte 
in Kiel. XII.) Leipzig, Breitkopf & Hartel. 

10. PAGANO di MELITO, G., Le rette di altezza ed altri calcoli di astronomia nautica 
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11. VOGLEE, CH. AUO., Geodatisçhe ebungen f. Landmesser n. Ingenieure. 3. Aufl. 
1. Tl.: Feldübungen. Berlin, Parey. Geb. in Leinw. ,& IO.-. 

19. Scumaax, PAUL, Mathematische Theorie der astronomischen Finstemisbe. 
(Mathem.-physikal. Schriften f. Ing. u. Studierende. hrsg. v. E. Jahnke, 8) 
Leipzig u. Berlin, Teubner. A. 3.20;  geb. in Leinw. .K. 3.60.  

S. auch Nr. 18, 31, 66. 

Darstellende Geometrie. 

13. DUNCAN, K. HOWARD, Practical curve tracing. London. I> S .  
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Torino. Torino. L. 16.-. 

1.5. KOPPE, HEINE., Mathematische Modelle zum Selbstanfertigen. Nordhausen, 
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S. auch Nr. 71, 75. 

Logikrechnung. 

19. ~ C ~ R O D E R ,  ERNST, AbriB der Algebra der Logik, bearb. im Auftrag der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung von Eugen Müller. In drei Teilen. Zweiter Teil. 
Anasagentheorie, Funktionen. Gleichungen i1. Ungleichungen. Leipzig u. Berlin. 
Teubner. Geb. in Leinw. A. 4.-. 
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28. HOBT , W., Technische Schwingungslehre. Einführung in  die Untersuchung 

der f. den Ingenieur wichtigsten poriodischon Vorgange aus dcr Nechanik 
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46. GILAETZ: L., Kurxer AhriB der Elektrizitat. 6. verm. Anfl. Stuttgart, Engelhom. 
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theorie. Berlin, Springer. .Ad 1.-. 
49. L m ,  HORACE, The dynamical theorie of sound. London. 12 S. 6 d .  
50. MA~DOXALD, H. M., The diffraction of eleetric waves round a perfectly reflec- 

ting obstacle. London. 2 S. 

51. MAHLER, G.,  Physikalische Aufgabensammlung. Mit den Resultaten. (Samm- 
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Geb. A -.80. 
52. MLE, GUST., Lehrbuch der Elektrizitit u. des Nagnetismuu. Eine Experimental- 
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53. NODON, A., L'action électrique du soleil, son rôle dans les phénoinènos coa- 
miques et terrestres. Paris, Gauthier-Villars. Fr. 3.26. 

54. OETTINGIEN, h ~ n .  v., Die Schule der Physik. Besonders f. das Sclb~tstudium 
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56. POEL, EoB., Die elektrische Fernübertragung r. Bildern. (»Die Wissenschaft< 
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67. PRINGS~EIM, E., Vorle~nngen Üb. die Physik der Sonne. Leipzig u. Herlin, 
Teubner. X 16 . - ;  geb. in Leinm. M 18.- 
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63. D~BPFUBT, B., Graphische Tab-len f. Transmissionsberechnungen. Gr. Lichter- 
felde-Berlin, Hunge. In Mappe A 2.60. 

64. FL~RLE, HEBM., Ein Rechenblatt zur Auflosung der Gleichung 4. Grades m. Hilfe 
des Zirkels. Progr. Berlin, Weidmt~nn. " f l  1.-- 
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66. REGER, F., Tachymeter-Tafeln als Erginzungen der Jordanschen ,,Hilf'stafeln 
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2. AuR. Essen, Baedeker. At 1.40. 
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[Aus: Vega-Hiilsse, Sammlung mathem. Trtf.]. 4. Aufl. Berlin, Weidmann. 

"4 3.-. 
Ferschiedenes. 

69. COMITE-RENIJ~ du congrès des mathématiciens tenu à Stockholm 22-25 sep- 
tembre 1909. Publie par G. Mittag-Leffler et Ivar Fredholm. Leipig u. Ber- 
lin, Teubner. .A 6.-; geb. in Leinm. X 6.-. 

70. DZIOREK, O., Vorlesungen über Diffcrential- und Integralrechnung. Leipzig u. 
Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. X 16.-. 

71. ES ESTE^, G. ,  Verzeiühnis der Schriften Leonhard Eulers. Erste Lieferung. 
(Jahresber. Deutsch. Mathematiker-Vereinigung. Der Erganzungsbande TV. Rd. 
1 .  Liefg.). Leipzig, Teubner. X IO.-. 

72. ENRIQUES, FEDERIGO, Frobleme der Wissenschaft. Übersetzt v. Kurt Grelling. 
1. Teil: Wirklichkeit und Logik. (,,Wissensühaft u. Hypothese" SI 1.) Leipzig 
u. Berlin, B. G. Teubner. Geb. in Leinw. Ji 4.-. 

73. -, Das~elbe. II. Teil. Die Griindbegriffe der Missenschaft. Ebenda. 
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P - r o .  MIKAMI, YOBHIO, Mathematical papers from the far east. (Abh. zur Gesch. d. 
mathem. Wiss. XXVIII. Heft.) Leipzig, Teubner. 

16. NATORP, PAUL. Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. (,,Wissen- 
achaft u. liypothese" m.) Leipzig u. Berlin, Teubner. 

Geb. in Leinw. A 6.60. 
17. OSTERTAG, P., Die Entropietafel f. Luft u. ihre Verwendung zur Berechnung 

der Kolben- und Turbo-Kompressoren. Berlin, Springer. "1 2.80. 
78. PEREY, JOHN, Hohere Analysis f. Ingenieure, bearb. v. Rob. Fricke u. Fritz 

Süchting. Z. ,  verb. u. erweit. Aufl. Leipzig, Teubner. 
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As~no~onrscir-geodatische Arbeiten 1. Ordnuug. Beatimmung der Polhohe n. des 
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BALSER, L r ~ w r o ,  Uber die Verwendung der Parallelprojektion im geometrischen 
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~chulen" 26.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. 1 1.80. 
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HOPKINSON, B., Vibrations of systems, s. N. B. 27. 
Honn, J., Einführung in die Theorie der partieiien ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h G e n .  (Samm- 

lung Schubert LX.) Leipzig, Goschen. GeL. 1 IO.-. 
JACOB, JOOEF, ai-ithmetik. 1. Teil: Unterstufe. Wien 1909, Deuticke. 

K. 2 ;  geb. K. 2.40, 
-- . Dasselbe. 1. Teil: Fiir die 1. bis 3. Klasse. Ebenda. K. 2 ;  geb. K. 2.40. 
JACOB und S C H I F ~ E U ,  Lehrbuch der Arithrnetik und Geometrie f. Realschnlen 
. Raumlehre, bearb. v. Franz Schifher. Für die 1. bis 3. Klasse. Wien, Deu- 

ticke. K. 2 . -  ; geb. K. 2.40. 
KAMBLY-R~DEE, Trigonometrie, neu bearb. v. Albrecht Thaer. Ausg. B: Fiir Ober- 

realschulen, Itealgymnasien u. Gymnasien m. mathematischem Reformunter- 
richt. 32. Aufl. der Kamblyschen Trigonometrie. Breslau, Hirt. 

Kart. od. geb. Ji 2.60. 
K~NI~SBERGEU,  LEO, ube r  eine Eigenschaft unendlicher Funktionalreihen. (Sitzungs- 

ber. der Eieidelberger Ak. der Wiss. Stiftung Heinrich Lanz, math.-naturw. 
Klasse, Jahrg.  1909. 2. Abhandlg.) Heidelberg 1909, Winter. 

KOPPE, II., Mathematische Modelle xum Selbstanfertigen, a. N. B. 15. 
KOWALEWSKI, GERIIAXD, Die klassiuchen Probleme der Analysis des Unendlichen, 

Leipzig, Engelmann. X 15.-; geb. 1 16.50. 
h m ,  KONRAD, Methodik der Natiirlehre. Anleitung z. Erteiliing des IJntamchts 

in Volks- u. Biirgerschulen u. Fortbildungsschulen. Wien, l'ichlers Wittwe 
Sohn. K. S.-; geb. K. 3.50. 

LANGE, MAX, Das Schachspiel u. eeine strategischen Prinzipien ( , ,Am Natur u n i  
Ceisteswelt", 281. Randchen.) Leipzig, Teubner. A 1.-; geb. X 1 .23 ,  

TAENHARDT, Am sausenden Webstuhl der Zeit. Übersicht üb. die Wirkungen der 
Entwicklung dcr Naturwissenschaften u. der Technik auf d. gesamtc Kultur- 
leben. (,,Au8 Natur u. Geisteswelt", 23. Bandchen.) 3. Aufl. bearb. von L. 
Troske. Leipzig, Teubner. .& nti . - ;  geb. X 1.25. 

LIXD, BENNO, Über das letzte Fermatsche Theorem. (dbh. z. Geschichte d. mathem 
Wiss. Heft XXVI. 2.) Leipzig u. Berlin, Teubner. 1 2.-. 

LINSICH, MAX, Lehr- u. cbungsbuch der Nathematik. Fü r  h6herg Miidchenscholen 
bearb. 1. Teil. Lehrstoff d. 4. u. 3, Klasse. Leipzig, Freytag. 

Geb. L 2.-. 
-- , Lehr- u. Übungsbuch f. den Unterricht in der Arithmetik u. Algebra, mit 

einem Anhang f. den Unterricht in der analytischen Geometrie. Für die ho- 
heren Lehrerinnenseminare bearb. Leipzig, Freytag. Geb. i n  Leinw. X 2 50 .  

LOEWY, A., Versichemngs-Mathematik, , s. N. B. 61. 
MAULEB, G., Physikal i~che  Aufgabensammlung, , S. N. B. 51. 
MANDL, MAX, Lehrbuch der Geometrie f. die oberen Klasseu der Gymnasien und 

Realgymnaeien (IV.-7111. Klasse). Wien, Manz. K. 4.-; geb. K. 4.50. 
-- , Lehrbuch der Geometrie f. d. oberen Klassen d. Rcalschulen (IV.-VTII. Kl.) 

Wieu, Manz. Broch. K. 4.-; geb. K. 4.50. 
MANNOUBY, G., Xethodologisches und Philosophisches ziir Elementar-Nathematil;. 

Haarlem 1909, Visser Azn. A 8 6 0 ;  geb. A 9 . 6 0 .  
MIKAXI, Y., Mathematical papers from the far east, S. N. B. 75. 
MONTEIL, P.-L., Theorie du point. (Be partie). Gkometrie curviligne. 2ème %d., 

revue, corrigee e t  considérablement simplifiée. Paris, Chapelot et  Cie. 
M ~ L L E X ,  E., Technische Übungsaufg~ben f. darstellende Geometrie, a. N. B. 16. - 
M u i c ~ ,  J., Beweis der Fermatschen Satzes. Übersetzung des Verfaasers nach den 

Originalartikeln in der ,,Revista ArtilericiLL Bukarest. Wien,  v. Waldheim, 
Eberle & Co. 
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KATOBP~ P., Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, S. N. R. 76. 
X ~ M E T U ,  JOUANNES, Der groBe Fermrttsche Lehr~a tz .  Aus dem Ungarischen v. JO- 

sef Eber-Budapest, Stephaneum Buchdmckerei. 
NUTTO, EUGEN, Die Determinanten. (Mathem.-physikal. Schnften f. Ingenieure n. 

Studierende, hrag. v. E. Jahnke, Nr. 9.) Leipzig, Teubner. 
Y 3.20;  geb. in Leiuw. Jl 3.60. 

NITSCEE, OTTO, Der arithmetriache Lehrgang in symmetrischem Aufbau. Ein 
GrundriB. Berlin, Weidmann. A 1.-. 

NODON, A., L'action électrique d u  soleil, S. n.  B. 53. 
PASCAL, E., Repertoriuni der hoheren Xathematik. Zweite, vollig umgearbeitete 

Autiage der deutschen Ausgabe, unter Rlitwirkung zahlreicher Mathematiker 
hrsg. v. P. Epstein u .  H. E. Timerding. 1. Band: Analysis. Erste Hilfte:  

. Algebra, Uifferential- u. Integralrechnung. Leipzig u.  Berlin, Teubner. 
Geb: i n  Leinw. A 10. - . 

POIXCAR~, H., Leçons de  mécànique c6leste. s. N. B. 31. 
POGKE, F., Cber die Nohendigkei t  der Errichtung einer Zentralanstalt f. den natur- 

aissenschaftl. Unterricht. (Schriften des deutschen dusschusses f. den mathe- 
matischen u. natuwissensçhaftl. Unterricht.) Leipzig u. Berlin, Teubner. 

JK -. 60. 
l 'aw~s~srar, R., Physik der Sonne, S. PI. B. 87. 
R O ~ W I T H - S C H ~ ~ E K ,  Geometrische Formenlehre. Ein Leitfaden f. den geometrischen 

dnschauungsunterricht in der ersten Realschulklasse. 10. Aufl. Nach den 
neuen Lehrplanen bearb. v. Pranz Ber,mann. Wien, Pichlers U'ittwe & Sohn. 

Geb. K. -.go. 
, ümndrifl der Geometrie i n  Verbindung mit  dem geometrischen Seichnen. 
1. Teil: Lehr- n. Übungabuch f. die II. u. III. Realklasse. 11. Aufl. Nach 
den neuen Lehrplanen bearb. v. Franz Bergmann. Ebenda. Geb. K. 1.60  

- -, Dasçelbe, 2. Teil: Lehr- u. Cbungsbuch f. die ID. Realklasse. Ebenda. 
Geh. K. 1 . 3 0 .  

SAUSSURE, R E N ~  DE, Exposé résumé de  l a  géometrie des   feu il lot^«. Souvelle ,060- 
metrie de  l'espace basée sur la considération du »corps rigide« comme élément 
spatial, donnant naissance aux système des corps rigides (d6placemerits finis 
à pliisieiirs paramètres). (Mém. Soc. Phys. e t  Hist. nat .  de Genkve, vol. 36, 
1910). Genève, Kündig. 

SÇILIBFNEK, FKANZ, u.  TRAYNI&X, JOSEF, Raumlehre. Der Uriterstufe 1. Teil. Wieu, 
Deuticke. K. -.70; geb B. 1.-. 

-, Dasselhe, Der Unterstufe 2. Teil. Ebenda. K. - .90 ;  geb. K. 1.20. 
SCHRGDEE, E., AbriB der Algebra der Logik, U, S. N. B. 19. 
SCHEODEJ~, J., Aufgaben f. den Unterricht i n  der analytischen Geometrie der Ebene 

an hoheren Schulen. Leipzig u. Berlin, Seubner. Jll 1.40. 
Scautiswr, H ~ K M A N X ,  Elementare Arithmetik u. Algebra. (Sammlung Schubert 1.) 

Leipzig, Goschen. Geb. .fL 2 .HO. 
SCHULTZ, E., Vieratellige Logarithmen s. N. B. 67. 

  CH US TEK, A u c c s ~ ,  Einführung in  die elementare Mathemathik. In 12  Vortragen. 
(,Sammlung K6selu Nr. 33.) Kempten u. München, Kosel. 

Gob. i n  Leinw. Y 1 .-. 
Scawan~, PAUL, Mathcmatische Theorie der astronomischen Finstcrniase, S. N. B. 12. 
STAUDE,  OTTO^ Analytische Geometrie des Punktcpaarca, des Kegelschnittes n. der 

Flache zweiter Ordnung. Erster Teilband. (Teubner Semmlung Bd. XXX, 1.) 
Leipzig u. Berlin, Tenbner. Y 20.-; geb. in Tdeinw. X 22.-. 

RTAUDE, OTTO, Analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegelschnit'tes und der 
Flache zweiter Ordnung. Zweitcr Teilband. (Teubners Sammlung Bd. XXX, 
2.) Leipzig u. Berlin, Teubner. A 16 .-; geb. in Leinw. Jl 18.-. 
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ST~CKHAUS, H s i ~ n a l r ~ ,  Beitrag zum Beweis dea Fermktschen Satzes. Leipzig, Brand- 
stetter. y41 2.-. 

TIXERDI~G,  H. E., Die Theorio der Krafteplane, a. N .  B. 32. 
VATER, R., Die Maschinenelemente. (,,AUE h'atur u. Geistesweltu, 301. BSndchen.) 

Leipzig, Teubner. ,4t 1 .-; geb. in Leinw. Jt 1 . 2 5 .  
YEHEIN DEUTSCHER INGENIEUILE, der, und seine Arbcitcn. Hrsg. aus h l a B  der Welt- 

ausstellung in  Brüssel 1910. 
\ ' I :KWALTUNG~-H~RIC~T iiber rias sechnte Geschaftsjahr und Rericht über die riechste 

AusschuBsitzung des unter dem Protektorate Seiner K6niqlichen Hoheit des 
Prinzen Ludwig von Bayern stehenden Deutschen Museums. München 1909, 
Oldenbourg. 

VOLKMANN, PACL, Eigenart der Kntur u. Eigensinn des Monismus. Vortrag, ge- 
balten in K a s ~ e i  u. in Konigsberg i .  P r .  im Herbst 1909. Leipzig u. Berlin, 
Teubner. 

VOLQUARDTS, G., Fcldmcssen u .  Xivellieren. (,,Der Unterrieht an Baugewerks- 
schulen", 13.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. J( --.@O. 

WUAD, CAARTXS RASROX, Vusic and Science. Address of the  retiring president, ~ e a d  
bcfore the Philosophical Society of Washington, January 15, 1910. (Philoe. 
Society of Washington, Bulletin, vol. XV, pp. 169-187.) Washington, Phila- 
sophical Society. 

WEAD, CHARLES K., JAXES BI~YCE, MILTON UI'DEGIUFF, R. R. WOODWARD, L. O. HOWAHD, 
HERRERT PUTN~U.~, E. 211. CALLAUDET, Simon Newçomb. ~ e m o r i a l  Addresseu. 
Read before the  I'hilosophical Society of Wauhinjton,  Dccembre 4, ,i909. 
(Philos. Soc. of Washington Bulletin, rol .  XV,  p. 133-167.) WashiLigton, 
Philosophical Society. 

-WERER, H., 11. WEI,I.STRIX, ,J., Enzyklopadie der Elemeiitar-Mathematik. Ein Ifand- 
buch f. Lehrer u.  Studierende. 1. Band. Elernentare Algebra u. Analysis. 
3. Aufl. Leipzig 1909, Teubner. Geb. in Leinw. X l u . - .  

WEHXUR,  HEINUICH, ZU einer Revifiion pines Satzes der Gravitationslehre. (Sonder- 
abdruçk aus: Neue Weltanschauung, 1910, lleft 8.) Leipzig, Barth. 

WELLISÜH. L,, Theorie u.  Praxis der Ausgleichung~rechnuiig, B.  N. B. 3. 
YOUNG, G., The fundamental theorems of  the dilTerentia1 calculus. (Cam- 

hndge  Tracts i n  Mathemathics and matheinatical Physics No. 11.) Cambridge, 
University Press. 2 S. 6 d. 
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Technisches Abhandlungsregister 1906-1907. 

Von E. in Stuttgart. 

(For t~etzung und SchluB von Band 58,  S. 444.) 

Trigonometrie. 
6000. A. G. Bennett. Trigonometric 

functions of frog angles expressed in 
terms of frog number. E.N. 57 .  516. 

5001. C. Cano. Schornsteinhohen- 
messungen. Z.D.lf. 29. 108.  

6002. P. Epstein Eine einfache Ab- 
lritung des Legendreschen Satzes. Z.V. 
36. 62. 

6003. W. ll'oerster. Ein Sonnenrohr 
zur genahertcn Zeitbestimmung. D.M.Z. 
1907. 169. 

6004. K. FucJis. Das Rückwartsein- 
sshneiden im Raume. Z.V. 36. 425.  

6006. P. Gast. Ein Beitrag zur Pol- 
hohenbestiriimiing. Z.V. 35. H l .  

6006. F. K. Geist. Denkschrift zur 
Basismessung zwischen Darmstadt und 
Griesheim. Z.V. 35.  169. 

6007. A. Griinert. Zur Berechnung 
der Hshe aus den 3 Seiten eines Drei- 
ecks. Z.V. 36. 945. 

6008. Haller. Neutriangulierung in 
Rürttemberg. Z.V. 35.  785. 

5009. 3'. A. Ualsey. Trigonometry in 
the tool room. Am.M. 3u. 3. 785. 

6010. J. Heil. Hilfstafeln zur trigon. 
und tach~inet r .  Hohenmessung für Zen- 
tesimalteilung des Kreisrs. Z.V. 36 67.  

5011. A. H. Hurlon. An error in 
leveling caused by waving the  leveling 
rod. E .N.  56. 35. 

5012. REempau. Einketten mit geo- 
graphischen Koordinaten.,, Z.V. 35. 137.  

5013. A. Klingutseli. L'ber pliotogra- 
phische Azimutbestimmung. Z.V. 35. 905;  
929. 

6014. Rupsel. Eine trigonometrischc 
Bufgabe. X.V. 35. 668.  

5015. L. f h i g e ~ .  Eine Teilungsauf- 
gabe. Z.V. 35. 241.  

5016. W. Laska. ~ o l ~ ~ o n a l m e s s u n ~ e n  
bci Eisenbahnarbeiten. Z.V. 86. 185. 

501 7.  W. 1,oska. Zur Geschichte des 
Riickw&rtseinschneidem. Z.V. 36. 614.  

5018. P. Lehoux. Tableau dressd pour 
servir a u  calcul de l'azimut et  de  l'heure 
d'après les tables Sanguer. J .G. (6) 9.  
264. 

5019. H. Losehner. cher den Anschlu5 
von selbstandigen Triangiilierungen an 
solche hoherer Ordnung. Z.V. 35. 377. 

6020. E. H. Jfc AEister. A new me- 
thod for determining ai+muth. E.Y. 58 .89 .  

5021. O. Pulfrieh. Uber ein Verfahren 
zur direkten Rimit te lmg der 1 lonzontltl- 
projektion der Ziellinie naüh einem nicht 
notwendig zuganglichen Punkte. Z.  1. 
27. 329. 

502% lJuller. Remerkiingen ziir Auf- 
vabe des Rückwartseinschneidens. Z.V. 
n 

36. 413. 
5023. H. Sossna. Grcnzausrrloichun-rcn 

anter Eerücksichtieuno v o n  ~ o n i t a k n .  " L 3  

Z.V. 36.  268.  
6024. Wilçkc. Beitrap zur Bereühnune 

von Dreiecken. Z.V. $. 439. 
- 

Vekto rana ly~ i s .  
5025. C. ïùrnbull .  Vectors and Wattr 

fu i  currents. T . E  59. 105.  

Warme. 
6026. J. Adam.  Zur Bcstimmung der 

Korrektion des herausragenden E'adens 
von Hg-thermometem mit Hilfe des 
Fadenthermornetc+ Z. I .  27. 101. 

6027. H. Alt. Uber diePerdampfungs- 
warme des flüssigen O und flüssigen N 
und deren Anderung mit  der Tempera- 
tur. Z.K.F.G. 9. 179;  10 .  1 ;  19.  

6018. C. G. Atwater. The burning of 
washer d a t e  and coke braire. E.W. 48. 
659.  

5029. A. Dantlin. Der Nutzen des 
Dampfnianlels nach neueren Versuchen. 
Z.P.D.I. 5 0 . 1 0 6 6 ;  1108;  1184;  1227;  1313. 

6030. A. BarOezat. Turbo-Compres- 
seur, système linteau et Armrngand. 
B.  H.Z. 48. 235.  
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1i031. T. M.  Barlow. The heat  con- 
ductivity of iron stampings. T.E. 60. 554. 

5032. K. Beneke. Dampfpumpen- 
dimensionieriing Z.D.M. 30. 39.5; 412. 

5033. B. Benisch u. A.  Andersen. 
Neuere kalorimetrifiche Untersuchungen 
von Wkrrneschutzmitteln. Z.P.D.I. 50.  
1655;  2046. - C. Pasquay. 2043. 

0054. B.  Biegeleisen. 1)ieWiirmetrans- 
missionsberechnung in Amerika und bei 
uns. G.I. 29. 713; 725. 

0035. 3. Biegeleisen. Zur Theorie der 
Abdampfheizung. G.I. 29. 233. 

5036. B .  Bonnesen. Abkühlung von 
Gebiiuden und Empfindlichkeit der Ther- 
morneter. G.I. 30. 280. 

6057. X.  Brauer. Leistiingwersuche 
an  einer Fil temaschine Sgstem Linde. 
Z.G. K. 13. 45. 

5035. M. S. Brown. Correction con- 
stants for steel tapes. E.N. 57. 32. 

5039. W. Brückner. Die konstruktive 
Grundlage und die praktische Ausgestal- 
tung der Kriicknerheizung. G.1.29. 362; 
509. - 0. Krell. 609. 

6040. 0. Uzcsse. 215 eekumel te  Vier- 
aglinder-~chne1lzu~-$er~und~fokomotive 
für die dknischen Staatsbahnen. O.F. E. 
44. 1. 

6041. O. Busse. h e r  die Verdamp- 
fungsfahigkeit von Lokomotivkesseln. O. 
F.E. (2) 43. 177. 

5042. W. Can~pbell. i ~ b e r  die WLrme- 
behandluno einiecr hochoekohlter Stahle. 
M.U.H. 3.-741;-781. " 

6043. C. Cario. Wiirmemechanik. 
Z.D.M. 29. 273; 285; 297. 

6044. C. Curio. Kritik über Ver- 
damptungsversuche. Z.D.M. 30.445; 457. 

b045. C%auvin et Arnoux. Nouveaux 
pyromètres thermoélectriques industriels. 
B.S.E. 106. 1173. 

SOU;. D. aerk. Explosion tempera- 
tures. JSe. 84. 197. 

5054. A. Duchesne. Le3 phénomèner 
thermiques dans les machines à vapeur 
R.D.M.  19. 5 .  

505.7. h'herk. EinfiuB des Kessalsteiq~ 
auf die Warmeausnutzuug im Dambf. 
kessel. Z.D.M. 30. 397: Z.B.D. 11. 10@ 

60.76. C. Eberle. Dcr EinfluB dei 
Gegendruckes und der Zwischendampf- 
entpahme auf cien.Darnpfverbrauch v o l  
Kolbendamptmaschineri. Z.V. D.I. 51, 
2005; 2070; Z.B.D. 11. 85; 9 6 ;  119; 133. 

50j7. Eberle. Hochhubsicherheit~. 
ventile. Z.B.D. 10. 163 ;  173. 

60.78. C. Xberle. Die neue Damuf. 
anlage der  Alteriburger ~ktienbraue;ei 
Z.B.D. 11. 33; 43. 

5069, 3'. Emde. Die Erwarmung eines 
drahtformigen Schmelzeinsatzes. E.S Y. 
25. 456. 478. 

5060. M. Ensslin. Tempersturapan- 
nungen in einer kreisformigen Platte 
P.J.  322. 705; 721. 

50G1. B. Esnault-Pelterie. Moteur 
extra-léger à explosion. M.1. C. 60. B. 610. 

5062. F. Fisci~er. Die Verwendurg 
eines logarithmisch geteiltenKoordinaien- 
systems in der Warmemechanik. z.6. 
I.A.V. 59. 258.  

5063. P. Forchheimer. Über Vornnlu. 
suchungen für Wasserversorgungen. Z. 
o.1.a.v. 58. 200 

6064. E'. Foster. New gas engine d i i  
grarus. E. 109. 181. 

5065. 8. Frmk. Feuerlose Loka- 
motiven. Z.D.N. 29. 365. 

606(i. H. Fi-iedrich. Versuche ü t t r  
den Warmedurchgang, ausgeführt an 
Thermometem. Z .  G.K. 14. 187. 

bO67. P. Fuchs. Der Warmeübergang 
an  Vorw%rmerheizAachen. Z.V.D.1 51. 
1106. 

5068. T. Ganzenmüller und IV. Rcdt~c 
bacher. Die Umrechnung der Lcistung 
einer Kiiltemaschine auf Normalverhiilt. 

6047. k. Coolie. Thermal efficiency of Z ,  G.K. 13. 23. 
boilers. E. 101. 305. 5069. T. Ganzenmiiller. Ver~leicb 

604% C. fi. Curtis. Tesla of Curtis der ~ ~ l t ~ l ~ i ~ t ~ ~ ,  ~ ~ ~ . ~ i , ~ l .  
turbines. Eg. 84. 298. maschine beim Ansaugen nasser und 

6049. L. Umozny.  Das Hkrten von kockengesattigterl)ampfe, Z. G,K,  13, 6 5 ,  
Stahl. M.C.H. a. 726. 

5050. L. Dernosny. The hardening 
of steel. Eg 81. 676; 60.3. 

5051. A. Dosch. Mittelbarer Wachweis 
von unverbrannten Gasen in Verbren- 
nungsprodukten. Z.D.M. 30. 393. 

5052. A. Dosch. Beurteilung der Ver- 
brennungsvorgiinge bei Feueranlagon. 
Z.C.A.K. 2. 393; 431; 449; 473. 

5058. A. Dosch. Die GroBenbestimmnng 
der durch Abgase behrizten Speisewasser- 
vorwkrmer. P.?II.C. 39. 125;  132 ;  142. 

5070. K tieilhausen. VergleichenCe 
~ ~ ~ ~ d ~ ~ ~ h ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ h ~  an einer T ~ ~ .  
binenheiBdarnpfleitung der ~ e r l i n e ~  
sfadtisc.en zentrale ~ ~ ~ h ,  K.B. 2,i, ;;II;  
331. 

6071. R. Geipert. Beitrage zur Bu. 
rechnung des R-utzeffekts von Feueruiips- 
itnlagen. J.G.W. 49. 437; 459. 478. - 
J. Hudler 463. 

6072. .T. Goder. Die Verwerhng dei 
Abdampfes mit  Unterbrechung arbeiten- 
der Dampfmaschinen. T. 12. 61. 
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5073. A. Goebel. Berechnung von 
HeiBwasserheizungen. G.I. 29. 369. 

5074. P. Goerens. Über den augen- 
blicklichen Stand unserer Kenntnisse der 
Erstarrnngs- und Erkaltungsvorgiinge bci 
Eisenkohlenstofflegierungen. M. U. H. 3. 
175:  4. 137; 173. 

5075. de Gruhl. Verbrennungsverluste 
und endotherme Iteaktionen. Z. D.M. 30. 
297. 

SOi6. G. de Grahl. Warmeerfordernis 
für Eisenbetonbauten. B. E. B. 6.  40. 

j077. G .  de Grahl. Wiirmeaufnahme 
und Abgabe der Umfassungsw%nde von 
Gebiuden. G.I. 30. Bestnummer 26. 

5058. G. de Grahl. Die spezifische 
Lei~tung der Heizkessel-Heizfliichen. G. 
1. 29.  689. 

60'79. C. de Grahl. Zur Regelung der 
Wameabgabe beiWarmwasserheizungen. 
G.I. 29. 333. 

50SO. A. Gramberg. Zeichnerische 
Ermittlung der Strahlenberichtigung bei 
Heizwertbest~immungen mi t  der  Bombe. 
Z.V.D.I. 51. 262. 

5081. $1. Grellert. Die Anordnung 
von Dampfheizapparaten innerhalb der 
D~ckh6hevonNiederdruckdampfkesseln. 
G.I.  30. 71. 

5082. L. Guillet. Traitement ther- 
mique des produits métallurgiques. M. 
LC. 59. B. 570. 

5063. H. Haedicke. Die Temoeratur- 
schwankungen auf der gesamten Erd- 
oberflache. P.J. 321. 141.  

5084. F. Hauser. Untersuchungen 
explosibler Leuchtgasluftgemische. Z. 
V.D.I. 60.  240. 

608;. G. T. Hanckett. Boiler efficiency 
tests. E.W. 47. 454. 

5086. X. ifarkort. Beitrag zum Stu- 
dium des Systems Fe-W. M.U.H. 4. 617; 
639; 673. 

5087. F. HasenohrZ. Zum SchneU- 
umlauf der Warmwasserheizung. G.I. 
29. 366; 611. - H. Kraus 611. 

5085. E. Hausbrund. Dampfverbraiich 
und Bodenzahl der kontinuierlichen 
Alkohol-Dcstillierapparato. 2. C.A. K. 2. 
585: 617; 641. 

6089. K. Beilmann. Die Eutwicklung 
der Lokomobilen von R. Wolf. Z.V.D.I. 
60. 313; 446; 478. 

5090. C. Heinel. Wkrrnetafeln für 
Überhitaten Wasserdampf. %.Cr. K. 1 4 . 4 6 .  

5081. C. Heinel. Vereinfachte Be- 
handlung thermodynamiecher Aufgaben 
dea praktischen Meschinenbaues ver- 
mittels Schaulinien. Z.K.F.G. 9. 6 ;  103. 

5092. O. Henekel. Torschlige zur 
Feststellung der Vorgange in Ver- 

dampfungs- und Verdicbtungsapparaten. 
Z.G.K. 14.  141. 

6093. J. B. IIenderson. Recent ad- 
vantages in Our knowledge of radiation 
~ h e n o m e n a  and their bearinp on the 
optical rneasurementa of temperature. 
Eg. 82. 247. 

5094. J. B. Ilenderson. Recent ad- 
ventages in oiir knowledge of radiation 
phcnomena and their bearing on radia- 
tion p-yrometry. S.E. 57. 700. 

60!)5. E. H e y n  und O. Bauer. Kupfer 
und Schwefel. K U .  H. 3. 75. 

5096. B. Heyn und 0. Bauer. Kupfer 
und Phosphor. M. U.H. 4. 242; 257. 

6097 n. G. Herberg. Neuerungen i m  
Überhitzerbau. Z. B.H.S. 64 .  183. 

G097b. M. Hirsch. Die Anweudung 
der maschinellen Kiihlung auf den 
Kompressorbctricb. L .  G.K. 14. 221. 

50!J8. J. W. Hobson. Vauphans for- 
mula for equivalent h e a t i n g  surfaces. 
R.G.T. 42.  223. 

6099. J. 11. van't LloK n i e  Thermo- 
chemie. Z. O.  1. A.V. 3 8 , " ~ u ~ ~ l  45.  

6100. F. Hoffmann und B. Rothe. 
Cber die Ausdehnung des technixhen 
Pentans in tiefen Temperatiiren und die 
Skale des Pentanthermornetcrs. Z.I. 27. 
263. 

5101. L Holborn. Optical pyromctry. 
S.E.  59. 794. 

5102. C. If'. Holmbie. Die 6konomische 
Bedeutung dea HeiBdnmpfes fiir die 
Lhmpfturbine und die Kolbendampf- 
maschine. K.R.  24. 239;  255. 

6103. R. Uopkinson. The explosion 
of gaseouu mixtures and the  specific 
heat of the products. Eg. 81. 777. 

5104. B. Hophirrson. On tbc indicated 
power and mechanical efficicncy of the  
gas engine. Eg. 89. 570; 648;  E. 104. 427;  
453. 

6105. 8. Hort. Die Wiirmevorgange 
beim Liinnen von Metallen. Z.V.D.I. 
50. 3831; fi .  Ii7.1. 41. 1. 1 5106. M. Hottinoer. Vorn N u l ~ e l k k t  

1 guBeiBerner ~ ~ i e d e r k e s s e l .  G.I. 30. Fest- 
nummcr 43. 

ii107. ilf. Hottinger. Berechnung eines 
Trockenkastens. G.I. 30. 157. 

5108. M. Hottinger. Femwarmwasser- 
heizung. G.I. 30. 181; 361. - .M. Xrdsch- 
mer 35% 

6109. *W. Hottinger. Zentrale Fern- 
warmwasserverrorguug. G.I. 30. 293. 

61 10. M. Hottinger. Bestimmung der 
Rohrdurchmesser bei Darnpîheizungsan- 
lagen. G.I. 30.  840;  857. 

6111. C. L. Ruhbard. Selection of a 
steam eugine. E. W. 48.  859. 
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6112. G. Jacob. Die kalorimetriache 
Heizwertbestimmung von Kohle mit  be- 
~onde re r  Berücksichtigung der Kalori- 
metereichung. Z C.A.K. 2 .281;  313; 337; 
369;  4 9 9 ; 5 3 3 ;  565;  597. 

6113. W. Jaeger und R. o. Steinwehr. 
Anwendung des Platinthermometers bei 
kalorimetrischen Meseyngen. Z.I .  26 .237 .  

5114. A. Jarolimek. Cber die Mechanik 
der Verdarnpfung. Z.D. W. 31. 159;  32. 
24. - F. /fiaufi 32. 9. 

5115. J. B. Johnson. Blastreh-igeration. 
Eg. 82. 332. 

5116. J. E. Johnson. Different modes 
of blast refrigeration and th& power 
requirements. E. 102. 305; 331. 

6117. E. Jouguet. Le théorkme de 
M. Gouy e t  quelques-unes de ses appli- 
cations. R.D.M. 20. 21:% 

51 18. E'. Jououet. Remarciue sur la 
thermodynamique des machines motrices. 
R.l>.%f. 19. 41. 

5119. W. Kamerlinah-Onnes. Über 
Messungen sehr tiefe; Ternperaturen. 
Z.K.F.G. 9.  1 ;  17;  35 ;  5 6 ;  72;  88 ;  163;  
187;  10. 71. 

6120. K. Knufmunn. Selbsttatige 
Temperaturregler für Dampf- und Warm- 
masserheizanlagex. G.I. 30. 480. 

5121. H. Kaysw.  Die Griinde für 
die Temperaturerhohungen in den Unter- 
grundbahnen. G.I. 29. 317. 

6122. B. Rirsch. Eine Methode zur 
Uestimmung der \VArmedurchl%ssigkeit 
von I!aumaterialien. M.T. G.W. (2) 16.52.  

5123. J. Klaudy. Elementc. Pmbin-  
dungen, Mischung, Losung. Z. G.I. A.V. 
58. Suppl 10. 

5124. T. Klehe. Der Drehrohrofen 
in der Zementindustrie. B. M. K. 12 .  321. 
371.. 

6125. 0. Knoblauch 'und M. Jacob. 
Die Abhiingigkeit der spezifischen 
Warme c des Wasserdampfes von 
Druck und%emperatur. Z.V.D.1. 51. 81;  
124;  M.F.I.  35-36. 109. 

5126. F. Kramer. Uaa Verhalten der 
Diimpfe i n  den Verdampfern der Riilte- 
maschineu. Z.G.K. 13. 21;  41. 

5127. F. Krazis. Der Wirkungsgrad 
der  Dampfmaschine. Z.D. W. 31. 8 ;  1 5 ;  
35:  5 2 :  65;  8 5 :  99:  113:  137; 146. 

6131. A. Leon. S~hornsteinwara~. 
spannungen. Z.V.D.1. 61. 1.315. 

6132. A. Leon und A. Basch. Cber 
die Temperaturspannungen in einerHo11l- 
kugel bei stationkrer W%rmestromung, 
Z.O.1.A.V. 59. 717. 

5133. E. Lmser. c b e r  Paul Ybllera 
Untersuchungen a n  Druckluft himmeni. 
Z.K.E1.G. 1 0 .  8;  2 6 ;  45;  89. 

5134. L. Letombe. Comment s'exerce 
l'action de paroi dans les moteurs à 
comhirstinn interne. M.I.C. 58. 661. 

6135. M. Longidge .  Superheatri 
stearn. Eg. 81. 164. 

5136. R .  Lorenz. Temperaturûpan- 
nungen iii Hohlzylindern. Z.V.D.I. 61. 
743. 

6137. E. Lucas. Anorduung und Ile- 
messung der R,ohrleitung boi \Tarn- 
wasserheizungen mit befionderer Reriick- 
sichtigung der Wiirmevrrluste im Rûhr- 
netz. 6.1. 30. 457. 

5138. R. Lucas. Über Wattvertirsuch 
und Lichtstirke der Ediaongliihlampe. 
E. Z. 27. 524. 

5139. E: Lux. Da8 Raupp'sche Gas- 
kalorimeter. J. G.W. 49. 475. ., 

61 40. 0. iMarr. Kessel mit IJberhitzer 
für Steinkohle-Schüttfeuerung. Z . D  11 
30.  277. 

5141. 0. N a r r .  Vom Troekrien. G. 
1. 29. 749; 781. 

5142. G. 3farzahn. Die Bestimmung 
der wirtschaftlichsten Dampfanlage fLi 
Betricbe mit Bedarf a n  Heizdiimpfen. 
P.J. 321. 529;  551. 

5143. B. E. ilfathot. Mode d e  ré- 
glage, cycle e t  construction des matenn 
à coir~bustion interne. R.D.M. 18. 441. 

6144. E: R. Matteson. Gas-engine 
c a l o r i m e t ~ .  Am. M. 29. U.112. 

5145. G. Mees. Der EinfluB da 
Mischungsverhiiltnisses auf die Vinne- 
ausnutzung in  der Gaainaschine. Z.T. 
D.I.  51. 1586. - K. Kutzbaclh 1657. 

5146. R. Metces. Luftverflüssiguogs- 
und Sauerstoff-Stickstoff Gewinnnng- 
verfahren. Z.C.B.K. 2. 5 6 1 ;  6 9 1  

6147. 3'. Xeyenberg. Abdampf nit 
Krafterzeugung. Z. D. 31. 29. 105: 145; 
153;  161;  181.  

h148. B. Mever. Rrennmateriainr- 
i brauch und ~ u t i e i s t u r i ~  in Kessel- und 

5128. .M. Iirahse. ~ i e  Tsmpsiatur- 1 Feuerungsrnlagen. Z.L.H. 12. 90: 105. 
verhaltuisse i m  Wkmeaustauschaplrarat. 6149. G. J. Xeyer. Theoretkches und 
2.G.K 14. 227. 1 Praktischrs iiher Absehmelzsiçheriingrc. 

512!). O. Krell. Abkühlung von Ge- E.Z. 28. 430;  1156;  1158. 
bgnden. G.I. 30. 10.  5150. A. Nagel. Tersuche an fer 

5130. E'. Langen. Uampfhetrieb bei 
hohen Drücken und hoheri Temperatureri. 
Z.G.ï ' .  4. 448. 

Gasmaachine über den EinfluB 
Mischung.q~.erhaltnisaes. Z.Y.D.T. $1. 
1405: 1460. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Technisches Abhandlungsregister 1906-1907. 11 1 

51;il. C. Naske. Der Generator i n  
der Zementindiistrie. Z.V.D.I. 50 631;  
883. - A. Jabs 883. 

5152. P. Oberhoffer. Die spezifische 
Varme des Fe. M. U. H. 4. 427 ; 447 ; 486 ; 

51.53. C. 0brgl1ou:icz. Das Mischwasser- 
heizeystern. G.I. 29.  605. 

6154. L. Ott. Untersuchungen zur 
Frage der Erwiirmung elektrischcr Ma- 
schinen. M.F.I. 35-36. 53. 

6lB5. .T. E. Petavel. The Dressure of - - 

explosion. Eg. 81. 429. 
51.56. Pfeiffcr. Korrektionstafel zur 

~es t , immuni  des Heizwertes 'von Gas. 
J .G.~v.  5 0 . ~ 6 7 .  

5157. R. Pidet. Die E n t w i c k l u n ~  der 
Theorien und der ~ e r f a h r u n ~ s w e i s e i  bei 
der Herstellung der llüasigen Lnft. Z. 
K.F.B. 9.  51;  67;  9 2 ;  99;  115;  147;  184. 

5158. B. Pictet. Ein neuor Motor mi t  
adiabatischer Entspannung zur Her- 
stellnng flüssiger Luft. X. K. E'. G. IO. 101. 

5169. E. Rasch. Die Ermittlung und 
Aufzeichnung der IJmwandliingspunkte 
fester Lüsungen. P.J. 321. 761. 

BIGO. E. Rmch. Stickstoff i n  Eisen. 
P.J. 331. 691. 

5161. A. Reichelt. Die konsti-iiktive 
Behandlung der IIeiBdampfrohrleitungen 
mit Berücksichtipng der Materialfrage. 
P.J. 321. 609;  676. 

6162. F. L. Richter. Beitrag zur 
Frage: Kann überhitzter Dampf Wasser 
enthalleu? Z.V.D.1. 50.  282. - J. B r -  
n i a m  512. 

5163. F. L. Richter. Das Verhalten 
überhitzten Wasserdampfes inder  Kollien- 
m a d i n e .  M.F.I. 30. 49.  

6164. F. L. Richter. Thermische 
Cntersuchung an  Kompressoren. M.F. 1. 
32.  1. 

51ü5. G. Rosset. Néthodes de déter- 
mination de l'eau liquide mécaniquement 
entrainée par la vapeur. P.E.M. (5) 6. 
156; 171; 186. 

5161;. J. IloZiE. Heit,rag znr Theorie 
der Liude'schen Luftveriliissigungsrria- 
schine. Z .K.F .G.  10. 117;  133. 

5167. B. Rubens Apparat eur Be- 
~timmung des mechanischen Wiirme- 
iquivalents. Z. G.X.  13. 8 9 .  
516s. K. Rzcbi-icius. Kraftgewinnung 

aus Abdampf. E. T.M. 24. 52.5. 
Z16il. M. Rusch. Eine bequeme 

Fiiherungsformel fiir die Spannung des 
gesattigten Dampfes zwischen 100° bis 
220'. Z .  0.I.il.V. 58.  536. - A. Jorolimek. 
644. 

5170. R. Sanaén. Vergleich zwischen 
einer 2 - und einer 3 -fach gekoppelten 
Schnellzug -Lokomotive. O. F. E. 44. 67.  

6171. E. Saucr. Zur g e k u p ~ e l t c n  
Peraonenzugloknmotire mit  Speisewasfier- 
vo rwhuern .  Z.V.D.I. 51 .  11. 

5172. H. Schnterber. Les explosifa 
modernes, G .  C. 51. 292. 

6173. 0. Schneider. Zur Dynamik der  
Uanipfstrümung in  der Kolbendampfuia- 
maschine. Z. V.D.I. 51. 227.- W. Schiile. 
228. 

6174. W. Schiile. Zur Dynamik der  
Dampfstromung in der  Kolbendampf- 
maschine. Z.Y.D.I. 50. 1900; 1934;  1988. 

51 75. W. Schl'ile. Hie Ueurteilung der 
Turbokompressoren auf theimodyna- 
mischer Grundlage. Z.V.D.I. 51. 1669;  
1883. - A. Barbezat 1883. 

6176. L. Sekutowicz. Les turbines à 
gaz. M. IC. 59. A. 195 ; 803. - R. drniew 
grr.ud 754. - J. Rey 771. - G. Hart 784. 
- L. Letombe 787. - A. Boche1 798. 

5177. J. A. Smith. Experiments on 
surface condensation. Eg.  81. 395. 

5178. J. A. Smith. Air in relation t o  
t he  surface condensation of low-prepsure 
steam. E. 102.  75;  103. 

5179. H. B. Stuford. The Mellin 
compound. A.  E. R. J,-80. 130. 

5180. W. Stahl. Uber 1)issoziations- 
spaunungen resp. Ssiierstoffdrücke einiger 
Oxyde in den R&t- und Schmelzhitzen 
der Flammofen. M.U. H. 4.  682. 

5181. R. 7'. Gtrohn~. Feed-water heating. 
E.W. 48 .  661. 

5182. 1'. WSrmeverluste einer Dainpf- 
leitung. K.B. 24. 357,. 

6183. F. Thonet. Etude sur le mouve- 
ment de  l a  chaleur dans les parois des 
cylindre8 des machines à vapeur. R. D. 
JI.  21. 533. 

5184. B. Trautnzann. c b e r  die Be- 
triehsergehnis~e des K. Pernheiz- nnd 
Elektrizitiitswerks Dresden. Cr. 1. 30. 
Pestnummer 36. 

5186. H. B. Vauahan. Some notes 
on the tests at t he  &. Louis exposition. 
A.B.B.J. 81. 302. 

5 186. C. W. Wuidnerrmd G .  K. Buraess. 
Optical pyrornetry. Eg. 83. 276;  323. - 
L. Holborn 84.  345. - C. Féry 539. 

blS7. R. 1,. Weaghton. The efficiency 
of surface condeusers. Eg. 81. 497;  532;  
630. - J. JV. Hayword 650. 

6188. R .  Wenck. Die neueren Wassrr- 
heizungssysteme. Z.L.H. 12. 6; 17;  2 5 ;  
45; 65; 8 7 ; 1 1 3 ;  119;  127;  177;  185. 

6189. E. Wendt. Untersiichungen an 
Gaserzeugeru. M. F.I. 31. 57. 

5190. Wiebe. Die amerikanischen 
Priifungsbestimmungen fürThermometer. 
D.M.Z. 1906. 8 ;  18;  2 8 ;  4 8 ;  58;.,67; 76. 

5191. A .  IV. Witkowski. Uber die 
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Ausdehnung des B. Z.K.F.G. 9. 83; 124:  
131. 

5192. G. Wobsa. Zustandegleichung 
des N H 3  dampfea und seine themischen 
Eigen~cha~ften. Z .  G. K. 14. 6 1. 

6193. R. Wotrubu. Die HeiBluftma- 
~ e h i n e  mit groBer Kompression. P.J. 
321. 196. 

6194. Zyka. fiber den Dampfdurch- 
gang durch lteguliementile in Nieder- 
druckdampfheizungen. G.I. 29. 345;  30. 
665;  681; 697. 

51%. X. N. Kondensationsverauche. 
Z.1).&1. 29. 251;  276; 323. 

6196. A7 N. Steam a t  high pressures 
and temperatures. Eg. 83.  1; 40 .  

5197. N. N. Thermal properties of 
water and steam at high temperatures 
Ee. 83. 339:  472.  

'5198. Af. N. Dampfüberhitzer. P. 
N. C. 40. 31 ; 38;  46.  

6199. N. N. The swecifie heat of 
supwheated steam. ~ ~ . ~ 8 3 .  227. 

5200. N. N. Constants for gases. 
Eg. 82. 76. 

5201. N. N. Rise of temperature in 
cold stores. E. 101. 240. 

5202. N .  Die praktische Bedeu- 
tung des Stefan-Boltzmannschcn Strah- 
lungsgesetzes. Z.D.W. 32. 133. 

5203. N. iV. Die Bedeutiing des 
Torpedoa: und Mittel zur Erhohung seiuer 
motorischen Leistungsfihigkeit. P .  I.K. 
1. 535. 

.' 6, o A 4 .  AT. N. Turbine à vapeiir de  
12 chevsux, système Curtia. P.E.M. (5) 
6,. 65;  87.  

5205. Ar. N. Die Druckluft- odcr 
Mammiitpilmpe. Z.K. F. G. 9. 27. 

5206. N. N. Empfiutllichkeit der 
Thermometer. Z. D. M. 29. 482. 

5307. LN. N. Neues Wasser-Pyrometer 
znm Messeri von Temperatnren zwisehen 
625' und 1OOO0 C. J.G.W. 50. 1005. 

Winkelteiliing. 
6508. Bemozay. La trisection de 

l'angle. G. C. 50.  451.  - N. D.L.  R. 432, 
6209. G. T. Llewellyn Procédé @a- 

phiqnc pour l e  division d'un angle en 
3 parties égales. G.C. 48. 404. 

6210. F. Rust; R. H. M. The trisectiou 
of angles. E.N.  65.  130. 

Zahlentheorie.  

5211. J. Parker. Finding change gears 
by prime-factor tables. Am. M. 30. B. 860. 

Zeieheninstrumente. 
5212. BecMe. Kurvensammler. Z.V. 

36. 143. 
5213. K. W. Rowien. A cornbinatian 

triangle. Am. M. 29. B. 248. - Arlebe 486. 
6214. J. Claren. Ein neuer Ellimen- 

zirkcl. D.M. 16. 176 .  
5215. H. W. Fischer. Method for 

mling parallel lines of any spacing. 
Am.M. 30 A. 643. 

5216. F. T. Llewellyn. A straight-line 
instrument for trisecting an angle. E. 
N. 66.  16. - 0. I<'rohlieh 243. - B. Thi- 
volle 416.  

6217. A. McAlpine. Mea~uring the 
length of curved arches. Am. M. 29. B. 29. 

5218. Merrimac. An adjustabletrizande. 
Am.31. 30. B. 67. 

5219. V. de Puu. liurvensammler. 
W.B. S. 3 .  403. 

5220. S. Sitte. Der Persaektivschieber. 
C.G.U. 25. 404. 

6221. J. E. Sweet. A new drawing 
instrument. Am.M. 29. A. 257. 

5292. C. Zzntmermann. Fli.chenairke1. 
Z.V. 35 .  272. 

5223. X. N. Ein B e i t r a ~  zur Be- 
nutzung des Kurven!ineals. P. G. C. 40.90. 

6284. N. N. Equerre hyperbolique 
Morin. M.I.C. 60. B. 93. 
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Der hyperbolische Kosinnsbogentrager (Kettenlinientriiger). 

Von Baurat Anom PRANCKR in Alfeld an der Leine. 

Die hyperbolische Kosinuslinie oder Kettenlinie hat den Krümmungs- 

halbmesser q = - 
COS m S  ' lie@ mithin zwi~chen dem Kreise q = r und 

der Parabel p = 2 -,. Sie ist der Pttrabel niiher verwandt als dem 
COS u] 

Kreise, indem aie wie die Parabel die ooferne Gerade berührt. Pür 
genügend geringe Pfeilhohe fallen Kreis, Parabel und diese Bogenlinie 
in die niimliche Bogenform zusammen und zeigen daher die gleiche 
Krafteverteilung. Pür groBere Pfeilhohen aber fallen die elastischen 
Werte der Kreisform und der Parabelform k i t  auseinander. Diese 
Bogenform liegt zwischen denselben und làBt sich für groi3ere Pfeil- 
htihen etwas einfacher als die Parabel mathematiscli genau hehandeln. 
Wertvoll muB es daher nach Mcinung des Verfasscrs an und für sich 
sein, für diese der Parabel so nahe verwandte Linie auch für beliebige 
Pfdhohen eine genaue mathematische Uarstellung des Spieles der 
inneren Kriifte zu gewinnen. 

Überdies verdient diese Bogenform insofern allgemein technische 
Beachtung, als sie fur manche Falle als die zur praktischen Anwendung 
geeignetste bezeichnet werden muB. 

Ordnet man die Stützlinie und die Linie der zugehtirigen Last- 
hohen einander zu, so erscheint diese Linie als das sich selbst ent- 
spreçhende Element. Ein nach dieser Bogenlinie ausgeführtes Tonnen- 
gewolbe Ton gleichbleihender Wolbstarke triigt sich selbst als Stütx- 
h i e  ohne innere Biegungsmomente. 

Allgemein verteilt sich meist das Eigengewicht oder die standige 
Last der Bogenkonstruktionen nicht gleichmiiBip über die Wagerechte. 
Baufig schmiegt sich die Verteilung mehr odcr weniger genau dem 

Gesetze p = -& an, Dann aber zeigt gerade diese ,Bogenlinie vor 
cos o 

d e n  andercn Bogenformen den Vorzug, daB nur die rollende odor 
auBergew6hnliche Belastung wesentliche innere Biegungsmomente her- 

P vomft. Denn diese Bogenlinie ist die Stützlinie der Belastung p = -" - 
cos w 

Zeitschrift f. Methematik n. Phgsik. 59. Band 1911. Heft 2. 8 
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114 Der hyperbolische KosinusbogentrBger (Kettenlinientrager). 

Für  diese Bogenlinie gelten, mit Bezug auf Fig. 1, die folgeuden 
Gleichungen und Beziehungen zwischen den einzeln in Betracht kom- 
menden Rechnungsgr6Ben. 

1 
Setzt man, fiir '3 = tg 0, den Wert ----- = 601 a, dann id Einol 

d z  COB w 

chem dicse ein- 
formige Linie ge- 
zeichnet oder an- 

geschaut wird. Die 
verschiedenen Bo- 
genformen, Bogen 
von verschiedener 
Pfeilhohe, sind wie 
beim Kreise, Ab- 
schriittevon unter- 

W 
= t g n ,  x a n 9 ? = t g - ;  a =  

2 
; O =Je und ist r dcr Krüm- 

Fig. 1. munpshalbmcsser 

I A 
in1 Scheitel, dann 

l shiedenen SchluB- 
winkeln, siimtlich von der einen einzigen Linienform abgeschnitten in 
verachiedener Tiefenlage, und es gelten die einfachen Beziehungen: 

x = r a ;  v = y  + r  = r&oia; s=rGina; g=rO.o\au; y=r(Qofcc-1); 

L ---- t ---- * 
l 

wiihrend die Sehnenhohe u = r (60j y - CSoj cr) = lz ist, für  

y cos p = 1. 

ist dieser Wert r 
das Zeichen des 

1. Wirkung des Bogenschubes B. 

Wir bezeichnen mit z die in Richtung des Krümmungshalbmessers 
gemessene elastische Durchhiegnng des Rogens mit frei drehbaren, 
unvcrschieblichen Karnpfern und erhdten durch Anwendung der Glei- 

d 9 z  dyz 
chung EJdsP = Dl fiir den Zustand l T =  1 die Gleichung FJ-, as 

E J d P z  
= h - y oder - = Q o ~  y - Q o ~  a, wobei GO[ y cos /3 = 1 ist. (Fig. 2.) r ds  

Durch Integration nach ds = r  Chfadu wird erhaIten: 

E J d z  --- Gin a: Eof a a -j((ihfr - &oicr)&ofcrdrz= QofyGistcr - - --.  r 2  d~ 2 'L 
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Durch Einsetzung des 
Kampferwertes a = y 
erhalten wir Kenntnis 
des wichtigen, hei Be- 
trachtung von gekup- 
pelten oder anderweit 
am Kiimpfer gebunde- 
nen B6gen unentbehr- 
lichen RTertes der vom 
Bogenschub erzeugten 
K'impfertlrehiing 

J B i n 2 y - 2 y  
TrSp = -4-- - H, 

welcheDrehungbeiposi- 
tivem Drucke H vom 
Xiimpfer nach auswarts 
gerichtet ist. Durch 

Von ADOLF FRANCKE. 115 

Fig. 9. 

I 

nochmalige h teg ra t ion  nach ds = 7 Bor a:da wird erhalten: 

Gin a OU\ a: E J s = J ( ~ o l y ~ i n a -  r s  - - -  - 2  " (lo/ada 

d a  
Daraus ergibt sich für d m  =- die Achsenschiebung w: 

cioj 'Y 

und mithin für  w = p,  a: = y 

-- 
5 ( 6 i ~ 2 ~ + 2 ~ )  EJw = ( @ n ~ - & o i y  - !!F)p + .--3T---- - - 

r 3  2  
/a,,,, adn 

O 

Der letzte Wert  A = fi Zang ada: kann auf vcrmhiedenen Wegen 
rechnerisch dargestellt werden. W i r  geben zwei Pormeln, von denen 

die eine bei kleinen, die andere bei groBen Zahlenwerten a rechnunp-  
maBig zweekmiiBig ist. Weil  Sang a: < n und zugleich S a n g  a: < 1 k t ,  

LYS a 
so ist immer A < und zugleich d < Da 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



716 Der hyperbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinientrager). 

ist, so ist 
as a6 2a7 17ag 6 2 ~ ~ "  A =--- + - -  + - + . . .  
3 16 7 . 1 6  6 . 7 . 9 '  6 - 7 . 9 ' . 1 1  

Die Reihe ist zweckrniiBig zur Berechnung von A = fi Sang adc! bei 

kleineren Werten a! und wird sehr unbequem bei groBen Werten a .  

Setzt man 

dann ist 
cf" A -&Sang a d a  = 2  - ~ J ( a e - ' ~ -  ae-4a + aePGU - + ) d a  

und diese Reihe ist zweckmai3ig zur Berechnung bei groBen Werten a. 

Wir  setzen Bop y  = et3is, +3e0h ein und beseiohnen den, nega 
4 

EJ 
tiv unter Umkehrung der Vorzeichen genommenen, 16fachen Wert ;, w 

mit N und erhalten: 
16EJ Nr-- 20' 
r' 

als genaues mathematisches MaB der vom Bogenschub H erzeugten 
Verlangerung der Bogenachse bei der Verbiegung. 

2. Wirkung einer Scheitellast. 

Die im Scheitel hangende Last P = 2 verbiegt an und für sich, 
also für H -  0 den Bogen, Fig. 3, nach MaBgabr: der Gleichung: 

d Z z  Z . T d 2 z  
E J  ~ ~ = x - e  oder r - d , s -  a - y  

d s 

3 Gin a (Soja 
-- - 

4 
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d ar 
Daraus folgt nach Vervielfiltigung mit d m  = durch Integration: 

Durch Einsetzung der Kiimpferwerte m = PB,  ct = y wird erhdten: 

Man kann das letzto Integral für sich berechnen. Rechnerisch etmas 
einfacher gestaltet es sich xi& S. 

zumeist, wenn 
OP ,/a d w  

= w a -,/;da 
I 

gesetzt wird. Man erh+lt 
alsdann : 

EJ 3 Gin 2 7  
cw = P (  - Ginr) 7 

6 w- + E . ~ o \ ~ - ~ ( G D I ~ - ~ )  \ ?-@, I /' 
3/' '! / + gfwda. ' / /  

u I ' 
b/  

Alan kann & d a  auf sehr verschiedene Weisen rechnerisch feststellen; 
O 

wir geben hier zwei Wege an, von welchen der erste für Heine, der 
zweite für poBe SchluBwerte a ,  y rechnerisch passend kt.  

Weil 
d a  (Y' 5rr4  61a6 dm = - - =  du 1 - +  ---- f . . .  

e~y (L { 2 24, 6! 

ist, so ist 
a' 6a6 61a7 +-  
6 120 i'! 

und daher 
a' r r 4  us  61a8 

= - - + .- - - + . . 
2 24 24.6 8 !  
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118 Der hyperbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinientrager). 

Der Zahlenwert fi d a  ist mithin steta bekannt. Um bei Zahlenrech- 

nungen zu gegebenen Werten w, ,3 die genauen zugehorigen Werte a, y 
zii bestimmen, kann man, abgesehen von den bereits gegebenen Be- 
ziehungen, eine der folgenden Gleichungen benutzen : 

EJ W i r  vervieKaltigen den gefundenen Wert  T W  mit 8 und erhalten in: 
Y 

E J  8 , w = ~ = ~ ( 3 ~ i n 2 ~ 8 ~ i n ~ ) + 8 1 . ~ o ~ ~ - l 0 ( ~ o i ~ l j + 6 ~ d a  
O 

einen, nach dem gleichen MaEe mie für den Bogenschub H bestimmten 
mathematischen Ausdruck für die durch eine Scheitellast P = 1 bei 
der Verlangeruna bewirkte Verkürzung der Bogenlinie. 

W i r  betrachteten die Wirkung der bekannten Last P und die 
Wirkung des zunachst der GroBe nach unbekannten Schubes H jede 
für sich gesondert. Beide wirken gleichzeitig und gemeinsam an der 
tatsachlich vorhandenen, elastisch vcriinderten, Bogenlinie und jede der 
beiden Krafte Y, H verbiegt für siçh allein diese Bogenlinie in der 
bestimmten nachgewiesenen Weise. Weil bei richtiger zahlenmiiBiger 
Bemessung des Wertes H das Gesanitergebnis beider gesondert be- 
trachteten Verbiegungen die Unveranderlichkeit der tatsachlich vor- 
handenen Bogenlinie darstellen muB, so erhalten wir zur Derechnung 
des von einer lotrechten Scheitellast P erzeugten Bogenschubes H die 
Gleichimg : 

Y 
1 1  

~ ( 3 G i n ~ y - 8 G i n y ) + 8 Z . G o i y - i ~ ( G o \ y - i ) + 6 ~ m d r i  
H O z (1) - = -/ 

P Y 
10 (2 y + Gin 'L 

- N j  
4P(3 goi Y + &Di - 2 y ~ y i n ~ )  - - + ~ / i % ~ ~ w d a  

3 3 
O 
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Von ADOLF FRANCHE. 119 

welche Gleichung unverkürzt und mathematisch genau anwendbar bleibt 
1G 

für alle Werte f i ,  y von P, y = O bis j3 = --, y = CO, mithin für alle 
2 

Pfeilhohen von O bis m. 

Für den mflachen Rogen wird Z = + ?4, N = gy5, und daher wird 
der Bogenschub erzeugt : 

Jfithin ist der Bogenschub des ooflachen Bogens etwas grGBer als 

-: niimlich = 0,3906 5 irn Vergleich xu 0,376 - 

8 8 ci) (3 . 
Setzt man - = x - und prüft diesen Zahlenwert x an der Hand P " O  

drr mathematischen Gleichung, so findet man, daB x mit steigender 
Bogenbohe abnimmt. Diese Abnahme erfolgt zuniichst recht langsam. 
Für ausgesprochene Flachbogen findet man stets den rechnungsmiiBigen 
wert ungefahr genau = $. Erst wenn die Bogenform die Halbkreis- 

form überschreitet, 7 1 wird, weieht x einigermaBen merklioh vom 

h 
Werte + ab. Für  -- = rund 4 hat man den Wert  x - +. 

C 

Fiir ungernessen groBe Pfeilhohen wird x verschwindend Hein, 
H T 9 7  c 

indem - dem Grencwert '1 - = (-) .- für verschwiodeude Werte f ru- P " 88c h 

etrebt,. 
Als Rechnungsergebnis steht also der Wert x = '1, als durchaus 

guter brauchbarer einfacher Zahlenwert für Plachbogen fest, der ge- 
nnuere Wert aber namentlich für groBe Pfeilhtihen ist im Einzelfall 
aus der mathematischen Gleichung zu entnehrnen. E s  liegt in der 
Natur der Sache, da8 sich hier bei dieser Bogenform der hhlenwert  x 

bei groBen Pfeilhtihen anders entmickelt als bei der Parabel. Das Ver- 
I' 

hiltnis - wird immer in gewisser Beziehung stehen zur SchluBtan- 
2H . 

P gente, weil die Mittelkraft von sH und x dem Halbbogen sich tunlichst 

anschmiegt, ihn so umfahrt, daB keine Vergeudung von Kraft und 
Arbeitsleistung stattfindet. Bei der Parabel lie@ der Schnittpunkt der 
beiden SchluBtangenten über der Sehne in der HGhe t = 2h, bei der 

t cr G i n a  Kosinuslinie wachst dieses Verhiiltnis - - 
h Eoior- 1 

vom Werte 2 für 

Heine Pfeilhtihen ab allm%hlich mit wachsendem a: ins Ungemesserie, 
daher auçh x unbegrenzt bis zum Werte O abnimmt. 
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120 Der hyperbolische Kosinusbogentr%ger (Kettenlinientrager). 

3. Wirknng einer auRerhalb des Scheitels hangenden lotrechten Last. 

Um den von einer im beliebigen Bogenpunkt x angreifenden 
Einzellast erzeugten Bogenschub II zu ermitteln, betrachten wir A- 

Fig. 4. nschst (Fig. 4) die W i r k u q  ' 

von zwei symmetrisch in den 
Rogenpiinkten k , ~ ,  hangenden 
Einzellasten P und einer im 
Scheitel negativ aufwiirts ge- 
richteten Kraft 2 P, weil wir 
durch diese Betrachtung am 
einfachsten zu anschaulich 
und übersichtlich gestalteten 
Gleichungen gelangen. 

F ü r  diesen Belastungsfall 

I lauten, für  H= 0, die Ver 
biegungsgleichungen für P=l: 

Auf der Strecke 1 von w, a = O bis w - 7,  a = f 
E J d 2 z  - 

d s " k - a ;  
E J ~ Z  - -=J(E-a)Gofada=Goia-  1 +(&.)Bina 
r' as 

EJ.e r =J[su~ a - 1 + ($ - a) Gin a) Go/ ardu 

- 
3GinorBojor+3or ,-. - &O\% 3E Gin [. 8oji 

4 
- o t n a  + (f a )  (7 + (gujE-1)Giny-,-, 

und es wird 

si = (Gu/ $ - 1) (Gin 5 - Eiii y) 
y S  

Pür 

erhalten wir: 
6 

O ( O -  1) - l . ~ o i a  

Gin a: ~ i n ~ i g j  
t (E-a )  2 -  - ~ ( ~ + ( ~ u f g - l ) ~ i n ~ - - - - -  +- d o .  

O 

F ü r  die Strecke II, von a = f bis a = y, auf welcher keine AuBen- 
krafte angreifen, lauten die Gleichungen: 

E J d 2 z  
- -  

E J d z  EJ 
d s z = o j  - 7 %  -- cds =GO!& 1; -,z= (&OIE - l )(Eina-Giny) 
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EJ Um den Gesamtwert Fw für den Belastungsfall der Fig. 4 zu 

finden, haben wir den Wert der Strecke 1 innerhalb der Grenzen O 
und 5, den Wert  der Strecke II von a = 5 bis a = y zu nehmen, und 
wir erhalten, nach gehoriger Zusamrnenstellung der einzelnen Werte, 
den Ausdruck : 

wenn mit Z,, Zt; allgemein die oben gefundene Zahlerfunktion be- 
zeiclinet wird: 5 

Z t = q ( 2 G i n 2 6 - 8 B i n L )  + ~ Z . & ~ / D - I O ( Q ~ / I - ~ ) + G J ~ ~ ~ ;  
O 

& o i 5 c o s ~  = 1. 

Diesee Ergebnis war als sclbstverstiindlich vorauszusehen. WSre 
in F'ig. 4 für den Angriffspunkt x, 6 der Wert Zg = O, so befinde sich 
Bogenteil 1 im genau nega- 

Pig. 5. 
tiv gleichen Belastungs- und 
Beanspruchungsfall wie der 
Bogen der Big. 3. Also ist 
dem Werte - Zt noch der 5 
achtfache Wert 

H 

. . 

soaie der entsprechende '\\ 1 
Wert des Bogenendes II 
hinzuzufügen. 

'1 
Wir heben, durch Zu- 

l 

figung von + Z,  die negative Sçheitelkraft 2 P wieder auf und erhalten 
für den von einer einzigen im Bogenpuiikt x = rg  hiingenden Last P= 1 
erzeugten Bogenschub die Gleichung (Fig. 5) : 

gui Y oder fiir X = 8(6o/ - 1) ( p  Gin y - 9 Gin 5 - 1 . - )  k" g'+ 
schrieben: 

z - 2 . - X  
= r - - C - .  - Y 

Besonders für verglcichende Rechnung zwischen einzelnen Bogen 
verschiedener Pfeilverhaltnisse, also verschiedener SchluBwinkelwerte, 
ist diese Schreibweise rechnerisch bequem, ineofem als ZE der Ziihler- 
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122 Der hyperboiische Kosinusbogentrager (Kettenlinientrager). 

wert Z für Laststellung im Scheitel des kleineren Bogens der Spann- 
weite = 2rE = 2% ist. 

Die zusiitzliche Funktion X verschwindet sowohl im Scheitel, wie 
am Kampfer, wiihrend 2; für Soheitelstellung = O, für Kiimpferstellung 
= 2, = Z wird. - Für milache Bogen erhalten wir daraus: 

Indem man y" 56' für mittlere Fiille forthebt, erhiilt man: 

wenn u die Sehnenhohe bedeutet. 

E s  sind dieses die genau gleichen Rechnungsformeln, wie dieselben 
für die flache Parabel allgemein üblich sind. Allgemein ist die Parahel 
der hier betrachteten Bogenlinie sehr nahe verwandt und unterscheidet 
siçh von dieser lediglich durch etwas scharferes Anwachsen des 

Krümmungshalbmessers g nach der Gleikhung Q = 2- = r6ofa3,und 
COS O 

stellt man für die Parabel die gleichgebaute und in allen einzelnen 
Zeichen Gleiches bedeuteride Gleichung II auf: 

dann haben die Funktioneii AT, 2, Zt, X den folgenden Ausdruck: 

Hierin kann der Zahlenwert des Integralsf i2do auf sehr verschiedene 
Arten festgestellt werden. 

Die Einsetzung der Reihe 

wonach der Wert festgestellt werden kann. Weil 
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Vervielfiltigt man die erste Reihe mit 2, die zweite mit 3, ziihlt zu- 
sammen und teilt durch 5, so erhalt man: 

und für a: < 1 ist 

ein brauchbarer einfacher Rechnungswert. 

Für groBe Werte a: rechnet man zweclnnkiBig nach der Reihe: 

wihrend Zt durch Vertauschung von y mit $, fi mit rj hervorgeht 
rGineg und die betrachtete Last im Bogenpunkte x = r GinE, y = 2, 

s <(i + Gin E Bof 5 )  hangt und der Bogen die Spannweite 

2c=  2rGiuy = 2 r t g / î  
hat. 

Die zusiitzliche Funktion X leutet fiir die Parabel: 

2 0  - Eoi 6 )  X =  Gin 2 6 + ~ i n ~ ( i  + 6 ) ]  - 
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124 Der hyperbolische KosinnsbogentrZger (Kettenlinientrager). 

Mit mathematischem Zwang zeigen Parabel und Kosinuslinie für 
geniigend flache Wolbung die rechnungsmaBig gleiche Krafteverteil~n~, 
und zwar bleibt hierbei die Übertragbarkeit des für eine Bogenform 
festgestellten Ergebnisses nicht notwendig gebunden an die Zulassigkeit 
der rechnungsmiibigen Vertauschung des Wertes Qof y mit 1 oder mit 

1 -/- y -  Die Krafteverteilung in zwei Einzelbogen der beiden Bogen- 
2 

arten ist n h l i c h  überhaupt nicht auf Grund gleicher SchluBwerte y, 
h vielmehr auf Grund gleicher Werte zu vergleichen. Die drei Linien 

p = r, g = T Qor3c4, Q = r &J\~CL lauferi, wenn sie im niimlichen NaB- 
stab, also fur den gleichen Wert r des Krümmungshalbmessers im 
Scheitel gezeichnet werden, zwar mit wachseridem a sehr bald weit 
auseinander. Dagegen bleiben namentlich die beiden Linien Q = r Q ~ l ' a :  

p = r,QojSa, wenn sie über der niimlichen Sehne 2 c  und mit der 
niimlichen Pfeilhohe h gezeichnet werden, wesentlich weit weniger 
unterschieden. Der Verfasser neigt der Meinung zu, daB, soweit 0s 

sich nicht um Drehwerte handelt, also bei frei drehbaren Kiimpfern 
für Parabel und Kosinnsbogen kein nennenswerter Unterschied in der 

h 
Krafteverteilung bestehen wird, so lange es sich um Flachbogen (1  

handelt. 

Für  die Parabel erfordert eine genaue mathematische Darstellung 
und reçhnerisehe Prüfung ungleich weitlaufigeres Sçhreibwerk und 
kehren wir daher wieder xurn hyperbolischen Kosinusbogen zurück. 

Man kann die Gleichung Z - Zg - X = F zusammenziehen in den 
Ausdruck : 

F=2pGiny(3Qoiy-4EojE) + v G i n 2 f  + 

t 
wobei Fi=,  = Z ist. 

Um zu prüfen inwieweit die Formel 
U mel B -  O h -  O (O:y-"iE , o f y - i  ) ansendbar bleibt, ist var aliem 

festzustellen, ob der Verlauf der Krafteverteilung beim Austritt der 
wandelnden Last aus der Scheitelstellung einigermden richtig dar- 
gestelit bleibt, weil es keineswegs zwar irgend wichtig i d ,  ob die an 
sich versehwindenden Werte für Stellung in der Nahe der Kimpfer 
sehr genau festgestellt werden, hingegen für die Wrirkung von Lasten 
nahe dem Sçheitel die rechnungsmaBige Genauigkeit voll gewahrt 
werden muB. 
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Wir betrachten daher die Ableitung von F nach 60j 5 :  

--- 2, W 2 E  EoT r 6 d F  - - 8 P e i n y + 2  + - + 8 Z  . -  8+10---!-  
d Qoi L Gin L ' J o ~  5 GinE 7 

welche fiir a = 0, E:x = 1 den Wert  - 8(/3 Gitt y - 1 .  Qof y )  hat. 

Aus der Darstellung: 

1st ersichtlich, daB der Verlauf am Scheitel richtig dargestellt wird, 
sn lange 

ist. 

Dieses ist nicht nenau der Fall, indem dieser Wert  merkwürdig 
genau für aile in Betracht kommenden Bogenformen ungefihr = % = 1,S 
bleiht. 

Also stellt die Formel H = die Abnahrne von H beim 

Austritt au6 dem Scheitel zu gering dar. 

Gleiches ist, wenigstens für Flaçhbogen, bezüglich der Fornicl 

zu sagen. 

Das entsprechende Kennzeichen der Genauigkeit lautet: 

In der Tat geben die beiden Rechnungsformeln für Lasten auBer- 
halb des Scheiteh im allgemeinen etwas zu goBe Werte, jedoch ist 
die Abweichung nicht schwerwiegend. Die Formel 

würde wahrscheinlich genauor sein. 

4. Wirknng einer zur Sehne gleichgerichteten Angriffskraft. 

Die im Bngenpunkte x = rE; angreifende zur Sehne gleichgerichtete 
Kraft S = 1 erzeugt die in Richtung der Sehne wirkenden Widerlager- 
kriifte RI und R, (Fig. 6), deren Summe BI + R, = S = 1 ist. Der 
Untersçhied R, - R, dieser Kriifte ist abhiingig von der Weise der 
elastischen Verbiegung des Triigers. Wir betrachten daher (Fig. i), 
den symmetrischen Belastungsfall, für welchen R = R, - 4 ist. 
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126 Der hyperbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinientriiger). 

~ i g .  6. Wir halten die elil~tische 
Wirkung der Krifte S 
und R getrennt, betrachteii 
also einmal den Zudand 
unter dm Voraussetzung . 
S = 0 ,  das zweite Mal 

, 1 unter der Vorau~setzun~ 
\ '  
\\ 1 11 = O .  Die Wirkung ZL '!i der ~ n d e r u n ~  der Bogen- 

I l inge diirch R wird ge- 
messen durch die bekannte 

16EJw = R ist. Die Wirkung von S nird dar- Funktion N, indem ----- 
r s  

geatellt durch 
Fig. 7, 

wenn die festen Werte 
\, l ,' 

'\ / 
u, cp der elastischen Be- 

\1; 
I wegung des Angrifs 

punktes von S ent- 
i sprechen. 

E J  E J d t  
-2 ÇC. --- 
Sr E S 7 2 d [ - q ;  

E 

Die entsprechenden Verbiegungsgleichungen lauten, indem der 
Bogen von O bis 17, 5 im Zustand des Bogenschubee S ,  von 7 bis j 
volhg frei von aufieren angreifenden Kraften ist, 1 auf der Strecke O 
bis 7, 5 :  

II. Auf der Strecke 7 ,  f bis P ,  y: 

E J d z  GinZt;-Zt; SrSds = = unveriindert = 
4 

E J  E i n 2 & - 2 &  
= ( -) (Gin a - Gin y )  . 
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BIithin ist 

Hieraus ergibt sich als Gesamtwirkung 

wenn 

~ - 4 ( ~ i n 2 ~ - 2 ~ ) { f l ~ i n ~  - ~ E i n E + l . a o \ ~ - z . 6 0 ~ ~ ]  
ist. 

Mithin erhalten wir für R den Wert: 

und da R, + R, = 1 ist, so folgt 

Nt+ w 
2 3 1 = 1 + 7  

Pür ooflache Bogen wird 

welche Formel für hinreichend n g .  5. 

flache Bogen rechnerische Gültig- 
keit beibehiilt. Reim Heraus- 
riicken dcr Last aus der Schoitel- 
stellung iindert sich die Wirkung 
zunkhst sehr langsam. Für 

v, 
negative, nach auBen gerichtete 

P 

Kriifte S, ist der Sinn, dm Vorzeichen umzusetzen. Wir bezeichnen 
mit R,, also dem Zeichen ,,lC(, hier wie übernll, die Wirkung an dern 
der angrcifenden Kraft n%chstliegenden Auflager. 

Liegt (Fig. 8) ein Bogen in der Steigung S, so ist: 
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128 Der hypcrbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinientriiger). 

wahrend die buflagerkïiifte senkrecht zur Sehne statisch bekanrit dnd, 
PcosS(c+x) P s i n 6 . u  

o1 = . as unter der Last P erzeugte Moment 
2 c 2 c  

C U  (RI + R,) - P ~ i n d . x u . .  
hat den Wert: = P cos 6 - - 

2 2 c 

5 .  Wirkung von Kampfermomenten. 

Beim Angriff zweicr Kampfermomente 171 = 1 (Fig. 9)  verbiegt 
sich, für H= 0, der Bogen nach MaBgabe der Gleichurig: 

Mithin erzeugt der Angriff der beiden Kiimpfermomente M den Bogen- 
M8(p [S.oVy- Giny)  M .  8(EoTY - l ) ( p  6oiBy - Giny). 

ge- - schub He------- - - 
I N  h N  

h6rt zu einem einzigen einseitig angreifenden ~ ~ r n p f e r r n o m e n t  der Bogen- 
Fig. 9. schub 

Diese Formel ist rechnungsm5Big brauchbar für Flachbogen. Erst 

Fia. 10. wenn die Bogenform die Halb- 

kreishuhe überschreitet, 7 1, 
lbf 6 171 

nimmt in K= p = - -  der h - 8 h  

Wert  y einigermaBen merk- 

c h  m. Fiir = 4/3 wird 

p. = rund und für y = ooIwird p = 

6. Undrehbare Einmauernng. 
Weil die beiden symmetrisch angreifenden Kiimpfermoment~ il 

E J  
der Fig. 9 im Zustand H= O die Kimpferdrehung I-cp = - G i n 7 3  

EST 
erzeugen, der Scheitelzustand H aber die Kampferdrehung 9 

<G@2yr22) 
4 

H erzeugt, so stehen beim Bogen mit  undrehbaren 
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Kimpfern im Scheitelzustand H diescr Bogcnschub H und zugehoriges 
Ein2y - z y  

Kiirnpfermoment M in der Beziehung M = T H (  4Einy  -1. Weil 
nun der Schub die Lange der Bogenlinie verandert nach dem MaBe 
EJ  P w  = -  'VH f ür die Wirkung aber der beiden Rimpfermomente das 
r3 1 6  ' 

E J (B  B o i 9 ~  - ~ i n y )  M, stellt: entsprechende MaB gilt w = -- - 2 

allgemein den Ausdruck der von H beim Bogen mit festen undreh- 
baren Enden verursachten Liingerianderung des Bogens dar und ist 
daher für  diesen Bogen die allgemeine Nennerfunktion, wenn es sich 
um Bestimmung des durch eine Belastung P erxeugten Schubes handelt. 
Kach Zusammenziehen erhalt man: 

(w y - 1) Weil eine Scheitellast P die Kiimpfer dreht urn das MaB - , 
so steht Y und das ihm eigen zugehorige Kampfermoment in der Be- 

eiehung !Dl = - - PY, und dementsprechend steilt Bin y 

die allgemeine Zahlerfunktion dar, welche nach Zusammenfassen in dem 
Ausdmck 

den im Bogen mit undrehbaren Enden durch eine Scheitellast Po er- 
zeugten Bogenschub darstellt. 

H 15 16c Fiir unendlichJache Rogen ergibt uich - = -- 
Po 16y 32h 

Da H allgemein also bekannt ist, so ist auch das Empfermoment 

Fang Y. PT 
2 - --- 

2 
+ H ("-y-2d Y ' a ~ ~ e m e i n  'bekannt. Fiir unendlieh 

4 Einy 
Pc 

%ache Bogen hat dasselbe den Wert IUZ = =, wahrend das Scheitel- 
Pc moment %Ji? - - wird. 

0 -  8 

m i r  verfolgen hier jedoch die undrehbare Einmauerung nicht 
weiter, weil solche in der Wirklichkeit nicht vorhanden ist und daher 
die Betrachtung derselben lediglich nüczlich ist zur Gewinnung aii- 

Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft P. 9 
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130 Der hyperbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinientrager). 

schaulicher Formeln für tatsiichlich vorkommende elastische Bindung 
der Kiimpfer. Die Darstellung der clastischcn Bindung würdo aber 
allgemein gehalten allzu weit über den Rahmen dieses Aufsatzes hinaus- 
schweifen. Wir  stellen jedoch im folgenden noçh einige elustische 
Kampferwerte für den Bogen mit frei drehbaren Enden zusammen, 
deren Eenntnis unentbehrlich ist für die Berechnung gekuppelter Bogen- 
trager. 

7. Elastische Drehwerte. 

1. Der Schub H erzeugt die Kimpferdrehung @: 

Will man nicht rechnen, vielmehr etwa bei ze'ichnerischcm Ver- 
fahren unvermittelt die Liingenabrnessungen des Bogens anschauen, 
dann kann man (Fig. 11) schreiben: 

4 E J q  
Geometrisch ist -- = (Gin 2 y - 2y)ra = F2 y ,  a1s0 die Kurven- z3 

fliche F bei doppelter Gruiidlinie 2c, wahrend (6 - c)r  die E'lache des 
tatsiichlich behandelten Bogentriigers ist. 

2 c 
4 E J q  (Gin 2 y - 2 y) c e  In - - ------ - -- - - 

11 
- b d x  scheut man in dem mittleren 

Y = 
pig. 11. Ausdruck, der für 2c als 

4 A 
iinveriinderliche Spannweite 

l 

j 
1 

1 
1 nur y als alleinige Bestim- 

l 
I I mungsgr6Be enthalt, deut- I I I 

r ? I lich die Zunahme des Dreh- 
l I 

I 
1 vertes @ bei wachsendem 

I I 
I / Pfeil, also wachsenderi y. Pür 

genügend flache Bogen gilt 
2 c h  EJL = ce? = - 

H 3 3 7 

L- - - - - , , - - - - - - 
welcher Wert  jedoch mit 

, wachsender Pfeilhohe an- 

Bei den durçh auBere Angriffskriifte, Belastungen P oder Kiimpfer- 
momente M, hervorgerufenen elastischen Kampferdrehungen sind der 
Anschaulichkeit wegen die einfachen, d. h. die unvermittelt erzeugten 
Verdrehungen zu unterscheiden und zu sondern von den zusatzlich 
mittelbar durch den zur Angriffskraft als solcher zugeh6rig& Schub 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von ADVLP FBA>ÇKE. 131 

erzeugten Drehungen. Die einfachen Werte entsprechen ais0 der Ver- 
biegung des frei im Raum, ohne unveranderliche Spannweite, unter 
Wirkung der dngriffskrafte und der entsprechenden Endkriifte, für 
H = O, sich elastisch bewegenden Bogons. 

2. Ein Kampfermoment erzeugt die einfachen Verbiegungen, deren 
Summe: 

E J  rx(E + 0 )  =- Giny 

sich bereits oben (Pig. 9) ergab. 

Um da,her die Summe der voiien Verbiegungen zu erhalten, haben 
wir diesem Ausdruck noch die Wirkung des entsprechenden, eugehorigen 
Schubes hinzuzufügen und also zu schreiben: 

oder 

Der Unterschied (I; - 8 )  ergibt sich (Fig. 12) ails dem antisymme- 
trischen Zustand: . 

E J  a Gineu 1 
+ 

3 Gin. (Soiai 
+ i , (9.1 - 3 E o i ~  ) G. ZY 4 Y 4 Y 2 47 4Giny 

tn a 

Man kann rechnungsmaBig schreiben: 
Fig. l a .  

Für genügend flache Bogen erhalt man daraus: 

EiJ 3 b  S c  
-:@ ((5 + 0)  = - g + 24 

E J  - ( &  - O ) =  - A 
M 2 +f  

2 E J  
-6 = - 7/8fi f 3 / 8 ~  

2E.T b c 
- O = * + $  nf 
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132 Der hyperbolische Kosinusbogentrager (Kettenlinientrager). 

Die Scheitellast Po erzeugt die Gesamtdrehung am Kiimpfer: 

In diese Gleichung kann man für mittlere Falle als guten Rech- 
z 

nungswert H = - = '/ -5 einsetzen. Wir  steilen hier jedoch zu- 
1\T a h  

E J  
niichst fest, daB die mathematische Gleichung - - y  für den Grenzfall 

Po 
Ed c * 

r = CO, y  = O auf den positiven Grenzwert - ~ p  - auslauft, nicht 
Po 

z 3c auf den Wert 0, wie die Einsetzung - = - für h = O ergibt. Für 
N 8h 

3c  25 c 
h = O wird der unendlich groBe Schub nicht sondern E h -  

Eine im Punkte x, 7,, 7 hangende lotrechte Last erzeugt nach der 
Gleichung zu Fig. 4, für Scheitellast = 0, die reinen einfachen Bie- 

mithin die Gesamtwcrte 
S i n Z y - 2 7 )  

EJ(q,+ fi) = (Bo/E - 6 o f y ) r 3 P  + T'HL 2 -- 

# dann e r h d t  

Die Verhiegungsgleichungen bei antispmetrischer 
(Fig. 13) lauten: 

Auf Strecke 1 von a! = O bis cl = f :  

3 c  
Ho = %, 

man : 

Las tsteliung 
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Auf Strecke II von a: = bis a = y: 
EJ d e z  

und daher für genügend flache Bogen, aber nur für diese: 

E J  x(xa - c$) 
- 

CXU - ' P - - - 
6 c 6 h '  

Dieser Wert EJ(cp,- rp,) hat insofern besondere Bedeutung, als 
seine zeichnerische Darstellung bei symmetrischer elaêitischer Bindnng 
des Bogentriigers zugleich die EinfluBlinie der lotrechten Bogen- 
querkraft für wandernde Last P ergibt. 

8. Berechnnng der Verbiegnng dureh eine i m  Scheitel angreifende 
zur Sehne gleichgeriehtete Kraft 2 S. 

Wir betrachten den in  Fig. 14 dargestellten Belastungsfall, in 
welchem wir der Scheitelkraft 2 S den antispmetrischen Angriff zweier 
Kampfermomente + M = S h  = S (Qof y - 1) r hinzufügten. Die Tor- 
biegungsgleichung lautet für Fig. 14. 

wobei C so zu bestimmen ist, dafi am Kampfer verschwjndet, 

woraus wir für die Kimpferdrehung den Wert erhalten 

Diesem Ausdruck haben wir den Wert: 
EJ 
T M  

(E - O )  für 31 = S(&o)y - 1)r 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



134 Der hyperbolische Koeinnsbogentrager (Kettenlinientr%ger) 

hinzuzufügen, also den Wert  

woraus wir erhalten: 

und ist dieses also der doppelte Wert der von einer Scheitelkraft 
S,, - 1 hcrvorgebrachten Kimpferdrehung. 

Bür genügend flache Bogen, aber nur fùr diese, erhalten wir 

EJrp -= 
ch  c h  - iz und gilt für 8, = 1 der halbe Wert & si 

sr, 
Weil y, = - y, ,  tio kann mon für eine einzige Kraft 8, auch 

schreiben: 

9. Kampferverbiegung durch eine beliebig im festen Bogenpunkte x, S 
angreifende sur Sehne gleichgerichtete Einzelkraft S = 1. 

Die Surnme der Verbiegungen kann eus den zur Fig. 7 gehorenden 
Gleichungen entnommen werden, indem die einfachen Verbiegungen 
l3 tT Gin 2 5  - 2E 
-(rpi + = - und mithin die pollen Gesamtverbiegungen 

Big. 15. 

< *---&--...- --) Um den Unter- 
schied rp, - cp, fest- 
znstellen, betrachten 
wir (Fig. 15) den anti- 
symmetrischen An- 

griff zweier Einzelkriifte S =  1, indern wir vorlaufig die antisymmetrisch 
wirkenden Biegungsmomente M = f S .  u = Sr (Qoj y -  BO\^) an den 
Kampferpunkten hinzufügen. 
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Für diesen Belastungsfall lauten die Riegungsgleichiingen: 

1. Auf Strecke 1 von or = O bis a 5 6: 

elso i d  im Punkte 6 die Durchbiegung 

:fai = C Gin 5 und E J  d a  
= C. P d  sg 

II. Auf Strecke II von cr = 6 bis a! = y: 

Der Wert  C aber ist bestimmt durch den Zwang, daB z = O wird 
, für a = y. ITieraus folgt : 

Darails ergibt sich für die K a m p f e r d r e h ~ n ~ :  

Diesem Werte  haben wir, indem wir die Kiimpferniomeiite wieder 
aufheben, den Wer t  hinzuzufügen 

und erhalten: 

Pür  genügend flache Bogen findet man daraus: 

Man kann die auf lotrechte Belastung P bezüglichen Formeln 
weiter nutzbar mnchen, iudem man P = rpdg oder r p d a  vertauscht, 
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136 Der hyperbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinieutrager). Von A. FRASCKE. 

wo unter p eine beliebige Funktion für Streckenlast verstanden werden 
kann, und alsdann die Gleichungen integriert. Hierbei besteht ein be- 
stimmter Unterschied zmischen den mathematisch genauen Gleichunpen 
und den Annal~erun~sformeln. Erstere führen stcts, welche Operationen 
man auch mit ihnen vornimmt, bedingnngslos zu miderspruchsfreien 
Ergebnissen. Letztere aber, wenn sie auch dem bestimmten Zwecke, 
zu welchem sie aufgestellt wurden, rechnungsmiiBig genügen, konnen 
dennoch, wenn aus ihnen durçh Integrationen oder andere mathematische 
Behandlung weitergehende Schlüsse gezogen werden, zu Ungenauigkeiten 
und auch Widersprüchen führen. Sei z. B. in einem gekuppelten Bogen- 
zuge die Halfte eines bestimmten Einzelbogens belastet mit der Strecken- 
last p = Funktion x = f ( 6 )  d e r   CL), d a m  bleibt, da: 

ein vollkommener mathematischer Ausdruck ist, auch die Gleichung 

stets eine mathematisch vollkommene. 

Dahingegeri Zileibt die Gleichung 

nur dann eine mathematisch vollkommene bei Vertausehung von 
p r p d f .  1; wenn fiir H auch der genaue mathernatische Ausdruck 

eingesetzt wird. Für  p = p, QOTS ist die Bogenlinie Stützlinie bei voiler 
Belastung, daher H = p,r. Bei Belastung nur einer Haifte mit 

P r 
p = po GO! ist mithin H = " und mithin 2 

stets identisch = O. Die Einsetzung aber eines 
würde zu Ungenauigkeiten führen, und es kann, in 

Niherungswertea H 
Umkehrung des G e  

dankengange?, aus der Gr6Be derartiger Unstimmigkeiten auch rück- 
wiirts auf die hohere oder mindere Brauchbarkeit von Rechnungsformaln 
geschlossen werden. 
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Sopra la derivazione dei canali. 
Nota di UMBERTO CISOTTI a Padova (Italia) 

Scopo della prevente Nota è la razionale deduzione di una notevole 
formula, che pub venire utilmente applicata quando si tratta di aprire 
ne1 fianco di un canale (carnale principale) un secondo canale (canale 
derivato). Entranihi abbiano andamento rettilineo, almeno in vicinanza 
della località dove incomincia la derivazione del nuovo corso d'acqua. 

Chiamando: u l'angolo (misurato in lunghezza d'arco di circon- 
ferenza di raggio unitario) che il çanale derivato forma col principale 
- considerati ciascuno ne1 senso della rispettiva corrente -; Â. e x i 
rapporti delle larghezze e delle portate del primo al secondo, la for- 
mula accennata è la seguente 

a 

Ne1 caso di derivazioni con piccole portate (ad es. per x < 0.10) 
si pub ricorrere aile formula approssimata, notevolmente più semplice 

Da essa apparisce che, per piccole dcrivazioni, il rapporto delle 
larghezze dei due canali si pub ritenere proporzionale al rapporto delle 
portate, il coefficiente d i  proporzionalità dipendendo esclusivamente dallo 
angolo cl di derivazione, vuriundo a n ~ i  pacl~issimo con a ilztorno al va- 
lore 1,16. 

Le precedenti formule si deducono partendo dai consueti principî 
generali della idrodinamica razionale, e trattando la questione in due 
dimensioni. Si ha con cii, i l  vantaggio di poter ricorrere all' efficace 
ausilio della rappresentazione conforme. 

1. Preliminari. - Specificazione delle ipotesi. 

Si immagini un canale rettilineo (canule principale) a sponde ver- 
ticali e a fondo orizzontale. 

Da una delle sponde - ad es. dalla sinistra - si stacchi un s e  
condo canale pure rettilineo (cnlzale d e r i d o ) .  II moto del liquido 
(fluido incomprimibile, omogeneo, l a  cui densità costante prenderemo 
= 1) avvenga, nei due canali, per piani paralleli, orizzontali, sema 
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138 Sopre la derivazione dei candi 

divario, sensibile, dall' uno ali7 altro di essi, in modo che le particelie 
liquide situate sopra una stessa retta perpendicolare al fonda, abbiano 
il medesirno comportamento. 

Assunto uno dei piani del fascio come piano coordinat0 a = O, di 
un sistema di riferimento, cartesiano ortogonale Oxyz, 1' aspetto del 
moto risulta pertanto indipendente dalla corndinafa B.  - Basterà quindi 
occuparsi del moto delle particeile liquide ne1 piano z = 0. 

Se si suppone nlteriormente che il fenomeno abbia carattere di 
stazionarietà, tutto 

Fig. 1. 
swà pure indipen- 

Piano z = s + iy. 
N 

dente dal iempo t. 
La regione del 

Y moto, ne1 piano 

a = 0, è lirnitata 
[vedi la Fig. 11 dai 
t re pezzi dipareii 

s '4 rzgide iù, 5, + pl, - 
' w, f y,, essendo: 

F ,  ' h 
3, G,, a, le sezioni 

Y I 
R w T 

, (fatte col piano 
O* 

= 0) del1 e sponde 
del canale principale; e pi, pz le sezioni delle sponde del canale derivato. 

Le pareti rigide pl 0 pB si riattaccano a 67, e 67, rispettjvamente 
nei punti Pl e P,; PlP,  costituisce 1' apertura del canale derivato. 

1 pezni a, a,, G,, pl, p2 sono rettilinei; di più 8, e 8, sono 
paralleli a w, mentre pl è parallelo a y,. 

La ponds G s i  estende indefinitamente nei due sensi; w,, G, e 
pi, yg si estendono indefinitamente a partire dai punti Pl e Pa, come 
mostra la Fig. 1. 

La corrente del canale principale proviene dali7 infinito (praticamente 
da distanza abbastanza grande da Pl Pa)  tra ZT e oz, fino a che, giunta 
all' altezza dell' apertura PiP2 del canale derivato, si  bipartisce: una 
parte va a formare la corrente del canale derivato stesso, e scorre tre 
pL e pz;  la rimanente continua a scorrere nel17 alveo principale tra a e a,, 

Se si vuole si pu6 anche interpretare il moto del liquido, corne la 
corrente di un canale, le cui sponde sieno 3 e a, + y,, modilicata dalla 
presenza di una parete rigida indefinita 3, + p l ,  che presenta in P, 
un puntn angoloso. 

I1 filetto liquido che colpisce in Pl il profil0 rigido 3, + p, ri- 
rnane momentaneamente arrest&o, indi si bipartisce e prosegue scor- 
rendo lungo 3, e pi. 
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Il filetto liquido che scorre aderente alla parete 5,) giunto in P, 
non si arresta, ma cambia bruscamente direzione seguendo la parete 
rigida pz. a 

Tutti gli altri filetti vengono pih O meno deviati, nessiino uiibisce 
arresti. - I n  sostanza cib equivale a dire che il vaiare assoluto della 
vdocità delle particelle liquide è nul10 in. Pl e mayyiore d i  zero in oyni 
altro punto del campo del moto; più precisumente escluso un idorno  
(wmunque piccolo) di Pl, amwzette un limite injerime positivo. 

Introduciamo: 1' angolo c! che le sponde del canale derivato, con- 
siderate ne1 verso della corrente, formano con quelle del canale prin- 
cipale, considerate pure ne1 verso della rispettiva corrente; le larghezze 
h 0 7c del canale principale e del derivato; la portata p del canale 
principale a monte della derivazione; le portate pl e q, del canale 
principale, e del derivato a vaile. 

Si considerino le due sezioni Rh' e Y'U del canale principale, la 
prima a monte e la seconda a valle della derivazione, ed entrambi 
sufficientemente distanziate da Pl P, . 

Si pub ïitenere, sensibilmente, che i filetti liquidi prima di arrivare 
alla sezione R S ,  e dopo oltrepassata la sezione T U  scorrano parallel- 
amcnte alie sponde con velocità costanti, in valore assoluto e senso, 
che indicheremo rispettivamente con c e cl. 

Anche ne1 canale derivato si pu6 ritvriere clie i filetti liqyidi scor- 
rano parallelamente alle xporide con una velocità costante, che indiche- 
remo con c,, al di la di una sezione M X  abbastanza lontana dalla 
apertura P,P, del canale stesso. 

Cih posto anemo manifestamente l n  seguentil relazioni: 

Assumiamo, ne1 piano s = 0, una coppia di assi X, y coll' origine 
in un punto O della spondk 3, l'asse x coincidente con 3 e dirctto 
ne1 senso della corrente e 1' asse y diretto verso la sponda opposta, 
del canale principale. 

Supporremo infine che il moto del liquido sia imotazwnaie. 

2. Potenziale di velocitd e funzione di corrente. Condizioni a i  limiti. 

Fer esscre irrotazionale il moto del liquido, esisterà una funzionc uni- 
forme cp(x, y) ~ o t e n z i u l e  di oelocitù] regolare ne1 campo del moto, tale che 

PI drp = udx + v d y ,  

esscndo u e v le componenti della velocità ne1 punto generiço (x, y). 
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La (2) definisce la funzione rp a meno di una costante additiva; 
converremo di fissare tale costante in modo che sia cp = O in Pl. 

a v Per 1' incompresaibilità del liquido (g + = O),  sarà <p fu~sianc 

armonica e si potrà, di conseguenza, definire la funzione associata + 
(funsione di cmre~zte) mediante l7 equazione 

(3) d+ = - vdx + udy ,  

coila determinazione IJ = O,  neU1 origine delle coordinate. 

Sc si nota che il nostrn campo è semplicemente connesso, si pu6 
asserire che la $J risulta, di necessità, uniforme. 

Le condizioni a i  limiti provengono dall' esprimere che le pareti 
rigide che limitano il campo, sono linee di flusso. 

Cio significa che su1 contorno s = E + Cl + pl + y, + a, potremo 
avere soltanto una velocità tangenziale; detta percib rz la normale in 
un generico punto di detto contorno, volta verso 1' interno del campo, 
sarà 

lungo .Y, 

dx d y  
ovvero, designando - - - i coseni direttori della tangente in un ge- d s 7  d s  

nerico punto di s ne1 senso del flusso (con che la coppia [s, .n] risulta 
congrueqte ad [x, y]), ed essendo 

avremo 

Da questa scende che la @ deve avere valore costante su ciascuno 
dei tre rami del contorno a, a, + pi, SB + pz. 

Intanto, notando che nell' origine O 2! @ = O, dovremo avere 

Sopra Zl + pi e sopra p, + a, la + deve assumere vdori  costanti 
necessariamente diversi da zero e diversi tra loro. 

Infatti, prendiamo a considerare le portate q e q, del canale prin- 
cipale nelle sezioni Ra e T U  rispettivamente. 

Tencndo presente che si è presa eguale ad 1 la densità del liquido, 
avremo 
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avendo chiamato y, = O,  y,s = h,  y,, = O,  y, = h ,  le ordinate dei 
punti R, 5, T, U. 

Fer la (3) avremo quindi 

n=@,-*,, qi=*,-*,, 
ma per la (4) è 

+,=* ,=O,  

rimangono pertanto le 
*,-4, +,=zi. 

Per queste e per quanto si è precedentemente detto, si dovrà con- 
cludere 

(5) 
* = , sopra Ga + p z ,  

* = qj 7 sopra o, + pl . 
Da queste, essendo per ipotesi O < q, < q ,  sçende qiianto avevamo 
asserito. 

Studiato il comportamento al contorno della funzione +, ci rimane 
1, da indagare quel10 del potenziale di velocità c p .  

11 senso do1 moto è ovunque ben determinato, per essere 

v =  /y fu iqvBj  > O ,  

eccettuato il punto Pl in cui V = O [cfr. n.? 11; potremo percio serivere 

e quindi 

in ogni punto di S ,  cccettuato Pl. Ami, siccome escluso un intorno 
J (comunque piccolo) di Pl il limite inferiore dei valori di P è 
[cfr. no. 11 una costante positiva E ,  potremo ritenere in tutti i punti 
di s, esterni al piccolo intorno J suddetto 

Questa disuguaglisnze mostra che cp cresce costantemente e indefinita- 
mente con s,  tanto su z, che su a, + pa, assumendo tutti i valori 
crescenti fino a + w, quando si procede ne1 senso del moto, assumendo 
invecé tutti i valori decrescenti fino a - m quando si procede in senso 
opposto. 

Consideriamo infine il comportamento della funzione y su1 terzo 
ramo del contorno, 5, f pl- 

Dalla 
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142 Sopra la derivazione dei canali. 

si dednce che per essere cp = O in Pl, la cp va sempre crescendo 
quando si procede ne1 senso del flusso, sia sopra 3, che sopra p,; 

dalla più precisa disuguaglianzn d ~ >  v 2 E > O, valida fuori di scende 

che la funzione cp varia in entrambi i casi da O a + m. 

3. Conseguenze analitiche. La funzione w ed il sno logaritmo - 2 w .  

Posto 
x + i y  = a, 

(6) u. - 2.2, = t u ,  

dove i = l/T, in virta della (2) e della (3), w ed f risultano fun- 
zioni della variabile complessa z = x + iy ,  e le 
conipendiano nella unica relazione 

I 

(2) e (3) stesse si 

La funzione W ( B )  è uniforme ne1 campo del 
nua anche su1 contorno ad eccezione dei punti 

-- 

finita all' i n h i t o  e tale che Iwl = Il/uaf vsl = 

purito Pl in cui I w I  = 0. 

moto, finita e conti- 
Pl e P, [cfr. no 11, 
V > O, eccettuato il 

d f  La funzione f (a) è regolare (al finito) e, per l a  (7) è > O entio 

il campo, il punto P, escluso. 

Poniamo 
(8) 

convenendo che per z = oo [ w /  = c (cfr. no l)] sia KI = i log c; rimane 
cosi definita una funzione o (a), uniforme ne1 campo del moto, finita 
e continua anche su1 contorno, ad eccezione dei punti Pl e P,. 

Dalla (8), posto 

(9) w = + k + i z ,  (8 e z reali), 

si deducono le relazioni seguenti 

Dalla prima d i  queste apparisce che z è il logaritmo nepriano dd 
valme assoluto della velocità, in u n  generico punto s del piano del moio; 
dalla seconda si deduce che 9. rappreswbta I' anyolo che la  dire~ione della 
velocità forma colla direzione positiva dell' asse delle x, cioè [cfr. ri0 11 
colle pareti del canaie principaie, ne1 verso della corrente. 
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Von UXBERTO CISOTTI. 143 

Fer le ipotesi fatte, facilinente s i  riconosce che 4 va contato fra 
- 71 e n, positivamente ne1 verso z+y, partendo dalla direzione po- 
sitiva dell' asse z, negativamente ne1 verso opposto. 

Dopo ci6 s i  deve avere manifestainente 

{ 
8 = O,  sopra W ,  Zl e Gz; 

(11) 4 = CL, sopra pl e p,. 

Hiassurriendo, la funziane o ( z )  = 9 ( x ,  y )  f i z (x ,  y )  dev7 esscre uni- 
forme, filzitn e continua nei punti interni dei campo del moto; sul contorno 
la szca parte reale 9 deve comportarsi ne1 modo stabilito dalle (11); di  
pi2 per z = oo dev' essere GJ - i logc. Con ci6 l a  o ( z )  risulta comple- 
tamente definita. 

Fer la sua effettiva determinaziono gioverà rappresentzre in  modo 
conforme il piano del moto sopra un  semipiano, indi riferire l a  fun- 
zione w a yuesto semipiano, ed esprimere infine l a  o stessa in funzione 
di  a a mezzo della relazione t r a  la variabile ausiliaria e l a  z. 

Ma, corne vedremo, pel nostro scopo ci basterà esprimere la w in 
funzione della variabile ausiliaria. 

4. Rappresentazione conforme del piano del moto sopra un semipiano. 

Consideriamo ora un piano complesso, rappresentativo della varia- 
bile f -  q + i+, e vediamo corne varia il punto f mentre z si  muove 
ne1 proprio piano. 

Quando si fa percorrere all' affissa B tu t ta  la parcte rigida G, 
ne1 verso della corrcnte, la  f ,  per la (4) e, per quanto abbiamo visto 
al numero prece- 
dente riguardo al 
comportamento della 
funzione rp, descrive 
laretta+=Oda-cm 
a +cio. 

Quando la B de- 
scrive tutta la parete 
E2 + pz, pure ne1 
verso della corrente, 
la f ,  per la prima 
delle (5), descrive 

Fig. 2. 

Piano f = y.+ iq. 

la retta $ = p, da - w h o  a + w [vedi comportamento di  qp al no 
precedente]. 

Facciamo infine percorrere alla z il ramo di contorno is, + pl. 
Allora dalla seconda delle (5)  scende che il punto f descrive la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 Sopra la derivazione dei canali. 

retta i ~ ,  = q , .  In  modo più. preciso immaginianlo che 1' affissa z per- 
coma E,, oppure p l ,  partendo da Pl ne1 senso del flusso. 

Abbiamo veduto al  numero precedente che tanto ne1 primo caso, 

quant0 ne1 secondo, g: cresce da O a + m. 
Dunque tanto a w, quanto a pl corrisporidono per la f valori clie 

rientrano nell' espressione rp + iq,, con > O: esiste cioè una corri- 
spondenza (1, 2) tra la linea Z, + pl del piano a e l a  semiretta 1/i = q, 
di ascisse positive, del piano f. 

Tale corrispondenza si pub rendere biunivoca immaginando di 
praticare ne1 piano f un taglio lungo la semiretta 7~ = y,, q > O [vedi 
Fig. 21. 

Coriverremo, per la biunivocità della ~or r i s~ondenza ,  che il bordo 
superiore del taglio (quel10 rivolto verso la retta @ = q) corrisponda 
al tratto pl, ed il bordo inferiore al tratto G,, della parete rigida 

El + Y,. 
Riconosciuto il comportamento di f(z) al contorno, ricordiamo cho 

essa è regolare ne1 campo del moto (al finito) [cfr. no 31; notiamo 
inoltre, che, da quanto siamo venuti dicendo, risulta çhe al punto 
z = m çorrispoude f = CU. 

Ci6 posto, siamo autorizzati ad assumere la f = f i s )  per una 
rappresentazione conforme del piano del moto sulla striscia tagliata S. 

Infatti, per ogni funzione armonica, regolare in un campo asse- 

gnato, i valori nei punti intemi sono compresi tra il limite inferiore cd 
il limite superiore di quelli chc assume su1 contorno. - Ora la  fun- 
zione @ è armonica e regolare ne1 campo del moto e assume su1 con- 
torno i valori O, pl > O e q > pl; possiamo dunque dire che la $ varia 

d f tra O e q. - Per cib, e pel fatto che - non si annulla mai, il punto 
I da l  

Pl escluso [no 31, e inoltre perchè vi è corrispondenza biunivoca fra i 
contorni, si pub concludere che ad ogni punto f della striscia tagliata S 
corrisponde un solo punto del piano 2.') 

Ai punti Pl e Pz del piano z, dai quali si staccano le sponde del 
canale derivato, faranno riscontro ne1 piano f i due punti 

fl = i q ,  e f L =  rp, f i q .  

Vogliamo infine eseguire un ulteriore cambiamento d i  variabile per 
cui la striscia tagliata S venga uostitiiita da un semipiano. 

Poniamo a ta1 uopo 

1) Cfr. O s  go O d ,  ,,Lehrbuch der Funktionentheorie" [Leipzig, Teubner, 19071 
Cap. VIII, 1 5 .  
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Von CMBEHTO CTSOTTI. 145  

con che 8, è una quantità reale, e di più, per lc ( l) ,  minore, in valore 
as sol ut^, di 1. 

Definiamo un numero reale y,, tale che 

E prendiamo iiifine in  esame l a  relazione 

Quests riferisce biunivocamente la striscia tagliata S al  seniipiario a; 
di ordinate positive.: al contorno di S corrisponde 1' asse reale del 
piano 8, in modo che Fig. 3. 

alla r e t t ~  @ - O fa Piauo g. 

riscnntro il trattn 
j- x, - l), mentre 
che alla retta = q 
corrispoude il tratto 
(1, + cm), e ai bordi 

,i.! * ~ 

w 
75 -1 Qi 0 

Y@ 
Pz 1 PZ wz 

del taglio fa riscontro 
il tratto (- 1, + l), e precisamente al  bordo superiore i l  tratto (a,, l ) ,  
all' inferiore il tratto (- 1, 8,). 

Infatti, posto 

8 -  1 = g e i 3  ( 0 ~ 4 ~ ~ ) ~  

a; + 1 = @'ei-"' (O 8's n); 
avremo 

Pi 9, 9, & i C(3-z) +&$, 

(1 + a)"(l - a;)"= e G 

Da questa osservando che ne1 punto 8, de l  piano 8 si ha 4 = z, 

a'= 0 ,  mentre che ne1 corrispondente punto f, del piano f h @ = y,, 
si deducono le relazioni 

Quando 8 descrive 1' asse reale da - 1 fino a - m, il prodotto 
varia, assiimendo tutt i  i valori da O fino a + M e quindi, per 

la prima delle (lj), rp varia da + cc fino a - oo; ed essendo allora 
Zriitschrift f. nlathematik u. Phgaik. 59. Band. 1911. Ueft 2. 1 0 
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146 Sopra la  derivazione dei c a d i .  

4 = 3' = n è, per la seconda delle (15), I,!J = O: dunque al tratto (- 1, 
- oo) dell' asse reale del piano 8 fa riscontro tutta la retta I,!J = O del 
piano f .  

Quando a percorre 1' asse reale da 1 a + cm, variando allora il 
prodotto gT~p'q1 da O fino a + oo, rp varia da + cw, a - oo; mentre 
cssendo 4 = O o 4' = O, si ha q!~ = q, + q, = p. - Dunque al tratto 
(1, + oo) dell' asse reale del piano a corrisponde tutta la retta 1(i = p 
del piano f .  

Quando si fa percorrere all' affissa 8, 1' asse reale partendo rial punto 
8, fino ad 1, oppure ne1 senso opposto fino a - 1, essendo allora 6=;2 
e 4' = O, si ha qb = q,; mentre la cp varia in entrambi i casi aempre 
positivamente da O fino a + CU. rn 

Infatti, dalla (14), tenuto conto della (12), si deduce mediante 
derivazione 

Da questa scende che tanto per 6 reale e crescente da1 valore 8, 
al valore 1, quanto per :, reale e decrescente da fino a - 1, la f 
assume valori reali e crescenti, e presenta quindi un minimo per 8 = A,. 

Ora per 8 = 8, la (14)) tenuto conto della (1 3), dà f = ig , ,  cioè p = 0, 
mentre per a, = 1, oppure per 3 = - 1, si  ha rp = + m. Da ci6 scende 
quanto avevamo asserito. 

Dunque quando 6 descrive l7 asse reale da 8, fino ad 1 1' affissa f 
descrive la retta $ - y, da O iino a + oo; 10 stesso açcade quando & 
va, lungo 1' asse reale da 8, firio a - 1: faremo percià corrisponciere 
a (a,, 1) il bordo superiore del taglio della striscia S, e a (a,, -1) il 
bordo inferiore. Si noti infine che se 8 è un punto del semipiano, non 
situato sull' asse reale, si ha 

ad esso corrisponde, a norma deila seconda delle (15), un piinto f ;  
tale che 

I * ]  < q ,  + Y ,  = 4 .  

Pertanto la (14) definisce 1' aücennata corrispondenza biunivoca tra 
il semipiano 8 di ordinate positive e la striscia tagliata S. 

Al punto fl = iy ,  (corrispondente al punto Pl del piilno z)  corri- 
sponde, come si è visto, il punto 8 = 8,. 

Al punto f, = y, + i q  (corrispondente al  punto P, del piano O) 
fa riscontro, a norma della (14) il punto 8 = 8, > 1, dcfinito dalla re- 
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Al punto f = cc (corrispondente a z = cc del piano del moto) corri- 
sponde 8 = cc. Per mezzo della (14) e della f = f (2) potremo ora 
riferire biunivocamente il campo del moto al semipiano a di ordinste 
positive; al contorno del campo del piano z fa riscontro 1' asse reale 
del piano 8, in modo che alle sporide pl e y, del canale derivato corri- 
spondono i due segmenti (a,, l), (1, a,) del tratto (a,, 8,) dell' asse reale 
del piano 8 ;  le sponde i;s, w,,' i;s? del canale principale vengono rap- 
presentate rispettivamente dai rimanenti tratti (- rio, - l), (- 1, z,), 
(j2, + rio) dell' asse reale del piano A. 

Considerando pertanto la o = 8 + iz del numero precedente, eome 
funzione dell' argomento 8, ne1 semipiano corrispondente di ordinatc 
positive, essa dcv' essere funzione uniforme, iinita e continua entro 
1' accennato semipiano; su1 contorno la sua parte reale B deve soddis- 
fare, a norma delle (Il), alle condizioni seguenti 

9. = O sui tratti (- a, a,), (a,, 7 a ) ,  
(11') 8 = a su1 tratto (8,, g,), 

deil' asse reale; di più dev' essere w =. i lug c ,  per a, = m. 

5. La funzione w (a). 
Poniarno 

(17) w (8) = 2 a - n log ~ 7 6 %  + i i o g c ,  

colla determinazione w = i log c per 8 = M. 

l? facile constatare che la a (a) cosi definita 
condizioni volute. 

soddiefa a tutte le 

Infatti, notiamo subito che la o (a) sopra definita si  presenta fun- 
zioiie uniforme, finita e continua in tutti i punti del semipiano 2, d i  
ordinate ~os i t ive ,  ad eccezione dei punti 8 = a, ,  8 = 8, (corrispondenti 
- giova richiamarlo - ai punti I',, Y, del piano del moto) in cui 
diviene infinita. 

In quanto al  comportamento della w (8) al contorno notiamo che 
tanto per 8 reale e minore di a, ,  quanto per a reale e maggiore di a,, 
la, quantita '  - " è reale e positiva per essere 3, > 8, [no  41, guindi a - a* 
log ' - -~  è realc; pcrtanto ddla (17) si deduce che la parte reale di 

3 - Be 
identicamente nulla. 
Con cib resta soddisfatta la prima delle condizioni (11'). 

Quando 8 è reale e compresa tra 8, e a,, potendo scrivere 

a - a  log 8 ; - i, + log - 1  
B - a2 a n - ' '  
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148 Sopra la derivazione dei candi. 

la (17) diviene 

o ~ ) = a + i % l o g -  + i l o g c ,  
33  - 6 

dove log ' d l  è reale. 
'0 - b 

In ta1 caso la parte reale di GJ è costante ed eguale ad a. 

Con ci6 anche la seconda delle condizioni (11') è identicamente 
soddisfatta. 

La  w (a) definita dalla (17) soddisfa pertanto ai voluti reqiiisiti, 
c. d. d. 

In quanto a z, coefficiente dell' imita immaginaria in a = 8 $ i z ,  
esso è definito, per 8 realc, dalla relazione seguente 

Questa reluinne ci permette di definire il valore assoluto V della 
velocitii nei punti delle sponde dei due canali, in funzione della varia- 
bile ausiliaria 8. 

Tnfatti, per la precedente e la prima della (IO), ahbiarno 

per 8 reale. 

6. Relazione caratteristica fra elementi direttamente accessibili 
all' esperienza. 

Dalla (19) risulta che per s - oo la V tende al  valore limite c, 

corne effettivmente doveva essere, attesochè il punto 8 = cx> dell'asse 
reale corrisponde al punto a = m a monte del cande principale, ilel 
piano del moto. 

Dalla (19) si dediice ancora che per i; = - 1 e 8 1,  il valoie 
assoluto V della velocità, tende rispettivamente ai due valori finiti 

Ora se si tiene presente [cfr. no. 41 che i punti 8 = - 1 e 8 = 1 
del piano 8 currispondono rispettivamente ai punti ali7 infinitu a valle, 
dei due canali, principale e derivato, le cui velocità ahbiamo già indi- 
cato [cfr. no. 11 con c, e c,, avremo le relazioni 
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Queste si possono anche scrivere ne1 modo seguente 
1 

Da queste eliminando, per sottrazione, il 8, s i  otticne la scguente 
notevole relaxione 

X X 

Ora tenendo presenti le (1) e l a  (12) abbiamo 

per cui la (20) pub scriversi 

cou che Â. e x rappresentano i rapporti, rispettivarriente delle larghezze 
e delle portate del canale derivato al canale principale. 

Allora dalla (20') si ricava 

k questa la formula notevole che lega i rappoiti delle larghezze 
e delle portate dei due canali, all' a ~ g o l o  di derivazione. 

' Da essa risulta che il rapporto delle largliezze Â. crescc (O dimi- 
nuisce) col rapporto delle portate X ;  cib che del resto risponde alla 
intuiziorie fisica del fenomeno. 

Quando si  vu01 fare una piccola derivazione da1 canale principale, 
in modo che del rapporto x delle portate si possano trascurare i qua- 
drati e le potenxe siiperiorj, s i  pub ricavare dalla (22) una espressione 
notevolmente più semplicc pel 1. 

Irifatti potendosi allora scrivere 
-l 

1 - 

( 1 - z )  a = l + ( : - l ) x ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



150 Sopra la  derivazione dei canali. Von UMBERTO CISOTTI. 

la (22) diviene 7~ 

,% 

Osservaaione. È importante rilevare che per i valori di a: che più 
n 
- - 
CI - 

interessano la pratica, ci& per O 2 a 2 I, i l  coefticientev: - 1 assume 

valori 2 1, ma certamente minori di 1,322, per cui sensibilmente si pu6 
A 

1 il valore medio 1,16, e assegnare in  çonseguenza 

alla (23) la forma ancora più semplice 

sZ 
Infatti, posto Zr = n, basterà studiarc il comportamento qualitative 

della funzione 
~ ( n )  = y;,- 1 ,  

nell' intervallo 2, + oo. 
Da essa intanto si deduce che per n = 2 è N== 1. 
Di pih potendosi scrivere 

e notando che 
lim log N = 0 ,  
n = m  

possiamo dire che è pure iV - 1 quando n = W .  

D' altra parte, essendo 

si deduce che 1s funzione log N, e quindi la funzione ni, .assumono 41% 

unico valme massimo quando 
n 
-- - log (n - 1) = O 
n - 1  

Facilmente si constata che il valore di r. che rende soddisfatta la 
precedente è n = 4,578 . . . .; e il corrispondente valore massimo di 
N k 1 , 3 2 1 . .  . . . . 

Possiemo pertanto asserire che, variando cornunque n tra 2 e f cio, 
i valori di  N soddisfanno certamente alle seguenti limitazioni 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



u'ber graph. Tafeln f. Funktionen einerVer%nderlicheii usw. Von P. W ~ n ~ a r e ~ s r ~ n .  15 1 

Notiamo ancora che ad n = 4,579 . . . , che rende massirno, corne 
abbiamo visto, N, corrisponde un angolo di derivazione a: = 3g018' 
circa. 

Segue una tabella di valori di A ,  corrispondeilti ai valori di x e 
di a che maggiormente possono interessare nci casi concreti. 

Padova ,  Set embre 1910. 

nber graphische Tafeln fur  Funktionen einer Verander- 
lichen, insbesondere über graphische Logarithmentafeln. 

Von P. WERKMEISTER in StraBburg i. E. 

Das einfach~te Verfahren zur Herstellurig einer graphischen Tafel 
fiir eine Funktion eirier Veranderliclien bestelit darin, daB man auf den 
beiden Seiten einer Linie die Skalen auftragt, die durch die Werte der 
Veranderlichen und der Funktionen bestimmt und nach diesen beziffert 
sind. Als Trager für die Skalen wahlt man ails praktischen Grijnden, 
solche Linien, die sich in einfacher Weisc - mit Lineal und Zirkel 
- zeichnen lassen, Eine der beiden Skalen kann man mit Eücksicht 
auf die dadurch entstehende Bequernlichkeit beirn Aufieichnen und beim 
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Gebrauch als gleichmiiBige oder gewohnliche Skala ausführen, deren 
Liingeneinheit entsprechend der von der Tafel geforderten Genauigkeit 
zu wlhlen ist. 

Um eine bestimmte Genauigkeit bei einer Tafel zu erreichen, ist 
es vielfach mit 12ücksicht auf die Liingen der Skalen nicht mehr mog- 
lich, die Tafel zusammenhiingend, an einem Stüek - z. B. mit Be- 
~ ~ ü t x u r i g  einer Geraden oder eines Hreises als Slialentrager - darzustellen; 
man zerlegt in diesem Falle die Tafel in einzelne Seile, die man dadurch 
erhiilt, daB man als Trager für die Skalen an1 besten ein System von 
parailclen Geraden wiiblt. Eine solche Zerlegung der ganzen Tafel 
hietet den weiteren Vorteil, da6 man für jecien einzelnen Teil der Tafel die 
Liingencinheit für  die gleichmaBige Skals beljebig wiihlen kann; man 
hat  dadurch die Mtiglichlicit die Lsngeneinheit von Teil zu Teil so zu 
veriindern, daW auch bei der ungleichaiiBigen Skala die Ablesegenauig- 
kait an ssmtlichen Stellen der Tafel beilaulig dieselbe ist, also jedenfaih 
eine bestimmte untere Grenze nicht überschreitet. Eine der b s  
kanntesten Tafeln dieser Art ist die graphische Logarithmentafel von 
A .  Sichy. ' )  

Hei einer, infolge der verlangten Genauigkeit bezw. der dadurch 
bedingten Skalenliinge in einzelne Teile zu zerlegenden Tafel kann man 
durch entsprechende hnordnung das Zeichnen der gleichmaBigen Sliala 
iimgehen, sodaB der Trsger niir auf einer Seite eine Skala tragt; die 
dadixch erreichte Erhohung der ijbersichtlichkeit der ganzen Tafel id 
nicht anwesentlich. Reachtet man namlich, deB für mehrere aufein- 
anderfolgende Werte der Veranderlichen die entsprechenden Funktions- 
werte, z. B. in der ersten Ziffer übereiristimmen, und denkt man sich 
dementsprecheud diese Werte in zae i  Griippen von Ziffern zerlegt, so 

IaBt sich die Zerlegung der ganzen Tafel in einzelne Teile derart vor- 
nehmen, da1 diese mit der ersten Gruppe übereinstimmen und nach 
dieser Ineziffert sind; h i  einer bestimmten gegenseitigen Lage der Tafel- 
teile und gleichmiiBiger Punktionsskala kann d a m  die xweite Ziffem- 
gruppc z. B. durch pine auBerhalb der eigentlichen Tafel zu zeichnende 
ItIilfsskala in Verbindung mit einer beweglichen Ablesegeraden dar- 
gestellt werden. Der Grundgedanke bei einer solchen Anordnung der 
Tafel ist derselbe, der vielfach bei numerischen Tafeln Verwendung 
findet, indem man bei gegebeneuî Wert  der Veranderlichen den ge- 
suchten Puriktionswert durch Zusammensetzen von zaei ,  an rerschie- 
denm Stellen der Tafel zu entnehmenden Zifferngruppen erhalt, oder 
- - 

1: Grapl-iische Logarithmentafeln , Wien 189 7. Beilage zur Zeitschrift des 
Osterreicbischen Tligenieur- und Architekteu-Vereiris. 
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indem bei gegebenem Punktionswert der gesuchte Wer t  der Verander- 
lichen einen doppelten Tafeleingang erfordert. 

Im Bolgenden sollen einige Mtiglichkeiten zur Konstruktion von - 

solchen Tafeln zusammengestellt werden, aobe i  - besonders mit' Rück- 
sicht auf einige von E. Leder1)  angegebene und von der Industriellen 
Handelsgesellschaft in Berlin jn den Handel gebrachte logarithmische 
Rechcnapparate - als Beispiel einer Funktion die logarithmische ge- 
wiihlt a i r d ,  sodaB zunachst von grupl~iscl~en Luya~ithmentc~feln. die 
Rede kt .  

Für  die zu besprechenden Tafeln sei der Einfachheit wegen die 
Gri~ppierung der der Tafel zu entnehmenden Mantisse derart vorge- 
nommen, dab die 

Fig. 1.  

erste Gruppe - ,4 - 
aus nur einer Ziffer B 
besteht, die ganze 

p I , I , I T ' I - I ~ I ' I  50 $0 

Tafel also in zehn 
Teile zerfallt. Die .n 1 42 , 
Anzahl der Ziffern 19 ++ .l5 46 

der zweiten Gnlppe 47 dg 49 zp 
L 

- U - ist von der as 
.4 

jeweiligen Liingen- 
eiriheit der dieser rd I 

35 r 
Gruppe entsprechen- -2 i - 1 2  

+5 0 

den Hilfsskala ab- 6 1 7 ,  i i L i i ' i ' '  

hangig. 7 , , , ,  * , , , ,  9 , , , ,  '? 

Die einfachste 65 
Y0 BO 

Art einer in der an- 90 A 0 0  
+ I I I  < 7 i i i , i i i i i l  

gedeutetenweise ent- 
worleneri graphischen L~~ar i th rne r i t a fe l  ist in der Fignr 1 gezeichnet; 
sie besteht aus der - entsprechend der Abtrennung von nur einer ZiEer 
- al] z e h n  parallelen Geraden angetragenen, naeh dem Numerus be- 
zifferten Hauptskala und den zu dieser senkrechtcn, bzw. parallelen 
Nehenskalen A iind B, von denen A nach der ersten und U nach der 
zweiten und dritten Uezimale des Logarithmus beziEert i d .  

Die Benützung der Tafel kann auf zwei verschiedene Arten vorge - - 

noinnien werden, je nachdem man die Skala A oder U beweglich anordnet. 
Irn ersten Fall zeiclmet man die Skala A auf einem durchsichtigen Lineal, 
das z. B. mit einei- der ReiBsehiene iihnlichen d n ~ c h l a g v o r r i c h t u n ~  ver- 

1) Vgl. Encyklop5die der Math. Wissenschaften Band 1. Numerisches Rechnen 
von Fi,. Mehmke. Seite, 1079. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



154 Über graphische Tafeln für Funktionen einer Veriinderlichen usw. 

seben ist, sodaB die Tïagergerade von A, mit dereri Hilfe die Ein- 
stellungen und Ablesungen an der Hauptskala und der Skala B vor- 

zunehmen sind, parrallel mit sich bewegt werden kann. Soil die Skala 
B be*eglich angeordriet werden, so kann man sie an der Kante einer 
ReiBschiene anbringen, sodaB sie derart über die Hauptskala geführt 
werden kann, daB ihr Anfangspulilrt sich auf einer Senkrechten zu 
dieser bewegt. Was die Bequemlichbeit bei der Ablesnng aribelangt, 
80 ist die Einrichtung, bei der die Skaltt A auf einern durchsichtigen 
Lineal angeordnet ist, vorzuxiehen. 

Mit Kücksicht auf die Ablesung in der Kahe der Bander der 

Hauptskala dürfen - bei dieser und den meisten folgenden Tafeln - 

deren einzclne Te& nicht die Lange der Skala B abgesclinitten 

oeiu; es rnuB vielmehr jeder Teil ein Stück seines vorhergehenden und 
seines folgenden wiederholen. 

Eine Tafel von der angegebenen Art ist die ,,Karte f'ür graphi~ches 
Rechneni' von G. D elinge.') 

Eine andere Art der Tafelanordnung ist in der k'igur 2 dargestellt. 
Die Hauptskala besteht aus zehn im Punkte O sich sclineidenden 
Geraden, durch weche die nach der ersten Mantissenstelle hezifferte 
Skala -4 bestimmt ist; die Hilfsskala h' hat als Triger eine ebenfal;~ 

durch O gehende Gerade. Die Benützung der Tafel geschieht entmeder 
- - -- 

1) D. B. P. Nr 14636. 
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derart, daB man die Skala 11 an der Kante eines um O drehbaren 
1,ineals angibt, oder - mit Rücksicht auf die Ablesung bequemer - 
mit Hilfe des Lirkels. 

Als Trager der Skala A kann auch, wie die Figur 3 zeigt, an 
Stelle der Geraden ein Kreis gewiihlt werden. Eine solche Einrichtung 
der Tafel zeigt die von E. L e d e r  entworfene ,,logarithmische Rechen- 
scheibe'"), die in zwei Ausführungen - auf Celluloid2) und auf Papier3) 
- von der Industriellen Handelsgesellschaft i n  Berlin herausgegeben 

Fig. 2 

mird. Bei der ,,logarithmischen ftechenscheibe" ist die Zerlegung der 
Yantisse derart vorgenommen, daE die erste Gruppe zwei Ziffern ent- 
halt; die Hauptskala zerfailt daher in hundert Teile. Die Ableseskala 
B ist aiif eiiiem um den Schnittpunkt der Tragergeraden der Haupt- 
skala beweglichen Lineal angebracht; ihre Langeneinheit ist so gewahlt, 
daB der Einheit der vierten Logarithmendezimalel eine Strecke von 
0,66 mm entspricht, sodaB die Logarithmen unmittelbar auf vier Stellen 
und durch Schatzung auf fünf Stellen der Tafel entnommen werden 

1) D. R. P. Kr. 104927. 
2) Zum Preis von 3 Mark. 
3) Als Beilage zu ,,Die Praxis des Logarithmen-Rechnens" von Ernst Leder, 

Berlin 1908. 
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konnen. Bei einer Gesamtlinge von 66 mm1) der Skala B betriigt die 
der Hauptskala G G O  cm. Wie Versuche zeigen, erreicht die Rechenuctieibe 
nahezu die Genauigkeit einer fünfstelligen numerischen Logarithnien- 
t a f e l  der mittlere Fehler betragt f 2 Einheiten der fünften Stelle. 

Bei den zwei besprochenen Tafeln ist die Langeneinheit für simt- 
liche Teile der Hauptskala dieselbe; der Abstand zwischen je zwei aufein- 
anderfolgenden Strichen der Skala und damit deren Ablesegenauigkeit, 
sind deshalb an verschiedenen Stellen der Tafel nicht dieselben. Wie 
die hlgenden Tafeln zeigen, ist es in einfacher Weise moglich, die 
Langeneinheit der Hauptskala mit fortschreitender Skala in natürliclier 
Weise zu vergroBern, soda1 der Unterschied in der Ablesegenauigkeit 
an verschiederieri Stellen der Tafel geringer ist. 

Fig. 4. 

l n  der k'igur 4 ist eine Tafel gezeichnet, bei der die Hauptskala 
alti Sriiger parallele Geraden besitzl, dereri Bezifferung naçh der erstm 
Nantissenstelle der früheren Skala A entspricht. Die Renützung der 
Tafel, bei der man die IIauptskala und die Skala B gleichsam zentral 

aufeinarider projiziert, geschieht an1 besten mit  Hilfe eines in O be- 
festigt'en Fadens, oder eines um O drehbaren, niit einer Ablesegeraden 
versehenen dilrchsichtigen Lineals. 

An Stelle der parallelen Geraden als Trager der Hauptskala hni 
die Tafel der Figur 5 konzentrische Kreise, die nach der ersten Nan- 
tissenstelle beziffert sind. Die Skala B hat als Triiger einen zur Baupt- 
tikala konzentrischen Kreis. Für  die Binstellungen und Ablesungen bei 
Benützung der Tafel verwendet man ein uni den Mittelpunkt der Kreise 
drehbares Lineal aus tlurchsichtigem Stoff, das die Skala A mit der 
Kreisbezifferung tragt;  die Tragergerade von A dient zun-i Einstellen und 
-- 

1) Die ganze Tafel - in Kreisformat - hat einen nurchmesser von 2 1  cm. 
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Ablesen. Die Tafel bietet im Vergleich mit  der vorhergeheriden Tafel 
(Figur4) einenvorteil, indem sie bei ungefiihr derselben Platzbeanspruchung 
eine groBere Genauigkeit sowohl in der Hauptskala als in der Skalu B 
aufweiet. Demgegenüber besitzt die Tafel einen Kachteil, der darin be- 
deht, daB das Ubereinandergreifen der einzelnen Tafclteile dorend wirkt. 

Fig. 5.  

0 B 

Die Triigerform der Raupt;3kala erforderte bei den seither betrach- 
tcten Tafcln stets oine Zerlcgung der Skula in cinzelnc, unter sich 
iiuBerlich nicht zusammenhsngende Teile; eine derartige Zerlegung, die 
diirçh das Übereinandergreifen der verschiedenen Skalenteile z. B. bei 
der Tafel der Bigur 5 immerhin eine Unbequemlichkeit mib sich bringt, 
liBt sich dadurch umgehen, daB man als Hauptskalentrager eine spiral- 
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formige Linie wahlt. In der Figur 6 id eine solche Tafel gezeichnet; 
der spiralf6rrnige Triiger setzt sich hier - mit Riicksicht auf die Bus- 
führung der 'Zeichnung - aus lauter Halbkreisen zusammen. Die 
Skala B ist wie bei der vorhergehenden Tafel an einem Kreis als 
Triiger angetragen; ein um den Mittelpunkt dieses Kreises drehbares 

Fig. 6 .  

O 

Lineal aus durchsichtigcm Stoff triigt die A-Skala, bei der am besten 
die Zwjschenriiume zwischen j o  zwei Strichcn nach der ersten Man- 
tissenstelle beziffert sind; die Triigergerade der Skala dient zum Ein- 
stelleri und Ablesen. Die A-Skda ist derart eingerichtet, daU die 
Skalenstriche bei Einstellung auf die Null der B-Skala mit de111 Triger 
der Hauptskala übereinstimmen. 

Eine moglichst hohe Genauigkeit in der Tafel liBt sich - wie bei 
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der Tafcl von E. L e d e r  - dadurch erreichen, daB man bei %erlegung 
der Mantisse iii zwei Gruppen, für die erste Gruppe zmrei Ziffern wiihlt; 
die dadurçh bedingtc Zerlegung der Hauptskals in h u n d ~ r t  Teile liiBt 

Fig. 7 

diese Anordnung mit Rücksicht auf die GroBe der Tafel zuiiichst nur 
für die Tafel der E'igur 3 mit strahlenf6rrniger Anortlnung der Haupt- 
skala zu. Eiri anderer, bei den übrigen Tafeln m6glicher Weg aur Er- 
langung einer hohen Genauigkcit besteht darin, da0 man die erste 
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Gruppe der Mantisse nur einstellig wiihlt, dafür aber die Genauig- 
keit der 8 -Ska la  durçh eine moglichst groB gewahlte Langeneinheit 
steigert; am natürliçhsten erreiçht man dies bei den Tafeln in den 
Piguren 5 und 6. 

Die durch die GroBe und das Format der Tafel für die Langen- 
einheit der B-Skala gesetzte Grenze lafit sich noch dadurch weiter ziehen, 
daB man die R-Skala in zwei Stücke zerlegt, die von O bis 50 und 
von 50 bis 100 beziffert sind. Dieser Zerlegung entspricht dann eine 
solche der zehn Teile der Hauptskala ebenfalls in je zwei Stücke, sodaB 
diese d a m  aus zusammen zwanzig Teilen besteht; zu jedem der beiden 
Teile der B-Skala gehoren deninach zehn Teile der Hauptskala. Diese 
Anordnung, die sich bei samtlichen Tafeln anwenden M t ,  ist in der 
Figur 7 für die Tafel der Figur 6 angegeben, wobei als Trager für die 
11-Skala ebenfalls eine spiralformige Linie gewahlt wurde.l) Die zu 
der ersten Hilfte der B-Skala - von O bis 50 - gehorenden zehn 
TJnterteile der Hauptskala, die entsprechend der Zweiteilung von B 
auf zwanzig Windungen de8 spiralformigen Tragers sich verteilt, müssen 
zusainmen mit jener besonders hervorgehoben werden, was i n  der Pigur 
durch Berualen geschehen ist.') Die Skala A, deren Tragergerade zu- 
gleiçh zum Ablesen dient, wird am besten auf einem durchsichtigen 
und drehbaren Lineal angebracht; die Skala, bei der bequernerweise 
die Zwischenraume beziffert werden, deckt sich bei Einstellung auf die 
Nul1 der B-Skala mit je der zweiten Windung des Tragers der Haupt- 
skala. Die Benützung der Tafel heim Aufsuchen des Logarithrnus eu 
einem gegebcnen Numerus geht folgendermafien vor sich; mit der Ge- 
raden des drehbaren Lineals stellt man an der Hauptskala den gegeberien 
Numerus ein und liest die erste Stelle der Mantisse an der A-Skala 
des Lineals ab; die weiteren Stellen der Mantisse liest nian jenachdem 
der gegebene Numerus an einer bemalten oder nicht bemalten Windung 
liegt, an der ent'sprechenden Windung der B-Skala ab. 

Die Genauigkeit einer solchen graphischen Logarithmentafel ent- 
spricht - ehenso wie die der Tafel von E. L e d e r  - bei einem Durch- 
messer der B-Skala Ton etwa 22 cm, nahezu derjenigen einer fünf- 
stclligen numerischen Logarithmentafel. Als besondere Vorteilc der 
Tafel konnen angeführt werden die bequeme Benützungsweise mit Hilfe 
einer Einstell- und Ableseberadeu und die nahezu gleiche Ablese- 
genauigkeit an samtlichen Stellen der Dauptskala. 

1) Man k6nnt.e aiich - ohne daB die Tafel an Rerluemlichkeit verlieren 
würde - zwei konzentrische Kreise wzhlen. 

2) Die ZusammengehGrigkeit konnte auch mit Hilfe der A-Skala zum Ausdruck 
gebracht werden, indem man bei dieser die Zwisehenr%urne noch halbiert. 
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Auf Grund der für Logarithmen geltenden Siitze lassen sich mit 
Hilfe der im Vorstehenden besprochenen graphischen Logaritlimentafeln 
auch Recl~ennppnrate koristruieren. Für eigeritliche Rechenschieber- 
koristruktionen, bei denen bei der llechnung eine der IIauptskala gleich- 
artige Skala an jener verschoben wird, die Hauptskala demnach eine 
logarithmische, mit derselben Langeneinheit in allen Teilen, sein muB, 
kommen zuniichst nur die Tafeln der Figur 1 und 3, und unter diesen 
der Ausführungsm6glichkeit wegen nur die erstere in Betracht; über 
Rechenschieber mit in Stücke zerlegten Skalen vgl. Encyklopgdie der 
Math. Wissenschaften Band 1. Kunierisches Hechrien von R. Me h m  k e , 
Seite 1058 und ff. 

Der Grundgedanke bei der Ausgestaltung der Tafeln zu logarith- 
mischen Rechenapparaten mit nur einer Hauptskala für Multiplikation 
und Division besteht darin, daB man mit Hilfe der Tafel zu den ge- 
gebcnen Zahlen die Logarithmen ermittelt, diese - ohne sie abzulesen 
- mittels einer entsprechenden Vorrichtung mechanisch addiert oder 
subtrahiert, und zu dem so erhaltenen Logarithmus des Resultats rück- 
warts in der Tafel den Numerus errnittelt; dabei hat man entsprechend 
der Ablesung der Mantisse an zwei Skalen - A und B - eine doppelte 
Addition bzw. Subtraktion auszuführen. Die praktische Ausführung 
dieses Griindgedankens gestaltet sich am einfachsten bei der Tafel 
(Figur 3) von E. L e d e r ,  der auch mit Benützung dieser Tafel eine 
,,rnechanische Rechenscheibe" konstruiert hat. ') 

Die Rechenscheibe von E. L e d e r  besteht aus der fest angebrach- 
ten, schieberartig ausgebildeten und mit einem Laufer verseheneu Skala 
B, unter der die um ihren Strahlenschnittpunkt drehbare Hauptskala 
vorbeibewegt werden kann, sodaB der zur jeweiligen Rechnung notige 
Teil unter dem Schieber (Skala B) eingestellt werden kann. Die Addi- 
tion oder Subtraktion der beiden ersten Mantisseustellen wird selbst- 
titig durch ein besonderes Ziihlwerk besorgt; diejeriige der folgenden 
Stellen laBt sich mit Hilfe der Schiebervorrichtung und des Laufers 
der El-Skala mechanisch ausführen ' Da die der ,,mechanischen Rechen- 
scheibe" zugrunde liegende ~ a u ~ t s k a l a  in bezug auf ihre Gr6Ben- 
verhiiltnisse genau mit der Jogarithmischen Rechenscheibe" (vgl. oben) 
übereinstimmt, so dürften2) beide in der Genauigkeit der Resultate nicht 
weit auueinanderliegen3); die meclianische Rechenscheibe erreicht dem- 

1) Die ltechenacheibe wird ebenfalls von der Indn~triellen Handelsgesellschaft 
in Berlin - zum Preis von 70 Jr! - in den Handel gebracht. 

2) Drm Verfasser steht nur eine logarithmische Rechenscheibe zur Verfügung. 
3) Mit Riicksicht auf die Schiebereinstellungen dürfte bei der mechanischen 

Rechenscheibe an Genauigkeit etwas verloren gehen. 
Zsitsohrift f. Xathematik n. Physik. 59. Band. 1911. Heft 2. 11 
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nach eine Genauigkeit, welche zwischen derjenigen einer vier- und der 
einer fünfstelligen Tafel liegt. 

Von den übrigen angeführten Jloglichkeiten in der Anordnung der 
Hauptskala, fand diejenige mit konzentrischen Kreisen Verwendung bei 
der Rechenscheibe von G. H erm annl) ;  eine spiralformige Tragerlinie 
wurde bei ciner Rechenscheibe von A. S t e i n h a u s e r "  benützt. 

A d e r  den in den Figuren angedeuteten Triigerformen für die 
Hauptskala sind natürlich ailch noch antlere moglich; E. Leder ver- 
wendet e. B. bei einor unter dem Xamen Tacharithmetikos in den 
Handel gebrachten logarithmischen RechenmaschineY) hundert kon- 
gruente Kreisbogen, deren Mittelpunkte in gleichen Abstanden auf einer 
Geraden liegen. Bei diesem Apparat ist die Hauptskala auf einem Lein- 
wandstreifen angegeben, der so über zwei Rollen bewegt werden kann, 
daB der jeweils zu benützende Kreisbogen konzentrisch zu der ebenfalls 
an einem Kreisbogen angetragenen B-Skala zu liegen kommt D i e  Ver- 
lsindung beider Skalen wird durch einen um den Mittelpunkt der 8- 
Skala drehbaren und von Rand zu bewegcnden Zeiger hergcstellt, der 
zugleich eine selbsttitige Addition bzw. Subtraktion der zweitcn Ziffern- 
gruppe der Mantisse bewirkt; die Addition und Subtraktion der beiden 
ersten lVIantissenstellen wird durch ein besonderes Ziihlwerk ebenfalis 
selbsttatig ausgeführt. Nach den in  der Patentschrift und in verschie- 
denen Prospekten gemachten Angaben dürfte die Genauigkeit des Tach- 
arithmetikos derjenigen einer fünfstelligen Logarithmentafel gleich- 
knmmen. 

Beide Apparatc von E. L e d c r  Sind je mit eincrn Kcnnziffe_rzihl 
wcrk versehen, das die Bestimmung der Kenneiffer des Resultats selbst- 
tatig besorgt. 

1) Vgl. Ch. A. Vogler. Anleitung zum Entwerfen grsphischer Tafeln. Berlin 
1877. Seite 50. 

2) Vgl. R. Mehmke a. a. O. Seite 1063. 
3) D. R. P. No. 199414. Zu beziehen von der schon rnehrfach erwahnten 

Geseilschaft m m  Preie von X ZOO.-. 
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Erzwungene Schwingungen prismatischer Stabe. 
Von STEPH. T I M O S C H I ~ K O  in Kiew. 

Die Bufgaben über erzwungene Schwingungen prismatischer Stabe 
haben nicht nur eine theoretische, sondern auch eine groBe praktiscbe 
Bedeutung. Man begegnet ihnen in den verschiedensten Zweigen des 
lfaschinenbaues, im Brückenbau, im Schiffsbau usw. Trotzdem finden 
die allgemeinen'Verfahren der Untersuchung kleiner Schwingungen, die 
vor allem in der Akustik ausgearbeitet worden sind, geringe Auwen- 
dung in der Technik. Dies wird zum Teil dadurch erklart, daB in den 
Büchern über die Theorie des Schalls das Hauptaugenmerk auf freie 
Scliwinpngen gerichtet ist, wahrend den erzwungenen Schwingungen 
nur geringe Beachtung geschenkt wird, und mail sich gewohnlich auf 
die Erliiuterung des allgemeinen Verfahrens beschrankt. 

Im vorliegenden Aufsatz untersuchen wir die Frage über die er- 
zwungenen Schwingungen prismatischer Stabe unter Beniitzung des all- 
gemeinen Verfahrensl), gestützt auf die Aumendiing der zweiten Form 
der Gleichungen von L a g r a n g e  für Systeme mit unendlicher Zahl der 
Freiheitsgrade. 

Der Aufsatz zerfallt in folgende Teile: 

1. Erliuterung des allgerrieinen TTerfahrens. 
2. Langsschwingungen prismatischer Stiibe. Als Beispiel untersuchen 

wir die Schwingungen eines in di kat or^.^) 
3. Torsionsschwingung~n. Hier wird das allgemeine Verfahren zur 

Untersuchung dcr Schwingungen einer Welle mit zwei an den 
Euden aufgesetzten Riemenscheiben benützt. 

4. Querschwiribrungen prismatischer Stibe. 
5. Schwingungen der Brücken unter der Wirkung einer beweglichen Lad. 

3 1. Boi der Untersuchung der Schwingungen werden wir die 
Lage des Systems durch dessen Normalkoordinaten bestimmen. Wenn 
rpli y z . .  . normale Koordinaten ~ i n d ,  so folgt schon aus deren Erkl& 
rung, da6 die kinetische Energie des Systems und seine potentielle 

1) Siehe K a y l e i g h ,  ,,Sheory of eound", 5 101 (zweite Auflsge). 
2) Diese Aufgabe wurde von A.  N. K r y l o w  behandelt (siehe: ~ ~ ~ C T ~ J I  

Aea~exixi Haym 1909 r. ,,IIfiao~opm aadsaaia O IcpenIepaxs a m~i(it 'ropaxhLL). Da8 
Verfahren, welches A. N. K r y l o w  angewandt hat, unterscheidet sich von dem in 
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Energie durch Funktionen zmeiten Grades di~rgestellt werden, die nur 
Quadrate der Grofleu cp,, rp, . . . +,, . . . enthalten. Man kann schreiben: 

Hier sind a,, a, . . . c,, c2 . , . konstante GroBen, d e  von der Koil- 
figuration des Systems und dessen elastischen Eigenschaften abhiingen. 
Die allrremeine Art der Eigenschwingungen des Systems erhalt man 

0 
durch Dberlagerung einer Reihe von Normalschwingungen, die den 
Normalkoordinaten cp,, q~, . . . entsprechen. Um Schwingungen, die 
einer beliebigen Koordinate vi entsprechen, zu findcn, braucht man nui-, 
unter Bcnutzung der Formel (1) für die lebendige Kraft und die poten- 
tielle Energie des Systems, eine entsprechende Lagrangesche Glei- 
chung aufzustellen: da die Formeln (1) riur Quadrate der Gr6Ben y,, 
cp, . . . enthalten, so konnen die Gleichungen von L a g r a n g e  in sehr 
einfacher Borm dargestellt werden: 

Mit 6i bezeichncn wir dia verallgemcinerte Kraft, die der Koor- 
dinate cp; entspricht. Bei gegebenen 5uBeren Kraften kann am der 
Bedingung bestimmt werden, daB Faqi die Arbeit der auBeren Kriifte 
bei einer Verschiebung darstellt, die dem Zuwachse b q i  der Koordi- 
nate cp, entspricht. 

Bezeichnen wir mit (pi), und (@JO den Anfangswert der Koordi- 
nate und die ihr entsprechende Geschwindiglceit, so steiit sich das ail- 
gemeine Integral der Gleichung (2) in folgender Form dar: 

Die ersten heiden Glieder hangen nur vom Anfangszustande ab. 

1st im Anfangsmomcnt (pJo = O und (k,), = O, so wird die Be- 
wegung durch da8 drittc Glied des Integrals (3) definiert. Im weiteren 
werden wir uns hauptsiichlich mit diesem dritten Gliede beschiiftigen. 
E s  bestimmt Schwingungen, welche von der Wirkung der auBeren 
E i f t e  im Zeitraume O bis t abhangen, und hat daher das gr6Ete prak- 
tische Interesse. 

5 2. Die Schwingungen werden vollig hestimmt, wenn die Ver- 
schiebungen eines jeden Stabelementes bekannt sind. Die Elemente 
werden wir durch Normalschnitte zur Stabachse ausschneiden. Die An- 
fangslage eiiies beliebigen Elementes wird durch eine Koordinate be- 
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stimmt (die Entfernung x von einein beliebigen Stabende). Das Ge- 
micht eines prismatischen Stabes, bezogen auf die Liingeneinheit, be- 
zeichnen wir mit q. 

Die Verschiebung eines beliebigen Elementes bezeichnen wir mit 
y (bei Liings- und Querschwingungen bedeutet y die lineare Versçhie- 
bung des Elementes; bei Drehschwingungen dagegen die Winkelver- 
schiebung). In  aiigemeiner F'orm kann die Verschiebung durch die 
Reihe dargestellt werden: 

(4) Y = ~ i u i  + 5 ~ 2 ~ ~  + ~ 3 ~ 3  + 
Hier sind gp, ,  cp, . . . Normalkoordinaten des Sp tems  (Funktionen der 
Zeit t); u,, u,, U, . . . Normalfunktionen, welche den Koordinaten rp,, 
cp, . . . entsprechen und von der Lage des untersuchten Elementes ab- 
hingen (Funktionen der Koordinate c). Natürlich müssen sie so ge- 
wiihlt werden, daB im heliehigen Moment t die gegebenen Bedingungen 
an den Enden des Stabes erfüllt sind. 

Die kinetische Energie des Systems bei Liings und Quer- 
schwingungen stellt sich in folgender Form dar: 

Hier bedeutet Z die Linge des Stabes, g die Beschleunigung der Schwer- 
kraft. Der Multiplikator q befindet sich auBerhalb des Integralzeicheiis, 
da angenommen wird, daB q liings des Stabes konstant sei. 

In der Formel (5) werden die Glieder von der Form: 
1 

2+. i p , /4  - usut.  dz  
O 

gleich O. Die Koordinaten y,, rp, . . . werden als normale angenommen, 
daher dürfm in dem Ausdruck der lcbondigen Kraft nur die Quadrate 
dieser GroBen vorkommen. Hieraus folgt, daB, wenn die Koordinaten 
rp,, cp, . . . normal sein sollen, die Bedingung (6) erfüllt werden muB: 

(6) . U ~ U , ~ Z  = o. 
O 

~ h n l i c h  der lebendigen Kraft kann die potentielle Energie des 
Stabes ebenfalls durch eine Funktion dargestellt werden, welche nur 
die Quadrate der GroBen cp,, gp, . . . enthiilt. Hierauf k a m  die Bestim- 
mung der Normalschwingungen in der Weise geschehen, wie es im 
vorhergehenderi Paragraphen angegeben ist. Setzt man die so gefun- 
denen Werte gi,, gp, . . . in den allgemeinen Ausdruck (4) für die Ver- 
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schiebungen ein, su erh5lt man die allgemeine LGsung der Aufgabe. 
Wenden wir nun dieses allgemeine Verfahren auf die Losung von 
spezieilen Aufgaben an. 

Langsschwingungen der Stabe. 

Ij 3. Betrachten wir die Schwingungen eines Stabes, von welchem 
ein Ende eingeklemmt, das andere dagegen frei ist. 

Bringt man den Anfangspunkt der Koordinaten in den Schwer- 
punkt des befestigtcn Schnittes und richtet man die x-Achse nach der 
Stabachse, so haben wir an den Stabenden: 

Der aUgemeine Ausdruck der Verschiebungen in Normalkoordinaten 
kaun in diesem Falle sofort, wie folgt, geschrieben werden: 

n=55 . Zn+ 1 nz y =zcp,, sin - -- . -. 
n = O  

2 1 

Es ist ersichtlich, daB der allgemeine Ausdruck (2) die Bedingungen 
an den Enden erfüllt. Jetzt bleibt uns übrig zu beweisen, da1 die 
Gr6Ben rp,, rp, . . . Normalkoordinaten sind. Zu diesem Zwecke bilden 
wir die Ausdrücke der potentiellen Energie und der lebendigen Kraft 
des Syutems. Bezeichnen wir mit E den Youngschen Modul und mit CI 
die Fliche des Querschnitts des Stabes, so erhalten wir: 

1 

Setzt man statt y seinen aligemeinen Ausdruck (2) und zieht in 
Betracht, daB 

Zn+ 1 nx 217~ f 1 ax . - . cos -. - dx = 0; bei m nicht = 0, 
1 2 1 

O 

so erhalt man: 
n=00 

Die kinetische Energie des Stabes wird sein: 

Die Ausdrücke (3) und (4) enthalten nur die Quadrate der GrfiBen 
rp,, rp, . . . und Quadrate von deren e r ~ t e n  Ahleitungen, folglich sind (g,, 
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y, . . . Normalkoordinaten des Systerns. Um eine Normalschwingung 
zu finden, die einer beliebigen Koordinate y, entspricht, bilden wir mit 
E l f e  von (3) und (4) die entsprechende L a  g r  a n  gesche Gleichung: 

ql  .. w E z P  
~ q n + - g ~  (2% + 1)' cpn = Sn. 

oE,!7 Führt man zur Abkürzung die Bezeichnung - = b2 ein, so er- 
4 

Kilt man (siehe 3. 5 1): 
bn ( Z n  + 1 )  2  1 . bn (2n+1) 

qn = COS - -- . t + (ql ) . sm - - - t + 2 2 0 b x ( 2 n + 1 )  1 2 

Angenommen, der Anfangswert der Koordinate rl;, imd der ihr 
entsprechenden Geschwindigkeit sei gleich Null, d a m  wird der Wert 
der Koordinate rp,, im beliebigen Augenblick t durch das dritte Glied 
der Losmg (5) bestimmt. 

Sctzt man dieses in  den allgemeinen Ausdruck (2) für die Ver- 
schiebungen ein, so erhalt man: 

Um also die TTerschiebung des freien Stabendes zu erhalten, braucht 
man in der erhaltenen L6sung nur x = 1 zu setzen und statt , eine 
GrfiBe zu wiihlen, die den gegebenen aufieren Kraften entspricht. Als 
Beispiel betrachten wir den Fall, wo die Kraft, welcho die Schwingungen 
hervorruft, am Stabende arigebracht und ihre Grofle gleich :hf(t) ist. 
Um die serallgemeinerte Kraft 3, zu finden, müssen wir bernerken, 
da8 dem Zuwachse der Koordinate cïrp, die Verschiebung des Stabendes 
gleich 

entspricht, und d a m  konnen wir die verallgemeinerte Kraft aus folgen- 
der Gleichung bestirnmen: 

212 +1 - - 
m f ( t )  . Sv,. sin T .  n = Srp, Gn. 

Setzt man den so gefundenen Wert für 3, in den allgemeinen 
Ausdruck (6) ein und nimmt x = 1 an, so wird für die Verschiebung 
des Stabendes folgender allgemeiner Ausdruck erhalten: 
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I n  dem beaonderen Palle, wo die angebrachte Kraft konstant ist 
(nehmen wir an, daB f(t) = p  sei), gibt die Formel (7) für die Ver- 
schiebung die GroBe 

2 2 Setzt man t = -, d. h. nimmt man den Zeitraum gleich der halben 
b 

Periode des Grundtons, so erhalten wir die gr6Bte Verlgngerung des 
Stabea 

Somit finden wir, daB die plotzlich angebrachte Kraft w p  im Stab 
doppelt so groBe Verlangerungen hervorruft als die, welche der Gleich- 
gewichtslage, bei der Wirkung der Zugkraft w p ,  entsprechen. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Verschiebungen des Stab- - 

endes in dem Falle, wo die Zugkraft, welche die Schwingungen hcrvor- 
ruft, eine konstante Gr6Be (gleich o p )  ist und der Angriffspunkt 
sich auf der Stabachse mit der konstanten Geschwindigkeit a versçhiebt. 
Im Anfang m5ge der Angriffspunkt mit dem Schwerpunkt des be- 
festigten Stabschnittes zusammenfallen. Im beliebigen Augenblick t 
ist die Koordinate x des Angriffspunktes gleich at. Die Verschiebung 
dieses Punktes, die dem Zumachse cîrp, der Koordinate <pn entspricht, 
wird sein: 

Daher wird die rerallgemeinerte Kraft in diesem Falle aus folgender 
Gleichung gefunden 

. 2 n + l  a t  
Grpn ' sin -- ' n -. 

2 1 

Setzt man den so gefundenen Wert für an in die allgemeine Losung 
(6) ein und nimmt x = 1, so findet man: 

4wpg (-1)"' a 2 n + l n a t  
(y)#= 6np21.tij sin [FF - 2 (t - t , )] .  ain [- 2  - - 2 I d t  2 1 - - 

% = O  O 

Wenn a = b, d. h. wenn die Geschwindigkeit der Verschiebung des 
Angriffspunktes der Zugkraft gleich der Geschwindigkeit der SchaU- 
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verbreitung rings des Stabes ist, so nimmt der Ausdruck für (y), die 
O 

Form - an. Bestimmt man seinen wahren Wert, so findet sich 
O 

n=OJ 

Zn+ 1 at(2v1 + l ) n  
[sin . z u t  - ------ 

2 1 
COS --- 2 1 

n=O 

' 
d. h. wenn der Angriffspunkt der Kraft das freic Ende Bei t - a, 

erreicht, ist dio VerUngerung des Stabes 

Polglich ist die Verlsngerung des Stabes in diesem Augenblicke 
gleich der Hiilfte der sttltischen Ausdehnung. 

4. Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Aufgabe über I k g s -  
schwingungen eines prismatischen Stabes über, an dessen freies Ende 
die Last P angehiingt ist. In der Praxis begegnet man einer solchcn 
Anfgabe bei Untersuchung der Schwingungen der Indikatorfeder mit 
dem an sie angehangten Kolben. Die freien Schwingungen dieses Sy- 
stems yind schon von Poisson untersucht worden, und hese LGsung 
kônnte man bei der Bildung eines Ausdruckes für die Verschiebungen 
y in den Normalkoordinaten benützen. Zur gr8Beren Deutlichkeit führen 
wir alle Rechnungen durch, die sich auf die Bestimmung der Normal- 
koordinaten heziehen. Rekanntlich ist die Frage nach den Langs- 
schwingungen prismatischer Stiibe auf die Intcgration der Differential- 
gleichung 

(8) 

zurüekzuführen (hier haben bB und y ihre friiheren Werte). 

An den Enden gelten folgende Bedingungen: 

bei bei 

Soll der Stab eine normale Schwingung der Frequenz p machen, 
dam kann die Verschiebung eines beliebigen Punktes auf der Stabachse 
in folgender Form dargestellt werden': 

y = X cospt, wo X eine Funktion von x allein ist. 

Setzt man dieses in die Gleichung (8) ein, so findet man für X 
den augemeinen Ausdruck : 

P X  P Z .  X = A sin - + B COS 7 
b 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



170 Erzwongene Schwingungen pri~irnatischer Stibe.  

Um der Forderung a) zu genügen, muB für das befestigte Stab- 
ende B = O sein. 

Die Bedingung b) führt uns zur folgenden transzcndenten Gleichung: 
QJEg - Setzt man $ = p, q l =  Q und beachtet dabei, daB - 
4 b2, 

00 erscheint die erhaltenc Gleichung in folgender Form: 

Seien p,, p, . . . . . die aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gle ichq  
(9); dann wird der allgemeine Ausdruck für die Verschiebungeu y 
folgender sein : 

(10) 
. L X  y =  Tl s i n 1 ~ +  q, sin !Y!+ ...; 

1 1 

es ist leicht zu bestatigen, daB die GrGBen rpl, rpz . . . in diesem 
Palle Normalkoordinaten des Systems sind. Zu diesem Zwecke bilden 
wir den Ausdruck der potentiellen Energie und der lebendigen Kraft 
des Systems: 

I 2 

v - pES('a2 dx = i-FJ2 cos = 

O O 

Der erhaltene Ausdruck für P enthiilt keiiic Glieder mit dem Produkt 
der Koordinaten, da die lntegrale der Form 

auf Grund der Gleichung (9) gleich Null sind. 

Die lebendige Kraft des Systems besteht aus der lebendigen Kraft 
des Stabes und der lebendigen Kraft der an denselben angehingten Lad:  

Setzt man statt y seinen allgemeincn Wert  (10) und zieht man 
die Folge der Gleichung (9) in Betracht: 
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eo erhilt man für die lebendige Kraft den Ausdruck: 

P&j ,a  p - -- 
49 

sin "n) + 2 6: sins y,. 
2Pn  

Setzt man statt P seinen Ausdruck durch Q aus Gleichung (9) e h ,  
so erhilt man 

" ,=CO 

In diesem Ausdrucke für die lebendige Kraft kommen niir solche 
. . 

Glieder Toim, die Quadrate der GroBen rpi, qz . . . . . enthalten, folglich 
sind y,, cp, . . . Kormalkoordinaten. Um eine Schwingung, die einer 
beliebigen Roordinate rp, entspricht, zu bestimnie~i, bilden wir die ent- 
sprechende La  g r a n g e  sche Gleichung 

Die allgemeine Losung dieser Gleichung (siehe 3, l), wird sein: 

Wenn der Stab im Anfang sich in Ruhe befand und seine Stellung 
der Gleichgewichtslage entsprach, so ist (q,), 0 (+,) = 0, und d a m  
wird die Schwingung, welche der Koordinate cp, entspricht, durch das 
dritte Glied der allgemeinen Losung bestimmt. Setzt man dieses in 
den aiigemeincn Ausdruck für y in (10) ein, so erhiilt man 

Um die Verschiebungen des Stabes zu erhalten, muB man in dieser 
allgemeinen LGsung z = 1 nehmen und statt 3, den gegebenen Wert, 
der den LuBeren Kraften entspricht, einsetzen. 

A18 Beispiel nehmen wir den Pall, daB im Anfangsmoment (t = 0) 
am Stabende eine konstante Zugkraft m p  angebracht worden ist. Um 
die Schwingnngen zu finden, die beim pliitzlichen Anbringen einer 
Kraft entstehen, braucht man nur in der allgemeinen Losung (13) an- 
zunehmen, daB - 

cDn = w p  sin p, 
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sei. Die Verschiebung des Stabendes wird sein 

Wird die Last P unbegrenzt verringert, so nahert sich das Ver- 

hiiltnis $ der Unendlichkeit und der Wert der n- ten Wurzel der tram 

zendenten Gleichung (9) nahert sich der Gr6Be 

Setzt man dieses in die Gleichung (14) e h ,  so erhalt man ein - .  

Ergebnis, das mit der L6sung des vorhergehendeii Paragraphen über- 
einstimmt. Die p6Bte Verlingerung bei plotzlichem Anbringen der 
Kraft ist gleich der doppelten statischen Ausdehnung. Betrachten wir 

Q jetzt den zweiten LuBersten Fall, wenn das Verhaltnis , sich der Nul1 

niihert und der Wert der fi-ten Wurzel der Gleichung (9) sich der 
Gr6Bo 

p, = (n - 1)z 
nahert. 

Die erste Wurzel p, nahert sich in diesem Paile nnbegrenzt der 
Nuil; der Kull niihern sich auch die Gr6Ben ailer Glieder auBer dem 
ersten in der Summe (14). Der Grenzwert führt uns zum System mit 
einem Freiheitsgrade: zur Schwingung der Last, die an einem gemichts- 
losen elastischeri Stab aufgehingt k t .  

Die Bewegung wird durch das erste Glied der Losung (14) be- 
stimrut. Für die Verschiebung der aufgehiingten Last erhalten wir die 
Formel: 

Die groBte Ausdehnung des Stabes mird sein: 

folglich ist auch im zweiteli Grenzfalle der Satz berechtigt, daB die 
plotzlich angebraçhte Kraft eine Verlangermg hervorruft, die der 
doppelten statischen Verlbgerung gleich ist. Dieser Satz, als Sonder 
fall des C l a  p e y r O nschen Theorems, wird gewohnlich in den elemen- 
taren Tlehrbiichern der Festigkeitslehre gebraucht. Die Polgerung wird 
auf der Annahme aufgebaut, daB in  einem gewissen Augenblicke die 
ganze kinetische Encrgie des Systcms sich in potentielle Energie vep 
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wandelt. Wie aus der allgemeinen Losung (14) ersichtlich, ist diese 
Q Q Annahme nur in den GreneMlen - = oa und - = O berechtigt, in auen Y P 

übrigen Faiien sind die Wurzeln pl, p, . . . der transzendenten Gleichung 
(9) inkommensurabel, niemals wird sich die ganze kinetische Energie 
in potentielle verwandelii, folglich wird auch die Verlingerung, die 
durch plotzliche Einwirkung der Kraft hervorgerufen ist, geringer als 
die verdoppelte statische Verlingerung sein. 

Wirkt am Stabende eine rariable Kraft w f ( t ) ,  die Schwingungen 
hervorruft, so erhalt man den entsprechenden Wert der verallgemeinerten 
Kraft 5. aus der Gleichung 

- 

@,,. d\vn =s in  ,un. w f ( t ) .  Sv,. 

Setzt man in die allgemeine L6siing (13) ein und nimmt man 
z = 1 an, so findet sich für die Verschiebung des Stabendes der Ausdruck 

1st das Gewicht des Stabes & irn Vergleich zum Gewicht der Last 
P sehr gering, so wird die erste Wurzel der Gleichung (9) eine kleine 
Gr6Be. Die Frequenz des Grundtypus der Schwingungen wird im Ver- 
gleich zu der F'requenz des der Reihe nach folgenden Typus klein sein. 
In der allgemeinen Losiing (15) wird das erste Glied der Summe die 
übcrwiegcndc Bcdeutung haben. C m  die Periode der Grundschwingunç 
zu bestimmen, k6nnen wir im vorliegenden E'alle die Gleichung (9) 
durch folgenden Ausdruck ersetzen: 

Als erste Anniherung 

dam wird die Periode des Grundtypus der Schwingungen sein 

d. h. die Schwingilngsperiode ist eine solche wie die eines Pendels, 
dessen Lange gleich der statischen Ver langemg des Stabes unter der 
Wirkung der Last P ist. 

Zu demselbed Ergebriis kornrnt man auch auf elementarem Wege, 
man hat den Stab nur als gewichtlos anzunehmen. Um den EinfluB 
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des Eigengewichts des Stabes auf die Periode des Grundtypus zu be. 
werten, suchen wir die zweite Annaherung für die Wurzel der Glei. 
chung (16). Setzt man in den rechten Teil der Gleichung 

statt ya die erste Annaherung, so erhalt man 

Wird dieser Wert in den Ausdruck für die Schwingungsperiode ge 
setzt, so erhiilt man: 

1/ 
-- 

1 
P f 3 Q  

T = ~ z  - .-. 
g W h '  

Um den EinfluB des Eigengewichts des Stabes abzuschatzen, mu0 
angenommen werden, da1 ein Drittel dieses Gewichts am Ende kon- 
zentriert ist; d a m  wendet man die Formel an, die für  die Schwin- 
gungeperiode im Falle eines gewichtlosen Stabes erhalten wurde. 

5 5. Bis jetzt wurde angenommen, daB im Anfangsrnoment (t = O )  
sich das System in Ruhe befand und die Anfangskoordinaten gleich Null 
waren. Die unter solchen Unistanden gewonnenen Schwingungen werden 
durch die Wirkung ZuBerer Krafte im Zeitraum von O bis t beding~. 

Betrachten wir jetzt die Schwingungen, die durch Anfangsumstande 
der Bewegung bedingt sind, d. h. durch die Anfangswerte der Koordi- 
naten  JI^)^, (<Pz)o . . - und durch die Anfangswerte der ihnen entr 
sprechenden Geschwindigkeiten (@,j,, (gj,), . . .. 

Der Wert einer beliebigen Koordinate rpi auf Grund der ailge- 
meinen Losung [siehe 5 1 (3)] wird sein 

1 
rpi - (rpJo COS nit + - (ip,), sin n, t . 

4 
Der aiigemeine Ausdruck für die Verschiebungen [siehe 5 1 (411 

stellt sich wie folgt dar: 

(17) y =zu,[((pi)o cos n,t + n, '(+J,, sin nit] . 

Die Gr6Ben (rp,), und (+JO konnen aus den Anfangsurnstiinden 
d ~ r  Rewegunç ermittelt werden. Fiir den Anfangsaugenblick muB die 
Verschiebung eines jeden Elementes des Stabes und seine Geschwindig- 
keit gegeben sein. Diese GrEBen werden Funktionen der Lage des 
Elementes sein, d. h. Funktionen von z. 

Sei 
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die 

ihn 

Zur Restimmung der GroBen (rp,), . . - und (ki), . . . benützen wir 
Grundeigenschaft der Normalfunktionen Lsiehe (6) 5 11. 
Multiplizicrt man den Ausdruck (18) niit ui . pdx und integriert 
zwischen den Grenzen von O bis 1, so erhilt  man: 

ji (xj . uipdz 

(Cp) z O = 5- 2 
<a 

Setzt man statt ui seinen Wert in die Ausdrücke (19) und be- 
trachtet die an den Stab angehangte Last P als eine Verstirkung des 
Stabes, welche am Stabende auf unendlich kleiner Strecke verteilt ist, 
so erhalt man: 

Die gewonnenen Ausdrücke konnen bedeutend vereinfacht werden. 
Zu diesern Zwecke integrieren wir den Ziihler teilweise: 
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und bemerken, daB auf Grund der Gleichung (9) 

Q - - P X  (1) cospn  + P .  x (I) . sin p, = O kt. 
Pn 

h t e p i e r t  man den Nenner und macht dabei einige Tereinfachumgen 
auf Grund der Gleichung (9), so erhalt man zuletzt: 

Dieses Ergebnis kann auch anders erzielt werden. Bilden wir aus 
den Ausdrücken (18) die Ableitung nach s, und setzen zugleich statt 
ui . . . die entsprechenden Werte e h ,  so erhalten wir: 

P . 2  y ( x )  -2 (cp, 'O i 1 . cos p, 
u.2 .'(x) =-+p(ip~,Y. c o s y .  

Ziehen wir in Betracht, daB 

P8X /cos". cos-. dx = O  
r /  1 1 
O 

istl), so erhalten wir nach Multiplikation des Ausdrucks (21) mit 

cos&? und Integration zwischen den Grenzen O und 1: 
1 

diese Ausdrücke stimmen mit den Ausdrücken (20) vollkommen überein. 

1) Dies kann bewiescn werden, indem man die Integration ausführt und die 
Gleichung (9) in Betracht zieht. Man kann den Beweis auch darauf stützen, da0 
die in Normalkoordinaten ausgeciriickte potent,ielle Energie des Systems keine 
Glieder mit dem Produkte der Koordinaten enthalten darf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von STEPK. Trvoscass~o. 177 

Torsionsschwingungen prismatisoher Stabe. 

8 6. Dieser Aufgabe begegnet der Techniker vor aUem bei der 
Berechnung von Weilen, daher werden wir den Querschnitt des Stabes 
im Folgenden als kreisformig annehmen.') 

Bezeichnet man die Entfernung eines beliebigen Schnittes vom 
Stabende mit x, den Drehwinkel des Schnittes mit 8, den Gleitrnodul 
mit G und die Masse der Volumeneiiiheit mit p, so kommt man zu 
der bekannten Differentialgleichung: 

(1) 
d 2 0  d P  O g- = G-. 
d t 2  d x 2  

Gehen. wir von dem einfachen Falle aus, da6 die Wellenenden 
frei sind. Eür den Drehwinkel 8 kann man sofort einen busdruck in  
Norrnalkoordinaten schreiben: 

Hierbei werden an deu Wellenenden folgende Bedingungen erfüllt: 

Die potentielle Energie des Systems mird sein: 

Für die lebendige Kraft erhalten wir den Ausdruck: 

Die Ausdrücke (3) und (4) ent'halten nur die Quadrate der Gr6Bep 
cpi , rpa . ., +1, Ga - . ., folglich sind rp,, y, . . . Normalkoordinaten des 
Systems. Die Gleichiing von L a g r a n g e ,  die einor beliebigen Koordi- 
nate p,, cnts~richt,  wird   le in 

Führt man der Abkürzung wegen die Beeeichnung 

1) A11 diese Resultate k6nnen auch bei Querschnitten beliebiger F G ~  an- 
gewandt werden, n u  muB man anstatt G Jp den entsprechenden Wert der Torsions- 
steifigkeit setzen. 

2) Zu dicsem Ausdmcke kann auch noch die Windung der Welle, wie eine 
solchc einca starren Korpers, hinzugcfiigt werden. 
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178 Erewungene Schwingungen prismatischer Stibe. 

ein, so kann man das Integral der erhaltenen Gleichung in folgender 
Porm darstellen: 

nhat 1 
-L -- nbnt 

S P ~  = ( y n ) ~  '0s -- O + 

Setzt man die so gefundenen Werte der Koordinaten vi, y z  . .  . in 
den Ausdruck (2) für 8 ein, so wird die aiigemeine Losung der Auf- 
gabe erhalten. Nehmen wir an, da4 (vn), = (cpJo= O ist und dafi die 
Schwingungen der Welle durch zwei gleiche einander entgegengesetzte 
Kraftepaare M =  f(t) hervorgerufen werden, welche an den Wellen- 
enden wirken. Die verallgemeinerte Kraft 5, ergibt sich sus der 
Gleichung : - 

~D~697,= f(t)6rpn(cos O - COS nn) ,  
folglich ist - 

@, = 2f(t)  für ungerades 12, 

a, = O für gerades f i .  

Für die Koordinate rp, erhalten wir den Ausdruck: 
2 

/ C < t )  - sin 
n b z ( t - t , )  

r p n = z G &  1 
dt, bei ungeradem n ,  

O 

rp, = O bei geradem n 

Der Drehwinkel O eines beliebigen Schnittes wird durch die Formel: 

(7) 
nbn(t-t ,)  

z - dt, 
n=l,3,5, ... O 

ausgedrückt. 
Ais Beispiel betrachten wir jctzt jene Schwingungcn, die ontstchen 

werden, wenn nn den Wellenenden im Anfangsrnoment konstante Kriifte- 
paare Mo und - Bo wirken. Setzt man Mo statt f(t,) in die Formel (7) 
ein und fïihrt die Lntegration aus, so erhalt man: 

1 
Setzen wir t = %, so finden wir für den Drehwinkel den Wert 
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Von STEYH. TIMOSCHENKO. 179 

Der Drehwinkel gp ist doppelt so groB, als derjenige, der beim 
Wirken der Eriiftepaare 31, und - BIo der Gleichgewichtslage entspricht. 

7. Betrachten wir jetzt eine Welle, an deren Enden Riemen- 
sclieiben aufgesetzt sind. nie Griindgleichung (1) gilt auch für diesen 
FaU, man muB nur die Bedingungen an den Endcn iindern. Wonn J ,  
und J,  die Triigheitsmomente der Riemeiischeiben bezüglich der Wellen- 
achse sind, so werden diese Bedingungen wie folgt geschrieben: 

d 2 0  a e 
a) J , & < = G . J -  bei x = 0  

P dx 

a40 d e  
b) J = - G . J -  bei x = l  

" t e  P a x  

Um die Normalfunktionen zu finden, verfahrt man folgendermaflen: 
N6ge die Welle Normalschwingungen von beliebigem Typus machen 
und sei p die Frequenz dieser Schwingungen, dann stelit sich der Dreh- 
winkel eines beliebigen Schnittes der Mrelie so dar: 

O = X c o s p t ;  

hier ist X eine Funktion von x. 
Setzt man diesen Wert in die Grundgleichung (1) ein, so findet 

sich für X folgender allqemeiner Ausdnick: 

Zur Bestimmung der wiilkürlichen Konstanten benützen wir die 
Bedingungen an den Wellenenden. Setzen wir in a) und b) den Wert 
für O e h ,  so erhalten wir: 

Hieraus erhalten wir zur Bestimmung der Frequenz p die trans- 
zendente Gleichung 

Yührt m m  die Bezeichnungen 

ein (JO stellt aiigenscheinlich das Triigheitsmoment der Welle bezüglich 
ihrcr Achse dar), so kann die oben erhaltcne transzendcnte Gleichung 
in folgender Form dargestellt werden: 
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180 Erzwungene Schwingungen priamatischer Stabe. 

Bezeichnet man die aufeinander folgenden Wurzeln dieser Glei- 
chung mit pl, pg . . ., BO wird für 8 folgender Auedruck in Normal- 
koordinaten erhalten: 

die potentielle Energie des Systems wird sein: 

Die Glieder, die das Produkt der Koordinaten enthalten, werden fort- 
fallen, da 

2 

Der Ausdruck in den Klammem ist gleich Null. Davon kann man 
sich leicht überzeugen, wenn dio Folge der Gleichung (8) in Betracht 
gezogen wird. 

Die kinetiriche Energie des Systems wird au8 der lebendigen Kraft 
der Welle und der lebendigen Kraft, der an den Wellenenden sitzenden 
Riemenscheiben bestehen: 

Setzt man hier statt 5 den entsprechenden Wert  aus der Glei- 
JD 

chuni  (8) ein, so ivird bewiesen, daB der in Klemrnern eingeschlossene 
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Faktor gleich A, ist. Der Ausdruck für die lebendige Kraft wird 

Die der Koordinate y, entsprechende Gleichung von L a g r a n g e  wird: 

Setzen wir (y,)" = (+JO = O, so erhalten wir für rp, folgenden 
Ausdruck: t 

Der Drehwinkel O wird durch folgende Formel dargestellt: 
n = m  

P  2 (11) O - O S - p  Z ~ 1 P n x ) J  s ain b - Pn (1 - t,) d t ,  . 
4 J ~ b , = ~  4 O 

Jetzt bietet die Bestimniung erzwungener Schw ingungen für einen 
besonderen Fa11 keinerlei prinzipielle S~hwier i~kei ten,  man braucht nur 
in die allgemeine Losung (11) den entsprechenden Wert  @, einzu- 
setzen. Werden die Tiagheitsmomente der Riemenscheiben Jl und 4 
unendlich verringert, so niihern sich die Wurzeln der Gleichung (8) 
den Werton n,  Zn, . . . 

An der Grenze erhalten wir für û folgenden Ausdruck: 
n = m  t 

2 nnx  
O-- c o s  1 .  s i - ( t - t l ) d t , .  1 " P ' = 1  O 

Dieses stimmt mit dem Ergebnis überein, das für die welle mit 
freien Enden erhalten wurde. 

Betrrtchten wir niher den E'all, wo das Tragheitsmoment der Welle 
JO im Vergleich mit den GroBen 4 und 4 klein ist. Führen wir die 
Bezeichnung ein 

J JO 

" =El; --=K2, 
JI J* 

so konnen wir die Gleichung (8) in  folgender Porm darstellen: 

Sind KI und E, kleine GroBen, so k6nnen wir unter Verzicht auf 
kleine Gr6Ben der hoheren Ordnungen die Gleichung (12) wie folgt 
darstellen: 

(121 p t g p  = KI + K2. 
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182 Erzwungene Schwingungen prismrttischer Stabe. 

Für die erste Wurzcl ergibt sich folgonder angcniiherte Wert: 

pl =m. 
Die folgende Wurzel unterscheidet sich wenig von TC. Schreiheii wir 

und setzen wir dieses in die Gleichung (12) ein, so erhalten wir: 

7C 

~ h n l i c h e  Betrachtungen führen zu 

+ K2 usw. ps = 2 z +  -- 
2 n 

Somit wird bei kleinen Werten von KI und K, die erste Wurzel 
der Reihe nach eine kleine GroBe. Die dem Grundton entsprechende 
Schwingungsperiode wird im Vergleich mit der Periode des nachsten 
Tons groB sein. 

Die erste Annaherung für die Frequena des Grundtons erhalten 
wir bèi der Annahme 

p 1 = i K  + x2, 
woraus 

Dieses Ergebnis fallt mit dem zusammen, das man auf elementarem 
Wege erhalten kann, wenn man auf die Masse der Welle verzichtet und 
die Prequene der Schwingungen des so eritstandenen Systems mit einem 
Freiheitsgrade ausrechiiet. Um den EinfluB der Ilasse der Welle auf 
die Frequena der Schwingungen des Grundtons zu bewerten, suchen 
wir einen genaueren Ausdruck für pl. Zu diesem Zwecke setzen wir 

in die Gleichung (12) statt t g  p den Ausdruck p + $ ein. LiiEt man 

die kleinen GroBep hoherer Ordnung fort, so erhalt man: 

p,:= KI+ K 2 - $ ( K :  + E _ 2 8  - ElK2) .  

Die entsprechende Frequenz der Schwingungen wird sein 

y -  +(K: + - K1K2)] 

Setzt man statt KI und K2 deren Werte ein und zieht in Betracht, 
daB sie kleine Gr6Ben damtellen, sa kann der Ausdruck fiir pl in fol- 
gender Porm geschrieben werden: 
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Diese Formel erhielten wir früher mit Hilfe der Niiheriingsmethode 
von Rayleigh.') 

Querschwingungen prismatischer Stabe. 

$ 8. Retrachten wir hier die Schwingungen in der Flache der 
Hauptbiegungssteifigkeit des Stabcs. Den Koordinatenanfang verlegen 
wir in den Schwerpunkt des linken Endquerschnittes, die x-Achse 
richte= wir nach der Stabachse. Die Bestimmung der ,,freienC' SLab- 
schwingungen id, wie bekannt, auf die Integration folgender Differen- 
tialgleichung zurückzuführen: 

Hier gelten folgende Bezeichnungen: 

(2) 
EJ. g ba= - 

4 '  

E J  ist die Steifigkeit des Stabes bei der Biegung in der Fliiche xy, 

ist die Masse der Lingeneinheit des Stebes. Der ailgerneine Aus- 
9 
druck für die Durchbie,mg in den Normalkoordinaten wird sich in 
folgender Form darstellen: 

(3) Y = ~ 1 %  + T z U r  + !+'SUS + a . ' i 
u,, u, . . . sind Normalfunktionen. Die Porm dieser Funktionen hangt 
von der Art der Refestigung der Enden ab.2) 

Dic lebendige Kraft des Systems ist, wenn die Drehung der Quer- 
schnitte bei der Durchbiegung unberücksichtigt bleibt, folgende: 

Die Glieder von der Form 

sind gleich Null, da die Koordinaten vil qa . . . normal sind. 

1) Siehe ,,O aaneainx.6 pesoirarrca RF, umax'l>ii IIoR.E>cT~B IIe~cp6yprc~aro  nonarex- 
wsecüaro h c ~ m - y ~ a  1905 r. 

2) Die Ausàrücke für die ,,NormalfunktionenU in verschiedenen Fallen sind 
in dem G h e r  erwahnten Buche von Bayleigh (worin auch die Bedeutung der 

1 
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184 Erzwnngene Schwingungen prismatischer Stabe. 

Die potentielle Energie des Systems ist die Energie der Biegung 
und kann in folgender Form dargestellt werden: 

Die einer beliebigen Koordinate cpi entsprechende Glcichung von 
L a g r a n g e  wird sein: 

I I 

Führt man die Bezeichnung ein 
1 

so kann rtuf Grund von (3) und (6) die Durchbiegung dee Tragers bei 
Schwingungen in folgender Form dargesteut werden: 

O 

Die Konstanten (qi), und (@JO konnen aus den Anfangsumstanden 
der Bewegung gefunden werden. Gesetzt im Anfangsrnoment sei: 

d Y 
( Y ) O = X ( ~ ) ~  ( d t ) o = q ( x ) '  

Dann erhalten wir auf Grund von (7) 
i = a < i  

x ( X I  = 2 (r~i)o - ui 
i = 1  

Benützt man die Grundeigenschaft der Normalfunktionen, so findet man: 
1 

JZ (4 % ax ./Z($) uidx  
O O (SPJO = - 1- (@JO = 

SU.' d x JJu? d x  
O u 
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Zur Bestimmiinp der Schwingungen bleibt nur in jedem beson- 
deren Faiie der ent'sprechende Wert  der verallgemeinerten Kraft 3; zu 
finden. 

5 9. Betrachten wir naher die Brage nach den Schwingungen 
pri~matischer Stabe mit gestützten Enden, da man dieser Art der Be- 
festigung bei der praktischen Anwendiing besonders oft begegnet. In 
diesem Falle werden die Redingungen an den Enden wie folgt ge- 
schrieben 

y = O bei x = O und bei n: = 1 

:> = O bei 9 = O und bei s = l 

Der allgemeine Ausdruck für die Durchbiegung in Normalkoordi- 
naten wird: i=- 

Die Ausdrücke (4) und (5) für die lebendige Kraft und die poten- 
tielle Energie konnen so dargestellt werden: 

Die Gleichung für die Koordinate rpi wird: 

Gesetzt, im Anfangsrnoment sei (rp,!, = (rj,), - O ,  so erhalten wir 
für die Durchbiegung des Tragers folgenden allgemeinen Ausdruck: 

3 10. Ais Beiapiel betraçhteri wir das Schaukeln eines Tragers 
durch die periodische Kraft P = Po sin lz t , deren Angriffspunkt im 
Schnitte x = c liegt. Zur Bestimmung der verallgemeinerten Kraft ai 
geben wir der entsprechenden Koordinatc den Zuwachs 6 q ï  Diesem Zu- 
wachse entspricht die Durchbiegung 

i n2  cîy = aspisin--. 
1 
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186 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stabe. 

Die Kraft P leistet bei dieser Durchbiegung offenbar die Arbeit 

inc . i n c  p .  Jq,. sin- =Po. Srp, s i u n t .  sln- 
1 1 

Vergleicht man dieses mit der Arbeit aZiiJqpi der verallgemeinerten Kraft, 
s o  wird gefunden, da6 

i x e  
Qii = Po sin nt sin - ist. 

1 

Setzt man den gefundenen Wert der verallgemeinerten Kraft in 
die ailgemeine Losung (9) und führt die Intcgration aus, so komnit: 

. i n c  . i x x  
i = m  #ln--.81n-- 

2 1 . LiPnPt 
fJ1n - - 

qbne ie(b4i4n4 - nela) E B  

Die durch die erste Summe bestimmten Schwingungen haben die- 
selbe Periode wie die Kraft P. Die zweite Summe stellt ,,freiel' 
Schwingungen des Stabes der. Beim Vorhandensein iiuBerer Wider- 
stinde erloschen diese Schwingungen allmiihlich, und man hat praktisch 
nur mit ,,erzwungenen" Schwingungen des Systems zu tun. 

Wir  bemerken, daB, wenn der Angriffspunkt mit einem der Knoten- 
n i c  

punkte des iten Schwingungstypus zusammenfàilt, s inpz-  = O ist und 

die entsprechenden Glieder in der Losung (10) ebenfails gleich Null 
sind; folglieh wird die Kraft keine Schwingungen des Typus i hervor- 
rufen. 

Wechselt die Kraft ihre GrGBe langsam, so ist n klein. In der 
ailgemeinen L6sung (IO? kann man das zweite Glied, welches als F d -  
tor n hat, fortlassen; auBerdem kann in den Gliedern der ersten Summe 
die Gr6Be n2L4 im Vergleich zu b%4n4 fortgelassen werden. Für die 
Durchbiegung erhalten wir schlieBlich, den Ausdruck: 

Dae gefundene Ergebnis stellt die Durchbiegung des Triigers bei 
statischer Wirkung der Kraft P im Schnitte c dar.') 

1) Siehe unaere Arbeit: , , I I p n ~ r k u e u i e .  rropaanmlrxx soop~~rna~ .a  . . .lL Ilas%crin 
& ~ B C K & ~ O  iIOJWI'f2XB~'4CCI&WO ItHCTBTYTa 1909 P. 
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wollen hier den besonderen Fall betrachten, bei welchem die 
Periode der iiuBeren Kraft gleich der Periode eines beliebigen Typus 
eigener Schwingungen des Systems ist (Resonanzerscheinung). Sei 

b2 i L z 4- - n q 4 .  

In diesem Faile werden die Nenner des eritsprechenden Paares von 
Gliedern in der allgemeinen L6sung (10) gleich Null. Bringt man 
diese Glieder aus den Zeichen der Summen heraus und entwickelt die 
Unbestimmtheit, so wird folgendes erhalten. 

i n x  inc i n x  Q t  cos n t  sini;' . sin pogs inn ts in  sin - .  
qln 1 + p z 1  1 

Wir erhalten ein Glied, welches als Faktor t hnt. 
Die Amplitude der Schwingungen hat das Bestreben unbegrenzt 

zu wachsen. Dieses Ergebnis ist dadurch entstandcn, daB wir die 
Widerstande unberücksichtigt lieuen. J e  kleiner der Widerstand ist, 
um so bedeutendere GrGBe kann die Amplitude der Schwingungen er- 
reichen. Eine Heine Kraft kann groBe Durchbiegungen, folglich auch 
groBe Spannungen im Trager hervorrufen. Diese Erseheinung muB man 
bei technischen Berechnungen berücksichtigen; gewohnlich sucht man 
die Resonanzerscheinungen diirch die Veranderung der Querdimensionen 
des Triigcrs .zu vermeiden. 

1st die Freyueriz der Kraft, welche die Schwingungen hervorruft, 
b  nZ 

kleiner als die Frequenz - des Grundtypus der Trtigerschwingungen, z 
nle d. h. = a < 1, so kann man zur Berechnung der dynamischen Durch- 
b  n 

biegung die angeniiherte Formel benützen. VTir wollen jatzt den 
Ausdruck fiir die Durchbicgung in der Mitte der Stützweite bilden. 

1 
Zu diesem Zwecke setzeri wir in der allgemeinen L6sung (10) z = - 

2 

(Zk  + 1) m e  
k = m  (- l)k sin 

-- 2gPOl5n 1 (Zn + 1 ) 2 b n Z t  
q b z a  b x n 4  2 ~ z y + i ) .  [(TL +ij4q sin Z P  

X = l  

Zieht man den Ausdruck für die Durchbiegung bei statischer 
wirkung der Kraft Y,, in Betracht [siehe (Il)] und bezeichnet mit f a ,  

die statische Durchbiegung in der Mitte, so l5Bt sich die dyuamische 
Durchbiepng, mit genügender Genauigkeit, in folgender Form dar- 

steilen: 
f, = 6, (A sin nt - a sin hy223 - 
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Im ungünstigsten Falle ist die gr6Bte Durchhiegurig in der Mitte 

5 11. Mit Hilfe der Losung (10) kann man die Schwingungen des 
Tragers im Palle d w  Wirkung einer verteilten Belastung, die ihre 
Gr6Be periodisch wcchselt, leicht finden. 

M6ge hier p .  s inn t  dc  die Belastung sein, die auf das Lkgen- 
element dc ('J ist eine Funktion von c) kommt. Setzt man pdc  statt 
.Po in die L6sung (10) ein und integriert nach c zwischen den Grenzen 
e und 1, so wird die gesuchte Losnng erhalten. Nehmen wir hier z B. 
an, daB p = konst. sei, d. h. der Trager der Wirkung einer grleich- 
maBig verteilten Relastung von variabler Intensitat unterliege. (UngeFihr 
unter ebensolchen B e d i n p g e n  befindet sich die Kupplungsstange der 
Lokomotivradcr). Nach Ausführung der obenerwahnten Integration 
finden wir 

sin (2  + 1 )  n x  #sin 
dg.$,14 k = m  

(14) Y = z  'ln (2 k -j- 1 )  [(2 k f l ) 4 .  b e n 4  - ns14] 
1 
-- - 

t = O 

sin 
( 2 k S l ) n z  . b ( 2 k + l ) 2 n s t  

1 ' - -  
- 

z3 
- 

(2  k + l ) S  [ ( 2 k  $ l ) 4 b e % 4  - n2l4] 

Bei.  sehr langsamer Ve~anderung der Intensitat der Belastung 
wird n eine kleine Gr6Bei für y erhalten mir den Wert  

Dieses stimmt mit dem Ausdrucke für die statische Durchbiegung 
des Triigers überein.') 

1st n kleiner als die Frequenz der Schwingungen, die dem Grund- 
ton entspricbt, so kann man zur Ausrechnung der groBten dynamischen 
~urchb iegung  die früher erhaltene Formel (13) benützen. 

5 12. Betrachten wir jetzt Schwingungen des Tregers, die bei 
Wirkung einer konstanten Kraft Y entstehen, wenn ihr Angriffspunkt 
sich mit konstanter Geschwindigkeit a liingr der X-Achse bewegt. Im 
Anfangsrnoment befinde sich die Kraft über der linken Stütze. Wir 
aol len jetzt den Ausdruck für die verallgemeinerte Kraft Di bestirnmen. 
Zu diesem Zwecke geben wir der Koordinate rpi im Augenblick t einen 
-- 

1) Siehe die f r ü h e r  zitierte Arbe i t :  ,,TIpam.G~eaie uopxamwx.6 i i o o p n u ~ a r ~ ~ ~ .  
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unendlich kleinen Zuwachs 6rp, .' Diesem Zuwachse entspricht die 
Durchbiegung 

Die 5uBere Kraft P, die sich in diosem Augeiiblicke von dem 
linken Ende in einer Entfernung at  befindet, wird bei dieser Durch- - 

biegung die Arbeit 
i x a t  , P. Sqi sin- - 

1 

leisten; vergleicht nian dieses mit der Arbeit aisrpi der verallgemeiner- 
ten Kraft, so findet man 

inat ai= P s i n  -. 
1 

Setzen wir dieses in die allgemeine L6sung (9) ein und führen die 
Integration aus, so erhalten wir: 

. i x x  . i n a t  . i x x  i ~ i ~ a ~ t  . sin 
1' 

i = l  i= 1 

Die erste Surnrne der erhaltenen Losuug gibt Schwingungen, die 
Ton der Geschwindigkeit a abhikgen. Diee sind ,,erzwungene Schwin- 
gungen" des Systems; die zweite Summe stellt ,,freie Schwingungen'' dar. 

Verringert man die Bewegungsgeschwindigkeit a der Kraft P auf 
dein Trager, uo müssen wir an der Grenze ziir statischen Durchbiegiing 
des Tragers kommcn. I n  der Tat, setxen wir in der Losung (15) 
a = O, a,t = 6; so finden wir 

. i z x  . i7rE 
2 P l S  é = m  sin - .  sin- 

y = --- v 1 1 -- . 
E Jx' i4 

i = D  

Dies stimmt mit dern früher gefundenen Ausdruck für die stati- 
ache ~ u r c h b i e ~ u n ~ ,  siehe ( I l ) ,  überein. 

1 1 
Setzcn wir z = und - , so kommen mir zu dem bekannten 

2 2 
Ergebnie: 

E P E ~  1 2pz3 x4 PZ" . -= -. 
( 2 k  + 1)4 E J z 4  96 4Rh'J 

Betrachten wir jetzt ausführlicher den besonderen hl, wo 
a91s = i e n z b a  

ist. 
Hierbei werden in der L6sung (15) die Nenner von zwei Gliedern 

gleich Nuil. Brin* man dieue Glieder aus dem Zcichen der Summe 
heraus und entwickelt die Unbestimmtheit, 80 erhalt man: 

i a a t  i zx  Pgl . i x a t  . i x x  
" 9  t cos - sin - + - sin -- s i n .  (16) - -- 

g i n a  1 1  q,sxea" 1 1 
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Das erste Glied hat als Faktor t ,  folglich wird die Amplitude der 
S ~ h w i n g u n ~ e n  des Typus i unendlich wachsen. 

W i r  kommen wieder zur ,,Resonanzerscheinung". Ein praktisches 
Interesse hat der Fall, wo die Resonanz dem Grundtypus der Schmin- 
gungen entspricht, d. h. wo 

Die Schwingungsperiode T für den Grundton wird 

Z a E B  211 T =  -=- 
b a l  b a '  

oder auf Grund von (17): 

Folglich ist T doppelt so  groB als der Zeitraum, den der An- 
griffspunkt der Kraft P m m  Durchlaufen der Stützweite des Trager~ 
ntitig hat. 

Denken wir uns in der Losung (15) x - -2 ' , und formen wir die 

Glieder, welche i = 1 entsprechen, mittels (16) um, so erhalten wir für 
die Durchbiegung in der Mitte den Ausdruck: 

P g  a a t  . a a t  , = - - t  cos - + Sm -- 
z=- !l'Jza 1 qîc a  1 

9 

k = m  (2k+ 1)aa t  
sin 

2 Plg z 
+ iy;i.iZ( lIk (Zn+ i i 2 [ ( e r w i ]  

k = 1 

Die Summen dieses 'Ausdrucks haben keinen besonderen EinfluE 
auf die GrGBe der maximalen Durchbiegung. Begnügen wir uns mit 
den ersten zwei Gliedern des Ausdrucks (18), su  finden wir, dao die 

1 
gr5Bte h rchb iegung  dem Augenblick t  = -ù entspricht, in welchem die 

Kraft P die rechte Stütze des Triigers erreicht. Die Grole der maxi- 
malen Durchbiegung wird : 

PlR 
Y,,,= >ET' 

Vergleicht man dieses mi t  der gr6Bten statischen Durchbiegung 
pz3 f =- 

i t  483J7 SO findet mail: 
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In der Praxis ist die Periode î' des Grundtypus der Schwingungen 
2 2 

mehrmals kleiner als der Zeitraum -, daher ist a l  im Vergleich mit 

der Gr6Be ba klein. Führen wir die Bezeichnung ein: 

BO kann die Losung (15) in folgender Form dargestellt werden: 

. imx . inat 
i = m  81n-- ixx . biemPt 

i ='"in . sin 
2 P P  z 2pzS 

(19) y=- -2 ' -- z 2' 
E Jn4 P(iP- a8) 3 ~ ~ 4 ~ 2  73-7- . 

i =  1 i = l  

Um die,Durchbiegurig in der Mitte des Tragers in jenem Augen- 
blick zu finden, wo die Kraft P sich in einer Entfernung c vom linken 

Ende befindet, muB man in der Losmg (19) z = ' . at  = c annehmen: 
8 ' 

k=m (2k + 1 ) r c  
2PZ3 

(- l j k  sin ---- - 
1 

(Y) Z =  - 1 = fd = Z J ~ Z  (Bk + I I 2 [ ( i t  + I).- a.I 
2 k = O  

k = m  (- l)k sin (2 k  + 1)$ b z z t  
2 pi3 l e  

- E J z 4 " r  ( B ~ + I ) J [ ( B ~ + L ) ' -  oz]- 
k = O  

Bezeichnet man mit f,, die statische D u r c h b i e p g  in der Mitte, 
wenn die Kraft P in einer Entfernung c vom linken Ende wirkt, und 
mit F,, die statische Durchbiegung, wenn P in der Mitte der Stütz- 
weite wirkt, so kann die dynamische Durchbiegung in der Mitte mit 
genügender Genauigkeit durch die Formel dargestelit werden: 

f a t  . b n P t  
f d = z z -  a:. F,, - s i n  z ,- 

Irn ungünstigsten Faiie k t :  

Hier beachten wir, daB man im Ausdruck (20) das erste Glied für 
die dynamische Durchbiegung als statische Durchbiegung des Tragers, 
bei gleichzeitiger Wirkung der Querkraft Y (im Schnitte x = c) und 

E,Tn2 1 
der Liingsdruokkraft Q = a - - - 1, ansehen kann. Um f, zu erhalten, 

6' 

muB man der statischen Durchbiegung harmonische Schwingungen auf- 
erlegen, welche die Amplitude aF,, und eine Periode haben, welche 
der Periode des Grundtypus der Schwingungen des untersuchten Triigers 
gleich ist. 
- -- 

1) Siehe die oben erwahntc Arboit: ,,Epriar%ue~ie nopnrwumcxa KOO~J~H~T'L' ' .  
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Werden auf dem Triger Systenie von mehreren Kriiften P,, P2.. . 
mit gleicher Geschwindigkeit a fortbewegt, so muB man zur Bestimmung 
der Durchbiegung die Wirkungen der einzelnen Eriifte ~ummieren. Hier 

O 
Fig. 1. 

bezeichnen Pl, P, . . . die Kriifte in der 
Reihenfolge, in der sie bei der Fort- 
bewegung mf den TrZger treten (siehe 
Fig. 1); 1,) A,,. . . sind die entsprechen- 
den Abstande der Krafte P,, P,, . . . 

von der Kraft Pl, zulet'zt erhalten wir für jede Kraft die dynamiacht! 
Durchbiogung in  der Mitte unter Anwendung der Formel (20): 

Die ungünstigsten Bedingungen werden d a m  vorhanden sein, wenn 
die Amplituden der von den einzelnen Kraften hervorgerufenen Schwin- 

- 

1 1  
gungen sich summieren, d. h. wenn die Zeitraume 2 ,  d, . . . Vielfache 

von T sind (der Periode des Grundtypus der Schwingungen des Tragers). 
I n  diesem Faile ist 

5 13. Ais letztes Beispiel betrachten wir die Schwingungen einee 
Tragers unter MTirkung einer gleichrnaBig verteilteri Belastung, die auf 

Fig. 2 a 
den Trager mit konstanter 
Geschwindigkeit a heraufrolit 

! ;t-at + (siehe Fig. 2 a). Bezoichnen 
wir mit p die Kraft, die aiif 

die Einheit der Trigerlange 
kommt, dann wird padt, die 
Kraft sein, die dem Triger- 
clemento adt, zukommt, das 

in der Entfernung at, vom linken Ende au~lgeschnitten ist. 
Die Durchbiegung by ,  welche die elementare Kraft padl ,  herror- 

ruft, wird auf Grurid der Losung (15) des vorangegangenen Paragaphen 

i n x  . bianPt i = m  s i n - .  BinpL 
2p14ga' 1 1' dt,. 

i = l  i = l  

Integriert man diesen Ausdruck nach t ,  zwischen den Grenzen 
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0 und t,, so erhiilt man als Durchbiegung von den Kraften, die auf der 
ganzen Strecke at verteilt sind: 

Zu demselben Ergebnis kommt man, wenn man im vorliegenden 
FaUe die Werte @, berechnet und in die allgemeine L6sung [(9) 3 91 
einsetzt. Um Qi zu finden, dient natürlich die Gleichung: 

Die Losung (23) ist ttnwendbar, solange a t  < 1 ist. Sobald a t  = 1 
ist, wirken auf den Triiger gleichmalig verteilte Kriifte; der Triiger 

d Y macht ,,freie Schwingungen", welche durch die GroBen y und im 
1 

Augenblick t = a bestimmt ~ i g .  4b. 

werden. S l l i l l l l l i l l l l l l  
Wenn die Krafte p von 

der Stützaeite des Tragers - 
jsiehe Fig. 2b) herunterzugehen beginnen, d a m  treten wiederum er- 
zwungene Schwingungen auf. Der Ausdruck für y kann auf dieselbe 
Weise wie im vorhergegangenen FaUe erhilten werden. Natürlich muB 

d Y man die Werte y und für  den Augenblick, wo die Belastung beginnt 

von der Stützweite des Triigers abzugehen, in Betracht ziehen. 
Wird in der L6sung (23) die Geschwindigkeit a gleich Null ge- 

nommen, so kommt man von der Aufgabe der Dynamik zur Aufgabe 
der Statik; für die Durchbiegung in der Mitte der Stützweite wird 
d a m  folgender Ausdruck erhalten: - 

k = w  k = w  (2k + 1 ) n a t  
(- i ) k  COS - -- 

2 
(Y) = 

(276 + 1). pz6). Zr - (2k+ 1)"' 
a = o  L = O  

Wenn man at = 1 setzt, d. h. den Augenblick wahlt, bei dem 
die Krafte p auf der ganzen Stützweite des Tragers verteilt sind, so 
findet sich: I = ~  

Zeitschrift f. Yrthematik u. Phyrrik. 59. Band. 1911. Heft 8. 
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was niit der bekannten Formel für die Durchbiegung des Tragers durch 
gleichmaBig verteilte Belastung übereinstimmt. 

5 14. In a l l a  von uns angeführten besonderen Fiillen beschriinkten 
wir uns auf das Aufsuchen eincs Ausdrucks für die dynamische Durch- 
biegung des Triigcrs. 

Um Spannungen zu bestimmen, ist es notig, den dynamiechen 
Wert der Triigerkrümmung in verschiedenen Schnitten zu finden, d. h. 

d2y einen allgemeinen Ausdnick für d 2  zu bilden. Betrachten wir den 

Fall der Biegung eines Tragers durch die liings der x-Achse mit km- 
stanter Geschwindigkeit a sich fortbewegende Kraft. Auf Grund der 
Losung (15) erhalten wir: 

imx . i a a t  s i n . s i n - -  i a x  bi2ast  
i = W  s i n  sin-- 

1 ' + e g i . 2  1 l, 
d z 2  P i znq9-  a s l e  i ( b 2 i e n z C a e l ~  ' 

i = l  i = l  

1 
Wenn wir in diesem Ausdrucke z= annehmen und zugleich 

a' l e  
at  = 5, t'ni a2 setzen, ao erhalten wir für die Krümmung des 

Triigers in der Mitte der Stützweite folgende Formel: 

Wenn die Geschwindigkeit a der Bewegung der Kraft P sehr 
klein ist, so hat die Krümmung in der Mitte den Wert 

Im Augenblick des Zusammenfallens der Kraft P mit der Rlitte 
der Stiitzweite erhalt dieser Ausdruck den Maximalwert 

Dies f i l l t  mit der bekanriten Formel der Festigkeitslehre zusarrimen. 
Kehren wir zum Ausdruck (24) zurück, so bemerken wir, daB das 

erste Glied mit genügender Genauigkeit gleich dem statischen Werte 
der Krümmung dividiert durch 1 - aB angenommen werden kann. 
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Hierzu muB man Schwingungen hinzufügen, die durch das zweite Glied 
des Ausdrueks (24) bestimmt werden. Zieht man jedoch nur die 
Sçhwingungen des Grundtgpus in Betracht, so kann man die Formel 
zur Beïeehung des gr6Bten Wertes der Triigerkrümmung wie folgt 

[ a  ist eine kleine GroBe]. 

Bemerkt sei, daB man zur angeniiherten Berechnung der Krüm- 
mung wie der Durehbiegung [siehe Formel (21)] nur die Gr6Be cc zu 
kennen braucht, d. h. man muB verstehen, die Periode des Grund- 
typus der Schwingungen des Tragers zu Enden. Diesen Umstand karin 
man zur Bestimmung der dynamischen Durchbiegung nicht-prismatischer 
Stabe benützen. Die Berechnung der Periode des Grundtypus der 
Schwingungen solcher Stabe kann mittels der R a  y1 e i g h  schen Nahe- 
rungsmethode ausgeführt werden. Von vornherein nehmen wir eine 
geeignete Form der Biegung, mit andern Worten wir verwandeln unsern 
Trager in ein System mit einem Freiheitsgrade. Für  dieses System 
bilden wir den Ausdruck der potentielleil Knergie und der lebendigen 
Kraft. Alsdann kann die Berechnung der Frequenz und der Periode 
der Schwingungen ohne Schwierigkeit ausgeführt weden. Die so er- 
haltene Schwingungsperiode wird stets kleiner sein als die wahre GroBe 
der Periode des Grundtypus der Schwingungen des Tragers. 

Schwingungen der Brücken unter der Wirkung beweglicher Lasten. 

5 15. Einige Resultate des vorhergehenden Kapitels konnen zur 
Bestimmung von Schwingungen dienen, welche bei Brücken unter der 
Wirkung einer beweglichen Relastung entstehen. Rei der Rerechnung 
der Brücken wird gewohnlich angenommen, daB die bewegliche Be- 
lastung aus einer Lage mit unendlich kleiner Geschwindigkeit in die 
andere Lage übergeht, weshalb auch der Druck einer jeden der be- 
weglichen Lasten in einem beliebigen Augenblick dem Gewichte dieser 
Last gloich ist. Bei endlichen Geschwindigkeiten ist diese Annahme 
nicht ganz genau. Dank der Dilrchbiegiing der Brücken führen die 
darauf rollenden Lasten einige Verschiebungen in der lotrechten Rich- 
turig aus. Die Triigheitxkrafte, welche dieser Verschiebung entsprechen, 
müssen natürlich zum Gewichte der Lasten hirizugefügt merden, wenu 
der Druck berechnet wird, der durch die Lasten auf die Brücke be- 
wirkt wird. AuBerdem müssen die Tragheitskrafte der Elemente der 
Rriicke selbst heriicksichtigt werden, die beim Passieren der beweglichen 
Helastung Verschiebungen ausführen. Im vollen Umfange ist die Auf- 

1 3  * 
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gabe hinsichtlich der dynamischen Durchbiegung der Brücken bis jetat 
nicht gelost, es sind nur folgende GrenziaUe untersucht wordeu: 

1. Wenn das Gewicht der Brücke klein ist im Vergleich zu dem 
Gewichte der darauf rollenden Last, d a m  kann man mit geniigender 
Genauigkeit sich anf den EinfluB der Tragheitskrafte der Last ailein 
bcschranken. 

2. Wenn das Gewicht der beweglichen Belastung klein ist im 
Vergleich zum Gewichte der Brücke. 

Der erste Versuch, den EinfluB der TragheitsEafte der roilenden 
Last auf die Durchbiegung der Brücke zu bestimmen (unter AuBerachtr 
lassung der Masse der Brücke selbst) stammt von dem Professor an der 
Universitat zu Cambridge W i l l i s .  W i l l i s  nahm an, daB die Bahn 
der rollenden Last P durch folgende Gleichung bestimmt wird: 

(1) 
P(l2 - 23' 

y = - 3 r '  

(Diese Gleichung wird erhalten, wenn man für jede Lage der Last 
die statische Durchbiegung unter derselben berechnet. Die so ermittelte 
Kurve ergibt die Bahn für den Pall, wo die Last sich auf der Brücke 
mit unendlich kleiner Geschwindigkeit fortbewegt.) E r  fand für die 
Triigheitskraft der Last folgende Gr6Be: 

P aad4y  - P .  523 - - . P a z  2 P  
g dt' g d x e  g 31EJ 

[le - 612 + 6 x e ] .  

Hier ist mit a die Geschwindigkeit der Bewegung der Last auf 
der Brücke bezeichnet. Den grolten Wert erhalten die Tragheitskrafte 

1 bei x = - -  Der in diesem Augenblick von der Last erzeugte Druck 
2 

wird sein: 

Hier ist 

Die genaue Losung der Aufgabe über die Durchbiegung einetl 
gewichtlosen Stabcs unter der Wirkung einer rollenden Last rührt von 
dem englischen Gelehrten G. G. S t O k e a her. ') 

E s  steiit sich heraus, daB bei den üblichen Geschwindigkeiten und 
1 zuliissigen Werten von f s ,  die GroBe - klein ist, und das Resultat von 
B 

W i l l i s  (2) den EinfiuB der Tragheit der Last mit genügender Genauig- 

1) .,Discossion of a differential equation relative to  the breaking of Railway 
Bridges". Mathamatical and physical papers vol. 11, p. 179. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von STEPH. TXMOSCHENKO. 197 

keit bewertet. Als zweite Anniiherung kann man für den Druck der 
Last in der Mitte die Formel1) anmenden: 

Falls wir mit Hilfe der Formel (3) den Druck der Achsen einer 
Lokornotive oder eines Waggons finden woiien, so brauchen wir statt 
P nur das Gewicht eines Riiderpaaies zu setzen; der EinfluB der Massen 
der übrigen Teile der Lokomotive oder des VCraggons wird dank dem 
Vorhandensein der Federn verringert, daher muB das Gewicht dieser 
Teile mit einem Koeffizienten, der fast gleich Eins ist, mnltipliziert 
werden. Nach den Ansrechnungen von Z i m m e r m a n n  bildet der Zu- 
wachs des Druckes von den Triigheitskraften im ungünstigsten F d l e  
14°/0 des statischen Druckes (eine iihnliche Steigerung des Druckes er- 
hiilt man bei der Geschwindigkeit der Bewegung 100 km/Stund. für 
Triiger von 30 cm Hohe). 

Angenommen, die Bahngleichung der Last sei die Gleichung (l), 
80 kann man ungefahr auch den EinfluB der Trzgheitskrafte des Triigers 
selbst auf die GroBe der Durchbiegung und auf die GroBe des maxi- 
malm Riegnngsmomentes bewerten. Rezeichnet man mit Q das G e  
wicht des Triigers, so kann man für das gr6Bte Bicgungsmoment unter 
Berücksichtigung der Triigheitskriifte der Last P und des Tragers 
folgende Formel schreiben": 

5 16. Die Formeln (2) und (3) des vorhergehenden Paragraphen, 
welche unter der Annahme erhalten wurden, da5 dm Stab gewichtlos sei, 
k6nnen natürlich nur in dem Falle befriedigende Resultate ergeben, 
wo das Gewicht des Tragers im Vergleich zum Gewichte der darauf 
rollenden Last klein ist. Mit der Zunahme der Stützaeite der Briicke 
hat ihr Gemicht bei der Rewertiing der hewegten Relastung eine vor- 
herrschende Bedeutung. Schon S t o k e s  bemerkte, daE die Bewegung 
der Last im Trager Schwingungen hervorrufen muE. Zur Bestimmung 
dieser Schwingungen wandte er ein Niiherungsverfahren an,  das er in 

1) Eine analoge Formel ist in der Arbeit von Zimmermann angeführt: ,,Die 
Schwingungen eines Tragers mit beweglicher Last." Hier müssen wir bemerken, 
da5 diese haufig zitierte Arbeit erst ein halbes Jahrhnndert nach der von Stokes 
erschienen ist. In derselben fehlen Erwahnungen der Arbeit VOD Stokes, die 
in einem derartig verb~eiteten Werke, wie S. Venants Thersetzung (Theone der 
Elâstizitütslehre von Clebsch) dargelegt worden iet. 

2) Siehe: Clebsch, übcrsetzt von S. Tenant, S. 607. 
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der oben erwiihnten Arbeit dargelegt hat. Das Verfahren beruht auf 
der Annahme, daB das Gewicht der bewegenden Last im Vergleich 
zum Gewicht der Brücke klein Sei. Dau von S t o k e s  für die Schmin- 
gungen des Tragers erhaltene Resultat ist sehr nahe demjenigen, welches 
das zweite Glied der Bnniiherungsformel [(29) tj 121 ergibt. 

Eine genaue Losung der Aufgabe betreffend die Schwingungen 
des Triigers in dem Palle, wo man die Masse der sich fortbewegenden 
Lafit unbeachtet lassen kann, gab A. N. Kry1aw.l) Seine Losiing, ge- 
stützt auf die Integration der Differentialgleichung fur die Quer- 
~ichwingungen eines prismatischen Stabes, fallt mit der oben angcführten 
L6sung [siehe (15) 3 121 zusammen, die auf die Anwendung der Normal- 
koordinaten gegründet ist. Die Ergiinxungsdurchbiegung, bedingt durch 
Schwingungen des Tragers, wird, wie wir schon sahen, durch die GrEBe 

a 1 
a: = - bestimmt: die Werte von a: und die ihnen entsprechenden 

b A 

Periaden T der Grundschwingungen für Brücken verschiedener Stütz- 
weiten sind in folgender Tabelle angegeben. 

Bei diesen Berechnungen wurde angenommen, daB die Brücke 
einen Triiger von konstantem Querschnitt darstellt. Die I-lohe der Brücke 
ist gleich 0,l der Stützweite, die zulassige Spannung 800 kg/cma. 
Das Gewicht bestimmt man aus Tabellen für das Eigengewicht der 
Eisenbahnbrücken." Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, daB der Ein- 
fluB der Schwingungen des Triigers auf die Gr6Bc der maximalen 
Durchbiegung nicht groB und um so kleiner kt, je @Ber die Stütz- 
meite der Brücke ist. Wird die allgemeine L6sung [(15) tj 121 be- 
nützt, so kann mari den EirifluB auf die Durchbiegung der sich fort- 
bewegenden Last ungefahr in dem Falle bewerten, wo das Gewicht 
dieser Last im Vergleich zurn Gewichte der Brücke klein ist. Der 
I)ruck P, den die roilende Last P auf die Brücke ausübt, wird durch 
folgende Formel bestimmt: 

1) , , b e r  die erzwnngenen Schwingungen von gleichformigen elastischen 
Btiiben.LL Math. Annalen Bd. 61. 

2) ,,Der Brückenbau", Handbuch der Ingenieurwiseenschaften, II. Bd. 2. Ab- 
schnitt S. 6. 

~ ~ 

1, 
T sec 

a = 10 mt/sec 
cc bei 

l 

4 0  1 0  80 100 
-~- 

10 
0,046 

0,023 

- 

2 O 
0,079 

0,020 

0,129 

0,016 

0,048 0,060 a - 30 mtjsec 

0,181 

0,015 

0,043 

0,226 

0,014 

0,042 0,069 

0,270 

0,0133 

0,040 
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Die erste Annaherung erhalten wir, wenn wir in diesen Ausdruck 
statt y seinen Wert  [(15) 5 121 einsetzen, der unter der Annahme der 
Bemegung einer konstanten Kraft P auf dem Trager erhalten wurde. 
Simmt man aus den Summen, welche die Losung (15) bilden, nur je 
ein erfites Glied, d. h. betrachtet man den Triiger als ein System mit 
einem Freiheitsgrade und setzt x = a t ,  so wird für die Durchbiegung 
unter der Last folgender Ausdruck gefunden: 

2PZ3 s i n a a t  na t  
Y =  - -  E J x 4  1 (sin - a s i n  ';Fi'))- 
@Y Bildet man dt, und laBt die Glieder fort, die a2 als Faktor haben, 

80 wird für die Tragheitskriifte der rollenden Last folgender Wert er- 
halteu: 

P d ' y  -.--- 2 P a a t  . b n 8 t  
g d t P  

- -Y  - . a s i n  .sin, 
Q 1 

Wir wollen jetzt die Schwingungen bestimmen, welche durch diese 
Kriifte bedingt werden. 

Wird hier das allgemeine Verfahren angewandt, so erhiilt man für 
die verallgemeinerte Kraft @ den Wert 

ZP a a t  . b a E t  P-- a s i n 2  - s i n - .  
Q 1 l P  

Setzt man dieses in die allgemeine LGsung (9) ein, so kommt: 

2PEJ 2 P  . bnPt z u t  y = B-Jz' . -- 
Q 

a: sin - - sins -- 
1 1 ' 

Die Amplitude dieser Schwingungen wird im Vergleich zu der 
Amplitude der Schwingungen a, die der ersten Annaherung entspricht, 

nur in dem Falle klein sein, mo 2 p  eine kleine GroBe ist. Nur unter 
Q 

dieser Bedingung konnen wir durch aufeinanderfolgende Annaherungen 
den Ein5uB der Tragheitskrafte der rollenden Last bewerten. 

Hierbei müssen wir bemerken, daB bei der Bewertung des Ein- 
flusses der Tragheit der auf der Brücke rollenden Lokomotive und 
der Wagen nur die Masse der beiden Eider  berücksichtigt zu werden 
braucht. Die Xassen der übrigen Teile tragen, dank der Wirkung 
der Federn, nur wenig zu der Schwingung der Brücke ,bei, da. die 
Frequenz der eigenen Schwingiingen der Briicke (wenn die Stiitzweite 
nicht zu groB ist) die Frequenz der eigenen Schwingungen der Loko- 
motive und der Wagen um ein Vielfaches iibertrifft.') 

1) Siehe die obon erwiihnte Arbeit von A. N. K r y l o w .  
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Die Betrachtung der beiden Grenzfalle der w i r h n g  der beireg- 
lichen Belastung auf die Rrücken gibt Veranlassung zu der Annahme, 
da1 die VergroBerung der Durchbiegung und des maximalen Biegungs. 
momentes, bedingt dadurch, daB die Last mit einer endlichen Geschwindig- 
keit auf den Trager heraufrückt, im ailgemeinen nicht groB und um so 
kleiner ist, je grCBer die Stützweite der Brücke ist. 

AuBer der oben erorterten Crsache wird die VergroBerung der 
Durchbiegung durch St6Be an den SchienenstGBen, durçh StüBe von 
abgenutzten Bandagen und zuletzt durch die Wirkung der Gegen- 
geaichte hervorgerufen. Die S t S e  an den SchienenstüBen konnen be- 
sonders grole Nebenspannungen bei Brücken von kleinen Stützmeiten 
hervorrufen, daher dürfen bei solchen Brücken keine SchienenstoBe zu- 

gelassen werden. 

5 17. Wir  wollen jetzt die Schwingungen betrachten, welche bei 
Brücken durch die Wirkung der Gegengewichte hervorgerufen werrlen. 
Bus der Tabelle des vorhergehenden Paragraphen ist ersichtlich, daB 
die Schwingungsperioden von Brücken mit einer Spannweite von 60 
bis 100 m sich in den Grenzen von @s t Sekunde halten. Bei be- 
deutendcn Geschwindigkcitcn konnen die mit Gegengcwichten versehenen 
Riider ungefihr in demselben Zeitraum eine volle Umdrehung machen. 
In Folge davon, daB die E'requenz der freien Schwingungen der Brücke 
mit der Winkelgeschwindigkeit der Rader, die mit Gegengewichten 
versehen sind, zusammenfiiilt, erhiilt man die Erscheinung der Iieso- 
nanz. Die Amplitude der Schwingungen, welche durch die Tragheits- 
krafte der Gegengewichte hervorgerufen werden, kann unter solchen 
Bedingungen eine sehr bedeutende GroBe erreichen. Zur Untersiichung 
dieser Schwingungen wollen wir hier das allgcmeine Verfahren an- 
wenden. 

Rezeichnen wir mit Q das Gewicht des Gegengewichts, mit g die 
Elitfernung seines Schwcrpunktes von der Radachse, mit a die GB- 
schwindigkeit der Lokomotive, und mit r den Halbmesser des Rades, 
so wird die dem Gegengewicht entsprechende Zentrifugalkraft sein: 

Bei den vorhandenen Dimensionen der Gegengcwichtc und bei 
den üblichen Geschwindigkeiten der B e w e p n g  kann die Kraft P für 
Schnellzugslokomotiven 5000 kg  und für Güterzugslokomotiven 3300 kg 
erreichen. Die Kraft, welche hier die Schwingungen der Brücke er- 
zwingt, ist die Vertikalkomponente der Kraft F. Nehmen wir der 
Einfachheit halber an, da8 in1 Augenblicke des Aufgangs des Rades 
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auf die Brücke des Gegengewicht die niedrigste Lage einnimmt und 
bezeichnen wir mit cî die Winkelgeschwindigkeit des Rades, dann 
wird die uns besçhiftigende Vertikalkomponente der Kraft E' sein: 

('3 F c o s  n t .  

Die verallgemeinerte Kraft an, welche der Eoordinate <p, entspricht, 
wird sich durch folgende Formel darstellen: 

m n a t  
O,,= F c o s  mtsin- 2 ' 

C m  die Schwingungen zu erhalten, braucht man nur diesen Wert. 
der verallgemeinerten Kraft in die allgemeine L6sung (9) [ a  91 einzu- 
setzen. Führt man die dort angegebenen Integrationen aus und führt 
zur Abkürzung die Beeeichnungen ein 

B O  erhalt man für die Durchbiegung y folgenden allgemeinen Ausdruck: 

i e b z e  
sin _, t 

E 
sin 

Setzen wir in dieser Losung [i3 = /3 = 0, so kommen wir zu 
dem Ausdrucke für die Schwingungen im Falle der Bewegung der 
konstanten Kraft F mit einer konstanten Ge~chwindi~kei t  auf dem 
Trager: die Losung (8) fallt mit der Losung (15) [§ 121 zusammen. 

Setzen wir a: = O und nehmen wir an, daB /3 klein id, BO er- 

d. h. die statisclie Durchbiegung bei der Rewegung der Kraft F .  cos GI t. 
Diese Formel kann man bei Brücken mit kleiner Stiitzweite anwenden. 

Oben wurde bereits erwabnt, da6 bei groBen Geschwindigkeiten der 
Lokomotive die T%'inkelgeschwindigkeit w ungefihr von derselben 
GroBe sein kann, wie die Frequenz der Grundschwingungen der Brücke 
hx' - folglich ist die GroBe j3 nahe Eins. Wir wollen für diesen Fall ' 
die Summe der Glieder der L6sung (8) untersuchen, welche i = 1 ent- 
sprechen, da bei /3 nahe Eins gerade nur diese Glieder eine überwiegende 
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Bedeutung haben. Nach einigen Umformungen kann die Summe dieser 
Glieder in folgender Form dargestellt werden: 

1 1 + sin - + - l + a + p f  I + ~ + B + - ~ + ~ - B  

Wenn sich der Eins niihert, so überwiegt die Summe der 
Glieder : 

FI=  ( 9 ) -  -, sin - 
2 E J z  2 1 - a - !  

Setzt man 
b7ts n a  p = 1 - a ,  d. h. a = - Y - -  z 1 '  

so kann die Summe der Glieder (9) in folgender Borm dargcstellt 
werden: 

=- -. b d t  1 . n a t  - cos ,- + - . sin -- cos KI t 
1 n 1 

Die diesen Gliedern entsprechende Durchbiegung in der Mitte y, 
z 

erhalten wir bei der Annahme x = zu: 

1 Bei t = -, d. h. wenn die Rader mit den Gegengewichten die 
2 a 

Mitte der Stiitzweite erreicht haben, finden wir: 

- 
2 l i 'zS 7t b a t e t  --.- J 7 t 4  :a -- , cos ,f + cos ( y  - y) t ]  - 

Im ungünstigsten Faile wird die Amplitude der Schwingungen in 
diesem Augenblicke sein: 

(1 0) 
2 F Z S  7t --.-. 
E J s L  Sa 
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Rei t = finden wir für die Amplitude der Sohwingungen fol- 

genden Wert : 

(11) 
~ F P  n 
Ë J ~  ' 4;' 

Die erhaltene Amplitude ist zweimal kleiner als diejenige, die bci 
b n P t  

der Wirkurig der Kraft F cos -ï9 erzielt wiid, die in der Mitte 
z 

der Stützweite im Zeitraume a (siehe 5 10) wirkt. 

Wie aus der Tabelle des 5 16 ersiçhtlich ist, schwanken die 
GrGBen a, bei denen man die Resorianz für Schriellzugslokomotiven - 

erwarten kann, zwischen den Grenzen $ - l5 (bei einem Umfange der 
führenden Rader von 6 m), fü r  Güterlokomotiven hat das entsprechende 
a: einen halb so groBen Wert (bei einem Umfange der fiihrenden Rader 
von 3 m). Xieht man diese Werte von a in Retracht, so schlieBt man 
auf Grund der Formel (Il), daB für SchneUzugslokomotiven die maxi- 
male Durchbiegung, hervorgerufeu durch die Gegengewichte, 15-20 mal 
die statische Durchbiegung durch die Kraft F (bis 5 Ton.) überwiegen 
kann, welche sich in der Mitte der Stützweite befindet. Dieses Er- 
gebnis erhielten wir, indem wir die Dampfung auBer acht lieBen. 

Dank den Viderstanden wird die Amplitude der Schwingungen 
kleiner, aber dennoch ist beim Vorhandensein der Resonanz der Ein- 
fluB der Gegengewichte auf die Durchbiegung sehr bedeutend, und ge- 
rade diese Uisache kann bei Brücken mit groBer Stiitzweite starke 
Schwingungen hervorrufen. 

Die angeführten Beispiele genügen, um die Bnwendbarkeit des 
allgemeinen Verfahrens, gestiitzt auf die Renützung der Normalkoordi- 
naten, für die Losung einer ganzen Iteihe wichtiger technischer Auf- 
gaben zu zeigen. Im Baile der Wirkung von Eiuzelkraften ist dieses 
Verfahren einfacher als das Verfahren, das sich auf die Integrdion der 
entsprechenden Differentialgleichungen stützt. 

Ferner hoffen air, dieses Verfahren zur Cntersuchung der bei 
StoBen en tstehenden Schwingungen anwenden zu konnen. 
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Beitrage zur Kinematik. starrer und affin-veranderlicher 
Systeme, insonderheit über die Windung der Bahnen 

der Systempnnkte. 

Von R. MEHMKE in Stuttgart. 

(Fortsetzung von S. 94.) 

II. Beweise. 

5. Bewegung in der Ebene. 

Die Siitze in Nr. 2 über die Krümmung der Punktbahnen bei ebener 
Bewegung eines affin-veranderlichen Systems 2 wiil ich zuerst beweisen. 

Redeiitet x den Trager eines bdiebigsn Systempunktes, d. h. d m  
Vektor von eincm willkürlichen festen Ursprung nach diesem Punkt, 
und bezeichnet man die Ableitungen nach der Zeit durch Striche, so 
ist bekanntlich X' die als Vektor aufgefaBte Geschwindigkeit des Punktes 
x, und x" seine als Vektor aufgefaBte Beschleunigung. Die Linge 
eines Vektors durch das Vorsetzen von ,,modiL bezeichnend, hat man 

Für  die Normalbeschleunigung ,f i2/p l%Bt sich wegen g = ds/dz schreiben: 
v P  as a z  - --- .  
p d t  d t '  

wie bekannt. Das auBere Produktl) [x'af"' ist offenbar gleich dem 
Produkt aus der Lange von x' und der Normalbeschleunigung, also wird 

Denkt man sich einmal die Geschwindigkeiten aller Punkte von 2; 
das 'andre Mal ihre Beschleunigungen nach Grd3e und Richtung an 
den Urspriing angetragen, so sind die Systeme der sich ergebenden 
Endpunkte, die mit Z1 und ;SI1 bezeichnet seien, nach einem bekannten 
Satz2) affin zu  2. E s  m6gen 12, und U, die Symbole sein, die, wenn 
man sie vor irgendeinen Vektor von 2 setzt, diesen Bektor in den ent- 

1) In der Ebene iat das ZuBere Prodnkt zweier Vektoren eine ZahlgroBe 
gleich dem Inhalt des durch diese Vektoren beotimmten Parallelogramms, mit be- 
stimmtem Vorzeichen genommen. 

2) R. Mehrnke,  Zivilingenieu Bd. 29 (18831, S. 193. Herr L. Bnrmester 
nennt die Systeme 2 1  und Zn ,,Abtragsysteme" (a. diese Zeitschrift Bd. 47, 1902, 
S. 129). 
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qrechenden Vektor von E1 bzw. E1I verwandeln.') 1st z. B. a ein 
zweiter beliebiger Systempunkt, also der Vektor von a nach x, d. h. 
(x- a ) ,  ein beliebiger, dem System Z' angehoriger Vektor, so kann 
man für die entsprechenden Vektoren von Z1 und S I ,  die offenbar 
gleich (x' - a') bzw. (LC" - a") sind, schreiben: 

(6) x ' - a C = & ( x - a ) ,  

( 7 )  x" - a" = U,(x - a).  

Setzt man in (6) an Stelle von a den Po lp ,  für den p' = O  ist, so kommt: 

x' = u, (a - p). 

Betrachtet man lauter Pnnkte eines und desselben Polstrahls und setzt 
man einen zu ihm parailelen Vektor von der Lange 1 gleich e, be- 
zeichnet man ferner die (mit bestimmtem Vorzeichen genommene) 
Lange der Strecke p z  durch pi, dann wird 

also kommt nach  Einsetzen in die vorhergehende Gleichung: 

(8) x' =p?. U,e, 
woraus 

(9) v = modx '  - p 3  - modU,e 
und 

x' - U1e 
mod z' mod U, e 

Wenn man statt des willkürlichen Punktes a den zweiten Schnittpunkt c 
des Polstrabls pz  mit der Wendekurve in die Gleichung ( 7 )  einsetzt'), 
EO erhilt man x" - c" = U2(x - c) ,  

1) Mit GraBmann betrachten wir solche Symbole als Faktoren. Man kann sie 
unter anderern ala Vektorbrüche darstellen, d. h. als Brüche mit mehreren Zahlem und 
ebensovielen Nennern, wobei beliebige Vektoren von Za ls  Nenner, die entsprechenden 
Vektoren von 21 bzw. Zn als die zugehorigen Zahler dienen. In der Ebene ge- 
nügen zwei Nenner, die in beliebigen nicht parallelen Vektoren von Z bestehen. 
(Vgl. H. GraB m a n u ,  Ausdehnungdehre von 1862, S. 241 = Werke I, 2. S. 240 Nr. 377). 

2) Wenn die ,,Abtragsyatemea Zr und ZK1 gegeben sind, so 1aBt sich c auf 
folgende Weise konstrnieren. Man sucht zur Verbindungslinie pz ,  die (ah Gerade 
von Z) G heiBen moge, die entsprechende Gerade G1 in ZL (die offenbar durch 
den Ureprung geht), betrachtet nun G' d s  Gerade von Zn - sie sei als solche 
mit H= bezeichnet - und sucht hierzu die entsprechende Gerade H von 2, (die 
duch den Beschleunigungspol p, gehen wird, als den Punkt von 2, der dem Ur- 
sprung als Punkt von 2 n  entspricht). Der Scbnittpunkt von G und H ist der 
gesuchte Punkt c, denn da, die Geschwindigkeit c' und die Besehlcunigung c" von e 
nach dem Antragen an den Ursprung in eine und dieselbe Gerade G' = H~ fallen, 
so eind sic parallel. Offenbar sind G und H entsprechende Strahlen sweier projek- 
tiver Strahlenbüschel mit den Scheitelnp undp,, womit man einen Beweis dafiir hat, 
daB der Ort von e, die Wendekurve, ein durch p und p, gehcnder Kegelschnitt ist. 
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oder da 

ist: 

(11) 

Nun sind die Geschwindigkeiten aller Punkte eines Polstrahls parallel, 
insbesondere x' und c';  aber der Punkt c ist dadurch ausgezeichnet, 
daB bei ihm die Geschwindigkeit c' und die Beschleunigung e" parallel 
sind; folglich sind auch x' und c" pnrallel und dm ZuBere Produkt 
dieser beidcn Vektoren verschwindet. E s  f i l l t  deshalb bei der  iuBeren 
Multiplikation der Gleichungen (10) und (11) das erste Glied rechts 
fort, und man erhiilt: 

Mit der Abkürzung 

1%' ~ " 1  = . [UI eue el -- - 
mod x' mod LI, e 

[uieU!el= or 
mod LI, e 

gibt das die in Nr. 2 behauptete Gleichung 

Normalbeschleunigung = a! . Z, 

wobei ct gemiiB (13) in der Tat nur vom Vektor e abhangt, d. h. von 
der liichtung des Polstrahls, nicht von der Lage des Punktes x in ihm. 

Für den Krümmungshalbmesser erhiilt man daher 
v 8  

g e a . c x  
oder wegen (9) und (13): 

F' ( r n ~ d q e ) ~  " '  lu,^,.]' 

Man Endet so in der Tat, a i e  in Nr. 2 unter Gleichung (4) ançegeben 
wurde, für p einen Ausdruck der Fonn 

- 
, J I  z' 

Cr => 
wenn man zur Abkürzung 

(mod II, 6)" 
- ~ = Cr' 
LUI e II* el 

setzt. 
Um Konstrukti~nen ausführen zu konnen, @enken wir uns zuerat 

vom Pol in jedem Polstrahl im einen oder andern Sinn eine Strecke 
glcich dem reziproken Wert von mod U,e abgetragcn. Der Ort dcs 
Endpunkts d ist eine Ellipse; denn gemii5 der Erklarung hat man 
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also wird die GrtiBe der Geschwindigkeit von d nach Gleichung (9): 

mod d' mod U,e 
oder wegen (16): 

mod d' = 1, 

der Ort des Punktes d ist folglich die Kurve von Z, die dem um den 
Ursprung mit dem Halbmesser 1 beschriebenen Kreis als Kurve von Z1 
entspricht, also eine Ellipse.') Sie werde die Bilfsellipse BI genannt. 

Weiter denken wir uns in jedem Polstrahl, ebenfalls vom Pol aus 
und im einen oder andern Sinn, eine Strecke abgetrageri gleich der 
Quadratwurzel aus dem reziproken Wert  entweder von [U,eU,e], oder 
von - [U,eU,e], je nachdem das iiuBere Produkt [U,eU,e] positiv 
oder negativ ist. Für  den Endpunkt f der abgetragenen Strecke erhalt 
man der E r k l i h n g  zufolge: 

für den Trager f des Endpunkts die quadratische Gleichung 

die einen Kegelschnitt vorstellt, der p zum Mittelpunkt hat. E r  heiBe 
der Hilfskegelsc7~nitt Jetzt nimmt der Ausdruck (14) für den 
Krümmungshalbrnesser die Form an: 

Über den Hilfskegelschnitt sei folgendes bemerkt. Wenn für  jede 
Richtung von e das Vorzeichen von [.&e &el dasselbe ist, so besteht 
er in einer Ellipse, weil d a m  nie unendlich wird. Gibt es aber 
zwei reelle getrennte Polstrahlen, für die [U,eU,e] verschwindet, so hat 
dieses iuBere Produkt in dem einen Paar von Schcitelwinkeln, die jene 
Polstrahlen miteinander bilden, einen positiven Wert, in dem andern 
Paar von Scheitelwinkelri einen negativen Wert, so daB man zwei 
Hyperbeln KI,, und El,, mit den fraglichen Polstrahlen als gemein- 
samen Asymptoten erhalt. Der Kürze wegen soll aiich d a m  nur von 

1) Wie übrigens wohlbekannt ist, S. L. U u r m e s t  er ,  diese Zeitschrift Bd. 19- 
(1874). S. 472, Satz Vu. 
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,,demii Hilfskegelschnitt gefiprochen werden. (In Bigur 1 ist ein solcher 
- Fall dargestellt. Die Hyperbel, die positiven Werten von [U,eU,e] 

entspricht, ist voll ausgezogen, die andere punktiert. Die Wendekurw 
ist strich-punktiert gezeichnet). Fallen die genannten beiden Polstrahlen 
in einen zusammen, so entartet, wie man leicht einuieht, der Hilfskegel- 
achnitt zu einem Paar von parallelen Geraden, die symmetrisch zum 

ausgezeichneten Polstrahl sind. Die Wendekurve hat dieselben nnendlich- 
femen Punkte, wie der Bi l f~ke~e lschn i t t  KI,,. Für  den (vom Pol ver- 
schiedenen) Punkt c der Wendekurve, der in  dem zu e parailelen Pol- 
strahl lie& hat man niimlich vermoge ( 8 ) :  

C' U,e, 

.und (7) ergibt für  x = C, a = p :  

C" =p" +jZ - U,e. 
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Durch Nullsetzen des iiuBereil Produkts [c'c"] erhalt man daher nach 
Weglassen des Faktors PT, der gleich Null gesetzt den Pol geben 
würde, zur Bestimmung von c die Lineare Gleichung für jG: 

CU1 ep"] + fi . [U,e Use] = 0. 

Somit wird j7ë ebenfalls jwie 3) unendlich, wenn [U,e U,e] ver- 

schwindet.') 
Nach dem Vorhergehenden sind die Wendekurve und der Hilfs- 

kegelschnitt El,,, wenn diescr nicht zerfallt, cntweder bcide Ellipsen 
oder beide Hypcrbeln mit parallelen Asymptoten. Besteht aber der 
Hilfskegelschnitt in einem Paar paralleler Geraden, so ist (von Sonder- 
fàilen abgesehen) die Wendekurve eine Parabel, deren Achse parallel 
zu jeriem Geradenpaar verliiuft. I n  den letzten beiden Fallen verhalten 
sich, was die Normalbeschleunigung und die Bahnkrümmung anlangt, 
die Systempunkte, die aiif einem Polstrahl mit unendlich fernem c 
(kurz gesagt auf einer Asymptote von KI,,) liegen, andeïs als die 
iibrigen Syst~mpunkte. Rezeichnet niimlich x pinen derartigen System- 
punkt und sctzt man in (7) statt des willkürlichen Systempunkts a 
den Pol p, so kommt 

x" -p" = U,(x - p) 
oder wegen 

x-p=pj ï .e ,  

Po) xer = p "  +PX - Use. 
Bei der Bildung des iiuBeren Produkts dieser Gleichung mit (10) fallt 
das zweite Glied rechts fort, weil nach der Voraussetzung jetzt 
[U, e U,e] = O ist. Somit erhiilt man für die Normalbeschleunigung 
von x den konstanten, d. h. von der Lage dieses Punkts iii der frag- 
lichen Assymptote unabhingigen Wert 

der, wie man sieht, gleich der Projektion der Beschleunigung p" des 
Pores auf die Bahnnormale von x k t .  Der Krümmungshalbmesser der 
Rahn ist in dieaem Fall lediglich proportional v 2  oder pz2, dem Quadrat 
des Abstands, den der Systempunkt Tom Pol hat. 

Bei einem ahnlich-versnderlichen System besteht die Hilfsellipse El 
(ah Ort der Systempurikte, deren Geschwindigkeit die konstante Lange 
v = 1 hat) in einem Kreis um den Pol als Mittelpunkt. Auch der 

1) Den Sonderfall, in welehem für eine der beiden nusgezeichneten Richtungen 
von e auch [U,ep"] vcrsehwindct, nlso jïë unbestimmt wird und die Wendekurve 
in ein Geradenpaar ausartet, wollen wir hier nieht weiter verfolgen. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 59. Rand. 1911. Heft P. 14 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



210 Beitrage zur Kinematik starrer und affin-veranderlicher Systeme usw. 

Hilfskegelschnitt K,,, muB ein solcher Kreis sein, weil die Wendekiirve - -  
in dieseni Fall ein Kreis ist. Also Sind jetzt pd,pf '  und damit a, a '  
unabhangig von der Richtung des Polstrahls p z .  

6. Bewegung i m  Raum. Konstruktion eines Wendestrahls und der 
ausgezeichneten Punkte  in  ihm. 

E s  handelt sich zunnchst darum, für irgendeine Lage eines stctig 
bewegten raumlichen affin-veranderlichen Systems 2 den durch einen 
beliebigen Systempunkt x gehenden Wendestrahl und die duriu liegen- 
den Punkte a und b der Wendekurve sowie den Punkt c des Wende- 
strahls, dessen Bahn in c eine stationare Schmiegungsebene hat, auf 
moglichst einfache Weise zu konstruieren. Wir  setzen voraus, daB nicht 
nur die (schon bei der ebenen Bewegung benützten) ,,Abtragsysteme" 
E1 und 2" der Geschwindigkeiten und der Reschleunigiingen gegeben 
seien, sondern puch das ebenfalls mit 23 affine Abtragsystem ZII1, das 
sich crgibt, wcnn man sich die ~ b e r b e ~ c h l e u n i ~ u n g e n  (Geschwhdigkden 
dritter Ordnung) aiier Punkte von 2 nach Lange und Kichtung an 
den Ursprung angetragen denkt, wobei wieder die Endpunkte der er- 
haltenen Strecken den betreffenden Punkten von Z zuzuordnen sind. 
Die Verbindungsebene der an den Crsprung angetragenen Geschwindig- 
keit X' und Beschleunigung x" des Punktes x, als Ebene von Zr 
angesehen, heiBe AT; dieselbe Ebene, a h  Ebene von Z'" betrachtet, 
heiBe BI1. Die entsprechenden Ebenen von E seien A und B. Wir 
nehmen an, daB sie nicht zusammenfallen. Ihre Schnittgerade ist der 
gesuchte, durch x gehende Wendestrahl, denn jeder Punkt diescr Ge- 
raden hnt die Eigenschaft, daB seine Geschwindigkeit und seine Be- 
schleunigung einer bestiinmten Ebene parallel sind, namlich A1 = BU, 
also beschreiben die fraglichen Punkte augenblicklich alle Bahnstelien 
mit parallelen Schmiegungsebenen. Betrachtet man diese Ebene A I  = Bu 
als dem System EII1 angehorig und bezeichnet sie als solche noch mit 
TIT1, so entspricht ihr in E eine bestimmte Ebene r. Wir  nehmen 
an, sie gehe nicht durch den Schnitt von A und B. Der Schnittpunkt 
von r mit dem MTendestrahl (also der Schnittpunkt der drei Ebenen 
A, B, r) ist der gesuchte Punkt c, denn es sind für ihn die Geschwindig- 
keiten der ersten drei Ordnungen parallel zu einer und derselben Ebene 
A' = Bu = F. Den Ort von c wollen wir mit O,,,,, bezeichnen.') 

1) Da A, B, r entsprechende Ebenen dreier projektiver Ründel sind, deren 
Scheitel in den Polen der ersten drei Ordnnngen: p = p l ,  p,  und p, bestetieu, 
namlich in den Punkten von Z, die der Reihe nach dem Ursprung al8 Punkt von 
ZI, 271 und Zn1 eutsprechen, so firidet man den bekannteu Satz bestitigt, daB O,,,,, 
eine durçh die genanntcn drei Pole hindurch gehende Fliiche dritter Ordnung ist. 
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Dem betrachteten Wendestrahl, der als Gerade von z mit S be- 
zeichnet sei, entspreche in Zr die Gerade S1 und in Z1I die Gerade Su 
(Fig. 2). SI und SU fallen heide in die Ebene A I  = Bn. Ein in 
tlieser durch den Ursprung gezogener veranderlicher St,rahl treffe SI im 
Punkt SI, SI1 im Punkt P. Dem Punkt s' als Punkt von 27 ent- 
sprecke in 2 der Punkt s,'ebenso dem Punkt t" als Punkt von Zn 
der Punkt t in 2. Die Punkte s und t, die beide auf dem Wende- 
strahl S liegen, haben infolge der Konstruktion ~ i g .  4. 

die Eigenschaft, daB die Geschwindigkeit von s 
parallel mit der Beschleunigung von t ist. 
Ordnet man s und t einander zu, so ergeben 
sich zwei projelitive Punktreihen mit demselben 
Triger S. Ihre Doppelpunkte a und h sind 
offenbar die gesuchten, in S liegenden Punkte 

parallel sind. 

/H 
der Wendekurve, derin jeder von ihnen ist nach dem Vorhergehendcn 
so beschaffen , daB seine Geschwindigkeit und seine Beschleunigung 

Ea ist (wie sclion in Nr. 5) immer vorausgesetzt, daE die Ahtrag- 
systeme ET, ET' und ZIn von allgemeinster Art seien. Auf die Be- 
sonderheiten einzugehen, die sich zeigen konnen, wenn unter diesen 
Systemen solche vorknmmen, die in ein ebenes System, oder eine ge- 
rade Punktreihe, oder einen einzelnen Punkt ausgeartet sind, würde 
hier zu weit führen. 

7.  ino or mal-Überbeschleunig~n~. 

U, und U, sollen wieder dasselbe bedeuten, wie in Nr. 5, narnlich 
symholische Faktoren, die jeden Vektor von 2 in den entspreehenden 
Vektor von Z1 hzw. En verwandeln. Auch bezeichne x wieder den 
Triiger des beliebigen Systempunkts x, also die nach Lange und Rich- 
tung anfgefaBte Strecke vorn festen Ursprung nach jenem Punkt. Ferner 
sei e ein Vektor von der Lange 1 parallel zu dem durch x gehenden 
Wendestrahl. Fiir die Vektoren U,e und &e  von Z'I und F I ,  die 
dern Vektor e von E entsprechen, wollen wir zur Vereinfachung 
in der Regel schreiben: 

U,e - el, U,e - eI1. 

Es sind & und eu parallel zu derselben Ebene A I  = BI1 (vgl. Nr. 6) 
wie x' und x", die Geschwindigkeit und die Beschleunigung von x. 
Im Raum ist das GraBrnanilsehe auBere Produkt zweier Vektoren 
gleich einer gerichteten Friche (einem Bivektor nach der Ausdrucks- 
weise von Peano) ,  namlich gleich dem durch die beiden Vektoren be- 

14  * 
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stimmteri Parallelopamm nach Stellung, Flacheninhalt und Sinn. Die 
vorhergehende Betrachtung hat gezeigt, OaB die Bivektoren LX' x"] und 
[& eU] parallel eind.') E s  folgt daraus, wenn man den Flacheninhalt 
eines Bivektors durch Vorsetzen von ,,mod" bezeichnet, die Gleichuq: 

vorausgesetzt, daB man die Flacheninhalte der fraglichen beiden Bi- 
vektoren mit demselben Vorzeichen oder mit verschiedenen Vorzeichen 
versieht, je nachdem diese Rivektoren gleichen Sinn haben oder nicht. 

Weitcr bezeichne U, den symbolischen Faktor, der jcden beliebigen 
Vektor von 2 in den entsprechenden Vektor von Zm verwandelt. 
Dann ist, da x'" die Geschwindigkeit dritter Ordnung oder Über- 
beschleunigung des beliebigen Systempunkts x als Vektor vorsteut 
und da (X - c) und (x"' - c"') entsprechende Vektoren von 2 und 
S I 1  sind: 

x"' - c"' - U, (x - c). 

Aber - 
X - c = c x . e ,  

oder wenn man statt U,e die Abkürzung eU1 anwendet: 

Das GraBmannsche ZuBere Produkt dreier Vektoren ist gleich 
dem (mit bestimmtem Vorzeichen genommenen) Rauminhalt des durch 
die Vektoren bestimmten ,,Spates" oder Parallelepipeds. Da die Vektoren 
el, tsr und cf" parallel zu einer und derselben Ebene A I  = BU = rl" 
sind (vgl. Xr. 6), so versctiwindet ihr aufleres Produkt. Deshtllb fàllt, 
wenn man das auBere Produkt der Gleichungen (21) und (22) bildet, 
das erste Glied rechts fort, und es kommt: 

Lx' z'' z"'J - [el en ,ru] 
- -- - = C x . - -  

mod [x' x"] mod [el eu] 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als die Binormal- 
Komponente der Überbeschleunigung des Systempunkts z; denn be- 
trachtet man das Parallelogramm [d z"] - das der Schmiepngsebene 
der Bahn von x angehort, wenn man X' und X" an den Punkt selbst 
antragt - als Grundilache des Parallelepipeds [x'x"~"'], so ist der Zahler 

1) Wir setzen voraus, [el eI1] sei von Nul1 verschieden, was (wie sich zeigen 
wird) bcdeutet, daB der betrachtete Wendeetrahl keinen unend!ich-fernen Punkt 
der Wendekurve enthilt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von R. NEHMKE. 213 

des Bruches auf der linken Seite von (23) gleich dem Produkt aus 
dern Inhalt der ~rundflache des fraglichen Parallelepipeds und seiner 
Rohe, aber der Nenner gleich dem Inhalt der Grundfliche, also der 
Bruch selbst gleich der Hohe jenes Parallelepipeds oder gleich der 
Projektion der Überbes~hleunigun~ x"' auf die Binorrnale der Bahn 
(mit bestimmtem Vorzeichen genommen). Die Abkürzung 

[el Y em] - = p  
[mod le1 e17 

einführend gelangt man so zur Gleichung (2) in Nr. 1, wobei 8, wie 
man sieht, nur von e, also nur von der Richtung des Wendestrahls 
abhkgt. 

E'ür die Binormal-Komponente der Überbeschleunigung hat schon 
B. R e s a l  den Ausdruck v y p q ,  gefundenl), worin pl = 1,h den Win- 
dungshalbmesser bezeichnet. Wegen der bekannten Beziehungen 

bat man da& auch die in Nr. 1 erwiihnte Darsteliung 

8. Wendepotenz. Windung. 

Bezeichnet y einen beliebigen Systempunkt auf dem durch x 
gehenden Wendestrahl, ;l die mit bestimmtem Vorzeichen genomniene 
Idange 2/rç, dann ist 

x - y = Le, 

Damit y in der Wendckurve liegt, also mit einem der früher ai und b 
genannten Punkte zusarnmènfàllt, müssen 9' und y" parallel ,sein oder 
es mu8 ihr iiuBeres Produkt [y' 2/'] verschwinden. Ilas gibt 

O = [x' x"] - 1 LX' elI + e1 xZ7 + Â. Fe1 elI] . 

Aus der schon in Nr. 7 benützten Tatsache, daB die Vektoren d, x", 
&, en paraIlel zu einer und derselben Ebene sind, folgt, daB die Bi- 
vektoren [x' x"], [d eI1], [& x'] und Te1 el]  aile parallel sind. Die 

1) H. R e e a l ,  Traité de cinématique pire, Paris 1862, p. 171. 
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vorhergehende Gleichung ist homogen und linear in bezug auf jene par- 
allelen Bivektoren, deshalb muB eino Gleichung derselben Form zwischen 
ihren (mit bestimmtem Vorzeiühen genommenen) Flicheninhalten be- 
stehen, d. h. man hat  für  1. die yuadratische Gleichung 

(23) O - mod [X' x"] - A- mod [d el1 + e1 x"] + d%od [cl en]. 

Ihre  Wurzeln A-, und A-,, in  

eingesetzt, liefern die Trager der beiden Punkte a und b der Wende- 
kurve. Das Produkt der beiden Wurzeln bestimmt sich a m  Glei- 
chung (23) zu 

mod [x' x" J A 1. - 
1 2 -  , mod [&en] 

ist, so erhalt man hieraus 

E s  bestatigt sich, daB das in  Nr.  1 ,,Wendepotenzt' genannte Pro- 
dukt der Langen Ü Z  und b y  irnmer rcell ist,  einerlei ob jene Liingen 
selbst reell und verschieden, oder einander gleich, oder imaginiir ~iind, 
d. h. unabhingig davon, ob der durch z gehende We~idestrahl eine 
eigentliche Sehne der Wendekurve, oder eine Tangente, oder eine un- 
eigentliche Sehne ist. 

Der Flacheninbalt des Bivektors [x'xr'] ist, wie schon in Nr. 5 
bemerkt wurde, gleich dem Pradukt aus der Geschwindigkeit und der 
Normalbeschleunigiing des T'unktes x, also lieBe sich die linke Seik 
von (26) auch vQ/@ 8chreiben1), wahrend die linke Seite von (23) nach -. 
dem am SchluB von Nr. 7 Gesagten gleich V ~ W , ' ~  ist. Daher erhil t  man 
durch Division von (23) mit (26) unmittelbar einen Ausdruck für die 
Windung w der Tom Sgstempunkt x augenblicklich beschriebenen 
Bahnstelle, namlich 

(27) 
C Z  [el en dlI] W : . . - - - 

-- 
m .  bs ( rn~d[a 'e~~J)$ '  

1) Hier sei noçh auf einen Satz hingewiesen, den man zur L6su1ig von S u f -  
gaben über die Krümmungohalbmesser der Bahnen von Systempunkten beniitzen 
konnte. Für alle Poqkte eihes nnd dessellien Wendestrahls Sind die Binormalen 
der von ihnen erzeugten Bahnelemente pa~allel, weil die Schmiegungsebenen ea 
sind. Denkt man sich an jeden Punkt eines Wendestrahls den Wert, den in 
diesom Punkte hat, als Lange mgetragen, und zwar in der zugehorigen Rinormale, 
so liegen die Endpunkte, wie man leicht au0 (26) erschlieBt, auf cincr (durch a 
und b gehenden) Parabel, deren Achse in eine der fraglichen Binormalen fallt. 
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nur von der Richtung des Wendestrahls abhiingt. 

O .  Die Hiifdachen FI,, und ,,,,,. 

In der Parallelen durch den Ursprung O zum Vektor e, also zum 
Fendestrahl, der den Punkt x enthalt, denke man sich den reziproken 
Wert der Quadratwurzel aus dem positiv genommenen Flacheninhalt 
des Bivektors [& eT1] als Lange im einen oder anderen Sinn an den - 

Grsprung angetragen. F ü r  den Endpunkt d, den man so erhilt, ist 
dann - 
(2 9) 

2 + 1 o d  =---P. 
mod [el en] 

In derselben Geraden werde an den Ursprung der reziproke Wert 
der dritten Wurzel aus [e1eI1 +] als Lange angetragen, und zwar in 
der Richtung von e oder in der umgekehrten Richtung, je nachdem 
[eTerTelI1] positiv odcr negativ ist. Bezeichnet man den sich ergeben- 
den Endpunkt mit f, so ist 

Pür die durch (24) und (28) erklarten GroBen P und y hat man jetzt 

(31) 
und 

Weiter ergibt sich aus (23), (26) und (27): 

Das Quadrat des Fliicheninhalts eines Bivektors B ist gleich dem 
,,innerent( Quadrat Bz von B. Daller laBt sich das Quadrat von (29) 
schreiben: 

Z4 [el eI1]- = od' [U, e U, el" = 1, 
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erhalt : 

(36) 

Kinematik starrer und affin-veranderlicher Systeme usw. 

den Triiger d des Punktes d durch Einsetzen vou 
- 
o d  . e = d  

Da diese Gleichung in bezug auf d vom vierten Grade ist, stellt sie 
eine Fliiche vierter Ordnung Tor. Sie heiBe die Hilfsflache I;;,,. 

Für den Triiger f des Punktes f ergibt sich, wenn man in (30) f 
statt o f .  e und für el, en, em ihre Werte setzt: 

(37) [&f U z f  Q f l =  1, 
d. h. der Ort des Punktes f ist eine Flache dritter Ordnung. Wir 
wollen sie die Hilfsflache Y,,,,, nennen. 

Die reelien unendlich fernen Punkte der Hilfsflache FI,, sind die- 
selben wie die der Wendekurve, denn der Punkt d fallt nach (29) dam 
und mir d a m  ins Unendliche, wenn [el eI1] verschwindet, und das Re- 
schicht nach (25) d a m  und nur daun, wenn Â. unendlich wird, d. h. 
wenn einer der Punkte a und b ins Unendliche rückt, wodurch er mit 
d zur Deçkung kommt, weil die Gerade od parallel zum Wende- 
strahl ist. 

Weiter haben die Blache O,,,,, - der Ort des Punktes c - und 
die Hilfsflache YI,,,, ihre unendlich fernen Punkte gemeinsam. Denn 
nehmen wir zuerst an, [eleT1] sei von Nul1 verschieden, so fol@ auB 

(23), daB c im Unendlichen liegt, wenn [ex en rP1] verschwindet, in 
welchem Fajlle wegen (30) auch f i n s  Unendliche rückt und mit c zu- 
sammenfàllt. Verschwindet aber [cl eI1], so verschwindet gleichzeitig 
[el eIIenl], die Punkte f und d fallen miteinander und mit einem un- 
endlich fernen Punkte der Wendekurve zusammen, die bekanntlich 
ganz in der B'liche QI,,,, enthalten ist. 

10. Besondere Lagen des Wondostrahls. 

E s  würde mich über das Ziel, das ich mir vorl'iufig gesteckt habe, 
weit hinausführen, wenn ich auf die Sonderfaile eingehen wollte, die 
bei besonderer Beschaffenheit der ,,Abtragsysterne" F, 27' und ZT1' 
(also der Symbole U,, U,, U,), oder heim Vorhandensein besonderer 
Beziehungen zwischen diesen Systemen auftreten konnen. Dagegen 
werde noch untersucht, wie im gewohnlichsten Pall die Ausdrücke für 
die Windung usw. sich andeni, sobald der betrachtete Wendestrahl 
wach einem unendlich fernen Punkt der Fliiühe @1,8,3 oder der Wende- 
kurve geht. 

I m  ersten Falle, d. h. wenn c unendlich fern liegt, ohne zugleich 
ein Punkt der Wendekurve zu sein, verschwindet [el eu eII'], aber nicht 
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[e1e17. Gleichung (21) bleibt bestehen, (22) und (23) dagegen werden 
unbrauchhar. Statt des Punktes c führen wir dann eirien willkürlichen 
im Endlichen liegenden Punkt q des Wendestrahls ein und erhalten: 

x - q = g Z . e ,  
x"' = p"' + ï p  . Us " - q"' -1 . fP. 

Rei der auBeren Multiplikation dieser Gleichung mit (21) fillt auf der 
rechten Seite das zweite Glied fort, und es ergibt sich für die Binormal- 
nberbeschleunigung der anf dem ganzen Wendestrahl konstante Wert:  

[x' x" x"'] v u  
- -- - w =  [EI eI1 q'"] 

mod [x' z"] - p mod [el en] 

Weil Gleichung (26) ihre Gültigkeit behalt, so 
(27) die Gleichung 

(27') 1 w =- 
[el eu q " ' ] ~  

- .- 
az . b, (mod[ele"])" 

tritt an Stelle von 

Also die Windung ist in diesem Fa11 allein von der Wendepotenz ab- 
h i g i g  und ihr umgekehrt proportional. 

Nehmen wir jetzt an, der Wendestrahl enthalte einen unend- 
lich fernen Punkt der Wendekurve, ohne eine Asymptote von ihr 
su sein. Dann ist (vgl. (25)) [el eI1] = O, aber [x'eU + e1 d l  von 
Nul1 verschicden. Der auf diesem Wendestrahl liegende endliche Punkt 
der Wendekurve heiBe a. Man hat 

Die auBere Multiplikation der letzten beideu Gleichungen ergibt, weil 
[a' d] = O und [e' e17 = O ist: 

Lx' X I I ]  = UZ - [a' el' + & a"] . 

Also erhalt man statt (26) die Gleichung: 

Gleichung (21) karin man ersetzen durch 

[x' x,] in' q"1- 
"d~x 'x ' ]  = mod [q' q"] '  

wo wieder p einen 
strahl bezeichnet. 

1) An Stelle der 
eine gerade Linie. 

beliebigen (endlichen) Hilfspunkt auf dem Wende- 
Wenn der Punkt c im Endlichen liegt, was wir 

in Anm. 1, S. 214 erwahnten Parabel tritt jetzt  offenbar 
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annehmen wollenl), so bleibt Gleichung (22) beatehen und die iuBere 
Multiplikation mit der letzten Gleichung liefert: 

[x' x" x"~]  v 8  
- - - = - c ~ ç .  - -  y" e"'] 

mod[x'x"] Q mod [y'?'] ' 

Für die Windung erhilt  man so: 
- 
C x [y, y,< P I ]  W = - .  ~ -- - 

a s  mod [y' y"] . mod [a'eI1 + ela"] 

1st der untersuchte Wendestrahl eine Asymptote der Wendekurve, 
so hat Gleichung (23) die Doppelwurzel 1. = oo, d. h. es ist nicht nur 
[el elq = O, wie im vorhergehenden Fall, sondern auEerdem 

[ x r : e ' I  + & x"] = 0 -  

Bildet mari das auBere Produkt der Gleichungeu 

q P = d + f  ,e1, 

q" = d' + '4 . el1, 

so kommt wegen der vorhergehenden beiden Bedingungen 

[y' y"] = [x' r:"] . 
Also es ist iri dievem Palle [x'x"] konstant, folglich auch mod [x'd] 
oder u S / p  Die Windung wird jetzt einfach dem Abstand Ei pro- 

11. FEU eines starren Punktsystems. 

Trotzdem die Bewegung eines starren Systems insofern zu den 
im Vorhergehenden nicht besonders berücksichtigten F'allen gehUrt, ah 
bei einem solchen das zugehorige Abtragsystcm 27 mindestcns in cin 
ebenes System ausartet, wollen wir doch für  den gewohnlichsten Fa11 
einer derartigeu Rewepung die Proclukte [d en] und [& eI1 eu'] be- 
rechnen und die Gleichungen der beiden Hilfsfliichen FI:,  und Y,,,,, 
in  Cartesischen Koordinaten aufstellen. Es  ist wegen des letzteren 
Zwecks am besten, wenn man sich die Bewegung von 23 aus dem 
R.ollen eines ihm angehorigen Kegels anf einem Kegel von irnmer 
gleich bleibender Stelliing und einer fortschreit~nden Rewegung der ge- 
meinsamen Spitze beider Kegel zusammengesetzt denkt, wobei bekannt- 
lich die Gestalt jener sog. Achsenkegel oder Polkegel von der Wahl 
. -  - - 

1) Es k6nnte c nur ius Uuendliche rücken, wenn eine besondere Beziehung 
zwischen 9, YI ,  ,YIn vorhanden wire ,  entgegen der Gnindannahme bei dieser 
Abhandlnng. Deshalb aerden wir den fraglichen Fa11 hier nicht untersuchen. 
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ihrer Spitze, die ein beliebiger Systempunkt sein darf, unabh'&ngig ist. 
Die fortschreitende Bewegung der Spitze hat auf die Vektoren, die E 
angehoren, keinen EinfluB, weshalb wir im folgenden uns die Spitze 
in Ruhe und mit dem früher benützten Ursprung zusammenfallend 
denken kbnnen. Weil 22 starr kt, so werden die Vektoren U,e, U,e, U,e 
gleich e', e", e'", gleich den Ableitungen des Vektors e nach der Zeit; 
denn sind x und y zwei Systempunkte Yom hbstande Zj = A ,  deren 
Verbindiingsgerade xy gleiche ltichtung mit e hat, so daB 

? / -x=Ae 
ist, dann wird einerseits 

y' - d =Ili(?/ - X) = LU1e,  

wiihrend anderseits, da I konstant ist, durch Ableitung nach der Zcit 
sich ergibt 

Fig. 3. 
y'- x' = Le', 

also in der Tat 

@ = K e = e r  

und auf dieselbe Weise 

eU:&e=er', & I I = U s e - é " .  

Sei k ein Vektor von der Lange 1 
in der augenblicklichen Drehachse oder 
gemeinsamen Kante der Polkegel, w die 
augenblickliche Drehgeschwindigkeit von 
2, mit dem Vorzeichen +, wenn die Brehung in der Richtung von  Ic 
gesehen alu Reühtsdrehung erscheint. Denkt man sich den Vektor e 
an den Ursprung angetraçen, so gilt bekanntlich für die Geschwindig- 
keit e' seines Endpunlits, wenn man vorübergehend 

(38) w k = u  

setzt, also den sog. Drehvektor u einführt: 

(39) e' - 1 [ue] oder 1 e' = [ue].')  

Hieraus folgt durch aui3ere Multiplikation mit LU cl: 
(40) [u e er] = [u e]t, 

1) Der senkrechte Strich von einem Vektor oder Hivektor bedeutet aeine ,,Er- 
ginzung" im Sinne G r a s  s m a n n  s. Die Erginzung eines beliebigen Bivektors 
(eiuer gerichteten Flache) irit ein Vektor senkrecht z a r  Ebeue des Bivektors, mi t  
eiuer Lingeuzahl gleicli der F l achen~ah l  des Bivektors und von solcher Itichtuug, 
da0 der Sinn des Bivektors, i n  der Richtuug des Vektors gesehen, positiv er- 
scheint; nmgekehrt ist  auch der Bivektor die Erganzung des Vektors. 
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ferner durch Ableitung nach der Zeit 

(41) 1 e" = [u' el + [u e'] . 
Die LuBere Multiplikation der vorhergehenden Gleichung mit der 
zweiten Gleichung (39) ergibt nach Anwendung der ,,Regel des doppcl- 

ten Faktors'") 
1 [e'e"] - [u 7.' el e + [a e eV] u ,  

oder bei Benützung von (39): 

(42) I[e'er'] = I[eTelI] = [ u u ' e l e  f [ue lgu ,  

Weiter erhalt man durch Ableiten von (41) nach der Zeit 

1 e"' = [u" el + 2 [u' el + [u e"] 

und durch auBere Multiplikation dieser Gleichung mit der vorher- 
gehenden, da 

[e u" el = O und [u u e"] = O 
ist: 

Nan 

1 [e' e" e"'] = [é e" e"'] = 2 [U U el [e u e'] + [u u el [e u d'] 

+ [U el? Lu u" el $ 2 [.u el? Lu u' e'] . 
findet aber aus (38) und (40): 

[etde'] = [eue"] = - [ u e l u ' e ]  = [uu'e'] = [ u d I u e ] ,  

also durch Einsetzen in die vorhergehende Gleichung: 

(43) [ e  e" e"7 = [el en e117 = - 3 [u u' e] [u e u' el 
+ [.ue]2[uur'e + 2 u d  u e ] .  

Da die Gleichiingen (42) und (43) homogen in bezug auf e sind, so 

gelten sie auch, wenn e nicht die Lange 1 hat. 

1) Sie besteht darin, daB, wenn u, v, w drei beliebige Vektoren sind, 
m m  hat : [uu. ?LW] = [uvw] 11, 

ebenso 
[UV .ww] = [uvwlv, 

und 
[UW . v w ]  = Luuw] W. 

(Fortsetzung fol&} 
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Bücherschau. 

Dr. A. L. Crelle's I t e c h e n t a f e l n  welche alles Multiplizieren und Dividieren 
mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bei groBeren Zahleu aber die 
Rechnung erleichtern und sicherer macheu. Neue Ausgabe. Besorgt von 
O.  Seeliger. Mit Tafeln der Q u a b a t -  und Kubikzahlen von 1 - 1000.  
Berlin 1907,  Georg Reimer. A 15.-. 

Die mit Recht so beliebten Bechentafeln von A. L. Crelle, von deneu 
hier eine neue Ausgabe vorliegt, erschienen erstmals 1820 i n  zwei Bi~ ideu .  
Eine zweite, einbandige - von A. L. Crelle noch vorbereitetc, von C. Bremiker 
besorgte - Ausgabe erschien 1 8 5 7 ;  die Anordnung der Tafeln i n  dieser zweiten 
Ausgabe, die wie bei allen spiiteren so auch bei der neuen beibehalten wurde, 
is t  bckanntlich dic folgendo: die Gesamttafcl zcrfiillt in cinzclne, je eine halbe 
Scite einnehmende Tafeln, von doncn für jeden Faktor ( M ~ l t i ~ l i k a t o r )  zwischen 
1 und 1 0 0 0  eine nach ihm benannte vorhanden ist.  die seine Produkte mit 

allen Faktoren ( M ~ l t i ~ l i k a n d e n )  zwischen 1 und 1 0 0 0  enthëlt. Die \ Vefiikal- 1 
Hundertern 

Reihen dieser Tafeln entsprechen den 1 der Xultiplikandcn, 
Einern und Zehnern 1 

und sind deshalb nach ihnen bezeichnet. Der TJmstand, da0 bei dieser An- 
ordnung alle Produkte einer Horizontalreihe in den beiden letzten Ziffern über- 
.einstimmen, wurde bei den Tafeln d a m  benützt, diese beiden Ziffem abzutrennen 
und für jede Tafel in einer rechts angefügten Vertikalreihe anzugeben. 

Ein Übelstand der seitherigen Ausgaben, der darin bestand, daB aus 
Gaumrücksichten unter den Faktoren die durch 1 0  teilbaren nicht aiifgenommen 
Karen, ist in der neuen Ausgabe beseitigt, so daD diese die Prodiikte a l l e r  
Zahlen von 1 bis 1 0 0 0  mit ebensolchen enthalten; der durch diese Erweitcr- 
ung bedingten Vergr6Berung des Formats (Klein Polio) wurde dadurch ent- 
gegengewirkt, daU klcinere ZiEern verwendet wurden, was durch die Wahl 
der sog. altenglischen Ziffernform moglich war. 

Eine Erleichterung beim Aufschlagen einer Tafel und beim Eingehen in 
sie bielet die neue Ausgabe dadurch, daB in ihr die Bezeichnung der einzelnen 
l'afeln und ihrer Vertikalreihen nicht wie seither nur  am Kopf, sondern auch 
am Pu0 jeder Tafel angegeben ist. 

Ln Gegensatz zu d e i  früheren Ausgltben weist die neue eine übersicht- 
iiche Gl iedemg der Vc- Likal- und Horizontalreihen auf, was bei den letzteren 
mit Rücksicht auf die Abtrennung der beiden Endziffern der Produkte be- 
sonders wertvoll ist. 

Um die Tafeln auch fur  niiherungsweise, auf die beiden abgetrennten 
Stellen verzichtcnde Rechnung einzurichten, ist die drittletzte Ziffer mit einem 
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(") versehen, wenn der Wert  der beiden letzten 50, und mit cinem (.), wenn 
er groBer als 5 0  ist;  dadurch ist es moglich, die drittletzte Ziffer jc nach dem 
Wert  der beiden letzten - ohne diese nachzusehen - entsprechend ab- odei 
aufzurunden. Oh diese Einrichtung vie1 Verwendung finden wird, ist sehr 
fraglich; in  den meisten Fiillen wird man hei einer naheriingswcisen, vier- 
stelligenRechnung zu einem weniger umfangreichenHilfsmitte1 als die Crelleschen 
Tafcln - z. B. der Schererschen Rechentafel oder einem 5 0  cm langen Rechen- 
schieber - greifen. 

Die angeführten Verbesserungen werden im Zusammenhang mit der ge- 
diegenen Ausstatturig d a m  beitragen, den Crelleschen Rechentafeln auch ferner- 
hin den Ruf als den der besten Multiplikationstafeln zu erhalten. 

J. Bojko, Ingenieur. N e u e  T a f e l  d e r  V i e r t e l q u a d r a t e  aUer  na tür l i chen  
Z a h l e n  v o n  1 bie 2 0 0 0 0  e u r  B i l d u n g  a l l e r  m o g l i c h e n  P r o d u k t o  im 
Bore iche  1 mal 1 bis 10000 mal 1 0 0 0 0 .  Zürich 1909 ,  E. Speidel. 
1 1.50. 

Die Tafel dient wie alle Tafcln der Viertelquadrato zur Multiplikation 

n ihrcm der Faktorensumme (a + b)  entsprechenden Argument geht sie ahn- 
lich wie die erste von A. Voisin 1817 l) herausgegebene Tafel der Viertel- 
quadrate bis 20000 ,  so daB sich mit ihrer Hilfe die Produkte von allen ein- 
bis vierst,elligen Zahlen mit  ebensolchen herechnen lassen. Die ganze Tafel 
ist  auf nur 20 Seiten untergebracht; dies ist  besonders auffallend, wenn man 
beachtet, daB eine dieselbe Leistung aufweisende Tafel nach Art  der bekannten 
Crelleschen eine groBe Anzahl von Banden - nach Berechnung des Ver- 
fassers 1 0 0  - beuotigen würde. 

Das Zusammendrangen der Tafel auf eine so geriuge Anzahl von Seiten 
wurde - zum Teil in  ihnlicher Weise wie bei der weitgehendsten Tafel der 
Viertelquadrate von J. Blater2) - durch eine Zerlegung der Viertelquadrate 
in  drei Gruppen von Ziffern, die für gewisse, unter sich in  Zusammenhang 
stehende Argumente übereinstirnmen, erreicht. Die Anordnung der Tafel ist 
in einer boigegebenen Einführung eingehend erliiutert.') 

Wenn auch infolge der Dreiteilung der Tafelwerte und der sonstigen, 
durch das Zusammendrangen auf einen kleinen Raurn bedingten Einrichtungen 
die Benützung der Tafel nicht so ganz einfach ist,  so stellt sie doch mi t  
Rücksicht aluf ihre - bei sehr geringem Umfang - groBe Leistnngsfàhigkeit 
eine für gewisse Fiille recht beachtenswerte Multiplikationstafel vor. 

1) Fgl. R. Mehmke. Numeriuçhes Rechnen. Encyklopadie der Math. Wissensch. 
Band 1, Seite 948. 

2) Tafel der Viertelquadrate aller Zahlen von 1 bis 200000, Wien 1887. 
3) Vgl. J. Bojko. Eine neue Tafel der Viertelquadrate. Diese Ztsçhr f. Math. 

und Phys. 67. Band, S. 194. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bücherschau. 225 

Professor A. Adler, Direktor der k. k. Staatsrealschule im 7. Bezirke Wiens, 
Privatdozent an der technischen Hochschule. Fi infstel i ige L o g a r i t h m e n  
mit m e h r e r e n  g r a p h i s c h e n  R e c h e n t a f e l n  und hiufig v o r k o m m e n d e n  
Zahlenwer ten .  Leipzig 1909,  Sammlung Goschen No. 423. Gcb. J L . 8 0 .  

Das Werkchen enthiilt zuniichst je fünfstellig die üblichen Haupttafeln: 
Gemeine Logarithmen der Zahlen, Werte der goniometrischcn Funktionen und 
Logarithmen der goniometrischen Funktionen; letzerc im Winkcl - auBer- 
bei den beiden ersten Graden - u m  je zwei Minuten fortschreitend. Zur 
Ermittliing der Logarithmen der Funktionen Sinus und Tangens von Winkeln 
unter 2O bxw. zwischen 88O und 90° sind zwei besondere, ailf die Maskelynescha 
Kegel sich beziehende Siifelchen angegeben. 

An kleineren Tafeln sind u. a. aufgenommen: Eine Tafel enthaltend die 
Quadrate, Kuben, Quadratwurzeln, Kubikwurzeln und Reziproken der Zahlen 
1 bis 100;  verschiedene Tafeln für Binseszins- und Xentenrechnung und eine 
Tafel der Langen der Kreisbogen für den Halbmesser 1. 

A d e r  einigen vielfach gebrauchten astronomischen und physikalischen 
Zahlenwerten findet man eine cartesische Tafel für die Kurven y = l o g x  u n d  
y = by nul x,  eine logarithinische Skala mit einigen Bemerkungen über den 
logarithmischen Rechenschieber, und die von M. d'0cagne nach der Methode 
der fluchtrechten Punkte angegebenen Tafeln zur graphischen Losung der 
Gleichungen zweiten und dritten Grads. 

Die einzelnen Tafeln sind übersichtlich angcordnet, so da6 das Werkchen 
bei scinem vielseitigen Anforderungen entsprechend,en Inhalt als nützliches 
Taschenbuch f i i r  den praktischen Bechner bezeichnet werden kann. 

StraBburg i. E. P.  WERKMEISTER. 
- - 

G .  Baner. V o r l e s u n g e n  ü b e r  Aigebra .  Herausgegeben vom Math. Verein 
Miinchen. 2.Aufl.VonK.Doehlemann.VIu.366S.8.mitBildnisG. B a u e r s  
u. 11 Textfiguren. Leipzig 1910,13.G.Teubner. Geh. A Il.-, geb. ,,h!tl2.-. 

Dieses Buch gehikt ja nicht eigentlich zu deni Gebiet, das unsere Z e i t  
schrift pflegt. Aber wir dürfen B a u e r s  Vorlesungen, die nach 6 Jahren schon 
in 2. Auflage erscheinen, doch hier erwahnen, da sie sich durch eine sehr ein- 
fache Darstellung der Grundtatsachen der Algebra auszeichnen, wobei besonders 
Rücksicht auf die wirkliche Ausführung der Rechnungen genommen wird. 
Besonders hinzuweisen ist in dieser Richtung auf den III. Abschnitt über die 
numerische Auflosung der Gleichungen. Dort werdcn nicht bloB die Regnla 
falsi und die Newtonsche Methodc anschaulich dargestellt und a n  Beispielen 
erl'autert, auch die Lagrangcscho Kettenbruchmethode, die ja etwas mühsamer 
ist, wird bcsprochen, eingchcnd aber wird die vorteilhafteste aller Niiherungs- 
methoden, die Nethode G r  a eff  e s, auseinandergesetzt. Such  einen eigenen 
groflen Abschnitt über Determinanten bietet das von Prof. D o e h l e m a n n  sorg- 
faltig durchgesehene und i n  mehreren Punkten gegen die erste Auflage ver- 
besserte Buch. 

Pirmasens. H. WIELEITNER. 
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x. Lindow. Die Anwendung der Differentialrechnung a u f  das tech- 
n i s c h e  Zeichnen. 88  S. 8. Mit 45 Textfiguren. Jena  1910, H. W. Schmidt. 
Geb. J$ 2.50. 

Wir werden Zweck und Ziel des vorliegenden kleinen Buches besser als 
es der Tite1 tut  kennxeichnen, weun wir sagen, daU der Verfasser, selbst Ober- 
lehrer a n  den Kgl. Vereiuigten Naschiuenbauschulen in Dortmund, in ihm nnr 
zeigen will, wie die Verwendung des Differentialquotienten der einfachsten 
Funktionen, sowie des Ausdruckes für den Krümmungsradius die rasche Zeich- 
nung  von krummen Linien (Kegelschnitten, Sinuslinie, zykloidalen Kurven und 
d e r  Kettenlinie) erleichtert. Das insbesondere dadurch, da5 nicht bei jedcr 
Kurve neuo Uberlegungen gemacht werden müssen, um die Tangente und den 
Krümmungsmittelpunkt zu konstruieren, mie dies bci der sogenannten ,,elemen- 
taren" Behandlung n6tig ist. Um moglichst allen verstandlich zu bleiben, hat 
.der Verfasser auch alles Notige in dem Büchlein selbst entwickelt. Hier konnte 
man ja  vielleicht in manchen Einzelheiten, auf die mir nicht eingehen ktinnen, 
etwas anderer Xeinung sein. Aber der Verfasser steht durchaus über seinem 
Stoffe. Unrichtig is t  nur die Unterscheidung zwischen Epi- und  Hypozykloiden 
(S. 77). Bei den Figuren ist vielfach auf die bei der Reproduktion verwendete 
Verkleinerung zu wenig Rücksicht genommen. Ein wesentliclier Fehler ist 
dem Zeichner in  Fig. 24 (S. 44) untergelaufeu; er geht aus dem richtigen 
Text ohne weiteres hervor. Uas anspruchslose Schriftchen ist ein weiteres er- 
freuliches Zeichen, da1  man auch auf diesen Schulen von den gewundenen 
Umschreibungen der Infinitesimalprozesse wieder abkommt.') 

Yirmasens. H. WIELEITNER. 

1) Wir verweisen jcden, der daa intcreasanto Gebiet dos mathcmatischen 
Unterrichta an den Maschinenbanschnlen naher kennen lemen will, auf den aus- 
gezeichneten Bericht, den H. G r ü n b a u m  jüngst darüber herausgegebeu hat. 

Berichtignngen zn Heft 1 dieses Bandes: 

S. 50 Z.  11 v. il. lies O statt O,  
,, 61 ,, 19 ,, o. ,, Grenzbedingungen statt Grenzbestirnmungen, 
,, 53  ,, 14 ,, ,, ,, 0 statt O ,  
71 53 ,, 19 ,, ,, ,, 0 ,, @, 

,, 55 ,, 3 ,, ,, ,, 12" 9, 13", 
,, 93 ,, 1 ,, ,, ,, vierter statt zweiter. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Stromfunktionen symmetr. und unsymmetr. Fliigel usw. Von H. B~asrus. 225 

Stromfunktionen symmetrischer und nnsymmetrischer Flügel 
in zweidimensionaler Stromung. 

Von H. BLASIUS in Berlin. 

1. Die Stromverteilung bei gekriimmten TragAachen iet, wie Fig. 1 
darsteilt, derart, da0 unter der Flugfliiche ein Gebiet geringerer Ge- 
schwindigkeit und hoheren Druckes liegt, w%hrend oberhalb gr6Bex-e 
Geschwindigkeit und geringerer Druck 
herrscht. Aus dem Druckunterschied 
resultiert die Tragkraft und es ist zu- 
gleich ersichtlich, da6 dieser Auftrieb 
mit eiiier Zirkulation um die Tragflache 
verbunden ist, weil die Integration des 
Geschwindigkeitspotentials oben herum 
gr6Bere Werte liefert, als unten. E'erner 
hat die Druckdiffereriz einen aufsteigeri- 
den Strom vor der Plache zur Folge; 
die gesenkte Vorderkante entspricht also 
der Bedingung ,,stoBfreiena Eintritts. 

Fig. 1. 

Das komplexe Potential der zweidimensionalen S t r ~ ~ ~ ~ ~ ~  fiir den Kreis- 
bogen wurde ziierst von Kutta ' )  ausgerechet,  der zugleich für den 
Zusanlmenhang zwischen Tragkraft K pro Einheit der Breite und Zirku- 
lation die Formel aufstellte: 

~ = 2 z  Y ae,  
9 

wobei o die Geschwindigkeit im Unendlichen und 2 z c  die ~ t ~ r k e  der 
Zirkulalion Ivds ist. Das Potential verhalt sich d a m  im Unendlichen 

Y wie as  - c arctg - das komplexe Potential ( X  = cp + i$) aie az  + iclnz, 
x 

1) K a t  t a: Ill. aeron. Mitteilungen 1902 ; Münchener Berichte 1910. Eine Dar- 
stellung der Verhaltnisse Gndet sich auch bei Lan c h e s  t e r  : Aerodynamik über- 
setzt von C. u. A. R u n g e .  Leipzig, B. G. Tenbner. Denselben Gnindgedanken 
des Zu~arurnenhau~es zwischen Zirkulation und Kraft tindet men bei L o r e n z ,  
Neue Theorie und Bereclinurig der Kreiselriider. Miinchen, Yerlag v. Oldenbourg- 

Zeitsclirift f Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Hsft 3. 15 
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wobei z = x + i y  stets die Ebene der Koordinaten X, y beschreibt. 
Dieselbe Formel ist auch von J o u k o w s k y  ') abgeleitet, und ist in 
n b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit einer von mir ') aufgestellten komplexen Formel, 
die allgemein für die in zweidimensionaler Potentialstromung wirken- 
den Kriifte gilt. 

2. Das Verhalten im Unendlichen zeigt übrigens, daB die Strom- 
linien i111 UnendLlchen zwar parallel der x-Achse laufen, aber keine 
Asymptoten besitzen, weil die Stromfunktion düs Glied c h  i z 2 +  ye 
enthalt, und es ist auch unmoglich, daB die Stromung im Unendlichen 
zu reiner Parallelstromung übergeht, weil sie von der Tragflache dauernd 
Impuls aiifnehmen niiiR. Ers t  wenn man, nach dem in Fig. 1 angedeute- 
ten Spiegelungsverfahren, den EinfluB der Erdoherflache berücksichtigt, 
die ja den Irnpuls aufnehmen muB, dann wird im Unendlichen der 
logarithmische Zirkulationsanteil Null, und man erhalt Asymptoten. 
Bei grGBerer Nihe  der ErdoberHkhe liBt sich die Tragkraft dann nicht 
mehr nach obiger Formel ausrechnen, man muB auf die genannte all- 
gemeine komplexe Formel zurückgreifen und erhalt das Resultat, daB 
bei gleicher Zirkulwtion um die Flugflache die Tragkraft in der Nahe 
der Rrdoberfliiche geringer wird. Nimmt man namlich an, da6 die 
Zirkulation auf einen Punkt konzentriert ist, was zwar noch keinc Plug- 
fiache, aber doch eine typische Stromung liefert (ohne Spiegelung in 
Fig. 3 a  gezeichnet), legt man dann die x-Achse der komplexen z-Ebene 
in die Erdoberflache und den Zirkulationspol in die Hohe y = h darüber, 
sein Spiegelbild nach z = - ih, so lautet der Ausdruck für das komplexe 
Potential: x = an  +ic ln(z -  il^) - ic l n (z  + ih) 
für die Geschwindiglieitsverteilung: 

Die Kraftkomponenten X und P auf den Zirkulationspol (Impulsstr6me 
dorthin) berechnen sich aus der obenz) erwiihnten Formel: 

integriert auf einern Wege um den Pol herum. Dies ergibt nach dem 
Residuensatz : 

Y = 2 n -  a-- c. 
y 9 ( 3 

1) J o u  k o  w s k y ,  Zeitschrift f. Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt 1910. 
2) Zeitschr. f. Math. u. Physik 1910, Bd. 58,  S. 93 und Bd. 59,  S. 43. Bei 

der Abfassung dieser letzteren Mitteilung waren mir die Resultate von K u t t a  
und J o u k o w s k y  leider noch nicht bekannt. 
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Es ist also zur Erreïhnnng des Auftriebs die Cieschwindigkeh a um 

die Geschwindigkeit 3cK7 die der Spicgelpunkt am Ort der Flugflache 

erzeugt, zu vermindern. Der Spiegelpunkt bringt zum Ausdruck, da% 
der mit  der Geschwindigkeit a fahrende Flugapparat in der Nahe 
des Erdbodens einc gewisse Menge Luft mitführt, wodurch sich die 
,,wirksame" Geschwindigkeit verringert. Im folgenden ist auf die Xahe 
des Erdbodens keine Hücksicht weiter genommen. Die Rechnungen - - 

gelten fïir den unbeschriinkteri Raum und für den zweidimensionaleri 
Vorgang in den Koordinaten x, y. 

3. Die Stroinung um eine kreisbogenformig gekrümmte Flugflache 
stellte K u t t a  nach dem S c h w a r z - C  h r i s  t offelschen Verfahren her, 
und zwar auch für solche Falle, in denen die 5uBere Stromiing schief 
zur FlugAiche gerichtet k t .  In solchen n g .  2. 

E'iillcn existieren für den Kreisbogen 
nur Losungen, die an der Vorderkante 
singuliir sind, wie Fig. 2 für die ebene 
Flugfiche zeigt, und die geriarinten 
Arbeiten von K u t t a  und J o u k o w s k y  
beschiftigten sich nun hauptsachlich mit 
der E'rage, wie diese Singularitit durch Abrundun; der Vorderkante zu 
vermeiden sei, und ob aus der Geschwinrligkeitsvermehnlng dort vorn eine 
Saugkraft in Richtung der Stromung resultiert. Ich befolge in  dieser 
Abhandlung eine andere Methode, zu dem komplexcn Potential solcher 
Stromungen zu gelangen. Ich gehe aus von der Überlegung7 welche 
Singular i t i i ten lias Potential in der komplexen %bene haben muB, und 
baue den E'unktionsausdruck aus diesen Sinplaritaten auf. Der Quer- 
schnitt der Flugflache ergibt sich dann als Stromlinie zwischen zwei 
Verzweigungspunkten, wobei i. a. verschiedene Form der oberen und 
unteren Linie zu ermarten ist. Die Porm der Flugfliiche ist also 
nicht, wie bei X u t t a ,  gegcben, sondern sie ergibt sich erst aus der ge- 
fundenen Losung, für deren Aufbau moglichst einfache Funktionsform, 
Dur mit den notwendigsten Sirigularitaten, maBgebend war. Für  den 
Fa11 schiefer auBerer Stromung wird daher gerade eine solche Blache sich 
ergeben, bei der hinten und vorn stetiger Verlauf der Stromung stattfindet. 

4. Die einfachste Verbindung von Parallelstromung und Zirkulation, 
die sich aber fiir sich noch nicht zur Darstellung der gesuchtcn Stromung 
eignot, ist das komplexc Potential 

bzw. die Geschwindigkeitsverteilung 
i c  u l = . u - z v = a $ - .  
Z 
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Ihnen entsprechen die Abbildungen Fig. 3 a  und .b. Für den Zirkulrttions- 
anteil ist die logarithmische Singularitat in X, der einfache Pol in  w 
charakteristisch. Im Unendlichen verhallt sich x wie a z ,  w ist reguliir 
und hat den MTert a. zo zeigt den einfacheren Bau und sol1 daher im 
folgenden zuerst hergestellt werden, x fol$ durch Integration. A d e r  
dem für die Zirkulation charakteristischen Pol und dem Verhalten im 
Unendlichen ist nun bei der Herstellung von w zu berücksichtigen, daB 
die heiden Endpurikte des Querschnittes der Flugflaclie in Fig. 1 Ver- 
zweigungspunkte der funktionentheoretischen Abbildung ~ i n d ,  von wel- 
cher Fig. 1 (ohne die Spiegelung an der Erdoberflache) nur ein Blatt, 

das ,,physikalische Blatt" darstellt. Durch die Flugflache hindurch 
gelangt man oben und uriten in die analytische Fortsetzung, und in 
dem bzw. den anderen Bliittern liegen dann die ntitigen Singularitaten, 
also der Pol. Wir  hatien also im einfachsten Fali eine Funktion w 
herzustellen, die 1) auf einer zweiblattrigm Flache mit Verzweigungs- 
punkten bei 8 = $- 1 und z = - 1 eindeutig ist, 2) im Unendlichen des 
physikalischen Blattes den Wert a annirnint, 3) irn zweiten Blatt einen 
Pol besitzt. Auf diese Weise muB sich die gesuclite Ge~chwindi~keits- 
verteilung ergeben, bei der nicht, wie in Fig. 3, die Singularitjit sttirend 
im physikalischen Blatt auftritt. Dies ist, wenigstens in kurzer Dar- 
stellung, das heuristische Prinzip, von dein ich ansging. 

5. Zu der genannten Fliiche geh6rt die Funktion 

Sie ist dort eindeutig und nimmt auch jeden Wert nur in einem Punkte 
der Riemannschen Fliclie an. Jede andere Funktion, die auf derselben 
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Flache eindeutig sein soll, kann als eindeutige Funktion von g ge- 
schrieben werden.') Die hauptskhlichsten Werte von S sind: 

Für 
2-- 1 g = m ,  

Für reelles 2 zwischen - 1 und f 1 wird S rein reell, auBerhalb ùieser 
Punkte rein imaginir. 

Bus [ konrien wir nun Funktionen mit beliebig gegebener Lage 
von Nullstelle und Pol aufbauen. So ist z. B. 

eine Funktion, die bei z = 0 im einen Blatte Null, irn anderen Blatte 
unendlich wird, bei z = + 1 rerzweigt ist, sonst überall reguliir ist. 
Auch diese Funktion konnte, ebenso wie S selbst und wie jede andere 
gebrochenlineare Funktion von f, zur Grundlago des Aufbaues be- - 

liebiger Punktionen genommen werden. , 
Die gesuchte Funktiori zu wolien wir xusani~neiiaddiereri aus der Ge- - 

schwindigkeit im Unendlichen a und einem Anteil, der dann im Unend- 
lichen des phys. Blattes Null wird. Den Pol dieses zweiten Anteils 
verlegen wir zunachst speziell ins Unendliche des zweiten Blattes und 
erhalten dann fiir diesen Anteil den Ausdruck: 

Der Paktor i, der an Stelle einer im aligemeinen wiilkürlichen Kon- 
stanten steht, ist mit Rücksicht auf den Wert der Zirkulation (S. unten) 
normiert. Ein einfacherer Ausdruck für z ist: 

und die Umkehrung, die beim Entwerfen der Fig. 4 und 5 benutzt 

c wird im Unendlichen der z-Ebene im einen Blatt Null, im zweiten cm, 
i und verhalt sich irn Unendlichen des ersten Blattes wie 2 z ,  

- 
im Un- 

1) n i e  Funktion l/lTe, die vielleicht nkher gelegen hiitte, kann znuichs t  
die Ilolle von 6 nicht apielen, da  sie jeden Wert an zwei l'unkten annimmt. Jede -- 
eindeiitige E'uliktion von 1/1 - z%ürde alao diese Ueschrankung mitmachen: z. U. 
in der Lage der Pole. Cnd 6 zum Beispiele würde nicht als eindeutige Funktion 
von geschrieben werden konnen. 
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endlichen des zweiten Blattes wie 228, bei z = O ist c = _f 1, bei z ;  - 1 
z = - i, bei z = + 1 z= + i ,  auf der reellen a-Achse aiiBerhalh der 
Puiikte f 1 ist z rein imaginiir, innerhalb komplex: dem Einheitskreis 

der z-Ebene entspxliend. Auf Grund dieser Bngaberi ist das Bild 
von z = p + i fi, also die Kurven Q = const, G = const über der z-Ebene 
leicht, zu entwerfen. Legen wir den Verzweigungsschnitt zwischen 

Big 5 

8 = - 1 und + 1, so zeigt Fig. 4 a  das erste, Pig. 4 b  da5 zweite Blatt. 
Von dem Zusammenhang durch den Verzweigungsschnitt hindurch gibt 
Fig. 5 eine klare Vorstellring. Sie xei@ bei anderer Jlsge des Ver- 
zweigungsschnittes den Zusammenhang der unteren Halhebene von 4a 
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mit der oberen von 4b. Die Kurvenhilder sind symmetrisch zur  im* 
gingren z-Achse. 

6. Die Funktion: 
w = a + 2 c z  

wobei: 
r = i (z + Vic--i) 

erfüllt alle Bedingungen, die in Absatz 4) gesteiit waren. Es  sind wegen 

die Geschwindigkeitskomponenten: 

u = a + 2 c ~ ,  v = - 2 c ~  

w verhalt sich im Unendlichen des ersten Blattes wie 

80 daB a als Geschwindigkeit im Unendlichen und 2 n c  als Wert der 
Zirkulation zu betrachten ist. Am Verzweigungsschnitt und zwar am 
oberen bzw. unteren Ufer ist in Übere in~t immun~ mit Fig. 4 a  

z = i(x iVl=x2) ,  

also die Ge~chwindi~keitskomponenten: 

Bei kleiner lTolbungsh6he ist dies auch die Geschwindigkeitsvertei- 
lung an der Flugflache. An den Verzaeigungspi~nkten x = T 1 ist 
demnach: 

u = a, v ='+ 2c ,  

so daB hier ein Aufstromen bzw. Abstromen stattfindet. Die Reschleu- 
-- 

nigung bzw. Verzogerung ist wegen der 1/1 - x' in u an diesen Punk- 
ken m. In der Mitte der FlugKiche ist oben bzw. unten: 

u = a f 2c7  v = O ,  

also die richtige Geschwindigkeitsvermehrung bzw. -verminderung. Dies 
Verhalteil im ~hpika l i schen  Blatt e r i t ~ ~ r i c h t  allen Anforderungen. Aus 
dem Werte der Zirkulation folgt nach der in 1. erwiihnten Formel der 
Auftrieb pro Einheit der Bi-eite 

~ = 2 n x a c ,  
9 

als Impulsstrom au3 dem Unendlichen zum Verzweigungsschnitt hin. 

7. Durch Integration gewinnt man aus w das komplexe Potential: 

rp + i + =  X =Jwda ,  

x = a z  + i c a  (z  + l / i 2 - - 1 )  + c arccos B 
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oder bei Einführung von z ins Integral: 

wobei die untereinanderstehenden Glieder bis auf Konstante gleich sind. 
- -- 

Von ViF- 1 entspricht das in E'ig Ga gezeichnete Blatt dem physi- 
kalischen Blatt und von arccosz ist, in Überein~t i rnmun~ mit dem 

Die Ausrechnung der Potentialdifferenzen am oberen und unteren Ufer 
des Ver~wei~un~ssc l in i t t e s  entlang argibt den schon im Unendlichen 
festgestellten Wert der Zirku1:ttion. 

Zur genauen Berechnung des Querschnittes der Flugfliirhe müBte 
nun x in reell und iniaginir zerlegt werden, was sehr mühsam 1st. 
W i r  führen daher die genaue Rechriung nur einzelner charakteristischer 
Stücke durch: An den Verzweigung~~unkten z = f 1 ist: u = u, z: = & 2c, 
also der Tangens des Neigungswinkels der Fliiche: $ Sclu. Um den 
Wolbungspfeil f zu finden, miissen wir fiir c - if die Stromfunktion + 
nusrechnen und = c setzcn: E s  ergibt sic11 unter B~nutzung  der Werte- 
verteilmgen von E'ig. 6 für den oberen Rand: 

Und in gleiclier Weise fur den unteren Iiand, zu dem wir in Fig. 6a 
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und b durch den Verzweigungsschnitt von unten ins niichste Blatt gehen 
müssen: 

Also für die beiden Begrenzungen verschiedenen Wolbungspfeil f i  Bei 

kleiriem wie es den praktischen Fiillen entspricht, wird aus beiden 
a ' 

Gleichungen: 
f = " .  

a 

Uierdurch ist die Zirkulation mit der Wdbungshohe in Verbindung 

gebmeht. Bei gr68erem wird dûs f der unteren Begrenzung sogar 

gr6Ber als das der oberen, so daB die Dicke der Flugfliiche riegativ würde. 
Diese Unstimmigkeit sol1 durch die folgenden Verallgemeinerungen be- 
seitigt werden. 

8. Zuniichst sollen für kleines einige naheliegende Resultate ge- 
wonnen werden: 

Xan kann zur Berechnung der Plugfliiçhe von kleirier Durchbiegung 
in allen mit c multiplizierten Gliedern y = O, also z = x setzen, was 
bereits in Absatz 6 bei der Berechnung der Werte von u und v am 
Verzweigungsschnitt geschah. Die Gleichung der E'lugfliiche kommt 
aus der Formel fiir das komplexe Potential mit z = x in den k l~ inen  
Gliedern: 

-- - 

x = a z  + icx(x i iil - $9 + t C ~ C C O S X  

heraiis, indem man $: c setzt: 

also: 

Der in (7) berechnete Neigungswinkel an den Enden und die ange- 
naherte Wdbungsh6he werden hierdurch bestatigt. 

Um eine Konstante zu sparen, waren die Verzweigungspunkte riach 
z =  f 1 gelegt, also die Tiefe 1 des Querschnitts 2 = 2 angenommen. Es 
werden dadurch nur die Pormeln berührt, die in den Dimensionen nicht 
stimmen. (c - Geschwindigkeit x Lange). Der in Absatz 6 ermittelte 

2' 
Auftrieb ist mit der Breite 2- zu multiplizieren: 

oder wenn wir die Zirkulation durch den Wolbungspfeil ausdrücken: 

f Y K =  2 ~ .  - $ ' a ' .  
1 g 
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Auch die oben erwahnte Kut tasche  Abhandlung gibt für kleine W61- 
bungshotie dieselbe Formel. Die U b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit den experimen- 
tellen Bestimmungen kann an  Hand der Mitteilungen aus der Gottinger 
Modeilversuchsanstalt ') geprüft werden. E s  ist dort geschrieben: 

wobei a die Geschwindigkeit des Plugzeuges, F die Flaehe, y das spez. 
Gew. der Luft, f ein dimensionsloser Koeffizient ist, und es ergibt sich 
nun hier theoretisch: f f = 2 ? q .  

f Nur für sehr kleine Wolbungshiihe = & stimmt der theoretische Wert 

anniihernd mit dem gemessenen überein, und auch wenn man berück- 
sichtigt, daB nach Nr. 5 der Gottinger Mitteilungen der Koeffizient f ü r  
den zweidimençionalen V o ~ g a n g  gr6Ber wird, gelangt man zur  ber- 

f einstimmung hiichstens bis - = ;i', . 
E 

9. DaB bei der genaueren Rechnung in Absatz 7 die Dicke der 
Flugflache in zweiter Naherung negativ wird, hat dàrin seinen Grund, 
dnB unterhalb der Flüche die Komponente u kleiner als oben ist, so 

daB die Neigung der Stromung etwas steiler als oben wird. Wir 
21 

werden diesen Dmstand vermeiden, und sogar p o s i t i v e  Diçke  erhalten, 
w e m  wir den Pol der Abbildung niiher an die obere Begreuzungslinie 
heranbringen, wodurch dort gr6Bere Werte von v sich ergeben, als an 
dem (im physikalischen Blatt) unteren Rand des Verzweigungsschnittes. 
Der Pol miiB also nicht iin Unendlichen des zweiten Blattes, sondern 
in  seiner unteren Kalbebene bei positivem g (Fig. 4b) liegen. Wir 
nehmcn den Wert z,, an den der Pol feilt, zunachst reell an, z,= go, 
was noch zu symmetrischen Verhiiltnissen führt; und stellen nun, ebenso 
wie in Absatz 5 aus z, so jetzt aus z eine Bunktion her, die irn zweiten 
Blatt bei z = p, einen Pol hat, im Unendlichen des physikalischen Blattes 

sich wie a + fi verhilt, bei z = f 1 verzweigt und sonst regulk id:  

Die Eonstanten in der Geschwindigkeitsverteilung tu sind so normiert, 
da0 der Auftrieb pro Einheit der Breite 

1) Zeituçhr. f. Flugteçhnik n. Motor1uftschiff;~hrt 1910, Heft 11, S. 129; Heft 15, 
S. 193. 
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bleibt, in U b e r e i n s t i m m ~ n ~  mit dem Verhalten im Unondlichen. Die 
Geschwindigkeiten am oberen und unteren Rande der Flugfliiche sind 

bei kleinem 5, also flacher Krümmung: 

alvo die Neigung bei z = i 1 

und die Geschwindigkeitserh~hun~ bzw. Erniedrigung in der Mitte: 

10. Als komplexes P o t ~ n t i a l  ergibt sich 

Für go = oo geht dies bis auf eine Konstante in die Formel von 
Absatz 7 über. An den Verzweigungspunktcn 2 = f 1, z = f i hat 
die Strornfuiiktion den Wert : 

7bk1= c(1 f @;) hi1 -}-,o;. 

Die Gleichung der FlugKiche berechnen wir, in derselben Anniiherung 
mie in (8), in der Weise, daB in die mit c niultiplizierten kleinen 

- - 

Glieder z = + 1/1- x" +x für den oberen bzw. unteren Rand ein- 
gesetzt wird: 

-- - -- - 

X = a z f  i ~ [ + ~ , l / l - x "  i Q o x + ( 1 + ~ ~ ) h ( e o ~ ~ l - x 2 - i x ) - l n ( + ~ l - ~ 2 + i ~ ) j ,  

und niin gibt + :++I - gesetzt die Gleichung der Flache: 

also : 

Die Wdbungsh6he f für den oberen und unteren Rand ist hiernach: 

Der von dem Parameter go abhangige Faktor, der sich für grolles go 
4 1 wie 1 + - + - verhiilt, also in den Wert von Absatz 7 und 8 über- 

- 3eo e: 
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236 Stromfunktionen symm. u. unsymm. Flügel in zweidimensionaler S t r o r n u q .  

geht, ist in Fig. 7 als Funktion von go gezeichnet. Die berechneten 
Werte sind: 

Pür go= 1 1,2 1,5 2 3 4 6 8 10 or> 

a oben = oo 3,815 2,668 2,024 1,581 1,406 1,253 1,183 1,146 1 " ' = 0,307 0,364 0,437 0,531 0,650 0,722 0,803 0,847 0,876 1. 

AuBerdom ist in Fig. 7 die Flügelform für Q,= 4, - % gezeichnet. 
Die berechneten Werte sind: 

x = o  0 3  0,4 0,6 0 8  40 
oben = 1,406 1,336 1,131 0,813 0,420 O 
unten = 0,722 0,696 0,618 0,484 0,286 O 

1,882 Die Neigung am Xnde ist und es sei bemerkt, da8 der obere 

Bogen die Tangente von oben berührt. Die Tragkraft ist dieselbe wie 
bei der gestrichelt gezeichneten einfachen Fliiche, die am Ende etwas 

stiirkere Neigung 215 hat. Je nach der Wahl von - kann bei gleicher 
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Ausdehnung in der X-Richtung die W d b u n g  flacher genommen merden. 
Die Wahl von Q, bestimmt das Verhiiltnis der Dicke zur Wdbung.  

11. Rine S e r i e  u n s y m m e t r i s c h e r  F ' lugf lachen ergibt sich, wenn 
der Pol im zweiten Blatt auf der reellen x-Achse liegt. W i r  legen seinen 
Ort, ebenso wie in  Absatz 5 und 9 durch den Wert von z fest, der 
d a m  rein imaginar wird: z, = io,. Sol1 die Flugflache an der rorderen 
Seite starker gekrümmt sein, so muB der Pol an dieser Seite, also bei 
neg~tivem ci, liegen, damit dort die gr8Eeren Werte von v hinkommen. 
Die Geschwindigkeitsverteilung ist, wie in Absatz 9, gegeben durch: 

b ist die y-Komponente der Geschwindigkeit im Unendlichen, die hier 
der Unsymmetrie wegen auftreten muB. Als wesentlicher Parameter 
tritt neben der x-Komponente a und der Zirkiilation 2 x c  die Zahl 6, 
auf, die für die Unsymmetrio maBgcbend ist. b ist danu nicht mohr 
unabliangig, denn eben wegen der Unsymmetrie wiïd die Stromfunktion @ 

bei z = - 1 und z  = + 1 im ailgemeinen' nicht mehr denselhen Wert 
anuehmen; es wird vielmehr im allgemeinen eine Anzahl Stromlinieli 
durch den Verzmeigungsschnitt ins andere Blatt übertreten, sowie am 
anderen Ufer eine ebenso groBe Zahll) aus dem zweiten Blatt eintreten. 
Nur bei bestimmter Stromungsrichtung b/a wird diese Anzahl Nuil 
sein. Der Zusammenhang zwischen b, c und 6, mird also bestimmt 
durch Gleichsetzen der Stromfunktionen für z = - 1 und f 1. 

Das komplexe Potential ist: 

x = (a - ib )z  + Z C [ ~ G , Z  + (1 - 60) l n ( i ~ ~ -  z) - h z ]  

und nun für z=-1,  z = - i :  

& l = b + ~ ~ ~ f c ( l  - B ~ ) h I G 0 +  11 

für z = + l ,  z = + i :  

~ , i - - b - C 6 0 + ~ ( 1  - ~ ~ ) h ~ 0 ~ - 1 ~  

12. Am Verzweigung~sçhnitt bzw. an der Flugflache ist 

1) Rei reellem c, also reiner Zirkulation, wobei im 
genz i s t .  

Unendlichen keine Diver- 
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238 Stromfunktionen symm. u.  unsymm. Flügel in zweidimensionaler Str6mung. 

das obere Vorzeichen gilt für den oberen, das untere für den unteren 
Rand der Flàche. An den Enden bei z = + 1 ist: 

13. Die Gleichung der F'lugflache, deren oberer und iinterer Rand 
ebenso wie in 7 und 8 in orster Niiherung eusammcnfallcn, erhalten 
wir ebenso wie in 10: 

' d y  Der Scheitel der Flache liegt bei v = O oder - = 0, also: 
d z 

Die W6lbungsh6he 6 die proportional zu $ wird, ergibl sich dann aus 

der Formel für y. Zahlenwerte sind in Absatz 15 angegeben. 

14. Die Konstanten in w sind so normiert, daB a ,und b die Ge- 
schwindigkeitskomponentcn, 2 z c  die Zirkulation ist. E s  sind demnach, 
in Ü b e r e i n s t i m m ~ n ~  mit der komplexen Formel, die Kraftkomponenten 
pro Xinheit der Breite: 

X = - ~ Z ~ D C ,  Y = . 2 z y a c .  
9 9 

Die Resultierende steht also stets senkrecht zur Stromung, und es ist 
aiich bei schiefer S t r h u n g  eine Arbeitsleistung nicht erforderlich. 

Zur Bcrechnung des AngrifYspunktes berechnen wir des Dreh- 
moment um den Koordinatennullpunkt nach der Formel1) 

und rtus dern Verhalten von W .  im Unendlichen folgt pro Einheit der 
Breite: 

Der Hebelarm, an dem der Auftrieb Y angreift, i d :  

l\r 1 
x ~ = ~ = = .  2 60 

1) Zeitschr. f. Math. il. Physik, Hd. 58,  1910; S. Y6 
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Fig 8. 

15. Die in 11 bis 14 entwickelten Formeln ergeben a h  Funktion 
des Parameters 6, die in Fig. 8 gezeichrieten Werte. E s  ist hierbei 
zu beachten, daB für die Langen x und y die halbe Tiefe de r  Flugfliiche 

als Einhcit gilt, da die Verzweigungspiinkte bei x = T 1 liegen. Die 
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Abhangigkeit von den Bonstanten a und c knmmt dadurch zum Aus- 
b v druck, da0 nicht h, a, f selbst aufgetragen sind, sondern , ; und u f .  

Die herechneten Zahlenwerte sind folgende: 

- - - - -- - - - -- - - -- -- - - 

- 1 1,000 00 O - 1 O - 0,501) 
- 1,2 0,672 12,672 - 0,419 4 -0,600 0,497 - 0,417 
- 1,5 0,494 6,494 - 0,706 - 0,462 0,714 - 0,333 
- 1,876 0,378 4,062 - 0,926 -0,363 0,828 -0,267 
- 2 0,352 4,352 - 0,981 - 0,340 0,850 - 0,250 
- 3 0,227 3,227 - 1,273 - 0,224 0,936 - 0,167 
- 4 0,169 2,836 - 1,431 -0,167 0,966 -0,125 
- ki 0,112 2,512 - 1,602 -O,] 11 0,985 -0,083 
- 8 0,084 2,370 - 1,694 - 0,083 0,992 - 0,062 
- 10 0,067 2,289 - 1,751 - 0,067 0,904 - 0,050 
-s O 2,000 - 2,000 O 1,000 O 

Wil l  man die Tlefe 1 nicht =2 setzen, so lautet der Kopf der  Tabelle: 

l m  Unendlichen verhalten sich diese Funktionen wie 

6, = - oo eritspricht dem symmetrischen F'all von Absatz 6 und 7. 
Mit wachsendem G~ rückt die gi6Bte Wolbung imn~er  weiter nach vorn, 

ebenso der Hebelarm des Auftriebs. Bei gleichem 5, also gleicbem 

Auftrieb, wird hierbei die Wolbuugsh6he etwas geringer. Ebenso wird 

natürlich nuch mit waclisender Unnymmetrie der Eintrittswinkel +! 

( 
b 

steiler bei gleicliem - T) und entsprecheod auch der Winkel arctg a 

der auBeren Stromung, bei welchem glatter Eintritt stattfindet. Der 
Grenzfall G~ i,- - 1 entspricht der ebenen E'liche, da hier nach 13 überall 
y = O ist. Dem entspricht auch in der vorstehenden Tabelle f = O und 
v+, = 0. Der Eintritt an der vorderen Kante ist  jetzt nicht mehr 
,,stoBfrei", da die Sinpularitiit, der Pol, in diesen Punkt gerückt ist, daher 

auch v-, = m. E s  ist  c = b l -  geworden, so daB also der Auftrieb pro 
2 

F Rreiteneinlieit a Y ab1 ist. Mit der Breiie multipliziert ergibt dies: 
4 

Der Angriffspunkt = - 0,5 . ! liegt urn eiii Viertel der Tiefe rom 
2 
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vorderen Rande entfemt. Der Teilungspunkt u = O der Stromung von Fig. 2 
(die nicht quantitativ gezeichnet ist) liegt nach der Gleichung in 12 am 
nnteren Rande bei: 

1/1- x 2  
a = 2b- 

2 + 2 x  

oder mit Rücksiclit auf die Dimension von X: 
b P - u y  2 

2 = -- . - -- . 
b 9 + u 2  2 

Alles ist in Übereinstimmung mit Ku t t a ,  in dessen oben genannter 
Abhandlung dieser Fall ebenfails als Spezialfall auftritt. b a  die Kraft 
nicht senkrecht auf der Flache, sondern auf der Geschwindigkeit steht, 
so müssen wir mit K u t t a  eine Saugkraft infolge des Unterdrueka an 

der vordereu Ecke annehmen. 
16. Nach Absatz 11 sind von den 4 Pnrametern a, b, c, G, drei un- 

abhangig. Die Abhiingigiceit von a ist trivial, da sich hier nur eine 
proportionale VergrGBeruny der Geschwindigkeiten ergibt. Es bleiben 

b 2 c  
also als wesentliche Parameter übrig -, und die Unsymmetrie 

a,, zwischen dcnen eine Beziehung besteht. Den Zuaemmenhang und 
die Hauptabmessungen der zugch6rigen Flügolformen behcrrschen wir 
durch die Tabelle in Nr. 15. Weitere Punkte der einzelnen Flache 
kbnnen nnch 13 berechnet werden. 

Bei konstantem gibt es noch ml Fliigelforrnen, bei denen 

glatter Eintritt stattfindet, je nach dem Grade der Unsymmetrie 6,. 

In der folgenden Tabeile nnd in E'ig. 9 ist die Reihe dieser Blàchen dar- 
b 2 c gesteilt für den MTert a = 0, l  N 5'44'. Es ist berechnet die GroBe - ;, 

v-l v+ 1 der die Krafte proportional sind, die Neigungen - und à und die 
a 

Wolhungshtihe f in Teilen der halben Tiefe. x,,, und XE siehe Absatz 15. 

2 c ')-1 2i+ 1 2 
60 

- 
2 a a a 

-- --- -- -- - 
7 f  

-- 

- 1 0,100 00 - O  O 
- 1,2 0,149 1,887 -0,062 0,074 
- 1,5 0,203 1,318 -0,143 0,145 
- 1,876 0,264 1,230 - 0,244 0,218 
- 2,O 0,284 1,238 -0,278 0,241 
- 3 0,441 1,422 -0,572 0,413 
- 4 0,592 1,678 - 0,846 0,572 
- 6 0,893 2,240 - 1,430 0,880 
- 8 1,191 2,822 - 2,020 1,182 
- 10 1,493 3,422 - 2,618 1,485 
-QO 00 30 30 m. - 

Zeitschrift f. Mathematik a .  Physik. 59. Band. 1911. Heft 3. 16 
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Fig. 9. 

Bemerkensvart sind die auBerordentlich groBen Werte der Neigung am 
vorderen Rande, die ein Minimum bei G ,  = - 1,876 zeigen. Die Lage 

b 
dieses Minimums ist von - unabhangig. 
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Die Wahl gerade dieser Flügelform i d  insofern relat,iv günstig, 
als eine moglichst geringe Neigung vorn die Wirbelbildung vermindert. 
Indessen kann sie natürlich nicht als ,,bestei' Flügelform angesprochen 
werden, denn erstens ist sie nach der Art der Herstellung nur ein 
partikularer Fall, und zweitens wird man gut tun, von diesem Werte zu 
symmetrischen Formen (etwa bis G,, = - 2 )  abeiiweichen, da der Auf- 

triebskoeffizient f und die Wolbungshohe dorthin wlehst, wahrend 

sich der Eintrittswinkel an seinem Minimum ja wenig andert. Bei den 
letzten gezeichneten Flügeln G ,  = - 3 und - 4 ist eine Überein- 
stimmung der berechneten Strijmung mit der nrirklichkeit natürlich 
nicht mehr vorhanden (vgl. Absatz 8). Die E'ormen liegen auch nicht 
mehr im Bereich der Naherung. Diese Typen fihren erst bel einer 
Verkleinerung der y-Ordinaten und entsprechender Verkleinerung der 

b 
Kichtung a eu brauchbaren Pormen. Ein Maximum für den Auftrieb 

und eine ,,bestei' Flache ergibt sich aus diesen rein dynamischen Bech- 
nungen nicht. 

17. Zur weitoren Durchführung der hier verwendeten Methode 
bietet sich zuniichst die Moglichkeit, den Pol im zweiten Blatt zu be- 
liebig komplexen Werten von r: r, = go + i60 zu legen. Mm erhiilt 
dadurch Flügel von beliebiger Dicke und Unsymmetrie (6,). Die 
Itinder laufen dabei stets in Spitzen aus, an denen glatter Eintritt der 
Stromung stattfindet. Um ein Umstriimen der vorderen Spitze dar- 
zustellen, wie in Absate 15 erwahnt, muB man einen weiteren Pol in 
diese Spitze hineinlegen. Man würde so AnschluB an die Kut tnschen 
Resultake herstellen. Um abgerundete Enden darzustellen, müBte im 
vorderen Punkt eine Quelle liegen; c würde dann komplex werden 
rnüssen, da die vollstindige Funktion w im Unendlichen 'divergenzfrei 
sein muB. Man würde so Verallgemeinerungen der JO u k O w s k y schen 
Bormen herstellen. 

Andererseits ist zur Verbesserung des Anschlusses an d e  experi- 
mentellen Werte die Anwendung der Pr  an  d t l  schen Abl6sungstheorie l) 
au£ die Grenzschichten am Flügel notig. 

1) Foppl :  Techniache Mechanik, Bd. VI, S. 371. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244 Über die Verzahnung der Hyperboloidrader mit geradlinigcm Eingriff. 

Über die Verzahnung der Hyperboloidrilder mit 
geradlinigem Eingriff. 

Von MARTIN DISTELI in Karlsruhe. 

Die vorliegenden Ausfiihningen bezwecken, allgemeine Gesetze fiIr 

die Vcrzahnungen der Hyperboloidrader mit geradlinigen Eingriffsflachen 
aufzustellen. 

Diese Verzahnungen von Radern an gekreuzten Achsen bilden das 
eigentliche Analogon zu den bekannten Linienverzahnungen der Rader 
mit parallelen und mit sich schneidenden Achsen und ist daher im 
folgenden das Augenmerk darauf gerichtet, den Zusammenhang der 
vorliegenden Aufgaben im Raume mit dcnjeniga der Ebene und der 
Kugel nach Moglichkeit hervortreten zu 1assen.l) 

Daher wurde auch die gebrauchliche Einteilung der Verzahnungen 
in zwei Gruppen beibehalten, je nachdem die Zahn- oder Profilflachen 
durch primare oder sekundiire Axoide dargesteilt werden, obschon iin 
Grunde ein wesentlicher Unterschied beider Methoden nicht besteht. 

Da nicht jede wiilkiirliche Regelfliiche Eingriffsflache sein kann, 
cine graphische Darstellung der Verzahnung ohne Kenntnis der Ein- 
griffsflache aber schlechterdings unmoglich ist, BO ist auch die Eingiffs- 
flache durçh primiire und sekundare Axoide dargestellt. 

Die primiireu Axoide der Eingriffsflache führen alsbald zu den 
primaren Axoiden der Profilflachen. Diese Darstellung kann als die 
allgemeine raumliche Zyk7oidennerzai~nung bezeichnet werden. Wird der 
Richtungskegel der Eingriffsfliiche ein gerader Kreiskegel, so fallen Ein- 
griffsflaehe und priaarcs Axoid der Profilfliichen in die niimliche offene, 
scharfgangige Schraubenflache zusammen, und wir khaben das voll- 
kommene Analogon zur gewohnlichen Zykloidenverzahnung der Ebene 
und der K ~ g e l . ~ )  

Die sekundaren Axoide der Eingriffsfliiche führen analog zu dem 
sekundaren Axoiden der Profilflache, wobei der Richtungskegel des 
- -- - 

1) Vgl. $1. D i s t e l i ,  ober einige Satze der kinemstiechen Geometrie, welche 
der Terzahnungslehre zylindrischer und konischer Rider zugmnde liegen. Diese 
Zeitschrift, 56. Band 1908, Heft 3. 

2) Vgl. M. D i s t e l i ,  über instantane Schrailbengeschwindigkeiten und die 
Verzahniing der Hyperboloidriider. Diese Zeitschrift, 51. Rand 1904, in welcher 
Arbeit die graphische Darstellung der speziellen Zykloirienrerzahnung ansgeführt ist. 

R. CI a i n ,  Schraubenrader mit geradlinigen Eingriffeflichen. Dissertation, Sech- 
nische Hochschule Berlin 1907 
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ruhenden sekundiiren Axoids der Evolutenkegel des Riihtungskegels 
der Profilflache ist, wzhrend seine auf ihm rollende Tangentenebene 
den Richtungskegel des beweglichen sekundiiren Axoids darstellt. Die 
Verzahnung kann daher als allgemeine riiumliche Evol~entencerza~~v~zcng 
bezeichnet werden. Hierbei rilui3 aber, um vüllige Allgemeinheit zu 
erreichen, noch eine willkürlich zu aiihlende Schiebung des beweglichen 
Axoids l k g s  der Erzeugenden der Profilflache hinzugenommen werden. 

Geht der Richtungskegel der Eingriffsfliiche in ein ebenes Strahl- 
büschel über, so erhalten wir die gewohnliche raumliche Evolventen- 
verzahnung. Aber es ist hierbei erst durch gewisse, im allgcmcinen 
zulissige Niiherungen moglich, zu bewirken, daB die Eingriffsfliiche 
und das bewegliche sekundare Axoid in dieselbe offene flachgangige 
Schraubenflache zusammenfallen, wodurch dann das vollstandige Ana- 
logon der Evol~entenverzahnung der Ebene und der Iiugel erreicht wird. 

Diese Darstellung der Evolventenverzahnung, welche schon wegen 
ihrer Einfachheit und Anschaulichkeit Interesse verdient, scheint bis anhin 
keine Behandlung gefunden zu haben, vielleicht ails dem Vmstande, weil 
die von Th. Ol iv ier1)  schon vie1 früher aufgestellte erste riiumliche Linien- 
verzahnung irrtümlicherweise als Evolventenver~ahnung angesehen wurde. 

Die9 ist aber keineswegs der Fall; vielmehr gehort das Beispiel 
von O 1 i v  i e r  als Spezialfall zu einer Gruppe allgemeinerer Verzahnungen, 
welche aus denjenigen mit  geradlinigem Eingriff dadurch hervorgehen, 
daB an Stelle der geraden Linie eine Hilfsflache @ in die Bewegung 
der primaren Axoide einbezogen wird. Die Profilfliichen erscheinm 
dann als Hüllfliichen dieser Hilfsfliiche @ mit krumrnlinigem Eingriff 
und die Verzahnung O l i v i e r s ,  die developpable Pïofilfliichen besitzt, 
wurde nur geradlinig, weil bei dieser in Hücksicht aaf m6gliçhste Ein- 
fachheit die Hilfsflache CD als eine ebene Flache gemiihlt worden ist. 

Wir erkennen daraus, daB die Verzahnungen mit  geradlinigen Ein- 
griffsflachen voranzuiteilen sind und durch Einführung einer Hilfsfliiche 
von selbst zu den allgemeinsten Verzahnungen mit  kriimmlinigexn Ein- 
griff hinüberführen. 

1. T e i l .  

Darstellung der Verzahnung durch primare Axoide, 
Raumliche Zykloidenverzahnung. 

3 1. Die Grundkorper  d e r  Hyperboloidrader. 

Die Punkte eines ruhenden Systems Z' seien bezogen auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystern O ( X ,  Y, Z). In diesem System vollziehe 
ein zweites System G augenblicklich eine Schraubenbewegunp um eine 
-- 

1) Vgl. Théodore Olivier; Théorie sg6ornetrique des Engrenagee. Paria 1842. 
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Achse O ,  welche durch den Punkt (a, O, c), die Winkelgeschwindigkeit 
w(P ,  Q,  R) und den Windungsparameter h bestimmt id ,  so daB 

die augenblickliche Schiebungsgeschwindigkeit rangs der Achee o he- 
deutct. 

Alsdann hat der mit dern PunL-t P ( X ,  Y, Z) koinzidierende Punkt 
von 6 in 22 die Geschwindigkeitskomponenten 

U,= U - R Y  + QZ 

U,= P P Z f R X  
U s - W -  Q X + P Y ,  

wobei die Gr6Ben [J, I,V, W durch die Gleichungen 

U = h P + R b - Q G  

(2) P = h Q +  Pc-Ra 
W -  hR + &a- Pb 

erklart sind. 

Die Gleichungen (1) sagen a m ,  dtrB eine instantane Schrauben- 
geschwindigkeit stets darstellbar ist durch zwei Strecken, die von einem 
Reduktionspunkt O ausgehen, von welchen die eine die parauel an den 
Punkt O rerschobene Winkelgeschwindigkeit (P, Q, 3) ist, die andere 
die Geschwindigkeit (L:  7, W), welche der Rjeduktionspunkt diirch die 
Schraubenbewegung selbst erhalt. 

Sind ferner in einer Achse der Anfangspunkt und die positive 
Richtiing festgelegt, und erfolgt nm die Achse eine Drehiing, welche 
von der positiven Seite gpgen den Anfangspunkt gesehen, im Sinne 
des Uhrzeigere dreht, so soll die Drehnng als positiv bezeichnet werden. 
Ebenso seien die Achsen des Koordinatensystems jedesmal derart be- 
zeichnet, daB die Drehungen von X nach Y, von Y nach % und von 
Z nach X i o n  der dritten Achse aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers 
erfolgen. 

Denkt man sich jetzt ein System XI, dessen feste Achse O,  die 
Achse Y im Abstande (- Y,) von O rechtwinklig schneidet, und welche 

gegen die Achse Z den Winkel (q + a,) eiiischlieflt ( F i .  1 drehe 

sich mit der Winkelgeschwindigkeit (- w,) u m  O,, so sind nach (2) 
die sechs Komponenten dieser Drehgeschwindigkeit bczüglich 

Pl = - w ,  cos a,, 0; = - r ,  w ,  sin CL, 

(31 QI = 0 VI - O 

RI - + w, sin a,, - - .- , Y, w1 COS CI,. 
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Dreht sich desgleichen ein 'weiteres System E2 um die feste A c h e  
O,, welche die Achse Y im Abstande (+ r,) rechtwinklig trifft und mit 

der Achse Z den Winkel (î - a,) einschlieBt, urn O, mit der Winkel- 

pschwindigkeit (+ w,), so sind die Komponenten dieser Drehgeschwin- 
digkeit hezüglich E 

P, = m, cos a,, U, = r, w, eiin a, 

(4) Qz = 0 v2 = O 
R, = w,  sin a,, W, = - r, w, sin a,. 

Um die zu diesen Drehgeschwindigkeiten gehorenden Grundhyper- 
boloide H, und II2 zu bestimmen, hat  man bloB die Differenz der 
beiden Drehgeschwindigkeiten zu bil- 
den. Alsdann ist die Achse dieser 
resultierenden Schraubengeschwin- 
digkeit die gemeinsame Berührungs- 
kante der Hyperboloide, wiihrend 
ihre Winkel- resp. Schiebungsge- 
schwindigkeit die relative Roil- resp. 
Gleitgeschwindigkeit darstellen, mit 
welchen das eine ~ ~ ~ e r b o i o i d  auf 
dem anderen abschrotet. W i r  woilen 
dabei über die vier positiven Kon- 
stanten Y,, r,,  %, a,  so verfügen, 
daB die gemeinsame Berührunp-  
kante gerxde mit der Achse X zu- 
sammenfillt. 

Die Bedingungen hierfür sind 

Fig. 1. 

K, - KI = w, sin a, - GJ, sin a, = O 
( 5 )  W, - W, = - r ,  w, cos a, + r ,  wl cos a, - 0, 

aus welchen Gleichungeri folgt 

(6) Y ,  cotg a, = r2 cotg a2 

Die resultierende Winkel- und Schieb~n~s~eschwindiglre i t  haben jetzti 
die Werte 

P, - Pl = w, cos a, + w, cos a, 
( 7 )  U , -  U , = r 2 w , s i n o , + r , o , s i n ~ , ,  

so ,daB sich, f ü r  den resultierenden WTindungsparameter ergibt 

LT2 - u1 - 71 + r2p -- 

' O  = p9 =pi cotg a, + cotg a, 
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welcher Wert sich mit Hilfe der Beziehung (6) auf die Form bringen laBt 

(9) ho 5 rl t g  ci, = r2 t g  a,. 

Redeuten demnach 2e  den kürzesten Abstand und 28 den Winkel 
der beiden Achsen O, und O,, so deB man hat 

so wird 
2 e 

Y = . - - cos a2 sm a, 
l sln 2 p  

2 e 
r - -- cos oc, sin a, 

a - am26 

2 e 
W ,  = sin g sin a, 

sin 2 /3 
2 e 

ko = r, cotg ci, - .  - cos al cos a,. 
sin 2 8  

Durch die Kehlkreisradien 7,  und r, und die Achsenwinkel oc, und a, 
sind die Grundhyperboloide vollstindig bestimmt. Die GroBe IL, be- 
deutet den Verteilungsparameter des I-iyperboloids Hl; die Gleichung 
(6) drückt also aus, daB beide Hyperboloide denselhen Verteilungs- 
parameter haben und sich denigemiiB langs X berühren. 

5 2. Das Grundzylindroid und die einfachsten primiiren Axoide 
der Verzahnung. 

Wir nehmen an, ein bewegliches Srstem G besitze gegen 2 augen- 
rblicklich eine Gchraubengeschwindiglieit w, die durch die 6 Kompo- 
nenten (P, Q, B, 6; W) bestimmt sein moge, wiihrend die Systeme 
Z, und 2Z2 aich mit den F'lTinkelgeschwindigkeiten (- w,) und (+ w,) 
um die Aehsen O, und O, drehen. Durch die Schraubengeschwindig- 
keit w erhiilt jeder Punkt von 6 in ,Y einc absoluto Geschwindigkeit, 
durch die Drehgeschwindigkeiten (- w,) und ($ o,) je eine Führungs- 
geschwindigkeit, durch die Differenz der beiden also eiiie relative Ge- 
schwindigkeit, mit welcher er sich sugeriblicklich gegen 2, und 
bewegt. 

Bezeichnen also 

diese relativen Schraubengesçhwindigkeiten, so erhebt sich die Frage, 

wie die Schrauberigeschwindiglieit w gewiihlt werden muB, damit die 

beiden relativen Schraubengeschwindigkeiten zur namlichen Schraube 
(X, ho) an der Berührungskante der Crundhyperboloide gehoren. 

Diese Bedingung erfordert zunachst 
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also wird 

(14) SL, = P- Pl,  a,= P P, .  
Sodann muB sein 

so daB die Schiebungsgeschwindigkeiten werden 

Sollen also die Windungsparameter der beiden relativen Srhrauben- 
geschwindigkeiten übereinstimrnen, so muB die Gleichung bestehen 

also 

Wenn also die relativen Windungsparameter einander gleich sind, so 
haben sie den gemeinsamen Wert ho, und man erhiilt daher 

U = h , P +  U1 -h , ,P1=hoP-(r l  -?- , )B.  

Damit also die beiden relativen Schraubengeschwindigkeiten, mit 
welchen sich 6 augenblicklicli gegen Z, und Z2 bewegl, zur Schraube 
(X, I I , )  gehoren, muB 6 in Z' die Schraubengeschwindigkeit w mit den 
G Komponenten haben 

Y = P, U =  h o p -  (r, - r2)R 

(16) q = o  V =  O 
R = R,  = R,, TT = -- r, cotg a, R. 

Da in diesen Gleichungen Y willkürlich bleibt, so werden durch 
dieselben unendlich viele Schraubengeschwindigkeiten dargestellt, deren 
Aehsen samtlich die Achse Y rechtwinklig schneiden und welche daher 
eine bestimmte Regelfliiche erfüilen. 

1st s dcr Abstsnd einer solchen Achse o von 0, 6 - L) der Winkel 

derselben gegen die Achse 2, h ihr Windungsparameter, so ergeben 
die Gleichungen (2) 

(17) 
U = h P +  R S = / I , P - ( ~ ~ - ~ , ) R  

W = h R - P s -  -r,cotga,II. 

Setzt man also 
P = w cos l ,  R = w sinA 

(18) - (r, cotg cl, + ho) = A, 
- (r, - r,) = Bo, 
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so ergibt die Auflosung von (17) 
R U - P W  - " = - p 9 t B i  

- - A, sin A. cos A. + Bo sinVA 

Nach der crsten dieser drci Glcichungen ist der gesuchtc Ort aller 
Achsen das durch die drei Achsen O,, O,, X bestimmte Grundzylindroid G, 
wiihrend die zweite Gleichung jeder Schse den Wiridungspararneter zu- 
ordnet, also die Parameterverteilung angibt. Die dritte Cileichung hat 
eine geometrische Redeutung, auf welche wir bald zurückkoinmen. Zu- 
nachst ergibt sich also das Iiesultat: 

Drehelz sich awei Systeaze El und  E2 m.it d m  Winkelgc~chwindig-  
keiten (- w,) un,d (f w,)  augenblicfilich um die Achsen o1 und 0,: wahrazd 

Fig. 2. eiiz System (1 in 2 az~i/enbliclcZich die 

AX absolute SchrauOengeschwi~~zdigkeit w be- 
sitzt ,  u n d  sol1 jeder Pu~zkt cm G ilz 

,ez en von 2, und .Z2 Relutivgesc1~ujindig7- .t 
O; einerlei Riclitung erhalten, so müssen die 

6 Eomponenten der absoluten Sckrau,ben- 
gcsehujindigkeit d e m  GZeichungssystem 
(16) gelzügen, d.h. die absolzcte 8ch:hrauban- 
eschwindigkeit mu/3 &ne der unmdlick 

vielen Sch~nubmgeschwindigkeiten des 
rundzylindroids sein. 
Die Schraubengeschwindigkeiten des 

Grundzylindroids lassen sich nun leiclit 
auch graphisch darstellen. E s  sei in 
Fig. 2 die Ebene X Z  die Zeichenebene. 
Sind oi und 0% die Projektionen der 
Achsen O, und O, auf X Z  und ziehiin 

wir im Abstande 2 e  cotg 2B eine Parallele xur Achse Z, so schncidet 
diese O; in  O;, 02 in O, und X in G derart, daB O; G und GO', die 
Langeri der Kehlkreisradien Y, und r ,  der Grundhyperboloide sind. Durch 
die 3 Punkte 0, O;, 0; 12Bt sich jetzt ein Ki-eis K legen, welcher der 
Bildkreis der Darstellung heiBt und dessen Durchmesser die Lange 
2 e :  s in2P hat. 

1st jetzt O '  die Projektion der Achse O ,  welche gegen Z den Winkel 

(1 - i) einschlielt, so trifft diese den Kreis K eum zweitenmal in eiuem 

Punkte O', welcher der Bildpunkt der Achse O he&. Fallt man nun 
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von 0' das Lot O ' F  anf die Sehne 0; O;, so lassen die Gleichungen (19) 
erkennen, daB die Strecke G F  die Entferriung s der Achse o von X und 
die Strccke 3'0' den Windungsparameter h derselben darstellen. Beide 
Strecken sind positiv, wenn sie im Sinne der positiven, zu ihnen paral- 
lelen Achsen Z und X verlaufen. Dreht sich der Halbstrahl O einmal 
ganz um O, so erhiilt man alle Schrauben des Grundzylindroids; die 
Streçke GX' stellt speziell den Windungsparameter ho der Achse X dar. 

Tri@ man im weiteren in den Geraden O; und O ;  von O aus 
nach GroBe und Sinn die Winkelgeschwindigkeiten - w, und + w, auf, 
so ist infolge der Gleichung ( 5 )  die Verbindungslinie der Endpunkte 
dieser Strecken parallel X. Jnfolge der Gleichuag 

R = BI = R2 

ist auf dieser Parallelen aber auch der Endpunkt der Geschwindigkeit w 

gelegen, so da5 mittels dieser Parallelen samtliche Winkelgeschwindig- 
keiten, die zu den vorigen Schrauben gehoren, graphisrh dnrgestellt sind. 

Denkt man sich jetxt die Achse X selbst als Erzeugende mit der 
Schraube (O, IL)  verschraubt, so entsteht eine geradlinige Schraubenfliiche S, 
velche liings X den Verteilungsparameter 

s cotg1 - h 

besitzt. Nach der dritten der Gleichungcn (19) wird dicser durch die 
Strecke O G  dargestellt und ist gleich dem Verteilungspararneter der 
Grundhyperboloide. Da diese und die Schraubenflkhe S überdies den 
Punkt O zum gemeinsameu Zentrulpunkt und die Ebene X Z  zur ge- 
meinsamen Zentralebene haben, so berühren sich aile drei Regelflachen 
rangs X. Auf diese Weise entsteht aus allen Schrauben des Grund- 
zylindroids eine unendliche Schar von Schraubenflachen, die alle Engs X 
in Rcriilining stehen iind mit dem Verzahnnngsproblem aiif8 engste zii- 

sammenhiingen. 
1st niirnlich e eine beliebige Erzeugende der FlLche S und wird 

diese mit S unendliçh wenig verschraubt, su setzt die Sçhraubung der 
Flache S die Hyperboloide Hl und H2 in drehende Bewegung. Es 
beschreibt daher e in El und E2 zwei windschiefe Frichenelemente, die 
auch durch Verschraubung von e mit den Relativschraubengeschwindig- 
keiten SL, iind fi, an der Schraube (X, IL,) entstehen und sich daher 
liings der ganzen Erstreckung von X berühren. 

Dauert also dieser Bewegungsvorgang wiihrend einer endlichen 
Zeil, so beschreibt e in ,Tl und .E2 zwei Jiegelflkhen 2, und Z,, die 
sich bestindig rings einer Geraden e berühren, indem sie schief zur 
Berührungskante übereinander weggleiten. Der geometrische Ort dieser 
Berührungskante e ist im ruhenden System die Schruubenflache S, 
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welche daher die Eingriffsflache darstellt, wiihrerid die Begeliliichen 

Zl und 2, die Zahn- oder ProfiIflachen sind, die zu dieser Eingriffs- 
Kache gehoren. 

Da ferner die Schraubenfliiche S bestiindig auf den Grundhyper- 
boloiden abschrotet, so konnen die ProfilKichen auch als Rollflachen 
erhalten werden, indem die Fliiche S mit der Geraden e über die 
Hyperboloide abschrotet. Die Schraubenfliiche S ist also zuglcich die 
sogenannte Wal~ung~flache und bildet daher mit jedem der beiden Grund- 
hyperboloide zusammen das Paar der primiiren Axoide der Verzahnung. 

In Analogie mit dem Sprachgebrauch für zylindrische und konische 
ILader kann man daher diese Verzahnung als spezielle raumliche 
Zykloidenverzahnung bezeichnen und das Resultat aussprechen: 

Analog dew System der Wülzztngskrei~e der zyiindrischèn und 
lionischm Xadm cxistiert im Falle der Byperboloidrader eine eiufuch 
unendliche Schar sich berühretzder Schra~dwnfiachm S ,  die zu sanztliclwrt 
Schrauben. des Grundzylindroids gehoren, welche sowohl als Xingriffs- 
f l k h m  als azceh als WÜ1zul;gsfliichen für eine razcmliche Zykloiden- 
uerzahnung der Hyperlioloide gewühlt werden k6nnen und mil dieseu zu- 

sammen die einfachsten priwüren Axoide der Verzalznung darstellen. 

3. Die aiigemeinen geradlinigen EingriffsKàchen u n d  Walzungs- 
fliichen u n d  ihre primliren Axoide. 

Die eben betrachteten Kingriffsflachen S sind insofern spezielier 
Art,  als wir vorausgesetzt haben, dao wiihrend der ganzen Dauer der 
Bewegung dio instantane Schraubenachse O des Systems G ihrc Lage 
auf dem Grundzylindroid nicht andert, daB also in den Gleichungen 
(16) die Komponente P einen konstanten Wert besitzt. 

Indem wir jetzt diese Beschriinkung faiien lassen und P als ver- 
iinderliche Funktion der Zeit auffassen, erhalten wir die ailgemeinste- 
Bewegung, welche das System 6 gegen 2 ausführen kann.') 

Werden die Punkte von G bezogen auf ein Koordinatensystem 
ix ,  y, a), dessen Anfangspunkt in E die Koordinaten L, 31, AT besitzt, 
so konnen die Übergangsformeln von G zu 25 in der Form geschrieben 
werden: X = L  + a l x + b , y  + c , z  

(20) Y =  M f  a,$+ b,y+c,z 
Z =3' + a3x  + b3y + c,z. 

1) Vgl. X. Antomari: Application de la méthode cinEmatiqne à l'étude des 
propriétés dea surfaces reglées. Paris 1894. 

F. Schur: Über die Bewegung eines starren Korpers durch Ab~chroten. Diese 
Zeitschrift 55. Band (1907), .Heft 4. 

K. Heun :  Lehrbuch der Mechanik. Goschen, Leipzig 1906. 
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Die Koniponenten der instantanen Schraubengeschwindigkeit o be- 
eüglich 2 sind dam:  

P = a,a; + b, b j  + c,cg = - (a; a, + bkb, + c',es) 

(21) Q = a,a; + bsbi + c,c; = - (aja ,  + bib, + ~ c , )  
R = a,a; + b,ba + clci= - (ala,  + bl b, + cic,) 

und bezüghh G :  

JI - ci bi + c, bi + c3 bg = - (ci b, + ci b2 + ci b3) 

(22) q = a,c; + a,cS + a3c3 = - (aie, + aie, + aLc,) 

r =b,a;+ b,a', + b,aj=- @;a,+ béa, f baa,). 

Sind umgekehrt P, Q, R als Funktionen der Zeit gegeben, 80 hestehen 
wegen der Redingung 

Q = O 
die Gleichungen 

al = - a, R, li; = - bg R, ci = c, R 
(23) a ; = a , R - u , P ,  bL==b,R-b,P, c i = ç , R - c , Y  

ai = a, /', bg = b, P, ci = c, P. 

Nehmen wir jctzt an, die von der Achse x boschriebene Regel- 
flache habe einen gegebenen Richtungskegelj d. h. a,, a,, a, seien be- 
karirite Funktionen der Zeit, so k6nnen auch die übrigen 6 Richtungs- 
kosinus durch eine einzige Quadratur als Funktionen der Zeit dargestellt 
werden. E s  ist namlich etwa 

4 =a3b,  - b,a, =a3b ,  + a,(alc, - c,a,) 
oder 

c2( l  - a:) + clala, = a3b,. 

Multipliziert man dicsc Gleichung mit IC und beachtet (23), so folgt 

Setzt man nunmehr - -  
ce a 1 --l/i- - a, Z J / ' ~ - . > -  

1-a:' 

die Wurzeln positiv genommen, B O  folgt 

a., a: -. 
a2 

Dividiert man beide Seiten durch 1 - a2 und setzt zur Abkürzung 
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so folgt diirch Integration 
- - 

cl = v1 - a: sin ï', 0, = - v1 - a; cos T, 

wodurch auch die übrigen Richtungskosinus bestimmt sind, niimlich 
- - -  

b,l/l - a: = - a, sin T + a, a, cos 2' 
.- - 

b ,v l  - a: = a, sin T + a,a, cos T 

c , i l  - a: = - a, cos T - a,a, sin ï' 

c , l / l  - a: = a, cos T - ala, sin T. 

Zur Zeit t = O Sind d a m  die heiden S y ~ t e m e  Z7 und 6 einander parallel. 
Nach (16) sind nun aber auch O: 7, W bekannte Funlitionen 

der Zeit, und es durchwandert die instantane Achse o in Z das Grund- 
zylindroid mit den Gleichurigen 

x=u P 
W 

(24) 
K U - P W  y =  - - 

wP 
R 2 - u  - 
m 

Um die endlichen Rewegungsgleichungen des 
haben wir die Bahnkurre des hfangspunktes  

Systems 6 zu erhalten, 
(L, N, N) zu ermitteln. 

Nach (1) sind aber die Geschwindigkeitskomponenten 

Multipliziert man aber diese Gleichungen mit a,, a,, 
sichtigt die Gleichungen (23), so fol@ diirch Addition 

dieses Punktes 

a, und beriick- 

Zwei analoge Gleichungen ergeben sich durch Mnltiplikation mit 
bl, bB, bp, bzw. cl, c,, 4- 

Wenn man demnach zur Abkürzung setzt: 
t 
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die endlichen Gleichungen der vom Anfangspunkt des Systems é be- 
schriebenen Bahnkurve. Da die Koordimtensysteme E und 6 zu An- 
fang der Bewegung nunmelir koinzidieren, so geht die Bahnkurve durch 
den Punkt O. 

Setzt man die Werte für L, 3 ,  N in (20) ein, so erhalt man die 
escllichen Bewegungsgleichungen von 6  und es ist daher moglich, die 
Gleichungen der von irgendeiner Geraden e des Systems G heschriebenen 
Rollfiiiche E anzugeben. 

Sind 
x = x 0 + ~ ~ , ,  y = y , + u g , ,  ~ = z o - t u y o  

die Gleichungen der Geraden e bezüglich 6 ,  so hat die Rollflache E 
in 2 die Gleichungen 

Unter diesen Rollflachen gibt es zwaifach unendlich viele, welche 
den gegebenen Richtungskegel (a,, a,, a,) besitzen. Sie werden er- 

halten durch die Rewegung aller znr Achse x parallelen Geraden von 6- 
Mit .,=l, /3,-07 ~ ~ - 0 ,  xo=O 

Unter diesen Flachen ist endlich eine, welche von der Achse x selbd 
besçhrieben wird und durch X hindurchgeht mit den Gleichungen 

X - 7, + lLal, 

(30) Y = ,n+ ua,, 
Z =  N + ua,, 

welche wir in der JLolge allein betrachten woilen. R'ehmen wir über- 
dies an, daB der Richtungskegel die Ebene X Y  langs X berührt, BO 

wird nach ihrer Erzeugung die Fliiche E die beiden Grundhyperboloide 
lange X berühren. 
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Die Bewegung des Systenis G erfolgt aber durch Abschroten eines 
gewissen Axoids H auf dem Grundzylindroid. Seine Gleichungen 
werden erhalten, indem man die instantane Achse O im System G dar- 
stellt und lauten daher 

z = c , s - S f u f ,  

mobei 
p = a , P + a , R ,  q = b , P + b , R ,  r=c ,P+c ,R  

zu setzen ist. 
Bei der Bewegung von G heschreibt aber auch die fest bleibende 

Achse X im beweglichen System eine Begelfliiçhe W! welche auçh a19 

fiollfl%he bei der umgekehrten Bewegung von 22 in 6 durch die 
Achse X beschrieben wird. Ihre Gleichungen sind daher nichts andercs 
sls diejenigen der Achse X ausgedrückt im System 6 und lauten daher 

x = - J,+ ua,, 

y = -.TV + ub,, 

Z =  - J z + u ç l .  

Bevor wir auf die Bedeutung der Flachen E und W für das Ver- 
zahnungsproblem eingehen, wollen wir noch die geometrische Beziehung 
der  beiden Flachen W und H naher betrachten. 

Bedeutet der Index Null den Wert, den eine Funktion von t zur- 
zeit t = t, annimrnt, so lassen sich die Gleichungen der Flache W 
zurzeit t = to in bezug auf das feste System ,Y in folgender Weise 
schreiben: 

~ e d e r n  Wert  von t entspricht eine Erzeugende von W, dem Werte 
t = to entspricht insbesondere die Erzeugende X. 

Bestimmen wir jetzt die Pundamentalgr6Ben erster und zweiter 
Ordnung der Fl:che W für die Punkte u der Krzeugenden X, also für 
t = t, so folgt: 
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Daher werden die Fundamentalgr6Ben erster Ordnung 

R =  Ug+ WE+u2fii, F=-  Uo, G =  1, 
und - 

~ E G  - ~2 =1/w; + u ~ K ; .  

Redeiiten ferner 6 ,  7,  f die Richtungskosinus dèr Fliichennormale 
im Punkte u von X, so wird 

Die It icht~n~skosiriuu der Normalen der E'lache W sirid also die 
nimliclien, wie diejenigen einer Schraubenfliche S, deren Achse O mit 
der instantanen Schraubenachse von G koinzidiert und welche durch 
Ii hindurchgeht. Es  folgt daraus, da% sich die Fliichen W und S 
liiigs X berühren, daB sie also denselben Zentralpunkt O und den 
nRmlichen Verteilungsparameter haben. 

n a  
- - 

r, cotg a, wo - -- '7i 
6 u 

ist, so folgt, daB in der Tat der Verteilungsparameter der Blache W den - 

konstanten Wert  
= r ,  cotg a, = - 

Ro 
besitzt. Die Linie u = O ist demnach die Striktionslinie der Flache W 
und berührt die Striktionslinio der Fliiche AS in O. 

Durch weitere Uifferentiation obiger Gleichungen erhiilt man ferner 
a2x 

o t a  
- - (LT; + u q ) ,  

Für die Striktionslinie speziell ist u = O zu sctzen. Rezeichnet 
ds das Bogerielernent derselben, z seinen Winkel gegen X, so ist 

also 

Zeitschrift f Mathematik n. Physik. 59.  and.' 1911. Hstt 3 
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Somit wird 
d 2  ;Y - - - d c  

ds' 
sin z - 

d s ?  

d P Z  
- - 

dz 
= cos z - ds' 

wo Q" den Krümmungsradius der Striktionslinie der Fliiche S bedeutet. 
Bezeichnet jetzt 9 denjenigen für  die Fliiche W, y den Winkel der 
beiden Schmieguugsebenen durch die gemeirisarne Tangente der Strik- 
tionalinien, so ist  

d e y  p 
c o s y = @ -  = 

a s e  Bo ' 

Demnach oskulieren siçh zwar die beiden Striktionslinien nicht, aber 
der Krümmungsradius der Striktionslinie der Flache W ist die Ortho- 
gonalprojektion desjenigen für die Flache S. 

Xehren wir niinmehr zur Fliiche W zurück, so eigibt sich meiterhin 
axx a 3  Y aez 
2% = 0, ô t a  = -- R,, 

; t a u  = '2 

F ü r  die FundamentalgrtiBen zweiter Ordnung hat  man daher die Werte: 

Infolge des konstanten Verteilungsparameters der E'lache W ist aber 

W O  -- - - li0 also W o K " - R , W ~ = O .  
Rn 

Somit 

Der Krümmungsradius Rn irgendeines Normalschnittes im Punkte u 
der E'liche W i d  daher bestimmt durch die Gleichung 

1 
- 

Ddte+ 2 U ' d t d u  - .  
R, E ~ P +  a ~ d t d - ~ d ~ =  
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Da nun infolge der Konstanz des Verteilungsparameters der E'liiche W 
auch die Fundamentalgr6Ben zwcitcr Ordnung für beide E'liichen W 
und 8 übereinstimmen, so haben in jedem Punkte tc die Norrnalachnitte 
und riaçh dem Meusnierschen S s t ~ e  auch alle scliiefen Schliitte durch 
beide Flachen denselben Brüuiuiungsradius. Die beiden ,Fliichen 
und S berühren sich also Lngs X von der zweiten Ordnung und haben 
daher drei aufeinander folgende Erzeugende geineinsain. In Zusammen- 
fassung ergibt sich demnach das Ilesultat: 

Die Fiüche TV wird i72 jeder Stellung Züngs der Berül~mcngskade 
mit den, Grundhyperboloidelz von derjenigen Schraubewflache S oshmlkt, 
d a e ~  Ackse auf dern Grundzyiindrnid mit der augenlilickiichen Schrauben- 
aclw des Systems 6 zusamnaerfillt. 

Die Schraubenfliche S vertritt also in diesem Falle raurrilich voii- 
standig den Krümmungskreis der Kurve, und man kann daher das 
Axoid V als die Evolutenflache von W und diese als die Evolventen- 
flache von H bezeichnen. Dieser Zusarnmerihang der beideri Fliichen 
IiBt sich aurh formal leicht zum Aiisdruck bringen. 

Nach (23) sind 

- Bdt = d o  und - P d t  - d e  
Bogenelernent und geodatischei Kontingenzwinkel des sphiirischen Bildes 
der Friche W, also 1 der sphiirische Krürninungsradius 'desselben. 1st 
z der Winkel der Striktionslinie gegen die Erzeugende, so ist 

Die Gr6Ben i, und k, sind daher zwei geometrische Invarianten der 
Fliche W. Nuri ist 

- (a, 27 + a3W)dt - (a,io - a,k0)d6, 
oder es ist . t 

J, = -fi4 io - ar ko) dcx 
O 

In analoger Weise lassen sich J, und J, sclireiben, und es nehmen 
daher die Gleichungen der Flache B die Borm an 
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welche ihre Abhiingigkeit als Evolutenfliiche von W zum Ausdruck 
bringen. 

Indem wir jetzt von den geometrischen zu den kinemstischen 
Eigenschaften der Plàchen E und W zurückkehren, liBt sich leicht 
einsehen, da6 E die Eingriffsflache, W die VValzungsflache einer Ver- 
zahnung für geradlinigen Eingriff sind. 

Bewegt sich namlich G in 2' durch Abschroten des Axoids B auf 
dem Grundzylindroid G, so berührt die mit H fest verbundene Flache 
IV die Grundhyperboloide bestandig langs X und versetzt diese derart 
in drehende Bemegung, als ob die augenblicklich oskulierende Schrauben- 
flache S auf ihnen abschroten würde. Der gesamte Bewegungsvorgang 
erfüilt alüo in jedem Augenblicke die Vorschrift (16) und es beschreibt 
daher die Achse x in 22 die Eingriffsflache, in El und Z2 die zu- 
gehorigen Profilfliichen 2, und 2,. Da an  Stelle der Geraden x auch 
jede beliebige andere Gerade e von G treten kann, so ergibt sich das 
Resiiltat : 

Bettiegt siclz ein System G i m  rulienden System ,Z derart, dalJ ein 
h o i d  H gernil'p derz Redz~~.yu~zgen (16) auf' dem Grun&yiindro?d G ab- 
sehrotet, wiihrend die durch die unzgeliehrte Bewegung entstehende Evoloente~z- 
flache nT von H durch Abschroten au? den Grundl~yperboloiden die 
Raume El ujzd E2 29% Drehbewepng versetzt, so besekreibt jede be1iebiy.e 
Geracle e û o ~ z  6 in Z' coine EinyriffsflZche, in El und r12 aber die zu 

dkser gehorigen Pmfilflachen einer Veraahnung fiir geradlinigen Eitzgrifl 

Die Profilflachen kiinnen als Rollfliichen auch dadurch erhalten 
werden, daB die Flacbe TV mit der erzeugenden Geraden x über die 
ruhenden Grundhyperboloide abschrotet. Uaher ist  W nichts anderes 
al0 die VFalzungsEicbe der Verzahnung und bildet daher mit dem 
Grundhyperboloid das Paar primiirer Axoide der Profilflache. Wir 
konnen daher sagen: 

Dus Grundzlylindroid und dus Axoid H hildcn die primarm Axoide 
der Eitzgriffsflikhe; dus Grundlzyperholoid u92d die Walzutzgsflache W 
dic prirniiv-en Axaide der Profilfl&hen. 

Übertragt man den ganzen Hewegungsvorgang in der unendlich- 
fernen Ebene auf die Kugel, iridem mau alle Richtungskegel parailel 
a n  einen Pixpunkt verschiebt, so erhiilt man die allgemeinste Zpkloiden- 
verzahnung der ltichtungskegel der Grundhyperboloide. Man kann 
daher die eben besprochenen Verzahni~ngen der Hyperboloide al8 raiirn- 
liche Zykloidenverzahniiiigen bezeichnen und sie ebenso einteilen wie 
die Verzahnunscn ihrer Richtungskegel. Rcduziert sich das primiirs 
Axoid H auf eine Erxeugende O des Grundzylindroids, HO ist der 
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fiichtungskegel der Eingriffsfliche ein gerader Kreiskegel, die Fliclien 
E und W fallen mit der zugehorigen Schraubentlache S zusammen, 
und wir haben dann das riumliche bnalogon zur geivohnlichen Zgk- , 
loidenverzahnung der konischen Rider.  

In diesem besondern Balle hnben die Komponenten der Winkel- 
geschwindigkeit w die konstanten Werte 

P = ca cos A,  & = O ,  R =  casinÂ.. 

Sol1 zur Zeit t = O das System G mit Z' zusammerifailen, so liefem die 
Gleichungen (23) für  die Itichtungskosinus leicht die folgenden Werte: 

a ,=cos~+s in2Lcoswt ,  b,=-sinAsinwt, c,=sinAcosÂ(l-coswt) 

(34) a, =sin A. sin w t, b,=coswt, c,=-cos Asinwt 

u,=sin%cos%(l-coswt), tiS=cosI,siriwf, c,=sinV.+cossÂcoswf. 

Nun fol@ aus den Gleichungen (17) 

a, U +  a,W= hp +sa; ,  
also ist t 

Jz =Jihp + s o ; ) d t  - hpt + sa,  
O 

Die W5lzungsfliiche W hat  also die Gleiçhungen 

x = - hp t  -sa ,  + ua, 

(3.5) y = +  s - s h , + u b ,  

z = - hrt -SC, + uc,, 

wahrend die Gleichungen der Eingriffsflache E lauten 

X = h P t  - sb, 1 uu, 

(36) Y =  s - sb ,+ua,  
Z = h A t  - sb, + uu,. 

Da die Bewegung von 6 eine Schraubenbewegnng kt, so geht man zur 
umgekehrten Bewegung über, indem man t durçh - t ersetzt. Wie 
die obigen Werte  erkennen lassen, gehen dabei a,, b,, c, über in  b,, Ir,, b, 
und a,, b,, c, i n  a,, a,, a,, cl. h. die Gleichungen von W gehen über 
in diejenigen von 3, weil infolge der Koinzidenz der Syfiteme am An- 
fang der Bewegung gleichzeitig 

. P - P ,  Q = q = O ,  IL = r 
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ist. Das Axoid H endlich hat die Gleichungen 

welche aber die Schraiibenachse o darstellen. Man kann daher das 
Resultat aussprechen: 

Das System der ScIwaubeu/lachen S ist dm eilzsige System gel-adliniger 
EingriflsfLTac72en, welches mit dem System der Wia'lzzcngsfl~hen. identisch ist 

5 4. Analytische und graphische Darstellung der  P r o m a c h e n .  

Um auch die Profilfiache Z, durch Gleichungen darzustellen, beziehen 
wir die Punkte des Systems El auf ein Koordinatensystem O,(X,, Y,, Z,), 
dessen positive Achse XI mit der positiven Seite von O, zusammen- 
faut, wiihrend zu Anfang der Rewegung die Achse Y, mit Y koin- 
zidiert, zur Zeit t aber den Winkel (- cp,) mit ihr einschiiefie. Das 
System Z wird mit El zu einer beliebigen Zeit zur Deckung gebracht, 
indem man Z' um Y dreht um den Winkel (+ %), sodanu parallel Y 
verschiebt um den Betrag (- r , ) ;  endlich um die neue Achse XI um den 
Winkel (- dreht. Die Übergangsformeln von 22 zu E, lauten dam: 

XI - X cos a, - Z sin al 

(38) Y, = (rl + Y) COS rpl - (X sin al + Z cos a,) sin rp, 

Z, = (r, + Y) sin y, + (X sin or, + Zcos al) cos y,. 

Setzt man hieïin die Werte von X, Y ,  Z aus (30) e h ,  so orhalt 
man die Gleichungen der Profilflache 2,. Dieselben konnen aber iu 
einfachere Form gebraçht werden durch die Einführung der Kichtungs- 
kosinus A,, B,, Ci der Achsen des Systems 6 gegen die Achsen von 
Z,. Dabei ist 

A ,  = a, cos a, - a, sin a, 

(39) A, = a, cos y, - (a,  sin a, + a, cos or,) sin rp, 

A, = a, sin ço, + (a,  sin cc, + a, cos a,) cos tp,, 

aus melchen Werten die entsprechenden für B* und Ci folgen, indem 
man die ai durch bi resp. c, ersetzt. 

Alsdann erhalt man für die Profilflache Zl bezüglich El die 
folgendeii Gleichungen 

XI = AIJz + BIJy + CIJr + U A ,  
(40) Yl = r ,s inyl  + A,Jz+ B,J, + C,J, + url ,  

Z 1 = r l c o s ~ l  +A,J,+B,J, + c 3 J , + u A ,  . 
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wobei wegen 
= 3 1  und R = 

rlt 
t 

(41) = sin a,, 
O 

eine ebenfalls bekannte Funktion der Zeit ist. Bedenkt man nun, daB 
die Profilflache durch Abschroten der Achse x mit der Walzungsflache 
W entsteht, so folgt ale charakteristieche Eigenschaft: 

li7ztsprechefzde Proflfluchen für geradilnigen Eingriff  vzüssen .in 
jedew Auyenbiicfte der Beweguwq lanys ihrer Beriihrunys7cnnte x von der- 
jenigen Schrazci'lenJltiche Sz berülwt uierden, welche zur Sch,ra,uhe ( X ,  ho) 
gehürt. 

Die Tangenten der Schraubenlinien dieser Schraubenfliiche S, in den 
Punkten u von x enthalten aber die Relativgesçhwindigkeiten, mit welchen 
sich der Punkt in El und E2 bewegt. Diese Geschwindigkeiten Sind der 
Gr6Be nach verschieden, fallen aber der Richtung nach zusamrnen und 
bestimmen die Tangenten der Linien u = const. der beiden Profil- 
flachen d. h. 

Die Linien u - const. dtr Profilfliichen bilden diejenigen Linien- 
systerne auf diesen FZachen, welche bei der n r e h u y  beider Rader  in 
gleilender Beviihrttng bleiben. 

1st jetzt XI eine beliebige Regelfiache, welche als Profilflache ver- 
wendet werden soll, so e~hiil t  man auf ihr das System der Bcrührungs- 
linien mit der zweiten ProfilflLichc, indem man Zl um O, dreht und in 
jeder Lage unendlich wenig um die Schraube (X, k,) verschraubt. Die 
im ailgemeinen krummlinigen Charakteristiken erf'üllen darin im Raume 
E die Eingriffsflache, durch welche unigekehrt die zweite Profilflache 
bestimint ist. Das System der Charakteristiken ist aber nur dann 
identisch mit demlSystem der geraden Erzeugenden, fails diese durch 
Ahschroten einer dieser Geraden mit einer der Flachen W auf dem 
Grundhyperboloid entstanden ist, d. h. 

Eine beliebige Regelfliiche lcann zwar unter gezcissen Voruussetzungen 
Profilflache für 7:runz~dinigen Eingriff sein, eilzen geradlini,gen Ein- 
grif f  aber g~3taüe t  ~ i e  nur,  uimn sie als Kollfliithe einer Wabungsf l&he 
W darstcllhar ist. 

Das System der Walzungsfiiichen (32) gestattet nun aber auch 
eine Profilflache mit geradlinigcm Eingriff als Hüllflache einer gerad- 
linigen Eilfsflache @ zu erzeugen. 

Die Profilflache XI ~ e i  entstanden durch Abschroten einer Geraden 
e mit der Walzungsfiiche W auf dem Grundhyperboloid Hl. Auf 
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diesem schrote jetzt gleiçhzeitig eine zweite Wiilzungsfliche TV' derart 
ab, daB die Berührungskanten von TV und W' mit Hl bcstiindig zu- 
sammenfallen. Ersetzt man aber in jedem Augenblick der Bemegung 
W und W' durch die oskulierenden Schraubenfliichen S und S' an 
der augenblicklichen Beriihrnngskante X, so erkennt man, da6 die 
R,eletivbewegung von W gegen W' eine Schraubenbemegung um die 
Schraubc (X, ho) ist. E s  bcschreiht daher e relativ gogen W' eine 
Regelfliiche a, welche die Profilfliiche Zl bestgndig Iangs e berührt, BO 

daB ii, auch als Hüiiflache von CD erucheint, d. h. 

Ist &ne Profilflacl~e mit geradlinigem Eiîzgriff durch Absc7zrotmz ezner 

Geraden e mit der Wuizun.ys/Zach W entsfnnden, so ist sie unetzdlicla 
oft auch ais Hüllflticl&e rriner g~raflinzgen Hilfsflüche <fj drrrstellbar. Wird 
diese von c durch Abschroten mit W auf cilter zweiten WaIzu,+zgsflüclie W' 
eraeugt, so ist di mil W' auf dem Gruncllryperboloid abzuschrote~z. 

Aus dem Vorstehenden geht hervor, daB durch Angabe des Richtungs- 
kegels (a,, a,, a,) der Eingriffsflache E diese und alle meiteren Regel- 
fliichen der Verzahnung voilstandig bestimmt sind. Die Eingriffsflaçhe 
wird dabei zweckmiii3ig aus zwei Teilen zusammengesetzt, von welchen 
der eine ganz auBerhalb, der andere ganz innerhalh des Grundhyper- 
boloids verlauft, wahrend beidc Teilc an der Kante X bcrührend an 
die Hyperboloide mit einer Wendekante ineinander übergehen. 

Nach Augabe der Eingriffsfiiche erfolgt die Konstruktiori der 
Profilfliiche am einfachsten durch die Bestimmung ihrer Spurkurven 
in zwei zur Achse des Hyperboloids normalcn Ebenen, von welchen 
die eine zweckmA3ig mit der Kehlkreisebene zusa'rnmenfillt.') 

Von Wichtigkeit ist dabei die Kenntnis der Tangente t in dern- 
jenigen Punkt der Spurkurve, welcher auf der Reriihrungskante X 
liegt iind in welchem die bcidek Teilc der @nzen Spurkurve mit einern 
Wendepunkt ineinander übergehen. Diese Wendetangente ist aber die 
Spur der Tangenteneberie im Punkte zl der Kante X und es ist daher 
zunachst die Gleichung dieser Ebene aufzusteiien. 

Setzt man in den Transformationsgleichungen (38) 

X = 1 * ,  Y=O, Z = O  

so erhilt  man als Gleichungen der relativen Schraubenachse des Systems 6 

i n  2; zur Zeit t 
XI = u cos a, 

(42) . Y, = r, cos rp, - u sin a, sin gp, 

%, = r, sin y, + u sin a, cos y~,. 

1) Vcrgleiche hicrüber die vollstMndig durchgeführte Konatruktion der ProfiI- 
fliichen für eine aus zwei Schraubenflachen S bestehende Eingriffsfl&che a. a. O. 
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Von MARTIN DISTELI. 265, 

Die Achse durchwandert also das Hypcrboloid Hl. Da a, die Winkel- 
geschwindigkeit und ho der Windungsparameter der relativen Schrauben- 
geschwindigkeit sind, so ergeben sich für ihre Komponenten in 2, 
die Werte 

pl = a, cos a, u, = fil (ho cos a, + r, sin a,) 

(43) ql = - fil sin a,  sin rp, vl = SL, ( ho sin a,  $ r ,  cos a,) sin rp ,  

r ,  = f SL, sin al cos rp ,  w1 = 52, ( J i 0  siri al - r ,  cos a,) cos vl. 

Pür die Punkte der Kante X ist  aber 

zu setzen und es ergeben daher die Gleichungen (1) als Komponenten 
der rclativen Geschwindigkcit des Punktes u 

U, = SL, ho cos a,  

(44) ' u, - O 
us = SL, h, sin a,. 

Da die relative Geschwindigkeit aber die Kicbtung der Tangente der 
Linie u. = const. der Profilflache bestimmt, so folgt: 

Uie  Linien u = const. beider Profilfliichen berühren sich und die 
Ache  X in allen Punkten dieser Achse. Diese ist daher eine Ilückkehr- 
kante beider Profilflüd~n und  die Tangentenebemm inz Punkte u '  sind 
dulier die Schmiegungsebenerz der Linien u = const. clieser J'lachen. 

Die Tangentenebene an die Profilflache Zl enthalt also die Be- 
schleunigung des Punktes u. Ihre Kompononenten ergeben sich durch 
Differentiation der Gleichungen (1) und hahen die Werte 

pz = - SL, w, u sin2 a, + 32; ho cos a, 

(44  py = 
fil ml (- ho siil a, + r, cos a,) 

pt = fi, m,u sin a, cos a, + AL; ho sin a, 

Die Gleichung der Tangentenebcnc lautct daher 

oder nach Einsetzen der Werte 

(r, cos a, - ho sin a,) (x, sin cc, - Zl cos 4 + sin (Y1 - y,) - O. 

so stellt die Gleichung 

(47) ' X, sin u, sin O + ( Y -  r,) cos @ - 2, cos u, sin O = O 
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die Tangentenebene in der H e s s e  schen Normalform dar. Es bedeutet 
dernnach O den Winkel der Normalen der Tangentenabene gegen die 
Achse Y. Daher ist O auch der Winkel der Tangentenebene des 
Punktes u gegen die Zentralebene X Z  der Profilflache im Zentral- 
punkt 0, und die Grole 

(48) K = r, cotg a, - ho 

welche nach (11) und mit Rücksicht auf Big. 2 auch durch die Strecke 

dargesteiit wird, der Verteilungsparameter der Profilflache Iangs ihrer 
Rückkehrkante. Da K durch die gegenseitige Lage der beiden wind- 
schiefen Achsen O, und O, vollstiindig bestirnmt ist, so folgt: 

Wie auch im üb?-i-ge?z die Eingriffsfliiche und Wülzungsflacl~e ge- 
u:ahit werden miigen, iiings der Berührungskante der Grundhyperboloidt. 
stehen sanztliche Yrofil/lÜchera miteinander i u  Beriihrung und haben e i n e ~  
nur  von der gegenseitigm Lage beider Achsen abhangigen Perteilungs- 
parawzeter, welclzer im Palle rechtwinklig gekreuzler Achselz versckwindet. 

Die verlangte Tangente t der Spurkurve der Profilflache ist nun 
die Schnittlinie der Schnittebene 

XI = u cos al 

mit der Tangentenebene. Ihre Projektion auf die Ebene YIZ, hat 
daher die Gleichu'ng 

R ( u  sin a, cos a, - 2, cos a,) + u ( Y  - rl) = 0. 

Sie trifft die Achse Y, in einem Punkte ï', der durch die Koordinatc 

FIE s (49) Y,=r,-Esina, cosrr, 

heritimmt ist, und daher 
gefunden wird,indem man, 

-5, Fig. 3, die Strecke 

O T  = 8; 0; sin a, cos a, 

in der Achse Y, von O 
aus gegen 0, abtriigt. Da 
dieser Punkt Tvon zc gam 

I unabhangig ist, so gelien 

&- die Projektionen der Spur- 
tangenten aller Punkte u 

von X durch ihn und umhüllen anderseits für alle Zahnprofile einer 
und derselben Schnittebene einm um den Punkt O beschriebenen Kreis, R. 
Nur in der Kehlkreisebene selbst geht da8 Zahnprofil rechtwinklig 
durch den Teilkreis. 
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Im Faile rechtwiriklig gekreuzter Achsen O, und O, verschminden 
K und OT, und es umhüllen die Projektionen der Spurtangentcn aller 
Schnitte den Kehlkreis: Die Profilfliichen sind lings X developpabel, 
statt rechtwinklig ist das Profil tangential zum Kehlkreis. Die Zihne 
sind daher in der Nachbarschaft der Teilkreise unbrauchbar. Begrenzt 
man dagegen die Rader durch zwei auBerhalb der Kehlkreisebene liegende 
Schnittebenen, so bleibt die Brauchbarkeit der Verzahnung auch in diesem 
Faile bestehen. 

II. Tei l .  

Darstellnng der Verzahnnng durch sekundare Axaide. 

Raumliche Evolventenverzahnung. 

8 5. Die Eulerschen Winkel u n d  die sekundaren Axoide 
der  Eingriffsflache. 

Sind (Pl Q, R, U ,  P, W) die Komponenten der instantanen 
Schraubengeschwindigkeit, mit der ein System ~ ( x y z )  sich augenblick- 
lich im festen System Z(X, Y, 2) bewegt, so kann die Lage der in- 
siantanen Achse a auch durch ihren kürzesten Abstand S von der 
Achse X, sowie durch den Neigungswinkel v gegen die Achse X 
bestimnit werden. 

Sind X,, &, Zo die Koordinaten des FuBpunktes F des gemein- 
.~~ 

samen Tlotes n von X und a in a, so hat man zu ihrer Bestimmung 
die Gleichungen 

ails welchen sich zunachst der Windungsparameter 

(21 
P U + Q V + R W  Ib = - - - -- - 

P'+ Q2+ Re 

ergibt. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt aber 

Xo(Q2+ As)- Q W + RV- P(QYo + RZ,,)-O 

oder, da n zu a senkrecht, also 

Q W - R V  x - 
0 -  &"R2 

hiderseits fol@ aus der ersten Gleicliung 

- R Y , +  QZo=hP-  u 
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der kürzeste Abstand 

(5) 
h P -  U f,'- 

fQ5 +-% 9 

und für  den Winkel 6 der positiven Kormalen ra gegen Y 

Y, - S cos 6, Zo = S sin 8. 

Setzen wir nun fest, daB der Quadratwurzel stets das Vorzeichen 
von Q gegeben werde, so ist d ein Winkel zwischen O und z. Er 
hestimmt die positive Richtung der Normalen n ,  auf welcher der Ab- 
stand S aufzutragen ist und zwar nach dcr positiven oder negativen 
Seite, je nachdem S positiv oder negativ ist. 

1st jetzt v der Winkel, den die Açhse u gegen X einschlieBt, 
d. h.  der spitze Winkel, um welchen von der positiveri Seite von n 
aus gesehen X im Sinne des Uhrzeigers gedreht werden muB, bis X 
parallel der Achse a wird, so genügt zur Bestimmung derselben die 

Die Drehung der Achse X erfolgt also iru positiven oder negativen 
Sinne um n, je nachderu der Quotient rechts positiv oder negativ id .  
Aus der positiven Richtung ber Achse X ergibt sich durch Drehung 
um v die postive Seite der Achse a ,  und es ist nach dieser der M'in- 
dungsparameter h als Strecke aufzutragen, falls sich für h ein positiver 
Wert ergibt. 

Wcnn Q verschwindet, so ist die Achse a parallel der Ebene XZ. 
Das Vorzeichen der Wurzel ist willkürlich, d. h. die positive Richtung 
kann mit der positiven oder negativen Seite der Achse Y zusaxnmen- 
fallen; da sich aber mit der Wurzel auch das Vorzeichen des Wiiikels 
.v und des Abstandes S andert, so führen beide Vorzeichen der Wurzel 
geometrisch zur namlichen Lage der Achse a. 

Oft ist es xweckmiiBig, die beiden GroBen h und S gleichxeitig 
aus zwei Gleichungen zu berechnen. 

Man hat dazu 

Dividiert man beide Gleichungen durch 

" = iP= + Qn + h? 
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und erteilt man o dns Vorzeichen von P, so wird v ein spitzer Winkel 
und man hat 7T 

U hcosv-  S s i n v  = - s i n v  l'sa+= 
h s i n v +  S c o s v  = Q V , S R r s i n v .  Q + R  

Retrachten wir nun fiir den Augenhlick die besondere Schraubenbewegung, 
für welche 

R = 0, W = O  

P, Q, 7J, V konstant sind, so ist 

X, = O, COS S = O, sin S = 1 

d. 11. die Schraubenachse a schneidet die Achse Z im Abstande 

rechtwinklig. E s  beschreibt also X eine Schraubenfiiiche, welche den 
Punk  O augenblicklich zum Zentralpunkt und die Ebene X Y  zur 
Zentralebene hat. Der Punkt u von X hat die Geschwindigkeite- 
komponenten 

zc, = U = hY - QS 
u = F7-1 

Y z Q + P S  

Die Tangenteriebene des Punktes u sehlieBt demnach gegen die Lentral- 
ebene einen Winkel @ ein, der durch die Gleichung 

t g L U " = -  11 

u, - (h + S cotg Y) 

bestimmt ist. E s  ist also 
- (k  + Scotgv)  

der Verteilungsparameter der Schraubenfliiche. 
Bedeutet anderseits z den Winkel der Striktionslinie der Flache 

gegen die Achen X, so is t  

(11) t g c  = u ~  - h Q f  ISP h+Scotgv 
- - 

u, h ~ - E Q  hcotgv-S' 
Setzt man also 

t 12) 

so sind 
1c und i = Iccotg G 

zwei geometrische Invarianten der SchraubenKiche, durch welche dielle 
eindeutig bestimmt ist. Man erhalt dann 

S =  k s i n v c o s v -  isinS?i 
(131 h = 7 c s i n Z v + i s i n v c o s v ,  d. h. 
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Hilfssatzr 1st v der Neigungswinliel der A c h e  a einer SchrauEen- 
fliiche gegen die Eweuyrnde X und sind der Radius S ihrer Straldions- 
Zinie und der Windungqarameter h definiert durch die Cleichungen (13), 
so bedeutet k den negaticen VerteiL7~ng.spara~neter und k : i die trigono- 
rnetrische Tangmte des Wilzlîels z ilwer Striktionslinie gegen die Er- 
zezcge fide. 

E'ür die folgenden Ausfiihrungen 1st es nun zweckmiiBig, die ncun 
Richtungskosinus der Achsen x, y, z des beweglichen Systems O durch 
die Eulerschen Winkel rp, 4, $J auszudrüçken. Fallen zu Anfang dei 
Bewegung beide Systeme zusammen, so gelangt G in eine beliebige 
Stellung zur Zeit t, indem man G zuerst iim die Achw X dreht um den 
Winkel rp ,  sodann um die neue Lage der Achse y um den Winkel 8, 
endlich um die dadurch erzielte neuc Lage der Achse x um den Winkel 
il alle drei Drehungen im Sinne des Uhrzeigers ausgeführt. 

Die 12ichtunçskosinus erhalten dadurch die Werte 

a, - cos 9. 6, = - sin 4 cos 11, 

a, = sin 4 cos cp h, = - sin rp sin $ + cos 21. cos cp cos I) 

a, = sin 4 sin rp b, = cos g, sin I) + cos 4 sin cp cos $J 

(14) 
cl = sin 8 sin @ 

c, = - sin g? cos $ - cos 9. cos y sin z+b 

C, = COS fp cos 7 )  - cos 8 sin rp sin $J. 

Die Komponenten der instantanen Winkelgeschwindigkeit des Sy- 
stems 6 sind bezüglich 2 

P = y' + cos 811,' 

(15) Q = -  s i n ~ 4 '  ' + sin+?coscp+' 
R =  cosrpif '+sin9.sincp+'.  

In  bezug auf 6 haben sie die Werte 

p =cos9.y'  + @' 

(16) q = sin 7~19.' - sin 9. cos 7 )  cp' 

r = cos $4' + sin 4 sin li,cpl. 

Sind also rp und 4 gegebene E'unktionen der Zeit, so ist damit der 
Richtungskegel der Eingriff~fliiche festgelegt. Infolge der Bedingung 

& = -  slnrp4'f ' sin4coscp@'= O 

wird jetzt auçh der dritte Eu le rsche  Winkel 
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eine bekannte Funktion der Zeit. Deninach Sind die neun Richtungs- 
kosinus durch eine einzige Quadratur bestimmbar. Dies wurde schon 
früher gezeigt durch Einführnng eines Hilfswinkels T, der eben nichts 
anderes ist, als der dritte Eu le rsche  Winkel +. 

Eliminiert man mittels der Gleichunp 
4' +' = tg  cp ,in, 

die Gr6Be $' aus den Gleichungen (lj), so erhiilt man schlieBlich für 
die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit w 'in 22 die Werte 

P = < p ' + ~ ~ t g 8 t g y a '  Fig. 4. 

(18) Q = O 
4' X E - - - .  

cos rp 

Zu dem gegebenen 
Richtungskegel gehort 
nun nach (301) eine 
bestimmte EinLgriffs- 
fliche 

X = L + u a ,  
Y =  M - u a ,  

2 - N +  ua3, 

die jetzt durch sekun- 
dire Axoide erzeugt z Y, 
werden soli. 

Km zur Darstel- 
lung der letztern zu 
gelangen, führen wir 
an Stelle des Systems 
a e h  neues System 
2@, t), a) ein, dessen 
Achse ;S bestandig mit x zusammenfalle, wiihrend die Achse a parallel 
und gleichgerichtet sei mit der gemeinsamen h'ormalen n der Achsen X 
und x, deren positive Richtung gegen Z den Wjnkel q einschlieBe, Fig. 4. 

1st G der FuBpunkt von n in X, P derjenige in und sind 
1, 112, n die Koordinaten von F, so m6ge der Anfangspunkt o von 3 die 
Koordinaten besitzen 

(19) 13=1+ScosG-, !J.R==m+Ssin4coscp, % = r r + S s i n 3 s i n r p ,  

~o S eine beliebige Funktion von 4 bedeutet, welche eine Verschiebung 
des Systems 4 l h g s  zur Folge hat und daher als Schiebungsfunktion 
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bezeichnet werde. Um die Ühergangsformeln von B zu 2 zu erhalten, 
hat  man in  den Gleichungen (14) einfach den Winkel 

* = O  
zu setzen. 

Sie lauten also 

X =  2 + g c o s 4 - i j s i n 4  

(20) Y = + f sin 8 cos + $ cos 4 cos rp - i, sin 

Z =  % + g s i n 4 s i n ~  + t)cos9.sincp + 8 coscp. 

Rezeichnet man nun den in der positiven Richtung der Normalen rt 
gemessenen Abstand GF' mit g, so ist 

(21) m = - p sin cp, n = + Q cos y. 

Wenn a180 u, nocli den Abstand des Piinktes F vom Anfangs- 
punkt (L, 34 AT) des Systems G bedeutet, so bestehen zur Bestimmung 
von Z, m, 12 die Gleichungen 

Aus diesen Gleichungen fol$ aber 

la,  - u,= J, 

(23) z b, + p sin + = J~ 
ZC, + @ c o s +  = 4, 

also ist 
p = + Jy sin + + J* COS + 

(24) 1 sin 4 - - Jy cos ~ j i  + Jz sin $J. 

Die beiden letzterii Gleichungen bestimmen mit (21) die Koordinaten 
I ,  m, w des FuBpunktes F, walirend die erste der Gleichungen (23) 
den Abstand u, bestinimt. 

Die Gleichungen der Eingriffsflache sind nunmelir 

X=l +ua, 
Y= rn + ua, 

Da die Profilflache 2, r ings ; von der Schraubenflache S, berührt 
werden muB, die zur Schraube (X, ho) gehort, so durchwandert im Laufe 
der Bewegung der Punkt  E' die Strilitionslinie der Profilflache, wihrend 
die Ebene (z, 8) der Zentralehene, die Ebene (z, g )  der asymptotischen 
Ebene parallel bleiben. Es bleibt demnach das System B dem be- 
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gleitenden Dreikant der Profilfliiche paraiiel und wird mit diesem 
Dreikant identisch, sobald die Schiebungsfuuktion S verschwindet. 

In Analogie mi t  dern Sprachgebrauch für zylindrische und konische 
Rider nennt man daher die Axoide der Bewegung von I in 2; die 
sekundüren Axoide der Profilflachen. Ihnen entsprechen in Z die 
sekiindaren h o i d e  der Eingriffsfliiche. 

Mit 
@ = O )  @ ' = O  

haben nun die Komponenten der instantanen Schr~ubengeschmindigkeit 
von I in 2' an der Achse p die Werte 

= q', 0 - - sin y+?', '8 = cos 974' 

11=2' + 93m- 529=1'+ S ' c o s 4  

Nach (2) ist daher der Windungsparameter 

(2 7)  (1 +S'CON 8 ) ~ ' +  ~ ' 8 "  8 = - ,,,Ta,, -. 
Bezeichnct ferner lz' das gemeinsarne Lot der Achse X und der 

Schraubenachse à' seinen Winkel gegen Y, X o  seinen Abstand von 0, 
6 seine Lange, so ist 

(28) 
d S Io = 1 - -- sin 3 
d 9. 

(29) = - a', COS s = COS y, sin 6 = sin cp. 

Die positive Seite von n' schlieBt also gegen Y den Winkel <p ein. 
Auf ihr ist nach dern Vorzeichen aufzutragen der Abstand 

(1' + S'cos 9.) 4' - Q'9' = - -- --- . 
cp'= + a'= 

Gibt man der Quadratwurzel das Vorzeichen von y', so ist der Winkel 
t der Schraubenachse gegen X durch die Gleichungen 

bestimmt. E r  ist also von n' ausgesehen negativ, und es lauten daher 
die Gleichiingen der Schraubenachse P bezüglich E: 

(32) 9 - 63 cos rp -t zc sin z sin rp 

Sie stellen gleichzeitig die Gleichungen des festen eekundaren Axoides 
der Eingriffsflgche dar. 

Znitsohrift f. Mathematik u. Phyaik. 59. Band. 1911. H e l t  4. 15 
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Transformiert man die Gleichungen der Schraubenachse p nach dem 
System 8, so erhiilt man die Gleichungen des beweglichen sekundàren 
Axoids der Eingriffsflache, niimlich 

fi = - p - u sin z. 

Je nach der Wahl der Schiebungsfunktion S entstehen also un- 
endlich viele Paare sekundarer Axoide der Eingriffsfliiche, alle mit den 
namlichen Richtungskegeln. 

Bei der urngekehrten Bewegung von Z in B beschreibt nun auch 
die Achse X eine Regelflache A, welche bei der direkten Dewegung 
stets die Achse X enthalt. Ihre Gleichuqen in 8 lauten daher 

Die Flache d ist je nach der Wahl der Schiebungsfunktion ein offenes 
gerades Konoid, dessen Erzeugende die zur 8-Ache parallele Normale 
n von X und rechtwinklig schneiden. Ein geschlossenes Konoid 
wird A nur für den Fall, daB S verschwindet. 

Indem wir noch einmal auf die Gleichungen (24) zurückkommen, 
ergibt sich durch Differentiation der ersten nach leichter Rechnung 

d 
= - (1 t g  y + r1 cotg al )  

und durch Differentiation der zweiten 

p = (1 cotg y - rl cotg al -ho) sin 4 cos 9. 

d y  d l  r , - T 2  
(cotg <g (hodg - - -) sin <p sins 8. 

Die Integrale dieser Differentialgleichungen haben allgemein die Form 

wo y, und Z, willkürliche Konstanten bedeuten, und liefern daher sls 
Eingriffsfliichen diejenigen, welche durch die Gleichungen (29 1) dar- 
gestellt sind, und somit durch dio zu X parallelen Geraden von 6 beim 
Abschroten der primiiren Axoide beschrieben werden. 
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5 6. Die Relativbewegung von 6 in d u n d  da8 Zylindroid G,. 

Da die Systeme 1 und 6 stets die Achse gemeinsam haben, eo 
besteht die Relativbewegung von B in u in einer S~hraubenbewe~ung 
um diese Achse, deren Geschwindigkeit nichts anderes ist, als die Differenz 
der Schraubengeschwindigkeiten an  den Schrauben ( P ,  @) und (O, h). 

Statt mit der besonderen Schraube (O, h)  wollen wir zuniichst die 
Schraubengeschwindigkeit an der Achse p mit der Schraubengeschwindig- 
keit an einer beliebigen Achse des Grundzylindïoids kombinieren, welche 
durch den Winkel ,p. gegen X bestimmt ist. Die Komponenten der 
letztern bezüglich 22 sind dann 

cotg p P -- 3; LI - h  COtg~4'- fr 8' 

O - COB <p - O c o  r r 9 ) =  

4' 4' 
Bo - Wo =-r1cotgcri-. cos rp 

Die relative Schraubengeuchwindigkeit hat daher die Komponenten 

sin' y fi -3- R = - - - -ar  
(38) ' CO8 <p 

co tgp  r - r  u = U -  7J O =1'+fj"cos9.-F, -4'+'--'9.' 
0 CO8 y cos rp 

V,=B - VOL - ~ ' s i n c p - l c o s g > 4 ' + S ' ~ i n 4 ~ 0 s ~  
9' 

W v = $ a -  Wo=e'coscp-1sin(p4'+S'sin4~ingi+r,cotgE11---. coa <p 

Jst also S,, der Winkel der positiven Richtung des gemeinmmen 
Lotes n, von X und der relativen Schruubenachse F,, so ist 

cos By = - sin y, sin 6,  = + cos cp, 

d. h. n,, ist der Normalen n parallel und gleichgerichtet und daher 
vom Winkel y ganz unabhangig. 

Bedeutet ferner v den Winkel der Achse g, gegen X, so ist 

q. - cotg P g. 
PT - cos cp 

cotg v = - --- - 
1 / g e , + q  - t g ' ~ 4 '  ) 

so daB die Gleichung besteht 

(39) cotg p = % a COS cp + cotgv s i n p  
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1st im weiteren 1, der Abstand der Normalen rz, von 0, so ist 

de 
Q -RvT =- 

d 4 + li cotg a, 
1, = LV --. s; +R; tg 9 

Nach (35) ist also 

(40) 1, - z 
wieder eine von p ganz unabhangige GrGBe, und es f i l l t  somit nv 
mit n zusammen. 

Woilen wir nun auch den Abstand gV der Achse zv und ihren 
Windungsparameter h,, berechnen, so hat man nach (10) die beiden 
Bestimmungsgleichungeri 

9-1 - Tz cotgp h,cvfiv - g,sinv = - d l  dS 
sin 9 

i lo si,, + cotg cp ( - + - - cos 4)) sin d 4  di? 

d S  . h, sin v + p, cos Y = - vI cotg al - cotg rp 1 - - sm a)) sin v. ( 
Bcachtet man nnn, da0 wegen (39) 

ho cotgp  -- d 9  
sin rg 

- h - cotg cp + ho cotg v 
O d 4  

id, subtrahiert man ferner in der zweiten Gleichung auf beiden Seiten 

ho sin v 

und setzt man endlich zur dbkürzung 

- r, cotg cr, - ho 

(41) d 9  dl d S  
B = cotg cp (h - - - - CO. 9) - '- 

O d 4  d 4  sin rp ' 
so nehmen die Bestimmungsgleichungen die Form an 

(h, - h0)cosv - gvs inv  = B s i n v  

(72, - ho) sinv + p,,cosv - A s i n v ,  
woraus folgt 

42) 
gv = A sin v cos v - B sine v 

h, -ho = Asin" + f sin v cos v. 

Damit ist die relative Schraubengeschwindigkeit an der Achse z, VOU- 
stiindig bestimmt. 

Will man also die Belativbewegung des Systems 9 in G haben, 80 

muB die Achse auf dem Grundzylindroid mit O koinzidieren, d. h. man hat 

p = l  
zu setzen. E s  ist aber 

p 9' cotg 1 - - = 7 COS q + cotg 8 sin cp Q 3 
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und da 8 und v spitze Winkel sind, wegen (39) 

Setzt man also in den Gleichungen (48) ebenfalls v gleich 4, so erhiilt 
man für den Abstand Q und den Windungsparamameter H der relativen 
Schraubenbewegung von i 4  in 6 

Q - A s i n 8 c o s 4  - B s i n 2 8  

(44) H - h o  = A s i n a 4 + B s i n 9 . c o s 4 .  
Die Vergleichung der ersten dieser Gleichungen mit (36) zeigt, daB 

die Achse x, in der Tat mit zusarnmenfillt, daB also Q von der 
Schiebungsfunktion S unabhhgig  ist. 

Endlich ist die relative Winkelgesçhwindigkeit an der Achse 
4' fi : - t g  p -, -= - @' 

sin 4 

Damit ist die relative Schiaubengeschwindigkeit des Systems 3 in 6 
vollstindig bestimmt.') 

Die erste der Gleichungen (42) ist nun aber diejenige einas 
Zylindroids G,, dessen Erzeugende x, samtlich die Normale lz recht- 
winklig treffen, wiihrend die zweite Gleichung (42) die Parameter- 
verteilung auf dem Zylindroid angibt. Das Zylindroid ist jedesmal 
durçh die beiden Schrauben (X, ho) und (g, If) bestimmt, wechselt aber 
mit 4, d. h. mit der Lage der Erzeugenden g auf der EingriffsRiiche auch 
seme Gestalt. 

Auf diesem Zylindroid liegt nun auch die Achse k ,  der Relativ- 
bewegung von 6 in El; man hat nur die Achse o des Grund~~lindroids  
mit O, zn vertauschen d. h. 

P - a, 
zu setzen. Demnach ist der Winkel 8, der Achse k, gegen X be- 
stimmt durch die Gleichung 

(46) 
T ' - cotg al = 7 cos cp + cotg 6, sin rp, 
9. 

wihrend der Abstand el der Achse k, von X und ihr Windungsparameter hl 
bestimmt sind durch die Gleichungen 

(47) 
pl = A sin 6, cos 9, - B sin2 8, 

hl - ho = A sina 8, + B sin 3, r os 4,. 

1) Ds, u, + S den Abatand der Anfangspunkte beider Sgsteme I und o in g 
bedeutet, so is t  der Windungsparameter H aiich bestimmt durch die Gleichung 

und ee ergibt in der Tat die direkte Differentiation der Gleichung 

uc = la,- J, 
für I? obigen Wert wieder. 
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LaBt man analog die Achse O mit O, zusanimenfaIlen, so erhilt  man 
die Achse k, der Relativbeweguug von 5 in 2,. 

Wiil man die Gleichung des Zylindroids und seine Parameter- 
~er te i lung  von der Achse E RAIS darstellen, so sind 

(48) g y - g  und r=v-8 

Abstand und Neigung der Achse g gcgen x. Daher ist 

g,, - p = A(sin Y COS Y - sin 9. COS 8) - B(siriz Y - sint4), 

h,,- H = A(sin2v - sin2+?) + B(sin v cos v - sin 6cos.L)). 

Es  besteheu aber die Identitaten 

sin v cos v - sin 9. cos 8 - cos 2 4 sin r c o s  r - sin 28  sinB r, 
sin2 Y - sina 8 = sin 29. sin r c o s  r + cos 2 4  sin". 

Yan erhalt daher 

g y  - Q = (ACOS 29. - B s i n 2 6 )  s i n r c o s r -  ( A s i n 2 4  + B c o s 2 8 )  s i n 2 r ,  

h, - H = ( A a i n 2 6 +  B c o s 2 B ) s i n r c o s ~ f  ( A c o s 2 a - B s i n 2 4 ) s i n T .  

Nach (44) ist aber 

A c o s 2 4 -  B s i n 2 + ? = p c o t g 9 .  - ( H - - h o ) ,  

Asir128 + & c o s 2 4  = (il- ho)cotg4 + p. 
Somit ist 

(49) 
g,- g = (p cotg8 - (E-ho)) s in rcos  r- ((H - h,)cotg9. + g) s inZr ,  

hW-B= (?cotg3 - (H- k,))sinV7+ ((a- ho) cotg9.+ g)s in rcos r .  

die gesuchte Darstelliing. 
Man kann daher das Resultat aussprechen: 

Jede B~zeugende  der Eilzgriffsflüclw lie@ mit der Achse X uyad 
den heiden Achsen k, und Ic, der Kelativbewegungen von 1 in Zr und Z2 
auf  einem Zylzndroid G,, welches mit der Lage von x seirze Gestalt bestandig 
andert und  in jedein Azcgejzblick der Bewegung die Gesamtheit der Achsen 
aller Schraz~bengesc3~windi~qkeiten enthalt, die durch Kombination der 
aupnhlicklichsn Scl/,rauhengeschi~jindigkeit a n  der Achse p mit allelz 
Schraubenqeschwindiylceit~z des Grundzylindroids entstehen. 

8 7.  Die Gleichungen der ProfllKiche und ihre sekundaren Axoide. 

Sctzt man in den Gleichungen (49) 

(50) v=a l ,  O = 9 . 1 - 9 . ,  
so stellt O den sphiirischen I(rüinmungsradius des sphirischen Bildes 
der Profilfiche dar; es geht g, in pl, hy in h, über, und man Lat daher 
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für den Abstand der Achse k, von Ë und ihren Winduiigsparameter 
nach einfacher Unlstellung die Werte 

gl-~-(~cotg9$7~o)sinOcos0-(g-hocotg~+H(cotgO+cotg~))sineO, 

hl -(gcotg4+ h,)singO+(~-hocotg8+H(cotg O+ cotg8))sinOcosO. 

Setzt man nun zur Abkürzung 

18, + g c o t g a =  K, 
(j2) e - h, cotg 8 + H(cotg O + cotg 9.) = J, 
so wird 

Q ,  - Q = K s i n  O cos O - J s i n 2  O, 
(53) hl = I<sin2 O + J s i n  O cos O, 
WOraUE folgt 

hl + (Q, - g ) c o t g O = k ,  + p c o t g 8 =  Tc, 
hl cotg O - (pl - Q) = p - ho cotg 9 + H(cotg O + cotgR) = J. 

Von den beiden GroBen K und J ist X von der Schiebungsfunk- 
tion S unabhingig. Stellen wir die Gleichungen der Achse 7c, im 
System 1 dar, so erhalten wir die Gleichungen des sekundaren Axoids 
RI der Proiîlflache, niimlich 

Fk = - S +  VCOB O >  

(55) h - v sin 0, 
8, = Ksi i l  O cos O - J s i n Z  O. 

Es ist also QI ebenso wie d ein offenes gerades, von d aber ver- 
schiedenes Korioid. E s  wird geschlossen für S = 0. 

Cm nun das zweite sekundiire Axoid KI im Zusammenhang mit 
der Profilfllchc darzustellen, bestimmen wir die Goschwindigkeits- 
komponenten des bnfangspunktes O von 3 bezüglich B. Die Winkel- 
gescliwindigkeit o, an der Achse X;, hat in  2 die Komponenten 

c o t g  a, sine <p 
(56) Pk=F'+eo,y9. ' ,  & , = - s i n T a ' ,  Ti,-------  cosy 8' 

und daher in 6 

p, = Pk cos 8. + &, sin 9 cos q -j- 3, siil 4 sin rp = w, cos 0, 

(57) q, = - P, sin 9. + &,cos 9 cos rp + 3, cos 9. sin cp - w, sin 0, 
7, = - Qk sin y + R,cosrp=O. 

Dabei ist also 
- Pk - - cotg B. 
nk 
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Sind jetzt x,, y,, .z, die Koordinaten des Anfanaspunktes von 6 in 

die ffbergangsformeln von 5 zu Zl, so gehen die Richtungskosinua 
SI, 8, Q aus den früheren A, U, C in (39, 1) hervor, indem man $ 
gleich Nul1 setzt. Führt man gleichzeitig an Stelle von t eine neue 
Variable T ein, durch die Gleichung 

so bedeutet T die Bogenlange des sphiirischen Bildes der Profilflache. 
Man hat daher 

(61) ml = A , ,  = A ,  ~ 1 ,  = A , ,  
und wegen r, = O, 

Bedeutet also fortan der Strich den Differentialquotienten nach T, so ist 

wodurch nun auch die 113, bekannt sind. 

AUE (39) folgen nun fü r  die Komponenten des Punktes o beziig- 
lich IO die Werte 

uE = a1x; + S12y; + \U3z; = J, 

P3) Ut, = + %,Y; f 11392; - K I  
Ua = + + 6,s; = - S 

und daraus 
X; = $ J +  % , E - S I S ,  

(G4) y; = %,J+ %,K- &,SI 
= a 3 J +  B,K- Q,8. 

Zerlegen wir J in einen von S unabhiingigen Teil J ,  und in einen von 8 
abhiingigen, so erkennt man aus dem Werte von H, da8 man hat 

c o t e  sin a, d S  J =  JO - eotgp, sint?-(cotg@ + cotg*) = JO - -b&-. 
d 9. sin O d 4  

Nun ist aber 
a4 sint?,- -tgq--- wkdt 

also 
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Man erhalt somit 

= aiJO + 8 , K +  8;s + SC1S1, 

(66) y;= S1,JO+ 8,K+ YI;#+ '&S', 
8; =%,JO + B , K +  8, 'S+ 8,s' 

und daher als Gleichungen der Profilflaçhe in Zl: 

aus welcher Darstellung hervorgeht, daB die Profilfliiche von der ge- 
mihlten Schiebungsfunktion S ganz unabhangig ist, und diese daher 
nur auf deren sekundire Axoide einen EinfluB ausübt. Die Linie 

u - - S 

ist die Striktionslinie der Profilflache. 
Transformiert mari endlich die Gleichungen (55) der Achse k ,  nach 

2,, so erhiilt man als Gleichungen des sekundaren Axoids KI in  El 

XI, - J-p1&, + a1E)dT + el (pl - P) + v(Z1 cos 8 + 8, sin 8), 

(68) Y,, - j  -(YI, JO + B, K )  d T + G2 (pl - p) + v (3 ,  cos @ + B, sin @) , 

d S 
pl - p = K s i n  8 cos B - (J~ + -1 sins B. 

d l '  

Das sekundare Axoid h-, ist also mie RI nur von Sr  abhangig, iindert 
sich also nicht bei Vermehrung von S um eine Konstante. 

Mit, 
S=O 

erhiilt man die beiden besonderen sekundaren Axoide, welche der Be- 
megung des begleitenden Dreikants der Profilflache entsprechen. 

Die Gleichungen (52) sagen nun aus, daB die beiden Schrauben- 
flkichen S, und S, an den Schrauben (X, ho) und (k,, hl) die Profilfliiche 
liings E berühren, daB also - R der Verteilungsparameter der Profil- 
Biche ist. 1st ferner z der Schnittwinkel der Striktionslinie der Profil- 
flache gegen die Erzeugende, so ist 

Es ist also auch JO eine Invariante der Profilfiache und auch ans 
diesem Grunde von S unabhiingig. Infolge der Gleichungen (53) ist 
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aber nach dem Hilfssatz z auch der Winkel der Striktionslinie der 
Schraubenflache S, gegen g und es berühren sich daher die Striktions- 
linien beider F'lichen im Zentralpunkt von z. 

Wenn auch infolge der Veranderlichkeit des Verteilungsparameters 
K die Profilflache und die Schraubenflache S, nicht drei aufeinander 
folgende Erzeugende gemein haben konnen, so ist doch unter ailen 
Schraubenfliichen, welche die Profilflache liings berühren, S, diejenige 
eindeutig bestimmte Fliche, welche die innigste Berührung mit der 
Profilflache eingeht und daher ihre Striktionsschraubenfliche genannt 
werden kami. 

In der Anfarigslage haben die Profilflichen rings X den Ver- 
teilungsparameter 

(70) Ko = - lim (p ctg 8 + 7h0) = - lirn (2) - Bo - r ,  ctg a, - ]+, , 
3=0 

einen fiir aile Profilflachen konstanten Wert, so daB sich siimtliche 
Profilflachen langs X berühren. 

der Verteilungsparameter des sekundiiren Axoids & in der Anfangs- 
lage. Wenn O gegen Nuil konvergiert, konvergieren 8, gegen 9. und 
g ,  gegen p und es ist daher 

r ,  ctg a, 

Die sekundai-en Axoide $, und Q,  beriihren also in der Anfangs- 
lage rings X beidc die Grundhyperboloide, sie gehen also stetig inein- 
ander über und bilden eine einzige Fliiche R, d. h. 

W7ird das Sys tew i; dernrt beweyt,  dnlJ die selcundcïren h o i d e  
der Eingrifsflticlze aufeinander nbschrotetz, so s e t ~ t  gleiclzseitig dm mit f; 

festvei-bundelze selcundare A x o i d  9 durch Abschoten  auf den se7cundaren 
Axo iden  KI und K, die Küume Z; u n d  .Z2 ebazso in Drehbewegurq 
u;ie ilire Grundl~yperboloide, und es besclm-eibl daller die Achse E in Z; 
und ,Y2 die zur Ei.ilgri/j'sfiache gehorigen Profilflüclzen. 

D a  bei dieser Erzeugungsweise der Richtungskegel der Profilfiche 
der Evolventenkegel des Riclitungskegels des Axoids K, ist, B O  kann 
diese Verzahnung als allgcmeine riiumliche Evolventenverzahnung be- 
zeichnet werden. 

w 

5 8. Die exakte Evolventenverzahnung y = 0.  

Für zylindrische und konische &der gilt der Satz, daB die 
Purailelkurven zweier Profile wieder Profile sind. E s  erhebt sich also 
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die Frage, ob ein analoger Satz für die riiumliche geradlinigen Evol- 
venlenveriahnung besteht, ob also bei der Beweguiig von P in i=, 
aufier noch eine andere Gerade e -ion .G eine Profilflache beschreiben 
kann. 

Wenn dies der Fa11 ware, so muB e in eine Eingriffsflache be- 
schreiben, also mit dem System a fest verbunden sein. Als Gerade 
des Systems I erleidet sie aber gegen 6 eine Verschraubung mit der 
Winkelgeschmindiglieit - @' um die Achse x. Bei der Bowegung von 
iP in 2 beschreibt daher auBer kcinc Gerade von 5 eine EingriEs- 
flache und daher auBer auch keine Gerade in El eine Profilflache, 
es sei denn, daB die lielativbewegung von 3 in 6 verschwindet, d. fi. daB 

4' 
@' = t g  y = O oder y = O sin 6 

ist, in welcheni Falle jede Gerade von ,G in Z' eine Eingriffsflache, in 
2; eine Profilfliiche beschreibt. 

Zu deaselben SchluB gelangt man auch durch Rechnung. Wenn 
e eine weitere Profilfliiche beschreibt, so mi& e bestiindig auf dem 
Zylindroid G, bleiben, weil die Profilflache langs e von den beiden 
Schraubenflachen 8, und S, berührt werden muB. Es darf also des 
Zylindroid G, im Laufe der Bewegung seine Gestalt nicht iindern, d. h. 
es müssen nach (49) die drei GroBen 

S, g cotg 4 - (H - ho) ,  p $ (II - 12,)  cotg 4. 

Konstaiiten sein. Man hat also 

Q cotg 4 - (H - ho) = (Y 

(72) 
g + (II-A,)  c o t g 6 = / 3 .  

Daraus folgt 

g = a sin 4 cos 9 + /3 sins 4. = A sin 8 cos 4 - B sin", 

also 
A = a ,  B = - p .  

Ebenso ergibt sich 

also 

Bus beiden Gleichungeu folgt also 

A - O ,  B-O, p = O ,  d b f = o .  4 

Wegen 
G-0 
d 6  

ist also nach (41) 
A -1cotggp + r i  cotga,-ho = O .  
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Anderseits ist 
d e  

= l t g q  + r, cotg - 0.  

Die Elimination von 1 aus beiden Gleichungen ergibt 

r, co tg  er, 
sin2 cp = - - - 

h, - - 

SchlieBen wir also den Pall 

q = o  

aus, so crgibt sich für cp aus dieser Gleichung ein reeller Wert nur 
dam,  wcnn r ,  und r, entgegengesetztes Zeichen haben. 

1st also E dieser Wert von rp, so ist nun 

1 = - r ,  cotg cc, cotg E 

eine Konstantc, d. h. 

Setzt man diesen Wert jetzt in die zweite Bedingungsgleichung 

d l  r - r  B--  cota g - - -1-2 = O 
a d a  sin E 

ein, so folgt 

(7 4) r i - r 2  = O .  

In Verbindung mit der vorigcn Bedingung wird also 

r, = r2 = 0, 

d. h. wir haben den FaU konischer RBder, und gelangen daher zu dem 
Resultat: 

Bei der razmliche~z E~oluenteneersal~nung mit geradlinigem Eingriff 
beschreibt i. a. auber der Achse z, welche die gegebene Eingriffsflache 
durchlaùft, keine weitere Gerade von 1 eine Profilflücl~e, es sei den??, da13 
die relative Bewepng von 5 in  6 cerschwindet. 

Wenn dies eintritt, so ist 
fp -o .  

In diesem Falle ist aber die Eingriffsflache unmittelbar bekannt; sie 
ist namlich diejenige offene gerade Schraubcnfliiche S, die durch Ver- 
schraubung von X mit der zu X normalen Schraube des Grund- 
zylindroids entsteht. Mit 

I 
r p = O ,  P=O, & = O ,  R=a', L = - -  

2 

erhalt man f ü r  die Schraube (O, h) 
/ 
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Damit nun die Schraube ( P ,  $) mit dieser Schraube (O, h) identisch 
werde, müssen die Gleichungen bestehen 

d S  - 1 - - -  - dB"n4.-0 

Bfan hat daher zur Be~itimmung von 1 die Gleichung 

d l  . 
sin 8 + 1 cos 8 + (r, - Y,) sin 8 =- 0 .  

also k + (r, - r,) cos 9. i = -- . 
 in 4 

Da 1 auch für 4 = 0 endlich bleiben sou, ist die Integrationskonetante 

k = - ( r  1 - ~ 9 )  

zu setzen. Alsdann ergibt sich 
4 2 - - (Y, - Y,) t g  2 

( 7 6 )  Q = - r, cotg u,9. 
19 S = - (r, - r,) tg 

Die Eingriffsflache hat demnach in 22 die Gleichungen 
8 X - - (r, - r,) t g  8 + U CO0 a 

(77) Y =  u sin 4 
Z = - r , c o t g g 8 .  

Da nun die Schrauben (P, H) und (O, h) identisch sind, so ist nun die 
Schraubengeschwindigkeit an der Achse x, des Zylindroids G, be- 
stimmt durch die Werte 

P , - - c o t g p a ' ,  U V = - h o c o t g p 4 ' = h o P , .  

Das ganze Zylindroid G, reduziert siüh also ~ u f  die Achse X, mit 
welclier also aiich die Achse k, bestandig koinzidiert. 

Die Flachen $? und d fallen daher zusammen. In der Tat erhalt 
man mit 

O = -  8, @,==O 

für diese Flachen nach (34) und (55) 
8 

* zr - (r, - r,) tg - -  + v cos 9. = gr 
2 

(78) i )k = - v sin 9. - V A  
zr = r, cotg cc1 9.. = 8 ~ .  
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Die Blachen sind also auch mit der Eingriffsflache identisch, weil diese 
von X auch durch die umgekehrtc Bewegung von Z in 6 beschrieben 
wird. Als sekundàres Axoid KI figuriert ferner das Grundhyperboloid, 
welches aber zugleich auch mit der Eingriffsflache das Paar primiirer 
Axoide darstellt. In Zusaniruenfassung ergibt sich also des Resultat: 

LJnter allen gmadlinigen Eingriffspüchen, welche die Grundhypmboloide 
langs ihrer Berithrungska~zte X berithren, gibt es eijle eineige, nünalich 
die gerade, offene Schraubenflache E,  welche zu  der a z ~ f  X senkvecht 
stehenden Schrauhe des Grzmdeylindroides gehort, welche zusnmnzen mit 
dem Grundhyperboloid gleichzeitig sowohi das Paar  primarer,  uls auch 
dus Paar  sel~undürw Axoide durstcllt. Bieses sekundüre Axoid E ist 
dos einsige, weiclzes uuperdem exal~le Bingriffsfluche, W ü l z u ~ ~ s f L ü c l ~ e  und 
E?üche A ist und dus einzige, dessen siimtlicke Xweugende Projil/lücheta 
Iieschreiben, welche dus Grzmdhypcrboloid sutn ge?neinsanîm sekundüren 
Axoid hube-n. 

Da die Achsen k, und Ir, bestandig mit X koinzidieren, so fallen 
auch die beiden Schraubenfkchen S ,  zusammen, d. h. die Profil5achen 
oskulieren sich langs der Erzeugenden z. Die riiumliche Verzahnung 
leidet daher an demselben Mangel, wie die entsprechende Verzahnnng 
konisçher Eider,  und wir sind daher genotigt, auf den Fa11 

cp = const. = - E 
2 

zurückzugreifen, welcher das eigentliche Analogon zur Evolventen- 
verzahnung im gebrauchlichen Sinne darstellt. Indem wir aber die 
Bestimmung der exakten Eingriffsfliiche einer anderen Gelegenheit vor- 
behalten, beschranken wir uns auf eine angeniiherte Darsteilung, auf 
welche die exakte für die zeichnerische Ausfiihrung doch hinaus- 
laufen muB. 

9 9. Die angeniiherte Evolventenverzahnung 9 = const. 

Die Komponenten der Schraubengeschwindigkeit an der Achse p 
werden mit 

1st 8 der Winkel der positiven Normalen n' zwischen X und P ,  so ist 
7c 

cos 6 = sin E, sin 6 = cos E, o = - - & = ~ .  
2 

Dreht man die Achse X von n' aus gesehen um einen rechten Winkel 
im positiven Sinn, BO ist sie der positivcn Richtung von p parallel. 
Die Achse p steht d s o  auf der Ebene q der Geraden X und n' senk- 
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recht, und es stellt das Strahlenbiiwhel in  q am Punkte O den Eingriffs- 
kegel der Verzahnung dar. 

Die Naherung besteht nun darin, da8 wir annehmen, die Achse p 
babe in 2' eine feste Lage, wzhrend sie in Wirklichkeit kleine Parallel- 
verschiebungen erleidet. 

Wenn die Achse P in Z fest sein soll, müsuen LFo, G und @ kori- 
stante Werte erhalten. Wir haben aIso die Bedingungen 

Aus den beiden ersten Gleiçhungen folgt nun 

also k - f i  cos 9. Z = u + - - . -  - .  
SlU 4 

SOU 1 auch für 8 = 0 einen endlichen Wert erhalten, so ist die Inte- 
grationskonstante k gleich f'3 zu setzen. Es wird also 

da cine additive Konstante der Schiebungsfunktion ohne Einflul ist. 

Aue der Bedingung für die Eingriffsfiache 

9 = - (1 cotg r + r, cotg u,) d 4 
ergibt sich daher 

4 
(80) Q = - (a cotg E -+ Y,  cotg n,)S - 28 cotg E log cos 

Wahlt man aber, wie gewohnlich, fiir konische Rader 

E = 754 

sa kann das zweite Glied in Q gegen das erste vernachlassigt werden, 
da iiberdies 9. ein kleiner Winkel sein wird. 

Es  ist daher 

(81) g = - (a cotg E + rl cotg a l ) 8  = @,a. 
Anderseits ist g allgemein bestimmt durch die Gleichung 

Q = A s i n 4 c o s 8  - Bsine8, 
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288 Über die Vereahnung der Hyperboloidrader mit geradlinigem Eingriff. 

ist. 

'-1 - TI B = - p t g ~ - - - -  
COS E 

E s  wird sich also darum handeln, die beiden Werte für g dnrch 
geeignete Wahl der Konstanten cl und /3 moglichst zur 6'bereinstimmung 
zu bringen. Denkt man sich aber für den Augenblick g und 4 als 
rechtwinklige Punktkoordinaten, so wird die Gerade 

Q = $04 
die Kurve 

Q - A s i n 8 c o s 8  - B s i n 2 8  

im Punkte 8 = O berühren, falls A und @, iibereinstimmen; es wird 
aber überdies der Berührungspunkt ein Weiidepunkt der Kurve, und 
die Gerade wird seine Wendetangente, falls 

(82) 
7 -7 '  B = - B t g & - - ' !  = 

COB e 
O 

gesetzt wird. E s  folgt daraus 
p = ' 1  7'" 

sin e 

Anderseita folgt aus der Bediugung Q, = A 

a = ho sin E COS E, .Do = - (r, cotg al + 72" cosa E). 

Wir  finden daher in %usammenfassiing der Ergebnisse 

X, = IL, sin E cos E 

Q, = - (r, cotg a, + ho coss E), 

modurch die Schraube ( P ,  @) bestimmt ist. 

wodurch die Eingriffsflache bestimmt ist. 
Da zu Anfang der Bewegung die Achse E mit X zusammenfillt, 

so ist die Eingriffsfliiche mit der Flache A identisch, niimlich die durch 
Verschraubung der Geraden X mit der Schraube ( P ,  $) entstehende 
offene gerade Schraubenfliiche. Ihrc Gleichungen in E lautcn 

4 
X = h , s i n , - c o s &  + & t g z  + u c o s 8  

(85 )  Y = - @, cos E.4 + u sin 4 sin E 

Z -  + @, s i i i ~ i ?  + u sin 4 cos E .  
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Bezeichnet man die Achsen des Systems (x, 9, a) zu Anfang der Be- - - - 
wegung mit g, g , d ,  80 hat sein Anfangspnkt  für 9. = O die Koordinaten 

-- 

~ = h , s i n & c o ~ ~ ,  . g=0, % =  o. 
Dernnach ergeben sich aus (20) für 4 = O die Übergangsgleichungen 

- 
g = X - ho sin E COS E 
- 
Ij = Ysin E + ZCOB B 

a = - Ycos E + Zsin  E, 

und es lauten daher die Gleichungen der Eingriffsfkiche bezogen auf 
- 8 g =  R , , t g T + u c o s 4  
- 

(87) 9 = u sin 4 - 
a = @ O 4 2  

aus melcher Darstellung ohne weiteres die Identitat der EingriffsfXache E 
mit der Flache d hervorgeht. 

Da ferner die Schraube ( P ,  g) in E eine feste Lage hat, so 
existiert nun nur ein einziges Zylindroid GS. Zu seiner Ermittelung 
setzen wir in die Gleichungen - + r, c o t g  or, 

s a 4  
a,=,+gP, " = -  tgq 

den Wert für cp ein, so folgt 

a , = % - E ,  l y = h o s i n & ~ 0 8 ~ ,  

d. h. die Erzeugenden g, von G, schneiden f rechtwinklig. Da ferner 

v = 4, Q, = @, sin 8 cos 8 

ist, so lauten die Gleichungen von G, bezüglich 9: 
- 
g = UCOSQ 

jj = u sin 4 
- 
8 = $O sin 4 cos 8. 

Weil nun die Achse bestandig auch auf G3 liegt, so mu0 man an- 
nehmen, da0 für die in Betracht kommenden Werte von 8 beide Flichen 
E und G, als identisch angesehen werden dürfen. 

1st nun a, der Winkel der Achse k, auf dem Zylindroid G, gegen 
X, so ist 

(89) 
co tg  or, cotga,  - - -- - - 

CO8 f cotg ÎJ, 

wobei 
a , = - - y  

Zeitachrift 1. Maihomatik u. Phgsik. 68. Rand. 1911. Heft S. 19 
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II 
den Betrag - i. a. nicht. überschreiten wird. Für  die Profilfliche 

12 

liegt nun stets 4 zwischen + y und - y. 

'Fergleichen wir also die Spurpunkte der parailelen Erzeugenden 
beider E'lichen in der Ebene (9, a), so wird die Verzahnung insoweit 
genau sein, als wir berechtigt sind, alle GroBen, die unterhalb der 
beideu Grenzen 

(90) fi = &,(Y - s inycosy)  
1 - c o s y  f, = no --- 

cos y 

liegen, zu vernachlissigen. 
Trifft dies mit hinreichender Genauigkoit zu, so darf man die 

Achse k, des Zylindroids G, durch die zu ihr parallele Achse Ici  der 
Eiiigriffsflache ersetzen. E s  sind also die drei F l k h e n  E, A, R wieder 
identisch. Die Abweichung von der exakten Verzahnung besteht dam 
darin, daB die gemeinsame Normale n der Achsen k: und an' der 
Achse X im Abstand f, vorbeigeht, so daB die Profilflache langs g 
nicht mehr genau von der Schraubenflache S, berührt wird. 

Das eekundare Axoid hl, i s t .  jetzt das durch Drehung der Achse 
ki um O, entstehende Rotationshyperboloid und es bleibt noch zu 
zeigen, daB beide sekundiren Axoide liings k i  in Berührung sind. 

Setzt man in  den Gleichungen (85) von E' 

BO e r M t  man die Gleichungen der Striktionslinie der Eingriffsflache. 
Ersetzt man darin 9. durch (- y) und beachtet, daB GroBen, die kleiner 
Sind als 

@,(y-s inycosy)  und R o ( l - c o s y ) ,  

- weggelassen werden solien, so ergeben sich als Koordinaten des 
Zentralpunktes der Erzeugenden k:: 

1, = ho sin E COB E - liO sin y 

(91) m, = + go cos 6 sin y cos y 

fik = - go sin E sin y COB y. 

Der Zentralpunkt hat daher in El die Koordinaten 

X ,  = 1, cos cc, - nk sin q 

(92) Y, = r, + m, 
2, = 1, sin a, + n, cos a,. 

Bedeutet aber j3 den offnungswinkel des Richtungskegels des 
sekundaren Axoids KI, S den Winkel des gemeinsamen Lotes n, der 
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Achsen O, und k," gegen Y, so bilden auf der Kugeloberflkhe a,, p, y 
die Seiten eines re~ht~winkligen spharischen Dreiecks mit-u, als Hypo- 
tenuse, E a18 Gegenwinkel zur Seite p, und 6 als Gegenwinkel von y. 

Infolge dessen bestehen die bekannten Beziehungen 

cos a, = cos f i  cos y, t g  = t g  cc, cos S, cos a, - cotg 6 cotg 8 

(93) sin /l - sin u, sin E, t g  y = t g  n, cos E, cos E = cos j3 sin d 

sin y = sin ctl sin 6, tg = tg 6 sin y, sin 6 = cos y sin E, 

woraus folgt 

(94) 
sin E 

sin y cos y - = tg  sin d' 
COB ffI 

sin9 E 
sin y cos y -- = tg /3 cos 6. 

CO8 f 

Unter Anwendung dieser Winkelbeziehungen ist nun 
sin y coa y 

(95) 4 0  cos e = - rl cos" - T~ sin2 y = R, sin E COS" - ho cotg 0~ 

oder nach Multiplikation mit dem Faktor sin e cos E sin o?, 

Sj, sin y cos y sin E sin a, + ho sin E COS E COS al = Ro sin y cas y cos o; sinZ&. 

Daher wird nun 

X, = .fjo sin y cos y sin E sin a, + ho sin e cos E cos a, - R, sin y cos a, 

= - Ito cos a, sin y (1 - sin" COS Y), 

d. h. mit ltücksicht auf die beiden letzten Faktoren sehr nahe 

(961 x, = o. 
Es bestehen daher jetzt die Gleichungen 

1, cos a, - 12, sin a, - O 

1, sin cc, + cos cc, = 2,. 
Daher wird 

(97) 
- . -  ~ i n y c o e y  ainr 

- -  - 
- - = - Q, t g p s i n b .  

k - COB al O cosal  - 
Nach (94) ist aber 

sin y  COB y 
Yi = - $j - - R , sin E sine y. 

COB e 

Es reduziert sich dduher Y, auf den Wert 

aine E Y k - - -Q,einycosy--=-@,tgficosS. 
COB f 

Die Werte fiir X ,  Y,, Zk aagen aber aus, daB mit groBer Niherung 
der Zentralpunkt der Erzeugenden k; in der Ebene YIZ, liegt, da0 
seine Verbindungslinie mit .O, gegen Y den Winkel a einschlieBt, also das 

19 * 
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292 Über die Verzahnung der Hyperboloidrader mit geradlinigem Eiogriff 

gemeinsame Lot von 0, und k: k t ,  und daB der Kehlkreisradius des 
Hyperboloids KI die Gr& 

(98) iz,= - @,tg/3 
hat. Diese Gleichung drückt aber in der Form 

- Qo = Rb cotg 1 
geschrieben aus, da1 die beiden sekundaren Axoide langs X.: den 
namlichen Verteilung~~arameter haben und sich daher in  der Tat 
berühren. 

Wird das Übersetz~n~sverhaltnis gleich der Einheit, so verschwindet 
die GroBe f 2 ;  die Konstruktion bleibt aber eine Naherung, weil f, nicht 
Null ist, sie ist aber genauer als die andere. Man kann daher sagen: 

I m  Falle der Bvolventenverzahnung im engern Sinne lcann die Ein- 
yriffsflüche naherungsweise durch eine gerade, ofene Schruutrenfliicke er- 
ersetzt werden, vom Striktionsschraubenradius 

und vom Windungsparamebr 

QO - - (rl cotg al + ho cose&), 

deren Ache # im  Punkte 

X o  = ho sin E COS 6, = Bo sin E,  3O = BO COS E 

uuf der Ebene q ihres Richlungskegels senkrecht sleht. Sie ist zuyleich dus 
bewegiiche sekundare Axoid R, geht durch die Achse X und berührt 
langs k: und k,* die ruhenden. sekundiiren Axoide, welche durd zwei 
mit den Grundhyperboloidelz hn~entrische, koaxiule Rotationshyperboloide 
KI u. K, dargeslellt werden, von den Offnungswin.keln /3, und P, und 

den Xehlkreisradien 

Ri;t = - @O tg BI, RB,+ = -- $0 tg  P e .  

Schrotet .$? auf den Ilyperboloiden KI und h$ ab, so beschreibt jede seiner 
Erzeuqenden rwischen den Achsen k: und k,' zuwi entspreehende Profil- 
flachen, und swar um so gennuer, je mehr sich das ~bersetz~n~sverl~ült lzls  
der Einheit nahert. Im Zetzîern Eulle geht das Axoid R in  eine Wmdel- 
flüche iiber. 

$ 9. Das raumliche Analogon der Savaryschen Formel und 
Konstruktion. 

I n  der Ebene und auf der Kugel dient die sogenannte spezieiie 
Savarysche Konstruktion dazu, fü r  die von den Punkten des be- 
weglichen Systems beschriebenen Bahnkurven die Krümmungsmittelpunkte 
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au konstruieren, wenn die augenblicklichen Krümmungskreise der Pol- 
kurven gegeben sind. 

Im Falle der Verzahnung konischer Iliider bestehen diese Krümmungs- 
kreise aus dem Teilkreis und demjenigen der Walzungskurve und die 
Savarysche Konstruktion liefert die Krümmungsmittelpunkte der beiden 
Zahnprofile für ihren Berührungspunkt. Aus den Gleichungen 

9' cotg 4 sin rp - cotg A- - cos 

cotga, sinrp = - cotg a, - cos cp 
9.' 

folgt für das erste Profil 

(99) (cotg 4 - cotga,) sin 9 = cotg A + cotg a, 

und analog für das zweite 

( 100) (cotg B - cotg 4,) sin rp = cotg A - cotga,, 

welches eben die Savaryschen Formeln sind. 
Um zum Analogon des Raumes überzugehen, hat man die Schiebungs- 

funktion 
S=O 

zu setzen, so daB die Bewegnng des Systems 6 mit derjenigen des 
begleitenden Dreikants der Profilflache identisch ist. Die Savarysche 
Konstruktion besteht dann darin, die Achse k, der Striktionsschrauben- 
flaclie 8, liings der Berührungskante der  Profilflacheri zu firiden, 
wenn die Achse O, des Grundhyqrboloids, sowie die Achse O der 
Striktionsschrnubenfliche S der Wiilzungsflache W auf dem Grundzylin- 
droid, endlich die Erzeugende z selbst durch drei Konstanten rp, 1, 9. 
gegeben sind. 

I m  ganzen treten nun sechs Schrauben auf mit den Achsen 

01, Xi 0, E, P ,  k ,  
deren Windungsparameter die Werte . 

haben. Dabei ist 
0, ho? h, H, 87 hl 

h = scotgA- - r ,cotga,.  

Wegen der Gleichiing 

A = i ~ 0 t g ~ - r , c o t g a , - h ~ = p c o t g 4 + H - h ,  
ist feper 

ET= lcotgSp - p c o t g a - r l c o t g a l ,  

h, = 1 cotg rp - g, cotg - rl cotg a,, 

endlich folgt aus (27) mit 
dv cotgz = - - d 9. 
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294 b e r  die Verxahnung der Hyperboloidrader mit geradlinigem Eingriff. 

Samtliche Werte der Windungsparameter Sind also durch die Lage 
ihrer Achse mitbestimmt. 

Nach ihrer Bildungsweise liegen aber die sechs Schrauben viermal 
zu dreien auf dem niimlichen Zylindroid und haben demnach zu dreien 
die namliche gemeinsame Normale. Die 'vier Z y h d r o i d e  sind bestimmt 
durch die Schïauben 

(o,,O), (X,ho), (07 hl, 

(0, h l ,  ( L  B), (44 $1, 
( P ,  (01, ' 1 7  (h? hl), 

047 hl), ( X ,  ( L  w 
die zugehorigen Hauptachsen oder gemeinschaftlichen Normalen der 
je drei Schrauben sind 

Y,  Y, VI, n. 

Endlich bestimmen die beiden Schrauben 

( X ,  ho) und ($7 a) 
ein fünftes Zylindroid, welches mit dem ersten und vierten die Schraube 
(X, ho) mit dem zweiten und dritten ( p ,  $1 gemeinsam hat, und dessen 

Haiiptachse m' im FuB- 
piinkt G der Normalen n 
in X auf X und n zu- 
gleich senkrecht steht. 

Zur Kon~trukt inn der 
gesuchten Achse 15 sind 
die Windungsparameter 
nicht notwendig,vielmehr 
erfordert die Bestimmung 
von k, nur die mehr- 
malige Konstruktion der 
gemeinsamen Normalen 
zweier windschiefen Ge- 
raden (Fig. 5) und liBt 
sich durch folgenden Satz 
ausuprechen. 

Wird eilze Profilflkhe 
durch &ne Gerude mittels 
Abschroten der Walzu~gs- 

flache W auf dem Grund~yperboloid II, erzeugt und ist X die augen- 
blickliche Berührungskalzte der Azoide, O, die A c h e  des Hyperboloids, 
O die Achse der a,ugenblicklichen Striktionsschraubenflache S von W auf 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dem Grudzylindroid, so sei n die gerneinsa~ne ATormale von X und x, n' 
die gemeitzsawte Normale von X und n. Konstruiert man jetzt die gemein- 
same ATwmale v con ulzd O ,  d a m  die gemeinsanze Normale ip von v 

und n', endlich die gemeinsame Normale v, von p und O , ,  so ist die 
gemeinsame Normule k, von v, und n die verlungte Qril~tionsacl~se. 

In analoger Weise ergibt sich eine Striktionsachse 7, der zweiten 
ProfilKache, wenn an Stelle der Achse O, die Achse O, tritt. 

Ua nun die geometrische Konstruktion der Achse k ,  von den 
sechs Windungsparameteïn ganz unabhingig ist, anderseits die drei 
Schrauben jedes der vier Zylindroide auch dann noch diesem Zylindroid 
angehoren, wenn samtliche MTindungsparameter urn den niimlichen kon- 
stantm Betrag h' verandert werden, sa bleiht die Konstruktion un- 
veriindert bcstchen, wenn an Stelle des Hyperboloids Hl eine Schrauben- 
flkhe SI vom Windungsparametcr h', an Stelle der Schraubenfliiche S 
eine solche 8' vom windungsparameter (h + h')  tritt. Diese Schrauben 
fiichen konnen aber als Striktionsschraubenfliichen zweier allgemeiner 
Axoide angesehen werden, und es folgt daraus, daB der obige Satz all- 
gemeine Gültigkeit besitzt. 

Die angegebene Konstruktion kann nun aber auch durch eine 
Strecken- und Winkelrelation formel ziim Ausdruck gebracht werden. 

Bus den Gleichungen 

= A cotg al - B 
sin S., 

folgt durch Subtraktion 

(1 O1 Q QI- - = A(cotg 8 - cotg al) 
s ine8  sine 4, 

oder da 
A Zcotgcp 4- Ao7 

Es folgt daraus 
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somit durch Einsetzen in (102) 

für die Achse k,, und 

für die zweite Achse k,. 

Diese beiden Formeln sind also das Analogon der spezieilen 
S a v a r y  schen Formel im h u m e .  

Eine Unbestimmtheit des Abstandes pl für die Achse k, tritt nur 
ein, wenn 4 verschwindet, wenn also die Erzeugende E dor Profilfiiiche 
der Achse X parallel ist und daher das Flachenelement der Profil- 
fiache zylindrisch wird. 

Betrachten wir jetzt die Gesamtheit aiier Geraden z, welche die 
Normale a, die durch ihrcn Bbstand 1 von O und den Winkel cp 
gegen Z bestimmt ist, rechtwinklig treffen, so werden sie durch die 
Gleichung 

Q - A s i n 8 c o s . i t .  B s i n e 4 ,  
in der 

A = l c o t g q  + A, 

eine Konstante und B ein variabler Parameter ist, in ein Büschel von 
Zylindroiden (A, B) geordnet, welche sich samtlich langs X berühren. 

Durchwandert F eines dieser Zylindroide (A, BI, so beschreibt 
auch die Achse p eine Regelflache, indern sie stets die Normale f i '  

von X und n rechtwinklig sçhneidet. 1st z der Winkel von p gegen 
X, so is t  ihr  Abstand von X bestimmt durch die Gleichung 

d d l  
G = sin s cos s f - sin2 z 

d 3  
E s  ist aber 

dl  
- - 

r - r  
a4 - - R tg rp - 12, cotg z - 2- " cos cp 

Setzt man daher zur Abkürzung 

so wird 

(107) E = A, sin z cos z - Bi sin2 z. 
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Jedem Zylindroid (A, B) entspricht also ein Zylindroid ( A , ,  Bi), 
wobei die Parameter B und BI durch die Beziehung 

(108) B , c o s r p - B s i n g p f B , = O  

verbunden sind. 

Die gemeinsame Normale v der Achsen g und P trifït aber jedes- 
mal auch eine bestiinmte Achse O des Grundzylindroids TA,, Bo) recht- 
winklig. Drei solche Achsen sind also der namlichen Ebene parallel 
und ihre drei Winkel 8, z und A gegen X sind allemal verknüpft 
durch die Gleichung 

(109) cotg t cos cp - cotg 4 sin rp + cotg A = O. 

Jede Gmade  v, welche je  &ne Erzeugende zweicr der drei Zylindroide 
(A, B),  (A,, B,), (A,,  Bo) rechtwinklig tr i f f t ,  schneidet auch eine E r -  
zeugende des dritten rechtzcinkliy. - Bleibt die Achse auf dem Zylindroid (A,  B) fest, so durchlaufen 
O und p gleichzeitig die Zylindroide ( A , ,  Bo) und ( A , ,  BI), wahrend 
den Achsen O,  und O,  von (A, ,  Bo) jedesmal zwei Achsen k,. und k, 
von (A, B) zugeordnet werden, die durch die Gleichung 

(110) (cotg a2 - cotg al) sin rp = cotg % + cotg a, 

verbunden sind, d. h. 

W i r d  eine Gerade mit a l k n  moglichen. ~ralzungsf lachen W &gen- 
blicklich auf  treidrn Grundhyperholoiden abgeschrotet, so beschreibt sie un-  
endlich v i d e  Paare  sich bmuhrender Profilfluchen, deren Striktionsmhsen 
azcf dern durch bestimmten Zyl indroid (A, B) eine Yrojektivitat er- 
füllen, welche von der Laye  der Erzeugenden uuf  dern Zylindroid ganz 
unabhangig ist.  

Wird also p auf dem Zylindroid ( A , ,  BI) festgehalten, so durch- 
wandert g das Zylindroid (A, B), O das Zylindroid (A,, Bo), wkihrend 
k, und Ir, fest bleiben. Faut ~ç mit k, zusammen, so deckt sich O 

mit O,; failt nach k,, so fallt O nach O,, d. h. 

Zu jedm Achse des Zylindroids ( A ,  B )  labt  sich eilze augenblkk- 
liche Walzungsflacke W derart angeben, dufi alle Srofilflachenpaare die- 
selbm S tr ik imsachsen  k, und tk, haben. Schrotet k, mit  dern Hyper- 
boloid Hl auf  dem Xyperboloid .ET2 ab, so ist k, dze Striktionsachse der 
RoZlflache con k, ugzd umgekehrt. 

Lassen wir aber mit k ,  gleichzeitig die Profilflache 2, abschroten, 
90 umhüllt sie als Hüllflache aiigenblicklich die Profilfliiche 2,. Dem- 
nach sagt der vorige Satz in anderer Fassung aus: 
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Beschreibt eine Profilflache 2, mit der augmblicklichen Striktims- 
achse k, durch Abschroten mit dem Hyperboloid Hl auf dem Hyper- 
boloid H2 als Hüll/lache die Profilflache Z,, so ist die Striktionsachse 
k ,  der Hüilflache nichts anderes als die Strilitionsachse der von k, be- 
schriebenen Rollflache. 

Auch diese Satze haben allgemeine Gültigkeit. 

~ a r l s r u g e ,  im September 1910. 

Allgemeine Theorie ~ns~mmetr i scher  Ablenkungen bei 
Systemen mit einem Freiheitsgrad und deren Znsammenhang 
mit der allgemeinen Theorie nnsymmetrischer Schwingungen 
gleicher Systeme, nebst Anwendnngen anf besondere Falle. 

Von Dr. PAUL SCHULZE in Gardelegen. 

Steilt man für ein um die Ruhelage schwingendes Systom die 
Differentialgleichung der Beschleunigung auf, N O  erhalt man eine 

Gleichung von der Form: 

die man für hinreichend kleine Werte von a! in eine Potenzreihe nach 
a entwickeln kann: 

darin bedeuten ') : 

Da nun fü r  die Ruhlage a = O auch f (0)  = O mird, so geht die 
Gleichung über in die folgende: 

Wiihrend bei Pendelbewegungen, unter Berü~ksicht i~ung sehr  
kleiner Amplituden, die Gleichung 

d'or 
E Z Z - = - c , a  

d t 2  

1) Vgl. F. R i c h a r z  und P. S c h u l z e :  Über asymmetrische 
um eine Lege stabilen Gleichgewichts. Ann. d. Phys. Bd. 8 (1902) 

Schwingungen 
S. 368. 
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die bekannte Gleichung für symmetrische Pendelbewegungen 'darateut 
und gewohnlich in dieser Form benützt wird, ist die Gleichung 

bei Gelegenheit der Untersuchung spezieller Fiiile von Schwingungen 
von mir behandelt morden.') Eine allgemeine Losung unter Berück- 
sichtigung weiterer Glieder hat sodann J. H o r n  in verschiedenen Ar- 
beiten gegeben, deren erste nur kurze Zeit nach der meinigen erschien.') 

1st riie Differentialgleichung der Beschleunigung derartig, daB 
Glieder mit geraden Potenzen von cr auftreten, so sind die Schwingungen 
um die Ruhelage unsymmetrisch, d. h. die Elongationen nach der einen 
Seite der Ruhelage sind groBer als die entsprechenden nach der 
anderen. 

F. R i c h a r z  hat sodann gezeigt, da% in allen Fallen, in denen un- 
symmetrische Schwingungen vorhanden sind, auch unsymmetrische Ab- 
lenkungen existieren; d. h. durch gleiche zu beiden Seiten der Ruhelage 
in gleicher Weise einwirkende Drehungsmomente werden verschiedene 
Ablerikungen hervorgerufen, und zwar findet die gr6Bere Ablenkung 
auch stets nach der Seite hin statt, nach welcher bei den Schwingungen 
die groi3ere Elongation auftritt. Es existiert also offenbar ein Zusammen- 
hang der Asymmetrien in beiden Fallen. 

P. R i c h a r z  hat für  diesen Zusammenhang unter Voraussetzung so 
kleiner Ablenkungen, daB nur zweite Potenzen der Ablenkungen be- 
rücksichtigt werden, eine allgemeine Formel angegchen 3), die indessen 
nur beschrknkte Gültigkeit hat, wie aus den Untersuchungen von F. 
E ich h o r n  hervorgeht.') 

Irn Folgeriden sollen den Hornschen Entwicklungen für  Schwin- 
gungen entsprechende Formeln für Ablenkungen abgeleitet merden. 

Dazu gehen wir aus von der Differentialgleichung der Beschleunipng, 
welche lautete: 

1) P. S c h u l z e :  Über asymmetrische Schwingungen um eine Lage stabilen 
Gleichgewichts. Diss. Greifswald (1901) S. 26 u. f. 

2) J. H o r n :  Zur Theorie der kleinen endlichen Schwingungen von Systemen 
mit einem Freiheitsgrad. Zeitschr. für Math. n. Physik. Bd. 47 (1902) S. 400; 
Bd. 49 (1903), S. 246. 

3) F . R i c h a r z  und P. S c h n l z e .  S. O. Ann. d .Phys .  Bd. 8 (1902), S. 362. 
4) F. E i c  h h o r n :  Über d i e  Asymmetrie der Schwingungen und ihren Zu- 

sammenhang mit der Asymmetrie der Ablenkungen im Falle e i n e ~  durch Driiiung 
gehobenen Pende16 und einea durch einen 8trom abgelcnkten astatischen Nadel- 
paares. Diss. Marburg 1909, S. 62. 
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In einer beliebigen Lage, in der das schwingende System gegen 
die Ruhelage den Winkel 0 bildet, werde nun plotzlich das System 
festgehalten. Dann muB ein neues Drehungsmoment vorhanden sein, 
das denjenigen, welche das System in die Ruhelage zurückzudrehen 
suchen, das Gleichgewicht hait. Bezeichnen wir dieses Drehungsmoment 
mit 6 so folgt: 

a =  - c  p - e 8 8 -  c,/j" c4p4-  - .  . 
1 4 

Für hinreichend kleine Werte 6 liBt sich alsdann p in  eine Potenz- 
reihe nach B entwickeln. Dsnn folgt: 

Xian erkennt, die Koeffizienten der Potenzen von 6 lassen sich 
durch die gleichen Gr6Ben ausdrücken, die in der Differentialgleichung 
der Beschleunigung als Koeffizienten auftreten. Ausführlicheres über 
diesen Zusammenhang folgt im folgenden Abschnitt,. 

Die vorstehende Entwicklung findet indessen nur solange statt, 
als 6 eine Gr6Be ist, die mit 8 in keinerlei Beziehuiig steht. Indessen 
gibt es Fiille, in denen da8 Drehungsmoment 6 einen Faktor besitzt, 
der eine Funktion von 0 darsteilt. Setzt man d a m :  

a = 60 - Y(P>7 
so folgt: 

d , ~ ~ ( ~ ) = - ~ ~ ~ - c , ~ ~ - c ~ ~ ~ - c ~ / j ~ - - ~ .  

Entwickeln wir y @ )  in eine Potenzreihe nach /3, setzen wir d a m :  

v(P) = + a ,  + a,B + a,Be + a,b3 + a d 4 -  . .  . 
so folgt: 

do(a ,+a , /3  + a , ~ e + a , 8 s $ a , p 4 + ~ . - ]  = - c ~ P - ~ @ ~ - c ~ ~ ~ ~ - c J ~ - . . .  
oder: 

Entwickeln wir eiidlich j3 in eine Potenzreihe nach a,, so ergibt sich: 

Zusammenhang zwischen der A s p m e t r i e  der Schwingungen und der 
Asymmetrie der Ablenkungen. 

Bedeutet bei einem um die Ruhelage schwingenden System 3 die 
eine Elongation von der Rahelage aus nach der als positiv fest- 
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gesetzten Seite, so ergibt sich die entsprechende Elongation 4, nach 
der negativen Seite l): 

Für die Ablenkungen als Funktion des Drehungsmomentes 
sich fdr den vorher erwahnten ersten Fall: 

Man erkennt bereits aus der Vcrgleichung dieser Formeln, daB 
sich die Koeffizienten von 6, 8; d3 durch dieselben Gr6Ben cl c, c, - . -  dar- 
steilen lassen wie die Koeffzienten von a8 a 3 . .  . Setzen wir zur Ab- 
kürzung : 

~ = - p i a - p 2 6 a - p 3 6 S - p p d 4 f  . . .  
BO folgt: 

und umgekehrt : 

Man erkennt, die Gr6Ben c,c,c, lassen sich durch die GroBen u l p , p ,  
ebenso ausdrücken, wie die GroBen p 1 p 2 p 3 . .  . durch die Gr6Ben elc,c3..  . 

Setzen wir die letzten Werte in die Glcichung für 4, ein, so er- 
halten wir: 

Für experimentelle Zwecke kann man also die Koeffizienten in 
der Reihe für 8, aus Ablenkungen bestimmen. Nach Einsetzen der 
Werte y, y, . . . in die vorstehende Gleichung muB sich aus dieser für 
jeden beobachteten Wert 4 auch durch Rechnung der zugehnrige Wert 
8, ergebcn, der dann mit dem beobachteten SI übereinstimmen muB. 

Für den zweiten vorher entwickelten Fail folgte: 

1) Vgl. J. H o r n  a. O. Bd. 49, S. 247 und 267 
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Setzen wir hierin: 

so folgt: 

Setzen wir dicse Werte für c,c,csc,. . . in die Gleichung für 3, sein, 
so erhalten wir: 

Die letzte Klammer enthalt auBer den angeführten Gliedern noch 
eine Anzahl solcher, die a,a,a, . . . als Faktoren enthalten. 

Man erkennt sofort, daB die letzte Gruppe von Formeln die erstere 
als speziellen Fa11 in sich schlieBt, wenn man u, = 1, u, = a, = . . . = O setzt. 

Die im vorstehenden abgeleiteten Formeln stellen allgemein den 
Zusammenhang zwischen der Asymmetrie der Schwingiingen und der 
Asymmetrie der Ablenkungen dar. 

Urn diesen herzustelien, genügt daher die Bestimmung der GroBen 
p allein nicht. E s  müssen vielmehr auch die GroBen a bekannt sein. 
Indessen sind, wie es auch die nachfolgeiiden Beispiele zeigen, in den 
meisten Fallen die GroBen a durch dieselben Konstanten ausgcdrückt, 
wie die GroBen p, BO da1 sich zwischen beiden in der Begel noch ge- 
wisse Beziehungen aufstellen lassen, die für jeden Einzelfall besondere sind. 

Anwendung der Theorie asymnietrischer Ablenkungen auf spezielle Falle. 

Im folgenden sollen die im vorhergehenden abgeleiteten Formeln 
auf Einzelfalle angewendet werden. Es mag im voraus bemerkt sein, 
daB die meisten dieser Falle ausführlich behandelt sind, jedoch nur unter 
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Magnet folgt der Drehung teilweise und gelangt in 
einer Lage D X D '  zur Ruhe, in der er gegen den 

IN 

Meridian den Winkel y bildet. Wird jetzt der Magnet in Schwingungen 
versetzt und bildet er in einer beliebigen Lage den Winkel a gegen die 
Ruhelage, so ergibt sich als Differentialgleichung der Beschleunigung: 

der Voraussetzung, daB es sich um so kleine Ablenkungen handelt, 
da1 dritte und hohere Potenzen der Ablenkungswinkel vernachlassigt 
werden konnen, dasselbe gilt auch für die Schwingungen dieser Systeme. 
Indessen wird man in solchen Fiillen,,in denen einmal der Genauig- 
keitsgrad der Messungen ein hoher und zum anderen die Asymmetrie 
eine g r d e  ist, auch bei kleinen Schwingungen das 

d'a! K = - Dl sin (Y + a)  + D, (w - (y  + a)) , 

dritte Glied hinzuziehen müssen.l) 
Im folgenden sollen daher die Entwieklungen 

ini allgemeinen bis zum dritten Gliede ausgeführt 
nerden. Die Hinzufügung weiterer Glieder hat keine 
Sehwierigkeit. Da man bei den Ahlenkungen von der C,,* 

wobei a h  positiver 
tordiert morden kt. 

Aus 

8 

Drehungssinn derjenige festgesetzt sei, in welchem 

Gleichnng für die Schwingungen ausgehen muB (siche 
S. 298), so soil diese jedesmal vorangestellt werden. 

1. Ablenkungen an  einem Horizontal-Intensitats- 
variometer. 

An dem Torsionskopf einer Dreliwage sei das 
eine Ende eines Drahtes fest eingeklemmt, an dem 
unteren Ende sei ein Magnet befestigt. Es sei nun 
SS (S. Fig.) die Lage des magnetischen Meridians, 
in welcher sich der  Magnet befinden mage, wenn 
der Draht ohne Torsion ist. Nun werde der Tor- 
sionskopf um den Winkel N H C  = a gedreht; der 

1) Genaueres hieriiber siehe P. S ch u l x e ,  hllgemeine Theone asymmetn- 
scher Schwingungen und Ablenkungen und Anwendung auf das xu erdmagneti- 
schen Messangen bestimmte Unifilarmagnetometer. Beilage zum Osterprogramm 
der Realschule zu Gardelegen, Ostem 1911. 
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Bedeutet d a m  M das magnetische Moment des Stabes, El die Horizontal- 
intensitit, so ist Dl = MH, also: 

oder nach Entwicklung in eine Potenzreihe: 

d e  ol K - - = - D  ( D, . 
d t s  

cos y + s) a + - sin Y a2 
2 

D + cos y a 3  - sin y u 4 - . .  . 
24 

Diese Gleichung stellt die Gleichung der Beschleunigung dar7 aus der 
sich der Wert  8, ergibt: 

1 

cotg y + --- 

Werden in dieser Gleichung die beiden letzten Glieder vernach- 
lZssigt, was man bei sehr kleinen Schwingungen jedenfalla tun kann, 
so  ergibt sikh daraus die Gleichung, die in einer früheren Arbeit aus- 
führlich behandelt ist ') , als spezieller Pall. Die Ablenkungen konnen 
nun auf verschiedene Weise hervorgebracht werden. 

a) Abienkuwgen. durch zueitwe Drehung des Torsiolzskopfes. 
Befindet sich der Magnet in der Ruhelage, so gilt als Gleich- 

gewichtsbedmgung: 
- D l s i n y  + Daim- y) = O .  

Wird jetzt der Torsionskopf um einen kleinen Winkel e gedreht, so 

folgt der Magnet um einen kleinen Winkel B. Die Gleichgewichts- 
bedingung lautet dann: 

- D , s i n ( y  + B ) = U , ( m  + & - ( Y  + B ) .  
Daraus folgt: 

sin y Dl sin y - D i - - . E = - D 1 s i n ( y + f i ) + -  
a - Y  W - Y  

(a - (Y + 0)) 
oder : 

- J ~ H   gin^ sin M H  . M H  
W - Y  

* - Y  ) B + p smyp' + -6- cosyjS 

sin y p ~  . . . 
2 4 

1) P. S c h u l z e ,  s. o. Dissert. S. '28. 
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In der obigen Ablenkungsforniel ist also zu setzen: 

(a - Y)' ; f  ( ~ ~ ~ . / : )  C O ~ F ( Y  
+ [ 2  [ (w - y) cotg y + 11" [ [ (w - y )  coT& + 1, ,] E . + . . .  

Dieser Fail der Ablenkungen ist von R. v. F o e r s t e r l )  spezieller 
untersucht, auch unter Vernachlassigung dritter Potenzen. Der von 
F oer s t e r  gefundene Wer t  ergibt sich auch hier als spezieller Fall. 

b) Ablenkung durch einen zzreiten 3 i ' n p z e h .  Befindet sich der 
Magnet in Ruhe und bringcn a i r  in soine Schwingungsebene ciiien 
zweiten Magneten so, da8 seine Achse senkrecht steht auf der Achse 
des drehbaren Magneten in seiner Ruhelage, und daU seine Achse durch 
den Nittelpunkt des zweiten geht, so wird der bewegliclie Nagnet uni 

einen Winkel ,!l abgelenkt. 1st JI' das magnetische Monient des ab- 
lenkenden Magneten, e der Abstand der Mittelpunkte, so folgt als Gleich- 
gewichtsbedingung : 

MM' 1) sin y - cos p = - D, sin (y + P )  + (a - Cr + pl) e J  a - Y  
oder: 

P' B 4  sin y M H  . - "'"' (1 - - + - - . . ) = - I I  o s  y + -- :) p + sin y 
es 2 24 W - /  2 

In die allgemeine Ablenkungsformel haben wir also einzusetzen: 

Dann folgt: 
0 

H cos y + -- 
" - Y  

- - 
1 1 1 

a [ï- 1 + - 1 (5)'-.-. 
2~~ c o s y  + - cotg y + -- ( "-Y "-Y >' ( coky+&)  } 

Auf diesen, wie auch auf den folgenden Pall habe ich bereits an  
anderer Stelle hingewiesen. ') 

~ 

1) R. v. F o e r s  t e r :  Über die Asymmetrie der Ablenkungen und ihron Zu- 
sammenhang mit der Asymmetrie der Schwingungen bei einem magnetischen 
Horizontal-Intcnsitetsvariometcr. Diss. Marburg I 905. 

2) P. Schulxe:  cher des Unifilarmsgnetometer. Ann. d .  Phys. Bd. 8 (190m2), 

S. 714. 
Zeitachrift f .  Mathematik u. Phgsik. 59. Band. 1811. Heft 3. 20 
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c) Ablenliungen durch Ànderung der HorisontaEintensilat. 
Andert sich die Horizontalintensitit um den Betrag 611 und mird 

hierdurch der M a p e t  aus seiner Iluhelage uni den Winkel abgelenkt, 
so ergibt sich al3 Glei~h~ewichtsbedingung: 

- ~ ( ~ + 6 ~ s i n ( y + P ) + D , ( w - ( y + P ) ) = O  
oder: 

MH siny + 316 H sin (y + /3) = - 132 H sin (y f 8) + - - - (a - (y + BI) 
0 - Y  

d e r :  Msiny Mcosy 
3 t ,   sin^ + ~ ~ o ~ y ~ - - - - - f l  2 - - 6 

sin y MH . MIT 
= - J I H ( C O ~ ) . +  W - 7  - ) f l + - T s i n y ~ a + - - c o s y ~ s -  6 

In  der allgemeinen Ablenkungsformel haben wir also zu setzen: 
Msiny 

g o = S H ,  u , = M s i n y ,  a , = M c o s y ,  a,=- 2 ' 
ivcos y 

a - -  - .  3 - 6 
Dann Eolgt schliefilich: 

2. Ablenkungen bei der msgnetischen W a g e .  

An einer gewohnlichen Wage sei a n  Stelle der einen Wagschale 
pin Magnet hefestigt und senkrecht unter diesem ein zweiter Magnet 
so aufgestellt, daB die ungleichnamigen Pole einander gegcnüberstehen. 
Auf die andere Schale werden nun sovjel Gemichte zugelegt, bzw. von 
ihr fortgenommen, daB der Wagebalken sich in horizontaler Lage be- 
firidet. Wird jetzt die Wage in Schwingungen versetzt, so lautet die 
Differentialgleichun der 13escheunigung1): 

oder nach Entaicklung in eine Reihe: 

D l 8  t -;(coay + 24 gj siny - 11 - siny 1 u3 

1) Ableitung dieser Gleichung sieht: P. Schulze. Dissert. S. 59. 
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Hieraus folgt: 

(cotg. - 2  R co tgy  - 2- - E 
B 

Die Ablenkungen an der magnetischen Wage kann man nun da- 
durch erzeugen, da6 man auf der Seite, auf welcher der Magnet be- 
festigt kt, ein kleines Übergewicht zulegt. Rezeichnen wir dasselbe 
mit 8, so folgt, wenn 1 die LLnge des Wagebalkens bedeutet, als Gleich-- 
gewic,htsbedingung: 

D sin 7 R S ( R  cos /3 - Z sin /?) 
- S - Z c o s f l = - D , s i n ( y + p ) +  2------- ~- 

P" ~ / / ~ ~ - 2 Z R i i n ~ $ l l ' s i n ~ - -  2 

oder: 
E 1 

d l - Z +  2 f i 2 - ~ ~ + . . . ) = - D l ( e o s r - 2  i s i n r  \ /I 

Daher ist zu setzen: 

Dann folgt: 

1 

z P  l 3  
c o t g  y + 24- - 11 

1 
B + . - - - - - - - - - - 

Nun ist D, = q - d, worin q das Gewicht des Wagebalkens mit 
der daranhangenden Last, d den Abstand des Schwerpunktes vom 
Unterstützungspunkt bedentet. Bedeutet ferner p das Gewicht, welches 
man zulegen muB, um nach Portnahme des zweitcn Magneten dieselbe 
Einstellung der Wage hemorzubringen, so ist 

q d .  s iny = p l  
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Fülirt man diesen Werte ein, so folgt: 

3. Ablenkungen bei einem durch Driliung gehobenen Pendel. 

Ein langer dünner Draht sei horizontd ausgespannt, das eine Ende 
sei fest eingeklemmt, wahrend das andere durch einen Torsionskopf 
drehbar ist. In  der Mitte des Draht,es sei senkrecht zu ihm ein Stiib- 
chen angelotet, derart, daB es senkrecht steht, sobald der Draht ohne 
Torsion ist. Wird  nun der Torsionskopf um einen Winkel so gedreht, 
so folgt das Stiibchen der Drehung um einen Winkel y.  Versetzt mari 
jetzt das Stabchen in Schmingungen, und bildet es in einer beliebigen 
Lage gegen die Ruhelage den Winkel a ,  so ergibt sich als Diffe- 
rentialgleichung der Beschleiinigung ') : 

d'a 
K - p = D  ( D,(w-~Y) . 

d t w - 2 y  -Su) - - . - - - sm\y  sin y + a)  

Daraus fol@ : 

4 - 4  f' - 1 
1 - 

1 
1 - 3 2 

-- 

- a'-( 
3 2 + cotg Y  - - + cotg y 

O - 2 y  O - 2 y  - Y"" 
1 

- [(+ - y- 1 - cotg y  + '  -ppp 1 
18 2  z fi0 2 

-- - 

C o -  l y  + cotg' (; + cotg Y) 0 - 2 y  - + cotg 7 j4' 
Die Ablenkungen des Stiibchens kann man leicht wieder durch - 

Drehung des Torsionskopfes erzeugen. 
In der Ruhelage ist: 

Il, (W - 2 y) = D2 sin y. 

Dreht man jetzt den Torsionskopf um einen P7inkel E und wird 
das Stabchen dadurch um den Winkel P abgelenkt, so gilt als neue 
Gleichgewichtsbedinpng : 

oder: 
- -- 

1) F. Eichhorn: B. o. Diss. S. 16. 
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oder: T)i (O - 2yl 
D 1 ~ = - 1 ) , ( m - 2 n / - 2 / 3 -  s i n y  s ~ ~ ( Y + I ? ) ~  

oder nach Entwicklung in eine Beih,e: 

D, = - D, (2 + - 2 cotg y )  a + Di('-?y) 2 D ~ ! ~ - ' Y ) c ~ ~ ~  
2 cz + - 6 - - @ Y a 3 +  ... 

In die allgemeine Ablenkungsformel ist also einzusetzen: 

c Y , , = E  c z , = I I ,  a , = a , = . . - = O .  

Mithiri folgt : 

- [ 
1 1 cotg 7 

( a  + (O - 2 Y) cotg a i +  z 
(2(;&21~tcotg~) 'Yly - + cotg - y -11 

4. Ablenkungen durch einen Strom bei einer a n  einem gedrillten 
Faden hangenden Galvanometernadel. 

Bn einem untordierten Draht hangt ein astatischcs Nadelpaar. 
In der Kuhelage bilde die Achse der stiirkeren Kadel gegen den Meri- 
dian den Winkel C, die des zweiten schwiicheren mit der Achse der 

er~teren den winkel (n + y) .  D a m  werde der Torsionskopf in der 
positiven Richtung, die der Uhrzeigerbewegung entgegengesetzt sei, um 
einen Winkel w gedreht. Das Magnetsystem folgt der Torsion m m  
Teil und zwar um einen Winkel y. Wird nun das Magnetirystem in 
Schwingungen versetzt und hildct es in einer beliebigcn Lagc gegen 
die Ruhelage den Winkel a, so lautet die Differentialgleiühung der Be- 
schleunigungl) : 

d Y  CY 
E d t z  --Dl sin(:+ c p $ < r ) + D z s i n ( ~ + r p + y + ~ ) + D 3 ( ~ - e - ~ ) .  

Dl, D, und D, hiingen zusammen durch die Reziehungen: 

- Dl sin ( E  + p;) + D, sin (C + rp + y )  + - e )  = O 
und: 

- D, sin 6 + U,  sin (S  + y )  = 0 .  

Dann folgt durch Reihenentwickelung: 
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Daraus folgt: 

sin (5 + rp) - U ,  sin (6 + rp -t 7))' i (Dlp--- - - -- $ 8 -  . . 
9 (II, cos (5  + gi) - D, cos (6 + f Y )  + ==) 

Ablenkungen an der schwingeaden Galvanometernadel konnen ein- 
mal durch weitere Drehung des Torsionskopfes herrorgebracht werden. 
Die Ztechnung gestaltet sich für diesen Fall gane ahnlich, wie in dem 
ersten Falle des Magnetometers. Ferner kann eine Ablenkung hervor- 
gebracht werden diirch einen galvanischen Strom. E i c h  h o  r n  l) hat den 
Fa11 untersucht, daB dabei die Windungen der Galvanometerrollen parallel 
zum Meridian stehen und hat für die neue Ruhelage die folgende Gleichung 
gefundeii: 

worin di die Stromstarke, C die Galvanonieterkonstante bedeuten. Ent- 
wickelt man nach Potenzen von P, so folgt: 

Nithin ist in die allgemeine Ablenkungsformel einzusetzen: 

Dann folgt: 

D c o ~ ( ~ + ~ ) - D , c o s ( b . f q + y )  di p = P- - -- 

D, cos'(6 + <p) - B, cos (b. + <p + y )  + ~y C 

+ . . .  
Um durch das Experiment in allen diesen Fallen den Zusammen- 

hang zwischen der Asymmetrie der Schaingongen und der Asymmetrie 
- .- - 

1) F. Eichhorn Diss. M. o. S. 41. 
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der Ablenkungen zu prüfen, beobachtet nian eiue Anzahl Ablenkungen, 
berechnet nach der Methode der kleinsten Quadrate die Koeffizienten 
u, y,p, . . . und aus diesen nach den angeführten Formeln die Koeffizienten 
von @+Pa4 . . in  der Reihe für 8,. Beobachtet man andererseits eine 
Anzahl Umkehrpunkte der Schwingiingen, und berechnet aus diesen 
nach der Methode der kleinsten Quadrate die Koeffizienten von a2a3. . . 
so müssen diese Werte mit den vorhcr gefundenen übereinstimmcn. Sind 
endljch die Konstanten bekannt, so lassen sich die Koeffizienten auch 
direkt berechnen. 

Für den Zusammenhang zvischen Schwingungen und Ablenkuuge~i 
in dem zuletzt betrachteten Falle des Galvanometers hat F. E i c h h o r n  
eine andere Formel gefunden, die indessen nur f ü r  diesen speziellen 
Fa11 gilt und a m  der allgemeinen Formel hervorgeht, weil für diesen 
spezic~llen Fa11 no - - c, pl, n, - - 2 c, ist. 

Geschwindigkeitsanderung eines bewegten Hohlraums 
infolge von Kompression. 

Von ANTOX ~ E I ~ E R  in Dillingen a. D. 

In der Dynamik bewegter Hohlraume verdicnt folgender Fall Be- 
achtung. Ein Hohlraum mit unendlich dünnen, vollkommen spiegeln- 
den Wiinden bewege sich mit der Geschwindigkeit q in der x-Richtung. 
Seine Grenzflichen seien senkrecht zu den Koordinatenrichtungen. 
Senhecht zur Beaegungsrichtung m6ge -der IIohlraum durch auBere 
Kriifte komprimiert werden. Eine translatorische Kraft sei nicht vor- 
handen. Dann verlangsamt sich die Bewegung des Hohlraiims von selbst. 

~ i e  BewegungsgroBe berechnet sich aus der Energie der Rohl- 
rauiiîstrahlung mittels der Formel 

wie sich aus den von Herrn P l a n k  angegebenen Formelnl) ergibt. 
Die Zunahme der BewegungsgrGBe ist also 

Die Energie nimmt infolge der Kompression zu um die GroBe 

(3) dE = - p d V ,  

1) Aun. d. Phys. 26. S. 9, 1908. Gleichiing (3) und (5). 
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312 Gesch~indi~keitsandening- eines bewegten Iiohlraums iisw. Von A. Wmmi. 

wo p den Druck pro Fliicheneinheit vorstellt Da keine Translations- 
arbeit geleistet wird, ist die Zunnahme der BewegungsgroBe Null: 

(41 d G  = 0 .  
Gleichung (1) gibt also wegen (2j und (3) 

4(Sc' -  q''i 
(5) 

4 q O =  -- ' E r l y - -  p - p . p d P  
(3c5 + q y  3 c  + Y  

Weil aber ') 

vi rd  aus 15'1 

Soll die Verlangsamung vermieden werden, dann mu!? eine entsprechend 
groBe translatorische Kraft hinziitreten. Es  ist 

J '=  y d G .  

Die GroBe d G  finden mir aus (2), wenn a i r  dort dq - O setzen. Es 
ergibt sich 

_F;- 4" d E ,  
3 c 2 +  q 2  

und mit Rücksicht auf (3) und (6) 

Untersucht man den letzteren Vorgang, wo eine translatorische 
Kraft vorhanden ist, im Ruhsystem des Hohlraums, so wird auçh dort 
der Hohlraurn komprirniert. Eine translatorische Kraft, ist  jedoch in 
diesem bewegten System nicht vorhanden. Beirn Übergang von einern 
System zum anderen kann also die Translationskraft verschwinden. 

Diese Tatsache ist iibrigens schon ~nthal ten in den Plankschen 
Transformationsformc1n2) für  die Kraft II;: Dieselben lauten fiir eine 
ir? der Bewegungsrichtung wirkende Kraft 

Wenn PL, Null ist, kann soniit F, immer noch von Null verschieden sein. 
d S Wie die Formel (9) zeigt, hhat die Zuführung von Wiirme (= ï' z) 

eine analoge Wirkung wie die Kompression. 
pp 

1) a. a. O. S. 8 Zeile 1. 

2) a. a. O. S. 1 2 ,  G1. (32). 
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Die Transformation von Energie und Bewegungsgrole. 
Von ANTON WEI~ER in Dillingen a. D. 

Energie und BewegungsgrGBe einer I I~ f i l r au rns t r ah lun~  lassen sich 
auf ein bewegtes System folgendermaBen direkt transformieïen. Der 
Hohlraum ruhe im gestrichenen System Z': welches sich im unge- 
strichenen System Z in der x- l t ichtung mit der Ge~chwindigkeit p 
bewegt. 

In E' sintl alle Ilichtungen des Hohlraumes gleichwertig, d. h. die 
Nittelwerte von Q ,  Q und LE@] sind für jede Ilichtung gleich groB, 
speziell auch für jede Koordinatenrichtung. Lhher gelten die Glei- 
cliungen 

(lj M ( @ i 8  + Qé2) = + @ g e )  = Jf(E_'z + 8; s, = +- ni (Ef2  + QT2).  

(2 ) LT[@'S,'],= Jf[@'Q'],= N[6'.fj ']z= 0. 

Fiir die ungestrichenen GrGBen gelten diese Gleichungen nicht. Die 
Einsteirischenl) Transforniationsgleichungen geben die Werte  

E, = EL 8, = 81. 

Hieraus berechnen wir 

Gehen wir zu den Mittelwerten über, d a m  erhalten wir, gemaB 

(1) (2) 
S c Z { -  pe 

'u(@2 + QP) = 3 (c. - 4') J1(E'2 + Q f 2 ) ,  

oder wenn wir die ruittlere Energiedichte mit E bzw. E' bezeichnen 

1) Ann. d. Phys. 17, S. 909, 1905. 
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314 cber  eine zweckmiiBige Kon~trukt ion  deu Stangenplanimeters. 

Das Volumen transformiert sich mittels 

Also ergibt sieh aus (3) die Transformationsgleichung für die Energie E 

In analoger Weise laBt sich die mittlere Energiestriimung transfor- 
mieren. Wir brauchen nur deren 2-Komponente zu berechnen, da nur 
diese von Null verschieden sein kann. E s  ist 

GemaB Gleichungen (1) und (2) wird daraus 

oder, wenn a i r  die mittlere Irnpulsdichte mit g bezeichnen 

Über eine zweckma8ige Konstruktion des Stangenplanimeters. 
Von HOHST VON SANDEN in Gottingen. 

Das von dem daniachen Offizier P r y t z  erfundcne Stangen- oder 
Beilplanimeter besteht in einer zweimal rechtwinklig umgebogenen - - - 

Stange, die an einem Ende in einer Spitze A endigt, am anderen in 
einer Schneide B (Fig. 1). Führt man die Spitze A auf einer Kurve c, 

-. - wahrend man die Schneide leicht 
*ig. 1. 

gegen das Papier drückt (und die 
Ebene der Stange verfika1 halt), so 
wird die Schneide, d. h. ihr Reriih- 
rungspunkt, einc Kurve y beschreihen, 
derart, deB wahrend der Umfahrung 
die Tangente iru Punkte B von y - 

durch die Spitze A. geht, da sich js B in jederu Moment Iiur in der 

Richtung der Schneide (d. h. der Geraden BA)  bewcgcn kann. 
Umfiihrt man mit der Spitze A eine geschlossene Kurve, von einem 

Punkte anfangend bis wieder hin xu diesem Punkte, so beschreiht die 
Schneide B eiiie, im allgemeinen mit Spitzen vcrschene Kurve, die sich 
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V o n  HORST VON SAXDEN. 315 

nicht schlieBt. 1st A,B, die Anfangslage des Systems und A,B, die 
Lage nach der Umfahrung, so zeigt die Theorie des Instruments1), da5 
der Winkel rg zwischen Anfangs- und Endlage der Stange, multipliziert 
mit dem Quadrat ihrer Lange, gleich ist  dem Ylkheninhalt der von A 
unifahrerien Kontur   lus einem leicht abxusch%tzenden Korrektionsgliede. 

Beim Gebrauch des Instrumentes in dieser Porm ist erstens die 
IIandhabung nicht gerade bequem, und zweitens ist der Winkel cp müh- 
eam und nur ungenau zu ermitteln. Daher wurde das Instrument in 
folgender MTeise abgeandert. Statt der Schneide B wurden zwei Rollen 
(mit scharfem Rande) R, und R, angehracht, die auf einer z11r Stange 
AR rechtminkligen Achse sitzen (S. Fig. 2). Der Punkt B der Achse 
wird dann genau so wie durch die Schneide ge- 
führt. Die Berührungspunkte der Rollen be- Ri 
schreiben auf dem Papier zwei Parallelkurven 
zu der von B beschriebenen Kurve. 1st a der 
Abstand der Rollen von B, 80 gilt folgendes: Es  
wi ds ein Rogenelement der von 73 beschriehenen 11' IF 
Kurve, d ~ ,  und d~~ die entsprechenden von den Rollen durchlaufenen 
Bogenelemente der Parallelkurven. 1st r der Krümmungsradius der 
B-Kurve und dq der Winkel zwisühen zwei Nachberlagen der Stange 
AB, so ist: 

ds = r . drg, 

dal  = (rf a) - d y ,  

d~~ = (r - a ) .  dg>, 

daraus folgt: da,-d6,- 2 .  a m d a ,  und &dl- d6,= 2 .  a e q .  

Die Differenz der Bogenlangen, der von den Rollen durchlaufenen 
Parallelkürven, ist also proportional dem Winkel rp zyischen der An- 
fangs- und Endlage der Stange AR. 

Diesc Differenz der Bogenlangen ist nun aber gleich der relativen 
Verdrehung der Eoilen meinander, welche sich mit gro5er Genauigkeit 
ablesen liBt. Zu dieserri Ende kt jede Rolle starr verbuuden mit einer 
Trommel (S. Fig. 3 in der Mitte der Acbse). Der Crnfang der einen 
Trommel tragt eine Teilung, wahrend die andere Trommel zwei um 
180° auseinanderstehende Nonien tragt. Die Verdrehung wird nun an 
dem gerade sichtbaren Nonius abgelesen. Diese Ablcsung gibt multi- 
pliziert mit einer Konstanten den Fliicheninhalt, wobei noch eine Kor- 
rektur anzubringeri ist. 

1) cher die Theor i e  f i .  C. R u n g e ,  Ztschr. f. Vermessungswesen, Bd. XXlY 
(1895), I I e f t  12:  S. 321 ;  A. K o r s e l t ,  diese Zeitschr. f. Math.  u. Physik, Bd. 43 

(1898), S 31%. 
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316 fiber eine zweckrniiflige Konstrnktion des Stangenplanimeters. 

Die leicht zu messenden Konstanten des Apparates sind: der 
Rollendurchmesser, der Abstand der Rollen (d. h. ihrer scharfen R ide r )  
voneinander und der Abstand des Fahrstiftes von der Rollenachse. 

Dieser ist verstellbar eingerichtet, indem der Fahrstift an einer 
Hülse befestigt ist, die auf der ,,Stange" gleitet und festgestellt werden 
kann. Der Abstand p von der Rollenachse kann an einer Teilung auf 
der Stange abgelesen werden. 

Fiir die Handhabung des Apparates ergeben sich aus seiner Theorie 
folgende einfache Itegeln : 

Der Schwerpunkt der au umfahrenden Fliche bzw. ein diesem, 
nach AugenmaB, moglichst benachbarter Punkt, wird durch eine Gerade 
mit einem Punkte .der Kontur verbunden. D a m  wird der Fahrstift 

W. S. in den Schwer- 
- 

' 

punkt gebracht, 
aus diesem rings 
jener Geraden bis 
zur Kontur ge- 
führt, und nach 
Umfahrnng der- 
selben wieder zu- 
rück zum Schwer- 
punkt, worauf der 
Nonius abgelesen 
wird. Die Ab- 
lesung wird mit 

einer aus einer Tabelle zu entnehmenden Zahl multipliziert und damit 
eine erste Niherung für den Flhheninhalt gewonnen. Diese kann 
natiirlich durch mehrmalige Durchfahning des oben angegebenen Linien- 
zuges und Bildung des arithmeti~chen Mittels der Ablesungen wesentlich 
verbessert werden. Es empfiehlt sich hierbei, um den EinfluB des Fehlers 
in der Schatzung der Schwerpunktslage zu vermeiden, die Anfangslagen 
der Stange bei den einxelnen Yessungen immer um 180°, bei noch 
gr6Berer Anzahl der Messungen irnmer um 90° abzuiindern. 

Von dem so ermittelten Nàherungswert ist eine Korrektnr abzu- 
ziehen, welche gleich ist dem polaren Tr5gheitsmomente der Flache be- 
züglich des Schwerpunktes dividiert durch das doppelte Quadrat (2 .p? 
der Stangenlange, d. h. Abstand des Fahrstiftes von der Rollenachse. 

Zur Schatzung dieser Korrektur denke man sich die xn messende 
Flache durch einen urn den Schwerpunkt geschlagenen Kreis gleichen 
Triigheitsmomentes ersetzt. 1st r sein Radius, so wird die Korrektur 

1 r4 .a  k = a - Die Werte der Korrektur 7c konnen einem Nomogramm 
P 
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entnommen werden, das dem Apparat beigegebcn wird.l) E s  wird dann 
jedenfalls keine Schmierigkeiten haben, wenigstens eine obere und eine 
untere Grenze für die Korrektur anzugebsn. 

Die Genauigkeit des Apparates ist ceteris paribus dem Abstande 

1) Setzt men y = log k ;  x - l o g p  so besteht das hTomogranirn hei einem 
rechtwinkeligen Koordinatensystem mit logarithmisühen MaEstaben auf den Achsen 
in der ParallelKeradenschar: 2 2 + y - 4 log r + 0, 1049 = O 

der Rollen vuneinander proportional. 
Da das auf die Rollen wjrkende Drehmoment relativ zu den Rei- 

bungswiderstanden der Rollenlager groB ist, gibt eine robuste busführung 
des Apparates schon gute Resultate. 

Es wurde ein Apparat ausgeführt von folgenden Dimensionen: 
Ilollendiirchmesser: 40,00 mm. 
Rollenabstand: 150,21 mm. 
p variabel zwischen 50 mm und 192 mm. 
Cmfang der Trommel iii 100 Teile geteilt, so daB die Koniuseinheit 

10oi des Umfanges angibt. 
Preis: 54 A. 
Zur Kontrolle wurde ein Kreis von 9 3 3  mm Radius mehrfach vermessen: 
Bei zehn Umfahrungen wurden folgende n7erte in Noniuseinheiten 

abgelesen, wobei halbe geschiitzt wurden: 
Ezir p = 191 
10,5 ' 
10,O 
10,O 
10,O 

1°'0 
10,s 
10,O 
1 0,0 
10,o , 

Arithm. Mittel: 10,15. (Mittlerer Fehler des Mittels: 0,07.) 
Als erste Naherung ergibt dies: 309,77 qnim. 
(Konstante: 30,52.) 
Die Korrektur wird: (g)'. 100 . 0,s = 0,22, d. i. 0,07O,',, 

also gibt das Instrument: 309,55, wogegen der wahre h h a l t  
309,79 qmm ist. 

Die Abwei~hung betragt mithin 0,24, d. i. 0,08°/0. 
n e r  lnittlere Fel~ler  nznc7~t 0,07 . 30,52 = 2,l qmm, d. i. 

0,7 "/,, aus. 

Für p = 101 ergaben zehn Ablesungen: 
37,O 
36,5 
36,O 
37P 
36,5 
36,5 
37,0 
36,O 
36,O 
3t45 

Im Mittel: 36,50. (Mittl. Fehler: 0,13.) 
Konstante: 8,53. 
Erste Xiiherung: 311,54. 

' Korrektur: (g)' , 100 - 0,8 = 0,79, d. i. 0,2°/07 also ist das 
Resultat: 310,53. 

Die Abweichung ist: 0,8 0,27OlO. 
Dm mittlere Fehier wzacAt 1,1, d. i .  0,4°i0 nus. 

, 
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Sieht man von dem Korrektionsgl~de ab, so zeigt sich, daB bei 
mittleren Stangenlingen p der mittlere Fehler des Resultates etwa um- 
gekehrt proportional der benutzten Starigenlange ist. Die Konstante 
d. i. der Blichenwert der Noniuseinheit nimmt aber mit der zweiten 
Potenz von p ab. 

E s  empfiehlt sich also, p so klein einzustellen, daB der mutmaB- 
liche Fehler beim Schatzeli des Tragheitsmomentes etwas unterhalb 
des Fehlers bleibt, der durch den mittleren Ablesungsfehler ver- 
ursacht wird. 

Eine zehnmalige Umfahrung des Kreises mit einem Coradischen 
Kompensationspolarplanimeter ergab die Ablesungen: 

Für weitere Ausführungen des neuen Apparates ist beabsichtigt, 
den Umfang der Trommel in 200 Teile zu teilen und den Rollen- 
abstand auf 200 mm zu erhohen, sowie auch die Lange der Stange zu 
vergroBern, so daB die Genauigkeit des neuen Planimeters an die der 
genauesten bekannten heranreichen dürfte, wahrend der Preis etwa 80Q/, 
niedriger ist. 

3970 
38,O 
37,5 
40,O 

G o t t i n g e n ,  Pebruar 1911. 

Im Yittel: 38,70. (Mittl. Behler des Mittels: 0,36.) 
Konstante: 8. Gemessene Flache: 309,6; dbweichung: 0,2. 
Der mittlere Fehler nzacht 2,9, d. i. O;SO/~ aus. 
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Biicheischau. 

Bücherschau, 

Perry, J., H o h e r e  Analys i s  f ü r  I n g e n i e u r e .  Autorisierte deutsche 
Bearbeitung von R. F r i c k e  und B. S ü c h  t i n g .  2. vermehrte und verbesserte 
Auflage. [XI u. 464 S.] 8' m. 1 0 6  Textfiguren. Leipzig 1910,  B. G. Teubner. 
Geb. ,& 13.-. 

Die Herausgabe der ersten deutschen Auflage dieses Buches war eine 
literarische und padagogische Ta t  gewesen. Literarisch, weil es bis dahin kein 
auch nur entfernt ahnliches Buch gegeben hatte, das so geeignet gewesen ware 
dio Kluft zwischen Mathematik und Technik zu überbrücken, padagogisch, 
weil der Verfasser - ein Lchrtalent allerersten Ranges - es wie kcin zweiter 
versteht, auch schwierigere Entwicklungen als so einfach hinzustellen, daB 
auch der Schwachere unwillkurlich Mut faBt und dadurch wie von selbst zum 
Verstiindnis durchdringt. Der buchhandlerische Erfolg blieb nicht aus. Heute 
prasentiert sich nach 8 Jahren schon eine zaei te ,  vielfach verbesserte, um 
40 Seiten vermehrte Auflage. Abgesehen von einer groflen Menge von 
Andermgen und Erweiterungen, die auf exaktere Darstellung und leichtere 
Verstiindlichkeit abzielen, wurden vor allem die technischen Rezeichnungen 
durchweg so abgeiindert, dafl sie mit den in Deutschland gebriiuchlichsten 
übereinstimmen. 

Für solche, die das ausgezeichuete Buch noch nicht kennen, ein paar An- 
deutungen. Das Buçh ha t  drei Kapitel. Uas 1. Kapitel ha t  die einfache 
Cberschrift »zn«, das II. »e" und s i u x c  und das ILI. ~Schwierigere Aufgatien 
und Lehrsatze«. Die ersten zwei Kapitel geben, immer a n  der Rand von 
sahlreichen Beispielen sus  der theoretischen Physik und aus alleu Gebieten 
der Technik, die auf die Funktionen der Überschrift bezüglichen Entwicklungen, 
wiihrend im ILI. Kapitel das ganze Stoffgebiet zusammengefaBt, über das 
Bllernotigste hinaus erweitert und auf schwierigere Probleme angewendet 
wird. Das Buch is t  j a  fü r  Ingenieure geschrieben, es ist  aber auch dem 
Studicrenden der Ilathematik in  jcdem Stadium sciner Entwicklung zu emp- 
fehlen. Im Anfang wird er dic cinfachsten Begciffc hier in  auBerordentlich 
fischer Weise dargestellt finden und sie auf die gewohnlichsten Funktionen 
anwenden lernen, indem er  sich die Bekpiela answahlt, die seinem Gedanken- 
kreise zunachst liegen. I n  spiiteren Semestern wird der Mathematiker die 
strengeren Nethoden kennen lernen müssen, aber P e r r y  wird d a m  seinen er- 
weiterten Kenntnissen immer neiie Reispiele iinterlegen, an denen e r  seine 
Krdfte üben, seine t,heoretischen Stiidien erganzen kann. P e r r y s  Riich wird 
auch den Mathematiker nirgends abçto~en; denn wenn der Verfasser auch 
alles bei Seite M t ,  was dem Irigrnieur gleichgültig sein kaun, so ist doch 
das, was geboten wird, in durchaus makhematischer Auffassimg gegeben und 
besonders die Grundbegriffe sind einwandfrei erlautert. Der Verfasser i s t  
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auch Mathematiker. das sieht man auf jeder Seite. Wer es recht erkenneri 
will, der vergleiche nur einmal ein anderes »popular« sein wollendes IJuch, 
z. B. die ,,Grundzüge der Differeutial- und Tntegralrechnung" von P. Bendt, 
die in  der Reihe der W e b e r  schen Katechismen eben in vierter Auflage heraus- 
kamen. 

F ü r  eine dritte Auiiage ware vielleicht aber doch zu überlegen, ob nicht 
die Stctigkeit irgendwo erliutert werden sollte. Der einfache Hinweis der 
Reschrankung auf stctigc Funktionen mit stetigcn Diffcrentialquotienten würde 
dann manühen Satz oder Beweis besser fundieren. Die »Kettenlinie« aiif 
S. 2 0 7  ist ein exakter Kreisbogen. D a  eine Glattung des Stils schon für diese 
Auflage ausdrücklich hervorgehoben wird, konnte man in der dritten dam 
wenigstens einine der vielzuvielen » derselbe, dieselbe, dasselbe« durch »Ar, sie, 
es« ;der »dies, dirse, dieses«, und dns oft gehraiichte, altertiirnelnde »dieser- 
halb « durch » deswegen, deshalb K o. #. ersetxen. 

Pirmasens. H. WIELEITNER 

A. Hrill. V o r l e s u n g e n  zur Einführung in d i e  M e c h a n i k  r a u m e r f  üliender 
Massen.  Mit 27 Figuren. X u. 236 S. Leipzig und Berlin 1909, 
B. G. Teubner. Geh. h! 7 .  -, geb. a.-. 

Wenn eiumal eiue Geschichte der phyikalischen Systeme geschriebeu wird, 
v i e  es eine Geschichte der philosophischen Systeme schon lange gibt, d a m  wird 
man, n-ie ich glaube, nicht ohne Verwunderung sehen, da0 das, was eigentlich 
als das Xatürlichste erscheint, die unbefangene Schilderung der Vorgange, erst 
mühsam erobert werden niuBte, da0 vorher eine uralte, auf metaphysischer 
Grundlage beruhende L"oer1icferung ihren EinfluB ausübt und den Forscher nur 
mit vorgefaBten Meinungen und vorgebildeter cberzeugung a n  die Erscheinungen 
i n  der Katur  herantroten laBt. Wic lange ist der Grundsatz der mechanischen 
Welterklirung, daB alles Geschehen im lotzten Grunde Bewegung ist, mit 
volliger Bestimmtheit ausgcsprochen worden, ohne da6 die tatsachlichen Be- 
obachtungen irgendeine Berechtigung dazu boten! Man weiB ja, wann zuerst 
durch die Herleitung der wirklichen Erscheinungen ails mechanischen Hypo- 
thesen die Ziiriickfiihrung des Tlichtes und der Wiirme auf newegungsvorgange 
eine wissenschaftliche ~ e k i i n d i i n ~  erfaliren hat ;  aher dies war s i  spat der ~ a l l ,  
da.0, als es geschah, schon gleichzeitig diirch Faradays experimentelle Unter- 
suchungen die Rraktion gegen die rein mechanische Aiisdeutung der Xatur ein- 
trat.  Nach F a r  a d  a y schuf M a x w  e 11 die elektromagnetische Lichttheorie, 
welche die Abwendung von der Mechanik als dem Erklarungsgrunde aller Er- 
scheinungen f o r t ~ h r t e ;  aber gerade durch M a x w e l l  bekam die Nechanik 
eine neue Bedeutung für  die allpemeine Naturauffassung: sie sol1 eine Erklarung 
der  ~ a t u r e r s c h e i n u i ~ e n  daduich liefern, daU sie gewisse parallele vorgin& 
zeigt, die der anschaulicheu Erfassung natier liegen. Es  beginut damit das 
Aufsuchen von rnechanischen Bildern für  Erscheinungen, von denen man sich 
bewuBt kt, daB sie in ihrem Wesen ganz anders geartet sind. Aber die Mechanik 
ist selbst nicht immer die Schilderung von wirklichen Bewegungsvorgiingen! 
sie ist oft nur die mathematische Darstellung idealer Erscheinuugen. So han- 
delt die theoretiçche Hydrodynarnik nicht unmittelbar von der Bewegung re- 
aler Flüssigkeiten, sondern sie beruht auf Voraussetzungen, die in der Wirk- 
lichkeit nicht erfüllt sind. Dadurch wird ihr nichts von ihrem Wert genommen, 
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dieser Wert wird nur ein ganz anderer a ls  der der  praktischen Hydraulik, er 
ist ebenso wie der Gegenstand ein idealer. Hingegen hat  es die Theorie der 
festen elastischen K6rper in  gewissem Sinne vermocht, ideale und praktische 
Bedeutung zu vereinen. Dafür scheinen aber die Grundlagen dieser Theorie 
vie1 weniger selbst~e~stlindlich als die der Hydrodynamik. Man fuhlt, wie hier 
erfahrungsmii0ige Grundlagen zur Feinheit der mathemalischen Abstraktiun 
abgekliirt sind, wahrend die Begründung der Hydrodynamik von E u l e r  aus 
der vollen Gestaltungsfreude der mathematischen Phantasie heraus, unbekümmert 
um alle Empirie, geschaffen kt. Diese Bemerkungen holen ein bii3chen weit 
aus, und sjo sind auch allgemach zu Binsenwahrhcitcn gcworden, aber sie 
scheinen mir doch unerlaBlich zum Verstandnis des Buches, dem wir ein paar 
allgemein orienticrende Worte widmen sollen; sie scheinen mir vor allem notig 
für den, der die mathematischen Darstelliingen mit den Augen des Technikers 
anzusehen gewohnt is t  und von ihnen unmittelhar greifbare Resultate erwartet. 

Dieses Buch geht aber über die theoretische Hydrodynamik und die Elasti- 
zitiitstheorie, denen es zunachst gewidmet ist, in  bemerkenswerter Weise hinaus. 

Um die Nitte des vorigen Jahrhunderts ha t  sich in  England das Uedürf- 
nis herausgestellt, noch andere Jledien als die elastischen festeu Xorper und 
die idealen Flüssigkeiten in Betracht zu ziehen; es handelt sich insbesondere 
un ein Medium, das ahnlich wie gallertige und schaumige Massen der Drehung 
seiner Teilchen widerstrebt. Dieses von M a c  C u l l a g h  und W i l l i a m  T h o m -  
son eingeführte Medium ist es, was B r i l l  in dem vorliegenden Ruche a h  quasi- 
elastisches Mittel behandelt, und i n  der mathematischen Theone dieser Medieu 
voUendet sich die knapp, aber verstandlich gchaltcne Darstellung; Diese Theorie 
bildete jedoch sozusagen nur  den Rumpf des Buches, sein Kopf is t  die Her tzsche  
Mechanik, die zuerst fü r  Punktsysteme entwickelt und dann, meun auch mit 
gewissen notwendig werdenden Einschranki~ngen, auf raiimerfiillende Massen 
ühertragen wird. Der Schwanz, in den das Buck auslauft - man vereeihe 
mir das unpoetische Wort,  aber es drückt nicht bloB das Ende, sondern auch 
die Zuspitzung aus - is t  dann der elektomagnetischen Lichttheorie gewidmetj 
für die in  den quasi-elastischen Mitteln das mechanische Bild gefunden wird 
und an die sich die Elektronentheorie und das Relativitiitsprinzip angliedert. 
Der Verfasser will hier keine xusammenfassende Darstellung, sondern riur eine 
erste Eiuführung geben, und es ist  klar ersichtlich, wie ihrn die ehrliche, warni- 
herzige Begeisterung für  diese neuen Ideen die Feder geführt hat. 

Braunschweig. H. E. SIMERDING. 

Zeitschrift f. Mathemstik o. Physik. 59. Hand. 1911. Heft 3 
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Ein mechanisches Problem aus  der Theorie der Laval- 
Turbine, behandelt mit Methoden der Himmelsmechanik. ') 

Von W. BEHRENS in Gottingen. 

Die vorliegende Arbeit behandelt die Bewegung eines mechanischen 
Systems, welches man durch Idealisierung der Dampfturbine von de Lava l  
erhiilt. Diese Bewegung hat man bereits auf verschiedene Weise an- 
geniliert daigestellt"; aber trolzdern kennt man sie noch nicht genügend, 
denn alle diese Kaherungsformeln versagen für eine besondere und zwai. 
die interessanteste Klasse von Anfangsbedingungen, für den sogenannten 
kritischen Bnfangsimpiils. Die vorliegende Arbeit wendet Naherungs- 
metlioden der Himmelsmechanik auf das Problem an und erzielt dadurcl1 
zwei Fortschritte: sie erweitert die vorhandenen Niiherungsformeln des 
alylemeinen Falles und fügt neue hinzu, die für den besonderen Fail des 
kritischen Anfangsimpulses gültig sind. 

1. Da8 Problem und seine Behandlung mi t  den gewohnlichen Methoden. 
1. Beschreibung des zu betrschtenden mechaniachen Systems. 

Die Dampfturbine von de Laval id ,  vom Standpunkte der Mechanik 
aus betrachtet, ein Schwungrad auf einer elastischm Welle, deren 
beide Enden fest gelagert sind. Charakteristisch für sie ist die Eigen- 
schaft, daB sie in der Nahe einer bestimmten, der sogeliannten kritischen 
Umdrehungszahl stark ,,schleudert", wiihrend sie im übrigen ruhig und 
leicht liiuft. Die Theorie lehrt allerdings, daB es unendlich viele solche 
kritisehe Umdrehungszahlen gibt; aber für die Praxis kommt 'davon 
nur  eine, (lie kleinste, in Betracht, die man deshalb ais ,,die kritische 
Umdrehungszahl" schlechthin bezeichnet. Die hoheren kritischen Um- 
drehungszahlen liegen weit über denjenigen, die man in der Praxis an- 
wendet und sind um so grofler, je gr6Ber das Verhaltnis der Masse 
des Schwungrades zur Masse der Welle ist. Der Grund für das Vor- 
handensein dieser kritischen Umdrehungszahleii ist der, daB das Schwung- 
rad niemals genau zentrisch auf der Welle aufsitzt, daB der Schwerpunkt 
des Schwungrades nie genau mit der Mittellinie der Welle zusammenfallt. 

Dus mech~anische Systenz, dwch welches k i r  die Laval-Turbine nach- 
ahmen woZZtm, ist sehr einfach ko&ruiert. Wir haben (Fig. 1) eine un- 
-- 

1) Diese Arbeit ist ein Abdruck meiner Inauguraldissertation (Gottingen 1011). 
2) Vgl. die FuBnoten auf S. 344. 

Xeitschrift f. Mathcmatik n. Physik. 59. Band. 1911. Heft 4. 2 2 
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endlich dünne, in der Ruhelage geradlinige Welie, deren beide Endeu 
l i ,L, fest sind. Ini Hdbierungapunkte TV der Welle kt eine unendlich 
dünne, ebene, starre Scheibe auf die Welle senkrecht eu ihr aufgesetzt. 
Der Schwerpunkt S der Scheibe ist von dem Punkte W um die Strecke 

Fig. 1 .  
y (y 2 0) entfernt. Die Welle ist deformierbar und kann sich 
um ihre MitteIlinie drehen; die Scheibe ist infulgedessen be- 
weglich. Wir  betrachten nur solche Bewegungen, bei deneu 
die Scheibe sich in derjeuigen Ebene bewegt, die auf der 
Strecke L,L, in deren Halbierungspunkt O senkrecht steht. ) Durch die Deformation werden in der Welle elastische K r i f t ~  

O! erregt, die so beschaffon sein sollen, daB der Punkt W mit einer 
der Entfernung O W  proportionalen Kraft nach O hingezogen 

1 wird. Weitere Krafte und Urelirnomente sollen auf das System 
nicht wirken. Für die Bewegung des Systerns ist die Welle nur 
insofern von Bedeutung, als aie der Sitz der auf Wwirkenden 
elastisçhen Kraft ist. Kümmern wir uns um den Ursprung 

derselben nicht, 80 konneri wir unser System auch folgendermaflen be 
schreiben. Es  ist, ein ehenes, starres System; ein Punkt W dcsselhen 
wird mit ciner der Entfernuiig O W proportionalen Kraft nach dem festen 
I'unkte O hingezogen. Das System hat drei Freiheitsgrade: der Punkt IT' 
kann sich frei bewegen, und das Systern karin sieh urn W drehen.l) 

2. Bewegungsgleichungen. 

Die Bewegiingsgleiçhungen des Systems sind sehr einfach aufzu- 
stellen. Wir legen (Fig. 2) durch O ein rechtwinkliges Koordinateu- 

Riz. z system, nennen die Koordinaten des 
Schwerpunktes S der Scheibe x, y und 
bezeichnen den Winkel zwischen d e i  
von W nach S gerichteten Geradcn und 
der positivcn x-Achse mit c. Die Ko- 
ordinaten des Punktes W sind danil: 

x - p cos c, y - p sin c. 

Wir wahlen die Masseneinheit so, daB 
die MaÉse der Scheibe gleich 1 ist, und 

0 x nehmen die Zeiteinheit so an, da0 die 

Kraft, die auf Er wirkt, dem absoluten Betrage nach gerade gleich der 
Entfernung O TI7 ist. Wir  tun das natürlich, um unnütze Konstanten 

1) Fin etwas anderes hlodell der  Laval-Turbine wird hei F. K l e i n  und 
A.  S o m m e r f e l d ,  Über die Theorie des Kreisels, IIeft 4 (Leipzig 1910), S. 886-893 
betrachtet. Dort iat die Welle in der Kuhelage nicht geradlinig, geht aber durch 
den Schwerpuukt der  Scheibe, wiihreud unser Mode11 sich urugekehrt verhalt. 
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zu vermeiden. Den Triigheitsradius des Systems um den Schwerpunkt 
nennen wir q. 

Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich so, als wenn alle auf das 
Systein wirkenden Kriifte an ihm angriffen. Daa gibt die beiden ersten Be- 
wegungsgleichiingen: zt, = - (cc - p cos c), 

= - (y - p sin c). 

Die Drehung de6 Systems um den Schwerpunkt erfolgt so, da5 das 
Produkt aus Triigheitsmoment und Winkelbeschleunigiing gleich dem 
Drehmoment der wirkenden Krafte um den Schwerpunkt ist. Die 
Romponenten der am Punkte W angreifenden Kraft 

- (x - p. C O B  c), - (y - y sinc) 

haben in bezug auf den Schwerpunkt die Hebelarme 

+ p sin c, - p COS C. 

Die dritte Bewegungsgleichung lautet also: 
q 2 c "  = - (x - y cosc)p, sine + (y -  ps inc)pcosc 

oder q2c '  = - y (x sin c - y cos c). 

Die Bewegun~syleichunge~z des Syslems sind also die folyenc1e.n 

~ " + ~ - ~ c o s e = 0 ,  

(1) y f ' + y  - p s i n c = O ,  
qat" + p(x sin c - y cosc) = O. 

Die lebendige Kraft des Systenis ist gegeben durch 

2 T - x" + y'" q' cr2, 

die potentielle Energie durch 

2 V = (x - y cos c)' + (y - p sin c)'. 

Um die Rewegungsgleichungen des Systems in  der kanonischen Forni 
zu erhalten, führen wir statt der Geschwindigkeiten x', y', c' die Impulse 

ein. Die gesamte Energie des Systema drückt sich d a m  so aus: 
1 

2F = (x - p cos c ) ~  + (y - p sin c)" XX" + YS + P. 
qY 

Die Bewegunysgleichungrn (les Systenzs in der kawnisclzen Form lnuten a1,so: 

Der Ausdruck der Energie 
draten; das wird uns bald 

dX 
--- - - 
d t  
- (x - p COS c), 

d Y  
- - --  

d t 
- ( y p s i n c ) ,  

= - 2 p(x S ~ E  - y COSC). 

des Syatems ist eine Summe von fünf Qua- 
nütslich sein. 

22 * 
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3. Allgemeine Losung. 

In der Mechanik aetxt man gewohnlich voraus, daB aus einer be- 
liebigen Anfangslage und einem belicbigen Anfangsimpulse eines mecha- 
nischen Systemfi einc und nur eine Bewegung desselben hervorgeht. 
Man setzt also voraus, daB es zu einem beliebigen Wertsystem x,, y,,co, 
X,, Y,, Co ein und nur ein System von Funktionen x, y, c, X, Y, Cvon t gibt, 
das für alie t > - O eiriwertig ist, für diese Z ur~seren Differentialgleichungen 
(2) genügt und für t = O in das Wertsptem x,, y,, c,, Xo, Y,, Co über- 
geht. Die Theorie der DiEerentialgleichungen lehrt aber, daB das 
keineswegs selhstverstandlich i d :  wir wollen deshalb diese Frage zu- 
nachst unterauchen. Wir  werden sehen, da8 es tatsiichlich eine und 
niir eine solche Lijsung gibt, und werdcn uns gleichzeitig über ihren 
analytischen Charakter orientieren. 

Wir betrachten eine beliebige Y telle xi, y,, cl, XI, Y,, Cl, t, unseier 
Diff'erentialgleichuqen (2). Die rechten Seiten derselben sind unab- 
hangig von t und an dieser Stelle analytisch in X, y, c, X, Y, C. Dar- 
aus folgt nach dem Existenzsatze der Theorie der gewohnlichen Diffe- 
rentialgleichungen, da0 es eiii und nur ein System von Funktionen 

x, y, C, X, (: von t gibt, das an der Stelle t = t, analytisch ist und 
für t = t, die Werte x,, y,, cl, XI, Y,, Cl annimmt. Hieraus kann man 
zuniichst auf die E x i s t e ~ z  der gesuchten L6sung für alle t schlieBen, 
deren absoluter Betrag unter einer gewissen Zahl z Liegt. Damit hat 
man sechs Elemente der gesuchten Funktionen, und man mird ver- 
suehen, sie lings der ganzen positiven reellen t-Achse fortzusetxeu. 
Der Existenzsatz stellt aber die Moglichkeit dieaes Prozesses nicht sicher: 
es ware moglich, daB fiir ein t 2 -- c eine der Funktionen $;y, c, X, Y ,  C 
singulir wird. Wir werden jetzt zeigen, daB das in dem vorliegenden 
Falle nicht moglich ist. Wir schlieBen uns dabei (lem Gedankengange 
des Cauchyachen Beweises des Existenzsatzes au, machen uns aber 
den eirifachen Bau unserer Gleictiurigen (2) und besondera folgende 
beiden Tatsachen zunutze: 

1. Die Anfangswerte z,, y,, c,, X,, Y,, Co und die Koeffizienten der 
Differentialgleichunghri sind reell: infolgedessen sind alle Werte 
xi,  y,, cl, &, Y,, Cl, die man aus den sechs Funktioriseleinenten 
durch analytische Fortsetzung ldngs der reellen t-Achse erhalt, reell. 

2. Das Energieutegral erlaubt den SchluB, da1 alle diese x,, y,, XI, Y,, Cl 
ihrem absoluten Hetrage nach unter einer nur von den Anfaiigs- 
werten x,, y,, &, Y,, Co abhangigen Grenze liegen. 

Wir werden die Moglichkeit der unbegrenzten Bortsetzbarkeit bewiesen 
haben, wenn wir zeigen konnen, daB für alle durch den beschrieheuen 
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FortsetzungsprozeB zu erhaltenden Punkte x,, Y1) cl, XI, Yi, (71, tl die 
Konvergenzradien der zugeh6rigen Reihen nach Poterizen von t - t ,  
oberhalb einer gewissen Grenze G > O bleiben, die nur abhangig ist 
von x,, yol X,, Y,, Co, nicht von x,, y,, cl ,  XI, YI, Cl, t,. Das wollen 
wir nun tun. 

Der Cauchysche Beweis des Existenzsatzes beruht darauf, daB, 
wenn m m  die rechten Seiten der L)ilferentialglei~hungen (2) durch 
Majoranteri in bezug auf x - a,, y - y,, c - cl, X - XI, Y - Y,, 
C - Cl ersetzt und diejenige L6sung der neuen Gleichungen bestimmt, 
die für t = tl die Werte x,, y,, cl, XI ,  Y,, Cl annimmt, diese Losung 
eine Majorante derjenigen Losung der urspiingèichen Gleichungen in 
bezug auf t - t, id ,  welche denselben Anfangsbedingiingen genügt. Ein 
hiindestmaB der Konvergenzradien der L6sung der neuelz Gleichungen 
ist al80 e fortiori ein solches für diejenigen der Losung der ursprüng- 
ladteri.. Wir wahlen zunachst folgende Najoranten: 

I XI l + (X - XI), I x L I  + (x - 51) + 1 - (E-él) p ,  

ITier haben wi r  bereits von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB cl 
1 

reell ist; denn für komplexe cl ist - im allgemeinen keine 
1 - (c - cl) 

Yajorante für cos c und sin c in bezug auf c - cl. Diese sechs Majo- 
rauten ersetzen wir durch eine gemeinsame Majorante derselben: 

gesetzt ist. Die dieser Majorante entsprechenden Differentialgleichungen 
lassen sich leicht für die gegebenen dnfangswerte integrieren. Die 
L6sung ist gegeben diirr,h: 

wo ri diejenige L6sung der Differentia,lgleichung 

kt, die für t = t ,  verschwindet. Diese Losung ist leicht zu berechnen: 

man finclet 
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wo die Quadratwurzel fiir t  = t,  den Wert  + 1 hat. Sie ist in eine 
Reihe nach Potenzen von t - t, entwickelbar für alle t - t,, für die 

Damit ist eine untere Grenze der Konvergenzradien derjenigen L6sung 
gefunden, die den Differentialgleich~n~en (2) genügt und für t = t ,  die 
Werte x,, y,, cl, XI, Y,, Cl annimmt. 

1 
Diese untcrc Grenze iz3T h h g t  nun aber noch von x,,y,, XI, Y,, C, 

ab, und es fragt sich nun, ob es moglich ist, in ihr diese Werte durch 
die Anf'angswerte x,, y,, Xo, Y,, Co zu ersetzen. Das gelingt in unserem 
Falle in der Tat wegen der besonderen F'orm des Energieintegrals. Es 
ist doch sicher: 

1 
(zl - ,a COS cl)' + (y1 - p sin CJ + Xy + Y: + 7 Cf 

Q 
1 

= (x, - p COB cg)' + (yO - p sin co)a + X t  + Yi + -- C2 
P' O 

Hieraus folgt leicht: 

l ~ l l  S M 0 + 2 P ,  I I  .%+Y, 
IY, I + 2 ~ ,  I l  Mo+ P> 

Daher ist 

und damit ist eine nur von xo, y,, X,, Y,, Co abhangige untere Grenze G 
der Konvergenzradien gefunden. 

Wir konnen also sagen: es gibt eine und nur eine für alle reeilen t 
analytische LGsung x, y, r;; X, Y, C der ~ifferential~leicIzuwgen (2), die 
fur t = O in die vorgegebenm T17erte x,, y,, c,, X,, Y,, (& ühergeht. 

E s  fragt sich, ob es noch eine, niAt für alle reellen t analytische 
L6sung gibt, die dieselben Anfangsbedingungen befriedigt. Eine solche 
müBte schon für t = O niclitarialgtisch sein, sonst ware sie mit unserer 
analytischen LGsung ideritisch. Darnit man sagen korinte, sie nimint 
für t = O die Werte x,, y,, c,, X,, Y,, Co an, müBte sie, wenn t auf 
der positiven reeilen Achse nach Nul1 konvergiert, den Grenzwert 
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xo, Y,, Go> &, Ya, Co haben. Die Tlieorie der Differentialgleiçhungenl) 
lehrt aber, da6 es eine solche L6sung nicht gibt. Folqllich ist die 
analytische Losung a, y, c, X ,  Y ,  C die einzige, die den gegebenen Alzfangs- 
hedingungen gcnügt. 

Das Interessante an diesen Ergebnissen ist, daB in analytischer 
h s i c h t  keine Klasse von Anfangsbedingungen eine ausgezeichnete 
Rolle spielt: in. analytisciler Hi'nsickt sind also dze der Lritisclm Ge- 
schwindigkeit der Lwval-Turbine edsprechenden An./iangsbedzngungen nicht 
ci wsgezezchnet. 

Von den sechs Funktionen x, y, c, X,  Y ,  C liegen X, y, X, I; C für 
aue reellen t dem absoluten Betrage nach unter der nur von den An- 
fangswerten x,, y,, X,, 370, (& abhangigen Zahl 

(1 + n) ( I ~ I  + IyO1 + I &  + 1 Z I  + : I ~ , I  + 2 ~ ) .  

Für c konnen wir dagegen eine solche obere Gi-enze nicht angeben, 
und im augemeinen wird auch keine solche existieren. 

4. Bekannte Integrale u n d  Losungen. 

Nachdem wir uns so über die allgemeine L6sung . unserer Diffe- 
rentialgleichungen orientiert haben, haben mir sie mittels bekannter 
Funktionen als Punktionen der Zeit darzustellen. Das ist bis jetzt 
nicht geleistet; wir wolien kurz zusammenstellen, was in dieser Rich- 
tung geschehen ist. 

Jfan kennt zwei Integraie des Systems (2), das Integral der Energie 
und des Integral der Flachengeschwindigkeiten: 

x Y - y X  f G - 2 L .  

Die Frage, ob noch weitere Integrale existieren, werden wir spiiter 
streifen. 

F ü r  p = O knwt malz alle oo6 Lbkmtgen. D a m  erfolgen Bowegung 
des Schwerpunktes und Drehung des Systems urn den Sühwerpunkt 
unabhangig voneinander: der Schwerpu~ikt bewegt sich unter dem 
Einflusse der elastischen Kraft auf eirier Ellipse, deren Mittelpunkt O 
ist, und das System drsht sich um den Schwerpunkt mit einer kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit UI,. Die Formeln für  die Rewegung 
lauten: 

x = Y,  cos t + &, sin t, X = Q1 cos t -- Pl sin t ,  

(3) y = P, cos t + Q2 sin t ,  Y =  &,cost-  P z s i n t ,  

c =  20,t +CO, C =  Co - qPwo.  

1) Encykl. d. math. miss., Bd. 2, Teil 1, S. 203-204 (P. Paiu levé ) .  
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Für beliebiges p kennt wian nur ma Losungen. Sie sind gegeben 
durch die Forrueln 

P (4) y = -  sin(wot + c,), y =  -- COS (wOt + cg), 
1 - w; 1 - u$ 

c = w,t + c,, C = Co - 
Diese Bewegungen , die man stationare Bewegungefa nennt , wollen wir 
hier nicht diskutieren. Wir  woilen riur darauf aufmerksam machen, 
daB die Formeln (4) f ü r  die Werte w, = + 1 ihren Sinn verlieren. 
Die Werte wo = + 1 spielen hier also eine ausgezeichnete Rolle: wie 
wir hald sehen werden, nehmen sie überhaupt eine besondere Stellung 
ein, sie entsprechen der kleinsten kritischen Geschwindjgkeit der Laval- 
Turbine, die wir frühcr kritische Geschwindigkeit schlechthin genannt 
haben. Da8 es gerade die Werte * 1 sind, ist natürlich Folgc der 
einfachen Annahmen, die wir über die Konstanten des Systems gemacht 
haben. Hohere kritische Geschwindigkeiten besitzt unser System niçht, 
weil wir die Welle als masselos angenommen haben. 

Wenn wir noch hinzufügen, daB S todola ' )  diese stationaren Be- 
wegungen mit Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen auf ihre 
Stnbilitat hin untersucht hat, und wenn wir noch auf zwei Arbeiten 
von F6ppls) und L e c o r n u 3 )  hinweisen, in denen die a1lge)neine 
LGsung approximiwt wird - wir kommeii auf diese beiden Arboiten 
iioch zurück (S. 371-373) - so haben wir wohl alles angeführt, was 
über die allgemeine LGsung unseres Gleichungssysteins bekannt ist. 
E s  war eben wichtiger, die kritischen Geschwindigkeiten komplizierterer 
Systeme zu berechnen4), als die Eewegung im einfachsten Falle ge- 
nauer zu studieren. 

Wenn man nun tiefer in die Bewegung unseres Systerns eindringen 
will, so liegt folgender mTeg am niichsten: man versucht aua den drei 
sirnultanen Differentialgleichungen (1) durch Elimination eine Gleichung 
für eine Koordinate allein zu erhalten. E s  ist in diesem Falie sogar 
sehr eirifach, eine solche Gleichung fiir den Winkel c aufiustellen. Man 
stellt aus den beiden ersten Gleicliungen (1) x und y als Funktionen 
der Zeit t und des Winkels c dar und setzt diese in die dritte Gleichung 

1) A. S t o d o l a ,  Z. d. V. d. h g . ,  47 (1906), S. 130-131; Die Dampfturbinen, 
3. Aufl., Berlin 1905, S. 406-408. 

2) A. F o p p l ,  Zivilingenieur 41 (1895), S. 332-342; Vorlesungen üb. techn. 
Mech., Rd. 4, 3. A d . ,  TJeipzig 1909, S 283-502. 

3) L. L e c o r n u ,  Journ. de 1'Ccole polytechn. 11 (1906), S. 95-107. 
4) Encykl. d. math. Wiss , Bd. 4, Seilbd. 4, S. 380-383 (Th. v. K a r m a n ) .  
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ein. Man erhalt dann eine Differential-Integralgleichung von kom- 
pliziertem Bau für c. Setzt niari die Ausdrücke für z und y in die 
Integrale der Energie und der Fliichengeschwindigkeiten ein und elimi- 
niert e', so erhalt man sogar eine reine Integralgleichung für c; aber 
sie ist so kompliziert, daB man für die Darstellung unserer Bewegung 
dsraus wohl keinen Nutzen ziehen kann. Jedenfalls verfolgen wir 
diesen Wpg nicht. 

II. Reduktion des Problems auf das Problème général de la dynamique 
von Poincaré. 

5. Analogie des  Problems su dem Problem der  Planetenbewegung 
bei Beschrinkung auf klcine Wertc  von p. 

Wir verzichten vielmehr darauf, die Bewegung unseres Systems 
in ihrer Allgemeinheit zu behandelc und beschricdiem uns auf den 
Fall, wo die Exze9ztrizitat p kleiqz ist. Dieser Fall entspricht 
ja auch den wirklichen Verhaltnissen bei der Lavalturbine. Wir  ge,hen 
also von der bekannten Bewegung des Systems im Falle p - O aus 
und fragen: wie gestaltet sic sich für kleine Werte von y ?  

Eine ahnliche Frsgestellung haben wir in dem berühmtesten Pro- 
bleme der theoretischen Mechanik, in dern Problem der n Korper. Man 
hat dort n materieiie Punkte von den Masseii ml . . . m,, die aufeinander 
nach dem Newtonschen Gesetz wirken. Es ist leicht, die Differential- 
gleichungen dieser Bewegung aufiustellen; aber man ist weit davon 
entfernt, die allgemeine Losung des Problems diirch bekannte Funk- 
tionen darstellen zu konnen. Auch hier beschriinkt man sich auf den 

m 
Fall, wo die Verhiltnisse pi = -(i = 2 . . . 11) klein sind: denn gerade 

ml 
dieser Fall ist in der Natur, in der Beweguno; der Planetén um die 
Sonne verwirklicht. Auch hier kennt man für p, = O die all&meine 
Losung der Bewegungsgleichungen: die Sonne bewegt sich geradlinig 
mit konstanter Geschwindigkeit, die Planeten beschreiben relntiv zu ihr 
Keplerschc Kegelschnitte. Hier ist nun dor Übergang vom Falle pi = O 
mm Falle kleiner Werte von pi seit langem rolhogen: man hat un- 
endlichct Mühe und unendlichen Sçharfsinn auf die Berechnung der 
Storungen verwendet, die die Planeten aufeinander und auf die Sonne 
ausüben. Wir woilen versuchen, diesc JIethoden der Himmelsmechanik 
auf unser Problem anzuwenden: die deutliche Analogie zwischen den 
beiden Problemen ermutigt dam. 

6. Dm Problème général de l a  dynamique von Poincaré. 

Die Methoden der Himmelsmechanik hat H. P o i n c a r é  in seinem 
dreibandigen Werke: ,,Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste" 
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(Paris 1892-99) zusammengefaBt, verallgemeinert und auf ihre mathe- 
matische Strenge hin untersucht. E r  stellt ein allgemeines I'roblem 
der Mechanikl) voran, von dern das Problem der n Korper ein spezi- 
eller Fal l  ist. Dieses Problem ist das folgende. Ein mechanisches 
System hiinge von einem Parameter p ab und sei bezogen auf die 
kanonischen Vcrhdcrlichen x, . . . x,, X, . . . X,. Die Energie P des 
Systems enthalte die Zeit nicht explizite und habe, als Funktion 
von p und den x, und X ,  betrachtet, folgende drei Eigenschaften: 

1. P ist an der Stelle p = 0 entwickelbar nach ganzen positiven 
, Potenzen von y : 

F =  F, + pF, + p T 2  f - - m .  

2. P bat in bezug auf jede der Versnderlichen x, . . . x,, die Pe- 
riode 2n. 

3. F0 h b g t  nicht ab von x, . . . x,. 
E s  sind die kanonischen Bewrgungsgleichungen der Mechanik 

für kleine Werte des Parameters p zu behandeln. Um dieses ,,Pro- 
blème général de la dynamique" gruppiert Poincaré die meisten M e  
thoden der Himmelsmechanik: er zeigt, dnB sie, obwohl sie nur für 
die Behandlung des Planetenproblems ersonnen und ausgebildet sind, 
auf dieses Problem çerallgemeinert merden ktinnen. Wir werden 
aho die Anzc:endung der Nethoden der Himmelsmecl~anilc auf unsere 
Frcogesfellzcng sehr erleichtern, wenn wir zeigen konnen, dap sie dern all- 
gen2eine.n Problem von Poincaré untergemdnet werden kann. 

7. Darsteliung der Transformation. 

Wir  haben u s e r  Problem aiif die kanonischen Veranderlichen 
X, y, C,  X, Y, C bezogcn: die Energie 3' des Systems hat danu die 
Form : 

1 
2P= x2 + y2 + Xa + P + - ,P - 2p(xcosc  + ysinc),  

4 

wenn wir die bedeutungslose additive Konstante weglassen. Es 
ist also 

F = l i O + p J 1 ; ,  

F genügt also bereits der Bedingung l., wenn wir uriseren Para- 
meter y mit dem dort auftreteriden Parameter p iidentifizieren. Da- 
gegen genügt &' den Bedingungen 2 .  und 3. nur in bezug auf das 
Veranderlichenpaar c ,  C. Wir  werden also versuchen, statt X,  y, X, I' 
- -- 

1) A. a. O. Bd. 1, S 32-33. 
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audere kanonische Veranderliche a ,  b, A, B einzuführen, welche so be- 
schaffen sind, daB F, als E'unktion von a, b, A, 13 dargestellt, auçh 
den Bedingungen 2. und 3. genügt: die Eigenschaft von P, die Be- 
dingung l. zu erfüilen und den Bedingungen 2. und 3. in bezug auf 
4, C zu genügen, wird ja natürlich durch eine solche Transformation 
nicht zerstort. 

Die Bedingung 2. ist sicher erfüilt, wenn a und b als Winkel 
definiert werden konnen, deren Vermehrung um beliebige Vielfache von 
272 die Energie des Systems nicht iindert. 

Die Bedingung 3. karin durch zmei andere ersetzt werden. Piehrnen 
wir an, sie ware erfüilt, dann lauten die Bewegungsgleichungen für 
a, b, A, B im FaLle p = O  so: 

hus den beiden Gleichungen far A und B folgt: 

Da ferner im Falle p. = O auch C = Co ist, so folgt aus den Gleichungen 
fiir a und Ii : 

(5) a = w a t + a , ,  b = w , t + b , ,  

a F, Z F  wo w, und u., die Werte von n und an der Stelle A,, Bo, C,., 
O A  as 

sind. Umgekehrt, wenn a ,  Zi, A, B kanonische Veranderliche sind, die 
fiir die Hewegung des Systems im Falle y = O die Porm (5 )  haben, 
dam ist Fo nicht abhiingig von a und b; denn die Bewegungsgleichungen, 
auf den Zeitpunkt t = O angewandt, lehren, daB d a m  die Ahleitungen 
O F, a~ . 

und jeder Stelle a,, b,, 44,, Bo, Co verschwinden. 

Wir 7~abeiz also vier FztnA-twnen a ,  h ,  A, H votz x, y,  X, Y zu 
besfimmett, dic folgerzdc Eigenschaften lzaben: 

1. a ,  6, A, B sind kanonisçhe Verariderliche. 

2. a ,  b konncn als Winkcl definiert werden, deren Vermehrung urn 
Vielfache von 2n die Energie des Systems niçht andert. 

3. Für die Rewegung im Falle p = O sind a, b lineare Funktionen 
der Zeit und 

4. A, R konstant. 

TVir zerlegen diese Bestimmung i n  zwei Schritte: wir bestimmen zu- 
niichst a, 6 und darin A, B. 
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Auf die Definition dar Funktionen a und b wird uns die Bewe- 
gung i m  Falle p = O führen. Hier bewegt sich der Schwerpunkt S 
auf einer festen Ellipse. W i r  zeichnen eine Achsenrichtung der El l ip~e 
willkürlich aus und nennen sie nach cinem in der Astronomie üblichen 
Ausdrncke die ,, 4psidenrichtung der Ellipse". W i r  nehinen ein zïj- 
Koordinatonsystem an, dessen Achsen die Actisen der Ellipse sind, und 
zwar sou die Bichturig der positiven Z-Achse mit der A~sidenrichtung 
der Ellipse zusamrnenfallen. Dann künneri wir die Bewegung de8 

Punktes X so darstellen: 
i ? = r n c ~ s ( t + ~ ~ ) ,  j==nsiiil(t+cp,). 

W i r  nennen cp = t + rpo die exzeiitiische Anomalie des Punktes S und 
na und n die Liingen der Halbachseli der Ellipse. W i r  weiçhen clatuit 

Fig. 3. etwas von der üblichen Definition ab; 
denn indem w i ~  festsetzen, da6 die ex- 
zentrische Anomalie des Punktes S stets 
mi t  der Geschwindigkeit 1 w n c h e n  8011, 
miissen wir zulassen, daB nt und auch 
uegative W w t e  annehmen. Das ist im 
allgemeinen uicht iibliüli, in unserem 
Faiie aber z~eckmiii3ig. Nun sollen 
unsere Funlitionen a und b geometrisch 
als Winkel definiert werden k6nnen und 
auBerdem iii dem Falle ,u = O linear Ton 
der Zeit abhangen. Uns bleibt kaiirn 
eine Wahl. Am niichsten liegt es, die 

Definition von a und 6 so einz~irichten, daB im Falle p = O a mit der 
exzentrischen Anomalie rp des Schwerpunktes S' und b mit dem Winkel I/J 
der Apsidenrichtung OX der Ellipse gegen die llichtung OX identisch ist; 
diese Winkel sind ja im Falle p = O u-irklich lineare Funktionen der Zeit, 
es ist doch dann y = t + y. und + = Q0. Natürlich konnen wir für a 
und b auch lineare Funktionen von y und I+!J mit ganzzahligen Koeffizienten 
wahlen, und es ist in der Tat  für das Folgende zmeckmafliger a = y + $, 

O = rp - zu sctzen. D a m  ist a gleich dem Winkel von OS' gegen 
OX in  der Fig. 3, O gleich dem Winkel von OX gegen OS". Um 
nun a und b für eine beliebigo, kinematisch mogliche, also even- 
tuell durch gewisse iiuBere Krifte Ra bewii-kte Bewegung des Systems 
zu definieren, konstruieren wir in jedem ~ e i t p n k t e  t zu ihr die ,,tan- 
gierende elliptische Bewegung": darunter verstehen wir die Bewegung, 
die aus der gegebenen entstehen würde, wenn von dern Zeitpunkte t 
an plotdich die aufleren Kriifte Ra und die Exzentrizitat p rerschwinden 
würden. Die Bewegung heiBt ,,tangierendU, weil xur Zeit t der Punkt S 
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Lei ihr dieselbe Lage und Geschwindigkeit hat, wie bei der wirklichen 
Bewegung. w i r  definieren iiun fiir diesen Zeitpunkt t <p als den gleich- 
eeitigen Wert  der exzentrischen Anoxnalie des Schwerpunktes 8 bei 
der gleichzoitig tangierenden elliptischen Bewcgung und @ ais die 
&%Be des Winkels der Apsidenrichtung der entsprechenden Ellipse 
gegen die Richtung der positiren x -  Achse, und wir setzen dann 
wieder a = + @, II = rp - @ . Dumit sind a und b als J'unlilionen 
der  Te~erüntlerlichen x, y, X ,  Y Eiestimmt; sie genügen der Bedingung 3. 
auf S. 347, und da eine Vermehruug derselben um ganzzahlige Viel- 
fache von 27d die Energie des Systems ersichtlich nicht andert, so ge- 
niigen sie auch der Bedingnng 2. 

Wir wenden uns nu22 z w  Bestintnzung der Fuîzktionelz A und B, 
wobei mir den Redingungen 1. und 4. genügen miissen. Es ist zii- 
niichst fraglich, o h  das iiberhaiipt miiglich ist; es ist durchaus denk- 
bai,  daB man die Funktionen n und O überhaupt nicht zu einem 
System kanonischer Veranderlicher ergSnzen kann, und es ist natürlich 
erst recht moglich, daB dies zwar gelingt, die so bestimmten Funktionen 
A, B aber für die Bewegung p = O nicht konstant sind. In unserem 
Falie wird allerdings die Bestimmung gelingen. 

Eine kanonische Transforn~ation wird im allgemeinen durch eine 
Funktion S(a, h, A, B) vermittelt und ist definiert durch folgende 
Gleichungen: 

x = -  as as 
a x '  Y = , $  

Ulis sind a, b als Funktionen von x, y, X, Y vorgeschrieben. Wir 
berechncn hierans x, y als Funktionen von a, b, X, Y: 

Es fragt sich also, ob man eine solche Funktion S(a, h, X, Y) be- 
stiiiimen kann. daB 

ist. Das ist dann und mir dann moglich, a e n n  die Gleichung 

erfüllt ist, und zwar gibt es in diesem Falle unendlich viele solche 
Puuktionen S :  man erhalt die allgemeinste Funktion S, wenn man zu 
einer speziellen Funktion S eine willkürliche Funktion Zia, b) addiert: 
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Die Veranderlichen A, B, die a, b zu einem System kanonischer Ver- 
iinrlerlicher erganzen, sind d a m  gegeben durch: 

Wenn wir also in unserem Falle der Bedingung 1. genügen wollen, 
so haben wir zu fragen, ob die Gleichung 

ax  riy 
a~ = TX 

erfüllt ist. Wenn das der Pal1 kt, haben wir eine entsprechende 
Funktion S(u ,  b, X, Y) zu konstruieren und die Funktionen 

zri bestimmen. Dann sind a, b, A, B kanonische Veranderliche. Um 
niin noch die Bedingung 4. zil erfiillen, haben wir zu fragen, ob man 

eine Funktion X(a, b) so bestimmcn kann, da6 die Funktionen 

für die Bewegung p = O konstant sind. Erst  wenn wir uns davon über- 
zeugt haben, daB diese beiden Pragen zu bejahen sind, ist die Existenz 
einer Transformation von den gewünsehten Eigenschaften berniesen. 

L m  diese Fragen zu  entscheiden, ist es natürlich notig, x und y 
als Funktionen von a, b, X, Y wirklich zu hermhnen. Zu d e m  Zweclte 
stellen wir zunachst x,  y, X, Y als E'unktionen von a ,  b und m, 17 

dar, wo m, n die i m  Sinne der fiüheren Definition verstandenen Langen 
der Halbaçhsen der tangiereiiden Eliipse sind. In bezug auf clas Koor- 
dinatensystem 3, Y, dessen positive Z-Achse die Apsidenrichtung dieser 
Ellipse ist, sind die Koordinaten des Schwerpunktes 

x = ~zcosgp, y = nsinrp. 

Die Koordinaten X, Y seines Impulses erhalt man, indem man x ,  y 
. d m  d n  

nûch t differentiiert und dabei ai = di = O ,  2 = 1 setit: 
-- 
X = - msinrp, Y = n c o s p .  

Da die x-Achse mit der x-Achse den Winkel 7 )  bildet, so ist: 
m + 71 m-n 

mcoscpcos+-nsin ysin+= - 
-2 

cosa +- cosb= ~cosu+scosb, 

m + n .  m - n .  
y- ~ncosps in++ns inTcos@= -   ma-^ smb= rsinn-ssinb, 

(6) m f m .  m - n .  
X = - ~ ~ h < p ~ o ~ @ - n c o s g p s i n + = -  - -~ ina- - - - s i i ib=-rs ina-~~inb~ 2 2 

nz $ n m - n  y=- msiiirpsin ~ + ~ z c o s p c o s + =  -- cosa- -- cos i'j= ~cosa-scosb. 
2 2 
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Wir berechnen aus den beiden letzten Gleichungen die Gr6Ben r, s als 
Funktionen von a, b, X, Y und setzen sie in  die beiclen ersten 
Gleichungen ein; dann erhalten wir x, y als Funktionen von a, b, X, Y: 

- 2 X c o s a c o s b - Y s i n ( a - b j  - X s i n ( a - b ) + 2 Y s i n n s i n b  x =  y - ~ ~p 

sin (a + b) sin (a  +b) 

Hieraus folgt zunachst, daB die Gleichung 

ax - 9 
~ Y - Z X  

in unserem Falle wirklich erfüllt ist. Man kann also a, b zu eineni 
kanonischen System erganzen. W i r  berechnen eine Punktion S ,  deren 
partielle Ableitungen nach X und Y gleich x und y siiid: 

Berechnen wir nun A und n, indem wir S nach a und b differentiieren 
und darin statt X, Y die Veranderlichen a, b, r ,  s einführen, so folgt: 

Diese Gr6Ben sind bei der Bewegung p = O konstant; mir konnen 
alsa x = O annehmen und setzen: 

A und B hangen also nur von den Achsen der tangierenden Ellipse ab. 

Rs gibt also eine Transformation, die unser Yroblem auf dos Pro- 
blème ,qénéraZ de la dynamique con Poincaré suriickfiihrt, und ulir haben 
sie vollçtandig durgestelit. 

Diese Transformation hat ~ h n l i c h k e i t  mit derjenigen, die man beim 
Problem der pz Korper anwendet: man führt auch dort eine tangierende 
Bewegung, die tangierende Keplersche Bewegung ein, die genau so 
definiert ist, wie unsere tangierende elliptische Bewegung. Gewohnlich 
macht man allerdings dort die Transformation sn, da5 man auf Polar- 
koordinaten beeieht und die gesuchte Transformation aus einer gewisseii 
einfachen vollstandigen L6sung S der für den Fa11 p, = O geltenden 
Jacobischen partiellen Diff'erentialgleichun,a ableitet. Diever Weg 
führt dort schnelier zum Ziele, als es der von uns eingeschlagene tun 
würde: er würde auch in unserem Falle schneiler m m  Ziele führen, 
aber er ist natürlich vie1 unbefriedigender als derjeuige, den wir ein- 

geschlagen haben. 
Die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordinaten a, b, C, A, B, C 

sind niin leicht zu finden. Die Gleichungen (Ci) und (7) lehren, da5  
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die Energie des Systems, durch a, O, c, A, 3, C dargesteilt, folgende 
Form hat: 

Die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordinaten sind also: 

P 
- - COS (a - c), 
2 r 

" cos (b + c), 
2 8 

d A  
= - p r  sin (a - c), 

pss in(b + c), 

8. Zusammengehorigkeit der Losringen der  ursprünglichen 
u n d  der  transformierten Bewegungsgleichungen. 

Wir  haben jetzt also zwei Systeme von Differentialgleichungen, 
die Systeme (2) und (8), und deren Losungen sind einander vermoge 
der durch (6) und (7) gegebenen Transformation zugeordnet. Wir 
wollen, bevor wir weiter gehen, die Art dieser Zuordnung naher be- 
trachten. Wir wollen erstens fragen: wieviel Losungen a, b, c, A, B, C 
von (8) gehoren zu  einer gegebenen Losung x, 9, c, X, Y,  C von (2)? 
und zweitens: wie rie1 Losungen x, y, c, X, Y,  C'von (2) gehoren zu 
einer gegebenen L6sung a, b, c, A, 73, C von (8)? Statt von einer Ltisung 
a, b, c, A, B, C k6nnen wir auch stets von einer L6sung a, b, c, 

' A, 3, C, r, s, sprechen (wo natürlich r2 = A, sZ - U i d ) :  dem die 
Gleichungen (8) definieren r nnd s als einwertige Funktionen der Funk- 
tionen a, b, c, A, B, C und deren Ablsitungen nach der Zeit. Wir 
nehmen natürlich an, dafi alle diese Funktionen x, y, c, X ,  Y ,  C, 
a, b, c, A, B, C, r, s für reelle t reell sind. 

Um die erste Frage zu beantwortcn, leiten wir aus den Gleichungen 
(6) und (7) die folgenden ab: 
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Zu jedem Wertsysteme X, Y, cj X ,  1; C gehort also ein Wertsystem 
tga, tgb, wenn keine der Doppelgleichungen 

x + Y = y X = O ,  
iW - x + Y = ~ + x = o  

erfüllt ist, wenn also die mgehorige tangierende elliptische Bewegung 
keine Kreisbewegung ist. Ein Wertsystem z, y, cl X ,  Y ,  Cl für das 
eine der Doppelgleichungen (10) besteht, wollen wir singulir nennen. 
Man zcigt nun in dem uns am meisten ilitcrcssierenden Falle y > O 
leicht indirekt, dai3 eine beliebig vorgelegte Losung 

x( t ) ,  A 0 7  4 0 1  X(t), w, C(t) 

der Differentialgleichungen (2) in jedem endlichen Zeitintervalle nur 
endlich oft dureh ~ingiiliire Werte çeht. Man kann also sicher eine 
iiwndliche Folge von Werten 

m . <  ti < t , + l < .  . 
lim ti = - m lirn ti = + oc 

a = - -  i =  1-m 

angeben, soda0 die vorgelegte L6sung für keinen inneren I'unlit der 
Iutervalle (t,, t,+,) singular ist; die Formeln (9) definieren also fü r  dau 
Innere der Interralle (t,, ti+,) t g a  und tg  b als einwertige Funktionen 
der Zeit. Wir fassen nun einen beliebigen der Punkte ti ins Auge und 
behaupten, da0 die Funktion t g a  f ü r  lim t = ti einen Grenzwert be- 
sitzt. Das ist evident, wenn füi. t - ti die erste der beiden Doppel- 
gleichungen (10) nicht erfü!lt ist. Besteht dagepen für t = ti diese 
Doppelgleichung, so hat die Funktion 

y - X  
t g a  = -- 

x+ y 

nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung dort ehen Grenz- 
mert, wenn de.r Quotient 

dort einen solchen ha%, iind ewar sind diese Grenzwerte einander 
gleich. Dem Quotienten (II) gibt man mit Hilfe der Differential- 
gieichungen ( 8 )  leicht die Eùrm 

r c +  Y - p c o s c  
-- .- -- 
- y  + ~ + ~ s i n ~  

.and dieser Ausbuck ha.t fiir lim t = ti den Grenzwert - cotg e (ti). 
m i r  definieren nun tga  im Punkte t, diirch seinen Gren%wert fur 
lim t - t i ;  dann ist t g a  fur jedes reelle t eindeutig und mindestens eine 

Zeitachrift f. Mathematik n. Phyaik. 69. Band. 1911. Heft 4. 23 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



354 Ein mechanisches Problem aus der Theorie der Lrtval-Turbine usw. 

1 
der Funktionen t g  a, stetig. Sehen wir zwei Funktionen a ,  die 

sich nur um ein Vielfaches von 2z unterscheiden, als gleich an, so 
gehoren also zu der Losung x, y, c, X, Y, C vermoge der Gleichungen 
(9) zwei und nur zwei einmertige stetige Funktionen a ,  die sich von- 
einander riur um die Koristante n untersçheiden. Dasselbe kann man 
ganz ahnlich für O zeigen, und da c, A, B, C einwertige stetige Funk- 
tionen von x, y, C, X, Y, C sind, so ktinnen wir sagen: Zu einer vor- 
gelegten Losung x, y, c, X, Y, C der Gleichun.geclelz (2) yehorelz vier und 
nur vier Losungen a,, b, e, A, Il, C der Gleicl~ungen (6), die ans einer 
beliebigen derselben durch die Substitutionen 

herrorgehon. Die Funktionen A und B nehmen nur positive Ker te  
n 

an; wenn A - O ist, so ist t g  a = - cotg c, also n - c - + , und 

wenn R = 0 ist, so ist t g  h = cotg c, also 6 + c - + ; - Ziehen wir 

die zugehtirigen Funktionen r, s mit in Betracht, so koilnen wir auch sagen: 
zu jeder Losung X, y, c, X, Y, C gehoren rier und nur vier Losungen 
a, O, c, A, B, C, r, s, die aus einer derselben hervorgehen durch die Sub- 
stitutionen 

", ( a  b P. 
r - s  a + n  b + n  -I -s 

Diese vier Lisungen a, b, c, A, B, C, r, s sind für unsere Zwecke gleich- 
wertig, da ihnen dieselbe Bewegung entspricht: man kann also iiis- 
besondere stets annehmen, da6 die Anfangswerte r, und so positiv sind. 

Noch einfacher erledigt sich die Frage, aieriel  Losungen x, y,c, X, Y, C 
zu einer L6sung a, b, c, A, B, C gehoren. Uenn eine Losung a, O, c, A, 3, C 
ist stets eine Losung a, b, c, A, B, C, r, s, und zu einem Punktioneu- 
systeme a, b, c, A, B, C, r, s bestimmen die Gleiehungen (6) ein und 
nur ein Funktionensystem x, y, c, X, Y, C. Zu jeder Losung a, b, cl A, B, C 
der Gleicl~ungen (8) gehort also eine und nur eirze Losun9 x, y, c, X, Y, C 
der Gleichngen (2). 

9. Allgemeine L6sung der transformierten Bewegungsgleichungen. 

Diese Betrachtungen lehren uns zunachst, welche Anfangsbedingungen 
wir einer Losung der Ditferentislgleichungen (8) vorschreiben konnen. 

Wir  nehmen an, es sei ein beliebigesWertsystem a,, bu, c,, A,, Bo? Co, 
r,, su vorgelegt, für das A ,  = ri ,  Bo = si ist, A, und Be also positiv sind. 
Wir woiien dieses System singulir nennen, wenn eine der Gleichungen 
A, = O, Bo = O besteht: dann und nur dann ist namlich das zugehorige 
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System x,, y,, c,, X,, Y,, Co singulir. W i r  behaupten nun zunachst, daB 
es zu einem beliebigen nicht singuliren System von Anfangswerten 
a,, b,, c,, A,, Bo, Co, r,, s, eine und nur eine für alle reeilen t einwertige 
Losung a, b, c, A, B, C, r, s der Gleichungen ( 8 )  gibt, die für t = O diese 
Anfangswerte annimmt. Den Anfangswerten a,, b,, e,, A,,, Bo, Co, Y,, S, 

entspricht niimlich ein und nur ein System x,, y,, co, X,, Y,, Co, diesem 
eine und nur eine Losung x, y, c, X, Y, C der Gleichungen (2) und 
dieser vier und nur  vier Losungen a, b, e, A, B, C, r, s der Gleichungen 
(a), von denen eine und nur eine für t = O die Werte a,, b,, c,, A,, 
4, Co, r,, s, annimmt. Sind die Anfangswerte singular, so muB, 

II 
wenn A, = O ist, a, - c, - f T ,  

(12) n 
wenn B,=O ist, b , + c , = f  

sein, wenn es überhaupt eine zugeharige Losung geben SOL Sind diese 
Beriingungen aber erfüllt, d a m  gelten dieselben Schlüsse, wie früher. 
Zusammenfassend kihnen mir also sagen: Jedeln den Bedinpngen (12) 
genügelzdm Systeme zen Anfangswerten a,, b,, c,, A,, Bo, Co, r , ,  s, ent- 
spricht eine und nur eine für alle reeilen t einzcertigeLosung a, 6, c, A, B, C, r ,  s 
der DifferentiaZ~leàchungen. (8). 

Wir betritchten kura den analytischen Charakter dieser Losmgen. 
Die Funktionen c, C sind dieselben, wie in der L6sung der Gleichungen 
(2)) also bereits untcrsucht; ebenso kennen wir A, R, denn es sind 
ganze rationale Funktionen von x, y, X, Y. E s  bleiben also nur die 
Funktionen a, 6, r, s zu untersuchen: wir werden zeigen, daB auch sie 
an jeder reellen Stelle t, analytisch sind. Für  p = O ist das evident; 
wir nehmen also p > O an. DaB a und b für jedes reelle t, analytisch 
sind, beweisen wir so. Es k t :  

1st x + Y an der Stelle t = t, von Nnll verschieden, d a m  ist dort tg a 
und infvlgedessen auch a analytisch. Verschwindet x + Y dort, k t  
aber y - X für t = t, von Null verschieden, so schreiben wir die obige 
Gleichung so: 

1 2-t y cotg a +  =--=--- ( 3 k a  Y-x 
und schlieBen dasselbe wie eben. Sind aber x + Y und y - X an der 
Stelle t = t, gleich Null, so kommt es auf die Koeffizienten von t - t, 
in den Entwicklungen von x + Y und y - X an. Diese. sind gegeben 
durch die Werte von 

d d 
-(x d t  + y>,  &(Y - XI, 

23 * 
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genommen an dkr Stelle t = t,. Dicse Gr6Ben haben wir schon &mal 
berechnet und zwar mit Hilfe der' Differeutialgleichungen (2). Wir 
finden so 

z + Y =  ( t -  t,)( psinc:t,) + .  .-), 
(13) y - X = (t - t,)(- p cos c$,) + . . -) 

Jetzt ist sicher milidestelis eines der konstanteri Glieder der beiden 
Reihen von NuLl verschieden. Mrir konnen also unsere früheren Schlüsse 
machen und finden, dai3 auch jetzt a an der Stelle t, analytisch ist. 
Ahnlich folgt dies für b. 

Dasselbe zeigen mir nun fiir r und S. Es ist 

4r2  = (33 + Y ) e  + (y - X)2 .  

Verschwinden a der Stelle ta nicht beide Funktionen x f Y und y - X, 
so ergeben sich aus dieser Gleichung zwei Potenzreihen von t - t,, vou 
denen eine und nur eine die Punktion r an der Stelle t, darstellt. 
Verschwinden dort aber beide Funktionen x + P und y - X, BO erhalten 
w i r  zufolge der Formeln (13): 

4r" pp?(t - to)2(1 + . . .). 
Daraus folgcn wieder zwei Potcnzreihen von t - t,, von denen wieder 
eine und nur einc r darstellt. In jedem Palle ist also r an der SteUe 
t, analytisch. Ebenso zeigt man dies fü r  S. AZso id die Lijsung 
a, b, c, A, 13, C, r ,  s, die fiir t = O die W e r k  a,, b,, c,, A,, Ba, Co, r,, s, 
annimmt, für aile reeilen t anaZytisch. 

10. Darsteiiung der bekannten Integrale u n d  Losringen mit Hilfe 

der neuen Koordinaten. 

Die Gleichungen (8) lassen anBer dem Iotegral der Energie noch 
das Integral der Fliichengeschwindigkeiten zu, das die einfache Form hat: 

A - B + C - 2 L .  

E s  sagt aus, da0 F nur von (a - c) und (b + c)  abhangt. Wir  konnen 
die Existcnz dieses Integrals dam benutzen, u s e r  kanonisches System 
von 2 . 3 Gleichungen auf ein kanonisches System von 2 - 2 Gleichungen 
und eine Quadratur zurückzuführen. Wir werden aber im folgenden 
von dieser Moglichkeit keinen Gebrauch machen, dagegen wird uns die 
Existenz des Integrals der Fliichengeschwindigkeiten noch sehr nütz- 
lich sein. 

Wir  haben schon früher die Frage nach weiteren Integralen auf- 
geworfen und nehmen sie hier noch einmal auf. Poincaré stellt 
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niimlich für sein Problème général de la dynamique eine notwendige, 
aber nicht hinreichende Bedingung dafür auf, daB dia  Bewegungs- 
gleichungen nicht mehr als q + 1 (gewissen Beschriinkungen unter- 
worfene) Lntegrale zulassen.') W e m  in unsereni Falle diese Bedinguiig 
fiir p = 1 erfiillt wiire, so ware also, da die Integrale der Energie 
und der Ii'lachengesch\vindigkeiten gegen die ermiihnten Beschrankungen 
niebt verstoBen, bewiesen, daB die Gleichungen (8) keine weiteren 
solchen Integrale zulassen. Aber diesc Beclingung ist nicht erfüllt; 
daraus folgt aber nicht die Existenz weiterer Integrale, denn die Be- 
dingung von Poincaré ist zwar notwendig, reicht aber nicht hin. 

Die Bewegungen im E'alle p = O lasseri sich durch die neuen Bo- 
ordinaten natürlich sehr einfach darstellen: 

a - t  f a,, b =  t + b , ,  c = L L ' , , ~ + c , ,  

A =  A, ,  n =  u,, c=  C, = q2wo. 

Aber auch die stationaren Bewegungen bekomrnen eine einfache Born 
Aus den Formeln (4) und (6) folgt zunachst, daB fur sie 

t g  a = tg  (uj0 t + CO), tg  b - - t g  (w,t + c,) 

ist. Diese Gleichungen erfüllen wir durch 

c und C werden durch die Transformation nicht geandert, r und s be- 
stirnmen wir aus dcn Diffcrentialglcichungcn (8). Man erhiilt so fol- 
gende Darstellung der statioriiiren Hewegungen: 

Dic Bewegung des Schwerpunktes kanii man also so beschreiben: er 
befindet sich dauernd in einem Endpunkte einer Hauptachse einer 
Ellipse, und diese Ellipse dreht sich, sich selbst kongruent bleibend, 
mit der konstanten Geschwindigkeit .w, um ihren Mittelpunkt. Wir 
habeii also ein ganz anderes Bild, als im Falle p = O: dort bewegt 
sich der Schwer~unkt  auf einer festen Ellipee, hier riiht er auf einer 
sich bewegenden Ellipse 

1) A. a. O. ,  Bd. 1, S. 250. 
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III. Behandlung des transformierten Problems mit  Methoden der 
Himmelsmechanik. 

il. Gemeinsame Eigenschaften der  in Betracht kommenden 
Methoden der  Himmelsmechanik. 

Unsere Aufgabe ist  nunmehr, diejenige Loszcng a, b, c, A, B, C der 
Gleichungen (8), die den Anfangswerten a,, b,, col A,, Bo, Co, Y,, so ent- 
spicht, mit  den Metkoden der Hinzmelsînechanik darzuste2Zm. Dabei 
sind zwei Fiille moglich: die Anfangswerte sind entweder von p un- 
abhiingig oder hiingen von p ab. Lu der letzteren Klasse von Anfang?- 
werten gehoren z. B. die der stationgren Bewegungen. 

Für  uns komrnen nur diejenigen Methoden der Himmelsmechanik 
in Betracht, die nicht auf das Problem der n Korper beschriinkt, son- 
dern au€ das Problème général von Poincaré anwendbar sind, und die 
geeignet sind, die allgemeine Losurig desselben darzustellen. Dau sind 
die iltere Methode von L a g r a n g e  und L a p l a c e  und die ueueren 
Methoden von L i n d s t e d t  und von B o h l i n .  

AZle diese Jfethodera versuchen die exakte Losung yi(t, p) der Be- 
weg~cngsgleichunyen bis su einem gewissen Grade su approximieren. Zu 
dem Zwecke bestimmt man ein System von Funktionen rp:p)(t, P), die 
f ü r  t = O dieselben Werte  annehmen, wie die rp,(t, P), und die den 
Be wegungsgleichungen 

bis aiif Glieder von hoherer als pter  Ordnung genügen. Damit meint 
man, daB die Funktionen 

1 

an der Stelle p. = 0 nach Poteuzen von pT(n.z 1) entwickelbar und 
1 

durch ,uPCn trilbar sind. Bei Lagrange und Laplace haben die Punk- 
tionen y@) die folgende E'orm: 

bei Lindstedt die folgende : 
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DaB diese Funktionen wirklich Niiherungsl6sungen sind, ist plau- 
sibel, und im Falle des Problems der n Korper bestiitigt CS die Be- 
obachtung der Planetenbemeguiig, wenn man annimmt, daB diese eine 
exakte Losung des Problems der f z  Iiorper darstellt, daB also fü r  das 
Planetensystem alle Voraussetzungen desselben gelten, insbesondere das 
Nemtonsche Gesetz. Remiesen hat es zuerst Poincaré1); aus seinen 
r%erlegungen folgt, da5 man eine Zahl a > O, eine Funktion b(p), die 
mit verschwindendem ,u nacli einem Grenzwerte b > O konvergiert, 
und eiiie Punktion z(p), die für  l i m p  = O den Grenzwert f oo hat, 
angeben kann, 80 da5 die Fehler 

für  alle O - < t < - z ( ~ )  den Ungleichungen geliügen: 

Die Fuiiktionen y?) (t, p) haben also sicher folgende Eigenschaft . 

Man sagt, die Punktioii y?) ist zur Fuuktion v, asymptotisch von der 
pteu Ordnung. Durch diese Untersuchungen von Poincaré merden die 
Kiherungsmethoden der Himrnelsmechanik also auch für die Analysis 
wertvoll. 

Das Intervall, in das der Behler t j ,  durch die Ungleichung (14) 
eingeschlossen wird, ist um so kleiner, je kleiner p ist. Uber die Ab- 
hingigkcit der Lange des Tntorvalls von p liiBt sich dagegen trotz des 

1 

Paktors ,upLP+I1 nichts Allgemeines aussagen, weil wir über die Abhiingig- 
keit der GriiBeii a und b von p nichts Allgeineines wissen. Jedenfalls 
konvcrgiert die LBnge des lntervalls auch bei kleincrn p für unendlich 
nachsendes 1) nicht immer gegen N d ;  Puincar6 zeigt sogar, dao das 
i m  allgemeine~z nicllt der Fa11 ist: die Punktionenfolge rp@) (t, ,u) ( p  - 0,1, ...) 
ist im dlgemeinen divergent. Wir missen also tzur, da13 diese Naherutzg 
um so besser ist, je kleiner p ist. 

Vom Standpunkte der Fehlerabsch5tzung (14) sind die Methode von 
Lagrange und Laplace und die Methoden von Lindstedt und von Bohlin 
etwa gleich günstig: daraus folgt natürlich nicht, daB sie es in Wirk- 
lichkeit sind. Tatsiichlich liaben sich in der Astronomie die Reihen 
von Lindstedt und von Bohlin beim Studium der Bewegung der Planeteri 
wahrend groBerer Zeitriiume besser bewahrt als die von Lagrange 

1) A. a O., Bd. 2, S. 6-8. 
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und Jlaplace, die in diesem Balle wegen der in ihnen auftretenden 
siikularen Glieder iingenügende Resiiltate liefern: gcrade darauf beruht 
die Bedoutung der Reihcn von Lindstedt und von Bohlin f ü r  die 
Himmelsmechanik. Da man aulerdern von den Reilien von Liiid- 
stedt leicht zu denen von Lagrange und Laplace übergehen kann (in- 
dem man namlich nach -Potenzen von u entwickelt und die Glieder 
von hoherer als pter  Ordnung weglaBt), das Umgekehrte aber nicht 
moglich ist, so entscheiden wir uns fiir die Xe thoden  c o n  Lindstedt  2112d . 
von  Bohlin. 

12. Gemeinsame Grundlage der Nethoden von Lindstedt und 
von Bohlin. 

Die beiden Nethoclen gehoren eng zusammen: Die Methode von 
L i n d s t e d t  ist irra ullgemeinen anweridbar; es gibt aber besondere An- 
fangsbedingungen, bei denen çie versagt, bei denen aber die Metliode 
von B o h l i n  zum Ziele führt. In  der Eliinmelsmechanik tritt der 
letztere Fall ein, wenn die Umlaufszeiten zweier Planeten sich nahezu 
wie zwei kleine ganze Zahlen verhalten; in unserem Probleme wird er 
eintrcten, wenn der Anfangsimpuls des Systems nahezu der kritische, 

d. 1 1 .  wenn tu,, = 5 naliezu gleich 1 ist. 
4' 

D i e  Reihelz von  Lindstedt  wzd Bohlin leitet Po incaré  aus e i m n  
Satze her, der clem Sfztze iiber die Jucabiscke partielle Bi ferenl iuly le ic l~ung 
analog ist. Dieser Satz lautet doch: genügt die Funktion S(x ,  Z), die 
72 willkürliche Konstanten f enthilt, von denen keine additiv kt ,  der 
partiellen Differentialgleichung 

bestimmt man z und X durch die Gleichungen 

ale Funktionen von und E, und setzt darin 

2 1 2  kanoniachen Gleichungen 

al? 

so genügen diese Punktionen x, X den 

(16) - a F  = - ----. - - 
a t  8x7 d t  ax 

I)er analoge Satz von Poincaré lautet'): genügt die Funktion S ( P ) ( ~  E), 
die n millkürliche Konstanten I, von denen keine additiv ist, entliiilt, 
- -- 

1) A. a .  O., Bd .  2, S. 21-22. 
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der partiellen Differrntialgleichun (15) bis azrf' Gliedev von 7~oherer als 
pter O~ldnung, bestimmt man x und X durch die Gleichungen 

als Fiinktionen von & und und setzt darin wieder 

so genügen diese Funktionen x, X den Zn lranonischen Gleichungen (16) 
bis auf GZieder con hoherer ais p'ter Ordnung, wo 1)' nicht grd3er als 
p ist, im übrigen aber von der Wahl von S(" abhangt. Die Biinktionen 
x, X sind daher zu der entsprechenden exakten Losung asymptotisch 
von p'ter Ordnung. Dieser Satz enthalt also eine Methode, die exakte 
Losiing asymptotisch darznstellen, und die Methoden von Lindstedt 
urid von Bohlin sind Spezialfiille dieser Methode? die bestimmten ein- 
fachcn Formen der Funktion S@) entsprechen. Für die Methode von 
Lindstedt ist p ' = p ,  f ü r  die von Bohliii p f = p  - :. 

13. Bohandlung dos allgcmoinen Falles des Problems mit Hilfc 
der  Methode von Lindstedt. 

71% beginnm nztn dnmit, die liethode von Lindsterltl) auf unse,. 
Yroblem anzuwenden. 

Aus dem Ausdrucke der Eliergie unseres S p t e m s  

ergibt sich die folgende Jucoliische partielle Bifirentialgleic~~uny: 

wenn mir abkürzend srtzen 

h = a - c ,  k = b + c .  

Wir wollen sie bis nuf Glieder von Itd~ercr als pter Ordizung er- 
fiillen rlurch folgenden Ansatz: 

AS@]= AS,+ pS,(h, k) + p3S2(Iz,k) -1 - . .+  pPSp(h, k), 
W O 

S , = A a + B b + r c  

ist. Es genügt in unserem Falle, SI.. . S, üls nur von h und k ab- 
hangig anzunehinen, weil die Energiefunktion F nur von h und 7L ab- 
hiingt; sonst müBten wir die Funktionen SI . . . S,, als von a, b, c abhangig 
ansetzen. 
-- - -- -- 

1) A. a. O., Bd. 2, Kap. 9. 
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Wir gehen mit der Funktion S@) in die partielle Differential- 
gleichung ein, entwickdn nach Potenzen von p und setzen die Ho- 
effizienten von p', p', . . . ,up auf beiden Seiten einander gleich. Wenn 

C wir noch die Hezeichniing w - r- einführen, die der Bezeichnung w = - 
4' 2' 

analog ist, so erhalten wir folgende (11 $ 1) Gleichungen: 

(1770) A + B + $ q 2 m 2  - - fo 7 

2s. ES. 
Darin ist Qi eine ganze rationale Funktion von 2 und 2 (1 < j < i - l), 

ah a k  -- - 

deren Koeffizienten die Form P + P' cos IL + P' cos k haben, wo P, P', Y" 
rationale Funktionen von g =VA und G = $'B sind. 

Wir werden jetzt xeigen, daB man aus diesen Gleichungen die 
Funktionen S, . . . S, so bestimmen kann, daE erstens ihre Ableituqen 
nach n, h, c, A, B, r die E'orm 

2 Pm, cos ( m h  + 12k) + Q,,, sin(rn1~ + n k )  
iii, n ( ) 

habcn, wo die Pmn und Q,,,, rationale Punktionen von gewissen Ver- 
bindungen vap = cr(1 - w) + p ( 1  + o) und von Q und 6 sind, und da6 

zweiiens diese Ableitungen für a = a,, b = ho, e = c,, A = A B = Bo, 09 
r = r, verschwinden. Die letztere Eigerischaft mird uns nachher ge- 
statten, die Anfangsbedingungen in einfacher Weise zu erfülien. 

Wir beweisen die Behauptung zunachst für SI. Die Gleichuq ( l 7 , l )  
lautet: as a s, -(1 -o) + -(1 + o) = e cash+ 6 cos?;+ f,. 

ah ah. 

Wir k6nnen aie erfüilen durch: 
- 

S = i n  h + - - sin k, f ,  = O. 
l + o  

Die Ableitungen dieser Funktion SI haben die Form (18), genügen 
aber den Anfangsbedingungen nicht; jedoch konnen mir aus ihr leicht 
eine andere Losung der Gleichung (17, 1) ableiten, deren Ableitungen 
die E'orm (18) haben und den Anfangsbedingungen genügeri, n i d i c h  

- - 
- ES, as ,  a s- ô s a 8, s = SI - 

- (=): - ($1 0 A - (&)? - 
dabei soll der Index Nul1 andeutcn, da6 nach der Differentiation n = a,, 
O = ho, c = col A = A,, B = Bo, r = r, gesetzt ist. Diese Funktion 
genügt d e n  Anforderungen, wenn wir 

setxen. Damit ist die Behauptung für 8, bewiesen. 
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Wir nehmen nun an, sie sei für Si, 4 . . . Si-, bewiesen: wir 
wollen zeigen, daB sic d a m  auch für  Si gilt. Die Gleichung (17, i) 
lautet: 

a si s ( 1 - w ) + - ( 1  dh a k  f o)= @,+L. 

Darin hat Di die Form (18): denn ai ist eine ganze rationale 
as. asj 

Bunktion von 2, - -  (1 5 j ( i - 1), deren Koeffizienten unter die a A asl asj 
Form (18) failen; aile diese - ,  haben die Form (18), weil die 

a h  a k  
Behaiiptung für 1 - l j 5 i - 1 bereits bewiesen ist; Summe und Pro- 
dukt zweier Funktionen (18) sind wieder Funktionen (18): also hat Qi 
die Form (18), und wir konnen setzçn: 

@ , - ~ ( ~ , ~ o o s ( r n h  + n k )  + Q,,, s in(nl i  + nk)). 
ni, n 

Wir konnen die Gleichung (17, i) nun erfüllen durch 
- 
= ( -  - 2 - - c ~ p , ( ~ ~ / ~ + ~ k ) +  

a i m(i-w)+n(i+w) m(i-ai)+n(i+w) Pmn sin(wk+nk)), 
111,  n - 

f i = - p o o ,  
wo bei der Summation Z' das Wertepaar nz : O, n - O auszuschlieflen 
ist. Die Ableitungen dieser Funktion haben die Form (18), aber sie 
erfiillen nicht die Anfangsbedingungen. Wir verfahren nun genau so 
wie im Falle i = 1: wir setzen 

Diese Funktion S, genügt allen Anforderungen. Die Behauptung gilt 
also auch fiir Si, und darnit ist sic vollstandig bewiesen. 

Wh- bestimmen nun a, 6, e uwd A, B, C als Fwnkkionen von n, P, y 
und A, B, r ') CIzwch die Gleichungen 

wo c, in bezug auf die z die Periode 2% haben. Dank den h- 
fangsbedingungen, die wir den Funktionen Si. .S, auferlegt haben, ge- 
nügen diesen üleichungen folgende Wertsysteme: 

5 = x,, x== -0 7 

- - 
x = xo, - - - - - 

. -0' 

1) Die Funktionon dieaer vier Bysteme bezeichnen wir ebkürzend mit x, X, E,  -. 
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Die Aufl6snng der Gleichungen (20) nach x und X ergibt 

wo Iç und in bezug auf die 6 die Periode 2a hahen, und diesen 
Gleichungen genügen wieder die Wertsysteme 

W i r  setzen nun in den Gleiclmngen (21) 

Die so evhaltenen, Funktioncn x und X geniigen aiso nach deln Satie 
von Poincark d m  Bewcgu~gsgleichungen bis auf die Glieder von h&erm 
aispter Ordnung, sind also zu der entsprcchcnden exakten Losung asgmp- 
totisch von der y t e n  Ordnung. Man kann aus den Funktionen x X 
sogar sehr leicht einfachere Furiktioneri ableiten, die die letzte Eigen- 
schaft mit x, X teilen: entwickelt man namlich die rechteii Seiten Ton 
(21) nach Potenzen von p, bezeichnet mit x*, X *  die Surnmen der 
ersten (p + 1) Glierler und setzt dann die Gleichungen (22) ein, so sind, 
wie leicht ersichtlich, z*, X* aolche Funktionen. 

In dieser Betrachtung sind allerdings stillschweigend folgende beiden 
Voraussetzungen geniacht: 

1. Keine der GroBen A, und Bo ist gleich Null oder konvergiert mit 
versçhwindendem p. nach Null; dasselbe gilt dann also fiir r,  
und s0. 

2. Keine der den in S@) auftreteriden Kennern va,3 entsprecheiiden 
Verbindurigen cr(1 - w,) + B(1 + w,) ist çleich NuU oder kon- 
vergiert mit verschwindendem y nach NuU. 

Durch die Bedingiing 1. werdcn z. B. die stationaren Bewegiingen von 
nnseren Betrachtungen ausgeachlossen; für sio ist ja 

also lim A, = lim Bo = O. Da in unserem Falie, wie leicht zu zeigen 
/ , = O  / 1 = 0  

ist, alle Gi, also uuch alle Si Surumen von nur erzdlich vielen Gliedern 
sind, so weïden durch die Bedingung 2. in unserem Faiie nur eine 
e~adliche Anzahl von Werten lim wo ausgeschlossen. Hierzu gehkeii stets 

,rr = O 

die Werte w, - t 1, weil die Nenner 1 - w und 1 + o bereits in SL 
anftreten. Die durch die Bedingung 2. ausjeschlosscnen Bewegungen 
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werden wir spiiter mit Hilfe der Methode von Bohlin behandeln; auf die 
Falle, die der Bedingung 1. nicht genügen, gehen wir dagegen nicht ein. 

werde~z. jetfit die Reclznzcng irn F a l k  p - 2 wirklich durd- 
fileren: wir wiihlen p = 2, weil für p = 1 noch nicht alles Wesent- 
liche Iiervortritt. 

Wir keimen schon S, und 8,: es ist 

So = A n  + Bh + rc ,  

und S, ergibt sich aus 
- Lep sin 12 + --5 - sin k 

l 1 - w  l + ~  

vermoge der ersten Gleichung (19); Aus der Gleichung (17, 2) folgt nun 
ziiiiachst S,: 

1 
-- - -- QUO - (sin (h + k,) +- sin (h - 1%)) 
2 q e  (1 + Co,) (1 - o)= 

1 Po a 
-- (sin ( IL,  + k) - sin (IL, - Ic)), 
2 g e  (1 - mo) (1 + w), 

und daraus eigibt sich S, vermoge der ersten Gleichiing (19). Diirch die 
Wahl der Punktionen S,, SI, S, ist nun die Funktion f = f, + ,uf, + p2f, 

bestimmt: man findet, wenn man additive Konstanten, die j a  bedeutungs- 
los sind, fortlaBt: 

Wir stellen nun die sechs Gieichungen (20) 
a si) 

, ,  f =-- x=as"l a- ? a x 
auf. Der Bequemlichkeit halber setzen wir naeh 

statt A, B, r, g, G, w und A,, Bo, ro, po, 6or w, die 

der Differentiation 
Gr6Ben A,, Bo, Co, 
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ro, sa, u;, ein; das ist erlaubt, da diese Gleichungen nicht mehr diffe- 
rentiiert werden und wir nach der zweiten Gleichung (22) schlieElich 

doch A, 6, r, P, 6, und Ao, Bo, ro, Q o ,  ' 3 0 ,  wo durch Bo, Co, Yo, 
s,, w, zu ersetzen ,haben. Man erhalt so die folgenden G l e i c h u ~ i ~ e ~ :  

II 1 L= 1 a = a + -  (sin h - sin ho) + ', (- -- 

8 q (1 - tu,)" 
sin 2h 

2 70 (1 - wa) 
2 

1 - 

- 2 .Yo S"i~~ ( h - k ) -  - -- - -  (sin (h +A:,,) -+ sin (h -A,)) 
rc w, (1 - u:D ro (1 - K:) (1 - w0) 

sin (ho - k,) ) , " sin (ho + 7i0) + -- + 7 3  -zg Ta wa(l - 

2 ''  in (k + k,) + sin ( l ~  - lîa)) 

1 - -  ¶' ( + + -- -4 sin 2k0 + sin (h  + P) 
sU!l + w,) So (1 - %) 

- r O sin@ A)----- 2 70 

sa Ul0 (1 - w;) s0(l - 'IL';) (1 + 2co) 
(sin (ho + k )  - sin (ho -k))  
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P 1 O* = p~ --( sin x - oin x,,) 
2 6, (1 + %CO) 

1 2 ~ '  + a 'c2(- q ( (1 + w0)3 - - A'-) si (1 + I C ~ ) ~  s in2x  - ---isin(n + xo) 
5: (1 + %) 

1 4 .  + ( +  ~ i + z ~ ' ~ ) ~  s ~ ( l + z ü , ) ~  - ----)sin2x0- ï s s m c ~ - x o )  
(1 + tao, 

47, W ,  

1'0 - sin (qo + x,) + - sin (q - x) 
sa (1 + tuo)= Sd u1, (1 - ~ c , ) ~  

- 4ro  - sin(To - X) - - - ~ 

s,(1 - u';)~ 

s i  7 - s i  1 )  - - 5 -  (sin x - sin xO) J 
(1 + %)" 

(26) 
p e  ?" (,in 27 + 4 sin (v + qO) - 5 sin 21j0) + 8i?{-ci1w0)4 

12r; 

(sin 2 x  + 4 sin (x + x,) - 5 sin 2 no) 

1'2 S= + (rlT;o,, - - 9' -) Bi'" (. - xo) 
(1 + ~ 0 ) ~  

4 r  s w,  - - 0 -0- 
4r, su (1 + 3 w0) 

- - - sin (rl + x,,) (1 - w U l ~ i n  (7 f x) t (1 --w2 
O) (1 - %) 

4 r 0  s0 (1 - 3 zoo) 4r  s m0(7  + wg) Sin (lîo + x) - 2 ' 0 -- --- 

(1 - w 3 " l  + tu0) 

- 2 TU so (1  $ wO) p- sin (lj - X) + _4-90(3LYL sin i7 - %O) 

w:(1 - w;) (1 - w;)y l  - wo) 

2?-,,so(l-12w~-5w:) . 
- sin (qo - X) - 

(1 - w3"l + wo) wO(1 - ~3~ 

pe re 
A* - A + (cos y - COS qO) + . [ --OT .(cos 2 q  - COB 211,) 

1 - wu 4 9  ( l - u o )  

((27 ) 
"-0 SO Tg S~ + - - - cos (7, + x,) - (1 - u ; & ~  cos (7j - X )  

wo (1 + wO)= 

- 
(1 - wp)" 
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pz se 
B = B + Pl*o (cos x - cos x,) + , { (cos 2 %  - COS 2x0) 

4 n  ( l+G 

(cos (x - XJ - 1) 

r o  So -- 4 r  s 2ü 
COB (, + x) + - 0 - O  cos (7, + X) 

(l - ~ 0 ) ~  (1 - zu3' 
(27) 

+ 2. %p. 
(1 + w J 9  

+ x,) + -VO-~ cos(r] - X) 
wo (1 - w,) 

4 r  s - _ O  0- 

(1 - 

C = r - ( A ' - A ) + ( B ' - 6 ) .  

Nun haben wir endlich a, f i ,  y aus der ersten Gleichung (22) als 
Funktionen der Zeit zu bereçhnen, wobei f durch (23) gegeben ist. 
Wir erhalten so: 

\ P 1 a = a, + ,I 
A q 2 ( i - w 2 1 t  

1 i û = 6 . + ( 1 +  4q 3 1 -  ( +%At, 

Setzen n i r  diese Auedrücke in die Gleichungen (26) und (27) ein, 
so sind ulir am Z e l :  die Fimktionen a*, b', c*, A*, 3, C* nehmen für 
t = O die Wertc a,, ho, e,, A,, Bo, Co an und genügen den Bewcgmgs- 
gleichungen (8) bis auf Glieder von hoherer als zweiter Ordnung, sind 
also zu der eritsprechenden exakten Losung asyrnptotisch von der zweiten 
Ordnung. 

Wir wollen jetzt diese asymptotische Darstellung &r Losung unserer 

Heu~qulzgsgleichungen kurz dishtiwen. Wenn wir in den Funktionen 
. a*, b*, c*, A*, F, C* aile periodiechen Funktionen weglassen, deren Am- 

plitude zugleich mit p verschwindet, su erhalten wir eine Bewegung 
- - - 

û, b, c, A, B, C, deren Abweichung von der zu diskutierenden Bewegung 
für aile t unterhalb einer von t unabhangigen, mit y gegen Null kon- 
vergierenden Grenze bleibt. Diese Bewegung B wird uns alwo einen 

Zeitschrift f. Mathemstik n. Phyaik. 59. Band. 1911. Heft 4. 24 
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370 Ein mechanisches Problem eus der Theorie der Laval-Purbine usw. 

guten Überblick über die zu diskutierende Bewegung 23' geben. Die 
Bewegung ist gegeben dnrch: 

a =  a, A - A o ,  
- 

b = O ,  B = Bo, 
F = y ,  c - %  

Diese Bewegung ist aber sehr anschaulich. Der Schwerpunkt des Systems 
bewegt sich dabei auf einer Ellipse und zwar so, daB die (Teschwindig- 
keit seiner exzentrischen Anomalie gleich 

l 

ist, und diese Ellipse dreht sich, sich selbst kongruent bleibend, mit 
der Winkelgeschwindigkeit 

um ihren Mittelpunkt. Endlich dreht sich das System uni seinen Schwer- 
pnnkt mit einer Winkelgeschwindigkeit, die nahe gleich wo ist. 

Die Bewegung B* unterscheidet sich con dieser Bmuegung B nur 
durch Schwingngzc.ngen: über diese wollen wir uns orientieren, indem wir 
diejenigen Glieder derselben berechnen, die der Gr6Be p proportional 
sind. Wir betrachten zuniichst die Sehwingungen des Schwerpunkts, 
und zwar betrachten wir sie von einem bewegten Koordinatensystem 
x,, y, auu, dessen Anfangspunkt die Beweguug %3 ausführt, also eine 
sich drehende Ellipse beschreibt, und dessen Achsen den festen Achsen 
paranel sind. Die Formeln (6), (26) und (27) lehren, daB der Schwer- 
punkt in bezug auf dieses Koordinatensystem folgende Schwingung 
ausführt : - 

X, = 5 (COS (a - h: - COS (a - IL,)), 
O 

'y = -2- (sin (ü - h) - sin (a - ho)). 
. 1 - 24:; 

Dies ist eine ,,R,osette", deren Zentrum der Nullpunkt ist. Mit Rü&- 
sicht auf das FoIgende hetrachten wir sie noch von einem Koordinaten- 
system x2, y, aus, dessen Anfangspunkt der Anfangspunkt des Systems 
x,, yl ist, und dessen Achsen mit denen des Systems x,, 9, den Winkel u 

bilden, das sich &O mit einer von 1 wenig verschiedenen Geschwin- 
digkeit nrn seinen Anfangspunkt dreht. Dadurch erhalten wir folgen- 
des Bild: 

(cosk-cosh,), xs= -- 1 - 2 ~ ;  

(28) 
j - - pu- ( ' 
P 2  - l p w ?  sin b - sin il,). 
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Von W. BEHRERB. 371 

Der Schwerpunkt durchliuft also einen Kreis vom Radius - - mit 
1 - w; 

einer Winkelgeschwindigkeit, die nahe gleich (1 - w,) ist. Von dern 
festen Koordinatensystem x, y aus betrachtet, bewegt sich also der 
Schwerpunkt auf einef Kurve, die zwischen zwei konzentrischen, um 
ihreii Mittelpunkt ratierenden Ellipsen hin- und herpendelt. Die 
Schwingung, die sich über die gleichftirmige Rotation G des K0rpers 
um seinen Schwerpunkt Iagert, besteht in erster Anniiherung sus zwei 
Sinussçhwingungen. 

Um diese Formeln etwas zu belehen, wenden wir  aie auf das fol- 
gende Zahlenbeispiel an: 

p = 4 . 1 0 - 4 c m ,  q = 2 5 c m ,  A - l e ,  r , - s ,=1  cm. 

Pür w, = 7 9  ist dann die Drehgeschwindigkeit der Ellipse: 

4 . 104 .  

Dabei ist die Zeiteinheit so gewahlt, daB die Ellipse im Falle p = O 
mit der Geschwindigkeit 1 durchlaufen wird. Nehmen wir an, daB dies 
in der Sekunde 50 mal geschiehtl), so legt die Ellipse den P'inkel l0 
zurück in der Zeit 

1 
50. 3 6 0 .  4 .  10-13 sec 9 

also iu 4,4 Jahren! Die Bewcgung der Ellipse ist aIso voLiig unrnerklich. 
Unter denselben Voraussetzungcn hat der Kreis (28) den Durchmesser 
0,000017 cm. Ber Schwerpunkt Oewegt sich also in diesem Falle mit 
einer für alle Zwecke ausre-ichenden Genauigkeit auf einer festen iNipse. 

Ebenso wie wir im vorigen die exakte L6sung unserer Bewqungs- 
gleichungen von der zweiten Ordnung asymptotisch dargestellt haben, 
k6nnen wir sie von dritter, viwter, allgemein pter Ordnung asymptotisch 
darstellen, und die Form der Funktion S(p) liBt leicht übersehen, daB 
diese Darstellungen den von uns gefundenen ganz iihnlieh sind. Die 
wirliliche Berechnung ist natürlich entsprechend umstindlicher. 

Mit diesen Ergebnissen wollen wir den M a l t  der auf S. 344 er- 
wahnten Arbeiten von F o p p l  und L e c o r n u  vergleichen. Um dieses 
in praziser Form tun zu konnen, gehen wir auf die Rewegungsgleichhngen 
in der ursprünglichen Gestalt zurück: 

à 2 
- =  X ,  d X  
d t  d t  

- = - ( X  - p C O B  c), 

1) Diese Zrthlen liegen innerhdb der bei der Laval-Turbine iiblichen Grenzen 
24; 
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Wir haben folgendes getan. Wir haben die Gleichungen zuniichst für 
p - O gge1ost: 

2 =  ;P ,cos t+  Q,sint, X = QI cos t - Pl sin t, 

(3) y = Y, cos t + &, sin t ,  Y- Q,cost - P, sint,  

C =  w,t + c,, c = qawo 

und haben dann für p > O eine asymptotische DarsteUung pter  Ord- 
nung der exakten Losung gesucht, indem wir die Integrationskonstanten 
Pl, QI, P2, Q,, w,, C, als Funktionen von t und p auffaBten und so be- 
stimmten, daB die Ausdrücke (3) die Gleichungen (2) bis auf Glieder 
von hoherer als p ter  Ordnung befricdigen. Zu diescm Zwecke führtcn 
wir allerdings neue Koordinaten ein: aber das ist nicht wesentlich, nur 
Sache der Beyuemlichkeit. Wir  i'anden so u. a., daB die durch P,,Q,,P,,&, 
definierte Ellipse, wenn man von Schwingungen absieht, sich selbst 
kongruent bleibt und sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um 
ihren Mittelpunkt dreht. Jin Falle p - 2 ,  wo wir die Rechnung voll- 
stiindig durchführten, fanden wir, daB diese Winkelgeschwindigkeit 
folgenclen Wert  hat: 

IL. U L .  

2 q"1 - w;)" 

Diesem Ergebnis ki5nnen wir nun den Inhalt der beiden genannten 
Arbeiten so gegenüberstellen. F Q p l  und liecornu benutzen statt des 

1 1 
Parameters p den Parameter - - Für = O, also für unendlich groBen 

9" Y 
Triigheitsradius lautet die Losung der Gleichungen (2) S V :  

z = ~ ~ c ~ s t + ~ , s i n t + ~ -  1- w; c o s ( ~ ~ t + c , ) ,  X= (SICOS t P l s i n t -  I-ZC; y w n  sin (w,t+ c,), 

Mit dieser L6sung hat E'Gppl als erstcr das l'hiinomen der kritischen 
Geschwindigkeit der Laval-Turbine theoretisch verstiindlich gemacht 
Lecornu versucht nun, sich der exakten L6sung i i n  einen zweiten 
Schritt zu niihern: er faBt P,, Q,, P,, Q,, ut,, c, als Funktionen von t 

1 
und auf und bestimmt sic so, IdaB sie den Gleichnngen (2) his auf 

Y' 
1 

Glieder von hoherer als erster Ordnung in , genügen. Ihn mteressiert 
Y 

besonders das Verhalten der durçh Pl, QI, P,, Q, definierten Ellipse: 
er findet, daB, wenn man von Schwingungen absieht und sich aui3erdern 
gewisse Vern;~chl%ssigungen gcstattet, diese Ellipse sich selbst kongruent 
bleibt und siuh um ihren Mittelpunkt mit der Winkelge~chwindi~heit 

pe UiL 

z q a  (1 -w: '"  
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dreht. Diese TTirikelgeschwiridigkeit stiriimt mit der von uns gefundenen 
überein. Auseinander herleiten kann man die beiden Resultate aber nicht, 

1 
schon wcgcn der Verschiedenhcit der benutzten Parameter p und . Wir  

!z = 
1 1 

haben p  und nicht gewahlt, weil der Grenzübergang lim = O 
4 

Schwierigkeiten schaEt, die dein Problem selbst frerrid sind (die Energie 
E' uiid der Dreliirnpuls C werden dabei unendlich groI3). 

14. Behandlung des Fanes des  kritischen Anfangsimpulses mit 

Hilfe der  Yethode von Bohlin. 

I n  den Formelu (26) und (27) treten die Nenner 1 - w,, 1 + u:,, zc, 
auf; in derf Failen lim ztl, = + 1 und liin zc7, = O liefern sie daher keine 

p = o  1, = O 

asgmptotische Darstellung zweiter Ordriurig der exakten Lüsung. Ili 
diesen Fiillen approxirnieren also die Funktionen (26) und (27) die exalite 
L6sung nicht. W i r  wollen uns daher jetzt nach E'unktionea umsehen, 
die die exakte 1,iisung in diesen Ausnahnrefüllen asynytotisch darstellen. 
Eiuc solche Barstclbung liefert die JIeihode con BohZinl); für jeden der 
Ausnahmewerte von w, ist jedoch eine besondere Rechnung ntitig. Wir 
wollen die Hechnung für den uns ain meisten iriteressierenden E'all 

w,  = 1, den Fa11 des kritischen Anfangsimpulses durchführen; es ge- 
nügt dam, den FaU wo = + 1 zu behandeln, da der Fa11 wo = - l sich 
leicht auf diesen zurückfühien M t .  

Poincaré zcigt", da,4 nzan die Keihen won Hohlin aus denen von 

Liwlstedt herleiten kafin. In unsercm Falle hatte man nur in die un- 
endliche, allerdings im allgemeinen divergente Reihe von Lindstedt 

Sc-) = S, + + yes2. .  ., 
deren drei erste Glieder wir soeben wirklich berechnet heben, ein- 
zuse tzen I 

- 

w =  1 + p e w ;  
1 - 

die einzelnen Glieder nach Potenzen von p z  zu entwickeln und die 
1 - 

lleihe S(-) nach Poteilzen von ,u2 zu ordnen. Man erhalt so eine Reihe 
1 .  

1 
-- 

nach positiuez. Potenzen von p" denn man kann leicht zeigen, da1 S, 
den Divisor 1 - (jî hochstem in der Potenz 2 i  - 1 enthalt. Man wird 
hiernach schon vermuten, daB neue Schwierigkeiten auftreten werden, 
wenn w' sehr klein wird, wenn man also in die unmittelbarste Nahe des 

1) A. a. O., Bd. 2, Kap. 19 u. 20. 

2) A. a. O., Bd. 2, S. 383-387. 
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kritischen Anfangsimpulses kommt; das werden wir bald bestatigt finden. 
Der Übergang von der Reihe von Lindstedt zu der von Bohlin ist also 
nichts weiter, als die formale Umordnung einer Reihe: aber wir kiinnen 
die Reihe von Rohlin auf diese Weise natürlich nicht tatsachlich be- 
rochnen, weil wir von dar Reihe von Lindstedt nur die ersten Gliedm 
wirklich kennen. 

Bevor wir nun damit beginnen, die Methode von Bohlin auf 
umer Problem anzuwenden, führen wir eine eiafache Koordi~zatenbrans- 
formation aus. Statt der Winkel a, b, e benutzen wir folgende lineare Ver- 

PIS. 4. 
bindungen derselben mit ganzzahligen 

C' Koeffizienten: 

Die Winkel h und k spielken  cho on in 
unseren bkherigen Betrachtungeri eine 
Rolle: nehmen wir die Figur 3 zu Hilfe, 
durch die wir u und O definiert haben, 
und zeichnen wir den Winkel c ein 
(Fig. 4)) so ist A der Winkel von OS' 
gegen W S ,  k der Winkel von TVS 
gegen OS". Der Winkel 1 ist  gleich 

dem Doppelten des Winkels Q, des Winkels der Apsidenrichtung OX' 
der Ellipse gegen die Richtung OX. Wir  erggnzen diese Veronderlichen 
h, k ,  1 zu einem kanonischen Systeme durch die folgenden Verander- 
lichen H, K, L: 2 H = A + B -  C, 

2 K z A + B + C ,  
B L = A - B + C .  

Die Gr6Be 2 L  ist uns auch bereits bekannt: sie ist f ü r  unsere Be- 
wegung eine Konstaiite, die Bonstante der Flachengesçhwindigkeiten. 
r und s behalten ihre Bedeutung: 

r 2 = A - H + A ,  s Z = R = K - T l .  . 

Die Energie des Systems hat  in den neuen Koordinaten die Form: 

Die Jacobisch partielle Diff'erentiuEgleicl~ur~g lautet alsu: - 
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Wiv erfüllen sie bis auf Glieder von hohtwer als pter Ordrzzcng durch 

und zwar setzen wir: 

= qjv dh. 

6. 

Dabei ist wie früher 

as, as, 
- ,, - + , , - K f A - 9 ;  

und ebenso setzen wir 

Gehen wir mit diesem Ansatze in die Jacobische Differentialgleichung 
1 
- 

ein und setzen die Koeffizienten von pn, p Z  . . . pp auf beiden Seiten 

eiumder gleich, so erhalteri wir folgende Kette von Gleichungen: 

as. asj Darin ist ai eine rationale gsnze Funktion von ' -- ~ (1 5 j < i - 2) 
a h  a k  

und a!$i-l, dcren Koeffizienton dis Form P + P* cos h + Pr' eosk habeo, 

wn P, P', P" rationale Funktionen von g und 6 sind. Die letzte 
Gleichung zerlegen wir in zwei. Es sei, wenn YP eine beliebige Funk- 
tion von h und k kt,  die in bezug auf k die Periode 2 z  hat: 
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[Y?] ist also eine Funktion von h allein. Dann ist die letzte Gleichung 
sicher erfüllt, wenn es die beiden folgenden sind: 

as i 1 as, a c s i - , [ s  1 a; - ( - - 
q"h 

,, '=' ' + 4- [!Di]). 

Wir  werden zeigen, daB man aus diesen Gleichungen'die Funktionen 
S,, S, . . . SI, nacheinander so als Funktionen von h und k bestimmen 
kann, daB ihre Ableitungen nach h und k die Form haben: 

wo die Pm, rationale Funktionen von v ,  g und 6 sind. Dabei kümmern 
wir uns im Gegensatze zu früher zunikhst nicht um die Anfangs- 
bedingungen. 

Wir  beweisen diese Behauptung zuniichst f ü r  Se. Dszu benutzen 
wir die Gleichiingen (29,2') und (29,3). Wir setzen in der Gleichung 

fs- H; 
sie lautet dam 

as, 6 - - - 
a k  z c o s k  

und bestimmt S,- [S,]: 

S, - [S2] = sin IL 
2 

In unserem Falle ist 
I as, G 

@ = c o s  - + - cosk 
ôh 2 q a  8h  ' 

die Gleichung (29,3) wird also: 

In  ihr ist noch f, willkürlich: wir setzen f, = O und erfüllen sie nun 
durch: 

h 

2' [S,] =f$ cos h d h  = - sin h, 
O 

2 e  

Damit ist S, vollstandig bestimmt: 
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und man sieht leicht, daB die Ableitungen von S, nach h und 7c die 
Form (30) haben. 

Wir nehmen nun an, S,, S, ... Si-, seien bereits gem%B der Be- 
hauptung bestimmt; wir wollen zeigen, daU das d a m  auch für Si mon- 
lirh ist. Wir  bcnutecn dazu die Gleichungen (29, i') und (29, i + 1). 
Zunachst hat Di die Form (30). Denn ai id eine rationale garize 

as, as, asi-, 
Punktion von -- - (1 5 j 5 i - 2) und - - , deren Koeffizienten 

ah' S k  a k  

unter dia Borm (30) fallen; alle diese :?, \2 haben die Form (30); 

Summe und Produkt zweier Funktionen (30) sind wieder Funktionen 
(30); also hat auch ai die Form (30). Daher hat auch die rechte 
Seite der Gleichung (29, i') 

as, i ~ a s ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ s ~ ~ ~ ~ ~  -- 
A - ;k 2 (-ni a 5, - -+@,-P i l )  

die Borm (30): wir setzen 

Wesentlich ist nun, daB hierin kein Summand eine Punktion von h 
allein k t :  alle Pm, sind also gleich Null. Wir  k6nnen daher die 
letzte Gleichung erfüllen durch : 

Si - [si] = 2% n sin (rn 1 + NI.). 
m. n 

1st i = 2p, so setzen wir [Si] = O: dann ist also 

und man sieht loicht, daB die Ableitungen von Si nach h und k die 
Form (30) haben. 1st aber i < 2p, so bestimmen wir [Si] aus der  

Gleichung (29, i + 1): 

Dariri hat [di,,,] die Form (30), was wir ebenso beweisen, wie wir es 
gerade, für Di gezei@ haberi. Wir  setzen fi+, = 0 und erfüllon die 
letzte Gleichung durch 
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Damit ist Si wieder vollstindig beetimmt: es iut: 

und man sieht, daB die Ableitungen von Si nach h und k auch jetzt 
die Porm (30) haben. Man kann also tatsachlich aus den Gleichungen 
(29) nacheiriander S,, S, . . S2, im Einklang mit der Behnuptung be- 

a s@) stimmen: insbssondere hsben also as@) und - inbezug auf h und h die 
oh- a 16 

Periode 2n. 

Wir wollen p 2 O annehmen. Dann kommen für uns nur solche 
H in Betracht, die nicht kleiner als - Q sind: im Falle H < - g ist ja 

für kein reelles h reell. Pl'ehmen wir zunachst an, daB H > p ist, 
a s- a s- dann sind alle 2 und 2 für jedes reelle h endlich, und es tritt 
a h  a /i: 

keine Schwierigkeit auf, wenn wir aus der Funktion S@) nach der 
Methode von la  die asyinptotischen Darstellungen der Liisungen unserer 
Bewegungsgleichungen ableiten. 1st aber H g ,  d a m  fiinnen die 
a si a S.  
- und 2 für reelle h unendlich werden, nümlich fiir h, - $- +1. + 2jn, 
al!. a k  

wo 8 die kleinste positive Wurzel der Gleichung 

cos 9. - - - H 
Q 

ist, und dann versa@ die Methode von 12. Natürlich braucW diese 
Schwierigkeit ni& nufzutreten, und sie tritt riicht auf, w e m  die 
S,, die im allgemeinen rationale Funktionen von v sind, im besonderen 
ganze rationale Funktionen von v sind, in denen die Faktoren von v 

verschwinden. In unserem Beispiel tritt die genannte Schwierigkeit 
nicht auf, wenn man p = 1 wahlt; das zeigen die oben bestimmten 
Funktionen SI, Sa. In andaren Failen kann man sie nmgehcn, indem 
man f, . . . f,, anders bestimmt, als wir es irn Vorhergehcnden getan 
haben. F a r  beliebiges p kommt man aLeTiim E'alle H 5 g mit der Methode 
von Bohlin nicht aus. Dagegen führt ein anderer Weg zum Ziele: 
Poincaré gibt narnlich eine kanonische Transformation an1), durch 
die dieser Fall auf einen anderen zurückgeführt wird, in dem die 
Methode von Lindstedt anwendbar ist. Da diese Transformation 

1) A. a. O., Bd. 2, S. 354-366. 
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leicht auf den Fa11 H > p ausgedehrit werden kann, diese Methode 
also weiter reicht, als die Methode von Bohlin, so ist sie theoretisch 
selîr befriedigend; leider ist die Transformation aber ziemlich koin- 

soda6 ihre h w e n d u n g  auf einm speziellen Fall nicht gerade 

bequcm ist, 
Wir w&en uyls ilz unserena Beispiel azcf den Fall p = 1 Deschrankq 
schon im Falle $1 = für H < - C> die erwahnte Schwierigkeit auf- 

tritt. Wir haben: 
1 

s(')=s, + p2S1 f ~ 8 2 ,  

und dabei ist 
S,= (K - y2 )k  + Klc + A l ,  

A 

S2 - sin k .] )  

Weitar ist 

Wir steiien nun die Gleichungen 0) 
a s(l) 6 - 
2: ' 

auf. Sie lauten: 

1) Wir hatten = O gcsetzt: vgl. 9. 377 
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Wir  setzen nun in diesen Gleichungen gemüi3 (22) 

qo haben wir gleich Nnll gesetzt, weil wir wünschen, dnB ho und 7 ,  
zusammengehoren. Die Gicichung@z (31) und (32) defim'cr.cn dann hi,, 
k, 1, H, E, L uals Fzcrrktionen der Zeit, die nuclr, tknz Satie von Poincaré 
(S .  360) B.U der entsprechemien exalden Losung asymtotisch von der Or& 
nung 1 - ' 2 = 1 2 sind. Dabei ist vorausgesetzt, da8 die auf S. 364 ge- 
machte Voraussetzung 1. auch jetzt erfüllt ist: einer der dortigen 
~ o r a u s s e t z u n ~  2. analoge Beschriinkung bedarf es jedoch nicht. 

W i r  berechmr aus den Funktionen. h, k, 1, H, K) L die u ~ s  gdüzifige.rt;n 
Fu,nktionen a, b, c, A, B, 6') mobei wir  in ihnen Glieder von der Gr6Ben- 
ordnung pl weglassen diirfen, ohne daB sie aufhoren, zur exakten 
Losung asymptotisch von der Ordnung + zu sein. Wir .erhalten so 

Dabei ist die Funktion h( t )  definiert durch die Gleichung 

- 

wo v abkürzend gesetzt ist fiir PZ (Ho + r, cos h) . Die durch die 
Gleichungen (33) und (34) definierten Funktionen nehmen für t = O 

1 

die Werte a,, b,, G,, A,, Il,, Co = q2 + p z  411, an. Wir wollen die An- 
fangsbedingung 1 - 

te,, = 1 + p h ; ,  
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also 

erfüllen, haben daher zu setzen 

also 

Wir haben schon die Voraussetzurig eingeführt, daB der Wert r, bzw. 
dessen Grenzwert für lim ,u = O von Nul1 verschiedm ist, und ktinnen 
annehmen, daB er grd3er als Nul1 ist (vgl. S. 334): damit erfüllen wir 
die Voraiissc+mng, die wi+ vorhiii iiber g gemacht haben. Fur  die 
Diskussion aolleu wir ?a, = 1 miihlen, wie wir es auch in dem Zahlen- 
beispiel suf S. 371  getan haberi. Das ist iibrigenu keine Beschriinkung 
der hligerneiriheit, da wir über die Liingeneinheit noch nicht verfügt 
haben. Ebenso dürferi wir ho = O annehmen: durch passende Wahl 
des Anfangspunktes der Zeit kann man das immer erreichen. 

For allem müssen wir 211.l.s nun die Funktion h(1) rzaher anseIlen. 
Sie ist definiert durch 

h - h - ir 

O O O 

Aus dieser Gleichung kanri man leicht cos 72 als eiliptische Funktion 
der Zeit darstellen. Aber das ist nicht einmal n6tig: die Gleichung 
(35) ist von einern der wichtigsten Problerne der Mechariik her wohl- 
bekannt, von dern Problenie des phgsischen Kreispendels. Der Aus- 
schlagwinkel cp desselben, von der stabilen Gleicligewichtslage aus ge- 
reehnet, genügt namlich der Differentialgleichung 

q'vf'= - gi! sin p, 

wo q der Triigheitsradius des Pendels um seine Aufhingeachse, g die 
~Graritationskonstante und 2 die Laiige des Pendels (Entfernung des 
Schwerpunktes :-ou der A~f l ian~eachsc)  ist. Hieraus fol@ * 

wenn das Pendel zur Zeit t = O die Lage gp = O und die Winkclge- 
~chwiridigkeit 9; hat. Durcit lntegratioil der letzten Gleichun~ erhiilt mau 

Vergleichen wir hiermit die Gleicbung (35), so sehen wir, daB man 

(- k )  als Aiisschlagwiiikel eines physischen Pendcls von der Lange - 
9 
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382 Ein mechanisches Problem aua der Theorie der Laval-Turbine usw. 

deuten kann, dessen Triigheitsmoment um dio Aufhangeachse gleich 
dem Triigheitsmoment unseres Korpers um seinen Schwerpunkt ist, 
und das zur Zeit t = O seine stabile Gleichgewichtslage mit der Ge- 

l 

schwindigkeit pZwa = W, - 1 verlàBt. Die Funktion h(t) ist uns also 
nun vollstandig bekannt. 

Die Bewegung unseres Systems um den Schwerpunkt ist durch 
die Gleichung 

c = a - h  

gegeben. Wir  betrachten sie von einem lewegten Koordiuatensystem 
sç, y, aus, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt ist, und dessen Achsen 
mit den Achsen des festen Systems aen Winkel a bilden, das also mit 
einer von 1 wenig. versehiedenen Geschwindigkeit rotiert. I n  bemg 
nuf dieses Syskm ist also die Bezmyzing d ~ s  K6rpers um seinen Schwer- 
pzdût identisch mit dm Bewcgung eines gewissen physischen Pmdels. 
dessen A u f h h g e a c h ~ e  durch den Anfangspunkt geht. Lassen wir die 
Anfangsgeschwindigkeit ui, unseres Systems von links her an den Wert 
w, = 1 heranrücken, so haben wir folgendes Bild. Zunachst überschliigt 
der Korper sjch in negativem Sinne; die Geschwindigkeit dieser Be- 
wegung wird um so kleiner, je niiher wir dem Werte w, = 1 kommen, 
und es giht einen Grerixwert 

1 

für den sich der Korper asymptotisch der Lage (- h.) = - z nahert. 
Wachst w, weiter, BO führt der Korper Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage (-IL) = O sus, deren Amplitude urn so kleiner wird, je 
je mehr wir uns der kritischen Anfangsgeschwindigkeit w, = 1 nghern. 
Für  w, = 1 ruht der Korper. Lassen wir w, weiter wachsen, s o  haben 
wir das umgekehrte Bild: die Schwingungen nehrnen zu, mir kommen 
an einen Grenzwert 

1 

für den sich der Korper asymptotisch der Lage (- h) -. + n nahert, 
und jenseits dieses Grenzwertes üherschliigt sich der Korper wieder, 
jetzt aber im pnsitiven Sinne. Das Intervall von z,u1 bis z.,, clas auch 
weiterhin eine ausgezeichneto Rolle spielen wird, wird man papend dus 
kritische Ir~tmuall nennen: es ist aber nicht, wie CS nach unseren 
Formeln scheinen konnte, von den Anfangswerten unabhangig, sondem 
hiingt von r, ab, welches f i r  die Diskussion gleich 1 gesetzt ist. 
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Im ailgemeinen Falle hatten wir gefunden, daB die Bewegung des 
KBrpers um seinen Schwerpunkt eine gleichf6rmige Rotation ist, über 
die sich zwei Sinusschwingungen lagern. Von unserem bewegten 
Boordinatsnsystem z3y, aus betrachtet, ist sie also ebenfalls eine gleich- 
f6rmige Rotation, die von zwei Sinusschwingungen 6 , , G, iiberlagert ist; 

die Amplituden dieser Schwingungen sind zu " bzw. - P 
(1 - w,je 

I (1 + w J 2  
proportional. Diese Ausdrücke lassen schon reïmuten, daB die Schwin- 
gung G, in der Umgebung von u~, = 1 betrachtliche nTerte annehmen, 
die Schwingung G, dagegen klein bleiben wird. Dies ist in der Tat 
der Fall: die Schzcinyzclzg ( IL), die wir eben betrachtet 7zuben, ist nüm- 
lich die &bî-tsetmng der 8cSch.wingzcng G, des allgenzeinen filles, sie geht 
in diese über, wenn wo sich hinreichend weit rom Punkte w, = 1 ent- 
f ~ r n t ,  alao für groBe Werte von j,wkl; die Schwingung G, bleibt da- 
gegen auch für wo = 1 klein, denn sie tritt in  unserer ersten Annahe- 
rung nicht aiif: mir würden sie natiirlich wiederfinden, wenn wir die 
Anniiherung weiter treibcn würden. 

Für  unser Zahlenbeispiel sind die Werte w,  und w,, die das 
i ; '  ritische ' . , hterval i  begrenzen, die folgenderi: 

w, = 0,9984 W, = 1,0016 ; 

sie liegen also der kritischen Anfangsgeschwindigkeit sehr nahe. Die 
Ilauer der unendlich kleinen Schwingung des KGrpers im Faile 
w, - 1 ist 

Nehmen wir wieder an, die kritische Umdrehungszahl in der Sekunde 
sei 50, so ist dieee Schwingungsdauer gleich 2.5 sec; für u ~ ,  = 7 ist 
sie dagegen nur 

oder 0,003 Rec. 

Wir wenden uns nun  der Diskussion der Bewegung des Schwev- 
p m k l s  zu, die durch die beiden ersten Gleichungen (33) und die beiden 
ersten Gleichungen (34) definiert wird. IIierzu zerlegen wir zunachst 
das Integral 

in eine lineare und eine periodische Funktion der 
im Falle Ho < 1 mi+, 9 wieder die kleinste 
Gleichung 

cos 4 = - Ho 

Zeit. Wir  bezeichnen 
positive Wurzel der 
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384 Ein mechanisches Problem aus der Theorie der Laval-Turbine usw. 

und verstchen im Falle Ho 2 1 unter 4 die Eonstante a. Dann ist in der 
Identitiit 3 3 n .P A 

der erste Summand eine lineare Funktion der Zeit, niimlich gleich 

und der zweite ist eine periodische Funktion der Zeit, die mit a be- 
zeichnet sei: 4 11 s A 

O 

Die Periode von cr ist gleich derjenigen von h. Damit ist die Zer- 
legung ausgeführt. Wir sehelz nun. zun&l~st wieder von Schwifipnyn 
ab, .konstruieren also die Bewegurig B.. Sie i u t  gegeberi durch 

4 

b = b , + t ,  
A = A,, 
B = Bo. 

Diese Bewegung ist uns aber vollstiindig geliiufig: der Schwerpunkt durch- 
liiuft eine sich drehende Ellipse so, daB seine exzentrische Anomalie eine 
konstante Geschwindigkeit hat. Die Drehgeschwindigkeit der Ellipse ist: 

.P 
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Sie ist vie1 betrachtliche~ als im allgemeinen FaHe: für unser Zahlen- 
beispiel ist sie fiir w, = 1 gleich - IOp4, die Ellipse legt also den 
Winkel l0 zurück in der Zeit 

-- 
1 
- sec = 0,6 sec, 

60 . 3 6 0  . IO-' 

miihrend im Fa lk  w, - 7 über 4 Jahre dazu n6tig wafen. Die Wiiikel- 
geschwindigkeit der Ellipse andert sich auch in der Umgebnng cles 
Punktes w, = 1 sehr rasch. Man bestitigt leicht, daB sie für 

w o  = w, = 0,9984 gleich + IO-&, 

ist. T~otzdem geht aber der hier gefundcne Wert der Drehgeschwindi.qh-eit 
stctig über in den des allgemeinen Fulles. Der Aiisdriick (37) nahert 
sich nümlich für  groBe Werte von 1 wil dem folgenden: 

und den im allgemeinen h i l e  geltendun Ausdruck konnen wir BO 

schreiben: 
4 U', 1 

p. 

(1 16q2(1 - w,,)' 

Diese beiden Ausdrücko unterscheiden sich aber niir um einen F'aktor, 
der in der Niihe des Punktes w, = 1 nahezu gleich 1 iut. Stellt man 

dW die Drehgeschwindigkeit der Ellipse als Funktion von w, dar, 

Bewegung B. W i r  betrachten eie wieder von einem bewegten Koordi- 

so erh'klt man eine Kurve vom 
Typus der in Figur 5 darge- 
stellten; eine unserem Zahlen- 3 
beispiel entsprechende, quantitativ 
genaue Figur zu zeichnen ist niçht 
moglich: denn \viihlt man den 
MaBst'ab so, daB die Ordinate für 

natensystem x,, y, aus, dessen Anfangspunkt die B e w e p n g  $3 ausführt, 
und dessen Achsen den festen Achsen parallel sind. Die Formeln (Ci), 

Zoit~chrift f. Mathematik u. Phyaik. 59. Band. 1911. IIeft 4. 215 

Pig. 5. 

n 

- 
u:, = 7 gleich 1 mm wird, dann ïv, 

ist die zu wo = 0,9984 gehiirige 
gleich 250 km, die zu w, = 1 ge- 
horige gleich - 250 km. 

Wir wenden uns nun aur L 
Dis7cussion der Schwingu,ngen des Schu;wyunEts un1 die soeben diskutierte 
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386 Eiu mechanisches Problem aus der Theorie der Laval-Turbine usw. 

(33) und (34) lehren, daB der Schwerpunkt in bezug auf dieses System 
folgende Bewegung ausführt: 

1 - 

x1 = $pQ(- (v - vo) cos a - a sin a ) ,  
1 - 

y1 = i p n q ( -  (v - vo) s ina  + a cosü), 

wo a durch die Gleichung (36) definiert ist. Diese Pormeln legen 
nahe, die Bewegung von einem Koordinatensystem x,, y, aus zu be- 
trachten, dessen Anfangspunkt mit dem des Systems x,, y, zusammen- 
fi i l t ,  und das mit diesem den Winkel a bildet, also mit einer von 1 
wenig verschiedenen Geschwindigkeit rntiert. Tn bezug auf dieses 
S p t e m  führt der Schwerpunkt folgende Schwingung aus: 

Dies ist die Parameterdarstellung einer Kurve. Wir berechnen aie am 
bequemsten mit Hilfe der elhptis-chen Normalintegrale 3' und E. lm 
Faile qawia 2 4 haben wir 

h 
Y =  $ 9  

und im Faile q2wA2 4 ist 

Im Paile p 2 w ~ '  = 4 ergeben diese beiden Gleichungsaysteme überein- 
stimm end 

x 2 - - & p Y q  - C O B - - 1  , 
(40) 

' (  2 

1 - 

1 
h 

y z =  p 9 p ~ " - ,  
2 
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Von W. BEHRENS. 387 

wo e = + 1 ist ,  je nachdem u': positiv oder negztiv ist. Wir  gehen 
noch in den Gleichungen (38) nnd (39) zu kleinen Werten des Moduls 
über und erhalten 

(Y 8 ') 

und 

IL \(cash- l), "Ça = - 2(1 - w,, 

IL sin h YZ 2 j l w w , j  

1 - 

(39') 
x2 = - $ p 2  p2w;(cos y - l), 

1 - 

ys = & p z  q3wOa sin 2r.p. 

Wir wollen diese Kurven nun diskutieren und beginnen mit dem 
Falle, wo zoo einen groBen negativen Wert hat,  wo wir uns alsu weit 
unterhalb der kritischen Geschmindigkeit befiriden. Die Gleichungen (38') 
lehren, da0 die Kiirve dann ein Hreis ist, der links von der Ordinaten- 
achse liegt und diese im Anfangspunkte berührt (Fig. 6a).') Niihern 

Fig. fi a. 

g i r  uns der kritischen Anfangsgeschwindigkeit, so wird der Kr& ein 
Oval (Gleichungen (38), Fig. 6a); dieses schmiegt sich, wenn w, sich 
dem Werte w, = wl, der unteren Grenze des kritischen Intervalles, in 
unserem Zahlenbeispiele also dem Werte w, = 0,9984 nkhert, einer 
Grenzkurve an, die von einem Halbkreise und dein begrenzenden Durch- 
messer gebildet wird: sie ist in die Figur 6a eingezeichnet. Für w,=w, 
ist die Kurve der dem Grenzhalbkreise entsprechende Kreie (Glei- 
chungen 40). Uberschreiten wir den Wert  w,, so erhiilt die Kurve 
eine ganz andere Gestalt (Gleichungen (39), Pig. 6b): sie hat  jetzt eine 
gewisse ~ h n l i c h k e i t  mit einer Lemniskate. Diese Kurve schmiegt sich 

-- - 

1) Die Figuren 6 gehen aus den unserem Zahlenbeispiel entsprechenden durch 
vierfache VergrLiOerung hervor. 

2 5 *  
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388 Ein mechanisches Problem aue der Theorie der Laval-Turbine usw. 

zunachst einer Grenzkurve an, die aus dem Kreise (40) und seinem der 
y,-Achse parallelen Durchmesscr gebildet wird: aie ist in die Figur 6 b  
eingezeichnet. Die Kurve wird mit wachsendem w, rasch kleiner und 
flacher und eieht sich für lim w, = 1 auf den Nuiipunkt ziisamrnen 
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(Gleichungen (393, Fig. 6b). Wachst w, weiter, so spielt sich der 
umgekehrte Vorgang ab: nur liegcn die Kurvcn jetzt rechts von der 
Ordinatenachse (Fig. 6 c und 6 d). Der ijbevalzg stcrn allqenaeinen Falk  
id a w h  jetzt eiu durchuus stetiyer: um das einmschen, brauchen mir 
nur die Kreise (25) und (38') zu vergleiçhen und zu beachten, daR der 

2 
Faktor -- um den sich ihre Radien unterscheiden, in der Nahe 

1 + % '  
von w, nahezu gleich 1 ist. Dicse Kurven durchliiuft der Schwer- 
punkt in  einer Zeit, die gleich der Periode der Pendelschwingung 
(- h)  des Korpers um seinen Schwerpunkt ist, in der Nihe der kriti- 
schen Gesehwindigkeit also sehr langsam (fiir tu, = 1 in  25 sec). 

Um uns über die GroBenverhiiltnisse dieser Kurven zu orientieren, 
nehmen wir wieder unser Zahlenbeispiel auf. W i r  bezeichnen als 
lhrchmesser der Kurven die Lange des Stückes, welches sie auf der 
2,-Achse abschneiden; dann ist der Durchmesser der Kurve für  

W ,  = O gleich 0,0008 cm 
075 O, 001 1 
0,996 0, 1 
0,9984 1 
0,9994 0,38 
1 O 
7 0,00002 

DO o. 
Der Kurvendurchmesser nimmt also in der Nihe  von wo = 1 sehr groBe 
Werte an, die Durchmesser fiir w, = 7 und uto = 0,9984 verhalten sich 
wie 1 zu 50000. AuBerdem Zndert er sic.h dort sehr rasch mit w,. 

Die Bahn des Schwcrpunlctes in bemg auf dus fcqte SystPnz ist, wie 
im allgemeinen Falle, eine Kurve, die sich zwischen zwei konzcntrischen, 
siçh mit konstanter Geschwindigkeit drehenden Ellipsen hin- und her- 
zieht: nur haben die beiden Eilipsen in dem Falle, wo w, nahezu gleich 1 
ist, einen gr6Beren Abstand und eine groBere Drehgeschwindigkeit, als 
im allgemeinen Falle. Trotzdem ist die Kurve uniibersichtlich und 
schwer durch eine Zeichnung zu veranschaulichen: denn die Diffe- 
renz der Azimute zweier aufeinanderfolgender Herührungspunkte der 
Kurvc mit den Grenzellipsen ist sehr groB, in unserem Zahleiibeispiel 

5 0 . 2 5  
für w, - 1 etwa gleich 2a. --- 

2 
, also ungefahr 628 voue Umdrehmgen. 

Wir  haben die Kurve de~halh von dern bewegten Koordinatensystem 
z2, y, aus betrachtet. 

Damit sind wir am Ende uriserer Diskussion; wir fügeri nur noch 
drei Bemerkungen hinzu. Erstens: es sçheiut, als wenii die Bewegung, 
falls ihre Anfangsgeschwindigkeit geltau die kritisdie ist, eine sehr 
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ruhige ist: es fallen ja dann alle Schwingungen fort. Aber das ist 
nur im Falle ho = O richtig: wenn ho nicht gleich Null kt ,  so konnen 
wir zwar durch Verschiebung des Anfangspunktes der Zeit stets er- 
reichen, daB ho glciah Null mird, aber dann ist das ziigehfirige uj, nicht 
mehr gcnau gleiüh 1. Genau so ist es ja beirn Pendel: man kann da stcts 
erreichen, daB q, gleich Null wird; dann ist aber <pi im allgemeinen von 
Null verschieden. Zweitens heben wir hervor, da8 die Bewegung in 
den beiden Grenzfiillen 

wo=w1, w 0 = w 2  

labil ist. In der Tat: eine unendlich Iileine a n d e r m g  der Anfangs- 
bedingungen bewirkt eine cndliche Andermg der Bahnkurve des Schwer- 
punktes. Die dritte Bemerkung endlich bezieht sich auf Y, und s,: wir 
haben vorausgesetzt lim 7, =+ 0, lim so =+ 0; unsere ganzen Betrach- 

p = o  p=o  

tiingen gelten also z. R. nicht für die stationZren iind die diesen be- 
nachbarten Bewegungen. 

15. Zusammenfassung. 

Wir haben also folgendes Bild von der Bewegung unseres Systenis 
erhalten. Die Rewegung ist in den beiden Fallen, die eine verschie- 
dene Behandlung notig machten, im allgemeinen Balle und im Falk 
des kritischen Anfangsimpulses, qualitativ tilz~Zic72: sieht man von 
Schwingungen ab, so bewegt sich der Schwerpunkt auf einer iim ihren 
Mittelpiinkt mit konstanter Geschwindigkeit rotierenden Ellipse so, daB 
seine exzentrische Anomalie eine von 1 wenig verschiedene Geschwin- 
digkeit besitzt, und der K6rper dreht sich um seinen Schwerpunkt mit 
einer seinem Anfangsirnpulse entsprechenden konstanten Gesctiwindig- 
keit; die Schwingungen des Systems in beiden Ballen habeu allerdings 
weniger Ahnlichkeit miteinander. Dagegen ist die 13ewegung in beiden 
F U e n  pztantitativ sehr vevsclvieden: die Drehgeschwindigkeit der Ellipse 
ist im Falle des kritischen Anfangsimpulses viel groBer als im all- 
gemeinen Falle (in einem Zahlenbeispiel war das Verhiltnis dieser 
Geschwindigkeiten fiir zoo = 1 und fiir u., = 7 gleich 23.10' : l), und 
dassclbe gilt für die Amplitude der Schwingungen (wir fanden das Ver- 
haltnis 5 . IO4 : 1); ferner antlert sich die Bewegung im Falle des kri- 
tischen Anfangsirnpulses mit w, viel schneller als irn allgemeinen Falle. 
Trotzdem konnten wir den Übergarig der beiden Fiille ilieinander genau 
verfolgen. 

Unser mechauisches System ist also durchaus geeignet, das Pha- 
nomen der kritischen Geschwindigkeit der Laval-Turbine verstiindlich 
zu machen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nie Spannungsverteilung im gerrtden Kreiskegel usw. Von PAUT, ! ~ L U N G E R .  391 

Die Spannungsverteilung im geraden Kreiskegel, hervor- 
gerufen durch eine Einzelkraft von beliebiger Richtung 

und Lage. 
Von Dr. PAUL FILLUNGER in Wien. 

Die TJntersuchuugen der Elastizitatstheorie erfordern irn allgemeinen, 
die Spnnungen als Funktionen von drei unabhingigen Variabelri, den- 
Koordinaten eines Punktes im Raume, anzusehen. Kann aber voraus- 
gesetzt werden, daB die Verteilung der Spannungen von einer jener 
drei Variabeln unabhangig ist, eo vereinfacht sich der Gang der Unter- 
suchung hedeutend, und man faBt alle jene Spannungsverteililngen, bei 
welchcn nur zwei unabhingige Variablc auftreten, zusaminen unter der 
Bezeichnung des ebenen Problems. 

Es  ist aber auch gelungen zu zeigen, daB man bei einer bestirnmten 
Gattung des ebenen Problemesl) die Abhangigkeit der Spannungen von 
einer der beiden unabhingigen Variabeln für sich voilstiindig aufklaren 
kann, ohne auf die Grundlagen der Elastizititstheorie eingehen zu 
müssen, so daB die vollstandige L6sung des gestellten Prohlemes durch 
die Aufl6sung von Differentialgleichungen zu bewerkstelligen id ,  welche, 
da sic nur mehr eine, die letzte, zcnabl~angige Variable etzthalter, gewohn- 
liche Uiffer~~tialgieichungen sind. 

In der vorliegenden Abhaiidlung erlaubt sich der Verfasser einen 
Fail mitzuteilen, bei welchem die Spannungsverteilung von vornherein 
als eine mit drei unabhangigen Variabeln ausgestattete, mithin als eine 
rauwzlic7~e angesehen werden muB, wo aber mieder durch eine ganz 
iihnliche Untersuchung wie beim oberwahnten ebenen Problem die Ab- 
hangigkeit der Spannungen von einer der drei unabliangigen Variabeln 
aufgehellt werden kann, so daB nach Ausschaltung dieser die LGsung 
von partiellen Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen Variabeln 
übrig bleibt. Auf diesem Wege war es moglich, ein voiistiindiges 
Spannungsverteilungsgesetz aufzufinden, dessen groBes Anwendungsgebiet, 
wie in der Folge gezeigt werden wird, ihm auch eine rein praktisc7~e 
Zedeutwzg für technieche Probleme sichern dürfte. 

Die hier vorgefiihrte Aufgabe der ElastizitStstheorie ist zuniichst 
dadurch gekennzeichnet, da5 nur e h  cinxigm Massenpunf;t, niimlich 

1) Siehe Bd. 59 Heft 1 dieser Zeitschrift, Abhandlg. d. Verf. ,,Die Spannungs- 
verteilung in keilformigen Korpern, suf welche eine Einzelkraft einwirkt, untcr 
Beschriinkung anf dae ebene Problem". 
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392 Die Spannungsverteilung im geraden Kreiskegel usw. 

die Spitze eines Kegels, von der auBeren Einzelkraft beeinfluBt wird, 
mag die Richtungslinie dieser auBeren Kraft durch die Spitze des 
Regels gehen oder nicht. Aile anderen Massenpunkte werden nur 
durch ilînere Kraftc des materieilen Punktsystemes betroffen. Den 
Kegel denke man sich an einer Rasisfliiche festgehalt'en, welche mit 
allcn Plichcnelemonten unendlich fern von der Spitze des Kegels liegt. 
Der Spannungszustand dieses Korpers kann, sofern er ein gerader 
Kreiskegel ist, für jede beliebige Lage dér EuBeren Kraft genau be- 
schrieben werden, und er bildet zusamrnen mit dern vom Verfasser 
gefundenen Spa~inungszustand in keilformigeil E r p e r n  die zwei ein- 
fachsten Vertreter einer Gruppe von Problemen, welche man als die 
,,perspektivischen Spannungszustiinde" bezeichnen sollte und die sowohl 
den ebenen Problemen (wie beim keilformigen Korper) als anch den 
riiumlichen (wie beim kegelformigen, hier behandelten Ktirper) an- 
gehorcn konnen. 

Wie beim keilfdrmigen Korper das ebene, so entspricht f ü ï  die 
hier anzustellenden Cntersuchungen das rauwdiche PoZnrkoordinatensystcrn 

Pig. 1. 
am meisten der Natur der gestellten 

42 
Aufgabe. Über die a~gewendcten Be- 

! zeichnungen geben die nachfolgenden 
I Erliiuterungen bufschluB. 

In Fig. 1 ist Punkt ;II bestimmt 
durch seine drei Polarkoordinaten 

r, den Abstand vorn Pol O, 
y, den Winkel, welcher den Parallel- 

kreis auf der Kugel mit dem Eadiuu r 
festlegt, auf welchem J I  sich beiindet, 
und 
I), den Winkel der Meridianebone 

/ gegen den Nullrneridian. 
3' r kann alle Werte xwischen O und 

+ oo annelimen, rl) alle Werte zwischen O und a,  und qj  alle Werte 
zwischen O und 231. 

Neberi diesem Polarkoordinatensysteni sind noch zwei orthogonale 
Achsensysteme angenonimen: 

ein im Ratme festes (x, y, B ) ,  dessen Urspiung mit dem Pole des 
Polarsystemes zusammenfallt, dessen positive x-Ache mit der Polar- 
achse des Polarsystemes identisch ist, wihrend die x-y-Ebene mit der 
Ebene des Nullineridians übereinst,irnmt und die z-s-Ebene mit Jer 

Meridianebene zum Winkel + = * 
2 ' 
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feiner ein im Raunîe verandwlickes orthogonales Achsensptem 
(r, s, t), dessen Ursprung iin Punkte Xc,, liegt; die positive Rich- 
tung r wird erhalten durch Verliingerung des Radiusvektor r über M 
hinaus, die positive Richtung s bildet die Tangente an den Parallel- 
kreis von AM aus in der Richtung des wachsenden Winkels @ und die 
positive Richtung t die Tangente an den Meridian in der Richtung des 
machsenden Winkels rp. 

Dann sind die Neigungsminlrel der positiven Achsenrichtungen 
r, s ,  t £Cr eine beliebige Lage des Punktes J I  gegen die in1 lZaume 
festen Richtungen z, y, s ausgedrückt durch die Pularkoordinaten des 
Punktes Ml gegeben durch die 9 Gleichungen: 

cos ( r x )  = cos rp, cos (r y) = sin rp cos Q, cos ( rs )  = sin rp sin Q 

cos (sx) = O, cos (sy) = s i ,  cos (sz) = cos @ 

cos ( tx)  = - sin y, cos (/y) = cos y cos +, cos (ta) = cos cp sin*. 

Bezeichnet man die Spannungen durch groBe Ruchstaben, welche 
die Richtung der Spannungen kennzeichnen, wihrend ein als Index bei- 
gefügter kleiner Buchstabe die Ricl~tuny der ATormalen auf jenes 
E'liichenelenient angibt, anf welcher die Spannung besteht, so hat man 
es bei Verwendung von Polarkoordinaten mit folgenden 9 Spannungs- 
@Ben zu tun: 

R, R, 4 

wovon R,, S,, Tt Normalspannungen in drci zueinander senkrechten 
Richtungen vorstellen, wiihrcnd alle übrigen Schnbspaniiungen sind. 
Da aber auçh hier ebenso mie boi orthogonalen Koordinsten die Sehub- - 

spannuugen paarweise eiriander gleich s i d  ( n a d i c h  jeue, welche man 
durch Vertauschung des Index mit dem groBen Buchstaben in eine 
andere verwandeln kann), komrnen in den nachfolgenden Gleichungen 
nnr sechs verschiedene SpannungsgrCBen vor, und zwar die Normal- 
spannungen R,, $, Tt und die Schubspannungen iis, S,, T,. Alle 
Spannungen sind positiv, wenn sie in der positiven Richtung r, s 

bzw. t auf ein Fliichenelement wirkcn, dessen Normale, ins Innere e i n ~ s  
Raurnelementes weisend, gleichfdls die positive Richtung Y ,  s bzw. t 
eirininim t. 

Das Gleictigewicht an eiriern spharischcn &aunzelehzent, d. fi. ari 
einem Raumelement, welehes heçrenzt wird durch zwei kunzent'rische 
Kugelflachen mit den Radien r und r + dr, ferner durcli zwei koaxiale 
Kreiskegel, deren Erzeugende die Winkel rp und q + dy  mit der 
Achse einschlieBen und endlich durch zwei Meridianebenen, welche den 
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Winkel il@ miteinander einschlielen, erfordert, daB obige sechs Span- 
riuugeri folgeride Gleiçhungeiil) befriedigen: 

as, i -- a R, a st 
i?+ sin cp 

+ 3 R s + r 7 - + 2 S , c t g r p + = O  
Cr a Y 

1) Die Gleichungen (2) konnen entweder unmittclbar aus der Betrachtung 
des obenerwkhnten sphiirischen Raumelementes gewonnen werden, wobci das Gleich- 
gcwicht in der Richtung r die crste, in der Richtung s die zweite und in der 
Richtung t die drittc Gleichung liefert, odcr aber durch Tiwnsformation aus den 
bekannten Gleichungen für rechtwinklige Koordinaten: 

Zwischen den Koordinaten des orthogonalen Systemes und jenen des raum- 
lichen Polarey~temes bestehen namlich (siehe Fig. 1) die Be~iehungeu 

y = r sin rp cos +i 

z = r sin rp sin 41 
Durch zmcimalige Anwendung der bekannten Gleichungen 

X,  = Xz COS (nz) + X y  cos (ny) + X ,  cos ( n z )  

Y, = Y, cos [nx) + Y, cos (ny; + Y, cos (12.8) 

Zn = 2, cos (nx) + ZY COS (ny) + %, cos (nz) , 
m i t  Beriiitzung der G1. (1) fiudet nian als Beeie2iungen zwischen den Spaunungen 
des orthogonalen Systeines und den hier angewendeten die Gleichungen: 

( X, = R,. cosP rp + T, sinP rp - 2 T, sin cp cos rp 

Yy = R,sineqcosZ++S,sing++ 1 ~ c o s ~ c o s ~ - 8 l ; g s i n r p s i n . c / , c o s @ -  
- ZS, cos rp sin + cos + /,- 2 T, sin cp cos rp cos" 

Z,= R,sin2rp sin"+ S~,oas~.J i  + T , c o s B q ~ i n z ~ + 2 R s s i n r p s i n ~ c o s ~ +  
+ 2 S , c o a r p s i n 1 i , c o s ~ ~ + 2 T , s i n c p c o s r p s i n e ~  

Y, = %, = Rr sing rp sin cos - S, sin y cos î1> - 1 -  Tt cos" sin v cos + + 
- 1 -  R, ein cp [cos' 1/i - sine T)) + St cos cp (cosg + - sin2 q) 4~- 
+ 2 Tr sin cp cos rp sin li, cos q i  

Z z = X  , = R  , sin rp cos <p sin T) - Tt sin cp cos cp sin v + Rg COS rp cos I$ - 
- S, sin rp cos v + Tr (cosS rp - sin") sin î1i. 

Mit IIilfe der Gleichungen (b) für die unabhingigen Variabeln und der 
Gleichuugen (c) fü l  die abhingigen Variabeln ist die Transformation der Glei- 
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Die gleichen Beziehungen, welche bei orthogonalen Adiser~s~stemen 
zwischen den Spannungen einerscits, den linearen Dilatationen und den 
Schubwinkeln andcrerseits unter der Voraussetzung gelten, daB alle 
Ileformation~elemente unendlich klein vom ersten Kleinheitsgrade sind, 
hnben auch hier volle Gültigkeit. Bezeichnet man die linearen Dila- 
tationen in den drei Richtungen r, s, t beziehungsmeise mit 1,) AS, 1, 
und die kubische Dilatation luit v, die ~ n d e r u n g  des Winkels zweier 
iirsprünglich zueinander senkrechten Fliichenelemente, deren Schnittlinie 
die Richtung r, s oder t habe, beziehungsweise mit E,, E , ,  E ,  und ver- 
wendet man schlieBlich die beiden Kirchlioffschen Elastizitatskon- 
stanten K (den Schulomodiil) und O, so bestehen die Gleichiingen 

ô R,. ÔT ~ R , I  - ~ S , I  (1-4einScg) ' 2 I Z r F r -  2 T ,  tgg, a T a cp a10 sin cp a+ cos cp + T r s i n  cg cos ~p 
a T,. a T,. r -  - t g c p + - = O  
O?T a 9 

-- - 

Die Gleichungen (d) stcllen znnachst nichts anderes vor als die IJedingungen 
des Gleichgewiclites in der Richtiing der x-Achse, y-Achse und der z-bchse. Sie 
lassen sich aber untereinander vereinfachen, wodurch dic Gleichungen (2) ent- 
stehen, welche das Cleichgewicht in den im Raume veranderlichen Richtungen 
r, s und t ausdrücken. 

v = A-, + 1, $ A-, 
R, = - 2K(Â7+ OV) 

8, - - 2K(1,+ 8 v )  

Tt=- 2K(1,+ OU) 
R, = - K E ~  

~5'~ = - K E ,  
, Tr = - K E ~ .  

chungen (a) moglich. Die Gleichungen (c) bzw. die diesen Gleichungea iriversen 
Trensforinationsgleichungen dienen auch daeu, Spannnogsverteilungsgc~etze des 
einen Koordinatonsystems in solche des andcrcn Systernes zu verwandcln. 

Die Transformation der Gleicliungen (a; liefert die folgcnden drei Gleichungen: 
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Die  Polarkoordinaten der  Verschiebung eines Massenpunktes werden 

mi t  u,  v u n d  w bezeichnet, u n d  zwar bedeutet  zc das Wachs tum des 

Radiusvektor  r,  v daa W a c h s t u m  des d e n  Parallelkreia angebenden 

Winkgls rp u n d  w d a s W a c h s t u m  des W i n k e l s  +. u, v und w sind 

voraussetzungsgemaB unendlich klein vom ersten Grade und,  da wir 

annehmeii, daB der  Korper  nach erfolgter Deformation in einer Gleich- 

gewichtslage ziir Riihe komme, n u r  Fnnkt ionen  von  r,  rp und @. 

D a n n  lassen sich die Dilatationen u n d  Schubwinkel  durch die 

Gr6Ben zc, v, w u n d  die u n a b h h g i g e n  Variabeln r ,  y,  $J auf folgende 

Weise') ausdrücken : 

aw 
Er = ' - + sin cp 

sinrp a11i ô rp 

- - -  

1) Die Gleichiingen (4) konnen durch sorgfiltige Ueobachtung der Vcr- 
schiebungswege der Eckpunkte eines spharischen Raurnelementes unmittelbar 
aufgestellt merden. In  untrüglicher Weive gehen sie aus folgender Rechuuq 
hervor: derselbe Punkt M(,, q, der in Figur 1 gezeichnet ist ,  gelaugt durch 
die Transforination in die Lage M'(, + ,, y + ,  + 

Dann sind die orthogolzales 
Koordinaten des Punktes M' in beaug auf das dem Punkte 31 zugeordnete recht- 
winkelige Achsensystem (r, s, t), die wir mit q, ,  G,, z, bezeichnen wollen, gegeben 
durch die Ausdrücke 

e,  = (r + ZC) [COB (rp + a) cos rp + sin (rp f v) sin rp cos tu]  - r 
ao=(r+u)s in( rp+v)s inw 

r ,  = (T + u) [sin (9 + v) cos rp COB zo - COS (rp + a) sin 91 

oder, soferu u, v, w uncndlich klein vom ersten Grade sind, 

Po = u 

(e) u,=rsinrgw 
(z, = ru. 

Dio Koordinaten q ,  c ,  z ciqes zweitcn, dem Punkte unendlich nahen 
Punktes I I I (?+~, . ,  ytd,,,, v + d ~  in bezug auf dasselbe orthogonale Achsensystem 
(r, 9,  t ) ,  dessen Ursprung in M lie& erhalt man aus den Gleichungen (e) einfach 
dadurch, da6 man d r ,  drg, d v  an die Stclle von u, v, w) setzt. 

Der Punkt m gelangt durch dieselbe Transformation in eine Lage 
mf(r+dr+u+du, +dq+a+da ,  ,p+d,p+lo+diu), und man finciet die ortliogonalen Eo- 
ordinaten des Punktes n~' in bezug auf ein rechtwinkeliges Achsensystem (r', s', t '), 
welches dern Punkte ?n(,+d,, ,,, + d y ,  ,p+ ebenso xugeordnet ist, wie das Achaen- 
aystem (r, s, t)  dem Punkte M(r,y,V), desaen Ursprung also rtuch in m liegt, durch 
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Die Gleichungen (2), (3) und (4) bilden ihrem Wesen nach nichts 
Neues, sondern sind bloB die' Form, welcho die in der Elastizitiits- 

Differentiationen aus den Gleichungen (e). Bezeichnet man die Koordinaten von 
m' in bezug auf (T', s', t') mit q', G', z', so ist, mit Vernachllissigiing aller Glieder 
9'" und 4t8r Kleinheitsordnung 

orler in einor o t w a ~  anderen Schreibweise mit Benütziing von (e) und (f i  

Um aus den Koordinaten e' O' / des Punktes m' i n  bezug auf (r', s', t') die 
rechtwinkeligen Koordinaten p l ,  ri,, z, desselben Punktes m' i n  bezug auf das 
Achsenaystem (7, s, t ) ,  dessen Ursprung in M liegt, zn finden, verfihrt man am 
einfaçhsten, da (r', s', t') auu ( r ,  s ,  t )  durch eine unendlich kleine Verschiebung 
und Verdrehung hervorgeht, indem man die ganze Lagenbderung in drei Ver- 
schiebungen bezm. Verdrehungen auflost, und stets die Transforrnationsgleichu~~~eri 
einer Teillagenanderung in  die der nichsten einsetzt,. Man fiudet so mit  Ver- 
nachlLssigung aller Glieder von hoherem als dem ersten lileinheitsgrad die Be- 
ziehungt:ii zwischen den Koordinaten q', a', r' und q,, G , ,  r, eines beliebigen Punktes 
(mit  Beniitzurig von Gleichung f )  

Durch Einsetzuug der Werte ans  (g) in (h) und abermalige VernachlLseigung 
aller Glieder hohercn Kleinheitsgtades als des 2k" ergibt sich 

Die Gleichungen (i) Sind aber von der Form einer linearen Transformation 
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theorie allgemein angewendeteri Gru~ld~leichungen bei V e r w e n d u ~ ~  
raumlicher Polarkoordinaten annehmen. 

In  Fig. 2 ist ein gerader Icreiskegel gezeichnet und damit die 
Lage angegeben, welche er zu dem schon in Fig. 1 verzeichneten 
Achsensystem (x, y,  z) einnimmt. Somit ist auch seine Lage eum 
riiumlichen Polarkoordiiiatensystem festgelegt. Seine Spitze fiiit mit 
dem Pol O, seine Achse mit der Folarachse O z  misammen. Der 
Winkel, den die Erzeugenden der Mantelfliichc mit der Achsc ein 
schlieBen, wird mit CD bezciclinet. Der Kreiskegel ist in Fig. 2 auber 
durch die hlantelfliiche auch noch durch eine Kugelhaube begrenzt, 

welche zu O korizentrisch ist 
42 

Fig. 2. 
im Abstande r und deren Ii'lache 

1 mit F a~gegeben  merde. 
Man hat sich aber vorzu- 

stellen, daB der Kreiskegel über 
F hinaus bis ins Unendliche 
reiche und dort festgehalten 
werdc. 

Eine im R'aume beliebig ge- 

/' legene Einzelkraft Y,  von wel- 
/' cher aber vorausgesetzt werde, 
i 

/' daB sie nzcr auf delz in der Spitze 

2 des Eegels liegenden Masseil- 
punkt unmittelbar einwirke, 

kann stets nach Hinzufügung von zwei entgegengesetzt gericlzteten, 
mit P parallelen Kraften R und - R, deren Richtungslinie durch die 
Spitze des Kegels gcht, ersetzt werden durch die Kraft R irn Vereine 
mit dem Kraftepaar (P, - R) vom Moment M;  somohl R als M 1-" r cinnen 
nach Eichtung und Gr6Be leicht bestimmt werden, ebenso deren Kom- 
poiienlen R,II,R, und Mx~ll,lçIz, so da8 in der Folge nur von R und M 
beza. den Eomponenten beider gesprochen eu werden braucht. 

x 1 = x o + a , l x + a , l ~ + a , , ~  

Y i  = Y u  + % , x +  a e e ~  $ a 3 2 2  

2, = %  + a,,x + %,Y + a , , z ,  
aus deren Koeffizienten die linearen Dilat,ationen und Schubwinkel, soforn sie 
unendlich kleine GroBen sind, sich ergeben mit 

A-,= a,, - 1 %=a,, +a,, 
As = a,, - 1 &y = al, $ as1 
2. -=a -1 

Z Y3 SI = a,, + un 

In gleicher Wc;ise findet man aus (i) die Werte von L,, a,, a,, E,, s,, et,  wie sie 
in Gleichung (4) angegebon sind. 
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Unter den gemachten Voraussetzungen gelingt die Bestimnlung der 
Abhangigkeit aller Spannungen von einer der unabhiingigen Variabelii, 
namlich Tom Radiusvektor r auf genau gleiche Weise wie es für keil- 
formige Korper schon gezeigt wurde. Auch müssen ebenso wie dort 
die Kraft R und das Moment 171 getrennt behandelt merden. 

Es  wirke xiliiiichst nur eine Kraft R, deren R,ichtiingslinie durch 
die Spitze des Kegels gehe, nuf den in der Spitze des Kegels befind- 
lichen Massenpunkt ein. Infolge dieser Einwirkung tritt auf einem 
beliebigeii, irn Inrieren des Kegels befindlicheu Blücheneleruent eine 
resultierende Spannung s auf, welche bei grof3ter Allgemeingültigkeit 
nur aufgefaBt zu werden braucht als eine unbekannte Funktion der 
aufieren Kraft R, des mittleren Abstandes des genannten Fliichen- 
elementes von der Spitze r, und im iibrigen nur noch von lauter 
WinkelgrGBen, welche die Lage des Fliicheneleinentes i u  Raume sowic 
die Richtungsminkel seiner Fliichennormalen ausdrücken; somit ist 

s = f ( R , r . .  .), 

wenn die Winkelgrijben nicht ausdrücklich angeschriebeu werden. 
Das Diffcroutial ds dicser Spannung ist dann 

~ n d e r t  man die Mu/3einheit aller Liiwjw@'/3en im Vei.hiltnisse 
r +  d l .  1 : - , so erhalt man (mit Veraachlasaigiing von Gliedern hoherer 

Kleiriheitsordnung) ein System zusammengeh6riger Difierentiale 

wiihrend die zugehorigen Difierentiale der VVinkelgr6Beri gleich Null 
sind. Die Differentiale ergeben sich unmittelbar aus den Bimensions- 
fomzein einer Kraft und einer Spannung. Setzt man dieselben in die 
obige Gleichung ein, so entsteht 

Da aber die Spannung der Kraft R jedenfalls direkt proportional, 
somit in bezug auf R ailein eine homogene Funktion rom Grade + 1 
sein muB, folgt nach Eulers Satz über homogene Funktionen 

und setzt man dies in Gl. (5)  ein, so findet man 
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"der durch Tntegration dieser partiellen Differentialgleichung 

( 7 )  
f(% VI S = - -  

r s  ' 
wenn f ( ~ ,  $) eine willkürliche Funktion der Variabeln cp und I,!J darstellt. 

Gleichung ( 7 )  drückt zunachst aus, daB die resultierenden Span- 
nungen auf parallelen Fl%chenelementen, deren Mittelpunkte am selben 
Radialstrahl liegen,.indirekt proportional dem Quadrat der Entferaung 
von der Spitze und zuoinander parallel sind. Letzteres folgt daraus, 
da8 diirch die Anderung des MaBstabes für  Liingen überhaupt keine 
Winkelinderungen entstehen korinen, und da0 daher aui3ei G1. (6) 
keine weiteren neuen Beziehungen a w  dieser ~ n d e r u n g  hervorgehen 
k" onnen. 

Die gleiche GesetzmiiBigkeit muB aber auch für alle moglichen 
Koinponenten der Spannung s Gültigkeit haben, 50 daB die G1. (6) 
und ( 7 )  eine sechsfache Bedeutung erlangen, je nachdern R,, S'#, 2; Ra, 8, 
oder TT an Stelle von s in dieselben singesetzt wird. Damit vereinfachen 
sich dann aber die Gleichungen (2) zu 

(8) 
as, i a st 
- aîr, sincp - +  R,+ 2 S , c t g ~  f a = O  

9' 
a T, a st i - S 8 c t g ~ + T t c t g ~ + + - 7 + ~ = 0 .  a9  av slnrp 

Die Gleichungen (6), (7), (8) gelten nur, wenn ndr eine Einzelkraft 
auf den Kegel einwirkt, deren Itichtungslinie durch die Spitze des 
Kegels geht. 1st hingegen nur ein Kriiftepaar vom Moment iV ror- 
handen und wirkt dasselbe unmittelbar nur  auf den in der Spitze des 
Kegels befindlichen Xassenpunkt ein, so entsteht mittelbar auf jedem 
im Kegel befindlichen Fliichenelement ebenfalls eino resultierende 
Spannung s, die als Funktion von 31, r und einigen WinkelgroBen 
mit hinreiühender Allgemeinlieit stets angesehen werden kann. Daher 
lauten die betreffenden Gleichungen hier 

s = f(M, r, . . .) 

Die ~ n d e r u n g  der MilaBeinheit aller LLngengrScn laBt auch in 
diesem Falle ein zusammengehtiriges System von Differentialen nuf- 

finden, und zwar, wenn die ~ n d e r u n g  im Verhaltnis 1 : ' - + Y-  " erfulgt, 

wie aus den Dimensionsformeln sich sofort ergibt, das ~ p t e m  
d r  d r 

dr ,  dM= 1 I1 .2 - ,  d s =  - s,, 
1 ' .  
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und setxt man dasselbe in die letxte G l e i c h ~ g  ein, so entsteht 

Wieder muB die Spannung s dirckt proportional dem 5uBeren 
Moment 1CZ sein, daher ist 

und G1. (9) verwandelt sich in die der Gleichung (6) analoge: 

Integriert man diese Gleichung, so ergibt sich 

worin f'(rp, I)) eine neue willkürliche Funktion von rp und @ bedeutet. 

Lu G1. (10) (11) sind dieselben Bemerkungen zu machen wie es 
bei den analogen G1. (6) und (7) geschehen ist. Insbesondere haben 
(10) und (11) eine sechsfache Bedeutung, da alle 6 zu ermittelriden 
Spannungcn an die Stelle von s treten konnen. Daraus folgt miter,  
da8 die Gleichgewichtsbedingungen in G1. (2) für den Fall eines allein 
auftretenden Kriiftepaares auch in der neuen Yorm angesçhrieben 
werden kgunen: 

E s  verdient hervorgehoben zu werden, da0 die Bleichungen (8) 
bzw. (12) für alle lïegclf6rmigen Kihper gelten, sofern die Kraft .R 
bzw. das Moment M unmittelbar nur auf den in der Spitze liegcnden 
Massenpunkt einwirken. 

Die bisher aufgestellten Beziehungen reichen jedoçh zur direkten 
Losung des gestellten Problems nicht aus. E s  sind vielmehr noch freie 
Annahmen zu machen und zu untersuchen, ob damit ailen erforder- 
lichen Bedingungeii für einen moglichen Spannungszustand Rechnung 
getragen werden kann. 

Die Analogie des geraden Kreiskegels mit den keilformigen Korpern 
l%Bt darauf schlieBen, daB nur eine einzige Normalspannung, namlich 
die Sparinung R, im Kreiskegel auftritt, sofern die Richtungslinie der 
5uBeren Kraft durch die Spitze des Kegels hindurch geht. Und in der 

ZoitschriR f. Mathematik n. Physik. 59. Band. 1911. Hoft 4, 2 6 
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Tat werden die G1. (8) identisch befriedigt, wenn man die darin vor- 
kommenden Spannungen Sa - IT, - Ra = S, = Tr = O setzt. 

Sind aber S, und Tt gleich Null, so ist bekanntlich 

zufolge G1. (4). 
Bus dem Verschwinden der drei Schubspannungen folgt weiter, 

da1 auch E, = E ,  = E~ = O ist (Siehe G1. (3) und G1. (4)), so da1 

i a v  . aw 
-- + sincp--=O 
sin 9 i3q 2 9 

zu sctzen ist. Bus diesen drci Glcichungcn laBt sich einc Differential- 
gleichung bilden, welche nur u enthalt. Sie lautet 

und konnte leicht integriert werden. Da aber u Funktion von r, <F 
und @ ist, ist es vorteilhafter, die Gleichung noch nach r zu differentieren: 

Erteilt man nun dem Radius r einen festen Wert, so ist obige Differential- 
au gleichung eine partielie 2. Ordnung für - mit den unabhingigen Veri- 
ar 

abeln gp und +, und man erhalt sofort 

worin f (@) und f (cp)  wiilkürliche Punktionen von v,b bzw. von cp aliein 

bedeuten, und die A b h ~ n ~ i g k e i t  des Differentialquotienten von r nicht 

zum Ausdruck kommt. Dicse ist jodoch ails 61. (7) im Vercine mit 
G1. (13) schon bekannt, so da4 aus der Verbindung der genannten mit 
der obigen sich ergibt 

Setzt man 
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wo a und f i  noch unbekannte konstante Werte vorstellen, so lautet 

(14) Br='( r e a cos ?c, sin cp + f i  cos rp) 

und es ist zu untersuchen, ob iind unter welchen Bedingungen Br diese 
einfache Form annehmen kann. 

Bildet man die Resultierende aller inneren Krafte, welche sich auf 
jener Kugelhaube F vurfinden, mit der eine Kugel voru Radius r = 1 
den Kreiskegel durchsetzt, so muB diese Resultierende durch die Spitze 
des Kegels gehen, da wir angenommen haben, daB alle Spannungen 
mit Ausnahme von R, gleich Kull sind. Daraus folgt, daB 61. (14) 
den Spannungszustand des Kegels vollkommen bpschreiben kann, sofern 
die Konstanten a und /3 von Nul1 vcrschieden sind und sich eindeutig 
bestimmen lassen. Bedeuten R,, AY7 22, die Komponentcn der Kraft R 
und dE '=  sin rpdcpd$ das Element der Friche F BO ist 

Setzt man hier R, mit r - 1 aus G1. (14) ein, die Richtungskosinusse 
aus G1. (1) und integriert man nach qp zwischen den Grenzen O und CD, 
nach @ zwischen O und 2 q  so ergibt sich 

und R, = O. 

Gleichung (14) stellt somit tatsachlich mit den Werten aus (16) den 
Spannung~ziistand des geraden Kreiskegels erschopfend dar, welzn man 

dm Winkel @ von jener illeridianebene ans zahlt, i n  welclzer die aupere 
Kraft R liegt, weil dann iCr tatsiichlich verschwindet. 

?G 
Für CD = und R, = O entsteht das von B o u s s i n e s q  behandelte 

- 

3B 3 Rz 
Probleni. Mit Qi = z wird a: = - h u d  /3 = --, wie es sein mufi, 

4 n 4% 

weil dann beide Richtungen gleichwert.ig sind. Dieser Bal1 kennzeichnet 
die Spannungsverteilung irn unendlichen Raume, welche von einer auf 
einen einzigen Massenpunkt einwirkenden auBeren Kraft mittelbar 
hervorgerufen wird und ist moglicherweise von Bedeutung für mancher- 
lei andere Untersuchungen. 

2 6 *  
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404 Die Spennungsverteilung im geraden Ereiskegol usw. 

Es ist auch ohne weiteres klar, dni3 G1. (14) auch fü r  jeden be- 
liebigen, unregelm5l3igen Kegel ihre Gültigkeit bewahrt, da auBer R, 
keine anderen Spanniingen vorkomrnen. Nur wire es Aufgabe einer 
besorideren Untersuchurig, ein Verfahren ausfindig zu machen, a i e  man 
i n  jedem Falle die Gerade und Ebene bestimmt, welche als Polarachse 
bzw. als Nullebene des Winkels @ zu gelten hat.') 

Wirkt nur ein Moment M auf die Spitze des geraden Kreiskegels 
ein, so fiihrt die Analogie mit den keilfijrmigen Korpern zu der An- 
nahme, daB nur jene Spannungen vorhanden sind, welche auf der zur 
Spitze konzentrischen Kugelhaube F (siehe Fig. 2) vorkommen, das 
sind die Spannungen I I ,  IZ, und T,., wahrend S,= Tt= S,= O ist. 

1st dies der Fall, so sind die fieiden letzten .der hier geltenden 
Gleichungen (12) von selbst erfüllt, wahrend die erste sich vereinfacht zu 

und zur Bestimmung der Spannungen herangczogen werden mu0. 

Ferner gilt, da 8, = Tt ',- O ist, G1. (13), auch für diesen Fall. 
Bus Sa = Tt = O folgt aber auch A, - A, = O oder 

(18) 
a w  a v  
a G -t v ctg cp - - = O. a 9 

Wegen S,= O mufi auch E , =  O sein, daher 

(19) 
1 a v  -- - 

a w + sing, - -  =O. 
s inq  av  a rp 

Aus G1. (18) und (19) lassen sich zur Bestimmung von v und w 
die beiden Differentialgleichungen bilden 

Llurch Einführung der Werte aus GI. (3), (4) und (13) in G1. (17) 
entsteht schlieBlich 

welche Gleichung sich vermoge G1. (18) vereinfacht zu 

1) Uui z. B. die Spanuung~verteilung in jenem Korper zn Gnden, welcher sich 
zwischen zwei koaxialen Kreiskegelmanteln befindet, deren Erzeugende die Winkel a, 
bzw. CD, mit der Achse einschlirBen, hiitte man nur bei Auswertung der Integrale 
in (15) die Grenzen für den Winkel rp mit @, und CD, anzunehmen. 
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Da jedoch zufolge G1. (11) hier alle Spannurigen indirekt propmtionai 
der dritten Potenz des Radiusvektor r sein müssen, lehrt eine Betrach- 
tung der G1. (3) bzw. (4) und (13) sofort, daB 

sein muB, wobei zc', v', w' nzcr mehr Fulzktionm von cp und tj.~ alleila 
tiedmcten. 

Setzt man diese Ausdrücke in Gl. (21) ein und der Kürze halber 

so ergibt sich nach entsprechender Kürzung 

I asu' auf  aPu' au' 
au'+ =%- 

sin rp 
+ ctg -aG + -, - 6 - = O a T ag, ' 

welche Gleichung zur Bestimmung von u' bzw. u nach vorausgegangener 
Ermittlong van v' dienen kann. E s  sei bemerkt, daB die Gleichungen 
(18), (19) und (20) mit den Variabeln v' und w' ebenso lauten würden, 
wie sie fü r  v und w angeschriebcn wurden. 

Das allgemeine Integral der Gleichungen (20) und (23) vermag 
Verfasser nicht anzugeben, wohl aber jene partikuliire L k m g ,  welche 
den Gleichungen (18), (19)' (20) und (23) genügt und auch allen 
anderen Bedingungen entspricht, welche das gestellte Problem auferlegt. 
Die Losung ist 

G a' 
sin rg sin I,!J 

1 6n' 
oder sincp sin$ 

7 ' 2  -a 

1 
(24){ vf=(a'cos rg + 8.) sin qb v = ( a t c o s  r S  q; + p') sin $ 

worin a', fi', y' willkürliche Konstante bedeuten. 

Xit Verwendung der Abkürzung a = 4 --- If @ und der Werte auu 
1 + 2 0  

(24) erhalt man aus den Gleichungen (3) bzw. (4) und (13): 

1 6 K a a '  R = .- 
r S ( 2 - a )  

sin rp sin li, 

- 3 Kacr' 
Führt man an Stelle von _a, 3 Xfi', 3 Ky' die neuon will- 
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406 Die Spannungsverteilung im geraden Kreiskegel usw. 

kürlichen Konstanten a ,  ,4 und y ein, so schreiben sich die drei 

Spannungen 
- 2a Br= -- sin qj sin yi 

T 

R, = (or cos i + P cos cp cos 10 + y sin rp) 
Y 

sin @ T = - ,- (a cos rp f B). 
r 

Von diesen drei Spannungen tritt nur auf der Mantelfiache des ge- 

raden Kreiskegels auf. Da sie an dieser Stelle aber verschwinden muB, 

folgt, daB 
B a -  OC COS CD, 

d aher 
- 2 a  . R=- sin rp sin 1/i 

T Y  

(25) 
l 

R, = [a: cos yi (1 - cos @ cos rp) + y sin v] 
1 

[T, = a ain yi (cos ip - cos 8) 

Die angegebcne Losung muB die richtige sein, sofern die drei 
Spaniiungen 7ceilze Itesultierende besitzen (da nur ein angreifendes Krafte- 
paar vorausgesetzt ist) und die Konstanten OC und y sich eindeutig be- 
stimmen lassen. E s  mui3 also sein 

Da die Gleichungen (26) nach Einsetzung der Werte ausGleichung(25) 
(wobei r = 1 angenomruen werden kann, weshalb dann d F =  sinrp d v  d $ ~  
zu setzen ist) und nach Ausrechnurig der Integrale erfüllt werden, so 
ist in den Gleichungen (23) tatsachlich kein Widerspruch mit der Art 
der aufieren Einwirkung enthalten. 

Man hat aber auch noch die Nomentengleichungen in bezug auf 
die in der Kegelspitze sich rechtwinkelig schneidenden drei Achsen - 

X, y, s aufzustellen, um zu erweisen, ob a und y von Null verschieden 
und eindeutig zu bestimmen sind. Zur Erliuterung dieses Vorgangea 
dient Fig. 3. Daselbst ist ein Punkt M(,, q,v, verzeichnet und an ihm 
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sind die positiven Rich tuqen  der Spannungen R, und T,. (positiv, sofern 
sie auf der konkaven spharischen Oberfliiche diese Richtung haben) an- 
gegeben. Pig. s. 

Die Spannung R, tritt in k I I - 
den Momentengleichungen r WSP> I 

überhaupt nicht auf, da 
ihre Richtung stets alle 
drei Achsen im Ursprung 
schneidet. Die Spannung 
T,. wird, da ihre Rich- 
tungslinie im Punkte  N,  
dessen Abstand von1 C r -  & 

1 
sprung den W e r t  cos lp hat, 

die x-Achse ~ichneidet, doit  ,/ 

in ihre drei Komponentcn 9 
T, COB ( t ~ ) ,  Tr COS (ty), T, cos ( t  z )  zerlegt, und man schlie'Iich 

1 sin r p d ~  
F 

Die Auswertung der Integrale liefert 

wahrend 171, = 0 gefunden wird. 
Somit steilen die Gleichungen (25) n u r  dann imVereine mit den Werten 

aus (28) die Spanniingsverteilung im geraden Kreiskegel ta tskhl ich  dar, 
wenn als ATullebene für den I.Yinkel+ jmze E b m e  gilt, welche Bestirnnzt ist durch 
die sich schneide~zden Acksen des Kegels und  des' iiuberen K~üftepaures.') 
-- - 

1) Suçht man auch hier die Giiltigkeit der F o m e l n  auf den schou in  der FuBnote 
auf S. 404 betrachteten hohlen Kreiskegei ausïudehneu, so findet man aus der Gleichung 

sin T =-- ( a cos rp + p) ,  weil hier T,. sowohl für 9 = @, wie euch für  rp = CD, 
T' 

vers&winden muB, rr = ,'3 = O. Die Gleichungen gelton daher nu r ,  wcnn auch 
M = O ist. Die erste und dritte Gleichung (25) ist  somit fur diesen Korper 

Y trivial, und zur Bestimmung von y ist die Integration nach rp im emten Doppel- 
integral der Gleichung (27) zwischen den Grenzen a, und Q, auszuführcn. 
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408 Die Spannungsverteilung iui geraden Kreiskegel usw. 

m i e  mannigfaltig die Anwendung der für den geraden Kreiskegel 
gefundenen Formeln sein kann, soll an einem Beispiele gezeigt werden, 
welches nicht gerade naheliegend, wohl aber von praktischem Interesse 
ist. E s  betrifft die Vwteilung der Schuils~awnungen auf einem kreis- 
formigcn Querschnitte des geraden Stabes. 

Liegt niimlich die Spitze eines Kegels in unendlicher Entfernung 
von der zu untersuchenden Querschnittsfliiche, so geht der Kegel über 
in einen zylindrischen Korper, und es müssen daher die für gerade 
Stabe gültigen Fornieln aus deu hier abgeleiteten hervorgehen, aus den 
Formeln (23) und (28) also insbesondere die für gerade Stabe mit 
kreisfirmigem Querschnitt anzuwendenden. 

Rei diesem Grenzübergange niihert sich der Winkel @ der Grenze 
Nd, und die Konstantc cc in Glcichung (28), welche auch geschrieben 
worden kann 

a =  MY 
n ( 3 - 4 ü o u ~ - ~ ~ + ~ c o n 2 @ + ~ ~ ~ ~ 4 @ )  

erlangt, sofern mair die hier vorkommenden Kosinusse durch unendliche 
Relhen ersetzt und alle Glieder von hoherem als 4. Kleinheitsgrade - 

vernachlassigt, den Grenzwert 
2 171 

a = 
7z @' 

Setzt man diesen Wert in Gleichung (23) ein, so findet man zu- 

Bezeichnet man den Abstand eines Punktes von der x-y-Ebene in Fig. 2 
mit z, so ist z = r sin g, sin@; ferner ist für unendlich kleine Winkel @ 

Ta = n, 
wenn R den Radius jenes Kreises bedeutet, welcher den Querschlzitt 
des nunmehr zylindrischen Korpers umgrenzt. Daher kaiin man auch 
schreiben 

(29) 

womit das lincaro Verteilungsgesetz der Normalspannungen in geraden 
n RS 

Stiiben zum Ausdruck kommt. ist das Widerstandsmoment W 

einer Kreisflache, und die maximale Normalspannung tritt ein, wenn z 
seinen Gr6Btwert R annimmt: 
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Nimmt man ferner an, daB M Z = O  sei (da0 also keine Torsion 
vorhanden sei) daher auch y = 0, und ersetzt man die Kosinusse in 
Gleichung (25) durch unendliühe ILeihen mit Vernachliissigung aller 
Glieder von hoherem als zweitem Kleinheitsgrade, so findet man mit  
obigem Werte für cc 

M 
R, = - p Y  (Be + y2)  cos 7,b 

Z T ~ @ '  

M 
T = Y ( @ 2 -  cp2)sin$. 

+ xrJ@' 

Daraus ergeben sich die Hoçhstwerte der beiden Schubspltnnungen, zu 

M Y  max R, =--- 
nr3@'  

M 
max Y,. = -Y- 

n r 3 @ P  

M 
oder, wenn man berücksichtigt, daB 2 nichts anderes als die im Quer- 

schnitt zu übertragende Schubfwafit Q vorstellt und rW2= Rg, daher 
Z P @ ~  = F die FLache des kreisformigen Querechnittes ist, 

Q max Rs- 2 - ~  
F 

max T, = 

Die Gleichungen (31) sind leicht in worte zu kleiden, wenn man 
Q beachtct, daB die sogenannte , ,mit the  Schubspannung" ist. 

Die Spannung max R, ist zugleich die gr6Bte am ganzen Quer- 
schnitt auftretende Schubspannung, welche somit um 50% gr6Ber aus- 
fillt, als der in technischen Hand- und Lehrbüchern auf Grund ele- 

4 Q mentarer Methoden ermittelte Wert - 
Führt man an Stelle von IIs und T,, die gewiihnlich betrachteten 

Komponenten der resultierenden Schubspannung z, und z, ein, so 

Triigt man in jedem Punlite z, und z, senkrecht zur Querschnittsfliiche 
auf, so ergeben sich zwei kongruente, gleichseitige hyperbolische Para- 
holoide, welche gegeneinander um 4û0 verdreht sind und deren Abstand 

Q in der Mitte gleich der mittlcren Schubspannung ist. 

Die resultierende Schubspannung in  gleicher Weise senkrecht zum 
Querschnitt aufgetragen liefert eine Flache vierter Ordnung. 
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Beitrage znr Praxis der fü r  die Berechnung des Renten. 
zinsfnfles verwendbaren speziellen trinomischen Gleichung, 

Von KARL GOLDZIHER in Budapest. 

Einleitung. 

Die algebraische Diskussion und die niimeriscbe Behandlung der 
trinomischen Gleichungen wurde in der grundlegenden Arbeit von 
GauB1) vollstandig erledigt GauB betorite vor allem, daB die algebra- 
ische L6sungsmethode neben den Reihenentwicklungen für die gesuchte 
Wurzel in praktischer Hinsicht unbedingt zu berücksichtigcn ist. Wich- 
tige Anwendung finden die trinomischen Gleichungen in der Politischen 
Arithmetik, indem die B~st immung des ZinsfiiBes einer Rente auf die 
Losung einer speziellen trinomischen Gleichung hinführt. Bei der prak- 
tischen Bearbeitung dicses Problems ist merkwürdigerwcise zumeist 
nur der eine MTeg befolgt worden, es gibt eine ganze Reihe von 
L6sungsmethoderi, die zurn Ausgangspurikt das Pririzip der Reihen- 
entaickelung oder auf dasselbe zurückführbare kompliziertere Ansatze 
wahlen. Der Nachteil der genaueren, in diese Klasse gehorenden Ter- 
fahren besteht darin, daB zur praktischen Losung der Aufgaben spe- 
zielle Tabellen zur Verfügung stehen müssen, die Argumente nur in 
diskreter Aufeinanderfolge entlialten. E s  ist wahr, daB man in der 
Praxis sehr oft mit den allercinfachsten Approximationen", wenigstens 
alu guten Anfangswerten auskommt; wir glauben aber, da1 bei der 
reichhaltigeri Bearbeiturig des direkten Wegev heutzutage auch die 
nahere Beleuchtung der durch GauB als indirekt bezeichneten algebra- 
ischen Methoden das Interesse beanspruchen kann. Diese These mird 
- wie die vorliegende Arbeit zu erweisen sucht - dadurch bekraftigt, 
daB die algebraische Behandlung nicht nur in schneiler und in praktisch 

1) Reitrage zur Theorie der algebwiechen Gleichungen, II. Abt. (Werke Bd. III. 
S. 85-96). Im lluche von I l u n g e :  Praxis der Gleichungen (Sammlung Schubert. 
Leipzig. Goschen 1900. 5 20) findet man eine sehr klare Darstellung der zu ge- 
brauchenden Satze;  hier ist auch das ZinsfuBproblem als Ûbungsaufgabe zum 
ersten Male allgemein augegeben. 

2) Siehe z. B. in Bd. 1. des Inst. of Act. Text Book (London 1901) Chap. VI.; 
M a r i e :  Traité math. et  prat. des operations financières (Paris. Gauthier-Villars 
1890) IV. Chap. II.; B a r r i o l :  Théorie et  Pratique des op. fin. (Encycl. Scient. Parie. 
Doin. 1910). Chap. IV. 
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ent~prechender Weise zum Ziele führt, sondern auch die Diskussion des 
eigentlicheri algebraischen Problems vollanf erledigt.') 

Durch die Hervorkehrung der speziellen Bauart der Gleiehung ge- 
lingt es, die algebraisçhe Diskussion des RentenzinsfuBproblems den aus 
praktischen Bemerkungen eritspringenderi Gesichtspunkten anzupassen 
und die Anwendung der GauBschen L6sungsmcthode in diesem Kreise 
festzulegen. Im ersten Kapitel soil gezeigt merden, wie einfach sich 
die Losung unseres Problems gestaltet, aenn  man das ursprüngliche 
G a u  13 s ~ h e  Verfahren mit der Methode von M e h m k e  a )  kombiniert, welche 
die praktische Berechnung der reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen 
bezweckt. Es wird sich herausstellen, da13 man neben der gewohn- 
lichen Logarithmentabelle nur die primitivste Forrn der GauBschen 
Tabelle der Additionslogarithmen zur Verfügung haben muB, um das 
Resultat vierstellig genau zu-el-halten. 

Im zweiten Kapitel werden wir das Verfaliren der Fzl.nktionsiteralion 
zur LGsung uneeres Problems heranziehen. Diesc Methode wurde be- 
reits in den achtziger Jahren auf das RentenzinsfuBproblem angewendpt3), 
und nachdem der ProzeB durch N e t t o ,  I s e n k r a h e  und H e y m a n n 4 )  
des niiheren untersucht wurde, gelang es Heymann5) ,  die endgültige 
Formel fïir den praktisçhen Fall anzugeben. Da diese Arbeiten in den 
Fachkreisen weniger bekarint sind, B O  wollen wir die auf sie gegrüridete 
Behandlung der ZinsfuBaufgabe hier volistiindig vorführen und die 
notigen Konvergenzbetrachtungen im AnschluB an die spezielle Bauart 
der Gleichungen erledigen. Das Bindeglied zwischen den beiden ersten 
Kapiteln ist ein einfacher Satz au8 der Differentialrechnung, der in den 

1) Diese Fragen werden in den Lehrbüchern der Politischen Arithmetik ge- 
wohnlich nur in  sehr allgemeiner Weise gestreift. 

2) Praktische Methode zur Berechnung der reellen Wurzeln algebraiecher 
oder transzendenter numeriecher Gleichungen mit einer Unbekannten (Zeitrichr. für 
Math. und Phys. XXXVI. 1891). 

3) H o f f m a n n  : Über die Auflosung der trinomischen Gleichungen durch 
kettenbruchartige Algorithmen (Arch. für Math. und Phys. 1881); G ü n t h e r :  Eine 
didaktiach wichtige Auflosnng der trinomischcn Gleichungen (Zeitschr. für math. 
und naturwiss. Unt. XI. 1887; mit Angabe der iiltern Literatur); Y. S c h a e w e n :  
Bemerkungen zu dem Güntherachen Aufsatz (daselbat). 

4) N e t t o :  Math. Ann. XXIX. 1879 und Vorles. iiber Algebra Bd. 1. (Leipzig. 
B. G. Teubner 1896. S. 300-305); I s e n k r a h e :  Math. Ann. XXXI. 1881 und: Dan 
Verfahren der Funktionswiederholuny (Leipzig. B. G. Teubner 1897); Hey  m a n n :  
Cber die Auflosung der Gleichungen vom V. Grade (Zeitschr. für Math. und Phys. 
XXXIX. 1894, besonders S. 327-354). 

6) A .  a. 0. und: Über die Aufloaung der üleichnngen durch Iteration auf 
geometnscher Grundlage (Jahresber. der Techn. Lehranstalten. Chemnitz. 1904). 
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beiden - ganz verschieden aufgebauten - Teilen den Kernpunkt der 
algebraischen Besprechung bildet. 

Irn letzten Kapitel geben wir die graphische Behandlung der Auf- 
gabe auf Grund der logarithmographischen Methode, die zuerst Mehmke  
im Jahre 1889 für praktische algebraische Zwecke gesta1tete.l) D' leses 
Verfahren wird auch die Einzelheiten der algebraischen Diskussion und 
die mit der Aufgabe verknüpften speziellen Yorkommnisse in anschau- 
licher Weise zu erortern haben. 

1. Aigebraische Behandlnng der trinomischen Gleichung des ZinsfuB- 

problems der Rentenrechnung. 

1. Die Berechnung des ZinsfuBes der Rente führt in den verschie- 
denen Fallen der Praxis auf eine ganz speziell aufgebaute trinomische 
Gleichung; wir wollen im Folgenden darauf hinwcisen, wie die Einzel- 
heiten der praktischen Beschaffenheit der Aufgabe aus dieser charak- 
teristischen algebraischen Tatsache abzuleiten sind. 

J e  nachdem Endwert ( E )  oder Barwert (R) der Rente in Betracht 
kommt, treten in  der Praxis die folgenden vier Palle auf: 

(A 1. und A 2.) 
B 

En=.- (y"-1) ,  ,y ,y=ar  

(B 1. und B 2.) 

(R: Gr65e der konstanten Zeitrente; f i :  Anzahl der Perioden; i: auf 
die Periode und auf die Einheit bezogener ZinsfuB; r = 1 + i).  

Setzen wir: 

so erhalten wir für den ZinsfuB die vier trinomischen Gleichungen: 

(A l-> xn- Enz + En-1 - O  

(a 2.) xn+' - (En)+ 1)s $ En) = O 

(13 l.1 zn+ l - (Bn) + 1)s + B!:) = O 

(B 2.) 2"- B,B $ B,- 1 = O  

1) Neue Methode bdiebige numerische Gleichungen mit einer Unbekannten 
graphisch aufinlosen (Zivilingenieur XXXV. 1889); Referat im v. D y  ckschen Katalog 
math. und math.-phys. Modelle (München. Wolf. 1893; Nachtrag S. 10-16) und in 
der Encyklop. der math. Wiss. (Leipzig. B. G .  Teubner). 1. F. 48. Siehe weiterhin 
Cocagne: Trait6 de Nomographie (Paris. Gauthier-Villars 1899. S. 376-389) und 
Calcul graphique et Nomographie (Encycl. Scient. Paris. Doin 1908. S. 361-363). 

2) E, bzw. B sind End- und Barwert der Einheitsrente (sn , c g ,  bzw. a;, a+). 
Es ist bei n > 1: E, B > l .  
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Die vier Falle führen vom Standpunkt der Algebra auf ganz 
gleichartig aufgebaate trinomische Gleichungen mit zwei Zeichenwech- 
seln, deren basonderes Kenneeichen darin besteht, da5 die Differenz 
der beiden letzten Koeffizienten gleich eins ist. Die Gleichungen k6nnen 
also hoehstens zwei positive Wurzeln haben; wir werden beweisen, daB 
eben die Speeialitat der Koeffizienten es bewirkt, da4 die Aneahl der 
positiven Wiirzeln stets zwei i d .  Vom rechnerischen Standpunkt kommt 
für die Losung des ZinsfiiBproblems nur die eine der positiven Wnr- 
zeln in Retracht, da die triviale L6sung x = 1, bzw. z - 1 sachlich 
auszuschlieBen ist. Die numerische Aufgabe wird sonach auf die Be- 
reehnung der stets existicrenden nicht trivialeu positiven Losung be- 
schrankt sein. 

Das sachliche Moment führt weiterhin darauf, die vier ursprüng- 
lichen Gleichungen in zwei T y p a  einzuordnen; es wird sich zeigen, 
da0 diese Unterscheidung auch durch die wesentlichen Punkte der alge- 
braischen Diskussion begründet ist. Da niimlich aus sachlichen Gründen: 

E, > m 7  bzw. En) > n + 1 
Bn)<n+l ,  bzw. B n < n ,  

so kann man das Problem nach den folgenden zwei Typen behandeln: 

Typus A : e > k 
( 1 )  y k e y + e - I = O  Typus B:  e <  k (e > 1). 

Für die Praxis sind die Piille (A 1.) und (B 1.) die wichtigsten, diese 
sollen also im Folgenden als Vertreter der einzelnen Typen gelten. 

Die LUsung der ZinsfuBaufgabe führt somit in natürlicher Weise 
auf die Anwendung der GauBschen Methode zur numerischen Behand- 
lung trinomischer Gleichungen hin. A d e r  in  einer Arbeit von Can-  
tell i1) findet sich aber in der Pachliteratiir der Politischen Arith- 
metik unseres Wissens kein Ansatz zur Befolgung dieses Weges; auch 
Can t e l l i  gibt nur das kompliziertere Verfahren an, indem er die mit 
logarithmisch-trigonometrischen und nicht die mit Additionslogarithmen 
arbeitende Methode gebraucht. 

GauB auBert sich in  der bereits erwahnten Abhandlung sehr 
günstig über den praktischen Wert  seines Verfahrens, indem er sagt: 
,,so bemerkenswert auch di.ese Reihen in  allgemein theoretischer Rijck- 
sicht sind, so wird man doch, abgeschen von dem Falle, wo ihre Kon- 
vergenz eine sehr schneile ist, in praktischer Beziehung immer den in- 
direkten Methoden den Vorzug geben". VTir wollen nun für unser 

1) On the determination of t he  ra te  of interest in annuities certain (Journal 
of the Inst. of Act.  XLI. 1907). 
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414 Beitrage zur Praxis für die Berechuuug des RentenzinsfuBes usw. 

Problem die Grundlagen und die numerischen Einzelheiten der in- 
direkten Methode prazisieren. 

2. Fiir die Gleichung mit zwei Zeichenwechseln: 

leitet G a u B  die folgenden theoretischen Resultate ab1): 
Schreib t man : 

11 = f n e - ( m + n )  j"*=--- mn 12" 
(112. + R ) " + ~  ' 

so entstehen die folgenden Fiille: 

R) il > A*: keine positive Wiirzel vorhanden, 

b) A = A.*: zweifache positive Wurzel, 

c) 1 < Â*: zwei positive Wurzeln vorhanden, und zwar: 
1 

1 
-- 

a) il > - p r n t n  - für beide Wurzeln : t = yf r n + n  2 1, 
je nachdem m 2 W. 

1 
b)  A<-, für  die eine Wurzel t > 1, für  die andere 

t < 1. 
1 

y )  1 = smTn-, für die eine Wurzel t = 1, für die andere 

, t21. 

Wir beweisen nun, daB die Oeiden Typen uwerer Gieichung (1 )  
stets zur Gruppe c) geho~en.~) 

E s  ist in unserm Oall: 

1) GauB befolgt für die Diskussiou den rtnschaulichen trigonometrischen 
Weg, der durch die Transrormation ymCn = f tg4 9 gegeben ist. Wir zitieren die 
Resultate in der Form, wie dieselben für die additionslogarithmische Behandlung 
durch die Transformation y m t n  = f t m + n  gebraucht werden (S.  R u n g e ,  a. a. O. 
S. 141-144). Je nachdem man û oder t als neue Variable einführt, gelangt man 
zu den loganthmisch-trigonometrischen oder zu den additionslogarithmischen 
Formeln. 

2 )  Wir legen Gewicht darauf, daB dieser Beweis ganz direkt aus der GauB- 
schen Betrachtung und i n  AnschluB an das sachliche Moment folgt. Anf einfache 
funktionstheoretische Abschatzungen stützt sich der Beweis v. Schaewens  (a. a. O.), 
der noch weiterhin hervortreten lalit, daB: 

4 1 5 y < 2 ,  

B)  si. 
Die Existenz der nicht trivialen positiven L6sung kann man weiterhin - uach Ab- 
trennung der Wurzel 1 - auch auf einfachem algebraiachen Wege erweisen (diese 
Bemerkung verdanke ich Herrn Professor J. Konig). 
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DaB stets 
I < A* 

ist, folgt aus dern folgenden einfachen Satze: Die Funkhion A(e)  bat 
ahnehmende 

beim Anwachsen von e eine steigende Tendenz, je nachdem e 2 k 
(das Maximum wird erreicht für e = k). 

Beweis: Da k > 1, e > 1, so ist: 

Die spezielle Verknüpfunçsweise der Koeffizienten und die sach- 
liche Au~einanderhal tun~ der beiden Typen bewirken es also, da8 

beim Typus A) st,ets Â. < A,,, = A*, da e > k,  

beim Typus B) stets A < A,,, = a*, da e < k .  

Die ursprüngliche Gleichung (2) geht nach Einführung von t und 1 
in die folgende- Forni über: 

1 
-- - 

(2 '> t n  + t - m - , ~ .  m + n .  

Für die triviale L6sung ist bei beiden Typen: t < 1; weiterhin i s t  
stets: m < m. 

Aus sachlichen Gründen oder mit Anwendung des v. S chaew en -  
schen Gedankenganges erfolgt für den Typus A): 

1 < y < 2 ,  

d. h. für den allgemeinen Pall: 

also je nachdem 
A-' 5 2', ist t 5 1. 

Beim Typus A) kann also c,) oder cp) eiiitreten. 

Für den Typus B) ist für die nicht triviale L6sung: 

also stets t < 1, so da0 man immer mit dem Fa11 c,) zu tun hat (es 
ist stets: 1- ' < 2k). 
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3. Für die numerische Losung ist dicjcnige Form der Bchandlung 
die zweckmiiBigere, welche von Additionslogarithmen Gebrauch macht. 
Die niihere Auseinandersetzung der Rechenarbeit l) für die Gleichung (2') 
fülirt auf folgende zwei Eiiile: 

1 

erfolgt die Glcichung: 

(31) -n,4 + (m + N ) B  = - loga.  

A =  1ogtm+", R - log ( 1  + t m + n } ,  

(32) - m A $ ( & + n ) ~ = - l o g a .  
In beiden Fallen ist 

A < 0 ,  

so dail nur ein Teil dcr Additionslogarithmentabelle heranzuziehen ist, 
wodurch die Rechenarbeit bedeutend erleichtert wird. Die numerische 
Arbeit ist auf die Approximation von A auf Grund der Gleichurigen (3) 
beschrankt und schliefilich ergibt sich: 

Im Balle unseres Problems erhalton wir: 

A + l o g  (E - 1) x = m m  log ---n--, 
n 

A + l o g  B p  
= num leu - - 

nf 1 

Die Approximation von d liefert jedesmal zwei genügende Werte, 
von denen aber der eine nicht in Betracht kommt; es kann gezeigt 
werden, daB für t < 1 - dies der hiiufigste Fall - beim Typus A) der 
groBcrc, beim Typus B) der klcincre Wcrt  von A + 10 zu nehmen ist. 

Zur Berechnung des ZinsfuBes ist somit neben der gewtihnlichen 
Logarithmentabelle eine G a n 1  sche Additionslogarithinentab~Ue aus- 
reichend. Für genauere Bestimrnungen müi3te ursprünglich eine gr6Bere 
GauBsche Tabeile zur Verfügung stehen und die Approximation von 
A ist in diesem Falle eine ziemlich unbequeme Arbeit. Wir  versuchten 
also einen in numerischer Hinsicht schneller zum Ziele führenden Weg 
xu finden und erzielten einen recht entsprechenden Erfolg durch die 

1) S.Runge a .  a . 0  
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Kombination der einfachvten GauBschen Tabelle mit dem einfachen 
linearinterpolierenden Verfahren von Me h m  k e zur Berechnung der 
reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen. GauB gibt in seiner Arbeit 
(S. 94) eine ganz kurze, für A einstellige Tabelle an1), wir benutzcn 
dieselbe um einen ersten Anfangswert für A zu berechnen; diesen An- 
fangswert korrigieren wir dann mit der Methode von N e h m k e ,  wozu 
nur noch eine gewtihnliche Logarithmentabelle notwendig i k 2 )  Die 
Rechnung kann so eingerichtet merden, da5 man sich zum SchluB 
davon überzeugen kann, ob die Losung bis zur erwünschten Steilenzahl 
wirklich genau erhalten wurde. Wir  bemerken noch, daB die Einfach- 
heit diesor Methode auch den Gebrauch von solchen Tabellen unnotig 
macht, die den bekannten Gundelf ingerschen Tabellen iihnlich kon- 
struiert sind3) 

4. Die angegebene Methode ist für alle trinomischp Gleichungen 
anwendbar, im Fnlle des Zinsful3problems gestaltet aie sich besonders 
einfach. Wir zeigen dies an dem Beispiel, welches R u n g e 4 )  mit der 
ursprünglichen GauBschen Methodc durchgerechnet hat und fügen den 
Werten von log x auch die Abweichung im Resultat an. 

Die zu behandelnde Gleichung ist die folgende: 

X ' ~ O  - 2 0 0 ~  f 199= 0. 

Hierbei ist t < 1 und aus der kleinen GauBschen Probetafel er- 
folgt für die nicht triviale Loaung: 

also : 
A = log t 'Oo = 8,2 16 6, 

A +  log 199 
log x = 

100 
- = 0,006 154. 

1) Abgedruckt bei R u n g e  a. a. O. S. 144. 
2) Me h m k e  gebraucht als Anfnngswert gewohnlich die auf graphischem Wege 

gefundene Anniiherung. 
3) Tafeln zur Berechnung der reeiien Wune ln  aiimtlicher trinomischer Glei- 

chnngen (Leipzig. B. G. Tenbner. 1897). Diese Tafeln würden für unsere Aufgabe 
ohne sine mühsame Erweiterung auch sonst nicht ausreichen. Da namlich G u n d e l -  
f i n g e r  die Werte 

A - p B ,  bzw. B - p A  ( p =  
- 

tabelliert iind die ~ a b e l l c n  für den Fa11 mit  zwei Zeichcnwcchseln nur für 
p > 0,025 berechnet sind, so k6nnte man in unserem F a l k  diese Tabellen nur bei 

anwenden (d. h. fiir a, 12 + 1 5 40), was aber für die meisten Fi l le  der Praxia 
nicht ausreichend iet .  

4) A. a. O. S. 147-148, daselbst auch die Formulierung der Gleichung als 
ZinsfuBproblcm. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 59. Band. 1911. Heft 1. 2 7 
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log 200 = 2,301030 -- - - 
/ log 200 = 2,301030 

log II = 2,306 184 ( - 1 log = 2,306 562 1 

Wir  wenden nun. auf diesen Anfangswert zwei Mehm kesche Gange 
an und gebrauchen bei beiden einhoitlich eine sechsstellige Logarithmen- 
tafel : 

1. Gang:  

log z = 0,005 154 

log x = 0,005532 1 log z = 0,0055 021 

II. Gang:  
log x = 0,005532 

100 log x = log 1 = 0,515483 - -- -- 100 log 1 = 0,533 214 

1: lliiihziE 1: 3,574492 

(Abweichungl) = - 0,O 106831) 1 (Abweichung = + 0,0001 667) 

833 

R u n g  e erhilt mittels zweistelliger G au  B scher Tabelle : 

A = 8,2514 
log x = 0,005 503 

Wenden wir auf diesen Wert von l o g z  einen Mehmkeschen Gang 
an, so erfolgt: 

log x = 0,0055027 (Abweichung: + 0,0001 378). 

Der Vergleich der Abweichungen ergibt also, daB in  dem behan- 
delten Fall die zweistellige Methode ohne Nchmksschen Gang mit 
der einstelligen Methode m i t  zwei Gangen :quivalent ist, wenn man x 
bis auf vier Stellen genau erhalten wiil. 

II. Üùer die Anwendung der Entwickelungen naoh ~et tenwurzeln .  

1. Im Folgenden sol1 eine Art  Verallgemeinerung der für die Be- 
rechnung der Wurzeln allgemein bekannten Methode der Iteration. auf 
unser Problem angewendet werdem2) W i d  die Gleichung 

F(x) = O 

Ij Die Abweichung is t  drts - R des nachsten Ganges. 
2) Der gewohnliche IterationsprozeB (a. z. B. R u n g e  a.  a. O., S. 153-154) 

geht von der aller einfachsten Spaltung aila (x = f(x)) und erreicht hei zweck- 
maEigen Anordnungen eine sehr rasche Konvergenr. Wi r  zitieren besonders die 
neuere Vervolikommnung dieser Methode durch M o n t e s  s u e  , der aus zwei ver- 
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in das simultane System 

gespalten, so werden die reellen Wurzeln durch die Abszissen der 
Schnittpunkte der mit diesem System definierten Kurven geliefert (die 
Schnittpunkte sind namlich solchen Spaltungen gegenüber invariant). 
Der Grundgedanke bei der Entwickelung der .Losungen nach Ketten- 
wurzeln ist nun, daB man an die Schnittpunkte mit rasch konvergieren- 
den, einfach charakterisiexbaren Laufen nach dem Prinzipe der F'unk- 
tioneniteration herangeht. Fiir die Praxis sind also wescntlich: a) Kon- 
vergenz des Iterationsprozesses, b) wom6glich einfache Spaltung, 
c) womGglich einfache algebraische Ausdrucksweise der Liufe, d) wo- 
moglich rasche Konvergenz. 

Die Konvergenz wird nach den Siitzen, welche die allgerneine Theorie 
der Funktioneniteration liefert, untersucht.') Die einfacliste Spaltung 

ist diejenige, bei der eine der Kurven eine Gerade ist. Die einfachsten 
L h f e  bestehen aus solchen Anliufen (Treppen) bzw. Umlaufen (Spiralen), 
die mit den Koordinatenachsen abwechselnd paraiiel sind (Fig. 1 und 2). 

schiedenen solchen Spaltungen eine Funktion konstruiert, die sehr rasch zum Ziele 
fiihrt. (Comptes Rendus 1909 und Méthode générale d e  détermination des racines 
des équations numériques. Idouvain. 1910). U n a b h h g i g  von diesen Arbeiten ha t  
S z i l a r d  in einer ungarischen Arlieit (Kereskedelmi Szrtkoktaths XIX. 1910) dieae 
Methode zur Berechnung des ZinafuBes der Rente durchgefiihrt, indem e r  die 
Raschheit der ursprünglichen sukzessiven Approximation durch einen ahniichen 
Ansatz bedeutend erhohte. 

1) S. die i n  der Einleitung angegebene Literatur. 
27' 
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Im Falle der Konvergenz muB man dafür sorgen, daB die numerische 
Ausfiihrung rasch zum Ziele führen soli, dies wird wesentlich auch von 
der Wahl  des Ausgangspunktes der Liiufe abhangen. 

E s  kann nun gezeigt werden, daB die nicht triviale Losung unseres 
Problems stets mit rasch konvergierenden Anliiufen approximiert werden 
kann und zwar mit stets festem Ausgangsu;ert. Dieser letzte PiInkt sei 
besonders hervorgehoben, da man eben hierdurch für die Losung eine 
ailgemein gültige SchluBformel aufstellen knnn und somit zur Anwen- 
dung des Prozesses nicht erst einen dem gegebenen Fall angepaBten 
Anfangswert zu berechnen braucht, wie z. B. bei der Anweridung der 
einfachsten Iteration: der sukzessiven Approximation. 

Wir  mollen Tor allem die Resultate der allgemeinen Theorie kurz 
anführen; dieselben hat I s e n k r a h e  mit anschaulichen geometrischen 
Uberlegungen und N e t  t O in strenger analytischer Formulierung eb- 
geleitet. 

Zur Bestimmung der nicht trivialen Losung des Problems mit E l f e  
dieser Iterationsp~ozesse reichen die folgenden allgemeinen Satze aus: 

a) Bedeutet x, die Anfangsabszisse, so kann die LGsung z durch 
zwei verschiedene Iterationsprozesse dargestellt werden; die Ausdrücke 

~ ~ = [ @ ( - ~ ) r p ( x J ] ~  bzm. x k =  [5P( -1 )+ (~o) ] "  

definieren die k-ten Approximationen. Die L h f e  beginnen auf der 
rp-Kurve, wenn 

rp1(x0) < ?9'(xo). 
b) Die mit f ( z )  charakterisierte stetige Punktioneniteration kon- 

vergiert zu dem n'erte x = f ,  falis: 

I fJ(8 I < 1- 

(Der Fall 1 f ' ( k )  1 = 1 ist besonders xu behandeln, die hierbei auftreten- 
den allgemeinern Kriterien sind aber für die gegebene Aufgabe nicht 
zu berücksichtigen, da die obige Bedingung stets erfüllt seiu wird.) 
Die Raschheit der Anniiherung h k g t  im Palle der Konvergenz von der 
Gr6Be des Ausdrucks: 1 - 1 f ' ( k )  1 ab. 

c) Man erhiilt einen 

Adauf, wenn f ' ( E )  > O, oder in anderer Form, wenn sg T'(X) = sg ~ ' (z ) ,  

Umlazcf, wenn f ' ( 6 )  < O, oder in anderer Form, wenn sg ~'(x) f sg ~'(x). 

d) ,,Wenn man in  einer Gleichung F i x )  = O die GrGBe x an be- 
liebig vielen Stellen, mo aie vorkommt, mit y vertauschen und so eine 
zweite Gleichung Flx, y) = O bilden kann, aus welcher sich sowohl x 
als y isolieren M t ,  etma in der Form 

x - d y ) ,  Y = h ( 4 ,  
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dann konnen die Wurzeln der Gleichung F(x) = O siimtlich durch 
konvergente Iterationen und xwar teils der Funlrtion g(y), teils der 
Punktion h(x) dargestellt werden ( I s e n k r  ahe)". 

2. Auf Grundlage dieaer Sitze behandeln wir vorerst die Gleichung 

z n + ' - ( e l + l ) s + e ' = O  (ef < n) 

des Typus B.') Man erhiilt die einfachste Form der Spaltung, indem 
man die in den Heymannsühen Arbeiten gebrauchte Transformation 

z = u n f l + i  

anwendet, welche zur Gleichung 

u n + l - u  + c =  O 
führt. Hierin ist: 

e' 
C = ----- 

n + i  <1. 
(e' + 1) 7 

Die Spaltung 
y = ' P ( u )  = u n + '  

1 y = l / , ( u ) = u - c  

ergibt also eine Parabel hoherer Oidnung durch den Anfangspunkt und 
eine Gerade mit dem Neigungswinkel von 45'. 

Zur trivialen Losung gehort: 

zur gesuchten Losung gehort - da si = 1 und 8, < 1 ist -: 

E s  ist weiterhin leicht einzusehen, daB im Fane von zmei positiven 
Losungen 

<us < M l >  

so da8 c als ein zweckm~Biger Anfangsmert eracheint. 
Der erste IterationsprozeB liefert: 

Uk - [+(- l) 'P (uO)lk, 

d. h. mit der Anfangsabszisse uo = e erfolgt für die Losung die folgende 

Dieser ProzeB definiert einen Anlauf, da 

9 = 1 > 0 ;  * = ( n + l ) u n > ~ ,  d u  d u  

1) Wir gebrauchen disse Forrn und diese Beeeichnungen, um die Korre- 
spondenz m i t  dern praktiecheu Probleui hewortreten eu lamen. 
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derselbe beginnt auf der Parabel, da 

W i r  beweisen nun, da5 mit u, = c dieser Prozeb sfets kolzce~gent 
ist und dus zur nicht trivialen LGsung gehorende u, darstellt. 

Ware nimlich c = O, so würde die Kette den Wert u - O ergeben; 
bei stetiger VergroBerung von c bleibt der ProxeB so lange konvergent, 
bie für U. die Grenzel) 

erreicht wird, d. h. 1 
u = ---- . 

(n + 1; 
Wenn wir diesen Wert  in die Gleichung einsetzen, so erhalten wir den- 
jenigen Wert  von c, der bei der VergrGBerung nicht übertroffen werden 
darf; es ist: 

n nn 
m., = + oder = 

(n + 1)-7 (n + 1)"' ' ' 
Dai3 niin das in den Gleichungen unseres Problemes vorkommende 

c etete unter dieser Grenze bleibt, folgt aus dem Hilfssatz des ersten 
Kapitels, auf Grund dessen: 

Da weiterhin 
C < U . * < U 1 >  

so wird der ProzeB wirklich das ue approximieren, indem er bei Ver- 
groBerung von c bis zum Grenzfall stet's das der O benachbarte ZL 

darstellt. 
Der Grad der Konvergenz han& davon ab, inmieweit die Unglei- 

chung für cn, d. h. die Ungleichung 

erfüllt ist. Bei praktischcn Aufgaben ist diese gew6hnlich in hohem 
MaBe befriedigt; das heiBt geometrisch so viel, daB die Abszisse des 
Schnittpunktes der Geraden mit der Abszissenachse (c) sehr wenig ver- 
schieden ist von der zu uz geh6rigen Abszisse. 

1) Fiir unsern Fa11 geniigt e q  nur den poait'iven Wert von f ' (u) zu betrachten. 
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Bei der numerischen Ailsführung kommt es natürlich nur auf 
Iterationen in  endlicher Anzahl an; das MaB dee Fehlers im kten Gange 
wird durch den Wert 

1 Y.4 - yk-1 1 
charakterisiert. 

Die zweite Kettenbruchentmicklung würde so lauten: 

= ¶ v ~ n + - - -  
C +  i / - c + - ;  

diese ist - auch nach dem Satze d) - für die nicht trivale Losung 
nnbrauchbar. 

3. Der Typus A) ist nach denselben Gesichtspunkten etwas kom- 
plizierter zu gestalten, da man zu allgemeineren Spaltungen gelangt. 
Wendet man auf die Gleichung 

x n - e x + e - l = O  (e  > n> 

die reziproke Transformation x = an, so folgt die Form: 

1 s  e n  k r  ah  e behandelte den allgemeinen Fa11 ') : 

der mit dem ersteii IterationsprozeB : 

zur folgenden Kettenwurzelentwicklung hinführt: 

Diese stellt die der O benachbarte Losung in konvergenter Weise dar, 
bis durch Anwachsen von q: 

k 
I L - 1  2p F i  

qmsx = 

wirdm2) 
1 (7) 

Wenden wir dieses allgeineine Resultat von I s e n k r  a h e  auf unsern 
Fa11 an, so kann wiederum bewiesen werden, da0 der ProzeB stets kon- 
vergent ist und das zur nicht trivialen Losung gehorende x darstellt. 
Es ist niimlich: 

1) ,,Dm Verfahren der FunktionswiederholunglL S. 68-71. 

2) Bs kommen auch hier nur die positiven Werte von f'(t) in Uetracht. 
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d. h. mit Anwendung des Hilfssatzes erkennen wir, daB das in der Gleiçhung 
vorkommende absolute Glied stets die Bedingung der Konvergenz erfüllt; 

b) es ist für die nicht triviale Losung: a, < 1, für die triviale 
L6sung aber: a, - 1. 

4. Für  den Typus B) kann das Resultat des zweiten Punktes dieses 
Kapitels in der zuerst von H e y m a n n  angegebenen folgenden Formel 
zusammengefaBt werden: 

1 
r 

1 B ;) 
wobei v = -- n + l  und c = -  l i t 1  

( B p  + 1 )" 
Die Grundlagen zurn Gebrauçh dieser Formel sind wohl nach den 

obigen Ausführungen von Seite der Praxis als erledigt zu betrachten. 
W i r  geben zum SchluB das folgende Beispiel an, uni den prak- 

tischen Wert dieses Verfahrens verfolgen zu konnen. 
E s  sei gegeben: 

a,, = 21,482 1846, 
es ist also: 

v - A ,  ~=0,8!37846<1.  

Die Gleichung für u lautet so: 

w5'-u + 0,897846 = 0 .  

Die einzelnen Schritte des Iterationsprozesses stellen wir in einer 
Tabelle zusammen, die auch den Fehler der einzelnen Kettenwurzel- 
gznge enthiilt. Die Berechnung erfolgt recht schuell, da man immer 
das vorangehende Resultat berücksichtigen kann und so bei jedem 
neuen Schritt einen Logarithmus aufzuschlagen und zwei Logarithmen 
zurückzusuchen braucht. (Die Werte von c und l o g v ( ~ b ) - +  7)  führt 
man in zweckmiiBiger Weise auf Papierstreifen mit.) 

Der richtige ZinsfuB ist: 4O/,. 
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III. Über die Anwendnng der graphischen Methoden. 

1. Die graphische Behandlung ron  Gleichungen verfolgt besonders 
zwei wichtige Punkte: Sie gibt erstens Methoden zur raschen und be- 
quemen Bestimmung von Anfangswerten, die für praktische Zwecke oder 
zur ersten Orientierung gute Dienste leisten; sie aualysiert zweitens 
in der Anschauung die wesentlichen Einzelheiten der algebraischen 
Untersuchung. Bei den einzelnen TTerfahren i d  jedenfalls dafür zu 
sorgen, daB sie mom~glich.ohne weitere komplizierte Konstruktionen 
zu approximativen graphischen Rechenarbeiten nutzbar gemacht werden 
sollen. Die Kritik der praktischen Brauchbarkeit oder des heuristischen 
Wertes der graphischen Methode muB im gegebenen Falle diesen Ge- 
sichtspunkten angepaBt werden. 

Zur graphischen Behandlung der triuomischen Gleichungen fiiiden 
mir in der Literatur dieses Gegenstandes eine ganze Reihe von Ver- 
fahren angegeben; wir werden vorerst eine kurze Durchsicht derselben 

- - 

unternehmen und zwar in Hinblick auf unser spezielles praktisches 
Problem. 

Die verschiedenen Ansiitze konnen nach zwei Gruppen eingeteilt 
werden: je nachdem sie fertige, auch für 9% kotierte Nomogramme 
liefern oder für jedes n. ein besonderes Diagramm ergeben. In dieser 
Arbeit wollen wir uns besonders mit der Anwendung des logarithmo- 
yrapkischen Vwfahrens beschiiftigen, dus durch die Arbeiten von M e h m k e  
z u r  graphischen Behandlung algebraischer Gleichungen und Gleichungs- 
systeme nutzbar gemacht worden istnl) Da das îz  bei unserm spezielleii 
Problem eine wesentliche Rolle spielt, so hat die Mehmk esche Me- 
thode schon deshalb einen besonderen Vorteil, da sie mit entsprechen- 
der Spaltung der Gleichung nach beiden Gesichtspunkten einzurichten 
ist. Au€ Grund dieses Verfahrens kann man weiterhin -- wie mir in 
dieser Arbeit zoigen wollen - die Resultate der algebraischen Diskus- 
sion des ersten Kapitels besonders einfach in  anschaulicher Weise rer- 
folgen und naçh ihren praktischen Beziehurigen hervortreten lassen. 

Von andern Methoden erwahnen wir die folgenden: 

a) Die primitive Methode von Lalanne",  die zu jedem n ein 
aus zwei Geradenscharen bestehendes Netz konstruiert. Für gr6Bere rt  

1) S. die Literatur in  der Einleituug. 
1) AuBer in Liltern Schriften von La1 a n n e  (au5 den Jahreii 1839-1879) s. R u n g e :  

Praxis der Gleichuiigen (S. 165-156); M a s s  au: Mémoire sur l'intégration graphique 
(Ann. de 1'Assoc. des Ingén. sortis des écoles sp6üiales de Gand 1878-1890) III. 
5 177; Pouu  sin: Sur l'application des procédés graphiques aux calculs d'aseu- 
rances (Bull. trim. de 1'Inat. des Act. Frnnp. XV. 68, 1904) S. 176. 
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ist diese Methode auch in  ihrer von M a s s a u  herrührenden Form fiir 
Approximation der Wurzeln wenig brauchbar; die algebraische Diskus- 
sion (z. B. die Existenz zweier positiven Wurzeln bei unserm Problem) 
laBt sich aber mit diesein Ansatz sehr anschaulich gestalten. Dieselben 
Remerkungen betreffen den Ansatz, der diese Diagramme in parallelen 
Linienkoordinaten ausfühi-t und der für die F U e  n = 2 und n = 3 in 
der Praxis sehr wertvolie Dienste leistet.') (Für die Funktionenkoten 
erhiilt man hiebei statt der Geradenscharen Kurven nter Ordnung, die 
also eigentlich ein in die zweite Gmppe gehorendes Nomogranim liefern.) 

b) Das kartésische Renten-Nomogramm von d 'ocagne-Prévot ' ) ,  
das für die erste Approximation des ZinsfuBes recht brauchbar id. 
Wir  haben dabei ein einfaches Beispiel für Nomogramme mit vier Ko- 
oïdinaten auf Grund der Skalenverschmelzung (accolement d'échelles). 
Die Ausführung der Zeichnung leidet an dem Urnstand, daB die auf- 
tretenden krummlinigen Funktionenkoten linear nicht anamorphisiert 
werden konnen. 

c) Die Methode von Tor ress ) ,  die man fur unser Problem sehr 
einfaüh gestalten konnte. Dieselbe liefert ein Nomogramm mit trans- 
latorisch beweglichen Skalen und gehort in die Gruppe der kollinearen 
Diagramme. 

2. Bei der 7o~a,-it1~mograpl~ischen Nethode a i r d  der zuerst wohl von 
L a l a n n e  gebrauchte und von englischen Physikern oft benutzte Ge- 
danke verwertet, bei Kartesischen Tafeln log x und log y als Punkt- 
koordinaten einziiführen, d. h. die Koordinatenachsen logarithmisch zu 
kotieren und die Funktionenkoten als iogaritl~rnische Bildèr zu be- 
trachten. Für die Losung der algebraischen Gleichungen und Glei- 
chungssysteme wiirde von M e h m k e  der Satz über die ,,Parallelversühie- 
bung des logarithmischen BildedL4) aagewendet, auf Grund dessen das 
in einem verschiebbaren Koordinatensystem gezeichnete logarithmische 
Bild mit Funktionenkoten in einem festen Koordinatensystem in Bezug 
gebracht wird. Die beiden Systeme ergeben sich nach zweckmiiBiger 
Spaltung der gegebenen Gleichung, die Losungen werden im festen 
System durch die Abszissen der Schnittpunkte des eingestellten loga- 
rithmischen Bildes mit den festen Funktionenkoten charaktierisiert. Die 

1) S. d'ocagne: Trait6 S. 183-185 und S. 387. 
2) S. d'O cagne: Traité S. 304-306 und Schilling: Über die Nomographie 

von M. d'0cagne (Leipzig, Teubner 1900) S. 34-36. 
3) S. d'ocagne: Traité S. 366-368. 
4) Einer freundlichen Mittcilung von Prof. M e  h m  k e verdanke ich die weitere 

Angabe, da0 sich dieser Satz schon bei 0. Reynolds: Philos. Transact 1879, 
part. II, S. 753, findet. 
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Spaltung kann nun bei trinomischen Cleichungen nach zwei Gesichte- 
punkten geschehen: entweder 60, daB man für jedes n mit einem ein- 
zigen logarithmischen Bild auskommt oder so, daB man für jedes n 
ein besonderes logarithmisches Bild konstruiert. Mehm k e s  Verdienst 
war es, eine hochst einfache Methode anzugeben, wie die logarithmi- 
schen Bilder von Polynomen mit Hilfe der Additions- und Subtrak- 
tionskurve leicht zu konstruieren sind; erst mit diesem Verfahren 
konnte der Satz über die Parallelverschiebung in  weitausgedehntem 
Kreise zur graphischen Losung wirklich nutebar gemacht werden. 

Die technische Ausführiing der angegebenen Bemerkungen gestaltet 
sich nun im Falle algebraischer Gleichungen in folgender Weise: Man 
spaltet die Gleichungen so, daB das logarithmische Bild der einen Seite 
direkt konstruierbar sei und zeichnet dann das logarithrriische Bild der 
aridem Seite mit Hilfe des Satzes über die Parailelverschiebung. Die 
logarithmischen Bilder werden zweckmaBig in solchen Systemen ge- 
zeichnet, deren Achsen logarithmisch kotierte Skalen enthalten. 

Pür unsern Zweck reicht der Satz über die Parallelverschiebung 
in seiner folgenden einfachsten Form au$: 

Das logarithmische Bild des Ausdruckes 

aluml + a,* 
kann aus dem logarithmischen Bild von 

dadurch erhalten merden, daB man das Koordinatensystem dieses zweiten 
Rildes in entsprecliender Weise aiif dem festen Koordinatensystem ein- 
stellt. Diesc Einstellung geschieht m i t  Hilfe der sogenanntcn ,,Merk- 
geraden" (droites de repère), indem man die zu den ursprünglichen 
festen Achsen parallel laufenden Achsen des beweglichen Systerns in 
den durch den Schnitt dieser Oeraden gegebenen Ailfangspunkt ein- 
stellt. Die Merkgeraden sind durch ihre Schnittpunkte: "loga, bzw. 

log a, (a: Basis der logarithmischen Bilder) l )  mit der fixen Ordinaten- 
achse und diirch ihre R,ichtungstangeuten: nz, bzw. m, gegeben. 

Im Falle der allgerneinen trinomischen Glcichung, die stets auf die 
Form gebracht werden kann: 

kann man die folgenden zwci Spaltungsweiscn anwenden: 

1) Im logarithmischen Syetem sind diese Punkte auf der Ordinatenachse mi t  
a, bzw. a, bezeichnet. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



428 Reitrage zur Praxis für die Berechnung des RentenzinsfuBes usw. 

Wir wollen vor allem die anschaul iche Diskussion iinseres speziellen 
Problemes : 

A) e >  Ic ( 7 ~  = n ;  u:x) 
u S - e u f e - 1  

{B)  e ~ k  ( k = n + l ;  u : z )  e > l  

m i t  diesen graphischen Hilfsrnitteln erledigenl); hierzu eignet s ich die 
1. Spal tung ,  d a  das  bewegliche logari thmische Bild hierbei  von  9% un- 

abhangig  ist.  W i r  erhal ten also Folgendes: 
a) im festen System eine Geradenschar 

durch  d e n  Anfangspunkt ,  die  nach  der 
Richtungstangente k kot ie r t  i s t ;  

b) im beweglichen System m u 1  des loga- 
r i thui ische Bild v o n  ( t h  - l)=) gezeichnet 
werden u n d  dann  muB man die Merk- 
geraden s o  einstellen, da0 sie durch  die 
m i t  e bzm. e - 1 kotier ten P u n k t e  der 
fixen Ordinatenachse durchgehen und  die 
Rich tunns taneen ten  1 bzw. O haben.3'l 

n u I 

D e r  Vortei l  d e r  Spaltung 1 besteht also 
darin, dati m e n  m i t  e inem von t a  unab- 
h i n g i g e n  logari thmischen Bild operiert und 

1 irn gegebenen Fall n u r  die  eritsprecheride 
'1- Einstel lung des beweglichen Systems zu 

vollführen hat.  D i e  positiven Losungen 
der  gegebeiien Gleichung sind durch  jene 
Abszissenkoten gegeben, die zu den Schnitt- 
piinkten der  beiden logarithmischen Rilder 
gehoren. 

Zur graphischenDiskussion des speziellen 
Problemes s ind n u n  die folgenden beiden 
Bemerkungen wesentliüh (Fig. 3)  : 

1. Das logarithmische Bild v o n  (u - 1) gekt nnch der Einstellung 
durch den Anfangspunkt des festen Systems. 

1) Wir bernerken, daB die Diskussion und die primitivste graphische L6sung 
auch direkt au8 der Spaltungsweise 1 ohne logarithmische Uilder erfolgen kanu. 

2) Dieses logarithmische Bild (s. d'O c a g n e :  Traité V, 5 1401, dessen Kon- 
struktion durch die Me h m kesche Methode der Additions- resp. Subtraktions- 
Burve geschieht, ist dadurch charakterisiert , da8 seine Asymptoten die negative 
Ordinatenachse und der in den ersten Quadranten fallende, durch den Anfangs- 
punkt gehende Halbstrahl mit der Richtungstangente 1 sind. 

3) Dns bewcgliche System wird auf durchsichtiges Fapier gezeichnet. Der 
zu gebrauchende Strehl des festen Geradenbiischels kann auch nachtraglich oin- 
gezeichnet werdeu. 
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Beweis: Die logarithmischen Bilder wurden durch die Anamorphose: 

"1og.u = 2, " log t  - y 

gewonnen, so da8 also die Gleichung des beweglichen Bildes in x, y 
so lautet: 

UY = euz-  (e - l), 

die durch z, y = O befriedigt wird. Diese erste Bemerkung enthiilt j a  nichts 
anderes, als daB die urspriingliche Gleichung mit u = 1 stets erfüilt ist. 

2. Der positive Zweig des togarifl~miscl~en BzZdes 
oon (u - 1) gelzort zu denc Typus A), der negative 
Zweig aum Typus B). 

Beweis: Die Richtungstangente des Bildes im 
Punkte x, y = O ist: 

Wenn also e > k, so liegt der zweite Schnittpunkt 
oberhalb, wenn e < k unterhalb der X-Achse. Da 
k > 1 ,  so ist dieser 
zweite Schnittpunkt bei 
beiden Typen stets vor- A 

handen (k = 1 würde die eine Asymptoten- 
richtung des Bildes ergeben). 

Mit diesen Bemerknngen haben wir 
also die wesentlichen Resultate der alge- 
braischen Diskussion in anschaulichern'eise 
abgeleitct; es gibt niimlich für den 4, 

Typus A): stets zwei positive Losungen: 

l o g u = O  und l o g u > O  
(21 : 2) ; 

Fig. 4. 

Typus B): stets zwei positive Losungen: log u = O und log u < O 

3. Zur graphischen Bestimmung eines Anfangswertes für die nicht 
triviale positive LGsung konnen beide Spaltungsweisen herangezogen 
werden. Eine Uiibcquemlichkeit entsteht nur daraus, da5 die Ordi- 
natenkoten für loge und log(e - 1) wenig verschieden sind, oder mit 
andern Worten, daB die nicht triviale Losung sehr nahe gleich 1 ist. 
Diesem Umstand kann durch eirie entsprechende VergroBerung des in 
Betracht kommenden Teiles der Zeichnung geholfen werden; besonders 
für die zweite Spaltungsart und für den F'all des negativen Zweiges 
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der ersten Spaltungsweise kann man dieses Verfahren zweckmiiBig ver- 
wenden. 

Die zweite Spaltungsweise ist durch die Gleichungen: 

{ 
t = e u  

t = u k + e - 1  

gegeben; das logarithmische Kurvenbild mua für jedes 76 gesondert 
konstruiert werden. Fig. 4 gibt in skizzenhafter Form die zur graphi- 
schen Arbeit notwendigen Schritte an: Die Gerade durch 0, mit der 
Richtungstangente 

Fig. 5. 

b 
k und die Gerade durch A (Ordinatenkote für 

log (e - 1)) sind die beiden Asym- 
ptoten des logaïithmischen Kurven- 
bildos mit dem Anfangspunkt O,; 
die Gerade dureh B (Ordinatenkote 
für log e) mit der Richtu~igstangente 1 
ist das logarithmische Bild von eu. 
Bei gr6Berin k, aber besonders für 
die vergrolerte Pigur, ist es mesent- 
lich, da8 man 0, gar nicht auszu- 
stecken hat, sondern nur die Berech- 
nungen ausführt: 

l o g e - 1  T - ~ ~  loge  A 0  e = 1----i BB - 
k k 

(1: der entsprechende VergroBerungs- 
faktor). Pür  den Typus A) f a t  der 
Schnittpunkt der beiden Bilder rechts 
(a. Pig. 4), für dcn Typus B) links 
(B. H g .  5) von der Ordinatenachse 

durch O,. Fig. 5 gibt in BO-facher Vergr6Berung die graphische L6sung 
1 

der Aufgabe des zweiten Kapitels = 1 log;). 

SchluBbemerkung. 

E s  sei noch dltrauf hingewiesen, daB mit den obigen Methoden 
auch die Berechnung der Rentabilitat von Obligationen erfolgen kann. 
Diese ZinsfuBaufgabe führt auf eine trinoinische Gleichung von der- 
selben spezieilen Bauart, wie wir sie in dieser Arbeit behandelten. 

Sind KI und g9 zwei paritiitische Kurse von Obligationen einer 
durch f i  gleichmifiige, nachschüssige Annuitiiten rücksuzahlenden Anleihe 

und gehort su der ZinsfuB so besteht bekanntlich die folgende 
Kz pe 

Proportion: 1 - v n  1-un .x --- 2 . 2 .  
1 '  8 -  ' Pl 
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Bei Rentabilitatsberechnungen wird für gegebenes E,, Pl und n 
das zu E2 = 100 gehtirende P, gesucht. Setzen wir in der obigen 
Proportion I 

- = 2 ,  
'% 

so erhalten wir für die folgende trinomische Gleichung: 

wobei: 

B u d a p e s t ,  1911, Januar. , 

Graphische Zusammensetzung und Zerlegung von 
raumlichen Kraftegruppen. 

Von O. MOHR in Dresden. 

Die Aufgaben über Zusammensetzung von Kraften im Baume 
haben in der Regel die folgende Porm: Auf einen starren Korper 
wirken Krafte (II), die durch ihre Projektionen auf drei zueinander 
rechtwinklig gestellte Ebenen xy, xs, y s  gegeben sind. Die Gruppe ( X )  
soll ersetzt werden durch eine gleichwei-tige Gruppe von Kraften 
A, B) C .  . ., deren Aclisen a, b, c . .  . entweder gegeben sind oder be- 
stimmte Bedingungen zu erfüllen haben. E s  ist daran xu erinnern, 
daB die Gleichwertigkeit zweier Kraftegruppen dargesteilt werden kann 
durch s e c h  Gleichungen, die z. B. ausdrücken, daB die Projektiorien 
und die $fomente der beiden Gruppen in bezug auf die drei Achsen 
q y, B übereinstimmen. Die Aufgabe ist also besti~~lrnt, weun aie seclis 
roneinander unabhangige Unbekannte entlialt. Man hat ferner zu beachten, 
daB eine unbekannte Kraft, deren Lage keinen Bedingungen unterliegt, 
fünf unbekannte Gr6Ben enthalt, z. B. die beiden Koordinaten ihres 
Schnittpunktes in der xy-Ebene und die drei Seitenkrafte in den Bich- 
tungen der Achsen x, y, B. Die Anxahl der Unbekannten ist cier, wenn 
die Kraft eine gegebene Gerade schneiden sou; &ei, wenn sie in  einer 
gegebenen Ebene liegt, oder durch einen gegebenen Punkt geht; zzuei, 
wenn aie in einer gegebenen Ebene durch einen bestimmten Punkt 
gehen sol], und endlich ist natürlich nur eine Unbekannte eu bestimmen, 
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wenn die Achse der Kraft gegeben ist. Da6 die Kriifte A, B> C der 
gegebenen Kraftegruppe (g) gleichwertig sind, soll durch das Zeichen 

A$=B+C=(Ic) 

dargesteilt werden. Die gewendete Kraft A wird mit + A  bezeichnet. 
Die Kraftegruppe (IL) in Verbindung mit den gezcendetetz Kraften 

Fig. 1. 
A, B, C bildet also die durch das Zeichen: 

t" ( K ) + A + R + C = O  
..---- yyp z* 

dargesteilte Gl&cl~~l/ewichtsgr~.~ppe. 

1. Die Kraftegttppe P + Q = (K). (Fig. 1.) 
Die Kraft P liegt in der xy-Ebene und Q ist 
parallel zur z-Achse; jede dieser beiden Kriifte 
enthiilt also drei unbekannte Gr6Ben. Man bildet - 
durch Seilpolygone die Mittelkriifte der gegebenen 

Krafteprojektionen K in den drei Ebenen xy, xs, yz, was einer weiteren 
Erklarung nicht bedarf. Die Mittelkraft in der xy-Ebene ist die zu 

n g .  2 bestimmende Kraft P. Die beiden anderen 

A, 
Mittelkrafte Pl ,  PB in den Ebeuen xs 
und yz schiieiden die Achsen x und y in 

, den Punkten g und h und bestimmen durch 
,' die ~horrlinaten og, a h  den Schnittpunkt q 

der Kraft Q mit der zy-Ebeiio. Gr6Be und , Z 
' 2  i gj j X' Sinn dieser Kraft werden durch die ge- 

meinschaftliche Projektion der Xittelkrafte 
Y, und Y, auf die s-Achse bestimmt. Wir 
wiihlen im folgenden den Sinn der z-Achse 
stets so, daLi er auch den Sinn der Kraft Q an- 
gibt. Die Kriiftegruppe P, Q ist der Gruppe 
(K) gleichwertig, weil in bezug auf die 
Achsen x, y, s die Projektionen und die Mo- 

' mente der beiden ~ r n ~ i e n  übereinstirnrnen. 
II. Die Kraftegruppe M =+ R (hl) E P + Q. (Pig. 2.) M 'be- 

zeichnct ein Eraftepnar, dessen Ebene zur Kraft, R rechtwinklig gesteut 
id .  Die Kraft R enthalt also fiilzf unbekannte GrEBen, M dagegen 
nur ehe. Die dchse der Kraft R wird bekanritlich die Zentraluchse 
der Kriftepruppe CU) genannt. Von dem Punkte q, dem Schnittpunkte 
der Kraft Q mit der xy-Ebene fallt man das Lot q i  auf die von der 
Strecke ik dargestellte Kraft P und verlangert die~les Lot um die 
Strecke i l  gleich der GroBe der Kraft &. Darauf zieht man im pa- 
rallel zu 17î, pm  normal zu i m und m r  parallel zu ki. Die Kraft R 
schneidet die xy-Ebene in dem Punkte r und ist irn übrigen bestimmt 
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durch ihre Projektionen R, R', Ru, die nicht der Lage nach, ~ 0 h 1  
aber nach GrCBa, Richtung und Sinn mit den Mittelkraften P, Y,, Pz 
übereinstirnmen. Die Grope der Kraft R wird auch durch die Strecke 
1 k dargestellt. Das Moment Si! des Kraftepaares hat die Gr6Be R . F E ,  
und sein Sinn in  bezug auf die Kraft R stimmt überein mit dem Dreh- 
sinn der Kraft P in bezug aiif die Kraft Q. Zum Beweise der Gleich- 
wertigkeit bezeichnen wir die Achse r l  mit 1, die Achse r m  mit 2 
und die in der Richtung und dem Sinne der Kraft Q durch den 
P ~ i n k t  r gelegte Achse mit 3. In bezug suf diese drei Achsen soiien 
die Projektionen und die Momente der Kriiftegruppe ( K )  mit RI, R,, B,  
und Hl, M3 bezeichnet werden. Man ersieht aus der Zeichnung 

Rl=o,  R , = + P ,  x 3 ~  + &7 
H1=0, M,=- g . i q = -  P.rm7 Il.&=-P.G 

und ferner, wenn der Wirikel r 1 k mit cp bezeichnet wird: 

In den meisten graphostatischen Aufgaben empfiehlt es sich, zum 
Ersatz der gegebeneii Kriiftegruppe ( K )  nicht die Krafte R, M, sondern 
die Krafte P, Q zu verwenden. Denn diese ge- Fig. S. 

wiihren, wie aus den folgenden Beispielen zu er- 
sehen ist, den erheblichen Vorteil, da0 das graphi- @ 
scheverfahrenfast vollstandigineinerProjektions- 4" , ,, 
ebene, der xy-Ebene sich ausführen IaBt. Anders 

a 
4L ,.' 

verhilt es sich in manchen dynamischcn Bufgaben- I %: 
und auchbei kinematisçhen Anwendungen, in denen 
nicht Krifte, sondero in gleicher Weise unend- 5, 

w p- 95 
' lich kleine Drehungen eines starren Korpers zu O 

sammenzusetzen oder zu zerlegen sind. 
III. Die Eraftegruppe A $ B 2 ( K )  EZ P $ Q. (Fig. 3.) Die Achse 

der Kraft A  ist gegeben, B hat keine Bedinguqen zu erfüllen; A ent- 
Kilt also eilze, B dagegen füwf unbekannte &%Ben. Ln diesen und den 
folgentlm Aufgaben werden die gewmdeht Kriifte P, Q mit den un- 
bekannten K r a f t e ~  A, B zu einer Gleichgewichtspruppe 

+ P + Q + A Q B = O  

verbunden. Diese Gruppe zerfillt in zwei einfachere Glcichgewichts- 
gruppen : 

DI1 + P + A , + I t r , , O  
111, 4- Q + A , + B , = O ,  

Zeitxlirift f. AIatliematik n. Physik. 59. Band. 1911. Heft 4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



434 Graphische ~usammensetziin~ und Zerlegung von raumlichen Kraftegruppen. 

wenn jede der unbekannten Krafte zerlegt wird in zwei Scitenkrsfte, 
von denen eine in  der xy-Ebene liegt, und die andern zur a Achse 
paraiiel gerichtet ist : 

A S A l + A , ,  B=B,+B,. 

Die &uppe III, liegt also in der xy-Ebene, wiihrend III, aus Parailel- 
kraften von der Bichtung der z-Achse besteht. Die Achsen a,, b, sollen 
den Sinn der Seitenkriifte A,, B, in deln Faile angeben, wenn die 
Seitenkriifte A,, B2 den Sinn der z-bchse haben, also positiv 4nd. Die 
beiden Seitenkrafte A, und il, einer unbekannten Kraft A haben dem- 

A BI nach stets gleiche Vorzeichen. Die positiven Verhiiltniszahlen 2 ,  
werden mit a, /3 bezeichnet. Da die beiden Gleichçewichtsgruppen aus 
drei Kraften bestehen, so rnüssen P, A,, 21, in einem Punkte -9 sich 
schneiden, und die Schnittpunkte q, a, b der drei Kriifte &, A, B mit 
der xy-Ebene inüssen in ciner Geraden liegen. Die in Fig. 3 durch 
den Punkt y gelegte Kraft &' bat Richtung und Sinn der gegebenen 
Achse a, und die GroBe Q. Das Gleichgewicht der Kriiftegruppe III, 
fordert, daB in bezug auf den unbekannten Punkt b das Moment der 

A 
Kraft Q' nnch GroBe und Sinn dem Momente der Kraft iL gleich sci. 

Ferner fordert das Gleichgewicht der Gruppe III,, daB in bezug auf 
den Punkt b die Momente der heiden Krafte P und Al nach GrLiBe 
und Sinn übereinstimmen. ER folgt hieraus, daB die Gerade p a  von 

P .  
der Mittelkraft AT der beiden Krafte Q' und + cL in dem Punkte b ge- 

schnitten wird. 
Nachdem der Punkt b bestimmt worden ist, ergeben sich GroBe 

und Sinn der Kriifte A,, A,, BI, B, in bekannter Weise. In dem vor- 
. liegenden Beispiele ~ i n d  gegeben: die Punkte q und a ,  die Achse a,, 

Lage und Sinn der Kraft P und die Gr6Ben 
5 Q = + 3 6 ,  P = 4 6 ,  a = -  
6 '  

0 = 54. 

Die Zeichnung ergibt: 
- - -  

Q : A , : B , = a O : q b : a q = + B : + 5 : - 2 ,  
demnach ist 

A 2 = + 6 0 ,  B 2 = - 2 4 ,  A 1 = a A , = + 5 0 ,  

A, hat also den Sinn der 2-Achse, B, den entgegengesetzten Sinn, und 
A, hat den Sinn der Achse a,. Die Kraft A', wurde in der Zeichnung 
nach Lage, Gr6Be und Sinn durch geometrische Summierung der ICrZfte 
P und + A, bestimmt. Eine Probe für die Genauigkeit der Zeichnung 
ergab die Bedingung, daB 21, durch den Punk t  b gehen muB. 
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IV. Die Krafitegruppe A $: B $; C 1: ( K )  GY =+ Q. (E'ig. 4, 5 u. 6). 
Die Achsen der beiden Kriifte A, B sind gegeben; die Kraft C SOU 
eine in der zy-Ebene gegebene Gerade g g  schneiden und enthalt dem- 
nach vier unbekannte GroBen. Wir erklaren das Verfahren %n einem 
Zahlenbeispiel. Fig. 4  zeigt die gegebenen Punkte q, a, b, die Achsen a,, b,, 
die Gerade gg und die Lage der Kraft P. Gegcben sind ferner die Gr6Ben: 

11 5 P=-10, &=IO, a = -  B I - . .  
12' 12 

Die Lage des Schnittpunktes c der Kraft C mit der Geraden gg 
kann durch die Gerade pic, und zwar durch die Verhaltniszahl 

bestimmt werden; f ist negativ, wenn der Sinn ai dem Sinne ab ent- 
gegengesetzt ist. In  der oben angegebenen Weise entstehen die beiden 
Gleichgewichtsgruppen : 

IV, +P=+A,=!=B,+C,~O,  
IV, + Q + A , $ B 2 +  C,EEO. 

Zwei von der Kraft C unabhangige Gleichgewichtsbedingungen der 
Gruppe IV, ergeben sich durch die Momentengleichungen in bezug auf 
die Geraden q c  und gg. Die erste fordert: 

und da die Abstaride der Punkte a, b, p. von der Gernden gg sich zu- 
einander verhalten wie + 3  zu + 5 zu + 12, so ergibt die zweite 
Momentengleichung die Bedingung: 

(3) O=3A,+ b B , - 1 2 & = 3 8 ,  + 5 B , $ 1 2 0 .  
28* 
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

und femer: 

Die Momentenarme der Krafte P, A,, BI in bezug auf die un- 
bekannten Punkte c mtigen mit p, a und O bezeichnet werden; ihre 
Werte sind positiv oder negativ, je nachdem sie rechts oder links von 
den betreffenden Kraften liegen. Das Gleichgewicht der Gruppe IV, 
fordert : 

(6) O = - p P + a A , + b B , .  
Um aus dieser Gleichung das Glied p P  zu entfernen, wurde in 

den Figuren 4 und 5 die Gleichgewichtsgruppe: 

P $  A f + B ' + G = 0 ,  

bestehend aus der gegebenen Kraft P und drei mit den Achsen a,, O,, g 
zusanimenfall.enden Kraften gebildet. Die Zeichnung ergibt 

(7) A'=-13 , R'= - 2 .  

Die Morneritengleichung dieser Kriiftegruppe in bezug auf den L'unkt c 

fordert also : 

(BI p P = 8 a + 2 b .  
I n  Verbindung mit den Gleichungen (6) und (5) folgt hieraus: 

Der Punkt c liegt demnach auf der Mittelkraft zweier Krifte, die 
mi t  den Achsen a,, b,  zusammenfallen und im Sinne dieser Achsen die 

haben. In der Figur 4 wurde der geometrische Ort des Punktes c  ge- 
bildet, der dieser Bedingung und zugleich der Gleichung (1) entspricht. 
Zu dieseni Zweck wurde jene Mittelkraft und die zugehh-ige Gerade p i c  
fur die Werte: 

6 7 + t = 0,4, 0,6, 0,8, 1,0, 1,2, 1,426 = 

aufgetragen und mit den zugehtirigen Zahlen t bezeichnet. Die gege- 
bene Gerade gg schneidet diese Kurve zweiter Ordnung in zwei Punkten 
c, c, die den Bedingiingen der Aufgaben entsprechen, und zwar für die 
Werte 

[ = + 0,60 und [ = + 1,24. 
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Für den ersten Fail m6gen die GrtiBen der Krafte hier bestimmt 
werden. Nach den Gleichungen (4) ist für S = + 0,600: 

Ferner ist nach den Gleichungen (5): 

Die dnrch den Punkt c gehcnde Kraftprojelition Cl wurde in 
Figur 6 nach GroBe, Richtung und Sinn durch geometrische Sumniie- 
rung der Krafte P, + Al und + BI gebildet. Eine Probe fïir die 
Genauigkeit der Zeichnung ergibt sich, wenn man die Luge der 
Mittelkraft : 

Cl - P + A, + Bl 
bestimmt. 

V .  Die Kriftcgruppe A $ B + C $ Dl + ( K )  = P + Q. Die 
Achsen der drci Krafte A, B, C sind gegeben; die vierte Kraft Di soll 
in einer gegebenen Ebene u liegen oder durch einen gegebenen Punkt v 
gehen. 111 beiden Piillen enthkilt die Kraft Dl drei uribekanrite Gr6Uen. 
Im ersten Falle ersetzt man die Kraft Dl durch drei Krafte 

D = + E + F - D l ,  

deren Achsen d, e, f in der gegeb&en Ebene u. liegen, nicht in einem 
Punkte sich schneiden und im übrigen nach Bolieben gewiihlt werden 
ktinnen. Im zweiten Fall, wenn Dl durch den Punkt v gehen soll, 
ersetzt nian diese Kraft ebenfalls durch drei Krlfte D, B, F, dderen 
Achsen durch den Punkt 2: gehen, nicht in einer Ebene liegen und 
übrigens beliebig gewiihlt merden dürfen. Hierdurch werden die Auf- 
gaben zurückgefiihrt auf den im Abschnitt VI1 zu besprechenden all- 
genieinen Fall: die Kraftegruppe (K) zu ersetzen durch eine Gruppe 
von sechs Kraften, deren Achsen gegeben sind. Es wird sich hicrbei 
zeigen, daB durch passende Wahl der Achsen d,  e, f das allgemeine 
TTerfahren vereinfacht merden karin. 

VI. Die Ilrüffeg~uppe A += B f C + D =+ El iz (Kj - Y $ Q. Die 
Achsen der vier ersten Krafte sind gegeben; di6 fünfte Kraft El soll 
in einer gegebenen Ebene u. liegen und durch einen Punkt v dieser 
Ebene gehen. Indem man die unbekannte Kraft El ersetzt durch 
zwei Rriifte 

deren Achsen e, f in der Ebene u durch den Punkt v gehen, führt 
man den Fail zurück auf die allgemeine Aufgabe des folgenden Ab- 
schnittes. Auch hier IaBt sich das Verfahren durch passende Wahl der 
Achsen e, f vereinfachen. 
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VII. Die Kraftegruppe A + B $ ; C + D + B + E ' = : ( K ) Y P + Q .  
Die Achsen der sechs unbekannten Kriifte sind, wie im Abschnitt III 
beschrieben wurde, gegeben durch die Scbnittpunkte a, b, c, d, e, f mit 
der xy-Ebene, durch die Achseriprojektionen a,, b,, cl, dl, el, f, in dieser 
Ebcne, und durch die positiven Verhiiltniszahlen: 

Durçh die gewiihlten Bezeichnungen wird angedeutet, da1 die unbe- 
kannten Krafte 

A', A", A'" mit der Achse a 

13; Bu, B"' mit der h h s e  b 

Cf, C", C"' mit der Achse c 

D', E ,  F1"mit den Achsen d, e, f 

zusammenfallen. ln den Gruppen (5), (7), (9) kann die Gr6Be einer der 
vier Kriifte nach Belieben angonommen werden. In der Gruppe (11) 
bezeichnen g,, C2, S,  die unbekannten positiven oder negatiren Zahlen, 
mit denen die in der xy-Ebene liegenden Kriifte Pi, Y,, PS xu multi- 
plizieren sind, um das Gleichgewicht der Gruppe herzustellen. Indem 
man die Gruppe (11) verhindet mit den Gruppen (3) und (4), ferner 
mit dern &-fachen der Gruppen (5) und  (F), dem &-fachen der Gruppen 
(7) und (8) und dem 6,-fachen der Griippen (9) und (10) entsteht 
oflenbar die zu bestimmende, aus den Gruppen (1) und (2) zusammcn- 
gesetze Gruppe VII. 
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E s  ist also: 

A, = A; + t, A; + kz A4;' + c, A;" 
BI = B; + CL Bi + c2 3; + Cz BB;" usf 

Über die sehr einfache Bildung der oben verzeichneten Krafte- 
gruppcn ist noch folgendes zu bernerken. In  der Figur 7 bezeichnen 
q, a, 6, c die Schnittpunkte der Krafte Q, A, B, C mit der xy-Ebene. 
Wird k i  parallel zu aq und iZ parallel zu cb ge- 
zogen, so werden die Paralielkriifte der Gleich- 
gewichtsgruppe (3) nach Gr65e und Sinn be- 
stimmt durch die Gleichung: 

- - - -  + Q : na : cg : A; = ~ I L  : kp : : z h .  -b 
Tm vorliegenden Beispiele hat die Streck 

den Sinn der Strecke b k ,  welcher dern Sinne der 
Strecken qZ und lb entgegengesetzt ist. Daher 
haben A: und C: den Sinn der z-Ach~e,  wiihrend die Kriifte $- & und B$ 
von entgegengcsetztern Sinne sind. Die mit den Achsen a,, b, cl zu- 
sammenfallenden Krafte A:, By, Ci der Gruppe (4) ergeben sich nach 
Grofle und Sinn durch die Gleichungen: 

A y = a A i ,  B : = @ B a ,  C : - y C : .  

Po ist also die Mittelkraft der vier bekannten, in der xy-Ebene 
liegenden Krafte P + A! f B: 3 Cy . Wenn der Punkt q auf der Ge- 
raden ab liegt, so werden die beiden Kriifte Cy urid Ca gleich Null. 
Liegt der Punkt c und nicht der Punkt q auf der Geraden ab,  so 
werden die sechs Krafte Ai, Be, Ci, A:, By, C! unendlich gro/3. Dieser 
Fall ist zu vermeiden durch geeignete Auawahl der drei Kraftachsen 
a ,  b ,  c nnter den gegebenen sechs Achsen. Die Bildung der Kriifte- 
gruppen (5), (7) und (9) kann in den Aufgaben der Abschnitte V und 
VI rereinfacht werden, indem man die zu wahlenden Achsen dl e, f so 
legt, da5 in der xy-Ebene drei Schnittpurikte der vier Krifte in eine 
Qerade fallen, wodurch die vierte Kraft die Gr6Be Nuli annimmt. W e m  
die Kriifte Pl und P2 die Kraft Po in einem Punkte schneiden, so 
wird die Zahl t3 gleich Null. Schneiden die Hrafte Pl und P2 die 
Kraft P3, nicht abcr die Kraft Po in einem Punkte, so werden die drei 
Z a h l ~ n  cl, [,, [, und folglich die sechs unbekannten Kriifte alle unendlich 
groB. Die Aufgabe gewiihrt also d a m  keine brauchbare Losung. Ob 
dieser Fall vorliegt, l%Bt sich in der Begel niçht ohne weiteres, sondern 
nur durch die Ausführung des beschriebenen Verfahrens erkennen. E r  
tritt ein, wenn die gegebenen sechs Achsen oder einige derselben Triiger 
einer Gleichgewichtsgruppe sein kbnnen, wie zuerst M o  b iu  s gezeigt 
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hat und in folgender Weise sich erklaren W t .  Die sechs Gleichungeri 
ersten Grades, welche das Gleichgewiclit der Gruppe VI1 bedingen, er- 
geben für die unbekannten Krafte bestimmte endliche Werte, wenn die 
gegebenen Achsen voneinander unabhangig sind. Dieses Ergebnis ware 
unmoglich, wenn die gegebenen Achsen Triiger einer Gleichgewichts- 
gruppe : 

A'+Bff  C1+D'+E '+F '=O 

sein ktinnten. Denn man ktinnte diese Gruppe mit einer beliebigen 
Zahl 5 multiplizieren und darauf mit der Gruppe VIT verbinden, iim 
cine unbegrenzte Anzahl von weiteren Losungen der vorliegenden Auf- 
gebe zu gewinnen. Von den gegebenen sechs Achsen dürfen deher 
nicht mehr als zwei in einer Ebene liegen und durch einen Punkt 
gehen, nicht mehr als drei in eirier Ebene liegen, oder durch einen 
Purikt gehen, oder von drei windscliiefen Geraden geschnitteu werden, 
nicht mehr als eier von zwei Geraden und nicht mehr ah fünf von 
einer Geraden geschnitten werden. Das einfachste Beispiel von sechs 
Achsen, welche diesen Bedingungen entsprechen, bilden die Kanten 
einm Tetraeders. 

Naheres iiber dimen Gegenstand und iiber manche Einzelheiteu der 
vorstehenden Mittcilung findet man nebst Literaturangaben in den 
folgenden Abhandlungen: 

Über die Zu.samrnensetmng der Krüfte iwz Baume, Zivilingenieur 
1876, S. 121. 

Die Theorie der Sh-eckensysteme, Zivilingenieur 1888, S. 691. 
Eine Aufgabe der graphisckn iSatik, Zivilingenieur 1889, S. 237. 
Abhandlungen aus dem Gebiete der technisclzen Mechalrik, Berlin 

1906, S. 23 und 67. 

Beitrage zur Kinematik starrer und affin-veranderlicher 
Systeme, insonderheit über die Windung der Bahnen 

der Systempnnkte. 
Von B. MEHMKE in Stuttgart. 

(Fortsetzung und SchluB von S. 220.) 

Es mtigen noch bedeuten: Z einen zu u senkrechten Vektor von 
der Lange 1 in der gemeinsamen Tangentialebene der beiden Polkegel, 
m einen Vektor von der Lange 1, der senkrecht auf 7c und Z steht, 

d G und so gerichtet ist, daB k Lm. ein Rechtssystem bilden, ferner dl = G' 
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die ,,MTechselgeschwindigkeit" der Drehachse, d. h. die Geschwindig- 
keit, mit der sich FE bei seiner Bewegung auf dem ruhenden Polkegel 
augenblicklich in der Ebene JcZ dreht, und zwar mit dem Vorzeichen 
+ genommen, menn die Bewegung in der Richtung von m gesehen 

als Rechtsdrehung erschoint, und endlich df = $ die Wechselgeschwin- 

digkeit der genannten Tangentialebene, d. h. die Geschwindigkeit, mit 
der sich die Ebene 7cZ um k dreht, mit dem Vorzeichen +, wenn 
diese Drehung im gleichen Sinn erfolgt, wie die des Systems. Durch 
leichte Rechnungen findet maii 

Die Ableitung von (38) nach der Zeit ergibt bei Benützung von (43) 
nnd (44): 

(45) u' = w ' k  + w 6 ' Z ,  

(46) u" = (a" - w d 5 )  k + (2 w'6 '  + w G") Z + w 6'@'m. 

In  bezug auf das gewihiliche rechtwinlilige Cartesische Koordi- 
natensgstem, von dem die Achsen und deren positive Richtungen durch 
die Vektoren Z, m bestimmt sind, habe der Punkt, dessen Trager 
gleich e ist (also der Endpunkt des an den Ursprung angetmgenen 
Vektors e) die Koordinaten E, 7, [, so daB 

Mittcls der durch (38) und (45) gelieferten Ausdrücke für u und u' 
ergibt sich zunachat 

(48) [ u u T e ]  = m a s (  

und 

(49) [U el! = W = (q2 + (7, 
womit (42) die Form annirnmt: 

(50) / [e' é'] = m2 6' ce + w 3  (7% + c e )  7c. 

Erhebt man diese Gleichung ins innere Quadrat, so komint wegen 

und 
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so daB die Gleichung der Hilfsflache fi , ,  in den laufenden Koordi- 
naten E ,  7 ,  4 sich schreiben laBt: 

1 
(52) 6 ' 2 ~ a c e + ( s ~ 6 ' ~ ~ f  ~ " ' + ( w ' + 6 ' ~ c ' ) ( ~ ~ f  [')=;,. 

Gleichuiig (43j maçht es weiter notig, die Auudrücke [u e 1 ,VA' el, 
[u u" el und [zc dl ue] zu berechnen, wofür man mit Hilfe von (38), 
(45) und (46) erhalt: 

(53) [ u e I u P e ]  = a q ( -  ~ ~ 6 ' 5  + w'~) + ww'c4, 
(54) [ u z ~ e ]  = - wo'7~i~~ + (ZW~J*G'+ wBtj")c, 

(55) [IL u 1 21, el = w3 d 7. 

Durch Einsetzen in (43) kommt 

(56) [e' e" e'"] = 3 w3 a' (w G' f q - w' (7' + t9) 5 
+ w ' ( ~ / ~ f  f2) ((2 wZ6'-  6'qb') ri $. ( ~ w ' G ' +  ad') f). 

Die Gleichung der Hilfsflache Y,,,,, kann deshalb in den laufenden 
Koordinaten 5, q, S geschrieben werden: 

(57) 3 6' (m 6' k 7 - Q' (ri" +?) f 
1 + ($+ f2) ((2 wsa'-d @') q + (2 m'a' + o 6") g) = ;=. 

B emerkung.  Die Sonderfille und die Ausdehnung auf Raume von hijheren 
Dimensionen (vgl. Heft 1, S. 93  und 94 dieses Bandes) werden in einem spateren 
Aufsata ihre Erledigung finden. 
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Bücherschau. 

Albrecht Dürer8 Unterwoisung der Mcssung. Um einiges gekürzt und 
ncuerem Sprachgobrauch angcpa0t herausgegeben sowie mit einem Nach- 
wort vcrsehcn von Alfred Peltzer. Auf TTeranlassung und mit  einem 
Vorwort von H a n s  T h o m a .  195 S. 8O. Miinchen 1908, Süddcutscho 
Monatsheftc G. m. b. H. Prcis 6 .-, Luxusausgabe i n  Ledcr A 40.-. 

Der moderne Künstler will im allgemeinen von der Theorie wenig missen: 
er halt alles GcsetzmaBigo für eincn unnotigcn Ballast, der ihn wohl gar  noch 
in der Freiheit der GcstalrCung bchindert. Ganz andere Anschauungen vcrtritt 
freilich H a n s  S h o m a  i n  dem prachtvollen Vorwort, mit dern er die von den 
Süddeutschen Monatsheften hcrausgegebene Neuauflage von Dürers Unter- 
weisung einleitet. A l f r e d  P e l t z e r  hat dieselbe besorgt und ein Nachwort 
d a m  geschrieben. Sie ist ein unveranderter -4bdruck des Dürerschen Buches, nur  
wiirde die Sprache etwas modernisiert, und es ist  einiges weggeblieben. A d e r -  
dern wiirde ein Tnhaltsverzeichnis beigegeben, was bei der Uniibersichtlichkeit 
des Buches sehr dankenswert erscheint,. Die neiie Ausgahe enthslt über 30 Fi- 
guren weniger. Manches içt auch weggeblieben, was Referont ungern vermiBt, 
wie z. B. die theoretisch und praktisch gleich aichtige Schraubenlinie. Die 
Dürerschen Figuren sind zum Teil recht schlecht, die Buchstaben uiid Ziffein 
schwer lesbar. Man hatte sie nicht einfach photographisch reproduziercn dürfen. 
Weiter steht in  dern Buche auch so vie1 Unrichtiges - Durer h a t  die Mathe- 
matik ja  mehr als Praktiker getrieben -, daB kurze, sachliche Anmerkungen 
für Nicht-Mathematiker unbediugt notwendig waren. 

München, 2. Febr. 1911. KARL DOEIILEMANN. 

A. Christmann und H. Baer. Grundzüge der Kinematik. VI11 u. 
1 3 1  S. 8. Berlin 1910, J.  Springer. Geh. 4.80, geb. Jfl 5.80. 

Das vorliegende Buch sol1 nach der Absicht der Verfasser Studierenden, 
sowie den in der Praxis stehenden Konstrukteuren die Mittel in die Hand 
geben, Getriebe der verschiedensten Arten hinsichtlich ihrer Bewegungsver- 
haltnisse zu untersucheu. Unter den Studierenden sind jedenfalls solche der 
techuischen Hochschuleu zu versteben, die die eiuleitende Vorlesurig über ho- 
here Mathematik gehort haben. Doçh sind die mathematischen Voraussetzungen 
sehr gering und beschriinken sich eigentlich auf die Begriffe des Uifferentials 
uudDifferentialquotienten. Nur im letzteu, dritten Abschi t t ,  der von denJlassen- 
kriiften bewegter ebeuer Spsteme handelt, kommt auch das bestimmte Integral 
ganz einfacher Punktionen vor. Die beiden ersten Abschnitte des Buches 
befassen sich bezüglich mit den Weg- und GeschwindigkeitsverhaItnissen, und 
den Beschleunigungsverh%ltnissen der bewegten Systeme. Alle Untersuchungen 
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beziehen sich nur auf ebene Systeme. Die Art  der Behandlung ist zumeist 
eine graphisçh-geometrische, wohei die Rechnung nicht ganz verschmLht mird. 
Die Verfasser gelangen sehr schnell von den einfachsten Grundvorstellungen 
aus zur Konstruktion der Krümmungsinittelpunkte, zur Gleichung von S a v a r y ,  
den Wendckreisen, dem Satze von B o b i l l i o r .  81s Beispielo werden die 
kardanische (elliptische) Bewegung und ihre Umkehrung, die konchoidische 
Rewegung, das Kurbelgetriebe und verschiedene G~radfiihrungen durchgear- 
beitet. Die Beschleunigungsverhiiltnisse sind etwas ausführlicher behandelt, 
als es sonst üblich ist, in  Anbetracht der Bedeutung hoherer Tourenzahlen für 
die heutige Technik. E s  werden hier nach Erledigung der grundlegenden 
Begriffe (~eschleunibmngspol, Wechselkreise) das allgemeine Kurbelgetriebe, 
sodann Getriebe mit  gerad- und krummlinigen Kulissen, die C o l l m  a n n -  
Steuerung, Schubkumengetriebe und Wdzhebel untersucht. Die Ermittelung 
der Massendrücke, ihrer Resultante und Einwirkung auf die Mechanismen ist 
das Ziel des letzten, verhiltnismaBig kurzen Abschnittes. Erwahnt  sci noch, 
daB aus neuercr Zeit insbesondere Arbeiten von H a r t m a n n  aus d. Zeitschr. 
d. Ver. dtsch. Inc.  da  und dort verwendet werden. - n a s  Buch ist. da es " 
keine besonderen technischen Voraussetzungen macht, auch Mathematikern, die 
sich fur  Anwendungen interessieren, lebhaft zu ernpfehlen. 

Pirmasens. H. WIELEITNER. 

Crelier. GBom6trie cinématique plane. 47 S. 4O. Xit 5 5  Fig. 
Bicnnc 1908 ,  Rüfcnacht. Geh. frs. 1.50. 
Syst&mes cin6matiquee. Scientia, Série phys.-math., Xo. 31. 1 0 0  S. 
8'. Mit 1 3  Fig. und einem Bildnis von A. M a n n h e i m .  Paris 1911, 
Gauthier-Villars. Kart. frs. 2.-. 

Die erste Schrift gibt eine recht ansprechende Einführung i n  die kine- 
matische Geometrie im Sinne A. M a n n h e i m s ,  d. h. i n  die Rehandlung der 
Bowegungen unter AuBerachtlassung des zeitlichen Verlaufes. Es werdcn vicle 
Anwendungen auf die Konstruktion von Tangcnten und Krümmungsmittel- 
punkten gemacht. Im SchluBkapitel werden verschiedene Geradfihrungen 
besprochen, wornnter wir die Inversoren von H a r t  und von S y l v e s t e r -  
~ e i ~  e vermiBten. 

I m  zweiten Büchlein bietet der Vcrfasser eine eingehende Untersuchung 
der einfachsten kinematischen Systeme, wie des Schleifschiebers, der Schleif- 
kurbel, des kardanischen Systems usw. F r  stellt  jedesmal die beiden Polkur- 
ven auf, gibt dieTrajektorien aller Punkte der bewegtenEbene, die Einhüllenden 
aller Geraden uud noch manches andere. was damit iu Zusammenhane steht. 

u 

Alte und neue Kurven treten dabei in  den verschiedensten, zum Teil noch 
nicht 'uekannten Beziehungen auf. Auscirücklich sei bemerkt, daB das System 
des Gelenkvierecks und die verchiedenen zykloidischen Bewegungen von der - - 
Betrachtung ausgeschlossen sind. 

Pirmasens. H. WIELEITNER. 
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