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Ortsbest. auf photogr. Wege aus Aufnahmen m. Zenitmarke. Von B. Remuany. 1

Ortshestimmung auf photographischem Wege
aus Aufnahmen mit Zenitmarke.

Yon BErRNH. REISMANN In Miinster 1. W.

Es sind in den letzten Jahren verschiedentlich Vorschlige gemacht
worden, die Photographie auch fiir astronomische Orts- und Zeitbe-
stimmung in Verwendung zu bringen und zwar unter mdglichster Be-
schrinkung hinsichtlich der instrumentellen Hilfsmittel, ohne daB man
sich jedoch genttigt sihe, in den Anforderungen an die Genauigkeit
der Beobachtungsergebnisse zu weit zuriickzugehen. Das Ziel dieser Be-
strebungen diirfte wohl das gewesen sein, einmal die dem Beobachter
zufallende Arbeit zu vereinfachen, indem die Registrierung der erfor-
derlichen Daten der photographischen Platte tiberlassen wird, ein
zweites Mal aber ein bequemes Beobachtungsinstrument zu schaffen,
das namentlich auf Reisen leicht zu handhaben ist. Schnauder,
Runge und Schwarzschild haben derartige Methoden angegeben.

Prinzipiell stimmen die Methoden der drei Autoren dahin iiberein,
dal auf der Platte die Lage des Zenitpunktes angegeben werden mub,
so daB man aus seiner Lage zu den umliegenden Sternen Breite und
Zeit bestimmen kann; verschieden sind sie, hinsichtlich der Art und
Weise, wie diese Markierung des Zenits geschieht. Prof. Schwarz-
schild, auf dessen Veranlassung hin ich die Bearbeitung einer derartigen
Aufnahme tibernahm, verwendet hierzu den sog. Zenitkollimator.!)

Dieser besteht aus einem kleinen Fernrohr, in dessen Brennebene
ein versilbertes Glasplittchen befestigt ist; in die Silberschicht ist eine
feine Marke eingeritzt, die das Fadenkreuz vertritt. Das Fernrohr ist
durch eine Offnung in einer dicken, horizontalen Metallplatte mit dem
Objektiv senkrecht nach unten gerichtet durchgefiihrt, aber so, daB es
noch um eine vertikale Achse, die nahe mit der optischen zusammenfallt,
drehbar ist. Die Platte selbst ist mit drei FuBschrauben versehen,
Ain Fernrohr sitzen auBlerdem zwei feine Libellen von wenigen Sekunden
Parswert, die der optischen Achse desselben eine kleine, konstante

1) Jahrbuch fiir Phot. u. Reproduktionstechnik. Halle 1903.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 1, 1
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2 Ortsbestimmung auf photographischem Wege aus Aufnahmen mit Zenitmarke.

Neigung gegen die Vertikale in allen Azimuten sichern. Das Ganze
ruht mit den drei FuBschrauben auf einem festen, niedrigen nach Art
der Theodolithstative gebauten Gestell.

Will man nun eine Beobachtung anstellen, so stellt man die pho-
tographische Kamera mit dem Objektiv nach oben gerichtet unmittel-
bar unter dem Kollimatorstativ auf dem Erdboden fest auf, dabei darauf
achtend, daf die photographische Platte nach AugenmaB gut horizontal
liegt und auch das Kameraobjektiv senkrecht unter dem Xollimator-
objektiv ist. Dann nivelliert man die zwei Libellen sorgfiltig ein,
vffnet die photographische Kamera und belsuchtet kurze Zeit die Marke
in der Brennebene des Zenitkollimators. Diese bildet sich in der auf
Unendlich eingestellten Kamera scharf ab und erscheint nach dem
Entwickeln schwarz auf hellem Grunde. Darauf dreht man den Kolli-
mator im Azimut um 180% bringt wieder die Libellen zum Einspielen
und beleuchtet die Marke zum zweitenmale. Diese doppelte Einstellung
eliminiert die unbekannte Neigung der optischen Achsc des Fernrohres
gegen die Vertikale; der Zenitpunkt ist der Mittelpunkt zwischen den
zwel schwarzen Kreuzen auf der Platte.

Jetzt hebt man den Kollimator mit seinem Stativ vorsichtig ab,
dabei sorgfiltigst jede Erschiitterung der Kamera vermeidend und IaBt
die Sterne einige Zeit lang auf der Platte ihre Spuren beschreiben.
In einem passenden Momente, den man sich an der Uhr merkt, deckt
man das Kameraobjektiv mit der Hand fiir fiinf Sekunden 2zu, wodurch
eine Unterbrechnng in der Sternspur entsteht. Diese Manipulation
wiederholt man noch einmal und schlieBt dann endlich den Objektiv-
verschluB; die ,Beobachtung® ist zu Ende. Fiir den Erfolg ist wesent-
lich eine scharfe Einstellung der Libellen, da ja ein Fehler hierin ganz
in das Resultat iibergeht.

Fiir die Vermessung der Aufnahme ist es empfehlenswert, eine
photographische Kopie eines Gautierschen Gitters an die Platte zu
dricken, und die Unterbrechungsstellen in den Sternspuren auf die
Gitterstriche als rechtwinkliges Koordinatensystem zu reduzieren. Bei
der Genauigkeit der Gautierschen Gitter ist eine Koordinatenbestimmung
bis auf wenige Tausendstel eines Millimeters ganz gut zu erreichen.

Zur Berechnung liefert uns die Platte eine groBe Anzahl von Be-
stimmungssticken. Im vorliegenden Problem wird es sich empfehlen,
die Azimutdifferenzen dreier Sterne als zwei erste Koordinaten zu
wihlen, und zwar deshalb, weil Fehler, die an ihnen durch eine geneigte
Stellung der Platte wihrend der Aufnahme hervorgebracht werden, als
GroBen zweiter Ordnung in bezug auf den Neigungswinkel zu vernach-
Jissigen sind. So wird es uns ermdglicht, in einer ersten Niherung
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Von Berna. Rersmaxny. 3

von der Neigung ginzlich abzusehen, zumal noch bei den meist kleinen
Zenitdistanzen der Einflu von Anderungen in den Azimutdifferenzen
auf jene wiederum ganz erheblich gemindert wird.

Die so gewonnene Problemstellung ist durchaus nicht einfach; es
liegt nimlich der Fall des rdumlichen Snelliusschen Problems vor,
fiir das S. Giinther in den Sitzungsber. d. Bayr. Akademie (II CL
1904) eine direkte Losung gegeben hat; diese diirfte wohl wegen ihrer
Umstindlichkeit kaum in Frage kommen. Vielmebhr werden wir zu
Niherungsrechnungen greifen, zumal stets gendherte Werte der Ortskoor-
dinaten bekannt sein werden, und damit wieder Ndherungen fiir die
Zenitdistanzen der in Frage kommenden Sterne aus Sternkarten zu
entnehmen sind.

Das Verfahren ist das folgende:

Mit drei Niherungswerten der Zenitdistanzen unserer drei Sterne
A, B, C (wir bezeichnen sie mit z,, #,, 2,) gehen wir ein in die Glei-
chungen

in2(?8) — gig2 (%% i iz sin? (220
sin (2 ) = 811 ( T + sinz, sinz, sin 2

(1) sin? (%)

. be . 9 f2, —& . . . gfbz
8 2% 2
sin ( 2) = 81n ( h ”) + sz, sing, sin ( —2—7),

l

. B, — Z - . . azc
2(la___ ") 4 LY et
s ( 2 ) 81z, sinZ sin ( 3 )

die abgeleitet sind aus:
2 cos (ab) = cose, cosz, + sinz, sing, cos(azb).

Hierin bedeuten: (ab), (ag), (be) die sphirischen Distanzen der
drei Sterne, (azb) (azc) (bzc), die der Platte entnommenen Azimut-
differenzen.

Da wir fiir die Zenitdistanzen nur Niherungswerte eingesetzt
haben, werden die aus (1) berechneten sphirischen Distunzen noch Ab-
weichungen A(ab) 4(ac) 4(bc) gegen die wahren, aus den Sternkoor-
dinaten der astron. Jahrbiicher berechneten zeigen; diese fortzuschaffen
1st der Zweck der Differenzenrechnung.

Entwickelt man ndmlich die Gleichung (1) nach Taylor, indem
man (ab), 2z, und 2, als Variable betrachtet, und die Glieder zweiter
Ordnung vernachlissigt, so erhilt man die Gleichung:

sin(abd) - 4 (ad) = Az, (sinz, cosz, — cosz,sinz, cos(azb))

3)

+ Az,(sin 2, cosz, — cosg, sinz, cos (azh)),

die in Az, und Az, linear ist.
1#
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4 Ortsbestimmung auf photographischem Wege aus Aufnahmen mit Zenitmarke.

Zwei dhnliche Gleichungen folgen durch zyklische Vertauschung .
der Buchstaben:
sin (ac) 4 (ac) = Az,(sinz,c082, — co82,8in 2, cos(@zc))
3) + Az, (sinz, coss,— cosz, sinz cos(azc))
sin (be) 4 (be) = A2,(sinz, cosz, — cosz,sing, cos(bz¢))
-+ de,(sinz, cose,— cosz,sinz, cos(bz0)).

Aus ihnen berechnen wir die Verbesserungen, die an den Zenit-
distanzen anzubringen sind: A2z, Az, Jz,.

Ganz dhnlich verfahren wir zur Ermittelung der Breiten- und Zeit-
verbesserungen. Wir haben die Zenitdistanzen von drei gleichzeitig
beobachteten Sternen; brauchen jedoch nur zwei von ihnen zur Lisung
der Aufgabe. Deshalb wihlen wir diese zwel so aus, dul der eine
Stern nabe dem Meridian steht, der andere am ersten Vertikal, was
fir die Genauigkeit des Resultats besonders gilinstig ist. Unter Ver-
wendung der rohen Zenitkoordinaten g, ;, rechnen wir die Zenit-
distanz der zwel Sterne nach:

(4) sin? (%“) = singpgsind + cos g, cosd sin"‘(g“ ;;cf)

und vergleichen diese Werte mit den oben erhaltenen.
Zur Beseitigung der vorhandenen Abweichungen A4z , 42, dient
die Differenzengleichung (5), die wie oben aus

cosz, — slug sind + cosg cosd cos (¢, — &)

durch Differentiation erhalten ist.

) —sinz, - A2, = Ag(cospsind — sing cosd cos (e, — «)
b

— A(og— e) singp - cosd sin(og — ).

Die entsprechende Gleichung gilt fiir den anderen Stern, nur da8
die Konstanten sich @ndern. Nach Anbringung der aus der Auflisung
der beiden (leichungen hervorgehen den Verbesserungen A, 4 (e, — )
an dem angenommenen Werte ist der erste Tcil der Rechnung erledigt.

Bis jetzt haben wir immer unter der Voraussetzung gercchnet,
dab die Platte wibrend der Aufnahme horizontal gelegen habe, mithin
die Azimutdifferenzen, die wir ihr cntnommen hatten, mit der Wirk-
lichkeit iibsreinstimmten; diese Ubereinstimmung ist bei geneigter Platte
nattirlich nicht mehr vorhanden. Unser niichstes Ziel mufl daher sein,
die Neigung der Platte zu finden, ihren Kinflub auf die Azimutdiffe-
renzen zu untersuchen und daraus schlieBlich die Anderungen der Ze-
nitdistanzen der Sterne zu berechnen. Die ganze Neigungsrechnung
lauft auf die Bestimmung des Tetraeders hinaus, das von dem Objektiv
als Spitze und den drei Sternbildern als Ecken der Basis gebildet wird.
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Yon Brrnn. Rermsmann. 15)

In der beistehenden Figur sei P die photographische Platte mit
den drei Sternpunkten 4, B, C, Z das Bild des Zenits, O das Objektiv
und H der FuBlpunkt des von O auf P herabgelassenen Totes, den man
in der Photogrammetrie als Hauptpunkt bezeichnet. Gegeben sind in
dem Tetraeder die Kantenlingen A B, AC, BC, ferner die Winkel an
der Spitze O als sphirische Distanzen der drei Sterne. Die Berechnung
der Kantenlingen und damit der Lage des Haupt- Fig. 1.
punktes ist eine andere Form des obengenannten
Problems des rdumlichen Riickwiirtseinschneidens,
das auch jetzt mit Hilfe von Niherungsrechnungen
gelost werden solll Sind I = 04, m= 0D,
n = 0C die drei Kanten, so bestehen die Glei-
chungen:

(AC¥2=1 +n*—In cos(uc)
(6) (BCP? = m*+ u? — mncos(be)
(BA? =1 + m*— lm cos(ab).

In diese setzen wir wie oben die Niahe-
rungen I, m,, #, ein und erhalten wieder Ab-

weichungen gegen die aus der Platte berechneten linearen Entfernungen,
die wir in die zugehorige Differenzengleichung einsetzen
(AC)- a(AC) =4l (I —n cos(ac)) + Am(m—1 cos(ac))
(1) (BC)-d4(BC)= Adm(m— n cosbec)) + An (n — mcos(be))
(AB) - 4(AB) = 4l (I — mcos@b)) + Am(m—1 cos(ab)).
Daraus ergeben sich die Verbesserungen A1, Adm, dn. Es emp-
fiehlt sich auch hier die Gleichung 6 zu transformieren

(ACY=(1 —n)4 4ln m%(“{)

® (BOY— (m—n )+ 4musint(22)

(ABP= (1 —m)'+ 4im sinz(%) .

Nun denken wir ung das Tetraeder lings der in O endenden
Kanten aufgeschnitten und die Seitenflichen um 45, AC und BC als
Charniere umgeklappt, bis sie mit ABC in einer Ebene liegen. Die
Punkte O beschreiben dabei Kreise, die sich in Vertikal-Projektion als
die von den Punkten O auf die entsprechenden Kanten ADB, AC, BC
gefillten Senkrechten darstellen; ihr Schnittpunkt ist H.

Zur Konstruktion von H zeichne man die vier Dreiecke der Figur
etwa in vergriBertem MabBstabe auf Koordinatenpapier; die Koordinaten
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6 Ortsbestimmung auf photographischem Wege aus Aufnahmen mit Zenitmarke.

von H lassen sich dann sofort aus der Zeichnung ablesen. Die Neigung
der Platte (d. h. den Winkel zwischen der Richtung zum Zenit und
i der Plattennormalen) erhalten
ig. 2.
wir aus:

0 .
¢ . HZ
ANE® = Brennweite
z Hierin geht bereits die
l n Brennweite der Kamera ein.
Zu deren Bestimmung greifen
wir mit einem Zirkel die
Distanzen S zwischen Haupt-
8 c punkt und Sternpunkten ab
H
B
L3

und ermitteln nach der Formel

‘%“ =sinh, usw. die Winkel

A
h,, by, h, zwischen den Tetra-
ederkanten I, m, » und der
Plattennormalen. Diese letz-
tere fillt zusammen mit der
optischen Achse, ihre Linge
o ist gleich der Brennweite des

;
Objektivs und berechnet sich

als Projektion der Kanten I, m, » nach der Formel

0

f=1cosh, —m-cosh,=n-cosh,.

Die Ubereinstimmung der drei Werte fiir f liefert ein gutes Kriterium
fiir die Feinheit der Konstruktionen.

Hiermit wiren nun die Vorarbeiten beendet, die zur Untersuchung
des Hinflusses der Neigung auf die Azimutdifferenzen erforderlich sind.

Fiir das Folgende diene die beistehende Figur.

Es bezeichne P, eine horizontal liegende photographische Platte,
O das zugehdrige Kameraobjektiv, H, den Hauptpunkt, der mit dem
Zenit 7, zusammenfillt; diese Platte denken wir uns nun unter Fest-
haltung des Objektivs O und der Brennweite f um eine durch O ge-
hende Achse in eine andere geneigte Lage P, hinein gedreht. Zenit
und Hauptpunkt fallen in dieser Platte nicht mehr zusammen, sondern
sind getrennt in die Punkte Z, und H,. Die zur Richtung Z, H,
senkrecht verlaufende Schnittlinie beider Platten ist mit X X be-
zeichnet.

‘Weiter denken wir uns die Platte P, parallel mit sich senkrecht
in die Hthe gehoben, bis der Punkt Z, mit Z, zusammenfillt. DaB
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Voo Brrxa., Reismaxy. 7

hierbei die linearen MaBe auf P, gefindert werden, ist fiir das Folgende
ohne Belang. Wesentlich ist nur, daB bei der Parallelverschiebung
die Azimutdifferenzen Fig. 3.

nicht gefindert wer-

den. Nun beschreiben \|

wir um Z; als Anp-
fangspunkt eine Kugel
vom Einheitsradius,
die von den Strahlen
0X, 04,, 04, in
den Ecken eines in A,
rechtwinkligen sphiri-
schen Dreiecks dureh-
stochen wird. Aus der
Zeichnung, die zur
Konstruktion von H
diente, kann man nun
den Winkel 4,7, X
ablesenn, indem man
die zu ZH senkrecht
liegende Gerade X H X
dort einzeichnet. Der
Winkel 4, Z X findet
sich dann nach der
Formel der rechtwink-
ligen sphirischen Drei-
ecke

(9) tang(4, %, X)

1
— tang (4, 7,X) -cos i //// [::§7Z
<A1 Z1 X) - (As 7‘1 X) ' i )
ist die GriBe der ,Schwenkung®, die der Strahl Z, A4, 4
auszufithren hatte, als die P'latte aus ihrer geneigten Lage in die hori-
zontale gebracht wurde.

Ebenso berechnet man die GroBe der Schwenkung, die die anderen
Strahlen Z, B,, Z, C, zu machen haben. Die Differenz dieser Werte, jo
zu Paaren zussmmengenommen, gibt die Auderung der Azimutdiffe-
renzen durch Neigung.

Aus diesen werden die entsprechenden Variationen der Zenit-

distanzen durch drei Differenzengleichungen nach bekanntem Muster
berechnet; die Differenzengleichungen werden erhalten durch Differen-
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8 Ortsbestimmung auf photographischem Wege aus Aufnahmen mit Zenitmarke.

tiation der Formeln (2), wobei aber diescs Mal 2,2,2, und (a2b), (azc)(bzc)
als variabel angenommen werden: sie lauten

0 = 4z (— sinz_ cosz, | cosz, sin 2, cos(azb))
(10) + J2,(— sing, cosz, + cosz, sinz, cos (@ zb))
— A (4. - SInZ, sin 2, c08(azd).
Die zwei anderen ergeben sich durch Permutation der Buchstaben a,b, ¢.

Endlich sei noch kurz das Schema der Rechnung Ubersichtlich
dargestellt:

1. Berechnung der Azimutdifferenzen, Zenitdistanzen nach den
Gl (1)—(3).

2. Berechnung der DBreiten und Zeitkorrektionen fiir die ange-
nommenen Zenitkoordinaten gy, Gl (4) und (5).

3. Berechnung der Kantenlingen I, m, »n, Gl (7) und (8), und der
Strecken AC", BA, CB’ nach Fig. 2.

4. Konstruktion des Hauptpunktes, Berechnung der Brennweite,
der Neigung.

5. Berechnung der Anderungen der Azimutdifferenzen (9) und der

Zenitdistanzen (10).

Zur Erliuterung des Verfahrens diene zum SchluB die Durch-
fihrung der Rechenoperationen an einer Platte, die vom Hauptmann
Glaning in Kamerun am 25. Jan. 1908 aufgenommen ist, und die mir
von Herrn Prof. Schwarzschild freundlichst iiberlassen war. Die
Vermessung der Platte geschah unter dem MeBapparat der Gottinger
Sternwarte, an dem die Teausendstel-Millimeter noch abzulesen sind.

Es ergaben sich die folgenden Koordinaten, reduziert auf den Zenit
als Nullpunkt.

Jr=—16.799 [z =—15.701
o taurl A tauri
ly — + 14.527 ly = — 5.717
. . [a=4+ T.906
w2, Orionis
¥y =+ 13.293

1. Azimutdifferenzen:

(eez21) = 60° 51" 24" (ezm) = 80° 3" 24"

(Azm) = 140° 54’ 48",

Angenommene Zenitdistanzen:

z,— 10° 20’ 7, — 1° 51 2, =T015".
Korrektionen:

— 5" + b + 51"
z, = 10° 19’ 55" z;= 151" 5" z,="T°15"51".
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Von Berxn. Rrrsmans. g

2. Angenommene Zenitkoordinaten:
o = 6° 30° vy = 4% 17m 25¢.
Differenzengleichungen:
etauri — 0.95¢ + 0.15e = — 0°.665
z Orionis 4 0.14¢ + 0.98¢ = 4 0'.25,

daraus

Ap =+ 44" A = 4 0.6
p = 6°30" 44" w=4"17T"24". 4,
3. Angenommene Kantenlingen:
Oa=1=123.50mm 01 =m=122.66 Ox =n=122.50.

Differenzengleichungen:
4.2+ 3.3y =1.30
1.0v +4.04 =0.80
274 +0.5u=0.7H.

Korrektionen:
A=+ 0.286 p=—0.044 v = —0.338
[ =123.786 m=122.616 n=122.162,

daraus (Fig. 2)
CA"=13.34mm AC" =17.21 mm AB = 20.45 mm.

4. Die Zeichnung in dreifachem Mafistabe gab die Hauptpunkts-

Koordinaten:
z,— + 2.83 mm y,= — 1.66 mm.

Gemessen wurden die Lingen

(He) = 25.4 mm (Hi) =19.0 mm (Hx) = 15.8 mm
und berechnet:

() —121.158 mm  f,—121.136mm  f,— 121.133.

Also
f=121.14 mm,

i = 1932 log cost = 9.99984 .
5. Aus den Koordinaten der Sterne und von H berechnete ich
die Azimutdifferenzen der Sterne gegen die Richtung Z H.
Appm= 8929 4(log tang) fiir 60”7 = 0.01424
Ap gy = 129° 41 A(log tang) fiir 60" — 0.00025
Ay = 190° 28 4 (log tang) fiir 60” = 0.00071
A(log cos?) = 0,00016.
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10 Zur Konstruktion der Ellipse aus den Achsen.

Also
Schwenkung = = 0.6
" i =38".5
» ¢ =13".5.
Somit:

A(axzk) = + 51" d(ezn) = — 13" A(azm) = + 387,
Differenzengleichung fiir die Zenitdistanzen (nach 11):
094z + 0.941 =+ 0.4
0.MMe +0.294 =4+ 1.8"
0.4Tx + 0.80e = —0".3
dz,—— 0.7 dz,=—+1".8 Az, = —2".2.
Die Korrektionen liegen unterhalb der Genaunigkeitsgrenze.

Gottingen, Sept. 1909.

Zur Konstruktion der Ellipse aus den Achsen.

Von HoORsT v. SBANDEN in Gottingen.

Bekannt ist jene Konstruktion, bei der man mit den gegebenen

Halbachsen als Radien zwel konzentrische Kreise schligt, durch den
Mittelpunkt Strahlen zieht und durch deren Schnittpunkte mit den

A

Kreisen Parallele zu den Achsen.
Zwel entsprechende Parallelen
schneiden sich dann in einem
Ellipsenpunkt.

Die Konstruktion i1st besonders
beim Zeichnen auf Millimeter-
papier vorteilhaft, da die Pa-

_rallelen dann nach Augenmaf ge-
niigend genau werden.

Im folgenden wird gezeigt, wie
wan bel geeigneter Wahl der
Strahlen ohne Ziehen von Geraden
in dem Ellipsenpunkte auch die

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

[

z Tangente erhilt.
Man zeichnet den ersten Strahls,

(s. Fig) in der Nihe der kleinen Achse und erhdlt in bekannter
Weise den ersten Kurvenpunkt P,.



Von Hosst v. Saxpex. 11

Der zweite Strahl wird nun nickt willkiirlich gezogen, sondern durch
P,. Durch ihn erhilt man P,. Trigt man nun auf s, von O aus
bis @, die Strecke 0Q, — O P, ab, so ist die Gerade ¢, P, die Tangente
i P, In dieser Weise fortfahrend zieht man s; durch F;, macht
auf s; 0@, — OP;; dann ist @, P, die Tangente in P, usf.

Zu beweisen ist daB @, P, Tangente in P, ist. Der erste Strahl s,
bilde mit der x-Achse den Winkel ¢,. Sind @ und b die Halbachsen,
so ist

1

Ty = @ - COS @

¢, =>b-sn g,.
Aus der Komstruktion folgt fiir den Winkel ¢, des zweiten Strahles:
. b
2 tan g, = Z—l = -tang,

Unter Einfiihrung eines Proportionalititsfaktors ; wird:

sin g, — 9;5,;‘&
3) cos @, = a.c;,#
endlich
&) p=Va cos® g, +b*sin’ g, = V2l + 3l = 0Q,

Die Gleichung der Tangente in P, wird, sofern z und y laufende

Koordinaten sind:
(5) B

a?

Nun ist 2, = a - cos ¢, und y, = b - sin @, und unter Benutzung
der Gleichungen (3) und (4) wird die Tangentengleichung (5) in der
Normalform erhalten:

z-cosp, +y-sing, —p=0.
Gleichung (4) lehrt dann, daB @, der FuBpunkt des Lotes von O auf

die Tangente in P, ist.
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12 Gegenseitige Orientierung v. nahezu parall. Aufnahmen in d. Photogrammetrie,

Gegenseitige Orientierung von nahezu parallelen
Aufnahmen in der Photogrammetrie.

Von HoORST v, SANDEN in Gottingen.

Bei photographischen Aufnahmen, die fiir photogrammetrische
Zwecke vom Ballon aus gemacht werden, hat man in den meisten Kiillen
das Bestreben, die optischen Achsen der Apparate vertikal zu stellen,
was naturgemiB nur mehr oder weniger genau moglich ist.

‘Wie bei allen Aufnahmen, die nicht von bereits vermessenen Ge-
landepunkten aus gemacht werden oder deren duBere Orientierung aus
solchen nicht zu ermitteln ist, entsteht auch hier das Problem der
gegenseitigen Orientierung von zwei Aufnahmen.

Wiihrend diese im allgemeinen auf der Ermittelung der ,,Kernpunkte*
beruht?), ist diese Methode im vorliegenden Fall unzweckmiBig, da die
Bestimmung der Kernpunkte bei parallelen Platten, zumal bei kleinen
Hohendifferenzen der Aufnahmestandorte, recht ungenau wird.

Es wird daher im folgenden von einem neuen Prinzip Gebrauch
gemacht. Dabel werden die Abweichungen von der Parallelitit zweler
Aufnahmen als klein angenommen und zwar im § 1 so, dafl sie ganz
vernachlissigt werden. Im § 2 werden ihre Quadrate vernachléssigt
und im § 3 erst die Glieder der dritten Ordnung, wobel das allgemeine
Verfahren angedeutet wird.

§'1.

Um einen wichtigen Punkt der Methode hervortreten zu lassen, be-
handeln wir zuniichst den Fall, duB, etwa von einem Ballon, zwei Auf-
nahmen eines Landstriches mit genau parallelen Platten gemacht seien.
D. h.: Wir vernachlissigen etwaige Abweichungen von der Parallelitit.

Um die relative Lage der photographischen Kammern im Raume
zu fixieren, legen wir in dieselben je ein rechtwinkeliges réumliches
Achsenkreuz und zwar so, dal der Koordinatenanfangspunkt in das
Projektionszentrum O bzw. O’ fillt und dic 2- baw. ¢-Achse in die op-
tische Achse. Sie werde positiv gerechnet in der Richtung vom Pro-
jektionszentrum nach dem Objekte hin (also nach unten).

Bei beliebiger Wahl der z- und ¢ bzw. z’- und z’-Achsen wird
die relative Lage der zweiten Kamera (deren Buchstaben mit einem
Strich versehen sind) durch die Koordinaten XY Z von O’ im ersten

1) Vgl. meine Dissertation: Die Bestimmung der Kernpunkte in der Photo-
grammetrie. Gottingen 1908.
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Von Horst v. SANDEN. 13

System und den Winkel & zwischen der z- und «’-Achse gegeben.
NaturgemiB sind nicht X YZ selbst, sondern nur ihre Verhiltnisse
X:Y:Z bestimmbar.

Nun konnen wir die zy- bzw. &'y-Achsen so wihlen, daB sowohl
« wie' Y Null wird: Wir denken uns durch die z-Achse eine Ebene
gelegt, die auch die 2-Achse enthiilt und diese Ebene als 2z bzw.
Z 2’ -Ebene definiert, woraus dann ¢ =Y = 0 folgt. Aus den Platten
1Bt sich diese Ebene nun wie folgt bestimmen:

Die #-Achse treffe das Objekt in einem Punkte U, der sich auf
der ersten Platte in ihrem Hauptpunkt H (DurchstoBpunkt der z-Achse
durch die Platte) abbildet. Auf der zweiten Platte habe % den Bild-
punkt A"

Ebenso bildet sich ein Objektpunkt B, der von der 2-Achse ge-
troffen wird, auf der zweiten Platte in deren Hauptpunkt H”, auf der
ersten Platte dagegen in einem Punkte B ab.

Da nun die Projektionsstrahlen G, OB, O'U, O’V in ciner Fbene
liegen und zwar der obenerwihnten, so erhalten wir die Orientierung
der zy- bzw. x'y’-Systeme, indem wir auf jeder Platte den Hauptpunkt
mit dem dem Hauptpunkte der anderen Platte entsprechenden Punkte
durch eine Gerade verbinden. Nennen wir diese Geraden &- bzw. £'- Achsen
und ihre Lote in den Hauptpunkten - bzw. %"~ Achsen, so haben wir auf
den Platten ein £%- bzw. E'%-System festgelegt und haben nur die z-
und y-Achsen den E- und u-Achsen parallel zu wihlen, um die ge-
wiinschte Orientierung berzustellen.

Die einzige Unbekannte, die zu berechnen bleibt, ist §= v, das

Verhiltnis der Differenz der Ballonhéhen zum Horizontalabstand der
Aufnahmen.')

Wir leiten die Berechnung aus einem allgemeinen Prinzip ab, das
auch bei nicht parallelen Platten Giiltigkeit behilt.

Die Punkte £7 und £'%" auf den beiden Platten sind in der Weise
einander zugeordnet, daB £;v, und £y zusammengehoren, sobald sie
Bilder ein und desselben Objektpunktes sind. Bei bekannter Brenn-
weite f der Objektive geben die beiden Aufnahmen also zwei Strahlen-
biindel, deren Strahlen in bestimmter Weise einander zugeordnet sind.
Es entsprechen sich nimlich Strahlen nach dem gleichen Objektpunkte.

Jeder Strahl ist gegeben durch die Plattenkoordinaten £4 bzw. £y’
seines DurchstoBpunktes durch die Platte. Wir setzen nun ganz all-
gemein die Bedingung dafur an, die Strahlenbiindel O und O’ so gegen-
einander zu orientieren, dafl sich entsprechende Strahlen vm Raume

1) Ist Z gemessen, so gibt obige Rechnung X und damit den MaBstab.
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14 Gegenseitige Orientierung v. nahezu parall. Aufnahmen in d. Photogrammetrie.

schneiden. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB zwei entsprechende
Strahlen in einer Ebene liegen. Diese Ebene enthilt die Projektions-
zentren O und O, sowie auch die Bildpunkte §# und &%". Die Ko-
ordinaten der Punkte O, O’ und (&%) im System X Y Z sind ganz all-

gemem von 0 ...0,0,0

, 0O ..XYZ

R AR
Die Koordinaten z,%,Z;, die ein Bildpunkt £/%, auf der zweiten Platte
im ersten System hat, miissen berechnet werden aus den Daten, welche

die gegenseitige Lage der Achsenkreuze zueinander festlegen. Als
Bedingung des Schneidens entsprechender Strahlen hat man dann:

‘1000
‘lXYZ
\1§¢nif

12,72,

Dies gibt fiir ¢ =1, 2... so viele Gleichungen fiir die Unbekannten,
als Punkte auf den Platten identifizierbar sind.

In unserem Falle wird Y=0; zZ,=¢& + X; y, =1/ 5, =+ Z
und somit:

1 0 0 O g
1 X 0 Zz 0
“1 gt uh f S

! 1 + X)n/(Ff+ Z)
ausgerechnet:

Z ni—1;
- ==f
X f Emi--&my

Hat man n Punkte vermessen, so wird im Mittel:

d r

v = f - Me— Wi

- Y -
n & Eimi—Eime

Damit ist die einzige Unbekannte unseres Systems bestimmt,

§ 2.

Wir wollen die Ausfithrungen des ersten Paragraphen jetat fiir
den in der Praxis viel wichtigeren Fall erweitern, daB die optischen
Achsen der beiden Aufnahmen nicht genau parallel sind, sondern mit-
einander einen kleinen Winkel ¢ bilden.

Wir setzen o« als so klein voraus, daB wir in den folgenden Be-
trachtungen die Quadrate dieser Gro6Benordnung vernachlissigen.
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Von Horsr v. Sanpex. 15

Wir bebalten nun das im ersten Paragraphen geschilderte Ver-
fahren bei und ziehen auf der ersten Platte die &-Achse durch den
Punkt, der dem Hauptpunkte der zweiten Platte entspricht, und analog
die &-Achse aufedieser. Die rdumlichen Systeme zy2 und z'y'2’ orien-
tieren wir wie vorher, indem wir die z-Achsen den &-Achsen parallel
ziehen. Das Projektionszentrum O’ der zweiten Aufnahme habe im
System zyz wieder die Koordinaten XY Z. \

Wir bebaupten nun, daB bei obiger Wahl der zy- baw. 2" y’-Achsen

die Gréfle u = :)é

Zum Beweise ziehen wir durch O’ eine Gerade g parallel der
z-Achse. Diese Gerade g durchstBt die zy-Ebene in einem Punkte mit
den Koordinaten X Y (Z = 0).

Ferner legen wir eine Ebene durch g und 2 (die optische Achse
der zweiten Aufnahme). Diese Ebene bilde mit der zz-Ebene einen
Winkel 8. Die zz-Ebene hat mit der z’-Achse einen Punkt % gemeinsam.
Dies ist derjenige Objektpunkt, welcher sich auf der zweiten Platte
in ihrem Hauptpunkte abbildet und durch dessen Bildpunkt auf der
ersten Platte die §-Achse gezogen wurde. Das Lot von ¥ auf die
z-Achse treffe diese in a und wenn d die Entfernung O’ bedeutet,
so hat die Strecke von a bis zum Punkte (XY) die Linge d - sinca
und Y ist gleick & -sine-sind. Es wird also:

Y

Y _ 9% gne-sind
U= —=-sine ,

klein ist und zwar von derselben GréBenordnung wie a.

also fiir kleine Winkel « nicht grifer als von derselben GroBenordnung
wie diese.

Ferner ist leicht einzusehen, daB die z-Achse mit der z’-Achse
einen Winkel einschlieft, der von derselben GriBenordnung ist wie a.

Wodurch ist nimlich die z-Achse bestimmt? Sie ist parallel der
£-Achse auf der zweiten Platte, die durch deren Hauptpunkt H’' und
einen Punkt b" geht, der das Bild desjenigen Objektpunktes ist, der
sich auf der ersten Platte im Ilauptpunkte H abbildet. Diese &-Achse
haben wir nun zu bestimmen. Die z-Achse treffe das Objekt in einem
Punkte B, wir ziehen den Strahl O'8 und suchen den DurchstoBpunkt
dieses Strahles durch die zweite Platte. Diese steht senkrecht auf O Y
im Punkte A und wir erhalten die £™- Achse als Schnitt der Ebenen %8B 0”
und der zweiten Platte. Bedenken wir, daB der Winkel zwischen der
zz-Ebene und der Ebene AB O klein von der Ordnung o ist und die
Platte nahezu senkrecht auf der zx-Ebene steht, so ist klar, daB die
Richtung der £-Achse nur um GroBen der Ordnung « von der Richtung
der z-Achse abweicht.
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16 Gegenseitige Orientierung v. nahezn parall. Aufnahmen in d. Photogrammetrie.

Wir wissen jetzt also: Bei der oben festgelegten Annahme der
Achsenriclitungen sind die Winkel zwischen entsprechenden Achsen der
Systeme zyz und z'y’2 klein von der GréBenordnung des Winkels
zwischen den z-Achsen.

Fin Bildpunkt auf der Platte &% hat im System 2'y2" die Koor-
dinaten E'%'f. Die gegenseitige Lage der Systeme (2y2) und (z'y’s")
legen wir fest durch X YZ, die Koordinaten von O im System (2y2)
und durch drei Winkel v, o, 2.

Es bezcichne % die Drehung um die 2-Achse die wir uns zuerst
ausgefiihrt denken, wobei # und y nach z”y” kommen; ¢ sei die
dann ausgefithrte Drchung um die in y” liegende y-Achse, wobei z
nach z’, #z nach 2" gedreht wird; y ist die letzte Drehung um die
x’~-Achse, wobei 2" nach 2 und y” nach y' gelangen.

Nach Elimination der Zwischenlagen erhalten wir:
x=X+ 2 cospcosy + y (singcosysinyg — siny cosy)
+ 2 (sin ¢ sin g + sin @ cos ¥ cosy),
Y=Y+ 2 cosgsiny 4 y (cosy cos g+ sin g sin ¢ sin g)
+ # (sin @ sin ¥ cos y —cos P sin g),
2=/ —a sing + ¢ cosp sing + 2 cosp cos g.
Sind die Achsenrichtungen der Systeme (zy#) und (£'y’2") nur wenig
verschieden, so sind auch ¢, ¥ und y klein und die Transformations-
formeln zwischen dem zyz- und dem 2’y z-System werden:
r=X+8+fo—n'¢
y=Y4+r+ 87y
s=Z+f+ 5y,
wemn man sich auf die Glieder erster Ordnung beschrinkt.

Jetzt wollen wir die auf S. 14 abgeleitete Determinante hin-
schreiben: .

; 1000,
1 XY Z
.‘ L& f
| lzy 2 |
Multipliziert man aus und setzt die transformierten Werte fiir zy# ein
Y ¥/
und U=53;V=y, 80 kommt:

v EE ) —v.opn v gk f—u- (& E) fHv-En —E )
—9""7;"5:'"_71"gi"f+l'(77i’7i,+f2)+ (Wi—’?i’)'fzo'
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Vou HorsT v. SaxpEs. 17

Die Auflésung dieser Gleichungen wollen wir in zwel Schritte zer-
legen. Wir berechnen zuerst einen Niherungswert fiir v, den Wwir v,
nennen wollen, aus der schon frither abgeleiteten Gleichung:

71 -—n_
o1 g g
die aus der obigen Gleichung durch Nullsetzen der kleinen GroBen ¢, 1, ¥
und #» hervorgeht.

Dem Werte v, fiigen wir eine Korrektur ¢’ hinzu, entwickeln
obige Gleichung nach Potenzen von v, beschrinken uns auf Glieder
der ersten Ordnung in ¢’ und vernachléssigen auch ¢ - @ und o P
Dann erhalten wir:

Y- {vg- (Eigillh+ 77."7,") — g;’f} — @ {'”o nf + g;"’?s}
+ - — vkl ) —u =8+ G —E )
+(—n)) + v (B’ —8'm) = 0.

Firi=1, 2...n sind dies » Gleichungen fiir die fiinf Unbekannten
w, ¥, 2, 4, v, die zweckmiBig nach der Methode der kleinsten Quadrate
behandelt werden und zwar in folgender Weise: Man nimmt ¢ =¢
=y = v = 0 als erste Niiherungen. Dadurch erhalten die linken Seiten
der Gleichungen nicht die Werte Null, sondern sie werdeu kleinen
Grofen ¢ gleich.

Damit werden dann die Normalgleichungen:

n

Z‘y{vo (& ) —Ef) -5 =0,

n

Z"{Uoﬁif'*‘ E'n}-e,=0,

1

n

2{’7.-17;'—vogif+ ), =0,
anf'(gi'—g,) cg, =0,
E(E:‘ni’_g;”m—) CE =

die in bekannter Weise aufzulSsen sind.

Bei der Priifung der Genaulgkelt der Berechnung ist zu beachten,
daB die Quadrate der GroBen g ...o" bei der Aufstellunﬁr der Formeln

bereits vernachlissigt sind.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 1. 2
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18 Gegenseitige Orientierung v. nahezu parall. Aufnghmen in d. Photogrammetrie.

Wir wollen hier noch bemerken, daB der Fall denkbar ist, daB
eine Identifizierung gerade des dem Hauptpunkte der gegnerischen Platte
entsprechenden Punktes schwierig ist. Zuniéichst kann man sich, so-
fern das Objekt in der Umgebung des betreffenden Punktes eben ist,
durch lineare Konstruktionen helfen und ferner ist zu bedenken, daB
die oben auseinandergesetzte Methode ja die Drehung um die wirklich
angenommenen E-Achsen bzw. z-Achsen liefert, da ja die Koordinaten
£n darauf bezogen sind. Die spezielle Annahme der £-Achsen hatte
ja nur den Zweck, eine erste Niherung der Orientierung zu liefern.
Zieht man also etwa die £-Achse durch einen Punkt, der dem wahren
Bildpunkte des gegnerischen Hauptpunktes nur nahe genug benachbart
ist, so ist die Rechnung trofzdem mit demselben Erfolg durchfiihrbar.

§ 3.
Wir gehen jetzt einen Schritt weiter, indem wir in unserer Rech-

nung auch die Glieder der zweiten Ordnung des Neigungswinkels der
optischen Achsen zueinander beriicksichtigen wollen.
Es kommt dies darauf hinaus, fiir die Transformationsformeln auf

S. 16 solche aufzustellen, die noch die Glieder der zweiten Ordnung
enthalten.

LaBt man iberhaupt die Beschrinkung auf kleine Winkel fallen
und fithrt die vollstindigen Transformationsformeln von S. 16 in die
Determinante ein, so erhilt man durch jedes Punktepaar §,7%; und §'%/
eine (Gleichung, die wir nennen wollen:

D, (‘wa“”) =0,
fir die Unbekannten gy uv.

Setzen wir hierin ein aus den Gleichungen auf S. L7 erhaltenes
Wertesystem @yz#s der Unbekannten als Niherungen ein, so wiirden
die Gleichungen @ = O nicht genau befriedigt, sondern wir erhielten,

D; = ¢,
wo die ¢ kleine GroBen sind, um so kleiner, je besser die ersten Nahe-
rungen waren.

Nun bringen wir an den ersten Niherungen Korrekturen g, ¥, 3, %, %
an, die wir aus einem Gleichungssystem

0P 09 oD c® 0P )
‘111'5;*‘11’1"5?'?%1'W+u1'5;+”1&7+5;20 (=12

erhalten, worin in die partiellen Ableitungen die ersten Naherungen
einzufiihren sind.
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Von Horst v. SANDEN. 19

Die korrigierten Werte ¢ 4 @, ... 7 4 v, kinnen wir als zweite
Niherungen ansehen und das Verfahren wiederholen, usf. Auf diese
Weise lallt sich, auch bei gunz roher Orientierung der Appuarate, ein
beliebig genaues Resultat erreichen. Der Linge der Formeln wegen
haben wir auf eine explizite Darstellung verzichtet.

Wir wollen uns auf Beriicksichtigung der Glieder der zweiten
Ordnung beschrinken und setzen: sing = @ und cosgp =1 —?; und
iholich fiir ¥ und . Dann wird unter Beschrinkung auf Glieder der
zweiten Ordnung:

z=FA{l—g(@"+ ¢’} +7 (r—¥)+1- Wz t+o)+ X,

y=E8v+7 {1 3@+ +7 (ev—p)+ ¥,

p=—E-pt+q- 2 +f1—7 @+ + Z.
Dies in die Determinante eingefiihrt, ergibt:
Yoot &y — oot (B —E) — vt B+ vew -6
—vpy - —vyy-fon—vp-q [+ oy (g +EE) —vy - Ef
‘up-EE —uy-En/—up g/ -f+o-CEn/ —En) +u- & —E)-f
—@-En—v 39ttt v —5 e ) — e
+y- P tup- - —f( —n)=0.

Die weitere Behandlung dieser Gleichungen wire nun folgende.

Aus finf Gleichungen der fritheren Art berechnen wir erste Nihe-
rungen der Unbekannten, ¢,¢,%, #,v,, fihren diese in die zuletzt ab-

geleiteten Gleichungen ein und bestimmen die Abweichungen der linken

Seiten der Gleichungen von Null. Diese seien ¢,
9, o9,

Dann sind die Ausdriicke 9e v M bilden, worin @, = 0 die
i-te Gleichung bedeutet.

Es wird = B.
co

6(;: vp-Entoy - fE—vg-mm —e-nftu-EE —Ent+ o fn
— ()
Analoge Ausdriicke erhiilt man fiir die partiellen Ableitungen nach
den anderen Unbekannten.
Man erhilt jetzt das Gleichungssystem:
0, , 9,
e P G
wo in den Ableitungen die Niherungswerte der Unbekannten ein-

.U'_*_gi:o E=1,2..2,

zusetzen sind.
Dessen Ausgleichung mittels der Methode der kleinsten Quadrate
fiithrt dann auf Werte der Unbekannten, die bis auf Gréfen dritter Ord-

nung genau sind.
9k
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20 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw.

Um einen Anbalt fiir die erreichbare und erforderliche Genaunig-
keit zu haben, nehmen wir an, daB wir auf der Platte noch 0,01 mm
genau messen konnen. Bei einer Brennweite vou 150 mm ist ein Pro-
jektionsstrahl bis auf einen Fehler 8 bestimmt, so dafl

B8 < %g; = rund 10-4,
das sind rund 20 Sekunden. Nehmen wir diesen Fehler als einen
zweiter Ordnung, so hat ein Fehler erster Ordnung die GroBenordnung
10-% das ist etwa ',% Konnen wir also annehmen, dall die Abweichung
von der Parallelitit nicht mehr als 1° betriigt, so gestattet das zweite
Verfahren (das die Glieder der zweiten Ordnung berticksichtigh), eine
volle Ausnutzung der Genauigkeit der Aufnahme,

Mit welcher Genauigkeit die Vertikaljustierung einer Ballonaufnahme
moglich ist, bleibt Sache der Krfahrung.

Uber Versuche dariiber und die Verwertung obiger Resultate soll
spiter berichtet werden.

Gottingen, Jan. 1910.

Konstruktion der Stromungshilder eines stromdurchflossenen
Kreisringes, eines zylindrischen Solenoids und einer gleich-
méiBig mit Masse belegten hreistiche,

Von Herm. KiMMEL,

Assistent an der technischen Hochschule in Miinchen.

Der Verlauf der Aquipotentialfiichen und Stromlinien in der
Umgebung eines Solenoids scheint bis jetzt noch nicht geniigend
geklirt zu sein; in den gebriuchlichen Physikbiichern findet sich meist
eine nur niherungsweise und nicht immer ganz richtige Darstellung
dieser Stromungsbilder. Im folgenden ist daher versucht worden, die
Potentialverteilung und Strémung fiir ein zylindrisches Solenoid sowohl
von unendlich groBer als endlicher Lénge genau zu berechnen und zu
konstruieren. Der Vollstindigkeit halber wurde noch das Stromungs-
bild fiir einen stromdurchflossenen Kreisring (Solenoid von der Linge
Null) angefiigt, wihrend die Figur fiir- das unendlich lange Solenoid
ohne weiteres auch das Bild fiir die gleichméBig mit Masse belegte
Kreisfliche lieferte. Die Berechnung und Konstruktion der Strémungs-
bilder erfolgte nach Angaben des Herrn Prof. Dr. Emden, durch dessen
Vermittlung auch die Fig. 3 bereits in dem Artikel des Herrn Dr. Debye
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Von Herm. Krvumer. 21

iber ,Stationire und Fig. 1.
guasistationire Felder
in der Encyklopadie der L T

math. Wissenschaften Ny
Band V, 2, Ieft 3, S. 440 ' ‘
Aufnahme gefunden hat.

A. Stromdurchflossener
Kreisring.?)
 Wir konnen uns den
Kreisring vom Radius ¢
ersetzt denken durch
einemagnetischeDoppel
schicht. Sei das magne-
* tische Moment derselben
gleich 1, so ist das
Potential der Doppel-
schicht in bezug auf
einensenkrechtiiberdem
Mittelpunkt im Abstand
s gelegenen Punkt P’
z RN

(y=2afi-y i)

gleich dem koérperlichen Winkel, unter dem die Kreisfliche von dem-
betreffenden Punkte' aus erscheint.

Entwickeln wir (1) in eine Potenzreibe, so wird

2 1 28 1.8 2% 1-8.527 .
Ve2m[l -t 4 St ra e ] fir s<g

und

1 ¢? 1-8¢* 1-83.5¢c 1-8:5.7 ¢ "
V=2l sy Triss T esn T 7] firoe>e
Fiir einen auBerhalb der Z-Achse gelegenen Punkt P mit den
Polarkoordinaten # und # (Fig. ) ergibt sich hieraus unter Beriick-
sichtigung, daB V der auf Kugelkoordinaten transformierten Laplace-
schen Differentialgleichung gentigen muB, der zugehirige Potentialwert

178 1.3 5
@) V= 275[1 — —Z—Pl (cos ®) + —2—23 - Py (cos &) — 5 o Ps (cos #)

1:3.5 7 -

+2_4_6%P7(0058)-—+--1 fir » <e,

1) Vgl. Maxwell, Theorie der Elektrizitit und des Magnetismus, iibersetzst
von Weinstein, 2. Band, Art. 701. '
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22 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw,

und
1c? 1.3 ¢t
V=21[§;§P1(0053>—274F
fiir r>c.

Dabei bedeuntet P, (cos &) das »* Legendresche Polynom des
Argumentes cos &.

Die Reihen (2) liefern fiir r — ¢ keine brauchbaren Werte und
sind fiir » nahe gleich ¢ sehr langsam konvergent. Um auch fiir
solche »-Werte genauere V-Werte zu bekommen, wurde hiefiir der
korperliche Winkel in entsprechenden Punkten direkt bestimmt. Hiezu

wurde die Kreisfliche vom FuBpunkt des von dem

P, (cos &) + ;f‘:’—f’; ;6 P, (cos &) — +-- :J

Fl: > rig. 5. Aufpunkt P auf die
P Fliache gefillten Lio-

tes als Mittelpunkt

o aus in eine genii-

gende Anzahl kon-

d N zentrischer Kreis-
ringe bzw. Teile

=N von solchen geteilt
w (Fig. 6), deren
I'licheninhalte 4 F,

mittels Planimeters ausgemessen und dann zu jedem solchen Ring der

mittlere Abstand g, von P aus der Zeichnung entnommen. Der Raum-

winkel, unter dem ein Kreisring A4F, von P aus erscheint, ist dann
Ari:AFi'cPZ;i': AE‘ds

[

z

und somit der Potentialwert in P

V:Z‘Az.:ﬂZ“’g?-

Bel der Ausfilhrung nimmt man am besten immer gleich mehrere
Punkte P zusammen, die sepkrecht {ibereinunderliegen, du die A F; fir
diese dieselben sind und daher gemeinsam bestimmt werden kénnen.

Trigt man die berechneten Potentialwerte auf, so lassen sich in
einer beliebigen die Z-Achse enthaltenden Symmetrieebene die Kurven
gleichen Potentials zeichnen, und zwar geschah dies fiir Potentialwerte,
die in arithmetischer Reihe wachsen.

Die Stromlinien ergeben sich als Orthogonaltrajektorien der Aqui-
potentialkurven. Gezeichnet wurden jene Stromlinien, welche als Mantel-
linien Stromréhren begrenzen, fiir welche der hindurchgehende KraftfluB
in arithmetischer Reihe zunimmt. Dabei wurden fiir jede Stromkurve die
Schnitte mit der Ebene der Kreisfliche in folgender Weise bestimmt:
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Von Hery. Kimwrr. 23

Die Komponente der Geschwindigkeit parallel der Z-Achse ergibt
sich fiir Punkte auf der Z-Achse zu
oV 2mc?
V= — = — —————h
dz Vei+ 2%
Entwickeln wir diesen Ausdruck je fiir z<<¢ und 2> ¢ in eine

Potenzreihe, so wird hicraus die axiale Geschwindigkeitskomponente in
Punkten (r, &) auBlerhalb der Achse

@) v=—2[1-]  Py(cos ) +2 2T P (cos ) 20T I’s(cos:‘})—kfn-]

2 ¢ 2.4 ¢ 2.4.6 c®
fir r<e
und
2me? 3 ¢ 3.5 ¢
v=—%[%P2 (cos ) — - :5 P, (cos @) +371 < Py(cos i) —+ - - ]
fir r>c.
Der Ebene 2 = 0 entspricht & — 909, also
. 2= r? e T 78 0o T°
(4) w——"7[1+ 0,150 40,7035 - T+ 0,6840 5 40,6732 7 + .|
fiir r<<e
und
v,=— 2705 056255 0586 % — 05982 %, — 0,6060°,
¢l .
—06111%, — .- ] fir r>c.

In der Ebene der Kreisfliche wird daher der KraftfluB durch
das Innere der Kreisfliche

r

(ba) F,—=|v;- 2mrdr
V]
——dne[05 7 + 0,1875 7, + 0,1173 7 + 00856 %

40,0673 } +0,06557,. 4 - J

und auBerhalb der Kreisscheibe

(&b) F,—[v, 2xrdr

— — 4dac [0,50 40,1875 75 ++ 0,172 7 +0,0855 77 40,0673 7, .
0,056 <. +0,0473 % 40,0412 %
-+ 0,0906 7, +0,0473 55 + 0, ,m+]

Mit Hilfe der aus (5) berechneten Werte filr F, und F, wird
dann graphisch aus den aufgetragenen Kurven, welche die Abhiingig-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



24 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw.

Fig. 1.

>
——
»R

58— ——

_"g_____ e m————————
R S e .

|
it
|
212\ ]
RN
16T
|
N
\PH
I
(6b) V;=2

keit des F;und ¥, von r zeigen, zu einem bestimmten F
das zugehdrige 7, bzw. 7, entnommen, wodurch die Schnitt-
punkte der zu dem betreffenden F' gehorigen Stromlinie
mit der Ebene der Kreisfliche bestimmt sind. Damit
lassen sich die Stromlinien dann geniigend genau zeichnen.

B. Zylindrisches Solenoid.

Wir denken uns das Solenoid vom Radius ¢ und der
Linge !, dessen Wicklung wir als unendlich diinn voraus-
setzen, zusammengesetzt aus unendlich vielen aneinander-
gelegten Kreisstromen. Dann wird das Potential des
Solenoids in bezug auf einen auf der Solenoidachse im Ab-
stand z von der einen Offnung gelegenen Punkt P (Fig. 7)

I+z

(68) Va=2yz/.(1 —ﬁ%?\)dz

z

=2 [VE+ A Y+ (1+2)>+1],

wenn P auBerhalb des Solenoids, und

1—z

nf(l - 4_) do=2x[Ve+ A Vet i—2a>+1],

Fig- 2. wenn P innerhalb des
Solenoidsliegt. (Vgl. Glei-
chung 1.) Dabei ist zu
beachten, daB 2z hierbel
schon mit dem richtigen

Vorzeichen genommen,
fiir das Weitere daher
stets absolut in Rechnung
zu setzen 1st. Betrachten
wir zunichst

a) Das uuendlich lange

zylindrische Solenoid.

3t Fiir dasselbe ist, da
es sich von 2z = 0 bis

ins Unendliche erstrecken

E - mége, | = oo in (6) ein-

= zusetzen. Dann wird
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Von Hesm. Kmmer. 25

(Ta) Va=27z[ ¢+ z’l‘—z},
(Tb) Vi=2=x|Ve?+ 2+ 2l =V, + 4=nz.
Entwickeln wir ¥, in eine Potenzreihe, so kommt

122 1.12* 1-1.32% 1.1.3.52

Vomtme[l— oty e i e gt fir a<e

und
1¢ 1.1¢% 1.1.3¢5 1-1. 5c” v

Vo=2mc [5:2 i F Ta g6 24 75?_*_#“'] fir 2>

Fir einen auBerhalb der Achse gelegenen Punkt, dessen Polar-
koordinaten in bezug auf den Mittelpunkt der im Endlichen gelegenen
Solenoidéffnung als Anfangspunkt und die Solenoidachse als Polar-
achse r und & seien (wobei in ¥, cos & stets ubsolut zu nehmen ist),
ist dann analog (2)

8 V,— 27:0[1 _,,,P (cos &) T

1-3 r°
+é.4.6%P6(COSﬂ)_+"'] fir r<c

P (cos &) — P,(cos 9)

2c" 24“

und

1

V,= 275(1[ P, (cos &) — P (cos &) + ¢ P, (cos )

248 2467

*%—?8% P, (cos &) +—---] fir r >e¢,
worin P, (cos &) wieder das n* Legendresche Polynom bedeutet. In
der Entwicklung von V, fir r>¢ kommen nur gerade Kugelfunktionen
vor, und da P, (cos®) = P,, (cos (180°— 9)), so ist der Wert von V,
fir Punkte, die symmetrisch zur Offnungsebene (¢ — 90°) liegen, der-
selbe, d. h. auBerhalb des Solenoids ist die Potentialverteilung und
damit auch die Strémung symmetrisch zur Solenoidéffnungsebene.
Wihrend bei der kreisférmigen Doppelschicht alle Stromlinien die
Kreisfliche schneiden, tritt beim unendlich langen Solenoid infolge
dieser Symmetrie nur die Hilfte der Stromlinien durch die im Endlichen
gelegene kreisférmige (")ffnung nach auBen. Mit andern Worten, beim
unendlich langen Solenoid streuen 50%, aller Stromlinien.

Die Potentialwerte im Innern des Solenoids ergeben sich am ein-
fachsten nach (Tb) aus denen auBerhalb desselben, indem man, um V;
fiir einen Punkt im Innern zu erhalten, zu dem ¥, des zur Offnungs-
ebene symmetrisch gelegenen Punktes 4z . P, (cos ) =4nrcos F=4xnz
.addiert. :

Die Reihen (8) konvergieren, abgesehen von Werten # nahe = ¢,
verhaltnisméBig rasch, so daB man mit der Berechnung der ersten

3—4 Glieder ausreicht.
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26 Konstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes nsw.

Gezeichnet wurden wieder die Kurven gleichen Potentials fiir die in
gleichen Intervallen aufeinanderfolgenden Werte - — 0,10, 0,20, 0,30, .

wihrend die Stromlinien derart gezogen wurden, dal innerhalb der
von ihnen begrenzten Stromrthren der FluB pach arithmetischer Reihe
wichst.

AuBerhalb des Solenoids werden die Aquipotentialkurven fiir
geniigend groBes » immer mehr konzentrische Kreise um den Mittel-
punkt der im Endlichen gelegenen Solenoiddffnung. Die Stromkurven
ndhern sich daher asymptotisch den Radien dieser Kreise. Da infolge-
dessen die Flichen gleichen Potentials in geniigender Entfernung von
der Solenoidéffnung mit iiberall gleicher Geschwindigkeit durchstromte
konzentrische Kugeln sind, ergeben sich durch Einteilung der Kugeln
in Kugelhauben bzw. Zonen gleichen Flicheninhaltes, also gleicher
Hohe, und (in der Zeichenebene) Verbindung der Teilpunkte mit der
Mitte der Solenoidéffnung die Asymptoten der Stromkurven.

Die Komponente der Geschwindigkeit parallel der Solenoidachse
ist fiir Punkte im Innern auf der Achse

oV, . 2
e T ”[%*W*HJ

z 1 2% 1.8 2¢ 1.3.5 .
=2n[1+é(1—§?—+ﬂ_6{—_74670+_'.)} fur Z<C7

1-3 ¢t 1. o
_2”[1+1—2z2+2 42‘—2-74-67”’_*_—“] fir 2>¢,

daher fiir Punkte auBerhalb der Achse

8
v, =2m +27r[%-1)1—;—%1’ —{—; i:—]’5—+---] fir r<ec,
w=dnt 2 P4 P T Z;;P5+~---:] fir 7> c.

Die axiale Geschwindigkeitskomponente ist also in der im End-
lichen gelegenen Offnung des Solenoids (& = 90°% 7 < ¢) konstant und
gleich 2z, in der im Unendlichen gelegenen Offnung (r — oc) ebenfalls
konstant und gleich 4%, da die allein vorkommenden ungeraden Kugel-
funktionen fiir & = 90° siimtlich Null sind. Der FluB ist somit durch
die endliche Oﬂ'nung F=2x nc =2x%* durch die im Unendlichen
gelegene dagegen I — 4x*c? also doppelt so groB. Auch hierin zeigt
sich wieder, dal nur die Hilfte aller aus dem Innern kommenden
Stromlinien durch die im Endlichen liegende Solenoidéffnung geht,
wiithrend die andere Hilfte lings des Zylindermantels austreten mub,

also streut.
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Yon Herwm. Knever. 27

b) Das endliche Solenoid (Lénge : Durchmesser = 2 : 1).
Die Werte des Po- Fig. 5.

tentials fiir ein Sole-
noid von endlicher Linge , ‘
kénnen in analoger, je- N
doch mehr Rechenarbeit i i
erfordernder Weise wie ;
die fiir das wunendlich ‘ : ,
lange Solenoid berechnet R H— \ 7
werden, indem man von ';.\._ A '
den Formeln (6) ausgeht. SNy
Sind aber wie in unserem ;

Falle die Potentialkurven

fiir das letztere bereits

gezeichnet, so liBt sich

die direkte Berechnung

der Potentialwerte des

endlichen Solenoids ver-
meiden. Denken wir uns : »
dieses ersetzt durch eine ; \,
groBe Anzahl aneinander-

gelagerter  magnetischer
Doppelblétter, so kommt
fir die Wirkung nach auBen nur die oberste (etwa positive) und die
unterste enfgegengesetzte Belegung in Betracht, da von den iibrigen
je zwel aneinanderliegende Belegungen sich gegenseitig Fig. 5.
binden. Die Wirkung einer einfachen magnetischen Be-

legung ist aber genau dieselbe wie die eines unendlich ‘!’E
langen Solenoids, wenn wir nur das AuBere desselben be- |
trachten, da die unendlich ferne Belegung im Kndlichen

0
T
keine Wirkung hat. Wir erhalten daber auBerhalb des 1
|
|
l
l
|

endlichen Solenoids die richtige Potentialverteilung, indem
wir die von zwel gleichen unendlich langen Solenoiden her- I
riihrenden auflerhalb derselben erzeugten Felder (die wir,
soweit notig, auch in das Innere der Solenoide vollstindig
symmetrisch zu den beiden Offnungsebenen ergiinzt haben)

80 iibereinanderlagern, daB das eine gegen das andere um 11
die Linge des endlichen Solenoids lings der Achse ver-
schoben ist. (Fig. 8.)) Die Differenz der Potentialwerte
im Schnittpunkt zweier Aquipotentialkurven der umendlich
langen Solenoide gibt dann auBerhalb des endlichen Solenoids
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28 Konstruktion der Strdmungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw.

direkt den Wert des von diesem im betrachteten Punkt erzeugten
Potentials.

Dies 148t sich auch mit Hilfe der von uns aufgestellten Formeln (6)
und (7) bestitigen:

Seien dic von dem unendlich langen Solenoid I erzeugten Poten-
tiale mit einem Strich, die des unendlich langen Solenoides 1I mit zwei
Strichen bezeichnet, so ist fiir einen auBerhalb des endlichen Sclenoids
gelegenen Punkt P,, der auch fiir I und IT #uBerer Punkt ist,

(Vo= Ve—Vih= 2z (Ve + A —z] —2x (Ve + G+2"—(1+ z)]
=2z [V + &% —Ve+ (+ z)Z\ + l],

wie es nach (6a) sein mubB.

Die Ersetzung des endlichen Solenoids durch die beiden unendlich
langen gilt aber auch fiir Punkte P, im Innern des endlichen Solenoids.
P, ist fiir I innerer, fir 1I duBerer Punkt, daher
(Pde= (Vi = Ve =2 Ve + & + 2] — 22 (Ve + (1 — 2" — (1 — )]

=2x[Ye+ 2 Y+ (1 —2)"+1],
wie (6b) verlangt.

Da aber Vi=17V, + 4xz, so wird (Vs = (Vo— Vi) + 4=2.

Wenn wir also die auBerhalb des Solenoids I gezeichneten Poten-
tialkurven symmetrisch zur Offnung von I in das Inncre ergiéinzen und
die Schuittpunkte P, dieser Kurven mit den zu II gehorigen Potential-
kurven suchen, so ist in diesen Punkten die Differenz der zugehirigen
Potentialwerte — (¥, — V;):. Addiercn wir hierzu 4z:s, so erhalten
wir den gesuchten Wert (V,);. Dies gilt natiirliech auch fiir Punkte P,
die nicht auf der Achse liegen; denn fiir solche ist statt 4wz der Wert
4xr- P (cos®) = 4xrcos® = 4wz zu addieren. '

Die Kurven gleichen Potentials sind wieder gezeichnet von V' =10
in #quidistanten Intervallen bis zum Maximalwert V = 8=ze¢ in der
Mitte des Solenoids.

Zur Konstruktion der Stromlinien wollen wir den Fluf -durch die
Mittelebene innerhalb und auBerhalb des Solenoids sowie durch die
Offnung bestimmen. Um bequemer in Reihen entwickeln zu kénnen,
verschieben wir zur Berechnung des Flusses durch die Mitte des
Solenoids den Koordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt des Solenoids,

sodaBin(6b)z=2"+ % Dunn wird unter Berticksichtigung von [ = 4e¢:

V=2 [Ve + (" + 20 — Ve @c— 5P + 4c]

fir Punkte auf der Solenoidachse.
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Von Heku., Kriumsr.

- . e z
Entwickeln wir V, fiir z < ¢, so kommt, wenn z — e

V,:QMVB\ I:Vl +1(x2+ 4:&')\—1/@2— 4z)+ %J

2\ ot 1 4, Y 1 gus, 13 1 5 3
=2xc)/d [:VS\ (2 i i i B(l?x +642%)
_731 (16x7+256x5)+2% _(202°4+6407"+ 10244%) —+ ]

Die axiale Geschwindigkeitskomponente wird daher

v, oV, 1

v‘zaz —a—a:"?
Lan L Looggry I8 L g, 1920)

=4n w[2 5 _ﬂ? 2.4.6 5°
2143658;4(112z5+1280z4)+2143&58710 55(180x8+4480z6+5120x4) =

WAL L4—- ”+50(5x4+16x2)~ 5 (T2t +802%)+ o= (9+ 224254256 %)

(12104 48025+ 17922) 4 — .|

ol l()G
und somit flir Punkte auBerhalb der Achse
b= VB[4 TP, +5OC (5 P+ 16P,) — oo ( P+80P)
+ 1000 (9 0 ok 2247, : Py + 256 P,)
— B (117 P, 14807, Pyt 1792 Pg) + —---],

worin P, — P, (cos®) das #n** Legendresche Polynom und r, & die

Polarkoordinaten des betrachteten Punktes sind.
Fiir die Mittelebene ist & = 909 » << ¢, also

sri 8 (gr—!—&)—#’—‘ (—ﬁr—z+30) +
16 ¢

b 447
' Ye 5 ¢* bB0e?\ 8 ¢? 100 c*
T rt/3157% 63 7%/ 693r* 52577
4000¢* (ﬁérm 96)—2.1053,(—%; T?_560)+_'"}

also nicht etwa konstant.
Der gesamte durch die Mittelebene stromende FluB wird daher

.F}:j??yrr-v'.dr

0
2 2262[2,0004 0,1500—0,1018—0,0473 +-0,0131 40,0020 — +..],

oder
(9) F, = ViE 2. 2,0165 = 3,606 7¢2.
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30 Komnstruktion der Stromungsbilder eines stromdurchflossenen Krelsringes usw.

Beim unendlich langen Solenoid war I = 4ac?

Nehmen wir die Geschwindigkeit », durch die Mittelebene im
Innern als konstant an und gleich der Geschwindigkeit in der Achse,
80 ist

= (28— (Lot Ve o +1l)

und der FluB wird darnach

8 11
=
g=12c¢ V5\

z=2¢

(10) F =9 -nc= % xie* = 3,678a¢,
122
also nur Z—gsi 100%, = 0,718%, von dem wirklichen F, verschieden,

so daB fiir die Zeichnuug bei dem verhiltnismiBig langen Solenoid
({ =4¢) die Geschwindigkeit in der Mittelebene noch als konstant
angenommen werden darf.

Wir wollen nun in analoger Weise auch den FluBl durch die
Offnung des Solenoids berechnen, um ein MaB fiir die Streuung der
Stromlinien zu bekommen. Der Koordinatenanfangspunkt sei wieder
wie urspriinglich im Mittelpunkt der Offnung, so ist das Potential fiir
Punkte auf der Achse nach (6a)

V= 2x[Ve T @ — Y+ (=2 +1].
Entwickeln wir fir 2 < ¢ — + in eine binomische Reihe, so wird
V=2 {e[1+0500 (%)" 0,125 (2)"+ 0,0625 (£)"— 0,091 (£) "4~ ]
—1[0,314+0,96965+o,0289( ) 00269( )+00244( )
—00714( )+oo180( ) +...]},

daher die axiale Geschwindigkeitskomponente unter Einsetzung von
{ = 4c¢ fiir Punkte in der Achse

ov; z 2% 23 2t
—%i—2x{0,96944-0,9855  —0,0005 7 —0,5015 55— 0,0004 5 + by

somit fiir Punkte (r, &) auflerhalb der Achse
v, —27r{096941’ + 0,9855 - Z P, — 0,000 - 771) —00010*

—O,OOO4FP4+ —. -},
also in der Offnungsebene (8 = 90°, r» < ¢):
v, = 2z{09694 +0,00025 - = — 0000157 + — }

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Herw. Kimuzr. 31

Der FluB Vdurch die éﬁ'nungsebene wird also

(11) F=ﬁi~2xrdr=4n2c2[0,9694-§+ 0,00025-4 —0,00015- % + —---|
0
= 1,939 =%c?,
wihrend er beim unendlich langen Solenoid gleich 2a%¢? war.
;:23% = 53,89, des gesamten Kraftflusses durch die
Offnung des endlichen Solenoids, wihrend 46,2% lings des Mantels
austritt, so daB also immer noch 46,2%; aller Stromlinien streuen.

Es geht somit

Bei Annahme konstanter axialer Geschwindigkeitskomponente in
der Offnung ist diese

v = <%)2:0= 27;\:% (Ve+ 2 -V + (1 —2)® — l)] .

0z .

I
=
5

und der FlubB
(12) F - 17%;:%2 — 1,94072".

Es darf also auch in der Offnungsebene fiir unser Solenoid die
axiale Geschwindigkeitskomponente noch als konstant angenommen werden.
Tut man dies auch fiir die Mittelebene des Solenoids,
so erhilt man als Streuung nach (10) und (12)

100 (1 — V§> o/, — 45,89/

mit dem genauen Wert 46,2 %, fast noch vollig {iber-
einstimmend.

Bei dem unendlich langen Solenoid war die
Streuung 50Y%,; die Streuung nimmt also mit ab-
nehmender Linge des Solenoids ab. Null wird die
Streuung aber erst fiir das Solenoid von der Linge
Null, d. h. der stromdurchfiossenen Kreisring.

Schlieflich wollen wir noch den FKluB durch
die Mittelebene auBlerhalb des Solenoids bestimmen
und zwar ohne Zuhilfenahme der Formel (6a). Die-
axiale Kraftkomponente in einem Punkte P auBerhalb des Solenoids,
welche von einem Endbelag herriihrt, ist nach dem Coulombschen

Gesetz (Fig. 9)
Z =j‘g; cos «,

das Integral ausgedehnt iiber die kreisformige Offnung. Dies ist aber
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32 Konstruktion der Strémungsbilder eines stromdurchflossenen Kreisringes usw.

gleichzeitig der korperliche Winkel, unter dem die Offnung von P
aus gesehen wird. Liegt P auf der Achse, so ist daher

Z=2x|1—— "
”[ Vc=+zi‘]

1 /e\2 1-3/¢\%4 1.3-5/e\6 .
Daraus fiir Punkte auBerhalb der Achse

. 1 c® 1-3¢* 1-3-5¢°
Z=2”[§FP1 s ari st gy, 6r°P5~+“.:|’

oder

wo P (cos®) wieder das n'* Legendresche Polynom bedeutet. Der
KraftfluB durch die Mittelebene auBerhalb des Solenoids, der von den
beiden gleichweit entfernt liegenden Endbelegen herriihrt, ist daher
Fig. 10. durch einen zwischen dem Solenoidmantel

| und einem Kreis vom Radius z liegenden

Kreisring (Fig. 10)

011\19 F2=f22- 2aadx.

II%\ Da

Z z= 7 tg (180 — &) = 2¢tg 9/,
do—2c 20

|
™ Y 1 = 26005’«‘) ’
I 4 so wird x
{ F,—dn [ 7. 20500 g5
:
3
| ——tome [ 74530,

o
und wenn wir fiir cos #” y setzen und beachten, da 2¢=r-cos®'=r-y;

;= %y, sowle daB auch die P, Funktionen von y sind, so folgt:

an 1 :
Fz=+32’”202fy“/[2 e P (y)—5 4 24 v Dy(y) + 54 —Fy“-Pb(y)—-F-"J-
2
B

Setzen wir noch die Werte fiir die P,(y) ein, so wird
y

Fegatet [ 1 N8 Gyt 397)+ 5 4 537 (O30 T085 16y -y,
2
(13) V&
F— 2362 [4,00y + 0,375y — 0,316 55— 0,185y + — -+~ 3,582].
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Der gesamte durch die Mittelebene auBerhalb des Solenoids gehende
FluB ist darnach fiir 2 = o0, y = O:

(14) F—=—ax%*- 3,082,
withrend sich aus (9) F ergab zu
F—==a%c*. 3,606.

(Die nicht vollstindige Ubereinstimmung hat ihren Grund in der
langsamen Konvergenz der Reihe (13) und der daraus entspringenden
Unsicherheit der beiden letzten Dezimalen in (14)).

Es ist bemerkenswert, duB die Kurve, <WeIche die Abhingigkeit
des F von y = cos & aus (13) darstellt, eine Gerade wird.

Um nun den Schnitfpunkt einer bestimmten Stromlinie mit der
Halbierebene auBerhalb des Solenoids zu erhalten, wobei die Strom-
linie als Mantellinie einer Stromrohre gedacht ist, durch die ein be-
stimmter FluB hindurchgeht (in der Figur &, Z . .- bis B '), hat man
nur aus der aufgetragenen Kurve (13) das dewm betreffenden I, ent-
sprechende ¥ zu entnehmen, wodurch der Schniftpunkt bestimmt ist.
Die beiden Schnittpunkte jeder Stromlinie mit der Mittelebene und
allenfalls die (unter Annahme konstanter axialer Geschwindigkeits-
komponente in den Offnungen leicht zu bestimmenden) Schnittpunkte
der Stromlinien mit den kreis-
formigen Offnungsebenen ge-
ben dann geniigend Anhalts-
punkte, um die Stromlinien
als  Orthogonaltrajektorien
der Aquipotentialkurven zu
zeichnen.

Pig. 4.

v

C. GleichmiBig mit Masse
belegte Kreisscheibe.

SRR

2
A
]

G5
<07

Das Stromungsbild fiir
die gleichm#Big mit Masse
belegte Kreisscheibe ist das-
selbe wie das des AuBern
eines unendlich langen Sole-
noids (vgl. B. a)), da bel
diesem nur der eine im End-
lichen gelegene Belag in Betracht kommt. Mans bat nur das fiir das

AuBere gezeichnete Strombild des unendlich langen Solenoids auch nach
Zoitschrift f. Mathematik uw. Phyesik, 59. Band. 1911. Heft 1. 3
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34 Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes bei polytropischen Kurven.

innen symmetrisch zu erginzen. (In der Figur ist die Zahl der Strom-
linien gegeniiber der des Solenoids verdoppelt.)

Es ist fast unndtig, zu bemerken, dal sidmtliche Figuren als
Schnitte einer durch die Symmetrieachse gehenden Kbene mit den
riumlichen, in bezug auf diese Achse Rotationssymmetrie zeigenden
Stromungsbildern_zu betrachten sind.

Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes bei
polytropischen Kurven.

Von Emin. WAELSCH In Briinn.

Herr Kosch hat im 45. Bd. dieser Zeitschrift eine Konstruktion
des Kriimmungsmittelpunktes fiir einen Punkt der Kurve y —¢-2°
abgeleitet, wobei z, y Cartesische rechtwinklige Koordinaten sind, und
Herr Dingeldey im 34. Bd. eine andere Konstruktion.

Die mnachfolgend abgeleitete Konstruktion ist einfacher als die
genannten und gilt auch dann, wenn z, y Cartesische schiefwinklige
Koordinaten sind mit verschiedenen Einheiten der Achsen.?)

Sie folgt aus einer allgemeinen kinematisch geometrischen Kon-
struktion Mannheims?), welche dieser auch bei Kegelschnitten und
Zykloiden verwendet: ,Die Punkte 4, B, C einer
Geraden ¢ (Fig. 1) verindern sich mit dieser
so, daB 4, B resp. auf den Kurven (4), (B)
laufen, wihrend sie eine Kurve (P) einbiillt,
die sie im Punkte P beriihrt, und AC: OB
konstant bleibt; sind 4,, B, die Schnittpunkte
der Normalen #4, ng, [nx sei die Normale der
Kurve (X) fiir den Punkt X7] mit der Nor-
malen #p, so liegt das Momentanzentrum C,
fir die Bewegung des starren Systems, das aus ¢ und dem Punkt
besteht, auf »np so, daB
(1) A C:C B —AC:CB.“

1) Vgl. Mehmke: ,Konstruktion der Krimimungsmittelpunkte einer durch
y = flz) gegebenen Kurve."* Siiddeutsch. Blatt. fiir hoh. Unterrichtsanst. 1893, p. 69.

2) Siehe Mannheim: ,,Géométrie descriptive*, p. 173 ff. u. ,,Géométrie ciné-
matique” p. 15 ff. und Burmester: , Kinematik*, p. 91 ff.
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Von Em. WakLsca. 35

Die im Punkte C auf g senkrechte Gerade ! dieses starren Systems
umhillt eine Kurve (L) und beriihrt diese im FuBpunkte L des Lotes,
das von C, auf L gefillt wird.

Ist nun (P) die Kurve, deren Gleichung in dem Cartesischen
schiefwinkligen Koordinatensystem Ozy lautet: y = ¢z”, und sind 4,
D die Schnittpunkte ihrer Tangente im Punkte P mit Ox, bzw. Oy,
so ist bekanntlich AP: PD konstant. Nimmt man daher in Fig. 1

Fig. 2.

als Kurven (4), (B) die Geraden Oz bzw. Oy, so kann P als Punkt C
angesehen - werden und die Normale np als Gerade I. Da jetzt das
Momentanzentrum €, auf dicse Normale zu liegen kommt, so ist es
identisch mit dem gesuchten Kriimmungsmittelpunkte M der Kurve (P)

fir den Punkt P. Dieser Punkt M teilt daher die Strecke 4, B, im
Verhiiltnis AP : PB. Um ihn zur konstruieren hat man (Fig. 2) die

Fig. 4. Fig. 5.

durch P pararallel zu »ng gezogene Gerade mit der in 4 zu 4B nor-
malen Geraden in ¢ zu schneiden, dann liegt M auf SQ.

Fiir « = —1 ergibt sich die schon von Mannheim abgeleitete
Konstruktion bei einer Hyperbel, von welcher die Asymptoten bekannt
sind. Fir o« = 2 erhdlt man fiir eine Parabel, die durch zwei Punkte
mit deren Tangenten gegeben ist, die Konstruktion des Kriimmungs-
mittelpunktes fiir einen dieser Punkte.

Aus der Proportion (1) folgt auch, daB die Geraden g, n., ns np

Tangenten einer Parabel P sind, welche np im Punkte A beriihrt.
3*
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36 Zum Integrator von E. Pascal.

M kann daher (Fig. 3) auch in symmetrischer Weise mit Hilfe der
beiden gezeichneten Rechtecke gefunden werden.

Ist Oz normal zu Oy, so kann M wie in Fig. 4 durch SM | PQ,
konstruiert werden. Ferner ist (Fig. 5) F, mit AF | BA,, der Brenn-

2

punkt der Parabel P und der <C PF M ein Rechter.

Zum Integrator von E. Pascal.

Yon Fr. A. WiLLERS in Gottingen. -

Herr E. Pascal') hat kiirzlich einen Integrator zur Integration der

Differentialgleichun ,
penee € Y +y=¢@)

konstruiert, der ebenso, wie die meisten derartigen Apparate, z. B.
der Integraph von Abdank-Abakanowicz?), der Katenograph von
R. Schimmack?), die von Mehmke?*) vorgeschlagenen Apparate usw.
darauf beruht, dall eine scharfkantige Rolle, die mit horizontaler Achse
gegen das Zeichenpapier gepreBt wird, bei jeder Bewegung nur in
ihrer Vertikalebene rollen kunu. Das Prinzip des Pascalschen Apparates
hat freilich schon Potier®) auseinandergesetzt, doch diirfte diese Ab-
handlung, die sich nur in der deutschen Ubersetzung des Buches von

1) E. Pascal, L'integratore meccanico per le equazioni differenziali lineari
di 1° ordine e per altre equazioni differenziali. Rendiconti della R. Accademia del
Lincei (5) t. 18, 1909; Giornale di Mat. di Battaglini (3) t. 48, 1910. Nach der
letzten Abhandlung, die ich erst bei der Korrektur dieser Arbeit einsechen konnte,
hat Herr Pascal das Instrument so gefindert, dal den Schienen fir die Laufwagen
variabler Abstand gegeben werden kann (im Max. 16, im Min. 7 cm.), sodaBl, wie
weiterhin schon auseinander gesetzt ist, die Integration linearer Differential-
gleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten méglich wird.

2) Abdank-Abakanowicz, Die Integraphen ete. (Deutsch von Bitterli,
Leipzig 1889)

3) R. Schimmack, Ein kinematisches Prinzip urd seine Anwendung zu
einem Katenographen. Zeitschrift f. Math. u. Phys. 52 (1905), vgl. auch die dort
zitierte Literatur.

4) R. Mchmke, Uber einen Mechanismus zur Losung von Aufgaben der
Dynamik mit Anwendung auf die mechanische Integration von Differential-
gleichungen zweiter und hherer, Ordnung und von Systemen solcher. Jahresb. d.
D. Math.-Ver. 16 (1907), S. 377.

5) A. Potier, {'ber ein Instrument zur mechanischen Konstruktion der Kurven
f@)=y+a Zi in Abdank-Abakanowiez, Die Integraphen usw. S. 166—168
(Deutsche Ausgabe).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Fr. A, WiLLEss, 37

Abdank-Abakanowicz findet, Herrn Pascal nicht bekannt gewesen
sein. Potier hat nicht versucht, den Apparat wirklich zu bauen; auch
findet sich dort nicht die ausfithrliche Diskussion der Leistungsfihigkeit
des Integrators, wie in der Arbeit von Pascal.

Die Anordnung des Apparates gibt schematisch Fig 1, wihrend
die Photographie Fig. 2, die ich der Freundlichkeit Herrn Pascals
verdanke, die wirkliche Aus-
fiihrung zcigt. Der recht-
winklige Rahmen A4 vermag
mittels der Ridder B parallel
zur X-Achse verschoben zu
werden; die zur X-Achse senk-

Fig. 1.

rechten Rahmenteile tragen
zwei aufthnen leicht verschieb-
bare kleine Wagen, den Diffe-
rentialwagen (G mit dem Fahr-
stift O, der lings der Kurve
- Q(x) gefithrt wird und den
Integralwagen H mit der
scharfrandigen Rolle D, dem
Schreibstift C” und dem Ge-
wicht 14, das die scharfkantige
Rolle gegen das Zeichenpapier
driickt. Beide Wagen sind
durch eine Schiene F ver-

bunden, die sich um eine
Achse des Differentialwagens
drebtund die auf dem Integral-

wagen so hingleiten kann, daf
die Ebene der scharfkantigen
Rolle ibr stets parallel ist. Ver-
schiebt man nun den Apparat,
nachdem man dem Integralwagen irgendeine Anfangslage gegeben hat,
und fithrt dabei C auf der Kurve Q(z), so rotiert die Rolle /) stets nur
in ihrer Ebene und verschiebt dabei den Integralwagen so, daB diese
Ebene mit der der Schiene I zusammenfillt. Wihlt man nun als
Finheit die Projektion auf die X-Achse von der Strecke, die zwischen
dem Drehpunkt der Schiene auf dem Differentialwagen und dem Punkt,
in dem das Rad D die Zeichenehene beriihrt, liegt, so sieht man leicht,
daB der Schreibstift C” eine Kurve y beschreibt, fiir die

yY=0@)—y; y+y=0Q®@)
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38 Zum Integrator von E. Pascal.

ist. Das Instrument integriert also in dieser Form die Gleichung
Y +y=0Q).

Stellt man das Rad D so ein, daB seine Ebene nicht mehr parallel
der Schiene ist, sondern dafl sie mit der Vertikalebene durch die Schiene
einen Winkel « bildet und ist tge = m, so zeichnet der Apparat eine
Kurve auf, die ein Integral der Gleichung

y— = 0w); X 1y — o)
ist. In beiden Fillen fallen natiirlich die X-Achsen der Integralkurve
und der Kurve Q(x) zusammen, wihrend die ¥-Achsen um die Pro-
jektion des Abstandes CC’ auf die X-Achse gegeneinander verschoben

Fig. 2.

sind. Die unendliche Schar der Integralkurven erhilt man dadurch,
daB man ja dem Integralwagen unendlich viele Anfangslagen geben kann.

In der zitierten Abhandlung zeigt Pascal weiter, wie man vom
Verlauf der Kurve Q(2) auf Eigentiimlichkeiten der Integralkurve mittels
ihrer Erzeugungsweise schlieBen kann; z. B. hat die Integralkurve ein
Maximum oder Minimum, wenn korrespondierende Punkte der Kurve
Q(z) und der Integralkurve gleiche Ordinaten haben, falls die Tangenten
nicht zusammenfallen; dort, wo die Tangenten beider Kurven zusammen-
fallen, hat die Integralkurve einen Wendepunkt. Weiter weist er darauf
hin, daB man bei Integration einer geschlossenen Kurve eine Zickzack-
kurve erhilt, bei der entsprechende Punkte zwar dieselbe Abszisse haben

S
aber Ordinaten, die sich um e—% f Q(z)e*dx unterscheiden, wo das Integral
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um die geschlossene Kurve zu erstrecken ist. Durch Integration von
@) = const erhilt man die Kurve y = Me®, durch abermalige Integration
dieser Kurve bei passend gewihlten Anfangsbedingungen die Ketten-
linie. Endlich kann man dag Instrument genau wie den Integraphen
von Abdank-Abakanowicz zur Losung beliebiger algebraischer
Gleichungen benutzen.

Es mége noch kurz bemerkt werden, wie sich der Apparat leicht
noch weiter ausbauen lieBe. Wiirde man zunichst einmal den Abstand
zwischen den beiden Rahmenteilen, auf denen die kleinen Wagen laufen,
verstellbar machen, so kénnte man mit dem Apparat durch wiederholte
Integration lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung mit kon-

stanten Koeffizienten integrieren. Gibt man dem Abstand den Wert %,

so erhilt man, wenn man den Stift C auf der Kurve () hinfiihrt,
ein Integral der Gleichung

Yy +ay=aQx),
Integriert man die so erhaltenen Kurven mit dem Abstand %, 50 er-
hiilt man ein Integral der Gleichung

2"+ bz = by

2"+ 2'(b+ a) + abz = abQ(x)

usw. Diese Integrationen kann man auch mit dem oben beschriebenen
Apparat ausfiohren, wenn man vor jeder Integration noch eine Um-
zeichnung der gegebenen Kurve vornimmt, die den MaBstab der z-Ko-
ordinate entsprechend #ndert. Bei einer derartigen Integration kann
jede der (n — 1) Ableitungen fiir einen bestimmten Wert 2 — @ einen
gegebenen Wert haben. Dieser Anfangsbedingung wird man dureh
entsprechende Wakl der Anfangslage des Integralwagens bei jeder Inte-
gration geniigen.

Weiter kann man den Apparat auch so einrichten, dafl er imstande
ist, lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit variablen Koeffi-
zienten zu integrieren, nur mulBl dersclbe dann, da ja zwei willkiirliche
Funktionen in der Gleichung sind, mit zwei Fihrungsstiften ¢ und K
verschen sein, wie das die schematische Fig. 3 zeigh.') Der Apparat kann

oder

1) Diese zwei Filihrungsstifte sind natiirlich ein wesentlicher Nachteil des
Apparates. BSie lassen sich aber bei einem Integrator fiir die allgemeine lineare
Differentialgleichung erster Ordnung kaum vBrmeiden; vielmehr wird bei einem
Integrator fiir Differentialgleichungen beliebiger Ordnung im allgemeinen fiir jede
Funktion der Gleichung auch ein Fihrungsstift vorhanden sein miissen. Jeder
dieser Stifte kann natiirlich kinematisch auf der zugehorigen Kurve gefiihrt werden.
Ein derartiger Mechanismus wird aber — abgesehen von Integratoren fiir spezielle
Gleichungen — so kompliziert, daB mir infolge der vielen Fehlerquellen seine

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



40 Zum Integrator von E. Pascal.

ganz #hnlich gebaut werden, wie der Pascalsche; Differential- und
Integralwagen mit ihrer Verbindung sind genau dieselben; nur die beiden
Rahmenteile, auf denen die beiden Wagen laufen, sind mittels des
zweiten Fiihrungsstiftes K
B, gegeneinander verschiebbar.

ETMM G Dieser Stift K an der Schiene
I ubertrigt nidmlich seine

Auf-undAbbewegung mittels
der Zahnrider R auf den
Rahmenteil 7, auf dem der

Integralwagen lduft wund
nahert oder entfernt die bei-

den Rahmenteile um eben-
soviel als er sich abwirts
oder aufwiirts bewegt. Fﬁhrt

man K auf der Kurve P( Y

so kann man es so einrich-
ten, daB der Abstand der
Drehachse des Differential-
wagens und des Beriihrungs-

il . punktes der scharfrandigen

— il —— Rolle D mit dem Zeichen-

i ™ papier auf die X-Achse pro-

g gjfc jiziert stets gleich Pl , ist.
 s—— S v*_:f @)

=B B z%L Fir die Benutzung des

Apparates ist folgendes zu
beachten.!) Wird durch die Elemente z, ¥y, ¥, und 2, y,, ¥, die Gleichung
¥ + P(2)y = @(x) erfiillt, so ist

yi—y: -+ P@) (y1 —52) = 0.

Vorteile ziemlich illusorisch zu sein scheinen, zumal man mit den Rechenmethoden,
wic sic von Runge (Math. Annalen Bd. 46, 8. 147f), Heun (diese Zeitschrift
Bd. 45, 8. 23 fl.) und Kutta (diese Zeitschrift Bd. 46, 8. 435ff) und Emden (Gas-
kugeln, 8. 92, Leipzig 1907) entwickelt sind, die Integration mit geniigender Ge-
vaulgkeit ausfithren kann, Es wire daher interessant zu erfahren, wie sich bergits
ausgefiihrte Apparate dieser Art bewthren, ob z. B. die mit dem von Kriloff
(Bull. de I'Acad. imp. des sciences de St. Petersbourg 1904, S. 17—37) beschriebenen
Apparat zur Integration beliehiger gewdhnlicher Differentialgleichungen nter Ordnung
(ausgefiihrt sollte der Apparat fiir Differentialgleichungen vierter Ordnung werden;
ein Yehler von 1/, %, wurde erwartet) erhaltenen Resultate befriedigen.

1) Vgl. auch Czuber, Beitrag zur graphischen Integration der linearen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung. Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 44 (1899), S. 41.
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Schneiden sich die Geraden dieser beiden Elemente in £ und %, so ist

hh—mn_ Y221
poomy St und - =Yz

oder
Nyl oy = — P(@) (1, — )5

x—E _
daraus folgt
1 Q=
§=2 r@ 1T P

-

Da nun zwei Elemente beliehiger Integralkurven mit demselben z ge-
wihlt sind, so sieht man, daB alle Linienelemente der Gleichung
y' + P(z)y = Q(z), deren Punkte auf einer Parallelen zur y-Achse liegen,
von einem Punkte ausstrahlen. Diese Punkte bilden eine Kurve, die
man zunichst einmal zu zeichnen hat und auf der der Stift C entlang
gefihrt wird. Um den Abstand der Stifte ¢ und K verschoben wird
mit einer X-Achse, die nur mit der der obigen Kurve parallel zu sein

. 1 .
aber nicht zusammen zu fallen braucht, die Kurve Bl gezeichnet, auf
(x) ’

der der Stift K gefiihrt wird. Werden mit der Fortbewegung des
Apparates gleichzeitig (' und K auf diesen beiden Kurven gefiihrt, so
zeichnet die Rolle D eine der Integralkurven auf. Der gegebenen An-
fangsbedingung geniigt man durch die entsprechende Anfangsstellung
des Integralwagens.

Bemerkt sei noch, daB es sich bei allen derartigen Integraphen,
und hesonders bei dem obigen Apparat empfiehlt, die Laufrider der
einen Seite als scharfkantige Rollen auszubilden, die dann auf einer
mit einer Rille versehenen Schiene laufen. Dadurch wird einmal das
Einstellen des Apparates wesentlich erleichtert, und andererseits das
Schieflaufen, das sonst bei den Integraphen sehr leicht eintritt, ver-
hindert.'} Die Schiene S ist in der Skizze, die iibrigens nicht die beste
Ausfiihrung des Apparates angeben soll, angedeutet. Vielleicht wiirde
der Apparat praktischer so gebaut, dal der Rahmen als ganzes fest
wire und auf den Schenkeln parallel der X-Achse die Fahrschiene des
Integralwagens rollte. Auch aus dem Integrationsmechanismus dieses
Apparates kann man &hnliche Schliisse iiber den Verlauf der Integral-
kurve ziehen, wie es Pascal getan hat.

Der ganzen Anordnung nach ist nun aber der Apparat nur im-

> 0 ist.

. . . 1
stande die Integralkurve zu zeichnen, wenn mindestens P

1) Vgl z. B. Arnold, Die Erdbewegung wihrend des ersten Vorlaufers eines
Erdbebens. Diss. Gottingen 1909, S. 296.
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Dem liBt sich aber so abhelfen, dal man dem P(z) eine Konstante
a hinzufiigt, so daB P(x) + @ in dem gewiinschten positiven Intervall
liegt. Das Integral der Gleichung

y'+ Pla)y = Q)

luutet nidmlich:

—_f;’(:c)d:r Ty fP(:c z
y—=ew [C—}-jQ(x)e dz |,
wihrend das von

7'+ (Pa)+a)y = Qx)

so aussieht:

x
—fP(:c)dx fl’(z\d:c .
J — e—alE—50 g % [m]ggmw et Az

Zeichnet man also statt der Kurve 5,‘: z + ?txj N = ?)E ; die Kurve

Qe
a+P@ " a4 P@

so erhilt man als Integralkurve zwar nicht y, aber

E=a+,

Yy = e~z —20) . Y,

woraus man g leicht entnimmt.

Gleichungen héherer Ordnung mit variablen Koeffizienten lassen
sich mit dem Apparat ohne Umzeichnung der Kurven nur dann ldsen,
wenn sie auf lineare Gleichungen erster Ordnung fiihren, die abgesehen
von der ersten einen konstanten Koeffizienten haben. Alle Koeffizienten
der Gleichung miissen sich dann in gewisser Weise durch eine Funktion
ansdriicken lassen. Z. B. LiBt sich nur die Gleichung zweiter Ordnung

2"+ (c+ Px) 2 +c Plx)e = Qx)

mit dem Apparat integrieren, falls man die Kurven nicht nach jeder
Integration umzeichnen will.

Gottingen, im April 1910.
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Mitteilung \ \ | \ !
zu meiner Abhandlung') iiber: | \ \ \

Funktionentheoretische Methoden
in der Hydrodynamik.

|
Il
|

|

Von H. Brasiws in Berlin.

Zu dem zweiten Teil des genannten
Aufsatzes, betreffend die funktionentheo-
retische Behandlung des Uberfalls iiber
ein Webhr, teilte mir Herr Prof. Forch-
heimer mit, daB der in Absatz 2 er-
wiihnte Gedanke der zeichnerischen Lésung
der Aufgabe bereits in scinem Eneyklo-

\\\
|

pidieartikel ¥) ausgesprochen ist. ‘

(leichzeitiy mbchte ich darauf hin- \ \ \\ \
weisen, daB die Uberlegungen des ersten \\\\\\\\\\\
Teils, betreffend die Kriifte auf starre \\\\\\\\\ \\\\
Korper in zweidimensionaler stationdrer ' \ \

N

kinnen bei der Bestimmung der Trag-
kraft von Aeroplanfiichen: In dem Werke
von Lanchester iiher Aerodynamik?®)
1st bemerkt, daB die Bewegung wm eine
Tragfliche als Potentialstromung mit
zyklischer Bewegung aufgefalt werden
kann, und daB der zyklische Anteil in
engem Zusammenhang mit der Tragkraft
steht. In dem Falle der hier abgedruckten
Fig. 70 (oder 48)%) ist das komplexe
Potential der Stromung:

gtiv=y=cz+iflnz
1) Diese Ztschr. Bd. 58, 1910. 8. 90 ff.
2) Encyklopadied.math. Wiss.1Y.3,Art. 20:
Forchheimer, Hydraulik. 8. 414.
3) F.W.Lanchester, Aerodynamik, tiber-
setzt von C. u. A. Runge. Leipzig bei Teubner.
8.101, § 90, und S. 138f, § 121—123.

\
Potentialstrimung, Anwendung finden : ——-7 XY
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44 Die Spannungsverteilung in keilformigen Kérpern usw.
und daher die Geschwindigkeiten:
, dy if
U— v =w="=a+t

Die Geschwindigkeit ¢ der Parallelstromung ist von links nach rechts
gerichtet, die zyklische Bewegung, fir deren Stirke die Konstante g
maBgebend ist, umkreist den Nullpunkt im Sinne des Uhrzeigers.

Nach der in meiner Abhandluhg (Teil I Absatz 3) entwickelten
Formel gilt fir die Kriifte:

X—iY¥= ’29 [w"’dz,

das Integral in positivem Sinne um die Singularitit erstreckt. Im vor-
liegenden Falle liefert dies, nach dem Residuensatz ausgerechnet, die

Tragkraft: Y —2nxocf.

Die Spannungsverteilung in keilférmigen Kérpern,
auf welche eine Einzelkraft einwirkt, unter Beschrdnkung
auf das ebene Problem.

Von Dr. Paur FiLLUNGER in Wien.

Unter einem ,keilférmigen® Korper ist in der Folge ein solcher
zu verstehen, dessen vier ebene Begrenzungsflichen aus zwel parallelen
Ebenen und zweil sich schneidenden, welch letztere
senkrecht zu ersteren stehen, gebildet sind. Neben-
stehende Figur stellt einen solchen Korper dar.
Die beiden parallelen Begrenzungsebenen sind mit
OACB und 0’4’ C’ B’ bezeichnet, die sich schnei-
denden mit 004" A und OO0’'B'B. Eine fiinfte
Begrenzungsfliche sei der Form mnach beliebig,
aber mit allen ihren Punkten unendlich ferne von
der Schneide 00 entferni. In der Figur ist sie
durch den unregelmiBigen Linienzug AA4'C°B’BCA
versinnbildlicht, und an dieser Fliche sei der keil-
formige Korper festgehalten.

Die senkrechte Entfernung der beiden parallelen
Begrenzungsebenen werde die ,Breite“ des Keiles genannt und mit &
bezeichnet. O0’'C’'C sei die Symetrieebene des Keiles, und der Winkel
-+ @, den jede der beiden in der Sechneide zusammentreffenden Begrenzungs-

ebenen 00’4’4 und OO’ B’B mit ihr einsehlieBt, heiBe ,Keilwinkel®
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Yon Pauvr Firruncer. 45

Es werde ferner vorausgesetzt, daB der keilférmige Korper aus einem
isotropen Material bestehe, welches in Folge der einwirkenden #ufleren
Krifte nur unendlich Lleine Deformationen erleide, und dal das System
der Spannungsverteilung als ein ebenes ungesehen werden kaun.

Die letzte Voraussetzung erfordert zuniichst, dul die Resultierende
der #uBeren Krifte in der Mitte zwischen den beiden parallelen Be-
grenzungsebenen O ACB und O'A'C’B’ und parallel zu diesen ist. Im
vorliegenden Aufsatze ist nun die Aufgabe gestellt, den Sponnungszustand
des keilformigen Kirpers in bezug auf diese Reduktions- Besultante zu
ermitieln.

Die Natur dieses ebenen Problemes lédBt ein Polar - Koordinaten-
System zur analytischen Darstellung als ausreichend und vorteilhaft er-
kennen, wenn der Pol in O und die Polarachse zusammenfallend mit
OC, der Projektion der Symetrieebene gewiithlt wird. Der Polarwinkel ¢
werde als positiv angesehen, wenn cr durch eine Drehung von der Polar-
achse aus cntgegen der Uhrzeigerrichtung gemessen wird.

Die Bezeichnung der drei SpannungsgriBen, welehe das ebene Pro-
blem aufweist, sei einer verbreitcten Ubung gemiiB gewihlt wie folgt:

6,, eine Normalspannung in der Richtung des Radiusvektor, und
zwar positiv, wenn sie eine Druckspannung ist;
6, eine Normalspanmung in der Richtung der Tangenten an einen
Kreis, dessen Mittelpunkt der Pol ist, gleichfalls positiv, wenn sie
eine Druckspannung vorstellt;
7, die Schubspaﬁnung in den beiden vorgenannten Richtungen, und
zwar positiv, wenn sie auf einem dem Pole zugewandien Ober-
flichenelement in der Richtung des wachsenden Winkels o titig ist.
Wiren die zwei partiellen Differentialquotienten jeder der drei
SpannungsgroBen nach den beiden unabhingigen Variabeln gegeben, so
wire damit der ganze Spannungszustand sofort bekannt. Dazu sind im
allgemeinen 6 Gleichungen notig,

Zwel von diesen 6 Gleichungen liefert die Bedingung des Gleich-
gewichtes am Volumelement. Sie lauten

¢ » 25,- ot
@ “r+’W_6t+ﬁ=o
(1) 2t 47— a-(p—- = 0.
Die Richtungslinie der frither erwiithnten Reduktions-Resultante wird
im allgemeinen nicht durch die Schneide des Keiles gehen. Die Resul-

tante kann aber vom Standpunkt der Statik eines starren Korpers er-
setzt werden durch eine andere, deren Richtung die Schneide des Keiles
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46 Die Spannungsverteilung in keilfdrmigen Korpern usw.

trifft, in Verbindung mit einem Kriiftepaar. In der Folge wird der
Spannungszustand inbezug auf diese beiden Kompouenten der allgemeinsten
Resultierenden getrennt untersucht werden. Das Uberlagerungsgesets
gestattet dann unter gewissen Voraussetzungen, die Spannungsverteilung
auch fiir beliebige duBere Kriifte, welche zusammen ein ebenes System
von Spannungen hervorrufen konnen, anzugeben.

Wir betrachten vorerst ein beliebiges, unendlich kleines Ilichen-
element im Inneren des keilférmigen Korpers, dessen Ebene parallel zur
Schneide 00" des Keiles ist. Seine Projektion auf die Fliche 0 ACB
sel die unendlich kleine Strecke dI, wihrend seine Breite gleich der
ganzen DBreite b des Keiles angenommen ist. Den mittleren Abstand
dieses Flichenelements von der Schneide OO’ bezeichnen wir mit 7, und
den Winkel, den dieser Leitstrahl mit der Symetrieebene OC ein-
schlieft, mit ¢. Endlich sei noch der Winkel, den die Strecke d! mit
dem Leitstrahl einschlieBt, mit @ bezeichnet.

Geht die Richtungslinie der duBeren Kraft durch die Schneide des Keiles
und schlieBt ihre positive Richtung einen Winkel ¢ mit der Symmetrieebene
des Keiles ein, so ist die GriBe der resultierenden Spannung s auf dem Ildchen-
element bdl nur eine Funktion von P, wenn I’ die GroBe der ZuBeren
Kraft vorstellt, vom Richtungswinkel ¥ derselben, ferner von », ¢, &
und b, also

s=F(P,y,r, p, ©0)

und ihr Differential ds kann geschrieben werden, soferne s stelig ist in-
bezug auf alle 6 unabhdngigen Variabeln:

0s 0s 0s os 0s 0s

Ahnliche Gleichungen kdnnten auch fiir den Richtungswinkel der resul-
tierenden Spannung angeschrieben werden, nur mit dem Unterschiede, daj3
dieser nur eine Funktion der anderen Winkelgrofien v, @ und @ sein kann,
wahrend er von P, r und b unabhdngig sein muf@, wie aus Griinden der
mechanischen Ahnlichkeit erhellt.

Andert man nun die Mafeinkeit der Lingengriflen im Verhiiltnisse
l:«, so tritt r><eo und b>< e an Stelle von » und 6. Auch P und s

- - . s .
indern sich, und zwar wird P zu P><e und s zu _, wie aus den

Dimensionsformeln einer Kraft und einer Spannung hervorgeht. Tst
diese V’erhéltﬁiszahl o festgesetzt mit rtdt, so betrigt die Ande-
rung von r das Differential d», und die zugehdrigen Anderungen der
anderen GriBen sind db =15 (r ﬂ) —b="0 d7r, ebenso dP = Pd: und

7
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VYon Pavi Fioruxcer. 417

ds = s~ T an) — s=—s% Die Winkelmabe %, , und © bleiben

unveriindert, daher dp = dy =d6 = 0.

Trigt man diese Differentialausdriicke in (Gl. 1) ein, so entsteht
die neue Gleichung
2) __sfi: P—+é}rd + iq’
welche geeignet ist, die Abhingigkeit einer Spannung s vam Radius r
allein festzustellen.

Denn s ist jedenfalls direkt proportional der Kraft P und indirekt
proportional der Breite b des Keiles, d. h. man kann s auffassen als
homogens Funktion vom Grade + 1 ivbezug auf P, und vom Grade
— 1 inbezug auf & allein. Nach Kulers Satz Gber homogene Funk-

tionen kann daher

28 .
’a? -P=s und 7 b= —
geschrieben werden. Fithrt man diese Werte in Gl. (2) ein, so ver-

einfacht sie sich zu

(3) s+ gf - 0:

woraus zu schlieBen ist, daB

@ L=

r

sein mub, wobeir K eine Konstante inbezug auf r bedeutet, die aber als
Funktion der zweiten Variabeln, ndmlich @, aufgefafSt werden mufp.

Geht man also auf einem Leitstrahl von einem beliebigen F'lichen-
element 2u eimem anderen, dazuw parallelen diber, so sind die zugehirigen
resultierenden Spannungen (und daher auch deren Komponenten) indirekt
soroportional thren Abstdnden von der Schneide des Keiles, wenn die Rich-
tungslinie der dufleren Kraft durch dieselbe geht.

Die GréBen in Gleichung (3) kénnen in ihre Komponenten zerlegt
werden, und man erhilt so drei neue Differentialgleichungen

(1) _0
3

(Iv) 6+ 7 =0

V) - v rit =0,

Verbindet man [I] mit [III] und [II] mit [V], so findet man die

Gleichungen
06
?_; —0 und T4 =0

G, —
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48 Dié Spannungsverteilung in keilfsrmigen Kérpern usw.

Differentiiert man diese Gleichungen, so kann man die belden Differen-
tialgleichungen 2tr Ordnung bllden

6+d, 0 und 1+d(p = 0.

Diese Gleichungen verhalten sich vollig gleich, weshalb es geniigt,
eine von ihnen zu besprechen. Die Integration der ersten dieser Glei-
chungen ergibt

(B) - g, = C;sing + C,cosgp.

Die Bedingung, daB o, auf beiden Begrenzungsflichen 0 0’4" A und
O0'B'B d. h. fir ¢ == @ Null werden mub, 18t die Integrations-

Konstanten bestimmen mit

€, = C,=0.

Eine besondere Besprechung erfordert der Fall, welcher eintritt,
wenn @ = x ist, und das Material des Keiles an den Begrenzungs-
flichen 00’ A’ 4 und OO’ B’B, die sich dann gegeniiber stehen, keine
Diskontinnitit aufweist, der Keil also in die unbegrenzte, volle Platte
itbergeht. In diesem speziellen Falle kann man stets denjenigen Leit-
strahl als Polarachse (bzw. Symmetrieebene) auffassen, dessen Richtung
mit der Richtung der HuBeren Kraft zusammenfillt. Wegen der dann
bestehenden, vollstindigen Syminetrie, mull aber o, = G,w:_ﬁ sein,
und damit findet man aus Gl. (5) C; =0. T :

Fiur die unbegrenzte Platte ist daher 6, = Cyeosq, und auf gleuhe‘
Art hitte man aus obiger Dlﬁ'erentmlglel(,hung 2ter Ordnung fiir =
auch gefunden 7 = C,cosp. Beide Spannungen werden aber Null fiir

p—==t —12— Wiirde man die Platte lings dieser Richtung entzwei-
schneiden, so zerfiele sie in zwei Teile, deren jeder einen Keil vorstellte,”
dessen Winkel dizg wiire, wobel sich die Gesetze der Spannungs-
verteilung nicht indern konuten. Fiir beide Teile gilt aber nach obigem
daB auch C,, bzw. C; = 0 sein mub.

Somit treten Tangentialspannungen 6, und Schubsparnungen v im
ganzen keilformigen Korper (auf radialen, bzw. zur Schneide konzen-
trischen Schnittflichen) dberhaupt nicht auf, wenn die Lichiung der
dufleren Kraft durch die Kelschneide gehd.

Tir plattenformige Korper verallgemeinert sich dieser Satz insofern,
als bei der unbegrenzten Platte jede senkrechte Verbindungsgerade
zwischen den parallelen Beﬂrenzungsﬁaohen als ,,Schneide® angesehen
werden kann,
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Die allein tibrig bleibende Spannung o, befolgt bei konstant bleiben-
dem Winkel ¢ gemi Gl (4) ein Verteilungsgesetz, ausgedriickt durch

" K N
(O) Gr = 7- ?
wobei K eine Funktion von ¢ allein bedeutet.

Wirkt nur c¢in Kriiftepaar mit dem Moment M auf den Keil ein,
dessen Achse die Schneide des Keiles ist, so kann die resultierende
Spannung s auf dem schon niher definierten Flichenelement bd{ auf-
gefallt werden als

s=F(M, r q, 00,
und ihr totales Differential ist, sofern s stetig ist in beaug auf alle
fiinf wnabhdngigen Variabeln:

) ds— aMzzv1+ 1+7 dy +7@do+

Einer Anderung der MaBeinheit der LingengroBe im Verhiltnisse
1: « entspricht eine Anderung des Radiusvektor » zu » >< &, der Breite b

2 und der Spannung s zu ;s Die

zu b < ¢, des Momentes M zu M < o
beiden letzten Anderungen folgen wieder aus den Dimensionsformeln
eines Momentes und einer Spannung. Ist i — der Ausdruck fiir die
Verhiiltniszahl &, so betragen die Z uwachbe der Verinderlichen dr,

ab=v2 awr - ("t - P, as s —sY und dg =

d6 = 0. J

Mit diesen Differentialausdriicken entsteht aus Gl (7) die Gleichung

dr 2dr dr

(8) — st — aMﬂ[ + Tdr + 2 b

Da s auch in diesem Falle direkt proportional dem Momente M
und 1nd1rekt proportional der Breite b sein muB, kann wieder 6 -M =3
und —b b — — 3 gesetzt werden, wodurch man zu den Glelchungen
gelangt

N 08
und
L

Gl (10) spricht die Tatsache aus: Die resultierenden Spannungen
auf zwer parallelen Flichenclementen am sclben Leilstrahl verhalten sich

umgekehrt wie die Quadrate ihrer mittleren Abstinde von der Schneide,
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 1. 4
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50 Die Spannungsverteilung in keilfsrmigen Kérpern usw,

wenn diese Spannungen von einem Krifiepaare herriihven. Zerlegt man
Gl (9) in die Komponenten, so findet man an Stelle von III, TV and
V die Gleichungen

do
(I11%) 26, + 75 —0
7ok Eﬁf:()
(IV¥) 26, + 7
} or
V) . 27+ r = =0,

Verbindet man I mit II¥* und II mit V¥ so gelangt man zu den
(tleichungen
6 +o— "0 wd ‘%o
r i a(p d(p

Die Integration der 2'¢® Gleichung ergibt o, = C, und weil ¢, am
Rande (p = +- @) verschwinden muB, ist ¢, im ganzen keilférmigen
Kérper gleich Null. Damit entsteht aus der ersten Gleichung

k3
(11) 0~y =

als eine Beziehung zwischen den allein vorkommenden Spannungen o,
und 7 bei diesem Sonderfall. Geht aber der Keil in die schon besprochene
unbegrenzte volle Platte iiber, so muf T _yp sein, somit

oy
i
6,+6,—0 und —(;=O.

Wiirde man wieder einen ebenen Schnitt senkrecht zu den beiden
parallelen Begrenzungsebenen der Platte fithren, so miiBten die Span-
nungen auf demselben eine Resultierende ergeben. Da eine solche nicht
auftreten kann, muB ¢, = 6,= @ sein. Dieser Spezialfall bietet nun
kein weiteres Interesse. KEr ist der einfachste, den das Keilproblem
enthalt.

Aus GL (10) geht auch hervor (oder aus (III¥) und (V*)

L
(12> 0, = 7t

1’
(13) T= s

wobeit L und L’ Funktionen von ¢ allein bedeuten.

Im Zusammenhang der gewonnenen Resultate kann man folgenden
Satz aussprechen: Fine Tangentialspannung &, kommi im keilformigen
Korper auch dann nicht vor, wenn nur ein Kriftepaar ouf den Keil ein-
wirkt. Die Radiolspannung. 6, und Schubspannung t- sind durch Gl. (11)
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miteinander verbunden, und jede von ihnen ist zufolye Gl. (12) und (13)
verkehrt proportional dem Quadrate des Abstandes von der Schneide, wenn
man nur Flichenelemente miteinander vergleicht, die auf demselben Leit-
strahl liegen.

Bekanntlich gelten die Gleichungen (I) und (II) nur fiir vollkommen
starre Korper in aller Strenge (ndmlich wenn fiir die mit der Zeit ver-
inderlichen Koordinaten der Massenpunkte bei einer kontinuierlichen
Deformation die wrspringlichen Koordinaten gesetzt werden konnen).
Fir nichtstarre Korper gelten sie unter Vernachlissigung von Gliedern
hsherer Kleinheitsordnung.

Auchdie Gleichungen (I11), (I1V)uud( V), bzw. (111¥), (1V¥) und (V¥) set-
zen voraus, daBl der Korper seine Gestalt nicht indere und gelten daher
ebenfalls nur fiir starre Korper sireng, fiir nichtstarre, sofern die Ver-
schiebungsderivationen als unendlich klein angesehen werden kdnnen,
nur unter Vernachlas51gung von Gliedern hoherer als 1t Kleinheits-
ordnung.

Durch diese Gleichungen wurde die Abhtngigkeit der Spannungen
von r allein bestimmt, und durch ihre Verbindung mit (1) und (II) den
Grenzbestimmungen an unbelasteten Begrenzungsflichen entsprochen.
Nur die Abh#ngigkeit der Radialspannung ¢, von ¢ konnte auf diesem

06
Wege nicht aufgefunden werden, da der Differentialquotient ag: in den

bisher aufgestellten Gleichungen iiberhaupt nicht vorkommt.

Die Gleichungen (I) und (II) pflegt man als die ,Bedingungen der
statischen Moglichkeit” einer Spannungsverteilung zu bezeichnen. Ana-
log sollte man die Gleichungen (ILL) bis (V) bzw. (IL[*) bis (V¥). Die ,Be-
dingungen der geometrischen Mdglichkeit” nennen, da sie unter der
einzigen Voraussetzung, dab die Spannungen stetige Funktionen der Krifte
und der Koordinaten der Massenpunkie sind, aus rein geometrischen Be-
ziehungen abgeleitet wurden.

Wichtig ist ferner die Erkenntnis, da/j, unter der genannten Voraus
setzung, auch die Spannungsverteilung in einem idealen, vollkommen starren
Korper nur sum Teile ,unbestimmit ist.

Die weitere Untersuchung des Spannungszustandes in keilférmigen
Korpern bietet nun keine Schwierigkeit von prinzipieller Bedeutung
mehr. Denn soll die gesuchte Spannungsverteilung auch ,.elasiisch mog-
lich“ sein, so muB es eine Fuunktion F' der Koordinaten », ¢ (die so-
genannte , Airysche Spannungfunktion®) geben, von solcher Beschaf-
fenheit, daB, wenn Polar-Koordinaten zur Anwendung kommen

2 1 g® *F 10°F | 10F
(14) (aar2 e 8an2 T Er) (aar’ = i ar) 0
4+
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und an jeder Stelle des Korpers die Spannungen durch die Gleichungen

19K | 19F
T 9t T r By
orr
(15) O, = 7«
r__i<laﬁ)
T Ar\r 2y

gegeben sind, da unsere Untersuchung sich auf das ebene Problem be-
schriinkt.

Da in jedem Falle ¢, im ganzen Keile verschwindet, kann Gl (14)
mit Ricksicht auf die zwel ersten Gleichungen (15) fiir kedftrmige
Kirper auch geschrieben werden

B’zyr 1 d%¢ 106

(16) it o

r or

Geht die Richtungslinie der duBeren Kraft durch die Schneide des
Keiles, so ist zufolge Gl. (6)

K

G, = -

r

Mit Riicksicht anf das, was iiber die GréBe X dort gesagt wurde,
folgt daraus, wenn man 6, in Gl (16) eintriigt
(V) PR rE=0
P
Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet
K = asing + fcosgp,
daher

(17 6, — - (asing + feosp).

Zur Bestimmung von « und 8 dient die Grenzbedingung auf einer
durch die ganze #uflere Kraft belasteten Fliche, als welche wir einen
kreiszylindrischen Querschnitt mit dem Radius » — 1 ansehen. SchlieBt
die positive Richtung der fiuBeren Kraft den Winkel ¥ mit der Symmetrie-
ebene des Keiles ein und ist b die Breite desselben, so ist
2Puny
(20 — gin2 @)

g 2Peoss
b(2D F cos2 D)

o =

(18)

Da 6, und 7 im ganzen Keile bei diesem Spezialfall gleich Null sein
miissen, ist, wie aus der 2t» und 3tex Gl (15) hervorgeht, die Span-
nungsfunktion

F—r.f
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worin [ eine Funktion von ¢ allein bedeutet. Setzt man dies in die
erste Gleichung (16) ein, so ergibt sich mit GL (17)

g&)fe + f = using + Bcosp.

Die Integration dieser Gleichung liefert
f= %(sin(p — peosgp) -+ gtpsinq/‘ + C;sing + C,cosq.

Demnach lautet die Spannungsfunktion F selbst mit Unterdrtickung
der bedeutungslosen Glieder C;sing und C,cosgp

(19) F=r[%(sin(p — @cosg) + gtpsintp}.
Wirkt nur ein Kriiftepaar, dessen Achse mit der Keilschneide zu-

sammenfillt, so ist nach Gl (12)

L
6 —- .

r ’.2

Fihrt man diesen Ausdruck in (Gl 16) ein, so erhdlt man die
Differentialgleichung

. a®*L -
(VI¥) dgt +4L =0.
Daher weiter .
L = ysin2¢ 4 dcos2¢
und eudlich
(20) 6, = (ysin2¢p + 0cos2).

Zufolge GL. (11) ist aber 6, — % — @ und daher

1 J .
T= (— %cos%p + 5 sin2¢ + C).

Zur Bestimmung der Integrations-Konstanten C sei bemerkt, dal

z fiir ¢ = - @ Null werden muf, weil auf diesen Flichen keine #uBieren
Krifte angreifen. Dadurch entsteht fir ¢ der Ausdruck
20 7= Tl,_,— ‘7% (cos2®d — cos2¢) — f; (sin2 @ — sin2(p)]-

Zur Ermittlung der Konstanten y und 0 berechnen wir zuniichst
die Resultierende der Spannungen 6, und 7z auf einem kreiszylindrischen
Querschnitt mit dem Ruadius # = 1. Bezeichnet man die Komponente
der Resultierenden in der Richtung ¢ = 0 mit B, und in der Richtung
p =+ 7; mit R, so ist

4+
R, =f(o‘,cos¢ —rsing)deg
S
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und

+<b
R, =f(6rsin(p + veosg)dp
Za

und nach Einsetzung von 6, und 7 aus Gl (20) und (21) [mit » =~ 1]
- und Auswertung der Integrale:

R, = 20sin @cos? @

B = —20sin?Pcos P,

¥y
Da aber bei einem allein angreifenden Kriftepaar B, =R =0
gein mub, ist auch P

zu setzen, und daher

Io‘, = ;l;ysin2(p

l T = %[%(cos?(b — COS2(p):|.

Die Auffindung der Konstanten p geschieht, indem man das Moment
der Schubspannungen 7 in bezug auf die Schneide des Keiles gleich-
setzt dem Momente M des Kriftepaares.

Man erhilt, wenn wieder b die Breite des Keiles vorstellt,

_ 2 M
[ b(2Pcos2d— sin2 @)

(22)

(23)

Die Spannungsfunktion F selbst findet man aus der letzten Gl (15)
4 (1 8F>

— 5l

T = ”
r oy

in Verbindung mit Gl (22) durch zwei Integrationen zu
F= %(Q(pcos?cb —sin2¢) + Cirg + G,

Bestimmt man aus dieser Gleichung nach Vorschrift der ersten
Gl (15) die Spannung 6,, so findet man
6, = % psin2g 4+ 7.

Daher muB C, — 0 gewihlt werden. Mit Unterdriickung des be-
deutungslosen O, lantet die Spannungsfunktion bei diesem Spezialfall
schlieBlich

(24) F =7 (2gcos2® — sin2gp).

Bemerkenswert ist, daB nach Gl (23) ¢ unendlich groB wird bel
endlichen Werten von M, daher auch 6, und z, wenn

20 — tg2@
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ist. Die kleinste reelle Wurzel dieser Gleichung nach der selbstver-
gtindlichen @ = 0 1st

| 20 — 449341 ... = 257927 13", ..
oder @ — 1280437 36", .

Die Spannuﬁgsfunktion fiir die allgemeinste Lage der resultieren-
den #uberen Kraft wird gefunden durch Addition der rechts vom Gleich-
heitszeichen stehenden Ausdriicke in GL (19) und (24).

Aus den GL (17), (18), (22) und (23) konnen die bekannten Formeln
fiir rechteckige Stabquerschnitte entwickelt werden, da jeder solche Stab
als ein Keil angesehen werden kann, dessen Schuneide im Unendlichen
liegt und dessen Keilwinkel @ — O ist. Die genannten Gleichungen
gelten auch niherungsweise fiir ein maferielles Schraubenkonoid mit be-
liebig vielen Windungen, unter Ausschlufl aller in der Nihe der Achse
gelegenen Teile desselben. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir einen Korper,
welcher durch zwel kongruente Schranbenkonoide mit gemeinsamer
Achse und 2 Ebenen begrenzt wird, die sich in der gemeinsamen Achse
schneiden. Die Achse vertritt in beiden Fillen die Schneide des Keiles,
wihrend man sich als den ,festgehaltenen® Querschnitt den Schnitt dieser
Korper mit einem unendlich groBen Kreiszylinder vorzustellen hat, dessen
Achse ebenfalls mit der Achse der Schraubenkonoide zusammenfillt.

Da Tangentialspannungen ¢, und Schubspannungen z im ganzen
Keile nicht auftreten, wenn die Richtungslinie der Reduktions- Resul-
tanten durch die Schneide des Keiles geht, ist Gl (17) fiir eine solche
Einzelkraft auch streng giiltig fiir alle geraden Konoide mit geschlos-
sener Leitkwrve, sofern die Einzelkraft senkrecht zur Leitgeraden steht.
Nur haben « und § dann nicht die in Gl. (18) angefiihrten Werte,
sondern miissen fiir jede neue Leitkurve eigens bestimmt werden.

Sind bei einem Ringsektor mit rechteckigem Querschnitlfe an den beiden
kreiszylindrischen Begrenzungsflichen Spannungen vorhanden, welche
die Gleichungen (17) und (22) befolgen, die rechteckigen Begrenzungs-
flichen aber unbelastet, so sind die Spannungen im Inneren des Ring-
scktors gleichfalls durch Gl. (17) und (22) gegeben. Eine iihnliche Tat-
sache ergibt sich, wenn man ein gerades Konoid durch zwei Kreis-
zylinder mit der Leitgeraden als Achse sich geschnitten denkt. Insofern
bilden die hier abgeleiteten Kormeln daher eine Irweiterung des De
Saint-Veénantschen Problemes, als das De Saint-Vénantsche Problem auch
ebene Probleme umfaft.
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Eine Methode zur Aufldsung quadratischer und kubischer
Gleichungen mit der Rechenmaschine.

Von Dr. Loraar voN ScHrUuTKA in Wien.
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1. In einer Notiz in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik
Bd. 46 (1901) 8. 479—483 erwiihnt R. Mehmke zwei Methoden der
Ausziehung der Quadratwurzel mit Hilfe der Rechenmaschine; die
eine beruht darauf, duB die Summe der » ersten ungeraden Zahlen »® ist,
die zweite auf der Hornerschen Methode der Aufldsung numerischer
Gleichungen. Von der zwelten Methode zeigt Mehmke, wie sie auch
zur Auflosung allgemeiner quadratischer und (bei Anwendung von zwei
Rechenmaschinen) auch allgemeiner kubischer Gleichungen verwendet
werden kann.

Tn den folgenden Zeilen soll auch fiir die ersterwithnte Methode
eine Augdehnung auf allgemeine quadratische und kubische Gleichungen
gegeben werden.  Sie steht an Schunelligkeit der Rechnung im allge
meinen hinter der Mehmkeschen Methode zariick, besonders dann,
wenn bel dieser eine eigentliche Multiplikationsmaschine zur Verfiigung
steht, hat dagegen den Vorteil, daB jede Ziffer ohne Versuche sofort

fust bestimmt wird.
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2. Der Grundgedanke der genannten Methode ist wohl in der
Differenzenrechnung zu suchen. Die Funktion @(z) = 2* hat zur ersten
Differenz A¢(z) — (22 + h)h, zur zweiten A*@(z) = 2k Um daher
das Quadrat einer Zahl, etwa

d
100 + 108 +p + 5+ -

zu berechnen, addiere man zuniichst
10000 + 30000 - - - - 4+ 2¢ — 1 - 10000 = 10000 - a?,
dann hiezu
(20 + 1) - 100 + (202 +3) - 100 4 - - - - + (20e {- 28— 1) - 100
und erhilt (100« + 108)?, dann hiezu :
(200 4+ 208+ 1)+ (200e 4+ 208 + 3) +-- -+ (200 - 208 + 2y — 1)
und erhilt (100 + 108 4 )% dann
(2000 + 2008 4+ 20y + 1) + - - --

usw.

Umgekehrt erhiilt man die Quadratwurzel aus einer Zahl, indem
man von ihr zuerst die hochste in ihr enthaltene Potenz von 100, es
sei dies 1007 = 10%#, dann 3.10%% 5.10%27 . ... subtrahiert, so lange dies
noch moglich ist; ist 20 — 1-10%" der letzte Subtrahend gewesen,
so folgt nun (20« + 1) - 1022 -1 ysw.

Die Ziffern «, 8, 7, - - - - bilden sich in jedem Falle im Quoticnten
der Rechenmaschine.

3. Beachtet man nun, daB eine Funktion ¢(x) = 2% + bz die erste
Differenz 4¢(x) = (22 + b+ k)h und die zweite Differenz 42 (x) = 2A®
hat, so erkennt man, daB die Auflésung der Gleichung

22 4 bx=c¢

genau so wie die Ausziehung der Quadratwurzel erfolgt, nur daB
man als ersten Subtrahend nicht 10?7, sondern 10°* 4+ b zu
wihlen hat.

Der Vorgang ist mithin folgender:
Man ermittelt die grobte der Zahlen =, fur die
1027 4 b - 107 (r=--3,2,1,0-1,-2, )

kleiner als ¢ ist (dann ist 10" Z z < 10*+%), stellt dann im Schalt-
werk b ein und erhdht sogleich die von den Kinern von b aus um
n Stellen weiter links gelegene Stelle um 1. Die EKinstellung wird
soweit links vorgenommen als moglich, doch muf die Moglichkeit
vorhanden sein, die genanntc Stelle noch um 19 vermehrén zu kinnen,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



58 Methode zur Auflésung quadr. u. kub. Gleichungen mit der Rechenmaschine.

weil A4q@(z) dem Betrag 20-10" nahekommt, wenn z die GréBe 10*+!
fast erreicht. Kerner stellt man im Zihlwerk ¢ so weit links wie
méglich ein und bringt es in eine solche Lage, daB die nte Stelle
von ¢ iiber den Einern von b steht. Von nun an braucht man sich
um den Stellenwert durchaus nicht mehr zu kiimmern. Man subtra-
hiert, erhcht diejenige Stelle des Schaltwerks, wo 1 eingestellt wurde,
um 2, subtrahiert wieder, usw. Ist eine Subtraktion nicht mehr mig-
lich, so erh&ht man die Stelle des Schaltwerks nur um 1, aber auch
die rechts benachbarte um 1, verschiebt das Zihlwerk um eine Stelle
nach links, subtrahiert usw. Sollte einmal ein Rest so klein sein, dal
auch nach der Verlegung die Subtraktion unmdglich bleibt, so ist
nicht die rechts benuchbarte, sondern die zweite (eventuell dritte usw.)
Stelle des Schaltwerks um 1 zu erhbhen und das Zihlwerk um zwel
(drei usw.) Stellen nach links zu verlegen.

Wenn man sich die Uberzeugung verschafft hat, daB bei der hier
vorgeschriebenen Anordnung die erste Stelle des Schaltwerks nicht be-
setzt wird, so kann man statt mit der zweiten Stelle auch mit der
ersten beginnen, nm mehr Spielraum zu haben.

4. Man ibersieht leicht, daB im Schaltwerk zu dem anfangs ein-
gestellten b genau 2z, hinzugekommen ist (wo z, die gesuchte Wurzel
bedeutet), wenn man Sorge triigt, nach der letzten Subtraktmn noch
die Erhohung der Stelle des Schaltwerks um 1 vorzunehmen, so daf
also die Zahl im Schaltwerk nach Beendigung der Subtraktionen

b+ 22,
hetriigt. Im Zdhlwerk hingegen steht die Zahl
¢ — (xi + bxl);

im Quotienten endlich die gesuchte Wurzel x,. Die SchluBstellung
stimmt also mit der bei der Mehmkeschen Methode genau iiberein.

Bezcichnet man #? + bz — ¢ mit f(«), so steht also im Zihlwerk
— f(z,), im Schaltwerk b + 2z, — f'(#,); man kann daher durch Be-

flay)
@)

werk miglichst weit links einzustellen hat, nach der Newtonschen
Niherungsmethode einen verbesserten Wurzelwert

£l
)

rechnung des Quotienten — wobei man nur den Rest im Zihl-

z, —
erhalten.

9. Kine andere Verwendung der Zahl im Schaltwerk ist folgende:
Nennt man die zweite Wurzel der Gleichung =,, so ist bekanntlich

b=z, — 1,
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h
daher b4 2z, =z — xy;
man kann daher die zweite Wurzel 2, erhalten, indem man #, ins
Zihlwerk bringt und z;, — z, durch eine Kurbeldrehung davon sub-
trahiert.
6. Um die Anzahl der Kurbeldrehungen zu vermindern, bedient
man sich bekanntlich bei der Anwendung der Rechenmaschine gern der

negativen Ziffern 1 2 3 4 5 im Multiplikator oder Quotient (vgl. etwa
Enz d. math. Wiss. IF 8. 944, E. Selling, Hine neue Kechen-
maschine S. 15 und S. 48). Dieses Verfahren kann auch hier ange-
wendet werden; man hat an einer Stelle des Zahlwerks, die eine nega-
tive Wurzelziffer liefert, die sukzessiven Additionen von 1,2, 2, -...2,1
durchweg in Subtraktionen zu verwandeln.
7. Als Beispiel moge die Aufldsung der Gleichung
z% 4+ 11'1022 = 23495

bebandelt werden. Die Wurzel liegt zwischen 10 und 100, uud zwar
nahe bei 10, man stellt duher im Schaltwerk von links beginnend
11102 ein und erhoht die erste Ziffer auf 2. Der Gang der Rechnung
wird im folgenden veranschaulicht: die eingerahmten Zahlen beziehen
sich auf das Schaltwerk, die nicht eingerahmten auf das Zahlwerk, die
links beigesetzten Zahlen auf den Quotienten. Es wurde eine Maschine
mit 6 Stellen im Schaltwerk, 7 Stellen im Quotienten und 12 Stellen
im Zihlwerk vorausgesetzt. Die iiberziihligen Nullen sind zumeist weg-
gelassen,
0000000 234950000000
211020
1 0239300
312020
101 208098
314020
102 176696
316020
103 145094
318020

g

320020]
105 81290
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105

322020
106

o W= @
DN eO b
=l O 3]
=k} Nel
[S3 e ] <
=}

107 166860
325120
1071 134348
1072 101816
325520
1073 69264
325720
1074 36692
325920
1075 041000
10751 0839700
3 1
107511 513659
3 3
1075120 000001876160

526041]

Stellt man den Rest 187616 soweit als moglich links ein und
dividiert durch 326044, so findet man

515431,

:

N
o
]
=

SV
=
[we}
=

der genaue Wert der Wurzel ist somit
107512575431

Stellt man 107512 1m Zihlwerk ein und subtrahiert 326044, so
bekommt man die zweite Wurzel mit 6 Ziffern

000000107512

781468
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also — 21-8532, die folgenden Ziffern sind, wie leicht zu sehen, dieselben
wie bei der andern Wurze], somit ist der genaue Wert

— 21'8532575431.

Rechnet man mit negativen Ziffern, so ergibt sich folgendes Bild.
(Die Zeichen + — am Rahmen der Schaltwerkzahlen beziehen sich auf
die Operationen des Addierens und Subtrahierens, also entweder auf
die Stellung des Hebels fiir das Wendegetriebe oder auf den Sinn der
Kurbeldrehung).

0000000 234950000000
—1211020
1 023930

~[mziozg]

11 9918280

+[330020]
111 9951282
+(328020]
112 99840840
+[326920]
99873538
+[826720
1122 99906204
+[B26520]
99938856
+[326320]
99971488
+1326120]
0000410000
~[5z6030]

1 08397

—

[y
|

[aall]

Ju—y
—

DO
Qal

—

—
ol

]

p—t
—t

[Sg
(1

(@11

112
Der weitere Verlauf der Rechnung ist derselbe wie vorhin. Die
Wurzel erscheint in der Form
11-2512625431

oder

11-2513425431.
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8. Bisher waren b und ¢ stillschweigend als positiv vorausgesetat.
Ebenso war nur die Berechnung einer positiven Wurzel ins Auge ge-
faBt. Diese Beschriinkungen sind jedoch leicht aufzuheben.

Ist der Wert von ¢ negativ, so stellt man entweder im Zihlwerk
das arithmetische Komplement ein und trachtet links so viele Neuner
als moglich zu erhalten, oder man addiert statt zu subtrahieren und
umgekehrt. : :

Ist b negativ, so ist die Maschine anfiinglich auf Addition statt
auf Subtraktion zu stellen. Die sukzessiven ErhShungen der ersten
Differenzen erscheinen jetzt als Verminderungen des Wertes der Zahl
im Schaltwerk. Ist die Zahl im Schaltwerk durch diese Verminde-
rungen aufgezehrt, so tritt ein Zbichenwechsel ein (dabel wird der
Ziffernkomplex rechts von der zuletzt getinderten Stelle durch sein Kom-
plement ersetzt), gleichzeitig muBl daher die Maschine auf Subtraktion
gestellt und die im Quotienten entstandene positive Ziffer in die gleich
hohe negative verwandelt werden.

Sucht man endlich eine negative Wurzel, so zeigt die Substitution
z = —2, durch die die Gleichung in

z'P—bx' =c¢
iibergeht, daB die hierdurch bedingten Anderungen dieselben sind, wie
die im letzten Absatz angefiithrten.
9. SchlieBlich wiirde es keiner Schwierigkeit unterliegen, die
Methode auch noch auf die allgemeinere Gleichung
ar® + bz —c

auszudehnen; statt der sukzessiven Anderungen um 1,22 ...21
wiirden Anderungen um @, 2a, 24, - - - 2a, a einzutreten haben; indessen
wiire wohl, ausgenommen etwa bel den allereinfachsten Werten von g,
die vorherige Transformation auf die einfachere Form von z® 4 bz =¢
unbedingt angezeigt.

10. Wir wenden uns nun zur kubischen Gleichung, die wir in
der Form

2+ battex=d
voraussetzen. Nennt man die linke Seite ¢(z), so hat man
Adp(x) = Bha® + (20h + 3h*)x + ch + bR + P
ALo(x) =6~z + 2bh* + 6h?
ABp(z) = 6A%

Um daher die fiir quadratische Gleichungen gegebene Rechenvorschrift
dem Fall der kubischen Gleichung anzupassen, muB man beachten, daB
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A p(x) jetzt von z abhingig ist, also die Zahl im Schaltwerk um
wechselnde Betrige zu verindern ist.

Der Vorgang ist daher der folgende: Man ermittelt die deka-
dischen Einheiten, zwischen denen die Wurzel liegt:

100 Z 2 < 107+,

stellt im Schaltwerk in Abstinden von je n Stellen von links mach
rechts 1,5, ¢, ferner im Zahlwerk d ein und bringt das Zihlwerk in
eine solche Lage, daB die Einer von d wieder um » Stellen weiter
rechts sind als die von ¢. Alle Einstellungen geschehen soweit links
als moglich, doch muB fir die Stelle, wo 1 eingestellt wurde, die M&g-
lichkeit einer Vermehrung um 299 offen bleiben (weil A2 (z) dem Be-
trag 300.10%** nahekommen kann) und ebenso fiir die, wo b eingestellt
wurde, die Mdglichkeit einer Vermehrung um 195. Eine approximative
Kenntnis der Wurzel kann auch hier in manchen Fillen eine Milde-
rung dieser Vorschrift begriinden. Die so eingestellte Zahl wird von 4
subtrahiert, dann vermehrt man sie an der Stelle, wo 1 eingestellt
war, um 6, an der Stelle, wo b eingestellt war, um 2 und subtrahiert
wieder. Vorteilhafter aber ist es, diese VergroBerung sofort in eine
einzige Zahl zusammenzufassen (6.10" 4 2b an der zuletzt genannten
Stelle.) Die folgenden Vermehrungen erhilt man, indem man 6 durch
12, 18, 24 usw. ersetzt. Alle die so entstandenen Zahlen im Schalt-
werk werden sukzessive subtrahiert, bis dies nicht mehr mdglich ist;
im Quotienten ist dann dic erste Stelle der Wurzel erschienen.

11. Um das Verfahren beim ﬁbergang von einer Quotientenstelle
zu der folgenden zu ermitteln, machen wir folgende Uberlegung?): Es
sel @ der bereits gefundene Teil der Wurzel, der also, wenn wir die
nichste Stelle als Kinheit nehmen, mit 100 zu bezeichnen ist. Dann
waren die letzten Zahlen im Zihlwerk:

d-—-10%e — 2)* — 10 (e — 2)" — 10¢(e — 2)
d—10%e — 1) — 10% (¢ — 1)* — 10c(e — 1)
d— 1032 — 10%be? — 10¢e,
thnen entsprachen als erste Differenzen (Zuhlen im Schaltwerk):
3000e? — 9000« + 7000 + 200be — 3006 + 10¢
3000«? — 3000« + 1000 + 200ba — 100b + 10c¢,
als zweite Differenz (Vermehrung der Zahl im Schaltwerk):
6000« — 6000 4 200%.

1) Die hier behandelte Aufgabe gehdrt eigentlich der Interpolationsrechnung
an, vgl. etwa Enz. der math., Wiss. ID 3 Nr. 9, 8. 813,
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Die niichsten Zahlen im Zihlwerk sollen
d— (10e 4+ 1)* — 6(10e + 1) — ¢(10a + 1)
d— (10¢ + 2)* — (10« + 2)® — ¢(10a + 2)
werden, daher miissen zundchst
3000 + 30 + 1+ 20ba + b+ c
3000 + 90 + 7 4 20ba 4+ 3b 4+ ¢

ins Schaltwerk kommen. Man wird daher das Schaltwerk um eine Stelle
nach rechts (oder das Zihlwerk um eine Stelle nach links) verlegen
und die so entstandene Zahl im Zihlwerk

300¢? — 300 + 100 + 20be — 100 + ¢

durch Vermehrung um
330 — 99 4+ 115

auf die gewiinschte Hohe bringen. Der Ubergang zur niichsten Zahl
erfordert dann eine Erhdhung um

60e + 6 -+ 25,
der darauffolgende um

606 + 12 + 20,

1UswW.

Beachtet man, daf die auf die letzte wirklich ausgefiihrte Erhthung
der Schaltwerkszahl folgende Erhéhung

60000 + 2006 — 10600« + 20b)
betriige und daB
330c — 99 + 1156 = [}(600« + 20b) — 100] 4+ 1(60« + 2b) + 1

1st, so erhilt man folgende Regel. Beim I"Jbergang von einer Stelle
der Wurzel zur nichsten verlege man das Zihlwerk um eine Stelle
nach links, bilde noch die nichste Erhéhung der Schaltwerkszahl, fiige
aber nur die um 1 verminderte Hilfte dieser ErhGhung, dafiir aber
an der nichsten Stelle nach rechts ebenfalls die (unverminderte) Hilfte
und an der zweitniichsten Stelle 1 hinzu; die folgende Erhthung erhilt
man aus der vorhin gebildeten, aber nicht als solche verwendeten Er-
héhung durch Vermehrung um 6 an der niichsten Stelle rechts, usw.

Sollte die so gebildete Zahl im Schaltwerk grofler sein als die im
Zishlwerk, so ist dieses abermals nach links zu verlegen und die ange-
gebene Vermehrung an Stellen im gegenseitigen Abstande 2 vorzu-
nehmen, usw ; in der Wurzel erscheint dann eine Null.

12. Das in Nr. 10 und 11 beschriebene Verfuhren wird solange
fortgesetat, bis alle Stellen des Schaltwerkes verwendet sind. Da bel
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jeder Stelle der Wurzel um zwei Stellen im Schaltwerk weitergegangen
wird, 8o erhilt man auf diese Weise halb so viele Wurzelstellen, als
die Stellenzahl der Maschine betrigt.

Die Wurzel z, bildet sich im Quotienten der Rechenmaschine.
Bildet man nach AbschluB des Verfahrens noch die nichstfolgende
Erhohung und fiigt die um 1 verminderte Hilfte dieser Erhhung im
Schaltwerk hinzu, so betriigt diese Xrhohung 6z, + 2b, da zu dem
Ausgangswert 2b noch fiir jede dekadische Einheit der Wurzel eine
Hinzufiignng von 6 an der entsprechenden Stelle stattgefunden hat, die
Zahl im Schaltwerk aber ist 32? 4 2bz; 4 ¢, wic man am einfachsten
erkennt, wenn man die Einfliisse der beiden Summanden in den sukzes-
siven Erhthuogen trennt. Zu dem urspriinglich eingestellten ¢ hat der
unverdnderliche Summand 26 den Betrag 2bx,, der andere, verinder-
liche, aber den Betrag

(1+6+12+.--4+6a—1+3c—1)10" +
+(30a+14600+6+60c+12+4 -+ 60+65—1430a+33—1)1022-1
- = [65% + Ba] 10" 4 [600f + L T I

— 3621027 4 (60af + 847107t 4 - .. — 32t

geliefert, wenn

z, =o-10" + 3. 1071 4+ - ..
gesetzt wird.
Setzen wir 2+ bat + ez — d — (@),
32+ 20z + ¢ =[f(z),
6z, + 2b = f"(z,).

13. Die so erhaltenen Werte lassen sich auf verschiedene Art ver-
wenden. Zuniichst kann man nach der Newtonschen Niherungs-
methode durch Division des gebliebenen Restes durch f'(z;) einige
weitere Stellen der Wurzel finden. Xine Verlegung des Restes wird
hier zumeist unnétig sein, da der Quotient ohnedies erst zur Hilfte
ausgeniitzt ist.

Ferner kann man mit leichter Miihe die Gleichung

@ D=2+ o f (@) 7 4+ () =0
2 + %f”(xl)z = - f’(xl)

bilden, ja die rechte Seite — f'(x,) durch eine Kurbeldrehung sofort ins
Zihlwerk bringen. Die Wurzeln dieser (ileichung sind offenbar

80 ist

oder

Zy, — 2, und 2, — 2,
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 1. 5
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66 Methode zur Auflésung quadr. u. kub. Gleichungen mit der Rechenmaschine.

wenn Z,, ¥, die beiden {ibrigen Wurzeln der gegebenen kubischen
Gleichung sind. .

Man kann aber auch leicht die Gleichung erhalten, die x, und z;
selbst zu Wurzeln hat. Sie lautet bekanntlich

22+ (b +a)x + (¢ + bz, + 22)=0.

Ihre Koeffizienten bekommt man auf folgende Weise. Man vermindert
1f"(x) einmal um z,, erhilt b+ 2z,, dann poch einmal um z,; dies gibs
b+ z,.

Dann multipliziert man das vorhin gefundene Zwischenresultat b + 2z,

mit x, und zieht es von f(z,) ab, dies gibt
e+ bx, + 2%

Diese Subtraktion kann auf der Maschine ausgefithrt werden, indem
man (wie vorhin) — f'(z) ins Zihlwerk bringt, b 4+ 2z, im Schaltwerk
einstellt und (b 4 2x,)z, addiert. Andert man schlieBlich noch die
Zahl im Schaltwerk in b+ z, um, 80 kann man mif der Auflésung
der quadratischen Gleichung sofort beginnen.

Fiir den Fall, daB die Wurzcl nach dem Newtonschen Verfahren
auf eine griBere Anzahl von Stellen berechnet wurde, sind noch Korrek-
turen anzubringen:

i@t &) =3 (@) + 3¢, et o) =F (@) + (37 (@) + 31 (2) + 3¢]
bt (@ +e)=3f"(x)te ctblm+eo+(m+ef=
=f(x)— b+ 2z)e+ (b+ 22, + &)e.

All dies kann ohneweiters auf der Maschine gerechnet werden
(vgl. das Beispiel in Nr. 17).

14. Hat man eine zweite Maschine zur Verfiigung (die tbrigens im
allgemeinen nicht so viel Stellen zu haben braucht, wie die erste), so
kann man sie zur Berechnung der im Schaltwerk der ersten Maschine
sukzessive einzustellenden Zahlen verwenden. Am bequemsten ist
folgende Methode. Ist etwa wieder

=100 1071 4 -,

8o stellt man im Zihlwerk der zweiten Maschine ¢, im Schaltwerk ¥
ein, vermehrt um 1, addiert, vermehrt um 2, addiert zweimal, vermehrt
um 3, addiert zweimal, vermehrt wieder um 3, addiert zweimal, usw.,
bis man (2¢--1)-mal addicrt hat, dann vermehrt man noch um 2 und
addiert einmal. Jetzt verlegt man das Zihlwerk um eine Stelle nach
links, vermehrt die Zahl im Schaltwerk noch um 1 und zugleich an
der n#ichsten Stelle rechis ebenfalls um 1, addiert, vermehrt um 2,
addiert zweimal, vermehrt um 3, addiert zweimal usw.
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Von LoreAr vox ScHrRUTEA. | 67

Die Anzahl der Kurbeldrehungen ist freilich die doppelte Quer-
summe der Wurzel, aber die Zahl im Schaltwerk braucht immer nur
um kleine Betriige gefindert zu werden. ErhSht man nach der letzten
Addition die Zahl im Schaltwerk um 1, so betréigt sie gerade 3z, + b,
im Quotienten wiirde sich, wenn darin (was leider selten der Fall ist)
eine Zehneriibertragung stattfinde, 2, bilden. Im Zihlwerk endlich
hat sich 3% + 2bz, + ¢ gebildet.

Man erkennt, daB man hier sofort die Auflésung der quadratischen

Gl ] h e Id
elehing 24 11" (z)e 4 (@) = 0

anschliefen kann. Kbenso kann man die Nr. 13 angegebene Umrech-
nung sofort ausfiihren.

Indessen 148t sich die hier auseinandergesetzte Rechenmethode auch
anwenden, wenn man (was wohl die Regel sein wird) nur eine Rechen-
maschine verwenden kann. Bei einiger Gewandtheit im Kopfrechnen
wird man, besonders dann, wenn b nicht allzuviele Ziffern hat, alle
notwendigen Operationen ausfithren kdnnen, ohne eine einzige Ziffer
zu schreiben. Insbesondere der Fall einer reduzierten kubischen Glei-
chung bietet dicsen Vorteil.

Die Verinderung der Zahl im Schaltwerk geschieht am bequemsten
und sichersten von links nach rechts.

Es braucht wohl kaum darauf hingewiesen zu werden, daB das
hier auseinandergesetzte Verfahren die systematische Berechnung des
Wertes einer gewissen ganzen Funktion dritten Grades fiir ein sich im
Laufe der Rechnung erst bildendes Argument darstellt; es ist aber
ebensosehr geeiguet, diese Berechnung fiir einen a priori gegebenen
Wert des Argumentes zu leisten; in diesem (praktisch allerdings
minder wichtigen) Falle kann man die Aufgaben, die vorhin einer
zweiten Maschine zugewiesen wurden, auch vor den iibrigen Operationen
auf derselben Maschine wie diese selbst ausfiihren, mufl aber die hierbei
erhaltenen Hilfsresultate zu Papier bringen.

15, Will man mit negativen Ziffern operieren, so zeigt der Anblick
der Formeln fir 4%/(z) und 4°f(z) (Nr. 10), dall man, abgesehen von
der Umstellung der Maschine auf Addition, die Vermehrungen der
Zahlen im Schaltwerk in Verminderungen zu verwandeln hat und die
Betrage dieser Verminderungen bei jedem Schritte nicht um 6 grifier,
sondern um 6 klciner werden miissen. Was dic Ubergangsstellen be-
trifft, so liefert die sehr einfache Umformung der in Nr. 11 gegebenen
Formeln das Resultat, dall von den beiden Veriinderungen der Schalt-
werkszahl um die halbe nichste Irhohung (oder Erniedrigung) sich
dem Sinn nach die erste nach der vorhergehenden, die zweite

5*
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86 Methode zur Auflisung quadr. u. kub. Gleichungen mit der Rechenmaschine.

nach der folgenden Ziffer (oder, was auf dasselbe hinauskommt,
normalen Verinderung) richtet, wihrend die Verminderung und Ver-
mehrung um 1 in jedem Falle in der gleichen Weise erfolgt.

16. Wenn einer oder mehrere der Koeffizienten b, ¢, d negativ sind,
so bereitet dies nach dem in Nr. 8 Gesagten keine Schwierigkeiten.
Die Aufsuchung negativer Wurzeln kann auf die positiver zurtickgefithrt
werden, indem man b und d mit dem entgegengesetzten Vorzeichen nimmt.

Die allgemeinere Gleichung

ar’? 4+ b2+ cx=d

lieBe sich nach derselben Methode behandeln, indem man die Vermeh-
rungen um 1, 6,12, - .- durch solche um a, 6a, 12q, - - - ersetzt.
17. Als Beispiel moge die Gleichung
z®— T8z — 641962 = 702556

behandelt werden. Sie hat drei reelle Wurzeln, eine zwischen 10 und
100, eine zwischen — 01 und — 1 und eine zwischen — 1 und — 10.
Um die positive Wurzel zu bestimmen, ist im Zihlwerk 64196 4 780
— 1000 = 42196 einzustellen und anfangs zu addieren. Die erste Ver-
mehrung ist — 1560 + 6000 = 4440; da sie zu groB ist, so ist zur
nichsten Stelle tberzugehen; die Vermehrung ist 1220 4 222 + 1. Sie
bringt einen Zeichenwechsel der Zahl im Schaltwerk hervor. Es ist
daher auch der Quotient hier umzustellen. Die folgende Ziffer wurde
zu groB genommen, die dritte 18t daher negutiv.

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in Nr. 7. Die im Kopf zu
addierenden zweiten Differenzen sind neben die Schaltwerkszahlen gesetzt.

0000000 000702556000
+[{042196

1 042898556
145200  —[103004]

11 32598156
504 —(153404

12 17257756

13 996277356
2709 +1236894

131 998646296
—618 +(230714

132 000953436000
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Yon Lorasr vox ScERUTKA. 69

Die nichste Verminderung wire 6120; wir vermindern also die
Schaltwerkszahl um 3060 4+ 10 auf 227644 und dividieren in derselben
Stellung weiter:

132 000953436000
—1227644
1321 725792
1322 498148
1323 270504
13924 : 0428600
f1227644|
139241 200956
13242 99999733120
+1227644
132421 99999960764
132422 000001884080

Die Wurzel ist somit

132421 — 12:8419 — z,.
Man hat ferner
f(12:8) — 227644; 1f”(12:8) = 30'6.

Man 16sche nun im Zihlwerk und im Quotienten aus, addiere
227644, das noch im Schaltwerk steht, und bringe 306000 ins Schalt-
werk. Jetzt subtrahicre man 306 - 419 an der 7. Stelle des Zshlwerks,
dies ergibt 228926140000, darauf vermehre man 306 um 419 -3 = 1257
auf 307257 und subtrahiere diese Zahl 419mal an der 10. Stelle des
Zihlwerks; man erhilt 230213546830 und die Maschine ist zur Auf-
lésung der Gleichung

2% + 3072b7z — — 23021354683,
deren Wurzeln z, — z, und 2, — z, sind, vorbereitet. Man findet
z, — x = — 129538, x, = — 0-1119;
Ty — 2y = — 177719, =z, = — 49300.
Um die Gleichung fiir z, und #, selbst zu erhalten, bilde man der

Reihe nach
117(12:8) — 128 = 17-8

1£7(12:8) — 12:8 + 00419 — 17-8419
1£7(12:8) — 128 + 00419 — 12'8 — 50419
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70 Uber trimetrische Liniennetze,

im Schaltwerk und subtrahiere von der Zahl 227-644 im Zihlwerk
17-8.12-8; dies gibt 999-804(=—0196); dann addiere man 17-8419-0-0419

d erhilt
und eraa 0-55157561.
Hiermit ist die Auflosung der Gleichung
x? 4 504192 = — 0'HH15TH61

vorbereitet; man findet:

z, = — 01118,
zy — — 49300.
Die direkte Rechnung ergibe genauere Werte: z, — — 0-110953,

3 = 493096.

Es mége schlieBlich noch darauf hingewiesen werden, daf, wie dies
im Gebiet des numerischen Rechnens wohl die Regel ist, d1e Anwen-
dung der Methode viel einfacher ist als ihre theoretische Auseinander-
setzung; der geringe Umfang des hier vorgefithrten Beispiels, trotz der
Ausfithrlichkeit des hegleitenden Textes, 1iBt dies bereits deutlich er-
kennen.

Uber trimetrische Liniennetze.

Von Dr. ARTHUR SCHULTZE,

2. 0. Professor an der Universitiit in New-York.

Zum Zeichnen in sogenannter isometrischer Projektion') bedient
man sich hiufig eines Liniennetzes, das aus drei Scharen gleich-
abstehender Parallelen besteht, die sich unter Winkeln von 60°
schneiden. Fine groBe Anzahl isometrischer Projektionen gestalten
gich dann sehr einfach?®), nur haben die Bilder naturgemiB die Nach-
teile, die dem isometrischen Zeichnen im allgemeinen anhaften, wie
das Auftreten storender Symmetrien, das Decken gewisser Punkte

Fig. L und Kanten usw.

1) Konstruiert man die Orthogonalprojektion
eines Wiirfels, so werden die Projektionen der von
einer Ecke auslaufenden 3 Kanten entweder simt-
lich gleich, oder nur zwei werden gleich, oder alle
drei werden ungleich. Man bezeichnet die so ent-
stehenden Projektionen beziiglich als isometrische,
dimetrische und trimetrische.

2) Dies zeigt z.B. die nebenstehende isometrische
Projektion eines Wiirfels.
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Von ArtrHUR ScHULTZE, 71

Liniensysteme, die trimetrische Projektionen ermdglichen, und die
diese Nachteile nicht besitzen, hann man auf folgende Weise erhalten.

Denkt man sich den Raum vollstindig mit aneinanderstoBenden
Wiirfeln gefiillt, so wiirden die Projektionen aller Kanten auf eine
Ebene offenbar ein solches System von Linien darstellen. Es ist aber
einlenchtend, daB ein unendlicher Ausblick in dieses Wiirfelsystem auf
ein endliches Stiick einer Ebene projiziert, im Yig 1.
allgemeinen unendlich viele Linien erzeugen

te}
wiirde, und pur die speziellen Fille in denen @

sich die Kanten, regelmiBig wiederkehrend, mit E 4

anderen Kanten decken, konnen zur Konstruktion :'

verwendet werden. | £
Um die Bedingungen, unter denen dies ein- §D ‘ ’

tritt, zu untersuchen, konstruiere man 4 BCD, LR

die orthogonale Projektion eines Wiirfels, und 1

verlingere die Kante C D bis zunt Durchschnitt I/
mit A B. Sollen die vertikalen Kanten sich in zyklischer Wiederkehr

decken, so muB C’% eine rationale Zahl sein, und in #hnlicher Weise folgt

aus der Deckung der horizontalen Kanten, daf gﬁ eine rationale Zahl

seln muB.

Sind nun m und % zwei rationale Zahlen, wo indessen aus prak-

tischen Riicksichten nur kleine ganze Zahlen in Betracht kommen, so
haber wir die Bedingungen:

AB—=n-EB
CE=m-CD

Betrachtet man alle Linien der Figur als Vektoren von der Form

a+b)Y —1 und setzt AB—=g, BC =y, CD =g, so folgt, daB
EB+BC+CE=0 ‘ Fig. 3.

oder

0 %+y+mz=0.

Nach einem bekannten Satze von GauB stehen
die orthogonalen Projektionen z, y, # der Kanten
irgend eines Wiirfels in der Beziehung:

@ '+ + 22 = 0.

Setzt man z =1, und 15st die Gleichungen (1) und (2), so er-
gibt sich:

y=:;,’(‘+ i— (1_*_”1:)} +7’/ +1
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72 Uber trimetrische Liniennetze. Von Arrayr ScrULTZE.

Ist CH das von C auf AB gefillte Lot, so folgt:

1
BH = 17(1 -+ mi)_
, mYmEnid et
HC ="~ n(l Fmd

Wiahlt man daher fiir AB eine beliebige Einheit, so ist dic Lage
von C bestimmt, und da m und » bestimmte Zahlen sind, so ergibt
sich leicht CD, die Projektion

e der dritben Kante, und folglich das
2 /4// /ﬁ—mz o vollstindige trimetrische Linien-
| /7‘/_ o /‘;7)/ ; ﬂﬁ7 netz.
Ed ; |1 T/)z_/_l_ K/ / \S Untersucht man die verschie-
P ps ™ SfrZi-sy denen Fille, die durch Substi-
| r | - 71/ tuierung bestimmter Zahlen fiir
j;7'4j %AAQ o | m und n entstehen, so fiihrt der
Q/// /V/J// Fall m =1, n =1 offenbar zur
T~ - e | isometrischen Projektion. Die An-
/// B /}//{ ///7 nahme m=1, n > 1 und m > 1,
j/ ol allp 1] »—1 ergeben dimetrische Pro-
A7 L - T 71 jektionen, das heiBt solche, bel
%_74~7<:J;4 r ﬂ// denen 2 Kanten eines projizierten
1 T LA ﬂ TFT 37 Wiirfels gleich werden. Derartige
A » dn=g - 1T |1 Projektionen erweisen sich in-
L _ﬁrﬁ;?lé;*—'4~7<£7 dessen, wegen der dabei auftreten-
o = Ps d /F// den Symmetrien als wenig geeignet
At oty 7] | fiir praktische Zwecke.
d P Z 1 L4 ///L// 7] Die einfachsten trimetrischen
Fe L] L L d Projektionen, d. h. solche bei denen
/t/* /1 T | L] 7J |1 7] die Projektionen der drei anstofen-

den Kanten eines Wiirfels un-
gleiche Linge haben, erhélt man durch die Annahmen m =2, »—2 und
m = 3, n =2, obgleich auch einige groBere Werte brauchbare Resul-
tate liefern. Die sich ergebenden Werte sind:

m n BH HC
2 2 Yo 1/10 Vﬁ oder angendhert 'Y,
3 2 1/12 5/20 V4——1 ” s 24/25_

Die beiden letzten Figuren zeigen die sich ergebenden Liniennetze
und die Projektionen einiger bekannter Korper. Der eingezeichnete
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Wiirfel (W) erkliirt die Bedeutung der Linien. Mit Hilfe eines der-
artigen Liniennetzes kann man trimetrische Projektionen in derselben
einfachen Weise konstruleren, wie isometrische.

Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

Von G. MarTAUSCH In Berlin.

Bei der Berechnung elektrischer Leitungsnetze bictet die Ermittelung
der sogenannten wahren Stromverteilung noch immer nicht zu unter-
schitzende Schwierigkeiten, und es ist daher wohl angebracht, ein Ver-
fahren ausfindig zu machen, das mittels einfacher Operationen das
Problem der Ermittelung der Stromverteilung zu lésen vermag, und
eine moglichst iibersichtliche, leicht nachzuprifende Rechnung ergibt.
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4 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

Die gebriuchlichsten und am meisten zur Anwendung kommenden
Methoden sind:

die Schnittmethode von Herzog und Stark,
die Spannungsmethode von Coltri,

die Methode von Teichmiiller,

die Verlegungsmethode von Friek, und

die Transfiguration nach Kenelly.

Es steht jedoch nicht fest, welche von den genannten Berechnungs-
arten den Vorzug verdient.

Es soll daher untersucht werden, auf welcher Grundlage und von
welchem Gesichtspunkte aus diese Methoden zu vergleichen und zu
verallgemeinern sind, auch soll versucht werden, alle Methoden in ge-
eigneter Weise zu verbinden, oder es so einzurichten, daB man mit
einer anderen Methode weiterrechnen kann, wenn die zuerst begonnene
nicht zum Ziele filhren sollte.

Liegt beispielsweise das im Leitungsplan (Fig. 1) dargestellte Netz
zur Berechnung vor, so ist der Gang der Rechnung zur Bestimmung
der Stromverteilung etwa folgender:

1. man superponiert Speisepunkte iiber die Knotenpunkte und er-
mittelt hierfiir die Stromverteilung, die mit Stromverteilung I be-
zeichnet werden soll;

2. man denkt sich das Netz nur in den Knotenpunkten und zwar
mit den unter 1. gefundenen Stromen belastet, diese Stromverteilung
soll Stromverteilung II heiBen;

3. man superponiert Stromverteilung I iiber Stromverteilung II, in-
dem man die algebraische Summe der unter 1. und 2. gefundenen
Strome bildet bzw. die Stromverteilung I von der Stromverteilung
IT subtrahiert, man erhilt dann durch die Superposition dieser
beiden Stromverteilungen dic Wahre Stromverteilung des Netzes.

Zur Bestimmung der Stromverteilung I benutzt man am besten
die Schnittmethode von Herzog und Stark.
Dieselbe soll kurz wiederholt werden.

Alle Knotenpunkte sind jetzt als Speisepunkte gedacht, sodaB dem
Netz auBer durch die Speisepunkte anch durch die Knotenpunkte Strom
zugefiihrt wird. Die Stromverteilung eines solchen von zwei Seiten aus
gespeisten Stranges liBt sich mit Hilfe der Strommomente d. i der
Produkte aus Belastungsstrom mal Leitungsléinge: o/ - [ leicht ermitteln.

Fig. 2 stelle einen Leitungsstrang dar, der in den Punkten a und b
mit Strom versehen wird.
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Von G. MarTausch.

Nach den Kirchhoffschen Regeln oder dem zweiten Kirchhoff-

schen Satze ist alsdann:

g1
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Leitungsplan, 100

gleichen Querschnitt aller Leitungsstiicke vorausgesetzt, sodaB die Wider-
stiinde proportional den Leitungslingen sind.

Ja

Fig. 2.
— L —
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76 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsunetzen.

Da ich bei der Ermittlung der Stromzufiihrungen nach der Schnitt-
methode von Herzog und Stark?) durch die Gesamtlinge zu dividieren
habe, kann ich mit einfachen Entfernungen, wie sie im Leitungsplan
(Fig. 1) eingeschrieben sind, statt mit Leitungslingen (doppelten Ent-
fernungen) rechnen.

Die Belastungen sind im Leitungsplan durch Glihlampen zu 16 IX
ausgedriickt; ich will daher bei Bestimmung der Strommomente mit
(lihlampen statt mit Ampére rechnen, erst bei Bestimmung der einzelnen
Stromzufiihrungen soll die Umrechnung auf Ampére stattfinden.

Wihle ich eine Betriebsspannung von 220 Volt, so bendtigt eine
16 IK-Koblenfadenlampe mit einem MKnergiebedarf von rund 55 Watt
bei dieser Spannung einen Strom von

Watt 55
J = vt = gz — 25 Amp.

Die durch Glithlampen ausgedriickten Stromzufiihrungen sind dem-
nach mit 0,25 bei Umrechnung auf Ampere zu multiplizieren.

Nach dieser Methode ergeben die einzelnen Leitungen folgende
Stromzuftihrungen:

Ia =1,
— 1480 —
L L 180 150 250 150 500 300 @
Y v ¥ ¥ v ¥ A
/@Y 50 50 50 15 130 430245 s
729 * %\

XJ = 186,56 Amp.
50. 130 = 6500
B0 . 280 = 14000
50 . 530 — 26000
15 - 680 = 10200
150 - 1180 = 177000

=7 =315 234200 — 2(J - 1)
Ty =T - B0 _ 158 Gliblampen
+430

b88 Glﬁhlampen
Ji — ZJ — J,— 315 — 158 = 157 Gliihlampen
J, =588 - 0,25 = 147,0 Ampere '
Jr = 157 . 0,25 = 39,5 Ampere.

1) Herzog und Stark: ,Uber die Strowverteilung in Leitungsnetzen® E.T.Z.
1890, Heft 33, und Herzog urd Feldmann: , Die Berechnung elektrischer
Leitungsnetze in Theorie und Praxis®, Springer, Berlin 1903, S. 252 u. ff.
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Von G. Marrausch. K

Man bildet also immer die Summen der Strommomente: X(J - 1)
und erhilt durch Division mit der Gesamtlinge: »vz—l) die eine Strom-

mfiilirung. Die andere Stromzufithrung erhiilt man durch Subtraktion
von XJ weniger der zuerst berechneten Stromzufiihrung: XJ — o).

Damit ist die Stromverteilung 1 festgelegt. Sie ist in Fig. 3 dar-
gestellt.

Wir kommen nun zu Stromverteilung IL

Sie wird bestimmt unter der Annahme, daf nur die Knotenpunkte
a, b, ¢ usw. belastet seien und zwar mit den durch Stromverteilung I
gefundenen Strémen ia, ib, 7¢ usf.

Fig. 3.

J, =75

Stromverteilung I

Bei Ermittelung der Stromverteilung T haben wir dem Netz Strome
rugefiihrt, die ithm in Wirklichkeit nicht zuflieBen; um diese Stréme
zu eliminieren, belasten wir zur Bestimmung der Stromverteilung II
das Netz ausschliefilich mit denselben und zwar in den entsprechenden
Knotenpunkten, wie dies Fig. 4 darstellt.

Zur Bestimmung dieser Stromverteilung bilde ich das Netz auf
die in Fig. 5 dargestellte Gestalt um, indem ich folgende Erwigungen
anstelle:

Speisepunkt 1 und IV kann ich als Punkte gleichen Potentials
zusammenlegen, da ich die Annahme mache, daB von der Zentrale aus
suf konstante Spannung der Speisepunkte reguliert wird, ebenso Speise-
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78 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

punkt III, da zwischen den Spreisepunkten III und IV nur der Knoten-
punkt e liegt, sodaB die Speisepunkte I, III und IV einen einzigen

a Fig. 4,

Das nur in den Knotenpunkten belastete Netz.

Speiscpunkt bil-
den.

Die Leitungen
l,s und l, kann
ich, da sie beide
zu einem Speise-
punkt fiihren, als
parallel geschal-
tete Widerstinde
zusammenfassen
durch
ihren kombinier-
ten Widerstand
ersetzen oder, da
ich gleichen Quer-
schnitt fiir alle

und sie

Leitungen voraussetze, und somit die Widerstinde proportional ihren
Lingen sind, Kombinationslingen nach der Verlegungs- oder Reduktions-

Fig. 5.
I riv
(=3

Ir

Reduziertes Netz. I. Transfiguration.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

b= 875 Leitungen fallt der Knotenpunkt

methode von Frick?) bilden,
ebenso konnen die Leitungen [,
und /,; und die Lertungen /, und /;
und die durch Kombination von
{, und I; entstandene Leitung
mit Leitung /, durch kombinierte
Widerstinde bzw. Kombinations-
lingen ersetzt werden, da ihre
Knotenpunkte g und [ baw. a
und b direkt mit einem Speise-
punkt in Verbindung stehen.
Durch die Kombinierung dieser

@ mit b, und der Knotenpunkt
{ mit ¢ zusammen, ich erhalte
die Knotenpunkte ab und fyg.

1) Frick: Zeitschrift fiir Flektro-
technik, Wien 1894, 8. 265, und
Herzog und-Feldmann: ,,Die Be-
rechnung elektrischer Leitungsnetze®,
Springer, Berlin 1903, S. 240 u. ff.



Von G. Marrauscs. 79

Die Leitung I, scheidet aus und fillt bei der weiteren Berechnung weg, da
sie von beiden Seiten aus gespeist wird, die Stromverteilung I ist daher
auch gleichzeitig die Wahre Stromverteilung fiir dieses Leitungsstick,

Das Netz mit 4 Speisepunkten und 8 Knotenpunkten ist jetzt aunf
ein Netz mit 2 Speisepunkten und 6 Knotenpunkten reduziert und ver-
einfacht worden. Die Kombinationslingen berechnen sich, wie folgt:

L= = e =
l,— ’zfli%; — 180250 _ 236
I, — l’s+1lL — 1800 221

Ich muB jetzt die Strome J, und J, nach b resp. g verlegen, und
zwar geschieht dies am besten nach der Methode von Frick. Dieselbe
soll kurz erklirt werden.

Fig. 6 stelle eine Leitung dar mit konstantem Querschuitt, die
durch die Speisepunkte S, und S, mit Strom versehen wird.

Inazweige ¥ig. 6,
der Strom i, 8, 4 a I, s Z S
in b der Strom Jy l v J;
i, ab ’ ) . &
b * 1a %
Durch die o
. Leitung mit konstantem Querschnitt.
hierdurch be- "

dingte Stromverteilung wird im Punkte b ein ganz bestimmter Spannungs-
abfall 4L, auftreten.

Um nun die Stromverteilung zu finden, verlegen wir den in a ab-
gezweigten Strom ¢, mit nach & d. h. wir nehmen in b, abgesehen von
dem bereits vorhandenen Abzweigstrom 4, noch den Strom

I

- .1
=t

ab., Hierdurch indert sich die Summe der Strommomente bis zum
Punkte b von S, aus gerechnet nicht, denn es ist:

] . ) .
(Za A + "a)(l1 + ) = bt b+ + ).

Infolgedessen behdlt der Strom oJ; seine GréBe bei, ganz gleich, ob
in a der Strom 4, oder in b der Strom i, abzweigt, und der Spannungs-
verlust im Punkte b bleibt derselbe.
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80 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

Fig. 7 zeigt die Verlegung des Stromes ¢, nach b.

Yab + b = ']b
J, bezeichnet man als den reduzierten Belastungsstrom.
Fig. 7. Die Zufiihrung des Stro-
Ll . . .
8, (1) b L 5 mtfs J, ver'tellt sich auf die
8 ¢ beiden Leitungen (I, + 1)
A und [, und zwar, da wir
Verlegung des Stromes 7, nach 6.

konstanten Querschnitt an-
nahmen, proportional ihren Léngen.
Es ist somit:

— Ll
:]é—:];).ll-*tll‘*ils
und der von S, nach b flieBende Summenstrom:
2
S gy g, =

Fiir die wahren Leitungsstrome o/, und oJ; folgt dann:
Jy = 8y — 1y = Jy— Iy — 1y,
Jy =8~ tgpt i, =d,— Iy — 1+ 1,
Die Verlegung der Strome ¢, und 7, vollzieht sich somit nach
der Frickschen Methode folgendermalen:
. A 236
=l 182,0 - 515 = 61,0 Amp.
Da durch die Verlegung des Stromes 4, nach b die Knoten-

punkte @ und b zusammenfallen, wird die Knotenpunktsbelastung im
Punkte ab:

Zab

J,,—i,,+ i,= 610 + 90,5 — 151,0 Amp.

Die Verlegung des Stromes ¢, nach g ergibt:

221

80 - 17 = 16,0 Amp.

G, =g, — T
10Tl
Es wird alsdann, da die Knotenpunkte f und g zusammenfallen,

die Belastung im Punkte fg:
Sy =1, 4+ t, =16 + 60 = 76,0 Amp.

Das Netz hat alsdann folgende in Fig. 5 eingetragenen Knoten-

punktsbelastungen: J., — 151,0 Amp.
'Tc o 89)5 »”
J,=18356
J, = 165 ,
J,= 160 ,
= 51H

Bl

7 »
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werden.

Von G. MarravscH. 81

Jis konnen nunmehr folgende Transfigurationen vorgenommen

Das Dreieck ad, ¢, d kann ich nach Kenelly?) in einen widerstands-
treuen Stern umbilden (I. Transfiguration).
Die Sternwiderstandslingen berechnen sich zu:

_ lLly  500-840
B T e — 0
_ Ll 500-350
b= L, Fi, 1.~ 1630 103,
-, 840350
ly Tl 1680 174.

Nach dieser 1. Transfiguration erhilt das Netz die in Fig. 8 dar-

gestellte (estalt.

Ich erhalte ein
Viereck mit den End-
punkten fg, ab, 9, d,
welches ich 1in ein
Dreieck umbilde, und
dieses Dreleck trans-
figuriere ich wieder-
vm nach Kenelly
in einen widerstands-
treuen Stern.

Die Umbildung
des genannten Vier-
ecks in ein Dreieck
(II. Transfiguration)
vollzieht sich folgen-
dermafien ¥):

Ieh verlege die
Belastung in d nach
fg und dem Stern-
punkt J.

Der Belastungs-
strom vertellt sich

ILriv Fig. 8.
O

II II. Transfiguration.

auf die beiden Knotenpunkte fg und d proportional den Leitfihigkeiten,

oder da die Leitungen alle gleichen Querschnitt haben, umgekehrt ihren

1) Kenelly: ,,On the predetermination of the regulation in alternating
current transformers*, Electr. World and Engineer 1899, S. 343, und Herzog und
Feldmann: ,Die Berechnung usw.”, 1903, S. 205-—216 und §. 264—277.

2) Herzog und Feldmann: ,Die Berechnung usw.* 8. 272 u. ff,

Zeitachrift f, Mathematik u. Physik, 59, Band. 1911. Heft 1. [+
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89 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.
Liéngen, da die Leitungslinge in der Formel fiir die Leitfahigkeit

_.q : J :
( aal 9) im Nenner auftritt.

Demnach

Daraus ergibt sich die auf J fallende Stromkomponente zu:

by - 530
Jd(f = Jd - 71;4‘7), = 18370 . m = 140,0 Amp.

Die auf fg fallende Komponente ist alsdann:
J,—f9g=4dJ,—J,;; =186, — 140 = 46,5 Amp.

Punkt 4 fillt weg, ich erhalte als nunmehrige Knotenpunkts-
belastungen in fy und o:

Jfgz 46,0 4- 76 = 1225 Amp.
und

Jy = J,5 = 140,0 Amp.
Nach dieser Verlegung der Strome wird die Leitung d — fg und
die Leitung d — 0 in Serie geschaltet, ich erhalte die Leitung
fg— ¢ =530+ 175 = 705
und die Leitung
II — 6 =13=250 4 175 = 425.
Dadurch ist das Viereck in ein Dreieck widerstandstreu umgebildet.

Jetzt kann dieses Dreieck: (g, 8, ab durch den widerstandstreuen Stern:
& [g, 90, ab ersetzt werden (IIL Transfiguration).

Die Sternwiderstandslingen berechnen sich wiederum, wie frither:

. 390250

«= 1315 = 1%
. 250708
b= "3 =131,
. 890-705
g= T =204,

Nach dieser dritten und letzten Transfiguration erhilt das Nete
die in Fig. 9 dargestellte Form.

Weitere Transfigurationen lassen sich jetzt nicht mehr vornehmen.

Es kann nun zur Bestimmung der Stromverteilung II geschritten
werden unter der Annahme, daB die Knotenpunkte allein belastet sind.

Durch die mehrfache Transfigurierung des Netzes und die Ver-
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Yon G. Marravsch. 83

Fig. 9.

I1riIv
@

S
ir
ITI. Transfiguration.
legung der Strome ergeben sich folgende endgiiltige Knotenpunkts-
belastungen (Fig. 9):

o — 151,0 Amp.
J,— 895
J, = 1400
J = 155
J,, —1225
J,= 515
J = 00

Diese Stromverteilung II kann jetzt nach der Spannungsmethode von
poltril) oder nach der Methode von Teichmiiller?!) ermittelt werden

1) Coltri: E. T. Z., 1893, 8. 10, und Teichmiiller: E. T. Z., 1893, 8. 538;

ferner Herzog und Feldmann, S. 249 u. ff.
6*
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84 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

Diese beiden wichtigen Methoden unterscheiden sich voneinander nur
dadurch, daB in ihren Gleichungssystemen bei der Methode von Coltri die
Spannungsdifferenzen, bei der Methode von Teichmiiller die Spannungs-
verluste an Stelle der Spannungsdifferenzen als Unbekannte auftreten.

Stellen wir also fiir den vorliegenden Fall das Teichmiillersche
Gleichungssystem auf, so ergeben sich in bezug auf die 7 Knotenpunkte
folgende 7 Gleichungen:

Eqb 'ZFab — & fn:_ Jab ZO)
Ec'ZFc_‘Sd'fze-‘Jc:OJ
g, 'ZFE*Efg'fﬂ—Jg:O;
65 2 ks — Se'f; —&fg—Js=0,
&g 'Z’ng_ & fin— & fie— Ee'f}:_ Jfg =0,
&, 'ZFA“ 8y fa—dJy =0,
eé-ZFE—eab-fa'—efy-fy'—ed-f‘;~Je=O.

Hierin bedeutet & den Spannungsverlust, f die Leitfihigkeit,
>F,, die Summe der Leitfihigkeiten um den Knotenpunkt ab.

Das Teichmiillersche Gleichungssystem ergibt demnach so viele
Unbekannte als Knotenpunkte vorhanden sind und ebensoviele Gleichungen.

Die Unbekannten sind die jeweiligen Spannungsverluste von einem
Speisepunkte bis zum niichsten Kotenpunkte:

Eay Eor 40 gy Epgr €, UDd &
Die Leitfihigkeiten berechnen sich unter Zugrundelegung eines
Querschnittes von 240 mm? nach der Formel:
. 7.
f_ L. 0
Die nach dieser Formel berechneten Leitfihigkeiten sind in nach-
stehender Tubelle zusammengestellt:

Tabelle der Leitfahigkeiten.

fo — 465 | fi, — 1055 f,,— 88,7 | ZF,, — 1837
f, =131 |fa—214 | f —204 XF, — 3185
fo —245 | fi,—143 £, —310 ZF, — 97,83

fo— 70 |fiu= 4681 f; =161 XF, — 36,08

fs =528 |fi, =167 ' f, =666 XF; —13535
fi = 80T fi;= 98 | f, —952 ‘ZFC = 13,55
fr =196 |f, =1143 | [, — 523 | ZF, —1816
fi = 695 | fs = 1755 ‘ fy =346

fi =215 |fiy=1055
fo = 1295 |
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Von G. Marravsca. ’h

Um das Teichmiillersche System aufzulsen, benutzt man am
besten die Seidelsche') Methode und das graphische Verfuhren von
von den Bergh-Mehmke.?)

Setzt man als ersten Anniherungswert

£, =& =& =8 =¢; — & —=¢& =40 Voli,

a

so erhilt man folgende Fehler, die mit N bezeichnet werden sollen.

N, = 2018
N, =-— 833
N, = 4,1
N, —— 818
N, =~ 49
N, = 1,52
N, —— 336
Man berechnet nun ein N,
e =" y7a7

und daraus die ncuen Fehler N, usf.

s empfiehlt sich, die Fehler und die Unbekannten nach folgendem
Schema niederzuschreiben, aus dem man die Weiterrechnung erkennen
und gleichzeitig sehen kann, wie die Fehler kleiner werden und die
Unbekannten gegen einen bestimmten Wert konvergieren.

Fehlerbestimmung nach Seidel

A S N A e A T A A
N H 201,8 | 52 \ 20 52 26 _18—7:’71_
N, |—833 a1 oo :6@9‘:;(:713 —10 | —68
N, ﬂl a1 0707\ 19 | —2g8 ‘ 29 | —11 77—3,1 ]7~07,57
N, Fs?é 2 | 10 | 6 ‘ 8 | 15| s },,,,07,;
N, —e| ws ) ma| 1 | s | aes| | w
N | szl 172l as | —5 ) —42 | —21 | —58 "r_f

0 A [ E S R 0 )

N, \—3,3(;[—100 ‘ 34 —9 “—43,2 — 26,5 “—18,3 | —1,8

1) Ludwig Seidel: ,Uber ein Verfahren, die Gleichungen, auf welche die
Methode der kleinsten Quadrate fiithrt, sowie lineare Gleichungen éiberhaupt, durch
successive Annihcrung aufzulosen.* Abhandl. der math.-physik. Klasse der bayr.
Akad., I Bd., 1874. — TFir elcktrische Lichtnetze; 1890, E. T. Z. 8. 445. — Ferner
Teichmiiller, E. T. Z., 1893, S. 538. — Ferner Herzog und Feldmann: ,Die
Berechnung usw.'* 8. 285—287.

2) R. Mehmke: Mathem. Sammlung der Moskauer mathem. Gesellsch. 1892,
Bd. 16, S. 342, ferncr Enzyklopidie der mathem. Wiss. I 2, 8. 970.
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86 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

Korrektionen fiir die Spannungsverluste.

‘ Ec E EJ 'Efg ‘ {
1‘ 10 | 4p 40 | 40 | 40 | 10 |40 ‘iu ﬁ;:g:g_
2.. —11 ‘ 1,13 —0,13 0,6 0,0506 — 0,0476 | 0,565 | — 4,
3.I — 0,284 i — 0,42 —0,00314)  0,0074 | — 0,166 | 0,1 0,186 - 4
4.1—0,109 | 0,0004 0,06 0,00016/ — 0,256 | 0.138 |0,0485| — 4T
5. —o0288  ooov012] 009 |—o0,192 |—o02 012 (024 | =4T
6.! _ o142 | 0,19 0,0712 |— 0,2 —009 ' 00003014 | — 4
7.1— 0,081 0,2 0,08 |—0,182 |— 0,027 0,16 0,1 ‘ =47
8.1 —008651 0,136 0,3 —o0,1 —004 | 003 |0,01 } — a7t
i 32 l 6,72 } 3,87 6,06 J 4,15 } 4,07 ‘ 4,25 I

Bricht man nach der achten Durchrechnung ab, so erhilt man
durch Summierung der ersten Niherungswerte und aller Korrektions-
werte die wahren Werte der Unbekannten s,,, &, & usf. mit hin-
reichender Anndherung.

Es ergeben sich folgende Werte fiir die Spannungsverluste in Volt:

g =302 | &, =415
&, = 6,12 g = 4,07
g, =606 | e, =425
65— 3,87 |

Damit ist das Teichmiillersche Gleichungssystem gelist. Denn es
ist alsdann:

ab: 502.1837 — 425.95 — 151
555  — 404 =151
¢: 6,72. 7355606666 — 895
495  — 4055 =895
e: 387. 318 —415-11,43 — 755
123 — 415 =755
g: 60623535 — 4,25 52,6 — 6,73 - 66,6 — 140
814 — 9224 — 450 =140
fo: 415 918 — 3871143 —407.21,4 — 4,95 .34 — 1225
402 - 45— 89 — 145 —1225
B: 407- 36 —415-114 —5T5
146 - 895 =515
e 4251818 —3,02-95 —6,06-526—415.34=0
50 . 288 — 310 —142 =0
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Von G. Marrauscs. 87

Durch die Kenntnis dieser Spannungsverluste ist die Stromverteilung IL
festgelegt. Denn es ist alsdann:

Jo= &, h = 3,02 - 4,66 = 14,0 Amp.
Sy =—(m—8&) i =+ 37T 1371 = 505
Jy = g, 18 = 3,02.245 = 740
J, = 850 = 850 — 86,0
Jy = &, 15 - 3,02.528 — 1590
Jg = —(5,, — &)z =+ 054. 807 = 45
Jp=—(e5—¢)-f; =+ 316-196 = 62,0
Jy = & [y = 6,72- 6,95 = 46,5
Jy = &+ fy = 6,06.275 = 1670
Jyo=—(,,—8) f1p =— 089-1295=— 15
Ji= & = 4,07 -10,556 — 430 ,,
g =— (&7, — &) fis =— 008.-214 =— 1,7
Js= £, fis = 415.143 = 595 .,
Ju= & fa = 4,07. 463 = 17,0
oJ = Efg fis = 415 16,7 = 695
e = & fs = 387 9,8 — 380
Jyp=— (&, &) frr =— 0281143 =-— 32
Jig = — (85— &5,) frs =+ L13-17,65 = 200
Jo= & fio —= 3,87 - 10,85 = 41,0

Diese Stromverteilung II ist in Fig. 10 dargestellt.

Ieh finde die wahre Stromverteilung des Netzes dadurch, daB ich
die algebraische Addition der Stromverteilungen I u. II bilde.

Die wuhre Stromverteilung ergibt sich demnach, wie folgt:
= 140— 395 =— 25 Amp Jy,= 430—13,0—= 30,0 Amp.
— b0b— 15— 430 =—17— 70=— 90 ,,
= T40—276= 465 595 —225= 370 ,
= 850 = 80 , 17,0 — 375 —=-—-20,56 ,,
= 1590 — 0,0= 1590 , 69,5 — 275 = 420
45 — 465 = — 420 380 —435=— 55 ,
620-- 95= 535 = —-32-—-115p——-145 ,
46,5 —490=-— 25 = 200—38H5=—1856 ,
=1670—360= 1310 J, = 41,0—-1656—= 245 ,,
o= —1,0-310=—385 ,

2

I
T

I
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|
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[
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88 Zur Ermittelung der Stromverteilung in Leitungsnetzen.

Die wahre Stromverteilung ist in Fig. 11 dargestellt und zwar

im Amp. Die Richtigkeit dieser wahren Stromverteilung kann man
auf dreierlei Weise priifen:

1. muB die Summe samtlicher von den Speisepunkten fortflieBenden
Strome gleich sein der Summe der Belastungen der einzelnen
Leitungsstringe;

Fig. 10.
Jl = 14,0 a

17,5 = 20,0

Stromverteilung II.

2. muB, da an D Knotenpunkten direkt Belastungen hingen, die
algebraische Addition der Strome um den betreffenden Knotenpunkt
herum diese direkte Knotenpunktsbelastung ergeben;

3. miissen die maximalen Spannungsverluste, die dort auftreten, wo
Stromumkehr stattfindet, von verschiedenen Seiten aus dieselben
sein, ebenso wie die Spannungsverluste von einem Speisepunkt
bis zum néchsten Knotenpunkt von verschiedenen Speisepunkten
aus berechnet, dieselben sein miissen.

Damit ist das Problem der Ermittelung der Stromverteilung geldst.
Werfen wir einen kurzen Riickblick, so erhellt aus den oben ge-
machten Darlegungen, daB es immer mdglich sein wird, das Problem
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Von G. Marravscn. 89

der Stromverteilung in einem Netz, bel dem die Zahl der Knotenpunkte
gur Zahl der Speisepunkte sehr groB ist, zu losen. Nach Festlegung
der Speisepunkte suche man die Gestalt des Netzes moglichst zu ver-
einfachen, indem man parallel geschaltete Leitungen zusammenfalf
und durch eine fiquivalente Leitung von demselben Widerstand ersetzt,

Fig. 11

31,5 25 RS53%55 49
D

15 2511520 A69

70 7 S}
5 76,5
- 5 rec—|
75 184,53
131 191
5 71
6. )
F N5 60
N 50
B " 20
5 obd
gf:’ P
9y
B
4

25

Walre Stromverteilung in Ampéres.

Netzteile transfiguriert, Strome verlegt und so nebeneinander die ver-
schiedenen Methoden in geeigneter Weise und an passender Stelle zur An-
wendung bringt, daB man schlieBlich zu einer solchen Gestalt des Netzes
gelangt, bei der das Teichmiillersche System benutzt werden kann. Der
Vorteil beruht darin, dafl man die geeignet erscheinenden und am schnellsten
zum Ziel fiihrenden Methoden derart in Einklang mit der gewiihiten
Hauptmethode bringt, daB der Gang der Rechnung nicht gestdrt wird.

Die einzige Schwierigkeit liegt dann darin, sich den Unbekannten
rasch zu ndhern, was jedoch durch die Seidelsche Methode und das
graphische Verfuhren von van den Bergh-Mehmke bedeutend er-
leichtert wird.
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90 Beitriige zur Kinematik starrer und afﬁn-vefinderlicher Systeme usw.

Beitrédge zur Kinematik starrer und affin-verénderlicher
Systeme, insonderheit iitber die Windung der Bahmnen
der Systempunkte.’)

Von R. MEEMKE in Stuttgart.

Uber die Windung oder Torsion der Bahnen, welche die Punkte
eines starren oder auch affin-verinderlichen riumlichen Systems bei
irgendeiner zwangliaufigen Bewegung beschreiben, scheint noch nichis
veréffentlicht worden zu sein.?) Es gibt hier jedoch Beziehungen von
bemerkenswerter Hinfachheit. Solche bringt Nr. 1. In Nr. 2 wird
die Frage beantwortet, welches die verwandten Beziehungen sind, die
fir die Kriimmung der Punktbabnen bei ebener Bewegung gelten, in
Nr. 3 werden die moglichen Sonderfille erdrtert, in Nr. 4 die Ergeb-
nisse auf Hiume von mehr als drei Dimensionen ausgedehnt.

I. Ergebuisse.
1. Windung der Punktbahnen,

Wie man weill, gehért zu jeder Liage des bewegten Systems eine
Raumkurve dritter Ordnung, dic sog. Wendckurve, deren Punkte im
gew(hnlichsten Fall augenblicklich Wendepunkte in ihren Bahnen durch-
laufen.?) Durch einen beliebigen Systempunkt x konnen wir eine einzige
Gerade ziehen, welche die Wendekurve in zwei Punkten ¢ und & trifft;
sie ist eine sog. Sehne oder Bisekante der Wendekurve. Man konnte
sie den durch x gehenden Wendestrahl nennen; er lilt sich durch eine
lineare Konstruktion finden, als Schnitt zweier Ebenen. Bekanntlich
gibt cs auch eine gewisse, durch die Wendekurve hindurehgehende
Fliche dritter Ordnung, deren Punkte augenblicklich Bahnstellen mit
stationirer Schmiegungsebene durchlaufen.*) Der Wendestrahl durch
z schneide diese Kliche auBer In g und & noch im Punkte ¢. Man

1) Der erste Teil, Nr. 1—4, ist die Wiedergabe eines Vortrags, gehalten auf
der Naturforscherversammlung in Balzburg am 21. September 1909; der zweite Teil
bringt die Beweise, die beim Vortrag weggelassen wurden.

2) Herr Schonflies hat es auf meine briefliche Anfrage bestitigh, nachdem
eine Durchsicht des eingehenden Berichts der Herren Schénflies und Gribler
iiber Kinematik im vierten Bande der Ensyklopddie ohne Ergebnis geblieben war.

3) Vgl. A. Schonflies, Geometrie der Bewegung, Leipzig 1886, 8. 187. Die
Wendekurve wurde nach Schonflies zuerst von J. D. Everett, 1874, entdeckt.

4) Vgl. Schinflies, ebenda S. 142,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von R. Mrmumxe. 91

kann diesen Punkt durch eine lineare Konstruktion bestimmen, dagegen
die Punkte @ und b als Doppelpunkte zweier kollokaler projektiver
Punktreihen.

Fiir die Windung « der Bahnstelle, die der Systemnpunkt z augen-
blicklich beschreibt, habe ich i. J. 1890 den Ausdruck gefunden:

: cx

wo der Zahlfaktor ¢ nur von der Richtung des Wendestrahls abhingt,
nicht von seiner absoluten Lage und nicht von der Lage des Punktes x
in ihm. Das Produkt az bz der Abstinde des Punktes 2 von den
Punkten a und b konnte man etwa die Wendepotens im Punkt z nennen.
Es ist zwar mdglich, daB die Punkte ¢ und b imaginir werden, aber
die Wendepotenz bleibt immer reell, ebenso wie der Wendestrahl und
der Punkt e

Dieses Ergebnis scheint zuniichst recht vereinzelt zu sein. Um einen
Zusammenhang mit andern Beziehungen, auch mit schon bekannten,
herzustellen, ist es vielleicht besser, nicht die Windung zu betrachten,

sondern die GroBe ds dv d®

dtdt de’

worin dt das Zeitelement, ds das Bahnelement, dz den Winkel zweier
unendlich benachbarter Tangenten und d9 den Winkel zweier unendlich
benachbarter Schmiegungsebenen der Bahn bezeichnet. Jene GroBe ist
also das Produkt aus drei Geschwindigkeiten: aus der Greschwindigkeit
ds/dt, mit der sich der Systempunkt x in seiner Bahn bewegt, aus der
Geschwindigkeit dz/d¢, mit der sich die Bahntangente in der Schmiegungs-
ebene um ihren Bertihrungspunkt dreht, und aus der Geschwindigkeit
dd/dt, mit der sich die Schmiegungsebene um die Tangente dreht. Ein
passender kurzer Name dafiir ist mir nicht bekunnt. Die fragliche GriBe
ist tibrigens gleich der Binormal-Komponente der Uberbeschleunigung
(Geschwindigkeit dritter Ordnung). Ich finde dafiir den Ausdruck:
dsdr d& —

dediar — BT

wo der Zahlfaktor § wieder nur von der Richtung des Wendestrahls
abhiingt.

@) Binormal—ﬁberbeschleunigung =

2. Kriimmung der Punktbahnen bei ebener Bewegung.

Von welchem Saiz in der Ebene mag der vorhergehende das rium-
liche Seitenstiick sein? Ein Wendestrahl hat die Eigenschaft, dab alle
seine Punkte augenblicklich Bahnstellen beschreiben, dersn Schmiegungs-
ebenen parallel sind. Finem solchen Strahl entspricht in der Ebene,
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konnen wir sagen, ein Ort von Systempunkten, die augenblicklich Bahn-
stellen mit parallelen Tangenten beschreiben. Das ist immer ein Strahl
durch den Geschwindigkeits-Mittelpunkt oder Pol p, ein sog. Polstrahl,
Nun gibt es in der Ebene, auch bei affin-veriinderlichen Systemen, eine
durch den Pol gehende Kurve zweiter Ordnung, deren Punkte, von Sonder-
fillen abgesehen, augenblicklich Wendepunkte in ihren Bahnen durch-
laufen; es ist die sog. Wendekurve, die bei starren und auch noch bei
shnlich-verinderlichen Systemen in einem Kreis besteht, dem Wendekreis.
Der Polstrahl, der durch einen Systempunkt z von allgemeiner Lage
bindurchgeht, miige die Wendekurve zum zweitenmal in ¢ treffen. Als
entsprechende GriBe zur Binormal-Uberbeschleunigung kénnen wir in
der Ebene ansehen die Normal-Beschleunigung v%p, die auch gleich

45.9% ist. Ich finde dafiir den Ausdruck
(3) Normalbeschleunigung = gz . Z; =a-Ccx,

wo der Zahlfaktor ¢« nur von der Richtung des Polstrahls abhingt.
Die Ahnlichkeit mit Gleichung (2) ist in der Tat vollkommen. Nebenbei
bemerkt ist bei starren und #hnlich-verinderlichen Systemen e« sogar
von der Richtung unabhiingig, z. B. bei starren Systemen hat man
¢ =o? (wo o die augenblickliche Drehgeschwindigkeit des Systems
bezeichnet), wihrend in der Formel (1) und (2) dic Konstanten y und
B auch bei starren Systemen tatsiichlich noch von der Richtung ab-
héingen. Bei starren ebenen Systemen fithrt die letzte Formel ohne
weiteres zu dem bekannten Ausdruck fir den Kriimmungshalbmesser

_ bz?

cx’

auf dem die schénen Konstruktionen von Griibler beruhen.') Be
affin-verinderlichen Systemen tritt noch ein Zahlfaktor hinzu, der von
der Richtung des Polstrahls abhingt:

(4) o —a' 2%

cx

N

Es lassen sich zwei Hilfskegelschnitte konstruieren, die den Pol zum
Mittelpunkt haben, von der Art, daB man &’ sehr einfach durch die in
den Polstrahl fallenden Halbmesser dieser Kegelschnitte ausdriicken
kann, wodurch man Verallgemeinerungen der Griiblerschen Xoro-
struktionen erhiilt. Ahnlich ist es im Raum mit den Konstanten §
und p; sie lassen sich auf einfache Weise durch die zum betreffenden
Wendestrahl parallelen Halbmesser zweier Hilfsflichen darstellen, von

1) M. Gribler, diese Zeitschrift Bd. 29 (1884), 8. 310—313.
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denen die eine von zweiter Ordnung ist, die andere von der dritten

Ordnung.
3. Sonderfille.

Fragen wir uns, um wieder zum Raum und zu den ersten beiden
Formeln zuriickzukehren, was eintritt, wenn entweder die Bewegung
eine auBergewshnliche ist, oder der Punkt z eine besondere Lage hat,
so daB er keine gewthnliche Bahnstelle beschreibt, sondern eine singulire?

Fir den Punkt ¢ als Systempunkt gilt noch die Formel (1), da
sich fir z = ¢ ergibt w =0, wie es sein mull. Fir die Punkte der
Wendekurve dagegen verliert Formel (1) ihre Giiltigkeit, denn fiir 2 =a
oder z = b liefert sie w = oo; wihrend, wie ich frither einmal gezeigt
habe?), die gewihnlichen Punkte der Wendekurve Bahnstellen mit end-
licher Windung erzeugen.

Sei allgemein (I, m, n) das Zeichen?) der Bahnstelle, die ein System-
punkt z beschreibt, d. h. die positive ganze Zahl  sei gleich der Ordnung
der Geschwindigkeit niedrigster Ordnung von 2, die augenblicklich
nicht Null ist — sie liefert durch ihre Richtung die Bahntangente —
ferner se1 m die Geschwindigkeit niedrigster Ordnung des Punktes, die
‘nicht parallel zur Tangente ist — sie ist parallel zur Schmiegungsebene
der Bahn, bestimmt also zusammen mit der erstgenannten Geschwindigkeit
die Schmiegungsebene — und schlieBlich sei » die Ordnung der Ge-
schwindigkelt niedrigster Ordnung des Punktes #, die nicht parallel zur
Schmiegungsebene ist. Die Systempunkte, bei denen angenblicklich die
Geschwindigkeiten der Ordnungen 7, m und # linear abhiingig, d. h.
parallel zu einer und derseloen Ebene sind, erfiillen eine Fliche dritter
Ordnung @, ., und auf dieser Fliche liegh eine gewisse Raumkurve
dritter Ordnung G, ,, bei deren Punkten augenblicklich die Geschwindig-
keiten von den Ordnungen ! und m parallel zueinander sind. Der be-
trachtete Systempunkt z kann weder auf dieser Kurve noch auf jener
Fliche liegen. Die durch ihn gehende Sehne von C,,, mdge diese Kurve
in den Punkten a4 und b treffen, und ihr dritter Schnittpunkt mit @,
heiBe ¢ Dann erhdlt man fir die Binormalkomponente der Ge-
schwindigkeit n-ter Ordnung des Punktes z wiederum einen Ausdruck
der Form §-¢z, wo B nur von der Richtung des Strahles ¢z abhiingt.
Wenn ferner [ 4 m = » und infolgedessen die Windung der von z be-
schriebenen Bahnstelle endlich und von Null verschieden ist?), so erhilt

1) R. Mehmke, Uber die Benennung und kinematische Unterscheidung der
verschiedenen Arten von Kurvenmpunkten ..., dicse Zeitschrift Bd. 49 (1903), S. 83,

2) R. Mehmke, a. a. 0., 8. 71.

8) a.a. 0, 8. 77
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man fiir die Windung ganz wie im gewdhnlichen Fall einen Ausdruck
der Form

-“gl

w=7_ 2

=
sl
L)

Man kiénnte sogar gemiB einem frither von mir gemachten Vorschlag?)
Windungen hoherer Ordnung in Betracht ziehen, dann wiirde rechis
nur noch eine gewisse Potenz der Geschwindigkeit /-ter Ordnung des
Punktes z als Faktor auftreten. Also die mitgeteilten Formeln sind
von grioBter Allgemeinhert.

4. Ausdehnung auf Riume von héheren Dimensionen.

Fir Leser, die an der Ausdehnung der Kinematik auf Réume von
hiheren Dimensionen Gefallen finden, sei noch folgendes mitgeteilt.
Im Raum von vier Dimensionen z. B. geht bei einem affin-verdnderlichen
System durch einen beliebigen Systempunkt z von allgemeiner Lage
ein Strahl hindurch, dessen Punkte augenblicklich Bahnelemente mit
parallelen Schmiegungsrdumen von drei Dimensionen beschreiben, und
auf jedem solchen Strahl licgt ein Ausnahmepunkt ¢, der augenblicklich
ein Bahnelement mit stationiirem drei-dimensionalen Schmiegungsraum
durchliuft. Betrachtet man das Produkt aus folgenden vier Geschwindig-
keiten: der Geschwindigkeit des Punktes in seiner Bahn, der Dreh-
geschwindigkeit der Tangente um ihren Berithrungspunkt, der Dreb-
geschwindigkeit der Schmiegungsebene um die Tangente und der Dreb-
geschwindigkeit des Schmiegungsraumes um die Schmiegungsebene, so
ist dieses Produkt bis auf einen, nur von der Richtung des Strahls ¢z
abhingenden Zahlfaktor gleich dem Abstand ¢z. Mit anderen Worten,
man hat fiir Riume von beliebig hohen Dimensionen stets wieder
Formeln analog denen fiir die Ebene und fiir den gew&hnlichen Raum.

(Fortsetzung folgt.)

1) a. a. O, S. 81,
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Biicherschan.

Dr. Emil Miiller, o. 8. Professor an der k. k. technischen Hochschule in Wien,
Lehrbuch der darstellenden Geometrie fiir technische Hochschulen.
Erster Band mit 273 Figuren in Text und 3 Tafeln, 366 und IV S. 8%
Leipzig und Berlin 1908, B. G. Teubner. Preis geb. A 12—

Im Gegensatz zu den zahlreich erscheinenden mehr oder minder popu-
liren Biichern, welche die Projektionslehre in hergebrachter oder etwas ge-
#nderter Gruppierung behandeln, liegt hier ein Lehrbuch vor, das diese Disziplin
auf streng wissenschaftlicher Basis und in erschépfender, vielfach neuer und
origineller Weise zur Darstellung bringt. Auf dem durch die grundlegenden
Werke von Fiedler, Wiener und von Rohn und Papperitz bezeichnetem
Wege bedeutet es eine neue Efappe. Von vorn herein sei bemerkt, wodurch
sich das neue Lehrbuch von den ilteren unterscheidet: es ist, wie sehon im
Titel angegeben wird, fiir technische Hochschulen bestimmt. Das kommt da-
durch zur Geltung, daB bei den Raumobjekten solche bevorzugt werden, welche
der Architekt oder Ingenieur wirklich benutzt, daf ferner die Schatten-Kon-
struktionen eine besonders eingehende Behandlung finden und daf endlich die
neuere Geometrie nicht in zusammenhingender Weise vorgetragen wird, son-
dern daB die aus diesem Gebiete notwendigen Sitze je an Ort und Stelle ein-
geflochten sind. Die Bezeichnung ist die in der Technik iibliche; die Figuren
sind in ausgezeichneter Weise korrekt und tibersichtlich behandelt. Tnter Um-
stinden ist bloB ein einziger Rif beigegeben, wenn er zur Kenntlichmachung
der Konstruktion geniigt, und es wird eventuell durch eine beigefiigte kleine
Skizze der Zusammenhang mit der ganzen Figur hergestellt. Durch diese ge-
schickte Methode gelingt es dem Verfasser, mit dem nicht groBen Formate nus-
rukommen. Fiir die in den Figuren benutzten Buchstaben sind nicht Druck-
lettern, sondern der Handschrift ihnliche, stehende Formen verwendet, wodurch die
Figuren den Charakter von Handzeichnungen gewinnen sollen. Uber die Zwesck-
miBigkeit dieser MaBregel diirften die Meinungen geteilt sein; leichter zu lesen
sind sicher die Drucklettern. Das Buch beginnt zwar mit den Elementen, doch
werden dieselben nur in den Hauptziigen behandelt, so daB eigentlich ein mit
thnen bereits vertrauter Leser vorausgesetzt wird.

Der vorliegende erste Band zerfillt in zwei Abschnitte, deren erster den
Titel fiihrt: Abbildung mittels zugeordneter Normalrisse. Nach den not-
" wendigen Bemerkungen iiber das System der Tafeln und deren Vereinigung
in einer Ebene werden zuniichst die Seitenrisse behandelt, und sofort zur Lo-
sung der sehr allgemeinen Aufgabe benutzt, den NormalriB einer gegebenen
Figur in einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene zu ermitteln. KEs folgt ein
Beispiel iiber Drehungen, sowie ein sehr instruktives, praktisch wichtiges iiber
das Weglassen der RiBachsen. Nun kann zur Erledigung der Grundaufgaben
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iiber Lagenbeziehungen iibergegangen werden. Daran reihen sich die Schatten-
bestimmungen fiir ebenflichige Kérper. Der Affinitit wird ein eigenes Kapitel
gewidmet. Die Behandlung der metrischen Fundamental-Aufgaben beschlief:
endlich diese Theorie der stereometrischen Konstruktionen.

Der zweite, weit nmfangreichere Abschnitt triigt den Titel: Kurven und
Flichen. Losung sie betreffender Aufgaben in zugeordneten Normalrissen. All-
gemeine Betrachtungen iiber Kurven und Flichen ertffnen ihn; zum Tel
konnen die SBitze natiirlich nur ohne Beweis angefithrt werden. Sodann wird
eino Theorie der Kurven 2. Ordg. gegeben; die Ellipse ergibt sich als Normal-
rifl des Kreises, die Kurven 2. Ordg. iiberhaupt werden als ebene Schnitte des
Drehungskegels eingefiihrt. Nachdem der Begriff des Doppelverhiiltnisses, so-
wie harmonischer Punkte und Strahlen erértert worden, ist die Mdglichkeit
gegeben, die Polareigenschaften der Kegelschnitte in aller Kiirze vorzutragen.
Die niichsten Kapitel behandeln dann die Kegel- und Zylinderfliichen und dis
allgemeinen abwickelbaren Flichen, die Kugelfliche, die Rotations-und Schrauben-
flichen. Namentlich die letzieren, die allgemein durch Verschraubung einer be-
liebig gegebenen Raumkurve entstehen, finden eingehende Behandlung. Uber-
all werden verschiedene Methoden angegeben, um die Kontur der Fliche, die
Eigenschattengrenze und endlich die Lichtgleichen fiir parallele Beleuchiung
im allgemeinen Falle sowohl wic bei speziellen Annahmen zu konstruieren. Ein
letztes Kapitel beschéftigt sich mit windschiefen und sog. graphischen Flichen,
welch letstere lediglich durch eine Schar graphisch gegebener Kurven bestlmmt
sind, wie etwa ein Schiffsrumpf.

Die Darstellung ist klar und verstindlich; dankbar zu begriiBen sind auch
an manchen Stellen eingestreute Bemerkungen, welche Anhaltspunkte fiir das
Skizzieren oder freihiindige Zelchnen geben. Erwihnt seien die brauchbaren
Sitze auf S. 51 und S. 78, die allgemeine Formulierung von Satz 5 auf 8. 40,
sowie die Sitze tiber die Higenschattengrenze auf 5. 288—290.

Nicht fiir vorteilhaft hilt es der Referent, daB die so instruktiven Durch-
dringungen ebenflichiger Gebilde allem Anscheine nach erst im 2. Bande be-
handelt werden sollen. Zu dirftig ist auch die wichtige Dreikantsaufgabe auf
S. 98 weggekommen, welche die Schnittlinien zweier konzentrischer Umdrehungs-
kegel ermitteln lehrt. Die Anzahl der Losungen ist tibrigens allgemein vier.
Literaturangaben finden wir in reichem MaBe; manchmal sogar iiberreichlich.
Beispielsweise erscheint die Erwihnung der zyklographischen Abbildung auf S.4
wenig zweckmiBig. So interessant sie an und fur sich ist, so kann sie doch
nicht im gleichen Afem mit solchen Abbildungen genannt werden, welche
wirkliche Bilder der Objekte liefern. Endlich wire es wiinschengwert, das
Buch noch in mancher Beziehung selbstindiger zu machen. Den Satz z B,
dal jeder Kegel 2. Ordg. Kreisschnitte besitzt, muB ein auf solcher Grund-
anlage aufgebautes Werk selbst enthalten und es darf fiir thn nicht auf Rolu
und Papperitz verwiesen werden (S. 193). Statt der Worter ,Knick®, ,,Drehflsiche”,
sMehrfachpunkt®, ,,Strahlkurve wiirde der Referent die anderen vorsehlagen:
»Knickung®, ,,Drehungsfliche”, ,mehrfacher Punkt“, ,Strahlenkurve. Zim
Schlusse aber mige das vorziigliche Werk nicht nur den Technikern, sondern
auch den theoretischen Geometern bestens empfohlen werden.

Miinchen, den 15. Marz 1910. Kart DoHLEMANN,
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Hilfstafeln fiir Tachymetrie von Dr. W. Jordam, Professor an der
Technischen Hochschule zu Hanrnover. Vierte Auflage. Stuttgart 1908,
J. B. Metzler'sche Buchhandlung. 4 8.—, geb. A 8.60.

Prof.N.Jadanza Tachymeter-Tafeln fiir zentesimale Winkelteilung. Deutsche
Ausgabe, nach der 2. Auflage (Turin 1904) besorgt von E, Hammer.
Stuttgart 1909, Konrad Wittwer. 4 2.80, geb. 4 3.50.

Unter den zahlreichen Hilfsmitteln zur Berechnung der bei tachymetrischen
Messungen auftretenden Gleichungen

(1) ¢ = Ecos? o und
) h=1Esin2a

gehtren die numerischen Tufeln von Jordan — fiir sexagesimale Winkelteilung
— und von Jadanza — fiir zentesimale Winkelteilung — zu den meistbenutzten,
so daB eine kurze Bemerkung zu den beiden Werken berechtigt sein diirfte.

In den Gleichungen (1) und (2) bedeuten ¢ und b die horizontale Ent-
fernung bzw. den Hohenunterschied zweier Punkte, ¢ den Neigungswinkel der
zwischen ihnen miglichen Zielung, und E eine RechnungshilfsgriBe; o wird
unmittelbar, E mittelbar gemessen; & und e sind zu bercchnen.

Jede Tachymetertafel zerfallt entsprechend den zwei Gleichungen (1) und
(2) in zwei getrennte Tafeln fiir.e¢ und &, von denen jede wegen der zwei
verinderlichen Groflen F und « zwei Eingiinge besitzt. Da eine numerische
Tachymetertafel, die in e und % eine geniigende Genauigkeit bieten soll, auf
eine grifere Anzahl von Seiten verteilt werden muB, so hat man eine der
beiden Ver#inderlichen E und « als Haupt- oder Seiteneingang zu wihlen. Bei
den Jordanschen Tafeln wurde #, bei den Tafeln von Jadanza « als Seiten-
eingang gewithlt. .

Die Jordanschen Tafeln enthalten auf 243 Seiten e und % fiir alle ganze
£ zwischen 10 und 250, und fir ¢ im Maximum bis zu 30° in Abstinden
von 1 bzw. 2 Minuten; e ist aul eine, A auf zwel Dezimalen angegeben. Den
Tafeln konnen demnach % und e fir £ und e zwischen den angegebenen
Grenzen — abgesehen von Interpolation — wmmitfelbar entnommen werden.

Die Tafeln von Judanza enthalten auf nur 63 Seiten e und % fiir « von
0¢ bis 317 in Abstinden von 0,029 und fiir alle ganze & von 1 bis 95 dabei
sind ¢ und % bis zu E = 4 auf fiinf Dezimalen, und von £ =5 bis £ =9
auf vier Dezimalen angegeben. Mit Hilfe der Tafeln konuen also ¢ und 2 fiir
Werte von E zwischen 1 und 400 auf drei Dezimalen, und fiir Werte von E
zwischen 400 und 900 auf zwei Dezimalen durch einfaches Zusammensetzen
(Addieren) bestimmt werden.

Einer der Nachteile der numerischen Tafel im allgemeinen gegeniiber
der graphischen Tafel, bestehend in der durch Druckfchler bedingten Unsicher-
heit, trat bei den friitheren Auflagen der Jordanschen Tafeln in solchem Um-
fang auf, daf bei ihrem Gebrauch Vorsicht undtig war; in der vorliegenden
vierten Auflage diirften die fritheren Druckfehler wohl groBtenteils beseitigt sein.

Strafburg i. E. P. WERKMEISTER.

Zeitschrift f. Mathematik w. Physik. 59. Band. 1911. Heft 1. 7
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13.

Neue Biicher.

Neue Biicher.

Arithmetik, Analysis.

Lupwie, WiLe., Lehrbuch der politischen Arithmetik., 2. Aufl. Wien, Fromme.

M. 3.40.
Ricrarnsoxn, L. F., The approximate arithmetical solution by finite differences
of physical problems Involving differential equations, with an application to
the stresses in a masonry dam. London. Dulau. 38 6d
‘WeLLiscr, Smemunp, Theorie u. Praxis der Ausgleichungsrechnung. II. Bd.
Probleme der Ausgleichungsrechnung. Wien u. Leipzig, Fromme. . 7.50.

S. auch Nr. 70, 78.

Astronomie, Geodiisie.

. Aspng, E., Kritische Untersuchungen iib. die Bewegung der Sonne durch

den Weltraum. 2. Abschnitt. Hilfsmittel u. vorbereitende Untersuchungen
zur Stellarastronomie. Leipzig, Teubner. M 10, —.

Astrographic catalogue, 1900. Oxford section. From photographs taken
and measured at the University Observatory, Oxford, under the direction of
H. H. Turner. Vols. 1—6. London 90 &.
Barr, Sk Roserr S., The story of the sun. PartI. London. 7d
Hawmer, E., McB- u. Rechen-Ubungen zur praktischen Geometrie. 4. Aufl
A, Ausgabe f. Bau-Ingenieure. Stuttgart, Metzler. Geb. . 3.30.
——, Dasselbe. B. Ausgabe f. Maschinen-Ingenieure und Architekien. Ebenda.

Geb. 1.40.

Harzer, Pacr, Uber die geometrische Methode zur Bestimmung der Bahuen
von Himmelskdrpern nach fiinf Beobachtungen. (Publikation der Sternwarte
in Kiel. XII.) Leipzig, Breitkopf & Hiartel.

Piaaxo di Meviro, G., Le rette di altezza ed altri calcoli di astronomia nautica

L. 3.50,
VoeLer, On. Ave., Geoditische Ubungen f. Landmesser u. Ingenieure. 3. Aufl
1. TL: Feldiibungen. Berlin, Parey. Geb. in Leinw. .4 10.—.

Scuwam~x, Paiur, Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse.
(Mathem.-physikal. Schriften f. Ing. u. Studierende. hrsg. v. E. Jahnke, 8)
Leipzig u. Berlin, Teubner. . 3.20; geb. in Leinw. 4. 3.60.

8. auch Nr. 18, 31, 66.

Darstellende Geometrie.

Duxcan, B. Howarp, Practical curve tracing. London. 5s.
Fano, Groserrr, Lezioni di geometria descrittiva date nel r. Politecnico di
Torino. Torino. L. 16.—.
Korpe, Hemg., Mathematische Modelle zum Selbstanfertigen. Nordhausen,
Koppe. In Umschlag . 1.50, die fertigen Modelle .#£. 2.50.
Miier, Esmc, Technische Ubungsaufgaben f darstellende Geometrie. I und
1. Heft. Leipzig u. Wien, Deuticke. Je A.5.—.
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18.

19.

29

30.

31.

32,

33.

34,

Neue Biicher. 7 Q9

Geschichte.

Avessach, Feuix, Geschichtstafeln der Physik. Leipzig, Barth.
M. 4. —; geb. M. 5. —.
Haxwerer, A., Die Probleme v. Hansen u. Snellius. (Abh. Gesch. der math.
Wiss. 26. Heft Nr. 1.) M1 —.
8. auch Nr. 71, 75.

Logikrechnung.

Sonréper, Erxst, AbriB der Algebra der Logik, bearb. im Auftrag der Deutschen

Mathematiker-Vereinigung von Kugen Miiller. In drei Teilen. Zweiter Teil

Aussagentheorie, Funktionen. Gleichungen u. Ungleichungen. Leipzig u. Berlin.

Teubner. Geb. in Leinw. 4. 4.—.
Mechanik.

Bouassg, H., Cours de mécamque rationelle et expérimentale spécialement écrit
pour les physiciens et les ingénieurs. Paris, Delagrave. Fr. 20—
Bucmaro, 8., Statik des Fluges. Stuttgart, Greiner u. Pfeiffer. M. 3. 50.
CorreriLL, J. H., and Srape, J. H., Lessons in applied mechanics. Vols 1
and 2. Loudon. each 3 s
Darwin, Stz Georee Howarp, Scientific papers vol 3. Figures of equilibrium
of rotating liquid and geophysical investigations. London. 15 8.
Euzyklopddie der mathem. Wissenschaften m. EinschluB ihrer Anwendungen.
Bd. IV, 2. II. Mechanik. Leipzig, Teubner. M. 3.40.
Gorz, Haxs, Theoretische Untersuchung e. Bonjour-Lachansée-Dampfmaschine
auf Massendruck der Stemerung n. Resonanz des Regulators. Berlin, Simion Nf.
M. 3.560.
Hirrz, Hemr., Gesammelte Werke. III. Bd. Die Prinzipien der Mechanik,
in neuem Zusammenhange dargestellt. Hrsg. v. P. Lenard. Mit e. Vorworte
von H. v. Helmholtz. 2. Aufl. Leipzig. Barth.
(. 12.—; in Halbldr. 4. 18.50.
Horrinson, B., Vibrations of systems having one degree of freelom. (Cam-
bridge, Engineering Tracts No. 1.} Cambridge, University Press. 238 6d.
Horr, W., Technische Schwingungslehre. KEinfihrung in die Untersuchung
der f. den Ingenieur wichtigsten periodischen Vorginge ans der Mechanik
starrer, elastischer, fliissiger und gasférmiger Kirper, sowie aue der Elektri-

vititslehre. Berlin, Springer. Geb. 1n Leinw. . 6.40.
Logexz, Haxs, Lehrbuch der technischen Physik. 3. Bd.: Technische Hydro-
mechunik. Miinchen, Oldenbourg. M. 14.—; geb. . 15.—.

Mzrrress, Gro. Crristorn, Vorlesungen 1ib. Ingenieur-Wissenschaften. I. Tl.:
Statik u. Festigkeitslehre. 2. Bd. AuBere und innere Krifte, sowie Formen-
dndernngen statisch bestimmter Triger. 2. umgearb. u. stark vermehrte Aufl.
Leipzig. Engelmann. ) M 21.—; geb. in Leinw. £ 22.50.
Powxcare, H., Legons de mécanique céleste, professées & la Sorbonne. T. IIL
Théorie des marées. Paris, Gauthier-Villars. Fr.16.—.
Toerping, H. K., Theorie der Kriftepline. (Mathem.-physikal. Schriften f.
Ing. u. Studierende, Bd. 7.) Leipzig u. Berlin, Teubner.

M. 2.60; geb. in Leinw. 4 3. —.

S. auch Nr. 79.

Physik.
Avr, Hemwricu, die Kilte, ihr Wesen, ihre Erzeugung u. Verwertung. (,,Aus
Natur u. Geisteswelt”) 311. Biindchen). Leipzig Teubner.
M 1.—; geb. A 1.25.
——, Schiilertibungen zur Einfiihrung in die Physik. Ein praktisches Hilfs-
buch fiir den Lehrer. ILeipzig und Berlin, Teubner.
7*
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35. Basmmurow, L., Les compteurs électriques & courants continus et a courants
alternatifs. Legons professées & 1'Imstitut électrotechnique de Grenoble. Avec

la collaboration de G. Ferroux. Paris, Gauthier-Villars, Fr. 38.25.
86. Bere, Orro, Das Relativitatsprinzip der Elektrodynamik. (Aus: Abhandlungen
* der Friesschen Schule) Gottingen, Vandenhoeck u Ruprecht. M 1.60.

37. Bourzmany, Luow., Vorlesungen b. Gastheorie. 1. Tl: Theorie der Gase m.,
einatomigen Molekiilen, deren Dimensionen gegen die mittlere Weglinge ver-

schwinden. 2., unverind. Abdr. Leipzig, Barth. ME.—; geb, M T.—,
3S8. Bmiox, G., Leitfaden zum elektrotechnischen Praktikum. Leipzig u. Berlin,
Teubner. M10.—; geb. M 11.—.

39. Byg, Arreep, Einfiihrung in die kinetische Theorie der Gase. I. Die idealen

" Gase. (Mathem.-physikal. Schriften f. Ing. u. Studierende 10, 1.) Leipzig u,

Berlin, Teubner. M 2.80; geb, A 38.20.

40. Cmrstiansexy, C. u. Mtrier, Jomx J. C., Elemente der theoretischen Physik,
Mit e. Vorwort v. E. Wiedemann. 3., verb. Aufl. Leipzig, Barth.

M. 13.50; geb. in Leinw. 4 15.—,

41. Cawouson, O. D., Traité de physique. Ouvrage tradnit sur les éditions russe

et allemande par E. Davane. Edition revue et considérublement augmentée

par l'auteur, suivie de notes sur la physique théorique, par E. Cosserat et

F. Cosserat. Vol. 4. ler fage. Champ électrique constant. Paris. Hermann.

Fr. 12.

42, Comsesiac, G., Les actions a4 distance. (,,Scientia* phys.-mathématique »n° 30.)

- Paris. Gauthier-Villars. Fr. 2.—

43. Enzyklopidie der math. Wissenschaften m. Einschluf ihrer Anwendungen.

- V. Bd. Physik. 2. Tl. 8. Heft. Leipzig, Teubner. M 4.60°

44, Fortschritte, die, der Physik im J. 1909. Dargestellt v. d. deutschen pby-

sikal. Gesellschaft. 65. Jahrg. 1. Abteilung. Allgemeine Physik, Akustik,

- physikalische Chemie. Braunschweig, Vieweg & Sohn. M 2T.—.

43. Firstenav, Ros., Leitfaden der Rontgenphysik. Vortriige iib. die physikal

Grundlagen der Hontgenapparate. Stuttgart, Encke.
M 3.—; geb. in Leinw. 4 4.—.
46. Grawrz, L., Kurzer Abrif der Elektrizitit. 6. verm. Aunfl. Stuttgart, Engelhorn.

Geb. 4 3.50.

47. Hicks, W. M., A critical study of spectral series. Part. I. The alcalies H
and He. London. 28 6 d.

48. Hoxr, H, Der Entropiesatz oder der 2. Hauptsatz der mechanischen Wirme-
theorie. Berlin, Springer. ML —.
49. Lass, Horacr, The dynamical theorie of sound. London. 12s.6 d.
50. Macooxavp, H. M., The diffraction of electric waves round a perfecily reflec-
- ting obstacle. ILondon. 2 8.

51. Manver, G., Physikalische Aufgabensammlung. Mit den Resultaten. (Samm-
lung Goschen Nr. 243.) Zweite, verb. u. verm. Aufl. Leipzig, Goschen.

Geb. 4 —.80.

52, Mg, Gust., Lehrbuch der Elektrizitiat u. des Magnetismus. FEine Experimental-

physik des Weltiithers f Physiker, Chemiker, Elektrotechniker. Stuttgart,

Enke. M 18.60; geb. 20.
53. Nooown, A., L'action électrique du soleil, son rdle dans les phénoménos cos-
miques et terrestres. Paris, Gauthier-Villars. Fr. 3.925.

54. Ogprrvcew, Anta. v., Die Schule der Physik. Besonders f. das Sclbststudium

verfaBt. Braunschweig, Vieweg & Sohn. M 10.—; geb. in Leinw, . 11.50-

55. Praxck, Max, 8 Vorlesungen iib. theoretische Physik, geh. an der Colombia
University in the City of New York im Frihjahr 1909. Leipzig, Hirzel.

H 3.60; geb. J 4.20.

#6, Ponr, Ros., Die elekirische Ferntibertragung v. Bildern. (»Die Wissenschaft«

Heft 34.) DBraunschweig, Vieweg & Sohn. M 1.80; geb. M 2.50.
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Privasngw, E., Vorlesungen wb. die Physik der Sonne. Leipzig u. Berlin,
Tenbner. M 16.—; geb. in Leinw. 4 18.—
Rigur, Aveosro, La materia radiante e i raggi magnetici. 2° ediz. aumentata.
Bologna. . L.o8.—
Warker, George W., The initial accelerated motion of electrified systems of

finite extent, and the reaction produced by the resulting radiation. London.
. 28 6d.

Wepekmo, E., u. Lewrs, 8. Iuop, Neue Atomgewicht-Kurven. Stuttgart, Enke.
(Geb. in Leinw. 4 1.60.

S. such Nr. 2, 6, 17, 20, 23, 28, 29, 65, T7.

Statistik, Versicherungs-Mathematik.
Lorwy, A., Versicherungs-Mathematik. (Sammlung Goschen Nr.180). 2. Aufl.

Leipzig, Goschen. . Geb. in Leinw. £ —.80.
Ricuarz, Fre. u. Neumanx, Exnst. Uber ein MaB des Verdachies auf syste-
matische Eehler. Progr. Marburg 1909. Elwert. M 1.20.
S.-auch Nr. 3. .
Tafeln.
Dérrrurt, B., Graphische Tabellen f. Transmissionsberechnungen. Gr. Lichter-
felde-Berlin, Runge. In Mappe 4 2.50.
Fore, Herm., Ein Rechenblatt zur Auflésung der Gleichung 4. Grades m. Hilfe
des Zirkels. Progr. Berlin, Weidmaunn. e 1—.

5. Kister, . W, Logarithmische Rechentafel f. Chemiker, Pharmazeuten, Me-

diziner u. Physiker. 10., neu bercchnete Aufl. Leipzig, Veit & Co.
Geb. in Leinw. 4 2.40.

. Rzexr, F., Tachymeter-Tafeln als Erginzungen der Jordanschen , Hilfstafeln

f. Tachymetrie®. Mit e. Vorwort v. E. Hammer. Stuttgart, Metzler.
M 8.—; geb. in Leinw. & 5.60.
Scaurtz, R, Vierstellige Logarithnien der gewohulichen Zahlen und der Win-
kelfunktionen in 1ibereinstimmender Anordnung u. andere mathematische
Tafeln nebst den erforderlichen physikalischen Hilfstafeln zum Gebrauche an
den hoheren Lehranstalten u. Lehrerseminarien. Vollstindige Ausgabe (A).
2. Aufl. Essen, Baedeker. M 1.40.
Zrce, J., Tafeln der Additions- u. Subtraktions-Logarithmen f. 7 Stellen.
[Aus: Vega-Hiilsse, Sammlung mathem. Taf.. 4. Aufl. Berlin, Weidmann.
: M B—.
Verschiedenes. :

Comrre-Rexpu du congres des mathématiciens tenu a Stockholm 22—25 sep-
tembre 1909. Publié par G. Mittag-Leffler et Ivar Fredholm. Leipig u. Ber-
lin, Teubner. M 5.—; geb. in Leinw. 4 6.—.

. Dzosex, O., Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung. Leipzig u.

Berlin, Teubner. Geb, in Leinw., 4 16.—.

. Exzstrom, G., Verzeichnis der Schriften Leonhard Eulers. Erste Lieferung.

(Jahresber. Deutsch. Mathematiker-Vereinigung. Der Erghinzungsbénde IV. Bd.
1. Liefg.). Leipzig, Teubner. Mo 10—,

. Exmiquss, Frperico, Probleme der Wissenschaft. Ubersetzt v. Kurt Grelling.

I. Teil: Wirklichkeit und Logik. (,,Wissenschaft u. Hypothese** XI 1.) Leipzig

u. Berlin, B. G. Teubner. Geb. in Leinw. 4 4.—.

, Dasselbe. II. Teil. Die Grundbegriffe der Wissenschaft. Ebenda.
Geb. in Leinw. 4 b.—.

. Jupe, Arex., The theory of the steam turbine. 2nd ed. Revised throughout

and re-written. London, Griffin. . 18 8.
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75. Migami, Yosuro, Mathematical papers from the far east. (Abh. zur Gesch. d.
mathem. Wiss. XXVIII. Heft.) ILeipzig, Teubner.

76. Narore, Pavr, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. (, Wissen-
schaft u. Hypothese'* X1I.) Leipzig u. Berlin, Teubner.

Geb. in Leinw. 4 6.60.

77. Osterrag, P., Die Entropietafel f. Luft u. ihre Verwendung zur Berechnung

der Kolben- und Turbo-Kompressoren. Berlin, Springer. M 2.80,

78, Pmrry, Jonn, Héhere Analysis f. Ingenieure, bearb. v. Rob. Fricke u. Frits
Siichting. 2., verb. u. erweit. Aufl. Leipzig, Teubner.

Geb. in Leinw. 4 —.13,

79, Sauieer, Ruv., Antrittsrede zur Eréffnung der Vorlesungen tb. Mechanik und

Statistik des Hochbaues sowie iib. Eisenhochbau an der k. k. techpischen

Hochschule in Wien am 30. XL 1909. Wien, Lehmann & Wentzel. £ —.50.

Eingelaufene Schriffen.

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmiBig aufgefiihrt.
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riicksendung findet
nicht statt ]

" Aur, H,, Die Kilte ..., 8. N. B. (,Neue Biicher") Nr. 33.

, Schiileriibungen zur Einfihrung in die Physik, N. B. 34.

Axpive, E., Kritische Untersuchungen iiber die Bewegung der Sonne durch den
Weltraum, s. N. B. 4. -

Annalen der Naturphilosophie, hrsg. v. Wilhelm Ostwald. Neunter Band. Erstes
Heft. Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft.

Arcuimepis opera omnia. Cum commentariis Eutocil iterum edidit J. L. Heiberg.
Volumen I. (Bibliotheca scriptorum Graecorum et Romanorum Teubneriana)
Leipzig, Teubner. M 6 —; geb. in Leinw.  6.60.

Asrtronoviscu-geoditische Arbeiten I. Ordnung. Bestimmung der Polhthe u. des
Azimutes in Memel i.J. 1907. Telegraphische Langenbestimmungen Potsdam-
Jena, Jena-Gotha und Gotha-Gottingen i. J. 1909. (Vertff, des Kgl. preub.
geodit. Instituts, Neue Folge Nr. 43.) Berlin, Stankiewicz.

AuseLr, Franz, Ein reduzierendes Doppelbild-Tachymeter. (Sonderabdruck aus d.
osterr. Zeitschr. f. Vermessungswesen, Jahrg. 1910).) Graz, Selbstverlag.

AvsrBacu, Y., Geschichtstafeln der Physik, s. N. B. 17.

Bacmmanw, Pauvi, Niedere Zahlentheorie. 2. Teil. Additive Zahlentheorie. (Teub-
ners Sammlung Band X 2.) Leipzig, Teubmner. M 16— geb. A 17.—.

Bauser, Lupwia, Uber die Verwendung der Parallelprojektion imr geometrischen
Unterricht. (Wissenschaftl. Beilage zum Jahresbericht d. GroBherzogl. Ober-
realschule zu Darmstadt.) Darmstadt, Wintersche Buchdruckerei.

BausiLtion-Ferroux. Compteurs électriques, s. N. B. 385.

Bers, 0., Das Relativitatsprinzip der Elektrodynamik, s. N. B. 36.

Beryovrrr, Jacor, Uber unendliche Reihen (1689—1704). Aus dem Lateinischen
tibersetzt u. hrsg. v. 3. Kowalewski. (Ostwalds Klassiker Nr. 171) Leipzig
1909, Engelmann. Geb. # 2.50,

Broy, Jaconsr pe, Doctrinae analyticae inventum novum. Fermats Bricfen an Billy
entnommen. Hrsg. u. iibersetzt v. Paul von Schaeven. Berlin, Salle. # 8.—.

Bruuz, G., Das Veranschlagen f. Hochbauten. (,,Der Unterricht an Baugewerbe-
gchulen' 26.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. £ 1.80.

Bémx, Karu, Elliptische Funktionen. 2. Teil: Theorie der elliptischen Integrale.
Umkehrproblem. (Sammlung Schubert LXI.) Leipzig, Goschen. Geb. A 6.-—.
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Bonxkrr, F., Elementare Stereometrie, (Sammlung Schubert IV.) 2., durchgese-
hene Aufl. Leipzig, Goschen. Geb. 4 2. 40.

Bricarp, R, Sur la géometrie des femillets de M. René de Saussure. Ftude ana-
lytique (Extrait des Nouvelles Annales do Mathémathuea 40 série, t. X,
janvier 1910.) Paris, Gauthier-Villars. ‘

Briow, (., Leitfaden zum elekirotechnischen Praktikum, s. N. B. 38.

Bucnaro, S Statik des Fluges, s. N. B. 21.

BUTZBERGLR, F., Lehrbuch der ebenen Tngonometrle. Mit vielen Aufgaben und
Anwendungen. Fir Gymnasien, Seminarien u. technischc Mittelschulen, so-
wie zum Selbstunterricht. Vierte, verb. u. verm. Aufl. Zirich 1909. Orell
Fiigsli. M2 —.

Byg, A, Kinetische Theorie der Gase, 8. N. B. 39. :

Casremra, Anrtoxio, Les Mathématiques en Portugal. Deuxitme défense des travaux
de l'auteur. Lisbonne, chez l'auteur, Rua das Taipas, T. C.

Commrnrac, (., Les actions a distances, 5. N. B. 42.

Coyrre rENDU du congrés des mathématiciens, s. N. B. 69.

Coxrrievrions from the Jefferson Physical Laboratory of Harvard University for
the year 1909. Vol. VII. Camdridge, Mass., U. S. A.

Couturar, Louis, Linguo internaciona di la Delegitaro (Ido). Internaciona mate-
matikal lexiko en Ido, Germana, Angla. Franca e Italiana. Internationales
mathematisches Lexikon in Ido, Deutsch, Englisch, Franzosisch u. Italienisch.

Jena, Fischer. A 1.50,
Craxtz, P., Arithmetik u. Algebra zum Selbstunterricht. L. (,Aus Natur u. Geistes-
welt, 120. Bindchen.). 2. Aufl. Leipzig, Teubner. Geb. A 1.25.

Direr, Auseecar, Unterweisung der Messung. Um einiges gekiirzt u! meuerem
Sprachgebrauch angepaBt hrsg. sowie mit einem Nachwort versehen v. Alfred
Peltzer. Aunf Veranlassung u. mit einem Vorwort v. Hans Thoma. Minchen
1909. Siiddeutsche Monatshefte. G. m. b. H.

Dzioeek, O., Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, s. N. B. 70.

Exriques, ¥., Probleme der Wissenschaft, 1, III, s. N. B. 72 u. 73.

Franxianp, W. Barrerr, Theories of parallelism, an historical critique. Cambridge,
University Press. 3 s.

Gaster, H.,, u. Rupro, F., Die Elemente der analytischen Geometrie. Zum Ge-
brauche an hoheren Lehmnstalten sowie zum Selbststudium. Mit zahlreichen
Ubungsbeispielen. 7., verb. Aufl. Leipzig u. Berlin, Tenbner.

Geb. in Leinw. M4 3.—.

Gusrer, S. K, Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik u. Algebra f Mittel-
schulen, methodisch bearb. IV, Heft. Ziirich, Orell Fissli. M 1.20.

Gurzuer, A., Bericht tb. die Tatigkeit des deutschen Ausschisses f. den mathe-
matischen u. naturwissenschaftlichen Unterricht im J. 1909. (Schriften des
deutschen Ausschusses f. den mathem. u. naturw. Unterricht. Heft 6.) . Leip-
zig u. Berlin, Teubner.

Haiwrrpeeen, Frep., Integral- u. Differentialrochnung. Brief 1. (Mathem. Unter-
richtsbriefe f. das Selbststudium Erwachsener, Methode Burckhardt-Blank,

Kursus 5.) Kahla i. Thiir., Thiir. Verlagsanstalt. M —.60.
Hagrr, Haxs, Resultate zu den Aufgaben aus der Arithmetik u. Algebra. 3. verb.
Auflage. Wien u. Leipzig, Deuticke. M 1.80.

Hirzzr, P., Uber die geometrische Methode zur Bestimmung der Bahnen von
Himmelskorpern, s. N. B. 9.

Hermaxx, Bruro, Kleine Himmelskunde. Allgemein verstindliche Darstellung der
Vorginge im Weltall und Beschreibung der bekannten Weltkérper unter be-
sonderer Beriicksichtigung unseres Sonnensystems und unserer Erde. Leipzig,
Roder & Schunke. M 1.25.
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Hocr, Juuios, 1000 eingekleidete Gleichungen. Kine Ergiinzung der-algebraischen
Aufgabensammlungen f. hohere Schulen sowie insbesondere f. technische Fach-
schulen u. Baugewerkschulen. Essen, Bideker. M2 —

Horxinsox, B., Vibrations of systems, s. N. B, 27.

Horx, 1., Emfuhrung in die Theorie der partiellen leferentmlcrlelchungen (Semm-
hmg Schubert LX.) Leipzig, Goschen. Geb. A 10.—,

Jacos, Joser, Arithmetik. 1. Teil: Unterstufe. Wien 1909, Deuticke.

K. 2; geb. K. 2.40.

——. Dasggelbe. L Teil: Fiir die 1. bis 3. Klasse. Ebenda. K. 2; geb. K. 2.40,

Jacos und Scrirrxer, Lehrbuch der Arithmetik und Geometrie f. Realschulen,
Raumlehre, bearb. v. ¥ranz Schiffner. Fiir die 1. bis 3. Klasse. Wien, Deu-
ticke. K. 2.— ; geb. K. 2.40,

Kampry-Roper, Trigonometrie, neu bearb. v. Albrecht Thaer. Ausg. B: Fir Ober
realschulen, Healgymnasien u. Gymnasien m. mathematischem Reformunter-
richt. 32. Avfl. der Kamblyschen Trigonometrie. Breslau, Hirt.

Kart, od. geb. 4 2.50.

Kixtessercer, Lro, Uber eine Eigenschaft unendlicher Funktionalreihen. (Sitzungs-
ber. der Heidelberger Ak. der Wiss, Stiftung Heinrich Lanz, math,-naturw.
Klasse, Jahrg, 1909. 2. Abhandlg.) Heidelberg 1909, Winter.

Korreg, 1., Mathematische Modelle zum Selbstanfertigen, s. N. B. 15.

Kowarewskr, Geruarp, Die klassischen Probleme der Analysis des Unendlichen,
Leipzig, Engelmann. M 15.—; geb. A 16.50,

Kzavs, Koxran, Methodik der Naturlehre. Anleitung z. Erteilung des Unterrichts
in Volks- u. Biirgerschulen u. Fortbildungsschulen. Wien, Pichlers Wittwe &

Sohn. K. 3.—; geb. K. 3.30.
Lanece, Max, Das Schachspiel u. seine sfrategischen Prinzipien. (,,Aus Natur und
Geisteswelt:, 281. BiAndchen.) Leipzig, Teubner. ML —; geb. A 1.25

Lacnraror, Am sausenden Webstuhl der Zeit. Ubersicht ib. die Wirkungen der
Entwicklung der Naturwissenschaften u. der Technik auf d. gesamte Kultu-
leben. (,,Aus Natur u. Geisteswelt”, 23. Biindchen.) 3. Aufl. bearb. von L.

Troske. Leipzig, Teubuer. M 1.—; geb. A 1.25.
Lisp, Beswo, Uber das letzte Fermatsche Theorem. (Abh. z. Geschlchte d. mathem.
VVlss Heft XXVI 2.) Leipzig u. Berlin, Teubner. A

Lixsice, Max, Lehr- u. Thungsbuch der Mathematik. Fir hShere Miidchenschulen

bearh. J. Teil. Lehrstoff d. 4. u. 8, Klasse. Leipzig, Freytag.
) : Geb. £ 2.—

--—, Lehr- u. Ubungsbuch f. den Unterricht in der Arithmetik u. Algebra, mit
einem Anhang f. den Unterricht in der analytischen Geometrie. Fir die hi-
heren Lehrerinnenseminare bearb. Leipzig, Freytag. Geb. in Leinw. 4 2.50.

Lorwy, A., Versicherungs-Mathematik, , s. N. B. 61.

MADLER, G Physikalische Aufgabensammlung, , s. N. B. 51.

Maxor, MAX Lehrbuch der Geometrie f. die oberen Klassen der Gymnasien und
Realgymna.sien (IV.—VIIL Klasse). Wien, Manz. K. 4.—; geb. K. 4.50.

——, Lehrbuch der Geometrie f. d. oberen Klassen d. Realschulen (IV.—VIIL K1}
Wien, Manz. Broch. K. 4.—; geb. K. 4.50.

Masxoury, G., Methodologisches und Philosophisches zur Elementar-Mathematik.
Haarlem 1909, Visser Azn. M. 8 60; geb. A 9.50.

Mrgayi, Y., Mathematical papers from the far east, s. N. B. 75.

MoxsreiL, P.-L., Théorie du point. (2e partie). Géometrie curviligne. 2é¢me éd,
revue, corrigée et considérablement simplifiée. Paris, Chapelot et Cie.
MiLLer, E., Technische Ubungsaufgaben f. darstellende Geometrie, s. N. B. 16. -
Muies, J., Beweis der Fermatschen Satzes. Ubersetzung des Verfassers nach den
Originalartikeln in der ,Revista Artilerici* Bukarest. Wien, v. Waldhein,

Eberle & Co.
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Narore, P., Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, s. N. B. 76.

Newmern, Jonsnses, Der groBe Fermatsche Lehrsatz. Aus dem Ungarischen v. Jo-
sef Eber-Budapest, Stephaneum Buchdruckerei. :

Ngrro, Evcen, Die Determinanten. (Mathem.-physikal. Schriften f. Ingenieure u.
Studierende, hrsg. v. E. Jahnke, Nr. 9.) Leipzig, Teubner.

M 3.20; geb. in Leinw. 4 3.60.

Nirscge, Orro, Der arithmetrische Lehrgang in symmetrlschem Aufbau. Ein
GrundriB. Berlin, Weidmann, ML —.

Novoxw, A., L'action électnque du soleil, s. n. B. 53.

Pascar, E., Repertorium der hoheren Mathematik. Zweite, villig umgearbeitete
Auflage der deutschen Ausgabe, unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker
hrsg. v. P. Epstein u. H. E. Timerding. 1. Band: Analysis. Erste Hiilfte:
Algebra, Differential- u. Integralrechnung. Leipzig u. Berlin, Teubner.

Geb: in Leinw. /£ 10.—.

Porvcars, H., Legons de méednique céleste. s. N, B. 31.

Posxg, F., Uber die Notwendigkeit der Errichtung einer Zentralanstalt f. den natur-
wissenschaftl. Unterricht. (Schriften des deutschen Ausschusses f. den mathe-
matischen u. naturwissenschaftl. Unterricht.) Leipzig u. Berlin, Teubner.

' M. —.60.

Prvesmremn, K., Physik der Sonne, s. N. B. 57.

Rosuaniya-Scrossr, Geometrische Formenlehre. Ein Leitfaden f. den geometrischen
Anschauungsunterricht in der ersten Realschulklasse. 10. Aufl. Nach den
neuen Lehrplinen bearb. v. Franz Bergmann, Wien, Pichlers Wittwe & Sohn.

Geb. K. —.90.

———, GrundriB der Geometrie in Verbindung mit dem geometrischen Zeichnen.
1. Teil; Lehr- u. Ubungsbuch f die IL u. II Realklasse. 11. Aufl. Nach
den neuen Lehrplinen bearb. v. Franz Bergmann. Ebendu. Geb. K. 1.60

— —, Dasselbe, 2. Teil: Lehr- u. Ubungsbuch f. die IV. Realklasse. Ebenda.

Geb. K. 1.30.

Savssvrk, Rene pe, Exposé résumé de la géometrie des dfeuilletsc. Nouvelle géo-
metrie de 'espace basée sur la considération du ycorps rigide comme élément
spatial, donnant naissance aux systéme des corps rigides (déplavements finis
a plusieurs parameétres). (Mém. Soc. Phys. et Hist. nat. de Genéve, vol. 36,
1910). Geneve, Kiindig.

Scmrryer, Fraxz, u. Travaiéex, Joser, Raumlehre. Der Uuterstufe 1. Teil. Wien,

Deuticke. K. —.70; geb K. 1.—.

, Dasselbe, Der Unterstufe 2. Teil. Ebenda. K. —.90; geb. K. 1.20.

Scurtper, E., AbriB der Algebra der Logik, 1I, &. N. B. 19.

ScrropEr, J., Aufgaben f den Unterricht in der analytischen Geometrie der Ebene

an hoheren Schulen. Leipzig u. Berlin, Teubner. M 1.40,
Scausesr, Hekwans, Elementare Arithmetik u. Algebra. (Sammlung Schubert L)
Leipzig, Goschen. Geb. 4 2.80.

Scaurrz, E., Vierstellige Logarithmen s. N. B. 67.
Scauster, Aucesr, Kinfiihrung in die elementare Mathemathik. In 12 Vortriigen.
(,Sammlung K&sel Nr. 33.) Kempten u. Miinchen, Késel.
) Geb. in Leinw. 4 1.—.
Scawann, Pavr, Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse, s. N. B. 12,
Sravpg, Orro, Analytische Geometric des Punktepaares, des Kegelschnittcs u. der
Fliche zweiter Ordnung. Erster Teilband. (Teubner Sammlung Bd. XXX, 1.)
Leipzig u. Berlin, Teubner. M 20.—; geb. in Leinw. 4 22.—.
Stavpe, Orro, Analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegelschnittes und der
Fliche zweiter Ordnung. Zweiter Teilband. (Teubners Sammlung Bd. XXX,
2.) Leipzig u. Berlin, Teubner. M 16.—; geb. in Leinw. 4 18.—.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 Eingelaufene Schriften.

Srocxravs, Heruawy, Beitrag zum Beweis des Fermatschen Satzes. Leipzig, Braund-
stetter. M 2.-,

Twverpive, H. E., Die Theorie der Kriftepline, s. N. B. 32.

Vater, R., Die Maschinenelemente. (,,Aus Natur u. Geisteswelt“, 301. Biindchen,)
Leipzig, Teubner. At 1.—; geb. in Leinw. M 1.25

VEREIX DEUTSCHER IngeNiEurg, der, und seine Arbeiten. Hrsg. aus AnlaB der Welt-
ausstellung in Brissel 1910.

Verwartongs-Bericnr (iber das sechste Geschiftsjahr und Bericht {iber die gechste
AusschuBsitzung des unter dem Protektorate Seiner Koniglichen Hoheib des
Prinzen Ludwig von Bayern stehenden Deutschen Museums. Miinchen 1909,
Oldenboury. :

Vorrumany, Pacwn, Eigenart der Natur u. Eigensinn des Monismus. Vortrag, ge-
balten in Kassel u. in Konigsberg i, Pr. im Herbst 1909. Leipzig u. Berli,

Teubner.
Vorquarpts, G., Feldmessen u. Nivellieren. (,Der Unterricht an Baugewerks-
schulen®, 13.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. 4 —.80.

‘Wzan, Crarres Kassox, Music and Science. Address of the retiring president, read
before the Philosophical Society of Washington, January 15, 1910. (Philos.
Society of Washington, Bulletin, vol. XV, pp. 169—187.) Washington, Philo-
sophical Society.

‘Weap, Caaries K., Jaues Bryce, Miurox Urpeararr, R. R. Woopwarp, L. O. Howazp,
HurperT Putvavm, E. M, Carravper, Simon Newcomb. Memorial Addresses,
Read before the Philosophical Society of Washington, Decembre 4, 1909,
(Philos. Soc. of Washington Bulletin, vol. XV, p. 183—167.) Washiagton,
Philosophical Society.

“Wearr, H., u. Werwsterx, J., Enzyklopidie der Elementar-Mathematik. Ein Hand-
buch f. Lehrer u. Studierende. 1. Band. Elementare Algebra u. Apalysis.
3. Aufl. Leipzig 1909, Teubner. Geb. in Leinw. 4 10.—.

Wennexk, Hemrren, Zu einer Revision eines Satzes der Gravitationslehre. (Sonder-
abdruck aus: Neue Weltanschauung, 1910, left 8.) Leipzig, Barth.

WeLLiscu, L,, Theorie u. Praxis der Ausgleichungsrechnung, s. N. B. 3.

Youxe, W., G., The fundamental theorems of the differential calculus. (Cam-
bridge Tracts in Mathemathics and mathematical Physies No. 11.) Cambridge,
University Press. 28 6d
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Von E. WOLFFING in Stuttgart.

(Fortsetzung und Schluf von Band 58, S. 444.)

Trigonometrie.

5000. A. G. Bennett. Trigonometric
functions of frog angles expressed in
terms of frog number. K N. 57. 516.

5001. C. Cario. Schornsteinhéhen-
messungen. Z.D.M. 29. 108.

5002, P. Epstein Eine einfache Ab-
leitung des Legendreschen Satzes. Z.V.
36. 62.

5003. W. Foerster. Ein Sonnenrchr
zur gendherten Zeitbestimmung., D.M.Z.
1907. 169.

5004. K. Fucls. Das Riickwirtsein-

schneiden im Raume. Z.V. 85. 425.
5005, DP. Gast. Ein Beitrag zur Pol-
héhenbestimmung. Z.V. 35, 81.

6006, F. K. Gerst. Denkschrift zur
Basismessung zwischen Darmstadt und
Griesheim. Z.V, 35, 169,

8007, A. Grimert. Zur Berechnung
der Héhe aus den 3 Seiten eines Drei-
ecks. 2.V, 36, 945.

5008, Haller. Neutriangulierung in
Wiirttemberg. Z.V. 35. 785.

8009, I'. 4. Halsey. Trigonometry in
the tool room. Am.M. 3u. B. 785.

5010. J. Heil. Hilfstafeln zur trigon.
und tachymetr. Hohenmessung fiir Zen-
tesimalteilung des Kreises. Z.V. 36. 57.

2011, A. H. Horton. An error in
leveling caused by waving the leveling
rod. E.N, 56. 35.

5012, Klempau. Einketten mit geo-
graphischen Koordinaten. Z.V. 35. 1a7.

0013, A. Klingatsch. Uber photogra-
phische Azimutbestimmung. Z.V. 35. 905;
924,

5014, Kopsel. Eine frigonometrische

Aufgabe. 7.V. 33. 568.
5015. L. Kriger. Eine Teilungsauf-
gabe. Z.V. 35. 241.

3016, W. Laska. Polygonalmessungen
bei Eisenbahnarbeiten. Z.V. 36. 185.

2017. W. Laska. Zur Geschichte des
Riickwiirtseinschneidens. Z.V. 86. 514.
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65018. P. Lehoux. Tableau dressé pour
servir au caleul de V'azimut et de I'heure
d’apres les tables Sanguer. J.G. (6) 9.
264.

5019. H. Lischner. Uber den AnschluB
von selbstindigen Triangulierungen an
solche hoherer Ordnung. Z.V. 35. 377.

5020. E. H. Mc Alister. A pew me-
thod for determining azimuth. E.N. §8.89.

2021, C. Pulfrich. Uber ein Verfahren
zur direkten Ermittelung der Horizontal-
projektion der Ziellinie nach einem nicht
notwendig zuginglichen Punkte. Z.IL
27, 329,

0022, Puyller. Bemerkungen zur Auf-
gabe des Riickwiirtseinschneidens. Z.V.
36. 413.

5023. H. Sossna. Grenzausgleichungen
unter Beriicksichtigung von Bonititen.
Z.V. 35. 268.

5024. Wilcke. Beitrag zur Berechnung
von Dreiecken, Z.V. 35. 439.

Yektoranalyris.

0025, C. Turnbull. Vectors and Watt-
ful currents. T.E. 59. 105,

Wirme.

5026. J. Adam. Zur Bestimmung der
Korrektion des herausragenden }adens
von Hg-thermometern mit Hilfe des
Fadenthermometers. Z.I. 27. 101.

5027, H. Alt. Uber dieVerdampfungs-
warme des fliissigen O und flissigen N
und deren Anderung mit der Tempera-
tur. Z.K.F.G. 9. 179; 10. 1; 19.

5028, C. G. Atwater. The burning of
washer glate and coke braize. E.W. 48.
6569.

5029, A. Bantlin. TDer Nutzen des
Dampfmantels nach neueren Versuchen.
Z.V.D.I. 50.1066; 1108;1184; 1227; 1313.

5030. A. Barbezat. Turbo-Compres-
seur, systeme Rateau et Armengand.
8.B.Z. 48. 235. '
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5031. T. M. Barlow. The heat con-
ductivity of iron stampings. T.E.60. 554.

5032, K. Beneke. Dampfpumpen-
dimensioniernng. 7Z.D.M. 30. 395; 412.

5033. H. Benisch u. A. Andersen.
Neuere kalorimetrische Untersuchungen
von Wirmeschutzmitteln. Z.V.D.I. 50,
1655; 2046. — C. Pasquay. 2045.

5034. B. Biegeleisen. DieWirmetrans-
missionsberechnung in Amerika und bei
uns. Gl 29. 713; 725.

0035, B. Biegeleisen. Zur Theorie der
Abdampfheizung. G.I. 29. 283.

5036, B. Bonnesen. Abkiihlung von
Gebiuden und Empfindlichkeit der Ther-
mometer. (x.I. 80. 280.

5037. K. Brauer. Leistungsversuche
an einer Kiltemaschine System Linde.
Z.G.K. 13. 45,

5038. I S. Brown. Correction con-
stants for steel tapes. E.N. 57. 32.

5039. W. Brickner. Die konstruktive
Grundlage und die praktische Ausgestal-
tung der Briicknerheizung. G.1.29. 362;
509. — 0. Krell. 509,

5040. O. Busse. 2/5 gekuppelte Vier-
zylinder-Schnellzug-Verbundslokomotive
fiir die dénischen Staatsbahnen. O.F.E.
44, 1.

5041. O. Busse. Uber die Verdamp-
fungsfahigkeit von Lokomotivkesseln 0.
F.E. (2) 48. 171,

5042. W. Campbell. TUber die Wirme-
behandlung einiger hochgekohlter Stihle.
M.U.H. 3. 741; 781.

o043, C. Cario. Wiarmemechanik.
7.D.M. 29. 273; 285; 297.

5044. C. Cario. XKritik tber Ver-
dampfungsversuche. Z.D.M. 30. 445; 457.

5045. Chauwvin et Arnouxr. Nouveaux
pyromeétres thermoéleetriques industriels.
B.S.E. 106. 1173.

5046. D. Clerk. Explosion tempera-
tures. lg. 84. 197,

5047. P. Cooke. Thermal efficiency of

boilers. E. 101. 305.

5048, C. . Curtis. Tests of Curtis
turbines. Kg. 84. 298.

5049, L. Demozny. Das Hirten von
Stahl. M.U.H. 4. 726.

5050. L. Demozny. The hardening
of steel. KEg. 84. 576; 603.

5051. A. Dosch. Mittelbarer Nachweis
von unverbrannten Gasen in Verbren-
nungsprodukten. Z.D.M. 30. 393.

5052. A. Dosch. Beurteilung der Ver-
brennungsvorgiinge bei Feueranlagen.
Z.C.A XK. 2. 898; 421; 449; 473,

5063, 4. Dosch Die Groﬁenbestlmmung
der durch Abgase beheizten Speisewasser-
vorwirmer. P.M.C. 39. 125; 132; 142.
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5054. A. Duchesne. Les phénombne
thermiques dans les machines & vapeur
R.D.M. 19. 5.

5055, Fherle. Einfluf des Kesselsteins
auf die Wiarmeausnutzung im Damgf.
kessel. Z.D.M. 30. 397; Z.B.D. 11. 108

8066, C. Eberle. Der EinfluB de
Gegendruckes und der Zwischendampf.
entpabme auf den-Dampfverbrauch vo
Kolbendampfmaschinen. Z.V.D.I. 31,
20033 2070; Z.B.D. 11, 8b; 96; 119; 133
- 5057. Eberle. Hochhubsicherheits
ventile. Z.B.D. 10. 163; 173.

5088. (. Eberle. Die neue Dampf
anlage der Altenburger Aktienbrauers,
Z.B.D. 11. 33; 43.

50569, F. Finde. Die Erwirmung eines
draht{frmigen Schmelzeinsatzes. E.TY
25. 456. 478.

5060. M. Ensslin. Temperaturspan-
nungen in einer kreisformigen Platte
P.J. 322. 705; 721.

9061. R. FEsnault- Pelterie. Moteu
extra-léger a explosion. M.1.C. 60. B. 610,

6062, V. Fischer. Die Verwendurg
eineslogarithmisch geteiltenKoordinaten-
systems in der Warmemechanik, 2.0,
A V. 59. 258 .

5063, P. Forchheimer. Uber Voruater
suchungen fiir Wasserversorgungen,
0.LA.V. 58. 200

5064, F' Foster. New gas engine dis-
grams. E. 103. 181.

5065. H. Frank. Feuerlose Loke-
motiven, Z. D.M. 29. 865.

8066, H. Friedrich. Versuche iher
den Wirmedurchgang, ausgefiibit an
Thermometern. Z.G.K. 14. 187,

8067, P. Fuchs. Der Warmeiibergang
an Vorwirmerheizflichen. 7.V.D.L 5.
1106.

5068, T. Ganzenmiiller und W. Licden
bacher. Die Umrechnung der Leistung
einer Kiltemaschine auf Normalverhilt-
nisse. Z.G. K. 13. 25.

5069. T. Ganzenmiiller. Vergleich
der Kalteleistung ~einer NH?-Kill
maschine beim Ansaugen nasser und

~ trockengesittigter Dimpte. 7.G. K. 13.65

5070. K Getlhausen. Vergleichence
Wirmedurchgangsversuche an einer Tur
binenheiBdampfleitung  der Berliner
stidtischen Zentrale Buch. K.B. 24.311;
331.

5071. R. Geipert. Beitrage zur Be
rechnung des Nutzeffekts von Feuerungs
anlagen. J.G. W, 49, 437; 459. 478. -
J. Hudler 463.

H072. J. (Goder. Die Verwertung 4o
Abdampfes mit Unterbrechung arbeiten-
der Dampfmaschinen. T. 12. 61.
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5073. A. Goebel.
HeiBwasserheizungen. (1. 29. 369.

5074, P. Goerens. Uber den augen-
blicklichen Stand unserer Kenntnisse der
Erstarrungs- und Erkaltungsvorgiinge bei
Eisenkohlenstofflegierungen. M.TU.H. 3.
175; 4. 137: 173,

5075. de Grahl. Verbrennungsverluste
und endotherme Reaktionen. Z.D.M. 30.
297.

3076, (. de Grahl. Wiarmeerfordernis
fiir Eisenbetonbauten. B.E.B. 6. 40.

3077. . de Grakl. Wirmeaufnahme
und Abgabe der Umfassungswinde von
Gebiuden. G.I. 30. Festnummer 26.

3078. G. de Grahl. Die spezifische
Leistung der Heizkessel-Heizflichen. G.
1. 29. 689.

8079, G&.de Grakl. Zur Regelung der
Wirmeabgabe bei Warmwasserheizungen.
G.I. 29. 333.

3080, A. Gramberg. Zeichnerische
Frmittlung der Strahlenberichtigung bei
Heizwertbestimmungen mit der Bombe.
Z.Y.D.L 51.262.

5081. M. Grellert. Die Anordnung
von Damptheizapparaten innerhalb der
Druckhéhe von Niederdruckdampfkesseln.
G.1. 30. 71.

5082. L. Guillet. Traitement ther-
mique des produits métallurgiques. M.
LC. 59. B. 570.

5083. H. Haedicke. Die Temperatur-
schwankungen auf der gesamten Erd-
oberflache. P.J. 321. 141.

6084. F. Hdufer. Untersuchungen
explosibler Leuchtgasluftgemische. Z.
V.D.IL. 50. 240.

8085, G. T. Hanchett. Boiler efficiency
tests. E.W. 47. 454.

5086, II. Harkort. Beitrag zum Stu-
dium des Systems Fe-W. M.U.H. 4. 617;
639: 673.

5087. F. Huosendhrl. Zum Schnell-
umlauf der Warmwasserheizung. G.L
29. 365; 511. — H. Kraus b11.

2088, E. Hausbrand. Dampfverbrauch
und Bodenzahl der kontinuierlichen
Alkohol-Destillicrapparate. Z.C.A.K. 2.
585; 617; 641.

5089. K. Heilmann. Die Entwicklung
der Lokomobilen von R. Wolf. Z.V.D.L
50. 313; 4465 478.

5090. C. Heinel. Wiarmetafeln fir
tberhitzten Wasserdampt. Z.G.K. 14. 46.

3091, C. Heinel. Vereinfachte Be-
handlung thermodynamischer Aufgaben
des praktischen Maschinenbaues ver-
mittels Schaulinien. Z.K.F.G. 9. 6; 103.

2092, O. Henckel. Vorschlige zur
Feststellung der Vorginge in Ver-
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dampfungs- und Verdichtungsapparaten.
Z.G. K. 14, 141.

5093. J. B. Henderson. Recent ad-
vantages in our knowledge of radiation
phenomena and their bearing on the
optical measurements of temperature.
Eg. 82. 247.

5094. J. B. Henderson. Recent ad-
vantages in our knowledge of radiation
phenomena and their bearing on radia-
tion pyrometry. T.E. 57. 700.

5095. E. Heyn und O. Bauer. Kupfer
und Schwefel. M.U.H. 3. 75."

8096. F. Heyn und O. Bauer. Kupfer
und Thosphor. M. U.H. 4. 242; 257.

. 0097a. G. Herberg. Neuerungen im
Uberhitzerbau. Z.B.H.S. 54. 183.
5097b. M. Hirsch. Die Anwendung
der maschinellen Kihlung auf den
Kompressorbetrich. Z.G.K. 14. 221.

5098. J. W. Hobson. Vaughans for-
mula for equivalent heating surfaces.
R.G.T. 42. 223.

5099, J. I van’t Hoff. Die Thermo-

chemie. Z.0.1.A.V. 38. Suppl 45.
. 5100, F. Hoffmann und EK. Rothe.
Uber die Ausdehnung des technischen
Pentans in tiefen Temperaturen und die
Skale des Pentanthermometers. Z.1. 27.
265.

5101. L. Holborn. Optical pyrometry.
T.E. 59. 794.

5102, C. I'. Holmbde. Die Skonomische
des Heifdampfes fiir die
Dampfturbine und die Kolbendampf-
maschine. K.B. 24. 239; 255,

5103. B. Hopkinson. The explosion
of gaseous mixtures and the specific
heat of the products. Kg. 81. 77T,

5104. B. Hoplkinson. On the indicated
power and mechanical efficiency of the
gas engine. Eg. 84, 570; 648; E.104. 427;
453.

b105. H. Hort. Die Warmevorginge
beim Liéngen von Metallen. Z.V.D.L
50. 1831; M. F.1. 41. 1.

5106. M. Hoitinger. Vom Nutzeffekt
guBeiBerner Gliederkessel. G.L 30. Fest-
nummer 43.

b107. M. Hottinger. Berechnung eines
Trockenkastens. G.I. 30. 157.

5108. M. Hottinger. Fernwarmwasser-
heizung. G.1. 30.181; 361. — M. Kretsch-
mer 359.

5109. M. Hottinger. Zentrale Fern-
warmwasserversorguug. (.1, 30. 293,

5110. M. Hottinger. Bestimmung der
Rohrdurchmesser bei Dampfheizungsan-
lagen. G.I. 30. 840; 857.

0111, C. L. Hubbard. Selection of a
steam engine. K. W, 48. 859,
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b112. G. Jacob. Die kalorimetrische
Heizwertbestimmung von Kohle mit be-
gonderer Bericksichtigung der Kalori-
metereichung. Z C. A K. 2. 2815 313; 337;
3693 499; 533; 5653 597.

5113. W. Jaeger und H.v. Steinwehr.
Avwendung des Platinthermometers bei
kalorimetrischen Messungen. Z.1. 26. 237,

5114. A. Jarolimek. Uber die Mechanik
der Verdampfung. Z.D.W. 31. 159; 32.
24. — F. Kroufi 82.9.

5115, J. E. Johnson. Blastrefrigeration.
Eg. 82. 332.

5116. J. E. Johnson. Different modes
of blast refrigeration and their power
requirements. E. 102, 805; 331.

5117, E. Jouguet. Le théortme de
M. Gouy et quelques-unes de ses appli-
cations. R.D.M. 20. 213.

5118. F. Jouguet. Remarque sur la
thermodypamique des machines motrices.
R.D. M. 19. 41. .

5119, W. Kamerlingh-Onnes. Uber
Messunger sehr tiefer Temperaturen.
Z.K.F.G 9.1; 17; 85, 56; 72; 88; 163;
187; 10. 71.

5120. K. Koaufmann. Selbsttitige
Temperaturregler fiir Dampf- und Warm-
wasserheizanlagen. G.1. 30, 480.

5121. H. Kayser. Die Grinde fiir
die Temperaturerhsbungen in den Unter-
grundbahnen. G.I. 29. 317.

8122, B. Kirsch. Eine Methode zur
Bestimmung der Wirmedurchlissigkeit
von Baumaterialien. M.T.G.W.(2) 16. 52.

5123, J. Klaudy. Elemente, Verbin-
dungen, Mischung, Losung. Z.0.1LA.V.
58. Suppl 10.

5124. T. Kiehe. Der Drehrohrofen
in der Zementindustrie. B.M.K. 12. 321.
371,

5125. 0. Knoblauch und M. Jacob.
Die - Abhiéngigkeit der spezifischen
Wirme ¢, des Wasserdampfes von
Druck und Temperatur. Z.V.D.1. 51. 81;
124; M.F.1 3536, 109.

5126. I'. Krimer. Das Verhalten der
Dimpfe in den Verdampfern der Kiilte-
maschinen. Z.G.K. 13. 21; 41,

8127, ¥. Kraus. Der Wirkungsgrad
der Dampfmaschine. Z.D.W. 31. 8; 15;
35; 52 65; 85 Y9; 113; 137; 146,

5128. M. Krause. Die Temperatur-
verhdltnisse im Wirmeaustauschapparat.
Z.G.X 14. 227.

5129, 0. Krell. Abkiibhlung von Ge-
biunden. G.I. 30. 10.

5130. F. Langen. Dampfhetrieb bei
hohen Driicken und hohen Temperaturen.
Z.G.T. 4. 448,
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Der hyperbolische Kosinushogentriger (Kettenlinientriger).

Von Baurat ADOLF FRANCKE in Alfeld an der Leine.

Die hyperbolische Kosinuslinie oder Kettenlinie hat den Kriimmungs-
halbmesser @ =— C—T——

— i, liegh mithin zwischen dem Kreise ¢ — » und

der Parabel p = Sie ist der Parabel niher verwandt als dem

€08 3
Kreise, indem sie wie die Parabel die ooferne Gerade beriihrt. Kiir
geniigend geringe PfeilhShe fallen Kreis, Parabel und diese Bogenlinie
in die nimliche Bogenform zusammen und zeigen daher die gleiche
Krifteverteilung. Yiir groBere Pfeilhchen aber fallen die elastischen
Werte der Kreisform und der Parabelform weit auseinander. Diese
Bogenform liegt zwischen denselben und ldBt sich fiir gréBere Pfeil-
hihen etwas einfacher als die Parabel mathematisch genau behandeln.
Wertvoll muB es daher nach Meinung des Verfassers an und fiir sich
sein, fiir diese der Parabel so nahe verwandte Linie auch fiir beliebige
Pfeilhohen eine genuwue mathematische Darstellung des Spieles der
imeren Krifte zu gewinnen.

Uberdies verdient diese Bogenform insofern allgemein technische
Beachtung, als sie fiir manche Fille als die zur praktischen Anwendung
geeignetste bezeichnet werden muB.

Ordnet man die Stiitzlinie und die Linie der zugehdrigen Last-
hohen einander zu, so erscheint diese Linie als das sich selbst ent-
sprechende Klement. Kin nach dieser Bogenlinie ausgefiihrtes Tonnen-
gewdlbe von gleichbleibender Wolbstirke trigt sich selbst als Stifu-
linie ohne innere Biegungsmomente.

Allgemein verteilt sich meist das Eigengewicht oder die stiindige
Last der Bogenkonstruktionen nicht gleichmiBig iber die Wagerechte.
Hiufig schmiegt sich die Verteilung mehr oder weniger genau dem

Gesetzep:zg‘?g an, Dann aber zeigt gerade diese, Bogenlinie vor

allen anderen Bogenformen den Vorzug, dal nur die rollende odor
auBergewthnliche Belastung wesentliche innere Biegungsmomente her-

Do
€08 w

vorruft. Denn diese Bogenlinie ist die Stiitzlinie der Belastung p =

Zeitschrift £ Mathematiik u. Physlk. 59. Band. 1911. Heft 2. 8
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Fir diese Bogenlinie gelten, mit Bezug auf Fig. 1, die folgenden
Gleichungen und Beziehungen zwischen den einzeln in Betracht kom-
menden RechnungsgroBen.

Setzt man, fiir 4y _ tg o, den Wert L Cof e, dann ist Eine
dx €08 ®

o [ do aa : -
=tga, Iang§=tg§; “=fc7)s53 m=f(~§0—i; und ist r der Kriim-

mungshalbmesser

Fig. 1.

im Scheitel, dann
ist dieser Wert r
das Zeichen des
MafBstabs, in wel-
chem dicse ein-

formige Linie ge-
zeichnet oder an-
geschaut wird. Die
verschiedenen Bi-
genformen, Bogen
von verschiedener
Pfeilhihe, sind wie
berm Kreise, Ab-
schnitte von unter-
schiedenen Schluf-
winkeln, simtlich von der einen einzigen Linienform abgeschnitten in
verschiedener Tiefenlage, und es gelten die einfachen Beziehungen:

z=ra;v=y+r=rQojie; s=r&ina; p=rCoj?e; y=7(Coja—1);

. o
Sin? =

wihrend die Sehnenhthe u = r(Cojy — Coja) =& ll -
Gin* 7
Cofy cosg=1. e

ist, fiir

1. Wirkung des Bogenschubes A.

Wir bezeichnen mit # die in Richtung des Kriimmungshalbmessers
gemessene elastische Durchbiegung des Bogens mit frei drehbaren,
unverschieblichen Kémpfern und erhalten durch Anwendung der Glei-
chung EJZ—Z:: =+ M fir den Zustand II =1 die Gleichung FJ%

= h —y oder E’/J%f — Cojy — Cofwx, wobei €ofy cos f—1 ist. (Fig.2)

Dureh Integration nach ds = r@Cpjede wird erhalten:

EJdz
r? ds

— [(Gof y — Gof ) Gof ed e — Gof p Sin e — Sl _ 2,
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Durch Einsetzung des
Kimpferwertes o = p
erhalten wir Kenntnis
des wichtigen, bei Be-
trachtung von gekup-
pelten oder anderweit
am Kimpfer gebunde-
nen B6gen unentbehr-
lichen Wertes der vom
Bogenschub  erzeugten
Kampferdrehung

EJ Sin2y —2
LIy S =2 g
welche Drehung beiposi-
tivem Drucke H vom
Kimpfer nach auswirts
gerichtet ist.  Durch
nochmalige Integration nach ds =7 Cojede wird erhalten:

ZfTJz = (LUW Sine — “'l—n'}% — ——) Cofeda
EJ Sin y — Cof Coj®y | GEofy Cof?e @oi Coje — o« Eine
P E=T 7’2’, 7_73A,+J727 + - 2

Daraus ergibt sich fiir deo =% die Achsenschiebung w:

EJ, :Fifzd

yEiny — Cojy (Eni’yl (Soiy Coj* de 1 a@lna
18iny —Goiy _ 7 [(ofede— [ s f

Giny—QC Eoy* GinaC &
7Giny —Cofy o; )co—{— iy@n m"‘ﬁ, 5 fu mad

2 @Di

und mithin fiir 0 =8, e =y

¥
in y — Cof s 5Gin2y 42 1
?gw = (Z§IHY2 Col7 _ @0;7 )ﬁ + 'Llﬁlf?%j:—ﬁ — éfaiang ede.

0
Der letzte Wert A4 — f « Tangede kann auf verschiedenen Wegen
rechnerisch dargestellt werden. Wir geben zwei Formeln, von denen
die cine bei kleinen, die andere bei groBen Zahlenwerten o rechnungs-
miBig zweckmiBig ist. Weil Tange < « und zugleich Tange < 1 ist,

80 ist immer A <, * "~ und zugleich 4 < —- Da

ol 2 b 17 7 62 o®
Tange = — o+ yu — g9 tg g gt

]*
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ist, so ist
o b 2’ 17e? 620:“
Ad=5—%trum s el
Die Reihe ist zweckmiBig zur Berechnung von A-=fa FTang ade bei
kleineren Werten « und wird sehr unbequem bei grofen Werten «.

Setzt man
Tang ¢ = u+ =1 —e*)(1+e ) t=1-2{e 2 —e "t e —el*|_
dann 1st
=fzx Tangade =~ — 2f(¢xe—“ —eae ™t 4+ aet — 4)de
B LR e B ETETT el (:b:;_a)eiﬁ) N
e
:%* B ;L: I —{—2212)8"“ o +48a)e—w b

und diese Reihe ist zweckmiBig zur Berechnung bei grofen Werten .

_ Cof3y+3Cojy
= T

Wir setzen Gof®y ein und bezeichnen den, nega-

tiv unter Umkehrung der Vorzeichen genommenen, 16fachen Wert Ii;] w
mit N und erhalten:
16 EJw

B

N-——

r

. Y
= 4{3{%-{- 3(Soiy—2y@iny} w%’) +8 |« Tang ade

0

als genaues mathematisches MaB der vom Bogenschub H erzeugten
Verlingerung der Bogenachse bei der Verbiegung.

2. Wirkung einer Scheitellast.

Die im Scheitel hingende Last P =2 verbiegt an und fiir sich,
also fiir H — 0 den Bogen, Fig. 8, nach MaBgabe der Gleichung:

’z EJd*z
EJd?‘ =z —e oder T e
leJ%Z— =frx@0 ade — yCojeda = (¢ — ) Gintae — Coje + 1.

——Z ——f(u — ) GineCojede — Cof alda + Cojada

= (e —p) —;g — 1({;1:1:(5010: — T + Gine + ;(@iny(_&niy—}—y)—@iny-
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Daraus folgt nach Vervielfiltigung mit de = l&% durch Integration:

Pl — 0|2 (@iny Gy + 9)— Giny +j(oc— »)

@mcx 3 o d o
T e ? 'zft;m

~a [ (@inyGoiy + 1) — Giny) + @ e (Gofw 1)
+l-@niu—§f€£—z-

Durch Einsetzung der Kémpferwerte @ — f, « = » wird erhalten:

Ll)imd ——@mad(x

EJ 3, .. . ) 3 d

“w = g5 (Giny Cofy + ») — Sinp ) +1-Cofy — 7 (Cofy — 1)_Zf§ﬁ-
0

Man kann das letzte Integral fir sich berechnen. Rechnerisch etwas

einfacher gestaltet es sich

zumeist, wenn

‘ado 2P

¥ig. 3.

=m-(x—f‘mda

gesetzt wird. Man erhglt
alsdann:

EJ _ﬁ(
+l-@0i7—;(@0i?~1)

+i«’f(mdoz.

[}

/3 &in 2y

— Gin y)

Y
Man kann f wde auf sehr verschiedene Weisen rechnerisch feststellen;

wir geben hier zwei Wege an, von welchen der erste fiir kleine, der
zweite fiir groBe Schlquerte o, y rechnerisch passend ist.

Welil d . o
(Z ot
do = g = el 5+ 5 %5 ]
1st, so ist
«’ bo® 6le’
D=e— % T 1 T
und daher

‘ at ot o’ 61t
de“='2'—éz+ém"’ﬁ+
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Weil

1 __ (p— ___ p—3a ~ba __ -1 _
@Uia—-,?(e e=3%¢ 4 e e 4+ )
ist, so 1ist
@ _a (1_6—3’02) (1_6—502) = B e—ﬂﬂ C—Sa
=l L e

—3a —bu

wdo b4 1 1 1 e € e e
fT=Z“-(1—zﬁ+zrz—?=+*)+" — g T T T

1 —3a —5a
§fmdtx=%tx—0,91622+e_“——eg +e?—+---

Der Zahlenwert f wdo ist mithin stets bekannt. Um bei Zahlenrech-
nungen zu gegebenen Werten w, § die genauen zugehdrigen Werte «, p
zu bestimmen, kann man, abgesehen von den bereits gegebenen Be-
ziehungen, eine der folgenden Gleichungen benutzen:

) 61w’

8in 3 sin @® 8in @’

« =s8inm + 3 + 5 -+ 7 ~+ e

‘Wir vervielfiltigen den gefundenen Wert %Tw mit 8 und erhalten in:

7
877w —2—p(38in2y — 8Biny) +81-Cojy—10(Cojy — 1)+ 6 fade

0
einen, nach dem gleichen MaBe wie fiir den Bogenschub H bestimmten
mathematischen Ausdruck fir die durch eine Scheitellast P =1 bei
der Verlingerung bewirkte Verkiirzung der Bogenlinie.

Wir betrachteten die Wirkung der bekannten Last P und die
Wirkung des zunichst der Grife nach unbekannten Schubes H jede
fiir sich gesondert. Beide wirken gleichzeitiz und gemeinsam an der
tatsiichlich vorhandenen, elastisch veréinderten, Bogenlinie und jede der
beiden Kriifte P, H verbiegt fiir sich allein diese Bogenlinie in der
bestimmten nachgewiesenen Weise. Weil bei richtiger zahlenmiBiger
Bemessung des Wertes H das Gesamtergebnis beider gesondert be-
trachteten Verbiegungen die Unverinderlichkeit der tatsichlich vor-
handenen Bogenlinie darstellen muB, so erhalten wir zur Berechnung
des von einer lotrechten Scheitellast P erzeugten Bogenschubes H die
Gleichung:

4
ﬂ(3@in2y—86iny)+81-(§oiy—lO((&oiy—l)—*—Gdem
0

" 7z
Dp= : I y =¥
46(3 Cojy -+ @D‘;"’_ 27Giny) — %}3‘37) +8« Tang wda
0
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welche Gleichung unverkiirzt und mathematisch genau anwendbar bleibt
w

fiir alle Werte 8, » von 8, » =0 bis g = 5 ¥ =0, mithin fiir alle
Pfeilhohen von O bis oo.

Fiir den ooflachen Bogen wird Z — $44, N — 32,5 und daher wird

der Bogenschub erzeugt:
H 25 9%r ¢

P 32y 32¢  64h
Mithin ist der Bogenschub des ooflachen Bogens etwas groBer als

3 T . - . ”
g% pamlich = 0,3906 (%) im Vergleich zu 0,375 (%)

h
der mathematischen Gleichung, so findet man, daB » mit steigender
Bogenhthe abnimmt. Diese Abnahme erfolgt zunichst recht langsam.
Fiir ausgesprochene Flachbdgen findet man stets den rechnungsmiBigen

Wert ungefihr genau = 2. Erst wenn die Bogenform die Halbkreis-

Setzt man % = x(g> und priift diesen Zahlenwert » an der Hand

. h __ . . .. N
form tberschreitet, -~ > 1 wird, weicht x einigermaBen merklich vom

Werte 2 ab. Fiir

o

— rund 4§ hat man den Wert % = 1.

Fir ungemessen grofe Pfeilhthen wird x verschwindend Kklein,

97

> % fiir verschwindende Werte %zu—

indem el dem Grenzwert 9/8% = (@

P
strebt. _
Als Rechnungsergebnis steht also der Wert % = %, als durchaus
guter branchbarer einfacher Zahlenwert fiir Flachbogen fest, der ge-
nauere Wert aber namentlich fiir groBe Pfeilhthen ist im Einzelfall
aus der mathematischen Gleichung zu enftnehmen. Es lieght in der
Natur der Sache, daB sich hier bei dieser Bogenform der Zahlenwert
bei groBen PfeilhGhen anders entwickelt als bei der Parabel. Das Ver-

hiltnis 51;

; Wird immer in gewisser Beziehung stehen zur SchluBtan-

gente, weil die Mittelkraft von ;,% und % dem Halbbogen sich tunlichst

anschmiegt, ihn so umféhrt, daB keine Vergeudung von Kraft und
Arbeitsleistung stattfindet. Bei der Parabel liegt der Schnittpunkt der
beiden SchluBtangenten iiber der Sehne in der Hohe {= 2k, bei der
Kosinuslinie wiichst dieses Verhdltnis %; @%1%21—1 vom Werte 2 fiir
kleine Pfeilhthen ab allmihlich mit wachsendem & ins Ungemessene,

daber auch % unbegrenzt bis zum Werte O abnimmt.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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3. Wirkung einer auBerhalb des Scheitels hingenden lotrechten Last.

Um den von einer im beliebigen Bogenpunkt z angreifenden
Einzellast erzeugten Bogenschub H zu ermitteln, betrachten wir zu-
niichst (Fig. 4) die Wirkung
von zwel symmetrisch in den
Bogenpunkten £, 5, hingenden

Fig. 4.

Einzellasten P und einer im
Scheitel negativ aufwirts ge-
richteten Kraft 2 P, weil wir
durch diese Betrachtung am
einfachsten zu anschaulich
und ibersichtlich gestalteten
Gleichungen gelangen.

Fiir diesen Belastungsfall
lauten, fiir H =0, die Ver
biegungsgleichungen fiir P=1:
Auf der Strecke | von @, e =0 bis @ =1, ¢« =&

EJd*z £

r ds*
%’%:f(g—u)@o"ada=ﬁsn]’a— 1+ (t—«)Ginea

E,Jz=f'(@oioc‘f1 + ¢ o Gine)Cojada

_38meGle e Ging 4 (¢ o) 20— 24 (G0t — 1) Giny — T
und es wird

f_{zg — (Cof & — 1)(Gint — Siny)

B, BT _FJ ‘sda
YT P70 | Gofa

Fiar
erhalten wir:
EJU) = —(@Dia —1)—1-Cofe

FE— o {‘”’f+((s:oig—1)@in Gint Eofe fdm.

Fiir die Strecke II, von « = £ bis o = p, auf welcher keine AuBen-
krifte angreifen, Jauten die Gleichungen:
EJd? EJd EJ

8o BT _hip 1y B (Goft — 1)(Gine—Biny)

B0 = (Gof& — 1)1 Gof« — o @in (6of & — 1) + Konstante.
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Um den Gesamtwert %Tw fiir den Belastungsfall der Fig. 4 zu

finden, haben wir den Wert der Strecke | innerhalb der Grenzen 0
und &, den Wert der Strecke II von o = & bis ¢ = p zu nehmen, und
wir erhalten, nach gehiriger Zusammenstellung der einzelnen Werte,
den Ausdruck:

8EJ

T =—2,—8{Colt— 1} [ &Iy —ySink — 151},

wenn mit Z , Z; allgemein die oben gefundene Zihlerfunktion be-
zeichnet wud
Z,=7{2©in2¢ — 8Gink} + 81 Cof £ — 10(Cof£ — 1) + sﬁdg
CoYEcosy=1.

Dieses Ergebnis war als selbstverstindlich vorauszusehen. Wiire
in Fig. 4 fiir den Angriffspunkt z, § der Wert Z; = 0, so befinde sich
Bogenteil I im genau nega-
tiv gleichen Belastungs- und

FPig. 5.

Beanspruchungsfall wie der
Bogen der Fig. 3. Also ist
dem Werte — Z, noch der
achtfache Wert

SEJ 8EJ
/ gd v %,

sowie der entsprechende N I
Wert des Bogenendes II 1
hinzuzufiigen. |

Wir heben, durch Zu-
fiigung von + Z, die negative Scheitelkraft 2 P wieder auf und erhalten
fiir den von einer emnzigen im Bogenpunkt z =r§ hiingenden Last P—=1
erzeugten Bogenschub die Gleichung (Fig. b):

Z— 7~ 8(GofE—1) (ﬁ@iny_n@ing_,_@jy)

H €
(H) > _ = of &,

oder fir X =8(Coff —1)(fSiny — n&ing— L. %}g) kiirzer ge-
schrieben:
H_Z,—%—X
- P N

N

Besonders fiir vergleichende Rechnung zwischen einzelnen Bdgen
verschiedener Pfeilverhiltnisse, also verschiedener SchluBwinkelwerte,
ist diese Schreibweise rechnerisch bequem, insofern als Z; der Zibler-
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wert Z fiir Laststellung im Scheitel des kleineren Bogens der Spann-
weite = 27E = 2z ist.

Die zusitzliche Funktion X verschwindet sowohl im Scheitel, wie
am Kiémpfer, wihrend Z; fiir Scheitelstellung — 0, fiir Kimpferstellung

= Zyz Z wird. — Fiir ooflache Bbgen erhalten wir daraus:
H Y%y — %0 — 28— §) _ (269" —5EH(P — %)
P _:_:_75 - 32},5

Indem man 3*=5¢" fiir mittlere Fiille forthebt, erhiilt man:
H __ 8(p*—§&) _ 8(c*—=x%  3cth—y) 3Beu

P 4y 8ch  8R® 8k
wenn # die Sehnenhthe bedeutet.

Es sind dieses die genau gleichen Rechnungsformeln, wie dieselben
fir die flache Parabel allgemein tiblich sind. Allgemein ist die Parahel
der hier betrachteten Bogenlinie sehr nahc verwandt und unterscheidet
sich von dieser lediglich durch etwas schiirferes Anwachsen des

Kriimmungshalbmessers ¢ nach der Gleithung ¢ = co—:;,-=r(501tx5, und
stellt man fiir die Parabel die gleichgebaute und in allen einzelnen

Zeichen Gleiches bedeutende Gleichung II auf:
H_F7%4—X
P N ’

dann haben die Funktionen N, Z, Z;, X den folgenden Ausdruck:

_ Biny (s | T . g Ay
.N—T{é—*‘ié@ln}’ —5®Iny}

3 i
+ {1+4fm72} {5(7 + Siny Cof p)? — 2?@077—fa2d¢n] —ﬁg—gw--

0

Hierin kann der Zahlenwert des Integrals f a®de auf sehr verschiedene
Arten festgestellt werden.

Die Einsetzung der Reihe

1 o | Hoat
Sofe 1T Tt

8, [ _ e  of | ba
f“dm_f@oia*:& 0 Ties T

wonach der Wert festgestellt werden kann. Weil
fcxgdm = wo? —fo.mdu,

ergibt
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go isb:

ol ol

2 a ] LZE ms
juEdm=wu2—2J(¢x—% —+—ﬂ—+)ado¢=wo¢2—%+g—ﬁ+---

Vervielfiltigt man die erste Reihe mit 2, die zweite mit 3, zihlt zu-
sammen und teilt durch 5, so erhilt man:

fagdm _905 o—4o? +m+

und fiir ¢ <1 1st

] 2
2 _ (9w — 4o
!/ocdm— TR

ein brauchbarer einfacher Rechnungswert.

Fiir groBe Werte o rechnet man zweckmiBig nach der Reihe:

‘/’du_2f _e_sa_+_e—5a_e—7a+...}du

=4(1—%—5+ g mit g +) (4 | 4+ 2¢%)

ie—na( 5_*_ _*_,7 ' n=85179. .
Fiir
C=Giny(y +y&in2y + * 77 Teinty 1 e y)
15t

Z— 0p+ %7

{118 Sin? }+

3 y
+ 550 Cofy — »Gin2y — §(Cofy — 1) — @inyjoc“‘dm 43 [ wde,
o
wihrend Z; durch Vertauschung von y ‘mit £, B mit u hervorgeht

und die betrachtete Last im Bogenpunkte z = »&in, y=76—i2n—2§,

§= »;(g + Sin £ Cof &) hiingt und der Bogen die Spannweite

2¢=2rGiny = 2rtg g
hat.

Die zusitzliche Funktion X lautet fiir die Parabel:

X — {2(1—@ni§)+@tll§(g+Gm2§)}

v
ﬁ@in?y—n@in2§+2@oi§—2@01y+2jwd(x}
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Mit mathematischem Zwang zeigen Parabel und Kosinuslinie fir
geniigend flache Wélbung die rechnungsmiBig gleiche Krifteverteilung,
und zwar bleibt hierbei die Ubertragbarkeit des fiir eine Bogenform
festgestellten Ergebnisses nicht notwendig gebunden an die Zuldissighkeit
der rechnungsmiBigen Vertauschung des Wertes Cofy mit 1 oder mit

1+ %ﬂ Die Krifteverteillung in zwei Einzelbogen der beiden Bogen-
arten ist ndmlich iiberhaupt nicht auf Grund gleicher SchluBwerte y,
vielmehr auf Grund gleicher Werte —;ci zu vergleichen. Die drei Linien

—r, 0 =rCoj’«¢, ¢ —rCof*e laufen, wenn sie im ndmlichen Maf-
stab, also fiir den gleichen Wert » des Kriimmungshalbmessers im
Scheitel gezeichnet werden, zwar mit wachsendem o sehr bald weit
auseinander. Dagegen bleiben namentlich die beiden Linien g =rQof's,
o =7, 80j«, wenn sie iiber der niimlichen Sehne 2¢ und mit der
nidmlichen Pfeilhéhe h gezeichnet werden, wesentlich weit weniger
unterschieden. Der Verfasser neigt der Meinung zu, daB, soweit e
sich nicht um Drehwerte handelt, also bei frei drehbaren Kimpfem,

fiir Parabel und Kosinusbogen kein nennenswerter Unterschied in der
Kriifteverteilung bestehen wird, so lange es sich um Flachbiigen% <1
handelt.

Fiir die Parabel erfordert eine genaue mathematische Darstellung
und rechnerische Priifung ungleich weitliufigeres Schreibwerk und
kehren wir daher wieder zum hyperbolischen Kosinusbogen zuriick.

Man kann die Gleichung Z — Z, — X = F zusammenziehen i den
Ausdruck:

F—28Giny(3Cojy — 460{E) -4 Gin2E 4

7
¢
oty — 10(Gofy — Gof£) +6 [dk,

&

+ 8 Gof £l

wobel Fy_o= Z ist.

Um zu priifen inwieweit die Formel % = H, (1 —»f :) oder die For-
mel H = 10,5 — Hy (ST =215} anwendbar bleibt, ist vor allm
festzustellen, ob der Verlauf der Krifteverteilung beim Austritt der
wandelnden Last aus der Scheitelstellung einigermaflen richtig dar
gestellt bleibt, weil es keineswegs zwar irgend wichtig ist, ob die a
sich verschwindenden Werte fiir Stellung in der Niahe der Kimpfer
sehr genau festgestellt werden, hingegen fiir die Wirkung von Laste
nahe dem Scheitel die rechnungsmilige Genauigkeit voll gewahr
werden mufl.
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Wir betrachten daher die Ableitung von # nach Cof&:

aF 27 Coj2§ Cojy 5
T6oE — — 88Giny +2 4+ — i + 81. @—0{5—84-10 615,

welche fir § = —1 den Wert — 8(8&iny —I-Cofy) hat.

¢ Cm§
Aus der Darstellung:
Cof y — Cof a
H—= Hﬂh N{ Gofy—1 |

ist ersichtlich, daB der Verlauf am Scheitel richtig dargestellt wird,
so lange

B(fGiny —1-Coflp)(Cofy —1) 1
. Z o
ist.
Dieses 1st nicht genau der Fall, indem dieser Wert merkwiirdig

genau fiir alle in Betracht kommenden Bogenformen ungefihr = 6/ = 1,2
bleibt.

Also stellt die Formel H:H;,Z die Abnahme von A beim
Austritt aus dem Scheitel zu gering dar.
(leiches ist, wenigstens fiir Flachbogen, beziiglich der Formel
= H(1=)
. sagen.
Das entsprechende Kennzeichen der Genauigkeit lautet:
4(8 Giny —1-Gofy)y?

/]

=1.

In der Tat geben die beiden Rechnungsformeln fiir Lasten auBer-
halb des Scheitels im allgemeinen etwas zu groBe Werte, jedoch ist
die Abweichung nicht schwerwiegend. Die Formel

" ' | ozt
H= (=65 +%)

c? ¢

wilirde wahrscheinlich genauer sein.

4. Wirkung einer zur Sehne gleichgerichteten Angriffskraft.

Die im Bogenpunkte z — r£ angreifende zur Sehne gleichgerichtete
Kraft S =1 erzeugt die in Richtung der Sehne wirkenden Widerlager-
kriifte R, und B, (Fig. 6), deren Summe F, 4+ E, = § — 1 ist. Der
Unterschied R, — I, dieser Kriifte ist abhingig von der Weise der
elastischen Verbiegung des Triigers. Wir betrachten daher (Fig. 7),
den symmetrischen Belastungsfall, fiir welchen 22 — R, — R, ist.
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Fig. 6. ‘Wir halten die elastische
Wirkung der Krifte §
und R getrennt, betrachten
also einmal den Zustand
unter der Voraussetzung
S = O das zweite Mal
unter der Voraussetzung
E=0. Die Wirkung «
der Anderung der Bogen-
i . linge durch B wird ge
messen durch die bekannte

1'5 = N- R ist. Die Wirkung von S wird dar-

gestellt durch

—N;+16a dm

0

3
+ 16 q;fdm Coj ade,
3

wenn die festen Werte
«, @ der elastischen Be-
wegung des Angriffs
punktes von S ent-

sprechen.

nJ EJadz

SrE=% Foge i

£
Ny = 4n(3Coft + 1" — 2£ Gint) — WEET Sn2e) | sf.xzangadm.
0
Die entsprechenden Verbiegungsgleichungen lauten, indem der

Bogen von O bis 5, £ im Zustand des Bogenschubes S, von 7 bis
vollig frei von #uBeren angreifenden Kriften ist, I auf der Strecke 0

bis 7, &:
EJd*z : EJdz . Ein2e¢ «
S;d§=@n]§—@01a; Srzﬂ=@015@ma~ iy
EJ Gin2g —2¢&
srPE— P
. Auf der Strecke 7, £ bis g, y:
g{% = @ = unverindert = %25

(g 26— 2§)(@inrx — Giny).
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Mithin ist By, _ (e 2EnE=Cny)
Sr%—

und P

EJ (@t —2n g S0 (g
5 [eaw { (8 — ) &inyp}-

n

Hieraus ergibt sich als Gesamtwirkung:

16 EJ
Tgpo W =— Ne— W,
wenn

W —4(€in2¢ — 25){fCiny —nGing +1.CofE — 1 Cojy)
1st.
Mithin erhalten wir fiir R den Wert:

N W
R=R,—B——
und da B, + R, =1 ist, so folgt
' w
PR =1+
N+W
21, —1——7N

Fir ooflache Bogen wird

N+ W B L80T8 _ 26y —8

oo e T e
2R, x> (5e? — x%) x4k 4w
B R vl B v S

welche Formel fiir hinreichend
flache Bogen rechnerische Giiltig-
keit beibehilt. Beim Heraus-
rticken der Last aus der Scheitel-
stellung dndert sich die Wirkung
zunfichst sehr langsam. Fir
negative, nach auBen gerichtete
Krifte S, ist der Sinn, das Vorzeichen umzusetzen. Wir bezeichnen
mit R,, also dem Zeichen ,1% hier wie tiberall, die Wirkung an dem
der angreifenden Kraft nichstlicgenden Auflager.
Liegt (Fig. 8) ein Bogen in der Steigung d, so ist:

Ry~ Peosd - 4uf 4 FO00(1 4 08 20,

8h? 4c*h
3uc Psind x"(4h—}—u))
Ry=Poosd-Gp — "4 ( ich )
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wihrend die Auflagerkriifte senkrecht zur Sehne statisch bekannt sind,

- PCOSZ(CC‘E”) +P731;LC‘EJ" das unter der Last P erzeugte Moment

u (R1+R’)—-u __ Psind-zu_

hat den Wert: = P cosd - ;E — e

5. Wirkung von Kimpfermomenten.

Beim Angriff zweicr Kidmpfermomente M —1 (Fig. 9) verbiegt
sich, fiir H =0, der Bogen nach MaBgabe der Gleichung:

diz
Est, = — 1.
EJdzs . EJ  Goj*y — Cof’e
gy = & ae= > :
EJ oGy —Cina, FBJ =~ o’y —Ciny
2 T BT e

Mithin erzeugt der Angriff der beiden Kimpfermomente M den Bogen-
M 8(BGofy — Sing) _ M-8(Cofy —1)(B Cof*y — Giny)_

schub H = N TN Also ge-
hért zu einem einzigen einseitig angreifenden Kimpfermoment der Bogen-
Fig. 9. schub
4

i — B0ty —Ciny) o
rN

_ 4(Gofy —1)(B Coj*y — &iny)

h-N
Y (A [mmemmmn NS R ) (Fig. 10).
5M

Fiir unendlich flache Bogen erhalten wir daraus H = Sh
Diese Formel ist rechnungsm#Big brauchbar fiir Flachbogen. Erst

wenn die Bogenform die Halb-

Fig. 10.

kreishShe iiberschreitet, %; 1,
M M

nimmt in H=H}f=§7 der
M( H____c_____*_____c___ - 4 Wert einigerr;LlaBen merk-
lich zu. Fiir - =4, wird

C
g =rund ¥;, und fir y — oo _wird u = 3/,.
6. Undrehbare Einmauerung.

Weil die beiden symmetrisch angreifenden Kimpfermomente M
der Fig. 9 im Zustand H =0 die Kdmpferdrehung E’}T(p = — Ginyd

erzeugen, der Scheitelzustand H aber die Kimpferdrehung %Tlp
_ (€in2y —27)

g H erzeugt, so stehen beim Bogen mit undrehbaren
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Kimpfern im Scheitelzustand H dieser Bogenschub H und zugehdriges
Kimpfermoment M in der Beziehung M = H{MY} Weil

4Siny
nun der Schub die Linge der Bogenlinie veriindert nach dem MafBe

Bly— —NH 0 gie Wirkung aber der beiden Kdmpfermomente das

e 16’
entsprechende MaB gilt E;Tw = @5272: Gmy)ll[, so stellt:

2y —2 Soity — Si
R
allgemein den Ausdruck der von H beim Bogen mit festen undreh-
baren Enden verursachten Lingeniinderung des Bogens dar und ist
daber fiir diesen Bogen die allgemeine Nennerfunktion, wenn es sich
um Bestimmung des durch eine Belastung P erzeugten Schubes handelt.
Nach Zusammenziehen erhilt man:

. : , 7
U—ﬁ{@m?’y-{—Q(S fp — trioi 7—2)}— (327+§6m27) + 8 [« Tange de.
0

Siny

Weil eine Scheitellast P die Kimpfer dreht um das Ma — (@Lg_l),

so steht P und das ihm eigen zugehirige Kimpfermoment in der Be-

(G’oéy_l) Py, und dementsprechend stellt
Siny

7 - 2=

ziehung M =

4(Cojy — 1)
Siny

(B Coffy — Giny)

die allgemeine Zihlerfunktion dar, welche nach Zusammenfassen in dem
Ausdruck

Y
ﬁ(@in2y— 4@iny—41angg) +81- Gofy — 6(Cofy — 1) + 6 [wde
" i

B U
den im Bogen mit undrehbaren Enden durch eine Scheitellast P, er-
zeugten Bogenschub darstellt.
15 16¢

Fiir unend]ich‘lache Bogen ergibt sich Pﬁ = 16; = 328
[}

Da H allgemein also bekannt ist, so ist auch das Kémpfermoment

iang - Pr
M—=—— —2—2 + H(@”;gcym— 27)7 allgemein "bekannt. Fiir unendlich
flache Bogen hat dasselbe den Wert IR = 146, wihrend das Scheitel-
moment M, — %c wird. '

Wir verfolgen hier jedoch die undrehbare Einmauerung nicht
weiter, weil solche in der Wirklichkeit nicht vorhanden ist und daher
die Betrachtung derselben lediglich niitzlich ist zur Gewinnung an-

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 2. 9
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schaulicher Formeln fiir tatsiichlich vorkommende elastische Bindung
der Kémpfer. Die Darstellung der eclastischen Bindung wiirde aber
allgemein gehalten allzu weit tiber den Rahmen dieses Aufsatzes hinaus-
schweifen. Wir stellen jedoch im folgenden noch einige elastische
Kimpferwerte fiir den Bogen mit frei drehbaren Enden zusammen,
deren Kenntnis unentbehrlich ist fiir die Berechnung gekuppelter Bogen-
triger.
7. Elastische Drehwerte,
1. Der Schub H erzeugt die Kimpferdrehung %:

EJy Gin2y—2y -
— A I

r!

Will man nicht rechnen, vielmehr etwa bei zéichnerischem Ver-
fahren unvermittelt die Lingenabmessungen des Bogens anschauen,
dann kann man (Fig. 11) schreiben:

HEIY 2 (@iny Gofy — p) = bo— re=bh+ (b —o)r.
Geometrisch is :i_%ﬁb = (Bin2y — 2y)r*= F,,, also die Kurven-

fliche ¥ bei doppelter Grundlinie 2¢, wihrend (b — ¢)r die Fliche des
tatsichlich behandelten Bogentrigers ist.
4By (Bingy —2y)c?
In - H T
Fig. 11. Ausdruck, der fiir 2¢ als
unveriinderliche Spannweite

2¢
:fydm schaut man in dem mittleren
0

nur ¢ als alleinige Bestim-
mungsgroBe enthilt, deut-
lich die Zunahme des Dreh-
wertes ¥ bei wachsendem
Pfeil, also wachsenden y. Fiir

——— R 3

geniigend flache Bogen gilt

Elg _ o'y _ 2ch

H 3 3?2
welcher Wert jedoch mit
wachsender PfeilhGhe an-
wiichst.

Bei den durch #uBere Angriffskrifte, Belastungen P oder Kdmpfer-
momente M, hervorgerufenen elastischen Kimpferdrehungen sind der
Anschaulichkeit wegen die einfachen, d. h. die unvermittelt erzeugten
Verdrehungen zu unterscheiden und zu sondern von den zusitzlich
mittelbar durch den zur Angriffskraft als solcher zugehdrigen Schub

<IN
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erzeugten Drehungen. Die einfachen Werte entsprechen also der Ver-
biegung des frei im Raum, ohne unveréinderliche Spannweite, unter
Wirkung der Angriffskrafte und der entsprechenden Endkrifte, fir
H =0, sich elastisch bewegenden Bogens.

2. Ein Kampfermoment erzeugt die einfachen Verbiegungen, deren
Summe:

26+ 0) = — Giny

sich bereits oben (Tig. 9) ergab.

Um daher die Summe der vollen Verbiegungen zu erhalten, haben
wir diesem Ausdruck noch die Wirkung des entsprechenden, zugehSrigen
Schubes hinzuzufiigen und also zu schreiben:

EJ(E 4 0) = — rSinp M 4 C21 220 g 4
oder
BIE0)

2(8Coj*y — Giny) (Gin2y — 29)
r-M )

N

— Giny +

Der Unterschied (§ — 6) ergibt sich (Fig. 12) aus dem antisymme-
trischen Zustand:

BJd*z o« KEJdz @Dia—lx\?}va Smy 3Cojy 1

M ds* v rMds y 2 4y 4 Ciny
EJ == «Ginte d@ma(in]ot @ Siny  3Cojy 1 .
at =y e o (T = 0 = ha,) Bine
EJ C‘Smy §y 1 . Giny 1 (Gin2y — 29y
rar =0 = +3 ( r‘@a)——’*z 5 )

Man kann rechnungsmiBig schreiben:

EJ
¢+ 0
3r3(Gin2y — 29)
T S—
br (Gin2y — 29)
=‘b+<mu”137'

Fir geniigend flache Bogen erhélt mun daraus:

KEdJ 3b be

wEHO=—F+g

EJ b [

wE—O=—5+7
2F

E=—Tsb + e

2 EJ b c
w0=sta

9*
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Die Scheitellast P, erzeugt die Gesamtdrehung am Kimpfer:

EJ 1——@:0” /(@1!121}—2;/)
r* P, 7= o + 4

In diese Gleichung kann man fiir mittlere Fille als guten Rech-

Z
nungswert H — od

ndchst fest, daB die mathematische Gleichung !;J)'qu fiir den Grenzfall
0

=3/5% einsetzen. Wir stellen hier jedoch zu-

H
r =00, y =0 auf den positiven Grenzwert %@ = ng auslduft, nicht

3¢

8_72 fir h =0 ergibt. Fir

auf den Wert 0, wie die Einsetzung zZ _

5¢

h =0 wird der unendlich groBe Schub nicht sh’ sondern %4?

Eine im Punkte z, £, n hingende lotrechte Last erzeugt nach der
(Mleichung zu Fig. 4, fir Scheitellast = 0, die reinen einfachen Bie-
gungswerte:

EJ
Pt (@1 @) — Cofé — Cofy,

mithin die Gesamtwerte
Sy —2
EJ(p+ ;) = (Gof§ — Cofy)r P 4 2 H 021220,

Fig. 18.

Nimmt man filr nicht
* allzu groBe Pfeilhohe

~ H,(Cofy—Coff) Hyu
- O(Ebﬂ"l) o ;:
und setzt Hj — sh’

dann erhilt man:

El(p,+g) 2EJp u 3ru | Becbu
P P, B 4 8h

Die Verbiegungsgleichungen bei antisymmetrischer Laststellung
(Fig. 13) lauten:
Auf Strecke I vou &« = 0 bis o = &:

EJ d?z 13
j:rP ds? (7— )

1!]—d

L (E — 1) (@Bine — Coja) + ¢

35 Giny Cojy — 4y Siny Coff + y Sink Cojé

o 4y Giny
EJ I3 Cofa? 3 Gine Cofx 3« pon
rﬂlgz:<7— )( 2‘———4——‘7)—*‘0@1110(
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Auf Strecke II von e =& bis « = p:
EJ d*z o
o),

rP ds
EJde _ & . _ . - 3E Cojy Giny 4- y Gink Coj&
% T ;(a Sina — Coju) —£Sina + Ty iy
E y Bin2é — ECin2y
P (P~ @) = 8y Giny ’
und daher fiir geniigend flache Bogen, aber nur fir diese:
EJ z@?—ch)  cxu
i 3

Dieser Wert EJ(p, — @,) hat insofern besondere Bedeutung, als
seine zeichnerische Darstellung bei symmetrischer elastischer Bindung
des Bogentrigers zugleich die KinfluBlinie der lotrechten Bogen-
querkraft fiir wandernde Last P ergibt.

8. Berechnung der Verbiegung durch eine im Scheitel angreifende
zur Sehmne gleichgerichtete Kraft 2 S.

Wir betrachten den in Fig. 14 dargestellten DBelastungsfall, in
welchem wir der Scheitelkraft 2.S den antisymmetrischen Angriff zweier
Kimpfermomente + M = Sh = S(Cofy — 1)r hinzufiigten. Die Veor-
biegungsgleichung lautet fiir Fig. 14.
diesen Fall: 28

BJ @t

rS ds?

Y 2 A, * ' QI R A
woraus folgt: “Raraiih * "'—5 ®

BLAE  [(Gofte — Gofe)de — 1XERETE _ Gina + €

EJ  Goffa—1 m@ma—@uf«-*—l Gin’e :
Sgf— L+ . - = + C Sing,

=+ (Cofe — 1),

wobei C so zu bestimmen ist, daB # auch am Kampfer verschwindet,

o_Ging—y  Gojy—1_ Gofy—1 _ Giny—y “32

—@o
2 2 Giny 6Gimy 2 =@~ 0o’y 1),

woraus wir fir die Kimpferdrehung den Wert erhalten

. . Zam g
EJ Sin2y (‘51117 2
PsP= g Ty g @ 6" Py — Cofy)

Diesem Ausdruck baben wir den Wert:

BT (& — 0) fur M — S(Gofy — 1)r
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134 Der hyperbolische Kosinusbogentriger (Kettenlinientriger).
hinzuzufiigen, also den Wert

EJ Giny |, Gin2Z2y-—2y
pgE—0) = (=237 + T L) (Gofy — 1),

woraus wir erhalten:

ET oy (Cofy — 1) Tangs .
s, T 4y T e ( o T Cofy + @DW)
y(Sin2y 1 Coj2y 4+ Cofy
= Zang 2(77 e *?—_)’

und ist dieses also der doppelte Wert der von einer Scheitelkraft
8, = 1 hervorgebrachten Kimpferdrehung.
Fir genligend flache Bogen, aber nur fiir diese, erhalten wir

daraus: "
EJ _ 7 (27"4/3'/2 1 2+7’+72‘> -_‘ 73
P52\ s T s /T T u
ES—?= ZFi: und gilt fir S;=1 der halbe Wert 4- ;Z
Weil ¢g— — @,, so kann man fir eine einzige Kraft S, auch
schreiben:

EJ Sin 2 1 Cof? Co

F§0<‘P1_ Py) = i‘mg’%(’ ;y—r +i1g i y; ,72) :

9. Kimpferverbiegung durch eine beliebig im festen Bogenpunkte x, §
angreifende zur Sehne gleichgerichtete Einzelkraft S =1.

Die Summe der Verbiegungen kann aus den zur Fig. 7 geh&renden

Gleichungen entnommen werden, indem die einfachen Verbiegungen

,E;'g{(qol-i- Py) = Ein gi;?é und mithin die vollen Gesamtverbiegungen

zu setzen sind:
EJ Gin2E — 2¢ R (Gin2y — 2y
;;S(% + @) = — S(»T *) ’

Fig. 15. R NeHW,

Um den Unter-
schied ¢, — @, fest-

2]y wir(Fig.15) den anti-

gymmetrischen An-
griff zweier Einzelkriifte S— 1, indem wir vorliufig die antisymmetrisch
wirkenden Biegungsmomente M = 4 S-u = Sr(Cofp — Cof) an den
Kimpferpunkten hinzufiigen.

zustellen, betrachten
>
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Fiir diesen Belastungsfall lauten die Biegungsgleichungen:
L Auf Strecke I von =0 bis & = §:
EJ d* EJ dz EJ
Tgsiz‘=0 TT(TS_O , ¢ = C Cine;
also ist im Punkte £ die Durchbiegung

—E;IZE = CGing und EEJ @ _ o
r r? dsg

IT. Auf Strecke II von ¢ =§ bis « — p:

B — & (Gofe— Gofp)
Bldx_ [(Gof*a — Goj& Gofe)du
— GimeBoe e ok @ina + Gmg(infé—g Lo
e = @.""’“g@"‘“g 4 28ine = Cola 4 Goit e Sin's

h SojE — : :
@"ﬂ;’lg—@ Gine + C Gine.

Der Wert C aber ist bestimmt durch den Zwang, daB ¢z =0 wird
. fir « = . Hieraus folgt:

Cof'y — Cof?8
6 Siny

(CofE —Gofy)  Cofé (Siny — Gind)

0= 2 Giny 2

T Sl T +C.
Daraus ergibt sich fiir die XKdmpferdrehung:

B dz _ Sing oy~ Goif) _ Gty —Coit) |, Cofy— Gt
r® ds 2 "6 &iny +72:%W

Diesem Werte haben wir, indem wir die Kiimpfermomente wieder
aufheben, den Wert hinzuzufiigen

o E—0) = (Gojy— Goft) (- T2 4 § S

und erhalten:

EJ _ (Gofy — Goff) (Gin2y 1 o'y + Gofy Coft + Gof’k
as(P— @) = 2 Giny ( 4y T T 3 *)'
Fir geniigend flache Bogen findet man daraus:

EJ L 3¢ o (e*—x%)( (r’+3x’h
S5l Pi— P2) = — LA 2)24y+ ), (= @) = — = — —Jg )

Mun kann die auf lotrechte Belastung P beziiglichen Formeln
weiter nutzbar machen, indem man P = rpd§ oder rpde vertauscht,
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136 Der hyperbolische Kosinusbogentriiger (Kettenlinientriger). Von A. Frascss,

wo unter p eine beliebige Funktion fiir Streckenlast verstanden werden
kann, und alsdann die Gleichungen integriert. Hierbei besteht ein he-
stimmter Unterschied zwischen den mathematisch genauen Gleichungen
und den Anniherungsformeln. Frstere fithren stets, welche Operationen
man auch mit ihnen vornimmt, bedingungslos zu widerspruchsfreien
Ergebnissen. Letztere aber, wenn sie auch dem bestimmten Zwecke,
zu welchem sie aufgestellt wurden, rechnungsmifBig geniigen, kdnnen
dennoch, wenn aus ihnen durch Integrationen oder andere mathematische
Behandlung weitergehende Schliisse gezogen werden, zu Ungenauigkeiten
und auch Widerspriichen fiihren. Sei z. B. in einem gekuppelten Bogen-
zuge die Hilfte eines bestimmten Finzelbogens belastet mit der Strecken-
last p = Funktion # = f(£) oder f(«), dann bleibt, da:

y€in2f — ESin 2y

8y Giny

EJ
ﬁ(‘h_ ‘Pz) =

ein vollkommener mathematischer Ausdruck ist, auch die Gleichung

(yGin2&—ECineg
r“ P1— P3) _j 8y&ing2y 7)f(§>d§

stets eine mathematisch vollkommene,
Dahingegen bleibt die Gleichung

(@it 9) = P(Coj — Gofy) + G2y —2y)

nur dann eine mathematisch vollkommene 1} Vertauschung von
P =pdf-r, wenn fir H auch der genaue mathematische Ausdruck
eingesetzt wird. Fir p = p, Coj£ ist die Bogenlinie Stiitzlinie bei voller
Belastung, daher H = p,r. Bei Belastung nur einer Hilfte mit

p =P, CofE ist mithin H—Z’L und mithin

%;73(931‘*‘ ‘P2) =0f(@:l')15 — @ny) CojtdE + w

stets identisch — 0. Die FEinsetzung aber eines Niherungswertes H
wiirde zu Ungenauigkeiten fihren, und es kanu, in Umkehrung des Ge-
dankenganges, aus der Gréfe derartiger Unstimmigkeiten auch riick-
wirts auf die hohere oder mindere Brauchbarkeit von Rechnungsformeln
geschlossen werden.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sopra la derivazione dei canali. Von Usrerro Crsorrr 137

Sopra la derivazione dei canali.

Nota di UmBerTO Ci1sorTI a Padova (Italia).

Scopo della presente Nota & la razionale deduzione di una notevole
formula, che pud venire utilmente applicata quando si tratta di aprire
nel fianco di un canale (canale principale) un secondo canale (canale
derivato). Entrambi abbiano andamento rettilineo, almeno in vicinanza
della localita dove incomincia la derivazione del nuovo corso d’acqua.

Chiamando: & Yangolo (misurato in lunghezza d’arco di circon-
ferenza di raggio unitario) che il canale derivato forma col prineipale
— considerati ciascuno nel senso della rispettiva corrente —; le g 1
rapporti delle larghezze e delle portate del primo al secondo, la for-

P

mula accennata & la seguente

W L:[(liz)g_lxg_q.

Nel caso di derivazioni con piceole portate (ad es. per y <C0.10)
si pud ricorrere alla formula approssimata, notevolmente pitt semplice

k4
@ .

Da essa apparisce che, per piccole derivazioni, il rapporto delle
larghezze dei due canali si pud ritenere proporzionale al rapporto delle
portate, il coefficiente di proporzionalitd dipendendo esclusivamente dallo
angolo o di derivazione, variundo anzi pockissimo con « intorno ol va-
lore 1,16.

Le precedenti formule si deducono partendo dai consueti prineipi
generali della idrodinamica razionale, e trattando la questione in due
dimensioni. Si ha con e¢id il vantaggio di poter ricorrere all’ efficace
ausilio della rappresentazione conforme.

1. Preliminari, — Specificazione delle ipotesi.

8i immagini un canale rettilineo (canale principale) a sponde ver-
ticali e a fondo orizzontale.

Da una delle sponde — ad es. dalla sinistra — si stacchi un se-
condo canale pure rettilineo (canale derivalo). 11 moto del liquido
(fluido incomprimibile, omogeneo, la cul densitd costante prenderemo
=1) avvenga, nei due canali, per piani paralleli, orizzontali, senza
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138 Sopra la derivazione dei canali

divario, sensibile, dall' uno all’ altro di essi, in modo che le particelle
liquide situate sopra una stessa retta perpendicolare al fondo, abbiano
il medesimo comportamento.

Assunto uno dei piani del fascio come piano coordinato 2 =0, di
un sistema di riferimento, cartesiano ortogonale Oxzyz, ' aspetfo del
moto risulta pertanto indipendente dalla coordinata 2. — Basterd quindi
occuparsi del moto delle particelle liquide nel piano 2z = 0.

Se si suppone ulteriormente che il fenomeno abbia carattere di
stazionarietd, {utt
sard. pure indipen-
dente dal tempo t,

La regione del
moto, nel piano

=0, ¢ limitata
[vedila Fig. 1] dai
tre pezzi di pareli
rigide ©, @, +u,,
@, + u,, essendo:

Fig. 1.

Piano z =z -} 7y.

o, T,, T, le sezioni
(fatte eol piano
2=0) delle sponde
del canale principale; & u,, t, le sezioni delle sponde del canale derivato.
Le pareti rigide p, e gy si riattaccano a @, e @, rispettivamente
nei punti P, e Py; P, P, costituisce 1’ apertura del canale derivato.
1 pezai @, ®,, @y, Uy, Yy sono rettilinei; di pid @, e @, sono

paralleli a @, mentre g, & parallelo a pu,.

La sponda @ si estende indefinitamente nei due sensi; @, @, e
4y, U, sl estendono indefinitamente a partire dai punti P, e P,, come
mostra la Fig. 1. .

La corrente del canale prinecipale proviene dall’ infinito (praticamente
da distanza abbastanza grande da P, P,) tra @ e @,, fino a che, giunta
all’ altezza dell’ apertura P, P, del canale derivato, si bipartisce: una
parte va a formare la corrente del canale derivato stesso, e scorre tra
it € gy la Timanente continua a scorrere nell’ alveo principale tra @ e @,

Se si vuole si pud anche interpretare il moto del liquido, come la
corrente di un canale, le cui sponde sieno @ e @, + u,, modificata dalla
presenza di una parete rigida indefinita @, 4 g,, che presenta in P,
un punte angoloso.

I filetto liquido che colpisce in P; il profilo rigido @, + g, ri-
mane momentaneamente arrestato, indi si bipartisce e prosegue scor-
rendo lungo @, e u,.
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11 filetto liquido che scorre aderemte alla parete @, giunto in P,
pon sl arresta, ma cambia bruscamente direzione seguendo la parete
rigida g,. '

Tutti gli altri filetti vengono pit o meno deviati, nessuno subisce
arresti. — In sostanza cid equivale a dire che il wvalare assoluto della
velocita delle particelle liguide é nullo in P, e maggiore di zero in ogni
aliro punto del campo del molo; pin precisamente escluso un inforno
(comunque piccolo) di Py, amimette un limile inferiore positivo.

Introduciamo: 1" angolo & che le sponde del canale derivato, con-
siderate nel verso della corrente, formano con quelle del canale prin-
cipale, considerate pure nel verso della rispettiva corrente; le larghezze
h e k del canale principale e del derivato; la portata ¢ del canale
principale a monte della derivazione; le portate ¢, e g, del canale
principale, e del derivato a valle.

Si considerino le due sezioni KBS e T'U del canale principale, la
prima a monte e la seconda a valle della derivazione, ed entrambi
sufficientemente distanziate da P, P,.

Bi pud ritenere, sensibilmente, che i filetti liquidi prima di arrivare
alla sezione RS, e dopo oltrepassata la sezione T U scorrano parallel-
amente alle sponde con velocita costanti, in valore assoluto e 8€180,
che indicheremo rispettivamente con ¢ e ¢.

Anche nel canale derivato si pud ritenere che i filetti liqyidi scor-
rane parallelamente alle sponde con una velocita costante, che indiche-
remo con ¢,, al di la di una sezione M N abbastanza lontana dalla
apertura P, P, del canale stesso.

Cid posto avremo manifestamente le seguentl relazioni:

lq=6h; 4y = ¢ by, gy = Gk;
L
la=a+a, PP=

entx

1)

Assumiamo, nel piano 2z =0, una coppia di assi z, y coll’ origine
in un punto O della sponda @, lasse z coincidente con @ e diretto
nel senso della corrente e I’ asse y diretto verso la sponda opposta,
del canale principale.

Supporremo infine che il moto del liquido sia irrotazéionale.

2. Potenziale di velocitd e funziome di corrente, Condizioni ai limiti.

Per essere irrotazionale i1 moto del liquido, esisterd una funzione uni-
forme @ (z,y) [polenziale di velocitd] regolare nel campo del moto, tale che

@ dp = udz + vdy,

essendo % € v le componenti della velocitd nel punto generico (z, ¥)-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



140 Sopra la derivazione dei canali.

La (2) definisce la funzione @ a meno di una costante additiva;
converremo di fissare tale costante in modo che sia ¢ =0 in P,.

Per I’ incompressibilita del liquido (gi;- + S—Z = O), sard @ funzione
armovica e s1 potrd, di conseguenza, definire la funzione associata ¢
(fumzione di corrente) mediante I’ equazione

3) dyp = —vdx + udy,

colla determinazione ¢ = O, nell’ origine delle coordinate.
Sc si nota che il nostro campo & semplicemente connesso, si pud
asserire che la 9 risulta, di necessitd, uniforme.

Le condizioni at limiti provengono dall’ esprimere che le pareti
rigide che limitano il campo, sono linee di flusso.

Cio significa che sul contorno s =& + @, + g, + py + @, potremo
avere solfanto una velocitd tangenziale; detta percid = la normale m
un generico punto di detto contorno, volta verso I’ interno del eampo,

Sarf
do

7, — 0, lungo s,

. dx dy . o g . .
ovvero, designando —das—c, d_?; i coseni direttori della tangente in un ge-

nerico punto di s nel senso del flusso (con che la coppia [s, #] risulta
congruegte ad [z, y]), ed essendo

do _tgdx | dgdy _ 4y _ dz_ dy
dn  dxdn ' dydn < ds ds  ds?
avremo

lungo s.

Da questa scende che la % deve avere valore costante su ciascuno
dei tre rami del contorno &, @, + gy, @ + pe.

Intanto, notando che nell’ origine O & ¢ — 0, dovremo avere
4 =0, sopra @.

Sopra @, + 4, e sopra u, + @, la ¥ deve assumere valori costanti
necessariamente diversi da zero e diversi tra loro.

Infatti, prendiamo & cousiderare le portate g e g, del ecapale prin-
cipale nelle sezioni RS e I'U rispettivamente.

Tenendo presente che si & presa eguale ad 1 la densita del liquido,

avremo
is Yu
g= [udy, g :_]udy,

Yp Yp
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avendo chiamato y, =0, y,="h, y,=0, y,=h, le ordinate dei
punti B, 8, T, U.
Per la (3) avremo quindi

szs—wm Q1:1I’U—¢'T,
ma per la (4) &
UJR:UJT:O,

rimangono pertanto le
ws =4q, IPU ={q-

Per queste e per quanto si & precedentemente detto, si dovra con-
cludere ; N
= sopra o, s

5) { q, P g T gy

Y=gy, sopra W, +u,.

Da queste, essendo per ipotesi 0 < g, <{g, scende quanto avevamo
asserito.

Studiato il comportamento al contorno della funzione d;, ¢l rimane
da indagare quello del potenziale di velocita ¢.

Il senso del moto & ovunque ben determinato, per essere

V=[yuw+#>0,

eccettuato il punto P, in cui ¥ =0 [cfr. n.2 1]; potremo percid serivere
uody__w
- ds V' ds V7
e quindi
dg dedz dpdy

ds 'amds+ayds V>0,

in ogni punto di s, eccettuato P,. Anzi, siccome escluso un intorno
J (comungue piccolo) di P, il limite inferiore dei valori di ¥ &
[cefr. n°. 1] una costante positiva &, potremo ritenere in tutti i punti
di s, esterni al piceolo intorno o suddetto

iw V>e>0.

Questa disuguaglianza mostra che @ cresce costantemente e indefinita-
mente eon s, tanto su @, che su @, 4 u,, assumendo tutti i valori
crescenti fino a + oo, quando si procede nel senso del moto, assumendo
invece tutti i valori decrescenti fino a — o0 quando si procede In senso
opposto.

Copsideriamo infine il comportamento della funzione ¢ sul terzo
ramo del contornmo, @ + Y.

Dalla do

'Es =V>O’
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si deduce che per essere ¢ =0 in P,, la ¢ va sempre crescendo
quando si procede nel senso del flusso, sia sopra @, che sopra u;
dalla pid precisa disuguaglianza ZZ’>V2 ¢ >0, valida fuori di J, scends

che la funzione ¢ varia in entrambi 1 casi da O a + oo.

3. Conseguenze analitiche. La funziomne w ed il suo logaritmo —iw.

Posto .
z+ =2,
(6) u— v =1,
pt+iv="f,

dove i =1 —1, in virtd della (2) e della (8), w ed f risultano fun-
zioni della variabile complessa z =z + iy, o le (2) e (3) stesse si
compendiano nella unica relazione

) af — w.

dz
La funzi.one w(z) & uniforme nel campo del moto, finita e conti-
nua anche sul contorno ad eccezione del punti P, e P, [cfr. n° 1],
finita all’ infinito e tale che |w|=|}u®+ v®| =¥ > 0, eccettuato il
punto P, in cui |w|=0.
La funzione f(2) & regolare (al finito) e, per la (7) & "Z‘ﬂ>0 entro
il eampo, il punto P, escluso.

Poniamo
(8) w= 6¥'—w7
convenendo che per 2z = oo [|w]= ¢ (efr. n® 1)] sia o = ¢ loge; rimane
cosi definita una funzione o (2), uniforme nel campo del moto, finita
e continua anche sul contorno, ad eccezione dei punti P; e P,.
Dalla (8), posto
(9 o=4=4+1iz, (e T reali),

si deducono le relazioni seguenti

[l = Va5 ot =7 s

(10) lu+w=e,.9
— .

Dalla prima di queste apparisce che v é il logaritmo neperiano del
valore assoluto della velocitd, in un generico punto z del piano del moto;
dalla seconda si deduce che & rappresenta U angolo che la diresione della
velocitd forma colla direzione positiva dell’ asse delle x, cioé [cfr. n° 1]
colle parets del canale principale, nel verso della corrente.
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Der le ipotesi fatte, facilmente si riconosce che & va contato fra
— = e =m, positivamente nel verso #—»y, partendo dalla direzione po-
gitiva dell’ asse z, negativamente nel verso opposto.
Dopo 10 si deve avere manifestamente
{ﬂ=0, sopra W, @, e Wy;

(11) P
=, BOPra W, € Wy,.

Riassumendo, la funzione w(2) = 9(x, y) + it(x, y) dev’ essere uni-

forme, finitn e continua ner punts internt del campo del moto; sul contorno

la sua parte reale & deve comportarsi nel modo stabilito dalle (11); di

pith per 2 — oo dev’ essere o — ¢ loge. Con cid la w(2) risulta comple-

tamente definita. '

Per la sua effettiva determinazione giovera rappresentare in modo
conforme il piano del moto sopra un semipiano, indi riferire la fun-
zione © a questo semipiano, ed esprimere infine la @ stessa in funzione
di # a mezzo della relazione tra la variabile ausiliaria e la 2z

Ma, come vedremo, pel nostro scopo ci basterd esprimere la @ in
funzione della variabile ausiliaria.

4. Rappresentazione conforme del piano del moto sopra un semipiano.

Consideriamo ora un piano complesso, rappresentativo della varia-
bile f— @ + iy, e vediamo come varia il punto f mentre 2z si muove
nel proprio piano.

Quando si fa percorrere all' affissa 2 tutta la parcte rigida @,
nel verso della corrcnte, la f, per la (4) e per gquanto abbiamo visto
al numero prece-

Fig. 2.
dente riguardo ul Pirno f— gt .
comportamentodella $=0
funzione ¢, descrive
larettayp =0da—oo
a + oo. Parete w, L parete p,
P=2
Quando la z de- :
. parete i
scrive tutta la parete 5 W=
~ 8 parete
@, + u,, pure mnel .
verso della corrente,

la f, per la prima - w=0
delle (5), descrive ponete @
la retta ¢ — g, da — oo fino a + oo [vedi comportamento di ¢ al n°
precedente].

Facciamo infine percorrere alla # il ramo di contorno @, + g, -

Allora dalla seconda delle (5) scende che il punto f descrive la
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retta ¢ = ¢,. In modo pid preciso immaginiamo che I' affissa z per-
corra @,, oppure g, partendo da P, nel senso del flusso.

Abbiamo veduto al numero precedente che tanto mel primo caso,
quanto nel secondo, ¢ cresce da 0 a + oc.

Dunque tanto a @, quanto a g, corrispondono per la f valori che
rientrano nell’ espressione ¢ + i¢q,, con ¢ >> 0: esiste ciog2 una comi-
spondenza (1, 2) tra la linea @, 4+ p, del piano # e la semiretta 3 — ¢,
di ascisse positive, del piano f.

Tale corrispondenza si pud rendere biunivoca immaginando di
praticare nel piano f un taglio lungo la semiretta ¢ — g,, ¢ > 0 [vedi
Fig. 2].

Converremo, per la biunivocita della corrispondenza, che il bordo
superiore del taglio (quello rivolto verso la retta ¥ — g) corrisponda
al tratto u,, ed il bordo inferiore al tratto @,, della parete rigida
O 4wy

Rieonoseiuto il comportamento di f(2) al contorno, ricordiamo che
essa & regolare nel campo del moto (al finito) [efr. n® 3]; notiamo
inoltre, che, da quanto siamo venuti dicendo, risulta che al punto
2z = oo corrispende [ — oo.

Cid posto, siamo autorizzati ad assumere la f=[f(s) per um
rappresentazione conforme del piano del moto sulla striscia tagliata .

Infatti, per ogni funzione armonica, regolare in un campo asse-
gnato, i valori nei punti interni sono compresi tra il limite inferiore ed
il limite superiore di quelli che assume sul contorno. — Ora la fun-
zione ¢ ¢ armonica e regolare nel eampo del moto e assume sul con-

torno i valori 0, ¢, > 0 e g > g,; possiamo dunque dire che la ¢ varis
af

dz
P, escluso [n° 3], e inoltre perche vi & corrispondenza biunivoca fra i
contorni, si pud concludere che ad ogni punto f della striscia tagliata §
corrisponde un solo punto del piano 2.')

Ai punti P, e P, del piano #z, dai quali si staccano le sponde del

tra 0 e g. — DPer cid, e pel fatto che

non si annulla mai, il punto

canale derivato, faranno riscontro mnel piano f i due punti
fi=1q, e [, =@, + 1.
Vogliamo infine eseguire un ulteriore cambiamento di variabile per

cul la striscia tagliata S venga sostituita da un semipiano.
Poniamo a tal uopo

(12) n=T",

1) Cfr. Osgood, ,Lehrbuch der Funktionentheorie®* [Leipzig, Teubner, 1907]
Cap. VIII, § 5.
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con che 3 & una quantitd reale, o di pid, per le (1), minore, in valore
assoluto, di 1.

Definiamo un numero reale ¢,, tale che

9 /23
(13) efo = (1 + 3)™(1 —3,)"

I prendiamo infine in esame la relazione

91 2
(14) e/ Hrtin — (14 (1 — )=

Questa riferisce biunivocamente la striscia tagliata § al semipiano 3
di ordinate positive: al contorne di S corrisponde 1’ asse reale del
piano % in modo che Fig. 3.
alla retta ¢ — O fa Piauo 3.
riscontro il tratto 3
(—oc, —1), mentre
che alla retta v = ¢ ¢ ¢
corrispoude 1l tratto
(1, 4 o0), e ai bordi _ < l‘\*’ _
del taglio fa riscontro B fo g ™
il tratto (— 1, + 1), e precisamente al bordo superiore il tratto (3, 1),
all' inferiore il tratto (— 1, 3,).

Infatti, posto

j- 1=g¢® (0<o<m),
3+ 1=9"¢" 0S¥ < m);
ayremo
o n noa i Byl
A+5"(1 =g =e"e " e " l
e la (14) pud scriversi
2 1 g Z’l — ) q_f ’
g%—‘ﬂ—i(b’—h) _ g%@l%e [n(9 ﬂ}+n\9J-
Da questa osservando che nel punto 3, del piano 3 si ha & ==,
&'= 0, mentre che nel corrispondente punto del piano f & 9 =
) P p 1 p 915
si deducono le relazioni

1 ,
po— ¢ = —-log[e™e'2],
(15)
T P
Quando 3 descrive !’ asse reale da — 1 fino a — oo, il prodotto
g ¢'n varia, assumendo tutti i valori da O fino a + oo e quindi, per

., - .
la prima delle (13), @ varia da 4 oo fino a — oco; ed essendo allora
Zeitsehrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 18911. Ieft 2. 10
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& = &' == &, per la seconda delle (15), ¥ — 0: dunque al tratto (—1,
— o0) dell’ asse reale del piano 3 fa riscomtro tutta la retta ¥ = 0 del
piano f.

Quando 3 percorre 1’ asse reale da 1 a + oo, variando allora il
prodotto g%p’a da O fino a 4 oo, ¢ varia da 4+ 00 a — o0; mentre
essendo # =0 e & =0, si ha ¢ =¢,+ ¢, = ¢ — Dunque al tratto
(1, 4+ o) dell’ asse reale del piano 3 corrisponde tutta la retta v —g
del piano f.

Quando sl fa percorrere all’ affissa 3, 1’ asse reale partendo dal punto
3 fino ad 1, oppure nel senso opposto fino a — 1, essendo allora ==z
e 3"=0, si ha ¥ —=g¢,; mentre la ¢ varia in entrambi i casi sempre
positivamente da O fino a + oo. -

Infatti, dalla (14), tenuto conto della (12), si deduce mediante
derivazione if g 3—n

dj 1l —3

Da questa scende che tanto per 3 reale e crescente dal valore y
al valore 1, quanto per 3 reale e decrescente da 3 fino a —1, laf
assurue valorl reali e creseenti, e presenta quindi un minimo per § =4,
Ora per 3 =3 la (14), tenuto conto della (13), da f'=iq,, ciod p =0,
mentre per = 1, oppure per 3 — — 1, si ha ¢ = 4 oo. Da cid scende
quanto avevamo asserito.

Dunque quando 3 descrive |’ asse reale da 3, fino ad 1 I affissa
deserive la retta ¥ — ¢, da O fino a + oo} lo stesso accade guando j
va, lungo I asse reale du 3, fino a — 1: faremo percid corrispondere
a (4, 1) il bordo superiore del taglio della striscia S, e a (§, —1)1
bordo inferiore. Si noti infine che se 3 & un punto del semipiano, non
situato sull’ asse reale, si ha

0< < ¢ 0O <m;

ad esso corrisponde, a norma della seconda delle (15), un punto f,
tale che
<@ +g=2q.

Pertanto la (14) definisce 1" accennata corrispondenza biunivoca tra
il semipiano 3 di ordinate positive e la striscia tagliata S.

Al punto f; =g, (corrispondente al punto P; del piano 2) corri-
sponde, come si & visto, il punto =3

Al punto f; = @, + 2q (corrispondente al punto P, del piano 2)
fa riscontro, a nmorma della (14) il punto 3 =3, > 1, definito dalla re-

Jazione
/3%

% 23
(16) e fetpotin — (1 + 52)”(1 - 32)”'
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Al punto f = oo (corrispondente a #— oc del piano del moto) corri-
sponde 3 — oo. Per mezzo della (14) e della f= f(2) potremo ora
riferire biunivocamente il campo del moto al semipiano 3 di ordinate
positive; al contorno del campo del piano z fa risconiro 1 asse reale
del piano 3, in modo che alle sponde u, e u, del canale derivato corri-
spondono i due segmenti (3;, 1), (1,3,) del tratto (3, 3,) dell’ asse reale
del piano 3; le sponde @, @,, @, del canale principale vengono rap-
presentate rispettivamente dai rimanenti tratti (— oo, — 1), (—1, 3,),
(3, + o) dell’ asse reale del piano 3.

Congiderando pertanto la @ = & + ¢z del numero precedente, come
funzione dell’ argomento %, nel semipiano corrispondente di ordinate
positive, essa dev’ esscre funzione uniforme, finila e continua entro
I' aceennato semipiano; sul contorno la sua parte reale & deve soddis-
fare, a norma delle (11), alle condizioni seguenti

(1)

dell’ asse reale: di pilt dev’ essere w = zloge, per 3 = occ.
5 p g¢, p

{{) =0 sul tratti (—oo, 3,), (3, + ),
#=a sul tratto (3, %),

5. La funzione w (3).
Poniamo

h w(3) =i % log? !

b — :
5 3 + iloge,

colla determinazione w = 7logec per 3 = co.

¥ facile constatare che la o (3) cosi definita soddisfa a tutte le
condizioni volute.

Infatti, notiamo subito che la @ (3) sopra definita si presenta fun-
zione uniforme, finita e continua in tutti 1 punti del semipiano 3 di
ordinate positive, ad eccezione dei punti 3 — 3, 3 — 3, (corrispondenti
— giova richiamarlo — ai punti P;, P, del piano del moto) in cui
diviene infinita.

In quanto al comportamento della (3) al contorno notiamo che
tanto per § reale e minore di 3, quanto per 3 reale e maggiore di 3,

la quantits ¥ % & reale e positiva per essere 3, >317 [n2 4], quindi
o2
log 2_:1 ¢ reale; pertanto dalla (17) si deduce che la parte reale di
2

® ¢ 1denticamente nulla.
Con cio resta soddisfatta la prima delle condizioni (11°).

Quando 3 & reale e compresa tra 3§, e 3, potendo scrivere

3 — & .

. 5—%
loga_%z —wr~}—10g&2—:2,

10%
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la (17) diviene
co(g,)—oc—{—z—log a‘-{—zlogc

1

dove log fs & reale.

In tal caso la parte reale di @ & costante ed eguale ad e
Con cid anche la seconda delle condizioni (11°) & identicamente
soddisfatta.
La w(3) definita dalla (17) soddisfa pertanto ai voluti requisiti,
c. d d
In quanto a =, coefficiente dell’ unita immaginaria in @ = # + is,
esso & definito, per 3 reale, dalla relazione seguente

(18) = Jog \ e,

+ loge.

Questa relazione ci permette di definire il valore assoluto ¥ della
velocitd nei punti delle sponde dei due canali, in funzione della varia-
bile ausiliaria 3.

Infatti, per la precedente e la prima della (10), abbiamo

(19) V_e—cli—h

. per 3 reale.

6. Relazione caratferistica fra elementi direttamente accessibili
all’ esperienza,

Dalla (19) risulta che per 2 — oo la V tende al valore limite ¢
come effettivamente doveva essere, attesoch® il punto 3 = oo dell’asse
reale corrisponde al punto 2 = oo a monte del canale principale, nel
piano del moto.

Dalla (19) si deduce ancora che per 3—— 1 e §=1, il valore
assoluto ¥V della velocita, tende rispettivamente ai due valori finiti

143 1—% ;.
(1 -+ ?Jz) ¢ (fiz - 1)
Ora se si tiene presente [cfr. n® 4] che i punti 3= —1 e 3=1

del piano j corrispondono rispettivamente ai punti all’ infinito a valle,
del due canali, principale e derivato, le cul velocitd abbiamo gia indi-
cato [cfr. n% 1] con ¢, e ¢, avremo le relazioni

24 x

Lt&,x);_ 1— 31)7;
c(1+sg ~ 6(32_1 %
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Queste si possono anche scrivere nel modo seguente

Fd

(:1);(1‘{'51):1‘*‘32:

(Y —w=n—1.

Da queste eliminando, per sottraziome, il 3, si otticne la seguente

notevole relazione
b1 4 n

(20) YA+ — ()0 —s—2

Ora tenendo presenti le (1) e la (12) abbiamo

2 2q,
1+51=*§17 1—51=?;
c_ g c_4a .k
¢ @’ & a4 R
per cui la (20) pud scriversi
1 1= i
on 7 q, a— 12- u. ]E a:
(207 (5) =@ “G -
Poniamo
k s
(21) R 4, qq =X

con che 1 e 7 rappresentano i rapporti, rispettivamente delle larghezze
e delle portate del canale derivato al canale primcipale.
Allora dalla (20°) si ricava

« Ty
@2) {5 e )

¥ questa la formula notevole che lega i rapporti delle larghezze
¢ delle portate dei due canali, all’ angolo di derivazione.

" Da essa risulta che il rapporto delle larghezze i eresce (o dimi-
nuisce) col rapporto delle portate y; cid che del resto risponde alla
intuizione fisica del fenomeno.

Quando si vuol fare una piccola derivazione dal canale principale,
in modo che del rapporto y delle portate si possano trascurare i qua-
drati e le potenze superiori, si puo ricavare dalla (22) una espressione
notevolmente pit semplice pel 1.

Infatti potendosi allora serivere

b 4
1—
[

- “=1+(—=1)1,

[24
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la (22) diviene

(23) = (-1 V*—l z:

Osservazione. X importante rilevare che per i valori di « che pid
=
n /7 .
. . N - . - T
interessano la pratica, cioe per 0 < o < 9 il coefﬁclentel/a —1 assume

valori >1, ma certamente minori di 1,322, per eui sensibilmente si pud
b3

attribuire a V% — 1 il valore medio 1,16, e assegnare in conseguenza
alla (23) la forma ancora piu semplice
(239 Ai=1167.

Infatti, posto : = n, bastera studiare il comportamento qualitativo

della funzione ——
N@)—=Vn—1,
nell’ intervallo 2, 4+ oo.
Da essa intanto si deduce che per n =2 & N =1
Di pid potendosi scrivere
log (n — 1
log N == (7; ),

e notando che lim log N — 0,

n=c

N

possiamo dire che & pure ¥ = 1 quando » = o0,

D’ altra parte, essendo

dlogN 1
P 217[ IOg(”—iﬂ’
dtlog N 2 dlogN t -
dn? ﬂ an +2(n£1>”J’

si deduce che la funzione log &, e quindi la funzione N, -assumono un
unico valore massimo quando
n

Facilmente si constata che il valore di # che rende soddisfatta la
precedente & n =4579....; e il corrispondente valore massimo di
Nel321......

Possiamo pertanto asserire che, variando comunque # tra 2 e 4 oo,
i valori di N soddisfanno certamente alle seguenti limitazioni

1< N<1,322, edd
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Notiamo ancora che ad n = 4,579 ..., che rende massimo, come
abbiamo visto, N, corrisponde un angolo di derivazione o = 39°18’
circa.

Segue una tabella di valeri di 4, corrispondenti ai valori di y e

di ¢ che maggiormente possono interessare nei casi concreti.

,n_
Tabella dei valori di 4 = [(Ti’x)a l— %Zﬁl:tn'

(x——100‘05—-200‘04——30°‘c1440°‘a——a0°ia— 60° @ —70u u—so° o — 909

o1

7 =001 | 0,013,0,013 0013'0012 0,011 0,01110.010
7=002 [0,02310,025 0026‘0026 0,026'0,025 0,023 0,022\0,020
7 —003 ‘0,035]0,037 0,039 0,039 0,039 /0,037 0,035 0,033 | 0,030
4 — 004 0,046 0,050 | 0,052 0,052 0,052 0,050 0,047 0,044 0,040

Pyors Iy

7 = 0,05 | 0,068 0,063 | 0,065 ‘ 0,066 0,065 0,062 10,059 | 0,055 0,050

7 =006 0,070 0,075|0,0780,079" 0078\00 0,071 0066‘0060
72— 007 0,083 0,088 0,091 0,092 0,091 0,087 0,083 0,077 0,070
4= 0,08 0,104 (0,105 0,104/0,100 0,095 0,088 | 0,080

7 = 0,09 0109‘0113 0,117 ,0,118 ,0,11710,112 0,107 0,099 0,090
7=0,10 0,117 0,126 0,131/0,132 0,130 /0,125 0,119/ 0,110,0,108
7= 0,20 0,269 0,285 0,204 0,206 029210282 0,266 0,247 0,223
27— 0,30 044910467 04780479 0471 0454 0,428|0,396 | 0,358
7 =040 | 0,681 0,696 0,685
7= 0,50 | 1,000 0,999;0,994’0,979 0,952

0,657 0,619/0,571 0,516
0,908 0,852 0,784 0,707

~

Padova, Settembre 1910.

Uber graphische Tafeln fiir Funktionen einer Verinder-
lichen, inshesondere iiber graphische Logarithmentafeln.

Von P. WERKMEISTER in StraBburg i. K.

-Das einfachste Verfahren zur Herstellung einer graphischen Tafel
fiir eine Funktion einer Veriinderlichen bestebt durin, daB man auf den
beiden Seiten einer Linie die Skalen auftrigt, die durch die Werte der
Verinderlichen und der Funktionen bestimmt und nach diesen beziffert
sind. Als Triger fiir die Skalen wihlt man ans praktischen Griinden,
solche Linien, die sich in einfacher Weise — mit Lineal und Zirkel
— zeichnen lassen. Eine der beiden Skalen kann man mit Riicksicht
auf die dadurch entstehende Bequemlichkeit beim Aufzeichnen und beim
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Gebrauch als gleichmiéBige oder gewdhnliche Skala ausfiihren, deren
Liingeneinheit entsprechend der von der Tafel geforderten Genauigkeit
zu wihlen ist.

Um eine bestimmte (enauigkeit bei einer Tafel zu erreichen, ist
es vielfach mit Ricksicht auf die Lingen der Skalen nicht mehr mig-
lich, die Tafel zusammenhingend, an einem Stiick — z B. mit Be
niitzung einer Geraden oder eines Kreises als Skalentriger — darzustellen;
man zerlegt in diesem Falle die Tafel in einzelne Teile, die man dadurch
erhilt, daB man als Triger fiir die Skalen am besten ein System von
parallelen Geraden wihlt. KEine solche Zerlegung der ganzen Tafel
bietet den weiteren Vorteil, daBl man fiir jeden einzelnen Teil der Tafel die
Lingencinheit {tr die gleichmiBige Skala beliebig wihlen kann; man
hat dadurch die Moglichkeit die Lingeneinheit von Teil zu Teil so zu
veriindern, daB auch bei der ungleichmiBligen Skala die Ablesegenanig-
keit an siimtlichen Stellen der Tafel beildulig dieselbe ist, also jedenfalls
eine bestimmte untere Grenze mnicht {iiberschreitet. Hine der be
kanntesten Tafeln dieser Art ist die graphische Logarithmentafel von
A Tichy.D)

Bei einer, infolge der verlangten Genauigkeit bezw. der dadurch
bedingten Skalenlinge in einzelne Teile zu zerlegenden Tafel kann man
durch entsprechende Anordnung das Zeichnen der gleichmiBigen Skala
umgehen, sodaB der Trager nur auf einer Seite eine Skala triigt; die
dadurch erreichte Erhohung der Ubersichtlichkeit der ganzen Tafel ist
nicht unwesentlich. Beachtet man némlich, daf fiir mehrere aufein-
anderfolgende Werte der Veriinderlichen die entsprechenden Funktions-
werte, z. B, in der ersten Ziffer iibereinstimmen, und denkt man sich
dementsprechend diese Werte in zwel Gruppen von Ziffern zerlegt, so
laBt sich die Zerlegung der ganzen Tafel in einzelne Teile derart vor-
nehmen, dal diese mit der ersten Gruppe ibereinstimmen und nach
dieser beziffert sind; bei einer bestimmten gegenseitigen Lage der Tafel-
teile und gleichmifiger Funktionsskala kann dann die zweite Ziffern-
gruppe z. B. durch pinc auBerhalb der eigentlichen Tafel zu zcichnende
Hilfsskala in Verbindung mit einer beweglichen Ablesegeraden dar-
gestellt werden. Der Grundgedanke bei einer solchen Anordnung der
Tafel ist derselbe, der vielfach bel numerischen Tafeln Verwendung
findet, indem man bei gegebenem Wert der Veriinderlichen den ge-
suchten Funktionswert durch Zusammensetzen von zwei, an verschie-
denen Stellen der Tafel zu entnehmenden Zifferngruppen erhilt, oder

1; Graphische Logarithmentafeln, Wien 1897. Beilage zur Zeitschrift des
Osterreichischen Tngenieur- und Architekten-Vereins.
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indem bei gegebenem Funktionswert der gesuchte Wert der Verander-
lichen einen doppelten Tafeleingang erfordert.

Im Folgenden sollen einige Moglichkeiten zur Komnstruktion von
solchen Tafeln zusammengestellt werden, wobei — besonders mit’ Riick-
sicht auf einige von E. Leder!) angegebene und von der Industriellen
Handelsgesellschaft in Berlin in den Handel gebrachte logarithmische
Rechenapparate — als Beispiel einer Funktion die logarithmische ge-
wihlt wird, sodaB zunichst von graphischen Logarithmentafeln die
Rede ist.

Tiir die zu besprechenden Tafeln sei der Einfachheit wegen die
Gruppierung der der Tafel zu entnehmenden Mantisse derart vorge-
nommen, dafl die

Fig. 1.

erste Gruppe —— 4 —

aus nur einer Ziffer \ B ,

besteht, die ganze N A

Tafel also in zehn

Teile zerfillt. Die o % . = . 7 . Ed
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héngig. Ly C A AP
Die einfachste » R I S

Art einer in der an- ks - T i

gedeuteten Weise ent-

worfenen graphischen Logarithmentafel ist in der Figur 1 gezeichuet;
sie besteht aus der — entsprechend der Abtrennung von nur einer Ziffer
— an zehn parallelen Geraden angetragenen, nach dem Numerus be-
zitfferten Hauptskala und den =zu dieser senkrechten, bzw. paralielen
Nebenskalen 4 und B, von denen A nach der ersten und B nach der
zweiten und dritten Dezimale des Logurithmus beziffert ist.

Die Beniitzung der Tafel kann auf zwei verschiedene Arten vorge
nommen werden, je nachdem man die Skala A oder B beweglich anordnet.
Im ersten Fall zeichnet man die Skala A auf einem durchsichtigen Lineal,
das z. B. mit einer der Reischiene dhnlichen Anschlagvorrichtung ver-

1) Vgl Encyklopidie der Math. Wissenschaften Band I. Numerisches Rechnen
von . Mehmke. Beite 1079.
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sehen ist, sodaB die Trigergerade von A, mit deren Hilfe die Hin-
stellungen und Ablesungen an der Hauptskala und der Skala B vor-
zunehmen sind, parrallel mit sich bewegt werden kann. Soll die Skala
B beweglich angeordnet werden, so kann man sie an der Kante einer
ReiBschiene anbringen, sodaB sie derart iiber die Hauptskala gefihrt
werden kann, daB ihr Anfangspunkt sich auf einer Senkrechten
dieser bewegt. Was die Bequemlichkeit bei der Ablesung anbelangt,
go ist die Einrichtung, bei der die Skalu A4 auf einem durchsichtigen
Lineal angeordnet ist, vorzuziehen.

Mit Riicksicht auf die Ablesung in der Nihe der Rinder der
Hauptskala diirfen — bei dieser und den meisten folgenden Tafeln -

Fig. o

g

deren einzelne Teile nmicht auf die Linge der Skala B abgeschnitten
sein; es muB vielmehr jeder Teil ein Stiick seines vorhergehenden und
seines folgenden wiederholen. .

Eine Tafel von der angegebenen Art ist die ,Karte fiir graphisches
Rechnen von G. Delinge.?)

Eine andere Art der Tafelanordnung ist in der Figur 2 dargestellt
Die Hauptskala besteht aus zehn im Punkte O sich schneidenden
Geraden, durch weche die nach der ersten Mantissenstelle bezifferte
Skala 4 bestimmt ist; die Hilfsskala B hat als Triger eine ebenfals

durch O gchende Gerade. Die Beniitzung der Tafel geschieht entweder

1) D. R. P. Nr. 14636.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von P. WEREMEISTER, 155

derart, daB man die Skala B an der Kante eines um O drehbaren
Lineals angibt, oder — mit Riicksicht auf die Ablesung bequemer —
mit Hilfe des Zirkels.

Als Triger der Skala A kann auch, wie die Figur 3 zeigt, un
Stelle der Geraden ein Kreis gew#hlt werden. Eine solche Einrichtung
der Tafel zeigt die von E. Leder entworfene ,logarithmische Rechen-
scheibe“?), die in zwei Ausfithrungen — auf Celluloid?) und auf Papier?)
— von der Industriellen Handelsgesellschaft in Berlin herausgegeben

wird. Bei der ,logarithmischen Rechenscheibe® ist die Zerlegung der
Mantisse derart vorgenommen, daf) die erste Gruppe zwel Ziffern ent-
halt; die Hauptskala zerfdllt daher in hundert Teile. Die Ableseskala
B ist anf eiuem um den Schnittpunkt der Triigergeraden der Haupt-
skala beweglichen Lineal angebracht; ihre Léngeneinheit ist so gewdhlt,
daB der Einheit der vierten Logarithmendezimale eine Strecke von
0,66 mm entspricht, sodaB die Logarithmen unmittelbar auf vier Stellen
und durch Schiitzung auf finf Stellen der Tafel entnommen werden

1) D. R. P. Nr. 104927,

2) Zum Preis von 3 Mark.

3) Als Beilage zu ,Die Praxis des Logarithmen-Rechnens* von Ernst Leder,
Berlin 1908.
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ktnnen. Bei einer Gesamtlinge von 66 mm?*) der Skala B betriigt die
der Hauptskala 660 cm. Wie Versuche zeigen, erreicht die Rechenscheibe
nahezu die Genauigkeit einer fiinfstelligen numerischen Logarithmen-
tafel; der mittlere Fehler betrigt + 2 Einheiten der fiinften Stelle.

Bei den zwei besprochenen Tafeln ist die Léngeneinheit fir simt-
liche Teile der Hauptskala dieselbe; der Abstand zwischen je zwei aufein-
anderfolgenden Strichen der Skala und damit deren Ablesegenauigkeit,
gind deshalb an verschiedenen Stellen der Tafel nicht dieselben. Wie
die folgenden Tafeln zeigen, ist es in einfacher Weise mdglich, di
Liéngeneinheit der Hauptskala mit fortschreitender Skala in natiirlicher
Weise zu vergroBern, sodaB der Unterschied in der Ablesegenauigkeit
an verschiedenen Stellen der Tafel geringer ist.

Fig. 1.
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In der Figur 4 ist eine Tafel gezeichnet, bei der die Hauptskals
als Triiger parallele Geraden besitzt, deren Bezifferung nach der ersten
Mantissenstelle der fritheren Skala A4 entspricht. Die Benlitzung der
Tafel, bei der man die Ilauptskala und die Skala B gleichsam zensral
aufeinander projiziert, geschieht am besten mit Hilfe eines in O be
festigten Fadens, oder eines um O drehbaren, mit einer Ablesegeraden
versehenen durchsichtigen Lineals.

An Stelle der parallelen Geraden als Triger der Hauptskala hat
die Tafel der Figur 5 konzentrische Kreise, die nach der ersten Nan
tissenstelle beziffert sind. Die Skala I3 hat als Triiger einen zur Haupt-
skala konzentrischen Kreis. Fir die Kiostellungen und Ablesungen ba
Beniitzung der Tafel verwendet man ein um den Mittelpunkt der Kreise
drehbares Lineal aus durchsichtigem Stoff, das die Skala A mit der
Kreisbezifferung triigt; die Trigergerade von A dient zum Einstellen und

1) Die ganze Tafel — in Kreisformat — hat einen Durchmesser von 21 cm.
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Ablesen. Die Tafel bietet im Vergleich mit der vorhergehenden Tafel
(Figur4) einen Vorteil, indem sie bei ungefihr derselhen Platzbeanspruchung
eine groBere (fenauigkeit sowohl in der Hauptskala als in der Skala B
aufweist. Demgegeniiber besitzt die Tafel einen Nachteil, der darin be-
steht, daB das Ubereinandergreifen der einzelnen Tafelteile storend wirkt.

Fig. 5.

Die Trigerform der Hauptskala erforderte bei den seither betrach-
teten Tafeln stets cine Zerlegung der Skala in einzelne, unter sich
duberlich nicht zusammenhiingende Teile; eine derartige Zerlegung, die
durch das Ubereinandergreifen der verschiedenen Skalenteile z. B. bei
der Tafel der Figur 5 immerhin eine Unbequemlichkeit mit sich bringt,
liBt sich dadurch umgehen, dafl man als Hauptskalentriger eine spiral-
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158  Uber graphische Tafeln fiir Funktionen einer Vorinderlichen usw.

férmige Linie wihlt. In der Figur 6 ist eine solche Tafel gezeichuet;
der spiralformige Triger setzt sich hier — mit Rilcksicht auf die Aus
fiibrung der Zeichnung — aus lauter Halbkreisen zusammen. Die
Skala B ist wie bei der vorhergehenden Tafel an einem Kreis als
Triger angetragen; ein um den Mittelpunkt dieses Kreises drehbares

Fig. 6.
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Lineal aus durchsichtigem Stoff triigt die A-Skala, bei der am besten
die Zwischenriume zwischen je zwel Strichen nach der ersten Man-
tissenstelle beziffert sind; die Triigergerade der Skala dient zum Ein-
stellen und Ablesen. Die A-Skala ist derart eingerichtet, dal die
Skalenstriche bel Einstellung auf die Null der B-Skala mit dem Triger
der Hauptskala iibereinstimmen.

Eine moglichst hoke Genauigkeit in der Tafel 1iBt sich — wie bei
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der Tafel von E. Leder — dadurch erreichen, daB man bei Zerlegung
der Mantisse in zwei Gruppen, fiir die erste Gruppe zwei Ziffern wihlt;
die dadurch bedingte Zerlegung der Hauptskala in hundert Teile Lift

Fig. 7.

diese Anordnung mit Riicksicht auf die Grobe der Tafel zuniichst nur
fiir die Tafel der Figur 3 mit strahlenférmiger Anordnung der Haupt-
skala zu. Ein anderer, bei den iibrigen Tafeln moglicher Weg zur Er-
langung einer hohen Genauigkeit besteht darin, daB man die erste
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Gruppe der Mantisse nur einstellig wahlt, dafiir aber die Genauig-
keit der [-Skala durch eine mioglichst groB gewihlte Lingeneinheit
steigert; am natiirlichsten erreicht man dies bei den Tafeln in den
Figuren 5 und 6.

Die durch die GréBe und das Format der Tafel fiir die Lingen-
einheit der B-Skala gesetzte Grenze 8Bt sich noch dadurch weiter ziehen,
dafl man die B-Skala in zwel Sticke zerlegt, die von O bis 50 und
von 50 bis 100 beziffert sind. Dieser Zerlegung entspricht dann eine
solche der zehn Teile der Hauptskala ebenfalls in je zwei Stiicke, soda
diese dann aus zusammen zwanzig Teilen besteht; zu jedem der beiden
Teile der B-Skala gehoren demmnach zehn Teile der Hauptskala. Diese
Anordnung,
Figur 7 fiir die Tafel der Figur 6 angegeben, wobei als Triger fiir die
B-Bkala ebenfalls eine spiralformige Linie gewihlt wurde) Die zu
der ersten Hilfte der B-Skala — von O bis 50 — gehorenden zehn
Unterteile der Hauptskala, die entsprechend der Zweiteilung von B
auf zwanzig Windungen des spiralfSrmigen Trigers sich verteilt, miissen

die sich bei simtlichen Tafeln anwenden 1iBt, 1st in der

zusammen mit jener besonders hervorgehoben werden, wus in der Figur
durch Bemulen geschehen ist.?) Die Skala A4, deren Trigergerade zu-
gleich zum Ablesen dient, wird am besten auf einem durchsichtigen
und drehbaren Lineal angebracht; die Skala, bel der bequemerweise
die Zwischenrdume beziffert werden, deckt sich bei Einstellung auf die
Null der B-Skala mit je der zweiten Windung des Trigers der Haupt-
skala. Die Beniitzung der Tafel beim Aufsuchen des Logarithmus 7
einem gegebenen Numerus geht folgendermaBien vor sich; mit der Ge-
raden des drehbaren Lineals stellt man an der Hauptskala den gegebenen
Numerus ein und liest die erste Stelle der Mantisse an der .4-Skals
des Lineals ab; die weiteren Siellen der Muantisse liest man jenachdem
der gegebene Numerus an einer bemalten oder nicht bemalten Windung
liegt, an der entsprechenden Windung der B-Skala ab.

Die Genauigkeit einer solchen graphischen Logarithmentafel ent-
spricht — ebenso wie die der Tafel von E. Leder — bei einem Durch-
messer der B-Skala von etwa 22 cm, nahezu derjenigen einer fiinf-
stelligen numerischen Logarithmentafel. Als besondere Vorteile der
Tafel konnen angefiihrt werden die bequeme Beniitzungsweise mit Hilfe
einer Einstell- und Ablesegeraden wund die nahezu gleiche Ablese-
genauigkeit an simtlichen Stellen der Iauptskala.

1) Man konnte auch — ohne daf die Tafel an Bequemlichkeit verlieren
wiirde — zwei konzentrische Kreise wiihlen,

2) Die Zusammengehdrigkeit kénnte auch wmit Hilfe der A-Skala zum Ausdruck
gebracht werden, indem man bei dieser die Zwischenriume noch halbiert.
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Auf Grund der fiir Logarithmen geltenden Sdtze lassen sich mit
Hilfe der im Vorstehenden besprochenen graphischen Logarithmentafeln
auch Rechenapparate koustruieren.  Fiir eigentliche Rechenschieber-
konstruktionen, bei denen bei der Ilechnung eine der IHauptskala gleich-
artige Skala an jener verschoben wird, die Hauptskala demnach eine
logarithmische, mit derselben Lingeneinheit in allen Teilen, sein mubB,
kommen zunichst nur die Tafeln der Figur 1 und 3, und unter diesen
der Ausfithrungsmdoglichkeit wegen nur dic erstere in Betracht; iiber
Rechenschieber mit in Stiicke zerlegten Skalen vgl. Encyklopiidie der
Math, Wissenschaften Band 1. Numerisches Rechnen von R. Mehmke,
Seite 1068 und ff.

Der Grundgedanke bei der Ausgestaltung der Tafeln zu logarith-
mischen Rechenapparaten mit nur einer Hauptskala fiir Multiplikation
und Division besteht darin, daB man mit Hilfe der Tafel zu den ge-
gebenen Zahlen die Logarithmen ermittelt, diese — ohne sie abzulesen
— mittels einer entsprechenden Vorrichtung mechanisch addiert oder
subtrahiert, und zu dem so erhaltenen Logarithmus des Resultats riick-
warts in der Tafel den Numerus ermittelt; dubel hat man entsprechend
der Ablesung der Mantisse an zwei Skalen — A und BB — eine doppelte
Addition bzw. Subtraktion auszufiihren. Die praktische Ausfihrung
dieses Grundgedankens gestaltet sich am einfachsten bei der Tafel
(Figur 8) von E. Leder, der auch mit Beniitzung dieser Tafel eine
pmechanische Rechenscheibe® konstruiert hat.!)

Die Rechenscheibe von E. Leder besteht aus der fest angebrach-
ten, schieberartig ausgebildeten und mit einem Liufer versehenen Skala
B, unter der die um ihren Strahlenschnittpunkt drehbare Hauptskala
vorbeibewegt werden kann, sodaB der zur jeweiligen Rechnung nétige
Teil unter dem Schieber (Skala B) eingestellt werden kann. Die Addi-
tion oder Subtraktion der beiden ersten Mantissenstellen wird selbst-
titig durch ein besonderes Zihlwerk besorgt; diejenige der folgenden
Stellen 146t sich mit Hilfe der Schiebervorrichtung und des Liaufers
der B-Skala mechanisch ausfithren ' Da die der ,mechanischen Rechen-
scheibe zugrunde liegende Hauptskaia in bezug auf ihre GriBen-
verhilltnisse genau mit der ,logarithmischen Rechenscheibe® (vgl. oben)
tibereinstimmt, so diirften®) beide in der Genauigkeit der Resultate nicht
weit nuseinanderliegen?®); die mechanische Rechenscheibe erreicht dem-

1) Die Rechenscheibe wird ebenfalls von der Industriellen Handelsgesellschaft
in Berlin — zum Preis von 70 # — in den Handel gebracht.
2) Dem Verfasser steht nur eine logarithmische Rechenscheibe zur Verfiigung.
3) Mit Riicksicht auf die Schiebereinstellungen diirfte bei der mechanischen
Rechenscheibe an Genaunigkeit etwas verloren gehen.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 2. 11
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nach eine Genauigkeit, welche zwischen derjenigen einer vier- und der
einer flinfstelligen Tafel liegt.

Von den iibrigen angefiihrten Mglichkeiten in der Anordnung der
Hauptskala, fand diejenige mit konzentrischen Kreisen Verwendung bel
der Rechenscheibe von G. Hermann?); eine spiralformige Trigerlinie
wurde bei einer Rechenscheibe von A. Steinhauser?) bentitat.

AuBler den in den Figuren angedeuteten Trigerformen fiir dis
Hauptskala sind natiirlich auch noch andere miglich; E. Leder ver
wendet z. B. bel einer unter dem Namen Tacharithmetikos in den
Handel gebrachten logarithmischen Rechenmaschine®) hundert kon-
gruente Kreisbogen, deren Mittelpunkte in gleichen Abstinden auf einer
Geraden liegen. Bei diesem Apparat ist die Hauptskala auf einem Lein-
wandstreifen angegeben, der so {iber zwei Rollen bewegt werden kann,
daB der jeweils zu beniitzende Kreishogen konzentrisch zu der ebenfalls
an einem Kreisbogen angetragenen B-Skala zu liegen kommt Die Ver-
bindung beider Skalen wird durch einen um den Mittelpunkt der B-
Skala drehbaren und von Hand zu bewegenden Zeiger hergestellt, der
zugleich eine selbsttiitige Addition bzw. Subtraktion der zweiten Ziffern-
gruppe der Mantisse bewirkt; die Addition und Subtraktion der beiden
ersten Mantissenstellen wird durch ein besonderes Zihlwerk ebenfalls
selbsttitig ausgefiihrt. Nach den in der Patentschrift und in verschie
denen Prospekten gemachten Angaben diirfte die Genauigkeit des Tach-
arithmetikos derjenigen einer fiinfstelligen Logarithmentafel gleich-
kommen.

Beide Apparatc von E. Leder sind je mit eincm Kennziffersihl
werk versehen, das die Bestimmung der Kennziffer des Resultats selbst-
titig besorgt.

1) Vgl. Ch. A. Vogler. Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln. Berlin
1877, Seite 50.

2) Vgl. R. Mehmke a. a. O. Seite 1063.

3) D. R. P. No. 199414, Zu beziehen von der schon mehrfach erwihnten
Gesellschaft zum Preis von 4 200.—.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Erzwungene Schwingungen prismatischer Stiibe. Von Sreem. Tiwoscrsnzo. 163

Erzwungene Schwingungen prismatischer Stébe.

Von SterH. TIMOSCHENKO 1n Kiew.

Die Aufgaben iiber erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe
haben nicht nur eine theoretische, sondern auch eine groBe praktische
Bedeutung. Man begegnet ihnen in den verschiedensten Zweigen des
Maschinenbaues, im Briickenbau, im Schiffsbau usw. Trotzdem finden
die allgemeinen Verfahren der Untersuchung kleiner Schwingungen, die
vor allem in der Akustik ausgearbeitet worden sind, geringe Anwen-
dung in der Technik. Dies wird zum Teil dadurch erklirt, daB in den
Biichern tiber die Theorie des Schalls das Hauptaugenmerk auf freie
Schwingungen gerichtet ist, wihrend den erzwungenen Schwingungen
nur geringe Beachtung geschenkt wird, und man sich gewohnlich auf
die Erliuterung des allgemeinen Verfahrens beschrinkt.

Im vorliegenden Aufsatz untersuchen wir die Frage iiber die er-
zwungenen Schwingungen prismatischer Stibe unter Beniitzung des all-
gemeinen Verfahrens?'), gestiitzt auf die Anwendung der zweiten Form
der (leichungen von Lagrange fiir Systeme mit unendlicher Zahl der
Freiheitsgrade.

Der Aufsatz zerféllt in folgende Teile:

1. Erliuterung des allgemeinen Verfahrens.

2. Lingsschwingungen prismatischer Stibe. Als Beispiel untersuchen
wir die Schwingungen eines Indikators.?)

3. Torsionsschwingungen. Hier wird das allgemeine Verfahren zur
Untersuchung der Schwingungen einer Welle mit zwei an den
Enden aufgesetzten Riemenscheiben beniitzt.

4. Querschwingungen prismatischer Stibe.

. Schwingungen der Briicken unter der Wirkung einer beweglichen Last.

(13

§ 1. Bei der Untersuchung der Schwingungen werden wir die
Lage des Systems durch dessen Normalkoordinaten bestimmen. Wenn
¢y, @, ... normale Koordinaten sind, so folgt schon aus deren Erkli-
rung, daB die kinetische Energie des Systems und seine potentiells

1) Siehe Rayleigh, , Theory of sound®, § 101 (zweite Aunflage).

2) Diese Aufgabe wurde von A. N. Krylow behandelt (siehe: Wasberia
Aragenin Haygs 1909 r. 1Ibzoropms sambuasia o xpemepaxs m mrmzaropaxs®). Das
Verfahren, welches A. N. Krylow angewandt hat, unterscheidet sich von dem in
diesem Aufsatze.

11*
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Energie durch Funktionen zweiten Grades dargestellt werden, die nur
Quadrate der GroBen @,, @, . .. ¢, @3 ... enthalten. Man kann schreiben:

) T=4%(a, 93+ a9 +asp; +---)
V=3( 9] + oo toagy+--)

Hier sind a,, @3 .- . €, ¢ - .. konstante GroBen, die von der Kon-
figuration des Systems und dessen elastischen Figenschaften abhingen.
Die allgemeine Art der Eigenschwingungen des Systems erhalt man
durch Uberlagerung einer Reihe von Normalschwingungen, die den
Normalkoordinaten @¢,, ,... entsprechen. Um Schwingungen, die
einer beliebigen Koordinate g, entsprechen, zu finden, braucht man nur,
unter Benutzung der Formel (1) fiir die lebendige Kraft und die poten-
tielle Energie des Systems, eine entsprechende Lagrangesche Glei-
chung aufzustellen: da die Formeln (1) nur Quadrate der GriBen g,
@, . .. enthalten, so kdnnen die Gleichungen von Lagrange inm sehr
einfacher Form dargestellt werden:

@ ¢i+”?%=%' P, wo n?=% ist.

Mit @, bezeichnen wir die verallgemcinerte Kraft, die der Koor-
dinate @, entspricht. Bei gegebenen #uBeren Kriiften kann @, aus der
Bedingung bestimmt werden, daB ®,0 ¢, die Arbeit der HuBeren Krifte
bei einer Verschiebung darstellt, die dem Zuwachse d¢; der Koordi-
nate ¢, entspricht.

Bezeichnen wir mit (p,) und (g,), den Anfangswert der Koordi-
nate und die ihr entsprechende Geschwindigkeit, so stellt sich das all-
gemeine Integral der Gleichung (2) in folgender Form dar:

¢
(3) ., = (@), cos nt + 1—1 (¢;)o sin n, 4 "%féi sin n; (¢ — ) dt,.
0

Die ersten heiden Glieder hiingen nur vom Anfangszustande ab.

Ist im Anfangsmoment (@) =0 und (@), =0, so wird die Be-
wegung durch das dritte Glied des Integrals (3) definiert. Im weiteren
werden wir uns hauptsiichlich mit diesem dritten Gliede beschiftigen.
Es bestimmt Schwingungen, welche von der Wirkung der iuBeren
Kréfte im Zeitraume O bis ¢ abhiingen, und hat daher das grifte prak-
tische Interesse.

§ 2. Die Schwingungen werden villig hestimmt, wenn die Ver-
schiebungen eines jcden Stabelementes bekannt sind. Die Elemente
werden wir durch Normalschnitte zur Stabachse ausschneiden. Die An-
fangslage eines beliebigen Elementes wird durch eine Koordinate be-
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stimmt (die Entfernung z von einem beliebigen Stabende). Das Ge-
wicht cines prismatischen Stabes, bezogen auf die Léngeneinheit, be-
zeichnen wir mit g.

Die Verschiebung eines beliebigen Elementes bezeichnen wir mit
y (bei Lings- und Querschwingungen bedeutet y die lineare Verschie-
bung des Elementes; bei Drehschwingungen dagegen die Winkelver-
schiebung). In allgemeiner Form kann die Verschiebung durch die
Reihe dargestellt werden:

(4) Y =@ U + @ty + @3y -

Hier sind ¢, gy... Normalkoordinaten des Systems (Funktionen der
Zelt t); w,, #y, Uy ... Normalfunktionen, welche den Koordinaten g,
@, . . . entsprechen und von der Lage des untersuchten Elementes ab-

hingen (Funktionem der Koordinate z). Natiirlich miissen sie so ge-
wihlt werden, daB im beliehigen Moment ¢ die gegebenen Bedingungen
an den Enden des Stabes erfiillt sind.

Die kinetische KEnergie des Systems bei Lings- und Quer-
schwingungen stellt sich in folgender Form dar:

1 i 1
(5) T:é’%f(y)’dx=§g{¢gfugdx+¢gfugdz...}
[1} !0 0

Hier bedeutet I die Linge des Stabes, g die Beschleunigung der Schwer-
kraft. Der Multiplikator ¢ befindet sich auBerhalb des Integralzeichens,
da angenommen wird, daBl ¢ lings des Stabes konstant sei

In der Formel (5) werden die Glieder von der Form:

H
2¢s q)t!/jqusutdx
0

gleich 0. Die Koordinaten ¢, g ... werden als normale angenommen,
daher diirfen in dem Ausdruck der lebendigen Kraft nur die Quadrate
dieser GriBen vorkommen. Hieraus folgt, daB, wenn die Koordinaten
®y; @3- .. normal sein sollen, die Bedingung (6) erfiillt werden muB:

13
(6) g - uwudzr =0,

Ahnlich der lebendigen Kraft kann die potentielle Energie des
Stabes ebenfalls durch eine Funktion dargestellt werden, welche nur
die Quadrate der GrioBen ¢, p, ... enthilt. Hierauf kann die Bestim-
mung der Normalschwingungen in der Weise geschehen, wie es im
vorhergehenden Paragraphen angegeben ist. Setzt man die so gefun-
denen Werte @, @, ... in den allgemeinen Ausdruck (4) fir die Ver-
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schiebungen ein, so erhilt man die allgemeine Lésung der Aufgabe.
Wenden wir nun dieses allgemeine Verfahren auf die Losung von
speziellen Aufgaben an.

Lingsschwingungen der Stibe.

§ 3. Betrachten wir die Schwingungen eines Stabes, von welchem
ein Ende eingeklemmt, das andere dagegen frei ist.

Bringt man den Anfangspunkt der Koordinaten in den Schwer-
punkt des befestigten Schnittes und richtet man die z-Achse nach der
Stabachse, so haben wir an den Stabenden:

(1) Wao= 05 (32) 0.

Der allgemeine Ausdruck der Verschiebungen in Normalkoordinaten
kann in diesem Falle sofort, wie folgt, geschrieben werden:

@ —Z%sm bz

Es ist ersichtlich, dafi der allgemeine Ausdruck (2) die Bedingungen
an den Enden erfiillt. Jetzt bleibt uns iibrig zu beweisen, daB die
GréBen ¢,, @, ... Normalkoordinaten sind. Zu diesem Zwecke bilden
wir die Ausdriicke der potentiellen Fnergie und der lebendigen Kraft
des Systems. Bezeichnen wir mit E den Youngschen Modul und mit o
die Fliche des Querschnitts des Stabes, so erhalten wir:

!

mlyl(dxf da.
0

Sectzt man statt y seinen allgemeinen Ausdruck (2) und zieht in
Betracht, daB

1

2n 41 2m 41 L
fcos‘n;_—-"——f-cos m:_ "—lm z = 0; bei m nicht = 0,

o
go erhialt man:

3) v=1£ﬂ P(2n 4 1)1,

n=0

Die kinetische Energie des Stabes wird sein:
14

® (A

0

Die Ausdriicke (3) und (4) enthalten nur die Quadrate der Griifen
®y, @y - .. und Quadrate von deren ersten Ableitungen, folglich sind g,
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@, - . . Normalkoordinaten des Systems. Um eine Normalschwingung
zu finden, die einer beliebigen Koordinate ¢, entspricht, bilden wir mit
Hilfe von (3) und (4) die entsprechende Liagrangesche Gleichung:

Lo+ 2 @+ Vg, = @,
Fiihrt man zur Abkiirzung die Bezeichnung wh-g _ pe ein, S0 er-
hilt man (siehe 3. § 1):
bn(?n-{—l bw (2n+1)

(%)o

. b
() +n\2n+1)bqf n [P ) [ @dh

Angenommen, der Anfangswert der Koordinate ¢, und der ihr
entsprechenden Geschwindigkeit sei gleich Null, dann wird der Wert
der Koordinate ¢, im beliebigen Augenblick ¢ durch das dritte Glied
der Ldsung (H) bestimmt.

Setzt man dieses in den allgemeinen Ausdruck (2) fiir die Ver-
schiebungen ein, so erhilt man:

©) bﬂq22n+1f81n2n+1 ™ . gin L2n+1 b (t’?ﬁ):l @ _di.

2 2

t+((pn>°bn(2n—+—1 A

Um also die Verschiebung des freien Stabendes zu erhalten, braucht
man in der erhaltenen Losung mur z — I zu setzen und statt @, eine
GroBe zu wihlen, die den gegebenen #uBeren Kriiften entspricht. Als
Beispiel betrachten wir den Fall, wo dic Kraft, welche die Schwingungen
hervorruft, am Stubende angebracht und ihre GriBe gleich wf(f) ist.
Um die verallgemeinerte Kraft @, zu finden, miissen wir bemerken,
dafl dem Zuwachse der Koordinate 8¢, die Verschiebung des Stabendes

gleich
do, - sin L-{_ll b 4

entspricht, und dann kénnen wir die verallgemeinerte Kraft aus folgen-
der Gleichung bestimmen:

wof(f) - dgp, - sin 2n2+1 -x— dop, B,

Setzt man den so gefundenen Wert fiir @, in den allgemeinen
Ausdruck (6) ein und nimmt z =1 an, so wird fiir die Verschiebung
des Stabendes folgender allgemeiner Ausdruck erhalten:

1 ljsi [2n+1 ”(t_tl)]f(tl).dgll

8

(M) W= ,,L

M

n=0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

In dem besonderen Falle, wo die angebrachte Kraft konstant ist

(nehmen wir an, daB f(¢) = p sei), gibt die Formel (7) fiir die Ver
schiebung die GriBe

dgop <O 1 (2n+1)bnt
#)emr= brg Z2n+1.(27b+1)b7’[1_ J

Setzt man ¢ — > ?, d. h. nimmt man den Zeitraum gleich der halben

Periode des Grundtons, so erhalten wir die griBte Verlingerung des

Stabes e
() _16- wlngW 1 _ 16wlpg =* 2lp
Yi)maz = b’n:’q (2n+1)’— bzn’q ‘8 E
n=0

Somit finden wir, daB die plotzlich angebrachte Kraft mp im Stab
doppelt so grofle Verlingerungen hervorruft als die, welche der Gleich-
gewichtslage, bei der Wirkung der Zugkraft ep, entsprechen.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Verschiebungen des Stab-
endes in dem Falle, wo die Zugkraft, welche die Schwingungen hervor-
ruft, eine konstante GriBe (gleich wp) ist und der Angriffspunkt
sich auf der Stabachse mit der konstanten Geschwindigkeit @ verschiebt,
Im Anfang moge der Angriffspunkt mit dem Schwerpunkt des be-
festigten Stabschnittes zusammenfallen. Im beliebigen Augenblick ¢
1st die Koordinate z des Angriffspunktes gleich af. Die Verschiebung
dieses Punktes, die dem Zuwachse d¢, der Koordinate ¢, entspricht,
wird sein: om 41 at

do, sin - g A

Daher wird die verallgemeinerte Kraft in diesem Falle aus folgender
Gleichung gefunden

D 0g,=op-dg, - sin QL;_—I-W aTt
Setzt man den so gefundenen Wert fiir @, in die allgemeine Lisung
(6) ein und nimmt z = I, so findet man:

n=o00 ¢
dopg (—1y [ 2n+1 bx 2n 4 1Lxmat,
(¥)=- e T / sin | ———~ —(t—tl)] sm[ T —%—] dt, =
w=0 6‘
4mpgn— (— 1)"21 a . (@n4)nbt b @n+ Daxat
= bmg n(2n+1)’[ T_p S 21 — g Sin 21 }

Wenn o — b, d. h. wenn die Geschwindigkeit der Verschiebung des
Angriffspunktes der Zugkraft gleich der Geschwindigkeit der Schall-
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verbreitung lings des Stabes ist, so nimmt der Ausdruck fiir (), die
Form% an. Bestimmt man seinen wahren Wert, so findet sich

_ 4mpg"=wi(—1)”17|: . 2n+41
1T brq Ly m@n 1)}

n=0

at(2n + Dz (2n—}—’1)_ngj]_
g1 At~ 21 cos 21

Bei ¢ = %, d. h. wenn der Angriffspunkt der Kraft das freie Ende
erreicht, ist die Verlingerung des Stabes

n=—o0
_4tupgl 1 77_21
@), . = banz_o et —2E

o

Folglich ist die Verlingerung des Stabes in diesem Augenblicke
gleich der Hilfte der stautischen Awusdehnung.

§ 4. Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Aufgabe iiber Lings-
schwingungen eines prismatischen Stabes iiber, an dessen freies Ende
die Last P angehiingt ist. In der Praxis begegnet man einer solchen
Aufgabe bei Untersuchung der Schwingungen der Indikatorfeder mit
dem an sle angehdngten Kolben. Die freien Schwingungen dieses Sy-
stems sind schon von Poisson untersucht worden, und diese Lisung
konnte man bei der Bildung eines Ausdruckes fiir die Verschiebungen
y in den Normalkoordinaten bentitzen. Zur groBeren Deutlichkeit fithren
wir alle Rechnungen dureh, die sich auf die Bestimmung der Normal-
koordinaten heziehen. Bekanntlich ist die Frage nach den Lings-
schwingungen prismatischer Stiibe auf die Intcgration der Differential-
gleichung » -
(8) b G = it
zuriickzufiihren (hier haben &% und y ihre fritheren Werte).

An den Enden gelten folgende Bedingungen:

2) y—0 bei £=0; b) mL’%=—Ing?y bei z = 1.

Soll der Stab eine normale Schwingung der Frequenz p machen,

dann kann die Verschiebung eines belichigen Punktes auf der Stabachse
in folgender Form dargestellt werden:

y = X cos pt, wo X eine Funktion von z allein ist.

Setzt man dieses in die Gleichung (8) ein, so findet man fiir X
den allgemeinen Ausdruck:

X:AsmLerBcos%“.
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Um der Forderung a) zu geniigen, muB fiir das befestigte Stab-
ende B = 0 sein.
Die Bedingung b) fiihrt uns zur folgenden transzendenten Gleichung:

Setzt man p—bz =p, gl = ¢ und beachtet dabej, daB vFy b2,
8o erscheint die erhaltenc Gleichung in folgender Form:
C) potgu = % :

Seilen p,, gy ... .. die aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gleichung

(9); dann wird der allgemeine Ausdruck fiir die Verschiebungen y
folgender sein:

(10) y—q:lsm-——{—(p?sm ”7“"_}_...;
es ist leicht zu bestitigen, daB die GroBen ¢,, g, ... in diesem

Falle Normalkoordinaten des Systems sind. Zu diesem Zwecke bilden
wir den Ausdruck der potentiellen Fnergie und der lebendigen Kraft
des Systems:

3
— “’ff(gg)2dx= ﬂzfz u,Q, Cos fn ) —
Q

(11) R

sin2p,
— 2w (L4 mf)'
n=1

Der erhaltene Ausdruck fir V enthiilt keine Glieder mit dem Produkt
der Koordinaten, da die Integrale der Form

14

fcos ”—’2— cos “’" “dz

0

auf Grund der Gleichung (9) gleich Null sind.

Die lebendige Kraft des Systems besteht aus der lebendigen Kraft
des Stabes und der lebendigen Kraft der an denselben angehiingten Last:

13
R AC R

Setzt man statt y seinen allgemeincn Wert (10) und zieht man
die Folge der Gleichung (9) in Betracht:

[

g'/ gin E"r sin 'L"z =—Psingy,-sinp,,
y
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g0 erhilt man fir die lebendige Kraft den Ausdruck:

7= 23 gn (=52 + g D assind u,

Setzt man statt P seinen Ausdruck durch @ aus Gleichung (9) ein,
so erhilt man

a=1

In diesem Ausdrucke fiir die lebendige Kraft kommen nur solche
Glieder vor, die Quadrate der GriBen g, @5..... enthalten, folglich
sind @,, @, ... Normalkoordinaten. Um eine Schwingung, die einer
beliebigen Koordinate ¢, entspricht, zu bestimmen, bilden wir die ent-
sprechende Lagrangesche Gleichung

21+ 0 5 o (1452 g, - 0,

Die allgemeine Lésung dieser Gleichung (siehe 3, § 1), wird sein:

bu,t l . . bu,t
P = (q)n>0 cos "; + })7‘/” (‘Pn)o s1n I +

t
—- . bu,(t—1t
+ t_2g %t [@”51n—””(l~—1)-dt1.

by § 2p,+ sin 241,
o
Wenn der Stab im Anfang sich in Ruhe befand und seine Stellung
der Gleichgewichtslage entsprach, so ist (¢,); =0 (¢,) =0, und dann
wird die Schwingung, welche der Koordinate ¢, entspricht, durch das
dritte Glied der allgemeinen Lésung bestimmt. Setzt man dieses in
den allgemeinen Ausdruck fiir y in (10) ein, so erhiilt man

t

T
(13) TR /6 sin 2% (¢~ t,)at
y_bq212un—{;sin2pn " I e
"= 0

Um die Verschiebungen des Stabes zu erhalten, muf man in dieser
allgemeinen Losung « — [ nehmen und statt @, den gegebenen Wert,
der den duBeren Kriften entspricht, einsetzen.

Als Beispiel nehmen wir der Fall, daB im Anfangsmoment (£ = 0)
am Stabende eine konstante Zugkraft mp angebracht worden ist. Um
die Schwingungen zu finden, die beim plétzlichen Anbringen einer
Kraft entstehen, braucht man nur in der allgemeinen Losung (13) an-
zunehmen, daB

&, = wpsin g,
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gei. Die Verschiebung des Stabendes wird sein

. (1 — €08 Eg"j)
(14) _tooplNieinty, A 1)
! b'g &4 pa @patein2p,)

B=

n=o0

Wird die Last P unbegrenzt verringert, so nihert sich das Ver
hiltnis ¥ der Unendlichkeit und der Wert der n-ten Wurzel der trans

P
zendenten Gleichung (9) ndhert sich der GroBe
_(ernH 1=
n— g9

Setzt man dieses in die Gleichung (14) ein, so erhilt man e
Ergebnis, das mit der Losung des vorhergehenden Paragraphen fiber
einstimmt. Die grofte Verlingerung bei plotzlichem Anbringen der
Kraft ist gleich der doppelten statischen Ausdehnung. Betrachten wir

¢

jetzt den zweiten #uBersten Fall, wenn das Verhiltnis 4 sich der Nul

nihert und der Wert der n-ten Wurzel der Gleichung (9) sich der
GroBe w, — (n— 1)z
nihert.

Die erste Wurzel p, nihert sich in diesem Falle unbegrenzt der
Null; der Null nihern sich auch die Grofen aller Glieder auBer dem
ersten in der Summe (14). Der Grenzwert fiihrt uns zum System mit
einem Freiheitsgrade: zur Schwingung der Last, die an einem gewichis-
losen elastischen Stub aufgehingt ist.

Die Bewegung wird durch das erste Glied der Losung (14) be-
stimmt. Fiir die Verschiebung der aufgehingten Last erhalten wir die

1 -
Formel: — but
__4dgwpl i

yl bzq 4

Die grioBte Ausdehnung des Stabes wird sein:

(yl)maz = 2.%%:])1 = g%l"
folglich ist auch im zweiten Grenzfalle der Satz berechtigh, daB die
plotzlich angebrachte Kraft eine Verlingerung hervorruft, die der
doppelten statischen Verlingerung gleich ist. Dieser Satz, als Sonder
fall des Clapeyronschen Theorems, wird gewshnlich in den elemen
taren Lehrbiichern der Festigkeitslehre gebraucht. Die Folgerung wird
auf der Annshme aufgebaut, daB in einem gewissen Augenblicke die
ganze kinetische Energie des Systems sich in potenticlle Energie ver
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wandelt. Wie aus der allgemeinen Liésung (14) ersichtlich, ist diese

Q

Annahme nur in den Grenzfillen 5 — oo und % = 0 berechtigt, in allen

iibrigen Fallen sind die Wurzeln g,, u, ... der transzendenten Gleichung
(9) inkommensurabel, niemals wird sich die ganze kinetische Energie
in potentielle verwandeln, folglich wird auch die Verlingerung, die
durch plétzliche Einwirkung der Kraft hervorgerufen ist, geringer als
die verdoppelte statische Verlingerung sein.

Wirkt am Stabende eine variable Kraft of(f), die Schwingungen
hervorruft, so erhilt man den entsprechenden Wert der verallgemeinerten
Kraft @ aus der Gleichung

P, 0p,=sin u, - of(t)- 09,

Setzt man @ in die allgemeine L&sung (13) ein und nimmt man

z =1 an, so findet sich fiir die Verschiebung des Stabendes der Ausdruck

”n =00

t
(15) ), = ‘%gqul @;Efﬁl;/‘f(tl) sin bj"‘(’tfl} - dt,.
n=1 b

Ist das Gewicht des Stabes @ im Vergleich zum Gewicht der Last
P sehr gering, so wird die erste Wurzel der Gleichung (9) eine kleine
GroBe. Die Frequenz des Grundtypus der Schwingungen wird im Ver-
gleich zu der Frequenz des der Reihe nach folgenden Typus klein sein.
In der allgemeinen Lésung (15) wird das erste Glied der Summe die
tiberwiegende Bedeutung haben. Um die Periode der Grundschwingung
zu bestimmen, kdnnen wir im vorliegenden Kalle die Gleichung (9)
durch folgenden Ausdruck ersetzen:

2 #(1e5) -

Als erste Anniherung kunn man annehmen

3

dann wird die Periode des Grundtypus der Schwingungen sein
2nl 2
T="=22)u 5
d. h. die Schwingungsperiode ist eine solche wie die eines Pendels,
dessen Linge gleich der statischen Verlingerung des Stabes unter der
Wirkung der Last P ist.
Zu demselben Ergebnis kommt man auch aul elementarem Wege,
man hat den Stab nur als gewichtlos anzunehmen. Um den EinfluB

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



174 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

des Eigengewichts des Stabes auf die Periode des Grundtypus zu be
werten, suchen wir die zweite Anniherung fiir die Wurzel der Glei.
chung (16). Setzt man in den rechten Teil der Gleichung

a_ @ 1
“=P' w?
145

statt u? die erste Anniherung, so erhidlt man

=V 1 g

Wird dieser Wert in den Ausdruck fiir die Schwingungsperiode ge
setzt, so erhdlt man: —

T=2x 5' .

Um den Einflub des Eigengewichts des Stabes abzuschitzen, muf
angenommen werden, daB ein Drittel dieses Gewichts am Eunde kon-
zentriert ist; dann wendet man die Formel an, die fiir die Schwin-
gungsperiode im Falle eines gewichtlosen Stabes erhalten wurde.

§ 5. Bis jetzt wurde angenommen, daB im Anfangsmoment (#=10)
sich das System in Ruhe befand und die Anfangskoordinaten gleich Null
waren. Die unter solchen Umstiinden gewonnenen Schwingungen werden
durch die Wirkung &ullerer Krifte im Zeitraum von O bis ¢ bedingt.

Betrachten wir jetzt die Schwingungen, die durch Anfangsumstinde
der Bewegung bedingt sind, d. h. durch die Anfangswerte der Koord-
naten (@,)y, (®a)o - und durch die Anfangswerte der ihnen ent-
sprechenden Geschwindigkeiten (¢,),, (@g)y - - -

Der Wert einer beliebigen Koordinate ¢; auf Grund der allge
meinen Losung [siehe § 1 (3)] wird sein

1,. .
P; = (pyo cosn;t + z_(f;o,- o SILNE.

Der aligemeine Ausdruck fiir die Verschiebungen [siehe § 1 (4)]
stellt sich wie folgt dar:

(1mn y =2“i[(‘7’;)0 cos ;¢ + %(‘Pﬂo sin ”it} .

Die GrdoBen (¢;), und (¢,), kOnnen aus den Anfangsumstinden
der Bewegung ermittelt werden. Fiir den Anfangsangenblick muf die
Verschiebung eines jeden Elementes des Stabes und seine Geschwindig-
keit gegeben sein. Diese GroBen werden Funktionen der Lage des
Elementes sein, d. h. Funktionen von z.

> o= 2@; (%) - (e,
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dann erhalten wir auf Grund von (17)

2(x) =2 (@0,

() = 2w (9o
Zur Bestimmung der GriBen (g,),--- und (g,), - - - beniitzen wir
die Grundeigenschaft der Normalfunktionen [siehe (6) § 1].

Multipliziert man den Ausdruck (18) mit u;- gdz und integriert
ihn zwischen den Grenzen von O bis I, so erhilt man:
14

Jx(w)~uiqdw

(18)

((pi>0 = (Lizzi
‘/u?qdm
0
(19) 5
[ r@ugds
((.pi)() = L\ 7 0
/u?gdm

0

Setzt man statt w, seinen Wert in die Ausdriicke (19) und be-

trachtet die an den Stab angehiingte Last P als eine Verstirkung des

Stabes, welche am Stabende auf unendlich kleiner Strecke verteilt ist,
so erhilt man: .

-P

O A S

sin’y'"l -gdx 4+ sin*py, - P

-~ O

fw(@sinﬂf gdz (- sing, . P
(‘iJio:O 7 T

fsin’ ‘(fﬁl:fqu + sin®y, - P

0

Die gewonnenen Ausdriicke kénnen bedeutend vereinfacht werden.

Zu diesem Zwecke integrieren wir den Zihler teilweise:
3

fl(x) sin * qdz == —I:l(x) cos © ]o'i- ta fx (z) cos—; dz

0

—_ —gx(l) cosu, -+ g—]x'(x) cos ”"Zx - dx
n n:)
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und bemerken, daB auf Grund der (leichung (9)

— g—x(l) cosp, + P-x(0) - sing, =0 ist.

Integriert man den Nenner und macht dabei einige Vereinfachungen
auf Grund der Gleichung (9), so erhilt man zuletzt:

1
4 ’ [et)
(‘Pi)o = QMTMJ‘% (x) cosﬁi@_ . dx’
(20 0

|1
. 4 , U,
(P = W;Tné’@b/. ¥'(z) cos =~ - dx.
0

Dieses Ergebnis kann auch anders erzielt werden. Bilden wir aus
den Ausdriicken (18) die Ableitung nach x, und setzen zugleich statt
u, - - - die entsprechenden Werte ein, so erhalten wir:

2@ = Sl eos,
w'(ﬁﬂ) =2((Pi>07i * COB w,lx

Ziehen wir in Betracht, daB
i

fcos BT cos® . de =0
5 I I
0

ist'), so erbalten wir nach Multiplikation des Ausdrucks (21) mit
i
S_.
l

21

co und Integration zwischen den Grenzen O und I:

4
Hizx_dx .

6 _ 4 o by
(Pdo = ; = 2yn+sin2%.jz (2) cos ™~ - dz,

0

lfx’(x) cos

u; | cos? u'—l -dz
v
1

l/‘w'(x)cos¢-dx .
. _7_75/ - ¢ p [
(@:)o — ; = Zun+sin2y.nfw (@) eos ™" - dz;
Hy f cos’# dzx 0
0

diese Ausdriicke stimmen mit den Ausdriicken (20) vollkommen iberein.
1) Dies kann bewiesen werden, indem man die Integration ausfithrt und die
Gleichung (9) in Betracht zieht. Man kann den Beweis auch darauf stiitzen, daB

die in Normalkoordinaten ausgedriickte potentielle Energie des Systems keine
Glieder mit dem Produkte der Koordinaten enthalten darf.
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Torsionsschwingungen prismatischer Stibe.

§ 6. Dieser Aufgabe begegnet der Techniker vor allem bei der
Berechnung von Wellen, daher werden wir den Querschnitt des Stabes
im Folgenden als kreisférmig annehmen.?)

Bezeichnet man die ¥ntfernung eines beliebigen Schnittes vom
Stabende mit z, den Drehwinkel des Schnittes mit 6, den Gleitmodul
mit ¢ und die Masse der Volumeneinheit mit ¢, so kommt man zu
der bekannten Differentialgleichung:

dze ae
) 020 _ g¥h.

Gehen, wir von dem einfachen Falle aus, daB die Wellenenden
frei sind. Fiir den Drehwinkel 6 kann man sofort einen Ausdruck in
Normalkoordinaten schreiben:

ne 2nx
2 0=(plcosT—{—q),cos—z—+---.2)
Hierbei werden an den Wellenenden folgende Bedingungen erfiillt:

(%g)z=0=0; (g%).z‘:l:().

Die potentielle Energie des Systems wird sein:

1 n=o0
1 do\2 w2 G-,
) V=§G'pr(%) d””=z'—zﬁzln“‘-¢i-
0 n=

Fiir die lebendige Kraft erhalten wir den Ausdruck:

l n=0
1 *de\? odpl .
©) T=§9=§J(7t) dz =27 D).
0 n=1

Die Ausdriicke (3) und (4) enthalten nur die Quadrate der GriBen
Qi Py 5 Py, Py, folglich sind @, @, -- - Normalkoordinaten des
Systems, Die Gleichung von Lagrange, die einer beliebigen Koordi-
nate g, entspricht, wird sein

Jpl . nt G- -Jp-n?
0% Pty Pa— D,
Fithrt man der Abkiirzung wegen die Bereichnung
G _ e
) ¢~

1) All diese Resultate konnen auch bei Querschnitten beliebiger Form an-
gewandt werden, nur muf man anstatt GJ, den entsprechenden Wert der Torsions-
steifigkeit setzen.

2) Zu diesem Ausdrucke kann auch noch die Windung der Welle, wie eine
solche eincs starren Korpers, hinzugefiigt werden,

Zeitgchrift f. Mathematik u. Physik. B9. Band. 1911, Heft 2. 12 '
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178 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

ein, so kann man das Integral der erhaltenen Gleichung in folgender

Form darstellen:

nhxt ! . . mbmt
@ = (‘Pn)O cos 1 + nbx ((p,,)o s1n - Z”, -+

(6) :
2 = . mbm(t—t)
+——"bﬂ_9pr(Dnsm———l Y. dt,.
0

Setzt man die so gefundenen Werte der Koordinaten ¢, @, ... in
den Ausdruck (2) fir 6 ein, so wird die allgemeine Losung der Auf-
gabe erhalten. Nehmen wir an, daf ()= (p, ), = 0 ist und daB die
Schwingungen der Welle durch zwel gleiche einander entgegengesetzte
Kriftepaare M = f(¢f) hervorgerufen werden, welche an den Wellen-
enden wirken. Die verallgemeinerte Kraft @, ergibt sich sus der
Gleichung:

@, 8@, =[({)dp,(cos 0 — cosnx),
folglich ist
@ — 2f(t) fiir ungerades #,
@, = 0 fiir gerades n.

Fir die Koordinate ¢, erbalten wir den Ausdruck:

H
4 . nbw(t—1) .
P, = m'/‘f(t) - sin———*- d#, bei ungeradem #,
o

¢,= 0 bei geradem #.
Der Drehwinkel 6 eines beliebigen Schnittes wird durch die Formel:

4cosﬁnic
ba(t—t
(M 0= Twbmedy /f(t)s 2 ﬂ( moml—b). gy

°=15, 5

ausgedriickt.
Als Beispiel betrachten wir jetzt jene Schwingungen, die entstehen
werden, wenn an den Wellenenden im Anfangsmoment konstante Kriifte-
paare M, und — M, wirken. Setzt man M, statt f(¢,) in die Formel (7)

ein und fiihrt die Integration aus, so erhilt man:

LA % - cOoS ?’flﬂﬂ . (1 — cos8 ”bm) .

:E’g@‘]p P l
n=1,3,8,...
Setzen wir ¢ — —é, so finden wir fiir den Drehwinkel den Wert
16 M, 1 1 2M,1
§ = Oca— Oy = podbl 57 L 2L

n=1,3,5,...
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Der Drehwinkel ¢ ist doppelt so groB, als derjenige, der beim
Wirken der Kriftepaare M, und — M, der Gleichgewichtslage entspricht.

§ 7. Betrachten wir jetzt eine Welle, an deren Enden Riemen-
scheiben aufgesetzt sind. Die Grundgleichung (1) gilt auch fiir diesen
Fall, man muB nur die Bedingungen an den Enden #ndern. Wenn o]
und J; die Triigheitsmomente der Riemenscheiben beztiglich der Wellen-
achse gind, so werden diese Bedingungen wie folgt geschrieben:

) S21-6.72% bei z—0
aze ao .
b) e]édﬁz—G'de—x" bel m=z.

Um die Normalfunktionen zu finden, verfihrt man folgendermaBen:
Moge die Welle Normalschwingungen von beliebigem Typus machen
und sei p die Frequenz dieser Schwingungen, dann stellt sich der Dreh-
winkel eines beliebigen Schnittes der Welle so dar:

0 = X cos pt;
hier ist X eine Funktion von z.

Setzt man diesen Wert in die Grundgleichung (1) ein, so findet

sich fiir X folgender allgemeiner Ausdruck:

X=4d cos?b—w + B sinp;-

Zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten beniitzen wir die
Bedingungen an den Wellenenden. Setzen wir in a) und b) den Wert
fir 0 ein, so erhalten wir:

a) —Addp*=B-] -G
b) p? (A cos%E + B sin%l) Jy= %3 GJ, (B cos%l — A sin%’) .

Hieraus erhalten wir zur Bestimmung der Frequenz p die trans-
zendente Gleichung

3 ﬂ_ﬂﬂf'ﬂ) —_? . plt pJib Pl
p(cosb &7, 55 Jp=—75 G J(sn +GJ,, b’)'

Fihrt man die Bezeichnungen
4
B=u; old,=J,

ein (J, stellf augenscheinlich das Trigheitsmoment der Welle beziiglich
ihrer Achse dar), so kann die oben erhaltene transzendente Gleichung
in folgender Form dargestellt werden:

(8) u%@-u%%@=-@%+u%)
. 12%
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180 Erzwungene Schwingungen prismatiecher Stibe.

Bezeichnet man die aufeinander folgenden Wurzeln dieser Glei-
chung mit p,, pg..., so wird fir 6 folgender Ausdruck in Normal-
koordinaten erhalten:

0=, (cos’b ——ylfsm—) + @, (cos”f—yz——sm"’T) +oe

die potentielle Energie des Systems wird sein:

V=éG-=nj< i =t 07, 3% fo2 o

n=oo

(9) + 1, 2 cos %) dz=Y; J" 2&.% (20, (1 + 2 72) -

n=o00

- 81112[“% + [“’n 81112{1/" + 21"’7;!] (1 — co8 2[“1:)] JZ'P EA,,.U‘H‘P,‘,
n=1

Die Glieder, die das Produkt der Koordinaten enthalten, werden fort-
fallen, da

[
f(sm—ﬁ +ym—cos“"‘7)( i
[]

. lcosp, €08 fim
Rl

cos“—"z )dx=

{ta, (1 + o2 §) — bt (1, + w2 1) +
+ sztgy,tyum(ui*u?.f }-

Der Ausdruck in den Klammern ist gleich Null. - Davon kann man
sich leicht {iberzeugen, wenn die Folge der Gleichung (8) in Betracht

gezogen wird.
Die kinetische Energie des Systems wird aus der lebendigen Kraft

der Welle und der lebendigen Kraft der an den Wellenenden sitzenden
Riemenscheiben bestehen:

N
T=9'2Jp5 () aa+ 3 (ds) _o+%<%)z=z

n=—o

= %2§(¢n)2{2u.+ sin 2y + 2 (5)' 2, — sin 200) —

2un =(1 — cos 2u,) + 4”" L4 4“" * (cos B — Wy § sin m)’} :

Setzt man hier statt den entsprechenden Wert aus der Glei-

chung (8) ein, so wird bew1esen, daB der in Klammern eingeschlossene
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Faktor gleich 4, ist. Der Ausdruck fiir die lebendige Kraft wird
dann sein: ne oo

(10) r—"% >A—( )

Die der Koordinate ¢, entsprechende Gleichung von Lagrange wird:

%.;—-A" "+A 7772”1& (pn-—-d)

Setzen wir ((pn)u (9.)o=20, so erhalten wir fiir ¢, folgenden
Ausdruck:

[
4 bu,
(pn=m‘f@ Sln**(t—tl)dt
0

Der Drehwinkel 0 wird durch folgende Formel dargestellt:

n=0

(11) 6 = o7, bEA (cos'ﬂr—yj" sm— fdi smi(t—t)dt
P

Jetzt bietet die Bestimmung erzwungener Schwingungen fiir einen
besonderen Fall keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten, man braucht nur
in die allgemeine Losung (11) den entsprechenden Wert @, einzu- |
setzen. Werden die Trigheitsmomente der Riemenscheiben J, und J,
unendlich verringert, so nihern sich die Wurzeln der Gleichung (8)
den Werten =, 2=, ...

An der Grenze erhalten wir fiir § folgenden Ausdruck:

n =00

2 1 naL T
ozmgzc /cp sin "L (¢ — 1) dt,.

Dieses stimmt mit dem Ergebms tiberein, das fir die Welle mit
freien Enden erhalten wurde.

Betrachten wir niher den Fall, wo das Trigheitsmoment der Welle
Jy im Vergleich mit den GroBen J; und o, klein ist. Fiihren wir die

Bezeichnung ein

Jo 4y
J = K,; AR K,,
so kinnen wir die (leichung (8) in folgender Form darstellen:
p(K, + K,)
(12) tgu = 7]{

Sind K, und K, kleine GroBen, so konnen wir unter Verzicht auf
kleine GréBen der héheren Ordnungeu die Gleichung (12) wie folgt
darstellen:

(129 plgu = K, + K,.
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182 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

Fir die erste Wurzel ergibt sich folgender angendherte Wert:

w=VK + K,.

Die folgende Wurzel unterscheidet sich wenig von m. Schreiben wir

Uy = T+
und setzen wir dieses in die Gleichung (12) ein, so erhalten wir:
K +K, K, + K,
=— _1“—, =z 4 1—”.;.

Ahnliche Betrachtungen fithren zu
K, - K,
tyg =27 -+ —‘27‘—’ Usw.

Somit wird bei kleinen Werten von K, und K, die erste Wurzel
der Reihe nach eine kleine GroBe. Die dem Grundton entsprechende
Schwingungsperiode wird im Vergleich mit der Periode des nichsten
Tons groB sein.

Die erste Anniherung fiir die Frequenz des Grundtons erhalten
wir béi der Annahme

woraus

= IVE K= )R,

Dieses Ergebnis fillt mit dem zusammen, das man auf elementarem
Wege erhalten kann, wenn man auf die Masse der Welle verzichtet und
die Frequenz der Schwingungen des so entstandenen Systems mit einem
Freiheitsgrade ausrechnet. Um den Einflub der Masse der Welle auf
die Frequenz der Schwingungen des Grundtons zu bewerten, suchen
wir einen genaueren Ausdruck fiir g,. Zu diesem Zwecke setzen wir

in die Gleichung (12) statt tg u den Ausdruck p + yL; ein. LiBt man
die kleinen GriBen hoherer Ordnung fort, so erhilt man:
= K+ Kz_%(Kf + A3 — K K.

Die entsprechende Frequenz der Schwingungen wird sein

b? . .
p=VF{ K+ G- 1B+ K — K, K,)) -

Setzt man statt K, und K, deren Werte ein und zieht in Betracht,
daB sie kleine Groflen darstellen, so kann der Ausdruck fiir p, in fol-
gender Form geschrieben werden:

B G-Jp[(’f1 1 r°JiJ) <7+ JJ-}—J)]
b= 7 7,

@+3°J+JMJ+ %Jiﬁ
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Diese Formel erhielten wir frither mit Hilfe der Niherungsmethode
von Rayleight)

Querschwingungen prismatischer Stidbe,

§ 8. Betrachten wir hier die Schwingungen in der Flidche der
Hauptbiegungssteifigkeit des Stabes. Den Koordinatenanfang verlegen
wir in den Schwerpunkt des linken Kndquerschnittes, die z-Achse
richten wir nach der Stabachse. Die Bestimmung der ,freien® Stab-
schwingungen ist, wie bekannt, auf die Integration folgender Differen-
tialgleichung zuriickzufiihren:

diy d'y
oy g TV gs=0
Hier gelten folgende Bezeichnungen:

EJ-
(2) b= q g ’

EJ ist die Steifigkeit des Stabes bei der Biegung in der Fliche zy,
gist die Masse der Lingeneinheit des Stabes. Der allgemeine Aus-

druck fiir die Durchbiegung in den Normalkoordinaten wird sich in
folgepder Form darstellen:

3 Y= U + @ity + Qg+ - - -3
%, uy . .. sind Normalfunktionen. Die Form dieser Funktionen hingt
von der Art der Befestigung der Enden ab.%)

Die lebendige Kraft des Systems ist, wenn die Drehung der Quer-
schnitte bei der Durchbiegung unberiicksichtigt bleibt, folgende:

11 n=o 1
dy\? .
@ T— L (@) dr =& D@ [ uada.
0 n= 0

Die Glieder von der Form
z

2¢"¢mfum- u,dz

0

sind gleich Null, da die Koordinaten ¢, @, ... normal sind.

1) Siehe ,,0 aBremiaxs pesowanca ®mh ralax®* Hosberin IlercpOypresaro mommrex-
mzeckaro Mucraryra 1905 .
2) Die Ausdriicke fiir die ,Normalfunkfionen* in verschiedenen Fillen sind
in dem frither erwiihnten Buche von Rayleigh (worin auch die Bedeutung der
i
Integrale f u2dz angefiihrt ist) zu finden.
0
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Die potentielle Energie des Systems ist die Energie der Biegung

und kann in folgender Form dargestellt werden-
1

O B[S [

Die einer beliebigen Koordinate ¢, entsprechende (leichung von
Lagrange wird sein: ’

(6 gfuﬂdx go+EJf “dz - @, = @,.

0

Fiihrt man die Bezeichnung ein
:

d'u)\?

f(?ii’) do
EJg ¢
R S

fugdx

b
so kann auf Grund von (3) und (6) die Durchbiegung des Triigers bei
Schwingungen in folgender Form dargestellt werden:

f=o00

@ v= D u{ (g connt 4L (gosinng

i=1

ft_D ginn, (t — ¢,) dt,

gf uldz b ‘

Die Konstanten (¢;), und (g,), kénnen aus den Anfangsumstinden
der Bewegung gefunden werden. Gesetzt im Anfangsmoment sei:

@ =2@; (54) —v(@).

Dann erhalten wir auf Grund von (7)

1@ = S0y -
¥ = S (G0

Beniitzt man die Grundeigenschaft der Normalfunktionen, so findet man:
i
S 1@ wdz jw(x)u dx
@)=" 5 (@)=

fu‘.”dx jufdx

0 0
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Zur Bestimmung der Schwingungen bleibt nur in jedem beson-
deren Falle der entsprechende Wert der verallgemeinerten Kraft @, zu
finden.

§ 9. Betrachten wir niher die Frage nach den Schwingungen
prismatischer Stibe mit gestiitzten Enden, da man dieser Art der Be-
festigung bei der praktischen Anwendung besonders oft begegnet. In
diesem Falle werden die Bedingungen an den Enden wie folgt ge-

schrieben )
y =0 bel z =0 und bei z =1

Y 0 bei z— 0 und bei z = 1.

dz?

Der allgemeine Ausdruck fiir die Durchbiegung in Normalkoordi-
naten wird:

®) y— > psinGt

=1
Folglich ist
/4 ]
_antmy furaas L (B a1
U= sin 77 fu,. dz = f(m do ="
0 0 .

Die Ausdriicke (4) und (5) fitr die lebendige Kraft und die poten-
tielle Energie kinnen so dargestellt werden:

ql ~ . 4 .
o1 S v B S,
i=1

Die Gleichung fiir die Koordinate ¢, wird:

- b2i47‘4 2.9 —
Py + 7l4‘q)i = ETQ;
Gesetzt, im Anfangsmoment sei (,); = (¢,); = 0, so erhalten wir

fir die Durchbiegung des Trigers folgenden allgemeinen Ausdruck:

i=x 4
. imx 1 9g [ . bl
) y= E sxn“; st qg.f @, sin —5— (¢ — £,) dt; .
i=1 0

§ 10. Als Beispiel betrachten wir das Schaukeln eines Trigers
durch die periodische Kraft P = P;sinnf, deren Angriffspunkt im
Schnitte z = ¢ liegt. Zur Bestimmung der verallgemeinerten Kraft @,
geben wir der entsprechenden Koordinate den Zuwachs d¢, Diesem Zu-
wachse entspricht die Durchbiegung

oy — dtpisinii;a-c.
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Die Kraft P leistet bei dieser Durchbiegung offenbar die Arbeit
P-og,- sinﬁlIEE =P, - 0g,siunt- sianc-
Vergleicht man dieses mit der Arbeit @,0 @, der verallgemeinerten Kraft,

so wird gefunden, daB

¢, = P, sinnt sin# ist.

Setzt man den gefundenen Wert der verallgemeinerten Kraft in
die allgemeine Lsung (9) und fiihrt die Integration aus, so kommt:

gi=o sinﬁtﬁ-siuiﬂf
(10) y = 2g§0l 2?141"4*_”}11* Smnt—
i—1
. . ime . imx
2P lig.m 'y 1 T L bitet
T gbat L epmt ) P
i=1

Die durch die erste Summe bestimmten Schwingungen haben die-
selbe Periode wie die Kraft P. Die zweite Summe stellt ,freie
Schwingungen des Stabes dar. Beim Vorhandensein duBerer Wider-
stinde erl§schen diese Schwingungen allmihlich, und man hat praktisch
nur mit yerzwungenen“ Schwingungen des Systems zu tun.

Wir bemerken, daB, wenn der Angriffspunkt mit einem der Knoten-
punkte des iten Schwingungstypus zusammenfillt, sinf;c—= 0 ist und

die entsprechenden Glieder in der Losung (10) ebenfalls gleich Null
sind; folglich wird die Kraft keine Schwingungen des Typus ¢ hervor-
rufen.

Wechselt die Kraft ihre Grofe langsam, so ist # klein. In der
allgemeinen Losung (10) kann man das zweite Glied, welches als Fuk-
tor n hat, fortlassen; auBerdem kann in den Gliedern der ersten Summe
die Gréfe »?* im Vergleich zu b%*z* forigelassen werden. Fir die

Durchbiegung erhalten wir schlieflich den Ausdruck:

—o gin inc sinmJ sininc sini”x
11 2gPoZ"’sinntn 1 l 2 PIs ~ 1 T
( ) Y= gbin* E it = EJInt Z it )
n=1

Das gefundene Ergebnis stellt die Durchbiegung des Trigers bei
statischer Wirkung der Kraft P im Schnitte ¢ dar.?)

1) Siehe unsere Arbeit: ,Ilpuyhuenie- nopyarsuaxs koopamaars . . .° Haeberia
Kiesckaro moiurexmmycckaro umctaryra 190971,
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Wir wollen hier den besonderen Fall betrachten, bei welchem die
Periode der Hufleren Kraft gleich der Periode eines beliebigen Typus
eigener Schwingungen des Systems ist (Resonanzerscheinung). Sei

bitmt = n?lt.
In diesem Falle werden die Nenner des entsprechenden Paares von
Gliedern in der allgemeinen Ldsung (10) gleich Null. Bringt man

diese Glieder aus den Zeichen der Summen heraus und entwickelt die
Unbestimmtheit, so wird folgendes erhalten.

P,y . ime . imx | Pug ine . Im®
*mtcosntsm sy +qn”smntsm , s

Wir erhalten ein Glied, welches als Faktor ¢ hat.

Die Amplitude der Schwingungen hat das Bestreben unbegrenzt
zu wachsen. Dieses Ergebnis ist dadureh entstanden, daB wir die
Widerstiinde unberticksichtigt lieBen. Je kleiner der Widerstand ist,
um so bedeutendere GroBe kann die Amplitude der Schwingungen er-
reichen. Iine kleine Kraft kann groBe Durchbiegungen, folglich auch
grofe Spannungen im Triger hervorrufen. Diese Erscheinung mufl man
bei technischen Berechnungen beriicksichtigen; gewdhnlich sucht man
die Resonanzerscheinungen durch die Verinderung der Querdimensionen
des Triigers zu vermeiden.

Ist die Frequenz der Kraft, welche die Schwingungen hervorruft,

kleiner als die Frequenz b—fz des Grundtypus der Trigerschwingungen,

d. h Vi = ¢ < 1, so kann man zur Berechnung der dynamischen Durch-

blegung die angeniitherte Formel beniitzen. Wir wollen jetzt den

Ausdruck fiir die Durchbiegung in der Mitte der Stiitzweite bilden.

Zu diesem Zwecke setzen wir in der allgemeinen Lésung (10) z = L

2
. k4 1D=c
kE=o (— L)t sin Elahd
2g P13 l .
(12) (y>z:% = qbimt E e D — e sinnt —

( 1yt sin 2P + 1) e

k=x

2g P 1°n . (2n-+—1)2b7z.2t
T gbn® bt 2<2k+1> [<2/c+1>‘—uls‘n 2 '

Zieht man den Ausdruck fiir die Durchbiegung bei statischer
Wirkung der Kraft P, in Betracht [siehe (11)] und bezeichnet mit 7,
die statische Durchbiegung in der Mitte, so 1aBt sich die dyuamische
Durchbiegung, mit geniigender Genauigkeit, in folgender Form dar-
stellen:

1 . . bmit
fai="ra (m sin nt — SN =y, )
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Im ungiinstigsten Falle ist die griBte Durchhiegung in der Mitte
1
(13) Foase = Fu (7o + @)

§ 11. Mit Hilfe der Losung (10) kann man die Schwingungen des
Triagers im Falle der Wirkung einer verteilten Belastung, die ihre
GrioBe periodisch wechselt, leicht finden.

Mége hier p-sinnt-dc die Belastung sein, die auf das Léngen-
elewent de¢ (p ist eine Funktion von ¢) kommt. Setzt man pdc statt
P, in die Losung (10) ein und integriert nach ¢ zwischen den Grenzen
cund 7, so wird die gesuchte Lisung erhalten. Nehmen wir hier z B.
an, daB p = konst. sei, d. b. der Triger der Wirkung einer gleich-
miBig verteilten Belastung von variabler Intensitit unterliege. (Ungefihr
unter ebensolchen Bedingungen befindet sich die Kupplungsstange der
Lokomotivrider). Nach Ausfiihrung der obenerwihnten Integration
finden wir

(2L + 1wz

k=0 ——sm nt

4 I
(14) Y=

2 (2k+1)[‘(2k+1)4 bt — a¥iY]

(zk—}—l)na: i D2E + DI

k= BIn

__dgpli-m 2
o > (2k+1)ﬁ[<2k+ et — nfli]

Bei - sehr langsamer Verdnderung der Intensitit der Belastung
wird # eine kleine Gri8e; fiir y erhalten wir den Wert
. (2k 41
4}’)1‘ k=00 am%ﬂ
 Edaxt @k+ 17

Dieses stimmt mit dem Ausdrucke fiir die statische Durchbiegung
des Trigers iiberein.”)

Ist n kleiner als die Frequenz der Schwingungen, die dem Grund-
ton entspricht, so kann man zur Ausrechnung der gréBten dynamischen
Durchbiegung die frither erhaltene Formel (13) beniitzen.

§ 12. Betrachten wir jetzt Schwingungen des Triigers, die bei
‘Wirkung einer konstanten Kraft P entstechen, wenn ihr Angriffspunkt
sich mit konstanter Geschwindigkeit o lings der X-Achse bewegt. Im
Anfangsmoment befinde sich die Kraft iiber der linken Stitze. Wir
wollen jetzt den Ausdruck fiir die verallgemeinerte Kraft @; bestimmen.
Zu diesem Zwecke geben wir der Koordinate g, im Augenblick ¢ einen

1) Siehe die friiher zitierte Arbeit: ,IIlpawbuenie mopvarnanxt X00pamEaIL*.
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unendlich kleinen Zuwachs d¢,. Diesem Zuwachse entspricht die

Durchbiegung Cima
0y = dop; sin .

Die dulere Kraft P, die sich in diesem Augenblicke von dem

linken Ende in einer Entfernung at befindet, wird bei dieser Durch-

biegung die Arbeit imat

P- g, sin——

leisten; vergleicht man dieses mit der Arbeit @,d¢,; der verallgemeiner-
ten Kraft, so findet man
txat
.

Setzen wir dieses in die allgemeine Losung (9) ein und fithren die
Integration aus, so erhalten wir:

@, = Psin

o . i inz'vza,_t o sini—”m- . bitmEy
(15) y—2PUs 'z‘“’ S A _epriga'E* T o
) y - g”z \ iz(iinﬁb’_aﬁlZ) qbn-‘} i3<b22‘27‘2___a212)
i=1 i=1

Die erste Summe der erhaltenen Lisung gibt Schwingungen, die
von der Geschwindigkeit @ abhéngen. Dies sind ,erzwungene Schwin-
gungen® des Systems; die zweite Summe stellt ,,freie Schwingungen dar.

Verringert man die Bewegungsgeschwindigkeit a der Kraft P auf
dem Triiger, so miissen wir an der Grenze zur statischen Durchbiegung
des Trigers kommen. In der Tat, setzen wir in der Lésung (15)
a=0, at=2¢&, so finden wir

e : ixx |, imf

IR 2 R A

Y= FE1= 2 i -
{i=0

Dies stimmt mit dem frither gefundenen Ausdruck fiir die stati-
sche Durchbiegung, siehe (11), tiberein.
l

. {
Setzen wir z — 9 und £ ==

g7 80 kommen wir zu dem bekannten

Ergebnis:

2P 1 2P =t A
ozt = J0rme D @57 = T 05 = TET

Betrachten wir jetzt ausfiihrlicher den besonderen Fall, wo

a2l — 2 m?b?
ist.

Hierbei werden in der Losung (15) die Nenner von zwei Gliedern
gleich Null. Bringt man diese Glieder aus dem Zeichen der Summe
heraus und entwickelt die Unbestimmtheit, so erhilt man:
inT Pgl . imat . imx

Pg imat .
(16) ~ gima t cos —,— sin 5~ + qiimtqr SID T sinm
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190 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

Das erste Glied hat als Faktor ¢, folglich wird die Amplitude der
Schwingungen des Typus ¢ unendlich wachsen.

Wir kommen wieder zur ,Resonanzerscheinung®. Ein praktisches
Interesse hat der Fall, wo die Resonanz dem Grundtypus der Schwin-
gungen entspricht, d. h. wo

(17 bin? = bl
Die Schwingungsperiode 7 fiir den Grundton wird
2zl 27t
T =yt =
oder auf Grund von (17):
72
«

Folglich ist T doppelt so groB als der Zeitraum, den der An-
griffspunkt der Kraft P zum Durchlaufen der Stiitzweite des Triigers
nitig hat.

Denken wir uns in der Losung (15) z = + . und formen wir die

P] J
Glieder, welche ¢ = 1 entsprechen, mittels (16) um, so erhalten wir fir
die Durchbiegung in der Mitte den Ausdruck:

Py wat Pgl . =mat
) 1= gmat ST tgma ¥
’ (Ek—}—l\nat
2Plg
18 qm: agz( 1) 2k41) [(270—}—1)’—1]
(18)
. @k+1)'nat

k=0
2Plg Ny (v i _
—gn’a*é( 1) @k 1)°[@k+1)"—1]

Die Summen dieses ®"Ausdrucks haben keinen besonderen Einflul
auf die GréBe der maximalen Durchbiegung. Begniigen wir uns mit
den ersten zwei Gliedern des Ausdrucks (18), so finden wir, dab die

groBte Durchbiegung dem Augenblick # — —i— entspricht, in welchem die

Kraft P die rechte Stiitze des Trigers erreicht. Die GroBe der maxi-

malen Durchbiegung wird:
S
Vergleicht man djeses mit der groBten statischen Durchbiegung
for= 45;;7, so findet man:

(f%)c":ﬂ = ;{2 = rund 1,55.
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In der Praxis ist die Periode 7' des Grundtypus der Schwingungen
mehrmals kleiner als der Zeitraum %l, daher ist al im Vergleich mit
der GriBe bz klein. Fihren wir die Bezeichnung ein:

al:bw = «,

so kann die Losung (15) in folgender Form dargestellt werden:

imon o PEZT . imab imop i L bi*m®t
19 _ 2PB Sln;z 810 l 2Pl3 Bln¥l s1n Z’
(19) y*fh‘*z L Ic — —EJn4“Z R —
i=1 i=1

Um die Durchbiegung in der Mitte des Triigers in jemem Augen-
blick zu finden, wo die Kraft P sich in einer Entfernung ¢ vom linken

Ende befindet, muB man in der Lisung (19) 2 = ; ; af = ¢ annehmen:

k= (— 1)}: 8in (2k -}'Z',I)Lc

2 P13
(y)u = fa= fJ?Z @k + 12k + 1) — o]

2 k=0

k=0 [ 15k iy BF - 1)P0w%e
2 pIs (— 1) ein 2

- EJM“g @k 1@k 1)F —a?]

Bezeichnet man mit f;, die statische Durchbiegung in der Mitte,
wenn die Kraft P in einer Entfernung ¢ vom linken Ende wirkt, und
mit F,, die statische Durchbiegung, wenn P in der Mitte der Stiitz-
weite wirkt, so kann die dynamische Durchbiegung in der Mitte mit
gentigender Genauigkeit durch die Formel dargestellt werden:

(20) fazlft‘xi—“'F;t'Sinéyzﬁ'
Im ungiinstigsten Falle ist:
F,
(21) (fd)maz= 1 _‘taz + o Ivat'

Hier beachten wir, daB man im Ausdruck (20) das erste Glied fiir
die dynamische Durchbiegung als statische Durchbiegung des Triigers,
bei gleichzeitiger Wirkung der Querkraft P (im Schnitte # = ¢) und

der Lingsdruckkraft @ = « - E;ﬂf '
muB man der statischen Durchbiegung harmonische Schwingungen auf-
erlegen, welche die Amplitude «F,, und eine Periode haben, welche
der Periode des Grundtypus der Schwingungen des untersuchten Trigers
gleich ist.

), ansehen kann. Um £, zu erhalten,

1) Siehe die oben erwithnte Arbeit: ,,JIpuminenie mopMaILEHXT K0OpPAHHATE.
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192 Erawungene Schwingungen prismatischer Stibe.

Werden auf dem Triiger Systeme von mehreren Kriiften P, P,. .,
mit gleicher Geschwindigkeif a forthewegt, so mul man zur Bestimmung
der Durchbiegung die Wirkungen der einzelnen Krifte summieren. Hier

® Fg 1. bezeichnen P,, P,... die Kriifte in der
Reihenfolge, in der sie bei der Fort-

% F; -, ‘i‘? bewegung auf den Triger treten (siehe

X » A Fig.1); 1, 2,,... sind die entsprechen-

den Abstinde der Krifte P,, P,,...
von der Kraft P,, zuletzt erhalten wir fiir jede Kraft die dynamische
Durchbiogung in der Mitte unter Anwendung der Formel (20):

) A S A (t——r>

1—(1 " { a

rrr . bl L
— e F, sin Z’*(tﬁi)"_"'

a

(22)

Die ungtinstigsten Bedingungen werden dann vorhanden sein, wenn
die Amplituden der von den einzelnen Kriften hervorgerufenen Schwin-

. . . e i, 1 .
gungen sich summieren, d. h. wenn die Zeitrdiume 2 e Vielfache

von 7 sind (der Periode des Grundtypus der Schwmgungen des Triigers).
In diesem Falle ist

174 {4 7 ” "’ b :
(fd)=1—_1?(ﬁz+fat+ﬂt+"')"“(Fn‘{" Fo+ Fj+ )sm 7lt*t'

§ 13. Als letztes Beispiel betrachten wir die Schwingungen eines
Trigers unter Wirkung einer gleichmiBig verteilten Belastung, die auf
den Triger mit konstanter

Fig. 2a.
. f; (Greschwindigkeit a heraufrollt
—at — (sieche Fig. 2a). Beaecichnen
: .le wir mit p die Kraft, die auf

W die KEinheit der Trigerlinge

kommt, dann wird padi die
Kraft sein, die dem Triger-
elemente ad?, zukommt, das
in der Entfernung af, vom linken Xnde ausgeschnitten ist.

Die Durchbiegung dy, welche die elementare Kraft pad{, hervor-
ruft, wird auf Grund der Losung (15) des vorangegangenen Paragraphen
bestimmf.

e , dmal, i . tnx ., bi'z

2pl°ga i=® slnT 7 -dt, 2pltgal i= sin—lrf-sm—lx—
ay *q:;:? Z; i’(izn:zbéjazlz)—_— qbx® 2; is(bzign’—aglz) dtl'
1= t=

Integriert man diesen Ausdruck nach ¢, zwischen den Grenzen
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Von Sterr. TiMoscrenko. 193

0 und ¢;, so erhilt man als Durchbiegung von den Kriften, die auf der
ganzen Strecke at verteilt sind:

imoogiy, TTEE iep s EET bifx®t

2pl'g gin i 2plga’ gin —— cos —z—

y qbﬂ [ ,’:b qb’nb 2 E(bﬂ,‘?”ﬂ 212)
=1 i=1

(23) ;
i=0 Bm?ﬂ cos“rat

_2zi‘9 N L
é 1’3(1/ n!b! ili)

Zu demselben Ergebnis kommt man, wenn man im vorliegenden
Falle die Werte @, berechnet und in die allgemeine Lésung [(9) § 9]
einsetzt. Um &, zu finden, dient natiirlich die Gleichung:

at

L7
0,09, =P6‘P:‘L/‘Sinilk da.
0
Die Lésung (23) ist anwendbar, solange at <1 ist. Sobald af =1
ist, wirken auf den Triger gleichmiBig verteilte Kriifte; der Tr'&ger

macht ,freie ;,chwmgungen , welche durch die GriBen y und EZ tf im

Augenblick ¢ = E bestimmt Fig. 2b.

werden
Wenn die Krifte p von
) . 7

der Stiitzweite des Trigers

(siehe Fig. 2b) herunterzugehen beginnen, dann treten wiederum er-
zwungene Schwingungen auf. Der Ausdruck fiir 4 kann auf dieselbe
Weise ‘wie im vorhergegangenen Falle erhalten werden. Natiirlich muf

man die Werte y und fur den Augenblick, wo die Belastung beginnt

von der Stlitzweite dcs Triagers abzugehen, in Betracht ziehen.

Wird in der Losung (23) die Geschwindigkeit a gleich Null ge-
nommen, 80 kommt man von der Aufgabe der Dynamik zur Aufgabe
der Statik; fiir die Durchbiegung in der Mitte der Stiitzweile wird
dann folgender Ausdruck erhalten:

k=00 (¥ cos Lt

k=
) _2plg (— 1) 2plty o
Pt T g AT gt T @R
2 k=0 k=0

Wenn man at =/{ setzt, d. h. den Augenblick wihlt, bei dem
die Krifte p auf der ganzen Stiitzweite des Trigers verteilt sind, so

findet sich:
_ 4Aplig (— 1) _ 5 plt
@,:L—g;sbeZ ek J1)* 384 EJ’
2

Zeitachrift f. Mathematik w. Physik. 59. Band. 1911, Meft 2. 13

x=
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194 Erswungene Schwingungen prismatischer Stibe.

was mit der bekannten Formel fiir die Durchbiegung des Trigers durch
gleichmiBig verteilte Belastung iibereinstimmt.

§ 14. In allen von uns angefiihrten besonderen Fallen beschriinkten
wir uns auf das Aufsuchen eines Ausdrucks fiir die dynamische Durch-
biegung des Trigers.

Um Spannungen zu bestimmen, ist es notig, den dynamischen
Wert der Trigerkriimmung in verschiedenen Schnitten zu finden, d. h

2
einen allgemeinen Ausdrnck fiir gz—y, zu bilden. Betrachten wir den

Fall der Biegung eines Trigers durch die lings der z-Achse mit kon-
stanter Geschwindigkeit a sich fortbewegende Kraft. Auf Grund der
Losung (15) erhalten wir:

. i qin VL m:gt i g tET _ bitEt

&y apig sin -~ - sin 2Pl’ga 3 sm*sx —

dz' q 2 tm2ht— ¢ ’lz qb=m Z z(b"'z*n’ “arl
i=1

Wenn wir in diesem Ausdrucke # = .- annehmen und zugleich

| e~

atl? 9

at = E; imi o
Trigers in der Mitte der Stiitzweite folgende Formel:

setzen, so erhalten wir flir die Krimmung des

i @B D)mE
S S o e e A B
(dx ) <L EJa® 2 CE+ 1 —a®
24 i k=0
() koo ()t gin D7 (3R T 1)

2Pl I
+ EJz"“ s (2 D[R+ 1ni—eat]’

Wenn die Geschwindigkeit @ der Bewegung der Kraft P sehr
klein ist, so hat die Krimmung in der Mitte den Wert

— £ (2E+D)=§
2 Pl ~ (s T
*sz 2k + 1)?
k=0
Im Awugenblick des Zusammenfallens der Kraft P mit der Mitte
der Stiitzweite erhilt dieser Ausdruck den Maximalwert

k=o
2Pl 1 Pl
- EJﬁE’(z’k+ n:- T 4ET
k=0
Dies fillt mit der bekannten Formel der Festigkeitslehre zusammen.
Kehren wir zum Awusdruck (24) zurtick, so bemerken wir, dab das

erste Glied mit geniigender Genauigkeit gleich dem statischen Werte
der Krimmung dividiert durch 1 — «® angenommen werden kann.
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Von Stepn. TmoscHENKO. 195

Hierzu muB man Schwingungen hinzufiigen, die durch das zweite Glicd
des Ausdrucks (24) bestimmt werden. Zieht man jedoch mnur die
Schwingungen des Grundtypus in Betracht, so kano man die Formel
zur Berechnung des grobBten Wertes der Trigerkriimmung wie folgt

darstellen: d*y &y 1 Y
(d_w"’)d= (Zl?>st(l —e T ng“)’

[« ist eine kleine GroBel].

Bemerkt sei, daB man zur angeniherten Berechnung der Kriim-
mung wie der Durchbiegung [siche Formel (21)] nur die Grofe « zu
kennen braucht, d. h. man muB verstehen, die Periode des Grund-
typus der Schwingungen des Tridgers zu finden. Diesen Umstand kann
man zur Bestimmung der dynamischen Durchbiegung nicht-prismatischer
Stibe beniitzen. Die Berechnung der Periode des Grundtypus der
Schwingungen solcher Stibe kann mittels der Rayleighschen Nihe-
rungsmethode ausgefiihrt werden. Von vornherein nehmen wir eine
geeignete Form der Biegung, mit andern Worten wir verwandeln unsern
Triger in ein System mit einem Freiheitsgrade. Fiir dieses System
bilden wir den Ausdruck der potentiellen Energie und der lebendigen
Kraft. Alsdann kann die Berechnung der Frequenz und der Periode
der Schwingungen ohne Schwierigkeit ausgefiihrt werden. Die so er-
haltene Schwingungsperiode wird stets kleiner sein als die wahre GroBe
der Periode des Grundtypus der Schwingungen des Trigers.

Schwingungen der Briicken unter der Wirkung beweglicher Lasten.

§ 15. Einige Resultate des vorhergehenden Kapitels konnen zur
Bestimmung von Schwingungen dienen, welche bei Briicken unter der
Wirkung einer beweglichen Belastung entstehen. Bei der Berechnung
der Briicken wird gewthnlich angenommen, daB die bewegliche Be-
lastung aus einer Lage mit unendlich kleiner Geschwindigkeit in die
andere Lage iibergeht, weshalb auch der Druck einer jeden der be-
weglichen Lasten in einem beliebigen Augenblick dem Gewichte dieser
Last gloich ist. Bel endlichen Geschwindigkeiten ist diese Annahme
nicht ganz genau. Dank der Durchbiegung der Briicken fithren die
darauf rollenden Lasten einige Verschiebungen in der lotrechten Rich-
tung aus. Die Trigheitskrifte, welche dieser Verschiebung entsprechen,
milssen natiirlich zum Gewichte der Lasten hinzugefiigt werden, wenu
der Druck berechnet wird, der durch die Lasten auf die Briicke be-
wirkt wird. AuBerdem miissen die Trigheitskrifte der Elemente der
Briicke selbst beriicksichtigt werden, die beim Passieren der beweglichen

Belastung Verschicbungen ausfithren. Im vollen Umfange ist die Auf-
~ 13#
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196 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

gabe hinsichtlich der dynamischen Durchbiegung der Briicken bis jetat
nicht geldst, es sind nur folgende Grenzfille untersucht worden:

1. Wenn das Gewicht der Briicke klein ist im Vergleich zu dem
(fewichte der darauf rollenden Last, dann kann man mit geniigender
Genauigkeit sich auf den EinfluB der Trigheitskrifte der Last allein
beschrinken.

2. Wenn das Gewicht der beweglichen Belastung klein ist im
Vergleich zum Gewichte der Briicke.

Der erste Versuch, den EinfluB der Trigheitskrifte der rollenden
Last auf die Durchbiegung der Briicke zu bestimmen (unter AuBeracht-
lassung der Masse der Briicke selbst) stammt von dem Professor an der
Universitit zu Cambridge Willis. Willis nahm an, daf die Bahn
der rollenden Last P durch folgende Gleichung bestimmt wird:

P(lxz — z%)?*
(1) Y

(Diese Gleichung wird erhalten, wenn man fiir jede Lage der Last
die statische Durchbiegung unter derselben berechnet. Die so ermittelte
Kurve ergibt die Bahn fiir den Fall, wo die Last sich auf der Briicke
mit unendlich kleiner Geschwindigkeit fortbewegt.) Er fand fiir die
Trigheitskraft der Last folgende GroBe:

pody I aldy _ Pal 2P p
g dt* g dx* g 8lEJ

— 61z + 627

Hier ist mit a die Geschwindigkeit der Bewegung der Last auf
der Briicke bezeichnet. Den groBten Wert erhalten die Trigheitskrifte

bel z = L Der in diesemn Augenblick von der Last erzeugte Druck

wird sein2:
@ (i) () - p{e )
Hier ist

P g
Tw=wgr B =1isa "

Die genaue Losung der Aufgabe iiber die Durchbiegung eines
gewichtlosen Stabes unter der Wirkung einer rollenden Last rithrt von
dem englischen Gelehrten G. G. Stokes her.?)

Es stellt sich heraus, daB bei den iiblichen Geschwindigkeiten und

% klein ist, und das Resultat von

Willis (2) den EinfluB der Trigheit der Last mit gentigender Genanig-

zuldssigen Werten von f,, die Gréfe

1) ,,Discussion of a differential equation relative to the breaking of Railway
Bridgest*. Mathematical and physical papers vol. 11, p. 179.
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keit bewertet. Als zweite Anniherung kann man fiir den Druck der
Last in der Mitte die Formel') anwenden:

(3) P(1 +ﬂ—}3)

Falls wir mit Hilfe der Formel (3) dem Druck der Achsen einer
Lokomotive oder eines Waggons finden wollen, so brauchen wir statt
P nur das Gewicht eines Riderpaares zu setzen; der Einflul der Massen
der tibrigen Teile der Lokomotive oder des Waggons wird dank dem
Vorhandensein der Federn verringert, daher muB das Gewicht dieser
Teile mit einem Koeffizienten, der fast gleich Eins ist, multipliziert
werden. Nach den Ausrechnungen von Zimmermann bildet der Zu-
wachs des Druckes von den Trigheitskriiften im ungiinstigsten Falle
149, des statischen Druckes (eine #hnliche Steigerung des Druckes er-
hilt man bei der Geschwindigkeit der Bewegung 100 km/Stund. fiir
Triger von 30 cm Hohe).

Angenommen, die Bahngleichung der Last sei die Gleichung (1),
go kann man ungefdhr auch den Xinflub der Tragheitskrifte des Trigers
selbst auf die GroBe der Durchbiegung und auf die GriéBe des maxi-
malen Biegungsmomentes bewerten. Bezeichnet man mit @ das Ge-
wicht des Triigers, so kann man fiir das grifite Bicgungsmoment unter
Beriicksichtigung der Trigheitskrifte der Last P und des Trigers
folgende Formel schreiben?):

@ M= (1 5) + (145 5)

§ 16. Die Formeln (2) und (3) des vorhergehenden Paragraphen,
welche unter der Annahme erhalten wurden, daf der Stab gewichtlos sei,
kounen natiirlich nur in dem Falle befriedigende Resultate ergeben,
wo das Gewicht des Trigers im Vergleich zum Gewichte der darauf
rollenden Last klein ist. Mit der Zunahme der Stiitzweite der Briicke
hat ihr Gewicht bel der Bewertung der bewegten Belastung eine vor-
herrschende Bedeutung. Schon Stokes bemerkte, daB die Bewegung
der Last im Triger Schwingungen hervorrufen muB. Zur Bestimmung
dieser Schwingungen wandte er ein Niherungsverfahren an, das er in

1) Eine analoge Formel ist in der Arbeit von Zimmermann angefiihrt: ,,Die
Schwingungen eines Trigers mit beweglicher Last.* Hier miissen wir bemerken,
daB diese hiiufig zitierte Arbeit erst ein halbes Jahrhundert nach der von Stokes
erschienen ist. In derselben fehlen Erwihnungen der Arbeit von Stokes, die
in einem derartig verbreiteten Werke, wie S. Venants Ubersetzung (Theorie der
Elastizititslehre von Clebsch) dargelegt worden ist.

2) Siehe: Clebsch, tbersetzt von 8. Venant, 8. 607.
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der oben erwihnten Arbeit dargelegt hat. Das Verfahren beruht auf
der Annahme, daB das Gewicht der bewegenden Last im Vergleich
zgum Gewicht der Brilcke klein sei. Das von Stokes fir die Schwin-
gungen des Trigers erhaltene Resultat ist sehr nahe demjenigen, welches
das zweite Glied der Anndherungsformel [(29) § 12] ergibt.

Eine genaue Losung der Aufgabe betreffend die Schwingungen
des Trigers in dem Falle, wo man die Masse der sich fortbewegenden
Last unbeachtet lassen kann, gab A. N. Krylow.') Seine Lisung, ge-
sttitz2t auf die Integration der Differentialgleichung fiir die Quer-
schwingungen eines prismatischen Stabes, fillt mit der oben angefiihrten
Lésung [siehe (15) § 12] zusammen, die auf die Anwendung der Normal-
koordinaten gegriindet ist. Die Erginzungsdurchbiegung, bedingt durch
Schwingungen des Trigers, wird, wie wir schon sahen, durch die GriBe

xx=g bestimmt: die Werte von « und die ihnen entsprechenden

Perioden 7' der Grundschwingungen ftir Briicken verschiedener Stiitz-
weiten sind in folgender Tabelle angegeben.

40 !

I 10| 20 60| 80, 100
Tsee | 0,046 | 0,079 | 0,129 | 0,181 | 0,226 | 0,270

a — 10 mifsec | 0,023 | 0,020 | 0,016 | 0,015 | 0,014 | 0,0135
a—30 mtjseo | 0,069 | 0,060 | 0,048 | 0,045 | 0,042 | 0,040

o bel

Bei diesen Berechnungen wurde angenommen, daf die Briicke
einen Triger von konstantem Querschnitt darstellt. Die Héhe der Briicke
ist gleich 0,1 der Stiitzweite, die ruldssige Spannung 800 kg/cm®
Das Gewieht bestimmt man aus Tabellen fiir das Eigengewicht der
Fisenbahnbriicken.?) Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, daB der Kin-
flub der Schwingungen des Trigers auf die GrbéBe der maximalen
Durchbiegung nicht grof und um so kleiner ist, je groBer die Stiits-
weite der Briicke ist. Wird die allgemeine L&sung [(15) § 12] be-
piitzt, so kann man den EinfluB auf die Durchbiegung der sich fort-
bewegenden Last ungefihr in dem Falle bewerten, wo das Gewicht
dieser Last im Vergleich zum Gewichte der Briicke klein ist. Der
Druck P, den die rollende Last P auf die Briicke ausiibt, wird durch
folgende Formel bestimmt:

1) ,Uber die erzwungenen Schwingungen von gleichfsrmigen elastischen
Stibent Math. Annalen Bd. 61.

2) ,,Der Briickenbau‘‘, Handbuch der Ingenieurwissenschaften, II. Bd. 2. Ab-
schnitt 8. 6.
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Die erste Anniherung erhalten wir, wenn wir in diesen Ausdruck
statt y seinen Wert [(15) § 12] einsetzen, der unter der Annahme der
Bewegung einer konstanten Kraft P auf dem Triger erhalten wurde.
Nimmt man aus den Summen, welche die Losung (15) bilden, nur je
ein erstes Glied, d. h. betrachtet man den Triger als ein System mit
einem Freiheitsgrade und setzt z = a¢, so wird fiir die Durchbiegung
unter der Last folgender Ausdruck gefunden:

sin — « 8l

_pe . nat(. wat . bn’t)
Y= EJat 1Sy r )

Bildet man ‘:Z? und 1Bt die Glieder fort, die «* als Faktor haben,

so wird fiir die Trigheitskriifte der rollenden Last folgender Wert er-
halten:

- P dty 2P . wat . bxn¥t
(d) —E-C—iﬁ—-P-—Q—-(xsm , o sin

Wir wollen jetzt die Schwingungen bestimmen, welche durch diese
Krifte bedingt werden.

Wird hier das allgemeine Verfahren angewandt, so erhdlt man fir
die verallgemeinerte Kraft @ den Wert

2 . . *t
@=—P—§—-o¢sm2f;"E smpilt,—-

Setzt man dieses in die allgemeine Lisung (9) ein, so kommt:

2PI* 2P . ba't . gmat

Y = T Jah *Q* 68l *Z*Slll e
Die Amplitude dieser Schwingungen wird im Vergleich zu der
Amplitude der Schwingungen «, die der ersten Annsherung entspricht,

. . . 2P . . " .
nur in dem Falle klein sein, wo ~ - eine kleine GroBe ist. Nur unter

@

dieser Bedingung konnen wir durch aufeinanderfolgende Anniherungen
den EinfluB der Trigheitskrifte der rollenden Last bewerten.

Hierbei miissen wir bemerken, daB bei der Bewertung des Ein-
flusses der Trigheit dor auf der Briicke rollenden Lokomotive und
der Wagen nur die Masse der beiden Réder berticksichtigt zu werden
braucht. Die Massen der tiibrigen Teile tragen, dank der Wirkung
der Federn, nur wenig zu der Schwingung der Briicke bei, da die
Frequenz der eigenen Schwingungen der Briicke (wenn die Stiitzweite
nicht zu groB ist) die Frequenz der eigenen Schwingungen der Loko-
motive und der Wagen um ein Vielfaches tibertrifft.t)

1) Siche die oben erwihnte Arbeit von A. N. Krylow.
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Die Betrachtung der beiden Grenzfille der Wir}ung der beweg-
lichen Belastung auf die Briicken gibt Veranlassung zu der Annahme,
daB die VergroBerung der Durchbiegung und des maximalen Biegungs.
momentes, bedingt dadureh, daB die Last mit einer endlichen Geschwindig-
keit auf den Triger heraufriickt, im allgemeinen nicht gro8 und um so
kleiner ist, je groBer die Stiitzweite der Briicke ist. '

AuBer der oben erprterten Ursache wird die Vergréferung der
Durchbiegung durch Stofe an den SchienensttBen, durch StéBe von
abgenutzten Bandagen und zuletzt durch die Wirkung der Gegen-
gewichte hervorgerufen. Die StoBe an den SchienenstéBen konnen be-
sonders grofle Nebenspannungen bei Briicken von kleinen Stiitzweiten
bervorrufen, daher diirfen bei solchen Briicken keine SchienenstoBe zu-
gelassen werden.

§ 17. Wir wollen jetzt die Schwingungen betrachten, welche bei
Briicken durch die Wirkung der Gegengewichte hervorgerufen werden.
Aus der Tabelle des vorhergehenden Paragraphen ist ersichtlich, daB
die Schwingungsperioden von Briicken mit einer Spannweite von 60
bis 100 m sich in den Grenzen von § Lis } Sekunde halten. Bei be-
deutenden Geschwindigkeiten kinnen die mit Gegengewichten versehenen
Rider ungefihr in demselben Zeitraum eine volle Umdrehung machen.
In Folge davon, daB die Frequenz der freien Schwingungen der Briicke
mit der Winkelgeschwindigkeit der Rider, die mit Gegengewichten
versehen sind, zusammenfillt, erhilt man die Erscheinung der Leso-
nanz. Die Amplitude der Schwingungen, welche durch die Trigheits-
krifte der Gegengewichte hervorgerufen werden, kann unter solchen
Bedingungen eine sehr bedeutende GriBe erreichen. Zur Untersuchung
dieser Schwingungen wollen wir hier das allgemeine Verfahren an-
wenden.

Bezeichnen wir mit @ das Gewicht des Gegengewichts, mit ¢ die
Entfernung seines Schwerpunktes von der Radachse, mit a die Ge-
schwindigkeit der Lokomotive, und mit » den Halbmesser des Rades
so wird die dem Gegengewicht entsprechende Zentrifugalkraft sein:

F =,§ ‘:2 Q.

Bei den vorhandenen Dimensionen der Gegengewichte und bel
den iiblichen Geschwindigkeiten der Bewegung kann die Kraft F fir
Schnellzugslokomotiven 5000 kg und fir Giiterzugslokomotiven 3500 kg
erreichen. Die Kraft, welche hier die Schwingungen der Briicke er-
zwingt, ist die Vertikalkomponente der Kraft #. Nehmen wir der
Einfachheit halber an, daB im Augenblicke des Aufgangs des Rades
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auf die Briicke das Gegengewicht die niedrigste Lage einnimmt und
bezeichnen wir mit © die Winkelgeschwindigkeit des Rades, dann
wird die uns beschiiftigende Vertikalkomponente der Kraft F' sein:

(6) Feoswt.
Die verallgemeinerte Kraft @®,, welche der Koordinate ¢, entspricht,
wird sich durch folgende Formel darstellen:

nrat

l

@ = F cos ot sin

Um die Schwingungen zu erhalten, braucht man nur diesen Wert
der verallgemeinerten Kraft in die allgemeine Losung (9) [§9] einzu-
setzen. Fiihrt man die dort angegebenen Integrationen aus und fiihrt
zur Abkiirzung die Bezeichnungen ein

al wl?

b % b~ P

so erhilt man fiir die Durchbiegung ¥ folgenden allgemeinen Ausdruck:

ieo . f(ima ) . (ivza_ )
1 o imax [sm( i + w )¢t  sin 7 w)t

®)  ¥=gr=, U | 7 —@+ia® 7 i —@—ia)

i=1

+

. i%bm? . t%bm?
« sin —Zz—t sln It t
Tl gt e T e | |
tLEa)— @ —f)* ' (e —(F 4 f)

Setzen wir in dieser Losung o = f =0, so kommen wir zu
dem Ausdrucke fiir die Schwingungen im Ialle der Bewegung der
konstanten Kraft F' mit einer konstanten Geschwindigkeit auf dem
Triger: die Losung (8) fallt mit der Lésung (15) [§ 12] zusammen.

Setzen wir &« — 0 und nehmen wir an, dal g klein ist, so er-

halten wir: . .
. . itz . rmat
1=% gin —— . 8ln

2 Fi® l 4
Y= 57 Z I S—
d. h. die statische Durchbiegung bei der Bewegung der Kraft - cos w .
Diese Formel kann man bei Briicken mit kleiner Stiitzweite anwenden.
Oben wurde bereits erwihnt, daB bei groBen Geschwindigkeiten der
Lokomotive die Winkelgeschwindigkeit o ungefihr von derselben
GroBe sein kann, wie die Frequenz der Grundschwingungen der Briicke

%7:’, folglich ist die GriBe § nahe Hins. Wir wollen fiir diesen Fall
die Summe der Glieder der Lsung (8) untersuchen, welche 4 =1 ent-
sprechen, da bei § nahe Hins gerade nur diese Glieder eine iiberwiegende
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202 Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe.

Bedeutung haben. Nach einigen Umformungen kann die Summe dieser
Glieder in folgender Form dargestellt werden:

s rwesin T Hin (¥+m>t(l+i+ﬁ+l—i—ﬁ>+
+sin (7 — o) ¢ (1+c1z—ﬂ+ 1—i+ﬂ)+
+sin?;j(1—{—i—ﬁ+—1+1“+13+1+i+5+_1+1“—ﬁ)}.

Wenn sich g der Eins nahert, so iiberwiegt die Summe der

Glieder:
2 2
sin (nTa + m)t sin (nTa —_ m)t sin l%‘!—t gin g;th ]

Fi . mx
(Q)TMFS1HT{ i—a—ﬁ—+ 14a—p _1—m—ﬁ+i¢ajﬂ

Setzt man

b 2
p—1—e,d h o="3 77,

so kann die Summe der Glieder (9) in folgender Form dargestellt
werden:

2 zt
I ez sin (”——lu + m) t— sin b ;: ¢ sin (_”_ZE_ m)t —+ sin bll';_
EEJ?.Sm 1 1—a—§p + ifa—¢ =
__rr s AT " bn* bt 1 . wat .
__2E!m-s1n—l—{— . gF " €08 - 4 — - sin ~ - cos @ }

Die diesen Gliedern entsprechende Durchbiegung in der Mitte y,

erhalten wir bei der Annahme =z =% Zu:

2K 1 am bx*t . wmat
yl:j‘jﬁ . H{— tT' COS - lr + SIII—TCOS mt} .
Bei t=5—, d. h. wenn die Rider mit den Gegengewichten die
Mitte der Stiltzweite erreicht haben, finden wir:
2F® 1 ‘.rt b=t
le)::ﬁ = b - 4—u{— 5 00S=2,~ -+ cos mt} =
1
ia

_2FP . { L3 brit bn? Ta :
= Rt — g 008 zr+°°s(’zf—7) )
PRA 1 T brit br2t 7:}

= T hal 8 S COS(’F —3l

Im ungiinstigsten Falle wird die Amplitude der Schwingungen in
diesem Augenblicke sein:

9OF P =
(10) EJnt 8o
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Bei tzi finden wir fiir die Amplitude der Schwingungen fol-

genden Wert:
2FP =
(1) BI e’
Die erhaltene Amplitude ist zweimal kleiner als diejenige, die bei

der Wirkung der Kraft F' cos b—;':l erzielt wird, die In der Mitte

der Stiitzweite im Zeitraume é (siehe § 10) wirkt.

Wie aus der Tabelle des § 16 ersichtlich ist, schwuanken die
GréBen e, bel denen man die Resonanz fiir Schuellzugslokomotiven
erwarten kann, zwischen den Grenzen ;5 — i (bei einem Umfange der
fithrenden Ridder von 6 m), fiir Giiterlokomotiven hat das entsprechende
o einen halb so grofen Wert (bei einem Umfange der fiilhrenden Rider
von 3 m). Zieht man diese Werte von « in Betracht, so schlieBt man
auf Grund der Formel (11), daf fiir Schnellzugslokomotiven die maxi-
male Durchbiegung, hervorgerufen durch die Gegengewichte, 15—20 mal
die statische Durchbiegung durch die Kraft F' (bis 5 Ton.) liberwiegen
kann, welche sich in der Mitte der Stiltzweite befindet. Dieses Er-
gebnis erhielten wir, indem wir die Dampfung auBer acht lieBen.

Dank den Widerstinden wird die Amplitude der Schwingungen
kleiner, aber demnnoch ist beim Vorhandensein der Resonanz der Ein-
flufl der Gegengewichte auf die Durchbiegung sehr bedeutend, und ge-
rade diese Ursache kann bei Briicken mit grofler Stiitzweite starke
Schwingungen hervorrufen.

* *
&

Die angefiihrten Beispiele geniigen, um die Anwendbarkeit des
allgemeinen Verfahrens, gestiitzt auf die Beniitzung der Normalkoordi-
naten, fiir die LOsung einer ganzen Reihe wichtiger technischer Auf-
gaben zu zeigen. Im Falle der Wirkung von Einzelkriiften ist dieses
Verfahren einfacher als das Verfahren, das sich auf die Integration der
entsprechenden Differentialgleichungen stiitzt.

Ferner hoffen wir, dieses Verfahren zur Untersuchung der bei
StoBen entstehenden Schwingungen anwenden zu komnen.
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Beitrdge zur Kinematik. starrer und affin-verinderlicher
Systeme, insonderheit iiber die Windung der Bahmnen
der Systempunkte.

Von I&. MEHMKE in Stuttgart.

(Fortsetzung von B. 94}
II. Beweise,

5. Bewegung in der Ebene.

Die Sitze in Nr. 2 {iber die Kriimmung der Punktbahnen bei ebener
Bewegung eines affin-verinderlichen Systems X will ich zuerst beweisen.
Bedeutet o den Triger eines beliebigen Systempunktes, d. h. den
Vektor von einem willkiirlichen festen Ursprung nach diesem Punkt,
und bezeichnet man die Ableitungen nach der Zeit durch Striche, so
ist bekanntlich a¢” die als Vektor aufgefaBte Geschwindigkeit des Punktes
z, und a¢” seine als Vektor aufgefaBte Beschleunigung. Die Linge
eines Vektors durch das Vorsetzen von ,mod“ bezeichnend, hat man
mod &” = g; = 7.
Fir die Normalbeschleunigung #?/¢ 1iBt sich wegen ¢ = ds/dt schreiben:
o _dy do
o at dt?
wie bekannt. Das &uBere Produkt!) [sc’ac”] ist offenbar gleich dem
Produkt aus der Lénge von a” und der Normalbeschleunigung, also wird
©*_ds dr _ [x'x"]

() Normalbeschleunigung = T dt = moda’

Denkt man sich einmal die Geschwindigkeiten aller Punkte von 2,
das "andre Mal ihre Beschleunigungen nach Grife und Richtung an
den Ursprung angetragen, so sind die Systeme der sich ergebenden
Endpunkte, die mit T und X bezeichnet seien, nach einem bekannten
Satz?) affin zu 2. Es mbgen U, und U, die Symbole sein, die, wenn
man sie vor irgendeinen Vektor von X setzt, diesen Vektor in den ent

1) In der Ebene ist das #uBere Produkt zweier Vektorem eine Zahlgrofe
gleich dem Inhalt des durch diese Vektoren bestimmten Parallelogrammes, mit be-
stimmtem Vorzeichen genommen.

2) R. Mehmke, Zivilingenieur Bd. 29 (1883), 8. 492. Herr L. Burmester
nennt die Systeme XTI und I , Abtragsysteme" (s. diese Zeitschrift Bd. 47, 1902,
S. 129).
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sprechenden Vektor von XT bzw. X verwandeln.') Ist z. B. a ein
gweiter beliebiger Systempunkt, also der Vektor von @ nach z, d. h.
(x — @), ein beliebiger, dem System X angehoriger Vektor, so kann
man fiir die entsprechenden Vektoren von X! und X' die offenbar
gleich (" — a”) bzw. (x” — @”) sind, schreiben:
(6) x —a =1U(x—a),
M x”—a” =W (e —a)
Setzt man in (6) an Stelle von a den Pol p, fiir den p” = 0 ist, so kommt:

_ x" = U, (x—p).
Betrachtet man lauter Punkte eines und desselben Polstrahls und setzt
man einen zu ihm parallelen Vektor von der Linge 1 gleich e, be-
zeichnet man ferner die (mit bestimmtem Vorzeichen genommene)
Lénge der Strecke pz durch pz, dann wird

x—p=px-e,

also kommt nach Einsetzen in die vorhergehende Gleichung:

(8) x =?TZ uler
woraus
9 v =modx’ = pz - mod U, e
und

x’ Ue
(10 modw’ ~ medle’

Wenn man statt des willkiirlichen Punktes a den zweiten Schnittpunkt e
des Polstrahls pz mit der Wendekurve in die Gleichung (7) einsetzt®),

so erhilt man x — e =Wy (x —¢),

1) Mit GraBmann betrachten wir solche Symbole als Faktoren. Man kann sie
unter anderem als Vektorbriiche darstellen, d. h. als Briiche mit mebreren Zihlern und
ebensovielen Nennern, wobei beliebige Vektoren von X als Nenuer, die entsprechenden
Vektoren von ZT bzw. ZTL als die zugehirigen Zihler dienen. In der Ebene ge-
niigen zwel Neoner, die in beliebigen nicht parallelen Vektoren von X bestehen.
(Vgl. H. GraBmann, Ausdehnungslehre von 1862, §. 241 — Werke I, 2. S. 240 Nr. 377).

2) Wenn die ,,Abtragsysteme® 2T und X gegeben sind, so 148t sich ¢ auf
folgende Weise konstrnieren. Man sucht zur Verbindungslinie pz, die (als Gerade
von X) G heiBen moge, die entsprechende Gerade @' in X' (die offenbar durch
den Ursprung geht), betrachtet nun GT als Gerade von ZTI — gie sei als solche
mit A bezeichnet — und sucht hierzu die entsprechende Gerade H von X, (die
durch den Beschleunigungspol p, gehen wird, als den Punkt von X, der dem Ur-
sprung als Punkt von =T entspricht). Der Schnittpunkt von G und H ist der
gesuchte Punkt ¢, denn da die Geschwindigkeit ¢” und die Beschleunigung ¢” von e
nach dem Antragen an den Ursprung in eine und dieselbe Gerade G' — H™ fallen,
go sind sie parallel. Offenbar sind G und H entsprechende Strahlen zweier projek-
tiver Strahlenbiischel mit den Scheiteln p und p,, womit man einen Beweis dafiir hat,
daB der Ort von ¢, die Wendekurve, ein durch p und p; gehender Kegelschnitt ist.
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oder da —

X —C=cxr-e
ist:
(11) x” =¢" +cz-Use.

Nun sind die Geschwindigkeiten aller Punkte eines Polstrahls parallel,
insbesondere x” und ¢7; aber der Punkt ¢ ist dadurch ausgezeichnet,
dall bei ihm die Geschwindigkeit ¢’ und die Beschleunigung ¢” parallel
sind; folglich sind auch 2" und ¢” parallel und das &uBere Produkt
dieser beiden Vektoren verschwindet. s fillt deshalb bei der duBeren
Multiplikation der Gleichungen (10) und (11) das erste Glied rechts

fort, und man erhalt:

[@a] . [Wel,e]
(12) modaw = “% " modl6
- Mit der Abkiirzung
[Wele]
(13) modlLe — %

gibt das die in Nr. 2 bebauptete Gleichung

Normalbeschleunigung = « - ¢z,

wobel & gemif (13) in der Tat nur vom Vektor e abhingt, d. h. von
der Richtung des Polstrahls, nicht von der Lage des Punktes 2 in ibm.

Fir den Kriimmungshalbmesser erhilt man daher

9 = a-Ccx
oder wegen (9) und (13):

_ P& (modl, ¢
T @ el

Man findet so in der Tat, wie in Nr. 2 unter (leichung (4) angegeben

wurde, fiir o einen Ausdruck der Form

Pz
cx

« ’

wenn man zur Abkirzung
(15)

setzt,

(mod I, )* _ .
(U el e]

Um Konstruktionen ausfilhren zu kénnen, pjenken wir uns zerst
vom Pol in jedem Polstrahl im einen oder andern Sinn eine Strecke
gleich dem reziproken Wert von mod U, e abgetragen. Der Ort dos
Endpunkts d ist eine Ellipse; denn gemiB der Krklirung hat man

— 1
(16) L= d e
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also wird die GroBe der Geschwindigkeit von d nach Gleichung (9):

modd” — pd - mod U, e
oder wegen (16):
modd” =1,

der Ort des Punktes d ist folglich die Kurve von X, die dem um den
Ursprung mit dem Halbmesser 1 beschriebenen Kreis als Kurve von X1
entspricht, also eine Ellipse.!) Sie werde die Hilfsellipse Fi, genannt.

Weiter denken wir uns in jedem Polstrahl, ebenfalls vom Pol aus
und im einen oder andern Sinn, eine Strecke ubgetragen gleich der
Quadratwurzel aus dem reziproken Wert entweder von [l ell,e], oder
von — [, e, e], je nachdem das HuBere Produkt [U el e] positiv
oder negativ ist. Fiir den Endpunkt f der abgetragenen Strecke erhilt
man der Erklirung zufolge:

r — 1

Das gibt wegen

1’—fule =W, (f—p)

pfle = U, (f —p)
fir den Triger f des Endpunkts die quadratische Gleichung
(18) [ul(f_p) - u2(f—p)J =+ 17

die einen Kegelschnitt vorstellt, der p zum Mittelpunkt hat. FEr heifle
der Hilfskegelschwitt K, 4 Jetzt nimmt der Ausdruck (14) fiir den
Krimmungshalbmesser die Form an: :

und

pat-pf”

(19) o= T
Uber den Hilfskegelschnitt sei folgendes bemerkt. Wenn fiir jede
Richtung von e das Vorzeichen von [U,ell,e] dasselbe ist, so besteht
er in einer Ellipse, weil dann pf nie unendlich wird. Gibt es aber
zwei reelle getrennte Polstrahlen, fiir die [I, e l1,¢] verschwindet, so hat
dieses Hublere Produkt in dem einen Paar von Scheitelwinkeln, die jene
Polstrahlen miteinander bilden, einen positiven Wert, in dem andern
Paar von Scheitelwinkeln einen negativen Wert, so daB man zwei
Hyperbeln K, , und K, , mit den fraglichen Polstrahlen als gemein-

samen Asymptoten erhilt. Der Kiirze wegen soll auch dann nur von

1) Wie ibrigens wohlbekannt ist, s. L. Burmester, diese Zeitschrift Bd. 19-
(1874), 8. 472, Satz VIL
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»dem® Hilfskegelschnitt gesprochen werden. (In Figur 1 ist ein solcher
Fall dargestellt. Die Hyperbel, die positiven Werten von [U el e]
entsprieht, ist voll aunsgezogen, die andere punktiert. Die Wendekurve
ist strich-punktiert gezeichnet). Kallen die genannten beiden Polstrahlen
in einen zusammen, so entartet, wie man leicht einsieht, der Hilfskegel-
gchnitt zu einem Paar von parallelen Geraden, die symmetrisch zum

N Fig. 1. 7z

ausgezeichneten Polstrahl sind. Die Wendekurve hat dieselben unendlich-
fernen Punkte, wie der Hilfskegelschnitt K, ,. Fiir den (vom Pol ver-
schiedenen) Punkt ¢ der Wendekurve, der in dem zu e parallelen Pol-
strah]l liegt, hat man nimlich vermége (8):

¢ =pc-le,
und (7) ergibt fir 2 =¢, a = p:
c”=prl —*—-Z)_c-uﬂe.
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Durch Nullsetzen des #uBeren Produkts [¢ ¢”] erhilt man daher nach
Weglassen des Faktors pe, der gleich Null gesetzt den Pol geben
wiirde, zur Bestimmung von ¢ die lineare Gleichung fiir pe:

(20) (W ep”] + pec- [Uele] =0.

Somit wird pc ebenfalls (wie pf) unendlich, wenn [Ul,el,e] ver-
schwindet.?)

Nach dem Vorhergehenden sind die Wendekurve und der Hilfs-
kegelschnitt K 5, wenn dieser nicht zerfillt, cntweder beide Ellipsen
oder beide Hyperbeln mit parallelen Asymptoten, Besteht aber der
Hilfskegelschnitt in einem Paar paralleler Geraden, so ist (von Sonder-
fillen abgesehen) die Wendekurve eine Parabel, deren Achse parallel
zu jenem Geradenpaar verliuft. In den letzten beiden Fillen verhalten
sich, was die Normalbeschleunigung und die Bahnkriimmung anlangt,
die Systempunkte, die auf einem Polstrahl mit unendlich fernem ¢
(kurz gesagt auf einer Asymptote von K, ,) liegen, anders als die
iibrigen Systempunkte. Bezeichnet nimlich z einen derartigen System-
punkt und setzt man in (7) statt des willklirlichen Systempunkts
den Pol p, so kommt -

®” — p” = Uy (& — p)
oder wegen o
L—p=pz-e
(20) x”=p” +pz-Ye

Bei der Bildung des #uBeren Produkts dieser Gleichung mit (10) fallt
das zweite Glied rechts fort, weil nach der Voraussetzung jetzt
[U,ell,e] =0 ist. Somit erhilt man fir die Normalbeschleunigung
von z den konstanten, d. h. von der Lage dieses Punkts in der frag-
lichen Assymptote unabhingigen Wert
[, ep]
mod U, e’
der, wie man sieht, gleich der Projektion der Beschleunigung p™ des
Poles auf die Bahnnormale von z ist. Der Kriimmungshalbmesser der
Bahn ist in diesem Fall lediglich proportional ¢* oder pz? dem Quadrat
des Abstands, den der Systempunkt vom Pol hat.
Bei einem #hnlich-veriinderlichen System besteht die Hilfsellipse F,
(als Ort der Systempunkte, deren Geschwindigkeit die konstante Liinge
v=1 hat) in einem Kreis um den Pol als Mittelpunkt. Auch der

1) Den Sonderfall, in welchem fiir eine der beiden ausgezeichneten Richtungen
von e auch [11,ep”] verschwindet, also F¢ unbestimmt wird und die Wendekurve
in ein Geradenpaar ausartet, wollen wir hier nicht weiter verfolgen.

Zeitschrift f. Mathematik uw. Physik. 59. Band. 1911. Heft 2. 14
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Hilfskegelschnitt K, ; muB ein solcher Kreis sein, weil die Wendeknrve
in diesem Fall ein Kreis ist. Also sind jetzt pd, pf und damit ¢, o
unabhingig von der Richtung des Polstrahls pz.

6. Boewegung im Raum. Xonstruktion eines Wendestrahls und der
ausgezeichneten Punkte in ihm.

Es handelt sich zunfichst darum, fiir irgendeine Lage eines stetig
bewegten ridumlichen affin-verinderlichen Systems X den durch eiuen
beliebigen Systempunkt x gehenden Wendestrahl und die darin liegen-
den Punkte @ und b der Weadekurve sowie den Punkt ¢ des Wende-
strahls, dessen Bahn in ¢ eine stationdire Schmiegungsebene hat, auf
mdoglichst einfache Weise zu konstruieren. Wir setzen voraus, da nicht
nur die (schon bei der ebenen Bewegung beniitzten) ,Abtragsysteme®
2T und XX der (feschwindigkeiten und der Beschleunigungen gegeben
seien, sondern puch das ebenfalls mit X affine Abtragsystem X1 das
sich ergibt, wenn man sich die Uberbeschleunigungen (Geschwindigkeiten
dritter Ordnung) aller Punkte von X nach Linge und Richtung an
den Ursprung angetragen denkt, wobei wieder die Endpunkte der er-
haltenen Strecken den befreffenden Punkten von X zuzuordnen sind.
Die Verbindungsebene der an den Ursprung angetragenen Geschwindig-
keit " und Beschleunigung a¢” des Punktes z, als Ebene von 2T
angeseben, heiBe A'; dieselbe Ebene, als Ebene von X' betrachtet,
heiBe B!, Die entsprechenden Ebenen von X seien A und B. Wir
nehmen an, dal sie nicht zusammenfallen. Thre Schnittgerade ist der
gesuchte, durch z gehende Wendestrahl, denn jeder Punkt dieser Ge-
raden hat die Kigenschaft, daB seine Geschwindigkeit und seine Be-
schleunigung einer bestimmten Kbene parallel sind, nimlich Al = B,
also beschreiben die fraglichen Punkte augenblicklich alle Bahnstellen
mit parallelen Schmiegungsebenen. Betrachtet man diese Ebene Al =BT
als dem System XTT angehorig und bezeichnet sie als solche noch mit
T so entspricht ihr in X eine bestimmte Ebene I Wir nehmen
an, sie gehe nicht durch den Schnitt von A und B. Der Schnittpunkt
von [ mit dem Wendestrahl (also der Schnittpunkt der drei Ebenen
A, B, ) ist der gesuchte Punkt ¢, denn es sind fiir ihn die Geschwindig-
keiten der ersten drei Ordnungen parallel zu einer und derselben Ebene
A" =BY =T™. Den Ort von ¢ wollen wir mit @, ,, bezeichnen.’)

1) Da A, B, [ entsprechende Ebenen dreier projektiver Biindel sind, deren
Scheitel in den Polen der ersten drei Ordnungen: p=p,, p, und p, bestehen,
nimlich in den Punkten von 2, die der Reihe nach dem Ursprung zls Punki von
21, X1 und Z1I entsprechen, so findet man den bekannten Satz bestiitigt, dad ¢,,,,,
eine durch die genannten drei Pole hindurch gehende Fliche dritter Ordnung ist.
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Dem betrachteten Wendestrahl, der als Gerade von X mit S be-
zeichnet sel, entspreche in X' die Gerade S und in XM die Gerade SU
(Fig. 2). ST und ST fallen heide in die Ebene Al — BI. Ein in
dieser durch den Ursprung gezogener verdnderlicher Strahl treffe ST im
Punkt s', S™ im Punkt . Dem Punkt s' als Punkt von X% ent-
sprecte in X der Punkt s,%ebenso dem Punkt ' als Punkt von X
der Punkt ¢ in 2. Die Punkte s und {, die beide auf dem Wende-
strahl S liegen, haben infolge der Konstruktion
die Higenschaft, daf die Geschwindigkeit von s
parallel mit der Beschleunigung von ¢ ist.
Ordnet man s und ¢ einander zu, so ergeben
sich zwel projektive Punktreihen mit demselben
Triger 8. lhre Doppelpunkte @ und b sind
offtnbar die gesuchten, in § liegenden Punkte
der Wendekurve, denn jeder von ihnen ist nach dem Vorhergehenden
so beschaffen, daB seine Geschwindigkeit und seine Beschleunigung
paralle] sind.

Es ist (wie schon in Nr. 5) immer vorausgesetzt, daB die Abtrag-
systeme XT, X und X' von allgemeinster Art selen. Auf die Be-
sonderheiten einzugehen, die sich zeigen konnen, wenn unter diesen
Systemen solche vorkommen, die in ein ebenes System, oder eine ge-
rade Punktreihe, oder einen einzelnen Punkt ausgecartet sind, wiirde
hier zu weit fithren.

Fig. 2.

7. Binormal-Uberbeschleunigung.

1, und U, sollen wieder dasselbe bedeuten, wie in Nr. 5, nimlich
symbolische Faktoren, die jeden Vektor von X in den entsprechenden
Vektor von X! bzw. ZU verwandeln. Auch bezeichne o wicder den
Triiger des beliebigen Systempunkts x, also die nach Linge und Rich-
tung anfgefaBte Strecke vom festen Ursprung nach jenem Punkt. Ferner
sel € eln Vektor vou der Linge 1 parallel zu dem durch z gehenden
Wendestrahl. Fiir die Vektoren U,e und ;e von 2T und XM, die
dem Vektor e von X entsprechen, wollen wir zur Vereinfachung
in der Regel schreiben:

I 1T
Ne—=e', Ue=—er

Es sind €' und e™ parallel zu derselben Ebene Al = BX (vgl. Nr. 6)
wie " und o¢”, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung von z.
Im Raum ist das GraBmannsche #uBere Produkt zweier Vektoren
gleich einer gerichteten Fliche (einem Divektor nach der Ausdrucks-

weise von Peano), nimlich gleich dem durch die beiden Vektoren be-
14*
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stimmten Parallelogramm nach Stellung, Flicheninhalt und Sinn. Die
vorhergehende Betrachtung hat gezeigt, daB die Bivektoren [o¢ a”] und
[e* €] parallel sind.') Es folgt daraus, wenn man den Flicheninhalt
eines Bivektors durch Vorsetzen von ,mod¥ bezeichnet, die Gleichung:
x' x elell
(21) EoLdeE"j e ol ln]
vorausgesetzt, daB man die Flicheninhalte der fraglichen beiden Bi-
vektoren mit demselben Vorzeichen oder mit verschiedenen Vorzeichen
versieht, je nachdem diese Bivektoren gleichen Sinn haben oder nicht.
Weiter bezeichne 11; den symbolischen Faktor, der jeden beliebigen
Vektor von X in den entsprechenden Vektor von XTI verwandelt.
Dann ist, da o’ die Geschwindigkeit dritter Ordnung oder Uber-
beschleunigung des beliebigen Systempunkts z als Vektor vorstellt

und da (x —¢) und (x” — ¢”) entsprechende Vektoren von X und

XM sind:
x” —c¢” =1U (e —e).
Aber _
x—c=cz-e,
also:

w" — ¢ 475 -,
oder wenn man statt Uje die Abkiirzung €™ anwendet:
(22) X’ =€ + cx-ell.

Das GraBmannsche duBere Produkt dreier Vektoren ist gleich
dem (mit bestimmtem Vorzeichen genommenen) Rauminhalt des durch
die Vektoren bestimmten ,Spates” oder Parallelepipeds. Da die Vektoren
e', e und ¢” parallel zu einer und derselben Ebene Al — BU — [
sind (vgl. Nr. 6), so verschwindet ihr duBeres Produkt. Deshalb fiillt,
wenn man das dulere Produkt der Gleichungen (21) und (22) bildet,
das erste Glied rechts fort, und es kommt:

[ & x| . [PI el el
(23) w0l & &1 % " o [oF o]’

Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als die Binormal-
Komponente der Uberbeschleunigung des Systempunkts z; denn be-
trachtet man das Parallelogramm [a” ®”] — das der Schmiegungsebene
der Bahn von z angehort, wenn man o¢” und &” an den Punkt selbst
antriigt — als Grundfliiche des Purallelepipeds [a"x” 2], so ist der Zihler

1) Wir setzen voraus, [e' €] sei von Null verschieden, was (wie sich zeigen
wird) bedeutet, daB der betrachtete Wendestrahl keinen unendlich-fernen Punkt
der Wendekurve enthilt.
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des Bruches auf der linken Seite von (23) gleich dem Produkt aus
dem Inhalt der Grundfliche des fraglichen Parallelepipeds und seiner
Hihe, aber der Nenner gleich dem Inhalt der Grundfliche, also der
Bruch selbst gleich der Hohe jenes Parallelepipeds oder gleich der
Projektion der Uberbeschleunigung a auf die Binormale der Bahn
(mit bestimmtem Vorzeichen gemommen). Die Abkiirzung
[ eYe™]
(24) [mod et eﬁ =#
einfiihrend gelangt man so zur Gleichung (2) in Nr. 1, wobei 8, wie
man sieht, nur von e, elso nur von der Richtung des Wendestrahls
abhiingt.
Fir die Binormal-Komponente der Uberbeschleunigung hat schon
H. Resal den Ausdruck v¥ge, gefunden?), worin g, = l/w den Win-
dungshalbmesser bezeichnet. Wegen der bekannten Beziehungen
_ds v _dt v ad
VS ar e Tat o T @t
bat man daflir auch die in Nr. 1 erwihnte Darstellung

v’__fis dr d¥&
ee, dt dt di

8. Wendepotenz. Windung.

Bezeichnet y einen beliebigen Systempunkt auf dem durch =z
gehenden Wendestrahl, 2 die mit bestimmtem Vorzeichen genommene
Linge yz, dann ist

x—y=le,
x —y = ul(x_ y))

x —y =W —y),
also

y=a —1Nje=x" — e, y " —x”" — ille=x" — iel
Damit y in der Wendckurve liegt, also mit einem der frilher a und b

genannten Punkie zusammenfillt, miissen " und 3" parallel sein oder
es muf ihr duBeres Produkt [y o] verschwinden. Das gibt

O0={aa ] —i[ae + e x"] + i[ele].

Aus der schon in Nr. 7 beniitzten Tatsache, daB die Vektoren o, a”,
el, e!! parallel zu einer und derselben Ebene sind, folgt, daB die Bi-
vektoren [ 7], [ €], [e' 2] und [e! '] alle parallel sind. Die

1) H. Resal, Traité de cinématique pure, Paris 1862, p. 171.
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vorhergehende Gleichung ist homogen und linear in bezug auf jene par-
allelen Bivektoren, deshalb muB eine Gleichung derselben Form zwischen
ihren (mit bestimmtem Vorzeichen genommenen) Flicheninhalten be-
stehen, d. h. man hat fiir 2 die quadratische Gleichung

(25) 0 =mod[a &”] — L mod[af € + € &) + A* mod [eT €],

Ihre Wurzeln 1, und 4,, in
y=a — e

eingesetzt, liefern die Triger der beiden Punkte ¢ und b der Wende-
kurve. Das Produkt der beiden Wurzeln bestimmt sich aus Glei-
chung (25) zu

d [x x"]
i A, = medilm X |
! \2 mod [elen]
Da o -
=uazx, A =0bzx

ist, 8o erhilt man hieraus

(26) mod [& & | = aZ - bz - mod [ele!].

Es bestitigt sich, daB das in Nr. 1 ,,Wendepotenz®“ genannte Pro-
dukt der Lingen az und bz immer reell ist, einerlei ob jene Lingen
selbst reell und verschieden, oder einander gleich, oder imaginir sind,
d. b. unabhiingig davon, ob der durch z gehende Wendestrahl eine
eigentliche Sehne der Wendekurve, oder eine Tangente, oder eine un-
eigentliche Sehne ist.

Der Flicheninbalt des Bivektors [a &”] ist, wie schon in Nr. 5
bemerkt wurde, gleich dem Produkt aus der Geschwindigkeit und der
Normalbeschleunigung des Punktes z, also lieBe sich die linke Seite
yon (26) auch ¢%g schreiben'), wihrend dic linke Seite von (23) nach
dem am Schlub von Nr. 7 Gesagten gleich ¢+*w/p ist. Daher erhilt man
durch Division von (23) mit (26) unmittelbar einen Ausdruck fiir die
Windung w der vom Systempunkt x augenblicklich beschriebenen
Bahnstelle, nimlich
@7) w_ [e" e™ e™]

%A-ﬁbw ’ (modi[;;d})i’ )

1) Hier sei noch auf einen Satz hingewiesen, den man zur Ldsung von Auf-
gaben iliber die Krimmungshalbmesser der Bahnen von Systempunkten beniitzen
kénnte. Fur alle Punkte eines nnd desselben Wendestrahls sind die Binormalen
der von ihnen erzeugten Bahnelemente parallel, weil die Schmiegungsebenen es
sind. Denkt man sich an jeden Punkt eines Wendestrahls den Wert, den v%/p in
diesem Punkte hat, als L#nge angetragen, und zwar in der zugehdrigen Binormale,
so liegen die Endpunkte, wie man leicht aus (26) erschlieBt, auf ciner (durch a
und b gehenden) Parabel, deren Achse in eine der fraglichen Binormalen fallt.
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Mithin kann man tatsichlich « in der Form yp — 577 schreiben, worin
[¢f T 111 ar bz
(ot ¢ ]

nur von der Richtung des Wendestrahls abhingt.

(28) y =

9. Die Hilfsflichen F;, und ¥, , ;.

In der Parallelen durch den Ursprung O zum Vektor e, also zum
Wendesirahl, der den Punkt z enthilt, denke man sich den reziproken
Wert der Quadratwurzel aus dem positiv genommenen Flicheninhalt
des Bivektors [e'e!'] als Linge im einen oder anderen Sinn an den
Ursprung angetragen. Fiir den Endpunkt d, den man so erhilt, ist
dann L
. —s2 1
(29) od = mod [ u]

In derselben Geraden werde an den Ursprung der reziproke Wert
der dritten Wurzel aus [e' e e''] als Linge angetragen, und zwar in
der Richtung von e oder in der umgekehrten Richtung, je nachdem
[e"e™ e1] positiv oder negativ ist. Bezeichnet man den sich ergeben-
den Endpunkt mit f, so ist

3 1
(30) o = [ eneti]
Fir die durch (24) und (28) erklirten Gréfen 8 und p hat man jetzt
Py
31 =+
o1 p—+0%,
und
od*
(32) V=5

Weiter ergibt sich aus (23), (26) und (27):

(33) Binormal Uberbeschleunigung — %ﬂ w =+ i%d— ,
/]
v® az- bz
(34) e + oa? !
(35) w = ﬁ‘:-g —= g -

Das Quadrat des Flicheninhalts eines Bivektors B ist gleich dem
snneren Quadrat B2 von B. Daher libt sich das Quadrat von (29)
schreiben:

od'[erel]2 = od [ e 11, €] =
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woraus man fiir den Triger d des Punktes d durch Einsetzen von
od -e=d
erhialt:

(36) Mal,dr=1.
Da diese Gleichung in bezug auf d vom vierten Grade ist, stellt sie
eine Fliche vierter Ordnung vor. Sie heifle die Ililfsfliche I7 ,.

Fiir den Triger f des Punktes f ergibt sich, wenn man in (30) £
statt of - e und fiir €', e, ¢! jthre Werte setzt:

(87 REVATYRIY HEp
d. h. der Ort des Punktes [ ist eine Fliche dritter Ordnung. Wir
wollen sie die Hilfsfliche ¥, ; ; nennen.

Die reellen unendlich fernen Punkte der Hilfsfliche F, , sind die-
selben wie die der Wendekurve, denn der Punkt & fillt nach (29) dann
und nur dann ins Unendliche, wenn [e e'l] vérschwindet, und das ge-
schicht nach (25) dann und nur dann, wenn 1 unendlich wird, d. h.
wenu einer der Punkte @ und & ins Unendliche riickt, wodurch er mit
d zur Deckung kommt, weil die Gerade od parallel zum Wende-
strahl ist.

Weiter haben die Fliche ®, ,; — der Ort des Punktes ¢ — und
die Hilfsfliche V¥, ,, ihre unendlich fernen Punkte gemeinsam. Denn
nehmen wir zuerst an, [e!e™] sel von Null verschieden, so folgt aus
(23), daB ¢ im Unendlichen liegt, wenn [e'e™ e'"] verschwindet, in
welchem Falle wegen (30) auch fins Unendliche riickt und mit ¢ zu-
sammenfillt. Verschwindet aber [ele'l], so verschwindet gleichzeitig
[er e ], die Punkte f und @ fallen miteinander und mit einem un-
endlich fermen Punkte der Wendekurve zusammen, die bekanntlich
ganz in der Kliche ®, ,, enthalten ist.

10. Besondere Lagen des Wondestrahls.

Es wiirde mich iiber das Ziel, das ich mir vorldufig gesteckt habe,
weit hinausfiihren, wenn ich auf die Sonderfiille eingehen wollte, die
bei besonderer Beschaffenheit der ,Abtragsysteme* XTI X und XM
(also der Symbole 1, U,, 11,), oder beim Vorhandensein besonderer
Beziehungen zwischen diesen Systemen auftreten kionnen. Dagegen
werde noch untersucht, wie im gewdhnlichsten Fall die Ausdriicke fir
die Windung usw. sich #ndern, sobald der betrachtete Wendestrahl
nuch einem unendlich fernen Punkt der Fliche @, ; oder der Wende-
kurve geht.

Im ersten Falle, d. h. wenn ¢ unendlich fern liegt’ ohne zugleich
ein Punkt der Wendekurve zu sein, verschwindet [e! et e"], aber nicht
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[e'e™]. Gleichung (21) bleibt bestehen, (22) und (23) dagegen werden
unbrauchhar, Statt des Punktes ¢ filhren wir dann einen willkiirlichen
im Endlichen liegenden Punkt ¢ des Wendestrahls ein und erhalten:
x—q=qz-e,
W — g+ 77 - We—q” 7 - &L
Bel der suBeren Multiplikation dieser Gleichung mit (21) fillt auf der

rechten Seite das zweite Glied fort, und es ergibt sich fiir die Binormal-
ﬁbetbeschleun_igung der auf dem ganzen Wendestrahl konstante Wert:

; [m x’ x ] 1): [cI Hq ]
(28) mod [x' &’] — ¢ w= mod [& eH]
Weil Gleichung (26) ihre Giiltigkeit behdlt, so tritt an Stelle von
(27) die Gleichung

, 1 [eI Ta™]
27 = . .
( ‘) “ ax - bz (mod[eI en])z
Also die Windung ist in diesem Fall allein von der Wendepotenz ab-
hingig und ihr umgekehrt proportional.

Nehmen wir jetzt an, der Wendestrahl enthalte einen unend-

lich fernen Punkt der Wendekurve, ohne eine Asymptote von ihr
zu sein. Dann ist (vgl (25)) [ele™] =0, aber [a" el + el a] von
Null verschicden. Der auf diesem Wendestrahl liegende endliche Punkt
der Wendekurve heifie @. Man hat

r=a-+taz-e,

X =a +ax e,

" =a’ + ax - el
Die duBere Multiplikation der letzten beiden Gleichungen ergibt, weil
[@]=0 und [e'e"] = O ist:

(@ 2] = az - [ e + el a”].

Also erhilt man statt (26) die Gleichung:
(26") mod [ 7] = % — @z mod [ €T + &' a’].Y)

Gleichung (21) kann man ersetzen durch

(@] [dq"]

mod [’ x’] moad [¢ ¢’
wo wieder ¢ einen beliebigen (endlichen) Hilfspunkt auf dem Wende-
strabl bezeichnet. Wenn der Punkt ¢ im Endlichen liegt, was wir

1) An Stelle der in Anm. 1, 8. 214 erwihnten Parabel tritt jetat offenbar
eine gerade Linie.
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annehmen wollen'), so bleibt Gleichung (22) bestehen und die HuBere
Multiplikation mit der letzten Gleichung liefert:

Qre [CB, x”’ 213”’] _ ’U! e [q, q" eIII]
(@3%) mod@w] ¢ ¥ = °% mod [¢'q]
Fir die Windung erhilt man so:

(27,,) w— cx lq’ q’ e

T Az pod [¢ @] mod[a’' e + &a”]

Ist der untersuchte Wendestrahl eine Asymptote der Wendekurve,
so hat Gleichung (25) die Doppelwurzel 1 = oo, d. h. es ist nicht nur
{e' el] = 0, wie im vorhergehenden Fall, sondern auBerdem

(e + e x’] = 0.
Bildet man das #ullere Produkt der (leichungeu
g =o+zq €,
§ —® +7Tq - e,
so kommt wegen der vorhergehenden beiden Bedingungen
(d ¢ — [ o7].
Also es ist in diesem Falle [&” a”| konstant, folglich auch moed [ox”]

oder v%p. Die Windung wird jetzt einfuch dem Abstund ¢z pro-
portional, nimlich

I P
1" w—cx (mod [q 4]

11. Fsll eines starren Punktsystems.

Trotzdem die Bewegung eines starren Systems insofern zu den
im Vorhergehenden nicht besonders beriicksichtigten Fillen gehirt, als
bei einem solchen das zugehrige Abtragsystem X! mindestens in cin
ebenes System ausartet, wollen wir doch fiir den gewdhnlichsten Fall
einer derartigen Bewegung die Produkte [e'e™] und [ef e e™!] be-
rechnen und die (leichungen der beiden Hilfsflichen F,, und Y,,,
in Cartesischen Koordinaten aufstellen. Es ist wegen' des letzteren
Zwecks am besten, wenn man sich die Bewegung von X aus dem
Rollen eines ihm angehdrigen Kegels auf einem Kegel von immer
gleich bleibender Stellung und einer fortschreitenden Bewegung der ge-
meinsamen Spitze beider Kegel zusammengesetzt denkt, wobel bekannt-
lich die Gestalt jener sog. Achsenkegel oder Polkegel von der Wahl

1) Es kéonte ¢ nur ins Unendliche riicken, wenn eine besondere Beziehung

zwischen X%, 3, 3T (o handen wire, entgegen der Grundannahme bei dieser
Abhandlung. Deshalb werden wir den fraglichen Fall hier nicht untersuchen.
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ihrer Spitze, die ein beliebiger Systempunkt sein darf, unabhingig ist.
Die fortschreitende Bewegung der Spitze hat auf die Vektoren, die X
angehiren, keinen Einflu, weshalb wir im folgenden uns die Spitze
in Ruhe und mit dem frither beniitzten Ursprung zusammenfallend
denken konnen. Weil X starr ist, so werden die Vektoren 1, e, ll;€,1,e
gleich €, €, €7, gleich den Ableitungen des Vektors e nach der Zeit;
denn sind z und y zwei Systempunkte vom Abstande Zy — 4, deren
Verbindungsgerade 2y gleiche Richtung mit e hat, so daB
y—ax=1~41e
ist, dann wird einerseits

y—o=0Hy—x)=1ile,

wihrend anderseits, da 1 konstant ist, durch Ableitung nach der Zeit
sich ergibt

Fig. 3.

Y —oa=4¢€,
also in der Tat
e=lle=¢
und auf dieselbe Weise
el=1e=¢", el = e—¢€".

Sei & ein Vektor von der Linge 1
in der augenblicklichen Drehachse oder
gemeinsamen Kante der Polkegel, o die
augenblickliche Drehgeschwindigkeit von
Z, mit dem Vorzeichen +, wenn die Drehung in der Richtung von I
geschen als Rechtsdrehung erscheint. Denkt man sich den Vektor e
an den Ursprung angetragen, so gilt bekanntlich fiir die Geschwindig-
keit e’ seines Endpunkts, wenn man voriibergehend

(38) ok=u
setzt, also den sog. Drehvektor w einfiihrt:
(39) € = |[ue] oder & =[uel?)

Hieraus folgt durch #uBere Multiplikation mit |u c}:
(40) [uwee]=[uel?

1) Der senkrechte Strich von einem Vektor oder Bivektor bedeutet seine , Er-
ginzung" im Sinne Grassmanng. Die FErginzung eines beliebigen Bivektors
(einer gerichteten Fliche) ist ein Vektor senkrecht zur Ebene des Bivektors, mit
einer Lingenzahl gleich der Flichenzahl des Bivektors und von solcher Richtung,
daB der Sinn des Bivektors, in der Richtung des Vektors gesehen, positiv er-
scheint; umgekehrt ist auch der Bivektor die Erginzung des Vektors.
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ferner durch Ableitung nach der Zeit
(41) e =wel+[ue].
Die HuBere Multiplikation der vorhergehenden Gleichung mit der

zweiten Gleichung (39) ergibt nach Anwendung der ,Regel des doppel-
ten Faktors“!)

, sy

|[€€]=[uwele+ [aee]u,
oder bei Beniitzung von (39):
(42) e €] = | [ €] = [utd ele + [uelu,
Weiter erhélt man durch Ableiten von (41) nach der Zeit
¢ —=[uwel+2[we] +[ué

und durch #uBere Multiplikation dieser Gleichung mit der vorher-
gehenden, da
[ev"e]=0 und [Hwue]=0
ist:
[[€e e |=[€ee|=2uwe]llew €]+ [uwelleue’]
+ [uelt|luwe] + 2|uelluv ¢].
Man findet aber aus (38) und (40):
[ewe]=[eue]=—[ue|vwe]l=[uwe]=[uw|uel,
also durch Finsetzen in die vorhergehende Gleichung:
(43) [€e e ]=[ee"e]=—3[uue]llue|u €]
+[uelfuuwe+2uu |ue].
Da die Gleichungen (42) und (43) homogen in bezug auf e sind, so
gelten sie auch, wenn e nicht die Linge 1 hat.

1) Sie besteht darin, daB, wenn w, v, o drei beliebige Vektoren sind,

man hat: [wv - - uw)|=[uvw]u,

ebenso [y -vw] =[uvw]v,

und
([uw - vw)] = [uvw]w.
(Fortsetzung folgt.)
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Biicherschau.

Dr. A, L. Crelle’s Roechentafeln welche alles Multiplizieren und Dividieren
mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bei gréBeren Zahlen aber die
Rechnung erleichtern und sicherer machen, Neue Ausgabe. Besorgt von
0. Seeliger. Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1—1000.
Berlin 1907, Georg Reimer. 4 15.—.

Die mit Recht so beliebten Rechentafeln von A. L. Crelle, von denen
hier eine neue Ausgabe vorliegt, erschienen erstmals 1820 in zwel Binden.
Eine zweite, einbindige — von A. L. Crelle noch vorbereitete, von C. Bremiker
besorgte — Ausgabe erschien 1857; die Anordnung der Tafeln in dieser zweiten
Ausgabe, die wie bei allen spiiteren so auch bei der neuen beibehalten wurde,
ist bekanntlich die folgende: die Gesamttafcl zerfillt in einzelne, je eine halbe
Scite cinnehmende Tafeln, von donen fiir joden Faktor (Multiplikator) zwischen
1 und 1000 eine nach ihm benannte vorhanden ist, die seine Produkte mit
allen Faktoren (Multiplikanden) zwischen 1 und 1000 enthilt. Die { Eer?lkal- _}

orizontal
Hundertern
Finern und Zehnern
und sind deshalb nach ihnen bezeichmet. Der Umstand, daB bei dieser An-
ordnung alle Produkte einer Horizontalreihe in den beiden letzten Ziffern tiber-
einstimmen, wurde bei den Tafeln dazu beniitzt, diese beiden Ziffern abzutrennen
und fiir jede Tafel in einer rechts angefiigten Vertikalreihe anzugeben.

Ein Ubelstand der seitherigen Ausgaben, der darin bestand, daB aus
Raumrticksichten unter den Faktoren die durch 10 teilbaren nicht aufgenommen
waren, ist in der neuen Ausgabe beseitigt, so dal diese die Produkte aller
Zahlen von 1 bis 1000 mit ebensolchen enthalten; der durch diese Erweiter-
ung bedingten VergriBerung des Formats (Klein Folio) wurde dadurch ent-
gegengewirkt, dall kleinere Ziffern verwendet wurden, was durch die Wahl
der sog. altenglischen Ziffernform moglich war.

Eine Erleichterung beim Aufschlagen einer Tafel und beim Eingehen in
sie bietet die meue Ausgabe dadurch, duB in ihr die Bezeichnung der einzelnen
Tafeln und ihrer Vertikalreihen nicht wie seither nur am Xopf, sondern auch
am Fufl jeder Tafel angegeben ist.

Im Gegensatz zu den fritheren Ausgaben weist die neue eine tibersicht-
liche Gliederung der Veziikal- und Horizontalreihen auf, was bei den letzteren
mit Riicksicht auf die Abtrennung der beiden Endziffern der Produkte be-
sonders wertvoll ist.

Um die Tafeln auch fur niherungsweise, auf die beiden abgetrennten
Stellen verzichtende Rechnung einzurichten, ist die drittletzte Ziffer mit einem

Reihien dieser Tafeln entsprechen den{ }der Multiplikanden,
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(*) versehen, wenn der Wert der beiden letzten 50, und mit einem (*), wenn
er grofler als 50 ist; dadurch ist es mdglich, die drittletzte Ziffer je nach dem
Wert der beiden letzten — ohne diese nachzusehen — entsprechend ab- oder
aufzurunden. Ob diese Einrichtung viel Verwendung finden wird, ist sehr
fraglich; in den meisten Féllen wird man bei einer niherungsweisen, vier-
stelligen Rechnung zu einem weniger umfangreichen Hilfsmittel als die Crelleschen
Tafeln — z. B. der Schererschen Rechentafel oder einem 50 cm langen Rechen-
schieber — greifen.

Die angefiihrten Verbesserungen werden im Zusammenhang mit der ge-
diegenen Ausstattung dazu beitragen, den Crelleschen Rechentafeln auch ferner-
hin den Ruf als den der besten Multiplikationstafeln zu erhalten.

Strallburg i. K. P. WERKMEISTER.

J. Bojko, Ingenicur. Neue Tafel der Viertelquadrate aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 20000 zur Bildung aller mdglichen Produkte im
Boreiche 1 mal 1 bis 10000 mal 10000. Zirich 1909, E. Speidel.
M 1.50.

Die Tafel dient wie alle Tafeln der Viertelquadrate zur Multiplikation

nach der Formel
(a 1 b)’ (@ b),
ab=—+—" "7 —

n ihrem der Faktorensumme (a + &) entsprechenden Argument geht sie #hn-
lich wie die erste von A. Voisin 1817!) herausgegebene Tafel der Viertel-
quadrate bis 20000, so daB sich mit ihrer Hilfe die Produkte von allen ein-
bis vierstelligen Zahlen mit ebensolchen berechnen lassen. Die ganze Tafel
ist auf nur 20 Seiten untergebracht; dies ist besonders auffallend, wenn man
beachtet, daB eine dieselbe Leistung aufweisende Tafel nach Art der bekannten
Crelleschen eine groBe Anzahl von Binden — nach Berechnung des Ver-
fagsers 100 — bendtigen wtirde.

Das Zusammendringen der Tafel auf eine so geringe Anzahl von Seiten
wurde — zum Teil in #hnlicher Weise wie bei der weitgehendsten Tafel der
Viertelquadrate von J. Blater®) — durch eine Zerlegung der Viertelquadrate
in drei Gruppen von Ziffern, die fiir gewisse, unter sich in Zusammenhang
stehende Argumente {ibereinstimmen, erreicht. Die Anordnung der Tafel ist
in einer beigegebenen Einfithrung eingehend erlautert.?)

Wenn auch infolge der Dreiteilung der Tafelwerte und der sonstigen,
durch das Zusammendringen auf einen kleinen Raum bedingten Einrichtungen
die Beniitzung der Tafel nicht so ganz einfach ist, so stellt sie doch mit
Riicksicht auf ihre — bei sehr geringem Umfang — groBe Leistungsfihigkeit
eine fiir gewisse Fille recht beachtenswerte Multiplikationstafel vor.

Strafburg i. E. P. WERKMEISTER.

1) Vgl. R. Mehmke. Numerisches Rechnen. Encyklopadie der Math, Wissensch.
Band I, Seite 948.

2) Tafel der Viertelquadrate aller Zahlen von 1 bis 200000, Wien 1887.

8) Vgl. J. Bojko. FKine neue Tafel der Viertelquadrate. Diese Ztschr. f. Math.
und Phys. 57. Band, S. 194.
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Professor A. Adler, Direktor der k. k. Staatsrealschule im 7. Bezirke Wiens,
Privatdozent an der technischen Hochschule. Fiinfstellige Logarithmen
mit mebhreren graphischen Rechentafeln und hiufig vorkommenden
Zahlenwerten. Leipzig 1909, Sammlung Goschen No. 423, Geb. .4 —.80.

Das Werkchen enthiilt zuniichst je fiinfstellig die tiblichen Haupttafeln:
Gemeine Logarithmen der Zahlen, Werte der goniometrischen Funktionen und
Logarithmen der goniometrischen Funktionen; letzere im Winkel — auBler
bei den beiden ersten Graden — um je zwei Minuten fortschreitend. Zur
Ermittlung der Logarithmen der Funktionen Sinus und Tangens von Winkeln
unter 2° hzw. zwischen 88% und 90° sind zwei besonders, auf die Maskelynesche
Regel sich beziehende T#felchen angegeben.

An kleineren Tafeln sind u. a. aufgenommen: Eine Tafel enthaltend die
Quadrate, Kuben, Quadratwurzeln, Kubikwurzeln und Reziproken der Zahlen
1 bis 1005 verschiedene Tafeln fir Zinseszins- und Rentenrechnung und eine
Tafel der Liingen der Kreisbogen fiir den Halbmesser 1.

AuBer einigen vielfach gebrauchten astronomischen und physikalischen
Zahlenwerten findet man eine cartesische Tafel fiir die Kurven y = log z und
y = log nat z, eine logarithmische Skala mit einigen Bemerkungen iiber den
logarithmischen Rechenschieber, und die von M. d’Ocagne nach der Methode
der fluchtrechten Puukte angegebenen Tafeln zur graphischen Losung der
Gleichungen zwelten und dritten Grads.

Die einzelnen Tafeln sind iibersichtlich angeordnet, so daB das Werkchen
bei seinem vielseitigen Anforderungen entsprechenden Inhalt als niitzliches
Taschenbuch fiir den praktischen Rechner bezeichnet werden kann.

StraBburg i. E. P. WeRkMEISTER.

G. Bauer. Vorlesungen iiber Algebra. Herausgegeben vom Math. Verein
Miinchen, 2. Aufl. VonK. Doehlemann. VIu.366S. 8. mit Bildnis G. Bauers
u. 11 Textfiguren. Leipzig 1910, B.G. Teubner. Geh. 4 11.—, geb. A 12.—.

Dieses Buch gehort ja nicht eigentlich zu dem Gebiet, das unsere Zeit-
schrift pflegh. Aber wir diirfen Bauers Vorlesungen, die nach 6 Jahren schon
in 2. Auflage erscheinen, doch hier erwihnen, da sie sich durch eine sehr ein-
fache Darstellung der Grundtatsachen der Algebra auszeichnen, wobei besonders
Riicksicht auf die wirkliche Ausfithrung der Rechnungen genommen wird.
Besonders hinzuweisen ist in dieser Richtung auf den IIT. Abschnitt fiber dic
numerische Auflisung der Gleichungen. Dort werden nicht bloB die Regula
falsi und die Newtonsche Methode anschaulich dargestellt und an Beispielen
erlautert, auch die Lagrangescho Kettenbruchmethode, die ja etwas mithsamer
ist, wird besprochen, eingchend aber wird die vorteilbafteste aller Naherungs-
methoden, die Methode Graeffes, auseinandergesetzt. Auch einen eigenen
groflen Abschnitt tiber Determinanten bietet das von Prof. Doehlemann sorg-
filtig durchgesehene und in mehreren Punkten gegen die erste Auflage ver-
besserte Buch.

Pirmasens. H. WIELEITNER.
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M. Lindow. Die Anwendung der Differentialrechnung auf das tech-
nische Zeichnen. 88 8. 8. Mit 45 Textliguren. Jena 1910, H. W. Schmidt.
Geb. # 2.50. '

Wir werden Zweck und Ziel des vorliegenden kleinen Buches besser als
es der Titel tut kennzeichnen, wenn wir sagen, dafl der Verfasser, selbst Ober-
lehrer an den Kgl. Vereinigten Maschinenbauschulen in Dortmund, in ihm por
zeigen will, wie die Verwendung des Differentialquotienten der einfuchsten
Funktionen, sowie des Ausdruckes fiir den Kriitmmungsradius die rasche Zeich-
nung von krummen Linien (Kegelschnitten, Sinuslinie, zykloidalen Kurven und
der Kettenlinie) erleichtert. Das insbesondere dadurch, daB nicht bel jeder
Kurve neue Uberlegungen gemacht werden miissen, um die Tangonte und den
Kriimmungsmittelpunkt zu konstruieren, wie dies bei der sogenannten ,elemen-
taren‘ Behandlung nétig ist. Um moglichst allen verstindlich zu bleiben, hat
der Verfasser auch alles Nétige in dem Biichlein selbst entwickelt. Hier konnte
man ja vielleicht in manchen Einzelheiten, auf die wir nicht eingehen kénnen,
etwas anderer Meinung sein. Aber der Verfasser steht durchaus iiber seinem
Stoffe. Unrichtig ist nur die Unterscheidung zwischen Epi- und Hypozykloiden
{S.77). Bei den Figuren ist vielfach auf die bei der Reproduktion verwendete
Verkleinerung zu wenig Riicksicht genommen. Ein wesentlicher Fehler ist
dem Zeichner in Fig. 24 (8. 44) untergelaufen; er geht aus dem richtigen
Text ohne weiteres hervor. Das anspruchslose Schriftchen ist ein weiteres er-
freuliches Zeichen, daf man auch auf diesen Schulen von den gewundenen
Umschreibungen der Infinitesimalprozesse wieder abkommt.!)

Pirmasens. H. WiELEITNER.

1) Wir verweisen jeden, der das interessante Gebiet des mathematischen
Unterrichts an den Maschinenbanschulen niher kennen lernen will, auf den aus-
gezeichneten Bericht, den H. Griinbaum jiingst dariiber herausgegeben hat.

Berichtigungen zu Heft 1 dieses Bandes:
8. 50 Z. 11 v. n. lies 0 statt @,

» b1 4, 19 , 0. ,, Grenzbedingungen statt Grenzbestimmungen,
w53 14, 5 0 statt ®,

” 53 7 19 " 1 1 0 " @!

1 55 ” kR 1 ” 12/, 1" 13"1

n 98, 1., . , vierter statt aweiter.
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Stromfunktionen symmetrischer und nnsymmetrischer Fligel
in zweidimensionaler Stromung.

Von H. Brasrus in Berlin.

1. Die Stromverteilung bei gekriimmten Tragflichen ist, wie Fig. 1
darstellt, derart, daB unter der Flugfliche ein Gebiet geringerer Ge-
schwindigkeit und hdheren Druckes liegt, wihrend oberhalb griBere
Geschwindigkeit und geringerer Druck
herrscht.  Aus dem Druckunterschied
resultiert die Tragkraft und es ist zu-
gleich ersichtlich, daB dieser Auftrieb
mit einer Zirkulation um die Tragfliche
verbunden ist, weil die Integration des
Geschwindigkeitspotentials oben herum
grifiere Werte liefert, als unten. Ferner

Fig. 1.

hat die Druckdifferenz einen aufsteigen-
den Strom vor der Fliche zur Folge;
die gesenkte Vorderkante entspricht also
der Bedingung ,stoBfreien® Eintritts.
Das komplexe Potential der zweidimensionalen Strtimung fiir den Kreis-
bogen wurde zuerst von Kutta') ausgerechmet, der zugleich fiir den
Zusammenhang zwischen Tragkraft K pro Einheit der Breite und Zirku-
lation die Formel aufstellte:

K:?z;ac

2

wobel a die Geschwindigkeit im Unendlichen und 2xc die Stirke der
Zirkulation [vds ist. Das Potential verhdlt sich dann im Unendlichen

wie oz — ¢ arctg % das komplexe Potential (y= ¢ + %) wie az + iclng,

1) Kutta: I aeron. Mitteilungen 1902; Miinchener Berichte 1910. Eine Dar-
stellung der Verhiiltnisse findet sich auch bei Lanchester: Aerodynamik fber-
setat von C. u. A. Runge. Leipzig, B. G. Teubner. Denselben Grundgedanken
des Zusammenhanges zwischen Zirkulation und Kraft findet man bei Lorenz,
Neue Theorie und Berechunung der Kreiselriider. Miinchen, Verlag v. Oldenbourg.

Zeitschrift f Mathematik n. Physik. 59. Band. 19:1. Heft 3. 15
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wobel 2=z + iy stets die Ebene der Koordinaten z, y beschreibt,
Dieselbe Formel ist auch von Joukowsky') abgeleitet, und ist in
Ubereinstimmung mit einer von mir?) aufgestellten komplexen Formel,
die allgemein fiir die in zweidimensionaler Potentialstromung wirken-

den Krifte gilt.

2. Das Verhalten im Unendlichen zeigt iibrigens, daB die Strom-
linien im Unendlichen zwar parallel der z-Achse laufen, aber keine
Asymptoten besitzen, weil die Stromfunktion das Glied ¢ln /2?4 o
enthilt, und es ist auch unmdglich, daB die Stromung im Unendlichen
zu reiner Parallelstromung iibergeht, weil sie von der Tragfliche dauernd
Impuls aufnehmen muB. Erst wenn man, nach dem in Fig. 1 angedeute-
ten Spiegelungsverfahren, den KinfluB der Erdoberfliche berticksichtigt,
die ja den Impuls aufnehmen muB, dann wird im Unendlichen der
logarithmische Zirkulationsanteil Null, und man erhilt Asymptoten.
Bei griferer Nithe der Erdoberfliiche 148t sich die Tragkraft dann nicht
mehr nach obiger Formel ausrechnen, man muB auf die genannte all-
gemeine komplexe Formel zuriickgreifen und erhilt das Resultat, daB
bei gleicher Zirkulation um die Flugfiiiche die Tragkraft in der Nihe
der FErdoberfliche geringer wird. Nimmt man nimlich an, daB die
Zirkulation auf einen Punkt konzentriert ist, was zwar noch keine Flug-
fliche, aber doch eine typische Stromung liefert (ohne Spiegelung in
Fig. 3a gezeichnet), legt man dann die z-Achse der komplexen z-Ebene
in die Erdoberfliche und den Zirkulationspol in die Hohe y = & dariiber,
sein Spiegelbild nach #2=—<h, so lautet der Ausdruck fiir das komplexe
Potential: - as icln (s — ih) — ic T (¢ + i)
fiir die Geschwindigkeitsverteilung:

. dy I T
U= = = T s tan

Die Kraftkomponenten X und Y auf den Zirkulationspol (Impulsstréme
dorthin) berechnen sich aus der oben? erwihnten Formel:

X-iY:-;'lgfw‘-’dz

integriert auf einemm Wege um den Pol herum. Dies ergibt nach dem
Residuensatz:

Y:2n%(a——%)c.

1) Joukowsky, Zeitschrift £ Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt 1910.

2) Zeitschr. f. Math. u. Physik 1910, Bd. 58, S. 93 und Bd. 59, S. 43. Bei
der Abfassung dieser letzterem Mitteilung waren mir die Resultate von Kutta
und Joukowsky leider noch nicht bekannt.
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Es ist also zur Errechnung des Auftriebs die Geschwindigke& a um
c

2h?
erzeugh, zu vermindern. Der Spiegelpunkt bringt zum Ausdruck, daf
der mit der Geschwindigkeit @ fahrende Flugapparat in der Nihe
des Erdbodens einc gewisse Menge Luft mitfiihrt, wodurch sich die
,wirksame® Geschwindigkeit verringert. Im folgenden ist auf die Nihe
des Erdbodens keine Riicksicht weiter genommen. Die Rechnungen

die Geschwindigkeit die der Spiegelpunkt am Ort der Flugfliiche

gelien fiir den unbeschréinkten Kaum und fir den zweidimensionalen
Vorgang in den Koordinaten z,y.

3. Die Strémung um eine kreisbogentdrmig gekriimmte Flugfliche
stellte Kutta nach dem Schwarz-Christoffelschen Verfahren her,
und zwar auch fiir solche Fille, in denen die #uBere Strémung schief
zur Flugfliche gerichtet ist. In solchen Fig. 2.

Fillen existieren fiir den Kreisbogen
nur Losungen, die an der Vorderkante
singulir sind, wie Fig. 2 fiir die ebene —N
Flugfliche zeigt, und die gepannten ___ _ — o

. —_— T
Arbeiten von Kutta und Joukowsky — =~~~ ——

beschiftigten sich nun hauptsiichlich mit
der Frage, wie diese Singularitit durch Abrundung der Vorderkante zu
vermeiden sei, und ob aus der Geschwindigkeitsvermehrung dort vorn eine
Saugkraft in Richtung der Strémung resultiert. Ieh befolge in dieser
Abhandlung eine andere Methode, zu dem komplexen Potential solcher
Strémungen zu gelangen. Ich gehe aus von der Uberlegung, welche
Singularititen das Potential in der komplexen Xbene haben mub, und
bane den Funktiomsausdruck aus diesen Singularititen auf. Der Quer-
schnitt der Flugfliche ergibt sich dann als Stromlinie zwischen zwei
Verzweigungspunkten, wobei i. a. verschiedene Form der oberen und
unteren Linie zu erwarten ist. Die Form der Flugfliche ist also
nicht, wie bei Kutta, gegeben, sondern sie ergibt sich erst aus der ge-
fundenen Losung, fiir deren Aufbaun moglichst einfache Funktionsform,
nur mit den notwendigsten Singularititen, maBgebend war. Fiir den
Fall schiefer duBerer Stromung wird daher gerade eine solche Fliche sich
ergeben, bei der hinten und vorn stetiger Verlauf der Strémung stattfindet.

4. Die einfachste Verbindung von Parallelstromung und Zirkulation,
die sich aber fiir sich noch nicht zur Darstellung der gesuchten Stromung
elgnet, ist das komplexe Potential .

1=@ +ip =az+iclnz
bzw. die Greschwindigkeitsverteilung .
w=u—z’v=a+17c-
15%
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Thren eésprechen diec Abbildungen Fig. 3a und.b. Fiir den Zirkulations-
anteil ist die logarithmische Singularitit in g, der einfache Pol in w
charakteristisch. Im Unendlichen verhilt sich 4 wie az, w ist regulir
und hat den Wert a. 4 zeigt den einfacheren Bau und soll daber im
folgenden zuerst hergestellt werden, y folgt durch Integration. AuBer
dem fiir die Zirkulation charakteristischen Pol und dem Verhalten im
Unendlichen ist nun bel der Herstellung von w zu beriicksichtigen, daB
die beiden Endpunkte des Querschnittes der Flugfliche in Fig. 1 Ver-
zweigungspunkte der funktionentheoretischen Abbildung sind, von wel-
cher Fig. 1 (ohne die Spiegelung an der Erdoberfliche) nur ein Blatt,

das ,physikalische Blatt“ darstellt. Durch die Flugfliche hindurch
gelangt man oben und unten in die analytische Fortsetzung, und in
dem bzw. den anderen Blittern liegen dann die nitigen Singularititen,
also der Pol. Wir haben also im einfachsten Fall eine Funktion w
herzustellen, die 1) auf einer zweiblittrigen Fliche mit Verzweigungs-
punkten bei 2=+ 1 und 2= —1 eindeutig ist, 2) im Unendlichen des
physikalischen Blattes den Wert @ annimmt, 3) im zweiten Blatt einen
Pol besitzt. Auf diese Weise muB sich die gesuchte Geschwindigkeits-
verteilung ergeben, bei der nicht, wie in Fig. 3, die Singularitiit stérend
im physikalischen Blatt auftritt. Dies ist, wenigstens in kurzer Dar-
stellung, das heuristische Prinzip, von dem ich ausging.

5. Zu der genannten Fliche geh6rt die Funktion
1—z
§= V 1z’
Sie ist dort eindeutig und nimmt auch jeden Wert nur in einem Punkte
der Riemannschen Fliche an. Jede andere Funktion, die auf derselben
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Fliche eindeutig sein soll, kann als eindeutige Funktion von ¢ ge-
schrieben werden.!) Die hauptsiichlichsten Werte von ¢ sind:
Fiir

z=—1 =,
z2=+1 §=0,

Z2= 00 f=41,
z2=20 E=+4+1.

Fir reelles z zwischen — 1 und +1 wird { rein reell, auBerhalb dieser
Punkte rein imaginir.

Aus § kénnen wir nun Funktionen mit beliebig gegebener Lage
von Nullstelle und Pol aufbauen. So ist z. B.

: 1—¢ Vidz—VyY1—z
e T
eine Funktion, die bei 2 = 0 im einen Blatte Null, im anderen Blatte
unendlich wird, bei #z =+ 1 verzweigt ist, sonst tiberall regulir ist.
Auch diese Funktion kénnte, ebenso wie § selbst und wie jede andere
gebrochenlineare Funktion von §, zur Grundlage des Autbaues be-
liebiger Funktionen genommen werden. ,

Die gesuchte Funktion « wollen wir zusammenaddieren uus der Ge-
schwindigkeit im Unendlichen ¢ und cinem Anteil, der dann im Unend-
lichen des phys. Blattes Null wird. Den Pol dieses zweiten Anteils
verlegen wir zundchst speziell ins Unendliche des zweiten Blattes und
erhalten dann fiir diesen Anteil den Ausdruck:

=i TE— ZE}J;V;Z .

i+ & iYi+z+yY1—z
Der Faktor ¢, der an Stelle einer im allgemeinen willkiirlichen Kon-
stanten steht, ist mit Riicksicht auf den Wert der Zirkulation (s. unten)

normiert. HKin einfacherer Ausdruck fiir = ist:
T = i(z +VE2— i)
und die Umkehrung, die beim Entwerfen der Fig. 4 und 5 benutzt
wurde, ist: B
i)
t wird im Unendlichen der z-Ebene im einen Blatt Null, im zweiten oo,

und verhilt sich im Unendlichen des ersten Blattes wie 2@;;’ im Un-

1) Die Funktion Jt —z?, die vielleicht niher gelegen hitte, kann zuuiichst
die Rolle von § nicht spielen, da sie jeden Wert an zwel Punkten annimmt. Jede
eindentige Funktion von J/1 — z® wiirde also diese Beschrinkung mitmachen: 7. B.
in der Lage der Pole. Und { zum Beispiele wiirde nicht als eindeutige Funktion
von /1 — 2% geschrieben werden kénnen.
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endlichen des zweiten Blattes wie 242, bei 2 =0 ist 1 =41, bel 2-=—1
t=—1¢ bhel z=-+1 v=+14, auf der reellen z-Achse auBerhalb der
Punkte 1 ist 7 rein imaginir, innerhalb komplex: dem Einheitskreis

l z-Fhene

der z-Ebene entsprechend. Auf Grund dieser Angaben ist das Bild
von =g +¢0, also die Kurven g = const, ¢ =const iiber der z-Ebene
leicht zu entwerfen. Legen wir den Verzweigungsschnitt zwischen

Fig. b.

N

T \ | z-Ebene
11

z=—1 und 4+ 1, so zeigt Fig. 4a das erste, Iig. 4b das zweite Blatt.
Von dem Zusammenbang durch den Verzweigungsschnitt hindureh gibt
Fig. 5 eine klare Vorstellung. Sie zeigt bei anderer Jiage des Ver
zweigungsschnittes den Zusammenhang der unteren Halbebene von 4a
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mit der oberen von 4b. Die Kurvenbilder sind symmetrisech zur ima-
giniiren #-Achse.
6. Die Funktion:
w=a -+ 2ct
t=ilz + Ve —1)

erftllt alle Bedingungen, die in Absatz 4) gestellt waren. Es sind wegen

wobel:

w=u—1v, T=g9 1+ 16
die Geschwindigkeitskomponenten:

u=a+ 2co, v=-—2co
w verhilt sich im Unendlichen des ersten Blattes wie

a + %c ,

so dafl e als Geschwindigkeit im Unendlichen und 2m¢ als Wert der
Zirkulation zu betrachten ist. Am Verzweigungsschnitt und zwar am
oberen bzw. unteren Ufer ist in ﬁbereinstimmung it Fig. 4a

r—i(x Ryl — ),
also die Geschwindigkeitskomponenten:
u~ax2cV1l -2z, v=—2cx.

Bei_kleiner Wolbungshéhe ist dies auch die Geschwindigkeitsvertel-
long an der Flugfliche. An den Verzweigungspunkten 2z = T 1 ist

demnach: :
u=a, v =+ 2¢,

50 daB hier ein Aufstrdomen bzw. Abstromen stattfindet. Die Beschleu-

nigung bzw. Verzégerung ist wegen der /1 — z* in u an diesen Punk-
ten co. In der Mitte der Flugfliche ist oben bzw. unten:

u=a + 2c, v=20,

also die richtige Geschwindigkeitsvermehrung bzw. -verminderung. Dies
Verhalten im physikalischen Blatt entspricht allen Anforderungen. Aus
dem Werte der Zirkulation folgt nach der in 1. erwihnten Formel der
Auftrieb pro Einheit der Breite

K—=2xYqc,
g

als Impulsstrom aus dem Unendlichen zum Verzweigungsschnitt hin.
7. Durch Integration gewinnt man aus w das komplexe Potential:

(p+i¢=x=fwdz,
g=az+ics(z4+V2 1)+ carecosz
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oder bei Einfithrung von ¢ ins Integral:

. A L 1
1=as—ic,; —iclw,

wobei dic untereinanderstehenden Glieder bis auf Konstante gleich sind.
Von V22— 1 entspricht das in Fig. 6a gezeichnete Blatt dem physi-
kalischen Blatt und von arcecosz ist, in Ubereinstimmung mit dem

Fig. 6.

z-FKbene l

Physikalisches Blatt der Werte von

7 - ATC CUS 2z
Vi —1

R = Reeller, J=Tmaginirer Teil.

oben festgestellten Wert der Zirkulation die Werteverteilung der Fig. 61
7u benutzen. Der Wert der Stromfunktion % an beiden Verzweigungs-
punkten ist: "

=c.

Die Ausrechnung der Potentialdifferenzen am oberen und unteren Ufer
des Verzweigungsschnittes entlang ergibt den schon im Unendlichen
festgestellten Wert der Zirkulation.

Zur genauen Berechnung des Querschmnittes der Flugfliche miiBte
nun g in reell und imaginiir zerlegt werden, was sehr mihsam ist.
Wir fiihren daher die genaue Rechnung nur einzelner charakteristischer
Stiicke durch: An den Verzweigungspunkten z =" 1 ist: u=a, v = 2¢,
also der Tangens des Neigungswinkels der Fliche: +2¢/a. Um den
‘Wolbungspfeil f zu finden, miissen wir fiir 2=—¢f die Stromfunktion ¢
ausrechnen und — ¢ setzen: Es ergibt sich unter Benutzung der Werte-
verteilungen von Fig. 6 fiir den oberen Rand:

af — of (f =V + 1) + c Ufinf=c.

Und in gleicher Weise fiir den unteren Rand, zu dem wir in Fig. 6a
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und b durch den Verzweigungsschnitt von unten ins nichste Blatt gehen

miissen: —— .

af —cf(F+VE+1) —eWrfinf—c.
Also fiir die beiden Begrenzungen verschiedenen Wolbungspfeil f.  Bel
kleinem %—, wie es den praktischen Fillen entspricht, wird aus beiden

Gleichungen:

f=
Hierdurch ist die Zirkulation mit der Wolbungshéhe in Verbindung

gebracht. Bei groBerem % wird das f der unteren Begrenzung sogar
gréfer als das der oberen, so daB die Dicke der Flughiche negativ wiirde.
Diese Unstimmigkeit soll durch die folgenden Verallgemeinerungen be- .
seitigt werden.

8. Zunichst sollen fiir kleines % einige naheliegende Resultate ge-
wonnen werden:

Man kann zur Berechnung der Flugfliche von kleiner Durchbiegung
in allen mit ¢ multiplizierten Gliedern y =0, also #=z setzen, was
bereits in Absatz 6 bei der Berechnung der Werte von u und » am
Verzweigungsschnitt geschah. Die Gleichung der Flugfliche kommt
ans der Formel fiir das komplexe Potential mit 2—2z in den kleinen
Gliedern:

y—az+dcx(x FiY1— a?) + carccosz

herans, indem man ¢ —=c¢ setzt:

P =ay+ cxt=c¢

y— (1l a%.

also:

Der in (7) berechnete Neigungswinkel an den Enden und die ange-
néherte Wolbungsh6he werden hierdurch bestitigt.

Um eine Konstante zu sparen, waren die Verzweigungspunkte nach
z==11 gelegt, also die Tiefe [ des Querschnitts /=2 angenommen. Es
werden dadurch nur die Formeln beriihrt, die in den Dimensionen nicht
stimmen. (¢ ~ Geschwindigkeit >< Liinge). Der in Absatz 6 ermittelte

Auftrieb ist mit der Breite % zu multiplizieren:

K=2yzlac-£
g 1

oder wenn wir die Zirkulation durch den Wilbungspfeil ausdriicken:

K—2z7.7 Fe.
Iy
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Auch die oben erwidhnte Kuttasche Abhandlung gibt fiir kleine Wol-
bungshshe dieselbe Formel. Die Ubereinstimmung mit den experimen-
tellen Bestimmungen kann an Hand der Mitteilungen aus der Gottinger
Modellversuchsanstalt ') gepriift werden. Es ist dort geschrieben:

K=§-;';Fa2,

wobei a die (teschwindigkeit des Flugzeuges, F' die Fliche, p das spez.
Gew. der Luft, { ein dimensionsloser Koeffizient ist, und es ergibt sich

nun hier theoretisch: f
g = 2 T 7 -

Nur fiir sehr kleine Wolbungshshe §=6‘—0 stimmt der theoretische Wert

anndihernd mit dem gemessenen f{iberein, und auch wenn man beriick-
sichtigt, daB nach Nr. b der Gottinger Mittellungen der Koeffizient fiir
den zweidimensionalen Vorgang groBer wird, gelangt man zur Uber-

einstimmung hichstens bis §=2l5
9. DuB bei der genaueren Rechnung in Absatz 7 die Dicke der
Flugfliche in zweiter N#herung negativ wird, hat darin seinen Grund,

daB unterhalb der Fliiche die Komponente u kleiner als oben ist, so
daB die Neigung % der Stromung etwas steiler als oben wird Wir
werden diesen Umstand vermeiden, und sogar positive Dicke erhalten,
wenn wir den Pol der Abbildung niher an die obere Begrenzungslinie
herapbringen, wodurch dort groBere Werte von v sich ergeben, als an
dem (im physikalischen Blatt) unteren Rand des Verzweigungsschnittes.
Der Pol muf also nicht im Unendlichen des zweiten Blattes, sondern
in seiner unteren Halbebene bei positivem ¢ (Fig. 4b) liegen. Wir
nehmen den Wert 7, an den der Pol fillt, zuniichst reell an, 7,= g,,
was noch zu symmetrischen Verhiiltnissen fithrt; und stellen nun, ebenso
wie in Absatz b aus §, so jetzt aus 7 eine Fuunktion her, die 1m zweiten
Blatt bet z =g, einen Pol hat, im Unendlichen des physikalischen Blattes

sich wie a + %c verhilt, bei # — 4+ 1 verzweigt und sonst regulir ist:
07

v=1i(z +V22—1).
Die Konstanten in der Geschwindigkeitsverteilung % sind so normiert,

dafl der Auftrieb pro Hinheit der Breite
K=2z"ac
9

U—itv=w=a -+

1) Zeitschr. f. Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt 1910, Heft 11, 8. 129; Heft 15,
S. 193.
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bleibt, in Ubereinstimmung mit dem Verhalten im Unendlichen. Die
Geschwindigkeiten am oberen und unteren Rande der Flugfliche sind

bei kleinem %, also flacher Kriimmung:

+1/1—m + iz
W = 2
@ Zce - o FV1 —at—iz’
+o, V1 —z2—1 — 2¢oix

u=a + 2¢ U=
901+90+290V1—‘x2 1+90H—290V1“x=,

also die Neigung bei z = 1
. ?) 0 26

“ i_ 14 ('o a’
und die Geschwindigkeitserhéhung bzw. Erniedrigung in der Mitte:

L)
e +1

10. Als komplexes Potential ergibt sich
—fwdz—az—f—w[pur—r—(l+@)ln(go—r) Inz].

Fiir gy= oo geht dies bis auf eine Konstante in die Formel von
Absatz T tiber. An den Verzweigungspupkten ¢ =+ 1, v =+ ¢ hat
die Stromfunktion den Wert:

vei=c(l + ) InY14-0}

Die Gleichung der Flugfliche berechnen wir, in derselben Ann#herung
wie 1n (8), in der Weise, daBl in die mit ¢ multiplizierten kleinen

U=a -2e.

Glieder © = + V1 —z®+ iz fiir den oberen bzw. unteren Rand ein-
gesetzt wird:

1=azic[ 4oV 1—a® {igoa+(1+ed) In(o+V1—2"—iz)—In(+V1—a?+iz)),
und nun gibt ¥ =141 gesetzt die Gleichung der Fliche:
s=ay+eltol/I—a'+(L+o) Ve F 20V 12"+ Ll =c(l + ) InV1+ 6},

also: -
:i 9 1+90 - 1_ :l
. [(1+90)1DV1+90+ e yiw T e V1l—z

Die Wilbungshihe f fiir den oberen und unteren Rand ist hiernach:

f=ela+epmlEe 7o

Der von dem Parameter ¢, abhingige Faktor, der sich fiir groBes g,

wie 1 4+ — Ter —+—% verhilt, also in den Wert von Absatz 7 und 8 iiber-
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geht, ist in Fig. 7 als Funktion von g, gezeichnet. Die berechneten
Werte sind:
Fir gp=1 2 15 2 3 4 6 8 10 o

a p oben = oo 3,815 2,668 2,024 1,581 1,406 1,253 1,183 1,146 1
¢ unten = 0,307 0,364 0,437 0,531 0,650 0,722 0,803 0,847 0,876 1.
4'ra Fig. 7.

cf

2,

o—~d

™t

¥ 5 3 & & 1
AuBerdem ist in Fig. 7 die Fligelform fiir ¢,= 4, % = 1 pezeichnet.
Die berechneten Werte sind:
z=0 02 04 06 08 1,0
. ([oben —1406 1,336 1131 0815 0420 0
¢ unten = 0,722 0,696 0,618 0,484 0,286 0

) . ) ., 1,882 :
Die Neigung am Mnde ist .= und es sei bemerkt, dall der obere

Bogen die Tangente von oben beriihrt. Die Tragkraft ist dieselbe wie
bei der gestrichelt gezeichneten einfachen Fliche, die am Ende etwas

stirkere Neigung 2/5 hat. Je nach der Wahl von Z kann ber gleicher
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Ausdebnung in der z-Richtung die Wélbung flacher genommen werden.
Die Wahl von g, bestimmt das Verhiltnis der Dicke zur Walbung.
11. Kine Serie unsymmetrischer Flugflichen ergibt sich, wenn
der Pol im zweiten Blatt auf der reellen z-Achse liegt. Wir legen seinen
Ort, ebenso wie in Absatz 5 und 9 durch den Wert von 7 fest, der
dann rein imaginir wird: v, = 4¢6,. Soll die Flugfliiche an der vorderen
Seite stirker gekriimmt sein, so mul der Pol an dieser Seite, also bei
negativem o, liegen, damit dort die griBeren Werte von v hinkommen.
Die Geschwindigkeitsverteilung ist, wie in Absatz 9, gegeben durch:

2¢16,T

w—=ua—1b0+

16,—z’

r—ile+VE—1),
b ist die y-Komponente der Geschwindigkeit im Unendlichen, die hier
der Unsymmetrie wegen auftreten muB. Als wesentlicher Parameter
tritt neben der z-Komponente @ und der Zirkulation 2z¢ die Zahl g,
auf, die fiir die Unsymmetric maBgebend ist. & ist dann nicht mehr
unabhiingig, denn eben wegen der Unsymmetrie wird die Stromfunktion
bei #=—1 und 2=+41 im allgemeinen’ nicht mehr denselben Wert
annehmen; es wird vielmehr im allgemeinen eine Anzahl Stromlinien
durch den Verzweigungsschnitt ins andere Blatt tibertreten, sowie am
anderen Ufer eine ebenso groBe Zahl?!) aus dem zweiten Blatt eintreten.
Nur bei bestimmter Stromungsrichtung b/a wird diese Anzahl Null
sein. Der Zusammenhang zwischen &, ¢ und 6, wird also bestimmt
durch Gleichsetzen der Stromfunktionen fiir z——1 und + 1.

Das komplexe Potential ist:

y=(a—1db)z+iclicyr + (1 —6) In(i6,— 1) — In1]

und nun fir #=—1, v=—q:
¢ =b+co,+c(1 —02)In|gy+ 1]

fir z=+1, z=-141:
v ,,=—b—c6+c(l—a6)Inleg,— 1,

und hieraus: 1. 61

b={—%—ii~m£¥J-
12, Am Verzweigungsschnitt bzw. an der Flugfliche ist

u=ai2c~—6311_zi

6 — 26,2+ 1

6, (1 —o06,2)
v 7b+266'§—'72aox+1’

1) Bei reellem ¢, also reiner Zirkulation, wobei im Unendlichen keine Diver-
genz ist.
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das obere Vorzeichen gilt fiir den oberen, das untere fiir den unteren

Rand der Fliche. An den Enden bei z=71 ist:

—b+2cﬂ+1,

= b —_ 20; *_*1’
13. Die Gleichung der Flugfliche, deren oberer und unterer Rand
ebenso wie in 7 und 8 in erster Niherung rzusammenfallen, erhalten
wir ebenso wie in 10:

[_ R Uilire +1’°:} nfq:QO‘x—f-]

6:—1

Der Scheitel der Fliche liegt bei v =0 oder % = 0, also:

z = 1 + %(%-}—i)'

Die Wolbungshohe f, die proportional zu % wird, ergibt sich dann aus
der Formel fiir y. Zahlenwerte sind in Absatz 15 angegeben.

14. Die Konstanten in w sind so normiert, daB a und b die Ge-
schwindigkeitskomponenten, 2x¢ die Zirkulation ist. Es sind demnach,
in Ubereinstimmung mit der komplexen Formel, die Kraftkomponenten
pro Kinheit der Breite:

X=—2xLbe, Y=2x Lac
g g

Die Resultierende steht also stets senkrecht zur Stromung, und es ist
anch bei schiefer Stromung eine Arbeitsleistung nicht erforderlich.

Zur Berechnung des Angriffspunktes berechnen wir das Dreh-
moment um den Koordinatennullpunkt nach der Formel?)

N = reeller Teil von: %qz weds
und aus dem Verhalten von w im Unendlichen folgt pro Einheit der
Breite:
N—z? 2C.
g ¢

Der Hebelarm, an dem der Auftrieb Y angreift, ist:

o N_ 1
H T Y  2g,

1) Zeitschr. f Math, u. Physik, Bd. 58, 1910; 8. 96
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Fig 8.

G,——+ + . y : b4 -2
-10 -8 3 4 -3 -2 -1

15. Die in 11 bis 14 entwickelten Formeln ergeben als Funktion
des Parameters o, die in Fig. 8 gezeichneten Werte. Es ist hierbei
zu beachten, daB fiir die Lingen % und y die halbe Tiefe der Flugfliche
als Einheit gilt, da die Verzweigungspunkte bei z — F 1 licgen. Die
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Abhingigkeit von den Konstanten @ und ¢ kommt dadurch zum Aus-

druck, daB nicht b, @, f selbst aufgetragen sind, sondern 2 , i; und %f.
Die berechneten Zahlenwerte sind folgende:

b v_ )
R f() o c B 7 *C’l %1 xma.x _Z— f Ty L

— 12 0672 12672 —0419 . —0,600 0497 —0417
— 15 0494 6494 —0706 —0462 0714 —0333
. 1876 0378 4,662 —0926 —0363 0828 —0,267
— 2 0352 4352 —0981 —0340 0850 —0250
-3 0227 3221 —1213 —0224 0936 —0,167
— 4 0169 2836 1431 —0167 0966 —0,1%
— 6 0112 2512 —1602 —0111 098 —0083
— 8 0084 2370 —1,694 —0083 0992 —0062
—10 0,067 2289 —1751 —0067 0994 —0,050
— 0 2000 - 2000 0 1,000 0

Will man die Tiefe ! nicht =2 setzen, so lautet der Kopf der Tabelle:

o 1P It It o2 a2
0 2 ¢ 2 ¢ 2 ¢ [ Fmax e s
Tm Unendlichen verhalten sich diese Funktionen wie
b 2 2 a 5
T~ T 8a Tmeigr ol 1 Tagp
6,—= — oo entspricht dem symmetrischen Fall von Absatz 6 und 7.

Mit wachsendem g, riickt die gréBte Wolbung immer weiter nach vorn,
ebenso der Hebelarm des Auftriebs. Bei gleichem % , also gleichem
Auftrieb, wird hierbei die WilbungshShe etwas geringer. Ebenso wird

v
natiirlich auch mit wachsender Unsymmetrie der Eintrittswinkel f;{

steiler (bei gleichem % . %) und entsprechend auch der Winkel arctg —Z

der #uberen Stromung, bei welchem glatter Eintritt stattfindet. Der
Orenzfall 6, — — 1 entspricht der ebenen Fliche, da hier nach 13 tberall
y =0 ist. Dem entspricht auch in der vorstehenden Tabelle f =0 und
v.,=0. Der Eintritt an der vorderen Kante ist jetzt micht mehr
,StoBfrei®, da die Singularitiit, der Pol, in diesen Punkt gertickt ist, daher

auch »_,=oco. Ls ist c=b~;- geworden, so daB also der Auftrieb pro
Breiteneinheit z; abl ist. Mit der Breile El‘multipliziert ergibt dies:

K=?b-1Fa2.
a g

Der Angriffspunkt z; = — 05 - ;— liegt um ein Viertel der Tiefe vom
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vorderen Rande entfernt. Der Teilungspunkt # =0 der Strémung von Fig. 2
(die nicht quantitativ gezeichnet ist) liegt nach der Gleichung in 12 am
unteren Rande bei:

o V1i—x
a=2b Y
oder mit Riicksicht auf die Dimension von z:
b —a® 1
T v

Alles 18t in ﬁbereinstimmung nit Kutta, in dessen oben genannter
Abhandlung dieser Fall ebenfalls als Spezialfall auftritt. Da die Kraft
nicht senkrecht auf der Fliche, sondern auf der Geschwindigkeit steht,
so miissen wir mit Kutta eine Saugkraft infolge des Unterdrucks an
der vorderen Ecke annehmen.

16. Nach Absatz 11 sind von den 4 Parametern a, b, ¢, 6, drei un-
abhiingig. Die Abhfingigkeit von @ ist trivial, da sich hier nur eine
proportionale VergriBerung der Geschwindigkeiten ergibt. Hs bleiben

2¢
’ la
zwischen denen eine Beziehung besteht. Den Zusammenhang und

also als wesentliche Parameter tibrig % und die Unsymmetrie

607
die Hauptabmessungen der zugehorigen Fliigelformen beherrschen wir
durch die Tabelle in Nr. 15. Weitere Punkte der einzelnen Fliche
kinnen nach 13 berechnet werden.

Bei konstantem Z gibt es noch oo! Fliigelformen, bei denen

glatter Eintritt stattfindet, je nach dem Grade der Unsymmetrie 6.

In der folgenden Tabelle und in Fig. 9 ist die Reihe dieser Flichen dar-

gestellt fiir den Wert 2— = 0,1 ~5%44’. Es ist berechnet die Gribe ; . % ,
v

der die Krifte proportional sind, die Neigungen 7541 und 3;—1 und die

Wiolbungshohe f in Teilen der halben Tiefe. Zmax und zg siche Absatz 15.

2 [+ v -1 ‘U+ 1 2
% T4 & o 7!
1 0100 oo —0 0
— 1,2 0149 1,887 —0062 0074
~ 15 0203 1818 —0143 0,145
_ 1,876 0,264 1230 —0244 0218
_ 20 0284 1238 0218 0241
— 3 0441 1422 —0p572 0413
— 4 0592 1678 —0846 0572
i 0,893 2240 — 1430 0880
— 8 1191 2822 —2020 1,182
~10 1493 3492 —2618 1485
— 0 ox0 o0 — 00 0.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 59. Band. 1911. Heft 3. 16
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Kraft Fig. 9.

A

* 7 6=-1

’ [
Teilungspwnit Michtzcng b
P a

MiC}l tung b

LT

{ A
+0,5 +1

1
Sl
T
<

Bemerkenswert sind die auBerordentlich groBen Werte der Neigung am
vorderen Rande, die ein Minimum bei ¢,= — 1,876 zeigen. Die Lage

dieses Minimums 1st von - unabhiingig.
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Die Wahl gerade dieser Fliigelform ist insofern relutiv giinstig,
als eine moglichst geringe Neigung vorn die Wirbelbildung vermindert.
Indessen kann sie natiirlich nicht als ,beste“ Fligelform angesprochen
werden, denn erstens ist sie nach der Art der Herstellung nur ein
partikulirer Fall, und zweitens wird man gut tun, von diesem Werte zu
symmetrischen Formen (etwa bis 6,—= — 2) abzuweichen, da der Auf-

triebskoeffizient % und die Wolbungshhe dorthin wéchst, wihrend

sich der Eintrittswinkel an seinem Minimum ja wenig #ndert. Bel den
letzten  gezeichneten Fligeln 6,— — 8 und — 4 ist eine Uberein-
stimmung der berechneten Strimung mit der Wirklichkeit natiirlich
nicht mehr vorhanden (vgl Absatz 8). Die Formen liegen auch nicht
mehr im Bereich der Niherung. Diese Typen fiihren erst bei einer
Verkleinerung der y-Ordinaten und entsprechender Verkleinerung der

Richtung % zu braucbbaren Formen. Ein Maximum fiir den Auftrieb

und eine ,beste” Fliche ergibt sich aus diesen rein dynamischen Rech-
nungen nicht.

17. Zur weiteren Durchfiibrung der hier verwendeten Methode
bietet sich zuniichst die Moglichkeit, den Pol im zweiten Blatt zu be-
liebig komplexen Werten von 1: 1,= gy + 76, zu legen. Man erhilt
dadurch Fliigel von beliebiger Dicke (g,) und Unsymmetrie (g,). Die
Riinder laufen dabei stets in Spitzen aus, an denen glatter Eintritt der
Stromung stattfindet. Um ein Umstromen der vorderen Spitze dar-
zustellen, wie in Absatz 15 erwithnt, muB man einen weiteren Pol in
diese Spitze hineinlegen. Man wiirde so AnschluB an die Kuttaschen
Resultate herstellen. Um abgerundete Enden darzustellen, miifite im
vorderen Punkt eine Quelle liegen; ¢ wiirde dann komplex werden
miissen, da die vollstindige Funktion w im Unendlichen ‘divergenzfrei
sein muB. Man wiirde so Verallgemeinerungen der Joukowskyschen
Formen herstellen.

Andererseits ist zur Verbesserung des Anschlusses an die experi-
mentellen Werte die Anwendung der Prandtlschen Ablosungstheorie?)
auf die Grenzschichten am Fliigel nétig.

1) Foppl: Technische Mechanik, Bd. VI, 8. 371.

16*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



244 Uber die Verzahnung der Hyperboloidrider mit geradlinigem Eingriff.

Uber die Verzahnung der Hyperboloidrider mit
goeradlinigem Eingriff,
Von MARTIN DisTELI in Karlsruhe.

Die vorliegenden Ausfiihrungen bezwecken, allgemeine Gesetze fitr
die Verzahnungen der Hyperboloidriider mit geradlinigen Eingriffsflichen
aufzustellen.

Diese Verzahnungen von Ridern an gekreuzten Achsen bilden das
elgentliche Analogon zu den bekannten Linienverzahnungen der Rider
mit parallelen und mit sich schneidenden Achsen und ist daher im
folgenden das Augenmerk darauf gerichtet, den Zusammenhang der
vorliegenden Aufgaben im Raume mit denjeniggn der Ebene und der
Kugel nach Méglichkeit hervortreten zu lassen.')

Daher wurde auch die gebriuchliche Kinteillung der Verzahnungen
in zwel Gruppen beibehalten, je nachdem die Zahn- oder Profilflichen
durch primire oder sekundire Axoide dargestellt werden, obschon im
Grunde ein wesentlicher Unterschied beider Methoden nicht besteht.

Da nicht jede willkiirliche Regelfliche Eingriffsfliche sein kann,
cine graphische Darstellung der Verzahnung ohne Kenntnis der Ein-
griffsfliche aber schlechterdings unmdglich ist, so ist auch die Eingriffs-
fliche durch primire und sekundire Axoide dargestellt.

Die primiren Axoide der Eingriffsfliche fiihren alsbald zu den
primdren Axoiden der Profilflichen. Diese Darstellung kann als die
allgemeine riumliche Zykloidenverzahnung bezeichnet werden. Wird der
Richtungskegel der Eingriffsfliche ein gerader Kreiskegel, so fallen Ein-
griffsfliche und primires Axoid der Profilflichen in die némliche offene,
scharfgiingige Schraubenfliche zusammen, und wir jhaben das voll-
kommene Analogon zur gewdhnlichen Zykloidenverzahnung der Ebene
und der Kugel.?)

Die sekundiren Axoide der Kingriffsfliche fiihren analog zu dem
sekundiren Axoiden der Profilfliche, wobei der Richtungskegel des

1) Vgl. M. Disteli, Uber einige Sitze der kinematischen Geometrie, welche
der Verzahnungslehre zylindrischer und konischer Réder zugrunde liegen. Diese
Zeitschrift, 56. Band 1908, Heft 3.

9) Vgl. M. Disteli, Uber instantane Schraubengeschwindigkeiten und die
Verzahnung der Hyperboloidrider. Diese Zeitschrift, 51. Band 1904, in welcher
Arbeit die graphische Darstellung der speziellen Zykloidenverzahnung aunsgefihrt ist.

R.Crain, Schraubenriider mit geradlinigen Eingriffsflichen. Dissertation, Tech-
nische Hochschule Berlin 1907
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ruhenden sekundidren Axoids der Evolutenkegel des Richtungskegels
der Profilfliche ist, wihrend seine auf ihm rollende Tangentenebene
den Richtungskegel des beweglichen sekundiiren Axoids darstellt. Die
Verzahnung kann daher als allgemeine rdumliche Evolvenienverzahnung
bezeichuet werden, Hierbei muB aber, um villige Allgemeinheit zu
erreichen, noch eine willkiirlich zu wihlende Schiebung des beweglichen
Axoids lings der Erzeugenden der Profilfliche hinzugenommen werden.

Geht der Richtungskegel der Eingriffsfliche in ein ebenes Strahl-
biischel iiber, so erhalten wir die gewdhnliche rdumliche Evolventen-
verzahnung. Aber es ist hierbei erst durch gewisse, im allgemeinen
zulissige Néherungen moglich, zu bewirken, daB die Eingriffsfliche
und das bewegliche sekundiire Axoid in dieselbe offene flachgingige
Schraubenfliche zusammenfallen, wodurch dann das vollstindige Ana-
logon der Evolventenverzahnung der Ebene und der Kugel erreicht wird.

Diese Darstellung der Evolventenverzahnung, welche schon wegen
ihrer Einfachheit und Anschaulichkeit Interesse verdient, scheint bis anhin
keine Behandlung gefunden zu haben, vielleicht aus dem Umstande, weil
die von Th. Olivier?) schon viel friher aufgestellte erste riumliche Linien-
verzahnung irrttimlicherweise als Evolventenverzahnung angesehen wurde.

Dies ist aber keineswegs der Fall; vielmehr gehort das Beispiel
von Olivier als Spezialfall zu einer Gruppe allgemeinerer Verzahnungen,
welche aus denjenigen mit geradlinigem Kingriff dadurch hervorgehen,
daB an Stelle der geraden Linie eine Hilfsfliche @ in die Bewegung
der primiren Axoide einbezogen wird. Die Profilflichen erscheinen
dann als Hiillfliichen dieser Hilfsfliche @ mit krummlinigem Eingriff
und die Verzahnung Oliviers, die developpable Profilfliichen besitzt,
wurde nur geradlinig, weil bei dieser in Ricksicht awtf méglichste Ein-
fachheit die Hilfsfliche @ als eine ebene Fliche gewiihlt worden ist.

Wir erkennen daraus, daB die Verzahnungen mit geradlinigen Ein-
griffsflichen voranzustellen sind und durch Einfithrung einer Hilfsfliche
von selbst zu den allgemeinsten Verzahnungen mit krummlinigem Kin-

griff hintiberfithren.
1. Teil.

Darstellung der Verzahnung durch priméire Axoide.
Riumliche Zykloidenverzahnung.
§ 1. Die Grundkoérper der Hyperboloidrdder.
Die Punkte eines ruhenden Systems X seien bezogen auf ein recht-
winkliges Koordinatensystem O(X, ¥, Z). In diesem System vollziehe
ein zweites System & augenblicklich eine Schraubenbewegung um eine

1) Vgl. Théodore Olivier; Théorie géometrique des Engrenages. Paris 1842.
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Achse 0, weleche durch den Punkt (a,?,¢), die Winkelgeschwindigkeit
(P, @, R) und den Windungsparameter h bestimmt ist, so daB

S=h o

die augenblickliche Schiebungsgeschwindigkeit lings der Aechse o be-
deutet.

Alsdann hat der mit dem Punkt P(X, Y, Z) koinzidierende Punkt
von ¢ in X die Geschwindigkeitskomponenten

U,=U—RY + QZ
(1) U,=V—-PZ+ RX
U, =W— QX+ PY,
wobel die Grofen U, ¥V, W durch die Gleichungen
U=hP+ Rb— Qc
(2) V=hQ + Pc— Ra
W=hR + Qa— Pb
erklirt sind.

Die Gleichungen (1) sagen mus, dab eine instantane Schrauben-
geschwindigkeit stets darstellbar ist durch zwei Strecken; die von einem
Reduktionspunkt O ausgehen, von welchen die eine die parallel an den
Punkt O verschobene Winkelgeschwindigkeit (P, @, R) ist, die andere
die Geschwindigkeit (U, ¥, W), welche der Reduktionspunkt durch die
Schraubenbewegung selbst erhilt.

Sind ferner in einer Achse der Anfangspunkt und die positive
Richtung festgelegt, und erfolgt um die Achse eine Drehung, welche
von der positiven Seite gegen den Anfangspunkt gesehen, im Sinne
des Uhrzeigers dreht, so soll die Drehung als positiv bezeichnet werden.
Ebenso seien die Achsen des Koordinatensysteme jedesmal derart be-
zeichnet, daB die Drehungen von X nach Y, von Y nach Z und von
Z nach X von der dritten Achse aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers
erfolgen.

Denkt man sich jetzt ein System X, dessen feste Achse o, die
Achse ¥ im Abstande (— ) von O rechtwinklig schneidet, und welche

gegen die Achse Z den Winkel (g +¢x1) einschlieBt (Fig. 1), drehe

sich mit der Winkelgeschwindigkeit (— w,) um o,, so sind nach (2)
die sechs Komponenten dieser Drehgeschwindigkeit beziiglich X

Py =— w, cosay, Uy = —rosing
(3) Q=0 V,=0
R =+ o, sine, W, =-— 7,0 cose.
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Dreht sich desgleichen ein ‘weiteres System X, um die feste Achse
0, welche die Achse ¥ im Abstande (4 7,) rechtwinklig trifft und mit

EH

der Achse Z den Winkel (; — oz2> einschlieBt, um o0, mit der Winkel-

geschwindigkeit (4 ,), so sind die Komponenten dieser Drehgeschwin-
digkeit beziiglich X

Py = w, cos o, U, — rywy sin
4) Q,=0 V,=0
R, = o, 8in oy, W, — — rym, sin a,.

Um die zu diesen Drehgeschwindigkeiten gehdrenden Grundhyper-
boloide H, und X, zu bestimmen, hat man bloB die Differenz der
beiden Drehgeschwindigkeiten zu bil-
den. Alsdann ist die Achse dieser
resultierenden  Schraubengeschwin-
digkeit die gemeinsame Beriithrungs-
kante der Hyperboloide, wihrend
ihre Winkel- resp. Schiebungsge-
schwindigkeit die relative Roll- resp.
Gleitgeschwindigkeit darstellen, mit
welchen das eine Hyperboloid auf
dem anderen abschrotet. Wir wollen
dabei tiber die vier positiven Kon-

stanten ry, 7y, o, @, so verfligen,
dab die gemeinsame Bertihrungs-
kante gerade mit der Achse X zu-
sammenfillt.

Die Bedingungen hierfiir sind

B} Ry — B, — w,8iney — o sine; = 0
©) Wy — W, = — rymycos 0ty + 7,0, cos ey = 0,

aus welchen Gleichungen folgt

(6) 7, cotg e, = 7, cotg .

Die resultierende Winkel- und Schiebungsgeschwindigkeit haben jotzb
die Werte

{0
80 -daB sich fiir den resultierenden Windungsparameter ergibt

_0,=0 it

&) hy = P, — P,  cotge, | cotge,’

P, — P, — wgcos ey, + w, cos e,

. . .
U,— U, =rymysine, + r o, sineg,,
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welcher Wert sich mit Hilfe der Beziehung (6) auf die Form bringen 146t
) hy =71 tgey =ryige,.

Bedenten demnach 2¢ den kiirzesten Abstand und 28 den Winkel
der beiden Achsen o, und 0,, so daf man hat
(10) r + 1y =2e, o +oy=20

so wird

2¢ .
¥, = = —CO8 BN &
1 gin2g 2 1

e .
Tg= = -5 COS e Sin ¢
2 gin2p 1 2

(11)

e = — 8in o, Sin o
@ gin 28 1 2

ky = r cotga, = Eir%fﬁ? COB ¢ COS ¢.
Durch die Kehlkreisradien 7, und », und die Achsenwinkel @, und «,
sind die Grundhyperboloide vollstiindig bestimmt. Die GroBe X, be-
deutet den Verteilungsparameter des Hyperboloids H,; die Gleichung
(6) drtickt also aus, daB beide Hyperboloide denselben Verteilungs-
parameter haben und sich demgemil lings X beriihren.

§ 2. Das Grundzylindroid und die einfachsten primiren Axoide
der Verzahnung.

Wir nehmen an, ein bewegliches System ¢ besitze gegen 2 augen-
sblicklich eine Schraubengeschwindigkeit e, die durch die 6 Kompo-
nenten (P, @, R, U, V, W) bestimmt sein mdoge, wihrend die Systeme
X, und X, sich mit den Winkelgeschwindigkeiten (— ;) und (+ w,)
um die Aechsen o, und ¢, drehen. Durch die Schraubengeschwindig-
keit @ erhilt jeder Punkt von & in X eine absolute Geschwindigkeit,
durch die Drehgeschwindigkeiten (— @,) und (+ ®,) je eine Fiihrungs-
geschwindigkeit, durch die Differenz der beiden also eine relative Ge-
schwindigkeit, mit welcher er sich augenblicklich gegen X, und X%,
bewegt.

Bezeichnen also
(12) & =0to, L —0—0w

diese relativen Schraubengeschwindigkeiten, so erhebt sich die Frage,

wie die Schraubengeschwindigkeit © gewihlt werden muB, damit die

beiden relativen Schraubengeschwindigkeiten zur nidmlichen Schraube

(X, hy) an der Beriihrungskante der Grundhyperboloide gehiren.
Diese Bedingung erfordert zunichst

(13) ¢=0, R=DR =5,
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also wird

(14) —~P—P, Q=P P,
Sodann muB sein

(15) V=0, W=W =W,

so daB die Schiebungsgeschwindigkeiten werden
§,=U—-U, §=U—U0,.

Sollen also die Windungsparameter der beiden relativen Schrauben-
geschwindigkeiten iibereinstimmen, so muB die Gleichung bestehen
Sl Sl

& &8’

also
v—-v, U—U U,—U _

p—p —p—p ~P—p P

0-

Wenn also die relativen Windungsparameter einander gleich sind, so
haben sie den gemeinsamen Wert h,, und man erhilt daher

U=hP+ U, — hyP,=hP—(r, — r) R

Damit also die beiden relativen Schraubengeschwindigkeiten, mit
welchen sich ¢ augenblicklich gegen X, und X, bewegl, zur Schraube
(X, hy) gehoren, muB ¢ in X die Schraubengeschwindigkeit  mit den
6 Komponenten haben

P—=P, U=hyP—(ry, —ry)R
(16) ¢ =0 V=0

BR=R =R, W=—rcotge R

Da in diesen Gleichungen P willkiirlich bleibt, so werden durch

dieselben wnendlich viele Schraubengeschwindigkeiten dargestellt, deren

Achsen simtlich die Achse Y rechtwinklig schneiden und welche daher
eine bestimmte Regelfliche erfiillen.

Ist s der Abstand einer solchen Achse o von O, (% — l) der Winkel
derselben gegen die Achse Z, h ihr Windungsparameter, so ergeben
die Gleichungen (2)

(1" U=hP+ Rs=hyP-—(r,—r,)R
W=hRE — Ps—= — r, cotg e, K.
Setzt man also
P=wcosi, R=wsinl
(18) — (rycotg ey + hy) = 4,
— (r, — ) = By,
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so ergibt die Auflgsung von (17)

§ = szf;fgéwv= — A,sinicos 2 + Bysin® 2
(19) h = PZZE%W= by + Aysin®2 4+ Bysindcos 1
scotgl—h = r, cotga, = I;.

Nach der crsten dieser drei Gleichungen ist der gesuchte Ort aller
Achsen das durch die drei Achsen o,, g,, X bestimmte Grundzylindroid G,
withrend die zweite Gleichung jeder Achse den Windungsparameter zu-
ordnet, also die Parameterverteilung angibt. Die dritte Gleichung hat
eine geometrische Bedeutung, auf welche wir bald zuriickkommen. Zu-
nichst ergibt sich also das Resultat:

Drehen sich zwei Systeme X, und X, mit den Winkelgeschwindig-
keiten (— @,) und (+ w,) augenblicklich um die Achsen o, und o0y, wihrend
Fig. . ein System & in X augenblicklich die
Ax absolute Schraubengeschwindigkeit o be-
sitet, und soll jeder Punkt von 6 in
2, und X, Relativgeschwindighkeiten von
% einerlei Richtung erhalten, so miissen die
6 Komponenten der absoluten Schrauben-
geschwindighkeit dem Gleichungssystem
(16) geniigen, d.h. die absolute Schrauben-
geschwindigkeit muf3 eine der unendlich
vielen Schraubengeschwindigheiten des
Grundeylindroids sein.
Die Schraubengeschwindigkeiten des
Grundzylindroids lassen sich nun leicht

auch graphisch darstellen. Ks sei in
Fig. 2 die Ebene X Z die Zeichenebene.
Sind o, und o) die Projektionen der
Achsen o, und o, auf XZ und ziehen
wir im Abstande 2e¢ cotg 23 eine Parallele zur Achse Z, so schncidet
diese o, in 0}, 0, in O, nnd X in & derart, daB O] G und GO; die
Lingen der Kehlkreisradien #, und 7, der Grundhyperboloide sind. Durch
die 3 Punkte O, 0], O} 1aBt sich jetzt ein Kreis K legen, welcher der
Bildkreis der Darstellung heilt und dessen Durchmesser die Linge
2e:sin 24 hat.

Ist jetzt o’ die Projektion der Achse o, welche gegen Z den Winkel

(7; — A) einschliet, so trifft diese den Kreis K zum zweitenmal in einem

Punkte O, welcher der Bildpunkt der Achse o heilit. Fallt man nun
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von 0 das Lot O'F auf die Sehne 0’ 0}, so lassen die Gleichungen (19)
erkennen, daB die Strecke (I die Entfernung s der Achse 0 von X und
die Strecke F'0’ den Windungsparameter i derselben darstellen. Beide
Strecken sind positiv, wenn sie im Sinne der positiven, zu ihnen paral-
lelen Achsen Z und X verlaufen. Dreht sich der Halbstrahl o einmal
ganz um O, so erhilt man alle Schrauben des Grundzylindroids; die
Strecke G X' stellt speziell den Windungsparameter &, der Achse X dar.

Trigt man im weiteren in den Geraden o; und o, von O aus
nach GroBe und Sinn die Winkelgeschwindigkeiten — o, und -+ o, auf|
so ist infolge der Gleichung (5) die Verbindungslinie der Endpunkte
dieser Strecken parallel X. Infolge der Gleichung

R=R,—E,

ist auf dieser Parallelen aber auch der Endpunkt der Geschwindigkeit o
gelegen, so daB mittels dieser Parallelen simtliche Winkelgeschwindig-
keiten, die zu den vorigen Schrauben gehdren, graphisch dargestellt sind.

Denkt man sich jetzt die Achse X selbst als Erzeugende mit der
Schraube (0, /) verschraubt, so entsteht eine geradlinige Schraubenfliche S,
welche lings X den Verteilungsparameter

scotgd —h

besitzt. Nach der dritten der Gleichungen (19) wird dieser durch die
Strecke O G dargestellt und ist gleich dem Verteilungsparameter der
Grundhyperboloide. Da diese und die Schraubenfliche S iiberdies den
Punkt O zum gemeinsamen Zentralpunkt und die Ebene XZ zur ge-
meinsamen Zentralebene haben, so berlihren sich alle drer Regelflichen
lings X. Auf diese Weise entsteht aus allen Schrauben des Grund-
zylindroids eine unendliche Schar von Schraubenflichen, die alle langs X
in Berithrung stehen und mit dem Verzahnungsproblem aufs engste zu-
sammenhéngen.

Ist ndimlich e eine beliebige Erzeugende der Fliche S und wird
diese mit S unendlich wenig verschraubt, so setzt die Schraubung der
Fliche S die Hyperboloide H, und H, in drehende Bewegung. Es
beschreibt daher e in X, und X, zwei windschiefe Flichenelemente, die
auch durch Verschraubung von e mit den Relativschraubengeschwindig-
keiten €2, und &, an der Schraube (X, %,) entstehen und sich daher
lings der ganzen Erstreckung von X beriihren.

Dauert ulso dieser Bewegungsvorgang wihrend einer endlichen
Zeil, 8o beschreibt e in 2 und X, zwei Regelflichen Z, und Z,, die
sich bestiindig lings einer Geraden e beriihren, indem sie schief zur
Berithrungskante iibereinander weggleiten. Der geometrische Ort dieser
Berithrungskante ¢ ist im ruhenden System X die Schraubenfliche S,
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welche daher die Eingriffsfliche darstellt, wihrend die Regelilichen
Z, und Z, die Zahn- oder Profilflichen sind, die zu dieser Eingriffs-
fliche gehidren.

Da ferner die Schraubenfliche S bestindig auf den Grundhyper-
boloiden abschrotet, so konnen die Profilflichen auch als Rollflichen
erhalten werden, indem die Fliche § mit der Geraden e iiber die
Hyperboloide abschrotet. Die Schraubenfliche S ist also zugleich die
sogenannte Wilzungsfliche und bildet daher mit jedem der beiden Grund-
hyperboloide zusammen das Paar der primiren Axoide der Verzahnung.

In Analogie mit dem Sprachgebrauch fiir zylindrische und konische
Rider kann man daher diese Verzahnung als spezielle rdumliche
Zykloidenverzahnung bezeichnen und das Resultat aussprechen:

Analog dem System der Wéilsungskreige der zylindrischén und
konischen Réder existiert im Falle der Hyperboloidrider eine einfuch
unendliche Schar sich beriihrender Schraubenfliichen S, die zu similichen
Schrauben des Grundzylindroids gehiren, welche sowohl als Eingriffs-
flichen als auch als Wilaungsflichen fiir eine rdumliche Zyklviden-
verzahnung der Hyperboloide gewdhlt werden kownen und mil diesen zu-
sammen die einfachsten primdren Azoide der Verzahnung darstellen.

§ 3. Die allgemeinen geradlinigen Eingriffsflichen und Wilzungs-
fliichen und ihre prim#ren Axoide.

Die eben betrachteten Fingriffsflichen S sind insofern spezieller
Art, als wir vorausgesetzt haben, daB wihrend der ganzen Dauer der
Bewegung die instantane Schraubenachse o des Systems ¢ ihre Lage
auf dem Grundzylindroid nicht indert, daB also in den Gleichungen
(16) die Komponente P einen konstanten Wert besitzt.

Indem wir jetzt diese Beschrinkung fallen lassen und P als ver-
anderliche Funktion der Zeit auffassen, erhalten wir die allgemeinste
Bewegung, welche das System ¢ gegen X ausfiihren kann?)

Werden die Punkte von ¢ bezogen auf ein Koordinatensystem
(z, y, 2), dessen Anfangspunkt in X die Koordinaten L, M, N besitzt,
so konnen dic Ubergangsformeln von ¢ zu X in der Form geschrieben
werden: X=L +azx+by+cz
(20) Y=M+ a2 + byy + 32

Z =N 4 agx + by + ¢y2.

1) Vgl. X, Antomari: Application de la méthode cinématique & 1'étude des
propriétés des suffnces reglées. Paris 1894.

F. Schur: Uber die Bewegung eines starren Korpers durch Abschroten. Diese

Zeitschrift 55. Band (1907), ‘Heft 4.
K. Heun: Lehrbuch der Mechanik. Goschen, Leipzig 1906.
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Die Komponenten der instantanen Schraubengeschwindigkeit o be-
zilgliech X sind dann:
P = ayay -+ byby + ¢,¢5 = — (agay + byby + c,¢)
(21) Q = asd; + bb] + ¢;6 = — (@@ + bsb; + )
R =aa, + b b + ejco= — (aa, + b b, + ¢ic5)
und bezliglich o:
P = b+ o b+ ol — — (6B, + &by + 6 by)
{22) Q= 0,06 + 6y¢, + a5y = — (2,6, + ay6; + 056)
r=ba, + bya, 4 bya; — — (b a, + byay + byay).
Sind umgekehrt P, @, R als Funktionen der Zeit gegeben, so hestehen
wegen der Bedingung

Q=0
die Gleichungen
a, = —ay R, b, =— b, R, ¢, =06R
(23) ag=a R —a, P, b=y, R—b P, c¢;—¢BE—c P
a; = a, I, b, = b, D, €, = ¢, .

Nehmen wir jetzt an, die von der Achse z boschriebene Regel-
fliche habe ecinen gegebenen Richtungskegel, d. h. a,, a,, a, seien be-
kannte Funktionen der Zeit, so kdnnen auch die fibrigen 6 Richtungs-
kosinus durch eine einzige Quadratur als Funktionen der Zeit dargestellt
werden. Es ist nidmlich etwa

ty = asb, — byay = ab, + a,(a,¢c; — ,a,)
oder .
e (1 —a?) + ¢ a,a, = azb,.
Multipliziert man diese Gleichung mit 7 und beachtet (23), so folgt
¢ (1 —a))+caa = (%;’ b.

Setzt man nunmehr 7
S c;
b1= —VI - a? Vl —ii;;',
die Wurzeln positiv genommen, so folgt

qVi—al4q 2%

Dividiert man beide Seiten durch 1 — a} und setzt zur Abkiirzung
¢

a, ay
T=_e/.ag(1 _ag dt’
]
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so folgt durch Integration

c,=V1—alsin?, b =—V1—a2cosT,

wodurch auch die tibrigen Richtungskosinus bestimmt sind, ndmlich

bV/1—a2 =—agsin T+ a,a,cos T

bVl —a® = a,sin T+ aa;co8 T

V1 —a?=—a,cosT —aya,sinT

V1 —al = aycosT — g aysinT.
Zur Zeit £ = 0 gind dann die beiden Systeme X und ¢ einander parallel.

Nach (16) sind nun aber auch U, V, W bekannte Funktionen

der Zeit, und es durchwandert die instantane Achse 0 in X das Grund-
zylindroid mit den Gleichungen

X=uf

29 y_ RU=PW
‘ Z:uR-
(1]

Um die endlichen Bewegungsgleichungen des Systems 6 zu erhalten,
haben wir die Bahnkurve des Anfangspunktes (L, M, N) zu ermitteln.
Nach (1) sind aber die Geschwindigkeitskomponenten dieses Punktes

alL

(25) M _RL- PN
dN
& —wy PN

Multipliziert man aber diese Gleichungen mit a,, a4, a, und beriick-
sichtigt die Gleichungen (23), so folgt durch Addition

a

di(alL + a, M + a;N) = a, U + ay W.

Zwel analogé Gleichungen ergeben sich durch Multiplikation mit
by, bgy, by bzw. ¢y, €5, €
Wenn man demnach zur Abkiirzung setzt:
. :
f(a1 U+ a,W)dt=J,

0

¢
(26) SO, U+ 0, W)dt =,
0

¢
S U+ ¢ Wydt =1,
0
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so sind L=ayd, + b, + e,
(27) M = ayd, + byd, + 6,
N = CLSJ—, + sty + CaJ;

die endlichen Gleichungen der vom Anfangspunkt des Systems 6 be-
schriebenen Bahnkurve. Da die Koordinatensysteme 2 und ¢ zu An-
fang der Bewegung nunmehr koinzidieren, so geht die Bahnkurve durch
den Punkt O.

Setzt man die Werte fir L, M, IV in (20) ein, so erhdlt man die
endlichen Bewegungsgleichungen von ¢ und es ist daher moglich, die
Gleichungen der von irgendeiner Geraden e des Systems ¢ beschriebenen
Rollfliche E anzugeben.

Sind

Z=ay+ucey, Y=yt uby 2=2,+uy,
die Gleichungen der Geraden e beziiglich 6, so hat die Rollfliche F
in X die Gleichungen

X =L +az+ byy+ cia+ w(a ey + b By + ¢,7),
(28) Y =M+ ayzy+ by, + 320+ u(azeq+ b0+ 270,
Z =N + ayzy+ byyyo + 6520 + w0+ byfy + 5 70)-

Unter diesen Rollflichen gibt es zweifach unendlich viele, welche

den gegebenen Richtungskegel (a,, a,, a;) besitzen. Sie werden er-
halten durch die Bewegung aller zur Achse z parallelen Geraden von e.

Mit ,
’ tg=1, Bo=0, p,=0, 7,=0
lauten ihre Gleichungen
X =1L +byy+ 62+ uay,
(29 Y =M+ by, + ¢z, + ua,,
Z=N + by, + ¢;2,+ uo,.
Unter diesen Flichen ist endlich eine, welche von der Achse z selbst
beschrieben wird und durch X hindurchgeht mit den Gleichungen

X=17I + ua,
(30) Y =M + ua,,
Z=N + uay,

welche wir in der Folge allein betrachten wollen. Nehmen wir iiber-
dies an, daB der Richtungskegel die Ebene XY ldngs X beriihrt, so
wird nach ihrer Erzeugung die Fliche E die beiden Grundhyperboloide
lings X beriihren. ‘
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Die Bewegung des Systems & erfolgt aber durch Abschroten eines
gewissen Axoids H auf dem Grundzylindroid. Seine Gleichungen
werden erhalten, indem man die instantane Achse o im System ¢ dar-

stellt und lauten daher

P
x=azs—Jz%u;,

(31) y=bys—J, +ul,
2—=cys—J, +u % ,
wobel
p=aP+a,R, q=bP+bR r=c¢P+cl
zu setzen ist.

Bei der Bewegung von ¢ beschreibt aber auch die fest bleibende
Achse X im beweglichen System eine Regelfliche W, welche auch als
Rollfiiche bei der umgekehrten Bewegung von X in o durch die
Achse X beschrieben wird. Ihre Gleichungen sind daher nichts anderes
als diejenigen der Achse X ausgedriickt im System 6 und lauten daher

z——J,+ uay,
(32) y=—d, + uby,
: z——dJ, 4+ uc.

Bevor wir auf die Bedeutung der Flachen E und W fiir das Ver-
zahnungsproblem eingehen, wollen wir noch die geometrische Beziehung
der beiden Flichen W und H niher betrachten.

Bedeutet der Index Null den Wert, den eine Funktion von ¢ zur-
zeit ¢ = ¢, annimm$, so lassen sich die Gleichungen der Fliche W
zurzeit £ —f;, in bezug auf das feste System X in folgender Weise
schreiben:

X =Ly, — (@d, + 8, + &J,) + u(aja, + b, + dc),
Y= My— (a3J, + 1J, + §J,) + u(aga, + 83b; + cjc)),
Z— Ny — (@, + 0T, + A7) + u(ada, + Bh, + 5,).
Jedem Wert von % entspricht eine Erzeugende von W, dem Werte
t = ¢, entspricht insbesondere die Erzeugende X.
Bestimmen wir jetzt die FundamentalgréBen erster und zweiter

Orduung der Fliche W fiir die Punkte % der Krzeugenden X, also fiir
t =t, so folgt:

X U 0 04

T U P e
cX 0Y . 0z

b 7w — O au— "
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Daher werden die FundamentalgréBen erster Ordnung
E=Ui+ Wit+ull, F=—-U, G-=1,
VEG — F: =V W2 4 u?R2.
Bedeuten ferner £, %, { die Richtungskosinus der Flichennormale
im Punkte » von X, so wird

and

1 0Y 07 0ZoY
= e ot u — 3¢ 5u) ~ O
1 840X 9X8Z —Ww,
" VEG— Fr (7)7 Tu _W'Tu) Vﬁﬂﬁgz’
g L (Qﬂ_ﬂ?ﬁ) wh,__
]/E(, Fi\ot ou 0t ou ]/Wg—}—u’R?)

Die Richtungskosinus der Normalen der Fliche W sind also die
nimlichen, wie diejenigen einer Schraubenfliche S, deren Achse o mit
der instantapen Schraubenachse von & koinzidiert und welche durch
X hindurchgeht. Es folgt daraus, daB sich die Flichen W und 8
lings X beriihren, dafl sie also denselben Zentralpunkt O und den
namlichen Verteilungsparameter haben.

Da Wo

n_ ry cotg ey

¢ uR, =
1st, so folgt, dafl in der Tat der Verteillungsparameter der Fliche W den
konstanten Wert w
hy =7 cotgoy = — »°
0
besitzt. Die Linie u — 0 ist demnach die Striktionslinie der Fliche W
und heriihrt die Striktionslinie der Fliche S in O.
Durch weitere Differentiation obiger Gleichungen erhilt man ferner

02X .

i — — (U + u k),

Y _ R U, — PyW,—uR —s(P + ) — uR,
oz Tholo— Loy —W o = (P + R) —uR,
027 :

¥ — — (Wo—ulyRy).

Fir die Striktionslinie speziell ist # = 0 zu setzen. Bezeichnet
ds das Bogenelement derselben, z seinen Winkel gegen X, so ist

d e i
ds = VU5 + Wg

also

X _—U  _ COS T
ds V Ui+ W' ?
dY
a5
az A .
—————— =sintg
ds YU+ Wi
Zeitschrift f Mathematik uw. Physik. 59. Band® 1911. Heft 3. 17
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Somit wird

X . dz
dst — ST oo,
a*y
@Y _ dv Py R s 1
ds*‘(@’_ Ut Wi~ s#4+h* o 7
)
a*z dr
ES—,=COS‘L“TS,

wo 9, den Kriimmungsradius der Striktionslinie der Fléche S bedeutet.
Bezeichnet jetzt o denjenigen ftir die Fliche W, y den Winkel der
beiden Schmiegungsebenen durch die gemeinsame Tangente der Strik-
tionslinien, so ist 2Y o

COSY =0 gov =,

1 F1\? | sdry?
-V
Demnach oskulieren sich zwar die beiden Striktionslinien nicht, aber

der Kriimmungsradius der Striktionslinie der Fliche W ist die Ortho-

gonalprojektion desjenigen fiir die Fliche S.
Kehren wir nunmehr zur Fliche W zuriick, so ergibt sich weiterhin

0:X 'Y 0z
iou = piow— — Lo stou =0
0* X 0tY A
Put 0, P 0, Gur = 0.

Fiir die FundamentalgriBen zweiter Ordnung hal man daher die Werte:

N ' X
D =4§ ot?

Infolge des konstanten Verteilungsparameters der Fliche W ist aber
Wo o ky  wlso W,R,— B, W,=0.

Somit R
D=—=_ (PR, + k,s(P? + RED)

'_2’ X WE

D= gatau__V'W’ 2 L ut R
” 'X

D" = E’g St —0.

Der Kriimmungsradius K, irgendeines Normalschnittes im Punkite %
der Fliche W ist daher bestimmt durch die Gleichung

1 Ddt*+ 2D didu

R, Edi®+2Fdtdut Gdu?’

n
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Da nun infolge der Konstanz des Verteilungsparameters der Fliche W
auch die FupdamentalgréBen zweiter Ordnung fiir beide Flichen W
und S tibereinstimmen, so haben in jedem Punkte w die Normalschnitte
und nach dem Meusnierschen Satze auch alle schiefen Schuitte durch
beide Flichen denselben Kriimmungsradius. Die beiden Flichen W
und S berithren sich also lings X von der zweiten Ordnung und haben
dsher drei aufeinander folgende Erzeugende gemeinsam. In Zusammen-
fassung ergibt sich demnach das Resultat:

Die Fliche W wird in jeder Stellung lings der Beriilrungskante
mit den Grundhyperboloiden wvon derjenigen Schraubenfldche S oshuliert,
deren Achse auf dem Grundzylindroid mit der augenblicklichen Schrauben-
achse des Systems & susammenfallt.

Die Schraubenfliiche S vertritt also in diesem Falle riumlich voll-
stindig den Kriimmungskreis der Kurve, und man kann daher das
Axoid X als die Evolutenfliche von W und diese als die Ivolventen-
fliche von H bezeichnen. Dieser Zusammenhang der beiden Flichen
liBt sich auch formal leicht zum Ausdruck bringen.

Nach (23) sind

— Rdt=dse und — Pdt = de¢

Bogenelement und geoditischer Kontingenzwinkel des sphiirischen Bildes
der Flache W, also 1 der sphirische Krimmungsradius desselben. Ist
v der Winkel der Striktionslinie gegen die Erzeugende, so ist

U
U B 1,
AR e A

Die GroBen ¢, und k, sind daher zwei geometrische Invarianten der
Fliche W. Nun ist

—(a, 0+ a, W)dt = (a, ¢, — a,k,)do,

oder es ist o
T, = —[{ayiy — ayky) do.
¢

In analoger Weise lassen sich J, und J, schreiben, und es nehmen

daher die Gleichungen der Fliche H die Form an

1
z ;/(alz'o — ayky)d6 + sa, + u(a, cos A + agsin k)
1]
t

(33) y = be’io — byky)do + sby + u(by cos 4 + bysin k)
Q

t
# =j(cli0 — ¢ k) de + sey + u(c, cos 1 + ¢gsind),
0

17*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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welche ihre Abhingigkeit als Evolutenfliche von W zum Ausdruck
bringen.

Indem wir jetzt von den geometrischen zu den kinematischen
Eigenschaften der Flichen F und W zuriickkehren, liBt sich leicht
einsehen, daB I die Eingriffsfliche, W die Wilzungsfliche einer Ver-
zahnung fiir geradlinigen Eingriff sind.

Bewegt sich nimlich 6 in 2 durch Abschroten des Axoids X auf
dem Grundzylindroid @G, so beriihrt die mit H fest verbundene Fliche
W die Grundhyperboloide bestandig lings X und versetzt diese derart
in drehende Bewegung, als ob die augenblicklich oskulierende Schrauben-
fiiche S auf ihnen abschroten wiirde. Der gesamte Bewegungsvorgang
erfillt also in jedem Augenblicke die Vorschrift (16) und es beschreibt
daher die Achse z in X die Eingriffsfliiche, in X, und X, die zu-
gehorigen DProfilflichen Z; und Z,. Da an Stelle der Geraden z auch
jede beliebige andere Gerade e von ¢ treten kann, so ergibt sich das
Resultat:

Bewegt sich ein System 6 im ruhenden System X derart, daf cin
Azoid H gemdfs den Bedingungen (16) auf dem Grundeylindroid G ab-
schrotet, wahrend die durch die umgekehrte Bewegung entstehende Evolventen-
fliche W won H durch Abschroten auf den Grundhyperboloiden die
Riaume X, und X%, in Drehbewegung versetzt, so beschreibt jede beliebige
Gerade e von 6 i X eine Fingriffsfliche, tn 2, und X, aber die 2u
dieser gehdrigen Profilflichen ciner Verasahnung fir geradlinigen Fingriff.

Die Profilflichen konnen als Rollflichen auch dadurch erhalten
werdon, daB die Fliche W mit der erzeugenden Geraden z tiber die
ruhenden Grundhyperboloide abschrotet. Daher ist W nichts anderes
als die Wilzungstliche der Verzahnung wund bildet daher mit dem
Grundhyperboloid das Paar primirer Axoide der Profilfliche. Wir

konnen daher sagen:

Das Grundzylindroid und das Azoid H bilden die primdren Axoide
der Kingriffsfliche; das Grundhyperboloid wund die Wialzungsfliche W
die primdren Azoide der Profilflichen.

Ubertrigt man den ganzen Bewegungsvorgang in der unendlich-
fernen Ebene auf die Kugel, indem maun alle Richtungskegel parallel
an einen Fixpunkt verschiebt, so erhilt man die allgemeinste Zykloiden-
verzahnung der Richtungskegel der Grundhyperboloide, Man kann
daher die eben besprochenen Verzahnungen der Hyperboloide als rium-
liche Zykloidenverzahnungen bezeichnen und sie ebenso einteilen wie
die Verzahnungen ihrer Richtungskegel. Reduziert sich das primire
Axoid H auf eine Erzeugende o des Grundzylindreids, so ist der
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Richtungskegel der Eingriffsfliche ein gerader Kreiskegel, die Flichen
E und W fallen mit der zugehirigen Schraubenfliche S zusammen,
und wir haben dann das riiumliche Analogon zur gewihunlichen Zyk-
loidenverzahnung der konischen Rider. ’

In diesem besondern Falle haben die Komponenten der Winkel-
geschwindigkeit @ die konstanten Werte

P — wcosi, Q=0, BR=opsni.

Soll zur Zeit #= 0 das System ¢ mit X zusammenfallen, so liefern die
Gleichungen (23) fir die Richtungskosinus leicht die folgenden Werte:

a,=cos’A+sin*lcosw?, b ——sindsinwt, ¢,=sindcosi(l—coswt)
(34) @, =sinisinwt, b,=coswf?, Cy—=-—cosdsinmt

a;=sinlcosd(l—coswt), by—cosisinot, ¢=sin*l-+cos?Acoswt.
Nun folgt aus den Gleichungen (17)

a, U+ a; W ="~hp+ sa,,

also st

t
J, :j(hp + sa,)dt = hpt + sa,
1]

¢
I, =[(hq + sb))dt = — s + sb,
. 4]
¢
J, =f.(hr + s¢;)dt = hrt - sc,.
Q

Die Wilzungsfliche W hat also die Gleichungen
z = — hpt — sa, + uag,
(35) Y=+ 8 —sby -+ ub,
2 =—hrt—se, + uc,
wihrend die Gleichungen der Eingriffsfliche £ lauten
X=hPt -sb - ua,
(36) Y= s —sb, -+ ua,
Z = hRt— sb, -+ ua,.
Da die Bewegung von & eine Schraubenbewegung ist, so geht man zur
umgekehrten Bewegung iber, indem man ¢ durch —{¢ ersetzt. Wie
die obigen Werte erkennen lassen, gehen dabei a,, by, ¢, iiber in b,,b,,b,
und @, b,¢ in a,,a,, a;, d. h. die Gleichungen von W gehen iiber

in diejenigen von ¥, weil infolge der Koinzidenz der Systeme am An-
fang der Bewegung gleichzeitig

P:p: Q=q=0’ BE=r
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962 Uber die Verzahnung der Hyperboloidriider mit geradlinigem Eingriff.
ist. Das Axoid H endlich hat die Gleichungen

by
x=—hpt+u;

37) y— s
z==-hrt+u;,

welche aber die Schraubenachse o darstellen. Man kann daher das
Resultat aussprechen:

Das System der Schraubenflichen 8 st das eingige System geradliniger
Eingriffsflichen, welches mit dem System der Wilzungsflachen identisch ist:

§ 4. Analytische und graphische Darstellung der Profilflichen.

Um auch die Profilfliche Z, durch Gleichungen darzustellen, beziehen
wir die Punkte des Systems 2, auf ein Koordinatensystem O,(X,, Y,, Z),
dessen positive Achse X, mit der positiven Seite von o, zusammen-
fallt, wihrend zu Anfang der Bewegung die Achse Y, mit Y koin-
zidiert, zur Zeit ¢ aber den Winkel (— ¢,) mit ihr einschlieBe. Das
System X wird mit X, zu einer beliebigen Zeit zur Deckung gebracht,
indem man X um Y dreht um den Winkel (+ e,), sodann parallel Y
verschiebt um den Betrag (— 7,); endlich um die neue Achse X, um den
Winkel (— g,) drebt. Die Ubergangsformeln von X zu X, lauten dann:

X, == Xcosey — Zsin e,
(38) Y, =0, + Y)cosp, — (Xsine, + Zceose,)sing,
=(r, + ¥Y)sin g, + (Xsine, + Zcose,)cosp,.

Setzt man hierin die Werte von X, Y, Z aus (30) ein, so erhilt
man die Gleichungen der Profilfliche Z,. Dieselben konnen aber in
einfachere Form gebracht werden durch die Einfihrung der Richtungs-
kosinus 4, B;, C, der Achsen des Systems ¢ gegen die Achsen von
2,. Dabel ist

A, =a cose;, — ag8ine,
(39) Ay = agcos p; — (a, 8in ¢, -+ dgcos e;) sin @,

Ag = a;sin @, + (a;sine, + a,co8¢,)cos @, ,
aus welchen Werten die entsprechenden fiir B, und C| folgen, indem
man die @; durch b, resp. ¢, ersetzt.

Alsdann erhdlt man fiir die Proﬁlﬂache Z, beziiglich X, die
folgenden Gleichungen

X, = 4,J,+ BiJd, + CJ, + ud,
(40) Y, —rysing, + 4,J, + B,J, + G, + ud,
Zy = ryc08¢ + Agd, + By, + Cyd, + u A,
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wobel wegen

(1) P4 = sina, | Bt

eine ebenfalls bekannte Funktion der Zeit ist. Bedenkt man nun, daB
die Profilflache durech Abschroten der Achse z mit der Wilzungsfliche
W entsteht, so folgt als charakteristische Kigenschaft:

Entsprechende  Profilflichen fiir geradlinigen Eingriff missen in
jedewm: Augenblicke der Bewegung lings ihrer Beriihrungskante x von der-
jenigen Schraubenfliche S, beriihvt werden, welche zur Schraube (X, hy)
gehurt. B

Die Tangenten der Schraunbenlinien dieser Schraubenfliche S, in den
Punkten u von z enthalten aber die Relativgeschwindigkeiten, mit welchen
sich der Punkt » 10 X, und X, bewegt. Diese Geschwindigkeiten sind der
GroBe nach verschieden, fallen aber der Richtung nach zusammen und
bestimmen die Tangenten der Linien u = comst. der beiden Profil-
flichen d. h.

Die Linien w — const. der Profilflichen bilden diejenigen Linien-
systeme auf diesen Ilichen, welche bei der Drehung beider Rider in
gleitender Deriihrung bleiben.

Ist jetzt 7, eine beliebige Regelfiiche, welche als Profilfliche ver-
wendet werden soll, so erhilt man auf ihr das System der Beriihrungs-
linien mit der zweiten Profilfliche, indem man Z, um o, dreht und in
jeder Lage unendlich wenig um die Schraube (X, 4,) verschraubt. Die
im allgemeinen krummlinigen Charakteristiken erfiillen dann im Raume
X die Hingriffsfliche, durch welche umgekehrt die zweite Profilfiiche
bestimmt ist. Das System der Charakteristiken ist aber nur daon
identisch mit dem 'System der geraden Frzeugenden, falls diese durch
Abschroten einer dieser Geraden mit einer der Flichen W auf dem
Grundhyperboloid entstanden ist, d. h.

Fine beliebige Regelfliche kann zwar unter gewissen Voraussetzungen
Profilflache fir Frummlinigen Eingriff sein, einen geradlinigen Fin-
griff aber gestattet sie nur, wenn sie als Rollfliche einer Wilsungsfldche
W darstellbar st

Das System der Wilzungsflichen (32) ‘gestattet nun aber auch
eine Profilfliche mit geradlinigem Eingriff als Hiillfliche einer gerad-
linigen Hilfsfliche @ zu erzeugen.

Die Profilfliche Z, sel entstanden durch Abschroten eiper Geraden
¢ mit der Wilzungsfliche W auf dem Grundhyperboloid H,. Auf
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diesem schrote jetzt gleichzeitig eine zweite Wilzungsfliche W' derart
ab, daB die Berithrungskanten von W und W’ mit H, bestindig zu.
sammenfallen. Ersetzt man aber in jedem Augenblick der Bewegung
W und W’ durch die oskulierenden Schraubenflichen S und 8’ an
der augenblicklichen Beriihringskante X, so erkennt man, daB die
Relativbewegung von W gegen W' eine Schraubenbewegung um die
Schraube (X, %,) ist. Es beschreibt daher e relativ gegen W' eine
Regelfliche @, welche die Profilfliche /, bestindig lings e beriihrt, so
daB Z, auch als Hillfliche von @ erscheint, d. h.

Ist eine Drofilfliche mit geradlinigem Lingriff durch Abschroten einer
Geraden e mit der Wilzungsfliche W entstanden, so ist sie unendlich
oft auch als Hiilfliche etner geradlinigen Hilfsfliche @ darstellbar. Wird
diese von ¢ durch Abschroten mit W auf einer aweiten Wilaungsflache W'
erzeugt, so ist @ mit W' auf dem Grundhyperboloid abzuschroten.

Aus dem Vorstehenden geht hervor, daB durch Angabe des Richtungs-
kegels (a,, a,, a;) der Eingriffsfliche F diese und alle weiteren Regel-
flichen der Verzahnung vollstindig bestimmt sind. Die Eingriffsfiiche
wird dabei zweckmiBig aus zwei Teilen zusammengesetzt, von welchen
der eine ganz auflerhalb, der andere ganz innerhalb des Grundhyper-
boloids verlduft, wihrend beide Teile an der Kante X berithrend an
die Hyperboloide mit einer Wendekante ineinander iibergehen.

Nach Angabe der Eingriffsfliche erfolgt die Konstruktion der
Profilfliche am einfachsten durch die Bestimmung ihrer Spurkurven
m zwel zur Achse des Hyperboloids normalen Ebenen, von welchen
die eine zweckmiiBig mit der Kehlkreisebene zusammenfillt.?)

Von Wichtigkeit ist dabel die Kenntnis der Tangente f in dem-
jenigen Punkt der Spurkurve, welcher auf der Beriihrungskante X
licgt und in welchem die beiden Teile der ganzen Spurkurve mit einem
Wendepunkt ineinander iibergehen. Diese Wendetangente ist aber die
Spur der Tangentenebene im Punkte 4 der Kante X und es ist daher
zuniichst die Gleichung dieser Ebene aufzustellen.

Setzt man in den Transformationsgleichungen (38)

X=u, Y=0, Z=0

80 erhilt man als Gleichungen der relativen Schraubenachse des Systems ¢

in X zur Zeit ¢
X, =ucose

(42) . Y, =r, cosp, — u 8in o, sin g,
7, =17, sing@, + % 8it &, COS ;.

1) Vergleiche hieriiber die vollstindig durchgefiihrte Konstruktion der Profil-
flichen fiir eine aus zwel Schraubenflichen S bestehende Eingriffsfiiche a.a. 0.

v
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Die Achse durchwandert also das Hyperboloid H,. Da £, die Winkel-
geschwindigkeit und %, der Windungsparameter der relativen Schrauben-
geschwindigkeit sind, so ergeben sich fiir ihre Komponenten in X
die Werte

p, =L, cosa, u, = &, (hy cos ¢, + 7, sine,)
(43) ¢, =— 2 sine, sing, v, = &, (— hysin e, + 7, cos ) sin @,

ry=+ & sine, cosp, w, = & (hysine, —r cosa,) cos @,.
Fiir die Punkte der Kante X ist aber

t=0, ¢,—=0, X, =wucose, Y =r, Z =using

zu setzen und es ergeben daher die Gleichungen (1) als Komponenten
der relativen Geschwindigkeit des Punktes u

u, = &, h, cos e,
Al .
(44 u, =
u, = 2, hysine, .

Da die relative Geschwindigkeit aber die Richtung der Tangente der
Linie u = const. der Profilfliche bestimmt, so folgt:

Die Linien u = const. beider Profilfliichen beriihren sich und die
Achse X in allen Punkten dieser Achse. Diese ist daher eine Riickkehr-
kante beider Profilflichen wnd die Tangentenebenen im Punkte u' sind
daher die Schmiequngsebenen der Linien u = const. dieser Ilcichen.

Die Tangentenebene an die Profilfliiche Z, enthilt also die Be-
schleunigung des Punktes w. Ihre Kompononenten ergeben sich durch
Differentiation der Gleichungen (1) und haben dic Werte

p,=— 2 ousin’¢, + Q) h, cose,
(45) p,= 2 0,(—hysine 4 7 cosa,)
. b,
p,= R ousine cose + 2 hysna, .

Die Gleichung der Tangentenebene lautet daher
u,p,—u,p,) (X —weose,) + (u,p,—u.p,) (¥i—r,) + (w,p,—u,p,) (Z,—wusine, )=0
oder nach Rinsetzen der Werte
(r, cos e, — hy sin ;) (X, sine, — Z; coswy) + wsine (¥, —r) = 0.
Setzt man daher . C(;tgal—ho e
(46) S
so stellt die Gleichung

-

@) * X, sinw, sin@ + (¥ —7,)cos @ — 7 cosg sin® =0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



9266 tber die Verzahnung der Hyperboloidriider mit geradlinigem Eingriff.

die Tangentenebene in der Hesseschen Normalform dar. Es bedeutet
demnach ® den Winkel der Normalen der Tangentensbene gegen die
Achse Y. Daher ist ® auch der Winkel der Tangentenebene des
Punktes u gegen die Zentralebene XZ der Profilfliche im Zentral-
punkt O, und die GriBe ,
(48) K =7 cotgea, — hy

welche nach (11) und mit Riicksicht auf Fig. 2 auch durch die Strecke
: K —2ecotg28— G| 0]
dargestellt wird, der Verteilungsparameter der Profilfliche lings ihrer
Riickkehrkante. Da K durch die gegenseitige Lage der beiden wind-
schicfen Achsen o, und o, vollstindig bestimmt ist, so folgt:

Wie auch im dibrigen die Eingriffsfliche und Wilsungsfliche ge-
wahlt werden mdigen, ldngs der DBeriihrungskante der Grundhyperboloide
stehen samiliche Profilflichen miteinander tn Berithrung und haben einen
nur von der gegemseitigen Lage beider Achsen abhdngigen Verteilungs-
parameter, welcher im Falle rechtwinklig gekreuster Achsen wverschwindet,

Die verlangte Tangente ¢ der Spurkurve der Profilfliche ist nun
die Schnittlinie der Schnittebene

X, =ucose
mit der Tangentenebene. Ihre Projektion auf die Ebene Y,Z, hat
daher die Gleichuhg
K(using, cose; — Z; cosay) + u(¥ —ry) = 0.
Sie trifft die Achse Y, in einem Punkte 7', der durch die Koordinate
Fig. 3. (49) Y,=7r,— Ksine, cos g,
bestimmt isE, und daher

gefunden wird,indem man,
%, Fig. 3, die Strecke
OT =G| 0] sing, cose,
in der Achse Y; von 0
aus gegen O abirigt. Da
dieser Punkt T von u ganv.
unabhiingig 1st, so gehen
die Projektionen der Spur-

tangenten aller Punkte u
von X durch ihn und umbhiillen anderseits fiir alle Zahnprofile einer
und derselben Schnittebene einen um den Punkt O beschriebenen Kreis, £.
Nur in der Kehlkreisebene selbst geht das Zahnprofil rechtwinklig
durch den Teilkreis.
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Im Falle rechtwinklig gekreuzter Achsen o, und 0, verschwinden
K und 0T, und es umhillen die Projektionen der Spurtangenten aller
Schnitte den Kehlkreis. Die Profilflichen sind lings X developpabel,
statt rechtwinklig ist das Profil tangential zum Kehlkreis. Die Zihne
sind daher in der Nachbarschaft der Teilkreise unbrauchbar. Begrenzt
man dagegen die Rider durch zwei auBerhalb der Kehlkreisebene liegende
Schnittebenen, so bleibt die Brauchbarkeit der Verzahnung auch in diesem
Falle bestehen.

II. Teil.

Darstellung der Verzahnung durch sekundire Axoide.
Réumliche Evolventenverzahnung.

§ 5. Die Eulerschen Winkel und die sekunddiren Axoide

der Eingriffsfiiche.

Sind (P, @, B, U, V, W) die Komponenten der instantanen
Schraubengeschwindigkeit, mit der ein System ¢(zy2) sich augenblick-
lich im festen System Z(X, Y, Z) bewegt, so kann die Lage der in-
stantanen Achse @ auch durch ihren kiirzesten Abstand S von der
Achse X, sowie durch den Neigungswinkel » gegen die Achse X
bestimmt werden.

Sind X, Y,, Z, die Koordinaten des FuBpunktes /' des gemein-
samen Lotes # von X und @ in @, so hat man zu ihrer Bestimmung
die Gleichungen

U—-RY, +QZ,=hP
1 V—-PZ + BEXy=h@
W—-9X,+ PY,=*hE,
aus welchen sich zunichst der Windungsparameter
@ h= FTEOTE Y
ergibt. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt aber
X(@+B)— QW+ RV —P(QY, + RZ) =0

oder, da »n zu a senkrecht, also

6 QY,+ RZ,—=0
isb: X, (Q'+ B) = QW — RV,
d h
QW — RV
4 Xy = TR

Anderseits folgt aus der ersten Gleichung
—RY, +QZ,=hP—-U
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der kiirzeste Abstand

' hP—U
5 S - — i
© Ve + R
und fiir den Winkel d der positiven Normalen # gegen Y
R : @
6 080 — — ————- sin § = — -
©) , Ve + B Vo + R
Folglich
! Y, = Scosd, Zy = S8sind.

Setzen wir nun fest, daB der Quadratwurzel stets das Vorzeichen
von ) gegeben werde, so ist d ein Winkel zwischer 0 und = Er
bestimmt die positive Richtung der Normalen z, auf welcher der Ab-
stand S aufzutragen ist und zwar nach der positiven oder negativen
Seite, je nachdem § positiv oder negativ ist.

Ist jetzt » der Winkel, den die Achse o gegen X einschlieBt,
d. h. der spitze Winkel, um welchen von der positiven Seite von =
aus gesehen X Im Sinne des Uhrzeigers gedreht werden muB, bis X
parallel der Achse ¢ wird, so geniigt zur Bestimmung derselben die
einzige Gleichung

P
(8) cotgv = T
Die Drehung der Achse X erfolgt also im positiven oder negativen
Sione um #, je nachdem der Quotient rechts positiv oder negativ ist.
Aus der positiven Richtung der Achse X ergibt sich durch Drehung

um v die postive Seite der Achse @, und es ist nach dieser der Win-
dungsparameter A als Strecke aufzutragen, falls sich fiir & ein positiver
Wert ergibt. ‘

Wenn @ verschwindet, so ist die Achse @ parallel der Ebene XZ.
Das Vorzeichen der Wurzel ist willktirlich, d. h. die positive Richtung
kann mit der positiven oder negativen Seite der Achse Y zusammen-
fallen; da sich aber mit der Wurzel auch das Vorzeichen des Winkels
v und des Abstandes S #ndert, so fiihren beide Vorzeichen der Wurzel
geometrisch zur namlichen Lage der Achse a.

Oft ist es zweckmibBig, die beiden GriBen h und S gleichzeitig
aus zwel Gleichungen zu berechnen.

Man hat dazu
- AP —SY@Q + B2=U

g OV RV
SP+hr/Q* + R o
Dividiert man beide Gleichungen durch

0=Vt R
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und erteilt man © das Vorzeichen von P, so wird v ein spitzer Winkel
und man hat

hecosv— Ssinv = —U—;sinv

(10) Y9+ R®
. V4 RW .

hsinv + Scosv = QQ;: e SOV
Betrachten wir nun fiir den Augenblick die besondere Schraubenbewegung,
fiir welcha R—0, W—0
P, Q, U, V konstant sind, so ist

X, =0, cosd = O, sind =1
d. h. die Schraubenachse o schneidet die Achse Z im Abstande
hP—U

S =

¢
rechtwinklig. Hs beschreibt also X eine Schraubenfliche, welche den
Punkt O augenblicklich zum Zentralpunkt und die Ebene XY zur
Zentralebene hat. Der Punkt # von X hat die Geschwindigkeits-

komponenten w,=U="P— @8
4, = V=hQ+PS
U, = —%4Q.

Die Tangentenebene des Punktes u schlieBt demnach gegen die Zentral-
ebene einen Winkel @ ein, der durch die Gleichung
w,  w
tg(p:uy; — (k4 Scotg v
bestimmt ist. Ks ist also
— (b + Scotgv)
der Verteilungsparameter der Schraubenfliche.

Bedeutet anderseits T den Winkel der Striktionslinie der Fliche
gegen die Achen X, so ist

(11) tgtzw hQ+SP h-}-Scotgw

w, hP—SQ hcotgv—S8’

Setst man also
{12)

s0 sind

h+ Scotgv =k
heotgy — 8 =1,
F und %=rFkeotgz

zwel geometrische Invarianten der Schraubenfliche, durch welche diese
eindeutig bestimmt ist. Man erhilt dann

(13)

S =TILsinvecosv — isintv

h =lksin®y 4 ésinveosw, d.h.
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Hilfssatz: Ist v der Neigungswinkel der Achse a einer Schrauben-
fliche gegen die Erzeugemde X wnd sind der Radius S ihrer Striltions-
linie und der Windungsparameter h definiert durch die Gleichungen (13),
so bedeutet k den megativen Verteilungsparameter und k:1i die trigono-
metrische Tangente des Winkels v ihrer Striktionslinie gegen die Er-
zeugende.

Fiir die folgenden Ausfilhrungen ist es nun zweckmiBig, die neun
Richtungskosinus der Achsen z,y, # des beweglichen Systewms ¢ durch
die Eulerschen Winkel g, &, ¢ auszudriicken. Fallen zu Anfang der
Bewegung beide Systeme zusammen, so gelangt ¢ in eine beliebige
Stellung zur Zeit ¢, indem man ¢ zuerst um die Achse X dreht um den
Winkel ¢, sodann um die neue Lage der Achse y um den Winkel 8,
endlich um die dadurch erzielte ncue Lage der Achse z um den Winkel
¥, alle drei Drehungen im Sinne des Uhrzeigers ausgefiihrt.

Die Richtungskosinus erhalten dadurch die Werte

a, = cos & b, = —sindcosy
a, = sin & cos @ b, = — sin @ sin ¥ + cos & cos @ cos P
a, = sin & sin b, — cosgsiny + cosdsingcosy
(14) ¢, = sindsiny
€ = — sin g cos ¢ — cos & cos @ sin ¢
€; = coSpcosy — cos & sinp sin .

Die Komponenten der instantanen Winkelgeschwindigkeit des Sy-
stems 6 sind beziiglich X
P=o¢ +cosdy’
(15) Q= —singd -+ sindcosqy’
R= cosp® +sindsingy’.
In bezug auf ¢ haben sie die Werte
p—cosdeg + ¢
(16) g = sin ¢ & — sin & cos Y’
r=cosyd + sindsingpg’.
Sind also @ und # gegebene Funktionen der Zeit, so ist damit der
Richtungskegel der Eingriffsfliiche festgelegt. Infolge der Bedingung
= —gingpd + sindcos gy’ =0
wird jetzt auch der dritte Kulersche Winkel

t
» 9
(17) ¥ z'/tg ¥ sin o dt
0
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eine bekannte Funktion der Zeit. Demmnach sind die neun Richtungs-

kosinus durch eine einzige Quadratur bestimmbar. Dies wurde schon

frilher gezeigt durch