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Sulle corrispondenze fra i punti di una curva
algebrica e, in particolare, fra i punti di
una curva di genere due.

(Di CarLo RosaTi, @ Pisa.)

In questo lavoro, che si propone di continuare lo studio della teoria
delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica, al quale
ho dedicato due Note comparse nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (*),
espongo dapprima una semplice interpretazione geometrica delle p® relazioni
a cul soddisfano gli interi caratteristici di una corrispondenza nella classica
rappresentazione di Hurwirz, mostrando che ad ogni corrispondenza, e a
tutte quelle che da essa dipendono, si pud associare una omografia razionale
di un iperspazio S,,_, reale, trasformante in s& un certo S,_, immaginario.

Mi occupo poi delle corrispondenze (che chiamo speciali) nelle quali &
nullo il determinante degli interi caratteristici: esse sono rappresentate da
omografie singolari, e ad ognuna di esse vengono associati due sistemi re-
golari di integrali di 1.2 specie riducibili. Se inversamente la curva possiede
sistemi siffatti, su di essa esistono corrispondenze speciali.

Nelle Note su ricordate ho visto che se due corrispondenze T e T,
I'una inversa dell’altra, sono dipendenti, esse devono essere o equivalenti o
residue, cioé la differenza o la somma dei gruppi G e G™' omologhi per la
T e T7' di un punto variabile sulla curva, deve variare in una serie lineare;
ed ho inoltre provato che il numero base p della totalitd delle corrispon-
denze algebriche & uguale alla somma dei numeri base ¢, e p, delle corri-
spondenze della prima e della seconda specie.

(*) Rosami, Sulle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica. Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei, Vol. XXII (1913).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXV, 1
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2 Rosati: Sulle corrispondenze fra i punli di una curva algebrica

Chiamero le prime corrispondenze simmetriche (con lieve estenswne del
significato della parola), le seconde emisimmetriche. E poi ‘chiaro che il nu-
mero p., € effettivamente il numero base delle corrispondenze simmetriche
(coincidenti con le loro inverse) perche, se T & equivalente a 7', la corri-
spondenza simmetrica T+ T'~', essendo dipendente da T, pud sostituire T
nella costruzione della base.

Caratterizzo allora le omografie che rappresentano corrispondenze sim-
metriche ed emisimmetriche: esse nascono moltiplicando per un sistema
nullo fisso (sistema nullo fondamentale) i sistemi nulli e le polarita razionali
trasformanti in sé I'S,_, . Le corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche
indipendenti, esistenti sulla curva, sono quindi tante quanti i complessi li-
neari razionali e le quadriche razionali indipendenti che contengono I'S,_, ;
dal che segue subito che i valori di g, e di p, non possono oltrepassare p*.

Considero poile corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche speciali,
le quali nascono da sistemi nulli e da polaritd degeneri.

Nella 2.2 parte applico queste considerazioni al caso p = 2. In esso, ri-
correndo alla notissima rappresentazione di Kreix dello spazio rigato sopra
una quadrica di S;, ed applicando alecune proprietd sopra gli spazi fonda-
mentali delle omografie involutorie razionali, determino i valori di ¢, e di ;L;,
in tutti i casi possibili (*).

Per la dimostrazione della effettiva esistenza di curve cui si riferiscono
1 valori trovati di g, e di p,, utilizzo una elegante interpretazione geome-
trica, dovuta al prof. Scorza, "della disuguaglianza riemanniana fra i periodi
degli-integrali normali della curva.

~(*) Il numero p, coincide col numero base della totalita delle curve tracciate sulla su-
perficie di Jacomi relativa alla curva. Cfr., a questo proposito, la importante Memoria dei
sigg. BAGNERA e DE Franchis: Le nombre p de M. Picard pour les surfaces hyperellipti-
ques, efc. (Rendiconti del Circolo Matem. di Palermo, Tomo XXX, 19i0).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e, in particolare, fra i punti di una curva di genere due. .3

PARTE PRIMA

§ 1. SIGNIFICATO GEOMETRICO DELLE RELAZIONI DI HurwiTz,

1. Data una curva C di genere p, si indichino con u, u;....u, i p in-
tegrali normali di prima specie ad essa relativi, e sia
1 0... 0 a,, a,,... a,
0 1... 0 @y ... ay,
(2, = a,,) (1)

la tabella dei loro periodi alle retrosezioni ¢,¢7,...q,,.

Se T & una corrispondenza algebrica fra i punti di C, che faccia passare

da un punto generico x al gruppo degli omologhi y ..9% si hanno le no-

tlss1me relazioni di Hurwitz (*),

’E“u,;(y)—zm,u(w)ﬂk k=1, 2,..., p). - 2)

~ In esse le 7, sono costanti che dipendouo dall’origine delle integrazioni,
ed i numeri =,; soddisfano alle 2 p* condizioni

sz=hkz+zgn s
(k’ l=1, Qr”, p)’ (3)

3w ay = H, 4 X G
i . i

‘nelle quali i numeri &, g, H, G sono interi (interi caratleristici della corri-

(*) Hurwitz, Ueber algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte Correspondenz-
princip. Math. Annalen, Bd. 28 (1886).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

spondenza). L’eliminazione delle =, dalle (3) conduce poi alle p* relazioni
'.2 hki aﬂ + % gmﬁ cvkm al‘l = -Hkl + ? Gil akt’
(k: l= 19 Qa-‘w p)’

(%)

che legano i periodi a,, agli interi &, g, H, G.

hl’k gik

Il determinante f, @,

, di ordine 2p, si dird determinante della cor-

rispondenza, :

.Volendo dare una interpretazione geometrica alle formole di Hurwirz,
ricorreremo ad una rappresentazione che abbiamo altra volta utilizzato. Si
consideri cioé entro un S,,_, I'S,_,, che diremo «, inlersezione degli iper
piani «, «,..., le cui coordinate sono le orizzontali della tabella (1), e si
faccia corrispondere ad ogni ciclo di C il punto razionale di S,,_, che ha
per coordinate omogenee gli interi che legano il ciclo alle retrosezioni, e ad
ogni integrale di 1.* specie I'iperpiano della stella («) le cui coordinate sono
i periodi normali dell'integrale stesso. Sappiamo allora che I'appartenenza
di un punto razionale di §,,_, ad un iperpiano della stella («) significa che
Vintegrale corrispondente all’iperpiano ha il periodo nullo lungo il ciclo che
ha per immagine il punto (*).

Si osservi ora che, facendo descrivere ad a un ciclo ¢ sulla curva C, i
punti ¥’ y”...y* si permutano fra loro e nasce quindi un ciclo ¢’, che diremo
omologo di ¢, il quale & la somma dei cicli a cui equivalgono le sostituzioni
circolari in cui si decompone la sostituzione prodotta sui punti suddetti.

Preso inoltre un integrale di 1.* specie qualsiasi « (x), la somma dei
valori che esso ha nei punti ¥ y”...y* omologhi di «, considerata come
funzione di @, dard un nuovo integrale di 1.* specie U («), che diremo pure
omologo di « (x) per la corrispondenza T.

La T produce dunque una trasformazione sui cicli ed una sugli inte-
grali, e le due trasformazioni hanno questo legame: se il ciclo ¢ e l'inte-
grale u (x) hanno per omologhi il ciclo ¢ e lintegrale U(x), il periodo di
U (x) lungo ¢ & uguale al periodo di # (x) lungo o'

(*) RosaTi, Sugli integrali abeliani riducibili. Atti della R. Accademia di Torino, Vol. L
(1915). La rappresentazione cui alludiamo &, in certo modo, duale dell’altra, cui & ricorso il
prof. Scorza nella Nota: Sugli integrali abeliani riducibili (Rend.Y della R. Acc. dei Lincei,
Vol, XXIV, 1915).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e, in particolare, fra i punti di una curva di genere due. 5

Consideriamo dapprima la trasformazione sui cicli. Si osservi percio che
il significato dei numeri b, g, H, G & che, detti o', ¢’,...d,, 1 cicli omologhi
delle retrosezioni, si hanno le omologie '

G': ~hy ARy 6,40 hp.‘ 6,1 Gii Oppq T gei.5p+z +-- +gp; O3
l (i=1a Qa""_p)
G’;HNHxscx + H,; 0,4+ ‘+I{1u' Gp+Gu"-y+1 + Gy, Oppe—t + o Gpicﬂp;
da queste discende che la trasformazione sui cicli prodotta dalla T si rispec-
“chia in S,,_, nella omografia razionale (*) @ definita dalle formule
Pw’i=hilwl+hi2w2+'° '+hipwz) +Hil mp+1+IL2mp+2+"°+Epw2p
(t=1,2,..., p)
Pm'p+¢=gu 901+9,-zwz +' v + gipmp+ Gu wp+1+Gn w_p+2+ v + Gt’p wzp-

Questa omografia si dird immagine della corrispondenza T.

Anche la trasformazione che la T produce sugli integrali si traduce nella
stella («) in una omografia 11, la quale, quando si prendano nella stella me-
desima gli iperpiani «, «,...=z, come iperpiani di riferimento, vien rappre-
sentata dalle formule

G£'1=7Fu El+ﬂ2lgﬁ+'.'+wplEp
Gg'e=W12€1+"22£2+_‘"+7‘7p2€.1,

G§y=771p€1+772p52+“'+77pp6 .

.
.
-

Dalla rappresentazione suddetta scaturisce allora in modo semplice il
significato geometrico delle relazioni di Hurwirz.

(*) Una proiettivita (omografia o reciprocita) fra due spazi distinti o sovrapposti si dice
razionale quando ad ogni elemeunto razionale (di coordinate razionali) fa corrispondere un
elemento razionale. Cio esige che i coefficienti della sostituzione lineare omogenea che fa
passare da un elemento all’omologo si possano ridurre interi, quando vengano moltiplicati
per un conveniente fattore. Se i due spazi sono sovrapposti, in uno spazio razionale unito
di una omografia razionale viene subordinata una omografia razionale.

In seguito dovremo considerare proiettiviti su forme elementari (conica, schiera ri-
gata, ecc.). Un elemento di una tal forma si dird razionale quando le sue coordinate nello
spazio ambiente sono razionali; se la forma contiene infinili elementi razionali, una proiet-
tivita sulla forma che ad ogni elemento razionale fa corrispondere un elemento siffatto, si
dice razionale.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 . Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

" Si supponga infatti nelle formule (3) di fissare il valore dell’indice .k e
di dare adli valorii, 2,..., p: i primi membri delle 2 p, relazioni, che cosi
si ottengono, sono le coordinate in S,,_, dell’iperpiano della stella («) che cor-,
risponde ad «, nella omografia I, mentre i secondi membri sono le coordinate
dell’iperpiano omologo di «; nell’omografia Q" ' o *

-~ Facendo allora percorrere a & i valori 1, 2,..., p, si vede che, in forza
delle 2 p* relazioni (3), gli iperpiani «, ,...«, hanno gli stessi omologhi nel-
l'omogratia Q7' dello spazio S,,_, e nell’omograﬁa 11 della stella («), cioé la
Q~* subordina nella stella («) omografia 1.

Le relazioni (4) esprimono dunque che la omografia 0, immagine della
corrispondenza, trasforma in sé lo spazio «.

Reciprocamente, data in S,,_; un’omografia razionale o soddlsfacente alla

condmone suddetta, saranno determinati infiniti gruppi di valori, fra loro
due a due proporzionali, degli interi h, g, H, G; e ciascun gruppo di valori-
soddisfera alle relazioni (3), e quindi alle (4) che ne conseguono, perché
le (3) eSprimono'appunto che il corrispondente nella Q' dell’iperpiano
o, (k=1, 2,..., p) della stella («) appartiene alla stella medesima.
. Allora, come & noto (*), si possono costruire sulla curva infinite corri-
spondenze due a due equivalenti che hanno i numeri di ciaseun gruppo come
interi caratteristici; variando il gruppo, si ottengono infinite corrispondenze,
due a due dipendenti, che hanno tutte per immagine 'omografia 0.

1l significato geometrico delle relazioni di Hurwitz & quindi contenuto
nel risultato: ”

Ogni corrispondenza fra i punti della curva C ha per immagine un omo-
grafia razionale dello spazio S,,_, che trasforma in sélo spazio « (e quindi
il suo coniugato «,); e, reciprocamente, ogni omografia razionale soddisfacente
alle condizione suddetta, é @mmagme dz mﬁmte corrispondenze, fra loro due
a due dipendenti.

Il numero base ¢ della totalitd delle corrispondenze sulla curva C coin-
cide dunque col numero delle omografie razionali indipendenti dello spazio
S,,_, che trasformano in sé-lo spazio «. Si vede poi subito che I'omografia
immagine dell'identitd e di ogni corrispondenza a valenza & I’omografia
identica.

(*) Hurwirz, loc. cit., § 11,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



¢, in particolare, fra i punti di una curva di genere due. 7

'§ 2. CORRISPONDENZE SPECIALL

2. Diremo speciale una corrispondenza quando ha per immagine un’o-
mografia singolare. Vedremo ora che tali corrispondenze esistono quande e
soltanto quando la curva possegga sistemi regolari di integrali riducibili.
Sara utile percio premettere il :

LemmA. Ogni spazio S,_,,, condotto per a non pud conlenere pin di 2q
punti razionali linearmente indipendenti. : .

Sisupponga infatti che inun S,_,,, condotto per « siano. contenuti 2¢q 41
punti razionali indipendenti, e siano ¢, ¢,...c, ., dei cicli sulla curva che
abbiano i suddetti punti per immagini. Presi allora altri 2(p —q) — 1 cicli
¢’ €. Cyp_g_1, indipendenti fra loro e dai primi, in guisa da formare con
essi un sistema completo di 2p cicli indipendenti, si conducano per
I'S,_ .10 — q iperpiani indipendenti, cui corrispondano sulla curva gli inte-
grali U, U,... T, Se :

»—q*

s (B=1
("‘)kl:‘wlﬂ_*—zmkl(l_i

’ Qr"’p"‘_Q_ )
Q,..'.,' 2(p—q)—1

?

mdlca il periodo dell’mtegrale U, lungo il ciclo ¢; sard possnblle determinare
2 (p — q) valori reali non tutti nulli A, p,, X pg,e.e, X, p,_, soddisfacenti alle
2(p—q)—1 equazioni lineari

Ny 0yt 0y g Wag b g 67 ey, 0= 0
(lr=‘1a 2,..5, 2(p_Q)—1)7

ma. allora l’integralé '

§;<5>

(H1+@)\)U+(. +?’))U2+ +(f’p— +1’7\p q) -4
avrebbe.i periodi nulli lungo i cicli e, ¢, .- . ¢y, €, in forza delle. relazioni (5),

periodi reali lungo i cieli ¢,¢’s... € sp_g_1 - Sarebbe percid una ecostante,. il
che contradice all'ipotesi che gli integrali U, U, ... U,_, siano indipendenti (*).

(*) Questo ragionamento ¢ analogo ad uno di SvERs, riprodotto alla pag. 339 delle sue
Lezioni di Geomelria algebrica (Padova, Draghi (1908)).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di uno curva algebrica

3. Possiamo ora dimostrare il

TroreMA 1. Il determinante l di una corrispondenza T ho sempre

h g
| &
per caratteristica un numero pari 2 q. Quando & 0 << q<<p, la somma dei va-
lori che un integrale generico della curva ha nei punti del gruppo omologo
di un punlo variabile x genera, al variare dell’inlegrale, un sistema regolare
riducibile co?'; la curva possiede poi un secondo sistema regolare riducibile
oo?™0t ¢ cui integrali danno somma costante nei punti del gruppo suddetto.

Siano q ed r (0=g=p, 0 =r =2p) le caratteristiche dei determinanti
delle omografie 1 ed Q.

Quando & ¢ =0, cioé quando tutti i coefficienti =,, sono nulli, la corri-
spondenza T & a valenza zero ed avrd quindi nulli tutti gli interi caratteri-
stici, onde & r=0. |

Supposto poi che la omografia I non sia singolare, dico che anche Q
non puod essere singolare, Facciamo infatti descrivere a un iperpiano § la
stella («): Viperpiano &, corrispondente di £ nell’omografia non singolare 1,
¢ sempre determinato e descrive tuita la stella (x). E siccome & & anche
omologo di £ nella 7', se la @ fosse singolare, £ dovrebbe passare costan-
temente per lo spazio p’ luogo dei punti che in @ hanno 'omologo indeter-
minato. Ne segue che p" dovrebbe esser contenuto in «, il che non puo av-
venire perché ¢’ & uno spazio razionale, ed & noto che « non pud contenere
alcun punto reale. Abbiamo dunque che se & ¢ =p, deve essere r =2p.

Supponiamo ora che sia 0 <<qg<<p. La omografia 1 & in tal caso sin-
golare di specie p — ¢, ed ammetterd come primo e secondo spazio singo-
lari (*) due stelle ¥, ,, e ¥,_, i cui sostegni, che diremo «' ed «”, saranno
rispettivamente un S,_,,, ed un S,,_,_, uscenti dallo spazio «. Anche la omo-
grafia @ fra i punti di S,,_, & singolare e di specie 2p — r; essa ammetterd
quindi come primo e secondo spazio singolari due spazi delle dimensioni
rispettive 2p —r —1 ed r — 1, che indicheremo con ¢’ e p”. Ora & noto che
le stelle di centri p” e p’ costituiscono il primo ed il secondo spazio singolari

(*) Un’omografia singolare di specie % fra i punti di un S, possiede due spazi singolari
Sy-1 ed Sy_p, il primo dei quali & il luogo dei punti che hanno I’omologo indeterminato ed
il secondo contiene ’omologo di ogni altro punto dello spazio (Cfr. BerTINI, néroduzione
alla Geometria proiettiva degli iperspazi, etc., pag. 58, Pisa, Spoerri, 1907). Chiameremo bre-
vemente questi spazi primo e secondo spazio singolari dell’omografia. Allorché I’ omografia
singolare opera su iperpiani anziché su punti, esisteranno due stelle singolari di iperpiani,
che continueremo a chiamare primo e secondo spazio singolari dell’omografia.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e, in particolare, fra ¢ punti di una curva di genere due. -9

dell’omografia Q™ fra gli iperpiani di S,,_,; quindi, dovendo la Q' subor-
dinare entro la stella («) 'omografia 1, si deduce che p” & contenuto in «
e 7" in z". E poiche gli spazi ;' e 3" sono razionali, in virtu del lemma pre-

cedente dovra essere
r=2q, 2p—r=2(p—q);

da cui segue r=2q.

Le stelle ¥, ,_, ¢ ¥,_., i cui centri «" ed «” contengono rispettivamente
due spazi razionali di dimensioni 2¢—1 e 2(p —g—1) sono dunque (¥)
immagini di due sistemi regolari oo?™*“' e co? " di integrali riducibili. Se ora
ricordiamo il significato all’omografia 1, vediamo che i sistemi suddetti sono
quelli appunto di cul & parola nell’enunciato del teorema.

. Una corrispondenza T, col determinante di caratteristica 2¢(0<<q <<p)
si dird speciale, di specie p— q. Essa definisce dunque, nel modo anzidetto,
due sistemi regolari riducibili oo*=27* oo?™', che diremo associati alla corri-
spondenza. :

Osservazione. 1 due sistemi regolari riducibili associati ad una corrispon-
denza speciale T e quindi i due spazi singolari R,,_,_; ed R,,_, dell'omo-
grafia Q, immagine di T, non sono necessariamente indipendenti (**). In gene-
rale avverrd che i due spazi suddetti avranno comune un RB,,_, appoggiato
ad « lungo un s,_, (**¥). In tal caso la @ subordina nel suo 2° spazio singolare
R,, , un’omografia singolare o, di cui R,,_, & il 1° spazio singolare; il 2°
spazio singolare di w, & un R,,_,,_, luogo degli omologhi nella w, di tutti i
punti di R,,_, e quindi di tutti 1 punti di R,,_, nella omografia Q°, quadrato
della 9. E poiche la ©* & 'omografia immagine della corrispondenza T'? (*#+¥),
I'R,,_u_, dovra essere lo spazio razionale corrispondente ad un sistema rego-
lare riducibile oo?#+:~* | cui integrali dinno somma, costante nei punti del

(*) RosAT, Sugli integrali abeliani riducibili, loc. cit. .

(**) Nella mia Nota dei Rendiconti dei Lince¢ (Vol. XXIV, agosto 1915), in cui sono
esposti i risultati di questo lavoro, vanno soppresse nel primo enunciato del n.° 2 le parole
tra loro indipendenti.

(***) Perche il sistema congiungente due sistemi regolari riducibili &, per una osservazione
di Severi, regolare. (Cfr. Severi, Sugli integrali abeliani riducibili, Rend." della R. Acc. dei
Lincei, Vol. XXIII, 1914, e la Nota gia citata di Scorza).

(**#%) Per la regola, che invocheremo anche al n.° 7, con cui si ottengouo gli interi carat-
teristici di una corrispondenza prodotto di altre (Hurwirz, loc. cit., § 10).

Annali di Matewmatica, Sevie III, Tomo XXV. 2
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10 Rosati: Sulle corrispondenze fra t punti di una curva algebrica

gruppo omologo di un punto variabile ¢ per la corrispondenza T*; lo spazio
stesso dovrd quindi appoggiarsi ad « lungo un s,_, ;.

Analogamente, se i due spazi R,,_, ed R,,_,_, s’intersecano in un R,,_,,
la o, subordina in R,,_,,_, un’'omografia singolare w, che avrd R, , come
1° spazio singolare e come 2° spazio un R,,_, ,,_,, il quale, per essere il
luogo dell’omologo di un qualsiasi punto di R,,_, per la 0°, immagine di T,
dovra appoggiarsi ad « lungo un s,_,_,_, ed essere lo spazio razionale cor-
rispondente ad un sistema regolare riducibile oo?~*+*+:7! i cui integrali dinno
somma costante nei punti del gruppo omologo di @ per la T°. Possiamo cosi
proseguire finche si giungerd ad una omografia o, di un By y——w—s_y-1 I
cui uno dei due spazi singolari Ry, Ry s s, .._,y . Sparisce, cioé acquista
la dimensione — 1. Sard un B_, il 1° spazio sing. di o, (e quindi I, =0, cioé o,
¢ non singolare) se nell'omografia precedente o,_, il 2.° spazio singolare
Ry tytomvz,_y-s & indipendente dal 1° R, _,; sard invece un R_, il 2° spazio
singolare di o, (e quindi l,=q—1!,—1,—..-—1,_,) se nella o,_, il 2° spazio
sing. & contenuto nel 1° o coincidente con esso. Nel 1° caso le omografie
Q7 Q" hanno costantemente come 2° spazio sing. 1o stesso Roq_s s s,y
che spetta ad Q'; nel 2° caso le @', Q%2 hanno come 2° spazio sing. un E_,,
cioé sono tali che ogni punto di R,,_, ha per esse 'omologo indeterminato.

Il significato dei numeri I, 1,...7,_, 1, & dunque espresso dal fatto che
esistono rispeltivamente p—q, p —q-+1,,..., p—q-+1, +---+1._, integrali
indipendenti che danno somma costante nei punti del gruppo omologo di
per le corrispondenze T, T%,..., T"; e che il numero degli integrali indipen-
denli che danno somma costanle nei punti del gruppo omologo di x per le
T, T, & costantemente p—q—+1, -+ +-- 41, 41, in cui & 1,= 0 ovvero
l=q—1,—---—1,_, secondoché si da il 1° o il 2° dei casi suaccennati. In
questo secondo caso le T, T, sono dunque corrispondenze a valenza zero.

Il ragionamento fatto prova pure che fra @ numeri 1, 1,...1, sussistono
le disuguaglianze 1, =1,>...=1,.

Gli spazi singolari di @ sono adunque indipendenti quando non esistono
integrali che danno somma costante nel gruppo omologo di « per la T'* senza
che diano somma costante nel gruppo omologo di « per la T.

Nell'ipotesi che i due sistemi regolari riducibili siano indipendenti, il
teorema precedente & facilmente invertibile. Vale cioé il seguente

4. Teorema Il Dati due sistemi regolari riducibili complementari oo?™?
e 00", esistono delle corrispondenze speciali, di specie p — q, alle quali i si-
stemi medesimi sono associali.
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e, in particolare, fra i punti di una curva di genere due. {1

I due sistemi sono infatti rappresentati da due stelle d’iperpiani i cui
centri «’ «” sono un S,_,, ed un §,,_,_, intersecantisi in z e contenenti ri-
spettivamente due spazi razionali R,, , ed R,,_,_, indipendenti, appoggiati
ad « lungo un s, , ed un s,_,_,. Siindichi ora con w un’omogratia razionale
dello spazio R,,_, trasformante in sé I’s,_,; di omografie soddisfacenti a questa
condizione ne esiste almeno una: I'omografia identica. Possiamo allora co-
struire entro I'S,,_, un’omogratia razionale Q, singolare di specie p — g, che
ammetta come primo e secondo spazio singolari I'R,,_,_, € I'R,,_, e che su-
bordini in questo secondo spazio la w. Poiche la o' fra gli iperpiani di S,,_,
induce manifestamente nella stella («) un’omografia singolare di cul le stelle
di centri «” e «” costituiscono il primo e il secondo spazio singolari, la ©
sard immagine di infinite corrispondenze speciali, di specie p—gq, fra loro
due a due dipendenti, a cui sono associati I sistemi dati di integrali ridueibili.

Osservazione I. Le corrispondenze speciali di specie p — g, indipendenti,
associate ai dati sistemi riducibili, sono dunque tanle quante le omografie
razionali o indipendenti dello spazio R,,_, trasformanti in s& lo spazio s,_,
(e quindi il suo coniugato s,). Poiché le omografie di R,, , che trasformano
in sé questi spazi formano un sistema lineare oc**™', si deduce:

Il numero delle corrispondenze speciali di specie p — q indipendenti, a cui
sono associati due dati sistemi riducibili complementari co? "' e o0, non
puod oltrepassare 2 q°.

Osservazione II. Scambiando I'ufficio dei due spazi R,, ,_, ed R,,_,, si
ottengono omografie singolari immagini di corrispondenze speciali di specie q.
A due dati sistemi regolari riducibili complementari vengono dunque asso-
ciati due sistemi di corrispondenze speciali, uno di specie p — g e Ialtro di
specie ¢. Ed & chiaro che le corrispondenze di un sislema sono indipendenti
da quelle dell’altro.

Osservazione III. Le considerazioni fatte nella Osserv. I del n.° prec.
possono estendersi al prodotto di due o pid corrispondenze speciali.

Siano T, e T, due corrispondenze speciali di specie p—gq, € p—Q.,
Rz(l,_qi)_; ed R,,, gli spazi singolari del’omografia 0, immagine di T,.,
R,p-e—1 Rup_i quelli dellomografia @, immagine di T,. Supposto che il
90 gpazio sing. di @, ed il 1° di @, s’intersechino in un R ., ed apparten-
gano quindi ad un Ry, g n_i, I'Re; € il luogo degli omologhi per la @,
di tutti i punti contenuti in un Ry, uscente dal 1° spazio sing. di Q,
mentre gli omologhi per la @, dei punti di R.,_,, -1 descrivono un
&, 4-n-y contenuto nel 2° spazio sing. di 0,; gli spazi Ry,_pin-1 €d Ry sy
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12  Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

saranno manifestamente il 1° e 2° spazio singolari dell’omografia Q, @, im-
magine della corrispondenza T, T,. Questa corrispondenza & dunque speciale
di specie p —q,+1 e dei due sistemi regolari riducibili ad essa associati
11 1° ¢ contenuto nell’analogo di T, mentre il 2° contiene I'analogo di T,.

Nel caso particolare 1=¢,, quando cioé il 2° spazio sing. di Q, & con-
tenuto nel 1° di Q, (o coincide con esso), la corrispondenza T, T, & a va-
lenza zero.

La circostanza precedente si verifica per due ecorrispondenze T, e T,
speciali di specie p — g e di specie ¢, cui sono associati gli stessi sistemi
d’integrali riducibili (V. Osserv. prec.). Dunque: I due sistemi di corrispon-
denze speciali cui sono associali gli stessi sistemi complementari di integrali
riducibili sono lali che il prodotto di una corrispondenza di un sistema per
una dell’allro, da origine ad una corrispondenza a valenza zero.

§ 3. CORRISPONDENZE SIMMETRICHE ED EMISIMMETRICHE,
RECIPROCITA INVOLUTORIE CHE LE RAPPRESENTANO.

5. Gli interi caratteristici delle corrispondenze simmetriche ed emisim-
metriche, cioé delle corrispondenze che sono rispettivamente equivalenti o
residue delle loro inverse, sono legati da certe relazioni che & facile di de-
terminare.

N

ha Gir 1D

-Hl'k Gik
noto (*) che fra gli interi caratteristici di T'e quelli %', ¢, H ' G’ della cor-
rispondenza inversa T~' sussistono le relazioni

Sia T una corrispondenza cui spetti il determinante

h’ik = ka’, Q'm = — OG> H’ik == Hk.’ ) G'ik = hki ) (6)

Gk.’ — O
- Hki hk.‘ )
Se ora supponiamo che la corrispondenza T sia simmetrica, ovvero emi-
simmetrica, soddisfacente cioé o alla condizione T— T~ =0, ovvero all’altra
T+ T~ =0, i suoi interi caratteristici dovranno avere valori rispettivamente

sicche il determinante della 77" sard

(*) Cfr. la Nota al § 10 della Memoria di Hurwitz gia citata.
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e, i particolare, fra i punti di una curva di genere due. 13

uguali o contrari dei corrispondenti della 77'; e reciprocamente se 'una o
laltra di queste circostanze si verifica, la corrispondenza T sard rispettiva-
mente equivalente o residua della sua inversa T7%.
Abbiamo dunque il risultato:
Gli interi caratleristici di una corrispondenza’ sinmetrica sono legati dalle
relazioni
hik=Gk"’ i = — Gre s H, =—H,; (7)

e quelli di una corrispondenza emisimmetrica dalle altre
.hik=_Gki, i = Jrs » Hik=Hki' (8)

6. Vogliamo ora caratterizzare le omografie iilnmagini delle corrispon-
denze simmetriche ed emisimmetriche.

Sia T una corrispondenza cui spetti il determinante ]I@; g’" ed o
- & ik

Iomografia immagine di T, la quale, come abbiamo visto, & rappresentata
dalle formule

Pm’;=k31 m1+hszx2+'"+h'fgwp+Huwy+l+"'+wa2p
Pw'p+s=gnw1+gu C+-+g,%,+ G, my+1+"'+Gipm21>
(’&:1’ 2,..., p)

Indicando con r, =x,y, — x, ¥, le coordinate di retta nello spazio S,,_,,
si consideri il complesso lineare

7ot -+ [EWER) “+- 4 ¥opr2p = 0

ed il sistema nullo non singolare 4 determinato da questo complesso, e che
¢ definito dalle formule

Ei=“w_p+g, E,,+,-=w; (i=1, Q,..o,p)-

Sappiamo (*) che lo spazio S, , = «, e quindi il suo coniugato z,, sono
spazi totali nel detto complesso, sono cioe trasformati in s¢ dal sistema
nullo 4.

Si moltiplichi ora la- omografia Q@ per il sistema nullo 4 . nasce la reci-

(® Rosam, Sugli integrali abeliani riducibili, loc. cit.
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14 Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

procitd razionale R = Q 4, definita dalle formule
= u @ — g @ — - — g, X, — Gy Xy, — - — Gy @y,
t=1,2...,p
i = huw thow, +- o+ hy@,+ Hyayy, -+ H, @,

la quale manifestamente trasforma in sé gli spazi « ed «,.

Da ora innanzi associeremo alla corrispondenza T, insieme alla omo-
grafia O, anche la reciprocita R che nasce da @ nel modo che abbiamo detto.
Tale reciprocita R si dird pure immagine della corrispondenza T.

E chiaro che due corrispondenze dipendenti hanno per immagine la
stessa reciprocitd, e che, inversamente, data una reciprocita raziqna'le R tras-
formante in sé gli spazi « ed «,, poiché la omografia Q= R .4 gode della
stessa proprieta, la R & immagine di infinite corrispondenze, due a due fre
loro dipendenti.

Facciamo ora l'ipotesi che la T sia una corrispondenza simmetrica ov-
vero emisimmetrica. L’esame delle relazioni (7) e (8) che legano nei due casi
gli interi caratteristici della T, mostra che il determinante della reciprocita B
e rispettivamente emisimmetrico e simmetrico. Si giunge quindi al risultato:

La reciprocita razionale immagine di una corrispondenza siminelrice é
un sistema nullo e quella immagine di una corrispondenza emisimmetrica é
una polarita.

In particolare I'identitd e le corrispondenze a valenza (che sono, com’@
noto, equivalenti alle inverse) hanno per immagine il sistema nullo fonda-
mentale 4. '

Con cid restano dunque caratterizzate anche le omografie che sono im-
magini di corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche; esse si ottengono
moltiplicando per il sistema nullo fondamentale A rispettivamente i sistemi
nulli razionali e le polaritd razionali che trasformano in sé lo spazio « (e
quindi il coniugato «,).

Vediamo allora che i numeri p, e p, delle corrispondenze simmetriche
ed emisimmetriche indipendenti uguagliano rispeltivamente il numero del
complessi lineari razionali indipendenli che ammettono « ed «, come spazi
totali e quello-delle quadriche razionali indipendenti che contengono i me-
desimi spazi; cid conduce subito alla conseguenza :

I numeri base v., e 1, delle corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche
sopra una curva di genere p non possono olirepassare p°.
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7. Le relazioni (6) che legano gli interi caratteristici delle corrispon-
denze T e T~' dicono che le reciprocitd immagini di 7' e di 7' sono inverse
I'una dell’altra. '

Ricordando poi la regola (*) con cui, noti gli interi caratteristici di due
corrispondenze T e 1", si ottengono quelli della corrispondenza prodotto T T”,
si vede che l'omografia immagine di T T’ & il prodotto delle omografie im-
magini di 7 e di 7". Se allora T e 1" sono tali che il loro prodotto & una
corrispondenza a valenza, le omografie immagini di 7 e di 7" sono inverse
I'una dell’altra. Chiamando complementari due corrispondenze soddisfacenti
alla condizione suddetta, abbiamo il risultato:

Una corrispondenza e la sua inversa hanno per immagini due reciprocita
tnverse; due corrispondenze complemmentari hanno per immagini due omografie
inverse.

In particolare:

Le omografie involutorie sono immagini di corrispondenze che hanno il
quadrato dotato di valenza.

Si supponga ora che una corrispondenza T e la sua inversa 77" siano
complementari, che cioé i prodotti T’T™ e T7' T siano dotati di valenza.
La T e la 7' hanno allora per immagini due omografie 0 ed Q' I'una in-
versa dell’altra; ma poicheé anche le reciprocitd immaginidi 7 e di 7™ sono
inverse 'una dell’altra, @ 4 dovrd essere l'inversa di Q7' 4, cioée Q 4= A0,
e quindi la @ & permutabile col sistema nullo fondamentale £; reciproca-
mente, se 'omografia Q, immagine di 7T, ¢ permutabile con A4,1a T'e la T
sono complementari. D’altra parte, detti « e B gli indici di T, si consideri
la corrispondenza simmetrica S che si ottiecne assumendo come omologhi
due punti, quando appartengono allo stesso gruppo Gz omologo di un punto «
per la T, e la corrispondenza S’ dedotta in modo analogo da 7~'. Si avranno
allora le equivalenze

T T=2I+S8S TT'=pI+S

nelle quali con I si & indicata I'identitd; da queste risulta che le corrispon-
denze T e T~' sono complementari quando e soltanto quando le corrispon-
denze S ed S’ sono dotate di valenza. Se S ed S’ si dicono le corrispon-
denze laterali della T, si pud dunque enunciare:

(*) Hurwirz, loc. cit., § 10.
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16  Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

Le omografie permulabili col sistema nullo fondamentale A sono @mmag@m
di corrispondenze che hanno le loro laterali dolate di valenza.

8. Passiamo ora ad occuparci delle corrispondenze simmetriche ed
émisimmetriche speciali.

Sia T una corrispondenza speciale di specie p— ¢: la omografia Q, im-
magine di T, sara dunque singolare ed avra come primo e secondo spazio
singolari due spazi razionali R,,_, , ed R,,_,. Se poi la T & simmetrica o
emisimmetrica, il prodotto @ A dard origine o ad un sistema nullo S, ovvero
ad una polarita P. Ma allora & chiaro che il complesso lineare relativo ad S
o la quadrica che individua la polaritd P dovranno essere specializzati ed
avere lo spazio R,,_,_. come spazio singolare, e che inoltre 'R, , & polare
di quello nel sistema nullo fondamentale A.

Vediamo dunque che i sistemi regolari riducibili associati ad una cor-
rispondenza speciale simmetrica o emisimmetrica 7 sono indipendenti e tali
che I'uno di essi individua Paltro (*).

Noi diremo che la T appartiene al sistema regolare riducibile oo*™* rap-
presentato dalla stella d’iperpiani il cul centro contiene I'R,,_, ,. Come
abbiam visto, questo sistema riducibile & generato dalla somma dei valori
che un integrale variabile della curva possiede nei punti del gruppo omo-
logo per la T di un punto variabile .

Dato, inversamente, un sistema regolare riducibile oo?™?, esistono corri-
spondenze simmetriche ed emisimmetriche appartenenti ad esso ?

Si consideri lo spazio razionale E,,_,_, contenuto nel centro della stella

(*) Cfr. il n.° 4 della mia Nota citata « Sugli integrali abeliani riducibili ». Colgo 'occa-
sione per avvertire che la dimostrazione ivi contenuta si pud ulteriormente semplificare os-
servando che una retta reale appoggiata allo spazio a, e quindi al coniugato «,, non pud ap-
partenere al complesso A. Se infatli e+ i B, «i—ifr(k=1, 2,..., 2p) sono le coordinate
di due punti P P, immaginari coniugati appartenenti agli spazi ««,, I'ipotesi che la congiun-
gente P P, sia del complesso 4 conduce all’'uguaglianza

(&) Botr— %1 B1) + (%3 Bore — %ppe L) 4. . (@ Pop— 2yp Bp) = 0. M

Ma l'integrale di 1.2 specie, che ha per immagine I'iperpiano polare di P nel sistema nullo 4,
ha i periodi normali uguali a

Opis 0 Loty nes Toptifop, —(@+4B),y. .., —(@+1if);

la (L) contradice dunque alla disuguaglianza fondamentale di Riemann, dal che segue la verita
dell’asserto.
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»

d’iperpiani che rappresenta il sistema riducibile dato, e sia R,,_, il suo po-
lare nel sistema nullo fondamentale 4. Segando 4 con R,,_, si ottiene in
questo spazio un sistema nullo non singolare 2, trasformante in sé I's, ,
lungo il quale R,,_, si appoggia ad x Se ora » & un’omografia di R,,_, che
nasce moltiplicando per }* un sistema nullo razionale ¢ ovvero una polarita
razionale = trasformanti in sé I's,_,, la omografia singolare @ di specie ¢
dello spazio S,,_, che ha come primo e secondo spazio singolari I'R,,_,_,
e 'R,,_, e che subordina in quest’ultimo spazio la , & immagine di infinite
corrispondenze, due a due dipendenti, rispettivamente simmetriche od emi-
simmetriche, appartenenti al sistema riducibile dato. E poicheé di omografie
soddisfacenti alla prima condizione ne esiste almeno una ed & lidentita, si
deduce che ad un dato sistema riducibile oo®' appartengono sempre corri-
spondenze speciali di specie p — q simmelriche.

In ogni caso vediamo che le corrispondenze simmetriche ed emisimme-
triche indipendenti appartenenti al dato sistema riducibile sono tante quanti
i sistemi nulli ¢ e le polaritd = indipendenti di R,,_, che trasformano in sé
I's,_,. Donde si trae che:

I numeri delle corrispondenze siminetriche ed emisimmetriche indipendenti,
speciali di specie p — q, appartenenti ad un dato sistema riducibile co?', non
possono oltrepassare q’.

Osservazione 1. Poiché i sistemi regolari riducibili associati ad una cor-
rispondenza speciale simmetrica o emisimmetrica sono indipendenti, per 1’Os-
servazione del n.° 3 si ha la proprietd: Se T & una corrispondenza simme-
trica o emisimmetrica, ogni integrale che dia somma costante nei punti del
gruppo omologo di un punto variabile & per la’ corrispondenza T' (i =2, 3,...)
deve dare somma costante nei punti del gruppo omologo di x per la T.

Osservazione II. Siano Q e ' le omografie immagini di due corrispon-
denze T e T~* inverse I'una dell’altra. Poiché le reciprocitd Q@ 4 e Q' 4 sono
l'una inversa dell’altra (n.° 7), dovrad essere Q'=A Q7" 4, in cul Q7" indica
la omografia -inversa di @ fra gli iperpiani di S,,_,. Se dunque Q & singo-
lare, la ©" & pure singolare della stessa specie di @ ed i suoi spazi singolari
(1° e 2°) sono polari di quelli di @ (2° e 1°) nel sistema nullo 4. Si ha dunque
il risultato: Se le corrispondenze T, T°, T°,... sono speciali di specie p—q,
p—q-+1l, p—q-+1,,..., anche le corrispondenze inverse T', T T7°,..
sono speciali della stessa specie p—q, p+q-+1,, p—qg+1,,...

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXV, 3
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PARTE SECONDA

§ 4, LA cOPPIA DI RETTE CORRISPONDENTE AI PERIODI DI UNA CURVA
DI GENERE DUE.

9. Vogliamo ora applicare le considerazioni precedenti alla ricerca dei
numeri base p, e v, per le curve di genere due,
Sia
1 0 a, a,
. (a/m = azn) (9)
0 1 a, o,

la tabella dei periodi normali dei due integrali di 1* specie di una ‘curva C
di genere due. I due spazi = «,, di cui abbiamo parlato nei numeri prece-
denti, sono ora due rette immaginarie coniugate di seconda specie di un S,
reale o, ed appartenenti al complesso lineare fondamentale £ di equazione

Dis +P24=0- (10) .

E noto che la condizione necessaria e sufficiente perché la tabella (9)
sia quella dei periodi normali di una curva di genere due, & espressa dalla
disuguaglianza

’ aln a’22‘—a"?2>03 (11)
nella quale o'y, @'\, @'y, indicano i coefficienti dell'immaginario ¢ in a,, a,, @,,.

Questa condizione & suscettibile di una elegante interpretazione geome-
trica, dovuta al prof. Scorza (*), la quale & utile qui ricordare, perché ad essa
dovremo ricorrere in seguito.

Se si stabilisce una relazione omografica reale fra il sistema lineare oo®
di complessi lineari contenenti le rette = «, ed uno spazio S;, in guisa cioé
che a complessi reali corrispondano punti reali di esso, i complessi speciall
del sistema vengono rappresentati sui punti di una quadrica 1eale a punti

(*) Scorza, Sulle funzioni iperellittiche singolari. Rendiconti della R.* Accademia dei
Lincei, Vol. XXIIT (1914).
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ellittici. La (11) esprime allora, secondo il teorema di Scoxrza, che il com-
plesso fondamentale (10) ha per immagine un punto inferno alla detta
quadrica.

Una coppia di rette immaginarie coniugate di 2* specie, appartenenti al
complesso (10) e soddisfacenti inoltre alla condizione del teorema di Scorza,
definisce dunque una tabella di periodi normali (*); si dird percio la coppia
di rette corrispondente ai periodi della curva.

10. Abbiamo visto che, in virtd della interpretazione geometrica delle
formule di Hurwitz, per determinare i numeri v, e p., delle ‘corrispondenze
simmetriche ed emisimmetriche indipendenti, e quindi il numero base p,
della totalita delle corrispondenze, dobbiamo ricercare quanti sono i com-
plessi lineari razionali e quante le quadriche razionali indipendenti che con-
tengono la coppia (««,). Si noti subito che, per essere queste rette imma-
ginarie coniugate di 2* specie, le dette quadriche, quando sono reali, do-
vranno essere a punti iperbolici.

Da ora innanzi la totalitd delle corrispondenze che dipendono da % cor-
rispondenze indipendenti, si dird brevemente un S,_, di corrispondenze.

Le corrispondenze speciali provengono dalla presenza sulla curva di in-
tegrali riducibill a ellittici (n.° 3).

Si consideri un integrale ellittico I e sia r la retta razionale, appoggiata
alla coppia (x%,), ad esso corrispondente. Ad I appartiene sempre un S, di
corrispondenze simmetriche speciali (n.° 8); sono quelle che hanno per im-
magine il sistema nullo singolare individuato dal complesso lineare speciale
di asse r. Perche ad I appartengano corrispondenze emisimmetriche, occorre
che la polarita rispetto alla quadrica degenere nella coppia di piani r «, 7 o,
sia razionale, cioé¢ che i due piani medesimi siano gli elementi doppi di una
involuzione razionale entro il fascio di asse r. Prendendo allora in questo
fascio gli elementi di riferimento razionali, dovranno le due coordinate ',
che il piano r o« ha entro il fascio, soddisfare ad una equazione quadratica
omogenea a coefficienti interi e a determinante negativo. E poiché o ed o’
sono i periodi ridotti dell’integrale riducibile I, si deduce che 'integrale stesso
¢ a moltiplicazione complessa. Abbiamo dunque il risultato :

Ad un integrale ellittico appartiene sempre un S, di oormspondenze spe-
ciali simmetriche ; quando Uintegrale é a wmolliplicazione complessa, ad esso
appartiene pure un S, di corrispondenze speciali emisimmelriche.

(*) Basta, per scrivere la tabella, considerare le coordinate dei piani che da una delle
rette proiettano i vertici 2 ed 1 della piramide di riferimento,
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§ 5. DIGRESSIONE.

11. La ricerca, di cui si parla nel n.° precedente, viene facilitata ricor-
rendo alla notissima rappresentazione di Kurin dello spazio rigato o = (« «,)
sopra una quadrica V% di S;. Ma, per procedere con' chiarezza, dobbiamo
premettere alcune osservazioni sulle quadriche di S, con S, reali, e sulle
omografie involutorie razionali di un iperspazio.

TroremA III. Data in S; una quadrica non specializzata Vi conienente S,
reali, un S, reale, non tangente ad essa, la sega in una V; (reale) a punti
iperbolici od ellittici, secondoche IS, polare dell’S, é secante o nown secante
della quadrica stessa; e due S, polari reali la segano in due coniche che sono
insieme reali o immaginarie.

In virth del significato geometrico della legge d’inerzia di SyLwe-
STER (*), I'equazione della V? con S, reali si puo infatti, mediante una tras-
formazione reale delle coordinate, ridurre alla forma

o]+, + af — @] — awp— a5 =0.

Osservando allora le sezioni della V? con un S, ed un S, opposti, ov-
vero con due S, opposti della piramide di riferimento, 'asserto viene subito
provato.

12. Sulle omografie razionali involutorie ci occorreranno in seguito i
seguenti due teoremi:

TeoremA IV. In una omografia involuloria razionale di S, , gli spazi fon-
damentali, quando hanno dimensioni diverse, sono razionali.

Infatti, per lipotesi fatta, 'equazione di grado n-1 a coefficienti ra-
zionali, da cui dipende la ricerca degli spazi fondamentali dell’omografia,
dovra ammettere due sole radici, di diversa molteplicitd. Ciascuna di esse
appartiene dunque al campo di razionalitd dei coefficienti, sard cioé razio-
nale. Di qui segue subito che sono razionali gli spazi fondamentali me-
desimi.

CoroLLARIO. Le omografie involutorie razionali in uno spazio di dimen-
sione pari hanno sempre gli spazi fondamentali razionali. '

(*) Vedasi, ad es., BErTiNy, Infroduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi (loc. cit.),
pag. 124,
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TeorEMA V., In uno spazio S,,., di dimensione dispari sia data un’omo-
grafia involutoria razionale con gli spazi fondamentali S, S’,, di ugual di-
mensione. Se uno di questi, S,,, & conlenuto in uno spazio razionale, ovvero
contiene uno spazio razionale, S, ed S’',, sono razionali.

Se infatti S, (!>>m) & uno spazio razionale passante per S, , entro S,,
che & unito nell’omografia data, questa subordina un’omografia involutoria
razionale la quale ha gli spazi fondamentali di dimensione diversa: uro di
questi & S,,, 'altro l'intersezione di S, con S’,,. Per il teorema precedente,
lo spazio S, dovrda dunque essere razionale, dal che segue subito che & ra-
ztonale anche S’,.

Supposto poi che S, (I <<m) sia uno spazio razionale contenuto in S,,,
facendo il ragionamento duale, considerando cioé 'omografia involutoria ra-
zionale subordinata nella stella di centro §,, si giunge alla dimostrazione
della seconda parte del teorema.

§ 6. RAPPRESENTAZIONE DELLO SPAZIO RIGATO o == (& a,)
SOPRA UNA QUADRICA DI S;.

13. Assumendo come immagine di una retta di o il punto di S, che
ha per coordinate omogenee le coordinate pliickeriane della retta, lo spazio
rigato o= (a«,) viene rappresentato sulla quadrica ¢ di §; la cui equa-
zione &

(PP)=D12Pse+ D15 Pis +DP1s Pos =0

al punti e ai piani di o vengono a corrispondere gli S, dei due sistemi della
quadrica ¢, che diremo primo e secondo sistema.

Qui importa notare che, in siffatta rappresentazione, quando un ente
di o (punto, retta, piano) & reale o, in particolare, razionale, 'ente omologo
di ¢ & pure reale o razionale. ,

Un sistema nullo di © ha per immagine un’omologia armonica di S, i
cui spazi fondamentali sono un S, e un S, polari rispetto a ¢. Se il sistema
nullo & razionale, 'omologia suddetta & razionale ed ha quindi (teor. IV)
gli spazi fondamentali razionali. '

Una polaritd di @ ha per immagine un’omografia involutoria di S 1 cui
spazi fondamentali sono due S, polari rispetto a . Se I» ~ ’ta & razio-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



22 Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

nale, 'omografia & pure razionale; sui suoi spazi fondamentali possiamo sol-
tanto affermare che sono reali, quando si sappia che la‘ quadrica a coefti-
cienti razionali, fondamentale della polarita, & reale a punti iperbolici, ovvero
immaginaria (*).

Gli oo’ complessi lineari dello spazio o contenenti le rette « ed «,, ven-
gono rappresentati dagli oo® iperpiani passanti per una retta reale @ non
secante la ¢; fra questi & I'iperpiano razionale =, immagine del complesso
fondamentale 4. La polarita rispetto a ¢ trasforma questi iperpiani nei punti
dell’S; ==, polare di a, e fornisce quindi la rappresentazione reale dei com-
plessi lineari stessi sui punti di un S;, a cui si riferisce il teorema del pro-
fessore Scorza. I complessi speciali sono rappresentati dai punti della qua-
drica ¢ a punti ellittici (teor. I[l) sezione di ® con =, ed il complesso fon-
damentale 4 da un punto razionale P, che, per il teorema suddetto, dovra
essere interno a ¢.

Inversamente & chiaro che una retta reale @, non secante la @, il cui
S, polare contenga un punto razionale P interno alla quadrica reale ¢ a
punti ellittici in cui il detto S; sega la ¢, determina una coppia («a,) di
rette corrispondente ai periodi di una curva di genere due (**).

(*) Scritta I’equazione della quadrica solto la forma canonica
a, % + ag o, + oy %3+ a, x; =0, 1)

in cui i coefficienti a; sono numeri interi positivi o negalivi, fra le coordinate pliickeriane
pix p'x di due rette polari rispetto ad essa, sussistono, com’® facile vedere, le relazioni

PP1a= 30, Py PV =0, 0y Prq
PP 13=0,03D PPie=0,03Ds5 ?)
PP 1= 0305y PPea=ay 0 Dis5 5

queste sono poi le formule della omografia razionale involutoria di S; che rappresenta la
polaritd. Poiche l'equazione da cui dipende la ricerca degli spazi fondamentali di detta omo-
grafia ammette le due radici triple

p==%\ai0,000,,

si deduce che i due S, fondamentali dell’omografia stessa sono reali, quando la quadrica (1)
¢ a punti iperbolici ovvero immaginaria; sono immaginari coniugati, quando la quadrica
suddetta & a punti ellittici.
I due S, saranno poi razionali soltanto nel caso in cui il prodotto a,aga,0, sia un
quadrato. '
(*#) Con una omografia razionale che non muti la @, si pud infatti condurre I'iperpiano
polare di P nell’iperpiano py + P =20. :
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14. Un punto razionale di = & dunque immagine di un S, di corri-
spondenze simmetriche della curva C; in particolare P & immagine dell’S,
costituito dalle corrispondenze a valenza. Quando il punto giace sulla qua-
drica ¢, I'S, & di corrispondenze speciali; il punto si assume anche come
immagine dell’integrale ellittico cui appartiene il detto S, di corrispondenze.

Un 8, ed un S, di corrispondenze simmetriche sono rappresentati da una
retta e da un piano razionali dello spazio . Poiché la quadrica ¢ non con-
tiene rette reali, si deduce che non possono esistere sulla curva degli S, di
corrispondenze simmetriche tutte speciali., .

Un piano reale di 7, non tangente a ¢, che, insieme al suo polare ri-
spetto a ¢, definisca un’omogralia involutoria razionale, ¢ immagine di un S,
di corrispondenze emisimmetriche non speciali. Nelle condizioni dette si trova
certo ogni piano razionale di * non tangente a ¢. '

Caratterizziamo ora i piani rappresentanti gli S, di corrispondenze emi-
simmetriche speciali. Sia percid M un punto razionale di  immagine di un
integrale ellittico a moltiplicazione complessa, e indichiamo con p. il piano
ivi tangente alla 9. Il piano p'= Ma sard polare di p. rispetto a @, cioé ri-
spetto alla V? specializzata in cui I'iperpiano £, tangente in M a &, sega
la ¢. Nella stella dell'iperpiano §, che ha il centro in M, si consideri 'omo-
grafia involutoria 1 cul spazi fondamentali sono p e »'; essa subordina nelle
due schiere di S, del primo e del secondo sistema appartenenti alla V%,
ciascuna delle quali contiene infiniti S, razionali, due involuzioni I, e I,.
La condizione perché M sia immagine di un integrale ellittico a moltiplica-
zione complessa, e quindi il piano p rappresenti un S, di corrispondenze
emisimmetriche speciali, & che la seconda involuzione I, sia razionale.

E chiaro che se il piano g (e quindi anche p’) & razionale, le involu-
zioni I, e I, sono entrambe razionali. Dunque un piano razionale di = tangente
a ¢ (*) e certo immagine di un S, di corrispondenze emisimmetriche speciali.

Se una corrispondenza emisimmetrica descrive un S, o un S,, il piano
di = che la rappresenta varia in un fascio o in una stella. Si vede dunque
che non possono esistere sulla curva degli S, di corrispondenze emisimme-
triche tutte speciali.

(*) Quando un piano razionale di t tocca ¢, il punto di contatto & pure razionale. Questo

punto & infatti quello che il piano ha comune col suo polare rispetto a $.
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§ 7. DETERMINAZIONE DEI VALORI DI p, E DI y,.

15. Per quanto abbiamo visto al n.? 6, i valorl possibili per il numero
base p., delle corrispondenze simmetriche sulla curva C sono 1, 2, 3, 4.

Esaminiamo il

1° Caso: p., = 1. Lo spazio = contiene allora 'unico punto razionale P,
immagine dell’S, delle corrispondenze a valenza. Proveremo ora che non
esistono sulla C corrispondenze emisimmetriche, onde & p, =0.

La curva intanto non possiede corrispondenze speciali, non contenendo
la quadrica ¢ alcun punto razionale.

Si supponga che esista su € una corrispondenza emisimmetrica non spe-
ciale; essa sard rappresentata da un piano reale X dello spazio 7, non tangente
a ¢, che insieme al suo polare X' rispetto alla quadrica ¢ individua un’omo-
grafia involutoria razionale. Questa omografia subordina in = I'omologia ar-
monica che ha per spazi fondamentali il piano X ed il punto L = (¥’ <), che
¢ polo di X rispetto alla quadrica ¢. Il punto P non pud giacere nel piano x
neé coincidere col punto L, che altrimenti uno dei piani 21" verrebbe a con-
tenere un punto razionale, e dovrebbero percid entrambi essere razionali
(n.° 12, Teor. V), contro l'ipotesi p, = 1. Ma allora I'omologo di P nell’omo-
logia (L, ) sard un punto razionale distinto da P, cid contradice pure al-
Yipotesi.

Vediamo dunque che 'S, delle corrispondenze a valenza esaurisce la
totalitd delle corrispondenze; si ha cioé il notevole risultato:

Se una curva di genere due non possiede corrispondenze singolari simmne-
triche, ogni corrispondenza su di essa é dolala di valenza.

16. 2. Caso: p, = 2. La curva possiede un S, di corrispondenze sim-
metriche, rappresentato nello spazio = da una retta razionale r, contenente
il punto P e secante la ¢ in due punti reali L, L,.

Facciamo T'ipotesi che esista su € una corrispondenza emisimmetrica T
e sia ) il piano dello spazio = che ad essa corrisponde. Se la T & speciale,
il piano 2 & tangente a 9 in uno dei punti L, L, (che dovra percid essere
razionale) e passa quindi per la retta s, polare di r, rispetto a o.

Se poi T' & non speciale, il piano 2 non tocca la quadrica o, e, insieme
al suo polare ¥, individua un’omografia involutoria razionale, la quale su-
bordina nello spazio T Vomologia armonica che ha per spazi fondamentali
il piano 2 ed il punto L = (¥"<), polo di 2 rispetto a o.
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Poiché + non contiene punti razionali esterni ad r,, la , dovra essere
trasformata in sé¢ da questa omologia, e, non potendo giacere in A (n.° 12,
Teor. V), dovrd passare per il punto L. Ne segue che % dovra contenere la
retta s. .

I piani dello spazio 7, che rappresentano corrispondenze emisimmetriche,
vanno dunque ricercatl nel fascio (s), donde segue che al massimo & p, = 2.

Si prenda ora su 7, un punto razionale qualsiasi X e sia E il suo iper-
piano polare rispetlo a @, il quale segherd = nel piano & del fascio (s) che
& polare di X rispetto a ¢. Un piano A del fascio (s), che sia immagine di
una corrispondenza emisimmetrica non speciale, & trasformato dall’omologia
armonica razionale (X, E) di S,, o, cid che & lo stesso, dall’omologia armo-
nica (X, &) di 7, in un piano che & pure immagine di una tale corrispondenza.

Cosi non pud dirsi se X rappresenta una corrispondenza emisimmetrica
speciale, perche 'omologia (X, ) muta bensi 'uno nell’altro i puntt L, L,,
ma trasforma gli S, di un sistema di ¢ uscenti da L, negli S, dell’altro si-
stema uscenti da L,, ende pud avvenire che l'uno dei punti e non I'altro
sia immagine di un integrale ellittico a moltiplicazione complessa (cfr. n.° 14).

Facendo poi variare il punto razionale X su »,, si deduce che se la
curva contiene una corrispondenza emisimmelrica non speciale, contiene un S,
di corrispondenze emisinuimelriche.

In questa ipotesi, possiamo dire di piu che se i punti L, ed L, sono ra-
zionali, e quindi immagini di due integrali ellittici (¥), questi devono essere
a moltiplicazione complessa; cioé se U'S, di corrispondenze simmetriche con-
tiene due S, di corrispondenze speciali, anche U'S, delle emisimmetriche con-
tiene due S, di corrispondenze speciali.

Infatti, I'S, = (a s), polare di r, rispetto a @, & razionale e sega ® in una
quadrica Vi a punti iperbolici (n.° 11). Essa contiene poi nelle sue due schiere
infinite generatrici razionali, traccie nel detto S, degli S, razionali dei due
sistemi uscenti dal punto razionale L, (ovvero dal punto L,). L'involuzione
gobba che ha per assi le rette a ed s, essendo subordinata nel detto S, dalle
omografie razionali involutorie (A2') di S;, immagini delle corrispondenze
emisimmetriche, sard razionale e subordinerd quindi a sua volta due invo-
luzioni razionali nelle due schiere di generatrici della V. Cio basta per af-

Y

(*) Se I'uno & razionale, lo & anche 1'altro, perché ulteriore intersezione della quadrica
razionale @ con la retta razionale +, uscente da un suo punto razionale. Si ha cosi, per via
geometrica, la conferma di un noto teorema di Prcarp.
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fermare che i due integrali ellittici aventi per immagini i punti razionali L,
ed L, sono a moltiplicazione complessa.

Dal ragionamento fatto discende che, nel caso », =2, le sole ipotesi pos-
sibili sono le seguenti:

a) p, =2, ¢, =0. La curva possiede un S, di corrispondenze simme
iriche e nessuna emisinmmetrica.

Questo caso si suddivide in due:

a') Le corrispondenze simmetriche sono tutte non speciali.

a") Esistono mel delto S, due S, di corrispondenze speciali. La curva
possiede allora due inlegrali ellittici, nessuno dei quali a moltiplicazione com-
plessa.

b) p, =29, v,=1. Sulla curva esiste un S, di corrispondenze simme-
triche contenente due S, di corrispondenze speciali, e un S, di corrispondenze
speciali emisimmelriche. La curva possiede due integrali ellittici, dei quali uno
* ¢ a moltiplicazione complessa.

¢) py =29, p,=2. Sulla curva esiste un S, di corrispondenze simme-
triche ed un S, di emisimmetriche. Questo caso si suddivide pure in due:

¢’) Non esistono sulla curva corrispondenze speciali.

¢”) I due S, contengono entrambi due S, di corrispondenze speciali. La
curva possiede allora due integrali ellittici, entrambi a molliplicazione com-
plessa.

17, 3° Caso: p, = 3. Le corrispondenze simmetriche della curva for-
mano un S, rappresentato entro lo spazio v da un piano razionale r, pas-
sante per P e secante quindi la quadrica ¢ in una conica reale non de-
genere f.

Sulla curva esiste certo un S, di corrispondenze emisimmetriche non spe-
ciali rappresentato pure dal piano razionale r, (n.° 14); dico che, all'infuori
di quelle esistenti nel detto S,, la curva non possiede altre corrispondenze
emisimmetriche,

Esista infatti una corrispondenza emisimmetrica non speciale indipen-
dente da quelle: sia % il piano dello spazio =; diverso da r,, che la rappre-
senta e .’ il suo polare rispetto a o,

La omografia razionale involutoria (2, ') di S, subordina nello spazio =
Pomologia armonica che ha per spazi fondamentali il piano % ed il punto
L = (¥ =), polo di A rispetto a 9. Poiché ~ non contiene punti razionali esterni
al piano r,, il piano stesso sard unito in quell’omologia e dovrd quindi pas-
sare per il centro I della medesima. In esso verrd poi subordinata un’omo-
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logia armonica razionale che ha L per centro e la retta I = (A r,) per asse. Il
punto L e la retta I dovranno quindi essere razionali (n.° 12, Teor. 1V), e
saranno quindi razionali i piani A 2" (n.° 12, Teor. V), contro l'ipotesi p, = 3.

Suppongasi ora che esista su C una corrispondenza emisimmetrica spe-
ciale, rappresentata dal piano & tangente a ¢ in un punto razionale X della
conica f, la quale verrd percid a contenere infiniti punti razionali. Indicato
allora con E l'iperpiano razionale tangente in X alla ¢, e con V} la quadrica
specializzata in cui & sega la ¢, nella stella dell’iperpiano E che ha il centro
in X, 'omografia involutoria, che ha per spazi fondamentali il piano ¢ ed
il piano & = X a, subordina nella schiera degli S, del secondo sistema di V3
una involuzione razionale 7, (n.° 14).

Il piano razionale +’,, polare di », rispetto a ®, & contenuto in = e sega
la V in una conica f’ con infiniti punti razionali (quelli che 7', ha comuni
con gli S, razionali di V3), e la involuzione I, determina su f’ un’involuzione
razionale. L’omologia armonica del piano »’,, che subordina su f’ questul-
tima involuzione, sard dunque razionale; e poiché il centro di essa & il
punto (#, %), si deduce che lo spazio © contiene un punto razionale esterno
ad ', contro l'ipotesi.

Si deduce dunque che quando & p., =3, dovrd essere p, =1, cioe:

Se le corrispondenze simmetriche della curva formano un S,, la curva
possiede un S, di corrispondenze emisimmetriche non speciali.

In tal caso pud darsi che:

a) IS, delle corrispondenze simmetriche sia tutto di corrispondenze non
speciali.

b) Nel detto S, siano contenuti infiniti S, di corrispondenze speciali. La
curva possiede allora infinili integrali ellittici, nessuno dei quali a moltipli-
cazione complessa.

18. £ Caso: p., = 4. Sulla curva esiste un S, di corrispondenze sim-
metriche rappresentate dall’intero spazio =, che dovra essere allora uno spazio
razionale. La quadrica ¢ contiene infiniti punti razionali, quelli che = ha co-
muni con gli S, razionali di @. Il piano tangente a ¢ in uno di questi punti,
essendo l'intersezione dello spazio = con liperpiano razionale tangente nel
punto medesimo alla ®, & razionale. Gli infiniti punti razionali di ¢ sono
dunque immagini di integrali ellittici a moltiplicazione complessa (n.° 14);
ed i piani in essi tangenti alla ¢ rappresentano degli S, di corrispondenze
emisimmetriche speciali.

Ogni piano razionale di =, non tangente a ¢, & immagine di un §, di

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



98  Rosati: Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica

corrispondenze emisimmetriche non speciali; inversamente, un piano che sia
immagine di un tale S,, per il fatto che & contenuto nello spazio razionale =,
¢ razionale. Segue dunque che quando & v, =4, deve essere p, =4, cioé:

Se la curva possiede un S, di corrispondenze simmetriche, possiede anche
un S, di corrispondenze emisimmetriche. Tanto il primo come il secondo S,
contengono infiniti S, di corrispondenze speciali, e sulla curva st hanno in-
finiti integrali ellittici tutli a. moltiplicazione complessa.

OsservazioNe. Notevole & il fatto che quando esistono sulla curva inte-
grali ellittici, la conoscenza del numero e della specie di questi conduce subito
alla determinazione dei valori di g, e di p.,.

Cosl se la curva possiede due (soli) integrali ellittici, che non siano a
moltiplicazione complessa, si ha ¢, =2, p,=0. .

Se dei due integrali uno & a moltiplicazione complessa, si ha p, =9,
re = 1.

Se entrambi sono a moltiplicazione complessa, si ha p, =2, p, = 2.

Se la curva possiede pit di due integrali ellittici, ne possiede, come &
noto, infiniti. Puod darsi allora che nessuno di questi sia a moltiplicazione
complessa, ovvero tutti siano a moltiplicazione complessa. Nel primo caso
si ha p, =3, p, =1, nel secondo p, =4, p, =14

§ 8. DIMOSTRAZIONE DELLA EFFETTIVA ESISTENZA DI CURVE CUI SI RIFERISCONO
I VALORI TROVATL DI p, E DI p,.

19. Sia P un punto razionale di S, e = il suo iperpiano polare rispetto
a . Poiche la V2 in cui = sega ¢ contiene S, reali, la sua equazione in =
si puo, mediante una trasformazione reale delle coordinate, ridurre alla forma

o ol —x, —ai=0;

questa dice che in ogni quintupla reale polare di V3 esiste un S, non secante
il cui S, polare ha comune con V? una conica immaginaria. Chiamando
ed « I'S, e I'S, suddetti, 'S, = P«, polare di @ rispetto a ¢, sega ¢ in una
quadrica ¢ a punti ellittici (n.° 11); e poiché il piano «, polare di P rispetto
a 9, sega ¢ in una conica immaginaria, il punto P sara interno a ¢. Variando
la suddetta quintupla reale in modo continuo, 'S, = P« varia con conti-
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nuitd intorno a P. Ne segue che la retta @ pud essere scelta in modo che
I’'S, = P« non contenga, all'infuori di P, alcun punto razionale (*).

La retta o fornisce allora (n.° 13) una coppia (« «,) corrispondente ai
periodi di una curva di genere due che si trova nelle condizioni del 1.° Caso
(n.0 15). -

20, Sia r, una retta razionale secante la quadrica ® in due punti reali
L, L,. Nell'S, polare di r,, il quale sega ¢ in una quadrica V? a punti iper-
bolici (n.° 11), si consideri un tetraedro polare della V2 stessa e siano a o
i due spigoli opposti non secanti. 'S, = r, &, polare di a rispetto a ¢, sega ¢
in una quadrica ¢ a punti ellittici che ha comuni con », i punti L, L,. Va-
‘riando con continuitd il detto tetraedro, I'S, = r, @’ varia con continuitd in-
torno ad r,; ne segue che a pud esser scelta in modo che I'S; =r,a" non
contenga alcun punto razionale esterno ad r,, né alcun piano fondamentale
di una omografia razionale involutoria trasformante in sé la @ (*¥).

Se allora i due punti L, L, non sono razionali, la retta a fornisce la
coppia (« 2,) corrispondente ai periodi di una curva che si trova nelle con-
dizioni del 2.° Caso a") (n.° 16).

Facciamo ora l'ipotesi che L, ed L, siano razionali. Al variare continuo
dell’S, =r, &, il piano 2, tangente in L, alla ¢, cioé l'intersezione del detto S,
con l'iperpiano 4, tangente in L, a ¢, varia pure in modo continuo. Nei due
sistemi di S, della V? sezione di 4, con @, il piano 2, ed il suo polare ¥,
subordinano dunque due involuzioni che variano pure in modo continuo.
La retta @ pud quindi essere scelta in modo che nessuna delle due involu-
zioni sia razionale, ed allora fornisce una coppia (««,) corrispondente ai
periodi di una curva che si trova nelle condizioni del 2.° Caso a”) (n.° 16).

21. Si mantenga l'ipotesi che i punti L, L, in cui , sega @ siano ra-
zionali. La V2 sezione di ® con I'S, polare di », & a punti iperbolici e con-
tiene nelle sue due schiere infinite generatrici razionali, traccie nel detto S,
degli infiniti S, razionali di ¢ uscenti da I, e da L,. Si fissi allora in una

(*) Qui applichiamo la proprietd : Uno spazio reale Sk che si muove in un Sy in modo
continuo, non pud contenere uno spazio razionale variabile. L’ipotesi opposta condurrebbe
infatti all’assurdo che 1’insieme costituito da una infinita di spazi razionali avrebbe la stessa
potenza del continuo.

(**) Poiché un tal piano dipende da un gruppo d’interi (i coefficienti dell’'omografia ra-
zionale), I’insieme costituito da una infinita di questi piani non pud avere la potenza del
continuo. Vale dunque per essi la considerazione fatta nella Nota precedente per gli spazi
razionali.
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schiera un’involuzione ellittica I, che mandi ogni generatrice razionale in una
pure razionale (basta, per individuare I,, prendere due coppie separantisi di
generatrici razionali), e sia I, un’involuzione ellittica dell’altra schiera scelta
in modo generico. Le due involuzioni I, e I, stabiliscono fra i punti della V3
una corrispondenza biunivoca involutoria, la quale, com’¢ facile vedere, &
omografica; e siccome manda in sé ciascuna delle due schiere, sard conte-
nuta in una involuzione gobba dello spazio S,. Per il fatto che le involu-
zioni I, e I, sono ellittiche, gli assia e a’ di questa involuzione gohba sono
reali e non secanti la Vi. LS, = (r, @) sega quindi la ¢ in una quadrica ¢
a punti ellittici, che ha comuni con r, i punti L, L,. Tenendo fissa l'invo-
luzione razionale I, e variando con continuitd I,, si puo fare in modo che
I'S, =r, &, il quale varia con continuitd intorno ad r,, non contenga punti
razionali esterni ad r,; ma poiché ora unro dei punti L, L, & immagine di
un integrale ellittico a moltiplicazione complessa (quello cioe che proietta la
schiera sostegno di I, mediante S, del 2.° sistema di ® (n.° 14)), si deduce
che la retta o fornisce una coppia (zz,) corrispondente ai periodi di una
curva nelle condizioni del 2.° Caso b) (n.° 16).

22, Le involuzioni I, I, siano ora entrambe razionali, ma scelte del
resto in modo affatto generico; i due punti L, L, sono allora immagini di
integrali ellittici a moltiplicazione complessa, e la retta a fornisce quindi la
coppia (x2,) corrispondente ai periodi di una curva nelle condizioni del
2.° Caso ¢”) (n.° 16).

OsservAZIONE, Poiché le involuzioni I, e I, devono ora essere razionali,
non & pil possibile farle variare in modo continuo. Sorge quindi il dubbio
che non si possa evitare che lo spazio S, =r,a’ venga a contenere punti
razionali esterni ad r,.

Si osservi anzitutto che quando, per una determinata coppia di involu-
zioni razionali I, I,, un punto razionale esterno ad r, viene a cadere in -,
= dovra divenire uno spazio razionale, non potra cioé contenere un solo piano
razionale passante per r,. Questo piano segherebbe infatti la ¢ in una co-
nica f con infiniti punti razionali, fra i quali L, ed L, sarebbero immagini
di integrali ellittici a moltiplicazione complessa, e ¢id non pud avvenire come
abbiam visto al n.° 17.

Quando poi lo spazio = diviene razionale, dovra esser razionale la sua
polare a rispetto a @, e quindi anche o'. I dubbio cui sopra abbiamo ac-
cennato sard quindi rimosso, quando si mostri che con una scelta generica
delle involuzioni I, I, nel campo razionale le rette @ @’ non sono razionali.
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Si ripeta percid per lo spazio rigato (@ a') la rappresentazione di Krgin
che abbiamo sopra applicato allo spazio o = (« ,). Le due schiere della qua-
drica V; contenuta in detto spazio son rappresentate da due coniche ff’,
con infiniti punti razionali, sezioni di ® con un S, ed un §’; polari; e le
due involuzioni I, I, da due involuzioni sulle coniche stesse aventi per centri
due punti razionali HH' di S, e di S’; interni ad f ed f’. Le intersezioni
A A" di & con la retta HH' (le quali sono certamente reali perche, com’é
facile vedere, I'S, polare di H H' sega ¢ in una quadrica a punti iperbolici)
sono poi le immagini delle rette aa’. E siccome ogni retta razionale se-
cante la ® pud mettersi nelle condizioni della HH’ (*), si deduce che con
una scelta generica delle I, e I, nel campo razionale le rette @ a’ non sono
razionali.

23. Per dimostrare lesistenza di curve per le quali si verifica il
2.° Caso c¢') procederemo nel modo seguente,

Si consideri in S, un’omografia razionale involutoria trasformante in s
la @, i cul piani fondamentali A% siano reali ma non razionali, ed inoltre
secanti la ¢ in coniche immaginarie (**). Si indichi poi con r, la retta razio-
nale congiungente due punti razionali omologhi nell'omografia (7). L’S,
polare di », sega ¢ in una Vi e i due piani » % in due rette @ &’ polari ri-
spetto a questa Vi. Poiche, per l'ipotesi fatta, @ ed o sono entrambe non
secantl, la V} sard a punti iperbolici e quindi r, segherd & in due punti
reali L, L, . Essi non saranno poi razionali se i due punti razionali omologhi
nella omografia (A1), congiunti dalla r,, sono scelti in modo generico (***).

(*) Giustifichiamo ’asserzione. Sia infatti  una retta razionale secante la @ in due punti
4 A' reali ma non razionali; il suo 8, polare rispetto a & & razionale e sega # in una qua-
drica V3 a punti iperbolici con infiniti punti razionali. Si costruisca un’ tetraedro razionale
polare rispetto a questa quadrica e siano r, 7, i due spigoli opposti non secanti. 'S, = (r r)),
polare di ry, sega ¢ in una quadrica V3 a punti ellittici, con infiniti punti razionali. Un
piano A condotto per r, e per un punto razionale di questa V; sega & in una conica f con
infiniti punti razionali e la » in un punto razionale H, che sard interno ad f. Il piano ¥,
polare di A, passa per 7, sega 9 in una conica f' contenente infiniti punti razionali, e la r
in un punto razionale H' interno ad f'. La retta r & dunque nelle condizioni richieste.
(**) Per la dimostrazione della possibilitd della scelta dei piani 2} soddisfacenti alle con-
dizioni suddette, vedasi la nota al n.° 13.

(***) Supposto che I’omografia (X ¥') sia rappresentata dalle formule (2) della nota al n.°13,
¢ facile provare con semplice calcolo che I'equazione di 2° grado da cui dipende la ricerca
dei punti L; L, ha il discriminante sempre positivo, se a, a, aga, sono positivi, ma non ne-
cessariamentfe un quadrato.
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Lo spazio == (a'r,), polare di a, segherd ¢ in una quadrica ¢ a punti el-
littici, avente comuni con r, i punti L, L,. Inoltre & facile vedere che in =
non esiste alcun punto razionale esterno ad »,. Infatti I'ipotesi che = sia ra-
zionale, ovvero contenga un piano razionale passante per r,, contradice al
fatto che v contiene il piano ¥, non razionale, fondamentale dell’omografia
razionale involutoria (A1) (vedansi i nt! 17, 18).

E chiaro allora che la retta a fornisce una coppia (x «,) corrispondente
ai periodi di una curva nelle condizioni del 2.° Caso ¢) (n.° 16).

24. Siano 7, ed ', due piani razionali, polari rispetto a ® e secanti
la ® in due coniche reali f ed f’. Si prenda in 7, una retta a, reale ma
non razionale, non secante la f’. Il suo spazio polare v segherd ® in una
quadrica ¢ a punti ellittici avente comune col piano razionale r, la conica
reale f. Essendo a non razionale, lo spazio * non contiene punti razionali
esterni ad r,; ne segue che a fornisce la coppia (« «,) corrispondente ai pe-
riodi di una curva nelle condizioni del 3.° Caso a) (n.° 17).

- Se poi 7, & il piano determinato da tre punti razionali di ¢, la f con-
tiene infiniti punti razionali, ed otteniamo il 3.° Caso b) (n.° 17).
Infine ogni retta razionale non secante la @ fornisce la coppia (x «,)
relativa al 4.° Caso (n.° 18).

Pisa, luglio 191(5.
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Vene fluenti tra pareti interrotte.

(Di Bruro Cauponazzo, a Milano.)

INTRODUZIONE.

In una Nota nei Rendiconli dei Lincei(') G. CoLoNNETTI ha assegnato
I'integrale generale del moto piano di un liquido tra due pareti rigide, una
delle quali interrotta e che viene sostituita, per cosi dire, nel tratto man-
cante da un pelo libero (Fig. 1).

Iih una Nota successiva (*) applica il risultato allo studio del caso che
schematicamente traduce il tubo del VENTURIL. Precisamente egli assume ret-

Sy /—r

tilinea la parete non interrotta, il che gli permette la riflessione del campo
del moto rispetto a tale parvete. In tal modo risolve il problema del wmoto
piano di un liquido tra due pareti interrotte (Fig. 2), sismmetriche una all’altra
rispetto ad un asse.

In questa Nota io mi propongo lo studio del moto piano permanente
di un liquido tra due pareti qualisivogliano (e quindi anche non simmetriche)

(%) Sull’efflusso dei liquidi tra pareti che presentano una interruzione, Rend. dei Lincei,
vol. XX, serie 5.2, 1.° sem. (1911), pp. 649-655.
(®» Loc. cit., pp. 789-797.

Annali di Matematica, Serie 11I, Tomo XXV. 5)
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ambedue interrotte (Fig. 3), lungo i tratti mancanti scorrendo il liquido tra
due peli liberi. _

Gia il CoronNeETT1 nella seconda Nota rileva come la questione abbia
stretta analogia coi fenomeni che si verificano in prossimita di ogni brusco
cambiamento di direzione o di sezione nei canali. Altrettanto pud ripetersi
ben a ragione per il problema da me trattato, del quale quello del Covon-
NETTI risulta un caso particolare. Infatti in vicinanza dei gomiti o delle stroz-
zature nei tubi e nei canali la corrente non segue piu le pareti, ma lascia
tra sé e quelle una regione in cui il liquido non partecipa direttamente al

T

moto della corrente e che in certi casi puo riguardarsi come sensibilmente in
quiete.

Si pud supporre allora che il moto avvenga tra pareti interrotte i cui
tratti mancanti sono sostituiti da tubi di flusso liberi, limitanti la corrente
del liquido in quiete. Nel caso piano da noi considerato abbiamo a che fare
naturalmente con peli liberi. Una volta determinata la forma dei peli liberi
(ed a cid0 conduce il nostro problema) se si sostituiscono questi con pareti
rigide aventi la stessa forma calcolata pei peli liberi, il liquido si muovera
su questi tratti con velocitd costante. Questo fatto pud interessare I'inge-
gnere idraulico che voglia sottoporre le pareti di una conduttura in una
curva od in una strozzatura a sola azione idrostatica.

Per lo studio del problema mi servo del noto metodo analitico che il
Levi-Civita introdusse nella Memoria: Scie e leggi di resistenza (*).

(®» Rend. Circ. mat, di Palermo, t. XXIII (1907), pp. 1-37.
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Riesco ad esprimere linfegrale generale del moto sfruttando la soluzione
del problema di DiricHLET nella corona circolare data dal ViLLaT (*).

Cid mi permette nello stesso tempo di stabilire una relazione tra i valori
assoluti della velocitd sut peli liberi e la configurazione delle pareti [§§ 1% e 15].

Come applicazione valuto I'integrale generale che corrisponde ad un ca-
nale a pareti di forma poligonale [§ 19]. Studio quindi il caso particolare
in cui il canale ha le pareti rettilinee facenti un gomito (Fig. 11). Trovo che
il valore assoluto della velocitd & sempre compreso tra i valori che la ve-
locitd assume sui due peli liberi e posso dare sotto forma finita le equazioni
intrinseche dei peli liberi [§§ 20-22]. Questi peli liberi non hanno flessi;
uno di essi (X) rivolge la convessitd al campo del moto e su di esso la ve-
locitd ha il valore massimo, 'altro (}') rivolge la concavita al campo del moto
e su di esso la velocitd ha il valore minimo.

Piu interessante, e dal punto di vista pratico piu istruttivo, riesce questo
caso quando il campo del moto ha un asse di simmetria (Fig. 12 e 13).

Ecco i risultati pitt salienti cui sono giunto in tale caso.

Il valore c della velocila all’ infinito é medio proporzionale fra i wvalori
della velocita sui peli liberi. Siccome assumo eguale ad 1 il valore della ve-
locitd massima, cioé quella su }, si ha quindi il valore della velocita su '

Vy=~¢.

Nella trattazione del problema intervengono le costanti K, K' e k&, le
prime due da riguardarsi come integrali ellittici completi di prima specie re-
lativi al modulo %, definite dalla relazione

E__1,
K= % 8

dove « & l'angolo del gomito del canale.
L’equazione intrinseca del pelo A, contando gli archi a partire dall’estremo
a monte, & )

_K'

xX

R VA =) (T—E ¢¥), Ofsflog%-

I1 pelo libero ) & omotetico di A e ¢* & il rapporto d’omotetia tra A e '

(Y H. ViLLAT, Le Probléme de Dirichlet dans une aire annulaire, Rend. Circ. mat. di Pa-
lermo, t. XXXIII (1912).
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Quando 1’ang010 « & diverso da = il centro di omalelia & il punta del-
I'asse di simmetria che dista dalle pareti rigide p e v, che si raccordano a %, di

T
T

1—¢
Quando x===, il doppio di questo numero rappresenta la distanza alla
quale devono giacere le pareti stesse v e v, in tal caso parallele.

PARTE PRIMA.
Problema generale.
§ 1. POSIZIONE DEL PROBLEMA.

Precisiamo il problema facendo le seguenti ipotesi:

[. Unliquido (fluido omogeneo incompressibile) di densitd p* si muova
di moto piano continuo permanente ed irrotazionale tra due pareti rigide
(Fig. 3) indefinitamente estese sia a mounte che a valle, tutte e due interrotte
rispettivamente nei tratti 0Q ed 0’ Q.

IL. Al finito le pareti presentino forma arbitrariamente prefissata, con
tangente generalmente continua, escluso cioé al pit un numero finito di
punti (puz@ti angolosi), nei quali la tangente cambia bruscamente di dire-
zione. All’'infinito a monte ed a valle infine le pareti tendano a diventare
parallele, la loro distanza restando finita.

Il. Essendo evidente il significato delle notazioni indicate nella Fig. 3,
supporremo che il liquido scorra sempre aderente alle pareti,p. e p’ a monte
evev a valle

Laddove le pareti sono interrotte il liquido in moto sia @ contatto lungo il
pelo libero N con un liquido della stessa densitd ma in quiele della regione B
e lungo il pelo libero X' con lo stesso liquido pure in quiete della regione B'.

In altre parole ammettiamo che i filetti, guidati dalle pareti rigide a
monte p. e p’ fino ai punti O ed 0, proseguano quindi nei peli liberi X e ¥’
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fino ai punti @ e Q. A partire da questi punti gli stessi filetti ritornano ad

essere guidati dalle pareti rigide v e v a valle,
[V. In ogni punto della vena in moto, pareti rigide incluse, eccettuato

T ———,

Fig. 3.

eventualmente in un numero finito di punti angolosi di queste pareti, la ve-
locita sia finita e diversa da zero.

V. Allinfinito sia a monte che a valle i filetti tendano a diventare pa-
ralleli alle pareti e la velocita abbia lo stesso valore V* in-ogni punto al-
I'oo a monte, lo stesso valore V*, in ogni punto all’oc a valle.

§ 2. IMPOSTAZIONE ANALITICA DEL PROBLEMA.

Sia 0, «*, y* una coppia di assi cartesiani ortogonali con I'origine in 0,
lasse O«* diretto come la velocitd assintotica a valle, I'asse O#* rivolto

verso il campo del moto (°) (Fig. 3) [verra giustificato in seguito perché nella
figura & scritto semplicemente x ed y in luogo di «* ed y*]. Indichiamo con

(®) Vogliamo dire con cid che se si imlﬁ&gina di far tendere 0 all’co a valle lungo X 4
conservando l'asse Ox* parallelo a se stesso, ’asse 0y* tende verso il campo del moto in

modo da tagliare la parete ¥'.
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w* e v* le componenti della velocita in un punto generico P. Poiche, (I), il
moto & permanente ed irrotazionale esistono due funzioni armoniche as-
sociate

o* (%, y*), potenziale di velocita ;

U* (a*, y*), funzione di corrente;

definite dalle equazioni ai differenziali totali
do* = urda*4-v*d y¥,

{
d{* = —v* dax* 4 u* d y¥, (1)

a meno di una inessenziale costante addittiva. Per la (I) ancora, le eventuali
forze di massa devono derivare da un potenziale. Indicheremo con — U* (a*, y*)
il potenziale relativo all’'unitd di massa. E superfluo rilevare che la fun-
zione U* & indipendente da ¢*; riterremo inoltre che essa sia continua in
tutto il campo 4 del moto come pure nelle regioni B e B’ attraverso i peli
liberi » e . Poniamo al solito

¥ —=a* i y*,
Ww* = u* — i v¥, (2)
fr=o* g
con che w* ed f* risultano entrambe funzioni della variabile complessa z*
e le (1) sono compendiate nella relazione

dr
e — ®

Sia V* il valore assoluto della velocitd in un generico punto P di 4:
V* = w*| = Ju® + o,

e p* la corrispondente pressione.
Poiche il moto & stazionario e non vorticoso le equazioni idrodinamiche
di EuLERO si riassumono nell'unica relazione,

1 1 R
?p*z— 9 V* 4+ U* + cost. (%)

\

Per sfruttare l'ipotesi III premettiamo alcune considerazioni d’indole
generale.
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Consideriamo in seno ad un liquido (in due dimensioni) (), dotato di
moto permanente ed irrotazionale, una linea di flusso A, che sia in pari
tempo linea di discontinuita per il valore della velocitd. Ammettiamo che
pur potendo essere variabile da punto a punto, la densitd p* del fluido si
conservi continua attraverso a A.

Diciamo 4 e B le due regioni in cui viene diviso il campo del moto
da A. Le grandezze che compaiono nella (4), eccettuata V*, sono tutte con-
tinue attraverso A.

Siano V*; e V*p i valori che V* assume in un punto P di 1, a seconda
che si tende a P dalla regione 4 o dalla regione B. Dalla (4) segue allora

facilmente
V* 4 — V*¥p = cost.,

la quale relazione deve essere identicamente verificata in ogni punto di X

Quindi in generale in seno ad un fluido, in moto permanente sotto
l'azione di forze conservative, una linea di flusso attraverso la quale la den-
sitd & continua pud essere linea di discontinuita per il valore della velocita
a condizione che sia costante la differenza dei quadrati dei due valori che la
velocitd assume in un punto della linea, da una parte rispettivamente e dal-
Paltra della linea stessa.

Nel caso particolare in cui nella regione B vi & la quiete (V*p=0) do-
vremo avere evidentemente

| V*4 = cost,,

e cioé la regione 4 in moto confina con la regione B in quiete mediante
una linea di flusso su cui la velocitd ha valore costante (pelo libero).

Nel nostro problema in 4 e B (ipotesi III) il liquido ha la stessa den-
sitd costante, per cui g* & certamente continua su A ed in B vi & la quiete;
quindi, per quanto abbiamo ora provato, la velocitd assume necessariamente
su A un valore costante (V*).

Analogamente su A’ la velocitd avrd un valore costante V*v, essendo in
generale V*y. diverso da V*,. Riassumendo dalla II[ segue

V*= V* =cost. su 1;
V* = V¥.,= cost. su \.

G

(® Si potrebbe considerare anche un fluido in tre dimensioni; si arriverebbe alle stesse
conclusioni, colla differenza che in lnogo di linea di discontinuitd si deve parlare di super-
ficie di discontinuitad per il valore della velocita.
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Nel problema che stiamo trattando dunque non sono escluse le forze,
anzi possono agire sul liquido forze qualsivogliano, purché conservative, cir-
costanza questa necessariamente verificata dal fatto che il moto & irrota-
zionale. -

Cid e importante, perche cosi si puo tener conto ad es. della gravita, la
quale effettivamente interviene sempre (%).

Lungo 1 peli liberi & costante, come segue dalla (4), la somma della
pressione pill 'energia potenziale relativa alla massa contenuta nell’'unita di

volume:

p* — ¢* U* = cosl.

In generale quindi lungo i peli liberi X e %" la pressione & variabile con
il potenziale delle forze esterne e solo nell’assenza di queste forze, (U*=cost.),
sard p* = cost. lungo ciascuno dei peli liberi.

§ 3. SCELTA DELLE UNITA DI MISURA.

Scegliamo come unitd di misura della densitd la densitd stessa p* del
liquido, come unitd di velocitd la velocitd V* sul pelo libero A e come unita
di portata una portata = volte minore della portata ¢* della corrente. Cio
verra giustificato in seguito dalla forma speciale che in tal guisa assumono
le condizioni ai limiti per le funzioni incognite del problema [(11) e (16)].

Fissate le dette tre unitd, tutte le altre unitd risultano completamente
determinate. Indicheremo la misura di una grandezza nel sistema fissato con
la stessa lettera che serve ad indicare la grandezza senza l'asterisco. Avremo

(") Tutte le questioni idrodinamiche che vennero trattate sfruttando il metodo analitico
introdotto dal Levi-CiviTa nella Memoria Scie e leggi di resistenza (gid da noi citata) sono ca-
ratterizzate dal fatto che su certe linee di flusso, separanti un liquido in quiete da un liquido
in moto, la velocitda & costante. In tali questioni si premette in generale 1’ipotesi che man-
chino le forze di massa (U* =cost.). Da quanto abbiamo visto, questa ipotesi non ¢ necessaria
per la costanza di V* su tali linee e percid i risultati ottenuti nello studio di tali questioni
restano validi anche se intervengono forze di massa conservative, a condizione perd che su
queste linee la densita del fluido sia continua.
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quindi ad es.
* q* .
2 =m2, (r=x+iy),
w* = V*w, (w=u—iv), (6)

f*=w%—*f, (f=¢-+i{),

z, w ed f essendo quindi puri numeri. Conveniamo inoltre di far intervenire
in seguito relazioni solamente fra le misure delle grandezze considerate; si
ha cosi il vantaggio di dover operare sempre con puri numeri. Sard comodo
perd, quantunque non rigoroso, di chiamare ancora con gli stessi nomi delle
grandezze concrete i numeri che ne esprimono le misure.

Per questo diciamo semplicemente in seguito asse delle «,"asse delle y
ed abbiamo tralasciato gli asterischi a queste lettere nella Fig. 3 come avri
giad avvertito il lettore. _

Nel nuovo sistema di misure, con le convenzioni fatte le (1) si scrivono

de= udx-+t+ovdy,
dé=—vdx+udy,

e la (3), che le riassume, diventa
75 =" (7)

Questa ci definisce la funzione f, nel campo del moto a meno di una
costante arbitraria assoluta.
Infine le (5) si traducono nelle seguenti:
V=1, su 3;

8
V=Vy su ¥. ©)

§ 4. COMPORTAMENTO DI f=¢ +4{¢ NEL CAMPO DEL MOTO.

E noto che su una linea di flusso la funzione ¢ & costante e che pas-

sando da una linea ad un’altra linea di flusso l'incremento subito dalla ¢
rappresenta (in valore e segno) la portata della vena compresa tra le due
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linee, a condizione che la normale alla prima rivolta alla vena si coordini
alla velocitd come l'asse delle y si coordina all’asse delle .

Per lipotesi III una linea di flusso & costituita dalla parete rigida p, dal
pelo libero A e dalla parete rigida v; un’altra linea di flusso & costituita dalla
parete p’, dal pelo 2" e dalla parete v. Su ciascuna di esse la ¢ & costante.

Assumiamo la costante addittiva, che per la (7) resta arbitraria nella de-
terminazione della f e che d’altra parte & inessenziale pel nostro problema,
in modo che sia

Cio importa
=0, in O; (9)

e, poiché ¢ & costante su g+ X+ v cui appartiene il punto O,
¢=0 su p+2r-4w (10)

Il valore costante che ¢ assume su p' 2" -V & la portata dell’intera,
vena e cio¢ =; dunque

== su p +A1+4V. (11)

Quanto alla funzione ¢ osserviamo che si ha, detto d s un elemento d’arco
di una generica linea di flusso preso positivamente nel senso del moto:

do
ds

Ma per la IV, avuto presente la 2.* delle (6), ¢ generalmente V> 0; cio
vale a dire che 9 & sempre crescente lungo una generica linea di flusso nel
senso del moto.

Avremo percio

¢ =4 oo, all’co a valle;

12
¢ =— o0, all’oo a monte, (12

singolaritd queste che fanno riscontro alle discontinuitd della ¢ all’oo a monte
e a valle, come risulta dalle (10) e (11).

L’equazione indefinita (7) e le condizioni ai limiti (9), (10), (11) e (12)
determinano completamente la funzione f nel campo del moto. Oltre alle

singolarita considerate nei punti all'oo della vena, essa presenterd delle sin-
golaritd negli eventuali punti angolosi delle pareti rigide.
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§ 5. LA FUNZIONE W ED IL SUO LOGARITMO — i f,

La funzioue
wW=u—1iv

& funzione di z, uniforme e regolare nel campo del moto, la quale per le (8)

e la IV deve soddisfare alle condizioni:
1 su )
|w|=V= ,
W osu %, (13)

[w|{>0

e finita in ogni altro punto, tolti gli eventuali punti angolosi delle pareti.

Indichiamo con < il logaritmo aritmetico di V e con ¥ Uangolo che il vet-
tore velocitd forma col semiasse Ox, contato questo angolo positivamente
nel verso @ — y, negativamente nel verso opposto. Converremo di contare
quest’angolo tra — » e 4+ =. Dopo tali convenzioni possiamo scrivere

u=c¢e*cosd, v=e*send,
od anche - ‘
w=e", (14)
in cui A
t=3+i-.

La funzione ¢ cosi definita & funzione di z regolare uniforme nel campo
del moto, finita e continua dovunque tolti gli eventuali punti angolosi delle
pareti rigide nei quali la sua parte reale 4 & discontinua e la corrispon-
dente = diventa infinita nel modo che & caratterizzato dalla discontinuitd
della $. Le condizioni ai limiti per $ sono

=@, su v-+v;

, (15)
=¥, su p—+4p.

con ¢ e ¥ indicando la successione dei valori che S assume sulle pareti ri-
gide, valori che sono prefissati assieme alle pareti rigide, perché su esse la
velocitd ha la stessa direzione che la tangente alle pareti. Quindi ® e ¥ sono
a ritenersi funzioni note dei punti delle pareti rigide; noi ammetteremo che
tali funzioni siano sommabili lungo le pareti,
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Quanto a =, dalle prime delle (13) segue

0, su 1
1—_-§ % (16)

\ ’
v, su ¥,

indicando con <’ il logaritmo aritmetico di Ty,

’

7' =log Vy.

§ 6. TRASFORMAZIONE (}{ONFORME DI UN’AREA SEMPLICE IN UN RETTANGOLO.

Ci proponiamo in questo paragrafo di far vedere che ¢ sempre possibile
ed in modo unico lo trasformazione conforme diretta di un’area semplicemente
connessa A in un retiangolo R in modo che a quattro punti prefissali di A
vengano a corrispondere i vertici di K.

Siano P,, P,, P,, P, i punti prefissati sul contorno di 4 e succedentisi

in questo ordine, quando si percorra il contorno nel wverso positivo (cioé in
modo da avere il campo 4 alla sini-
stra); w,, ta, ts, . le parti (finite o
no) in cui il contorno resta diviso
(vedi Fig. 4). E noto anzitutto (*) che
si puo sempre fare la trasformazione
conforme diretta di un campo sempli-
cemente connesso in un semipiano in
modo che tre dati punti del contorno
abbiano per immagint tre punti pre-
fissati della retta che limita il semi-
piano.
‘ Il cainpo 4 quindi si puo rappre-
sentare nel semipiano Y’'=0 della variabile complessa Z'=X'+14iY’  in
modo che le immagini dei punti P,, P,, P, siano in particolare i punti — 1,
1 ed il punto all'oo dell’asse reale Y’ = 0. La corrispondenza biunivoca fra
i punti di 4 e del semipiano che cosi si viene a stabilire determina come
immagine del punto P, un punto a posto necessariamente sul semiasse reale
negativo ed alla sinistra del punto — 1 (vedi Fig. b).

L

Fig. &.

(®) Cfr. ad es. E. Picarp, Traité d’Analyse, t. II, Chap. X.
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Facciamo ora la sostituzione

, 7'+ k

4 =X Y =
Kz +1°

con % indicando una costante reale che determineremo in modo opportuno.

Con questa sostituzione all’asse reale Y’ = 0 corrisponde ’asse reale YY" =0

’

Y.

My M, 4 s

AL ~1 0 1 xf

Fig. 5.

del piano Z”, ai punti — 1 ed 1 del primo corrispondono pure i punti — 1
ed 1 del secondo ed al punto all’oo dell’asse Y= 0 corrisponde il punto —;;— ,

come & facile constatare. Infine al punto a corrisponde il punto gﬁ%" Ve-

diamo se & possibile scegliere £ in modo che questo punto diventi simmetrico

rispetto all’origine al punto —;{ Dovremo avere percio

a+k 1

T
dal che segue che k& & radice dell’equazione

E+2ak+4+1=0.

Le sue radici — a = Ja® — 1 sono manifestamente reali perché essendo «
alla sinistra del punto —1 & a<C—1; & facile constatare inoltre dalla forma
dell’equazione stessa che esse sono reciproche e positive.

Esprimiamo ora il coefficiente dell'immaginario di Z”; dall’ultlma posi-
zione colla quale si passa dal piano Z' al piano Z” ricaviamo

(1— k)Y’

Y'= T AFERX)VFEY?

Questa ci dice che al semipiano Y’ = 0 corrisponde il semipiano ¥’ =0
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se k<1, oppure il semipiano Y" =0 se 2> 1. Sul primo semipiano si ha
la rappresentazione conforme direfta dell’area A4, sul secondo invece quella
inversa. Conveniamo di scegliere la rappresentazione diretta; il che & quanto
dire scegliamo delle due radici ¥ quella minore dell’unita, alla quale condi-
zione soddisfa una ed una sola delle radici trovate e precisamente

=—a—ya'—1.

In tal modo ai punti P, e P, corrispondono i punti —1 e 1; ai punti
P, e P, i punti —% e % dell’asse reale Y"=0, l'area 4 & trasformata in
modo diretto nel semipiano Y"=0 (vedi Fig. 6). Possiamo inoltre aggiun-
gere che tale trasformazione & sempre possibile ed in un solo modo (°).

Introduciamo infine una nuova variabile Z= X 41 Y, definita dall’inte-
grale ellittico

2" iz’
=) i=zha—wz 0
yfl
My M, ' M My Ay
q -1 e 1 il v
3 0 T X
Fig. 6.

E noto (*°) che con tale sostituzione il semipiano Y”=0 si pud rap-
presentare in modo conforme diretto sul rettangolo B del piano complesso Z
1 cul vertici sono i punti di affisse (Fig. 7)

—K, K, K+iK, —K+iK’,

(*) E evidente che alla stessa conclusione si arriva per la trasformazione conforine in-
versa, che si ottiene sul semipiano Y" = 0 scegliendo ’altra radice

=—a+VaF—1>1,

(*) Cfr. ad es. E. Picarp, loc. cit. (5).
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in cui K e K’ sono gli integrali definiti

(1 d L
NA—ZH (1=K Z7)’

= az , kK =Vl—Fk.
0\/ 1—Z")y(1—k"Z")
'y
K+ K’ c'](' K+ K’
A
My, R A,
4 M Y
-K 0 K 7 s
Fig. 7.
e N N 11
Tali vertici poi corrispondono rispettivamente ai punti — 1, 1, P

dell’asse Y"=0 e quindi ai punti P,, P,, P,, P, del contorno della primi-
tiva area 4 e con ¢id il teorema proposto & dimostrato. Operando l'inver-
sione dell’integrale nella (17) si ha la Z” espressa dalla funzione ellittica di
JACOBI

Z"=s8nZ, seno amplitudine Z, : (17)

i cui periodi reale ed immaginario sono rispettivamente 4K e 2i K.

§ 7. RAPPRESENTAZIONE DEL CAMPO DEL MOTO SUL RETTANGOLO E.

Identifichiamo D’area generica A del paragrafo precedente col nostro
campo del moto e poniamo

pr=p g =2 py=v4y; p=N.
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Pel teorema dimostrato il campo del moto si pud rappresentare ed in
modo unico sul rettangolo R del piano complesso Z in modo che le pareti
rigide v e p” a monte dell’interruzione sono rappresentate sul lato reale,
quelle a valle v e v' sul lato a questo parallelo ed i peli liberi » e X" sui lati
paralleli all’asse immaginario, rispettivamente alla destra ed alla sinistra di

1y
~-K K v KiK'
Zy
X R 2
’ Z
M “v M R
-K 0 K X
Fig. 8.

detto asse (Fig. 8). All'origine O del campo del moto corrisponde il punto K
di B; agli altri tre punti @, @', 0’ corrispondono rispettivamente i vertici
K+iK', —-K+iK', —K

Quanto ai punti all'infinito della vena in moto possiamo dire soltanto
che ad essi corrispondono rispettivamente i punti Z, = X, del lato reale Y =0
(a2 quello a monte) e Z, =X, + iK' del lato Y=14i K’ (a quello a valle). La
loro effettiva posizione dipende dalla configurazione delle pareti rigide.

§ 8. La runzione f(Z).

La funzione f di #z regolare nel campo del moto si pud considerare come
funzione regolare di Z entro il rettangolo. Per essa valgono le condizioni al
contorno (9), (10), (11) e (12) le quali, riferendoci ora alla nuova variabile Z,
si traducono nelle seguenti:

g 0, per Z=K;
p =1 —o00, per Z=2172,;
[ oo, per 72,
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"0, per Z=X, con X, =X =K per
Z=K-+iY,con 0=Y=K"e per
Z=X+iK',con X\, =X=K;

%, per Z=X, con — K=X=X,; per
Z=—K+1iY,con 0=Y =K' e per
\ Z=X—+i1K',con —K=X=X,.

Si constata senza difficoltd che la funzione

1-—an2_an~an,
1—snZ an-—anQ’

f(Z)=log (18)

con la determinazione f(K)=1log1=0, soddisfa a tutte le condizioni ri-
chieste. Infatti essa & funzione regolare finita e continua di Z nei punti in-
terni di R tale essendo ivi s# Z, che non assume maiivalori snZ, e snZ,.
Avendosi s n K =1, le condizioni imposte alla parte reale ¢ risultano mani-
festamente soddisfatte. Quanto alla § ricordiamo che s#» Z, sul contorno di R
¢ sempre reale; precisamente percorrendo il contorno nel verso positivo dal-
Porigine al punto ¢ K', sn Z cresce da 0 a + oo passando pel valore 1 in

Z =K e pel valore % in Z= K-+ i K'; percorrendo invece il contorno dal-
lorigine ad ¢ K’ nel verso negativo la s»n Z decresce da 0 a — oo passando
pel valore —1 in Z= — K e pel valore — % in Z=—K-+1iK' Ne segue
1l—sn2Z, S"Z_S”Z',
, l—snZz, snZ-—snz,
¢ reale positiva, sul tratto restante v+ A 4" & reale negativa e quindi

\

¢ =0 sul primo tratto, § = = sull’altro, come & richiesto ().

che sul tratto del contorno p. -4 % --v la funzione

(11 Ritornando mediante la (17) al semipiano Y"=0, la (18) si scrive

" 1 —_ Z" ZI/_ Zl' A
f(Z )=log 1 — Zu.1 . Z”—Z”; 9 (18)

dove evidentemente si & posto

Z" =snZ, Z'y=snlZ,,.
Se poniamo in (18)
le - Z"1 =P1 e‘ioi, ZII —_ Z"’ _ Pz eiaz,
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§ 9. COMPORTAMENTO DELLA FUNZIONE f NEL RETTANGOLO R.

Anche la funzione { = 5 + i+ definita dalla (14) & funzione regolare di Z
entro il rettangolo R. Le condizioni al contorno (15) stabilite per {, consi-
derata come funzione di z nel campo del moto, si traducono ora riferendoci
alla nuova variabile Z, nelle seguenti:

s _ g o, per Y=K'; 19)
¥, per Y =0,

dove le ® e ¥ sono a considerarsi come funzioni prefissate dei punti dei lati
Y=iK', Y=0 di R. Le (16) diventano adesso

(20)

’

0, per X=K;
v, per X =—K.
Per valutare la ¢ conviene eseguire una ulteriore trasformazione con-
forme del campo del moto che ci permettera, con facile artifizio, di dare im-
mediatamente la ¢ sfruttando risultati gia acquisiti dall’analisi.

abbiamo

—oe L= 2" Py 66y
f—lOgm‘nl P et T,

dalla quale, scindendo il reale dall’immaginario, otteniamo

Z"’

1— 6, — 0. se 2" <0,
1—2",

= lo
¥ ¢ 0,—0,+m=, se Z"3>0.

P4 v— g
P’ o
Quando le linee equipotenziali ¢ = cost. costituiscono nel piano Z” la famiglia di circonfe-
renze %‘=cost., coi centri sull’asse reale, le linee di flusso Y= cost. costituiscono il fascio
2
di circonferenze 6, — 0, = cost. passanti pei punti Z";, Z",. Si tenga presente che di queste
curve interessano il nostro problema solo gli archi appartenenti al semipiano Y"=0.
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§ 10. TRASFORMAZIONE DEL CAMPO DEL MOTO
IN UNA SEMICORONA CIRCOLARE.

Poniamo
;7
Zo=m, + iy, =iqe F, (21)
in eui
_nK’
g=e *F, 0<qg<). (92)

Scindendo il reale dall’immaginario cid equivale a porre (poiche
Z=X+1Y)
Y Y

g ®X g, T X
Xy=@q €  Sens—» = (e cOoS
o =q 3K Yo=4¢q

2K’

per cui, se diciamo p il modulo e ¢ 'argomento di 2, (2, = p €¥), avremo

nY
P=gqe™,
e potremo assumere
r =®X
—_ 2 21
=9 7oK G0

La (21) trasforma il rettangolo R nella semicorona circolare € di raggi 1

\yo

Fig. 9.

e y, col centro nell’origine, e che giace nel semipiano y, = 0 del piano com-
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plesso z,. Infatti per Y =0 si ha p=¢q; per Y=K', per la (22), &¢ p=1;
d’altra parte, poiché in R si ha — K= X =K, si ha dalla (21")

O=o=nrm.

Percid, quando Vaffissa Z descrive il lato reale di R, la corrispondente
affissa #, descrive la semicirconferenza |2,|=g¢, y,=0; quando Z descrive
il lato X di R (X=K, quindi ¢=0) la 2z, & reale, compresa tra q ed 1. Fa-
cendo poi percorrere alla Z il lato Y=K"' di R, la z, descrive la semicir-
conferenza |z,|=1, y,=0; infine se la Z descrive illato ¥ di B (X=—K
e quindi ¢ ==) la z, & nuovamente reale compresa tra — 1 e —gq. E pro-
vato cosi che il contorno di R si trasforma nel contorno della semicorona C;
si prova poi facilmente che ad un punto interno di R corrisponde un punto
interno di C in modo biunivoco. Basti osservare che in un punto interno
di R si ha

I<Y<K, —K<L<X<K,
cui corrisponde
I<e<<l, O<<o<=m

e cioé un punto interno di C, e viceversa.

§ Il. LA FUNZIONE { NELLA SEMICORONA. LA FUNZIONE Q. RIFLESSIONE.

Passando dal rettangolo alla semicorona la funzione ¢{ = ¥+ i+ diventa
funzione della variabile z,, regolare -nella semicorona e soddisfacente alle
condizioni al contorno :
O, per p=1;) - O,perg=p=1e c=0;

S , per p ) 23) . ', per g=p ’ (23)
¥, per p=gq; T,pergq=p=1ec=m,

nelle. quali si traducono le (19) e (20) passando alla semicorona.

Osserviamo che ¢, reale su %, non lo & su 2’ dove siha *=+, con ' in
generale diverso da zero. Ci proponiamo di ridurre il calcolo della funzione ¢
a quello di una funzione

Q(zo)=P+iQ

che sia reale tanto su A che su X, Questo scopo si raggiunge introducendo
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la funzione

to(zo)zﬁo—}—iro:—%log%"—, (24)

con la determinazione ¢, =0 per z,=¢q, e ponendo quindi
Q (2,) =t (2,) + 1, (2,)- (25)

Infatti la #, & evidentemente regolare in C, contorno incluso, sul quale,
tenuta presente la (22), si ha
TI KI .
— ==, per p=1; 0, per z, teale e 6 =10
9K’ Per e (26) =, — per 2 =0 (96

3, = ,
— 7/, per z, reale e s = 7.

0, perp=gq;
Da queste ultime e dalle (23) segue appunto
Q@ =0, per 2z, reale. (27)

Quindi la @ & reale per z, reale, come appunto si voleva; essa inoltre

¢ regolare nella semicorona e sul contorno ha tutte e sole le singolarita
della ¢. .
Pel noto principio di ScHwARz la Q@ & continuabile per riflessione ana-
litica nella semicorona simmetrica a quella considerata, rispetto all’asse reale;
la sua parte reale (P) viene cosi ad assumere valori eguali, il coefficiente
dell’immaginario (@) valori eguali e di segno opposto in punti simmetrici
all’asse reale. Questo fatto, tenuto conto che Q@ =0 per 2z, reale, ¢i permette
di affermare che la funzione Q & anche wuniforme nel campo doppiamente
connesso, costituito dall’intera corona circolare. Sul contorno della corona
per le (23) e (26) la parte reale di @ deve assumere i valori

' K’
PR S ~1: | :
po T b (28)
? ¥, per p=g, 5

Le funzioni ¢ e ¥ si conoscono sul contorno della semicorona primitiva,
ma per la simmetria di P rispetto all’asse reale abbiamo

o2m—0)=0d(9), ¥(2x—0)=w(b), (29)

indicando con A l'argomento dei punti del contorno della corona e conve-
g p
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nendo di far variare 6 tra O e 2x. Cosi i valori di P sul contorno, dati
dalla (27), sono completamente determinati.

Con I'introduzione della funzione @ il problema é ridotto alla determi-
nazione di una funzione regolare, finita, continua ed uniforme dei punti della
corona, reale sull’asse reale, la cui parte reale assume sul contorno i valori
prefissati (28), le ® e ¥ soddisfacendo alle (29) ed essendo sommabili sul
contorno stesso [§ 5].

§ 12. RICHIAMO SUL PROBLEMA D! DIRICHLET NELLA CORONA.

Il Virar (**) ha espresso in modo elegante la funzione che risolve il pro-
blema di DiricBLET nella corona cireolare. Precisamente ecco eome ha for-
mulato la questione. Siano ¢’(#) e ¥’ (8) i valori che la parte reale P’ di una
funzione Q' (2,) = P’ + ¢ Q' assume rispettivamente sulla circonferenza esterna
|2,]=1 ed interna |z| =g, le ' e ¥ essendo qualunque purché sommabili.

Si ponga allora
W

g=e “, (o edo reali positivi), (30)
ed assumiamo 2 e 2i0’ come periodi reale ed immaginario delle funzioni
ellittiche di WeiersTrAss. La funzione Q' (z,), la cui parte reale risolve il pro-
blema di DiricHLET proposto, viene espressa dal ViLLaT nel seguente modo:

i

’ , P ® 0]
Q(zo)z;r?&oq)(O)C(ﬁlogzﬂ——;e)dﬂ— )
XY d , [ [5)
_Wzﬁ)\F(O)CS(ﬁlogzo——wf)Jde 5

(L e €, essendo simboli delle note funzioni ellittiche). Questa funzione evi-
dentemente & determinata a meno di una costante arbitraria puramente im-
maginaria. La (31) perd in generale non ¢ uniforme; perché essa sia uni-
forme & necessario e basta che le ®'(0) e ¥’ (9) soddisfino alla relazione [Viv-
LAT, L ¢, (22)]

(81)

27

(q)' (H) — v (e)) do =0, A (32)

0

(**) Loc. cit. (*).
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La funzione Q' (dimostrail ViLLAT) & continua nell'interno della corona;
per quanto riguarda il contorno riferiamo quanto interessa il nostro problema.
Sul contorno le ¢’ e ¥ siano discontinue al pittin un numero finito di punti,
dove esse saltano bruscamente da un valore finito ad un altro valore pure
finito. Sia ad es. e uno di questi punti sul contorno esterno dove ¢’ (¢ —0) e
¥’ (¢ + 0) sono i valori distinti che vi assume la ¢" quando si passa per questo
punto, facendo crescere la . Nel punto considerato la singolarita della Q" &
cosi caratterizzata. Il suo coefficiente di 4, @', diventa logaritmicamente

F o a seconda che ¢ (e4+0) —w¥' (e—0)20.

La sua parte reale P’ tende al valore

V) LETO =0

T 3

v essendo 'angolo, sotto il quale il cammino, lungo il quale si tende ad e,
taglia il contorno.

Aggiungiamo infine che la Q' & omogenea rispetto ad o ed o', e cioé di-
pende dai periodi solamente per mezzo del loro rapporto.

§ 13. DETERMINAZIONE DI Q (2,).

Per sfruttare quanto abbiamo richiamato nel paragrafo precedente, co-
minciamo con l'eguagliare i secondi membri delle (22) e (30), il che si ot-
tiene ponendo

o K’
w 2K’

Questa ci determina o ed " a meno di un coefficiente di proporzionalita
affatto inessenziale nella (31). Conveniamo di assumere
0=2K, =K' (33)

e di esprimere sempre in seguito o ed o’ in funzione di K e K’. E superfluo
notare che cosi » ed ' sono reali e positivi come si richiede, tali essendo
K e K' (vedi le espressioni di K e K’, § 6).
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Poniamo ora nel secondo membro della (31)

T' KI

¢=¢—ﬁ’

Y=,

La @' diviene in tal modo la funzione

) "o 'Y A
Q(z"):Q:,I{'O @(9){(%1%%--2?1{9)019_
%K (7 2K 2K )
— = JO ‘F(e)c,(i—wlogzo—70)d0— (34)
iTK' (., (2K 29K
—= ], C(ﬁl(’g%_Te)do’

la quale soddisfa certamente alle condizioni (28) imposte alla P.
Essa soddisfa pure alla ulteriore condizione (27), di essere reale cioe
sull’asse reale.

Basta osservare che, supposto d’aver sviluppato la Q@ in serie del LAURENT,
Q (%)= Y (@.+1b,) 2, (@, e b, reali),

in un punto regolare del contorno, sulla circonferenza esterna per fissare le
1dee, si ha
o0

Q)= 3 (a,+1b,) e,
la cui parte reale &

PH) = § (a,cos nh —b,sen nb).

Per le (28) avuto riguardo alle (29) il secondo membro deve restare inal-
terato scambiando 8 in 2% — 6, il che & possibile solo quando b, = 0. Si ha
pertanto

oo -
Q("5"0) = 2 anz:)'7
—00

che ¢ manifestamente reale per z, reale.

La funzione 0, da noi cercata, oltre che soddisfare alle (27) e (28) deve
essere uniforme nella corona. La condizione di uniformitd & data dalla (32),
la quale per la nostra Q si scrive:

J'Z"(cp (e)_w(e)—%ﬁ;)de —o0.
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’

Dobbiamo scegliere quindi la costante v" in modo che sia soddisfatta

quest’ultima relazione; dovrd essere percio

,,Kf ( 0)—‘1’(0))d0 (35)

In virtd dell’ipotesi fatta che le ¢ e ¥ siano integrabili sul contorno,
I'integrale del 2.° membro & determinato e finito. Dopo ¢id possiamo asserire
che la @ definita dalla (34), nella quale " ha il valore dato dalla (35), & la
funzione richiesta.

Vogliamo tener conto in (34) e (35) delle relazioni (99) .Per queste ab-
biamo

f' (e)z;(%l ———9)d6=f”¢ (Iglogzo—i—gTKe——éK)dO,
T 0 7

" W(Q)Ca(—l()gzo—Q—Kﬂ)de—fﬂw(e) (Q—Iglow 0+Q—Ke_41{)de
R 0

Draltra parte si ha in generale (**):
Cu—4K)=C(u—20)= Lu—2n,

(n=Zw=Z(2K))
Ln—4K)=1, (u—20) =", u—2u;

quindi

dentb(e)C(Q—Iglog O_Q_Ee)
_" ¢(6)[ (QI‘ zo—O)—Kﬂ)+ (%10g50+£6)—9n]d0,
J“:"w(e)z (QKI g 2, ZTKG)df):

[ow(e) [336—Klog 2K, )—i—Cs (.—1 gz —}—Q—K(;)—Qn]

o/

(%) Cfr. HavpHEN, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. 1 (Paris,
Gauthier-Villars, 1886), p. 135. Si noti che I’'HaLPHEN scrive o' al posto di ¢ ', come abbiamo
creduto opportuno di fare per le applicazioni. In seguito dovendo citare ancora il tomo I di
questo trattato, indicheremo nel testo semplicemente il nome dell’autore e la pagina.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 8
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Abbiamo ancora [HavLpHEN, p. 201]

w19 K 2K ™ 2K
TR N T |

Sostituendo in (34) abbiamo
i K [471 (K log 2, —

) —m]—“";K "(¢(e)—w(e)) a6+

e =—grx
%K [ ((2]‘ )—{—C(*log 0+—Q—I~{0)Jd6——
: [ 3(% ~Q_~Ke)+c (QA logao—{—ZI\B)Jde.
Draltra parte per le (29) &
ﬁ"[q» (9)—\;’(6)Jd6:ﬁ: [q» (e)_ur(e)]de
per cui la (35) si serive:
(36)

’=31§J:[“’ () —w(O)]dO

Tenuto conto di questa, 'ultima espressione trovata per la Q si pud met.

tere sotto la forma
Q(zo)=—§ K[éienK logzo—}—w]—{— )
2i K ”cp(e)[z(_ _._e)+z(&1 og °+—e)]de—— L @37)
0
*QZKJ‘H‘V(O)F (QKl QK )—i—C (QIL zo—f—T')”d‘).
" 0 13

§ 14. INTEGRALE GENERALE DEL MOTO.

Dalla (25) abbiamo
t(2,) = Q (%) — &, (2,)-

Poniamo per Q(z,) la sua espressione (37) e per £, (2) la (24) tenendo
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conto della (22); otteniamo:

27 K’

b (20) = ;(1_
2K g
N :K . [ (QK QI(6)+/(21( ~0—|———9)Jd0—— 39)

%K’ \p‘(e)[ (Q_Kl g O_Q_I_(e)—f—z (Q—Klowzo—l—QK )Jde.

)logz.,—{—

Questa con la (36) determina completamente la funzione ¢(z,). E poiché
per mezzo della ¢ si possono esprimere tutti gli elementi del moto, la fun-
zione t costituisce Vintegrale genemle del moto di un fluido in un canale a
parefi interrotte.

Abbiamo gid detto cle la Q(z,) & omogenea rispetto a o ed o'

Per le (33) essa & omogenea anche rispetto a K e K'. Sono pure omo-
genee rispetto a K e K’ la (36) manifestamente e la (21) per la (22); lo &
pure quindi anche la funzione £, (2,).

Da cio segue che t(z,) & omogenen rispetto a K e K'.

Ricordiamo che il campo del moto & rappresentato dalla semicorona C,
nella quale soltanto possiamo ridurci a considerare la ¢(z,) data dalla (38),
in cui gli integrali definiti riguardano appunto la sola semicorona C.

Conviene anzi, avvantaggiandosene la semplicitd della notazione, ritor-
nare senz’altro al rettangolo R del piano Z, immagine conforme di C. A
questo scopo dalla (21) ricaviamo, avuto riguardo alla (22),

.logzo=;—17;(K+iK'—Z);

per la (21') alla variabile d’integrazione 6 possiamo sostituire la variabile £
mediante la

per la quale df =— — df ed al cammino d’integrazione da 0 a = per

QK
la 9 si sostituisce il cammino da K a — K per la & A sostituzione eseguita
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la (38) diviene ]Ja seguente funzione di Z

L(7) = 0,1,(1—9"' I)(K+iK’—Z)—+—

—f o ( [:(wzf-HK' —£)+:(51{'—Z+E)]d;’-—

-

¢ [ ¥ ( )[ @QK+iK—Z—E8+ (K —z+;)] Z.

)

Corrispondentemente, introducendovi la £, la (36) si scrive

K[ ["’( _“’()]di(“) (39)

In base alla relazione [HALPHEN, p. 135 e 189 ove si tenga presente

che €, u=-dl—0g6‘°’—u}:
du

Lu=Cutie)—n'={(u+iK)—+, («=LiK),

si ha
(@QK+IK—Z—§) 4 LK —Z+ 8 =(, @K —Z—8) + (5 — 2) 42,
GO@EA+IN —Z—8)4 L, 6K—Z+8)=(0Q2K—2Z2—8) 4+ ((—2)+27.

Sostituiamo nell’ultlma espresmone di ¢ (Z), tenendo conto della rela-

zione
ine —no=1

19| 3

[HaLpuEN, p. 150]; otteniamo cosi in definitiva, per la (39),

t(@:%( Q"K')(K Z)+
+2 f(b(z)[‘a(z—zwr LQK—E— 7 )Jd&— (40)

_iJ'me(g)[c(g_z)+z(QK—s—Z)]dE.

3

(**) Si noti che nella (39) e nella precedente scriviamo semplicemente & (§) e ¥ (§) in luogo
. [m £ wl® £i]. . .-
di d>[2— (1 —x )] e V[g— (1 _I?)] ; lo stesso del resto abbiamo fatto per le altre funzioni f

¢ ¢ passando da un piano complesso ad un altro, immagine conforme del primo.
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§ 15. VELOCITA SU X' E SUO COMPORTAMENTO NEI PUNTI ANGOLOSL

La (39) esprime il logaritmo della velocita Vi sul pelo libero V', in fun-
zione del rapporto KI—(, e dei valori dell’angolo che la tangente alle pareti

rigide fa con la velocitd assintotica a valle. Abbiamo quindi

_— e,% SE [ #o-w0] « )

Come avevamo gia previsto, questa velocitd differisce in generale da
quella sul pelo libero 2, che abbiamo assunto eguale all’unitd. Solo quando

l’lKK[¢ (Z)—v (E)] d: ¢ identicamente nullo sono eguali le velocitd sui
peli liberi X e A"

Nel § 12 abbiamo detto come si comporti la parte reale ed il coefficiente
di ¢ nella funzione Q' in quei punti del contorno dove le ¢’ e ¥’ diventano
discontinue passando bruscamente attraverso questi punti da un valore ad
un altro entrambi finiti. Queste considerazioni si possono -estendere anche
alla @ perche, in virta dell'ipotesi I, (§ 1),1 valori (28) che la sua parte reale P
assume sul contorno presentano al piu discontinuitd dello stesso tipo di quelle
previste per la parte reale di Q'. Queste considerazioni anzi valgono senz’altro
per la funzione ¢, che ha comuni con la Q le singolaritd al contorno.

Siano quindi « e £ i valori per cui passa ad es. la ¢ in un punto an-
goloso S del contorno p’'+ v del campo del moto, quando si percorra questo
nel verso positivo. In S il coefficiente = di ¢ nella funzione ¢ diventa loga-
ritmicamente '

F oo a seconda che f-—az0.

Ma P — « (fig. 3) e il supplemento (in valore e segno) dell’angolo, con-
tato tra 0 e 2=, che la prima tangente in S forma con la seconda ove si
assuma su questa il verso opposto a quello del moto. (Prima, seconda tan-
gente si riferisce all’ordine con cui le tangenti si succedono quando si per-
corre 1l contorno nel senso positivo.) In altre parole

% —(f—a)
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& langolo della cuspide in S, rivolto al campo del moto stesso. Quest’angolo
& convesso o concavo a seconda che f— «20. Percid ne segue che se in S
Vangolo della cuspide & convesso si ha v=-— oo e quindi la velocitd ¢ nulla,
se 'angolo & concavo si ha v=—+ oo e quindi la velocita é infinita (*°).

Quanto alla parte reale 3 di ¢, essa assumerd in § un determinato va-
lore compreso tra « e B e che dipende dal cammino seguito per giungere al
punto stesso.

E opportuno rilevare che, essendo finita e diversa da zero la velocita
sul due peli liberi, nei loro estremi 0, Q; 0, @ la funzione ¢ deve essere
regolare, perche altrimenti questi punti dovrebbero comportarsi come punti
angolosi e la velocitd annullarsi quindi o diventarvi infinita. Per conseguenza
la wvelocita é continua in valore e direzione nei punti d’attacco dei filetti liberi
con le pareti rigide.

§ 16. CORRISPONDENZA TRA IL PIANO DEL RETTANGOLO E QUELLO DEL MOTO.

Dalla (7)
ar
d—z' = W
per la (14) si ricava
dz=¢'df. (42)

Questa, poiche tanto ¢ che f sono funzioni di Z e si sa inoltre che a
z=20 corrisponde Z = K, stabilisce la corrispondenza tra i piani complessi
Z e z. In particolare, sul pelo %, dove V=1, ({=5)e df=dg

dz=2¢e%dg su 2, (43)
e quindi
dx=cos Sdo,
(43)
dy =senddo.

Queste equazioni definiscono completamente il pelo libero . Su %' in-
(*®) Cfr. U. Cisorr1i, Vene fluenti, Rend. Circ. mat. di Palermo, t. XXV (1908), pp. 145-
179, § 12.

G. CoLonNETTI, Moto di un liguido in un canale, Rend. Circ, mat. di Palermo, t{, XXXII
(1911), p. 85.
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vece, dove V="V, ({=5+1i7), si ha

dz=e¢".e?do, (44)
e quindi:
dx=e""" cos 3 do, ,
. (449
dy=e""senddo.

Dobbiamo osservare che mentre ¢ & espresso, con la (40), mediante fun-
zioni ellittiche coi semiperiodi o =2K, io'=14 K, la f dipende da Z pel tra-
mite di s» Z, i cui integrali completi corrispondenti sono K e K'. Come si
sa dalla teoria delle funzioni ellittiche, a tale s » Z corrispondono le funzioni
di WEIERSTRASS coi semiperiodi w ed i’ tali che [HavpHEN, pp. 26, 33]

w=ckK, w=cK'

Nel nostro caso, posto eguale ad 1 l'inessenziale fattore di proporzio-
nalitd, si ha bensi K'= o', ma si ha invece, per le (33),

Non si potranno quindi senz’altro applicare le ordinarie formule che
permettono di passare da sn alle { e {, e viceversa (*°).

(%) Volendo si puo esprimere s n (u /K, K') =sn(u,% R m') mediante funzioni ellittiche

coi semiperiodi » ed &’. Ecco come.
Sia pu=p (#|w», ) la funzione ellittica di WerersTrAss relativa alle radici e,, e,, ¢,
soddisfacenti oltre che alle solite relazioni alla ulteriore relazione

e, —eg=1
(con cid assumiamo ¢ =1). '
Poniamo

®
* 0p = — !
P u—p(u/g,m),

e le radici relative e*,, e*,, e*, soddisfino pur esse alla relazione e*, —e*;=1. Poniamo an-
cora corrispondentemente

w!
-7 — —r —
)

per cui si ha
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§ 17. PELI LIBERIL

Fissiamo su X il punto O come origine degli archi s contati su * posi-
tivamente nel senso del moto; analogamente sia O' I'origine degli archi &'
contati su A’ positivamente nello stesso senso (fig. 3).

Poiche

de|= ds ,

tenuto presente che ¢ su A e A’ cresce nel senso del moto, dalle (43) e (43)
ricaviamo:
ds =dg, su  A;

ds=e"do, su .
Dall’HavpHEN, p. 431, tenuto conto dell’ultima relazione, si ha
VoE( ia') —e¥ ity _ @ n2n n=1, 3, 5
b u+ B—m _Jl_qg"‘ se Q»M, 1y 9 3000y

e quindi [Havruen, p. 432],

(6g — &) \/p"‘_e1
Vou—e, Vpu—e,

VPF (w41 o) — ey = (@)

D’altra parte si ha |HALPHEN, pp. 46, 47 e 25]

N aTE e :ﬁ%;/gg—w) V= (o) sfu /K x).

Per la («) abbiamo quindi

¢ . \/P“‘ex__
\/(6*1 —e%) (é*n — %) \/pu—eg \/pu——ea )

sn(u/K, K’):

Poniamo in questa u=K=; ; abbiamo |HaLpHEN, p. B4]

{— ey — €5 1
\/(e*l —e*)(e*,—e¥y) 1+ \/31 ~= O

Dividendo a membro a membro la precedente per questa otteniamo:

sn(u/K, K’)=‘1+\/§l—:—%)\/pu—d—ﬁ—e,’

che & la formula richiesta.
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Sui peli liberi, sui quali si ha rispettivamente ¢ =0 e ¢ = =, & inoltre
df—=dy; '
per la (18) quindi abbiamo
snZ—snZ,

dcp:dlogs_—nz_an?- (49)

Per le convenzioni fatte poco sopra avremo dunque
1—snZz, snZ—snlZ, . xe h o
5_10,9;1 sni- snwi—snlZ, Z=RA+il, (46)

poiché in 0 & Z=K e quindi sn Z=1, indicando Z= K+ ¢ Y il generico
valore di Z nel punto di A dove Parco assume il valore s. In modo analogo,
poiché in O & Z=— K e quindi s n Z= —1, otteniamo su »'

14-s8nZ, ) SnZ—snia,
1+snZ SnZ—snuZ,

§'=-e¢"]og Z=—N+1iY. (46"
In particolare se si pone nella (46) Z=KN+ iK' e nella (46) Z=— K+ i K’
otteniamo le lunghezze dei peli liberi: '
Oorl—an2 _ 1 —ksnZ,
°1—snZ, l—ksnZ,

l4+snZ, l+ksni o
1 +snZ, 1+-ksnZ, lunghezza di X' /

A=

lunghezza di %;

(47)

"=e""log

[ndichiamo con p e o" i raggi di curvatura assoluta rispettivamente di &
e V. Ricordando che 9 & l'angolo che la tangente in un punto ad una linea
di flusso fa con l'asse O« abbiamo

ds’

P’: ds— ) SUA;

ossia, se si calcolano ds e ds’ nel senso del moto e quindi positivamente,
per quanto abbiamo visto sopra abbiamo ,

de : . do
— T, suxr;  p=e-"
P ds | suAs p=e

> su A,

dove per dg¢ possiamo scrivere, poicheé su ) & Z=K-+iY, su 1" @&
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Z=—K-iY [Havpaey, p. 9]

(snZ, —snZ)Jsn* (K+1Y)—1Jy1 —k*sn* (K+iY)
(s'n(K—{—iY)—anl) {sn(K—}—iY)wang)

ayY, sui;

(48)

(snZ,—snZ)snw' (—K+iY)—1Jy1 —ksn' (—K—+iY)
ksn(—K—kiY)—an,)(sn(—K—i—iY) —snzg)

f

do dyY, su.

Poiché su 1 si ha
- l ;o 1 . o
1£3n(l€—l—z))f? e su A\’ si ha pure —ffsn(—K—}—zl)f—l,

t secondi membri delle (48) sono certamente reali.

§ 18. OSSERVAZIONI.

Come avviene nei problemi analoghi a quello da noi tratiato, I'integrale
generale (40) per lo pilt non si sa valutare per date pareti prefissate, perche
effettivamente le funzioni ¢ (§) e w(£) per essere note in funzione di § esi-
gono sia nota la corrispondenza tra il campo del moto e quello del rettan-
golo. Vi & dunque una relazione funzionale a soddisfare che presenta in ge-
nerale un ostacolo insormontabile. Non & difficile superare questa difficolta
nel caso in cui le pareti g, v, & e v/ sono poligonali. Vedremo appunto nel
paragrafo seguente quale diventa I'espressione dell’integrale generale per il
caso di pareti poligonali e nei paragrafi successivi tratteremo il caso piu
speciale di pareti semplicemente rettilinee.

Prima di passare alle applicazioni accennate notiamo che la [ data
dalla (18) dipende, oltre che dalla variabile Z,'dai parametri Z,, Z, e dal

rapporto II{( - Effettivamente nella (18) entra la funzione seno amplitudine,

la quale dipende, oltre che dalla variabile Z, dal modulo k. Le tavole delle
funzioni ellittiche permettono di valutare ciascuna delle grandezze &, K, K’,
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i quando sia nota una di esse. Per questo possiamo considerare come

parametro nella f il rapporto —II?{— in luogo di k& e preferiamo tale rapporto

in quanto che la funzione ¢ dipende, per quanto si & detto, da K e K’ per
mezzo del loro rapporto,

PARTE SECONDA.
Applicazioni.
§ 19. PARETI POLIGONALL INTEGRALE GENERALE.

Dividiamo il lato reale di R in un numero finito di parti coi punti di
ascissa X eguale a (fig. 10) ‘ '

’ ’

ay, ay,..., a,, nel tralto (— K, Z)), (parete p');

@, @

ety ey Oy, nel tratto (Z,, K), (parete p),

e supponiamo che la funzione ¥ assuma sugli intervalli cosi determinati su
questo lato:

(— K, @) (@, @)oo (@, @), (@ X5
Xy, @), (@, a,_1)...(as, @), (a,, K)
rispettivamente i valori costanti
’ U'

’ .
sy Sy Xy Grtry Kpyoeey %y, G,

Analogamente segniamo sul lato Y=K' di R (fig. 10) i punti di
ascissa X eguale a

. ’
b,, b,,.

.., by, el tratto (—K—+4iK', Z,), (parete v);
b,, be,..

by, nel tratto (Z,, K+ iK’), (parete v) -
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e la funzione ¢ negli intervalli cosi determinati su questo lato:
(—K, b)), b,,0b0)...00.,0,), by, Xo);
(Xey )y (s b)) o (e 0, By, K)
assuma rispettivamente i valori costanti
By Boseres By Blows By Byeovs Boy Bis

Si riconosce facilmente che il rettangolo R rappresenta, in tali ipotesi,
un campo del moto le cui pareti rigide sono poligonali. Consideriamo infatti
uno dei generici intervalli in cui & stato diviso uno dei lati rappresentanti
queste pareti; ad es. l'intervallo

(@, ay ), l=h=r.

Agli estremi a,, a,_, corrispondono sulla parete rigida p due determi-
nati punti 0, 0,_, ed il segmento di parete p. da essi compreso ha per im-
magine in R l'intervallo considerato. Su questo intervallo abbiamo per ipotesi
¢ = «,. Ricordiamo che la ¥ da il valore dell’angolo che la tangente in un
punto delle pareti rigide p. e ' fa con l'asse delle x, contato positivamente
nel senso « —y, negativamente nel senso opposto, tra — = e =. Ne segue
che sul segmento 0,, 0,_, di » tale angolo & costante ed il segmento 0,, 0,_,
¢ quindi rettilineo. Analogamente si dica per gli altri intervalli.

Siano

i vertici delle poligonali, rispettivamente p. e @', corrispondenti ai punti

a,, UZEERE a,,

del lato reale di R (fig. 10). Stano ancora

Ql’ Q‘z,-“’ Q.v;
Q,l, Q12’--'a Q/s',

1 vertici, rispettivamente div e ¥, corrispondenti ai punti del lato Y=K'di R
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aventi le ascisse
by, buy..., by
by, bey..., b,
Ricordiamo che le pareti all’infinito a monte ed a valle sono parallele
e che Uasse delle « & parallelo alle pareti all’infinito a valle; ¢id importa ne-

cessariamente
’ — [ ’ — /
Xppy = %1y, Bs—}—l = ﬁ,’+1 =0. (1‘9)

..v "!f. ](*LK’
A
X s | M Kg
o xQ 4 4 X
Fig. 10.

Consideriamo ora l'angolo che un lato delle pareti forma col suo prece-
dente, rispetto al senso del moto, il verso positivo dei lati coincidendo con
quello delle tangenti. Contiamo questo angolo positivamente o negativamente
a seconda che il secondo lato considerato succede al primo nel senso  — y
o nel senso opposto, tra — = e + =. In base a queste convenzioni I'angolo vy,
che un generico lato 0,., 0, di p. fa col lato 0, 0,_, & dato da

Yo = %y — %y h=1,‘2,...,r, (50)

il suo vertice essendo nel punto O,. Analogamente le pareti che si incon-
trano nel punto 0', di p’ formano l'angolo '

’ - ’ ’ ’_ [6) 7’ 4
Y=o — @y, W=1,2,...,7r. (507
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Passando alle pareti v e v, sulle quali gli indici attribuiti alle lettere dei
vertici crescono nel senso del moto, mentre I'opposto accade su p. e p’, ab-
biamo che gli angoli dei lati di v e v/, che si incontrano rispettivamente nei

vertici @, e @', sono
8k=ﬁk—6k+1: k:‘l’ 97-"a8; . (50#)
S’k'—: p’k'—glk/+ls K= 17 2 L) s
Per le (49) si ha in particolare
8, =p., =4 (50")
Cid premesso, esprimiamo per il caso speciale considerato 'integrale ge-
nerale (40):

i1 (I_Q‘nK"

HZ) = 5% )(K—Z)—|—.

™

) K Y - »
+4f 2@ 2+LeE—F—2)|di~
i (X . . , . .
—frafti-2—ter—i-2]a
©) -k
In questa per la (39) e per le ipotesi fatte abbiamo innanzi tutto

R 4 LIS AR A AR
B (b)) B (Bos — ) 4 B (K —b) —
—ad (0, +K)—d,(@,—a)— - —
— (0 —a ) — o (g, —a)—-- —a, (K— a,l)J ,
la quale per le (50), (50'), (30”) e (50”) si pud scrivere anche

1 , , ’ N ’ ’
":'=l(/ K(Bl_}—@l—.ml —“’i)-—x(ah'rh——a’h'.],h'—}—bk hk—bklskl)z’ (51)

in cui, e lo diciamo una volta per sempre,
h=1,2...r, W'=1,2...¢;
E=1,2...s, F'=1,2...¢§.

Il primo integrale che compare nel secondo membro di ¢ (Z) (e che indi-
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cheremo con I'), tenuto conto del comportamento delle ® e ¥ sui lati di B
e che in generale si ha
{udu=dloges u,
L L,udu=dlogae,u,
sl pud scrivere
=24 (K—2)¢,— 23, log - (Q]éb__bzl .

o(y—2)
6, QK —b,— Z)

) + ¥ 3 log

Per il 2. integrale del 2.° membro di ¢(Z), e che indicheremo con I’ si
perviene alla seguente espressione:
¢(a,—Z%)

l/_\()). J— ) ' ! o
1" = .;II(I{ Z)—i_?’n‘al—I_EY"lOgG(QI(—GI;_Z)

, ¢(a'y— 2)
—Ivvig o a7y

Dopo cio lintegrale generale, nel caso di pareti rigide poligonali, si scrive:

H) =+ L] (=20 K) 20— a)
. log 7 (0, — 2) — ' log
e @K—a,—2) VPR @K —dy — Z)

o, (b, — Z) v 10e S 0w —Z) | i
+8”10ga3(‘21\'—bk—Z)—b"lo‘”c—‘—~—\

(K— Z) — )

i
_;2

nella quale ©" & data dalla (51).

Poiche le funzioni » del 2.° membro di (52) sono sempre finite in R e
si annullano solo dove il loro argomento & nullo [HarpurN, p. 170] e poich¢
ancora le s, sono pure finite In B annullandosi solo dove I’argomento &
—iw =—i K’ [HauvpHEN, p. 187], appare chiaro dalla (52), tenuto presente
il significato delle y e delle 3, che il comportamento della ¢(Z) nei punti
angolosi ¢ quello gid previsto nel § 15.

Quanto ai logaritmi che compaiono nella (52), si devono scegliere le de-
terminazioni per cui si ha

log s(a, — Z) — log e(a'y —2Z)

c(2K—a,—2Z)

5s(bk_Z) —
Gy (QK—bk—Z)

=—14% per Z=K,

95 (b’k' —Z7)
2K —b,—2)

log log

=0 per Z=K,

come ¢ facile constatare tenendo conto delle condizioni ai limiti per la ¢ (Z).
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§ 20. PARETI RETTILINEE. INTEGRALE GENERALE.

Supponiamo che le pareti rigide sia a monte che a valle siano rettilinee

e parallele, e sia « ’angolo che le prime formano colle seconde (fig. 11).
Siano Q, ed Q, le loro di-

K stanze e quindi, poicheé = & la
portata della vena in moto,

- _ -
- -02- Vl—‘Q] 2 0 ()g)

2

Q sono le velociti assintotiche
x a monte ed a valle. L’angolo «,
per le convenzioni faite, &
compreso tra — = e w Ma
evidentemente possiamo limi-
tarci a considerare « com-
preso tra 0 e = solamente. In-
fatli se fosse — 7 = a<CO,
basterebbe il ribaltamento del piano del moto e lo scambio quindi della sponda
destra del canale con la sponda sinistra per avere 0 <<« ==. D’ora in avanti
quindi avremo

Iig. 11.

O=a=m,

senza togliere niente con cid alla generalita della questione.
E superfluo ricordare che l'asse O x, parallelo alla velocita all’oc a valle,
risulta nel nostro caso parallelo alle pareti a valle stesse.

by

Nel nostro caso ¢, evidentemente,

a, =K, a,=—K;

’
Bppr = Xy T %,

e sono nulle le rimanenti @ ed o, « ed «’ nonche tutte le § e £, per cui
sono pure nulli tutti gli angoli y, ¥, 3 e & eccettuati

Y=1=a
Tenuto conto di cio la (51) diviene
, 2K -
T = — ’KT 23 (04)
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la (52) poi, anche per la (54), ci di l'integrale generale del moto sotto la
forma

t(Z)=a—z‘~Ig—,(K—Z). (55)

Scindendo il reale dall’immaginario si ottiene

\

$=1= (K'—Y), 2
o ‘ % (55
Tz—f,(I(—X). ,

Possiamo constatare facilmente che la ¢ (Z) soddisfa di fatto al problema.
Teniamo presente come & rappresentato il contorno del campo del moto su
quello di R (fig. 8). Sulle pareti rigide p. e p. abbiamo Y = K’ e quindi per
la prima di (55) vi € $=0; su v e v abbiamo Y =0 e corrispondente-
mente $ = «, come effettivamente & richiesto. Anche = soddisfa alle condi-
zioni imposte, le (20); infatti su 2 dove X =K risulta v+=0 e su " dove

2aK

X=—K si ha r=— G eguale cioé a 7" per la (94).

§ 21. VeLociTA.

Dalle (95" si deducono le seguenti espressioni per le componenti della
velocita : ‘

o
— 2 (K=X) Y
u—e ¥ cosa(i——,,)’
K

22
— = (BE—X) Y
v=e ¥ sena(1 ) .

(96)
K

I valori di X ed Y sono finiti e continui in tutto R. Quindi la velocita
¢ dovunque finita continua in valore ¢ direzione e sempre diversa da zero.

\

[l valore della velocitd &

K—X)

— * (
Vee ¥ ; (56')

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXV. 10
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in particolare su %" abbiamo
2K

[ p——2

V= x ’ (57)

come del resto segue senz’altro dalla (50).
Come si vede dalla (56') il valore della velocitd dipende da X, ma non
da Y. Poiche in R la X varia tra il minimo — K ed il massimo K, anche V

2K .
—_—

. . . .. Q i > .

varia corrispondentemente tra il minimo e I, per X =—K, ed 1l

massimo V=1 per X = K. D’altra parte si ha X=—Ksu 2, X=K sul

soltanto. Ne concludiamo: Sw A la velocita assume il valore massino, su A\
essa assume il valore minimo.

All’infinito a monte ed a valle, cui corrisponde rispettivamente
Z=17 =X, =7, =X,+iK/

la velocitd assume 1 valori

«
— = (E—X))
Vi=e w ’
@
= 7 (E—X)
V,=e & .

Una volta prefissato il canale, e quindi date le velocita assintotiche, que-
st’ultime relazioni ci individuano X, ed X,; ci individuano quindi i punti
di B che corrispondono ai punti all’so del canale. Otteniamo

K’
X1:I(+710g V17
(58)

X2=K+I§ log V,.

Poiche deve essere necessariamente
KYI fK, X2 £1(7
ne deduciamo le relazioni

—%Ii,—,KflongfO,
_21K4 o
K~ =19
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e, passando dai logaritmi ai numeri, per la (57)
V=7, =1,
Vi=V,=1

Cioe le velocitd assintotiche devono essere comprese tra | e Vi, quello
che del resto segue senz’altro pel fatto che | e Vi sono il massimo ed il
minimo di V. Se introduciamo le larghezze @, ed Q,, per le (53), ricaviamo
" le disuguaglianze

™
T = Ql ’
) Vi
=0, = i
2 Vl'

Quindi, supposto di prefissare le aperture della vena a monte ed a valle,
queste non devono essere inferiori a =; una volta prefissate queste, Vi non
. . e . . . 7:
pud superare il piu piccolo dei rapporti o o
“1 2
Con le (58) due delle tre costanti indeterminate del problema restano
%{,- Quindi si puo soddisfare an-
cora ad una condizione, purché compatibile col problema.
Ad es. si potra prefissare sulle pareti uno dei quattro punti 0, @, 0, ¢';
oppure si puo dare la velocitd Vy, purché non maggiore di V, e V,.
In questo caso cio e lo stesso che dare <. Si ha allora dalla (50)

definite; rimane la terza e cioe il rapporto

K v’
K = 2«
Nelle relazioni precedenti i segni = possono comparire quando sia

|X,|=K o |X,|=K. In tali casi una delle pareti rigide almeno (Vedi
fig. 8) viene a scomparire. Noi dobbiamo escludere tali casi, avendo am-
messo che le interruzioni delle pareti siano finite.

Si osservi che per « =0 si avrebbe V=1 e $ =0 in tutti i punti della
vena. Per l'ultimo gruppo di relazioni sidovrebbe avere allora Q, = Q, ==,
e poiché tutte le linee di flusso sono rette anche le pareti p. e v, e cosi p’
e v, dovranno giacere sopra una stessa retta.

E evidente che tale caso non presenta alcun interesse. Lo escluderemo
senz’altro; basterd in definitiva limitarci a

O<a=m,
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§ 29, PeLI LIBERI

Dalla 1.2 delle (55 .

L= — ]%, Y, (59)
risulta che & (una volta fissato il canale) dipende dalla sola Y, riferendoci
al rettangolo R. Quivila Y varia da O a K'; corrispondentemente & varia
tra « e 0. In particolare sui peli liberi X e ¥, percorsi nel senso del moto,
la Y cresce da O a K’ e quindi ¥ decresce da « a O.

Quindi @ peli liberi non hanno flessi. Bd anche ne segue che il punto @
(ed a maggior ragione il punto ¢') deve essere al di sopra dell’asse O .

In altre parole, per la possibilitd del problema & necessario che il tratto
di canale, a valle delle interruzioni delle pareti, sia sopra all’asse O x. Inoltre
i peli liberi 2 e ¥ rivolgeranno sempre rispettivamente la eonvessitd e la
concavitd al campo del moto. In seguito diremo talvolta pelo interno il pelo
libero 7 ed esterno il pelo libero V. Tale locuzione, che ha un senso cualora
si consideri la posizione dei peli liberi rispetto alla porzione di piano z che
sl trova a destra di una qualsiasi linea di flusso interna della vena, riesce
del resto espressiva (Fig. 11).

Dalle (59) abbiamo

= 2dY;

d K’

i

quindi, procedendo nel senso del moto, lungo i peli liberi abbiamo

dS[_K, Y.

Per questa e per le (48), i raggi di curvatura assoluta di » e X

su ik;  p=e"

Sl sCcrivono

K(an—an)\/sn K+iY)— 1 JI—Fsw (K+iY) \

* (sn(lx—{—z Y)—an,) (sn A—I—zY)—anz) /
P,ze_wli’(ang——snzl) Vsn* (=K—+iY)—1 JI—ksn? (—K+iY) \
J

* (sn(—K—f—z'Y)—anI) (sn(—K—{—zY)—an
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. Poicheé sui peli liberi sn Z ¢ sempre diverso da sn Z, e snZ,, ne con-
cludiamo che i raggi di curvatura sono dovaunque finiti; in particolare essi
si annullano negli estremidix e ¥': 0, @; 0, @ dove sn Z assume i valori

1
Ly —L—%
prende in essi un valore determinato e finito, possiamo asserire che X e 7
si comportano negli estremi come rami di curve aventi in questi punti una
cuspide. Non dimentichiamo perd che in tali punti queste curve si raccor-
dano perfettamente con le pareti rigide contigue.

Riprendendo le (46) e (46°) abbiamo, con le convenzioni fatte al § 17, gli
archi s ed s’ sui due peli liberi '

- E poiche, tendendo a questi punti lungo 1 peli stessi, 9

1—snz, ' sn(K+iY)—snZ
1—snZzZ, sn(K+4i Y)-ang’
1+4+snZ, ) sn(—K+iY)—snZ,
1+snzZ, sn(—K+iY)—sni,

= log

(61)

§'=e"log

Eliminando la Y tra ognuna di queste e la corrispondente delle (60) si
ottengono le equazioni intrinseche dei due peli liberi.

Un altro tipo di equazioni, formalmente pitt semplice, si ottiene dalle (61)
esprimendo in queste la Y in funzione di 4 per mezzo della (59). Da questa
abbiamo

y—x' —% g
«

per la quale

’

il(+iY=—_FK+iK'——iKT.%.

Ne segue [HaLPHEN, p. 46 e 47]
. 1 K’ . "
sn(tK—{—zY):i?dn 78,]@ , (62)

’

in cui dn (Ii 3, k’) ¢ la funzione ellittica delfa amplitudine dell’argomento

’

; 9, relativa al modulo %, complementare di k; &' = /T —&*. Le (61) per-
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tanto si possono serivere

dn({{——s, El\—ksnZ,
.s——log —snZ, 3 ’
l—snz, n(%—S‘ /c’)—kan2
0=9 =1 61)
K’ '

dn S, K|+ Esn 4
s’=e""~log1+snzg- « '
Itsn, dn(l—i— ,k)—!—kan

le quali da sole bastano ad individuare i due peli liberi.
St possono dare anche le coordinate cartesiane dei peli liberi in fun-
zione dell’angolo 9. Dalle (44) si ricava per le coordinate dei punti di A

wz[cos:}dq;, y=Jsenqu>,

dove lintegrale si intende esteso su A a partire da 0 al generico punto «, y.
Per le (48), (59) e (60) queste equazioni si scrivono

) cn(K 3, k’)&n(fé s, k’)eoss-ds
—kan‘)(dn(K j—ksnz)
& cn( S, k’)sn(KT 9, k’)sen&d&

(dn(% 9, k')—kanl)(dn(Ii 5, k’) ——kang)

_ k& i snZ —snZz)t - K
(d (~9k
J o

——| R

(63)

3k

" '
y__kkaK (snZ, —snz,)

k4

J 3

ove si tenga presente [HaLPHEN, p. 5] che su X e cioé per 0 =9 =«

\/d w (K ')—k2 =k’cn(A 9, k'),
& x

Vl—dn*(K 3, k’):k’sn(£ 3, k').
o 24

Le analoghe equazioni di V" discendono dalle (44’); per le (48), (59), (60),
tenuto presente che le ultime relazioni tra le funzioni ellittiche dn, ¢n ed
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sn valgono identicamente anche su ¥, si ottiene

kk”K’ ( cn ( )sn(If , )cosfrd&
(snZ,—snZ) i ;
] &(d (_—s k’)+kan,)(dn( )+k.snz)

EE K ( : ( J, k)sn{li =, )seHSd&
p (snZ,—snZ) - -
J&(dn( k')—}—kan (dn( 2, k')+kan2)

§ 23. CASO DELLA SIMMETRIA.

Supponiamo che il canale abbia la stessa larghezza Q sia a monte che
a valle, supponiamo cioe

Q, =0, = 0.

Saranno percio eguali tra loro le velocitd assintotiche. Diciamo ¢ il loro
valore comune:

V,=V,=c.
Inoltre ammettiamo
X, =X,=0, (64)
ammettiamo cioé che i punti del contorno del rettangolo R, corrispondenti
ai punti all’oo della vena, siano sull’asse immaginario. Vedremo in seguito
che cosa importi questa ipotesi per Deffettivo campo del moto.
Dalle (58), che per le posizioni faite vengono a coincidere con la

K—}—Iilooc—()

ricaviamo il rapporto dei periodi

K 1 -
=" log c. (65)

Le (6%4) e (65) determinano tuttii parametri del problema. Introducendo
nella (65) la larghezza del canale mediante la relazione

™ "
C:“aﬂ (66)
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possiamo scrivere
K 1 log 2
K=« %%

Si osservi che per quanto & stato detto nel paragrafo precedente si deve
avere

b

v

T < Q < R
Per la (65) dalla (54) segue

" =2logec,
donde, poiché <" ¢ il logaritmo del valore della veloeitd sul pelo esterno
b D b
v==c":

la velocita sul pelo libero esterno é eguale al quadrafo della velocita all’ infinito.
Quest’ultima relazione equivale alla proporzione

l:e=c: Vi,

cio¢, poiche | ¢ il valore della velocitd sul pelo interno: la welocita all’ infi-
nito & media proporzionale tra le wvelocitce sui peli liberi, e cio vale natural-
mente qualunque sia il sistema di unitd di misura preseelfo.

Nel caso in cui si possono trascurare le forze di massa (ad es. in un
canale in cui il moto avviene sensibilmente in piani orizzontali) dalla (%),
per le convenzioni fatte nel § 3, abbiamo

1 .,
P=- V* 4+ cost.
Diciamo py e py le due pressioni sui peli liberi 2 e ¥, le quali sono ma-
nifestamente costanti. Si deduce facilmente l'eccesso di pressione sul pelo
esterno rispetto a quella esercitata sul pelo interno:

1
Py —m=4(l—=7¢)
od anche, per la (66),

Qf — 7t
Pr—Mm =G ().

(1) La stessa relazione vale del resto anche quando intervengono forze esterne, purche,
come si sa, derivanti da un potenziale, qualora i due punti in cui si considerano py e py ap-
partengano ad una stessa linea equipotenziale.
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Per le (64) abbiamo

snZ,=sn0=0; snZ,=sniK' = .

Per queste dalle (60) otteniamo i raggi di curvatura

9=£§ (1—3%‘2 (K+14 Y)) (1—/»28122(1(-{—?:}')): su X
’ (67)
P’zcig . % (l—sn‘2 (—K—HY)) (1—k?sn2 (—K—l—iY)), su .
Per gli archi abbiamo invece dalle (61)
s=logsn(K+1iY), su,
68
s’:ci?log[——sn(—l(—i—iY)], su A, (55)
avendosi
1fsn(K—+—iY)f%, su A,
1 . v
— =sn(—K+iY)=—1, sud.

Eliminiamo sn (K+ 4 Y)tra peds, sn(—K—+iY) trap’ ed . Abbiamo
in tal modo le equazioni intrinseche dei peli liberi

ngVu—r%u—H&y
(67)

, 1 K
L2

— — p—2c7%' — b2 p2c%y
= o V(L — ™) (1 — k" &)

Abbiamo pure le equazioni dei peli liberi in funzione dell’arco e dell’an-
golo 9 dalle (617):

8§ = ].0 E
g %
K 0=5=q (68")
d n( S, k’)
o
§'= v log %
Annali di ‘Matematica, Serie III, Tomo XXV. 11
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Ponendo in queste 9 = O si ottengono le lunghezze dei peli liberi

A= log%,
(69)
)\'—1—10 i
BN

Percido se nelle (67) si assumono s ed s’ come variabili indipendenti si
deve porre
1
0=s=log—->

0=¢= ciz log% ,

tra 1 quali limiti p e o' sono manifestamente reali.

Le equazioni intrinseche (67°) hanno una forma abbastanza semplice. Non
mi consta perd che siano state studiate curve di questo tipo. Possiamo di-
mostrare perd facilmente alcune proprietd fondamentali. Ricordiamo che
gqueste curve non hanno flessi e negli estremi si comportano come rami di
curve in una cuspide. Cid & stato dimostrato pel caso di pareti rettilinee
qualsivogliano e risulta del resto manifestamente dalle (67).

Siano P e P’ due generici punti di A e ) (Fig. 12), corrispondenti ad
uno stesso valore di Y, le cui immagini quindi nel rettangolo R giacciono
su una parallela all’asse reale. In P’ si ha

snZ=sn(—K+iY)=—sn(K+iY);

percid sw» Z assume in P’ valore eguale ma di segno opposto a quello -as-
sunto in P,

Confrontando tra loro le (67) e cosi le (68), riferendoci per p ed s al
punto P, per ¢ ed §" al punto P’, ne deduciamo

Ora poicheé ¢* & la velocitd su V e quindi in P/, 1 & la velocitd su X e
quindi in P, ne segue che tanto ¢ raggi di curvatura quanto gli archi nei
punti P di » e P’ di X corrispondenti ad uno stesso valore di Y stanno nel
rapporto inverso alle corrispondenti velocita.

Le due curve A e ¥’ pertanto sono simili e ¢* & il rapporto di similitudine.

Per la (59) in P e P’ inoltre $ assume lo stesso valore; percid le tan-
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genti in P e P’ ai due peli liberi sono parallele. I punti P e P’ quindi do-
vranno essere gllineati a due a due con uno stesso punto G del piano del

moto, cioe le due curve sono omotetiche rispetto al punto @ (centro di omo-
tetia) (*°).

Fig. 12.

Sia ora P, il punto di X in cui 'angolo della tangente a % con lasse
delle « ¢
Sy=a—3,

S essendo langolo della tangente in P. In P, snZ assume il valore, per
la (62),

1

an1=?dn(K’——K

K, k') !
o

ol

[HALPHEN, p. 45 e 46], mentre in P si ha

anlzidn(—:S, k’).
k o

E chiaro quindi che si passa da P a P, scambiando s»n Z con

l .
ksnZz

(%) Alla stessa conclusione si pud giungere confrontando le affisse z e &' dei due punti P
e P’, che si possono ricavare dalla relazione dz=e#td .
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Ma per tale scambio il secondo membro della prima di (67) resta invariato,
percio i raggi di curvatura in P e P’ sono eguali. Con lo stesso scambio si
ottiene dalla prima delle (68) il valore s, dell’arco in P, :

s, =10g%—logan,

da cui, essendo s=1logsn Z larco in P, per la prima delle (69)
S+ 8, = A

Cio significa che contando su X a partire dal punto @, nel senso inverso
a quello del moto quindi, un arco eguale ad s si giunge nel punto P, avente
la stessa curvatura che in P e la tangente in P, fa con la parete vlo stesso

angolo che la tangente in P fa con la parete w. In particolare per 4 = %

. -4 .. . . .
si ha S, = 5 * ber cui i due punti P e P, vengono a coincidere con uno

stesso punto M. Da tutto cid segue che la curva A & simmetrica alla normale

o

alla curva stessa passante per M in cul & = - Lo stesso vale per la curva

2" che avra in virli dell’omotetia lo stesso asse di simmetria, il quale dovra
ancora passare per il centro d’omotetia G. L’asse di simmetria G M neces-
sariamente & anche la bisettrice dell'angolo sui cui lati giacciono le pareti
v e v e passa pel suo vertice; lo stesso si dica per 'angolo sui cui lati giac-
ciono le pareti »" e V.
E facile ora determinare la distanza di G dalle pareti rigide, ad es. da p.
Condotta da G la perpendicolare E E’ (fig. 12) alle paveti p. e v, si ha

GE GO
GE — GO’

Ma il secondo rapporto, per la similitudine di X e ¥, & eguale a ¢’; quindi

GE o
G E' - ’
dalla quale, poiche G E' —GE=EE =Q= %, si ricava facilmente la di-
stanza richiesta di G da p:

GE= li_"c? , (70)
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od anche, esprimendo ¢ in funzione di

2
GE= 7
Prefissate le pareti si determina subito 'asse di simmetria come la retta
che passa pei punti d’incontro delle rette su cul si trovano p e v il primo,
' e v il secondo. Se « & diverso da = la (70) permette di segnare senz’altro
il punto G su quest'asse; ma se « == J'asse & la retta parallela a p. e v e
% e
1—¢
correre ad altrt elementi il punto G su di essa. Escludiamo per ora il caso
« ==, che tratteremo da ultimo.
Dalle (67°) si deduce facilmente che i raggi di curvatura di 2 e A" a par-
tire dagli estremi, che sono punti cuspidali, crescono da 0 fino ad un-mas-
simo nel punto che appartiene all’asse di simmetria, il valore massimo essendo

da esse equidistante di » ma non potremo pit individuare senza ri-

K’ . 1K

(1 —k) in M, (1—k) in M.

« ¢ a

Vediamo un po’ pilt da vicino il comportamento delle curve nei loro
estremi.
Dalla prima delle (67') quadrando, dopo facili operazioni si ottiene

. _K”

“2

(1B — o= — k? o),

Consideriamo la curva X in un intorno del punto O di primo ordine ri-
spetto agli archi s. L’ultima relazione allora, a meno di infinitesimi d’ordine
superiore al primo rispetto ad s, si scrive

”

=2 (1 —E&)s.

“2

In tale intorno di O pertanto (**) la curva ) si comporta come la svi-
1”2

luppante del cerchio, di raggio (1 — £%), in un intorno di 1.° ordine della

(xz

sua cuspide.

(**) Cfr. CesARo, Geowmetria intrinseca (Napeli, 1896), p, 10.
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Per la simmetria, lo stesso vale per il punto Q; e per la similitudine
di e ¥, quest'ultima curva si comporterd nei suoi estremi O e @ come la

sviluppante del cerchio di raggio 614 !%(1 — k%) in prossimitd della sua cu-

spide.
Per la effettiva costruzione di queste curve & pill comodo riferirci anziche
alle loro equazioni intrinseche, alle loro equazioui parametriche (63) e (63").
E evidente che in virtd della omotetia di 2 e X’ basterd considerare una
sola di queste linee, per fissare le idee, *. Le sue equazioni (63), poiche ora
e snZ, =0, snZ; = o0, 8l scrivono

C (Ten(Es, k'sn(K s, ¥
K, o x
m=7k o cos I d 3,
dn(—“—Sr, k')
J 9
(71)
/la 1’ ?
K’ cn(K—“— S, Ii:')sn(lfT S, k’)
y= k" 7 senSd3.
J, dn(TS, k’)

Gli integrali dei secondi membri non si sanno conseguire in termini
finiti.
Svilupperemo percid opportunamente in serie la funzione integranda.
Introduciamo per un momento la funzione ellittica di WEIERSTRASS p
coi semiperiodi
w, = K’, iw, =iK,

corrispondente quindi alle radici

, _ L+ iR 9
T Ty T Ty 8T 3

che soddisfano alle relazioni
e, —e,=1; 62—6521__’52:}?"2-

Potremo scrivere allora [HavLPHEN, p. 45]

cn(Ii 3, k’)sn(lL 3, k’) (eg~es)\/p (K—&— 3) — e,
k'% % —

dn(%&,k’) \/p(-lf—,%)—ez\/p(%s)_es’

(72)
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dove i radicali, che vanno presi col segno -, sono sempre reali perche
su A e

p(K '9) =pw, =e >e>e,.

o

Il secondo membro & la somma della serie trigonometrica, uniforme-
mente convergente su A [HavprEN, p. 432]:

4 € ’
W}_‘lq‘ 2,,sen—nS* n=13,5,..., (72)
ove abbiamo posto

o'y K

—_m -1 —TT

g =e “—=e *,

_2K
Abbiamo gid trovato Vay=e % —¢’, quindi &
i3

g, =c”. (73)

Dopo e¢id le (71) si serivono

n 3 T
721 q?”.[ sen;n&cos&d&,
n=1, 3, 5
bk qQt @ =
__El_qwj&senynffsen&ds,

x 1

Posto per brevita

I',,(Sr):% ( sen%n&cos&ds,
$

. 1 (e ®
I ,,(S):—J sen —ndsen3d3,
x }g «
quest’ultime si possono porre sotto la forma

w:!&wz

a4
1 - qgln I n ('9)7

n=1,35,..., (74)

—_— — q'l' ”
y'~4“'21_q§n1 n('%)’
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nelle quali, come si ricava dopo facili caleoli, si ha

b4
I' (8)= asenSsen — n S
n() Nt — of ~ « -+
o a
+nwcos~cos?n3—1—nw005a ,
i
| (79)
v o W 1

o 24
+nrsenS cos —nd -+ nwsena
I

Per queste e poiche ¢’ <1, le serie che compaiono nelle (74) risultano
manifestamente convergenti.

Poniamo ad es. nelle (74) 3 =0; si ottengono cosi le coordinate x (@),
y (@) del punto Q. Poiche si ha per le (75)

T, (0)=(1-4cosz) m >

n —a

I"(0)=Senl.ﬁm,
avremo
n

q%n 7r2 112 _ 12

’

2(Q)—4 = (1 4 cos a)g1f

y({?))=4-7:2se10m2l 4 "

_q?n 7:2"2—12-
Da queste si deduce che

y(@)  sena
x(Q) |4cosa

tg% ’

vale a dire che il segmento 0 Q (Iig. 12) fa con l'asse O« I'angolo ; e che

quindi O Q risulta normale all’asse di simmetria, ¢i0 che effettivamente deve
essere perche I punti O e @ sappiamo gia essere simmetrici a tale asse.
Segue ancora da cid che la lunghezza di 0Q &

0Q=w(Q)cos%+y(Q)sen ;
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ossia, sostituendovi le espressioni trovate per x (@) ed y (@),

Q.2 « qr - n
0Q=8= cosQ21_q2,, (76)

» wtnt—at

Dato quindi il canale, dati cio¢ « e ¢, sappiamo segnare sull’asse di sim-
metria il punto G; la (76) ci permette inoltre di fissare gli estremi 0, Q; 0, ¢
delle pareti rigide, si potrd segnare poi per punti la curva A per mezzo
delle (74) e quindi la curva X" omotetica di * rispetto a G.

Dalla (73)

T

Q1:G“’

risulta che ¢,, per un dato valore di « cresce con ¢ e quindi cresce quando
la larghezza @ del canale diminuisce. La (76) mostra che O Q cresce con ¢, ,
e quindi col decrescere di Q; pilt precisamente supponiamo di far crescere
indefinitamente @ a partire dal suo limite inferiore =. Allora ¢, decresce dal
suo limite superiore verso zero ed O @ decresce pure tendendo verso zero.

Veniamo ora a considerare la curva X nel caso = =rm.

Valgono ancora le equazioni parametriche (74); bisogna pero rilevare che
le I', (%) e I",(5) date dalle (75) per « === sono tutte determinate e finite,
anche nella forma, eccettuate I’, (3) ed I”, (4) che assumono la forma inde-
8 - Applicando la regola del’HospitTaL, o meglio calcolando diret-
tamente i due integrali I', (%), I, (%) per « ==, si ottiene

terminata

1

E

I’ (9)= sen’ — 9,

™ «

2
I, (3)=%(1 —%)—}— 4!1Wsen%—ﬂ7 3.

Per n=3,5, 7... le (75) ci danno senz’altro, ponendovi « = =,

1
I', (9)= . sendsenns 4 ncosdcosnd —n|-
m(n® —1)
I (5—):—21— —cosSsennS-+nsenScosnS|-
" w(n*—1)
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In particolare per $ =0 abbiamo

I'=I''=Is=---=0,
v —1 (4 —_ ’/__ ’/_ -
I,-yy I'=I1'=1"=---=0.

Quindi le coordinate del punto @ sono, per a=m,

®{Q)=0
27 g,
y(Q)=1_7iqqf ¢

ossia, poiché per « == dalla (68) risulta ¢, =c,

9nec

A questo risultato si poteva giungere senz’altro tenendo conto che 'asse
di simmetria & parallelo alle pareti rigide e quindi 'asse Oy & normale a
tale asse e deve passare per il punto @ (fig. 13). D’altra parte I'ordinata di @
deve essere il doppio della distanza di G dalla parete p, ci0 che effettiva-

-
i
— n
M
Y
)
— i
v’

Fig. 13.

mente risulta ove si con-
fronti la y (@) con la GE
data dalla (70), la quale é
valida anche per « =m.

Da quanto precede se-
gue dunque che se un ca-
nale a pareti parallele si ri-
piega su se stesso, volendo
che nel gomito la vena scorra

tra filetti liberi soddisfacenti

alle condizioni di simmetria
che valgono nel caso stu-
diato, la striscia di piano in-
terposta tra i due rami di

canale deve avere una lar-

ghezza ».(Q) ben determinata
e che dipende esclusivamente

dalla velocita ¢ all'co. Poiche ¢ & compresa tra O ed 1 (questi limiti esclusi)

la (@) & compresa tra 0 ed oo.
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Rimarchiamo, per la sua semplicita, la seguente relazione; si ha

y(Q2aQ,
a seconda che

€

AllV

1
V3

come facilmente si deduce dall’espressione di y ().

Come gia si disse, non basta conoscere la distanza di ¢ da p. per indi-
viduare questo punto sull’asse di simmetria. Bisogna conoscere a questo
scopo un punto almeno di ¥, corrispondente ad un determinato punto di 2.

Vediamo di determinare ad es. il punto @', corrispondente a @.

Poiché abbiamo senz’altro (fig. 13)

n__ _ 27c K
y(Q)—y(Q)+Q_1_cg+ P
. x 1+¢
T c1-¢’

siamo condotti alla determinazione della sola x (¢').
Dalla (%2), che si pud anche scrivere

ds="F1% @y +iay,

tenendo conto della sola parte reale, abbiamo
1
dm=ﬁ(udq;—'vd\b).
Consideriamo questa relazione in un generico punto delle pareti v, v' cui

corrisponde, riferendoci al rettangolo R (fig. 8), il punto Z=X+4-¢ K",
D’altra parte su v+ &, per (b7),

v =0,
7 L
— %+ (K=X) = X
K K
u = V: R =cCe ,
per cui
7t
1 —zX
dw=?e X d(P
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Quanto a dg, per essere snZ, =0, sn Z, = oo, dalla (18) abbiamo

f=logsnZ,

su v—+v' & [HaLpHEN, p. 45]
coon |
Lan=sn(X—|—tK)-k—Sn——X,

per cui sn Z & negativo o positivo assieme ad X. Possiamo scrivere dunque

p=—logksnX su v, 9= —logk(—snX) su Vv,
da cui
d@=——%d& su v

Ne segue che
T
- X
dm:——ie K de
c snX

Integrando il secondo membro tra X= 4 K ed X——K otteniamo
(fig. 8 e 13) la 2 (¢), essendo = (@) =0:

‘K - XenXdnX

N
w(Q):?J_Ke PR ax.

La funzione integranda diviene infinita come snx’ © quindi di 1.° or-

dine, per X =0. Tuttavia poiché nel passare attraverso questo punto la fun-
zione integranda cambia di segno lintegrale si mantiene finito.

Isoliamo infatti dal cammino di integrazione I'intorno (—e¢, ¢) contenente
il punto 0; 0<Te << K. Si ha evidentemente (scrivendo solo i simboli)

{ * _lim Jn—;+ lim [

J —K &= e=0 J 4=
Ma
r—c —n,X K ?,X
' o K chandXz_’ X chandX
K snX e sn X }

ove si tenga presente che s » X & funzione dispari,cn X e d» X sono funzioni

pari.
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Quindi abbiamo

K — X ‘K —-2x  -Z
J o K chandleimJ (e 74 61( )chan
&

K snX —b o snX X

La funzione integranda resta finita anche per X = 0; infatti tale limite &

3
-Zx X _9fF S
lim & = (K'X+°’ 3k )
X=0 SnX =0 X— 1+k_ X3
6
™
——2%-
Percio in definitiva possiamo scrivere
P 1 X —pX\onXdnX
@ (@)=—- o(e —e ¥ )—m—dX. (77)

Si constata subito, mantenendosi la funzione integranda positiva in tutto
lintervallo d’integrazione, che si ha necessariamente

x () <<O.

Cid importa chel'angolo O G @ (rivolto alla vena) deve essere convesso.
L’integrale che ci da «(@’) non si sa conseguire in termini finiti. Lo
esprimeremo quindi con una serie, seguendo un procedimento analogo a
quello impiegato pel calcolo delle (71).
Poniamo per un momento
X=K}ig,
con che
=i(K—X)

Ne segue [HALPHEN, p. 46 e 47]

cnXdnX k,ﬁsn(»,k)cn(e;, k’
snX dn(E, k)
e per le (72) e (72')
cnXdnX dmi c” : :
snX R 21 sen%ni, n=1,3,5,...;
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essendo ora
—T K
KI
g, =Cc=¢e ’

’

5. Ristabiliamo nel secondo membro la varia-

ed avendosi £ al posto di Ii

bile X : poiché abbiamo

g f_’ ] — —E—I'X ” %X)
Sen 5 n*—sen@K (K—X)= @( e —c"e
sostituendo si ottiene
~Zx X
cnXdnX 27 e R ne1 35
snX K’ 1—c¢™ ’ R
Per questa la (77) si scrive, ove si ponga K,ﬂ—,X=a:
, 2 1 —loge a —a —na n na ’
2@ == S | @—e) @ —c"e)da,  (T7)
- 0
. K
essendo evidentemente a == fz—logc per X=K.

Da questa appare manifesto che () dipende dalla sola velocita all’in-
finito ¢, come difatti deve essere. L’integrale che compare nel secondo mem-
bro si calcola facilmente:

"—1ogc a —a —no 2n ,na d Q 1 2) n—1 1 2n
. (e*—e™) (e —c™ e™) @ =13 l—cHhne —(1—c™

per n=3,5,7,...; per n=1 si ha

—loge
L (€ —e) (e —c*e)da— — (1 +¢)log e — (1 — ¢?).

Sostituendo in (77°), tenuto presente che 21@* 1_ i =% per n =3,
5, 7,..., dopo le opportune riduzioni otteniamo
21+¢ 4(1 nc"

. n=3,51,...

(@)=t

—loge+ )2( cw)(ng_'1)
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E evidente 'assoluta convergenza della serie, essendo ¢ << 1. Determinato
cosi il punto @ sulla parete v, si determina subito @, intersezione dell’asse
di simmetria con la retta @ @. Supposto di aver costruito A per punti, nel
modo indicato, & facile ora costruire ¥, omotetico di A rispetto a @, ¢* es-
sendo il rapporto d’omotetia (*°).

§ 24. RiTORNO AD UNITA DI MISURA GENERICHE.

In base alle convenzioni fatte al § 3, abbiamo scelto come sistema di
unitd di misura quello in cui la portata, la densitd e la velocitd hanno per
unitd di misura rispettivamente una portata = volte minore della portata ¢*
della vena, la densitd p* del liquido in moto e la velocita V* sul pelo li-
bero A ’

In questo modo le unita, che di solito si assumono come fondamentali,
sono, in funzione di g¢* ¢* e V¥,

*
j— 4

= —>—— per le lunghezze;
wpt V5 p g 5
(%) La (18, della nota (1), si scrive, nel caso studiato in questo paragrafo,
f=log Z2'";
pereid posto Z'" = p eib, le curve equipotenziali ¢ = cost. sono rappresentate nel piano Z" dalla
famiglia di cerchi, col centro comune nell’origine

p=cost.

Le linee di flusso ¥ = cost. costituiscono il fascio di rette col centro in O

6 = cost.

Si noti in particolare che per i punti 1e—1 (fig. 6) passd la slessa circonferenza p—=1e per

. 1 L . .
i punti —’1? passa pure la stessa circonferenza p=y- Ma i primi due punti sono le im-

E ’
magini degli estremi a monte O ed O dei peli liberi, gli altri due sono le immagini degli
estremi a valle @ e Q'; dunque O ed O, e cosi @ e @', appartengono ad una stessa curva

. . . 1
equipotenziale. Per quanto si sa, nei primi due’'é ¢ =0, negli altri due 9=10g§.
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q*
= TV per le masse;
b= T, per i tempi.
T p* V*Q)

Per mezzo di queste unitd & facile esprimere qualsiasi grandezza nel
generico sistema di unitd, nel quale sono state misurate ¢*, ¢* e V*,.

Fermiamoci a considerare, in modo speciale, le grandezze che interven-
gono nel caso di pareti parallele simmetriche studiato nel paragrafo prece-
dente.

Il problema & determinato quando sono date, oltre all’angolo « ed alla
densita ¢*, le seguenti costanti fisiche

T*., velocita assintotica,
Q* larghezza del canale,

V*, velocita sul pelo libero interno.

In funzione delle prime due e della densitd abbiamo
Q* — P* V¥, QF,
per la quale le unitd di misura si scrivono

Q* V*m
A
oF Q¥ TR
=
QF V¥,

=T

*

Abbiamo gid indicato con ¢ il rapporto +-.>; ne segue

V*

Q*
l=—c¢,

t—ﬂ* c .
T ow VR
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Vediamo cosl che 'unitd di lunghezza dipende dzalle velocitd V¥, e V*
solo per mezzo del loro rapporto ¢, & indipendente da p* e proporzionale
ad 0* Abbiamo gid trovato del resto che nelle equazioni parametriche (74)

del pelo libero interviene il solo rapporto ¢ delle velociti all'infinito e su 2,

7T

pel tramite di ¢, =¢“.

Come si esprimeranno le equazioni (74) introducendo al posto di  ed I
le effettive lunghezze a* ed y*? Basterd moltiplicare per i secondi membri
della (74); si ottiene cosi:

w* = 4-’6 Q* 2 TQIQQM ‘Z'ﬂ (9)’

L2

3/*24’09*21—(1]&—1".. (3).
- Yo

Per un dato angolo « quindi e per una data larghezza 0* del canale la
forma dei peli liberi 1 e %’ & la stessa per tutti quei moti le cui veloeitd
V¥ e V* stanno in uno stesso rapporto c¢. In tali condizioni la stessa
forma avranno le linee di flusso; nei diversi casi perd la velocitd su di esse
é proporzionale a V*.

Se invece supponiamo di far variare O* tenendo costante ¢, tutte le
lunghezze variano proporzionalmente ad 9% ed il ecampo del moto varierd

restando simile a se stesso.

Milano, Novembre 1915.
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Sulle curve gobbe algebriche reali
a circuiti concatenati.

(Di Lcisr Brusorri, ¢ Pavia.)

Sulla concalenazione fra i circuiti di una curva gobba algebrica reale
conosco soltanto un’osservazione di carattere negativo dovuta a HiLBeRT, il
quale nola come una curva gobhba algebrica reale di massimo genere, gia-
cendo sopra una quadrica, non possa presentare circuiti concatenati (*).

Ho quindi creduto opportuno pubblicare la presente ricerca. Essa, come
I'argomento richiede, si svolge nell'indirizzo topologico-projettivo e considera
percid essenziali quelle proprieta che si collegano alla distinzione fra circuit;
pari e circuiti dispari,

§ 1. LiMiTr E 8COPO DELLA RICERCA.

1. E noto che ogni circuito pari si puo ridurre per deformazione con-
{inua ad un punto.

Siano x =2 cireuili pari cosi disposti che nessuno di essi possa ridursi
per deformazione continua ad un punto senza attraversare almeno uno dei
rimanenti. Tali @ cireuiti si diranno fra loro lolalmente concatenati.

Se, fra « circuiti non totalmente concatenati, ' sono totalmente conca-
tenati, gli @ circuiti si diranno parzialmente concatenalti.

Pitt circuiti pari che non siano né totalmente né parzialmente conca-

tenati si diranno fra loro affatto liberi.

(*) HiLBERT, Ueber die reellen Ziige algebraischer Curven (Math. Ann., Bd. 38, 1891). Di
una pubblicazione annunciata privatamente da G. B. pe Sz. Nacy non ho avuto ulteriori
notizie,
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100 Brusotti: Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti concatenati.

Estendendo ai circuiti pari un teorema topolbgico sulla bonpateuazione
fra anelli (¥), si pud (qualunque sia l'intero @) costruire un gruppo di x cir-
cuiti pari che sian fra loro (totalmente) concatenati pur essendo affatto liberi
presi ad & — 1 ad @ —1; per es. un gruppo di
tre circuiti pari fra loro (totalmente) concate-
nati pur essendo affatto liberi presi a due a
due (Fig. 1).

Nel seguito escludero siffatti aggruppamenti
di cireuiti per & >2, riducendomi ad una par-
ticolare forma di concatenazione, che diro con-
calenazione ordinaria.

La configurazione di un sistema di % cir-
cuiti pari (in una prima analisi) dipendera cosi
unicamente dai rapporti di concatenazione o di
libertd dei % circuiti presi in tutti i modi a due
a due. Essa, indicato ogni circuito con una lettera, verra percid rappresen-
tata da uno specchio nel quale siano segnate tutte le coppie di cireuiti mu-
tuamente concatenati, omettendosi invece le coppie di circuiti mutuamente
liberi (schema di concatenazione di specie k).

Nel campo cosi circoscritto, il problema piu generale di topologia alge-
brica sard quello di costruire una curva gobba, algebrica (reale) di dati ca-
rattert algebrici, i cui circuiti (tutli pari) formino un sistema avente uno
schema di concatenazione assegnato.

Fig. 1.

2. La presente ricerca risolve il problema enuunciato per curve di ge-
nere qualunque ma d’ordine (pari) abbastanza elevato e per un’ampia classe
di schemi, la quale si puo cosi caratterizzare.

Su di una punteggiata (in senso projetlivo) si consideri un sistema di &
coppie (di punti). Due fra esse potranno separarsi oppure non separarsi. Rap-
presentata ogni coppia con una lettera, si potrd formare uno specchio nel
(uale siano segnate tutte le coppie di coppie mutuamente separantisi, omesse
invece le coppie di coppie non separantisi (schemma di separazione di specie k).

Se un sistema di & circuiti pari & riferito biunivocamente al sistema di
coppie in tal modo che a circuiti concatenati corrispondano coppie sepa-

(*) HerMaNN BRruNN, Ueber Verkettung (Sitzungsber. der math. phys. Gl der bayer. Akad.

der Wiss., Bd. 22, 1892). )
Per =3 vedi: Tair, On knots (Transactions of the R, Edinb. Soc., vol. 28, 1876).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brusotti: Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti concatenati. 101

antisi e reciprocamente, lo schema di concatenazione dell'un sistema e lo
schema di separazione dell’altro si diranng fra loro isomorfi.

Ogui specchio del tipo desecritto pud essere (sotto l'aspetto topologico)
interpretato come schema di concatenazione (*), mentre [secondo quanto si
dird pit innanzi (§ 2)] solo per k<6 un tale specchio puo in ogni easo in-
terpretarsi come schema di separazione.

Gli schemi di concatenazione isomorti a schiemi.di separazione formano
appunto la elasse presa in esame. ln essa sono compresi, come casi assai
particolari, tipi molto notevoli, cosi (qualunque sia &): gli schemi di conca-
tenazione completa (circuili concatenati a due a due in tutli i modi), di con-
catenazione in serie semplice aperta (il primo concatenato col secondo, il se-
condo col terzo,..., il penultimo coll’ultimo), di concatenazione in serie sem-
plice chiusa (il primo col secondo, il secondo col terzo,..., I'ultimo col
primo).

3. Precisando, si perverrd (§ 3) al seguente :
Teorema L Dati gli interi (positivi o nulli) n, p, k soddisfacenti alle :

2n=p-k-+2
Ek=p-+ 1,

ed wssegnato wno schema di separazione S di specie k, esiste una curce gobba
(irriduttibile) d’ordine 2 n, di genere p, priva di punti mullipli, costituita nella
sua parte reale da win sistema di k circuiti pari avente lo schema di conca-
tenazione isomorfo ad S.

Si osservi ehe la condizione k. =p —+ 1 & necessariq perche, per un noto
teorema di Harxack (**), una curva di genere p possiede p -1 circuiti al pit.

La condizione 2n=p -+ k -+ 2 potrd forse essere soslituita da un’altra
meno restrittiva. Non potrd perd il teorema essere valido anche per o (ua-
lunque, come, prescindendo dal lato puramente algebrico della questione (**¥),
si desume osservando che curve sopra una quadrica non possono presentare
concatenazione oppure svolgendo apposite considerazioni topologico-algebri-

che (vedi § 7).

(*) Cio discende, come caso particolare, da una proposizione pitt generale. Cfr. Hermanx
Brunn, loc. ecit.
(**) Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven (Math. Ann., Bd. 10, 1876).
(***) Per questo vedasi specialmente: HALPHEN, Mémoire sur la classification des courbes
gauches algébriques (Journal de I'Eeole polytechnique, Cahier 32, 1882).
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102 Brusotti: Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti concatenati.

——.

Una proprietd gia accennata per 2<<6 (num. 2) condurrd ad interessanti
corollari e permetterd per p <C5 di risolvere il problema nell'ipotesi di schemi
di concatenazione del tutto arbitrari (cfr. § 4).

4. Le considerazioni valide per i sistemi di circuili pari si estendono
al sistemi di cireniti tutti pari salvo al pitt uno.

St dird che o =2 circuili tutti pari salvo al pitt uno sono tolalmente
concatenati quando nessuno, pari, di essi possa ridursi (per deformazione
continua) ad un punto senza attraversare almeno uno dei rimanenti (I'even-
tuale circuito dispari eompreso).

Cid posto, si estendono immediatamente i concetti di coneatenazione pai-
ziale, di circuiti affatto liberi, di concatenazione ordinaria, di schema di con-
catenazione, di isomorfismo fra schemi di concatenazione e di separazione.

Si giungerd (§ 5) al seguente:

Trorema Il Dati gli interi (positici o nulli) n, p, k soddisfacenti alle:

2n+1=p4-Ek-+2
O<k=p-+1,

assegnato wno schema di separazione S di specie k e in esso fissata wna coppia
di punti, esiste una curva gobba (irriduttibile) d'ordine 2n--1, di genere p,
priva di punti multipli, costituita nello sua parte reale da un sistema di k
circuiti tulti pari salvo uno, collo schema di concatenazione isomorfo ad S in
modo che il circuito dispari corrvispondae alla coppia prefissata.

Sulle condizioni 0 <<k =p—+ 1, 2n -+ 1 =p+ k4 2 si possono ripelere,
con lievi mutamenti, le osservazioni del numero precedente. Cosi dicasi per
il corollario sul caso p<<d (Cfr. § 6).

5. I mezzi impiegati sono relativamente semplici. Essi consistono nel-
I'introduzione di un’opportuna rigata razionale (con retta multipla) soddisfa-
cente a particolari condizioni di realitd, nell’'uso di una sua rappresentazione
sopra un piano reale ed in un procedimento di «piceola variazione » che
permetta di costruire in tale rappresentazione I'immagine piana di una curva
gobba del tipo richieslo.
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Brusotti: Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti concalenati. 103

§ 2. SCHEMI DI SEPARAZIONE.

6. Sopra una punteggiata si consideri il sistema costituito dalle & coppie
di punti:
6. =A B, ¢c,=4,DB,,..., ¢,= A4, B, (h

e. supposti i punti 4,, B, tutti distinti, si formi (num. 2) il suo schema di
separazione : ’

Cii Ciiy Cip Cigyeves Cif Cjf (2)

Il mutuo separarsi delle coppie ¢, c;, (m=1, 2,..., ¢) si pud rendere
pitt intuitivo distendendo la punteggiata sopra una conica e traceiando le

4
# %
G
b
Fig. 2. Fig. 3.

corde A;B;[i=1,2,..., k] (*). Invero, secondo che due coppie si separino
o non si separino, le rispettive corde si tagliano o non si tagliano.

Si prenda, ad esempio, in esame il sistema rappresentato dalla Fig. 2,
dove, come si converrd d’ora innanzi, ogni eorda & accompagnata dalla let- -
tera che compete alla coppia degli estremi. Esso ha evidentemente lo schema:

€, Cyy €, €, €, C;y, C,C;. (3)

.

Un sislema (1) perd non & sempre topologicamente individuato dal suo

(*) Per cordn A; B; intendo il segmento della retta 4; By interno alla conica.
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104  Brusotti: Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti concatenati.

schema (2) di separazione. Cosl i sistemi rappresentati da Fig. 2 e da Fig. 3,
pur essendo sotto I'aspetto topologico essenzmlmente diversi, hanno lo stesso
schema di separazione (3).

7. Sorge il quesito se uno speechio di tipo (2), avbitrariamente asse-
gnato, sempre possa interpretarsi come schema di sepmamone per un sistema
di & coppie di punti.

Il quesito ha risposta affermativa per k<C6; per % =6 esistono invece
specchi di tipo (2) non interpretabili come schemi di separazione.

Per la dimostrazione & opportuno soffermarsi sui pitt sempliei procedi-
menti atti a dedurre schemi di separazione di specie k-1 da schemi di se-
parazione di specie k. Kssi sono i seguenti:

1. Aggregare una coppia isolata, cioé non separante alcuna delle coppie (1)
[una ¢,y = A, Beiy, essendo i punti 4,,,, By, in uno stesso dei 2k seg- -
menti projettivi definiti dall’insieme dei punti 4,, B, (i=1, 2,..., k)].

II. Aggregare wna coppia separante una sola ¢, delle (1) [una
Croi = Ayyy Bip col punti 4.y, , By, prossimi per es. ad 4,, ma da bande
opposte di questo].

11, Aggregare una coppia che separi (oppure non separi) la c, di (1)
e che rispetto alle rimanenti coppie (1) si comporti come c, [eioé separi (risp.
non separi) quelle di tali coppie che ¢, separa (risp. non separa)l. La coppia
¢ = Ay, By, da aggregare si scelga, p. es., con 4,,, prossimo comunque
ad 4, e con B,,, prossimo a B, dalla banda opportuna.

8. Per k= 2 ogni specchio del tipo (2) [lo specchio nullo, risp. lo spec-
chio ¢, ¢,] & schema di separazione [per due coppie che non si separano, risp.
che si separano).

Per =3, 4 ogni specchio del tipo (2) presenta, come si pud verificare,
0 una coppia isolata, oppure una coppia separante una sola delle rimanenti,
o, infine, due coppie (separantisi o non separantisi) che si comportano ugual-
mente colle rimanenti,

Quindi, coi procedimenti del n. 7, si pud dimostrare per induzione che
per k=4 ogni specchio di tipo (2) é schema i separazione.

9. Sia k=>5. Se lo specchio di tipo (2) presenta o una coppia isolala,
oppure una coppia separante una sola fra le rimanenti, o infine due coppie
di uguale comportamento, si pud ancora dimostrare (num.' 7,8) che esso &
schema di separazione.
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Si esaminino gli specchi che non rientrino nei lipi ricordati. Allo scopo
di classificarli si introduca il concetto di serie semplice chiusa, cioé di una
successione di coppie cosi disposte che la prima separi la seconda, la se-
conda separi la terza,..., Pultima separi la prima (non intervenendo ira le
coppie stesse ulleriori rapporti di separazione).

St avranno i seguenti casi:

I. Lo specchio si identifica con una serie semplice chinsa di cingue coppie,
Sia ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, la serie, onde:
¢ €y CyCy, C€3C,y C,C5y, C,C

lo specchio. Esso & schema di separazione, come risulta dalla Fig. 4.
IL. Lo specchio presenta una serie
semplice chinsa di quattro coppie.
Siano, p. es., ¢, ¢, ¢; ¢, ordinatainente
le coppie della detta serie. La ¢, dovrd
separarne almeno due, né potrd sepa-
rarne due non consecutive, perche, ad
~esempio, se separasse le ¢, ¢,, queste
avrebbero nello specchio ugual compor-
tamento, il che attualmente si esclude.
La ¢, separerd dunque due coppie
consecutive della serie ed esse sole. Se-
pari le ¢, ¢,. Lo specchio sari:

€0y €365, C3C,, €,C;

€105y C20Cs. ’ Fig. 4.

Esso & schema di separazione, come risulta dalla Fig. 5.

Fig. 5.
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II1. Lo specchio presenta una serie semplice chiusa di tre coppie (¢ non
una con pitt di tre coppie).

Siano ¢, ¢, ¢, le coppie della serie.

L.e ¢,c, non potranno entrambhe separare (non separare) tutte e tre le
coppie della serie, perché in tal caso avrebhero ugual comportamento. Una
di esse dunque, p. es. ¢,, separerd due sole (per es. c,, ¢,) od una sola (per
es. ¢,) delle ¢, ¢, ¢,.

«) La ¢, separi ¢, ¢, (e non c;).

La ¢, non potrd comportarsi ugualmente con ¢, ¢,, perché in tal caso
¢, ¢, avrebbhero nello specchio ugual comportamento. Ad es.:
non ¢, .

c, separi ¢, e

La ¢, non potra comportarsi ugualmente neppure con ¢, ¢, dovendosi
evitare 1'ugual comportamento di ¢, ¢ ¢,.
Se ¢, separa ¢, (e non ¢,) si ha lo speechio:

€0y CyCyy C3C 5 € Cpy CyC.5 € Chy €0y, 4

che & schema di separazione, come risulta dalla Fig. 6.
Se ¢, separa ¢, (e non ¢,) si ha lo specchio:

GIC‘Z, c‘lcﬂ’ 0301; cl 64’ O') 04; ,Cl 657 04(.

DY
che & schema di separazione, perche, seritto nell’ordine :
CiCsy €2Cyy €G3 CiCyy CiCyy € Gy €0,
appare dello stesso tipo di (4), dal quale si deduce collo scambio delle Tet-
tere ¢, e c,.
) La c, separi ¢, (e non c, né c;).

Ad evitare I'uguale comportamento di ¢,, ¢,, la ¢, separerd una sola di
esse. La ¢, separi ¢, (non c,). ‘

Non potendo ¢; separare una sola coppia, essa (lovm separare almeno
una fra le ¢,, c¢,. Se ¢, separasse ¢, e non ¢,, si cadrebbe nell'ugual com-
portamento di ¢;, ¢,; se ¢, separasse ¢, e non ¢,, si avrebbe la serie sem-
plice chiusa ¢, ¢, ¢, ¢,, il che ora si esclude.

Dunque ¢, separa cosl ¢, come ¢, e si ha lo specechio:

clc‘.'7 (.203? (‘3(‘[; cl 64, (“.’cfu’ (.l CG’ ci(‘.')’
che, scritto nell’ordine :
Cl 62 9 ('2 C.’»’ C’; cI ; cl (‘37 (.'.! 63; cl P-{’ c.’. ('4’

risulta di tipo (%) ed & quindi schema di separazione.
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IV. Si escludano i casi precedendi.

La ¢, separerd due coppie (almeno); siano ¢,, ¢,. Esse non si separe-
ranno, ad evitare la serie ¢, ¢, ¢,. La ¢, non pud separare la sola ¢,; separi
ad es. ¢,. La ¢, non puo separare né ¢, né ¢, ad evitare le serie ¢, ¢, ¢, op-
pure ¢, ¢, ¢,¢,. Percio la ¢, separverd c,. Affinché la ¢, non separasse la
sola ¢, dovrebbe ¢, separare ¢,, senza perd separare alcuna delle ¢,, ¢, per
evitare le serie c,c,c,, ¢, ¢, c,. Ma cid condurrebbe alla serie c, ¢, ¢, ¢, ¢c;, che
pur & da escludersi. Dunque i primi tre casi esauriscono la discussione.

Concludendo: Per k=15 ogni specchio di tipo (2) si puo interpretare come
schema di separazione. ‘

E, riunendo il presente risultato con quelli del num. 8:

Per k<6 ogni specchio di tipo (2) si puo interpretare come schema di
separazione, '

(0. Si passi’ ora a dimostrare l'esistenza, per =6, di specchi del
tipo (2) non interpretabili come schemi di separazione.
Ad es., per k=6, non si pud mterpretare come schema di separazione
lo specchio:

€ Cyy C2Csy C3C4, CiCiy €05

)

€ Cgy C3C5y C3C5, CyCyy CyCo.

Innanzi tutto di un sistema aveule quale schema lo specehio (5) farebbe
parte la serie semplice chiusa ¢, ¢, c;¢, ¢,, € questa, come si rileva da una
breve indagine, prodnrrebbe necessariamente una disposizione topologica-
mente identica a quella di Fig. 4.

Lo specchio (5) richiederebhe ulleriormente una coppia ¢, = 4, B, sepa-
rante tutte le rimanenti. Ma una tal coppia non esiste. .

Invero, con viferimento alla Fig. 4, si osservi che 4, dovrebbe trovarsi
fra due punti 4, (i =5) consecutivi; si trovi p. es. fra 4, ed 4, (*). In tale
ipotesi, perché ¢, separasse cosi ¢, come c,, dovrebbe B, giacere fra A, e
B, (**), mentre, perché separasse cosi ¢, come ¢,, dovrebbe lo stesso B, gia-

(*) S’intende in quello dei due segmenti projellivi deteriinati da J,, 4, che non con-
tiene i rimanenti punti 4;. ‘

(**) S’intende in quello dei due segmenti projettivi determinati da 4z, B, che non con-
tiene i rimanenti punti 4;, B;. ‘
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cere fra A, e B,. Il che coinvolge contraddizione. 1 I'asserita impossibilita
¢ cosi dimostrata. .

Analoghi esempi per k> 6 si otterrebbero facilmente sia estendendo le
precedenti considerazioni, sia aggregando allo speechio (5) nuove lettere co-
mungue collegale alle antiche e tra loro.

11. Nella grande varietd degli schemi di separazione, credo fissar lat-
tenzione sui tipi seguenti, che si presentano per ogni valore di %.
I. Schema di separazione completa:
€, 635 € Cyyeuny € Cy, €,Cp,
CaCyyrnny CaCiyy CyCpy
Ck—’l ck—l 9 Clc—2 Ck bl

Gy Cp -

Alla coslruzione di un conveniente sistema si pud pervenire per indu-
zione, applicando il procedimento HI del num. 7. A c¢id del resto conduce
la seguente disposizione dei punti ;, B;:

4, A,,..., 4, B,, B,,..., B,.

LI Schema di separazione in serie semplice aperta :
€ Cyy CiCyyevvy €1 Ciyuuvy CpyCy.

Alla costruzione di un conveniente sistema si pud pervenire per indu-
zione, applicando il procedimento 1 del num. 7. Lo scopo per altro si rag-
giunge colla disposizione seguente dei punti 4., B;:

A, A, B, A, By,..., A, Bo_,,..., A, B._., B..

ILL. Scheme di separazione in serie semplice chiusa (cfr. num. 9):

€, Cyiy C3Ciyuuey €y Coyevey G Cpy CpC.

Ad esso conduce la disposizione :

A, B., 4,, B., 4,, By,..., 4,, B._.,..., 4., B, ,.

Ad es., per k=75, vedasi Fig. %

\
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12. Termino il presente parvagrafo con una semplice osservazione, di
cui si fard uso in seguito.
Sul sostegno della punteggiata si couslden un segmento projettivo d.
Dato il sistema (1) di coppie ¢,;= 4, B,, esiste pure un sistema:

¢* = d* B, ¢*, = d*, B%,, ¢* = 4% B* (6)

topologicamente identico ad (1), ma coi punti 4%, B* appartenenti tutli a d.
Similmente esiste un sistema (6) topologicamente identico ad (1), ma coi
punti .I*, B* tutti in d salvo uno prefissato [per es. salvo B*] fuori di d.
Cio dipende dalla possibilitd di costruire punti 4*,, B*, aventi lo stesso
ordinamento dei punti 4, B, e soddisfacenti alle volute condizioni.
Implicitameute risulta che, in entrambi i casi mdlcah 1 sistemi (1) e (6)
hanno schemi di separazione identici.

§ 3. DivostrazioNe per Tronema 1.

13. Siauo gli inleri (positivi o nulli) n, &, p, soddisfacenti alle relazioni
In=p-+k+2 (7)
Ek=p—+1, (8)

gid introdotte nell'ipotesi del Teorema I (num. 3).
Si supponga dapprima :

w=p- 9 )]

nel qual caso la (7) & conseguenza della (8).
In un piano reale = si counsiderino:

1.° Una retta reale » e su di essa un’involuzione J, reale, oo' di
grado », senza punti fissi, possedente un gruppo H' H”...H® di cui k
punti H" H”... H® siano reali e distinti [il clie & sempre possibile perche
dalle (8) (9) si deduce k<Tn], mentre i rimanenti (distinti dai primi k) siano
reali oppure distribuiti in coppie di punti immaginari coniugati.

2.2 Un punto E reale fuori di .

3.2 Un gruppo reale di p punti E,(i=1, 2,..., p), fuori di », in po-
sizione algebricamente geuerica cosi fra loro come rispetto a J, e ad FK
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(onde sara lecito supporre che nessuna. delle rette-E E; passi per qualcuuo
dei punti HY). vy e

Le curve C" d’ordine n (di =) aventi in E un punto (e — 1)-plo, passanli
(semplicemente) per ciascuno dei punti E; e secanti r in gruppi della J, for-
mano un sistema oo" ' lineare e reale, perche lme ari e reali sono le con-
dizioni alle quali si sottopongono le ¢

Per la (9) & lecito estrarne un sistema lineare e reale &*, che, essendo

scelto in modo generico, segnerd ancora sulla v Ia J, . Lo indicherd con (C*).

LE St riferiscano projettivamente le curve del sistema (C”) ai piani
di uno spazio reale a tre dimensioni, in tal maniera che a curve reali di (C”)
corrispondano piani reali (e reciprocamente). Basterd per cio far corrispon-
dere a quattro curve reali e linearmente indipendenti di (C") qualtro piani
reali e linearmente indipendenti nello spazio.

Ad un sistema lineare oo® di (C) corrisponde una stella di piani; se il
sislema & reale la stella ha centro reale. [n particolare al sistema delle curve
di (C”) passanti per un punlo generico P di = corrisponde una stella il cui
centro si indicherd con P,. Al variare di P in =, il punto P, descrive una
superficie razionale =,, rigata, d’'ordine 2n—p -1, di cui & spontanea la
rappresentazione su = in modo (,hc punti 1eal| abbmno per immagini puutl
reali (*).

Le curve di (C”) sono le immagini delle sezioni piane di =,, le relte
per I delle sue generalrici. La r & Pimmagine di una retta reale r, multipla
secondo n per =,, in modo che gli intorni di un punto @, di r, sulle i falde
passanti per esso vengono rappresentati rispeitivamente negli intorni degli »
punti @’ Q . Q™ di un gruppo di J,.

Il punto E rappresenta una direttrice razionale di ordine n — I. Ciascuno
dei punti E; rappresenta una generatrice; meutre ciascuna delle relle ¥ K,
rappresenta il punto in cui tale generatrice si appoggia ad »,.

[l sistema (C”) non ammette altre curve fondamentali all’infuori delle
E E,, tale proprietd competendo al sistema completo dal quale (C*) & estratto
v modo algebricamente generico.

(*) Allo scopo di mettere in evidenza le condizioni di realita introdotte, ho preferito esporre
in modo alquanto diffuso la presente applicazione di un metodo ben noto. Vedi Carorart,
Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve algebriche piane (Collectanea math, in
memoriam D. Chelini, Milano, Hoepli, 1881; pag. 144; oppure: Memorie di Geometria, Na-
poli, Pellerano. 1888, ’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brusotti: Sulle eurve gobbe algebriche reali a circuiti concatenati. 111

15. La rigata =,, possedendo una retta n-pla (la r,), sara ulteriormente
dotata di una curva doppia 4, di ordine:

é,—(?n—p——@)(@n—p—.f})— é) n(_n——l):%2 Bun—p—3)(n—p—9).

-Applieando con lievi modificazioni un noto procedimento (*), si trova che
PVimmagine A di A, ¢ di ordine:
2(n—1)y(n—p-—-2),

ha in E un punto multiplo secondo:

Q2un—3)(n—p—29

ed in ciascuno det punti E; un punto multiplo secondo:
n—p—2

Le curve A, ¢ & sono in eorrispondenza (I, 2), perche gli intorni di un
punto M, della A, sulle due falde di =, ivi concorrenti sono rappresentati
in = dagli intorni di due punti M* M** generalmente distinti della A. Le
coppie M* A** formano un’involuzione (irrazionale) che indicherd con o.

16. In = si consideri il sistema (K**°) delle curve d’ordine 2p -2
aventi in E un punto 2p-plo ed in ciascuno dei punti E, un punto doppio.
Il sistema (lineare, reale) & di dimensione 3p-+5 e di genere p.

Una K*** & I'immagine di una curva (gobba) K}" di =, d’ordine 2n e
di genere p.

Una K2 generica ¢ priva di punti multipli. Infatti questi potrebbero pro-
venire soltanto:

I. Da punti multipli dell'immagine K**** fuori dei punti fondamentali
di (C*), mentre una K*t* generica ne & priva.

Il. Da incontri di K*#** con curve fondamentali di (C”) fuori dei punti
fondamentali, mentre le sole eurve fondamentali. di (C*) sono le rette E I,
“(num. 1% in fine), ed una K*** generica non le taglia (uori dei punti E, E,.

HI Dall’esistenza su K**** (i coppie dellinvoluzione ® (num. 15), esi-
stenza che non si verifica per una K*7** generica, non verificandosi ad esempio

(*) Caporatl, loe. eit., § 3.
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per la K*** spezzata nelle p rette E E; da contarsi ciascuna due volte ed
in due rette prese genericamente fuori dallinviluppo delle congiungenti le
coppie di o.

IV. Dall’esistenza su K*** (i due o pitt punti appartenenti ad uno
stesso gruppo dell’involuzione J,, esistenza che non si verifica per una K***
generica, le cui intersezioni con » si possono prendere in modo arbitrario.

17. Fissato uno schema di separazione S di specie k, mi propongo di
dimostrare come esista una K3 (di genere p) costituita nella sua parte reale
da un sistema di % circuiti pari il cui schema di concatenazione (ordinaria)
sia isomorfo ad S.

St riprendano in considerazione i punti H' H"... 11" del num. 13.

Se @ varia su » nell'intorno reale di H' (descrivendo un segmento d’)
i punti Q" Q”... Q" variano su # rispettivamente negli intorni reali di
H"H"”...H"®, mantenendosi distinti fra loro e coi punti @V @*t® .. @,
descrivendo quindi altrettanti segmenti d”d”...d* non aventi aleun punto
in comune né fra loro ué con d. F inoltre lecito supporre (num. 13) che
nessuna delle rette & E; tagli qualcuno dei segmenti d.

Gli intorni (reali) di d’d”...d™ sono le immagini degli intorni di un
segmento d, della », su & falde ¢,, o,,..., o, reali e distinte della =, passanti
per esso.

Sopra d, si assuma un sistema di coppie di punti:

(=4, 8, ¢c,=4,B,,..., ¢,=A4,B,,

di cui sia S lo schema di separazione, il che (num. 12) & sempre possibile.
IZintorno di 4, (risp. B.) su o, sard rappresentato in = dall'intorno di
un punto 4% (visp. BY) del segmento d*”,

18. Cio posto, & possibile (ed in pitt modi) determinare una A**° reale,
secante la » nei punti (reali):

” »
A’I, Fla A?) BIQ’ Ams, Bmg,.

A(M (L)
cy ko Ry 2N ]

ed ulteriormente in p—k -~ 1 coppie di punti immaginari eoniugati, asse-
gnate in modo algebricamente generico.
Sia:

g=0
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la sua equazione, quando in = si intraduca un sistema di coordinate projet-
tive con elementi di riferimento reali e del resto arbitrari (¥).

Sia
e,=0

I'equazione della retta EE, (i=1, 2,..., p); sia inoltre

v=0
quella della retta ».
La:

eje;...epv" +1g=0, (10)

per ¢ reale e di valore assoluto abbastanza piccolo, & Tequazione di una
K2, reale, ottenuta mediante « piceola variazione » di quella spezzata nelle
rette LE,, EE,,..., EE, ed r, da contarsi due volte ciascuna (**).

Se, ridonando per un momento al parametro ¢ 'intiera variabilita, lo si
considera come funzione:

delle coordinate di un punto P, reale, corrente in =, si trova che ¢ cambia
di segno solo quando P attraversa in un punto generico (semplice) la g =20
(mentre non cambia segno quando P attraversa in un punto generico una
delle rette E E; oppure la retla ).

Qualora le regioni determinate in = da g =0 si contraddistinguano (come
& lecito) coi segni + e —, in modo che regioni limitrofe abbiano segno op-
posto, la (10) (per la sua parte reale) si svolgera in regioni di ugual segno.

Ora dal comportamento della g =0 risulla che nell’intorno della curva
composta colla » e colle E E, (considerata nella sua parte reale) sono regioni

(*) Si sottintende che le equazioni di curve reali si debbano immaginare liberate dagli
eventuali fattori numerici complessi.

(**) Per uno studio metodico sui procedimenti di « piccola variazione » vedasi la mia Me-
moria: Sulla generaez"@ne di curve piane algebriche reali mediante « piccola variazione » di una
curva spezzate [Annali di Matematica, T. 22 (3), pagg. 117-169]. In essa si esclude perd la
presenza di componenti multiple. L’uso di cueste ha qualche connessione con uno studio di
CayLEY [Sur les courbes aplaties (Compties Rendus de I’ Académie des Sciences de Paris; T. 74;
pagg. 708-712, 1872; oppure Coll. Math. Papers, VIII, pagg. 258-261)] e con qualche metodo
di Kiriv [specialmente in Riemann'sche Flichen (Autogr. Vorlesungen, Gottingen, 1892)].

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXV. 15
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di ugual seguo quelle prossime al segmenti
A4\ 8\, A", B',,..., 40 BY

(indicandosi con 4% BY il segmento projettivo di estremi 49 BY, interno a
d?), mentre hanno segno opposto le rimanenti.

Per opportuna scelta del segno di t,1a parte reale della (10) sard dunque
costituita da & ovali o,w,...e,, uno qualungue o, dei quali passa per i punti
49, BY e proviene dalla « piccola variazione » per sdoppiamento del segmento
A% BY contato due volte.

La (10) possiede bensi ulteriori punti reali nei punti fondamentati reali
di (€, ma vi passa con rami immaginari coniugalti.

{e——
, !

/W, 0,

Fig. 1.
Tutto cid risulta schematicamente dalla Fig. 7, ove la g =0 & segnata
con tratto punteggiato.

19. La (10) ¢ immagine di una particolare A?", che indicherd con 1°%

Dico che r* & la curva richiesta,
Essa ha intanto (come ogni K?") lordine ed il genere richiesti (risp. 2»
e p) e (num, 16) non possiede punti multipli. Inoltre, come pur si richiede,
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consta nella sua parte reale dei k& circuiti pari
TeYeooo Y

aventi per immagini gli ovali w, »,...w, della (10), poiché il comportamento
di (10) nei punti fondamentali di (C") assoggetta I'*” soltanto al passaggio
per punti immaginari conjugati di =,. ‘

Rimane quindi a dimostrare che il sistema <, y,...v, presenta il caso
della concatenazione ordinaria (num. 1) e che il suo schema ¥ di concatena-
zione & isomorfo ad S.

Si noti anzitutto ecome v; giaccia nella falda o,, si appoggi ad », nei punti
d; B; della coppia ¢;, anzi si possa
ritenere ottenuto mediante « pic-
cola variazione » per sdoppiamento
del segmento .1; B;, contato due
volte, nella detta falda (quando con
4; B; si indichi il segmento projet-
tivo di estremi 4; B; interno al seg-
mento d,).

Si considerino ora due circuiti
Yi» Yi- Se le coppie ¢, =4, B,,
¢, =4, B; si separano, i circuiti v,y;,
come risulta dalla Fig. 8, sono fra
loro concatenati; mentre se le cop-
pie ¢,= 4, B,, ¢;= 4, B, non si se-
parano, i cireuiti ¥, y, non sono fra
loro concatenati, come risulta dalla
Fig. 9 oppure dalla Fig. 10; onde,
ammessa la concatenazione ordi-
naria, risulta ¥ isomorfo ad S.

Draltra parte, per la situazione
dei circuiti y,v,...v, lungo la r»,,
¢ Intuitivo come tre o pit di essi
liberi a due a due siano affatto li-
beri e come percio siano soddisfatte
le condizioni contenute nella definizione di concatenazione ordinaria.

Cosi la ricerca iniziata al n. 17 & esaurita, ossia & dimostrato il Teorema I
per il caso in cui sussista la (9).

rig. 8.
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20. Si mantengano le (7) (8), ma, abbandonata la (9), si supponga

invece
n=p- 1. (1)

In tal caso in = si assumano:
1.° Una retta reale » e su di essa un’involuzione J, (senza punti fissi)

Fig. 9. Fig. 10.

reale o' di grado %, di cui faccia parte un gruppo H' H"...H® di punti
tutti reali. '
2.2 Un punto reale E fuori di r. .
3.° Un gruppo reale din—% punti E, E,...E,_, sopra r, algebrica-
mente generiei cosi fra loro come rispetto ad E ed a J, [il che & possibile per-
che dalle (7) (8) si deduce 1> k]. )
4.° Un gruppo reale di p —n -+ & punti B, ., E,_,,.... E, fuori dir,

algebricamente generiei fra loro e rispetto ai dati precedentemente introdotti

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brusotti: Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti concatenati. 117

(il che perla (11) & sempre possibile, quando si escluda il caso k=0, n=p -+ 1,
di cui & immediata la trattazione direttal].

Le curve C", d’ordine n, aventi in E un punto (i — I)plo, passauti (sem-
plicemente) per ciascuno dei punti I, e secanti ulteriormente » in gruppi
della J, formano un sistema lineare e reale oo®*~*'_ dal quale per la (7) ¢
lecito estrarre un sistema lineare reale oc?, che dird (C”).

2{. Con metodo simile a quello del num. 1% si interpreti (C”) come
immagine del sistema costituito dalle sezioni piane di una rigata =, d’ordine
21 —p—1, in una rappresentazione reale di questa su =. Cosi si svolgano
le osservazioni analoghe in relazione agli elementi fondamentali della corri-
spondenza fra = e =,.

Perd nel caso presente la » sard immagine di una retta r, multipla se-
condo k& per =, e gli intorni dei punti @ @"...Q" conjugati in J, saranno
immagini degli intorni di un punto @, di =,, su & falde di =,.

La curva 4,, doppia per =,, sard d’ordine

31)(‘i’n—p—i—k—3)(2;;—1)—k—‘2)

¢ la sua immagine A, d’ovdine:

(n+k—2)Q2n—p—Ek—2)

avrd in £ un punto multiplo secondo:
m+E—3)2n—p—k—2

ed in ciascuno dei punti E; un punto multiplo secondo:

2n—p—Lk—2

Le considerazioni sull’'involuzione © si estendono semplicemente.

Si introducano infine in = le K*** (d’ordine 2 p -+ 2, di genere p) con
un punto 2p —plo in E e doppio in ciascun punto E,(i=1, 2,..., p), come
immagini di curve K di =, ({’ordine 2, di genere p), delle quali una ge-
nerica non possiede punti doppi (il che si dimostra in modo ovvio col me-
todo del num. 16).

22, Assegnato uno schema di separazione S di specie &, la ricerca di

20

I* (ciod di una K2 la cui parte reale consti di un sistema di & cireuiti
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collo schema di concatenazione, ordinaria, isomorfo ad §) si svolge come
nel caso precedente (num.! 17, 18, 19) con una lieve modificazione riguardante
la scelta di
g="9
la quale, fuori dei punti 49 BY (j=1, 2,..., k) ed E, (i=1, 2,..., n—k),
dovra tagliare la r in p —n 41 coppie [cfr. la (L1)] di punti immaginari
conjugati.
Cosi anche il secondo caso & esaurito ed il Teoremw I & dimostralo.

§ % Corovrvari pen Trorema L

23. Si supponga che lo schema S di separazione coincida con uno dei
tipi indicati al n. 11.
Dal Teorema I si deducono cosi i seguenti corollari:
Dati gli interi (positivi o nulli) n, p, k soddisfacenti alle (7) (8):

[. Esistono curve gobbe (reali, irridutlibili) d’ordine 2n e generc p,
prive di punti mullipli, aventi k circuiti pari concatenati a due a due in tutti
i modi (concalenazione compleia).

i, Esistono curve gobbe (reali, irridutlibili) d’ordine 2n e genere p,
prive di punti multipli, aventi k circuiti pari concatenati in serie semplice
aperta (il primo col secondo, il secondo col terzo, ..., il penultimo coll’ultimo).

III. Esistono curve gobbe (reali, irriduttibili) d’ordine 2 n e genere p,
prive di punti mullipli, aventi k circuiti pari concatenati in serie semplice
chiusa (il primo col secondo, 1l secondo col terzo,..., l'ultimo col primo).

2%, Si vichiami ora Uenunciato col quale ha lermine il num. 9. Pro-
posto un qualunque schema ¥ di conecatenazione (ordinaria) di specie k<6,
esso risulterd isomorfo ad uno schema S di separazione.

Percio dal Teorema I st potrd pur dedurre che:

Dati gli interi (positivi o nulli) n, p, k<6 soddisfacenti alle (7) (8) ed
assegnato (ad arbitrio) wio schema di concatenazione ¥ di specie &, esiste una
curva gobba (irriduttibile) d’ordine 2n e genere p, priva di punté multipli, co-
stituita nella sua parte reale da wn sistema di k circuwili pari di schema Y.

Se poi si osserva clie per p <5 la condizione £ << 6 & implicita nella (8),
si ricava:
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Dali gli interi (positivi o nulli) n, p <5, k, soddisfacenti alle (1) (8) ed
~assegnato (ad arbilrio) wno schema di concatenazione ¥ dié specie k, esiste una
curva gobba (irridultibile) d’ordine 2n e genere p, priva di punti multipli,
costituita nella sua parte reale da un sistema di k circuiti pari di schema Y.
In altri termini, salva la restrizione imposta all’ordine dalla (7), il pro-
blema topologico-algebrico della concatenazione ordinaria fra circuiti tutti
pari & pienamente risolto per i primi valori del genere (p =0, 1, 2, 3, 4).

§ . DivosTrAZIONE DEL Trorema IL

25, Siano gli interi (positivi o nulli) n, &, p soddisfacenti alle relazioni:
209+ 1=p-4+ k-2 - (12)
0<k=p-+I (13)

gia introdotte nell’ipotesi del Teorema IT (num. 4).
Si supponga dapprima:

n=p-+1, (14)

nel qual caso la (12) discende dalla (13).
In un piano reale = si considerino:

1.° Una retta reale r e su di essa un’involuzione J, reale o' di grado n
senza punti fissi, possedente un gruppo reale H'I1".... H™ di cui k punti
o' H”...H?” siano reali e distinti cosi fra loro come dai rimanenti [il che
¢ sempre possibile perché dalle (13) (14) si deduce &k = n].

2.° Un punto reale K fuori di r.

3. Un gruppo reale di p—1(*) punti E;(i=1, 2,..., p— 1) fuori
di », in posizione algebricamente generica rispetto ai dati precedentemente
introdotti (per es. nessuna delle E F,; passerd per qualcuno dei punti H),

26. Dal sistema lineare reale oco"#1* (delle ¢" d’ordine n, avente un
punto (2 —1)-plo in E, un punto semplice in ciascuno dei punti E; e se-

(*) Si suppone implicitamente p >0. La trattazione diretta del caso p =0 non offre dif-
ficolta. Per ogni ordine 2 » + 1 = 3 esistono curve gobbe razionali reali, necessariamente do-
tate di un solo ecircuito.
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cante » in gruppi di J,, & lecito per la (14) estrarre un sistema (C") lineare
reale o°, ed interpretarné le curve come immagini delle sezioni piane di una
rigata razionale =, d’ordine 2n — p, rappresentata biunivocamente su = in
modo che 'immagine di un punto P, reale di =, sia un punto P reale di = (e
reciprocamente). ,

Le proprietd di =,, solo in qualche particolare differenti da quelle esposte
ai num.! 14 e 15 (¥), si dimostrano con metodo analogo.

In = si consideri ora il sistema (K***') delle curve d’ordine 2p -1,
aventi in I un punto (2p —1)plo ed in ciascuno dei punti E; un punito
doppio. 11 sistema (lineare, reale) & di dimensione 3 p-+5 e di genere p.

Una K*2*' & immagine di una curva (gobba) K3+ (di =,) d’ordine 2n - |
e di genere p. ]

Che una Rt generica non possegga punti multipli, si dimostra col me-
todo del num. 16. L’esclusione di punti doppi provenienti dal passaggio del-
I'immagine K***' per coppie di ® si potrd p. es. verificare sulla K**t' spez-
zata nelle E E; da contarsi ciascuna due volte, in una retta generica per E
¢ in due rette generiche non congiungenti coppie di ©.

27. Si assegni uno schema di separazione S di specie k e si fissi in
esso una coppia. Bsiste una K2't' (di genere p) costituita nella sua parte
reale da un sistema di & cireuiti (tutti pari salvo uno), il cui schema di con-
catenazione & isomorfo ad S in modo che alla coppia fissata corrisponda il
cireuito dispari. ,

Per dimostrare cio, come al num. 17, si introducano i segmenti d'd”...d"
di » i quali contengano rispettivamente i punti H" H"... H® ed i cui intorni
in = siano immagini di quelli di un segmento d, della r, sopra k falde reali
distinte ¢, 9,... ¢, di =m,. Nessuna delle E E; tagli un segmento d‘.

Sulla #, si assuma un sistema di coppie di punti

¢, =4, B, ¢c,=A4: B,,..., ¢,=A4,B,

di schema § e, quando sia ad es. ¢, la coppia prefissata, si determini il si-
stema in modo che tutti i punti 4; B, siano su d,, escluso il punto B,, fuori
di d,. Cio & sempre possibile, come risulta da una osservazione esposta al
num. 12,

(*) Ad es. i caratteri della curva doppia A, di =, e della sua immagine A in = si dedu-
cono da quelli indicati al num. 1% mutandovi p in p —1.
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L’intorno di 4,(i=1, 2,..., k), visp. di B,(i=2,3,..., k) su ¢;, sard
rappresentato in = dall’intorno di un punto 49, risp. B, del segmento d*”,

28. K possibile, in piit di un modo, determinare una K**' reale, se-
cante la r nei punti (real):

, . " n o, " w o, . %) ()
Ay A, By A" B"....: A%, BG

ed ulteriormente in p — k-1 coppie assegnate di punti immaginari eonju-
gati. Sia:

g=0
la sua equazione in un sistema di riferimento reale.
Sia:
e,—0(
I'equazione di EE, (i=1,2,..., p—1); sia:
v=0
quella dir ed infine sia:
a=20
quella della retta E A4’',. La:
ee...ei_vVa+1tg=0, (15)

per ¢ reale e di valor assoluto abbastanza piccolo, & 'equazione di una curva
reale ottenuta mediante « piccola variazione » da quella spezzata nelle rette
EE,, EE,,..., EE, ,, r, E 4, tutte contate due volte, all'infuori dell’'ultima
contata una volta.

La
‘ ete;...ei v a
e

{——

pensata come funzione di un punto P reale, corrente in =, non muta segno
quando P genericamente attraversa una delle E E; oppure la r, mentre muta
di segno quando P genericamente attraversa E A’, oppure g=0.

Nella ripartizione di = in regioni contrassegnabili coi segni -+ e —, pro-
dotta dalla g =0e da E 4, insieme considerate, la (15) si svolgeri in regioni
di ugual segno. D’altra parte nell’intorno (reale) di » hanno ugual segno le
regioni prossime ai segmenti

4", B",, A"y B"y,..., AP BY
[intendendo che A BY (j>1), fra i. segmenti cogli estremi indicati, sia
quello interno a d“’]; hanno segno opposto le rimanenti.
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Segue che, per opportuna scelta del segno di tla parte reale della (15) consta
di un circuito dispari o, (prossimo alla K 4')) secante in 4, la r edik—1
ovali o, @, ..., uno qualunque o; dei quali passa per 49, BY e proviene
dalla «piccola variazione » per sdoppiamento del segmento A% BY contato
due volte. La (15) possiede bensi ulleriori punti reali nei punti fondamentali
reali di (C"), ma vi passa con rami tutti immaginart conjugati, quando, come
¢ implicito, si escluda in E il ramo reale fornito da o,.

Si veda percid la rappresentazione schematica di Fig. 11.

/ Sw, N W, - \ 7,

Fig. 11.

29. La (15) & immagine di una K;"*' che indichero con r***+', La p*+
¢ la curva richiesta (num. 27). '
Essa & infatti d’ordine 25 -+ 1, di genere p e consta nella sua parte reale
di k cireuitl y, ¥, ... 7. (aventi risp. le immagini o, 0,... ), tutti pari all’in-
fuori di y, che & dispari [non producendo il comportamento di (15) nei punti
fondamentali di (C”) ulteriori punti reali di 1’***']. Rimane a provarsi che la
concatenazione di r*"!' & ordinaria e che lo schema &, nel modo voluto, iso-
morfo ad S, ossia, poiche gia alla coppia prefissata ¢, corrisponde il circuito
dispari y,, che a coppie ¢, separantisi (visp. non separantisi) corrispondono
circuiti ¥, concatenati (risp. libert).
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Per cio che riguarda la natura della concatenazione e per quanto si ri-
ferisce alle coppie di circuiti pari v, vy, (i>1, j>1) la dimostrazione procede
come al num. 19.

Per quanto invece si riferisce ad una coppia v, y; (> 1), si osservi che
Y. st ricava per « piccola variazione » ordinaria dalla generatrice di =, secante

~
b {
- AN
Fig. 12, Fig. 13.

r, in 4, e (nellintorno di d,) appartenente a o,, mentre y, si deduce mediante
« piccola variazione » per sdoppiamento nella falda ¢, del segmento A; B,
contato due volte (al solito intendendosi per 4, B, il segmento avente gli
estremi indicati e interno a d,).

D’altra parte poiché B,, esterno a d,, & pure esterno ad 4; By, il punto 4,
sard interno oppure esterno ad 4, B, seccondo che la ¢, separi o non separi ¢, .
Ora nel primo casoy, e v, sono mutuamente concatenati, come risulta dalla

Fig. 12, mentre nel secondo ¥, e y; sono mutuamente liberi, come risulta
dalla Fig. 13.
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L’isomorfismo e cosi dimostrato e la trattazione del caso attuale ¢
esaurita.

30. Rimane a considerarsi il caso in cui [permanendo le (12) (13)] an-
ziche la (14) valga la
' nw=p. : (i6)

L’analogia che esso presenta sotto un certo aspetto col caso precedente, e
sotto I'altro col caso svolto ai num.! 20, 21, 22, pud dispensare da una trat-
tazione particolareggiata.

S'introducano, in modo algebricamente generico:

1.° Una rettareale r e su di essa un’involuzione J, (senza punti fissi) reale
oc' di grado &, di cui faccia parte un gruppo H'H"... H® di punti tutti reali.

2.° Un punto reale E fuori di r.

3.2 Un gruppo reale di n —& punti E, E,... E,_, sopra r.

4° Un gruppo reale di p—n-+k~—1 punti E,_.y,, E, sys, ... £, ,
fuori di r.

Le C* d’ordine » aventi un punto (r — l)-plo in E, un punto semplice
in ciascun punto E;, secanti ulteriormente r in gruppi di J, formano un
sistema lineare, reale, co®*~** dal quale perla (12) si potrd estrarre il si-
stema oo® (C*), immagine di quello delle sezioni piane di una rigata razionale,
colle condizioni di realitd analoghe a uelle altrove esposte.

Fissato uno schema di separazione S, fra le K**' con punto (2 p —1)-plo
in E e doppio in ciascuno dei punti E,, & lecito, coi metodi dei num.' 27, 28,
29, scegliere la curva immagine di una curva I*"*' di genere p, i cui cir-
cuiti y, ¥, ... 7. (tutti pari salvo uno) formino un sistema collo schema di con-
catenazione isomorfo, in modo prefissato, ad S.

Cosi anche il Teorema II & interamente dimostrato.

§ 6. CoroLrLaki pEL Trorema II.

31. La supposizione che S presenti uno dei tipi del num. 11 conduce
ad aleuni corollari del Teorema I1, analoghi a quelli gid dedotti dal Teorema I
ed esposti al num. 23. Essi sono i seguenti:

Dati gli interi (positivi o nulli) n, p, k soddisfacenti alle (12) (13):
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[. Esistono curve gobbe (reali, irriduttibili) d ordine 2n—1 ¢ di ge-
nere p, prive di punti multipli, i cui k circuili, tutti pari salvo uno dispari,
sono concatenati a due a due in tutti i modi (concatenazione completa).

II. Esistono curve gobbe (reali, irridultibili) d’ordine 2n -+ 1 e di ge-
nere p, prive di punti multipli, ¢ cui k circuiti, tutli pari salvo uno dispari,
sono concatenati in serie semplice aperta, occupando il circuito dispari nella
serie ui posto prefissato ad arbitrio.

I, Esistono curve gobbe (reali, irriduttibili) d’ordine 2n -+ 1 e di ge-
nere p, prive di punti multipli, i cui k circuiti, tutli pari salvo uno dispari,
sono concatenati in serie semplice chiusa.

32. Cosli i corollari del Teorema I esposti al num. 2% trovano 1 loro
analoghi in altri del Teorema II, parimenti ricavati dall’enunciato in fine del
num. 9. Cioé:

Dati gli interi (positivi o nulli) n, p, k<<6 soddisfacenti alle (12) (13) ed
ussegnato (ad arbitrio) uno schema di concalenazione ¥ di specie k, esisle una
curva gobba (irridutlibile) dordine 211 e di genere p, priva di punti mul-
tipli, costituita nella sua parte reale da wun sistema di k circuiti (tutli pari
salvo uno dispari), avente lo schema Y, arbitraria restando la scella del posto
‘occupato in Y dal circuito dispari.

Onde:

Dati gli interi (positivi o nulli) n, p <5, k soddisfacenti alle (12) (13) ed
assegnato (ad arbitrio) uno schema di concatenazione Y, di specie k, esiste una-
curva gobba (irriduttibile) d’ordine 2n -+ 1 e di genere p, priva di punti mul
tipli, costituita nella sua parte reale da un sistema di k circuiti (tutti pari
salvo uno dispari), avente lo schema ¥, arbitraria restando la scelta del posto
occupato in Y dal circuito dispari.

Sulla portata del risultato valgano osservazioni aualoghe a quelle del ci-
tato num. 24

~§ 7. SU QUALCHE CONDIZIONE NECESSARLA
PER L’ESISTENZA DI UNA CURVA D’ORDINE E GENERE DATI
AVENTE UNO SCHEMA DI CONCATENAZIONE PREFISSATO.

33. Il problema topologico-algebrico della concatenazione ordinaria, per

cireuiti tutti pari salvo al pit uno dispari, & stato risolto nei paragrafi che
precedono colle vestrizioni seguenti:
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I. Lo schema Y di concatenazione & isomorfo ad uno schema S di
separazione.
II. L’ordine m & =p -+ k+2 (essendo p il genere della curva e k
il numero det circuiti).
ILE k=p-+1 (e per m dispari & > 0).
Di esse la Il & necessaria (vedi num.' 3, %). '
Nell’intento di delimitare il campo entro il quale le condizioni 1 e I
possano essere sostituite con altre meno restrittive, svolgo alcune semplici
considerazioni. Esse condurranno a stabilire qualche condizione necessaria
per lesistenza di una soluzione del problema proposto.

34 Premetto 1l seguente:

Lenya. Dati due circuiti v, se esiste un centro fuori di essi, dal quale
vengano projettati su di un piano in circuiti non secantisi, y e vy sono mu-
tuamente liberi.

Nell’ipotesi & implicito che uno almeno dei circuiti yy' sia pari, perche
due circuiti dispari da un centro fuori di essi sono projettati in due circuiti
dispari, e questi necessariamente si tagliano. La tesi ha dunque un preciso
significato in base a precedenti convenzioni (vedi num.' 1, %).

Percid, se ad es. y & pari, qualunque sia ¥, per la dimostrazione del
Lemma basterd provare che y si pud ridurre mediante deformazione continua
ad un punto senza atlraversare vy

Sia 0 il centro di projezione, che per semplicitd di linguaggio suppongo
al finito, e sia C il cono projettante v.

Poiche O & fuori di ¥, si pud considerare una sfera Q di centro 0 non
includente punti di y. La @ segherd € in due circuiti 3, 3 distinti (ma even-
tualmente secantisi) e diametralmente opposti su @ (*). Se su &, si fissa un
senso positivo ed un’origine degli archi, e si indica con & la lunghezza del-
Parco cosi contato, ad ogni valore di @ corrisponde una ed una sola genera-
trice di C (quando si considerino distinte generatrici coineidenti in una mul-
tipla di ¢ ma poste su falde diverse), quindi uno ed un sol punto di y. Su
ogni generatrice di C si fissino i punti D, Dy di intersezione con 3, d, € si
assuma 1l sistewa di coordinate projettive in cuiad 0, D,, Do competano le
coordinate zero, 1, oo; dicasi y la coordinata del punto corrente.

(*) Per una proprietd caratteristica dei circuiti pari gid osservata da MoBius [vedi BEg-
70LARI, Allgemeine Theorie der hiheren ebenen algebraischen Kurven (Enc. der Math. Wiss., III,
2, Heft 3) a pagg. 385-386].
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Allora il eircuito y sara rappresentato su C da un’equazione
y="r(x)

ove f(x) & funzione di 2« continua, finita, costantemente.posi.tivae periodica,
con periodo uguale alla lunghezza dell’intero circuito 9,.
Analogamente la
y=1tf(x)

ove { sia un numero positivo, rappresenta un circuito su C, in condizioni
topologicamente analoghe a quelle di y. Se, partendo dal valore ¢t =1, sifa
decrescere e tendere a zero ¢ con continuitd, si ottiene una deformazione
continua di ¢ che lo riduce a coincidere col punto O per scorrimento su C.

Ma, per lipotesi, ¥ e C non hanno punti comuni, onde in tale deforma-
zione vy non attraversa y'(*) ed il Lemma & dimostrato.

Segue che:

Se due circuiti yy' (di cui almeno uno pari) sono concatenati, essi sono
projettati da un centro generico su di un piano in due circuili che si tagliano
in due punti almeno. .

Cio risulta dal Lemma, quando si osservi che anche nella projezione
uno almeno dei circuiti & pari.

35. Sia ' una curva gobba, reale, irriduttibile, priva di punti multipli,
d’ordine a1 e di genere p, costituita nella sua parte reale da un sistema di
k>1 circuiti y,y, ...y, tutti pari salvo al pitt uno. Sia:

Yii le’ Y"-.' TJ"_” M 4 Y"a Yj!
lo schema ¥ (di concatenazione ordinaria) del sistema e si consideri, insieme
alla sua specie k, anche il nummero q delle coppie di circuiti mutuamente con-
catenati (indice dello schema).
Il numero dei puntiv doppi apparenti (reali od immaginari) di ™ ¢
dato da:

1
o (m — 1) (m — 2) — p.
D’altra parte (vedi numero precedente), per un centro di projezione O ge-

(*) Pud perd talora attraversare se stesso su una generatrice doppia per C, che consi-
derata sull'una e sull’altra falda dia luogo a sistemi di riferimento diversi per lo scambio
di D, Deo.
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nerico ciascuna delle ¢ coppie di circuiti mutuamente concatenati porta il
contributo di (almeno) due punti doppi apparenti reali.

Altri due punti doppt apparenti reali si possono otlenere con opportunae
scelta del centro 0. Su un circuito v, pari (i ") si assumano infatti tre punti
non allineali P, P, P;; il piano P, P, P, non contiene vy, (perché r” & gobha
irriduttibile) e quindi lo taglia ulteriormente in un punto almeno; sia questo P,.
Se si sceglie, come centro 0, il punto in cui si taglianole rette P, P,, P, P,,
lo scopo e raggiunto,

Segue:

3) (m—1)(m—9) —p=2q+2,

che pil semplicemente si serive:
mm—3)=2(p+2q-+1). (17)

La (17) lega l'ordine ed il genere assegnati per la curva coll'indice dello
schema di concatenazione proposto e costituisce appunto una condizione ne-
cessaria per la risolubilitd del problema della concatenazione ordinaria.

Fissati p e ¢ la (17) stabilisce un limite inferiore per m, generalmente
pilt basso di quello fornito dalla condizione II (num. 33).

Se lo schema proposto & quello di concatenazione completa, deve porsi:

l
=, k(k—1)

e la (17) si trasforma nella:
mm—3)=2(p-+k —Ek-+1). (18)

La (18) sard da considerarsi come condizione necessaria per la risolubi-
litd del problema ad es. nell’intiero campo determinato dalla condizione I
(num. 33), tenuta presente, com’® naturale, la ITI.
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Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli
di superficie ortogonali .

(Di Luie1 BiancHi, a Pisa.)

PREFAZIONE.

Nella teoria dei sistemi tripli di supertficie ortogonali dello spazio (eu-
clideo) abhiamo tre sistemi fondamentali di equazioni a derivate parziali del
primo ordine a cui soddisfano gli elementi che determinano intrinsecamente
il sistema (**¥)- Il primo gruppo di queste equazioni & quello per le sei rota-
zioni B, (t==k=1, 2, 3) e si scrive:

98

M = ﬁil B

(i-=k==1) ()
9B, B _
(9“‘ +m——ﬁz¢3zk,

dove per (i, &, 1) si pongono successivamente le permutazioni degli indici
(1, 2, 3). Le rotazioni B, fissano la rappresentazione sferica, e sono comuni
ad una infinitd di sistemi tripli ortogonali (dipendente da tre funzioni arbi-
trarie), che hanno, in punti corrispondenti, eguale orientazione del triedro
principale. Questi sistemi diconsi trasformati di Combescure I'uno dell’altro,
od anche, con una pitt breve denominazione di DARBoUX, sistemi paralleli.

(*) Una prima parte dei risultati di queste ricerche ha fatto oggetto di una mia comu-
nicazione nei Rendiconti delln R. Accademio dei Lincei (16 maggio 1915). Alcune considera-
zioni fondamentali della Nota vengono qui riprodotte.

(**) Vedi DawrBoux, Legons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes
(2 édition, 1910). — Cfr. particolarmente Livre III, Chap. V, oppure le mie Lezioni di
geomelria differenziale (2.2 ediz.), §§ 413, 414.
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Assegnate le rotazioni B, in funzione di «,, u,, u, (in guisa da soddi-
sfare alle (@)), l'orientazione del triedro principale, coi coseni di direzione
(X:, Y., Z,))i=1, 2, 3 pei suoi tre spigoli, & determinata, a meno di movi-
menti nello spazio, dal sistema completamente .integrabile di equazioni ai
differenziali totali:

X,
87=_ﬁkka_?’qu
(== k=) (@)
oX,
du, = B X, ’

colle analoghe per Y,, Z,.

Ogni sistema triplo ortogonale colle rotazioni £, si pud individuare in
due modi diversi, sostanzialmente equivalenti, e cio¢: 1.° col determinare i
coefficienti H} della espressione del d s* dello spazio, riferito al sistema triplo
ortogonale (u,, u,, u;) ;

ds'=Hidu+ Hidu+ Hidu; | (1)

2.° dalle espressioni delle tre distanze algebriche di un punto fisso dello spazio
(dell’origine) dalle tre facce del triedro principale, quantita che indichiamo
con W,, W,, W, (*).

Queste quantitd H,, W, sono legate alle rotazioni §,, dagli altri due degli
accennati sistemi di equazioni a derivate parziali

o1, oW, _,
du, du, F

= f. H,, (b) W.. (b%)

Le condizioni di integrabilitd per I'uno o per laltro sistema sono sod-
disfatte, a causa delle (a) della prima linea, e I'integrale generale (H,, H,, H,)
o (W,, W,, W), delle (b) o delle (b*), viene a dipendere da tre funzioni ar-
bitrarie essenziali (**). Nel primo modo, nota una terna (H,, H,, H,) solu-
zione delle (6), si ha per quadrature il corrispondente sistema triplo orto-
gonale (a meno di una traslazione) dalle formole

dx 0y R . g e
a—%—H;X;, R—EY;, 5’17,—‘}[1‘2' (7’— 17 27 3) (Q)

(*) Le stesse quantitd sono indicate da DarBoux con Py, Py, Py.
(**) Per un sistema iniziale di valori delle u;, per es. per u, =y = uy =0, si puo asse-
gnare ad arbitrio la funzione di u; cui si riduce la H; (o la ;) quando vi si fa ux=u=0.
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Nel secondo modo, nota una terna (W,, W,, W,) soluzione delle (b%),
si ha il corrispondente sistema triplo ortogonale in terminé finiti colle formole

x=SW,X, y=SW.Y,, e=SW,Z,. 3)

I due sistemi lineari (b), (b*) si diranno associati, o anche si dird 'uno
aggiunto dell’ altro per questa proprietd d’immediata dimostrazione. Se
(H,, H,, H) & una soluzione delle (b), e (W;, W,, W;) una soluzione delle (b*),
Vespressione S H, W, d u; é un differenziale esatto.

Corrispondentemente a questa relazione analitica fra il sistema (b) ed il
suo aggiunto (b¥), in diverse questioni concernenti i sistemi tripli ortogonali,
si manifesta come una sorta di reciprocitd fra le proprietd che dipendono
dalle H, e quelle che si legano alle W,. Ed ogni qualvolta si abbia una
classe di sistemi tripli ortogonali che sia definita da proprietd delle H,, vi
¢ luogo di domandare se esiste una classe, da dirsi reciproca, definita dalle
corrispondenti proprieta delle W,. A queste considerazioni si legano appunto
le ricerche della presente Memoria, nel modo che andiamo a dire.

La classe dei sistemi tripli ortogonali (u,, u,, #;), nei quali ciascuna
superficie della serie u, = cost. ha costante la curvatura (variabile in gene-
rale con w,), puo ritenersi definita (vedi § 1) da questa proprietd che, sce-
gliendo opportunamente i parametri «,, u,, 1 coefficienti H?, H? si {rovano
legati da una relazione lineare a coefficienti costanti, alla quale, senza alte-
rare la generalitd, possiamo dare la forma H?— H?= cost, o laltra
H? 4 H} = cost.,, secondo che la curvatura® delle u,=-cost. & positiva o
negativa.

Nel senso sopra indicato, sarad da considerarsi come reciproca della pre-
cedente la classe di sistemi tripli ortogonali (se esistono) per la quale si
abbia

W3+ ¢ W;=cost, («)

dove ¢ & una costante arbitraria, il cui valore & qui per altro essenziale,
come risulta dal significato geometrico assoluto di W,, W,. Dimostreremo
che, escluso il caso assurdo ¢ =0, ed ancora l'altro ¢ = 1 che porterebbe al
caso ovvio di superficie parallele (evolventi della sfera), per ogni altro va-
lore di ¢ esistono in effetto sistemi tripli ortogonali della classe («) e dipen-
dono da tre funzioni arbitrarie essenziali, come i sistemi di WEINGARTEN. La
determinazione di questi sistemi ortogonali si collega, in modo singolare
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geometrico, colla teoria delle congruenze pseudosferiche, pili particolarmente
con” quei sistemi di superficie pseudosferiche che ho denominato sistemi
obliqui di Weingarten (*). La teoria di questi sistemi obliqui, costruita nella
Memoria ora citata, assume cosi una nuova interpretazione, e in particolare
dd luogo a trasformazioni, che possono ancora dirsi di BAickLuxp, dei sistemi
tripli ortogonali della classe ().

Ma un’altra ricerca analoga di sistemi tripli ortogonali reciproci conduce
ancora a questa teoria dei sistemi obliqui di WEINGARTEN; si tratta qui della
classe reciproca dei sistemi ortogonali che diciamo di Guichard-Darboux (**),
caratterizzati dalla relazione fra le H,

Hi+H,+H,=a(+y +2)+b (@, b costanti).

Siccome x® 4 y* + 2" = Wi+ Wi+ Wi, sono da dirsi reciproci di questi
gli eventuali sistemi tripli ortogonali che soddisfino ad una relazione della

forma
ke W34k, Wi+ k, W2=cost, (B)

dove k., k,, k; sono tre costanti da supporsi soltanto diseguali, per esclu-
dere i casi ovvii che nel sistema figurino serie di sviluppabili. Se una delle
costanti k; si annulla, si ricade nei sistemi della classe («); in generale 1 si-
stem! (), prendendo comunque le costanti &, esistono nella stessa generalitd
dei sistemi della classe («), coi quali hanno inoltre a comune la rappresen-
tazione sferica. Fissando l'attenzione sulle rotazioni £, in questa immagine
sferica, si vede che i quadrati delle rotazioni in ciascuna coppia

(Bars Ba)y (Boes Bis)y Pusy Bos)

sono legati da una relazione lineare a coefficienti costanti. Questa- & una
circostanza caratteristica per la detta immagine sferica; anzi basta supporre
che una tale relazione abbia luogo per una delle tre coppie, perche la stessa
cosa si verifichi per le altre due.

Le tre indicate relazioni quadratiche fra le rotazioni permettono di ri-
durre a forme normali semplici (§ 6) il sistema di equazioni a derivate par-
ziali da cui il problema dipende, ed, interpretate geometricamente, ne fanno
vedere la relazione colla teoria dei sistemi obliqui di WEINGARTEN.

(*) Annali di Matematica, Serie 3%, Tomo XIX (1912).
(**) Vedi DarBoux, l. ¢., Livre ITI, Chap. X.
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Dopo questi risultati, siamo condotti a considerare, in generale, quei si-
stemi tripli ortogonali che hanno la stessa immagine sferica dei sistemi della
classe («) o (9); questi diciamo sistemi (@) per ricordare il loro legame coi
sistemi obliqui (Qs) di WEINGARTEN, ad angolo s costante (Cf. m. ¢.). In tutti
i sistemi (@) le superficie di ciascuna delle tre serie godono della singolare
proprietd che la congruenza delle loro normali ha i raggi paralleli a quelli
~di una congruenza pseudosferica e le linee di curvatura della superficie cor-
rispondono alle asintotiche delle due falde pseudosferiche focali. I[noltre la
distanza dei punti limiti e 'angolo dei piani focali in queste congruenze
pseudosferiche conservano, per ciascuna delle tre serie, 1 medesimi valori
costanti. Aggiungiamo che, mentre per tutte le tre serie le dette congruenze
pseudosferiche sono reali, per una soltanto hanno fuochi (sviluppabili) reali,
invece per le altre due serie le sviluppabili sono immaginarie (coniugate).
Cosl, in questa teoria dei sistemi ortogonali (Q), vengono a presentarsi, in-
sieme alle congruenze pseudosferiche ordinarie (a sviluppabili reali), anche
le congruenze pseudosferiche reali, ma a sviluppabili immaginarie.

In riguardo poi a quella serie di superficie nel sistema (©), diciamo le
u, = cost., le cui congruenze pseudosferiche associate hanno sviluppabili reali,
la indicata proprietd geometrica puo trasformarsi nell’altra equivalente: Ogni
superficie u; = cost. nel sistema (Q) ¢ divisa in parallelogrammi infinitesini
di egquale area da un doppio sistema di linee della superficie, che si lagliano
sotto angolo costante 26, ed hanno per bisettrici le linee di curvatura.

Questa proprieta caratterizza perfettamente i sistemi tripli ortogonali (),
sicche le presenti ricerche risolvono completamente il problema di associare
in famiglie di Lamf le superficie a cui appartiene la descritta proprietd per
le trajettorie isogonali, sotto angolo costante, delle linee di curvatura.

Pei sistemi (Q), in generale, si pud costruire una teoria delle trasforma-
zioni di BAckLunp, e delle trasformazioni di Lig, deducendola da quella gia
nota pei sistemi obliqui di WEINGARTEN. Ma esistono in questo caso delle
trasformazioni molto piti semplici, che diciamo trasformazioni parallele, perche
conducono da un sistema (Q) ad altri colla medesima immagine sferica. L’esi-
stenza di queste trasformazioni & essenzialmente legata alle indicate relazioni
quadratiche fra le rotazioni. Una terza classe di trasformazioni dei sistemi ©
si ottiene dalla inversione per raggi vettori reciproci, osservando che un
particolare sistema (Q) della classe (), quando si annulli la costante del se-
condo membro, & cangiato da un’inversione col centro nell’origine in un altro
sistema della stessa specie. Le trasformazioni cosi ottenute sono frasforma-
zioni di Ribaucour per inviluppi di sfere.
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Negli ultimi paragrafi della Memoria (29-31) ¢i occupiamo brevemente
di una doppia generalizzazione dei sistemi (). La prima si ottiene sosti-
tuendo ai particolari sistemi obliqui di WriNearTeEN ad angolo s costante i
generali con angolo s variabile. Nei sistemi tripli ortogonali che ne derivano
le superficie della serie u, = cost. hanno ancora, ciascuna, le normali paral-
lele ai raggi di una congruenza pseudosferica, e le loro linee di curvatura
corrispondono alle asintotiche delle due falde focali; ma l’angolo dei due
piani focali & in questo caso variabile colla superficie u, = cost.

La seconda ulteriore generalizzazione risulta dal considerare sistemi tripli
ortogonali che dipendono, in modo analogo, da quelle congruenze W, piu
generali delle pseudosferiche, le cui falde focali hanno in punti corrispon-
denti eguale curvatura.

Avvertiamo in fine, senza piu ripeterlo nel corso della Memoria, che
escluderemo sempre nelle ricerche seguenti i casi ovvii in cui nel sistema
triplo figurino delle sviluppabili. Per cio: nessuna delle rotazioni B, polra
annullarsi, né ridursi ad una costante.

§ L
I SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI CON a H? 4+ b H:=c.

Cominciamo le nostre ricerche col dimostrare che se in un sistema triplo
ortogonale (w,, u,, u,) sussiste, per una conveniente scelta dei parametri
uw,, u,, la relazione quadratica fra H,, H,

aH!+bH:=c (@, b, ¢ costanti), %)
le superficie della serie u#, = cost. saranno, ciascuna, a curvatura costante.

Per questa ricerca, e per tutte le seguenti, conviene scrivere per disteso i
sistemi differenziali (@), (b), (b*). Le nove equazioni per le sei rotazioni sono:

212_ ‘9923 ‘9?’31_

(9%5 —pxa Baza aMl —pﬁl BIS, (9%2 —Bszﬂzu

. 0Py, 4 Ofis

(9“3 —B:n 523’ 3%1 —612 pxl, (9%9 —r’2sp‘12,

o8 P ap a8, @)
m—l—a'_u;‘:"‘ﬁsl?‘s», m’i—&u = Bxaﬁns,

&‘& a—?ﬁlz_ﬁn Boi - /

ou, ou,
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Le equazioni del sistema (b) si scrivono

C—pam, o, fhe (B)
=Py M, SE—p.H, ot

e quelle del sistema aggiunto (b¥)
jffj=rsnw., . ,;;W_en » (B%)
g, g,

Nella relazione (4) supposta le costanti @, b saranno ambedue diverse
da zero, altrimenti sarebbe costante H, o H,, e si annullerebbe per le (B)
qualche rotazione, ¢id che escludiamo. Variando ciascuno dei parametri u,, ,
per un fattore costante, si introducono nelle costanti a, b dei fattori positivi
arbitrarii; percid la (4), secondo che le costanti @, b hanno lo stesso segno
o il contrario, puo ridursi alla forma

H? - H? = cost. , 4)
— H3:=cost. 4")

oppure all’altra

Sviluppando i calcoli per la prima (4), cominciamo dal derivarla rap-
porto ad ,, u,, u;, ¢id che di per le (B)

0H, _ _ g g OH_
au‘ 12 29 ‘9%2 21 1’ (5)

Bar H, + B0 H, =0.

Paragonando la prima di queste coll’altra del sistema (B): %}5 =B, H,,

e costruendo la relativa condizione d’integrabilité

(Bn )+ 5 - (an :) =
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risulta per le (B) stesse e per la (5,)

O OB _ g ©)

du, du,

Ma dalla terza delle (5) abbiamo
H1=)‘Bsz’ sz—‘)‘gsx, (7)

con A fattore di proporzionalitd, e sostituendo nelle due prime (5) ne dedu-
ciamo per le (A) e per le (7) stesse:

onde » dipende solo da wu,. D’altra parte, sostituendo ora i valori (7) nelle
due equazioni (A)

o H
au; =B21H2=_)‘521k€31,
H

(9%2 =F’12H|=_'7\?'12{552,

ne risultano le altre due

0 B

(9)3]
[J :_“332?’1“ m:—‘jall%Ql'

ou,

Associandole alla (6), vediamo che le rotazioni debbono qui soddisfare,
oltre che alle (A), alle tre relazioni

08y 0B _

ou, ou,
a 31 dé 3
(9164, =_532-ﬁ12» (9Lu:=_pmp’zx-

.

In una Memoria precedente (*) si & dimostrato che queste tre relazioni
esprimono che 'immagine sferica del sistema coincide con quella di un si-

(*) Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali derivati per trasformazione di Combescure
dai sistemi a curvatura costante (Annali di Matematica, Serie 3.2, Tomo XXIV). Vediil § 3
di questa Memoria.
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stema pseudosferico (u,, u,, u,), che dia al ds® la forma caratteristica

a0
ou,

' 2
ds2=cos*6duf—i—sen*6du§+R2( )dug,

con R = R(u,), e nel quale le u, = cost. sono superficie pseudosferiche di
raggio R. Ora per le rotazioni §,,, £, abbiamo qui

onde nel sistema supposto avremo, per le (7)

cos f sen f

H1=7\ R b H2= R

>

.Ma la condizione che sia costante H?-+ H? porta che A sia proporzio-
nale per un fattore costante a R, e passando ad un sistema omotetico pos-

siamo fare A = R, cio¢ H, =-cos8, H, ==senf, e p. e. dalla 3—1_4_1 = B, H, ri-
3
sulta H, = R:: » onde il sistema supposto coincide col pseudosferico. La
3

proprietd pel caso (a’) & dunque dimostrata. Similmente, nell’altro caso (4),
si vede che alle (A) vengono ad aggiungersi le tre equazioni differenziali:

aﬁﬂ_aﬁlQ:O

du,  du,
é °
‘—9%811:“332?'127 és—zzzﬁsl p?l'

Dai risultati del § 3 della Memoria ora citata segue, in modo analogo,
che nel sistema triplo ortogonale supposto le u; = cost. sono superficie a
curvatura costante positiva, in particolare si riducono a sAfere quando si an-
nulla nella (4”) la costante del secondo membro, cioé per H:= H?.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 18
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§ 2

IL SISTEMA DIFFERENZIALE PER LE ROTAZIONI NEL CASO W? 4 ¢W? = cost.

Secondo quanto si & detto nella prefazione, saranno da considerarsi come
reciproei dei precedenti quei sistemi tripli ortogonali nei quali si verifichi la
relazione

W24 cW; = cost,, (8)

con ¢ costante. Il caso ¢=0 & manifestamente da escludersi come assurdo,
perche sarebbe W, = cost., e le superficie u, = cost. si ridurrebbero ad un’u-
nica sfera. Ma anche il caso ¢=1 dovremo escludere, perché questo porte-
rebbe, come si vedrd, I'annullarsi di qualche rotazione. Dimostreremo che,
per ogni altro valore della costante ¢ nella (8), esistono sistemi tripli orto-
gonali corrispondenti, con tre funzioni arbitrarie essenziali. Si osservi che
la (8) rappresenta per le superficie u, = cost. (e medesimamente per ciascuna
delle altre due serie u, = cost., 4, = cost.) un’equazione a derivate parziali
del secondo ordine a cui tutte soddisfano. Il problema che ci occupa puod
quindi enunciarsi anche cosi: Trovare le famiglie di Lamé composte di su-
perficie integrali della equazione del secondo ordine (8). Questa viene ad avere
infinite soluzioni comuni colla nota equazione generale del terzo ordine per
le famiglie di Lamg (DarBoux, L c¢., Chap. I).

Imitando l'analisi del § 1, cominciamo dall’esaminare le conseguenze
differenziali che ’equazione in termini finiti (8) fra W, e W, viene ad aggiun-
gere ai sistemi differenziali (A), (B*). Derivando la (8) rapporto ad u,, u,,
coll’'osservare le (B¥), otteniamo in primo luogo

oW,

oW,
aul——cB21W2, —

ou,

1
- _c—ﬁlzwx » (9)

mentre la derivazione rapporto ad u, da l'altra relazione
plsW1+c@23Wz=O~ (10)

Ora aggreghiamo le (9) alle (B*) e costruiamo le corrispondenti condi-
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zioni d’integrabilitﬁ
9 O (bW — E 0 _
¢ (9—?;!/: (ﬁ21W2) + (9—% (plzwz) = 0’ c ‘9"/3 (1321W2) + (9—M, (Bxalvs) - 0,

) é 0 1)
(9_%—, (Ble) + Ga—% (BMWI) = 0, 8—u3 (ﬁxz Wx) + c m (.BZSI/V:«;) = 0

Eseguendo le derivazioni, coll’aver riguardo alle (A), (B*), e insieme alle
(9), (10) stesse, troviamo le tre nuove condizioni per le rotazioni

aﬁl?’:_CBalpea,

% J p21 _ : o u,
Fetbegt=0, (1) o1, , (12)
& Mg - P 12 18 ¢
La prima di queste, combinata colla prima equazione della terza linea in (A)
OBy  0Bu .
‘7971_}_&“2 - Bal pszy (11 )

dimostra che il caso ¢ =1 & da escludersi, portando ’annullarsi di una al-
meno delle due rotazioni B;,, B,,. Essendo adunque ¢ =1, le (11), (11*) ri-
solute danno :

BB _ o By _ 1
aul—l_cgslssz; (9%2 —6_1631632; (13)

e le quattro relazioni (12), (13), insieme alle otto rimanenti nel sistema (A),
dopo avervi soppressa la (11¥%), gia inclusa nelle (13), dinno un sistema di
dodici equazioni che si risolve rispetto a due delle derivate di ciascuna delle
sei rotazioni. Lo scriviamo sotto la seguente forma definitiva, che pone in
evidenza (nelle caselle mancanti) le rispettive variabili parametriche :

o B Lk, P,

S N A e LT
L B
B g, SBrotpp, .
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Vediamo pertanto che: Nei sistemi tripli ortogonali pei quali si verifica
la condizione (8) le sei rotazioni B, debbono soddisfare a questo sistema dif-
ferenziale (I). Solo piu tardi potremo dimostrare I'inversa (Vedi § 7), che cioe,
se le rotazioni soddisfano-le (I), esiste un sistema triplo ortogonale corri-

spondente che verifica la (8), e questo sistema & univocamente determinato
a meno di un’omotetia.

ESISTENZA E PROPRIETA DELLE SOLUZIONI 8, DEL SISTEMA (l).

a) Per prima cosa dobbiamo esaminare se il sistema differenziale (I)
ammette soluzioni, ed in quale arbitrarietd. Ma prima é utile osservare una
singolare proprietd di costruzione del sistema (l), che servird a facilitare
molto le successive ricerche:

Il sistema differenziale (1) resta invariato se si esequisce sugli indici 1,
2, 3 una qualunque permutazione, purche nello stesso tempo si faccia subire
alla costante ¢ una conveniente sostituzione del gruppo diedrale G del birap-

porlo
o | | —o 1 c c—1).
e " 1—¢ ¢—1’ ¢

Questo segue dalle due proprietd seguenti d’immediata verifica: 1.% Il
sistema (I) resta invariato per la trasposizione (12) se contemporaneamente

s cangia ¢ in —; 2. esso resta pure invariato per la permutazione eirco-

lare (12 3) cangiando insieme ¢ in - Di qui segue che fra le 6 permu-

1—e¢
tazioni degli indici e le 6 sostituzioni lineari di G, si ha la corrispondenza
(d’'isomortismo oloedrico) :

c—1

)

[~ (123)~ﬁ. (139) ~

. (13) ~ e

| ¢
N ~—> (23)~
(12 P (23 po—

b) Cido premesso, constatiamo che le condizioni d’integrabilitd delle (I)
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rientrano nelle (I) stesse. Basta veriticare questo per la prima condizione di
integrabilitd

o (9B, & (0B, "0 . 1t 9 .
F) u, (M) - (9—143 (m) = (9—’%2 (623 ﬁm) —+ ‘1: M ((531 p:«m) = O,
il cui primo membro in effetto, eseguite le derivazioni colle (I) stesse, iden-
ticamente si annulla. Dopo cid, utilizzando I'osservazione in a), si vede che
anche le altre cinque condizioni d’integrabilitd sono soddisfatte, perché una
permutazione degli indici le riconduce alla prima.

In queste condizioni, il sistema (I) appartiene alla pit semplice classe
dei sistemi lineari canonici completamente integrabili, secondo la denomina-
zione del BourLeT (*), ed ammette quindi infinite soluzioni, che dapprima
risultano dipendere da 6 funzioni arbitrarie. E invero, fissato un sistema ini-
ziale di valori per le u,, diciamo u, =u, =u; =0, si sa che le (I} posseg-
gono uno ed un solo sistema integrale (8,), tale che. 8,,, §, si riducano a
funzioni arbitrarie date della loro variabile parametrica #,, quando le altre
due (principali) u,, #, assumono i valori iniziali (0, 0); e similmente si pos-
sono dare ad arbitrio

B2, Bs: quali funzioni di u,, per wu,=u,=0>0,

Bis, Bas > » di w,, per u,=u;=0.

Ma in realtd & chiaro che di queste 6 funzioni arbitrarie, 3 sono soltanto
apparenti provenendo dall’arbitrarietd lasciata ai parametri «,, u,, u;. Cosi
p. €., senza alterare la generalitd, possiamo scegliere i parametri u,, u,, u,

in guisa che le tre rotazioni f,,, Bs;, B,s si riducano tutte inizialmente
eguali all’'unita:

Bay ('u'u 0, 0) = 17 Bas (07 Uq, 0)= 1, By (07 0, ""'s) =1

Concludiamo quindi: Le soluzioni del sistema (1) dipendono da tre fun-
zioni arbitrarie essenziali. Come si introducano queste tre funzioni arbitrarie,
e quale ne sia il significato geometrico si vedrd meglio piu avanti.

(*) Vedi BouRrLET, Sur les équations aux dérivées partielles simultanées. Annales de1'Ecole
Normale Supérieure, T. VIII, 3= Serie, Suppl. (1891). — Per il caso semplice attuale cf. anche
Darsoux, 1. c., Livre III, Chap, 1.
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§ &

(LI INTEGRALI QUADRATICI DEL $1sTEMA (I).

Il sistema differenziale (I) possiede un’altra proprietd, tanto piu interes-
sante che essa lo caratterizza completamente. Per stabilirla, consideriamo
I'espressione quadratica nella coppia di rotazioni (B, Pas)

Q=P +¢

In forza delle (1), le due derivate di Q, rapporto ad u,, u, identicamente
si annullano, poiche

1dé9, aﬁls- 6@23 5 B —
9 3%1 pxs + Bza — Pis- € Pas H23+0B23'B21ﬁ15\07
t 99, d o B, , —1

Q ﬁxa ﬁ1a+ st aigs'“@xa-n(*'lz @25+0623-—c‘” Bm ﬁxs:Oa

onde segue che @, & funzione della sola u,. Ora osserviamo che un cangia-
mento del parametro u, ha per effetto di moltiplicare la coppia di rotazioni
(Bis, Bss) per una funzione arbitraria di u,; similmente cangiando il para-
metro u, restano motitiplicate (8,,, B;,) per una funzione di #,, e cangiando
u, si moltiplicano (f;s, B,,) per una funzione di u, (¥). Dopo cid & chiaro che,
scegliendo convenientemente il parametro #,, potremo ridurre @, ad una
costante. Ora applichiamo al risultato ottenuto l'osservazione in a) § 3, ese-
guendo la permutazione circolare degli indici (12 3), poi il suo quadrato

(13 2), cangiando dunque la prima volta ¢ in iTl_*’ la seconda in :

(*) Un cangiamento dei parametri u,, #,, us nei rispettivi u'y, 'y, u, ove si indicano
con accenti i nuovi valori delle H; e delle B, produce il seguente effeito:

Hi-H;dM', H’k:Hk%,
Ui adun'z

e percid
1 gH» 1 pH% A ux

ﬁ"’“:ffi avws  Hi 3—5_*@]‘ duy Pk - f ().
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Ne dedurremo che le due espressioni

1 c—
91=Bgl+1j‘ .21,‘ Qz=f’§2+ P

1 2
P Ple

sono funzioni la prima della sola u,, la seconda della sola u,, ¢ disponendo
dei parametri u,, u, possiamo ridurre queste funzioni a costanti. Conclu-
diamo quindi: Il sistema differenziale (I) possiede, scelti convenientemente i
paramelri w,, u,, u,, ¢ fre integrali quadratici nelle rotazioni :

1
Q, =g, + T—¢ {5, = cost.

c—1 : — cost, (14)

Q, = ng.—f—
Q, = {8, + ¢ pi; = cost.

Ora dimostriamo che questa proprietd caratterizza perfettamente il caso
attuale, anzi pilt in generale: Se in un sistema triplo ortogonale (u,, u,, u,)
(con rotazioni tutte diverse da zero) sussiste fra i quadrati delle rotazioni di
una delle tre coppie (£s,, Bsi)y (Baes Biz)y (Pis, Bes) uma relazione lineare, lo
stesso accade per le allre due, e le rotazioni soddisfano al sistema differen-
ziale (I).

Poniamo che p. e. fra §,;, B,, sussista la relazione quadratica

82, 4+ ¢ B3, = cost. (0 = f(u,)),
e derivando, colle (A), rispetto ad u,, u,, ne dedurremo

9 Bis

_ apes__i 5
(9“1 '—_—Gﬁzs ﬁ217 Y’y P pw 512' (10)

o U,

9 Pia

du,

Essendo inoltre = Pys Bus, la condizione d’integrabilitd

s . 9 .
gu—, (pm @23) + ¢ 3—% (st Bal) - O,

calcolata colle (A) e colle (15), da nuovamente la (11*) § 2

0By | 9By _
du, +c¢9u2 =0.
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Ne segue, come si & visto al § 2, che & necessariamente ¢=|=1, e risol-
vendo le equazioni ottenute, si ritrova nuovamente il sistema differen-
ziale (I), c. d. d.

§-5.
SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI CON: kB, W?*—4+ k, W24k, W?= cost..

Un altro problema, piu generale di quello trattato al § 2, conduce an-
cora allo stesso sistema differenziale (I) per le rotazioni. Proponiamoeci di
trovare quei sistemi tripli ortogonali (u,, %,, u,) nei quali le quantita W,,
W., W, siano legate dalla relazione quadratica

RW?+E W24k, W?=cost. (16)

con k., k,, k, costanti. Questi sono i sistemi da considerarsi quali reciproci
del sistemi di Guicaarp-DarBoux soddisfacenti alla condizione:

Hi+H;+H{=a(@ +y +2)+b,

come gia si & detto nella prefazione. Naturalmente, per non ricadere nei
casi gid considerati, supporremo che nella (16) nessuna delle tre costanti %;
si annulli; ma di piu si vedrad che & da escludersi anche il caso della egua-
glianza di due 4, perché ne conseguirebbe l'annullarsi di qualche rotazione.
Dalla (16), derivando rapporto ad «,, deduciamo per le (B*) § 1
oW,  k, - ke .
m—_zﬁglwa—’;ﬂuwi"
e similmente dovranno sussistere le altre due analoghe dedotte permutando

circolarmente gli indici. Aggregando queste tre equazioni alle (B*), abbiamo
per W,, W,, W, il sistema di equazioni ai differenziali totali:

oW, R ke, o OW, oW,
aul —'—EB'lez_‘k_lpssty a/'—hzﬂmwz- ‘Q—M‘—Jxawm
oW, oW, k. .k oW, . / .
ou, —521W17 (9%2 ‘—‘k;@szus k’;‘ﬂm“ﬁ, auﬁ :‘323“/3’ ( (Il)
oW, oW, W, k k,

== = ™M 7o /
ou, B:—nWla du, BszW27 du, = k, pla“t kss f‘?a“"n /
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e si osservi subito che, ove si ponesse k, =k, =k,, (uesto sistema coinci-
. derebbe precisamente col sistema (a’) (Prefazione) a cui soddisfano i coseni
(X,, X,, X,). Costruendo le condizioni d’integrabilitd per le (17), ponendo
mente alle (A), si trova subito che alle (A) dobbiamo aggiungere le tre se-
‘guenti:

8(412 5B21

k,

—i—k

+k Bsi B =0,

3@»-; _
2(9%2 3(9“ +k @12“}13_ ? (18)

(9[531 an .
35M3+k1(9u1+k2{3”ﬁ21_0' !

9 (532

+k

Paragonando queste colle (A) della terza linea

6612 &ﬁ2l

au‘+au +ﬁ31p32"0
8 oy 3(332
Tt FEt 4 B — 0, (18
&‘331 (91313
V aus —l_ +B23 ‘321 '—O

si viene ad escludere il caso della eguaglianza di due %, perché allora (non
annullandosi alcuna rotazione) ne verrebbe %, =%k, =%,, il che & assurdo
pel nostro problema risultandone

Wi4Wi4+Wi=wx®+y* + 2° = cost.
Essendo adunque diseguali le &, la risoluzione delle coppie di equazioni
corrispondenti (18), (18%) ci da
9Bsi ki — ks

d ‘312 . ky — 9 st ka —
(9,“1 kl p‘u ‘332 9 a M2 ’l‘,2 612 BIS ’ a u3 k?, BQ3 Bﬂ ?

9 Buy - ky — 0 Bsy _kx 9Bis kz
a%g_kl—k ﬁzlr’sm &us_kg—k plzﬁlsy au, kg_k ,323‘321

Ma se poniamo

k, — k&,
C = s 19
R, —k, (19)
-
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. k,—k, c k, — k&,
da cui 1—c=k,-—k3’ —1k —F
gono appunto a coincidere colle corrispondenti del sistema (I). Dunque ogni
sistema triplo ortogonale pel quale sia soddisfatta la (16) ha un’immagine
sferica le cui rotazioni B, soddisfano al sistema (I), ove a ¢ si attribuisca il
valore (19).

Ma, per il caso attuale generale, noi possiamo subito invertire questo
risultato e dimostrare che se le rotazioni £, soddisfano alle (I), e si pren-
dono inoltre ad arbitrio tre costanti k,, k,, k,, purché siano diseguali, nes-
suna delle tre nulla, e siano legate alla costante ¢ dalla (19), esisteranno
sempre (infiniti) sistemi tripli ortogonali.coll’assegnata immagine sferica, e
soddisfacenti alla condizione (16). Tanto risulta dall’osservare che, nelle no-
stre ipotesi, il sistema di equazioni ai differenziali totali (17) ¢ completamente
integrabile, e d’altronde possiede I'integrale quadratico (16). Nei detti sistemi
restano quindi tre costanti arbitrarie, inclusa una moltiplicativa (d’omotetia).

Il risultato analogo pei sistemi pit particolari del § 2, corrispondenti:
all’annullarsi di una delle &, sard stabilito piu oltre (§ 7), comportando una
trattazione diversa.

» si vede che queste formole ven-

§ 6.

RIDUZIONE DEL SISTEMA DIFFERENZIALE (I) A FORME NORMALL

Dopo 1 risultati ottenuti nei paragrafi precedenti, I'interesse principale
della nostra ricerca si concentra sulla integrazione del sistema differenziale (I),
e noi andiamo ora a ridurre questo sistema a forme normali pili semplici,
cio che, facilitandone l'interpretazione geometrica, condurra a nuovi risultati.’

Prima di tutto osserviamo che, senza ledere la generalita, possiamo sup-
porre che il valore della costante ¢ nelle (I) sia negativo. E invero, siccome

. . 1 e .
dei tre valori ¢, T—%’ due sono sempre positivi, 1’altro negativo, una

c—1
permutazione degli indici ci riconduce sempre al caso ¢<<0. Ed allora, in-
dicando con ¢ un angolo costante reale, poniamo

c=—1tg's, (20)
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indi
c—1 1
1 —e¢ ¢ sen’s

Alla riduzione cercata siamo condotti dal ricordare che il sistema (I)
possiede 1 tre integrali quadratici (§ 4) '
2+cos'efy =U,,
Senchgs‘i"ma: 29 (Ql)

is Bss

sen’s  cos’c

39

dove U, indica una funzione della sola u;,. Disponendo dei parametri u,,
u,, u;, possiamo ridurre U,, U,, U, a tre costanti, ed anche alterarle a pia-
cere di fattori costanti positivi. Siccome U,, U, sono certamente positive,
disponiamo dei parametri u,, u,, sl da rendere U, = U, =1, cioé:

ot cos’ef =1,

29
e+ sen’a iy, = 1. *2)

Quanto alla terza (21), conviene suddistinguere secondo che U, si an-
nulla, oppure ¢ diversa da zero.
1° caso U, = 0. Allora abbiamo

ﬁl3 p— i B‘ZS s
sen ¢ cos ¢

ma dei due segni basta considerare il superiore, cangiando nel caso opposto
¢ in —a. Inoltre potremo supporre positivo il valore comune di

613 — (523 s (93)
sens  ¢Os6

altrimenti cangieremmo u, in —u,. Le relazioni (22), (23) fra le rotazioni

conducono ad esprimerle per tre funzioni ausiliarie reali 0, ¢, ¢ colle po-

sizioni

- sen 6
By =cosh, B, =_——"i Pn=cosy,
@)
sen
fon = &Fn?;; B, =senced, B,,=cosset,
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148 Bianchi: Ricerche inforno ad una classe di sistemi tripli

dove & da notarsi che il parametro u, resta ancora arbitrario ed un suo
cambiamento fa aumentare ¢ di una funzione arbitraria di u,. Introducendo

questi valori (24) delle rotazioni nel sistema (I), ove & da porsi ¢ = —1tg*s,
otteniamo nelle funzioni incognite #, ¢, ¢ il sistema normale seguente :
99 = cot e sen a—e~——e+ \
0wy, P w, T ’
o9 * do ’
ES S = — ‘P
Su. tg o sen 6, ' Bu, et (IT)
oY _ . - *
&ul_tgocosﬁ, m_cotccoscp, l

Come segue gid da quanto si & detto in generale al § 3, le condizioni
d’integrabilitd sono identicamente soddisfatte, e 'integrale generale contiene
quindi tre funzioni arbitrarie, ma pel problema geometrico due sole sono
essenziali, la terza dipendendo dall’arbitrarietd ancora lasciata al parametro u,.

22 caso U,==0. In questo caso, che & il generale, possiamo supporre
p..e. U, >0, altrimenti scambieremmo gli indici (1, 2) cangiando insieme ¢

. T . . .
n 5 —a Disponendo “ora anche del parametro u,, possiamo rendere

U, — 1, cioe

Bis 2
3 __ — 3%
sen®s cos’o L (23%)
Bis

ed anche supporre che sia > 0. Le formole (22), (23*) suggeriscono

Senas
l'introduzione di- tre ausiliarie reali 6, ¢, ¢ col porre
senf
cos ¢’

. — _seng.
Bu=rcose, Bu= Y @)

f,s =senccoshy, B,,=cosssenhy. |

p‘l; = COS 07 B:‘il =

Introducendo questi valori delle rotazioni nelle (I), otteniamo il sistema
differenziale per 6, o, ¢ sotto la seguente forma normale:

ah L
* . 5 e —y
' Fa, cotsseng, Tu. senh ¢,
12 © do
3 :fl = tg e senh, * S cosh ¢, (IL)
(j—i=tgccos9, ;@%:cotacos?, *
1 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di superficie ortogonali. 149

Le condizioni d’integrabilitd sono anche qui identicamente soddisfatte
come per le {lI), ma questa volta : Uintegrale generale (9, o, ) del sistema (I1I)
dipende da tre funzioni arbitrarie essenziali.

OsservazioNE. Abbiamo separato i due casi (II) e (I1I), perché, tanto dal
punto di vista analitico come dal geometrico, il primo consente una tratta-

zione molto pili semplice; ma & bene osservare che le formole pei due casi

possono riunirsi in un solo sistema come segue. Dette a, b due costanti ar-
bitrarie, pongasi

, __senb . . seng ,
Bzx == €08 9, pan = m ’ (312 = CO0S 9, ["82 ~senc’ ? (QE)’)
B,; = sen o (a cosh§ + b senhy), B,, = coss(asenhy b cosh ), \
le funzioni 6, ¢, ¢ essendo assoggettate a soddistare al sistema :
a6 30
* _ ) - .
, auz_cotasen@, Erra (o senh ¢+ b cosh §),
9% _tgosenh,  * 9% _ __ (@ cosh¢--bsenh) (I11)
du, ’ RN ’
09 _ 9% _ tot s cos *
a—ul_tgacosf), &ug—mtcwbcp’ ]

Tutte le condizioni sono soddisfatte, come nei due casi particolari, che
ne risultano ponendo una prima volta a =b=1,¢ la secondaa=1, b=0.

§ 7.

RITORNO AL PROBLEMA DEl SISTEMI W24 cW?2= cost.

Ad ogni terna integrale (8, ¢, ¢) del sistema (LI), ovvero del sistema (LII),
corrispondono infiniti sistemi tripli ortogonali (dipendenti da tre funzioni
arbitrarie), con rotazioni §,, date dalle (24) nel primo caso, dalle (25) nel
secondo. L’orientazione del triedro principale in questi sistemi & determinata
(a meno di movimenti) dal sistema differenziale (@) della prefazione che qui,
per le applicazioni che ne faremo in seguito, conviene scrivere per disteso.
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Nel caso del sistema (II) esso prende la forma:

80X, sen X, '
aul———‘COSOX2—~(E’X3, a—d;—COSQ:JX2, (9 )&3,
00X, 80X, sen e X
Tu cosh X,, 3, cos 9 X, Sean“ Tu. =cosce? X,, (I¥)
4X, senf X, seng 40X,

3: —_— — —_— = "l‘ £
du, cose '’ du, sencX“ du, ot (sen s X, +COS°X)

e nel caso del sistema (III) I'altra

X, sen 6 éX, | X,

Tu =—cosfX,— cos o Xe auz—(,OSq.aXz, —senacoshnIJXa,

X, 0X, sen ¢ .
aul—coseXl, T cos ¢ X, senaY —COSGbenhEIJXg,

84X, senb 80X, seng 0X, . ‘

Tu —cose X dum — sens a—us——senccoshanl——cowsenhq»Xz.

Ricordiamo, dal § 5, che fra i sistemi tripli ortogonali con questa rap-
presentazione sferica ne esistono certamente’ (mﬁnm) di quelli che soddi-
sfano alla condizione (16)

EWE+E WS+ &k, W:=cost.,

quando le costanti k,, k,, k&, siano legate alla ¢ = —tg* ¢ dalla (19), che qui

si scrive ,
k, = k,sen’ ¢ + k, cos® o, (26)

e inoltre siano diseguali e nessuna delle tre nulla. Questi sistemi si ottengono
integrando il sistema (17) ai differenziali totali ponendovi per le rotazioni i
valori (24), ovvero i valori (25). _

Cirimane ancora da compiere la ricerca analoga per la classe particolare
di sistemi al § 2,1 quali corrispondono al caso, per ora escluso, che nella (26)
si annulli una delle &. Intanto osserviamo che la relazione quadratica (16)
diventa rispettivamente, secondo la (26)

Wi+ cos* s W3 =cost.,, per k, =0,
Wi +sen*eW?=cost.,, per k,=0, . (27)

cos’cW; —sen’ s W) =cost, per k,=0.
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Questi casi richiedono una nuova trattazione, non potendo qui pit ap-
plicarsi il sistema di equazioni ai differenziali totali (17). Risolvendo succes-
sivamente la questione per le tre relazioni (27), noi veniamo in sostanza a
risolvere il problema al § 2 pei sistemi soddisfacenti alla condizione
Wi+ cW}=cost, qualunque sia il valore della costante ¢, perché una per-
mutazione di indici riconduce sempre al caso di ¢ negativa.

§ 8.
DEeTrRRMINAZIONE DET VALORY D1 W,, W,, W,.

La ricerca dei valori di W,, W,, W, corrispondenti successivamente alle
tre relazioni (27) si compie con facilitd, usando del procedimento stesso al
§ 2, e si trova che iy ogni caso esiste una ed una sola terna corrispondente
(a meno di un fattore costante). Il problema del § 2 si risolve cosi in ter-
mini finiti, mentre quello generale del § 5 (quando nessuna delle & & nulla)
richiede l'integrazione del sistema a differenziali totali (17).

a) Cominciando a trattare il problema nel caso del sistema differen-
ziale ([I), prendiamo in primo luogo la relazione (27,):

Wt cos® a W2 = cost., (27,)
e deriviamola rapporto ad u,, il che da per le (B¥)
Bos Wy 4 cos® o By, W, = 0,
cioé per le (24)

W,cos 6 4+ cosesen O W, =0,
da cui

W,=2%1cosegsent, W,=—2%rcosh,

con A fattore di proporzionalitd. Risulta dalla (27,) che A deve essere costante,
onde, passando ad un sistema omotetico, possiamo fare A =1, ossia

W,=cososenf, W,=—cosh.
Dopo cio, prendendo p. e. la formola

an’_-J
au,l -p31W17
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. o6 .
ne viene W, =coss Erl Ed ora inversamente, ponendo
1

W,=coss .—, W,=cosasend, W,= —cosb, (28,)

tutte le condizioni (B*) si trovano soddisfatte, a causa dei valori (24) delle
rotazioni e delle formole (II). Dunque le (28,) definiscono, a meno di un’o-
motetia, il sistema triplo domandato. Del tutto analogamente nel caso della
(27,) si ottiene il sistema domandato definito (a meno di un’omotetia) dalle
formole

W, =senscseng, W,=senc 52‘ W,— —cosg. (28.)
2

Qualche maggiore osservazione si richiede nel caso della relazione (27,)
cos’ i W2 — gen® ¢ W= cost.,
che derivata rapporto ad u, da
coscet W, =sencetW,,
onde porremo

W,=12isencet, W,=>»rcosceY,

con A fattore di proporzionalitd. Dalle formole

oW, oW,
5%2 —ﬁxz WZv ‘5&7*@21 Wl
a1 X N N .. .
seguono le altre — =-—=0, e perd 1 & funzione solo di u,. Dall’osser-
ou, Ju, 3

vazione fatta al § 6 risulta che, cangiando il parametro u,, pogsiamo fare
p. e. =1, Cosi avremo

W,=sencet, W,=-cosaey,

oW,
2 — N -3
Fu. — P W, =senset W, risulterd

e successivamente p. e. dalla formola

W, = (;9—;# Le formole definitive in questo caso sono adunque
3

_ — COS oy
W,=sence¥, W,=cosce?, W5§8u3’ (28,)

e con queste sono in effetto soddisfatte tutte le (B*),
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Si osservi che, nell’attuale caso del sistema (II), il rapporto %3— e co-
23

stante = tg s, quindi le linee (u,) in tutti i corrispondenti sistemi tripli or-

~ togonali sono curve piane. Di pitt nel caso (28,) & pure costante il rapporto

1

W = tg o, ciol: le superficie u, = cost. hanno costante il rapporto delle di-
2

stanze dei loro piani principali dall’ origine. .

b) Venendo al caso generale del sistema differenziale (III), si vede su-
bito che per le due prime relazioni (27) valgono le stesse formole, ed i cor-
rispondenti sistemi tripli ortogonali sono ancora definiti dalle (28,), (28,).
Soltanto per la terza relazione (27) le formole (28,) sono da sostituirsi colle
altre

W, =sencsseuhy, W,=coscecoshy, W,= ;j . (29)
‘3

§ 9.

INTEGRAZIONE DEL SISTEMA DIFFERENZIALE (IT).

Veniamo ora alla ricerca, per noi fondamentale, della integrazione effet-
tiva dei sistemi differenziali (II) e (IlI), cominciando dal primo caso, che &
il pid semplice. Dimostreremo che in questo caso I'integrazione si riconduce
completamente alla teoria delle trasformazioni di BXckLuxnD per le superficie
pseudosferiche isolafe. Situandoci dapprima da un punto di vista puramente
analitico, faccilamo 1'osservazione, comune del resto ai due casi (II) e (III),
che se vi si considera u, come una costante (parametro), le due prime equa-
zioni nelle due prime linee

0o f
Tu, = tg o sen 6, a—u;—cotcsenp

vengono a coincidere, sotto altra forma, colle formole della trasformazione
di BickLuxp per le superficie pseudosferiche. Posto infatti

p=0,+0 =0 —o0 - ' (30)
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esse si serivono

G Tl tg s sen (o, — w), 9@ =) _ ot sen (0, +w).  (31)

ou, ou,

Queste sono appunto, in coordinate asintotiche u,, u,, le formole per
la trasformazione di BAckLunDp, che da una soluzione 2w della equazione
fondamentale per le superficie pseudosferiche

8o
m = 8en o (C)

fa passare ad una nuova soluzione 2 v, contenente una costante arbitraria.
Ma se ora riguardiamo anche u, come variabile, e facciamo le sostitu-
zioni (30) nelle equazioni del sistema (1I), otlteniamo

du —0 (9(»12_64,

.= Fu (32)

?

Yy . oy
M_tgccos (0, — o), a—%—cotccos (0, + ). (33)

La prima delle (32) dice che qui la soluzione 2w della (C) & indipen-
dente da u,, e 20, & una sua trasformata generica di BickLunp per le (31),
sicché in 2w, la variabile u, figura come costante d’integrazione. Inversa-
mente prendasi per 2w una funzione di u,, u, che soddisfi I'equazione fon-
damentale (C), e sia 2w, la sua trasformata generica di BAickLu~D per le (31),
nella quale entra una costante arbitraria, che riguardiamo come terza varia-
bile u,. La derivazione delle (31) rapporto ad u, porge

3 oo, d dw,
—logaug_tgccos (0, — o), é—u—glog aus_COtGCOS (@, 4 o),

. 0w, . . L.
e se poniamo e¥ = by (cangiando se occorre u, in — u,), le condizioni
; .

(31), (32), (33) saranno tutte soddisfatte. Concludiamo adunque: L’inlegra-
zione del sistema differenziale (11) si riconduce alle trasformazioni di Bicklund

delle superficie pseudosferiche isolate.
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§ 10.
RELAZIONE COLLE CONGRUENZE PSEUDOSFERICHE.

Conviene ora interpretare geometricamente questi risultati analitici per
giungere alla determinazione effettiva del sistemi tripli ortogonali associati
ad ogni terna integrale (8, ¢, ¢) del sistema (II). Per questo partiamo dalle
formole (I1*) § 7 relative ai coseni di direzione (X,, X,, X,) del triedro prin-
cipale, e consideriamo sulla faccia (1, 2) di questo triedro le due direzioni
inclinate dell’angolo costante ¢ sulla prima direzione (X,, Y,, Z,). Indicando
con (3, n, §), (&, o', U) 1 coseni di queste due direzioni, possiamo porre

§=—coscX,+senocX,, &=coseX,+senckX,, (34)

colle analoghe per =, , v, {. Derivando rapporto ad u,, ., u, colle (II¥)
§ 7, otteniamo:

% = cos 0 (sen ¢ X, + cos 0 X;) + sen 6 X,
1
9¢&
u = cos ¢ (sene X, + cos e X,) —sen ¢ X, (35)
23
u,
ot
£ =cos 0 (senc X, —cos 0 X,) — sen § X,
Iy _
5;—=cos ¢ (—sens X, +cos e X,) — sen ¢ X;, (35"
2
o
aus_seche'l‘Xs. ,
8¢ &t

Formando le derivate seconde miste » troviamo colle

(I, (11%)

ou, ¢9u2’ m

8 &
du, du,

8 z '
au.aﬁ::cos(?_*_e)'g =cos20,.%, s

=Cos(({)—0).a=008gw.£, )
(36)
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e inoltre dalle (39), (35") si deduce

02+

— =%2coslOsenoX, =tgascosh (& —&) =

ou, du, "
(9()3,_&)__0 v . . z z _(94" »r z
—W—Zcosgcosw‘g—cotccosp@ —|—,)—auz(, +2)

Queste, se poniamo e ¥ = R, possono scriversi

0(F+23 _ _dlogR ., . 9(f—3  dlogR , .

du,  du, ('—2) du,  du, (F+2), (37)

ed & inoltre
FL__ 059, R. (38)

0w, Ous,

Confrontando queste formole (36), (37), (38) colle formole generali rela-
tive al teorema di MouTarp ed alla sua interpretazione geometrica per le
congruenze W (Lezioni, Vol. II, Cap. XVI), si vede che £, n, {, legate dalla
relazione £ 4-4* 4-{* =1, sono tre soluzioni della equazione di MouTARD

8" ¢

e =0520. ¢
u, du, ’

mentre ¢, #’, ' ne sono le trasformate di MouTarp mediante la quarta so-
luzione R. Vi corrisponde adunque una congruenza W, che & manifestamente
pseudosferica, e di cul vogliamo determinare le due falde focali (S, ). In-
dicando con x, y, z; @, ¥, # le coordinate di due punti corrispondenti (fuochi),
determineremo S colle formole di LELIEUVRE

9n 8% n L
. am _ au’x ‘9"’1 ox _ ece
ou, ¢ *duw, | gn oL |7 Y
n angﬁ_u;

le quali, osservando le (34), (35), si mutano nelle altre

::’=—sen9 (sen e X, + cos ¢ Xs) + cos 0 X,
J ‘ (39)
Z?% = —sen ¢ (senecX, + cos ¢ X;) +cos ¢ X

<
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Queste, essendo fissato il valore di u,, determinano la posizione di S
nello spazio a meno di una traslazione, e per la seconda falda S abbiamo
allora le formole (Lezioni, L. ¢., § 241)

7]' CI

x =x -+ . |, ecc.,
n

le quali, sostituendovi i valori effettivi (34), diventano
=x-+sen2e¢X,, y=y-+sen2¢Y,, &=z-4sen2¢7Z,. (40)

Importa a questo punto osservare che tutte le formole ora dedotte, ec-
cettuate pero le terze formole nelle (35), (35'), sono valide anche nell’altro
caso del sistema differenziale (II[), perché le formole utilizzate con u, = cost.
sono comuni ai due casi (1), (III).

Ma se di piu ci troviamo nel caso (I1I), la derivazione delle (39) rapporto
ad u, di subito

O o

F TP I T P ()

e percid possiamo aggiungere alle-(39) l'altra
oxr 00k
8 Uy - 01 (O') )

dopo di che: La superficie pseudosferica S resta fissa nello spazio al va-
riare di u,.

§ 11.

INTERPRETAZIONE GEOMETRICA.

Le formole (40) dimosirano che i coseni di direzione del raggio della
congruenza pseudosferica coincidono con quelli (X,, Y,, Z,) della normale
alla superficie u, = cost. in uno qualunque dei nostri sistemi tripli ortogo-
nali. Risulta di pit che la superficie S puo identificarsi con qualunque su-
perficie pseudosferica data, giacche la soluzione 2 » della (C) resta perfetta-
mente arbitraria, e le oo' superficie $’ sono le trasformate della S per una
medesima trasformazione di BAcKLUND,
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158 Bianchi: Ricerche intorno ad una classe di sistemi lripli

Dopo c¢id possiamo formulare la costruzione seguente, che serve a tro-
vare le immmagini sferiche dei nostri sistemi tripli ortogonali, coi valori dei
coseni di direzione (X,, Y,, Z) del triedro principale:

Si consideri una superficie pseudosferica qualunque S, riferita alle sue
linee asintotiche u,, u,, e si prendano le o' superficie pseudosferiche S’ tra-
sformale della S per una medesima trasformazione di Bdcklund, facendo cor-
rispondere individualmente le S’ ai valori di una terza variabile u, (costante
&’ integrazione). I coseni di direzione del raggio della congruenza pseudosferica,
colle falde focali (S, S’), danno immediatamente i valori cercati per X,, Y,, Z,,
dai quali, colle formole della terza linea mnelle (I1*), § 7, si calcoleranno su-
bito quelli di (X,, Y,, Z)), (Xo, Y., Z,). '

Osserviamo ancora che le tre classi di sistemi tripli ortogonali corri-
spondenti alle formole (28,), (28.), (28;) si avranno cosi senz’altro in termini
finitl. Nel caso delle (28;) le formole si scrivono

ﬁ:e*(senaXl—i—eoscX‘z)—}—%X“

=e¥(senga Y,—l—coso-Yg)—}—% Y.,

S

z_=e1'(senaZI—}—coch2)—}—‘%Z3,

e ne risulta 'identita
Ex+ny+(z=0.

Siccome &, n, { non contengono u,, ne segue che in questi sistemi tripli
ortogonali le curve {u,) sono tracciate nei piani condotti per 'origine paral-
lelamente ai piani tangenti della superficie pseudosferica S.

§ 12.

CASO DEL SISTEMA DIFFERENZIALE (ILI).

Passando a trattare dell'integrazione del sistema differenziale (III), ricor-
diamo che, secondo losservazione gid fatta al § 10, per le due falde focali
(S, 8’) della congruenza pseudosferica, corrispondente ad un valore fisso
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di u,, valgono sempre le formole (39) e (40). Ma, in luogo delle (41), si tro-
vano ora le due seguenti

2
= sen 6 e~¥ (cos 0 X, - sen ¢ sen 0 X,), )
du, du, )
& 5 9
_dw y |
S, o, — oSt (cose X, +cosasens X,)

La superficie pseudosferica S cangia ora di forma al variare di u, (poiché
2w dipende da u,), e le formole (39) determinano, per un valore fisso di u,,
la superficie § solo a meno di una traslazione nello spazio. Ora si osservi
che nel caso precedente S era fissa e le S’ formavano un tale sistema che
il passaggio da una S’ alla consecutiva era dato da una frasformazione in-
finitesima di BickrLunp (*). Domandiamo se & possibile, anche nel caso at-
tuale generale, collocare in tal guisa nello spazio le co' superficie pseudo-
sferiche S che il passaggio da una posizione di S alla. suceessiva avvenga
per una trasformazione infinitesima di BAckLunD. Bisognera allora che cia-
scun punto di S subisca uno spostamento la cui direzione giaccia nel piano
tangente all’altra falda focale S° della corrispondente congruenza pseudo-
sferica e sia normale al raggio di questa congruenza. Dopo cid si vede che
1 coseni della detta direzione sono dati dai tre binomii

senc X, —cose X,, senc Y, — cosecY,, sensZ, —ecosec Z,,

ai quali debbono dunque essere proporzionali le tre derivate di w, y, # rap-
porto ad u,. Dovremo porre in conseguenza

ox )
T, — A (senc X, —cos e X,), (43)

colle alire due analoghe, e vedere se & possibile determinare il fattore in-
cognito A di proporzionalitd in guisa che le (43) risultino compatibili. Basta
formare le derivate delle (43) rapporto ad w,, u,, e paragonarle colle (42),
e ne risulta univocamente determinato il seguente valore di A

A =sengcosae?,

(*) V. il § 1 della Memoria sui sistemi obliqui di WeINGARTEN citata nella prefazione
(Annali, T. XIX).
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che soddisfa in effetto a tutte le condizioni richieste. Ne concludiamo che
le formole '

j: = —sen 6 (sen s X, + cos ¢ X,) + cos 6 X,,

1

o -

m:—senq)(sench +cose X,) +cos o X, | (IV)
2

o =senscosge ¥ (sen ¢ X, —coso X,)

o u,

definiscono per quadrature (a meno di una traslazione) le oo' superficie
pseudosferiche collocate nello spazio nel modo richiesto. Le trajettorie (uj)
descritte dai punti delle S tagliano queste superficie sotto 'angolo costante 2g,
onde il sistema (S) non & altro che un particolare sistema obliquo di WEIs-
GARTEN che, nelle notazioni della citata Memoria al T. XIX degli Annali, & da
indicarsi con (Qn ) E si osservi ancora che le formole (40)

——2
2 {

o =« -+ sen 2¢ X,, ecc.

5 %

danno il sistema associato (Q’n ), costituito dalle seconde falde focali S

E facile, con opportuni cangiamenti nelle notazioni (cf. piit avanti, § 29),
identificare le formole stabilite nella Memoria sui sistemi obliqui di Wrin-
GARTEN colle attuali (IIT), (I1*) e (IV), le quali sono adunque da conside-
rarsi come relative ai pid generali sistemi obliqui di WrINGARTEN (Q” Q0) ad

2
angolo costante. Sono insomma due problemi identici i due della costruzione
dei sistemi obliqui di WEINGARTEN (Qn %), o della costruzione delle im-

2
magini sferiche nei nostri sistemi tripli ortogonali. Possiamo dunque formu-
lare il risultato seguente:

Da ogni coppia di sistemi obliqui associati di Weingarten (Qn ),

2 %

Z

(Q’ ) st ottiene Uimmagine sferica di una classe dei nostri sistemi tripli
ortogonali, nei quali i coseni di direzione (X,, Y,, Z;) della normale alle su-
perficie w, = cost. del sistema triplo sono dati da quelli del raggio della con-
gruenza pseudosferica, che ha per falde focali due superficie pseudosferiche

corrispondenti S, S’ nei due sistemi associali.
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E manifesto che la costruzione del § 11 & un caso particolare di questa,
e corrisponde al caso che uno dei sistemi obliqui diventi un sistema ele-
mentare (m. c. § 3), altro riducendosi ad un’unica superficie pseudosferica S.

§ 13.

VERIFICA DELLE PROPRIETA DRI SISTEMI (Qn )

T —20

Sulle formole (III), (II1*), (IV) & facile confermare le proprietd fonda-

mentali dei sistemi (Qn ’, e dedurne la determinazione di questi sistemi
—-— —2
2

dai loro elementi caratteristici (ef. m. ¢. § 9). Consideriamo nel sistema
‘Qn ), definito dalle (IV), le curve (u,), delle quali vogliamo calcolare la
— =90
2

flessione % e la torsione % L’elemento d’arco d s, delle (u;,) & dato per
3 8

le (IV,) da
ds,=senccosseVvdu,,

e se pei coseni di direzione del triedro principale della curva (u,) adottiamo
le solite notazioni, affette dall’indice 3, abbiamo intanto pei. coseni di dire-
zione della tangente «,, B,, 7,

a;=sen¢ X, —cos¢X,, ecec. (44)

Deriviamo queste rapporto ad u,, a sinistra colle formole di FRENET, a
destra colle (IIT*), e troviamo

Es 1 ,
23 — v
o sech(l cos 2ae) X,
da cui
Gh=2tX; (e===1), (45)
e inoltre
1 e
— = 1 — cos 2 e). 46
2s sengc( c0s 2 6 €*Y) (46)
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXV, 21
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Dalle (45), (46) risulta pei coseni di direzione della binormale
Ay =—c(coss X, +seng X,),
e con una nuova derivazione rapporto ad u,

1 2
== (47)

Segue dalle (46), (47) che tra la flessione 0 e la torsione % delle (u,)

sussiste la relazione lineare

esen2s  cos%e¢
— =1,
Ps Ta

(48)

cioe: Le curve (u;) sono curve di Bertrand della medesima famiglia (48).
Si noti poi che, per le (45), la normale principale delle curve (u;) coin-
cide col raggio della congruenza pseudosferica, e nel sistema obliquo asso-
ciato le curve (u;) sono le coniugate delle primitive, avendo con queste a
comune le normali principali.
Colle formole attuali possiamo ora dimostrare il teorema: Per definire
colle (III), (IIT*), (IV) un sistema obliquo (Q " )si possono dare ad arbitrio

— =20

2
i sequenti elementi: 1.° una superficie pseudosferica S del sistewma, 2.° una
curva C di Bertrand, appartenente alla famiglia (48), che esca da un punio
di S colla normale principale direfla nel piano langente.

Applicando al sistema differenziale (III) i teoremi generali, risulta che,

per definire una terna integrale (8, ¢, ¢), si possono dare ad arbitrio i se-
guenti elementi:

0 (u,, u,, u;) per u,=u,=0, come funzione di u,,

¢ (4, Uy, Ug) per wu,=u,=0 » » di  u,,

$(w,, uy, ) per u, =u,=0 » » di u,.
Le due prime funzioni arbitrarie fissano, in modo arbitrario, la super-
ficie pseudosferica u, = 0. Disponendo della terza ¢ (0, 0, u,), si puod dare,
secondo la (47), alla torsione 1 della curva di BerTrAND u, =u, =0 una

T,
qualunque espressione in funzione dell’arco, c¢io che dimostra il teorema,
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§ 14
SISTEMI TRIPLI ORTOGONALL () IN GENERALE.

Negli studi precedenti abbiamo visto come la ricerca dell'immagine sfe-
rica di quei sistemi tripli ortogonali, le cui rotazioni B,, soddisfano alle con-
dizioni (I) § 2, si riconduce completamente alla teoria dei sistemi obliqui di
WEeINGARTEN, ad angolo s costante. Tutti questi sistemi tripli ortogonali sa-
ranno da ora in poi indicati brevemente come sistemi (), per ricordare la
loro dipendenza (la dipendenza della loro immagine sferica) dai sistemi obliqui
(Ql_%) di WEINGARTEN. Secondo il § 4, possiamo anche dire: I sistemi

=2

tripli ortogonali (Q) sono caratterizzati dalla proprieta che tra i quadrati delle
rotazioni in ciascuna delle tre coppie (Bsiy Bsi)y (Bsas Biz)y (Bis, Bes) ha luogo
una relazione lineare a coefficienti costanti. Anzi si ricordi che basta lesi-
stenza di una di queste relazioni perché ne seguano le altre due.

In altro modo pili geometrico, possiamo caratterizzare i sistemi (Q) da
proprieta di cui godono le superficie delle sue tre serie. Intanto, per quelle
della serie u, = cost., risulta dal § 10 che ha luogo la proprieta seguente:
. L'immagine sferica delle linee di curvatura di una superficie u, = cost. si ot-
tiene, considerando Uimmagine sferica di una congruenza pseudosferica, e
prendendo le linee sulla sfera che corrispondono alle asintotiche delle due falde
focali. Vedremo pit oltre (§ 16) che di questa medesima proprietd godono
anche le superficie delle altre due serie wu, = cost., u, = cosl., ma le con-
gruenze pseudosferiche ai cui raggi sono parallele le normali della super-
ficie, pure essendo reali, hanno sviluppabili immaginarie.

La proprietd geometrica sopra rilevata per le superficie u#, = cost. nel
sistema (Q) puo porsi sotto quest’altra forma, che gid si presentd in una
mia Memoria del 1890 (¥): .

Le linee di curvatura di ogni superficie u, = cost. nei sistemi (Q) sono le
bisettrici di un doppio sistema di linee (o, p) della superficie, che si tagliano

*) Sopra alcune classi di superficie e di sistemi tripli ortogonali (Annali di matematica,

Serie II, T. XVIII).
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sotlo Uangolo costante 26 e dividono la superficie in parallelogrammi infini-
tesimi d’area costante. Aggiungiamo subito che anche per le supertficie delle
altre due serie vale la stessa proprietd; soltanto per queste 'angolo ¢ € un
immaginario puro, e le linee («, §) sono coniugate immaginarie.

Volendo esaminare pitt da vicino la proprietd sopra enunciata, comin-
ciamo dal riprodurre, dalla Memoria ora citata, le considerazioni fondamen-
tali sui sistemi di linee («, B),-tracciati sopra una qualunque superficie, a cui
appartenga quella proprietd. Assumendo le linee (a, P) come coordinate, il
d s* prenderd la forma

ds*=e*da*+2co82adadp + e dp?, (49)

dove 25 & l'angolo costante sotto cui si tagliano le dette linee, e = indica
una funzione di «, B. E invero l'elemento d’area do & dato qui da
do=sen2¢.dadB, e prendendo d «, d § costanti si ha appunto la divisione
in parallelogrammi infinitesimi d’area costante. Ora le equazioni differen-
ziall delle bisettrici delle linee («, §) sono

e"da+tetdp =0,
e Tda—erdfp =0,

e indicando con - —— due rispettivi fattori integranti dei loro primi

l

_—
VE G
membri, possiamo porre

VEdu=cosa(e™da—+ e dp),

— (50)
VGdv=senc(e*da— e dp),
da cul quadrando e sommando
ds*=Edu'+ Gdv'. (51)
Prendendo w, v come variabili indipendenti, abbiamo dalle (50)
. . da iy oa
e\/E—coms(m, eT\/G—benaa”, ) ]
e—’\/E=coscau, e"\/Gz—sencav,
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quindi anche

beua—(ef\/E)—cosa (eT\/G

s s (53)
sen e . (e-f\/E’)—}—coscﬁ(e—T\/G) =0,
. ] ot. 0t . .
e risolvendo rapporto a 7 7o O ottiene
ou VG v v yE du
Di qui segue la relazione

1 oVE" 1 oJu .
80(\/(; 81;) COtG (\/E Ju) (55)

la cui forma, si noti bene, non varia cangiando comunque i parametri , v.
Affinché adunque un sistema ortogonale (u, v), che da al ds* la forma (51),
sia quello delle bisettrici di un doppio sistema («, 8) colla proprieta descritta
¢ necessario che sussista la (55). Ma inversamente, se questa sussiste, basta
risalire le formole sopra scritte e ne segue la (49), sicche:

La relazione (55) rappresenta la condizione necessaria e sufficiente affin-
che il sistema ortogonale (u, v) sia quello delle bisettrici di un doppio sistema
(x, B) di linee, che, intersecandosi sotto I'angolo costante 2, dividono la su-
perficie in parallelogrammi infinitesimi d’eguale area. -

Manifestamente la (55) dice che il rapporto

o (1 8JG
8%(\/_ 8u)
E (1 M)

dv JG v

& una costante positiva. Se lo stesso rapporto fosse costante ma negativo,
basterebbe prendere per ¢ un immaginario puro, e le linee (

«, P), anziche
reali, sarebbero coniugate immaginarie.
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§ 15.
VERIFICA PER I SISTEMI (Q).
Si supponga ora che il sistema ortogonale (u, v), che verifica la condi-
zione (59), sia quello delle linee di curvatura della superficie, e si indichi con

ds*=edu’+gd (96)

il quadrato dell’elemento lineare sferico rappresentativo. Dalle note formole
fondamentali (*) segue che si ha

1 aJ& 1 8Jyg 1 9VE _ 1 a/e
\/E Ou \/e u JG dv  \Jy év ’

onde se la (b5) sussiste per la superficie S, riferita alle sue linee di curva-
tura, sussiste pure per la sua immagine sferica e viceversa. La proprietd in
discorso & adunque comune a tutte le superficie colla stessa immagine sfe-
rica, e il problema di trovare le corrispondenti superficie si riduce alle due
questioni successive: 1.° trovare i sistemi ortogonali (u, v) sulla sfera che
soddisfano alla condizione :

tgs 57 (\/19 %\KE) coto o= (\/13 38\/5) (55*)

2.% trovare le superficie che hanno questi sistemi sferici (4, v) per immagini
delle linee di curvatura.

Basta occuparsi della prima questlone che la seconda si tratta nel modo
ben noto.

Associamo alla (55*) 'altra che esprime appartenere 'elemento lineare (56)

(*) Si ricordino le formole
VE=n\e, VG=rVy.

—ry OloBVYOr )al%gJe '

3';1:(
ou ow ' gv "t
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alla sfera unitaria

‘%}L%@%PipL&@}z_ﬁ@
Je du dvl\/g v

e ne dedurremo

a(_1._a¢§)

dul\je du,

— _ Jegsen®s JZ(QL aVe) . forcost
= — Jegsen® s, ou\7; av) = Veg cos® s,

formole che possiamo scrivere

(\—/l—g ‘9‘9—‘/1‘79)2+e cos’g ; = 0.

Integrando, e disponendo convenientemente dei parametri u, v, possiamo
rendere

/1 a\/—f‘ s 107\/(;2 R
l— )—l—gsen =1, (73 W)—}—ecos =1,

Introduciamo ora due angoli ausiliari 9, ¢ colle posizioni

. 1 ove . B 1 ovg __
Vecos s =sen 0, @W—-cosﬂ, Vg sen o —sen o, Jo ou = cos 9,
e ne risulteranno fra 6, ¢ le due relazioni
99 , 98 . 57
ﬁ—tgaseu 8, av_cotaseu ¢. (57)

Viceversa se f, ¢ soddisfano queste equazioni, 'elemento lineare

, en®0 sen’
h:iogadur+-__2dve (58)

ds 7
sen’ ¢

appartiene alla sfera di raggio =1 e soddisfa alla (55%).

Nelle (57) si riconoscono (cangiate le notazioni u,, u, in », v) le due
prime equazioni delle due prime linee nel sistema differenziale (I1) o (III) § 6.
E invero se, per una superficie u, = cost. nel sistema (Q), si costruisce il
d s” della rappresentazione sferica

ds"=38dX?
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(i differenziall essendo presi per wu, costante) si ha subito dalle (a') della
prefazione

ds® = dui + B3, dui, (59)
ossia per le (24), (25) § 6
w_sen’d . sen’o .
ds" = cos®c d i+ sen® cd 2

formola che combina appunto colla (58). Ricordando i risultati del § 10,
possiamo concludere : I sistemi ortogonali sferici (u, v), che godono della pro-
prieta voluta (che soddisfano alla (55%)), si ottengono facendo Uimmagine sfe-
rica di una qualunque congruenze pseudosferica, e prendendo sulla sfera le
linee (ortogonali) corrispondenti alle asintotiche delle die falde focali.

§ 16.
Lr SUPERFICIE DELLE DUE SERIE #, = cost., #, = cost. NEI SISTEMI (Q),

La proprietd di cui godono le superficie «,= cost. nei sistemi (Q) di-
pende, come si & visto, da ci0 che la loro rappresentazione sferica (59) sod-
disfa alla condizione (55*), cioe il rapporto

o (1 96,
&—u,(@:é’ul)
5 (1 0B,
au(ﬁ’a_u)

¢ una costante positiva. E notiamo che il rapporto stesso, perle (A) § 1, si
pud scrivere pitt semplicemente

9B

du,

CACY

ou,

Ora di una proprieta affatto analoga godono le rappresentazioni sferiche
delle superficie delle altre due serie u, = cost., u, = cost. perché i rapporti
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corrispondenti
9 By 0 B
du, ou,
0 fss 9 Bis
ou, du,

sono pure costanti, perd questa volta negativi. Questo risulta dalle formole
(24), (25) per le rotazioni di un sistema (2), od anche dalle generali (I) § 2,
giacche quei tre rapporti hanno i valori costanti

dei quali uno & positivo, gli aliri due negativi (§ 6). Ne consegue che in ogni
sistema (Q) anche le superficie delle due serie u, = cost., u, = cost. godono
della stessa proprietd delle u, = cost., ma per esse 'angolo costante ¢ & un
immaginario puro (§ 14). Si puo conservare una forma reale alla nostra pro-
prietd dimostrando, come faremo nel prossimo paragrafo, che le normali
alle superficie u, = cost., u, = cost. sono parallele ai raggi di congruenze
pseudosferiche reali, e le loro linee di curvatura corrispondono alle asinto-
tiche delle due falde focali, le quali perd nel caso attuale, anziché reali, sono
immaginarie (coniugate). Riepilogando, enunciamo nella seguente forma pit
completa la proprietd geometrica dei sistemi (Q) che li caratterizza, come si
vedrd, completamente :

In ogni sistema triplo ortogonale (Q) le superficie di ciascuna delle tre
serie hanno le normali parallele ai raggi di congruenze pseudosferiche reali,
ed alle linee di curvatura delle superficie corrispondono le asintotiche delle due
falde focali. Queste congruenze pseudosferiche reali hanno sviluppabili reali
solo per una delle lre serie, immaginarie coniugate per le alire due.

Cosi con questi sistemi tripli ortogonali (Q) vengono a porsi in relazione
non solo le ordinarie congruenze pseudosferiche reali, ma anche le altre che,
pure essendo reali, hanno i fuochi immaginari. Nel dimostrare le proprieti
ora enunciate, noi verremo in sostanza a dare le formole effettive per la
determinazione di queste congruenze reali che hanno costante per tutti i
raggli la distanza dei punti limiti e costante, ma puramente immaginaria, la
distanza dei fuochi. Osserviamo che 'esistenza di queste congruenze risulta
anche dalle formole generali e la loro determinazione dipende (Vedi Lezioni,

Annali di Matematica, Serie 11I, Tomo XXV, 22
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Vol. I, pag. 324, nota) dalla ricerca di quegli elementi lineari sferici

ds*=edu*+gdv*

nei quali il prodotto Veg soddisfa alla equazione di LiouviLLE

azlog\/@_ e [
Tude — K Ves

dove k & una costante > 1.

§ 17.
[LE CONGRUENZE PSEUDOSFERICHE REALI A FUOCH!I IMMAGINARI.

Abbiasi un sistema (Q), corrispondente dapprima al caso generale (III)
§ 6, ove le rotazioni hanno i valori (25). Prendiamo una superficie di (Q) in
una delle prime due serie, p. e. nella u, = cost., e dimostriamo clie sussiste
la proprietd enunciata al paragrafo precedente, determinando effettivamente
la congruenza pseudosferica ai cui raggi sono parallele le normali della su-
perficie. Adoperando un’analisi simile a quella del § 10, introduciamo ora
le tre quantitd complesse

r X, Ly .Y, . .
’_senc_l_”Ot’X"’ r._senc—}-zcotc)a, ‘
7 . (60)
C=senc+mOtaZ3’ (@=\/—1),
legate dalla relazione
£2 + 1]2 + c? — 1' (60*)

Derivandole rapporto ad w,, u,, coll’osservare le formole (ILI*) § 7, tro-
viamo

13 oS ¢ icosc sen
= — X ———seno X, — >ne
du, seng + sen’a P e .
. (61)
9¢& icos’e

— = —4qcosccoshd X, —
0 U, v, sen ¢

senh ¢ X, 4 cot s senh ¢ X,
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e, calcolando ancora la derivata seconda mista, risulta

¢

— > —coto(senosenhd — icosocoshy).zZ
a uz 6 us ( ? 1 ? 4‘) w9y

colle analoghe per w, {. Dunque %, », { sono soluzioni della equazione di
MouTaRD:

oo

Tu,on = W. o, con W= coto(senosenhy—1icosgecoshy),

e possiamo percio applicare le formole di LELIEUVRE pér trovare una super-
ficie S (immaginaria) i cui coseni di direzione della normale siano (&, =, %)
e le linee (u,, u;) le asintotiche; a causa della (60*) la curvatura K della
superficie S sara K=—1, cioé la § sard pseudosferica. Dette x, y, 2 le
coordinate dal punto generico su S, queste saranno da calcolarsi dalle for-
mole di LELIEUVRE (¥):

LIS 7 4
Jx ou, dou, dw (62)
duy | ’ 8 u, on 8% '

' . | du, du,

le quali, per le formole (60), (61), si cangiano subito nelle altre

dx _sene . tCOS o cOS ¢
du, seng 1—‘_:sen cos ¢ X, sen*e¢ " *’

(63)
:Z; —coscsenhq;X +COS ocoshan —+icotecosh ¢ X,.

Passando dalla superficie S alla immaginaria coniugata S, e indicando
con un soprassegno le quantitd relative, abbiamo dalle (63)
8(m*E)_2.cosc o (x —2)

=2 cos o X
o u, sen’c ? A du,

=24écotscoshy X,,

che possiamo anche scrivere per le (LII*)

d@—x) ; cos9 X, 8(90—_@_9. coss 9X,
du, =2 sen%s du, du,  ~ sen’c du,

(*) Si avverta che nei calcoli seguenti nel testo u, resta costante,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



172 Bianchi: Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli

Integrando, e disponendo delle costanti additive nelle (63), abbiamo

_ . COS
m—w:%;sen?aXl, y—y=24i—

COS ¢ — . .
Y,, z2—2=2%—3Z,. (6%
sen®e sen’e

Queste formole dimostrano che le rette (reali) congiungenti i punti cor-
rispoundenti (coniugati) di S, § formano una congruenza i cui raggi sono
paralleli alle normali della superficie u, = cost., e le cui falde focali sono
appunto (S, §). La distanza § dei fuochi & costante, precisamente

COS &

y—24¢ %%
Sen e

’

ed & pur costante angolo o dei due piani focali (delle due normali a S, S),
perche
14 cos’e . .. 24cos 6

5 » indi sene= .
sen® ¢ sen’ q

coso=_8E8¢=
onde la congruenza & in effetto pseudosferica. La distanza d dei due punti
limiti &
)

d= = 1.
sSeén w

Possiamo del resto presentare queste formole, per le nostre congruenze
pseudosferiche reali, sotto forma affatto libera da immaginarii. Per questo
si prenda come superficie di partenza la superficie media S, che & reale, e
indicando con x,, ¥,, 2, le coordinate dal punto medio, queste saranno de-
finite, per quadrature, dalle formole reali, che seguono dalle (63):

dx, _sen sen g . €0S ¢
. X.,
9 u, Uy,  senac T gen’s _
(65)
3 X, cos”

cosh $X,.

7. *=cos ¢senh ¢ X, +

I coseni di direzione del raggio della congruenza sono X,, Y,, Z,, ed
avendosi

oX, X, . .
auz—cosan,, a—us—heno‘CObhngs,
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il calcolo dei coefficienti fondamentali di KumMMER (Lezions, Vol. I, Cap. X) da

E=cos’y, F=0, G=-sen’ccosh’y,

cos’ o ’
cosgcoshy, [ =— cosgcoshy, ¢g=0,

e=0 =
o f sen ¢ sen ¢

e pei valori di d, & risultano nuovamente le formole

A=, 8=%CSS°.
sen- o
In questi calcoli abbiamo supposto che il sistema (Q) appartenesse al
caso generale del sistema differenziale (IL[). Se appartiene invece al sistema
differenziale (1I), si trovano i medesimi risultati, colla sola differenza che le
formole (65) saranno da sostituirsi colle altre

amo_sen@X cosan

du, sens ' sen’e¢ "’ (65%)
) 5

aw,,_eq, COSGX_!_cos”cX‘

dus, ' sens 2)'

(Continua.)
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Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli
di superficie ortogonali.

(Di Luict Biancui, o Pisa.)

(Continuazione e fine, vedi Serie III, Tomo XXV, Fascicolo 1.0-2.9)

§ 18.
PROPRIETA CARATTERISTICA DEI SISTEMI1 (Q).

Veniamo ora a dimostrare che la proprietd osservata al § 6 per le su-
perficie delle tre serie nei sistemi tripli ortogonali (©), in relazione colle con-
gruenze pseudosferiche, & in effetto caratteristica per questi sistemi.

Se in un sistema triplo ortogonale (u,, u,, u,) si verifica la detta pro-
prietd, i tre rapporti

3612 a 323 ap!ﬂ
ou, O U, ou,
apii 6_332 aﬁlﬁ
du, o, ou,

debbono essere tre costanti (§ 16); perd ciascuna di queste sard diversa da
—1, altrimenti per le (A) della terza linea verrebbe ad annullarsi qualche
rotazione. Ci0 premesso, possiamo indicare quei tre rapporti rispettiva-
mente con

l—a 1—0 ’ 1—ec¢

y

a b ¢

essendo a, b, ¢ tre costanti finite e diverse da (0, 1). Combinando le tre
equazioni che ne risultano colle fondamentali (A) (cf. § 2), otteniamo il si-
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stema seguente:

o B, P,

. %:M jif:=(c-1>ﬂﬂs“,
gi’f=(a—1)@snﬁae> * ,Z—Sf:=mw )
e by " ,gﬁ—;:=—b@w-%
%:—cﬁg,fm, %=@mf’em * )
|

dove si osservera che il sistema resta inalterato, scambiando ciclicamente gli
indici 1, 2, 3 e le costanti @, b, ¢. Ma ora bisogna esaminare le condizioni
d’integrabilitd, per le quali troviamo subito le tre seguenti:

[1—‘—1)(@——1)7 -szl?‘xspm: L1+a(c'~1):l-p'n@21ﬁ23,

[1 +c (b - 1)T . Bza 321 ?’12 == Ll +b (a’— 1)] . E’xa Bs‘.’ ps! ’ (66*)

[1 +a (c— 1)1 BatBaaPos = kl +c(d— 1)]-921513312 .

Siccome nessuna delle rotazioni deve annullarsi, risulta dalle (66¥) che
se una delle tre costanti

14+b@a—1), 1+ed—1), 14+a—1) (67)
si annulla, si annullano anche le alire due; ed allora, avendosi

o — 1 b_c—]
1 ¢ T ¢

’

il sistema (66) viene in effetto a coincidere col sistema (I). Resta a vedersi
se puo accadere che le tre costanti (67) siano tutte diverse da zero. Allora
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dalle (66%) risulterebbero, per divisione, le tre relazioni quadratiche

-

[1+c(b—— e, — 1-+a (0_1)] ¢, =0,

S
[1—}—a(c—1) g, — 1—{—b(a—1)] ¢ty =0,
Jd L

[1—i—b(a——1)— G, — [1—1—0(6— 1)] g, — 0.

[N

Per quanto si & visto al § 4, dovremmo trovarci nuovamente nel caso
del sistema differenziale (1), e cid contraddice all’ipotesi che le tre costanti (67)
non si annullino.

Concludiamo adunque: I sistemi tripli ortogonali (Q) sono i piw generali
possibili pei quali si verifica la proprietd che ciascuna superficie delle tre serie
ha le sue normali parallele ai raggi di una congruenza pseudosferica e le sue
linee di curvatura corrispondono alle asintoliche delle due falde focali.

§ 19.
SISTEMA (Q) ELICOIDALE A CURVATURA COSTANTE.

Facciamo una breve digressione dalla teoria generale dei sistemi (Q) per
considerare un esempio particolare notevole, che appartiene nello stesso tempo
ai sistemi di WEINGARTEN. E questo il sistema triplo di elicoidi a curvatura
costante, congruenti in ciascuna serie, di cui tratta il § 443, Vol. 1 delle
Lezioni. Qualunque elicoide a curvatura costante, rotando attorno all’asse,
genera una famiglia di Lamg che da luogo ad un sistema triplo elicoidale
in questione. Che un tale sistema sia al tempo stesso un sistema (Q) si vede
subito dalle relative formole (L. c.), osservando che i quadrati delle rotazioni
in ciascuna coppia

(3217 pal)’ (@8‘37 612)7 (?’13, ﬁ‘l%})

sono legati da una relazione quadratica. Volendo presentare queste formole
in accordo colle notazioni della presente Memoria, seriviamo il d s* riferito
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al sistema triplo ortogonale sotto la forma
2 ’2

2 2‘ k 2 . 2 1 2 k3 i 2 2'
ds’=R lc——oszccn 'd“‘—{—f—a‘lsen"cdn 1rdu,—{—k2 sn'tdu \ )

dove s, R indicano due costanti, & & il modulo delle funzioni ellittiche, %’ il
complementare, e 'argomento + & la seguenle funzione lineare di w,, u,, u,

7=ultg6+"2—%@+%“—-

Per le rotazioni §,, si trova

dn~ cn~
J— ¢4 - . - 3 - .
Boo=—ksnr, p“——COSG’ fpy=-—snr, p”_*~senc’
sen . kcose .
Bio= 7 dn=x, Pgy= e

come si vede sono legate dalle relazioni quadratiche del § 6:

e

2 : 2 [#% ] 2 ] ]
cos*e P2, =1 s sen®e P2, = | ! )
B2+ Pa1 ’ e+ [ '’ sente cos’ 6

Introducendo le tre variabili ausiliarie 0, ¢, ¥ colle posizioni

cos=—Fksnt, senb=—dnz; COSeg=—s8n7, SCNQ=—CNT;
dn~ kenrt
cosh} =" senh} = ”—k— ;

si ritorna alle formole del § 6, e le equazioni differenziali (III) sono sod-
disfatte.
E da notarsi che le elicoidi a curvatura costante positive del sistema

sono le u, = cost., precisamente
1

1{3 == Rz >

le elicoidi delle altre due serie hanno le curvature negative .

sene . cos’a

I(,Z— > ngz——?‘

Qualunque elicoide o curvatura costante gode adunque della proprieta
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caratteristica per le superficie di un sistema (@) descritta al § 18. In parti-
colare, se la curvatura & positiva, le trajettorie isogonali, sotto conveniente
angolo costante, delle linee di curvatura dividono la superficie in parallelo-
grammi infinitesimi d’eguale area. Sarebbe facile vedere che fra le superficie
a curvatura costante soltanto le elicoidali godono della proprietd in discorso,
ed il sistema (Q) qui considerato & I'unico che appartenga insieme alla classe
dei sistemi di WEINGARTEN.

§ 20.

TRASFORMAZIONI DI BACKLUND E TRASFORMAZIONI DI Lie
DEU SISTEMI ().

4) Trasformazioni di Backlund. La costruzione dei sistemi (2) dipende
in primo luogo da quella della loro immagine sferica, ossia dalla integrazione
dei sistemi differenziali (II), o (IIl), e dei corrispondenti sistemi di equazioni
ai differenziali totali (II*) o (1II*). Come nel caso delle superficie pseudosfe-
riche isolate, non abbiamo metodi che permettano di compiere queste inte-
grazioni in generale, ma possiamo ancora qui costruire dei metodi di énte-
grazione successiva che, partendo da sistemi integrali gia noti, ne facciano
derivare infiniti nuovi. Si & visto infatti che il problema di costruire la rap-
presentazione sferica dei sistemi tripli ortogonali (Q) equivale perfettamente

all’altro della costruzione dei sistemi obliqui (Q x ) di WEINGARTEN. A

-2
questi ultimi sistemi si & dimostrato (Tom. XIX degli 4nnali) che sono ap-
plicabili le trasformazioni di BickLuxp, le quali dinno appunto metodi di
integrazione successiva, perfezionati inoltre col teorema di permutabiliti che
risparmia le quadrature. Le trasformazioni di BACKLUND si trasportano dunque
senz’altro alla costruzione della rappresentazione sferica dei sistemi (Q). Ma
la ricerca si potrebbe spingere molto piu oltre, ¢ passare a costruzioni geo-
metriche che permettano di applicare le trasformazioni di BAckLUND non solo
alle immagini sferiche, ma ai singoli sistemi (Q) stessi. Questo richiederebbe
per altro ulteriori sviluppi dai risultati della teoria dei sistemi obliqui di
WEINGARTEN, nei quali qui non vogliamo inoltrarei.

B) Trasformazioni di Lie. Pei sistemi di equazioni differenziali fonda-
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mentali (II) o (III) si puo ripetere I'osservazione fatta da Lie per le super-
ficie pseudosferiche isolate. Se

b (uu Uy, Ug)y, @ (”1, Us u3), ‘1"(”1 ) Uy )

¢ una terna integrale delle (II) o delle (IIl), le funzioni

7

2, u
(-)(tz,,uz,us):e(kul, ki’ ua), @(ul,ug,u“)=cp(kul,f: ua),

U,
W (u,, “2’”3):"1/(’9“1, L’ “3),

dove k & una costante arbitraria, soddisfano al sistema stesso quando vi si
cangi tge in tg ¢ = ktge. Questa ¢ la trasformazione di L1t pei sistemi obliqui
di WEINGARTEN (m. ¢., § 7). In particolare se vi si fa k= cots, ne risulta
tg s’ =1 ed il nuovo sistema obliquo di WEINGARTEN diventa un sistema triplo
ortogonale di Weixcartex a flessione costante. Anche pei sistemi (Q) questo

k2

caso di o= 4 & notevole; allora le superficie u, = cost. in (Q) sono divise in

rettangoli infinitesimi d’area costante dalle bisettrici delle linee di curvatura.

(V7]
8=}
—

ALTRO MODO DI STABILIRE LE TRASFORMAZIONI D1 LIE.

Si puod giungere alle trasformazioni di Lie dei sistemi (@) per un’altra
via, notevole per la sua relazione col sistemi particolari (Q) soddisfacenti
alla condizione del § 5

ke W34k, Wik, Wi =cost.

Partiamo dall’osservazione di DarBoux, applicabile in generale ai sistemi
tripli coniugati (Vedi DarBoux, Systémes orthogonaux, pag. 366), che se le
funzioni B, soddisfano alle prime sei equazioni del sistema (A) §1, vi sod-
disfano pure le sei

&;
{j’ﬂ‘k = pik’ (68)

%y
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dove «,, a,, %, sono tre costanti qualunque. Ma supponiamo ora di pit che
le B, siano le rotazioni di un sistema triplo ortogonale () (¥), e domandiamo
se & possibile prendere le costanti «; in guisa che anche le £, date dalle (68)
siano le rotazioni di un sistema ortogonale. Intanto questo nuovo sistema
¢ certamente alla sua volta un sistema (Q), perché¢ i quadrati delle rota-
zioni in ciascuna coppia

(BIZH B'sl)v (?’112 k] p'ae), 3'257 6'13)

sono legati da una relazione quadratica. Se indichiamo con ¢, ¢’ i valori ri-
spettivi della costante ¢ nelle equazioni (I) a cui soddisfano le B, e le £, e
confrontiamo fra loro le equazioni corrispondenti, sostituendo nelle seconde
i valori (68) delle £, troviamo quali condizioni necessarie e sufficienti
per le «

1 ¢—1
“_¢ o 1—d & ¢ (69)
«; c o 1 ol c—1
1—e¢ c

delle quali perd una & manifestamente conseguenza delle altre due. Se vo-
gliamo restare nel campo reale, & chiaro che le costanti ¢, ¢’ debbono avere
lo stesso segno, e quando siano positive dovranno essere insieme minori, o

insieme maggiori dell’'unitd. Permutando gli indici, possiamo supporre c, ¢’

negative, e porre ¢ =—1tg*s, ¢'= -—1tg*a’; ed allora basterd prendere p. e.
, sen ¢
a, =1go’, «,=1go, 1=

E chiaro che le formole (68), quando siano soddisfatte le (69), rappre-
sentano una effettiva trasformazione per le immagini sferiche dei sistemi (Q);
ma si vede facilmente, servendosi delle forme normali (II), (III) del sistema (I),
che essa coincide in sostanza colla trasformazione di ‘Lie. Ma nella forma
attuale possiamo interpretarla in un nuovo modo introducendo i particolari
sistemi () che soddisfano alla condizione

W24+ W2 - 3172 = cost.

(*) Pili in generale, se si suppongono le relazioni (68) fra le rotazioni di due sistemi tripli
ortogonali, questi appartengono necessariamente alla classe dei sistemi () e si hanno le re-
lazioni del testo.
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Le equazioni differenziali totali (47) per questi sistemi si serivono infatti

oW, Y
¢9’M‘; _ T E@kiwk _E Blini

(i='=k==1),
oW,

=15, 7
3uk Bik kY

od anche per le (68)

GW;_ ak ,'W ul rm;-
W'—““?Bm k—?ﬁh‘ 19
oW, % g W
dw, a, FTF

Basta ora porre

y / r ¢ g
u1W1=A 19 aQWQ:‘A— 2 “3W5=K 39

e queste si cangiano precisamente nelle formole (@) della prefazione relative
al coseni di direzione del triedro principale nel sistema triplo ortogonale cor-
rispondente alle rotazioni §';,. Di qui concludiamo: Data Vimmagine sferica
di un sistema (Q), la ricerca dei particolari sistemi che soddisfano alla con-
dizione del § 5: W+ Wi+ 2IW;=cost. equivale alla trasformazione
di Lie.

§ 22
TRASFORMAZIONI PARALLELE (D) DEL SISTEMI ().

Nelle trasformazioni di BAckrLunp e nelle trasformazioni di Liz dei si-
stemi (Q) cangia I'immagine sferica del sistema, restando perd fissa la co-
stante ¢ delle formole (I) per le prime, mentre per le seconde cangia anche
il valore di ¢. Andiamo ora a considerare pei sistemi (Q) delle trasforma-
zioni molto pill semplici nelle quali 'immagine sferica del sistema non cangia
e che diciamo per cid frasformazioni parallele. L’esistenza di queste parti-
colari trasformazioni & legata essenzialmente al sistema differenziale (1) § 2,
cui soddisfano le rotazioni di un sistema (Q), ossia alle relazioni quadratiche
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fra le coppie di rotazioni (Bsy, Bs1), (Bsey Bio)y (Bis» Bes) (Vedi § 4). Partiamo
dall’osservazione seguente :

Se le rotazioni' B, soddisfano alle (I), ed ¢ (W,, W,, W,) una terna qua-
lunque di soluzioni del sistema d@/feren:w,le (B* § 1, le funzioni H,, H,, 11,
calcolate dalle formole

1= 223 +ec leng >

o, i D,
e, ()

I, =c

][3 = f‘mnrx + C {3231/172‘, 9

danno una terna di soluzioni del sislema aggiunio (B).

Per dimostrarlo basta sostituire questi valori di H,, H,, H, nelle (B),
tenendo conto delle (I) e delle (B*) cui soddisfano, per ipotesi, W,, W,, W,.
Da questo primo risultato ne deduciamo subito altri due permutando circo-
larmente gli indici, coll’applicare 'osservazione del § 3. E cosi vediamo che,
accanto alle formole (D)), si possono scrivere gli altri due sistemi di formole,
che raggiungono lo stesso effetto:

' — 1w,
—_ " f : 9
ﬁ?ln "I"l pslﬂfsv i, P (9”1 +Pu 39
oW, 1 - . -
2=(91lg +mgzzwaa (D2) }12~p3'-’ W, ) (D)
1 oW, | , < ol ,
I{?’?l——ﬂ o, -+ p‘.’sllzs 1{3 aus + plf‘ﬂ

Noto adunque un sistema (Q), corrispondente alla terna (W,, W,, W,),
le formole precedenti faranno conoscere per quadrature tre nuovi sistemi (Q)
paralleli al primitivo, ove si sostituiscano nelle formule (2) della prefazione
i valori di H,, H,, H, calcolati dalle (D,), o dalle (D,), o infine dalle (D,).
Queste diciamo, per abbreviare, trasformazioni (D) dei sistemi (Q). E da os-
servarsi per altro che, se il sistema (Q) appartiene alla classe speciale del
§ 2 che soddisfa alla relazione:

W4 cWe = cost., (d,)
la trasformazione (D,) diventa illusoria, perché dalle (9), (10) § 2 risulla
H,=H,=H;=0,

Annali di Matematica, Serie 11, Tomo XXV. %
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cioe il sistema derivato si riduce ad un punto. Similmente diventano illu-
sorie le trasformazioni (D,), (D,) per quei sistemi (@) che soddisfino rispet-
tivamente alle condizioni

c—1

p W?2=cost. (d,)

Wit Wi=cost, (d) Wit

Osserviamo poi che la forma lineare, omogenea delle formole (D,), (D,),
(D) rende evidente che, applicando il procedimento ad una terna (W,,
W,, W,) combinazione lineare di un numero qualunque r di tali terne
(We, wo, w®i=1, 2,..., r, anche la terna (H,, H,, H,) sard la me-
desima combinazione lineare delle r terne parziali corrispondenti (H®, H?,
HMi=1,2,...,r

Esprimendoci geometricamente,. diremo che se il sistema () & una com-
‘binazione lineare (*) di pid sistemi paralleli (2,), (2,),..., (?,), anche il si-
stema derivato (21) & la stessa combinazione lineare degli # sistemi derivati

(@), (@),..., (20).

§ 23.

TRASFORMAZION! PARALLELE (E) E LORO INVERSE.

Le trasformazioni parallele (D,), (D,), (D;) dei sistemi (Q) risultano come
associate alle classi speciali di sistemi () che verificano rispettivamente la
(d,), (d.), (d,), in quanto che, applicate a corrispondenti sistemi (Q) di queste
classi, li riducono a punti.

Possiamo facilmente trovare un’altra classe di trasformazioni parallele
che comprende le precedenti e sta nella medesima relazione coi sistemi (Q)
del § 5, corrispondenti alla relazione

W24k, W2 -k, W? = cost. (€)

Esaminando ora le formole (17) § 5 situate nella diagonale principale,

(*) Per 1’interpretazione geometrica della combinazione lineare di pilt sistemi tripli or-
togonali v. DarBoux, 1. c., p. 211.
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e supponendo al contrario di avere un qualunque sistema (Q), siamo con-
dotti a stabilire il teorema seguente:
Se le rotazioni P, soddisfano alle (I), ed ¢ (W,, W,, W,) una terna qua-

lunque di soluzioni del sistema (B*), le funzioni H,, H,, H; calcolate dalle
formole : :

Hy= b, O g ., 4 B, TV

aW l
Hy = B, G b B Wa o b B W \ (E)
H, = Wx—{"kaﬁzaufz,

/

3 ’

dove k,, Ek,, k, siano lre costanti qualunque legate alla ¢ dalle (19) ¢ = :? — ks

3
danno una soluzione del sistema aggiunto (B). La verifica si fa nello stesso

modo come al paragrafo precedente. Da queste formole (E) risulta adunque
una classe di trasformazioni parallele dei sistemi (Q) che diciamo trasforma-
zioni (E) (*). Esse includono come casi particolari le tre trasformazioni (D,),
(D.), (D;), le quali corrispondono alle posizioni seguenti:

ky=1, k,=c, k,=0... per (D)),

k=0, k=1, ksz%c -+ per (D,),

kl = : 3 kQ == 0, k3 == 1 e e pel‘ (Ds).

(*) Notiamo come anche qui si manifesta la reciprocitd dei sistemi (), confrontati con
quelli paralleli ai sistemi di GuicHArD-DarBoUXx. E infatti in questi ultimi sislemi le rota-
zioni B soddisfano, oltre che alle equazioni (A), alle tre che si ottengono cangiando in quelle
della terza linea B in B (V. DarBoux, 1. c¢.). Ne segue che le formole

W= 08+ B
VVQ~2H2 +“29H + B H
Ws_gH a1 Hy + Bge Hy

fanno passare da una terna (H,, H,, H,) soluzione del sistema (B) ad una terna (W,, W,, W;)
che soddisfa al sistema aggiunto (B¥).
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In generale si osservera che, una volta fissata la costante ¢, queste tras-
formazioni contengono, oltre una costante moltiplicativa (d’omotetia), un’altra
costante arbitraria. La trasformazione (E) applicata ad un sistema (Q) che
verifichi la (e), cogli stessi valori delle k, lo riduce ad un punto.

Nel caso delle trasformazioni (E) possiamo subito risolvere il problema
d’inversione e dimostrare : Dato un qualunque sistema (Q), esistono oo® si-
stemi (Q') (non omotetici), ai quali applicando la trasformazione (E), con as-
segnate k, si ottiene il sistema dato (Q).

E infatti, se il sistema dato (Q) corrisponde alla terna H,, H,, H,, il
problema d’inversione consiste nella ricerca di tre funzioni W,, W,, Wy che
soddisfino al sistema aggiunto (B*), e nello stesso tempo alle tre equa-
zioni (E). Abbiamo cosi per W,, W,, W, un sistema di equazioni ai diffe-
renziali totali, che si riscontra subito essere illimitatamente integrabile, es-
By — ks
“ kR —k,
W,, W,, W, restano dunque arbitrari, onde il risultato enunciato. Si os-
servi che questi oo® sistemi (') si compongono linearmente con uno fisso e
cogli oo® sistemi della classe (e) i cui sistemi derivati si riducono ad un
punto.

sendo le % legate a ¢ dalla relazione (19) =c¢. I valori iniziali di

§ 24
INVERSIONE DELLE TRASFORMAZIONI (D).

Nel caso delle trasformazioni (D) il problema d’inversione esige una di-
versa trattazione pel fatto che in uno dei secondi membri delle formole (D)),
(D.), (D;) non figurano derivate delle W; e in effetto si vedrd che qui esiste
un caso eccezionale, il cui comportamento € diverso da quello di tutti gli
altri. ' .

Per compiere la ricerca con maggiore chiarezza conviene riferirsi alla
riduzione del sistema differenziale (I) ai tipi normali (II), (III) del § 6, dove
la costante ¢ ha il valore ¢ = — tg* ¢, e distinguere corrispondentemente sei
casi diversi. Ma cinque di questi comportano la stessa trattazione, ed il sesto
caso eccezionale si ha quando il sistema (Q) corrisponda alle (II) e si tratti
della trasformazione (D,). Dei cinque casi indicati basterd trattarne uno, p. e.
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quello che corrisponde al sistema differenziale (II[), le rotazioni B, avendo
i valori (25), e si voglia invertire la trasformazione (D,) con ¢ = — tg*a. Noi
supponiamo adunque che (H,, H,, H,) sia una qualunque terna di soluzioni
del corrispondente sistema (B):

0H OH, senb
* 9 cosh v Seny,
> du, cosf. H,, du, cosa >’

OH, M 0H, seno i .
du, =cosy. i, > du, _seuc.H“ _ (70)
o H, o H ~
———S: 3 3 == 11} !.17.) *
I sengcoshy . H,, 7. cosnssenh¢. I, , ,

e domandiamo di determinare W,, W,, W, in guisa da soddisfare al sistema
aggiunto :

. oW,

, =coso.1,, oW, = sen ¢ coshd¢.W,,
ou, : A, !
ow, . ow, ; «
7, =cos0.W,, . =cosesenhd.W,, (70%)
oW, senb oW, seng W *
du, cosc '’ Ju, sensc °’ ’

ed insieme alle tre corrispondenti equazioni del sistema (D,), delle quali la
" terza in termini finiti:

W,
ou,

—

—tg*ccos W, = H,,
7
—tgﬂa%—{—cos'p.er—He, (71
du,

sen 6 coshdW, —

en’c
5 seuh ¢W, = H, .
Cos o
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§ 25.
RIDUZIONE DEL PROBLEMA AD UNA QUADRATURA.

Associamo alla (71;) quella che se ne ottiene derivando rapporto ad u,,

cioé
ay 1 6H,
J — — —_ 3,
(senh ¢ W, — tgacosh ¢ W;) 7w, +sena W, Sons o,
e risolvendo rapporto a W,, W,, avremo
s . ___ cosso
W, = cots cosh ¢ W, sen” g senhy @)
1 M) a ,, 1 oH, }
* sencsenh§ du, ' coth ¢ H, . T sen®e au,

Sostituendo nelle equazioni (70%), (71) questi valori di W,, W,, otie-
niamo per la incognita W, il sistema di equazioni ai differenziali totali:

oW, ) ‘ __cosh

u = ‘—coszssenhuPH3+H“

oW, €0S G COS ¢

g = ootacos g cosh§ W, — sen’esenh g *’

oW, 2y _coshy 9y o coshy o H,
m_cothgbm Wl—sellasenh¢ du, A, seng 9w,

dalle quali, e dalle (72), seguono inversamente le (70%), (71). Ma le precedenti,
tenuto conto delle equazioni differenziali (I1I) e delle (70,), possono scriversi:

] w,
sen ¢ o~ m (senh 4’) (H coth ) —senesenh ¢ H, ,

f W, a
sen 6 -~ ., (benh 4}) (H coth ¢) — cos s cosh ¢ H,, (73)

é W, \ )
sen ¢ m (é?nﬁ?) __1973 (Hs coth 4/) —a—u‘; Hs .
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Ora, siccome le tre funzioni nelle (29,) § 8

2%
0O U,

b

sen ¢ senh ¢, ¢os e coshy,

poste per W,, W,, W, nelle (70*) le soddisfano, risulta dalla proprietd ge-
nerale osservata nella prefazione che I'espressione
o4

dT=sencsenh\b.H1dul—{—cosccoshx@.}lgduz—}-&—a—-ﬂgdus,

é il differenziale esatto di una funzione 7' di u,, u,, u,. Le (73) si integrano
dunque immediatamente, e si ha

sen ¢ W, = H, cosh § — T'senh § 4 Csen s cosh{ (C costante arbitraria).

Sostituendo nelle (72), abbiamo le formole definitive richieste

sen ¢ W, = H, cosh ¢ — T'senh ¢ + C'sen ¢ senh ¢,
sen ¢ W, = cot o (I, senh ¢ — T cosh ¢) + C cos ¢ cosh ¢,

1 (am 8y

(74)
sen oW, = —— ——-T)+Cﬂ .

senc\du, Jdu, o u,

Il problema proposto & dunque sempre solubile con una quadratura e
la soluzione contiene una costante arbitraria C. Come si vede, le formole (74)
“d’inversione per la trasformazione (D,) si compongono linearmente colla
terna fissa corrispondente a C=0 e colla terna speciale

9y

(sen ssenh ¢, cosacoshy, é—u_) ’
3

il cui sistema derivato si riduce ad un punto, c¢id che era prevedibile a
priori. A

In modo analogo si procede per gli altri casi, salvo nel sesto caso ec-
cezionale che ora andiamo a trattare.
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7]
)
&

ESAME DEL €ASO ECCEZIONALE.

Si presenta questo caso, come gia si € detio (§ 24), quando il sistema (Q)
corrisponde ad una terna di soluzioni (0, ¢, §) del sistema (I1) § 6, ed abbia
per cio linee di curvatura (u,) piane (§ 8), e inoltre la trasformazione da
invertire sia la prima (D,).

Prendiamo un qualunque sistema (Q), corrispondente alle rotazioni (24)
§ 6, ed applichiamo la trasformazione (D,), le cui formole, essendo qui
¢ = —tg’q, si scrivono:

:aw'_t(r260086u/2,

H, du, ©

Hg=—tg2<:aW2—|—cosrgW, , (79)
o U,

H,=e¢tsena (W, —tgsW,). |

Scriviamo altresi le equazioni (B), (B*) § 1 pel caso attuale e cioe:

dH o H senf \
* LR vt
T du, =cosO I, du, COSGH“’
OH, * dH, seng l s
W——COS?H;, 9 (9?13 _éel\]GHﬁ’ \ (/b)
3H“=sence'¥’H,, 6H32005cc~!’H2, C* ,
", 0 U,
\
* , &W‘zcoqu;, a—W—':sence“!'Wx,
du, ou,
an ’ (QW ‘ ‘ 76
‘—9—1;;‘ :Cosqwly * ? 69’”: :COSG@‘PWg, ' (lb*)
oW, senf oW, senp * \
du, cose 7 du, sene : L

Ora dimostriamo che: 4 qualunque sistema (Q) si applichi la trasfor-
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mazione (D,) data dalle (75), il sistema derivato (H,, H,, H,) é un sistema
speciale, precisamente appartiene alla classe dei sistemi ciclici.
Deriviamo la (75,) rapporto ad u,, tenendo conto delle (76*) ed avremo

O H, oy
— oV — W) — ,
e etsena (W, —tga 2)‘9 :

che, per la (75,) stessa, possiamo scrivere

dlog H, 8¢ -
2w, —ouw. (77)

Questo dimostra gia che il sistema derivato & un sistema speciale perché
la (77) non & una conseguenza delle (76). Per riconoscere quale proprieta
geometrica caratterizza questi sistemi derivati, si integri la (77), il che da

H,=¢et. 9,

dove & =& (u,, u,) & indipendente da u,. Calcolando poi H,, H, dalle (76)
della terza linea, abbiamo: :

1 90 _ cosb
sz rov Pt ]
senog du, CUSG
_ 1 0%  coso (78)
*"cose du, sens
H,=¢b o,

Se si introducono questi valori di H,, H,, H, nelle (76), si trova per ¢
I'unica condizione
oo

mzcos (p—0). b, (79)

dove & da ricordare (§ 9) che qui o —0 =2 non dipende da u,. La (79)
coincide per cio colla equazione alle deformazioni infinitesime per la super-
ficie pseudosferica S che, riferita alle sue asintotiche «,, ., ha ’elemento

lineare
ds*=du>4-2cos2wdu,du, + du?.

E facile ora verificare che i sistemi (2) definiti dalle formole (78) sono
sistemi ciclici, cioé che le curve piane (u;) sono vircoli. Per cido bhasterd mo-

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXV. 25
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strare che hanno costante la flessione 1 Ora questa ¢ data dalla formola

fs
(Lezioni, Vol. II, § 409)

1 1
+ g7z (Bls 1 Baa),

93 o

ossia, a causa dei valori (24) delle rotazioni, da

(80)

Dunque pei sistemi (@) definiti dalle (78), abbiamo p, = & — @ (u,, u,),
cid che dimostra I'asserzione.

Importa ancora osservare che le formole (78), nelle quali si ponga per
& =& (u,, #,) una soluzione arbitraria della (79), dinno i pitt generali sisteni
ciclici {2), coll'assegnata rappresentazione sferica. E infatti, per la (80), deve

ev . ..
essere allora i indipendente da u,, e posto H,=¢¥.d ne seguono, come
3

si & visto, le altre due equazioni (78) e la (79), il che dimostra I'asserzione.

§ 27.
INVERSIONE DELLA TRASFORMAZIONE (D,) PEI SISTEMI CICLICL

Si & visto che in questo caso eccezionale la trasformazione (D,), appli-
cata a qualunque sistema (Q) conduce sempre a sistemi (Q) ciclici. Ma, in-
versamente, ora dimostriamo che:

Qualunque sistema (Q) ciclico, coll’ assegnata rappresentazione sferica, pro-
viene per trasformazione (D,) da infiniti sistemi (Q), i quali non dipendono
pin da costanti, ma do una funzione arbitraria.

Il sistema ciclico assegnato (Q) corrisponda alle formole (78), essendo
verificata la (79). Dobbiamo esaminare se & possibile determinare W,, W,, W,
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in guisa da soddisfare alle (76*), ed insieme alle corrispondenti (75):

oW, . 1 4b | cosh
! — to sOW, _— ¢
Ju, tghecos O, + sene du, cose ’

oW, 1 8¢ coso
o? A — ——— - ' ¢}
tg'e o u, cos ¢ I, cose du, sens ’ (81)

. . 2 5
sene W, — sen W,=o. )
oS @ A

Dall’'ultima di queste
¢

—_. I *
‘——senc—{_tg W, (81%)
e per es. dalla
an:cosce‘PWﬁ ,
ou,
esprimiamo anche W, per W,:
e v oW,
W= cosG du, (82)

Sostituendo questi valori (81%), (82) di W,, W, nelle (76*) e nelle (75),

si vede che, per soddisfarle tutte, basta soddisfare con W, alle due equazioni
seguenti :

W
4 2=tgccoseWz—i—ocose ,
ou, sen ¢ (83)
oW, cose 9@
—=cotocosa W, — —— ,
o u, ‘ sen’*e d1u,

ed assumere poi per W,, W, i valori (81*), (82). Ora, a causa delle due equa-
zioni (1I)
9y

9y
aul=tgscos6, W=cotccos<p,

2

le (83) possono scriversi

4 e~V cosh 4 COS G o¢
row _‘P ” = — 3 —_— _“l’ n; _ _'P ’
du, (e :) sen g 9 u, e ) sen‘e © 9 W,

e d’altra parte la condizione d’integrabilitd

) o | od
— (e Vo U] — et —|=
Er (e ¥ ® cos b) 4 cota Fa (e (9”2) 0
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e identicamente soddisfatta per le (1I) e per la (79). L’integrale generale W,
delle (83) ha dunque la forma

W, =e¥ (T + U,),

dove T & una funzione fissa di u,, u,, #,, ed U, indica una funzione arbi-
traria della sola u,, conformemente a quanto abbiamo enunciato.

Rileviamo ancora alcune notevoli proprieta dei sistemi ciclici (). I piani
dei loro circoli sono paralleli (§ 11) ai piani tangenti della superficie pseu-
dosferica S definita da

ds*=dul +2cos2adu, du, +du,

e per un noto teorema (Lezioni, Vol. 1, § 276) nella congruenza degli assi
dei circoli le sviluppabili corrispondono alle linee di curvatura (u,) (u,) del
sistema (Q), cioé alle asintotiche della superficie pseudosferica. Questa &
adunque una congruenza di RiBaucour (Lezioni, Vol. II, § 278) la cui su-
perficie generatrice & la pseudosferica S. Viceversa si prenda una qualunque
congruenza di RiBAucour a superficie generatrice pseudosferica; essa & in-
finite volte ciclica ed uno qualunque degli oo' sistemi ciclici corrispondenti
& uno dei nostri sistemi (2). Se ne conclude :

In ogni sistema ciclico (Q) i piani dei circoli inviluppano una superficie
di Voss, le cui geodetiche coniugale corrispondono alle linee di curvatura
(“1) (t4s).

Se in fine consideriamo un qualunque sistema (Q) a linee di curvatura
(u;) piane, vediamo che i suoi sistemi ciclici osculatori lungo le superficie
u, = cost. (Lezioni, Vol. II, § 411) sono altrettanti sistemi (Q), e quindi: In
ogni sistema (Q) a linee di curvatura (u;) piane, i piani di queste curve in-
viluppano una superficie di Voss.

§ 28.
TRASFORMAZIONI DI RIBAUCOUR PEI SISTEM1 (Q).

Terminiamo questi studi sui sistemi (Q) colla considerazione di una
terza classe di trasformazioni di questi sistemi, che tiene come un posto
-intermedio fra le trasformazioni di BAckLUND e quelle parallele. Si ottengono
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queste trasformazioni osservando dapprima il comportamento, rispetto al-
I'inversione per raggi vettori reciproci, di quei particolari sistemi (Q) della
classe (16) § 5, che soddisfano alla condizione

B W, W2 I, W2 =0, ()

annullandosi nella (16) la costante del secondo membro, e che diremo per
abbreviare sistemi (). Si ha il teorema: Ogni sistema (Q,), con una inver-
sione per raggi vettori reciproci rispetto allorigine, si cangia in un altro si-
stema (2').

Questo segue immediatamente dalle note formole dell’inversione per
raggi vettori reciproci dei sistemi tripli ortogonali, che qui riproduciamo per
maggior chiarezza. Sia (¥) un qualunque sistema triplo ortogonale, (¥) il
sistema che proviene da (¥) con un’inversione per raggi vettori reciproci, il
cui centro supponiamo nell’origine e il raggio della sfera d’inversione = 1.
Tndicando con un accento la quantita relativa a (&), abbiamo per le formole
d’inversione ‘

4 2 . 2
) zz?, con =o'+ y*'+ 2% (84)

. . 0 .
Derivando coll’osservare che si ha —PzQI—LW” risulta

ou;
' 9
ox _H, (X— _mVV,) ,
9 u, P ¢
da cui le formole
X=X, — ?ﬁPVK , (85)
11',.=IP{", W’,.=—£—V‘- (36)

1 8H', 1 ow’,

Da queste, calcolando le nuove rotazioni f,, = - =,
1 v P . ou, W' du,

s

si ha subito (DArBOUX, L. ¢., pag. 467)

QW H,

" (86%)

?'/ik = puc -

Le seconde formole (86) dimostrano che, se (W,, W,, W,) soddisfano
la (f), anche (W',, W’,;, W’ la soddisfano, cid che prova il teorema. Cosi,
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conosciuto un sistema (2,), se ne ha subito un secondo (9’,) con diversa
immagine sferica, sicche le formole precedenti danno formole di trasforma-
zione per le immagini sferiche dei sistemi (Q) in generale. Per la effettiva ri-
cerca di queste trasformazioni occorre avere integrato le corrispondenti equa-
zioni ai differenziali totali (17) § 5, o almeno occorre conoscerne qualche solu-
zione particolare. Ma, supposto di conoscere effettivamente un sistema (Q,),
indi il suo inverso ('), possiamo applicare facilmente le trasformazioni non
solo alle immagini sferiche, ma ai singoli sistemi (Q) stessi, dimostrando che:
Da qualunque sistema (Q) parallelo ad (Q,) si deducono, con wna quadratura,
oo! sistemi (') paralleli all’inverso (2'). Questo non dipende da una parti-
colaritd dei sistemi (), ma si applica a qualunque coppia (3), (¥') di sistemi
tripli ortogonali inversi 'uno dell’altro, secondo le formole (84), (85), (86).
Abbiasi infatti un qualunque sistema () parallelo al sistema (3), i cui ele-
menti indicheremo con un soprassegno. Se poniamo

-

=9 ’ (HW,du, + H,W,dw, +- HW,du,),

N

dove la espressione sotto il segno & un differenziale esatto (Prefazione), e
la funzione T si pud aumentare di una costante additiva, ¢ facile vedere che

le formole
=0w—Tx', (87)

colle analoghe, daranno un nuovo sistema (¥') parallelo a (¥). E infatti si
trova subito ’
ox —
9" —(H — ’ ‘VI'
(9 'M; ( i TH I) t)’

cid che dimostra I'asserto; ne risulta inoltre

H,=H—TH'.

Se consideriamo in (¥), (¥') due superficie corrispondenti, p. e. della
serie u, = cost., vediamo che le loro due normali in punti corrispondenti
P=(&, y, z), P'=(, ¥, &) s’incontrano in un punto M equidistante da
P, P’, onde la sfera col centro in M e raggio PM = P’M tocca in P, P’ le
due dette superficie S, §’, e variando sopra (S, S) la coppia (P, P’) si ha
un inviluppo di oo® sfere di cui S, S’ sono le due falde dell'inviluppo e si
corrispondono per linee di curvatura (trasformazione di Risaucour).

Le trasformazioni dei sistemi (Q) considerate nel presente paragrafo sono
dunque trasformazioni (di Risatcour) per inviluppi di sfere.
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§ 29.
I SISTEM[ GENERAL1 OBLIQUI D1 WEINGARTEN IN COORDINATE ASINTOTICHE.

I sistemi tripli ortogonali (?) di cui ci siamo occupati nella presente
Memoria possono derivarsi, come abbiamo visto al § 12, da quei particolari
sistemi obliqui di WEINGARTEN nei quali & costante I'angolo sotto cui le tra-
jettorie dei singoli punti delle superficie pseudosferiche tagliano queste su-
perficie. Ci proponiamo qui da ultimo di far vedere che anche dai sistemi
generali obliqui di WEINGARTEN, ove il detto angolo varia dall'una all’altra
superficie pseudosferica, puo farsi derivare, in modo analogo, una classe piu
ampia di sistemi tripli ortogonali. Con ¢id noi veniamo a confermare, per
altra via, i risultati gid stabiliti nella Memoria ed otteniamo la prima gene-
ralizzazione cercata dei sistemi (Q). Per questo riprenderemo dalla citata
Memoria del Tomo XIX degli 4dnnali le formole relative ai pid generali si-
stemi obliqui di WEINGARTEN, introducendovi per altro alcuni cangiamenti
nelle notazioni, opportuni per il confronto colle formole della presente Me-
moria. In primo luogo muteremo nelle formole dell'indicato Tomo XIX T'an-

golo ¢ in %" 24, e al posto dei parametri u, v delle linee di curvatura delle

superficie pseudosferiche introdurremo quelli u,, u, delle asintotiche, po-
nendo

u, =%(u'+v), Uq =%(u—v);

in fine la terza variabile = sard qui indicata con u,. Allora le formole fon-
damentali (A), (B) del § 5 m. ¢. diventano nelle funzioni incognite 0, o:

d(p+8 d(3—18

_aTlJztgasen(ag—e), 46w )=——cotcsen(@—{—9), ) ;
-ﬂ)—=——t0’ccos("—~6) 99 —ée—g——_—cotccos(o—}—ﬂ) 98 3 )
du, du, = v du, dusdu, : Ju,

dove ¢ =26 (u,) & una funzione {arbitraria) di «,. Ad ogni coppia di funzioni
8 ¢ di w,, u,, u,, che soddisfino il sistema (F), corrisponde inversamente
un sistema obliquo di WEINGARTEN, determinato o meno di movimenti nello
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198 Bianchi: Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli

spazio dalle formole seguenti. Indicando con (X,, Y;, Z;) i coseni di dire-
zione della normale alla superficie pseudosferica u,= cost. nel sistema, e con
(X, Y\, Z), (X;, Y,, Z) quelli delle tangenti alle rispettive linee di curva-
tura u, — u, = cost,, ful—f—ug:cos't., abbiamo le formole del quadro se-

guente :

X, 986 . 06X, a6

b, g, TSN =y Moot
X, - o
aul—sene}x,—cosﬂ}w,

X, 80 X, 80 .. .

e — . X X — == — —_ D,

i, auzkg senf X,, T 3@12‘X‘ cosf X,,
8‘\3:sen@X1+cos0X._,, Y (88)
du,

X a9

——l': —_ 0_‘)'17 .

Tu, (9%3( cos 24 X, +sen 2a cos ¢ X;),

oX, 99 (cos 26 X, 4+ sen 2o sen ¢ X;),
du, Ju, ! )
oX, a0 . .
5;3._—senQaam(cosq»A.+Sen<?3£e)- |

Note le (X,, Y, Z), si ha con quadrature il sistema obliquo di Weix-
¢ARTEN dalle formole

Jw ., 0
a—ul—coseX,—}—sene)x“ m_coseX,—seneXz,
‘ . (88%)
ox a6 - -
~— =sen2c —cos2ssen9 X, +4-cos2scos9 X, —sen2sX; | -
O U, ou, ! !

L’esistenza e l'arbitrarieti delle soluzioni del sistema (F') si giudica fa-
cilmente, riducendolo alla forma lineare canonica del BourLeT coll’introdurre

98 » 0, :ig, e col tener conto che
ou, o U,

L4 2

dalle (F) della prima linea segue per derivazione m—=sen000s §. Con-

siderando le quattro funzioni incognite nell’ordine (9,, 9,, 8, @), seriviamo il

le due nuove funzioni incognite 6, =
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sistema (F) sotto la forma equivalente:

' 4 99 8h
* L . L 3 _ . s
T sen 6 cos 0, S tgecos (p—0) T
00, ) " 90, e ob
PP sen f cos 0, B i cot o cos (9 + ) u.’ -
a6 9 a0 _p . ’
du, 7 duy, 7 ’
-&—(Pztcrcsen(p—l—e)—() @——eotasen(cp—e)—{—e *
du, © Y, / 2

Esso ha allora appunto la forma lineare canonica ed & completamente
integrabile, percheé le condizioni d’integrabilitd sono conseguenze delle (I'*)

stesse. L'integrale generale (8,, 6,, 6, ¢) dipende da quattro funzioni arbi-
~ trarie che si fissano assegnando i valori delle funzioni

0, (u,, 0, 0), 9,0, u,, 0), 8(0, 0, u;), ¢(0, 0, u,).

Geometricamente questo equivale a dare ad arbitrio: 1.° la superficie
pseudosferica u, =0 nel sistema; 2.° la curva (u,) uscente dal suo punto
uw, = u, =0. Cosl & rigorosamente dimostrato il teorema generale d’esistenza
che al § 2 della Memoria citata si era stabilito mediante considerazioni geo-
metriclie infinitesimali. £ da osservarsi perd che nel caso di ¢ costante re-

stano solo tre funzioni arbitrarie essenziali, la quarta dipendendo dail’arbi-
“trarietd del parametro u, (Gf. § 13).

§ 30.
I CORRISPONDENTI SISTEMI (©) GENERALIZZATL

Supposto che 8, ¢ soddisfino alle (F), le formole (88), (88*) individuano
un corrispondente sistema obliquo di WeiNgaARTEN. Ora se per ciascun punto
-della superficie pseudosferica u, = cost. nel sistema tiriamo (nel piano tan-
gente) il raggio coi coseni di direzione
E,=coso X, +sen9oX,, n,=cos¢Y,+senyY,,
l,=cosoZ, +sengZ,,

Annali di Matematica, Serie TII, Tomo XXV. 265
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900 Bianchi: Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli

questi raggi formano una congruenza pseudosferica in cui I'angolo dei due
piani focali & =2a¢. Alla direzione (§,, =,, {,) associamone altre due
&, 0y, C), (&, me, C,) ortogonali a questa e fra loro, ed inclinate sulla nor-
male alla u, = cost. rispettivamente dell’angolo ¢ e del suo complemento,
onde avremo le formole

g,=—senasen ¢ X, +senacosgX,+ coseX,, )
f,=cosesen o X, —cosacosg X, +sene X, \ (89)
Es=coso X, +senoX,. )

Noi andremo ora a constatare che il triedro trirettangolo formato dalle
direzioni (§;, =, {) i =1, 2, 3, assume, al variare di u,, u,, u,, le orienta-
zioni del triedro principale in una classe di sistemi tripli ortogonali paralleli
(w0, , u,, u;). Per questo deriviamo le (89), osservando le (F) e le (88); otte-
niamo : .

au :COQ((P_G)vo ('O‘SG S39 M——_COQ(Q—FG) ;2,
s, d(¢+9) .
Ju, N T, v
95, ) - & sen (p+6) ,
ou, cos (p — 0) 5, (9u9_COS(P+0)£I+__s—enT”’
‘9};2_ . &(cp—e)}_.
&ug—_CObc ou, 7
9%, _sen(p—8). 95, _  sen(p+-9),
du,  cose ' du, seng 7
Fo, = Seno—g — & —cosa —go— L,

Queste formole dimostrano appunto che si tratta dell'immagine sferica
di una classe di sistemi tripli ortogonali, a cui appartengono i seguenti va-
lori per le rotazioni:

S — 0
321:——008((9—6), pm:%;
___ sen(p+4-0) _ (o :
Pse = sene | Pr=-—cos(p-4-0); (90)
(o
513=~sencw, {323=0050a‘§76)~
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La classe corrispondente di sistemi tripli ortogonali costituisce la cercata
generalizzazione dei sistemi (Q). In questi sistemi le superficie u, = cost. hauno
ancora la proprietd che la congruenza delle normali & parallela ad una con-
gruenza pseudosferica, e le linee di curvatura corrispondono alle linee asin-
totiche delle due falde focali, ma I’angolo 2o dei piani focali & ora variabile
con u,. Una prima osservazione da farsi sulle formole (90) & che le rotazioni
delle due coppie (£.,, Bsi), (Bsz, Bi:) sono ancora legate dalle relazioni qua-
dratiche .

Bt cos'afi =1, Ph+sen*olf=1;
perd qui ¢ nou & piti una costante, ma funzione di u,.

Una seconda e piu importante osservazione € questa che, in ogni caso,
noto il sistema obliquo di WrINGARTEN, si hanno subito i termini finiti due
. corrispondenti sistemi tripli ortogonali coll’assegnata rappresentazione sfe-
rica. E-infatti, se poniamo una prima volta

__cos (e —0)

w,=2C—=9 W _senp—s), w, cos o

ou,

ed una seconda volta invece

. __(p+8) . cos(p0)
W, =—sen(¢+90), W,= T, ) wa-_mc——,

veniamo a soddisfare ambedue le volte alle equazioni (B*) § 1. Le corrispon-
denti formole

£=W1 51 +W2 52 +W:1 63 ’

colle due analoghe, danno quindi i due sistemi tripli ortogonali in questione,
pei quali si ha rispettivamente

Wit cos’eWi=1, W? | sen*aW?=1,
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-+

§ 31
ULTERIORE GENERALIZZAZIONE DEI SISTEMI (Q).

Le congruenze pseudosferiche non sono che una classe particolare di
congruenze W dotate della proprieta che nella loro immagine sferica alle asin-
totiche delle due falde focali corrisponde un sistema ortogonale. Gia in una
mia Nota del 1893 (*) & osservato che: Le congruenze W a cui appartiene
questa proprieta sono tutie e sole quelle le cui falde. focali hanno, in punti
corrispondenti, equale curvatura. .

Delle congruenze W di questa specie trattano i §§ 249-250 del Volume II
delle Lezioni; le loro due falde focali sono caratterizzate dalla proprieta che
la curvatura K, espressa pei parametri #, v delle asintotiche, prende la forma

K=— (A)

1
90 +4(0)

Viceversa ogni superficie S di questa classe (A) & falda focale di oo® con-
gruenze della detta specie, le cui seconde falde focali sono nuovamente su-
perficie della classe (A), e queste diciamo le trasformate di S. Per fissare una
superficie trasformata S basta fissare in un punto di S il segmento focale,
in grandezza ed orientazione. Se si fissa soltanto il primo elemento, col dare
la costante & da cui dipende, secondo la formola (5%4) del § 250 delle Lezioni
(Vol. II, pag. 77), si ottengono oo' superficie S, che diciamo dedotte da S
mediante la trasformazione B, . Chiamiamo poi trasformazione infinitesima BE
il passaggio da una posizione della §” alla successiva nel sistema.

CGio premesso, consideriamo sulla sfera i sistemi ortogonali (u, v) corri-
spondenti, nel detto senso, alle asintotiche delle due falde focali di una con-
gruenza W della specie indicata; e le superticie che hanno di tali sistemi
(w, v) come immagine sferica delle loro linee di curvatara. Le superficie di
questa classe possono alla loro volta associarsi in famiglie di Lamé, ed i

(*) Sulle superficie i cui piani principali hanno costante il rapporto delle distanze da un
punto fisso (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Luglio 189%).
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corrispondenti sistemi tripli ortogonali dinno I'ulteriore generalizzazione dei
sistemi (Q). Questi sistemi pilt generali si ottengono da sistemi di oo' super-
ficie della classe (A) che costituiscono la generalizzazione dei sistemi obliqui
di WeiNeARTEN e vengono generati dalla ripetizione continua di trasforma-
zioni infinitesime B®, precisamente come i sistemi obliqui di WEINGARTEN
da una successione di trasformazioni infinitesime di BAckLean. E qui la co-
stante & puo essere la stessa per tutte le superficie della serie (S), oppure
variare con S. [l primo caso (particolare) € notevole per cid che allora le
trajettorie descritte dai singoli punti della S sono altrettante curve di Beg-
TRAND, la cui famiglia varia perd da trajettoria a trajettoria. In generale, a
ciascuna S nel sistema (S) & coordinata una congruenza W della nostra
classe, la cui seconda falda focale S’ & una superficie della stessa classe (A).
Si faccia l'immagine sferica di (uesta congruenza e si consideri sulla sfera
il sistema ortogonale (u, v) corrispoudente alle asintotiche di S, §'. Facendo
ora percorrere alla S la serie (S), il sistema (u, v) descrive nella sfera I'im-
magine sferica di una classe di sistemi tripli ortogonali, che sono appunto
i richiesti sistemi (Q) generalizzati. Notevoli sono fra questii sistemi eiclici,
che si ottengono supponendo fissa S’ e prendendo per sistema (S) la serie
delle oo' trasformate della S" per una B,. Gli assi dei circoli sono i raggi
di una congruenza di RiBavcour che ha S per superficie generatrice, e la
superficie inviluppo dei piani di questi cireoli & una superficie associata alla .S,
su cui le linee (u, v) tracciano un sistema coniugato permanente in una de-
formazione continua della superficie.

Lizzano in Belvedere, Agosto 1915.
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Intorno ad una classe di superficie rigate.

(Di PieTro TorToORICI, @ Piacenza.)

PREFAZIONE.

I teoremi che qui si trovano esposti, riguardano quelle superficie rigate
le quali ammettono due asintotiche curvilinee a torsione costante ed uguale.

Lo studio di tali superficie rigate era stato da me iniziato con un me-
todo che esporrod in altra occasione; il metodo piti semplice e pit diretto che
trovasi qui esposto mi & stato suggerito dal mio maestro prof. Brancwi, il
quale fin dal novembre 1913 mi ha comunicato le formule che stabilisco al
§ 1 e che portano immediatamente alle considerazioni che io in seguito
espongo.

Tutti 1 risultati di questo lavoro, eccezione fatta di quelli riguardanti
le rigate " applicabili sull’iperboloide rotondo ad una falda, a me erano noti
fin dal dicembre 1913. Tengo a dichiarare questo, non perché voglia attri-
buire importanza al mio modesto lavoro, ma perche le formule del § 1, sug-
geritemi dal prof. Biancui, sono state recentemente ritrovate dal sig. Mauro
Picong, il quale le da sotto una forma un po’ differente ma sostanzialmente
identica, e ne fa svariate ed eleganti applicazioni in due suoi lavori citati
al § 1. '

Rimarrd percid giustificata qualche piccola coincidenza con i risultati
del sig. Picong, perd nel mio lavoro rimane forse ancora abbastanza per
essere letto, in quanto che non & stato mio intendimento occuparmi ancora
qui delle trasformazioni asintotiche delle curve, ma ho voluto piuttosto dire
di una classe di superficie, raccogliendo qualche teorema gia noto intorno ad
esse ed altri aggiungendone di nuovi, in modo da mettere in chiaro, per tale
classe di superficie, dei fatti geometrici che gid si riscontrano per altre classi
ben note.
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206 Tortorici: Intorno ad una classe di superficie rigate.

$ 1.

FORMULE RELATIVE ALLE TRASFORMAZION[ ASINTOTICHE DELLE CURVE.

1. Data una curva C; di cui il punto generico P, abbia le coordinate
cartesiane ortogonali x;, y,, #; indicheremo, come usualmente si fa, con

3
. F . 7 .
%y B, Yis iy fes Soy Aoy Py

i coseni direttori rispettivamente della tangente, della normale principale e
della binormale alla curva nel punto P,.

Siano allora C, e C, due curve che si coxngpondano punto a punto e
vincolate da una trasformazione asintotica: siano tali cioé da risultare asin-
totiche sulla rigata luogo delle congiungenti i loro punti corrispondenti ();
indichiamo poi con '

Plz(wl7 Yis 51)7 Pzz(wz’ Y., 2’2)

due punti corrispondenti sulle due curve, con = ¢ (u) la distanza fra i punti
P, e P,, con =2 (u) l'angolo di inclinazione del segmento P, F; sulla tan-
gente a C, in P, e finalmente con ¢ = s (u) angolo dei piani osculanti le
due curve in P, e P, rispetlivamente, u essendo una variabile indipendente.

Noi assumiamo per variabile indipendente I'arco della curva C, contato
da un suo punto fisso. ’

() Intorno all’argomento delle trasformazioni asintotiche delle curve confronta: L. Bran-
cHI1, Sulle configurazioni mobili di Mobius nelle trasformazioni asintotiche delle curve e delle su-
perficie [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXV (1.° semestre 1908), pp. 291-325].
— P. Torrorici, Sulle deformazioni infinitesime delle superficie e sul teorema di permulabilita
[Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXV (1.° semestre 1913), pp. 289-316]. —
M. 'PiconE, Sopra una questione di Geometria Cinematica (Rendiconti della R. Accademia

dei Lincei, 1915). — P. Tortoric1, Sulle trasformazioni asintotiche delle curve e sulle econ-
gruenze W a falde focali rigate [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVIII
(2.° semestre 1914)]. — M. PiconE, Intorno alle trasformazioni asintotiche delle curve e com-

plementi alla Memoria : « Sulle congruenze W » |Rendiconti del Circolo Matematico di Pa-
lermo, t. XXXIX (1.° semestre 1913)].
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Allora potremo evidentemente scrivere:

@y =, +t(x, co8 I+, sen 3),... (1)

A=, sencsen S —%, senccosF -+, €o85,... 2)

Avuto riguardo alle formule di Frexer si trova:

%muf_al[1+cosﬂg—t—tsen&(gi+%ﬂ+
+€1[sen&g%+tcos&(3%+%)]—LTt—lsenS,
3:;"= [0030se|1~g—+senccosﬂ(flu P“]—}—
+ £ [11,1 COEQ—*COSHCO-SGZ——}— sencsen&(za—l—:l)]ﬁ—
+x,seqc[%0033—%]

ove con -— € o sl ¢ indicata rispettivamente la flessione e la torsione della
Pt ¥

curva C, .

Se ora seriviamo che &

dax,

S)\ﬁ —d—’u =0,
dxr, du,

du ou

= 0,

si trovano le due relazioni differenziali:

do 1 1 cote
a—u-‘}—?l‘:(-t‘——'—Tl—‘)SGnd,

t? 5 COST t <\
T:(ﬂ )+ sen c( M+cos~)—0,

1

)

alle quali necessariamente devono soddisfare le funzioni ¢, S, ¢

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV.
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Viceversa: se tre funzioni ¢, S, ¢ verificano le precedenti relazioni diffe-
renziali, le formule (1) e (2) definiscono una trasformata asintotica della
curva C,.

Si osservi che una delle tre funzioni ¢, $, ¢ puod assegnarsi arbitraria-
mente e le equazioni (I) ne forniscono, mediante integrazione, le altre, tal-
mente che ancora qui resta stabilito il teorema:

La determinazione di tutle le curve trasformate asintotiche di una curva
data ¢ un problema la soluzione del quale dipende da una funzione arbitrario
di una variabile.

2. Alle relazioni (I) conviene aggiungere il legame fra le torsioni
]l, e % delle curve C, e C, in punti corrispondenti (*):
1 2
I 1 sen’s

T, T, . h

Con le formole (I) e (I[) possonsi risolvere numerosi e svariati problemi,
come del resto ha gia mostrato il sig. PicoxE; noi ci intratterremo sopra un
solo caso che & quello che piu ci interessa allo scopo di introdurre, in un
primo modo, le superficie rigate che vogliamo studiare.

Si intende poi che, se si avesse per mira principale uno studio delle
asintotiche sulle superficie rigate, si potrebhbero assegnare anche, nelle for-

mule teste scritte, arbitrariamente i valori di Pl e Tl— e ritenere poi la
1 1

curva C, definita dalle sue equazioni intrinseche.
§ 2.

LB TRASFORMAZIONI ASINTOTICHE DELLE CURVE A TORSIONE GOSTANTE.

3. Ricerchiamo se esistono superficie rigate le quali ammettano una
coppia di asintotiche curvilinee (,, C, soddisfacenti alle seguenti due pro-
prietd :

(®) Cfr. L. Brancai, loe. cit. (1)
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1.° sia costante =1¢ la distanza di due punti corrispondenti;

2.% 11 prodotto delle torsioniin due punti corrispondenti sia pure esso
costante:

Allora la formola (II) fornisce: .

2 : ¢
sen® e = —-; s =costante, senog ==+ —
7t ’ T

e conseguentemente la seconda delle (I) da:

2 2
[—%—2 f—chost}:O,
1

onde, per risolvere la questione propostaci, bisognerd distinguere due casi

secondo che &:

cos =0 e quindi 3:%,
ovvero:
i? tz
— T_$+ = 0.

4. Esaminiamo il primo caso.
La prima delle formule (I) da

1 | 1
e =
LT, T
P \/1 . f— T
e la curva C, & allora una curva di BerTraND (°).
La formula (1) da allora:

per cui si conclude che le generatrici della nostra rigata sono le normali

N

(®) Cfr. L. Biancui, Lezioni di Geometria Differenziale, Vol. 1, 2.2 edizione, pag. 50. Pisa,
Spoerri, 1902,
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principali della curva C, e conseguentemente che la curva C, & pure essa
una curva di BErTrAND i cui raggi di prima e seconda curvatura soddisfano
pure alla relazione lineare trovata per la C.,.
La cosa inversa & immediata.
Se si indica con:
A4 B
la relazione lineare che vincola i raggi di curvatura di due curve C, e C, di
Bertrasp che hanno comuni le normali principali [e che percid sono asin-
totiehe sulla rigata luogo di queste normali] si trova facilmente, servendosi .
delle formule date:
1 1 (04
T T :- y = costante,

e per le flessioni in punti corrispondenti si trova la relazione :

1 1 C (1 1
PR e R =l

5. Nel secondo caso si ha:

2 2
—%_I’",,:‘,T:O’
allora, poiché & anche:
1 1 1
T, T, <
dovra aversi:
Tl =T,= )

~ciog le due curve C, e C, hanno la medesima torsione costante.

Esaminiamo attentamente questo caso.

Senza restrizione, potrd supporsi, per maggiore semplicitd, che sia:
1

1
7= 71, !

?

e allora, indipendentemente da ogni alira considerazione, la formula (IT) da;

t’ =sen’q,
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e la seconda delle (l):

6 = costante,
onde anche:

{ = costante.

La prima condizione imposta al principio di questo paragrafo & dunque
superflua e si ha percio il teorema:
' Se due curve con la medesima torsione costante sono wvincolate da una
trasformazione asintotica, la distanza di due punii corrispondenti é costante.
La prima delle relazioni (I) esprime poi che la funzione & =9 (u) deve
soddisfare alla relazione:

as 1:1—{—00sgse

— - ns
duw = p, sen e

~ .

6. Se, col BrancHI (*), invece di indicare con s l'angolo costante che
formano 1 piani osculatori delle curve a torsione costante ed uguale C,, C,

3 . N
— — G, Sl avrd

in punti corrispondenti, indichiamo tale angolo con )

t=cossc

as 1 1-+sens
du E= ;Sc - send,
equazione che coincide con quella data dal Biancui per le trasformazioni di
BickLunp delle curve a torsione costante.

L’espressione della funzione o ==w () che, con le formule del Biaxcm,
trasforma asintoticamente la C, nella O, &:

1+ sens
cosa

o(u) = .

Nel seguito noi ci riferiremo sempre a questo ultimo aspetto della equa-
zione di trasformazione e per le proprietd delle trasformazioni Bs delle curve
a torsione costante, delle quali ci serviremo, rimandiamo clii legge alla Me-
moria del Brancui piu volte citata.

(") Cfr. L, BiancHy,; loe. cit. (Y).
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§ 3.

RieATE I', CURVE Y.

7. Una rigata che ammetta due asintotiche curvilinee con la medesima
torsione costante sard chiamata nel seguito una rigata T.

Senza restrizione supporremo sempre che le due asintotiche in discorso
abbiano la torsione = — 1. Data una curva C, a torsione costante e fissato
un angolo ¢ costante esistono, per quanto precede, o' curve C, con la me-
desima torsione costante, sue trasformate asintotiche e tali che I'angolo dei
piani osculanti le due curve in punti corrispondenti sia . Tali curve, del
resto, non sono altro che tutte le trasformate di BickLunp, per costante o,
della curva data. Si pud dire allora che:

Data una curva a torsione costante esistono solo oo rigate T che la con-
tengono come una delle asintoliche a torsione costante.

8. Per determinare dunque una rigata I si pu¢ dare ad arbitrio una
sua asintotica a torsione costante, dopo di che si individua una tale super-
ficie fissando due costanti, una essendo relativa alla trasformazione Bgy della
curva data, 'altra essendo il valore dell’angolo 4 in un punto qualsiasi della
curva medesima. Ora poiche la determinazione di una curva a torsione co-
stante dipende da una funzione arbitraria di una variabile si pud dire che:

Lo determinazione delle rigate T é un problema la soluzione del quale
dipende da una funzione arbitraria di una variabile.

Come significato geometrico di questa funzione si puo prendere quello
della flessione di una delle asintotiche a torsione costante della rigata I' che
si vuol determinare. '

Dalle formole (I) e (1I) poi facilmente si deduce che:

Una superficie rigata non pud ammettere piiv di due asintotiche curvilinee
con la medesima torsione costante,

e quindi ora si pud dire che:

La piiv generale superficie T si ottiene congiungendo i punti corrispondenti
di due curve con la medesima torsione costante legate da una trasformazione
di Bdacklund.
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9. Definite in tal modo le rigate T', per mettere in luce qualche loro
proprietd, osserviamo qui il seguente teorema relativo alla piti generale su-
perficie rigata :

Proprieta caratleristica della linea di stringimento di una superficie ri-
gata e quella di corrispondere per ortogonalita di elemenli alla indicatrice
sferica delle generatrici.

Mantenendo le notazioni usuali (°) e prendendo per direttrice la linea di
stringimento della superficie rigata, tanto risulta dalla condizione :

N=0.

Da questa osservazione che subito ci servird, possono dedursi anche, in
modo semplice, alcuni teoremi noti (°).

(%) Per comodita di chi legge riportiamo qui in Nota brevemente le notazioni che il
BiancH1 adopera nelle sue Lezioni per lo studio di una superficie rigata B e che, fatte le
modificazioni opportune al caso nostro, sono quelle di cui ci serviamo nei paragrafi che se-
guono di questa Memoria.

Assunta per direttrice una curva C; sulla rigata di cui sia u ’arco contato da un punto
fisso, dette a,, y,, 2, le coordinate del punto generico P, di C, in funzione di u; detti 2, m, =
i coseni direttori, ancora in funzione di w, della generatrice per P,, detto v il valore alge-
brico del tratto di generatrice che intercede fra il punto P; e un punto P = (w, y, 2) di R,
le espressioni delle coordinate di P in funzione di «, v sono:

c=wx,+1lv, y=y,+mv, 2=z +nv.
L’espressione dell’elemento lineare della superficie & allora:

d?=(M"v"+2Nv+1)du'+2cosddudv+ dv?

essendo :
a2 dl dx dax
3 . _ 1. — 1,
M ——S(du)’ N_sdudu’ cos.S_Sldu,
' d x,\?
2 _ 1. 1)
Sit=1; S(du) =1.

Con queste notazioni ’equazione della linea di stringimento é:
M2 4 N=0,

la quale coincide con la direttrice se N==0.
Cfr. L. Biaxcai, loc. cit. (%), pag. 256.
(") I teoremi cui si allude sono i seguenti di cui 'ultimo & un caso particolare del
primo:
1.2 Se due curve si corrispondono punto a punto per uguaglianza d’arco e se la distanza
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10. Si abbia una rigata I di cui le asintotiche a torsione costante in-
dichiamo ancora con C, e C,.
Una proprieta delle curve a torsione costante legate da una trasforma- -
zione B, & la corrispondenza per uguaglianza d’arco (). Detti dunque
P, =(x,, ¥,, 2), P.= (2, y., #) due punti corrispondenti su C, e C, si

avra :
dx, 2_ (dm2 2
S(W)_S \du)’

relazione equivalente all’altra:

8 @ ) @ —w) =0,
la quale, per quanto si & avanti osservato, dimostra che:

La linea di stringimento di wna rigata T é la curva luogo del punto di
mezzo della congiungente due punti corrispondenti delle sue asintotiche a tor-
sione costante.

Una tale linea di stringimento & manifestamente una curva particolare
e da noi sard distinta col nome di curva .

11. Pongasi, con le notazioni solite:
l=ua,cosS+% sens,
m =P, co083+n,sen s,

n =1, COS S+ send;

di due punti corrispondenti é costante, il luogo dei puniti di mezzo delle congiungenti © punti
corrispondenti delle due curve é la linea di stringimento della rigata luogo di queste congiun-
genti.

2.° Reciprocamente se, a partire dai punti della linea di stringimento di una superficie
rigato, si staccano sulle generatrici, da una parte e dall’altra, segmenti di lunghezza costante,
© luoghi degli estremi di questi segmenti sono due curve che si corrispondono per uguaglianzo
d’arco.

3.2 Se due curve piane si corrispondorno punto a punto e per distanza costante di punti
corrispondenti, le congiungenti questi puniti inviluppano una terza curva ed ogni inviluppata
ha comune con Vinviluppo il suo punto di mezzo.

Questi teoremi furono dimostrati direttamente dalla signorina C. Pacanuzzi nella sua tesi
manoscritta di laurea: Sulle ret¢ di Tchebicheff, Pisa, luglio 1912.
(") Cfr. L. BiancHi, loc. cit. (}).
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l, m, n sono evidentemente i coseni direttori della generatrice generica della

rigata T' che si considera. _
Ora, servendosi delle formule (2) il lettore troverd immediatamente :

de, o
Sl—(m—COSM,
doe, N
SlW—COSN,

le quali relazioni segnalano il teorema:
In una rigata T le due asinlotiche a torsione costante segano ogni gene-
ratrice rettilinea secondo angoli uguali in valore assolufo. '
Se dunque la C, sega una generatrice secondo I'angolo ¥, la C, seghera
la medesima generatrice secondo 'angolo 9 o secondo 'angolo 27 — 9.

12. In vista di talune applicazioni & utile considerare I’angolo che la
linea di stringimento di una rigata I' fa con le generatrici.
Le coordinate «,, ¥,, 2, del punto generico P, della linea di stringimento
sono date, per quanto fu detto al n.° 10, da:

1 . 1 . 1
T=79 (@, + @), Y=g @+ ¥s), 20= ?(zx + 2).

Cominciamo dal costruire 'espressione dell’elemento d’arco ds, della
linea di stringimento ricordando che é:

x, =, + I cosa,

Y =Y, + MCLOSG,

2, =2, + n cosg,
e che I'equazione di trasformazione é:

d 1=1+sen_vse

= 9
du = p cos s n

?

essendo y= o) — 5 l'angolo dei piani osculanti le curve C, e C, in punti
-
corrispondenti.

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXV. 28
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Si ha suecessivamente :

dwo_i(dm1+dw2)

2
d x, d dw, dx,
du du dw )
e quindi:
ds? dx, da, da,
duz_S( ) @(1+Sdu du)
Ma, in ordine alla espressi di“’ a variabile u

I’arco della curva C, ed essendo inoltre in questo caso:

{ = cos ¢ = costante,

si trova:
dx, duw,
du  du

=1 —cosasen&(ﬂ—{—i),
du ' p,

e quindi, in forza della equazione di trasformazione dianzi ricordata:

aw da,

— . 5) g 2.5..
T du—l (I 4 sens)sen

onde, sostituendo, ottiensi infine:

2
Eii’z =1——1+—Senj en* 9 =1—%k*sen’ S,
du 2
essendo :
k= 1—_*-%@—6 = costante.

Detto ora g I'angolo di inclinazione della linea di stringimento sulle ge-
neratrici si ha:

dx°=g28l%—cos~d—u cos 7

coso =351 _—_—
¥ ds,  du ds, JI—fksen’ 9

formula che altrove ci tornerd utile.
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13. Considerando sempre una rigata T', in vista di una interessante
applicazione che ne faremo al § 5, vogliamo stabilire il legame fra le flessioni
1 1. . . . . .

— e — in punti corrispondenti delle asintotiche C, e C,.
P Ps
La C, intanto & legata alla C, da una certa trasformazione B; onde sus-
siste certo la solita relazione:
a6 . 1 1--senc

— = gel

19,
du+p‘ COS G

- Ma si osservi ora che la C, & legata alla C, pure da una trasformazione
B, e che, conforme a quanto si e detto al n.° 11, essa sega le generatrici
della rigata secondo un angolo uguale a 9 oa 2= — 5; onde si potra affer-

mare che, insieme con la precedente, sussiste pure la relazione:

dao 1 ;_l—}—senc

— esenS
du = o, coS 5 ’

in

ed essendo e = | secondo che la C, sega le generatrici della rigata secondo
Iangolo S o secondo l'angolo 2= —3.
Moltiplicando quest’ultima relazione differenziale per ¢ e sommando con

la prima si ottiene la relazione cercata fra le flessioni:

1 1 do
E+SE:—QE,

. . | -
ove manifestamente = va assunto in modo che risulti sempre positivo,
G
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$ 4.
CONSEGUENZE PER LE CONGRUENZE PSEUDOSFERICHE.

14. Una conseguenza del teorema stabilito al n.° 5 & che:

Se una congruenza di rette W ha per falde focali due superficie colla ne-
desima curvatura totale costante, lo distanza di due punti corrispondenti sulle
falde focali & costante.

Dietro il teorema ricordato e dietro un ben noto teorema di ENNEPER la
dimostrazione di questo teorema & immediata e la tralasciamo.

156. In particolare, limitandoci a considerare superficie a curvatura to-
tale costante e negativa, siano S, ed S, due superficie pseudosferiche vin-
colate da una trasformazione di BAcCKLUND e siano O, e O, due asmtotlche
corrispondenti su queste superficie.

La rigata luogo delle congiungenti i punti corrispondenti di C, e C, &
manifestamente una rigata ' e percid concludiamo:

Ogni congruenza pseudosferica é sempre decomponibile, ed in due modi
diversi, in una semplice infinita di rigate T'; il luogo delle linee di stringi-
mento di quesle rigate & la superficie media della congruenza.

Questo teorema pud anche enunciarsi:

Sullae superficie media di ogni congruenza pseudosferica esiste un doppio
sistema di curve y: quello che corrisponde alle asintotiche delle falde focali.

Con l'aiuto delle formole delle trasformazioni B, delle superficie pseu-
dosferiche, si puo effettivamente ed in modo facile costrurre l'espressione
dell’elemento lineare della superficie media di una congruenza pseudosferica
riferito al doppio sistema di curve y esistente su essa. Per i coefficienti
dell’elemento lineare si ottengono espressioni simmetriche nelle due funzioni
S e ¢ delle trasformazioni B,; ma siccome la sola espressione dell’elemento
lineare non ha importanza noi qui non la riportiamo,
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&7
ot

LE RIGATE I' APPLICABILI SULL’IPERBOLOIDE ROTONDO AD UNA FALDA.

16. Premettiamo la seguente osservazione:
La pii generale superficie rigata puod sempre flettersi in guisa da ren-
derla con una asinloltica a lorsione costante.
Basta evidentemente prendere sulla rigata, data in modo arbitrario, una
linea di ugual curvatura totale:

K = costante

e poi, mediante una deformazione, sempre esistente e perfettamente deter-
minata per un teorema di BeLTrawmi (), cangiare tale curva in una asintotica
della rigata.

17. Sia ora R un iperboloide rotondo ad una falda e consideriamo un
parallelo; indichiamo con S I'angolo costante di inclinazione di un sistema
di generatrici sul parallelo. Fissato il sistema di generatrici che si prende
in considerazione, tale angolo S, con una opportuna scelta della direzione
positiva delle generatrici, pud sempre ritenersi, senza restrizione, interno al-

- . 7\
Pintervallo (O, @) .

Deformiamo l'iperboloide, mantenendo rigide le generatrici del sistema
che consideriamo, in modo da rendere linea asintotica sulla superficie de-
formata il parallelo fissato: & evidente che il parallelo si sard cambiato in
tal modo in un’elica circolare.

Infatti sull’iperboloide R il parallelo era una linea di curvatura costante
per la superficie e a curvatura geodetica pure costante.

Ma di piti dimostriamo che:

La deformazione che, mantenendo rigide un sistema di generalrici, cangia
un parallelo di ur iperboloide rolondo ad una falde in asintolica, cangia
Viperboloide stesso in una rigata L. ’

(8 Cfr. L. BiancHi, loe. cit. (%), pag. 264.
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Cio si puod dimostrare direttamente ovvero, come faremo dapprima, ser-
vendosi delle formole avanti stabilite.

Si supponga adunque di avere un’elica circolare C, e per ogni suo punto
P=(»,, ¥, 2,) nel piano osculante la curva conducasi la retta inclinata su

. . . ’ ™
essa di un angolo costante ed arbitrario & compreso nell’intervallo (O, @)5

si otterrd in tal modo una superficie rigata su cui l’elica circolare & una

asintotica.
Proviamo che sulla rigata in tal modo ottenuta, esiste un’altra asinto-

tica C, che & parimenti una elica circolare uguale a C,.

| . ) 1 . 1 .
Sia — =a la flessione dell’elica circolare C,, 7= 1 la sua torsione:
L 1

se si sostituiseono tali valori nella equazione delle trasformazioni B, delle

curve a torsione costante, osservando che in questo caso ¢ 9 = cost., si ha:
1-+senc

=_—————5e

ns,
COS ¢

la quale relazione, risoluta rispetto a cos s, fornisce un valore unico e sempre
reale :

2asen S
cos 6
& + sen’ 9
tale che, posto:
f— %6 — Qasen&
at a® —+ sen’

staccando da ogni punto di €, un segmento di generatrice di lunghezza ¢,
ottiensi, come luogo degli estremi, una curva (,, certamente asintotica sulla

. . . 1
rigata e con la medesima torsione costante = I.
2

Inoltre, la relazione trovata fra le flessioni in punti corrispondenti di
due curve a torsione costantle legate da una tlastmmazmne Bs (cfr. § 3,
1.2 13) fornisce ora :

1
— = = coslante,
P P2
cioe, la curva C, & u’n’elica circolare uguale a C,.
Il teorema enunciato & con cio dimostrato; inoltre, astraendo da una

omotetia, si puo dire:
Esistono oo rigate T' sulle quali le asintotiche a torsione costante sono

due eliche circolari.
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18. Inversamente, assunta una rigata I' di questa specie, si puo dimo-
strare direttamente ed in vari modi che essa & applicabile sull’iperboloide
rotondo ad una falda.

Noi possiamo pero, in modo semplice, caratterizzare la classe completa
di queste superficie, dopo di che, come il lettore vedra, in ordine a teoremi
noti, seguira subito l'applicabilitd accennata.

Sia dunque r l'asse dell’elica circolare C,; sia s la retta inclinata del-

I’angolo arbitrario costante 3, fra O e ; » la quale giace nel piano osculante

Telica C, in un suo punto P,.

La rigata I di cui & parola nel numero precedente, si pud generare,
com’e evidente, imprimendo alla retta s il medesimo moto elicoidale che deve
assumere il punto P, intorno ad r per generare l'elica C,. Da qui deducesi
che una tale superficie I' ¢ una elicoide rigata la quale, in ordine al teorema
di Bour (%) & applicabile sopra una superficie di rotazione che, per teoremi
ben noti (*°), non & altro che liperboloide rotondo ad una falda. Conelu-
diamo dunque:

Una rigata T applicabile sull’iperboloide rotondo ad una falda & una eli-
coide rigala.

La pin generale di queste superficie si genera conducendo per ogni punlo
di un’elica circolare, nel suo piano osculatore, la retta inclinata sulla curva

di un angolo costante arbitrario S interno all’intervallo (O, g) .

19. La classe delle elicoidi rigate di cui sopra, generate dal moto eli-
coidale di una retta attorno ad un asse sghembo, ¢ ben nota; noi osserviamo
ancora soltanto che i risultati esposti in questo paragrafo completano un
elegante risultato del sig. Picone (') il quale ha dimostrato che:

Oltre al caso, geometricamente evidente, delle asintotiche di conoidi relte,
le uniche curve susceltibili di assumere nello spazio due posizioni diverse C,

(® Cfr. L. Bianch1, Lezioni, Vol. 1 (2.% ediz.), pag. 235.
(*°) Cfr. L. Biancai, loc. cit. (8), pag. 268.
(1) Cfr. M. Picong, Sulle trasformazioni asintotiche delle curve e complementi alla Memorig

« Sulle congruenze W» [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tom. XXXIX (1.9 se-
mestre 1913)]. ’
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e C, tali che, sulla rigata luogo delle congiungenti le due posizioni di un me-

desimo punto, C, e C, risultino asintoliche, sono le eliche circolari.
E una circostanza degna di nota che tali rigate siano elicoidi (**).

$ 6.

TRASFORMAZIONI -By DELLE RIGATE I' E CONGRUENZE A,
20. Sia R una rigata I, C, e C, ancora le sue due asintotiche a tor-

sione costante = — 1. ‘
La curva (C, si ottiene dalla C, mediante una certa trasformazione B,

definita dalle formule solite:
x, =, +coso(x, cosd+E senl),...,

ns.

dab 1 1+ sens
- —e=——_— 8
du  p cosa

— 1, vin-

Si consideri una nuova curva C, pure a torsione costante
colata a C, da una trasformazione B, definita dalle formule analoghe:

®, = 2, + cosa (2, cos § + £, sen S),

TP sens o
du oS & ’
= (x,, ¥, 7,) il punto di C, corrispondenteal punto P, = (x,, ¥,,?,)

essendo P,
¢ e 9 =239 (u) essendo due angoli che hanno rispettivamente nella

di C, e

nuova trasformazione il significato che s e 9 = 9 (u) avevano nella prima.

Allora esiste, per il teorema di permutabilitd relativo alle curve a tor-
=—1 le-

sione costante ('*), una quarta curva C, a torsione pure costante
gata alla C, da una trasformazione B, e alla C, da una trasformazione B, ;

(*? Si potrebbe dimostrare ancora che:
Una superficie T applicabile sull’iperboloide rotondo ad una falda ammetie una deforma-

zione continua che la conserva sempre superficie T.

(*) Cfr. L. BiaxcHi, loc. cit. ().
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in altre parole, assegnata che sia la rigata R, fissato un angolo s costante
ad arbitrio, si possono sempre determinare (ed in oc' modi diversi) le due
curve C, C, legate rispettivamente a C, e C, da una trasformazione B e
vincolate esse stesse da una trasformazione Bs come le C, e C,.

La superficie rigata R, luogo delle congiungenti i punti corrispondenti
di C, e C,, & manifestamente una nuova rigata T che si pud chiamare una
trasformata di Bdcklund della rigata B data mediante wna trasformazione B .

Allora fissato un angolo arbitrario ¢ si ha che:

Data una rigata T esistono solo oo rigale U vincolate ad essa da una
trasformazione By .

Da teoremi ben noti poi sulle trasformazioni asintotiche delle curve il
lettore facilmente dedurra che:

Due superficie T legate da una trasformazione By sono sempre le falde fo-
cali di una congruenza W.

Una congruenza W di questa specie gode della proprietd che sulle sue
falde focali le asintotiche a torsione costante si corrispondono: una tale
congruenza sard nel seguito indicata brevemente col nome di congruenza A.

21. Si abbia una congruenza A di cui le falde focali R, R’ siano vin-
colate da una trasformazione By e su ogni falda le due asintotiche a tor-
sione costante da una trasformazione B,. Siano C,, C,; C',, ', tali asinlo-
tiche su R ed R’ rispettivamente e si considerino le due superficie rigate:

R, =(C, C,), R, =(C, C));
esse manifestamente sono le falde focali di una nuova congruenza A, sono
vincolate da una trasformazione B. e su ciascuna d’esse le asintotiche a tor-
sione costante sono vincolate da una trasformazione B, .

Questa non & poi che una maniera diversa di presentare il teorema di
permutabilitd per le curve a torsione costante.

22. Con le medesime notazioni, si considerino le due superficie rigate:

G =(C, C), G=(C, C);
esse costituiscono una coppia di rigate associate e quindi, per un teorema
noto, sono le falde della superficie focale di una congruenza W (**): su

(*%) Cfr. P. Torrorici, Sulle trasformazioni asintotiche delle curve e sulle congruenze W a
falde focali rigate [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tom. XXXVIII (2.° seme-
stre 1914)].

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 29
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queste falde focali le curve C,, C',; C,, (', sono caustiche per la congruenza.
Dunque:

Esistono quante si vogliano congruenze W a falde focali rigate e che am-
mettano, su ciascuna falda, due caustiche a torsione costante.

23. Chiamiamo con M,, M,, M’',, M’, quattro punti corrispondenti
sulle quattro curve C,, C,, €', -C’; ordinatamente; il quadrilatero sghembo
che ha per vertici questi quattro punti ha, in ordine a quanto precede, le
due coppie di spigoli opposti costantemente uguali al variare dei quattro
punti corrispondenti sulle quattro curve.

Chiamiamo ancora con L, L', L,, I/, le quattro linee di stringimento
delle quattro rigate T

R=(C, ), R=(,, ), R=(,CC), R,=(,, )

ordinatamente, esse sono quattro curve y e chiamando corrispondenti quattro
punti di queste curve che siano sulle congiungenti di quattro punti corri-
spondenti di C,, C,, C',, C', si ha la proprieta :

Quatiro punti corrispondenti delle quatiro curve y sono sempre i vertici
di un parallelogramma.

24. Si hanno dei casi in cui il parallelogramma di cui & parola nel-
I'ultimo enunciato & un rettangolo.

Perché questo accada e sufficiente che la rigata R’ sia legata alla B da
una trasformazione B_, a costante contraria di quella relativa alla trasfor-
mazione che lega le asintotiche a torsione costante di R o di R".

Supponendo di essere in questo caso, si considerino ancora le due ri-
gate associate

Gl = (Clp Oll)’ G2 = (C?’ 0'2) 5
esse sono sempre, come si & detto, le falde focali di una congruenza W; ma

il lettore verificherd qui facilmente la proprieta singolare che due generatrici
corrispondenti sulle due falde focali sono sempre perpendicolari,
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§ 7.

IL TEOREMA DI PERMUTABILITA PER LE RIGATE I,

25. Passiamo ora a dimostrare il seguente teorema :

Se R, ed R, sono due rigate T, conligue per trasformazioni di Bdacklund
Bs,, By, ad una medesima rigata B pure della classe T, ‘esiste una quarta
rigata R, ancora della classe T, perfettamente determinata e contigua alle ri-
gate B, R, ma per trasformazioni Bs,, B, a costanti permutale. ’

Per dimostrare in modo semplice‘il teorema, indichiamo qui con:

¢ C; O, 0 G, O

le tre coppie di asintotiche a torsione costante esistenti su R, R,, B, rispet-
tivamente; le curve di ciascuna coppia sono vincolate da una trasforma-

zione Bs, mentre le coppie
C C; C, 0,

-sono vincolate da una trasformazione B,,, e le coppie
c Cy; ¢, 0,

da una trasformazione Bs,. ’

Allora, in forza del teorema di permutabilitd per le curve a torsione co-
stante, esistono e sono perfettamente determinate due curve C, C', con la me-
desima torsione costante, contigue per trasformazioni Bs,, Bs, rispettivamente
alle curve C,, C; e €'y, C’,: io dimostrerd che le due curve C, C' sono esse
stesse legate da una trasformazione Bs e la rigata R luogo delle congiun-
genti i loro punti corrispondenti & una rigata I' contigua per trasformazioni

Bs,, B, alle rigate R,, R, rispettivamente.
Infatti della eurva C si considerino le tre trasformate asintotiche:

O’, 01? 02’

ottenute da essa mediante certe tre trasformazioni Bs, B, , Bs, € si osservi
che le tre curve:
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completano a quaderne di M6Bius ordinatamente le tre terne:
¢ C, C; CC,C; CC,C,.

Allora, per il teorema delle otto curve in trasformazione asintotica, esiste
ed & perfettamente determinata una ottava curva C’ pure con la medesima
torsione costante e contigua pel trasformazioni Bs, Bs,, Bs, rispettivamente
alle tre curve:

c, ¢, C,.

Questa ottava curva & allora quella da noi avanti considerata e non c’é¢
bisogno di ulteriori considerazioni per ritenere stabilito il teorema di permu-
tabilitd enunciato.

Il lettore vede che tale teorema in sostanza non & che una maniera di-
versa di presentare il teorema delle otto curve noto a tutti abbastanza per
dovervi insistere.

Dopo di che si ha:

Esistono quante si vogliano configurazioni di Mdbius di quatiro rigate T

Con una tale configurazione si individuano evidentemente quattro con-
gruenze A.

26. Se si considerano otto punti corrispondenti
P’ P" Pl’ P’l’ P27 P’?’ P? P’

sulle otto asintotiche a torsione costante e i loro otto piani osculatori si ha
una configurazione mobile 8, di Mogius, le notevoll proprieta della quale
sono note a ciascuno.

Il lettore osservi ancora che, data una configurazione di MéBrus I'y di
otto curve a torsione costante :

FSE(O, Cl, 02, 6, C’, Clx, 0’2, 5,):

possonsi ripartire le otto curve in tre maniere diverse a coppie in modo da
ottenere, per ciascuna ripartizione, una configurazione di MoBius di quattro
rigate I, :
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Le tre ripartizioni possibili sono indicate nel seguente specchietto :
(€, ¢), (C., C), (€, ), (€, C);
(¢, ¢, (0, "), (C., CY), (G, C);
(c, ¢y, (¢, C)H (C,,0C, (., C)

Naturalmente si potrebbe con tutta facilita passare a configurazioni di
rigate T di ordine superiore.

Taciamo poi delle configurazioni.di MéBius di superficie applicabili sul
catenoide che facilmente possono dedursi da quelle ora studiate.

Piacenza, 20 Settembre 1915.
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Invarianti proiettivo-differenziali delle curve
tracciate su una superficie e definizione
proiettivo-differenziale di una superficie.-

(Di Guipo FusiNi, a Torinoe.)

PRELIMINARL

In una mia Nota (*) io ho dimostrato che una superficie si puo definire
mediante una forma differenziale contenente i differenziali secondi delle coor-
dinate curvilinee u, v, in guisa tale che due superficie siano collineari allora
e allora soltanto che le forme corrispondenti differiscano al pitt per un fat-
tore finito.

Ora sopra una superficie esistono tre sistemni di o' linee, che noi chia-
meremo di DARBOUX-SEGRE e che sono invarianti per collineazioni. Tanto il
DarBoux (*¥), che il Seere (***) si accontentano di dare le tre direzioni che
hanno quelle tre di queste linee che eseono da un punto della superficie,
usando di coordinate cartesiarie od omogenee, senza perd studiare lequa-
zione di tali linee in coordinate curvilinee qualsiasi.

La conoscenza di questa equazione e essenziale per rispondere alla se-
guente domanda, postami dal prof. SEGRrE, che ¢ stata l'origine del presente
lavoro :

Basta o non basta che una corrispondenza tra i punti di due superficie
faccia corrispondere le linee di Darboux-Segre, percheé tale corrispondenza sia
proiettiva ?

E, poiché tale condizione necessaria non &, come proveremo, sufficiente,

(*) Definizione proiettivo-differenziale di una superficie. Atti della R. Accad. delle Scienze
di Torino, vol. 49 (1913-14).

(**) DarBoux [Bulletin des Sciences mathématiques (2), tomo 4, 1880, pag. 356].
(***) SEGRE [Rendic. della B. Accad. ded Lincei (5), tomo 17,, 1908, pag. 409-411].
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potremo chiederci se esistono altri sistemi di linee (tali che per ogni punto
della superficie passi un numero firnito di tali linee), in guisa che wunra cor-
rispondenza tra i punti di due superficie sia una collineazione allora e allora
soltanto che faccia corrispondere sulle due superficie tali sistemi di linee.
Questo problema & intimamente connesso all’altro di definire a meno di
wna collineazione una superficie mediante forme differenziali dipendenti dai
soli differerziali del primo ordine delle u, v; cosi come, nella classica teoria
di Gauss, si definisce @ meno di movimenti una superficie con le due forme

G =dss=Eduw +2Fdudv+ Gdv’
d=Ddw+2D dudv-+ D"dv.

Con Vindice indico l'ordine della forma differenziale considerata.

Il precedente problema & qui risoluto in modo molteplice.

Le linee di DarBoUx-SEGRE saranno definite uguagliando a zero una
forma differenziale del primo ordine e di ferzo grado; ed in una Memoria in
corso di stampa nel Circ. Matem. di Palermo dimostro che tale forma & nello
studio della deformazione proiettiva di una superficie I'analogo dell’elemento
lineare @, per 'ordinaria deformazione. Non pare perd facile calcolare tale
forma partendo direttamente dalla definizione delle linee di DARBOUX-SEGRE.

Darsoux ne definisce le direzioni in un punto O della superficie V come
1 raggi tripli dell'involuzione oo® di terzo grado generata dalle rette tangenti
alle curve C dotate di punto triplo in O, che possono- essere intersezione di
V con una quadrica.

Il prof. SeerE definisce due terne di direzioni: una col procedimento
che qui sotto esponiamo; l'altra col procedimento duale. Una delle due terne
coincide con la terna di DarBoux; l'altra ne & una terna covariante, su cui
avremo occasione di ritornare. Consideriamo gli oo' piani = uscenti da 0,
tali che se una curva C di V uscente da O ha = come piano stazionario, i
piani tangenti a ¥V nel punto O e nei tre punti infinitanente vicini posti su ¢
(e quindi anche su =) si incontrino in uno stesso punto del piano » tangente
a Vin 0. Tali piani = inviluppano un cono di quinta classe; il quale ha
come piano quintuplo e tocca » lungo le due tangenti asintotiche uscenti
da O e lungo un’altra terna di direzioni; che & appunto la terna che ci era-
vamo proposti di definire.

Noi per trovare I'equazione di tali linee usiamo in sostanza di un pro-
cedimento per tentativi. Per rendere chiara tale ricerca, dobbiamo qui rias-
sumere 1 risultati della mia Nola citata; cid che d’altra parte ci sard ulile,
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perché ci permetterd di dare le notazioni di cui ci serviamo nel presente
lavoro.
Seguendo le notazioni delle classiche Lezioni di Geometria differenziale

del prof. L. BiaxcHi, indichiamo con

ilkz 1 simboli di CHRISTOFFEL di

seconda specie relativi all’elemento lineare G,. Porremo

A=EG— F?
l=d*u-+ 111! —{—9)..: (dudﬁ—{—: dvﬁ,
m:d?v—}—glmlgdu”—}—"ls :d udov —I—:zgld@

A, =\JA(mdu—1dv),

U, 1 | Ddu+D'duv Ddu+4D"dv
""" VAl Edu+Fdv  Fdu—+Gdo
. 1 1 1 1 1 .
Indichiamo con —-» , » — - la curvatura, la torsione, la cur-

R T R, R, I,
vatura normale, la curvatura geodetica, la torsione geodetica di una linea
posta sulla superficie, e con ¢ 'angolo che la sua normale principale fa con

la normale alla superticie. Cosicche, fissato opportunamente il segno di s:

1 coss i__senc 1_1+dc.
. R, " R, R’ T T, ds
E pure
l(Edu—l—Fd'v)—}—a;z(qu—}—de):%dG,=dsd“s, (1)
UVadu=A, (Fdu—+ Gdv)— G, (D'du—+ D" dv), (2)
UJVadv=—A, (Edu~+ Fdv)+ G, (Ddu—+D dv), (3)
-L—5“°~Ad§%—AG_% (%)
.Rg - R - 2 - 2 1 b
1%:C§“=Aﬂm4=A¢kg ©)
1 "
—_— = = ot . 6
T Uds U, G7. (6)
Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXV. 30
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Poiché se ne deduce

3\2
1 1 do 4, .1 S iy
, 4,67
si trova che:
11 .,
T RS ;
1, Ade—20,4, (O

—U, L2+ 4,d4,— A, d 4, — - 4,

2 G

La (7), uguagliata a zero, definisce le sezioni piane della superficie; due
superficie (loc. cit.) sono collineari soltanto se le corrispondenti forme (7)
sono proporzionali.

Sard bene che adottiamo, per brevitd, alcune locuzioni a noi comode.
Diremo che un’espressione o una equazione sono invarianti, se non mutano,
sostituendo a una superficie V un’altra superficie collineare. Un’espressione
poi, che dipenda da una superficie V, da un suo punto 0, ed eventualmente
ancora da una curva ( passante per O e posta in V, si dird intrinseca, oppure
avente un significato intrinseco, se il suo valore non muta cambiando le linee
coordinate #, v sulla superficie, ma dipende soltanto da V, dal punto O, ed
eventualmente anche da C; cosi sono intrinseche le curvature media o totale
di ¥V in.0, le curvature normale o geodetica, o la torsione di ¢ in 0; ma
non sono intrinseche le curvature delle linee cocrdinate uscenti da O, lan-
golo di tali linee, ece. Diremo infine che una forma differenziale F' & semi-in-
variante, se F =0 & equazione invariante, se cioé la F cambia al pia per
un fattore finito, quando alla superficie si sostituisce una superficie colli-
neare. Tale é p. es. la A, (perche le linee definite da 4, = 0, cioé le asinto-
tiche, si conservano, com’d¢ noto, per collineazioni). Similmente la (7) & se-
mi-invariante. La (7) diventa sviluppata (indicando con P® e @ due forme
del primo ordine, ma rispettivamente del terzo e del sesto grado):

(@vdu—dod u)JA(Dduw +2D dudv+ D" dov*)+
+ PO (@ vdu—dod u)+ Q¥ —3(dvdu—d udv) X

X\/Z[Ddud"’u—t—D'(dvdzu—{—dud’v) ~Jf—D”olﬂud?v].

Le P, Q“ e le espressioni che in questa formola moltiplicano

dvdu—dvd'u o d*vdu—dvd u,
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sono chiaramente semi-invarianti, ma non sono intrinseche. Si potra cercare
di dedurne delle forme intrinseche, non lasciando arbitrarie le linee coordi-
nate w, v, ma scegliendole in modo intrinseco, p. es. scegliendo a linee coor-
dinate le linee di curvatura, o le asintotiche, ecc., ecc.

Non vi & dubbio che nella attuale ricerca come linee u, v si debbono
scegliere le asintotiche; in questo modo si potranno trovare delle quantita
intrinseche semi-invarianti o addirittura invarianti. Si trattera poi di vedere
quali_termini nell’espressione generale di (7) si riducono alle quantitd in-
trinseche invarianti cosi determinate. La mia attenzione fu rivolta a deter-
minare una forma del terzo grado e di primo ordine intrinseca invariante,
o semi-invariante, nella certezza di poter ottenere cosi 'equazione generale
delle linee di DarBoux-SeGrE. Riconobbi che a tal fine si doveva concentrare
A4,dG,—2U,d A4,
. G1

i metodi che noi seguiremo pitt avanti.

In questo lavoro poi da forme semi-invarianti dedurremo forme inva-
rianti, troveremo gli stretti legami che passano fra le linee di DarBoUx-
SEGRE, e il sistema che si ottiene derivando covariantivamente le D, D', D".

Vedremo pure altri legami con i primi termini dello sviluppo in serie di
una coordinata cartesiana dei punti della nostra superficie; e infine gli ul-
teriori invarianti che otterremo sono posti in stretta relazione con le linee
del WriLczynski (*) cosi definite. Consideriamo il complesso lineare definito
dalla tangente in O a una asintotica e dalle 4 tangenti consecutive; esso
interseca il complesso lineare definito in modo analogo dall’altra asintotica
uscente da O in una congruenza lineare le cui direttrici sono una posta nel
piano tangente in O alla superficie, altra esce da 0. Al variare di O sulla
superticie queste due rette generano due congruenze, le cui sviluppabili si
corrispondono. Diconsi linee di WiLczynski sulla superficie le linee a cui
corrispondono tali sviluppabili.

Insomma resterd risoluto in modo molteplice il problema di definire a
meno di collineazioni una superficie mediante sistemi di linee o mediante
forme differenziali del primo ordine e di terzo, od anche soltanto di secondo

Pattenzione sulla frazione

» che compare in (7). Gid spiega

(*) Math. Annalen, tomo 76, pag. 132 e Transactions of the American Mathem. Society
(1907-1909) (Seconda Memoria). — Ebbi notizia di questi lavori dal prof. Skere dopo che i
presenti calcoli erano gia finiti; essi ci danno un elegante interpretazione geometrica dei ri-
sultati ottenuti.
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grado; e si trovano stretti legami di queste forme con gli sviluppi in serie,
con proprietd geometriche della superficie, e con le stesse forme di Gauss.

Molti dei seguenti calcoli si semplificano assai per le superficie rigate.
Noi per brevitd le escluderemo dai calcoli seguenti insieme a quel loro caso
particolare che é dato dalle superficie ad asintotiche coincidenti, cioé dalle
sviluppabili.

UN INVARIANTE DEL PRIMO ORDINE E DI TERZO GRADO.

Ad,dG, —2U 4,
G,
il suo valore; ricordando le (2), (3) si vede che tale frazione & uguale ad

Nella frazione che compare in (7) sostituiamo ad 4,

A,dGl—}—"Zl:GI (Ddu—+Ddv)— 4, (Edu—}—de)‘

a. +
ngGI(D'du—l—D"dv)—A, (qu+de){
+ @ ,
che, per (1), si trova uguale a
AldGl__QUHél?:@;l(Ddu-l—D'dv)—}—m(D’du—}—D”dv)' - (8)

G, |
Abbiamo cosi trasformato la nostra frazione in un’espressione libera da
denominatori.
La (8) & intrinseca, perché in virth di (%), (5), (6) vale

1 ds’
o) T g _1. is
A[Rndsd $ TyRy] 8

Cerchiamo di dedurne un’altra espressione intrinseca del solo primo or-
dine. Basterd sottrarne

—i—ds“’d(Ri)-

#
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Si trova cosi che l'espressione intrinseca del solo primo ordine e di terzo
grado

—0,=2 l(Ddu—}-D’di;)—}—m(l)'du—}—D”dv):—dA1

d s’ AN
=-—Qfﬁ%~—dsd(Rﬂ-

9)

La @, non & ancora la forma cercata. Si pu6 definire questa espres-
sione Q, anche in altro modo molto semplice. Le D, D', D" costituiscono un
sistema covariante a due indici per la forma G, di Gauss (¥). Da esso, de-
rivando covariantivamente, si deduce un sistema covariante a tre indici. Le
equazioni di Copazzi dimostrano che questo nuovo sistema € simmetrico nei
tre indici; che cioé le derivate covarianti di D' rispetto alla » od alla v val-
gono rispettivamente le derivate covarianti della D rispetto alla v e della D"
rispetto alla u. _

Ora —-Q, & precisamente quella forma b, duvw’ + 3b,,du*dv
+ 30,5, dud v + by, d0°, i cui coefficienti b, sono le derivate covarianti dei
coefficienti D, D' D" della seconda forma fondamenlale A, .

La (9) che ne da il significato geometrico serve cosi come verifica al
fatto evidente che la forma cosi determinata & intrinseca.

Per calcolare — Q, che ha significato intrinseco, possiamo scegliere ad
arbitrio le linee coordinate; supponendo le u, v asintotiche, troviamo, osser-
vando che D= D"=0 e che per le equazioni di Gauss e Copazzr & (indi-
cando con K la curvatura totale)

oD [y 11 12,y 9D _[122] (12(],
e TR P LA | P e IR R
610g1(__4(\1%£. dlogK 4\193
du | 2\ dv |1\

che — , nelle nostre ipotesi si riduce a:

0 .
QDD 2P av+ t dua]“%&D'dudv)dlogK
2 ] (9)bis
o fl22, V11 ] 3
_QDH 1 do —{—' 9 ‘duJ—Z—AldlogK.

(*) Si ponga b, =D; by=by = D'; byg=D"; indicando poi con bjz; & b le derivate
covarianti di bz rispetto alla « od alla v.
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Ora 4, = ‘g e log K hanno significato intrinseco; altrettanto av-
verrda di ’
S,=—Ql+—z—AldlogK
ds’ 1 3 1 (10)
) _ 2 o
= 2Tng ds d(R )—}— TR ds*dlog K,
il quale, se le #, v sono asintotiche diventa :
122 L }
2D dv d 10 is
[ ] e (10

Ora S, ¢ la forma intrinseca cercata del primo ordine e di terzo grado.

Non sard male verificare direttamente dalla (10);, che S, & intrinseca;
ci serviremo di un procedimento, che ci sara utile anche nelle seguenti pa-
gine. Nella (10)pis le linee coordinate sono gia fissate in modo intrinseco ;
non cosi i loro parametri #, v, a cui si possono sostituire due funzioni U
della sola u e V della sola v. Basterd provare che, mutando le u, v nelle U, V,
a (10)pis resta invariata. Noi indicheremo con una 1ineetta sovrapposta i

. e V1L 22 . dv .
nuovi valori di D,) 2 " 1 \,ecc.,conXla dU’con YlddV,m

dicando poi con apici Ie derivate di X rispetto ad # (non rispetto ad U) e
di Y rispetto a v (non rispetto a V). Poiche

DAUAV=Ddudv
D=DXY. (11)

Similmente si trova faecilmente :

22

; \w Y 1 L1 X
NE !X, UHMT (1)1

Cosicche, essendo du=Xd U, dv=Yd V, & appunto:

O N S I I

21| "2

Con questo stesso procedimento si verifica che anche
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ha significato intrinseco. Come dimostrasi facilmente, la (12) vale infatti
pg'sen’ vy — K, dove K & la curvatura della superficie, le p, ¢’ sono i raggi
di curvatura geodetica oppure ordinaria (cido che & lo stesso) delle asinto-
tiche, w & l’angolo delle asintotiche. Troviamo cosi che hanno significato in-
trinseco le '

1 A

1 = S, e Bj=— — ' .
"o senfoy—K

z
pp'sen*wy—K

(13)

Le (13) si riducono, se le #, v sono le asintotiche, a

2| 91? o 1) faw ) 5P aw], e

22|11 | .
e ydwde (3

Ora (loc. cit.) nello studiare la forma (7) quando le u, v sono asintotiche,
ho provato che 3 1; : e ) 91 z (calcolati in tale ipotesi) sono invarianti,

mentre, come provano le (11), (11)yis, non hanno significato intrinseco.

Coi risultati qui ottenuti possiamo trasformare il nostro risultato col
teorema :

La forma ¥, invariante (per collineazioni) ha significato intrinseco (in-
dipendente dalla particolare scelta delle linee coordinate).

Noi abbiamo ottenuto anche un altro risultato: .

Alla seconda forma fondamentale di Gauss, che é semi-invariante, si puo
sostituire la forma proporzionale B, , che é addirittura invariante, pure avendo,
come 4,, significato intrinseco (Cfr. anche la forma C, a pag. 248).

Notiamo che B, é proporzionale allo Hessiano di ¥,; insieme a ¥, se ne
potrebbe studiare il covariante cubico (@ di CLeBscH): cioe lo Iacobiano di ¥,
e del suo Hessiano. Cio equivale geometricamente a studiare le due terne duali
di linee definite dal prof. Seere. Dal nostro punto di vista cid equivale all’os-
servazione evidente che non soltanto la forma ¥, ma anche l'espressione
dedotta della prima delle (13)vis, mutando il segno di dv®, & intrinseca inva-
riante.
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FORME INTRINSECHE INVARIANTI DEL PRIMO ORDINE E D1 SECONDO GRADO.

Nella ¥, abbiamo trovato una forma nvariante del primo ordine, ma di
terzo grado; ma con gli stessi metodi con cui abbiamo verificato, partendo
da (10)yis, che S, & intrinseca, possiamo dedurre da (11) e (11)y;s nuove forme
ancora del primo ordine, ma di secondo grado, che hanno pure significato
intrinseco e sono invarianti; cosicché alcune di esse potrebbero sotto molti
aspetti sostituire la ¥,. Alcune di queste forme hanno poi anch’esse, come
vedremo, qualche notevole significato geometrico. Per brevitd le studiamo,
supponendo le w, v asintotiche. Dalle (11) e (11)y si trae (*):

R e P TR TR
s I et I S
oU =X du -
:X(ﬂog[: . H @1% H (L0)1er
du
3 5 35 .
\/3 I R

ecc., ecc.

Se ne deduce che le forme seguenti, tutte invarianti, sono intrinseche’
perché non mutano cambiando «, v in U, V

T o) 32 NS
6 log t19§22 T 0(*’9%“11‘2
e o] PN ~)]M, i

(*) Quelie delle seguenti espressioni in cui compaiono radici cubiche dovrebbero essere
esaminate pit da vicino per le superficie ad asintotiche complesse (a curvatura positiva).

v, (14)
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Q1Q$ z i : M” 219 zz)dwi
(310g(&29(\1 1 ) (14)ter
\/’ xy i EE x | L2 i) g,
22§11 ‘
.2121:5’10%21‘90 ‘)u+ }
o)1, 122 (14)qunr
pre el ),
ece., ecc.

ALCUNI SVILUPPI 1IN SERIE PRELIMINARI,

Sia z una qualsiasi delle coordinate cartesiane di un punto della super-
ficie; siano le u, v le asintotiche. Sara, posto per brevita '

_11(_ _11(_ _\ QI \22( -

“—‘3 1 r B— 9 ‘) Y—? 1 J 9 " (l))
(o, =¢,)

9z 9z dz &, 8z | 9=z . .

7w —%0u TPe0 s Voute0 (16)

Se 2 =0 & l'equazione del piano tangente in.un punto 4 della superficie,

oz dz = . . &z .
sard in questo punto aw =0, %—0. Detto ¢ il valore di Sudo B A, po-
tremo con successive derivazioni trarre dalle precedenti equazioni i valori
delle derivate terze ecc., della z nel punto 4, e dedurne cosi il seguente svi-
luppo in serie, dove (supposto u =v =0 in 4) sono scritti i termini fino al

quarto grado incluso (*)

2

:uv—l—%(Bu“—}—?mu“’v—!—Ssuv?—i—yvs)—i—

—o|l\)

10,0 . T 3
g p|2 B AW a9 o)+

' (16)nis
+62«,+Ly+ac)u’ v®+
+4E Y.+ Fay)ud’ +2(, + ey)v‘]_,t_
(*) Con B, 7, ecc. indico qui i loro valori nel punto A.
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Scegliamo come asse delle « la tangente all’asintotica v =0, come asse
delle y la tangente all’asintotica « = 0 (questi assi non sono ortogonali). Co-
munque sia scelto 'asse delle 2, sard nel punto 4:

_ . dw_dy '
C=Y=p = ou""
nel punto 4 (per u = v=0). (17)
w _ s Y _yg :
du 7 v /

Noi possiamo ora scegliere 'asse delle #, uscente da 4, in guisa che nel
punto 4 sia '

o @ 9y =0 per u=v=0. (17)pis

dudv oOudv

[Se fossero gid definite le «, y, cid equivarrebbe a sostituire alle @, y

due espressioni x+ hz, y+ kz con h, k costantiJ.

Pensiamo ora le «, y come funzioni di «, v; e viceversa le u, v come
funzioni di «, . Sard identicamente:
’ . ’
y’u u’.t/ + y Y y 1 ylu U, -+_ y’v v'ac = O (18)
=20, +Lx, Y=oy, +BY, % (19)
o, =y& e, Y., =vy.+cy..
Derivando le (18) rispetto «, y si trova:

Wy (Y ety )+ Y, A+, Y W Ay )y 0, =0
’ ” ’ ” " 7 " ” ’ ” ’ \ ’ ’ ” A \))
l‘y(y u“uy + y '“'/L _1/)+yu U !I!/+(y ""u‘y—’_y 1"'/0111 ,Uy_{—yt/u Yy =() (-O)

u’z (y”uu u’a' + y”(w ,U'.r) + y’u u”rz + (y"u:‘ /M’,a: _l_ y”vr ’U,a:) /U’ac + :L/'v /U”:rz - 0-

Per le (17), (17)nix se ne deduce che in 4

R A S Y
U e = E, v,ﬂy— G’ uuc__E, uyy_‘_a (Ql)
v, =u",=0 (per u=v=0). J

Cosi pure, derivando la prima delle (20) rispetto ad y, si trova che nel
punto 4 (in cui sono nulle &', ¥',, »",,, v",,, ecc.)

’

€

4 %

V gy =— —

Ty aQ \/E (per U=v= 0)7 (Ql)bis
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Derivando la seconda delle (20) rispetto ad g, e Pultima delle (20) ri-
spetto alla x, o rispetto alla y, si trova successivamente:

1
’U"/ yy — Q 52 - Elr ’ ,v":ta:'z == B - B w 5
= G )s @ ) EV/E : )
(O-)l)ter
V gy =— ———— P, peru=0v=>0
EVG
Dalle (21) si deduce, trascurando i termini di ordine superiore al terzo,
e indicando con «, &,... i valori di queste quantita nel punto u=0v=0,
che:

. 1 1 B 2 i 2 \
'v—ﬁy—ﬁ(ﬁw +a ?!>+

+ :(% (\/—_)—3@', -’ﬂ“y_—gs'“ “’yz+(°zs?_s',,)(?/_)3z+< (22)

V@

E similmente:

u:\/%w——— ‘12( w —}—Y )+
1\

i , : : N i 22)pis
(2ot — (i_) 3 YT 3 U E 9oy y)' (
61" ) R N AR AN Y)(\/G y

Dalle (16), (18) si deduce il seguente sviluppo che non & forse privo di
ogni interesse anche se considerato per se stesso, e dove & posto

E:iy N = @_j_’ z=.’i"
VE VG

(VE, VG indicano qui, come dianzi, i loro valori per = v=0).

s—En— (B8 41+
(=)o — g @B et L enie i(w)m

Y _ X
+(6 1%)

Nel seguito useremo entrambi gli sviluppi (16)yis € (16)ter .
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LE LINEE DI DARBOUX-SEGRE E ALTRI SISTEMI ANALOGHI DI LINEE.

Se le u, v sono le asintotiche, le linee ¥, =0 o, ¢id che & lo stesso, le
S, =0 sono definite dalla. fdu®+ydo*=0; nel punto 4 la loro dire-

zione & pertanto definita dalla B(%) +Y( ) dy’ =0, cioe dalla

E_\L}]?—’dws G\/_dy =0, cioé dalla $d& +yd=*=0. Confrontando coi
teoremi di terzo grado in (13); se ne deduce che tali direzioni sono appunto
le direzioni di DarBoUx-SEGRE (che hanno definito tali direzioni appunto con
coordinate cartesiane). Cio, essendo vero per il carattere intrinseco della
forma ¥, in ogni punto della superficie, ne deduciamo

La ¥, =0, o, cio che ¢ lo stesso, la S, =0 ¢ la equazione delle linee di
Darbouax-Segre.

Questo teorema & cosi 1mportante per noi che vogliamo ritrovarlo per
altra via. Siano ancora scelti come assi delle o, ¥ le tangenti alle asinto-
tiche passanti per un punto 4 della superficie considerata; e 'asse delle 2
sia la normale alla superficie in 4. Avremo, se » & ’'angolo delle asintotiche

in 4, a meno di infinitesimi del quart’ordine
:Qa/mx?]_f_(bnx w3+3b112 9023/—}—3512290212—}-?1222?/3)—!—- o

Assumendo addirittura le , y come coordinate curvilinee dei punti della
superficie (supposto cioe u = x, v =y), le forme di Gauss diventano (posto

. (95 (92»' ”
con MoNgE p:a—m’ QZE/’ V=2 4py S=2¢ xy? t—z

G,=ds"=(14p)da*+2(pqg-+cosw)dedy 4+ (1+¢°) dy’,

4, — sen o (rdw +2sdwdy+tdy°).

\/sen2w+p“—|—q2—‘2pq008w

E i simboli : le : sono tutti nulli nell’origine 4. Se noi usiamo la

espressione di S, valida nel caso pilt generale, troviamo piu facilmente che,
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nelle attuali ipotesi, essa nel punto 4 diventa:
—@x*dD+2dadydD +dy d D)+

3 ba,dxdy
+—5S§nw sen o
36(51[196—1—1)“2@/) (b221w+b222 y) — Q“12+6(b112m+b221 ?j)J . R
X dlog

Fmﬁw+4a%wk+yﬂ—8cwmammy+nn]

— —6(b,, A0 +3b,, A2 d y—+ 3 by, A Ay’ bore d )

9 (2 a/m) 6 (bugw —+ by, y)
4 al,

+%(4amdwdy) G+

- — G(bllldm3+b222d3{3)+ .....

dove i termini trascurati sono nulli per x =y =0. Dunque la S, =0 nel
punto generico A definisce appunto le direzioni determinate da DarBoux
e SEGRE.

Lo sviluppo (16)ys serve ad illustrare geometricamente anche una delle
forme di secondo grado, il cui studio si potrebbe in parte sostituire a quello
della ¥,: e precisamente 1a (14)quater - -1l DarBoUX (loc. cit.) ha studiato come
una proiettivitd trasforma lo sviluppo della z in serie ordinata secondo le
potenze di x, y; applicando il suo risultato allo sviluppo (16)yis sl riconosce
che si pud trasformare la superficie considerata in una superficie collineare,
per cui 'analogo sviluppo in serie si deduce da (16),;s, aggiungendo i termini

—wy( g x* h+ Y yzk)—}—

EVE G\VG
1 B l 3 Y 2 2

dove h, k, I sono costanti arbitrarie. Ce ne possiamo valere con DarBoux
per annullare i termini in ', «’¢*, y*. Lo sviluppo (16)s si trasforma
cosi in
1 .
g={n— o &4y

1, dlog [y Bf . 8 log [£* ] »
R T okl ¥l e p o W 41~ e
6"’(Y du " TE Ty ‘)+
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Le direzioni definite in 4 dai termini del quart’ordine sono percio le
direzioni £ =0 ed n = cost. delle asintotiche uscenti da 4 e le due direzioni
definite dalla forma (14)quater - ‘

Nel nostro studio U'esame dei termini di terzo ordine nello sviluppo della z
in serie di potenze delle x, y, e lo studio analogo dei lermini del quart ordine
| 22
I

Mentre ¢ termini del terzo ordine conducono alla considerazione delle linee
di Darboux e Segre, i lermini del quart’ ordine conducono all’esame delle linee
definite dall’ anvullarsi della forma intrinseca invariante (14)quater -

Per la illustrazione geometrica di altri invarianti bisognerebbe esaminare
nello sviluppo in serie anche i termini di ordine superiore al quarto; noi
non lo facciamo perche le linee di Wirczynski (nella definizione delle quali
sl tiene appunto conto di tali termini) ¢i permettono gia qualche notevole
interpretazione geometrica dei nostri seguenti risultati. -

portano o considerare gli stessi invariouti p = 10)1 %’ Y=

NUOVI INVARIANTI INTRINSECI DI UNA SUPERFICIE,
LE DUE FORME DIFFERENZIALI INDIVIDUANTI UNA SUPERFICIE
A MENO D1 COLLINEAZIONI.

Né la forma ¥,, neé le forme (14) bastano a caratterizzare a meno di
una collineazione una superficie. Nella mia Nota cit. st & visto infatti che
due superficie in corrispondenza biunivoca sono collineari allora e allora
soltanto che, riferite entrambe alle asintotiche {necessariamente omologhe

nella supposta corrispondenza se le superficie sono collineari), le espressioni
1 , r, l , 1

8, 9 d=uao, — 9 * — B, @B:sr— 9 e —ay

(23)

et L a2t

0 T T S A I S R B R

calcolate per lelemento lineare di una sono uguali alle quantitd omologhe
per laltra. E tali quantitd sono legate tra loro dalle sole relazioni:

1 ’ ae s 1
9 A"_av‘zﬁ:—gBY't;ﬁ"Y’

2

.B“ﬁau"

T=—27F, —7.8;

1o —
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cosicche, anche se & data ¥,, se cioé sono date le B, y, restano ancora ar-
bitrarii 1 valori di 4 lungo un’asintotica v = cost., e quelli di B lungo una
asintotica u = cost. (Cosicche I'essere uguali in punti omeloghi le £, y non
basta percheé la corrispondenza supposta sia una collineazione; per un’inter-

pretazione geometrica di questo fatto efr. ultimo teor della mia Nota citata).
Alle 4, B sostituiamo qui le

1 . L,
«,—p,—

_ - ’ L \
_’Q A ﬁv—— u pf Qa 659 Q3
M=t By oy, Lo o
M= 0=Y.=5 7.7 g 1%
cosicche :
=—QBY'M’YW“5 J‘Iu:_QYB _BY‘L' (Qi)

Cio permette di scrivere in modo pit semplice cio che avviene quando

alle «, v sostituiamo le U, V (cfr. pit sopra per le notazioni; & p. es.

du dX ., d'X
X = dU,X_(n’X _W’ eCC.)
Troviamo, accanto alle (11)y;s che qui per chiarezza riseriviamo:
_ , . , X _ Y
ca=a X+ X5 e=cY+Y'; B_BY’ T=1x"
1 1 (ll)ter
=X*L+ (XX"~§ X) ; M=y'M+ (YY”~@ Y'z) .

Formole pitt complicate si otterrebbero per le 4, B; cid che basta a
giustificare la considerazione delle L, M. Ma le (11)i: ci dicono che neanche
le L, M hanno caraltere intrinseco, pur essendo invarianti.

Per porre rimedio a questo inconveniente, cerchiamo di costruire una
espressione costruita con le £, v; la quale si trasformi come L. Se noi os-
serviamo che il comportamento di L dipende specialmente da c¢id che tra i

termini di L vi & l’espressione «, — 7 «®, cominceremo a cercare un’espres-

sione ¢ dipendente dalle sole 8, y; la quale si trasformi come «.
Troviamo potersi porre

1
dlog —
alog(8) LK olog vk,
V=g, ~ OpPpure ¢=-—-——> oppure ¢=-—g " (25)
S/aT e
oppure 9= TQ—M%#—Y’ oppure, ecc.
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Scelta ¢, diremo ¢ la quantitd che se ne ottiene scambiando 8 con y ed
w con v. K facile riconoscere che, comunque sia scelto ¢ tra i modi suecitati,

vale la
o= Xq> + X’ e analogamente ¢ =Y {4 Y". (1) quater

Cosl p. es., se adottiamo la prima delle (25), si trova:

—~_dlog(By) _ 9dlog(ty) _  (8log(By) ,
L N =X du —X( du )+X

e cosl via (¥).
Avremo poi

T’ —_— ﬁ_. 4 (9<P ”
,,,,XM_X[X P+ X% 4 X J

P=X'0"-2X X" 9o+ X",

7 1_2 ’ 1‘2 . > ” 1 > 12
?T_WQZXﬂ%_Q?J+@X__§X»
Posto pertanto
TR R T
P=L—¢.4 4 ¢, @=M—{ . +5¢, (26)

avremo, ricordando di nuovo le pitt importanti delle (11),

P=X'P; Q=Y"¢; )
p—ng- VR a=aX+X'; e=e Y Y’ (0.
- Y ? Y_Y X’ - .7 '_" . ’

Le prime di queste formole dimostrano che
- F,=Pduw+ Qdv* [oppure &, =—Pdu’+ Qdv’] (27)

é una forma invariante (perché costruita con le £, y, L, M) a significato

inlrinseco. .
Date le due forme ¥, ed I'\, la superficie ¢ definila o meno di una col-

lineazione (perché risultano determinate le £, v, L, M).
_ ]
(*) In generale, se 6 & un’espressione tale che 6 =80 X Y* (con k= cost.), allora a—lao—g—

si trasforma come «, e si pud porre uguale alla ¢.
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f

Notiamo anzi che alla forma ¥, si pud sostituire una delle forme di se-
condo grado, di cui abbiamo gid discorso nelle pagine precedenti, e che la
forma F, si puo scegliere in modo molteplice, corrispondentemente all'inde-
terminazione che noi abbiamo lasciato alle ¢, {.

Invece delle forme ¥, e F, potremmo assegnare la forma ¥, e gli inva-
rianti di I, ed F,.

Potremmo cioé dare la forma Y, il quoziente del discriminante di ¥,

per il cubo del discriminante di F, (che a meno di un fattore numerico

B’ o By' | YR X o
vale g e infine ot o che & pure un invariante comune delle due

forme (¥).

Oppure potremmo assegnare (per determinare a meno di una collinea-
zione la nostra superficie) la forma ¥, e gli invarianti che la forma F, ha
con una delle forme (14) del secondo grado.

P. es. potremmo dare la ¥, e gli invarianti intrinseci

P Q
l—_:—‘s'-%? 1-2:3—_2!
VB Y VT E

che si deducono dal confronto di F, con la prima delle forme (14).

(28)

(*) Come invarianti del sistema di due forme
f=a,2% + 2a, 2, %, + a,
P =% 3o af @ + 3oy x, 0% -4 2%

(di cui una quadratica, una cubica) possiamo (cfr. CLEBscH, Theorie der algebraischen For-
men, p. 209) scegliere i seguenti:

«) [invariante a, («, 2, — a2) — a, (2, ¢, — @, &) -} a, (2,7, — @) che nel caso nostro &
nullo, perché le direzioni individuate da F, =0 dividono armonicamente le asintotiche, le
cui direzioni annullano lo Hessiano di Z,;

B) il quoziente del discriminante di ¢ per il cubo del determinante della f;

7) il quoziente, ottenuto dividendo per il cubo del diseriminante di f 1’altro invariante
simultaneo

a, (g %5 — 2 @y 2 4 0, %,)° —
—2al(ag2—2a, %+ a3 @) (@, % — 20, 2, -+ ag )

+ oy (@ 2y — 2 ay 2, + a5 &),
Questo ultimo quoziente & appunto l'invariante ora citato nel testo.
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Supposto che Ie linee coordinate siano le asintotiche (cioé le linee che
annullano lo Hessiano di Y),), le 1,, I, devono soddisfare alle seguenti equa-
zioni [(cfr. le (24) e (26)]:

EVET LY. +0"W—09,+28Y.+18.=0,

(2%)vis
VTP LY. A4 — Y 27 P, By, =0.

La forma F,, oltre a queste equazioni cui soddisfano P=pVEy* I, e
Q = v VY B* I,, soddisfa, quando sia data ¥,, a questa unica condizione di
natura algebrica, che cioe le linee definite dalla F, = 0 dividono armonicamente
le linee che annullano lo Hessiano di ¥, (le asintotiche) (cfr. la precedente
Nota a pie’di pagina).

I risuLraTt b1 WILCZYNSKI.

Questi risultati, come abbiamo gid detto, ci servono per illustrare geo-
metricamente la forma F,, o, per meglio dire, un’altra forma intrinseca inva-
riante, che & una combinazione lineare della F, e delle altre forme di secondo
ordine da noi gid determinate. Abbiamo gid visto come alla forma 4, di
Grauss sl poteva sostituire la forma B, invariante intrinseca; potremmo tro-
vare in molti altri modi una forma invariante intrinseca proporzionale ad 4,;
per es. quella forma C, che, se le u, v sono le asintotiche, si riduce a

4’ log 13

Ora osserviamo che le (16), posto z=01 dove

alng’:ia dloge 1
du a7 Tae 2 °

(ricordo che o', =¢",) diventano per (23)

” . 1
t"“:ﬁtv_"gAt,

r t 1
8=y b, —
Y Bl
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che, con cambiamento di sole notazioni, coincidono con le equazioni date
da WiLczynskl. Le linee di WiLczynskr sono date percio (cfr. loc. cit.) dal-
l'equazione :

B

, 9" log —

3272)_1 e L eg ey L(Y_ﬁ sy L Y
T 4:A ) b+ %(log() wt g . du® + Y ouow dudv

1 1 ] 1 " 1 '1:2 2
g B g vt g togerat g () ] z ~0.

Il primo membro resta moltiplicato per X* Y*, se noi mutiamo le u, v
rispettivamente nelle U, V; esso si riduce percido ad una forma intrinseca

B2 T2
8

tnvariante, quando si sopprima il fattore - Si trova cosi lo forma intrin-

seca invariante

g

9" log —

i
Judo dudo,

W1=¢1+Oi=—'Pdug+Qd’02+

che, uguagliata a zero, definisce le linee di WiLczyYNSKI.

dlog 1
In questo calcolo le P, @ sono rimaste determinate, ponendo p = I
R |
6log —
=yt
v

ALCUNI PROBLEMI GEOMETRICI.

Espongo ora alecuni dei problemi, che si possono risolvere per mezzo dei
precedenti risultati: si tratta dei problemi, che sono stati sostanzialmente
Porigine della presente ricerca. Per alcuni mi accontento di dare un breve
cenno. Voglio cercare di determinare una superficie a meno di collineazioni
per mezzo non gia di forme differenziali, ma dando soltanto dei sistemi di
linee.

Esaminero soltanto i casi pitt semplici: di questo il pitt notevole & quello
che considereremo per ultimo,
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250 Fubini: Invarianti proiettivo-differenziali delle curve

E intanto evidente che una superficie non & definita (a meno di una
collineazione) dalla sola conoscenza delle linee di DARBOUX-SEGRE e neanche
" dalla forma ¥,; perche, assunte a linee coordinate quelle che ne annullano
lo Hessiano (le asintotiche) manca ancora alla completa definizione proiettiva
della superficie la conoscenza della forma Pdwu’*-+Qd+*, o, cid che & lo
stesso, degli invarianti I,, I,.

Possiamo perd chiederci se basta la conoscenza delle sole linee di Dax-
BOUX-SEGRE e di tali invarianti. In tal caso Y, & noto soltanto a meno di un
fattore finito; cosicche, assunte come linee coordinate le asintotiche, saranno
noti I,, I,, mentre si conoscono soltanto due quantitda b, ¢ proporzionali a
g, y. Potremo fissare le I,, I, in modo molto simmetrico, supponendo

310%5‘{ 4,_‘910 B—Y, e moltiplicare le b, ¢ per un tale fattore che ri-
sulti bc= 1. Posto § =2b, y=2Ac, bisognera determinare il fattore X ‘in
guisa che siano soddisfatte le (24)yis che diventano 'una

9 o assn O »  0log (2" & log (A%) ’
&v(I’x\/b)_*_au?avlog()\)— du dudv +3AV
log o

ou =0

+ ¥

e l'altra cid che se ne deduce scambiando %« con v, b con ¢, I, con I,.
Come condizione di integrabilitd si trova:

e (T V) — 2 (V) 2 g | -+

g2

__g2log2 8 (I, \/e* 3 _ g 9log) d(I Vo' ») _
ou du dv dv

Si ha cosi un sistema di equazioni da cui si potrebbero dedurre le de-
rivate terze di X espresse mediante le derivate di ordine inferiore. Questo
sistema di equazioni si pud studiare con metodi noti, ma lunghi. Ma anche
senza eseguire tutti 1 calcoli possiamo affermare che: Date le linee di Dar-
boux-Segre e i due invarianti, la superficie é definila tutt’al pin a meno di
cinque costanti arbitrarie (1 valori iniziali di 2 e delle sue derivate prime e
seconde legate dalla precedente equazione).

Ad un problema analogo si giunge se si cerca di determinare una su-
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tracciate su una superficie e definizione proiettivo-differenziale, ecc. 251

perficie assegnandone le asintotiche e la forma W,. Cio equivale infatti ad
1 1 p

dlog — dlog — 9’ log —
(o] Y o ‘5) o Y

ou b= ov dudv
Le condizioni (24)pis diventano:

assegnare P, @ (dove 9=

__&logy dlogy dlogy

P du’dv du &u&v_l—QBY“F‘LYQ“:O
logP dlogh ¢ logp (Ber
Yom Fuov " Tov duoo T2V EY.=0
6”03‘% .
Essendo dato W, possiamo scrivere f=21bU, y=24c¢ V, dove

b, ¢ sono quantitd note, 3, U, V funzioni da determinarsi, di cui perd U &
funzione della sola #, V funzione della sola ». Lo studio di tale sistema non
sembra breve.

Ancora piu complicata sembra la ricerca di tutte le superficie, per cui &
soltanto data la forma di WILCZYNSKI.

Ma pili notevole geometricamente e pitt semplice & il problema seguente:

Trovare una superficie, di cui sono assegnate sia le linee di Darbousx-
Segre che quelle di Wilczynski.

Al solito, se sono date le linee di DARBOUX-SEGRE, sono determinate
anche le asintotiche. Assunte queste come linee coordinate , v, la cono-
scenza delle linee di DarBoUux-SEGRE determina ¥, a meno di un fattore,

8 & log£
cioé determina Ek e in particolare auag— - La conoscenza delle linee di

WiLczynskr determina la forma W, a meno di un fattore; ma poiche, come
ora vedemmo, & noto il coefficiente di du dv di tale forma, tutta la forma

o’ log £

di WiLczynskr risulterd determinata (a meno che sia i 81;{ =0; caso che

si deve esaminare a parte). Nel caso generale risulteranno percid determi-

nate le P, Q. Bastera percib.sostituire in (24)er al posto delle £, y le X b, A ¢
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\

(dove X & incognito, b, ¢ sono quantitd note) per ridurre il nostro problema
alla ricerca della funzione X, e¢he deve cosi soddisfare a due equazioni differen-
ziali del terz’ordine, da cui, come prima condizione di integrabilita, si deduce
tosto un’equazione del secondo ordine. Anche senza completare i caleoli (di
cui si sta occupando uno studente della nostra Universitd) risulta ben chiaro
che 1 (e quindi anche la nostra superficie) risultera determinato tutt’al piu
"a meno di h=25 costanti arbitrarie.
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Sopra un problema al contorno nella teoria
delle funzioni di variabile complessa.

(Di A. SieNoRINT, @ Padova.)

Sia S un’area semplicemente connessa del piano complesso

r=x-+1iy,
C il suo contorno.
Fissati ad arbitrio 2 p 42 punti sopra C (p finito, =0) chiamiamo

L Y. M. N

i 2p + 2 archi corrispondentemente individuati sulla curva (quando si escluda
la considerazione di archi parzialmente sovrapposti) sottintendendo che l'or-
dine di successione stabilito dagli indici coincida con quello che viene indi-
viduato dal verso positivo di C.

Se p>0, non esiste in generale una funzione della 2z, w (), regolare
dentro S, la cui parte reale e la cui parte immaginaria si riducano rispetti-
vamente sopra gli s,, e gli s,,_, (m=1,2,..., p+1) a funzioni dell’arco
di C quantitativamente del tutto arbitrarie: neppure se da un lato si assog-
gettino tali funzioni a restrizioni qualitative tendenti ad assicurare la rego-
larita di w (2), e dall’altro non si escluda che la w (¢) possa presentare su C
qualche singolarita di tipo abbastanza generale. Cio & stato avvertito per la
prima volta dallo Scawarz (*), nella sua recensione della Memoria del Vor-
TERRA (¥¥), nella quale & effeltuata la determinazione della nostra w (z) nel
caso p=20.

Mi propongo di stabilire in questa Memoria, subordinatamente ad oppor-
tune restrizioni qualitative per le funzioni che intervengono nella questione, le

“(*) V. Jakrbuch siber die Fortschritte der Mathematik, Bd. XV (Berlin, 1886), pagg. 361-365.
(**) VoLTERRA, Sopra alcune condizioni caratteristiche per- le funzioni di variabile com-
plessa [Questi Annali, Tomo XI, Serie 2.2 (1883), pagg. 1-55], §§ IV, V.
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254 Signorini: Sopra un problema al conlorno nella teoria

condizioni necessarie e sufficienti per I'esistenza della w (2), e insieme (la sua
unicitd e) un gruppo di formole, ciascuna delle quali & atta a rappresentarla.

Il procedimento cui mi atterrd fornisce anche una nuova dimostrazione
del teorema di Koese (*) sull’esistenza di una funzione di « e y, armonica
in S, che sugli s,, prenda valori prefissati e sugli s,,_, abbia derivata nor-
male pure prefissata: e al tempo stesso permette la costruzione effettiva di
una tale funzione. Ulteriormente, esso si presta pure a stabilire le condizioni
necessarie e sufficienti affinché non solo la w (2), ma anche la sua derivata,
siano regolari in tutto S (contorno incluso).

Per semplicitd supporrd sostituita, mediante una rappresentazione con-
forme, l'area generica S con un semipiano. Risoluta la questione in questo
caso, il trasporto al caso generale si effettua senza alcuna modificazione
sostanziale degli enunciati.

ENuUNC1ATIL

1. Adottiamo la notazione
WE=U@y)+iV(@ey) (U, V reali)
per rappresentare una qualunque funzione della variabile complessa z, che
sia monodroma, finita e continua, insieme alla sua derivata, in ogni punto
interno al semipiano positivo: e generalmente finita e continua anche sul-
I'asse reale, ove, al pil, possa presentare degli infiniti d’ordine <C1 corrispon-
dentemente a un certo numero (finito) di valori a, (tutti quanti finiti) della .

Conformemente a quanto abbiamo fatto pitt avanti, fissati ad arbitrio
2 p+ 2 punti sull’asse reale, diciamo

€. €l by
le loro ascisse, intendendo che sia

6, <l LT lyppas
e rappresentiamo con s,(1=1, 2,..., 2p 1 2) I'intervallo (e, e,.,) oppure I'in-

(*) KoEBg, Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven [Journal fiir reine
und angewandte Mathematik, Bd. 138 (1910), pagg. 192-253], § 4.
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delle funzioni di variabile complessa. 255

sieme dei due intervalli (€;,1,, %) e (— o, e,) secondoche & I=]=2p—42
oppure ! =2p -+ 2

Supposti i valori delle e, tutti quanti finiti, sia W*(z) una qualunque
combinazione lineare a coefficienti reali delle p 4+ 1 funzioni

8

2
W,e)=pmm—— (s=0,1,..., p),
I, \Jz—e
1

che intenderemo precisate anche in segno in base alla convenzione, da man-
tenersi costantemente in seguito, che al radicale \z—e,, per ogni valore
di I, sia attribuita per z reale e >e¢, la sua determinazione positiva.

Siano infine
Uy (). o0 Uy, (X) ... Uy, s (X)

V() o Vg (®) .. gy, ()
2 p+ 2 funzioni (reali) di « definite rispettivamente in
) Spee Spmeen Sappa
e in
81 e Sopn e Sop
colla condizione che:
1.° la w,,, () all'infinito sia infinitesima di ordine non inferiore a
qualche numero positivo;
2.° tanto le funzioni in questione, che le loro derivate prime, siano,
nei relativi intervalli s,,, e s.,_,, generalmente finite e continue, e, ove pre-
sentino delle singolaritd, queste non siano altro che delle discontinuita di
prima specie.
Vale allora il seguente
Teorema 1. Se esiste una W (z),

Wm, (z) == Um, -+ % V,w )
che soddisfi le eguaglianze (*)

U, (x 0) = u,,, () in s,,, a
(”n_——l’Q,"',p_‘—I)’ (“)
V.. (2 0) =10,,_, (x) n s, . s

(*) Naturalmente va fatta eccezione per gli eventuali punti di discontinuitd delle wom

€ V2mey.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 33
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256 Signorini: Sopra un problema al contorno nella teoria

essa ¢ necessariamente rappresentabile mediante la formola

. 1 {2 Cu, (®)W* (x') d o’
Wl = iy | B ) et |
m ip+1 rv?m_l (w,) I/V* (w’) dw’ ! (I)
+ gm wr - \ ’

qualunque sia la W* (2) considerata. Condizione necessaria e sufficiente per
la sua effettiva esistenza é che le u,, (x) € v,,._, (x) siano legate dalle p rela-
zioni, mutuamente indipendenti,

4
%,,, fu,m (@)W, (") d o'+
- (1)
4y, [vzm_,(w’)W,(w')dw'=0 (s=0,1,..., p—1).
1 ..

Sem-1

Subordinatamente a cio, la W, (z) risulla regolare in tutto il semipiano
positivo, fatta solo eccezione per gli eventuali punti di discontinuita delle u,,
€ Vg, OVE presenta degli infiniti logaritmici.

E appena necessario avvertire che questo teorema, e le sue ulteriori con-
seguenze, valgono, senza alcuna modificazione sostanziale, anche quando
non si voglia supporre fin da principio che i valori delle « e ¢, siano tutti
finiti, che nel punto all'infinito sia assegnato il valore della parte reale di
W.,, (2) (invece che quello della sua parte immaginaria) e che la u,,,, all'in-
finito sia zero.

2. In base al teor. I, condizione necessaria e sufficiente affinche, sup-
poste soddisfatte le condizioni di esistenza per la W,,, essa risulti finita e
continua in tutto il semipiano positivo, & che le u,, (x) e v,,_, () non am-
mettano alcun punto di discontinuitd. Quando cio si verifichi e le proprieta
qualitative supposte per le funzioni u',, (x) e v,,_, (x) valgano anche per
le w",,, (x) e v",,_, (x), le condizioni di regolaritd per la W', restano stabi-
lite dal
Teorema Il. La W’',, sars finita e continua in ogni punto del semipiano
positivo, allora e allora soltanto che :
1.9 le u',,, (%) e Vs, () non ammettano alcun punto di discontinuiti ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle funzioni di variabile complessa. 257

2.° valgano le 2 p + 2 relazioni — indipendenti tra di loro e dalle (II) —

5 f Mo (@) = Wige () g7 ) o7 -

1 r —ex
o " (IIT)
44 ;m f Vam—1 w;}lﬂz:i-l-s (6)) Wo (mr) da’ —0 ()\ — 1’ Q,,,,, QP—E—Q),

ove ¢ ¢ =0 oppure e =1 secondoché X é pari o dispari (*).

- 3. Per poter dare una forma semplice e al tempo stesso precisa all’e-
nunciato del teorema di Koesr, denominiamo @ (xy) una qualunque fun-
zione armonica di @, ¥ che nel semipiano positivo possa considerarsi come
la parte reale di una W (x), tale cioé che, chiamando ¥ (xy) la funzione ar-
monica coniugata a ¢ (xy), possa porsi

WE)=o@y) +i¥(@y).

Convenuta tale denominazione, siano

00 (@) Banes (@) Paps @)
p +1 funzioni (reali) definite rispettivamente in
81 .. 82m_1 o S?p+1!

che nei relativi intervalli godano delle proprietd qualitative prima supposte
per le v,,_, (). Al teorema di KoEBE pud darsi allora la forma seguente:
Teorema III. Esiste una ed una sola @ (x y), du, (€ y), che soddisfi alle

(*) Supposto che la W'y, sia finita e continua in ogni punto del semipiano positivo, ag-
giungiamo alla Wy», ad es., il prodotto di ¢ per 1’integrale iperellittico di 1.% specie

x

dz
2p+2 .
I, \/z' — e
1

€r

Con cid la Wy, si cambia in una funzione dello stesso tipo che in #=e¢, ha derivata ne-
cessariamente infinita, senza che le funzioni #sm () € v.m—1 (x) cessino di possedere le proprieta
qualitative per esse supposte, e senza neppure che si alterino per x =e, i valori della wuy54 (x)
(della v, (x)) e di tutte le sue derivate sinistre (destre). Cio basta per rendere evidente che
le condizioni di regolaritd richieste nel testo non possono involgere soltanto il comportamento
locale delle wom (o) € vom— ().
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condizioni (*)

Pup (€ 0) = u,,, () in s,,
m=1,2,..., 1),

, ( p+1) ()

a'—y q)u(p (m O) = ?2»1—1 (m) in Sﬂm-—l

e st mantenga finita in ogni punto del semipiano positivo.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA I.

4. Ammessa l'esistenza di una W (z) che soddisfi alle condizioni (=),
prendiamo a considerare il suo prodotto W,, W* per una W* scelta ad ar-
bitrio.

Fissato un punto 2 interno al semipiano positivo, rappresentiamo con #
— in base ad una notazione consueta cui ci atterremo sempre — laffissa
del punto ad esso simmetrico rispetto all’asse reale. Con un ragionamento
ben noto (**) — tenuto conto del comportamento di W,, e W* allinfinito e
nei punti «, ed e, — dalla formola e dal teorema di Cavcey si deducono
le due eguaglianze

3 4 * g ’
2wi W,, (2) W*(z)=f We @)W @) da’
r —z
e ’ (1)
0 _f W, (@) W* (&) do’
= L ,
la seconda delle quali pud anche scriversi
. N ) ,
0 [ LLPTENT. @
X —2

(*) Qui pure va fatta eccezione per gli eventuali punti di discontinuita delle funzioni asse-
gnate negli s;m e Sym—1, €, in rispetto al secondo gruppo delle condizioni (8), almeno in ge-
nerale, anche pei punti z=e; (cfr. Teor. II).

(**) Cfr. ad es. A. SiaNORINI, Sull’tnizio dell’efflusso deé liguidi [Rendiconti del Circolo Ma-
tematico di Palermo, tomo XLI (1.° sem. 1916)], § 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle funzioni di variabile complessa. 259

Ogni W* (2) essendo puramente reale negli s,,, e puramente irf)maginaria
negli s,,,_, (¥), si ha:
1.°21in 8, (m=1, 2,..., p+1)

W* (@) =W* (@);
2°1in 8, (m=1, 2,..., p+1)
W* (1) = —W* ().

\

In conseguenza la (1) sommata colla (2) da

, 1
Vol =S )

’

xr —z

8m-1

g fU,,,,(w'O)W*(m')dw' Pt [V (@ O)W*(&)dat |
" . -

1
T miW*(2)

’

1,24.: .[ Uom (%) W* (Fw') da’ + fiﬁ j Va1 (;c')ln_f* (@) d |
! v —=z 1 x'—=z \

Som Somay

cioé la formola (I).
Potendosi evidentemente assumere

w.,, (2) =1,
dalla formola ora stabilita discendono in particolare le seguenti p -1 identitd

Lo pjrifw;(m')dm'
T miW, () x—z

Sam-1

(s=0,1,..., p). 3)

v

Ulteriormente, essendo in base alla formola di Cavcny

e (W) de | R (Wo@)ddd|
W‘(z)_Qn‘i %’”J—T—.%'—+E1mfﬁ—z ( 0,1,...,p)

Som Sam-1

—_— e

(*) B facile provare che, viceversa, ogni W (2) che sia puramente reale negli s, e pura-
mente immaginaria negli sus—;, € che all’infinito abbia nulla almeno la sua parte reale, &

2p42
necessariamente una W* (2). Consideriamo infatti il prodotto di una tale W (2) per I yz— ¢; .
1

Esso deve, in ogni caso, essere puramente reale su tutto ’asse reale, e quindi prolungabile
per riflessione analitica nel semipiano negativo, dando luogo ad una funzione uniforme in
tutto il piano complesso e dotata, evidentemente, di sole singolaritd polari: cioé ad una fun-
zione razionale di z. Onde I’asserto si presenta come un’immediata conseguenza del fatto che
" la W(2) non pud ammettere infiniti d’ordine =1 e all’infinito deve avere parte reale nulla.
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appaiono'manifeste anche le identita

| < [ W, (x)d '
i W, () 9" ) o —=

Som

(s=0,1,..., p). (%)

5. Dal teorema di CaucHY — sempre tenuto conto delle nostre ipotesi
rispetto a W,, e W* — segue anche (scrivendo che & nullo I'integrale del
prodotto W, (2) W* (2) esteso al contorno di un semicerchio del semipiano
positivo, di raggio qualunque R, avente il centro in #=0, e passando al li-

mite per R = o0)

= Veolim (5 W (z)) = 3 W (&) W (@) + W, (—a) W* (— m')%dw’,
=00 \ 6
. . - L .. W, ()
ove Vy rappresenta il coefficiente dell’'immaginario in W,, (00) | cioé —5 I

In conseguenza, considerando la parte reale del secondo membro, si
trova

1 s TW* (» =P:|'1 1y * ’ ’ -p:l.l ’ % ’ '
% Voo lim |2 W* {2) Y, VU@ OW*(@)do'+iY,. | V(' 0) W* («')da
1 1

=00
Som-1
p+1 i ’ ’ ’ 'p+1 ’ U ’
2%,, Uy, (&) W* () d o’ 44 21‘,,, Vg () WH* (') d o',
Scm Som-y

ovvero — cio che & perfettamente equivalente datala definizione delle W* (2) —:

pH
Yo | e (&) W, (&) d o’
1.

Eom Pt . ‘ (II)
iy, [«, @) W,@)da =0 (s=0,1,..., p—1)
| S
pH+H 31 _
¥, (um (@) W,(@)da'+i X | Voo (&) W, () dd' =7 V. ®)
-1 1

Con cio la necessitd delle relazioni (II) per I'esistenza di una W (z) sod-
disfacente alle condizioni (x), resta dimostrata.

6. Nel completare la dimostrazione del nostro teorema, potremo evi-
dentemente limitarci a prendere in esame, nel semipiano positivo, il com-
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portamento della funzione

L jgH (1. @) Wo@)da’ | 2H Con @)W, (@) do’
o e e e N

4

=w(E)=u(ry)+iv(ry), (4, v reali).

E manifesto che in ogni punto interno al semipiano positivo la w (z) &
monodroma, finita e continua (insieme alla sua derivata). Inizieremo lo studio
del suo comportamento sull’asse reale, dimostrando che in ogni punto z =X
di tale asse, distinto dal punto all’infinito e dagli eventuali punti z =«, ove
una delle u,, o una delle v,,_, & discontinua, la w(2) & finita e continua,
ed & soddisfatta la corrispondente eguaglianza («).

Supposto dapprima X interno ad uno degli intervalli s,, — che chia-
meremo 8, — prendiamo a considerare la differenza

W (2) — Ugp (X ).

Per la (6) e per la prima delle (3), potremo evidentemente porre

1 pH om e (X
- P Cg,, (YW, () d
+1 %“J > g .

Basta allora osservare che al tendere di z ad X il secondo membro di
questa relazione ha come limite il valore, finito e puramente immaginario (*),
dell’espressione

1 pH Wom (w’) — Usp (X) ’ ’ R asl Vam—1 (xl)Wo (w/) ax ‘
W, (X) R o G AL RN =X\

Som Som-q

per concludere che in 2= X la w (2) ¢ finita e continua, e di piu &

u(XO)=u2,‘(X)

v (X0) = f““ @) = e (X) 7 ) g7 -

¥ —X
- PR (o, (@)W, (@) do’ |
+ gmf - — X i

(*) Si tenga presente:
1.° quanto abbiamo ammesso riguardo alle «'am (x);
2.2 che negli intervalli sym (Sem-1) 0gni W* (2) & sempre puramente reale (immaginaria).
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[n modo analogo si prova che se X & interno ad s,u_, (=1, 2,..., p41)
in z=2X la w(?) ¢ ancora finita e continua e si ha

1 p+1 f Uy, (X)W, (&) d o’

“ 0= S =X

+

m
1
Sam

2EL 0, (@) — 0y (X) ’ '
i | L W, (@) da' |,

Som=1

v (X 0) = v,u_, (X).

Se invece &
X=ue O=12,...,2p+92),

per giungere all'asserto basterd prendere in esame l'espressione
w(z) — % Uite (1) 4 & Vi—1qe (€2) !\

Ve—o

ove & e=0 oppure ¢=1 secondoché % & pari o dispari. Dalla (6), dalla
prima delle (3) e dalla prima delle (4) si ricava

’

W (2) — | age (1) 1+ va14e (€2) %
vz — e -
-1 2p42
0, \Jz—e, I, Vz—e, :
- wi - f%‘"[ X —z We(@)d o'+
; p-*‘-l Vom—1 (m’) — ’U}.—H—a (6k) ’ ’
+ 3 %IMJ T — 2 Wo(m)dw%

Somsny

In conseguenza della (7), posto

A—1 2p42
M= ,Ja—e I, Jeo—e,
1 41

h=12,.,2p+%

— e

, P oy, () — upps (e
ﬁ’I/W()') — 214MJ ( ;' l+€( l) Wo (oc’)dac’+

"Som

pHl f/vam—l (x') — V1 14e (el)

e ?m x — €) Wo (w’) d CC',
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— con che W® gsard sempre finito e puramente immaginario — si trova

W (2) — | age (€2) + V214 (02)
lim —mWH  =1,2,..., 2p+2).
Ve—a

2=84

A

Cid evidentemente & sufficiente a provare I'asserto e al tempo stesso
fornisce le eguaglianze

hm_(z)—(e)‘)z[]”y(l) r=12,..., 2p+9 (8)
z=e) \/z—ex

che ci saranno atili in seguito.

7. Sia 2z =, uno degli eventuali punti interni ad s,., ove si presenti
per-la u,, (x) una discontinuitd di prima specie k,. E facile provare che
nell’intorno di z=uw, la w(2), a meno di una funzione additiva finita e con-
tinua, si comporta come la funzione

ik
——7_* log (x, — 2).

Invero, essendo identicamente

— s 1og (wy—0) = Fx (o ke B log (exn —2) =
e»’u
@,
1 (WWEAE k(W@ =W, b
_wiWo(z)J ¥ —z  miW,(2) x —z dm—}—;@,log(ew—z),
eiu e
ricorrendo alla (6) si ottiene subito
ke 1| B Cu @) W @) d
w (2) — —= log (s —2) =i W, (9 (2{"+ME¥1)I N
C B g ()W (2 da z
%, [ P e +
e () 1 s () Wl
% . Uay (¢ x .
+5 W(z)H W(w)d”+[ o —z l
_ (W @)= Wy D) 5 o Py
T:iWo(z)J P — dw+ 10g(eg,,—z)
GQ‘u
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 34

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



264 Signorini: Sopra un problema al contorno nella teoria

D’altra parte, ponendo

Wop () = g (X) + ke pET  Cp =1 <X,
W¥op () = Ugp (T — 0) + Ky = top (4 +-0)

Wy (0) = Usp () PO o0y <X =y,

la ¥, () in tutto Pintervallo s,, risulta finita e continua insieme alla sua
derivata prima, fatta al pitt eccezione per un numero finito di punti ove la
derivata potrd presentare delle discontinuitd di prima specie: onde (Cfr. pa-
ragrafo precedente) la funzione di 2

e9+
Wop w)_‘i_k* r Uop. (w) W (::c fl ' .
z)'f W) d +J ' N

x —z {

gy

whop (@) W, () d
w1 W, (2) x—z
%u
in #z=u, sard finita e continua.

Vuol dire che nell'intorno di tale punto anche la funzione

w (2) — ¢ log (@, —2)

¢ finita e continua: ci0 che prova quanto abbiamo affermato.

In modo analogo si proverebbe che nell’intorno di un punto ove una
delle v,._, sia discontinua, la w (2), sempre a meno di una funzione addi-
tiva finita e continua, si comporta come la funzione

k*
— % Jog (i, —2)
(x4 € k, riferendosi, naturalmente, al punto attualmente considerato) (*).

8. Le proprietd finora dimostrate per la w (2) derivano soltanto dalle
proprietd qualitative ammesse per le funzioni u,, e v,,_,, € non dall’essere

(*) I risultati ottenuti nei §§ 6 e 7 si potrebbero anche considerare come delle semplici
. s .. . . 1 f (ac) dx’
conseguenze delle proprieta degli integrali del tipo — ,ovela f () gode delle pro-

prietd qualitative da noi ammesse per la usp40 (V. A‘ SIGNORINI, loe. cit. ante, §§ 3-6).
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delle funzioni di variabile complessa. 265

tali funzioni vincolate o meno dalle (II). Il sussistere di queste eguaglianze &
invece (sempre subordinatamente alle nostre ipotesi sul comportamento delle
U, € ¥y, ,) condizione necessaria e sufficiente affinché la w (2) sia finita e
continua in z==oo.

Per provarlo, basterd che, in base all’identitd

1 P x* 1 x'rtt
x—z =—203 FH + x —z 2t

sostituiamo la (6) colla seguente
wiw (2) W, (2) 2" =

» pH pH , N ,
=—%7"{3. J Us (@)W, () 2" d 'Y, fvgm_l(w)Wo(w)w’dm —+
0 1 1

Som Som-1

L e | g e
o 1 9)

Xr —7

em Som 1

r ypH p+1 , ,
=-_%zr-v: 3, fu,,, (w')m(m')dw'ﬂgmfvm_l @)W, () d £+

Som Som-1

oy, (o Ve da’  P3 (o x )T da
+2mf 2m( )Wo'(ﬂﬂ') _'_@ me 2m_1( )W;o( ) ,
1 r—7 1 x—z
Som Som -1

Essendo evidentemente

/
lim ( W, () z"‘“) 1,

lim
2=

i ’
Xn pre— -+ );m o — %

1
Soms 8om -1

2 f Uy, (X)W, (&) 2™ d o’ | 2t f Vons (@) Wo @) @*P da’|

e avendosi anche (*)
L [ et @)W, (@) @+ d o’ _
=00 x® —z

Sapte

0,

la (9) rende manifesto che w () sard finita e continua in z=o0, allora e

(*) Cfr. A. Siavorini, loe. cit. ante, § 7.
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allora soltanto che sia

pH
X J Uy, () W, () d 2’ +
h 1

1
—i—ipzl‘,,,,fvgm_l(m')I’K(a;’)daa’=0 (s=0,1,..., p—1),

Sam-1

ciot allora e allora soltanto che siano verificate le (I). Al tempo stesso si
trova, conformemente alla (5),

T (00) = 4§ T V=1

v+ , ,
Yo | @)W, @) da' 4
- 1 ,
+i'y. f Voms ()W, @) d ' |
Som-1
designando, naturalmente, v, il coefficiente dell'immaginario in w (o).
Con questo, perche il teor. I sia completamente dimostrato, resta sol-

tanto da provare che le relazioni (II) sono mutuamente indipendenti: cid
che verra fatto al § 15.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA II.

9. La necessita delle condizioni stabilite dall’enunciato del teorema II
per la regolaritd della W’,, appare evidente, solo che si osservi, per quanto
riguarda il verificarsi delle (III), che la ™2 di esse, in base alla corrispon-
dente (8), equivale all’eguaglianza

lim W,z — W, (e) _
z=e, \/ 22— €)

Anzi, potendo darsi benissimo che una W,, soddisfi questa eguaglianza
per 2p-+1 valori dell’indice X e non per il rimanente (*), resta senz’altro
provata la mutua indipendenza- delle (III) e la loro indipendenza dalle (II).

(*) Cio ad es. si verifica quando risulti

W (2) ZM,

g—mn

n essendo l'affissa di un qualunque punto interno al semipiano negativo.
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Per stabilire la sufficienza delle condizioni enunciate, dedurremo dalla (6)
e dalle (8) un’espressione di W’,, valevole in generale, che ci portera immedia-
tamente al risultato voluto, e insieme ci servird a porre in evidenza quale
¢ in generale il comportamento della W’,, sull’asse reale.

10. Siano
C,...Cr... Cyprs

2 p+ 2 semicirconferenze del semipiano positivo, aventi rispettivamente per
centri i punti di ascisse

€rver €t oy

e per raggi dei segmenti

N R NN
tali che due qualunque di esse non abbiano alcun punto in comune: conve-
niamo inoltre di rappresentare con s*,(I=1, 2,..., 2p +2) 'intervallo (e,+r,,
.1 —1:41) oppure 'insieme dei due intervalli (— oo, e, — ) € (65,43 15,44, OF)
secondoche & I=|=2p-+2 oppure I=2p—+2.

Dalla formola di Caucmy segue, in ogni punto 2z interno al semipiano
positivo:

2p+2 TF (ot
2% W (2)W', (2) _hm‘ 3 [W ;‘,”:i"”)d”

+

2p-42 J W, (YW, ()ds § .

A e 'W'“v (m’)‘/ Y,O (w') d w,
+ % — ‘ %, J L _
C; s*
_ e J W (#) —W., (e) ae +
9 & — ) ) = %_p+%
! C \/Z & (#— z) (z - ez) 1111' \/z — ey \/z — €y

S )

—z e,—z |\

intendendosi il limite preso al deerescere indefinito di tutti i segmenti r, e
avendo posto, per semplicita,

¢, =e—r, e,=e¢-+r t=1,2,...,2p+2).
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Successivamente, tenuto conto delle (8), si trova

. 242~ W W' ’ ’ -
27 iW(ER)W,()=1m{ ¥, [Ww(m), o(w)dw+
1 x—z
s*;

(10)

miwt W
2 11 g—e

2 49 ’e " w ’
+Y w,,,,(e,)[m("’ ) "(el)]

e, —z e, —z

Analogamente dal teorema di Caucny si deduce:

2p4-2 “ W, (YW, () d o

0=lim }El e

+

8*1

(11)

9 +g W " Wo ,7
+ p)lzl Wuv (el) [ 2 l) - (e ):l

0
e,—2z e, —z

Sommando la (10) colla (11), dopo avere cambiato in quest’'ultima <

in — 4, si perviene, ricordando che le quantita W® sono tutie puramente
immaginarie, alla relazione seguente:

+1 YW (2 da
L B i
1

7
&L — 2

3*2m

pH YW, (o« '
+i2va2»n—l(m),W0(m)dw +
1 r—=%
1 [“ (€ s) W (€'22) i V2ns (2) W (e’“')] + 2
1 (4 2m b4 e an T 7

1

+P$t li’/ Vom—1 (6”2»»—1) W, (9”2"»_1) . Wom—_2 (elgm_x) W, (elzm_1):| Q _

110 n 7
€ o1 —R% Comy —F

= i +2 W(’)
—_ —
O-)‘ 1Z z_el /

ove, naturalmente, & wu, (®) = u,,,, (@).

11. Derivando la (6) rispetto a 2z, si ottiene
T W (2) Wo(2)+5d W, (2) W, (2)=
d
dwx

1 , .p+1 ’ ’ d 1 4
(o) 48 [ W [

o

_ P:l‘i[‘ ’ W' ’
_#—Zi"; U, (') W, ()

Som Sam-1
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Se ne deduce, mediante delle integrazioni per parti,
wi W, (2) Wo(z)+=i W, (2) W,(2)=
1 ( Wy, () W, () d o’ pH J‘ Vopm_y () Wy () d '

. i .
Zm ) p + gm p —
Sam Sam-y
e Cou, (YW ()da e o, ()W, () da’
1 m { 2m - 0 i ‘m f 2m—1 ; 0 _
ke 21'” . x—z - 21 x —z
8%2m 8% omat
_'%—'-1 u/‘lm (elﬁm-l-l) WO (e,Qm-l—l) _ u?m (6”2m) VVO (6”2111) _
" €omir — % €'sm — %
—i p2+ ['Uzm 1 (e 2m) W, (6 2»1) Vs (e”?m—I) W, (3”2"1_1) :I!
1 e om ~— & eﬂem-l —& \

intendendo che sia e',,,, =¢,.
Il confronto di questa formola colla (12) porta 1mmed1atamente alla for-

mola definitiva

, . 1 oy, () W (@) d o’
W)= 5, [Le BT,
Pt :’" ("YW, (') dx ' 1 12 o | (13)
4 2 [ @ —z BEL AR T
12. La funzione
1 W2 PO

2W, (2) 21:’ z—e

¢ puramente immaginaria negli intervalli s,,, puramente reale negli inter-
valli s,,_,, finita e continua in ogni punto del semipiano positivo distinto
dai punti z=¢,. In conseguenza di cid, la (13), in base alle considerazioni
svolte ai §§ 6, 7 e all'osservazione iniziale del § 8, permette di asserire che
la w,,(2):

1.° in ogni punto a distanza finita lnterno ad s,. (ad s,»_,) e distinto
dagli eventuali punti di discontinuitd della ', () (della ¢',,_, (x)) & finita e
continua e la sua parte reale (la sua parte immaginaria) coincide col valore
corrispondente di «'yu () (di v';u_, (%));

2.° nei punti di discontinuita delle «’,,, () e v',,,_, (x) presenta degli in-
finiti logaritmiei;

3.% nell'intorno di z=ex (A =1, 2...2p + 2) si comporta, a meno di
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una funzione additiva finita e continua, come la funzione

—1_ H)W(D )
2 JVi—a

Il comportamento all'infinito di Ww’,, pud, senza bisogno di calcoli di-
retti, esser messo in evidenza mediante I'osservazione seguente. In base al-
I'identita

-1 LA 1
R A

il secondo membro della (13) pud trasformarsi (cfr. § 8) in un polinomio di
grado p in#z, aumentato diuna funzione della stessa variabile, che per z = 0o
ha come limite lo zero. D’altra parte per 2= o0 la W,, si mantiene finita.
Vuol dire che tutti i coefficienti di quel polinomio saranno nulli e si avra
in ogni caso

lim w’,, (2) =0

Z=00

13. Le proprietd ora rilevate in generale per la W’,,, rendono evi-
dente che le condizioni del teor. II sono, non soltanto necessarie, ma anche
sufficienti perché essa sia finita e continua in ogni punto del semipiano po-
sitivo.
In base alla (13), in tal caso si avra semplicemente

— ‘p+~ ’ll/'gm (m’) W, (m')dw' P /U2m~1 (m W, (w) da
“"(z) ) Wo(z)lg f @ —z +©12mf v —z

Sem Sam-q

cid che in particolare rende manifesto che le condizioni
P+1 ’ ’ ’ 4 ‘p+1 ( ’ ’ ’ ’
%m fug,,,(w)Ws(w)dm + 4 ;”‘J Vs @)W, (x)Ydx'=0 (s=0,1,.,p—1),

sono necessarie (¥) per la regolaritd della w',,.

(*) L’insufficienza di tali condizioni, quando pure siano combinate colle (II), risulta evi-
dente dall’osservare che, sia esse che le (II), sono verificate dal prodotto dell’unita immagi-
naria per un qualunque integrale iperellittico di 1.2 specie, che abbia come punti di dirama-
zione i punti z—e; (I=1, 2... 2p 4 2), senza che la derivata di tale prodotto si mantenga
sempre finita.
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DiMoOSTRAZIONE DEL TEOREMA III.

14, Dedurremo il teorema di Koeset dal teorema I, servendoci di una
conseguenza immediata del seguente
Lemma. Se una W (2) soddisfa a relazioni del tipo

U(x0)=0 in s,,
m=1,2,..., p+1),
V(x0)=*4,,_, in s, ,
ove By...Ryp_y... Ry, sSOno delle costanti (reali), essa non puo differire da

una costante (puramente immaginaria): e quindi é
k1=.. ‘=k2m—1 ='.'=k2p+1'

Rilevato che la W (z) in questione deve necessariamente essere finita e
continua in tutto il semipiano positivo, rappresentiamo con U, il massimo
valore assoluto preso dalla sua parte reale sull’asse reale, tenendo presente
che, per una ben nota proprietd delle funzioni armoniche, U, rappresentera
anche il massimo valore assoluto di U(xy) in tutto il semipiano positivo.

Se non vogliamo ammettere senz’altro il lemma enunciato, dovremo
supporre che il valore U, venga assunto da | U(x0)| in uno o pid punti
interni agli intervalli s,,,_, .

Sia P uno di tali punti, ed appartenga, ad es., all'intervallo s,u_, .

La differenza :

W(2) — i kop_,

ci da una funzione di 2 regolare in tutto il semipiano positivo, puramente
reale ed eguale a U (x0) in s,_,. Immaginando di prolungare tale funzione
nel semipiano negativo, mediante la riflessione analitica sul segmento s,._,,
giungeremmo dunque alla conclusione che esiste una funzione armonica,
regolare in un’area includente P e avente un massimo o un minimo in
questo punto. '

Cio e in contradizione colla proprietd gia ricordata delle funzioni armo-
niche : onde il nostro lemma risulta dimostrato.

In base al teor. I, possiamo allora evidentemente asserire che il sistema
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di p equazioni lineari omogenee nelle p 41 incognite %,,,_, (m =1, 2,

4t
zm kZm—lJW-s(w')dw’=0 (s=0’1,°"’p_—1)7
1

Some1
ammette come unica soluzione
kl:.'.=:k2m—1=".=k2p+1:

onde la matrice di p righe e p+1 colonne

8 Sem—1 Sop+1

st(w')dm'... fW;(w')dw'... [Ws(m')dw'

5y San -1 Septi

5 Szm-1 Soptt

'I’Vo (x)ydax'... J‘Wo (®)dax' ... JRWO (@) da’

’ﬁW,,_l (@)da... ’<T/VI,_, (®)dax'.. 'fW" (@) dx’

wop+1)

ha tutti i suoi minori d’ordine p diversi da zero (ed eguali tra di loro).
Questa & appunto la conseguenza del nostro lemma, che direttamente

applicheremo nella dimostrazione del teorema III (*).

15. Siano (per analogia colle notazioni di cui ci siamo costantemente

serviti)

%, () 0%, (@) . 0%, ()

p—+1 funziont (reali), rispettivamente sempre finite e continue in

SieeeS2meen S?p}—l’

e soddisfacenti alle condizioni

d v*, (m) _ dv*y,,_, d U*2p+1 (w)

T 9 (@) g T = Pt () s g = Papt (@)

(*) E appena necessario avverlire che le proprietd ora rilevate non sono aliro che casi
particolari di proprietd hen note nella teoria degli integrali iperellittici di 1.2 specie.
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- Ammessa l'esistenza della ®,,, sia W, (2) una W (z) (evidentemente de-
terminata solo a meno di una costante additiva puramente immaginaria) la
cui parte reale coincida in tutto il semipiano positivo colla @,,. Per la W,
in 8, (m=1,2... p4 1) la parte reale coinciderd colla u,, (x), in

S (m=1,2...p+1)

il coefficiente dell'immaginario non potra differire dalla %,,_, () altro che
per una costante reale Z%,,_,: invero se la parte immaginaria della W., pre-
sentasse in s,,_, delle discontinuita (di prima specie), queste avrebbero come
conseguenza necessaria altrettanti infiniti per ®., (Cfr. § 7).

Viceversa, se esiste una ¥ (2) che soddisfi a condizioni del tipo

U(x0)=wu,, (x) in s,,

m=1, 2... 1
V(w0)=v*2,,._1 (m)+k2m—l in Som—1 ( p+)

la sua parte reale dard senz’altro la cercata duy.

Con questo la dimostrazione del teor. III viene ridotta a provare che,
assunto :
Vgt (@) = 0*,_, () + %oy (in=1,2...p+1)
e scelto ad arbitrio il valore di una delle %, le (II) individuano per le rima-
nenti p delle %, valori (reali) finiti e perfettamente determinati. Cid che si fa
nel modo pitt semplice osservando:

1.° che le (II) forniscono per le % il sistema di p equazioni lineari (a

coefficienti reali) '

it . pH
S Bomi @ f W, (x)do = —13, J Uy (X)W, () d & —
1 N 1

Sm-q Sam

p+1
—is fv*z,,,_l @) W,(@)da’; (s=0,1...p—1);
1

2.° che la matrice di questo sistema ha, come abbiamo visto al pa-
" ragrafo precedente, tutti i suoi minori d’ordine p diversi da zero.

Al tempo stesso resta messo in evidenza che le (II) stabiliscono, tra le
funzioni w,, (x) € v,,_, (), p relazioni mutuamente indipendenti: infatti se
cid non accadesse, almeno una, delle p equazioni ora considerate per le %,
dovrebbe essere una conseguenza delle rimanenti.
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Sopra alcuni polinomi approssimativi.

(Di LeoNipA ToNELLI, @ Parma.)

Alcuni anni or sono, E. Laxpav e Cu. J. pE 1A VaLLie Poussiv ('), I'uno
indipendentemente dall’altro, riprendendo un integrale che gia era stato con-
siderato da STieLTies, in una lettera seritta a HermiTy, mostrarono come
esso si presti in modo molto conveniente alla rappresentazione, mediante poli-
nomi, delle funzioni di una variabile reale. Detta f () una funzione data nell’in-
tervallo (a, b), tale che sia 0<Ca<<b<1, e ivi integrabile, e posto f(x)=f(a)
in (0, a), f(@)=f(b) in (b, 1), si consideri il polinomio in

n

P =5 [ @) 1—@—ar|ds,

dove &
1 1 2\n
%.__—foﬂ._t) dt

con n numero intero positivo. Il LaNpau e il pE LA VaLLfe PoussiN dimo-
strarono che, se la f(x) & continua, P, (x) converge verso di essa, per n —» 0o,
uniformemente in tutto (@, b). Il DE LA VaLLée Poussiy studid anche il caso
delle funzioni discontinue ed i suoi risultati furono poi completati da
F. Rissz (%), il quale giunse alla seguente proposizione: Supposta la f(x)
solamente integrabile, nel senso del LEBESGUE, in (@, b) (ipotesi necessaria
per la costruzione stessa di P,(x)), P, (x) converge verso di essa guasi dap-

(') E. LANDAU, Ueber die Approximation einer stetigen Funktion durch eine ganze rationale
Funktion [Rend. Circolo Matem. di Palermo, t. XXV (1908), pp. 337-345] ; CH. J. pbE LA VALLEE
PoussiN, Sur Vapproximation des fonctions d’une variable réelle ef de leurs dérivées par des
polyndmes et des suites limitées de Fourier (Bulletins de la classe des Sciences de 1’Académie
Royale de Belgique, 1908, pp. 193-254); idem, Cours d’Analyse, T. II (2.¢ édit.).

(®) F. Rigsz, Ueber die Approximation einer Funktion durch Polynome [Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. XVII (1908), pp. 196-2t1].

35*
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pertutto (%). Oltre alla rappresentazione della funzione f(x), il pE LA VALLEE
Poussin considerd pure quella delle derivate £ (x), e per limitarmi ad uno
solo degli interessanti risultati da lui stabiliti, rammenterd che, se in un
punto « di (a, b) esiste la derivata f (x), questa si ottiene come limite della
derivata P9 (x), per n—-oo. ,

Cercando di estendere i risultati sopra ricordati alle funzioni di pit va-
riabili, fui condotto, in una Memoria: Sulla rappresentazione analitica delle
funzioni di pit variabili realé (*), a rilevare alecune proprietd dei polinomi
P, (x), non ancora notate dagli Autori citati. E precisamente mostrai che, se
la funzione f(x) & limitata, U'integrale del polinomio P, (x) tende, per n —» oo,
a quella della f(x); e che, se la f(x) & continua e la derivata f’(x) esiste
quasi dappertutto, restando sempre, in modulo, inferiore ad un numero fisso,
la lunghezza della curva y = P, () tende, per n — oo, a quella della y = f ().

Nel presente lavoro, mi propongo di riprendere lo studio delle proprieta
dei polinomi P, (x), dando, da una parte, maggior generalitd a quelle gia
notate, e aggiungendone, dall’altra, delle nuove.

Dimostrero che sempre l'integrale di P, (x) tende a quello della f(x),
per »n—» oo, per modo tale che, a questo riguardo, i polinomi P, (x) godono
della stessa proprietd delle somme parziali delle serie di Fourier, serie che,
come & ben noto, sono sempre integrabili termine a termine, siano o no
convergenti. Per altro il risultato si ottiene qui in forma pid generale, in
quanto che, mentre la proposizione relativa alle serie di Fourier contempla
solo l'integrazione su intervalli, nel caso attuale l'integrazione pud essere
estesa ad un qualsiasi insieme di punti misurabile.

Fard poi vedere che, supposta la f (x) assolutamente continua, i polinomi
P, (x) sono tutti equiassolutamente continui, cosi che, nell’ipotesi fatta, I'in-
tegrale della derivata P’, (%), esteso ad un qualsiasi insieme misurabile, tende
sempre all'integrale corrispondente della [’ (x).

Mi occuperd poi della variazione totale della f(x), sia questa supposta
continua o no, giungendo al risultato che, escluse per la f(x) certe speciali
discontinuita, la sua variazione totale & sempre il limite delle variazioni to-
tali dei polinomi P, (x); e questo stesso fatto mostrerd che si presenta anche
per la lunghezza della curva y = f(x). Considerazioni analoghe svilupperd
per I'area della superficie di rivoluzione generata dalla rotazione della curva

(®) Vale a dire, dappertutto eccettuato al pit un insieme di misura nulla,
(*) Rendiconti del Circolo Matem. di Palermo, t. XXIX (1910), pp. 1-36.
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y = f (x) attorno all’asse delle x, e per altri numeri dipendenti dalla stessa
curva, ed anche per curve date, non piu nella forma y = f (), ma in quella
parametrica.

Tutto ¢id mostra come i polinomi P, (x) uniscano, alla grande semplicita
con cui sono costruiti, delle notevoli qualita che li rendono molto utili nella
rappresentazione delle funzioni e delle curve.

§ L

INTEGRAZIONE.

. Supponiamo che la funzione f(x) sia, in (a, b), integrabile nel senso
del LeBEsGuE e consideriamo del polinomio

E, (* \ 2 [
P, (x) = 9 fo f(z))l——(z—w) ‘dz
I'integrale esteso all’intervallo (a, b):
b
' P, (x)d .

Per studiare il comportamento di questo integrale, quando = tende all’oo,
& opportuno trasformare alcun poco l'espressione di P, (x). Facendo il cam-
biamento di variabile indicato da

g—x=t,
otteniamo

ey = 3 [ @+ —ryat (1)

Indichiamo con ¢ un numero positivo minore tanto di ¢ quanto di
1—5(°), e seriviamo

kll
P,, (W) = _C_JT

f_ef(x+t)(1—t2)"dt+
-~ " L & (Q)
+j1 ...:+Z"f_€f(m+t)(l—t2)"dt.

&

O 0<L<a=c=0b<I.
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Prima di proseguire, osserviamo che si ha
U‘ Flw—+0) (l—tz)”dt’f(l—sz)"f: @t dl=

—(=oy [ 1@ as
e analogamente

' 1—x

f(w+t)(1—t2)”dt15(1—52)”f:+6|f(z)[dz.

E poiche &

(L O L L
E:y'o(l—t)dt>u[0(1—t)tdtf Qfou ey at— =55

si ha

[ e [ <
1 ®)
<@+DU—y [ 11@)dz,

ove il secondo membro tende a zero, per n — oo, indipendentemente da m
Integrando ambo i membri della (2) fra i limiti @ e b, otteniamo
11—
fP(m)dm—f[ f Fle—4t) (1 — &)y dt—}—f ]dw—{—
(4)
+Q f dw fl@a-t) (1 — )y dt.

Dalla (3) si deduce subito un limite superiore per il modulo del primo
integrale del secondo membro di questa uguaglianza:

Ub[%z Flatt) (1 — dt—}—f ]dm‘< | )

<@+ =y 0—a) [ 116)]ds

12

Occupiamoci ora del secondo integrale del 2.° membro di (%), ossia di

J:dwfi‘f(m—{—t)(l—t?)"dt, (6)
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2. Poniamo f(x +£) =0 (x, t) e consideriamo questa funzione delle

due variabili @ e ¢ nel campo 4 definito dalle disuguaglianze
0=ax=1
A:
—xrx=1t=1—uw,

il quale campo & un parallelogrammo avente due lati di lunghezza 1, paral-
leli a quell’asse del sistema cartesiano ortogonale scelto su cui si contano
1 valori di ¢, e gli altri due inclinati sui primi a 45° e di lunghezza /2.

Su ogni segmento di A4 parallelo a questi ultimi lati, la ¢ (x, t) conserva
un valore costante. Si ha poi che ¢ (x, 0) = f(x) & integrabile linearmente,
rispetto alla a. Dico che la ¢ (x, ) & integrabile superficialmente in tutto il
campo A.

Comincerd col mostrare che la ¢ (x, ) & superficialmente misurabile.
Preso un numero qualunqgue A indicherd con E l'insieme dei punti di 4 in
cui & ¢ (x, t) = M, e con E, quello dei punti di 4 che si trovano sull’asse a
e nei quali & ¢ (x, t) = M. Poicheé ¢ (x, 0) = f («) & integrabile rispetto alla «,
e quindi misurabile, E, & linearmente misurabile. Questo E, fa parte di E,
il quale insieme & formato da tanti segmenti (tutti di lunghezza /2, e tutti
paralleli fra loro e inclinati a 45° sull’asse delle x) ciascuno dei quali con-
tiene un punto di E,. Siano E’,, A, rispettivamente un insieme chiuso con-
tenuto in E,, e un sistema numerabile d’intervalli, non sovrapponentisi, ri-
coprenti interamente E,. Per la misurabilitd (lineare) di E,, & possibile di
scegliere E', e A, in maniera che la differenza frale loro misure, m (A,) —m (E',),
sia piccola a piacere: Da questi insiemi lineari si deducono due insiemi su-
perficiali E, A, di 4, nello stesso modo come E si deduce da E,. E' sara
‘chiuso, come & chiuso E’,, e A sard un sistema di parallelogrammi ciascuno
dei quali avra due lati paralleli all'asse ¢ e gli altri due inclinati a 45° sui
primi. E’ e A risultano pertanto superficialmente misurabili e si ha (poiche
i lati di 4 paralleli all’asse ¢ hanno una lunghezza uguale all’'unitd)

m(E") =m(E",)
m (A) =m (4,),

ove devono intendersi come misure superficiali quelle dei primi membri, come
misure lineari quelle dei secondi. La differenza

m(A)—m(E)=m(A,)—m(E',)
pud dunque rendersi piccola a piacere e l'insieme E, che contiene E’ ed &
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contenuto in A, risulta misurabile superficialmente e di misura eguale a
m (E,). Con cid resta provato che la ¢ (x, f) & superficialmente misurabile.
Di piu, & anche superficialmente integrabile. Ed infatti, detto E, l'insieme
dei punti di 4 nei quali & |¢(x, {)|=M (con M numero positivo), la ¢ &
integrabile su Eyx ed &, per un teorema di G. FuIni.(*) sullo sdoppiamento
di un integrale superficiale in due integrali lineari successivi,

" 1

J.[EMM“;’ t)!dwdt_ufodw [EM oG, t)] dt,
dove l'integrazione rispetto a ¢ va eslesa al componente Ey (x) di Ey che si
trova sulla parallela all’asse ¢ alla distanza « da esso, e quella rispetto ad «
va estesa da 0 a 1. Ora il componente Ex(x) ¢ uguale al componente Ey,
di Ey che si trova sull’asse delle a, e nei punti di Ey(x) e Ey, che si tro-
vano su una stessa retia inclinata a 45° sull’asse delle x, la ¢ ha lo stesso
valore. L’integrale di |¢| rispetto alla ¢ & dunque, per ogni x di (0, 1),
uguale a

J"E o (=, 0>|dw—f @) | da,

e si ha

U (@, 1) ]dwdt——JEm[f(w)ldx.

Ricordando che la f{x) & integrabile, si ha, per M —» oo,
. 1

|, lr@ldo—| |f@)]da.

J By, 0

Dunque, per M — éo,

~

(f, 1o niazat>[lr@ias,

e la ¢ (a, ?) risulta integrabile superficialmente su A.
3. Ritornando all'integrale (6), abbiamo che, essendo (1 — #*)" una

funzione continua in tutto il campo 4, il prodotto f(x-1¢) (1 —¢&)" =
= o (&, {) (1 —¢*)" risulta, nel medesimo campo, superficialmente integrabile.

(®) G. FusiNi, Sugli integrali muléipli (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie V,
vol. XVI, 1.° semestre 1907, pp. 608-614).
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Detto, percid, B il campo, contenuto in 4, definito dalle disuguaglianze

a=wx=>

—e=1f=c¢,

&

si ha, per il teorema del Fusini gid ricordato,
. .
U f(ac—lr—t)(l—t“)"dmdt:[ deE fltt)(1—ydt
JJB Ja -

& ]
:[ (1—t2)"dtf f(@+t) da,
ossia, posto

Fe)= [ @ ds,
f:dwr_af(m—{—t)(1—tﬂ)"dt=J;3F(b+t)—F(a+t)%(1—t2)”dt. @

Essendo poi F (x) una funzione continua, si ha
F(b+1t) - Fla+1t)=F(b)—F(a) 4 ()

con = (f) infinitesimo per £ —0, e

o

[s—ef(w+t)(1 —t*)"dt:zF(b)~F(a)U;(l—-t*)"dt—}—
—Ffisn(t)(l»—t’)"dt:zF(b)—F(a): 'ﬁ;(l——t"‘)”dt—i—
+a | a—eya

con n infinitesimo per {—0, ed anche

_ s .’Q ! 2\n ‘ ; —‘ ! 2\n

—%'F(b)—F(a),—i—nsL(i—t) at—2) F () —F @)+ [(l—t) dt.

} Je

Sostituendo in (4) e tenendo conto del valore di %, e della (), si ha

UI;P,.(m)dao——;F(b)—Fa

| F () —F(a) 4+ ﬁ(l—-t’)”dt—i—

F =) (l— ) (b—a) [ |2 de,
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ed essendo

[[(—tyat<q—ey

PO~ Pla)= [ f@ds,

e prendendo ¢ abbastanza piccolo perche sia n <o, dove ¢ & un numero
positivo, scelto ad arbitrio, si pud scrivere

Jp@ae— [ r@az|<s i PO —F@ 20

—}—(b—a)ﬁ) f(z);dz:(n—}—l)(l—s?)”.

Per n — oo, resta, nel secondo membro, ¢; e poiche¢ il ¢ & arbitrario,
risulta

lim [bP,,(m)dw:be(m)dw.

n—yoo ./ a

4. Nell'uguaglianza ora dimostrata si pud evidentemente sostituire
lintervallo (a, b) con un altro qualunque («, §) tale che sia a =a<p=b,
e si pud scrivere

i L | B
lim ’ P, (x)ydx= ‘ f(r)dea.
n—yoo [/ o Ja

5. Riprendiamo 'uguaglianza (4) applicandola all'intervallo (=, £), sod-
disfacente alla condizione detta sopra: &

pr"(m) dmzfﬂ[g :_l:f(xﬂ)(i —tz)"dt—'h.’ﬂi_m... ‘]dm+

S
ek flas [ erna-rran
e tenendo conto della (7)

8 8 t—& rl—x

aP,,(m)dw:[a[%z’_wf'\oc—{—t)(l—t?)”dt—i—J: ...”dw+ 2

: fett e ®)
+ 5[ FEry—F@aty a—eyan \
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Richiamiamo qui la definizione di funrzione assolutamente continua (7).
Una funzione F (x) si dice assolutamente continua nell’intervallo (a, b) se,
preso arbitrariamente un numero positivo s, & possibile di determinarne un
altro d >0 tale che, essendo («,, 8,), («, £),..., (%, B,) un qualsiasi
gruppo d’intervalli non sovrapponentisi di (@, b), in numero qualunque e

soddisfacenti alla disuguaglianza § (8, — @,) <9, si abbia sempre
r=1
p‘ ‘

1=l

x| <. - (9)

Notiamo anche, per il seguito, che in questa definizione pud sostituirsi
alla differenza F(B,) — F(«,) il suo valore assoluto. Ricordiamo poi che una
funzione integrale e assolutamente continua (°).

Dopo cio, poiché & per definizione
]
F@) = r@das,
preso ad arbitrio un ¢ >0, possiamo determinare un § >0 in modo da avere

sempre soddisfatta, sotto le condizioui dette per gli («,, 8,), la (9). Se ora

osserviamo che dalla disuguaglianza )( — «,) << 9 scende l'altra

}B+t (z,+t){<8,

e viceversa, abbiamo anche

S|FE+)—Fa+y| <o

Applichiamo I'uguaglianza (8) all’intervallo («,, £,) e sommiamoda 1a p:

g irae=g 5 Cresnaeransf oo

r=I1

+ kg .aa[rgl:F(ﬁr—i—t)—F(a,_+ t)‘] (1 -ty dt;

'(') G. ViraLl, Sulle funzioni integrali [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
Vol. XL (190%-905)).
(® V. loc. cit. (7).
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tenendo conto dell’'ultima disuguaglianza scritta e della (5) applicata all'inter-
vallo (cz,., g,), abbiamo
1
[ e

k. (¢ 2ym
+og | (—eya

3 P m)dm|< +1){ —e ”;é(l‘@r—a,.)

r=1 1

dz—+ .

Prendendo il &, di cui sopra, minore di ¢ e ricordando il valore di k&
possiamo scrivere

"9

1 5 p (m)dm1<65(n+ 1—a*)"£’f(z)

dot1 {
Per ogni » maggiore di un certo », &
1
(n—}—l)(1—52)”‘0’f(z)‘dz<1,

onde, per ogni #>mn,

ﬁ’P"(w)dm]<Qa.

Il numero § possiamo prenderlo sufficientemente piccolo in modo che
si abbia anche, per gli stessi intervalli («,, 8,),..., («,, £), sopra indicati,
/e per n=1,2,..., n,

Br
¥ P,,(m)dm‘ <9s.
r=1J a,

Questa disuguaglianza & dunque valida per tutli gli » da 1 alloc e prova'
che gli integrali

4
LP,,(w)'dx, n—=1,23,...
sono, in (a, b), equiassolutamente continui.
Applichiamo allora il seguente teorema, dovuto a G. VitauI (°): «Se

fis foseevs [aye.. & una successione di funzioni integrabili in (@, b), conver-
genti verso una funzione f, e se gli integrali delle f, sono tutti equias-

(® G. Vrrartr, Sull’integrazione per serie (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
t. XXIII, 1907).
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solutamente continui nell'intervallo detto, &

lim fE . (m)doc:J.Ef(w)dac,

N—p00

dove E indica un qualsiasi gruppo misurabile di (a, b) ». Da questo teorema
si ha immediatamente :
Se E é un insieme misurabile qualsiasi di (a, b), é

Jim |E P, (@) do— [ @) da.

6. La precedente proposizione si pué ottenere anche in modo diretto,
senza far uso del teorema d’integrazione per serie sopra ricordato. Occorre
perd premettere il seguente

LeMMA. Se E & un insieme misurabile di (a, b), &

fEf(x+t)dw—>JEf(w)dm

per t—0: in altre parole, la funzione di i, ' fle-+t)dax, é continua.
JE
Preso ad arbitrio un ¢>0, determiniamo >0 in modo che, per ogni
insieme misurabile 1, di (a, b), di misura m (I)<<$, sia

J”I|f<w)1dw<c. (10)

Cio fatto, rinchiudiamo l'insieme E in un sistema numerabile di inter-
valli, non sovrapponentisi, (c\cl, Bi), (@5, Bo)yerry (2,5 B),..., di misura com-
plessiva X (8, —«,)<<m (E) -3, e scegliamo un intero p sufficientemente

r
oo
grande affincheé si abbia E+1 (§, — «,) << 4. Allora negli intervalli («,, B,),...,
r=p

(¢, B,) & contenuta, di E, una parte E’ di misura m (E')>m (E)—29;
inoltre &

i B—a)<<m(BE) +d<<m(E)+23.

. 3 . . . .
Poniamo = Con cid, per ogni ¢ tale che sia |[¢|=c¢, le parti degli

intervalli («, 41, B, +1),...,(«,+ ¢, B, -+ {) esterne agli intervalli («,, B,),...
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..., (2,, B,) hanno una somma = & (perché la parte di (¢, ¢, £, +¢) esterna
a («,, B,) ¢ =¢). Indichiamo con E, l'insieme che si deduce da E con una
traslazione lungo l'asse delle wx, individuata dal numero ¢: in altri termini,
E, & l'insieme det punti di ascissa x-¢, dove x ¢ I'ascissa del punto gene-
rico di E. Indichiamo poi con E’, la parte di E, che corrisponde a E’. E
m(E)=m(E,), m(E')=m(E’) e E’, & tutto contenuto negli intervalli
(2,48 By +18)y.vvy (2,18 B,41). Ne viene che la parte di E’, esterna agli
itervalli («,, £:),..., (%,, §,) ha una misura =3, mentre quella interna ha
una misura =m (E’) — J. Dunque la parte E”, comune a E’' ¢ E’, ha una
misura m (E")>m (E') — 3 9.

Osserviamo ora che si ha

fEf(a:—{—t)dsz.E‘f(w)dm=fE"'f(w)dw—}—J E”'f(x)dao,

E;—

[ f@de=|

JE"

[@det|  fl@)de,
donde Y

|E fladt)de —JE f(a)da :J o (@) e —JE_E"‘ f (@) da
Se & [t =¢, &
m (E—E",)zm (BE)—m(E")y<<m(E)—m{E)+33
<43

m(E,—E")y=m(E)—m(E")=m(E)—m(E")

<43
onde, per la (10),

U‘Ef(w—%t)dwaAEf(oc) dm;<fE‘_E,,f(f(ac)idw+"E

f(x) dae<<8a.
E”t
Poiché ¢ & arbitrario, il lemma & dimostrato.

7. Cid premesso, consideriamo l'integrale di P, (x) esteso all'insieme E.
I, per la (2)
) [ kn‘ (¢ 2\ t—= '
| Pn(m)dmzj : [ fa+rtd—eydi+| ...ldo+
JE E 2] e \

+_’;§1J' dx|'£ Fla—t) (L — ) dd,
s B J =€
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con (analogamente a (9))

H ""‘J:f(wﬁut)u—t?)"dt+£—w...(\dx'<

E2|

<(n-4+1)(1—<)m(E) ‘:) f(z) dz<<

1
<@+H—ay| [ d=
B poi, per Pintegrabilith superficiale di f(x4-#) (1 —#)", gid stabilita
nel n. 3, e quindi per linvertibilita delle integrazioni,

fEdoch_sf(oc-{—t) (1—t?)"dt=f_8(1 ey dt.‘AEf(oc—s— b da,

ed anche, per il lemma dimostrato,

[ ae] ferna—reyar=[ | f@detn@la—era

con = (f) infinitesimo con ¢ Se questo ¢ Jo prendiamo come lo si & determi-
nato nella dimostrazione del lemma, abbiamo |2 (1) | <8« e .

J'Ef(m)dm 1 U A —eydt

JEdmﬂs f@4+(l—eydi—

&
-

con |n|<<8sq. Procedendo come al n. 3, si giunge a

L e e e

. :
—\—166+J0\f(z)\dz's(n+ 1) (1 — ¢y,
da cui si ha, per n—» oo, ed osservando che s & arbitrario,

JEP,,(x)dw—>JEf(w)dw.

4
8. Dall’equiassoluta continuitd degli integrali f P, (r)dx, dimostrata
0

o

g2
al n. 5, scende quella degli mtegralij P, (x) da, onde, avendosi quasi
0
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dappertutto in (a, b), P, (x) = f(x), &, per il teorema sullintegrazione per
serie del ViTawr,

[, P@ide—~] [f@)]as

per n-—>» oo e per qualsiasi insieme misurabile E di (a, b).
OsservazioNE. Da

P()=

z)gl——(z—az:)2 %”dz

si deduce -’

@)= e

1 —(—x)° %nd 2.

Ora, il secondo membro di questa disuguaglianza non & altro che il po-
linomio P, (x) relativo alla funzione | f(x)|, e tende perciod, per 1 — 0o, quasi

dappertutto in (a, b) verso |f(x)|. Ma a |f(x)| tende quasi ddppeltutto in
(@, b) anche | P, (x) |, onde si ha che la differenza

%‘:If(z)[:1_(5—w)2 Eﬂdz—]P,,(wH

tende, per n — oo, quasi dappertutto a zero, in (@, b). Inoltire, I'integrale di
questa differenza, esteso ad un qualsiasi gruppo misurabile E, tende a zero
per 1 —» oo, perché 'integrale del suo primo termine e (uello del secondo
tendono entrambi all'integrale della ! f(x)!.

§ 1.

EQUIASSOLUTA COXTINUITA.

9. Riprendiamo la forma (1) del polinomio P, (x), vale a dire,
k 1—x
P,,(ac)zjf £t (1 —eydt,

e indicalo con (z, £) un qualsivoglia intervallo di (a, b), consideriamo la dif
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ferenza dei valori di P, (x) nel suol estremi. E

P,,(p)—P,,(a)—’oi,H FE 1) (L— ) dt—|:af(ocq—t)(1—t2) dt:

— [ re+ry—rarnla—ryars

k” — ) ova -« ) oin '
_|_;QAU‘_ﬁf(p—}—t)(1—t) dt—Jl_ﬁf(/-%—t)(.‘_t) at,

e prendendo il modulo

PO — P = [ FE)— (1 —ty it

k”‘ L ( )" l—e ‘
—+ 1- o +8) dt 41— (1l —p)° +-)|dt
o (1 [ Ire, (L—py) [, rltrniay,
ed anche, supposto s'm_inore tanto di @ quanto di 1— 0,

PO P = [T re 0~ 1 —ryars

k, o | (B . E
+ g U—er| [Ir@las]_ 1@

Introduciamo I'ipotesi che la f(x) sia limitata in tutto (a, b): allora lo
¢ anche in tutto (0, 1) e si ha, per un numero positivo M conveniente,

[f ()] << MM,

per ogni @ di (0, 1). Con questa ipotesi, la dlsucruaghanza sopra scritta puo
essere sostituita dall’altra

PO — P < [~ el —eydtr
4k (1 —e?) M (B — ).

Ponendo f(x)=/f(0) in (—1, 0) e f(x)=f(1) in (1, 2), si pud anche
serivere

20— P @) | < [1FE+ 0~ fler (0 —Eyat
oy (1 — ) M (B — ),
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Da questa disuguaglianza si deduce, se
(J'l, Iel)’ (a2’ B?)""’ (d"’ pr),"‘

¢ una successione qualsiasi di intervalli di (e, b) tale che (B, —«,) e
=

Y fE,+1t) —f(z,< 1) siano convergenti,

-

) =P <GS 1O =10 {0 eran

SRl —e)y MY (5 —a) S

=1

ir4g

1

(11)

la quale vale dunque nell'ipolesi che la f sia inltegrabile e limitala.

10. Supponiamo la f(x) assolutamente continua in (a, b), il che porta,
per le costruzioni fatte, che sia tale anche in (— 1, 2). Preso pertanto un
numero arbitrario ¢ >0, & possibile di determinare un >0 (che prende-
remo anche <(o¢) in modo che, se (x,, £,), (g, Bs),.-., (2,, B,) & un qual
siasi gruppo di intervalli non sovrapponentisi di (— 1, 2), di lunghezza com-

plessiva § (B, — «,) <9, si abbia sempre
r=1
p T
IR —flx) <o
Siaora (2,, £,), (%, B2)y..., (%, B,) un gruppo di intervalli non sovrap-

ponentisi di (a, b), tali CheEp(ﬁ,.— x,) <3: per la precedente disuguaglianza
r=l
e per la (I1) si ha
b k,, —-a 9 2\ n
SR ACAES ACA IS a[b(l-_rydt4-h41-—y)ﬂ[q
e per essere
l—a 9
f 0—4)M<qu—ﬁ%”=k

e (n 1)k <<2m+1),

L P, ¢)— ()r<41+amw;y01_;)t
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e da un certo » in poi,
P
El’P”(ﬁ,.)—P..(l,.) <20

Prendiamo il numero 9, oltre che soddisfacente alle condizioni poste,
anche tale da rendere soddisfatta questa disuguaglianza per i valori
1, 2...., n di »n e per tutti i sistemi di intervalli non sovrapponentisi di
(@, b): (2, Bi)y..vy (2, B,), di lunghezza complessiva <C9. Allora tale disu-
guaglianza vale per tutti 1 sistemi detti e per tuttii valori di »n, e si conclude:

Se la f(x) ¢ in (a, b) assolutamente continua, ¢ polinomi P, (x), n=1,2,...
sono tutti, nello stesso intervallo, equiassolutamente continui.

11. Se osserviamo che si ha
3
[P.@az=r.@)-P@

e che la f(x), essendo assolutamente continua, ha derivata finita quasi dap-
pertutto, e se ricordiamo infine il risultato ottenuto dal pe LA VaLLEe Poussin
sul limite di P’,{x), vale a dire, che in ogni punto ove esiste la f’(x) &

lim P’ (x)={"(x),
n—y-co

abbiamo, per il teorema sull’integrazione per serie gia ricordato al n. 5, che
Se E & un insieme misurabile qualsiasi di (a, b) e se la f(x) é assoluta-
menle continua, é, per n —» oc,

JnEP',, (m)dm»J‘Ef’(m)dm.

Dall'equiassoluta continuitd degli integrali 'wP () d  (che, all'infuori
Jo :

di éostanti, coincidono coi P, (x)) scende quella degli integrali | |P’,(x)|dux,
Jo
onde

Se E ¢ wn insieme misurabile qualsiasi di (a, b) e se la f(x) é assoluta-
mente continua, si ha, per n—> oo,

~ ~

lElP'”(m)ldx—>JE|f’(m)ldw.

«
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12. Supposto dimostrato, in modo diretto, senza ricorrere all’integrale,
che una funzione assolutamenle continua ha quasi dapperfutto derivata
finita (*%), la prima delle due proposizioni del numero precedente fornisce una
nuova dimostrazione di questo teorema (Lrsescue-ViTarn): «sela f(x) & as-
solutamente continua, si ha

\ﬂ ,

[@—fe=| f@de
Ed invero, per la proposizione menzionata, si ha
,.ﬂ , 1ﬂ ,
| P,,(x)dw—>| (%) dwo
per # —» 0o, 0ssia

8
P,(®) =P —>| [ (@) da.

Per la continuita della f(x), si ha poi

P E)—~>f®) Pu(x)>[(x)

e quindi

fB)y—1(=) =J~i f' (x)d .

§ 1L
VARIAZIONE TOTALE.

13. Supponiamo ancora la f(x) assolutamente continua in (a, b). Come
e noto, in tale ipotesi, la variazione totale della f(x), in un qualsiasi inter-
vallo («, §) di (@, b), & data dall’integrale di |f'(x) . Detta V(x) la variazione
totale della f(x) in (a, x), si ha cosi

vE— T =@

(*) Vedi: L. To~eLL, Sulla ricerca delle funzioni primitive (Rendiconti della R. Acca-
demia dei Lincei, 1916).
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Indichiamo con V, (x) la variazione totale di P, () in (a, «): avremo
‘{g , ) ’
V,,(ﬁ)—V,,(«):J P, (@) |da

e, per la seconda proposizione del n. 11,
Vo) — V. (&) >V ) — V(e)

per » — co. Dunque

Supposta la f(x) assolutamente continua, la sua variazione totale, in un
intervallo qualunque di (@, b), é il limite della variazione totale corrispondente
del polinomio P, (x). _

Questa proposizione vale anche se, invece della variazione totale in un
intervallo (=, £), si considera quella relativa ad una successione di intervalli
(2., B,) (r=1, 2,...,) non sovrapponentisi di (a, b). Ed invero, avendosi

fﬂr f (@) dex,

rJ o,

B V() — Vi) =3

r

ET}VH O AGIEN W AT

per la proposizione del n. 11 gia ricordata, il secondo membro della seconda
uguaglianza tende, per n— oo, al secondo membro della prima.

14. La proposizione del numero precedente, relativa ad un intervallo
(2, ) di (a, b), vale anche se la f(x) non & assolutamente continua.
~Supponiamo che la f(x) sia a variazione limitata : essa, allora, se & dis-
continua, ha soltanto discontinuitd di 1.* specie. Supporremo, inoltre, che
f(x) sia sempre compresa fra f(x—0) e f(x—+0). La f(x) risultando limi-
tata, vale per essa la disuguaglianza (11)

1—a
BIP, (8) =P )| < § [ 18I 6 40— fa 0l [0 —eratt
‘ k(L) MY — ),

(11)

la quale sussiste per qualsiasi successione d’intervalli di (a, b), lale che le
serie ¥ (8, —=«,), ¥ F(& +t) — f(«x,+t)| siano convergenti.

Dividiamo Tintervallo (e, b) in un numero arbitrario di parti, mediante
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1 punti ¢ =w, <<, <---<w,=>b Detta V la variazione totale della f(x)
in (a, b), &, per la stessa definizione di variazione totale,

i@ —f@)=T.

Detto poi ¢ un qualsiasi valore compreso fra —b e 1 — a, gli intervalli
(@, +1t, . +1t), (r=1, 2,..., p) costituiscono un sistema di divisione in
partl dell'intervallo (a £, b +¢), e queste parti sono rispettivamente uguali
a quelle nelle quali & stato diviso (a, b). La somma

SIf @0 — flw . +0)]

& minore o uguale alla variazione totale della f(x) in (a -+ ¢, b—+1?); e poiche
la f(x) fuorl di (@, b) (essendo costante) ha una variazione totale nulla,
possiamo dire che &

p
1/ @+ )= F@+0]=V.
Dalla (11') si ha cosi

vy k fl—a ? 2\n
1P (@)~ P, (m,4_1)1<_9:1/[ =y dt k(L= M —a)<

M
<’f_;V’ (L— )y dt 4+ &, (1 — &) M <
= J—1

< VA42M@n+1) (1 — <.

Siccome tale disuguaglianza vale qualunque sia il sistema delle parti
o i}
(@,_,, =) nelle quali & stato diviso (a, b), e poiche, inoltre,

§ | P, (w,) — P, (2,_,) |

tende alla variazione totale V, di P, (x) in (a, b), al tendere a zero della
massima delle parti (x,_,, «,), si ha
Vo=V+2Mm+1)(l-—¢&),

2

disuguaglianza .valida qualunque sia n. Per n— o0, & (v +1) (I —z*)" =0,
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onde

Mass. Lim V,= V. (12)
1 —»- 00

D’altra parte, osserviamo che i punti di discontinuita della f(x) non
possono costituire che un insieme numerabile (*') e che, per essere sempre
f(x—0) =f(x)=f(x+0), ad ogni divisione di (a, b) in parti (x,_,, x,), se
ne puo sempre sostituire un’altra, in cui tutti i punti di divisione siano punti
di continuitd per la f(x), e in modo che la somma ¥ f(x,)— f(x,_,) non
diminuisca. ’

Ed infatti, se l'estremo «, comune alle due parti contigue (x,_,, «,),
(., %), € un punto di discontinuitd, sostituendo a tali parti le tre seguenti:
(@,_, &), (&, 2",), (®",, ®,,), dove x’, e x", sono puntt di continuita per
la f(x), tali che sia =, , <<« <<w,<<a".<wx.,,, si ha che, nella somma
YIf(x,)— f(x,_,), ai due termini | f(x,) — f(x,_,) , |f(x.,) — f(2,) vengono
ad essere sostituiti i tre [ /() — f(x,_,) , | F(x",)—f @), | f(xq) — F(x") ]
E siccome in ogni intorno di x,, tanto a destra quanto a sinistra di x,, esi-
stono sempre infiniti punti di continuitd per la f(x), e poiché inoltre
[f(xe)—Ffle._)|+1f@,)—f@,)]+]|fle,) —f(&")] tende, al tendere di

“.ex’ awx,,a ‘
@ = 0) = £ @) |-+ £ @, 4+0) — £ (@, — O) | 4+ f (@) — £ (@, + 0) | =
=10 = f@ )|+ [ @) = f = 0] |+
| @ 0 = @) |+ 1 @) — (@, +0)] >
> 11 (@) — f @) |+ | f @) — ()]

I’osservazione fatta risulta provata. Tenendo conto del fatto che in ogni punto
di continuitd per la f(x) & P, (x)-» f(x), si ha poi che, fissato ad arbitrio
un ¢>0, ad ogni divisione di (@; b) in parti (x,._,, «,) mediante punti ove
la f(x) & continua corrisponde un intero » tale da rendere

P, (@) —P, (2| >X] fx)—f(@_)|—s,

per ogni # > n. Ricordiamo ora che, date le ipotesi fatte sulla f (), la somma
(M) Cfr. L. ToxeLL1, Discontinuita di 1.4 specie e gruppi di punti (Rendiconti del R. Isti-
tuto Lombardo di Scienze e Lettere, Serie II, Vol. XLI, 1908, pagg. 773-778).

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXV. 38

_IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



996 Tonelli: Sopra alcuni polinomi approssimativi.

S| f(x,)—f(x,_,)| tende alla variazione totale V quando la massima delle

parti (x,_,, «,) tende a zero. Se dunque le parti in cui (a, b) & diviso sono
sufficientemente piccole, si ha, tenendo presente la disuguaglianza

2 | P, (,) — P, (x,_,) | =V,,
V,>V-—2g,

la quale vale per ogni »n>n. Da essa scende immediatamente

Min. Lim V= V. (13)
n—yp-o0

Questa disuguaglianza, unita alla (12), da

lim V,=7, (14%)
n—y-0Q
vale a dire: ‘

Se la f(x) ¢ in (@, b) a variazione limilala, e se & sémpre

f@—0)=f(x)={(®r+0),

la variazione tolale del polinomio P, (x) tende, per n—» oo, alla variazione
totale della f(x).

15. La proposizione ora stabilita & relativa alla variazione totale della
f(x) e di P, (x) nell’intervallo (a, b); ma pero si estende anche ad un qual-
siasi intervallo (=, £) di (@, b). Infatti, le variazioni totali della f(x) e di
P, (x) sono date, in (a, £), rispettivamente da

VE) = V(@) e V.()—V.(a),

dove V(x) e V,(x) indicano, come al u. 13, le variazioni totali della f(x) e
di P,(x) in (a, ), ed &, per la (13) applicata all'intervallo (=, B),

Min. Lim { V. () — V(=)
N—p-00

= V() — V() (15)

Supponiamo che esista una successione di interi positivi, crescenti,
Ny Byyeuny N,,..., tale che sia

Jim V)= Vi () (> V) — V(). (16)
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Dovendo essere

Min. Lim{ Vo, (2) — V,, (a) E = V(x) — V(a)
r-—yo0
ed anche

Min, Lim{ Vo, (b) — Vi, (8) z = V(b) — V (5,
r—p 00

si ha, sommando le tre ultime disuguaglianze,
Min. Lim! V,, (0) — Vo, (@) ‘> Vib) — V(a),

il che contraddice alla (14). Non pud dunque sussistere la (16), e deve essere
necessariamente, per la (19),

lim l V,(8) — V, () } — V() — V(o)
N—Pp-00
16. Piti generalmente, ferme restando le ipotesi fatte sulla f(x) al

n. 14, si ha

. 4 »

i § 17,60~ V@) | = 21ve) - ve)],

n—yp-00 r=i1 r=1
dove (x,, By),..., (o,, B,) &€ un sistema qualsiasi di un numero finito di in-
tervalli di (a, b)..

17. Togliamo la condizione relativa alle disconlinuitd della f(x).

Supponiamo soltanto che la f (x) sia integrabile in (@, b) (ipotesi che,
come gid abbiamo osservato, € indispensabile alla costruzione stessa di
P, (x)). Abbiamo allora che se, per n—» oo, & V, — oo, la variazione tolale
della f(x) & infinita. Ed infatti, nel caso contrario, la f(x) sarebbe a varia-
zione limitata e avrebbe solamente delle discontinuita di 1.* specie; eppero,
definita la funzione f(x) uguale alla f(x) ove questa & continua o compresa
fra f(x—0)e f(x+0), e uguale a f(x—0) altrove, questa f (x) risulterebbe
distinta dalla f() in un’infinitd numerabile di punti al pit e il polinomio
P, (x) ad essa relativo coinciderebbe necessariamentie con quello della f (x).
Ne verrebbe cosi che V, dovrebbe tendere, per n — o, alla variazione totale
V di f(x) (n. 14), variazione che & inferiore alla V.

Invece, se V, tende, per n—» oo, ad un limite finito, la variazione totale
della f(x) puo essere tanto finita quanto infinita,
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Se poi si suppone che la variazione fotale della [ (x) sia finita, V, tende
(per quello che si & detto or ora) ad un limite finito = V, e si ha

V=1m V,+42¥9,,
Hn—p-00

dove 3, ¢ il minore dei due moduli | f(x)—[(x— 0)|, |f (@) — f(x~+0)[(*).

18 Occorre stabilire la seguente proposizione di cavatlere generale :
Se f(x) & una funzione a variazione limitate in (e, b), la sua variazione
totale V é data da

~b
V=| |f'1de+V,, , (17)

dove V, indica le variazione fotale della [(x) nell’insieme FE dei punii wnei
quali la [’ (x) non esiste o é infinila.

Supponiamo dapprima che la f(x), la quale, per I'ipotest fatta, pud
avere soltanto discontinuitd di 1.* specie, resti, in ogni punto, compresa fra
f@x—0) e f(x+0) (estremi inclusi). L'insieme E dell’enunciato & necessa
riamente di misura nulla. Rinchiudiamolo con una successione d’intervalli
{A,}, non sovrapponentisi, di (a, b), di lunghezza complessiva YA, <e¢, dove
e indica un numero positivo, scelto ad arbitrio. La successione {13,} sia presa
in mode che ogni punto di E, distinto da a e b, risulti o interno ad un 4,
o l'estremo comune di due 3, contigui. Corrispondentemente a questa suec-
cessione |\, ], definiamo una funziot:e 9 () nel seguente modo: sia ¢ (x) = f ()
in ogni punto di (a, b) esterno a tutti i A, ed anche nelle estremitd di questi
intervalli, e sia
3 (B.) — (%)

b, T

2 () =<f»(°<n)€L

nell’interno di ogni A, = (=,, 2,). Questa funzione ¢ («) risulta evidentemente
continua in tutto (a, b) (si osservi che i punti di discontinuitd della f(x)
sono inferni al A, oppure sono estremi comuni di due A, contigui) ed anche
a variazione limitata, perche la sua variazione totale non puo superare quella
della f(x). Inoltre, essa ammette in ogni punto di (a, b) (fatta naturalmente

eccezione per lestremo b) la derivata destra D*o, finita. Ci0 & evidente per
1 punti interni ai A, e per i primi estremi o, di questi intervalli. Supponiamo

(*?) Poiche i punti di discontinuitd della f{x) costituiscono al massimo un’infinitd nume-
rabile, i 9z sono anch’essi in un’infinitd numerabile, al piu,
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che « sia o il secondo estremo £, di 'un A, oppure un punto esterno a tutti
1 A,. Si possono presentare due casi: 1.°) se esiste un numero positivo &
tale che in (¥, x +h) non cadano punti dei A,, distinti da @, allora in
quellintervallo (x, « +h) & sempre ¢ () = f (x), e poicheé in « esiste, finita,
la derivata " (x) di f(x) &€ D¥e=f"(x); 2.° se, comunque si scelga I >0,
in (x, x + h) esistono sempre infiviti A,, allora, avendosi

o@—+h) —o(@) floe4h)—[(x)

h h

¢ (@ —+N)—9(x)
h

nel caso di x +n interno a A, = («,, B.),

nel caso di « -+ h nou interno a qualche A, , e
fla) — 1@ , fB)—f )
o, — & b, —a
st vede anche qui che, per Uesistenza in « della derivata f’(x), nel punto
detto vi & pure la D* ¢, uguale a f' (x). Si pud dunque affermare che la D* ¢
esiste finita dappertutto (escluso b), e, di piu, che fuori dei A, & D*o =f".
Per il primo di questi due fatti, la ¢, che & a variazione limitata, risulta
assolutamente continua in (@, b), per guisa tale che, detta Ve la sua varia-

zione totale, si ha '

compreso

fra

b
Vo= 19 @) da.

.
Indichiamo con C4 l'insieme dei punti che restano in (@, b) quando si
tolgano tutti quelli che appartengono ai A,. Possiamo scrivere con cio

Ve=], l¥@lde+x] 1¢¥@]da

per quanto si & veduto or ora

(¢

Vv=fcdlf'(W)ldw+§L”I?'(m)|dw-

Negli intervalli 4, la o & lineare e nei loro estremi coincide con la f(x):
dunque (se 4, =(«,, 8,))

(a1

| 1e@ldo—le@E)—¢ @) 1=[7E)— ()]

o

percio

Vo=| 1f(@dax|+X|FE)—7(x)]. (18)
JC "

A
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Come gia abbiamo osservato, ¢ Vo= V; d’altra parte, quando la somma
T A, tende a zero, ¢ (x) tende quasi dappertutto in (a, b) alla f(x) (perche
¢ () coincide con la f(x) fuori dei A, e quindi in un insieme di misura
(b —a) — ¥ 13,) e la sua variazione totale ha un minimo limite = V. E dunque,
al tendere a zero di ¥4,, Vy— V. Pure al tendere di ¥4, a zero, &

- b
[, 1r@lde—>] If @)z
o CA a
e se ne conclude, per la (18), che X |f(B,) —f(«,)| tende anch’essa ad un

limite determinato e finito, indipendentemente dal modo con cui si scelgono
i A,, purche contengano sempre l'insieme E nel modo detto, ed anche da
quello con cui si fa tendere a zero la ¥ 4,. Questo limite & la variazione
totale V, della f () nell'insieme E: infatti, indicatolo con V', si ha da (18)

b
V=[ 11" @ de+ V",

formula valida nell’intervallo (@, b). In ogni intervallo parziale (a, x) di (a, b)
si. ha una formula corrispondente

V@ = 1f' @ de+7", @),

tutti i termini della quale sono funzioni non decrescenti della . Ricordiamo
ora che V, &, per definizione, il massimo limite delle somme ¥ |7 (b,) — f(a.)],
per ¥ (b,—a,)—>0, dove (a,, b,) (r=1, 2,...) rappresenta una successione
qualsiasi di intervalli non sovrapponentisi di (@, b), i quali ricoprono inte-
ramente Pinsieme di punti ¥. Abbiamo, evidentemente,

£ )= Fa) = VO —Viw) =" | @) |dw+ V' (b) — V', @),

BI70) — @) =3[ 17 @) do 43| Vi) = Vi@)| .

E poiche, per lassoluta continuita di Jx |f'(x)]|de, & al tendere a zero
0
di (b, — a,),
"bn
21 @ldz o,
an
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mentre si ha sempre, per essere V', (x) non decrescente,

2 V’l (bﬂ) - V’l (an) f V,l’

cosi risulta
Mass. Lim ¥ |7(,) — f(a,) = V",

e V,=7V',. Ma V’,, per la sua definizione, deve essere = V,, dunque ¢
dimostrato che ¢ V, = T',.

La (17) & cosl stabilita nell’ipotesi supplementare che la f(x) resti sempre
compresa fra f(x —0) e f(x+0).

Liberiamoci da questa condizione. Supponiamo dunque la f(x) soltanto
a variazione limitata e indichiamo con f(x) una nuova funzione coincidente
con la f(x) in tutti i punti in cul questa & continua o rimane compresa fra
fx—0) e f(x+0) euguale a f(x —0) altrove. Applicando la (17) alla f (x),
cosa lecita per quanto sopra e dimostrato, abbiamo

— b . —
V=J () de+V,,
e siccome & quasi dappertutto f(x)=f (x),
- b —
V=| £ (o) dw+ V,. (19)

Per ogni puuto @ ove la f(x) & discontinua senza essere compresa fra
f(c—0) e f(x—~+0), consideriamo, come alla fine del n. 17, il minore dei

N

due moduli |f(x) —f(x —0)|, | f(x) —f (x4 0)], e indichiamolo con 3,. K

, V=V+2Y3,,
ed anche

Vi=T,+23%3,;
dunque, per la (19),

’ b
v=[ I @dz+ 7.,

come dovevasi dimostrare.
OsservazionE. La formula (17) ha valore per ogni intervallo parziale di
(a, b): & cioe

V() Zf :} (@) dw-+7, (@), (20)

e V,(x) risulta anch’essa funzione non mai decrescente della .
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19. Dalla proposizione ora dimostrata si pud dedurre questa conse-
guenza:
Supposta la f(x) a variazione limitata in (a, b) e preso arbitrariamente
un ¢>0, & possibile di determinare un 3 >0 in modo che si abbia, se (., §,)
(r=1,2,...) ¢ una successione qualsiasi d’ intervalli non sovrapponentisi

di (a, b), soddisfacenti alla ¥ (B, — «,) <3,
2=V<",-) V() : <Vt (1)

Dalla (20) si ha infatti

s}V e)— V) | =3[ 1r @) dw+2)vl OEAT

Poiché la V, (x) & non decrescente, & E:V e,) — §4 V¢; daltra
parte, prendendo d convenientemente piccolo 2' f (x)|da pud rendersi

sempre <o (per Passoluta continuita di ‘ f (x) d:c)- La proposizione &

dunque dimostrata.

20. Riprendiamo la disuguaglianza (11), applicandola ad una succes-
sione d’intervalli non sovrapponentisi (2,, ) (r=1, 2,...), di (a, b), tali
che sia ¥ (p, — ¢,) <9, dove questo J & quello della proposizione del numero
precedente. Osservato che & f(g,+1)—f(a,+t) = V(@ +1) — V(a,+1)

e che Y (B, 4+t —(«. 1) : =X (8 — =) si ha, per la (21),

“1—a .
S|P (p) — P, (=) | <V, o[ U=y ate R (e M <

<
<V,+e+2nm-+1)(1 —¢)" M.J.

Si ha, pertanto:

Se la funzione f(x) &, in (a, b), a variazione limitata, preso ad arbitrio
un ¢ >0, & possibile di determinare un 3>0 lale che, per qualsiasi succes-
sione d’intervalli non sovrapponentisi di (@, b), («., ) (r=1, 2,...), soddi-
sfacenti alla ¥ (8, — «,) <9, e per qualsiasi n, si abbia

EWWM—P@M<K+%
ed anche

‘3V” o< v, (22)

|
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§ IV.
LuUNGHEZZA.

21. Passiamo alla lunghezza della curva
y=r(@), (ea=w=b)

Supponiamo dapprima la f(x) assolutamente continua. In tale ipotesi,
la lunghezza L della nostra curva & data da (%)

L=f:\/1+f'—(x§dm.

Indichiamo con L, la lunghezza della curva

y =P, (x) (@ =a=0).

/] 2
L,,=‘ \ 1 4 P7, (@) d .

Osserviamo che si ha

E anche qui

\/1 D@ =1 | P @),
B

[\ 1+ P o= —a)+[7 1 PL @)1 0o,

P “Br — 2
) [ \/1—1—1”,‘ @) dw =

e Nk

P (B ,
=) +3 [ 1P @) de.

@y

Per V'equiassoluta continuita degli integrali (:| P’, (x) |da (n. 11), preso

(%) L. TowgLLl, Sulla rettificazione delle curve [Atti della R. Accademia delle Scienze di
Torino, vol. XLIII (1908)]. — Idem, Sulla lunghezza di una curva [idem, XLVII (1912)].

Assumeremo come definizione della lunghezza, la seguente : dicesi lunghezza della curva
n=f(x), (a =x<=0b), il limite superiore delle lunghezze delle poligonali in essa inscritte, e
tali che in ciascuna di esse i vertici si susseguano nell’ordine stesso delle loro ascisse.
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un ¢>0, a piacere, & possibile di determinare un 3 >0 tale che, per ogni
sistema («,, B,),..., (%, B,) di intervalli non sovrapponentisi di (@, b), sod-

p . .
disfacenti alla ¥ (8, — z,) << e per ogni n, si abbia
1
» (b ,
%J | P, (@) [ de<<0;
‘st ha dunque, per gli stessi sistemi, se & anche J <Zs,
p (B | 2
Ef V14 Pli@) dw <2,
1 oy

e 2 :
e cio per ogni n. Questo prova che anche gli integrali J \/1+P',, (x) d
0

sono equiassolutamente continui in (a, b). Dal teorema sull’integrazione per
serie, gia pit volte ricordato (n. 5), si ha quindi, per n—> oo,

9

‘Z\/l + P, (x)dx —>JZ \/1 -+ f‘(oE;z dw,

poiché, come si & gid detto pit volte, & P’, (@) — f () in tutti i punti sui
quali la f’(x) esiste. : .
In parole, si ha: se la f(x) ¢ in (a, b) assolutamente continua, la lun-
ghezza L, della curva y = P, (x) tende, per n—» 0o, @ quella L della y = f (x).
Si ha pure, se («,, £,) (r=1, 2,...) & un sistema qualsiasi di intervalli
non sovrapponentist di (@, b),

e piu generalmente, se £ ¢ un insieme misurabile qualsiasi di (a, b),

fE\[ {—f’t(_x?dac'»fE \/1+f'—(x)2dw.

29. Nella proposizione dimostrata nel numero precedente la condizione
che la f(x) sia assolutamente continua non & necessaria. Per vederlo, occorre
premettere il seguente lemma:

Se la f(x) é a variazione limitata in (a, b), lo lunghezza L della curva
y=71(x), (e =x=0b), ¢ data da

L—_——(Z\/l—kmgdw—l—Vl (23)
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dove V, indica la variazione tolale della f(x) nell’insieme E dei punti nei
quali la ' (x) o non esiste o non ¢ finita (vale a dire, é quello stesso della
proposizione del n. 18).

Supponiamo dapprima che la f(x) soddisfi ovunque alla condizione di
essere compresa fra f(x — 0) e f(x—+-0), e riprendiamo la funzione ¢ (x) de-
finita al n. 18. Indicando con L¢ la lunghezza di y = ¢ (x), (a =« =b), si
ha, essendo la ¢ (x) assolutamente continua,

Y — —— e
L?ZL\/1+¢ (m)dm—_—[CA 1+¢ @ dw+3 [ V147 @ da.

Negli intervalli («,, £,) la ¢ (x) & lineare e si ha

2

==+ e — 1 |,
perche negli estremi =, e 8, € ¢ () =f(x). Si ha pertanto

w T 2
1B~ Fe)l <[ \1+F@ do =@ —a)+17E = @),

onde
v
n

Ba [ 2
S\ @ dw =21 ()~ /(@) |+ 0L B — =),

con |[6|=1, e
Ly =f \/1 + @ dw+ 2| f(B)—f(x)|+ 0% (B — «).
Cyq n »
Facciamo tendere a zero ¥ (f, —«,): & Lg —> L,
e b T e
f \/1 @ dw > \/1—}—f’(w)dm,
Cy Ja
SIf ) — (=)~ T,

e la (23) & dimostrata. Come al n. 18, si passa dal caso qui considerato a
quello generale.
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23. Gid premesso, ricordiamo che P’, (x) tende a f’(x) in tuttii punti
ove questa derivata esiste, cioé quasi dappertutto, perché noi supponiamo
qui che la f(x) sia a variazione limitata. Per un noto teorema del LeBg-
sGUE ('*), scelto ad arbitrio un ¢ >0, l'insieme E (s, n) dei punti nei quali
o manca la f'(x) o & |P’, () — " (x)|>>¢ ha una misura m[E (s, n)] che

1 . . . . .
tende. a zero con P Prendiamo »n, in maniera che, per ogni n>n, sia

m[E (s, n)] <3, dove il § & quello stesso che serve a render soddisfatta la
disuguaglianza (22). Supporremo anche 8 <Cs. Rinchiudiamo E (s, #) in un
sistema d’intervalli non sovrapponentisi di (d, b): («,., B), (r=1, 2,...), tali
che sia ¥ (B, — «,) <9 (questo sistema cambia evidentemente col numero »),
e indichiamo con C (g, n) la parte di (@, b) che resta fuori di tali intervalli:
in essa ¢ | P, (x) — ' {x)| =a. Abbiamo

y T I {2 R —
L, :j \/1+P'ﬂ(m)dm=L \/1+P’n(w)dw+EJ \/1+P'n(m) d,
a (o,) . "o

e per (23)
I — C(m)\/l—{—f(m)dm—}—zj v1+f(m)dw—|—Vl,
onde
. 2 2 \
L,,WLf‘v \/1+P',,(w)—\/l+f’(m)(dm+
) J C(o,n) (24‘)
+},J Vl+P @ de— T, \
r Ay /
Osserviamo qui che &
‘Pn'_fl flP’n_f'I

NP )| =

fC(an) \/l +F @ (w) \/1

ed anche, essendo la lunghezza della curva y=f(x) non magmoxe della

VI PL 4 VI 77

x=a ‘ de=rs(0b—a),
¥

9,1)

(**) Cfr. Cu. J. pE LA VaLLEe Poussiy, Cours d’Analyse, T. I (3.6 édit.), 1914, p. 71,
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variazione totale della f(x) aumentata dell'intervallo in cui varia la «,
nﬂr !_fg ‘
Jy +P@dw = V.6) = V(%) |+ 6 — =),
dalla quale si trae, sommando rispetto ad » e tenendo conto della (22),
65 9
h) f \/1 + P, (@) de<<V,+6+3<V,+ 20
r ap

Sostituendo in (24), si ottiene

L—L=a(b—a)+V,+2—V,=c(b—a-+2)

e questa disuguaglianza vale per ogni »>mn,. Siccome ¢ & arbitrario, si de-

duce
Mass. Lim L, = L.
T n—y»o0

D’altra parte, come si vede con un ragionamento analogo a quello del

n. 14, &
Min. Lim L, = L,
n—p-o0

se la f(x) soddisfa alla condizione di restare sempre compresa fra f(x — 0) e
[ (@ +0): se ne conclude:

Se la f(x) & in (a, b) a variazione limitata e resta sempre compresa fra
fl—0) e f(x+0), la lunghezza della curva y= P, (x), (& = x =b), tende
per n —> o0 a quella dello y=f(x), (a =x=2").

24. Osserviamo che la condizione di essere la f(x) a variazione limi-
tata & equivalente a quella di avere la y = f(«) lunghezza finita. Notiamo
anche che, se la y = f(x) ha lunghezza infinita e soddisfa alla condizione
di avere la f(x) sempre compresa fra f(xr—0) e f(x+0), il minimo li-
mite di L, per » — oo deve essere infinito, come risulta da un ragionamento
analogo a quello del n. 14. ABbiamo cosi:

Se la f(x) ha soltanto discontinuita di 1. specie ed é tale che in ogni
punto il suo valore é compreso fra f(x—O0)e f(x-+0), la lunghezza L, della
curva y = P, (x), (a = x =0b) tende sempre, per n — oo, alla lunghezza (finita
o no) della y = f(x), (a =x =0b).

Ed anche:

Supposta per la [ (x) verificata la condizione di cui sopra, condizione ne-
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cessaria e sufficiente affinche la curva y = f(x), (@ = x =2b), abbia lunghezza

finita & che lo lunghezza della y = P, (x), (@ =2 =1b), resti, qualunque sia n,
inferiore ad un numero fisso.

25. Togliamo la condizione relativa alle discontinuita della f(x). Ana-
logamente a quanto & stato detto al n. 17, si ha: Se per n — o0 & L, — o,
la lunghezza della curva y=f(x), (a ==ax =1") ¢ infinita.

Se L, tende, per n—» oo, ad un limite finito, la lunghezza dellu y = f(x),
(a =x =Db), puod essere tanto finita quanto infinita.

Supposta finita lo lunghezza L della y = f(x), (a =x =0b), L, tende ad
un limile finilo =L, ed &
L=IlmL,+2%9,,

n—yo0

dove 3, ¢ il minore dei due moduli, | f(x)—f(x —0)|, | f(x) — f(@-+0)].

§ V.

AREA DELLA SUPERFICIE DI RIVOLUZIONE.

26. Sia F (x, 9, ') una funzione delle tre variabili «, y, ¢, definita e
continua per oguni punto del campo determinato dalle disuguaglianze

a=x=>
m=y=D»NM
— oo <y <<+ oo,
Inoltre, sia tale che, scelto ad arbitrio un numero 1>0, in tutti i punti
del nuovo campo definito da
a=x=>b
m=y=DM

Y =1
s1 abbia '
|\ F (@, y, ) [ <<Lly |,

dove L & un numero positivo, dipendente soltanto da 1.
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Relativamente a questa funzione F (x, y, 4') dimostriamo la proposizione
che segue:

Supposta la f(x) assolutamente continua in (a, b) e tale che sia sempre
m=f(x) = M, é, per n—» oo,

f; F (gc, P, (x), P, (w)) dx ——>IZ r (90, fx), 1 (m)) d

essendost qui posto F' (x, f, f)=0 la dove la [’ non esiste finita.
Indichiamo con E I'insieme dei punti nei quali la f’ (x) esiste ed & in mo-
dulo non superiore al numero intero, positivo, r > 1. In E® la F (x, f (), " (%))
risulta limitata, eppero esiste l’integraleJ nF (m, f(x), [ (w)) d x; nel comple-
E" ’
mentare C (E) di B &, per 'ipotesi fatta sulla F, | F (x, (), /' (®)) | <<L|f|,e
poiche la | /' («)| & integrabile in (@, b) e quindi anche in C(E®), su questo
insieme & integrabile pure la F(x, f(x), f'(x)). Cosi esiste, finito, I'integrale
~b .
J F(x, f(2), [’ (x))da. E poi manifesta l'integrabilita di F (x, P, (x), P, (x)),
per essere questa una funzione continua di «.
A cagione dell'equiassoluta continuita degli integrali dei moduli | P’, () |
(n. 11), preso ad arbitrio un >0, possiamo determinare un >0 e <o tale

che, per ogni insieme misurabile I di (@, b), di misura m (I)<<9; e per tutti
gli n=1,2,..., si abbia (")

II P’ (x) ‘ dae <o (25)

J,

Cio fatto, osservando che per r — oo & m (E*’) —>b — a, possiamo deter-

ed anche

f (@) ‘ du <o (26)

(’% Si osservi che I pud rinchiudersi in una successione (2., By), (r=1, 2,...), d’inter-

valli non sovrapponentisi di (@, 8), di lunghezza complessiva < 8, e che, avendosi per I'equi-
assoluta continuita,

Zjﬂ']P‘,,(ac)]dx<a

¢ anche

J1|P'n(x)|dac_A_ZjﬂrlP’,.(oc)ldm<a'.
r Ja,
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N

. . ' : d .
minare r, in modo da avere m (E() > (b —a) — 7 Poi, per la convergenza

di P’, (x) verso f’(x), in tuttii punti ove la seconda derivata esiste e quindi
quasi dappertutto, determiniamo », in maniera che, per ogni »n>n,, l'in-
sieme E{Y dei punti di E¢) nei quali & | P', () — ' () | =0, soddisfi alla
disuguaglianza

m (E0) > m (E00) — T‘z (9.

11 complementare C(ES”) di ES ha allora una misura << § e si ha, per
ogni n>n,, )

f’ (m @), P, (ac)) w—j ( f (@), f(ac))dac—

(,,);F(m p,, P')— (,f,f')gdw%-

-+ J C(E;Z'O) F (wa -P,1 ’ P’n) dax —J‘c(Eﬁfﬂ) F(w’ f’ f,) dx

e, indicando con N il massimo modulo di F nel campo {a=wx=",
m=y=D»M, |y|=1},

‘ [ZF(W, P, (x), P", (w)) dw— ’Ab F(m, £ (@), ' (:v))daa l <

<] (,) (a0, P,,,P ) —F e, f, f)ldo+

-+ L‘[C(ng)) | P'.|d o+ 'LJC(E%)) [f |dx—+2N39,
ed anche per le (25), (26) e per essere 8 <<o .

< I‘E(”'OIF(“;’ ‘P"’ .P’,,)‘—‘F({L’, fa f')ldw+Q(L+N)0

Per la uniforme continuita della F (2, y, ') nel campo definito dalle
disuguaglianze
: Co=x=<Db

m=y=M

ly' =27,

(%) Cfr. loc. cit. ().
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preso un numero n >0, possiamo determinare il 5 in modo che sia <=2 e
che si abbia sempre, in questo campo,

TF (@, y, o) —F (2, 9, 9) | <u

tutte le volte che & |y —y| =75, |y —y'| =o. Scegliamo un n, >mn, cosi da
avere, per ogni n>n,, | f(x) — P, (x)| <s, il che & possibile per la conver-
genza uniforme di P, (x) verso f (x), in tutto (a, b).

E allora, in tutti i punti di EY” e per ogni n>n,,

! F(m, P, (x), P’, (w)) ——F(oc, f (), f’ (x)) ' <.

Si ha dunque

« s

fiF(m, P, (x), P’, (96)} dm—[iF(x,} f (), f'(m)>dw1<'ﬂ+Q(L'+AT)’f.;

e la proposizione & dimostrata. :
Osservazioxg. La dimostrazione precedente prova anche che, se £ & un
insieme misurabile qualunque di (a, b), & per n-» oo

[, Flo P.@) 2@ do [ s p), @) da.

97. Supponiamo che sia, in tutto (a, b), f(x)y=0, la f(x) essendo una
funzione continua o con sole discontinuitd di 1.2 specie, tali che si abbia
flx—0)=f(x)=f(x~+0) oppure f(x —0)=f(x)=f(x-+0). Indichiamo
con S la superficie di rivoluzione generata dalla rotazione, attorno all’asse
delle , della curva y = f (@), (o =a =1b), ed assumiamo, come area 4 della
superficie S, il limite delle aree delle superficie di rivoluzione, analoghe ad S,
generate dalle poligonali insecritte in y = f(x), aventi i vertici che si susse-
guono nello stesso ordine delle loro ascisse — limite ottenuto facendo ten-
dere a zero la massima delle proiezioni, sull’asse «, dei lati di questo po-
ligono (*"). Si dimostra facilmente (basta ripetere i ragionamenti fatti per
stabilire le proposizioni analoghe sulla lunghezza delle curve) che, se la f(x)

(") L’esistenza di questo limite si prova con ragionamenti analoghi a quelli svolti da
L. ScHEEFFER (Allgemeine Untersuchungen iiber Rectification der Curven. Acta Mathematica,
T. V, 188485, p. 48).
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¢4

a variazione limitata, 'area A4 e finita, e che tale area & data, se la f(x)
& anche assolutamente continua, dalla formula classica

A—2 wJ‘Zf(w) \/1 @) de.

Se la f(x) & soltanto a variazione limitata, la formula che da l'area &
(confronta col n. 22)

. > — s
A=2%x f(m)\/i-i—f’(w)dm—[—Al—}—%Ag

essendo qui 4, e 4, due numeri positivi definiti come segue: detta («,, B,),

(r=1, 2,...), una successione qualsiasi d’intervalli non sovrapponentisi di

(@, b), ricoprenti interamente l'insieme E dei punti nei quali la f'(x) o non

esiste o non & finita, si formila sommatoria X f,..|f(B,) — f ()| (**), dove £,
r

e i} limite inferiore della f(x) in («,, £,); il massimo limite di questa som-
matoria, quando Y (B, — «,) tende a zero, & per definizione 4,. 4, poi & de-
finito dall’eguaglianza

2

4,=3(f @) = f @ —0) +2(f @ —f@+0)

le somme essendo estese a tutte le possibili differenze non nulle che in esse
figurano (differenze che sono al pill in una infinitd numerabile).

28. Se applichiamo il teorema del n. 26 alla funzione

F(w7 Y, y') =Y \/l + ?/27

abbiamo immediatamente:
Supposta la f(x), in (a, b), assolutamente continua e =0, Varea della su-
perficie di rivoluzione generata dalla rolazione atiorno all’asse delle x della

curva y =f (x), (a ==x =0"b), il limite, per n—»o0, di quella della superficie
analoga generata dalle y= P, (x), (a = x =b).

Ragionando come si & fatto al n. 22 per la lunghezza della curva y = f (),

(*®) Questa sommatoria pud essere sostituita dall’altra 2 f, d(p,. — )4 % f(Br)—f () g
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(e =x =0) ("), si vede che la proposizione precedente vale anche se la f (x),
sempre =0, & a variazione limitata e tale da rimanere sempre compresa fra
i valori f(x—0) e f(x+0).

§ VL
CURVE IN FORMA PARAMETRICA.

29. Siano « (8), y (6) due funzioni date in un intervallo (a, b), che sup-
porremo ancora tale da aversi 0<< a <Zb <, ed ivi integrabili nel senso del
LeBesGguE. Formiamo i polinomi approssimativi P, (6), relativi a queste due
funzioni, e indichiamoli rispettivamente con X, (6) e Y, (9). Avremo ciog

X,,(O):Z"J:w(z)%l——(z e

dz,

.0 =% v

1—(2_0)22 de.

La curva
C.. x=X,(9), y=1Y,(0) (a=0=0b)

la diremo la curva approssimativa (dell’ordine x) della curva
C: x=a), yg=y0O (a=0=Db)(").

Indichiamo con M, (8) il punto della C, di coordinate X, (8), Y, (9), con
M (%) quello corrispondente della C. Per la convergenza quasi dappertutto,
in (a, b), di X, (0) e Y,(8) rispettivamente verso () e y (), si ha che, ad
eccezione al pitt dei punti di (a, b) di un insieme di misura nulla, per tutti
gli altri il punto B, (8) converge verso M (8), per »_5 oco. Questo fatto lo
esprimeremo dicendo che quasi tutti ¢ punti M, (9) convergono, per n—» oo,
verso © corrispondenti D (6). :

Se le funzioni « (0), y (8) sono continue, vale a dire, se la curva C &

(**) Ci si pud anche giovare del risultato del n. 22, deducendo da esso la proposizione
attuale.

(*) Date le ipotesi generalissime fatte sulle = (9), # (8), la curva C non & che un insieme
ordinato di punti,
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continua, X, () e Y, () convergono per tutti i valori di 6 verso a (9) e y (),
e convergono anche uniformemente; cosicché abbiamo: Se la curva C & con-
tinua, i punti M, (7) convergono tutti uniformemente verso i corrispondenti DM (9);
vale a dire, la distanza fra DM (9) e M, (9), al tendere di n all’oc, tende a zero
uniformemente per ogni O di (a, b). Diremo anche, pilt brevemente, se la

curva. C é continua, la sua curva approssimativa C, converge ad essa unifor-
memente.

30. Supponiamo che, per il valore 8 del parametro, esistano le due de-
rivate o’ (0) e »" (8), non ambedue infinite, e tali da verificare la disuguaglianza
x4 y”* >0. Nel punto M () esiste allora la tangente alla curva C. Ed in-
fatti, supposto, per es., «'=|=0, I'angolo « (k), che la corda M (8) M (h + )
(percorsa dall’estremo relativo al minor valore del parametro all’altro) forma
con la direzione positiva dell’asse delle &», ha per tangente trigonometrica

y(O0+h)—y(H)

yO+R) —y(®) 2
w(+h)—w(B) =@+ h) —ax0)
)

’

e questa tangente, per le ipotesi fatte, ha un limite ben determinato (y_)

al tendere di I allo zero. Dunque ha un limite anche « (%), ossia ha una posi-
zione limite la corda M (9) M (8 4 h).

Indichiamo con ¢ () la tangente in A (%) alla C; con t,(9) la tangente
alla €, nel punto 1, (6), corrispondente al valore del parametro 8 che deter-
mina M (9). Poiche le derivate X', (%), Y, (8) tendono per »n—» oo rispettiva-
mente a ' (%) e ' (9), se & «'(9)=|=0, il rapporto i,’; Eg; tende a Z‘é Eg; > e,

X', (0 x' (0)

- (
nel caso contrario, ———— tende a ——==. Dunque:
Y, () y @

Fatta Uipotesi che per il valore 9 del parametro esistano le due derivate
' (9), o' (0), non ambedue infinite e non ambedue nulle, la tangente t,(9) alla

curva  approssimativa C, nel punto M, (9) tende, per n— oo, a quella t(6)
alla C in M (9).

31. Le funzioni « (%), y (9) siano, in (a, b), assolutamente continue. Esi-
stono allora, quasi dappertutto, le derivate a (9), y' (), finite; la curva C ha
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o

una lunghezza finita L e si ha (*')
b a2
L—_—.’a\/w (#) 4y (6) do.
Detta L, la lunghezza della C,, si ha pure
b /___—2—— — 2
L, :j VX7 + T70) ao.

Si ha poi, se («, f) & un qualsivoglia intervallo di (a, b),

[VEo+Tmar=[ 1x. a0+ v, 0)as;

e, se («,, B),..., (%, B,) & un qualsiasi sistema di intervalli non sovrappo-
nentisi di (a, b),

Pr 2 2 Br Br -
s \/X;(6>+Y’”(0>d9f§L X @) 1a8+x[" 1%, (910,

Dalla equiassoluta continuitd degli integrali delle | X', (8)], | Y". (9],
(n=1, 2,...), risultante dalla ammessa assoluta continuita delle x (8), y (0)
(vedi n. 11), scende cosi |'equiassoluta continuita degli integrali delle

2 2
\/X’,, (4) +Y’,(8), onde, per la convergenza quasi dappertutto di X', e Y’,
rispettivamente a «’ e ¥, e per la proposizione sull’integrazione per serie ri-
cordata al n. 5, si ha

K J N b (T2 3
| VXL O+ To® a0 [\ 6 + 70 as,
per n— oo. In parole:

Se le x (7), y (0) sono funzioni assolutamente continue, la lunghezza L,
della curva approssimativa C, tende, per n—» oo, a quella della C.

Questa proposizione pud estendersi anche a cast in cul manca l'asso-
luta continuitd delle funzioni x (%), y (8). Cosl per esempio, & facile vedere
che essa vale per la curva C:

1
= (2—cos0) lim 6™ y—=send, (—2m=0=2n),
n—y-00

(#) Loc. cit. (*3).
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la quale rappresenta I'insieme dell’origine e di due circonferenze uguali, di
raggio 1 e di centri (—2, 0) e (2, 0). La lunghezza L (**) di questa curva &
data dalla somma delle lunghezze delle due circonferenze, pit la minima
distanza fra tali circonferenze, vale a dire ¢ L=4=r-+2; ed ¢ L,— L.

(*%) Si ricordi che la definizione di lunghezza qui accettata (confr. (1*)) & la seguente : la
lunghezza della curva C: x=x(8), y =y (9), (¢ =0=1), &l limite superiore delle lunghezze
delle poligonali in essa inscritte, aventi per vertici successivi punti corrispondenti a valori
crescenti del parametro 9.
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Sulle pluritangenti
di una ipersuperficie algebrica generale ©.

(Di Evgexio Brawmsinra, @ Parma.)

Nel suo libro di geometria numerativa (**) lo ScHUBERT ha calcolato il
numero delle rette che toccano una superficie algebrica generale dello spazio
ordinario in uno o piw punti e soddisfano inoltre ad assegnate condizioni
(fondamentali). Lo ScHUBERT stesso in altre due Memorie (***) ha trattata la
questione analoga per il caso di uno spazio ad » dimensioni, limitandosi
pero alla ricerca del numero delle rette che toccano in un sol punto una
data ipersuperficie (algebrica) generale e soddisfano inoltre a condizioni im-
poste al punto di contatto.

In questo lavoro, generalizzando il metodo adottato dallo SCHUBERT per
lo spazio ordinario, e valendomi delle formole trovate dallo stesso per il caso
di uno spazio ad » dimensioni, ho risolto il problema generale: calcolare
il numero delle rette che in uno spazio ad » dimensioni toccano una data
ipersuperficie (algebrica) generale d’ordine qualunque in pi punti, avendo
in essi molteplicitd di contatto assegnate, e soddisfacenti inoltre a condizioni
(fondamentali) imposte sia ad esse rette che ai punti di contatto.

Dopo avere nei primi paragrafi (1-2) riportate le regole e le formole di
geometria numerativa necessarie allo sviluppo dell’argomento, nei paragrafi

(*) Estratto dalla tesi presentata per la laurea in matematiche pure alla Facolta di
Scienze della R. Universita di Pavia nel luglio 1914.
(**) Kalkul der abzdhlenden Geometrie, § 33.

(***) Die n-dimensionale Verallgemeinerungen der fundamentalen Anzahlen unseres Raums,
Mathematische Annalen, Band XXVI, S. 26; Die n-dimensionale Verallgemeinerung der An-
zahlen fir die vielpunktig beriihrenden Tangenten einer punktallyemeinen Fliche m-ten Grades,
Ib., S. 52.

Nel seguito, dovendo riferirci a detti lavori, li indicheremo, per brevita, con Fund. Anz.
e Vielf. Tang.
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successivi (3-5) tratto il caso generale anzidetto, e trovo alcune formole me-
diante le quali il numero delle rette pluritangenti si calcola in funzione del
numero delle rette tangenti in un sol punto all'ipersuperficie data. Infine
(§ 6) mi occupo di alecuni esempi numerici e di casi particolari nei quali si
ottiene facilmente una semplice formola esplicita.

Rivolgo qui al prof. G. GraMBELLI i pill vivi ringraziamenti per avermi
suggerito il tema ed essermi stato gentilmente Jargo di schiarimenti.

§ 1.

NOTAZIONI SIMBOLICHE PER LO SPAZIO AD 7 DIMENSIONI
PropborTo DI P1U COXDIZIONI.
FORMOLE DI INCIDENZA E DI COINCIDENZA.

1. Assunto come spazio ambiente uno spazio lineare di punti ad »
dimensioni, S,, ed indicati con S,, S,,..., spazii linearl di punti di dimen-
sioni @, b,..., in esso contenuti, converremo che (¥):

per un punto p il simbolo p* dove & 0 =a =mn, rappresenti la condizione
fondamentale, di dimensione a, che il punto stia in un §;_,
dato ; )

per una retta g il simbolo (a, b), dove & 0 =a <<b=n, rappresenti la con-
dizione fondamentale, di dimensione 25— 1—a —b, che
la retta stia in un dato S, e tagli in un punto un dato S,
contenuto in S, ; : :

e che in particolare la condizione (di dimensione 2) che la retta

stia in un S,_, dato si rappresenti indifferentemente con
I'uno o laltro dei due simboli: g, oppure (n — 2, n —1); e
la condizione (di dimensione @ —1) che la retta tagli un
S,_. assegnato si rappresenti con 'uno o Valtro dei due
simboli g, (oppure (n— a, n). ‘

(*) Dovendo nel presente lavoro occuparei di condizioni fondamentali imposte solo a punti
o a rette, & preferibile, per la maggior chiarezza delle formole, sostituire alcuni dei simboli

adottati dallo ScAHUBERT per S, con simboli analoghi a quelli adottati dallo stesso per lo
spazio ordinario.
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Convenendo, come al solito, di eguagliare a O oppure ad 1 ogni simbolo
rappresentante rispettivamente condizioni non imponibili o identicamente
soddisfatte, se ne deduce

p*=0per a>n; go=m n=0; g=mn—1,n)=1,
p’=1 g.=(n—a, n) =0 per a>n.

2. 11 prodotto di s condizioni fondamentali p“, p*,..., p% imposte al
punto p si esprime con un’unica condizione fondamentale imposta al punto
mediante la formola (¥):

pu1 pag .. pa' =pa1+u2+.-.—|-a.' (I)

Il prodotto di due condizioni fondamenbali imposte a una retta si esprime
con una somma di condizioni fondamentali imposte alla retta mediante la
seguente regola (*¥): . .

date due condizioni (p, w), (¢, k) imposte a una retta, e posto p=a,
mn=ua; ¢q=0"0, k=0p; oppure q =a, k=ua; p=2>, = =p; oppure indifferente-
mente una o Ualtra delle due posizioni, a seconda che p + k & minore, mag-
giore o uguale di ¢+ =, si ha la seguente formola :

(@, @) (b, P)=(a+B—mn, 2+b—n-+1)+

Il
+@+g—n—1, a4-b—n+2)+--- (th

dove Vultimo termine del secondo membro sara (@ +b—n-+1, « 4 —n);
o meno che si giunga prima al termine (0, a +b+ 2+ —2n + 1), nel qual
caso questo sarda Uultimo.

L’applicazione ripetuta di questa regola conduce alla formola (**)

("’_97 ")l)=g==(n—p—19 n)—}—p'p_—]:—l.(n—p’ n_1)+
(1y
—3
—|—f—)_—1(3‘)-(n—p—}—1, n—2) 4.

nel secondo membro della quale si procedera fino a trovare un termine privo
di significato. :
Piu in generale, date p + 1 condizioni fondamentali imposte a una retta

(*) ScHUBERT, Fund. Anz., § 4.
(**) ScHUBERT, Fund. Anz., § 5.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 41
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(@, By), (ay, b),..., (@,, b,), tali che la somma delle loro dimensioni non
superi 2n—2, il loro prodotto si esprime come somma di condizioni im-
poste alla retta mediante la seguente regola (¥):

St riduca Uespressione

B — St [ 5b2—% — b9,
Bty u—bo n—b1 n—b1 0 1 \,,_1;2 ,._b2 0 1 .
e by s (S = o (=5 2 o
b=ty __ Nbp—r
ot 3(%13__%_) "

alla forma EA% ¢ 344 3%, essendo C; 5 C; UNG delle due permutazioﬁi di
o, ¢, (dove ¢, <c,). Il prodotto delle p—+1 condizioni date é allora eguale a
E‘A'Cnci (60 ’ cl)

dove
Alco e, = Ae

c; .—.Ac

A ¢

Ty dy

e dove sono da omeltere i termini per i quali non sia 0 =c,.
3. Dato un sistema formato da un punto p e da una retta g che si
appartengono, sussiste in S, la seguente formola d’incidenza (**):
pn—a, n)=p*+n—a, n—1). («)

Essa vale per 2 = a = ; ma pud ritenersi valida per a =1, giacché per
essere (n— 1, n)=1¢ed (n — 1, n —1)=0, in tal caso si riduce ad una
identita.

Inoltre vogliamo adottare una convenzione che permetta di ritenerla
valida anche per @ =0, il che ci sara utile in seguito. Precisamente daremo
un significato al simbolo illusorio (n, » — 1) ponendo

(, n—1) =~ 1. (8)
Ricordando allora che (r,17) =0, la (2) per @ =0 si riduce all’identita:
pn,n)y=p" +Mn n—1)=1—1
e pud quindi ritenersi valida anche per a =0.
(*) Vedi G. GiaMBELLI, Risoluzione del problema degli spazi secanti, § 11 (Mem. Acc.

Reale Torino, 1902). La regola suesposta & un caso particolare di quella ivi enunciata,
(**) ScHUBERT, Vielf. Tang., § 1.
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Osservando inoltre che
(n—a, n— ])z(n—= a—1 :, n’ =2 n—1)=g..9. 9]
/

la (2) pud porsi sotto la forma definitiva
PYe=p"+ g1 9.; (Iv)

formola valida per 0 =a =n qualora si convenga di porre, come dalle (£)

e (1),
g.g.=m n—1)=—1.

4. Dato un sistema di coppie di punti arbitrariamente infinito la con-
dizione ¢, che due punti p, e p, di una coppia coincidano, pur restando
determinata la loro congiungente g, si esprime mediante condizioni fonda-
mentall imposte ai punti p, e p, e alla retta g facendo uso della formola di
coincidenza (*)

& =P +P:—g:- (V)

RETTE TANGENTI IN UN PUNTO A UNA 1PERSUPERFIGIE GENERALE DI S, .

5. Sia F'" una ipersuperficie generale d’ordine e di S,; e sia ¢, la
condizione (di dimensione 4) che ¢+ 1 degli m punti d’intersezione di F~
con una retta di S, coincidano in uno, cio¢, come suol dirsi, che la retta
abbia con F™ un contatto (i 4 1)-punto. Il numero delle rette soddisfacenti
alla ¢, e ad ulteriori condizioni fondamentali imposte alla retta e al punto
di contatto p (tali che la condizione risultante sia di dimensione 2% — 2) si
esprime in funzione dell’ordine m mediante la formola (*¥)

gy (@, ) p™* T = f(m, i, i —a)—f(m, i, i —a), (I

(*) ScauBkrt, Vielf. Tang., § 2. .
(**) ScuuBkRT, Vielf. Tang., § 5. Indicheremo, secondo 1'uso comune, il numero delle
rette soddisfacenti a una condizione di dimensione 2 » —2 col simbholo rappresentante la con-
dizione stessa.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



322 Brambilla: Sulle pluritangenti

dove f(m, r, s) & il prodotto di »!m per la somma di tutti i possibili pro-
m—2 m—3 m—r

> 9 e e oy

2 3

dotti di s fra gli » numeri m — 1, e dove si deve

porre

fOn, r,0)=rlm; f(m, r, s)=0 per s <<0.

La (I) pud scriversi sotto la forma seguente (¥), spesso piu utile nella
pratica

& (@, @) p*t" T = [<P (4, @) '+ — (w ?»L 1) ® (i, a+1)m ™+

G S I (;) o (4, 1) m] — [(p (4, a) m™*+" — (1
~(a—:1)q>(i, a+1)ym™*+.. ..+ (— 1)"‘“(:)(9@, i)m] ,
dove ¢ (i, &) rappresenta la somma di tutti I possibili prodotti di % fra i

primi ¢« numeri della serie naturale, e dove si deve porre ¢ (¢, 0) = 1.
La ¢ (i, k) gode della proprietd espressa dalla relazione

pli, ) —i.oi—1, k—1)+o(@—1, k),

che permette di calcolarne praticamente il valore numerico.

§ 3.

*RETTE TANGENTI IN PIU PUNTI A UNA IPERSUPERFICIE GENERALE DI S,.

6. Venendo ora ad occuparci delle rette tangenti in pitt punti a una
ipersuperficie I'” generale d’ordine m di S,, indichiamo con p, p,...p, gli
m punti d’intersezione di una retta g con F” e consideriamo il sistema di
coppie di punti ottenuto accoppiandoli in tutti i modi possibili. Allora per
la (V) del n. 4, se due di tali punti, per es. p,e p,, coincidono, cioé se g &
tangente ad F™, sara soddisfatta la condizione p, + p, — g,. Similmente se

(*) ScauBgRT, Vielf. Tang., § 6.
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tre punti, per es. p,, p., ps, coincidono, la g deve soddisfare alla condizione
prodotto (p, + p. — g.) (p, + p; — g.). Se invece due coppie di punti, p, p,
e p, p, coincidono in due punti distinti, la g deve soddisfare alla condizione
(ps +ps— g.) (s +p, — g.). In generale una retta g che tocchi F” in s
punti avendo in essi ordinatamente contatto i-punto, k-punto,..., I-punto,
deve soddisfare alla condizione

(pi” +Po— gs) (P(zx) +Po— gs) - - (1’({31_*'1’(61) — )

(P§2)+p(z)_gz) (19(22)+1’<E)*92) R (p(g)_l"l— p(i)_ge)-
(Po +Dp = 92) (P + P — G2) - - - (Do += Doy — G2
dove i simboli p,, rappresentano i punti p,p,...p..
h

Supponiamo ora che « degli indici 4, k,..., ! siano eguali, per es., ad i;
fra gli « punti nei quali g ha con F” contatto i-punto potremo scegliere
in « modi un primo punto e chiamarlo p,,; fissato. questo, potremo sce-

gliere in « — 1 modi il punto pg, ecc.; infine resterd fissato in modo
unico il punto pg,. In altre parole vi saranno «! modi di fissare i suddetti

punti fra gli « punti di contatto; il che equivale a dire che la retta g conta
«! volte fra le rette soddisfacenti alla (a). Esclusi poi dagli indici i, &,..., 1
gli « eguali ad ¢, ve ne siano fra i rimanenti £ eguali a k; per la stessa
ragione g conterd B! volte fra le rette soddisfacenti alla (a); e cosl via.
Posto allora p=«'.p"..., e detta ¢, , la condizione che una retta tocchi

F™ in s punti avendo in essi contatto rispettivamente i-punto, k-punto,...,
I-punto, sard:

P Eityrt = (P(ll) —}—1)(‘_1) —gs) - - (19$91+P£n — ).
(p§2)+P§’2)_g2) SR (Pg}_)l_*‘p;f)_gﬂ .
(plts)"!‘p}s) — ) - .- (pgs_)]_}‘pgx) — 9s)-
Pitt in generale se la retta g ha con F"s contatti successivamente
i-punto, k-punto,..., l-punto e i rispettivi punti di contatto ordinatamente
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in dati spazi S,_1, Sy_u,---, Su-p, €ssa deve soddisfare alla condizione
Pé’l)(pgl)“l‘l)gl)*g%) v (pgl_)l—{—P’gn'—ge)-

p}ég)(pw)‘i‘pm—g-z) S (p’(f) + Do —g) . (
oo wE ®)

Pl (P + P — 92+« - (D + Do —ga)

In questo caso se « degli indici ¢, k,..., I sono eguali ad 4, fra gli «
corrispondenti punti di contatto alcuni restano fissati dalla condizione di
giacere in determinati spazi. Se «' & il numero di quelli ai quali- non & im-
posta condizione aleuna, cioé¢ aventi per corrispondenti nella serie A, p.,..., v
esponenti nulli, con un ragionamento analogo a quello fatto poc’anzi si con-
clude che la retta g conta «'! volte fra le rette soddisfacenti alla (b). Per la
stessa ragione se £ sono quelli fra 1 § punti di contatto k-punto ai quali
non sia imposta condizione alcuna, la g conterd f’'! volte fra le rette sod-
disfacenti alla (b); e cosi via.

Posto allora ¢'=a«"1p"l... e detta b*b%...0%¢,, .., la condizione che
una retta abbia con F”s contatti successivamente ¢-punto, %-punto,...,
l-punto e i rispettivi punti di contatto ordinatamente giacenti in dati spazi
Su-ny Suppreevy Spyoy, sara:

o b B, = pf’l) (ptln -+ Py — g) - - - (pﬁ-'); +P517 — ).
P (Pey +DPoy —g2) -+ - (P +P§‘2) —0s)-
k 1 k k—1

()
PIZQ) (p(ls) +1)(ls) —9) ... (pz@l +p§.~) — §s)-
7. La condizione che I degli # punti d’intersezione di una retta con

F™ coineidono in uno & di dimensione I —1; la & b4 ... b%¢,,,. ., risulta
allora di dimensione

A4y =)+ E -1+ (=)=
= +p+--+yvt+it+k4+- 1 —s

Affinché esistano rette ad essa soddisfacenti, deve essere

Adpt vt l—5 =20 —2,
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Moltiplicando ambo i membri della (') per una condizione @ di dimen-
sione 2n—2— (A+p+4---+v+i+Ek+4---41—s) imposta alla sola
retta, ne risulta la condizione di dimensione 2»n —2:

. Q bf',f bl Uty = Ql’{}) (1’(‘1) +p({l) — ) ... (P(}Lﬁ“ pg) —g.).

Pé‘) (p(g) + Poy— g:) - - . (p;‘f_)l_}— P — g-). 0
P?l;) (le‘}"Pgs) —9) - - (p{i’l+p}*' — gs)-

Per determinare ora il numero ¢'. Q b2, b%, ... b% ¢,,,..,, delle rette soddi-
sfacenti alla (I) si sviluppi il 2.° membro di essa; si otterrd una somma di
termini del tipo @ g3 p& pg: .. P Si osservi a tal proposito che nel suddetto
sviluppo ogni fattore del tipo Do DG - P dove a,, @,,..., @; Sono numeri
della serie 1, 2,..., m tutti diversi fra loro, & da considerarsi eguale al
fattore pgi pge...p% contenente egual numero di simboli p con esponenti
eguali, ma con indici tutti o in parte diversi. Basta infatti osservare che le
condizioni rappresentate dai due simboli sono in sostanza le stesse; impon-
gono cioe alla retta di avere uno dei punti d’intersezione con F™ in un
dato Sy—s,, un altro in un dato S,_,, ecc., restando completamente in no-
stro arbitrio I'attribuire a ciascuno di questi punti un indice piuttosto che
un altro.

Cio posto, ogni termine del tipo @ gg: pf pg:... pP si pud ridurre (¥)
mediante la regola (Ill) del n. 2 e la formola d’incidenza (IV) del n. 3 a
una somma di termini del tipo («, 8) p, po:..ps, (=0, 1, 2,..., j); dopo
di che la condizione ¢'. Q b, b4, ... b ¢, .., resterd espressa mediante somma
di condizioni di dimensione 21— 2, nelle quali i simboli p figurano con
esponenti non maggiori di uno. ‘

Nel paragrafo seguente ci occuperemo della determinazione in funzione
dell’ordine m del valore numerico dei simboli corrispondenti a dette condi-

zioni, cioe del numero dei sistemi di rette e punti ad esse soddisfacenti.

(*) Tale riduzione sard eseguita effettivamente al n. 1L,
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§ 4

NUMERO DEI SISTEMI SODDISFACENTI ALLA CONDIZIONE (@, h) p, p,... D,
DI DIMENSIONE 23 — 2.

8. La condizione ¢,,, pud, per la (a’) del n. 6, scriversi sotto la forma:
&y = (Pl + Doy — 92) (pz —+ Pipr — 92) ce (pz +pz+1 - 92)>
dalla quale segue

Ez+1=P1P2---Pz+l'(10;+1—92)1011)2---Pz_1+

u=I—2

! 1—u ,
+ X (%)-(pz+1—gz) P;_pg...p“=(l+1).p1p2_'_pz__

u=0

u=l—2

l —
— 1l gepiPy- P+ X ( )'(pz+1—gz)’ PrevePu
u=0 u

Ma per la (IV) del n. 3, tenendo conto delle convenzioni ivi fatte, si ha:

r=xl—u

—u \l I—u—rv l—u e -t -
(oo — 90~ =3, (=07 (") gt =

==

v=l—u - l—u Y
el N Gl (R EPRPAP
—wlz— ) (— 1™ L o 9. 950

=0 v v—1 Fe J2 '.

Sostituendo nella precedente, si avra

Sz+1=(l+1)'p1pzH-pz—l'gmpnpz---pza_'_

u=l—2 v=l—u N l l—u .
+ X X (=1 ( )( )g " 0o Pi Do oDy Prps —

u=0 =0 u v,

M=%‘—2 v=l—u 1l—u—v l
= e,

u=0 p=d

l—u I—u—v .
v '92 gv—lgepl"‘pu’
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e scambiando nella prima doppia sommatoria lindice » in u--1
€y = (l_l_ 1) D1 Pee. D — l'gszpz N T

u=l‘—~1 v=l—u-1 s 1 l—u 1 ¢
-+ u%l r;/:o (— 1yt (u o 1) ( ; + ) g g D Dy Py
u=Il—2 v=l—u -

: b—u) u.
+ T X (=1 *(MJ( v )-gé Goei G D1 Dz v+ Pu-

u==0 =0

Osservando infine che il termine .generale della prima doppia somma-
toria & costantemente nullo per u =0 perché contiene il fattore (_l 1); e

che, avendo convenuto di porre g_, g,= —1, il termine I- g, p, p,...p,_, pud
considerarsi ottenuto dal termine generale della doppia sommatoria per
u —l-— 1, si puo scrivere

e =04+ p,po...00+

u=l—-1 | o=l4H1—u l l + 1 —
A \ime—r 1 .t Hi—e—
+ u§.0 v§0 ( 1) (M —_ ])( v ) 9 ,.gv +
v=l—u — 1 | — o
+ 2 (_ 1)l+1~u ( )( 1/5) . gg %- ”gu_l ge :p‘ p2 . p“ .
p=0 u v
Posto ' '
v=]+1—u 1 1 —
v(huw= 2 (- 1y (u __1 ( - ) g g, +
- | |
r=l—un ) 1 S 1 l—u) . ( )
_l_ 'v_g:O (— ) /u,) ) gz gv—l ge7
ed osservando che
v=t l , l
@ =2 (— 1)‘“"(1_1) g 9. — (l)-g_: g.=1+1
si ha infine ' A
w=l
€114 = gO‘J‘ (l7 u) PiDPaevDuy (II)
formola che espume la ¢, mediante condizioni contenenti 1 simboli p econ
esponenti non maggiori di uno. Essa vale per 1=1,2,...,2n—2
Annali di Matematica, Serie II;, Tomo XXYV. 42
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9. Facendo decrescere, nella (II) del numero precedente, Pindice 7 fino
ad 1 si ottiene successivamente

sz+1=(l+1)'p1---pz+4‘(l1l_1) pz—1+“'+4’(l 1) _}“q’(l O)a

g, = l-pl. TR +&P(l—1 1)pl—i—¢(l——1 ())
g, = 2.p, ——}—y(l, O).
Posto per brevita
PiPse-- B =T;,
avremo:
4 —90 0 =0+Dae+dGI—Da 4+ e

+¢(, Ve, , 2

e, _¢L_1m= lwm+— +¢w—1m%+¢a—11m“

: (@)
—¢(90 = 390 +v( 1)901, S
—4(1, 0 = 2,
I1 determinante dei coefficienti delle « nelle soprascritte relazioni é
I+1 ¢, 1—1) ¢, 1—2) ¢ (I, 2) $ (1)

0 l d(I—1,1—9) yr—1,92 $a—1,1)

0 0 1—1 y(1—2 2 44(1—% 1) — (I 1)1 =0

0 0. 0 . 3 ¢@1) '

0 0 0 Ce 0 2,

cio¢ un numero, indipendente da qualsiasi condizione. Tale circostanza ci
permette di trattare le (¢) come un sistema di equazioni algebriche lineari
non omogenee, a determinante non nullo, nelle «,, «,,..., «;. Risolvendo
questo sistema rispetto a @, =p, p,...p, avremo:

& —9 (L 0) ¢y 1—=1) 9 12 (@, 2) ¢ 1),

e —y(—1,0) L b0—1,1—2) . .. y(—1, 2 (—1, 1),
PPy D GJU'- —¢w-9m. p. zf} t¢u_2%¢a—9)

& —U( 0) 0 0 3 $(2, 1),

& — (1, 0) 0 0 0 2,
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e moltiplicando ambo i membri della (b)) per una condizione (@, b) di di--
mensione 2n —2 —1

s — v (1, 0) ¢GI—D V(I 1—-2) .. 40D ¢ (1, 1),

e —40—1,0 1 $I—1,1—9...40—1,2bI—1 1)
7 11 (0, b e —4(1—20 0 I—1 (=2, $(1—2 1),

& —¢(2 0) 0 0 3 ¢ (2, 1),

& —b(l, 0) 0 0 .. 0 2,

dove lo sviluppo del secondo membro conduce a una somma di condizioni
del tipo (e, B)¢; di dimensione 2x—2 (*). -

10. Sostituendo ora a ogni termine («, £) ¢,, ottenuto con tale sviluppo,
il suo valore dato in funzione dell’ordine m di F™ dalla (I) del n. 5, si passa
dalla condizione (@, b) p, p....p, al numero dei sistemi di rette e punti ad
essa soddisfacenti. Osserviamo pero che essendo ¢,,, una condizione di coin-
cidenza imposta ad I+ 1 degli m punti d’intersezione di una retta con F™,
la ¢, imposta ad ! punti, ecc., bisognera riferirsi sempre al medesimo numero
di punti, e precisamente almeno ad !4 1 punti. Riferiamoci, per fissar le
idee, a ¢ =1+ 1 punti. Cid equivale a dire che se k; & il numero delle rette
soddisfacenti alla («, £)¢,, si dovra sostituire nello sviluppo suddetto al sim-
bolo («, £) ¢, non il numero k;, ma il numero

Em—i)ym—i—1)...(m—1)...(m—q—+1),

perche su ogni retta soddisfacente alla (¢, )¢, si pud prendere I’ (i 4 1)me
punto da considerarsi in m —4¢ modi; I’ (i 4+ 2)° in m —4¢—1 modi,...,
il ¢™ in m — ¢+ 1 modi. Il risultato cosi ottenuto sard naturalmente rela-
tivo a g punti.

Tenendo presente la (I) del n. 5 possiamo enunciare la seguente regola:

Data in S, uw’ipersuperficie F™ generale d’ordine m, il valore numerico
del simbolo (@, b) p, p,...p, corrispondente alla condizione (a, b) p, p,...p,
di dimensione 2n—2 e relativo a q dei punti di inlersezione di una retla

(*) Dalla (I) del n. 8 risulta che la ¥ (, u) & di dimensione I —u. Ne segue che il deter-
minante che figura al 2.° membro della (I1I) sviluppato da luogo a una somma di condizionj
di dimensione I,
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330 Brambilla: Sulle pluritangenti

con F™ si ottiene dalla (I1I) del n. 9 sostituendo nello sviluppo del 2.” membro
a ogni fermine («, B) ¢, 'espressione

[f(m, i— 1, i — 1) — f(m, i—1, i —B— 1)] (m—3) (m—i—1)...
ce(m—g—+1),

dove f(m, p, q) indica il prodotto di p!m per la somma di tutti i possibili

e — 9 m—p
g

prodotti di ¢ fra i p numeri m — 1, » e dove si deve porre

f(m, p, O)=plm
f(m, p, ) =0 per ¢<<0.

Osservazione. La regola ora enunciata permette di calcolare il valore del
simbolo (a, b) p, p.... p, senza conoscere il valore dei simboli contenenti un
minor numero di fattori p. In pratica, perd, dovendosi calcolare il valore di
tutti i possibili simboli relativi a un certo spazio converra adoperare la (II)
del n. 8 dopo averne moltiplicato ambo 1 membri per la condizione (a, b)
in modo che risultino di dimensione 2»n — 2, e, procedendo per valori ordi-
natamente crescenti dell’indice I, calcolare ogni simbolo contenente un certo
numero di fattori p mediante quelli che ne contengono un numero minore.

§ 5.

FORMOLA GENERALE PER LE RETTE PLURITANGENTI
A UNA IPERSUPERFICIE DI S,,.

11. Applichiamo alla espressione
b & = PE (D1 + Doy — G2) (P2 + Dips — 82) - (Do Doy — 92)
un procedimento analogo a quello tenuto al n. 8. Avremo

b?ﬂ E'H-l =p?+1 (171 + Prgr — gz) (p'z +pz+1 - 92) e (pt +pz+1 - g2) = 2
u=1—1 (

1 . a)
=P, Pes.. P P71+ ugo (u)-(pz+1—92) P PiP2ev s Pue ’
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Ma in virtu della (IV) del n. 3, tenendo conto delle convenzioni ivi fatte,
si ha

17=Z—’M/ I—u—v l—u —f—
i (P — g™ = T (=1 ( v )-pz"if'gé o=

v=l—u s l_ " S
= 1}20 (_ 1) ) ) 'pH-l gvhz 9. -
r=l—u S 1 — u o
- 020 (_ 1) ( v )'gv+o—lge gé wr,

Sostituendo nella (@) ed applicando la formola d’incidenza anche al
primo termine del secondo membro, ne segue

bty = GuPi P - PiPryr — o1 G P1 P2 e . P+

u=l—1 v=l—un

l—u—vl l—lt —U—v
+ 2 2 (—1 ()( )-gmyé DiP:re- - PuPugi +

u=0 V= u v

u=l—1 v=l-u

_+_ 2 2 (_ 1)l-u—v+l (

u=0 =0

l

L— u . —u—v
u ) gv+a—1 9. 9: pl pz- .-pu.

Cambiamo nella prima doppia sommatoria l'indice # in «—1; osser-
viamo che dopo tale scambio il termine generale di essa &, per u =20, co-

stantemente nullo perché contiene il fattore (_f 1), e quindi tale somma-
toria potrd considerarsi estesa da 0 ad I Conveniamo infine di porre

(8)= 1. 1l secondo termine del secondo membro pud considerarsi allora

come ottenuto dall’ultima doppia sommatoria qualora si estenda quest’ultima
da 0 ad I. Avremo cosi:

b?+: i1t =GP P2 - i Py T
u=l ‘ v=l41—u

+3 1T ey

u=9 =0

. tt—u—e (LY [0 — s
+ 1.50 (__1)+ ( )(b )'g,,‘{_,‘,_-lgegl2 :plpg...p“.

l )(l-—u+1

. I—t—v+41
w—1 v ) Gota 92 +

(1 v

Poniamo

vl —u

\l I41--u—v l l - 1 —#—p+1
X(l, U, a,): ’UEU (~])+ (u_[)( /er;_{— ).gr+agg o )

()

v=l—u

+ 2 (__ 1)1~,.1—u—;- ( l ) (l — u) . g,,h,_t ge gﬁ’“"’ )

t=) u (Y
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Confrontando la y (I, w, @) con la ¢ (I, ») definita al n. 8 (I) si vede che

L (1, u, 0) = Lp (l’ u) (“)A

Inoltre ponendo nella (I) u=1-+1, la prima doppia sommatoria si ri-
duce a g,, mentre la seconda appare priva di significato. Porremo allora

Ll I+1, a)=g, (®)
e conseguentemente
~ (G 1+1,0)=g,=0. ()
Avremo cosi infine .
. u=l}1
b e = E_O L@ u, @) pips... Pu. (II)

Questa formola comprende come caso particolare la (II) del n. 8.
Infatti supposto @ =0, segue facilmente, tenendo conto delle («) e (y)

u=l+41 u=l
apr= B 20w O)pp...p=3 @ w)pips. . P (3)

Riprendiamo ora la (I) del n. 7, scrivendo ¢+ 1, k41, ecc., in luogo
di i, k&, ecc.

/ 2
0 Qb Bl O B i = @ 'P;'L( pgl) pﬂ@;_ gs) -+ (P P(,Ql g:)
t 1

Pl (Pey + Py — 9:) - - (P + P — 9:) -
Ep1To1 Tt ¥ k41
Pio (P + P — ga) -+ (P Py — 6)-

Il secondo membro si puo considerare come il prodotto di @ per s fattori
a ciascuno dei quali & applicabile il procedimento che conduce alla (II). Cio
conduce a scrivere

’ A
P Q bl,H—x bé‘,k+1 v b:',H-: S b Lyeegp1 =

w=i41 w,=k41

Q@ 3 2w oDy Py 7 (R sy 1) Py Pisy -+ Doy - - -
=0 1 2 , =0 1 5 "
Ug=l41 *
> {
Yol Uy ) Py Dy - Py =
Ug=0 1 2 gy

=141 u,=k4-1 Ug=l+41

2 0 Q X(l” w, ’ )‘) X, (k7 Uy y .u‘) o X (ly U, , V) pl pz s pui+uz+---+us«

%y=0 U= U=
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Ridotto mediante la (II1) del n. 2 ogni termine dell’'ultimo membro a
una somma di termini del tipo («, ) p, p....p,, il valore numerico di cia-
scuno di questi ultimi ¢ dato in funzione dell’ordine m di F™ dalla regola
del n. 10. Ne deduciamo quindi la seguente regola :

Data in S, una ipersuperficie generale d’ordine m, il numero delle relte
soddisfacenti alla condizione (di dimensione 2n— 2)

Q bf:iH bff,kg v b:’,uﬂ Cid 1ok 1500021

si ottiene in funzione dell’ordine m sostituendo a ciascun termine dell’'ultimo
membro della (I1I) il suo valore numerico calcolato mediante la regola del
n. 10 e dividendo il risultato cosi ottenuto per p’.

Osservazione. Il risultato della sostituzione & certamente divisibile per o

Ricordiamo infatti il significato attribuito nel n. 6 a o=a'If!... e
poniamo ¢ +k—4 - +l=r; ' +p + - =4

Sard evidentemente j =s. Agli j punti corrispondenti ad esponenti nulli
della serie 2, v.,..., v corrispondono nella (III) altrettante sommatorie estese
effettivamente non da 0 a ¢+ 1, k+1, ecc.,, ma da O a 1, &, ecc., come ap-
pare dalla (3). Ne segue che nello sviluppo dell’'ultimo membro della ([II) il
termine contenente il massimo nwmero di simboli p ne contiene al pil
r + (s —j), mentre il numero dei punti che figurano complessivamente nei
contatti & » +s. L’applicazione della regola del n. 10 fa quindi comparire in
ogni termine il fattore

[m—(r—l—s—j)] [nt—(r;—}—s—j)——q Ce [m—(r—f—s)—}—l] ,

cioé il prodotto di j numeri consecutivi, che & certamente divisibile per
o =o' 181... dove & 4B ... =].

§ 6.
Esempr 1N S,. CGASI PARTICOLARL

12. Ci occuperemo in questo numero di alcuni esempi numerici, li-
mitandoci, per brevita di calcolo, allo spazio a quattro dimensioni. In S,,
ricordando che g, =0 e g, =0, e ricorrendo alle formole (II), (II') e (1II)
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del n. 2 per il prodotto di pitt condizioni imposte alla retta, si ottiene facil-
mente la seguente tabella dei valori della ¢ (I, u) (v. (I) n. 8) corrispondenti
ai valori di ! compresi fra 1 e 6: ’

¢ 0)=—g, $(2, 1)=—3g, ¢, 2=—6g,

V@ 0)=g, 9B D—=dg (& 2—10g, & 3)=—10g,
43, 0)=—g, ¢4 1)=—5g, ¢(B,2Y=—16g9, ¢¥(5, 3)=20g, @)
v 0)=0 v 1)=0 $(6,2) =0 (6, 3)=—359,
¥, 0)=0 $(6, 1)=0 ¢, 4 =—15g

¢(6,00=0 $(6,5)=—21g, ¢(6,4=35¢,

Calcoliamo in funzione dell’ordine m di F™ il valore di tutti i possibili
simboli del tipo («, £) p, p.... p, relativi a S,, cioé dei simboli:

2:(0,2); pip(0,3); pipe (1, 25 ppeps (0 5 pipaps (1, 3); )
PP P (L, 4); D02 (2 8)5 DupeDsDi?s (2 4)5 D1 P2 D5 Py s D -

Ora il valore numerico di quelli fra i simboli (b) nei quali si impone
alla retta la condizione di stare in uno spazio di dimensioni =3 ¢& lo stesso
che per lo spazio ordinario. Infatti il simbolo (1, 3) p, p, ps, per esempio,
non & che il numero delle rette giacenti nell’S, della condizione (1, 3), ap-
poggiantisi a una data retta ed aventi tre dei punti d’'intersezione con F"
su tre dati iperpiani. Lo stesso numero si ottiene evidentemente conside-
rando I'S, della condizione (1, 3), la superficie intersezione di tale S, con F~,
e 1 piani intersezione di S, con gli iperpiani suddetti; cioé calcolando il va-
lore di (1, 3) p, p. p, relativo allo spazio a tre dimensioni. In base a questa
osservazione potremo scrivere la seguente tabella di valori, identici a quelli
calcolati dallo ScHUBERT per lo spazio ordinario (*), riferendoci a ¢ punti:
©, 1)=p.(0,2)=p,p. 0, y=m(m—1)(m—2)...(m—q—+1); )

pp. (1, 2)=m*(m—2)...(m—q-+1); ©
ppsps (1, 3) = m* @m—3) (m—3)...(m—q4-1); S
PP:Ps (% )=m* (2Zm* —6m—+3) (m—4)...(m—q—+1)

Passiamo al calcolo dei rimanenti fra i simboli (b). Dalle (I) e (I') del

(*) Vedi ScHUBERT, Kalkul der abzdhlenden Geometrie, § 33.
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n. b otteniamo

£ (0, 2)=m(m—1) ¢ (1, 3y=2m(m—3)(3m— 2)

& (1, §) =10m (m — &) (m* — 3m -+ 3)
e (0, )=mm—1)(m —2) ¢,(2 3)=>5m(m—4)(7Tm—12)

e (2, &) = B (m — B) (17 m0® — 50 s+ 24)
e (1, 2)=3m(m—2) =,(0, &)=m (m—1)(m —2)(m —3)

¢, = 3dm (m — 6) (7Tm —12) (3m — 10).

(a)

Applicando la regola del n. 11 al calcolo di (2, 4) p. p, ps p.p; otteniamo:

g, —1bg, g, —1bg, 0
g 5 —10g, 109, —byg,
6! goppapapis=g: | 5+ 9, 0 4 —6g. kg, =
€ — G 0 0 -3 —3g,
€ 1 s 0 0 0 2

=120 .5, 9, + 360 .5, (1, 4) + 360.¢, (2, 3) + 1200 .¢, (1, 3) 4 1200.¢,(1, 2)
-+ 300.¢, (0, 4) +1200.¢, (0, 3) + 1500.¢, (0, 2) -+ 600. (0, 1),
da cui, tn virth delle (d), riferendoci a q punti
9o Py PaPs Pu P = D’ (0 —5) (e — 2) (m* — &dm 4 2) (m‘— 6)...(m—q—+1).
In particolare, per cinque punti si ha
g:Pi P2 Do Pu Do =0 m* (i — 2) (m* — Lm + 2),

ciot: le rette di S, che tagliano una data ipersuperficie generale d’ordine m
in modo da avere cinque diversi punti d’intersezione su cingue iperpiani dati
formano una rigata d’ordine 5w® (in — 2) (m* — 4 m + 2).

Per il calcolo dei rimanenti fra i simboli (b) ci serviremo, in base al-
losservazione fatta al n. 10, della (II) del n. 8, ctoé della

u=l-—1

=0+ )pp....0.+ “EO Y, ) pipe-.. P (e)

Posto 1= 3, moltiplicando ambo i membri per (0, 4) si ha in virtt delle
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(a), (c) e (d), sempre riferendosi a ¢ punti
60, )=4.0, 4 p.p.p.—6.(0, 3)p.p.+%.(0, 2) p, — (0, 1)
O, Hp,paps=m(m—1)(m—92)...(m—q-+1).

Posto =4 e moltiplicando ambo i membri della (e) per (1, &), si ha si-
milmente

9 =5.(1, 4)p,p. ps p. —10.(0, 4) p, p.ps — 10.(1, 3)p, p. ps +

+10.(0, 3)p,pu+10.(1, 9 p,p. — 5.0, 2,
da cul

(1, &) p,popspo=m* (Bm* —12m 4 11) (m — &) (m — 5) ... (m — q 4+ 1).
Infine per I=06 si ha dalla (e) -

& ="T .0, P Ds DsDs Ps — 21 G D1 P2 D3 D4 Ps + 35 G5 P P2 Ps Ps— 3D G P, P2 Ps

da cui
D1 PePs Ps Ps Po =D’ (m* —9m’ 426 m* —27m—+-8) (m —6)...(m —q+1).
Riassumendo, scriveremo la seguenfe tabella

0, )=0@©0, 9p, =0, 3)pp.= O, &) p,p.ps=m(m—1)(m—2)...
oo (m—q 1),
(L, Ypipe=m*(m—2)... m—q+1);
(1, 3)p paps=m*(2m —3) (m —3)...(m— g+ 1),
2, ) pipapspi=m* 2Zm* —6m—+3)(m—4)...(m—q+1);
L &) p,p.pspo=m* 3w’ —12m + 1) (m —4&) ... (m—q-+1),
(2, ) p,ppspips=5m" (m —2) (m* —dm+2) (m—D5)... '
co(m—q4-1),
Py P2 Ps Ps Ps Po =D m* (m* — 9 m’® 4 26m* — 27 m + 8) (m —6). ..

voo(m—q—+1).

@

Lultima di queste formule da, per ¢ = 6, il seguente risultato :

il numero delle rette di S, che tagliano una data ipersuperficie generale
d’ordine m in modo da avere sei degli m punti d’infersezione sopra sei dati,
iperpiani ¢ bm* (m* — 9 m® 426 m* — 27 m + 8).
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In particolare per m =5, queste rette avendo sei punti a comune con la
ipersuperficie, stanno su di essa; cioé:
Una ipersuperficie generale di quinto ordine in S, contiene

5.5% (5* —9.5° +26.5° — 275+ 8) = 2875 rette (*).

13. La tabella (I) permette di calcolare il numero delle rette soddisfa-
centi alle condizioni bk, b4, ... 5%, Q¢€ipipps,.ipa Telative allo spazio a .
quattro dimensioni.
Vogliasi, p. es., calcolare il numero delle rette soddisfacenti alla (2, 4) ¢, ,:
Posto ¢ =3, k=2 nella (III) del n. 11 e ricordando le () e (y) dello
stesso numero, si ha

wo=% u.==3

(Q’ 4‘) Bas = ME—O u«.g-o (‘2’ 4‘) - L (37 Uy, 0) )4 (27 Us s 0) =DPi1 P2+ Puyu, =

U=3 U;=3
=3 X (g 4‘) $ (3, u,) ¢ (2 uz)px_pz oo Pugtu,,
Uy==0

=0
da cui per le (a) e (1) del numero precedente, posto ¢ =443,

@ B ey =— (0, )--11.(0, 2)p, —48.(1, 2p, p,—39.(0, 3)p,p. +
+52.(1, 3)pipeps 34 (0, Y pip.ps — 30 (L, Hpuppsps — -
—30.(2 8)pi 2 pa P+ 12.(2, B)ppapapupe =
= m (m — 6) (m — 5) (m* + 8 m’ 4 67 m® — 250 m +- 120),

cioé: le rette di S, che hanno con una dala ipersuperficie generale d’ordine m
due contatti, Vuno tripunto, U'altro quadripunto, formano una rigata d'ordine
m (m — 6) (m — B) (m* -+ 8m® + 67 m* — 250 m + 120).

14. Veniamo ora ad occuparci di un interessante caso particolare.
Si & visto (n. 12, (I)) che riferendosi a ¢ punti, si ha:

0, 1)=(0,2)p,=(0,3)pp:) =0, Y p.p.p. =
=m (m—1) (m-—2)...(m—gq-+1).

(*) Allo stesso risultato era giunto per altra via lo ScHUBERT. Vedi: Vielf. Tang., § 7.
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1

Vogliamo generalizzare questo risultato dimostrando che

in S, il valore del simbolo (0, k+1) p, p,...p, relativo a ¢ punti (q =k)
¢, per qualsiasi valore di k compreso fra 1 ed n— 1, eguale o m (m —1)...
(m— q—+1). _

La proposizione ¢ vera per k=1, 2, 3; supponendola vera perk=1—1,
dimostriamo che vale anche per k=1

Sia dunque per ipotesi

O +Dpp...po=m@mn—1)...(m—q-+1) (@)
per k=1,2,..., 1—1. 4 '
Moltiplichiamo ambo i membri della (II) del n. 8 per (0, 14 1)

e (0, LD =(0+1).0, l4+1) pip....p. +

w=l—1 (b)
~+ “20 (0, l+1),\p(l, u)plpz_'pu.

Ma per la (I) del n. 8 &

v

v=l+i—u l _
O l4+-D¢lw=" % PW““@_J( WH»%#WWJ+D+
l
et ) o 1+

v=l—u . 1 o
+73 i () () 1) g 0 1)

u v

od anche, essendo, per la (II) del n. 2, g,(0, I4-1)=0:

O 10w =1, ) 0 151+ ) )
. (o
TEr () e |

Inoltre (v. n. 2, (II")
g =@u—l+u+v—2 u)-+(l—u—0v)-

Ul u v —1, u— 1)
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da cui
g;-l—l—u—v (O’ l+ 1) — (0’0 u + rv),
g.9:" 0, 1+ 1) = (0, u+0) (u — v, u) = 0, 2—1).
Similmente

g (0, T+ 1) = (0, w - 1),

Sostituendo nella (c)

O, 113 )= (= 17 )+, w41+

TR e (.7 (wl ) 0wty = (@)
=l () () TE e (T o e,

Per la nota identita

J J

i=0

3 (— 1)"”‘(’?) =0,

¢ anche

o=iti—u PR ! 1 — r=ld—u .
E (— 1)I+ ( A+ v u) E= E (__ 1)l+1—u—v (l -+ :} 11) L

U=

v=0
o | — (= (= 1y,
e quindi la (d) diventa

l
“

Jr( L)oo,

01040 w =) (— 1y '
e infine la (b)
o (0, T+ 1) = (14 1) - (0, '+~Dpip....p+

+u:§3(“1)'““(5)““’)"“(“_{1):'(0,u+1)p,...p”. (@

Ma per la (I) del n. 5 &

G (O L) =m(m—1)...(m—1),
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quindi riferendoci a ¢ punti e tenendo conto delle (a), deduciamo dalla (e)

mm—1)...(m—q+)=(0+1)-pp.... 0.+

u=l—1

_{_* ME [(_ 1)’—“( ) 4 (— 1)”“( l 1)“1)@ (m-—1)...(m—q-+1).

Ed essendo, per le note identita

j=h (R h B\ h-4+1
. — 171 . =0 . . =\, )
ﬁﬁ ) &) ’ “)+b+4)(w+0
anche
u=l—1

E () e, E e ()

u=l—1
_ 2(—0““(*ﬂ=

u=0 u

U=l
= : S (- 1)’—“+1(l+1)+(z +1)_1f~_ L
otteniamo infine
O, l1+Dp,p....;o=mim—1)y(m—2)...(m—q-+1), (IT)

che & quanto volevasi dimostrare.
In particolare per ¢ =1 si ha:
Il numero delle relte che giacciono in un dato S,,, passano per un punto

dato e tagliano una data ipersuperficie generale d’ordine m in modo da avere
L degli m punti d’intersezione su l iperpiani assegnali é eguale o

mm—1) (m—2)...(m—14+1)..
15. La (II) del numero precedente permette di ricavare una semplice
formola esplicita che da il numero delle rette soddisfacenti alla condizione

©, s 1) by b byuy 8asu s -

2 s—a

Senza ricorrere alla formola generale del § 5, dalla (I) del n. 7 dedu-
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. . . s
ciamo immediatamente, per a =
(8—-2@)' (0, 8+1) bibe byui o s =
=0, s+1Dp (p+p:— ) ps (ps +p.—g:) . ...
v o Prgt (p2a—1 +p2n _ge) (p2a+-1 +p2u+2'—’gz) oo (pe(:..a)_t ~+ Pri—u —gz) =
=0, s+1)(p.p. — 9) (psp.—9.) . ..
e (pn—l Pre — ge) (P2a+1 ~+ Prags — gz) e (102@_“)_1 +p2<a_a) - gz) =
= (0’ S+1) PiPs.. 'pZa_a'geplpz-Hp-zn_‘z—"‘
(@)

a .
+(Q)'93P1Pz---pea_4—"'+(—1)"g:

e ks p = 2T (6= 20) G purns 2L

—saz|S—2a
+ 2" 2( 9 )'Q§P2a+1-~-?93_2'+"'

s—2a
s—2a —

.. _+_ (_ 1)3-2a—1 ‘0)-,( 1) . gs—‘.’a——l p2a+1 + (_ 1)8“—211 g;_?" : .

Ma dalle (II) e (II') del n. 2 segue
g0, s+1)=n—a—1, n—«)(0, s+ 1) =0,
gi=m—ea—1,n)+@—1)-0—2, n—1)+--.
e di qui, per a =3s
g: (0, s4+1)=(0, s —a—+1).
Tenendo conto di tali relazioni, dalla () si deduce

(8—9&)!'(0, 8+1) b‘b3"'b2a—l €90.. 9 =

88—

=270, s+ 1)pip.. - PraPauts - - Po—

21 a—2a—2 _Q
— 7 (6= 20)- 0, 8)p,ps 2+ 2 (TH) O s = p -

A (=) 2(s —2a) - (0, D p, - (— 1)L (0, 1),
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dalla quale, per la (II) del numero precedente, posto ¢ =2(s —a), si deduce

(8-—-—2@)!-(0, .S_i_l)blbs---b?a—l 522...3=

2 s—a

— [Q‘ — gt (5 — 2 ) 4 9 (8 29

(1) 2 (s — 2 @) - (— 1)”‘2“]-m(m——i)...(m—@(s~a)+ 1).

\

Infine per la nota identita
Qs—?m . Qs—Za——l (8__'_ Q 0/) + Vel _|_ (_ 1)9—2a —_ 1’
si ha '

. 1 )
blbg...bh_le?g...g =(8—_——Q—a—)—!m(m~1)...(m—2(s—a)—|—1),

cioe: A
le rette giacenti in un dato S..,, passanti per un punto dato ed aventi

(s — a) contatti bipunti con una data ipersuperficie generale d’ordine m in
modo che a dei punti di contatio stieno su a datli iperpiani, sono in numero di

(S—J%ﬁm(m—l)...(wa—ﬁ(s—a)+1)-

In particolare per @ =0, s=n — 1, si ha:

per ogni punto di S, passano m(m—1)...(m—2n—+ 3) relte

1
(n—1)!
 aventi con l’zpersuperﬂc@e data n — 1 contatti bipunti.

Affinche tali rette esistano deve essere m— 2n—3>0, ciod m >2n — 3;
il che concorda col fatto che, se per m =2#»n — 3 per ogni punto di S, pas-
sassero rette tangenti all'ipersuperficie in » — | punti, tali rette starebbero
per intero su di essa, cioé per ogni punto di S, passerebbero rette della
ipersuperficie; il che & assurdo.

* Parma, gennaio 1916.
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