
PURA ED APPLICATA 

~ l h  DJ LIETTL DA 

FRANCESCO BRlOSCHI 
e coiitiiiua l i dai pidessoi.i : 

SERIE 111. * TONO XXV. 

Lui@ nianchi in Pisa 

Ulisae Dini in pisa 

TIPO-LITOGRAFIA REBESCHINI DI TURATI E C. 

OFFICIKA CARTE VALORI 

1 9 1 6 .  

Giusepye Jiirig iii ~ ~ i i a n o  

ColDrado Segi8e i n  Toriiio 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle corrispoiidenze fra i punti di una curva algebrica e! in particolare, fra i puiiti 
di una curva di genere due - Carlo Rosati . . . . . . . . . . . . . 

Vene fluenti tra pareti interrotte. - Bruto Caldouazzo . . . . . . . . . . . . 

Sulle curve gobbe algebriche reali a circuiti coticateiiati. - Lztigi Bt-usotti . . 
Ricrrche iiitorno ad una classe di sistetni tripli di superficie ortogonnli. - Luigi Binuclzi. 

Iutoriio ad utia classe di superficie rigate. Pietro Tortorici . . . . . . . . . 
Invariatiti proiettivo-diffeteiiziali delle curve tracciate su una siiperticie e definizione 

proiettivo-differeiiziale di uiia superficie.- Guitlo Fubini. . . . . . . . . 
Sopra uii probleiiia al cotitorno iielia teoria delle funzioni di variabile conipkessa. - 

A. Sig~~oriui  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Sopra alcuiii polinotni approssimativi.- Leonidcc Tog~elli. . . . . . . . . . . 
Sulle pliiritangenti di una ipersuperficie algebrica getierale. - Eugenio Bramhilla . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle corrispondenze fra i punti di una curva 
algebrica e, in particolare, fra i punti di 
una curva di genere due. 

(Di CARLO ROSATI, a Pisa.) 

I n  queslo lavoro, che si propooe di continuare 10 studio della teoria 
delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica, al quale 
ho dedicato due Note comparse nei Rendiconti della R. Accademz'a dei Lincei (*), 
espongo dappriina una seinplice interpretazione geometrica delle pa relazioni 
a cui soddisfano gli interi caratteristici di una corrispondenza nella classiea 
rappresentazione di HURWITZ, inostrando che ad ogni corrispondenza, e a 
tutte quelle che da essa dipendono, si pub associare una omografia rasionale 
di un iperspazio S,,-, reale, trasformante in sè un certo 8,-, immaginario. 

Mi occupo poi delle corrispondenze (che chiamo speciali) nelle quali è 
nul10 il determinante degli interi caratteristici: esse sono rappresentate d a  
omografie singolari, e ad ognuna di esse vengono associati due sistemi re- 
golari di integrali di 1." specie riducibili. Se inversainente la curva possieds 
sistemi siffatti, su  di essa esistono corrispondenze speciali. 

Nelle Note s u  ricordate ho visto che se due corrispondenze T e T-', 
l'una inversa dell'altra, sono dipendenti, esse devono essere O equivalenti O 

residue, cioh la differenza O la somma dei gruppi G e G-' omologhi per la 
T e T-' di un punto variabile sulla curva, deve variare in una serie lineare; 
ed ho inoltre provato che il numero base p della totalità delle corrispon- 
denze algebriclie è uguale alla somma dei numeri base pl e p. delle corri- 
spondenze della prima e della seconda specie. 

(*) ROSATI, Su& corrispondenze alyehriche fra i punti di una curva atgebrica. Rendiconti 
della R.  Accademia dei Lincei, Vol. XXII (1913). 
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S Rosati:  Sulle corrikpondeizze fra i punti di una curva algebrica 

Chiamerb le prime corrispondenze sinzmetriche (con lieve 'estensione dbl 
significafo dellâ parola), le seconde-èinisimmetriche. È poiechiaro che il nu- 
inero pl è effettivamente il numero base delle corrispondenze simmetriche 
(coincidenti con le loro inverse) perché, se T è equivalente a T-', la corri- 
spondenza simmetrica T+ T-', essendo dipendente da T, pub sostituire T 
nella costruzione della base. 

Caratterizzo allora le omografie che rappreseritano corrispondenze sim- 
inetriche ed emisiminetriche: esse nascono tnoltiplicando per un sistenla 
nullo fisso (sistema nullo fondamentale) i sistemi nulli e le polarità razionali 
trasformanti in sè YS,-, . Le corrispondenze simmetriche ed emisiinmetriche . 
indipendenti, esisteriti sulla curva, sono quindi tante quanti i coinplessi li- 
neari razionali e le quadriche razionali indipendenti che contengono lyS,-,; 
da1 che segue subito che i valori di pl e di y ,  non possono oltrepassare p z .  

Consider0 poi.le'corrispondenze sinimetriche ed emisimmetriche speciali, 
le quali nascono da sistemi nulli e da polarità degeneri. 

Nella 2? parte applico queste considerazioni al caso p = S. In  esso, ri- 
correndo alla notissima rappresentazione di KLEIN del10 spazio rigato sopra 
una quadrica di S,, ed'_applicando alcune proprietà sopra gli spazi fonda- 
mentali delle omografie involutorie razionali, deterinino i valori di pl e di p, 
in tutti i casi possibili (*). 

Per la dimostrazione della effettiva esistenza di curve cui si riferiscono 
.i valori trovati di pl e di p,, utilizzo uAa elegante interyetazione georne- 
trica, dovuta al  prof. SCORZA, 'della disuguaglianza riemanniana fra i periodi 
degli - integrali normali della curva. 

-(*) 1l.iiumero p, coincide col iiumero base della totalità delle curve tracciate sulla su- 
perficie di  JACOB^ relativa alla curva. Cfr., a questo proposito, la importante Memoria dei 
sigg. BAGNERA e DE FRANCHIS: Le lzornbt-e p de M. Picard pour les surfaces, hyperellipti- 
qxes, etc. (Rendiconti del Circolo Matein. di Palermo, Tomo XXX, 1910). 
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e, iin particolare, fra i put~ti di utla curo.a di genere due. . 3 

P A R T E  P R I M A  

1. Data una curva C di genere p, si indichino con u, u,. . . . u, i p in- 
tegrali normali di prima specie ad essa relativi, e sia 

O l . . .  O a,, a*,. . .  a2p 

- . .  . . .  
(ars = as,.) 

. . . . . . . . . . . . , . . . . .  

la tabella dei loro periodi alle retrosezioni. a, u, . . . G, . 
Se T è una corrispondenza algebrica fra i puriti di C, che faccia passare 

da un punto generico x; al gruppo degli ornologhi y'. . . y a ,  si hanno le no- 
tissime relazioni di HUXWITZ (*), 

r=a . 

x. Uk (yr) = ri zki'ui (x) + T b  (k=1, 2 ,..., pl. 
-1 . . i 

(2) 

In esse le 3, sono costanti che clipendorio dall'origine delle integrazioni,' 
ed i numeri zkj soddisfano alle '9pe condizioni 

nelle quali i nunieri h, g, H, G sono interi (interi caratteridici della cnrri- 

(*) HURWITZ, Ueber algebrakche Correspondenzen und dus verallgemeinerte Corresponrlei~e- 
princip. Math. Annalen, Bd. 98 (1886). 
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4 Rosati:  Sulle corrispondenae fra i punti d i  una curaa algebrica 

spondenza). L'eliminazione delle .zk, dalle (3) conduce poi alle p-elazioni 

ohe legano i periodi a,., agli interi h, g, H, G. 

Il deterniinante 1 kb gi 1,  di ordine Bp, si dirà deletminante della cor- 

rispondenza. 
.Volendo dare una interpretazione geometrica alle forinole di HURWKTZ, 

ricorreremo ad una rappresentazione che abbiamo altra volta utilizzato. Si 
consideri cioè entro un 8,-, YS,-, , che diremo a, intersezione degli iper 
piani a, a,. . . or, le cui coordinate sono le orizzontali della tabella (i), e si 
faccia corrispondere ad ogni ciclo di C il punto razionale di S,,-, che ha 
per coordinate omogenee gli interi che legano il ciclo alle retrosezioni, e ad 
ogni integrale di 1." specie I'iperpiano della stella (a) le cui coordinate sono 
i periodi normali dell'integrale stesso. Sappiamo allora che I'appartenenza 
di un punto razionale di S,,-, ad un iperpiano della stella (a) significa che 
l'integrale corrispondente all'iperpiano ha il periodo nul10 lungo il ciclo che 
ha per immagine il punto (*). 

Si osservi ora che, facendo descrivere ad x un ciclo a sulla curva C,, i 
punti y' y". . . y" si perinutaiio fra loro e nasce quin.di un ciclo a', che diremo 
ornologo di G, il quale è la somma dei cicli a cui equivalgono le sostituzioni 
circolari in cui si decompone la sostituzione prodotta sui punti suddetti. 

Preso inoltre un  integrale di 1." specie qualsiasi u (x), la somma dei 
valori che esso ha nei punti y' y". . . ya ornologhi di X, considerata come 
funzione di x, darà un nuovo integrale di 1." specie U(x), clle diremo pure 
omologo di u (a) per la  corrispondenza T. 

La T produce dunque una trasformazione sui cicli ed una sugli inte- 
grali, e le due trasformazioni hanno questo legame: se il ciclo G e l'inte- 
grale u (x) hanno per omologhi il ciclo G' e l'integrale U(x), il periodo di 
U ( x )  lungo a è uguale al periodo di zc (x) lungo a'. 

(*) ROSATI, SU& integrali abelz'alzi riducibili. Atti della R. Accademia di Torino, Vol. L 
(1915). La ra-ppresentazione cui alludiamo 6, in certo modo, duale dell'altra, cui è ricorso il 
prof. SCORZA nella Nota: Stcgli Lntegrali abelialzi riducibili (Rend.H della R .  Acc. dei Lincei, 
Vol, XXIV, 1915). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e, in particolare, fra i punti di ama curzra di genere due. 5 

Consideriamo dapprima la trasformazione sui cicli. Si osservi perci6 che 
il significato dei numeri h, g, H, G è che, detti G', G', . . . G',, i cicli omologlii 
delle retrosezioni, si hanno le oinologie 

da queste discende che la trasformazione sui cicli prodotta dalla T si rispec- 
chia in S,,-, nella omografia razionale (") definita dalle formule 

Questa omografia si dirà immayine della corrispondenza T. 
Anche la trasformazione che la T produce sugli integrali si traduce nella 

stella (a) in una omografia n, la quale, quando si prendano nella stella me- 
desima gli iperpiani a, a , .  . . r, come iperpiani di riferimento, vien rappre- 
sentata dalle formule 

Dalla rappresentazione suddetta scaturisce allora in modo seniplice il 
significato geometrico delle relazioni di HURWITZ. 

(*) Una proiettività (omografia O reciprocità) fra due spazi distinti O sovrapposti si  dice 
razionale quando ad ogni elemento razionale (di coordinate razionali) fa corrispondere un  
elemento razionale. Cib esige Che i coefficienti della sostituzione lineare omogenea che fa 
passare da un elemento all'omologo si possano ridurre interi, quando vengano moltiplicati 
per un conveniente fattore. Se i due spazi sono sovrapposti, in uno spazio razionale unito 
di una omografia razionale viene subordinata una omografia razionale. 

In  seguito dovremo considerare proiettività su  forme elementari (conica, schiera ri- 
gata, ecc.). Un elemento di una tal forma si  dirà razionale quando le sue coordinate 2hello 

spazio ambieizte sono razionali; se la forma contiene infinili elementi razionali, una proiet- 
tività sulla forma che ad ogni elemenlo razionale fa corrispondere un elemento siffatto, si 
dice razionale. 
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6 . Rosa t i :  SuEle corrispondenze fra i punti di  una  curua algebrica 

' Si ,supponga infatti nelle formule (3) di fissare il valore dell'indice ,k e 
di dare ad:? i valori 1,. 2,. ,-. , p : i primi meinbri delle Bp, relazioni, che coal 
si ottengono, sono le coordinate in S,,-, dell'iperpiano della stella (a) che cor-, 
risponde ad or, nella omografia. n, mentre i secondi membri sono le coordinate 
dell'iperpiano olnologo di cl, nell'omografia a-'; . _ . . -  

~ a c e n d b  allora percorrere a k i valori 1, 2, ... , p, si vede che, in forza 
delle Bpa relazioni (3), gli iperpiani cr, a, . ,. . or, hanno gli stessi. om.ologhi nel- 
l'otnografia O-' dello spazio S,,.-, e nell'omografia n della stella (a), cioè la 
!?-. subordina nella stella (a) l'omografia n. 

Le relazioni (4) esprimono dunque che la omografia 0, immagine della 
corrispondenza, tr.asforrna in sè Io spazio a. 

. Reciprocamente, data in SaMi un'oinografia razionale n soddisfacente'alla 
condizione' suddetta, saranno deteriiiinati infiniti gruppi di valori, fra llo,ro 
due a due proPorzionali, de&i interi h, g, H, G; e kiascun gruppo di valori 
soddisferà alle relazioni (3), e quindi alle (4) che ne conseguono, perchè 

. . 

le (3) esprimono - ,  appunto che il corrispondente nella dell'iperpiano 
ciK (k = 1, 8, ..., p )  della stella (a )  appartiene alla stella medesima. 

Allora, come è noto (*), si possono costruire sulla curva infinite corri- 
spondenze due a due equivalenti che hanno i numeri di ciascun gruppo coine 
interi ca.ratteristiçi; variando il gruppo, si ottengono infinite corrispondenze, 
due a due dipendenti, che hanno tutte per immagine l'omografia n. 

Il significato geometrico delle relazioni di HURWITZ è quindi contenuto 
ne1 risultato : 

Ogni corrispondenza fra i punti della curva C ha per immagine un'onzo- 
grafia razionale dello spctzio S,,-, 'che trasforma in sè.10 spazio a (e quindi 
il suo coniugato or,); e, reciprocanzettte, ogni ornoyraficc razionale soddisfacente 
alla condisione szcddetta, è inzmagine d i  infinite corrispondenze, fra loro dufi 

. >  . 

a due dipendenti. 
II numero base p della totalità delle corrispondenze sulla curva C coin- 

cide dunque col numero delle oinografie razionali indipendenti dello spazio 
S,,-, che trasformano in sè lo spazio a. Si vede poi subito che l'omografia 
inimagine dell'identità e di ogni corrispondenza a valenza è l'omografia 
identica. 

(*) HURWITZ, loc. cit., 9 11. 
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e, in particolare, fra i punti di una cursa di genere due. 7 

2. Diremo speciale una corrispondenza quando ha per inlinagine .un'o- 
mografia singolare. Vedremo ora che tali corrispondenze esistono. quando e 
soltanto quando la curva possegga sistemi regolari di integrali riducibili. 
Sarà utile percib prernettere il 

LEMMA. Ogni spaxio 8,-,+, condotto per u non pu6 contenere pi& di  2 q 
. punti raxionali lineannente indipendenti. 

Si supponga infatti clie in un 8,-,+, condotto per a siano. contenuti 2 q + .1 
punti razionali indipendenti, e siano cl c, . . . c,,+, dei cicli sull-a curva che 
abbiano i suddetti .punti per immagini. Presi allora altri b ( p  - p) - 1 cicli 
cfl c f , .  . :c',,,-,,-, , indipendenti fra loro e dai primi, in guisa da formare con 
essi un sisteina complet0 di 2 p  cicli indipendenti, si conducano per 
1'8,-,+;p - q iperpiani indipendenti, cui corrispondaho sulla curva gli inte- 
gral i  Ul U, .  . . U ,-,. Se 

, - 
indiea il periodo delïintegrale.~, lungo il ciclo c',; sa r i  possihile determinare 

VP-P) vdori reaii non tutti nulli A , . p , ,  A, p, ,..., b-q r / . ~ - ¶  soddisfacenti alle 
-2 (p - q) - 1 equazioni lineari 

.. 

avrebbe . i periodi nulli lungo i cicli el c, .;. . c,,,, e, in forza delle, relazioni (5) ,  
periodi reali lungo i cicli c', c', . . . ci',,-,,, . Sarebbe percio una costante,. il 
che contradice all'ipotesi che gli integrali Ul U, . . . $-, siano indipendenti (*). 

< .  

(*) Questo ragionamento è analogo ad uno di SEVERJ, riprodotto alla pag. 339 delle sue 
Lezioni rli Geowzedria algebrica (Padova, Draghi (1908)). 
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8 Rosati: Sulle corrispondenz!e fra i , punti di una curva algebrica 

3. Possianio ora diinostrare il 

TEOREMA 1. Il detemni~zante di ana corrisponderua T ha sernpre 
I H  G I  

per caratteristica un lzuuzero pari 2 y. Quando è O < q < p, la sowznza dei va- 
lori che un integrale generico della curva ha nei punti del gruppo owtologo 
di un punto variabile x: genera, al variare dell'integrale, un sistema regolare 
riducibile aoq-' ; la curva possiede poi un secondo sistenta regolare riducibile 
CiO~-¶-l , i cui integrali dànno sowma costante wi punti del gruppo suddetto. 

Siano q ed r (O 5 q e p ,  O 5 r 6 2 p )  le caratteristiclie dei deterininanti 
delle omografie n ed n. 

Quando è q = 0, cioè quando tutti i coefficienti E ,  sono nulli, la corri- 
spondenza T è a valenza zero ed avrà quindi nulli tutti gli interi caratteri- 
stici, onde è r = O. 

Supposto poi che la oinografia n non sia singolare, dico che anche n 
non pub essere singolare. Facciaino infatti descrivere a un  iperpiano 5 la 
stella ( a ) :  l'iperpiano y, corrispondente di 5 nell'omografia non singolare n, 
è sempre deterininato e descrive tutta la stella (z). E siccome 5' è anche 
omologo di E nella a-', se la n fosse singolare, t' dovrebbe passare costan- 
temente per 10 spazio p' luogo dei punti che in n hanno l'omologo indeter- 
minato. Ne segue clie p' dovrebbe esser contenuto in cl, il che non pub av- 
venire perchè p' è uno spazio razionale, ed é noto clle a non pub contenere 
alcun punto reale. Abbiamo dunque che se è q = p ,  deve essere r = Bp. 

Suppoliiamo ora che sia O < p  < p .  La omografia n è in ta1 caso sin- 
golare di specie p - q, ed arnmetterà come primo e secondo spazio singo- 
lari (*) due stelle xp-,-, e &-, i cui sostegni, che diremo a' ed a", saranno 
rispettivainente un S,-,+, ed un S,,-:-, uscenti da110 spazio a. Anche la omo- 
grafia n fra i punti di S,,-, è singolare e di specie Bp - r ;  essa ammetterà 
quindi come primo e secondo spazio singolari due spazi delle dimensioni 
rispettive Bp - r - 1 ed r - 1, che indicheremo con p' e p". Ora è noto clle 
le stelle di centri p" e p' costituiscono il primo ed il secondo spazio singolari 

(*) Un'omografia singolare di specie h fra i punti di un Sr possiede due spazi singolari 
ed Sr-*, il primo dei quali è il luogo dei punti che hanno i'omologo indeterminato ed 

il secotido contiene l'omologo di ogni altro punto del10 spazio (Cfr. BERTINI, I+abvoduZao~e 
alla Geonzetria proiettiva degli iperspan', etc., pag. 58, Pisa, Spoerri, 1907). Chiameremo bre- 
vemente questi spazi prinzo e secolzdo spazio singolari dell'omografia. Allorchè l'omografia 
singolare opera su iperpiani anzichè su punti, esisteraniio due stelle singolari di  iperpiani, 
che coiitinueremo a chiainare primo e secotzdo spazio singolari dell'omografia. 
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e, in particolare, fra i punti d i  una czirva d i  genere due. . 9  

dell'omogrsfia n-' fra gli iperpiani di S,,-,; quindi, dovendo la a-' subor- 
dinare entra la stelIa ( a )  l'omografia n, si deduce che p" è contenuto in a' 
e ?' in x". E poichè gli spazi p' e p" sono razionali, in virtù del lemnia pre- 
ceden te dovrà essere 

r f 2 q ,  B p - r 2 ( p - q ) ;  

da cui segue r = 9 q.  
Le stelle &,+, e ET-, , i cui centri a' ed a" conlengono rispettivamente 

due spazi razionali di diinensioni 4 q - 1 e '2 (p  - q - 1) sono durique (*) 
inlmagini di due sisteini regolari oop-"" e oo"' di integrali riducibili. Se ora 
ricordiaino il significato all'omografia n, vediaino che i sisteiiii suddetti sono 
quelli appunto di cui è parola nell'enunciato del teorema. 

Uila corrispondenza T, col determinaiite di caratteristica 2 q (O < q ( p )  
si dirà speciale, di specie p - q. Essa definisce dunque, ne1 modo anzidetto, 
due sistenii regolari riducibili a o p - q - '  aoq--', che direino associati alla corri- 
spondenzn. 

Osseruazione. 1 due sistenii regolari riducibili associati ad una corrispon- 
denza speciale T e quindi i due spazi singolari R,,-,,-, ed R,,-, dell'oino- 
grafia n, immagine di T, non sono necessariamente indipendenti (*"). ln gene- 
rnle avverrà clie i 'due  spazi suddetti avranno cornune un R,,-, appoggiato 
ad cc lungo un s,, (**+). In ta1 caso la n subordina ne1 suo 9!O spazio singolare 
R,,-, un'ornogrnfia singolare o, di cui R,+, è il Io spazio singolare; il 2 O  

spazio singolare di w, è un R,,,-,,,-, luogo degli omologlii nella w, di tutti i 
punti di R,,-, e quindi di tutti i punti di R,,-, nella omografia qqudrato 
della n. E poicliè la R" ll'omografia inimagine della corrispondenza T2  (***+), 
1'R2++1 ilovrà essere lo spazio razionale corrispondente ad un  sistema rega- 
lare riducibile i cui integrali dànno somma costante nei punti del 

(*) ROSATI, Sugl i  iutegvali abeliani virlucibilj loc. cit. 
(**) Nella nlia Nota dei Rendiconti dei Lineei (Vol. XXIV, agosto 1935), in cui sono 

esposti i risultati di questo lavoro, vanno soppresse ne1 primo enunciato del n.O 9 le parole 
t r a  loro indipendenti .  

(***) Perchè il sistema congiungente due sistemi regolari riducibili 6 ,  per una osservazione 
di SEVERI, regolare. (Cfr. SEVERI, S ~ g l i  itbtegrali abeliani riducibili, Rend." della R. Acc. dei 
Lincei, Vol. XXIII, 1914, e la Nota già citata di SCORZA). 

(****) Per la regola, che itivocheremo anche al n.O 7, con cui si ottengouo gli interi carat- 
twistici di una corrispondenza prodotto di altre (Hunwi~z,  ioc. cit., § 10). 
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10 R o s a t i :  Sulle corrispo~zdenre frct i purzti d i  ulza curva algebrica 

gruppo omologo di un punto variabile x per la corrispondenza T 2 ;  10 spazio 
stesso dovrà quindi appoggiarsi ad a luiîgo un s,-~,-, . 

Analogamente, se i due spozi R ,,,-, ed R2(,-7,)-L s'intersecano in un R,,-, , 
la o, subordina in R,,,-,,,-, un'oinografia singolare CI), clie avr;~ RZq-, come 
Io spazio singolare e corne 8' spazio un R ,,,-+,,-, , il quale, per essere il 
luogo dell'oinologo di un qualsiasi punto di R,,-, per la n3, iiin~iîagine di T 3 ,  
dovrà appoggiarsi ad oc lungo un s ,-,,- ,-, ed essere Io spazio razionale cor- 
rispondente ad un sisteina regolare riducibile croP-q+'i+72-' i cui integrali dànno 
somma costante nei punti del gruppo oinologo di a per la TT Possiarno cos1 
proseguire fincliè si giungerà ad una oinografia o, di un R ,,,- ,,-[ 2-...- +-i)-l i il 
cui uno dei due spazi singolari R,,;-, R ,,,- ,,-/ 2- . , . -7  ,,-, sparisce, cioè acquista 
la dimensione - 1. Sarà un Rd, il Io spazio sing. di o, (e p i n d i  l i  = 0, cioè o; 
6 non singolare) se nell'omografia precedente mi-,  il 2.O spazio singolare 
R2 ,,-,,-,-,..-, ,-,,-, è indipendente da1 Io R,,,-,-,; sarà invece un R-, il 9' spazio 
singolare d i  wi (e cpindi l i  = q - 1 ,  - 1, - . . . - 1,-,) se nella ai-, il '2' spazio 
sing. è contenuto ne1 Io O coincideilte con esso. Ne1 Io caso le onîografie 
W1, ,... hsnno costantemente come 9°spnzio sing. Io stesso R,,, +,- ..-,,- ,,-, 
che spetta ad ni ;  ne1 8' caso le a'+', of+; ... hanno coine 2 O  spazio sing. un I Z - ,  , 
cioè sono tali clie ogni punto di R,,-, ha per esse l'omologo indeterminato. 

Il significato dei nuineri Z, 1 , .  . . li--, li è dunque espresso da1 fatto clie 
esistono rispetti,vanzente p - q, p - g + 2, , . . . , p - q + 2, + . . . + l i - ,  ilztegrali 
i~odipendent i  che dùîztzo somma costante nei  pun t i  del gruppo omologo d i  x 
per le corrispondenze T, T2,.,., T i ;  e che i l  nutuero degli integrali  indipetz- 
dent i  che dùlzno s o w n n  costante tzei pu~z t i  del gruppo oatologo d i  m per le 
Ti+' ,  T'+2,. .. è costalzte~nente p - q + 1 ,  -+ . . - + 1,-, f- li, in cui è 1, = O ovvero 
1 i -q-z,- . . . -  - li-, secondochè si dci il' i" O i l  2" dei casi  sunccelznn,ti. I n  
qziesto secorzdo cnso le Ti+', Ti+2, . . .  souo d u ~ ~ & t e  corrispo~zden:e n v u l e ~ z ~ a  iero.  

Il ragionamento fatto prova pure clie fra i nuwzeri 1 ,  1,. . . l i  sussistono 
le disuguagliastze 1 ,  2 1, 5 . . - 2 li . 

Gli spazi singolari di n sono adunque indipendenti quando non esistono 
integrali clie dànno somma costante ne1 gruppo oinologo di x per la T a  senza 
clie cliano somma costante rie1 gruppo oinologo di x per la T. 

Nell'ipotesi che i due sisteini regolari riducibili sisno indipendenti, i l  
teoreina precedente è f:icilinente invertibile. Vale cioè il seguente 

4. TEOREMA I I .  Dnt i  due  sisteaui r ego lw i  riducibili  contplenael~tari w"-"-' 
e aov-', esistono delle corr i spo~zdewe spec.iali, d i  specie p - q, nlle quccli i si- 
stelioi ~uedes im i  sol20 nssociati. 
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1 due sistemi sono infatti rappresentati da due stelle d'iperpiani i cui 
centri a' a" sono un 8,-,+, ed un S,,-,-, iritersecantisi in x e contenenti ri- 
spettivameiite due spazi razioiiali R,,-, ed R,,-,,-, indipcndenti, appoggiati 
ad a lungo un s,-, ed un s,-,-, . Si indiclii ora con w un'oinografia razionale 
dello spazio R,,-, trasformante in sè lys,-,; di oinografie soddisfacenti a cjuesta 
condizione ne esiste alineno uiia: l'oinografia identica. Possinnio allora CO- 

struire entro l'S,,-, un'oinografia razionale fi, singolare di specie p- q, che 
aimne ttn coiiie primo e secondo spazio singolari l'R,,-,,-, e l'R,,-, e che su- 
bordini in yuesto secondo spazio la (ù. Poichè la n-' fra gli iperpiani di s,-, 
induce inanifestainente nella stella (a) un'omografin singolare di cui le stelle 
di centri a' e a" costituiscono il primo e il secondo spazio singolari, la 0 

sarà immagine di infinite corrispondenze speciali, di specie p - q, fra loro 
due a due dipeiidenti, a cui sono associati i sistemi dati di integrali riducibili. 

Osseruaaione 1. Le corrispondenze speciali di specie p - q, indipendenti, 
associate ai dati sistenîi riducibili, sono dunque tante quante le oinografie 
razionali w indipendenti dello spazio R,,-, trasformanti in sè 10 spazio 8,-, 

(e quindi il suo coniugato st l , ) .  Poicliè le oniografie di R,,-, che trasformano 
in sè questi spnzi formano un sistema lineare mQ''-', si deduce: 

Il nunzero delle corrispotzdevze speciali di  qecie p - q indipendenti, a cui 
so~zo ccssociati due dccti sistemi r id m i b i l i  con~plenze&ri ciop-"-' e aoP-', non 
puo oltrcpas~are 2 q2. 

Osservnzione II. Scainbiando I'ufficio dei due spazi R,,-,,-, ed R2q-l, si 
O ttengono omografie singolari imiîîagini di corrispondenze speciali di specie q. 
A due dati sisteini regolari riducibili complementari vengono dunyue asso- 
ciati due sistemi di corrispondenze speciali, uno cli specie p- q e I'altro di 
specie q. Ed è cliiaro che le corrispondenze di un sistetna sono indipendenti 
da quelle dell'nltro. 

Osserunzione III. Le considerazioni fatte nella Osserv. 1 del n.' prec. 
possono estendersi al prodotto di due O più corrispondenze speciali. 

Siano T, e T, due corrispondenze speciali di specie p - q, e p - q,, 
& ,,,-,, ,; ed R ?,,, gli spazi singolari dell'omografia n, imniagine di T l ,  
R,,-,+, R,,-, quelli Nell'oinogrûfia n, immagiiie di T,. Supposto clie il 
20 çpazio sing. di n, ed il Io di 12, s'iritersecliino in un Il,,-, , ed apparteil- 
gsno cpindi ad un R~e-E+p,-I)-I, l'~,,-, è il luogo degli ornologhi per la 0, 
di tutti i puati contenuti in un R,,-,,++, uscente da1 Io spazio si%. di 4, 
m e ~ t r e  gli omologhi per la n, dei punti di R2(p-43+ql-I)-1 descrivono un 
%WL~ contenuto ne1 Y' spazio siug. di 0,; gli spazi R,( ,-,, ed R, ,,,-,,-, 
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saranno manifestamente il Io e go spazio singolari dell'oniografia nl n, im- 
magine della corrispondenza Tl T,  . Questa corrispondenza è dunque speciale 
di specie p - q, + 1 e dei due sistemi regolari riducibili ad essa associati 
il Io è contenuto nell'analogo di T,  mentre il $4' contiene l'analogo di T 2 .  

Ne1 caso particolare 1 = q,, quando cioè il 2O spazio sing. di n, è con- 
tenuto ne1 l0 di n, (O qoincide con esso), la corrispondenza Tl T2 è a va- 
lenza zero. 

La circostanza precedente si verifica per due corrispondenze Tl e T,  
speciali di specie p - q e di specie q, cui sono associati gli stessi sistenii 
d'integrali riducibili (V. Osserv. prec.). Dunque: I due sistewzi d i  corrispon- 
denze speciali cui sono associati gli stessi sistemi corttplementari di integrali 
riducibili sono tali che il prodotto d i  una corrispondenza d i  un  sisterna per 
ana dell'altro, da origine ad ana corrispondenza a zalew *a  zero. 

5. Gli interi caratteristici delle corrispondenze simmetriche ed emisim- 
metriche, cioè delle corrispondenze che sono rispettivamente equivalenti O 

residue delle loro inverse, sono legati da certe relazioni che è facile di de- 
terminare. 

Sia T una corrispondenza cui spetti il determinante 

, cor- noto (*) clie fra gli interi caratteristici di T e quelli hl,, dik Hfik Gfik della 
rispondenza inversa T-' sussistono le relazioni 

sicchè il determinante della T-' sarà Gki - Qk; 
. l - H i  b,, 

Se ora supponiamo che la corrispondenza T sia simmetrica, ovvero eini- 
simmetrica, soddisfacerite cioè o alla condizione T - T-' O, ovvero all'altra 
T -+ T-' O, i suoi interi caratteristici dovranno avere valori rispettivamente 

(*) Cfr. la Nota al $ 10 della Memoria di HURWITZ già citata. 
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uguali O contrari dei corrispondenti della T-'; e reciprocamente se i'una O 

l'altra di queste circostanze si verifica, la corrispondenza T sctrà rispetti~a- 
mente equivalente O residua della sua inbersa T-'. 

Abbiamo dunque il risultato : 
Gli interi caratteristiei di  ana corrispo~zdenza'siaometrica SONO legnti dalle 

relazioni 
h i k  = G k t  1 gik = - g k <  Hi, = - Hw ; (7) 

e quelli di una corrispo~~denza entisimwetrica dalle nltre 

6. Vogliamo ora caratterizzare le omografie iinmagini delle corrispon- 
denze simmetriche ed ernisiminetriche. 

Sia T una corrispondenza cui spetti il determinante 1 G:, 1 ed 
l'omografia immagine di T, la quale, come abbiamo visto, è rappresentata 
dalle forniule 

Indicando con ri, = xi y, - x, 3, le coordinate di retta nello spazio Sn,-, , 
si consideri il coniplesso lineare 

ed il sisterna nullo non singolare A deterininato da questo coinplesso,, e clie 
è definito dalle formule 

Sappiaino (*) che 10 spazio Sp-, = a, e quindi il suo coniugato z,, sono 
spazi totali ne1 detto complesso, sono cioè tïasforniati in sè da\ sisteina 
nullo A. 

Si moltiplichi ora la- omografia n pet- il sisteina nullo A :  nasce la reci- 

(*) ROSATI, Sugli ilztegrali abeliani ridueibili, loc. cit. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 Rosat i :  Stslle corrispo~tdet~se frcc i puizti di z i m  cut-uc6 algebrica 

procith razionale R = fi A, defiiiita dalle formule 

la quale ~nanifestamente trasfortna iii sè gli spazi a ed x,. 
Da ora innanzi associereino alla corrispondenza T, insienle alla oino- 

grafia a, anche la rcciyrocità R che nasce da n ne1 modo che abbiamo detto. 
Tale reciprocità R si dirà pure intutagine della corrispondenza T. 

È chiaro che due corrispondeiize dipendenti hanno per irnmagine la 
stessa reciprocità, e Che, inversan~ente, data una reciprocità razionale R tras- 
forinante in s è  gli spazi ci ed a,, poichè la omografia fi = R d  gode della 
stessa proprietà, la 12 è iininagirie di infinite coi.rispondenze, due a due fra 
loro dipendenti. 

Facciaino ora l'ipotesi che la T sis una corrispondenza sin~inetrica ov- 
vero emisinlliietrica. L'esame delle relazioni (7) e (8) che legano nei due casi 
gli interi caratteristici della T, mostra che il deterininante della reciprocità N 
è rispe ttivainen te eniisiminetrico e siminetrieo. Si giunge quindi al risulta to : 

L n  reciprocitb razionale i~nqitagine d i  zma corrispouzden~n sinzmetriccs è 

u n  sistema nzcllo e puella ir,tmagiize di zc~za corrispoudenacc e~~zisinmetrica è 
una polarita. 

In  particolare l'identità e le corrispondeiîze a valenza (che sono, coin'è 
noto, equivalenti alle inverse) lianno per inimagine il sistenia iiullo fonda- 
mentale A. 

Con ci6 restano dunyue caratterizzate anche le omografie clle sono in)- 
magini di corrispondenze siniinetriclie ed emisimine lriche ; esse si oltengono 
moltiplicando per il sistema nul10 fondainentale A rispettiramente i sistemi 
nulli razionali e le polarità razionali clle trasformano in sè 10 spazio cr (e 
quindi il coniugato a,). 

Vediamo allora clle i nuineri p l  e p., delle corrispondenze siinmetriche 
ed emisiinmetriche indipendeliti uguagliano rispeltivaiiicii te il numero dei 
cornplessi lineari razionali indipeiideuli clie aii:inettono a 

totali e yuello~delle yuadriclie razionali indipendenti d ie  
desiiiii spazi; ci6 conduce  subit^ alla conseguenza: 

1 numeri base ,o., e y., delle corris~oncleizze sis~naet~iche 
sopra z c m  czirucc di yenere p ~zo~z  Ilossono oltre~assare pz. 

ed a, coine spazi 
contengono i me- 
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7. Le relazioni (6) clie legaiio gli interi caratteristici delle corrispon- 
denze T e T-' dicono che le reciprocità immagini di T e di T-' sono inverse 
i'una dell'altra. 

Ricordando poi la regola (*) con Cui, noti gli interi caratteristici di due 
corrispondenze T e  T', si ottengono quelli della corrispondenza prodotto TT', 
si vede che l'omografia immagine di T T '  è il prodotto delle oinografie iiii- 
inagini di T e di P: Se allora T e T' sono tnli clie il loro prodotto è una 
corrispondenza a valenza, le oiiiografie itnmngini di T e di T' sono inverse 
l'una dell'altra. Chiamando complementari due corrispondenze soddisfacenti 
alla condizione suddetta, abbiaino il risultato : 

Una corrispondenza e la sua ilzuersa lzantzo per inmzagini d m  reciprocitd 
inuerse; due corrispondeizae complementari hanno per iamagini due omogra/ie 
inverse. 

I n  par ticolare : 
Le ouioyrafie inuoi.utorie sono inzmagini' di corrispondejzza the hanno il 

quudrato dotato di valenea. 
Si suppoiaga ora che una corrispondenza T e la sua inversa T-' siano 

compleinentari, che cioè i prodotti TT-'  e T-' T siano dotati di valenza. 
La T e la T-' hanno allora per immagiiii due oinografie a ed a-' l'una in- 
Tersa dell'altra; ma poicliè nnclie le reciprocità iininagini di T e di T-' sono 
inverse l'unri. dell'altra, a A dovrà essere l'inversa di a-' A, cioè n A = d R, 

e quindi la n è permutabile col sistema iiullo forldarneiitüle A; reciproca- 
mente, se l'omografia n, iininagine d i  T, è perniutabile con A, la 2' e la T-' 
sono coinpleinentari. D'altra parte, detti a e P gli indici di T, si consideri 
la corrispondenza sirninetrica S clie si otticne assuinendo coine oiiîologlii 
due punti, quando appartengono al10 stesso gruppo Gs oiiiologo di un punto x 
pcr la Tl e la corrispondenza S' dedotta in inodo analogo da T-'. Si arranno 
allora le equivalenze 

nelle quali con I si è indicrtta l'identità; da yueste risulta clie le corrispon- 
de:ize T e T-' sono coinplementari quando e soltanto quando le corrispon- 
denze S ed S' sono dotate di valenza. Se S ed S' si dicono le corrispon- 
clenze luterali della Tl si pub dunyue enunciare : 

(*) H L ~ R W ~ T Z ,  loc. cit., $j 10. 
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Le ontografie pernzutabili col sistema nullo fondamentale A sono imtnagini 
di corrispondenze che hanno le loro laterali dotate W ualenza. 

8. Passiamo ora ad occuparci delle corriqondenze simmetriche ed 
èmisinî nie triche speciali. 

Sia T una corrispondenza speciale di specie p - p. : la oinografia R, ini- 
magine di T, sarà duiiyue singolare ed avrà coine primo e secondo spazio 
singolari due spazi razionali R,,-,,-, ed R,,-, . Se poi la T è si~nmetrica O 

emisin~inetrica, il prodotto n A da r i  origine O ad un sisteina nullo 8, ovvero 
ad una polarità P. Ma allora è chiaro che il complesso lineare relativo ad 5' 
O la yuadrica clie individua la polarita P dovranno essere specializzati ed 
üvere 10 'spazio R,,-.,,-, come spazio singolare, e che inoltre I'R,,, è polare 
di quel10 ne1 sisteina nullo fondamentale A. 

Vediamo dunque che i sistemi regolari riducibili associati ad una cor- 
rispondenza speciale simmetrica O emisimmetrica T sono indipendenti e tali 
che l'uno di essi individua l'altro (*). 

Noi diremo che la T appartiene al sisteina regolare riducibile coq-' rap- 
presentato dalla stella d'iperpiani il cui centro coritiene l'R,,-,,-, . Corne 
abbiarn visto, questo sisteina riducibile è generato dalla soinma dei valori 
che un integrale mriabile della curva possiede nei punti del gruppo omo- 
logo per la T di un punto variabile x. 

Dato, inversainente, un sistenia regolare riducibile coq-', esistono corri- 
spondenze siininetriche ed emisiinmetriche appartenenti ad esso ? 

Si colisideri 10 spazio razionale R,,-,,-, contenuto ne1 centro della stella 

(*) Cfr. il n . O  4 della mia Nota citata « Sugli integrali abeliani riducibili ». Colgo l'occa- 
sione per avvertire che l a  diinostrazione ivi contenuta si  pub ulteriorinente semplificare os- 
servando che una retta reale appoygiata al10 spaeio a,  e qui?zcli al coniuguto e,, non pub ap- 
par€eaere al co~nplesso A. Se infatli a- + i B k ,  PL- i B k  (k  = 1, 8,. . . , Bp) sono le coordinate 
di due punti P Po irninaginari coniugati appartenenti agli spazi a a,, l'ipotesi che la congiun- 
gente P Po sia del complesso A conduce all'uguaglianza 

Ma l'integrale di l.a specie, che ha per iminagine l'iperpiano polare di P ne1 sistema nullo A, 
ha i periodi normali uguali a 

la (1) coutradice clunque alla disuguagliaaza foiidainentale di RIEMANN, da1 che segiie la veriti 
dell'asserto. 
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cl'iperpinni clie rappresenta il sisterna riducibile dato, e sia R+, il suo po- 
lare ne1 sisteina nullo fondamentale A. Segando A con R2,-, si ottiene in 
questo spazio un sistema. nullo non singolare X, trasformante in sè l's,-, 
lungo il quale R,,-, si appoggia ad 1. Se ora w è un'oinografia di R2,-, che 
nasce inoltiplicando per 'h un sistenia nullo razionale u ovvero una polarità 
razionale n trasforinanti in sè 1'5,-,, la oiilografia singolare n di specie q 
del10 spazio S2,-1 che lia coine priino e secondo spazio singolari 1'R2,,-,,-, 
e l'R2,-, e clie subordina in quest'ultiino spazio la w, è iinmagine di infinite 
corrispondenze, due a due dipericlenti, ïispettivamente siminetriche od emi- 
siiiimetriche, appartenenti al sisteina riducibile dato. E poichè di omografie w 

soddisfacenti alla priina condizione ne esiste almeno una ed è l'identità, si 
deduce che ad u n  dato sistema riducibile mq-' appartengorizo semnpra corri- 
spondenze qeciali di specie p - q silnmetriche. 

In ogni caso vediaino clle le corrispondenze siminetriche ed einisiinme- 
triche indipendenti appartenenti al dato sisteina riducibile sono tante quanti 
i sistemi nulli G e le polarità 7~ indipendenti di R2,-, che trasfortnano in sè 
Ys,-, . Donde si trae che : 

I nusneri delle corrispondenze simnetriche ed ewisiwnetriche indipendenti, 
speciali di specie p - q, appartenenti ad u n  dato sistenza riducibile cd-', fion 
possono oltrepassare q2. 

Osseruazione 1. Poicliè i sistemi regolari riducibili associati ad una cor- 
rispondenza speciale siiiinîetrica O emisiminetrica sono indipendenti, per 1'0s- 
servazione del 11.' 3 si lia la proprietà: Se T è una corrispondenza simrne- 
tricn O enzisimnetrica, ogni integrale che dia sorn~na costante nei punti del 
gruppo otnologo di u n  puszto variabile z per la'corrz'spondenxa T y i  = 2, 3 ,...) 
deve dare sonz#na costante nei punti del gruppo o~~zologo di  x Fer la T. 

Osserunzio~ze II. Siano n e 0' le ornografie immagini di due corrispon- 
denze T e Tb' inverse l'una dell'ajtra. Poicliè le reciprocità 0 A e n 'A sono 
l'una inversa dell'nltra (n.O 7), dovrà essere a'= A O-' A, in cui 0-' indica 
la oinografia inversa di n fra gli iperpiani di S,,,-, . Se dunque n è singo- 
lare, la n' è pure singolare della stessa specie di n ed i suoi spazi sii-igolari 
(Io e 8 O )  sono polari di quelli di n (8' e Io) ne1 sistema nullo A. Si lia dunque 
il risultato : Se le corrispondenze T, Ta,  T ',... sono speciali di qecie p - q, 
p - p + I l ,  p - q + 4 ,  ..., anche le corrispondenze inverse T-', T-', T-$,.. . 
sono speciali della stgssw specie p - q, p + q + 1 ,  , p - q + l , , . .  . 

AnnalL d i  Mateiizatica, Serie III, Tomo XXV. 
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P A R T E  S E C O N D A  

$ 4. .LA COPPIA DI RETTE CORRISPONDENTE A I  PERIODI DI UXA CURVA 

D I  GENERE DUE. 

9. Vogliaino ora applicare le considerazioni precedenti alla ricerca dei 
nutneri base pi e l a  per le c u v e  di geriere due. 

Siü 

1 0 a11 a12 
(a,* = ( 3 2 1 )  t ('4 

0 1 a,, a22 

la tabella dei periodi nornîali dei due itltcgrali di 1" specie di una curra C 
di genere due. 1 due spazi r. a,, di cui abbiamo parlato nei nunieri prece- 
denti, sono ora due rette imrnaginarie coniugate di seconda specie d i  un 8, 
reale w, ed appartetienti a1 cornplesso lineare fondamentale d di eyuazione 

È noto clie la condizione necessaria e sufficiente percliè la tabella (9) 
sia quella dei periodi normali di una curva di genere due, E espressa dalla 
clisuguaglianza 

all a',, - a's, > O, 

nella yuale a',, a',, a',, indicano i coefficienti dell'iiiliiiaçinario i in a,,, a,, a,, . 
Questa condizione è suscettibile di una elegante interpretazione geome- 

trica, dovuta. a l  prof. SCORZA (*), la yuale è utile qui ricordare, perchè ad essa 
clovremo ricorrere in seguito. 

Se si stabilisce una relazione omografica reale fra il sistema lineare oo3 
di coinplessi lineari contenenti le rette cr u ,  ed uno spazio S,, i n  guisü ci06 
che a conîplessi reali corrispondano punti reali di esso, i coinplessi speciali 
del sistema vctigono rappresentati sui punti di una yuadrica ieale a punti 

(*) SCORZA, Siclle funz io~~i  iperellitfiche sinyolnri. Reiidicoiiti della R." Accademia dei 
Lincei, Vol. XXIII (1914). 
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ellittici. La. (11) esprime allora, secondo il teoreina di S c o u z ~ ,  clle il com- 
plesso fondamentale (10) ha per immagine un punto inter110 alla detta 
cluadrica. 

Una coppia di rette immaginarie coniugate di 9" specie, appartepenti al 
complesso (10) e soddisfacenti inoltre alla condizione del teorema di SÇOKZA, 
definisce dunque una tabella di periodi norn~ali (*) ; si dirà perci6 la coppia 
di rettc! corrispondente ai  periodi della curva. . 

10. Abbianio visto Che, in virtù della interpretnzione geometrica delle 
formule di HUHWITZ, per determinare i numeri 11, e [ J . ~  delle 'corrispondenze 
siinmetriche ed einisimmetriche indipendenti, e quindi il nuinero base p, +p.., 
della totalità delle corrispondenze, dobbiamo ricercare quanti sono i com- 
plessi lineari razionali e quante le quadriche razionali indipendenti che con- 
tengono la coppia (a a,). Si noti subito che, per essere queste rette imnîn- 
ginarie coniugate di 8" specie, le dette quadriche, yuando sono reali, do- 
vranno essere a punti iperbolici. 

Da ora innanzi la totalità delle corrispondenze clie dipendono da k cor- 
rispoi-idenze indipendenti, si dirà brevemente u n  Si-, di corrispondeme. 

Le corrispondenze speciali provengono dalla presenza sulla curva di in- 
tegrali riducibili a ellittici (n.O 3). 

Si considefi un iotegrale ellittico I e sia r la retta razionale, appoggiatn 
alla coppia ( x  x,), ad esso corrispondente. Ad I appartiene senîpre un  S, di 
corrispondenze siinmetriche speciali (n." 8); sono quelle che hanno per iin- 
inagine il sisteina nul10 singolaie individuato da1 coinplesso lineare speciale 
di asse r. Perchè ad I appartengano corrispondenze emisiininetriche, occorre 
che la polarità rispetto alla quadrica degenere nella coppia di piani r a, r o., 
sia razionale, cioé che i due piani medesiini sinno gli elementi doppi di ulia 
involuzione razionale entro il fascio di asse r. Prendendo allora in questo 
fascio gli elementi di riferiinento rnzionali, dovranno le due coordinate w a', 

che il piano r a ha entro il fascio, soddisfare ad uiia equazione quadratica 
onîogenea a coefficienti interi e a determinante negativo. l3 poichè w ed o' 
sono i periodi ridotti dell'integrale riducibile 1, si deduce che l'integrale stesso 
è a moltiplicazione cornplessa. Abbiaino dunque il risultato : 

A d  un integrale ellittico appartiene sewzpre ,un S,  di  corrisponde~tce spe- 
ciali siwt~netriche; quatzdo l'integrccle è a .moltiplicasiotze cowcplessa, ad esso 
appartiene pure um S. di corrispondenze speciali emisit~~rnelriche. 

(*) Basta, per scrivere la tabella, considerare le coordinate dei piani che da una delle 
rette proiettano i vertici '2 ed 1 della piramide di riferimento. 
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11. La ricerca, di cui si parla ne1 i 1 . O  precedente, viene facilitata ricor- 
rendo alla notissinia rappresentazione di KLEIN del10 spazio riçato w = ( a  a,) 

sopra una quadrica V1 di S,. Ma, per procedere con chiarezza, dobbiaii~o 
premettere alcune osservazioni sulle quadriche di S, con S, reali, e sulle 
omografie involutorie razionali di un iperspazio. 

TEOREMA III. Data i n  S, una quadrica non specializzata 112, contenente S,  
reali, un S,  reale, non tangente a d  essa, la sega in  una VP (reale) a pzinti 
Zperbolici od ellittici, secondochè l'SI polare dell'S, è secante O non secante 
della quadrica stessa; e dzce S, polari reali la segano i n  due coniche che sono 
insieme reali O i$nmayinarie. 

In  virtù del significato geonietrico della legge d'inerzia di SYLWE- 
STER (*), l'equazione della V s o n  S, reali si pu6 infatti, nîediante una tras- 
forinazione reale delle coordinate, ridurre alla forma 

%:+a?;+@- 93: -a?;-x: = o. 
Osservando allora le sezioni della V :  con un SI ed un S ,  opposti, ov- 

ver0 con due S, opposti della piramide di riferimento, l'asserto viene subito 
provato. 

12. Sulle omogrsfie razionali involutorie ci occorreranno in seguito i 
seguenti due teoremi : 

TEOREMA IV. In una owzografia involutoria razionale di S, , gli spazi fou- 
damentali, quando hanno din~ensioni diverse, sono razionali. 

Infatti, per l'ipotesi fatta, l'equazione di grado n + 1 a coefficienti ra- 
zionali, da cui dipende la ricerca degli spazi fondamentali deli'oinografia, 
dovrà anmettere due sole radici, di diversa molteplicità. Ciascuna di esse 
appartiene dunque al campo di razionalità dei coefficienti, sarà cioè razio- 
nale. Di qui segue subito che sono razionali gli spazi fondamentali me- 
desimi. 

COKOLLAHIO. .Le otnografie involutorie raeionali i n  uno spazio di  digiten- 
sione par i  hanno sewpre gli spaxi fondnme~ztali razionali. 

(*) Vedasi, ad es., BERTIN, I~ttrociuzione alla geometria proiettiua deyli iperspazi (loc. cit.), 
pag. 124. 
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TEOREMA V, In  uno spaaio S,,,,+, d i  dinzensione dispari sia data un'omo- 
grafia involutoria rasionale con g l i  spaxi fondawtetztali Sm Sr,,, d i  uguol di- 
mensione. Se uno di qzcesti, S,,,, è contenuto i n  uno spazio razionale, ovvero 
contiene uno spazio razionale, S , ,  ed S',, sono razionali. 

Se infatti S, ( 1  > 112) è uno spazio razionale passante per S,,,, entro S , ,  
che è unito nell'omografia data, questa subordina un'omografia involutoria 
razionale ln. quale ha gli spazi fondainentali di diinensione diversa: uno di 
questi è S m ,  i'altro l'intersezione di S, con SI,. Per il teoreina precedente, 
10 spazio S, dovrà dunque essere razionale, da1 che segue subito clie è ra- 
zionale anche s ' ,  . 

Supposto poi clle S, (1 < m) sia uno spazio razionale contenuto in S,,, , 
facendo il ragionamento duale, considerando cioè l'omografia involutoria rn- 
zionale subordinata nella stella di cen tro S,, si giunge alla dirnostrazione 
della seconda parte del teoreina. 

5 6. RAPPRESENTAZIONE DELLO SPAZIO RIGATO w = (a u,) 

SOPHA UNA QUADHlCA DI 8,. 

13. Assumendo coine immagine di una retta di w il punto di S5 clie 
lia per coordinate oinogenee le coordinate plückeriane della retta, 10 spazio 
rigato w =  (a a,) viene rappresentato sulla quadrica Q di S, la cui equa- 
zione è 

( p  P )  = pl2 p,, tp19p42 +pl, P,, = 0 ; 

ai punti e ai piani di o vengono a corrispondere gli 8, dei due sistemi della 
quadrica a, che direnlo prinzo e secondo sistema. . 

Qui importa notare che, in siffatta rappresentazione, quando un ente 
di w (punto, retta, piano) è reale O ,  in particolare, razionale, l'ente oinologo 
di @ è pure reale O razionale. 

Un sistema nullo di w ha per iiiimagine un'oinologia armonica di S,  i 
cui spazi fondamentali sono un S, e un S, polari rispetto a a. Se il sistenia 
nullo è razionale, l'omologia suddetta è razionale ed ha quindi (teor. IV) 
gli spazi fondamentali razionali. 

Una polarità di w ha per iminagine un'oniografia involutoria di S, i cui 
- .  

spazi fondamentali sono due S, polari rispetto a m. Se 19 tà. è razio- 
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riale; l'omografia è pure razionale; sui suoi spazi fondamentali possiaino sol- 
tanto affernîare che sono reali, quando si sappia che la. quadrica ü coeffi- 
cienti razionali, fondamentale della polarità, è reüle a punti iperbolici, ovvero 
immaginaria (*). 

Gli so3 cornplessi lineari del10 spazio o contenenti le rette a ed a , ,  ven- 
gono rappreseritati dagli m a  iperpiani passanti per una retta reale a non 
secante la 4);  fm questi è riperpiano razionale n, iminagine del cotnplesso 
fondamentale A. La polarità rispetto a <t> trasforma questi iperpiani nei punti 
-dell'S, = r, polare di a, e fornisce quiiidi la rappresentazione reale dei com- 
plessi lineari stessi sui punti di un Sa, a cui si riferisce il teorema del pro- 
fessore SCOKZA. 1 cornplessi speciali sono rappresentati dai punti della qua- 
drica cp a punti ellittici (teor. III) sezione di @ con T, ed il coinplesso fon- 
damentale d da un punto razionale P, che, per il teoreina suddetto, dovrà 
essere interno a p. 

Inversanlente è cliiaro clle una ret'a reale a, non secante la a, il cui 
Sa pdare  contenga un punto razionale P interno a.lla quadrica reale cp a 
punti ellittici in cui il detto Sa sega la +, determina una coppia (a a,) di 
rette corrispondente ai periodi di una curva di genere due (**). 

(*) Scritta l'equazione della quadrica sotto la forma canonica 

in cui i coefhcienti ai sono numeri interi positivi O negativi, fra le coordinate plückeriane 
prk  p'ia di due rette polari rispetto ad essa, sussistono, com'è facile vedere, le relazioni 

queste sono poi le formule della omografia razionale involutoria di S6 che rapprese~ita la 
polarità. Poiché l'equazione da  cui dipende la ricerea degli spazi fondamentali di  detta omo- 
grafia ammette le due radici triple 

si  deduce che i due S, foiidamentali dell'omografia stessa sono reali, quando la quadrica ( 1 )  
è a punti iperbolici ovvero immagiuaria; sono immaginari coniugati, quando la quadrica 
suddetta è a punti ellittici. 
. 1 due S, saranno poi razionali soltanto ne1 caso in  cni if prodotto a, a, a, n, sia un 
qiiadrato. 

(**) COU uiia omografia razionale che non muti la @, si pub iiifatti condurre I'iperpiano 
polare di P nell'iperpiano pis + Pz4 = 0. 
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14. Un punto razionale di r è dunque iminagine di un S, d i  corri- 
spondenze siniiiletriche della curva C; in particolare P è iinmagine dell'S, 
costituito dalle corrispondenze a valenza. Quando il punto giace sulla qua- 
drica ), 1'8, è di corrispondenze speciali; il punto si assume anche coiiie 
immagine dell'integrale ellittico cui appartiene il detto S, di corrispondenze. 

Un S ,  ed un S, di corrispondenze simlnetriche sono rappresentati da una 
retta e da un piano razionali del10 spazio 7 .  Poichè la quadrica ps non con- 
tiene rette reali, si deduce che non possorio esistere sulla curva degli S ,  di 
corrispondenze simmetriche tutte speciali. 

Un piano reale di T, non tangente a p, clle, insieme al suo polare ri- 
spetto a o, definisca un'oniogcafia involutoria razionale, è immagine di un Su 
cli corrispondenze emisimnietriclie non speciali. Nelle condizioni dette si trora 
certo ogni piano razionale di r non tangente a y. 

Caratterizzianio ora i piani rappresentanti gli S, di corrispondenze enîi- 
simlnetriche speciali. Sia percib N un punto razionale di p immagine di un 
iniebrale ellittico a inoltiplicazione coinplessa, e indicliian~o con p. il piano 
ivi tangente alla. 3. Il piano p.'= Na sarà polare di p rispetto a a, cioè ri- 
spetto alla Vg specializzata in cui l'iperpiano [, tangente in ii1 a @, sega 
la Q. Nella stella dell'iperpiano E ,  che ha il ceiitro in II[ ,  si consideri l'oino- 
grafia involutoria i cui spazi fondainentali sono p e ,v:; essa subordina nelle 
due schiere di S, del primo e del secondo sisteii~a appartenenti alla Try, 
cinscuna delle quali contien; infiniti 8, razionali, due iiivoluzioiii Il  e I , .  
La condizione perchè ,M sin inmiagine di un integrale ellittico a nioltiplica- 
zione cornplessa, e qui~idi il piano p rappresenti un S, di corrispondeuze 
emisimmetriche speciali, è clie la seconda involuzione 1, sia razionale. 

k cliiaro che se il piano p. (e quindi anche p') è razionale, le involu- 
zioni I,  e I, sono entramhe razionali. Ilunque un piano razionale di r tangente 
a (*) è certo iminagine di un Su di corrispondenze einisimnietriche speciali. 

Se unü corrispondenza ernisiniinetrica descrive un Sl O un S , ,  il piano 
di s che la rappresentn varin in un fascio O in una stella. Si vede dunque 
clie non possono esistere sulla curva degli S, di coi.rispondenze einisirnii:e- 
triche tutte speciali. 

(*) Quando un piano razioiiale di r tocca 7, il punto di contatto é pure razionale. Questo 
punto è iiifatti quel10 che il piano lia cornune col suo polare rispetto a t-. 
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$$ 7. DETERMINAZIONE DEI VALOHI DI p., E DI ( 1 , .  

15. Per quanto abhiamo visto al n.O G ,  i valori possibili per il nunlero 
base p, delle corrispondenze simiiietriche sulla curva C sono 1, 8, 3, 4. 

Esaminiamo il 
1." Cas0 : p., = 1. LO spazio T contiene allora i'unico punto razionale P, 

iiiimagine deIl's, delle corrispondenze a valenza. Proverenîo ora che nori 
esistono sulla C corrispondenze emisimmetriche, onde è p, = O .  

La curva intanto non possiede corrispondenze speciali, non contenendo 
la quadrica cp alcun punto razionale. 

Si supponga clie esista s u  C una corrispondenza emisirnmetrica non spe- 
ciale; essa sarà rappresentata da un piano reale X dello spazio T, non tangente 
a 9, clie insieme al suo polare A' rispetto alla quadrica @ individua un'omo- 
grafia involutoria razionale. Questa omografia subordina in 7 l'omologia ar- 
inonica che ha  per spazi fondamentali il piano h ed il punto L = ( i ! ~ ) ,  che 
è polo di h rispetto alla quadrica 9. Il punto P non pu6 giacere ne1 piano h 

ni: coincidere col punto L, chè altrimenti uno dei piani A l '  verrebbe a con- 
tenere un  punto razionale, e dovrebbero percib entran-ibi essere razionali 
(n.' 18, Teor. V), contro l'ipotesi p,  = 1. Ma allora l'oinologo di P nell'orrio- 
logia (L, 1) sarà un punto razionale distinto da P , e  cid contradice pure al- 
l'ipotesi. 

Vediaino dunque che YS, delle corfispondenze a valenza esaurisce la 
totalità delle corrispondenze; si ha ci06 il notevole risultato : 

Se m a  curva d i  genere due non possiede corrispondenze singolari sinme- 
triche, ogni corrispondenza su d i  essa è dotata d i  valenza. 

16. 2." Caso : p., = 8. La curva possiede un SI di corrispondenze sim- 
inetriche, rappresentato nello spazio T da una retta razionale r ,  contenente 
il punto P e secante la cp in due punti reali L, L,. 

Facciamo i'ipotesi clie esista su  C uua corrispondenza eniisimmetrica T 
e sia X il piano dello spazio r che ad essa corrisponde. Se la T è speciale, 
il piano A è tangente a lg in uno dei punti LI L, (che dovrà percib essere 
razionale) e passa quindi per la retta s, polare di r ,  rispetto a cp. 

Se poi T è non speciale, il piano 1 non tocca la quadrica F, e, insieme 
al suo polare 1', individua un'oinografia involutoria razionale, l a  quale su- 
bordina nello spazio T l'omologia nrmonica clle ha per. spazi fondamentali 
il piano A ed il punto L = (X'r), polo di h rispetto a 9. 
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Poiché T non contiene punti razionali esterni ad r , ,  la r ,  dovrà essere 
trasformata in sè da questa oinologin, e, non potendo giacere in 1 (n.' 18, 
Teor. V), dovrà passare per il punto L. Ne segue clle 1. dovrh contenere la 
retta S .  

1 piani del10 spazio 7, che rappresentano corrispondenze emisiminetriche, 
vanno dunque ricercati ne1 fascio ( s ) ,  donde segue clie al inassinlo è p, = 8. 

Si prenda orn su r ,  un punto razionale qualsiasi X e sia Z il suo iper- 
piano polare rispetto a @, il quale seçheià r ne1 piano E del fascio (s) che 
è polare di X rispetto a y. Un piano 1 del friscio ( s ) ,  che sia immagine di 
una corrispondenza einisimmetrica non speciu?e, è trasformato dall'omologia 
arinonica razionale (X, E) di S,,  O, cib che & 10 stesso, dall'omologia arino- 
nica (X, E )  di r, in un piano che è pure iininagine di una tale corrispondenza. 

Cosi non pu6 dirsi se A rappresenta una eorrispondenza elnisimmetrica 
speciale, perchè l'omologia (X, S )  muta bensi l'uno nell'altro i punti LI L , ,  
ina trasforma gli 8, di un sistema di  @ iiscenti da LI negli S,  dell'altro si- 
steina uscenti da L , ,  onde pub avsenire che l'uno dei punti e non i'altro 
sia im~nagine di u n  integrale ellittico a mo~ti~licazione cornplessa (cfii n.' 14). 

Facendo poi variare il punto razionale X su  r , ,  si deduce che se la 
curua colztiene una corrispondenza envisim~~zetrica Iton speciale, contiene uw S,  
di  corrispondetzse emisiaznzetriche. 

In questa ipotesi, possianlo dire di più che se i punti LI ed L, sono ra- 
zionali, e quindi immagini di due integrali ellittici (*), questi devono essere 

' a inoltiplicazione coinplessa; cioè se 1'8, di  corrispondenze simnetriche con- 
tiene due 5, di corrispondenze speciali, anche l'SI delle elîzisimrnetriche con- 
tiene due S, di  corrispondenze speciali. 

Lnfatti, 1'8, = ( a s ) ,  polare di r ,  rispetto a m, è razionale e sega i n  una 
yuadrica V ;  a punti iperbolici (n.O 11). Essa contiene poi nelle sue due scbiere 
infinite generatrici razionali, traccie ne1 detto S ,  degli 8, ra'zionali dei due 
sisteini uscenti da1 punto razionale L, (ovvero da1 punto L,). L'involuzione 
gobba che lia per assi le rette a ed s, essendo subordinata ne1 detto S, dalle 
omografie razionali involutorie (1 1') di S, , iinniagini delle corrispondenze 
einisimmetriche, s a r i  razionale e subordinerà.quindi a sua volta due invo- 
luzioni razionali nelle due schiere di generatrici della Vp. Cib basta per af- 

(*) Se l'uno è razionale, 10 è anche l'altro, perchè ulteriore intersezione della quadrica 
razionale O con la retta razionale 4; uscente da un suo p u ~ ~ t o  razionale. Si ha  cosi, per r ia  
geoinetrica, la conferma di on noto teorema di PICARD. 

A n i d i  di Dlntematica, Serie III, Tomo XXV. 4 
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fermare che i due integrali ellittici aventi per iiniiîagini i punti razionali LI 
ed L,  sono a inoltiplicazione complessa. 

Da1 ragionanlento fntto discende clle, ne1 caso y ,  = 8, le sole ipotesi pos- 
sibili sono le segueiiti: 

a) p l  = 9, y, =O.  La curva possiede u n  8, di corrispoizdetrre s i i ~ m e  
triche e nessîrnn e?~zisimmetrica. 

Questo cnso si suddivide in due:  
a') Le corrispondenze si~nmetriche sono tutte non speciali. 
a") Esistono me2 detto Si due S,  di  corrispondei?ze speciali. La curca 

possiede allora due integrali ellittici, nessuno dei quali a ntoltiplicazione corn- 
plessa. 

b) pl = $ y, = 1. Sulla curva esisfe u n  Sl  d i  corrispoide~z~e s i m ~ m -  
triche contelzewte due S ,  di corrispo~zde~we speciali, e u n  S,  di corvispondenre 
specinli ernisinzmetriche. La curva possiede due integrnii ellittici, dei quali u ~ l o  

' è a ~noltiplicaziom co~uplessa. 
c) p., = 9, p, = 2. Sulla curva esiste u n  Si di  corrispondenze si~iztize- 

lriehe ed u n  SI di  e.1i~isi11znzetric7ze. Questo cnso si suddivide pure in due : 
c') Non esistono sulla curva corrispondenze speciali. 
c") I due SI contengono entrawzbi due S,  d i  corrispondenze speciali. La 

curvn possiede allora due integra,li ell.itt,ici, entrawbi a m>?zoltiplica~ione com- 
plessn. 

17. 3 . V n s o  : pi = 3. Le corrispondenze siminetriche della curva for- 
mano u n  S ,  rappresentato entro 10 spazio 7 da un piano razionale r ,  pas- 
sante per P e secante quindi la quadrica ? in una conica reale non de- 
genere f. 

Sulla curva esiste certo un  S,  di corrispondenze eniisiininelriclie non spe- 
ciali rappresentüto pure da1 piano, pzionale r, (n.O 14); dico che, all'infuori 
di quelle esistenti ne1 detto S, ,  la curva non possiede altre corrispondenze 
ernisiininetriclie. 

Esista. iiifatti una corrispondenza einisiininetrica non speciale indipen- 
dente da quelle : sia 1 il piano del10 spazio r, diverso da r , ,  che la rappre- 
senta e X' il suo polare rispetto a J>. 

La oinografia razionale iiivolutoria (1, 1') di 8, subordina nello spazio r 
l'oinologin arinonica che ha per spazi fondaineiitali il piano h ed il punto 
L = ('h'r), polo di X rispetto a y. Poichè : non contiene punti razioiîali esterni 
al piano r , ,  il piano stesso sarli unito in quell'omologia e clorrà quindi pas- 
sare pcr il centro 1, della medesiina. I n  esso rerrà poi suhorcliiiata uiî'orno- 
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logia armonica razionale che ha L per centro e la retta 1 = (1 r,) per asse. 11 
punto L e la retta 1 dovranno quindi essere razionali (0.O 12, Teor. IV), e 
saranno quiridi razionali i piani h 1' (fi.' 18, Teor. V), contro l'ipotesi y ,  = 3. 

Suppongasi ora che esista su C una corrispondenza eniisiinmetrica spe- 
ciale, rappresentata da1 piano (.tangente a cp in un punto razionale X della 
conica f, la quale verrà percib a contenere intiniti punti razionali. Indicnto 
allora con E l'iperpiano razionale tangente in X alla @, e con Vi la quadrica 
specializzata in cui sega la .@, nella stella dell'iperpiano clie ha il centro 
in X, l'omografia involutoria, clie ha per spazi fondainentali il piano 5 ed 
il piano ('= X a ,  subordina nella schiera -degli S, del secondo sistenia di V: 
una involuzione razionale I, (n.O 14). 

Il piano razionale r', , polare di r ,  rispetto a O, è contenuto in E e s e p  
la Vi  in una conica f' con infiniti punti razionali (quelli clie r', ha comuni 
con gli S,  razionali di V3), e la involuzione I, determina su f '  un'involuzione 
rszionale. L'omologia armonica del piano r', ,  che subordina su  f '  quest'ul- 
tima involuzione, sar& dunque razionale; e poichè il centro di essa è il 
punto (i', E ) ,  si deduce che 10 spazio 7 contiene un punto razionale esterno 
ad  r', , contro l'ipotesi. 

Si deduce dunque che quando è p., = 3, dovrà essere p,  = 1, cioè: 
S e  le corrispondenze si~rttnetriclze della c u m a  fonnnno un S, , Zcc curva 

possiede un S, d i  corrispondeitxe eiuisii~metriche n o n  speciali. 
In ta1 caso pub darsi clle : 

a)  L'S, delle corrispondejzae simînetriche s ia  tutto d i  corrispondenae n o n  
specinli. 

b) Ne1 detto 5, siatzo contentdi infiwiti S, d i  corr.ispondenae specinli. L a  
curua possiede allora infidi i~stegrali ellittici, nessuno dei qziali a ~noltipli- 
caziolze conaplessa. 

18. 4." Caso: p, = 4. Sulla curva esiste un S,  di corrispondenze sim- 
metriclie rappresenlate dall'intero spüzio r, che dovri essere allora uno spazio 
razionale. La qundrica cp coiitiene infiniti punti razionali, yuelli che T ha CO- 

inuni con gli S,  razionali di a. II piano tangente a in uno di questi punti, 
essentlo l'iritersezioiie del10 spazio r con Piperpiano razionale tangente ne1 
punto inedesinio alla (D, è raziorinle. Gli infiniti punti razionali di 9 sono 
dunque iiiiniagini di integrali ellittici a inoltiplicazione complessa (n.' 14); 
ed i piani in essi tangenti alla rappresentano degli S,  di corrispondenze 
einisiiimetriche speciali. 

Ogni piano razionale di T, iion tangente a y, è imniagine di ui-i 5, di 
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corrispondenze einisiininetriche non speciali; inversamente, un piano che sia 
imrnagine di un tale S,, per il fatto che è contenuto ne110 spazio razionale T, 
è razionale. Segue dunque che quando è y, = 4, dere essere II., = 4, cioè: 

Se la curua possiede un S, di corrispondenze simmetriche, possiede aztc7~ 
zcn S, di corrispondenze eunisiwnetriche. Tanto il priwo conte il secondo S,  
contengolzo infiniti 8, di corrispondenxe speciali, e sulla c.iwca si hnvzîlo in- 
finiti integrali ellittici tutti cc. ~noltiplicaxioize con8plessa. 

OSSEHVAZIONE. Notevole è il fatto che quando esistono siilla curva inte- 
grali ellittici, la conoscenza del numero e della specie di questi conduce subito 
alla determinazione dei valori di p, e di p, . 

Cosi se la curva possiede due (soli) integrali ellittici, che non siano a 
inoltiplicazione complessa, si ha p, = 8, p., =.O. 

Se dei due integrali uno è a moltiplicazione coinplessa, si ha pl = 2, 
pz = 1 .  

Se entrainbi sono a moltiplicazione cornplessa, si ha p, = 8, pz = 2. 
Se la curva possiede più di due integrali ellittici, ne possiede, corne è 

noto, infiniti. Pub darsi allora cbe nessuno di questi sia a moltiplicazione 
complessa, ovvero tutti siano a moltiplicazione coniplessa. Ne1 primo caso 
si ha p., = 3, p, = 1, ne1 secondo ,IL, = 4, p, = 4. 

§ 8. DIM~STKAZIONE DELLA EFFETTIVA ESISTENZA DI CUHVE CUI SI RIFERIBCONO 

1 VALOHI THOVATl D I  p., E D l  p z .  

19. Sia P un punto razionale di S, e 5; il suo iperpiano polare rispetto 
a a. Poichè la Ir; in cui x sega contiene S,  reali, la sua equazione in r 
si pub, mediante una trasformnzione reale delle coordinate, ridurre alla forinn 

questa dice che in ogni quintupla reale polare di V:  esiste un S,  non secnnte 
il cui S, polare ha coinune con V ;  una conica immaginaria. Chiainando a 
ed a 1'8, e YS, suddetti, YS, = Pa, polare di a rispetto a @, sega cP in una 
quadrica p a punti ellittici (ne0 11); e poichè il piano M, polare di P rispetto 
a 1, sega cp in una conica iminaginaria, il punto P sa r i  interno a p. Variando 
la suddetta quintupla reale in modo continuo, 1'8, = P a  varia con conti- 
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nuità intorno a P. Ne segue che la retta a pub essere scelta in modo che 
1'8, = P a  non contenga, all'infuori di P, alcun punto razionale y). 

Lü retta cc fornisce allora '(n." 13) una coppia ( a  R,)  corrispondente ai 
periodi di una curva di genere due che si trova nelle condizioni del 1.O Caso 
( n . ~  15). 

20. Sia r,  una retta razionale secante la quadrica in due punti reali 
LI L , .  Nell'S, polare di r , ,  il quale sega. @ in una quadrica Vi a punti iper- 
bolici (n." Il) ,  si consideri un tetraedro polarc della Vt stessa e siano a a' 
i due spigoli opposti non secanti. L'S, = r, a', polare di a rispetto a 43, sega @ 

in una quadrica rp a punti ellittici che ha comuni con r ,  i punti LI L,. Va- 
'riando con continuith il detto tetraedro, l's, = r, a' varia coi1 continuità in- 
torno ad r , ;  ne segue che a pub esser scelta in modo che 1'8, = r ,  a' non 
cor] tenga alcun punto razionale esterno ad r,, nè alcun piano fondamentale 
di una oniografia razioriale involutoria trasformante in sè la @ (*"). 

Se allora i due punti LI L, non sono razionali, la retta a fornisce la 
coppia ( a  r , )  corrispondente ai periodi di una curva che si trova rielle con- 
dizioni del 8 . O  Caso a') ( n . O  16). 

Facciamo ora l'ipotesi che L, ed L, siano razionali. A l  variare coritinuo 
dell'S, = r, a', il piano A, tangente in  L, alla cp, cioè l'intersezione del detto S, 
con l'iperpiano A, tangente in L, a a, varia pure in modo continuo. Nei due 
sistemi di S, della Vt sezione di A, con @, il piano 1, ed il suo polare Y, 
subordinano dunque due involuzioni che variano pure in modo continuo. 
La retta a pub quindi essere scelta in modo che nessuna delle due involu- 
zioni sia razionale, ed allora fornisce una coppia (a a,) corrispondente ai  
periodi di una curva Che si trova nelle condizioni del 8 . O  Caso a") (n.O 16). 

21. Si mantenga l'ipotesi che i punti LI L, in cui r,  sega (9 siano ra- 
zionali. La V i  sezione di @ con 1'8, polare di r ,  è a punti iperbolici e con- 
tiene nelle sue due schiere infinite generatrici razionali, traccie ne1 detto S, 
degli infiniti S, razionali di uscenti da L, e da L,. Si fissi allora in  una 

(*) Qui applichiamo la proprietà : UNO spazio reale L$k. che si muove i t z  un Ic, in modo 
continuo, i tou  pu6 contenere uno spazio razionale variabile. L'ipotesi opposta condurrebbe 
infatti all'assurdo che l'insieme costituito da una infiiiità di spazi razionali avrebbe la stessa 
potenza del continuo. 

(**) Poichè un ta1 piano dipende da uii gruppo d'interi (i coefficienti dell'omografia ra- 
zionale), l'insieme costituito da una infinità di questi piani non pub avere la potenza del 
continuo. Vale dunque per essi la considerazione fatta nella Nota precedente per gli spazi 
razionali. 
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schiera un'involuzione ellittica I2 che mandi ogni generatrice razionale in una 
pure razionale (bastü, per individuare 12, prendere due coppie separantisi di 
gerieratrici razionali), e sia I, un'involuzione ellittica dell'altra schiera scelta 
in modo generico. Le due involuzioni I,  e I, stabiliscono fra i punti della V ;  
una corrispondenza biunivoca involutoria, la quale, com'è facile vedere, è 
omografica; e siccoine manda in sè ciascuna delle due schiere, sarà conte- 
nuta in una involuzione gobba del10 spazio S , .  Per il fatto clie le involu- 
zioni Il e I ,  sono ellittiche, gli assi a e a' di questa involuzione gobba sono 
reali e non secanti la V ;  . L'S, = ( r ,  a') sega quindi la a> in una quadrica cp 
a punti ellittici, che ha coiriuni con r ,  i punti LI L , .  Tenendo fissa l'invo- 
luzione razionale 1, e variando con continuitii Il, si pu6 fare in niodo clie 
YS, = r ,  a', il quale varia con continuità intorno ad r ,  , non contenga punti 
razionali esterni ad r , ;  ma poichè ora uno dei punti L, L, è imniagine di 
un in tegrale elli ttico a nîoltiplicazione complessa (quel10 cioè che proietta la 
schiera sostegno di 1, mediante S2 del 8.O sistema di @ ( n . O  14)), si deduce 
che la retta a fornisce una coppin ( 2  x , )  corrispondente ai periodi di una 
curva nelle condizioni del 8.O Caso b) (n.O 16). 

22. Le involuzioni I, I2 siano ora entrainbe razionali, ma scelte del 
resto in modo affatto generico; i due punti LI L, sono allora inlinagini di 
integrali ellittici a tnoltiplicazione complessa, e la retta a fornisce quiildi la 
coppia ( r  a,) corrispondente ai periodi di una curva nelle condizioni del 
4 . O  Caso c") (n.O 16). 

OSSERVAZIONE. Poichè le involuzioni Il e I, devono ora essere razionali, 
non è più possibile farle variare in modo continuo. Sorge quindi il dubbio 
che non si possa evitare che 10 spazio S,  = r ,  a' venga a contenere punti 
razionali esterni ad r ,  . 

Si osservi anzitutto che quando, per una deterniinata coppia di involu- 
zioni razionali Il I , ,  un  punto razionale esterno ad r ,  viene a cadere in T, 
7 dovrà divenire uno spazio razionale, non potrà cioè contenere un solo piano 
razionale passante per r ,  . Questo piano segherebbe infatti la cp in una co- 
nica f con infiniti punti razionali, fra i yuali LI ed L, sarebbero immagini 
di integrali ellittici a inoltiplicazione coinplessa, e cib non pub avvenire corne 
abbiain visto al n.O 17. 

Quando poi 10 spazio r diviene razionale, dovrà esser razionale la sua 
polare a rispetto a a, e quindi anche a'. Il dubbio cui sopra abbiamo ac- 
cennato sarà yuindi rimosso, quando si inostri clie con una scelta generica 
delle involuzioni Il I, ne1 campo razionale le rette a d  non sono razionali, 
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Si ripeta percib per 10 spazio rigato (aa')  la rappresentazione di KLEIN 
clie abhiamo sopra applicato al10 spazio w = (ct r,). Le due schiere della qua- 
drica V; contenuta in detto spazio son rappresentate da due coniche f f', 
con infiniti punti razionali, sezioni di @ con un 1'3, ed un S', polari; e le 
due involuzioni Il I, da due involuzioni sulle coniche stesse aventi per centri 
due punti razionali HH' di S ,  e di S', interni ad f ed f'. Le intersezioni 
A A' di @ con la retta HH' (le quali sono certamente reali percliè, eotn'è 
facile vedere, 1'8, polare di E H '  sega @ in una quadrica a punti iperbolici) 
sono poi le iinmagini delle rette a a'. E siccoiue ogni 
cante la (t, pu6 mettersi nelle condizioni della HH' (*), 
una scelta generica delle Il e 1, ne1 campo razionale le 
rnzionali. 

23. Per dimostrare l'esistenza di curve per le 
2." Caso c') procederemo ne1 niodo seguente, 

retta razionale se- 
si deduce che con 
rette a a' non sono 

quali si verifica il 

Si consideri in S5 un'omografia razionale involutoria trasformante in sè 
la (t,, i cui piani fondamentali 'hi' siano reali ma non razionali, ed inoltre 
secanti la in coniche iminaginarie (**). Si indichi poi con r ,  la retta razio- 
nale congiungerite due punti razionali ornologhi nell'omografia (i 1'). L'S, 
polare di r ,  sega iii una VI e i due piani i, A' in  due rette a a' polari ri- 
spetto a questn V;. Poichè, per l'ipotesi fatta, a ed a' sono entranlbe non 
secanti, la VE sarà a punti iperbolici e quindi r ,  seglierà 4> in  due punti 
red i  L, L, . Essi non saranno poi razionali se i due punti razioiiali onîologlii 
nella oinografia. (1 A'), congiunti dalla r,, sono scelti in modo generico (***). 

(*) Giustifichiamo i'assenione. Sia irifatti r una retta razionale secante la 8 i n  due punti 
A A' reaii ma non razionali; il suo 8, polare rispetto a è razionale e sega 8 in una qua- 
drica V; a punti iperbolici con infiniti punti razionali. Si costruisca un tetraedro razionale 
polare rispetto a questa quadrica e siano r i  r, i due spigoli opposti non secanti. L'S, = (r  r,), 
polare d i  r, ,  se@ 4 in una quadrica a punti ellittici, con infiniti punti razionali. Uri 
piano A condotto per r, e per un punto razionale di questa 82 sega 8 in una conica f con 
infiniti punti razionali e la r in un punto razionale II, che sarà interno ad f. Il piano A', 
polare di 1, passa per r , ,  sega @ in una conica f '  contenente infiniti punti razionali, e la r 
in un punto razionale H' interno ad f'. La retta r  è dunque nelle condizioni richieste. 

(**) Per la dimostrazione della possibilità della scelta dei piani A À' soddisfacenti alle con- 
dizioni suddette, tredasi la nota al  1i.O 13. 

(***) Supposto che I'omografia (1 A') sia rappresentata dalle formule (8) della nota al  n.O 13, 
è facile provare con semplice calcolo che l'equazione di 8O grado da cui dipende la ricerca 
dei punti L, L, ha il discritninante seinpre positivo, se a, a,a, n, sono positivi, ma non ne- 
cessariainente un qundrnto. 
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Lo spazio 7 = (a'r,), polare di cc, segherà @ in una quadrica cp a punti el- 
littici, avente comuni con r ,  i pnnti L, L , .  Inoltre è facile vedere clie in 7 
non esiste alcun punto razionale esterno ad r ,  . Infatti l'ipotesi che .r sia rn- 
zionale, ovvero contenga un piano razionale passante per r , ,  contradice al  
fatto clie 7 contiene il piano l', non razionale, fondamentale clell'oinografia 
razionale involutoria (1 1') (vedansi i ri.' 1'7, 18). 

È cliiaro allora che la retta a fornisce una coppia ( a  ru,) corrispondente 
ai periodi di una curva nelle condizioni del 2.' Casa c') (na0 16). 

24. Siano r ,  ed r', due piani razionali, polari rispetto a (D e secanti 
la in due coniche reali f ed f'. Si prenda in r', una retta a, reale ina 
non razionale, non secante la f '. Il suo spazio polare r segherà in una 
cjuadrica p a punti ellittici avente comune col piano razionale r, la coiîica 
reale f. Essendo a non razionale, 10 spazio r non contiene punti razionali 
estemi ad r,; ne segue che a fornisce la coppia (.A oc,) corrispondente ai pe- 
riodi di una curva nelle condizioni del 3.' Caso a) (n.' 17). 

, Se poi r, è il piano determinato da tre punti razionali di @, la f con- 
tiene infiniti punti razionali, ed otteniaino il 3 . O  Caso b) (n.O 17). 

Infine ogni retta razionale non secante la fornisce la coppia (a a,)  
relativa al 4.O Caso ( n . O  18). 

Pisa, luglio 1915. 
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Vene fluenti tra pareti interrotte. 

(Di BRUTO CALDONAZZO, a 3 f i l u ~ o . )  

-- 

INTRODUZIOSE. 

Iii m a  Notn uei Rendiconti dei I,ineei(') G .  COLONRBTTI I i i i  assegiiato 
l'iiitegrttle çeiierale del moto piano di I I I ~  liquido trii (lue paieti rigide, uiia 
delle yuali iiiteimttn e clie vieiie sostituita, pei' cohi dire, ne1 tibatto iiiaii- 
cailte da uri pelo libero (Fig. 1). 

l i i  iiaa Notn suclcessiva (') applica il iisultato al10 studio del caso rlie 
scheiiiaticainente tradiice il tubo del VENTURI. Precisamelite egli assume ret- 

Fig. 1. 

tilinea la parete non interrotta, il clle gli permette la riflessione del campo 
del moto rispetto a tale parete. 111 ta1 modo risolve il probleina del iiioto 
piano di un liquiclo tra due pareti interrotte (Fig. 8), simmetriche una all'altra 
rispetto ad un  asse. 

Iti qiiesta Nota. io ini popongo Io studio del iiioto piano peruiaiieiite 
di un liquido trct due pareti qnalisivoglinno (e quindi ariclie iioii sin-iinetriclie) 

(1) Su,!l'eflusso dei tiquidi tra pareti che p~.ese~rtaizo una it~tewuzio~he, Rend. dei Lincei, 
vol. XX, serie 5.a, 1 .O  sem. (1911), pp. 649-655. 

(2) Loc. cit., pp. 789-797. 

Annala di Matematica, Serie I I I ,  Toiiio XXV 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 Caldonazzo: Ve~îe fluenti tra pareti interrotte. 

ambedue interrotte (Fig. 3),  lungo i tratti mancariti scorrendo il liquido tia 
due peli liberi. 

Già il COLONNETT~ nella seconda Nota rileva come la questione abbia 
stretta analogia coi fenonîeni che si verificano in prossiinità di ogni brusco 
cainbiamento di direziorie O di sezione nei canali. Altrettanto pub ripetersi 
ben a ragione per il probleiîia da m e  trattato, del quale quel10 del COLON- 
NETTI risulta un caso particolare. lnfatti in ~icinanza dei goiniti O delle stroz- 
zature iiei tubi e nei canali la corrente non segue più le pareti, ma lascia 
tra si! e quelle una regione in cui il liyuido non partecipa direttamente al 

iiioto della corrente e clle in certi casi pub riguardarsi come sensibilmente in 
quiete. 

Si pub supporre allora che il moto avvenga tra pareti interrotte i cui 
tratti inancanti sono sostituiti da t.ubi di flusso liberi, litnitanti la corrente 
(le1 liquido i n  yuiete. Ne1 caso piano da noi considerato alibiaino a che fare 
iiaturalmente con peli liberi. Una volta determinata la forma dei peli liheri 
(ed a ci6 conduce il nostro problema) se si sostituiscono questi con pareti 
rigide aveiîti la stessa forma. calcolata pei peli liberi, il liquido si iî~uoverà 
su questi tratti con velocità costarite. Questo fatto pub interessare l'inge- 
gnere idraulico che voglia sottoporre le pareti di una conduttura in una 
curva od in uria strozzatura a sola azione idrostatica. 

Per 10 studio del problema. mi servo del noto metodo analitico clle il 
LEVI-C1vr.r~ introdusse nelia rileinoria : Scie e leggi di resistenza (3 ) .  

(7 Rmd. Circ. mat. d i  Palermo, t. XXIII (1907), pp. 1-37. 
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Riesco ad espriniere l'inteyraie genern7e del moto sfruttantlo la soluï,ione 
del problenia di DIRICHLET ilel la corona circolare da ta clnl VILLAT (4). 

Ci6 mi permette nello stesso teiiipo di stabilire una relazioiie tra i valori 
assoluti della velocité sui peli li11ei.i e la configurazioiie delle pareti [$$ 1$ e 151. 

Corne applicazione valuto l'integrale geiierale che corrisponde ad un ca- 
iiale a pareti di forma poligonnle [$j 191. Studio quiiicli il caso particolare 
in cui il canale lia le pareti rettiliiiee facenti uii goiiiito (Fig. 11). Trovo clie 
il valore assoluto della velocità è seiiipre coinpreso tra i valori clie la ve- 
locità assume sui due peli liberi e posso dare sotto forma finita le equazioiii 
intrinseche dei peli liberi [SB 90-321. Questi peli liberi ilon hanno flessi; 
uiio di essi (1) rivolge la convessità al campo del moto e su di esso la ve- 
locità lia il valore massiino, l'altro (1') rivolge la concavità al cai-iipo del moto 
e su di esso la velocità ha il valore mininio. 

Più interessante, e da1 punto di vista pratico più istruttivo, riesce questo 
caso quando i l  campo del moto h a  u n  asse di  simmetria (Fig. 18 e 13). 

Ecco i risultati più salienti cui sono giunto in tale caso. 
n valore c della velocità all'infinito è rnedio proporzionale fra i valori  

della uelocità sui peli liberi. Siccome assumo eguale ad 1 il valore della ve- 
locità massima, cioè quella su A, si ha quindi il valore deIla velocità su  A' 

Nella trattazione del problema intervengoiio le costanti K, K' e k ,  le 
prime due da riguardarsi corne integrali ellittici completi di prima specie re- 
lativi al modulo k, definite dalla relazione 

dove u è l'angolo del gomito del canale. 
L'equnxione intrznseca del pelo 1, contando gli archi a partire dall'estreino 

a iiionte, 15 

Il pelo libero h' è ornotetico di h e c2 è il rapport0 d'onzotetia tra X e A'. 

(') H. VILLAT, Le Problème r?e Dirichlet dans une aire anttulaire, Rend. Circ. mat. di Pa- 
lermo, t. XXXIII (1918). 
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Quando l'angolo x .è diverso da n i l  centro d i  omotelia è il punta del- 
l'asse di simmetria clle dista dalle pareti rigide p e v, clie si raccordano a ;., di 

Quando N = Z ,  il doppio di questo nuinero rappreseiita la distanza alla 
quale devono giacere le pareti stesse y. e v, in ta1 caso parallele. 

PARTE PRIMA. 

Problema generale. 

§ 1. POSIZIOKE DEL PHOBLEMA. 

Precisiamo il problema facendo le seguenti ipotesi: 
1. Un'liquido (fluido omogeneo incoinpressibile) di densità p* si rnuova 

di moto piano continaco permauente ed irrotazionccle tra due pareti rigide 
(Fig. 3) indefinitamente estese sia a monte che a valle, tutte e due interrotte 
rispettivamente iiei tratti O Q ed O' Q'. 

II. Al finit0 le pareti presentino forma arbitrarianiente prefissata, con 
tangente generalmente continua, escluso cioè al più un nuinero finit0 di 
punti ( p u ~ t i  angolosi), iiei quali la tangente canibia bruscamerite di dire- 
zione. All'infinito a inonte ed a valle infine le pareti tenclano a diventare 
parallele, la loro distanza restaildo finita. 

III. Essendo evidente il significato delle notazioiii iudicntë nella Pig. 3, 
supporrenio che il liyiiitlo scorra senlpre adereiite alle pa~-eti, p. e p.' a monte 
e v e v' a valle. 

Laddove le pareti sono interrotte i l  lipuido in w ~ t o  s i a  a coîztatto luîzyo i l  
pelo libero h con un  liquido della stessa densitic m a  i n  yuiete della regiotze B 
e lunyo i l  pelo libero A' con 10 stesso liqfcido pure i n  qwiete della regione B'. 

In altre parole arnniettiariio clle i filetti, giiiclati dalle pareti rigide a 
monte p e fino ai puiiti O ed O', proseguano quindi nei peli liberi h e i' 
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fino ai punti $ e Q'. A partire da yuesti punti gli stessi filetti ritornano ad 
essere guidati dalle pareti rigide r e v' a valle. 

IV. In  ogni punto della vena in moto, pareti rigide incluse, eccettuato 

Fig. 3. 

eventualmente in un nuinero finito di punti angolosi di yueste pareti, la ve- 
lociti sia finita e &iversa d a  zero. 

V. All'infinito sia a nlonte che a valle i filetti teiiciaiio a diventare pa- 
ralleli alle pareti e la velocità ahbia 10 stesso valore V*, in ,ogtii putito al- 
l'ao a inonte, 10 stesso valore IrYc, in  ogni punto all'w a. valle. 

S 2. INIPOSTAZIONE ANALITICA DEL PWOBLEMA. 

Sia O, x;*, y* uiia coppia di assi cartesiatii ortogoriali cou l'origine in O, 
l'asse Ox* diretto coine la velocità assintotica a valle, l'asse O y* rivolto 
verso il campo del moto (') (Fig. 3) Iverrà giustificato iii seguito percliè ~iella 
tigura è scritto seinplicerriente x: ed y in luogo di E* ed y"]. Iiidichiamo con 

(6) Vogliamo dire con ci6 che se si iinmagiiia di far tendere O a l l ' i  a valle lungo 1 + u 

conservando l'asse Ox* parallelo a se stesso, l'asse O y* tende verso il campo del moto in 
modo da tagliare la parete v'. 
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N* e v* le coinpoiienti della velocità in un puiito geoei-ico P. Poicl~è, (1), il 
iiioto è permanente ed irrotazionale esistono due funzioni ariiioniclie as- 
sociate 

L* (x*, y*), yotenzide di u~loritil; 

S* (s*, y*), funzi08te di corret~te; 

definite dalle ecluazioni ai differenziali totali 

a meno di una inessenziale costante addittiva. Per la (1) ancora, le eventuali 
forze di massa devono derivare da un poteiiziale. Tndicherellio con - U* (x*, y*) 
il potenziale relativo all'unità di massa. È superflu0 rilevare che la fun- 
zione U* è indipendente da p*; riterremo inoltre clie essa sia continua in 
tutto il campo A del moto corne pure nelle regioni B e B' attraverso i peli 
liberi X e 1'. Poniamo al solito 

z* = x* -t. i y*, 

m* = u* -- i v* 

con che IU* ed f* risultano entranibe funzioni della variabile complessa X* 

e le (1) sono compendiate nella relazione 

Sia V* il valore assoluto della velocità 

(3) 

in un generico punto P di A:  

e p* la corrispondente pressione. 
Poichè il moto è stazioiiario e non vorticoso le equazioiii idrodinainiche 

di E U L E R ~  si riassumono iiell'unica relazione, 

1 
V*>+ U*+ cost. 9 

Per sfruttare l' ipotesi 1 II preiiiettiarno alcune corisiderazioni d'indole 
generale. 
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Consideriamo in seno ad un liquido (in due dimensioni) (y), dotato di 
moto permanente ed irrotazionale, una linea di flusso 1, che sia in pari 
tempo linea di discontinuità per il valore della velocità. Animettiamo che 
pur potendo essere variabile da punto a punto, la densità p* del fluido si 
conservi continua attraverso a A. 

Diciamo A e B le due regioni in cui viene diviso il campo del moto 
da A. Le grandezze che compaiono nella (4), eccettuata V*, sono tutte con- 
tinue attraverso A. 

Siano V*A e V*B i valori che V* assume in un punto P di A, a seconda 
che si tende a P dalla regione A O dalla regione B. Dalla (4) segue allora 
facilmente 

V S 2 A  - V * 2 ~  =  COS^., 

la quale relazione deve essere identicamente verificata in ogni punto di 1. 
Quindi in generale in seno ad un fluido, in moto permanente sotto 

l'azione di forze conservative, una linea di tlusso attraverso la quale la den- 
sità è continua pub essere linea di discontimità per il valore della velocità 
a condizione che sia costante la differenza dei quadrati dei due valori che la 
velocità assume in u n  punto della linea, da una parte rispettivanîente e dal- 
l'altra della linea stessa. 

Ne1 caso particolare in cui nella regione 3 vi è la quiete (PzB= O) do- 
vremo avere evidentemente 

V** = COS t., 

e cioè la regione A in moto confina con la regione B ia quiete mediante 
una linea di flusso su cui la velocità ha valore costante (pelo libero). 

Ne1 nostro problema in A e B (ipotesi 111) il liquido lia la stessa den- 
sità costante, per cui p* è certaineute continua su 'h ed in B vi è la quiete; 
yuindi, per quanto abbiamo ora provato, la velocità assume necessariamente 
su h un valore costante (V*x). 

Analogamente su  1' la velocità avrà un valore costante V*P, essendo in 
generale V*P diverso d a  V*i. Riassumendo dalla III segue 

V* = v*,. = cost. su 1; 

V* = V*x, =  COS^. SU A'. 

(O)  Si potrebbe considerare miche un fliiido in tre dimensioni; si arriverebbe alle stesse 
conclusioni, colla differenza che in luogo di linea di discontinuità si deve parlare di super- 
ficie di discontinuità per il valore della velocità. 
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Ne1 problema che stiaino trattando dunque non sono escluse le forze, 
anzi possono agire su1 liquido forze qualsivogliano, purcliè conservative, cir- 
costanza qiiesta necessarianîente verificata da1 fatto che il moto è irrota- 
zionale. 

Ci6 è importante, percliè cos? si pub tener conto ad es. della gravità, la 
qunle effettivaineii te interviene seni pre ('). 

Lungo i peli liberi è costante, corne segue dalla (4), la soirinia della 
pressione piii l'energia potenziale relativa alla innssa coiitetiuta nell'unità di 
volurn e : 

Zn generale yuiiidi lungo i peli liberi A e i,' la. pressione è variabile con 
il potenzi;ile delle forze esterrie e solo iiell'assenza di queste foi:ze, (UX=cost.), 
sw;i p* = C O S ~ .  lungo ciasciiiio dei peli liberi. 

Scegliaaio co111e uiiità di niisiira della densità la densità stessa p* del 
liyuido, coiiie unità di velocità la velocità V? su1 pelo lihero 1 e come unità 
tli portata una- portata x volte niinore della portata q* della corrente. Cib 
verrà giustiticato in segiiito dalla foriiia speciitle clle ii i  ta1 guisa assumono 
le coiidizioni ai liiiiiti per le f~inziorii iiicognite del problema [(II) e (16)l. 

Fissate le dette tre uiiità, tiitte le altre unità risultano completaniente 
determiliate. Indicl~eremo la misura di una grandezza ne1 sistema fissato con 
la stessa lettera d ie  serve ad indicare la grandezza senza l'asterisco. Avremo 

( l )  Tutte le questioni idrodinamiche che vennero trattate sfruttando il metodo analitico 
introdotto da1 LEVI-CIVITA nella Memoria Scie e 2eyg.i di resistenza (già da noi citata) sono ca- 
ratterizzate da1 fatto che su certe linee di flusso, separanti un liquido in quiete da un liquido 
in moto, la velocità è costante. In  tali questioni si premette in generale l'ipotesi che man- 
chino le fone  di massa (U* =CO&.). Da q u a n t ~  abbiamo vjsto, questa ipotesi non è necessaria 
per la costanza di V" su  tali linee e percib i risultati ottenuti uello studio di tali questioni 
restano validi anche se intervengono forze di massa cotiservatjve, a condizione perb che su . 
queste linee la densità del fiuirlo sia continua. 
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quindi ad es. 

z, ru ed f essendo quindi puri nunieri. Conveniamo inoltre di far intervenire 
in seguito relazioni solamente fra le rnisure delle grandezze considerate; si 
ha cos1 il vantaggio di dover operare sempre con puri numeri. Sarà coniotlo 
perb, quantunque non rigoroso, di chianiare ancora con gli stessi noini delle 
grandezze concrete i nuineri che ne esprimono le misure. 

Per questo diciamo semplicemente in seguito asse delle x,*asse delle y 
ed abbiamo tralasciato gli asterischi a queste lettere nella Fig. 3 corne avrà 
già avvertito il lettore. 

Ne1 nuovo sistenia di rnisure, con le convenzioni fatte le (1) si serivuno 

e la (3), che le riassuine, diventa 

Questa ci definisce la. funzione f, ne1 campo del moto a ineno di unn 
costante arbitraria assoluta. 

Infine le (5) si traducono nelle seguenti: 

È noto che s u  una linea di flusso la funzione 4 è costante e che pas- 
sando da una linea ad un'altra linea di flusso l'incremento subito dalla + 
rappresenta (in valore e segno) la portata della vena coinpresa tra le due 
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liiiee, a condizione che la norniale alla prima rivolta alla vena si coordiiii 
alla velociti. corne l'asse delle y si coordina all'asse delle z. 

Per l'ipotesi III una linea di flusso è costituita dalla parete rigida r., da1 
pelo libero 'h e dalla parete rigida v; un'altra linea di flusso è costituita dalla 
parete ,LA', cial pelo il' e dalla parete v'. Su ciascuna cli esse la 4 è costante. 

Assumiaiiio la costante acldittiva, clie per la (7) resta arbitraria nella de- 
terminazione della f e che d'altra parte è inessenziale pel nostro problenia, 
in modo che sia 

f = O in O. 
Ci6 importa 

?=O, in O;  (9) 

e, poichè + è costante su ,u. + A + v cui appartiene il punto O, 

Il valore costante che 4 assume su p' + 1' -+ v' E la portata dell'intern , 
veiia e ci05 7 ;  dunyue 

+ = T C  SU r.'+I.'+v'. (11) 

Quanto alla funzione cp osserviaiiio che si ha, detto d s UII eleil~erito d'arco 
di una geiierica linen di flusso preso positivaiiieiite ne1 senso del moto: 

Ma per ln IV, avuto presente la Ba delle (6), è geiieralniente V>O; cib 
vale a dire che y è seiiipre crescente lungo una generica linea di fiusso ne1 
senso del inoto. 

Avreino percib 
? = $- ao, all'ao a valle ; 

cp = - ao, all'oo a monte, 
(12) 

singolarità queste che faniio riscontro alle discontinuità della $J all'ao a monte 
e a valle, conie risulta dalle (10) e (11). 

~ ' e~ i i az io i l e  indefinita (7) e le condiziotii ai liniiti (9), (IO), (11) e (12) 
determinano coiiipletamente la funzione f iiel canipo del inoto. Oltre alle 
siugolarità considerate nei punti al1700 della vena, essa presenterà delle sin- 
golaritti negli eventiiali punti angolosi delle pareti rigide. 
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$j 5. LA FUXZIONE ru ED IL suo >OGARITMO - i t. 

La funzioiie 
U V = % - i v  

è funzione di z, uniforme e regolase ne1 campo del ilroto, la quale per le (8) 
e la IV deve soddisfare alle condizioni: 

e finita in ogni altro punto, tolti gli eventuali puilti angolosi delle pareti. 
Indichiamo con r il Eogaritmo aritmetico di V e con 4 l'angoio che il vet- 

tore velocità forma col seiniasse O LE, contato yuesto angolo positjvamente 
ne1 verso x -+ y, negativaniente ne1 verso opposto. Converreino di contare 
quest'angolo tra - .IF e + n. Dopo tali convenzioni pousiaino scrivere 

od anche 

in cui 

La funzione t cosi definita è funzione di x regolare uniforme ne1 campo 
del ~iioto, finita e continua dovunque tolti gli eventuali lmiti  angoIosi delle 
pareti rigide nei quali la sua parte reale 9 è discontinua e la corrispon- 
dente s diventa infinita ne1 modo che è caratterizzato dalla discontinuità 
della 5. Le condizioni ai limiti per 4 sono 

con @ e Y indicando la successione dei valori che 5- assume sulle pareti ri- 
gide, valori che sono prefissati assienie alle pareti rigide, perclîè su esse la 
velocità ha la stessa direzione ctie la tangente alle pareti. Quindi @ e Y sono 
a .ritenersi funzioni note dei punti delle pareti rigide; noi ammetteremo che 
tali funzioni siano soiniuahili lungo le pareti, 
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Quanto a r ,  dalle prime delle (13) segue 

indicando con s' il loprit ino aritinetico di VA,,  

r' = log VI,. 

Ci proponiamo in questo paragrafo di far vedere che è sernpre possibile 
ed in modo unico b trasformazione conforme diretta di un'area semplicenzente 
connessa A in un rettangolo R in  modo che a qwattro punti prefissati d i  A 
vengano a corrispondere i vertici d i  R. 

Siano P,, P,, P,, P, i punti prefissati su1 contorno di A e succedentisi 
in questo ordine, quando si percorra il contorno ne1 verso positivo (cioè in 

modo da avere il campo A alla sini- 

p stra); p,, p,, p3, p, le parti (finite O 
2 no) in cui il contorno resta diviso 

(vedi Fig. 4). È noto anzitutto (9 che 
si pub seinpre fare la trasformazione 
conforme diretta di un campo sempli- 
cernente connesso in un semipiano in 
modo che tre dati punti del contorno 
abbiano per iinmagini tre punti pre- 

J44 fissati della retta clle limita il serni- 
piano. 

Fig. 4. 
1 Il cainpo A quindi si pub rappre- 

sentare ne1 semipiano Y ' +  O della variabile complessa Z ' = X 8 + i  Y' in 
modo che le iininagini dei punti P,, P,, P, siano in particolare i punti - 1, 
1. ed il punto all'oo dell'asse reale Y'= O. La corrispondenza biunivoca fra 
i punti di A e del semipiano che cosi si viene a stabilire determina corne 
iminagine del punto P, un punto a posto necessariamente su1 semiasse reale 
negativo ed alla sinistra del punto - 1 (vedi Fig. 5). 

Cfr. ad es. E. PICARD, Traité d'Amalyse, t. II, Chap. X. 
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Fitcciarno ora la sostituzione 

con k indicando una costante reale che deteiminereliio in modo oppo~~turio. 
Con queüta sostituzione all'asse reale Y'= O corrisponde l'asse reale Y" = O 

Fig. 5. 

del piano Zr', ai  punti - 1 ed 1 del primo corrispondoiio pure i punti - 1 
1 

ed 1 del secondo ed al punto all'cro dell'asse Y'= O corrisponde il punto -- , k 
f%+k ' corne è facile constatare. Infine a l  puiito a corrispoilde il purito ---- . Ve- 

ak+l  
diaino se è possibile scegliere k in modo che.questo punto diventi simmetrico 

1 rispetto ali'origine al punto - . Dovremo avere percib 
k 

da1 che segue che k è radice dell'equazione 

Ic"9ak+t = O .  

Le sue radici - a 5 da2 - 1 sono manifestainente reali perchè essendo a 
alla sinistra del puqto - 1 è a < -- 1 ; è facile constatare inoltre dalla forma 
dell'equazione stessa che esse sono reciproclie e positive. 

Espriinianîo ora il coefficiente dell'iinmaginario di 2"; dall'ultin~a posi- 
zioile colla quale si passa da1 piano 2' al piano 2" ricavia.mo 

y"= (1 - k" Y' 
(1 + k X')" kk2 YI2 

Questa ci dice che al semipiano Y' 2 O corrisponde il setnipiano Y" f O 
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se k < 1, oppure il semipiano Y"  r O se k) 1. Sul prit110 semipiano si ha 
la rappresentazione conforme diretta dell'area A, su1 secondo invece quella 
inversa. Conveniamo di scegliere la rappresentazione diretta; il che è quanto 
dire scegliamo delle due radici k quella minore dell'unità, alla quale condi- 
zione soddisfa una ed una sola delle radici trovate e precisamente 

In ta1 modo ai  punti P, e P2 corrispondolio i punti - 1 e 1; ai punti 
1. 1 P, e P, i punti -- e - dell'asse reale Y"=O, l'area A è trasformata in 
k k  

modo diretto ne1 setnipiano Y" 2 O (vedi Fig. 6). Possiaino inoltre aggiun- 
gere che tale trasformazione è sempre possibile ed in un solo modo ("). 

Introduciamo infine una nuova variabile Z = X + i Y, definita dall'inte- 
grale ellittico 

Fig. ô. 

È noto ('7 che con tale sostituzione il semipiano Y "  2 O si pub rap- 
presentare in modo conforiiie diretto su1 rettangolo IC del piano complesso Z 
i cui vertici sono i punti di affisse (Fig. 7) 

(O) fi evidente che alla stessa conclusioiie si arriva per la trasformnziorie coiiforine in- 
versa, che si  ottiene siil seiilipiauo Y"ZS O scegliendo l'altra radice 

L=-a+\la2-1>1. 

('O) Cfr. ad es. E. PICARD, loc. cit. (*). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cal d onazxo:  Vene fluenti tra pareti interrotte. 47 

in cui K e IO sono gli integrali definiti 

Fig., 7. 

1 
Tali vertici poi corrispondono rispettivamente ai punti - 1, 1, , - 1 

k k 
tlell'asse Y"  = O e yuindi ai punti P,, Pz, P,, P, del contorno della primi- 
tiva aïea A e con cib il teorema proposto è dimostrato. Operanclo l'inver.. 
sione tlell'integrale nella (17) si ha la 2" espressa dalla f~mzione ellittica di 
JACOBI 

Z n  .= s n 2, seno amplitudine Z, (17') 

i cui periodi reale ed immaginario sono rispettivamente 4 K e 9 i Kr.  

' 

Identifichiaino l'area generica A del paragrafo precedente col nostro 
campo del moto e poniamo 
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Pel teorema dimostrato il campo del moto si pub rappresentare ed in 
modo unico su1 rettangolo R del piano complesso Z in modo che le pareti 
rigide y. e p' a monte dell'interruzione sono rappresentate su1 lato reale, 
quelle a valle v e v' su1 lato a questo parallelo ed i peli liberi 1 e 1' sui lati 
paralleli all'asse i~iimaginario, rispettivamente alla destra ed alla sinistra di 

Fig. 8. 

detto asse (Fig. 8). All'origine O del canîpo del inoto corrisponde il punto K 
di R ;  agli altri tre punti Q, Q', O' corrispondono rispetti;amente i vertiei 
K + i K ' ,  - K + i K ' ,  -K. 

Quanto ai punti all'infinito della vena in inoto possiamo dire soltanto 
che ad essi corrispondono rispettivamente i punti Z, = X ,  del lato reale Y = O 
(a quello a inonte) e Z, = X ,  + i K' del lato Y = i K' (a quello a valle). La 
loro effettiva posizione dipende dalla configurazione delle pareti rigide. 

La funzione f di x regolare ne1 campo del moto si pub considerare corne 
funzione regolare di Z entro il rettangolo. Per essa valgono le condizioni al 
contorno (9), (IO), (11) e (12) le quali, riferendoci ora alla nuova variabile 2, 
si traducono nelle seguenti : 

0, per Z = K ;  

- 00, per Z = 2, ; 

+oo, per Z=Z, ;  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cal d o  na z z o :  Vene fluenti tru parefi interrotte. 49 

l 
' 0, per Z = X ,  cor1 X , s X & K ;  per 

1 Z = K + i Y ,  con O & Y s I Z f e  per 
Z = X + i K ' ,  con X , X & K ;  '= j 2, per Z = X ,  con - K L X S X ~ ;  per 

I Z = - K + i Y ,  con O f  Y f I - '  e per 

1 Z = X + i K ' ,  con - I < e X f X , .  

Si constata senza difficoltà che la funzione , 

con la determinazione f (K) = log 1 = O, soddisfa a tutte le condizioni ri- 
chieste. Infatti essa è funzibne regolare finita e continua di Z nei punti in- 
terna di R tale essendo ivi s uz Z, che non assume iiîai i valori s n Z, e s n Z, . 
Avendosi s n K = 1 ,  le condizioni imposte alla parte reale cp risultano mani- 
festamente soddisfatte. Quanto alla 4 ricordiamo che s n Z, su1 contorno di R 
é sempre reale; precisamente percorrendo il contorno ne1 verso positivo dal- 
l'origine al punto i K', s n Z cresce da O a + oo passaiido pel valore 1 in 

1 Z= K e pel valore - in Z =  K + i  K'; percorrendo invece il contorno dal- 
k 

l'origine ad i K' ne1 verso negativo la s n Z decresce da O a - oo passando 
1 .  

pel valore - 1 in Z =  - K e pel valore - - in Z = - a+ i K'. Ne segue 
k 

1 - s n Z 2  s n Z - s n Z ,  
che su1 tratto del contorno y. + 1 + v la funzione 1 - s n Z 1  s n Z - ~ t z g i  
è reale positiua, su1 tratto restante v ' +  X J +  p' è reale negativa e quindi 
= O su1 primo tratto, $ = 7r sull'altro, corne S richiesto ("). 

!la) Ritornando mediante la (17') al semipiano Y"= O, la (18) si scrive 

dove evidentemente si è posto 

Z " , = s n Z , ,  Z 1 ; = s n Z 2 .  
Se ponia.ino in (28) 

Zn - Znl = pl &, Zfl - Zr1 - ie* r - P s ~  9 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXV. 
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$ 9. COMPOHTAMENTO DELLA FUNZTONE t NEC RETTAKOOLO R. 

Anche la funzione t = 3 + i -c definita dalla (14) è funzione regolare di Z 
entro il rettarigolo R. Le condizioni al contorno (15) stabilite per t, coiisi- 
tlerüta colne funzione di z ne1 campo del iiioto, si trnducoiio ora riferendoci 
alla. iiuova variabile 2, nelle seguenti : 

@, per Y = K ' ;  

(Y, per Y =  O, 

dove le e v sono a considerarsi conle funzioni prefissate dei p~int i  dei lati 
P = i R', Y = 0 di B. Le (16) diventano adesso 

.. - O, per X = K ;  . - 
per X = - K .  

Per valutare la t conviene eseguire una ulteriore trasformazione con- 
forme del campo del inoto che ci permetterà, con facile artifizio, di dare ini- 
mediataiiieiite la t sfruttando risultati già acqwisiti dall'analisi. 

abbiamo 

dalla quale, sciiidendo il reale dall'iininagiiiario, ott~niaino 

8, - O,, se Zr', < O, 

- Ba + n, se Z", 7 O. 

Quando le liilee equipotenziali p = cost. costituiscono ne1 piano Z" la famiglia di circonfe- 

reine = cost., coi crntri sull'asse reale, le linee di flusso $= cost. costituiscono il fascio 
Pz 

di circonferenze 8, - 8, = cost. pitssanti pei puiiti Z", , Z", . Si teiiga presente che di queste 
curve iiiteressaiio il nostro problema solo gli archi appartenenti al semipiano Y" 5 0 .  
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Poniaiiio 

in cui 

§ 10. THASPOKMAZIONE DEL CAMPO DNL MOTO 

I N  , U N A  SICMICOlIONA CJHCOIJAJ~H.  

Scindendo il reale dall'imnîaginario ci6 ecjuivale a porre (poicliè 
Z = X + i Y )  

per çui, se diciarno p il inodulo e o i'argomento di z, (a, = p d a ) ,  avremo 

e ~ot ren lo  assumere 

(Si') 

La ("L) trüsforina il rettangolo R nella seinicorona cimolare C d i  ra.ggi 1 

Fig. 9. 

e y, col centro nell'origiile, e clie giace ne1 semipiano y, 5 O del piano com- 
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plesso 2 , .  Infatti per Y= O si ha p = q ;  per Y = Kr,  per la (2B), è p = 1 ; 
d'altra parte, poictiè in R si ha - K 6  X 6  Ii, si ha dalla (21') 

Percib, quando l'affissa Z descrive il lato reale di R, la corrispondente 
affissa z, descrive la seiriicircoilfereiiza 1 2, 1 = q, y, ': O; quando Z descrive 
il lato h di R (X = K, quindi G = O) la z, 6 reale, compresa tra q ed 1. Fa- 
cendo poi percorrere alla Z il lato Y = K' di R, la z, descrire la - seinicir- 
conferenza 1 z, 1 = 1, y, 2 0; iiifine se la Z descrive il lato 1' di R (X = - K 
e quindi c =  z )  la s, è nuovarnente reale compresa tra - 1 e -- q. E pro- 
vato cosi che il contorno di R si trasforma ilel contorno della semicorona C ;  
si prova poi facilmente che ad un punto interno di R corrisponde un puuto 
interno di C in modo biunivoco. Basti osservare che in un punto interno 
di R si ha 

O<Y<ICf, - K < X < K ,  
cui corrisponde 

q < p < l ,  O < a < z  

e cioè un punto interno di C, e viceversa. 

$ 11. LA PUNZIONE t NELLA SEMICORONA. LA PUNZIONE n. RIFLESSIONE. 

Passando da1 rettangolo alla semicorona la fuiizione t = 4 + i r diventa 
furizioire della variahile z, , regolare .nella semicorona e soddisfacente alle 
condizioni al contorno : 

O, per q ~ p f l  e o = O -  
S =  

Y, per p = q ;  r', per q r p r l  e G = Z ,  

nelle. yuali si traducoiio le (19) e (80) passando alla semicorona. 
Osserviaino che t, reale su 1, non lo è su 1' dove si ha ?- = T', con 7' in 

generale diverso da zero. Ci proponiamo di ridurre il calcolo della funzione t 
a quel10 di una fuiizione 

n (x , )  = P + i Q  

cbe sia reale tanto su 'A che su 1'. Questo scopo si raggiunge iritroducenda 
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la furizione 
7' 

tO (2,) = 4, + i T,, = - - 2" log - , 
7t Q 

con la determinazione t ,  = O per z, = q, e ponendo quindi 

Irifatti la t, è evidenteinente regolare in 6 contorno incluso, su1 yuale, 
tenuta presente la (83), si ha 

'=', per p = i ;  O, per z, .reale e a = O, 

- 7', per z ,  reale e a = 7 ~ .  
0, Per p=q;  

Da queste ultime e dalle (23') segue appunto 

Q = O, per 2, reale. (97) 

Quindi la n è reale per z, reale, coine appunto si voleva; essa inoltre 
è regolare nella seinicorona e su1 contorno ha tutte e sole le singolarità 
della t .  

Pel noto principio di SCHWARZ la n è continuabile per riflessione ana- 
litica nella semicorona siininetrica a quella considerata, rispetto all'asse reale; 
la sua parte reale (P) viene cosi ad assuinere valori eguali, il coeficiente 
dell'immaginario (Q) valori eguali e di segno opposto in punti siinmetrici 
all'asse reale. Questo fatto, tenuto conto che Q = O per ai, reale, ci permette 
di afferniare che la funzione n è anche uniforme ne1 campo doppiamente 
connesso, costituito dali'intera corolia circolare. Sul contorno della corona 
per le (83) e (26) la parte reale di n deve assumere i valori 

7' 1'' \ O- per p = l ;  P =  \ 

Le funzioni 4 e W' si conoscono su1 contorno della semicorona primitiva, 
ma per la simmetria di P rispetto all'asse reale abbiaino 

indicando con 0 l'argomento dei punti del contorno della corona e corive- 
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nendo di far variare 0 tra O e 4 z. Cosi i valori di P su1 contorno, dati 
dalla (27), sono coinpletamente determinati. 

Con l'introduzione della funzione n il probletiia è ridotto alla determi- 
nazione di una funzione regolare, finita, continua ed uniforme dei punti della 
corona, reale sull'asse reale, la cui parte reale assume su1 contorno i valori 
prefissati (28), le @ e Y soddisfacendo alle (99) ed essendo sommabili su1 
contorno stesso [g 51. 

§ 18. R~CHIAMO SUL PROBLEMA D l  DIRICHLET NELLA CORONA. 

Il VILLAT ( l a )  lia espresso in modo elegante la funzione che risolve il pro- 
blema di DIRICHLET nella corona circolare. Precisamente ecco corne ha  for- 
mulato la questione. Siano @'(O) e Y' (O)  i valori che la parte reale P' di una 
funzione n' (O,) = P'+ i  Q' assume rispettivamente sulla circonferenza esterna 
1 z, 1 = 1 ed interna 1 z 1 = q, le @' e V' essendo qualunque purchè sommabili. 
Si ponga allora 

W q = e , (o ed w' reali positivi), 

ed assumianio 2 o e 2 i w' corne periodi reale ed inîiiiagiiiario delle funzioni 
ellittiche di WEIERSTRASS. La funzione n' (x , ) ,  la cui parte ieale risolve il pro- 
blema di DIRICHLET proposto, viene espressa clal VILLAT ne1 seguente modo: 

(!: e r, essendo sitnboli delle note fuiizioni ellittiche). Questa fuuzione evi- 
dentemente è determinata a meno di una costante arbitraria puramente im- 
niaginaria. La (31) perb in generale non è uniforme; perché essa sia uni- 
forme è necessario e hasta che le @ ' ( O )  e Y' (4) soddistino alla relazione [VIL- 
LAT, 1. C. (22)] 

(19) LOC. cit. (7. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ca 1 d o n  a z zo  : Vene fluenti i ra  paretk interrotte. 05 

La funzione n' (dimostra il VILLAT) è continua nell'interno della corona; 
per quanto riguarda il contorno riferiamo quanto interessa il nostro problema. 
Sul contorno le @' e gr' siano discontinue al più in un nuinero tinito di punti, 
dove esse saltano bruscameilte da un valore finito ad un altro valore pure 
finito. Sia ad es. ek "no di questi punti su1 contorno esterno dove @' ( E  - 0) e 
~ ' ( c  +- O) sono i valori distinti che vi assume la @' quando si passa per questo 
punto, facenclo crescere la E. Ne1 punto considerato la singolarità della n' è 
cosi caratterizzata. Il suo coeffkiente di i, Q', diventa logaritmicainente 

T oo a seconda che @' (D + O) - iu' (c - O) 2 0. 

La sua parte reale P' tende al valore 

y essendo l'angolo, sotto il cjuale il cammino, lungo il quale si teride ad ek7 
taglia il contorno. 

Aggiungiaiiîo infine che la fi' è omogenea rispetto ad w  ed o', e cioè di- 
pende dai periodi solaii~ente per niezzo del loro rapporto. 

Per sfruttare quüiito abbiamo richiamato ne1 yaragrafo precedente, co- 
niincinino con I'eguagliare i secondi nîeinbri delle (88) e (3O), il che si ot- 
tiene poiiendo 

Questa ci determina w ed d a merio di un coefficiente di proporzionalità 
affatto inessenziale nella (31). Conveniamo di assumere 

e di espriinere senipre in seguito o ed o' in funzione di K e X'. È superflu0 
notare che cosi (u ed d sono reali e positivi corne si richiede, tali essendo 
K e K' (vedi le espressioni di K e KI, 5 6). 
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Poniatno ora ne1 secondo membro della (31) 

La. n' diviene in  ta1 modo la funzione 

n ( ~ . ) =  YJ)~R)~ -2 (f O -  f O 7C d e -  
!lK 1 

la quale soddisfa certamente alle condizioni (88) imposte alla P. 
Essa soddisfa pure alla ulteriore condizione (87), di essere reale cioè 

suli'asse reale. 
Basta osservare Che, supposto d'aver sviluppato la n in serie del LAURENT, 

m 

n (B.) = E (a, + i b,,) BO, (CG, ,  e b, reali), 
-00 

in un punto regolare del contorno, sulla circonferenza esterna per fissare le 
idee, si ha 

00 

(1 (2.) = (a, + i b,,) eine , 
-OÎ 

la cui parte reale è 
Ca 

P (9) = (a,, cos 12 9 - b, sen n 8). 
-Ca  > 

Per le (88) avuto riguardo alle (89) il secondo membro deve restare inal- 
terato scambiando 8 in B a  - O, il che b possibile solo quando b, = O. Si lia 
pertanto 

00 

O(-%) = Z a x ,  
-00 

che è manifestamente reale per zo reale. 
La funzione n, da noi cercata, oltre che soddisfare alle (97) e (28) deve 

essere uniforme nella corona. La condizione di uniformità è data dalla (32), 
la quale per la nostra n si scrive: 
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Dobbiamo scegliere quindi la costante 7' in modo che sia soddisfatta 
quest'ultima relazione; dovrà essere percih 

In  virtù dell'ipotesi fatta che le @ e iv siano iritegrabili su1 contorno, 
l'integrale del 8.' membro è determinato e finito. Dopo ci6 possiamo asserire 
che la n definita dalla (34), nella quale r' ha il valore dato dalla (35), è la 
fuiizione richiesta. 

Vogliamo teiler conto in (34) e (35) delle relazioni (89). .Per queste ab- 
biamo 

8 Ir' 
log Z,  + --- 0 - 4 

75 

D'altra parte si ha in gerlerale ('7 : 
r ( ~ - 4 K ) =  ! ( ~ - 2 w ) =  Cu-Bri, 

"" )((If = \ ~ ~ ( ~ ) [ ~ ( ? l o ~ r , -  BE + - I O ~ E , + - R  r - 4 7  à e ,  "7 1 
1 iu (4) <, 7 log 2, - -- 4 d 4 = (: : 21q z 1 

= p ( e ) [ ! , ~ ~ l o g ~ , - - ~  - 1 +<, tf -logz,+-e "7 7r - 8 %  1 ne. 

(l3 Cîr. HALPHEN, Tvaité cles fo?ictions elliptiques et de leut-s applicatiolls, t. 1 (Paris, 
Gauthier-Villars, î886), p. 135. Si noti che  H HAL PH EN scrive o' al posto di i of, corne abbiaino 
creduto opportun0 di f ~ r e  per le applicazioiii. In seguito doveiido citare ancora il tom0 1 di 
questo trattato, iiidichereiilo iiel testo smpliceiiieiite il iioine dell'autore e la pagina. 

Alznali d i  Matematica, Serie I I I ,  Somo XXV. 8 
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Abbjamo ancora [HALPHEN, p, 9011 

Sostituendo in (34) abbiamo 

D'altra parte per le (29) è 

per cui la (35) si scrive: 

Tenuto conto di questa, l'ultirna espressione trovata per la n si pub met- 
tere sotto la forma 

S 14. INTEGRALE GENERALE DEL MOTO. 

Dalla (25) abbiamo 
t ( 2 0 )  = 0 ( 2 0 )  - t ,  ( 2 0 ) .  

Poniaino per n (2,)  la sua espressione (37) e per t ,  (a) la (24) tenendo 
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conto della (9'2); otteniamo : 

2nK' 
t ( Z " )  = T' 7e (1 - --) 7C logz, + 

K [3("" -- ~ ( 0 )  < i r r l ~ g ~ . - y e  +Cs 71~g~.+-b  
x2 . Y )  (SK 5C ) ]do.  J 

Questa con la (36) deterinina completaiiiente la funzioiie t (2,). E poicliè 
per n~ezzo della t si possono esprimere tutti gli eleinenti del nioto, la fun- 
zione t costituisce l'inteyrale generale del moto di un  fluido in un caiiale a 
pareti interrotte. 

. 
Abbiamo già detto clle la 0 (a,) è oinogenea rispetto a o ed o'. 
Per le (33) essa è omogenea anche rispetto a K e K'. Sono pure omo- 

genee rispetto a K e K t  la (36) manifestainente e la (81) per la ('29); 10 è 
pure quindi anche la funzione t, (2,). 

Da ci6 segue che t ( x 0 )  è omogenea rispetto a K e K'. 
Ricordiamo che il campo del moto è rappresentato dalla semicorona Cl 

nella quale soltanto possiamo ridurci a considerare la t (2,) data dalla (38), 
in cui gli integrali definiti riguardano appunto la sola semicorona C. 

Conviene anzi, avvantaggiandosene la semplici tà della notazione, ritor- 
nare senz'altro al rettangolo R del piano 2, immagine conforme di C. A 
questo scopo dalla (81) ricaviamo, avuto riguarclo alla (22), 

i x logz - - ( K + i K 1 - 2 ) ;  
"-BK 

per la (81') alla variabile d'integrazione 8 possiamo sostituire la variabile 5 
mediante la 

75 per la quale ' d 0 = - -- 
2K 

d 6 ed al carninino d'integrazione da O a 7~ per 

la 8 si sostituisce il catnmino da K a - I< per la 6 .  A sostituzione eseeuita 
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la (38) diviene la segueilte funzione di 2: 

Corrisponde~lteinente, introducendovi la i, la (36) si scrive 

In hase alla relaziorle HALPHEN, p. 1% e 189 OYe tenga preseiite 

d log c, u . che C, zc = 
d u  1 - 

Sostituiamo nell'ultiiria espressione di t (Z), teliendo conto della rela- 
zione 

. ? ?  . 
% X u l  - n  O = % -  

2 

[HALPHEN; p. 1501; otteniaino cosi in defiiiitiva, per la (39), 

(14) Si noti che nella (39) e nella precedente scriviamo sempliceniente @ (5)  e y (5) in luogo 

di @ [& (1 -:)] e Y 1; (1 -il] ; 10 slesso del reslo abbiaino fatlo p r  le altre funrioni f 

e t passando da un piano complesso ad uii altro, immagine conforme del primo. 
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La (39) esprime il logaritino della velocità Vr su1 pelo libero A', in fun- 
K 

zione del rapporto -, e dei valori dell'angolo clie la tangente alle pareti 
K 

rigide fa con la velocità assintotica a valle. Abbianîo quindi 

Coine avevaino già pievisto, questa velocità diRerisce in generale da 
quella su1 pelo libero A, che abbiau~o assunto eguale all'unità. Solo quando 

1' l a K  [a (5) - qr ([)] d i è identicamente nul10 sono eguali le velocità sui 
. -K 

peli liberi X e 1'. 
Ne1 S 18 abbiaino detto coine si coiriporti la parte reale ed il coefficiente 

di i nella funzione Q' in yuei punti del cotltornb dove le @' e Y' diventano 
discontinue passaildo bruscaniente attraverso questi punti d a  un valore ad 
un altro entrarnbi finiti. Queste considerazioni si possono estendere anche 
alla n percliè, in virtù dell'ipotesi II, ( 5  l), i valori (88) che la sua. parte reale P 
assume su1 contoiilo presentano al più discontinuità del10 stesso tipo di quelle 
previste per la parte reale di a'. Queste considerazioni anzi valgono senz'altro 
per la funzione t ,  che lia coinutii con la n le singolarità al  contorilo. 

Siano quindi a e fi i valori per cui passa ad es. la in un punto an- 
goloso S del contorno r*'+ del campo del moto, quando si percorra questo 
ne1 verso positivo. In S il coefficiente T di i nella funzione t diventa loga- 
ritmicamente 

T oo a seconda che p - a > O. 

Ma p - a (fig. 3) è il suppleinento (in valore e segno) dell'angolo, con- 
tato tra O e 2 x, clle la prima tangente in S forma con la seconda ove si 
assuma' su  questa il verso opposto a quello del moto. (Prima, seconda tan- 
gente si riferisce all'ordine con cui le tangenti si succedono quando si per- 
corre il contorno ne1 seuso positivo.) In altre parole 
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è l'angolo della cuspide in S, rivolto al campo del moto stesso. Quest'angolo 
è convesso O concavo a seconda che - LX 20. Percib nt: segue che se in S 
l'angolo della cuspide è convesso si ha z =- so e quindi la velocità è nulla,  
se l'angolo é concavo si ha r = + so e quindi la velocità è inf ini ta ('7). 

Quanto alla parte reale 9 di t, essa assuinerà in S un deterininato va- 
lore coinpreso tra c: e e che dipende da1 camniino seguito per giungere a l  
pun to stesso. 

E opportuno rilevare che, esseiido finita e diversa da zero la velocità 
sui due peli liberi, riei loro estreini 0, Q;  O', Q' la funzione t deve essere 
regolare, perchè altrimenti cpesti puiiti do~rehbero coinportarsi conie punti 
angoIosi e la velocità annullarsi quindi O diventarvi infinita. Per conseguenza 
la  velocitb è contimua in valore e direaione nei punt i  d'attacco dei bletti liberi 
con le pareti rigide. 

Dalla (7) 

per la (14) si ricava 
t l x = e a d  f. 

Questa, poichè tanto t che f sono funzioni di Z e si sa inoltre che a 
x = O  corrisponde Z= K, stabilisce la corrispondenza tra i piani complessi 
Z e z. In particolare, su1 pelo A, dove V =  1, (t = 5) e d f = d p 

d z = e i 4 d p ,  SU A, 

e quindi 
d x = c o s S d p ,  

d y = sen 3 d cp.  1 
Queste equazioni definiscono coii~pletametite i l  pelo libero 1. Su 1' in- 

(16) Cfr. U. CISOTTI, Vene fluedi, Rend. Circ. mat. di Palermo, t. XXV (1908), pp. 145- 
179, § 14. 

G. COLONNETTI, Moto d i  U?L liquido in UN camle, Rend. Circ, mat. di Palermo, t. XXXII 
(1911), p. 85. 
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vece, dove V =  VA. , ( t  = J +- i 7'1, si ha 

ds=e4' .e"dd, 
e quindi : 

Dohbiamo osservare che inentre t è espresso, con la (M), niediante fun- 
zioni ellittiche coi semiperiodi o = 9 K, i O' = i KI, la f dipende da Z pel tra- 
mite di s n Z ,  i cui integrali completi corrispondenti sono K e K'. Corne si 
sa dalla teoria delle funzioiii ellitticlie, a tale s n Z corrispondono le funzioni 
d i  \VEIEHSTRASS coi seiiiiperiodi w ed i w '  tali che [HALPHEN, pp. 26, 331 

Ne1 nostro caso, posto eguale ad 1 l'inessenziale fattore di pi-opoizio- 
rialità, si ha beiisi K r =  uw', ma. si lia invece, per le (33), 

Non si potranno quindi senz'altro applicare le ordinarie formule che 
permettono di passare da s n  alle 5 e 5, e viceversa ( ' O ) .  

il6) Volendo si pub esprirnere s n (u / K ,  K') =sn [u  1; , W.) mediante funzioni ellittiche 

coi semiperiodi w ed m'. Ecco corne. 
Sia pu = p  (u 1 w, w 3  la funzione ellittica di WEIERSTRASS relativa alle radici e , ,  e , ,  e,; 

soddisfacenti oltre che alle solite relazioni alla ulteriore relazione 

e l - e , = 1  
(con ci6 assuiniamo c = 1). 

Poniamo 

e le radici relative e*, , e*,, eic, soddisfino pur esse alla relazione e*, - e*, = 1 .  Poniamo an- 
cora corrispondentemente 

w ' 
-n - W I  

W 
-2z - 

q = e  
w , q t = e  7 

per cui si ha 
q* = qZ.  
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Fissiamo su 1 il punto O conle origine degli arclii s coritati su  A posi- 
tivamente ne1 senso del moto; analogamente sia 0' l'origine tlegli archi a' 
contati su 1' positivalnente nello stesso senso (fig. 3). 

Poichè 
d a \ =  a s  , 

tenuto presente clie p su I e 1' cresce iiel senso del moto, dalle (421) e (43') 
ricaviamo : 

d s  = d p ,  su A ;  

d s' = e"' d cp , su A'. 

D ~ ~ ~ H A L P H E N ,  p. 431, tenuto coiito dell'ultinia relazione, si ha 

4 n  7r 
\ I p * ( u + i u 1 )  -e :=-  w d v 1 Ln - q5?4a sen9.n U = i ,  3, 5 ,..., 

e quiiidi [HALPHEN, p. 4321, 

032 -- 4 d p  u - el- dp* (u + $ a>') - eX,  = --_ 
d p u - e ,  d p u - e ,  ' 

,D'altra parte si ha [HALPHEN, pp. 46, 47 e 851 

\I en, - e*, 
p* (zt f i d) - en, = ~ ( e w ~ f i * , - e ~ )  S N  

Per la (a) abbiaino quiildi 

O 

Poniamo in questa u = K = ; abbiamo [HALPHEN, p. 54.1 2 

1 =  e, - es 1 - .  
\ I (e* ,  - e*J (e*, - e*,) ' 1 + \le, -- ep 

Divid~iiclo a inenîbro a ineinbro la precedente per questa otteninnio: 

che è la forinula richiesta. 
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d f = d ~ ;  
per la (18) quiildi abbiaino 

s n . 2 - s n Z ,  
d p =  dlog 

s n Z - s n Z ,  

Peï le cotivenzioni fatte poco sopra avrerno dunque 

1 - s n Z 2  s n Z - s n Z ,  
s = log Z=I<+iY,  1 - s n Z , .  s n Z - s n -  

poicliP in O è Z  = l< e quiiidi s 12 Z= 1 ,  indicaiido % = T< + i 1' il geiierico 
valore di  Z ne1 punto di h dore I'arco assunie il vnlore S .  In modo aiialogo, 
yoicliè in O' è Z  - - R e quindi s  îz Z =  - 3 ,  otteniaiiio su 1.' 

Iii particwlnre se si poiie nella. ($6) Z = I<+ i K' e iiell;~ ($6') %= - I<+ i K'  
otteiiixiiio le luiigliezze dei peli liberi: 

1 - s n Z ,  1 - k s n Z ,  
A = log luiigliear/,adiA; 

1 - s n Z ,  1 - k s 1 ~ Z ~  

1 + s n Z ,  l + k s n . % ,  
(47) 

1' = e-7' locr luiigliezza di A'. 
1 + s w Z ,  I + k s n Z ,  I 

Iiidichiaino con p e i raggi di ciirvatura assoluta rispettirameiite di A 

e A'. Ricortlatido d i e  4 é l'angolo che la ta:igente ili un puiito ad  Lliiii liiiea 
di flusso f a  con l'asse O x  abbianio 

ossia, se si calcolano d s  e ds' ne1 senso del moto e yuindi positi\-aiiieiite, 
per yunnto abbiamo visto sopra abbiaino 

dove per dlq possinmo scrivere, poicliè su 1. k Z = K + i  Y, su 1' è 
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66  ai d O nnzzo : Vene fluenti tra pnreti interrotte. 

Poichè su h si lia 

1 1 
1 ~ s n ( I C + i 1 7 ) ~ -  e su l ' s i  ha  pure - - ~ s ~ z ( - K + i Y ) ~ - l ,  

k k - 

i secondi meriibri delle (48) sono certaniente reali. 

Conîe avviene iiei problemi aiialoglii a quel10 da iroi trattato, l'iiitegrale 
generale (40) per 10 più non si sa  valutare per date pareti prefiksate, perche 
effettivamente le furizioni (i, (i) e Y (5) per essere note in futmione di 5 esi- 
gono sia nota la corrispondenza tra il campo del moto e quel10 del rettan- 
golo. Vi è dunque uiia relazione funzioriale a soddisfare clie presenta in ge- 
nerale un ostacolo insorinotitabile. Non 6 difficile superare questa difficolth 
ne1 caso in cui le pareti p, v, p e v' sono poliponali. Vedreino appunto ne1 
paragrafo seguente yuale diventa l'espressioiie dell'iiitegrale geiierale per il 
caso di pareti poligonali e iiei paragrafi successiri trattereuio il caso più 
speciale di pareti senipliceniente rettilinee. 

Prima. di passare alle applicaziotii accentiate notiarno die  la f' data 
clalla (18) dipende, oltre clle dalla variabile 2, dai parametri Z,, e da1 

K 
rapport0 , - Effettivaniente nella (38) entra la funzione seno aniplitudine, 

K 
la  quale dipende, oltre clle dalla variabile Z, da1 modulo k. Le tavole delle 
funzioni ellitticlie permettoiio di valutare ciascuna delle gratidezze k, li; K', 
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1i - quaiido sia nota una di esse. Per. questo possiamo considerare come 
K'  

K .- 
parainetro nella f il r appor t~  , in luogo di k e preferiamo tale r a p p o r t ~  

K 
in qua.rito d i e  la funzione t dipende, per quanto si è detto, da K e K' per 
inezzo del loro rapporto. 

PARTE SECONDA. 

Applicazioni. 

fj 19. PARESI POLlGONALl. INTEGRALE GENEHALE. 

Dividiamo il lato reale di R in un nuinero finito di parti coi punti di 
ascissa X eguale a (fig. 10) 

a', , af2 , . . . , a'v,, ne1 tralto (- K, 2,) (parete p.') ; 

a , a ,  . . . , a , ,  ne1 tratto (2, , K), (parete p)  , 

e suppotliamo che la funzione Y assuma sugli intervalli cosi deterlninati su 
yuesto lato: 

(- If, a',)? (a'] , a'$) . . . , a',.,), (a',., , XI) ; 

(XI , a,.), (a+. , a?-l). . (a2 7 ad, (a1 , KI 

rispettivainente i valori costanti 

Analogamente segniamo su1 lato Y = li' di R (fig. 10) i punti di 
ascissa X eguale a 

b', , btg . . . , b' .~ ,  ne1 tratto (,- K+ i K t ,  Z,), (parete v') ; 

% y  b e ? . .  . ,  b , ,  ne1 tratto (Z2  , K + i K '), (parete v j  , 
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e la funzioiie O negli iiitervalli cosi determinati su questo lato: 

assuina rispettivatnente i valori costatiti 

Si riconosce facilmente che il rettaiigolo R rappresenta, in tali ipotesi, 
un campo del moto le cui pareti rigide sono poligonali. Consicleriaino iiifatti 
uno dei generici interralli in cui è stato diviso uno dei lati rappresentaiiti 
queste pareti; ad es. I'intervallo 

( a , ) ,  1 f h d r .  

Agli estrenii a,,, a,-, çorrispondono sulla parete rigida p due determi- 
nati punti O, O,-, ed il segmento di parete p. da essi compreso ha per iin- 
magine in R I'intervallo considerato. Su  questo iotervallo abbiamo per ipotesi 
= a,. Ricordiamo clle la v dà il valore dell'angolo clie la tangente in uii 

purito delle pareti rigide p. e ,u.' fa con l'asse delle a, contato positivaiiiente 
ne1 senso x -t y, iiegativame'nte ne1 seiiso opposto, tra - n e n. Ne segue 
che su1 seginento O,, O,,-, di p tale angolo è costante ed il seginento O,, O,-, 
è quiiidi rettilineo. Anülogainet-ite si dica per gli altri intervalli. 

Siano 

01 , O , . . . . ,  O,; 

011, O' 2 , . . . ,  O',: 

i vertici delle poligoiiuli, rispettivaineiite ,o. e p', corrispoi~cleoti ai pu~it i  

del lato reale di B (îig. 10). Siano ancora 

i vertiçi, r i~~et t ivainel i te  di v e Y', corrispoiideiiti a i  puiiti del lato 17= K' di R 
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aventi le ascisse 
617 7 . 7  6,; 

brl > bl* ) . . . ) b'/ .  

Ricordiaiiio che l~ pareti al17infitiito a ~iionte ed a valle sono parallele 
e che I'~LSSC delle x è parallelo alle pareti all'infinito a valle ; ci6 importa ne- 
cessariaiilente 

tl'/+l = %+1 7 BS+i = = 0. (49) 

Fig. 10. 

Consideriamo ora l'ailgolo che un lato delle pareti forma col suo prece- 
dente, rispetto al seriso del moto, il verso positivo dei lati coincidendo con 
quel10 delle taligenti. Coutiaino questo angolo positiva~iiente O negativariieiite 
a seconda clie il secondo lato considerato succede al primo ne1 senso x -+ y 
o ilel senso opposto, tra - TC e + 7i. In base a queste convenzioni l'angolo y ,  
che un generico lato O,,, O, di 11. fa col Into 0, O,-, è dato da 

il suo vertice essendo ilel punto O , .  Analogamente le pareti che si incon- 
traiio ne1 punto 0'; di  p' formaiio l'aiigolo 
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Passando alle pareti v e v', sulle quali gli indici attribuiti alle lettere dei 
vertici crescono ne1 senso del nioto, inentre l'opposto accade su p. e p', ab- 
biaino che gli angoli dei lati di v e v', che si incontrano rispettivamente nei 
vertici Q, e Q',, sono 

Per le (49) si ha in particolare 

8,=p,, 6'p=FII,. ( 5 0 )  

Cid preiuesso, espriiuiamo per il caso speciale cousiderato l'inteprale ge- 
nerale (48): 

In questa per la (39) e pei. le ipotesi fütte abhiatiio innaiizi tutto 

+fi',,(b',,- b',,-,) + P. (b,,-, - b,) + . . . + B i  ( K -  b l )  - 

-a ' ,  (a', + K )  - a', (a', -a',) - .  - - 

- a',., (alr, - a',,-,) - a, (a,.-i - CC,.) - - . - a ,  (K  - a,) 9 

la yuale per le (ÛO), (50'), (50") e (50") si pub scrivere anche 
1 

in cui, e 10 diciaino una volta per sempre, 

1 ,  9 . .  h'= 1 ,  2 . .  .r ';  

k = i ,  2 . . . s ,  k 1 = 1 ,  9... s'. 

Il primo integrale che compare ne1 secondo melnbro di t (2) (e che indi- 
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cheremo con 1'), tenuto conto del comportameiito delle e v sui lati di R 
e che in generale si ha 

Z3ud u = d log G,  u7 
si pub scrivere 

Per il 8 .O integrale del 2.' iiieiiibro di t (Z), e che indicherenio con 1", si 
perviene alla seguente espressione: 

I G (ah  - Z) I" = ' B a (IC - Z) + i s a', + r y, log - 
I I o ( S  K-a , -  2) 

Dopo ci0 l'integrnle ge~erale, iiel caso di pareti rigide poligoiiali, si scrive: 

(r - 9 ri I i ' )  + 9 ri (fi', - a',) 

i I  = 
- 2) - f h ,  log 

Q (a',, - 2) 
- -ZIyh10gG(2X-  z a,-Z) G (2 K - a'7,, - Z)  + a (59) 

6, (b,  - 2) - 8,. log 6 3  (b'k, - 2)- ( 
+ l 0  (2 1 -  a, - 2) 0, (2 K-  b',, - 2) \ 

nella quale r' è data dalla (51). 
Poichè le fiinzioni I; del 2.' iiiembro di (52) sono seiiipre tiiiite in R e 

si annullano solo dore il loro argomeiito è iiullo   HAL PH^, p. 1701 e poicliC 
ancora le o, sono pure finite in R annullaiiclosi solo clove l'argoniento è 
- i w'= - i K' [ H A L P H E N ,  p. 15'71, appare cliiako dalla (S2), tenuto presente 
il significato delle y e delle 4 che il coinportaniento della t (2) nei punti 
angolosi è quel10 già previsto ne1 5 16. 

Quanto ai logaritini clie coiiipaioiio tiella (3), si cleroiio scegliere le de- 
terininnzioiii per cui si ha 

6 (ah - 2) G (a',, - 2) 
= log -- - i z  per Z = K ,  

log a (9  K- a, -- 2) o ( 9  I< -- aJn, - 2) 

6 8  (bk - 2) G3 (b',. - 2) 
= log = O  per Z =  K, 

log G~ (8 K - bk - 2) G,  ( B K -  b',,-2) 

corne è facile constatare tenendo conto delle condizioni ai limiti per la t (2). 
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Suppoiiiaino clîe le pareti rigide sia a morite clie a valle siano rettilinee 
e parallele, e sia a l'angolo clle le prime formario colle seconde (fig. 11). 

Siano n, ed n, le loro rli- 
stanze e yuindi, poicliè n è la 
portata della verin. in iîîoto, 

X X v -  1 - v,=- (53) 
f i 1  n2 

sono le velocità assiiitoticlie 
a monte et1 a valle. L'angolo a,  
per le corirenzioiîi fatte, P 
coinpreso tra - z e n. Ma 
evicleiitemente possiamo limi- 
tarci a coiisiderare a coin- 
preso tra O e a solamente. In- 

Ipig. 1 1 .  
fatLi se fosse - n 5 a < O, 

hs te rebbe  il rihaltainento del piano del iiioto e Io scanibio quiildi della sporida 
tlestra del canale con la sponda siiîistra per arere 0 < r / .  5 x. D70ra in avan ti 
yuindi avremo 

O g a f r ,  

senza togliere iiierite con ci6 alla generalità della questione. 
È superflu0 ricordare che l'asse O a, parallelo alla relocità a11'm ;I die, 

risulta ne1 nostro caso parallelo alle pareti a ralle stesse. 
Ne1 nostro cas0 è, evidentemente, 

e sono nulle le riiiiatieiiti a ed a', a ed a' iioiicliè tutte le /3 e pJ, per cui 
sono pure nulli tutti gli angoli y, y', 8 e 8' eccettunti 

y,, = f l . ,  = a.  

Tenuto conto di cib la (51) tliviene 
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la (52) poi, anche per la (54), ci dà I'integrale yenerale del moto sotto la 
fornia 

tl 
t ( Z )  = a - i - ,  (K-2). 

K (55) 

Sciridendo il reale dall'iinrnaginario si ottiene 

a 
= - (R- X ) .  R 

Possianio constatare facilmente clie la t (2 )  socldisfa d i  fatto al problema. 
Teuiaino presente conie è rappsesentato il contorno del campo del moto su 
qiiello d i  R (fia. 8). Sulle pareti rigide p.' e y. abbiaiiio Y = I<' t. cjuiiitii per 
la pririia di (55') vi è $ = O ;  su v e v '  abbinmo P=O e corrispoirtleiite- 
mente 2 = x, coiiie effettivainente è sichiesto. Aiiche T sotldisfa nlle rotidi- 
zioni imposte, le (90) ;  infatti sii X dove X =  K risuita T = O e su h' (love 

X'=-K si lia r=-- " egiiale eiok s r' pes l i i  (54) .  
K t  

Dalle (53') si detllucoiio le seguer-iti espressioiii per le coiiipoiienti tlellri 
veloci t A  : 

1 valori di X ed Y sono iiniti e coiitiiiui in tutto R. Quiiidi l a  velocith 
è dowunque finita con t inua  in v d o r e  e direaione e sempre diversa da zero. 

Il valore della velocità è 

- @-XI 
V = e  9 
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in particolare su 1' abbiatno 

come del resto segue senz'altro dalla (50). 
corrie si vede dalla (56') il valore della velocità dipende da X, ma riori 

da Y. Poicliè i n  R lit X varia tra il ininirno - K ed il rnassimo K, a~iche  V 
2 K a  -- 

varia corr.isyoritletite~iierite tra il niinilno t! " = Vn.. per X = - K, ed il . 

inassiino V = 1 per S = K. D'altra parte si ha X = - K su X', X' = K su X 
soltanto. Ne çoticludiaiuo: SN 1 la uelocith asszcmt! il ualore massinzo, su 1' 
essa assume i l  ualore tnirzimo. 

All'intinito a inonte ed a valle, cui corrisponde rispettivamente 

Una volta, prefissato il cariale, e qiiiritli date le velocità assintoticlie, que- 
st'ultiine relazioni ci individinno XI ed X, ; ci individuano cjuindi i punti 
di R che corrisponduno ai punti ali'm del canale. Otteniarno 

K ' X, =lZ+- log V I ,  
a 

Poichè cle~e essere necessariaiiielite 

X, fK, X2 6 I < ,  

ne cleduciaiiio le relazioni 

-- 'LK 5 log V ,  6 0 ,  
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e, püssando dai logaritmi ai nunieri, per la (57) 

Cioè le velocità assintotiche devooo essere coinprese tra 1 e VA,, quel10 
che del resto segue senz'altro pel fatto clle 1 e VI, sono il iiiüssiiiio ed il 
ininilno di V. Se introduciatiio le largliezze 0, ed n,, per le (;>3), ricaviarno 
le disuguaglianze 

Quindi, supposto di prefissare le a1)erture della vena a mon te ed a valle, 
queste non devono essere inferiori a ?F; ULM volta prefissate queste, V,v non 

X SC 
pub superare il più piccolo dei rapporti - - . 

O ,  rz, 
Con le (38) due delle tre costanti indeterminate del problema restano 

IZ 
definite; riinane la terza e cioè il rapport0 - .  Quindi si pub soddisfare an- 

K' 
cora ad una condizione, purcliè compatibile col problenia. 

Ad es. si potrà pretissare sulle püreti uno dei yuattro punti 0, Q, O', Q'; 
oppure si pu6 dare la velocità VI,, purcliè non maggiore di V, e V 2 .  

III questo caso ci6 è Io stesso che dare 7'. Si ha allora dalla (50) 

Nelle relazioni precedenti i segiii = possoiio coinparire quando sia 
1 X ,  1 = K O 1 X ,  1 =K. In tali casi una delle pareti rigide alineno (Vedi 
fig. 8) viene a scoinparire. Noi dobbiarno escludere tali casi, avendo am- 
inesso che le interruzioni delle pareti siano finite. ' 

Si osservi che per a = O s i  avrebbe V =  1 e 4 = O in tutti i puriti della 
vena. Per i'ultimo gruppo di relazioni si dovrebbe avere allora. n, = 0, = S C ;  

e poichè tutte le linee di flusso sono rette anche le pareti p. e v, e cosi p.' 
e v', dovranno giacere sopra una stessa retta. 

È evidente che tale caso non preseiita alcuii interesse. Lo escluclerern~ 
senz'altro; basterà in definitiva limitarci a 
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Dalla i.'L delle (55') 
bC 

5 = a -  -,Y, 
R (59) 

risiilta che S (una volta fissato il caiiale) dipende dalla sola Ir, riferendoci 
al rettarigolo B. Quivi la Y varia da O a K'; coirispondenteiiiente 5 varia 
tra o: e O. 111 particolare sui peli lil~eri A e 1'. peicorsi ne1 seiiso del iiioto, 
la Y cresce da O a 1cf e yuindi 4 decresce da a a O. 

Quiridi i peli Ziberi uon hamo flessi. Ed anche iie segue che il puiito Q 
(ed a lnaggior ragione il 1)unto &') deve essere al di sopra dell'asse O x. 

In altre parole, per la possibilità del problenîa t: necessario che il trntto 
di c a d e ,  a valle delle interruzioiii delle pareti, sia sopra all'asse O x. Inoltre 
i peli liheri 'A e 1' rivolgeraniio seiiipre rispettivainente la eonvessità e la 
coricavità al caiiipu del moto. In seguito diremo talvolta pelo interno il pelo 
libero 7 ed esterno il pelo libero A'. Tale locuzione, d ie  ha un senso cjualora 
si consideri la posizione dei peli liberi rispetto alla porzione di piano z clie 
si trova a destra di uiia qualuiasi liriea di tlusso interna della vena, riesce 
del resto espressiva (Fig. i l ) .  

Dalle (59) abhiaiiio 

quii~di, procedendo iiel senso del iiioto, lurigo i peli liberi abbiamo 

Pei qursta e per le (M), i raggi di curvatura assoluta di 1, e A', 

? = d p  SUA;  i = e - ~ r p -  ('y 3 sii A' 
Inal Idal 

si scrivoiio 

K ' ( s u ~ , - s r z . ~ , )  J s i a v ~ + i  Y)-1  J I - ~ ' s w ' ( K + ~ Y )  \ p =  - 9 

CC 
sr t (K+i  Y ) - s n Z ,  s n  ( K t  i Y ) - s n Z ,  

R'(s.nZ,-srzZ,) J s n " - ~ + i l ~ ) - I  4 1 - k 2 s n z ( - - l i + i ~ )  
(60) 

e-7' - ___ 

' ( ~ n ( - I Z + ~  Y ) - s n ~ , )  (SN(-1r . f  i ~ )  - s n ~ ,  
1 
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Poichè sui peli liberi s n Z è seliipre diverso da s n 2, e s n 2, , ne con- 
cludiamo che i raggi di c~ rva tu ra  sono doruilque finiti; in particolare essi 
si aiiiiullano negli estremi di 1 e 1': O, Q ;  O', &' dove s n Z  assuine i valori 

1 1 
1, -; - 1 - .  E poichè, tendeiido a questi punti lungo i peli stessi, 3 

k . k 
prende in essi un valore deteriiiiiiato e fiiiito, possiaino asserire che A e 7.' 

si coinportano iiegli estrelni coine raiiii di curve aventi in questi puriti una 
cuspide. NO'II diuientichialiio perd clie in tali punti yueste curve si raccor- 
daiio perfettainerite con le pareti rigide contigue. 

Riprendendo le (46) e (46') abbianio, con le eoiivenzioni fatte a l  5 17, gli 
aichi s ed s' sui due peli liheri 

I t s n Z ,  Y % ( - K + i  Y ) - s n Z ,  
s' = e-*' log 

I + s n Z ,  s n ( - - K + i Y ) - s r t -  

Elimiiiando la Y tra ogiiuria di queste e la corrispondente delle (GO) si 
otteiigono le ecjuaziolii intriilseclie dei due peli liberi. 

Uii .altro tipo di eyuazioni, forinalinente più seinplice, si ottiene dalle (61) 
espriil,endo in yueste la Y in funzione di 4 per mezzo della (59). Da cjuesta 
abbiaino 

per la quale 

Die segue [HALPHEN, p. 46 e 471 

è la funzione ellittica delta nm]~litudine dell'argoinento 

K'  
-4, relativa al modulo k', coiiiplementare di k ;  k t =  \ / I  - k? Le (Cil) per- 
a 
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tanto si possono scrivere 

le quali da sole hastaiio ad individuare i due peli liberi. 
Si possono dare anche le cooidinate cartesiane dei peli liberi i t i  fun- 

zione dell'ançolo 4. Dalle (44) si ricava per le coordinate dei punti di A 

dove I'integrale si intende esteso su h a partire da O al geiierico punto x, y. 
Per le (48), (59) e (60) queste equaziooi si scrivoiio 

ove si tenga presente [HALPHEN, p. 51 clle SU h e cioè per O 6 9 . 6  cc 

k k'"' 
X 

c n ( t f 3 ,  k f I s n ( $  5 ,  k p ) e o s 5 d 9  
3~ = -- (s n Z ,  - s n 2,) 

(Zr: 5, kn) - k s z , ) ( ~  n (5 5, kt )  - k s n 5 1 ' 
k kI2 K ' 

id l&y (F 5, 'y) - k2 = kt c f i  (I:' 5 ,  k') , 

(64  

Le analoghe eyuazioni di A' discendono dalle (44.') ; per le (48), (591, (60), 
tenuto prescrite che le ultime relazioni tra le funzioni ellittiche dm,  c n ed 

1: o n (5 3,  k') s n (5 4, kt )  s e n 3  d 3 
y =  - (s n  2, - s n 2 , )  

u 
( d  w (E' 4, k') - k  .s n 2,) ( d  n (t' 3, kt)  - k s n Z 2 )  ' , 
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- - 

s n  valgono identicamente anche su If, si ot,tieiie 

k k'"- 
$1 - e - ~ f  P - ( s n Z ,  - s n Z , )  

cf. 

Supponiaino che il canale abbia la stessa larghezza n sia a inorite che 
a valle, supponiaino cioè 

R, = 0, = n. 

Sarauno percib eguali tra loro le velocità assintotiche. Dicianio c il loro 

aliimettiamo cioè che i punti del contoriio del rettangolo R, corrispondenti 
ai punti al170c, della veiia, s imo  sull'asse iniiiiagiilario. Veclremo in seguito 
d ie  cosa iiiîpoi.ti cpesta ipotesi per l'effettivo campo del ilioto. 

Dalle (M), clle yer le posizioni fatte vengono a coincidere con la 

Ii' I'+ l o g  c = 0, 
a 

ricaviaaio il rapport0 dei periodi 

I' 1 ---- 
K' - log c. 

J. 

Le (6G) e (65) determiiiaiio tutti i parairietri del probleina. Iiitroduceiîdo 
iiella (Ci>) la largllezza del canale inediailte la relazione 
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possiatno scrivere 

Si osservi che per qualito è stato detto ne1 pciragrafo precedeiite si deve 
avere 

77 
%<a< C2 

Per la (Gu)  dalla (54) segue 

donde, poiché 7' è il logaritiiio del valore della. velocitii su1 pelo esterno, 

ZCL veEocith su1 pelo liber0 estertzo è epale cc1 padrafo della relocitù all'i~zfinito. 
Quest'ultirna relazioile equivale alla pi.oporzioiie 

cioè, poicliè 1 è il valore della velocità su1 pelo interno: la velociti? all'inji- 
nito è nzedicc pî.oporaionnZe trn le 'velocitic mi peEi liberi, e ci6 vale riiitural- 
mente qualuiiqiie sia il sistemu cii uriità di n~isiiix pi-esrelto. 

Ne1 cttso i i i  cui si possorio trasruiaie lta foixe di massa (nt1 es. in  uii 
caiiale ili  cui il iiiolo avriene seiisihilriieilte i n  piiiiii orizzoiîtali) tlallit (4), 
pei. le coiiveiîzioui t'c~tie ilel 3, al~liiariio 

1 
l ) =  - V" t s t .  2 

Diciaino pi e pi, Le due pressioiii sui peli 1il~ei-i 'h e 'h', le qu ;I 1' I sono nia- 
ilifestainente costaiiti. Si cletluce fi~ciliiiente I'eccesso di pi.essiorie su1 pelo 
es terno rispetto a quella esercitntn su1 y elo i iiteriio : 

od anche, per la ( 6 9  

('3 La stessa relazioiie vale del resto anchr quando iiitt.rvriig:.oiio forze estertir, purcliè, 
colne si sa, derivatiti da uii poteriziale, qiialora i due  puii t i  i i i  cui si coiisitleraiio pl  e p z  ap- 
parteagano ;id uiia stessa liiiea equipoteiiziale. 
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Per le (64) abbiamo 

snZ ,=snO=O; s n Z 2 = s n i K 1 = a o .  

Per queste dalle (60) otteniarno i raggi di curvatura 

Per gli archi abhiaino invece dalle (61) 

s= 103s n (R+i Y), su 1, 

- s 11 (- I<+ i Y )  , su A', 1 

Eliniiniaino s n (Kt i Y )  tra p ed s, s n ( - K t  i Y )  tra p' ed s'. Abbianio 
in ta1 modo le equazioni intrinseche dei peli 1ibei.i 

Abbiamo pure le equazioni dei peli liberi in funzione dell'arco e dell'an- 
go10 9 dalle (61'): 

s = log 
%: 

0 ~ 4 5 ~ ;  (68') 
K ' 

d n 3, ,Y) 
8 1 s =- log 

c2 k 

Altnali di -Matematka, Serie I I I ,  Toino XXV 
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Ponendo in  queste 3 = O si ottengono le lunghezze dei peli liberi 

Percib se nelle (67') si assumono s ed s' come variabili indipendenti si 
deve porre 

1 1 
O r s ' ~  , log- 

c k 

tra i quali liiniti p e p' sono manifestamente reali. 
Le equazioni intrinseche (67') hanno una forma abbastanza seiiiplice. Non 

iiii consta perb che siano state studiate curi-e di questo tipo. Possiamo di- 
inostrare perb facilmente alcune proprietà fondamentali. Ricordiaino che 
queste curve non haririo flessi e negli estremi si comportano coine rami di 
curve in una cuspide. Ci6 è stato dimostrato pel caso di pareti rettilinee 
qualsivogliano e risulta del resto manifestamente dalle (67'). 

Siano P e P' due generici punti di h e 1' (Fig. 12), corrispondenti ad 
uno .stesso valore di Y, le cui immagini quindi ne1 rettangolo R giacciono 
su una parallela all'asse reale. In P' si ha 

s n Z = s n ( - K + i  Y ) = - s n ( K + i  Y ) ;  

percib s n Z assume in P' valore eguale ma di segno opposto a quel10 .as- 
sunto in P. 

Confrontando tra loro le (67) e cos1 le (68), riferendoci per p ed s al 
punto P, per p' ed s' al punto P', ne deduciamo 

Ora poichè c2 è la velocità su 1' e quindi in P', 1 è la velocità su h e 
quindi in P, ne segue che tanto i raggi d i  curvatwa quanto gli crrchi nei 
punti P d i  X e P' d i  A' corrispondenti ad uno stesso ualore d i  Y stanno nel 
rapporto inverso alle corrispondenti udocità.. 

Le due curve A e 1' pertanto sono simili e c" il rapporto d i  similitudine. 
Per la (59) in P e P' inoltre 4 assume Io stesso valore; percib le tan- 
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genti in P e P' ai due peli liberi sono parallele. 1 punti P e P' quindi do- 
vranno essere qllineati a due a due con uno stesso punto G del piano del 
moto, ci06 le due curve sono omotetiche rispetto al punto G (centro di orno- 
tetia) ( 1 8 ) .  

Fig. 18. 

Sia ora P, il punto di 1 in cui l'angolo della tangente a 1 con l'asse 
delle x è 

4, = or - 4, 

4 essendo l'angolo della tangente in P. In Pi s n Z  assume il valore, per 
la (68), 

1 

[HALPHEN, p. 45 e 461, mentre in P si ha 

1 
È chiaro quindi che si passa da P a P, scainbiando s  n Z con --- . k s n Z  

(le) Alla stessa conclusione si pu6 giungere confrontando le affisse z e z' dei due punti P 
e P', che si possono ricavare dalla relazione d z  =ect d f. 
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Ma per tale scarnhio il secondo menibra della prima di (67) resta inrariato, 
percib i raggi di curvatura in P e P' sono eguali. Con Io stesso scainbio si 
ottiene dalla prima delle (68) il valore s, dell'arco in P, : 

da cui, esseiido s = log s t h  Z l'arco in P, per la prima delle (69) 

Cib significa che contando su h a partire da1 punto Q, ne1 senso inverso 
a quel10 del moto quindi, un arco eguale ad s si giunge ilel punto P, avente 
la stessa curvatura clie in P e la tangente in P, fa con la parete v lo stesso 

angolo che la tangente in P fa con 

a 
si ha 5, = - , per cui i due putiti 

9 
stesso punto M. Da tutto ci6 segue 

alla. curva stessa passante per X in 

u 
la parete p. In particolare per 4 = - 

2 

P e Pl vengono a coinc.idere con uno 

che la curva h è sirnmetrica alla normale 
u 

cui 9 = -. LO stesso vale per la curva 
2 

A' che avrà in virlù dell'oriiotetia 10 stesso asse di simmetria, il quale dovrà 
ancora passare per il centro d'otnotetia G. L'asse di sinmietria  neces- es- 
sariainente è anche la bisettrice dell'angolo sui cui lati giacciolio le pareti 
p. e v e passa pel suo vertice; 10 stesso si dica per l'angolo sui cui lati giac- 
ciono le pareti p* e v'. 

È facile ora determinare la distanza di G dalle pareti rigide, ad es. da p. 
Condotta da G la perpendicolai-e EE'  (fig. 19) alle paieti p e v, si ha 

G E  G O  - - -. 
G E '  - G O' 

Ma il secondo rapporta, per la siiriilitudine di X e l*, è eguale a c 2 ;  quiridi 

7F 
dalla yuale, poichè G E' - G E = E E' = n = - , si ricava tacilmente la di- 

C 

stanza richiesta di G da p : 
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- 

od anche, esprimendo c in funzione di n, 

Pretissate le pareti si determina subito l'asse di siminetria come la retta 
che passa pei punti t-l'incoiitro delle rette su cui si trovano p. e v il primo, 
p.' e v' il secondo. Se a è diverso da ~i la (70) permette di segnare senz'altro 
il punto G su yuest7asse; nia se a = x l'asse è la retta parallela a p. e v e 

z c 
da esse equidistante di -- ma non potretno più individuare senza ri- 1 - c 2  
correre ad altri elenienti il punto G su di essa. Escludianîo per ora il caso 
a = n, che tratterenio da ultinio. 

Dalle (67') si deduce facilniente che i raggi di cui-vatura di X e 1' a par- 
tire dagli estreiiii, clie sono punti cuspidali, crescono da  O fino ad un.mas- 
simo ne1 punto che appartiene all'asse di simmetria, il valore massimo essendo 

Vedialno un po'pih da vicirio il coinportainento delle curve nei loro 
estrerrii. 

Dalla prima delle (67') q ~ a d r a i i d o ~  dopo facili operazioni si ottiene 

Corisideriamo la curva X in un intorno del punto O di primo ordine ri. 
spetto agli arclii 5. L'ultinla relaziorie allora, a ineno di infinitesimi d'ordine 
superiore al primo rispetto ad s, si scrive 

In tale intorno di O pertanto (lg) la curva h si comporta come la svi- 
K'a 

luppaiite del cercliio, di raggio (1 - A'), in un intorno di 1.' ordine della 

sua cuspide. 

(19) Cfr. CESARO, Geowetricc intriasecw (Napoli, 1896)' p, 10. 
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Per la simmetria, lo stesso vale per il punto Q ;  e per la similitudine 
di X e l', quest'ultima curva si cotnporterà nei suoi estreini O e Q' corne la 

1 Kf2 
sviluppante del cerchio di raggio , -, (1 - k e )  in prossimità della sua cu- 

C Y. 

spide. 
Per la effettiva costruzione di yueste curve è più coinodo riferirci anzichè 

alle lora equazioni iritrinseclie, alle loro equaziooi parametriche (63) e (63'). 
È evidente che in virtù della ornotetia di A e hf basterà considerare una 

sola di queste linee, per fissare le idee, 1.. Le sue equazioni (63), poichè ora 
è s f i  Z1 = 0, Sn 2, = cio, si scrivono 

Gli integrali dei secondi mernbri non si sanno conseguire in termini 
finiti. 

Svilupperemo percio opportunamente in serie la funzione integranda. 
Introducianio per un moineiito la funzione ellittica di WEIEHSTRASS p 

coi serniperiodi 
W, = K', i w r l  =iK, 

corrispondente quindi alle radici 

che soddisfano alle relazioni 

el  - e, = 1 ; e, - e 8 - - 1 - k2 = kb2. 

Potremo scrivere allora [HALPHEN, p. 451 

k*" (79) 
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dove i radicali, che vanno presi col segno t, sono sempre reali perchè 
su 1 è 

11 secondo membro è la somma della serie trigonometrica, uniforme- 
mente convergente su X [HALPHEN, p. 4341 : 

ove abbiamo posto 
-% -n .- K 

q,  = e "1 - - e K' 

2K - ~7 " 
Abbia ino già trovato VA, = e - - ce, quindi è 

Dopo ci6 le (71) si scrivono 

Posto per brevità 

1 " 7F 
I f .  (4) = - \ sen - n 3 cos 9 d 4, 

a - 8  a 

quest'ultime si possono porre sotto la forma 
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nelle yuali, conle si ricava dopo facili oalcoli, si lia 

Per queste e poichè q' < 1, le serie clie coiiipaiono nelle (74) risultano 
manifestan~ente convergenti. 

Poniamo ad es. nelle (74.) 4 = 0; si ottengoiio cosi le coor~liiiate x (Q), 
y (Q) del punto Q. Poictiè si ha per le (75) 

'n I". (0) = sen a. n 
7CL - 

avremo 

(Q) = 4. 7CP (1 + COS a) AL . - n 
1 - qSW xa n2 - az ' 

Q: n y ( Q )  =4ze  sen a x  --- 
1 - ~y r2 n2 - a' 

Da queste si deduce clie 

a 
vale a dire che il segmerito O Q (Fig. 12) fa cou l'asse 0% l'angolo e clie 

9 
quindi O Q risulta normale all'asse di siniinetria, ci6 che effettivaineiite deve 
essere perché i puiiti O e Q. sappiaino già essere sirilmetrici a tale asse. 

Segue ancora da cib che la lunghezza di O Q è 
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In particolare per 3 = 0 abbiamo 

I' -1' - I l , = . .  .=O, 
1 -  8 -  

Quincli le coordinate del punto Q sono, per a = n, 

% ( & ) = O  

ossia, poichè per a = x dalla (68) risulta q ,  = c, 

A questo risultato si poteva. giungere senz'altro tenendo conto che l'asse 
di siminetria è parallelo alle pareti rigide e quindi 17asse 0 y '  è normale a 
tale asse e deve passare per il punto Q (fig. 13). D'altra parte l'ordinata di Q 
deve essere il doppio della distanza di G dalla parete p., cib che effettiva- 

Fig. 13. 

mente risulta ove si con- 
fronti la y (&) con la G E  
data dalla (70), la quale è 
valida anche per a = x.  

Da quanto precede se- 
gue dunque çhe se un ça- 
nale a pareti parallele si ri- 
piega su  se stesso, volendo 
che rlel gomito la vena scorra 
tra filetti liberi soddisfacenti 
alle condizioni di simnietria 
che valgono ne1 caso stu- 
diato, la striscia di piano in- 
terposta tra i due rami di 
canale deve avere una lai.- 
ghezza y.(&) ben determinata 
e che dipende esclusivamente 

dalla velocità c all'ao. Poichè c è coinpresa tra O ed 1 (questi liiniti esclusi) 
la 2~ (Q) è compresü tra O ed m. 
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Rimarchiamo, per la sua seinplicità, la seguente relazione; si ha 

a seconda che 

corne facilmente si deduce dal i 'e~~ressione di y (9). 
Come già si disse, non basta conoscere la distanza di C da p per indi- 

viduare ques to punto sull'asse di siin metria. Bisogna conoscere a questo 
scopo un punto almeno di A', corrispondente ad un deterininato punto di 1. 

Vediarno di determinare ad es. il punto Q', corrispondente a Q. 
Poichè abbiamo senz'altro (fig. 13) 

siamo condotti alla determinazione della sola x (Q'). 
Dalla (tB), che si pub anche scrivere 

tenendo conto della sola parte reale, abbiamo 

Considerianîo questa relazione in un generico punto delle pareti v, v' cui 
corrisponde, riferendoci al rettangolo R (fig. 8), il punto Z = X + i K'. 

D'altra parte su  v + v' 6 ,  per (57), 

per cui 
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Quanto a d p, per essere s n 2, = O,  s n 2, = ao, dalla (18) abbianlo 

per cui s n Z è negativo O positivo assierne ad X. Possiamo scrivere dunque 

y = - - 1 o g k s n X  su v, y = - l o g k ( - s n X )  su v', 

da cui 

SU v + v'. 

Ne segue che 

Integrando il secondo inembro tra X =  + K ed X =  - K  otteriiamo 
(fie;. 8 e 13) la s (Q'), essendo x (Q) = O :  

1 
La funzione ititegranda diviene infinita conie --- e quindi di 1 . O  or- 

s n X  
dine, per X = O. Tuttavia poichè ne1 passare attraverso questo punto la fun- 
zione integrailda canibia di segno l'integrale si inantierie finito. 

Isoliamo infatti da1 cammino di integrazione l'intorno (- E, E)  contenente 
il punto 0; O < s <IL Si ha evidenternente (scrivendo solo i simboli) 

ove si tenga presente che s n X è funzione dispari, c n X  e d n X  sono funzioni 
pari. 
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Quindi abbiamo 

La funzione integranda resta finita anche per X = O ;  infatti tale limite è 

Percio in definitiva possiamo scrivere 

Si constata subito, rnantenendosi la funzione integranda positiva in  tutto 
l'intervalle d'integrazione, che si lia necessariamente 

Cib importa che l'angolo O G Q (rivolto alla vena) deve essere convesso. 
L'integrale che ci dà x (Q') non si sa consepire  in termini finiti. Lo 

esprimeremo quindi con una serie, seguendo un procedimento analogo a 
quel10 impiegato pel calcolo delle (71). 

Poniamo per un moment0 

con che 

Ne segue [HALPHEN, p. 46 e 471 

e per le (72) e (78') 
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essendo ora 

K' 
ed avendosi E al posto di -4. Ristabiliamo ne1 secondo kernbro la varia- 

CI 

bile X :  poichè abbiamo 

sostituendo si ottiene 

X 
Per questa la (77) si scrive, ove si ponga - X =  a :  

K '  

K 
essendo evidentemente a = n = - log c per X = K. K 

Da questa appare manifesto che x (Q') dipende dalla sola velocità all'in- 
finito c, corne difatti deve essere. L'integrale che compare ne1 secondo mem- 
bro si calcola facilmente: 

per n = 3, 5, 7 , .  . . ; per n = 1  si ha 

-1ogc 

J O  
(ea - e-") (eëa - cZ e") d a = - (1 + c2) log c - (1 - c2). 

1 Sostituendo in (77'), tenuto presente che x --- - 1 
- per n = 3 ,  

n2 - 1 - 4  
5, 7 , .  . . , dopo le opportune riduzioni otteniamo 
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È evidente l'assoluta convergenza della serie, essendo c < 1. Determinato 
cos1 il punto Q' sulla parete v', si determina subito G, intersezione dell'asse 
di simmetria con la retta Q Q'. Supposto di aver costruito 1 per punti, ne1 
modo indicato, è facile ora costruire A*, omotetico di A rispetto a G, ca es- 
sendo il rapport0 d'omotetia 

In base alle convenzioni fatte al $j 3, abbiamo scelto coine sistema di 
unità di misilra quel10 in cui la portata, la densità e la velocità hanno pei. 
unità di misura rispettivamente una portata n volte ininore della portata q* 
della vena, la densità p* del liquido in moto e la velocità V I  su1 pelo li- 
bero 1. 

In questo modo 
sono, in funzione di 

le unità, che di solito si assuinono corne fondamentali, 
q*, p* e V*A , 

l =  9" 
7F p* V*l 

per le lunghezze ; 

(80) La (187, della nota (Io). si scrive, ne1 caso studiato in questo paragrafo, 

f=log Z"; 

percib posto Z" = p ei8, le curve equipotenziali cp = cost. sono rappresentate ne1 piano Z" dalla 
farniglia di  cerchi, col centro comune nell'origine 

p = cost. 

Le linee di flusso += cost. costituiscono il fascio di rette col ceritro in O 

0 = cost. 

Si noti in particolare che per i punti Z e - 1 (fig. 6) passa la stessa circonferenza p = 1 e per 
1 1 i punti - , -' passa pure la stessa circonferenza p = y .  Ma i primi due punti sono le im- 
k k  

magini degli estremi a monte O ed û' dei peli liberi, gli altri due sono le iminagini degli 
estremi a valle Q e Q'; dunque O ed (Y, e cos1 Q e &', appartengono ad una stessa curva 

1 
equipotenziale. Per quanto si sa, nei priini due -6 y = O, negli altri due (r =log - . k 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



96 Ca l d  onazzo: Vene fluent; tra pareti interrotte. 

. qw 
m =  

7i2 p* VnzX , per le masse; 

t =  Q* per i tempi. 
n ,O* V*2X 

Per niezzo di queste unità è f a d e  esprimere qualsiasi grandezzn ne1 
gerierico sisterna di unità, ne1 quale sono state misurate q*, p* e Pi. 

Fermiainoci a considerare, in modo speciale, le grandezze che interven- 
gono ne1 caso di pareti parallele sinimetriche studiato ne1 paragrafo prece- 
dente. 

Il problenla è deternîinato quando sono date, oltre all'angolo cc ed alla 
densità p*, le seiuenti costanti fisiche 

V*, , velocità assintotica, 

a*, larghezza del canale, 

V * i ,  velocità su1 pelo libero interno. 

In funzione delle prime due e della densità abbiamo 

p* = p* V*, a*, 

per la quale le unità di misura si scrivono 

R* V*, 
1 = 

nv*). ' 

v *, Abbiaino già indicato con c il rapport0 --- 
v *A 

; ne segue 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Vediamo cos1 clle l'uilità di lungliezza dipende dalle relocità V*, e V*A 
solo per iiiezzo del loro rapporto c, è indipendente da p* e proporzionale 
ad fl*. Abbiaino già trovato del resto clie nelle ecpazioni parainetridie (74) 
del pelo libero interviene il solo rapporto c delle relucità all'infinito e su a, 

7c -- 
pel traiiiite di q ,  = c " . 

Coiiie si esprimeranno le equazioni (7&) iiltrodiiceiido al posto di x ed y 
le effettive lunghezze x" ed y*? Basterà nioltiplicnre pei' 1 i secondi ineinhri 
clella (74) ; si ottieiie cosi : 

Per un dnto angolo a quiiitli e per uiin. thta Iiirgliezzn n* tlcl canale ln 
forma dei peli liheri I e 1' è la stessn pet- tutti quei iiioti le ciii relocità 
V*- e V 5  stanno in uiio stesso i.apporto c. 111 tali contlizioiii la stessa 
foriim nvrniino le liiiee di flusso; iiei cliversi cnsi perd la wlocitii SU d i  esse 
\E proporzionale n V "1. 

Se itivece suppoiiinilio di Far variare n* teiieiido costaiite c, tiitte le 
lunghezze variano proporzionnlmeiiée a d  CI* ed il campo del ii~oto vitrieri 
restaildo simile cl se stesso. 

Milmio. Novembre 1915. 

Annali di  Mnteriintica, Serie III, Toi110 EX. 
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Sulle curve gobbe algebriche reali 
a circuiti concatenati. 

(Di Lcwr BHUSOTTI, a Pavia.)  

Sul la  conccdelenazio,ie Ba i circuiti di uiia euriTa goùha algebrica reale 
conosco soltanto un'osserrazione di carattere negatiro dovutn a HILBEHT, il 
quale nota coine una. curva gohba algebrica reale di massirno genere, giü- 
cendo sopra uria cjuüdrica, non p o s a  presentare circuiti concatenati (*). 

Ho quindi creduto opportuiio puhblicare la yresente ricerca. Essa, corne 
I'argomento richiede, si svolge nell'indirizzo topologico-projettivo e consiclera 
percib essenziali quelle proprieta d ie  si collegano ;illa distinzione fra circtliti 
p a r i  e çit-cuiti d i s p r i .  

1. È: noto che ogiii cirçuito pari si pub ridurre per deforinazione cou- 
tiriuü ad un punto. 

Siano x * B  circuili 11ili.i cosi disposli d ie  iiessuno di essi possa ridursi 
per deforliiazione continua ad un punto senza attraversare alineno uno dei 
riinaiienti. Tnli s circuiti si diraiino frü loro totalwtente concatenccti. 

Se, fra x circuiti non totalineute concatenati, x' sono totalmente conca- 
tenati, gli x; circuiti si diranno pawialmente  co~zca temt i .  

Più circuiti pari d ie  non siano 115 totalmente nè parzialmente conca- 
tenati si diranno fra loro nffatto I sbe~ i .  . . 

(*) HILBERT, Ueber d i e  reellerr Ziige aZgebraischer C u r u e ~ ~  (Alath. dnn., Bd. 38, 189391). Di 
m a  pubblicazione annunciata privatamente da G .  B. DE Ez. Naca non ho avuto ulteriori 
iiotizie. 
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100 Br u s o t t  i : S d e  çtcrve gobbe nlgcbviche ~ e a l i  n c i rc z~ i l i  concatenati .  

Estendendo ai çircuiti pari un teoreiiia topologico sulla concateiiazioiie 
fta anelli (*), si pub (qcl;tluuque sia I'iiitero P) costruire un gruppo di x cir- 
cuiti pari che sinn fra loïo (totalnierite) coiicateiiati pur essendo affutto 1ibei.i 

presi ad x - l ad x - 1 ; per es. un gruppo di 
tre circuiti pari fra h o  (totaliilente) coiicate- 
iiati pur esseiido affatto liberi presi a due a 
due (Pig. 1). 

Sel  segiiito escluderb siffatti aggruppaiiieiiti 
di circiiiti per x >C2. riiluceiidoiiii ad uiia p r -  
ticolare foriiia di coiicatennzione, clic diro col&- 
çntcnnziotze o r d i l m r i n .  

La coiifigurazioiie di uii sisteliia di It cir- 
cuiti pari (in uiia priiiia aiialisi) dipendeiii cosi 

Pis. 1 .  
unicnnieiite clai rapporti di concateiinüioiie o di 
libertà [lei k circuiti presi iii tutti i iiioili a due 

a due. Essu, iiidicato ogni circnito con una. lettera, vei'rü perclb rapprescii- 
tata. da uno specchio iiel quale siaiio segiiate tiitte le coppie di circuiti iriii- 
tuanieiite coricateuati, ometteiidosi iiivece le coppie di circuiti mutuanietite 
liheri (schemn tl i  collcnteracrsioue d i  specie k ) .  

Kel cüiiipo cosi circoscritto, il prol~leiiiu più geiierale cli topologia alge- 
hrica s a r i  quello di costruire ima curva goljba, algehrica (reüle) di dati ca- 
ratteri algebiaici, i cui circuiti (tutti pari) formino un sisteiiia areiite uno 
scheina di concüteiîaziolie assegiiuto. 

2. La presetite ricerca iisolse il problei~iü eiiuuciato pela ciirve di ge- 
iiere qualunque ina d'ordiiie (pari) abbastaiiza elevato e per un'ainpia classe 
di scheiiii, la quale si pub cosi cnrütterizzare. 

Su di uiia puiitegginti~ ( i t i  seiiso projettivo) si coiisicleri uii s i s t e i ~ a  di k 
çoppie (di puliii). 1)ue frn esse potiaiino separusi  oppure noil separnisi. Ksp- 
preseiitata agni coppia con uila lettera, si potrà forillare uiio specchio ne1 
quale siatio segiiate tutte le coppie di coppie inutuamente separaiitisi, oii~esse 
invece le coppie di coppie noli separnntisi ( s c h e t m  d i  separasiotce di  s j e c i e  k) .  

Se un sisteiiia di k circuiti pari è riferito biunivocaiiiente al sistema di 
coppie in ta1 modo clle a circuiti coocatenati corrispoildano coppie sepa- 

(*) HERMANN BKUNX, Ueber Verketticgbg (Sitzuiigsber. der math. phys. CI. der bayer. Aküd. 
der Wiss., Bd. 95, 1890). 

Per x = 3  vedi :  TA^, Oic k~cots (Sraiisactioiis of the R. Ediiib. Soc., vol. 98, 1816). 
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r i~i~t is i  e reoiprocaiiieiite, l o  sclieitia di coiicüteiiazioiie dell'uii sisteliia e lo 
schema di separazioiie dell'altra si dirai i i i~  i r a  loro isorilorfi. 

Ogni specchio del tipo clesoritto pu6 essere (sotto l'aspetto topologico) 
iiiterpre tüto coiiie sclieinü di coiicatenazioiie (*), iiien tre [secoiido quaiito si 
dirà più i i~nanzi (5 9)] solo per k <  6 un tale specciiio pub i i i  ogni caso in- 
terpretarsi coiiie sclieniü di sepaïazioiie. 

Gli scbeiiii di coilcateiiazloiie isoiiio1.1i a. sclleilii,cli sepnrazioiie foriiiaiio 
nppunto la. classe p e s a  in esaiiie. l n  essa soiio co~iipresi, coiiie casi assai 
pürticolüri, tipi iiiolto ~iotevoli, cosi (qunluiicliie sia k): gli sclieirii di coiica- 
teiiuzione eoiiipletü (circuiti coiicateiiuti il due a due in tutti i iliodi), di coil- 
cnteiiazioiie in serie seiiipliw üpertik (il priiiio coilcüteliato col secoiido, il se- 
coiido col terzo, ..., il petiiiltiiiio coll'ultiino), di coucateriazioiie iii serie seiu- 
plice oliiusa (il priiiio col secoiido, il secouilo col terzo, ..., I'ultiino col 
l ) r i~~io) .  

cd msegrmlo u t ~ o  s c l m ~ a  d i  se&arn~io~ie S di  specie k,  esiüte z t i z c c  cawccb gobbtc 
(irridicttébile) d'ordine $2 12, d i  genere p, priva di ytozti '~rbidtipli, cos t i t~ i ta  nella 
s ~ c  parte recule da acrc sisteuza d i  k circuiti pari aceizte Zo schema d i  cowa-  
teucrzioue isotraorfo ad  S. 

Si osservi che la condizione k r  p + 1 è atecessc6ricz perché, per un iioto 
teoreiiia di HAHNACK (**), utla curva di genere p possiede 2) + ? circuiti al più. 

La coiidizioiie 2 1 ~ t p  + h + 2  potr;~ forde essere soslituitii. dit uii'ii1Li.a 
iiieao restribtivn. Non potrk ber6 il teoreiiia essere raliclo auclle per I L  qua- 
lunque, coiiie, qresçiiideodo da1 lato purauietite algehrico clella questioiie ("""), 
si desiiiiie osservando che curve sopra uiia quadricu iioii possoiio presenture 
coiicatenazioiie oppure svolgendo apposite co~isicierüzioiii topologieo-algebri- 
clle (vedi 5 7). 

(*) Ci6 diaceride, coiiie caso particoltire, dit iiiiti proposizioiir piii geiiciule. Cfr. H E R M A N N  
BIKINN, loc. cit. 

(**) Ueber die Vieltheiliykeit der ebetcer, algebrcciscl~eic C w u e i ~  (hhth .  Aiiii., Bd. 10, 1876). 
(***) Per questo vedasi specialniente: HALPHEN, Mimoire sur ln classificntiow des eo~rrbes 

gauches algP'briqi~es (.Joiiriinl de l'lhole poly tee hiiique, Ca hier 62, 18s"). 
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- 

Una proprietü già ücceiiiiütü per R < O (iiuiii. 3) colidurrà ad iiiteressaih 
corollari e pernietterà per p < 5 di risolveïe il probleiriü nell'ipotesi di scheiiii 
di cmcütenazione tlel tutto ar1,itrari (cfr. 5 4). 

4. Le coiisiderazioiii valide per i sisteiiii di circuiii pari si esteridoiio 
ai sisteiiii di circiiiti tutti pari sül\.o a1 piii uiio. 

Si clirà clie x t $2 circuiti tutti pari salvo al piii u i ~ o  soiio totnbrientc 
co r~cn t emt i  quaido  nessuno, pari, di essi ~ O S S H  I ~ ~ L L L ' S ~  (per deforiiiazioiie 
continua) ad un punto seriziL nttrarersare nliiieno uiio dei riiiianenti (l'ewn- 
h a l e  circuito dispari coiiipreso). 

Ci6 pas to, si estendoiio iiii iiiecliü taiiieli te i coiice tti di eoiicaleiiazioiie I)ilp 

xiule, di circuiti affatto liberi, di coimteilüzioiie ordiiiuria, di sc l~e i i~a  di con- 
cüteiiaziorie, di isoniorfisliio frü sclienii di coiicateriiizioiic e di scparazionc. 

Si giuiige~à (s 5 )  al  segueiite: 
T~oiiev.r  Il. U n t i  gli irdcri (posi t ic i  O r t~t l l i )  11, p ,  k sotltlisficcoiti allc: 

cwwgnccto 2 1 1 ~ 0  s ç l i e ~ ~  d i  ~ ( y a r a z i o r ~ e  S d i  specie k e i r ~  esso fissccto &c coppicc 
cli p u ~ d i ,  esisto tirlcc çtirçtl golrba (iwitlultibile) t ï 'odirre 2 I L  + 1, d i  przere p, 
priucç d i  p m t i  ~ ~ w l t i p l i ,  costititita IZC' I ICG S u a  pcwte r e a k  da zcrt sistertza d i  k 
circuiti tu t t i  pari scclvo W O ,  colla S C ~ C ~ I K G  d i  c o ~ ~ ~ n t e ~ z n z i o ~ t e  i so~uor fo  ad S i12 

r~o t l o  clm il  circztito d i spnr i  c;orr.ispo~tc?a a l la  coppia yrefissnta. 
Sulle coildiziotii O < k r p + 1 ,  2 I L  -+ 1 1 2 )  + k 4- 9 si possoiio ripelere, 

con lievi niiitüinenti, le osservazioni ilel nuinero precedente. Cosi dicasi per 
il corollario su1 caso y < 5 (Cfr. 3 6).  

,5. I niezzi iiiipiegati soiio relütivi~~ueiile seiiipliei. Essi coiisistoilo iiel- 
I'i~ltroduzione d i  iiii'opportuiia rigata razioiiale (con retta iiiultipla) sodtlisfil- 
cente n particolari coiidizioni di realità, iiell'uso di una sua raypresentazioiie 
sopra un piano ieale ed i i i  uii procedimento di « piccola variazioiie B clle 
periiietta di costruire iii tale rappreseiitazione l'iiiîiiiagine piaiia di uiia curw 
gohba del tipo ïicliiesto. 
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G .  Sopra iiiia. piiiiteggiata si consicleri il sisteilin. costitiiito cliille k coppic 
di jmnti : 

c , = A , R , ,  c , & A , n  ,,..., c , r A J , ,  ( 1 )  

11 iiîutuo separarsi delle coppie ci, cj, ( 1 1 1  = 1 ,  8,. . . , q )  si piib retidcrc 
piit intuitive disteiiclendo ln. piiiiteggiatii. sopm una couica  c! t rnrciantlo lc 

Fig. 9. Fig. 3. 

corde A ,  Bi [i = 1, 2 , .  . . , hl (*). Iiivero, secondo clie due coppie si sepni-iiio 
o non si separino, 1.e' rispettire corde si tagliai-io o non si ta.gliano. 

Si prenda, ad eseinpio, in esailie il sisterila rappresentato dalla Fig. 52, 
dore, coine si converrà d'orn iiliianzi, ogiii corcln è accoinpngiinta cliilln let- 
tcrn clie cotiipete alla coppia degli estreiiii. Esso ha eritlciitemente Io sclieina : 

Un sistelna ( 1 )  perb noil i, seiiipre topologicn.iiientc iiiilivi(11into t h 1  silo 

(*) Per cmln  Ai Bi iiiteiirlo il segineiito della rctta At Bi ititeriio alla coiiica. 
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sclienia (9) di separazioiie. Cosi i sistenii rappresentati da Fig. 2 e da Fig. 3, 
pur essendo sotto l'aspetto topologico essenzialnîe~~te dirersi, hanno lo stesso 
sclieina di separazione (3). 

7. Soïge il quesito se imo speccliio di. tipo (9), a,rbitrariarilente asse- 
gnato, seilnpre possa interpretarsi corne scliema di  sepnrazioue per un si~teiiiii 
di h coppie di punti. 

Il yuesito lia risposta affermntiva per k < 6 ; per k 1- 6 esistono ilivece 
specchi di tipo (3) non interpretahili coine' sclieiiii di separaziotie: 

Per la dimosti.azione è oppoituno sofferiiinrsi sui piir seniplici procedi- 
menti atti a dedurre sclien~i di separazione di specie k + l cla scheiiii di se- 
parnzione di specie k .  Essi soiio i segiieilti: 

1. Aggregare zma coppia isolata, cioè 12012 separante alcztnrc delle coppie ( 3 )  
  na cbCi z Abf1 Bk+, , essendo i punti A,,, , R,,, in uno stesso dei 2 k seg- , 
iiienti projettivi definiti clall'insieiue dei piinti Ai, Bi (i = 1, 2, . . . ,  k)] .  

I I .  Aggregnre ~ W C L  coppia sepnrnglte w n  solcc c, delle ( 1 )  [~iiln 
cBt, 5 Ak+L Bk+, coi p i l t i  Re+, ,  Re+, prossiiiii per es. ad  A,, 111a da 1)niîde 
opposte di questol. 

111. Aggrepre ~ t n a  coppiu cke sepnri (opj2zwe ~ l o n  sepnwi) la c, d i  ( 1 )  
e che rispetto trlle rhenne?tli coppie (1) si cony~orti come c, [ci06 separi (risp. 
~ 0 1 %  separi) qzwlle d i  tnli coppie che c, separcc (risp. non separa)]. Ln coppia 
cl. = AHtl BILtl (la. a.ggregare si scelga, p. es., con A,,, prossimo coinuilque 
ad A ,  e con Rh+, prossitiio a B, clalln lmmln opportuna. 

8. Per h = 2 ogni specchio del tipo (2) [lo speccliio i-iulio, risp. 10 spec- 
cliio cl c,]  è sclienia di separazione [per due coppie che non si separano, risp. 
clle si separano]. 

Per k = 3, 4 ogni specchio del tipo (2) preseiita, coiiie si pub verificare, 
o una coppia. isolata, oppure una coppia separante una sola delle rimanenti, 
O ,  infiae, due coppie (separantisi o noil separantisi) rlle si  comportano ugiial- 
iiiente colle rimanenti. 

Quindi, coi procediineiiti del 11. 7, si pub tliniostrare per iiitliizioiie d ie  
per 72 5 k oyni specchio d i  fipo ( 2 )  B schema d-i sepxrazioae. 

9. Sin k = 5. Se Io speccliio di tipo (2) presenta o ilna coppia iscilata, 
oppiire uiia coppia separante uon soln fra le riiiîaneiiti, O infine due coppie 
di uguale coinportainento, si pub a1icoi.a ciirnostra~e (iiuin! 7,s)  clie.esso è 
sclienia di separazioiie. 
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Si esaminino gli speochî che nou rietztrino nei  tipi ricordati. Al10 scopo 
di classificarli si introduca il concetto di sepie sewplice olziusa, cioh di unn 
siiccessione di coppie cosi disposte clie In. priiiia separi la seconda, la se- 
concln separi ln terza, ..., l'ultima separi In priiria (non iniervenendo ira le 
coppie stesse ulteriori rapporti di sepnrnzione). 

Si avraiuio i seguenti casi : 
T. .Lo specchio si ideiztificn con. serie senzplice c k i w m  di rinqtte coppie.  

Sin. cl c ,  c ,  c, c,  ln. serie, onde : 

Io speccliio. Esso è sclieiiîa di separazione, come risulta dalla Fie. 4. 
I I .  L o  specchio presen.ta wza serie 

sentplice c h h a  di puattro coppie. 
Siano, p. es., c, c ,  c, c, ordinatatuente 

le coppie della detta serie. La c ,  dowà 
separnrne alnieno due, nè patrù sepa- 
rarne due non coiiseciitive, percliè, a d  
esempio, se separasse le c, c , ,  queste 
nvrebbero ne110 specchio ugiinl compor- 
tanwnto, il clle a.ttualinente si esclude. 

La c j  sepnrerii dunque due coppie 
consocutive della serie ed esse sole. Se- 
pari le c, c ? .  Lo speccliio sarii : 

ClG, 'CPC,, C 3 C 4 ,  CAC,; 
C, C ,  , C o  CU. Fig. 6. 

Esso è sclienm di separazione, corne rimlta dalla Fig. 6. 

Pig. b. Fig. G. 

Annal; di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 
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III. .Lo specchio presentn wra serie semplice chizlscl di tre coppie (e non 
uila con piii di tre coppie). 

S h n o  cl c, c, le coppie della serie. 
Ide c4c, rion potrailno entrainhe separare (non sepnrnre) tiitte e lrc le 

coppie della serie, perchè in ta1 cas0 avrehbero ugual comportainento. Uiin 
di esse dixnque, p. es. c,, separcrà cliie sole (ver es. cl , c,) od iina. sola (per 
es. cl) clclle cl c2 c , .  

cc) c, seprci.i  cl c, (e 12012 c,). 
La c, lion potrh coilîportarsi ugunlmeiite con cl c, , percliè i i i  ta1 caso 

cl c, avrebhero iiello specchio ugiinl coinportnrneiito. Ac1 es. : c; sejmri cl e 

11012 C? . . 

La c, non pot14 coiiiportnrsi iignnlmen t r iieppurc cnii c ,  c, , tloveiidosi 
evitare l'ugual comportainento di c, e c,. 

Se i5 separa c, (e noii c,) si lin lo speccliio : 

clle è schenia di separazioiie, coiiie risulta dalla Fin. 6. 
Se c; separa c, (e non c:,) si lin Io spec~liio : 

che è schenia di sepnrazioiic, peïclic, scritto iiell'ortliiie : 

nppa.re dello stesso tipo di (4), (1x1 qua.le si tlecliice col10 scaiiil~io delle Id-  
tere c, e c , .  

p) La c, separi cl (e  N O M  c, 126 c,). 
Ad evitare l'uguale comportnniento t l i  c2,  c,, ln c, sepnrerà unn soln di 

esse. .La c5 separi c, (11011, c,). 
Non potendo cj separare uila sola coppin, essn tlorrii separare nlnieno 

ima frn le c ,  , c,. Se c5 separnsse cl e non c,, si rarlrehhe nell'~igua1 coin- 
portarnento d i  c,, c,; se c j  separasse c, e iioii c l ,  si nrrel)l)e Iii serie senî- 
plice chiusa cl c, c, c,, il clle orn si eçcliiclt.. 

Dlmque c; sepnra cosi cl coii~e C, e si ha 10 speccliio: 

clie, scritto iiell'ordiii~ : 
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IV. Si escltdurco i c a s i  yrecetleriti. ; 

La c l  s,eparerà due coppie (altneiio); siaoo c,, c , .  Esse non si separe- 
rütino, ad  evitare la serie cl c,  c , .  La c, non pub separare la sola c ,  ; separi 
ad es. c 4 .  Lü c ,  non pub separare i i C  c ,  nC C ,  ad evitare Le serie c ,  c, c, op- 
pure c ,  c ,  e ,  c ,  . Percib In c ,  sepaierà c j  . Affilicliè la c ,  non separasse la 
solil c l ,  dovrebbe c j  sepiki.arc c , ,  seliza p r o  se1)arai.e alcut~a delle c l ,  c, per 
evitare le serie c, c, c j ,  cl c,  c j .  Na ci6 coriilurrebhe alla serie cl  c ,  c, c, c , ,  che 
pur S cla escludersi. Dunque i pririii tre casi esauriscoiio la discussioiie. 

Concludelido : Per k = 5 ogui specc7~io di  t ipo (2) s i  pd irzt~rpretccre colrie 
S C ~ B / / L C G ,  di S L Z P C ~ Y G C ~ '  w1~/2(2. 

E, riuile~ido il presetite risultüto coi1 quelli clel iiuiii. S : 
P e r  k < G ogni  speachio d i  tipo (2) s i  2,210 i/zterpretnr.e come ~ c h e r r u  d i  

seprcrcizioric. 

10. Si passis ora a diiiiostrare I'esistenza, per k 5 fi, di specchî del 
tipo (2) riori interpretal~ili coliie schemi d i  separazione. 

Ad es., per k = 6, uoii si interiretare coilie sc1iet;la di sepai.azioiic 
Io specchio : 

Iiiiiaiizi tutto di uii sistciiia aveule quale sclieiiia lo speccllio ( 5 )  hrebbe 
pürtc ln serie seniplice chi usa,^, c, c , c ,  c,, e questa, collie si rileva da unü 
hreve indagine, procliirrebl~e i~ecessnriaiiieiite uriii disposizione topologicü- 
mente identica. a cliielln di  Fig. 5. 

Lo specchio (5 )  iic1iieilerebl)e ullerioi~liieiile uiia coypia c, G A ,  B, sepil- 
raute tutte le riniaiieiiti. Ma iiiia. ta1 coppia iioii esiste. 

Invero, con riferiinento alla Fig. 4, si osseni clie A ,  clovrehl~e trovarsi 
fra dile putiti A ( ( i 5  5 )  consecutivi; si trovi p. es. fra A ,  ed A, (*). In tale 
ipotesi, perché c ,  separasse cosi c ,  coiiie c,, clovrebbe B, giacere fra A, e 
B, (w), inentre, perchè separasse cosi c ,  coiiie c,, c1ovrel)be 10 stesso Bo gis- 

(*) S'ii~teiide hi quel10 dei due seg~iieiiti piujcllivi tleteriniiiitti da A , ,  A, üht: noii coii- 
tiene i rimaiienti p u ~ ~ t i  A i .  

(**) S'iritende in quel10 dei due segnienti ~wojcttivi dutcl*iiiiiiati da A,, B, che non coii- 
tiene i rimaiienti punti A;, Ri. 
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108 Bruso t f i :  Sulle cwrve gobbe cclyebriche real i  cc oirczliti concatenati .  

cere fra A, e B, . Il dit! coii~volge contraddiaione. E Vasserita iiîi~~ossihilità 
é cosi dirnostratü. 

Analoghi eseinpî per k >  Ci si olterrehbero faciliueritc sia estenderido le 
precedenti considerazioisi, sia aggregando allo specchio (5) iiuove lettere co- 
inunque collegale nlle niiticlie e fra 1oi.o. 

i i .  Tieiia grande varietà ciegli scheiiii di separazione, credo fiusai. rat- 
teriaione sui tipi seguenti, che si preset~tano per ogni valore di k. 

1. S c h e m s  d i  s e p n r a ~ i o t ~ a  c o ~ r q ~ l e t a :  

C , C , ,  c c ,  . , G,CI.-,> C l C k 7  

C , C  ,,..., c , c  ,-,, C , C , d ,  

Alla costruzione di un co~~veniente  sistema si pub pervenire per indu- 
zione, applicando il procedimento III del nuim. 7. il ci6 del resto couduce 
la seguente disposizione dei puriti A;, B i :  

I I .  Sd~erwcc di  s t ymraa io~ ie  il& serie s e i r~ j l i ce  cr,pertn : 

Alla costruzioiie di uii coiivenierite sisteiiiii si pub perveilire per indu- 
zione, applicando il procedimento 11 del nuiri. 7. Lo scopo pei. ültro si r a g  
giunge colla disposizione seguetite dei puiiti d i ,  B i :  
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Bruss tti: Sulle otcvva gobbe cdgebriche rea Ei n circuiti conea t e~a t i .  109 
-- 

1% 'Teriiiiilo il presente ljiii.ag~*afo co i~  uiiii sciii~iliçe osser~uziuiic, tli 
rui si fitri uso in seguito. 

Sul sostegiio della. puiiteggiatü si consideri uii aegiiiclito pi.ojt.tti\-o t1. 

I h t o  il sisteii~ii. ( 1 )  di coppie ci G Bi h',, esiste pure i i i i  sisteiiici : 

- , = A*, B*l, ç*, r A*, U*, , ç*, r A*, B*, ((il 

topo1ogiciiiiieiit.e ideritico ad (l), iiia coi pu11 t i  A*, , R*< nppartei~eii t i  tutti a d. 
Sirn ilinente esiste ilil  sisteizia (6) topologicriiiieiite ideii tico n rl (l), iiia coi 
piiiiti A*, , B*, tutti in t l  salve uiio pisefissatu [per es. s d r o  B*,] fuori di d. 

Cib clipeiide tlülli~ possibilità cli cos truire pu11 t i  A*, , Pi aveiiti 10 slesso 
orditiaiiiento dei puiiti AiRi  e soddisfücenti alle volute coiidiaiorii. 

lmpliçitaiiie~ite risultü che, in eiitrütiibi i casi iiiclicati, i sistenii (1) e (Ci) 
tiaiiiio, schenii di  separazioiie ideiitici. 

13. Siaiio gli irileri (positivi o iiulli) 14 Id, p, suit~lisfii~eiiti üllc reli~ziotii 

già introtlutte nell'ipotesi del Y'eorewa I (tiuiii. 3). 
Si supponga dappritna : 

ilel qua1 cüso la (7) è coiiseguenza clella (8). 
Iil 1111 pintio reale TÜ si  coiisideriiio : 

1.' Utia retta 1-eüle r e su  di essii uii'ii~vol~iziotic J,, reale, OG' di 
grado rt, seiizü punti fissi, possedeiite un gruppo H' 11". . . H'"' di cui k 
piinti Il' 11". . . If'" siailo reali e tlistiilti [il die  & seiiipre possibile perchè 
tlülle (8) (9) si rleclace k < HI, ii1eiiti.e i riiiianeiiti (distiiiti dai primi k) siaiio 
reaii oypure distribuiti i i i  coppie di piin ti  iiiiiiiagiiiai.î coiiiugriti. 

2.' Uii piiiito E reale f1ioi.i di î.. 
3.' Uii gruppo reale cli y l)~lllti E, (i = 1, 2 , . .  ., p), filori di r,  in yo- 

siaione alge1ji.icaiiieiitc geiiei.ica cos] frit loro coiiie r iq~et to n J,, e ad 12 
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(oiitlc sarà lecito çiipporre clle iiessiiiia.. cielle relle-.E Bi pwsi Iwr (1tiiil~iiiio 
dei puiiti Il(."). , , , < - .  

Le curve C" d'orcliiie rh (tli J;) aveiiti in & itii puiito ( I L  - 1)-plo, passaiili 
(seiiiyliceiiierite) per kiasciiiio dei puti t i  Ed e ssecaiiti r i i i  gcuppi della J,, for- 
iiiililo 1111 ~ i ~ t e i ~ i i ~  cd"'pSL 1irteccr.e e reccle, percliè 1iiieai.i e reali soiio le coii- 
tlizioiii i d e  qiiali si so1tol)oiigoiio le Cu.  

l'er lu (9) è Itbcito estrnrpe uii sisteuiii. l i~ictcue e rectla w" clic, esseiiclo 
scelto i i i  iiioclo geiiei-ico, scgiierà niicora sulla r la J,, . Lo iiidiclierb coi] (C"). 

1 I.. Si riikriscaiio 1irojcttivniiieiite le curve clcl sisleiiia (12") ai piüii i 
di ~1110 s lmio  reule a tre cliiiieiisioiii, 'in ta1 ilinnier& clle a curre reali di (Cl') 
corrispoiidano piani reüli (e i-ecil)rocaiiieiite). Bosterà, per cib far corrispoii- 
tlere a. quattro c i m e  reali e liiieariiie~ite iiiilipeiicleii ti di (C") qualtro piani 
reali c liiieariiieiilc iiitl ipeiitleii t i  iiello spz io .  

Ad uil sisteiiia 1iileüi.c m' di (C") corrispoiitle iiiia stclli~ t i i  piiirii; s.c i l  
sisleiiiai S reale la. stellü lia ceiitro reale. hi particolare ul sisleiiiii. delle curvc 
tli (Cu) passrtliti l'er i i ~ i  puiilo generico P di x corrispoude uliil stella il ciii 
ceritro si iiicliclierà wii  . I B O .  A1 variare di P in z, il piliito iJ, tlescrive iiiia 
superficie riuioiiale x , ,  rigatü, d'ordiiie 2 r~ -y -- 1 ,  di cui é spolitaiiea la 
rappresentazioiie su 7;. iii iiiodo che piinti renli a l~l~iai io  per iiiiiiiagiiii puiiti 
reüli (*). 

Le c4iirve di (CI") soiio le i~iiniagiiii clelle sexioiii 1)iaiie cli z, ,  le reltc 
per 1i: tielle sue geiierttlrici. La r è l'iiiiiiiagi~ie di iiiia retta reale r ,  iuultipla 
secoido I L  per z, ,  in iiiodo clie gli iiitoriii di uil pu1110 Q, cli r ,  sulle il h lde  
passitiiti per em"0 miigoiio rslipreseiitati rispelti\~aiiieiite iiegli iiltoriii ilegli 11 

1,iiiiti Q' Q" . . . Q'"' di uii griiypo di J,, . 
11 puri to h' rxlil)reseiita uuü  clirettrice raziuiiailc cli oriliue r i  1. C~USCLLIIO 

tlei puiiti EL rappreseii ta iiiia geiiera trice ;. iiieillre ciasciiiia delle retlc 15 l C i  
rappreseiita il puiito iii ciii tule geiierotrice si alipoggia ad Y,. 

Il sisteiiia (C") iioii aiiiiiielte iiltre c i i i ~ c  foiiclaiiieiitali üll'iilf~iori tlellc 
E E i ,  tale proprietà coiiipeteiiclo al sisteiiia coiiipleto da1 clliale (Cu) è cstrntto 
iir iiiodo nlgebricniiieii le geiierico. 

(*) Allo sçopo di iiiettrie iii rvideiiza le coiiilizioiii di reiililü. iutiodottti, ho pieteritu esyorre 
i n  iiiodo alyuaiito diffuso la presente üpplicazione di LIU metodo beii iioto. Vedi CAPO RAI,^, 
Sop!.u i sistert8i lir~ecwi tripluttzente ir~firaiti Ji cuwe ulgebricke piarie (Collectanen math, i i i  

iiieiiioriani L). Clielini, Miliitio, Hoepli, 1881; p g .  2'CZ; oppure: SIctizorie di Geotwfria, Na- 
poli, Pellerriiio. l8W. 
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Brztsotti: S d l e  c w u e  gobbe algebriclte renli  n circttiti corzcntennti. 111 

15. La rigata w,, possedendo una retta n-pla (In r,), sar i  ulterioriiieiite 
tlotnta di il11r7 cura& (toppin A,  di ordiiie : 

! I '  Y , .  . 
-Applicantlo con lievi moclificaeioni i i i i  iroto procctlimento (*), si I r o n  clie 

l'iiiiningine A di A,  6 di ordine : 

lia i i i  E un piiiito iiiiiltiplo secondo : 

Le curve A, e 5. sono in ~~orrispondenza (1 ,  2), perrliè gli iiiloriii di  iiii  

l ~ l n t o  31, della A, siille due falde d i  .;i, ivi coiicorrenti sono i.appi.eseiitnli 
in z tlagli intorni di due puiiti A l * J P *  genernliiiente tlisliiiti della A. Ilc 
roppie JB* ,IfY.* formniio iiii'inroluzione (irrazioaale) clie iudiclicrb con o. 

16. In se si consideri il sisteilln (I\12"f" delle curre cl'ordiiie 2 p  + 9, 
aventi in E un punto ~ t p p l o '  et1 in  ciascuno (lei punti Ei un puiito doppio. 
IL sistema (linetire, reale) è di 'diniensioiie 3 p +  5 e di geiiere p. 

Unn KzPf' è l'iiniiiagine di una. curva ( g o b l ~ )  Ar  d i  no &'ordine 2 lz e 
d i  yanere p. 

Ulza IZ? gelzerica è priva d i  puuti ~ ~ t z c l t i p l i .  Infa t t i  questi potre11l)ero pro- 
yenire soltan to : 

1. Da punti iiiultipli dell'iiiîiiiagine 1P+2 fiioi-i dei piinti foiitlaiiieiitiiii 
cl\ (C"), iiientre una Ka9t2 generica iie è priva. 

IL Da incoiîtri di R 2 @ + h o n  CII IT .~  foiit.laineiitali di (a") fiiori (lei piiiiti 
foridaiiieiitali, ineiitre le sole curve foiidniiirntali. di (C")  sono le rette E Ri 

-(nnm. 14 in fine), et1 una KZ1'+>eoerica non le taglia Iuori dei piinti E, Ri. 
II[. I~nli'esistei~za si1 .P+' tli coppie clell'involuzioiîe @ (num. l5), psi- 

stenzn. clic: no.11 si verific.n per iiiia 1C2@+' generica, iioii verificaiidosi ad esempio 
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1 1 B B r u s o t  t i :  Sulle c w u e  yobbe idyebricke reali a oircuiti concate~nt i .  

per la Iiq"+' speazata ilelle p rette E E, da coiitarsi cinscuiia due volte ed 
iii due rette prese geilericanieiite fuori clall'inviliippo tlelle coiigiiingenli le 
coppie di o. 

IV. Dall'esisteiiza sii li22'+2 (Li due o piii punti appnrbeneiiti rid iiiio 
stesso gruppo dell'iii\~oluzioiic J,,, esisteiiza clie iion si rerilica per una Kou+' 
generica., lc ciii interseziniii coi1 2- si possono prentlere iii iiiotlo arbitrario. 

17. Pisscrto u n o  scltemn di sepnmzione S di  specie k ,  iiii piwpongo di 
tliniostrare coine esista iiiia Ri" (di genere p) costituita nella sua. parte reale 
(la i i i i  sisteina di k circuiti pari il ciii sclmncc di conccrte~zccsioae (orrlinariii) 
sin. isoiiiorfn ad S. 

Si riprendano in considerazioi~e i puilti H'H". . . I l ( "  del iiiiin. 33. 
Se Q' varia su  Y iiell'iiitorno reale di H' (clescrivendo 1111 segineiito d')  

i puiiti Q" Q"'... Q'" mriano su r rispettivniiîente iiegli iutoriii reali di 
H" Il". . . H"', inantene~ldosi clisliiiti fra loro e coi punti Q("'ii) Q(qt" . . . Q'"), 
tlescrivendo yuindi altrettanti segiiienti d" d'" . . . d") non aven ti alcu i i  piiii to 
iii coiiiiiiie né fra loro lié con d'. È inoltre lecii,o supporre (iiiiii~. 13) clie 
nessiiiia delle rette E E, tagli yualcuilo dei segmenti W .  

ali iiitorni ( r~a l i )  di d ' d " .  . . di") sono le iininagiiii degli intorni di  ,lin 
segnieiito ri, delln I., sii k  falcle y , ,  pz ,.. . , 3, reiili e clistiiite tlclln ;F, passnriti 
per esso. 

Sopra do si assuiiin. iio sisteiiin di coppie di piinti : 

di cui sin S lo sclieiiin di separazioiie, il clle (iiuili. 29) P seiiipre possibile. 
L'intoriio di A, (risp. Si) su y, snrà rapprcsentato i i i  .;: dall'intorno tJ'i 

uii lninto A'{' (risp. .7?'{') tlcl segniento 

18. C i 0  posto, è possil~ile (cd iii piil iiiotli) determinui~e iiiia Ti2pi3 renle, 
secanle In r iiei piinti (reali) : 

ed ulteriorinente in 21 - k t  1 roppie di puiiti iiiimaginnrî coniiigati, asse- 
gnitte i n  modo algehricamente generico. 

Sia : 
y=O 
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ln sua equaxione, yuando in z si i n t rduca  un sisteiiîa di coordinate projet- 
tire con eleiuienti di riferinlento reali e del resto arbitrari (*). 

Sin. 
ei = O 

l'cqiiazione della retta E Ei (i = 3, 2 , .  ., , p); sin inoltre 

per t reale e d i  d o r e  assoluto alhastailm piccolo, è l'equazione di iiiia 
IP"2, reale, otteiiutrt mediailte « piccola mriazioiie » di quella spexznta ilelle 
rette E E ,  , E E,, . . . , E E, et1 r ,  da coiitarsi doe rolte ciasculln (**). 

Se, riclonaiido per un moinei~to al 11araineti.o t l'iiitiern mrinl)ilit;i, lo si 
coiisidern coiiie fiiiizioiie: 

e: a i . .  . ei v 2  t = -  
$1 

delle coordinate di un pui~to  P, realc, corrente in ie, si trora clie t caml,in 
di segno solo quando P attrarersa iii uil punto generico (seinplice) ln g = O 
(mentre non canihia segno quniido P a t t ra~ersa  in uii punto generico uiia 
delle rette E Ei oppure 1ü relta Y). 

Qualora le regioni determiriate i i i  ;: da r/ - O si c~ontrncldistingur~rio (conle 
è lecito) coi segiii + e --, in modo che regioiii liiiîitrofe abbinno segno op- 
posto, la (10) (per la sua parte reale) si svolgerà iii regioni di ugual segno. 

Ora da1 comportainento della g = 0 .risiilla clie ileli'iritorno della c u r n  
coinposta colla r e colle .E Ej (consicleratn iielln sua parte renle) sono regioi-ii 

(*) Si sottiiitende che le equazioiii di c i m e  reali si del~bniio imniagiiiare liberate dagli 
eveiituali fattori iinmerici complessi. 

(*+) Per uiio studio metodico sui procediiiieiili di << piccola variazioiie » veclasi l a  iiiin Me- 
inoria: Sulla generaa'orze di cume piapte olgehrirhe muli ~nedinnte «piccola uag.iazioiie » cl; otiia 

curvn spezsata [A~iiiali d i  Mnteinatica, T. 255 (3), pagg. 217-1691. Iii essa si esclude perb 1 ; ~  
p'eseiiza di componeiiti iiialtiple. L'uso di cpieste ha qunlclie coii~iessioiie con uiio studio di 
CAYLEY [Sur les cowbes u&ties (Comptes Rendus de 1'Acadkmie des Sciences de Paris; 1'. 74; 
pagg. 708-719, 1872;'oppure Coll; Math. Papers, VIII, pagg. 8&861)] e coi1 qualche metoclo 
di KI.EIN [specialinente in Rieina~tn'sche FlAclteu (.Autogr. Yorlesungeii, Gottiiigeii, IPX?)]. 
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di ugual segno quelle prossiine ai seginenti 

RI" B'W A', B', , APfp BI'* , . . . , b 

(indicaildosi con A ' j  Bi$ il segtnerito projettivo di estreiiii A(:' fi($, iiiterno a 
@), tuentre liailno segno opposto le riinanenti. 

Per o$$ort.uîza scella del seyzo di t ,  la parte reale della (10) sarlt clunque 
costituita da k: ovali w, w, . . . w,, uno qualuiiqiie mJ dei cjuali passa. per i puiiti 
A($), BJ'e proviene chlla « piccola. varinzione >> per st1oppia.iiiento del segtncnta 
A'$ RJ! contnto due volte. 

La (10) possiede bensi ulteriori putiti reali iiei punti fondaitien ta ti reali 
di (C"), Inn vi passa con rami iii~inaginarî coniugnti. 

Tutto ci6 risultn scheinnticaniente dalla Fig. 7, ore la g = O è segnata 
con tratto punteggiato. 

.l9. 1~ (10) i: imiiiagine di ilna particolare Kr, clle i i ldir l~~rb COU rn"i 
Dira clze ro* è la curva richiesta. 

Essa lia intanto (corne ogni Xr) l'ordine ed il genere ricliiesti {risp. 2 tr 

e p) e (nurn. 16) non posbiede putiti multipli. Tnoltre, conle pur si richiede, 
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consta nella. sua parte reale dei k circuiti pari 

üveiiti per iniiliagiiii gli ovali w, w, . . . w, della (10), poichè il coiiiportünieiito 
di (10) riei putlti fondainer.itali di (Cm) assoggetta r"" soltan to al  passaggio 
per punti immagiilarî conjugnti d i  a,. 

Riniane yuindi il cliiiiostrare clie il sisteiiia y,  y ? .  . . y, preseiita il cüso 
della coiicatenazione ordinaria (iiuiii. 1) e clie il suo scliema 2 di coilcateiia- 
zione è isomorfo ad S. 

Si iioti aazitutto coiiie yj giacciü nella falds y,, si appoggi ad r,  iiei puiiti 
il, B, della coppia c,, clmi si possa 
ritenere otteiiuto inediante a pic- 
cola v;iriüzione B per sdoppiaiiiento 
del seginento A, B,, contato due ' 
volte, nella detta falda (yuando con I 

1 A, Bj si iiiclichi il seginento projet- 
tiro di estreini il, Bj iiiterno al seg- 
nieil to do). 

Si coiisideriiio ora due circuiti 
y,, y,. Se le coppie c, =,A, B, , 
c, z 4 B j  si separano, i circuiti y, y,, 
corne risulta dalla Fig. 8, sono frü 
loro concatenati; inentre se le cop- 
pie ci A, Bi, cj z A, Bj 11011 si se- 
parano, i circuiti y, % iioti soiio fra 
loro coiicatenati, conie risulta clüllü 
Fig. 9 oppure dalla P'iç. 10; oiide, 
üiiîiiiessa la colîcateriaxioile orili- 
naria, risulta \y isomorfo ad S. 

D'altra parte, per la situnziotie 
dei circuiti y, y , .  . . j ,  lungo la Y,, 

è intuitive coine tre o più di essi 
liheri i l  due a due siaiio affatto li- 
heri e conie percib sinrio soddisfatte 

Fig. 8. 

le condizioni conteniite iiella definixioile di concateiiazioiie ordinaria. 
Cosi la ricerca iniziata al n. 17 è esnurita, ossia è climostrato il Teoretna 1 

pei' il caso in ciii siissista lu (9). 
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W .  Si ~iiaiitengnrlo le (7) (8), ma, abbandoriata la (9), si supl)oiqp, 

ILI tül caso iil ;i si USSULII;LI~O: 
1.' Una retta mile  r e su di essn uli'iiivoluzioiie J, (sema punti fissi) 

Fig. !l. Pis. 10. 

reale c\j' di  grailo IL, di  c u i  fxccia parte uli grupl)o H' H". . . H(^" (Li punti 
tiitti reali. 

S.' Un puiito male I$ fuori di r. 
3.' Un gruppo reale di ~z - 1% punti E, E,  . . . E $,-, soprn. r, ülgebrica- 

mente getierici cosi fra loro coliie rispetto ad E ed n J ,  [il che è possibile per- 
cliE balle (7) (8) si cietluce n >lz]. 

4.' Un gruppo reale di p - l e  + k pu~i t i  E,;-,+, , E,-,~+, . . . B9 f ior i  di r, 
n1gcl)ricnrneii tc gciieiici f i ~ i  1oi.o c rispet to ni tlati precedeiitenieiite i n  tiwclotti 
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.Br lcsott i: Sdle crcrve gobbe tllgebriclie ~ e c i l i  cc c i m c i t i  coizcutencl ti. 117 

[il clle per la (1 1) é senipre possibile, quaiiclo si escliiclti. il caso k = O, 18 = p  + 1 ,  
di cui è iniii~ediata la  trattaoioiie diretta]. 

Le ciirve C", d'ordine I L ,  areiiti in E' un yiliito ( 1 1 .  - J)plo, passauti (seiii- 
pliceiiieiite) per ciasciiiio dei piiiiti Ei e sccaiiti ulterioi~iieiitc r i i i  gr~ippi  
della J,  foriiiaiio uii sisteii-iü liiieare e reale w'"-~-"'+' , du1 quale pi' la. (7) é 
lecito cstri1ri.e un sisteiiia. hieare  reale N" die  dirb (C"). 

Y. Coli' iiietodo siiiiile a qiiello del iiiiiii. 14 si iilterpi-eti .((Y') coiiie 
iiiiiiii~giiie ciel sisteinri. costituito cliille sezioiii piaiie di una rigata s;, d'ordine 
9 IL -y - 1, i i ~  ~ i i i ; ~  rappreseutazioiie reüle di questü su n. Cosi si svolgaiio 
le osservazioiii analoglie iii relazioiie agli elenletiti foiidaiiientdi della corri- 
spoatletim fra. s; e z,. 

Perb iiel caso preseiite ln r sa r i  iiiiiiiügiiie cli min retta r ,  iiiultipla SC- 

coiitlo k per nu e gli intoriii ciei puiiti Q' O". . . Q'"') coiijugati in  Jk saraiiiio 
iiniiiagiiii clegli iiitoriii di un puiito Q, di ru,  sii IL ftiltlc cli .;ru. 

La cui'ra A , ,  cloppia per x , ,  sarà d'ordiiie 

1 
- ( 9 / L - ~ ) + l t - 3 ) ( 3 ~ 1 - ~ ) - k - 0 ) )  
2 

e la sua iiiiiiiagiiie A, cl'ordiiie: 

(1h+k-2)(21~-~) . -k-0))  

ii\-rii iii E i l i l  putito iiiultiplo secondo: 

(IL + k - 3) (3 i l  - p  - k - 2) 

ed i i i  ciasciiiio dei puiiti Ej un puiito iiiultiplo secoiiclo : 

2 1 ~ - p - h - 2 .  

Lc eolisiderr~oioiii s ~ l l ' i i ~ ~ ~ l u ~ i o i ~ e  @ si esteiiclouo sciiil)liceliieiite. 
Si iiitroilucüno iiifiiie in x le K2f'+' (d'ordiiie 9 y +- 2, di geiiere y) coi] 

1111 puiito 2 p  - plo iii E e doppio in ciasciin puiito Ei ( i  = 1, 2 , .  . . , y), roiiie 
iniinngiiii di curve 1ZT di ;i, (cl'orcliiîe 2 I(, di  genere p) ,  delle quali uiia ge- 
iièrica. uoli possiede puiiti doppi (il che si dimostrü in iiioclo orrio col nie- 
toclo del iiuiii. 16). 

22. Assegiiato iiiio sclieiiin di separazioiie S cli specie k, la ricerca di 
~.""(cioè di uiia Ki" la. cui niirte retile çoiisti di iiii sisteiiia di 3; circiiiti 
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1 18 B r u s o  t t i :  S d l e  ctcrve gobbe algcbviche recdi a circzciti c o n c d e m t i .  

collo sclieiiia di coiicateiinzioiie, ordiilaria, isoiiiorfo ad S )  si s~o lge  çonie 
ilel caso precedeiite (iiuin.' 17, 18, 19) con utia lieve inodificazioiie rigiinrclaule 
1 ; ~  scelts di 

g = o  

la qude,  fuori dei piiiiti dj:'UJ' (j = 1 ,  2 , .  . . , k) ecl Ei (i = 1, 2 ,  . . . , rb - k),  
clovrà tngliare ln r in $1 - I L  +- 1 coppie [cfr. la ( 1  l)] di l)iiiiti iiiiniagiiiari 
coiijuga ti. 

Cosi aiiclie il secondo caso è esaiirito ed il Teororçu 1 è diiiiostrnlo. 

94. Si rieliiaiiii or;t l'ciiiiiiciato col qualc lia leriiiiiie i l  iiiiiii. 9. 1'1'0- 
posto ut1 clui~luiiqiie 6cheiiia X di coiicateuazioile (ordiiiaria) di specie k < 6 ,  
csso risulterà isomort0 ad uiio sclieiiia S di separazioiie. 

I'ercih da1 l'eorerrm i si potrà pur cleclurre d ie :  
Bnt i  gli  iuteri (positiui O nul&) .11, p ,  k < 6 sodtiisfacerlti nlle ( 7 )  ( 8 )  ed 

I 

nsseyrmto (ad ai'bitrio) N I L O  sclter~ta di c o ~ z c ~ t t e ~ m ~ i o ~ t e  d i  specie k, esiste urza 
c w v a  gobba ( ivr idut t ibi l~)  d 'ord i i~e  2 I L  e gekzere p, priva d i  p i z t i  ~ ~ ~ t ~ l t i p l i ,  CO- 

stitaita rçella s u a  parte male ticc t trz  sisterrra d i  h circuiti  p t - i  d i  scherria x. 
Se poi si osserva clie per p < 5 ln  coiitlizione k ( 6  è iliiplicitü nella (5), 

si ricava: 
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Dahi gli interi  (positivi O m1Ei) 12, p < 5, k ,  soddisface~zti  alle ( 7 )  (8)  ed 
mseg~zctto ( a d  arbitrio) w o  schelizcc d i  co~zcate~zazione d i  specie k, esiste z i m  

c w v a  gobbn (iwirl?cttibile) d'ordine 2 ~t e geizere p, priva d i  pzutti ~ u t ~ l t i p l i ,  
costitzcitn nella stccc parte yenle d a  2112 s is term d i  k circuiti par i  d i  scheata r. 

Ili nltri teriiiini, salua ln restrizione iii-ipostn nll'ortline dalla. (71, il pro. 
Mema t.opologico-algebrico della collcatenazione ordinaria fra circiiiti tutti 
pari é pienamente i'isnlto pcr i primi valori clel $encre ( p  = 0, 1, 9, 3, 4). 

25. Sinno gli iiit,eri (positivi O riulli) 12, k, 21 sot1disfac~iit.i nlle relnzioni: 

2 + % + 1 r p + l + 2  (12) 

O ( h r p + l  (1 3)  

giA iiitrodotte nell'ipotcsi del Teoream II (niiiii. 4). 
Si supponga da.ppriiiin : 

n t p t l ,  

ilcl qiial caso la (18) disceilde dalla (13). 
In un piano reale r; si coiisiderino: 

1 . O  Una retta reale r e su di esss un'involuzioiie J,, 1-enlo coi di graclo w . 
senza puilti fissi, posseclente un gruppo renle R'II" .  . . . H'"' cli cui h putiti 
W H " .  . . H'") siano reali e distiiiti cosi fsa loro coiiie dai riniaiienti [il clie 
è seinpre possihile perchè dalle (13) (14) si decluce h G II]. 

2.' Un punto renle E fuori d i  r. 
3 . O  Un gruppo renle di p - 1 (*) punti Ei ( i  = 1 ,  8, .  . . , p - 1) fiiori 

tli r,  i i i  posixione algel~ricnmerite genericn rispetto ai clnti pi'ececleiiieinente 
introdotti (per es. ilessuiin delle E Zi ppnsserii per qunlciiiio (Ici puiiti W.')). 

(*) Si suppoiie iiiiplicitaineiite p>O. La trattazioiie direttn del cnso p=O iion offre dif- 
ficoltà. Per ogni ordiiie 2 M + 1 s: 3 esistono curre gobbe raziondi reali, iiecessciriiii~leiite do- 
tate di uii 8010 circuito. 
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cante r in gruppi di J,,, è lecito per la (14) estrarre un sistema (C") lineare 
reale m', ed iuterpretarne le curve coine inunagini delle sezioni piarie d i  una 
~içatix razionale n, d'ordine 9 n -p ,  rappresentata ùiunivocaineiîte sii z in 
inodo clie l'imiiiagine di un punto Po veule di z, sia un punto P renle tli ii (e 
i.eciproca~iiente). 

Le proprietB di a,, solo iri qualche particolare diffcrenti da quelle esposte 
ai num.' 14 e 1.5(*), si diiiiostrnno con inetoclo ni-ialogo. 

In z si consideri ora il s i s tma  (IC"tl') delle curre d'ordiile Bp+ 1, 
stventi in E un puilto (QI - 1)-plo ed in cinscutio dei puiiti E, uii puiito 
tloppio. Il sisten~a (liiieare, reale) E di dimensioiie 3 p + 6  e di genere p. 

Una J P + '  è iniiiiagine di una, curva (gobùa) I<:"t1 (di T,) d'ordine % -+ 1 
e rli genere 27. 

Che una I-O"+L genericn uon posseggn pwzti ~uzcltipli, si diniostra col me- 
todo del nuiii. IF. L'esclusione di punti doppî proveiiienti da1 passaggio del- 
l'iiniiiagiue lP'tl per coppie di @ si potrà p. es. verificare sulla J P t i  spez- 
zata nelle E E, da contarsi ciasciina due volte, in unn retto geilericn per E 
c in due rette genericlie non coi~giuiigenti coppie di o. 

. 87. Si assegni wzo schewza d i  sepmrasione S d i  speeie k e si fissi in 
ssso urm coppia. Esiste iiria IL';"+' (di genere p) costituita nella sua parte 
reale da un  sisteina di h circuiti (tutti pari salvo utio), il cui schema di con- 
crctemsione é isoinorfo a d ' s  ili iiiodo .clle alla coppia fissata .c,orrispondn il 
circuit0 dispari. 

Per dimostrare cio, corne al nuin. 17, si introdiicano i segmenti d' d u .  . . d') 
cli ,r i yuali contetigano rispettivanieiite i piiiiti II'II".. . II'"" ed i cui int,ortii 
iii n siaiio inimagini di qiielli tli un segiiieiito (7, della. r ,  sopra Iz faltle reali 
tlistinte c p ,  9, . . . y, di z, . Nessiina. delle E Bi tngli ut1 seginento d'.''). 

Sulla r ,  si assuiria un sisteina di coppie d i  p~ititi 

di scheiiia S e, yuctiido sia ad es. cl la coppin prefissata, si deteriiiiiii il si- 
sternn in ino(h clle tutti i punti Ai Bi siano su du,  escliiso il punto B, ,  fiiori 
d i  du.  Ci6 è seiiipre possihile, corne risu1 ta da unn osservazione esposta al 
iiuiii. 19. 

(") Ad es. i caratteri della curva doppia A, di no e della sua iinniagine A iii n si dedu. 
couo da qiielli iirrlicoti a l  iium. 1 4  iiiutaiidovi 21 il1 21 - 2 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bvusot ti : S d l e  curce gobbe nlgebriche recrll n clrctciti concate~aaii .  141 

L'intorno di A, (i = 1, 2, . . . , k) ,  risp. di Bi (i = 2, 3 , .  . . , k) su  (pj, sarà 
rnppresentato in x dall'in torno di un punto A({), risp. B1(, del çegniento d"). 

88. È possibile, in piil di un modo, determinare una Kw+' reale, se- 
cante la r nci punti (reali): 

A", , BWa; . . . . : 
et1 ulterioriiiente in p - Iz + 1 coppie nssegoate d i  punti iminngiiinrî conju- 
gati. Sia. : 

g = o  

la sua equazione i n  un sistema di riferimento reale. 
Sin : 

ei = O 

u = o  
quella di r ed infine sia: 

a .= O 
quelln della rettn E A', . I a :  

pei. t renle e di valor assoluto alibastanza piccolo, è-l'equazione di una curra 
reale ottenuta mediari te « piccoln. variazione » da quella spezzata nelle rette 
E E, , E E, , . . . , E Ep-, , r ,  E A',, tutte contnte due volte, all'infuori dell'ultima 
contata uiia volta. 

Ln 
1 2  l=-e le  ,... e:-,v2a 

9 

9 .  

pensata come funzione di un punto P reale, corrente in z, non muta segno 
quando P generhmente attraversa una delle E Ei oppure la r, mentre muta 
di segno qunndo P genericainente attrarerslz E A', oppure g = O. 

Nella ripartizione di x in regioni contr&egnabili coi segni + e -, pro- 
dotta dalla. g = O e da E A', insienle considerate, la (15) si svolgerà i n  regioiii 
d i  ugual segno. D'altra parte ~iell'intorno (reale) cli r hanno ugual segno le 
13egioni prossiine ni segnîenti 

A", nw, , A"'3 , . . . , A(:) Il(:) 

[intendendo clie A(:' B(j) ( j  > 1). frn i .  segiiîenti cogli estreini indicati, sin. 
yuello interno n F j ;  Iîaiino. segno opposto le rimanenti. 

Annali di  Matematica, Serie III, Tomo XXV. 16 
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1023 Br u s o t  t i : SuEle c w u e  gobbe algebriche rccdi a cir.ctcit,i comafenctti .  

Segue che, per opportuns scelta del segno d i  t la parte reale delln (19) consla, 
di un circuito dispari o, (prossinio alla E A',) secante in A', ln r e d i  k- l 
ovali a, a,. . . o,, uno yualuncpe dei yuali passa per A(?, HJ!) e proriene 
dalla « piccola variazione » per scloppiaiiieiito del segniento A($) B(9 contnto 
due volte. La (15) possiede I)ensi ulteriori puiiti renli iiei punti fonclainentali 
reali di (C"), ma vi passa con rami tutti iiniiingiiiai-î coiîjugnti, yiinndo, roiiie 
è implicite, si esclucla. i n  E il ranio reale fornito da w, . 

Si reda percib ln rappresentazioiic sclien-iaticn di Fig. 11. 

Pig. II. 

99. La (15) è iiiiiiiagine di i i i in  Kr+' rlie iiidirlieri) con Pt1. La r"+f' 
i: ln curva richiesta (nuni. 97). 

Essa è iiifatti d'ordiiie '2 $2 + 1 ,  di genere 11 e roiistn iielln sua parte reale 
cli k circuiti y, y, . . . y,  (iiveoti risp. le iiiiiiiagini o, o, . . . w,), tutti pari all'iii- 
fuori di y, che è dispari [non producendo il coiilportai11eiit.o di (lu) nei punti 
foiiclûmentali di (C") ulteriori puiiti rcali tli i""+']. Riinane a lwovarsi clie la 
coilcateiiazioiie di r""' k ooi.iiini*in e clie Io sclieiiia è, ilel iiioclo roluto, iso- 
morfo ad S,  ossin, poicliè gia alla coppin prefissatn cl corrispontle il circuito 
tlispari y, ,  che a coppie ci seyarantisi (risp. noil sepûrantisi) corrispondono 
circuiti y, coiicatennti (risp. liberi). 
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Pcr cib clie r iparc la  lü iiatura della coiicateiiazioile e per quanto si ri- 
ferisce ûlle coppie di circuiti pari yi y,i (i  > 1, j )  1) la diniostrazione procecle 
cotne al iiuiii. 19. 

Per quüiito iiivece si riferisce ad uiia coppia y, yj (j) i), si osservi clle 
y,  si ricava 1)er « piccola rai-inzioiie » ordiliaria dalla geiierütrice di  no secaiite 

Fig. l?, Fig. 13. 

ta,, i i l  A, e (riell'intoriio di A, )  iipparlciietite a. F,, ineiitre y, si deduce mediante 
« piccola variazioiie » per sdolipiaiiieiito iiella falda v,,, del segmeiîto A, U j  
coiituto due volte (al solito ioteiidelidosi per iZ,B, il segiiiento avente gli 
estreini indicati e iiiteriio a. do) .  

Il'altra parte poichè B,, esterno iL c7,, è pure esterno a d  Aj Bj ,  il puiito A,  
snrà interno oppure ester110 ad A,? Bj secoiido clie la c,, separi O lion separi c l .  
Ora ilel primo cuso y, e y, sono iiiutuaineiite coiicateunti, conie 1-isulta. dalla 
Fig. 19, inentre ne1 secoiido y ,  e y j  sono iiiutuniiieiite liberi, corne risultü 
clalla. Fig. 13. 
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114 Br zt so t t i : Szclle curue gobbe rcl~ebriche rercli. cc circuiti concatendi.  

L'isomorfismo è cosi dimostrato e la lrattazione del caso attuale è 
esaurita. 

30. Riinaile a considerürsi il caso in cui [pernianendo le (18) (141 ail- 
zicliè la (14) mlga 1s 

3L f 11. ( 16) 

L'ünülogiü che esso presetita sotto un certo aspetto col caso precedente, e 
sotto l'altro col caso svolto ai nun1.l 80, 81, SB, pub dispensare da uim trat- 
tazioiie particolareggia ta. 

S'introducano, in nloclo algebricaiiiente generico: 
1.0 Unü retta renle r e su di essa iin'involiizione J, (seiiza punti fissi) ieale 

m 1  di grado k, di cui faccia parte un gruppo H'H". . . H'"' di punti tutti reali. 
8.0 Un punto reale E fuori di r. 
3.0 Un gruppo reale di n - k ~ ~ u i l t i  E, E,. . . E',-, soljrit r. 
5 . O  Un gruppo realc di p - rz + 7i - 1 puriti E ,,-, +, , E,-,+,,  . . . E,-, 

fuori di r. 

Le Cn ci'ordine n aventi un punto (1% - 1)-plo irl E, uii puiito seinl)lice 
in ciasciui punto Ei ,  secariti ulteriornieute r in gruppi di J, forinano un 
sistema lineare, reale, w~"-~- '"+~ , da1 quale per la (18) si potrà estrarre il si- 
stems m"(Cn), iinmagine di quello delle sezioni piane di una rigata razionale, 
colle condizioni di realiti anidoglie a quelle nltrove esposte. 

Fissato uno sclieiiia cli separazio~le S, fra le Kzl'+' con punto (2 p - 1)-plo 
in E e doppio in ciascuno clei punti E;, è lecito, coi nietodi dei num! 97, 28, 
29, scegliere la curra inmiagine di una curva Pn+-' di geiiere $1, i cui cir- 
cuiti y, 7 , .  . . y, (tutti pari sdvo uno) formino un sisteina col10 scliema cli con- 
catenazione isoinorfo, in iiiodo prefissato, ad S. 

Cosi anche il Teorema II è interamente diinostrato. 

6. CO ROLL AH^ DEL r ~ ~ ~ l { ~ l l ~ h  11. 

31. La supposizione clle S presenti uiio dei tipi del iium. i l  coduce  
ad alcuni corollarî del Teorema I l ,  analoghi a quelli già cledotti da1 Teoretlm I 
ed esposti al num. 83. Essi sono i seguenti: 

Dati gli irzteri (positiui O t??dl%) 12, 37, h ~ o d d i s f a ~ e ~ t t i  al le  (12) (13) : 
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B r u s o t t i :  Sulle curue gobbe nlgebriclle renli n circuiti co~zcat~nnt i .  125 

1. Esistor~o c w c e  gobbe (reali, irridztttibili) tl'ordille .3 rt + 1 e d i  ge- 
PLere p, priae d i  pztnti mi~ltiplZ, ,i cui k circuiti, tutti pari  s d u o  2 t ~ o  d i s p r i ,  
soizo coizcate.rtati a (lue a due i n  tutti i modi  ( co~~cn te rm~ior~e  co~izpleta). 

II.  Esistor~o czcrve gobbe (reali, irriduttibili) d'ordirte 2 lz + 1 e d i  ge- 
uere Y, pritw d i  ytcnti ~mt l t ip l i ,  i c l ~ i  k circuiti, tibtti par i  saloo zlrzo dispari ,  
SOICO coI~catemt i  itt scric seutplice apertn, occzqmdo  il circuito dispciri m l l a  
serie Z C ~ L  posta yrefissato ad  nrbitrio. 

III. Esisto~zo czcrue gobbe (reali, irriduttibili) d'ortline 8 11. + 1 e d i  ge- 
jtere y, prive d i  pztriti mzdtiyli ,  i cui k circziiti, tzitti par i  snlro zirzo dispari ,  
sono cortcatennti in, serie sentplice chizcsa. 

32. Cosi i corollarî del Teorema I esl)osti al iiuiii. 94 trovaiio i loro 
.aiialoghi in altri del Teorerrha II, püriiiie~iti ricavati tlali'eiiuiiciato in fine del 
num. 9. Cioè: 

Dati  gli irzteri (~os i t i t i i  O ~ ~ i t l l i j  I I ,  p, 11 ( 6  soddisfmeuli  d l c  (19) (13)  ed 
ussegmto  (ad nrbitrio) zcno scherua d i  coi~cate~taxione d i  syecie A, esiste zola 
c w v a  gobba (irriduttibile) d'ordi~ze 9 I L  + 1 e d i  generc y, pritia cli y u ~ t t i  i11111- 

tipi", costitzlita ?tella sua  ynrte reccle d a  zcrt sisterita tli k circzciti (tzitti yccri 
saluo Z C M O  dispari),  ace~zte 10 schema x, arbitraria restaildo la sceltrc del posto 
'occitpato i ~ z  2: da1 circuito dispari.  

Onde: 
Dnti  gli iuteri (positivi O nu1l.i) I I ,  p < 5, k soddisfnceiiti d e  (16) (13) et7 

tcsseg~zato (ad arbitrio) uno  scheazcc d i  cor~cnte)zazio~ze x d i  specie k, esiste zma- 
curua gobba (irridattibile) d'orditze 9 + 1 e d i  genere p, pr iva  d i  pzinti *itzcl 
tipli, costitztitcc îeella szco parte reale d a  z r t ~  sistewra d i  k circttili (tutti par i  
üalvo zozo dispari),  ovente lo sc7ce1m El arbitraria restando l a  scella del yosto 
occupnto il& x da1 circuito dispari.  

Sulla, portata del risultato valgallo osservazioni uiialoglle a quelle del ci- 
tato iiulii. 22. 

8 7. S U  QUALCHK CONDIZIONK NECESSARIA 

PEH L'ESISTEKZA DI UNA ClUHVA D'OHD~KE l3 UEKERE DATI 

AVENTE Uh'O SCHEMA D I  CONCATEFAZIONE PREFISSATO. 

33. Il probleiiia topologico-algel~rico della coiicateiiazione oidiiiaiin, per 
circuiti tutti pari salvo al più uiio dispari, è stato risolto iiei pnragrnfi clic. 
lwecedono colle restriziorii seguen ti : 
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126 Br m o t  t i: Sulle curue gobbe nlyebriche reccli cc circuit i  concccteîzuti. 

1. Lo sclieiiii~ di coiicateiiazioiie è isoiiiorfo ad iiiio sclieiiin S di 
scparazioiie. 

II. L'orciine ~ J L  è s p  + k + '2 (esseii~lo 1) i l  geiierc della. clirvil c k 
il iluniero dei circuiti). 

III. È k ~p + 1 (e 1)er 111 dispari k > 0). 
I l i  esse la III è necessnriii (vecli i i i i i i~. '  3, 5). 
Nell'iiiteoto di delinlitare il caiiipo eiitro il quale le coiidizioiii 1 c JI 

possaiio essere sostituite coi1 ültre iiieiio restrittive, svolgo alcune seiiiplici 
coiisiderazioiii. Esse coiidiirran~io a stabilire qualdie condizioiie necessaria 
per l'èsisteiiza di uiin soluzione del prol~leiiia proposto. 

34. l'remette il segueiitc: 
L ~ a i x \ .  Dnti  d u e  c i ~ c u i t i  y y', se esiste 2 1 n  celltro ficori d i  essi,  da1 &cle 

verhgakLo projet tat i  sic di zciz piarlo i l b  c i r c i ~ i t i  1101b  secutdisi ,  y e y' S O H O  11111- 

tzcclitzel~te l iberi .  
Kell'ipotesi è iiiiplicito che uiio aliiieiio dei circuiti y y' sia pari, percliè 

due circuiti dispari da. u n  ceiitro fuori di essi sono projettati i ~ i  due circuiti 
dispüri, e questi iiecesssriamente si tagliaiio. La tesi lia cliiiique uii piwiso 
sigliilicato iii buse a precedenti coiivenzioiii (vedi iiiiin.' 1, 4). 

Percib, se  ad es. y è pari, cjuüliiiiqiie sia y', l)er ln cliinostra.zioiie clcl 
Lciiiiiin. lmsterù provare d ie  ;. si  pu6 ridurre iiiediaiite deforniüzione coi~tiriua 
ail uii yutito seiiza attraversare y'. 

Sia O il cetitro di projexioiie, clle per seiiiplicitii di  liiiguaggio suppongo 
al fiiiito, e sia C il coiio projettaiite y. 

Poicliè O è fuoii di y, si pub considerare uria sfern n di ceiitro O iiou 
ilicliidente putiti di  y. La n seglierà C in dile circuiti 8, 8, distiiiti (nia eveii- 
tualmente secaiitisi) e diaiiietralii~ente oyposti si1 n (*). Se su s, si fissa uii 
seiiso positivo ed uu'origiiie degli ai*clii, e si iiidica con x la Iiingliezza. del- 
l'urco cosi coi~tato, ail og i i  valore d i  x corrispoiitlc iiiia cil uiia solü gciiera- 
tricc di C (qiianclo si coiisideriiio tlistiiite generatrici coiiicideii ti iii uiia iiiiil- 
tipla. di C nia poste s u  falde diverse), quiildi ut10 ecl uii sol puuto cli y. Su 
o p i  getieratrice di C si fissino i puiiti B,  Dm di iuteisezioiie con 8, 8, e si 
lissunia il sistei~ia di coordiriate projettive iii ciii ne1 O, 1), , D, coiiipetniio le 
coordinate zero, 1, CO; dicasi y la cooriliiiata del panto correnie. 

(*) Per uria proprieti caratteristica dei circuiti pari già osservattt da. hI6srus [vedi BEK- 
ZOLARI,  AlZgemeit~e Theorie der 7uïkeren ebeilelz aly~brnisclzen Kuvvett (Eiic. der Math. Riss., III, 
9, Heft 3) a papg. 385-3861. 
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Rvtcso t  t .i : Sulle curL;e gobbe cclgebriclze renli a circuiti co~zca te~mt i .  127 

Allora il circuito y sarL rappresentato su C da uii'equnzioiie 

ore f (a) è funzione tli a continua, finita, costanteinente posi.tiw e periotlica, 
con periodo uguale alla lunghezza tlcll'ii~tero rii-ciiito 8 , .  

Analogamente la 
? l = = t f ( x )  

ove t sin. uii nuniero positive, rappresciita, uii circuito su C, in coiidizioiii 
topologicamerite analoghe n quelle di y. Se, partendo da1 valore t = 1, si fa 
decrescere e tenclere a zero t con continuità, si ottiene una deformazione 
continua, di y clie 10 riduce a coinciclere col piiiito O per scorrimento su C. 

Ma, per l'ipotesi, y' e C non Iianiio puiiti coinuiii, oiide in tale cleforiiin- 
zioiie y non attrnversa y'(*) ecl il Leinina è diinostrnto. 

Segue clle : 
Se due circuiti y y' (di  czci a,lmeno zctzo par i )  SONO c o m n t e m t i ,  essi sono 

projettati d a  un centro generico SZL d i  Z C I )  pic6110 i n  due circztiti clre si  taglici~zo 
i n  due punti  aluteuo. 

Ci6 risulta clal Leniiiia, quando si osservi t'lie anche nella projczioiic 
iiiio nlmeiio dei circuiti 2. pari. 

35. Sia rm una curva gobba., reale, irriduttibile, priva. di piiilti niultipli, 
cl'orcline 118 e di genere p, costituita nelln sua paiBte renlcl (la un sistciiin t l i  
k >  1 circuiti y, y,. . . y,, tutti pari snlvo a1 più uno. Siil: 

10 sclieiiia (cli concatenazioiie ordinaria) del sisteiiîa e si considei-i, iiisieiiie 
alla sila specie k, anche il numero q delle coppie d i  ccirc~iti  mltttcctmmte cou- 
cfitennti (iadice del10 schenzn). 

I l  niimero (lei putiti\ tloppi app ren t i  (renli otl iiniiingiiiarî) di ï"' 6 
dnto (ta.: 

B'altra parte (vedi niiiiiero precedentr), pcr un centro di projwione O ge- 

(*j Pub per6 talora attraversare se stesso sii uoa geiieratrice doppia per C, the coiisi- 
tlerata sull'una e sull'altra falda dia luogo a sisteini di riferimento cliversi per Io scainbio 
di n, Dm . 
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nerico ciascuna delle q coppie di circiiiti inutuarnente concatenati porta il 
contrihuto di (alineno) due pzcnti doppE npparenti renli. 

Altri due p m t i  doppb npparenti venli si possono ottenere con opportzma 
scelta del cerztvo 0. S; un circuit0 yi pari (di rv') si assurilano infatti tre punti 
non allineati Y, P, Y,; il piano P, P, P, non contiene y; (percliè r"' è gobliit 
irriciuttihile) e yuindi Io taglin ullerioi~inente i n  un piiiito nlliieno; sia qiiesto Y,. 
Se si sceglie, coiiie ceiltro 0, il puiito in mi si tagliano le rette P, P,, P, P,, 
lo scopo è raggiuiito. 

Segue: 

La (17) lega l'ordine ed il geiiere assegnati per la curva coll'indice clello 
sclieiiia di concatenazione proposto e rostituisce appunto unn condi~ione ne-' 
cemnricc pcr la i.iaolubilitii del prohleiiia clelln coricntenazione oidinaria. 

Fissati p e q la (17) stsbilisce lin limite inferiore per az, generaliiiente 
piii basse di (pie110 fornito dalla condizione II (nuin. 33). 

Se 10 schema proposto è quel10 cli conca teiiazione conipletn, cleve porsi: 

e In (17) si trnsforinn uelln: 

La (18) sarà da considerarsi coiiie condizione ozecessarin per la risolubi- 
lità del probleina ad es. nell'iiitiero citiiîpo cleteriiiinato clalla condizione i 
(niitii. 33), teiiutit preseiitc, coni'è natiirale, In ITî. 
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Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli 
di superficie ortogonali (*). 

( D i  LUIGI BIANCHI, a .Pisa.) 

P R E F A Z I O N E .  

Nel ia  teoria dei sistemi tripli di superficie ortogoiiali dello spnzio (eu- 
clideo) abbiamo tre sistemi fondamentali di equazioni a derivate parziali del 
primo ordine a cui soddisfano gli elementi che determinario intriiisecaiiîente 
il sistema (**). Il primo gruppo di queste eyuazioni è quel10 per le sei rota- 
zioni p,, ( i  -I= k = 1 ,  3, 3) e si scrive : 

dove per ( i ,  k, 1 )  si pongono successivamente le perinutazioni degli indici 
(1, 3, 3). Le rotazioni p, fissano la rappresentaxione sferica, e sono comuni 
ad una infinità di sistemi tripli ortogonali (dipendente da tre funzioni arbi- 
trarie), che hanno, in punti corrispondenti, egua.le orientazione del triedïo 
principale. Questi sistemi diconsi trasformati di Conzbesczcre i'uno dell'altro, 
od anche, con una più breve denoniinazione di DAHBOUX, Sistemi paralleli. 

(*) Una prinia parte dei risultati di queste ricerche ha fatto oggetto di una mia comu- 
nicazione nei Remdicornt6 della R. Accadernicc dei Lincei (16 maggio 1915). Alcune considera- 
zioni fondamentali della Nota vengono qni riprodotte. 

(**) Vedi DARBOUX, Leçons szcr les sgstèmes orthogonaux et les coorclonozées curvilignes 
('2"' édition, 1910). - Cfr. particolarmente Livre III, Chap. V, oppure le mie Lezimzi di 
geometria differenziale (8." ediz.), $$ 413, 41 4. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 17 
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130 Bianchi :  Ricerche intorno ad una classe di sistenti tripli 

Assegnate le rotazioni pi, in funzione di u , ,  u,, u, (in guisa da soddi- 
sfare alle (a)), l'orientazione del triedro principale, coi coseni di direzione 
(X,., Y ; ,  Zi) i = 1, 8, 3 pei suoi tre spigoli, è determinata, a nleno di niovi- 
menti ne110 spazio, da1 sistema completamente integrabile di equazioni ai 
differenziali totali : 

colle analoghe per Yi, Zi. 
Ogni sistema triplo ortogonale colle rotazioni fiik si pu6 individuare in 

due modi djversi, sostanzialmente equivalenti, e cioè: 1.O col determinare i 
coefficienti H i  della espressione del d sVe110 spazio, riferito al  sistema triplo 
ortogonale (u, , u, , u,) l 

9.O dalle espressioni delle tre distanze algebriche di un punto fisso del10 spazio 
(dell'origine) dalle tre facce del triedro principale, quantità che indichiamo 
con Wl, W,,  W, (*). 

Queste quantità H,, W, sono legate alle rotazioni fi,, dagli altri due degli 
accennati sistemi di equazioni a derivate parziali 

a Hi 
- = P k i  a 7  (b) d u, 

Le condizioni di integrabilità per l'uno O per l'altro sistenïa sono sod- 
disfatte, a causa delle (a) della prinza linea, e l'integrale generale (H,, H, , H,) 
O (W, , W, , W,), delle (b) o delle (b*), viene a dipendere da tre funzioni ar- 
bitrarie essenziali (**). Ne1 primo modo, nota una terna (Hl ,  H , ,  H,) solu- 
zione delle (6), si ha per quadrature il corrispondente sisteina triplo orto- 
goiiale (a nïerio di una traslazione) dalle formole 

(*) Le stesse quaiitità sono iiidicate da DARBOUX COI] Po, P l ,  P,. 
(**) Per un sistema iniziale di valori delle ui , per es. per $11 = u, = = 0, si pufi asse- 

guare ad arbitrio la funzioiie di 14i cui si riduce la Hi ( O  la JI. r )  (luaildo vi  si fa Uk = = 0. 
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d i  superficie ortogonccli. 131 

Ne1 secondo modo, nota una terna (W, , 1% , W,) soluzione delle (b*), 
si ha il corrispondente sistema trip10 ortogona.le i n  t e m ~ i n i  fit~iti colle formole 

1 due sistemi lineari (b), (b") si diranno associati, O anche si dirà l'uno 
wggiunto dell' altro per questa proprietà d' imniediata diiiiostrazione. Se 
(H,  , H, , H,) è un@ soluziom delle (b) ,  e ( Wi, W, , W,) una soluzione delle (b*), 
l'espressione S Hi W, d uj è u n  difierenaiale esatto. 

i 

Corrispondentemente a questa relazione analitica fra il sisteina (6) ed i l '  
suo aggiunto (b*), in diverse questioni concernenti i sisteini tripli ortogonali, 
si manifesta come una sorta di reciprocità fra le proprietà che dipendono 
dalle Hi e quelle che si legano alle Wi. Ed ogni qualvolta si ahbia una 
classe' di sistemi tripli ortogonali clie sia deiinita da proprietà delle H,, vi 
è luogo di domandare se esiste una classe, da dirsi reciproca, definita dalle 
corrispondenti proprietà delle Wi . A queste considerazioni si legano appunto 
le ricerche della presente Memoria, ne1 iiîodo che andiamo a dire. 

La classe dei sistemi tïipli ortogonali (u, ,  u,, u,), nei quali ciascuna 
superficie della serie u, = cost. ha costante la curvatura (variabile in gene- 
rale con us), pud ritenersi definita (vedi § 1) da questa proprietà che, sce- 
gliendo opportunamente i parainetri u,, u,, i coefficienti H i ,  Hi si irovano 
legati da una relazione lineare a coefficienti costanti, alla quale, senza alte- 
rare la generalità, possiaino dare la forma H:- H = cost., O l'altra 
H :  + Ha = cost., secondo che la curvatura' delle u,=cost. è positiva O 

negativa. 
Ne1 senso sopra indicato, mrà da considerarsi come reciproca della pre- 

cedente la classe di sistemi tripli ortogonali (se esistono) per la quale si 
abbia 

w: + c W,a = cost., (4 

dove c è una costante arhitraria, il cui valore è qui per altro essenziale, 
come risulta da1 significato geometrico assoluto di W, , W ,  . Diinostreremo 
che, escluso il caso assurdo c = O, ed ancora l'altro c = 1 che porterebbe al 
caso ovvio di superficie parallele (evolventi della sfera), per ogni altro va- 
lore di c esistono in effetto sistemi tripli ortogonali della classe (a) e dipen- 
dono da tre funzioni arbitrarie essenziali, corne i sistenii di WEINGARTEN. La 
determinazione di questi sisteini ortogonali si collega, in modo singolare 
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138 B ianch i:  Ricerche intorno ad una classe d i  sistemi trijli 

geoinetrico, colla teoria delle coiigruenze pseudosferiche, più particolarniente 
con. quei sistenii di superficie pseudosferiche che 110, denoniinato sistemi 
obliqui di Weirzgarten (*). La teoria di questi sistemi ohliclui, costruita nella 
Meinoria ora citata, assuine cos1 una nuova interpretazione, e in particolare 
dà luogo a trasformazioni, che possorio ancora dirsi di BACKLUND, dei sistemi 
tripli ortogonali della classe (2). 

Ma uii'altra ricerca analoga di sistemi tripli ortogonali reciproci conduce 
ancora a questa teoria dei sistenii oblicjui di WEINGARTEN; si lratta qui della 
classe reciproca dei sistemi ortogonali che diciaino di Guichard-Darboux (**), 
mratterizzati dalla relazione fra le H i  

Siccoine x" g2 + z' = WS + W ;  + W ;  , sono da dirsi reciproci di questi 
gli eventuali sistemi tripli ortogouali che soddisfino ad una relazione della 
forma 

k ,  WS + k, WZ, + k ,  WQ = cost., (B) 

dove Li, k,, k ,  sono tre costanti da supporsi soltanto diseguali, per esclu- 
dere i casi ovvii che ne1 sisteina figurino serie di sviluppabili. Se una delle 
costanti l z ,  si annulla, si ricade nei sistenîi della classe ( a ) ;  in generale i si- 
sterni @), prendendo coinunque le costanti k, esistono nella stessa generalità 
dei sistemi della classe (n), coi quali hanno iiioltre a comune la rappresen- 
tazione sferica. Fissaildo l'attenzione sulle rotazioni Fi, in questa inimagine 
sfericn, si vede che i quadrati delle rotazioni in ciascuna coppia 

sono legati da una relazione lineare a coefficienti costanti. Questa. è una 
circostanza. caratteristiccc per la detta iininagine sferica; a m i  basta supporre 
che una tale relazione abbia luogo per una delle tre coppie, perchè la stessa 
cosa si verifichi per le altre due. 

Le tre indicate relazioni cpadratidie fra le rotazioni perniettono di ri- 
durre a forine nortuali seinplici ($ 6) il sistema di equazioni a derivate par- 
ziali da cui il problenia dipende, ed, interpretate geometricamente, ue fanno 
vedere la relazione colla teoria dei sistemi obliqui di WEINGARTEN. 

(%) S t ~ ~ ~ a l i  di ilZate~natica, Serie 3", Somo XIX (1919). 
(**) Vedi DARBOUX, 1. c., Livre III, Chap. X. 
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Dopo questi risultati, siaino condotti a considerare, in generale, quei si- 
demi tripli ortogonali che hanno la stessa iinmagine sferica dei sisteiiii della 
classe ( c r )  O (#) 3); questi diciaino sistemi (n) per ricordare il loro leganie coi 
sistelni obliqui (n,) di WEINGAHTEN, ad angolo G costante (Cf. in. c.). In tutti 
i sistemi (a) le superficie di ciascuna delle tre serie godono della singolare 
proprietà clle la congruenza delle loro normali ha i raggi paralleli a quelli 
di una congruenza pseudosferica e le linee di curvatura della superficie cor- 
rispondoiio alle asintotiche delle due falde pseudosfericlie focali. Inoltre la 
distanza dei punti liiriiti e l'aiigolo dei piani focali in queste congruenze 
pseudosferiche conservano, per ciascuna delle tre serie, i iiiedesiini valori 
costanti. Aggiungiaino che, inentre per tutte le tre serie le dette congruenze 
pseudosferiche sono reali, per una soltanto liariuo fuochi (sviluppabili) reali, 
invece per le altre due serie le sviluppabili sono iininaginarie (coniugate). 
Cosi, in questa teoria dei sisteiui ortogonali (a), vengono a presentarsi, in- 
sieme alle congruenze pseudosferiche ordinarie (a sviluppabili reali), anche 
le congruenze pseudosferiche reali, nia a sviluppabili immaginarie. 

In riguardo poi a yuella serie di superficie ne1 sisterna ( O ) ,  diciaino le 
u, = cost., le cui congruenze pseudosferiche associate liaiirio sviluppabili reali, 
la indicata proprietà geonietrica pub, trasforinarsi i-iell'altra equivalente: Oyni 
superficie zc, = cost. ne1 sisterna (O) è divisa in parallelogramrni itzfinitesimi 
d i  eguale area da un doppio sistema d i  linee della superficie, che si taglinno 
sotto angolo costante 2 o, ed hnnno per bisettrici le linee d i  czcrvatura. 

Questa proprietà caratterizza perfettamente i sisteini tripli ortogonali (O), 
sicchè le presenti ricerche risolvono completanierite il probleina di associare 
in fainiglie di LAMÉ le superficie a eui appartiene la descritta proprieta per 
le trajettorie isogonali, sotto angolo costante, delle 4nee di curvatura. 

Pei sisteiui (a), in generale, si pub costruire una teoria delle trasforma- 
zioni di BACKLUND, e delle trasforinaziotii di LIE, deducendola da quella già 
nota pei sistemi obliqui di WEINGARTEN. Ma esistono in questo caso delle 
trasformazioni molto più seniplici, ehe diciamo trasformazioni parallele, perchè 
conducono da un sisteina (O) ad altri colla rnedesima iminagine sferica. L'esi- 
stenza di queste trasforrnazioni è esselizialmente legata alle indicate relazioni 
quadratiche fra le rotazioni. Una terza classe di trasformazioni dei sisteini n 
si ottiene dalla inversione per raggi vettori reciproci, osservando che un 
particolare sistelna (O) della classe (p), quando si annulli la costante del se- 
condo membro, è cangiato da un'inversione col çentro nell'origine i n  un altro 
sistema della stessa specie. Le trasformazioiii cosi ottenute sono trasforma- 
zioni di Ribazccozcr per inviluppi di sfere. 
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Negli ultimi paragrafi della Memoria (99-31) ci occupiaino brevemente 
di una doppia generalizzazione dei sistetrii (O). La prima si ottiene sosti- 
tuendo ai particolari sistemi obliqui di MTEINGA~WEN ad angolo c costante i 
generali con angolo o variabile. Nei sistemi tripli ortogonali che ne derivario 
le superficie della serie u, =cost. hanno ancora, ciascuna, le normali paral- 
lele ai raggi di una congrueriza pseudosferica, e le loro linee di curvatura 
corrispondono alle asintotiche delle due falde focali; nia l'angolo dei due 
piani focali è in questo caso variabile colla superficie zc, = cost. 

La seconda ulteriore generalizzazione risulta da1 considerare sistenii tripli 
ortogonali che dipendono, in modo analogo, da quelle congruenze W, più 
generali delle pseudosferiche, le cui falde focali hanno in punti corrispon- 
denti eguale curvatura. 

Avvertiamo in fine, senza più ripeterlo riel corso della Memoria, clie 
escludereriio seinpre nelle ricerche seguenti i casi ovvii in cui ne1 sistema 
trip10 figurino delle sviluppabili. Per cib: nessuna delle rotasioni p, potrà 
annullarsi, mè ridursi ad una costante. 

Cbrninciamo le nostre ricerche col dimostrare che se in un sistema tripla 
ortogonale (a , ,  u,, zc,) sussiste, per una conveniente scelta dei parainetri 
u , ,  u,, la relazione quadratica fra H l ,  H, 

a H ' : + b H : = c  (a7 b, c costanti), (4) 

le superficie della serie us = cost. saranno, ciascuna, a curvatura costante. 
Per questa ricerca, e per tutte le seguenti, conviene scrivere per disteso i 
sistemi differenziali (a) ,  (b) ,  (b*). Le nove equazioni per le sei rotazioni sono : 

a B 
1 a- L 3 = -  

du,  d u ,  p 2 3 b 2 1 '  1 
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Le equazioni del sisterna ( b )  si scrivono 

e quelle del sistema aggiunto (b*) 

Nella relazione (4) supposta le costanti a, b saranno ambedue diverse 
da zero, altrimenti sarebbe costante H, O H l ,  e si annullerebbe per le (B) 
qualche rotazione, cib che escludiamo. Variando ciascuuo dei parametri u l  , u, 
per un fattore costante, si introducono nelle costanti a, b dei fattori positivi 
arbitrarii; percib la (4), secondo che le costanti a, b hanno 10 stesso segno 
o il contrario, pu6 ridursi a.lla fornia 

Hi + H: = cost., 
oppure all'altra 

H : - H P  = cost. 

Sviluppando i calcoli per la prima (k.'), cominciamo da1 derivarla rap- 
porto ad u , ,  u,, u3 ,  ci6 che dà per le (B) 

P z 1  Hl + P 3 Q  H2 = 0. 

a Hl Parngonando la prima di queste coll'altra del sistema (B) : - - 
6' %? 

- P z 1  a, 
e costruendo la relativa condizione d'iritegrabilità 

d d 
- u1 (Pz1 H*) + au, ( P l ,  &) = 0, 
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risulta per le (B) stesse e per la (5,) 

1 a P l *  
-- + -- = o. 
du, du, 

Ma dalla terza delle (5) abbiamo 

con À fattore di proporzionalità, e sostituendo nelle due prime (5) ne dedu- 
ciaino per le (A) e per le (7) stesse: 

d h  d h  -- -- = O, 
d u ,  d u ,  

onde h dipende solo da u, . D'altra parte, sostituendo ora i valori (7) nelle 
due equazioiii (A) 

a Hl -- - P 2 1  H2 =-h  F e i  8 3 1  7 

d  u2 

ne risultano le altre due 

Associandole alla (6), vediamo clle le rotazioili debboiio qui soddisfare, 
oltre clie alle (A), alle tre relazioni 

8 -+-= P z ,  d  P l 2  

d u ,  d u ,  0, 

In una Memoria precedente (*) si è diiilostrato che queste tre relazioni 
esprimono clle l'immagine sferica del sistema coincide col1 quelln di un si- 

(*) Sopra i sistemi tripli di superficie ortoyo~cali de~iuati per trwsformcczio~~e d i  Combescure 
dai sistemi n curvatura costatate (Aniiali di Mateinatica, Serie 3.a, Toino XXIV). V d i  il § 3 
di questa Peinoria. 
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stema pseudosferico (u , ,  u , ,  M,), clle dà al dsa  la fornia caratteristica 

d 0  
ds2=cos '6  <1u:+senz 8 du: + R' (-) d u : ,  

8 u, 

con R = R(zc3), e ne1 quale le u, = cost. sono superficie pseudosferiche di 
raggio R. Ora per le rotazioni p, ,  , P3, al~biaiiio qui 

onde ne1 sistenia supposto avrenio, petB le (7) 

cos 8 seii 8 H,=A- 
R 

7 H,=A- a 

R 

Ma la coiidizione clie sin costante Hi+ Hi porta clle A siü pi.opoizio- 
iiale per uii fattore costante a 12, e passando ad UII sisteinn oii~otctico pos- 

3 %  siaino fwe 1 = R, cioè Hl = cos O, H, = sen 0, e p. e. dalla = p,,  H, ri- 
d 14, 

d O sulta H, = R -- 9 onde il sistenia supposto coincide col pseudosferico. La 
8 u3 

pi-oprietà pel caso (a') è clunque diiilostrata. Similnieiite, iiell'altro caso (4.7, 
si vede che alle (A) vengono ad nggiungersi le tre equazioni differeiiziali: 

8 P S I  d  P l 2  - 0, ---- 
d u ,  d u ,  

Dai risultati del $ 3 della Memoria ora citata segue, in modo analogo, 
clle lie1 sistenia trip10 ortogonale supposto le u, = cost. sono superficie a 
curvatura costante positiva, in particolare si riducono a sfere quaiido si an- 
iiulla nella (4") la costante del secondo nienibro, cioè per H :  = H i  .. 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXV. 
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IL SISTEMA DIFPEKENZTALE PEK LE ROTAZIONI NEL C A S 0  W :  + CM7:  =  COS^. 

Secondo yuanto si S detto nella prefazione, saranno da considerarsi come 
reciproci dei preéedenti quei sistemi tripli ortogonali nei quali si verificlii la 
relazione 

w: +cw; = cost., (8) 

con c costante. Il caso c = O è manifestaniente da escludersi corne assurdo, 
percliè sarebbe Wl = cost., e le superficie ml = cost. si ridurrebbero ad un'u- 
nica sfera. Ma anche il caso c =  1 dovrenio escludere, percliè questo porte- 
rebbe, conle si vedrà, l'annullarsi di qualche rotazione. Diinostreremo clle, 
per ogni altro valore della costante c nella (€9, esistono sistemi tripli orto- 
gonali corrispondenti, con tre funzioni arbitrarie essenziali. Si osservi clie 
la (8) rappresenta per le superficie u, = cost. (e medesimainente per ciascuna 
delle altre due serie u, = cost., u, = cost.) un'equazione a derivate parziali 
del secondo ordine a cui tutte socldisfano. Il problenia che ci occupa pub 
quindi enunciarsi anche cosi : Trovare le famiglie di Lamé cosnposte di su- 
perficie integrali della equazione del secondo ordine (8). Questa viene ad avere 
infinite soluzioni cornuni colla nota equazione generale del terzo ordine per 
le farniglie di LAMG (DARBOUX, 1. c., Chap. 1). 

Imitando l'analisi del 5 1, coininciamo dall'esaminare le conseguenze 
differeriziali che l'equazione in termini finiti (8) fra Wl e W, viene ad aggiun- 
gere ai sisteini differenziali (A), (B*). Derivando la (8) rapporto ad u , ,  u , ,  
coll'osservare le (B*), otteniaino in primo luogo 

mentre la derivazione rapporto ad a, d i  l'altra relazione 

Ora aggreghiamo le (O) alle (B*) e costruianio le corrispondenti condi- 
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Vediamo pertauto cl-ie : Nei sistemi tripli ortogonali pei quali si verifica 
lcb condizione (8! le sei rotazio,~i pi, ciebbono soddisfare a puesto sistema di f -  
fereraziale (1). Solo più tardi potreino dirnostrare i'inversa (Vedi 7), clle cioè, 
se le rotazioni soddisfano le (1), esiste un sistema trip10 ortogonale corri- 
spondente che verifica la (8), e yuesto sistenia è univocamente determinato 
a meno di un'omotetia. 

ESISTENZA E PHOPHIETA DELLE SOLUZIOKI fi;, DEL SISTERIA (L). 

a )  Per prinia cosa dobbiaiiio esaniiuare se il sistema diflerenziale (1) 
animette soluzioni, ed in quale arbitrarietà. Ma prima è utile osservare una 
singolare proprietà di costruzione del sistenia (l), che servirà a facilitare 
molto le successive ricerche : 

Il siste~~za differeutziale (1) resta inuariato se si eseguisce sugli indici 1 ,  
8, 3 zcna qualunque perwzutazione, purchè ml10 stesso tempo si faccia subire 
alla costante c ana conueniente sostituxio~~e del gruppo diedrale G, del birap- 
porto 

I 1 C 

c 
, l-C, - 9  - , +) . 

l - c  c--1 C 

Questo segue dalle due proprietà seguenti d'imniediata verifica: 1." Il 
sistema (1) resta invariato per la trasposizione (18) se contemporaneamente 

1 
si caiigia c i n  -; 2." esso resta pure invariato per la perniutazione circo- 

c 
1 

lare (1 B 3) cangiando insieiiie c i n  -. Di qui segue clre fra le 6 permu- 1 -c 
tazioni degli indici e le Ci sostitixzioni lineari di G,  si ha la corrispondenza 
(d'ison~orfismo oloedrico) : 

b) Ci6 preinesso, constatiaino cbe le condizioni d'integrabilità delle (1) 
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rientrano nelle (1) stesse. Basta veriticare questo per la prima condizione di 
integrabilità 

8 dBzl a a p z ,  . a  - - -- 1 a 
((331 832) = 09 a u ,  (au , )  a., ( i ~ J = a ; c ~ ( P " P 3 1 ) + ,  au ,  

il cui primo nienibro in effetto, eseguite le derivazioni colle (1) stesse, iden- 
ticamente s i  annulla. Dopo cib, utilizzando I'osservaziooe in a) ,  si vede clie 
anche le altre cinque condizioni d'integrabilità sono soddisfatte, perchè una 
permutazione degli indici le riconduce alla priii~a. 

In yueste condizioni, il sistema (1) appartiene alla più selnplice classe 
dei sistemi lineari canonici completantente inteyrabili, secoiido la denoniina- 
zioi~e del BOURLET (*), ed ammette quindi infinite soluzioni, che dappri~na 
risultano dipendere da 6 fiirizioni arbitrarie. E invei.o, fissato un sistema ini- 
ziale di valori per le zci, cliciaino u, = zc, = u, = O, si sa che le (1) posseg- 
gono uno ed un solo sistema integrale (Pi& tale che. P,, , Fs, si riducano a 
funzioni arbitrarie date della loro variabile parainetrica u , ,  quando le altre 
due (principali) u, , .u, assuinono i valori iniziali (O, O); e siinilinente si pos- 
sono dare ad arbitrio 

P i 2 ,  psa quali funzioni di a,., per u ,  = u, = O, 

813 Pas * » di u3 , per u,  = u2 = O .  

Ma in realtà è chiaro che di queste 6 funzioni arbitrarie, 3 sono soltanto 
apparenti provenendo dall'arbitrarietà lasciata ai parametri TA, , u, , u, . Cosi 
p. e., senza alterare la generalità, possianio scegliere i parametri u , ,  u,, u, 
in guisa che le tre rotazioni p a l ,  bsn,  f i , s  si riducano tutte inizialiiiente 
eguali all'unità : 

Concludiamo quindi : Le iolzczioni del sistema (1) dipendono da tre fun- 
zioni arbitrarie essensiali. Corne si introducano queste tre funzioni arbitrarie, 
e quale ne sia il significato geometrico si vedrà meglio più avanti. 

(*) Vedi BOURLET, Sur les équatiorzs aux dirivées partielks simultanées. Annales de l'École 
Normale Supérieure, T. VIII, 3bm4 Serie, Suppl. (1891). - Per il caso semplice attuale cf. anche 
DARBOUX, 1. c., Livre III, Chap. 1. 
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Il sistema differenziale (1) possiede un'altra proprietà, ,tant0 più interes: 
sante che essa lo caratterizza completainente. ~ e ' r  stabilirla, consideriarno 
l'espressione quadratica nell'a coppia di rotazioni (P.,, Pz,) 

a,  = P i 3  + c Pfs . 
In forza delle (l), le due derivate di 0, rapporto ad u, , zc, identicamente 

si annullano, poichè 

1 d a ,  --- %. + - P l 8  
B a 3  - 

'2 d.u, W, 
c 8 2 3  -- - - F , ,  . c Pz, $2, t-G P a 3  . P a i  Bis  = 07 a NI 

I d ~ ,  a B,, a pz, - - i --- 
9 dzc, - Pi. - + c - - 8 1 3  - B I ,  Pz. i- c - 7 8 . 2  P l s  = 0, 

6' us au2 

onde segue che n, è funzione della sola us. Ora osserviamo che un cangia- 
mento del parametro u, lia per effetto di rnoltiplicare la coppia di rotazioni 
( P I 8 ,  Pla) ver una funzione arbitraria di u,; similmente cangiando 'il para- 
inetro u, restaiio moItiplicate @,, , P,,) per una funzione di a,, e caiîgiando 
u, si moltiplicano ($,, , p,,) per una fumione di u, (*). Dopo cib è ehiaro clle, 
scegliendo convenientemente il parainetro u,, potremo ridurre n, ad una 
costarite. Ora applicbiamo al risultato ottenuto l'osser~vazione in a )  8 3, ese- 
guendo la permutazione circolare degli indici (1 B 3), poi il suo quadrato 

1 c - 1  
(,1 3 8), cangiando dunque l a  prima volta c in ---, la seconda in - . 

1 - c  C 

(*) Un cangiamento dei parametri u, , u,, zc, nei rispettivi ut,, a', , u', , ove si iridicano 
con accenti i nuovi valori delle Hi e delle Pik ,  produce il seguente effetlo : 
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Ne dedurremo che le due espressioni 

sono funzioni la prima della sola u, , la seconda della sola u, , e disponendo 
dei parametri u,  , u, possiaiiio ridurre queste fuiizioni a costanti. Conclu- 
diamo quiiidi : I l  sistema differenziale (1) possiede, scelti convenienten~ente i 
i~ara~net r i  u ,  , u, , u, , i tre inteyrali quadratici nelle rotazioni : 

1 
Q, = pi, I î, p:l = cost. 

c-1 
0 2  = p 3 2 . t  - pi2 = C O S ~ .  

C 

a, = p:, + c =  COS^. 

Ora climostriaino che questa proprietà caratterizza perfettamente il caso 
attuale, ami più in generale : Se in  un sistema triplo ortogonale (a,, u,, u,) 

(con rotazioni tutte diverse da  zero) sussiste fra i quadrati delle rotasioni di  

una delle tre coppie ( P z , ,  Psi), (F,, , P,,), (fi,,, P,,) una relazione Zineare, 10 
stesso accade per le altre due, e le rotazioni soddisfano a l  sistewba differeu- 
,niale (1). 

Poniaino che p. e. fra pl,, l,, sussista la relazione quadratica 

e derirarido, colle (A), rispetto ad u ,  , u, ,  ne dedurrerno 

- - 1 c 2 ~ l ,  %-A- 
d u, 6 u, G 

B i s  P i a .  

Essendo iooltre * = p12 p z $ ,  la condizione d'integrabilità 
d u2 

calcolata colle (A) e colle ( l j ) ,  dà nuovamente la (11") § B 
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Ne segue, coine si è visto al § '2, che è necessariamente c =I= 1, e risol- 
vendo le equazioni ottenute, si ritrova nuovamente il sistema differen- 
ziale (1), c. d. d. 

SISTEMI TRIPLI O R T O G O N A L ~  CON : k, WS + k, W; + k ,  W: = cost.. 

Un altro probleina, più generale di quel10 trattato al 9 '2, conduce an- 
cora al10 stesso sisteina differenziale (1) per le rotazioni. Proponianioci di 
trovare quei sisteini tripli ortogonali (u,, u,,  u,) nei quali le quantità W1, 
W,, W3 siano legate dalla relazione quadratica 

kl Wt + k, W2 + k ,  W: = cost. (16) 

con k,,  k,, k ,  costanti. Questi sono i sisteini da coiisiderarsi quali reciproci 
dei sistemi di GUICHAHD-DARBOUX soddisfacenti alla condizione : 

colne già si è detto nella prefazione. Naturalinente, per non ricadere nei 
casi già considerati, supporremo che nella (16) iiessuna delle tre costanti ki 
si annulli; ma di più si vedrà che è da escludersi anche il caso della egua- 
glianza di due k, perchè ne conseguirebhe l'annullarsi di qualche rotazione. 
Dalla (16), derivando rapport0 ad m,, deduciamo per le (B*) § 1 

e siniilmente dovranno sussistere le altre due analoghe dedotte perrnutaiido 
circolarmente gli inclici. Aggregando queste tre eyuazioni alle (B*), abbiamo 
per W, , W,, W, il sisterna di eqiiazioni ai differenziali tot,ali : 

a w2 -- a W, -- - k  , a 1% 
a M I  

- h l w l ,  ax- k2-F32u78 %l%1v17 

k2 
- 8 2 3 T v 3 ,  d u ,  - 
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e si osservi subito che, ove si ponesse k, = k, = k,, yuesto sistema coinci- 
, derebbe precisamente col sisterna (a;') (Prefazione) a cui soddisfano i coseni 

(XI,  X,, X,). Costruendo le condizioni d'integrabilità per le (17), ponendo 
mente alle (A), si trova subito che alle (A) dobbiamo aggiungere le tre se- 
' guenti : 

Paragonando yueste colle (A) della terza linea 

a P z 1  -o + - t P31 p 3 2  = 0, d u ,  d u ,  

d  p 3 2  -"+-+hzP18 d u ,  d u ,  =O, 

8 8 1 ,  - t- + P z ,  p 2 1  = 0, d u ,  d u ,  

si viene ad escludere il caso della eguaglia~iza di due k, perchè allora (non 
annullandosi alcuna rotazione) ne verrebbe T z ,  = k ,  = k,, il che è assurdo 
pel nostro problema risultandone . 

Essendo adunque diseguali le k,  la risoluzione delle coppie di equazioni 
corrispondeiiti (18), (18") ci dà 

Ma se poniamo 

l 

Artnali di Matematica, Serie III, Tomo XXC. 
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k ,  - k ,  c 
- da cui. 1 - c = - , - - -- " - k3 , si vede clie queste forinole ven- 

k , - k ,  c - 1  k , - k ,  
gono appunto a coincidere colle corrispondenti del sistema (1). Dunque ogni 
sistema triplo ortogonale pel quale oia soddisfatta la (16) ha un'immagine 
sferica le cui rotaziorii pi, soddisfano a l  sistema (I), ove a c si attribuisca il 
valore (19). 

Ma, per il caso attuale generale, noi possianio subito invertire questo 
risultato e diniostrare die  se le rotazioni P d ,  soddisfano alle (1), e si pren- 
dono inoltre ad arbitrio tre costanti k , ,  k, ,  k, ,  purcliè siano diseguali, nes- 
suna delle tre nulla, e siano legate alla costaiite c dalla (19), esisteranno 
seinpre (infiniti) sisterni tripli ortogonali . coll'assegnata imiiiagine sferica, e 
soddisfacenti alla condizione (16). Tanto risulta dall'osservare che, nelle no- 
stre ipotesi, il sistema di equazioni ai differenziali totali (17) è coinpletamente 
integrabile, e d'altronde possiede l'integrale quadratico (16). Nei detti sistemi 
restano quindi tre costanti arbitrarie, inclusa una moltiplicativa (d'oinotetia). 

Il risultato analogo pei sisteini più particolari del § '2, corrispondenti, 
all'annullarsi di uria delle k, s a r i  stabilito più oltre (5  7), comportando una 
trattazioiie diversa. 

RIDUZIONE DEL SISTEMA DIFFERENZIALE (1) A FORME NORMALT. 

Dopo i risultati ottenuti nei paragrafi precedenti, l'interesse principale 
della nostra ricerca si concentra sulla integrazione del sistenla differenziale (1), 
e noi andin.mo ora a ridurre questo sistema a forme norinali più semplici, 
ci6 clle, facilitandone l'interpretazione geonietrica, condurrà a nuovi risultati: 

Prima di tutto osserviariio clle, senza ledere la generalità, possiamo sup- 
porre che il valore della costante c nelle (1) sia negntivo. E invero, siccome 

1 C 
dei tre valori c, --- -- due sono sempre positivi, al'altro negativo, una 1 - c  6 - 1  

permutazione degli indici ci riconduce sempre al caso c <  O. Ed allora, in- 
dicando con o un angolo costaiite reale, poniamo 
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Alla riduzione cercata siaino condotti da1 ricordare che il sistelna (1) 
possiede i tre integrali yuadratici (5 4.) 

dove Ui indica una funzione della sola ui.  Disponendo dei parainetri u , ,  
u,, u, , possiarno ridurre U, , U ,  , U, a tre costanti, ed anche alterarle a pia- 
cere di fattori costanti positivi. Siccome U,, U2 sono certamente positive, 
disponiamo dei parametri u , ,  u,, si da rendere U, = U, = 1, cioè : 

Quanto alla terza (21), conviene suddistinguere secondo clle U, si an- 
nulla, oppure è diversa da zero. 

1." caso U, = O. Allora abbiamo 

P l 3  + & , -- - - 
sen a COS a 

ma dei due segni basta considerare il superiore, cangiando'nel caso opposto 
o in - 5 .  Inoltre potreino supporre positivo il valore comune di 

altrimenti cctngie~einmo u, in - u, .  Le relazioni (QB), (93) fra le rotazioni 
conducono ad esprimerle per tre funzioni ausiliarie ,reali 8, y, + colle po- 
sizioni 
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dove è da notarsi che il paralnetro u, resta ancora arbitrario ed un suo 
calnbialnento fa a~iiiientare + di uria furizione arbitraria di u,. Introducendo 
questi valori (24) delle rotazioiii ilel sistema (1), ove i? da. porsi c = -tg2 G, 

otteniaiiio nelle funzioiii incogriite 4, q j ,  $ il sistema norn-iale seguente : 

(II) 

Coiiie segue già (la quaiito si è detto iii geiierale al § 3, le condizioni 
d'integrabilità sono idenlicainetite soddisfatte, e l'integrale geiier.de contiene 
quiiidi tre funzioni arbitrarie, ma pel proble~iia geometrico due sole sono 
essenziali, la terza dipendendo dall'arbitrarietà ancora lasciata al parainetro us. 

2." cavo U ,  =l= O. In yuesto caso, che è il generale, possianlo supporre 
p.. e. U, >O, altritiienti scainbieremiiio gli indici (1, 8) cangiando insielne o 
X 

I'' -5 - a. Disponendo 'ora anche del paranietro u, , possiaino rendere 

Us = 1, cioè 

ed anche supporre clie sia - > O .  Le formole (B), (.?a*) suggei'iseono sen G 
l'iiitroduzione di. tre ausiliarie reali 8, y, $ col porre 

sen 8 pz: = COS 6 )  p. - - seiicp . 
j1 -coso'  Biz=CoSp, 3 2 - - .  - sen n 

1 P,, = sen G cosh 4, f i I 3  = COS G sen11 $. , 

1iiti.oducendo questi valori delle rotazioni nelle (I), otteniaino il sisteiiia 
differeiiziale per fi, y, + sotto la segueute forma normale : 

d 4 d 0 * - = cot G sen p, - - -- se nh +, \ 
' du.,  d u . 3  1 
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Le condizioni d'iiitegrabilità. sono anche qui identicameiite soddisfatte 
colne per le (LI), m a  questa volta : l'hztegrale generale ( 9 ,  ?, +) del sistema (III) 
dipende d a  tre ficnzioni arbitrarie essemial i .  

OSSEHVAZIONE. Abbia~no separato i due casi (II) e (III), percliè, taiito da1 
punto di vista analitico conie da1 geonietrico, il priino consente una tratta- 
zione molto più seinplice; nia è bene osservare che le formole pei due casi 
possono riunirsi in un solo sistenia corne segue. Dette a ,  b due costanti ar- 
bitrarie, pongasi 

BIS = sen o (a cosh + + b senh +), p,, = cos o (a  senh + b cosh +), 
1 

le funzioni 9, p, + essendo assoggettate a soddisfare al sistema: 

* -- d  8 d e  
-cotesen?,  -- - - ( a  senh + + b cosh +) , 

d u 2  6' % 

- tgosenB,  * -=- a ?  8% - d u ,  
(a cos11 + + b senh +) , 

* 

(III') 

J l C l  -- = tg G cos 8, -- a' e o t ~ e o s p ,  - 
u, 6' u2 i 

Tutte le condizioni sono soddisfatte, coine nei due casi particolari, che 
ne risultano ponendo una prirna volta a = b = 1, e la seconda a = 1, b = 0. 

Ad ogni terna integrale (U, cp, +) del sisteiiia (II), ovvero del sistema (III), 
corrispoiidono infiniti sistemi tripli ortogoiiali (dipendenti da tre funzioni 
arbitrarie), con rotazioni fi, date dalle (24) ne1 prinîo caso, dalle (25) ne1 
secondo. L'orientazione del triedro principale in questi sistemi è determinata 
(a meno di movimenti) da1 sisteina difl'erenziale (a') della prefazione clle qui, 
per le applicazioni che ne faremo in seguito, conviene scrivere per disteso. 
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Ne1 caso del sistema (II) esso prende la forma : 

8x2 - = COS 8 XI , 
6' u, 

sen 0 -- 8x1 8x1 
xs9 

= COS y XI , -- = sen a e+ S, , 
COS G u3 

a x, - -- 
sen p - c o s ~ X ,  - - X2 - c o s c e + & ,  sen rr x3 ' - d u, 

dX, sen?  -=- -=- 
d uz sen a 

ax3 e )  (sen o X, + cos 0 X,) ,  
x2' d u ,  

e ne1 caso del sistema (III) l'altra 

8x1 =- sen 8 3x1 cosex,---x,, - - d XI - COS qi X ,  , - = sen O cosh rji X ,  , 
COS G d 2.5, du, 

d X ,  sen8 -- - - - 
d u ,   cos^ 

Xl , 

8x2 -- sen p 
- - coscpx,-- dX, 

'Y,, -- = COS G senh 4 X, , 
UZ sen u u3 

dk, sen9 -=- dX, - X , ,  a u . - - ~ e n ~ c ~ ~ h ~ X I - c o s u s e n h r j i X , .  
d u ,  sen cr 

Ricordiamo, da1 5 5, che fra i sistemi tripli ortogonali con questa rap- 
preseiitazione sferica ne esistono certamente (infiniti) di quelli che soddi- 
sfano alla condizione (16) 

k, Wt 4- k, W :  + k, Wi = cost., 

quando le costanti k, , k,, k, siano legate alla c = - tge a dalla (19), che qui 
si scrive 

k, = kl sene G + ic, cosa G, (26) 

e inoltre simûo diseguali e nessuna delle ire .nulla. Questi sistemi si ottengono 
integrando il sisteina (17) ai differenziali totali ponendovi per le rotazioni i 
valori (24), ovvero i valori (95). 

Ci riinane ancora da coinpiere la ricerca analoga perla  classe particolare 
di sistelni al § 9, i quali corrisporidono al easo, per ora escluso, che nella (26) 
si atinulli una delle k.  Intanto osservia.mo clle la. relazioiie yuadratica (16) 
cliveilta rispettivamente, seconclo la (26)  

WB + cos" W :  = cost., per k, = O, ' 

Wi + sen%W: = cost., per k, = 0, / 
\ 

COS' u TV; - sen2 G Wa = cost., pei. k ,  = O. , 
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Questi casi richiedono una nuova trattazione, non potendo qui più ap- 
plicarsi il sisterna di equazioni ai differenziali totali (17). Risolvendo succes- 
sivainente la questione per le tre relazioni (87), iioi veniamo in sostanza a 
risolvere il probleina al § 2 pei sistetni soddisfacenti alla condizione 
W: + cWi = cost., qualunque sia il valore della costante c, perchè una per- 
mutazione di indici riconduce senîpre al caso di c negativa. 

D E T E R M I N A ~ O N E  DEI VALOHT Dl m;, m', , w, . 

La ricerca dei valori di Wl , W2 , W, corrisponclenti successivamente alle 
tre relazioni (87) si coiiipie con facilità, usando del procedimento stesso al 
§ 2, e si trova clie ip ogni caso esiste una ed una sola terna corrispondente 
(a ineno di un fattore costante). Il prohlema del fj 8 si risolve cosi i n  ter- 
mini finiti, mentre quel10 generale del § 5 (quand0 nessuna delle k è iiulla) 
richiede I'integrazione del sistema a. differenziali totali (17). 

a) Corriinciando a trattare il probleina ne1 caso del sistema differen- 
zinle (Il), prendiamo in prinio luogo la relazione (97,) :  

w; + cos" w: = cost., (971) 

e derivianiola rapport0 ad u , ,  il che d i  per le (B*) 

, P z 1  w2 + cos" p 3 ,  w3 = 0, 
cioè per le (84) 

W, cos 8 + cos a sen ô Ws = O, 
da cui 

= A cos u sen 8, W, = - A cos 0, 

con A fattore di proporzionalità. Kisulta dalla (27,) che h deve essere costante, 
onde, pas sand~  ad un sis tema oinotetico, possiaino fare h = 1, ossia 

W, = cos o sen 9, W, = - cos O. 

Dopo ci& prendendo p. e. la foriiiola 
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158 Bianchi: RZcerche intorno ad una classe d i  sistemi tripli 

d  0 
ne viene W, = cos G - . Ed ora inversamente, ponendo 

d u ,  

6'0 W, = cos 5 - Wz = COS G seil 8, W, = --cos 5, 
8 %  

(881) 

tutte le condizioni (B*) si trovano soddisfatte, a causa dei valori (84) delle 
rotazioni e delle foririole (II). Duiiyue le (98,) definiscono, a meno di un9o- 
inotetia, il sistema triplo doniandato. Del tutto analosaniente ne1 caso della 
(U?) si ottiene il sistema doiiiandalo tlefinito (a iiieiio di uii'oiiiotetia) dalle 
fortnole 

W, = sen a sen .p, W2 = se11 a a?-. W< - - cos?. (OS?) 
6' uz 

Qualclie iiiaggiore osservazioiie si ricliiede ne1 caso della relazioiie (27,) 

cosZ ; WS - sen' a Wi = cost., 

clie derivata rapport0 ad u, d B  

cos o e+ W, = sen o e* W9 , 
onde porreino 

W, = 1 sen a e*, W, = 'h cos o e4, 

con h fattore di proporzioiialitk. Dalle formole 

8 W, -- 
a us a wa - p,, w, -P,zW2, --- 

d u ,  

d'A d l  seguono le altre - = - = O, e pei.6 A è funziorie solo cli u, . DalJ'osser- 
d.u, d u ,  

vazione fütta al $j 6 risulta clle, cangiando il pi.arneti.o u,, possiamo fare 
p. e. h = 1. Cosi avremo 

W, = sen G e4, Wz = COS a eq, 

6' K e successivamente p. e. dalla formola - = FisW? = s e n ~ e *  IV,, risultel.à 
8 u3 

a+  W, = - . Le formole definitive in  yuesto caso Sono adunque 
8 u, 

d S  W, = sen G e+, Wz =- cos G e4, W8 = - , 
a % (283) 

e con yueste sono in effetto soddisfatte lu t te  le (B*). 
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B Si osservi che, nell'attuale caso del sistema (II), il rapporto 2 E co- 
B e 3  

stante = t g  U, yuindi le liiiee (u,) in tutti i corrispondenti sistemi tripli or- 
togonali sono curve piane. Di più ne1 caso (sa) è pure costante il rapporto 

WI - = tg u, cioè : le superficie u, = cost. hanno costante il rapporto delle di- 
WB 
stanze dei loro piani principali da,ll'oriyine. 

b )  Venendo al caso generale del sisteiii-a differenziale (III), si vede su. 
bito clie per le due prinie relaaioni (27) valgono le stesse formole, etl i cor- 
rispondenti sistetni tripli ortogoiiali sono ancora deîiiiiti clalle (%,), (%&). 
Soltanto per la terza relazione (97) le foiniole (58,) sono da sostituirsi colle 
altre 

INTEGRAZ~ONE 'DEL SISTEMA D1FFEREKZIALE (II). 

Veniamo ora alla ricerca, per iioi fondanientale, della integiazione effet- 
tiva dei sistemi differenziali (II) e (III), corninciando da1 priino caso, clle è 
il più semplice. Dimostreremo clie in questo caso l'integrazione si'riconduce 
completamente alla teoria delle trasformazioiii di BACKLUND per le superficie 
pseudosferiche isolate. Situandoci dappriina da un punto di vista puramente 
analitico, facciamo l'osservazione, comune del resto ai due casi (II) e (III), 
che se vi si considera u, colne una costante (parametro), le due prime equa- 
zioiii rielle due prime linee 

d ?  d A - = tg G sen 6 ,  - = cot G sen 9 
u, 8 a2 

vengono a coincidere, sotto altra forma, colle formole della trasfornirtzione 
di BXCKLUKB pei le superficie pseud~sfe~ictie.  Posto infatti 

Agcnali di Matematica, Serie 111, Tomo XXV. 20 
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- -- 

esse si scrivono 

8 (a, + o) 
- -- tg r; sen (a, - w), d ( W 1 - w ) = c o t ~ s e n ( o l + o ) .  (31) 

8 u, u,  

Queste sono appunto, in coordinate asintoticlie m l ,  a,, le formole per 
la trasforinazione clï BACKLUPI'D, che da una soluzione B w della equazione 
fondailientale per le superficie pseudosferiche 

da w 
= sen O 

d u ,  d u ,  

fa passare ad una nuova soluzione 9 w i ,  contenente una costante arbitraria. 
Ma se ora riguardiamo anche u, come variabile, e facciamo le sostitu- 

zioni (30) nelle equazioni del sistemn ( I I ) ,  ottenianio 

-- a + - tg a cos (w, - w), - al) = cot cos (a, + w). 
8 u, d u, 

La prima delle (32) dice che qui la soluzione 2 w della (C) è indipen- 
dente da u,, e Bo, è una 'sua trasformata generica di BACKLUND per le (31), 
sicchè in 2 o, la variabile u, figura come costante d'integrazione. Inversa- 
mente prendasi per 9 w una funxione di u ,  , u, che soddisfi l'equazione fon- 
damentale '(C), e sia B w, la sua trasformata generica di BACKLUND per le (31), 
nella quale entra una costante arbitraria, che 'riguardiamo come terza varia- 
bile u , .  La derivazione delle (31) rapporto ad u, porge 

d d o ,  d 8 a1 - = tg O COS (w, - w), - log - = cot a cos (0, + o), 
G , l o g d u 3  d u ,  d u ,  

d w 
e se ponianio et = - 2 (cangiando se occorre zc, in - u,) ,  le condizioni 

8 u ,  
(31), (39), (33) saranno tutte soddisfatte. Concludian-io adunque : L'integra- 
siom del sistewza differen~iale ( I I )  si riconduce alle traoformaAoni di Biicklund 
delle superficie pseudosferiche isolate. 
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Conviene ora interpretare geotiietrican~ente questi risultati analitici per 
giungere alla determinazione effettiva dei sistemi tripli ortogoriali associati 
ad ogni terna integrale (O, cp, +) del sistema (II). Per questo partiamo dalle 
formole (II*) $$ 7 relative ai coseiii di direzione (XI,  X, , X,) del triedro prin- 
cipale, e consideriamo sulla faccia (1, 8) di questo triedro le due direzioni 
inclinate dell'angolo costante G sulla prima direzione (XI ,  Y,,  2,). Indicando 
con ( 2 ,  ri, Cj, (Y, ri', 1)) i coseni di queste due direzioni, possiaino porre 

colle analoghe per n, [, n', r'. Derivando rapporto ad u,  , u,, u, colle (II*) 
§ 7, otteniamo : 

-- a [  - e o s O ( s e n s ~ , + c o s ~ X , ) + s e n ~ ~ , ,  
d N I  - = cos O (sen o X ,  - cos o X , )  - sen O X ,  , \ 
6' u, 1 

8, t 8% 5' Formando le derivate seconde miste troviamo colle 
d u ,  d u , '  d a ,  8 %  

(Il), W*) 
= c o s ( ? - ~ ) . i = c o s g m . ~ ,  du ,  du ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



156 Bianchi :  Ricerche aintorno ad una classe di sistemi tripli 

e inoltre dalle (35), (35') si deduce 

Queste, se poniaino e-$ = R, possono scriversi 

d ( Y +  5) d log R = - --- a (5' - 5) - d log R (E' - 5 ) ,  
d ac, u1 d a2 d Pt, 

(4'+ 9, (37) 

ed è inoltre 
8" 
-- = COS 2 6 ) .  fi. 
d zc, d 'ld, 

Corifrontando queste formole (36), (37), (38) colle formole generali rela- 
tive al teorenia di MOUTAKD ed alla sua interpretazioiie geometrica per le 
congruenze W (Lezioni, Vol. II, Cap. XVI), si vede che 5, ri, C, legate dalla 
rela.zioiie E z  + .1i2 + C' = 1, sono tre soluzioni della equazione di MOUTAHD 

d2 (P - - c o s ~ o . ( P ,  
d u ,  d u ,  

nientre i', s', ne sono le trasforinate di MOUTAKD mediante la quarta so- 
luzione B. Vi corrisponde aduiique una congruenza W, clle è manilestamente 
pseudosferica, e di cui vogliariîo determinare le due falde focali (S, 8'). In- 
dicando cou x, y, z ;  x', y', s' le cooriiinate di due puiiti corrispondenti'(fuochi), 
determiiieremo S colle foi.iiiole di LELIEUVHE 

le quali, osservando le 

r 
dri d r  -- 

d IL, d zc, 

;34), (Xi), si n i ~ ~ t a n o  nelle altre 

, ecc., 

'9%.  --- - sen 9 (sen o X, + cos 6 X t )  + COS 0 X ,  , 
a u1 
d x  
d u ,  - - sen y (sen G S, + cos G &) + cos cp X ,  . 

1 
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Queste, essendo fissato il valore di u,, deterrriinano la posizione di S 
ne110 spazio a nleno di una traslazione, e per la seconda falda S' abbiamo 
allora le formole (Leaioni, 1. c., § 941) 

le quali, sostituendovi i valori efïettivi (34), diventano 

d = x + s e n 5 2 a X , ,  y ' = y + s e n 8 o  Y,, z '=z+sen20Z3 .  (40) 

Importa a questo punto osservare clie tutte le forinole ora dedotte, ec- 
cettuate perb le terze formole nelle ('35), (35'), sono valide anche nell'altro 
cas0 del sistema differenziale (III), perché le formole utilizzate con u, = cost. 
sono comuni ai due casi (II), (III). 

Ma se di più ci troviamo ne1 caso (Il); la derivazione delle (39) rapport0 
ad u, dà subito 

e percib possiamo aggiungere alle (39) l'altra 

dopo di che : La superficie psezcdosfericu S ,resta fissn ne110 s p x i o  ul wu- 
riare d i  u,. 

Le formole (40) diinostrano che i coseni di direzione del raggio della 
congruenza pseudosferica coincidono con quelli (X,, Y,, 2,) della normale 
alla superficie u, = cost. in uno qualunque dei nostri sisteini tripli ortogo- 
nali. Risulta di più che la superficie &'$pu6 identificarsi con qualunque su- 
perficie pseudosferica data, giacchè la soluzione 2 w della (C) resta perfetta- 
mente arbitraria, e le ao' superficie S' sono le trasformate della S per una 
medesima trasformazione di BACKLUND. 
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Dopo ci6 possiaino formulare la, costruzione seguente, che serve a tro- 
vare le iinmagini sferic1-i.e dei nostri sistemi tripli ortogonali, coi valori dei 
coseni di direzione (Xi ,  Y,, Zi) del triedro principale: 

S i  consideri %na superficie pseudosferica qualunque S ,  riferita alle sue 
liwee asintotiche u, , u,, e si prendano le oo' superficie pseudosferiche S' tra- 
sforunate della S yer una rnedesifiza trasformnxione di Backlzcnd, faceudo cor- 
rispondere individualmente le S' ai vakori di una terza variabile u, (costante 
d'integraaione). I -coselai di direzione del raggio della congruensa pseudosferica, 
colle falde focali (S ,  S ' ) ,  dhnno imnzediatammte i valori cercati per X ,  , Y ,  , Z, , 
dai puali, colle forrnoie della terza linea nelle ( I I * ) ,  $ 7,  si calcoleranno su- 
bito quelli d i  ( X ,  , Y,, Z,), (X,, Y,, 2,). 

Osserviamo ancora clle le tre classi di sistemi tripli ortogonali corri- 
spondenti alle formole (88,), (88,), (88,) si avranno cosi senz'altro in terniini 
tiniti. Ne1 caso delle (88,) le formole si scrivono 

- a +  
y = e t  (sen o Y, + cos G Y2) + - Y, , 

6' us 

a +  P = e+ (sen 6 2, + cos G Z2)  + - 2, , 
6' u, 

e ne risulta l'identità 
< ~ + n j j + [ 5 = 0 .  

Siccoine i ,  ri, ! non contengono u, ,  ne segue clie in yuesti sistenii tripli 
ortogonali le curve (u,) sono tracciate nei piani condotti per l'origine paral- 
lelamente ai piani tangenti della. superficie pseudosferica S. 

CASO DEL SISTEMA DIFFEHENZIALE (III). 

Passando a trattare dell'iritegrazione del sisterna differenziale (III), ricor- 
diamo che, secondo l'osservazione già fatta al § IO, per le due falde focali 
(S,  S') della congruenza pseudosferica, corrispondente ad un valore fisso 
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d i  superficie ortogonali. 159 
C'.- ' .  

di u,, valgono sempre le formole (39) e (40). Ma, in luogo delle (41), si tro- 
vano ora le due seguenti 

La superficie pseudosferica S cangia ora di forma al variare di u, (poichè 
Y w dipende da a,), e le forniole (39) determinano, Fer un valore fisso di zc,, 
la superficie S solo a nietio di uiia traslazione nello spazio. Ora si osservi 
che ne1 caso precedeiite S era fissa e le S' forinavano un tale sisteiiia che 
il passaggio da una S' alla consecutira era dato da una trasformazione iin- 

fi~zitesiwta di BACKLUND (*). Don~aiidianio se è possibile, anche ne1 caso at- 
tuale generale, collocare in ta1 guisa nello spazio le m' superficie pseudo- 
sferiche S clie il passaggio da una posizione di S alla suceessiva avvenga 
per una trasformazione infinitesima di BACKLUND. Bisognerà allora che cia- 
scun punto di S subisca uno spostamento la cui direzione giaccia ne1 piano 
tarigente all'altra falda Focale S'  della corrispondente congruenza pseudo- 
sferica e sia normale al raggio di questa congruenza. Dopo cib si vede che 
i coseni della detta direzione sono dati dai tre bino~nii 

sen G X, - cos o X ,  , sen c Y, - cos G Y,, sen T 2, -  os a 2, , 

ai quali debbono dunque essere proporzionali le tie derivate di a, y, s rap- 
porto ad u,. Dovreino porre in conseguenza 

8 %  
- = A (sen o XI - cos u X,), 
8 us 

colle altre due analoghe, e vedere se è possibile determinare il fattore in- 
cognito A di proporzionalità in guisa che le (43) risultino compatibili. Basta 
formare le derivate delle (43) rapport0 ad u , ,  u,, e' paragonarle colle (kg), 
e ne risulta univocamente determinato il seguetite valore di A 

A = sen a cos a e-+, 

(*) fT. il § 1 della Menioria sui sistemi obliqui di WEINGARTEN citata uella prefazione 
(Annali, T. XIX). 
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che soddisfa in effetto a tutte le condizioni richieste. Ne concludiamo che 
le formole 

6's -- - - sen 8 (sen o XI + cos o X,) +- cos 8 X,, 
6' 

6's 
- = sen ri cos ce-$ (sen o X ,  - cos o X,) 
'5' % 

definiscono per quadrature (a meno di una traslazione) le oo' superficie 
pseudosferiche collocate nello spazio ne1 niodo richiesto. Le trajettorie (u,) 
descritte dai punti delle S tagliano queste superficie sotto l'angolo costante Bo, 

onde il sistema (8) non è altro clie un particolare sistenîa obliquo di WEIN-. 
GARTEN che, nelle notazioni della citata Memoria al T. XIX degli Awzali, è .da 

. E si osserri aticora che le formole (40) 

 sen !20Xs, ecc. 

dàiiiio il sisteina associato , costituito dalle seconde falde focali S. 

E facile, con opportuni cangininenti iielle iiotazioni (cf. più aranti, 8 29), 
idei~t.ificare le forinole stal~ilite nella Meinoria sui sistenii obliqui di WEIN- 
GAHTEN colle attuali (III), (III*) e (IV), le quali sono atiunque da coiisirle- 
rarsi corne relative ai più generali sistemi obliqui di ~ ' ~ ~ : I N G A R I ~ E N  n ad -4 
nngolo costalcte. Sono insoinina due problei~ii identici i due clella costruzione 
dei sistemi obliqui di WETNGAH'TER. , O della costruzione delle iin- 

-%) 

inagini sfericlie [lei nostri sisteiiii tripli ortogonali. Possiamo dunyue foriiîu- 
lare il risultato seguente: 

Da ogni coppica dt sistewzi obliqui nssociati d i  Weingarten 
-2.) 

si ottiene l'i?~zmagine sferica d i  ana classe dei tzostri sistemi tripli 

ortogonali, nei quali i coseni di direxione (X,, Y,, 2,) della norwale alle su- 
perficie zc, = cost. del sistema trip10 sono duti da quelli del ragyio della con- 
grzcenza pseudosferica, che ha per falde focali due sugerficie pseudosferiche 
corrispondenti S,  S '  nei due sistemi associati. 
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È inanifesto clie la costruzione del Cj 11 é un caso particolare di questa, 
e corrisponde al cas0 che uno dei sistemi obliqui diventi un sistema ele- 
mentare (m. c. 5 3), l'altro riducendosi ad uii'unica superfkie pseudosferica S. 

Sulle fortnole (III), (III*), (IV) è facile confermare le proprietà fonda- 
mentali dei sistenîi n , e dedurne la tleteriniiinnione di questi sistenii 1 + -%) 

dai loro eleiiienti caratteristici (cf. 112. c. S 9). Considerianio rie1 sisteilla 
, definito dalle (IV), le curve (u,), delle yuali rogliaino calcolare la 

- 9 4  

1 1 
flessione - e la torsione - - L'elemento d'nrco d s ,  delle (u,) t: dato per 

P 3  T8 
le (IV,) da 

d s, = sen a cos .; e--+ d u3 , 

e se pei coseni di direzione del triedro principale delln curra (ut,) adottianio 
le solite notazioni, affette dali'indice 3, abbiamo intanto pei. coseni di dirc- 
nione della tangente a,, p , ,  y, 

x s  = sen G X ,  - cos G X', , ecc. (4.4.) 

Deriviamo queste rapport0 ad u,, a siuistra colle formole di FRENET, a 
destra colle (III*), e troviamo 

Es - 1 
(1 - cos B ci eZ+) X ,  , 

p, sen 9 G 
da cui 

e inoltre 
1 E 

(1 - cos 2 a e2+). 
p, - sen B o 

Annali di Matematica, Serie III, Toino XXV. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 Bia~zch i :  Ricercfie intorno ad m a  classe d i  sistemi trip& 

Dalle (45), (46) risulta pei coseni di direzione clella hinormale 

X J = - ~ ( c o ~ ' i X , + s e n u X , ) ,  

e con una nuova derivazione rapport0 ad IL, 

1 1 
Segue dalle (4G), (47) che tra la flessione e la. torsione - delle (u,) 

P 3  T3 
sussiste la relazione lineare 

cioè : Le curve (u,) sono curve d i  Bertrand della medesima fanziglia (48). 
Si noti poi che, per le (45), la normale principale delle curve (u,) coin- 

cide col raggio della congruenza pseudosferica, e ne1 sistema obliquo asso- 
ciato le curve (u,) sono le coniugate delle primitive, avendo con ,queste a 
comune le normali priricipali. 

Colle formole attuali possiamo ora dimostrare il teorema: Per dafinire 
colle (III), ( I I I * ) ,  (IV) un  sistema obliguo si possono dare ad arbitrio 

-9.) 

i seguenti elementi: 1." ana superficie pseudosferica S dé1 sistema, 2." una 
cu8rva C di Bertrand, appartenente alla famiglia (48), che esca da u n  punto 
d i  S colla normale principale diretta ne1 piano tangente. 

Applicando al sistenia differenziale (III) i teoremi generali, risulta che, 
per definire una terua integrale (0, y, +), si possono dare ad arbitrio i se- 
guenti elementi : 

0 (wl, u z ,  ZG,) per u, = u ,  = 0, corne funzione di u, , 
(9 ( a l ,  z t 2 ,  u,) per u, = u, = O  » di u2 , 
+ ( u , , u 2 , u s )  per u , = u , = O  » z di u, . 

Le due prime funzioiii arbitrarie fissano, in inodo arbitrario, la super- 
ficie pseudosferica u,  = O. Disponeiîdo della terza + (0, O, u,), si pu6 dare, 

1 
secondo la (47), alla torsione - della cuiva di BEKTHAND U ,  = u2  = O una 

T ,  
yualuiique espressio~ie iii fuiizioue deli'arco, cib che diiiiostiaa il te'orema. 
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SISTEM 1 THIPLl OKTOGONA LI (R)  1R' GERTEHALE. 

Negli studi precedenti abbianio visto coaie la ricerca dell'iminagiiie sfe- 
rica di quei sistemi tripli oitogunali, le cui rotazioni pi, soddisfano alle con- 
dizioni (1) s.8, si riconduce completaiiielite alla teoria dei sisterni obliyui di 
WEIKGARTEN, ad ango10 rr costante. Tutti questi sistemi tripli ortogonali sa- 
ranno da ora in poi indicati breveniente coine sistenri (R), per ricordare la 
loro dipendenza (la dipendenza della loro iininagitie sferica) dai sistemi obliyui 

di WEINGARTEN. Secondo il 5 4, possiamo anche dire : I sistelni 
(O2 -%) 

tripli ortogonali ( O )  sono caratterizzati dalla proprieth che tra i quadrati delle 
rotaziolzi in ciasczcna delle tre coppie (pz,, p,,), (p,, , p,,), (FI , ,  pz,) ha luogo 
una relazione lineare a coefficienti costanti. Anzi si ricordi che basta l'esi- 
stenza di una di queste relazioni perchè ne seguano le altre due. 

In  altro modo più geoinetrico, possiamo caratterizzare i sistemi (n) da 
proprietà di cui godono le superficie delle sue tre serie. Intaiito, per quelle 
della serie u, = cost., risulta da1 $ 10 che ha luogo la proprietà seguente : 
L'inzmagine sferica delle Zinee d i  curvatura di  zcna superficie u, = cost. si ot- 
tiene, considerando l'immagine sferica di zcna congruerlza pseudosferica, e 

prendendo le linee szclla sfera che corriupondono alle asintotiche delle &.ce falde 
focali. Vedremo più oltre (8 16) che di questa medesima proprietà godono 
anche le superficie delle altre due serie zc, = cost., u, = cosl., ma le cou- 
gruenze pseudosferiche ai cui raggi sono parallele le normali della super- 
ficie, pure essendo reali, hanno sviluppabili immaginarie. 

La proprietà geometrica sopra rilevata per le superficie u., = cost. ne1 
sisterna (a) pub porsi sotto quest'altra forma, che già si presentb in una 
niia Memoria del 1890 (*) : 

Le linee di  curvatura di  ogni superficie u, = cost. nei sistemi (62) sono le 
bisettrici d i  u n  doppio sistema d i  linee (u, P) della superficie, che si tagliano 
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sotto E'angolo costnnte S a e dividono la superficie i n  parallelogrammi infini- 
tesilni d'area costante. Aggiungianio subito che anche per le superficie delle 
altre due serie vale la stessa proprietà; soltanto per queste I'angolo a é un 
iiiiniaginario puro, e le linee (a, p) sono coiiiugate imniagiiiarie. 

Voletido esaminare più da  vicino la proprietà sopra enuiiciata, comin- 
cianio da1 riprodurre, dalla Menioria ora citata, le considerazioni fondamen- 
tali sui sisteiiii di litiee (cc, P),. tracciati sopra una qualzcnque superficie, a cui 
appartenga yuella proprietà. Assuiiieiido le linee (a, p) conie coordiiiate, il 
d s2 prenderà la  forma 

d s 2 = e - ~ r d a Y + 2 ~ o s 2 ~ d x d ~ + e ~ d ~ B ' 7  (hg) 

dove 2 o è l'augolo costante sotto cui si tagliano le dette linee, e r indica 
una funzione di cc, p. E invero l'eleniento d'area d w è dato qui da 
cl u = sen 9 a .  d a d P, e prendendo d a, d costanti si ha appunto la divisione 
in parallelogramini infinitesimi d'area costante. Ora le equazioni differen- 
ziali delle bisettrici delle linee (a, fi) sono 

1 1  e inclicaiido cou - , - due rispettivi fattori integranti dei loro prinii 
JE JG 

~iieiiibri, possia~iio porre 

J ~ d u = c o s u ( e - r d z + e z d p ) ,  

JGd o = sen G (c7 d r - e7 d p), 

cla cui cluadrando e so r i~~ i~ando  

rr JE= cos c ~ J ~ = - s e i l o - ,  
d u  d u  \ , 
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quindi anche 

d d 
sen a - (e-7 JE) + cos o - (e-7 JG) = O ,  

d v  d u  

d r  d~ 
e risolvendo rapporto a - ' y  - 9  si ot,tiene 

a u  a u  

8 r -- i a J Ë  d r -- i avG 
- tg \iG - a ~  Y 

-  CO^ g= --- 
d u  d u  , y  d u  

Di qui segue la relazione 

la cui forma, si noti bene, non varia cangiando coinunque i parametri u, v. 
Affinchè adunque un sisteina ortogonale (u, u),  che dà al d s V a  forma (51), 
sia quello delle hisettrici di un doppio sistema (a, p) colla proprietà descritta 
è tzecessario che sussista la (55). Ma inversamente, se questa sussiste, basta 
risalire le forniole sopra scritte e ne segue la (49)) sicchè: 

La relaaione (55) rappresenta la condixione necessaria e sufficiente affin- 
chè il sistema ortogonale (u, v )  sia quello delle bisettrici d i  un doppio sistenza 
(a ,  F) di linee, che, intersecadosi sotto l'anyolo costante 2 a, ~clividono la su- 
perficie in parallelograrn~zi irzfinitesisni d'eguale area. . 

Manifestainente la (55) dice clie il rapporto 

è una costante yositiva. Se lo stesso rapporto fosse costante nia negativo, 
büsterebbe prendere per u un itninagiiiario puro, e le linee (a, p), anzicliè 
reali, sarebbero coniugate iminaginarie. 
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Si supponga ora che il sistema ortogonale (u, u), che verifica la coiidi- 
zione (55), sia quellu delle linee di curvatura della superficie, e si indichi con 

il quadrato dell'elemento lineare sferico rappresentativo. Dalle note formole 
fondarnentali (*) segue che si lia 

onde se la (55) sussiste per la superficie S, riferita alle sue linee di curva- 
tura, sussiste pure per la sua immagine sferica e viceversa. La proprietà in 
discorso è adunque colnune a tutte le superficie colla stessa inimagine sfe- 
rica, e il problema di trovare le corrispondenti superficie si riduce alle due 
questioni successive: 1.0 trovare i sistemi ortogouali (u, v) sulla sfera che 
soddisfano alla condizioile : 

2.' trovare le superficie die  liaulio questi sisteiiii sferici (u, v) per iinmagini 
delle linee di curvatura. 

Basta occuparsi della prima questione, cliè la seconda si tratta ne1 modo 
ben noto. 

Associalno alla (53*) l'altra clie esprime appartenere l'eleinento lirieare (56) 

(*) Si ricordino le forinole 

d ~ = r , J e ,  d ~ = r ~ d ~ .  
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&-" 

alla sfera unitarin 

e ne dedurremo 

forniole che possiamo scilivere 

Integrando, e disponei~do conveiiienteiiîente dei parametri u, v, possiaiiio 
reiidere 

Iuti.oduciaino ora. dile angoli ausiliari 9, cp colle posizioni 

1 aJë 
Je cos c = sen O, - - =cos 0 ; 1 a d 3  

49 d v  
Ji sen a = sen 9, - - 

Je au 
= cos cp, 

e lie risulteranrio fra O, qj le due relazioni 

d  0 2= tgo sen O, - - 
d u  

- cot G sen y.  
d v  

Viceversa se 8 ,  p soddisfario queste equazioni, l'elemento lineare 

sen' 0 d s'" - sen2 y 
dua+- 

cosZ a 
du2 

sena c 

appartiene alla sfera di raggio = 1 e soddisfa alla (55*). 
Nelle (57) si riconoscono (cangiate le notazioni u, ,  u, in u, v) le due 

prime eyua.zioni delle due prime linee ne1 sisteina differenziale (11) O (III) § 6. 
E iiivero se, per una superficie u, = cost. ne1 sistenia (O), si costruisce il 
d s" della rnppresentazione sferica 
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(i differenziali essei-ido presi per u, costarite) si ha subito dalle (a') della 
prefazione 

d s" = pi, dl w: + BIr d zcp , (59) 

ossia per le (24), (26) § G 

forinola che combina appunto colla (58). Ricordando i risultati del $ 10, 
possiamo concludere : I sistemi orfogona1,i sferici (in,, v), che godono della pro- 
prietù v012~ta (che soddisfa~zo al la (55*)), s i  ottengono faceudo l ' i amag ine  sfe- 
rica d i  u n a  q u a l u n q ~ ~ e  conyruen.za pseudosferica, e prendendo sinllu sfera le 
linee (ortogo~zali) c o r r i q o n d e ~ ~ t i  alle asiutoticlze delle dine falde focnli. 

LE SUPERFICIE DELLE DUE SERIE Il1 =  COS^., I l ,  = COSI. NE1 STSTEMI ( O ) .  

La. proprieti di cui godono le superficie u, = cost. iiei sisteiiii (R) di- 
pende, coine si è risto, da cib che la loro i.appi.eseiitizioiie sferica (59) sod- 
disfa alla coiitlizione (W), ci06 il rapport.0 

è una costante positiva. E notianio che il rapport0 stesso, per le (A) § 1, si 
pu6 scrivere più seinpliceinente 

Ora di una proprietà affatto analoga godono le rappresentazioni sferiche 
delle superficie delle altre due serie zc, = cost., zc, = cost. perchè i rapporti 
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corrisponden ti 

sono pure costanti, perb questa vol ta negatici. Questo risulta dalle foim~ole 
(84), (95) per le rotazioni di un sistema (O), od anche dalle generali (1) 5 8, 
giacchè quei tre rapporti liaiino i valori costanti 

dei quali uno è positivo, gli altri due negativi (S G). Ne consegue clie in ogni 
sistema ( O )  anche le superficie delle due serie u, = cost., u,  = cost. godorio , 

della stessa proprietA delle u,  = cost., ma per esse l'angolo costante G è uii 
immaginario pur0 (8 14). Si pub conservare una forma reale alla iiostiïx pro- 
prietà diinostrando, come faremo ne1 prossimo paragrafo, che le noriiiali 
nlle superficie u ,  = cost., u, = cost. sono parallele ai raggi di congruewze 
gseudosferiche reali, e le loro linee di curvatura corrispondono alle asinto- . 

tiche delle due falde focali, le quali pero ne1 caso attuale, aiizichè reali, sono 
immaginarie (coniugate). Riepilogando, enuncianio nella seguente fornia più 
coinpleta la proprietà geoinetrica dei sisteini (O) clie li caratterizza, come si 
vedrà, completamente : 

In ogni sistema trip10 ortogonale (R) le superficie di ciascuna delle tre 
serie hanno le nortnali parallele ni raggi di congruenze pseudosferiche reali, 
ed alle linee d i  curvntura delle superficie corrispondono le asintotiche delle due 
falde focali. Queste congruense pseudosferiche renli hanno sviluppabila reali 
solo per una delle tre serie, imnaginarie co~ziugnte per le nltre due. 

Cosi con questi sisteini tripli ortogonali (O) vengoilo a porsi in relazioiie 
non solo le ordinarie congruenze pseudosfericlie reali, nia aiiche le altre che, 
pure esseiido reali, lianno i fuoclii iiiiinagiiiari. Ne1 dimostrare le proprietk 
ora enunciate, iioi verrenio in sostanza a dare le foriiiole effettive per la 
determinazione di queste congrueiize reali che liariiio costante per tutti i 
raggi la distaiiza dei punti liniiti e costaiite, nia purainente illimaginaria, la 
distatlza dei fuochi. Osserviaino che l'esistenza di yueste coiigruenze risuka 
anche dalle forinole generali e la loro tieteriniiiazioiie dipende (Vedi Lezioni, 
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Vol. 1, pag. 324, nota) dalla ricerca di yuegli eleinenti lineari sferici 

nei quali il prodotto JG 

clove k è una costante > 

& s ' " e d d + g d s a  

soddisfa alla eyuazione di LIOUVILLE 

LE CONGRUEKZE PSEUDOSFERICHE H E A L I  A FUOCIII IMMAGINART. 

Abbiasi un sisteina (a), corrispondente dapprima al caso generale (III) 
§ 6, ove le rotazioni hanno i valori (25). Prendiarno una superficie di ( O )  in 
una delle prime due serie, p. e. nella u, = cost., e dimostriamo clle sussiste 
la proprietà enunciata al paragrafo precedente, determinando effettivamente 
la congruenza pseudosferica ai cui raggi sono parallele le normali della su- 
perficie. Adoperando un'analisi simile a quella del § 10, introduciaino ora 
le tre quantità complesse 

r r - -  
7 - X2 + - i c o t c ~ ~ ,  x=- +icot i i  I;, sen G sen o 

(66) 
z2 + i c o t a z . ,  (i=J-), <= 

legate dalla relazione 
t;"tri"<e=l. 

Derivandole rapport0 ad u,, u,, coll'osserva.re le brinole (111") § 7, tro* 
viaino 

a [  -- cos cp --- i COS a sen cp 
X I +  - sen cpX, - -- a % sen o sen2 G sena G x3, 

85 i COS' G 
(61) 

-- - - i cos c cos11 $ XI - - 
sen G senh + X2 + cot I; seriIl + X, , 

8 U, 
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e, calcolando ancora la derivata seconda inista, risulta 

a" = çot o (sen (9 senh + - i cos p, cos11 +) . F, 
du, du, 

colle analoghe per 1, C. Dunyue 5, .ri, C sono soluzioni della equazione di 
MOUTARD : 

d2 @ 
= U . a, con X = cot G (sen senh + - 

d u, d u3 
i cos cp cosh +) , 

e possiamo percib applicare le formole di Lw~rsuvm per trovare una super- 
ficie S (irniuiaginaria) i cui coseni di direzione della norniale siano ([, ui, !) 
e le linee (u,, u,) le asintotiche; a causa della (60") la curvatura I< della 
superficie S sarà 1<= - 1, cioè la S sarà pseudosferica. Dette x, y, a le 
coordinate da1 punto generico su  S,  queste saranno da calcolarsi dalle for- 
mole di LELIEUVRE (*) : 

le quali, per le formole (60), (61), si cangiano subito nelle altre 

dx sen cp -=- X ,  + '!%Y 
cos cp 

coscpX,-- 
da, sen a . sen2 (i sena o x3, 

163) , 
8 %  -- cos2 O 

-cosasenh+X,+ - 
sen a 

cosh $ X,  + i cot a cosli + X, . 
6' u3 

Passando dalla superficie S alla iinrnaginaria coniugata S, e indicando 
con un soprassegno le quantità relative, abbiamo dalle (63) 

che possiamo anche scrivere per le (III*) 

(*) Si avverta che nei calcoii seguenti ne1 testo u1 resta costante, 
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Ziitegrai-ido, e dispoiiendo delle costaiiti additive nelle (63), abbianio 

- cos . COS - COS 
3 c - $ = U 2 i p  X,, y - j = % -  y , ,  z-z  =Si-----  

sen2 G 
z, . (64) 

sen2 G sen2 G 

Queste formole diiiiostrano che le rette (reali) congiungenti i punti cor- 
rispondenti (coniugati) di S, ,!? forniario uiia coiigruenza i cui raggi sono 
paralleli alle norliiali della superficie .ul = cost., e le cui falde focali sono 
appuiito (8, 5'). La. distanza 8 dei f~ioclii è costante, precisainente 

COS ri $ = B i -  
sen2 G ' 

ed è pur costante l'angolo o dei due piani focali (delle due norumli a S, S), 
percliè 

onde la congruenza è in effetto pseudosferica.. La distanxa d dei due punti 
lirniti è 

8 d=---- - 1. 
sen w 

Possiaiiio del resto presentare queste formole, per le nostre coiigruenze 
pseudosferiche reccli, sotto forma affatto libera da iinmaginarii. Per questo 
si pretida coine superficie di partenza la superficie media S,  che è reale, e 
indicando con x,, y,, x, le coordinate da1 punto inedio, yueste saranno de- 
finite, per quadrature, dalle formole reali, che seguono dalle (63): 

d x o  sen rq - = -- cos cp 
X1-  - 

d  ua sen G sen% X3, 

xo cosz 5 
(65) 

-- - cos u senli + S, + - sen CS cosh 4 X ,  . 
8  

1 coseni cli  direzione del raggio della congruema sono XI,  Y,, Z,, ed 
aveiidosi 

d X ,  dYl 
-=coscpX,, -- - sen G cos11 Si X ,  , 
8 9 4 7  u3 
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il ci~lcolo dei coefficienti fondamentali di KUMMER (Lezioni, Vol. 1, Cap. X) d à  

E = cosa v, F = O, G = sen2 G coshZ $, 

cos2 a 
e = O ,  f=  --- cos (p cos11 +, f '  = - 

sen G 
1 
- cos 0, cos11 +, 
sen a 

e pei valori di cl, 8 risultano iiuovamente le forniole 

In questi calcoli ahbiaiiio supposto che il sistema (O) appartenesse a l  
caso generale del sisterna differeiiziale (III). Se  appartiene invece a l  sistema 
difierenziale (II), s i  trovano i ~iiedesiini risultati, colla sola differenza clle le 
formole (65) saranno da sostituirsi colle altre 

d2, sen ID -- cos co -- 1 

cos uX, + - 
sen O 
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Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli 
di superficie ortogonali. 

(Di LUIGI BLANCHI, a .Pi8u.) 

PHOPHIETA CARATTERISTICA DEI SISTEMI (n). 

Veniamo ora a diinostrare clie la proprietà osservata al 5 G per le su- 
perficie delle tre serie nei sistemi tripli ortogonnli (a) ,  in relazione colle con- 
gruenze pseudosferiche,'è in effetto caralteristica per questi sisteini. 

u,) si rerifica la detta pro- Se in un sisteina trip10 ortogonale (u, , u,, - 

debhono essere tre 'costanti ( 5  16); perb ciascuna di queste s a r i  dirersa da 
- 1, altrimenti per le ( A )  della terza lii-iea verrebbe ad annullarsi qualclie 
rotazione. Cib preniesso, possian~o indicare quei tre rapporti rispettiva- 
nierite con 

essendo a, b, c tre costanti finite e diverse da  (O, 1). Comhinanclo le tre 
eyuaziorii che ne risultano colle fondaii~entali (A) (cf. 3 2), otteniamo il si- 

Annali di Matematica, Serie III, Toino XXV. 83 
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dove si osserverà che il sistema resta iiialterato, scainbiando ciclicamente gli 
indici 1, 2, 3 e le costanti a, b, c. Ma ora bisogna esaminare le condizioni 
d'integrabilità, per le quali troviamo subito le tre seguenti : 

Siccome nessuna delle rotazioni deve annullarsi, risultn dalle (GG") clie 
se una delle tre costanti 

si anriulla, si ani~ullano anche le ûltïe due; et1 allora, avendosi 

il sistema (6G) viene in effetto a coincidere col sistema (1). Resta a vedersi 
se pu6 accadere che le tre costariti (67) siano tutte diverse da zero. Allora 
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dalle (66*) risulterebhero, per divisione, le tre relazioni quadraticlie 

Per quanto si è vislo al 5 4, dovrenîmo trovarci nuovamente ne1 caso 
del sistenla differenziale (l), e ci6 contraddice all'ipotesi che le tre costanti (67) 
non si annullino. 

Concludiamo a d u n o e  : I sistemi tripli ortogonccli (R) sono i pi& generali 
possibili pei quccli si verificcc la proprietic che ciasczcna superficie delle tre serie 
ha le sue norwtli parallele ai raggi di  u m  congruenza psezdosferica e le sue 
linee d i  curvatura corrispondono alle asitttotiche delle due fulde focnli. 

Facciaino una breve digressione dalla teoria generale dei sistemi (0) per 
considerare un eseinpio particolare not.evole7 clie appartiene ne110 stesso teinpo 
ai sistemi di WEINGARTEN. È questo il sisteina triplo di elicoidi a curvatura 
costante, c,ongruenti in ciascuna serie, di cui tratta il § &3, Vol. 11 delle 
.Leaioni. Qualunque elicoide a curvatura costante, rotaudo attorno all'asse, 
geliera una fainiglia di LANÉ che da  luogo ad i i n  sislema triplo elicoidale 
in questione. Che un tale sisteina sia al tempo stesso un sistema (0) si vede 
subito dalle relative formole (1. c.), osservando che i yuadrati delle rotazioiii 
in ciascuna coppia 

(Pz17 P d ,  2 ,  2 ,  ( P i s ,  P 2 J  

sono legati da una relazione quadratica. Volendo presentare queste formole 
in accordo colle notazioni della presente iileinoria, scriviaiiîo il d sa riferito 
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al sistema trip10 ortogonale sotto la forma 

dove G, R irldicano due costanti, Fe è il inodulo delle fiinzioni ellitticlle, k' il 
cornpleinentare, e l'argonlento 7 è la seguenle funzione lineare di t h , ,  t h , ,  u, 

Per le rotazioni pi, si trova 

sen G ù cos G 
B i ,  = 7 dn.;, pz,=- k ' 

c r t 7 ;  

coine si vede sono legate dalle relazioni quadraticlie del 3 6 :  

Introducendo le tre variahili ausiliarie O, cp,  !+ colle posizioni 

d n . ;  le c 12 F cos11 + = - 
k ' 

senli !+ = - , 
k ' 

si ritorna alle formole del § 6, e le equazioi~i differenziali (III) sono sod- 
disfatte. 

È da notarsi clie le elicoidi a cu r~a tu ra  costante pmitira del sistema 
sono le zc, = cost., precisameiltc 

le elicoidi delle altre due serie Iianiio le curvature negative 

Qu%lunqzce eliooide n curuatzcro çostcciate gode adunyue della proprietà 
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caratteristica per le superficie di un sistenia (fi) descritta al  5 18. In piirti- 
colare, se  la curvatura è positiva, le trajettorie isogonalj, sotto con~eniente 
angolo costante, delle linee di curratura dividono la superficie in parallelo- 
gramini iiifinitesiini d'eguale ürea. Sarebbe facile veclere che fra le superficie 
a curvatura costante soltanto le elicoidali godono della proprieth in discorso, 
ed il sisteina (n) qui considerato è l'unico clie appartenga irisieme alla classe 
dei sistemi di M'EIXGAHTEN. 

T~as~onnraz~on. l  DI BACI~LUKD E TRASPOHI~IAZIOR.I .DI LIE 
DEI SISTEMI (Q). 

A) Trasfowcaziod di  Biicklund. La costruzione dei sistemi (Q) dipende 
in primo luogo da yuella della loro immagine sferica, ossia dalla iiitegrazione 
dei sistemi differenziali (II), O (III), e dei corrispondenti sistemi di equazioni 
ai differenxiali totali (II*) O (III*). Conle ne1 caso delle superficie pseudosfe- 
riche isolate, non abbiamo inetodi che permettano di coinpiere queste inte- 
graziorii in generale, ma possiaino ancora qui costruire dei iiietodi di i~ate- 
yrnxione successiva che, partendo da sisteini integrali già noti, ne facciano 
derivare iiifiniti nuovi. Si è visto infatti clle il problema di costruire la rap- 
presentazione sferica dei sisteini tripli oïtogonali (n) eyuivale perfettamente 
all'altro della costruzione dei sisteini obliqui r? di WE~KGARTEN. A ( +) 
questi ultimi sistemi si è .diriiostrato (Tom. XIX clegli Anuali) che soiio ap- 
plicabili le trasforinazioni di BACKLUND, le yuali dàntio appunto metodi di 
integrazione successiva, perfezionati inoltre col teoretna di permutabilità clie 
risparmia le quadrature. Le trasforinazioni di BACKLUND si trasportano dunyue 
seriz'altro alla costruzione della rappresentaxione sferica dei sistemi (0). Ma 
la ricerca si potrebbe spingere molto più oltre, é passare a costruzioni geo- 
metriclie clie permettano di applicare le trasforinazioni di BACKLUND non solo 
alle irnmagini sfericlie, ma ai singoZi sistenti (O) stessi. Questo richiederebbe 
per altro ulteriori sviluppi dai risultati della teoria dei sisteini obliqui di 
WEINGARTEN, nei quali qui non vogliaino inoltrarci. 

B) Trasforrnnzioni di Lie. Pei sisteini di equazioni differenziali fonda- 
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inentali (II) O (III) si pub 14petere l'osservazione fatta da LIE per 'le super- 
ficie pseudosferiche isolate. Se , 

è uiîn terna integrale delle (II) O delle (III), le funzioni 

dove h è una costante arbitraria, soddisfa.iio al sistenia stesso cjuando vi si 
cangi tg a in tg c' = k tg G. Questa è la trasfortnazione di LIE pei sistenii ohliclui 
di WE~NGARTEF (m. c., 5 7). In particolare se vi si fa k = cot G, ne risulta 
tg cf = 1 ed il nuovo sisteina obliyuo di WEINGARTEN diventa un sisteina trip10 
ortogoiiale di WEINGARTEN a flessione costante. Anche pei sistemi (0) questo - 
casa di a =- è notevole; allora le superficie zc, = cost. in (Q) sono divise in 4 
rettangoli ii~finitesimi d'tires costante dalle bisettrici delle linee di curvat~ira. 

g si. 

Si pub giungere alle trasforimzioni di Lln dei sistenii (0) per un'altrn 
via, notevole per ln sua relazione coi sistenii particolari (0) soddisfacetili 
alla condizione del 3 5 

k ,  TV? f k ,  TV: + k ,  1Y: = cost. 

Partiaino dall'osservaziotie di DAHBOUX, applicabile in  geilerale ai sistenîi 
tripli coniugati (Vedi DAKBOUX, Systèmes orthogonaux, püg. 366), che se le 
funzioni F,, soddisfano alle prime sei equazioni del sistema (A) $ 1, vi sod- 
disfano pure le sei 

K. p'. = -' . p 
I k ib 7 

a* 
(68) 
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dme  a , ,  a , ,  a, sono tre costanti yualunque. Ma supponiamo ora di più clle 
le Pi, siano le rotazioni di un sisteina trip10 ortogonale ( O )  (*), e doinandiamo 
se è possihile prendere le costanti a, in guisa clie anche le P',, date dalle (68) 
siano le rotazioni di un sistema ortogonale. Intaiito questo nuoro sistema 
è certamente alla sua volta un sisteina (of), perché! i quadrati delle rota- 
zioni in ciascuna coppia 

sono legati da una relazione quadratica. Se indichiamo con c, c' i valori ri- 
spettivi della costante c nelle equazioni (1) a cui soddisfano le Pi, e le !?J'~, e 
confrontiaino fra loro le equazioni corrispondenti, sostituendo nelle seconde 
i valori (G8) delle F',,, trovianîo quali condizioni necessarie e sufficienti 
per le a 

1 c'- 1 

delle yuali per6 una è manifestamente conseguenza delle altre due. Se vo- 
glianio restare ne1 campo reale, è chiaro che le costanti c, cf debbono avere 
10 stesso segno, e quando siano positive do-cranno essere insieine minori, O 

insieine maggiori deli'uniti. Permutando gli indici, possiamo supporre c, cf 
negative, e porre c = - tge G, C' = -- tg2 or;  ecl allora basterà. prendere p. e. 

sen o 
a 1 = t g a f ,  a2= tgG,  u%=--. 

COS o' 

È chiaro che le formole (68), quando siano soddisfatte le (69), rappre- 
sentano una effettiva trasformazione per le immagini sferiche dei sisteini (0); 
ma si vede facilinente, servendosi delle forme norinali (II), (III) del sistema (1), 
che essa coincide 'in sostanza colla trasformazione di .LIE. Ma nella forma 
attuale possiamo interpretarla in un nuovo modo introducendo i particolari 
sistemi (n) che sodclisfano alla condizione 

(*) Più in generale, se si  suppoiigono le relazioni (68) frit le rotazioni di due sistemi tfipli 
ortogonali, questi appartengono iiecessariainente alla classe dei sisteuii (a) e si hailno le re- 
lazioni del testo. 
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18% B i a h c h i :  Ricerche intorno ad m a  classe -di  sistelni tripli 

Le equazioni differenziali totali (47) per yuesti sistemi si scrivono iiîfatti 

a w,. -- 4 --- al 
d u., a: PJC - - e L W z  , 

od anche per le (63) 

Basta ora porre 

e queste si cangiano precisamente nelle formole (a ' )  della prefazione relative 
ai coseni di direzione del triedro principale ne1 sistema trip10 ortogoiiale cor- 
ri spondeiite alle rotazioni Fr,., . Di qui concltidiamo : Data l'imnagitze sferica 
d i  un sistemcc (n), la ricerca dei particolari sistemi che soddbfatzo alla con- 
dizione del &' 5 :  a:M7i + ai IV: + x :  W3 = cost. equiunle alla trnsfoî.mazione 
d i  Lie. 

THASFOHMAZ~ONI PARALLELE (D) DE1 SISTEMI (0). 

Nelle trasforn-iazioni di BACKLUND e nelle trasforinazioni d i  LIE dei si- 
steini (O) cangia l'iinmngine sferica del sistelna, restando pet+ fissa la co- 
stante c delle formole (1) per le prime, mentre per le seconde caiigia anche 
il valore di c. Andiamo ora a considerare pei sisteini (Q) delle trasforma- 
zioni molto più seinplici ilelle qunli l'inimagine sferica del sistema non. cangia 
e che diciaino per cib trasfornza~rioni parallele. L'esistenza di queste parti- 
colari tïasformazioni è legata essenzialinente al sistema differenziale (1) § 2, 
cgi soddisfano le rotazioni di un sistema (n), ossia alle relazioni yuadratiche 
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fra le coppie di rotazioni (P,,, P,,), (p,, , PI,), (F,,, F,,) (Vedi 3 4). Partiaino 
dall'osservazioiie seguente : 

Se le rotnzioui' F i k  ~oddis funo.alZe (Il, ed è (Erl , TV, , TV3) u m  term qzta- 
l u ~ z q u e  d i  soluzioni del sistema differeizsiccie (B") $ 1, le fui7nioizi H l ,  K ,  II , ,  
calcolate dcslle formole 

dic~zno z t ~ a  terizch d i  solzm'o~zi del sislema aggiu~z to  ( B ) .  
Per diiiîostrarlo bnstn. sostituire qiiesti ralori di Hl ,  H , ,  SI3 nelle (B), 

teliendo conto delle (1) e delle (B*) cui soddisfano, per ipotesi, T i r 1 ,  IV2, II',. 
Da questo priino risultato ne declucianio subito altri due permutanclo circo- 
larmerite gli indici, coll'applicare l'osservazione clel 3. E cosi redinino clle, 
accnnto nlle forinole (Dl), si possolio scrirere çli altri due sistemi di forlnole, 
che rngçiungono 10 stesso cffetto : 

Noto adunque un sisteiiîa (a), corrispondente alla terna (W,,  TV2, W,), 
le forinole precedenti farnnno conoscere per quadrature tre nuovi sisteini (n) 
pnralleli al  priinitivo, ove si sostituiscano nelle formule (2) della prefazione 
i valori di Hl, H,, H ,  calcolati clalle (Dl'), O da$e (D,), O infiiie dalle (D,). 
Queste dieinnio, per abbreviare, trusforsîzazioni (Il) dei sistenii (0). È: dn os- 
servarsi per altro clle, se il sistema (0) appnrtiene alla classe specinle del 
§ 2 clie soddisfa alla relazione: 

IV: + c W; = cost., ( 4  

la traüforinazione (D,)  diventa. illusoria,, perché clalle (9), (10) $j '2 risulta 
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1 84 Bianchi: Ricerche intortzo ad utza classe di sistemi tripti 

cioè il sistema derivato si riduce ad un punto. Similmente diventano illu- 
sorie le trasformazioni (D,), (D,) per quei sisteini (12) clle soddisfino rispet- 
tivamente alle condizioni 

1 wi + -- WB=cost., (4) wJ+C-' Tir: = cost. (d,) 1 -  c C 

Osserviamo poi clie la forma lineare, onioçenea delle formole (Dl), (D,), 
(D,) rende evidente che, applicando il procedimento ad una terna (Mi,, 
WB, IV,) combinazione lineare di un numero qualunyue r di tali terne 
(W?, Wf,  W3) i = 1, 9 , .  . . , r,  anche la terna (H, , H, , A,) sarü la me- 
desima combinazione lineare delle r terne parziali corrispondenti (HP,  HF, 
Hf)) i =  1 ,  2 ,.,. , r. 

Esprimendoci gkoinetricamente,. direino clle se il sistema (O) è una coni- 
binazione lineare (*) di più sistemi paralleli (a,), (O,), . . . , (O,.), anche il si- 
stema derivato (%) è la stessa conhinazione lineare degli r sistenîi derirati 
(G), (O'Z), -,, (fl'..). 

THASFOHMAZION~ PARALLELE (E) E LORO ~ N V E R S E .  

Le trasformazioni parallele (D,), (D,), (D,) dei sisteini (a) risultano come 
associate alle classi speciali di sistemi (O) che verificano rispettivamente la 
(dl), (d,), (d,), in quanto clle, applicate a corrispondenti sistemi (0) di yueste 
classi, li riducono a punti. 

Possiamo facilmente trovare un'altra classe di trasforinazioni parallele 
che comprende le precedenti e sta nella inedesiina relazione coi sistemi (0) 

del $ 6, corrispondenti alla J-elazione 

Esaminando ora le forniole (17) 8 5 situate nella diagonale principale, 

(*) Per l'interpretazione geonietrica della combinazione lineare di piil sistemi tripli or- 
togonali v. DARBOUX, 1. c., p. 911. 
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d i  superficie ortogona2i. 185 

e supponendo al contrario di avere un pualunque sistenla (Q), sianlo con- 
dotti a stabilire il teorema seguente : 

S e  le rotaz ioni  fiik Soddis fano alle (1),  ed è (W, , W, , IV3) una terna  qua-  
lunque  d i  soluzioni del s is tema (B*), le funz ion i  H , ,  H z ,  H, calcolate dalis 
fon~cole : 

k? - k ,  
doce k , ,  k 2 ,  k ,  s i a n o  tve costanti  q u a l u r q u e  legate a l la  c d a l l a  (19) c = -- 

k ,  - iz, 
d ù n n o  utza soluzione del s is tema agg iun to  (B) .  La verifica si fa nello stesso 
modo coine al paragrafo precedente. Da. queste forniole ( E )  risulta adunyue 
una classe d i  trasformazioni parallele dei sistemi (O) clle diciamo t ras formn-  
z ioni  ( E )  (*). Esse includono corne casi particolari le tre trasforinazioni (D,), 
(D,), (D,), le  quali corrispondono alle posizioni seguenti : 

k ,  = 1, k,  = c, k ,  = O . . . per (il,), 

1 
k,=O, k , = l ,  k , = -  a - per (D,), 1 - c  

c - 1  
kl  = -- , k ,  = O,  k ,  = 1 . . . per (D,). 

C 

(") Notiamo conie anche qui si  inanifesta la reciprocità dei sistenii (a), confrontati con 
quelli paralleli ai  sistemi di  GUICHARD-DARBOUX. E iufatti in questi ultimi sistenii le rota- 
zioiii Pik soddisfano, oltre che alle equazioni (A) ,  alle tre che si  ottengoiio cangiando in quelle 
della terza linea Pik  in p k i  (V. DARBOUX, 1. c.). Ne segue che le formole 

fanno passare da una terna (H,, H,, H,) soluzione del sistema (R) ad una terna (W, , W2, IV3) 
che soddisfa al sistema aggiuiito (Rn). 
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In generale si osserverà clie, utia volta. fissata la costante c, queste trns- 
forinazioni conterigono, oltre una costante iiioltiplicativa (cl'ornotetia), iin'altra 
costante arbitraria. La trasforinazione (E) applicatn ad un sistenia (O) clie 
verifichi la (e), cogli stessi ualori delle k,  Io riduce ad un punto. 

Ne1 cas0 delle trasformazioni (E) possianio suhito risolvere il probleina 
d'inuersione e diniostrare : Dnto un palunque sistema (a), esistono m b i -  
stemi (0') (non o.rnotetici), ai quccli applicando ln tra.sforwzaxione (E), con ns- 
segrzate k, si ottiene il  sistemcc dnto (Q). 

E infatti, se il sistema dato (a) corrisponcie alla terna. Ji,, H,, H, , il 
probletna d'inversione consiste riella ricerca di tre fuiizioni IV,, Ilr, , IV, clie 
soddisfino al sistema aggiunto (B*), e nello stesso tempo alle tre equil- 
zioni (E). Abbiamo cosi per IV,, TV,, TV, un sistema di equazioni ai cliffe- 
renziali totnli, clie si riscontra subito essere illimitatniiiente integrabile, es- 

k ,  - h  
sendo le k legate a c dalla relazione (19) : --3 = c. 1 valoii iniziali di 

Tz ,  - k ,  
IV,,  IV,, W, restano dunque arbitrari, onde il risultato enunciato. Si os- 
servi clle questi oohistemi (0') si compongono linearmente con uno fisso e 
cogli mb i s t en i i  della classe (e) i cui sistenii derirati si riciucono ad un 
punto. 

Ne1 caso delle trasfor~nazioni (D) il probleiiia d'inversione esige una di- 
versa trattazione pel fi~tto che in uno dei secondi menibri delle forniole (D,), 
(DJ,  (D,) non figurano derivate delle VI;; e in effetto si vedrà che qui esiste 
un caso eccezionale, il cui comportainento è diverso da quel10 di tutti gli 
al tri. 

Per coinpiere la ricerca con ~iiaggiore chiarezzn convietie iiferirsi alla 
riduzione del sistema differenziale (1) ai tipi norniali (II), (III) del 5 6, dove 
la costante c ha il valore c = - tg", e distinguere corrisponclenteniente sei 
casi diversi. Ma cinyue di questi comportano la stessa trattazione, eci il sesto 
cnso eccezionale si ha quando il sistenia (nJ corrispoiida alle (II) e si tratti 
della trasforniazione (Il,). Dei citique casi itldicati baster& trattarne imo, p. e. 
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di superficie ortogonali. 187 

quel10 clie corrisponde a l  sistema differenziale (III), le rotazioni Fik avendo 
i valori (%a), e si voglia invertire la trasforniazione (D,) con c = - tg' a. Noi 
supponiamo adiinque che (Hl, H,, H,) sia una qualunyue terna di solusioni 
del corrispondente sisteiiîa (B) : 

- = C O S  1 1 .  n, , - = -- ' d u 2  du ,  cos a 

= cos 7 .  Hl 9 d -=- H, sen? 
d u, ' au, seno . Ha 7 

d H ,  H3 
- COS ri sen11 + . -=sen rr cosh$~,  H,, -- - 8 

1 
d  t h l  d u2 7 

e domandianio di determinare W, , TV,, liV, in guisa da soddisfare al sisteina 
aggiunto : 

* d -- IV, =cos?.IV, ,  d -- TV, = senccosh+. l l i , ,  ' du,  d z r ,  

W2 
- =coç0.1V1, * d  

-- = COS G sen11 + .1/V,, I 
u,  ' d u ,  1 (70') 

dtV3 sen0 - JIU, seny rv, , * 
d u l  COS G "" % = K G  9 

ed insienle alle tre corrispondenti equaziorii del sistema (Dl), delle quali la 
terza in termini finiti: 

senZ G 
sen G cos11 +IV, - - se1111 +IVz = Il3. 

cos ci 
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188 Bianch i: Ricerche intorno ad una classe d i  sistenzi tripli 

Associamo alla (71,) quella che se ne ottiene derivando rapporto ad t t , ,  

cioè 
a  & 1 a ~ ,  

(senh+W,-tgacosh+Wa)--+senoW,=- - 
d u, sen a d zc, 

e risolvendo rapporto a W,, IV3, üvrenio 

COS o W2 - col 5 (:osh + Wl - selIli + H3 , 
(72) 

1 a +  1 8 14 
-- - IV - w1 - - 1 d H ,  cotli + H, - + -- --- . 

- sen G sen11 $ d 21, senZ G d ZC, sen-a d u ,  

Sostituendo nelle equazioni (70*), (71) questi valori di T/V,, W,, otte- 
niamo per la incognita W, il sistema di equazioni ai differenziali totali: 

-- cos e 
: ~ ~ t g ~ c o s o c o s l i ~ w l -  
0 U I  cos G senh + f i 3  +a, 

cos c cos cp 3 = cot o cos ip cosil + W, - 
8 u2 sen2 a se1111 + H3 7 

dalle quali, e dalle (79), seguono inversamente le (70*), (71). Ma, le precedenti, 
tenuto conto delle equazioni differenziali (III) e delle (70,), possono scriversi: 

sen - ( --- W1 ) - - ,aul - (H3 cotli +) - sen o senh + Hl , 
du, sen11 c) 
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Ora, siccome le tre funzioni nelle (89,) 9 8 

a+ sen G senh +, cos G cos11 +, - , 
8 u3 

poste per W , ,  W,, W, nelle (70") le sodclisfano, risulta dalla proprietà ge- 
nerale osservata nella prefazione che I'espressione 

è il differenziale esatto di una funzione T di u ,  , u , ,  u, .  Le (73) si integrano 
-dunque iinmediatamente, e si lia 

sen G Wl = H ,  cosli + - T senh # -+ C sen o cos11 + (C costante arbitraria). 

Sostituendo nelle (781, abbiamo le formole definitive ricliieste 

sen G W, = H, cosli + - T senh + + C sen 5 sen11 +, 
sen G W2 = cot o (H, senli Ij, - T cosli +) + C cos G cos11 +, 

(74) 
sen G Ws -= - 

Il problema proposto è dunque sempre solubile con una quadratura e 
la soluzione contiene una costante arbitraria C. Come si vede, le formole (74) 
d'inversione per la trasformazione (D,) si coinpongono 
terna fissa corrisponclente a C =  O e colla terna speciale 

(sen 5 sen~ i  +, cos c cos11 +, 3) , 
6' 7-43 

il cui sistema derivato si riduce ad un punto, ci6 che 
priori. 

II)  modo analogo si procede per gli altri casi, saivo 

linearmente colla 

era preredibile a 

ne1 sesto cas0 ec- 
cezionale che ors andiamo a trattare. 
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Si presenta questo caso, come giA si è detto (§ 84), quando il sisteina (0) 

corrisponde ad una terna di soluzioni (8, cp, +) del sisteina (Il) $j 6, ed abbiü 
per ci6 linee di curvatura (u,) piane (S 8), e inoltre la trasforninzione da 
invertire sia la prima (D,). 

Prendiaino un qualunque sisteina (n), corrispondente alle rotazioni (24) 
$j 6, ed applichianio la trasforiiiazione (D,),  le cui for~nole, essendo qui 
c = -  tg2 C, si scriroi-io : 

H ,  = e'! sen a ( W, - tg a W*). j 

Scriviaino altresi le equazioni (B), (B*) $j 1 pel caso attuale e cioè : 

a w2 
-- = cos i W, , * a w* -- = COS 5 e+ W 3 ,  I 
8 ZA,  d a { ,  

(76*) 

8 W, sen 4 -- 
d W, sen cp -- -- 

w2 7 
* , zt2  sen o d u ,  cos G 

Ora dimostriamo che : A gualunque sistema (Q) si applichi la trasfor- 
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maxione (D,) data dalle (75), i l  sistema derivato (H, , H,, H,) è un sistema 
speciale, precisamente appartieîze alla classe dei .&temi ciclici. 

Deririatiio la (75,) rapport0 ad zc,, tenendo conto'delle (76") ed arreino 

clie, per la (75,) stessa, possiamo scrivere 

Questo dimostra già clie il sisteina derivato è un sistema speciale perchè 
la (77) non è una coiiseguenza delle (76). Per riconoscere quale proprieth 
geoiiietrica caratterizza yuesti sistemi clerirati, si integri la (77), il clle d à  

[love = ù, (zt, , u,) è indipendente da u, . Calcolando poi Ifl, II2 dalle (7G) 
della terza linea, abbiamo : 

1 dù, cosro 
H, = - 

cos o + s* 

Il3 = e+ Q>. i 
Se si introducono guesti valori di H,, H E ,  H ,  nelle (76), si trova per 

l'unica condizione 
8" 

= cos (9 - 6) . a, 
d zc, d u, 

dove è da ricordare (S 9) clie qui cp - 8 = 2 w non dipende da u, . La (79) 
coincide per ci6 colla eyuazione alle defonîiazioni infinitesime per la super- 
ficie pseuclosferica S clle, riferita alle sue asintoticlie u , ,  u,, lia l'eleinento 
lineare 

d s 2 = d u ~ + 2 c o s S w d u , d u , + d u ~ .  

È facile ora verificare clie i sistemi (6) definiti dalle forinole (78) sono 
sistenzi cidici, cioh clie le curve piane (u,,) sono ~ircoli. Per ci6 basterà rno- 

Anltali di  IlIatetrzatica, Serie III, Toino XXV. 25 
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1 
strare che hanno costante la flèssione - - Ora questa è data dalla formola. 

P 3 

(Lezioni, Vol. II, 5 409) 

ossia, a causa dei ralori (24) delle rotazioni, da 

Dunque pei sistenîi (n) definili dalle (78), aribiaino p, = @ = @ (u,, u,), 
ci6 clle dimostra l'asserzione. 

Importa ancora osservare che le formole (78), nelle quali si ponga per 
4 = 0 (u,, u,) una soluzione arbitrana della (79), dànno i pih generali sisteiiii 
ciclici (6), coll'assegnata rappresentazione sferica. E infatti, per la @ O ) ,  dere 

e+ essere allora - indipendente da u,, e posto H 3  = d' . ne seguono, coine 
H3 

si è risto, le altre due equazioni (78) e la (79), il che diiiîostra l'asserzione. 

INVEHSIONE DELLA TRASFORMAZlONE (Dl) PEI' SlSTEMl CICLICI. 

Si è visto clle in questo caso eccezionale la trasformazione (D,), appli- 
cata a qualunque sistema (0) conduce sempre a sistemi (6) ciclici. Ma, in- 
versamente, ora dimostriamo clle : 

Qualunque sistema (n) ciclico, coll'assegnata rappresentazione sferica, pro- 
viene per trasformazione (Dl) da  infiniti sistenzi ( O ) ,  i quali non dipendovzo 
pik da costanti, ma da una funsione arbitraria. 

Il sistema ciclico assegnato (n) corrisponda alle formole ('i8), essendo 
verificata la (79). Dobbianîo esanlinare se è possihile deterininare W, , W, , W3 
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i1.n guisa da soddisfare alle (76*), ed insieme alle corrispondenti (75): 

d IV, 1 d ( b  cos 8 
-- =tg" cos 8 W, + - 
6' u1 sena + c= 

8  W2 1 d m  COS y t g2  6 - = COS p) IF, - - - - --- 
d  t c ,  COS G d u, sen 5 

7 

Dall'ultima di queste 
a) w - -- 

1 - sen G + tg Q TV2 ) 

e per es. dalla 

esprimianio anche W, per W, : 
e-+ d W ,  -. 

= ,, d  U 8  

Sostituendo questi valori (81X), (82) di W, ,  TVs nelle (76") e nelle (73), 
si vede che, per socldisfarle tutte, basta soddisfare con W, alle'due eyuazioni 
segueriti : 

a w, -- O cos 4 
- t g a  COS 4TV2 +--- 7 

d Ml sen G 

a w2 -- casa dQ> 
- cotocosr+ W, - 7 - 9 

6' ~2 sen- G d zc, 

ed assumere poi per W, , W, i valori (a l* ) ,  (82) .  Ora, a causa delle due equa- 
zioni (11) 

-- a s  - tg G COS fi, - =  CO^ COS y, 8  u, d u2 

le (83) possono scriversi 

d - (e-+ Wz)  = 
e-$ cos O d  COS O , - (e-$ W2) = - - d 'P e-+ - 

d zt, sen u d %ta sen2 a d î ~ ,  ' 

e d'aMra parte la condizione d'integrabilità 

d d - (e-+ (b cos 6)  + cot o - 
d u2 d u1 
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è identicamente soddisfatta per le (11) e per la. (79). L'iiitegrale genernle W2 
delle (83) ha dunque la forma 

W ,  = e+ (Tt Us),  

dove T è una funziotie fissa di u, ,  t t2 ,  zc,, ed U ,  iridica uiia f~mzione arbi- 
traria della sola u,, conforii~emente a quanto ahbiamo enuiiciato. 

Rileviano aucora alcune notevoli proprietà dei sisteiiii ciclici (0). 1 piani 
dei loro circoli sono paralleli (5 11) ai piani tangenti della superficie pseu- 
dosferica S definita da 

e per un noto teorema (Lexioîzi, Vol. I I ,  S 0176) nella coiigruenza degli üssi 
dei circoli le sviluppahili corrispoiidono alle liiiee di curvaturn (u,) ( 1 1 , )  del 
sistema (n), cioh alle asintotiche della superficie pseudosferica. Quesla è 
adunque una congruenza d i  RIBAUCOVR (Lezioni, Vol. II, 5 878) la cui, su- 
perficie çeneratrice è la pseudosferica S. Viceversa si prenda una qualunque 
congruenza di RIBAUCOUR a superficie generatrice pseudosferica; essa è in- 
finite volte ciclica ed uno yualunq ue degli cm1 sisteini ciclici corrispondenti 
è uno dei nostri sisterni (E). Se ne conclude: 

hz ogni sistema c.iclico (6) i piani dei circoli inuiluppano una superficie 
d i  Voss, le c14i geodetiche conizcgate corrispondono alle linee d i  curvaturn 
(2fil) (%) .  

Se in fine coiisideriamo un  qualunque sistema (Q) a linee di curvatura 
(zc,) piane, vediamo cl-ie i suoi sistemi ciclici osculatori lungo le superficie 
u, = cost. (Lexioni, Vol. I I ,  5 411) sono altrettanti sistemi (n), e cluindi: In 
opzi sislema (n) a linee d i  czcrvatura (u,) piane, i piani di peste curve in- 
vilzcppatzo una superficie d i  Voss. 

TKASFORMAZIONI DI RIBAUCOUR PEI SISTEMI (fi). 

Terminiaino questi studî sui sisteini (a) colla considerazione di una 
terza classe di trasforinazioni di questi sisteini, che tiene colne un posto 
intermedio fra le trasformazioni di BACKLUXD e quelle parallele. Si ottengono 
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ques te trasfoririazioni osservando dapprima il coniportariiento, rispetto al- 
l'inversione per raggi vettori reciproci, cli quei particolari sistenii ( O )  della 
classe (16) § 5,  clie soddisfano alla condizione 

nnnullandosi nelln (16) la costante del secondo nienibro, e die  cliremo lwr 
abbrevinre sistemi (n,). Si lm il tcorema: Ogni sistemc (O,), cou unn iiaccr- 
sione per raggi vettori recirproci rispetto all'origitze, s i  cangicc in a m  altro si- 
steîrm (off). 

Questo segue iiiîmediataoiente dalle note forniole deli'inrersioiie per 
ragçi vettori reciproci dei sistemi tripli ortogonali, clle qui i.iprodiiciaiiio per 
inaggior cliiarezza. Sia (Z) un qualunque sisteina trip10 ortogonide, (Tt) il 
sistema clie proviene da (r) con un'inversione per raggi vettori reciproci, il 
cui centro supponianîo iiell'origine e il raggio della. sfera d'inversione = 1. 
Indicando con un accent0 In cluantità relativa a (El), ablia1110 per le forinole 
d'inversione 

d ?  Derivando coll'osservare clie si lia - = 2 Hi W, , risul ta 
d 26; 

da cui le formole 
2 x W< X I i =  Xi - - , 

P 

1 aH',.  1 b ~ ' ~  - - Da queste, calcolaiiclo le nuove rotazioni Frik = - -- - 
H l i  dzci W', d u , , '  

si ha  subito (DAHBOUX, 1. c., pag. 467) . 

Le seconde formole (86) dimostrano clle, se (W,, TV,, W,) soddisfano 
la (f),  anche (W', , W', , Mi',) la soddisfano, ci6 che prova il teorema. Cosi, 
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conosciuto un sisteina (a,), se ne ha subito un secondo (n',) con diversa 
iinmagine sferica, sicchè le formole precedenti dànno forrnole d i  trasforina- 
zione per le immagini sferiche dei sistemi (a) in generale. Per la effettiva ri- 
cerca di queste trasformazioni occorre avere integrato le corrispondenti equa- 
zioni ai differenziali totali (17) 9 5, O alnîeno occorre conoscerne qualclie solu- 
zione particolare. Ma, supposto di conoscere effettivainente un sistema (Q,), 

indi il suo inverso (a',), possiamo applicare facilinente le trasformazioni non 
solo alle imtnagini sferiche, nia a i  singoli sistelni (O) stessi, dimostrando che : 
Da qualzcnque sistenm (a)  parallelo ad (R,) si dedacono, con ulza quadratura, 
CO' sistemi (n') yaralleli all'inverso (a',). Questo non dipende da una parti- 
colaritli dei sisterni (fi), ma si applica a qualunque coppia (Z), (x') di sistenîi 
tripli ortogonali inversi l'uno dell'altro, secondo le formole (84), (85j, (86). 
Abbiasi infatti un qualunque sisteina (y) parallelo al sistema (x), i ccui ele- 
menti indicherelno con un soprassegno. Se poniamo 

dove la espressione sotto il segno è un differenziale esatto (Prefazione), e 
la funzione T si pub aumentare di una costante additiva., é facile vedere clle 
le formole 

$=x;- Tix;', (87) 

colle analoghe, daraiino un nuovo sistema (2) pai.allelo a (2'). E infntti si 
trova subito 

cib che dimostra l'asserto; ne risulta inoltre 

H ' ~ =  H; - T H ' , .  

Se consideriamo in (Y), (2') due superficie corrispoiitleiiti, p. e. della 
serie zc, = cost., vediaino che le loro due normali in puati corrispondenti 

- 

PE (3, y, F ) ,  P' (Z', y', s') s'incontrano in un punto 171 eyuidistante da 
P, P', onde la sfera col centro iii di e raggio P U  = P' JI tocca in P, P' le 
due dette superficie S, S', e variando sopra (8, S') la coppia (P, P') si lia 
un inviluppo di oo2 sfere di cui S,  S' sono le due falde dell'iilviluppo e si 
corrispondono per linee di curvatura (trasformazione di R r s ~ u c o u ~ ) .  

Le trasforinazioni dei sistemi (a) considerate ne1 presente paragrafo sono 
dunque trasformazioni (di K i ~ ~ c c o u ~ )  per inviluppi di sfere. 
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1 SJSTEMC GENEHALl OBLIQUI Dl WEINGARTEK IN COORDIRATE ASINTOTICHE. 

1 sistemi tripli ortogonali (a) di cui ci siaino occupati nella presente 
Memoria possono derivarsi, coine abbiamo visto al § 18, da quei particolari 
sistemi obliyui di WEINGARTEN nei quali è costante l'angolo sotto cui le tra- 
jettorie dei singoli punti delle superficie pseudosferiche tagliano queste su- 
perficie. Ci proponiamo qui da ultirno di far vedere che anche dai sistemi 
generali obliqui di WEINGARTEN, ove il detto angolo varia dall'una all'altra 
superficie pseudosferica, pub farsi derivare, in modo arialogo, una classe più 
ampia di sistemi tripli ortogonali. Con ci6 noi veniaino a confermare, per 
altra via, i risultati già stabiliti nella Menîoria ed otteniamo la prima gene- 
ralizzazione cercata dei sistemi (O). Per questo riprendereino dalla citata 
Meinoria del Toiiio XIX degli Annali le formole relative ai più generali si- 
stenli obliyui di WEINGAHTEN, introducendovi per altro alcuni cangiarnenti 
nelle notazioni, opportuni per il confronta colle formole della presente Me- 
moria. In primo luogo muterenio nelle formole dell'indicato Tomo XIX l'an- 

'IF ' ' 

go10 o in -- 2 a, e al posto dei para.metri U, v delle linee di curvatura delle 
2 

superficie pseudosferiche introdurremo quelli u, , u, delle asintotiche, po- 
nendo 

1 1 '  
u,=,(u+v), U ---(?A-v); 

" 9  

in fine la terza' variabile w sarà qui indicati con zc, . Allora le formole fon- 
damentali (A), (B) del § 5 m. c.' diventano nelie funzioni incognite 8, 1 :  

clove G = G (4 é una funzione (arbitra~ia) di zc, . Ad ogni coppia di funzioni 
8, Y di 241, u ~ ,  u,, che soddisfino il sisteina (F), corrisponde inversamente 
un sistema obliquo di WEINGARTEN, deterniinato O mena di movimenti ne110 
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spazio dalle formole seguenti. Indicando con (X,, Y,, 2,) i coseni di dire- 
zione della normale alla superficie pseudosferica u, = cost. ne1 sisteina, e con 
(X,, Y,, Z,), (&, Y,, 2,) quelli delle tangenti alle rispettive linee di curra- 
tura u ,  - u, = cost., u, + u, = cost., alibiaino le formole del yuadro se- 

dX, 89 8x2 - --=--X2-seuOX,,  -- - 
d e  - --X',+-coseX,, 

d u ,  d u ,  d u ,  d ut 

a ATs 
- = sen 0 X, - cos 0 X, , 
d 21, 

d S, -- = -- d O dX, - ' d O 
- - X , - ~ e n 9 ~ , ,  X, -cos 0 Sa, 

d u ,  d  24, d 7 1 ,  d u, 

dX, 89 -- -- (- cos 2 G X', + sen 2 a cos y X,), 
d u ,  d u ,  

d S ,  d 9  -- 
L2[, - d th, 

(cos 2 G XI + sen 2 o sen X,), 

Note le (Xi, Y,, Z,), si 11a con &mlrature il sistenia obliquo di WEIN- 
GARTEN dalle formole 

dx d x  -- - c o s û X , + s e n 9 X 2 ,  -=cosF)X,-senOX,,  
du1 d u ,  

d x  1 (88") 
- c o s ~ o s e i ~ ~ X , + c o s ~ ~ c o s ~ X ' , - s e n B a X ,  . 

d ZG3 I 

L'esistenza e l'arbitrarietù delle soluzioni del sisterna (F) s i  giudica fa- 
cilinente, riducenclolo alla forma lineare canoliica del BOURLET coll'introdurre 

d 9 d 9 le due nuove funzioni incognite 8 -- O, = -- e col tener conto clle 
' - d u ,  d 24, 

dalle (F) della priiiia linea segiie per derivazione 
8' O 

= sen O cos 9. Con- 
d u ,  d u ,  

siderando le quattro funzioni incognite ~lell'orcline ( O , ,  O, ,  0, y), scriviarno il 
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.O1, 

sistenia (F) sotto la fornin equivalente: 

* 80, d B ,  - - = sen 0 COS O, -- - 
d 4 - tg G COS (~q - 0) . - 

du,  8 ~8 8 2 4 3  

d 8, df4 
-" = sen 9 cos 8, ++ -- - 

d f'J 
-cotucos((f+6i).-  7 

8 U I  ' dtd3  d % 

d 4  d 6 
(F") 

-- - 4 ,  --- +% 

8 MI d u,, 
- 0 2 ,  3 

8 a d a  
- cot G sen (y - 6) + O,, A= t g ~ s e n  (?+O)-O,, A -  * 

d Z L ,  d ?cl 

Esso ha  allorn a y punto la forma liiieare canoiiica. ed è completa inen te 
integrabile, perchè le condizioni d'iiitegi~~hilità sono conseguenze delle (F*) 
stesse. L'ilitegrale geiierale (O,, ri,, 8, y) dipende da quattro fuiizioni arbi- 
trarie clle si fissano assegriando i valori delle fuiizioiîi 

Geometricmîente questo equivale a tiare a.d auhitrio: 1.O la superficie 
pseudosferica u, -- O ne1 sistema ; 9.O la curra (u,) uscente da1 silo punto 
u, = u, =O.  Cosi è rigorosainerite diinostrato il teoreiiia gerierale ti'esisteiiza 
che a.1 $, '2 della Memoria citata si era stabilito niediante consideraziaiii geo- 
inetriclie iiifiliitesiniali. È da osservai.si pei% che ilel caso di c costnnte 1.e 

stano s ~ l o  tre funzioni arbitrarie esseiiziüli, la yuarta dipendendo dall'ai.bi- 
trarietà del parametro u, (CF. 13). 

1 COBRISPONDENT1 SISTEMI (R) GEKERALI2ZhTI. 

Supposto clie 8, (p soddisfino alle (F), le formole (88), (88") iiidividuniio 
un corrispondente sistema obliquo di WEINGARSEN. 6 s a  se per ciascun puiito 

. della superficie pseudosferica u ,  = cost. ilel sisterm tiriaino (ne1 piano tan- 
gente) i l  raggib coi coseiii di disezione 

F - 
2 3  - cos p Ti, + sen X, , -fil = COS y Y, + sen Y ,  , 

ï ', - - cos 12, +sen ci, Z, , 

Amaali di  Mntenzatica, Serie III, Soino XXV. 95 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



400 Bianchi :  Ricevche itztorno ad unn classe d i  sistemi tripli 

questi raggi forniano m a  congrueliza pseudosferica in cui l'aiigolo dei due 
piani focali è = 8 v. Alla direzione ( E , ,  v , ,  c,) associamone altre due 
((,, nl, cl), ( E 2 ,  n2, c2) ortogonali a questa e fra loro, ed inclinate sulla nor- 
male alla u, = cost. rispettivarnente dell'angolo c e del suo coinplemento, 
onde avremo le formole 

Noi arldremo ora a constatare clie il triedro trirettaiigolo fornîato dalle 
direzioni (Ci, -fi,, c,) i = 1, 9, 3, assume, al variare di as,, u,, u, , le orienta- 
zioni del triedro principale in una classe di sistemi tripli ortogonali paralleli 
( u l ,  u z ,  w,). Per questo clerivianio le (89), osservando le (F) e le (88); otte- 
niaino : 

d 5, -- - se il(^-'): "1 C o s ( y + ~ ) , ~ , ,  -=cos((p-9);,- a 21, COS G '3 a u, 
d  il = -  sen a d ( ~ + e ) p  
d zi, u, 7 8  7 

d 5, Y a 2, - - o s ( - ) l ,  -- sen (y + O )  
du,- - cos (? + 0) t, + se>i '3 , 

6' % 

. d &  -- sen (y - fi)  8 i ,  -- seii(y + O )  
-- 

d Et, COS Q 31  d ?c, seIl o '" 

Queste forniole diiiiostrnno nppuilto clie si lratta dell'imiiingiiie sfeiica 
di una classe di sistemi tripli ortogoi-inli, a cui apparteiigoiio i seguenti va- 
lori per le rotazioni : . 
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La classe corrispondente di sistemi tripli ortogonali costituisce la cercata 
geiieralizzaziorie dei sisteini (O). Iii questi sisteiiii le superficie u, = cost. 11aiiuo 
ancora la proprietà clie la coiigruenza delle noniiali è parallela ad  una con- 
gruenza pseudosferica, e le linee d i  cur\-atura corrispondono alle linee asin- 
totiche delle due falcle focali, nia l'angolo 2 u dei piani focali è ora variabile 
con u, . Uiia prima osservazione da farsi sulle forinole (90) è clle le rotazioni 
delle due coppie (fi,, , f i , , ) ,  (F,,,  pl,) sono ancora legate dalle relazioni qua- 
dratiche . 

Pi, +- cos' G = 1, Pf3 +- sen2 G b:, = 1 ; 

per6 qui G iioii è più ulia costante, ma Punzioiie di u,. 
Una seconda e più iinportante osservazioiie è cluesta clle, iii ogiii caso, 

noto il sisteina obliyuo di WEINGARTEN, si hanno subito iu terwtigzi finiti due 
corrispondeiiti sisteini tripli ortogonali coll'assegnata rappreseiitazione sfe- 
rica. E.iiifatti, se poniamo una prima volta 

8 (4  - Y) cos (9 - 4) 
IVl = 9 We = sen (? - O), W, = 

8 NI 

1 

COS 5 

ed una seconda volta invece 

~ ; , = - s e i i ( ~ + ~ ) ,  ww2= a ( T J + 4 ) ,  IV3 cos (cp + 4) 
d u, 

1 

sen G 

veniamo a soddisfare amhedue le volte alle equazioi~i (B*) 5 1. Le corrispoil- 
denti forinole 

s=W1 6 1 + W 3  4 2 + W 3 5 3 >  

colle clue analoghe, dànno quindi i due sisteini tripli ortogonali iii cjuestioiie, 
pei c~uali si ha rispettivamente 
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Le congruenze pseudosferiche noii sono clie una classe particolare di 
congruerzze W dotate della. proprietà clie iiella loro iliîmagine sferica alle asin- 
totiche delle due falde focali corrisponde un sisteiiia ortogonale. Gia iil uria 
iiîia Nota del 1893 (") è osservato clle: .Le congrzienze W a cui appcxrtie~e 
questa proprietic sono tutte e sole quelle le cui folde focali hanno, in punti 
corrispondenti, eguale curvatura. 

Delle congruenze II; di questa specie trattaiio i 5s 849-950 del Voluiiie II 
delle Lezioni; le loro due falde focali sono caratterizzate dalla proprietà che 
la. curvatura K, espressa pei parainetri u, u delle asintoticlie, prende la fornia 

Viceversa ogni superficie S di questa classe (A) è frtlda focale di c ~ h o i i -  
gruenze della detta specie, le cui seconde fiilde focali sono nuovameiite su- 
perficie della classe (A), e queute diciaino le trasforniate di S. Per lissare uiia 
superficie ti-asforiiiata S' basta fksare in un punto di S il segmenta focale, 
in grandezzn et1 oiieiitnzioiie. Se si fissa soltaiito il primo eleinento, col dare 
la costaiite h cla cui tlipenile, secoiitlo la foriiiola (54) del 260 delle Lezioni 

F 

(Vol. II, pag. /7), si ottengoiio oo' superficie S', che clicianio dedotte da S 
mediante la trusfori~azione R,. . Cliiaiiiiamo poi trasformazione infinitesima Bf) 
il passaggio da iiiia posizioiie della S alla successira ne1 sisteina. 

Ci6 preiiiesso, coiisideriaiiio sulln sfesa i sisteiiii ortogoiiali (u, v) corri- 
spondeiiti, ilel tletto senso, alle asiiitotiche delle clue falde focali di una con- 
gruetua W clella specie indienta ; e le superficie clie l ~ r i i i o  di tali sisteiîii 
(u, v) conie iiiiiiiagiiie sferica delle loro liiiee di curvatura. Le superficie di 
(pesta classe possoiio alla loro volta associarsi in famiylie di Lamé, ed i 

(*) Sulle supevficie i cui p i m i  prir~cipali I L U I L ~  costaute i l  vu1)porto delle d i s tawe  rlu uw 

punto fisso (Relidicoiiti della R. Accademia dei Liecei, Luglio 1894). 
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corrispondeiiti sisteini tripli ortogoriali dtiiiiio l'ulteriore generalizzazione dei 
sisteini (O). Q~iesti sistenii piil geiiernli si ottengono da sisteiiii di oo' super- 
ficie delln classe (A) clie costitiiiscoiio l a  ge~iei~alizznzione dei sisteini o1)liqui 
di WI:INQAKTRN e veiigoiio geilerati dalla ripetizione coiitiilua di tiasfornia- 
zioni iiifiiiitesiine RP), precisaiiieute coiiie i sisteiiii ol~liqui di WEINGBRTEK 
da una sucressione di t.rasfoi.iiinzioiii iiifinitesiiiie di BA(:KLGNI). E qui la CO- 

stante h 1,110 essere la stessa per tutte le siiperficie della serie (S) ,  opyure 
variare con S. Il primo caso (particulare) è iioterole per rio clie allora le 
trajettorie descritte dai singoli punti della S sono altrettante curve di BEN- 
TRAND, la cui fainiglia varia perb da trajettoriii a trajettoria. I n  genernle, a 
ciascuna S iiel sistenia ( S )  è coordinats una congruenza W della iiostra 
classe, la ciii seconda falda. focale S' è uria superficie della stessa classe (A).  
Si faccia l'iniiiiagiiie sferica di questa congrueiiza e si consideri siilla sfera 
il sistema ortogonale (u, u) corrispoudente alle asiiitotiche di S, 8'. Facendo 
ora percorrere alla S  la serie (S),  il sistema (u, v) descrive nella sfera l'im- 
magine sferica di una classe di sisteiiii tripli ortogonali, che sono appunto 
i richiesti sisteini (a) generalizzati. Notevoli sono fra questi i sistemi ciclici, 
che si ottengono supponendo fissa S' e prendendo per sistema (S )  la serie 
delle oo' trasforinate della S' pei. una B,. Gli assi dei circoli sono i raggi 
di una congruenxa di RIBAUCOUR che ha S' per superficie generatrice, e la 
superficie iliviluppo dei piani di questi circoli è iina superficie associata alla S', 
su cui le linee (u, v) tracciauo un sisterna coniugato permanente in una de- 
forniazione continua della superhie.  

Lizzaiio iii Belvedere, Agosto 1915. 
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fntorno ad una classe di superficie rigate. 

(Di PIETRO TORTORICI, a Piacenza.) 

P R E F A Z I O N E .  

1 teoremi clle qui si tmvano esposti, riguardano quelle superficie rigate 
le quali ainmettono due asintotiche curvilinee a torsione costante ed uguale. 

Lo studio di tali superfic.ie rigate era stato da  nie iiiiziato con ut1 me- 
toc10 clle esporr6 in altra occasione ; il inetodo più seinplice e più diretto che 
trovasi qui esposto mi è stato suggeiito da1 niio maestro prof. BIANCHI, il 
yuale fin da1 novembre 1913 mi lia coinunicato le formule che stabilisco al 
9 1 e che portano itiiinediatainente alle considerazioni clie io in seguito 
espoiigo. 

Tutti i risult.ati di questo lavoro, eccezione fatta di quelli riguardanti 
le rigate r applicabili sull'iperholoide rotondo ad uiia falda, a me eraiio noti 
fin da1 dicembre 1913. Tengo a clicliiarare questo, non perchè voglia ,attri- 
huire iniportanza al mio rnodesto lavoro, ma perché le formule del § 1, sug- 
geritemi da1 prof. BIANCHI, sono state recenteinente ritrovate da1 sig. MAUHO 
PJCONE, il quale le dà sotto una forma un po' differeiîte m a  sostanzialmente 
itlentica, e ne fa svariate ed elegmti applicazioni i n  due suoi lavori citati 
al § 1. 

Riinarrà percih giustificata qualclie piccola coincidenxa con i risultati 
del sig. PICONE, perb nel mio lavoro riniane forse ancora abbastanza per 
essere letto, in quanto che non è stato mio intendimeiito occuparmi ancora 
qui delle trasformazioni asintotiche delle curve, ma ho voluto piuttosto dire 
di uiia classe di superficie, raccoglienclo qualche teorenia già iioto intorno ad 
esse ed altri aggiungendone di iiuovi, in modo da mettere in chiaro, per tale 
classe di superficie, dei fatti geometrici clie già si riscontrano per altre classi 
ben note. 
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906 Tortorici: fvztorno ad una chsse di superficie rigaie. 

1. Data una curva Ci di cui il punto generico Pi abbia le coordiiiate 
cartesiaile ortogoilali xi, y,, z, indicheremo, corne usualniente si fa, con 

i coseni direttori rispettivament.e clella tangente, della norniale principale e 
della hinormale alla curva ne1 punto P i .  

Siano allora Cl e C, due curve clle si  corrispoudano piinto a punto e 
vincolate da  uiia trasforniazione asintotica : siano tali cioè da 1-isultare asin- 
toticlie sulla rigata luogo delle conçiungeiili i loro punti eoi~i~ispondeiiti ('); 
inclicl~ianio poi con 

due puriti corrispoildetiti sulle due curve, con t = t (u )  la distnnza fra i punti 
Pl e P, , con 9. = 3 (u) l'angolo di iilcli naziou e del segme nto P, Pz sulla tan- 
gente a C, in Pl e fiualrnente con G = G (u) l'angolo dei piani osculaiiti le 
due curve in P, e P, rispettivamente, u essendo una varinbile indipendente. 

Noi assuniiaiîio per variabile iridipenrleiite l'arco della curva C,  contato 
da  un suo punto tisso. 

(l) Iiitorno all'argonieiito delle trasformazioni asintotiche delle curve confronta: L. BJAN- 
CHI, Sulle configurazioni mobili d i  Mribizcs ne12e trasforlizazioni asiiztotiche delle curve e delle sac- 
perficie [Reiidiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXV (1.O semestre 1908), pp. 891-3951. 
- P. To~~oxrcr, Sulle defornzazioni infinitesime delle superficie e su1 teorema d i  permutabilità 
[Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXV (1.O semestre 1913), pp. 989-3161. - 
M. 'PICONE, Sopra u u a  guestione d i  Geometria C i ~ e m a t i c a  (Rendiconti della R. Accademia 
dei Lincei, 1916). - P. TORTORICI, Sulle trasformazioni ashtoliche delle curve e sulle con- 
yrzcenze W a falde focali rigate [Rendiconti del Circolo Matematico di Palernio, t. XXXVIII 
( 9 . O  semestre 1914)l. - M. PIGONE, Intorno alle trasformazioni asintotiche delle curve e com- 
plenzenti alla Menzoria: « Sulle cotbyvueuze W» [Reiidicoiiti del Circolo Maten~atico d i  Pa- 
lermo, t. XXXlX ( 1 .O  seniestre 1915)l. 
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Yortorici: Intorno ad una ciasse di superficie rdgate. 907 

Allora potremo evidenteinente scrivere : 

lça = z1 + t ( a ,  COS 4 + 5 ,  sen 9)  , . . . (1) 

1, = r s ,  sen G sen 4 -- El  sen G cos 4 + A ,  cos 'T , . . . (9) 

Avuto riguardo alle formule di PHENET si trova: 

1 1  ove con - e -- si è indicats riapettivainente la flessione e la torsione della 
P i  Tl 

curva C, . 
Se ora scriviamo che è 

d l ,  dx, S-- - = O, 
d u  d u  

si trovano le due relazioni differenziali: 

alle yuali necessariamente devono soddisfare le fumioni t, 5, G. 

Annali di Matematica, Serie III, Toino XXV. 
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208 T o r t o r i c  i: Intorno ad  lcna classe d i  superficie rigaie. 

Viceversa: se tre funzioni t, 9, G verificano le precetlenti relaziorii diffe- 
renziali, le formule (1) e (2) clefiniscono una trasforniata asintotica dellit 
curva C l .  

Si osservi che una delle tre funzioni t, 4, o pub assegnarsi arbitraria- 
iiieirte e le equaziorii (1) ne forniscono, ii-iediante integrazione, le altre, tal- 
mente che ancora qui resta stabilito il teorema: 

L a  determinazione d i  tutte le curue trasfonunte  asintotiche d i  una curva 
data è un problema la  solzczione del quale dipende d a  u n a  funzione arbitraria 
d i  una mriabi le .  

8. Alle relazioiii (1) conviene aggiungere il leganie fra le torsioni 
1 1 - e - delle curve Cl e C, in punti corrispondenti (') : 

1'1 T2 

Con le forniole 
conie del resto lia 

(1) e (II) possonsi risolvere nunierosi e svariati problemi, 
già mostrato il sig. PICONE; noi ci intratterrenio sopra un 

solo caso che è yuello clie più ci interessa alIo scopo di introdurre, i i ~  un 
primo modo, le superficie i-igate clie ~rogliamo studiare. 

Si intende poi che, se si a.vesse per mira pviiicipale un0 studio delle 
asintotiche sulle superficie rigate, si potrebbero assegtiare anche, nelle for- 

1 1 mule test6 scritte, arbitrariamente i valori di - e - e ritenere poi la 
P l  Tl 

curva C, definita dalle sue eyuazioni intrinseche. 

LE THASPOHMAZIONI ASJNTOTICHE DELLE CUHVE A TOHSIONh: COSTANTE. 

3. Ricercliianio se esistotlo superficie rigate le quali anmettano 
coppia di asintotielie curvilinee Cl ,  C, soddisfacen ti alle seguenti due 
prietà : 

una 
pro- 

(=) Cfr. L. BIANCHI, loc. cit. (') 
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Tort or ic i: Ijztorno ad qlna classe d i  superficie rigate. 209 

1 . O  sia çostante =t  la distanza di due punti corrispoiidenti; 
8.O il prodotto delle torsioni in due punti corrispondenti sia pure esso 

costante : 

Allora la formola (II) fornisce : , 

e conseguentemeiite la seconda delle (1) di: 

onde, per risolvere la questione propostaci, bisognerà distinguere d'ue casi 
secondo che é : 

?F 
c o s > - 0  e quindi 2 =- 2 ' 

ovvero : 

4. Esaluiniamo il primo caso. 
La prima delle formule (1) d i  

e la curva C, è allora una curva di BERTRAND (3). 

La formula (1.) dà allora : 

per cui si conclude che le generatrici della nostra rigata sono le lloPmali 

(3) Cfr. L. BIANCHI, Lezioni d i  Geometria Di ferenziak ,  Vol. 1, %,a &aione, pag. 50, pisa, 
Spoerri, 1908, 
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210 Tortorici: Intorno ad una classe di superficie rigate. 

principali della curva C, e conseguentemente clie la curva C, è pure essa 
uua curva di BEHTRAND i cui raggi di prima e seconda curvatura soddisfano 
pure alla relazione lineare trovata per la C L .  

La cosa inversa è immediata. 
Se si indica con : 

la relazioiie liiieare clie rincola i raggi d i  curvatura di due curve Ci e C, di 
BERTRAND lianno coinuni le iiorrnali priiîcipali [e che percib sono asiri- 
totiehe sulla rigata luogo di cjueste iiorinali] si trova facilmente, servendosi , 

delle formule date : 

e per le fiessioni i n  punti corrispondenti si trova la relazione: 

5. Ne1 secondo caso si lia: 

allora, poichè è anche: 

dovrà aversi : 
T ,  = T, = 7 ,  

cioè le due c i m e  Cl e G, hanno la medesima torsione costante. 
Esaininianio attentamente questo caso. . 

Senza restrizione, potrà supporsi, per niaggiore semplicità, che sia: 

e allora, indipendentemende da ogni altra consideraxione, la formula (II) d à ;  

tf = sen2 G, 
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Tortorici:  Intorizo ad u m  classe di superficie riyate. 811 

e la seconda delle ( 1 )  : 
6 = cos tante, 

onde anche : 
t = costante. 

La prima condizione inlposta al principio di questo paragrafo è dunque 
superflua e si ha percib il teoremn : 

Se due curve con la medesi+na torsione costa+zte S O H O  vincolate da una 
trasformazione asintotica, la distanxa di due p u d i  corrispoîzdenti è costaîzte. 

La prima delle relazioni (1) espriine poi che la funzione 4 = 3 (u) deve 
soddisfare alla relazione : 

d 4  1 I + c o s ~  -+-= sen 4. 
d u  p l  sen G 

6. Se, col BIANCHI ('), invece di indicare con 3 l'angolo costante clie 
formano i piani osculatori delle curve a torsione costante ed uguale C , ,  C, 

7F 
in punti corrispondenti, indichiaino tale angolo con - - G, si avrà 

'2 

d 4  1 I + s e n ~  -+-= - sen 4, 
d u  p, COS G 

equazione che coincide con quella data da1 BIAKCHI per le trasfornîazioiîi di 
BACKLUND delle cur17e a torsione costante. 

L'espressione della funzione o = w ( u )  che, con le foi.mule del BI AN CH^, 
trasforma asintoticamente la C, nella 17, è :  

1 + sen G 
O (u)  = cos 4. 

COS u 

Ne1 seguito noi ci riferiremo sempre a questo ultimo aspetto della equa- 
zione di trasformazione e per le proprietà delle trasformazioni B. delle curve 
a torsione costante, delle quali ci serviremo, riiuandiaino clii legge alla Me- 
inoria del BIANCHI più volte citata. 

Cfr. L. BIANCHI; loc. cit. (l). 
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818 To rto r i  ci: It$torito ad zcua classe d i  superficie rignte. 

7. Una rigata che anmetta due asintotiche curvilinee cou 1s medesima 
torsione costante sarà chiamata ne1 seguito zcnn rigata r. 

Senza restrizione supporrenio sempre che le due asintoticlie in discorso 
abbiano la torsione = - 1. Data una curva C, a torsione costante e fissato 
un angolo a costante esistono, per quanto precede, oo' curve C, con la me- 
desima torsione costante, sue trasformate asiiitoticlie e tali clle l'angolo dei 
piani osculanfi le due curve in punti corrispondenti sia G. Tali curve, del 
resto, non sono altro clie tritte le trasforiiiate di BACKLUND, per costante 6, 

della curva data. Si pu6 dire allora che : 
Data una curva a torsione costafrte esistono solo m2 rigate r che la colt- 

tengono cotne una delle asintotiche a torsiotze costante. 

8. Per determinare dunque una rigata r si pub dare ad arbitrio un$ 
sua asintotica a torsione costante, dopo di che si individus una tale super- 
ficie fissando due costanti, una essendo relativrt alla trasformazione B, della 
curva data, l'altra essendo il valore dell'angolo 9 in un punto yualsiasi della 
curva medesima. Ora poicliè la deterniinazione di  una curva a torsione CO- 

stante dipende da una funzione arbitraria di una variabile si pub dire che: 
La determijzaxione delle rigate r é u n  problema la soluzione del quale 

dipende da una fulzzione arbitraria di  una variabile. 
Come significato geometrico di yuesta funzione si pub prendere quel10 

della flessione di una delle asintoticlie a torsione costante della rigata r che 
si vu01 determinare. 

Dalle forniole (1) e (11) poi facilniente si deduce che: 
Una superficie rigata non pu6 awweettere pi& di dzce asintotiche curvilinee 

con la medesima torsione costante, 
e yuindi ora si pub dire che: 
La pith yenerale superficie r si ottieue co~qiunye~zdo i p n t i  corrispondenti 

di  dzce curve con la medesima torsiotze costante leynte dcc una trasfornzazione 
di  Blicklund. 
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9. Definite in ta1 niodo le iigate r, per iiiettere i ~ i  luce yualclie loro 
proprieth, osserviamo qui il seguente teorema relativo alla più generale su- 
perficie rigata : 

Proprieth caratteristica della linea di strinyimento di una superficie ri- 
gata è quella di corrispondere per ortogoîzalitic d i  elernenti alla indicatrice 
sferica delle generatrici. 

Mantenendo le notazioni usuali ( 5 )  e prendendo per direttrice la linea di 
stringitnento della superficie rigata, tanto risulta dalla condizione : 

Da questa osservazione die  subito ci servirà, possoiio dedursi anche, in 
modo semplice, alcuni teoremi noti ( 6 ) .  

(7 Per comodità d i  chi legge riportiamo qui in Nota brevemente le notazioiii che il 
RIANCHI adopera nelle sue L e ~ i o n i  per lo studio di una superficie rigata R e che, fatte le 
niodificazioni opportune al caso nostro, sono quelle di cui ci serviamo nei paragrafi che se- 
guono di questa Menloria. 

Assunta per direttrice uiia corva Cl sulla rigata di cni sia u l'arco contato da  uii puiito 
Esso, dette x,, y , ,  al le coordiiiate del puiito generico Pl di C, in fuileione di u ;  detti 1, qn, lz 

i coseiri direttori, ancora in funzione d i  u., della generatrice per P,, detto v il valore alge- 
brico del tratto di generatrice che intercede fra il piinto P,  e un punto P = (a, y, a) di R, 
le espressioni delle cobrdinate di P in  funzione di u, v sono: 

L'espressione dell'elemento lineare della superficie è allora : 

d . ~ ~ = ( M ~ v ~ + 2 N ~ + 1 ) d ~ ~ + ~ ~ o ~ 3 d ~ d v + d v ~ ,  
essendo : 

Con queste notazioni l'equazione della liiiea di stringinlento è: 

la quale coincide con la direttrice se N-O. 
Cfr. L. BIANCHI, loc. cit. (8 ) ,  pag. 256. 
(7 1 teoremi cui s i  allude sono i seguenti di cui l'ultimo è un caso particolare del 

primo : 
1 . O  Se due eurve si corrispo~zdono punto a pug~to per uguaglianza d'areo e se la distanaa 
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214 T o r t  o r h i :  Intorîzo ad uîza C ~ C G S S ~  di superficie rigate. 

10. Si abbia una rigata r di cui le asintotiche a torsione costante in- 
dichiamo ancora con C, e C, . 

IJna proprietà delle curve a torsione costante legate da una trasforma- 
zione Bo è la corrispondenza per uguaglianza d'arco ('). Detti dunque 
Pl (si , y, , z,), P, = (x, , y,, z,) due punti corrispondenti s u  C, e C, si 
avrà : 

relazione equivalente all'altra : 

ln quale, per quanto si è avanti osservato, dimostra che: 
L a  Zinea d i  stringimento di a n a  rigata r è Z c c  curva luogo del punto di 

mezzo della congiu~zgente due puîzti corrispotzdenti delle sue nsiwtoticke a tor- 
sione costante. 

Una tale linea di stringimento è inanifestainente unü curva particolare 
e da noi s a r i  distinta col nome di curva y. 

11. Pongasi, con le notazioni solite: 

1 = a ,  COS 3 + t, sen 3, 

un = P l  cos S + s, sen 5, 

n = y, cos 4.+& sen 4 ; 

d i  due punti  col-rispondenti è costante, i l  luogo dei punt i  d i  mezzo delle conyiungenti i punti  
corrispondenti delle due curve è la linea d i  stringinzento della rigata luogo d i  queste congiun- 
genti. 

8 . O  Reciprocamente se, a partire clai punti  della lilzea d i  strinyiwento d i  una superficie 
rigata, s i  staccatao sulle yenevatrici, d a  u n a  parte e dall'altra, segllzenti d i  lzcnghesza costante, 
i luoghi deyli estremi d i  questi seymeuti sono due curve che s i  corrispondono per uguaglialzza 
d'arco. 

3 . O  Se due cul-ve piane si corrispowlono punto a pztnto e per distanza costante d i  punt i  
corrispondenti, le coayiunyenti questi punt i  inviluppa+lo u n a  terza curva ed oywî inviluppata 
k a  comune con l'inviluppo i l  suo punto cli meszo. 

Questi teoremi furono dimostrati direttanlente dalla signorina C. PAGANUZZI nella sua tesi 
inaiioscritta di laurea : Sulle reti d i  Tchebiclzeff, Pisa, luglio 1918. 

(7 Cfr. L. BIANCHI, loc. cit. (l). 
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1, m, 16 sono evidenteineiîte i coseni direttori della generatrice genericn della 
rigata 1' clie si considera. 

Ora, servendosi delle formule (2) il lettore trorerà imiiiediatainente : 

x, S 1 -- = cos 5, d u  

d $  
S 1 -z = cos 3, 

d Id 

le quali relazioni segnalano il teorema : 
In u n a  r iyntn r le &le asintotiche a torsiot~e costante segano oyni  gelle- 

ratrice rettilinea secor~do atzgoli ugwali i n  vnlore assoluto. 
Se dunque la Cl sega una generatrice secondo l'angolo 3, la C2 seglierà 

la medesirna generatrice secoildo l'angolo 9 O secondo l'angolo 8 z - 9. 

18. In vista di talune applicazioni è utile coilsidei*ai.e l'aiigolo clle la 
linea di stringimento di una rigata r fa coi1 le generatrici. 

Le coordinate cc,, y,, z, del punto generico Po della linea di stringiliie~ito 
sono date, per quanto fu detto al i1.O 10, da : 

Corninciaino da1 costruire l'espressione dell'elemento cl'arco ds, della 
linea d i  stringiinento ricorclando che è :  

X, = X, + 2 cos a, 

e che l'equaziorie di trasformaxione è :  

dB 1 I+sen . ;  -+-= - sen 9, 
d u  p, COS 5 

% 
essendo y = - 9 l'angolo dei piani osculanti le curve Cl e C2 in puuti 

2 
corrisponden ti. 

Alznali di  ~atematica; Serie III, Tomo XXV. 98 
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Si Iia successivainente: 

e quindi : 

ds: -8 2 =- I+S- - . ( d " ,  ) ' (  d s d u  ., 7 
Ma, in ordine alla espressione di d- data a l  8 1, essendo la variabile » dzc 

l'arco della curva C, ecl essendo inoltre in yuesto caso: 

t = COS G = costante, 
si trova : 

dx, d z ,  S -  - - - = 1 - c o s ~ s e n S  
dzc d u  

e quindi, in forza della equazioile di trasfoiw~azione dianzi ricorchta: 

onde, sostitueriiio, ottiensi infine 

essendo : 

k2 = 
1 + sen G 

2 - = costarite. 

Detto ora p l'arigolo cli incliiiaziorie della linea di stringimento sulle ge- 
neratrici s i  h a :  

forrilula clle altrove ci tornerà utile. 
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13. C~iisideraiido sempre utia rigata 1', in vista di uiia interessailte 
applicazione clie ne fareino al 8 5, vogliaiiio stabilire il leçame fra le flessioni 
1 1 
- e - in pcinti corrispoiidenti delle asiiitoticlie C ,  e C, . 
P i  PP 

La C, intailto è legata alla C, da una certa trasfornîaoione BI oncle sus- 
siste certo la solita relazione : 

6 ,  1 I+se i io  -+-= seii 4. 
d u  P t  COS G 

. Ma si osservi ora. clie la C, è legata alla C, pure da iitla trnsfoi~mazione 
B, e clle, coiifornie a qnaiito si è detto a l  i 1 . O  11, essa sega le generati-ici 
clella rigata secondo un aiigolo uguale a 9 O a 2 ir - 4;  onde si potrà affer- 
mare clle, insieliie con la precedente, sussiste pure la relazioiie : 

dB 1 ' 1+se i i c  
E-+-=-- E sen 5, 

d u  p, COS G 

cledotta da quella canîbiando : 

(id essetido E = -t 1 secondo clie la C, sega le geliei-atrici della rigata sccoiido 
l'angolo S O secondo l'angolo 8 x -4. _ 

Moltiplicando quest'ultiliia relazione differeriziale per E e soininando con 
la prima si ottiene la relazione cercata fra le flessioni: 

l ove manifestniiieate E va assunto in iiiodo che risulti seinpre positivo. 
G 
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14. Uria conseguenza del teorema stabilito al  n.O 5 è clle: 
S e  u n a  congrue~zza d i  rette W h a  per falde focnli due  superficie colla me- 

desilna czcrvatura totale costante, la dis tnnxa d i  due  pun t i  corrispondenti sulle 
falde foc& è costante. 

Dietro il teorema ricordato e dietro un ben noto teorenia di  ENNEPEH la 
dimostrazione di questo teorema è immediata e la Iralasciamo. 

15. In particolare, limitandoci a considerare superficie a curvatura to- 
tale costante e negativa, siano S ,  ed S,  due superficie pseudosferiche vin- 
colate da una trasformazione di BACKLUND e siano C, e C2 due asintotiche 
corrispondenti su  queste superficie. 

La rigata luogo delle congiungenti i punti corrispondenti di CC, e C2 è 
manifestainente una rigata r e perci6 concludiamo : 

Ogni congruenza pseudosferica è sempre decowponibile, ed in due modi  
diversi, in u n a  sentplice infinitci d i  rigate r ;  i l  luogo delle linee d i  stringi- 
.~tzem!o d i  queste rigate è l n  superficie med ia  della congruenzo. 

Questo teoreina pub anche enunciarsi : 
Su l la  superficie med ia  d i  oyn i  congruenza pseudosferica esisle un doppio 

sistema d i  czcrve y :  quel10 che corrisponde alle nsigztotiche delle falde focali. 
Con l'aiuto delle formole delle trasforniazioni B, delle superficie pseu- 

tlosferiche, si pub  effettivainente ed in modo facile costrurre l'espressione 
dell'elen~etito lineare della superficie media di una coiigruenza pseudosferica 
riferito al doppio sistema di curve y esistente su essa. Per i coefficienti 
clell'elemetito lineare si ottengoiio espressioiii simn~etriche nelle due funzioni 
3 e rg delle trasforrnazioni B,: illa siccoilie la sola espressione deil'eiement~ 
lineare non ha importanza noi qui non la riportiamo. 
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$ 5. 

LE KlGATE r APPLICABlLI SULL'IPEHBOLOIDE ROTONDO AD UNA FALDA. 

16. Preinettiaino la seguente osservazioiie : 
La pi& genernle superficie riynta pub sempve flettersi im guisa da ren- 

derla con una asintotica a torsione costante. 
Basta evidentemerite prendere sulla rigata, chta in inodo arhitrario, una 

linea di ugiial curvatura totale : 

K = costante 

e poi, mediante una deformazione, sempre esisteiite e perfettainente deter- 
ininata per un teorema di BELTRAMI ('1, cangiare tale curva in una asintotica 
della rigata. 

17. Sia ora R un iperholoide rotondo ad una falda e consideriamo un 
parallelo; indichiaino con 5 l'angolo costante di inclinazioiie di un sistenia 
di generatrici su1 parallelo. Fissato il sistema di generatrici che si prende 
in coiisiderazione, tale angolo 4, con una opportuna scelta della direzione 
positiva delle generatrici, pub senipre ritenersi, senza restrizioiie; interno al- 

Deformiaino l'iperboloide, ruanteneildo rigide le generatrici del sistenia 
che consideriaino, in i ~ o d o  da rendere linea asintotica sulla superficie de- 
forniata il parallelo fissato : è evidente che il parüllelo si s a r i  canîbiato iiî 
ta1 modo in un'elica circolare. 

Infatti sull'iperboloide R il parallelo era una linea di curvatura costante 
per la superficie e a curvatura geodetica pure costante. 

Ma di piil diunostriamo che : 
La deformazione che, maîzteneîtdo rigide un sistema d i  generatrici, cccrzgia 

zcli. parallelo d i  un iperboloide roto& ad zcna faldcc i w  asintotica, cangia 
E'iperboloide stesso in  uiza rigata 1'. 

' 
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Ci6 si pub dinlostrare disettamente ovvero, come faremo dappriiiîa, ser- 
veiidosi delle forinole avanti stabilite. 

Si supponga adunyue di avere un'elica circolare Cl e per ogni suo punto 
P r  (x,, y , ,  2 , )  ilel piano osculante la curva conducasi la retta incliiiata si1 

essa di un ailgolo costante ed arbitrario S coinpreso nell'intervallo O, - ; ( 3 
si otterrà in ta1 modo ulia superficie rigata su cui l'elica circolare è m a  
asintotica. 

Provinmo clie sulla rigata in ta1 iiiodo ottenuta, esiste un'altra asi II to- 
tica cbe è parimenti una elica circolare ugiiale a c,. 

1 1 
Sia - = a la flessioiie clell'eliea circolarc C, , - = - 1 la sua torsione : 

P 1 7'1 
se si sostituiscono tali valori nella eyuazione delle trasforniazioiîi B, delle' 
curve a torsione costante, osservarido clle in qnesto caso è 4 = cost., si ha: 

1 + sen G a = -  sen 5 ,  
cos 0 

la quale relazione, risoluta rispetto a cos G, fornisce un valore unico e seiiipre 
reale : 

tale clle, posto : 
2 a sen 3 

t = casa= -Lr- 
a + sen2 J ' 

staccando da ogni piirito di Cl un segnrento di generati-ice di liiirghexza t ,  
ottiensi, conie liiogo degli estremi, una curva C2,  certamente asintotica siilla. 

1 
iignta e con la  inedesiiria torsione costante = - 1.  

T2 
Inoltre, la relazione trovata fra le flessioni in punti corrispoiiclenti di 

due curve a torsione costante legate da rina trasformazione B, (cfr. fj 3, 
11.' 13) f6riiisce ora : 

cioè, la cuiva C, è u,n'elica circolare ugunle a Cl . 
11 teorerila. eriunciato è con ci6 dimostrato; inoltre, astraenclo da ixna 

oliiotetia, si pub clire : 
Esistoizo ma r igate  r sulle quali le asirttotiche a torsione c o s t a d e  sono 

due eliche circolari. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tortorici:  Intorno a d  una  classe d i  superficie rigate. 921 

18. Inversamente, assunta una rigata r di yuesta specie, si pub dinio- 
strare direttaniente ed in varî modi che essa è applicabile sull'iperboloide 
rotondo ad una falda. 

Noi possiamo perb, iii modo seinplice, caratterizzare la classe conipleta 
di queste superficie, dopo di Che, conie il lettore vedrà, in ordine a teoremi 
noti, seguirà subito l'applicabilità accennata. 

Sia duiiyue r i'asse dell'elica circolare C,; sia s la retta iticlinata del- 
X 

l'angolo arbitrario costante 9, fra O e , la quale giace ilel piano osculante 
9 

l'elica Cl in un suo punto P, . 
La rigata r di cui è pal-ola ne1 nuniero precedente, si pub generare, 

coin'è evideiite, inipriiîiendo alla retta s il medesirno moto elicoidale clie dere 
assuiiiere il punto Pl intorno ad r per generare l'elica C l .  D a  qui deducesi 
clie uiia tale superficie r è una elicoide rigata la quale, in oidine al teorenia. 
di  BOUR (') è applica.bile sopra uiia superficie di rotazio~ie clie, per teoreiiii 
ben noti ( ' O ) ,  non è altro clle l'iperboloide rotondo ad  una fnlda. Couclu- 
diaiiio dunque : 

Una rigata r appfiicabile sull'iperboloide rotondo a d  ufrcc falda è uîm eli- 
coide rignta. 

L a  y iù  generale di pueste superficie si genern conducendo per ogni p u d o  
di un'elicn circolare, zzel suo piano osculatore, lcc retta inclinata sulla curva' 

di un angolo costante arbitrario 4 itlterno all'intervallo O ( e ) .  
19. La classe delle elicoidi rigate di cui sopra, generate da1 moto eli- 

coidale di una retta attorno ad un asse sghembo, è ben nota; noi osserviaino 
aiicora soltanto che i risultati esposti in questo paragrafo completano un  
elegatite risultato del sig. PICONE (") il yuale lia diinostrato che: 

Oltre a l  .caso, geowetricamante evidente, delle asintotiche di cozioidi rette, 
le uniche curve suscettibili di  assumere tzello spaxio du'e posizioni diverse C', 

(8) Cfr. L. BLANCHI, Leziowi, Vol. 1 ediz.), pag. 835. 
('O) Cfr. L. BIANCHL, loc. cit. pag. 268. 
(") Cfr. M. PJCONE, SulEe trasformazw~~i asintotiche delle curue e comnple~nenti alla LWemoria 

«Sulk congruense W »  [Rendiconti del Circolo Mate~natico di Palermo, toiii. XXXIX (1 .O  se- 
niestre 1913)l. 
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e C, tali che, sulla rigata luogo delle congiungenti le due posizioni d i  un nze- 
desimo punto, C, e C, risultino asintotiche; sono le eliche circolari. 

È una circostanza degna di nota che tali rigate siano elicoidi ('y. 

~ 'RASFORMA%IONI  Bp DELLE R I G A T E  r E CONGHUEKZE A. 

20. Sia R uns  rigata r, Cl e C, aiicora le sue due asintotiche a tor- 
sione costante = - 1. 

La curva C, si ottiene dalla Cl iiiediante una certa trasforiuazione Bo 
defiiiita dalle formule solite : 

dO -+-=- 1 I f s e n ~  
sen 5. 

d u  pl  cos 0 

Si consideri uiia riuova curva pure a torsione costante = - 1, vin- 
colata a C, da iina trasforinazione B, defiiiita. dalle forn;ule arialoglie : 

- 

sz = X, + COS; (4, COS 5 + 5, sen 3) , . . . , 

esserido Y, L (x, , Y,, q) il punto di C, corrisponden te al punto Pl = (a,, y,, 2 , )  

di Cl e e 5 = $ ( t c )  essendo due angoli che hanno rispettivaniente nella 
riuova trasformaziorie il significato che G e 3 = 9. (u) avevano iiella prima. 

Allora esiste, pei. il teorema. di periiiulabilità relativo alle curve a toi'- 
sione costante ( 1 3 ) ,  una yuarta curva Cl a torsione pure costari te =.- 1 le- 
gata alla da una trasformazioiie B, e alla C, da una trasforiiiazione B, ; 

(l3 Si potrebbe dioiostrüre ancora che: 
U u a  superficie r upplicahile sull'.iperboloule r o t o t ~ l o  a d  U ~ Z U  falda anmet te  tuba deforma- 

zioibe c o l ~ t i ? w a  che la  cotiserva selnpre sicpevficie r. 
(13) Cfr. L. BIANCHI, loc. cit. ( l ) .  
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- 
in altre parole, assegtiata clie sia la rigata R, fissato un aogolo I; costante 
ad arhitrio, si possono sernpre determinare (ed in cc' modi diversi) le duc 
curve C, C2 legate rispettivamente a C, e Cl da una trasforiuazione Br e 
vincolate esse stesse da una trasformazione B, coine le Cl e C,. 

La superficie rigata R, luogo delle congiungenti i punti corrispotidenti 
di e G.,, è manifestaineute una nuova rigata r che si pub cliiamaie unw 
trasformata di Backluncl della rigata R data mediante una trasforrnazio~ze Bo . 

Allora fissato un angolo arbitrario si ha che: 
Data una rigata r esistono solo CO' rigate I' vincolate ad essa da una 

trasformazione Blp . 
Da teoremi ben noti poi sulle trasforn~azioni asititoticlie delle curye il 

lettore facilniente dedurrà che : 
Due superficie r leyate da una trasformazione Blp S O H O  sewzpre le falde fo- 

cnli d i  utta conyru.enza W. 
Una congruenza W di questa specie gode della proprietà clie sulle sue 

falde focali le asintotiche n torsione costante si corrispondono: una tale 
congruenza sarà ne1 seguito indicata brevemente col nome di congruenza A. 

81. Si abbia una congruenza A di cui le falde focali R, R' siano vin- 
colate da una trasforinazione B,, e su ogni falda le due asintotiche a tor- 
sione costante da una trasfor~nazione B,. Siano t?, , C,; C', , C', tali asinlo- 
tiche su R ed K' rispettivamente e si considerino le due superficie rigate: 

Rl = (Cl ,' Cl,), El = (C2 , C l )  ; 
esse inanifestamente sono le falcle focali di una nuova congruenza A, sono 
vincolate da una trasformazione B, e su  ciascuna d'esse le asintotiche a tor- 
sione costante sono vincolate da una trasformazione B,.. 

Questa non è poi clie una maniera diversa di presentare il teorema di 
pemutabilità per le curve a torsione costante. 

2% Con le medesinie notazioni, si considerino le due superficie rigate : 

esse costituiscono una coppia di rigate associate e yuindi,. per un teorema 
noto, sono le falde della superficie focale di una congruenza W ("): su 

(14) Cfr. P. TORTORICI, Sulle tvasformaaioni asiibtoticlte delle curue e sulle co+cgvuenze W a 
falde focali ïigate [Rendiconti del Circolo Mateinatico di Palernio, tom. XXXVIII (%O seme- 
stre 1914)]. 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Toino XXV. 39 
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queste falde focali le curve Cl ,  C', ; .Cs, C', sono caustiche per la congruenza. 
Dunque : 

Esistono qualate si vogliano congrzcenze W a falde focali rigate e che am- 
r~bettcctzo, SM C ~ ~ S C U I Z C I .  falda, due caustiche a torsione costante. 

23. Çhianiiaino con JI,, JI2, III', , M ' ,  quattro putîti corrispondenti 
sulle quuttro curve Cl , C, , Cf, ,  . C', ordinataniente ; il quadrilatero sglieniho 
clie ha per vertici questi quattro putiti ha, in ordine a quanto precede, le 
due coppie di spigoli opposti costanteinente uguali al variare dei quattro 
punti corrispondenti sulle quattro curve. 

Chiainianîo ancora con L, L', L,,  L', le quattro linee di stringimento 
delle quattro rigate r 

ordinatanieute, esse sono quattro curve y e chiamando corrispondenti quattro 
punti di queste curve che siano sulle congiungenti di  quattro punti corri- 
spondenti di CL,  C,, C', , C', si ha la proprietà : 

Quattro punti corrispondenti delle pwattro curve y sono sempre i vertici 
d i  zcn parallelogramma. 

84. Si hanno dei casi in cui il parallelogranima di cui è parola nel- 
l'ultirno enunciato è un rettangolo. 

Perchè questo accada è sufficiente che la rigata R' sia legata alla R da 
una trasformazione B-, a costante contraria di quella rela tiva alla trasfor- 
müzione che lega. le asititotiche a torsiorie costante di R O di R'. 

Supponendo di essere in questo caso, si considerino ancora le due ri- 
gate associate 

esse sono sempre, coine si è detto, le falde focali di una congruenza W; ma 
il lettore verificherà qui facilniente la proprietà singolare che due generatrici 
corrispondenti sulle due falde focali sono senipre perpendicolari. 
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25. Passiamo ora a clin-iostrare il seguente teorema : 
Se R, ed R, sono due rigate r, contigue per trasfonnaxioni di Backlund 

B,,, B,: ad una medesima rigata R pure della classe ï', esiste una quarta 
rigata R, ancora della classe r, perfettanzente determinata e contigua alle ri- 
gnte R,,  R, ma per trasfornznxioni B,, B, a costnnti persnutate. 

Per dimostrare in modo seulplice il teorenia, indichiaiiio qui con : 

C, C'; Cl, C',; 

le tre coppie di asintotiche a torsione costante esistenti su  R, R , ,  R, rispet- 
tivamente; le curve di ciascuna coppia sono vincolate da una trasforiiia- 
zione B a ,  inentre le coppie 

c, c, ; C', C', 

.sono vincolate da una trasformazione B,,, e le coppie 

C, C,; C', Cf, 

da una trasformazione B12. 
Allora, in forza del teoreiiia di permutabilità per le curve a torsione CO- 

- - 
stante, esistono e sono perfettaiiiente determinate due curve C, C', con la me- 
desima torsione costante, contigue per trasforinazioni Ba,, B,, rispettivainente - - 
alle curve Cl ,  C, e Cf , ,  C', : io dimostrerb che le due curve C, C' sono esse 
stesse legate da una trasforinazione BI e la rigata R luogo delle congiui-i- 
genti i loro punti corrispondenti è uria rigata r contigua per trasformazioni 
B,, B,, alle rigate R I ,  R, rispettivamente. 

Infatti della curva C si considerino le tre trasformate asintotiche: 

ottenute da essa mediante certe tre trasforinazioni B., B,,, Ba, e si osservi 
che le tre curve : 

6, c ', , c ', 
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coinpletaeo a quaderne di M o s r u s  ordinatainente le tre terne: 

Allora, per il teorema delle otto curve iri trasformazione asintotica, esiste 
ed è perfettamente determinata una ottava curva c pure con la medesiina 
torsione costante e contigca per trasformazioni Ba, Be,, Bal rispettivainente 
alle tre curve : 

Questa ottava curva è allora quella da noi avanti considerata e non c'è 
hisogno di ulteriori considerazioni per ritenere stabilito il teorema di perinu- 
tabilità enunciato. 

Il lettore vede clie tale teorema in sostanza non è che una nianiera di- 
versa di presentare il teoreiiia delle otto curve noto a tutti abbastanza per 
dovervi insistere. 

Dopo di  che si ha: 
Esistono qualate s i  vogliatzo configuraaioni d i  Mobius d i  quattro rigate r. 
Con una tale configurazione si individuano evidentemente quattro con- 

gruenze A. 

26. Se si considerano otto punti corrispondenti 

sulle otto asintoticlie a torsione costante e i loro otto piani osculatori si ha 
una conligurazione niobile 8, di M ~ B I U S ,  le notevoli proprietà della quale 
sono note a ciascuiio. 

Il lettore osservi ancora c h ,  data una contigura.zione di M o s r u s  1-, di 
otto curve a torsione costante : 

possonsi ripartire le otto curve in  tre ~naniere diverse a coppie in modo da 
ottenere, per cinscuna ripartiziorie, una cwnfigurazione di MOBIUS di quattro 
rignte r. 
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Le tre ripartizioni possibili sono indicate ne1 seguente specchietto : 

Naturalmente si potrebbe con tutta facilità passare a configurazioni di 
rigate r di ordine superiore. 

Taciamo poi delle configurazioni .di M O B ~ U S  di superficie applicabili su1 
catenoide che facilmente possono dedursi da quelle ora studiate. 

Piacerixa, 90 Settembre 1915. 
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Invarianti proiettivo-differenziali delle curve 
tracciate su una superficie e definizione 
proiettivo-differenziale di una superficie. . 

(Di GUIDO FUBINI, a Torino.) 

P K E  L I M I N A R I .  

I n  una mia Nota (*) io 110 diniostrato clie una superficie si pu6 definire 
mediante una forma differenziale conteilente i differeiiziali secondi delle coor- 
dinate curvilinee zc, a, in guisa tale che due superficie siauo collineari allora 
e allora soltanto clie le forme corrispoiideliti differiscano al più per un fat- 
tore finito. 

Ora sopra una superficie esistorio tre sistemi di oo' lime, clie noi chia- 
meren10 di DAHBOUX-SEGHE e che sono irivarianti per collineazioni. Tanto il 
DARBOUX (**), che il SEGHE (***) si accontentano di dare le tre direzioni clie 
hanno quelle tre di queste linee che eseono da un punto della superficie, 
usanclo di coordinate cartesiarie od oinogenee, senza perb studiare l'eyua- 
zione di tali linee in coordinate curviliilee yualsiasi. 

La conoscenza di questa eyuazione è essenziale per rispoiidere alla se- 
suerite domanda, postami da1 prof. SEGHE, che è stata l'origine del preseiite 
lavoro : 

Bccstn O non basta che u m  corrispondenxa tra i punti d i  due superficie 
fmcia corrispondere le linee d i  Darboux-Segre, perchè tale corrispondema sia 
proiettiva ? 

E, poicliè tale condizione necessaria non è, conie proverenio, sufficiente, 

(*) Defilzizione pl-oiettivo-diffe~.e*~ziccle cli ztna supe~ficie.  Atti della R. Accad. delle Scienze 
d i  Torino, vol. 49 (1913-14). 

(**) DARBOUX [Bulletit& des Scie9zces neathématiqztes (S), tomo 4, I M ,  pag. 3561. 
(***) SEGRE [Rettdie. della R. Accad. de$ Limei (5), tom0 17,' 1908, pag. 409-4111. 
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potreiiio chiederci se esistono altri sistesui di l i ~ e e  (tali che per ogiii punto 
della superficie passi un nuiriero finito di tali linee), in guisa che zcna cor- 
ris.pondenaa tra i punti di dzce superficie sia una collineazione allora e allora 
soltccnto che fccccia corrispondere sulle dace superficie tali sistemi di linee. 

Questo prohleina è intimamente connesso all'altro di detinire a meuo di 
6 

una collineaaione una superficie mediante forme differenziali dipendenti dai 
soli differedziali del prinio ordine delle u, z,; cosi coiiîe, nella classica teoria 
di GAUSS, si definisce a nteno di moviw~enti una superficie con le due fornie 

Con l'indice indico l'ordine della forma differenziale considerata. 
Il precedente probl&a è qui risoluto in modo niolteplice. 
Le linee di DAHBOUX-SEGRE saranno detiriite uguagliarido a zero una 

forma differenziale del prilno ordine e di terxo gntdo ; ed in una Mernoria in 
corso di stampa ne1 Circ. Matem. di Palerlno diniostro che tale fornia è nello 
studio della deformazione proiettiva di una superficie l'analogo dell'elemento 
lineare G ,  per l'ordinaria deformazione. Non pare peri3 facile calcolare tale 
forma partendo direttamente dalla definizione delle linee di DARBOUX-SEGHE. 

DARBOUX ne definisce le direzioni in un punto O della superficie V come 
i raggi tripli dell'involuzione a o V i  terzo graclo generata dalle rette tangenti 
alle curve C dotate di punto trip10 in 0, che possono. essere intersezione di 
Ir con una quadrica. 

Il prof. SEGHE definisce due terne di direzioni: una col procediniento 
che qui sotto esponiamo ; l'altra col proceditnento duale. Una delle due terne 
coincide con la terna di DARBOUX; l'altra ne è una terna covariante, su cui 
avremo occasioiie di ritornare. Consideriamo gli m' piani ss uscenti da O, 
tali che se una curva C di V uscente da O lia 7i coine piano stazionario, i 
piani tangenti a V ne1 punto O e nei tre punti infinitainente vicini posti su C 
(e quindi anche su 7i) si incontrino in uno stesso punto del piano o tangente 
a V in O. Tali piani n inviluppaiio un cono di quinta classe; il quale ha w 

coine piano quintuplo e tocca o lungo le due tangenti asintotiche uscenti 
da O e lungo un'altra terria di direzioni; clie è appurito la terua che ci era- 
vaino proposti di definire. 

Noi per trovare i'equazione di tali linee usiaino in sostanza di un pro- 
cediniento per tentativi. Per rendere clliara tale ricerca, dobbiamo qui rias- 
sumere i risultati della inia Nola citata; ci6 clle d'altra parte ci sarà utile, 
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perchè ci permetterà di dare le notazioni di cui ci serviamo ne1 presente 
lavoro. 

Seguendo le notazioni delle classiche Lesioni di  Geometria differenziate 

del prof. L. BIAKCHI, indichiam0 con ) i l  / i simboli di CHRISTOFFEL di 

seconda specie relativi all'eleniento lineare G, . Poiremo 

1 1 1 1 1  
Indichia~no con - 3 , - , - la curvatura, la torsione, la cur- 

R T ' , ,  Hg T, 
vatura iiormale, la curvatura geodetica, la torsione geodetica di una liiiea 
posta sulla superficie, e con G l'angolo clie ln. sua normale principale fa con 
la normale alla superficie. Cosiccliè, iissato opportunamente il segno d i  G: 

1 COS G -- - -- - 1 sen G --- - 
1 1  d G  - 
T - T , + ~ S <  R, R R 

È pure 
1 

Z ( E d u + F d v )  + n z ( P d u + G d v ) = - d G , = d s d \ ,  2 

1 cos -5 -- - A, d s - ~  = Al GII, 
Rn R 

Annazi di Matematica, Serie III, Tomo XXV 
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Poichè se ne deduce 

. 1  1 d o  --- A +-; t g û = - - L e  1 
T - T g  d s  - , , , = (A ,  G?)' + 

A, G ,  " 
si trova clle : 

La (7), uguagliata a zero, definisce le sezioni piane della superficie ; due 
superficie (loc. cit.) sono colliiieari soltanto se le corrispondenti forme (7)  
sono proporzionali. 

Sar i  bene clle adottiamo, per brevità, alcune locuzioni a noi coinode. 
Dire1110 che un'espressione o una equazione sono invnrianti, se non niiitano, 
sostituendo a una superficie V un'altra superficie collineare. Un'espressione 
poi, clie dipeiida da una superficie V, da un suo punto O, ed eventualmente 
ancora da uiia curva C passante per O e posta in Tr, si dira intrinseca, oppure 
arente un sipificato i~ttrinseco, se il suo valore non muta cambiando le linee 
coordiriate zc, v sulla superficie, nia dipende soltanto da V, da1 punto O, ed 
eventualmente anche da C; cos? sono intrinseche le curva ture media O totale 
di  V in .O, le curvature normale O geodetica, O la torsione di C in O ;  ma 
non sono intriiiseclie le c.urvature delle linee coordinate uscenti da O, l'an- 
goIo di tali linee, ecc. Diremo infine che una forma differenziale F è senzbin- 
variante, se P= O è equazione invariante, se cioè la F canlbia al più per 
un fattore fiiiito, yuniiclo alla superficie si sostituisce uiia superficie' colli- 
neare. Tale è p. es. ln A, (perchè le linee definite da A, = 0, cioè le asinto- 
ticlie, si conservano, coin'è noto, per collineazioni). Similmente la (7) è se- 
miinvaria?zte. La (7) diveilta sviluppata (indicando con p(') e Q&'" due forme 
del primo oidioe, nia rispettiva.111ente del terzo e del sesto grado) : 

Le P"), Q(" e le espressioni che in yuesta forniola nioltiplicano 
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sono chiaraniente semi-imaria~zti, nia non sono intrinseche. Si pot rà cercare 
di dedurne delle forme intrinseclie, non lasciando arbitrarie le linee coordi- 
nate .u, v, ma sceglienclole in iiiodo intrinseco, p. es. scegliendo a linee coor- 
dinate le linee di curvatura, O le asintoticlie, ecc., ecc. 

Non vi è dubbio che nella attuale ricerca colne linee u, v si debbono 
scegliere le asintotiche; in yuesto modo si potranlio trovare delle yuantità 
intrinseche seiiii-invarianti O addirittura invariaiiti. Si tratterà poi di vedere 
yuali, teriniiii iiell'espressione generale di (7) si riducono alle quantità in- 
trinseche invarianti cosi deteminate. La niia attenzione fu rivolta a deter- 
rninare una forma del terzo grado e di primo ordine intrinseca invariante, 
O semi-inv-ariante, nella certezza di poter ottenere cos1 l'eyuazione generale 
delle linee di DAHBOUX-SEGHE. Kiconobbi che a ta1 fine si doveva concentrare 

I'attenzione sulia frazione ci - ' U1 die compare in (7). Çib spiega 
G, 

i metodi d ie  noi seguiretno più avanti. 
In  questo lavoro poi da forme semi-invarianti dedurrenio forme inva- 

rianti, troveremo gli stretti legaini clie passano fra le linee di DARBOUX- 
SEGRE, e il sistelna che si ottiene derivando covariantivainei~te le D, D', B". 

Vedreino pure altri legaini con i prinii terniini dello sviluppo in serie di 
una coordinata cartesiana dei punti della nostra superficie; e iiifine gli ul- 
teriori invarianti che otterrenio sono posti in stretta relazione con le linee 
del WILCZYNSKI (*) COSI definite. Coiisideriamo il coinplesso lineare definito 
dalla tangente in  O a una asintotim e dalle 4 tangenti consecutive; esso 
interseca il coinplesso lineare defiiiito in modo ana.logo dall'altra asintotica 
uscente da O in una congruenza lineare le cui direttrici sono una posta ne1 
piaeo tangente in O alla superficie, l'altra esce da O. Al variare di O sulla 
superticie yueste due rette generano due congruenze, le cui sviluppabili si 
corrispondono. Diconsi linee di WILCZYNSKI sulla superficie le linee a cui 
corrispondono tali sviluppabili. 

Insomma resterà risoluto in niodo molteplice il probleina di definire a 
nieno di collineazioni una superficie mediante sistemi di linee O niediante 
forme differenziali del primo orditie e di terzo, od anche soltanto di secondo 

(*) Bfuth. Amalert, tomo 76, pag. 13% e Truwactiotzs of  the Atnericaib Muthem. Society 
(1907-1909) (Seconda Mernoria). - Ebbi notizia di questi lavori da1 prof. SE GR^ dopo che i 
presenti calcoli erano già finiti; essi ci dànno un elegante interpretazione geometrica dei ri- 
sultati ottenuti. 
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grado; e si trovano stretti legami di queste forme con gli sviluppi in serie, 
con proprietà geometriche della superficie, e con le stesse forme di Gauss. 

Molti dei seguenti calcoli si semplificano assai per le superficie rigate. 
Noi per. brevità le escluderemo dai calcoli seguenti insieme a quel loro caso 
particolare che è clato dalle superficie ad asintotiçhe coincidenti, cioè dalle 
sviluppabili. 

dl d G,--9  U,  A, 
fiella frazione che coinpare in (7) sostituiariio ad A, 

G ,  
il suo valore ; ricordando le (2), (3) si vede che tale frazione è uguale ad 

I '2, G , ( D ' d u + D t ' d v )  - A ,  ( P d u t  G d v )  1 
1 

+ 1 
G ,  

che, per ( l ) ,  si trova uguale a 

Xbbianio cosi trasformato la nostra frazione in un'espressione libera da 
denoiniiiatori. 

La (8) è intrinseca, percliè iii virtù di (a), (5), (6) vale 

Cerclliamo di dedurne un'altra espressione intrinseca del solo primo or- 
dine. Basterà sottrarne 
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Si trova cosi che l'espressione imtrinseca del solo primo ordine e di terzo 
grado 

La n, non è aticora la forma cercata. Si pub definire queuta espres- 
sione rz, anche in altro niodo inolto semplice. Le D, D', D" costituiscono un 
sistema covariante a due iiidici per la forma G,  di GAUSS (*). Da esso, de- 
riuccndo couariantivamente, si deduce un sisteina covariante a tre indici. Le 
equazioni di CODAZZI dimostrano che questo nuovo sistema è siimiietrico nei 
tre indic;; che cioè le derivate covarianti di D'rispetto alla u od alla u val- 
gono rispettivaniente le derivate covarianti della. D rispetto alla u e della D" 
rispetto alla W. 

Ora + n, è precisawente quella forma b,,, d u3 + 3 b,,, d UV v + 
+ 3 b,,, d u d v? + b,,, d v3, i cui coefficienti b,,, sono le deriuate covarianti dei 
coefficienti D, D' D" della seconda forma fondamentale A, . 

La (9) che ne dà il significato geometrico serve cosi come verifica al 
fatto evidente che la forma cosi determinata è intrinseca. 

Per calcolare - a, che ha significato intrinseco, possiaino scegliere ad 
arbitrio le linee coordiilate; supponendo le u, u asintoticlie, trovianio, osser- 
vando clie D = D" = O e clie per le equazioui di GAUSS e CODAZZI è (i:idi- 
cando con K la curvatura totale) 

d log R dlogK 
du 

che - n, nelle nostre ipotesi si riduce a : 

(*) Si ponga hl, = D; b,, = b,, = D '; b2, = D ;  indicando poi con bikikl e bik8 le derivate 
covarianti di bik rispetto alla u od alla v. 
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d s" Ora A, = -- e log K hanno significato intrinseco; altrettanto av- 
R, 

verrà di 

il quale, se le u, u sono asintoticlie diventa: 

Ora SI è la forma intrinseca cercafa del primo orcline e di terzo grado. 
Non sarà male verificare direttainmte dalla che S ,  è irztrinseca; 

ci serviremo di un procediwento, clle ci sarà utile anche nelle segueiiti pa- 
gine. Nella (10)biS le linee coordinate sono già fissate in modo intrinseco; 
non cos? i loro parainetri u, u, a cui si possono sostituire due funzioni U 
ddla sola z4 e V della sola v. Basterà provare che, mutando le u, u nelle U,  V, 
la resta invariata. Noi indicherenîo con una lineetta sovrapposta i 

d u  d v nuovi valori di D', I 1 "' 1 ecc.; con  la -. con Y la - . in- 
) \ 1 \ '  d U d V  

dicanclo poi con apici Ie deriva.te di X rispetto ad u (non rispetto ad U )  e 
di Y rispetto a u (non rispetto a V). Poichè 

S i d m e n t e  si ti-ova facilmente : 

Cosicciiè, essendo d u = X d U, d u  = Y  d V, è appunto : 

Con questo stesso proceclimento si verifica che anche 
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ha significato intrinseco. Corne diniostrasi facilmente, la (12) vale infatti 
- 

p p 'senJo \/- K, dove K è la curvatura della superficie, le p, p' sono i raggi 
di curvatura geodetica oppure orclinaria (ci6 che è 10 stesso) delle asinto- 
tiche, o è l'angolo delle asintotiche. Trovianio cosi die  hanno sigi-iificato in- 
trinseco le 

Le (13) si riclucoiio, se le u, u sono le asintoticlie, a 

à v3], 2 1 ' Y ' ' d u d v .  (13)b;, 
I , / V  

Ora (loc. cit.) ne110 studiare la forma (7) quaildo le u, .u sono asintotiche, 

ho provato che ' I ' e 1 213 ( (caicolati- in taie ipotesi) sono invarianfi, 
1 2 ,  

iiieiitre, coiiie proraiîo le ( I l ) ,  (1 l )hi , ,  non hanno significato intrinseco. 
Coi risultati qui ottenuti possiamo trasformare il nostiv risultato col 

teorenia : 
La forma C, iszvccriante (per colliiieazioni) ha sign@cnto infrinseco (in- 

dipendente dalla particolare scelta delle linee coordinate). 

Noi ahbiamo ottenuto anche un altro risultato: . 

Alla seconda forma fondamentale di  Gauss, che è semi-invariaute, si pu6 
sostituire la forma proporsionale BI , che è addirittura invariante, pure avejzdo, 
come A , ,  significato idrinseco (Cfr. anche la forma C, a pag. "28). 

Notiamo che B, è proporzionale al20 Hessia?zo di  x, ; iiisieiiîe a El se ne 
potrehbe studiare il covariaiite ciibico (Q di CLEBSÇH) : cioè 10 Iacobiano di x, 
e del suo Hessiano. Ci6 equivale geoirietricameiite a studiare le due terne duali 
di linee definite da1 prof. SEGKE. Da1 nostro punto di vista ci6 equivale all'os- 
servazione evidente che non soltanto la forma x,, ii-ia anche l'espressione 
dedotta della printa delle (13)ais, ~nzcta-ndo il  segno 'di d v3, è i~ttrinseca inca- 
riante. 
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FORME TNTRINSECHE 1NVAHlANTI DEL PRIMO ORDINE E Dl SECONDO GHADO. 

v 
Nella x, abbianio trovato una forliîa invaria.nte del primo ordine, ma di 

terzo grado; ma con gli stessi metodi con cui abbiamo verificato, partendo 
da che S ,  è intrinseca, possiaino dedurre da (11) e (Il)bi, nuove fornie 
ancora del primo ordine, ma di secondo grado, clle hanrio pure significato 
intrinseco e sono invarianti; cosicchè alcurie di esse potrebbero sotto inolti 
aspetti sostituire la x, . Alciine di p e s t e  forme hanno poi anch'esse, corne 
vedremo, qualclie notevole significato geoiiietrico. Per brevità le studiarno, 
supponendo le zc, v asintoticlie. Dalle (11) e (Il)bis si trae (*) : 

ecc., ecc. I 
Se ne deduce che le foime seguenti, tutte invarianti, sono intrinseche ' 

perchè non inutano cambiando zc, v in U, V 

(*) Quelle delle seguenti espressioni in cui coinpaiono radici cubiche dovrebbero essere 
esainiliate piii da vicino per le superficie ad asiiitotiche coinplesse (a curvatura positiva). 
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' (l4)quater 

d log 
+ 1 y 1 

du 
ecc., ecc. 

ALCURI SVILUPPI I N  SERIE PHELIMINARI.  

Sia. z una qualsiasi delle coordinate cartesiane di un punto della super- 
ficie; siano le u, v le asintotiche. Sarà, posto per brevità 

Se z = O è l'eyuazione del piano tangente in. un pun to A della superficie, 
8.2 d z  ' d' z sarii in questo punto -- = 0, -- = O. Detto p il valore di --- in A, po- 
du du dudv 

treriio con successive derivazioni trarre dalle precedenti eyuazioni i valori 
delle derivate terze ecc., della z ne1 punto A, e declurne cosi il segueiite svi- 
luppo in serie, dove (supposto u = v = O in A) sono scritti i terluini fino al 
quarto grado incluso (*) 

1 
+a~(~1.+-a~)u4+4(a'.t P:+ a 2 + v € )  u3w)+ 

(1 6 ) ~ s  
+ 6 (4 a', + F y + a E) ua v a  + 

(*) Co11 p ,  7, ecc. indico qui i loro valori ne1 punto A.  

Annula d i  Matenzatica, Serie III, Tomo XXV. 
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Scegliaiilo corne asse delle la tangente all'asintotica u = 0, coine asse 
delle y la tangente all'asintotica u = 0 (questi assi non sono ortogonali). Co- 
Inunque sia scelto i'asse delle x ,  sarà ne1 punto A :  

Noi possiaino ora. scegliere l 'use delle x ,  uscente da A, iti guisa che ne1 
punto A sia 

d2 x . 
- - -- - "y  - O  per u = u = ~ .  

d u d u  d u d u  (1 7)bis  

Se fossero già definite le x, 9, cib equivarrebbe a sostituire alle x, y 

due espressioni x + h s, y + h a  con h, k costanti . 1 
Pensianio ora le x, y corne funzioni di u, u; e viceversa le u, u  coiiîe 

funzioni di x! y. Sarà identicamente: 

Derivando le (18) rispetto x, y si trova: 

Per le (17), (17 )h i ,  se ne deduce clle. in A 

Cosi pure, derivando la prima delle (90) rispetto ad y ,  si trova clle ne1 
yunto A (in cui sono nulle d,., y',, 14",, , u",,, ecc.) 

I 

c ,  u " ' ~ ~ ~  = - - (per u = v =  O), 
G JE 
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Derivaildo la, seconda delle (90) rispetto ad y, e l'ultiu~a delle (90') ri- 
spetto alla x, o rispetto alla y, si trova successivainente: 

Dalle ("2) si deduce, trascurandb i termini di ordiiie superiore al terzo, 
e indicando con x ,  F, . . .  i valori di queste yuantità ne1 puiito AL =,u =O,  
che : 

Dalle (16), (18) si deduce il seguerite sviluppo che non è forse privo di 
ogtii interesse anche se considerato per sè stesso, e dove è posto 

(JE, JG iridicano qui, come dianzi, i loro valori per zc = v = 0). 
A 

Ne1 seguito useremo entrarnbi gli sviluppi (16)bis e (16)t,, 
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LE LJNEE DL DAHBOUX-SEGRE E ALTKI  SISTEMI ANALOGHT DI  LINEE. 

Se le u, u sono le asintotiche, le linee x, = O  O, cid che è Io stesso, le 
S, = O sono definite dalla p d u3 t y d v3 = 0 ; ne1 punto A la loro dire- 

d v  s 
( d ; ) ' d x 3  + y  (&) d y' = O, cioè dalla zione è pertanto detinita dalla fi - 

'- d x3 + 2- d y' = O, eioè dalla fi d E 3  + y  d s3 = O. Confrontando coi EJE' G JG 
teoremi di terzo grado in ( 1 3 ) ~ i s  se ne deduce che tali direzioni sono appunto 
le direzioni di DAHBOUX-SEGKE (clle hanno definito tali direzioni appunto con 
coordinate cartesiane). Cib, essendo vero per il carattere iytrinseco della 
fornia Z, in ogni punto della superficie, ne dedilcianio : 

L a  x, = O ,  O ,  ci6 che è 10 stesso, l a  SI = O  è la  equazione delle linee d i  
Darbous-Segre. 

(luesto teorema è cosi importante per noi che vogliamo ritrovarlo per 
altra via. Siano ancora scelti corne assi delle a, y le tangenti alie asinto- 
tiche passanti per un punto A della superficie considerata; e l'asse delle z 

sia la normale alla superficie in A. Avremo, se o è l'angolo delle asintotiche 
in A, a ineno di infinitesirni del quart'ordine 

Assumenclo addirittura le x, y conle coordinate curvilinee dei punti della 

superficie (supposto cioè zc = x, v = y), le forme di GAUSS diventano posto ( 
d z  d z  

con MONGE p = -, q = - , r = z",, , s = zRrY , t = z yy 
d x dl/ 

sen o dl = ( r d x " t s d x d y + t d y 2 ) .  
Jsen" + pP + q3 - 2 p q COS w 

E i simboli ' ( sono tutti nulli nell'origine A. Se noi usiaiiio la 
1 1 )  

espressione di 8, valida ne1 caso più generale, troviamo pih facilmente che, 
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nelle attuali ipotesi, essa ne1 punto A diventa : 

3 $ a , , d x d t ~  +- sen w 4 sen w 
X 

3 +- ( 4 a , , d x d y )  9 (2 a,,)  6 ( b , , 2 x  + LI Y) + . . . 
4 4 cc:, 

dove i terinini trascurati sono nulli per x = y = O. Dunque la S ,  = O ne1 
punto generico A definisce appunto le direzioni determinate da DARBOUX 
e SEGRE. 

Lo sviluppo ( 1 6 ) b i ,  serve ad illustrare geoinetricanieiite anche una delle 
forme di secondo grado, il cui studio si potrebbe in parte sostituire a quel10 
della x, : e precisainente la (14)q,,t,, . .Il DAHBOUX ( lm  cit.) ha studiato coine 
una proiettività trasforma 10 sviluppo della z in serie ordinata secondo le 
potenze di cc, y ;  applicando il suo risultato al10 siiluppo ( 1 6 ) b i s  si riconosce 
che si pub trasformare la superficie consiàerata in uiià superficie collineare, 
per cui l'analogo sviluppo iti serie si deduce da (16),,i,, aggiungendo i termini 

dove 72, k,  1 sono costatiti arbitrarie. Ce ne possiaiiîo valere coi1 DAHBOCX 
per annullare i ternîini in x4, xa y', y4. L o '  s ~ i l u p p  (16)1 ,~~  si trasforma 
c d  in 

1 
z = h - - ( P t 3 +  3 Y r i 3 ) ) -  
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Le direzioni definite in A da.i termini del quart'ordine sono percib le 
direzioni 5 = O  ed ri = cost. delle asintotiche uscenti da A e le due direzioiii 
definite dalla forma ( 1 4 ) p a t e r .  

Ne1 nostro studio 17esarne dei  termini di ter~o ordine nello suilzcppo della x 
i n  serie di potenze delle x, y, e 10 studio analogo dei termini del punrt'ordine 

portano a considerare gli stessi inunriauti = 
1 

Mentre i termini del terzo ordine conducono alla consideraxione delle linee 
di Darboux e Segre, i tersnini del quart'ordine conducono all'esanle delle linee 
definite dall'anr,ullnrsi della forjf~a intrinseca invariante (14) ,uatei .  ' 

Per la illustrazione geometrica di altri invarianti hisognerebbe esaininare 
nello sviluppo in serie anche i termini di ordine superiore al quarto; noi 
non lo facciamo perchè le linee di WII~CZYNSKI (nella definizione delle quali 
si tiene appunto conto di tali terinini) ci perinettono gi$ qualche notevole 
interpretazione geoinetrica dei nostri seguenti risultati. - 

NUOVI INVAHIANTI INTHINSECI DI U N A  SUPERFICIE. 

LE DUE FORME D~FFEHEKZIALI  INDIVIDUANTI UNA SUPEHFIC~E 

il M E N 0  D l  COLLINEAZIONI. 

Nè la forma E l ,  nè le forme ( 1 4 )  bastano a caratterizzare a iiieno di 
una collineazione uiia superficie. Nella iiiia Nota cit. si è visto infatti che 
due superficie in corrispondenza biunivoca sono collineari allora e allora 
soltanto che, riferite entrainbe alle asintoticlie (necessarianiente oniologlie 
nella supposta corrispondenza se le superficie sono collineari), le espressioni 

calcolate pei  l'eleuiento liueare di uiia sono uguali alle yuan tith oinologhe 
per l'altra. E lali quantità sono legate tra loro dalle sole relazioni: 

1 .B' ---y d" - 2 y  P', - y' ' 
2 " du' u 7 
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cosicchè, anche se è data Z,, se cioè sono date le P, y, restano ancora ar- 
bitrarii i valori di A lungo un'asintotica v = cost., e quelli di B lungo una 
asintotica u = cost. (Cosiccbè l'essere uguali in punti oinologhi le F, y non 
basta perché la corrispondenza siipposta sia una. collineazione; per un'inter- 
pretazione geoinetrica d i  questo fatto cfr. l'ultimo teor. della mia Nota citata). 

Alle A, B sostituia.nio qui le 

Ci6 permette di scrivere in modo più seniplice ci6 che avviene quando 

i alle u, u sostituianio le U ,  V cfr. più sopra per le notazioni; è p. es. 

Troviaino, accanto alle (11)bi ,  che qui per chiarezza riscriviamo: 

- - 
Formole più coinpliçate si otterrebbero pei  le A, B ;  cib che basta a 

giustifica.re la considerazione delle L, M. Ma le ( 1  l)t,, ci dicono che neanche 
le .L, il1 hanno carattere intrinseco, pur essendo invarianti. . 

Per porre rinîedio a questo inconvenieiîte, cerchiaino di  costruire una 
espressione costruita con le $, y ;  la quale si trasfornii coine L. Se noi os- 
serviarno che il compoi.tainento di L dipeode specialiiiente d a  ci6 che tra i 

1 
terinini di L vi è l'espressione a', - - 2 

P', coiiiincerenio a cercare un'espres- 

sione p dipendente dalle sole fi, y;  la quale si trasforini colne a. 

Troviamo potersi porre 
1 

d log - 
Y 'log(' y) oppure p = -, oppure p = 

'1% fi, 
( 9=  8 %  8% .. d u  (2:)) 

3 2  

oppure ~p = 8 log JP Y oppure, ecc. 
d u  
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Scelta y, diremo la quantitB ehe se ne ottiene scambiando P con y ed 
u con u. È facile riconosccre che, coinunque sia scelto cp tra i modi succitati, 
vale la 

- 
qî = X p + X'  e analogainente $ = Y + + 17'. (1 1 

Cosi p. es., se adottiamo la prima delle (95), si trova: 

e cosi via (*). 
Avremo poi 

Posto pertailto 

.P = L - T', + 1 2  1 2  9 9 7  Q = N - v v + g + ,  

avreino, ricordando d i  iiuovo le più importanti delle (Il), 

Le prime di y ueste fortnole ditnostrano che 

è una forma iwuariante. (perchè costruita con le p, y, L, J I )  a sign@cato 
iratrinseco. 

Date le due forme x, ed FI, la superficie è definita a nzeno di una col- 
lineazione (percliè risultano determinate le $, y, L, J I ) .  

a log 0 (*) In geiierale, se 0 t un'espressioiie tale che 8=8 X Y* (con k =  cost.), allora --- 
au 

si trasforrila coine a, e si pub porre uguale alla y.  
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1 

Notiamo anzi che alla forma. El si pub sostituire una delle forme di se- 
condo grado, di cui abbiamo già discorso nelle pagine precedenti, e clle la 
forma F, si pub scegliere in modo molteplice, corrispondentemente all'inde- 
terminazione che noi abbiamo lasciato alle ip, +. 

Invece delle forme El e F, potremmo assegnare la fornm E, e gli inva- 
rianti di El ed F,. 

Potreinino cioè dare la forma x,, il quoziente del cliscriminante di x, 
per il cubo del discriminante di FI che a meno di un fattore nunierico ( 

P 4  y2 y' P" e infine , + T, clle è pure un invariante coiilune delle due P Q 
forme (*). 

Oppure potremmo assegnare (per deterininare a ineno di una collines- 
zione la nostra superficie) la 
con una delle forme (14) del 

P. es. potrernmo dare la 

forma El e gli invarianti che la forina Ir', lia 
secondo grado. 
z, e gli invarianti intrinseci 

che si deducono da1 confronta di l?, con la prima delle forme (14). 

(*) Come invarianti del sistema di due forme 

f=a,x',+ 2alxlxs ,+a,x2 

~ = a o x 3 i + 3 a l x S l  x',f 3a2xlx2, f ulsSP 

(di cui una quadratica, una cubica) possiamo (cfr. CLEBSCH, Theorie der algebraischen For- 
men, p. 909) scegliere i seguenti : 

a) L'invariante a, (a, a, - aep) - a, (ao a, - a, a,) $ a, (a, o, - oral) che ne1 caso nostro è 
nullo, perché le direzioni individuate da FI = O  dividono armonicamente le asintotiche, le 
cui direzioni annullano 10 Hessiano di X, ; 

p)  il quoziente del discriminante di cp per il cubo del determinante della f ;  

y) il quoziente, ottenuto dividendo per il cubo del discriminante di f I'altro invariante 
simultaneo 

"O (a, - 2 a, "9 + a2 a1I2 - 
- 9  a1(ao",-~a1a2 + a',",) (ao"2-9a1ti + @*&O) 

$ a2 ( a o a s - ~  a,", + 0 2  *,Y. 
Questo ultirno quoziente è appunto l'invariante ora citato ne1 testo. 

Amnali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXV. 
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Supposto che Ie linee coordinate siano le asintotiche (cioè le linee che 
annullano 10 Hessiano di XI), le l , ,  I2 devono soddisfare alle seguenti equa- 
zioni [(cfr. le (24) e (86)] : 

3 7  La forma F I ,  oltre a qixeste equiuioni cui soddisfano P = P \/P y Il e 

Q = y 12, soddisfa, quando sia data Z, , a yuesta unica condizione di 
uatura algebrica, che cioh le linee defilzite dalla P, = 0 diuidono arnzonicawente 
le linee che an~zulbno 10 Hessiuno di i, (le asintotiche) (cfr. la precedente 
Nota a pie'di pagina). 

Questi risultati, come abbianio già detto, ci servono per illustrare geo- 
metricamente la forma &, O ,  per ineglio dire, un'altra forma in trinseca inva- 
riante, cbe è una eombinazione lineare della F, e delle altre forme di secondo 
ordine da noi già deteminate. Abbiamo già visto come alla forma A, di 
GAUSS si poteva sostituire Ia forma 3, invariante intrinseca; potrerrimo tro- 
vare in tnolti altri inodi una forma invariante intririseca proporzionale ad A i  ; 
per es. quella forma C, che, se le zc, v sono le asintotiche, si riduce a 

Ora osserviamo che le (16), posto z = p t, dore 

(ricordo che ci', = E',) diventano per (43) 

tnUY = p t'" - 

rn = y tt, - 
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che, con cambialnent0 di sole notazioni, coincidono con le equazioni date 
da WILCZYNSKI. Le linee di W~LCZYPISKI sono date perci6 (cfr. loc. cit.) dal- 
l'equaziorie : 

B 
1 1 da log - 

~ ~ - [ ~ A - l - + -  4 4 I jyl)<I y d % + -  9 a u a v  Y d u d v  

[: 
1 - 1  + - B - g y'. f $ (log P):. + - 4 ! " p 2 1 = 0 .  2 P 

Il primo metribro resta moltiplicato per X T \  se noi mutiamo le zc, v 
rispettivamente nelle U, V ;  esso si riduce percib ad uncc forma intrinseca 

invariante, quando si sopprima il fattore Si trova cos1 la fornm intrin- 
8 

seca invariante 

che, uguagliata a zero, definisce le linee d i  WILCZYNSKI. 
1 

d log - 
Zn questo calcolo le P, Q sono riinaste determinate, ponendo = - 

d zc 
Y ,  

1 
ô log 

+ = ---- . 
d v 

Espongo ora alcuni dei problemi, che si possono risolvere per mezzo dei 
precedenti risultati : si tratta dei problenii, che sono stati sostanzialinente 
l'origine della presente ricerca. Per alcuni mi accontento di dare un breve 
cenno. Voglio cercare di determinare uns  superficie a nieno di collineazioni 
per mezzo non già di forme differenziali, ma dando soltanto dei sisteini di 
linee. 

Esaininerb soltanto i casi più seinplici: di questo il più notevole è quel10 
che considereremo per ultimo, 
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È intanto evidente che una superficie non è definita (a meno di una 
collineazione) dalla sols conoscenza delle linee di DBRBOUX-SEGRE e neanche 
dalla forma E l ;  percliè, assunte a linee coordinate quelle che ne annullano 
10 Hessiano (le asintoticlie) inanca ancora alla completa definizione proiettiva. 
della superficie la conoscenza della forma P d  u" Q d va, O, cib che è Io 
stesso, degli iiivarianti Il , I2 . 

Possiaino perb chiederci se basta la conoscenza delle sole linee di DAR- 
BOUX-SEGRE e di tali invarianti. In ta1 caso XI è noto soltanto a nieno di un 
fattore finito ; cosicchè, assunte corne linee coordinate le asintotiche, saranno 
noti Il, I,, inentre si conoscono soltanto due quantità b, c proporzionali a 
1)1, y. Potremo fissare le I , ,  I, in modo molto simmetrico, supponendo 

dlogF y , +--- d log O ' Y ;  e inoltiplicare le b, c p e r  un tale fattore clle ri- 
y =  d u  d v  
sulti b c = 1. Posto $ = A b, y = A c, bisognerà determinare il fattore A 'in 
guisa che siano soddisfatte le (%)bis che diventano l'una 

d d 8  d log jh" dz log ( ' h a )  
- (Il A2 VbZ) + --- log (a2) - -- +31AD$- 
d u  d u 9 v  d u  d u d v  

d log c + A" --- = 0 
du 

e l'altra ci6 che se ne deduce scambiando u con v, b con c, 1, con 1 2 .  
Corne condizione di integrabilità si trova : 

a log 'h d (Ia 72 1') d log A d (Il  Vb" X2) + 2 --- - 9 --- = o. 
d u .  d u  d v d u  

Si ha cosi un sistema di equazioni da cui si potrebbero dedurre le de- 
rivate terze di A espresse inediante le derivate di ordine inferiore. Questo 
sistenia di equazioni si pub studiare con metodi noti, ma lunghi. Ma anche, 
senza eseguire tutti i calcoli possiaino affermare che: Date le linee d i  Dar- 
boux-Segre e i due iwvaricc~zti, la superficie è definita tutt'al p 2 ~  a meno di 
cinque costanti arbitrarie (i valori iniziali di A e delle sue derivate prime e 
seconde legate dalla precedente equazione). 

Ad un problema analogo si giunge se si cerca di determinare una su- 
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perficie assegnandone le asintotiche e la .forma W, . Cid equivale infatti ad 
1 

d log - C1 8' log - 
Y assegiinre P, Q dove cp = - , +=  --- y .  

d u  
Le condizioni (%)bis diventano : 

P d2 log 
Essendo dato ' , possiaino scrivere = 1 b U, y = A c V, dove d u d v  

b, c sono quantità note, IL, U, V funzioni da determinarsi, di  c,ui perh U è 
funzione della sola u, V funzione della sola u. Lo studio di tale sistema non 
sernbra breve. 

Ancora più coniplicata sembra la ricerca di tutte le superficie, per cui è 
soltanto data la forma di WILCZYNSKI. 

Ma più notevole geometricainente e più semplice è il problema seguente : 
l'rouare una superficie, di cui sono clssegnate sia le linee di  Darbous- 

Segre che quelle di Wilczynski. 
Al solito, se sono date le linee di DARBOUX-SEGRE, sono deterininate 

anche le asintotiche. Assunte queste coine linee coordinate zc, v, la cono- 
scenza delle linee di DAHBOUX-SEGRE deterinina y, a meno di un fattore, 

P 
P 

dV0g - 
Y cioè determina -, e in particolare La conoscenza delle linee di 

Y d u d v  
WILCZYNSKI deterinina la forma W, a meno di un fattore; ma poichè, coine 
ora vedemmo, è noto il coefficiente di d u d v di tale fornia, tutta la forma 

P d' log - 
Y di WILCZYNSKI risulterà deterninata meno che sia -- = O; caso che 

d u d v  

si deve esaininare a parte . Ne1 caso generale risulteranno percid deterini- 1 .  
nate le P, Q. Basterà percib sostituire in @&)te, al posto delle P, y le Ab, 1 c 
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(dove I è incognito, b, c sono quantità note) per ridurre il nostro problema 
alla ricerca della funzione 1, ehe deve cosi soddisfare a due equazioni differen- 
ziali del terz'ordine, da.cui, corne prima condizione di integrabilità, si deduce 
tosto un7equazione del sec'ondo ordine. Anche senza completare i ealcoli (di 
cui si sta occupando uno studente della nostra Università) risulta ben chiaro 
che h (e quindi anche la nostra superficie) risulterà deterniinato tutt'al più 
a meno di h 5 5 costanti arbitrarie. 
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Sopra un problema al contorno nella teoria 
delle funzioni di variabile complessa. 

(Di A. S~GNORINI, CG Padova.) 

h a  S un'area sernplicernente connessa del piano cornplesso 

z = x + i y ,  
C il suo contorno. 

Fissati ad arbitrio Bp + J punti sopra C (p finito, 0 )  chiainiamo 

i B p + B archi corrispondentemente individuati sulla curva (quand0 si escluda 
la considerazione di archi parzialniente sovrapposti) sottintendendo che l'or- 
dine di successione stabilito dagli indici coincida con quel10 che viene indi- 
viduato da1 verso positivo di C. 

Se p >O, non esiste in g-enei.de una funzione della z, rrv (e), regolare 
dentro S, la cui parte reale e la cui parte iminaginaria si riducano rispetti- 
vamente sopra gli s,, e gli s ,,-, (m = 1, 8 , .  . . , p + 1) a funzioni dell'arco 
di C quantitativamente del tutto arbitrarie: neppure se da un lato si assog- 
gettino tali funzioni a restrizioiii qualitative tendenti ad assicurare la rego- 
larità di w(s) ,  e dall'altro non si escluda che la PU (2) possa presentare su C 
qualche singolarità di tipo abbastanza generale. Ci6 è stato avvertito pe r l a  
prima volta da110 SCHWARZ (*), nella sua recensione della Meinoria del v o ~ -  
TERRA y*), nelia quale è effettuata la determinazione della nostra IV (5 )  ne1 
caso p = 0. 

Mi propongo di stabilire in questa Meinoria, subord'inatatnente ad oppor- 
tune restrizioni qualitative per le funzioni che intervengono nella questione, le 

(*) V. Jahrbuch über die B'ortschritte der Mathematfi, Bd. XV (Berlin, 1886), pagg. 361-365. 
(*") TTOLTEHRA, Sopra alcurae condiaioisi caratteristiche per. le fu+tziolzi di variabile corn- 

plessa [Questi Alznali, Tomo XI, Serie %.& (1883), pagg. 1-55], §§ IV, V. 
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condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza delIa. YU (z), e insieme (la sua 
unicità e) un  gruppo di formole, ciascuna delle quali è atta a rappresentarla. 

Il procedimento cui mi atterrb fornisce anche una nuova dimostrazione 
del teorema di KOEBE (*) sull'esistenza di una funzione di x e y, armonica 
in S, che sugli s,, prenda valori prefissati e sugli s,,-, abbia derivata nor- 
male pure prefissata: e al  tempo stesso permette la costruzione effettiva di 
una tale funzione. Ultei-iormente, esso si presta pure a stabilire le condizioni 
necessarie e sufficienti affinchè non solo la YU (s), ma anche la sua derivata, 
siano regolari in tutto S (contorno incluso). 

Per semplicità supporrb sostituita, mediante una rappreseritazione con- 
fornie, l'area generica S con un semipiano. Risoluta la questione in questo 
caso, il trasporto al  cas0 generale si effettua sema alcuna modificazione 
SOS tanziale degli enunciati. , 

1. Adottiamo la notazione 

W ( z ) = U ( s y ) + i V ( ~ y )  (U,  Vreali) 

per rappresentare una qualunque funzione della variabile cornplessa a, che 
sia rnonodroma, finita e continua, insieme alla sua derivata, in ogni punto 
interno al semipiano positivo: e generalmente finita e continua anche sul- 
l'asse reale, ove, al più, possa presentare degli infiniti d'ordine < 1 corrispon- 
dentemente a un certo numero (finito) di valori s, (tutti quanti finiti) della x. 

Conformemente a quanto abbiamo fatto più avanti, fissati ad arbitrio 
2 p  +52 punti sull'asse reale, diciaiiîo 

e, . . . e,. .. %+s 

le loro ascisse, intendendo che sia 

e rappresentianio con s, ( 1  = 1, '2,. . . , Bp + 52) l'intervallo (e,, e,+,) oppure l'in- 

(*) KOEBE, Ueber die Uniformisierztng beliebiger analytischer &rue# [Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Bd.' 138 (LgLO), pagg. 19'2-2531, 5 4. 
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sieme dei due intervalli (e,,+, , ao) e (- ao, e , )  secondochè .è  1 = l =  8 p  + 8 
oppure 1 = Bp +- 8. 

Supposti i valori delle e, tutti quanti finiti, sia W* (2) una qiialuiique 
combinazione lineare a coefficietiti reali delle p + l funzioni 

che intendereino precisate anche in segno in base alla convenzione, da man- 
tenersi costanteinente in sep i to ,  che al radicale Jz -e , ,  per ogni valore 
di 1, sia attribuita per x reale e > e, la sua determinazione positiva. 

Siano infine 
u2 ( 4  . . u,, (x) . . . Hz,+, (x) 

e 
W l  (x). %"+l (x) - .  * %#+l (x) 

B p + 8 funzioni (reali) di x definite rispettivamente in 

s 2 . .  . s2,,, . . . s2p+2 
e in 

51 . . . s2,n-l . - .  Q2+ 

colla condizione che : 
1 . O  la u,,, (x;) all'iafinito sia infinitesima di ordine non inferiore a 

qualche numero posi tivo ; 
8.O tanto le funzioni in questione, che le loro derivate prime, siano, 

nei relativi intervalli s,, e s?,-, , generalmente finite e continue, el ove pre- 
sentino delle singolarità, queste non siano altro die  delle discontinuitii di 
prima specie. 

Vale allora il seguente 
Teorema 1. Se esiste . m a  W (x), 

che soddisfi le eguaglianze (*) 

(*) Naturalmente va fatta eccezione per gli eventuali punti di discontinuità delle .ut, 
e Vzm-1. 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXV. 33 
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essa è necessariamente rappresentabile rnedicl.de la fortnola 

qualunque sia la W* (2) considera.ta. Condizione necessaria e sufficiente per 
Za sua effetfiva esistewa è che le u,, (x) e v,,-, (x) siano legate dalle p rela- 
zioni, nzutuawzente indipendenti, 

Subordinatamente a cio, la W,, (z) risuita regolare in  tutto i l  semipiano 
positivo, fatta solo eccezione per gl i  eventuali punti d i  discontinuità delle u,, 
e v,,+, , ove presenta degli infiniti logaritmici. 

È appena necessario avvertire che questo teorema, e le sue ulteriori con- 
seguenze, valgono, senza alcuna modificazione sostanziale, anche quando 
non si voglia supporre fin da principio che .i valori delle s e e, siano tutti 
finiti, che ne1 punto all'infinito sia assegnato il valore della parte reale di 
Wu, (O) (invece che quel10 della sua parte irninaginaria) e che la u,,,, all'in- 
finito sia zero. 

9. In base al teor. 1, condizione necessaria e sufficiente affinchè, sup- 
poste soddisfatte le condizioni di esistenza per la Wu,, essa risulti finita e 
continua in tutto il semipiano positivo, è che le u,, (lc;) e v,,-, (s) non atn- 
mettano alcun punto di discontinuità. Quando ci6 si verifichi e le proprietà 
qualitative supposte per le funzioni u',, (x) e d,,-, (x) valgano anche per 
le u",, (x) e v",,-, (x), le condizioni di regolarità per la. W',, restano stabi- 
lite da1 

Teorema IL La W',, sarQ finita e continua in ogni punto del seunipiano 
positivo, allora e allora soltanto che : 

1 . O  le u',, (x) e v',,-, (x) non ammettano alcun punto di discontinuità; 
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8.O valgano le Bp + B relazioni - indipendenti tra di Zoro e dalle (II) - 

ove è 8 = 0 oppare E = 1 secondoché 1 è pari o dispari (*). 

3. Per poter dare una forma semplice e al tempo stesso precisa all'e- 
nunciato del teorema di KOEBE, denominiamo <D (x y) una qualunque fun- 
zione armonica di x, y che ne1 semipiano positivo possa coiisiderarsi coine 
la parte reale di una W(x) ,  tale cioè Che, chiainando Y (xp) la funzione ar- 
uionica coniugata a 19 (x y), possa porsi 

Convenuta tale denominazione, siano 

y1 (x) . . ?2**-1 ( 4  a 9Q+* (x) 

p +- 1 funzioni (reali) definite rispettivamente in 

che nei relativi intervalli godano delle proprietà qualitative prima supposte 
per le u,,-, (x). Al teorema di KOEBE pu6 darsi allora la forma seguente : 

Teorerna III. Esiste uiza ed una sola @ (x g), a),, (x y), che soddisfi alle 

(*) Supposto che la WU, sia finita c continua in ogni punto del semipiano positivo, ag- 
giungiamo alla Wu,, ad es., il prodotto di i per l'integrale iperellittico di 1." specie 

Con ci6 la TVuv si cambia in una funzione del10 stesso tipo che in z =  e, ha derivata n e  
cessariamente infinita, senza che le funzioni u,, (x) e v,,-1 (t) cessino d i  possedere le proprietà 

- - 

qualitative per esse supposte, e sema neppure che si alterino per x =el i valori della u,+, (x) 
(della v ,  (x)) e di tutte le sue derivate sinistre (destre). Cib basta per rendere evidente che 
le condizioni di regolarità richieste ne1 testo non possono involgere soltanto il comportamento 
locale delle u,, (x) e v ,,-, (2). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



258 Signorini: Sopra un problema al contorno nella teoria 

e si rnantenga finita in  ogni pzcnto del semipiatzo positivo. 

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. 

4.. Ammessa l'esistenza di una W(x) che soddisfi alle condizioni (a ) ,  

prendiamo a considerare il suo prodotto W,, W* per una W* scelta ad ar- 
bitrio. 

Fissato un punto z interno al semipiano positivo, rappresentian~o con Z 
- in base ad una notazione consueta cui ci atterreiiio sempre - l'affissa 
del punto ad esso simmetrico rispetto ali'asse reale. Con un ragionamento 
ben noto (**) - tenuto conto del comportamento di W,, e W* all'infinito e 
nei punti x, ed e, - dalla forinola e da1 teorema di CAUCHY si deducono 
le due eguaglianze 

Iii secoriclu delle quali pu13 anche scriversi 

(*) Qui pure va fatta eccezione per gli eventuali punti di discontinuità delle funzioni asse- 
gnate negli s,, e s,,-,, e, in rispetto al secondo gruppo delle condizioni (p ) ,  almeno in ge- 
nerale, anche pei punti a =  el (cfr. Teor. II). 

("*) Cfr. ad es. A. SIGNORINI, Su1IJZ'ni~io dell'efflusso dei liquidi [Rendiconti del Circolo Ma- 
tematico di Palermo, tomo XLI (1." sem. 1916)], § l. 
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Ogni W* (2) essendo puramente reale negli s,, e puramente immaginaria 
negli s,,-, (*) , si ha : 

1.' in s,,(m= 1, '2 ,..., p+1) 

- w* (x') = - W* (z'). 

In conseguenza la (1) soinmata colla (8) d i  

cioè la forniola (1). 
Potendosi evidentemente assumere 

dalla formola ora stabilita discendono in particolare le seguenti p+ 1 identità 

1 = (s = O, 1 , . . . , p). 

Ulteriormente, essendo in base alla formola di CAUCHY 

x' 
+ 

J Ws (x') d x' 1 
X' - 2 

(s=O, 17 . .  * ,  P L  
1 

(*) E facile provare che, viceversa, ogni W ( z )  che sia puramente reale negli S2, e pura- 
mente immaginaria negli szm-,, e che all'infinito abbia nulla almeno l a  sua parte reale, è 

Q P + ~  - 
necessariamente una W *  (z). Consideriamo infatti il prodotto di una tale W ( z )  per ni 43- el . 

1 

Esso deve, in ogiii caso, essere puramente reale su  tutto l'asse reale, e quindi prolungabile 
per riflessione analitica ne1 semipiano 'negativo, dando luogo ad una funzione uniforme in 
tutto il piano complesso e dotata, evidentemente, di  sole siiigolarità polari : cioè ad nna fun- 
zione razionale di z. Onde l'asserto si  presenta corne un'immediata conseguenza del fatto che 
la W(z) non pu6 ammettere infiniti d'ordine 5 1 e all'infinito deve avere parte reale nulla. 
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appaiono manifeste anche le identità 

1 =  . 
1 w, (x') d x' '."[ 

 ni^ WW,)T ( s  = O, 1, . . . , p). 

5. Da1 teoreina di CAUCHY - senlpre tenuto conto delle nostre ipotesi 
rispetto a Wu, e W* - segue anche (scrivendo che è nul10 l'integrale del 
prodotto W,, (2) W* ( x )  esteso al contorno di un seinicerchio del semipiano 
positivo, di raggio qualunque R, avente il centro in x = O ,  e passando al li- 
mite per R = oo) 

00 

z=CD 

1 IVw, (x') W* (x') + W,, (- x') W* (- x') d x', 
O 

I 

ove IT, rappresenta il coeficieilte dell'iminaginario in Wu, (CO) 

In conseguenza, considerando la parte reale del secondo meinbro, si 
t r o ~ a  

U (a' O) W * (x') d a' + i V (a' O )  W" (a') d x' = 
z=m 1 

$fi " 
= F,~J u,. (a') W*(x ' )dx l+ i  Zn u2.-i (x')  W*(x') d d ,  

1 '+' S 
ovvero - cib che è perfettaniente equivalente datala definizione delle W* (2) -: 

Con cib la necessità delle relazioiii (II) per l'esistenza di una W ( x )  sod- 
disfaceilte alle condizioni ( x ) ,  resta ditnostrata. 

6. Ne1 completare la dimostrazione del nostro teoreilla, potremo evi- 
dentemente limitarci a prendere in esame, ne1 semipiano positivo, il com- 
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portamento della funzione 

1 \ J , (x') W (x) d x' w Z Y  - I  (x') Wy (x') d x1 ( 
z i w', (2) 1 x'- z 1 x' - z 

%te %ai 

= w (2) = u (x y) +- i v (x y), (u, 2) reali). 

È manifesto che in ogni punto interno al semipiano positivo la w (z) è 
monodroina, finita e continua (insienze alla sua derivata). Inizierenîo 10 studio 
del suo comportamento sull'asse reale, diniostrando clle in ogni punto z = X 
di tale asse, distinto da1 punto all'infinito e dagli eventuali punti z = x, ove 
una delle a,, O una delle v,,-, è discontinua, la. IV (z) è finita e continua, 
ed è soddisfatta la corrispondente eguaglianza (a). . 

Supposto dappriina X interno ad uno degli intervalli s,,,, - che chia- 
meremo s,, - prendiamo a considerare la differenza 

Per la (6) e per la prima delle (3), potre~no evidentemente porre 

.îv (2) - uzr (X) = -- W, (x') d x' +- 

Basta allora osservare che al tendere di a ad X il secondo inerribro di 
questa relazione ha come limite il valore, finito e purameilte iinmaginario (*), 
dell'espressione 

per concludere che in z = X la ru (a)  è finita e continua, e di più è 

(*) Si tenga presente : 
1.O quanto abbiamo ammesso riguardo alle m;, (x); 
9.O che negli intervalli S p r  ( ~ ~ r - ~ )  ogni W* (2) è sempre puramente reale (immaginaria). 
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In modo analogo si prova che se X è interno ad sZr-, (p. = 1, 2,. . . , p + 1) 
in z = X la m (a) è ancora finita e continua e si lia 

Se invece è 
X = e i  (h=1, 5 2 , . . . ,  Bp+8) ,  

per giungere all'asserto baçterà prendere in esame l'espressioiie 

ove è & = O  oppure c =  1 secondochè 1. è pari O dispari. Dalla (6), dalla 
prima delle (3) e dalla prima delle (4) si ricava 

- - 
,l= 

1-i 2pt-e - 
" r  J-l -- e,  ri, J z  - el , p+' 

- i - -- 1+i u,, (d - UA+, ( e l )  w, (x') d x' + x i  . iivn.C x-2 
92m 

+ 

J v..-, (x') - *i-<+a (el) W. (x') d x' 1 
\ .  1 x' - z 

szm-1 

In conseguenza della (7), posto 

1-i Q P + ~  - 
ni = n, JF, n, Jex - ez , 

1 

(h=1, 8 ,  ..., B p i - 2 )  
P+' u,, (d) - W+E (el) 

, ~ w P ) =  E J x' - el 
W, (x') CI xr + 

1 
S m  
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- con che W(Q sarà sempre finito e puramente iminaginario - si trova. 

Cid evidentemente è sufficiente a provare l'asserto e al tempo stesso 
fornisce le eguaglianze 

che ci saranno utili in seguito. 

7. Sia z = x, uno degli even tuali punti interni ad s,, , ove si presenti 
per.la a,, (x) una discontinuità di prfma specie k,. È facile provare clle 
nell'intorno di z =x, la w ( z ) ,  a meno di una funzione additiva finita e con- 
tinua, si comporta corne la funzione - log (.* - 8 ) .  

7i 

Invero, essendo identicamente 

ricorrendo alla (6) si ottiene subito 

i k, 1 w (2) - -- log (2, - 2) = 
x 7i i W, (2) + 
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D'altra parte, ponendo 

la tP,, (x) in tutto l'intervalle s , ~  risulta finita e continua insicme alla sua 
derivata prima, fatta al  più eccezioiie per un nuniero finito di punti ove la 
derivata potrà presentare delle discontinuità di prima specie: onde (Cfr. pa- 
ragrafo precedente) la funzione di x 

u 2 ~  f '* wo d 
+ -" k g p  (x') wo (x') d X' 1 

l I f  x e - z  n i  wo (4 1 J XI-. 

e a ~  x* 
- I= 

- - dZP (,xf) w,, (x') d x' . i wo (z) 1- d - z  
3Pu 

in x = x, s a r i  finita e continua. 
Vu01 dire che nell'intorno di tale pupto anche la funzione 

i h ,  
UV ( x )  - - log (x* -- 2 )  

7T 

è finita e continua: cid che prova quanto abbiamo afferrnato. 
In modo analogo si proverebbe che nell'inlorno di un punto ove ulla 

delle v,,-, sia discontinua, la ru (z) ,  sempre a meno di una funzione addi- 
tiva finita e continua, si comporta corne la funzione 

k - 3 log (x* - 2) 
?F 

(x, e Tt, riferendosi, naturalmente, al punto attualinente considerato) (*). 

8. Le proprietà finora dimostrate per la IV (2) derivano soltanto dalle 
proprietà qualitative ammesse per le funzioni u,, e u,,_,, e non dall'essere 

(*) 1 risultati ottenuti nei 3s 6 e '7 si potrebbero anche considerare eome delle semplici 

l If Y-2 , ove la f(x') gode delle pro- conseguenze delle proprietà degli integrali del tipo , 
R .C 

-m 

prietà qualitative da noi ammesse per la u,,+, (V. A .  SIGNORINI, loc. cit. ante, $5 36). 
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tali funzioni vincolate O meno dalle (Il). Il sussistere di queste eguaglianze è 
invece (sempre subordinataniente alle nostre ipotesi su1 comportameiito delle 
u2, e u,,,,-,) condizione necessaria e sufficiente afinchè la m (3) sia finita e 
continua in z = cio. 

Per provarlo, basterà che, in base all'identità 

sostituiamo la (6) colla seguente 

%a S?M-I 

u,, (x') Wo (x') xrPf1 d x' v,,-, (x') Wo (x') xDPS1 d X' ------- - - 
1 x' - x xl-x 

Sr- S?m i 

Essendo evidentemente. 

a2, (x') W, (x') xIP+' d X' vp,,,-, (XI) WO (XI) xtpf l d XI 
.e- x' - x 1 xl-z 

e avendosi anche (*) 

iim 1 uapt2 (XI) W, (x') xtP+' d x' 
= O, 

z=w.  x'-2 , 

la (9) rende manifesto che m (z) sarà finita e continua in s = oo, allora e 

(n) Cfr. A. SIGNORINI, 10c. cit. ante, $j 7. 
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allora soltanto che sia 

cioè allora e allora soltanto che siano verificate le (II). Al tempo stesso si 
trova, conformemente alla (5), 

designando, naturalinente, a, il coefficiente dell'inimaginario in n: (00). 

Con questo, perchè il teor. 1 sia completamente dimostrato, resta sol- 
tanto da provare che le relazioni (II) sono mutuamente indipendenti: cib 
che verrà fatto al 5 15. 

DIMOSTRAZ~ONE DEL TEOREMA II. 

9. La necessità delle condizioni stabilite dall'enunciato del teorema II 
per la regolarità della W',, appare evidente, solo che si osservi, per quanto 
riguarda il verificarsi delle (III), che la la ima di esse, in base alla corrispon- 
dente (8), equivale all'eguaglianza 

WU" (4 - K" (4 lim - = O. 

Anzi, potendo darsi benissimo che una W,, soddisfi questa eguaglianza 
per 2 p  + 1 valori dell'indice A e non per il rimanente (*), resta senz'altro 
provata la mutua indipendenza. delle (III) e la loro indipendenza dalle (II). 

(*) Ci6 ad es. si verifica quando risulti 

n e z  WU" (2) = , 

f i  essendo I'affissa di  un qualunque punto interno al semipiano negativo. 
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Per stabilire la sufficienza delle condizioni enunciate, dedurremo dalla (6) 
e dalle (8) un'espressione di W',, valevole in generale, che ci porterà immedia- 
tamente al risultato voluto, e insieme ci servira a porre in evidenza quale 
è in generale il comportamento della W',, sull'asse reale. 

10. Siano 

Bp + 9 semicirconferenze del semipiano positivo, aventi rispettivainente per 
centri i punti di ascisse 

e per raggi dei segmenti 

ri . . . r z .  . . rtpf2 

tali clie due qualunque di esse non abbiano alcun punto in comune: conve- 
niamo inoltre di rappresentare con s*, (1 = 1, 8 , .  . . , 8p + 2) l'intervalle (e, + r,, 
e,+,-r,,,) oppure l'insieme dei due intervalli (- m, el - r , )  e (e,,, +r,,+,, oc) 
secondoch5 è 1 =I= 2 + B oppure 1 = 8 p  + 9. 

Dalla formola di CAUCHY segue, in ogni punto a interno al semipiano 
positivo : 

2 x i W ( z ) W ' ,  ( z )  =lim \ 2p+"uv ( X I )  IV', (x') d LC' I F J  + 
s*z 

W.. (d)  W ', ( 8 )  d d - 
2'- a 

- ci S'l 

intendendosi il limite preso al decrescere indefinito di tutti i segtnenti r ,  e 
avendo posto, per semplicità, 
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Successivamènte, tenuto conto delle (S), si trova 

Analogamente da1 teorenia di CAUCHY si deduce: 

Sotniiiando la (10) colla (Il), dopo avere caiiibiato in quest'ultinia i 
iti - i, si pervieiie, ricordando che le quantità WC') sono tutte puriiiiiente 
immaginarie, alla relazione seguente : 

p+I U,",, (x') Wlo (x') d X' 
x i wu, (s) W., (2) = lim I F S  + 

s"2m 

p+l - Z)z>n-i (x') W f o  (x') d x' 
+ i  LJ 

1 sr-  z 
s * z m - ~  + 1 

ove, naturalmente, è .uo (x) u,,,, (LE). 

11. Derivando la (6) rispetto a z, si ottiene 
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Se ne deduce, mediante delle integrazioni per parti, 

intendendo che sia et&+, = e',. 
Il confronto di questa formola colla (18) porta immediatainente alla for- 

mola definitiva 

è puramente immaginaria negli intervalli s,,, puramente reale negli inter- 
valli s,,-,, finita e continua in  ogni punto del semipiand positivo distinto 
dai pun ti z = e,. In conseguenza di cib, la (13), in base alle considerazioni 
svolte ai $5 6, 7 e all'osservazione iniziale del § 8, permette di asserire che 
la W ' , , ( z ) :  

1.' in ogni punto a distanza finita interno ad s,, (ad s,,,,-,) e distinto 
dagli eventuali punti di discontinuità della u', (x) (della a*,,-, (x)) è finita e 
continua e la sua parte reale (la sua parte imrnaginaria) coincide col ralore 
corrispondente di u',,& (x) (di v',,-, (x)) ; 

8.O nei punti di discontinuità delle u',, (x) e d,,-, (x) presenta degli in- 
finiti logaritmici ; 

3.' nell'intorno di z = el ( A  = 1 ,  8.. . Bp + 2) si comporta, a meno di 
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una funzione additiva finita e continua, conze la funzione 

Il cornportanlento all'infinito di W',, pub, senza bisogno di calcoli di- 
retti, esser messo in evidenza mediante l'osservazione seguente. Jn base al- 
l'idea tità 

il secondo meinbro della (13) pub trasforinarsi (cfr. 5 8) in un polinoinio di 
grado p in z, auinentato di una furizione della stessa variabile, che per z = ao 
ha colne limite 10 zero. D'altra parte per z = m la W,, si manfiene finita. 
Vu01 dire che tutti i coeficienti di 'quel polinoinio saranno nulli e si avrà 
in ogni caso 

lim W',, (2 )  = O. 
z c m  

13. Le proprietà ora rilevate in generale per la w',,, rendono evi- 
dente che le condizioni del teor. II sono, non soltanto necessarie, ma anche 
sufficienti perchè essa sia finita e continua in ogni punto del semipiano po- 
sitivo. 

In base alla (13), in ta1 caso si avrà seinplicemente 

cib che in particolare rende manifesto che le condizioni 

sono necessarie (*) per la regolarità della Wu,. 

(*) L'insuKcienza di tali condizioni, quando pure siaiio combitiate colle (II), risulta evi- 
dente dall'osservare che, sia esse che le (II), sono verificate da1 prodotto dell'unità immagi- 
naria per un  qualunque integrale iperellittico di 1.8 specie, che abbia corne punti di dirama- 
zione i punti z = el ( Z =  1, 8 . . . 4 p  + 4), senza che la derivata di  tale prodotto s i  mantenga 
sempre finita. 
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOHEMA III. 

14. Dedurremo il teorema di KOEBE da1 teorema 1, servendoci di una 
conseguenza iminediata del seguente 

~ e m i n a .  Se una W ( z )  soddisfa a rela~ioni del tipo 

ove k , .  . . k2,-, . . . k,,+, sono delle costnnti (reali), essa non pud differire da 
zcna costante (puramente immaginaria) : e quindi è 

.Rilevat0 che la W ( s )  in questione deve necessariainerite essere finita e 
continua in tutto il seinipiano positivo, rappresentianio con U, il n~assiriio 
valore assoluto preso dalla sua parte reale suli'asse reale, tenendo presente 
Che, per una ben nota proprieth delle funzioni arti~oniche, U ,  rappresenterà 
anche il inasçimo valore assoluto di U ( h  y) in tutto il seinipiano positivo. 

Se non vogliaino ammettere senz'altro il lemma enunciato, dovremo 
supporre che il valore U, venga assunto da 1 U (x 0) 1 in uno O più punti 
interni agli intervalli s,,-, . 

Sia P uno di tali punti, ed appartenga, ad es., all'intervallo szP-, . 
La differenza , . 

W (2) - i k,,-, 

ci dà una funzione di s regolare in tutto il semipiano positive, puraniente 
reale ed eguale a U (x; O) in s , ~ - , .  Immaginando di prolungare tale funzione 
ne1 semipiano negativo, inediante la riflessione aiialitica su1 segment0 s,,-, , 
giungereinmo dunque alla conclusione che esiste una funzione arn~oiiica, 
regolare in un'area includente P e avente un inassimo O un miniino in 
questo punto. 

Ci6 è in contradizione colla proprietà già ricordata delle funzioni arnio- 
niche :'onde il nostro leinma risulta dimostrato. 

In  base al  teor. 1, possiamo allora evidentemente asserire che il sistema 
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di p equazioni lineari omogenee nelle p + 1 incognite k,,-, (m = 1, 2,.. .. p + 1) 

ainmette colne unica soluzione 

k, =. .. == k*",-i =. ..  =kDpfl: 
onde la matrice di p righe e p + 1 colonne 

)' W. (XI) d x1 ... W. (d) d x1 ... .f j W. (xî 21  

31 srni-i S?p t l  

tutti i suoi tninori d'ordiue p diversi da zero (ed eguali tra di loro). 
Questa è appunto la conseguenza del nostro lemma, che direttamente 

plichereino nella diinostrazione del teoretna III (*). 

15. Siano (per analogia colle notaziotii di cui ci siamo costantemente 
serviti) 

... ... 21*1(x) u*2,,-1 (x) v*zpfi (x) 

p +- 1 funzioni (reali), rispettivamente sempre finite e continue in 

e soddisfacenti alle condizioni 

(*) È appena necessario avvertire che le proprietà ora rilevate non sono altro che casi 
particolari di proprietà ben note nella teoria degli integrali iperellittici di i.a specie. 
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Ammessa l'esistenza della @,, , sia WU, (a) una W (a) (evidenternente de- 
terminata solo a rneno di una costante additiva puramente immaginaria) la 
cui parte reale coincida in tutto il semipiano positivo colla a,,. Per la W,,, 
in s,, (trc = 1, 8 . .  . p + 1) la pàrte reale coinciderà colla u,, (x), in 

.s2m-i (m=  1 ,  9.. . p  + 1 )  

il coeEciente dell'immaginario non potrà differire dalla v+,,-, (x) altro che 
per una costante reale k,,-, : invero se la parte immaginaria della Wu, pre- 
sentasse in s,,-, delle discontinuità (di prima specie), queste avrebbero coine 
conseguenza necessaria altrettanti infiniti per a,, (Cfr. 5 7). 

Viceversa, se esiste una W(z) che soddisfi a condizioni del tipo 

la sua parte reale darà senz'altro la cercata a,,. 
Con questo la di~nostrazione del teor. III viene ridotta a provare che, 

e scelto ad arbitrio il valore di una delle k, le (II) individuano per le rima- 
nenti p delle k, valori (reali) finiti e perfettainente determinati. Cib che si fa 
ne1 modo più semplice osservando: 

1 . O  che le (II) forniscono per le k il sistenia di p equazioni lineari (a 
coeficienti reali) 

8.' che la matrice di questo sistema ha, corne abbiamo visto al  pa- 
- ragrafo precedente, tutti i suoi minori d'ordine p diversi da zero. 

Al tempo stesso resta messo in evidenza che le (II) stabiliscono, tra le 
funzioni u,,(x) e v,,-, (x), p relazioni inutuamente indipendenti: infatti se 
cib non accadesse, altneno una, delle p equazioni ora considerate per le k, 
dovrebbe essere una conseguenza delle rimanenti. 
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Sopra alcuni polinomi approssimativi. 

(Di LEONDA TONELLI, a Parma.) 

A ~ c u n i  anni or sono, E. LANDAU e CH. J. m LA VALLBE POUSSIN 19uno 
indipendenteinente dall'altro, riprendendo un in tegrale che già era stato con- 
siderato da STIELTJES, in una lettera scritta a HEHMITN, inostrarono corne 
esso si presti in modo molto conveniente alla rappresentazione, mediante poli- 
nomi, delle funzioni di una variabile reale. Detta f (a) una funzione data nell'in- 
tervallo (G,  b), tale che sia O < a  < b < 1, e ivi iotegrabile, e posto f (x) = f (a) 
in (O, a),  f (x) = f ( b )  in ( 6 ,  l), si consideri il polinomio in x 

dove è 

con n nuinero intero positivo. Il LANDAU e il DE LA VALLÉE POUSSIN dilno- 
strarono che, se la f (x;) è continua, P, (x) converge verso di essa, per n +m, 
uniformemente in tutto (a, b) .  11 DE L A  VALLÉE POUSSIN studii) anche il' cas0 
delle funzioni discontinue ed i suoi risultati furono poi completati da 
F. RIESZ (7, il quale giunse alla seguente proposizione : Supposta la f (a) 
solamente integrabile, ne1 senso del LEBESOUE, in (a, b) (ipotesi necessaria 
per la costruzione stessa di P, (x)), P, (x) converge verso di essa quasi dap- 

(') E. LANDAU, Ueber die Approrimation einer stetigen Funktion durch eine ganze rationale 
Funktion [Rend. Circolo Matem. di Palerino, t. XXV (1908), pp. 337-3451 ; CH. J. DE LA VALLÉE 
POUSSIN, Sur l'approximation des fonctions d'une variable réelle et de leurs clérivées par des 
polynbnes et des suites liinitées de Fouriev (Bulletins de la classe des Sciences de l'Académie 
Royale de Belgique, 1908, pp. 193-454) ; idem, Cours d'Analyse, T. I I  (8: édit.). 

(s) F. RIESZ, Ueber die Approximation einer Funktion rlztrch Polgnowze [Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. XVII (1908), pp. 196-41 LI. 
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* .  

pertutto ('). Oltre alla rappresentazione della funzione f (x), il DE LA VALLÉE 
POUSSIN considerb pure quella delle derivate f ( " )  (x), e per limitarnîi ad un0 
solo degli interessanti risultati da lui stabiliti, raminenterb che, se in un 
punto x di (a, b) esiste la derivata f"'(x), questa si ottiene conîe liiiiite della 
derivata Pr) (g), per n -t m. 

Cercando di estendere i risultati sopra ricordati alle funzioni di più sa- 
riabili, fui condotto, in una Memoria : Sulla rappreseîztaxione cclzalitica della 
fumioni di  pi& uariabili reali (4); a rilevare alcune proprietà dei polinomi 
P, (x), non ancora notate dagli Autori citati. E precisamente inostrai che, se 
la funzione f (x) è limitata., l'integrale del polinomio Pm (x) tende, per n -t oo, 
a yuella della f (x); e che, se la f (a) è continua e la derivata f '(x) esiste 
quasi dappertutto, restando sempre, in rnodulo, inferiore ad un nuinero fisso, 
la lunghezza della curva ZJ = P, (x) tende, per n -+ w, a quella della y = f (x). 

Ne1 presente lavoro, mi proporigo di riprendere 10 studio delle proprietà 
dei polinomi P, (x), dando, da uua parte, nmggior generalità a quelle già 
notate, e aggiungendone, dall'altra, delle nuove. 

Dimost,rerb che seinpre l'integrale di P, (x) tende a quel10 della f (x), 
per n -t 00, 

della stessa 
coine è ben 
convergenti. 
yuanto che, 

per modo tale che, a questo riguardo, i polinoini P, (x) godono 
proprietà delle somme parziali delle serie di Fourier, serie che, 
noto, sono sempre integrabili termine a termine, siano O no 
Per altro il risultato s i  ottiene qui in forma più generale, in 
mentre la proposizione relativa alle serie di Fourier contempla 

solo l'integrazione su intervalli, ne1 caso attuale l'integrazione pub essere 
estesa ad un qualsiasi insieme di punti inisurabile. 

Farb poi vedere che, supposta la f (x) assolutamente continua, i polinomi 
P, (x) sono tutti equiassolutamente continui, cosi che, nell'ipotesi fatta, I'in- 
tegrale della derivata P', (x), esteso ad un qualsiasi insienle misurabile, tende 
sempre all'integrale corrispondente della f '  (x). 

Mi occupera poi clella variazione totale della f (x), sia questü supposta 
continua O no, giungendo al risultato clle, escluse per la f (x) certe speciali 
discontinuità, la sua variazione totale è senlpre il limite delle variazioni to- 
tali dei polinonli P,, (x) ; e yuesto stesso fatto n~ostrero che si presenta anche 
per la lunghezza della curva IJ = f (x). Considerazioni analoghe s~iluppero 
per l'area della superficie di rivoluzioile generata dalla rotazione della cuiw 

(S) Vale a dire, dappertutto eccettuato al più un iiisieme di niisura nulla, 
(4) Rediconti del Civcolo Matem. d i  Palernzo, t. XXIX (1910)' pp. 1-36. 
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= f (x) attorno all'asse delle z, e per altri nurneri dipendenti dalla stessa 
curva, ed anche per curve date, non più nella foriiia y = f (x), nia iii quella 
parametrica. 

Tutto ci6 mostra con-ie i poliriomi P,, (x) uniscano, alla grande seinplicità 
con cui sono costruiti, delle notevoli qualità clie li rendono 111olto utili nella 
rappresentazione delle funzioni e delle curve. 

1. Supponianio che la funzione f (x) sia, iii (a, b) ,  iiitegral~ile ne1 seuso 
del LEBESGUE e c~nsi i ler ia~no del polinoi~iio 

l'integrale esteso all'in terra110 (a, b )  : 

(1 P* (x) d a;. 

Per studiare il coinportamento di questo integrale, quaiido 9% tende all'm, 
è opportune trasformare alcun poco l'espressioile di P, (x). Facendo il cam- 
biamento di variabile indicato da 

5 - X = t ,  
otteniamo 

Indichiaiiio con c un numero positivo niinore tanto di a quanto di 
1 - b ('), e scriviamo 
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Prima di prosepire ,  osserviamo che si ha 

x-e 
1 - )  I f ( z ) j d ~  

O 

e analogamente 

E poichè è 

ove il secondo membro tende a zero, per n - t  00, indipendenteinente da a. 
Integrando ainbo i memkiri della (2) fra i limiti a e b, otteniamo 

Dalla (3) si deduce subito- un limite superiore per il modulo del primo 
integrale del çecoiido meinbro di questa uguaglianza : 

Occupialnoci ora del secondo integrale del 8.O rnembro di (4), ossia di 
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8. Poniaiiio f (x + t) = o> (x, t) e consideriaii~o questa funzione delle 
due variabili s e t rie1 campo A definito dalle disuguaglianze 

il quale campo è un parallelogramino avente due Iati di lunghezza 1, paral- 
leli a quell'asse del sistenia cartesiaiio ortogonale scelto su cui si contano 
i valori di t ,  e gli altri due inclinati sui priini a 4 5 O  e di lunghezza \/Q 

Su ogni segniento di d parallelo a questi ultimi lati, la p (x, t)  conserva 
un valore costante. Si ha poi che (p (x, O )  = f (x) è integrabile linearinente, 
rispetto alla x. Dico che la p (m, t )  è integrabile superficialmente in tutto il 
campo A. 

Comincerb col inostrare,clie la ? (x, t )  è superficialmente niisurahile. 
Preso un numero qualunque AI, indicher6 con E l'insieiiie dei punti di A in 
cui è p (x, t) r X, e con E, quel10 dei punti di A che si trovano sull'asse x 
e nei quali è p (x, t) G JI. Poichè 1 (x, O )  = f (x) 6 integrabile rispetto alla x, 
e quindi misurabile, E, è linearmente niisurabile. Questo E, fa parte di E, 
il quale insieme è format0 da tanti segmenti (tutti di lunghezza 4% e tutti 
paralleli fra loro e inclinati a 45' sull'asse delle a) ciascuiio dei quali con- 
tiene un punto di E,. Siano E',, A, rispettivaiiiente un insielne cliiuso coil- 
tenuto in E,, e un sistenia nuinerabile ci'intervalli, non sovrapponentisi, ri- 
coprenti interamente E,.  Per la inisurabilità (lineare) di Er,  è possibile di 
scegliere E ', e A, in maniera clie la differeiiza fra le loro iiiisure, ?a (A,) - nt (Er,), 
sia piccola a piacere; Da yuesti insiemi lineari si deducono due iiîsieiiîi su- 
perficiali E', A, di A, nello stesso inodo coine E si deduce cla Er. E' sarà 
'chiuso, conie è chiuso E ', , e A sarà un sisteiiia di parallelograinini ciascuiio 
dei quali avrà due lati paralleli all'asse t e gli altri due iiiclinati a 45' sui 
primi. E' e A risultano pertanto superficialmente niisurabili e si ha (poichè 
i lati di A paralleli all'asse t hanno una lungliezza uguale all'unità) 

ove devono intendersi conie inisure superficiali quelle dei priini ineiiibri, coine 
misure lineari quelle dei seconcli. La differenza 

nt (A) - 912 (Et) = m (A,) - 911. (E',) 

pub dunque rendersi piccola a piacere e l'insieme E, clle contiene E' ecl é 
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contenuto in A, risulta misurabile superficialmente e di misura eguale a 
.In (E,). Con ci6 resta provato che la cp (x, t) è superficialinente misurabile. 
Di più, è anche superficialmente iritegrabile. Ed infatti, detto E x  l'insieme 
dei punti di A nei quali è 1 cp (x, t )  1 r Jf (con AI numero positive), la è 
integrabile su Ex ed è, per un teoreina di G. FUBINI.(" su110 sdoppiamento 
di un integrale superficiale in due integrali lineari successivi, 

dove l'integrazione rispetto a t  va estesa al  componente E,(x) di Ex clie si 
trova sulla parallela all'asse t alla distanza x da esso, e quella rispetto ad x 
va estesa da O a 1. Ora il coniponente Ex(%) è uguale al componente Ex,, 
di E M  clle si trova sull'asse delle x, e iiei punti di E=(x) e EN,, che si tro- 
vano su utla stessa retta inclinata n. 4 5 O  sull'asse delle x, la cp ha 10 stesso 
valore. L'integrale di 1 'Q 1 rispetto alla t è dunyue, per ogni x: di (0, 1), 
uguale a 

Ricordando cl-ie la f (cc) è integrabile, si ha, per M - t  ao, 

Dunque, per Il1 -t oo, 

e la cp (x, t) risulta integrabile superficicdniente su A. 

3. Kitornando all'integrale (6), abbiamo che, essendo (1 - t")" una 
funzione continua in tutto il campo A, il prodotto f (a + t )  (1 - t2)" = 
= cp (6 t )  (1 - t')" risulta, ne1 niedesiino campo, superficialmente integrabile. 

( 6 )  G. FUBINI, Suyli ét&gt-ali nzzcltipli (Rendicoiiti della R. Accademia dei Lincei, serie V, 
vol. XVI, 1 . O  semestre 1907, pp. 608-614). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



To ne1 li : Sopra alcuni polinowi approssinzatiui. 88 1 

Detto, percib, B il ca.nipo, . . contenuto in A, definito dalle disuguaglianze 

a ~ x c b  
- i f   LE, 

si ha, per il teorema del FUBINI già ricordato, 

ossia, posto 

Essendo poi P ( x )  una funzione continua, si ha 

F(b+ t )  - F ( a + t )  -- F(b)  - F ( a )  +ri (t), 
a 

con ri ( t )  infiriitesimo per t -t O, e 

con n 'infinitesimo -per t -+ O, ed anche 

Sostituendo in (4) e tenendo conto del valore di k ,  e della (a), si ha 
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e prencleiiclo r abbastaiiza. piccolo percliè sia T, ( c ,  dove o è un iluniero 
positivo, scelto ad nrbitrio, si pub scrivere 

Per I Z +  oo, resta, ne1 secondo meiribro, G ;  e poichè il o è arbitrario, 
risulta 

4. Xell'uguagliai~za ora diiuostrata si pub evidentemente sostituire 
l'intervalle (a, b )  con un  nltro cpalunque (r., P) tale che sia a h  a < F  5 b, 
e si pub scrirere 

3. Riprendiamo l'uguagliai-iza (4) applicanclola all'interrallo (cc, F), sod- 
disfaeente alla coiidizione detta sopra : è 

e teileiido coiîto della (7) 
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Richiainiaino qui la defiiiizioiîe cli fwzzione nssolutcc~ue~ite co?zfi~zzta ('). 
Uiin fuiizione F(x) si dice assolutawzente co~ztinua nell'intervallo (a ,  b )  se, 
preso ürbitrariainetite un iluiiiero positi\.o (i, è possibile di deteriniuariie un 
a.ltro 8 > O  tale clie, essendo ( a , ,  P,), (a-, pz), . . . , (zp, pp) un cp ls ias i  
gruppo d'itltervalli non sovrappoiieiitisi di (a, b ) ,  in iiuiriero cpalui~que e 

P 
soddisfacenti alla disuguaglianza Y (Fr -  a,.) (8, si ahbia sempre 

.rd 

Notianio anche, per il seguito, die  iii questa défiiiizione pub sostituirsi 
alla differenza F (p,.) - F (K,.) i l  suo valore assoluto. Ricordiaiiio poi clle uiîa 
funzioiie integtale è assolutaineiite coiitiiiua (9. 

Dopo cib, poichè è per definizione 

preso ad arbitrio un a > 0, possiaii~o determinare un 8 > O in modo da avere 
sempre soddisfatta, sotto le condizioui dette per gli (cc,., Fr), la (9). Se ora 

P 
osserviamo che dalla disuguaglianza X (p, - a,.) < 6 scende l'altra 

>.= 1 

e viceversa, nbbiaino anche 

Applichiaino i'uguaglianza (8) all'intervallo (a,., fi,.) e soiiiiniaino da 1 a p:  

' (7 G. V r ~ a ~ r ,  Sulle fwzzioni inteyrccli [Atti della R. Accademia delle Scienze d i  Toriiio, 
Vol. XL (190&905)]. 

V. loc. cit. ( l ) .  
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tenendo conto dell'ultima disuguaglianza scritta e della ( 5 )  applicata all'inter- 
val10 (a,., Br), abbiamo 

Prendendo il <J", di cui sopra, minore di G e ricordando il valore di k,, 
possiamo scrivere 

Per ogni n maggiore di un certo n, è 

onde, per ogni n > rt, 

Il nuinero 8 possianîo prenderlo sufficientenîente piccolo in modo che 
si ahbia anche, per gli stessi intervalli ( r x , ,  P l ) ,  . . . , (a,. ,  Br), sopra indicati, 

- 
,e per n = 1, 2 , .  . . , n, 

Questa disuguaglianza E dunque valida per tutli gli n da 1 all'cio e prora  
che gli integrali 

sono, in (a, b), equiasso1utnnse)zte co~ztinzii. 
Applicliiamo allora il seguente teorelna, dovuto a G. VITALI (') : « Se 

f , ,  f, ,. . . , f ,,... è una successione di futizioni iiitegrahili i n  (a, b), conrer- 
genti verso una funzione f, e se gli integrali delle f, sono tutti equias- 

(O) G. VITAL[, Sull'iutegmzione per sevie (Reiidicoiiti del Circolo Matematico di Palermo, 
t. xxm, 1907). 
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solutainente coritinui - nell'intervallo detto, è 

dove E indica un qualsiasi gruppo misurabile di (a, b)  B. Da questo teorema 
si lia iinmediatamente : 

Se E è un insienle wzisurabile qualsiasi di (a, b), è 

6. La prececleiite proposizione si pub ottenere anche in modo diretto, 
senzn far uso del teorema d'integrazione ver serie sopra ricordato. Occorre 
perd premettere il seguente 

LEMMA. Se E è un  insieme ~nisurabile di  (a., b), è 

per t + O : i n  altre parole, la fitnzione di t, f (x + t )  d x, è coldima. I " E 

Preso ad  arbitrio un  > O ,  deterininiamo b > O in inoclo clle, per ogni 
insieme misurabile I, di (a,, b),  di misura tn (1) < 6, sia 

Cid fatto, rinchiudiamo l'insieme E in un sistema numerabile 'di inter- 
valli, non sovrapponentisi, ( y , ,  p,), (a,, p,), . . . , ( x , . ,  fi,), . . . , di misura com- 
plessiva (@, - a,) < rn ( E )  + 8, e scegliaino un intero p sufficientemente 

T 

w 
grande affincliè si abbia Y (F, - a,) < 6. Allora negli intervalli (a, , P l ) ,  . . . , 

r=p+l 

(a,, &) è contenuta, di E, una parte E' d i  misura l n  (E1)>nt (E) - 6; 
inoltre & 

P 
X iP,. - a,.) < m (E ) + 8 < 112 (E') + 2 8. 

1-1 

6 
Poniamo E =  - .  Con ciO, per ogni t tale clle sin 1 t j 5 e, le parti degli 

P 
intervaIli (cc, + t ,  B, + t ) ,  . . . , (a, + t, Iji> + t )  esterne agli intervalli (a , ,  p l ) ,  . . . 
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. . . , (R, , (3,) hanno una soinnia i 8 (perchè la parte di (u ,  + t, 8, + t) esterna 
a (cr,, P,.) è r E). Indichiamu con E, l'insieme clie si deduce da E con una 
traslazione lungo l'asse delle x, individuata da1 nuinero t :  in altri terinini, 
Et è l'insieiiîe dei punti d i  ascissa x+ t, dove s è l'ascissa del punto gene- 
rico di E. Indichiamo poi con E', la parte di Et che corrisponde-a E'. È 
91% (E )  = m (E,), m (E') = (E',) e E', è tutto contenuto negli ititervalli 
(a1  + t ,  (3, -t- t )  , . . . , ( x ~  + t, B p  + t). Ne viene che la parte di E', esterna agli 
intervalli (a , ,  FI), . . . , ( x , ,  e,) lia una niisura L 8, nientre quelln interna lia 
uiîa misura & m ( E ' )  - S. Dunque ln parte E u ,  coinune a E'  e El, lia una. 
misura m (E ",) > wz (E  ') - 3 8. 

Osserviaino ora clle si ha 

fl2. ( E  - E "*) = ?IL ( E )  - 111 (E < 112 (E) - 912 (El) + 3 S 
< 4 8  

e 
111 (El - E ",) = nz (Et) - 112 (E ",) = 112 ( E )  - 11% ( E  ",) 

< 4  8;  
oncle, per la (10), 

Poichè O è arbitrario, il leiliiiia è cliiiîostrato. 

7. Ci6 preinesso, consideriümo l'iiitegrnle di P, (a) esteso all'insieme E. 
È, per la (4) 
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con (niialogainente a ( 5 ) )  

< ( a  + 1) (1 - ) 1; f (Z) d 5. 

È poi, per l'integrabilità superficiale 
ne1 il. 3, e quindi per l'invertibiliià delle 

ed anche, per il lemina diiiiostrato, 

con r, ( t )  infinitesilno coi1 c, Se questo E IO preiidianio coiile Io si è cletcrmi- 
nato nella diinostrazione del lemma, abbianlo 1-0 ( t )  / (8 0 e 

con 1 1<8 G. Proceclendo corne al n. 3, si giunge ri 

da cui si ha, per 12+ DO, ed osservando che a è arbitrario, 

8. Dall'eqiiiassoluta continuitll degli iiitegrali P, (.r) & x, dimostrata 

al  n. 6, scende quella degli integrali P. (x) d x, onde, avendosi quasi 
O 
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dappertutto in (a, b), P, (8) -+ f (s), è, per il teoreina sull'integrazione per 
serie del VITAIJ, 

per  12 -+ so e per qualsiasi ivzsieme +nis?wabile E di (a, b). 
O s s ~ ~ ~ v a z r o ~ ~ .  Da 

Ora, il secoiido inembro di questii clisuguaglianza non è altro clle il po- 
linoinio P, (x) relativo alla funxione 1 f (x) 1, e tende percib, per n -+ oo, quasi 
dappertutto in  (a,  b) \'ers0 1 f (x) 1 .  Mn a 1 f (x) j tende quasi dappertutto in 
(a, b) anche 1 Pm (x) 1 ,  onde si lia clle la differenzn 

tende, per 12 -> oo, quasi dnppertutto a zero, in (a, b). Inoltre, l'integrale di 
cluesta differeiiza, esteso ad un yiinlsiasi gruppo misiirabile E, tende a zero 
per n-+ m, percliè l'integrale del suo primo termine e quel10 del secondo 
tenclotio eritranibi all'integrale della / f (x) 1 .  

9. Riprendiamo la forma ( 1 )  del polinoiiiio Y,  (x), vale a dire, 

e indic al^ con (9, p) un qualsivoglin i n t e r d 1 0  di  (a, b), consideriaino la di!- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tonel  l i :  Sopra alcztni polinoinz' approssirrcntici. 289 

ferenza dei ralori di P., (x) nei suoi estreini. È 

e prendendo il inodulo 

ed anche, supposto r ' i ~ î i n o ~ e  tanto di a quanto di 1 - b,  

Introduciaino l'ipotesi clie la f (x) sin limitata in tutto (a, b ) :  allora 10 
è anclie i n  tutto (O, 1) e si ha, per uii nuiiiero positivo il1 conveniente, 

I f (x ) I<J l ,  

per ogni z di (O, 1). Con questa ipotesi, la disuguagliaiiza sopra scritta pu6 
essere sostituita dall'altra 

Ponendo f (x) = f (O) i n  (- 1, O) e f (x) = f ( 1 )  in (1 ,  8), si pub anche 
scrivere 
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Da questa disuguaglinnza si deduce, se 

( x ,  , e l ) ,  (a2 P,) ,. . . , (gr, B,.), . . . 

è uiia successione qualsiasi di intervalli di (a ,  i!~) tale die  (Fr- a,.) e 
9- 

1 f ( B r  t t )  - f (x,. + t )  siailn convergenti, 
I' 

ln pa l e  vale dzmque nell'ipotesi c71e la f sia iutegl-nbile e limitata. 

10. Supponiairlo la f (x) assolutairiente continua in (a, b) ,  il che porta, 
per le costruzioni fatte, che sia tale anche in (- 1, 2). Preso pertanto un 
nuulero arbitrario G > O, è possibile di determinare un 8 > 0 (clie prende- 
renio anche < o) i n  modo chel se ( x , ,  B I ) ,  (ap, pz) ,  . . . , ( z p ,  F p )  è un qual- 
siasi gruppo di intervnlli non sovrapponeiitisi di (- 3 ,  9), di lunghezza corn- 

P 
plessiva 2: (F,. - a,.) < 8, si abbia sempre 

>.=l 

Siil 01-a ( x , ,  $,), ( r z ,  p2) , . . . , ( x ~ , ,  Fp) un gr~lppo (li interralli non sovrap- 
P 

poilciitisi di (a,  b), trtli che ($,. - r,.) < 8: per ln prececletrte disuguagliaiiza 
9 . d  

e per la (11) si lia 

e per essere 
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e da u n  certo in poi, 

Prendiaiiio il nuiiiero 8, oltre che soddisfitcente alle condizioni poste, 
anche tale da rendere soddisfatta questa disuguaglianza per i valori 
1, 2 , .  . . , ?I di 1% e per tutti i sisteini di intervalli noii sovrapponeiitisi di 
(a,  b) : ( z , ,  PL), . . . , ( x , ,  P,), di lurighezza coinplessiva < S. Allora tale disu- 
guagliaoia vale per tutti i sistenii detti e per tutti i valori di n, e si coiiclude: 

Se la f (x) é in (a, b) nssolzdamente contimin, i poli~~ouai P, (x), n = 1, '2,. . . 
sono tutti, nello stesso intervnllo, equinssolutamente continui. 

e che la f (x), esseiido assolutamente continua, ha derirata fiiiita quasi dap- 
pertutto, e se ricordiaino infine il risultato otteiiuto da1 DE LA VALLÉE POUSSIN 
su1 liiiiite di P', tx), vale n dire, che iii ogni punto ove esiste la f '(x) è 

lin1 P' (x) = f'(x), 
fl-m 

abl-~iamo, per il teorenin sull'integraziorie per serie già ricordato al il. 5, clie 
Se E è un insieme ~)riszcrabile yuabiasi di (a,. b) e se ln f (x) è assolzctn- 

»zente continun, è, per n -+ oo, 

x 
Dull~equiussoluta contiiiuità degli integrali ( Pt., (z) d 2 (che, all'infuori 

. O 
-x 

di lostatiti, coincidono coi P. (m)) sceiide quella degli integrali 1 P'. (x) ldx, 
. O  

onde 
Se E è ?oz irzsieme ~tziszernbile qzcnlsiasi di (a, b) e se la f (x) è nssoluta- 

mente corzti~zua, si ha, per n -+ CO, 
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1% Supposto diinostrato, i i i  modo diretto, senza ricoriere all'iiitegi-ale, 
che una funzione assolutaiiieiite colitinurt lia quasi dappertutto derivata 
finita ( ' O ) ,  la prima delle due proposizioiii del iniiiîei-o precedente fornisce una 
n u o w  ctiinostrnzio~ie di questo teoreina (L~ESGUE-VITALI)  : << se la f (x) è as- 
solutamente continua, si lia 

Ed inrero,  per la proposizione meiizioiiata, si l in  

per tz -+ m, ossia 

Per la contiiîuità della f (x), si ha poi 

13. Supporiiai-iio ancora la  f (x) assolutamente continua in (a, b). Coine 
è noto, in tale ipotesi, la  vnricczio~~c: totale della f (x;), i n  uii qualsiasi iiiter- 
val10 (a, p) d i  (a,  b ) ,  è clats dall'ili tegrale di / f '(x) (. Detta V (x) la variazioiie 
totale della f (x) in (a., x;), si lia cosi 

(Io) Vedi : L. TUNELLI, Sulla v i c e r c ~ ~  delle ftcr~tioici pwimitive (Rendicoiiti della R. Acca- 
demia dei Liricei, 1916). 
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Indiclliarno con V,, (x) la variazione totale di P, (x) in (a, x):  ai7remo 

e, per la seconda proposizione del 11. 11, 

per  n -+ m. Dunque 
Szlpposta la  f (x) assolutanze~zte coszti~zun, la szra variasioîze totale, i n  ztn 

i~ztervallo yualunpue di (a, b) ,  è i l  limite della caricmio~ze totale corrispondente 
del poliizomio P, (x). 

Questa pi-oposizione vale anche se, invece della variazioiie totale in  un 
intervallo ( r . ,  F), si considera. cjuella relativa ad ui-ia successioi-ie di intervalli 
(z,., P,.) (r = 1 ,  2 , .  . . ,) non sovrapponentisi d i  (a ,  6). Ecl ii1vei.0, aveiidosi 

per la proposizione del n. 11 già ricordata, il secorido meinbro della seconda 
ugunglianza tende, per 9 z - t  ao, al secondo niembro della priiiia. 

14. La proposizione del iiuiiiero prececlei~te, r e l a t i~a  ad un  iilterrallo 
(2, P) di (a, b), vale anclle se la f (x) non è assolutilmente contiiiua. 

Supponiamo che la f (x) sis a vnriazione limitata : essa, illlora, se è dis- 
continua, ha soltanto discontinuità di 1." specie. Supporreino, inoltre, clie 
f (x) sia sempre compresa fra f (x - O) e f (x +O).  La f (x) risultaiido liiui- 
tata, vale per essa la  clisuguogliailza (11) 

la quale sussiste per cjualsiasi successioiie d'intervalli di [cc,  b) ,  tale clie le 
serie 2 (F,. - r,.), f (6,. -t t) -- f (cc, + t) 1 siann convergenti. 

1' I' 

Divitliamo l'in tervallo (a ,  b) in un nuinero arbitrario di parti, niediante 
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i puiiti a = x, < x ,  < . - . < xp = b. Detta V In variaxione totale della f (x) 
in (cc, b), 6 ,  per la stessa definizione di rariazione totale, 

Detto poi t un yualsiasi valore coiiîpreso fra - b e 1 - a ,  gli interralli 
(xr-, + t, x,. + t), (r = 1, 9,. . . , p) costituiscolio uii sistema di ,divisioiie in 
parti dell'interrallo (a  + t ,  b + t), e queste parti sono rispettirailiente uguali 
a quelle nelle yuali è stato divis0 (cc, b). La soinina 

è minore o ugunle alla varirtzioiie totale della f (a) iri (cc + t, b + t )  ; e poichk 
la f (x) fuori di (a, b) (essendo costante) lia uiia variazione totale riulla, 
possiaiiîo dire d i e  è 

Dalla (LI') si lia cosi 

2, k,, "'-a 
P t ( ) - P ( x - V  ( 1 - t 2 ) ' 7 d t + k . . ( l - z 2 ) ' 1 ~ I ( b - ~ ) <  

v= 1 " - b  

Siccoine tale disuguaglianza  ale qualunyue sia il sisteina delle parti 
(x,-, , x,.) nelle quali è stato diviso (a, b), e poicliè, inoltre, 

tende alla variazione totale V, di P, (x) in (a, b), al tendere a zero della 
inassirna delle parti (x,.-, , x;,.), si lia 

disuguaglianza .valida qualunyue sia n. Per n  + m, è ( n  + 1)  (1 - c")" -+ 0, 
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onde 
Mass. Liin V,, 6 V. 

,t -f oc 

D'altra parte, osserviamo che i puiiti di discontinuità della f ( x )  non 
possoiio costituire clle un insierne iiiiniei~aùile (") e clle, per essere seiiipre 
f (x - O) r f  (a) 6 f  (X + O), ad ogni divisione di (a ,  b) in parti (x,.-,, x,.), se 
ne pub seriîpre sostituire un'altra, in cui tutti i punti di divisioiie siniio puiiti 
di continuità per la f (x), e in modo clie la soiiiiiia Ç f ( x )  - f x )  11011 

diminuisca. 
Ed infntti, se l'estreiiio x,. coiiiuiie alle due parti contigue (x,.-,, x,.), 

(x,., x,.,,), è un punto di discontinuità, sostit~iendo a tali parti le tre segueiiti: 
(x,.-,, x',.), (x',., x",.), (x",., x,+,), dove x', e x",. sono punti d i  continuità per 
la f (x), tüli che sia x,.-, < x', < x,. < x",. < x,.,, , si ha clle, nellü soiiiiiia 

1 f  (x,.) - f (xv-,) , ai due teriiiini 1 f (x,.) - f  (x,.-,) , 1 f (x,.,,) - f (x,.) vengono 
ad essere sostituiti i tre I f  (x',.) - f (x,.-,) , 1 f (x",.) - f (x',.) !, 1 f (x,.,,) - f (x",) 1. 
E siccoine in ogni intorno di x,., t m t o  a destra yuanto a siriistra di  x,., esi- 
stono selupre infiniti punti tli coiitinuità per la f (e),  e poicliè inoltre 
1 f (x',.) - f  (sl.-,) 1 + / f (x",.) - f (x',.) j + I f.(x,.+,) - f  (xfr,.) I tende, al tendere di 
x',. e x", a x,. , a 

l'osservazione fatta risulta provata. Tenendo couto del fatto clie i n  ogni punto 
di continuità per la f (x) è P,, (x) -+ f  (x), si lia poi clie, fissato ad arbitrio 
un o>O,  ad ogni divisione di (a; b) in parti ( x , . ~ , ,  x,.) mediante punti o r e  
la f (x) è continua corrispoiide un intero tale da rendere 

per ogni 91. >.Î2. Ricorclianio ora che, date le ipotesi fatte sulla f  (a), la soiiiiiia 

(11) Cfr. L. TOSELLI, Discontim~itti di  1.a specie e g m p p i  di yufrti (Reridicoiiti del R. Isti- 
tuto Loinbardo di Scieiize e Lettere, Serie II, Vol. S L I ,  1908, pagg. 773-7'78). 

Alznali d i  Matematica, Serie I I I ,  ~ o i n o  XXV. 38 
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296 Zio ne1 li: Soprn akirni polinonzi approssimcitici. 

1 f (x,) - f (x,.-,) 1 tende alla variazione totale V cpaildo la massima delle 
7' 

parti (x,.-,, x,) tende a zero. Se dunque le parti in cui (a, b )  è diviso sono 
suficienteinente piccole, si  ha, tenendo presente la disuguaglianza 

la quale vale per ogiii n>~z.  Da essa scende iininediatamente 

Win .  Lim V h  V. 
1 2 4 0 0  

Questn clisuguagliariza, unita alla (lS), d i  

lini V,, = V, 
%+-na 

vale a dire : 
Se la  f (x) é i n  (a, b) a vnrinsiolte limitala, e se 6 seqwe  

ln zrccrinzione totale dei poliuo~nio P,, (x) teîzc7e, per 11 -> m, alla zraria~ione 
totale delln f (x). 

15. ILL proposizione o m  stahilita è relntiva alla rariazioiie totale clella 
f (x) e di P,, (x) iiell'iiiterrnllo ( a ,  b )  ; ma peib si estende anche ad uii clual- 
siasi intervrillo (r, 6 )  d i  ( a ,  O). Infatti, le rarinzioni totnli della f (x) e di 
P, (x) sono date, in (a ,  p), rispettiva~lîeiite da. 

dom V(x) e y, (x) inclicano, coine al n. 13, le rariazioni totali della f (x) e 
di P, (x) in (CI, x), ed è, per la (13) applicata all'interrdlo ( Y ,  F), 

I hiin. Liin V,, (p) - K, ( x )  ] 5 v (u - v 
0 0  I 

Supponiaino clie esista una successione di interi positivi, crescenti, 
12, ,  n.2 ,. . ., n,.,. . . , tale clie sin 
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Doreiîdo essere 

si ha, son-imando le tre ultime clisug~iagliaiizc, 

V,,, ( b )  - V,,, (a )  > V (O) - V ( a )  , 
r 3 m  

il clle contraddice alla (14): Non pub ilii~iqae sussistere la ( IG) ,  e de\-e essei-e 
necessariainente, per la (le), 

16. Più generalniente, ferme restaiiclo le ipotesi fatte sulla f (x) al 
n. 15, si lia 

dove (a, , p , )  , . . . , ( a , ,  fi,) è un sisteiiîa c~ualsinsi di un iluiiiero fiilito di  in- 
tervnlli di (a, b)., 

17. Togliaino ln coiidizione rel;i.tirrt alle ciisconlinuilà. della f (x). 
Supponiamo soltanto clie la f (x) sia iiitegral~ile in (cc, b) (ipotesi clie, 

colne già nl~l)iaii~o osservato, è iiiclispensabile alla costruzione stessn di 
P,, (x)). Abhiaino allora clle se, per  v h  -+ m, è V, -+ crs, ln vnt.iazio;te totale 
della f (x) é infinita. Ed iiifatti, ne1 caso contrario, la f(x) srtrebbe a varia- 
zione limitata, e avrebhe so1aiiie:ite delle d iscontiiiuità di 1 ." specie ; epperb, 
defiiiita la funzione f-(x) ugurtle alla f (x) ove yuestn è continua o coiiipresa 
fra f (x - O) e f ( x  + O),  e uguale a f (a - 0) altrove, cluesta f (x) risulterehhe 
distinta dalla f ( x )  in un'iiifinità numerahile di pu i~ t i  al più e il polinoiiiio 
P,, (a) ad essa relativo coinciderehbe necessariainenle coii quel10 della f (x). 
Ne verrehbe cosi clle V,, dorrebbe teildere, per 12 -+ û;, alla varinzione totale 
V di f ( x )  (il. 14), variazione clie è inferiore alla p. 

Invece, se V, teslde, per n + cm, ad un limite finito, la anr iaz ior~e  totale 
della f ( x )  pud  essere t a d o  finita g z t a d o  irlfinita. . 
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298 Torzell i: Sopra alcur~i politzoilai approssi~rt ic i .  

Se poi si szy)poize c7îa la cariazio~je totctle della f (x) sin Jir~ita, V ,  teirde 
(per cluello clie si è detto o r  ora) ad tilt linaite fiuito r Ir, e. si l m  

Ir= lin1 V , + 2 x 8 z ,  
n+=7 

dove 8, è i l  mirtore dei tlzte ~rizotltili 1 f (x)  -- f (x - O) 1 ,  1 f (x) - f (x  + 0) 1 ('y. 

18: 0acori.e sta1)ilii-e la seguelite proposizione 
Se ,f'(x) è m a  frt~tzione cc zmrinnione lii~aitnta i r ~  

totale V è tltatn dm 

di cnra tlere gelleiale : 
(CL, b), ln sua vnrinzioue 

doue V,  iilrlicn lcs vnrinxiorlc totale della f (x) ~iell'i,isier,;e E dei p w l i  ~zei 
qzcnli la f l ( x )  11.011. csiste O è infi~zitrc. 

Supponianio dappriilia clie ln f (x), la quale, per l'ipotesi fatta, pub 
avere soltanto discoiltinuità di 1." spccie, resti, in ogni punto, coiiipresa fra 
f (x -O) e f (x  + O) (estremi inclusi). L'insien~e E dell'enunciato è necessa 
rianiente d i  iiiisurn iiulla. Kiucliiudiü~nolo con una successioiîe d ' inter~all i  
( A ,  1, non sovrappo~ieiilisi, di (a, b), di lungliezza coniplessira ",,,<E, dore 
a indien u n  iîumero positive, scelto ad  arbitrio. La successioiie ( A , )  sia presa 
in  modo clie agni punto di E, distinto cln a e b,  risiilti O iizterizo a d  ut] A, 
O l'estreino coniuiie di due A,, contigui. Corrisl?oiidentemente a yuesta suc- 
cessioi~e { A,, ], clcfi~iiaiiio utiü funzioi;e ,? (x) ilel seguente niodo: siü Q (x) = f (x) 
in ogni piiiito di (a ,  b )  esterno a tutti i A ,  ed anche iielle estreiiiità di cjuesti 
interraIli, e sia 

nell'ioteriio di ogni A, f ( A ~ ,  , e,). Questa funzioiie ? (x) risulta evidentemente 
continua in tutto ( a ,  b )  (si osserri d i e  i punti di discontiiiuità della f (x) 
sono intertzi ai  A,, oppure sono estrenii coiiiuiii di due A,, coiitigui) ed anche 
a variaziune li~iiitata, perchè la sua  variazioi~e totale ilon pub superare quella 
della f (x). Iooltre, essa. ammette in ogtii punto di (c i ,  b )  ( h t t n  naturnlmente 
eccezione per l'estreiiio b) la deriratn ciestra D*?, finita. Ci6 è evidente per 
i punti i~zterrzi ai A,, e per i priini estrenii r.,, di questi iiiteivalli. Siipponiaiiio 

(le) Poichè i punti di discontiiiuità della f ,'x) costituiscoiio al mnssiiiio uii'infiiiità nuiiie- 
rabile, i 8, sono anch'essi in uti'iiifiuità nuilierabile, al pih. 
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clie x sia O il secondo estreino fi,, di .un A,, oppure un punto esterno a. tutti 
i A , .  Si possono preseritnre dile casi : 1.') se esiste un nuniero positivo h 
tale d ie  in (x, x + h) non cadano puilti dei A,, ,  distinti da  x, allora in 
quell'iiitervallo (x, x + h) è seinpre (a) = f (x), e poicliè iii x esiste, finita, 
la derirata f '  (x) di f (x) è DX p = f '  (2); 2.') se, comuiique si scelga 12 > O, 
in (x, x + I L )  esistono seinpre iiitiiiiti A,,  , allora, avendosi 

p (X + 71) - 9 (a) 
ne1 caso di x + 72 iioii iiitciiio a qualclie A,, , e 

IL  coiilpreso 

Fra ' - ( )  e -- - ilel caso di x + b ilitenio a A,, E (r,, , P.,), 
a,, - X B, - x 

si  rede ariclie qui clle, pei' l'esisteiiza in x clell~ deri~iita f'(x), ilel puiito 
detto vi è pure la D* y, uguale a f '  (x). Si pub cluiique affemare clie la D* 
esiste finita dappertutto (escluso b) ,  e, di più, clie fuori dei A, è D*? = f'. 
Per il primo d i  cjuesti due fatti, la 9, clie è a variazione limitata, risulta 
assolutaineiîte continua in (a, b), per guisa tale die, detta Vp la sua varia- 
zioiie totale. si lia 

b 
V, = [ 1 T' (x) 1 d x. 

, a 

I 

Indichiaino con Cd l'iilsieiiie dei punti che restano in (a ,  b)  quando si 
tolgano tutti quelli clle appiirtengoiio ai A,, .  Possiamo scrivere con cib 

e per quanto si è veduto or ora 

Negli intervalli A,, la ? è lineare e nei loro estreiiii coincicle con la f (a): 
è dunque (se A,, G ( a , ,  p,)) 

e percib ,. 
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300 l'o n e 1  l i :  Sopra alcuni polinomi approssimativi. 

Coine già abbianio osservüto, è Vff V ;  d'altra parte, yuaiido la soiiitiia 
y A,, tende a zero, p (x) tende quasi dappertiitto ili (a, b) alla f (x) (percliè 
p (x) coincicle con l a  f (x) fiiori dei A,, e quindi in un  iusieiiie di iiiisura 
(b - a )  - X 1,) e la sua. vririuziotie totale lia un  iiiiniiiio limite 2 V. E diinque, 
a l  tendere a zero di A,, , V?-+ V. Pure a l  tendere di 2: A,, n zero, è 

e se iie conclude, per la (la), clle 1 f (P,,) - f (K,) 1 tende ancli'essa ad  un 
n 

limite deterininato e firiito, indipetldeiileiuetite da1 iriodo con cui si scelgoiio 
i A , , ,  purcliè coiitengaiio seinpre l'insieliie E ilel modo detto, ed anche da 
quel10 coi1 cui si  fa teiidere a. zero !a I: A,, . Questo liniite è la rariazioiie 
totale V, della f (x) iiell'iiisierne E :  irifatti, intlicatolo con V', , si lia da  (18) 

formula valida iieli'intervallo (a ,  6) .  I n  ogni intervallo parziale (a,  x) di (a, b )  
si. h a  una  formula corrispoiidente 

tutti i termini tlella cjuale sono fuiizioiii non clecrescenti della x. Ricordiaiiio 
ora clle VI è, per definiziolie, i l  iiiassiiiio liiiiite delle soiiirne L 1 f (O,,) - f (a,,) 1, 
Pei. i, (b,, -a,,) -+O, dove (a,., b,.j (r = 1, 2 , .  . .) rappreselita ima successioiie 
yualsiasi di iiltervalli non sovrnppolieiitisi di (cc, b), i quali ricoprono inte- 
raniente l'iiisieiiie di puiiti r. Abbiaiiio, evideiiteiiieiite, 

-x 
E poicliè, per l'assoluta conti~iuità di J 1 f '  (n) 1 d x, è, al  teiidere a zero 

O 
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To nelli: Sopra nlczcni poliwolni approssimntivi. 30 1 

mentre si ha seinpre, per essere Ir', (x) non decresceiite, 

e V, r V ' ,  . Ma V',  , per la sua definizioile, dere essere 5 V, , duriyue è 
dimostrato clie è V ,  = V f 1  . 

h ( 1 7 )  è cosi stabilita riell'ipotesi suppleinentare clie la f (x) resti seinpre 
coinpreça fra f (x - O) e f (x + O). 

Liberiatnoci da questn condizione. Supponiariio dunque la f (x) soltanto 
a variazione linîitata e inclicliiüino con f-(x) ui-ia nuova fuiizione coincidente 
con la f (x) in tutti i putlti in cui questü è continua O riinane coniyresa fra 
f (x - 6) e f (x +O)  e uguale a f (x - 0) altrove. Applicaiido la (17) alla f (z), 

cosa lecita per cluanto sopra è diniostrato, abbiamo 

e siccotne è quasi dappertutto f (x) = f (x), 

Fer ogni puuto x o r e  la f (x) è discontitiun senza essere colupresa fra 
f (x - O) e f (x + O), consideriaii-io, corne alla fine del 11. 17, il niinore dei 
due inoduli [ f (x) - f (x - 0) 1 , 1 f (x) - f (x + O) 1 ,  e indicliiainolo con 8,. È 

duiique, per la (19), 

coine dovevasi diniostrare. 
OSSEHVBZIOKE. Tla formula (17) ha valore per ogni interrallo parziale di 

(cc,  b): è cioè 

, a 
($0) 

e V, (xj risulta nnch'essa funzione nori iiiai clecrescente della x. 
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308 T o  ne l l i :  Sopra atczcni polilzonzi approssiwmti~i. 

19. Dalla proposizione ora diinostrata si pu6 dedurre questa conse- 
guenza : 

Supposta la f (x) a variaxione limitata i n  (a ,  b) e prao  arbitrariamente 
zcn  a > O ,  è possibile di determinare un S > O in wzodo che si abbia, se (a , . ,  $,) 
( r  = 1, 3 , .  . .) è %na szcccessione yhalsiasi d'intercnlli non sou~nppo~w?tis i  
di (a ,  b), soddisfacenti alla x (F,. - a,.) < 8, 

Dalla (90) si lia iiifatti 

I Poicliè la V ( )  è o n  decrescente, i. E l  VI (P.) -VI (a, . )  ( L 8<; d'a1tr.t i - 
parte, piendendo 8 corireniei~tenierite piccolo 2 f ' ( x )  c l  x pub ieiidersi 1.:; 

pei. l'assoluta continuilà di ('x f '  (s) d x ) .  La proposizione è 
" O 

20. Ripreiidiaiiio ln disuguagliaiiza ( I l ) ,  applicariilola ad una succes- 
sioiie il'iii terralli noil sovrappoiientisi (cx,, fi,.) (9- = 1, 9 , .  . .), d i  (a ,  b),  tali 
clie sia (P,. - w,. )  < 8, clove yuesto S è quel10 della proposizioiie del nuiiiero 
pirececlente. Osserrato clle - è f (p,. t t )  - f (a,. + t )  G V(fi,. + t )  - V ( q  + t )  

e ehe 1 (Br + t )  - ( r ,+  t )  / = ( B ,  - a,) si lin, lier la (H), 

' l -a 

X 1 P ( - P x . )  l v ) ( 1  - to)'. d t + k W  (1 -- L?). JI. 6 <: 
9' -5 

< V l  $- G + 2 (12 + 1) (1 - E')" a.  S. 
Si lia, pertaiito: 
Se la fic~zzio~~e f ( x )  è, i n  (a ,  b), a variarione limitata, preso ad arbitrio 

l i n  G > O, è possibile di  detert~ii)îccre I ~ I L  S > O  tn7e che, per qzialsiasi szicces- 
sio~ie d'intervalli non sovrappone)itisi d i  (a,  O ) ,  (a,., P,) (Y = 1, 2 , .  . .), soddi- 
sfocenti cclla y (8,. - a,.) < 8,  e per qmlsinsi H ,  si abbia 

2 ' p7< (PJ - p,, (%.)  1 < VI + G, 
L ed anche 
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g IV. 

21. Passiaino alla lungliezza della curva 

y=f(x), ( a f x e b ) .  

Supponianio dappriina la f(x) assolutamente continua. In tale ipotesi, 
la lutigliezza L della nostra curva è data da ('7 

L = ~ : \ i m  d x .  

lndichiamo con L, la lungliezza della curra 

y=P, (x)  ( n f x f b ) .  
È anche qui 

Osserviaiiio clie si lia 

Per l'equiassoluta continuità degli integrali 1 P',, (x) 1 d x (II. il), preso C" . O 

(la) L. TONELLI, Sulla rettificazione delle curve [Atti della R .  Accade~nia delle Scienze di 
Torino, vol. XLIII (1908)l. - Idem, Sulla lunghezza di una curua [idem, XLVII (1918)l. 

Assuineremo corne definizione della lunghezza, la seguente : dicesi lunghezza della curva 
n = f (e), (a L x s b) ,  il limite superiore delle lunghezze delle poligonali in essa inscritte, e 
tali che in ciascuna di esse i vertici si  ,sn&eguano nell'ordine stesso delle loro ascisse. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXV. 39 
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un G > 0, a piacere, è possibile di determinare un 8 > O  tale che, per ogni 
sisterna (a ,  , p,) , . . . , (a,, p,) di intervaIli non sovrapponentisi di (a, b) ,  sod- 

P 
disfacenti alla I: ( P ,  - x,.) < 8 e per ogni n, si nbbia 

1 

si ha dunque, per gli stessi sisteiiii, se è anclie 8< ri, 

2 
e cib per ogni t h .  Questo prova clle anche gli integrali 

sono equiassolu tainen te continui in (cc, b). Da1 teorema sull'in tegrazioiie per 
serie, già piii volte ricordato (n. 5) ,  si  ha quindi, per .îz -+ CO, 

poicliè, coiiie si è già tletto piil volte, è P',, ( x )  -t f '(x) in  tutti i punti sui 
quali la f ' (x)  esiste. 

In  parole, si ha: se Zn f ( x )  è ir~ (cc, b )  assolzcta~nente continua, la Zzirz- 

g7zezza L,, della curvçt y = P,, ( x )  tende, per n -+ CO, a quella L della y = f (x). 
Si lia pure, se (u,., FI.) (r = 1, 2 , .  . .) è un sisteina qualsiasi di iiitervalli 

non sorrappoueritisi di (a, b) ,  

e più geiiernlaiente, se E è uii irisieiiie iiiisiirabile qualsiasi di (a, b), 

B. Nella proposizione diiiiostrata iiel nutnero prececletite la condiziotie 
clle ln  f (x) sia assolutailiente contiiiiia non è necessaria. Per vederlo, occorre 
preinettere il segiiente leiiiliia: 

Se ln f (x) è a variazione liwzitatn i)z (a, bj, la lung7~ezza L della curwa 
y = f  (x), (0.5 x r b) ,  è data dcc 
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Towelli: Sopra alcuni polinorni a~qwossimntivi. 300 

doue V ,  indiccc la variazione totale dellu f (x) nell'insieme E de i  punt i  nei 
quali ln f'(x) O non esiste O nola é finita (vale a dire, è quel10 stesso della 
proposizione del 18. 18). 

Supponiamo dapprima che la f(x) soddisfi ovunque alla condizione di 
essere compresa fra f ( x  - O )  e f (x $- O), e riprendiaino la funzione cp (a) de- 
finita al n. 18. Indicando con LY la luiigliezza di y = pl (x), ( a  & x 5 b), si 
ha, essendo la p, (x;) assolutamente continua, 

Negli intervalli (z,, , e , , )  la p, (x) è lineare e si ha 

percliè negli estrelni x ,  e P,, è g, (x) = f(x). Si ha pertctnto 

onde 

Faccialrio tendere a zero I: (P,, - cc,,) : è L? -+ L, 

e la (9.3) è dimostrata. Coiiîe al 11. 18, si passa da1 caso qui considerato a 
quel10 generale. 
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93. Ci6 preinesso, ricordiamo che P 1 ( x )  tende a f f (x)  in tutti i punti 
ove questa derivata esiste, cioè quasi dappertutto, perchè noi siipponiamo 
qui che la f (x) sia a variazione limitata. Per un noto teoreilla del ~ E B E -  

SGUE (14), scelto ad arbitrio un <r > O, l'insieine E (G, 12) dei punti nei quali 
O inanccz la fP(x)  O è 1 P',, (cc) - f f  (x) 1 > G ha una misura nz [E (a, n)] cile 

1 
tende. a zero con - - Prendiamo n, in '  maniera cl-ie, per ogrii n > n, sia 

12 

m [E (o, n)](8;  dove il S è quel10 stesso che serve a render soddisfatta la 
disuguaglianza (22) .  Supporremo anche 8< u. Ririchiudiamo E (a, n) in un 
sisteina d'interralli non sovrapponentisi di (a ,  b) : (a,. , F,), ( r  = 1, 2 , .  . .), tali 
che sia (Fr - a,) < 8 (questo sistema cambia evidentemente col numero n), 
e indichiamo con C(a,  n) la parte di (a, b) che resta fuori di tali intervalli: 
il1 essa è 1 P', (x) - f '  (x) / L S. Abbiamo 

e per (23) 
9 

L = [  - c ( v )  \ / ~ + ~ ) d s + ~ : j ~ ~ / i + ~ ~ ~ d ~  Y a,. + v1, 
onde 

Osservianio qui clie è 

ecl anche, essendo la lutighezza della curva y = f (x) non inagçiore della 

(14) Cfr. CH, J. DE L A  VALLÉE POUSSIN, Cours d'A~zalyse,  T. 1 (3.= édit.), 1914, p. 71. 
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~ariazione totale della f  (a) aumentata dell'intei.val10 in cui varia la x, 

dalla quale si trae, soininando rispetto ad r e tenendo conto della (El), 

Sostituendo in (%), si ottieiie 

e questa disugiiagliünza vale per ogiii n >  tz , .  Siccome o è arbitrario, si de- 
duce 

D'altra parte, come .si vede con un ragionainento arinlogo a quel10 del 
n. 14, è 

Min. Lin1 L,, 2 L, 
n- tw 

se la f (x) soddisfa alla condizione di restare sempre compresa fra f (x - O) e 
f (x + 0): se ne conclude : 

Se la f (x) è i n  (a, b )  a variaziolie limitata e resta sempre compresa frn 
f (x - O) e f (x  + O), la lztnyhexsa della curva y = P, (x), (a f x f b), tende 
per n -+ XI a quella della y = f (x), ( a  e cc 5 b).  

24. Osserviaino che la condizioiie d i  essere la f ( x )  a variazione limi- 
tata è equivalente a quella di avere la y = f  (x) luiighezza finita. Notianîo 
anche cile, se la y = f(x) ha liiiigliezza infinita e soddisfa alla condizione 
di  avere la f (x) sempre coiiipresa fra f  (x - O)' e f (x +O), il ininiiiio li- 
mite di L, per n -F w deve essere infinito, coiue risulta da lin rag.ioiiaiiiento 
analogo a quel10 del n. 14. AlJbiauio cosi: 

Se la f  (x) ha soltc~~~to disco~ztinuiti~. d i  1.' sl~ecie ed è tale c h  i n  ogtzi 
pzcrzto il s l~o vnlore è co~lzpreso Ira f (x - O) e f (x + O), la Eunghezxa L,, della 
C Z I ~ L ~ ~  y = P,, (x) ,  (a 6 x 6 b) tende seuzpre, per l z  -t w ,  alln lunghexxcc (filhita 
O no) della y = lf (x), (a L x f b). 

Ed anche : 
Supposla per la f (x) verificnta la coizdiziol~e d i  cui sopra, corzdiaioue ne- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



308 T o n e  El i: Sopra alcuni poliilzotni approssinsativi. 

cessccria e sz.cficielste aflnché la curva y = f (x),  ( a  6 x 6 b), abbia lunghezza 
finita è che la  lunghexza della y = P,, ( x ) ,  ( a  5 x 6 b), resti, qunlunque sia n, 
inferiore ad un tzunzero fisso. 

25. Togliatno la condizione relativa alle discontinuità della f (x). Ana- 
logamente a quanto è stato detto al n. 17, si ha :  Se  per n -+ cw è L,, + oo, 

la Zunghezza della curva y = f (x) ,  ( a  5 x 5 b) è infinita. 
Se  L, tende, per 9% -+ oo, ad u n  limite finito, ln  lunghezzcc dellu y = f (x), 

( a  6 tç r b), pub essere tanto finita qztnnto i~zfinita. 
Supposta finita la lzcnghesza L della y = f (a),  ( a  6 x 6 b), L,, tende ad 

un limite finit0 6 L, ed è 
L = lim L, +- 2 Z a , ,  

n-+w 

dove 8, è i l  minore dei due ,rnoduli, 1 f (x )  - [(s - 0) 1, 1 f (x) - f ( X  -+ O) 1 . 

86. Sia P ( x ,  y, y') una  f~inz ione  delle tre variabili x ,  y, g', definita e 
continua per agni punto del campo determinato dalle disugiiaglianze 

Inoltre, sia tale che, scelto ad arbitrio un iîuiuero 1>0, in tut t i  i punti 
del nuovo campo definito d a  

dove L è u n  numero positivo, dipendente soltaiito da 4. 
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Kelativamente a questa funzione F (x, y ,  y') diniostriamo la proposizione 
clie segue: 

Supposta la f (a) assolzctamente contin?cn i n  (a, b) e tale c72e sia seqw-e 
$12 f f (x) f JI, è, per n + CO, 

essendosi qui posto F (x, f', f ' )  = O là. doue la f' non esiste finita. 
Indichiaino con E'") l'insieme dei punti nei yuali la f'(x) esiste ed è in mo- 

du10 non superiore al iluniero iiitero, positive, r > 2. In E("' la P (a, f (a), f '  (a)) 

risulta lirnitata, epperà esiste l'iiitegralel R (q f (x), f' (a)) d x;  ne1 comple- 
&) 

nientare C (E'")) di E'"' è,'per l'ipotesi fatta sulla P ,  1 P (x, f (x), f' (x)) 1 < L 1 f'l, e 
poichè la 1 f'(x) 1 è integrabile in (a, b) e yuindi anche in C (E'"'), su  yuesto 
insieme è iritegrabile pure la P ( x ,  f(x), f1(z)). Cosi esiste, finito, l'integrale 

I b l ( x ,  f (z), f (2)) d x. È poi lnauifesta l'iiitegiahilitii di R(x ,  P,, (x), P',, (x)), 

per essere cluesta una fu~izione continua di x. 
A cagioiie dell'equiassoluta coiitinuità degli integrali dei moduli 1 P', (x) 1 

(11. I l ) ,  preso ad arhitrio un G > O, possia~îio determinare un 6 > 0 e < G tale 
che, per ogni iusieme inisurabile I di (a, b) ,  di niisura (1) < 2; e per tutti 
gli -n = 1, 2 ,  . . . , si abbia (15) 

ed anche 

Cid fatto, osserrando che per r -+ cu, è Irz  (E'")) + b - a, possiamo deter- 

(16) Si osservi che I pub rinchiudersi in uiia successione (a,, ,Br), ( r g l ,  9,. . .), d'iiiter- 
valli non sovrappo~ientisi di (a, b) ,  di lunghezza eomplessiva < 8, e Che, avendosi per I'equi- 
assoluta continuità, 

è anche 
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S 
minare r,  i n  modo da avere I »  (E(r1)) > (b - a) - - Poi, per la conveigenza 

di P', (x) verso f' (x), in tutti i punti ove la seconda derivata esiste e quindi 
quasi dappertutto, determiniaino fi,. in maniera clle, per ogni n )  ni, l'in- 
sieiiie E?) dei punti di E(rJ nei quali è 1 P', (%) - f' @) 1 5 o, soddisfi alla 
disuguaglianza 

6 
.z (Ep) > sîz ( E q  - - ('7- 

11 coinplementare C (E?') di E?) ha allora una riîisura < 8 e si lia, Der 
ogni 12 > n ,  , 

+ j )) F (x, P.. , P:) d s - J,(,,) F ( z ,  f, f ' )  

e, indicando con N il massinîo inodulo di F ne1 campo ( a r x r b ,  

n 2 5 2 J f  III, 1 y ' l f  1 1 ,  

ed anche per le (85), (26) e per kssere 8 (o 

Per la uniforme continuità della P ( x ,  y, y') ne1 campo definito dalle 
clisuguaglianze 

a r x r b  

('3 Cfr. loc. cit. (Id). 
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preso un  niimero ri >O,  possianio deterininare il o in modo che sia < ri e 
che si abbia senîpre, in questo campo, 

- - 

'1F(x9 Y, Y')-P(% Y, g1)I<n 

- 

tutte le volte clle è 1 y - y 1 G i;, 1 y' - $ 1  r G. Scegliamo un n, >fi, cosi da 
avere, per ogni n ) n, , 1 f (x) - P, (x) 1 < G, il che è possibile per la conver- 
genza uniforme di P, (x) verso f ($1, in tntto (a, b) .  

È aliora, in tutti i punti di EP) e per ogni 12) fi,, 

Si lia dunque 

e la proposizioiie è diinostrata. 
O s s e ~ v a z r o ~ ~ .  La, din~ostrazioiîe precede~ite prova aticlie clie, se E è un 

insienle misurabile qualunyue di (a,  b), è per lz-too 

27. Supponianio che sia, i i i  tutto (a, b),  f (x) O, la f (x)  essendo una. 
funzione continua O con sole discontinuità di 1." specie, tali che si abbia 
f (x - 0) 6 f (x) 5 f (x + O) oppure f (x - O) t f (x) 2- f (x + O). Iiîdicliiaiiio 
con S la superficie di rivoluzione genemta clalla rotazione, attorno all'asse 
delle x, della curva y = f (x), (a L: x 6 b), ed assuiniaino, coine area A della 
superficie S, il limite delle aree delle superficie di ri\-oluzione, analoglie ad S, 
generate dalle poligonali iiiscritte iii y = f (a), areiiti i ~ ~ e r t i c i  clie si susse- 
guono nello stesso ordine delle loro ascisse - limite ottenuto facendo ten- 
dere a zero la massinla delle proiezioni, sull'asse x, dei lati di cjuesto po- 
ligono ("). Si dimostra facilniente (basta ripetere i ragioiîaiiieiîti fatti per 
stabilire le proposizioni analoglie sulla lungliezza delle curve) che, se  la f (a) 

( I V )  L'esistenza di questo limite si' prova con ragionaineuti aiialoglii a quelli svolti da 
L. SCHEEFFER (Allflenzeine Uiitemzcclzungelz iiber Rectification d e r  Ctcvuen. Acta hlathematica, 
S. V, 1884-83, p. 48). 

Anaali di Matsntatica, Serie III, Toino XXV. 40 
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è a rariazione liinitata, l'area A è finita, e che tale area è data, se la f (x) 
è anche assolutainente continua, dalla formula classica 

Se la f (x) è soltanto a variazione liinitata, la fornîula che dà l'area è 
(confronta col n. 22) 

essendo qui A, e A, due nunieri positivi definiti coine segue: detta (a,, Br), 
(r  = 1, 9, .  . .), una successione qualsiasi d'intervalli non sorrnpponeritisi di 
(a, b), ricoprenti interamente l'insienîe E dei punti nei yuali la fr(x) O non 
esiste O non è finita, si formi la soninîatoria Z f,. . 1 f (PT) - f (aC) 1 ( 1 8 ) ,  d o ~ e  f, 

T 

è il limite inferiore della f (x) in (a,., F,.); il inassiino limite di questa soin- 
matoria, quand0 x(P,- a,) tende a zero, è per definizione A , .  A, poi è de- 

r 

finito dall'eguaglianzü 

le somme essendo estese a tutte le possibili differenze non nulle che in esse 
figurano (differenze che sono al più in una infinità numerabile). 

"2. Se applicliiamo il teoreina del n. 26 allà funxione 

abbiamo ilninediatainenle: 
Supposta la f (x), in (a, b),  assolutame~~te continua e 2 0, l'a,rea della su- 

' 

perficie di rivoluzione generata dalla rotazione attorno all'asse delle z della 
cwva 9 = f (x), (cc 6 x 5 b), è i l  limite, per n -+a, d i  quella della superficie 
analoga yenerata dalla y = Pm (x), (a 5 x 6 b). 

Ragionando coiue si è fatto al II. YQer  la lungllezza della curra y = f fjx), 

d (la) Questa sommatoria piiù essere sostitiiitu dall'ultra r f, (pl. - 1 f ( 3 V )  - f (ar) [. 
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(a  L x f b) (19), si vede che la pro~osizior~e precedente vale alache se la f (a), 
selnpre t O, è a variasione limitata e tale da  rimccîtere sewzpe contpresa fra 
i valori f (x - O) e f (x +O). 

90. Siano x (O), ZJ (0) due fuiizioiii date in un intervallo (a, b), die  sup- 
porremo ancora tale da aversi O < CC < b < 1, ed iri integrabili ne1 senso del 
LEBESGUE. Formiaino i polinomi i~pprossiniativi P, (O), relatiri a (peste due 
funzioni, e indichiaiiioli rispettivaniente con S,, (0) e Y, (O). Arrenio cioè 

La curva 
C :  x=Xn(9) ,  y=Y,(0) ( a i O r b )  

la diremo la curva approssimativa (dell'ordine 1%) della curva 

Iridichiamo con N,, (8) il punto della C, di coordinate ,Y, (6), Y,, (9), con 
M (O) quel10 corrispondente della C. Per la convergenza quasi dappertutto, 
in (a, b ) ,  di X,  (O) e Y,@) rispettivainente verso x (O) e y (O), si ha che, ad 
eccezione al più dei punti di (a, b)  di un iiisieiiie di misura nullü, per tutti 
gli altri il punto A I n  (0) converge verso JI ( 6 ) ,  per n +  m. Questo fatto 10 
esprimereino dicendo che quasi tutti i p u d i  AI" (Fi) convergorzo, per n+ CO, 

verso i corrispowlenti il1 (9). 
Se le funzioiii x: (O), g (0) sono continue, vale a dire, se la curva C è 

(le) Ci si pu6 anche giovare del risultato del n. 22, deducendo da  esso la proposizione 
attuale. 

($3 Date le ipotesi generalissime fatte sulle x (O), s (O), la curva C non è che un insieme 
ordinato di punti. 
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coiitinua, X,, (9) e Y,, (9) convergono per tutti i valori di 0 verso x (4)  e y (O), 
e convergono kiiclie uniformèinente; cosicchè abbiaino: Se la cttrnn C è con- 
t inua, 4 pmti  Ji, (9) con.vergono tutt,i zcnif orrnentente verso i corrispondenti A1 (O); 
unle a dire, la distanxn fra 41 (8) e Al,, (O), al tendere d i  n a l l 'w ,  tende n zero 
tcnifor~?temente per ogni 0 d i  (a, b).  Direino anche, più breveiiîente, se ln 
czwua C è contii~zta, la sua curun approssinzativa C, converge ad essa zc~tifor- 
memente. 

30. Suppoiiiaino clle, per il valore 0 del parainetro, esistaiio le due de- 
rivate x' ( O )  e s' ( O ) ,  lion ainbedue infinite, e tali da rerificare la clisuguaglianza 
x'" y'' >O.  Ne1 punto N(A) esiste allora la tangente alla curva C. Ecl in- 
fatti, supposto, per es., xl=l= O, l'angolo cc (h), clie la corda A1 (9) 111 (4 + 72)  

(percorsa dall'estrenio ;elatiro al miilor valore del parainetro all'altro) fornla 
con la direzione positiva dell'asse delle x, ha  per tangente trigonoinetrica 

21 ( 0 t h ) -  y (0) 
Y ( 0  + 1 8 )  - ?/ (9) -. - 72 

X (9 + h) - (9) - x (0 + h) - x ( b )  

e questa tangente, per le ipotesi fatte, lia uii lin~ite ben deterrninato ,&) 
al tentlere di 12 all'o zero. Duiicpe lia un limite anclie a (h), ossia ha  una posi- 
zione limite la corda JI (0)  U (i + 11). 

ludicliiaino con t (9) 1ü tangente in A t  (ri) alla C; con t ,  (9) la tangente 
alla C,, ne1 puiito JI,, (O), corrispondente a l  valore del parainetro 8 clle deter- 
mina JI (9). Poichè le derivate S', ( O ) ,  Y',, (9 )  teildono per n -+ cc rispettiva- 

meilte a x' (4 )  e y' ( O ) ,  se è x1 (6) =I= O, il rapporto - (O)  tende a - Y' (0) , e7 
XI, (8) X' (0) 

S' (0)  
ne1 caso coi~trario, A 

Y',, ( 6 )  
tende a ---- SV). L l ~ ~ n q ~ ~ e  : 

9' (0) 
Fatta l'ipotesi che per i l  vctlore O del yccrccmett.~ esistccno le due der,iaate 

cc' ( F I ) ,  y' (0), no~z ninbedzce iufiizite e Ilon rrmbedue  tulle, la fccuge~ite t,  (O) alla 
czcrvn nppossinzntiu C, ttel yurtto 171" (O)  te~zde, per n -+ cq cc quella t ( O )  
alla C in A1  (0). 

31. Le funziotii x ( 8 ) ,  y (8) siano, i n  (a,, b), assolutailiente continue. Esi- 
stono allora, quasi dappertutto, le derivate xf(9),  y1(9), finite; la curva C ha 
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Detta L, la lunghezza della C , ,  si lia pure 

Si lia poi, s e  (a, p) è un qualsivoglia intervallo di (a, b) ,  

e, se (a,, A.) ,... , (a,, F,) è un yualsiasi sistema di iutervalli 11011 sovrappo- 
nentisi di (a, b),  

\ l x : ( e )+~ . . (ddRr .Zj" '~~X' , (O)  r Er d f J + Z ( ' 8 r ,  . Y',, (O) dB. 

Dalla eyuiassoluta continuità degli integrali delle [ X ' ,  (8) 1 ,  1 l''JO) 1 ,  
.(n = 1, 2 , .  . .), risultante dalla anmessa assoluta continuità delle x (O), y (8) 
(vedi ii. I l ) ,  scende cosi l'equiassoluta coiitinuità degli iiltegrali delle 

d -9 - 9 
X',, (O)  + Y', (8) , onde, per la coiivergeoza quasi dappertutto di X ',, e Y', 

rispettivaiiiente a s' e y', e per la proposizioiie sull'iiitegrazione per serie ri- 
cordata al n. 5, si l-ia 

per n -t m. In parole : 
Se le x (O), IJ ( O )  sono f~tmioni  assolufame~zte conti~me, la  lmghezza L, 

della curva npprosuinzaliva C,, tende, per  n+ m, a quella della 2. 
Questa proposizione pub estendersi anche a casi in cui manca l'asso- 

luta continuità. delle funzioni x (r-i), IJ ( O ) .  Cosi per esempio, è facile redere 
che essa rale per la curva C :  

i - 

x; = (8 - cos O) lim O"+', IJ = sen e, (- 2 z 5 6 5 2 n), 
n-+m 

Loc. cit. (9. 
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la quale rappreseiita l'iasieli~e dell'origine e di due circonferenze uguali, di 
raggio 1 e di centri (-8, O) e (9, 0). La luiighezza. L (") di questa curva è 
data dalla somiiin. delle lui-ighezze delle due circonferenze, più la minima 
distanza fra tali circonferenze, vale a dire è L = 4.7~ + 9 ;  ed è L, -+ L. 

(") Si ricordi che la defiuizione di lunghezza qui accettata (confr. ('9) )é la seguente : la 
lunghezza della curva C : x = x (O), 9 = y (O), (a 5 0 5 b), è il limite superiore delle lunghezze 
delle poligonali in essa inscritte, aveiiti per vertici successivi punti corrispondenti a valori 
crescenti del parametro 4. 
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Sulle pluritangenti 
di una ipersuperficie algebrica generale ("1. 

( D i  ELJGENIO BRAMBILLA, a Parma.) 

N e 1  su0 lihro di geoinetria iiurnerativa (**) 10 SCHUBERT ha calcolalo il 
nutnero delle rette che toccano una superficie algebrica generale del10 spazio 
ordinario in uno O più punti e soddisfano inoltre ad assegnate condizioni 
(fondamentali). Lo SCHUBERT stesso in altre due Memorie (***) lia trattata la 
questione analoga per il caso di uno spazio ad n cliniensioni, liinitandosi 
perb alla ricerca del nuinero delle rette che toccano in un sol yunto una 
data ipersuperficie (algebrica) generale e soddisfano inoltre a condizioni im- 
poste al puiito di contatto. 

In questo lavoro, generalizzando il iiletodo adottato clallo SCHUBERT per 
10 spazio ordinario, e valendomi delle formole trovate da110 stesso per il caso 
di uno spazio ad n dimensioni, ho risolto il problema generale : calcolare 
il nuinero delle rette che in uno spazio ad n diinensioni toccano uiia data 
ipersuperficie (algebrica) generale d'ordine qualunque in più punti, avendo 
in essi molteplicità di contatto assegnate, e soddisfacenti inoltre a condizioni 
(fondanîentali) imposte sia ad esse rette clie ai punti d i  contatto. 

Dopo avere nei primi paragrafi (1-2) riportate le regole e le formole di 
geoinetria nunierativa necessarie al10 sriluppo dell'argomento, nei paragrafi 

(*\ Estratto dalla tesi presentata per la laurea in matematiche pure alla Facoltà di 
Scienze della R. Università di Pavia ne1 luglio 1914. 

(**) Kalkul der abziihleizden Cfeonzetrie, § 33. 
(***) Die n-dimensionale Veru11getneiiteru~ogen der fundmnentnlen Aneahlert unseres Rauvts, 

Mathematische Annalen, Band XXVI, S. 26 ; Die it-diinensionale I7e?.ullgetneitreru~ag der An- 
zahlen fiir die vielpunktig berulzreudeib Tai~g~ntert eiiler putzktalZgei1zei1zet& Flüche m-ten Grades, 
Ib., S .  52. 

Ne1 seguito, doveiido riferirci a detti larori, li iiidiclieremo, per brevitù, con F z L ~ .  A m .  
e Vielf. Tang. 
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successivi (3-5) tratto il caso generale anzidetto, e trovo alcune forniole me- 
diarite le quali il numero delle rette pluritangenti si calcola in funzione del 
numero delle rette tangenti in un sol punto all'ipersuperficie data. Infine 
(§ 6) mi occi~.po di alcuni eseinpi riuinerici e di casi particolari nei quali si 
ottieile facilmente una seniplice forniola esplicita. 

Rivolgo qui al prof. G. GIAMBELLI i più vivi ringrazianienti per avernii 
suggerito il teina ed essermi stato gentilmente largo di schiarimenti. 

XOTAZIO?~'~ SII\IBOLICHE PEH LO SPAZIO AD 12 DlMERSIOSI.  

PHODOTTO DI P ~ Ù  COKDIZIOKI.  

FOHMOLE DI IKCIDENZA B DI COINCIDENZA. 

1. Assunto cotne spazio ambiente uiio spazio lineare di punti ad n 
cliinensioni, Sn,  ed indicati con S a ,  Sb,. . . , spazii lineari di puiiti di dirnen- 
sioni a ,  b , . . . , in esso conteiiuti, conrerrerno che y) : 

per un punto p il siiiibolo pu, dore è O a ZG I L ,  rappresenti la coiidizioiie 
foiiclaineiitale, di diniensione a, che il puiito stia in un Et-, 
dnto ; 

yer u ~ z a  rettn g il siinbolo (a, b), dore è O 5 a < b 6 IL, rappreseiiti la con- 
dizioiie fofidaineatale, di dinieiisioiie 2 12 - 1 - n - b,  clle 
la retta stin. iii un dato S, e tagli in un punto un dato Sa 
contenuto iii S ,  ; 

e clle iii particolare la conclizione (di dilnensioiie 2) clie la retta 
stia in un 8%-, dnto si rappresenti indifferenteinente con 
l'uno o i'altro dei due siinboli: 0, oppure (n - 9,  $2 - 1); e 
la condizione (di diniensione a - 1) che la retta tagli un 
S.,-, assegiiato si rappresenti con l'uno O l'altro dei due 
siinboli g ,  (oppure (n  - a, n). 

(*) Dovendo ne1 presente lavoro occuparci di condizioni foiidamentali imposte solo a punti 
O a rette, è preferibile, per la  maggior chiarezza delle formole, sostituire alcuiii dei siniboli 
adottati dallo SCHUBERT per S, con siinboli aiialoghi a quelli adottati dallo stesso per 10 
spazio ordinario. 
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Convenendo, coine al solito, di eguagliare a O oppure ad 1 ogni siinbolo 
iappresentante rispettivamente condizioni non imponibili O identicamente 
socldisfatte, se ne deduce 

pa=O per a > n ;  g , = ( n ,  ? % ) = O ;  g,=(n-1, n ) = 1 ,  

p" = 1 g,=(n-a,  n)=O per a>n. 

9. Il prodotto di s condizioni fondainen tali pal, pn2,. . . , pu* imposte al  
punto p si esprime con un'unica condizione fondainentale i1iîpost.a al punto 
mediante la forinola (*) : 

pal p" . . . pas = pa,ta,t...Saa, (1) 

Il prodotto di due condizioni fondanîenbali imposte a una retta si espri~ne 
con una soinina di condizioni fondamentali imposte alla retta mediante la 
seguente regola (**) : 

date due condisioni ( p ,  x) ,  (q, k )  imposte a una retta, e posto p = a, - - ,. - t~ ; q = 6, k = p; oppure q = a, k = cr ; p = 6, v = F ; oppve  indifferede- 
mente una O l'altra delle due posizioni, a seconda che p + k è minore, mny- 
giore O uguale di q +- z, si ha la seguente for~nola: 

(a, a ) @ ,  B)=(a+P-n, x+b-n+I j+  

+ ( a + B - n - 1 ,  x i - b - n t ? ) + . . .  

dove I'zcltimo termine del secondo meqnbro sarà. ( a  + b - n + 1, cc + p - n )  ; 
a rneno che si giunga prima al termine (O, a + b + x + F - 2 n + l),  nel qual 
caso questo saric l'ultirrzo. 

L'applicazioiie ripetuta di yuesta regola conduce alla fornîola (**) 

ne1 secondo inenîbro della quale si procederà fino a trovare un termine privo 
di significato. 

Più in generale, date p + 1 condizioni fondamentali imposte a uila retta 

(*) SCHUBERT, Tund. Anz., 5 4. 
(**) SCHUBERT, Rund. Anz., § 5. 

Anaali di Matematica, Serie III, Tonio XXV. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( a o ,  bo),  ( n i ,  b , )  ,. .. , (ap ,  b,), tali clie la sonînia delle loro dimensioni non 
superi B n-2 ,  il loro prodotto si esprime colne somma di condizioni im- 
poste alla retta mediante la seguente regola y): 

Si r i d u c a  l 'espressio~ze 

a l la  forma  Z Acio S I ,  essendo ci, 6% u n a  delle d m  yennutazionk di 
c , ,  c ,  (dove c, < c, ) .  Il prodotto delle p + 1 condiz ioni  date  è al lora egzmle a 

e dove sono d a  onzettere i t e rmin i  per i gunli u o n  s i a  O G c, . 

3. Dato un sisteinn format0 da un  punto p e da una retta g d ie  si 
appartengono, sussiste in S, la seguente f o r~no la  d ' i n c i d e w a  (**) : 

Essa vale per 9 EG a 4 .n ; ina pub ritenersi valida per a = 1, giacchè per 
essere (n - 1, 12)  = 1 ed (n - 1, n - 1 )  = 0, in ta1 caso si riduce ad una 
identità. 

Inoltre vogliamo aclottare una conveiizione clie perinetta di ritenerla 
valida anche per a =O,  il clie ci sarà utile in seguito. Precisainente darenio 
u n  significato al siinbolo illusorio ( n ,  n - 1)  ponendo 

(n, n - 1 )  = 1. (P) 

Ricordando allora die  (n, t z )  = O, la ( x )  per a = O si ricluce all'identità : 

p (12, n) = po + (n, 12 - i) = 1 - 1 

e pub quiridi riteilersi valida anche per a =O. 

(*) Vedi G. GIAYBELLI, Risoluzione del pvoble~i~u deyli spazî secad i ,  fj 11 (Mem. Acc. 
Reale Torino, 1908). La regola suesposta è un caso particolare di quella i v i  eiiunciata, 

(**) SCHUBERT, E e l f .  Tang., fj 1. 
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Osservando inoltre che 

la. (a) pub porsi sotto la fornia definitira 

forinola valida per O r  cc r 1% qualora si convença di porre, coiiie dalle (P) 
e (Y), 

g-, y,  = (12, 12 - 1) = - 1. 

4. Dato un sistema di coppie di y z d i  arbitrarianiente infinito la coii- 
dizioiie E, clle due puuti p ,  e p, di ima coppia coincidano, pur restando 
deterininata la loro congiungente g, si espriiiie niediante condizioni fonda- 
mentali imposte ai punti p,  e p,  e alla retta g faceildo uso clella formoln. d i  
coincidenxu (*) 

E 2  = p i + p z  -92. (V)  

RETTE TANGENT1 IN UN PUNTO A UNA IPEHSUPEHFICIE GENEHALE DI S,, . 

5. Sia Pm una ipersuperficie generale d'ordine ua di S,,;  e siii ci+,  la 
condizione (di diinensione i )  clle i+ 1 degli IU pui-iti d'interseziorie di Fm 
con una retta di S,  coincidano in uno, cioè, coine su01 dirsi, clie la retta 
abbia con P" un contatto (i+ 1)-punto. Il iiuiiiero delle rette soddisfacenti 
alla si+, e ad ulteriori condizioni fondamentnli imposte alla retta e al punto 
di corltatto p (tnli clle la condizione risultante sia di diniensione 2 n - 9) si 
esprime in funzione dell'ordiiie nc mediante la forniola (**) 

E ~ + ,  (a, r )  p+a-i-i - -f(nc, i, i - a ) - f ( m ,  i, i-a), ' (1) 

(*) SCHUBERT, Vielf. Tang., 5 3. 
(**) SCHUBERT, Irielf. Tang., 8 5. Iildicherenio, secoiido l'uso cornune, il numero delle 

rette soddisfacenti a una condizione di diinensione 2 r h  - (2 col simholo rappresentante la con- 
dizione stessa. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dove f (m, r, s) è il prodotto di r ! nt per la somma di tutti i possibili pro- 

dotti di s fra gli r nuineri .in - 
112-r . ,  - e d o ~ e  si dere  

r 
porre 

f ( m , r , O ) = r ! r n ;  f ( m , r , s ) = O p e r s < O .  

La (1) pub scriversi sotto la forma seguente ("), spesso più utile nella 
pratica 

dove cp (i, k) rappresenta la soniinü di tutti i possibili prodotti di k fra i 
primi i nunieri della serie iiaturale, e dove si dere  porre y (i, 0) = 1. 

La (i, k) gode della proprietà espressa dalla relazioiie 

(i, k) = i . cp ( i  - 1, k - 3 )  + cq (i - 1, k), 

clle permette di calcolarne praticaniente il valore numerico. 

6. Veiiendo ora a d  occuparci delle rette tangeiiti in più punti a una 
ipersu1)erficie Pm generale d'ordiiie 9th di S,,,  indichiaino con p,  p , .  . .p,, gli 

punti d'iiitersezione di utia retta g con Pm e coiisideriaiiio il sistema di 
coppie di punti ottenuto accoppiandoli in tutti i modi possibili. Allora per 
la. (V) del 11. 4, se due di tali punti, per es. y, .e p , ,  coincidono, cioè se g è 
tangente ail F"', sarà soddisfatta 1% condizione y, $- p ,  - g, . Siniilinente se 
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tre punti, per es. p l ,  p, , p,, coincidono, la g dere soddisfare alla condizione 
p~odotto (p l  +pz  - g2) ( p l  +p,  - g,). Se invece due coppie di punti, p, p,  
e p,p,  coiticidono in due piinti distinti, la y deve soddisfare alla condizione 
( p l  + pz. -  g,) (y, + p ,  - g,). In generale una retta y che tocchi F" in s 
pimti avendo in essi ordinataniente contatto i-punto, k-punto , . . . , 1-punto, 
deve soddisfare alla condizione 

dove i siriiboli p,,, rappresentano i punti p l p , .  . .p,,, . 

Supponiamo ora che u degli indici i, k , . . . , 1 siano eguali, per es., ad i ; 
fra gli a punti nei quali g ha con Pm contatto a-punto potreiiio scegliere 
in u modi un primo punto e ohiamarlo p?,; fissato questo, potrenio sce- 

gliere in u - 1 modi il punto pO,, ecc.; infine resterà fissato in modo 

unico il punto p?,. In altre parole vi saraiiiio r ! rnodi di fissare i suddetti 

punti fra gli u punti di contatto; il clle equivale a dire che la retta g conta 
a !  volte fra le i-ette soddisfacenti alla (a). Esclusi poi dagli indici i, k ,  ..., 2 
gli a eguüli ad i, ve ne siano fra i rimaueriti fi eguali a k ;  per 1ü stessa 
ragione g conterà p !  volte fra le rette soddisfacer~ti alla (cc); e cosi via. 
Posto allora p = a'. F r . .  . , e detta E ,,,...,, la coridizione che una retta tocchi 
Fm in s punti avendo in essi contatto rispettivaniente i-punto, k-piinto, . . . , 
2-punto, sarh : 

Più iti generale se la retta g lia con Fms contatti successivainente 
i-punto, k-punto , . . . , 1-punto e i i.isl)ettivi punti di contatto ordinatanlente 
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in dati spazi SB,, S ,-,,.. ., Sn-,, essa deve soddisfare alla condizione 

In questo caso se b: clegli indici i, k , .  .., 1 sono eguali ad i, fra gli z 

corrispondenti punti di contatto alcuni restaiio fissati dalla. condizione di 
giacere in deteriniiiati spazî. Se x' è il nuniero di yuelli ai yuali non è iin- 
posta condizione alcuna, cioè aventi per corrispondenti nella serie 1, y., ..., v 

esponenti iiulli, con un ragionainento analogo a cjuello fatto poc'anzi si con- 
clude che la retta. g conta a'! volte fra le rette soddisfacenti alla (O). Per la 
stessa ragione se fi' sono yuelli fra i fi punti di contatto k-punto ai quali 
non sia imposta condizione alcuiîa, la g conterà p'! volte fra le rette sod- 
disfacenti alla (b); e cos1 via. 

Posto allora p' = a' ! F' 1 .  .. e detta bt ,  Of$. .. bSYl E ~ , ~  i...,. la condizione che 
una retta abbia con F"' s con tatti successivamente i-punto, k-punto ,..., 
1-purito e i rispettivi punti di cotitatto ordinataniente giaceilti in dati spazî 
Sn-t, Sn -,',. .., S sarà: 

s' . a:, 7% S . .  b.,l Ei,. ...... = p i )  (p l i )  + p y )  - gu) . . -  ( ~ ( 1 )  +py, - II,) . 
i- 1 

7. La. condizione che 1 degli q i ~  punti d'inteisezione di una retta con 
Pm coincidono iii uno è di di~neusione 1 - 1 ; la bti O$ . . .  bIl E ,,,,,..,, risulta 
allora d i  diinensione 

Affinchè esistano rette ad essa sodclisfacenti, deve essere 
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Moltiplicaildo ambo i ii~enlbri della (b') per unn coiiclizioile Q di diinen- 
sione 9 1% - 9 - (A + p. + . - . + v + i + k + 4- 1 - s) iinposta alla sola 
retta, ne risulta la condizione di diinensione 2 n - 8 : 

Per determinare ora il nuinero p ' .  Q b $ b $ .  . . b;, ci ,,,...,, delle rette soddi- 
sfacenti alla'(1) si sviluppi il 2 . O  ineinhro di essa; si otterrà uiia soinina di 
termini del tipo Q ygp? p;? . . . 9 7 3 .  Si osservi a ta1 proposito che ne1 suddetto 
sviluppo ogni fattore del tipo p" ,p z . .  . p;, dove a , ,  cc,, . . . , a, sono nuineri 
della serie 1, 2 , .  . . , ~ ) t  tutti diversi fra loro, è da considerarsi eguale al  
fattore ~ 2 ~ 2 . .  .$)y contellente egual niiniero di siinboli p con esponeiiti 
eguali, ma con indici tutti O in parte diversi. Basta infatti osserrare clie le 
condizioni rappresentate dai due siinboli sono in sostanza le stesse; iinpoii- 
gono cioè alla retta di avere uno dei yuilti d'intersezioiie con Fm in un  
dato Sn-,,, un altro in un dato Sn,,, ecc., restando cornpletamente in no- 
stro arhitrio l'attribuire a ciascuiio di questi punti un indice piuttosto che 
uu altro. 

Ci6 posto, ogni termine del tipo Q g2p" ;  p . . . si pub ridurre [") 
~nediante la regola (111) del 11. 9 e la forniola d'incidenza (IV) ilel 11. 3 a 
una soinina di termini del tipo ( a ,  fi) p, p,  : . . p h ,  (h = 0, 1, 2,. . . , j) ; dopo 
di che la condizione p ' .  Q bf,, bCk.. . b;,l ,..., resterà espressa ~nediante somma 
di condizioni di diniensione 2 1% - 2, nelle quali i siinboli p figurano con 
espoiienti non maggiori di utzo. 

Ne1 paragrafo seguente ci occupereino della deterininazione in funzione 
dell'ordine m del valore nuinerico dei simholi corrispondenti a dette condi- 
zioni, cioè del nuinero dei sistemi di rette e punti ad esse soddisfacenti. 

(*) Tale riduzione sarà eseguita effettivamente al n. IL. 
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NUMERO DEI SISTEMI SODDlSFACEKTI ALLA CONDIZIONE (a,  h) pl p, . . . p l  
DI DIMENSIONE 8 n - 8. 

8. La condizione E ~ + ~  p u6, per la (a') del n. 6,  scriversi sotto la forma: 

dalla quale segue 

Ma per la (IV) del n. 3. teiiendo conto delle convenzioni ivi fatte, si lia : 

Sostituendo nella precedente, si avrà 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e scambiando nella prima doppia sommatoria l'indice u in u -- l 

w=r-e ,ci=&% 1 z-u + u=O r a=O r - - n - u + l w (  ) . Q : - ~ - Q Y - ~ ~ ~ P ~ P  z . . .  p.. 

Osservando infine clie il termine . generale della prima doppia somma- 

toria è. costantemente nul10 per u = O perchè coatiene il fattore (3 
che, avendo convenuto di porre y-, g, = - 1, il termine 1 .  g, pl pz.. .p,, pub 
considerarsi ottenuto da1 termine generale della doppia soiiimatoria per 
u = 1 - 1, si pub scrivere 

e l - u  2 2-zc -+ v=o z < - l > z + l - - - v ( , ) (  , ).b.~-",.-~ Y. [ P d  ,... P.. 
Posto 

ed osservando che 

si ha infine 

formola che esprime la E,,, mediante condizioni contenenti i simboli p con 
esponenti non maggiori di uno. Essa vale per 1 = 1, 8,. . . , n - 8. 

Annali di Matematica, Serie III, Tom0 XXV. 48 
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9. Facendo decrescere, nella (II) del numero precedente, l'indice 1 fino 
ad 1 si ottiene successivamente 

El+i=(l+l)'Pi.-.~i+$(l,~-I)pl-..~z-i+'..++(l, l)pl ++(z70),  
SI = l.Pl...pz-i+:'. .+#(1-1, l)pl+$(Z-17 O), 
. . . a . . . .  $ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
E Z  = "2 PI ++ ( 4  O). 

Posto per brevità 

Il deterniinante dei coefficienti delle x nelle soprascritte relazioni è 

1 I + l  +(l ,  1-1) +(l ,  l - 2 )  : . .  +(l,  9) 9 (1, 1) I 

ci06 uri nuinero, indipendente da yualsiasi condizione. Tale circostanza ci 
permette di trattare le (a) conle un sistema di equazioni algebriche lineari 
non omogenee, a determinante non nullo, nelle x,, x, ,..., x,. Risolvendo 

.. questo sistema rispetto a xz = pl pz .pz  avremo : 

h+1- + ( 1 ,  0) + (1, 1 - 1) (1  z - 2) . . .  + (1, 9) $ (l, l)! 
E, -# ( l - I ,  O) 1 $(l-1, l-9) . . .  + ( l - l ,  9) + ( l -  1, l), 
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e inoltiplicando ambo i mernbri della (b) per una condizione (a, b) di di- '  
mensione 2 12 - 2 - 1 

dove 10 sviluppo del secondo membro conduce a una somma di condizioni 
del tipo (a, P) E; di dimensione 2 n' -2  (*). 

10. Sostituendo ora a ogni termine (a, B) zi, ottenuto con tale sviluppo, 
il suo valore dato in funzione dell'ordine in di Fm dalla (1) del n. 5, si passa 
dalla condizione (a, b)  p , p ,  . . . p z  al numero dei sistemi di rette e punti ad 
essa soddisfacenti. Osserviamo perb che essendo cz+, una condizione di coin- 
cidenza imposta ad 1 + 1 degli m punti d'intersezione di una retta con F*, 
la c, imposta ad Z punti, ecc., bisognerà riferirsi senipre al medesimo numero 
di punti, e precisamente almeno ad 1 + 3 punti. Riferiamoci, per fissar le 
idee, a y % Z + 1 punti. Ci6 equivale a dire che se ki è il numero delle rette 
soddisfacenti alla (or, f3) cd, si dovrà sostituire ne110 sviluppo suddetto al siin- 

bol0 (a, F) non il numero hi, ma il nuinero 

kd ( l n  - à )  (wz - i - 1) . , . (m - Z) . . , ($12 - q + 1), 

perché su ogni retta soddisfacente alla (cc, p) ci si pub prendere 1' (i+ l)mo 
punto da considerarsi in ln - i ii~odi ; 1' (i + 2)mo in IU - i - 1 modi , . . . , 
j l  y m 9 n  nb - y + l  niodi. Il risultato cosi otteriuto sarà naturalmente rela- 
tivo a q punti. 

Tenendo presente la (1) del n. 6 possiamo enunciare la seguente regola : 
Data in  S, un'ipersuperficie P m  generale d'ordithe m, il valore ~muaterico 

del simbolo (a, 4j pl p, . . . pz corrispondente alla coîadizione (a, b )  p, p, . . . pz 
d i  dir~~ensione 2 n - S e relcctivo a q dei pwrli di i~ztevsezio~ze di utza retta 

(*) Dalla (1) del n. 8 risulta che la + (1, u) è di dimensione 1 -u. Ne segue che il deter- 
minante che figura al 2 . O  membro della (III) sviluppato d i  luogo a uiia sonma di condizioni 
di dimensione 1 ,  
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con Pm si  ottierae dalla ( I I I )  del n. 9 sostitztendo nello sviluppo del 2." menzbro 
o ogni termine (LX, (3) ci l'espressio?ze 

dove f (m, p, q)  indica il prodotto di p! rn per la soinma di tutti i possibili 
11L - 2 9th - p 

prodotti di q fra i p numeri m - 1, - , . . . , - , e dove si deve porre 
9 P 

Osservaeione. La regola ora enunciata permette di calcolare il valore del 
simbolo (a, b )  plp, . . . pz seiiza conoscere il valore dei sin~boli contenenti un  
minor numero di fattori p. Zn pratica, perb, dovendosi calcolare il valore di 
tutti i possibili simholi relativi a un certo spazio converrà adoperare la (II) 
del n. 8 dopo averne i~ioltiplicato ambo i nlembri per la condizione (a, b )  
in modo clie risultino di diinensione d n  - 2, e, procedendo per valori ordi- 
natainente crescenti dell'indice 1, calcolare ogni sinibolo contenente un certo 
numero di fattori p inediante quelli che ne contengorio un nuinero minore. 

FORMOLA GENERALE PER LE BETTE PLURITANGENTI 

A UNA IPERSUPERFIClE D I  8,. 

11. Applichiaiiio alla espressione 

u n  procedimento analogo a quel10 tenuto al  n. 8. Avreiiîo 
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Ma in virtù della (IV) del n. 3, tenendo conto delle convei~zioni ivi fatte, 
si ha 

Sostituendo nella (a) ed applicando la fornîola d'incidenza anche al 
primo termine del secondo membro, ne segue 

Cambiamo iiella prima doppia soininatoria l'indice u in u - 1 ; osser- 
viamo che dopo tale scambio il termine generale di essa è, per u = O, co- 

stantemente nul10 perchè contiene il fattore (-f 1) e quindi tale somina- 

toria potrà considerarsi estesa da O ad Z. Conveniamo infine di porre 

(0) = 1. Il secondo termine del secondo inenibro pub eonsiùerarsi allora 

conie ottenuto dali'ultima doppia sominatoria qualora si estenda quest'ultiiiîa 
da O ad 1. Avremo cosi: 

Poniaino 

c-l+l-u 
x (Z, ZC, a)  = 2: (- l)'+l--l*-c 1 1 - a c t l  

(U - 1)  ( ) . B.+" gi-n-e+i + 1 
c=u 

1 1-u +.=;--. (- l)'+n-l, ( u )  ( ) - g,,++, ge gfU-# . 
ç= 1 
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332 Bramb i l la:  Sulle pluritangedi 

Confrontando la (1, u, a) coi] la + (1, zc) definita al 11. 8 (1) si vede che 

Inoltre ponendo nella (1) u = 1 + 1, la prima doppia sommatoria si ri- 
duce a g,, inentre la seconda appare priva di significato. Porreino allora 

X (1, 1 + 1, 4 = g, 
e conseguentemente 

x(1, l + l ,  O ) = g , = O .  
Avreino cosi infine 

Questa formola coinprende come caso particolare la (II) del n. 8. 
Infatti supposto n = O, segue facilinente, tenendo coilto delle (a )  e (y) 

u=z+i u=t 

&2+1 = Z X (1, U, 0) pl Pi. . . . p,< = Z + ( 1 ,  U) pl p~ . .pu .  - w=o t4=0 

Riprendiamo ora la (1) del n. 7, scrivendo i + 1, k + 1, ecc., in luogo 
di i, k ,  ecc. 

Il secondo membro si pub considerare coine il prodotto di Q per s fattori 
a ciascuno dei quali k applicabile il procedimento che conduce alla (II). Cid 
conduce a scrivere 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  a n a  àpers14per.ficie ntgebrica genernte. 333 

Ridotto inediante la (III) del 11. 2 ogni temiiie dell'ultimo inernbro a 
una soinina di ternîini del tipo (cc, F) p ,  p ,  . . . p j ,  il valore nurnerico di cia- 
scuno di questi ultimi è dato in f~inzione dell'ordine su di Pm dalla regola 
del u. 10. Ne' deduciaii-io quindi la seguente regola : 

Data i n  S, zoza iperszcperficie generale d'ordine m, i l  nzinrero delle rette 
soddisfacenti alla condizione ( d i  dimensione 9 n - 9 )  

s i  ottiene in fitnzione de1170rd iîze 4th sostituendo a ciascztn t e ~ a l i ~ z e  clel17u lti??zo 
wzembro della (111) i l  S M O  vnlore wumerico mlcolato mediante la regola del 
n. 10 e dieidendo i l  riswltato cosi ottenuto per p ' .  

Ossewazioîze. Il risultato della sostituzione è ceriaillente divisihile per p'. 
Ricordiamo ii-ifatti il sigiiificato attribuito ne1 11. 6 a p l =  LZ'! P l ! .  . . e 

poninino i + k + . . . + l = r ;  z f + ~ ' + . . - = j .  ' 
Sarà evidentemente j r S. Agli j puriti corrispoildeiiti a d  espoilenti iiulli 

della serie 1, y . ,  . . . , v corrisponcloiio nella (III) altrettante sommatorie estese 
effettivaiiiente non da O a i+ 1, k +  1 ,  ecc., nia da O a i, k, ecc., coine ap- 
pare dalla (8). Ne segue clle ne110 sviluppo dell'ultiino n~embro della (III) il 
termine conteilente il inassinio nuinero di siii-iboli p ne coiltieiie al piii 
r + ( s  - j): inentre il nuiiîero dei puiiti clle figurano coi~i~)lessivailieiite nei 
coiitatti è r + S. L'rtpplicazioile della regola del ri. 10 fa cpindi coinparire iii 
ogni .terinine il fattore 

cioè il prodotto di j numeri consecutivi, che è certaiiiente divisibile per 
<=cc'! (i'! . . .  dove ~ ' + ( 3 ' + .  ..=j. 

19. Ci occuperemo in yuesto iiuinero di alcuiii esempi nuinerici, li- 
mitandoci, per brevità di calcolo, al10 spazio a quattro dimeiisioni. In s,, 
ricordando clle gj = O e y, = O, e ricorrendo alle foriuole (II), (II') e (111) 
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del n. S per il prodotto di più condizioni imposte alla retta, si ottiene facil- 
mente la seguente tabella dei valori della + ( 1 ,  u) (v. (1) n. 8) corrispondenti 
ai valori di 1 conipresi fra 1 e 6 : 

Calcoliaino in funzione dell'ordine nz di Pm il valore di tutti i possibili 
siinboli del tipo ( a ,  p) p, pz . . . p). relativi a S,, cioè dei simboli : 

Ora il valore numerico di quelli fra i simboli ( b )  nei quali si impone 
alla retta la condizione di stare in uno spazio di dimensioni r 3 è Io stesso 
che per 10 spazio ordinario. Infatti il simbolo (1, 3) p,  p,  p, ,  per esempio, 
non è che il nuinero delle rette giacenti iiell'S, della condizione (1, 3), ap- 
poggiantisi a una data retta ed aventi tre dei punti d'intersezione con Pm 
su  tre dati iperpiani. Lo stesso numero si ottiene evidenteinente conside- 
rando 1'8, della. condiziorie (1,3), la superficie intersezione di tale S, con Fm, 
e i piani intersezione di S,  con gli iperpiani suddetti; cioè calcolando il va- 
lore di (1, 3) p,p,p,  relativo al10 spazio a tre diinensioni. In base a questa 
osservazione potrenlo scrivere la segueiite tabella di valori, identici a quelli 
calcolati dallo SCHUBERT per 10 spazio ordinxio (*), riferendoci a q punti : 

Passiamo al calcolo dei riinanenti fra i siniholi (b). Dalle (1) e (If) del 
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n. 5 otteniaino 

cz (O, 2 ) = m ( ~ n - 1 )  e , ( l ,  3)=9nz(nt-3) (3m-9)  

a,  ( 1 ,  4)  = 10 11% (m - 4 )  (1n2 - 3 112 + 3) 
\ 

E (O 3) = ( - 1) ( a  - 9)  E~ (8,  3 )  = 5 11% (nt - 4) (7 n, - 19) 

(2, 4) = 5 (m - 5j (17 me - 60 7n+ 94) (4 

E~ (1, 9) = 3 .m (1% - 9 )  c p  (O, 4) = 9th ( tu  - 1) (tn - 9)  (rtz - 3) 

a ,  = 33 99% (912 - 6) (7 m - 19) ( 3  nt - 10). 1 

Applicando la regola del n. 1 1 al calcolo di (9, 4) p, p, p, p, p5 ottenianîo : 

+ 300. E, (0, 4) + 1200. c, (0, 3) t 1500. s, {O, 2) + 600 .  (0, l), 

da Cui, in virtù delle (d), rifereudoci a y punti 

In particolare, per cinque punti si lia 

cioè: le vette d i  S,  che tngliano una dota ipet-superficie gmernle d'ordine ~ î z  

i n  modo d a  avere cinqzce diversi p i~nt i  d'intersexiotze szc citzqzce iperpiani dati 
fovmano unn rigala d'ovdijze 5 m2 (m - 8) (nz" 4 4112 + 2). 

Per il calcolo dei riiuanenti fra i siiiîboli (b) ci servirelno, in  base al- 
l'osservazione fattü al 31. 10, della ( I I )  del 11. 8, cioè della 

Posto 1 = 3, inoltiplicando anibo i meinhi per (0, 4) si lia in  virtù delle 

Aiwali di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 43 
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( O ) ,  (c) e (d), sernpre riferendosi a y punti 

(0, 4 )p1pzp ,  =m(m-1) (m- 8). . . (tn - q +  1). 

Iiifine per 1 = G si lin dalla (e) 

da cui 

Riassuinendo, scrivererno la seguenfe tabella 

(O, 1) = (0, 2) pi = (0, 3 )  pl p ,  = (0, 4 )  pi p, p3 = 91% (112 - 1) (112 - 2) . . . \ 
. . . (1" - q + 1)' 

( 1 ,  2 ) p 1 p z  =II$* (192 - 2 ) .  . . (Pl2 -q+ 1); 

( 1 ,  3 )  p l  p, p, = 112' (2 112 - 3) ( m  - 3) . . . (m - q + l), 

(9, 3 )  p l  p ,  p ,  p ,  = m' ( 2  nt2 - G m +- 3) (ln - 4) . . . (m - y + 1) ; 

(1, 4 ) p i p , p 3 p l = n ~ 2 ( 3 ~ ~ ~ 2 - 1 0 - t ~ t + 1 1 ) ( 1 ~ z - 4 )  . . .(  1%-q+1), (1) 

(2, 4) pl p,  p ,  p4 p,  = 6 nz"(~n - 8) (m2 - 4 ln + 8) (IN - 5) . . . 
. . . (ln - Q + 1), 

pl pz p3 pr pb p6 = 5 nta (11t4 - 9 1%' + 86 ma - 87 m + 8) (nz - G) . . . 
. .  (ln-q+1). 1 

L'ultiina di queste forilîule dà, per q = 6, il seguente risultato : 
il ?zutnero delle rette d i  S ,  clze tccgliano una data ipersuperficie generale 

d'ordisze 4% i*% modo da avere sei degli 1% pu~ t t i  d'intersezione sopra sei dati, 
iperpiani è 5 mo (m4 - 9 m3 + 26 912 - 27 7n + 8). 
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d i  zcnm ipersuperficie algebrica generale. 337 

In particolare per gît = 5, queste rette avendo sei punti a comune coi1 la 
ipersuperficie; stanno su di essa; cioè: 

U n a  ipersuperficie generale d i  quinto ordine in S,  contiene 

5 .  5"54 - 9 .  53 + 96.5' - 97 .5  + 8) = 9875 rette (*). 

13. La tabella (1) permette di calcolare il nuinero delle rette soddisfa- 
centi alle condizioni b$+, b&+, . . . blJ+, Q ,,... itl relative al10 spazio a 
quattro dirnensioni. 

Vogliasi, p. es., calcolare il nuinero delle rette soddisfacenti alla (8, 4) s,,,: 
Posto i = 3, k = 2 nella (III) del il. 11 e ricordando le (a) e (y) del10 

stesso nuinero, si ha 

da cui per le (a) e (1) del nuinero precedente, posto g = 4 + 3, 

(2, 4) EZ+I = - (O, 1) + 11 . (O, 2) pl - 4.8 . (1, 9)pl p,  - 39 . (0, 3) p, p, + 

cioè : le rette d i  8, che hanno  con una da ta  ipersuperficie generale d'ordilze 91,  

due  contatti, Z'uno tripunto, l'altro puadripunto, formano una r iga ta  d'orclijze 
un (112 - 6) (m - 5)' (m4 + 8 8112, + 67 tn2 - 850 ln  + 120). 

14. Veninmo ora ad  occuparci di un interessatlte cas0 particolare. 
Si è visto (n. 18, (1)) che riferendosi a p punti, si h a :  

(*) Al10 stesso risultato era giunto per altra via Io SCHUBERT. Vedi: Irielf. Taug., 5 7. 
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Vogliaino geiieralizzare questo risultato dimostrando che 
in Sm i l  valore del simbolo (0, k + 1) p ,  p, . . . p, relativo a q: punti ( g  2 k )  

13, per qualsiasi valore di Tz conzpreso fra 1 ed n - 1, eguale a sz (nb - 1). . . 
(9% - q + 1). 

La proposizione è vera per k = 1, S,3; supponeiidola vera per k = 1 - 1, 
diinostrianio clie vale anche per k = 1. 

Sia dunque per ipotesi 

(O, k t -  1 )  p ,  p , .  . .  ph= 112 (+fi -- 1) .  . . ( m - q +  1 )  (4 

per k = l ,  9 , . .  . , 1 -  1 .  
Moltiplidiiamo ainbo i nlembri della (II) del n. 8 per (0, 1 + 1) 

Ma per la (1) del n. 8 è 

v=l+t-u 

0 ,  t = v=l Z (-1) z + i - q  u - î  y-;+') i-w-e (O,  1 t 1) + 

+ (- v-$) . g;-u (O,  l+  1 )  + 
v=Gu . + x (- 1) 

o=P 
- su-, Se (O, l+  1), 

od anclie, essendo, per la (H) del n. 2, g, (O, 1 $- 1 )  = O : 

(O) 1 + 2)  + ( 1 ,  u) = (- 1)"-" (t) K w P ,  l + l ) t  

v=l-u+l 1 l + l - u  ,I 
+ u=l x - 1 -  m - 1 ) ( 

II 
) g. g;+i-u-e (0, z +  1).  

Inoltre (v. KI. 9, (II') 

- ( u - Z t u - $ 3 - 9 ,  u ) + ( l - u - a ) .  ~ 5 ~ - ~ - *  - 
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da cui 

d+L-n-v (O, 1 + 1 )  = (O,. U -+ ZI)) 
8. cl<-- (0, J + 1)  = (O, u + u) (u - u, 2 1 )  = (0, 21 + 1). 

Siinilmente 

LI:-" (O, 1 + 1) = (O, u + 1). 

Sostituendo nella (c) 

2 c=l+i-u l + l  - u  
= - - ( )  + ( - ) - + - -  ( j 1 . (O, 2< + 1). u=i 1 

Per la nota identità 

è anche 

wrl+i-U 1 + 1 - -1+j-u 2 - 1 -  . ) = r (- 1) I+ , -u-o  ( 1  + ; - 9 1 1  - 
u=l v s o  

- (- l)'+l-:~ - - (- 1 jz-*, 
e quindi la (d )  diventa 

e infine la (b) 

Ma per la (1) del n. 5 é 
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840 Brarnbil  l a :  Sulle plutitange~zti 

cjuindi riferendoci a q punti e teneildo conto delle (a), deduciaino dalla (e) 

Ed essendo, per le note identità 

anche 

(O, 1 + 1) p ,  p z . .  . p l =  112 (qn - 1 )  (m- 8). . . (m - q  + l ) ,  (11) 

che è quanto volevasi diinostrare. 
In particolare per q = l si ha:  
II nu9nero delle rette dre giaccéoizo i n  a m  dato Sz+, , passano per un punto 

dato e tayliano u n a  data ipersuperficie generale d'ordine wz i n  modo da  auere 
1 degli m punti d'intersezione su  1 iperpiani assegnati è eguale a 

15. La (II) del iiuniero precedente permette di ricavare una semplice 
formola esplicita che dà il numero delle rette soddisfacenti alla condizione 

Senza ricorrere alla formola generale del § 5, dalla (1) del n. 7 dedu- 
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S 
ciaino immediatainente, per a 5 - 9 

Ma dalle (II) e (II') del n. B segue 

e di qui, per a 4 s 

g," (0, s + 1) = (0, s - a + 1). 

Tenendo conto di tali relazioni, dalla (a) si deduce 

- (5- Ba) ! . (O,  s+ 1) b,  b , .  . . b2a-1 EZ 2 ... 2 - 
1 e s-s 

. . . + (- qa-2a-1 2 (s  - 9 a) .O, 4)p, + (- 1)"'". (O, l), 
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Y 48 B r a ~  b i t l a :  Szçtle p tur i tangen t i ,  ece. 

dalla quale, per la (II) del numero precedente, posto g = 2 ( s  - a),  si deduce 

Infine per la uota identità 

cioè : 
le rette g iacent i  in un d a f o  S,+, , passan t i  per  wn pun to  dato  ed aven t i  

( s  - a) contatt i  b ipwnt i  con una d a t a  ipersuperficie generale d 'ordine  cm in 
m o d o  che a de i  puni% d i  contatto stieno s u  d a t i  i p e r p i a n i ,  sono in nufizero d i  

In particolare per a = O, s = n - 1 ,  si ha : 

per  o g n i  p u d o  d i  S ,  pausano 
1 

rn (m - 1 ) .  . . (m - 2 n + 3) rette 
(n - 1) ! 

auent i  con  l'ipersuperficie d a t a  n - 1 contatt i  b ipunt i .  
Affinchè tali rette esistano deve essere na- B n t  3)  0, cioè f i 6  > 9 n - 3;  

il che concorda col fatto clle, se per nz. r 9 n - 3 per ogni punto d i  8, pas- 
sassero rette tangenti all'ipersuperficie in n - 1 punti, tali rette starebbero 
per intero su  di essa, cioè per ogni punto di S, passerebbero rette della 
ipersuperficie; il che è assurdo. 

Parma, gennaio 1916. 
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