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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 

CONSTRUCnON DES TABLES ELLIPTIQUES. 

N o u s  avons fait voir dans tout le cours de cet Ouvrage, et  
principalement dans la première Partie, que la théorie des fonctions 
elliptiques mérite d'être cultivée plus qu'elle ne l'a été jusqu'à pré- 
sent, non-seulement à cause des belles propriétés dont jouissent 
ces fonctions et  qui leur assignent un rang distingué dans l'analyse, 
mais à cause des applications nombreuses que cette théorie peut 
recevoir, et qui contribueront au perfectionnement du Calcul inté- 
gral,  en donnant aux Géomètres les moyens de continuer leurs 
recherches sur beaucoup de questions importantes, sans être arrêtés 
par cette espèce de barrière qu'ils n'osaient plus franchir quand ils 
avaient dit que le probll.me était réduit aux quadratures. 

Mais cette nouvelle branche d'analyse ne pourra rendre lous les 
services qu'on peut atiendre d'elle, que lorsqu'on aura constriiit 
des Tables au moyen desquelles les fonctions elliptiques pourraient 
être évaluées dans tous les cas avec un degré d'approximation con- 
venable, et sans exiger des calculs trop pénibles. 

Il ne peut être question de réduire en Tables les fonctions de la 
troisième espèce , puisqu'elles contiennent deux constantes arbi- 
traires, outre la variable principale, et qu'ainsi il faudrait que ces 
Tables fussent à triple entrée, chose tout à fait inexécutable. Il 
suffit d'avoir prouvd, relativement à ces fonctions, 1". que le cas 
des paramètres imaginaires se réduit toujours B celui des paramitrcs 
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4 EXERCICES DE CALCUL INTI~GRAL. 
réels; 2". que les fonctions complètes de ce genre s'expriment tou- 
jours par des fonclions de la première et  de la seconde espèce ; 
3*. qu'il y a une infinité de cas particuliers, déterminables algébri- 
quement, où une semblable réduction peut avoir lieu ; 40. qu'on peut 
pareillement trouver une infinité de cas où une fonction donnée de  
troisième espèce, est réductible inddfiniment à la première espèce ; 
50. enfin que dans tous les cas,  la valeur aussi approchée qu'on 
voudra de toute fonction de troisième espèce, peut être'trouvée par 
des séries régulières et toujours convergentes (*). 

Toute la dificulté se réduit donc à construire des Tables qui 
représentent les fonctiohs de première et de seconde espèces, cal- 
culdes pour un nombre déterminé de valeurs, tant du module c que 
de l'amplitude q ,  afin d'en pouvoir déduire par interpolatian, les 
valeurs des mêmes fonctions correspoiidan~es à toutes valeurs don- 
nées des quantités c et q. L e  calcul d'un pareil système de Tables, 
et en gétiéral le perfec~ionnernent des formules d'approximation, 
sont l'objet des recherches suivantes, que nous allons indiquer 
son~mairement. 

Dans le 5 1 on donne les formules nécessaires pour calculer 
jiisqu'à I 4 décimales , les logarithmes des fonctions complètes 
Etc, F'c, et on explique la construction de la Table 1. Ce niêrne 
paragraphe contient quelques théorèmes nouveaux sur les fonctions 
con~plètes , et sur l'échelle des modiiles dont elles dépendent, 

L e  § II offre deux méthodes générales et en~ièrement nouvelles 
pour réduire en Table toute iritégrale proposée de la forme f u d ~ .  

L e  § III conlient l'application de ces méthodes aux fonctions 

elliptiques E = /Ad?, F = f $..0n a pris pour exemple la cons- 

truction de la Table II qui se rapporte au module c = sin 450. 
L e  § IV contient une autre méthode purement trigonométrique 

pour construire les Tables des fonctions E et F. 
Dans le § V on donne des formules qu i  expriment $une manière 

très-simple les valeurs des fonctions E ( c ,  q ) ,  F ( c ,  q),  lorsque 
l'atnpli~ude n'excède pas une limite donnée. 

(*) Voyez Partie, 5 XXITI, XXIY et XXY. 
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cONSTRUC'~~~N DES TABLES E I ~ L I P T I Q ~ S ;  3 
Dans le § VI oii indique divers moyen8 d'étendre Q un plus 

grand nombre d e  cas l'usage des formules précédentes; mais les 
calculs deviennent quelquefois plus longs que ceux qu'exige la 
méihode générale d'approximation. O n  fait voir comment les 
formules de celle - ci  peuvent être simplifiées dans a n  cas fort 
étendu. 

Enfin dans le $ VII, on donne quelques développemens nouveaux 
sur la méthode connue qui consiste à exprimer les fonctions F et E 
par des séries ordonnées suivant les sinus des angles multiples de 2q. 

A 
I .  Nous avons déjà donné dans la première Partie, art. Sa et suiv., 

des formules pour simplifier le calcul des fonctions coniplètes , 
lorsque le module est peu éloigné de l'une de ses limites; noas 
allons faire voir maintenant quels sont les moyens de faire Ces calculs 
dans tous les cas , avec un degré d'approximation déterminé. Nous 
supposerons en général qu'on veut calculer les logarithmes des 
fonctions dont i l  's'agit jusqu'à 14 décimales, parce que ce nombre 
est celui que comportent les Tables les plus étendues qui aient été 
publiées jusqu'à présent, savoir, l'drithmetica Logarithnica de Briggs, 
et  la ~ r i ~ o n o m e t r i a  Britannicai du rnèrne auteur. Les exemples que 
nous apporterons dans cette hypothèse ferout juger aisc'ment des 
simplifica~ions don1 les calculs sont siisceptibleç, lorsqu'on ne voudra 
obtenir que dix ou un moindre nombre de dkcimales exactes. . 

On verra bientôt que les mêmes données qui servent à  calcule^ 
les fonctions F1c, E'c, servent aussi à calculer leurs complémens 
F ' b  , E'b. C'est pourquoi nous ne considércrons que des valeurs de a 
moindres que (/$, c'est-a-dire que nous supposerons toujours 
l'angle du module plus petit que 450. S'il était plus grand, on échan- 
gerait enlr'elles les quantités c et 6, afin que c désignât toujours la 
plus petite des deux. 

Mais avant de nous occuper de ces approxiniaiions , nous croyons 
devoir ajouter quelques théorèmes nouveaux i ceux que nous avons 
donnés, pag. 98 et suiv. de la première Partie, sur les fonctions 
F1c, E1c, et leurs coniplémens F'b , E1b, 
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6 EXERCICES DE CALCUL I N T ~ G R A L  
2. Considérons les deux suites correspondantes 

I . . . . .  c'l', cl', cf, c , CO, coO, coo0 . . . . .O  , 
0 .  . . . . b"', b", b', b, bo, boo, booo. . , . . 1. 

Dans la première on distingue deux parties ; l'une à compter de c 
vers la droite , se compose des modules décroissans c ,  CO, coQ, cooO, .... 
dont la limite est zéro; l'autre à compter de c vers la gauche, offré 
la série des modules croissans c , c', cf', cff',. . . . dont la limite est 
l'unité. Ces deux parties ne forment qu'une seule et même suite de 
termes liés entr'eux par une seule et même loi qui consiste en ce 

que si x, y sont deux ternies consécutifs, on a x == - et réci- 
' + Y '  

1 - v ( l - -  
proquenzent y = 

1 + ~ ( 1 -  xx). 
On peut donc eu partant $un 

terme quelconque de la série , former successivenient tous les 
autres termes, tant dans le sens sù la série est décroissante que 
dans le  sens contraire, la limite étant zéro dans le premier cas , 
et I dans le second. 

L a  seconde sirie qui répond terme à ternie à la première, est 

composée des modules complémentaires, ensorte que si cF" et b" sont 
deux termes correspondans dans les dcux séries, on aura toujours 

Au resle la série inférieure est formée suivant la même loi que 
la série supérieure, avec cette seule différence qu'elle est croissante 
dans le sens où l'autre est décroissante, et réciproquenient. Nous 
avons adopté le signe O pour indiquer la diminution des c ;  ainsi 
o n  a ce < c , çoO < c O ,  cooO < co0 , etc. De même nous avons adopté 
l e  signe ' pour indiquer l'augmentation des c ,  de sorte qu'on a 
c ' )  c ,  c" > c', etc. Ces signes auront un effet contraire sur les 
coniplémens ; ensorte qu'on aura. bO > 6 ,  boo > bo, etc., b' < 6 ,  
6 ° C  b', etc.; et d'après cetle observation, toutes les fois qu'il y 
aura lieu d'échanger entr'elles les lettres c et b, on devra en mêine 
temps changer les signes en ', et réciproquement. 

3. Il résulte de la loi de nos deux suites, que si x et y sont deux 
iernies consécutifs de la première, p et q les deux termes corres:, 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 7 
.pondans de la seconde, on aura généralement r g  = 2 fi; ce qui 
donne dans un sens et dans l'autre, ces deux séries d'équations : 

, 2 l/(cooOboo) , etc., h 2/(co0bo), cO*boao- ;cbo i a i (cOb)  , c*boo - 
crb = s (/(cbf), crt bf = 2 )/(CI bll) , cfllbrr = 2 /(cf' 6'" ) , etc. 

On remarque d'ailleurs dans celle-ci que l'échange des lettres c et b 
peut se faire en même temps que celui des signes et ', et qu'alors 
l'une des deux séries se déduit de l'autre. . 

4. La fonction F'c peut s'exprimer de deux manières; h i l e  au 
moyen des niodules décroissans c, cO, co0, coo0, etc. ; l'autre au moyen 
des modules croissans c,  cl, c", etc. 

w 
La  première expression est , suivant Part. 65 , F'c =: a K ,  OU 

2Vca  bo 
Mais les formules de l'ariicle précédent donnent 7- = f i s  

a c 0  boa - = - etc.; ainsi on aura plus simplement 
c0 t/b" ' 

où l'on se souviendra que la suite 6 ,  b o ,  boO, Poo, etc: converge 
rapidement vers une limite égale à l'unité. 

La  seconde expression, d'après les formules des art. 45 et 68, 
. K '  4 

est F1c= - log - , où l'on a 
Z f  bV 

et où l'on suppose bP assez petit pour que I - cr soit négligeable. 
Egalant entr'elles res deux valeurs de F'c, on. aura cette formule 

générale 

<aù l'on voit que la. suite booobo~Pb blbl'. . ... doit être pro10ngée.à 
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$ EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
gauche, jusqu'à un terme b' qui  ne diffère pas sensiblement de 
l'unité, e t  à droite jusqu'h un terme b"-' assez petit pour que 

le  suivant P, ou au moins son quarré, appartienne à l'ordre de 
dtkimales qu'on peut négliger, 

Si on change b en c ,  on aura semblablement 

formula qui ne diffère pas essentiellementde la précédente; elle 

suppose que ( cP)°  est négligeable ainsi que I - c'. 

5. Lorsque c  = sin 4 9 ,  on a trouvé (pag. 99, première Partie) 
1 4 = - log - ; donc alors on a 

a n  z 

En bornast l'approximation à 14 décimales, on peut faire p = 4 
et v s= 3, ce qui donnera 

et on aurait en même temps crcr'c"' s bObooboO'. 
En faisant p = 5,  v = 4 ,  l'équation serait exacte jusquJà la 

28"" décimale. 
1 4 

Lorsque c = sin i 9, on a trouvé (pag. 102 ) "x3 = - log -; a 2 d 
donc , dans ce cas, le théorème précédent donne 

6. Si on considère les équations successives 

Pc = 2 v(bcO), Poco = 2 ~ ( b 0 c o 0 )  , . boo0co0 - - 2 V(boocoo0) , etc. , 
et qu'on les continue jnsquJà ce que leur nombre s ~ i t  p, le produit 
de toutes ces équations donnera 

(Pb""&'" ..P) (ccOcO*, . .cP-')= z4' C/(blObao. . . hlw-'). f(cOcoO. . . P )  , 
d'où 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 9 

d'où l'on tire, en supposant I - b" négligeable, 

changeant c en 6 et ~éciproquement, ce qui oblige d'échanger en 
niCine temps les signes et ', on aura 

Multipliant ces deux équations entr'elles , il viendra 

Multipliant de même les deux équations du no 4 ,  et comparant les 
deux produits, on en tire ce théorème remarquable, 

Ainsi G p  et étant deux termes très-petits, pris dans les deux 
suites générales à égales distances des termes moyens c et b,  la 

4 relation entre ces ternies est telle que le produit de log par 
c p  

4 7r= log -;- est égal à - . f .  Cette équation n'est qu'approchée; mais 
b" 4 

l'erreur diminuera de plus en plus à mesure que ,u augmentera, 
et en général elle sera du même ordre que le quarré des quantités 

E O ~ ,  a'.. 
Dans le cas de c = 6 = sin 45", on a également b b  , et 

4 d e  l h  résulte log = -. 2', comme dans l'art. 4. 
. C P  2 

7. On peut parvenir plus directement à i'équaiion de l'article 
précédent. En effet faisant 
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EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 

n K 4 F'b = -.Kt = - log - 
P d c O ~  J 

donc en multipliant ces équations, il viendra 

- 1 
ri- - - log 4 T.logo. 4 
4 4" b P  c" 

8. On peut, pour plus de simplicité, supposer que c est déjà 
assez petit pour que i - b ou $ c' soit négligeable. Alors l'équa- 
tion de l'art. 4 donnera 

c'c"cM log ;=; \/( c . . . - ) .  

Cette formule offre le moyen d'exprimer directement le logarithme 
d'un nombre quelconque par le rapport de la circonférence au dia- 

mètre, savoir , en multipliant ee rapport T par f \/(: c ' c " ~ ~ ~ ~ ,  etc.), 

quaniité qui se déduit du nombre donné, au moyen de quelques 
extractions de racine quarrée. 

g.  Veut-on , par exemple, avoir l'expression de log 2 ,  on fera 

4 = 2; ayant soin de prendre ni assez grand pour que les quan- 
C 

tités de l'ordre c l  ou (+)em-4 soient négligeables. 
Ainsi en faisant na = I O ,  les erreurs de la formule seront de  

l'ordre ($)IF on aura donc, à moins d'un 6oooo"e, la valeur de  
log z par l'équation 

C r C r ~ c t ~ C ~ ~  

i o~oga=~\ / ( - ) ,  . 

3 2  dans laquelle il faut substituer les valeurs c = (t)', cf =*- i+c-257' - 

2r/.' b'a c. = - - -- 2 l/ C" a C/cU 
l+ct - - if, c l V =  - 

289 ' 1 + cm' On borne eette 

suite à cl', parce que la différence I - cT est beaucoup plus petite 
que l'erreur de la formule. 

Le résultat donne en effet log 2 = 0.693150, ce qui est conforme 
au degré de précision qu'on voulait obtenir. 
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CONSTRUCTlON DES TABLES ELLIPTIQUES. I I 

En faisant rn = 2 0 ,  on aurait un terme de plus à calculer, et on 
obtiendrait au moins dix décimales exactes. 

7r K 4 
IO. Puisqu'on a F1c = a K et F1b = - log -, il est facile de 

2'" cp 

trouver la valeur du module c , tel qu'on ait F1b = nF1c ; pour cela 
4 on aura l'équation f mz. a' = log - , qui exprimée en logariihntes 
iu 

C 

des Tables, donne 
4 P l o g - = t ~ n a n . a  , 
P 

Cette équation déterminera directement 2, si toutefois p est connu ; 

or E étant connu, on  en déduira aisément les modules précédens 

cf"-' , c"-~, et enfin c , par la méthode de I'art. 59. 

Quant à la valeur de p , elle sera égale à 4,  depuis c = sin 45" 
jusqu'à c = sin 26" 34', c'est-à-dire depuis n = I jusqu'à n = I 5, 
à peu près. 

Elle sera égale à 3 depuis c = sin 26" 34' jusqu'h c = sin 3' I 1', 
ou depuis n = I $ jusqu'à n = a 5. 

Enfin on aura p = 2 depuis n = 2 + jusqu'à' n = 5 + , et pu.= I 
si on a n >  5;. 

Ces résultats sont fondés sur la limite jusqu'à laquelle il convient 
de prolonger la suite des modules c , ce, co0, etc., pour obtenir un 
même nombre de décirriales exactes que nous avons fixé à 14. Nous 
allons faire voir comment on détermine cette limite. 

I 1. Si l'on est parvenu dans l'hypothèse dont il s'agit, à un terme 

6' tel que - log CV soit moindre qu'une demi-unité décimale du 

1 4  ordre, alors on pourra regarder log 6" comme nul ; et à plus 

forte raison , les termes suivaos log b""', log ,Yf', etc. Ainsi 

V-' sera le dernier des modules b dout il faut tenir compte. 

La  série des modules c, co, coO, etc. comprend toujours un terme 

de plus : elle devra par conséquent étre terniinéèau module c". La 
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12 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
c/̂ -' s 1 

raison en est qu'on a alors c' = (-H) . - 
6P-1 ' et qu'ainsi le Iog 

de r' est nécessaire pour composer la valeur de log c'. 
+I Passé le terme c", il n'y a pas lieu de considérer le suivant 8 , 

parce qu'on aura sans erreur sensible CF+' = ( t  cf)., et qu'ainsi 
4 la quanii té ' log - ne cliange pas en mettant p + i à la place dep. 

2p Cr 

Cela posé , il est facile de voir qu'on connaîtra les limites dcç 
différeiis cas, en commentant par déterminer la valeur du module c 
qui donne pour son coniplément log b = - ( 10 )-'4. 

L e  niodule supposé c éiant extrBmement petit, on a d'une manière 
suffisnn~ment exacte b = I - f c* et log 6 = - ma; donc 
c a = M ( ~ o ) - ' , 4  et c = ( r o ) - 7  VM, ou 

log c = 3.181107S. 

Si on assimiIe c au sinus d'un a rc ,  on trouvera que cet arc n'esf 
qu'une fraction de seconde et qu'on a c =sin o"o3i3. 

Il faut maintenant partir de ce module très-petit pour former la 
suite des modules croissans c,  cf, cf', c'", etc. ; c'est un calcul qu'on 
pourra faire d'une nianière siiGsamment exacte pour notre objet, 
par une Table à sept décimales seulement. 

On aura d'abord c' = - ou simplement cf = z /c , ce cpi 
1 + c '  

donne log cf= 6.8915839 et cf = sin O" 2'40" 70. 
Pour avoir c" je fais c ' s :  tang9f 8, j'ai I tang 0 = 8.4457919 ,. 

f 8 = i0  35'55'178, 8 = 3 0  11 '51~56 ;  donc cf'= sin 3.0 11 '51~56  e t  
log cf' = 8.74648 36. 

Si on fait de nouveau cl'=tang" f Or, on aura I tang$ 3 7 3 z 4 ~  8, 
+ 6' = 130 I 71 18" 84, 8'=26° 34'37" 68; donc c"' = sin 26034' 37"GS 
et log d u  = 9.6506981. 

Soii cm = t ang  + O", on aura t? tang f B = 9.8253490, 
f 6"= 330 46'40" 15, #"'670 33' 20" 30; donc ~ '~=s i i1670  331so"30 
et log clv = 9.9657898. 

12. 11 résulte des calculs précédens, I O .  que depuis c c  sin67" 33! 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 15 
jusqu'à c=sin 26" 34', on devra se borner à calculer les quatre termes 
b, bo, boo, Poo, et les cinq c, ce, CO', c'O0, coooO ; 

2". Que depuis c = sin 26" 34' jusqu'à c =sin 30 I 1', on n'aura à 
calculer que les trois termes b ,  bo, 600, et les quatre c, CO, CO', c'O0; 

30. Que depuis c = sin 30 I I '  jusqu'à c e sin oO 2' 40", il suffira 
de calculer les deux termes b ,  bo, et les trois c, CO, CO"; 

40. Que depuis c = sin O" 2' 40" jusqu'à c =sin O" 031 3, il suara  
de calculer le terme b, et les deux c ,  cO; 

P. Enfin qu'au-dessous de c= sin 0 ~ 0 3 1 3 ,  on n'a besoin que d u  
seul terme c. 

Tel est Ie nombre des ternies de la série des modules et de celle 
de leurs compléniens , qu'il sera nécessaire de calculer dans les 
diffe'rens cas, pour obtenir 14 décimales exactes dans les logarithmes 
des fonctions F1c, E'c , F ' b  , E'b. Nous allons faire voir maintenant 
comment les calculs de ces niodules peuvent être effectués de la 
manière la plus facile. 

For~nation de ,l'échelle des modules, 

13. Connaissant les logarithmes de c et b , il s'agit de trouver 
ceux des ternies suivans c0 et P. Pour cela, soit c D 3 x ,  l'équation 

( 'c) '  6.c = a I/(bcO) donnera x = - (1 -xa) , et en faisant p= - 6 b 
la valeur de x développée en série régulière sera 

Mais il importe de calculer directement log x ; or la valeur 

x=  \/(' + 4 ~ ~ 1 3  donne 
2P 

d'où l'on tire en intégrant, 

Ces logarithmes sont hyperboliques; pour les changer en loga- 
rithmes vulgaires, il faut niultiplier les parties algébriques par nz; 
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1 4 EXERCICES DE CALCUL I N T ~ G R A L .  
c'est pourquoi faisant 

P = n2ps - mp4 -+- y mp6 - etc., 
on aura log x ou ' 

l o g c " = I o g p - P  et , l o g P = - -  : p ;  
ainsi on connaîtra à la fois log c0 et log P. 

L a  même formule servira à calculer les termes ceO et ho", au 
moyen des deux précédens co, 60, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
ait formé l'échelle entière des modules dans les limites déterminées 
par l'art. 12. 

Nous remarquerons qu'en supposant toujours qu'on veuille obtenir 
14 décimales exactes, la valeur de P ne comprendra jamais plus de 
trois termes; on trouvera même que le troisième ne devient nécessaire 
que lorsque c est peu éloigné de la limite sin 45"; dans les auires 
cas, il suffira des deux premiers termes mps - n~p4, et souvent du 
seul premier terme rnps. 

14. Si la première valeur du module c est donnée sous la forme 
c = sin O ,  et qu'en même temps l'angle 0 , ainsi que sa moilié , 
se trouve directement et  sans interpolation dans les Tables, alors 
on aura immédiatemeni les quatre modules c ,  b, cO, Io ,  par les 
fornlules 

On calculera ensuite les termes coo, 6.0 en les déduisant des termes 
précédens cO, 60, par les forn~ules de  l'article précédent. C'est ainsi 
qu'on a procédé dans les calculs qui ont servi à former la Table gé- 
nérale des fonctions E'c, F1c dont nous parlerons bientôt. 

15. Si la valeur de c est donnée en nombres rationnels assez 
simples, il pourra être facile de trouver les valeurs logarithmiques 
de b, cO, bo au moyeu des formules 

et pour cet effet on emploiera la Table connue qui donne jusqu'à 
15 ou 20 décimales, les logarithmes des nombres de I à I 161, ou 
iiièrne de I à 1200. Les calculs seront encore plus faciles si la valeur 
de b est donnée irnmddiatement en nombres simples. 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 15 
Si on ne connaît que log c ,  dont le double sera log cl, o n  cher- 

chera dans une Table ordinaire à sept décimales, un nomhre qui 
approche de cg jnsqu'à la sixième ou la septième clécimale ; on 
transformera ensuite cette valeur en fraclion con~inue , afin d'obtenir 
une fraction ordinaire exprimée en nombres assez simples qui 
approche beaucoup de l a  valeur de cg. Cela posé, on appliquera la 
formule suivante qui sert à trouver facilement log ( 1  + A )  ou  
log (1 - A), lorsqu'on connaît log A : 

l o g A  = log a + r ,  

log ( 1  & A )  = log ( r  + a )  -C - nr (1 -t- s- ; 
l k a  I M r  ) 

et pour faciliter le calcul de cette formule, on fera 
T r'=- log R = la + Zr' +- + r', 

1 4 a '  
et on aura 

l o g ( ~ & A )  = l o g ( ~ z k a ) & R .  

Par le  moyen de log c3, on  connaîtra donc log (1-cs), ou 2 log b; 
ensuite il faudra trouver log (r+) , ce qui se fera par l'application 
de la même méthode. Enfin connaissant log ( r +b) , on aura immé- 
diatement les logarithmes de co et ho, par les formules 

16. Si on ne veut pas pousser l'approximation au-delà de dix 
décimales, le calcul des premiers modules se fera sans dificulté par 
les Tables de Vlacq ou de Wega , en faisant les interpolations 
nécessaires, et ayant égard aux secondes différences. On peut à cet 
eEet suivre deux méthodes différentes. 

iO. Etantdonné log c ou log sin e .  on cherchera I'angle 6 avec tout 
le  degré d'exactitude que la Table comporte, c'est-à-dire en calcu- 
lant les fractions de seconde jusqu'à la cinquième décimale au 
nioins ; 0 étant connu, on aura par les interpolations ordinaires, 
les logarilhmes des quantités b, co, bo, savoir: b =cos 0 ,  c0 = tangst8, 

a I/bcO bo= -. 
Ces calculs pourraient ê ~ r e  faiis de la même manière , loisqu'il 
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16 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL.  
s'agira de trouver coO et P;  mais ils deviendraient plus compliqués, 
et les interpolations moins exactes à raison de la petitesse du nouvel 
angle 4. Il sera donc préférable alors de se servir de la méthode 
de l'art. 1% 

20. Pour éviter les interpolations assez pénibles qu'exige la mé- 
ihode précédente, on peut opérer comme il suit. 

L'angle 4 auquel répond 1 sin 0 ,  tombe toujours entre deux angles 
de la Table,  qui ne diffèrent entr'eux que de IO". Soit a celui des 
deux qui est multiple de zo", et soit 

dsin 8 = z siri cc + r; 
on déduira de là ,  

Zcos 0 = Zcos CL - r tangaa 
r 

C+%)* 
Z t angi8  = 1 t a n g t a  -f- - (1 - + - ~ M r t a n g J a ) .  

COS oc 

Ainsi on connaîtra les logarithmes de b et de c O ;  ensuite on aura 

celui de 6. par ln formule bO = -9. 
Si l'on fait Zcos t i= lcosec-R,  Ztangf e =  l t ang tcc+S ,  

le calcul des corrections R et S deviendra fort simple par le moyen 
suivant. Soit I" = r tang' a , on aura 

log R = log 11' f- r' + r, 
r log S = log _ + ; r' ; 

Au reste il n'est point à craindre que les erreurs se n~ultiplient dans 
ces calculs, piiisqu'oii suppose toujours 0 ou a < 49.  

Formules pour le calcul des quatre fonctions F'c, E'c , F'b, E'b. 

17. Nous partons toujours de i'hypothèse que l'on veut avoir 
les logarithmes de ces quatre fonctions, approchés jusqu'à la qua- 
torzième décimale ; d'ailleurs on peut toujours supposer c < sin 450. 
Cela posé, nous conlmencerons par le cas qui exige les plus longs 
calculs, celui où le modde  c est compris entre sin 45" et sin 26" 34'; 
alors l'échelle des modules doit être prolongée jusqu'aux termes 

booo  
9 
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9 0 0  COOOo 

3 , inclusivement. Les autres cas seront susceptibles de 
diverses simplifications à mesure que le module c deviendra plus 
petit. 

Les valeurs de F'c , Etc se trouvent d'abord immédiatenient par 
les formules 

Pour simplifier le  calcul du coefficient L ,  j'ohserve que les deux 
termes t cOkeO (1 + + coco) peuvent se réduire à un seul ; car on 
a d'une nianière sufisamnient exacte, I + i coo0 = f ( 1  + coo0) 

a r 2 Vcoo0 booo = d ( G ) ;  d'un autre cote, 7 = - vboO 

C/bOoO 
Ainsi faisant r* =: f ce. co0. - , on aura 

Qb"" 

Lorsque c est donné sous la forme sin 8 ,  et que l'angle 0 ainsi 
que f 8, se trouve immédiatement dans les Tables, on a plus 
simplement 

6 -  - - cos4 f 0 .  
boa 

Tout se réduit donc à trouver log ( I  - r ) ,  ce que l'on fera par 
la formule log ( I - r ) = - nzr - 2 nrr" -+ m?, dont il sunira de 
calculer trois termes au plus. 

Le premier ternie m r  de cette valeur peut être calculé avec u n e  
. précision suEsante par des Tables à dix décimales; car il ne peut 

avoir au plus que dix chiffres significatifs : et quand même il y 
aurait une erreur d'une ou de deux unités sur le  dixième chifie 
significatif, qui sera au rang dela quatorzième déciniale, cette erreur 
sera confondue avec celles dont les autres logarithriies sont suscep- 
tibles; car en poussant l'approximation jusqu7à la quatorziènie déci- 

3 
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i 8 EXERCICES DE CALCUL I N T ~ ~ G R A L .  
male, on ne peut prétendre que la quatorzième décimale sera 
toujours exacte. 

18. Venons maintenant au calcul des fonctions complémentaires 
F1b, E'b. Les formules des art. 68 et 7s de la première Partie 
donnent, après avoir échangé entr'elles les lettres b et c , et en  
supposant ,u = 4 

1 E'b = L'FI6 + E. 

On voit d'abord qu'on a exactement K' = K, et qu'ainsi Kr est déjh 
connu ; ensuite pour changer les logarithmes compris dans ces fora 

1 4 
mules en logarithmes vulgaires , soit h = - log ; ce logarithme 

24 

tiré immédiatement de la série des modules, sera un logarithme 
vulgaire, et on  en conclura 

F1b = KMh. 
Pour calculer E 1 6 ,  il faut connaître le coeficient L'; or les formules 
des ariicles cités, donnent , après les permutations convenables, 

C Mais on a I - b = c l / c O ,  ~ + b = -  c D -  c 6 / c 0  = c i c O ;  V c "  ' 
donc 

çOçOOçOOO 

LI = c l / c O  - c i ( ~ c ~ ~ ~ ~  ) - c / ( b  bo ) - etc. 

Cette suite est fort convergente, mais on peut lui donner une forme 
plus commode; en effet on a les équations 

f (bcO)  = $ Pc, d'où résultent ~ ( b c o c o 0 )  = boc /coO,  

/(b"coo) = $ boOcO, = L 4 p C c o  / c ~ ~ c ,  

/(boa 800 , 1 ho00 OÇ )-; c 9 = ; boooCC~Coo ~ / ~ m o o o ,  

etc. 
donc 

etc. 
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Pour rendre cette expression tout à fait rationnelle, on substituera 

C . CO 
les valeurs VcO = - (r+c0) /coo = - (i+coO), etc. ; et en obser- 

a a 
1 - co0 1 - p o  

vant qii'on a 6. = - 600 = - 
1 +Po ' 1 + coOq ' etc., il viendra enfin 

ca L' = - (1 + ce) - i c'cm ( I - coO) - + c'cecoo (1 - cooO) - e lc. 
Id 

OU 
LI = ; cs + ; cacO +- $ cac0coo+ & c ~ c ~ c ~ ~ c ~ ~ *  + etc. 

Comparant cette expression avec celle du coefficient L qui sert à 
déterminer E'c, on trouve exactement L'= I - L. 

Ce résultat aurait pu se déduire directement de notre théorème 
sur les fonctions con~plémeritaires , savoir, 

car en substituant dans cette équation les valeurs F'c = K , 
E'c = LF1c, El6 = L'F16 + k J  on trouve immédiatement 

LI= 1 - L ;  
ainsi on a une nouvelle vérification du  théorème dout il s'agit. 

19. Il  suffit, pour l'approximation que nous voulons obtenir, de 
prendre 

L' = f c' ( I  + $ cO + ; ~ ~ ~ 0 0  + ~op~Ooo) ; 

mais ces quatre termes seraient peu commodes pour le calcul loga- 
rithmique, et on va voir qu'ils peuvent être réduits à deux. 

En  effet soit y = I + c0 +i coco0 + $ c0coDcoD0, j'observe d'abord 
2 vcoO 

qu'on a I + coO c- ; donc I + + c0 (1 + coO) = I + /LOO, et 
CO 

y = 1 $- /co0 - 5 cOcoO (1 - + coO). 

La secoode partie de cette valeur se réduit à un seul terme, parce 
qu'on a avec une exac~itude sufisante , 
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9 O EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAI,. 
Mais on a 

sI/coo 
(1 /GO')' =: I $- coO -/- 2  CO* = - s v c O  a VCOW ( l + c ~ ) = ~ .  --- 

CO CO ' 
bo boa 

et cette valeur se réduit ultérieurement à Vb, ; donc si on  
- 

hW0 fait 1+/c~~=c,onaura[4 :4  - Po 
b . ~ ' O = K ' . ~ ~ ,  et ~=K~(E)*- 

Cela posé, la valeur d e  y devient 

y = (1 - i c0c0'. 
v(bOoO 5 YbOo)) ,  

cOcoO 3 et le second terme se réduit à $.- (Po0)4; donc enfin on aura v K 

Par ces transformations non-seulement la valeur de L' est réduite A 
deux termes ; mais le second de ces termes reste toujours très-petit 

3 

par rapport au premier; j'ohserve d'ailleurs que le facteur (boo0)7, 
très-peu différent de l'unité, peut être omis sans qn'il en résulte 
une erreur d u n e  unité décimale d u  quatorzième ordre sur le log* 
de LI, et encore moins sur celui de E'b. 

ao. Cela posé, le calcul de E'b se fera par les formules 

E'b = ~ I + A ) ,  K 

Nous avons fait voir d'ailleurs comment du  log. connu de A on 
déduit log ( I  +A)  ; ces formules jointes à celles que nous avons 
déji trouvées, savoir, 
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sont ce que l'analyse parait offrir de plus simple pour calculer 
jusqu'à la quatorzième décimale, les logarithmes des quatre fonc- 
tions F 'c ,  E'c, F16, E ' b ,  dans le premier cas de l'art. 1 2 ,  c'est-û- 
dire lorsque le module c est compris entre sin 4P et sin 260 34'. 

2 1. Ces formules se simplifieront encore lorsqu'on voudra obtenir 
une moins grande approximation, ou lorsque c sera plus petit 
que sin 260 34', parce qu'alors il y aura moins de termes à calculer 
dans la série des modules. 

' 

Ainsi depuis c = sin 260 34' jusqu'à c = sin 3° I I', ou depuis 
c = 0.447 jusqu'à C= o. 0558, on pourra faire Poo = I , et prendre 
cooo pour le dernier terme de la suite des modules , ce qui donuera 

Ces formules conviennent au second cas de l'art. I a, 

22. L e  troisième cas à considérer est celui où c est compris entra 
sin 3" I 1' et sin 2' 4or1, c'est-à-dire entre 0,0558 et 0.000776. Alors 
on pourra faire boo = 1, et prendre coO pour le dernier terme de la 
série des modules ; on aura donc pour déterminer F'c et E'c, le5 
formules 

Dahs la dernière, le  facteur i - t co~co0 qu'on peut représenter 
par (bo0)4, ne peut produire au plus que deux unités dans le qua- 
torzième ordre de décimales ; car la limite supérieure de c est dé- 
terminée par la condition que log bgO n'est que d'une demi-unité de  
cet ordre. Ainsi, peu après cette limite, on pourra négliger tout à 

17r 
fait ce facteur, et faire Etc = bK, ce qui s'accorde avec la formule 

d u  no 83, première Partie ; mais elle est rédiiite ici à une expres- 
sion encore plus simple. 

Dans le même cas, les fouclions F'b,  E r t  se calculent par les 
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formules 

F'b = KMh , 4 h - f  logF, 

a 
e t  on remarquera que le facteur r - - 

L'K 
ne peut donner au plus 

qu'une unité décimale du onzième ordre : ainsi il devra être né& 
gligé si on se borne à dix décimales; alors on aurait siniplement 

1 3 

E'b = - ( i + 2 csK'F'b), ce qui s'accorde avec les formules des K 
art. 79 et 82; mais cette nouvelle expression est encore la plus simple. 

a3. Ces forlnules sont déjà réduites à un tel degré de simplicité, 
qu'il serait presqu'inutile de faire mention des deux derniers cas 

1 de l'art. I 2 ; l'un où l'on peut faire bo = 1 , K = - 4 V b ,  h = : l -  
cD 

4 1 4 = I - + f  c I z ;  l'autreoù1'onpeutfaireb=1,K=i,h=1og-. c 

Il  ne reste plus qu'à faire voir dans quelques exemples, l'appli- 
cation des forniules précédentes; nous commencerons par le cas où 
il  faut apporter le plus de précision dans les calculs, mais qui ofTi-e 
plusieurs moyens de vérification; et pour mieux juger de l'exactitude 
des formules, nous ne négligerons les décimales qu'au-delà du 
quinzième ordre. 

24. On aura c o = t a n g l z a o ~ = ( ) / a -  i)., 6.=a(i, ce qui 
donne d'abord les logarithmes suivans , 

c ,  b.. . 9.84948 50021 68010 
tang2ae$ ... 9.61722 43146 62137 ...P... 9.99351 18092 42113 
c0 . . . . . . . . 9.23444 86293 24274. 

Pour trouver les termes suivans coO et Po, on calculera par la 
méthode de l'art. 1 3  , d'abord p, ensuite les différens termes q u i  
composent P, et que nous désignerons ici par i ) ,  2 ) ,  3). 
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+ ce.. ... 8.93341 86356 60293 p' .... 5.74665 09161 57 
($CO)'.  .. 7.86685 72673 20586 m.. .. 9.63778 43113 oo -- .. h a . . . . . .  9 . ~ 3 5 1  i8oga 42113 1). 5.38443 h a 7 4  57 - .. p ...... 7.87332 54580 78473 p'.. 5.74665 0916 

.. P . .  o. 17609 1259 --- 
2) ... 1.30717 74 
p'. ... 5.74665 09 

' O  9 *-• 0.346787 - ... 3) 7.40061 5 
D'après les logarithmes trouvés des trois parties de la valeur de P, 

le premier terme I )  se trouve par des Tables à dix décimales, 
o.oooo2 42345 64925; mais comme on pourrait craindre, dans 
ce cas, que la quatorzième décimale ne f i t  pas exacte, et encore 
moins la quinzième , voici le moyen d'obtenir une plus grande 
précision. 

25. 11 s'agit de trouver le nombre A d'après son logarithme 
5.38443 52374 57 ; je trouve dans les Tables qu'en faisant.. .. 
a = O .oooo2 423, on a 

log a = 5.38435 34141 37 
log A = 5.38443 52274 57 ---- 

P. = 8 18133 20 

ce q u i  donne log A=log a+r; donc A=aeMr, A- a = a  (eMr-1) 
' Mr M'P - a f M ' ( e i M r - e - ~ M r ) = a & f ~ ~  - (l+i,-+-,- 

4 i l ao 1:); 
et enfin. 

log(A-a)  = l ( a M r ) + f  r + -  -- 
24 120 

Voici je calcul de cette formule : 
(l T* 

r.. . . . . . .  5.91282 40168 
...... a.. 5.38435 34141 
..... M.. o. 36221 56887 

: r.. ..... 4 09067 
L R I J " .  9 4 .. 6 
A-a ... 1.65943 4 0 2 q  A - a = o. ooooo 00045 64929 

a... o.oooo2 423 
A = O-ooooz 42345 64929 
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On voit que la formule pourra, dans des cas semblables, être 

réduite aux deux premiers termes, de sorte qu'on aura log(A-a) 
= 1 (aRIr) + $ r ,  et l'usage en sera extrêmement facile; d'ailleurs 
il suGt de calculer log (A - a ) avec sept décimales, pour en tirer 
la valeur de A exacte jusqu'à la quinzième décimale. 

26. Nous venons de  trouver la valeur du premier terme 1) de P; 
les termes 2) et 3) s'obtiennent sans difficulté par leurs logarithmes : 
ainsi on en conclura 

.. x). o. 00002 42345 F4gzrj 

4 - ao 2851 I 

3, $- 252 - 
P = 0.00002 42325 36670 + P . .  .. o.ooo01 21162 68335 
p.. .. 7.87332 54580 78473 @.. ... 9.99998 78837 3 1665 - 

Connaissant coO et boO, on se servira de l'a même méthode pour en 
déduire coo0 et 6""" ; niais la quantité P se réduisant à son premier 
terme mps, le calcul se simplifie beaucoup. 

f P..  .. 7.57227 I 2298 77822 p.. .... o. 2891 O g r 5  
(;co0)% 5.14454 24597 55644 m.. .... 9. 63778 43 I 

. 1 : Po.. 
I p . .  ... 9.32689346 - 

p.. .... 5.14455 45760 23979 - .  - 
P... . . .  84507 $P.. .. o.ooooo ooooo 42254 

c ' O e -  . . a m  5 . 14455 45759 3947 2 6""'. .. 9 . 9 9 ~ ~ 9 9  gggc~g 57746 

Il ne reste qu'à calculer le terme cooo0, ce qu i  se fera simplement 
1 par la fornide coeoO = (;COoo)*p 

27. Ayant formé ainsi i'échelle entière des modules, nous cal- 
culerons 
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culerons d'abord K et F'c, comme il suit : 

1 b. .  .... o. 15051 49978 31990 

b " . . . . .  9.99351 18092 42113 
.... 60". g .99998 78837 31665 

PJO* 9.99999 0999- 5774-5 ... P.. o. 14401 46907 63514 
... K. ,  0.07200 7 3 ~ 5 3  81757 

Pour calculer ensui te E'c, on commencera par former le logarithme 
de r qu'il su6t  ordinairement d'exprimer avec dix décimales, mais 
que pour plus de sûreté on peut porter jusqu'à douze; ensuite on 
en déduira les différens termes de log ( I - r) que nous désignerons 
à l'ordinaire par 1) ,2), 31, 
coi.. ...... 8.46889 72586 485 r.. .... 6.04117 15175 72 
$ c  .O...... 7.57227 12298 778 m . . . . .  9.63778 43113 oo 

4 
x : V b o 0 . .  . 30290 671 1) ..... 5.67895 58288 72 
Vbo0". .... - a i l  f ln... .. 5.74014 15 
r . .  ....... 6.04117 15175 72 2) ..... 1 .4190~~ 3 

Z r . .  3 ... 5.86508 O 
--A 

31.. ... 7.28417 7 

La valeur du premier terme I )  se trouve par les Tables à dix 
décimales, o.oooo4 77480 7077 ; pour la déterminer avec plus de 
certitude, et jusqu'à la quinzième décimale, on fera usage du moyen 
indiqué art. 25. 

Soit a = o. 00004 775, on aura 
log a = 5.67897 33759 zo 
I O ~ A  = 5.67895 58288 72 

r = i 75470 48 log A = log a - r. 

r ......... 5.84420 40641 log (a - A) = log (a?%) - r 

- - 
a......... 5.67897 '33759 a = 0.00004 775 
+ r .  ....... - 87735 - A = o.oooo4 77480 70768 
a - A.. .. 1.28558 43553 4 
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On voit combien la première déiermination de A,  par les Tables à 
dix décimales, était approchée, et on en conclura que l'usage de ces 
Tables sera toujours suffisant dans les cas ordinaires, lorsqu'on ne 
veut pas obtenir plus de quatorze décimales. 

Les deux autres termes 2) et 3) de la valeur de log ( I - r) , se  
trouvent sans diaculté par leurs logarithmes, et on en déduit le  
résultat suivant pour log E1c. 

28. On peut vérifier la valeur trouvée pour E1c par l'équation 
des fonctions complén-ientaires qui devient dans ce cas f v=2FE-Fa, 

i + B F  i 
et d'où résulte E = -- -_  - 2K (1 + A ) ,  en faisant A = KF : 

K . . . .  0 . 0 7 ~ 0 0  73453 81757 
F . . . .  0.26812 72224 11910 

A . . . .  0.34013 45677 93667 

D'après cette valeur de log A ,  on trouve aisément une fraction 
exprimée en nombres peu considérables qui approche beaucoup 

871 de A;  cette fraction est - = a. Prenant son logarithme avec 
398 

i 269 
quinze décimales, ainsi que cclui de i + a = - 

39 8 
, et appliquant 

1.1 formlile de l'art. 1 5 ,  on trouve ce qui suit : 

87 I . . . 2.94001 81550 07663 12Gg.. . . 3.10346 I 6220 94705 
398..  . 2 . 5 ~ ~ ~ 6 8  50720 79688 398.. . . 2.59988 30720 73688 

a . .  . . . 0,34013 50829 33g75 I + - a . .  . 0.50357 85500 21017 
A . . . .  45677 93667 11 - 3535 65354 

T G -  515140308 I+A ... 0 . 5 0 3 5 7 8 1 9 6 4 4 5 6 6 3  
l o g A =  log a - r  2K. . . . . o .  37303 73410 45738 

E1c. .  . . . o .  13054 08553 99925 
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r . . . . . . . .  3.71192 55333 
I + a.. .. o. 50357 85500 

1.'. ....... '3.20834 69833 
a... . . . . .  0.34013 50829 
i r ' . .  . ..- 808 

(1). ...... 3.54848 19854 

.On voit que la valeur trouvée pour log E'c s'accorde jusqu'à la 
quinzième décimale avec celle que nous avions déjà trouvée, cc 
qui confirme pleinemerit tous ces calculs. 

11 n'y a pas lieu de calculer daris cet exemple les valeurs des 
fonctions F 1 b ,  E'b, puisqu'elles sont les mêmes que celles de F'c 
et E1c; mais si on exécule ces calculs par les méthodes indiquées, 
on obtiendra deux nouvelles vérifications de nos forniules. 

EXEMPLE II. c = v a  - I = tang + M. 
29. Cet exemple est compris dans le second cas de l'art. 12 ; 

ainsi il ne faut prolonger l'échelle des modules que jusqii'aux termes 
boo et cooo; et d'abord nous supposerons qu'on connaît seulemcut 
log c = 9.61722 43146 6214, qui donne 

De cette valeur il faut déduire log b ;  pour cela o n  trouve d'abord 
lavaleur approchée c l  = o. 17 1573 , laquelle , par les frcrciions con- 

' 69 169 tinues , se transforme en - - ; soit donc ca = A  et - -- = a ,  on aura 
985 983 

816 
I - a =- Or par la Table à vingt décimales, on trouve lcs 

985' 
logarithmes de a et de I -a con~rne il suit : 

... 169.. . 2.22788 67046 13673 816. 2.91169 01587 53FGi 

... 985.. . 2.99543 62304 97611 985.. 2 .$)93& 625ok 9 6 1  i 
- 

a . .  ... 9.23445 04741 16062 I -a.. . g .gib25 3!528a 5625 
A.. ... 9.23444 86293 2428 

-- 
r 2 184-k7 9178 
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28 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL:. 
Ensuite il faut appliquer les formules de l'art. 1 5 ,  savoir : 

r log A =  loga- r ,  r' = - 
1 -a' 

l o g ( = - A ) = l o g ( i - a ) + R ,  l o g R =  log ( a r r ) - i r ' ;  

en voici le calcul : 

P.. ...... 4.26594 73549 I - a . .  .. 9.91825 39282 5625 
1 - a . .  .. 9.91825 39283 R.. . 3820 6987 - .. r'. ....... 4 .  34769 34266 I - A. .  9.91825 43103 2612 
a. . .  ...... 9.23446 04741 b ......... 9.95912 71551 6306 
-y.... - i l 1 3 4  

- 
R.. *..... 3.58214 27873 

11 est aisé de vérifier cette valeur de log 6 ; car puisque c s V 2 -  1, 

il en résulte b'= a v2 -2 = zc; 

... c . .  9.61722 43146 6214 

.... a. o .  30102 99956 6398 -- .. b a . .  9.91825 43103 2612 
b... ... 9.95912 71551 6306 

ce qui s'accorde parfaitement avec le résuliat précédent; 
Maintenant il faut avoir te log de I + 6 ,  pour en déduire ceux - 

152 
de co et bO; or par la valeur approchée b = - 167' 

on trouvera les 

logarithmes suivans qui répondent à la valeur exacte de b. 

. . ~ + b . .  0.28107 42301 90515 a v b . .  0.28059 3ii73a 4551 
c. .  ..... 9..61722 43146 6214 ~ + b .  .. 0.28107 42301 90515 -- ..... .. / C O .  9 .336i5 00844 716525 b". g .ggg51 93430 54995 

.... C O .  8.67930 01689 4325 

Maintenant le calcul de caO et bO", et ensuite celui de caoo, se feront 
par la méthode ordinaire comme il suit : 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. î ç  

:ce.. .. 8.37127 0173a 7927 
. (i  CO)^.. 6.74254 03465 5854 

I :P.. .. 0.00048 06569 45005 -- 
p.. .... 6.74302 10035 03545 
P.. .... 1329 92184 
co0.. ... 6.74302 08905 11% 

0.30102 99956 6398 
f co0.. , . 6.44 199 0 8 7 ~ 8  Lk7% 

2.88398 i 7496 9476 
664 9609 

CODO ..,. 2.88398 18161 9085 

pa ..... 3.48604 20070 
.... m.. 9.63778 43113 
.. nzpa.. 3.12582 63180 
. :mpa.. - 1995 ---- .... P.. 3.12382 61188 

f P  .... o.ooooo 00664 96092 
boe.. ... 9.99999 99335 03908 

30. L'échelle des modules étant ainsi formée, on procédera à 
l'ordinaire pour avoir K et F'c: 

ho..  .... 9.99951 93430 54995 
P o . . , . .  9.99999 99335 03908 

o.o*05g ai213 9584 
.... K.. 0.02019 60606 9792 

t ~ . . . . .  0.19611 98770 3015 - .... PIC O, 21651 59377 2807 

Pour avoir ensuite E'c, il faut chercher log ( i -r) d'après la 
4 1 

valeur r = 4 c 0 2 c 0 0  iF. Voici le czlcul: 

cos. ...... 7.34460 03379 log(r-r) = - R 
f coo ..... 6.44199 08748 log R = log rnr + f nrr 
1 : 9 b 0  O . . .  r 66 log rnr = 3.42437 55406 
F........ 3.78659 12293 + nzr = 1323 
m.. . . . . .  9.63778 43113 ---- log R = 3 .fi2437 56735 
mr.. ..... 3.42437 55406 R = o.ooooo 02656 90.284 
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30 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
31.  Maintenant le calcul de F1b doit etre fait par la formule 

4 Frb = KM12 , où l'on a h = t log F ;  voici ce calcul : 

.... 4.. ... 0.60205 99913 2796 h . .  9.98441 91861 62678 
... coo0.. .. 9.88398 18161 9085 M.. O .3622 1 56286 99465 -- ... 8h = 7.71807 81751 3711 K . .  0.02019 Go606 9792 
.. h = 0.96475.97718 9214 F1b..  a 6 6 8 S  9 3 5 6  6006 

On peut vérifier cette valeur de log F'b, par la propriété des fonc- 
tions FJ1 ,  F'c,  démontrée art. G 4 ,  laquelle, en écliangeant les 
lettres b et c de cet article, donne Fr6 = )/2 .F1c. En eaèt , si on  
prend la différence des logarithmes des de ix  f o u c h l s ,  on irouve 
que  celte diffirence répond à $ log 2. 

F ' b ,  ... o. 36683 09355 6006 
F ' c . .  .. 0.21631 59377 2807 

0.15051 49978 3199 = f log 2. 

L e  résultat est donc exact jusque dans la dernihi-e de'cimale. 

32. 11 reste à trouver log E'b, et pour cela il faut caIculer log A 
3 

par la formule A = ; C'KTF'~ (loo); (1---); mais d'abord faiwnt 
vh 

$ CoCoo 

r = -  v h  , nous chercherons log ( I -r)  = - R , ce qui se fera par 

l'équation log R = log (mr) + f nw. 

.... K . .  o.ozoig 60606 9792 

.... VK o.oioog 80503 4396 
F1b ..... o. 36613 0 9 5 5  6006 

R ....... - 27Gua 5185 -- 
A. .  ..... 9.35054 08853 y137 

De cette valeur de log A,  il faut déJi i re  log ( I + A )  ; c'est ce qu'on 
- 

177 - ob~iendra aisément au moyen de la valeur approchtk a = ,, q u ~  
6 4 ~  
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donne I +- a =m. Voici le calcul d'où l'on tire ensuite log E 1 b  
640 

.. 137. .  .. 1 3 6 ~ 2  05671 56407 777.. 89042 10188 O O ~ S  

.. 640 .... 80617 99739 83887 640.. 80617 99739 83887 - - -  
... a ...... 9.33054 05931 7252 ~ + a  0.08424 104+8 17027 

..... A . . . . .  8833 9137 I) 511 71165 
-- ... r = 2902 1885 r+A 0.08424 10959 8819 

.... l o g A = l o g a + r  K .  201960606979a 

.. E ' b . .  0.06404 50352 go27 
r . . . . . .  3.46272 56169 
14-a ... 0.08424 10448 - 
r'.. .... 3.37848 45721 
a . .  .... 9.33054 059% 
y.. ... 1195 

E X E M P L E  III .  C =  sin 4, sin 29= t angS~s0 .  

33. Cet exemple se rapporte au troisième cas de l'art. 12; il a 
été déjà traité dans l'art. 84, premibre Partie ; mais nous allons le  
résoudre plus exactement en calculant les quatre fonctions jusqu'à 
quatorze décimales. 

Dans ce cas on  ne  donne directement ni la valeur de c ,  ni celle 
de b ;  il faut les déduirede l'équation sinz8=1an~~igOou zOc=tangD~5". 
Voici la méthode que nous choisirons pour cet objet. 

V ( C 0 S  2A) De l'équation sin 20 = tangSh , on tire cos" e= 
COS' h 

. Soit 
I/ ( c o s  30° ) donc A = -- 

cosa 1 5 O  
, on aura cos' 8 = f ( I + A ) : connaissant par 

tan g" I 5' 
cette équation cos 0 ou b ,  on aura ensuite cpar l'équation c=- 

2b 
Voici le détail des calculs. 

sin 15"... 9 . 4 1 ~ ~ 9  69305 6934 /(c0s3oo). 9.96876 53158 479545 
.. COS 15 O... 9.98494 37781 0270 cos" 15. 9.96988 7556a 0540 

- -  --- 
tang 15 O... 9.42805 2452.P 6664 A .  ...... 9.99887 77596 43535 
tang'15" ... 8.85610 49049 3328 
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log ( I + A ) ,  conme il suit : 

a..... 9.99887 92394 24704 
A . . . .  77596 42525 

r = 34797 82179 
log A = loga  -r. 

r . . . . . . .  4.17019 77928 
.. i +a. o. 30046 99769 

... .r'. . . .  3.86972 78159 
a. ...... 9.99887 92394 
fr' ...... - 3704 

.... 6". 9.99943 92423 1236 

.... b . .  9.99971 96211 5618 
2 b . .  ... o. 30074 96168 2016 

tang' i 50. 8.85610 49049 3328 -- 
c . .  .... 8.55535 52881 1312 . 

Connaissant les logarithmes de c et 6, on trouvera par la mélhode 
ordinaire, ceux de cO, bO, puis celui de coo, ce qui su&t dans le cas 
présent pour compléter la série des modules. Voici le calcul. 

1 .... L c 8.25432 52924 4914 
(kc) *... 6.50865 05848 9828 p'. .... 3.01786 193 
x:b  ... 28 03788 4382 m.. .... 9.63778 431 

p ..... 6.50893 09637 4210 mp' .... 2 ,65564 624 
P 3  452 52874 mpa.. . -- - 7 

c O . . .  .. 6.50893 og18~i' 89226 logP = 2.65564 617 
o. 30102 99956 63981 ;P = o.ooooo 00226 26437 - .... + cO.. 6.20790 09228 25245 P.. 9.99999 99775 73563 .. 

&Y)'. . 9.41580 I 8-456 50490 
I: P... 226 26437 -- ... caO. 2.41580 16682 76927 

34. L'échelle des modules étant terniinée, on calculera comme il 
suit l e s  quantités Frc ,  E'c. 
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- o.ooos803562i738~ g... .  
b " * '  

0.19597 96989 2146a 
1 K. ... o.oooi4 01781 08691 p..... 226 26437 

Venons maintenant au calcul de F 1 b ,  il se fera par l'équation 
4 F 1 b = K N h ,  où l'on a h = i  l o g g  

fog$ = 8.18625 81250 51035 h.. . . . o.5iioa 54430 50353 

h = 2 .oh656 45307 6276 B I .  . . . 0.36221 56886 99465 
K. . . .  14 01781 08691 

log F'b = 0.6~338 1309% 58509 
log F'c = 0,19626 00551 38844 -- 

log 3 = 0.47712 12547 19665 

On voit qu'entre les logarithmes calculés de FI6 et Frc ,  la diffé- 
rence répond exactement au logarithme de 3, ce qui s'accorde avec 
ia propriété de ces fonctions. 

O n  peut encore faire ~ o i r  que la valeur trouvée pour F'c satisfait 
2 CO3 15" 

exactement à l'équation Frc = P x  (sin donnée art. I 55, 
927 

première Partie. 

F1(sin45"). . . 0.26812 72224 11910 
2 . .  . . . . . . . . . 0.301.0~ 99956 63981 
cos 150.. , . . . 9.98494 57781 0270 

valeur qui s'accorde avec le résultat du calcul précédent. 
. Il ne reste plus qu'à calculer le log. de E'b ; pour cela nous suivrons 
k formule de l'art. 22. 

5 
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34 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL; 
1 c0cOD 

r = 4 / K '  
F'b. ..... o. 67338 13098 5851 l ( 1 - r )  - - - mr. 
f c3..  .... 6.80968 05805 6226 

14 o178r 0869 ... K. ...... 5 ce.. 6,20790 09 ....... VK ..... 7 00890 54345 :C 2.11477 19 - ..... n z r . . . . , .  - 913 m.. 9.63778 43 
A.. ..... 7.48327 21575 8289 I : /K . .  - 01 7- 

mr.. .... 7.96038 7 0  

17 5604 Une valeur approchée de A est 5587 = a, r + a = - 5587- 

a. .... 7.48327 02500 1810 
A..... 21.575 8289 -- 

r = 19075 6479 

r ..... 4.98047 92975 
I +a.. . 131 94553 

P 

r'. .... 4.27915 98422 

5 6 0 4 . ~ .  74849 81266 1374 
5 5 8 7 . . ,  7471786713 6017 - 
~+a. .  o.ooi3i 94552 5357 
R . . . . . .  57 8670 

I+A. .. o.ooi3i c~i*6;o 4 0 2 ~ -  
K..... .. 14 01781 0869 

-- 
bg E1li = 0,00117 92829 3158. 

a.. ... 7 ,483a7 62500 
+ r'.. .. 9509 
R a - .  .. 1 .76243- 10431 

~ohstruct ion et usage de la Table des Fonctions complètes. 

35. Au moyen des méthodes précédentes, on a calculé pour 
toutes les valeurs de 8, de dixième en dixième de degré , les loga- 
rithmes des quatre fonctions F1c, E1c, F'b, E1b, approchés jus- 
qu'à la quatorzième décimale. On a eon~inué ainsi jusqu'à 15"; 
depuis 15" jusqu7à la limite 450, on s'est borné à calculer ces loga- 
rithmes de demi-degré en demi-degré ; on a ensuite interpolé les 
termes trouvés, en insérant quatre moyens entre deux termes con.{ 
sécutifs, de sorle que la Table s'est trouvée construite dans son 
entier pour tous les dixièmes de degré de l'angle du module. 
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Quoique les logarithmes calculés directement doivent être en  

général exacts, au inoins jusqu'à la treizième décimale inclusive- 
ment ,  on s'est contenté de marquer les différences comme si les 
fonctions F et E n'étaient calculées qu'avec I 2 décimales. L'inter- 
polation de 15' à 45" a été faite dans le niêine principe. 

Les forruiules dont on  s'est servi pour cette interpolation, sont 
assez connues ; cependant nous les rapporterons ici, afin qu'on 
puisse plus faeilement vérifier nos calculs. 

36. L,a Table ayant été calculée pour chaque demi-degré, de 15 
à 45 degrés, supposons que pour une valeur déterminée 8 = a ,  le 
terme A représente log F1 OU log Es, avec ses différences succes- 
sives, comme il suit : 

Pour insérer quatre moyens entre deux termes consécutifs A ,  
A + d'A, qui répondent aux variables a ,  a + I , en prenant pour 
unité des variables un demi-degré, je fornie d'abord les dflérences 
moyennes successives, savoir, 

a 4 = - , dl = - $SA, a'" - - - P A ,  al*- i 6 
1 O  1 O 0  1 O00 

- - J'4A ; 
1 O 0 0 0  

désignant ensuite par d A ,  $A, d 3 A ,  d4A, les nouvelies diffërences 
d e  A qui auront lieu lorsqu'il y aura quatre moyens insérés entre 
A et A + d'A, on aura les valeurs suivantes de ces différences : 

d+A r alr, 

d3A = ( a"' - 4alq) - zal*, 
&A = a't-[  t 4 a " L  
d A  = a'-arv-z(&A+rE.lA), 

Connaissant les différences d A  , &A, d3A, & A ,  on formera sans 
dificulté les quatre ternies qui suivent A, et le cinquième qui devra 
être le même que le terme connu A + d'A, et q u i  servira aiiisi à 
vérifier les calclils. Ces termes étant trouvés, on les terminera i 
la douzième décimale, en rejetant les deux autres, et on les insé- 
rera dans la Table formée de dixième en dixième de degré ; on y 
joiudra en même temps les différences premières, secondes, troi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36 EXERCICES DE CALCUL I N T I ~ R A L ' .  
sièmes et quatrièmes (s'il y alieu) de ces nouveaux termes, lesqnellles 
doivent s'accorder suivant une  loi convenable, avec les difrérences 
précédentes; et si quelqu'anoinalie s'y faisait remarquer, on en 
conclurait que dans le calcul d'interpolation il s'est glissé une erreur 
qu'il faut rectifier. 

37. Je remarquerai que lorsque les différences quatrièmes P A  
sont assez grandes pour que les différences suivantes J5A aient 
quelqu'influence dans les interpolaiions , il conviendra de prendre 

&A - 7 J5A au lieu de P A .  En effet, les termes A et A + 6 A  
1 O 

étant censés répondre aux indices x = O ,  x = I , si on calcule le 
ierme intermédiaire qui répond à l'indice x , la partie de ce terme 
due aux différences P A ,  J5A, sera 

d'où I'on voit qu'on peut tenir compte des cinquièmes diff'érences, 
x-4 en prenant 64A + -- J5A au lieu de  J4A. Mais comme J5A est 5 

censé très-petit par rapport à P A ,  si l'on donne à x une valeur 

moyenne :, le terme - -4 dSA se réduira à - 7 P A ;  ainsi au 5 1 O 

lieu de P A ,  on pourra prendre 64A - 1 P A ,  ce qui sera s u a -  
1 O 

samment exact pour les valeurs de x q u i  répoudent aux quatre 
moyeus , savoir, 3, !, $, $. 

Ce moyen a été employé surtout pour les valeurs de F'c, depuis. 
450 jusqu'à 65"; passé 65" il a fallu tenir compte plus exacte- 
ment des cinquièmes différences, ce qui a été pratiqué de la rna- 
nière suivante. 

38. On a fait d'abord le calcul entier de l'interpolaticrn, en aya& 
égard seulement aux quatrièmes différences. Ensuite pour tenir 
coixpte des cinquièmes dinërences , et jusqu'à un certain point 
des sixikmes , on a ajouté des corrections aux différens moyens 
insérés , savoir, 
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A u  ier moyen.. . + a' ( P A  - J6A) , log a' = 8 .407 1 

Au 2". . . . . . . . . + cc" ( P A  - 2 P A )  , log a" = 8.4764258 
Au 3". . . . . . . . . + art' (J5A - S J6A) ,  log a"' = 8.3584482 
Au 4.. ....... + u " ( ~ ' ~ A - ~ ~ ' ~ A ) ,   log^'^ = 8.0516926 

Dans ces expressions, la quantité - 2 d % est la valeur moyenne 
x -5  de - 6 

,PA,  laquelle s'obtient en faisant x = 2. Quant aux 

coeficiens a' , a'', af", air, CC sont les valeurs de la quantité 
d.x- 1 . x - 2 . x - 3 . . r - 4  , lorsqii'on y fait successivement x = 2, 1 . 2 . 3 . 4 . 5  
9 3 4  
5 9  5 9  5' 

39. Pour donner un exemple de ces interpolations, supposons 
qu'il s'agit d'insérer quatre moyens entre les deux valeurs de log Fa 
qui répondent aux angles 0 = 57" 5 et 0 = 58"o. 

La  Table des valeurs de log F1, calculées de demi-degré en demi- 
degré, donne les résultats suivans pour le cas de 0 =  570 5: 

D'aprts ces données, les diflirences moyennes jusqu'au quatriéme 
ordre, seront 

on en tire par les formules précédentes, 

Au moyen de ces différences, on calculera les ternies intermédiaires 
-cornme il suit: 
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Pour calculer ensuite la correction due aux cinquièmes et sixièmes 

différences, on  aura J5A - $ P A  = 2246 t , ce qui donnera les 
correciions à appliqiier aux dernières figures des moyens insérés, 
comme il suit : 
1". . . 420.90 2=.. . 824.13 3=., . 364.98 4..  . 565.61 
Cor. + 57.37 $- 67.29 -j- 51.33 3-25.30 

478.27  891.42 416.31 590.91 
Les mayens ainsi corrigés sont, en supprimant les deux décimales, 
tels qu'on les voit dans la Table générale construite pour chaque 
dixième de degré. 

40. Si on voulaitallerplusloin et étendre laTable à tous lescentièmes 
de degré, ce qui en rendrait les différences plus petites et l'usage 
beaucoup plus facile, il faudrait commencer par insérer un moyen 
entre deux termes consécutifs de la Table actuelle. On aurait ainsi 
une nouvelle Table calculée pour tous les demi-dixièmes de degré; 
il faudrait ensuite diviser chaque intervalle en cinq parties égales 
par quatre moyens, ce qui se ferait par les formules que nous avons 
rapportées. Ces interpolations cependant ne pourraient être prati- 
quées avec succès que jusqu'à 80 ou 85 degrés au plus ; elles pour- 
raient être prolongées plus loin pour log E' que pour log F' qui 
augmente rapidement yers la fin de la Table. Mais comme la Table 
sera toujours de peu d'usage dans cette extrémité, et qu'il est facile 
d'y suppléer par le calcul direct, on pourra laisser subsister la 
Table actuelle, calculée pour chaque dixième de degré, dans la 
petite partie qui ne se prête pas facilement aux interpolations. L'in- 
convénient que nous renlarquons ici dans la Table des log. des 
fonciions P'b, EIZ,, a lieu également, ou même à un plus haut degré, 
dans la simple Table des logarithmes des non~bres,  vers le corn- 
mencement de cette Table, et jusqu'à une assez grande distance. Il  
a lieu également, et par la même raison, dans la Table des loga- 
rithmes-sinus , pour les petits arcs ; et dans celle des logarithnies- 
tangentes, il se fait sentir tant pour les petits ares que pour ceux 
qui diffèrent peu de go0. Dans tous ces cas,  les inierpo1at;ons ne  
peuvent être faites avec sûreté, et il faut recourir à des moyens par- 
iiculicrs pour y suppléer. 
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41.  Pour avoir- le milieu entre deux termes consécutifs A , A I  

d'une suite dont les différences deviennent progressivement plus 
petites qu'une quantité donnée, il est bon d'avoir recours aux termes 
qui précèdent et qui suivent les deux termes proposés. Supposons 
donc que la suite dont il s'agit soit représentée conIrne ou voit ici : 

... A(-3), A(-z), A(-i), A ,  A I ,  A2, A 3 ,  etc.; 

et soit le  moyen cherché A(+), on aura; 

A + A i  1 PA(-i)+b"A i . 3  &A(-2)+ >+A(-1) A(+)= -- - -. 
8 -+-• 

a 2 9 . 4  32 
i .3.5 SBA(-3) -f PA(-2) -- -- 
9 . 4 . 6 '  l a 8  

+ etc. 

Cette formule suit une loi très-simple dont voici la démonstration. 
Un terme quelconque A (x) peut en général être représenté par. 

A ( I -/- d'y, pourvu qu'après le développement de cette puissance, 
ehaque terme AJn soit remplacé par d "A. Cela posé, on aura, 
suivant cette notation, 

1 

A(:) = A (~+d')', 
A + . A ~  =A+A(~+s)=A(~+& [ ( I + ~ ) + + ( i + ~ ) - + ~ ,  

JaA(-~)+J'A=AJ0(~+J)-1+A6s=A69(1+6)- ; [(I+J)~+(~+J)- "1, 
J'~A(-~)+#A(-I) = ~64(1+d')- [(I + d')'+(~+$)- ' J , 

etc. 

Si donc l'équation supposée a lieu, c'est-à-dire , si en général. 
A (+) est de la forme 

p , pl', etc. étant des coefficiens constans ; il faudra , en  substi- 
tuant les valeurs qu'on ait l'équation identique 

d'= - z ,  si 0.n. élève au quarré le premier membre de Soit ;+& - 
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40 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 
1 cette équation, il deviendra I + ~ - -  . 4 + 4 $ + ~ - 4 4 - 2 '  donc on doit avoir 

= +. +pflza + p'llzs + etc. ; 
V(4 + 2 )  

or cette équation est satisfaite généralement au moyen des valeurs 
suivantes , 

Ces coefXciens donneront donc aussi la loi générale de l'expres- 
sion de A($). 

Au reste cette expression sera toujours si convergente, qu'il 
sufirli de prendre les deux premiers termes, ou  tout au plus les 
trois premiers. 

4 2 .  Veut-on, par exemple, calculer la valeur de log F1 qui 
répond à l'angle du module 0 = G r o  05 ? On prendra dans la Table 
les valeurs suivanies : 

PA(-2) = 86 
$4A(-1) == 85 - 

s" = 1 7 1  &sr'= $- 2 .O - 
Milieu cherché. . . . . A(:) = 0.339 576 860 425.6 

43. Soit encore proposé pour exemple de trouver log Fr pour 
l'angle f l =  77" 25 ; on fera le calcul d'après les élémens pris dans 
la Table, conime il suit : 
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A. . . . . .  0.464 973 191 062.35 
A I . . . . .  0.466 078 604 921.92 

s = 0.931 051 795 984.27 $ s = 0.465 525 897 992.15 

1 894 
1 957. - 
3 851 A s M . ,  . $- 4 3 . 1 3  

Milieu cherché. .. A (:)=O .465 525 073 100.32 

44. Ayant expliqué la construction de la Table des fonciions 
complètes, et les moyens de l'étendre jusqu'aux centièmes de degré, 
ce qui serait un travail fort utile sans être bien considérable, il nous 
reste à montrer les usages de cette Table, c'est-à-dire à faire voir 
comment, pour une valeur donnée de l'angle 8, non comprise dans 
la Table, on trouvera les logarithmes des fonctions F1 et Er, appro- 
chés jusqu'à la douzième déciniale; et réciproquement, comment 
d u  logarithme donné d'une de ces fonctions, on déduirait l'angle 
du niodule 6, et le niodule lui-même c. ' 

Et d'abord, si au lieu de donner l'angle O ,  on donne le module c 
ou  son complénient 6 ,  i l  faudra en déduire l'angle correspondant 8 
avec toute la précision nécessaire , pour que les quantités négligées 
n'influent pas sur la douzième décimale de log F ou log E. Cet objet 
mérite un examen particulier. 

Comme nous supposons toujours c < b ,  il sera plus exact de 
déterminer l'angle 8 par le moyen de son sinus c que par le moyen 
de son cosinus 6; cela est vrai surtout si l'angle fl est d'un petit 
nombre de degrés, parce qu'alors une petite erreur sur cos 8 en 
produit une assez grande sur 8.  Ainsi en général si on donne 
à la fois log c et log b ,  il faudra déterminer l'angle 0 par le moyen 
de log c. 

Si l'on veut déterminer à dix décimales seulement les fonciions 
F1, El, en négligeant les deux de plus que donne la Table, il sufira 

6 
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4 2  EXERCCCES DE CALCUL INT~GRAL. 
de chercher l'angle 8 par les Tables de Vlacq ou de Wega,  et en 
ayant égard aux secondes différences. Ce calcul n'a pas besoin 
d'autre explication ; seulement après avoir trouvé l'angle B en degrés, 
minutes et secondes, il faudra tout réduire en dixièmes de degré, 
et parties décimales du dixième de degré, puisque le dixième de  
degré doit servir d'unité dans les calculs d'interpolation. 

45. Mais si on vent exprimer les logarithmes avec douze déci- 
males, comme sont ceux de notre Table, alors l'angle 4 ne peut 
plus se trouver avec une précision sufisante par des Tables à dix 
décimales, telles que celles de Vlacq ou de Wega. 
Dans ce cas, il faudra employer les Talles de la Trigonontetiia 

Britannica, qui sont calculées pour chaque centième de degré avec 
qùatorze décimales. Soit a l'angle de cette Table le plus approché 
de i'angle cherché 0 ,  et soit 

b sin 0 = 1 sin a $- r. 

De l à  il- faut tirer la valeur de  9 - a. Or  en regardant 0 et r comme* 
de dde - M do - Mn sin I seules variables, on a - = M  tang 0 , d;I - _ _ -- 
dr  ' dr cos" "' 

d 3 8 M a ( c 0 s 2 8 + 3 s i n 9 4 )  de M 3 ( 1 + 2 s i n 1 û )  -- - - z =  - 
dl3 

tang 9 ; faisant ensuite. 
cos4 e COS' B 

dans ces coefliciens 8 = a, on aura par la fbrrnule de Taylor, 

Et pour évaluer 8 en degrés, soit fl = a  + x , et Re le nombre d o  
degrés conlpris dans le rayon, on aura 

-+ 
I M t  i + a sinBa ROx = R" MF tang a -.--+ a cor2a a . 3  . c o s t a  +etc.). 

Ceite formule se réduira le pIus souvent à ses deux premiers 
termes, et alors la calcul en sera très-facile. Quelquefois la diffé- 
rence r sera assez grande pour qu'il faille tenir compte du troisième 
terme; mais pour avoir besoin du  quatrième, il faudrait que a 
f i t  très-petit, et alors il y a un autre moyen de déduire l'arc de 
son sinus. 
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46. 11 conviendra dans ce cas d'eniployer la formule 

19im log B =log sin 6 + sing 6 + sin48 + - sin6B + etc., 
56'70 

ou, en convenant que les nombres renfermés en parenthèses sont 
les logariihmes des coefficiens , 

log 8 = log sin 0 + sinle { 8.85963 306091 
+ sin" [8.42390 4501 
+ sin68 [8.16523 46 14- etc., 

et pour que 6 soit exprimé en degrés, il faudra ajouter à ce lo- 
garithme la constante R' = I .75812 26324 , qu i  est le logarithme 

i 80 de -- 
n- 

II faut maintenant montrer par quelques exemples, l'usage de 
ces formules. 

47. Exemple 1. Etant donné le module c = sin 8 = V2 - I , 
dont le logarithme = 9.61722 43 146 62 14,  on demande l'angle 
correspondant 8 exprimé en degrés et parties décimales de degré. 

Par la Trigon. Britan., on trouve l'angle approché a = 24 47, 
qui  donne 

Z sin a = 9.617aa 7ô371 266a 
Z sin 8 = 43146 6a14 

Il faudra ensuite calculer les différens termes de la valeur de a: , 
d'après la formule de l'art. 45. Voici ce calcul : 

r.. . 4.52146 03467 
M . . .  o.36azi 56887 

M r . .  . 4.88367 60354.. . . . . . . . . . 4.88367 60 
R". . . 1.758 I a 26324 cossu. . . g .gi825 29 

tang a.. . 9.65810 I 1701 4.96542 31 

1). . . 6.29989 98379 2... 0.30103 00 

4.66459 31 
1) ... 6.29989 98 - 
2 ) .  . . o. 96429 29 
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44 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL,  
.On voit par la petitesse du  second ternie 2 )  de la valeur de x, 

qu'il est inutile d'avoir égard au troisième ; ainsi des deux premiers 
on conclura la valeur de 8 comme il suit : 

a.. . a@ 47000 ooooo ooo 

Cette valeur de 0 est plus exacte qu'il ne faut pour que l'iiiterpcy- 
laiion de la Table donne douze décimales exactes. 

On aurait trouvé Ia même valeur de 8 par la simple interpola- 
tion de la Trigon. Britan. , en ayant égard aux secondes différences. 

48. Connaissant la valeur de 19,  si l'on veut avoir la valeur cor- 
respondante de log Fa, on prendra dans notre Table les donnees 
suivantes qui répondent à l'angle a =  24 4. 

et on aura à calculer la formule suivante dans laquelle. . . . , 
a = 0.69800 52070 2 , 

1-x a - x  3 - x  A ( x ) s = k + ~ ( d ' A - -  (d''A - -- 
a (d''A. --d'4A. 

Voici ce calcul où  nous suivons la même notation que dans l'art. 81 , 
quatrième Partie. 

3 - x  - J44 7 a . g  
4 
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~ésultat qui s'accorde parfaitement avec celui que nous avons trouvé 
ci-dessus, no 30. 

49. Ex. II. Etant donné log c ou log sin 0 = 8.55535 52881 I 3 r 2, 

on demande l'angle 8 exprimé en degrés et parlies décimales de 
degré. 

On peut encore trouver cet angle d'une manière sufisamment 
approchée par la Table de la Trig. Brit.; on a d'abord a = 2.06,  

log sin a = 8.55565 I O J  70 
log sin 0 = 8.55535 52881 I 31 2 

r = - 29 57289 1575 

On fera ensuite le calcul de la formule de l'art. 45, conlme il siait : 

r.... 6.47089 3 7 9 ~ 0  
M.,. 0.36221 56881 - 
W... 6.83310 94797. .. .,. 6.83310 948 
fang a 8.55593 r 7782 cos'a 9.99943 848 -- 

MT 6.83367 IOO q= 1 +ssin2a- W... 1.75812 26324 -0.3342 

(1) ... 7.14716 38903 0.30103 ooo q . . . ,  . 9.52400 6 --- 
Mr 

a .... 6.53a64 xoo a . . .  6.53264 100 Coslà... 6.83367 I 

(2).. . 3.67980 489 
b.... 6.35767 7 

D'après cette valeur de O ,  nous chercherons par interpolaiion la 
valeur de log F' ; pour cela nous prendrons dans la Table les nombres 
suivans correspondans à 2" o. 
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46 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
Cela posé il faut faire x = o. 58597 I 55 12, et ou aura 

Cette valeur s'accorde dans les douze premières déc;males avec 
celle que nous avons trouvée directement, no 34. De lh on voit 
que l'interpolation , même pour des angles assez petits, donne des 
résullats sufisainment exacts. 

En général, dès qu'on aura déterminé l'angle 4 avec une précision 
sutEsante, soit par la formule de l'art. 45, soit par celle de l'art. 46 ,  
l'interpolation de la Table des fonctions complètes ne souffrira de 
difficulté que vers la fin de la Table, lorsque l'angle du module 
est très-près de l'angle droit. On peut y suppléer alors par les for- 
mules directes dont le calcul est d'autant plus facile que l'angle dn 
module est moins différent de l'angle droit. Mais si on veut résoudre 
le cas dont il s'agit par des interpolations qui ne soient sujettes 
à aucune difliculté , on y parviendra par le moyen que nous allons 
exposer. 

50. Il s'agit en général de trouver les logarithnles des fonctions 
F'b, E1b, lorsque b diffère peu de l'unité ou lorsque son complé- 
ment c est le sinris d'un angle d'un petit nombre de degrés. Dans 
ce cas on trouvera aisément, par les interpolations, les fonctions 
complémentaires F1c, E1c, et c'est par le moyen de F'c qu'il faut 
déterminer F1b et E'b. 

Pour cela j'observe d'abord que dans le cas dont nous nous oc- 
cupons, on pourrait supposer I"" = r ; mais nous nous contenterons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES T.ABLES ELLIPTIQUES. 47 
de supposer b.-= I , afin que la solution s'applique à un plus grand 
nombre de cas ; alors lés formules générales donnent (art. 21 ) , 

Il faut donc chercher si l'on peut exprimer F1b par les seules données 
&, c ,  F1c, sans avoir recours aux auxiliaires bO, bOO, c'O0. 

F1c 
D'abord K est connu par la valeur K = -;-. Soit ensuite c O = x ,  

x * - 
coO=y ,  des équations b ~ ' = P b ~ ~ ,  CPSS / (bcO) ,  c0bo0=a~(60co0),  
ce* = 2 ~ ( b o o c o a D )  , on  déduira 

Cette dernière étant quarrde donne K4c1bx 1 6 b ~ ;  quarrant de- 
4bx nouveau et substituant la ~ a l e u r  de P, on aura K8c4bSx' =y4.- 

ca ' 
Ksc6 donc y' = 6x. Cette équation ne suflit pas pour déterminer x 

e t j ;  mais oo a d'ailleurs boO ( i  - dL ; de là on tira a 

4 Soit K.6 = F , cette dernière équation donnera 4 = (-y P ; y cK* 
4 8 

mais ;, = ($7 bo0 = ( $ Y b w  = (A) ( 6 3 ' ;  dooc 

F 'b  = MK log [4 c K a  (PO)*] . .  
3 

Soit g = (GY, et on aura enfin 

Ainsi on voit que dam le calcul. de log F16, il n'entre que bs 
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43 EXERCICES DE CALCUL INT@GRAI;: 
guantités b ,  c,  K, dont on a les logarithmes, de sorte qu'on évite 
ainsi l'interpolation direcie pour F'b, laquelle est ramenée à l'inter- 
polation de F1c qui n'a point de difficulté. 

51. Pour juger de l'exactitude de cette formule, nous prendrons 
c = sin 19, et nous donnerons à log K la valeur exacte jusqu'à 
quatorze décimales, qu'on trouve par le calcul direct, et que 
d'ailleurs la Table donne immédiatement. On aura donc les données 

c.  . . 9.41299 62505 6934 
b. .  . 9.98494 37781 0270 

K. . . o. 00749 54886 8247 
1 4 

Au moyen de ces données, le calcul de h= log ;, se fera comme 

il suit : . . 

4... 
C . .  . 
3 ..- 
C 

K . .  . 
4 - 

cK* ' 

a.. . 
4 - 

cKa" 
c... 
h . . .  

a.. . 
0.00749 54886 8247 - log: = 
I .18156 82720 7615 

9.99998 36888 6691 p. . .  
-- n a  

9.99996 73777 3352 
9 .  ggy$ 36888 6691 

O.OOOOI 631x1 3 ? i o g z p  
log 6 = Mpa 

5.21248 4 1 3  

0.42496 826 
0.23727 695 

Cette valeur de h s'accorde exactement avec celle que donnerait 
1 4 .  log F y  calculée par la méthode directe, jusqu'i la quatorzième 

décimale. Ainsi en  la substituant dans la formule F ' b  - KMh, on 
aura de même une valeur de log F'b exacte , jusqu'à la quatorzième 
décimale, et qui satisfera à l'équatioii F'b = )/3 F'c, exprimant une 
propriété particulière de ces fonciions. 

52. Si notre formule donne des résultais aussi exacts que la 
méthode directe lorsque l'angle du module est de 150, à plus forie 

raison 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. . 4 9  
raison aura-t-elle cet avantage lorsque l'angle du module sera 
moindre; en général le degré d'approximation avec lequel F1b sera 
déterminé, dépendra de celui avec lequel on connaît la quantité K ; 
et comme K peut toujours, par l'interpolation des fonctions F'G, 
être déterminé jusqu'à la douzième décimale, il s'ensuit que h et 
par conséquent ZF'b sera déierminé avec la même exactitude. 

Connaissant F1c,  E1c par l'interpolation directe, F'b par le calcul 
précédent, il restera à déterminer E1b, ce qu'on pourra toujours faire 

par l'équation des complémens = F'c E'b + F1b Etc -F1b F'c. 

Ainsi on a les moyens de suppléer à l'interpolation qui ne peut 
se pratiquer que diiiicilement dans les dernières colonnes de la 
Table. 

1 Il est remarquable que la valeur h = log cxc offre successire- 

ment les différentes opérations à faire suivant les différens cas indi- 
qués dans l'aA. rz. 

Ainsi dans le cinquième cas, si c est tellement petit qu'on puisse 
4 dgliger  x - 6 ou log 6, on aura simplement h = log ; ; dans le  

quatrième cas, où I - b. seulement est négligeable , .on aura 
4 h = log - ; dans le troisième cas, où l'on ne peut négliger que 

cK 

I - 6'0, il fiut un facteur de plus dans la valeur de h ,  et on a 
4 h =log - . enfin si on tombe dans le second cas, où I - boom, 

cKoc ' 
seulement peut être négligé, il faudra encore ajouter le facteur 6 ,  

4 e t  on aura h = log zg. 
53.11 nous resterait à faire voir conment on peut trouver l'angle 13 

qui  ri$pond à une valeur donnée de log F'c ou de lob E'c; mais les 
calculs de cette sorte étant entièrement semblables à ceux dont nous 
avons donné le développement dans les art. 83 et suiv. de la qua- 
trième Partie, nous pensons qu'il est superflu d'entrer dans de nou- 
veaux détails à ce sujet. 

Nous .ferons observer en finissant que la Table des fonctions 
complètes offre 900 valeurs de quarts d'ellipes, et un pareil 

7 
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nombre de valeurs de la fonction analogue F I ,  dont 420 au moins 
ont été calculées directement jusqu'à quatorze décimales, et les 
autres jusqu'à douze. Ces transcendantes sont donc maintenant 
connues plus exactement que ne l'était la circonférence du cercle 
avant Ludolph van Ceulen. 

g I I .  Méthodes générales pour former une Table des valPum 
de Pintégrale u L ~ i d g .  

54. Nous supposerons que u est une fonction donnée de Sti 

variable i p ,  et que cette fonction est telle qu'en faisant varier q d'une 
quantité constante a, les différences successives de la fonciion u 
diminuent coniinuellement et finissent par être entièrement négli- 
geables. On peut toujours prendre a assez petit pour que cette 
supposilion soit admissible, quelle que soit la fonction u ,  pourvu 
qu'elle reste toujours finie dans toute i'étendue des ialeurs de que 
l'on considère; et  la différence m pourra être fixée dans chaque cas 
particulier , suivant le degré d'approxinia~iori avec lequel on  veut 
exprimer les fonctions U. 

55. Nous désignerons par U , Ut, Ur', etc. les fonctions qui ré- 
pondent aux variables croissantes cp, q + a, q -+ za, etc. ; et 
semblaMernent nous désignerons par U, W", U"", etc. les fonctions 
qui répondent aux variables décroissantes q ,  - a, - za, etc. 
Cela posé , la Table qu'il s'agit de construire pour la fonction U et 
ses différences successives, pourra être représentée, dans l'une 
quelconque de ses parties, comme il suit : 

Variable. 

p - 3a 
q - 2" 
9 -  " 
8 
9 4  a 
O + 2" 
9 + 3a 

Fonction. ,-- 
U""" 
U"0 
Uo 

! U 
Ur 

. U" 
U"' 

I i 

IV. Diff. 1. 
.-- 

a,, 
d'U* 
PU0 
6U 
$Ur 
JU" 
SU" 

II. 

p ~ 0 . 4  

PUoo 
d'TI0 
P U  
PU' 
pu" 
sauw 

* * 
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La première colonne contient les valeurs de Q , formant une pro- 
gression arithmétique dont la différence est a; la seconde colonne 
est celle des valeurs correspondantes de la fonction U. On a placé 
sur la même ligne que q et U , les différences successives d'U, &U, 
P U ,  etc.; et par cette disposition, chaque ligne sert à former la ligne 
inférieure, au moyen de la loi connue Ur=U+d'U, d'U'=d'U+6aU, 
P U r =  d''US. 6WJ etc. 

II s'agit maintenant de faire voir comment, étant donnée la fonc- 
tion u,  on peut calculer les 'différences successives qui servent à 
former la Table des valeurs de U. Pour cela nous ferons usage d'un 
algorithme qui a l'avantage de conduire rapidement aux résultats 
que nous voulons exposer, et qui a surtout celui d'en faire con- 
naître la loi de la manière la plus simple et la plus générale. Cette 
notation, au reste, qui ne s'applique qu'aux sommes et aux diffé- 
rences, considérées dans leurs combinaisons linéaires seulement , 
est fondée sur les mêmes principes que celle qui a été indiquée par 
Lagrange dans les Mémoires de Berlin, ann. 1772, et qui a été 
adoptée par d'autres auteurs. 

56. On a immédiatement, par la formule de Taylor, 

et puisque les coeficiens de  cette formule sont les niêmes que 
ceux de l'exponentielle 

il s'ensuit qu'on peut mettre U' sous la forme ' 

pourvu qu'après avoir développé le  second membre suivant Ies - - - 

puissances de ad , on convienne que chaque terme Uamdm sera reni- 
drnU placé par a"'. - d ~ " ' .  . 

Dans cette hypothèse, on aura successivement 

U' = Ve.d, ut! = ufepd, urfr= uttead , etc.; 
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52 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAI,, 
de là résultent les différences premières, 

6U = U ( e d - ~ ) ,  

su1= U1(eoLd- l ) ,  

JU"= U1l(eaJ i 11, 
etc. ; 

celles-ci donnent les différences secondes, 

et en généra1 on aura 

Au moyen de cette formule, la différence finie d'un ordre quelconque 
de la fonciion U peut s'exprimer par les coefEciens differeuiiels de 
cette mêiiie fonction. En effet si on supposè 

on aura en niènie temps 

57. Réciproquement on peut exprimer les coeficiens différentiels 
du d"l! d'U 5,  w ,  d7, etc. d'une fonction U,  par le moyen des différences 

finies de cette fonction, prises en donnant à la variable l'accroisse- 
ment constant a. 

Pour cela je réduis l'équation symbolique 6U = U (&- L) 

la forme 
6 = eud - = i 

j'en tire 
ad = log (1 +6), 

et aUd ou 

Cette nouvelle équation suppose qu'après avoir développé le second' 
membre suivant les puissances de  d', chaque terme UJm sera rem- 
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placé par la différence JmU; on obtiendra aiusi 

dU 
CL - =$U-f  J a U + + J 3 U - $  $4U+ etc. 

C ~ Q  

C'est la formule connue qui sert à exprimer le coeficient différend 
tiel d'une.fonction par les differences successives de celte fonction. 
Ainsi cc étant assez petit pour que la suite des différences 6U. PU, 

dU 
a3U, e tc. soit très-convergente, on déterminera le coeficient - avec 

d~ 
toute l'exactitude qu'on peut desirer. 

58. Si dans l'équation symbolique a -= U log ( 1 + 6 ) ,  on 
d~ 

met G' à la place de U ,  on aura 
& 

ddU - dU 
O C -  -- ~ I + J ' ) ,  daa da 

d'où résulte 

d'u 
On aurait de même u3 - = U Z3 (1  + d'), et en gé~iéral, 

4J3 
dmu - 

am* - U E ( 1 + d ' ) ;  
d"U de sorte qu'un coeficient différentiel quelconque peut s'exprimer 
4 

facilement par les différences firiies de la fonction U ,  en supposant 
CO-nriu le développement de P ( 1 $- x ) , qui désigne la puissance 
de Z(I +x). 

En effet si l'on a l* ( i $- x ) ou 

on pourra en conclure 

59. Supposons mainienant qu'on rit U = /udp ou $ = u , la 

valeur de a u  exprimée par les diffirences successives d'U , d"U1 
J3U, etc., sera 

au = d'U - + P U  + + $'U - etc. 
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Dans l e  cas où l'ou veut construire uue Table des valeurs de U , 

la quantité u est connue pour chaque valeur de q ,  et en faisant 
varier p de a ,  on çonnaîtra les diffërences successives de u. 
D'après ces différences, il sera possible de déterminer en général 
la valeur de d'U. 

x Gn effet, soit au 7 y et I ( , + s )  OU 

l'équation précédente donnera 

d'u = p +- LfJp +- k'/d"p -+ kf"d'sp + etc. 

Ainsi J'U se déduit des quanti tés données p , d'p , P p  , etc., pap 
une suite dont la loi est connue. 

Cette même suit; donnerait les différences ultérieures 6'U , 
JW, etc. par les formules 

JaU = Jp + k'cPap + k"d'3p -+ etc., 
a3U = PP +- k1d'3p + etc. 

Mais ces suites, pour délerrniner dU, d%, P U ,  etc., peuvent 
être rendues plus convergentes par un moyen très-sin~ple. . 

60. Soit v cc que devient la fonction u, lorsqu'au lieu de p oit 
p ~ e  t x -/- CL)  on aura suivant la natation précédente, 

pourvu qu'après avoir fait le de'veloppernent du second membre 
6"lu suivant les puissances de 6, on remplace chaque terme z l G m  par -. 
&Jm 

1 

ne là résulte ao = a u  ('1 +a);, et parce que au = U Z (1 +J), 
on aura 

a v  = U ( I  +d');l(i 4-6). 
Mais en effectuant le développement jusqu'aux x6, O; a 

1 1 7= 
X3+- x4  - 3 I ~r+r)t z (l+x) =iT- - 

24 94 1920 
x5 -/- x6 - etc. ; 

donc 
1 31 ~ V = ~ ' U - - ~ J U + ' S ~ U - ~ $ ~ U + - J ~ U - ~ ~ C .  
& 34 igao 9 6 ~  
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Conservons le premier terme d'U de ce développement, n-iais 
substituons dans les termes suivans la valeur U 2 U" +d'U°, nous 
aurons 

1 Dans cette suiie, conservons les deux premiers termes 6U-- J3V, 
24 

et substituons dans les suivans P+ d'Wb à la place de Uo, nous 
aurons de nouveau 

Cet te sui te prend ainsi une forme très-convergente , mais il reste 
à s'assurer de la loi que paraissent indiquer les premiers termes, 
et à déterminer d'une manière générale celle de leurs coenibens. 
11 faut donc faire voir qu'au moyen des coefliciens nt, n", nt", eei. 
dont la loi sera déterminée, on aura généralement 

av = bU - nlJIUO + nr1,j'5U"0 - n'"SWo3 + etc, 

61. Reprenons pourceteffetl'équation symbolique ~ - = u z ( I + )  
cf9 

ou au=UZ(r + d'), on en tire 

Mais d'un autre côté on a 

d'U ci- n'J3V + nn"65W - etc. est 
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représentée par 

ru& ---nf. rua3 au$" rubr - +n" -nlfl . --- t (~+a) (~+a I(~+&) . a ( I  +a)% L ( I -  ( 1 + 4 3 ~ ( 1 + 4  
$- etc. 

Si donc on veut que cette suite soit équivalente à av qui est repré- 
1 

senté par OLU ( I +d')?, il faudr.a qu'on ait l'équation identique 

a' Soit - 
l+J' 

= z", le second membre devient z - n'z3 + nrrz5- etc. , 
et le premier se réduit à a l  [ z + V'(I + a" )]. Or on sait que 

et qu'ainsi la quantité 2 log [ f z +v(r + $ z a ) ]  se développe en 
cette suite , 

1 z3 1 . 3  z5 1.3.5 z7 
g-za'37-f - - ,7 - -  2 . 4  5.24 2 . 4 . 6 ' 7 . 2 "  -+etc.; 

donc I'équation supposée a effectivement lieu en donnant aux coefi- 
ciens 

donc 

nr, n", n"', etc. les valeurs 
1 1  1.3 i 

,2'1 = - - 1.3.5 1 n r = - .  - - - - - 
2 3.a1' 2 . 4  ' 5.21, 2 . 4 . 6  ' 7.2'jJ etc. 

on a en général, 
d'Tl i . 3  J'5U00 i .3.5 J7Uoo0 av~d\U-1.-+-.---.- z 3.2% 2.4  5.2+ 2.4.6 7.2" + etc., 

série qui procède suivant une loi évidente, et dans laquelle chaque 
coefficient est moindre que le quart du précédent. 

62. Si on fait OLV = P , et  qu'on désigne par 70, Po, etc. ce que 
devient la fonction P lorsqu'au lieu de q on met p -a,  -2a, etc., 
on déduira de l'équation précédente une valeur de %U de la forme 

J'U .= P + rnlJ'"PO + mr'd'4Poo + rnt11d'6P000 + etc., 

et les coefficiens nz', rn", na"', etc. se déduiront des coefficiens nt, n", 
rift', etc., au moyen du développenlent de la fraction 

1 
- = I +- nz'x $- m"xl + mt"x3 +- etc. ; 

1 - riz f n"x" g'''z3,+ etc. 
de 
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de sorte qu'on aura 

Ainsi la valeur de d'U s'exprime par la fonclion P ,  au moyen de 
l'équation générale 

laquelle pourrait être continuée, suivant la même loi ,  aussi loin 
qu'on voudra. 

63. L'équation par laquelle la fonction a u  se déduit de U, peut 
.être représentée ainsi. 

pourvu qu'après avoir développé le second membre suivant les  
puissances de 6, o n  change Ud', UJS, Ud'=, etc., respectivement, 
en d'U , $W", S5U", etc. 

Au moyen de cette équation, on en peut former d'autres nou 
moins remarquables. 

Désignons par U (p++ c ~ )  ce que devient la fonction TJ ou U (q)  , 
lorsqu'au lieu d e  Q on met q~ $- f a; alors on aura v  = du  (Q - ! - a d )  - 

4 ' 
e.t l'équation précédente donne 

Dans celle-ci mettons encore Q + a au lieu de p,  nous aurons 

différentiant de part et d'autre par rapport à p ,  et observant que 
IJ ( 9  + a )  n'est autre chose que U', on aura 
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ou en substituant dans le second membre la valeur de du ( q +  5 e) 
7 

4 ' 
ddU' a= - - 
dg2 
- 4u P [a  $3- /(l+i 891. 

Mettant dans celle-ci p - a au lieu de g, on a enfin 
dm a'- du 

dQa 
OU CL" - = 4UO E [: 6+ /(I-f- J")]. 4 

Supposons donc qu'on ait 41" [$ d'+ /( I + i d")], ou 

du et la vraie valeur de as - déduite de notre équation symbo- 
d~ ' 

lique, sera 

64. Réciproquement on tirera de cette équation la valeur de 
du 6"U" exprimée au moyen de la fonction donnée as - do que nous 

désignerons par Q; cette valeur sera de la forme 

JsU" = Q + M1d'"Q"+ Mf1d'4Q"" + M " l d ' ~ O O  + etc., 

dans laquelle les coefEciens RI', RI", Nft', etc. se déduisent des coeffi- 
cieus N t ,  Pu"', N"', etc., au moyen de l'équation 

1 

i - N'x + Rinx2 - N x 3  + etc. 
= I + B9'x + M"xa + M"'xS + etc. 

On voit aussi que ces mêmes coefficiens pourraient se former par 
le quarré de la suile déjà connue, au moyen de l'équation 

( I  + l?zlx + m'lx' +m1"x3+ etc.)' = I + M1x+ B~r t~a+M"'xS+  et O. 

On aura de cette manière, 
1 Ml= - 31 M m -  M't = -- 

12 a40 ' - 60480 9 
etc. ; 

ce qui donne enfin, 
1 1 d'll.JO=Q+z$'q-- 3i 6 000 - 

240 
J4Q" +- -6 Q etc- 
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65. L'analyse précédente nous a couduits à deux fornlules très- 

remarquables ; l'une pour calculer la valeur de 6U par le moyen 
d e  la quantité connue P = au, où v est ce que devient u ,  en 
mettant cp + $ a au lieu de Q ; l'autre pour calculer la valeur de 

du  d"Uo par le  moyen de la quantité connue Q =a' -. 
&J 

.La première formule est 

et la loi générale de ses coeficiens est la même que celle de la 
sui te 

1 17 
I -+ -x - -  

24 5760 
P+~* x~ etc. , 

qui vient du développement de la fonction 

1 T = -. 
1 x i 3 x" 1 . 3 . 5  x3 ? 

1 --.-- +A--- -  + etc. 
a  3.2' a . 4 ' 5 . a t  2 . 4 . 6 ' 7 . a 6  

ia seconde fornlule est 

et la loi géuérale de ses coeficiens est la même que celle de la suite 

1 '7 qui est le quarré de la suite précédente I +. ;4 x - - xa + etc., 
5760 

o u  qui vient du développement de la fonction P. 

66. Les deux formules dont nous venons de parler fournissent 
deux méthodes différentes pour construire une Table des valeurs 
d e  l'intégrale U =j iudp, correspondantes aux valeurs de Q, for- 
mant la progression O ,  a , 2a, 32, etc. 

Suivant la première formule, il faut calculer les valeurs succes- 
sives de la fonction donnée P = a v  , v étant ce que devient u lors- 
qu'au lieu de Q on met $+$ a. Par cette substitution, P est toujours 
regardé cornine une fonction donnée de g, qu'il faudra calculer 
pour chaque valeur de p comprise dans la Tal~le.  Ainsi pour Ics 
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valeurs successives Q , B, + cc, p + 2a, etc., on aura les valeurs 
correspondantes P, Pl, P", etc., et ces valeurs étant portées dans 
la Table, chacune sur la même ligne horizontale que la valeur de <P 
à laquelle elle correspond, on en déduira leurs différences pre- 
mières, secondes, troisièmes et quatrièmes, dont on fera autant de 
colonnes séparées, comme on le voit dans le tableau suivant : 

Chaque coIonne se forme de la précédente par soustraction, eh 
reiiferme un terme de moins, de sorte qu'il faut que la colonne 
des P ait été prolongée j~isqu'aux PJV, pour que la différence 64P 
puisse être connue et placée sur la ligne des Q et P. 

Lorsqu'on aura formé pour chaque valeur de la variable q ,  les 
quantités P , d'P , d"P , d 3P , P P ,  o n  en conclura pour la mênle 
va:-iable 9 ,  la valeur de la différence d'U, laquelle sera . 

67. Il faudra faire attention aux indices q u i  affectent les diKéreriç 
ternies de cette formule, et en vertu desquels le &Po doit être pris 
dans la ligne immédiatement au-dessus de celle où est P, le d'4P00 
une ligne encore au-dessus, et ainsi de suite. 

En. général l'intervalle oc doit être pris assez petit pour que la 
suite précédente soit très-convergente et qu'on n'ait besoin que de 

ses deux premiers termes P + 2- JaP* ; le troisième - 5 d'4Pco 
24 57(;0 

servira seulement à diriger l'approximation pour savoir préciséillent 
sur combien de décimales on doit compter, et il faudra par con- 
séquent que ce terme soit moindre qu'une demi-unité du dernier 
ordre de décimales auquel on veut s'arrêter dans la valeur de J'U. 

11 pourra arriver cependant que dans quelques parties de la Table 
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qu'on veul construire, le terme dont il s'agit soit d'une ou de plusieurs 
unités décimales du dernier ordre; alors il faudra en tenir compte, 
et juger de ce qu'on néglige par le terme suivant de la série qui 

367 d'6P000, ce qui obligerait de prolonger la colonne des est + 945 5 2'. 
différences jtisqu'au sixième rang. 

68. Ayant fixé d'avance le nombre des décimales avec lequel on 
1 

veut exprimer les différences d'U, on calculera - d"P0 en se bornant 
24 

au nombre de décimales fixé, et négligeant le reste de la division 
par 2 4  ; mais pour plus d'exactitude, il sera bon de prendre toujours 
Yentier le plus approché du quotient, et de tenir eompte du reste 
dans l'opération suivante. Supposons, par exemple, que d'°Po divisé 
par 24, donne le quotient q et le reste r ; alors dans l'opération sui- 
vante, pour former d'U', on divisera J"P+r par 24, ce qui donnera 
l e  quotient q' et le reste r', et ainsi de suite. Cette manière d'opérer, 
dont nous avons fait l'épreuve, donne des résultats plus exacts et 
empêche les erreurs de se multiplier. 

69. Cette première méthode suppose que Ia quantité P est calculée 
pour chaque valeur de Q , avec une graude précision, e l  même avec 
une ou deux décimales de plus qu'on n'en v ~ u t  avoir dans la valeur 
de U ; or la quantité P , peu diffërente de la différence première 6U,  
est souvent d'une grandeur telle qu'il faudrait la calculer par des 
Tables de logarithmes à dix décimales , ce qui  rendrait les opérations 
fort longues. Si l'on se propose, par exemple, de calculer les fonc- 
iions elliptiques E et F avec dix décimales, et pour des amplitucles 
croissantes de demi-degré en demi-degré, les différences d'F, d'E 
devront etre calculées avec douze décimales, et elles contiendront 
l e  plus sonvent dix chini-es signifieaiifs , ce qui exigera l'emploi de 
logarithmes qui aient au moins dix décimales. 

70. On pourra ordinairement obtenir des résultats aussi exacts e t  
du 

avec moins de peine, par le moyen de la fonction Q = a' - qui 
do 

sert à déterminer les disrences secondes P U .  C'est l'objet de I o  
seconde méthode que nous avons à exposer. 
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Il faudra alors faire usage de la formule 

~ W = Q +  ~ p p . - ~  ,pQ..+L ,J~Q.OO- 

60480 
etc., 

1% 240 

et on prendra a assez petit pour que la suite se réduise sensible- 
nient aux deux premiers termes, ce qui aura lieu si le troisième 

2- S4Q"" est partout moindre qu'une demi-unité du dernier ordre 
2'40 

dé décimales auquel on s'arrête dans le calcul des quantités d'W. 
On  oit qu'en attribuant une valeur diterminée à +, et prenant la 

quantité Q sur la niême ligne, il faudra prendre d"QO sur la ligne 
1 supérieure pour former la somnie Q + rPaQ ; cette somme re- 

présentant d"V, devra être portée également sur la ligne supérieure 
qui répond à la variable - cl. 

La  colonne des 6'U étant ainsi formée, il restera à avoir la valeur 
de 6 U  corresporidante à q = O ,  et c'est ce qu'on obtiendra immé- 
cliaternent par la premiEre formule. A u  moyen de cette valeur et  
de la colonne des différences secondes, on formera la colonrie des 
différences premières 6U , et de celle-ci on conclura de m h e  par 
addition, les valeurs successives de U. 

7 1. Cette seconde méthode sera en général d'une pratique plus 
facile que la première, parce que la fonction Q est beaucoup 
plus petite que P et n'a pas besoin d'être déterminée avec un 
aussi grand nombre de chiffres significatifs, ce qui permettra 
cl'employer pour ces calculs des Tables de logarithmes moins 
étendues. 

Cependant comme les erreurs des différences secondes s'accu- 
mulent suivant la progression des nombres triangulaires , dans les 
résultats qu'on en déduit pour les fonctions principales, il faudra 
en général exprimer les quantilés Q avec une décimale de plus que 
les quantités P ; il faudra aussi , dans le cours de l'opération, cal- 
culer directement à des intervalles déterminés, la différence pre- 
mière SU, afin de vérifier et de pouvoir corriger les résultats 
produits par les différences secondes. 

Sous  donnerons ci-après quelques autres préceprcs pour tirer de 
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ces méthodes le plus grand degré d'approximation qu'elles penvene 
offrir. Nous n'ajouterons ici que le tableau de l'opération qu'il faut 
exéculer pour ajouter un terme à la colonne des U. 

72. Voici, dans la première méthode, le tableau figuré de I'éta t 
où le  calcul est resté, après avoir trouvé la valeur de la fonction II 
qui répond à la variable q. 

II. 

Dans ce dernier état, les colonnes sont terminées, conlme les barres 
l'indiquent, par les termes q ,  U , 6V, P, J'P', d"PO. Pour aller 
plus loin, il faut calculer l'auxiliaire P' ou au' qui répond à la  va- 
riable Q+a; connaissant P', on formera dans les colonnes suivantes 

les termes J'P, Gap0 ; d'où l'on tirera GU=P+ ' $'Po, et ensuite 
24 

Auxiliaire. --- 
pooa 
Poo 
P 
P 
PI- 

Diff. 1. 

$VoO 
d'Uoo 
d'UO - 

Variable. _ 
p - 32 
q - 2% 
q - a 

U'= U+ 6 U ,  ce qui ajoutera un terme à toutes les colonnes. 

Diff. 1. - 
$POo0 
$Poo 
d'Po 
J'P Q U -- -- su- 

Fonction. 

PO 

Uo0 
un 

73. Ndus avons supposé que le troisième terme - $4P00 est 

négligeable dans la valeur de 6U; s'il fallait en tenir compte, la 
colonne des P et les colonnes suivantes devraient être avancées d'un 
terme de plus, pour qu'on pût connaître la d i fkence  d'4Pooo qui entre 
dans la valeur de 6U0. Voici donc quel serait alors le dernier état du 
calcul, après avoir déterminé 6ZT" et U. 

Variable. 
- 

cP - 3a 
Fonction. 

--- 
U"00 
TPO 
LP 
U -- 
U' 

I 

Dilf. 1. [~uxil iaire.  Diff. 1. -- 
JPooo 
$Po. 
$Pa 
JP -- 
d'PI 

JUooo 
0 

6U. ---- 
d'U 

II. 

J S ~ O O C  

pp.0 
$'Pm 

pooo 
0 

Po 
P , 

P' 
-7 

PU 
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Pour ajouter un  terme au-dessous des barres qui marquent le der- 
nier état des choses, il faut commencer par calculer l'auxiliaire 
pl1 - - au'' qui répond à la variable 9 + 2a ; connaissant' Pr', on for- 

mera les différences JP', Pl?, $3P0, d'4P00, au moyen desquelles on 

connaîtra 6U = P + ' d'"Po - 3 d\4P00, et ensuite U1=U+d'U. 
24 5760 

74 .  La marche de l'opération est à peu près semblable dans la 
seconde méthode. Supposons d'abord qu'on s'est assuré que les 
644 sont ne'gligeables et qu'ainsi on a ,  avec une exactitude sua-  

sante, $W0= Q -/- ' $"QO ; on pourra représenter comme il suit 
i a 

I'état des choses, lorsque le calcul a été conduit jusqu'au terme $'UoV 
qui  fait connaître 6U0 et ensuite U. 

Variable. 1 Fonction. 1 Di& 1. 1 II. I~uril iaire.  Diff.1.I II. 
--- 

Pour aller plus loin , il faut calculer l'auxiliaire Q' égale à ce que 
du 

d.evient la fonction a' - en y substituant cp + a au lieu de Q ;  con- 
drp 

naissant Q', on connaîtra $Q, d"Qo et J2V; enfin au moyen de 
SaV, on counaîtra d'U et U', ce qui ajoutera un nouveau terme à 
toutes les colonnes. 

75. S'il fallait avoir égard aux quatrièmes différences, on ajoute- 
rait un terme de plus à la colonue des quantités Q et aux colonnes 
suivantes. Voici alors quel serait le dernier état des choses, lors- 
qu'on est parvenu à déterminer U au moyen de la valeur. . . . . , 

1 *4Q-9. glu00 = QO + ia $~QOO - - 
240 
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Variable. Fonction. Diff. 1. II. 
------ 
Q - 5 VQQ $Uoo0 $ ~ ~ 0  

p - 2a 

q - t  a 

Pour aller plus loin, on calculera l'auxiliaire Q" qui répond à la 
variable rg + zec; on en déduira les différences successives d'QI, 
JSQ , a3Q0, d\4Qoo, au moyen desquelles on connaîtra J a V  = Q 

1 
-k:aa~-, $4400, ensuite d\U et U', ce qui ajoutera un Lerme 

â toutes les colonnes. 
Dans cette méthode, on ne néglige que les différences J6Q; 

lesquelles sont de l'ordre an, puisque Q est de l'ordre a' ; on pourra 
donc fixer a priori le  nombre de décimales qu'on devra admettre 
dans l'expression des fonctions U ; mais nous avons déjà f a i ~  observer 
que les erreurs sur les différences secondes se multiplient conme  
les nombres triangulaires ; ainsi il faudra se procurer, à des inter- 
valles déterminés, des valeurs exactes de la fonction principale U 
ou de sa différence première d'U, afin de connaître et de corriger 
les petites erreurs qui auraient pu s'accumuler par le progrès des 
opérations. 

fi I I I .  Application des m é ~ ~ ~ o c l e s  précédentes aux fonctions 
elliptiques E et F.  

76. Les méthodes précédentes s'appliquent immédiatement aux 
fonctions E et F ,  puisque ces fonctions sont exprimées par les 

intégrales E = [Ac@ , F = f $ , OÙ l'on a A 7 / ( I  - c'sins,$ ) ; 

on construira donc, par leur moyen, les Tables particulières qui 
conviennent à une valeur déterminée du n~odule c, ou de l'angle B 
dont ce module est le sinus. RIais il faudra former un système de 
Tables semblables, qui correspondent à une suite de valeurs de 
l'angle O ,  aussi peu différen~es entr'elles qu'il sera possible, afin qu'on 

9 
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puisse assigner, dans chaque cas particulier, les valeurs de E et de E 
qui répondent à des valeurs données des angles 0 et 9. 

77. Pour expliquer plus clairement l'usage de nos forinules, nous 
les appliquerons B la fonction E , dans le cas de c = sin 45", qui 
tient le milieu entre les limites c = O , c = sin go0. Nous suppose- 

%- rons en même temps qu'on fait a = à un demi-degré = - 360 , c'est- 

à-dire que la Table des fonctions E = fAd9 doit être coristruite 
pour toutes les valeurs de , de demi-degré en demi-degré, depuis O" 

jusqu'à go0. 
Des deux méthodes que nous avons données pour construire 

une semblable Table, nous choisirons celle qui sert à calculer les 
difïérences secondes de la fonction Ti; par le moyen d'une auxiliaire 

C!A Q =  a a - = - '  
, , sin 2p 

dQ 
.Ca - 

A 
, d'où l'on déduit 

Cette valeur suppose que le terme suivant de la série, contenant 
J'+QoO, est négligeable; or c'est ce qui a lieu dans le cas présent, 
et ce qui aura toujours lieu à l'égard de la fouction E ,  à moins 
que les quantités G et sin ne soient toutes deux très-rapprochées 
de l'unité: 

Pour calculerles valeurs successives de Q, soit g=tc%", et soit h 
un angle déterniirié par la valeur sin A = c sin q ,  on aura h=cos A, 

et en omettant le signe de Q ,  
C sin ZQ Q = - -  

COS h ' 

dans l'exemple proposé, on aura C = i es = (5):. et 
720 

log g = 5.27963 47486, 

78. Nous nous proposons de calculer jusqu'à douze décimales les 
valeurs de E ; alors les quantités Q auront huit chiffres significatifs 
au plus,  de sorte qu'elles pourront être calculées par les Tables de 
logarithmes à dix décimales, qu'on réduira à huit, et même quelque- 
fois par les Tables à sept décimales seulement, L'opération prin- 
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cipale, pour avoir log Q ,  est de déduire log cos h de la valeur 
connue de log sin h ; il suara  le plus souvent, pour cet objet, de 
tenir compte des premières différences données par les Tables , 
dans l'liypothèse de huit décimales seulement. Soit A la difl'drence 
qui répond à Z sin a, et B la différence qui répond à lcos a, a étant 
l'angle de la Table,  immédiatement plus petit que A ;  si l'on fait 

Br z s i n h = l s i n a + r , o n  aura lcos h = l c o s a - -  
A ' - - 

Cette formule sera sufisante presque dans tous les cas, et le  calcul 
n'en sera pas bien compliqué, parce que les différences R et  A ,  
airisi que r, peuvent être prises en bornant les logarithmes à huit 
décimales. 

Cependant si on voulait caIculer Z cos h de manière que le résullat 
fût exact jusqu'à la dixième ou la douzième décimale, voici le moyen 
qu'on pourrait employer. 

Soit a l'angle de la Table qui approcLe le plus de l'angle A ,  et 
supposons qu'on ait à la fois 

il s'agit de trouver la différence R par le moyen de la diaërence 
donnée r; pour cela on aura la formule 

MF R = r t angsa  I*?), ( cos a 
ou 

log R = log ( r  tang' a ) rf; (r  + r  tang'a). 

79. Les règlês précédentes pour calculer log Q , s'appliquent à 
toutes les valeurs de <p dans l'exemple proposé, parce qu'on aura 
toujours tang a < I ; mais si c et sin étaient tous deux très-proches 
de l'unité , tang a pourrait devenir très-grand, et il faudrait en+ 
ployer un autre moyen pour calculer la valeur de A qui fait connaître 
celle de l'auxiliaire Q. 

Alors A devra être mis sous la forme A = v( h2 -+ cs cos' 9) , e t  
si on prend un angle ,u tel qu'on ait 

c cos p --- tang p - - tang 0 cos p , 
b 

il en résultera A = - 
cos ' et de là Q = 2 sin 29 cos p,  en faisout 
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L Caai >=a-. 

b , dans l'exemple proposé, on aura 

log y = 5.43014 97464. 

II s'agit donc, pour avoir Q , de déduire log cos ,u de la valeur 
connue de log tang ,a ; c'est ce qu'on peut faire, conlnle ci-dessus, 
avec une exactitude presque toujours suffisante, par le moyen des 
différences premières qui répondent à log cos p et log tang p. Si on 
vcut obtenir une plus grande précision, soit a l'angle de la Table 
l e  plus approché de ,M ; si l'on fait à la fois 

on déduira la difference R de la différence connue r, par la formule 

R = r sin'a ( I ;+: Mr coss a)  , 
OU 

logR = log ( r  sin' a) =f= r r sin' a. 

Ceite manière de calculer 1 cos p qui fait connahe  A et Q , nrest 
snjelte h aucune exception ; elle peut drre employée dans toute 
l'étendue des Tables qu'on veut construire, quels que soient les 
angles 9 et p ;  en effet, on voit que l'angle p qui est O lorsque 
9 = O  , diminue continuellement à mesure que p augmente, et finit 
par être nul lorsque 9 = go0. 

80. Par la formule Q = 7 sin 2rp cos p , on voit que l'auxiliaire Q 
est nulle aux deux limites de la Table, savoir, lorsque = O  et 
lorsque = go0; il y a donc entre ces deux points une valeur de Q 
q u i  est un maximum; ce maximum se détermine par l'équation 

tangp = d--& = di (c'est le point remarquable où l'on a 

y cos 9 
Fp = F') ; alors Q = - 

c o s Z ~ 0 '  
Dans le cas de 8 = 45' que nous 

avons pris pour exemple, on trouve le nzaximumQ=o .oooo2 23050 94, 
il répond à l'amplitude = 49" 56' à peu près. 

Pour la fonction F on a l'auxiliaire Q= >'sin 29 cos3p, en faisant 

pour abréger 7' = 5 ; elle s'évanouit encore aux limites <P I. 0 , 
q = go0, et son maximum a lieu lorsque tanga p = t a n g  6 
+ I/( i + tang' 8 + tang4B). Dans le cas de 8 ;z 45 ' ,  on a 
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tangs q = I -+ v3, ou à peu près Q = 58" 501, ce qui donne le 
rnaxirnm- Q = o. 00003 34082 54. 

81. Voici deux exemples du calcul de l'auxiliaire Q relative à 
la fonetion E,  que nous réioudrons chacun par les deux méthodes 
que nous avons exposées. 

Soit IO. p = 33" 30'; suivant la première méthode, on fera le 
calcul comme il suit, en supposant toujours c = sin 45". 

c .  . . 9.84948 50022 
sin c p . . .  9.74188 94971 

sin A . .  . 9.5~~137 44993 
sina.. . 9.59138 16478 

t ( r  tang'a) = 4.10874 74 
I ' . . .  - 71 -5 

r tang'a. . . - 12.8 

1 sin h = I sin a -  r 
cos a.. . 9.96411 53965 

R -t- I 2845 - 
cos A.. . 9.96411 66810 

6 . .  . 5.27963 47486 
- 

c - 
COS h 

. . . 5.3  I 551 80676 

sin 2q. . . 9.96402 60827 
-- 

log Q = 5.27954 41503 
Q = o.ooooi go346 18 

log R = 4.10873 96 

Par les formules de la seconde nîéihode , on procédera ainsi : 

tang p. . . 9.92.1 I O  65899 cos a. . . 9.88536 35668 
tanga ... 9.92111 81813 R +'  47544 

r = -  1 1 ~ ~ 2  COS p. . . 9.88536 832 12 

y.. . 5.43014 y7464 
r..  . 5.06413 6 sin 2Q. . . g ,96402 60827 - 

sinna.. . 9.61296 4 log Q = 5.27954 41503 
;insa) = 4.67710 O Q = o. ooooi go346 i 

r-rsin'a.. . 7 

log R = 4.67709 3 

Supposons zO., Q = 700; le calcul fait par la première méthode 
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donnera les resultats suivans : 

sin A. .. 9.82a47 08186 cos a. .  . 9.87350 37413 
sin a. . . 9.82247 52805 R.. . 35274 

- 
r =  44619 cos A.  . . 9.87350 72687 

g...  5.27963 47486 

r. . . 4.649520 5.40612 74799 
tang'a. . . 9.897943 sin 2<p. . . 9.80806 74967 

I ( r tanga a) = 4. 5d7463 log Q = 5.21419 4g766 
r . . .  - 4.5 Q =: o.oooor 63755 15 

r l a n g ' a  ... - 3.5 

log R = 4. 547455- 

Par la seconde méthode on trouvera ce qui suit: 

tang p. . . g.E;3405 16846 
tang a. . . 9.534054 28281 

r... 5.46024 36 
sinaa. . . g.  ozooo 72 

I ( r  si~i'a ) = 4.48025 08 
r-rsin'a.. . 2 59 - 

log R = 4.48027 67 

cos a... 9.97595 07553 
R. . .  30219 

c o s p  - 9.97597 77354 
y . .  . 5.43014 97464 

sin 2g. . . 9.80806 74967 

log Q = 5.21419 49765 
Q = o .oooo~  63753 15 

On voit que ces deux méthodes s'accordent parfaitement. Les calculs 
ont été faits avec la même pr.écision que si on voulait avoir la valeur 
de Q exacte jusqu'à la quatorzième décimale ; on pourra donc les 
faire avec deux décimales de moins, lorsqu'on ne voudra avoir que 
douze décimales exactes. 

82. Il est facile, par les moyens indiqués, de former la colonne 
des auxiliaires Q et celles de leurs différences premières et secondes, 
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lesquelles serviront à foimer la colonne des différences secondes JsF, 
d'après la formule 

6*E0 = Q f A d"Qe. 

Mais pour avoir les différences premières JE,  et ensuite les fonc- 
tions E elles-mêmes , il faul connaître le premier terme d Eo pi 
répond à q~ = O  ; et ce premier terme est la même chose que Ea , 

- O. puisqu'on a EO - 
Or la A = v( I - c'sina 9 )  étant développée en série, 

on en tire SA& ou 

Soit sin 9 x, on aura 
* x 1 325 1 3 x7 

Jdq sin2p = fx'dx (1-xS)' = - + S . S + - . - + e t ~ . ,  2.4 7 
x5 1 5 7  a 3 x9 

f d ~  sin" =Jx4rdz (1 -xa) -Y= + a . - + - . - + etc. 
7 2.4 9 

Ccs suites sont très-convergentes lorsque x est très-petit; si on fait 
7r 

donc Q - - a s -  360 ' on aura les valeurs suivantes, cxactes jusqu'a 

la décimale : 

E (a) = a - 2 c1 (3.34541 42464) - $ c4 (g. 00525 I 1) , 
F (a) = a -+ '; c' (3.34541 42464) + c4 (9.00525 11). 

Les nombres en parenthèses désignent les logarithmes des coeficiens, - 
et la caractéristique 9 ,  qu'on voit dans le troisième terme, indique 
une fi-action décimale dont le premier chiffre significatif est au 
onzième rang. On a d'ailleurs 

CL = 0.00872 66462 59971 65. 

83. Connaissant ainsi Ea qui  est la même chose que JEo, oii 
pourra, comme nous l'avons dit , construire la Table dans son entier 
au moyen de la formule 6%' = Q + & d"QO. Mais pour empêcher 
ailtant qu'il est possible, les erreurs dues au terme d"QO de s'ac- 
cumuler, nous avons tenu compte des restes que donne la division 
de JaQ" par I 2. 

Pour cela nous avons joint à la colonne des secondesdifférencesd"Q, 
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une autre colonne contenant deux nombres que nous désignons par q 
e t r , e t  dont voici l'usage. Soit r0 le terme qui précède r ,  et supposons 
qu'en divisant d a Q  + ro par 12, le quotient soie g et le reste r ,  
on fera constamment ,JPE = QI + q , OU dans la ligne précédente, 
d"E0 = Q + qO (*). 

84. Nous joignons ici la série entière des calculs faits d'après ces 
principes, pour obtenir, dans le cas de c = sin 450, les valeurs de 
la fonction E , correspoudantes à tous les degrés et demi-degrés de 
l'amplitude p. 

On peut observer que pour les n~êmes valeurs de c et de rp, I7auxi- 
Q liaire qui est Q pour la fonctio~i E,  devient a, pour la fonction F; 

d'ailleurs A esi toujours donné par l'opération même qui sert à trou- 
ver Q , puisqu'oii a dans la première méthode A = cos A ,  et dans la 

seconde A = - . Ainsi en construisant la Table des fonctions E 
cos ,i4 

pour un module donné, on peut construire simultanément la Table 
des fonctions F qui se rapporte au même module. 

Comme le mode de procéder est le même dans l'une et I'aulre 
Table, nous n'avons pas cru devoir joindre ici la Table particulière 
qui concerne la fonction F ,  d'autant que cette Table et  celle des 
fonctions E ,  ont besoin d'une dernière rectification qui leur donne 
toute l'exactiiude do'nt elles sont susceptibles. 

(9 Peut-être serait-il encore plus exact d'ajouter à %2Q , non pas le reste pré- 
cédent, niais la somme de tous les restes précédens. Soit cette sonime = s', on 
prendrait pour q le quotient a2Q + 2s' d i~ i sé  par l a ,  et pour s le reste , ayant 
soin de prendre s , ~osi t i f  ou nésatif, < 6 ,  ou tout au plus = 6. 
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85; Nous avons déjà dit que pour remédier à l'accumulation des 

erreurs qui peut résulter de la méihode précédente, il était néces- 
saire de calculer par les formules rigoureuses, les valeurs de la 
fonction qui correspondent à quelques-unes des valeurs de la va- 
riable p. On aurait pu, pour cet objet, se borner aux quatre valeurs 
qui terminent les quatre parties de la Table, savoir, p = 22' $ , 
p = 450, Q = 67' +, Q = go0; mais nous y en avons joint trois 
autres, et voici les erreurs en plus qui se sont trouvées dans les 
résultats de notre Table. 

Variûbleq.. . . . . . 22O+, 26, 45, 49:, 67 +, 7 0 f ,  go'. 
Erreur sur E (p) ... +62,+93,+173,+185,+222,+227,+220. 

11 s'agit maintenant de corriger les erreurs de tous les termes de 
la Table, d'après les erreurs connues de ces sept termes ; et l e  
principe auquel il faut s'attacher dans cette opération délicate, est 
d'altérer le moins qu'il est possible les diff'érences premières de la 
fonction, parce que ces différences, telles qu'elles sont portées 
dans la Table,  sont nécessairement très-approchées des différences 
exactes. 

On pourrait aisément construire des formules algébriques qui 
embrasseraient une certaine étendue de termes, dans l'interpolation 
des erreurs ; mais l'usage de ces formules serait pénible et souvent 
peu exact. Il nous a paru plus simple de faire l'interpolation à vue, 
en s'écartant le moins qu'il est possible de l'ordre linéaire indiqué 
successivement par les côtés du polygone, dont les angles sont les 
extrémités des ordonnées qui représentent les erreurs connues. 
L'inégalité dans la dis tribution des erreurs sur un même côté, n'aura 
pour objet que de rendre moins inégales les différences en passant 
d'un côté à l'autre ; et les anomalies à cet égard ne pourront jamais 
être bien considérables, parce que la méthode suivie pour la çons- 
truction de la Table, est de nature à ne permettre aux erreurs de se 
multiplier que par des degrés presqu'insensibles. 

86. C'est par ces procédés qu'on a rectifié la Table des fonc- 
tions E , et en y joignant celle des fonclions F , composée et rectifiée 
semblablement, on a formé la Table II ci-après, qui servira à trouver 

11 
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jusqu'à douze décimales, les sakurs  des fonctions F et E pour toute 
valeur de l'amplitude g ,  lorsque l'single du  module est de 450. Elle 
servirait aussi à faire l'opération inverse, c'est-à-dire à trouvet 
l'amplitude, lorsque l'une des fonctions est donnee. 

On voit assez par les opérations dont nous avons donné le détail, 
qdon  ne p.eut répondre de l'exactitude de la douzième décimale, et 
que même la onzième pourrait, dans quelques cas, étre en erreur 
d';ne ou de deux unités; mais au moins on pourra toujours compter 
sur l'exactitude de la dixième décimale, et  l'emploi des deux autres 
dans les calculs d'interpolation, garantira les résultats de toute erreur 
sur la d i x i h e  d6ciinale. Si on n'a besoin que de sept décimales 
exactes dans le résultat, il suffira d'en admettre huit dans les calculs 
d'interpolation, ce qui des simplifiera beaucoup. 

87. Maintenant pour avoir un système complet de Ta'bles ellip- 
tiques, il ne s'agit que de  construire, par les mêmes niéthodes , des 
Tables particulières analogues à la Table II,  qui répondront à tous 
les angles du modiile de denîi-degré en demi-degré. On poiirrait, 
après les calculs faits, réduire toutes les fonctions à dix décimales, 
et alors chaque Table particulière analogue à la Tahle I l ,  n'occu- 
perait que trois pages petit in-folio , ce qui ferait pour les 181 Tables, 
un volume de grosseur médiocre. J'ose espérer que cette entreprise 
dont i'utilité se fera sentir de plus en plus, sera mise un jour 2 
exécution par quelqu'un de ces hommes laborieux qui apparaissent 
de temps en temps dans la carrière des sciences, pour laisser des 
monuiziens durables de leur patience et de leur zèle. 

Dans le recueil dont nous venons de parler, la première Table 
particulière , celle qui répond à l'angle du module O= O ,  se cons- 
truira imniédiatenîent, puisqu'alors on aura F = E = g ,  et qu'ainsi 
il ne s'agira que de mettre à côté de chaque amplitude q ,  la longueur 
absolue de cet arc exprimée avec douze ou un plus grand noilîbre, 
de décimales ; il ne sera pas même nécessaire d'y joindre les diffé- 
rences premières , puisqu'elles sont constantes. 

La  dernière des Tables particulières est celle qui répond ou 
niodule c = i , ou à un angle du module égal à go0; el le  se cons- 
truira encore d'unernanikre h&s-Eacile, au moyendes Tablesconnues, 
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puisqu'alors on a E (q) = sin Q e t  F (p) = log tang ( 4 5 -  + 9). 
Les Tables III et I V  ci-après sont destinées à représenter ces 
fonctions. 

88. La Table III offre les sinus naturels et leurs logarithmes pour 
chaque quart de degré du quadrant, savoir, les sinus naturels ex- 
primés avec quinze décimales, et lcurs logarithmes avec quatorze 
seulement. Ils sont tirés les uns et les auires de la Trigon. Britan. 
de  B ~ i c c s  , publiée après la mort de cet auteur, par GEL~LIBKAND, 
seul ouvrage où l'on trouve un aussi grand nombre de d6cimales; 
car le Thesaurus Mathematicus de P r ~ r s c u s  , ne donne les sinus 
naturels . qu'avec quatorze décimales. Nous avons cru que cette 
Table serait utile , ne fût-ce que pour mettre le lecteur à portée 
de vérifier par lui-même, et sans le secours d'un livre qui devient 
chaque jour plus rare, les calculs que nous avons développés dans 
différens endroits de cet ouvrage, et surtout ceux qui se rapportent 
à la Table des fonctions complètes. 

La  TableIV donne leslogarithmes hyperboliquesde tang (45°+:p), 
pour toutes les valeurs de g, de demi-degré en demi-degré; ces 
logarithmes sont en même temps les valeurs de la fonction li'q, lors- 
que le  module est égal à l'unité. 

Connaissant , par la Table III, les logarithmes vulgaires de 
tang (4s0+ q )  , il a suai de niultiplier ceux-ci par le nlodule 
M = a.3025, etc., pour avoir les logarithmes contenus dans la 
Table IV. 

Enfin nous avons cru faire plaisir aux calculateurs en ajoutant à ee 
petit recueil, la Table V extraite des grandes Tahles du cadaslre, 
où  l'on trouvera les logarithmes à dix-neuf décimales pour tous les 
nombres impairs de I 163 à 1501 , et pour tous les nombres prcniiers 
de  1500 à r oooo. 

89. La Table IV, dans laquelle nous avons inséré les différences 
successives de la fonction, autant que le format a pu le permettre, 
fait voir que ces différences décroissent d'une manière très-lente , 
lorsque l'amyl'tude p approche de go0. Alors l'interpolation de la 
Table devien très-difficile , ou ne donne qu'une approximation 
insuffisante. 

i 
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Pareille dificulté se rencontrera, mais à un moindre degré, dans 

les Tables particulières dressées pour des modules dont les angles 
se rapprocheront de l'angle droit; il y aura alors une partie plus 
ou  moins étendue de chaque Table, celle qui répond aux plus 
grandes valeurs de p , dans laquelle les interpolations seront plus 
difliciles ou moins exactes ; mais cet inconvénient ne se fera guère 
sentir qu'à compter de l'angle du module 8= 700, et seulement pour 
des valeurs 9 non moindres que 70 ou 7.50. On remarquera au reste 
que les simples Tables de logarithmes des nombres et des sinus, 
sont sujettes à un pareil inconvénient, vers leur con~mencement , et 
que celles des logarithn~es des tangentes le sont au commencement 
et à la fin, lorsque l'angle approche de go0. 

Il serait superflu cle parler ici de la double interpolation que l'on 
aurait à faire selon les diverses valeurs des angles 8 et p , lorsque 
le  syslème de Tables dont nous avons parlé sera exécuté, o u ,  ce 
qui revient au même, lorsqu'on aura une Table à double entrée 
contenant les valeurs des fonctions E et F, pour toutes les valeurs 
des angles 8 et 9, de demi-degré en demi-degré. Mais il y a d'autres 
questions qui concernent la construction de la Table elle-mème, 
et qui méritent d'être discutées. 

90. On peut d'abord observer que l'interpolation est en général 
plus facile à l'égard des fonctions E qu'à l'égard des fonctions F ;  
et si on se rappelle que toute foriction F peut s'exprimer exactenient 
par la fonction E et une autre fonction de ni&nle nature, .on en 
conclura qu'à la rigueur on pourrait se contenter de construire la 
Table des fonctions E,  laquelle présentera toujours plus de facilités 
et moins de cas d'exception, dans les calciils d'interpolation.Cette ob- 
servation réduirait presqu'à moitié le calcul des Tables elliptiques, et  
ce calcul deviendra surtout d'une exécution assez facile, si on ne 
voulait avoir les fonctioxis E qu'avec sept décimales exactes. 

Mais d'un autre côté, les fonctions F étant plus simples analyti- 
quenlent que les fonctions E,  il y a quelque inconvénient à déduire 
la fonction la plus simple F ou F ( c ,  cp) de deux fonctions plus 
composées E ( c , q ) , E ( cO, q O ) .  Cet inconvénient n'est pas sim- 
pleiiientidéal,il se fait sentir encore par la cornplicalion qu'il entraîne 
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dans les calculs, puisque la détermination de la fonction E (CO, 9") 
suppose qu'on a calculé de nouveaux élémens cO, go, peut 
bien déduire trigonométriquement des élémens donnés c ,  9 ,  m i s  
qui rendent le calcul plus long et plus diflicultueux. 

91. 11 faut observer de plus que quand on détermine la fonc- 
tion F ,  soit au moyen des deux fonctions E ( c ,  Q ) ,  E (cO, qo) , 
soit au moyen des deux fonctions E ( c ,  q ) ,  E (cl, p'), ce qui  se 
fait par i'une ou l'autre des formules 

bF (c, cp)=$(z+b)E(cO, qO)-E(c,  q )  ++ (~-b)sinq; 
+baF ( ( c , q ) = E ( c ,  p)-(1 +c)E(c ' , p l )+cs in f J ;  

les erreurs sur les fonctions E se trouvent notablement augnientées 
dans l'expression de F, à cause de la petitesse du diviseur b dans 
une formule, ou f I' dans l'autre; de sorte qu'on ne pourra se 
flatter d'obtenir la fonction F avec la mème précision que les Tables 
donnent les fonctions E. 

Enfin dès qu'une fois on aura déduit des données c, ;p, les nou- 
veaux élémens CO, ou cf, Q', il n'cn coûtera guère davantage pour 
continuer les suites c, cl, c", etc., et Q , fJr ,  p", elc., jusqu'au troi- 
sième terme environ, comme cela est nécessaire pour obtenir 
directement une valeur aussi approchée qu'on voudra de la fonc- 
tion F ( c,  Q) , en la déduisant des forn~ules , 

où a' désigne la limite des angles Q, gr, Q", etc.; et dans ce cas, 
on  n'aura aucun besoin de la Table des fonctions E. 

ga. Il résulte de  cette discussion que, quoique la fonction F 
puisse s'exprimer rigoureusement par deux des fonctions E ; ce- 
pendant cette propriété ne fournit pas des moyens de calcul assez 
simples pour être employée ufilenient dans les approximations. 
I l  en est de même de l'usage qu'on voudrait faire de la forn~ule 

dE dE F = E - c - ,  o u ~ = ~ - t a n g û - ,  en faisant c=s in8 .  
de dd 

Car pour faire l'application de cette formule , il faudrait d'abord 
être en possession d'une Table complète des fonctions E ,  calculée 
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pour toutes les valeurs de 8 et de 9 ,  de demi-degré en demi-degré; 
de plus en appelant a la longueur d'un demi-degré, ou faisant 

n 
a = - , le coeficient différentiel devrait être tiré de la formule 360 

où les différences successives J E ,  d"E , a3E , etc. sont relatives à 
la variable 8 seule. Mais on voit qu'à cause de la petitesse de a, 

dE 
la valeur de & ne serait déterminée en général qu'avec deux 

décimales de moins que la fonction E ,  et la précision dirninue- 
rait encore sur la valeur de E ,  à mesure que Lang 8 augmenterait; 
ainsi ce moyen d'approximation que nous avions proposé autrefois, 
fie saurait être adopté. 

93. Ayant écarté plusieurs des moyens qui se présentent naturel- , 
lement pour construire des Tables propres à faire trouver aisément, 
dans tous les cas ,  les valeurs des fonciions elliptiques E et F ,  
l'idée peut venir encore de remplacer une de ces fonciions par 
une autre qui serait plus facile à réduire en Tables. Telle est, par 

exemple, la fonction G = [&+, dont la ralcor complèie, 

lorsque q = + 7 ,  sera i .7t ou i , selon qu'on fait c = O ou c = r ; 
de sorte que dans les cas intermédiaires cette fonction éprouvera 
peu de variations, et sera trt?s-propre à être réduite en Tables. 

Et puisque la fonction F peut ê ~ r e  déduite des fonctions E et G, 
au moyen de l'équation 

E-G - 
b' 

il semble au premier coup d'ail que la fonction G pourrait être 
substituée avec avantage i la fonction F ,  au moins dans la parlie 
des Tables de celle-ci qui se prête dificileinent aux interpolations, 
c'est-;-dire lorsque les angles 8 el suut tous deux plus grands 
que 70 ou 750. 

Mais en exaniinant la chose avec plus d'attention, on recotinûÇt 
que la dificulté n'est qu'éludée, et qu'on n'obtieudïa pas une plus 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 83 
grande approximation par ce moyen, parce que si on a, par exemple, 

1 bs = - l'erreur de E - G se trouvera centuplée dans la valeur 
100 y 

de F. Il vaudrait donc tout autant, 2 mesure que 6 et Q augmentent 
au-delà d'une certaine limite, diminuer le nombre des décimales 
qui entrent dans l'expression de F,  afin que l'interpolation fût toujours 
également praticable, mais donnât pour résultat un moindre nombre 
de chiffres décimaux. 

Pour donner un exemple de l'usage de nos méthodes, lorsque 
l'angle du  niodule est peu éloigné de go0, nous joignons ici une 
Table des fonctions E et F ,  construiie d'après ces méthodes pour 
le module c = sin 89'. Cette table n'est pas calculée avec autant 
de précision que la Table II ,  et on ne peut guère compter sur 
l'exactitude de la dixième décimale; mais elle pourra être utile , 
surtout en fournissant des exemples qu i  serviront à apprécier di- 
verses formules que nous donnerons ci-après pour les cas où. le 
module est très-peu différent de l'uni té. 
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c = sin 890. 

- --- 
o.ooooo ooooo 872 65355 o.oocoo oooco 
0.00872 65555 872 5871 1 0.00872 67570 
0.01745 24066 872 45424 0.01745 41784 
0.02617 69490 872 25495 0.02618 29290 
0.03489 949% 871 98926 0.03491 36739 
0.04361 9391 I 871 65719 O .04364 70790 -- 
0.05233 59630 871 25876 0.05238 381 13 
0.06104 85506 870 79399 0.061 ia 45391 
O .06975 64905 870 26294 o. 06986 99322 
0.07845 91 199 869 66562 0.07862 06620 
0,08715 57761 869 "0210 0.08737 74022 ------ 
o.cg584 57971 868 27~42 0.09614 08286 
0,10452 85213 867 47664 0.10491 16197 
o. 11320 32877 866 61481 o. 11369 04569 
o. i 21 86 94358 865 68701 o. i 2,247 80245 
o. 13052 6305q 864 69331 o. 13127 50102 
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c = sin 89'. 
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c = sin 8g0. 

F. 1 PF. 
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c = sin 8g0. 1 
2302 68190 
a352 85274 
2405 449 15 
2460 63601 
2518 60725 
2579 57303 
a643 76526 
27 1 1 44038 
278a 88278 
2858 40869 
2938 37069 
3023 16314 
31 13 an858 
3209 06516 
331 i 23577 
5420 37885 
3537 22160 
3662 59553 
37.97 45621 
3942 90699 
Iioo aa856 
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5 IV. Autre méthode pour construire les Tables des 
fonctions F et E. 

94. On  peut construire ces Tables par une autre méthode qui 
n'exige que des calculs trigonométriques très-simples : voici en quoi 
consiste cette   né th ode. 

Supposons qu'après alroir pris un module c B volonté, on veuille 
trouver l'amplitude qui répond à une fonction F égale à -& de  
la fonction complèie FI ;  cette amplitude se déterminera par la mé- 
thode de l'art. 67, première Partie, si l'on a c' < i, on si c' étant 
> f , n'est pas trop rapproché de l'unité; et par la méthode de 
l'art. 71, si I - cs est très-petit. 

Soit dans l'un et l'autre cas , cc ou a, la valeur de l'amplitude qui 
donne F (CL)  = Fa, nous appellerons successivement a,, a,, ahles  
amplitudes quidonnent F(a,)=dFa, F(a3 )=3Fa ,  F(ctq)= @'aJ etc, 
jusyu'à F (a,,,) = zooF (a) = FI. 

Cela posé, la Table que nous voulons construire contiendra, dans 
la première colonne, les nombres I , 2 ,  3. . . ,200, qui 'représentent 
les fonctions F croissant par irrtervalles égaux, depuis la fonction 
F (a) = s, FI jusqu'à la fonction complète FI; dans la seconde 
colonne seront les valeurs correspondantes de l'amplitude, savoir, 
a, ci,, a3 jusqu'à al,, OU 5 r. Cette Table sera en qnelque sorte 
l'inverse de celle que nous avons construite par la première mé- 
thode , et dans laquelle les amplitudes crojssent par intervalles 
égaux; niais la théorie des fonctions F fournit des formules 
élégantes pour construire la Table dans ce nouveau système. 

95. Désignons par q un terme quelconque a, de la suite a,, 
a,, ci3, etc., ensorte qu'on ait Fg = nFa; nous ferons par analogie 
F (p') = (n+  1 )  Fa ,  F Q" = ( n  + a )  Fa ,  et dans le sens inverse, 
F (q0)=(n- i )Fa,FpoO= ( n - 2 )  Fa,  etc. Cela posé , soit 
A (1) ou v(i - cS sin' a j = a J  i'équation générale de l'art. 22 

première Partie, deviendra 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 89 
Mais on a q' - 2~ + 9' = 6'9" ; cette équation peut donc se inetire 
sous la forme 

fang ( q  + f d"qo) = a tang p; 
on déduit de l à ,  

tang ; Jy,' = (a - tans P 
1 + a tan@ ' 

1-k I -a 
Soit a= - 

l t - k  
OU k=- 

i + a 9  
cette équation deviendra 

k sin 29 tang + 6'qe = - -- 
1 + ~ C O S  2~ ' 

et on en déduit ultérieurement, 

sin $ = - k sin (29 + 5 6'9''). 
Cette équation fait voir que f J2q0 est toujours négatif; faisant 
donc f 6'~" = - o , on aura 

sin w = k sin ( 2p - w ), 
Or k est une quantité très-petite du second ordre par rapport à a, 

puisqn'on a c sin ct = - et qu'ainsi k se déduit de c sin a, 
1 + k 7  

suivant la même loi que le module c0 se déduit du module c. On 
voit donc que w restera toujours une quantité très-petite du second 
ordre ; son nzaxi~nuna aura lieu à peu près lorsquJoii a cp = 4 9 ,  et 
ce  nzaxiniuna sera h peu près = k = (+  c sin u = f c2e sin a ; 
dans les points extrêmes, lorsque Q = O ou Q =: T ,  la quantité w 
sera nulle. 

L'équation sin w = k sin (2cp - o ) est facile à résoudre dans les 
différens cas, avec toute l'approximation nécessaire ; on peut d'abo, 4 
négliger w dans le second membre, ce qui donnera sin o = ksin zp, 
ou simplement w = k sin zp; ensuite pour avoir une plus grande 
approxinlation , on substituera cette valeur dans le second niembre. 
Soit alors k sin (zp - w )  = p, on aura si11 w = p ; donc si on  
appelle R" le notnbre de secondes contenues dans le rayon , afin 
que R"e, exprime le ilombre de secondes de l'arc r d ,  on aura 

On déduit aussi immédiatement de la formule tang (p ++ 6'~") 
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9" EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL.  
= a tang 9 , une autre valeur de 6'~' ou w , savoir: 

Mais cette expression est en &néral nioins convergente que la 
précédente , et elle paraît nioias facile à calculer, parce qu'elle 
exige de plus qu'on cherche dans les Tables les logarithiiles de 
sin 4 9 ,  sin 69, etc. 

Les valeurs qu'on devra donner à seront successivement CL, ,  a,, 
cc,, etc. On calculera les valeurs correspondantes de am, qui seront 
en même temps celles des 6'~; et conime la première valeur de d ' ~ ,  
celle qui répond à q = O ,  est égale à a, on pourra fornier en enlier 
la colonne des valeurs de Q. 

96. Mais pour vérifier les calculs et empêcher les erreurs de s'accic- 
muler , il sera bon d'avoir une foriiiule qui fasse connaître directe- 
nient une différence première quelconque $p. 

Or on a vu ( art. 1 8 ,  première Partie) que si l'on fait 
t a n g 4  = A (a) t a n g ~  et t a n g p  = A ( 9 )  tang a ,  on aura 
rpf=++,u; mais d'un autre cbté,+ =~+:d'"' et q1=q+d\p; 
donc p cc $9 - f JaqO = .$Q +- cc, ; donc on a pour détertniner 
directement $9 , l'équation 

tang (6q + W )  = A (9) tang a. 

On voit en même temps , par cette équation , que conime o est 
toujours posiiif, et ~ ( q )  toujours moindre que l'unité, on aura par 
ces deux raisons, 6g < a. Ainsi loutes les quantités qui entrent, 
tarit dans la colonne des diff6rences secondes 6'9, que dans celle 
des différences premières d'q, seront plus petites que des liniites 
données, et ne peuvent par conséquent éprouver que de petites 
anomalies. 

On ohtiendra enfin une vérification complète de tous les calciils , 
lorsque le dernier terme de la colonne des q ,  savoir cc,,, , se trou- 
vera égal à goo. On peut se procurer d'autres vérifications dans 
cet intervalle, en calculant la valeur de qui donne FQ égale à la 
moitié ou à une autre parlie exprimée exactement en zooièmes de la 
fonction cornplè te F'. 

97. Une fois qu'on a déterminé la constante a par les nltiihodes 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. g i  
directes, on voit que la Table entière relative à la fonction F, peut 
êlre calculée par une seule formule trigonométrique simple et ri- 
goureuse, savoir, sin w = k sin ( 29 - w ). En effet cette formule 
seule servira à former la colonne entière des différences secondes; 
et  comme on connaît d'avance Te premier terme des différences 
premières d'q , lequel est égal à cc, on formera de suite la colonne 
entière des différences premières d ' ~ ,  et de là celle desamplitudes q ,  
puisque le premier terme = o. 

L e  problème est donc résolu complètement par la seule équation 
mentionnée ; mais pour se procurer de loin à loin des vérifications, 
on a une seconde formule trigonométrique, savoir, 

tang (69 3- o) = A(?) t anga ,  

laquelle servira à calculer directement la différence première 69. 
Elle montre immédiatement qu'une valeur approchée de d'g est 
d'q = aA (p) - W .  

11 faut mainlenant examiner, 1". comment on interpolera la Table 
des fonctions F , calculée pour une valeur déterminée du module ; 
2". comnlen t on interpolera le système des Tables particulières , 
calcul6es pour les différens angles du module, de demi-degré en 
demi-degré. 

gS. Dans le premier cas, si l'on cherche une valeur de Q qui 
réponde à une valeur donnée de F, il faudra d'abord exprimer F 

n + x  F1, n étant un entier en parties 200 '80~~ de FI. Soit donc F = 
et x une fraction. 

Soit k la valeur de qui répond au nombre n de la première 
colonne, et soient d'A, P A ,  les différences successives placées 
sur la même ligne que A ,  la valeur de l'amplitude q.~ sera, suivant 
les formules ordinaires, 

x , x - 1  x . x  - 1 .x -  2 ~ = A + x ~ ' A + - ~ -  d'*A + -- 
2.3 

J3A + etc. 

Si a u  contraire on demande la valeur de F qui répond à une valeur 
donnée de q ,  on verra d'abord au premier coup d'mil quel est le 
nombre de la Table qui doit être pris pour A; le  nombre corres- 
pondant n se trouvera dans la première colonne, vis à vis de A ; 
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n + x  ainsi pour avoir la valeur de F = - 
2CO 

Fa, il ne s'agira que de 

déduire x de l'équation précédente où l'on connaft g ,  A , d'A , 
$'A , g3A j or cette résolution n'offre aucune diGculté ; car on a 

@-A la première valeur approchée de x est donc d;A , on s'en servira 

pour substituer daus le dénominateur et obtenir une seconde valeur 
plus approchée de x ; celte seconde en donnera seniblablement une 
tcoisième, et ainsi de suite. 

99. Venons maintenant à la seconde question. Nous supposons 
qu'il existe une suite de Tables construites pour tous les angles O 
du module, de demi-degré en demi-degré , dans chacune desquelles 
on trouve l'angle Q qui répond à toute foriction F ( O ,  Q ) ,  exprimée 

n 
par - 

a00 
Fi  ( O )  , n étant un nombre entier. 

Cela posé, soient donnés la fonction F el l'angle u du module à 
laquelle elle appartient ; il faudra pialablement, d'après cet angle, 
calculer la fonction complète F1 ( u )  ; alors connaissant F, on con- 
naîtra le nombre n +- x (composé de l'entier n et de la fraction s), 

7t+X tel qu'on ait F = - F1p. 
aoo 

Soit maintenant ,u = g +y.:' , C étant un nombre entier de 
clenîi-degrés , et y étant < 1. Dans la Table où 0 = C, on prendra 
par interpolation l'amplitude q q u i  répond à n Jr x; on prendra de 
méme , par interpolation, les amplitudes p', Q", (P"', etc. qui répondent 
à n + rxi , dans les Tables dont l'angle du module est C + fO,  

g +- I O ,  6 -+ I O  +, etc. ; cela posé, l'amplitude qui répond à la 
fonction donnée F dont l'angle du  iiiodule est p , sera exprimée 
par la valeur 

L'opération inverse se ferait d'une manière semblable, mais il est 
superflu de s'en occuper ici. 

100. 
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' xoo. Il faut faire voir maintenant comment on pourra former une 

Table analogue pour les fonctions E : cètte Table est d'une exé- 
cution beaucoup nioins facile ; cependant il se présente encore, 
pour la construire, des fornlules assez élégantes et qui méritent 
d 'ê~re remarquées. 

Soient, conime ci-dessus, go, p , p' trois amplitudes successives 
telles qu'on ait F (pO) + F (a) = F ((P) , F (9) + F (a )  = F (Q') , on 
aura, suivant l'art. 31, première Partie, les deux équations 

E ((Po) + E (a) - E (Q)) = c2 sin a sin pOsin p , 
E (q)+E(a)-E(Q')  = c'sin a sinQ sinp'; 

d'ou l'on tire 

E (QI) - 2E (cp) + E (p") = - ca sin a sin cp (sin 9'- sin pO), 

ou,  ce qui revient au même, 

aaE (p3) - cD sin a sin q (sin (Pr- sin qO). 

P' - Po Mais on a sin g' - sin cpO = 2 sin - cos - . 
a ' + 'O, d'ailleurs 

a 

6'E (Q") - - 2s'sin a cos ( Q  + + 6 " ~ " )  sin (d'q - f ,-J*qe) sin Q, 

GU en faisant comme ci-dessus f J"pO = - O )  

P E  (go) = - 2c" sin a cos ((P - w )  sin (6q + w ) sin p. 
J'observe maintenant qu'on a 2 sin 9 cos (p-w) = sin (aq-o)+sin w ;  
mais sin ai=ksin (zq-w);  donc zsin(P cos (Q-o)=(r +k)sin(z(P-w); 
donc 

$ a E ( q O ) = - c s ( ~ + k ) s i n  a s in (2g -a )  sin ( & Q + W ) ,  

ou enfin 
6% ( p O )  = - 2c V k .  sin ( s p  - o) sin (d'rp+ w). 

Cette formule est rigoureuse, et elle est réduhe à un état de simpli- 
cité qui la rend très-propre au calcul logarithmique. 

iox. Ainsi en même temps qu'on calculera pour la Table des 
fonctions F, la quantité w p i  donne d"(pO, et ensuite d'q, par la 
valeur d'q= 69' t d'y*, on aura tous les éléineiis nécessaires pour 

i 3 
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calculer 6%p0 : on formera donc par cette seule fortnule, la colonne 
entière des différences secondes de la fonction E. 

On voit que la différence seconde JaEpm s'évanouit aux deux limites 
de la Table , lorsque q = O,  et lorsque q = go0 ; son rnaxi~nunz 
répond à une amplitude toujours plus petite que 450. 

D'un autre côté, la fonction Ea est facile à déduire des mêmes 
élémens qui servent à déterminer a de manière qu'on ait Fa=&F1, 
et cette fonction Ea est en même temps la valeur de JEo, puisque 
Eo = o., et qu'ainsi la différence ECL - EO OU d'E0=Ea. Puis donc 
qu'on connait le premier terme de la colonne des différences pre- 
mières, et tous les termes cle la colonne des différences secondes, 
on pourra immédiatement former la coloiine entière des différences 
premières, et ensuite celle des fonciions EQ, dont le  dernier terme 
devra être égal à la fonction complète Er. 

102. La méthode que nous venons d'expliquer pour former lai 

Table des fonctions E est d'une simplicité qui ne laisse rienà desirer. 
Et quand on considère aussi combien est facile la construction d e  
la Table des fonciions F, puisqu'elle ne dépend que d'une seule 
foriiiule irigonométrique rigoureusement exacte, on  serail tenté d e  
croire que cette manière de former des Tables des fonctions F et E , 
doit être adoptée de préféreiice à celle que nous avons exposée 
dans les chapitres précédens. Peut-être que l'exécution dévoilerait 
encore de nouveaux motifs de préférence ; c'est ce que nous laissons 
à décider à ceux qui voudront entreprendre le long et utile travail. 
de la construction de ces Tables. 

Nous devons encore observer qu'il sera facile de vérifier atissi 
souvent qu'on voutlra le calcul des fonctions E; car ayant Ep - EQO - - d'Ep", on tire des équations précédentes, 

SPrp' = Ea - c" sin a sin go sin q ;  . 
C'est l'expression d'un terme quelconque de la colonne des diffé- 
rences premières ; et on voit que ces diffërences diminuent conti- 
nuellement depuis la premiire égale à Ea, jusqu'à la dernière qui  
est à peu près Ea - C" sin a ou b'a. 

103. Pour donner un exemple des Tables construites suivant la. 
méthode précédente, soit le module c = sin 456. On trouvera paJr 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 9 5 
les formules de l'art. 67 , première Pariie, la valeur de a qui satis- 
fait à l'équation F (a) = & Fi  , et les quantilés qui en dépendent, 
comme il suit: 

cc = 31' 52'' 138076 

Zsin a = 7.96708 78960 7 0  

Zk = 5.03109 51356 95 
Z ( 2c )/C) = 7.66606 25656 80 

Eu = 0.00927 02406 oo 

D'après ces données, on a calculé le commencement de la Tahle 
particulière pour le  module sin 450, comme on le voit ci-joint. 
La première colonne intitulée n , représente une valeur donnée de - 

nF1 F = - et les colonnes suivantes donnent les valeurs correspon- 
200 

dantes de l'amplitude cp et de la fonction E. II est clair que pour 
toute valeur de F, comprise dans les limites de cette portion de 
Table,  c'est-à-dire moindre que Fr, on trouvera par interpolation 
les valeurs correspondantes de cp et de E ,  et les résultats devront 
s'accorder avec ceux que donne la Table II. 

104. I l  est bon d'observer que par la dernière méthode que nous 
venons d'exposer, on n'évite pas ' entièrement les difXcultés que 
présente l'interpolation dans certains cas où c est très-près de l'unité. 
On  divise seulement la Table en un certain nombre de parties iné- 
gales, où l'interpolation peut se pratiquer avec à peu près le même 
degré de  justesse ; mais dans ce cas, les premières divisions corn-. 
prennent un plus grand nombre de degrés de l'amplitude, ce qui 
exige qu'on ait recours, pour l'interpolation, à un plus grand nombre 
de diEérences; si on a, par exemple, le module c= sin SgO, la valeur 
de ct qui donne Fu  = & F' sera CL = I O  33' 24" 03669 3842 ; cette 
valeur serait encore plus grande pour le module c=sin 890 f .  Ainsi 
l'interpolation encore plus de difXcultés dèsle commen- 
cement de la Table; inconvénient auquel ne sont pas sujettes les 
Tables construites d'après notre première mé~liode. 
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96 EXERCICES DE CALCUL INTZGRAL'. 

5 V.  Forn~ubs pour trouver les valeurs très-approchées des 
FonïLions FQ , Eg , lorsque l'amplitude a n'excède pas 
une cerkuine lirnile. 

105. Lorsque l'angle p est peu considérable , on a très-peu 
près, V(I - ca sin' p)  = cos cQ ; faisant donc A =cos cp , on aura 

1 -[A =- 1 1 + sin c~ 
Ep = fdp cos cg = - sin cp, et Fq - 

C cos cp 2c 1% Xn3 
1 = - log tang (i rr +- ', c q  ). Ces valeurs sont exactes dans Ies cas 
C 

extrêmes, lorsque c = O et c =  I ; elles seront d'autant plus ap- 
prochées dans les autreç cas, que l'angle Q sera plus petit. 

Pour savoir quel est le degré d'approximation de ces valeurs, on 
développera en série la quantité A ,  ce qui donne 

E. 

o. ooooo ooooo O 
o. 00 27 02406 O 

0.02780 75358 5 
0.03707 29989 6 
o. 04633 52798 O 

-__.--.-__I-- 

0.05559 35858 g 
0.06484 71267 7 
0.07409 51144 5 
o. 08333 67637 c) 
0.09257 12928 8 

92549921 
%8814 

o. iaom 43968 2 
27047 
00454 ------ 

o. 14778 56646 7 
o. 15694 88140 7 
0.16609 87516 7 
o. 17523 47420 

a3p. 

82125 
82062 

61859 
81682 
81491 
81271 
81018 
80735 
80421 
80077 - 

~.0565477c)a98~.11101 
78863 

1.zi4708784ooo.lzg42 
1.2.93108779060.138~~ 

77386 
76835 

l 

1 1.1 1.1.3 
A G I  - -  c3sin'q -- c4sin4 Q - - c%in6 q - etc., 

2 2 . 4  a .4 .6  

p .  

O" 0821 57 
o. i64a82 

9 5 3 1 . 5 i . 8 ~ ~ 6 3 ~ 0 . 2 4 6 ~ 4 ~ 8 1 ~ 6 ~ 0 . 0 i ! 5 3 ~ 6 8 4 6  
O ,328311 
0.4ioi50 
0.49 1832 
0.573325 
0.654394 

o. 81 6347 
o. 896768 

1.135845 

I .?i71014 
1.448400 
i .525235 

9. ----- 
0'00' OO~OOOOOO 
O .31.52.138076 
i .  3.44193 
1.35.36.085858 
a. 7.27.730925 
2.39.19.047907 
3.1 1. 9.954739 
3.43. 0.36973~ 

4.46.39 .3984g9 
5.18.27.849970 
-PL-- 

6.22. 
6.53.47 .984961 
7.25.32.68992531 
7.57.16.25~04431.4a.354411 
8.28.58.613455 
g. O .39.674758 
g332. ig .3650473 i .38 .24 i88g 
10. 
i o. 35.34.323590, o. 184% 60569 01 

&Q- 

31' 52" 1380~6 
3l.b.055919 

?i1.51 .6452g3 
31.51.316982 
31.50.906832 
31.50.415000 
31.49.841677 

4.14.50.21141631.4~.1870830.735612 
31 .48.451471 
31.47.635124 

5.50.15-4850g43i.46.~38356o.g768457g7020.10~7g 
2.12345011.45.~61511 

31.44.704964 
43.569119 

3i.41.061303 
31.39.690289 

3.57.606g363i.36.716654 

SE. - - -  
927 oz406 O 
926 94440 1 

1926 785124 
926 54631 1 
926 22808 4 
925 83060 g 
925 35408 8 
9" 79876 8 
924 16493 4 
923 45290 g 
922 66306 1 

79579 1 
0920 85154 2 

g 19 83079 6 
8918 73407 o 
8917 56191 g 

916 31494 O 
g 14 99376 O 
913 59904 O 

71912 13148 3 

PE. 

7961 8 
7953 6 

37941 
7924 8 
7904 6 
7879 9 
7851 4 
7819 1 

7782 
7742 2 

7697 g 
27649 
bi598 
7542 5 

17482 
97420 
73549 
7283 7 

6'E. 

7965 g 
15927 7 
23881 
31822 7 
3.4747 5 
47652 1 
55539 0 
63383 4 
71209 5 
78984 8 
867a7 o ------- 
94424 

1 02074 
1 09672 6 
1 17215 
1 24697 
1-0 
1 39472 O 
1 46755 7 

&E 

82 
122 

4166 
202 

247 

323 
368 

3401 
445 
489 

7517 
0555 
597 

8627 
1661 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 97 
et en y substituant la valeur 

p5 q3 +---- sin q =  q-- " +etc., 
2.3 2.3.4.5 2.3.4.5.6.7 

on aura l'expression suivante, exacte aux quantités près de l'ordre cap8, 

A = 1 - f c 9  ( $ L % @ 4 + 5 q ) 6 )  d ' C 4 ( p 4 -  8 2 3 q6) ,& c6q6;  
J e  là résulte Sad?, ou 

1 Désignons cetie valeur par E = - sin C+JJ + Q , nous aurons par le 
C .  

développement du premier terme, 

1 
E = Q + Q - G~393+'c4q5- i ao - C % ~ Y  

et par conséquent, 

on a donc la valeur très-approchée, 

on  trouverait par un calcul semblable, 

Ajoutant ces deux formules, on en tire une troisième non moins 
ren~arquable , savoir, 

1 - 
I 06. La formule (a), réduite à son premier terme - sin c g ,  don- 

c 

nera sept décimales exactes si l'on a p < 6" ; elle en donnerait dix 
ou plus si on  avait p < 1" $. 

1 .  E n  prenant les deux premiers termes, la formule E p  = sin cp 
b'c' + 5 Q5 donnera sept décimales exactes, si on a q~ < 16'4, et 

dix décimales ou plus, si l'on a q < 6° 12. 
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L'approximation s'obtiendra à peu près aux mêmes degrés sur la 
valeur de FQ, selon qu'on la borne au premier ou aux deux premiers 
termes. 

Si on tient compte de tous les termes de la formule ( a  ), il 
n'y aura de négligé dans la valeur de Eq , qu'une partie dont 

bkcl le terme le plus grand est de l'ordre ~ 9 ,  et ne pourra jamais 
1 excéder -- p9. L'erreur due à ce terme ne sera pas d'une unité 

6000 
décimale du dixième ordre, si on a cp < 15", et elle ne sera pas 
d'une unité décimale du septième ordre, si on a q < 52" 45. Le  
même degré d'exactitude n'aura pas lieu dans la formule ( b  ) ; et 
pour avoir sept décimales exactes, il ne faudra guère passer la 
limite cp = zoo. 

107.  Exemple 1. Soit c = sin 4.50 et Q  z IO", la Table II donne 
les valeurs suivantes : 

E q  = o. 17409 I 5655, 
FQ = 0.17497 63019; 

il faut les comparer à celles que donnent nos formules ; et d'abord 
pour avoir la valeur de E , on calculera les deux premiers ternies 
de la formule (a) comme il suit : 

X 

cp = 7" 4' I 5" 8441 a Q = - 
18""" 

9.24187 73 6 

sincp.. .. 9.09025 93615 q5.. .... 6.20938 68 
1 - 62c~ o .  i 505 I 49978 - ........ 

30 
...- 2.0791S.12 

C 

sin q.. . 9.14077 43593 (1) ..... 4 .13020  56 

On voit que les deux premiers termes donnent Ia valeur de Ep 
avec huit décimales exactes, l'erreur n'étant que de dix-neuf unités 
décimales du dixième ordre. 11 en sera de même pour la valeur de FC 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 99 
dont voici le calcul : 

450 + + CCP = 4 8 O  32' 7" 92206, 
t? tang (450 + cq) = o.  05373 4 3 4 2 2 .  

Ce log-tang. étant un logarithme vulgaire, il faudra le multiplier 
par M pour le changer en logarithme hyperbolique, coinme la 
formule le suppose. Ainsi en appelant h le nombre précédent, o n  
aura les logarithmes suivans, pour déterminer le premier terme B 
de la formule (b) , 

h.. . . 8.73025 19367 
M...  0.36221 56887 B = o .  17497 76676 

1 - l .  .., 0.15051 49978 - ha@. . w 

C - 30 i 3496 - 
B.. . . 9.24298 26232 F$ = 0.17497 63180 

On voit que les sept premières décimales de la valeur de FQ sont 
esactes, et que l'erreur ne commence qu'à la huitième , oh elle n'est 
pas de deux unités. 

108. Pour obtenir une plus grande approximation, il faut tenir comp te 
du troisième terme contenant Qr. O r  puisqu'on a cm=: , la correc lion 
qu'il f a u ~  appliquer à Eq,  est égale à la correction précédente (1) 

P= multipliée par - , de sorte qu'en appelant (2) cette seconde correc- a8 

tion qui est a d d i h e  , on au r i  (3) = (1). $ ; de même la seconde 
1 1p5 correction de Fp sera - (1) .IS. 

(i).. .. 4.13020 56 o. 17497 63180 
1 1q2 - BS . . . . 8.07798 94 (2). . .- 161 5 

(2). . . , 2.20819 50 FQ = 0.17497 63018 5 
La correction (2) pour EQ sera onze fois moindre que celle de FQ ; 
elle est done de quinze unités décimales du dixième ordre, ce  qui 
donne la valeur corrigée de Eg , comme il suit : 

O ,  I 7409 i 5636 
(2). . . + 15 
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1.00 EXERCICES DE CALCUL IBT~GRAL.  
On voit par conséquent que la valeur de Fg s'accorde exactement 
avec celle de la Table II, et que la valeur de ET ne diffère de celle 
de la Table que de quatre unités décimales du dixième ordre; mais 
l'amplitude n'est que de io0. 

109. Exenaple II. Soit c = sin 450 et q = zoo, on trouve dans la 
Table II , 

EQ = 0.34557 56213, 
FQ = 0.35261 98854; 

il faut comparer ces valeurs à celles que donneront nos formules. 
En voici le calcul ; 

cp = 14" 8' 31~68824 
sin cp.. . 9.35797 35865 p . . . .  . 9.54290 73693 

1 -. . , o .  ,5051 49978 
C 

q5.. . . . 7.71453 68165 
b'c' 

A . .  . 9.53848 85843 30.. *- 2.07918 12460 

Ainsi l'erreur de la formule, en penant  les deux premiers termes 
seulement, n'est que de deux unités décimales du septième ordre. 
Voyons à quoi elle se réduira en ajoutant le troisième terme, ou 

9" la correction (2) = (1 ) .  -. 
28 

On voit que la valeur de E q  n'est en erreur que de huit unités 
décimales du dixième ordre. 

En calculant de même la valeur de Fq , on trouvera, 

par les deux premiers termes.. . . Fp = o .  35262 20054, 
et par les trois termes.. . . . . . . . . Fq = o .  35261 99381 ; 

l'erreur du dernier résultat est de cinq unités décimales du huitième 
ordre, 

1 IO. 
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i IO, Exenzple III. Soit c = sin 45' et 9 JoO, on trouvera , 
par les deuxpremiers 
termes de la formule }EP = 0.51204 61509, FQ = 0.53566 012% 

par la Table II. .. a. 51 204 93225, 0.53562 27328 - .. Différence. - 51716, 3. 3 73924 

par les trois termes 
de la formule. J E ~ J  = 0.51204 93619, FQ = 0.55562 48033 .... 

par la Table II.. . 0.51204 93225, 0.53562 27328 

Différence. .. 4- 394, -f- 20705 

Par ce dernier résultat, on voit que l'erreur de la forniule n'est que 
de quatre unités décimales du  huitième ordre sur Eq ; mais elle est 
de  deux unités du sixième sur Fq. 

Ainsi à mesure que p augmente, l'erreur croît dans une plus 
grande proportion sur la fonction F que sur la fonction E; on ne  
peut guère aller que juqu'à 200 pour obtenir F avec sept décimales 
exactes, tandis qu'on peut aller jusqu'à 30" au moins, pour avoir E 
avec un pareil degré d'exactitude. 

Au reste le cas de ca = ;, tenant presque le milieu entre, les cas 
extrêmes c = O ,  c = 1 , où les deux formules sont rigoureusemetit 
exactes , il y a lieu de croire que les erreurs de ces forn~ules sont 
alors assez voisines de leur naaxin2uin , et que dans d'autres cas, les 
erreurs pourront être moindres; c'est ce que les exemples suivans 
vont faire voir pour une valeur de c très-peu différente de l'unité. 

I I 1. Exemple IV. Soit c = sin 89" ; voici le résultat de nos for- 
mules, comparé à ceux de la Table de l'art. 93,  dans les trois 
hypothèses q = ioo, Q = zoo, q 30". 
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Dans ce premier cas, l'erreur n'est que de une ou de deux unités sur 
la dixième décimale, ce qui laisse incertain si l'erreur est du côté de 
la formule ou du chié de la Table. Il n'y a pas lieu, comme on voit, 
d'appliquer le troisième terme de la formule. 

On voit que la différence est insensible sur Eq, et qu'elle est à peine 

= zoo --- 
ler terme. .. 
ame ........ 

3"" . . . . o . .  

Par la Table. 

Diff, ..... 

de unités décimales du neuvième ordre sur$@ 

c$ =: 19" 59' 4gf'0340! 
--- 

0.34202 22762 

- 
Jr 526 

o. 34202 23288 

I Jr 11 

1;'1= o .  34202 23299 
0.34202 23300 - - I 

cp = 30" ccp = 29" 59' 43" 551 06 
--- -- 
1" terme. .. o .  50000 70891 C 
.ame. . . . S . . .  + 3994 4 

- 
0.500oo 74886 

3me. ....... $- 182 

'CG. 50000 7 5 ~ 6 8  F = O .  54929 72279 
Par la Table.l O. 50000 75089 o .  54929 7208 I 

- 

On voit que dans ce troisième cas ,.l'erreur de la formule n'est que 
de deux unités décimales du neuvième ordre sur E ,  et de  deux du  
huitième sur F, ce qui est une approximation très-satisfaisante. 

I r 2. Exemple 7. Soit encore c= sin 60" et q= 300, et supposons 
qu'on demande la valeur approchée de Fq ; la formule est alors 
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En voici le calcul : 

Soit ce logarilhme = h , le preiiiier terme P de la formule 
M h  

sera. -. .,... 
C .. h...  9.30975 35101 

31,. ... 0.36221 56887 

.. terme. 0.54252 35153 
Ilme. . . a . . . .  - 24 59649 

0.54227 75504 
III"". . a . . . .  - 4 29482 

Donc valeur app. EQ = O. 54223 46022 
.. Valeur exacte. o .  54az2 91 100 

.. Erreur de la formule. 4- 549 
On voit que dans ce cas, l'erreur est de cinq unités décimales du 
sixième ordre. 

I I  3. 11 résulte de tous ces exemples que la formule (a) peut être 
employée avec sûreté pour donner la valeur de Ep , tant que Q 

n'excédera pas 300; car à cette limite, elle donnera encore sept 
décimales exacfes. I l  n'en est pas tout à fait de' r n h e  de la for- 
mule (61, où il convient de ne pas prendre Q plus grand que 2oa, 
si on veut avoir 'au moins sept déciinales exactes dans la valeur 
de Frp. La forniule devient cependant plus exacte et permet de 
porter q jusqu'à 30°, lorsqu'on a c <siri 3 5 O ,  ou c > sin 75". 

Avec ces restrictions, les formules ( a )  el (G) sont d'un usage 
extrêmement conimode , et peuvent remplacer avec avantage les 
Tables elliptiques m6me les plus étendues, dans une partie consi- 
dérable de ces Tables. En effet les calculs qu'exigent ces formules, 
seront toujours plus simples que les interpolaiions d'une Table à 
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104 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 
double entrée, telle que celle dont nous avons indiqué l a  consd 
truction. 

On suppléerait donc entièrement à la Table dont il s'agit, si on  
avait des moyens faciles de ramener tous les cas à ceux qui se 
résolvent par les formules (a)  et (6). O n  trouvera dans le chapitre 
suivant, quelques recherches su r  cet objet. 

114. NOUS remarquerons que l'expression de F pourrait se dé- 
dE 

duire de celle de E ,  au moyen de la formule F = E - c - dc ' 
d'où l'on tire, 

a sin cp ca (2ca-b2) 11~ ' -4  1 1  F = --Qcoscp+-- 
c 30 05 (1 f - - 650 62c4p7. 

42 

Mais bn voit yue cette expression est plus composée que la for- 
mule ( b )  ; ce n'est que dans le cas particulier où l'on a 6's: zc', 

qu'elle se simplifie beaucoup, puisqu'elle donne 
a sin q 11 F=-- Q COS CQ - - (4'. 

c 8505 

Cependant elle pourra être aussi employée dans d'autres cas, puis- 
qu'en général elle est de la fornie 

a sin cp F E - -  Q cos cq + A@ t Bq7, 

dans laquelle A et B sont deux coefficiens donnés en fonction du 
module c.  On éviterait, par cette formule, le calcul de log. (4Y+ CQ) 
qui devient quelquefois assez long. 

$ VI. Méthodes diverses pour calculer les valeurs appro- 
chées des fonctions EP , F p  , lorsque rang-le q excède la 
limite suluposée dans le précédent. 

i I 5. Si la valeur donnée de l'angle Q est trop grande pour qu'on 
puisse déterminer les fonciions E et F avec une exactitude sufi- 
sante, par la méthode du § précédent, il faudra dimiuuer pro- 
gressivement l'angle Q par la méthode de bissection donnée, art. si ,  
preniière Partie. 
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Pour cet &et, soient q', q", q"'> etc. les anipli~udes qui résultent 

des bissections continuelles de la fonction F q ,  ensorte qu'on ait 

F p l =  f F q ,  Fp ' ' s+Frp '7  Fpf"=+Fg", etc., 

on aura en même temps, 

2Ep' - EQ = c'sina@ sin , 
~ E Q "  - Eq' = c'siti'q" sin p' , 
sEq'I' - Epfl= CaSinap'llSin 9': 
etc., 

et l'amplilude Q' se déduira de q par les formules 
sin rp - 

c sin q = sin w , sin q' = - 
C O S $ Y  y 

on cléduira semblablement Q" de QI, Q"' de q", etc. 
En formant ainsi la suite décroissante Q', Q'l, q"'y etc., on par- 

viendra bientôt à un ternie pn< 15", et alors on déterminera aisé- 
ment, par les formules du § précédent, les valeurs des fonctions 
Eqn, F q m ,  approchées jusqu'à huit décimales ou plus, desquelles on 
déduira les valeurs de EQ et Fq,  exprimées avec un degré peu 
différent d'approxiniation. Ces calculs on1 l'avantage de ne point 
supposer connues les fonctions complètes ; ils peuvent même servir 
à déterminer ces fonctions, puisque si on part de l'amplitude p 

1 
donnée par l'équation tang cp = - 

r/b 
on aura FQ = + F', EQ = f E' 

+- f ( I  - b )  ; d'où il suit qu'ayant déterminé FQ et Eg , on con- 
naîtra les fonciions complètes F', El. 

I 16. Une seconde méthode qui pourra dans certains cas être 
préférable à la  méthode de bissection, consiste à calculer les am- 
plitudes Q,, &, Q ~ ,  etc. qui répondent aux fonctions multiples 
Fp, = zFq ,  FpJ c 3Fp , Fqq= ~ F Q ,  etc. On les déterniine par 
les fornlules 

tang f q, = A tang $7 , 
tang ( I  03-t: Q) = A fangq,, 
tang (;q4+:qi) = A t""g 473, 

etc., 
dans lesquelles A est une quanlité constaute, telle qu'en faisant 
c s i n ~  =sin w ,  o n a  A ~ c o s c u ,  
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I 06 EXERCICES DE CALCUL INT~CRAL: 
A u  moyen de ces fornlules, on prolongera la suite Q ,  q, , Q ~ ,  etc. 

jusqu'à un ternie Q, = 2k .+ zrzk +, qui approche d'un r n d ~ i ~ l e  
pair de T ,  de manière que la différence + , positive ou négative, 
soit assez petite pour qu'on puisse calculer facilement, par les 
formules du § précédent, les valeurs approchées des fonctions 
E 4  , F4. De là il faudra déduire les valeurs des forictions propo- 
sées Eg , FQ , au moyen des équations 

FQ, = zkF1 k FS, Il., = 2kEr & ES/, 
FQ, = 2Fg , ~ E Q  - Eg, = C* sin2q sin q,, 
FQ, = 3Fq , EQ f- EP. - Eq3 = casin Q sin Q, sin Q ~ ,  
FQ4 = 4F@ , EQ. +, E Q ~  - Ep4 = c'sin q, sin Q, sin Q ~ ,  

etc. etc. 

I 17.  Celte métliode , ainsi que celle de bissection , sont fondées 
sur des formules trigonoinétriqnes très-simples ; cependant elles 
peuvent devenir d'un usage di6cile dans ceriains cas, surtout dans 
ceux où c et sin q sont à la fois peu différens de l'unité. En effet, 
12s opérations nécessaires pour clianger l'angle proposé Q en un plus 
petit, auquel la méthode du § précédent soit applicable, peuvent, 
dans les cas dont il s'agit, être plus longues que celles qui servent 
à former la série des modules et celle des amplitudes, suivant la 
méthode générale des approxini&ions, et alors celle-ci deviendrait 
préfirable, tant Ijar sa brièveté que par uu degré d'exactitude 
indéfini. 

C'est dans les différens cas particuliers qu'on pourra se décider 
sur le choix à faire entre ces inéthodes, suivant le degré cl'approsi- 
malion qu'on veut obtenir ; nous observerons seulement que l'on 
peut toujours supposer l'angle proposé Q plus petit que l'angle qui 

1 a pour tangente - Car soient q et + deux angles tels qu'on ait  
Vh* 
1 tang Q tarig 4 = ;, l'un de ces angles aura sa tangente < dio 

D'ailleurs coinme on a 

Fq -+ F4. = F r ,  
EQ + E 4  = El + cl sin Q sin , 

il est visible qu'au moyeu des deux fonctions qui se rapportent au 
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plus petit des deux angles Q et +, on déterminera sans dificulté 
les fonctions q u i  se rapportent au plus grand. 

I 18. Exemple L Soit c = sin 450, Q = 600, le calcul par la mé- 
thode de bissection se fera comme il suit: 

sin o = c siu Q = v(0.375). 

sin w . . . . 9.78701 56339 w = 370451 4 0 ~ ~ 4 ~ 8 0 7  
cos $ m . .  .. 9.97598 05831 f w = 18.52.50.23903 5 
sin q . . . . 9. 6 ~ ~ 8 9 ~  00043 

sin @. . . . 9.72298 94212 . Q' -= 31" 53' 5Br1553aa 
5 p' = I 5.56.59.2766~ 

sin Q'. . . . 9.72298 94212 
c . . . .  9.84945 50022 - 

sin of. . . . g .57a47 44234 W' = 2 I O 56' 29I1o424o 
5 W' = 10.58.14.52120 

sin f 9'. . . . 9 .@go0 88575 
cos$o'. . .. 9.99198 96871 - 
sin 9". . . . 9 . 4 4 7 0 ~  91704 q" = i 6" 15' 1 7"50460 

L'angle p" étant sufisamment petit, il est inutile de pousser pIus 
loin les calculs de la bissection, et eu appliquanl à l'angle Q" la 
méthode du § précédent, on trouvera les résultats suivans : 

Par la valeur de FQ", on a immédiatement celle de Frp = 4Fp'; 
savoir, 

Fcp = 1.14242 90904 
Suivant la Table. . . FQ 1.14242 90575 

Diff.. . + 326 

Ainsi l'erreur est d'environ trois unités décimales du huitième ordre, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



108 EXERCICES DE CALCUL INT~~CRAL,  
Quant à la valeur de EQ, on la calculera coninie il suit par les 

formules du no I 15, 

sin"?''. . . 8.89403 83408 c'sin"'. . . 9.14494 88468 
sin 9'. . . 9.72298 942 I 2 s inp . .  . 9.93753 06317 - 

cs.  . . 9. s9sg7 ioo@i cc. . . 9.08247 94785 
oc'.. . 8.31594 77663 

oc = 0~12091 48046 
oc' =: O ,02070 13070 2Ep' = 1.08586 62620 

2EqV = 0.56363 44380 Eq = 0.96495 1 4 5 ~ 4  
E p 1 = o . 5 4 z g 3  31310 ParlaTab.,EQ =o.g64g5 14560 - 

Diff.. . .. . 4- 14 
Ainsi l'erreur sur Ep n'est que de quatorze unités déciniales du  
dixième ordre. 

On aurait pu se borner à huit décimales dans tous ces calculs, et 
les résultais n'en auraient pas été nioins exacts. 

119. Exemple II. Soit encore c"= $, et l'angle 9 tel qu'on ait 
tang Q = 1 / 6 ;  cet angle pourrait être remplacé par celui de 50°, 
parce qu'on a Fp + F (30") = F' ; niais nous n'aurons point égard 
à cette propriété des fonctions coniplémentaires , laquelle ne nous 
servira que pour vérifier les résultats, et nous appliquerons direc- 
tenient au cas proposé la méthode qui précède, par la multiplica- 
tion des fonctions. 

On aura d'abord A = V(I - cs sino 9 )  = f $ ,  ce qui donnera 
les résultats suivans ; 

A . . .  . 9.87848 09756 57 
tang p . .  . . o .  38907 56251 92 -- 9 = 6 7 O  47' 3zr'44438 

tang Q,. . . . O ,  2G755 66008 49 , = 6 r .37.41.57628 
Q, = 123.15.23.15256 

on  trouvera 
p, = I 94" 5' 33" 85248. 

Les calculs pr4Iiminaires se terniinent ici à 473, parce que p3 excède 
$800 d'un angle plus petit que 15". Soit cet angle = 4, on aura 
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9, = àSoO + 4, et 

= 14 5' 33'' 85248. 

On calculera donc les fonctions E 4 ,  F 4 ,  par la méthode du § pré- 
cédent, ce qui donnera 

ES = 0.24473 40068, F S  = 0.24720 64817; 

ensuite Ep et FQ se déduiront des équations 

Fq = $ (2F1+F+),  
Eq = + ( z E S - + E S ) + f  c'sinrpsin p,(sin~-f-sin p3), 

dans lesquelles on mettra les valeurs de F' et Er tirées de la Table 1 ; 
on aura ainsi pour résultat, 

Ces valeurs se vérifient ail moyen des équations 

Fq $- P (30') = Fr, 
Eq +- E (30") = El+ c'sin q sin 30" = E r +  + /" 7 3 

dans lesquelles substituant les valeurs données par la Table,  ou 
trouve 

EQ = I .o7004 95798 , FQ = 1.31845 19441. 

Ainsi l'erreur des résultats précédens n'est que de .onze unités dé- 
cin~ales du dixième ordre sur la fonction F, et de quatorze des niémes 
unités sur la fonction E. 

On peut remarquer que la méthode par bissection doit donner 
en  général des résultais moins exacts que la méthode par niultipli- 
cation. La raison en est que les fonctions Eq,  FQ se déduisent des 
fonctions auxiliaires par nlultiplication dans le premier cas , et par 
division dans le second. 11 semble d'ailleurs que les calculs sont 
plus simples par la méthode de multiplication, parce que la quan- 
tité A est constante dans toutes les foriiiules qui servent à cléter- 
miner Q,, cp, , etc. 

120. Exemple !II. Soit c = sin 600 et tang Q = / 2 ;  cette valeur 
de q est telle qu'on a Fq =: F1 : ainsi on pourra vérifier immé- 
diatement par la Tabler ,  les résultats suivans que doune la méthode 
de bissection. 

I 5 
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sin p . .  . 9.91195 43705 Q = 5444' 8"197146 

o . . .  9.93753 06317 q~ = 27.22.4.098573 --- 
sin w.  . . 9.84948 50022 w = 4 5 ~ ,  siniq=)/(sinx?.V$). 

sin + Q . . . 9.66247 53005 
cos; m... 9.96561 53459 

sin @. . . 9.69685 99546 Q' = 29050' ~ 3 ~ ~ 2 7 . 5 4 9  
c . .  . 9.93753 06317 ;pl = 14.55.  I I  ,63775 

sin w' .  . . 9.63439 05863 w' = 25" 31' 3aUo7988 
f w' = 12.45.46.03994 

sin: q ~ ' .  . . 9.41072 39499 
cosiw'. . . 9.95913 51266 -- 
sin 9" ... 9.42158 88273 9'' = 15" 18' 25"i8513 

D'après cette valeur de q'', on calculera les fonctions E?", Fp" par 
la niéthode du § précédent, et on aura les résultats suivans. 

&.pl' = 13~15'22"49020, 4 5 ° + i ~ ~ r '  = 51~37'41''24510. 

Fp  = 4F@' = 1.07825 78735 
Par la Table.. . I ,07825 78237 - 

DX. . . 4- 498 

CaIculant ensuite Eg comme dans l'art. 120, on trouvera 

Eq = 0.85552 80106; 

Ce résultat se vérifie par l'équation Ep=+ E' + (1-6)= f E 1 + T  4 f  

et comme on a E' = 1.2 I I 05 60275 6845, il en résulte 

d'où l'on voit que l'erreur sur F est de cinq unités décimales du 
huitiime ordre, mais que l'erreur sur E n'est que de trois unités 
décimales du neuvième ordre. 

Ces erreurs paraissent plus grandes pour le module sin 600 que 
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pour le module sin 45"; mais il y a à cet égard un ntaxilnurn, passé 
lequel les erreurs diminuent à mesure que le module augniente. 
C'est ce qu'on verra par l'exemple suivant, 

r 21. Exemple IV. Soit c = sin 8g0, Q = 75" ; on trouve par 
les méthodes directes , 

EQ = 0.96608 74510 14, 
FQ = 2.02664 7398 r 80. 

En appliquant au même cas la méthode de bissection ,. on aura les 
résultats suivans : 

sin p' . . . 9.88488 5891 I Q" = 27"51' 43''67900 
sin cp" . , . 9.66963 81849 CQ" = 27.51 .28.40226 

E ~ ' I = 0 . 4 6 ~ 3 5 1 6 1 6 6 5  F ~ ' ~ = o . 5 0 6 6 6 1 8 6 0 2 5  
Ep' = 0.76719 73904 3 FQ' = I .o1332 37205 
EQ - 0.g6608 74478 FQ = '2.02664 74410 

Val. exacte.. . 510 398 a - - 
Erreur.. . - 32 -f- 428 

L'erreur est donc de quatre unités décimales du huitième ordre sur F, 
et de trois unités du neuvième ordre sur E. 

122. Nous joindrons ici le calcul du même exemple par les for- 
mules générales données dansla première Partie, art. 76. Nous pren- 
drons de là occasion de simplifier ces formules de manière à en 
rendre l'usage beaucoup plus facile. 

D'après le module donné c=sin 8g0, on formera d'abord l'échelle 
des modules, et on en déduira la valeur de K, comme il suit : 

c. . . .  9-  99993 38498 0922 b. . . .  8.24185 53184 2289 
c'. a m  9.99999 99987 4053 b'.... 5.88171 67931 8966 
cf - 
C 
.. . . o.oooo6 Gr489 3131 b". . . I ,16137 35963 1083 

n faudra e&uite calculer Q' par l'équation sin (2~-QI) = c sin q ,  
ce q u i  donnera 

9' = 7 4  59' 1'' 44061 5. 
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Enfin on calculera q" par l'équation sin ( 2q' - qf') = c' sin p', ou 
plus simplement par l'équation tang ( QI- q") = b" tang p", se 
réduit à 9'- p" - b" tang cp"; on en déduira 

p' , cprl = O" 00 1 1 1 49 
qrl = 74." 59' 1'' 43950 

Cela posé , la valeur de Fq se calculera par Ies formules 
h = log tang ( 4 5 .  + pf'), F = KMh , et on trouvera par les 
Tables à dix décimales seulenlent , 

Fq = 2.02264 73980. 

!23. Quarit à la valeur de Eq, elle doit être déduite de la formure 
générale de l'art. 7 6 ,  qu'on peut mettre sous cette forme: 

Eq = C' sin p + L'Fp + zc sin q' 6'+ 2 sin" ( a 

$- etc, 

Dans l'exemple dont il s'agit , on pourra faire 1, = b" t/K , et on 
trouvera les vaIeurs suivantes des cinq premiers termes auxquels 
se réduit cette formule, 

i". casiriq ............. 0.96563 16183 3 
20. L'Pcp.. ............. o.oo030 86564 6 
3'. 2cb' siil cp' .......... 14  70927 8 

q-9' 4. 4c sin 9' sin1 - .... 
2 778 4 

1 ......... 5". 4cy brlsin gr'. - 56 O 

Somme .... Erp = o .  96608 74510 I 

On  voit que pour avoir la valeur de EQ exacte jusqu'à la dixième 
décimale , il a fallu calculer cinq termes de  la formule ; mais cette 
fornîule peut être simplifiée , sans cesser de donner un pareil degré 
d'exactitude, pourvu que le cube . de . b' tang p1 soit négligeable, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 1 i 5 
et qu'ainsi on puisse prendre l'arc q - p' pour son sinus et pour sa 
tangente. 

124. Soit d'abord Eq = L1Fq + (I - + 6s) sin Q +A, on pourra, 
d-9" dans la formule générale, rejeter les termes de l'ordre sina- 

ou bVa, et faire en conséquence P = I , K =  \/%, ce qui donnera 

1 

P-P' A = - t bs sin Q + 2cb' sin QI+ 4c sin sin* + 4b1'(/c sin QI? 

Puisqu'on a c'b = 2)/(Gtc) ou 2cb1= + b P ,  la première partie de 
cette valeur que j'appelle Pt, se réduit ainsi, 

P' =  SC^' sin QI- ba sin rp = f bs (c'" sin pl- sin Q). 

Soit p = q l + w ,  on aura s i n ~ = ( r  - f o l )  sincpt+ w cos e', 
ce qui dorine 

P t = -  $ bl(w cos c p l - f  w2sin@); 

Mais on a l'équation tang w = b' tang p', qui ,  en vertu de notre 
hypothèse, se réduit 3 w = 6' tarig 9' ; donc 

Pr = -: b" (6'sin Q'- f b'' sin Q' tang'p'). 

Venons à l'autre partie P" de la valeur de A ; on pourra y substituer 
5 W" pour sin1 + w , et br' sin Q', pour br' si11 @"' ce qui donnera 

P" = cwa sin cp' + 4b" Vc sin q' : 
c'b Or 46" /C = 26" - - 
Vbf 
- , c'bb' fb'; donc 

Pt + P" = t bb' sin Q' (c' Vbf- b) + b" tang* Q' sin 9' ( c+ 4 b2). 

-- (, f ,  - c') Vb'=(~+c-c') ( / h l =  c i b ' ;  Mais on a 6 - c1t/b' - -- 
car la p r i i e  (1 - cl) Vb', multipliée par f bb', est au-dessous de 
l'ordre g3, et pal conséquent négligeable; on pourra donc faire 
f bb'sin pl(b-c't/bl) = f cbb' I/blsin @, ou simplement ZblI/L'sin 9'; 
car la différence ( I - c)  bb'vb' appartient encore à l'ordre hlS, 
et peut être négligée ; par la inême raison, on pourra faire 

( C  + 5 ha) = K a ;  donc enfin on aura . 

A = - bb' S/bl sin Q' + b'" tang'  sin g', 
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Pour simplifier de nouveau cette expression, j'observe qu'on a 

b = -  ce qui donne 
1 -1- b' ' 

sin Q b'l sin Q ( I - f 6 % )  sin Q = 
(1 + b').+ ( l + b J ) a .  

Dans le second terme, je subslitue lavaleur s i n ~ = ( ~ + b ' )  costdsin @, 
b'l' 

e t  j'ai --TCOS w sincp'; mais cos w= I -f hl, et la parlie+wlb'*sinp' 
1 + b  

est inférieure aux quantités négligeables; donc ce second terme se 
b'4 i n p' réduit i - 
1 + b' ou + b b ' / b f  sin@, de sorte qu'il est détriiit par le  

terme - f bb' )/ b' .sin p' de la valeur de B ; d'un autre ch té, le terme 
sin restant b  ' 

( 1 + b')" 
peut s'erprinier par - sin p ou sin O ; donc enfin 

4b' C 

on aura 

Eg= t bav'K.Fq + sin Q -f- b'2 tangsp' sin p'. 
c = 

C'est le dernier degré de simplicité auquel on peut réduire la for- 
mule générale dans la supposition que 6'3 et (b' tang soient 
négligeables. Cette nouvelle formule n'exige d'autres données im- 
médiates que les modules 6' et cl, qu'il faut déduire des modules 
primitifs b  et c ,  et  l'amplitude p' qu'il faut déduire de par l'équa- 
tion sin (2Q- Q') = c sin p. 

125. Cette formule ne serait plus applicable si p' était trop près 
de goo; mais nous avons déji  fait voir qu'on peut toujours supposer 

taug < \Ji; ainsi on aura à plus forte raison tang 4' < 4; , 
et ( b' tang Q ' ) ~  < ; 6 ' 2 i b .  L a  même formule suppose qu'on néglige 
les termes de l'ordre b'j ; ainsi dans le cas où on voudra l'appliquer 
à des valeurs de plus petites que 450,  la formule sera exacte , 
nlêrne jiisqu'à l'ordre de décimales qui convient à b'j ; mais si on 
a Q > 450, le degré d'enactitiicle sera déterminé par l'ordre de di- 
cin~ales qui convient à ( 6' tang Q ' ) ~  ; c'est-à-dire que si le .premier 
chifie significaiif de la valcur de ( 6' taug o ' ) ~  est placé au douzième 
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rang de déciniales, on pourra compter sur à peu près onze déciinûlcs 
exactes dans la valeur de EQ , pourvu que les termes qui composent 
cette valeur soient calculés avec ce degré de précision. 

126. Si on applique la formule qu'on vient de trouver à l'exemple 
précédent, on  trouvera les valeurs des difféiens ternies comme 
il suit : 

Ainsi on a une valeur de Eq qui s'accorde parfaitement avec lavalenr 
déterminée par les méihodes les plus exactes. 

On remarquera que dans cet exemple, ( 6' tang $J')~ est d'environ 
deux unités décimales du onzième ordre, et cependant la valeur 
de Ep n'est en erreur que dans le douziènie ordre, ce qui fait 
voir que les quantités négligées ont très -peu d'influence sur le 
résultat. 

I 27. Pour juger encore mieux du degré d'exactitude de notre for- 
mule, nous l'appliquerons au cas le moins favorable , qui est celuioù 

1 ' -  COS 450 l'on a tangq =-. Dans ce cas on aura sin q = 
V b  ~ ( l  +b) -COS;* 

e t  il faudra calculer cp' par l'équation sin ( a @ -  Q ) = c sin Q; 
mais comme le terme qui contient q' dans la formule est très-petit, 
il ne sera pas nécessaire de calculer 9' avec une grande précision. 
Voici ce calcul; 

cos 458. . . . 9.84948 500 2p' - p = 820 24' 301'97 
~ 0 ~ 4 4 " ;  .... 3.85324 no5 Q = 82.28.27.74 

sin q. . . . 9.99624 295 29' = 164.52.58.71 
c .  . . . 9,99993 385 Q' = 82.96.29.355 --- 

sin ( 2 ~ ' -  cp) .  . . . 9.99617 680 

Connaissant ainsi tous les élérnens de la formule, on calculera les 
trois termes de EQ comme il suit ; 
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sin Q. .  . 
C - 

c'a. ' 

1). .. 
fang' 6 1.75431 33 1). . . 0.99123 53933 15 

b' '... 1.76543 36 4 4- 41 38657 87 
Q .  g.gg620 gg 3265 55 -- 3) $- 

3 ) . .  . 3.51395 68 E q  = 0.99164 95856 57 

Pour vérifier cette de Ep,  j'obserre que dans le cas sup- 
posé., on a Fq = ; FI, Eq = + El+ ( 1  - b ) ;  et en substituant 
les valeurs connues , 

b = sin i o  = 0.01745 24064 4 
f ( 1  -b) = 0 . k ~ 1 2 7  37967 8 

i El = 0.50037 57888 5 

Ainsi le résultat donné par la fornlule , niême pour la plus grande 
valeur de Q ,  est exact jusque dans la dixième déciniale. 

i 28. Il y a une autre manière de iïouver les valeurs approchées 
des fonctions EQ, Fq lorsque b est très-petit, ou seulement lorsque 
b tang Q est plus p t i t  que l'unité. Il faut alors mettre A sous la 

1 

forme ( cos" Q -/- b9 sins $)a, e t  en développant cette exprcssian , 
on aura 

1 . 1  1.1.3 
@clq= fdpcosT(i + :b'tang9~ -- &tangdQ+- b"ang6;-etc. . 

2.4 24.4.6 ) 
Soient Pi, Pl1, Pli', etc. les intégrales suivantes , prises h compter 
de q = o ,  

P1i=fdqcosq tang3q, Pfl=fdqcosq tan@, P 1 k J d ~ c o s ~  tang", etc., 

el on aura 
1 1 1  1.1 .3  Eq = sin Q + a l'pl - - b4P" +- - b6p'11- etc, 

2.4 2 . 4 . 6  
sin" 0 

De mema on aura F - E =!(: - A) ddp = caI d ~ ,  A ou en 

substituant 
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1 

substituant la valeur développée de - , et intégrant, 
A 

On peut mettre ces deux résultats sous la forme suivante : 

, P" 1.3 P" 1 . 3 . 5  PlY 
Eq = s i n ~ + t b ' ( ~ ' - ; b ~ ~ + ~ b 4 ~ - -  2.4.6 6' - 4 + etc.) ; 

et l'on remarquera que les deux séries con~prises dans ces for- 
nlules , peuvent se former simultanément , puisque la seconde est 
con~posée des termes de la première, divisés successivement par 
I , 2 ,  3 ,  4 ,  etc. Tout  se réduit donc à trouver les valeurs des 
intégrales Pl, Plr, Pl1', etc. On a pour cet effet les formules suivantes : 

Pl = <P - sin Q ,  

2P" = sin Q tangsp - 3P1, 
4P'" = sin tan@ - 5Pr1, 
6PtV = sin Q tang6q - 7P11r, 

e tc. 

129. L'emploi de  ces formules serait assez facile , si pour les 
diverses valeurs de Q on connaissait les quantités Pl, P", Pu', etc., 
ce qui pourrait se faire au moyen d'une Table dressée pour cet 
objet. Il sera toujours utile de calculer ces pour quelques 
valeurs déterminées de g , afin de pouvoir, par leur moyen, con- 
naître les valeurs correspondantes des fonctions EQ, J-cp. 

Soit par exemple, cp = 450, o n  trouvera les valeurs suivantes des 
quantités Pl, P", Pl", etc, 

Q=ltang670+ = 0.88137 35870 19 
sin cp = sin 4.50 = 0.70710 67811 86 

Pr = o. 17426 68058 33 Ply = 0.04600 17089 15 
Plr = 0.09215 51816 43 Pv = 0.03G63 64251 19 
pm - - 0.06158 52182 42 Pyl - - 0.03041 06104 88 

130. Pour avoir en général l'expression de Pn, je fais tan:? = x, 
16 
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3 

j'ai Pm =fxandx ( I  + xS)'=, et l'intégration par parties donne 
pour résultat , 

Celte suite sera toujotirs convergente, et d'autant plus, toutes choses 
d'ailleurs égales, que n sera plus grand ; il faut excepter seulement 
le cas où x est infini. 

Si l'on fait, comme dans l'exen~ple précédent, x = I , on aura 

c'est l'expression générale des fonctions Pn lorsque q = 45"; d'où l'on 

voit que lorsque a sera très-grand , on aura à peu près Pm = Va 

v a  
4 0 '  

ou plus exactement PR - --(l+:)== + , ' . Ainsi les valeurs 

de Pn finissent par décroltre suivant une progression qui s'approche. 
de plus en plus de la progression harmonique indiquée par le dé- 
nominateur 4n - r .  

11 n'est pas étonnant au reste que la formule d'approximation ne 
puisse pas s'appliquer lorsque cp est trop près de goo; car cette 
forniule est fondée sur un développen~ent qui suppose toujours 

1 b trngq < I ; ainsi dès qu'ona tang p> i, les forniules qui expriment 

les valeurs des fonctions E et F, cessent d'être exactes. 

$ VIT. Formules pour développer en séries lesfonctions E etF. 

1 3 1 .  0 1 1  a déjà vu dans la première Parlie, art. 120 et suivans, 
qtie lorsque le module c n'est pas trop prks de l'uiiité, on peut 
développer la fonction F en une série de la forme 

F = A? - A' sin 2q + A" sin 4p - A'''4n 6q + etc., 

dans laquelle les coefüciens A,  A i  A", etc. sont des fonctions con- 
nues de la quan~ité c. 

Pour calculer ces coeficiens , nous nous servirons des formules 
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de l'art. 152 , cinquième Partie, en y faisant n = :. Soit donc  

I - b  u v a  
a=c0=- 

i + b Y  et réciproquement c = - 
1 +a' On aura 

donc si l'on fait , suivant l'art. cité , 
1 

(~+u'+zacos 2$)'.= P,-2P, cos 2Q+zP,cos 4Q-zP3cos Gq+etc., 

on en déduira 

c'est-à-dire que les coefFxiens A se déduiront des coeficiens Y ,  
suivant cette loi très-simple , 

A = ( 1 + a ) P 0 ,  
A' = ( ~ + a ) p , ,  
A"= ( r + a ) t P , ,  
A'" = ( l + a ) p ' 3 ~  

etc. 

132. Connaissant les coefficiens qui servent au développement de 
la fonction F, il sera facile d'avoir ceux qui donuent le développe- 
ment de la fonction E. En effet soit 

E; = BQ $- B' sin 2q - B'' sin 4 p  $- B'" sin 6Q - elc. ; 

si on différentie chaque membre par rapport à Q ,  et qu'on divise 
par d~ , on aura 

(l.- ca sins q )  =B + aB1 coszq-4B" cos 4p +6B1" cos Gp-etc.; 

différentiant de nouveau, il vient 

Le premier membre a aussi pour expression, 

c'sin 2p (A- aA'- cos eQ + 4A" cos 49 - 6A" cos @ + etc.) , 
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ou en faisant le développement, 

; CS 
A sin 2 q  - A' sin 4~?-/-zA'~sin 6q - 3A1" sin@+etc. 

- a Art + 3A"' - 4A1' + 5AV 

Donc en comparant ces deux expressions, on aura 
C' Br = - ( A - aArt) = 4 (Po-P,), 
8 

2aBfl - c2 - 8 (  A' - 3Afl1) -7 - (P,  -P3), 

etc. 

A l'égard du premier terme B, il se déduit immédiatemeni de Ia 
valeur connue de El, puisqu'on a E1 =B.+ srr. On peut aussi trouver B. 
par la formule B = A - ( I - b )  (Po+ P,). 

133. Tout  se rdduit, comme on voit, à déierniiner les coeflîciens 
Po, PI ,  P,, etc., et nous avons donné pour cet objet toutes les for- 
mules nécessaires dans le § XII de  la cinquième Partie. Nous remar- 
querons sedement que si on fait 

1 r . 3  1 .3 .5  ensorte qu'on ait p. = ;, p, = ?Ti;, p3 = ;T46 , etc., les coeficiens 

PL , P,, P, , etc. pourront s'exprimer de la manière suivante : 

De la résulte un mode de forniation q u i  peut être commode dans 
la pratique. Supposons 

P, = (1) a + (2). a3 + (3) a5 + (4).a7+ etc., 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. i 2 I 

ou P, = f (n) a'R-', on  tirera de là P, =: a f (n) aSn-l (I -A) 9 

P . = ( ~ ) a ' ( i - i ) + ( 2 ) a 4  ( 1 - + ) + ( 3 ) a ~ ( 1 - + ) + e i c . ;  

ensorte que les ,différens termes qui composent P, se déduisent des 
termes qui composent P,, en multipliant ceux-ci par a ,  puis dimi- 
nuant le premier terme d'un quart, le second d'un sixiènle, le troi- 
sième d'un huitième, etc. 

Si on représente pareillement P, par f (n)  s'",le coeficien t (n) n'étant 
1 

plus le même que dans Pl ,  on en déduira P, = f (n) a S n + I  (I -=)- 
En général si on fait 

Pr = (1)  ak + (2) ak+* +- (3) ak+4 + etc. , 
on aura le coefficient suivant, 

cetie s'accorde avec l'équation (35), page 301, en y fai- 
sant n = f .  

134. Soi1 , par exemple, a = sin 30' = +, si l'on veut que tous 
les coefliciens P soient exacts jusqu'à la septième décimale au 
moins, il faudra admettre jusqu'au terme P,, ; car on trouve 
P,, = o.ooooo 01409; dans le même cas on aurait Aca0)= P,, 
= o. ooooo oor 06. Ainsi pour la formation des coefficiens A ,  il suffi- 
rait  de continuer la suite des coefficiens P jusqu'au terme P,,. 

Nous avons donné ci-dessus, page 291 , les valeurs des coeficiens P 
calculés jusqu'à treize déeinlales, pour le même cas de a =: ; on en 
pourra donc déduire les valeurs des coefficiens A pour le module 

C - -  - , comme il suit : 
3 

A = 1:60977 30107 241 A" = o.ooioo 59311 174 
A' = 0.41689 96484 451 AV1'=: o.ooo4o 08765 486 
A" = 0.07912 08719 169 ~ I I -  - o. 0001 6 4601 O 603 
A'!'= o.oapii 45662 ooi A'" = o.oooo6 91522 954 
Alv= 0.00~28 38128 513 A  ̂ = O-ooooa 95838 778 
À' I 0.00262 88697 312 A"- , O.OOOOI 28437 038 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



i 2 2  EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 
On voit qu'il faudrait environ cinq tèrmes de plus, pour que le  
dernier coeficient A ne fût pas d'une unité décimale du septième 
ordre. 

On  trouvera également par nos formules les valeurs suivantes 
des coeficiens B. 

L e  terme suivant B"' ne serait plus que de deux unités décimales du 
septième ordre ; ainsi peu s'en faut qu'on n'ait atteint pour le déve- 
loppement de la fonction E , la limite assignée. 

135. On voit qu'il ne convient guèrk de passer la limite a =: , 
pour que le développement des fonctions E et F, dans la forme 
.supposée, donne des résultats exacts jusque dans la septième déci- 
male, e t  qu'il ne contienne pas un trop grand nombre de termes; 
car puisqu'on aurait, dans ce cas, dix-sept termes dans la valeur 
de P ,  et douze dans celle de E ,  on voit qu'il n'est guère possible 
de passer un pareil nombre de termes, sans tomber dans des calculs 
prolixes, et  dont l'exaclitude ne répondrait pas au travail qu'ils 

exigent. La limite o = t répond au module c = ?@, c'est-à-dire 
3 

à peu près c = sin 70' 30'. Ainsi l'usage de la métliode précédente 
doit être restreint aux cas où l'angle du module ne surpasse pas 700 3or. 

136. On  poiirra cependant reculer beaucoup cette limite de 70530r, 
si on veut exprimer les fonctions E et F par la variable qe, comme 

on a exprimé les qiiantiiés D; et D - i  dans les art. i75 et 176 de  
la cinquième Partie. 

Pour parvenir directement aux résultats qu'on doit obtenir dans 
cette hypothèse , il faut, d'après les propriétés connues (art. Go et 61, 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. I a3 
première Partie), formcr les équations 

dans lesquelles Fa et E" sont mis pour F (CO, Qo)  et E (cO, qO). 
Or il suit de l'analyse précédente que si coO est < t , on pourra 

développer les fonctions FO, E0 en suites suGsan~ment convergentes, 
l'une de Ia forme AqO - A' sin 2q0+A" sin 4p0  sin 6603- etc., 
I'auirc de la forme Bq0 + B' sin 2q0- B" sin 4p0 $- B'llsin 6Qc- etc.; 
d'où il suit que les fonctions E et F pourront être exprimées par des 
suites semblables, auquel se joindra un nouveau terme a sin q0 dans 
la valeur de E seulement. 

L a  valeur co0== donne à peu près c'=sin 70'30' et c=sir188~zo'. 
Ainsi le développement des fonctions E et F peut être fait en séries 
convergentes et qui n'aient pas un trop grand nombre de termes, 
pourvu que l'angle du module ne soit pas plus grand que 88'20'. Nais 
depuis 700 30' jusqu'à 88' 201, la variable Q devra être remplacée dans 
le développement par la variable go, et on sait que la relation entre 
ces deux variables est donnée par l'équation sin (z~-q") = cD sin pO, 
Ou par l'équation tang (Po- p) = b tang q. 

r 37. Pour donner un exemple des développemens qu'on peut 
obtenir en substituant la variable p0 à la variable p, nous supposerons 

2 C/2 
comme ci-dessus, c = - 3 ou c0 = + = sin 30" ; il en résultera 

coO = tanga 150; c'est la quantité qui doit être prise pour a dans l e  
ealcul des coeficiensP, , P, , Pa, etc., d'où l'on déduira les coeGciens 
A et B, relatifs au même cas. 

O r  en poussant l'approximation jusqu'à dix décimales, on trour 
vera les résultats suivans : 

A 
A' 
A'' 
A' If 
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1 2 4  EXERCICES DE CALCUL INT~CRAI,,  
Au moyen de ces coeficiens, on aura les valeurs suivantes de Fe el kO, 

et enfin celles des fonciions proposées F et JI, savoir, 

lesquelles seront exactes jusqu'à la dixiéme déciniale. O r  on n vu 
ci-dessus que l'expression des mêiiies fonctions, par la variable q , 
exigerait un beaucoup plus grand nombre de termes pour ne donner 
que sept décimales exactes. 

Ces développemens ont l'avantage de représenter les deuxfonc~ions 
dans toutes les con~binaisons analytiques où elles peuvent entrer ; 
d'ailleurs les premiers coefficieus A, A', B , Br qu'il importe le plus 
de connaître exactement, se trouveront toujours avec toute la pré- 
cision qu'on peut desirer par le moyen de la 'l'able dcs fonctions 
coi~~plètes. 

TABLE 1 ,  
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T A B L E  1; 

LES LOGARITHMES DES FONCTIONS COMPLOTES F1c, E'c, 

Calculés pour tous les angles du module de dixiéme en dixième de degré, depuis o0 
jusqu'a go0, avec 14 décimales pour les 15 premiers et les 15 derniers degrés du 
quadrant, et l a  décimales pour tous les autres angles de 15 à 75 degrés. 

On y a joint les différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes de ces 
Logarithmes, terminés uniformément a 12 décimales. 

L'angle du module qui sert d'argument est désigné par 8. 
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- -- 
0.00.196 i i g  877030~15' 330734661 468 O 

o. i o. 196 I I  546 ag6.02/ 99% 90% 661 468 3 
0.20.196 118554093.841 i 653 670661 465 O 

0 . 3 0 . 1 ~ ~ 6  116 900 424.39l a 315 135661 465 3 
0.4 o. 196 114 585 288.93 2 976 600 661 462 3 - - - _ -  
0.50.196 ii1608689.19 363806266145,  3 
0.60.196 107 970 627.54 4 agg 521 661 45a 4 
0 . ~ 0 . 1 9 6  103 671 106.64 4 60 977 661 452 4 
0.8 o. 196 cg8 7!0 129.83 5 z22 419 661 448 5 
0.90.196 093 087 700.84 6 283 877661 443 5 ----- 
i . O  2.196 086 803 8513.97 6 45 320 661 438 7 
1.1  0.196 079 858 503.87 7 $06 758661 431 4 
1 .2  o. 196 072 251 746.30 8 a68 189 661 4a7 
1.30.196 063983556.6a 8 ag 616661 418 2 
1.4 0.196 055 053 941.25 g gi 034661 41a g - -- 1 ----- 
1.5 o. 196 045 462 907.07 io 252 446 661 403 7 
1.6 o. 196 035 aio 461.31 10 13 849661 3 6 10 

1.7 0.196 024 296 611.89 11 z75 4 5 6 6 1  386 8 
1.?0,196 012 72r 3 6 7 . i ~  12 236 631 661 378 iz 
1.ao. iq6 000484735.8312 898 ooq661 366 8 

Log. Fr. 1 Diff. 1. 1 II. 1 m. 
0 . 1 ~ 6 1 1 g 8 7 7 e 3 0 . 1 5  
0 . 1 ~ 6  iaoao7764.42 
0.196 ~ i i  i g  68.48 
o. 196 iaa  853 g46, 11 
0.196 125 168 803.61 -- 
0.196 128 145 44 .7 
0.196 131 783 593.9! 
0.196 136 083 256.04 
0.196 141 044 446.35 
0.196 146 667 185.80 
o. 196 152 954 495.81 
0.196 159 97 400.35 
0,196 167 !o4 925.74 
o. 196 175 774 101 . I O  

O .  196 184 704 957.89 
a 196 194 297 530. I I 

0.196 a04 551 854.35 
o. 196 2 I 5 467 969.65 
0.196 227 045 917.60 
o. 196 239 n85 742.35 -- 
0.196 25a 187 490.54 
o. 196 265 751 ai  i .33 
o. 196 279 976 956.47 
0.196 294 864 780.17 
o.igG 310 414 739.ao 
0.196 326 626 892.8616 
0.196 343 501 303.00 
0.196 361 038 033.99 
0.196 379 237 152.72 
0.196 398 098 728.66 
0.196 417 622 833.76 
0.196 4'37 809 542.5820 
o.  ig6 458 658 9352.16 
0.196 480 171 082.15 
0.196 502 346 074.6629 ---- 
o.  196 525 I 83 994.43 
o. 196 548 684 928.69 
o .  196 57a 848 967. a5 
o.  196 597 676 202.46 
0.196 623 166 729.25 
o. 196 649 320 645.08 
o. 196 676 138 049.96 
0.196 703 619 046.5028 
0.196 731 763 739.8428 
o. 196 760 572 237.68 - 
o. 196 790 O& 650.35 
0.196 820 181 090.6430 
o. 196 850 981 674.00 
0.196 882 446 518.46 
o. 196 914 575 744.55 
o. 196 947 369 475.  

------ 
330734661470 
g aao4661 

I 6g3 6 
a 315 158 
2 976 646661 

4 a g 660661 
4 zi igo661 
5 822 740661 
6 284 310 
6 945 904 
7 607 526661 
8 a69 275661 
8 930 857 
9 392 57a ------ 

io a54 324 
10 916 116 
I i 577 48 I la  a39 
12  901 748 ---- 
13 563 
14 az5 745 
14 887 824 
15 549 959 
16 212 154 

874 410662 
17 536 731 

474 
8661 480 

661 488 
590 

XZ63846-X- 
530 
550 
570 

661 594 -- 
661 622 

649 
682 

661 715 
661 752 
661 792 
661 832 
661 876 

24661 924 
661 972 

720662 025 
662 079 
662 135 
662 195 
66a a56 ---- 

321 

662 388 

4 
6 
8 

i a  
14 

a0 
20 

14 
28 - 
27 
33 
33 
37 
40 
40 
4 
48 
48 
53 - 
54 
56 
60 
61 
65 
67 
69 

18 109 119 66a 457 
18 861 S76 66e 5 ~ ~ 1  I 72 

75 
76 
81 
82 
83 
go 
87 - 
94 
95 
97 

100 

103 
104 
109 
109 
115 
113 

119 
122 

120 

iag 
126 
132 

ig 524 io5,66a 604 
20 186 09 

$ 849 
21 512 150 
22 174 993 

837 - 
23 5 0 3 5  
24 164 038 
24 8a7 235 
25 490 5z7 
26 153 916 
26 817 405 
27 480 997 

144 
808 498 

29 472 412 
30 136 441 

800 
31 464 844 
32 129 227 
32 793 730 

26133 458 362 

----- 
6'6a 680 

8966a 761 
66a 843 
662 926 

919663 016 -- 
663 103 
663 197 
663 292 
663 389 
663 489 
663 592 
663 696 

693663 805 
6ti3 914 
664 029 ----- 
664 142 

583664 261 
664 383 
664 503 
664 652 
664 758 
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-- 
814 690 130.5266 388 g o ~  658 723 57 
748 301 230.0567 047 6a4 658 666 60 

I o. a O.  i 92 681 a53 605.85 67 06 290 658 606 60 
10.3o.i& 613 547 316.27 68 564 896 658 546 58 
1 0 . 4  o. iga 545 i8a 420. ag 69 oa3 442 658 488 64 - ----- 
10.5 0.192 476 158 977.59 69 681 930 658 424 60 
10.60.1ga 406 477 048.46~0 340 354658 364 64 
10.7 o. 192. 336 136 694.11 70 98 718 658 300 62 
io.8o. iga 265 137 976.4?j7i &7 018658 a38 65 
10.9 o.  iga 193 480 958.04 79 315 a56 658 173 64 - ------- 
I I .O  o.  iga la i  163 702.08 72 973 429 658 109 6 
i 1 .  I o. iga 048 1 a 27999 73 631 538 658 0.42 6g 
1 i .2 o. 191 974 520 735.41 74 289 580 65, 977 68 
11.30.191 go0 a71 154.9874 947 557657 009 67 
1i.40.191 825 323 598.1275 605 466657 842 70 -- - - -  
i i .5 o. igi 749 718 131 .oz 76 263 308 657 77% 69 
i i .60.191 673 454 8a4.3876 qai 080657 703 70 
I i .7  o. 191 s96 533 744.18 77 b78 783 657 633 71 
11.80.191 518 ~ 5 4  960.8078 a36 416657 56a 72 
i i .go . ig1  440 718 544.6978 8q3 9 7 8 0 2  490 72 - 
12.0 o. 191 361 824 566.65 79 551 468 657 418 75 
la .  i o. 191 a82 a73 098.54 80 208 886 657 343 73 
ia .2o. igi  202 064 213.0380 866 2 ~ ~ 6 5 7  270 76' 
12.30.191 121 197 983.88 81 5a3 49 657 194 76 
12.40 191 039 674 485.2989 180 69!657 118 76 - -- 
12.5 O.  ~ g o  957 493 792.36 8a 837 81 I 657 042 78 
12.6 o. igo 874 655 980.97 83 494 853 656 964 79 
12.7o.igo 791 161 128.0584 151 8 1 ~ 6 5 6  885 78 
12.80.190 707 009 311.078 808 02.656 807 81 
la .  9 O. 'go 62a aoo 608.55 8 2 465 a 09 656 726 8 I 
13.0 o. 190 536 7 3 5 9 . 8 7  86;=5 82 
13. I o. igo 450 61a 865.0286 778 880 656 563 83 
13.2 o. 190 363 833 985.17 87 435 443 656 480 83 
13.3 o. 190 276 398 542.28 88 091 923 656 397 85 
13.43.190 188 306 619.14188 748 320 656 312 85 - -,- ----- 
13.5 o. igo 099 558 299.07 89 404 652 656 227 87 
13.60.190 010 153 666.8990 060 859 656 140 86 
13.70.189 920 092 807.9090 716 99.9 656 054 89 
13.80.189 899 375 808.5491 373 053655 965 89 
13.9 o. 189 738 ooa 755.87 ga oag 018 655 876 go ---------- 
14.0 o. 189 645 973 738.18 ga 684 894 655 786 gi 
14.1 o. 189 553 288 844.38 93 340 680 655 695 go 
14.20.189 459 948 164.4293 96 375655 603 92 8 14.3 o. 189 365 951 789.31 94 5ii 978 655 511 94 
14.4 o. 189 a71 2.99 810.82 95 307 489 655 417 94 - ----- 
14.5 o. 189 175 gga 321.6a 95 962 906 655 323 97 
14.6 o. 189 080 oag 415.60 96 618 zag 655 an6 96 
i4.7 O .  18X Wg3 i I i 87.28 97 273 455 655 130 98 
14.8 o. 188 86 137 732.31 97 928 585 655 032 100 

14.9 0.188 788 209 147.27 98 583 617 654 932 98 
i6.00.188 689 625 529.7899 a38 5521654 834 ioi 

-- 
3.  igg 437 786 246.87 66 08 1 ~ 5  674 546 26.4 
3.199 504 694 441.43 67 !82 741 674 810 267 
2.199 572 2.77 i 83.09 68 257 551 675 077 272 
3.199 640 534 733.75 68 -32  628 675 349 273 
3.199 - .  70) 467 362.18 -- 69 zo7 977 675 6 ~ a  275 - 
3. 199 779 075 338.98. 70 a83 59 675 897 281 
5.199 849 358 937.54 70 959 l 8 280 
3.199 920 318 434.08 71 635 674676 4 8 286 
3.199 991 954 107.60 7a 31a 132676 744287 
3.200 064 266 939.94 7a 988 876 677 031 291 -- 
3 x 0  137 a55 i 15.91 73 665 907 b77 329 
3.200- a10 gai 022.96 74 343 aag 677 614 297 
3.200 a85 264 a5i.52 75 oao 843b77 911 299 
3.900 360 a85 094.87 75 698 754 678 210 302 
3.200 435 983 849.07 76 376 964 678 512 304 ---- 
T2oo 512 360 813.16 77 055 476678 816309 
3. aoo 416 289. oo 77 734 292 679 125 309 
3.200 667 150 581.29 78 413 417b7g 434314 
0.200 745 563 997.70 79 oga 851 679 748 316 
3.200 824 656 848.71 79 772 599 680 064 321 -- 
3. zoo 904 429 447.80 80 45a 663 680 385 Zao 
3.200 984 882 i i i  .37 81 133 048 b8o 705 326 
3.aoi 066 015 158.67 81 813 753 681 031 328 
3.201 147 828 91 i .77 8a 494 784 681 359 331 
0.201 230 323 695.83 83 176 143 681 6q0 334 
9.aoi 313 499 8 3 8 . g 3 8 3 m 3 6 8 a  0 2 4 s  

3.201 397 357 672.04 84 539 857 68a 961 340 
3.201 481 897 529.12 85 ma 218682 701 342 
3.201 567 119 74 . i l  85 904 919683 043347 
3.201 653 024 66g. 87 86 58, 962 686 390 348 

- - _ _  
o.aoi 739 Gia 628.24 87 271 35a 683 738 352 
o.ooi 826 883 980.0g 87 955 684 090356 
o. 201 914 8 3  070. az 88 639 180 684 446 356 
2.20% 003 d78 950.43 89 323 626 684 8021361 
s.aoa 092 801 875.58 go 008 428 685 163365 
o. 202 182 81 O 303.55 go 693 5 9 ~  685 3367 
o.aoa a73 503 895. 16 gi 379 i ig 685 895 369 
o. 202' 364 883 014.36 ga 065 014 686 264 374 
o. aoa 456 948 oa8.02 ga 751 278 686 638 375 
~ . z o a  549 699 306.18 93 437 916687 013380 -- -- - 
o. a02 643 137 221.85 94 i a4 929 687 393 382 
o.aoa 737 262. 151.14 94 8ia 3aa 687 775 386 
o. aoa 832 074 473.25 95 500 097 688 161 387 

3.20a 
574 570.41 96 188 258 688 548 393 

o.no3 oz 76a 827.94 96 876 806 688 941 394 -- - - 
o. a03 1 2 0  639 634.36 97 565 747 689 335 398 
o.ao3 218 203 381.15 98 a55 08a 689 733 400 
0.203 316 460 463.02 98 44 815690 133406 1 o. a03 415 405 277.75 gg 34 948 690 539 405 
0.203 515 040 226.25 ioo 325 487 690 944 412 
o . a d  615 365 712.62 ioi 016 431 691 356413 
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I Log. E'. 1 DiE. I. 1 II. ( 111. 

1500 
15.1 
15.2 
15.3 
15.4 
15.5 
15.6 
15.7 

.15.8 
15.9 - 
16.0 
I 6.1 
16.2 
16.3 
16.4 
16.5 
16.6 
16.7 
16.3 
16.9 
17.0 
17.1 
17.2 
17.3 
17.L 

Log. F'. 1 DiE. 1. 1 II. 1 111. 

1i.j 
17.6 
17.7 
17.8 
17.91 - 
18.0 
18. I 
18.2 
18.3 
18.4 
18.5 
18.6 
18.7 
18.8 
18.9 
19.0 
19.1 
19.1 
19.3 
19.4 - 
19.5 
19.6 
19.7 
19.8 
19.9 
ao.0 

I I-I- -- 
o. 188 689 625 530 
0.188 590 386 978 
0.188 490 493 bga 
0.188 389 945 473 
o. 188 288 742 721 
0.188 186885-439 
0.188 084 373 731 
o. 187 981 207 702 
0.187 877 387 456 
0.187 772 913 ioo 
0.187 667 784 743 
o. 187 562 ooa 492 
o. 187 455 566 459 
0.187 348 4 6 753 6 0.187 240 7 3 487 
o. 187 13a 336 774 
0.187 023 286 727 
0.186 913 583 462 
0.186 803 227 095111 
0.186 692 217 745 
o. 186 580 555 528 
0.186 468 249 
0.186 555 a72 
o. 186 a41 652 887 
0.186 127 380 415 
0.186 01'2 455 688115 
0.185 896 878 830 
0.185 780 649 969 
0.185 663 769 232 
o. 185 546 236 747 
0.185 428 052 
0.185 309 217 058 
0.185 189 730 
0.185 069 591 
0.184 948 802 721 
0.184 827 36a 
0.184 705 271 535 
0.184 582 5ag 867 
O. 184 459 137 668 
0.184 335 095 081 
0.184 210 40a 247 
0.184 085 05 311 

O. 183 959 06; 419 
0.183 83a 423 717 
0.183 705 131 353 
0.183 577 18 476 8 0.183 448 59 
o. I 83 319 357 790 
O.  183 189 468 286 
o. 183 058 929 880 
o. 18a 927 742 730 

99 298 552 
99 893 

IOO 548 
I O I  2oa 
loi 857 282 
~ 0 2  511 
103 166 
103 8ao 246 
104 474 
105 128 ----- 
105 782 2.51 
106 436 033 
107 08. 706 
IO, 48 
108 g96 713 
I O ~  050 047 
109 703 
110 356 

oog 35065a 
111 662 
l i a  314 962 

56611% 67 588652 
978113 z2o ogi 

114 272 4752 
I I , ~  q24 727 

0.203 615 365 713 
0.203 716 38a i& 

0.905 818 089 931 
o. 203 920 489 487 
O,. 204 023 58 I 229 
0.204 127 365 576 
o. 204 231 84a 952 
0.204 337 013 784 
o. zc4 442 878 500 
0.204 549 437 533 
o. 204 656 69 I 320 
O. 204 764 640 299 
O -204 873 284 9 14 
0.204 98a 625 610 
o. 205 092 66a 836 
o. 205 203 397 045 
0.205 314 828 6 2 

0.205 426 958 .a6 
0.205 539 86 140 
- O. 205 653 51 2 868 
0.205 767 538 891 
o. 905 882 464 680 
o. 205 998 ogo 71 2 

0.206 114 417 465 
o.  206 231 445 422 
0.206 349 175 ~ 6 8  
o. a06 467 606 894 
o. no6 580 741 391 
o. 206 706 579 056 
0.206 827 1 2 0  338 
0.206 948 365 8901a1 
O .go7 070 31 6 06.9 
0.207 192 971 436 
0.207 316 332 503 
O .a07 440 399 787 
p- 

0.207 565 173 81c 
0.207 690 655 095 
o.  zc7 8 i 6 844 i 69 
o. 207 943 741 565 
0.208 071 347 816 
0.208 199 663 461 
0.208 328 689 047 
o. 208 458 425 105 
0.208 588 872 198 
0.208 720 030 874 - 
0.208 851 g o ~  690 
o. 208 984 485 206 
0.209 i 17 781 986 
0.209 251 792 597 
0.209 386 517 611 
0.209 521 957 602 

. . ,  . ,  , 
576 838632 

116 228 861 
"6 880 737651 
117 532 485651 
118 184 ioi 

6 4 6 1 i 8 8 3 5 m  
119 486 941 

117120 138 157651 
960120 789 

121 G o  ----__ 
533122 090 998650 

122 741 
123 392 199 
124 042 587 
194 6q2 
125 342 956649 
125 992 892 
126 642 02 

127 292 $646d9 
127 941 877 ----- 
123 591 a38 

238129 240 448649 
119 889 504 
130 538 406 
131 187 150 
131 835 738 

-- 
654 834 

386654 733 
119654 633 
752654 530 

654 426 ---- 
708654 321 
029654 217 

654 i I O  

35fi654 ooi 
357653 894 

653 782. 
653 673 
653 560 

266653 447 
653 334 ---- 
653 218 

265653 102 

367652 983 
867 

217652 745 -- 
65a 626 

503 
652 381 
652 a55 
652 131 

1 0 1  016 431 
ioi 07 787691 
102 ggg 556 
I ~3 O, 1 2 

I 03 7%4 5i7 ----- 
I O ~  477 3 6 G 105 170 8 z 
105 864 
I 06 55 033 il 107 25 7g7 
107 948 979 
108 644 615 
. og 340 696 
i I O  037 226 
1 I O  734 209 - - -  
i I 1 431 647 
112 129 544698 

827 904698 
113 526 728699 
-- 1 14 226 023 
114 25 
i 15 826 032 
i 16 3a6 753 
i 17 027 i57 
I I 7 729 46 
i 18 431 8a6 
i ig i 34 497 
i ig 837 665 
120 541 332 
121 245 - - -  

950 
122 655 367 
123 361 067 
124 067 284 
124 774 0a3 
125 481 
126 I 89 074 
126 897 395 
127 605 25 I 
128 315 645709 ------ 
129 ~ 2 5  581 
129 736 063711 
130 447 093 
131 158 676 
131 870 ----- 
13s 583 
133 296 780 
134 010 611 
134 725 014 
133 439 991 
136 155 

lo i  
100 

103 
104 
105 
106 
107 
log 
1 ~ 7  
112 

log 
I 13 
i 13 
113 
116 
i 16 
119 
116 
12a 
i i g  
123 
122 

126 
124 
128 ---- 

003 
651 876 

748 
616 

651 487 

651 216 
082 

239650 949 
188650 810 

b7o 
668650 531 

650 388 
650 247 

834650 102 ---- 
56 i 649 ic 

649 662 
513 

649 361 
649 210 

056 
648 902 
648 744 
648 588 
648 427 

691 356 
769 

692 186 
69 2 605 
693 oz9 
693 456 
693 884 

7 1 6 6 ~ 4  3i7 
694 754 
s95 192 - - -  
695 636 
696 081 
81~6 530 
696 983 
697 438 
697 897 

360 
824 
2 5 8 6qq 7 6 

789700 243 
7ao 72 1 
701 204 
701 689 
702 i 80 

---< 
70a 671 
703 168 
703 667 
704 170 

502704 677 
179705 188 

705 70c 
706 217 
706 739 
707 269 ------ 

285707 789 
708 322 
708 855 
709 7 4 

9 d f i  
710 482 

0% 

71 i 583 
712 140 

816712 7GC 
516713 264 

713 831 
714 40" 
714 977 
715 555 

547716 139 

127 
128 
132 
129 
134 

134 
133 
139 
140 
139 
143 
141 

145 
146 
146 
148 
151 
152 
151 
154 
154 
158 
156 
161 
159 

413 
417 
419 
424 
427 
428 
433 
437 
438 
444 
445 
44 
453 
455 
4 5 ~ ~  
4ti3 
464 
471 
471 
477 
478 
483 
485 
491 
49 i 
497 
499 
50'3 
507 
511 
512 
5 i7 
522 
523 
5 9 ~  

533 
533 
539 
5& 
546 
548 
553 
557 
560 
564 
537 
57a 
574 
579 
583 
585 
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-- 

2500 
25. i 
a5.2 
25.3 
515.4 
a5.5 
25.6 
25.7 
25.8 
a5.9 -- 
26.0 
a6. i 
26.2 
a6.3 
a6.4 
26.5 
26.6 
26.7 
a6.8 
26.9 - 
27.0 
27.1 
27.2 
a7.3 
27.4 
27.5 
27.6 
27.7 
a7.8 
27.0 

-- 
0.917 219 396 341 
0.217 392 154 551 
o. a17 565 663 152 
0.217 739 922 942 
0.217 914 934 7ao175 -- 
0.218 o c ) ~  699 290 
o.ai8 a67 a17 463177 
0.218 444 490 054 
0.218 622 517 882 
0 . 2 ~ 8  801 301 770 -- 
0.218 980 84a 547 
0.219 161 141 048 
o.ai9 342 198 i i i  

0.219 524 014 579 
0.219 706 591 301 
o.sig 889 92, 1% 
0.220 074 021 925 
O .22o a58 89 1 548 
0.290 444 517 86X 
0.220 630 go8 758 
0.220 818 065 O~~ 

o. 221 005 987 767 
o. 221 194 6 7 65,9 5 0.221 384 i 5 665 
o. a21 574 362 684 
0.221 765 359 620 
0.221 957 la7 383 
0.222 149 666 887 
0.222 342 979 051 
0.222 537 064 800 -- 
o. 222 731 ga5 065 
0.222 927 550 783 
0.223 123 972 893 
0.223 321 162 342 
o.a.23 519 130 082 ---- 
0.223 717 877 070 
0.223 917 404 270 
0.224 I 17 712 650 
0.224 318 803 184201 
o. 224 520 676 850 -- 
O ,224 723 334 635 
0.224 926 777 528 
0.225 131 ooS 527 
0.225 336 022 633 
O .225 541 826 854 -- 
c. 2535 748 420 203 
0.225 955 803 700 
O .a26 163 978 370 
O 226 372 945 245 
0.a26 582 705 360 
o. 226 793 259 758 

o. 175 545 131 698 
0.175 381 loi 916 
0.175 a16 433 
0.175 051 127 
0.174 885 183 
0.174 718 601 079 
o. 174 551 381 691 
Q .  174 383 525 139 
0.174 215 031 681 
o .  174 045 901 575 - 
o.  173 876 135 083 
o .  173 705 732 409 
o. 173 534 693 ggg 
0.173 363 019 941 
0.173 190 710 565 
o .  173 017 766 144 
0.172 844 186 952 
o.  i7a 669 973 a68 
o. 172 495 12.5 370 
o.17a 319 643 541 ---- 
0.172 143 528 
0.171 966 779 
0,171 789 397 312 
0.171 611 382 
0.171 4% 735 436 
0.171 253 456 061 
o .  I 71 073 544 742 
0.170 893 ooi 930 
o. 170 711 827 777 
0.170 530 022 

- 
171 ~ 5 8  210750 
173 08 601 
174 259 790 
175 011 778752 

764 
176 518 173 

272 591 
178 027 828 
178 783 888 
179 540 777 
i80 298 501 
181 057 063759 
181 816 468760 
i8a 576 722761 
183 337 829 
184 ogg ~ ' ~ 6 2  
184 861 623 
185 626 320 
186 390 890 
187 156' 339 
3 92% 6,0 
188 689 892 
189 458 006 
190 227 019 
igo 9.96 936 ---- 
191 767 763 
iga 539 504772 
193 31% 164 
194 085 749 
194 860 a65 
3 635 718 
196 41a 
197 189 449 
197 967 740 
i98 746 
199 527 a00781 
200 308 38c 
2o1 090 534 

873 
202 657 785 
z 3  442 893 
204 228 009 
905 016 106 
205 804 aai 
206 593 34.9 
a07 383 497 
208 174 670 
a08 966 875 
aog 760 1 15 
aio 554 398 
21 I 349 731 

164 oa 782 
164 66 ! 200 

716165 306 

t 343165 9 4  
047166 581 g ------ 

167 21, 2 167 85 552 
168 493 4.58 
169 130 
169 766 492 ,--- 
17s 402 6 1 4  
171 038 470 
171 674 058 
17a 309 
172 944 421 - - - - -  
173 579 1 a 
174 a13 6i4 
174 847 898 
175 481 899 
176 115 

063176 48 z a534177 81 
178 el4 

618178 647 
179 279 375631 
179 (111 269631 
180 542 862 
181 174 
181 805 1 3 ~  

6Loi82 A35 

-- 
391 

751 189 
751 988 

79a 
570753 603 -- 

754 418 
755 a37 
756 060 
756 889 
757 724 
758 56'2 

405 
254 
107 

761 966 
Bat; 

763 6g7 
764 570 
765 449 
76'6 331 -_- 
767 222 

768 i 14 
769 013 
769 917 
770 827 
771 741 

660 
773 585 
774 516 
775 453 --- 
776 392 

"0777 3 k ~  
778 291 
779 248 

988780 a i a  --- 
180 

782 I 54 
783 132 

666784 119  
785 1c8 
786 I oti 
787 10 
788 115 

789 128 
700 148 --- 
79 1 173 
7.92 a05 
793 240 
7.94 283 
795 333 
796 387 

798 
799 
804 
811 
815 
81 
82 8 
82q 
835 
838 - 
843 
849 
853 
859 
862 - 
869 
873 
879 
88a 
891 
892 
8.99 
go4 
910 
914 -- 
91.9 
925 
931 
937 
939 
947 
952 
957 
964 
968 - 
974 
978 
987 
989 
998 -- 

iooi 
1008 
1013 
1020 

1025 - 
1032 
1035 
1043 
I 050 
1054 
1060 

638 418 
638 175 

373637 a3 
i! 9.6637 72 

8637 420 
388637 164 

636 go6 
636 648 

106636 386 
636 la2 
635 856 
635 588 
635 318 

376635 045 
634 771 
534 492 
634 ni4 
633 931 
633 649 

478633 361 --- 
839633 073 

12639782 
8g4632 488 
18263% 193 

894 ---- 
593 

631 29 I 
153630 984 

630 676 
813630 366 

a45 
250 
251 
25a 
a56 
258 
258 
262 
264 
a66 - 
268 
a70 
a73 
274 
279 
a78 
283 
282 
a88 
288 

291 
2.94 
a95 
299 
301 
302 
307 
308 
310 

316 
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- - -- 
30" O o. I 66 566 925 942 195 604 zaa 623 mg 372 
30.1 0.166 371 321 720196 227 451622 85 372 
30.2 0.166 175 094 269 196 850 308622 485 377 
30.3 o. 165 978 243 961 197 472 793 62a 108 380 
30.4 0.165 780 771 168 198 094 go1 621 728 383 - --- 
30.5 0.165 58a 676 267 198 716 629621 345 385 
30.6 0,165 383 959 638 199 337 974 620 960 389 
30.7 0.165 184 621 664 199 958 934620 571 392 
30.8 o. 164 984 66a 730 aoo 579 505 620 179 395 
30.9 o. 164 784 083 225 201 199 684 619 784 397 -- --- 
31 .O 0.164 582 883 541 aoi 81 468 619 387 403 
31.1 o. i 64 38 i 064 073 202 438 855 61 8 984 404 
31.2 0.164 178 625 218203 057 839618 580 406 
31.3 o.  163 975 567 379 203 676 419 618 174 41 2 

31.4 0.163 771 890 -- 960204 294 593617 762 415 -- 
31.5 0.163 567 5 6 367204 g i s  355617 347 417 I 3i ,6  o. 163 362 6 4 01% 205 529 702 616 930 419 
3 1 . ~  o. 163 157 154 310206 146 632616 51 i 425 
31.8 o. 162 951 007 678 206 763 143 616 086 427 
31.9 o. 162 744 244 535 207 379 229 615 659 439 l --- 
32. O o. 162 536 865 3o6 207 994 888 615 227 433 
32.1 0.162 328 870 418208 610 115614 794 457 
32.2 o.  162 iao 260 303 209 224 go, 614 357 442 
32.3 0.161 911 035 394209 839 26 ? 613 915 443 
32.4 0.161 701 196 128210 453 181 613 4 7 d 4 9  ----- 
32.5 0.161 490 742 947211 066 653613 023 451 
32.6_0.161 279 676 294211 679 676612 572 455 
3 2 . j  0.161 067 996 618212 292 248 612 117 457 
32.8 0.160 855 704 370212 04 365611 66c 463 
32.9 o.iGo 642 800 o05ai3 g16 025611 197 467 - ---- ---- 
33.0 0.160 429 283 9802.14 127 222610 730 467 
33. i - 0.160 215 156 758 214 737 952 610 263 474 
33.2 0.160 ooo 418 806215 348 ai5609 789 477 
33.3 0.159 785 070 591 215 58 0 0 4 6 0 ~  312 479 
33.4 0.159 569 l i a  - 587 a16 !67 316 608 -- 833 4F5 
33.5 0.159 352 545 271 217 i 6 149 608 34f! 488 Ei 33.6 0.159 135 369 122217 7 4 4,97607 860 491 
35.7 0.158 917 584 625218 392 357607 369 496 
33.6 o. 158 699 19% 268 218 gg 726 606 P73 498 
35.9 o. 158 480 iqa 542 219 60: 599 606 375 505 

-- --- 
34.0 c .  158 260 585 943 220 212 974 605 870 505 
34.1 0 . 1 5 3 0 4 0 3 7 a ~ ~ 6 ~ 2 2 0 8 i 8 8 ~ 6 0 5 3 6 5  512 
34.2 0.157 81. 554 la5 221 424 209 604 853 514 
34.3 o .  157 5q% 129 916 222 029 062 604 339 520 
34.4 0.157 376 108 854222 633 401 603 819  522 - 
34 5 o. 157 153 467 453 237 29.0 603 297 528 
34.6 o .  i 56 930 230 233 223 840 5 17 1 -  Go2 759 540 

o.  i 51; 706 389 71 6 221; 443 286 602 239 535 
o.  156 481 946 430 a25 045 525 601 704 539 

34.9 o. 156 256 900 905 az5 647 22g,6oi 165 545 
35.0 0.156 031 253 676 226 248 394,600 620 546 

Log. F'. 1 Ditf. 1. / II. 1 III. (1 
- -- 
0.296 793 359 758 ni I 34. 731 796 387 1060 
0.227 004 60 489212 1.42 118797 447 1068 
0.227 216 75!! 6~7112  943 565798 515 1 ~ 7 2  
0.227 429 699 172 213 742 080 799 587 1079 
o. a27 643 441 252 214 541 667 800 666 1085 --- -- 
o. 227 857 98a gig ai5 34a 333 801 75 i 1092 
0.228 073 325 a52 a16 144 084 802 843 1096 
o. 2a8 289 46 336 a16 946 9a7 803 939 i 104 
o . a d  506 4 i g  ~ 6 3 . ~ 7  750 866805 043 1110 

0.228 724 167 129218 555 909806 153 1118 
__Lw-- 

O ,228 942 723 038 aig 36a 062 807 271 i 121 

O .229 16a 085 ioo 220 169 333 808 392 I I 29 
O .mg 38a 254 433 a20 977 725 809 52 i i 136 
o.mg 60'3 232 158 221 787 246 810 657 1142 

o.gag 825 019 404222 597 9038ii 799 1147 -- 
0.230 047 617 307 53.23 409 702 812 946 i 157 
0.230 271 027 009 224 a22 648 814 103 I i6c 
0.230 495 249 657 225 036 751 815 263 1168 
0.230 720 286 408 2a5 852 014 816 431 1174 
o .  230 946 138 422 226 668 445 817 605 i 184 --- 
0.231 172 806 867 a27 486 050 818 789 1188 
0.231 400 292 917228 304 839 819 977 1193 
0.231 628 597 756229 124 816821 170 1203 
0.231 857 722 572 aag 945 986 822 373 1208 
o. 232 c87 668 558 a30 768 359 823 581 i 215 - - -- 
0.2% 318 436 917 a31 591 940 824 796 1223 
O .  a32 550 028 857 2% 416 736 826 O 19 1229 
o. a32 782 445 593 a33 242 755 827 a48 1236 
o. 233 O I 5 688 348 234 070 003 828 484 1244 
0.233 249 758 351 234 898 487 829 728 1252 ----- 
o. 233 484 656 838 a35 798 si 5 830 980 i 255 
0.233 7ao 385 053236 559 195832 a35 1266 
O .233 956 944 248 a37 391 430 833 50 I 1272 
o. 274 1 94 335 678 a38 224 931 834 773 1279 
0.234 432 560 609 a39 059 704 836 052 la87 -- -- 
o. 234 671 620 313 a39 865 756 837 339 i a94 
o. 234 g i 1 516 069 240 733 095 838 633 I 301 
3.235 152 249 164 241 571 728 839 934 1308 
0.2% 393 820 892 242 41 1 ô62 841 242 1317 
0.935 636 23% 554 943 252 904 542 559 i%/t 
0.235 879 485 458 244 095 463 843 3 
0.236 193 580 gai a44 939 346845 215 1337 
0.236 368 520 267 245 784 561 846 552 1348 
0.236 614 304 828 a46 631 i 13  847 900 1354 
0.236 860 935 941 247 479 013 849 251 1365 

-- --- - 
0.257 108 414 954,248 328 267 850 617 1368 
O .237 356 743 221 249 178 884 ?51 $5 1380 
o. a37 605 92a 105 250 030 869 853 365 i384 
0 . d 7  855 $2 974'250 884 a34 854 749 1395 
0.938 106 837 208251 738 983856 144 1401 

0.238 358 576 191 259 595 127 857 545 1410 
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I Log. El. -1 Diff. 1. 1 II. 1 III. 

- -- 
35.5 o. 154 894 oio g&lnag 245 98i 5'i7 842 569 
35.6 0.154 664 765 oi3229 843 823597 273 575 
35.7 o. 154 434 921 igo 230 441 096 596 698 575 
35.8 0.154 204 480 094231 037 794596 123 584 
35.9 o. 153 973 300 231 633 917 595 539 586 - -- 
36.0 0.153 41 808 383232 229 456594 953 591 
36.1 o. 153 $ 09 578 927 232 824 409 594 362 595 
36.2 0.153 276 754 718233 418 771 593 767 601 
36.3 0.153 043 335 747 234 012 538593 166 604 
36.4 o. 152 809 323 aog 234 Go5 704 592 562 609 -- --- 
36.5 0.152 574 17 505235 198 266591 953 6 1 4  z 36.6 0.152 339 lg 239235 790 219591 339 618 
36.7 o. i5a 103 729 020 a36 381 558 590 721 624 
36.8 o. i 51 867 347 462 236 972 279 590 097 627 
36-01 o. 151 630 375 183237 562 376 58a ,470 631 

35.; 0.151 154 660 96;a38 740 682588 199 64; 
37.2 0.150 915 ao 27 239 328 881 587 557 648 
37.3 0.150 676291 16 438586 go. 651 
37.4 o. 150 436 674 960 240 803 347 586 25% 659 - -- 
37.5 0.i50 196 171 6i3241 08 605585 599 660 
37.6 o. 149 955 082 008 a41 67g 204 584 939 667 
37.7 o. 149 713 406 804 24a 260 143 584 a72 673 
37.8 o. 149 471 146 661 a& 844 415 583 599 677 
37.9 o. 149 228 3oa 246 243 4a8 014 582 922 683 - --- 
38.0 o. 148 984 874 a3a 8.44 oio 936 58s a39 687 
38. i o. 148 740 863 a96 244 593 175 581 552 6ga 
38.2 o. 148 496 a70 121 245 174 7a7 580 860 699 
38.3 o. 148 251 095 394 245 755 587 580 161 70a 
38.4 o. 148 005 339 807 246 335 748 579 - 459 710 

-< 

38.5 0.147 59 004 0 5 ~ n 4 6  915 907578 749 71% 
38.6 o. 147 088 852 247 493 956 578 037 71 
38.7 0.147 a64 594 896248 071 993577 818 72 8 
38.8 o. 147 016 52% go3 248 649 31 1 576 592 729 
38. o .  146 767 873 592 249 a25 903 575 863 736 - ----- 
39.0 o. 146 518 647 689 249 801 766 575 127 740 
39.1 o. 146 a68 845 923 250 376 8.93 574 387 748 
39.2 o. 146 018 469 030 a50 951 280 573 639 750 
39.3 o. 145 767 517 759 a51 524 19 572 889 759 
39.4 0.145 515 99s 831 25% 097 808 57a -- 130 766 
39.5 o. 145 a63 895 023 S52 669 938 571 365 76 
33.6 0.145 o i i  225 085253 241 303570 598 77 $ 
39.7 0.144 37 983 782253 811 go1569 823 781 
39.8 0.143 go4 171 881 254 581 724 569 04. 787 
39.9 o. 14.4 249 790 157 254 950 766 568 255 792 
40.0 0.143 994 839 3912% si9 02' 567 463 798 

Log. F' 1 Diff. 1. 1 II. 1 III. 11 
- -- 

o.  a38 358 576 19 i 25a 595 i 27 857 545 i4ic 
0.238 611 171 318 a53 452 672 858 955 1417 
0.238 864 623 ggo 254 31 i 627 860 372 1427 
0.239 118 935 617 255 171 999 861 7.99 1434 
0.239 374 107 616 256 033 798 863 23; 1.54~ - --- 
0.939 6'30 141 414 256 897 031 864 676 1450 
0.239 887 038 445 "57 51 707 866 126 1460 
0.940 144 800 152 a58 627 833 867 586 1467 
0.240 403 427 985 259 4 5 419 869 055 1476 
0 . ~ 4 0  662 9 8  404260 3g4 472 870 529 1486 -- 
0.240 923 a87 876 a61 235 ooi 872 015 1492 
0.241 184 5aa 877 a6a 1c7 016 873 507 1501 
0.241 ,446 629 893962 980 523 875 ooE 1512 
0.241 709 610 416 263 855 531 876 32c 1519 
O .a41 973 465 947 a64 7% 051 --- 878 039 1529 
o .  2.42. 238 197 3 a65 610 ogo 879 568 1536 
O. 242 503 808 088 266 489 658 881 I 04 1547 
o.  242 7 O 297 7@ 267 370 762 882 65 I i 554 
o. 243 O 5 7 668 508 268 253 413 884 205 1564 
0.243 305 921 9a1 269 137 618 885 769 1574 - -- 
O ,243 575 059 539 270 oa3 387 887 343 i 583 
0.243 845 082 927 270 910 733 888 . a6 1589 
0 . 2 4  i 15 993 657 271 pgg 656 890 215 1603 
0 . 2 4  387 793 313272 6 O 171 892 118 1609 8 O ,244 660 483 484 273 5 a a89 893 797 i 622 -- 
0.844 934 065 773274 476 016 895 349 1627 
0.945 208 541 789 275 371 365 896 76 1638 
0.245 483 y13 154276 268 341 898 ai4 1650 
o. 245 760 181 4 5 a77 166 955 900 264 i 657 
0.246 03, 548 4!0 278 067 219 901 921 1669 --- 
O ,246 315 415 669 278 -69 140 go3 590 1677 1 0.246 594 384 809 279 71 730 go5 a67 1686 
0.246 8 4 257 539 280 777 997 906 53 1699 
0.947 355 035 536281 684 95ogo8 851 1707 
0.247 436 7ao 48628a 593 602910 35.9 1717 --- 
0.247 719 314 088 283 503 961 gia 076 1728 
0.248 ooa 818 0 4 ~ 2 8 4  416 037913 804 1738 
0.248 287 234 086 285 329 841 915 542 1747 
O -248 57% 563 .y27 286 245 383 g 17 a89 i 759 
0.948 858 809 310287 16a 672918 048 1771 

p- 

0.249 145 971 9 8 2 3 8  081 aogzo 819 1778 
0.949 434 053 702 289 002 g3q gaa 597 1789 
0.249 723 056 241 289 25 136 924 386 1801 

- 
il 0.250 oia 981 377290 41) 5229a6 187 1813 

o .&O 303 830 899 ar) i 775 70.9 928 ooo i 82 i -- 
O .a50 595 606 608 aga 703 709 gag 821 1833 
0.250 888 310 317293 633 530931 654 1843 
0.251 181 943 847 a94 565 184 933 497 1855 
9.251 476 509 031 a95 498 683 935 352 1868 
0.251 772 007 714 a96 434 035ig37 azo 1879 
o.25a 068 4.41 749 297 371 ~55,939 ogg 1886 
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I Log. E'. 1 Diîf. 1. 1 II. 1 III. 1 Log. FI. 

I 
- 

40'0 0.143 994 839 391 255 519 021 567 463 798 0.252 068 441 749 297 371 a55 939 099 1886 
40. i o. 143 739 320 370 256 086 484 566 665 805 0.052 365 813 004 298 310 354 940 985 igoi 
40.2 o. 143 483 233 886 256 653 149 565 860 809 0.252 664 la3 358299 251 339 942 886 1912 
40.3 o. 143 226 580 737 257 219 oog 565 051 817 o. 252 963 374 697 300 194 225 944 798 1923 
40.4 o. 14a 969 361 728 257 784 060 564 234 823 0.253 263 568 922 301 139 023 946 7S1 1934 - ----- -- 
40.5 0.142 711 577 668 258 348 294563 411 828 0.253 564 707 945 502 085 7 4  948 655 3 
40.6 o. 142 453 229 374 258 gi i 705 562 583 834 0.353 866 793 6a9 303 034 399 950 603 i956 
40.7 o. 142 i 4 317 66<) 259 474 288 561 749 841 o. 254 169 828 088 303 98F> 002 952 559 1971 
40.8 o. 141 g4 843 381 260 036 0 3 ~  560 p 8  847 0.254 473 813 090 364 937 561 954 530 1982 
- i! 40 .g o.  141 74 807 344 260 596 945 - 560 061 - 855 o. 254 778 750 651 305 892 09' 956 51 2 1095 
41 .O a. 141 414 2 io 399 261 157 006 559 206 858 o. 255 084 642 42 306 848 603 $8 507 5 41.: 0.141 153 053 393261 716 212558 348 867 0.255 391 hg1 45307 807 110 960 5izaoiE 
41.2 o. 140 89 I 337 181 262 274 560 557 481 872 O .a55 699 2 8 455 308 767 692 962 530 a031 
41 .8 O. 140 629 062 62 I 262 832 041 556 609 8 ~ 9  O.  256 008 026 077 309 730 15% 964 561 2044 
41.4 ---- O. 140 366 230 580 a63 --- 388 650 555 -- 730 886 O .  256 317 --- 796 829 31 O 6.94 713 $6 605 2055 - 
41.5 o. 140 102. 841 93c 263 944 380 554 8 4  ggo 0.256 628 490 942 31 i 661 318 968 660 no68 
41.6 o. 139 838 897 55c 264 49. 224 553 954 901 O ,256 940 152 260 712 629 978 970 728 2081 
41.7 o. 139 574 398 326 265 058 178 553 053 go4 O .a57 252 782 238 313 600 706 972 809 2093 
41 .8 O .  139 309 345 148 a65 606 231 552 149 gia o. 257 566 382 944 314 573 515 974 902 2107 

4 ,  ..9 o. i 39 043 738 9 17 266 158 380 551 237 920 o. 257 880 956 459 315 548 417 977 009 ux - ---- -- 
42.0 O.  138 777 580 537 266 709 617 550 317 gad 0.258 196 504 876 316 525 426 979 i 2 c ~ I a  

42.1 o. 138 51 O 870 920 a67 259 934 54q 3, 934 o. 258 513 030 302 317 504 555 981 262 2 1 4  
42.9  0.138 243 610 986267 809 397548 4 r' 9 937 0.258 830 534 857318 485 817 983406216~ 
42.3 o. 137 975 801 659 268 357 786 547 522 94t o. 259 149 020 674 319 469 223 985 566 2172 
42.4 o. 137 707 443 873 268 905 308546 574 959 0.259 468 489 897 320 454 789 987 7 3 8 9  - ----- ----- 
4a. 5 o. 137 438 538 565 269 451 882 545 622 962 o. 259 788 944 686 33 I 442 527 989 2 198 
42.6 0.137 169 086 683269 997 5 0 4 5 4  660 964 0.260 110387 z133aa 432 452 992 1232213 
42.7 o. 136 899 089 179 270 54a 164 543 696 977 0.260 432 819 665 323 424 575 994 336 2226 

42.8 o. 136 628 547 015 271 085 860 542 719 980 0.260 756 244 240 324 418 g i  i 996 562 2249 

42.9 o. 136 357 461 ------ 155 271 628 579 541 739 ggc 0.261 080 663 151 725 415 473 - 9<98 804 a255 - 
43. o. 136 085 852 576 272 170 318 540 749 g95 o. 261 406 078 624 326 414 277 I ooi 060 2268 
43.1 o. 135 813 662 258 272 71 1 067 539 754 1004 O ,261 732 492 901 327 415 337 1003 328 2282 
43.2 O. 135 540 951 19 I 273 250 821 538 750 1009 0.262 059 go8 a38 328 418 665 1005 610 2297 
43.3 o.  135 267 700 3 7 ~  273 789 571 537 741 1019 o. 262 388 326 go3 329 424 275 1007 907 2313 
43.4 0.134 993 910 799 " 4  327 312536 722 1027 0.262 717 751 17'8330 43.32 182 1010 2202327 - ---- -- 
43.5 0.154 719 583 487 9.74 864 034535 6 5 1031 0.263 0411 183 360331 442 4,1012 5 4 7 m  8 43.6 O, 134 444 719 453 275 399 729 534 6 4 1042 O .263 379 625 762 3324 454 949 1014 887 2355 
43.7 0.134 169 319 724275 934 393533 622 1047 0.263 712 080 711 533 469 836 1017 2422371 
43.8 o. I 33 893 385 331 276 468 oi5 532 575 1056 o. 264 045 550 547 534 487 078 ioig 613 2387 
43.9 0.133 616 917 - 316277 ---- 000 590531 519 1065 ----- 0.264 380 037 625335 506' 691 1022 oooa~oo - 
44.c 0.133 339 916 796977 532 log 530 454 1071 0.264 715 544 316336 528 691 ,024 400- 
44.1 o. 133 062 384 617 278 062 563 529 383 1077 o. 265 052 073 007 137 553 091 1026 816 a431 
44.2 '  o. 132 784 322 054 278 591 946 528 306 1090 o. 265 389 626 098 338 579 go7 iozg 247 2447 
44.5 o. 132 505 730 108 279 i 20 252 527 21 6 1094 0.265 728 906 005 339 609 154 1031 6q4 2463 
44.40.132 226 609 856 279 647 468 526 iaa o. 266 067 815 159 340 640 848 I 034 iS7 2.479 - ---- 
44.5 0.131 946 $2 388 280 173 590 525 01. 6 408 456 007 341 675 005 I 036 636 2495 
44.6 o. 131 666 788 798 a80 698 609 523 go! 750 131 oi2?42 711 641 1039 131 2508 
44.7 0.131 386 oc)o 189281 a22 517522 788 092 842 653 343 750 772 1041 639 a526 
44.8 o. 1 3 ~  104 867 672 281 745 305 521 662 436 593 4.25 344 79a 41 I 1044 165 2,545 
44.9 o. 130 823 iza 367 982 266 967 520 525 781 385 836 345 836 576 1046 71 O 2557 
45. O o. 130 540 855 400 282 787 492 5 i 9 382 127 222 412 346 883 286 1049 267 2576 
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Log. El. 1 DifF. 1. 1 Ii. . 1 IiI: 
- --- - - - -- -- ~ - - - -- 

4500 0.130 540 855 400282 787 4ga519 382 11530.268 127 222 412346 883 a861049 2672576 
45. I o. 130 a58 067 908 283 306 874 518 aag i 160 O .a68 474 i 05 698 347 932 553 I 05 1 843 a5ga 
45.2 0.129 974 761 034283 825 103517 069 11690.268 82a 038 251 348 984 3961054 4352609 
45.3 0.129 690 935 931 284 349 172 515 goo 1177 0.269 171 oaa 647350 038 831 1057 044 2626 
45.4 O,. iag 406 593 759 284 858 072 514 725 i 188 0.269 5-41 061 478 351 095 875 1059 670 2643 -- ----- 
45.5 0.129 121 735 687285 372 795513 535 iig30.269 872 157 35335a 155 5451oGa 3132660 
45.6 o. 128 836 362 892 285 886 330 512 342 la04 O .a70 224 312 898 353 2 17 858 1064 -73 2679 
45.7 o. 128 550 476 562 286 398 672 511 138 inia 0.270 5 7 530 756 354 282 831 1067 252 aog3 

?l 45.8 o. 128 264 077 890 286 909 810 509 ga6 1220 0.270 g I 813 587 355 350 483 1070 345 2714 
45. 0.127 977 I 68 080 287 41 9 736 508 706 1232 o. 271 287 164 070 356 420 828 1073 059 2730 -- 

9 r-- ---- - - 
46.0 o. 127 689 748 344 287 998 442 507 474 12% o. 271 643 584 8 8.357 493 887 1075 789 2749 
46. i o. 127 401 81. go2 188 435 916 506 236 1247 o. 272 001 078 785 358 56 676 1078 538 2765 
46.2 o. 127 i 13 38 986 288 942 152.504 989 1256 o.  172 359 648 461 359 64! 214 1081 303 2787 
46.3 o .  126 894 441 834 289 447 141 503 733 1267 o. a72 719 296 675 360 729 5'7 1084 090 2802 
46.4 o. i a6 534 _ _ -  994 693 289 950 874 502 -- 466 1276 o. 273 080 026 199 361 813 607 i 086 892 - 2821 
46.5 o. i 26 245 043 819 290 453 3 6  501 190 1282 0.273 441 839 799 362 go0 1089 713 2843 
46.6 o. 125 954 590 479 290 954 530 499 908 1294 0.273 804 740 298 363 990 ai2 ioga 556 a857 
46.7 o .  125 663 635 49 agi 454 438 498 614 1304 0.274 168 730 510 365 082 768 1095 413 2.87 
46.8 0.125 372 181 g i i  291 953 052497 310 1312 0.974 533 813 178 366 178 181 1098 nga 289 8 
46.9 o .  125 oXo 228 459 2.92 450 362 495 998 1321 0.274 899 991 459 367 276 473 1101 igo 2917 -- -- 
47.0 o. 124 787 7 8 097 292 946 360 494 677 1332 o. 275 ~6~ "67 368 377 I 104 107 2936 
47. i o .  124 494 851 737 293 441 037 493 345 1541 O. 275 635 645 5 5 369 481 770 1107 043 2956 
47.2 o. 124 aoi 390 700 2.93 934 382 492 004 i35r o. 276 005 127 3!5 370 588 113 1 log 999 2977 
47.5 0.123 907 456 318 294 426 386490 654 1361 0.276 375 716 178 371 698 812 1112 976 2995 
47.4 0.123 613 os9 932294 --- 017 040489 293 13~00.276 747 414 -- 990372 811 7881115 9713018 -- 
47.5 0.123 318 112 8 sa95 406 333487 9543 1381 0.277 120 226 778?j73 927 759 1118 9893036 
47.6 0.123 c m  706 5Q9 2.95 894 256486 542 1388 0.277 494 154 537 375 046 748 1122 025 3057 
47.7 0.122 726 812 313296 380 798485 154 1401 0.277 869 201 285376 168 7731125 0823078 
47.8 o. iaa 430 ,431 505 296 865 952 483 753 1410 0.278 245 370 058 377 293 855 i 128 160 3099 
47.9 0.122. 133 565 -- 552197 --- 3413 7 ~ 5 4 8 2  343 - 1421 0.278 -- 622 663 01313~8 422 0151131 2593121 - 
48.0 0.121 836 215 848 297 832 048480 922 1429 0.279 ooi 085 928379 553 2 3  1134 3803140 
48.1 0.121 538 383 800198 3ia 970479 493 14420.279 380 639 202.380 687 6 5 4 1 1 3 ~  5203164 
48.2 o , i a i  240 070 830 298 792 463 478 051 1450 0.279 761 326 856 381 8a5 17411 140 684'3185 
48.3 0.120 941 a78 3G7 299 270 514476 601 1462 0.280 143 152 030382 965 858 1143 869 3206 

- o .  ino 642 007 853 zc)g 747 115 475 139 1473 o. a80 526 i 17 888 384 10.9 727 i 147 075 3227 48. 4 --- - -- ----- - 
0.120 342 260 738 300 222  254 473 666 1482 o.a8o gio 227 615 385 2% 802 1150 302 3252 
o.  iao 042 038 484 300 695 920 47% 184 1 4 ~ 3  o. 281 a95 484 417 386 07 ic4 i 153 554 3273 
C. "9 741 342 564 Soi 168 104470 6. I 1503 0.281 681 891 521 387 60 658 ri56 827 3296 8 S 

48.8 o . i l 9  440 174 460301 658 7 5469 I 8 15160.282 069 45a 179388 717 485 1160 123 3319 
48.9 o .  i ig 138 535 665 302 107 9 ! 3 467 672 1527 o. a82 458 169 664 389 877 608 i 163 442 3343 - _ .  --- - -- -- 
49 O O .  "8 836 427 682 302 5,5 655 466 145 1533 0.282 848 047 272 391 041 c50 i 166 785 3365 
49. I O .  i 18 533 85a oa7 403 041 800 464 610 1548 0.283 239 088 322 392 207 835 1170 150 3388 
49.2: o. i 18 230 810 303 506 4ic 463 062 1558 o. a83 631 296 157 393 377 985 I 173 53E 3412 
49.3 o. i 17 927 303 817 303 969 472 461 504 1570 0.284 024 674 142 394 551 523 i 176 950 5431 
49.4 o. i 17 623 334 345 304 I---- 430 976 459 934 1585 0.284 419 225 665 395 728 473 --- i 180 387 5461 
49.5 0.117 318 go3 369304 890 910458 351 159~2.284 814 954 i38Sq6 908 8601183 848 3485 
49.6 0.117 014 oia 45.9305 349 a61456 761 16050.285 211 869 gg8398 oga 708 1187 333 i508 
49.7 0.116 708 663 198305 806 022455 156 16150.285 609 955 706399 280 041 1190 841 3536 
49.8 o. I I 6 402 857 176 306 261 178 453 541 1627 0,286 009 235 747 400 470 882 1194 377 5559 
49.9 0.116 096 595 ggP 306 714 719 451 914 1638 0.286 409 706 62,9401 665 259 1197 936 5584 
50. O o. 115 789 881 279 307 166 633450 a76 1651 0.286 81 I 371 888 402 863 195 1201 52c 3610 
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Il O- I Log El. 1 Dirt 1. 1 II. 1 III. Log. FI. 1 DifF. 1. 1 II. 1 III. 
-- 
50°0 0.115 789 881 279307 166 633450 276 1651 
50.1 0.115 482 714 646307 616 909448 625 1662 

- 8 
r- 50. a o. i 15 175 097 737 308 065 534446 963 I 673 

50.3 0.114 867 032 203308 512 4 7445 290 1686 
50.4 0.114 558 519 706308 957 7 7443 604 1699 --- 
50.5 o. 114 249 561 919 309 401 391 441 905 170 
50.6 o. i 13 940 160 528 309 845 296440 196 i728 

50.7 o. i 13 630 317 232 310 283 492438 473- 1733 
50.8 o. i 13 320 033 740 310 721 965 436 740 1748 
50.9 0.113 009 311 775311 158 705434 99% 1759 -- --- 
51.0 0.112 698 153 070311 593 6 7433 2331772 1 51. I o. 112 386 559 373 312 026 g O 431 461 1784 
51.2 0.112 074 53a 443312 458 3 i4 rg  677 1798 8 51.3 0.111 76a 074 052319 888 O 8427 879 180 
51.4 0.111 4.49 185 984 313 315 947426 070 182 -- 8 -- 
51.5 0.111 135 870 037313 742. 017424 247 1837 
51.6 o. i i o  82a 128 020314 166 2644aa 410 1847 
51.7 0.110 507 961 756314 588 674420 563 1863 
51.8 0.110 193 373 082315 009 237418 700 1876 
51.9 0.109 878 363 845315 427 937416 824 1887 -- 
5n.o o. 109 56a 9 3 5 0 8 3 i 5  844 761 414 937 1903 
52.1 0.109 247 O I 147316 259 698413 0341916 
52.2 0.108 930 8 8 i 449316 67a 32,411 118 1928 
52.3 0.108 614 158 717317 083 50409 igo 1944 
- --- - I i 
52.4 o. 108 297 074 867 317 493 040 407 a46 1956 --- 
52.5 o. 107 979 581 827 317 900 286 405 290 1970 
52.6 0.107 661 681 541 318 305 576403 3201985 
52.7 0.107 343 375 965318 708 896401 335 1999 
52.8 0.107 024 667 069319 110 231399 3362013 
52. o. i 06 705 556 838 319 509 567 397 323 2026 ------ 
53.0 o. 106 386 047 271 319 06 890395 2972041 t 53.1 0.106 066 140 381 320 oa 187393 a562057 
53.2 o. i 05 745 838 i 94 3ao 695 43 3.91 199 2071 t 53.3 o. 105 425 i4a 751 321 086 42 38.9 128 2084 
53.4 0.105 104 056 109321 475 770387 044 aioo --- 
53.5 0.104 78a 580 339321 862 8,4384 g44aiiii 
33.6 0.104 460 717 525322 247 58382 8292130 
53.7 o. 104 138 469 767 322 630 gg7 380 699 2145 
33.8 0.103 815 839 180323 o i i  286378 5542159 
53.9 o. i 03 492 827 894 323 389 840 376 395 ai76 -- 
34.0 o. 103 169 438 054 323 766 235 374 219 zig0 
54.1 0.102 845 671 81.9324 140 4 4 3 7 2  0292206 
54.2 O .  ioa 521 531 365 3244 51 a 483 369 8a3 2223 
54.3 o. i 02 I 97 018 882 324 88a 306 367 600 2236 
54.4 o. 101 872 -- 135 576 325 249 906 --- 365 364 2255 
54.5 o. I o i  546 886 670 325 615 270 363 loi  2 ~ 6 7  
54.6 o.  101 221 271 400 325 978 379 360 842 a287 
54.7 o.  i oo 895 2.93 oz1 326 339 221 358 555 2300 
54.8 o. I oo 568 953 800 326 6 7 776 356 255 a31 q I 54. g o. 100 242 256 024 327 O 4 031 353 936 a333 
55.0 0.093 915 soi 9931327 407 967 351 603 a351 

- - 
0.286 811 371 8884oa 863 195 iaoi 5203610 
0.287 214 235 083404 064 715 1205 1306637 
O ,  287 61 8 2 g 798 405 a69 845 1208 767 3662 
0.288 09 dg 643406 478 612 1212 4293688 
0.288 430 048 a55407 691 041 1916 1173714 - 
0.288 837 7 3  a96 408 907 158 iaig 831 3743 
o. 289 246 648 454 4io 126 989 1.23 574 3769 
0.289 656 773 443 41 i 350 565 1227 343 3794 
0.290 068 124 006 4 ;  2 577 go6 1231 137 3824 
0.290 480 701 g1a413 809 043 1.234 961 3851 -- - 
0.290 894 510 955 415 044 004 la38 812 3880 
O ,291 309 554 959 416 282 816 194% 692 3907 
0.291 725 837 775 417 525 508 1.46 599 3936 
O .2ga 143 363 a83 418 772 1c7 1250 535 3965 
0.292 562 135 390420 oaa 642 1254 5003994 --- -- 
o.nga 982 158 032 4161 277 142 la58 4944023 
o,ag3 403 435 174 422 535 636 12.62 517 4055 
0 . 2 ~ 3  825 970 810 423 798 153 1266 572 4082 
o. 294 249 768 $65 425 064 725 1270 654 4 1  14 
o. ag4 674 833 688 426 335 379 1974 768 414.4 ---- 
0.295 loi  169 067427 610 147 1278 9124175 
0.295 528 779 214 428 889 059 1983 0874207 
0.295 957 668 973.430 172 146 1287 294 4238 
o. 296 387 840 419 431 459 440 1291 532 4269 
0.296 819 agg 859 4% 750 972 1295 801 430a --- 
o. a97 252 05083; r 34 046 773 I 300 I O ~  4334 
o.  297 686 0.97 601 435 346 876 1304 437 4368 
o.ag8 la i  444 48c $36 651 313 1308 8054400 
o. 298 558 095 79' 437 960 I 18 13 13 205 4484 
0.298 996 055 91 I 439 273 323 1317 639 4467 - ----- 
O .  299 435 329 a34 40 590 962 1322 106 4501 
0.299 875 20 i q b  &i 913 068 1326 607 4537 
0.300 3.17 833 264,443 239 675 1331 144 4572 
0.300 761 072 939 444 570 819 1335 716 4605 
0.301 205 643 75) 0;5 906 535 1340 3ai 4642 
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-- 
5.5'0 0.099 915 801 993 327 407 967 351 605 
55. i o.og:) 587 794 026 327 75 570 349 252 
55.2 o. ogg 260 034 456 328 l o i  822 346 886 
55.3 0.098 931 925 634328 455 707 344 501 
55.4 0.098 603 469 927 328 800 209 342 ioc - . -. - - - 
55.5 o. 098 274 669 71 8 3a9 14a 309 339 684 
55 6 0.097 945 527 409 329 481 993 337 249 
55.7 0.097 616 045 416329 819 249 334 gl; 
55.8 o. 097 a86 226 I 74 330 i 54 040 332 gai 

: 55.9 0.096 956 ----- 072 134330 486 367329 841 
1 56.0 0.096 625 585 767330 816 208327 333 

56.1 0.096 294 76< 559331 143 547324 816 
56. 2 o .  095 963 622 012 331 468 363 322 277 
56.3 0.095 632 157 649 331 790 640 319 72c 
56.4 0.095 300 367 0093% 110 360317 144 
56.-, o. 094 968 256 649 33a 427 504 31% 55c 
56.6 o. 094 635 899 145,33a 742 054 3 i i 94c 
56.7 0.094 303 687 091 333 053 994 309 309 
56.8 o. 093 970 033 097 333 363 303 306 66c 
56.0 - 0.093 636 669 794333 669 963303 992 
57. O o. 093 30a 999 831 333 973 956 301 307 
57.1 0.092 969 02.5 875 334 275 a63 298 60? 
57.2 0.0ga 634 750 612 334 573 866 295 873 
.57.3 o. oga 300 176 7-46 334 869 745 a93 13E 
57.4 o .  09 1 965 307 001 335 --- i 62 880 290 371 
57.5 o. 091 630 144 121 335 453 252 287 592 
57.6 o. 09 I 294 690 869 335 740 844 284 7g9 
57.7 0.090 9b8 950 oa5 336 oa5 633 281 96s 
57.8 o. 090 622 924 392 336 307 602 279 in7 
57.91 0.0.90 286 616 790 336 --- 586 729 276 266 
58.0 0.089 9.50 030 061 336 862 995 273 386 
58.1 0.089 613 167 066337 136 381 270 484 
58. a 0.08 a 6 030 685 337 406 865 267 562 
58.3 o. o8! 9$8 623 820 337 674 427 264 6ac 
58.4 o. 088 600 949 393 337 959 047 261 657 -- 
58.5 0.088 263 oio 346338 200 704258 67F 
58.6 0.087 924 809 642 338 459 377 a55 669 
58.7 O. 087 586 350 265 338 715 046 a52 642 
58.8 0.087 247 635 219338 967 688249 596 
58.9 0.086 go8 667 531 339 217 284 246 526 -- --- 
59. O o. 086 569 450 247 339 463 810 243 437 
59. I O. 086 aag 986 437 339 707 247 240 3aE 
59.2 0.085 890 279 190 339 947 572 237 i q n  
59.3 0.085 550 331 618 340 184 764 234 034 
59.4 0.085 210 146 854 340 418 7.98 230 857 -- --- 
59.5 o. 084 869 728 056 340 649 655 a27 65t 
59.6 o. 084 529 078 40 i 340 877 313 224 434 
59.7 0.084 188 a01 088341 loi  747221 igc 
59.8 0.083 847 ogg 341 341 322 937 217 gac 
59.9 0.083 505 776' 404341 540 857214 625 
60.0 0.083 164 235 547 341 755 486 211 3iE 

Log. FI. 1 DifF. 1. 1 II. 1 m. 1 
- 

0.308 503 653 367 467 929 518 1419 izo 5264 
0.308 971 58a 885 469 348 638 14a4 384 5307 
0.309 440 931 523 470 773 022 142 691 5551 

- 
5 0.309 01 I 704 545 472 202 713 143 042 53.92 

0.310 383 oc7 ~ 5 8 4 7 3  637 755 1440 434 3437 --- 
0.310 857 545 015 475 078 189 1455 871 ,3489 
O. 31 1 332 623 202 476 524 060 1451 353 5526 
0.31 i 809 147 a62 477 975 413 1456 879 5572 
o.31a 287 122 675479 43a a92 1462 451 5618 
0.312 766 554 967 480 894 743 1468 069 5664 - -~--- - 
0.313 247 449 710482 362 812 1473 7335710 
0,313 729 812 522 483 836 545 1479 443 5759 
0.314 213 649 06 485 315 988 1485 zoz 5807 
0.314 698 965 055486 801 igo 1491 oog 5854 
0.315 185 766 a45 488 292 199 1496 863 5904 ---. 
0.315 674 058 444 489 789 062 i 502 767 5955 
0.316 163 847 506 491 291 829 1508 722 6ooa 
0.316 655 139 335492 800 55; 1514 7246055 
0.317 147 939 886 494 315 a75 1520 779 6106 
0.317 642 255 161 495 836 054 1526 885 6156 - ----- 
0.318 138 091 a15497 362 939 1533 041 6212 
0.318 635 454 154498 895 980 I 539 a53 6262 
0.319 134 350 134500 435 a33 1545 515 6317 
0.319 634 785 367 501 980 748 1551 832 6371 
o. 320 136 766 i I 5 503 53a 580 1558 203 6L27 ----- 
0.320 640 kq8 695 505 090 783 1564 630 6488 
0.321 145 389 478506 655 413 1571 i i z  6538 
0.391 65a 044 891 508 a26 525 1577 650 6594 
0.322 I 60 271 4 6  509 864 175 1584 244 6653 
0.322 670 075 591 51 I 388 419 1590 897 671 O --- 
o.3a3 181 464 010 512 979 316 1597 607 6770 
o.3a3 694 443 326 514 576 925 1634 377 6830 
0.324 aog oao 249516 181 3oc 1611 207 $890 
0.324 725 201 54cl 517 792 507 1618 097 6 9 4 ~  
0.325 242 994 056519 410 604 1625 0467014 ----- 
0.325 762 I D ~  660521 035 650 i63a o6c 70'76 
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Log. E'. Log. Fr. -- -- 
6000 0.083 164 a55 547 0.333 75a 613 698 546 289 336 1745 m i  8 113 
60. i o. o8a 822 480 06 i 0.334 2.98 903 034 548 034 537 1753 314 3 187 
60.a 0.0% 480 513 259 0.334 846 937 571 549 87 851 1761 501 8 a63 
60.3 0.089 138 338 478 0.335 396 7a5 422 551 1 49 352 176 764 8 345 
60.4 0.081 795 959 081 0.335 948 274 ,74553 -- 319 116171- '09 8 422 - 
60.5 0.081 453 378 452 0.336 501 593 890 555 O 7 aa5 1 ~ 8 6 x 1  8 5 0 i  
60.6 0.081 i i o  599 999 0.357 056 691 il5556 8!3 756 1795 038 8 583 
60.7 0.080 767 627 155 0.337 613 574 871 558 678 788 1803 615 8 667 
60.8 o. 080 g24 463 376 O .338 i 72 253 659 560.482 403 181 a 283 8 748 
60.9 0.080 081 l i a  1.43 0.338 732 736 062 56a a94 685 1821 030 8 834 

-'----- 
0.339 295 030 747 564 115 15 182 864 8 919 
0.339 $59 146 462 565 945 $9 1830 783 g 006 
0.340 4a5 092 041 567 784 362 1847 789 g 099 
0.340 92 876 403569 632 151 1856 881 g 184 
O .34i g62 508 554 571 489 032 1866 065 g a71 
-3F7386 5 7 3 3 5 5 7  mi8756 g G  8 0.342 707 352 683 575 830 4 3 1884 701 g 457 
0.343 282 583 116 577 115 134 1894 158 g 549 
0.343 85 698 850 579 009 292 1903 707 g 647 t 0.344 43 707 - 542580 --- 912 999 -- 1913 354 9 741 -- 
0.345 019 6ao 541 58a 826 353 1ga3 095 g 841 
0.345 602 446 894 584 749 448 19% 936 g 937 
0.346 i 87 196 342 586 68a 384 1942 873 io 041 
0.346 773 878 796 588 6a5 957 ig5a 914 I O  140 
o. 347 362 503 . 983 590 578 171'1963 054 I O  a44 

--A---- 

0.347 53 082 154 592 541 sa5 
0.348 g45 623 379 594 514 523 
0.349 340 137 902 596 498 170 
0.349 36 636 079 5r~8 492 9 a A 5 --- 0.350 35 la8 344 60.2 496 g -- 
0.350 935 6a5 280 602 5r2 2721a~z% i ig io 893 
0.351 538 137 552 604 538 391 203, ois i i  oio 
O. 352 142 675 943 60% 575 403 2048 oaz 1 i 121 

O .352 749 251 346 608 6a3 425 no59 143 i i 243 
o. 353 357 874 771 S io  682 568 ea?o 386 i i 3.59 ----- -- 
0.353 q68 557 3 3 ~ ~  612 52 54 a081 745 I i 478 
0.354 581 310 993 614 i34 &9 gag3 a23 i l  603 
0.355 196 144 992 616 927 922 2104 826 11 726 
0.355 813  o p  914619 032 48.~116 532:1i 853 

., 8 0.956 43a 105 669 621 149 oo ara8 405 i l  978 
0.357 053 254 962.629 277 705 el40 383 le 1 I O  

0.357 676 53a $67 625 418 088 2152 4$:10 239 
0.358 301 cJic 55627 5 O 581 a164 7321a 374 
0.358 qrg 511 236 629 $5 $1341,~  106 IQ 510 
0.359 559 a56 649 631 gia 419 ni89 616 1 2  645 - -- - 
0.360 igi 169 068634 102 035aaos a61 la 787 
o. 360 825 271 103 636 304 296 m i  5 048~1n 926 
0.361 461 575 3 9 6 3 8  519 34429S7 g74:13 072 
0.362 100 094 743 640 747 31%.aa41 046 13 217 
0.362 740 842 061 642 988 364 na54 963.13 364 
0.363 583 830 425 645 24a 697 9267 627 13 5i5 
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II B. 1 Log. Et. 1 DiE. 1. 1 II. 1 ni. 1 Log. Fr. 1 DiE. ï. 1 H. 1 III. 
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183 43; 678 
844 654 161 
506' 210 198 
168 il5 o8a 
830 376 160 
493 ooo 8 3 3  
155 996 556 
8 3 O 841 488 l g l  257 
11;7 885 426 . ., 

0.041 811 841 ;30 
0.041 476 805 806 
0.041 142 187 550 
0.040 807 994 117 
0:04o 474 233 4 2 0  

0.040 140 913 4 3 3  
0.039 808 049 188 
0.039 475 627 778 
0.039 143 678 359 
0.038 812 aoa 148 -- 
0.038 481 207 4 2 2  
0.038 150 70a 523 
0.037 8ao 695 857 
0.037 491 195 8.94 
0.037 16a 211 167 

p.--- 

-0.035 I yg 60i 970 
o. 034 874 475 41 i 
O- 034 549 927 764 
0.034 a25 975 176 
0.033 aoa 62.6 86L: 

Diff. 1. II. In. IV. 
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Log F'. DiE. 1. 1 II. 

70° O 0.398 729 19 991 778 834 51 a 
70.1 o. 399 508 g54 433 782 024 749 
70.2 0.400 290 579 175 785 240 a56 
70.3 0.401 075 819 431 788 481 416 
70.4 o. 401 864 300 847 79l 748 589 ---- 
70.5 o. 402 656 049 436 793 04% 147 
70.6 0.403 451 091 583 798 36a 467 
7O.7 0.404 249 454 050 801 709 94: 
70.8 0.405 051 163 991 805 084 962 
70.9 0.405 856 248 956 --- -- 808 487 943 
71 .O 0.406 664 736 899 91.9 287 
71.1 o. 407 476 656 I 86 815 379 413 
71 .a o. 408 ~ g a  035 599 818 868 751 
71.3 0.409 i i o  904 350 822 387 743 
71 a 4  -- 0.409 933 aga 093 825 936 833 
71.5 0.410 9 228 9a6 82 516 474 
71.6 O .  41 i 745 400 832 127 157 
71 -7 4.412 421 872 537 836 769 294 
71.8 0.413 258 641 831 840 443 499 
71 -9  -- 0.414 099 085 a60 844 150 036 ---- 
7a.o 0.414 943 235 296 847 889 620 
72.1 0.415 791 124 916 851 662 698 

0.416 642 787 614 855 469 801 : 1 0.417 498 257 415 859 31 I 465 
72.4 -- 0.418 357 568 880 863 188 240 -- 
72.5 0.419 a20 757 iao 867 I O ~  687 
72 -6 ' o. 420 087 857 807 871 049 387 
7a.7 0.420 58 907 194 875 034 925 
72.8 0.421 &3 942 119 879 057 898 
7a.9 o.4aa 713 ooo 017 -A ----- 883 i i 8 920 -- 
73.0 o.da3 596 118 937 887 218 621 
73.1 0.424 4.83 337 558 891 357 645 
73. s o.da5 374 695 203 895 536 646 
73.3 O .426 270 231 849 899 756 295 
73.4 -- 0.427 169 988 144 -- go4 017 - 281 
73.5 0.428 074 005 425 908 320 306 
7 y  0.428 982 325 731 912 666 oyo 
72.7 0.429 894 991 821 917 055 371 
73.8 0.430 812 047 192 921 483 go0 
73.9 -- 0.431 733 536 o p  925 967 450 - 
74.0 o.43a 659 503 54a 930 49 1 807 
74.1 0.433 589 995 349 935 062 784 
74. 2 O .454 525 058 133 939 681 214 
74.3 0.435 464 739 347 944 347 939 
74.4 -- o. 436 409 087 286 ,q49 063 827 ---- 
74 5 0.437 358 151 113 953 82q 779 
74.6 0.478 31 i 980 885 958 646 693 
74.7 0.439 270 627 578 953 515 521 
74.8 0 440 234 143 099 968 437 215 

0.441 202 580 314 973 412 758 
75.0 0.442 175 993 07a 978 443 160 

-- 
3 ~ g o  230 
3 215 514 
3 241 160 
3 267 173 
3 295 538 --- 
3 h o  320 
3 347 474 
3 375 oa4 
3 402 978 
3 431 344 
3 460 126 
3 489 338 
3 518 gga 
3 549 090 
3 579 641 --- 
3 610 663 
3 64a 157 
3 674 135 
3 706 607 
3 739 5P4 --- 
3 773 078 
3 807 103 
3 841 664 3 876 775 

912 447 --- 
3 948 700 
3 985 538 
4 973 
4 061 02a 
4 c.99 701 --- 
4 139 024 
4 179 00' 
4 219 64q 
4 260 986 
L 303 025 

III. 
-- 

25 a84 
55 645 
2s 013 
sG 385 
26 762 -- 
27 154 
97 550 
27 954 
28 365 
28 7 '2 

IV. 
-- 

36% 
367 
37 ' 
377 
392 -- 
395 
404 
411 
410' 
430 
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Log. El. ) . DiR. 1. 

0.031 975 752 056.78 318 854 179 
0.031 656 897 878.a7 318 173 513 
0.031 338 724 364.79 317 48a 956 
0.031 oz1 241 408.98 316 78a 4ab' 
O. 030 704 458 983.05 316 071 845 --- 
0.030 388 387 138.55 315 351 130 
o. 030 073 036 008.50 314 690 201 
0.029 758 415 807.37 313 878 974 
0.029 444 536 832.54 313 la7 368 
0.029 131 409 464.85 -- - 

3ia 365 2.95 ---- 
0.028 819 044 169.78 311 5ga 6 p  
0.028 507 451 4 8.27 I 310 809 410 
o:oa8 196 642 O 7.82 310 015 425 
o.oa7 886 6a6 663.35 30 210 625 
0.027 577 di6 038.35 394 929 --- -- 
o.oa7 269 oal 115.79 307 563 227 
o.oa6 61 452 889.14 I 306 730 445 
O, 026 54 7aa 444.08 305 881 486 
0.026 348 840 958.11 305 021 254 

304 149 656 0.026 043 819 703.87 --- 
0.025 739 670 017.81 303 266 595 
0.025 436 403 453.31 30% 371 972 
0.025 134 031 481.05 301 465 6qi 
0.024 839 565 790.31 300 547 650 
0.024 532 018 140.38 999 617 749 ---- 
0.024 232 400 391.38 298 675 886 
0,023 933 794 505.45 297 721 955 
0.023 636 ooz 550.26 ag6 753 853 
0.023 339 246 697.07 . 2.95 777 473 
0.023 043 469 224.18 ---- 294 786 7% 
o.oaa 748 68a 517.70 993 783 445 
o.oaa 454 899 073.33 292 767 575 
0.022 162 131 497.60 agi 738 $38 
o.oz1 870 392 509.65 990 697 567 
o.oai 579 694 942.50 28.9 6-43 1.98 -- 
0.021 a90 051 744.75 288 575 7 5 C  
0.021 001 475 98a.41 287 495 142 
0.02.0 713 980 843.09 286 401 216' 
0.020 427 57q 623.70 sF5 293 863 
0.020 140 285 760.95 a84 172 957 --- 
0.019 858 11% 804.32 283 038 373 
o.oit~ 575 074 431.54 281 889 98% 
O 019 a93 184 449.58 280 727 655 
o.or9 01% 456 7~4.62 2.79 551 260 
O 018 732 oc5 534. a8 278 360 66% 

-- 
$94 623 
go6 281 
918 041 
9?9 901 
941 863 
953 931 
966 ioa 
978 380 
990 767 

1 004 261 
i 015 870 
1 028 587 
L 041 421 
1 054 369 
1 067 455 -- 
i 080 6a1 
i 093 926 
i 107 353 
1 izo 906 
i 134 585 

--- 
i 148 390 
i 16% 327 
I 176 395 
1 190 598 
i no4 9% 

I ai9 414 
1 934 031 
i a48 791 
1 26? 6q8 
1 278 750 
1 a93 955 

11 658 
11 760 
11 860 
11 96a 
12 068 ------. 
ia 171 
i a  278 
10 387 
1s 494 
iz 609 

. -  

7l7 
ia 834 
ia 948 
13 066 
13 186 
13 305 
13 427 
13 553 
l3 67.9 
13 805 
13 937 
14 068 
14 203 
14 3-8 
1 4  478 ------ 
14 617 
14 760 
14 9O7 
15 052 
15 205 
15,358 

' -  i oa 
I CO 
i oa 
i 06 
r 03 

107 
IQ.9 

1 1  log 
108 
"7 
1 14 
118 
120 

Il9 -. 
1 aa 
1 26 
126 
1 26 
132 

.-.- 

131 
1 35 
135 
140 

139 
143 
' 47 
i53 
145 

153 
. 153 
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I Log. F1. 

7500 0.442175gg3072.45 
75.1 0.443 154 436 2%. 65 
75.2 0.4441379656gi .2i  
75.3 0.445 1536 638 404.69 
75.4 0.446 iao 5 ia  419.32 -- -- 
75.5 0.447 119 646 8 9.26 
75.6 0.448 114 102 126.17 
75.7 0.449 133 9% 679.94 
75.8 0.45014gaaa16g.g7 
75.9 0.451 170 013 567.98 -- 
76.0 0.452 196 37. 091.7 P 4 76. L 0.453 2a8 38 269.8 
76.2 0.454 266 ogg 977.90 
76.3 0.455 30 5,9a 476.29 

0.456 353 933 448.08 L~L-. - --- 
76.5 0.457 414 195 040.13 
76.6 0.458 475 450 903.74 
76.7 o .  459 542 776 238. 29 
76.8 0,460 616 247 8 3 5 . 5 ~  
76.9 0.461 695 9.44 125.99 --- 
77.0 0.462 781 945 226.85 
77.1 0.46387433ag91.74 
77.9 0.464 973 191 062,35 
77.3 0.466 078 604 921 .~~0  
77.4 0.467 190 661 950.90 -- 
77.5 0 .468609451484.~0 
77.6 0.46.9 435 064 874.0s 
77.7 0.470 567 595 546.24 
77.8 0.471 707 139 071.25 
- 77L- -_____--- 0.472 853 7.93 aa8.93 

78.0 0.474007658076.atî 
78.1 0.475 168 836 oa6.21 
78.9 0.476 337 431 917.67 
78.3 0.477 513 553 097.26 
78.4- 0.478 697 309 501.24 -- 
78.5 - 0 . 4 ~ ~  888 813 741.19 
78.6 0.481 088 181 iga.gl 
78.7 0.489 295 530 090.28 
78.8 0.483 510 981 6a1.47 
78.9 0.484 734 660 030.94 -- - .- - - - 
79 0 0.485 966 692 724.94. 
79.1 0.487 207 210 381.6s 
79." 0.488456347067.79 
79.3 0 .48~714a40356 .58  
79.4 0.490 981 031 456.96 -- 
79.5 o.4ga 2 5 6 8 4 0 . 6 1  
79.6 0.493 541 890 886.9a 
79.7 0.494836261oao.za 
79-8 0.496 140 139 864,&3 
7 9 . 9  0.4q7453667900.P4 
80,o 0.498 777 03a 133.3r 

Diff. 1. 

1 009 837 504 
1 015 28a 490 
1 oao 7. 1 398 
1 026 3%5 5.4 --- 
r o3a 006 178 
I 037 7 ~ l f  708 
1 043 492 498 
1 049 340 9754 
i 055 261 5ga ---- 
I 061 a55 864 
I 067 325 334 
1 073 471 598 
k 07 696 agQ 
1 08! ooi loi ---- 
1 oga 387 763 
i 098 858 070 
1 1c5 413 86a 

II. 1 III. 1 W .  

5 086 a 8 56 958 i 086 
5 143 a26 58 044 1 122 

5 Qoi 300 59 166 l i t $  

5 960 466 60 311 1 179 
5 320 777 61 490 1 "03 - - -  
5 38a 267 6; 699 

1 a43 
5 444 966 949 1 a76 
5 5013 go6 65 a18 1 310 

5 574 126 66 528 t 348 
5 640 654 67 876 1 384 
5 708 530 b'g a60 1 42.4 

70 684 1 462 
79 146 1 506 

5 gao 620 73 652 1 546 
1 596 , 5 994 979 - 75 198 

6 06 470 
6 z 4 ! 0 6 4  : 

76794 '6%- 
8 428 1 691 

6 224 69s ao 119 1 734 
6 3 0 4 8 i r  . 81 853 1 788 
6 386 66d 83 641 1 844 --- 
6 470 305 
6 555 790 

6 7353 643 50 
6 803 855 --- 
6 ,917 283 
7 O 1 2  853 
7 110 63a 
7 a io  691 
7 313 ioa 
7 4'7 949 
7 5a5 a87 
7 635 925 
7 747 836 
7 863 aia 
; 981 445 
8 ioa 63L: 

85 485 
87 379 
89 336 
gi 350 
93 428 -- 
95 570 
97 779 

ioo 059 
ioa 411 
104 840 -- 
107 345 
109 938 
i i z  611 
115 376 
118 233 -- 
I 2 l  194 24 182 

1 a7 405 
130 679 ' . 
134 066 

144 97 
148 875 
i5a 926 -- 
157 12.4 
161 48a 
166 ooa 
170 7 ~ 3  
175 579 
180 65a 

. . -- 
1 894 
' 957 
2 014 

51078 
2 142 -- 
z aog 
2 28o 
a 352 
9 429 
2 505 -- 
a 593 
2 673 

: $5: 
2 956 -- 
3 056 
3 160 
3 274 
3 387 
3 508 -- 
3 633 
3 768 
3 go0 
4 c51 
4 198 -- 
4 358 
4 520 
4 701 
4 876 
5 c73 
5 ztig 
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I Log. E'. Diff. 1. 

241 929 049 
240 287 7.95 
238 634 432 
236 961 729 
9" 269 449 --- 
233 557 346 
2.31 825 175 
230 072 677 

226 50 6 3 228 a92 523 ---- 
224 690 582 
222 854 100 
220 995 g 12 
219 115 725 
217 a 1 3  230 --- 
215 a88 lia 
213 340 048 
ai i 368 704 
209 373 737 
207 354 792 --- 
205 31 i 509 
a03 243 500 
201 150 387 
199 031 766 
146 8g7 222 --- 
194 716 326 
192 518 633 
igo  a93 684 
188 041 004 
185 7 Ç 0  095 
183 450 448 

II. III. 

-- 
15 358 
15 511 
15 671 
15 830 
15 998 --- 
ib: 161 . 
i 6 334 
16 505 
16 685 
16 863 

IV. 
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Log. FI. Diff, 1. 
- 

0.498 777 039 133.31 
0.500 i i o  396 26a.94 
0.501 453 35 869.83 B 0.502 807 31 606.17 

. .  - -- 
0.519 936 004 653.61 
0.521 443 692 519.75 
0.522 64 932 341.63 
0.524 zoo oin 038.64 

0.52; igi 3fi  gzo.jo 
0.530 784 846 896.40 
o.53a 393 810 745.33 
0.534 018 568 898.92 

i 333 364 i 30 I O  175 477 
i 343 539 607 10 356 129 
i 353 895 736 I O  542 050 
i 364 437 786 10 733 458 
i 375 171 244 10 930 569 --- 
i 386 ioi  813 11 133 618 
I 397 235 431 11 342 853 
i 408 578 284 11 558 531 
14ao136815  11780923 
1 431 917 738 la oio 3iq ----- 
1 443 928 057 12 247 021 

1 4 5 6 1 7 5 0 7 8  1 ~ 4 9 1 3 4 9  
i 468 666 417 ia  743 637 
i 481 410 064 13 004 248 
1 494 414 31 2 13 273 554 
1 507 687 866 13 551 56 
1 521 d g  822 13 839 g75 
1 535 079 697 14 137 759 
I 549 217 456 14 446 083 
i 563 663 539 14 765 348 --- 
i 578 428 88 15 096 088 

593 514 76 15 438 874 
i 608 963 !dg 15 794 304 
i 624 758 153 16 163 013 
1 640 gai 176 16 545 712 ---- 
1 657 466 888 16 943 103 
1 674 409 991 '7 355 97O 
1691765961  17785143 
1 709 551 104 18 a31 510 
I 727 78a 614 18 696 016 - --- 
i 746 478 630 19 17 680 
1 765 658 310 ib 688 589 
1 785 341 899 

=O a08 807 i 805 550 806 20 756 90 
1 826 307 606 I ai 328 881 

a3 204 013 
a3 887 730 
24 603 948 
--P 

26 25 354 142 ggl 70 
26 969 802 
27 83.9 aoa 
28 753 747 -- 
29 716 665 
30 731 519 

III. 

180 652 
183 921 
igi 408 
197 11 1 

903 049 -- 
209 a35 
a i5  6/8 
a2a 392 
229 396 
a36 702 -- 
2 4  328 
25a 288 
260 611 
269 306 
278 40% -- 
287 919 
297 884 
308 324 
319 265 
330 740 -- 
342 786 
355 430 
368 719 
382 689 
397 39' -- 
4ia 867 
429 173 
446 367 
464 506 
483 664 --- 
503 go 
525 318 
547 983 
57' 9 ~ 4  
597 4 0 

624 477 
653 iga 
683 717 
716 218 
750 843 -- 
787 779 
827 232 
869 400 
9'4 545 
952 918 --- 

1 014 847 
1 070 629 
1 130 652 
1 195 333 
i a65 130 
1 340 574 

f 

IV. 

5 269 
5 487 
5 703 
5 938 
6 186 
6 443 
6 7'4 
7 004 
7 306 
7 626 
7 960 
8 323 
8 695 
9 c96 
9 517 
9 965 

I O  40 
10 941 
11 475 
iz 046 
12 644 
13 289 
13 970 
14 7oa 
15 476 

7-306 
I7 134 
18 1 9 
19 158 
ao a45 -- 
a l  409 
aa 665 
a4 0 1 1  

25 466 
27 0'7 --- 
28 715 
30 525 
32 501 
34 625 
36 936 -- 
39 453 
4a 168 
45 145 
48 373 
51 929 -- 
55 775 
60 030 
64 678 
69 797 
,5 444 

I 666 - 
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Log. E'. 

----- 
87.0 0.002 277 791 659.68 
87.1 0.002 147 5ga 985.62 
87. a o. ooa oao 477 696.43 
87 .3  0.001 896 494 652.10 
87.4 -- 0.001 775 694 383.73 
87.5 0.001 658 129 z.i9.50 
'87.6 O .ooi 543 853 425.7a 
f'7.7 0.001 432 923 364.99 
'87.8 0.001 325 397 674.99 
87.9 o.ooi 291 337 471.22 -- -- 
88. O 0.001 1 2 0  806 578.23 

Diff. 1. 1 II. 1 m. 1 IV. 
I 

183 450 448 a 338 921 
2 368 748 

29 827 
181 111 5a7 30 403 

576 
60a 

2 399 151 i7874a77! 2,430156 31 005 628 
176 343 62 31 633 650 
173 913 479 ---- 3s 283 a 461 789 687 
171 451 683 - 2 494 072 32 970 
168 957 611 2 527 049 33 682 

719 

i 66 430 569 a 560 724 34 439 789 
750 

2 595 156 163 869 845 35 214 
161 274 689 a 630 370 

827 
- 36 041 -- 86a 

158 644 319 2 666 41 i 36 , 03 
a 703 314 37 117 

914 
155 977 908 

2 741 131 
959 

153 274 594 38 776 i oia 
150 533 463 a 779 907 39 88 1 075 
147 753 556 a 819 695 40 a63 1 1'33 - ---- 
144 933 861 a 860 558 41 996 1 205 
142 073 303 z go2 554 4 3 a o i  1281 
139 170 749 2 945 755 44 482 1 364 

2 990 45 846 1 456 
275 

136 924 944 
036 133 234 757 ---- ---- 47 302 i 558 

130 198 674 3 083 385 48 860 1 671 
127 115 a89 3 132 245 50 531 1 797 
123 983 044 3 183 776 52 328 i 938 
120 800 268 3 235 104 54 266 a 097 
117 565 164 3 289 370 56 363 a 275 -_--___-- -- 
114 285 794 3 345 733 58 638 a 477 
i i o  IJ O 061 3 404 371 61 115 a 710 
107 525 690 3 465 486 63 825 a 974 
i04060204 . 3 5 9  311 66799 3959 
100 530 893 3 110 70 078 3 641 - - - -  
96 934 783 3 666 188 7 3  710 4 051 
93 a68 595 3 39 907 77 770 4 553 
89 5a8 688 3 i l 7  677 82 323 5 138 
85 711 011 3 qoo ooo 
81 8r1 011 

---- - 3 9p7 461. 
77 823 550 4 080 780 100046 7816 
73 742 770 4 180 826 107869 9186 
69 561 944 4 288 688 117 048 I O  956 
65 273 256 4 405 736 128 004 13 285 
60 867 520 4 533 740 141289 16454 ----- ----- 
56 333 780 4 675 029 i577d3 20910 
51 658 751 4 832 772 178 653 97 462 

5 oi t  4a5 
' 46 825 979 

5 217 540 
206 I 15 37 702 

41 814 554 243 817 55 040 
36 597 --- 014 5 461 357 a98 857 88 250 ---- 
31 135 637 5 760 a i4  387 107 I 6fi 636 
25 375 443 6 147 321 553 743 485 160 
ig aa8 iaa 6 701 064 1 038 go3 
12 527 058 , 7 739 967 
4 787 091 
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' 

- 
85% 
85. i 
85.2 
85.3 
85.4 
85.5 
85.6 
85.7 
85.8 
85.9 
86.0 
86.1 
86.2 
86.3 
86.4 -- 
86.5 
86.6 
86.7 
86.8 
86.9 - 
87.0 
87.1 
87.2 
87.3 
87.4 
87.5 
87.6 
87.7 
87.8 
87.9 -- 
88.0 
88. i 
88.2 
88.3 
88.4 -- 
88.5 
88.6 
88.7 
88.8 
88.9 
89.0 
89. I 
89.2 
89 .3 
89.4 -- 
8q.5 
89.6 
89.7 
89.8 
89 .g 

0.583 396 318.23 
0.585 654 440 081.87 
0.587 948 014 094.6a 
0.590 278 321 30.83 
0.599 646 785 !30q41 
0.595 054 916 599.81 
0.59,50432i24g.91 
0.599996 711 489.80 
0.602 533.  13 189.34 

--- 1 0.605 117 76944.55 
o. 607 750 689 909.0 
0.610434 589 075.26 
0.613 171 976 aa7.83 
0.615 965 434 829.71 
0.618 817 749 149.84 
0.621 731 926 0 0 2 . ~ 5  
0.624,i inig542.37 
0.627 739 159 643.37 
0.630 87 584 546.62 O o. 634 07 678 340.46 --- 
0.637 355 014 889.22 
0.640 719 608 301.93 
0.644 175 972 527.05 
0.647 730 191 223.11 
0.651 389 ooo 464.21 
0.655159887174.84 
0.65905iao7055.og 
0.663 072 316 850.57 
0.667233797301.26 
0.671 547 565 193.66 --- 
0.676 027 235 174.92 
o. 680 688 397 868. i 6 
o. 685 549 042 495.79 
0.690 630 085 213.94 
0.695 956 05% 345.61 
0.701555978081.90 
0.707 464 60a 056.00 
0.713723 99056.90 
0.720 385 j4i 378.02 
0.727 514 617 762.00 ----- - 
0.735 iga 343 119.46 
0.743 525 680 090.22 
o.+a 657 139 439.03 
o. 762 783 557 217. I O  

0.774 188 441 696.41 --- 
0.787 303 081 523.20 
0.809 834 a74 714.46 
0.822 07a 4oa 757.80 
0.847 818 094.4q7.21 
o. 888 578 886 838.43 

Infini. 

---- 
a a58 180 764 
a a93 574 013 
a 330 307 836 
a 368 463 899 
a 408 130 770 ---- 
a &g 404 650 
z 4 p 3 g o % ( o  
z 53 201 699 
a 58 5 863 756 
2 632 l a964  ---- 
2 683 8.9 166 
n 737 3i7 153 
a 793 458 60a 
a 85a 314 320 
a 914 176 853 ------ 
2 979 293 539 

- 
35 393 949 
36 733 823 
38 156 063 
99 666 871 
41 a73 880 
4a 85 5 F  
4 4 8 i ~ 4 5 9  
46 76a 057 
48 849 208 
51 086 zoa 
53 487 9 8 7  
56 071 44i 
58 855 i 

61 862 g33 
65 116 686 
68 646 562 

1 340 574 
i 4aa 240 
i 510 808 
i 607 009 
i 711 710 
i 825 8 6 r  
i 950 598 
n 087 151 
9 236 994 
a 401 785 
a 5 8 3 x  5 784 269 

006 815 
3 234 153 
3 529 876 
3 838 241 

3 0 4 7 9 4 o i o i I  
3 120 424 904 
3 197 093 793 
3 278 336 549 ---- 
3 364 593 413 
3 456 364 225 
3 554 218 696 
3 658 809 241 
3 770 886 71 i ---- 
3891319880  
4021119796  
4 161 470 450 
4 3 1 3 7 6 7 8 a 3  
4 479 670 051 - 
4 661 162 693 
4 860 644 6a8 
5 081 04% 718 
5 525 96 182 
5 599 pgK 
5908623974  
6 259 397 ooi 
6661842321  
7 128 776 384 
7 677 725 357 -.-- 

8 333 336 971 
9 131 1/59 349 

10 la6 417 778 
i 1 404 885 409 
15 114 638 897 
15 531 193 191 
19 a38 128 044 
25 745 691 739 
40 760 79a 341 

81 666 
88 568 
96 a01 

104 701 
114 159 

149 843 
164 791 
181 677 
200 807 
zaa 546 
24 338 
27 5 ya3 
308 363 
345 845 

4 184 086 
4 573 867 
5 014 108 
5 513 948 
6 083-65F- 
6 736 074 
7 486 925 
8 355 699 
-9 366 747 -- 
10550738 

:k 82: i!jz 
15590414 
17 989 "93 
20 i l 6  155 
24 26 374 
29 034 040 

34 739 784 
42 074 739 -- 
51672293 
64 488 743 
82 014 910 

106 662 641 
142 510 764 
196 836 O= 

283 50q 2oa 
429 a85 857 
706 800 806 

i aqo 380 55n - 
2 800 628 84a 
8 507 536 go7 

72484803 
76 668 889 
8 i  249 756 
86 256 864 
g i  770 812 
97 854 471 

10.4 590 545 
1 12 077 470 
120 433 169 
129799916 
140350654 
152 997 373 
165902228 
181 499 649 ----- 
199 481 935 

2a0 3y8 OZ0 244 924 4 4 
273 $8 504 
308 698 288 
350773027 
40a 445 3ao 
466934063 
548 948 973 
655 611 614 - 
798 iaa 378 , 

994 958 429 
i a78 467 631 
i 70, 753 488 
ri 554 zq4 - 
3 706 934 857 
6 507 563 695 

15 015 ioo 60a 

389 781 
440 241 
499 840 
569 711 
652 415 
750 851 
868 774 

i 011 048 
I 183 991 
i 395 981 
i 658 136 
i 985 559 
2 398 879 
a 926 862 - 
3 610 a i  
4 507 668 
5 705 744 
7 334 955 
9 597 554 

l a 8 1 6 4 5  
17 526 167 
24 647 731 
35 848 123 
54 325 a87 
86 673 151 

145 776 655 
277 514 949 
583 579 753 

i 510 248 283 
5 706 908 065 
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TABLE II..  
Valeurs des Fonctions E, calculées à douze décimales, pour toutes les amplitudes q , 

de demi-degré en demi-degré, depuis O" jusqu'à goo, l'angle du module étant 
de 450. 

o0 0 
0.5 
1.0 

1.5 

2.0 

2.5 -- 
3.0 
3.5 
4.0 
4.5 
5.0 -- 
5.5 
6.0 

6.5 
7 .0  
7.5 -- 
8.0 
8.5 
9.0 
9.5 
10.0 -- 
10.5 
11 .O 

11.5 

12.0 

1a.5 -- 
13.0 

13.5 
14. O 
14.5 

15.0 -- 
15.5 

16.0 

16.5 

17.0 

17.5 -- 
18.0 
18.5 

19.0 
19 .5  
90.0 

ao. 5 
21 .O 

E I Diff. 1. II. 
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T A B L E  II. 
Valeurs des Fonctions F ,  calculées à douze décimales, pour toutes les amplitudes q ,  

de demi-degré en demi-degré, depuis O" jusyu'à go0, l'angle du module étant 

o0 O o. ooooo ooooo oo 872 67016 41 
0.5 o. 00872 67016 41 87a 70339 30 
1.0 0.017453735571 87a7698321 
1.5 0.02618 14340 92 872 86954 39 
a. O o. 0 3 4 1  oiag5 31 873 00247 aa 
a .  5 -- o. 04364 oi54a 53 873 16864 21 - --- 
3.0 o .  a5937 18406 74 873 36805 97 
3.5 0 .06i i055aia71 8736007324 

4: 5 O ,06984 15285 . 5 873 86666 ga % 0.07858 01952 7 874 16587 96 
5. O -- o.  08732 i 8540 83 874 4@37 47 
5.5 o. 09606 68378 30 874 86416 64 
6. O o. 10481 54794 94 875 26326 8a 
6.5 0.113568112176 8756956940 
7.O o.iza32 506 i 16 876 16145 go 
7.5 o. 13108 668 8 7 06 876 66057 q4 -- , ., . 
8. O o. 13 85 3 ~ 8 ~ 5  oo 8i7 1930 2% 

8.5 o. 14 6a 5m02 aa 877 7?i89$ 53 
9.O 

8 
o. 15740 a8097 75 878 55824 72 

9 - 5  o. 16618 6392a 47 878 99096 73 
10.0 -- 0.17497 63019 -- ao 879 65713 58 
10.5 o. 18;i77 a873a 78 880 35- 
1 1  . O  O. 19257 64410 08 881 08 go 04 
11.5 0.20138 73400 l a  881 85z53 92 
1a.o 0.2.1020 59054 04 882 65671 14 
12.5 0.21903 ~ 4 ~ 2 5  18 883 49043 91 

0.22786 73769 09 884 35774 49 -3.0- 
13.5 0.23671 O 543 58 885 a5865 09 
14. O 0.24556 38408 67 1 886 1.~317 95 
14.5 o.2544a 54726 6a 887 16135 28 
15. O -- o.a63ag 70861 go 888 16319 31 -- 
15.5 0.27217 87181 21 889 1987a 16 
16. O o. a8107 07053 37 890 26795 96 
16.5 0.28 q7  33849 33 891 76 
17.0 0.2~888 70942 09 892 50764 51 
17.5 O. 30781 a 1706 60 893 67813 08 ---- - 
18.0 0.31674 89519 68 894 88240 29 
18.5 0.32569 77759 97 896 lac47 7a 
1.9-O 0.33465 89807 69 897 3ga36 94 
19.5 0.34363 29044 63 898 6980q 28 
20.0 0.35261 98853 g i  goo 03765 96 
20.5 o.36i6a 026~9 87 901 41 107 95 
21 - 4  0.37063 43727 82 goa 81836 07 

II. 
-- 

3323 oa a5 
3323 a 38 
3323 6g 51 
332.4 16 6 I 
3324 7 
3325 g r  

74 
- go 

3326 41 
3327 36 

95 
111 

3328 47 119 
3329 66 135 
3351 01 139 -- 
3332 40 152 
3333 qa i 6a 
3335 54 170 
3337 24 
3339 03 :g! ---- 
334088 194 
334% 82 202 

3344 84 203 
3346 87 215 
3349 oa Zia ---- 
3351 14 aao 
3353 34 221 
3355 55 aa6 
3337 81 221 

3360 oa a24 ---- 
3362 26 221 

3364 47 2a3 
3366 70 21% 

3368 8a a i 3  
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111. 1 IV. 
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a i0o  0.37063 43 2.7 82 goa 81836 07 
21 .5 O .37,66 25563 8 
22.0 

904 25950 84 
0.38870 51614 7 8  405 ,3452 61 

24.0 o. f 25;s 64Go4 70 9 1 I 0 ~ 3 2 6  08 
24.5 0.43414 61530 78 913 61 57 36 
95.0 o.&328a328814 g 1 5 a ~ ~ ~ i c 8  
25.5 -- 0.45243 5 ~ 8 5 ~  2% 917 00765 aa - 
26.0 0.46160 53624 44 918 75337 24 
26.5 0.47079 28961 68 gzo 53284 ao 
27. O 0.47999 82245 88 gaa 34602 6a 
27.5 0.48922 16848 50 924 1 ~ 2 8 8  52 
28. O -- o. 49846 36137 02 926 07337 37 
28.5 
ag . O 

0.50772 43474 39 927 98744 03 
0.51700 42218 42 gag 93502 73 

29.5 0.526303572115 9319160707 
30. O o.5356a a7328 aa 933 93049 94 
30.5 0.54496 20378 16 935 97823 50 --- - - 
31 .O 0.55432i820166 9380591917 
31.5 0.56370 a4120 83 940 17327 53 
32.0 0.573104144836 94543203834 
32.5 o.5825a 73486 70 944 50040 47 
33.0 -- ~.591972352717 - 9467132189 
33.5 0.601439484~ 06 948 95869 54 
34.0 0.61092 90718 60 951 23669 41 
34.5 0.62044 14388 01 953 54706 40 
35.0 0.6~997 690.94 41 955 88964 3% 
35.5 -- 0.63953 58058 73 958 26425 81 -- 
36.0 0.6491 1 84484 54 960 6707a 3 3  
36.5 0.65872 51556 87 963 10884 08 
37. O 0.66835 62440 95 965 57839 96 
37.5 0.67801 20280 91 
38. O 

968 079'7 50 
-- 0.68769 28198 41 970 61oga 85 -- 

98.5 0.69739 89291 26 973 1~3407%- 
59.0 0.70713 06631 94 975 76634 14 
39.5 0.71688 83266 08 978 38944 80 
&o.o 0.72667 zzaio 88 s81 04242 63 

II. III. 
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IV* V. 

-- 
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II. 

a 9564' 3 2.2 

2 98122 03 
3 00541 go 
3 oagoa a8 
3 05200 60 
3 ~'7434 as 
3 09600 38 
3 11695 30 
3 1371.9 16 
3 15666 oo 
3 17533 88 
3 1.9319 72 
3 aiozo 49 
3 a2632 97 
3 26154 00 
3 a5580 2q 
3 26908 53 
3 a8135 41 
3 29257 44 
3 30971 27 
3 31173 35 
3 31960 25 
3 325'28 35 
3 33174 16 
3 3.3594 03 --- 
3 3.5884 45 
3 34041 78 
3 34o6a 43 
3 33942 82 
3 33679 38 
3 33268 56 
3 32706 8a 

- 
III. IV.  

56 94 

6: 48 
64 70 
67 46 -- 
70 24 
73 05 
76 02  

78 96 
8a  04 --- 
85 07 
88 29 
9' 45 
94 74 
98 05 -- 

loi 36 
104 85 
108 20 

i l 1  75 
1 1 5  18 -- 
118 80 
ina  29 
id5 94 
i n  45 

og 
136 68 
140 26 
143 83 
147 38 
150 9-2 
__A 

154 38 
157 83 
161 29 

164 51 
167 78 
170 93 
'74 00 

176 95 
'79 79 
18a 5a 
7- 

185 I I  

187 51 
189 80 
191 89 
1q3 8 1  -- 
195 50 
'97 05 
198 ?9 
1.99 39 
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Diff. 1. II. III. IV. 
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Diff. 1. 

--- 
iaoa 93887 63 
1205 13083 98 
1207 25541 90 
iaoo 31080 SL 

II. III. IV. 

'99 39 
200 19 

200 72 
201 07 
soi 0; 
aoo 84 
200 23 

196 76 
194 95 
'9% 77 
190 33 
187 55 
181 33' 
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II Arc. 1 Sinus. Log-Sinus. 

ooooo, Infini-né atif. fi 84747 7.63981 599 9 0304 
98374 7.94084 '85.6 7687 
71345 8.ii6ga 62283 8061 
37a848.n4i85 53184 2289 -- 
54561 8.33875 a9285 7% 
07873 8.4179 1 go i 53 8883 
09823 8.48484 78892 8599 
02501 8.54a81 91638 9609 -- 
59069 8.5 394 825yi 8436' 
65336 8. 6j967 95616 1593 
21344 8.68104 33034 $41 
d2q& 8.71880 01636 760a 

An. Sinus. Log-Sinus. 

TABLE I I I ,  
Contenant les Sinus naturels à quinze décimales, et leurs Logarithmes à quatorze 

décimales, pour tous les arcs de quinze en quinze minutes , depuis on jusqu'à po. 
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1 Log-Sinus. Arr. Silius. Log- Silius. 
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Sinus. Log-Sinus. Sinus. Log-Silius. II 
67" 30' O .92387 95325 I I 287 9.96561 53459 20,4 a 67.15 o.gaaac 09716 7045a9.96482 55754 74 g 
67.00 O .92050 48534 52440 9.9640a 60827 0645 
66.45 0.91879 1 2 ~ 0 1  488989.96321 68317 5360 ----- 
66.30 o.gi706 00743 851249.96939 77861 8189 
66.15 0.~153i 14791 19447 9.96156 8908.9 7734 
66.00 O .9 1354 545 6 42601 9 ,96073 01625 39a7 

?3 65.45 0.91176 2.04 5 77089 9.95988 15086 7298 -- -- 
65.30 O .90g96 127e8 76543 9.959oa 29085 8202 
65.15 0.90814 31738 a5081 q.gj815 43228 6078 
65 .oo 0.90630 77870 36650 9.95727 571 14 8638 
64.45 0.90445 5 1454 54368 9.95638 70338 1087 -- 
64.30 0.90258 52843 49861 9.95548 824855a86 
64. i 5 o. 0069 82393 a2588 9 -95457 93157 8935 % 64.00 o. 9879 40462 99167 9.95366 01869 4693 
63.45 o. 8968? a7415 32688 9.95273 08247 9333 -- --  - 
63.30 9.89493 43616 oaoa5 9.95'79 I 1994 28a7 
63.15 o.8gag7 89434 111379.95084 ~si8a 7473 
63.00 3.89~00 65241 88368 9.94988 c8840 6900 
62.45 0.88901 71414 857369.94891 01348 5 1 ~ 6  -- 
62.30 o. 88701 08.531 78a22 9.94792 8923~~ 5886 
62.15 0.88498 76374 63042 9.94693 72040 0958 
62. oo o. 88294 75928 58927 9.94593' d9268 9848 
6 I .45 o. 88089 07382 05385 9 .944g2 20437 8409 - -- 
61.%0.8~881 71126 6359.94389 85050 7857 
61.15 o. 87672 67557 07508 9.94286 42604 3686 
61.00 0.87461 97071 393969.94181 92587 4572 
60.45 o. 872.49 60070 -- 727.97 9.94076 34481 la31 
60.30 o. 87035 56959 39900 9.93969 67738 5305 
60.15 0.86819 8814 89142 9.93861 91884 8126 
fio. oo o. 86609 54037 84439 g .93753 0631 6 9585 
5q. 45 o. 86383 55052 04396 9.93645 I 0503 6840 -- -- 
59.30 o.8616a 91604 415269.9353a 03885 3 x  
59.15 0.85940 64115 01453 9.93419 85893 6336 
5q.eo 0.85716 73007 o'~nag.93306 5595~ 7951 
58.45 0.85491 18706 72947 3. 93iga 13474 1458 -- -- 
58.30 0.85364 01 643 54092 9.93076 57866 i 105 
58. i 5 o. 85035 22949 95563 9.92959 88524 0464 
58.00 o. 84804 80961 56426 9.92842 04835 I 024 
57.45 0.84572 - 78217 03973 9.92723 06177 - 0700 
57.30 o. 84339 14458 12886 9.926'02 9 19 18 a338 
b7.15 0.84103 goizg 64393 9.92481 61417 2200 
57.~0 o. 83867 05679 45424 9.9a359 14oaa 8394 
56.45 o. 83628 61 558 47760 g.pa35 49073 9260 -- -- 
56.30 0.83388 58220 67168 9.92110 65899 1719 
56.15 0.83146 96123 oa545 9.91984 63816 9685 
56.00 0.8 03 75725 55042 9.91857 42~35 2197 %r 55.45 O& 58 97_S9~ 27181) 9.91729 00151 1806 -- -- 
55.50 9.8a412 61886 a2016 9.91599 37151 270.9 
55.15 0.89164 69379 4ai64q.9146'8 52410 8943 
55.00 0.81915 20442 8899aq.91336 45194 2486 
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Sinus. l Log-Sinus. Arc. Sinus. Log-Sinus. 
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TABLE IV. 
Valeurs de log-tang (45' -!- + Q ) pour tous les angles Q de 30 en 30 minules, depuis O' 

jusqu'à go0, calculées à douze décimales, avec leurs différences premières, secondes: 
troisièmes , quatrièmes et cinquièmes. 

Diff. 1. II. 

- 
6646 36 

1 h 9 5  a 3  
'9949 19 
26610 75 
33282 44 
39966 85 - -- 
46666 5a 
53384 06 
60122 03 
66883 07 
75669 81 --- 
80484 94 
87331 I O  

94211 05 
i 01127 51 
i 08083 30 
1 15081 a3 
1 22194 1 4  

1 29214 7 
I 36356 !6 
i 43552 20 -- 
i  50804 70 
I 58117 20 

1 65492 90 
i 72935 07 
I 80446 96 
i 88031 $3- 
i 95693 53 
2 03435 20 

a 11260 54 
a 19173 27 -- 
2 27l77 17 
2 35276 ia 

a 43474 11 
o 51775 a i  
2 60183 63 
2 68703 7a 
2 77339 84 
2 86096 64 
2 91978 76 
3 03991 l a  

III. IV. 
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Diff. 1. II. III. IV. 
-- 

140 35 
145 66 
151 13 
156 83 
162 6a 
168 75 -- 
'74 96 
181 46 
188 16 
195 13 
aoa 32 -- 
20.9 75 

8 
233 gr 
a42 60 -- 
251 5. 
a60 gz 
a70 73 
a80 81 
991 44 
302 39 
313 84 
3525 82 
338 25 
351 a6 
7- 

364 8a 
379 01 
393 82 
409 29 
425 4 8  -- 
442 48 
460 15 
478 78 
498 25 
518 67 -- 
540 O9 
56a 57 
586 a i  
611 01 
637 06 
664 55 
693 39 
723 78 
755 88 
789 58 -- 
825 26 
862 84 
g w  55 
944 56 
988 93 
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log tang (436-+ 6 9) Diff. Id II. 
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- - - . .  . . 
70°00r 1.33541 5162669 a58a6i 6 6 5 8  6 4 4 6 0 7 %  35109371.  28834 04 3250. 93 9 70.30 1.7612,4136g3a7 16.4,06&~fio 6 7 9 7 0 1  a3 3799~2775 32084 97 3722 04 
71.00 .1.787 1 a0167 37 271502275 33. 71 75628 98 . 4 iaoia 72 33807 01 4278 CO a 71.30 I ,814 6 sa&a 70 2786 77 04 31 75 87641 70 4 47819 7 40085 01 d936 a4 
72.00 1.84273 00347 o i  2862 65&6 01 80 35461 43 4 87904 743 45021 a5 5720 31 
72.30 I .87135 65893 02 2943 01007 44 85 '23366 17 5 32925 CJCJ 50741 56 6658 38 -- 

----- 
85.30 3.23678 a5218 81 i 1789 O 26 iS73 56498 50 487 0 ~ 3 5 3 5  ~ 6 8  06588 53 

#O5 8 6 . ~ 0  3.35467 35124 g 13362 6 33 76 a060 65781 65 755 15941 68 50. 95271 I G  

86-50 1.488% 01457 83 15423 32115 41 a815 8 1 7 6  33 in65 i ia in  78 110% 54083 86 
F7.00 3.64253 33573 a4 I 8239 13838 74 4080 92936 i I a37 i 65296 64 a952 7987a 23 
87.30 3.82499 4741 1 98 m320 06774 85 6452 58239 75 5524 45168 87 i 1665 45ai6 oo -- - -- - 
88.00 4.04812 54186 83 28 79 65007 60 11777 03401 652 16989 90384 87 
88-30 4.33585 19194 1d49 68409 22 18766 93786 49 
89.00 4.74134 87603 65 69316 69195 71 
89 -30 5.43451 +7gg 36 
90.00 Inf. logaritbniique. 

1 ERRATA de la Table de Gardiner, édition d'Avignon. 

I 
Nombres. 

59 
825 

2071 

Corrections du log, 

chi&. . O 

g : e t g e  ..... .... 48 
1 7 . Be. .. . ...... . . . - 

Nombres. 

1083 
1085 
1 ~ 0 5  

Corrections du log. ombres. 

~ o ~ c h i f r e . . . . ~ r : ; : ;  
1 a ' e t i 3 ~  ....... 
15=. . . . . . . .. . . . i 1135 

Corrections du log. 

i?P chiifre.. . . . . . . . . i 
ip... . . . . . . . . . . . .  3 
1 3 . .  . . . . . . . i 
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TABLE V. 
Logarithmes à 19 décimales pour tous les nombres impairs de 1163 à 1501 , et pour 

tous les nombres premiers de 1501 a ~oooo.  

Nota. Cette Table fait suite aux logarithmes à no décimales des Tables de Gardiner, édit. d'Avignon. 
Elle est extraite des grandes Tables du Cadastre, déposées au Bureau des Longitudes, et dont la notice 
se trouve dans le tome V des Mémoires de l'Institut. 

II ~omb.1 Logarithmes. lomb 
- 
1 a43 
i a45 
1 247 
'249 
J 251 - 
1253 
i 255 
i 257 
i a59 
1261 
1263 
la65 
1267 
i a69 
1271 
q 
1275 
'277 
'279 
i 281 

i283 
I a85 
i 287 
1289 
1991 
3 
1995 
1297 
1299 
1301 
ZX 
i 305 
i 307 
1309 
131 I - 
1313 
1315 
1317 
1319 
1321 
- - 

Logarithmes. Nonlb. Logarithmes. 
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Nonlb. - 
a403 
1405 
2 407 
14Q9 
141 1 

1413 
1415 
1417 
1419 
1421 

a 4a3 
1425 
1427 
'429 
1431 - 
i 433 
1435 
1437 
1439 
1441 
1443 
1445 
1447 
1449 
145 i 
1453 
I 455 
1457 
1459 
1461 
1463 
1465 
14'37 
1 469 
147 1 - 
'473 
1475 
1477 
'479 
1481 
1483 
1485 ; 
1487 
1489 
1491 
1493 
'495. 
'4.97 
'499 
1501 

- - 

14705 76710 28359 9128 
1479 63343 41 098 6977 
14829 4974 34745 702% 
1489 1 09931 09556 4971 
149% 70 i 3'7 54347 8324 
15014 21616 &558 6 3  
1575  64398 60309 0404 
I 5 i 36 98509 47460 4344 
15198 2395.4 57478 0045 
152% 440779 97469 7488 

=O 49000 84284333 
I 5381 48643 44529 0084 
15442 39751 '14646 9539 
13503 22287 qog70 2303 
15563 $337 69776 3575 --- 
~ 5 6 2 4  61903 97344 4760 
15685 iyoio ooii i 3 0 ~  b ,15745 6768~ 42a5 657~  
15806 0793 36605 1948 I 15866 3980 r 3 q 8 ~  3015 

Logarithmes: . 

1 3 0 4  89.964 6859'0 i3oc 
19617 618.50 39973 3301 
19838 e r k o  08294 2325 

19948 agi@ 62355 911! 
20330 ,&i.6a 3848a $32: 
a0439 13319 19299 33c 
a0601 58767 6334.4 a365 
a0655 60440 99029 549s -- 
20763 43673 88961 5eot 
aoga4 68487 53373 736g 
20978 30148 485 14 9 4 4  
ai  138 75529 36858 7874 
91404 86794 ~ 1 9 4 l e  
21932 25084 19136 7421 
22089 ag4ga 19519 a397 
22193 55998 28005 52$ 
a9245 63366 79846 7 1 1 1 

ad365 6$i81 08935 242? --- 
22968 18423 17675 7972 
a3019 33788 69045 607t 
a3274 2~627 a0736 834( 
a3578 08703 a7560 a595 
a3628 52774 48028 491% 
a3879 85627 13917 ooq 
24079 8771 1 i 7931 e o d  
24-9 29049 8293s 939f 
s43y8 19 160 93794 932z 
a4526 58394 57461 s6iL - 
a4968 74278 0x01 5954 
a5 i 15 I 3431 753.54 60 15 
a5212 45525 05644 e3f3 
25261 03405 -67372 99.90 
a5551 %1d3 .iq533 3960 

Yomb. Logarithmes. I 
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Logarithines. 

307.9 48840 96889 031 98 1002 
3083 48897 35247 a6508 2541 
3089 48g8t 79083 01450 6355 
3109 49262 07220 43191 8159 
5 19 49401 53747 57143 7660 - 
312 1 49429 37686 65332 6900 
3137 49651 45186 97745 0393 
3163 50009 91919 15722 8453 
3 I 67 50064 80633 7 19 I i 9449 
3169 5 0 0 ~ 2  22391 go300 5088 - 
3181 30256 36691 O 5 3187 50338 20634 7 732 6748 
3191 5039a 68041 93510 4264 
3ao3 50555 69386 638ai 7657 
3209 50636 97170 95504 0584 - -- 
3217 50745 1060~9 01. 69 8096 t 3221 50799 07248 19 91 391 i 
3229 50906 80450 17161 6366 
325 i 51201 696 4 96126 6732 
3253 5 1228 4068a 81855 5767 
3257 51281 77585 64873 i 186 
3259 51308 43604 65144 1888 
3271 51468 05441 24981 6290 
3299 5 i 838 23 i 55 45343 8794 
3301 5 1864 55243 3031 r 53ic -- 
3307 51943 4194 13709. 8454 
3313 52oaa 1435i 81959 9859 
3319 52100 72524 08603 9504 
3323 52153 03412 7871 1 0333 
3329 52231 37951 56667 381 i -- 
3331 52257 46326 91 176 8006 
3343 52413 63765 9a568 5294 
3347 52465 57123 57777 1387 
3359 52621 00038 41664 2840 
3361 52646 85124 69477 4396 --- 
3371 553775 87525 20971 gaog 
3373 52801 65411 89201 4567 
3389 53007 15688 37378 2488 
3391 53032 77897 78086 3029 
3407 53a37 21335 67877 4083 
3413 53313 69882 7863885i6 
3433 53567 38034 25750 19.64 
3449 53769 31943 67390 79.51 
3457 53869 93795 42406 8037 
3461 53920 159.92 94197 7050 
3463 53945 24915 49460 8298 
3467 53995 38416 563q6 6849 
3469 54020 429. 8 4ao5.9 8294 a 3491 54294 ,984 8 14178 8187 
3499 54394 39424 82936 44.51 
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Logarithmes. Nomb 

- 
3907 
39 11 
3917 
3919 
3923 - 
3929 
3931 
3943 
3947 
3967 - 
3989 
4001 
4003 
4007 
4013 - 
40 19 
4021 
4027 
4049 
405 1 - 
4057 
4073 
4079 
409 1 
4093 - 
4099 
4111 

41 97 
4129 
4133 -- 
4139 
4153 
4'57 
4159 
C;U 
4201 

4211 

4217 
4219 
4929 
4231 
424 1 

4243 
4253 * 
426 1 

427 1 
4273 
da83 
4289 

Logarithmes. 

59184 341 12  24784 4534 
59228 7815 52130 6928 
59295 357i8 47865 8683 
59317 52634 78102 5917 
59361 83081 29535 9103 --- 
59428 20288 I 1806 i loi 

59450 30438 20089 1841 
59582 67770 7322!3 1805 
59626 71263 95515 3304 
59846 22004 74150 5 198 
60086 40363 O, 839 5628 
60216 85513 7 1 997 1702 
60238 55901 05105 i a23 
60281 93424 32699 7829 
60346 91597 33838 7345 --- 
60411 80061 92034 8608 
60433 40731 029 r i 1042 
60498 16296 07431 5657 
60734 77767 68413 4006 
60756 22431 83588 2304 -- 
608ao 50077 04326 1850 
60991 44100 85997 6990 
61055 37053 17094 5850 
61 182 94794 98373 7604 
61204 17446 45969 5500 -- 
61267 79183 16501 7500 
613.94 74767 80349 7610 
61563 44688 77415 9649 
61584 48828 74702 1328 
61626 54052 81708 1904 -- 
61689 54a64 00759 9660 
61836 1931 I 09878 1650 
61878 00245 06214 7633 
61898 8gao3 61. g 
62086 44752 65191 I 1% --- 
62335 26815 37991 9779 
62438 52414 20265 0739 
62500 36010 14863 4604 
62520 95253 81880 9958 
62693 76851 46900 3864 
62644 302533x6565 
62746 82794 59709 6159 
62767 30317 66615 8733 
62869.53827 i 4023 3003 
62930 76400 73748 8538 
62951 1 5 3 G w W  
63052 95714 26824 0577 
63073 28928 17196 5194 
63174 80744 96569 3486 
63235 60462 39073 1953 
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Nomb 
- 
4751 

$2 
4 7 p  
47 9 
4793 
4799 
4801 
4813 
4&7 
4851 
4861 
487' 
4877 
4889 - 
4903 
4909 
4919 
493 1 

4933 
4.932 
4943 
495 1 
4957 
4967 
4969 
4973 
4987 
4993 
4909 
5003 
5009 
5011 
502 1 
5023 

Logarithmes. Lobarithmes.' . 

67678 5034 iqao5 4734 
c7751 57047 38757 4844 
67970 03808 71964 148a 
68006 34274 81948 5629 
68~24 48370 da607 70% 
68060 74a89 i y ? w  B 68 1 15 07499 2 4  1 3927 
68133 1705 69165 7.458 
68241 56618 n351 4900 
68277 66463 ~443.4 o q a  
68403 7037436-5'97603 
68672 5621 o 7454a i 603 
68761 81295 71769 9250 
68815 27555 . 1566 328 
68922 00372 23835 589g -- - 
69046 18932 461 78 2536 
690 9 303ao 9869 427a 
691i7 68aa5 29331 3nai 
69293 50025 51 ~37 7324 
69311 11154 62141 2286 
69346 31272 19.531 1363 
69399 06104 60776 7830 
69469 29263 31484 080 
69521 89189 05150 920 $ 
69609 41599 .+a3 34ao 
696a6 89$7 4553a7954 
69661 8459a %a24 9426 
69783 9368a 18363 0155 
69836 15660 55109 7364 
69888 31367 &!igo 2a37 - --- 
69923 05028 83409 1514 
69975 10316 89514 3236 
69992 44097 42476 6996 
70079 02a13 74346 11 I 
70096 31781 59549 8ag6 ---- 
70234 45583 53768 083 
70337 73685 12349 5 47a 
70406 46794 fi8567 3620 
70560 71634 4605 0364 
,70594 9194 --- 10995 67'5 
70646 17376 31354 ooa 5 70748 50119 67473 829 
70765 53235 31 186 giao 
708 15 58578 55540 0645 
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Logarithmes. Nomb. - 
69 17 
6947 
6949 
6959 
696 L - 
6967 
697' 

!;as 
6991 
6993 
700 1 

70 r 3 
7019 
702.7 - 
7039 
7043 
7057 
7069 
7079 
7103 
7109 
7q 2 1 

7'97 
7'29 
7151 
7'59 
7177 
7187 
7193 - 
7207 
721 I 

7913 
7219 
7299 - 
7237 
7243 
7247 
72% 
72885 
7297 
7307 
7309 
732 I 
738 i 
7333 
7349 
735 1 

736.9 
739 3 
- - 

Logarithmes. 
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II Nomb;l Logarithmes. Logarithmes. ~omb.1 Logarithmes. 
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Logarithmes. Logarithmes. 

- 
!4oiill>. Logarithmes. 

F I N  D E S  T A B L E S .  , 
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DE CALCUL INTEGRAL. 

CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 

SUITE DU TOME III. 

LA déterminaiion des fonciions et F, selon les diverses valeurs 
de l'amplitude et du module, est encore l'objet principal que nous 
nous sommes proposé dans la continuaiion de ces recherches. On 
peut y parvenir, soit par le moyen d'une table particulière dress4e 
pour chaque valeur donnée de l'angle du module, soit par le moyen 
d'un système de tables, qui seraient construites en faisant varier par 

. des intervalles égaux et sufisaniment petits, l'amplitude et l'angle 
du module. Le dernier moyen est celui qu'on jugera le plus corn- 
mode dans la pratique, quoiqu'il exige dans chaque cas une doubIe 
interpolation; mais le travail qu'il suppose est une enlreprise lo~igue 
ct dili?icile, dont l'exécution ne peut être que fort éloignée. Nous 
avons tâché au moins d'en applanir les dificultés par un travai1 
préparatoire dont les Tables VI11 et IX contieuneiit les résultais, 
et  que nous expliquerons avec tous les déiails nécessaires. Ces Tablcs 
elles-mêmes peuvent déjà suppléer en pariie aux Tables plus éten- 
dues qui nous restent à desirer; mais, comme elles ne procèdent 
que de degré en degré, tant pour I'anipli~ude que pour l'angle du 
module, leur interpolation sera nécessairement plus dificile ou rnoias 
exacte que si ces intervalles étaient plus pelils. 

Si l'on veul éviter les doubles interpolations, il faudra revenir au 
premier moyen, c'est-à-dire construire pour chaque module donné, 
une Table particulière qui étant calcuiée pour un ceriain nombre 

n 
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174 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
de valeurs de l'amplitude, puisse faire connaître, avec le moins de 
travail possible, les fonctions qui répondent à toute autre valeur 
donnée de l'amplitude. Nous avons déjà indiqué, dans les recherches 
précédentes, plusieurs méthodes qui remplissent cet objet, et nous 
avons fait l'application d'une de ces méthodes à la Table particu- 
lière pour le module sin 4.50, laquelle a été calculée jusqu'à douze 
décimales, afin de pouvoir être sùr de l'exactitude de la onziéme 
ou au moins de la dixième. Mais on a pu remarquer que le calcul 
d'une pareille Table, quand il ne serait fait que de degré en degré, 
est très-long; ce n'est donc que dans le cas où i'on aurait un grand 
nombre de fonctions à calciiler sur le même module, qu'on peut 
se livrer à un travail préliminaire aussi considtirable. En réfléchis- 
sant de nouveau sur cette maiière, il nous a paru qu'on pouvait 
plus facilement atteindre le même but par la méthode du § IV, 
modifiée convenablement. On verra en effet qu'un tableau formé 
de quelque5 lignes seulement, d'après un module donné, peur 
servir à calculer jusqu'à dix décimales ou plus, les fonctions E et F 
correspondantes à une valeur quelconque de l'amplitude q ,  et qu'il 
dufit pour cela d'ajouter au calcul ordinaire de l'interpolation, celui 
de quelques formules trigononiétriques très-simples. La  formation 
de la Table auxiliaire et le calcul qu'exige son application, sont 
déjà peu compliqués, lorsqu'on ne veut obtenir que dix décimales; 
ils se simplifieraient encore bien davantage, si l'on se bornait à 
sept. Au reste, pour faciliter l'usage de cette méthode, nous avons 
construit la  Table VII, qui fournira immédiatement, pour chaque 
angle du module moindre que 49, l'élément principal sur lequel 
3e calcul de la Table auxiliaire doit être fondé. 

Persuadé, comme nous le sommes, que cette méthode est 13 
plus facile à employer dans la pratique, tant qu'on n'aura pas à sa 
disposition un système suGsamment étendu de Tables elliptiques, 
nous l'avons exposée avec détail, et nous l'avons appliquée à divers 
exemples, en développant quelquefois fort au long les calculs qu'elle 
exige. L e  dernier exemple relatif au module sin 8r0, a été calculé 
surtout avec tous les soins nécessaires pour que l'exactitude des ré- 
sultats puisse être garantie jusqu'à la quatorzième décimale. I l  est 
à croire qu'on n'aura jamais besoin d'une si grande précision ; mais 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. I 75 
nous avons donné cet exemple comme la limite du degr6 d'exac- 
titude auquel on peut parvenir, par les Tables connues, dans un 
des cas les plus difliciles de la théorie des fonctions elliptiques. 

Avant d'exposer ces diverses méthodes d'approximation, nous 
avons traité de quelques autres objets que nous allons indiquer 
sommairement, 

L e  § VI11 donne les valeurs des fonclions E et P, telles qu'elles 
résultent immédiatement de l'intégration par séries. On y trouvera 
deux Tables qui donnent pour chaque degré d u  quadrant, la valeur 
de l'intégrale f d ~  sina <p , avec dix décimales, et celle des deux in- 
tégrales Jdg sin49, f d ~  sin", avec neuf décimales. 

Dans le § IX nous avons donné l'intégrale complète des équations 
différentielles du second ordre auxquelles satisfont les fonc~ions F 
et E, considérées dans toute leur généralité. 

Dans le § X nous faisons voir que toute fonction rationnelle de 
sin w et cos w ,  dont le dénominateur est iucomplexe, étant déve- 
loppée en série, suivant les puissances de w ,  on peut assigner un 
terme quelconque du développement, par le moyen des coefficiens 
H,, K,. Nous donnons en même tems l'expression générale d e  
chacun de ces eoefliciens, sous deux formes différentes. 

Le  § XI a pour objet de réduire à la forme la plus simple, la 
formule générale qui sert à déterminer la fonction Eg , suivant la 
niéthode des modules croissans. 

Toutes ces recherches sont terminées par quelques considérations 
générales sur les moyens qu'il faudrait employer si, dans la déter- 
mination des fonctions elliptiques, on voulait obtenir plus de 14 
décimales exactes; l'usage de la Table des logarithmes des sinus 
cesse d'avoir lieu à ce degré ; celui de la Table des logarilhmes des 
nombres peut, moyennant quelques artifices de calcul, être pro- 
longé jusqu'à ao ou aa décimales, ainsi que nous le faisons voir 
dans le calcul des fonc~ions con~plètes F'c, E'c, pour le module 
c= sin 45D. Mais au-delà de ce nombre de décimales, il faut revenir 
aux calculs arithmétiques ordinaires, par lesquels seuls on peut 
obtenir un degré d'exactitude indéfini. 

Paris, le ier Juin 1818 
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176 EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL, 

5 VIII. Formules pour exprimer les fonctions E et  F en 
séries développées suivant les puissances de c'. 

138. Si l'on développe, suivant les puissances de ca, les valeurs 
1 1 

de dE et de dF , savoir : c@ (1 -ca sinaq)T et dq(~-c'sin'p)-";, ou 
aura immédiatement par l'intégration , 

donc si l'on fait pour abréger 

fdrp sin" rp= Zr, fdq sin4p= Z", fdrp sin6 p = Z", elc., 

ces intégrales étant prises à con~pter de Q= O, on aura 

et comme les quadit$ Z', Z", Z'", etc., forment une suite dé- 
croissante, non-seulement pour toutes les valeurs de Q moindres 
que $?r, mais encore pour la limite $?t, où elles deviennent 
1 a 1.3 z 1.3.5 C r  - . -  - a '  2.4 2' 2 . 4 . 6  ' a y  etc., il s'ensuit que les valeurs des fonc- 

tions E et F seront d'autant plus faciles à calculer, avec un certain 
degré d'approximation, par les séries précédentes, que le module 
c sera plus petit. 

139. Pour l'usage de ces formules, il est nécessaire d'avoir une 
Table des fonctions Z', Z", Z"', etc., calculée au moins de degré 
en degré. La Table des fonctions Z' ou Z1(rp) se déduit aisenlent 
des Tables connues, au moyen de la formule Z'p=+ (q-f s i n z ~ )  ; 
cette Table se borne naturellement à la valeur c p = + ~ ;  pour la con- 
tinuer indéfiniment, on a les formules 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. r 77 
Quant aux fonctions Zrlcp et Z1"tp, elles se déduisent de la fonction 
Z' au moyen des fornlules 

mais on trouvera peut-être plus simple de mettre la valeur de Z1"sous 
cette forme 

Z"Q = [5ZV((p) - cos 9 sin5 91 ; 

c'est ainsi que nous avons calculé les deux Tables ci-jointes; l'une 
donne la fonction Zr exprimée avec dix décimales et  trois ordres 
de  différences; l'autre contient les fonctions Z" et Z"', exprimées 
avec neuf décimales seulement et leurs premières différences. 

On voit que les différences de la fonction Z' devraient être pro- 
longées jusqu'au cinquième ordre, pour que l'interpolation de la 
Table donnât dix décimales exactes; mais alors cette opération serait 
pénible, et il est plus simple de calculer directement la fonction 
2' par la formule Z1(q) = 1 (2g - sin 29). Pareil inconvénient se 
fait remarquer, à un plus haut degré encore, dans les deux autres 
fonctions ; et quoique dans les applications, les valeurs rapidement 
décroissantes de cs, c4, c6, permettent de réduire progressivement 
le nombre des décimales dans les fonctions Z', Zr', Z'", etc., ce- 
pendant nous pensons qu'excepté les cas où  la valeur de Q se trouve 
immédiatement dans la Table, on devra préférer les formules d u  
§ précédent, qui sont beaucoup plus commodes et presqu'aussi 
convergentes. 
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- 

9 Z' Diff. 1. II. III. 
- - 
450 o .  14269 90817 887 89395 30 44010 
46 0.15157 80212 918 33405 30 38444 
47 0.16076 13617 948 71849 30 agi81 
48 0.17024 85466 979 0103~ 30 16221 
49 o. 18005 86496 ioog 17251 29 g9595 
50 o. 19013 03747 1039 16844 ag 79305 --- - 
51 0.20052 20591 1068 61.4 29 55389 
52 0.21121 16740 1098 il538 ag 27874 
53 0.22219 68278 I 127 7941% 28 96789 
54 O. 23347 47690 I 156 76201 28 62177 
55 o. 245~4 2389 I 1 I 85 38378 28 24077 
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$ IX. Integrale complète des éyuadions d ~ ~ r e n ~ i e l l e s  du 
second ordre, ceuxque ZZes sntisjont les jonctions F et E , 
(art. 45, i .  p. ) 

140. Il s'agit d'intégrer complètement les deux équations diffé- 
rentielles du second ordre 

dd sin p cos g 
C 

ddz 1-32 dz sin p cos Q .-- ( ' - c ' ) ~  d;" y- g z +  * - 0  S . . . .  (z), 

dans lesquelles iî = C/(I -cO sins q) ; Q étant constant, et c étant la 
variable par laquelle il faut exprimer les fonctions y et z. 

Puisque nous savons d'avance qu'on satisfait à ces équations, en 
faisant y.=E(c,  p) ,  z = F ( c ,  q), ou simplement y=E, z=F, 
nous pourrons faire disparaitre le dernier terme de chaque équation, 
en faisant y = E  +Y,  z = F 3-2, et nous aurons, pour déterminer 
Y et 2, les deux équations 

équations entièrement semblables à celles qui déterminent les fonc- 
tions complètes E1c, F'c. 

du c du ddu cs ddu I du Comme on a en général -- -- . ;i;, ;i;. . dT -B . a' 
dc - 

ces éqiiaiions différentielles, rapportées imniédiatement à la variable 
b ,  prendront la forme suivan te, 

Les fonctions E1c, F'c, ne sont que des valeurs particulières de Y 
et Z; niais nous allons faire voir qu'au nioyen de ces valeurs par- 
ticulières, on peut trouver les intégrales complètes des équations 
(3) et (4), contenant chacune deux constantes arbitraires. 
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1 4 1 .  Puisque l'équation (6 )  est absolument de même forme que 
l'équation (4, i l  s'ensuit que si la fonction 4(c)  est une valeur par- 
ticulière de Z dans l'équation (4, la fonction 4(b) sera pareillement 
une valeur particulière de Z dans l'équation (6); et comme ces deux 
équations se réduisent à une seule, il s'ensuit que de la valeur par- 
ticulière Z = +(c), on déduira l'intégrale complète de l'équation (4) ,  
savoir : 

Z =naS(c) +72S(b).  . . . .(7),  

m et n étant les deux constantes arbitraires. 
La valeur Z = +(c) devra satisfaire à l'équation 

d.t dans laquelle on suppose Sr= &, +" = -- :y, - soit donc 

et en faisant la substitution, on Irouvera 

par conséquent 
1 i9.3a i'..3'.5' +(c)=A (if a i ~ a + - T ~ 4 f  -- 9.4  2'.@.Ga c6 + etc.). 

Cette valeur, en faisant A=: .n, est en effet celle de la fonciion 
complète P'c; ainsi de cette fonction complète supposée connue, 
on  déduit très simplement I'in!égrale complète de l'équation (4) ou 
celle de l'équation (6) qui lui est équivalente. 

142. Il ne paraît pas aussi facile de trouver l'integrale cornp1èt;e 
de l'équation (3) qui n'est pas semblable à sa transforn~ée (5) ; ce- 
pendant on y parvient par les cons idérahis  suivantes. 

Puisque dans le cas particulier où l'on a à la fois Y=E1c, Z==;Frc, 
ces deux quantités sont liées entr'elles par l'équaiion 

il  est évident d'abord que q(c) étant la n ~ ê n ~ e  fonction qui a été dé- 
veloppée dans l'article précédent, la supposition de Z = 4(c), ou 

O 
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OU simplement Z =+, donnera exactement 

Y = b"4, + b q ! ,  

valeur qiii devra satisfaire à l'équation (3). 
Essayons maintenant si en faisant Z = +(b) ,  la valeur qui en ré- 

su1 te pour Y, savoir : 

satisfera également à l'équation (5). Si cela est, nous connaîtrons 
deux valeurs particulières de Y, et de là l'iniégrale complète de 
l'e'quaiion différentielle (3). 

Or en regardant 4 comme fonction de 6 ,  et faisant à l'ordinaire 
dd.t - 9- +', y; - SI', la valeur Y = b.4 - bcs4' ,  donnera d'abord db - 

mais si l'on change c en b dans l'équation (8), on aura 

donc 

différenciant de nouveau, on a 

ddY --=s.+"'sq,'++; 
db' 

et substituant ces valeurs dans l'équation ( 5 ) ,  on trouve 

cnb'&"+ 6(1- 3ba)41 - 6.4 ;=1 O, 

équation qui s'accorde avec les précédentes. Donc en effet l'équa- 
tion (5) est satisfaite par la valeur Y = bn4  -ben+'. 

143. Connaissant ainsi deux valeurs particulières qui satisfont à 
l'équation (3) et à l'équation (5) qui lui est équivalerite, on aura 
l'intégrale complète de l'une et l'autre équation, savoir : 

d+(q + n' [ b * ~ ( b ) -  bc' ' $3. . , 6 (9) , Y = ni' [ b ' ~ ( c )  + b a c .  

m' et a' étant deux constantes arbitraires. 
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Si l'on substitue à 4 ( c ) ,  la fonction Frc qui lui est proportion- 

nelle, l'intégrale (7) pourra s'exprimer ainsi 

Z=mF1c+ nF1b, 
de mênie l'intégrale (9) deviendra 

dF1< 
nl sapa -hc. -7;) ; Y = ~ ~ ( P F ~ - P ~ .  dc)+ ( 

dFLc L dF1b I 
mais on a -- - - (ELc - 6'F1c), 2b = z2 (El6 - caP1b);  donc 

rlc - b"c 
l'intégrale complète d.e l'équation (3) sera 

Y = nz'E1c + n'(F1b - E'b); 

de là on déduit les intégrales complètes des équations proposées 
(11 et (2), savoir : 

y = E(c, 9) + m'E'c + n'(Frb - E16), 
z =F(c, Q) $-?nF1c + d l G .  

sinm u cosmm $ X .  Développement des quantiLés , , iinxy, suivant le6 

puissmces de l'arc o. les nombres rn et n étant entiers. 

144. Dansl'article 160 de la quatrième partie, nous avons donné 
quatre formules très - remarquables pour développer, suivant les 

1 
puissances de l'arc ,m, les quantités tang w ,  cot m , - 

sin u' 
log sin w. 

Ces séries sont formées suivant une loi très-simple, au moyen des 
coefficiens H,, H,, H,, etc., qui remplacent avec avantage les 
nombres Bernoulliens, et qui se calculent aisément, soit par la loi 
des suites récurrentes, soit par l'équation S,.=H,w". 

2 
On a vu ensuite dans l'article 162, que le développement de 

dépend d'une autre suite de coeficiens K I ,  K,, I i3 ,  etc., qui se 
forment par la loi des suites récurrentes. 

Nous nous proposons maintenant de faire voir qu'avec ces deux 
suites de coefficiens, on peut développer très-simplement toules les 

sinn' a, cosrn o 
quantités comprises dans l'une des formes _;;, 172 et n étant 
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1 

des nombres entiers positifs. La  quantilé ucosa se décompose 

toujours en plusieurs termes de cette forme, par l'application réité- 
1 -- 1 1 

e- rée de la formule sin' ai cos' u sin* t ,;o ; elle est donc suscep- 

tible d'un semblable développement. A l'égard du simple produit 
sinm w cosn w ,  il peut se transformer en un nombre fini de termes 
de la forme Asin km ou Acoskw, dont le développement est 
connu et ne dépend point des coefficiens H et K. 
145. On connaît les premières valeurs H l ,  H,, H,, etc., par 1a 

formule H.=S, (y, et par la Table de l'art. 73, IV. P.; lorsque 
?r 

1 
n surpassera i 5, on pourra négliger les termes de l'ordre F ,  et on 

1 rn 
aura plus simplement H.= (I +-&),e t h g  ~ ~ = - m l o ~ v + ~ .  

m étant le nombre 0,4?@g445, eic. 
A l'égard des coefliciens K,, leurs premières valeurs sont 

On peut continuer de former ces coeficiens par la loi des suites 
récurrentes, jusqu'à K, inclusivement; les suivans, jusqu'à KI4 ,  se 
formeront plus aisément par la formule 

dont quatre termes , ensui te trois, et deux seulement , donneront 
log K, exact, jusqu'à la quatorzième décimale. Passé K,4, il sufira 

de faire K . = a c y * ' .  C'est ainsi que nous avons construit la 

Table suivante pour trouver, aussi loin qu'on voudra et avec l'exac- 
titude de 14 décimales au moins, les logarithmes des coeficiens K,; 
nous y joignons en même tems ceux des coefficiens He, calculés 
avec 15 décimales. 
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log Hm 
- - -  

log K,. 

146. La quatrième des équations (d) (no r 60, quatrième Partie), 
donne le développement de log sin w ,  comme il suit 

log sin w =log o - HI@" I H , w ~  - 5 H,m6 - etc.; 

pour avoir un développement semblable de logcos w ,  je fais 

Zcos w =-N,wa-N,d-N3a6- etc. ; 

j'en tire par la différenciation 

tang w = aN,a, + 4N,mS + 6N3w5 + etc. 

Mais par la seconde des équalions ( d ) ,  on a 

$ tangw=(zP-I)H~w+(~~-  J ) H ~ u ~ + ( ~ ~ -  1)H3u5+ etc.; 
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donc la série des coefkiens N, , N,, N,, etc., se déduit de la série 
connue HI, H,, HJ, etc., suivant cette loi 

de sorte qu'on a 

c'est une cinquième formule à ajouter aux formules (d) : elle se 
déduirait égalenient de l'équation sin 2.9 = zsin o cos w. 

147.  Réciproquenient si lcos w est donné par la formule 

1 COS w = - L'J1oJ - N,w4 - P T 3 ~ '  - etc. , 
on en déduira immédiatement 

N, Zsin w=Iogw-- wa-- N 9 u 4  , Ns - u6- N' - etc,, 15 63 255 

l'expression générale des diviseurs %,15,63,255, etc., étant 2%"-r: 

Ces forniules sont utiles pour calculer avec un degré d'approxi- 
mation déterminé, les logaritlimes des sinus et cosinus d'un petit 
arc w. Ainsi en supposant que l'arc w ne surpasse pas P, et qu'on 
n'ait pas besoin de plus de 14 décimales, on aura en logarithmes 
vulgaires 

log N, = 9,33675 43156 37 
log N, u 3,55860 30653 
log lS3 = 7,98457 180 
log N4 = 7,46683 3, 

et par ces coeficiens, on connaîtra à la fois Zsino et Zcos w ,  d'où 
l'on déduira log tang o. On a aussi directemeii t 

148. La première des équations (d) donnera par des différencia- 
tions successives 
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3 3 a -=- 
sin+m m* + Z+r.a.3H,+3.4.5H3o'+5.6.7H,cd4+ etc. - 4 H , -  rzH,oS- 20 H394 - e tc. ; 

continuant aimi, on aura en général le développement des quan-, 
1 COS m tiiés d e  la forme Sin"kY, -, de manière qu'on pourra assigner 

un terme quelconque du développement en fonction des coefficiens 
1 H,,. C'est ainsi que dans le développement de sra, un terme quel- 

conque Paan, aura pour coefficient 

De même par les différences successives de la seconde des équa- 
1 sin B) tions (d), on aura le développement des quantités Fa, COSPk+i-: 

Et par les différences successives de la troisième des équations (ci), 
1 COS m on aura le développement des quanti tés - , TkW 

sin 
Tous ces développemens se font par les seuls coeaiciens HI, H,, 

H,, etc., et un terme quelconque de la série peut s'exprimer géné- 
ralement par un nombre déterminé de coeficiens H,. 

149. Si à ces diverses formules on joint celles qui résultent des 
différences successives de la formule 

1 -- 
COS a 
- I -+ K,wn + Kso4 + K3w6 + etc. , 

et qu i  en général feront connaître le développement des quantiiés 
1 sin a - - *  

cosgk+' cosgk Y ' tous les cas que peuvent présenter les quatre fonc- 

1 1 cos ai sin a tions - -- - - n étant un nombre entier quelconque, 
slnn m ' COS" Y ' slnn m ' cosn Y ' 

seront compris dans ces formules ; et comme les deux fonctions 
sinm QI cosm a proposées -- -- 
cosna' sinn a ' auxquelles on peut joindre la troisième 

1 --- 
sinm m cos" Y 

, peuvent toujours se décomposer en un certain noinlre 

de termes compris dans les quatre fonciions précédentes, il s'en- 
suit que le développement de ces quantités sera toujours tel, qu'on 
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peut assigner un ternie quelconcjue de  ce développement par les 
coefliciens H, et K,. 

1 
I 50. Soit par exemple la quantité proposée sinla Cos3 a, ; il faut lui 

1 1 1 I donner d'abord la forme 3- +- -- ensuite -j- $- -- 
COS rv sin o cos u COS u COS Y 

COS a, + - -- et on appliquera les formules 
sin" a 

1 -- = I +K,aa +K,d+KSu6+ elc., 
COS a, 

a zK,+3.4K,wa+5.6K,~4+7.SK4d-+-etc., 
 COS^ 0i 

+ I + Ii,tcla + K,w4 + K3w6+ etc., 
COS , <V = ;;- 1 (a- ~ ) H . - ( ~ ) S H , ~ ' -  23- 1 (Y)~H~W~ 5-  - etc.; 
sin a 2 

d'où il suit qu'en représentant par Pnasn, le terme général du déve- 
1 loppement de -- 

S I ~ '  u cos3 a, ' on aura 

1 Lorsque nsera devenu assez grand pourqu'on puisse négliger z, re- 

1 2an+a latirement à l'unité, on aura sin~plernent'H,=;-, K.= +n+i - 3 ce 
qui donne 

formule qui pourra même se réduire aux deux premiers termes. 
151. Connaissant ainsi le terme général du développement d'un 

grand nonbre de fonctions, lequel, dans son expression, ne con- 
tiendra jamais qu'un certain noml~re de termes affectés des coeffi- 
eiens Ka, H,, il ne sera pas inutile, pour compléter ce point + 

d'analyse, de donner ici l'expression générale de ces deux coefficiens. 
Pour avoir d'abord l'expression générale du coeacient .K,, soit 

1 1 1 
F = I - c o s w = - ~ - -  2 .3 .4  ~4 +- --- a6 - etc.; on aura a 2 . 3 . 4 . 5 . 6  

l L -- 
COS rr 1 - r = r + r + r ; + r " + e t c ,  
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Or, IO. dans le développement de r, le coefficient de o"" est 

(- I)"+.~ (- 1 y1 - 
OU 

1 .2 .3 . .  .2nY r(~n+ 1 )  ' 
20. Puisqu'on a ra=$(3-4cosw+coszw), le coefficient de osa 

dans r' est 

3". Puisqu'on a 3 =+ (IO - I 5 cos w + 6 coszo -cos 3w), le coef- 
ficient de tasn dans rS est 

continuant ainsi et rassemblant tous les résultats dont la loi est 
manifeste, on aura le terme général cherché, savoir : 

10.9.8.7 
+ 2.3.4 ) - etc.]. 

152. Pour avoir semblablement l'expression générale de Hn, nous 
C sin m 

la déduirons du développement de G, dont un terme quelconque, 

suivant la seconde des équations (d), est (2""- 1) ~ H , w ~ ~ - ~ .  
1 sin rr Et puisqu'on a - = I +r+rl+ etc., le développement de - 

COS a> COS Y 

sera donné par celui des différens termes de la série.. . . . . . . l  

sin w + r s i n w + r ' s i n o + ~ ~ s i n w + e t c .  
Or iO. dans le développement de sino, le coefficient de as:-% 
(- l)"+l 

est --- r(m) ' 
20. Puisqu'on a rsin w =$ (zsin w - sin zo) , le coefficient de o ~ : - ~  - 

dans r sin w, sera 
(- lY'+' (2 -p-,) ; 
zr(an) 

3'. Puisqu'oo a r'sin w =  i [$sino-4sinzu+(ôin3o-sinu)], 
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Je coefkient de w n - 1  dans Psin o, sera 

6 . 5 . 4  . Q.Decequer3sinw=H ( - 2.5 s i n w - y -  6' 5sin 2u+6 (sin 3ol-sin w )  
-(sinL+w-sin2 w )  

i l  s'ensuit que le coefficient de ausw1 dans cette quantité sera 

La loi de toutes ces quantités est faciIe à saisir, elle dépend de I'ex- 
pression générale de r'sin o, ou (1 -cos o)%ixi o, en sinus des 
mu1 tiples de l'arc u ; et la somme de tous les coeficiens étant éga- 
lée i (21n- I)~H,,  on en tire 

8 7 6  8 . 7 . 6 . 5  -- . aan-l+--] - etc.]. 
a .3 a 3 4  

Dans les applications, on devra calculer autant de lignes horizon- 
tales de la formule, qu'il y a d'unités dans n; toutes les autres seront 
nulles. 

153. D'autres manières de développer les mêmes fonctions pro- 
duiraient des résultats d'une autre forme pour l'expression générale 
des coetlîcieiis K,, H,. Nous avons trouvé, par exemple, 

d'un autre côié, 
lcosw=f Z(I -sinsw)=-f sin"w-~sin4w-~ sin6ui-etc., 

l'expression générale d u  coeiricient Hu, se trouvera donc par celle 
du coefficient de aPn dans la suite +sinaw+$sin4 w+dsin6 &+etc. 
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O r ,  I O .  puisque 
1 1 
=sing(a=i(r  -cos~m)=~(+.2'ws-- a . 3 . 4  2 ~ +  etc.), 

le coefficient de man dans le développement de sins w , sera 

1 
2". Puisque i s i d  w= -- (5 - 4 cos 2w + cos 4 w ) ,  le coeEcient 

a.24 

de wan dans le développemerit de cette quantité, sera 

1 30. Puisque t ~ i n ~ m o = ~  (IO- 15cos zw+6cos4w-cos6w), le 
3.  s6 

coefficient de oan dans le développement de cette quantité, sera 

Ces expressions suivent une loi très-sinlple, et il en résulte immé- 
diatement la valeur du coefllcient H,, savoir : 

et parce que r(zn+ 1) =nnT(zn), cette formule peut être réduite 
comme il suit : 

nouvelle fornie à-peu-près aussi simple que celle du coeilicient K. 
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154. Considérons encore la formule 

i +sin o, f+=;l(?)= COQ 9, -sina w+;K,ai3+$Kp5++K,w7+ete., 

dont le  second membre peut être aussi représenté par sino++sins*, 
+$sinsu+ etc. ; pour avoir le terme général de son développement 

Kn 09R+' 

a n f i  
, tout se réduit à chercher le coefEcient de wS.+.l dans 

chaque terme de la suite sin w +$ sin3 w ++ sin5 w+ etc. 
(- 1)"  Or, IO. dans sin w, ce coeacient est -- . r(zn + 2) ' 

1 
2O. Puisque $sin3 w =  -- (3 sin w-sin 3w), le coeficient de wS*+.l 3 .  a' 

dans le développement de cette quantité, est 

1 30. Puisque 5 sin5 w = - (iosinu-5sin5w +sin5w), le  coef- 5. n+ 

ficient de wSn+l dans ce terme développé, sera 

L a  loi de ces expressions étant manifeste, on en  déduit cette nou- 
velle valeur du coefficient K,, 

4- etc.], 
laquelle comparée à ceHe de l'art. 15 r , fournit des identités assez 
remarquables. 

155. La conclusion générale que nous tirerons des formules dé- 
montrées dans ce chapitre, est que tonte quaniité de la forme.. . . . 

P - dans laquelle P est une fonction rationnelle et  entière 
sinm si cosn a 2 
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. 'de sin w et cos w ,  étant développée suivant les puissances de w , 

o n  peut toujours assigner un terme quelconque du développement 
par le moyen des coefficiens K,, H,, dont la loi est connue. La 

-, prlse même propriété s'étend visiblement à l'intégrale 

depuis GI= O ,  laquelle comprend une infinité de transcendautes ; 
on suppose les nombres nr et n entiers et i positif. 

Parmi les plus simples des transcendantes comprises dans cette 
intégrale générale, se trouvent Zsin w, Zcosw , Ztango, Z ( I  +cos cci) 

- - zleos t u ,  l(i-coso)=ilsin~o, Z(i+sinw)=lcosm+Z(-.- , 
1-sIna ' +"? 

~ ( i  -sin u)=~cosw-f z (s-s), etc. 

On pourrait, par de semblables procédés, trouver la loi génirale 
1 sin o d u  développement des quantités de la forme -- ---- 

a+cosru' u+cosoZ 
ce 

qui conduirait à des résultats plus généraux sur le développement 
d'une fonction raiionnelle quelconque de sin w et cos w ; mais les 
coeficiens par lesquels on pourrait représenter les termes généraux 
de  ces développemens, n'auraient plus rien de commun avec H, et 
Km, si ce  n'est la forme de leur expression générale. 

$ XI. Réduchbn de la formule qui exprime la fonction EQ, 
dans la méthode des modules croissans. 

156. LA formule dont il s'agit est celle de l'art. 123 ci-dessus; 
nous l'avons déjà simplifiée : art. 124), dans la supposition que b'3. 

et b '3 tang3~r  soient négligeahles; mais quand on la laisse dans son 
é tat-de généralité, pour obtenir tel degré d'exactitude qu'on vou- 
dra, le calcul en est long et difficile. Eous avons donc recherché 
les moyens d'amener cette formule a u  dernier degré de réduction 
dont elle est susceptible, et nous y sommes parvenus de la manière 
suivante. 

Après avoir formé la série des modules croissans c ,  cl, c", et 
celle de leurs cornplémens 6 ,  b', If', il faut calculer la suite des 
amplitudes décroissantes Q, q', Q", jusqu'à une limite qui est dé- 
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terminée, ainsi que celle des modules, par le degré d'exactitude 
qu'on peut obtenir. Ces amplitudes se calculent directement par les 
équations si17 (29'- q) =csin Q ,  sin (~$7"- @)=c'sin Q I ,  etc.; mais, 
quand on est parvenu à celle de ces équations où le c correspon- 
dant est trop peu différent de l '~inité, il convient de la remplacer 
par l'équation correspondante de la suile tang (p - Q') =6' tang gr, 
tang (q' - @"' = b" tang Q", etc., d'où l'on peut tirer facilement plus 
d'exaciitude. 

Connaissant ainsi la limite @ de la suite q ,  p', @', que nous sup- 
poserons, par exemple, se confondre sensiblenient avec le  qua- 
trième terme @/', on aura la valeur de F$7 par l'équation.. . . .' 
FQ = Klog tang (450 +t a), dans laquelle le logarithme est hyper- 
bolique ; prenant donc dans les Tables le logarithme vulgaire 
ltang(45"+i@)=H, on aura Fq=KI\IH; quant à la valeur de  

K,  elle est, comme on sait, K =  )/(: c'c'lc'l'). 

157. Venant ensuite au calcul de Eq, la fornlule générale de 
l'art. 123 pourra être représentée ainsi 

Ep s L'FQ + Pc sin $7 , 
et il s'agit de calculer les deux termes dont elle est composée. 

Le premier se trouve facilement par la valeur déjà connue de 
FQ et par le coe5cient L' que nous avons déjà réduit à la forme la 
plus simple dans le calcul des fonctions complè~es (art. 19). Tout  
se réduit. donc à chercher la valeur de P. 

Or ,  en  faisant cp-gr=@', 9'- @"=w1', @"'Q'"= wl" , etc., o n  
aura les équations tang wf=b' tank@, tang wu= b" tangqf', etc. ; la pre- 

c' 
niière donne sin~=sin(p'+w')=(~+b')si~~~~cos~'= --sinQ'cosd, 

b'c 
et on en déduit successiveizient 

( / c  sinp Vc' sin p' vc VC'  sin^"= -- -- - sin Q 
sin cp' = - r .  -- cl# a - -- . -- . --- 

c cos(uIJ cos a‘' c' c" COS r' COS u"' 

v c  c \/c" sin p "n p"" -2 .Cr . -p- i --- etc. ; 
COS Y' COS s" COS CU'" 

substituant ces valeurs dans la formule de l'art. 123, on aura d'abord 
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B ~ C  A r +  1 -COSU'  P = c + 7  .- 
COS I*' 

a a v c '  bu+ i -cnsol' 
4 - 7 7 .  COS ai' COS P U  

a a zl/c" bW+ i - cosum + CT 2 -p- COS ,,Il COS @" 

-f- etc. 
, a v c  Mais la quantite -,- ( b' + I - cos w ' )  = 2 -(r + c) cos o', et les 

autres quantités analogues se transforment de la même manière, de 
sorte qu'on aura 

a-(1 +c) coscv' 
P = c +  

cos d 

+ etc. ; 
a- (1 + c) COS I*' , a - cos of 

les deux premiers termes c+ - se réduisent a - -  
cos o: COS Y' ' 

a 2 - ( 1  + cf )  c o s  ai" 
. en y joignant le terme suivant - . -- 

ci COS u' COS u" 
, la somme est 

a 2-co~s" 4 2-(1 +C")COS~" '  
--• ajoutant encore le  4 e  terme - . - 
 COS^ COSU"' C' ci' ~ ~ S P ' C ~ ~ P ' ' C O J P ' ~  ' 

2 a - cos ai" la somme est - I - - 4 - .---. 
cr COS Ut If- z? COS I COS uN COh un> 

un terme de 

plus donnerait semblablement la somme 
2 4 - 8 (a -cos ai") 

-1 - - -œ 
cf cos CU' C'C* COS P' COS a" + dcildit cos I*' cos un cos d ' 

et ainsi de suite. 

158. Supposons maintenant qu'à cause de la diminution très- 
rapide des angles w', w", wfl', etc., la différence I - cosof" soit 
négligealle, on aura en  même temps avec Urie exac~itude suasante 
C"' - - 1, cos w'"= I , ce qui  donnera 

en faisant pour abréger r' = cf cos w', I."= c" cos w". 
Dans la mème hypothèse, on doit regarder comme négligeable la 
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quantité ( 1  -r13', de sorte qu'on pourra faire I -arfl+ rf"= O, 

a I ou - I = ;;, ce qui réduit la valeur de P à deux termes seu- 

lemen t , savoir : 
a P z -  rt,.,12 - 1. 

Supposons log rlr"= - t , t sera presque toujours une quantité fort 
petite; cette quantité étant donnée, on en tirera rlr'"=e-h'L 2 

P = 2eMt , 1 = e2R't [ - (1 - e-'It )']; donc 

l ~ ~ ~ ~ z t - n i ( ~ - e - ~ ~ ) ~ - ~ r n ( ~  - e M t ) 4 - -  i r n ( 1 -  eM1 )6- etc.; 

et en développant jusqu'aux t3 seulement , 
log P = 2t - Mt' + M'P. 

Cette forrnule sera très-commode pour calculer le second terme 
Pcsincp de la valeur de Fp, si toutefois les quantités de l'ordre 14 

peuvent être négligées. 
159. Si l'on veut pousser l'approximation plus loin, et qu'on re- 

garde seulement comme négligeable la quantité i -cos wl*, ainsi 
que r - ciT, la valeur de P deviendra 

et parce que dans le même cas on peut regarder comme nulle la 
2 1 quantité (1-rl")', ce qui donne - I = p, on aura plus sim- 

plement 
4 a P = - -  

r r"rUIa 7 -  1. 

Pour faciliter le calcul de cette formule, on pourra profiter de 
la réduction indiquée dans l'article précédent, en l'appliquant à la 

z . . quantité P'= - I ; ou aura ainsl 
nP' p z - - -  
r' 1  ; 

2P'c sin cp 
alors le terme Pcsin q se réduit à 7- - csin p ; et parce que 

vc.sinq r'=crc0s~'=--- 
sin# , on aura simplen~ent~csin~=P1.2 icsin~'-csinq, 
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ce qui dispensera de calculer cosw'. De plus, comme csin~=sin8siu~ 
= $ cos (8 - cp )  - + cos (LI+ g) , on voit que dans beaucoup de cas, 
cette quantité pourra se trouver immédiatement par la Table des 
sinus naturels. 

Au reste il est très-remarquable que la valeur de Ecp, ainsi réduite 
par plusieurs transformations successives, se déduirait immédiate- 
nient de l'expression de C, tom. 1, pag. 105, en faisant B=-c", 

- - - 

I/c sing . \ /cf  sin g' . -  et substituant les valeurs sin pf= -d. cos @, , singr'= -- cf, - elc. 
COS urr y 

Nous observerom enfin que la valeur de P peut aussi s'exprimer 
par cette série convergente : 

2(1 -r') 4 1  -rrl) X ( 1 -  r'") 
P = I + -- + 7- + rtr.rrN 4- etc.; 

Y' 

au moyen de laquelle l'approximation peut être poussée anssi loin 
B 

qu'on voudra. Les deux premiers termes se réduisent à - I ; 

quant aux suivans, qui décroissent rapidement, ils sont faciles à cal- 
culer par les formules log=-t , log(r-r)=log(Mt)-+t++1VItL. 

160. Exemple 1. Supposons qu'on veuille calculer, avec toute 
i'exactitude que comportent des Tables à 14 décimales, les fonctions 
Pcp et Eq, pour le module c= sin 81" et l'amplitude q= 75". 

Il  faut d'abord tirer de la Table VI (*) l'échelle des modules et le 
logarithme de K y  comme il suit : 

c . .  .. 9,99461 99270 6508 6. .... 9,19433 24413 5701 
C' . . 9,99999 16689 5938 b'. . .. 7,79196 €33022 3974 
CI'. . 9,99999 99999 8002 6". ... 4,98188 49441 5 a 1 9  
K.. . 0,00268 58709 3716 bf" . . . 9,36170 98969 9640 

(*) L a  Table VI contient l'échelle des modules et le logarithme de K , pour tous 
les angles du module qui ont servi à construire la Table des fonctions compl+tes, 
c'est-à-dire, de dixième en dixième de degr.4, depuis O" jusqu'à 1 5 O ,  et  de demi- 
degré en demi-degré, depuis 15' jusqu'à 4j0 .  Cette même Table donne les nlodules 
croissans c, c', c", etc., et leurs conipléniens b ,  b', b", etc., de 450 à go0; il 
suffit pour cela de prendre, a u  lieu de l'angle du module, son coinplément à goo, 
et d'échanger entr'elles les lettres c et b ,  en substituant les signes' aux signes 
comme on l'a fait dans cet exemple. 

9 
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On procédera ensuite au calcul de Q' par l'équation sin(2~'-g)=csinq, 
et par les formules ordinaires pour l'usage des Tables. 

c ......... 9,9946 I 99270 6508 angle cherch. 2q' - cp = A,  
sin p. ..... 9,98494 37781 0267 angle approc. a = 72' 56 ; 
sin (2q'- q) 9,97956 3705 I 6775 aa = 145.12, 
sin a. ..... 9,97956 26352 3206 

r = io699 3569 
t? sin A =  2 sin a -1- r ,  

r . . . . . . . O .  4,02935.76746 a +(i) = 7a;56044 93263 4442 ....... .... fli 0,06118 569304 (2) GI 6186 
... ... sécg a.. 1,04660 65030 3 (3). 16 - 

p ......... 5,137 1 4  98706 7 a@- p = 72,56044 93325 0644 
sin za.. ... 9,75728 93793 8 g =  75 
R". ....... 1,75812 26324 I Q'= 73,78022 46662 53az - 
(I).. ...... 6,65256 18824 6 
p.. ....... 5,13714 987 - 
(2). ...... 1,78971 175 
p. ........ 5,13714 987 

$- COS 24 0,2742 1 200 

L a  valeur de p' réduite pour les Tables à dix décimales, savoir : 
0' = 73°46148",8~88, servira à calculer par l'équation sin (~Q"-Q') 
- ,c'sin@, une première valeur approchée de cp" ;  cette valeur 
qr'= 7 3 O  46' 4211,00876, étant substituée dans le second membre de 
l'équation tang (9' - q'') = b" tang q", on en déduira facilement une 
valeur beaucoup plus approchée de q' -Q"; faisant pour cet effet 

b" tang @"'p, on aura 0'- @"' RP (1 - 3) j en voici le calcul : 
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b" ..... 
tang p". 

p . . . . . .  
R". .... 

la différence @' - q"' a été calculée semblablement par l'équation 
@'-~'"=R06"' tang@"'. Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin, e t  
on peut prendre Q'" pour la limite a ,  ce q u i  donnera 

Soit a = 81 ",Bg, x = oo,ooo83 2 I 186 1535, on calculera la valeur 
de H = Z tang (a - x) par les formules 

x - -_ 
J' - sin aa ' Z iang (a- x) = Z tang a - r, 

r= în rp  (1 + p  cos î a + - p . .  3 

on aura ensuite Fp=KMH; voici ce calcul: 

...... P. 1,75812 n63;4 a= 8i0,89 (1). o,oooo4 5161 I 60334 
x.. ...... 5,16206 26053 2a=163,78 (2). - 22  54633 
sin za.. .. 9,4461 I I 8205 (3)- I 56 $- --- 
p. ....... 5,71595 07848 r = 0,0000~ 51589 0586 
nrn ...... 9,93881 43070 ianga 0,84618 7 7 3 i 4  7040 
(I).. ..... 5,65h76 509;8 H = 0,84614 2 5 4  6454- 
p.  ....... 5,71595 07848 
COS 2a.. .. 9,98236 00014 

(a) ...... 6 3 5 3 0 ~  588 . FI.. . 9,92744 35465 6283 
5,65476 51 M. 0,5622 I 56886 9946 ......... .. 

p" ....... 1,43190 16 K.. . 0,00268 58709 3716 
B+icoslza O, I 0765 70 -- QFQ = 0,29234 51-661 9945. 
(3). ...... 7,19432 37 
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161. Connaissant ainsi logFq, nous allons procéder au calcul de 

E<p=L1Fq+Pcsing. La première partie dépend du coefficient Lt 
qui se calcule par les fornlules 

1 1 b'b" L '=+bsK~. (c f ' )~ ( r - r ) ,  r = t .  -- VK' 
il en résulte 

log LI.. ... = 8,08897 78160 8327 
ZFq ....... 0,2923451oGrgg45 -- 

8,38132 292aa 8272 
..... LIFp. e 0,02406 15124 3297 

Pour avoir la valeur de P, il faut reprendre les valeurs trouvées 
de cd', wfl, u,"', savoir : 

et calculer les logarithmes de cos wl, coswl', cos dlf,  par la formule 
du no 147, voici le calcul du premier: 

- - 
(3) 7,95351 f . . .  o,oooro6755i 6340. 

,Le calcul de cos w" se fera par un seul terme, comme il suit: 

Il o". ..... 5,51808 609 x :cos ,.L, .... o,ooooo 00002 3602 
&,ni ..... 1,03617 218 I:C" ........ ' 998 

...... 9933675 432 1 :p.. 0,00000 00002 5599 
.... (1). 0,37292 650 

A l'égard de ou, la petitesse de cet angle permet de négliger entiè- 
rement I -cos w"', ainsi que I - cw, ce qui donne r'" = I.  Ainsi 
la valeur de Pc sin p se réduit, dans ce cas, aux deux seuls termes 
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ac sin Q - - c sin p. Voici le  calcul du premier: 

r ' P  

a.. ..... 0,30102 99956 6398 
. c sin q.. 9,97956 37051 6775 

r:r'.. ... I O  67551 6340 
I :rr". ... 5 1198 

..... Z. o,z8070 04565 07 i r Z = 1,90853 64.403 8184. 

L e  second terme csinq, ou sin8r0sin 75", est la même chose 
que + sin 8 4  + + sin 660, dont la valeur se trouve immédiatement 
par la Table III, = 0,95403 36765 0544 ; 
de ces deux termes résulte Pcsinp = 0,95450 27638 7640 
d'ailleurs on a déjà trouvé L'FQ = 0,02406 15124 3297 - 
donc la fonction cherchée Ecp = 0,97856 42763 0937 
d'aille~rslelo~arit .  c o n n u d e F ~  donne P p  =i 1,960~0 18613 8 3 7 ~ .  

Dans cet exemple où le nombre t=-log r'r": est assez petit, 
on aurait pu abréger le calcul de la partie Pcsinq par la formule 
de l'art. 158 comme il suit : 

.... t.. ..... I- o,ooo~o 67556 7538 t.. 6,02839 09724 

.... t'. 2,05678 19448 
... 2 t . .  .... = 0,00021 351 13 5076 M.. o,36aa1 56887 

Mt'. ....... - 4204 Mt'. ... 2,418gg 76335 
M't3. ...... -f- 645 M.r3. .. 8,80960 43. -- 
P... ....... 0,00021 34851 1517 
c s i n ~ . .  .... 9,97956 37051 6775 - 
Pc sin g .... 0,97977 I 1092 8292 

On tire de là Pc sin $=0,95450 27638 7645, résultat qui ne diffère 
du précédent que dans le quatorzième chiflre dont l'exactitude est 
toujours incertaine, tant par l'erreur des tables que par celle des 
par lies proportio~~nelles. 

162. Nous remarquerons que lorsque le logarithme t est aussi 
petit que dans l'exemple précédent, on peut calculer la partie 
Pc sin Q de la' valeur de EQ , dune manière encore plus simple 
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que par la formule de l'article 158. Car faisant toujours.. . .. 

9 
t =-- log ( r ' P )  , ce qui donne r'r"' = e-Mt , on aura Tq - I 
= 2 e M t  I ; soit cette quantité= I +z, afin qu'on ait Pcsinp=csinq 
+ cssin p;  de la valeur I = a ( e M t -  i ) = aei"t (&Mt- ) 
=: zNt  . ( I  + & M Y +  etc.), on déduira 

log z = log (2RIt) + + t + & Mt'; 

par cette fornîule, on calculera facilement le petit terme czsinq qui  
doit être ajouté à c sin 9 ; en voici l'application 

log t. .  . = 6,02839 09724 (1) ... . = 0,00046 90873 7106 
l2M . . . = 0,66324 56843 6 csin Q.. 0,95403 36765 0544 
f t  ..... 
2 Mt'. . 
log a. . . = 6,69169 00356 g 

Ce résultat s'accorde encore avec les précédens , aussi bien que 
cela peut être, en n'employant, pour le calcul des parties acces- 
soires, que des logarithmes à dix décimales. 

163. Exemple II. Soit proposé de trouver les fonctions FQ, E p ;  
pour l'amplitude q = 4P, et le  nlodule sin48", dont les élémens 
sont, d'après la Table VI, 

c.. . . . 9,87107 34581 4351 b. . . . . 9,82551 08951 7436 
c' . . . . 9,99523 32536 941 3 b' . . . . 9, I 6835 48482 6552 
c". . . . 9,99999 34601 5285 6". . . . 7,73940 33718 1465 .. . . - 1231 6'". . . . 4,S7675 3a981 2387. 
K. 0,06207 66278 45585 

Voici d'abord le calcul de Q' et sin p'. 
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c ......... 9,87107 34581 4351 a=31'70 i r .  4,66130 52942 
sin q.. .... 9,84948 50021 6801 2 ~ ~ 6 3  4 0  M. 0,36221 56887 

Pour avoir Zsin pl, on fera a=%" 35=38" 2 II, x= 1",34483 37 r 55, 
q' = a + x, et on appliquera la formule Z sin (A -f- x) = l sin a 

( 
5 x ) m r c o t a  I - _ + - - . ~ x c o ~ ~ ) ;  sin za 

R'lx ... 0,12866 85884 8 sin a.. . 
R".. ... 5,31442 51331 8 (1). ... - ... x ..... 4,81424 34553 (2). 

m . . . . .  9,63778 43113 sin Q' . . 
cota... 0,10173 00005 c) cf ..... 

en voici le calcul : 

(1) .  ... 4,55375 7 7 6 7 0  g sin (apl-p') 
x . .  ... 4,81424 34553 
1:sinza 0,01180 7328 

D'après cette valeur de Zsin(zr$"'~'), on trouve, en suivant tou- 
jours les mêmes procédés, 

on a ensuite pour déterminer Q"' l'équation siri ( Z Q ' ~ - ~ ' ~ ) = C ' ' S ~ ~ Q ~ '  j 
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mais h cause de la petitesse de l'angle pn-~" tw" ' ,  il est préférable 
de déterminer q1'I par l'équation tang (q"-ql")-i 6"' tang @", ou sim- 
plement g" - Q"'= R"bl" tang (p'". Pour cela, on substituera d'abord 
dans le second membre la valeur approchée Q"'= 38' 6' IO'!, ce qui 
donnera d" 1",2 178, et q"'= 38" 6' 12",4466. Au moyen de cette 
seconde valeur, qui  a toute l'exûctilude nécessaire pour les tables 
à dix décimales, on trouvera plus exactement <pl1 -~"'=R"b" tangqf" 
1 1",21787 8424. Enfin la différence rp"' - qtr = wIT se déduira 
de l'équation mlV =R"LlV tang ?IV, OU simpleiiîent cdT=  w"'. + b"'; 
car on peut supposer dans le second membre tang qKv = tang g"', et 
l I T =  (b"l)s. Voici ces derniers calculs d'où l'on déduit la valeur 
de  Q" : 

Of/'. . . . . 4,87675 5292 r 2 9'' = 38" 6' 13",66446 3475 
- tang q'" 9,89442 551 I 2 5 o"' - 1,21787 8424 

On peut considérer comme étant la limite des angles décroissans 
(P, pl, q", etc.; ainsi on aura 

H = log tang (450 + $grT) = 2 tang (64" 3'6",22329 13~9) .  

Pour calculer ce log-tangente , on fera a = 6 4  05 = 6 4  3', 
x s 6",22329 1379; et appliquant les fornlules 

x 
p=-- Itang(u+x)=Itanga+amp[i-pcosaa+$pa(i + cosnaa)], 

sin za' 

on trouvera H=o,31281 40842 60705. Enfin la formule Fpi-KM11 
donnera les résultats suivans. 

H . . . . 9,49528 62986 6565 
M.  . . . 0,3622 r 56886 9946 3 
K.. . . 0,0620~ 66278 4558 5 

ZFQ = 9,91957 86152 1370 
Fg = 0,83095 71234 6716. 

~ 6 4 .  Venons maintenant au calcul de la formule Ep =L'FP 
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+- Pc sin Q ; la première partie se trouvera après avoir calculé log L', 
comme il suit : 

L'. ... 9,38094 67241 4940 
Fp .... 9,91957 86152 1370 

--- 
L'Fq.. 9,30052 53392 6310 L'FQ 1 0,19976 77321 6029, 

la seconde partie PcSin p z 2  p'c sin cp. P E c  sin Q; et pour avoir P', 
il faut connaître rfl = cf' cos w" et rl"= clt1 cos wu', or d'après les va- 
leurs déjà connues 

on trouve les résultats suivans : 

I :COS O".  .. o,ooooo 402 I 7 70478 cos d i . .  .. - 7570 
I : cfl. ...... 6%gS 47146 .... - 12310 - ... ...... I : r". O,OOOOI 0561 6 I 7624 1'". - 19880 

. x:rtftS ...... 39760 -- 
t = 0,oooor 05616 57384; 

par le moyen de cette valeur de t = -log (r"r'"s), on trouve aisé- 
ment le terme Z =a fc . sin 9' .  Pl, ensui te on aura c sin g = + cos 3: 
.+$ sin 3D; d'où l'on conclura la valeur de Ep ,  conime il suit: 

2.. ... 0,30102 99956 63981 = 1,06981 27381 3605 
VC.. . 9,93553 67290 7 1 755 c sin Q 0,52348 27454 9876 

Les calculs de ces deux exemples ont été fort longs, malgré la sim- 
plicité des formules, parce qu'on a voulu ob~enir des résuliats 
exacts jusqu'à la quatorzième décimale; mais ils s'abrégeraient heau- 
c m p ,  si l'on se bornait, cornnie il convient presque toujours, à dix 
ou à un moindre nombre de décimales. 

r 
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5 XII .  Mé~hode pour construire, d'après m module donné, 
une ta6Ze composée d'un petit nombre de valeurs des 

f i c t i o n s  F et E, au moyen de laquelle on puisse &ter- 
miner facilement ces fonctions pour toute valeur donnée 
de I'ampli~ucle. 

165. LA niéthode que rious allons exposer n'est autre chose que 
celle du § IV, modifiée de manière qu'elle n'exige pas un travail 
préliminaire trop considérable, au moins lorsqu'on ne veut pas 
pousser l'approximation au-delà d'un certain degré. 

Supposons d'abord que l'on calcule par la nié~hode générale, l'ani- 
plitude a ou a, qui satisfait à l'équation Fa= & F'c (nous prenons 
pour exemple la fraction 5;  mais une autre fraction telle que $ 
ou &, pourrait être plus convenable dans ceriains cas, comme nous 
le  verrons ci-après ); au moyen de cette amplitude, on déterminera 
successivement celles qui satisfont aux fonctions mul~iples Fa,=zFa, 
Fa,= 3Fa, etc. On calculera en même tems les valeurs corres- 
pondantes de E,  et du tout on formera un petit tableau de dix 
lignes seulement, contenant les valeurs de Q et de EQ, auquel on 
pourra joindre, pour la facilité des applications, les valeurs cor- 
respondantes de Isinp, .? tangrp, ZA(p). Voyez un Tableau de cette 
sorte, page 2 15. 

Cela posé, Q ayant une valeur donnée quelconque, il s'agira de 
trouver, p p  le moyen de cette table, les valeurs des fonctions 
w, ET. 
166. Supposons que la valeur de 9 soit plus grande que a,, elle 

sera comprise entre deux lermes consécutifs de la première colonne; 
soit a le terme le plus proche, ou au moins celui pour lequel la 
différence l'$-Fa est la plus petite, et soit g=a+x ,  x étant 
ilne différence positive ou négative; si l'on fait en même tems 
F(a + x) = F a  -fi Fy, l'amplitude y se déterminera trigonométri- 
queinen t par les équations suivantes : 

csina=sinC, tangJ1=cosC tsng(a+x), y=df'J 
c sin(a+x)=sinL?, tang$ =case tanga. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. a07 

o n  voit qu'il faudra d'abord calculer les angles auxiliaires g, C', 
ensuite les angles 4' et +, dont la différence est l'angle cherchéy. 

Connaissant y qui sera en général du même ordre que x, et peu 
supérieur à x ( excepté dans le seul cas où c et sinp seront tous 
les deux peu différens de l'unité), on pourra déterminer Fy et Ey 
par les formules qui conviennent aux petites amplitudes, et on en 
déduira les fonctions cherchées 

FQ = Fa $- 1-7 , 
Eq = Ea +- Ey - c s s i n a  sin s iny.  

Cette sorte d'interpolation n'exigera en générai qu'un calcul assez 
facile et fondé, comme on voit, sur des formules trigonométriques 
très-simples. 

Si x est négatif, y le sera aussi; mais d'ailleurs le calcul sera 
toujours le même. Au reste la faculté qu'on a,  suivant les différens 
cas, de prendre z positif o u  aégatif, permettra toujours de sup- 
poser Fy <+Fa ,  c'est ce qui aura lieu encore, lorsque Q sera moindre 
que CL, mais tel cependant qu'on ait F$ >+Fa. 

sin x Nous reniarquerons que si l'on fait sin w = $h++a(a+JF)) on 

sin u aura exactement sin y i 
1 + ca sin2 ru. 

Par les auxiliaires C et Cf, 

on a An= cos C, A(a +x) =cos g', ainsi l'angle w , troisième auxi- 
sin x liaire, se trouverait par l'équation sin w= 

cos($e+gc) .  C G ( $ ' - $ ) ;  

niais il sera presque tonjonrs plus simple de se servir des formules 
précédentes, quoiqu'elles déterminent l'angle y par la différeiice de 
deux angles beaucoup plus grands 4' et 4. 

1 6 ~ .  Nous avons donné dans l e s  V des formules pour calculer 
les fonctions FQ, Ep, lorsque l'amplitude cp ne passe pas iule cer- 
taine limite ; mais si y était très-petit, le calciil de ces formules 
pourrait être sujet à quelques difficultés, surtout si le module c 
était en même temps très-petit. Il sera plns simple alors de se servir 
des formules telles que les donne iminédiatemenl I'intégraiion par 
séries; ces formules sont, en supposant que les termes de l'ordre 
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r7 peuvent être négligés, 

168. Connaissant a , ,  c l , ,  u3, ct4, a5, par la multiplication de la 
fonction Fa, il faudra que ct5 s'accorde avec la valeur tirée - de 

1 I'équalion tang cc5 = - Cette vérification étant faile , on calculera 
~ b '  

les termes suivans cc,, a,, etc. , par les équations con~plémeniaires, 
savoir: cot ctg= b tanga,, cot cl,= 6 tanga,, cot cl8 s b tanga,, 
cotaS= 6 tang a. Il faudra ensuite calculer les fonctionsEa, , E u , , e t ~ . ~  
ce qu'on fera par les foriiiules 

de  ces formules résulte 

p, = c'sin a, . sin a, sin as 
pp = c'sin a, . sin a, sin a, 
p, = ca sin a, . sin a, sin a4 
p, = c" sin cc,. sin u4 sin a5 

Ea = 5 ( E G  -t- p,  + p. 4- p3 It- p4); 

et comme on connaît Ea, = f El $- f (1 - b), o n  aura par l'éqm- 
tion précédente la valeur de Ea;  ensuite Ecc,, Eu3, Eu4,  seront 
données par les équations 

aEa - Ea, E p, 
Ect -b Eg, - Ea3 = p, 
Ea + Eu3 - Ea4 = p3 
E ~ L  + EccQ - Ect5 = pI 

Eu, = 2Ea - p,, 
Ea3 = Ea + Ea, - p,, 
Ea4 = Ecc + Ea, - p,, 

Ce calcul se continuera pour les autres amplitudes a6, a,, etc., au 
moyen des formules 

Eu6 $- Ea4 F E1 + ca sin ab sin u s ,  
Ea, + Ea, = E1 + cs sin a, sin a,, 
Eas + Ea, = Er -+- c4 sin a, sin a,, 
Eu, +- Ea = E1 L+ ca sin a sin a,. 

Cette méthode va recevoir les développemens nécessaires dans 
l'exemple suivant, où les calculs sont faits de manière à obtenir 
au moins dix décimales exactes dans les résultats. 
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169. Afin de mieux juger de l'exactitude de la nouvelle mé- 
thode, nous prendrons pour exemple le module sin450, d'après le- 
quel la table II a éié construite. Voici, dans ce cas, l'échelle des 
modules réduite à douze décimales : 

il faut d'ahord déterminer cc par l'équation Fa=$F1; et coinme 
UJ 

on a en général Fq = - . F'c, étant la limite de la suite q,  f go, 
90" 

f QOO, etc. , il faudra faire @=go ; or, pour le degré d'exactitude 
que nous avons en vue, on peut supposer (P= &qmooO; ainsi on 
aura qoooO= 144". De cettevaleur on déduira successivement celles de 
tpooO, poO, g*, q, au moyen des équations sin(z~OOo-rpooOD)-cOOOOsin~OaOO, - 
sin (z~OO-~OOO)=cOOOsiti  qooo, etc., dont voici le calcul ; 

- 
c04 ...,.. 9,68704 9" 
sin g04. . . 9,7692 I 87 
Rr' ... ... 5,31442 51 
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@. ........ 9,23444 86293 2 4  angle cherché A = 2q - p, 
sin Q'. ..... 9,49291 o147G 38 angle approch. a=3°06=3'5'36", - 
sin (zq-go) 8,72735 877% 62 éq. à résoudre EsinA=lsina-r, 
sin a.  ..... 8,72739 23 I 69 47 Solution. p = rM tanga, 

r= 3 35399 85 A = ~ - P ( I  - p). zu 

r . .  .... 5,52556 28641 
M . .  ... o,36a2 I 56887 
tang a. .  8,72801 1984 1 

p. ..... 4,61579 05369 
.... RI'. 5,31442 51332 -- ..... ( 1 )  993021 5 6 7 0 ~  

p.... . 4,61579 053 
r:sin 2a 0,97219 73 

(1) . . .  of',85r56 0817 
(2) . . ' 3 2976 

0,85152 784i 
a . . . . .  3" 3'36" -- 

q - q ~  = 3. 3.35,14847 2159 

... [a).. 5,51820 35 

170. Ayant ainsi déterminé ln  valeur de a ou a,, il faut calculer 
les termes a,, a:, a4, etc., par Ies formules connues pour la mul- 
tiplication des fonctions; savoir : tang; a, = h tang cc,. ......... 
iaug (' ai,+ f a,) = A  tang a,, etc. ; voici d'abord le calcul de Aa 

c. .  . 9,84948 50021 68 a=7',47 
sinm. 9,26441 40026 7 a  

P. .  .... 5,83197 06609 cosn 9,ggSag 84428 77  
sin A G 3 8 9  90048 40 tang a .  8,23533 69554 R.. . I i 674 507 -- - . lina. 9~1i396  6q2062 rtang'a 4,06730 76163 A.. 9,99629 96103 &3 

r =  6 7 9 1 5 7 7 5  r . . . . . .  - 6 7 9 1 5 8  

I s i n  A=Zsin a - r ,  rîang'a - i 1676 -- 
EcosA=Icosa+R,  R ... 4,06723 85329 
ZR=l(rtangSa)-t-rtangls. 
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Calcul de cc,. 

tanga.. 9,27187 89348 79 
.... A. 9,ggGag 961 03 28  

tangitc, 9,2681 7 85452 07 
tanga.. 9,26796 69207 33 

r. . , 21 1624474 

tang A = 1 tang a $- r ,  
p=f Rlr, 

.... a=1oo 50 r $32556 5891 7 
za=2 I . oo f M. . o,o6 I I 8 56930 

p..  .. 6,38675 15347 
sinza. 9,55432 91618 

. RI1.. 5,31442 51332 
(1). .. 1,25550 58797 
p.. .. 6,38675 15847 
;os au 9,970; 5 I 74 -- 

.fpacos&)- (2). .. 7,61240 gzo 

- ..... (3). .. '53 $.. 9,8a390 87 
. .. fa , . .  = ro.30.18,01377 216 COS 4a.. 9,87107 35 - - a,. .... , 21. 0.36,02754 43 (3). ..... 3,72399 1 3  

Calcul de a,. 

fang% 9,55440 41122 28 a=20°85 r.. ... 5,81548 23192 
A. . . .  g 629 96103 28 aa=41.70 '99- - -  
tang A &58070 3 7 x 5  56 4a=83.40 
tang a. 9,58076 91081 87  

r = 6 53836% 

;?a.. . 
p..... 
sin 2a.. 

RI1.. .. 
(1). .. 
p..... 
COS 2a. 

(2) ... 
(I).. .. 
p'.. .. 
+ cos4a 
(3 ) .  .. 
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Calcul de a4. 
tang % 9,78051 29931 86 
A . 9,ggGag 96103 28 a= 30" 89 

Ztang A =  Z tanga-r. 

- 
(1). ... 1,16922 00431 
p .  .... 5,90975 076 
cos 2a.  9,67473 108 

(3). ... a,555zo 61 
Calcul de a5. 

tang &4. 9,93551 digr I 62 a-do0 52 r ..... ~ ,CJOOO~ 10848 
... A . . . . .  9,99629 96103 28 zad31.04 in9 0,06118 56930 -- 2 

tang A. 9,93181 38014 g o  P . .  ... 4,96120 67778 
tanga.. 9,93180 58578 22 sin za.. 9,99466 78399 

1 tang A t. 1 tang a+ r. ( 1 ) .  ... 0,27029 97509 
p . .  ... 4,96120 678 

a. .  ..... 3 40°31' 12",00000 0000 cos za. 9,19241 381 

........... Par l'équation cot a, = / b ,  on trouve directement.. 
a5 = 490 56' za", 70750 516; la différence n'est que d'une unit8 
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décimale du sixième ordre; or, le sixième ordre de décimales dans 
les secondes, est le douziéine chifie significatif du nombre entier 
puisqu'en réduisant tout en secondes, on a cc5= I 7978211,70750~6. 
O n  ne peut donc pas répondre d'un plus grand degré de précision, 
en ne donnant que douze décimales aux logarithmes, surtout si l'on 
considère combien il a fallu d'ope'rations pour obtenir ce résultat. 

171. Pour calculer maintenant les quantités p,, p,, p,, p4,  il faut 
connaître les log-sinus des angles tz, a,, cc,, a4, as; le premier est 

1 déjà connu, le dernier se trouve par la formule sin as = -- 
sin 4 5 O  

V ( l +  b )  
=-' 

COS 2s0+ ' voici ces logarithmes, d'où l'on déduit ceux des qum- 

thés p ,  et ensuite ces quantités elles-mênies : 

sin tx, 9,26441 40026 72 
sin or, 9,55452 67236 63 
sin 1 3  9,71311 58677 26 
sin y 9,81485 70638 1% 
sin ds 9,88386 g656a 47 

Connaissant la fonction complète En= 1,35064 388 I O  48, et la quan- 
tité I - b = 0,29289 32188 24, on trouvera par les formules de 
l'art. 168 

Eu5 == 0,82176 85499 31 
Ea, = 0,18435 60570 512 
Ea, = 0,362G5 41773 704 
Ea, = 0,52598 76068 176 
Eaq = 0,68534 40032 998. 

'1~2. Il faut maintenant prolonger le calcul de toutes ces quan- 
tités pour toutes les amplitudes au-delà de a,, savoir : chi, a,, a,, a,. 
Or, si les amplitudes Q et sont complémens l'une de l'autre, 
c'est-à-dire, si l'on a Pq + F 4 = F'c, non-seulemen t llampli~ude 
4 se déduit de q ,  par la formule cot + = I tang p , comme on l'a 

b vu dans l'article 168, niais on a en même ten~s  A+ = - et 
A0 ' 

sin p sin 4 = de sorte que connaissant les logaritl-inles des Q . tang p ' 
quantités sinq, tang cp, ~ q ,  pour les amplitudes qui précédent a,, 

S 
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on aura immédiatement les logarithmes de ces quantités pour les 
amplitudes qui suivent oc,; 

D'ailleurs de la valeur connue de cot 4, on déduit celle de l'angle 
4, ce qui s'applique successivement aux amplitudes a,, a,, a,, cc, ; 
on aura donc de cette manière les résultats suivans: 

'Au moyen des valeurs de sin q ,  on déterminera les fonctions Eat, 
Ed,, etc., par les formules de l'art. 168, comme il suit : 

P. 
-- 

c'sina4sinu6=o,27S75 57297 82 c°sinu9sina,=o,a3~5G 52630 146 
E'.. ..... .=1,35064 38810 48 E'.. ..... .=1,35064 38810 48 -- - 

1,62939 96108 30 1,58820 6 4 4 0  626 
Ect4.. .... .=0,68334 40033 00 Eg3..  .,... 0,52998 76068 176 -- -- ..... ..... Eu6 .=0,94605 56075 30 Ea,. .=1,05822 15372 45 

1 sin p. 

casin~,sincl+=o,l 7299 93944 95 casincc Sind9=0,0gr 12 I 207 I 38 
Er.. ...... I ,35064 3881 O 48 E'. ....... 1,35064 3881 O 48 -- - 

1,52364 32755 43 1,441 76 50881 86 
Ea,. ..... .=0,36a65 41773 70 Ea ....... 0,18435 60570 51 

--- ..... Ea,. ..... .c1,16og8 90981 73 Eu,. .=1,25740 9031 I 35. 

173. Nous avons maintenant tous les élérnens qui doivent com- 
poser la Table auxiliaire que nous voulions construire; mais pour 
en rendre l'usage plus commode, il sera bon d'y joindre les va- 
leurs correspondantes de logAp. 

On connaît déjà A(a) et A ( 4  = vb; on calculera les autres 

a, = 58" 38'iof',3i40z 70 9,93139 67548 58~0,21500 08066 7 0  

a, = 66.53.52 ,77456 1 7!9,96369 70659 98 0,57000 20046 46 

tang + 64 ternies par les formules da,= -- 
tang a, 

tang 2 
La3 i -- tangrs ' ' ' ' 

0,5661 I 08856 04 cc8 = 74.48.22 ,93725 47 9,98454 78550 84 
a, = 82.28. O ,82488 73 9,99623 54574 65 O 8 863 60629 53 P 7  
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tan? f e8 

Lia4= - 
t angq  ' et les termes complémentaires par la formule gé- 

b nérale A+ = -. 
4 

Voici donc la table complète qui résulte de tous les éIémens ainsi 
calculés. 

9. l Z sin Q. 
-- - I -- 

174. Pour faire voir l'usage de cette table, cherchons la valeur 
des fonctions F et E , lorsque q t= 700. 

L'amplitude qui dans la table approche le plus de 7oe, est 
a = 66" 53'52': 77456 17 ; elle répond à la fonction Fa = 5 FLc ; 
il faut donc résoudre l'équation FQ = Fa+ F' , ce qui se fera par 
les formules 

z tang p. 1 W. 

c sin p = sin C, on aura Z sin g = 9,82247 08 i 86 I I , d'où l'on 
tire ZcoçC ou ZAp= 9,87350 72687 63. Par la talle,  on a imnié- 
diatement tang a et Aa, ainsi Z tang 4' et Ztang+, seront donnés 
cornnie il suit : 

-- 
9,27187 89348 79 
9,58440 41 122 28 
q,78051 29931 86 
9,93551 4191 1 6s 
0,07525 74989 16 
o,ai 500 08066 70 
0,37000 zoo46 46 
0,5661 i 08856 04 
0,87863 60629 53 

Infini. 

g,aCi&i 40oa6 7s 
9,5545a 67a36 62 
9,7131 1 58677 2C 

9,8 1485 70638 i a  
9,88386 g636a 4 
9,9313~ 67348 58 
g,g636q 70659 91 
9,98454 78550 8ri 
9,99623 54574 65 
O,OOOOO ooooo OC 

s, =io035' a43a358 50 0,18435 60570 51 

Aa ...... . 9,88057 91936 23 Ap ..... . 9,87350 72687 63 
tangcp.. . . 0,43893 41317 97 tanga.. . . 0,37000 20046 46 

- 
tang 4'. . 0,31951 33254 20 tang+. . . 0,24350 92734  09 

- 

9,99629 96103 22 

9,98537 47363 52 
9,96890 58085 45 
9,94794 61377 95 
9,92474 25010 84 
9,90153 88643 72 
9,88057 91936 23 
9,85391 02458 i 6 
9,85318 53918 4c 
9,84348 50021 68 

r, =2i. 0.36,02754 
a ~ 3  =31. 6. 5,01924 67 

=40.45.42,44450 18 
~ i ,  =4g .56.22,70750 52 

=58.38.10,3140a 
a, =66.53.52,77456 17 
as z 7 4 .  48.22,93725 47 
dg z8a.28.  0,82488 73 
a,,Ego. O. O,OOOOO 00 

430,36265 41773 70 
0,52998 76068 18 
0,68334 40033 oo 
0,82176 85499 31 

700,94605 56075 30 
i ,05822 15372 45 
1,16098 90981 73 
1,25740 go31 i 35 
i ,35064 38810 48 
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il en résulte $ = 640 23' 52",1 1076 or 

4 = 60.16.54~80887 69 - 
y = 4. 6.57 ,30188 32 

11 s'agit maintenant de trouver avec le même degré d'approximation 
la valeur des fonctions Ey , Fy; c'est ce qu'on obtiendrait par l'in- 
terpolation de la table I l ;  mais pour ne rien emprunter de cette 
table, nous calculerons directement les valeurs de Ey, Fy, par les 
formules que donne immédiatement l'intégration, lesquelles en né- 
gligeant les termes de l'ordre y9 seulenient, sont: 

Si l'on y substitue la valeur de ca dans notre exemple, savoir: 
es=$ elles deviennent 

faisant donc y = 40 6' 57", 30188 32,  ce qui donne, après avoir 
réduit cet arc en parties du rayon 

log y = 8,85634 39959 78, y = 0,07183 63067 020, 

on trouvera Ey = 0,07 180 54342 97, 
Fy = 0,07186 72030 06. 

Maintenant les valeurs cherchées de Fq et Eg se tireront des équa- 
tions Fq =Fa+ Fy, Eg = Ea + Ey - c' sin a sin p sin y, comme 
il suit : 

c' sin q.. ....... 9,67195 58207 79 Ea = 1,05822 15372 45 
sin a . .  ........ 9,96369 70659 98 Ey = 0,07180 54342 97 -- 
sin y. ......... 8,85597 04055 19 --- I,r3ooa 69715 42 
Z ............. 8,49162 32922 96 z = O , O ~ I O I  86785 59 

EQ = 1,09900 82929 83 
Fa = F1c = 1,29785 22741 I r 
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Par la table II, on a Fq = 1,36971 94771 22 , et. . . . . . . . . . , 
Ecp = 1,og900 82929 83, ainsi l'accord est parfait sur la valeur de 
E, et il n'y a de différence sur celle de F que cinq unités déci- 
males du douzième ordre; erreur facile à expliquer tant par la 
longueur et la multiplicité des calculs de la dernière méthode, que 
par l'inexactitude qui peut rester dans le dernier chiffre des nombres 
de la table II,  malgré tout le soin qu'on a pu mettre à la cons- 
truction de cette table. 

175. Dans le calcul du tableau de l'art. I 79, nous avons poussé 
le  nombre des décimales jusqu'à douze, afin de mieux établir la 
comparaison des résultats avec ceux de la table II qui comprend 
un pareil nombre de décimales : mais le calcul s'abrégerait beau- 
coup, si l'on voulait se borner à dix ou à un moindre nombre de 
décimales. 

En général, quel que soit le degré d'exactitude qu'on veut obtenir, 
il faut mettre un soin particulier à l'exacte détermination de l'am- 
plitude a d'après laquelle la table est formée. En supposant, comme 
nous l'avons fait, Fcc = 5 Fc, il est nécessaire, pour connaître 
a, d'avoir l'échelle des modules qui résulte du module donné c. 
L a  Table VI ci-après donne cette échelle pour tous les angles 
du module, de dixième en dixième de degré, depuis O" jusqu'à 15', 
et ensuite de demi-degré en demi-degré, depuis 15" jusqu'à 45". 
Mais cette Table n'est pas de nature à être interpolée, et ne serait 
d'aucun usage pour les angles du module qui n'y sont pas expres- 
sément contenus. 

176. Pour obvier à cet inconvénient, nous avons pensé qu'iI 
serait utile de construire une table où l'on trouverait, pour tout 
angle donné du module, au moins de oO i 450, la valeur de ci qui 
donne Fa= F'c. Dans cette vue, nous avons calculé directement 
la valeur de a pour tout angle du module de demi-degré en demi- 
degré, depuis oO jusqu'à 45"; nous avons ensuite interpolé les ré- 
sultats en insérant quatre moyens entre deux termes consécutifs. 
C'est ainsi qu'a été formée la Table VI1 où l'on trouve la valeur de 
CL pour tout angle du module de dixième en dixième de degré, 
depuis oO jusqu'à 45". Cette Table, dans laquelle les quantités a 
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sont accompagnées de trois ordres de  différence, le quatrième étant 
omis comme inutile ou pouvant être pris à vue, servira à déter- 
miner par interpolation la valeur de a qui satisfait à l'équation 
FcL=A F1c, pour tout angle donné du module de o0 à 450, sans 
qu'il soit besoin de connaître l'échelle des modules correspondante. 

0 1 1  n'a pas prolongé la Table VI1 au-delà de 450, parce que l'in- 
terpolation deviendrait de plus en plus pénible, à mesure que l'angle 
du module s'éloigrierait de ce terme, et aussi parce que passé 450, 
il convient de prendre Fa plus petit que AF 'c ,  et de plus en plus 
petit, à mesure que l'angle du module devient plus grand. En effet, 
pour que, suivant l'esprit de la méthode, le calcul des fonctions 
E p ,  Fp, soit ramené à celui de deux autres fonctions Ey , Fy, dans 
lesquelles l'amplitude y n'excède pas 5 à 6 degrés, il faut que a 
n'excède pas r 20. D'après cette base, on peut faire Fu= + F1c,  
depuis 8=450,  jusqu'à 8 ~ ~ 0 0 ,  et Fa=+F1c ,  depuis 8=70m, 

jusqu'à d=820. C'est ce qu'on trouve aisément par l'équation ap- 
M prochée - lrang (45' + f col) =nF1c, dans laquelle substituant les 
C 

valeurs a=&, c=sin70°, on trouve a=11053',  de même qu'en 
faisant n =%, c =sin 82*, on trouve a = I I O  5%. 

177. NOUS remarquerons que lorsqu'il y aura lieu de supposer 
Fa= h F J c ,  cette équation peut être résolue par de simples opé- 
rations trigonométriques, sans être obligé de former l'échelle des 
modules. En effet, l'angle cc4 qui satisfait à l'équation Fct4=$F1c, 
pourra se déterminer par la fornlule du nm 24, 1 p.; connaissant a4, 
il faudra employer les fornlules de la bissection, pour trouver suc- 
cessivement cc, et a, OU CL. Ensuite on trouvera les auires termes 
par les formules de la multiplication qui ne supposent pas connue 
l'échelle des modules. On pourrait même déterminer ces termes 
par la simple bissection, savoir : a, par la formule ordinaire. . . . 

1 
tang cc,= - 

vb 
et as par la bissection de Foc6. II resterait à trouver 

par ces n~ênies  formules la valeur de as, ce qui peut se faire au 
moyen de l'équation des complémens qui donne d'abord cot a,, 
- -6 Lang a,, et ensui te a5 par la bissection de Foc,,. 

11 sera encore plus facile de résoudre l'équation Fa = 2 F1c, 
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puisqu'elle n'exigera que les forn-iules ordinaires de la bissection. 
Nous en donnerons bientôt un exemple pour le module sin S rO.  

I 75. Pour montrer l'usage de la Table VI1 , supposons qu'on 
demande la valeur de a pour le module sin8=$. De cette valeur 
d u  sinus on déduira d'abord l'angle correspondant 

o n  voit ensuite par la Table, qu'à l'angle du module rg0,4 répond 
la valeur q = go I 5' 37",83660 IO, et les différences toutes positives 

faisant donc x = o,7 I 220 6345, et  appliquant la formule ordinaire 
des interpolations , savoir : 

o n  aura 
a = go 15'44",cp161 50. 

179. Kon-seulement la Table VI1 fait connaître pour chaque 
module moindre que sin 450, l'angle EL qui donne Fa =A F'c ; mais 
o n  peut facilement tirer de cette même Table, la valeur correspon- 
dante de la fonction Ea. Voici comment on parvient à la formule 
nécessaire pour cette détermination. 

Si on suppose que pour l'angle tl du module, l'amplitude q~ satis- 
fait à l'éqüation FP= nF1c, n étant un nombre fractionnaire cons- 
tant, q sera en général une fonction de 0; et comme Pq ou F est 

dF dF dp fonction de 6 et O ,  on devra faire dP = (a + - -) de.. . . 
dq ' db 

dF 1 

= ( d è + d  . 2) d l ,  ce qui donnera l'équation 

mais en faisant c = sin 0 ,  les formules de l'art. 43, 1 p. donnent 
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donc on a 

sin p cos p sin 6 cos 6 O'Q E-F cos'fl-n(E1-F'cos1d)=sin'0. A - -- 
A rd' 

sin q cos sin 6 cos O dg E=nE'+siosfl. A - -- a 'Z' 
Or, pour chaque valeur de 8 comprise dans la Table VII, on trou- 

vera immédiatement le coenicient différentiel $, par la formule 

où 360 est mis pour la différence o0,r des valeurs de 8 ,  parce que 
les différences $9, $'q, etc., sont exprimées en secondes; quant 
aux valeurs de 8 qui ne sont pas comprises dans la Table, on trou- 
vera également par interpolation les valeurs correspondantes de d'q , 
d " ~ ,  etc., conime on l'a vu dans la quatrième partie, tome II, 
art. 91 ; donc dans tous les cas, on connaîtra la valeur de Ea qui 
répond à l'équation Fa =& F'c. 

Dans l'exemple précédent, l'angle du module 450 est compris 
dans la Table; mais les différences qui répondent à 450, dans le 
sens de l'accroissement de la variable 8, n'existant pas, faute de 
ternies ultérieurs, on y suppléera par les différences dans l'ordre 
inverse, comme on l'expliquera ci-après art. 193. 

On aura alors 

ce qui donnera = '9'86i74 - = 0,08294 92892 dB 360 

Substituant ces valeurs, ainsi que celles de sin Q, tang <p, A,  dans 
sin$ cota 1 da la formule E = E' -f- f . -- 

A 
on atira.. . . . . . . 

E = 0,18435 60577, ce qui s'accorde suffisamment avec la valeur 
de Ea , dans le tableau de l'art. I 73. 
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de la Table particulière pour le morlule c = sin 8 i O. 

180. Nous supposerons Fu = & Prc,  et nous ferons les calculs 
avec toute l'exactitude que comportent les Tables à quatorze dé- 
cimales, par la seule méthode de bissection, sans faire usage de 
l'échelle des modules, quoique cette échelle se trouve dans la 
Table VI. 

La  première bissection de la fonction F'c se fait par les formules 
1 .  1 cos45" 

connues, tangu,=- sin dg= - -  b 
vb ' V(L+~)-C= . . j ~ o s % = ~ ( q ) .  

Aa,= i b ,  et on a inmédiatement les logarithmes de ces quantités, 
savoir : 

les quantiiés semblables pour u4, se déduiront de la formule 
sin $ s8 

sin c ~ q  = v(;+ $ A%) ; 
et d'abord pour avoir sinicr,, je cherche 

f cosa,) par la formule q u i  sert à déduire log(] +A) de logA 

log A = 9,56560 57074 7659 185 1 3 - a . .  0,13602 04531 7958 
a = -  .... log a.. . 9,56560 37433 4709 503 R.. 5a81 4616 - 

T = 19641 ag50 688 i+cosag 0,13602 09813 2574 i+a = - 
503 o,3aioa 99956 6398 -- - - 

r. ...... 4,99317 0118.5 cos1 + ccg. 09856 61 76 
i +a.. 0,1360a o453a - cos t #*. 9,91749 54928 3088 
T'. ..... 4,15714 96653 P~ inag . .  1 -  9,66740 94911 3411 
a. ...... 9,56560 37433 sin f as.. 9,7499 1 39983 0323, 
$ f  ..... 7180 - .... R.. 3,7aa75 41266 

De la valeur au, = I / b ,  on déduira par un calcul semblable 
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on trouvera cosad d'une manière abrégée par la formule 

tangj r, où l'on a O= Sr0; on aura ensuite tang ct4, et A(u,)= -- 
tang a& ' 

a - ............ 
1 - P  

0,15629 45622 4372 

COS (go" + 8). .. 9,86588 68409 87 15 
COS (go0 - O ) .  .. 9,99966 50455 581 r 
r : cos 5 8.. ....... O, I I 895 44846 3008 
cosa a4. ......... 9,73796 7'540975(. 
cos tc,. . .a . . . . . .  9,86898 35770 4878 - . . 
sin ce4.. ......... 9,82806 12794 2509 
tang a4. ......... 9,95907 77023 7631 
tang a,.. ....... 9,83241 85054 7235 -- -- 
AC~,. ............ g,8733~08030 9604 ; 

on eonnalt ainsi toutes les quantités sin a4, cos a,, tangq,  Aa4, re- 
jatives au terme a4. 

181. Une troisième bissection donnera les quantités relatives 
sin $ e5 . v2 à a,, par le  calcul des formules successives : sin q = -- 
V( l+  Aa'd 

sin t a4v2 tang a4 tang CL, = Au,= 2- 
~ ( A O C ~  + cos a 2  ' et pour cela, on fera 

tang a, ' 
toujours usage des formules qui  donnent k g  ( I  +A) par le moyen 
de log k ; en voici les résultats : 

s inq .  vf. ... 9,67754 62815 9310 sinm4,. ........ 9,89806 19794 2509 
V(i+cosaq). . o,iaoaa 18668 31 87 k f  cos ah. ..... ois4044 37336 6374 - -- 
a i n i  œ 4 . .  .... g,55732 44147 6123 tangf  OC^.. ..... 3,58761 75457 6135 
Vs. ........ 0,15051 49978 3199 

- . . . . . . . . .  9,70783 94125 932% 9,70783 9 4 ~ 2 5  932% 
i / ( i+Aq) .  .. 0,121 15 07714 - 8332 \/(Aa4+cosccq). . 0,08609 88250 7813 
sin a,.. ...... 9,58668 8641 1 oggo tang cc,. ....... 9,621~4 05875 1509 
cos a,. ....... Q,96494 80535 $81 tang t cc4. .. : ... 9,58,6i ,5457 .- 6135 

.......... Am,. 9,96587 6958a 4626 
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On procédera de même au calcul des quanti tés relatives à a,, par les 

sin oc, . \/z -- fang ' œ, tang a, = 
tang a, , voici les résultats de ce y (A#, + COS a,) 9 A% = -%- . 

calcul : 

.. sin a,. v2.. 9,43617 36432 7791 
t/(i+cosa,).. O, 14192 87786 1774 -- ..... sin cc,. 9,294a4 48646 60 17 

........ v2. 0,15051 49978 3199 - . sin fa,. v a . .  9,44475 98624 9a16 
V ( t + A % ) . .  0,14215 17623 @OO -- 
sina ......... 9,30260 8l00l 4716 

sin a,. ........ 9,58668 8641 i oggo 
i +COS a,. ..... 0,28385 75572 3548 

..... tang i a.. 9,30283 10838 7442 

9,44475 98624 9216 
t/(Aa, + cos a,) O, i 3322 13749 6833 

tang a,. ....... g ,31153 84875 2383 
tang t a,. ...... 9,30283 10838 7442 

Jusqu'ici nous n'avons point cherché les valeurs en degrés desangles 
d g  9 a4, a,, cc,, et nous avons déterminé toutes les quantités qui en 
dépendent, par la seule table des logarithmes des riombres, et par 
l'application de la formule qui sert à trouver log (1 +A) par le 
moyen de logA; nous continuerons de suivre cette marche, q u i  
semble la meilleure pour obtenir les résultats les plus exacts, en 
n'employant non plus que les formules de la bissection, et celles 
qui sont relatives aux fonctions complémentaires. 

182. Les quantités déterminées pour a, feront connaître immédia- 
tement les quantités analogues pour son complément a,,, au moyen 

b cos p des formules générales cot 4 = b  tangq, ~ 4 . z  - sin += - 
Ao ' 4 ' 

dans lesquelles on fera Q al ,  +=a,,; on aura ainsi pour a,, les 
logarithmes suivans : 

tang a,,. ....... 0,84658 g856a 6669 
sin a ............ 9,99564 27739 5274 
cos a,, ......... 9,14905 291 76 8605 
~ ( a , , ) .  ......... 9,32099 16382 6096. 

D'après ces élémens, on calculera ceux qui conviennent à a,, ce qui 
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donnera les résultats suivan; : 

. . . . .  . .  sin ru,, l/;. 9,845ia 77761 2075 sin z,,. 9J9!@4 ~ 7 7 ~ 9  5274 
v(1 $-COS a,,) 0,02863 a5550 9193 i + c o s  ru,,. . . .  0,05726 51 101 8386 -- - 
sin ; oc,,. . . .  g,8i 649 5921 O 288a tang a,,. . . . .  9,93837 76637 6888 

0,15051 49978 3199 --- 
sin ', a,, . va . .  9,96701 02188 6081 . . . . . . . . .  9,96701 02188 6081 
v(~+Aa,,). . 0,04128 62773 4783 )/(Aru,,+cosoc,,) 9,77225 30854 3341 -- ---- 
sin as.. . . . .  9,9a57a 39415 1298 tang as.. . . . .  O, 19475 71334 2740 
cos kg. . . . .  9,73096 68080 8558 tang$a,,. . . . .  9,93837 76637 6888 ---- 

A#€.. . . . . . .  9,7436a 05303 4148. 

De ces démens, on déduira encore par une nouvelle bissection, 
ceux de %, comme il suit : 

sin as. v+. . .  t~,77520 894?6 8099 sin as.. . . . . .  9,9257a 39415 12g8 
v(i + cos&s). o,og55 i 04473 6726 i + c o s  as. . . .  O, I 8702 08947 345% - 
sin + q. . . . .  9,681 69 84963 1373 tang ru6. . . . .  9,73870 30467 7 8 6  

O, 15051 49978 3199 

sin q.. . . .  

. 9,83921 34941 457a . . . . . . . . .  9,83221 34941 457% 

. 0,09574 59527 8759 v(Arr6 + cos %) 0,0i918 48742 6726 -- . . . . .  . 9,73646 82413 5813 tanga~. 9,8130a 86198 7846 
COS "3. .... 9,99343 962 14 7967 tang es. . . . .  9,73870 30467 7846 --- 

a ~ ~ .  . . . . . .  9,92567 4269  0000 

183. Des élémens de as, on déduit ceux de ct , ,  par les formules 
des complérnens , savoir : 

tang a,,. ....... 0,61091 1560 
sin a,,. ......... 9,98734 62777 4410 
cos a,,. ........ 9,37643 58525 2850 
A(s,,) ......... 9,45071 19110 1552, 

et de ces derniers, on déduit par bissection les élémens de a, 
comme il suit : 
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sin &,,. v;. . .  9,83683 19799 i 21 1 
C/(I+COS~,~). 0,04634 67607 6243 

sin a,,. . . .  9,79048 45191 4968 
0,15051 49978 3199 

s i n i  a,,. t/2. . 9,94099 95169 8167 
V(1 +A%,>. . 0,05399 49348 2754 
sin &S.. . . . .  9,88700 458a I 541 3 
COS * j e  . . . .  9,80409 99885 9969 

SIR alo. . . . . .  9,98734 62777 4410 
...... i -J. cos d~ 0,09269 35215 2485 

tang a,,. . . . .  9,89465 27562 1925 

. . . . . . . . .  9,94099 95169 8167 
~(A*,,+COS~,~) 9,85809 49234 a723 -- 
tang rc5. . . . . .  0,08290 45935 5444 
tang a,,. . . . .  9,89465 27562 1925 

184. Enfin pour trouver les élémens de a,, il faudra d'abord 
prendre le complément des élémens de a,, pour avoir ceux de 
savoir : 

tang a14.  ....... 1,18392 69711 2791 
s1n ccr4.. ....... 9,99907 '0953 4855 

....... cos a l 4 . .  8,81514 41242 2064 
Aa,,. .......... 9,2a845 54831 r 074 ; 

on déduira ensuite de la bissection les résultats suivans : 

. .  sin ar4vi. 9,84855 60975 1656 
v(i + cos rc,J 0,01374 30433 6552 -- . . .  sin f #,.p 3,83481 30541 5104 

0,15051 49978 3199 

. . . . .  9,99907 10953 4855 
i + cos a,@ . . 0,02748 60867 31 05 - 
tangf &,P. . . .  9,97158 50086 1750 

sin f a,4. v2. . 9,98532 80519 8303 
V(I + Aiic,J.. 0,03394 83922 o5al -- 

. . . .  sin q.. 9,95 137 96597 7782 

. . . . . . . . .  9,98532 80519 8303 
v(Aa14+cos a,4) 9,6851~1 34689 4358 - . . . . .  tanga,. o,3ooao 45830 3945 
tang a,é.. . . .  9,97158 50086 1750 -- 
Aa,.. . . . . . .  9,67138 04255 7805. 

185. Si l'on joint à ces résultats ceux que donnent Ies formules de 
complémens appliquées. aux ampliludes cc,, a,, a,, a,, on aura 
les logarithmes des quantités sina, tang a, A&,  pour tous les termes 
de  la suite a,, a,, CQ. .. I l  faut maintenant chercher les valeurs 
correspondantes de 1s fonction Ea, ce qu i  se fera aisément par les 
log-sinus déjà trouvés. Voici le calcul de ces fonctions, où l'on 
trouvera de nombreuses vérifications qui prouvent I'exaciitude de 
nos résultats. 
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Par la Table 1, on a log E' = 0,01443 a1010 0944, ce qui 

donne E1 = 1,03378 94623 9037; substituant cette valeur ainsi 
que celle de I - b = 0,8435G 55349 5g77 , dans l'équation Ect, 
= + E ' + + ( I -  b), on aura Ea, = 0,9386~ 74986 7532. Ce terme 
va servir à calculer tous les autres, 

Calcul de Ea4 par la formule aEa, - Ea, = clsins a4 sin 61,. 

cg. . . . 9,98923 98541 3016 Ea,. . . . . 0,93867 74986 7532 
sinfa4. 9,65612 25558 5018 p. . . . . . . 0,41096 22209 6138 
sina,. 9,96843 94867 9809 ---- 

---- 1,34963 97 196 3670 
p.  .. . . 9,61380 18997 7843 Ea4. . . . . =: 0,67481 98598 1835 

Calcul de Ectp par la formule 2Etc, - Er, = ca sin* a, sin aq. 

cg. . . . 9,98923 98541 3016 Ect4.. . . . = 0,67481 98.598 1835 
sin'ct,. 9,17337 72822 1980 y... . . . . . 0,09787 64g65 9827 - 
sin a4, 9,82806 I 2794 a509 - 0,77269 63564 1662 
p . . . . 8,99067 84157 7505 Ea,. . . . . = 0,38634 81 782 0831 

Calcul de Ea par l'équation aEa  - Etc, = c' sin' a sin a,. 

c'. . . . 9,98923 98541 3016 Ea,. . . . . = 0,38634 81782 0831 
s inaa .  8,60521 62002 9432 p. . . . . . . 0,01517 55589 3074 6 

-- sin cl,. 9,58668 86; I I 0990 
--- 0,40152 37371 3905 6 

p . .  . . . 8,181 14 46955 3438 E ~ c . .  r r . . = 0,20076 18685 6952 8 
CalcuZ de Ea,,, 1". par l'équation Eas+Ecc,,=E1+cssia a 4 s i n ~ , , .  

c? . . . 9,98923 98541 3016 E'c. . . . . = I ,03378 94623 9087 
sin e~,. 9,82806 12794 2509 EoL~. . . . . 0,67481 98598 1835 
sina,,. 9,99564 27759 5274 - 0,35896 96025 7252 
p.. . . 9,81294 39075 0799 p. . . . . . . 0,65004 57264 8663 

--. 

Eu,,. . . . = ~ , o o g o ~  53290 5915 

20. Par l'équation Eu4 +Eus = Ea,, + cg sin a4sin LX, sin a,,. 

cYa4 fa,. 9,81294 39075 0799 Eus+Ea4d 1,61349 73584 93G7 
sin 9,96843 94867 9809 p. . . . . . .= 6,60448 20294 3456 

* -- 
p . .  . . . . 9,78158 33943 0608 Eu., . . . .= i,oogoi 53290 591 i 

Milieu entre les deux résult. : Ecc,,., . . .= 1,oogor 53ago 591 3 
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Calcul de Eors par l'équation 2Ea6-Ea,,=cgsinau6sinet,. 
cs . . . . 9,98923 98541 3016 Ea,,. . . . = 1,00901 53290 5913 
sin' a,, 9,85144 78830 2596 p..  . . . . 0,68601 01020 8131 
sin a,,. 9,99564 37739 5274 -- 1,69502 543 I I 4044 
p ..... 9,83633 05111 0886 Eas .... = 0,84~51 27155 70a2 

Calcul de Ea, par l'équation 2Ed3 - Eu6 = C' siun ug sin or,. 

cs . . . . 9,98923 98541 3016 Ea, . . . . E= 0,84751 27155 7022 
sina a,. 9,47293 64827 1626 y . ,  . . . . 0,24428 69562 5341 I 

s in  a,. 9,92572 39415 1298 
--- 1,09179 96718 2363 1 

p... . . . 9,38790 02783 5940 Eu3 . . . . = 0,54589 98359 I 181 6 
Calcul de Ecc,., 1". par l'équat. Ea6+Ea,,=E1+c'sinu6sin#,,, 

c' . . . . 9,98923 9854 I 301 6 Ef-Euô. = O, 18627 67468 2065 
sin a,. 9,92572 39415 1298 p ...... 0,79856 46352 6023 4 
"" '10. - 9 ~ 9 ~ 7 ~ 4  62777 4410 - &,.. . . . = 0,~84$4 13820 8088 4 
p. . . . . 9,90231 00733 8724 

zO. Par l'équation Ex, + Ee, = Ea,,+ c'sin cc, sin a, sin u,,. 

casinua 9,57592 84952 4006 Ecc,+Ea, = 1,32502 56768 8363 
sin a,. 9,96845 94867 9809 p . .  . . . . 0,34018 42948 0271 2 

sin 9 ~ 9 ~ 7 ~ 4  62777 -- 44'0 Ea,.. . . . = 0,98484 138yo 8091 8 
p. . . . . 9,53 17 I 42597 8225 

Milieu entre les deux résultats : Ea,, = 0,98484 i 3820 8090. 

Calcul de Euo, 10. par l'équation zE~+,-Ecc,~=c~sin%~sin d~,,. 

c' . . . . 9,98923 98541 30 16 . . = 0,98484 I 3820 8090 
sin' a,. 9,77400 91643 0826 p . . . . . . 0,5631 I 26662 8236 5 --- 
sina,,. 9,98736 62777 4410 - 1,54795 40483 6326 5 
p. . . . . 9,75059 52961 8252 Eu5 . = 0,77397 70241 8163 3 

2 O .  Par l'équation Ecc, +Eu5 =Ea8+cP sina, sin a, sin dg. 

c'sina, 9,72570 80954 8829 Ea,-Eu3= 0,39277 76627 6350 4 
sin a,. 9,88700 45821 5413 p . .  . . . . 0,38119 93614 1811 7 
q' 9@%3 -- 94'% 9'09 Et+.. . . = 0,77397 70241 8162 1 

p.. . , . 9,58115 21644 4051 
Milieu entre les deux résultats : EaS = 0,77597 70241 8162 7 
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Calcul de Eul4, I O. par I'équat. Ea,+Ea,, = E' + c%iu a,sinct,;; 

c'.ha, 9,57592 849.52 4006 El-Ea, = 0,64744 12841 8256 
sin ccn4. 9,99907 10953 4855 p . . . . . a 0,37583 70499 8497 5 -- -- 
p . .  . . . 9,57499 95905 8S6r Ear4.. . . = 1,02327 83341 6753 5 

20. Par l'équation Eas + Egg = Ea14 +CI sir1 as sin a, sin a,,. 

c'sina, 9,91496 37956 43 14 Eai+Eas = 1,78619 oaip 4554 
sin a,. . 9,96843 94867 9809 p . . . . . = 0,76291 18800 7799 I 
si11u14. - 9>99g07 4855 EaI4.. . . = 1,02327 83341 6754 9 
p . .  9,88247 43777 8978 

Milieu entre les deux résultats: Etcl4 = 1,02327 83341 6754 2 

Calcul de Eu,, 1 O. par l'équation aEa,-E~t,~= cas in*^, sin cer4. 

C* .... 9,98923 98541 3016 Ear4.. .. = 1,02327 83341 6754 a 

sinP a,. 9,90275 93195 5564 p.. . . . . . 0,77816 24478 7389 7 -- 
s i n ~ , ~ .  9,99907 10953 4855 1,80144 07820 4143 g 
y.. . . . 9,89107 02690 3435 E*, . . . . = 0,90072 03910 2072 O 

20. Par l'équation Ea+Ea7=Ea8+ casin~sina,sin a,. 

Milieu: Eu, - 0,90072 03910 2071 8. 
Calcul de Ea, , 10. par l'équat. Ea, + EaI, =El + ca sin a, sin a,. 

ca . . . . 9,98923 98541 3016 Er.. . . . . = 1,03378 94623 9087 
sin a,. 9,95137 96597 7782 Ea,.. . . . 0,90072 03910 2071 8 
sin cc,. . 9,97979 4651 I 6032 - 0,13306 go713 7015 2 
p.. . * *  9,92041 41650 6830 p. .. . . . 0,83255 73612 2633 7 

+ 

Eu,. . . , . = 0,96562 64325 gG4S 9 
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2". Par I'équation Ea +Ea, =Ea, + c'sin a sin a, sina,. 

cssina. 9,29184 79542 77% Ea,+Ea = I , I  3943 93672 4485 
sin dlg. 9,96843 94867 9809 p . . . . . . 0,17381 29346 4837 3 -- 
sin %. 9797979 46511 Ea,.. . . . - = 0,96562 64325 9647 7 
p. .. . . 9,24008 20922 3573 

Milieu : Ea, = 0,96562 64525 9648 4. 

Calcul de Ea,, , I O .  par l'équat. Edg +Ea,,=E1 +casin cc5sina,,. 

G' . . . . 9,98923 98541 3016 Er.. . . . . 1,03378 94623 9087 
sin dl5. 9,88700 45821 5413 Ea5.. . . 0,77397 70241 8162 7 -- 
sina, , .  9,99235 18259 3488 - 0,25981 24382 0924 3 
p.  . . . . 9,86859 62622 1917 P.. . . . . . 0,73891 80274 6592 7 - 

Ea,, . . . . = 0,99873 04656 7517 

a". Par l'équation Ea,+Ea,=Ea,, + c'sin a3sin a, sin a,,. 

c1sin a, 9,72570 80954 8829 Ect8+Ea3 = 1,48457 73345 8713 6 
sin a,. . 9,96843 94867 9809 p . . . . . . 0,48584 68689 I 194 I - 
sin 9,99235 18a59 -- 3488 Ea,,. . . . = 0,99873 04656 75 19 5 
p .  . . . . 9,68649 94082 2 I 26 

Milieu : Etc,, = 0,99873 04656 7518 2. 

Culcyl de Ea,, , iO. par l'équat. Ea3+Ea,3=E1+c'sin a, sin a,,. 

c'sin a s  

sin cil3. 

p. ... . 

9,72570 80954 8829 Et-Ea, = 0,48788 96264 7905 4 
9;99776 5194.5 7967 p.. . . . . . 0,52902 14603 8867 2 - - 
g7723Lj7 32900 6796 Ea,,. . . . = 1,016gr 10868 6772 6 

20. Par l'équation ECL~+E~,=ELX,~ t c'sin ct5sin a, sin a,,. 

sina,. . g,~6843 94867 9809 p.. . . . . . 0 ~ 6 ~ 5 ~ 4  34359 8921 7 
sin a13.  999977' 51945 7g67 Ea,,. ... = 1,01691 10868 6773 

Milieu : Ea,, G 1,01691 10868 67728. . , 
Y 
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Calcul de Ea,S, I O .  par I'équat. ECL +EaIS=Er+ cS sin asin alS. 

186. 11 ne reste plus, pour compléter notre tableau, qu'à calculer 
les valeurs de q ,  qui répondent aux logarithmes co~znus de leurs 
sinus ou de leurs tangentes. Il est préférable polir cet objet, d'em- 
ployer les log-langeates, principalement depuis 450 jusqu'à go0; on 
se servira donc des formules suivantes, q u i  paraissent les plus coni- 
modes dans la pratique: 

log tang =log tang a + r, p = i M r ,  
Q - a = p  sillza(1 + p c o s 2 a + ~ p ~ c o s ~ a ) .  

Pour cet effet, on prendra dans la Trig. brit., l'angle a, tel que 
i! tang a approche le plus qu'il est possible, en plus ou en moins, 
de 2 tang p ; ou calculera avec les Tables à dix décimales, le pre- 
mier terme (1) =p sin za, qu'on aura soin de multiplier par R", 
pour exprimer la correction (1) en parties décimales de degré, 
jusqu'au douzième ordre au moins; de là on déduira les deux autres 
corrections (2) = (1) . p cos za , (3) = (1). gp'ccos 4a, et du tout 
on formera la valeur de 9-a ,  en observant les signes que doivent 
avoir les termes, suivant ceux des facteurs p, cos au,  cos 4a. 

C'est ainsi qu'ont été calculées les valeurs de qu'on voit dans 
la Table; elles sont bornées B la douzième décimale de degré, ce 
qui est un degré de précision correspondaut aux quatorze décimales 
des log-tangenies. 
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Voici un des calculs de ce genre que nous donnons pour exenîple. 

9 = ah.. . . . . . Z tang p = 9,95907 77023 7631 
angle approc. a = 42', 30 . . tang a = 9,95900 79781 2573 

ZtangA=Ztar iga+r  .... r = 6 g724a 5058 

r. . . . 5,84338 58549 g 2a= 84 -60 4+(1)=42~ 3 0 4 5 ~  88928 051 
$ M . .  0 , 0 6 ~ 1 8 5 6 ~ 9 0 ~ 1 ~ ~ ~ 6 ~ . ~ 0 ~  (4 + 345 906 

p.. . . 5,90456 95480 3 (3) - -- W3 
sin îa 9,99806 82960 5 q =42,30457 89273 764 
Ra.. . 1,7581 2 26324 I - - 
(1) .. 7,66076 04764 9 . . . ... 7,66076 O 

p.. . . 5,90456 g548 p'. . . . . 1,8091 3 g 
cosza 8,97362 799 5cos4a 9,81614 7 

(2) . . 3,53895 801 (3). . . . 9,28594 6. 

187. La  formule dont nous venons de  donner une application 
snppose qu'on peut négliger les termes de l'ordre p4, ce qui aura 
toujours lieu lorsque l'angle p sera au-dessus de 50. Dans tout autre 
cas, la quantité tang rp étant très-petite, on fera tang p = t ,  et o n  
calculera Q par la suite ordinaire 9 = t - 5 t3+2 t5 -; t7 + etc. ,  
dont tous les termes devront être multipliés par R", et qui  sera alors 
fort convergente. On ferait la même chose pour tang (go0-q) , si 
tp était très-près de go0. 

Par exemple, pour calculer l'angle a,$ par le moyen de sorr 
log-tang., soit A le complément de a,, et tang A=t; on aura 

log t = 8,50587 09288 8083, 

et A = R"t(1 - 5 ta + + t4 - + t g  -f- $ t g ) .  Voici les logariihmes de 
ces cinq termes, et les nombres correspondans exprimés en degrés 
et décimales de degré. 
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(1). . . o,a6399 3561 2 go00 (1) = J O  83651 1 1  156 2465 
(2) ... 6,79861 41643 3 

A = I, 83588 25558 8493 
donc = 8S0 16411 74441 1507- 

185. Au moyen du tableau que nous venons de construire ,  la 
détermination des fonctions E et F pour toute amplitude proposée  Q, 
peut être ramenée immédiatement aux cas où l'an~plitude pro-posée 
est moindre que 60; car en choisissant pour a le terme de la table 
qui approche le plus de q (celui au moins pour lequel la différence 
Fq-Fa est la plus petite ), on aura toujours Fq-Fa, ou Fy<f iF1c ,  
et par conséquent y <6". 

Nous avons donné dans l'art. 174 les formules nécessaires pour 
calculer les valeurs des fonctions Ey et Fy,  lorsque l'angle y est 
d'un petit nombre de degrés. Riais lorsque y approchera de la l i m i t e  
0, ces formules, dans lesquelles on a négligé les termes de l 'ordreyg, 
ne pourront guère donner que dix décimales exactes, et il f aud ra i t  
les prolonger jusqu'aux termes y" ou même yJ3, pour avoir un d e g r é  
d'exactitude égal à celui de notre tableau. Pour éviter cet inconvé- 
nient, et réduire tous les calculs aux formules ordinaires dT nter- 
polation, il faudra construire une seconde table qui cont ienne les 
valeurs des fonctions E et F pour des amplitudes croissant p a r  de 
petits intervalles, depuis oO jusqu'à 6". 

Cette table, que nous appellerons la table no 2 ,  pour la d i s t inguer  
de la table no 1, que nous avons déjà construite, peut se cal c u l e r  
de demi-degré en demi-degré, par les formules de l'article cité, 
sauf à leur donner plus d'étendue, lorsque l'angle y devient plus 
grand; mais nous préférons de la calculer ici par la méthode du § IV, 
qui peut également servir à calculer la table principale no I .  
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Il suffira pour notre objet de calculer les valeurs de g et de EQ 

qu i  répondent aux différentes valeurs n - I , 2, 3,. . .12, dans 
n F'c l'équation FQ = - - car de cette manière les valeurs de Q 
l a  ' 32' 

croîtront par des in tervalles moindres qu'un demi-degré, et l'inter- 
polation pourra être faite avec toute l'exactitude qu'on peut desirer, 
pour toute valeur de n moindrc que 12. 

189. Cherchons d'abord l'amplitude g qui satisfait à l'équation 

FC = A .  T: RE t , oh lion a logt=7,92836 0186% 4903. L e  moyen 

le plus simple est de résoudre l'équation suivante dans laquelle on  
a négligé les quantités de l'ordre C7 qui n'entrent pas dans les 
quatorze premières décimales. 

ca c4 
C = t - + ~ ' t ~ + ~ t ~ +  - 15; 

120 

ensuite on aura Eg par l'équation 
c4 E C + F ~ Z ~ C + ~ C ~ ;  

substituant la valeur connue de t, il en résulte 

on aura en même tems la formule 

d'où l'on déduit la valeur de 6 en parties décimales de degré, comme 
il suit : 

g.. . . . 7,92825 51119 09746 

Maintenant, pour construire la table dont il s'agit, il faut repreudre 
les formules de l'art. 94 ci-dessus. 
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190. Soient (PO, q,  QI, trois ternies consécutifs de la suite C, , E, ,  

Cf, etc. q u i  répond aux valeurs successives r a z  i , a , 3, etc.; on 
dk déterminera k par l'équation -- = i c sin C= i p  , qui donne 

l + k  

si ensuite on fait $'$O= -au, on aura pour déterminer w l'équation 

sin w = k sin (2q - w ) ,  
ou la série 

o = k sin 2q1- t k° sin 4q $- + k3 sin 6p - etc. 

Enfin pour déterminerEqf,on observera qu'à l'équationFp+F&F#, 
correspond l'équation EC+E~=E~'+c"siii6sinp sin@, d'où résulte 

E?' = EC + Ep - ca sin 6 sin q sin p'; 

quant aux coeficiens qui entrent dans ces équations, voici leurs 
logariihmes : 

k. . . . . . 5,24369 49064 2596 
kW.. . . 7,00181 75388 3513 
f kaRO.. I ,94448 24496 
'k3R". . ?,oizo8 6 
3. 
sin g.. . 7,92824 99102 2 144 
c'sin g. 7,91748 97643 5160. 

191. D'après ces formules, nous allons procéder aux calculs né- 
cessaires pour former la table no 2. 

Calcul de c2 et EC,. 

Il  faut , dans les formules, faire q0 = O ,  cp = C, et on aura 
<pf =Ca. On observera d'ailleurs que  les tables à dix décimales suf- 
fisent pour calculer le premier terme de la valeur de o; mais à 
cause de la petitesse de l'angle 2 g ,  il conviendra de calculer son 
log-sinus par la formule du no 1 4 7 ~  et on aura la valeur de C, par 
Ze calcul suivant : 
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sin 6q. 8,70622 
5 3 k3R". 7,01209 

Pour avoir EC,, il faut calculer le terme ca sin C sin Q sin q', ou 
c1 sina g sin cp'; mais, dans la vue de faciliter le calcul de Cs, on 
cherchera à la fois les logarithmes de sin@ et cosp', par les formules 
de l'art. 147, ce qui donnera les résultats suivaos : 

-- 
(3). . s (a) 1,47568 26 (3) 7,36019 

cosp'.. - o,oooo6 24187 246 

$(I)  = 0,00002 08052 448 cs sins g. . . . . 5,84573 96746 

& (2)- I 993 sin 9'. . . . . . . . 8,22924 90795 - 
2 08054 441 Z. .. . . . . . . . . 4,07498 8754 1 

q'.. . . . 8,22926 98849 g -- 
s in~ ' .  . 8,22924 90795 46 2EC . . . . . = 0,01695 43066 2 I 52 
COS q'. - 6 24187 25 Z ....... 11884 7145 
2.. . . . 0,30102 99956 64 Eca= Ep' = 0,01695 3x181 5007 
&nzpl.. 8,53021 66564 85 
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Calcul de Cs et ECJ. 

Il faut, dans les formules, faire qo=C, Q = g,, et on aura @=G. 
Dans ce cas, sin 2~ devient ce qu'était s i n z ~ '  dans le  cas précédent. 

sin zp.. . 8,5302 I 66564 85 
kw . . . . 7,00181 753a8 35 -- 
(1). . . . . 5,53203 41953 20 

49. . . = 3" 53' 7"98 
sin&. . . 8,83099 70 

1,94448 24 --- 
(2). " ' ' 0,77547 94 
6 p . .  .= 5"4g142" 
sin 6p.. . 9,00667 

7,01208 -- 
(3). . . . . 6,01875 

sin Q!. . . 8,40528 89681 51 
cos@ ... - 14  04341 06 
2 . . . . . . 0,30102 99956 64 
sin 2p'. . 8,7061 7 85297 09 

Q . . . .  = 0,97138 75152 30462 
.--- 

g,=p' = 1,45699 61625 44936 
c2sili C. . . 7,91 748 97643 5 
sin g.. . . 8,22924 90795 5 
sin@. . . . 8,40528 89681 5 -- 
z... . . 4,55202 78120 5 
EQ.. . = 0,01695 31181 5007 
Eg.. . 847 7 1533 1076 
z. . . .  - 35647 -- 3961 

EC,=EQ1= 0,02542 67067 2 I 22 

Calcul de g4 et EC4. 

11 faudra faire p, = g, , (p = Cs, et on aura Q'= C4. Voici le calcul 
d'après ces données, en suivant la même marche que dans le cas 
précédent. 
sin 2p. . 8,7061 7 85297 09 (1). . .= o,oooo5 I 0500 37866 O 

AR" .... . 7,00181 75388 35 (2) ... - - 8 93570 7 
(1). . . . . 5,70799 60685 44 (3). . . -t- - 15 6 
4q. .  .= 5"4g140"74 m. . . . = 0700005 I 049 I 443 I I 
sin 4q.. . 9,00664 65 d'"$O .=-0,000 I O 20982 88622 

1,94448 2 4 6q0. 
(2). . . . . 0,95112 89 d'q~... 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 237 
sin Q I ,  . . 8,53015 58004 64 c'sing 7,9~748 97643 52 
cosgr. . . - 24 9640~ 81 sin q. 8,40528 89681 51 --- 

8,52990 6x596 83 sin@. 8,53015 58004 64 
0,30102 99956 64 y . .  . . 4,85293 45329 67 - 

sin 29'. . 8,83093 61553 47 
EQ. . . = 0,02542 67067 a 122 

lx.. . 847 71533 1076 - 
0,03390 38600 3198 

y . .  .. - 71274 55803 --- 
IX4=Eg1 - 0,03389 67325 76177 

Calcul de C5 et EC5. 

Il faut faire dans les formules ga=g3, q =  Cd, Q'=C~,  ce qui 
donnera les résultats suivans : 

sin 2q. .  . 8,83093 61 553 47 (1). . . 0.00006 80383 37650 
kRo. . . . 7 , 0 0 ~ 8 ~  75388 35 (21.. . - I 1 89733 
(1). . . . . 5,83275 36941 82 ( 3 ) .  . $- - 2 1 

4q. . . = 7046'1 2"03g m . .  . , = o,ooooG 8037 I 47938 
sin 4 ~ .  . . g , ~  3096 70 d"pO.. =-o,oocrr 3 60742 95876 

1,94448 24 --- d'r . . 0,48550 65490 25852 - p- 

(2 ) .  1,07544 94 J'q. 0,48537 04747 29976 
6 p . .  .= 11~39'18" Cp.... 1,94250 27 I 15 70788 
sin 6p. . . 9,30539 C5=p1= 2,42787 31863 0 0 3 q  

sin gr. . . 8,62697 33896 30 sin ql. 8,62697 35896 30 --- 
cos@. . . - 39 00237 56 y . .  . . 5,07461 89544 46 

8,62658 336- 
0,3010~ 99956 -- 64 E .  . , 0,03389 67325 76177 

sin 2pr. . 8,c~a~61-35615 38 EC.. . - 847  71533 10760 
0,04237 '98858 86937 

y . . .  . I 18745 99050 --- 
EC5=Ep'= 0,04236 20 I I 2 87887 

x 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 

11 faut 

sin 2p.. . 
kW.... 
(1). . . .. 
4p ... = 

EXERCICES DE CALCUL I N T ~ ~ R A L ; ,  
Calcd  de g, et l[l;g6. 

hire qb=C4, q = g 5 ,  q1=g6. 

8,92761 33615 38 . O ~ O O O O ~  50023 43709 
7,00181 75355 35 (2).. - 14 84446 
5,gzg43 09003  73 (3). . 4- - a6 
g'4214~"374 w . .  . .= o,oooo8 50008 59289 - 

sin4Q.. . 9,22708 19 
1,94448 24 --- 

(2). . . . . 1,17156 43 
6q.. . - $34'2'' 
sin 6q.. . 9,40056 5 

01208 6 IL- 
(3) ..... 6,41265 r 

Calcul de C, et EC,. 
II faut faire ge=C'a, p= 66, Q I =  C,. 

1,94448 24 &". . - 0,48520 04730 1 I 3 ~ 8  
(2). . . . . 1,24977 33 $Q. . . 0,48499 66045 22340 

69.. .= 1 7 ~ 2 8 ' 4 2 ~ ~ 4  q . .  . . a,g1307 36593 r 2162 
sin69.. . 9,47763 6 Cl=@= 3,39807 07638 34502 

7,01208 6 -- 
(5). . . . . 6,4897 2 2 
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sin Q'. . . 8,77285 50959 69 c96ing 7,91748 97643 5a 
COS 9'. . . - 76 42378 I 2 sin p.  8,70604 I 7 102 24 

8,77209 08581 57 8777285 5 3 5 9  69 
0,301 02 99956 64 y. .'. . 5,39638 65705 45 - 

sin 2 ~ ' .  . g,o731a 08338 21 
Q . .  0,05082 13611 20149 
EC.. . 847 71533 10760 

sin 2p.. . 9,0731 2 08538 2 I 

kR".,.. 7 , 0 0 ~ 8 ~  75358 35 

(2) ... .. 1,31557 09 
6$. ..= 20'23' 18"3 
sin 6p.. . 9,54205 6 

7,01208 G 

(3) ..... 6,55414 2 

69.. . 0,48475 89419 29854 
p.. . . 3,39807 02638 34502 

c"sinC 7,91748 97643 52 
sin q .  8,77285 50959 69 
i n .  8,83069 31864 41 -- 
y.... 5,52[038046762 

Eq.. .= 0,05927 36036 94257 
EC.. . 847 71533 10760 - 

0,06775 07570 05017 
y.. .. 3 31923 53474 
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Calcul de 6, et Eg,. 

On fera dans les formules cpO = g,, Q = g,, Q' = Cg. 
sinzg.. . 9,13072 51642 20 (1) . . 0°000i3 56883 942635 
kW .... 7,00181 7538835 (21.. - --- a3 563310 
(1). . . . . 6,13254 27030 55 (3) . . -f- 406 
4.. .= 15"31'52"74 0. -= 0,0001 3 56860 37973 
sin 4q.. . 9,42775 39 d"T .=-o,ooo27 1 3 ~ 2 0  75946 

3,944482 6~ ' .  - 8,48d75 894i9 3~~854  
( a ) .  . . . . 1,37223 63 d'p . -= 0,48448 75698 53908 
6? ... = a3"1~'4g"11 3,88282 92057 64356 --- 
sin6q.. . 9,59714 3 p'. .. .= 4,3673 I 67756 18264 

7,01208 6 -- 
(3). . . . . 6,60922 g c%ing 7,91748 97643 5a 

sin 9. 8,83069 31864 41 
sin ?' . . . 8,8816~ 14304 oo sino'. 8,88167 I 4304 oo 
coçg'.. . - 126 28722 gS y. . . . -- 5,62985 438- 

8,88040 85581 0 2  

0,301oa 99956 64 EQ.. .= 0,06771 75646 51543 -- 
sin a?'. . 9,1823-85537 66 Eg.. . - 847 71533 10760 

0,07619 47179 62303 
y. ... 4 26436 51080 ---- 
EC,=EQ'= 0,07615 20743 I 1223 

Calcul de g,. et EC,.. 
11 faudra faire 9" =Cs, =Cg ,  qr= Clo. 

sin 29.. . 9,18143 85537 66 (1) . .= 0~00015 -24951 71463 
ER". ... 7,00181 75388 35 (2) .. - 26 41707 
(1). . . , . 6,18325 60926 or (3) 4- - 45 
49.. .=17°28191'362 m . .  . .=: o,oool 5 24925 29801 
sin 4 ~ .  . . 9,47740 23 g1p0 .=-0,0003o 49850 59602 

1 ,944483  d'Po. . 0,48448 75698 53908 
(a).. . . . 1,42188 47 d'O.. 0,48418 25847 94306 
6 ~ .  . . = 260 12' 14" 4,36731 67756 18264 --- 
sin 6 ~ .  . . 9,64499 6 q' . . .= 4,85149 93604 12570 
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sin rp'. . . 8 , g q S  42549 55 casing 7,91748 97643 52 
cos pl., . - 155 87650 45 sin p. 8,88 167 14304 oo 

-- 
8,92567 54899 I O  sincp'. 8,92723 42549 55 - 
0,30102 99956 64 y.. . . 5,72659 54497 07 

sin 29'. . 9,22670 54855 74 
Ep ... = 0,07615 20743 11225  

Eg. . . 847 71533 10760 --- 
0,08462 92276 21983 

y. ... 5 32592 99449 -- 
E;g,.=Er#= 0,0845~ 59683 2253.4 

Calcul de C,, et EC,,. 
q0=gg ,  q=glo,  (pr=CI,. 

sin zp.. . 9,22670 54855 74  
AR".. . . 7,00181 75388 35 

(1). . . . . 6,22852 30244 09 
4p . .  .= 1go24/21"5g~ 
sin 4p.. . 9,52 147 79 

1,94448 24 
(2). .... 1,46596 03 
69. . .= 2g06/32"4 
sin 6 ~ .  . . 9,68705 8 

7,01208 6 

sin q'. . . 8,96841 19250 40 
cos QI. . . - I 88 56559 56 

8,96652 62690 84 
0,301 02 99956 64 
- 

sin 2p1. . 9,26755 62647 48 

cising 7,91748 97643 52 
sin p. 8,92723 42549 55 
s i .  8,96841 rga50 40 - 
y. ... 5,8i 31 3 59443 47 

0,09505 31216 33294 
y . . . .  6 50333 22802 
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Calcul d e  g,, et Eg,,. 

sin 2q. .  . 9,26755 62647 48 
AR". ... 7,00181 75388 35 

O . .  . .= 
&pu .=- 
~ Q O . .  

y . . . . . .  7 79591 06614 

192. Pour vérifier tous ces calculs, nous allons chercher direc- 
tement la valeur de qu i  satisfait à l'équation FQ = & P'c, ce qui 
se fera en déduisant q par bissection de la valeur de a qui  satisfait 
à l'équation Fa=+F1c. 11 faut donc déterminer d'après I'équa- 

sin ta 
tion sin Q = où l'on connaît les logarithmes suivans ; v(:+f A.) ' 

- ..... sin a. 9,302G0 81001 47 16 

cosa . .  .... 9,99106 96126 a333 
...... Aa..  9,99129 25963 5059. 

On en déduira la valeur de ls in  p et ensuite celle de Q ,  par les 
calculs suivans : 
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sinal/:.. .. 9,15209 31023 1517 I+A.. 0,29669 81159 0114 
i ( ~ + c o s a )  0,14829 38779 9493 2. .... 0,30102 99956 6398 -- - - -  
sin ce.. ... 9,00379 ga243 2024 9,99566 81 zoa 37 16 

9,99783 40601 1858 v(++f A) 9,99783 40601 I 858 - 
sin p.. ..... 9,00596 51642 or66 a= 5" 82 ZsinA=lsina - r 
sin a.. ..... 9,00605 32445 488a na=rx .64 $ TM -- p=cos.;s 

r c 8 80803 4716 

K. ........ 5,94487 90176 7 a-(1) = 981 881 55547 2720 
f M  ... i.... 0,06118 56930 4 (21 -f- 1213 5804 
I :cossa. ... 0,00448 8831s g (3) - 846 -- 
p. ........ 6,01055 35420 O = 5,81881 56760 7678 
sin 2a... ... 9,30483 88245 7 
R" ........ 1,~5812 26324 I On voit que cette valeur de cp -. -- 
(1). 7,07351 49989 8 s'accorde très-bien avec la va- ....... 
p.. 6,01055 35420 leur trouvée pour C,,, puisque ........ 

la différence est à peine de deux ...... (2). 5,08406 854 unités décimales du treizième 
p ........ 6,01055 354 ordre, oudu quatorzième chiffre 
$(z+4sinaa) 9,83274 96 --- significatif. 

La valeur de EQ se déduira en même tems de celle de Eu, par 
l'équation 2EQ- Ea=c%inscpsin LX, dont voici le, calcul : 

ca sinm. 9,29184 79542 7735 ECL = 0,20076 18685 6953 
sin* 9. . S,OI 193 03284 0332 Y 201 26964 5971 

y.. .... 7,30377 82826 8067 0,20277 45650 a9% 
EQ = 0,10138 72825 1462, 

valeur qui s'accorde encore aussi bien avec celle que nous avons 
trouvée pour Eg,,. 

Suivent les deux tableaux qui résultent des calculs précédens. 
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EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL.  

TABLE N" 1. 

1 log. sin p. 1 log. taogp. 1 log. A?. 
- -- 
r, i 1 ~ 5 ~ ~ 5 3  75689 06 0.20076 18685 6953 
t, 22.71 143 032.4 oa 0.38634 8 i782 0831 
5 33.05081 64i & 44 0.54589 98359 1182 
g4. 42.30457 89273 76 O .67481 98598 1835 
$5 - 90.43582 --- 07019 71 0 .7737 7 0 ~ 4 1  8163 
ug 57 .43686 36982 gi 0.84731 27155 7022 
r, 63.39186 58451 87 O .go072 039 10 2072 
8s 68.4203 1 25776 96 0.93867 74986 $52 
a, 77. .65772 79622 17 O .96562 64325 9648 

76.23603 20752 60 0.98484 13820 8090 - ---- 
~ I I  79 - 27860 36949 05 O .99873 04656 7518 
<i218 1 .89740 60723 43 i .ooqo i 53290 59 1 3 
iJ1/84. 19245 20890 68 i .O  i 69 i 10868 6773 

86.25392 71839 9i1i .02?b7 83341 67~54 
*,5/88.1641 i 74441 151 I .02874 29806 5756 
elsigo. ooooo ooooo oo 1.03378 94623 9087 

TABLE N" II. 

i - 
9.9gi2g 2.5~~63 5059 
g .96587 69582 46'26 
g .92567 44269 woc 
9.87334 08030 604 
9.81 174 81626 8481 - 
9.743ti2 05503 ,4148 
9.67138 04255 7805 
9.59716 62206 785c 
g ,52295 20157 7895 
c~.L/5071 191 I O  1552 - 
9.38258 42786 . 2 i 
9.32099 16382 iogg 
g .s6865 80144 57oc 
g.zz.845 5483~  1074 
9 ,20303 98450 0641 
9. i 9433 244 13 570c 

- 
9.30260 9.31 153 84875 a383 
9.58668 9.62174 05875 i 509 
9.73646 82413 5813 
9.82806 12794 2509 
9.88700 41821 5413 -- 
9.9257a 39415 1298 
9.951 37 96597 7782 
9.96843 94867 9809 
9.97979 4651 i 6032 
9.98734 62777 4410 
9.99235 i8a5g 8438 
9.99554 27739 5274 
9 .99776 5 1945 7967 
9.99907 log53 4855 
9.99977 70162 7274 
o. ooooo ooooo ooco 

III. 

3 40368 1683 
3 40124 8252 
3 39760 0725 

(3 39274 2269 
3 38667 7049 
3 37941 0342. 
3 37094 8348 
3 36129 8365 
3 35046 8672 
3 33846 8531 

Diff. 1. -- 
48571 07821 0987 
48567 67331 2059 
48560 86473 1448 
48550 65490 2585 
- ~~ 

4 8 5 3 X 7 d 7  2997 
48520 04730 i 140 
48499 66045 2234 -- 
48475 89419 2 86 
48448 75698 5990 
48418 25847 9431 
48384 40950 4800 
48347 2a206 1638 

IV. 1 V. I VI. 

9.81302 86198 7846 
9.95907 77023 7631 
0.08290 45935 5444 
o. 194.75 71334 a740 
o. 30020 45830 3945 
o. 40283 37793 2150 
o. 50546 29756 0355 
0.61091 04252 1560 --- 
0.72276 29650 8856 
o .  84658 98562 6669 
0.9. 263 8c~387 6454 
i.i&ign 69711 2791 
1.49412 9071 1 1917 

Infini. 

II. - 
9 40489 8928 
6 80858 061 i 

I O  20982 8863 
13 60742 9588 
17 00017 1857 
20 98684 8906 
23 $695 9148 
27 13720 7596 
50 4~~850  5959 
33 84897 463 1 - 
37 18744 31th 

841 21199 8796 
839 g 1942 0415 

243 3431 
364 7527 
485 8456 
606 5220 --- 
726 6707 
846 1994 
964 9785 

i 082 9691 
1200 0141 

1 29257 8381 

Diff. 1. 

847 71533 i 076 
847 59648 3931 
847 35885 7 i 15 
847 00258 5496 -----___ 
846 52787 1 17 1 

845 93498 32a6 
845 22425 741 I 

' 844 39609 57"8 
843450965968 
842 38940 1131 - 

l a i  4096 
121 0929 
120 6764 
1 2 0  1487 
119 5287 
118 799 1 

1 17 9706 
117 0450 

- 
3167 
4165 
5277 
6aoc 

7296 
82% 
9256 - 

- 

II. 1 III. IV. 

i 1884 7145 
29762 6816 
356a7 1619 
47471 4325 - 
59288 7945 
71072 5815 \ 
82816 1683 
94512 9760 

1061564837 
i 17740 23%- - 

13 4868 
20 2097 
26 9086 
33 5750 
40 2002 

46 7791 
53 3000 

$ 7579 
1452 , 

11877 9671 
I 1864 4803 
i 1 8 4  2706 
i 1817 3620 -- 
11783 7870 
11743 5868 
i 1696 8077 --- 
11643 5077 
115837498 
i 1517 6046 - 

6 7299 
6 G9Sg 
6 6664 
6 6252 

24; 
323 

412 
463 

6 5789 5So 
6 5aog 1 630 
6 4579 706 
6 3873 

-- - 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 245 
La table ilo 2 ,  construite au moyen des résultats précédens, 

coutient les valeurs des quantités 9 et Eq, avec leurs différences suc- 
cessives jusqu'à la sixième, correspondantes aux diverses valeurs 

n F'c n = O ,  I , 2.. . . 12 ,  pour lesquelles on a FQ = ;a. 3;. C'est par 

i'interpoia~ion de cette table qu'on pourra trouver la valeur de 
et celle de EQ, correspondantes à toute valeur de n moindre que I a, 
,c'est-à-dire à toute valeur de FQ moindre que +F1c. 

11 semble d'abord que la série des quantités Q et EQI devrait etre 
continuée pour les valeurs n= 13,  14. .  . .17 ,  afin qu'on pût en 
déduire la suite complète des différences, jusqu'à n= I I ,  et qu'ainsi 
l'interpolation entre deux termes .consécutifs quelconques de la table, 

Mais en y réfléchissant un peu, on voit que ce nouveaii travail est 
5nu~ile, et qu'on peut y suppléer aisément par une considération 
générale .qai s'applique à tous les cas semblables. 

193. L'usage que nous avons constamment suivi dans la table 
no 2, ainsi que dans toutes les autres que cet ouvrage contient, 
est de placer sur une même ligne horizontale la fonction A et ses 
différences su~cessives $A, P A ,  P A ,  etc., qui naissent de l'ac- 
croissement constant de lp variable a,  contenue dans la première 
d o n n e  (ici la variable a devient n et sa différence conslailte est I ). 
Dans cette b~pothèse, la fonction p i  répond à la vqriable a+x, 
comprise entre a et a + ~ ,  est do~iuée par la fornlule ordinaire 

y = A + x ( b A + e t c .  
Mais si, au lieu de considérer les variables dans l'ordre crois- 

sant u ,  a+ I , a + 2, etc., on les considère dans l'ordre décrois- 
sant a + r ,  a, a - 1 ,  a - 2 ,  etc., et qu'on désigne toujours par 
A', A,  A", Am, o c . ,  les fonctions corresposdantes, l'expression de 
la fonction y correspondsn,te à la variable a+x,  sera donnée Sem-. 
Mablement .par la formule 

,+ ( 1  -x) (-XI (-x- 1) 

2,3 
- (AOP - 3A0+3A-A')+ etc., 
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2 $6 EXERCICES 
qui se réduit à 

y=A1+(x-i)d'A+ 5 - 1  -- , r Z , i Z . + x - l . x . x + l  --- 
1.2 1.2.3 

a3 Ao. 
x - l . x . X + l . x + 2  

f- --A- 
1 . 2 . 3 . 4  

$4A"""4- etc. , 
nouvelle formule dans laquelle les différences d'A, ,PAa, d ' 3 k 0 ,  etc, 
sont les mêmes et de même signe que celles qui sont ainsi désignées 
dans la table; mais on voit qu'elles ne sont plus disposées sur la 
même ligne horizontale, et qu'il faut monter d'une ligne pour passer 
d'une différence à la différence suivante. 

C'est donc avec le secours de cette nouvelle forniuie qu'on* sup- 
pléera très-aisément aux différences qui manquent dans les lignes 

9 I 

horizontales de la ;table no z ,  passé n-6, Depuis n = o  jusqu a 
n=6, on se servira pour l'interpolation de la formule ordinaire 

J= A + d ' A  + %$= d"A +etc. ; mais depuis n=6 jusqu'à 

n- I z , il faudra se servir de la formule y = A' $- (x - i)JA 
X-  1 J h ~ o + ~ - 1  . x . x f 1  

2.3-- 
J3A"" + etc., où toutes les dif- 

férences sont données par la table, en montant graduellement d'une 
ligne pour passer d'une différence à la suivante. 

Dans les tables où toutes les lignes horizontales des différences 
sont complètes, il sera indifférent de se servir de  l'une ou de l'autre 
formule pour chaque interpolation. La  première cependant semble 
devoir être préfërée, lorsque x sera <+, et la seconde lorsque x 
sera > $. 

Il reste à faire voir par quelques exemples l'usage des tables que 
nous venons de construire. 

194. Cherchons d'abord l'amplitude et la fonction Ep qui ré- 
pondent à l'équation FQ =+ F1c. Puisqu'on a $. 163 55 ,  on voit 
qu'en faisant FA =& F1c ,  Fp= &F1c, on aura F@=Fh+Fp. 

Les valeurs de A et Eh sont données immédiatement par la table 
no J ; et comme on a F,ucc=&F1c, les valeurs de p et de Ep seront 
aussi données par la Table n* 2; ces valeurs sont 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQCrES. 247 

11 ne s'agit plus que de calculer q~ par les équations algébriques q u i  
représentent l'équation transcendante FQ =Ph +Fp; pour cela, 
ayant pris les auailiaires A', pr, telles que 

tang A' = tang A.  ap  , tang p' s tang p , A h ,  

an aura (p___/\'+pl. Ensuite I'équati~iiEh+Ep-E~=casinhsinpsinp 
donnera la valeur de EQ. 

Les quantités tangh et Ah sont données par la table no I ;  il ne 
reste donc à .calculer que tangp et Ap, ce que  nous allons faire 
avec toute l'exaciitude que.les tables comportent. Voici d'abord 
le calcul de l s i n p  et Zcosp, d'après les formules du no 147. 

R"p 0,589~4 82876 29379 (1) . .= o,aoogg 72536 306006 
P. 1,75812 26324 09172 (a), . , . 7633 183208 

p.. 8,83102 56552 aoao7 (3). . . . g 348151 
pa . 7,66205 I 3 104 40 (4) 13033 

0,ooogg 801 78 850395 
0,00033 24178 768669 

cos p.- 
$ ( I ) .  . . 
A(+ 
& (3) * (4L 

p.. .... 
sin p. . . 
.cos p.. . 
k i n g p . .  

Connaissant Zsinp, on calculara ZA,U comme il suit: 

20 c'sin4p 7,65062 62270 1138 , ZA=Ea+r, P=-, r 
4471 a. . . , . 7,65062 53257 9595 1-a - 

rg;;  " 5  ' Z(I-A)=Z(I -a)-R , 901s 1543 Iœ-- 4471 ' 
ZR=l(arf)+ r'. 
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.... ... r.. .; 3,95482 86185 1-a. 9,99805 29244 1449 
...... .. Y-a.. 9,99805 29244 R.. 40 4g50 - 

F. ...... 3,95677 56944 1-A. . o . .  g,g$305 a9203 6499' 
a.. ..... 7,65062 53258 Ap ....... 9,99902 64601 8 2 5 0 ~  
$r' 4526 --- 
R.. ..... 1,60740 14728 

D'après ces valeurs, voici le calcul des angles A', et p': 

t a n g h *  - 0,08290 45935 5444 fang p.. 8,83169 I 2043 2565 
A p  .... 9,99902 64601 8250 Ah.. ... 9,81 r 81626 6481- 

lang~ ' . .  0,08193 10537 3 6 3  tangp'. 8,6434-3 93669 go@.; 

'Au moyen de l'angle approché a=50° 37, on trouvera par les for- 
mules ordinaices A' = 50~37274 r2266 48S1; quant à l'angle p', 
comme il n'est que d'un petit nombre de degrés, on pourra, en 
faisant tang,u'= t ,  calculer cet angle par la formule.. ........: 
p' = (1 - 5 t* -+ f t4 - f t6 + t a ) ,  ct on trouvera par les cinq pre- 
miers termes de la séri'e p'= 2',5193 I a 1820 4336. De là résulte 

Puisque p satisfait à l'équation Fq =$F1c,la valeur de Q peut être  .... vérifiée par la formule du no 2.4, I p., qui donne ....... ,. 
1 sin q = 9,901 73 08331 6243, et de là 

la différence n'est que de trois nniiés du quatorzième cliiffre, et' an 
ne peut guère décider de quel côté est l'erreur. 

Enfin la valeur de Eq se trouvera par le calcul suivant :. 

... c l . .  9,98923 98541 3016 Eh.. = 0,~7397 70241 8163 . sin A.. 9,88700 458a1 5413 Ep.. = 0,06771 75646 5154 
sin p.. . 
sin p. . 
z...... 

195. Pour donner une seconde application des mêmes tables; 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 249 
&ércbons les valeurs des fonctions E et F q u i  répondent à l'am- 
pli tude cp = 75'. 
L a  plus proche valeur de Q contenue dans la table no 1, est 

h=76",a3603 20752 60; elle répond à la fonction F A c Z F ' c ;  
il faut donc déterminer l'amplitude p par l'équation Fp=Fh-FQ, 
ou par les formules 

tang A'= tang A .  A@, tang Q'= tang Q . Ah, ,u rc= A' - q'. 

Connaissant p, il sera facile d'avoir, par l'interpolation de la table 
no 2, la valeur correspondante de n qui donnera celle de F p  et 
ensuite celle de E?. Vdci le déiail de tous ces calculs. 

On a ,  par la table no I , les logarithmes de tang A et Ah; on a 
immédiatement Z t a n ç ~ ,  ainsi il ne reste à trouver que ZAQ, ce qui 
se fera par la formule A=cos Qi f(1 +.A), dans laquelle A= bz tangnp, 
et d'où résulte lAq =g,47668 59066 8751. D'après ces valeurs, on 
formera celles de 2 tang A' et Z tang q', savoir : 

fangh.. 0,61091 04252 1560 tang 9.. 0,57194 75475 3330 
Ap. .  . . . 9,47668 59066 B751 A h .  . , . 9,45071 191 I O  1552 - - 
tang A'. . 0,08759 633 19 031 x tangq'. . o,oa265 94585 4882 

d'où l'on déduit 
x' * 5 0 0 ~ 3 ~ 4 3  7757 1 6697 
Q' = ~ @ , 4 ~ 4 0 3  54375 3376 

,ft, = 4,24540 231~6 3321, 

395. Il faut maintenant chercher dans la table ne 2 ,  la valeur de 
n qui répond à cette valeur de rp; on voit que cette valeur est corn- 
prise entre 8 et 9, et qu'en faisant n = 8 + x ,  on aura à déterminer 
x par la seconde formule générale d'interpolation, savoir : 

dans laquelle les nombres donnés par la table sont : 
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a50 EXERCICES DII CALCUL INTZCRAL. 
Après quelques essais dans lesquels on peut négliger les décimales 
qui passeilt le dixième rang, on trouve x xi 0,74830 7561 2 5 .  Pour 
plus d'exactitude, il conviendra de ,substituer cette valeur dans le 
second membre de l'équation à résoudre, afin d'avoir la différence 
entre le résultat de la substitution et la valeur donnée de A'-p. 

Résultat de la substitation. , . . . . ,o,12 rgr 44559 7543 
- .  

A'- p.. . . . . o,r 2 igr 44559 8505 

-Différence.. . . . r = 9Ga 
r De là on voit que 1-2 doit être augmenté d e  = 1988, ce qui 

donnera pour la vraie valeur de x 

logarithme &,cette fonction : - -  

196. Pour calculer EQ, il faut d'abord chercher EP par l'interpo- 
lation de la table no a;  en appelant de nouveau A le terme Ep 
qui répmd à n -8, la valeur cherchée,sera donnée par la fornlule 

Substituant ces valeurs et celle . . de x ,  on trouvera 
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COBSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 251 
enfi; on aura à calculer Eq par la forai. Eq+El,-E~c'sin$sinpsinh 

c' . . . . . 9,98923 98541 3016 Eh = 0,98484 13820 8090 
sin q.. . 9,98494 3 7 7 8 ~  0267 E p  = 0,07403 01 260 473 x -- 
sin A. . . 9,98734 62777 4410 6,91081 12560 3359 
sin p.. . 8,86939 87498 63 I O  

--- 2 . .  . . . 0 , 0 6 ~ ~ 5 .  30102 7583 -- 
s.. . . . . 8,830ga 86598 4003 Ep = 0,97856 42.7'63 0942 .l 

Cette saleur et celle de  ZFg, s'accordént suffisanzmerit avec celles 
qu'on a trouvées par la niéthode directe, nos 160 et 161. 

197. Nous avons cru devoir exposer avec beaucoup de délail tout' 
ce qui concerne la construction et l'usage des tables no I et nOa, 
relatives au module c=sin81"; les calculs ont été faits avec une'  
exactitude scrupuleuse, et soumis à un grand nombre de vérifica- 
tions, de maniêre qu'on peut être assuré que les résultats consignés- 
dans ces tables, sont exacts autant qu'ils peuvent l'êire, d'après les 
Sables trigonométriques à quatorze décimales, dont nous avons 
fait usage, lesquelles sont quelquefois en erreur de une, deux et 
même trois unités dans le dernier chiffre. On en v o i ~  un exemple 
dans le  logarithme de  b ou cos 810, qui, dans- la Trigonom. brit., est' 
9,19433 24413 5701 , et dont les derniers chiffres doivent être 5699. 
En  suivant les mêmes procédés qui ont été indiqués dans la cons- 
truction de ces tables, et dans les deux applications que nous e n  
avons données, on parviendra donc dans tous les cas à la détermi- 
nation des fonctions E et F et à la solution des questions qui en 
dépendent, avec un degré de précision supérieur, non-seulement 
aux besoins de la pratique, mais à ceux des recherches théoriques 
les plus délicates. 

J e  ne dissimulerai pas combien est pénible Ie calcul d'une table 
telle que la table no I qui n'a que seize lignes, ou que la table no a 
qui n'en a que douze; mais, si on aspire à un aussi grand degré 
d'exactitude, i l  semble qu'on n'y peut parvenir que par le  secours 
de ces tables, ou par la niéthode générale fondée sur la forniation 
préliminaire de l'échelle des n~odules. C'est au calculateu~ à choisir 
entre ces deux méthodes, celle qui lui paraîtra la moins pénible, 

Comnie la forniation de l'échelle des modiiles se réduit, d'après 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



252 EXERCICES DE CALCUL INT~CRAL.  
nos formules, à un travail assez court, il est vraisemblable qu'oil 
jugera que la méthode générale mérite la préférence, si l'on n'a à 
calculer qu'iin petit nombre de fonctions E et F;  mais s'il y avait 
lieu de calculer un grand nombre de ces fonctions, l'autre procédé 
pavait etre ,le plus avantageux. 

Au reste nous avons déjà dit ques i  on se 5orne à dix décimales 
dans la formation de la table auxiliaire no I , auquel cas on peut se 
passer de la table no 2 ,  le calcul de cette table et son u s q e  dang 
les cas particuliers, ,deviendront très-faciles , et rentreront dans la 
classe des calculs trigonométriques ordinaires, surtout si le module 
est plus petit que sin 450, ce qui pe.rmettra de prendre ja valeur 
de a dans la table VII; et poisqu'Jors les résultats sont exacts jus- 
qu'à la dixième décimale, ou au ,moins jusqu'à la neuvikme , il n e  
paraît pas qu'on puisse proposer rien de plus simple pour le calcui 
des fonctions E et F, au moins tant qii'il n'exisiera pas ses tables 
suffisanln~ent étendues, au moyen desquelles Ja détern~iuation de 
ces fonctions serait réduite aux règles ordiilaires de l'interpolation. 

198. Remarquons en finissant que le taMeau no s pourrait être 
réduit aux cinq ternies a,, a,, a,, e,,  a,,, et que dans cet état, il 
sunirait encore pour ramener les fonctions proposées Eq, Fp ,  au 
cas où l'amplitude est moindre que 60. Pareille observation s'ap- 
plique à plus forte raison aux tables auxiliaires covstruites pour 
des modules maindres que sin 81'. 

En effet, 1'. si l'amplitude donnée rp est comprise entre a, et a , ~ ;  
QU go0, l'une des deux différences Fp - Fa, ,  F1c- F q  , sera 
moindre que +F1c; ainsi, en Lisant la plus petite des deux diffé- 
rences =F@, on aura p'<a4. 11 faudra donc d'abord déterminer 
@, soit par liéquation algébrique qui correspond à l'équation.. . 
Fp- Fa8=Fpf, soit par l'équaiioii cot p' ;= b tang q , si l'on a 
Ftc- F ~ = F Q ' .  

Puisque q' ainsi déterminé est plus petit que cl4, le cas le moins 
favorable pour la réduction est celui où g' sera compris entre a, 
et e,; soit FP" égal à la plus petite des deux différences 
Fa4-Fpr, .PBf -Pa., la fonciion Fq'' sera plus petite que. . . . . . 
f(Fa4-PaJ, pa-r ~0n.Séqugut < Faa < P1,. Si en m h e  &XtS 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. a53 
FQ" est <f Fa,, Q" sera plus petit que 50,8188, et l'objet de la 
réduction sera rempli par deux transformations seulement. Si au 
contraire Fp" est >f Fa,, il faudra une troisième transforniation 
pour réduire les fonctions Ep, FQ, au cas où l'amplitude est moindre 
que 538188. 

a". Si l'amplitude donnée p est moindre que et,, le noml~re des 
transformations qui ne pouvait être plus grand que trois dans le 
premier cas, ne pourra surpasser deux dans celui-ci, et se réduira 
le  plus souvent à un. 

De là on voit que la Table auxiliaire, réduite à cinq termes; 
conduira aux mêmes réductions que la table entière, calculée la- 
borieusement avec onze termes de plus. Mais, tandis qu'une seule 
transformation, faite à l'aide du tableau entier, suffit pour réduire 
les fonctions Fq et Ep au cas où l'ampli tude est moindre que s0,8 188, 
il  faudra quelquefois deux et même trois transformations semblables 
pour parvenir à la même réduction par le tableau partiel. Ces trans- 
formations, il est vrai, se font par de simples formules trigonomé- 
triques; mais c'est au calculateur à balancer les avantages et les 
incokivéniens des deux procédés. 

J'observerai au reste qu'il faudrait ajouter un sixième terme à 
l a  Table auxiliaire, si l'angle du module était plus grand que 810 ; 
cette addition su6ra jusqu'à 8g0, et il est inutile d'aller plus loin2 
Alors le nombre des transformations pourrait aller jusqu'à cinq , 
pour obtenir la réduction cherchée. 

$ XV. Sur la construction d'un système complet de Tables 
eZI;Ptigues. 

199. La méthode du S IV présente beaucoup d'avantages par 
la simplicité et l'élégance des formules qui servent à construire 
chaque table particulière pour un module déterminé; on a vu qrie 
les calculs s'exécutent dans toute l'étendue de la table, en ii'eni- 
pruntant de la théorie des fonctions elliptiques qu'un seul élément 
qui se multiplie ensuite par des formules purement trigonométriques 
et rigoureusement exacies; cependant l'usage de ces tables serait 
peu commode dans l'interpola~ion, lorsqu'il s'agirait de trouver les 

z 
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354 EXERCICES DE CALCUL I N T ~ ~ R A L ,  
fonctions E et F qui répondent à des valeurs données de l'ampli- 
tude et du module. 

II parait beaucoup plus convenable, pour cet objet, de construire 
des tables dans lesquelles l'amplitude et i'angle du module croissent 
par des intervalles égaux et sufisamment petits, de O* à go0. C'est 
donc entre les deux méthodes proposées dans le 5 III, qu'il faut 
choisir celle qu'on regardera comme la plus facile dans l'exécution, 
pour parvenir à un degré d'exactitude déterminé. 

L a  seconde de ces deux méthodes fait trouver directement la 
différence seconde de la fonction E ,  ainsi que celle de la fonction 
F; et par ces différences, vérifiées à de certains intervalles, on 
parvient à former la série entière des valeurs de E et de F, ainsi que 
nous l'avons fait voir avec beaucoup de détail, en calculant la table 
qui convient au module c= sin 4P. 

zoo. L'avantage principal de cette ~econde méthode consiste en 
ce que les auxiliaires qu i  servent à déterminer les différences se- 
condes des fonctions, sont beaucoup plus petites que celles qui, 
dans la première méthode, seraient nécessaires pour donner im- 
médiatement les différences premières de ces mêmes fonctions ; 
le calcul doit donc en être beaucoup moins long; il exige ou des 
tables moins étendues, ou des soins moins minutieux pour obtenir 
les parties proportionnelles, ce qui est une épaigue de tems con- 
sidérable dans une longue suite d'opérations. Mais d'nn autre côté, 
les erreurs sur les différences secondes se multiplient suivant la 
progression des nombres triangulaires, dans la détermination des 
fonctions principales; il devient donc nécessaire de calculer ces 
différences avec deux décimales de plus, ce qui fait perdre tout 
l'avantage qu'on pouvait en attendre; et si on n'augmente pas le 
nombre des décimales, il faut vérifier les résultats de distance en 
distance, puis corriger les nombres intermédiaires, suivant un mode 
de répartition qui est plus ou nioins arbitraire. 

Cet inconvénient qu'on a pu remarquer dans l'art. 85, n'a pas 
lieu dans la première méthode, ainsi que nous nous en sommes 
assuré par un grand nombre d'essais, et cette raison suflît pour lui 
donner la préférence. Mais, comme on n'a pas de tabled usuelles 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. a55 
qui passent dix décimales, il serait trop difficile de calculer l e s  
fonctions avec douze décimales, comme nous l'avons fa i t  dans la 
table II, et il faut se borner à les calculer avec neuf décimales, 
ce qui au reste est plus que suffisant pour l'usage ordinaire. 

201. Voici donc le procédé auquel nous croyons devoir nous 
arrêter définitivement, non pour calculer dès à présent une série 
complète de tables elliptiques, ce qui serait une tâche au-dessus 
de nos forces, mais pour préparer les Eases de ce grand travail, 
de manière qu'il puisse &tre exécuté par la suite avec toute i'éien- 
due nécessaire. 

Pour chacune des valeurs du module, depuis c=sin iO, sin a*, 
sin 30, jusqu'à c=sin75", on formera la table particulière qui donne 
les valeurs des fonctions E et F correspondantes aux différens de- 
grés de l'amplitude, depuis p=oO, r", 20.. . . jusqu'à p=goO, Ces 
calculs seront faits par la méthode du no 66, en ne donnant que dix 
décimales aux auxiliaires p ou P, d'où I'on déduit les différences 
premières bE ou SF, et celles-ci devront être réduites à neuf dé- 
cimales. Si I'on porte dans ces calculs l'attention nécessaire, les 
erreurs sur le neuvième chiffre décimal de la fonction, se compen- 
seront pour la très-grande partie, de sorte qu'on pourrait parvenir 
à l'amplitude go0, c'est-à-dire à la fonction complète, dont la valeur 

, est connue d'avance par la table 1, sans commettre une erreur de 
plus de deux ou trois unités sur le dernier chiffre décimal. Cepen- 
darit, pour plus de sûreté, il sera bon de calculer, par la méthode 
directe et rigoureuse, les fonctions E et F qui répondent à l'am- 
plitude de 49'; en cas de différence dans les résultats, on corrigera 
les nombres de la table par un moyen préparé dans le cours de 
l'opération, et que nous indiquerons ci-après. 

Il conviendra, comme nous l'avons dit, de pousser le calcul de 
ces tables particulières jusqu'au module c= sin 75"; on pourrait 
peut-être aller plus loin, sur-tout pour la fonction E qui n'est pas 
sujette à d'aussi grandes inégalités que la fonction F; mais, comme 
l'interpolation deviendrait peu exacte pour les amplitudes de 70 à 
goo, nous avons pensé qu'il était convenable de ne pas étendre les 
tables au-delà du module sin 750. 
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Par une raison contraire, on pourrait ne les commencer qu'au 

module sin 15"; car au-dessous de ce module, les fonctions E et 
P sont représentées avec assez d'exactitude par les séries du S VU, 
qui d'ailleurs ont I'avantage de se prêter facilement à tous les calculs 
analytiques. 

La réunion de toutes les tables particulières dont nous venons de 
parler, soit qu'elles commencent au module sin l a ,  soit qu'elles ne 
commencent qu'au module sin 19, formera la table lx, que nous 
nous empresserons de publier, aussitôt que le travail assez consi- 
'ilérable qu'elle exige aura pu être achevé. Au défaut d'une table 
plus étendue, dans laquelle l'angle du module et l'amplitude croi- 
traient par des intervalles beaucoup plus petits qu'un degré, 13 
table IX sera fort utile pour appliquer la théorie des fonctions ellip- 
tiques, en donnant les moyens d'évaluer ces fonctions, pour les 
modules qui n'excèdent pas les limites de la table, par un calcul 
assez facile, lorsqu'on ne voudra pas obtenir plus de six ou sept 
décimales exactes. 

202. Voici, d'après la méthode que nous proposons, le détail des 
procédés à suivre pour construire l'une des tables particulières qui 

'A doivent composer la table IX. Soit a Parc d'un degré, ou a==, 

soit rn = Q +- +a et V(I - cS sin4 W )  = A(@) ; si on prend l'auxiliaire 
p = a A w ,  on aura en général, pour construire la table des fonc- 
tions E, la formule 

on calculera donc pour les valeurs successives Q = O", I", 2", 39 4'' etc.; 
les valeurs correspondantes de l'auxiliaire p ;  on observera de plus 
que la valeur de p, pour 9 = - iO, serait la même que pour q=oO; 
on placera donc deux fois cette première valeur de p ,  l'une sur la 
ligne de p=o ,  l'autre sur la ligne supérieure, ce qui sera nécessaire 
pour former cette ligne où I'on doit trouver la différence 69" qui 
entre dans la première valeur de JE,  celle qui répond à Q=O. 

A mesure qu'on aura calculé une valeur dep,  cette valeur servira 
à ajouter un terme de plus aux colonnes des différences dans les 
lignes supérieures. Au commencement de la table et même jusqu'à 
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des termes assez éloignés tels que q=450 ou 50°, il suffira de prendre 
les deux premiers termes de la valeur de 6 E  , savoir: d'E=p+&Ppe; 
car nous supposons constamment que les valeurs de p sont calculées 
avec dix décimales, et qu'on en conserve neuf seulement dans les 
valeurs de 6E.  

Lorsque par le  progrès de l'opération, on reconnaitra que le 
troisième terme -Sc d'poO peut influer sur la dernière décimale 
de JE, il faudra tenir compte de ce terme. Mais alors on devra 
ajouter un ierme de plus à la colonne des p, ce ierme qui répond 
à g+a étant nécessaire pour avoir la différence 64pa0 qui entre 
dans la valeur de 6E. Jamais on n'aura besoin de calculer un terme 
de plus de la formule. 

Les mêmes procédés s'appliquent au calcul des fonciions F, avec 
a cette seule différence, que l'auxiliaire P a pour valeur ,; ainsi le 10- 

gariihme connu de Ao servira à calculer à la fois les deux auxiliaires 
te p = ~ A w ,  P = -. Il faut observer seulement que les différences 
A# 

croissant plus rapidement dans la table des fonctions F, il faudra 
beaucoup plus tôt faire entrer le troisième terme de la formule dans 
la valeur de 6F. 

En formant la colonne des différences $E et $F, réduite à neuf 
décimales, il sera bon de faire une marque particulière aux termes 
dont la dernière décimale n'est exacte qu'à f ou au moins & d'unité 
près. Cette marque sera utile pour faire sur la table les légères cor- 
rections qui seraient indiquées par la différence qu'on pourra trou- 
ver entre les fonctions données par la table pour les amplitudes de 
45. et go0, et celles qui auront été calculées d'avance par la mé- 
thode directe. 

203. Il ne reste plus qu'à faire voir comment on doit calculer 
l e  logarithme de L w .  Au commencement de la table et jusqu'à une 
limite assez éloignée, faites sinA =csinw; appelea a l'angle qui, 
dans la table à dix décimales, approche le plus de A, et soit la 
différence E sin A- lsin a=r;  vous aurez avec une exactitude suf- 
fisante lcos A, ou 

log A = log cos a - r tang' a ,  
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et  l'on voit que la correction r tanga a n'a pas besoin d'être calculée 
avec beaucoup de précision, tant que l'angle a sera d'un petit nombre 
de degrés. 

Lorsque l'angle a approchera de 450, on pourra faire plus exac- 
tement log A = 1 cos a - R , logR=log(rtangaa)+r+rtangea. 

Si l'on avait ZsinA=lsina-r, il faudrait faire logA=Zcosa+R , 
log R =log (r tanga a) - r - r tang* a. 

Lorsque l'angle a sera plus grand que 450, la correction R deve- 
nant plus grande que r, les erreurs se multiplieraient par la formule 
précédente, et il faut lui en substituer une autre. On mettra alors 

C'COS" 6, 

la valeur de A sous cette forme, A 3 6 f ( 1 + T )  , et faisant 

C COS ai tang A= - , on aura A = -- Soit a l'angle de la table qui 
cos A' 

approche le plus de l'angle A dont on connalt la tangente, et soit 
I tang A = 1 tang a + r; on aura 

Zcos A=Zcosa - rs insa( l  +Mrcossa),  

ou si l'on fait Zcos A= Zcos a-R , on aura 
b 

1R=Z(r sinsa) +r-rsins a ,  ensuite log A=log , -/- R* 

Cette formule, dont le calcul est aussi facile qu'il est ~ossible,  ne 
laisse rien à desirer, et pourrait même servir dans toute l'étendue 
de la table sans exception; mais le calcul de la première est plus 
simple, tant que c sin w est < sin 45". 

Si l'on avait ZtangAdtanga-r,  la formule deviendrait 

Connaissant A pour une valeur déterminée de w ,  on connaîtra à 
L la fois les deux auxiliaires p = a A  , P = - l'une pour la table des 
A' 

fonctions E, l'autre pour celle des fonctions F. Ces auxiliaires de- 
vront être placées chacune sur la même ligne que la valeur de q ,  
d'où elles sont déduites, en faisant w = q ++ a; on y joindra leurs 
différences successives, continuées jusqu'à l'ordre où les différences 
de l'ordre suivant seraient négligeables ou fort inégales. On en dé- 
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duira ensuite les valeurs de S E  et de SE', suivant les formules que 
nous avons rapportées. 

Calcu E détaillé de la Table particulière pour le module c =sin63". 

204. NOUS prenons pour exemple un module un peu grand, parce 
que les calculs deviennent plus dificiles vers la fin de la table, à 
raison de la grande inégalité des différences; on verra cependant 
que les résultats n'en sont pas moins sûrs, en prenant les précau- 
tions convenables. Du reste, nous entrons dans tous les détails 
nécessaires pour qu'on puisse facilement saisir la méthode, et l'ap- 
pliquer à tout autre module. 

tp = O*, 

c. . . . . . . .  9,94988 08840 7 
sin a. ..... 7,94084 18596 8 

sin A. . . . . .  7,89072 27437 5 
ain a. . . . . .  7,88969 04944 - 

r = 103 22493 5 

w = 0.:. 
. . . . . .  COS a.. 9,99998 69338 

R . . . . . . . . .  - 6a3 

A. . . . . . . . .  9,99998 68715 
8 ,a4 i 87 73676 ........... --- 

p.. . . . . . . . .  8,24186 45439s 
P..  . . . . . . . .  &a4189 0496~ 

p.. . . . . . .  = 0,01745 a7649 
P.. . . . . . .  = 0,01745 38201 

R. . . . . . . .  2,7942" 39 

Dans ce cas et dans le cas suivant, on aurait pu faire plus sim- 
plement le calcul de A par la formule log A = i log (1 - 8 sins w )  
I -- mes sin' o; ensuite w devenant un peu plus grand, on aurait 

...... les formules plus approchées r = cs sins w ,  log a = - R,. 
log R = log ( i m r )  + mr; mais nous avons préféré de suivre tou- 
jours la mime marche. 

Q = 1°, w = IO;. 

..... .......... ........ c c ~ , 9 4 ~ 8 8  08840 7 r.  6,07670 73 cos a 9,99988 igo@ 
sinu .... 8 , 4 1 7 ~ 1  90153 g tang'a .... 6,73559 73 R ......... - - --- 64g ,  

........ .......... 8,36779 98994 6 R a28ia3o 46 A. 9,99988 18394 
sin a... 8,36768 0581 i or. ......... 8,24187 79676 - A 

YI 1 L 93383 6 p = 0,01744 85&6 p. ......... 8,24175 gao70 
.......... P E 0,01745 80418 P 8,a41gg 55a82*. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



360 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 

..... .......... ....... c. 9,94988 08840 7 r.  5,89956 33 cos a 9,99967 16309 
.... sinu.,. .  8,63967 95616 i tang'a 7,17993 63 R. ........ + 1201 

......... 8,58956 04436 8 R. ......... 3,07949996 A 9,99967 17510 
sin a... 8,58963 98005 a.,,,,, ,... 8,24187 73676 - - .......... r =  - 7 93548 2 p = 0,01744 010.5~ p 8,24154 91186 

.......... P = o,oi746 64891 P 8,24220 56166. 

Cette valeur de P ,  auxiliaire de la fonction F, jointe à la valeur 
correspondante gaPO = 42338,  donne pour Q = zo, la différence 
al? = P + & $*Po = I 746 66655, où il faut remarquer que le  re- 
tranchement du dernier chiffre laisse une incertitude d'une demi- 
unité sur la neuvième décimale de 6F. C'est ce qu'on a exprimé 
dans la table par le signe + mis à la suite de la valeur choisie 
6F 3: 1746 6665 +. On aurait pu également prendre.. ...... 
d'F = 1746 6666 -. Nous verrons ci-après l'usage de cette no- 
tation, pour corriger les petites erreurs qui peuvent résulter du 
progrès de l'opération. 

.... ....... ...... c. 9,94988 08840 7 cos a 9,99935 60113 tanga 7,47276 807 
........ .......,.... .... ainm 8,78567 52787 7 R.. + 5461 r 6,2643 993 - - ......... ........... 8,73555 616a8 4 A. 9,99935 65574 R 3,73730 800 

sin a... 8,73574 00.451 a, .,..O..... 8,24187 73676 -- ........ r = - 18 38823 p.. 8,a4i23 3ga50 - p = 174a 74532 
Y ........... 8,2425a 08102 P = 1747 91702 

...... c. ...... 9,94988 08840 7 cos a 9,99893 6368% tang% 7,69110 103 
......... .... siiiru 8,89464 32984 i R. - 1831 r ............ 5,57167 390 

7 ........... ........... 8,8452 41824 8 A 9,99893 61851 R 3,96277 493 
sin a... 8,84448 68855 cr. ..S....... 8,24187 73676 --- .......... r =  3 pg70  p. 8,24081 35527 p = 1741 059a6 

P ........... 8,24994 1 1825 P = -1749 60972 
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. . 

c .. ..... 9, 94988 08840 7 cosa ...... 9. 99840 98748 tang' a .... 7. 866a6 810 
........... sinw .... 8. 98157 a8715 4 R .......... + 6627 r 5. 95505 051 --- A 

8. 93145 37556 i A .......... 9. 99841 05375 R ........... 3. 8x31 86r 
sin a ... 8. 93154 3923a .O.......... 8. 24187 7367b 

7 --- . 
. r = - g or676 p ........... 8. 24028 79~51  p = 1738 95324 

P .......... 8. a4346 68301 9 = 1751 72864 . 

.... ç.. ...... 9. 94988 08840 7 COS a.. 9. 99777 95564 tanga a .... 8. ai 190 777 
&na .... 9. 05585 87563 7 R ........... - 647 r ........... -- 4. 79.425 '57 -- ...... ... 9. 00373 96404 4 A ........... 9. 99777 94917 R ., 2.81.115 934 

. & a... g. 00373 34424 oc ......,... 8. 241 87 73676 
--.- -.- 

x = â 1480 p ........... &a3965 6.8593 p = 1736 4283% 
j? ........... 8. 24409 78759 P = 1754 27581- 

I 

..S.... .... . c ........ 9.94988 08840 7 cosa 9. 99704 36309 tangaa 8. 13696 406 
.......... sin@ .... 9. 11569 76687 3 R - 7250 r ............ 5. 72337 849 - --. 4 

........... ........... 9, ~6557 85598 A 9. 99704 agoS9 R 3. 86034 253 
........... &na .... g. 06552 56629 * 8. 24187 73676 - -.- ........... , 3 = 5 28906 p 8. 23892 os735 p = 1733 48574 

.T ........... 8. 94483 44617 B = 1757 a5368 . 
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Q = g O ,  w=:gOf. 

c. ...,,, 9,94988 08840 7 cos a. ..... 9,99525 34714 m g D  a..,. 8,34437 695 
............ sin &... g,a1760 92289 4 R. ......... - 10645 r 5,68a7a 796 

--y -- -iI 

9,1674901130 A..., ....... 9,9952524069 4,02710 4 9 ~  
.......... 9,16744 19484 a. 8 , ~ 4 : 8 ~  73676 t..........~. .... 4 816 - 

4 81646 p. 8,23712 97745 r tang* a..  i 06 .......... r = --- ........... P ........... 8,9466a 49607 X 4,02715 413 
p = 1726 35368 
P =  1764 51340. 

cp = los, w = IO' S. 
c ....... ; 9,94988 08840 7 cas a ...... 9,99419 83602 tang'a .... 8,43261 100 

............ sin or... 9,26063 30434 5 R. ......... - 2726 r 5,002ga 164 

g,mo51 39275 A.,...... ... 9,99419 80876 r tang"n.. 3,43553 264 
......... .......... sina .... 9,21050 38600 a, 8,2418~ 73676 r.... i 007' -- ... 

i 00675 p. ......... 8,523607 54559 rtangSa r = "7 -- 
P ........... 8,24767 ga8ao R ............ 3,43554 a98 

p = 1722 16776 
P = 1768 80224. 

Q = 1 l 0 ;  W = I x O ~ .  

c ..... ..,. 9,94988 08840 7 cos a ...... 9,99303 58856 ta@ cr .... 8,5130~ 43t 
sin w . . ~  9,29965 53093 r R ........... + 15265 r ............. 5,67066 139 -- -- --- 

9,94953 6193.4 A ........... 9,99303 741!21 4,18375 570 ............ .......... ain a... 9,24958 3 ~ 3 8 2  a, 8,24187 73676 r - - - 4 684 

4 68448 p. 8,23491 47797 rtangs a.. - t = -  .......... 153' --- 
P. , ........ 8,a4883 99555 R ....? ...... 4,18370 793 

y = 1717 5713% 
P = 1773 53578w 

cp = rapt o =a 12" +.- 
c.. ..... 9,94988 08840 7 cos a..,.., 9,99176 96100 tang'a ..., 8,58699 a48 
sin u .... 9,33533 67506 i 8. ......... + 5105 r ............ 5,iaio7 045 -- -- 

9,28521 76347 A. ......... 9;99177 01205 3,70799 293. 
............ .......... .... sina 9,285a3 08498 o. - 1 322 
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c, ....... 9,94988 08840 7 cos a,,.. . .  9,99039 54410 tangsa .... 8,65536 307 ..... ... sin a... 9,36818 5a534 i R. ; + 4902 r ............ 5,03499 723 - -- 
9,31806 61375 ii ........... 9,99039 59319 3,69036 030 

ôin a... 9,31807 69767 W. .......... 8,94187 73676 r ............ - 1 084 --- --- 
r - 1 08392 p. 8,23a27 3a988 rtang'a.. - 49 .......... - 

......... P ........... 8,25148 14364 Fi. 3,69034 897 
p = 1707 15635 
P = 1784 35572. 

Q 1 1 4 0 ,  cd c 14 2. 
...... ,Cr,.;..;; 9,94988 088407 C O S U  9,98891 75119 tangaa..: 8,7igor 958 

............ sin &... 9,39859 96421 3 R ......,.... - a9706 r 5,75376 838 - --- 
9,34848 o526a .A. ......... 9,9889 1 45413 4,47278 096 ........... .......... sinu .... 9,3484 38oao et. 8,a4i 87 73676 r. 5 672 --- - .. 5 67242 p ........... 8,23079 i gdg  297 rtang2 a. 

Y =  --- ........... P ........... 8,a5ag6 da63  R 4&84 065 
p = 1701 34312 
P = 1790 45259. 

rp =r x5*, w rr 150; .  

. c.: ...... 9,94988 08840 7 COS n .,.. 9,9873~4 57854 tangsa. ... 8,77890 260 ....... sin a ..,, 9 42689 38840 9 R,, .,.,,. ,. - 1578 r..... 4,41907 967 - - --- ........ 9,37677 97081 A.. 9,98732 56276 5,49798 2.27 .......... .... abta 9,37677 70834 a. 8,94187 73676 r...,;...,.., 262. ---- --- 
a6247 p. 8,asgao 29gh ttang' a.. 

,Y = ........S. i 6 

........... P ........... 8,a5455 17400 R 3,19798 505 
, p  = '695 19994 
P = 1797 oi516. 

= 16°, w z 16* i. 
.... ...... E, ..;,,;. 9,94988 08840 7 COS a 3,98562 94.425 tangaa 8,83516 gi r 

eh,.... 9,45534 18046 3 B. ......... - 5947 r .....,..... 4,.93gio 473 

gJ403aa 26887 A. ....a. 9,98562 88478 3,77427 384 .... .......... .... sino 9,4032~ 39970 S. 8,94187 73676 r..., ;.., --- 869 
..... ... r = 86,317 p. ;. 8,aa750 6a154 ' tang "" 59 - ........... ........... P 23,35624 851~8 R 3,7744 310 

p = 1688 5zooa 
P = 1804 04979. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264 EXERCICES DE CALCUL INT&GRAL~ 

..... ...... c.. 9,94988 08840 7 COS a g,g838a -2.8058 tang'a .... 8,88842 650 ........... sin# .... 9,47814 18041 2 R .......... + i0340 r, 5,12609 89s  

......... 9,42802 2 6 8 8 7  A. 9,98389 38398 4,0145a 5% 
sin a.,, 9,42803 60572 a. .......... 8,24187 73676 r............ - 1 337 -- - ......... r = - i 33690 p., 8,22570 12,074 a'- - lQ3 

........... P ........... 8,25805 35278 R 4,01451 10% 

p = 1681 51679 
P = 181 i 56336. 

Q = 18", cd = 18" a. 
....... c. 9,94988 08840 7 cos a ...... 9,98191 r 1603 tang4 a..;: 8,93887 079 ........... ........... sina .... 9,50147 64453 6 R - 9358 r. 5,03230 037 - -- .......... 9,45135 ~ 3 2 ~ 4  3 A 9,98191 02245 3,g7117 116 

.... ..... sina .... g,4513465573 oc ........... 8 , ~ 4 1 8 7 ~ 3 6 7 6  r ; ;. 1 077 - -- ........... r = 1 07721 p 8,22378 75921 r tanga a.. 93 

P ....,....,. 8,25996 71431 R. .......... 3,97118 286 
p 2 1674 12388 

.... ...... ...... cm. 9,94988 08840 7 COS a 9,97988 8oaio tangg a 8,98696 7 6 ~  
............ sinu .... 9,52349 523G 4 B. ......... 4149 r 4,63093 61% -- - --- .......... 9,47337 61406 A. 9,97988 76061 3,61790 381 
............ ............ .... sina 9,47337 18656 oc 8,2418~ 73676 r - --- ~ A T  

t: = 42750 p. .......... 8,22176 49737 r tan$ a.. --- 4 1 

........... P ........., 8,26138 97615 R 3,61790 844 
p = 1666 34520 
P = 1828 05712, , ZOO,, 0 = 20' 5; 

...... c ........ 9,94988 08840 7 cos a 597775 92588 tangla.,; 9,03a8a 549 
............ sinu .... 9,5443a h 9 5 3  g R .........,. - 36860 r 5,53369 277 -- -- 

9,49420 61794 6 A ..........- 9,97775 55728 4,56651 8a6 
.......... .... 9,49417 20057 a. 8,24187 73676 T....;..;.... -- --- 3 4'7 

. 3 41737 6 p. 8Ja1963 29404 rtangl a.. 
f= 

368 ......... 
P ........... 8,a64a 17948 R ........... 4,56655 611 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 265 

......, 9,94988 08840 7 cos a ...... 9,97551 75659 tang" a... 9,07681 271 

......... .......,.... a,.. 9,56407 543b6 2 R. - 38666 r 5,51048 455 - -- - 
9,51395 63166 g A.. ,....... 9,97551 .36993 4,58759 726 

............ .......... sina.... g151392 39212 a. 8,24187 73676 r 3 240 -- --- 
....... f =  3 23954 g p.... 8,21739 10669 r tangn a.. 386 -- 

P,, ......... 8,26636 36683 R ........... 4,58733 35% 
p = 1649 64717 
P = 1846 56104. 

i 
ql i 2 2 O ,  W - 2.2O .. 

...... c .W...... 9,94988 08840 7 cos a 9,97316 17704 ta@ a.... 9,1191 1 416 
............. .......... sina .... 9,58283 96605 8 Rd - a226 r 4,22843 886 -- -- 

9,535472. 05446 5 A..., ....... 9,97316 15478 3,34755 30% 
.......... sin a... 9,53271 88525 ps. 8,24187 73676 --- 169 

r tang a.. 22 r = i6gar 5 p.. ........ &a1503 89154 - 
... P .,...... 8,26871 58198 R.,ooa. .4e . .  3,34755 493" 

p = 1640 73679 
P = 1856 58920~ 

q = do,. w 3 2 3 O  S.' 
...... c ..S..... 9,94988 08840 7 cosa. 9,97069 86306 tangs a.,.. 9,15976 441 
.... ............ ..... .... sinm 9,6006~ 9681~~ g 8 , + 389 r 3,43013 958 -- -- 

9,55058 05660 6 A. ......... 9,97069 86695 a3990 399 
gna. .. 9,55058 08353 a ...S....... 8,514187 73676 t .............. - 269 -.- -- r tanga a.. - 

T =: - 2692 4 p. .......... 8,21257 60371 -- 4 ........... P ........... 8,27117 869.81 R 2,58990 la@ 
p 2 1631 4585a 
P = 1867 14780. 

(P = 2Qr W - 2 4  f. 

c.. ..... 9,94958 08840 7 COS a ...... 9,968ia 79369 taq"a..i. 9,19891 769 
sin o... 5 6  1772 69586 8 R. ......... - 33296 r ............ 5,32344 go9 --- --- d 

......... 9,56760 784a7 5 A. 9,968ia 46073 4,52236 678 
sin a. .. 9,56758 67832 cc. .......... 8,24187 73676 r.. O......... a 106 

--5_ 
- r tanga a., . r = . a  10595 5 p ........... 8,oicoo 19749 333- 

- .  ........... P 8,97375 a7603 Rq..l.q...e. 4,5a239 117 

p = 1621 81747 
P 1878 a4724 
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c. ....... 9,94988 08840 7 cos a.. .... 9,96544 06799 tang'a,.., 9,93689 845 
............ sinu .... 9,63398 4350% 6 R. .......... -- 1 7 8 ~ 3  r 5,01414 78% -- --- - 

9,58386 52343 3 A..., ....... 9,96543 88976 4,25097 697 
$na ... 9,58385 4903% .oc ........... $,a4187 736$ r............ i 033 ' - -- 

,I 03311 3 p. 8,80731 6aGn r tangP a.. r =  .......... 178 -- ........ ,P.........,. &a7643 84700 R q q .  4,25098 838 
p = 1611 81898 

..... 9,94988 088& 7 00s a. ..... 9,96a64 45304 tang'a .... 9,27349 074 
............ sin ~r.... 9,6495~ 7 4 7 4  0 R. o........ - 34582 r 5,a6533 843 --- - 

9,53940 83214 7 A. ......... 9,96264 i o7aa 4,53882 9T 
........ $na .... 9,59938 98994 oc.., ........ 8,a4187 73676 r... ,  - --- 1 841 

........ = 1 84220 7 p.. 8,20451 84398 rtangaa"' 346 -- 
- P. .......a.. 8,a7g23 62954 R.,, ........ 4,53885 105 

p = 1601 46864 
,p = igoa 1,1292. 

cp = 27*, O = 2 7 O  f .  

.... ...... ........ c 9,925988 088487 cos a 9,95972 95967 tangga g,3ogia 4 2 4  

......... .... sin w 9,66440 55998 O R. 9 10663 r ............ 4,71876 152 --- 
9,61428 64838 7 A. ......... 9,95973 06630 4,02788 5 ; 6  

sina.,.g,61429 17170 (Z ........... 8,2418773576 r ............ - 5a3 - . . -  - 52331 3 p. .......... 9,20160 80306 'fang' a.. - 107 r = -- 
P ........... 8,28ai4 67046 R ........... 4,053787 946 

p = 1590 77234 
P = 1914 902267: 

9 = 2801 w = 28' t. 

c.; .... :. 9,94388 08840 7 cas a ...... 9,95670 .41Bj t.ang3u .,... 9,34370 679 
............ ......... sin US.. 9,67866 a9015 4 R. $ 503go r 5,1390376~ --- 7-- 

9,62854 37856 J A. ......... 9,95670 72099 4,48874 448 
.......... ............ sin a... 9,62855 75589 s. 8,241 87 -73676 r - 1 377 - --- 
.......... r = -  1 37733 g p. 8,19858 45705 a-.' - 504 

P. .......... 8,28517 01647 R ........ , ,  4,482753 767 
p = 1579 73620 
P = 19a8 28030. 
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c ........ 9,94988 08840 7 cos a... ... 9,95356 77120 tangOa .... 9,37732 5x9 .... ......... aincu 9,69233 88236 6 8. + 25188 r ............ 5,02385 183 - - --- 
9,64221 97077 3 A. ......... 9,95357 oa908 4 , 4 ~  "7 694 

a n  a.... 9,64223 62723 S. .......... 8,24187 73676 F ............ - 1 056 -- 
F = - i. 05.645. 7 p. .......... 8,19544 75984 ' tane a" - a59 - 

F ......;.... 8,e883o 71368 R. ......... 4,40119 ooo 
p = 1568 36665 
P = 1942 25897. 

q 5, 3'00) €2 = 30@f. 

.... ...... ..... c.. 9,94988 08840 7 cos a 9,9503i 96585 tan% a 9,41005 737* 
......... ............ sip a... 9,7c546 88745 5' R.. - 3640 r 4,15110 005 - -  -- --- 

9,65334 97586. a . a, .B....... 9,95031 99945 3,561 15 742 
........... .......... sln a... 9,65534 834a5 s, 8,a4i87 73676 r ; - -- 140 

........... t =  rd161 a p 8,igaig 66621 r tang  a.. 36 --- 
P.,. ......... 8,29155 80731. R...r. ....m. 3,561 1.5 9 2 ~  

p = 1556 6703'8 
p = 1956 8524a.. 

@ = SI*, w = 3'1" :. 
........ c 9,94988 od840 7 cos a. ..... 9,94695 93567 tangO a.:.. 9,44197 49%' 

............ .... 9,71808 5ioi7 g R. .......... - 54006 r 5,89044 555. -- 
............ 9,66796 59858 6 A 9,94695 39561 4,73941 977 

sin a... 9,66794 64674 a.,.. ....... 8,24 187 73676 r; ........,.. i 95% - --- .......... t = 95184 6 p. 8,18883 ,3237 a" ---- 540 
P, .....,.... 8,ag4ga 34ki5 R....i.*.... 4,7324 469 

p = 1544 654% 
P = 1972 07493. , 

Q = 3a0, w = 32" $ 

c,.,...... 9,94988 08840 7 cos a.. .... 9,94347 46145 
i3in.u .... 9,730al 65a4o O R. ......... . - -- 81853 --- 

9,68009 74080 7 A.. ......... 9,94347 37963 
.... .......... s i n a  9,68009 4656% a. 8,24187 73676 - - - ........... r = a7518 7 p 8,18535 11639 

P. ........ .. 8,29840 35713 

P = 153a 32398' 
P =  1987 94137- 

tang" a.... 9,47394 008 
7. ............ 4,43962 79t --- 

3,91286 799 
1.. .......... 975 
r tangs a., 82 --- 
R, ,,,,,..,., 3,91287 156 
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c ........ 9,94988 08840 7 cos d ...... 9,93987 531 11 t a n g 2 a  ..O 9,50380 963 
............ ainu .... 9,74188 94971 3 R .......... + 31086 r -- 4,98876 4oa --- 

9,69177 03812 A ........... 9,93987 84197 4,49257 365 
.......... .......... sin a. . .  9,69178 01258 a. 8,24187 73676 r :. - 974 - - --- 

97446 p 8,18175 57873 i tanga a..  - 311 
7 - 2 -  ........... i-- 

P ........... 8,30199 89479 R ........... 4,49256 080 
p = 1519 69274 
P = 2004 46717, 

Q 5 34 ,  w e 340 i. 
...... ....... c, 9,94988 08840 7 cos a 9,9361 7 28891 tang *a i . . .  ï 9,53364 027 

sinr .... 9,75312 80269 O R. ......... - 54280 r ............ 5,20097 546 - - 
9,70300 89 log 7 A. ......... 9,93616 7461 i 4,73461 573 

........ .......... $in a... 9,70299 30264 (c. 8,94187 73676 r..., 1 588 

........... r = 1 68845 7 p 8,17804 48287 rtang"a'' --- 543 
........... .......... P. 8,30570 99065 R 4,73463 704 

p = 1506 76a59 
p == 2oa i 66832, 

Q F 350, O ,- 35" ;. 
.... ..... .... p . .  9,94988 08840 7 eos a.. 9,93234 mi5a  t a n g  a 9,56297 653 

......... sin a... 9,76395 40365 5 R. - 16a27 1. ............ -- - 4,64724 796 - ........... 9,71383 49206 a A 9,93234 05925 4,91022 449 
............ .......... gin a... 9,71383 04820 a. 8,24187 73676 r - --- 444 

44386 a p. .......... 8,174 L 79601 r tangp a. .  
i 3  

162 -- ........ ........... P.. 8,30953 ,67751 R 4pioa3 05S 
p = 1493 54379 
P = 2039 56136. 

= 360, O = 36@ :. 
c. ... ;... 9,94988 08840 7 .cos a .S.... 9,92839 41671 tangl a.;,. 9,59176 585 

............ sinr .... 9,77438 75973 3 R. .......... 3. 33632 r 4,93499 306 --- ---- -- 
9,72426 84814 A. .......... 9,92839 75303 4,52675 891 

............ .......... &I a... 9,72427 7091a a. 8,24187 73676 r - 86r -- 
86098 p. .......... 8,17097 48979 ""6' a.* - 336 

,r = - -- 
J?,...,,,.,.. 8,31347 98373 R.., ........ 4,52674 694 

p = 1480 od4ga 
l 

P =i 2058 1633.4. 
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q = 370, w = 370 +. 
e..,; .... 9,94988 08840 7 cos a ...... 9,92434 12467 tangOa .... 9,61995 816 
sin#. ... 9,78444 71278 3 R.......,.. - 3ao33 r ............ 4,88562 69% - --- -- 

9,73432 801 1 g A. ......... 9,92433 80434 4,50558 508 
sin a... 9,73432 03279 os .......... 8,24187 73676 r ............ 

-- -- 768 
........... r = 76847 p. 8,16621 54110 a.. 

320 

Y.. ........ 8,31753 g324a R. .......... 4,50559 596 
p = 1466 27494 
P = 2077 49183. 

cp = 380, O == 380 $. 

...... c ..,.... 9,94988 08840 7 COS a 9,920i5 55343 tanga a... 9,64777 877 
......... .... sina 9,79414 $670 7 R. + 64290 r. .......... 5,16038 328 --- 

9,74403 04511 4 A ......... 9,92016 19633 4,80816 a05 
sin a .... 9,74404 49183 a. ......... 8,24187 73676 r ............ - 1 447 - -- -- ........... r = -  144671 6 p 8,16ao39330() rtangaa.' -- - 643 

P ........... 8,3a171 5443 R. ......... 4,80814 115 
p = 1452 a4313 
P = 2097 56489. 

Q = 390, w = 39. +. 
...... .... c. ....... 9,94988 08840 7 cos a 9,91586 34168 tangaa 9,67508 040 

........ sin a. .. 9,80351 05253 1 R ....S..... -+ 57771 r..., 5,08664 523 -- --- 
9,75339 14093 8 A. ......... 9,91586 91939 4)76172 563 

............ sin a... 9,75340 36174 a. .....a..,. 8,24187 73676 r - 1 azr --- 
r = - 1 92080 n p.. ........ 8,15774 65615 ' t"é a..  - 578 

........... ........... P 8,32600 81737 R $76170 764 
p = '437 95919 
P ai  18 40100. 

p = 400, w = 40" +. 
C. ....... 9,94988 08843 7 
s inr  .... 9,81254 44160 3 - 

9,76242 53001 
sin n.... 9,76241 49839 

1 == 1 03169 

.... cos a ...... 9,91146 49165 tangOa 9,701gi 013 

............ R .......... - 51936 r 5,01354 gza ---- 
A. ......... 9,9"45 97929 4,71544 9= 
m. .......... 8,24187 73676 r ............ 1 03% - 
p. .......... 8,15333 70905 ' 519 

........... P ........... 8,33041 76447 R 4,71546 486 
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c ......,. 3,94988 08840 7 cos a,...,, g,g06p 92066 
fin#.. . .  gJ8aia6 45717 5 R .......... - t 44288 -- ......... 9,771 16 54558 a A. 9,90693 36354 

.......... rinu .... 9,771 15 37323 a. 8,24187 73676 -- 
t =: - 82764 8 p..,.,. ..... 8,14881 10030 

P ........... 8,33494 37322 
p = 1408 67564 
P = 2162 43834. 

9 = 4a0, w =*: 4aa $. 

tang4 a.... 9,72844 905 
r ............ 4,91784 567 --- 

4,64629 47% 
T ............ - 8a8 
r tanga aor - 4.45 - 
R ........... 4,64628 zor 

c..  ..... 9,94988 08840 7 COS a ...... 9,90228 51388 tangaa .... 9,75457 gz@ 
.... sinm 9,89968 33460 4 R. ......... - - $- 5987.9 r..........,. 5,09271 245 -- - ......... 9,77956 42301 i 4. g,goaag i 1267 477729 171 

............ rin a... 9,77957 47670 a. .......... 8,a4187 73676 r - 1 054 - -- 
r 7 = -  i 05368 g p. .......... 8,14416 $4943 r tangO a.. - 599 - ........... P ........... 8,33958 62409 R 4,77727 518 
p = 1393 69741 
P = ai85 67830. 

0 . i  43", , 43" :. 

.... c ...S.... 9,94988 08840 7 COS a...,.. 9,89265 43791 tanPa 9,80578 881 ............ r iad  ..,. 9,84566 18003 3 R. ......... + 3goia F 4,78541 526 --- -- 
9,79554 26844 A. .......... 9,89265 8 2 8 ~ 3  4,59 la0 407 

.......... .......... un a... 9,79554 87856 a. 8,24187 73676 r.; - 610 ' - ......... 1 2 -  61012 p ,.8,1345356479 t tang' a.. - 390 -- 
P ........... 8,34923 90873 R ........... 4,59119 ,407 

p = 1363 12489 
P E= 2a3ti 69927. 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 27 t  

cos a ...... 9,88766 6a1 IO tanga a .... 9,830ga i 80 
R .......... + 28277 r ............ 4,62051 186 - -- 
A ........... 9,88766 90387 4,45343 366 
a. .......... 8,24187 73676 Y ............ - 4'7 
p.... ....... 8, i 2954 6 4 0 6 3  a.. - 283 --- 
P ........... 8,35420 83289 R ........... 4,45142 666 

Arrivé aux valeurs de  Eq et Fq pour l'amplitude 9 = 4!ia, on 
voit qu'en comparant ces valeurs avec celles que donne la table VIII, 
l'accord est parfait sur la fonction F, et la différence est seulement 
d'une unité décimale du dernier ordre sur la fonction E. Cette 
différence peut facilement être corrigée, en diminuant d'une unité 
d u  dernier chiffre, l'une des différences premières, peu éloignée 
de  450, marquée du signe -. Nous choisirions de préférence la 
diffhrence qui répond à 30°, et pour laquelle nous prendrions 
1556 6570. On pourrait aussi, pour faire remonter moins haut la 
correction, l'appliquer à la diPérence qui répond 1 L/ ,IO,  où se 
trouve un senibIabIe signe -, et réduire ainsi la différence 1408 6665 
à 1408 6664, ce qui diminuera les nombres E d'une unité dans 
le dernier chiffre , depuis = 42" jusqu'à = 45". Mais avant 
d'effectuer cette correction, on peut continuer le calcul de la table 
jusqu'à Ia fin, pour faire touies les rectifications à la fois. 

Nous remarquerons au reste que c'est par une sorte de  hasard 
que le calcul de la table s'est rencontré aussi exactement avec l e  
résultat tiré des forniules générales. Cela prouve seulement que les 
légères erreurs, qui, à chaque opération, affectent ou peuvent afféc- 
ter le dernier chiffre, se sont compeusées; dans d'autres cas, la 
con~pensatioii n'aura pas lieu aussi exactement; mais en opérant 
avec l'attention nécessaire, il y aura rarement des erreurs de plus 
de deux ou trois unités sur le dernier chiffre, et dans tous les cas, 
cette erreur sera facile à corriger par les moyens que nous avons 
déjà indiqués. 
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c. ....... 9,94988 08840 7 COS a ...... 9,88256 76934 tang9 a .... 9,85574 498 
*in s... 9,86056 a2069 9 R. ......... - 20842 P..., ........ 4,46318 500 - 

9,81044 30910 6 A ........... 9,88956 56oga 4,3189. 9 9 8  
t i n ~  .... 9,8104401858 a ..... , ..... 8,9418773676 T............ 29 l 

r tangl a.. 208 r = ago52 6 p. .......... 8,12444 29768 - 
P.. ,,....... - 8,35931 17584 R ....... '... 4,31893 497 

p = 1331 81ai6 
P = 2287 a4011. 

p = 47", w = 47" ;. 
c .... ..., gJg49P8 08840 7 COS a ...... 9,87735 84196 tang5 a .... 9,88028 ixga 
sinai .... 9,86763 08843 z R. ... ...... - 94055 r ............ 5,0g307 797. - -- 

9,81751 17683 9 A ,......... 9,877.i4 go141 4,97335 g89 
riin a... 9,81749 97782 oc ........... 8,24187 73676 r........,... 1 239 

1 23901 g p... .... .... 8,11922 63817 r tangl a.. 
F 5  940 - 

P ........... 8,36452 83535 R .....,..... 4,97338 168 
p = 1315 91059 
P = 2314 87931.- 

rp = 48', w = 480 i. 
E ....,... 9,94988 08840 7 COS a ...... 9,87aoi 90599 tang" .... 9,90463 954 
sin e.,. 9,87445 61424 2 R. .... ...,. + 14491 r ............ 4,25667 a05 - -- 

9,82433 70264 g A. . ... ..... 9,8720a 05090 L5,16111 159 
aina ,... 9,82433 88323 a. ..... . .... 8,24187 73676 r ............ - 181 

C. ..,. T.. 9,94988 08840 7 cos a ...B.. 9,86658 62915 tang'a .... 9,99866 919 
sine .... 9,88104 55153 7 R .......... - 46771 r ........... 4,74129 660 

9,830ga 63994 4 A. .. ..... .. 9,86658 16144 4,66996 579 
rina .... 9,830ga 088~6  cc. .......... 8,24187 73676 F ............ 55 r - - 

r = 55 i 18 4 p. .......... 8,10845 89820 -- 468 
P ........... 8,37529 575% . R. .......,.. 4,66997 598 

p = 1283 6865% 
P z 237a 9891 5. 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. a 7 3  

cp = 50°, O = 50' +. 
..... .... c. L 9,94988 08840 7 cos a., .... 9,86104 11838 tang' a 9,95247 580 

......... sina ..., 9,88740 60554 g R. ......... - 70437 r +... 4,89530 981 - Li- 

9,83728 69395 6 A .......... 9,86103 41401 4,84778 5; ............ sin a... 9,83727 90816 a. .......... 8,94187 73676 r - - 786 
r = 78579 6 p. .......... 8, i 029 1 i 5077 a'. 704 -- ........... ........... P 8,38084 32275 R 4,84780 051 
p = i a6 j  39359 
P = 2403 49502. 

Q = 51.) u = 51' f .  

c ........ 9,94988 08840 7 cos a ...... 9,85538 oa266 tang' Q .... 9,97607 82.8 
.......... sina .... 9,89554 43700 9 R. ........ - a8628 r -.. 4,48070 528 ---- --- 

9,8434a 52541 6 A.. ........ 9,85538 02266 4,45678 356 
.......... ............ sin a... 9,84342 22ag3 a. 8,94187 73676 r 302 - - 

r = . 30248 6 p. .......... 8,09725 75942 a" a86 - .......... ....... P., . ,  8,38649 71410 R. 4,45678 g44 
p = la51  00082 
P = 2434 98977. 

ip = 5a0, o = 520 f,  

c .B....., 9,94988 08840 7 cos a .S.... 9,84963 23386 tang" .... 9,99941 045 
........... sina .... 9,89946 66546 1 R - 99600 r ............ 4,99882 930 - -- 

9,84934 75386 8 A ........... 9,8496a 23786 4,99823 975 
sin a... 9,84933 73656 cc. ....S..... 8,a4187 73676 r. .......... - - 997 

.......... t = 99730 8 p. 8,09 149 97462 r tanga a.. 996 - 
P..,, ....... 8,39225 49890 R,... ........ 4,99825 968 

p = 1234 sa459 
P = a467 48766. 

Passé ce terme, l'angle auxiliaire a deviendrait plus grand qua 
450, et alors la correction R serait plus grande que r; c'est' pourquoi 
il convient de calculer A par la seconde formule. On observera en 
même tems que les différences quatrièmes 64P comrneucent à de- 
venir assez grandes pour qu'il soit convenable d'y avoir égard dans 
le calcul de JE, et surtout dans celui de JF. Mais pour cela, 
il faut que la série des auxiliaires P soit avancée d'un terme d e  
plus que la quantité E ou F qu'on peut déterminer par la diffé- 
rence JE ou $Fr 
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Au reste, pour rendre aussi simple qu'il est possible le calcul de la 

différence 6 F  , on voit par la formule 6F=P + &  PO-^;^^ J4P00, 
qu'il faut prendre, au lieu de PPO, Ia différence seconde corrigée 
JSP"-3-64Pe; a 4 0 et alors en appelant cette différence d"Pc, on 
aura $F=P+&J"POc; il en est de même de 6E. On fera d'ail- 
leurs attention au signe que d'4PD0 doit prendre par rapport à $"P. 
Les différences qui vont en augmentant, sont toujours supposées 
positives, les autres sont négatives. Ainsi, dans la table consirui te 
pour la fonction. F,  les 6"P allant en augrneritant les J3P sont po- 
sitifs par rapport aux 8"; mais les P P  allant en diminuant (au 
moins jusqu'à un certain terme), les d'4P sont négatives, ce qui  
rendra J"P" - $4Poa plus grand que d'"Po. 

......... tmg 8.. 0,99283 41 iga z b. 9,65704 67648 5 
cos p . . .  9,77438 75973 a COS a ...... 9,81328 29020 - 

0,06722 17165 4 9,84376 386285 
tanga.. 0,06722 23333 R ........... - 3563 - ......... T = -  6177 6 A. 9,84376 35065 

a. .......... &a4187 73676 --- 
p = 1217 98201 p. .......... 8,08564 08741 
P = ajoi 00098 P ........... 8,39811 3861i 

sina a... 9,76101 047 
......... r 3,79081 978 --- 
f ....... 3,5518a 025 
r ........ - 6a 
7' ........ + 36 - 
R ....... 3,55181 999 

tang 8.. a,agc83 4iiga 2 

cos W . . .  9,76395 40365 5 

0,05678 81557 7 
tanga.. 0,05679 97004 ---- 

r = -  1 15446 3 

b ........... 9,6Z704 67648 5 sinP a... 9,75206 594 
cos a ...... 9,81993 32689 r. ....... 5,06238 oaa 

9,83781 34957 5 f ....... 4,81444 5.96 
....... R .......... - 65229 r. - 1 154 

A- 

b 9,83780 69728 r'........ + 65a ........... -- 
a ........... 8,2418773676 B ....... 4,81444094 - 
p. .......... 8,07968 43404 
P ........... 8,40407 03948 

La  série des auxiliaires étant ainsi avancée d'un terme de plus, 
on peut maintenant calculer la différence 6F on JE qui sert à 
ajouter un nouveau. terme à la cobnne des fonctions. 

Ainsi, 1". pour avoir le 6 F  qui répond à (p=hW, j'observe que 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 275 
relativement à la différence $'Po= I O I  543, on a d'4P0=-244, 
ce qui donne la différence corrigée d'"POc = IOI 543 +% . z44  
E 101560, et ensuite d'F =P + A  6'P"c = 2467 52998, valeur 
qui, en supprimant la dernière décimale, se réduit à a467 5300, 
ce qui donne pour 53", F = I ,04896 I 980. 

2". Dans la table des fonctions E ,  on a pour ~=52", Jsp0=-6635 
- et 64p00 =+73 ,  ce qui donne Ppec=-6640, SE=p+& d\opb.c 

=& 1234 5218a, qui se réduit à 1234 5218. 

tang fi.. o,ag283 4 i i ga a 6. .  ..... 9,65704 67648 5 sin' a ...... 9,74248 801 
cos u... 9,7531 2 80269 séc a... 0,17469 96547 r ............ 5,26680 818 - -- 

0,04596 21461 a Ru".... + ' o " " ~  - f ........... 5,oogag 619 
tango.. o,o&q4 36516 A. ...... 9,83175 66361 r ............ + 1 848 --- 84845 a a. ....... 8,94187 73576 f ........... - 1 oaa r =  --- 

p. ...... 8,07363 40037 R ........... 5,00330 445 
...... p = 1184 76988 P. 8,41012 0731.5 

tang O.. o,nga83 4lign 9 b ........ 9,657~4 67648 5 sinma ...... 9,73231 828 
cos a... 9,74188 94971 a séc a... 6, I 6857 67900 r ............ 5,09041 185 - - 

0,0347a 36163 4 R."".* - 66485 1 ,, - ........... 4,89273 013 
tanga.. 0,03473 59307 A. ....... 9,8256~ 69063 r ............ - i a31 

' ........... t = -  .yjld3T a. -... &a4187 73676 r' + 665 -- 

tang 8. .  o,ag283 41 iga n b ......., 9,65704 67648 5 
cos #... 9,73021 65240 séc a... 0,16234 31620 

.... o,oa305 0643% n R.. + 28734 

....... tanga..0,0230451858 A 9,819!Zga8002 - ...... 
T = 54574 2 

ac. 8,24187 73676 - ...... p. 8,06127 01678 
p = 1151 51651 P. ...... 8,&248 &674 
p = 9645 35869. 

.... sin' a.. 9,72 140 405 
r ............ 4,73698 738 

f ........... 4,45839 143 
T... .......a. + 546 
r' ........... - 287 

R ........... 4,45830 40% 
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........ tangd.. 0,29283 41192 9 b 9,65704 67648 5 sin's....,. 9,70974 077 
cos a... 9,71808 51017 g séca... 0,15603 73479 r............ 5,06016 541 --- --- ....... 0,01091 92210 i R 58872 4 11 ........... 4,76990 618 ---- ....... ........... tanga..o,oiog077351 A 9,8130900000 r --- + 1 '49 

a.. ..... 8,24187 73676 f......,.... - r = i 14859 1 - --- 589 
..... ........... p.. 8,05496 73676 R 4,76991 178 

y = i 134 92554 P ........ 8,42878 73676 
P = a684 03001. 

q = 590, w = 59" f.  

...... ........ tang O.. o,ag283 41 iga z b 9,65704 67648 5 sin" 9,69728 232 
cos a. . .  9,70546 88745 5 séc a... o , ~  4967 &aia r ............ 5,09989 gi 1 -- ....... 

9,99830 29937 7 R ........... - - f 4,797'8 143 
tanga.. 9,99831 55801 A. ...... 9,80671 49174 r. .......... - 1 259 -- .. t = -  25863 3 .....- 8,24187 73676 f......... + 627 --- -- - - ..... ........... p.. 8,04859 22850 R 4,79717 511 

p = 1118 38745 P. ...... 8,43516 24502 
P = 2723 71994. 

q = 60°, o = 600 f .  

tang O.. 0,29283 41 199 2 b ........ 9,657a4 67648 5 &na a ...... 9,68389 126 
............ cos ai... 9,69433 88236 séc a,.. 0,14322 86353 r 4,12199 294 --- - 6395 6 , - 

9,98517 29428 8 r ........... 3,80588 420 

...... ............ tangu.. 9,98517 42672 A. 9,80027 47606 r - 132 - ........... r = -  i32432 a....... 8,9418773676 r' -f: 64 -- --- 
p ........ 8 , 0 4 a i 5 2 1 ~ 8 ~  R .......... 3,80588359 

..... p = 1101 92523 P..  8,44160 26070 
P = 2764 41096. 

Q = 6x0,  cl = 61' :. 
...... ........ tang 0.. 0,2~283 41192 a b 9,65704 67648 5 sin" a c~,66950 ,440 

............ cos o... 9,67866 ~ ~ 0 1 5  4 séc a.., 0,13671 85770 r 5,41205 585 - R. +- i sa623 7 --- ...... ........... 9,97149 70207 6 5,08856 025 
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Q = 620, O = 6 2 O  f. 

. ...... ........ tang6.. o,oga83 4iiga a b 9,6574 67648 5 sina a 9,65409 859 
............ cos a... 9,66440 55998 a séc a... oJi30ii] 18152 r 4,93490 831 

tanga.. 

t =E 

- .... 9,95723 97190 a 
R.. - 38816 1 

9,95723 i i log A. ...... 9,78723 24616 6 --- 
8 ~ ~ 8 ~  a m.. ...... 8,94187 73676 --- - - ..... p.. 8,02910 98a92 6 

1069 3a5a7 P. ...... 8,45464 49059 4 
2848 68813. 

Q = 63O, w = 630 f 
tang 8.. 0,29283 411ga a b ........ 9,65704 67648 5 sinaa ...... 9,63750 571 . 

. ............ cos pi... c~,64~5a 74374 O séc a.. O, 19359 79 131 r 5,03287 732 --- ........... g,g4a36 15566s  Ru ..m. dG815 -- f 4,67038 303 
tanga.. gJ94a35 07702 A.. ..... 9,78064 93595 r ...........O $- 1 079 -- 07864 a........ 8.24187 73676 r'........... - r = - 468 

p ........ 8,oaa5a 67271 R.. ........ 4,67038 914 
p = 1053 23850 P. ...... 8,46129 80081 
P = 2892 19791. 

Q = 64, O a 6 4  +. 
rang O.. o,2ga83 41 iga a b ........ 9,65704 67648 5 sin' a ...... 9,61963 588 

......... cos a... 9,63398 ,43509 6 séc a.., o,i 1698 70215 r.. 5,1305a 610 - -- 
9,92681 84694 8 Ra ' "" ---- 56256 ' f .,,.,,,..,. 4,75016 198 

............ ...... tanga.. 9,92680 49635 A. 9,77403 941 19 6 r 3. 1 351 

35i59 8 m ....... 8,&1187 73676 f . .  ....B.... - 563 r = - 
p ........ 8,01591 67795 6 R ......... 4,75016 986 

p = 1037 3 2 ~ ~ 6 %  P ........ 8,46783 79556 4 
P = 2936 55376. 

Q = 6 9 ,  w = 65" $. 

........ tang O.. 0,29983 41 iga a b 9,65704 67648 5 ... cosu... 9,61772 69586 8 s é c a  o,iio3(i 91646 - R ........ - 10344 5 
9,91056 10779 C_-- ...... tanga.. 9,91056 36740 A. 9,76741 48950 --- = - n596i a ........ 8,94187 73676 -- 

p ........ 8,00929 a2626 
p = 1021 62677 P..,..,., 8,47446 947a6 
P = ag8i 68989. 

sin* a...... 9,60038 go2 
r ............ 4,41439 142 

. --- ........... f 4,01471 044 
r. ........... - a60 
5' ........... $- 103 -- 
R ........... 4,01470 887 
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o. 99283 4iiga 2 b ........ 9. 65704 67648 5 
... 9. 6006.9 9681.9 9 séc a o. 10373 la683 

tang O.. o. a g d 3  4 i i g z  a b ....... 9. 65704 67648 5 siP n ...... 9. 55707 886 
... cos a... 9. 58983 96605 8 séc a o. og7is 86688 r ............ 4. 75450 i a 3  - - ...... 9. V7367 '57798 R ao49" -- f ...... .....d. 31158009 

tangn .. 9. 87566 80978 . A ...... 9. 75417 74898 5 r' S.......... - 4 5 6 8  
........ ............ 56820 u 8. 241 87 73"6 f 

t=:  
- n 0 5  ---- - 

p ....S... 7. 99G05 48504 5 R ........... 4. 31 158 37a 
....... P = 990 95709 P 8. 48769 98847 5 

P = 3073 97184 . 
p = 68°, w = 68" <. 

...... ........ tang 8 .. o. aga83 41 iga a b 9. 65704 67648 5 sin" a 9. 53a7a 879 
............ ... ... cos 9. 56407 54326 I séc a 0. 09055 06734 r 4. 74181 o8a -- - 18816 4 j - ........... 9. 85690 95518 3 4. 97453 961 ............ ........ .. tango 9. 85691 507oa A 9. 74759 55566 r -55a 

.. ...... rang 6 O. aga83 41 iga a b ....... 9. 65704 67648 5 sin1 a 9. 6066  605 
.. coa oi ... 9. 54439 52953 g séc a. o. 08400 62848 r ............ 5. 39972 580 --- 

9. 83715 94146 i ""'.'. + 80537 6 , ........... -- 4. 90598 185 ... ....... ............ .. tanga 9. 83713 43116 A 9. 74106 il074 r $- a 5 1 0  - ..... a 51030 1 
a.. 8. 241?7 73676 r'.....,.... - 805 

T = - ........... p ....... 7. 98293 84710 R 4. go599 890 
p = 961 47605 P ....... 8,5 0081 6a64a 
P = 3168 22681 . 
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~angfJ.. 0,29283 41 iga a b.. ..... 9,65704 67648 5 sinna...... 9,47757 600 
............ ol... 9,52349 52565 4 séc a... 0,07754 84976 r 4,85249 463 --- - 

9,81639 93757 6 ..".. - - r'.,.,.,.... . 4,33007 063 
tanga.. 9,81633 64960 A. ...... 9,73459 3 1 4 %  r. ........*a - 71a - ........ Y = -  71ao2 4 PC 8,24187 73S76 f.........4. ----- + 214 -- 

p. ....... 7,97647 04918 R........... 4,33006 565 
p = 947 26282 P. ...... 8,50728 42434 
P = 3ai5 76455. 

Q == 7x0, w = 71' $. 

..... ........ tango.. o,aga83 41 i c p  a b 9,65704 67648 5 sin' a 9,44625 918 
GOS iv.., 9,50147 64453 6 séc a... o,o7ri5 92270 Y........-.- 5,33736 500 --- - 

9,79431 0.5645 8 R""*-w + 60763 i ,.t .......... 4,7836a i 18 
............ ....... tanga.. 9,79428 88193 A 9,72821 20681 6 r 4- a 175 - ..... r = i 7 ~ 2  8 a.. 8,24187 73676 T'......*.-. 608 - -  - .  ........... ........ p 7,97008 94357 6 R 4,78363 985 

........ ...... tango.. oJaga83 41 rgn n b 9,65704 67648 5 s ida 9,41215 i g s  
............ COS a... 9,47814 1804~ i séc a... 0,06489 06520 r 4,96896 507 - 

9,77097 5 9 3 3 3  R*.""' + 24050 -- 5 , ........... 4381 i i 699 
tanga.. 9,77096 66130 A. ...... gl7aig3 g8aig r ............ t 931 -- ......... ........ 93i033 a 8,24187~3676 f.. - 2 . 4  t = -- - .......... ..... p.. 7,9638i ,1895 R 4,38iia 389 

p = gao o6zao P ........ 8,51993 75457 
P = 3310 8350%. 

Q = 7 ? P ,  w = 7 3 " + .  

tang O.. o,aga83 41 ign 2 b. ....... 9,65704 67648 5 sin' a ...... 9,37485 455 
........... cos a.,.  9,45334 1804.6 Q séc a... 0,05875 42a77 r. 4,74659 989 --- 

9,74617 59238 4 R. *.*S.. 

- i3aa4 5 ,, ........... - 4,12138 444 
tanga-.g,746i8150r7 A ..... ,.g,7157gg67or r ............ - 558 

....... ........... r = -  55778 2 a. --- 8,24187 73676 # + i3a 
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...... ........ .. tango O. 29283 41 192 a b 9. 65704 67648 5 sina a 9. 33388 855 
............ ... cos a ... 9. da689 88240 a séc a 0.0 5256 41736 r 5. 38908 524  - --- ....... 9*71g75 .y 45. 4 R + 5.843 6 f ........... 4. 79297 379 
............ .. ...... tanga 9. 71970 84478 A. 9. 70981 622a8 r + a 450 - ........ ........... T = 44954 4 o~ 8. a4187 73676 f 5 a 8  --- ........... ....... p 7. 95169 35904 R 4. 7a2gg 3an 

p = 894 73328 P ........ 8. 53206 1 1 4 8  

P = . 3404 56120 . 
cp = 750, w = 750 $. 

...... .. ........ tang 0 O. aga83 41iga a b 9. 65704 67648 5 sin4 a 9. 28893 09% 
............ ... ... cos u 9. 39859 9642 1. 3 sée a o. 04696 85938 r 3. 46664 5a5 

9. 69143 376 13 5 R.. ---- - 569.6 , ........... a. 75557 615 ............ ........ . .. tanga 9. 691 43 40542 A 9. 70401 53017 r 
7 

- 9 9  
Pga8 e........ 8. a4187 73676 f ............ 4 - 6  r = -  ---- .......... . p ....... 7. 94589 16693 E. 2. 75557 59% 

p = 88a 86168 P ....... 8. 53786 20659 
P = 3450 3.4137. 

cp ;= 760, cd = 76" 2 . 
...... ....... .. tang 8 o. a p 8 3  41 i 9% a b 9. 65704 67648 3 sin2 a gYa3qa3 248 

. ............ .... cos a ... 9. 36818 52534 i  skca o. 04137 15398 r 5. 49956 928 - - ....... 9. 66101 93726 3 -.- 54806 f ........... 4.73880 176 ......... ....... tanga .. 9. 66098 7781a a 9. 69842 37852 5 r.. + 3 159,. 

tango .. o. agn83 41 igs 2 

cos a ... 9. 33533 67506 1 

9. 62817 0 8 6 9 G  
tanga .. 9. 62814 45620 

r =  s 6 3 0 ~ 8 3  

.... ........ b 9. 65704 67648 5 sin* a ; 9. 18425 189 
............ .... séc o. 03601 86194 r 5. 42008 502 -- 

R ....... 4021% 3 , ........... - 4. 60@3 691 ............ ....... A 9. 693&î 94055 r + a 63i 
.S...... 8. a418773676 f . . .  ........ - 4 0 2  

......... ....... p 7. 93494 67731 R.. 4. 60435 gno 
P ........ 8. 54880 796ai 
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mng 9.. o,aga83 41 iga a b. ...... 9,65704 67648 5 sinp a ...... g,i 2310 955 
ÇOS a... 9>a9965 53093 i séc a... 0,03093 35881 r ...S........ 4,b,o2719 @O 

7 + 1413 5 j 
-- 

9,59248 94285 3 Rn.-.... ........... --- 3,15030 8a5 
tanga.. 9,59248 83639 A. ...... 9,68798 04943 r. .......... + 106 

tmg 8.. 0,99283 41 iga a b. ...... 9,65704 67648 5 sin'a ....., 9,05468 158 
cos tu... 9,96063 30434 4 séc a... 0,02614 051 ga r. .......... 5, i 5069 874 --- A 

9,55346 71626 6 R.. . . .m. --- - 16043 5 ,, ........... 4,20531 032 
tanga.. 9,55348 13085 A. ...... 9,68318 56797 r ............ --- i 415 --- ........... ........ r = - 3  41458 4 O 8,24187 73676 f -- $- 160 

........... p ........ 7,925~6 30473 R 4,205a9 777 
p = 841 51730 P ........ 8,55869 16879 
P = 3619 85ga8, 

p = 80°, O = 80° +. 
tang B.. o,ag283 41 iga a b.. ..... 9,65704 67648 5 sin'a ...... 8,97749 842 
COSU.... 9,21760 9a289 4 séc a... o,oa166 3 8 d 4  r.. ......... 5,48066 737 --- 

9,51044 35481 6 R n  .*-o.. + a87a0 f ........... --- 4,45816 579 
t anga . .  g,51c41 3102a A ....... 9,67871 35313 r ............ -J- 3 025 - ........... ....... r = 3 02459 6 0. 8,a4187 73676 - f - 287 -- -. ........... p. ....... 7,po5g 08989 R 4,458ig 317 

p = 839 8g6a3 P.. ..... 8,56316 3836'3 
P = 3657 32737. 

p = 81*, o = 81" +. 
tang 0.. o,aga83 41 199 9 b ........ 9,65704 67648 5 sin a..,.,.. 8,8gooa o3a 
COS M... 9,16970 a0867 7 séc a... 0,01754 70254 r. .......... 5,3ai77 a57 

9,46253 62059 g R"'*-* - 16284 r'.... ....... 4,2i 179 a89 --- 
t anga -O  9,46255 71844 A. ...... 9,67459 ai618 r ............ - a 098 ---- ........ ....... r = -  09784 e. 8,24187 73676 T'. ; + 163 ---- -- 

p.. ..... 7,91646 95294 R., ......... 4,aii77 354 
p = 8a5 02960 P. ...... 8,56728 h o 5 8  
P = 3690 iggga 
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...... ..... tango.. a,ag283 L;tts% a 6... 9,65704 67648 5 sinaa 8,7895~ 015 .... .......... cas u... g,i 1569 76687 2 séca 0~01380 36847 r. 5,4091 oga - - 16611 -- 
g,&855 17879 4 '"*na. - f ........... 4,aaoqa 105 

a n g e . .  9,40855 87398 & ....... 9,67084 87884 5 r ............ - a 697 ---- ....... ...... r = - -  69,18 6 ff. 8,94187 13676 f..... + 166 --- - 
p., ..... 7 , g r a p  61560 5 R ........... 4,22039 574 ...... p =  81794887 P. 8,571oa 85791 5 

P = 3724 ioai3. 
89, O ~ $ 3 "  $. 

tang B.. o,ngz83 4iiga a b ........ $65704 67648 5 sinsa .,.... 8,67238 197 

............ cos a...  9,&385 87565 7 séc a... 0,01046 05407 r 5,62014 949 - 
9,54669 2Q55 g R. ..S..* --- $. 'g6'4 a f ........... 4,29253 076' 

tanga.. 9,34665 11743 A ........ 9,66750 92669 7 r ............ 4- 4 170 --- ....... .......... r = 4 17012 9 e 8,24187 736$ f .  - - - 196 --- ........... ..... p.. 7,90938 66345 7 R 4,29257 050 
p = 81 i 68334 P ........ 8,5746 81006 3 
P = 3752 90958. 

Q = Sq", rn = a$" i. 
tang B.. 
CO8 m... 

tang a. 

r = 

b ........ 9,65704 67648 5 
séc a... 0,00755 01040 
R ....... + 7413 0 

3in9 a..... 
1. ........... 
f ........... 
r ........... 
f ....... a.. 

R ........... 
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tang8.. 0,29283 411p a b ........ 9,65704 67648 5 sinaa ...... 8,15095 984 
cos w.. . 8,78567 52787 7 séc a... 0,00309 60397 r.,..- ........ 5,89323 759 -- -- ....... 

9107~50 g3979 9 - 94" - il f i , ,  ..... -. 3,97419 736 R 

tang a.. 9,07857 59617 A. ...... 9,66014 18623 7 r ............ - 6 656 

.,... ...... tang 8.. o,ag283 41 iga 2 b.. 9,65704 67648 5 sins a 7,86161 300 
............ cos o... 8,63967 955 i 6 1 séc a... 0,00158 47146 t 6,08802. a38 - 

8,9325, 36808 3 R"""' --A-- 3- '907 J ........... 3,94963 538 
.......... ........ tanga.. 8,93939 lai zg A 9,65863 a37oa r. 3. l a  247 --- 

a.. ..... 8,24187 73676 f ........... - r = l a  24679 3 - 89 - 
p. ....... 7,g0050 97378 R ........... 3,94975 696 

p = .  795 26110 P ........ 8,583~4 49974 
P =r 3830 40766. 

cp = 880, O -. 88" +. 
....... tang û.. 0,29283 41 iga a b. 9,65704 67648 5 

cos M... 8,41791 go153 g skc a... 0,00057 26469 
-.--- 
8,71075 31346 1 R''''*'' - 2620 5 

...... tanga.. 8,?i085 26586 A. 9,65761 9,497 - ........ r = -  9 95239 9 a 8,24187 73676 

tang O.. 0,29283 41 i g s  a b ........ 9,65704 67648 5 
cos a... 7,94084 18596 8 séc a... O , O O O O ~  36026 

..... 8,93357 59789 R. + 832 3 - - 
tznga.. 8,93339 19746 A. ...... 9,6571 I o&06 8 

...... r I-- 28 40043 S. 8,24187 73676 ---- 
p.. ..... 7,89898 7818% 8 
........ P = 7ga 479 10 P 8,58476 69169 a 

P = 3843 856ao. 

sina a..,,. 7,4ao56 aos 
r ............ 5,99792 778 

- .  

f ........... 3,41848 780 
r ..S........ - 9 95% 
f ........... + 26 

R ........... 3,41838 854 
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205. Ici se termine le calcul des auxiliaires p et P; car pour 

cp= go0, on aurait @=goof, et les auxiliaires seraient les mêmes 
que pour ~d = 890 +, OU pour p = 8g0. De même pour p =gr O, les 
auxiliaires seront les mêmes que pour 9 =88°; de sorte qu'a go0, la 
différence d'p ou 6P est la même au signe près que pour 88'; on 
a donc toutes les doqnées nécessaires pour terminer les deux séries 
des fonctions E et F,  et compléter le tableau ci-joint, qui contient 
le  résultat de tous les calculs précédens. 
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- 
Deg. 

O 

1 
a 
3 
4 - 
5 
6 

9 - 
1 O 

1 1 
12 

i 3 
14 - 
I 5 
i 6 
'7 
18 
' 9  - 
20 

21 

2 3 

a3 
94 - 
25 
2 6 
2 7 
2 8 
3 
30 
31 

52 

33 
2 
35 
36 
37 
38 
39 - 
40 

4 1 

4 a 
43 
44 
45 - - 
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P. I - 
Deg. 

O 
1 

a 
3 
4 -- 
5 
6 
7 
8 
2- 

10 

I l  

12 

13 

14 -- 
15 
i 6 
'7 
I 8 
'9 - -  
a0 
a i  
aa 
2.3 
24 - -  
a5 
a6 
a7 
a8 
2.9 -- 
30 
31 
32 
33 
34 --  
35 
36 
37 
38 

o. 00000 0000 
0.01745 3996 
0.03491 a214 
o. osa37 8879 
0.06985 8226 - 
0.08735 4501 
0.10487 1966 
0.12241 4904 
o. 13,998 7621 
0.15759 4454 -- 
o. 17523 977a 
o.ig29" 7,980 
o. a1066 35a5 
o.aa845 ogoo 
0.24699 
0.26419 9369 
o.ah16 9717 
c.9ooai 0414 
0.31839 6250 
o.3365a a088 - 
0.35480 2869 
0.37317 3617 
0.39 163 9444 
0.41020 5557 
0.42887 7260 - 
0.44765 9952 
0.46655 9181 
O .ri8558 0550 
O .5047a 98aa 
0.52~ioi 2875 

1745 3996 
1745 8218 
1746 6665 + 
'747 (3347 
1749 69-75 
1751 7465 
1754 a938 - 
1757 2717 + 
1760 6833 
I 764 5318 - 
1768 8208 
1773 5545 
'778 7375 
'784 3749 
'790 4790- 
'707 0348 
1804 0697 + 
1811 5836 

5838 182 0781 - 
1857 c748 - 

I 846 58a7 
1856 6113 
1867 1703 
1878 a7oa - 
1889 9919 
igoa 1369 
1914 ,sa72 
iga8 3053 + 
I d a  a846 

0.68384 4983 2077 5929 - 
0.7046~2 ozia a097 5967 
-- l 0.7255~~ 6179 a118 4336 

__L 

0.74678 0515 -25 
0.76818 1040 216s 4725 
0.78980 5765 ai85 7133 
o. 81 166 2898 aaog 7945 
0.83376 0843 a234 7359 
0.85610 8noa a260 5574 - 

3 705 
1757 
i 806' 
1848 
i 8ga 
igai 
i ~ 5 a  
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- 
1267 3935 
ia5i 00089 
la34 52459 
la17 98aoi 
ieoi 39091 - 
i 184 76988 
i 168 13833 
1151 51651 
I 134 a554 
1118 %87,45 

'1 iioi i2!5& 
1085 6a85 

1069 3315 + 1069 32527 
1053 a459 1053 ,23850 
1037 3382 1037 32g6a --- 
ioai 6366 1021 6a677 
1006 i70a 1006 15916 
990 9695 - 99O 95709 
y76 0656 -/- 976 05193 

961 47605 (16149ia- . 
947 9793 + 947 2628a 
933 4645 933 4465 i 
920 0817 gao o6aao 
907 1667 907 14568 
894 7558 a94 73328 
880 8858 - 882 86168 
871 5933 + 871 56775 
860 9 154 - 860 88824 
850 8881 850 8595a 
8Li 5A73 4- 8.41 51730 

-- 
3137 100 
3937 100 

3337 90 
342.7 81 
3508 71 -- 
g173 54 

35 
3668 + 19 
3687. - ia 
3675 38 
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Deg. 
45 
46 

$ 
49 - 
50 
51 
5 2 

57 
54 - 
55 
5 6 
57 
58 
59 - 
60 
6 i 
62 
63 
64 - 
65 
66 

6a 
69 - 
7" 
7l 
72 
73 
74 - 
75 
76 
77 
78 
79 -. 
80 
81 
82 
83 
84 -- 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
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O n  voit par le dernier résultat que la fonction complète Fr n'est 

en erreur que d'une unité du dernier chiffre, et cette erreur se 
corrigera immédiatement en prenant 3843 6667 pour le  6 F  qui 
répond à 8g0, changement indiqué par la valeur 3843 6666 +. 

A l'égard de la fonction complète El, on voit que le  dernier 
chiffre est trop petit de deux unités; on a déjà vu qu'à 450, le der- 
nier chiffre de la fonction est trop grand d'une unité. Ces deux 
légères erreurs se corrigeront fort simplement en retranchant du 
dernier chiffie des fonctions E une unité de 31° à SI., les laissant 
comme elles sont de 520 à 5a0; ajoutant une unité de 59 à 62' et 
deux de 63 à go0. 

Les fonctions E et F étant ainsi corrigées, on y joindra leurs 
diffirences successives jusqu'au quatrième ordre, et on aura Ia table 
particulière pour le module sin63*, telle qu'on la trouve parmi 
telles q u i  con~posent la table IX. 

206. II est bon de prévenir ceux qui voudraient exécuter de sem- 
blables calculs pour d'autres modules, que lorsque quelqu'erreur 
se glisse dans le calcul des auxiliaires P , on la reconnaît facilement 
par les irrégularités que présente alors la colonne des différences 
quatrièmes 64P, ou même l'une des colonnes précédentes, si l'er- 
reur est considérable. 

En effet, si au lieu de la véritable valeur P = m ,  on a trouvé 
P = m + e ,  l'erreur -1-e affecte la différence 64P, et les différences 
précédentes du même ordre ou de la même colonne, de manière 
qu'en remontant de 64P à 64Poeo0, les nombres de la colonne q u i  
devraient &ire 64m, P m 0 ,  64moo, $4moom 9 64rnooa0, sont respective- 
ment P m  + e, d'4fl- 4e,  d'4m00+ 6e, 64meo0 -4e, 64meooe+e (*). 
Lorsqu'on rencontrera donc des inégalités semblables qui sup- 
posent e= I , ou e >  I , i l  sera facile de voir quelle doit être 
la valeur de e pour rétablir la marche ordinaire des différences, 
et à compter de quel terme il &ut appliquer, en remontant dans 
la colonne, les corrections - e, +4e, -6e, + 4e, - e; ce terme 

(*) Dane la colonne des différences cinquièmes, les erreurs successives dues 
la meme cause, seraient en remontant - e, + s e ,  - ioe , + ice, - 5e ,. 

+ e , et ainsi dans les autres colonnes, suivat les coefficiens de puissance+ 
du binome. 
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290. EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAL. 
sera celui où la valeur de P est fautive, et auquel il faut appliquer 
la correction -e. Cette pratique, avec laquelle on se familiarisera 
aisément, est utile ou mdme indispensable, pour construire avec 
succès une table quelconque de quantités dont les différences suc- 
cessives décroissent d'un ordre à un autre, jusqu'à ce qu'elles 
puissent être négligées. 

207. Après avoir construit la table lX, qui sera composée de  
75 tables particulières pour tous les angles du module de IO à 7% 
(ou  de 61 seulement, si on ne la commence qu'à l'angle de I ~ o ) ,  

on aura déjà les moyens de réduire aux règles ordinaires d'inter- 
polation, la détermination de toute fonction E ou F dont le mo- 
dule ne surpasse pas sin 75". Mais l'interpolation d'une pareille 
suite de, tables dans lesquelles l'amplitude et l'angte du module 
croissent progressivement d'un degré, exigera d'assez longs calculs, 
si i'on veut avoir égard à toutes les différences influentes, ou ne  
donnera qu'un petit nombre de décimales exactes, si l'on ne tient 
compte que des différences premières et secondes. Pour avoir des  
tables usuelles plus commodes, il faudra faire croître l'amplitude 
et l'angle du module par des intervalles notablement plus petits 
qu'uh degré ; cependant si ces intervalles devenaient trop petits 9 

le volume de la table générale augmenterait d'une manière incorn4 
mode, et l'exécution en deviendrait extrêmement laborieuse. 

Nous pensons que pour tenir un juste milieu, il conviendra d e  
fixer ?î na quart de degré l'intervalle constant par lequel on fera 
croltre l'amplitude et l'angle du module. Chaque table pariiculière 
étant calçalée pour les degrés successifs de l'amplitude, il faudra 
insérer trois moyens entre deux termes cotisécutifs, afin de rédiiira 
les intervalles & un quart de degré, et nous donnerons ci-après les 
formules nécessaires pour cet te interpolation. On aura donc ainsi 
75 tables calculées pour les quarts de degré de l'amplitude, et 
pour tous les degrés de l'angle du module, depuis I O  jusqu'à 75". 

208. 11 resterait à interpoler semblablenien t les résultats donnés 
par ces tables pour un même degré d'ampli tude, de manière à 
insérer trois moyens entre deux termes consécutifs. Cette opération 
se ferait par les mêmes formules que dans le premier cas; mais 
les résultats n'en pourraient pas être aussi exacts, parce que 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. agf 
l'erreur d'une ou de deux unit& sur le  neuvième chiffre, qu'on 
ne  peut guère éviter dans le calcul de chaque fonction E ou F, 
se rencontrera souvent en sens opposé, dans deux fonctions con- 
sécutives correspondantes .à différens modules, ce qui nuira à I'exac- 
titude des calculs d'interpolation. 11 nous semble donc préférable, 
quoique plus long, de calculer directement chaque table particu- 
lière pour tous les angles du niodule, de quart en quart de degré. 
On aura ainsi 300 tables indépendantes entr'elles, et pourvues cha- 
cune d'un semblable degré d'exactitude; ces tables calculées pour 
tous les degrés d'amplitude, devront être ensuite interpolées pour 
tous les guarls de degré. 

L e  systènie des 300 tables particulières dont nous parlons, pourra 
&tre réuni dans un volume in-40 de grosseur médiocre, si toutefois 
an se contente des simples fonctions, sans y ajouter leurs diffé- 
rences. En supposant que chaque page soit composée de huit 
colonnes, de soixante termes chacune, u n  degré occupera 6 pages, 
e t  les 75 degrés en  occuperont 450; mais alors il y aurait 83 chiffres 
sur chaque ligne horizontale, ce qui est peut-être trop considérable. 
La disposition sera moins commode avec six colonnes par page, 
et le nombre des pages serait porté à 600, mais l'exécution typo- 
graphique en serait plus facile. 

Pour qu'on ait une idée plus précise de la grande table dont 
nous venons d'indiquer la construction, nous joignons ici une page 
entière de cette même table, calculée avec toute l'exactitude qu'on 
peut desirer, dans l'hypothèse que le nombre des pages est de 
450 ; pour les angles du module 54,  54" $, 54f, 5409. On a fait 
directement les calculs pour tous les degr& d'amplitude de 45 à 60"; 
ensuite les résultats ont été interpolés p u r  chaque quart de degré 
par les formules .que nous allons rapporter. 

209. Soit A une fonction de la variable a, et d'A, d'"A, PA, etc., 
les différences successives de cette fonction, lorsque Ir variable a 
augmente continuellement d'une unité. Soit A+y cc que devient 
la fonction A, lorsque a se change en a+%, ou aura 

c- 1 x - a  y =  x(d'A+ -, ($'A+, (a3A + etc., 

chaque parenthèse enveloppant tout ce qui suit. 
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$A - P A  =a,, -- F A  - &A 
4 ,q -a*, z - a s ,  7=4, etc., 

on aura en se bornant aux a4,  

mais en  appelant dA, &A, d3A, d4A, les nouvelles différences 
de la fonction A, dans la suite A ,  A+y', A+yl', A+yl", A+d'A, 
qui répond aux variables a, a+$,  a+$, cc+;, a+ I , on aura 
dA if, d'A =y" - zy', d3Aiy"'-  33-"+ 3yf, d4A = $A- 4y" 
+-6y"- 47' ; donc les différences dA , &A, etc., peuvent être dé- 
terminées directement par les formules 

et pour la facilité du calcul, on pourra prendre l'ordre suivant : 

Connaissant ainsi les quantités A ,  dA, &A, dSA , dfA , on formera 
de la manière accoutumée les quatre termes de la colonne des 
fonctions, depuis A jusqu'à A+ d'A, et ce dernier terme déjà 
connu, donnera une première vérification de l'opération; eiisuite 
la liaison des nouvelles différertces avec celles des précédens ré- 
sultats, sera une seconde preuve de l'exactitude des calculs. 
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294 EXERCICES DE GALCUL INT~GRAL. 
210. Pour montrer maintenant l'usage de la table à double emtrke 

dont nous donnons ici une portion, supposons qu'on veuille dé- 
terminer la fonction E qui répond aux deux démens ~=48040',  
8 -  540 12'; il faudra prendre pour terme de comparaison dans 
la table préc., le nombre A=o,78532 5662 qui  répond aux valetirs 
Q = 480 30', e = 54'. Pour une différence 6Q = i 5' que nous pren- 

d'A - drons pour uni té, la différence d'A ou. . - 346 7254, 

ainsi pour IO', elle est à proportion. ..... + 231 1503. 
De même pour la différence 68 = 15', 

dans l'angle du module, la différence $8 

ou -= - 416156; donc pour 12' elle est ad - 33 2ga5 

ces deux corrections réunies, en- font une 
de. .............................m... 4- '97 8578 
laquelle ajoutée au nombre.. .......... A = O, 78532 5662 
donne pour la fonction cherchée.. ...... E = O, 78730 4240. 

Dans ce calcul nous n'avons eu égard qu'aux différences du pre- 
mier ordre, ainsi le résultat ne peut être exact que dans les cinq 
premières figures. 

211. Pour obtenir un plus grand degré d'approximation, sup- 
posons que A est la  valeur de la fonction +(Q, Il), lorsque rp=a, 
et 1 = C, on aura, en se bornant aux termes du second ordre, la 
formule 

où il faut supposer que les différences SQ, 68, sont égales à l'in- 

tervalle de i5'pris pour unité; alors on voit que %, " w, "A représentent 

les différences première et seconde de A, en faisant varier l'am- 

plitude p de is', qu'il en est de même de =, '* =, par rapport 
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P A  à la variable 13, et qu'enfin la différence seconde m, est prise en 

faisant varier successivement 0 et q. 
De fà on voit que pour tronver la fonction $ ( a + x ,  C+;Y), 

q u i  répond aux variables p = a +- x, +y, il faut supposer 
que 8 étant constant, on prend la variation de 4 par rapport à Q, 
savoir : 

ensuite que q étant constant, on prend la variation de 4 par rap- 
port à 0, savoir : 

qu'enfin à ces deux variations réunies p + g ,  on ajoute le terme 

- i ,  et I'on aura la fonction cherchée xy*w- 

6SA quaat à la différence %a, elle se irowe par le moyen des quatre 

termes consécutifs de la table qui, i partir de A et dans le sens 
A ,  A' de l'accroissement des variables, forment un quarré, savoir : B. B" - 

où I'on a 

car on aura de même 

donc 
&A -- 
JW 
- (B'- Aq - (B - A). 

212. Dans l'exemple proposé on a 
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&FA donc --- dmp - - 6413. Dans ce même cas, il s'agit de trouver la 

lo i  a 
valeur de la fonction +(a+x, C +y), lorsque x= = 3, e t  

i a' = - - 4 Or, dans la colonne verticale où q varie seule, on o ' 
15' - 5' 

Dans la ligne horizontale où 8 varie seule, on a 

6A -- d'A 
dB 
- -41 6156, = 779;  

donc 

a 

'** (-6413)=-6420.3;delir& enfin le terme rc xy . -- - &se-z 
sulte la correction totale.. . . . . p 3- q 4- r = 197 5960 

A = 0,78532 5662 - 
donc l a  fonction cherchée.. . . . E = 0,78750 16a2 
la  première valeur trouvée était 0,78730 4 2 4 0 ,  ainsi les cinq pre- 
mières décimales seules étaient exactes. 

213. Le dernier calcul laisse encore les deux dernières déci- 
males douteuses ; car, pour les déterminer avec certitude, il faudrait 
avoir égard aux différences du troisième ordre contenues dans la 
formule générale . 
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Soit p I'accroissenzent de A dû à la variable Q, q l'accroissement 

x-i a3A dû à la variable 0; enfin soit r la quantité sy (gd +- , . - &@.>a 
C ~ ~ A  +Y- . --) on aura p  f 4 + r  pour hccroissement toial da 

a 6pbd° 
la fonction A, ce qui  donnera 

+(a+x7 ~ - t ~ ~ = A - f - p - t - q - f i r ~  
Les quantités p et q se trouvent par les règles ordinaires relatives à 
une seule variable; ainsi tout se réduit à trouver la valeur de r. 

d'=A 
Or la partie principale xy . est déjà connue; pour avoir les 

deux autres termes contenant les différences md F(M; je forme, 

à compter de A ,  le p a r r é  de trois termes 

A ,  A', A'', 
B, BI, B", 
C, C', Cf', 

on aura pareillement 
f3A  PA' P A  &&@=q= -v* 

Appliquant les nombres donnés par la table, on trouve 
P A  C'A 

I- 77897 

et de là résulte 
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dailleurs par les difTérences relatives A Q , savoir : ' 

de même par les différences relatives à 8, savoir: 

de là résulte 
p + q + r =  197 5966 

A = 0,78532 5662 - 
et enfin la fonction cherchée. . . . . . . . . . . . E = 0,78730 1628 
par la précêdente déterminaiion.. . . . . . . . E =. 0,78730 1622 
la différence n'est que de six uni tés décimales du neuvième ordre.. 
Ainsi on voit qu'il suflira presque toujours de s'en tenir aux ternes 
du second ordre, dont le calcul est d'ailleurs très-facile. 

2 14. Supposons pour second exeizipIe qu'on a c=sin 54" 4' I 2", 

1 et tangQ = - ou q = 520 3ar48"cj5776. 11 s'agit de trouver la 
Vb9 

valeur correspondante de h fomtion F. 
Pour cela, il faut prendre dans la table le terme qui répond aux 

valeurs p = 526 5 ,  8 = $4, savoir : 

ensuite pour l'intierpdahn on aura 

D'après Io raleurj=o, 28 d les diEférences tirées de la table, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 299 
savoir : 

on trouve 

de même prenant les différences de A par rapport à Q, savoir : 

on lrouve 

$$A enfin on trouve par la table = 12749, ce qui donne.. . . . . . . 

A joutant toutes ces parties, on a p + q -/- r = '27 4796 
A = 1,00609 5076 

donc la fonciion cherchée., . . . . . F = 1,00736 9872. 
L a  valeur supposée de  rp est celle qui donne Fq =f F'c; or,  si 

par la table 1 ,  on cherche la fonction complète F' qui répond à 
l'angle du module 54" 4' 1 a", on trouvera log F1=o,304a~ 89508 40; 
de là 

F1 = 2,01473 9731, 
Fq = 1,00736 9565 5; 

on voit donc hue le résultat trouvé par interpolation, n'est en erreur 
que de 6 ;  unités décimales du neuvième ordre, e t  cette différence 
serait peut-être encore aiténuée par les termes du troisième ordre 
que nous n'avons pas compris dans la valeur de r. 

215. Pour avoir dans le même cas la valeur de E, nous prendrons 
dans la table, celle qui répond aux données P = 520 30', 8 s 54. i 
cette valeur est 

A = 0,83986 4 2  19; 
on a en même temps les différences par rapport à p 
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d'où l'on tire 

Les diffhrences par rapport à 6 sont 

,et on en déduit 

$d'A 
enfin on trouve encore par la table -- - - 7463, ce qui donne 6W1v - 

AM - r = xy . BG - - 392 3. 
' 

De là résulte.. . . . ,. . . . . . . . . p - ? - 4 + r -  48 0090 P 
quantité qui étant ajoutée au ternie.. . . A = 0,83986 4219 

donne la fonction cherchée.. . . , . . . . . EQ= 0,84034 4309 a 

Par la table 1, on trouve log EL == O , L O ~ C J ~  28410 82, de là 

ainsi on voit que la valeur de EQ, irogvée par le calcul précédent, 
et en ne tenant compte que des diîTérences du second ordre, n'est 
en erreur que de deux ou trois unités décimales du neuvième ordre. 

216. Pour faciliter la construction de la grande table dont nous 
venons d'indiquer l'usage, ou seulement celle de la table 1X qui 
n'est calculée que pour les degrés enriers, il est nécessaire de 
connaître d'avance , pour chaque nlodule déterminé, les valeurs 
des fonctions complètes F'c, E1c, et celles des fonctions Fp, Ep, 
dont i'amplitude est de 450, C'est principalement pour cet objet 
qiie nous avons construit la table VIII, où l'on trouvera les va- 
leurs de ces fonctions, calculées jusqu'l douze décimales pour tous 
les angles du module de degré en degré, depuis oO jusqu'à goe. 

.&&te table donnera immédiatement Ies résultats dont on a be- 
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soin  et avec plus de précision qu'il n'est nécessaire, pour le calcul 
de la table IX; elIe servira de con~plément à la table I ,  qui ne 
donne que les logarithmes des fonctions complètes; elle donnera 
également, par une interpolation facile, les fonctions qui répondent 
à une amplitude de 450 pour chaque quart de degré de l'angle du 
module. Quant aux fonctions complètes, leur interpolation ne 
pourra être faite avec le même succès par la table VIII, que pour 
des angles a u  module plus petils que 4 9 ;  car au-delà de cette 
limite, les différences successives décroissent si lentement, surtout 
dans la fonction F ,  qu'il faudrait les pousser beaucoup au-delà du 
sixième ordre, pour avoir un résultat suffisamment exact. Dans 
ce cas, il sera plus simple de faire usage de la table 1, qui procède 
par des intervalles d'un dixième de degré seulement, et dont l'in- 
terpolation est beaucoup plus facile; connaissant par cette table 
les logarithmes des fonctions F1c, E1c, il ne restera plus qu'à cher- 
cher le nombre correspondant, ce qu'on pourra faire le plus seuvent 
par les tables ordinaires à dix décimales. 

2 17. Nous croyons devoir placer ici quelques remarques sur la 
formule qui sert à exprimer la fonction Ep dans la méthode des 
modules croissans, et sur les moyens de simplifier le calcul de cette 
fonction dans le cas particulier de q = 45.. 

La formule qu'il s'agit de réduire à une forme plus simple est 
celle-ci : 

Soit ~ O - c p = w ,  qoO-qO=oO, Qooo - poO = ogO ,‘ etc. ; on aura 
la suite d'équations tang o = b tang Q , tang wO = b. tang Qa , 
tang woO = boa tang QoO, etc.; or, la valeur 0" = Q + o , d o m e  

C s i n ~ " ~ s i n ~ c o s w + - s i n w ~ 0 ~ ~ = ( 1  +b)sincpcosw=- vcO . sinqcosw; 
c0 on aura semblablement sin poO = - 

V c U 0  
sin p' cos w0 , sin'po0. 

- coO - -- sin qoO COS @O0; donc on peut mettre la formule précédente 

sous cette forme 
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302 EXF,BCICES DE CALCUL I N ~ ~ G R A L ' .  
On voit que la série contenue dans cette expression est devenue en- 
tièremena .rationnelle, et que chaque terme se déduit du précédent 
au moyen des mu1 tiplicateurs successifs j co cos w", 5 c"" cos*", 
; F cos taoo9, HC., qui sont tous de k même forme et qui décroissent 
avec uae grande rapidité. 

Si Ton faisait r = e cos w ,  P = CO COS MO, rO* = C O 0  COS mgo7 etc., 
edsuite 

P = ~ P + ~ P T ~ + ~ ~ " ~ ~ ~  + etc., 

on aurait Ecp=LFq+Pcsinp, formule dont l'analogie avec celle 
de l'art. 159, mérite d'être remarquée. 

Au reste les angles a>, .a0, wa; etc., ne sont antre chose que les 
différences ~rernières des angles p, q3 $O0, etc., et ils finissent par 
croiire comme ceux-ci en raison double. 

218. Voyons maintenant ce qui résulte de la supposition p=45". 
Alors les équations sin(z+ -go) = e0 sin PO, tang ww= k tang pw, 

1 b* donnent tang po = - tang me= e., et, de celle-ci on déduit encore 
CO ' 

sinwo=bo, coswO=cO. Ainsi on aura à la fois cotp=cO, et coswO=ce. 
La première donne la valeur de p et la seconde celle de oO; on 
connaîtra ainsi qoo= Q D +  mO. Dans les cas où ce est sufisammenf 
petit, il conviendra de calculer cpO par la suite 

ou pour abréger 

+ d - q k  (1) - (2) + (3) - (4) -f- etc., 

et on aura en même tems 

Soit z la so&e des seconds membres de ces équations; on aura, 
en les ajoutant;fl-po=z, ou T 0 = v c Z .  . 

Connaissant ainsi go et vo, il sera facile d'avoir qooe par l'équa- 
tion tang moe = Po tang qo0, ou par la série équivalente 
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dont il suEt de calculer les trois premiers termes; on aura de m h a  
Qowoo = 2Pooo - coooO sin zrpoQO. 11 résulte de ces deux équations, où 
l'on peut supposer coooO (+ Pm)' : 

"O etc., laquelle et comme désigne Ia limite des quantités Q, ;, 4' 
peut ê ~ r e  censée égale au cinqaième terme, on aura 

fl 

= $ [H - Z+ 4 EOOO si& az(1 - 5 cooO cos a ~ ) ]  

ainsi z étant déjà conna', il suffira d'ajouter B g-z la petite cor- 
rection + cae0siA 2 4 1  -~coo0cos 2z1, et de diviser le tout par 4 ,  
pour avoir la valeur de Q>, au moyea de laquelle on trouve.. , . . . . 

@ F p = K @ - -  .Fe. - :w 

Connaissant Fp, on cannaiira la partie Z;FQ qui entre dans la 
valeur de EQ; quant à la seconde partie P c ~ i n  Q, elle se trouvera 
dune  manière très-simple pa~. 1ü formule 

où il faut .observer que le premier terme + c/ce= t ( r  - b ) ,  se 
trouvera immédiatement par la table de sinus naturels à ~Sdéci- 
males, comprise dans la Tri'. brit., si toutefois l'angle du module 4 
s'exprime exactement en degrés et centièmes de. degré. 

2 19. Pour vérifier cette valeur de & sin g, il faur, dahs Sa formure 
générale Pcsinp-+c /c0sinp0(i + jcocos~"+ j c u ~ e c ~ s ~ c o s ~ a w + e ~ ~ C ~ ,  

1 substituer les valeurs coswO CO, sin pO= --- ., , ce qui donrre V( '+C 1 
d'abord 

ensuite pour avoir l'expression des quantités cos wodJ cos je r+- 

prends les équations tango0= ba tang 9°,.Q90i;Qe-j- cd, tangm8- P -3 
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tang a**= PO tang poo, j'en déduis suecessiven~ent 

en continuant cette analyse, a n  trouvera 

taog ; aioo0 = tang & * O .  \/&, COS wooo = b""-tangl (JO' 

boo + ta@ PO" ' 

ainsi à l'infini. On voit donc que dans le cas dont il s'agit, les quan- 
tités 0,  uO, woO, aioo0, etc., se calculent facilement ; savoir, la pre- 
mière au moyen de l'équation tang w = b,  la seconde au moyen 

- Lo 
de I'une des équations tang wD = - c0 ' sin oO k b", cos wO = c., 
tang 5 we= tang w . di = i b ,  les suivantes au moyen des équa- 

tions tang $ ooO= tang oO. di=-Eb, * tang t cdo0 = tang ooO. d& , 
tang 5 uoooO= tang woeO. \l&, etc., ce qui offre des formules assez 

I - 

reniarquables pour le cas où l'on a q=45*. 
Maintenant qu'on connaft les valeurs de cos weD et cos oooO, si on 

les substitue dans l'expression de Pc sin Q , et qu'on y substitue éga- 
lement les expressions connues de cO* en co, et de cooO en coO, on aura, 
en développant ces quantités jusqu'i la dixième puissance de  c0 in- 
clusivement, l'expression que nous avons rapportée du terme Pcsinq , 
laquelle est très-facile à calculer, et donne au moins I 2 adcimales 
exactes, tant que l'angle du module ne surpasse pas sin450. 

C'est par ces formules qu'on a calculé les fonctions F(450), E(@) 
de laltable VIII, pour toutes les valeurs de l'angle du module de 
oe à 45"; au-delà de cette limite, on a fait usage de la méthode 
des vodules croissans, art. i 58, laquelle ne présente, pour le cas 
de g = 450, aucune formule remarquable, si ce n'est: pour déter- 
miner cp', l'équation sin 4 q ' s  b". 
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CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 305 
mao. 11 nous reste maintenant à parler de l'intypolation de la 

table IX qui, au défaut d'une table plus étendue, pourra servir à 
évaluer, jusqu'à la précision de sept ou huit décimales, toute fonction 
E ou F dont le module n'excède pas sin 75". Nous avons déjà donné 
les formules nécessaires pour cet objet, dans les articles 21 1-21 3, 
et nous les avons appliquées à divers exemples; mais la forme 
particulière de la table IX,  où se trouvent les différeoces succes- 
sives des fonctions par rapport à l'amplitude p, contribuera à sim- 
plifier le calcul des coeficiens de ces formules, ainsi qu'on va le 
voir dans l'exemple qui suit. 

Soit proposé de trouver la fonction F(<p, O), qui répond à l'am- 
plitude $=54045', et à l'angle d u  module 8 -600 r 5'; on aura à 
substituer dans les formules les valeurs a=54, C=60°, x=3 4 3 

y= f , lesquelles supposent 6~=6€J= 1: Mais d'abord il faut 
tirer de la table IX les résultats suivans, relatifs aux angles du 
module 600, 610, 620, 630, et dans lesquels A représente la fouction 
F(540, 8)-  

Dans la première ligne de ce petit tableau, on trouve immédia- 
tement pour 8=60m, les coefficiens dus à la seule variation de Q, 

&A &?A - savoir - = 3461 i435, $$ = 30 6593, - 7432; pour avoir ' 3  
ceux qui sont dus &.la variation de O,  et  aux variations simuliaoées 
de 8 et de 9, il faut prendre les différences des termes dans chaque 
colonne. 

Par les différences prises dans la colonne des A,  on trouve 
gour 8=60°, les coefficiens 
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d'A Par les différences pcises dans la colonne intitulée - , on aura dgale- 

ment pour 8=6a0, 
+ 

enfin par la coronne suivarite on aura -- - 15843. q.ss - 
Les coefficiens ainsi trouvés pour l e  cas de 8 = 600, .su@sent 

pour calculer les différens termes de la formule généraIe d'iuier- 
polation jusqu'au troisième ordre iriclusivement. 

Si l'on se borne aux termes du  premier ordre,  o n  aura,. , . . 
d'A P = A + 5. +i . -= 1,07946 I 5635. Ajoutant les ternies du 

bd 
P A  P A  P A  

second ordre, savoir - & . + fi36 . qB - 1 3s - 6 3 ~  - - 188617 r 

on aura plus exactement F = 1,07948 04252. Enfin les termes d u  
a3A a3A bSA , a3A troisième ordre &. -- -3 - -x -- a@ 198 &p2d'3 1.8 *+,jyp+".=, lesw 

quels se réduisent à - 54 I I , donnent pour dernier résultat . . . . : 
F = 1,07947 98841, valkur qui ne peut guère être fautive que dans 
la hu i t ih&décim~le ;  elle acquerrait une  plus grande- exactitude 
encore, si on tenait compte des termes du quatrième ordre. 

221. Pour calculer semblablement la fonction E ,  on tirera de 
la table IX les résultats suivans : 

et en opérant comme dans le cas précédent, on aura pour 8 = 600, 
les coefficiens suivans : 
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substituant ensuite ces valeurs dans la formule générale, on aura 
1 O. en se bornant aux termes du premier ordre,  E=o,855& 5 69038 ; 
20. en tenant compte des termes du second ordre, E=o,85514 48986; 
30. enfin enitenant compte des ternies du 3*ordre, E=o,85514 50801. 

222. Pour vérifier ces rksdtats par la méthode des modules crois4 
sans , on commencera par former l'échelle des modules qui  convient 
à l'angle 8 = 600 15'; elle est la même, aux dénominations près , 
que celle qui convient au winplément 8=zge(,5', et on la trouvera 
comme il suit: 

c.. ..... 9,93861 91884 8 B . .  .... 9,69567 13043 9 
c f . .  .... 9,99891 64980 4 b', ..... 8,84849 62248 O 

cf'.. .... 9,99999 9662 I o b" ..... 7,09601 52844 4 
K.. ..... 0,03014 84858 3 6'". .... 3,58997 09154 6: 

Faisant ensuite Q = 540 45', on trouvera par les formules connues 

il en résulte 450+-; Q ' ~ L ~ c ~ ~ ~ I P ,  130608, H=log tang(45C+f pM'] 
= 0,45737 1402 I , et calculant FQ d'après l'équation Pp = KMH , 
on aura 

logF@=o,o33ar 45573 3, Fq=r,o7g47 98929. 

Enfin pour calculer Ep, on a l'équation EQ = L'Fp + Pcsin q ,  dans 
1 

laquelle LI = i + t b' -+ t b'b") , P = Pt. 2c7 sin p' - c sin p , 
' 3  

P1 = ;j - i , log~l=-alogr"=- Jog(sr'cgs~")30,00000 i G266 3; 
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il en résulte les valeurs suivantes : 

1 

P. zczsin 9' = I ,42656 07198 4 L'Fp. .= 0,13759 15932 6 
csin Q. . . . . - 0,70g00 72300 5 Pcsin g.. 0,71755 34897 g - - 
Pcsin Q.. . . = 0,71755 34897 g EQ.. . .z 0,85514 50830 5. 
On voit donc que la valeur de Fp, trouvée par l'interpolation de la 
table lx, n'est en erreur que d'environ une unité décimale du hui- 
tième ordre, et que celle de Ep n'est en erreur que de trois unités 
décimales du neuvième ordre. L e  résultzt de l'interpolation serait 
un peu plus exact encore, si on avait égard aux termes du qua- 
trième ordre; mais un si petit avantage ne vaut guère la peine 
qu'on prendrait pour l'obtenir, et il paraît convenable de s'en tenir, 
comme nous l'avons fait, aux termes du troisième ordre, inéme à 
ceux du second, si on veut se contenter de six décimales. 

Nous ne dissimulerons pas qu'il y a des cas où l'interpolation 
de la 'table IX pourrait ne pas donner des résultats aussi exacts que 
dans l'exemple précédent ; ce sont ceux où l'ampli tude excéderait 
700; car alors , les différences des fonctions, sur-tout celles de 
la fonction F, décroissent si lentement qu'il faudrait , dans la 
formule, tenir compte des termes du quatrième ordre, ou même 
de deux du cinquième, pour que l'erreur n'eût lieu que dans la 
huitième décimale. Mais cet inconvénient est inhérent à la nature 
des choses, et on pourra toujours l'éviter, soit par les formules de  
bissection, soit par les formules des fonctions complémentaires, 
en ramenant la détermination des fonctions proposées I;: et F à celle 
de deux antresfonctions dont l'amplitude sera beaucoup plus petite. 

g X V I .  Des cas oh l'on voudrait pousser l'approximation 
audel& de quatorze dècirnules dans le cahul des fonctions 
Eet  F ,  

323. LE nombre de quatorze décimales dans les logarithmes, ou  
celui de quatorze chiffres significatifs dans les nombres, est la li- 
mite que nous n'avons pas pu passer jusqu'à présent dans l e  calcul 
des fonctions E et F , parce que les tables trigonoidtriques les plus 
rétendues, ne comportent pas un plus grand degré de précision. S'il 
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'devenait donc nécessaire dans quelques cas de pousser plus loin 
l'approximation, on pourrait toujours faire usage des formules gé- 
nérales, qui sont susceptibles d'un degré d'exactitude indéfini; mais 
il faudrait recourir à des moyens particuliers, pour déterminer avec 
la précision nécessaire les démens qu i  entrent daus ces formules. 

Soit proposé, par exemple, de calculer avec vingt décimales Ies 
logarithmes des fonctions complètes F'c, E1c, qui répondent au  
module c=sin45". 11 faudra, pour cet effet, évaluer jusqu'à vingt 
décimales les logarithmes des niodules c, cmJ coO, coooJ c * ~ ~ ~ ,  coeooO, et 

, ce nombre de termes ceux de leurs complémens b, P, boO, boooJ boooO* 
suffit, quand mcme on voudrait pousser la précision jusqu'à vingt- 
huit décimales. 

D'abord puisque c= b= /+, on a immédiatement 

ZC = Zb =: 9,84948 50021 68009 40239 313; 
T-b - 1 en second lieu, on a ce = - i+b - mti)" ainsi il faut calculer le 

logarithme de t/2 +- I avec vingt décimales au moins. Pour cela, 
j'observe qu'en faisant ( I  + /ajn=p+q v2, o n  aura ps-zqk=(-i); 
et p + q 1 / 2 = p  + f ( p l -  1); d'un autre côté 

-. 
or en faisant n=i5 ,  on a p=275807=7.31.41, q =  195025; 

m 1 . 3  nt, 
ps-2qs=-1; donc i510g(r+1/~)=logzp+~.  ;p.-a. 
Par la table connue qui donne jusqu'à 25 décimales ou plus les 
logarithmes des nombres de I à I 100, on trouve log 2p, auquel il 

suffit d'ajouter la correction 3% facile à calculer, ce qui donnera les 
résultats suivans : 4~ 

log 2p.. ........... 5,74163 52800 66518 87976 87 
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2b'b - - ensuite par la valeur b" = --- - 'a. on trouvera 
i + b  i + \ / a S  

160 = 9,99351 18092 421 1 3  41569 78. 

Il  faut maintenant calculer cO' et b"", ce qui se fera par les for- 
a v b O  CO' 

mules, 6" = - ,y = -- - . 
l+b"' (1 + bO)" ainsi tout se réduit à trouver 

i 063 Iog (1 3-60); or, une valeur approchée de bo étant a = - , 079 9 00 Con* 
ar4a naît par les tables le logarithme de a et celui de I + a  = - 1079 y ce 

qui permettra de calculer  log(^ + P) comme il suit : 

vbo.. 9,99675 59046 210.56 70784 890 
a..... 0,30ioz 99956 63981 19521 374 

0,29778 5gooa%037 go306 264 
1 +bO 0,99779 80165 5337a 57i9a 403 

ZboO= 9,99998 78837 31665 33113 861 

224. Ces premiers termes étant connus, on pourra calculer les 
' (p)" modules suivans corno, 6.0; par les formules ordinaires p = F ,  

P=mps-"mp4 a > ZcooO=lp-P, Ibo"=- f P ;  voici ce calcul : 

............. ..... mps 84507 15154 866 p 5,14455 45760 23977 36418 a75 
........... 2 mpf... a 466 P. - 84507 i5i5a 400 - 

P = 84507 15152 400 2c OQ0. . . .  = 5,14455 45759 f9470 ni265 875 
Ibo". ... = - 42253 57576 aoo 

on obtient ensuite très-facilement les modules ce-, 60:; 
il suit : 
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+cooo ......... 4,84352 458oa 75489 01744 511 

9,68704 91605 50978 03489 oza 
1 : bWo. ...... ,&a53 57576 noo - 
p.. ............ C6S704 91605 g3a3i 61065 aaa ps.... 9=>37409 83% 
P. ............. - 103 m.... 9,63778 431 

On voit qu'en s'en tenant à vingt décimales, il n'est pas nécessaire 
de prolonger la série des modules au-delà de coaoO et boO*; car log P o o :  

n'est que d'une demi-unité décimale du vingt-unième ordre. Ce- 
pendant le calcul étant amené à ce point, on peut sans peine avoir 
deux décimales de plus, en prenant la valeur suivante de ZcOOOD*. 

325. Daprès ces élémem, le calcul de K=& . b ' ~ ~ 0 0 6 0 0 0 0 ) ,  et 
n 

celui de FLc =a .K, doment les résultats suivans : 

log K. ...... = o,o7aoo 73453 81757 88434 038 

Maintenant pour avoir Id valeur de E t c =  L F 1 c ,  il faut calculer le 
b coefficient L par la formule L = (1 - f cm coD - 1 4 CO' co0 coO* 

-',,OS 00 D O 0  0000 c c c ). Pour cela, soit r=t  ce' coD [I +f coO" (1 + f c ~ ~ ~ ~ ) ]  ; 
b on aura d'abord L = (1 - r) ; soit ensui te i.' = t coa* ( I  + f cooO*) 

(9 Nous rappellerons ici un usage qu i  est commode à suivre dans le cal- 
cul  des fractions très-petites. La caractéristique g place le premier chiffre d'un 
nombre au premier rang - des décimales, la caractéristique place au onzième 

rang,. la caractéristique g au vingt-unième, et  ainsi de suite. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



312 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL, 
=: C~*O/(/(I  + coooO) =+ dm V/& , on aura r= t co0 (4% (i  + 6 ; 
d'oh log r = log ; re+ llog ce +- rnr' - f mr" + $ m P ;  voici le 
calcul : 

D'après cette valeur de log r ,  il faut calculer log (1 -r) par Ia 
suite - rnr(13-+ r+ etc.), dont cinq termes sunisent; on obtiendra 
ainsi : 

... log ( 1  - r). = - o,oom4 77506 95768 98769 6a 
b logp ...... 9,86a46 13836 8378a 57099 75 -- - bg L.. ....... - 9,86241 36329 88013 58330 13 - Bk. ........ - 0,2681a 72224 r 1910 54347 79 

2 2 6  Cette valeur de Etc peut être vérifiée comme dans l'art. 28 

par l'équation E1=f P1(i +A), dans laquelle A= 4; en voici le KI? 
calcul : 

KF1. . 0,34013 45677 93668 42781 829 
.. A.. 9,65986 54322 06331 57a18 171 

a... .. 9,65986 54935 01017 46903 483 r Z A = l a - r ,  r'=- 
I = 6]ag4685 89685 31% 1 +a' 

Z(i+A) = I ( 1  +a) - R ,  
R = af  -+MafS .  

Le terme ar' se calculera plus fadement sans le secours des Io- 
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ar 865 garithmes par la valeur - - -- .............. 

~ + a  - 9758 r, et on aura,. 

ar' = 193 24040 35561 202, 

l'autre partie 2 Mar", calculée parles log. = g311a 831 - 
donc R = . 192 a4039 42448 371 
Z ( I + ~ )  s 0,16344 36478 76034 20298 574 

_____i -- 
Z(I+A) == 0,16344 36286 51994 77850 a03 
l+Prc  s 9,96709 72267 47929 348a6 417 
B 1 c  = 0,13054 08553 99924 12676 62 

Ces deux résultats ne different entr'eux que d'une unité décimale 
du vingtième ordre; le dernier est celui qui doit &Ire Ie plus exact. 

Quant à la valeur de F'c, on peut la vérifier aussi par les formules 
4 F'c = KMH, H = S; log F~ = 0,68218 81 769 20920 67373 6. 

39.119.233 Or, en faisant a= - 8. IO'' = 0,68218 81762 5, H = a - f - x ,  on 

aura x = o,ooooo 00006 70920 67373 6, et en appliquant les for- 

mules Z(n + LX) = la + R, ZR = Z e-) - +. on aura les rd- 
a' 

suItats suivans : 

a. .... 9.83390 41879 03568 08145 556 x. ...... 0,82667 11744 a3391 
R..... + 4 27121 36680 055 m.. ..... 9,63778 431 13 00537 

..... R.. 0,63055 12976 0680. 

On voit que cette valeur ne différe de celle qu'on a trouvée ci- 
dessus que de quatre unités décimales du  vingt-unième ordre, ce 
qui confirme pleinement tous ces calculs. 

227. Connaissant ainsi les fonctions complètes, si on propose 
de déterminer avec un ~ a r e i I  degré d'exactitude les fonctions EP, 
FQ, pour une amplitude donnée Q, le calcul présentera de plus 
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grandes diaicultés, parce que les tables connues des log-sinus ne 
passent pas quatorze décimales, au lieu que les logarithmes des 
nombres jusqu'à 1100, sont donnés avec un beaucoup plus grand 
nombre de décimales par la table de Sharp, et se trouvent dans 
plusieurs autres recueils, ce qui permet de suppléer aux limites 
des tables, en en~ployant des réductions et des artifices de calcul, 
tels que ceux dont nous avons donné des exemples. Voici au reste 
qwlle serait la marclie qu'on pourrait suivre, si on entreprenait de 
semblables calculs. 

Supposons qu'étant donné la valeur de cp, on veut déterminer 
avec vingt décimales exactes, la fonction FQ ou son logarithme; il 
faudra commencer par chercher, avec une semblable précisian, la 
valeur de tang g ou celle de son logarithme; c'est ce qu'on trouvera 
par les méthodes connues dans la théorie des fonctions angulaires. 
Ensuite il faudra procéder au calcui des angles croissaus pO, PO", 
qooO, etc., ou à celui des angles décroissans q', Q", q"', etc., selon 
que le module sera plus ou moins près de l'unité. 

Dans le premier cas, pour déterminer rpO par le moyen de 9, on 
ne doit plus employer l'équation succincte tang (QO - 9) = b tang $, 
qui suppose l'usage des tables de sinus; mais il faudra déterminer 
simplement la valeur numérique de tang po par la formule 

(1 + bl tang P tang QO --- 
r - b tang'g ' 

On aura soin cependant de noter la valeur approchée de qO, en degrés 
et minutes seulement, afin de ne pas confondre le véritable arc cpO 
dont on a besoin, avec les autres arcs qui peuvent avoir la même 
tangente; on se rappellera, pour cet effet, qu'en vertu de l'équation . 

sin ( 2 ~  -go) = c0 sin cpO, la valeur de 2~ -Q" doit toujours être 
contenue entre les limites 8" et -O0, e" étant le plus petit angle q u i  
a pour sinus cO. 

~ t / b  On connaît déjà Ztangq, on connaît l(i +6) = E(>~) ;  ainsi pour 

avoir Ztang pO, il faut faire I taugs q = A,  et du logarithme connu 
d e  A, déduire celui de I-A, ce qui se fait par les formules dont 
nom avons donné 'beaucoup d'exemples. 

11 est visible maintenant qu'un semblable calcul servira à déduire 
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rpw de qo et ainsi de suite. On continuera donc le calcul des ampli- 
tudes croissantes Q", Q"", Q""", etc., jusqu'à la limite où un terme 
ne diffère plus sensiblement du double du précédent.; cette limite 
aura lieu lorsque le b correspondarit au dernier Q, pourra être pris 
pour l'unité ; dans l'exemple précédent, c'était bOoo0. Ainsi lorsqu'on 
voudra avoir vingt décimales exactes, et que c ne surpassera pas 
sin 450, il ne faudra pas prolonger le calcul de la suite go, qoO, etc., 
au-delà du cpatrième terme go"; et pour des modules au-dessous 
de sin 260, il suffirait d'aller jusqu'à Q O O ~ .  

Connaissant tangQ0""", et sachant toujours d'avance à t r è ~ - ~ ~ u  près 
combien l'arc q04 contient de degrés et de minutes, il restera à trou- 
ver l'arc lui-même g04 qui répond à cetie tangente; c'est ce qu'on 
trouvera par les méthodes quiont servi à trouver tangQ par le moyen 
de p. 

L'angle qoooo étant connu et réduit en parties du rayon, on fera 
CD = & qaDoO, et on aura la fonction cherchée FQ =Ra. 

L'application de la même formule répétée quatre fois consécutives, 
çu6ra donc pour obtenir vingt décimales exactes; on en obtiendrait 
le  double avec un terme de plus, mais alors il faudrait calculer aussi 
avec quarante décimales, les logarithmes des modules et ceux des 
différentes tangentes, ce qui serait un travail presqu'insurmontable. 

228. La même méthode peut être suivie, quand même l'angle du 
module s'elèverait jusqu'à 70 ou 75"; mais, passé cette limite, il 
est préférable de suivre la méihode des modules croissans. 

Ayant donc calculé les termes de l'échelle des modules d'où se 
déduisent les fonctions complètes F1c, E1c, on procédera au calcul 
des amplitudes décroissantes qi', q", etc., de la manière suivante, 

Il faut d'abord tirer la valeur de tang q' de l'équation.. . . . . 
tang q = ( 1  + b') tang cp' 

7 ,  laquelle donne i-b'tang cp 

21/bf  C' et comme on a I -j- br= -- --.I -- 
b VC la valeur de t a ~ g ~ '  pourra 

être mise sous cette forme 

v c  - a tang @ iang Q' = -- 
CI 1 + ~ ( i  + 6' tangzq) ' 
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mais lorsque b sera très-petit, on pourra substituer à cette formule 
l a  sui te fort convergente 

On déduira semblablement t a n g ~ "  de tangp', tangpf" de tangq", etc.; 
, d'ailleurs on voit que la suite QI, Q", ql", etc., va toujours en dimi- 

nuant jusqu'à une limite qu'elle ne tarde pas à atteindre sensiblement. 
Appelant donc le dernier terme de la suite p ,  QI, pu..., on aura 

en logarithmes hyperboliques Fq=Klog tang(45. +fa), ou en 
logarithmes vulgaires, 

Fp=KMl t a u g ( / + 5 " + + ~ ) = K M ~ o g [ t a n g + ( 1 +  tang'@)]. 

229. Pour avoir dans le même cas la valeur de la fonction Eg, il 
faut recourir aux formules de l'art. 159 qui peuvent donner tel 
degré d'approximation qu'on voudra. Si on se borne à vingt déci- 
males, le quarré de A"" sera toujours négligeable, même en sup- 
posant l'angle du module peu au-dessus de 45"; on pourra donc 

4 a supposer cl''= I , et faisant P= r'r"72 - - I , on aura Ep=L'Fp 

+Pc sin p. Dans beaucoup de cas, on pourra faire ct"= I , alors 
2 on aurait simplement P - -{7-1. Quant aux valeurs de cosw', 

cos w", cos wff', par lesquelles on a r' = cl cos cd', I?'= c" cos w"; 
r ~ ~ ~ ,  - c'" COS w"', elles se calculeront sans connailre les valeurs en de- 

grés des angleso, par les formules tango'=b1tangp', tangw'l=bVtang~", 
tang ut"= b'" tangqP1, ainsi on aura directement 

c' #l - c" r'= - cm 
C/(I $- b"tangl~')' - -- p=---- 

C/( I + 6"" tangl q")  7 v(i + bfU1tangs~")' 

230. Si on renonce au calcul par logarithnles qui devient très- 
pénible, lorsqu'on leur donne plus de quatorze décimales, on pourra 
néanmoins par le calcul arithmétique ordinaire, parvenir 'i tel degré 
d'exactitude qu'on voudra daas la détermination des fonctions E et 
F. Mais il y a un choix de formules à faire pour rendre le calcul 
l e  moins long qu'il est possible, dans l'hypothèse d'un degré d'ap- 
proximation déterminé. 
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S'il est question d'abord de calculer les fonctions complètes F'c , 

Erc, on pourra recourir aux séries de l'art. 45, I p., lesquelles 
peuvent donner un degré d'exactitude indéfini. Mais les premières 
(pag. 66) ne sont bonnes à employer que lorsque le  module ne 
surpasse pas sin 1-50, et les secondes (pag. 68) que lorsque le mo- 
dule est plus grand que sin 750; dans tous les autres cas, ces séries 
sont trop peu convergentes, et on parviendra plus facilement aux ré- 
sultats cherchés par le calcul des différens ternies de l'échelle des 
nlodules. Ce calcul pourra toujours se faire par les opérations ordi- 
naires de l'Arithmétique. 

231. En effet étant donné la valeur numérique du module c ,  on 
en déduira d'abord son complément b = i ( r  -cS); on aura ensuite 

1-b les deux termes ce, 60, par les formules cO= ;+b, ).=- :$:, les deux 

1-b0 600- termes coo, boa, par les formules coO= -- --- :$:, et ainsi de 
l+b"' 

suite. Lorsqu'on sera parvenu à un c très-petit, le suivant désigné 
par cO, et son complément b", se calculeront plus facilement par les 
suites convergentes 

1 1  11.15.19 6 

i 6 16.20 C<+~6.m.24 
c + etc.). 

la dernière résulte du développement de la formule.. . . . n . . 
Il faudra prolonger le calcul des modules CO, ,e", coo0, etc., jusqu'à 

un terme dont le quarré soit négligeable; soit ce terme CC"], la série 
des complémens sera de même terminée à ICn), ou plutôt à b(!'zl), car 
dans ce cas, on pourrait supposer ben)= I. 

Cela posé, la fonction complète F'c se calculera assez facilement 
par la formule 
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quant à la fonction complète Etc, elle ne paraît pas pouvoir être 
calculée plus simplement que par la formule 

on obtiendra de cette manière tel degré d'exactitude qu'on voudra, 
par le calcul de deux séries coniposées du moindre nombre de termes 
possible. 

a3a. Supposons maintenant qu'on veuille déterminer les fonctions 
Fq , Ep qui répondent à une amplitude donnée ; il faudra d'abord 
déduire go de p au moyen de la formule 

cot ipO = + (cot q - tang q) +-: c0 ( cot p + tang q), 

dont le calcul est assez facile, pourvu qu'on connaisse à la fois cot 
et tang q ;  il faudra par la même raison déduire tarig po de cotcpO, 
et on calculera semblablement l'angle qeO par la formule 

cot 9"" =z (cot QO - tang pO) + + co0 (cot QO $- tang Q"). 

On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on parvienne au terme @" de nidme 
rang que ccn), et dans chacun de ces calculs, on aura soin de noter, 
coinnie il a été dit art. 225, la valeur approchée de l'arc dont on 
a calculé la cotangente. Connaissant donc le nombre total de degres 
contenus dans le dernier terme pc", la valeur exacte de cet arc 
pourra être déduite de sa tangente connue avec toute la pïécision 
nécessaire. Rêduisant ensuite cet arc en parties du rayon, et faisant 

(2'") a=- on  aura FQ = Ka. an 
Il reste à calculer E? , ce qu'on fera par l'équation EQ = LFQ 

+ Pc sin p, dans laquelle on a 

C cc0 cc0co0 P = -cosw+- coswcosw0+-- 
2 4 8 COS w COS w4 COS tue0 + etc.; 

d'ailleurs les angles w ,  oO, weO, etc., se déduisent des angles Q, q0, 
qoo, etc., par les formules tang W= b tang p, tang oO= b0 tang PO, 

tang ~ ~ ~ = b " ~ l a n g q ) ~ ,  etc,; et comme on connaît tang q,  tang Q", etc., 
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on aura immédiatement 

C CO ccoso= - c" COS w0 = - v (1 + b' tarig'$) i/(i + h n g '  GO) 

Cette méthode, que nous employons ordinairement depuis c z o  jus- 
qu'à sin45", peut être étendue beaucoup plus loin, jusqu'à =sin 81", 
parce que dans cette dernière limite les séries n'ont qu'un terme de 
plus que pour la limite c= sin 450. Mais depuis c=sin 8 ro, jusqu'à 
c= I , la seconde méthode mérile la préférence, à raison du moindre 
nombre de termes dont les séries sont composées, et le calcul devra 
être fait comme il suit. 

233. On formera d'abord la série des modules croissans c, c', c",.. . 
et celle de leurs complémens b ,  b', b" .... par les mêmes formules 
que dans l'art. aag, ayant soin seulement d'échanger entr'elles les 
lettres 6 et c, ainsi que les signes et ' .  La suite b ,  br, brl... étant 
donc prolongée jusqu'à un terme ben) dont le quarré soit négligeable, 
relativement au degré d'approximation qu'on a en vue, on aura en 

K 4 logarithmes hyperboliqiies F1c=, log OU en logarithmes vul- 
- 

KM 4 gaires, Frc= -- log m, d'ailleurs le coefficient K a pour valeur 
2" 

on calculera en même tems la fonction E'c par les formules 

8' b' Pb" 6'b"b' 
LI = - ia (I +. a -+-q+-g +. etc.). 

4 Dans cette méthode, il reste à calculer le logarithme deà-, avec 
le degré de précision requis. 

Si ensuite il s'agit de calculer les fonctions Fcp, EQ , qui répondent 
à une amplitude donnée, on suivra les formules de l'art. 2 2 5 ,  les- 
quelles ne sont guère susceptibles d'être simplifiées, si ce n'est la 
formule principale qu'il convient de mettre sous la forme 
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elle servira à déduire cotg' de cotq; on déduira de même cotp" 
d e  cot Q', et ainsi de suite. 

234. En terminant ces recherches, nous croyons devoir faire 
observer que par la simple méthode de  bissection qui n'exige que 
des extractions de racine quarrée, on peut calculer jusqu'à tel 
nombre de décimales qu'on voudra, les fonctions F et E correspon- 
dantes à des valeurs données du module et de l'ampliiude. 

Remarquons d'abord que pour la bissection des simples arcs de 
cercle, on a les formules 

s i n t ~  = J V(I +- sin 9) - v(r - sin q), 
cos + Q = i r / ( ~  + sin (D) + $ / ( r  - sin Q); 

ainsi le sinus et le cosinus de l'arc p se déduisent à la fois de la 
valeur donnée de sin Q. Partant donc d'un sinus connu tel que sin450, 
sin 300, ou en général sin a, on peut, par des bissections conti- 
nuelles, parvenir a u  sinus d 'un arc très-petit arc w ,  q u i  sera sen- 
siblement égal à l'arc; et de cet arc ou de ce sinus, on déduira 
la valeur de l'arc proposé a=anw ,n étant le nombre des bissections. 

On  procédera d'une maniére semblable polir déterminer par des 
bissections continuelles, la fonction Psc dont l'ampli tude est donnêe. 
Soit en général F g  un terme quelconque de la bissection et FQ' 
l e  terme suivant, easorie qu'on ait FQ'=;FQ, on  déduira Q' de 
cp par la f ~ r m u l e  

sin + q 
sin Q' s --- . V(BfO4)' 

s r  on peut mettre /(: + 0cp) sous la forme < / ( r  -f- c sin cp) 
+ 5 V'(I - c  sin q) ;  ainsi on aura en général, pour déduire Q' de 
q ,  la formule très-simple 

v(1 + sin q) - V(i  - sin q) sin 9' = 
V(1 + c ~ l n  Q) + i(l - c sin Q)' 

Cette formule servira à continuer aussi loin qu'on voudra la suite 
des bissections; lorsqu'on sera parvenu à une valeur très-petite de 
sinq, celie du terme suivant s i n ~ '  se trouvera plus facilement par 
la forrniile 

1 . 3  2 .3.5.7 
ain q' = sin i (1 + @ca sina q + - 1 3  ... 1 1  

4.6,8.;ad*n4p+--c6sin6p+ etc. 
4.6.. -14 
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on aurait en même temps 

1.3.5.7 1 . 3  ... I I  
sin49 + 4 . 6 . 8 .  I O  4.6 ... 14 

sinc p + etc.) ; 

enfin si I'on fait les calculs par logarithmes, on préférera les formules 
suivantes dont la loi n'est pas moins simple, 

Supposons qu'après un nombre n de bisseciions, on parvienne à un 
arc très-petit w qui sera la dernière des valeurs de Q; alors en sup- 
posant seulement o7 nkgligeable, on aura avec une exactitude suf-' 
fisan te 

ca c l  Fm= o +  -u3  - 6 
- (4 - ~ c ~ ) c L ) ~ )  
120 

connaissant F w  , on en déduira immédiatement Fa= anFw, n étant 
le nombre des bissections. Quant à la valeur de Ex ,  elle se déduira 
de toutes les équations de la forme Ep=2Ep1-casin'cpsin Q', et 
on aura en général Ea =znEw - caZ , Z étant la somme des n 
termes sina cp sin p' + 2 sina @'sin p"+4 sina @"sin q'" + etc., forniés 
avec toutes les valeurs de p, en pariant de la première a jusqu'à la 
dernière o. 

Nous n'insisterons pas davantage sur  cette méthode, parce que 
malgré sa sio~pliciié apparente et l'élégance des formules, la lon- 
gueur des calculs qu'elle exige, la rendrait presqu'impraticable, dans 
les cas où I'on voudrait obtenir une très-grande approximation. 

Les talles suivantes sont une continuation des tables données ci- 
dessus, pages 125-17 I .  

La tahle VI donne avec quatorze décimales, l'échelle logarithmique 
des modules décroissans c, cO, coO..  . . ., de leurs compl4iiiens 6, 
P, 8.0. . . . ., et du  nombre K, pour tous les angles du module 
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de dixième en dixième de degré, depuis 8 =O' jusqu'à 8 = i Y, et 
Je  demi-degré en demi-degré , depuis 8= 15' jusqu'à 0 = 45" ; 
cette même table donne aussi, par un simple changement de déno- 
minations, l'échelle logarithmique des modules croissans c, cl, cf'. .. , 
de leurs complémens b', b", b'" ... et du nombre K,  pour tous les 
angles du module de demi-degré en demi-degré, depuis O= 45' 
jusqu'à 8 = 7 9 ,  et de dixiéme en dixième de degré, depuis O= 75° 
jusqu'à 8=90\ ainsi qu'on l'a expliqué dans la note de la page 197. 

La table VI1 donne la valeur de p qui satisfait à l'équation 
Fq =A F1c; cette valeur est calculée jusqu'à la septième déciniale 
des secondes, pour tous les angles du module de dixième en dixième 
de degré, depuis 8 = on, jusqu'à 8=45". 

La table VIIt donne, avec douze décimales, les valeurs des fonc- 
tions E et F dont l'amplitude est de 450, et celles des fonctions 
complètes E1 et F I ,  pour tous les angles du module de degré en 
degré, depuis 0 = oO jusqu'à 8 = go0. 
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TABLE VI.. 

I I I Log c ,  cO, CO", coO". Log 6, bo, kO, K. 1 e. 1 Log c, P, CO: L O ~  b ,  P, boO, K.  
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TABLE VII. 

- 
goo 
9.1 
g -2 
9.3, 
9.4 
- i.5 
9.6 

- 

9.7 
9.8 
9.9. 
O 

10.1 
10.2 

10.39. 
10.4 
10.5, - 
10.6 
10.7 
10.8 
10.3 
11.0 
11.1 
i r  .a 
11.3 
11.4 
11.5 - 
11.6-~. 
11.7 
11.8 
H .g 
- 19.0 

1a.i 
12.2 
1a.3 
12.4 
12.5 - 
12.6 
12.7 
ia.8 
13.9 
13.0 - 
13. i 
13.2 
13.3 
13.4 
13.5 

go 3' 17~691.3 84 
9. 3.a2.13488 19 
g. 3.a6.6a805 43 
9. 3.31.17149 36 
9. 3.35.765a3 83 
g. 3.40.4093a 71 
9. 3.45.10379 93 
9. 3.49.8486 46 
g. 3.!j4.6440! 33 
9. 3.59.48 91 58 
9. 4. 4.38!3a 34 

4.44294 35 
4.49317 
4.54343 93 
4.59374 
4.64408 
4.69447 
4.7448 
4.7953 
4.84586 
4.8g640 
4.94699 41 

----- 
50s 89 

a45016 69 
5030 54 

475034 41 
885038 34 
22504a 31 

- I I _ _ - - -  

535046 34 
a75050 39 
255054 51 
765058 65 

5062 84 
9-  4. 9.33331 75 4.99762 

380 
385 
387 
393 
39 5 40 
405 
412 

419 
415 

646 
649 
657 
661 
666 
671 
677 
68a 
686 
695 
695 
704 
709 
713 
720 
724 
730 
736 
740 
747 - 
75.1 
758 
763 
769 
774 
779 
786 
791 
796 
803 
808 
813 
820 
Sa6 
830 

a55067 O % 3.45071 3 
725075 71 
435080 08 

5084 52 ------ 
035088 98 

5093 49 
5050~8 06 
565ioa 66 
a25107 32 
51;5iia 02 

5116 76 
325191 56 
885196 39 
a75i3i a8 
555136 sz 

5141 ig 
965i46 aa 
185151 ag 
d75i.56 43 ---- 

5161 57 
475166 81 
285172 07 
355177 38 
735182 73 
465188 16 

5193 60 
a25199 1 1  

335204 67 
oo5aro a6 

ig5aai 61 
805227 37 
175233 17 
345239 oz 

g. 4.~4.33094 oo 
4.19.37 a3 

9. 4.a4.4&4 06 
9. 4. ag. 6a800 49 
9. 4.34.8285 oo 
9. 4.40.0799 8 03 
g. 4.45.38aa8 04 

-- 
g. 4.50.73551 54 
g. 4.56.13973 10 
9. 5. 1.59497 3% 
g. 5. 7.101~8 86 
9. 5.ra.6587a 42 
g. 5.18.2673a 74 
g. 5.a3.92714 69 

5.aq.638aa 89 
9. 5.35.4006s 44 
9. 5.4r.ai438 ai. 
9. 5.47.07 55 17 I 9. 5.5a.99 - 18 35 
g. 5.58.96439 82 
g. 6. 4.98403 72 
9. 6.11.05536 ig 
g. 6.17.17835 47 
g. 6.23.35306.82 
g. 6.aq.57955 !% 
9. 6.35.85787 01 
9. 6.4a. 18806 63 
9. 6.48.57019 85 
g. 6.55.00430 18 
g . 7. i .490498 
9. 7. 8.02876 44 
9. 7.14.61919 63 
g. 7.21.26184 43 
g. 7.27.95676 60 

a05306 66 
865313 12 
(18531 61 
5c~53d 18 

5332 7p ---- 
5339 45 
5346 16 

175352 93 
105359 75 
855366 61 

56 
5380 51 

535387 55 
08.5394 64 
725401 77 --- 
495408 97 

5416 ai 
6754523 51 

j,@o 87 
055438 a7 -- 
5445 74 

065453 a3 
315460 83 
145468 46 
605476 15' ----- 
5483 89 

645491 68 
5499 54 

86.5507 45 
5515 41 ----- 
5593 44 
5531 52 

685539 65 
335547 85 
185556 1 1  

g. 8.45.06791 oi 
9. 8.5239478 21 
9. 8.59.7747a 07 
9. 9. 7.520779 05 
9 - 9.14.69405 64 

g.io.40.57305 gi 
(i.io.48.70ag4 40 
g.10.56.886gi 86 
9.11. 5.12505 53 
g.ii.13.4174a 71 
g.ii.ai.764io 76 
9. i1.30.16517 08 
9.11.38.62069 14 
g.il.&.i3g4 45 
9.11.55.69540 59 
g. ta. 4.31475 ig 
9.1a.la.98885 94 
9.1a.ai. 1780 58 
9.19.30.$0166 go 
9. t2139.3405a 76 
9 .  1 a.48. 23446 07 
9.12.57.18354 79 
9.13. 6.r8786 95' 
r~.13.15.a4750 63 
g.i3.a4.3tin53 96 

i 

5.04829 
3!415.0ggoo 

5.14976 
5.20056 51 
5.25141 
5.30a30 01 

5.353523 
5.404~ 
5.45524 
5.50631 
5.55743 56 
5.60860 
5.65981 
5.71108 
5.76a39 
5.81375 77 
5.86516 
5.91663 
5.96814 
6.oig70 go 
6.0713~2 
6.iaagg 
6,17471 
6.22648 
6.a783i 
6.33019 62 
6.38ai3 
6.4341% 
6.48617 

6 . 5 3 8 0 7 6  
b.59043 
6.64264 
6.694:)a 
6.74725 

i3O5 
13.6 
13.7 
13.8 
13.9 
14.0 
14.1 
14.a 

41414.3 
14.4 
14.5 

7.3968 5 7.3799 
7.43306 
7.48626 
7.539553 77 
7.59985 56 
7.646~~5 oi 
7.6c)971 
7.75324 
7.80683 ----- 
7.86050465373 
7.91.424 02 
7.96804 
8.oaiga 
8.07586 
8.12 88 
8.18 8 97 46 
8.~3813 
8.99237 18 
8.34668 - 
(3.40106 3a 
8.4555a 
8.5~005 
8.56466 
8.61934 
8.67410 75 
8.72894 
8.78386 32 
8.83885 
8.89393 31 
8.94908 72 
g.oo43a 16 
g.05963 
g.11'503 
9.17051 

4ag 

437 
444 
446 
431 
457 
460 

--- 
466 
470 

480 
483 
489 
494 --- 
49 
50 5 
507 
514 
514 
52.4 
526 
531 
535 
547 --- 
544 
551 
5.56 
559 
567 
x 8  
576 
580 
585 
590 

14.6 
43314.7 

14.8 
14.9 
15.0 
15.1 
15.2 
15.3 
15.4 
15.5 

47415.6 
15.7 
15.8' 
15.9 
16.0 
16.1 
16.2 
16.3 
16.4 
16.5 
16.6 
16.7: 
16.8' 
16.9 
17.0 
17.1, 
17.2. 
17.3 
17.4 
17.5 
686 
17.7 
17.8 
17.9 
18.0 

go 7' a7'95676 60 
g. 7.34.70401 94 
9. 7.41.50366 30 
9. 7.48.35575 58 
g. 7.55.a6035 71 
g. 8. a.ai75a 71 -- 
9. 8. 9.9a73a 61 

6.74725 34 
6.79964 
6.85aog 28 
6.90460 
6.95717 

5239 oa 590 
366944 ga 593 
5250 85 602 

135256 87 603 
oo5a62 go 619 

g. 8.16.28981 53 7.115a4 o75a81 l-- 36 6a5 

7,00979 go5269 oa 613 
7.06248 925275 15 621 r 

699 
636 
640 

435.8, 61 
045293 go 
945300 26 

9. 8.a3.40305 601 
9. 8.30.57311 03 
9. 8.37.79404 07 

7.16805 
7.220.3 

------ 7.273Q~ 
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TABLE VIL a s  

- 
18O0 
18.1 
18.9 
18.3 
18.4 
18.5 
18.6 
18.7 
18.8 

- 
18.9 
19.0 
19. 1 
19.2 
19.3 
19.4 
19.5 - 
19.6 
19.7 
19.8 
19.9 
ao.0 - 
20.1 
3o.a 
ao.3 
90.4 
20.5 - 
20.6 
ao.7 
20.8 
ao.g 
ai  .O - 
21.1 
21.2 
91.3 
21.4 
ai.5 - 
ai .6 
ai.7 
91.8 
a1.g 
2a.o 
a2. I 
2a.2 
92.3 
2a.4 
12.5 

g0i3' a 36253 96 4"- 9.13.3 .53305 14 
9-13.4a.75gla 43 
9.13.5a.04084 13 

--- 
9.14- 1.37828 62 
g.14.10.77~54 32 
g.14.ao.azo69 72 
g.14.ag.72583 37 
9.14.3, .a8703 87 8 9.14.4 .go439 88 
9.14.58.57800 13 
9.15. 8.30793 41 
9.15.18.094211 55 
g.i5.a7.93714 46 
9.15.37.83660 10 
9.15.47.79274 50 
9.15.57.80566 75 
9.16. 7-87545 gg 
g.16.18.ooaai 
g.16-a8.186oa 37 
9.16.38.4a698 I I  

9.16.48.7a518 06 
g.16.5g.08071 67 
9.17. 9.49368 47 
9.17.19.964i8 04 
g.17.30.4ga.k 03 
g. 17.41.07814 15 
g. 17.6i .72180 18 
9.18. 2.42337 97 
g.18.13.18a.7 42 
g. 18.a4.ooo88 dg -- 
9.18.34.87661 a2 
g. 18.45.81085 72 
g. 18.56.80359 14 
9.19. 7.854 O 7a 
~.19.18.~6~gi 76 -- 
9.19 30.13305 62 
9.19.41.36049 74 
g.19.5a.64673 62 
9.20. 3.99208 811 
g.ao.15.39658 97 ------ 
g.ao.a6.86034 79 
g.ao.38.38347 04 
9.20.4g.96606 56 
9.21. 1.bo8a4 
g.al.13.31011 14 

9.17051 18 
g.22607 ag 
g.a8i71 70 
9.33744 49 
9.39325 
9.44915 
9.50513 
9.56120 
9.61736 oi 
9.67360 
9.79993 
9.78635 14 
9.84a85 gi 
9.89945 
9.95614 
10.01aga 
10.06979 
10.1a678 

4410.18380 
10.240g5 
io.ag8ig 
10.35553 61 
10.41296 
10.47049 
10.5281 1 
10.58584 
10.64366 03 
10.70157 7.9 
10.75959 
10.81 71 
10.87 g2 73 i 
10.93424 
10.99266 42 
11.05118 
11.101~81 
11.16853 ---- 
I I  .a2737 ia 
11.a8630 
11.34535 
11.40450 
11.46375 
ii.5a31ta 
1i.58a5g 
11.64a17 71 

a711.70186 
11.76167 

5556 i l  
5564 41 
5579 79 
5581 ai 

705589 70 
405598 a5 
655606 85 
505615 51 
564 24 

255633 03 
983641 86 

5650 77 
5659 73 

645668 76 
4~15677 85 
255686 gg ----- 
245696 ai 
455705 48 
935714 81 
7457a4 21 
955733 

5743 19 
80575a 77 
57576a 42 
99~77a 13 
195781 gi ----- 
5791 76 
5801 66 

455811 6a 
0758at 66 

5831 7, ----- 
505841 92 

5852 16 
585862 46 
o4587a 8a 
865883 26 
5893 76 

885904 32 
205cji4 95 
155925 67 
825936 43 
a55947 27 
595958 19 

5969 16 
875980 ai 
085991 3: 

---- 
830 
838 
84a 
851 

--- 
855 
860 
866 
873 
879 
885 
891 --- 
896 
903 
gog 
914 
gaz 
927 
933 

945 
6 6 x 3  

$38 
965 
971 
978 
985 
ggo 
996 
1004 
1011 

1015 

1030 
1036 

1050 -- 
1056 

1072 
1076 
1084 ----- 
1092 
1097 
1105 
1 1 1 2  

1119 

aa05 
aa.6 
22.7 
22.8 
aa.9 
23.0 
23.1 
a3.a 
13.3 
23.4 
23.5 
a3.6 
a3.7 
23.8 
23.9 
24.0 
24.1 
24.9 

94~24.3 
a4.4 
24.5' 
24.6 
24.7 
a4.8 
a4.9 
25.0 
25.1 
a5.2 
25.3 
a5.4 
25.5 

loa425.6 
15.7 
25.8 

iof&a5.9 
26.0 
a6. i 

1063a6.2 
26.3 
26.4 
26.5 
546.6 
a6.7 
26.8 
26.9 
".O 

goal' r3"31ori 14 
g.ai.25.07178 an 
9.21.36.89336 63 
9.21.48.77 97 56 f g.aa. 0.71 79 a6 

- g.aa.ia.7187a 07 
g.aa.24.78io8 39 
g.aa.36.go3p 70 
g.ns.dg.08736 53 
9.23. 1.3315i 51 
9.a3.13.63649 33 - 
g.n3.a6.ooa41 75 
gSa3.38.4ag4o 61 
9.23.50.91757 83 
9.94. 3.46705 38 
g.a4.16.07795 33 
g.a4.a8.75039 
g.24.41.48451 04 
9.a4.54.28041 30 
9.25. 7.13892 95 
g.25.20.05808 43 -- 
g.a5.33.04010 a5 
g.a5.46.08441 02 
g.a5.5g.igii3 39 
g.a6.ia.36040 la 
g.26.25.5ga34 03 
9.a6.38.88708 
9.a6.5a.24475 IO 
9.a7. 5.66548 30 
g.a7.ig.i4g40 79 
g.27.32.6g665 77 - 
9.a7.46.30736 
9.97.5 .98166 56 
9.a8.~g.7~969 ai 
9.28.a7,52158 
9.a8.41.38746 
9.a8.55.3~74q 
g.ag. 9.31178 
g.ag.a3.3704~ 50 
9.a9.37.49375 56 
9.~~~.51.68170 88 
9.30. 5.9349.59 
g.3o.ao.z5aa5 ga 
9.30.34.63514 17 
9.30.4 .o83a8 74 
9.3~. 8.!j96a4 IO 

11.76167 08 
11.82158 41 
11.88160 93 
11.94174 70 
ia.ooi g 81 8 1a.062 6 32 
1a.iaa84 31 
in.18343 
ia.24414. 
ia.30,(g7 
ia.365ga 
is.4a698 86 
12.48817 
ia.54947 55 
ia.61089 95 
1a.67244 
1ia.73411 
1a.7. 5. O 
10.8 g 7 8 i 
ia.91985 48 
12.1~8aoi 
13.04430 77 
13.1067a 
13.16926 
13.23193 
13.99474 
13.35767 07 
13.42073 20 
13.48392 
13.54724 
13.61070 80 

5713.674a9 g 
13.~386% 63 
13.80188 85 

0613.86588 
7613.9300. 
02;3.~~49~ 62 
6414.05870 

14.12326 
14.18795 32 
i4.a5@ 71 
14.31776 
i4.38a88 
14.44814 57 
14.51355 
14.57910 73 

-- 
5991 33 
6002 52 
6013 77 
6095 1 1  
6036 51 
6047 CJTJ -- 
6059 

836071 15 
86082 84 
8260~4 60 
da6106 44 
C I  

6118 36 
aa6130 33 

614a 40 
6154 53 

486166 75 -- 
a36179 03 
266191 39 
656203 83 
6a16 34 

8262a8 95 -- 
6241 60 

376254 36 
736a67 18 
9i16a80 09 
oo6a93 07 -- 

6306 13 
6319 

4g633a 49 
986345 82 

6359 19 
-L- 

6372 
6386 90 
6399 85 

706413 56 
266427 36 -- 

644) 24 
866455 20 
066469 a6 

6483 39 
6497 69 -- 

356511 (12 
a56526 32 

6540 7~ 
366555 37 
Sie 

1119 
1125 

1134 
1140 
1148 
1153 

52~1163 
116. 
1i7% 

1184 
119a 
1197 
1207 
in13 
12aa 
iaa8 
la36 
1244 
la51 
la61 
1265 
1276 
128a 
1291 
1298 
1306 - 
1316 

ag.i32c 
1333 
1337 
1347 

661354 
,365 
1371 
i38c 
1588 - 
1396 
1406 
1413 
1423 
143~ - 
1.44~ 
1447 
1458 
1465 

0.~1476 
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TABLE VIL 

---- 
9043' 6". 308 70 17.6 497 76 739 05 1930 
9.45.a4.%5f35 46 17,7#8a6 81 734! 35 1939 
9.43.4~.3~412 27 i7.84i75 167367 74 1952 
9.44. 0.23587 43 17.9154a 907387 a6 1965 
9.44.18.i5130 33 17.98 50 16 7406 i 1976 

.14060 49 18.0685, 07 - 7426 -- # 7 1985 , - 
.54.203 7 56 18.13763 74 7446 52 2001 
.1a.3~i#l 30 18.aia10 267466 53 aog 
.30.553,1 56 18.28676 79 7486 62 2025 
.48.84048 35 18.36163 41 7506 87 a034 
. 7.20211 76 18.43670 28 7527 21 ao4g -- 
.a5.63882 04 18.51197 49 a770 a~~ 
.44.1507g 53 18.58745 1 7568 a7 2074 i! . a .y3824 72 18.66313 4 7589 oi 2084 

,40138 i 8 18. $go2 47 7609 85 2097 
14040 65 18.81512 32 7630 8% a 1 1 1  -- -- 
95552 97 18.8 143 1 4  K 9 3  a120 
84696 i i I 8. 9!7. 5 07 7675 13 2136 O 81491 18 19.04.4 8 ao 7694 49 2,48 

5.85959 38 19. 12162 69 7715 7,216i 
4.98122 07 -- ig. 19878 66,7&& 2173 -- 
4.18000 73 ig.a76i6 24/,7.) 31 a188 
3.45616 97 19.353 5 55 7781 19 aig8 
2.80992 52 19.431 g 6 74,803 17 aai5 
2.94149 a6 19.50959 gi 7825 32 a227 
I .7510g - 17 19.58785 a3 7847 59 a239 - -  -i - 
i .338g4 40 19.666'32 82 7869 98 2257 
i .00527 22 ig. 450% 80 78ga 51 a968 
0.75030 02 1~.$23~5 31 7915 ig 2181 
O. 57425 33 19 .go310 50 7938 oo 2295 
o. 47735 83 ig . g8a48 50 7960 95 2309 ----- 
0.45984 33 20 .o6209 45 7984 04 a3aa 
.5ai 3 78 zo.14ig3 49 8007 26 a335 
.663%, 27 20. n a a m  75 8030 61 2551 
,88588 oa 20.3023 I 36 8054 12 2368 . I 88 ig 38 ao.38285 48 8077 80 2378 -- - 
.57104 86 90.46363 28 8101 58 a394 
.03468 14 20.54464 86 8125 52 2406 
,57933 oo ao .6a59o 38 8149 58 2425 
.20523 38 20.70739 96 8173 83 2438 
.()la63 3420.78913 798198 21 a452 
.I-- 

.70r77 13 20.871 iz oo 8222 73 2467 

.57"8 i 3 a0.95334 73 8a47 40 a483 I .5a62 86 al .o358a i 3 827a 23 2498 

.56205 gq 21. i 1854 36 8297 ai 2514 

.68060 35 2i.aoi5i 57 83aa 35 2597 
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TABLE W. 33 

~ r .  III. 
- 

9630 03 3347 
9663 50 33b5 
9697 15 3390 
9731 05 3412 
9765 17 3435 
97.99 52 3454 
9834 06 3476 
9868 82 3500 
9903 82 3524 
9939 06 3546 
9974 52 3566 
iooio 18 3593 
10046 i I 3614 
10082 25 3640 
10118 65 3662 
I O i 55 27 3687 - 
ioiga 143708 
10229 22 3735 
10266 57 3760 
1 0304 i 713786 
i 0342 03 5807 -- - 
I 0380 io 3833 
10418 43 3859 
10457 on 3886 
i 0495 88 39 1 i 
10534 99 3935 
10574 34,13 
10613 963988 
I 0653 84 401 8 
i 0694 02 4042 
1 -- 0734 44 4069 
10775 13 4095 
10816 084123 
10857 31 4159 
10898 86 4179 
i 0940 65 4207 - 
1098% 724234 
11025 06 da65 
11067 71 4296 
II I I O  674Z2a 
1 1  153 894352 
II 197 41 4380 
11241 ai 4410 
lia85 31 

- 
3600 
36.1 
36.2 
36.3 
36.4 
36.5 
36.6 
36.7 
36.810. 
36.9 
37.0 
37.1 
37.9 
37.3 
37.4 
37.5 
376 
37.7.~o. 
37.8 
37.9 
38.0 

go 57' 38'68060 35 
9.57-59-88911 
9.58.91.16685 
9.58.4a.53507 
9.59. 3.98701 
9.59.25.b2295 21 --- 
9.59.47.143ia 
IO. O. 8.84780 

0.30.63795 
10. 0.52-51172 
IO. 1.14.47148 IO 
- \ -  

10. 1.36.51679 61 
IO. 1.58.64793 59 
10. a.ao.86516 31 
IO. 2.43.16875 42 
IO. 3. 5.55897 
IO. 3.28.03611 

3.50.60042 85 
io. 4.13.a5220 53 
10. 4.35.c~gi72 
IO. 4.58.81925 76 -------- 

-- 
ai. a0151 

gaai.a8473 
8421.368ai 
38ai.45194 
97a1.53593 
21.69017 

86-467 
8321.78944 
1821.8 446 
14a1.95975 
22.04531 51 
22.13113 
2a.91722 93 
9a.30359 11 
aa.3goaa 51 

gSaa.47713 og ---- 
aaaa.56431 

2%.  65177 68 
aa. 73951 61 

i4aa.82753 
22.91583 86 

38.1110. 5.21.~3509 62 

1- 57,8322 3E 
98347 62 
548373 05 
598398 65 
248424 41 
658450 31 
07% 

358502 61 
968529 oc 
968555 5: 
8582 27 -- 

78860 15 
863; if 

8663 4c 
8690 7E 
8718 34 -- 

638746 05 
8773 92 
8802 oi 

628830 24 
8858 6s 

23.0044a 
23.0 329 
23.1ka45 82 
a3.npgo 79 
a3.36164 ----- 

47a3.45168 
23.54201 23 

0223.63263 
93.72356 
a3.81478 ----- 
23.g~63~ 54 
23.99814 a 24.09028 4 
24.18273 18 
24.97548 80 --- 
24.36855 
24.46193 91 

a3a4.55563 
24.64965 41 
24.74399 07 ----- 

4624.H3864 
24.93363 25 

6725.02894 
95.12457 
a5. a2054 66 

38.2 
38.3 
38.4 
38.5 - 
38.6 
38.7 
38.8 
38.9 
39.0 - 
39.1 
39.2 
39.3 
39.4 
39.5 

558887 94 
7989~6 oz 
8944 gi 
8974 ii 

gogoo3 4.: 
3~~032 91 
906a 59 

82goga 41 
27glnn 5c 
779159 77 
9183 iç 

3gai3 81 
9244 64 
9275 6.; 
9306 8C 

659338 a6 
9369 84 

759401 66 
9433 66 
9465 8c 

969498 19 
9530 89 

149563 74 
8895q6 78 
9630 O? 

IO. 5.44.73952 17 
10. 6. 7.83281 96 
10. 6.31 .O1527 78 
10. 6.54.98718 57 
IO. 7.17.64883 
10. 7.4i.io05i 79 
IO. 8. 4.64253 
10. 8.28.27516 84 
10. 8.51.9~873 11  

IO. 9.15.81351 88 
IO. 9.39.71983 42 
IO. IO. 3.71~~8 15 
IO. 10.27.80826 69 
IO. 10.51 .99099 87 --- 

3g.qio.11.16.26648 67 
39.7 io.ii.40.63504 32 
39.8 io.~a. 5.09698 
39.9 IO. ia.2g.65~~61 88 
40.0 i o. la. 54.30227 9 
~ o . I / ~ ~ . I ~ .  1j.04626 
40. a IO. 13.43.8849 i 42 
O 3 10.14. 8.81854 
20:4/10.14.33.84~48 81 
40.5, IO. 14.58.97206 69 
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II. 
-- 

4 34449 61 
4 33841 la 
4 32827 14 

4 31407 y 
4 29583 7 
4 27355 14 --- 
4 a47aa 63 
4 a1686 80 
4 18248 54 
4 14408 59 
4 10168 01 
4 05597 8g 
4 00489 43 
3 95054 04 
3 8gaa3 16 
3 82998 47 - 
3 76381 7a 
3 69374 88 
3 61980 os 
3 54159 47 
3 46035 65 

' 3 37491 25 
3 28569 i l  

3 19272 36 
3 09604 28 
2 99568 45 
2 8% 1 6 8 5  Q a 7 499 17 
a 67294 a3 
a 55828 65 
2 44017 558 a m  
a 1 380 14 
i 08566 a7 
1 93430 44 
I 79980 - a6 
1 66223 12 
i 5ai67 10 

i  37830 75 
1 23193 26 
1 08294 41 - 
93134 56 
77724 83 

62076 46203 g3 7 
30117 48 

405 49 
405 97 
404 88 
404 49 
403 89 
403 3a 

409 43 
401 69 
400 63 
399 54 
398 34 
396 93 
395 49 
393 81 
39a 06 
390 09 
088 oz 
385 69 
383 a7 
380 58 
377 74 
374 61 

371 33 
367 75 
363 90 
359 8a 
555 39. 
35s 61 
345 69 
340 15 
354 40 
328 25- 
321 56 
314 55 
306 96 . 
a98 88 

' i o 3 3  d 2 1 14 
271 36 
261 00 
94.9 88 

a25 66 
aia 33 
198 39. 
183 39 
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TABLE VIIL 

B 
O; 79484 80728 51' go 61469 80 
0.79575 42198 31' 94 5aiaa I i 

0.7966, 943~0 42: g8 3Bo80 60 
0.7976 32401 02, ioa igo& go 1 0~79870 514-2 106 94623 97 
0.79976 46050 8 109 64525 37 
o. 80086 10576 9: i 13 28364 66 
0,80199 38940 92 116 85759 81 
0,80316 a4700 73 120 36311 59 
0.80436 61019 32 123 79603 oo 
0,80560 40615 32 1a7 15198 75 
o. 80687 558 14 07 130 da644 84 
0.80817 $3..$58 gi 133 61468 oa 

8 0.80951 59926 93 136 71175 49 
0.81088 31 ioa 42 139 71254 53 - 
o.8isa8 02356 95- 14% 6117a 30 
0.81370 63529 25 145 40375 74 
0.81516 03904 29 148 o8agi 39 
0.81664 12196 38 150 643a5 62 
0.81814 7652a oo 153 07864 64 - 
0.81967 84386 64 155 3 8 ~ ~ 5 7  
0.82193 a2661 68 157 54904 1 5  
o. 8a280 77565 83 159 57080 74 
0.8244 34646 57 161 441 15 92 
o.8a6oi 7876a 49 163 15304 ig 

-- 
93715 q35911 144 
396 96 r6o 55 . n 03 
55681 56258 0 7 2  
71939 16530: 515 
88469 16845 588 
105314 a7233' 4 4 7  -- 
12a547 17680. 500 
i4oaa7 18180 6 6 8  
1584 c7 387 48 6 a8 
177165 19376 
1965 31 noo 67 7 a 

TÏGT jTao8 ig i  8 ao 
a37417 ! a 1 6 3 9  6 8 0  
9590 56 1 na5 ig . 

g 42 
a81575 ! 23461 oona 
3050 36 a44 83 IO 68 
32 5 ig X T -  1 1  44 
35% 70 966 95 19 17 
3817 65 a79 l a  1s 70 
4096 77 291 82 13 di 
4388 Sg 305 n3 14 14 
m-3i97 14 67 
h i 3 1 9  33404. 1540 
5347 a3 349 4 i 16 ao 
56 6 67 365 44 16 59 
6082 1 1  1389 03 1.r 20 

VI. - 
59 
69 
4 r 
5s - 
68 
60 
63 
-6 i 
68 - 
60 
69 
80 
46 

3 
71 

i; - 
73 
60 
59 
6 i 
57 - 
5a 
49 
54 
30 
37 - 
90 

1 0  +- 18 - 23 
1 - 
54 
36 
7O 
90 

1 05 - 
1 34 
1 56 
1 85 
2 i l  

a 46 
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TABLE VIII. 

- -- 

0.74818 65041 76 136 04574 98 soi 17 48 
0.74682 60466 78 136 34692 46 + 13833 27 
0.74546 25774 32 136 48525 73 - a634 33 
0.74409 77948 59 136 45891 40 19269 53 
0.74273 31357 ig 136 a6621 87 36055 60 
0.74137 04735 32 1% go566 27 52974 ga 
0.74301 141693 135 37591 35 70008 9 1  
0.73865 76577 70 134 67582 44 871 37 88 
0.73731 08995 26 133 80444 56 1 0.6341 28 

-.--2_ 

I 0.735.7 28550 70 132 76103 a8 i ai597 3 
0.,3.& 52447 42 131 5450-5 89 1 38883 4?5 
o.7333a 7941 53 130 15622 46 1 56175 64 
0.7320. 8231~ q 128 59446 82 I 73449 09 
0.73074 2a87a 25 126 85997 73 I 90677 78 
0.72947 36874 5a 124 9531~ 95 a 07834 70 
o.7282a 41554 -- 57 iza 87485 - 25 a 24891 68 

0.72698 54069 52 120 62593 57 a 41819 5 
o.7a57 91475 75 i 18 20773 98 a 58588 2! 
0.72460 70701 77 "5 62185 70 a 75166 67 
0.72345 08516 07 lia 87019 03 . z 91522 79 
0.722% 21497 04 109 95496 31 3 07623 67 
0.72122 26000 73 106 87872 64 3 23435 95 
0.72015 38ia8 09 103 64436 69 3 38915 32 
0.71.911 73691 40 100 25511 37 3 54057 oc) 
0.71811 48180 03 96 71454 28 3 68796 13 
0.71714 76725 75 93 02658 15 3 83107 oa 
o.71h'ai 74067 60 89 19551 13 39695427 
0.715% 54516 47 55 a2596 86 4 io3oa 41 

0.71447 31919 61 8: la294 45 4 23116 18 
0.7i366 19625 16 76 89 178 a7 4 35360 8a 
o. 71 289 30446 89 7a 53817 45 4 &ooa 15 -- P 

0.71216 76629 & 68 06815 30 4 58006 75 
0.71148 69814 14 63 48808 55 4 68342 36 
0.71085 01005 59 58 80466 ig 4 77977 93 
o.710a6 40539 40 54 oa488 a6 4 86883 87 
0.70972 38051 - 14 49 15604 39 4 95032 a8 
0.70923 aaG6 75 44 20572 il 5 02397 20 
0.70879 or874 64 39 18174 91 5 08954 77 
0.70839 83699 3 34 09220 14 14683 44 5 0.70805 74479 9 28 94536 70 5 19564 08 
0.70776 7 g 9 4 3  a3 74979 62 5 23580 a8 
0.7075304970a7 185139234 52671841 
0.70734 53577 93 13 24673 93 5 28967 68 
0.707a1 a8904 oo 7 95706 a5 5 3oho 36 
0.70713 33197 75+ a 65385 89 5 30771 78 
0.70710 67811 86 - s 65385 89 5 30320 36 

- 
III. 
- - 
18339 1579 
16760 1673 
150 8 17 69 g 
133aQ 1858 1 i i  

11467 1969 86 
94 98 20 55 1 17 

7443 2172 106 
52 71 22 78 98 
29 93 2376 117 

t 6 '7 24 93 1 07 
-18 76 26 oo i 01 - 

r i 476  2701 1 1 6  
7' 77 28 17 96 
99 94 29 '3 1 02 

lago7 3015 93 
159 aa 31 08 96 
190 30 3a 04 72 
222 34 3a 76 81 
a55 IO 33 57 67 
28867 3424, 4.5 
32201 3469 44 
357 60 35 13 ag 
392 73 1 35 49 f 7 
49815 3549 - a 
463 64 35 47 ai 
499 I I  35 26 - 50 
534.37 34 76 58 
56913 3418 76 
60331 3349 116 
636 73 32 a6 i 21 

668 99 31 05 i 46 
700 04 ag 59 I 69 
799 63 97 90 1 94 
757 53 , 25 96 a I O  
783 49 a3 86 a 31 
807 33 ai 55 a 42 - 
im7jT 13 a 72 
84803 :!di 278 
86444 1363 284 

1079 306 6 7 73 3 06 

goi a6 + i 58 
90% 84 - i 58 3 oq 

4 67 3 06 !$ 59 7 75 3 06 
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TABLE VIII. 

. .- . 
0.85287 1 1 6 0 5 2  16; 9 0 8 1 4 ~  ' a  11216 a3 
0.85450 o24ao 07 160 79507 O a 3~~601  21 

0.85610 82017 97 158 39996 Eg a 68390 97 
0.85769 22014 66 155 71605 7a a 97513 01 

0.85924 93620 38 152 74092 71 3 a6887 ag -- 
0.86077 67713 09 149 47205 4a ( 3 56426 25 
0.86227 14918 51 14'5 90779 17 3 86035 01 

0.86373 05697 68 142 04744 16 4 I 561 i 50 
0.86515 10441 84 137 89132 66 4 45046 79 
o.8665a 99574 50 133 44085 87 4 745325 63 - 
0.86786 43660 37 128 69860 24 5 03026 89 
0.86915 13520 61 123 66833 35 5 3 1 3 4  49 
0.87038 80353 96 118 35508 86 5 58 88 01 

0.87157 15862 82 112 ,6520 85 5 85d85 79 
o. 87269 92383 67 106 go637 06 6 I 1876 i 2 --- 
0.87376 8302073 ioo 78760 94 6 36828 =a 
0.87477 61781 67 94 41932 72 6 60603 77 
0.8757a 03714 39 87 81328 95 6 83068 23 
0.87659 85043 34 80 98260 72 7 04090 31 
0.87740 83304 06 73 94170 41 7 a3543 45 
0.87814 7 7 4 7 r 5  66 7 0 6 2 6 F  7 41307 40 
0.87881 48101 45 59 a9319 56 7 57269 67 
0.87940 77429 $9 51 79049 89 7 1327 05 
0.8799a 49470 8 &( 00722 84 7 g3386 89 
0.88036 50193 72 36 17335 95 7 93368 46 - 
o. 8807a 67529 67 28 23967 49 8 01204 07 
0.88100 91497 16 ao 22763 da 8 06839 97 
0.88121 14s60 58 i a  1592345 8 10237 28 
0.88133 30184 03+ 4 05686 17 8 11372 34 
0.88137 35870 20 - 4 05686 17 8 10237 28 

III. 

i73oa 16 
18048 50 
18804 59 
19567 97 
a0335 82 
ai105 oq 

746 34 9 75 
756 O 9  7 29 
763 38 4 47 
767 85 + 1 49 
769 27- 2 13 
7h714 5 9 5  
76'1 19 10 30 
750 8g 14 83 
7% 06 ig 88 
716 18 a5 45 
690 73 31 17 
659 56 37 30 
622 26 43 go 
578 36 50 69 
527 67 57 82 
469 85 -- 65 07 
404 78 72 50 
332 a8 80 04 
a52 2 4  87 56 
16468 g 4 8 8  + 69 80 ioa 07 - 3a 27 108 93 
i i ao 115 05 
a d 6 45 l a i  13 
377 58 1a6 08 
503 66 130 4a 
634 08 133 66 
767 74 '35 7'  
go3 45 136 78 

1010 23 136 32 

VI. - 
a 46 
2 82 
3 05 
3 55 
3 Ba 
4 35 
4 53 
5 05 
5 57 6 7" 

13 
6 6c 

79 7 1" 

7 25 
7 43 

.7 54 
7 5 2  

7 32 3 86 - 
6 32 
5 88 
4 95 
4 34 
3 24 
a 05 

+l 07 - 46 
1 78 
3 25 
4 73 
6 31 
7 76 
9 28 

I O  56 
I l  92 
13 04 

:: g 
15 22 

15 70 
'5 74 
'5 79 
15 29 
14 87 - 
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TABLE VIII. 

IV. 1 Y. 1 YI. 
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TABLE VIII. 343 

Ft. 1 Diff. 1. 

1.6.5u3 36677691549 54338 72 
1.63072 g IO L 6 31 578 83077 05 
1.63651 74093 36 608 67343 77 
i .64a60 41437 13 639 10747 66 
1.64899 5ai 84 79 670 17078 31 - 
i .65569 69a63 IO 701 9032i8i 
1 6627' 595134 91 734 34677 79 
I ,67005 94a6a 70 767 54578 i I 
1.67773 48840 81 801 54707 32 
I .68575 03548 i 3 836 4ooa4 93 
1.6941 1 ~35~306 872 157 006 
1 .y0283 59365 12 908 87588 44 
1.71192 46951 56 946 6i36a 18 
i .pi39 08313 74 985 4342 83 
1.731a4 51756 57 1oa5 40587 70 
1.74149 p344 27 1066 60020 
i .75ai6 52364 69 i ioq 09475 90 
1.76325 61 8Lo 5q A 15a 97950.45 
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TABLE VIII. 

E'. Diff. 

4 log hyp. ;. 
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TABLE IX. 345 

- 
oa 0.00000 000000.00000 000000.00000 000000.00000 000000.00000 000000.00000 OOOOC 
i 0.01745 329250.01745 329220.0i745 329140.01745 32901 0.01745 3288a0.01~45 3a85t( 
a o. 034.90 65850 o. 03490 65829 o. 034 O 65764 o. 034 O 65656 o. 03490 65505 o. 03490 6531 2 1 8 3 0.052% 98776 0.05235 98703 0.052 5 98484 0.052 5 98121 0.05235 97612 0.05235 9696c 
4 0.06981 31701 0.06981 315a80.06981 3ioi00.0698i 30i4go.06g81 289440.06981 27397 
5 o. 08726 64626 o. 08726 64290 o. 08726 63278 o. 08726 61 597 o. 08726 59244 o. 08726. 56226 -- 
6 0.10471 97551 0.10471 969700.10471 952240.10471 923200.10471 882580.104~1 83045 
7 o. 12217 30476 0.12217 2g5540.12217 26784 o. la217 a2176 o. 122~7 15731,o. la217 07458 
8 o. 13962 63402 o. 13962 62a26 o. 13962 57896 o. 13962 51023 o. 13962 4141 I o. 13962 29073 
g o. 15707 96327 o. I 5707 94369 o. 15707 88497 O - 15707 78720 o. 15707 65048 o. 15707 47499 

I O o. 17453 a9252 o. 17453 26569 O. 17453 18525 o. 17453 05 i 29 o. i 745a 86395 O. i 7452 6235~ - 
1 1  0.19198 621~70.19198 58611 o. 19198 47c~i7o.igig8 30110 0.19198 05208 o. 191.97 73243 
12 O. 20943 95102 o. 20943 90479 O. 20043 76615 0.20943 53528 o. 20943 21244 0.20942 79803 
13 0.22689 a8028 0.22689 22158 0.22689 04.558 0.22688 75250 0.22688 34266 0.22687 81657 
14 o. a4434 60953 O. a4434 53635 o. 24434 31 688 o. 2433 95 143 o. 24433 44039 o. 24432 78438 
15 0.26179 93878 0.26179 84893 0.26179 57948 o. 26179 1307P o. 26178 50333 0.26177 69787 - --- 
16 o. a7925 26803 0.97925 15919 0.27924 8328, 0.27~24 28927 0.2~923 h9a; o.27ga2 5535~ 
17 o. 29670 59728 o. 29670 46700 0.29670 07631 o. 29669 42565 o. 29668 51579 O .29667 34781 
18 0.31415 926540.31415 77221 0.31415 309430,31414 538700.31413 46094 0.3141a 07742 
ig 0.33161 a5579 0.33161 07469 0.33160 53164 0.33159 62723 0.33158 36253 0.33156 73goc 
ao - o. 34906 58504 O .34go6 37432 O - .?idgo5 - 74244 O, 54904 6,9007 o. 34903 21 847 O .340 I 32933 
ai o. 36651 9 1429 o. 3665 i 67096 o. 36650 94131 0.36649 72610 6.36648 oh677 o. 36643 $4521; 
aa o. 38397 a4354 0.383~6 9645 i O .383g6 127760.38394 73420 O ,38393 78546 0.38390 28376 
a3 0.40142 57280 0.4014a 254834.40141 30133 0.40139 713330.40137 4g26Ç 0.40134 64184 
'a4 0.41887 go2050.4188, 541820.41886 461560.41884 662450.41882 146530.41878 91667 
9.5 o. 43633 a3130 0.43639 82535 0.43631 60800 O .436ag 58056 o. 43626 74531 O ,43693 10547 
a6 o. 45378 56055 o. 45378 i 0534 0.45576 74022 o. 45374 46670 o. 4537 I 28731 o.  45337 20559 
27 0.47123 88980 0.47123 38166 0.47121 85783 0.47119 31996 0.471 15 77087 0.471 1 1  21449 
a8 0.48869 21906 0.48868 654a4 O 48866 96043 0.48864 13947 0.48860 1.9445 o.48H55 12971 
29 o. 50614 54831 o. 50613 92296 o. 50612 04765 0.50608 92439 0.50604 55656 o. 50598 94895 
(30 o. 52359 87756 o.sa359 18776 o. 52357 "9 14 O. 523% 6739 1 0.52348 85580 O .5a342 67ooc l- 
,31 o. 54105 20681 0,54104 44854 0.54102 1~453 O .54098 3873; o. 54093 09081 o. 54086 2.9077 
32 o. 55850 53606 o. 55849 70522 O .55847 21 362 o. 55843 06385/0.5583~ 260% o. 55829 80929 
33 0.5~595 86532 0.57594 95774 0.575~2 a3598 0.57587 7oa8g,o.57581 36324 o. 57573 a2372 
34 O ,59341 19457 o. 59340 20602 0.59337 24140 0.59532 30381 o. 59325 39838 o. 5931 6 53236 
35 0.61086 5238a 0.61085 44999 O .61.082 22962,0.61076 86604 0.61069 36477 -- 0.61059 73361 
36 o. 62831 853070.62830 68961 o. 62827 20041 0.62821 38904 o. 6a8i3 26146 o. 62802 82601 
37 O. 64577 18232 O. 64575 92482 O. 64572 i 5355 O. 64563 87236 O. 64557 0876 I O. 64545 80825 
38 o. 66322 51 158 0.663ai 15.557 0.66317 08885 0.66310 31 555 0.66300 842d710. 66288 67913 
39 o. 68067 84083. o. 68066 38181 o. 68062 0061 5 o. 68054 7 1826 o. 68044 5253C 2.6803 1 076c 
40 o. 69813 17008 0.6981 1 60351 0.69806 90531 0.69799 08014 o. 69788 13568 0.69774 08275 -1 ----- 
41 0.71558 49933 0.71556 82065 0.71551 78619 0.71543 4oa~~lo.7i53i 6 0.71516 613~9 

$ 42 0.73303 82858 o.7330a 03319 0.73296 64871 0.73287 68035 O. 73275 1 677 0.73259 o*oq 
43 0.75049 157840.75047 241 12 0.75041 49277 0.75031 91828 0.75018 52681 0.75001 331 13 
44 O ,76794 48709 O .76792 44442 0.76786 31831 O ,76776 I 1458 o. 76751 84283 0.76743 5 i 657 
45 o. 78539 8 1634 O 478537 64308 I O .78531 12532 o. 78520 a6915 0.78505 c8471 o. 78483 5861 9 I 
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346 TABLE 1X. 

- 
00G000.00000 000000.00000 

3a936 0.01745 32949 O .01745 3296910.01 745 3 ~ 9 ~ 3  
65936 0.034go 66944 o. a34 O 6619&10.034g0 66389 
99067 0.05235 99430 O . o h  5 99939 O. 05236 0059 1 I 32391 o.oSg81 33252 0.06981 344580.06g81 36004 
65972 o. 08726 67655 O .o87a6 70008 o. 08726 73027 
9987;o.~047;79 0 2 ~ 8 ~ 0 . 1 0 4 ~ a  068a0.104~2 ~2058  
34167 0.12217 38776 0.12217 45za20.122~7 534 6 8 68905 o. 13962 75780 o. 13962 85399 o. 1396a 977 i 

04155 o. 15708 a3934 o. 15708 a7606 o. 15708 45156 
39978 - o. --- 174% 53376 o.  17453 721 I O  o. 17453 96158 

11.  

i a 
13 
I 4 
15 - 
i6 
17 
18 
ig 
20 -- 
21 
22 

23 
24 
25 - 
26 
27 
28 

0.19198 
o. 20943 95 I oa 
O. 22689 28028 
o. 24434 60~53 
o. 261 79 93878 

26803 
O .  29670 5g7& 
0.3'1415 
0.33161 
0.34906 58504 

6a1770.1g198 
o. mg43 9725 I o. a2689 3E96 
o. 24434 68270 
o. 26 I 80 02863 
6.27925 37688 
o. 29670 72757 

g26540.3i416 
0.33161 43689 

29 0.50614 54831 
- I 30 0.52359 
31 0.54105 2068; 
32 0.55850 53606 
33 O .57395 86532 
34 0.59341 
35 0.61086 -- 
36 o. 62831 85307 
37 O 64377 18232 
38 o. 66322 51 i 58 
39 o. 68067 84083 
40 0.69813 17008 
41 0.71 558 4 ~ ~ ~ 3 3  
4 a  0.73303 8z.858 
43 0.75049 15784 
44 0.76794 48709 

0.50620 17334 
0.52366 o8a51 
z 5 4 1  ia  02784 
o. 55858 
o. 57604 02978 
0.59350 

818550.61096 
o. 6284a 32017 
o. 64588 49576 
0.66334 7 1 152 
O.  68080 96781 
o .  69827 26497 
Z71h73 60328 
0.73319 98298 
0.75066 40494 

65736'0.7681% 8671 8 

6574no.i9198 
o. a0944 I 3589 
o. aa68c~ 51496 
o. 24434 902 17 
o. a61 80 2 9 8 0 ~  
O .271)25 70321j 
o. 29671 1 I 827 

080870.31416 
0.33161 979 6 

o. 36651 9 1429 0.36652 1 5 ~ 6 k .  36652 88732 I 

o. 5061 5 17365 
877560.52360 56736 

0.54105 96508 
0.55851 36692 
o. 57596 77291 

194570.59342 
5238ao.61087 

o. 62833 01657 
o. 64578 43987 
o. 66323 86764 
o. 68069 2.999 I 
0.69814 73679 

560 17809 
0.73305 62406 
0.75051, 07464 
O 76796 52985 

0.34906 79576 0.34~07 427 8 1 
0.36654 loi7; 
0.38399 75318 
0.40145 43262 
0.41 89 I 14209 
0.43636 885359 
0.45382 65507 
0.47128 
0.48874 29958 

O.  50624 54333 
0.52370 90341 
0.541 17 

03004~0.55863 81739 
O ,57610 37380 

087680.59356 
184300.61103 69131 -- 

o. 62850 43430 
o. 64597 28795 
0.66344 1930 I 
o .  6809 i 17019 
0.69838 2aoo6 
0.71585 34313 
0.73332 53982 
0.75079 
0.76827 15525 

0.38397 24354 
O .4014a 57280 
0.41 887 go205 
O .43633 23130 
o.  45378 5605% 
o.47ia3 
o. 48869 aigo6 

0.50617 049 17 
0;52362 63642 
0.54108 d932  
O .55853 851185 
O .57599 49504 

183140.59345 1481~~  
59767~.610go 

o .62836 50634 
o.6458a a i  178 
o. 66327 93507 
o. 68073 67637 
0.69819 43589 
0.71565 21356 
0.7331 I ogg6F 
0.75056 82426 
0.7680~2 

764370.19198 
O, a0944 36678 
o.aa6Xg 80807 
O. 24435 a6765 
o. 261 80 74689 

24686 
o. 29671 7 6 p o  

543660.31417 
0.3316a 88449 

O. 50630 15615 
0.52377 09509 - -- 

3 2 5 0 . 5 4 i 2 4  13450 
O 55871 a7636 
0.5761 8 52253 

y ~ 8 1 ~ 0 . 5 9 3 6 5  87474 
0.61113 33460 -- 
o. 62860 90357 
0.64608 58300 
o. 66356 37410 
o. 68 104 97792 
0.6~~852 29541 
0.~1600 4 2 f i  
0.73348 67445 

8104410.75097 037 17 
0.76845 51590 

o. 78574 57437 45 

0.3408 4801.9 

O .78594 i i ogo 

a 6 6 5 5  80255 
0.38401 70255 
0.40147 6 5 4 0 ~  
0.41 893 6B96 
O. 43639 7i 8& 
0.45385 835% 

460440.47132 o i i z l  
O 48878 a4660 

o. 38397 
0.4014a 89077 
0.41888 26228 
o .  436% 63725 
o. 45379 01577 

889800.47124 
o. 48869 78387 

o. 78541 98970 o. 78539 81 634 

0.36657 g 8 K  
0.38404 20556 
0.40150 50652 
0.41896 89085 
O. 43643 36130 
O. 453a9 po55 
0.47136 57116 
o. 48883 31 558 

94145o.igigg 
o. a0944 68965 
0.22690 21795 
o. a4435 77876 
o. a61 81 37437 
0.27927 00~06  
o. 29672 67904 

314480.31418 
0.33164 14950 

52258,'0.383~8 35938 
O ,40143 84433 
O ,41889 34a62 
o. 43634 85470 
O .  45380 381 0: 

397950.4~125 92192 
O .48871 47785 

o.  78548 5 0 ~ 0  I 10 .78559 37iPg 

i9149"9199 51118 
o. a0.45 i 041 2 z 0.22 gr.) 74414 
o. 4436 4349 1 
o. 261 82 I 8003 
O a7927 983% 
o. a9673 84738 

3ga480.314iq 77648 
0.33165 77366 

o. 34909 g5a19 9.3491 1 84215 
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TABLE IX. 

-- - -  - -- -  

45" Q. 8594 I iago 0.78617 97426 0.78646 15563 o. 78678 64447 0.~8715 42851 0.78756 4937E 
46 o. g 0342 8a223.0.80368 17448 o. 803 8 I i 605 o. 80439 63668 o. 8047 1 72443 o. 805 15 36566 2 147 0.82091 64986 0.821 18 54242 0.821 O 30514 0.8a186 a817 0.82228 40000 0.82274 70747 
48 O, 83840 59360 o. 83869 07782 o. 83802 g2259 O: 8 3 p  gi856 0.83~85 45477 o. 8 034 5186s dg 0.88589 653120.85619 78oai 0.85 55 67790 85 96 407080.85742 887830.8 79 79826 
50 o. 87338 8a795 o. 87370 64894 o. 87408 a3985 - o. 8745 1 59262 o. H7500 69781 o. 8755 54456 - - -.- .- a --- -- --- 
~0.89088 117460.89121 683130.8g161 337600.89207 073670.8~258 882860.89316 75539 
1.52 0.90837 520gzo.go8p 88170 o.go. 14 65961 0.90962 84840 0.91017 44069 0.91078 B 53 0.92587 0374% O .ge624 a4338 0.92 68 20416 0.92718 9 1459 0.~2~76 36833 o.:q284o 55889 
54 0.94336 66594 0.94375 76670 0.94421 96925 0.94475 a6965 0.94535 66318 o.94603 14435 
55 0.96086 40531 0.96127 Qooc 0.96175 95265 - - - L w -  o.gGn3i 91068 0.~6a95 32097 0.96368 17975 --- 
560.~~836 95421 0.97879 a9138 0.97 30 i51800.97988 83440 0.98053 33778 o.g8iag 66014 
57 O .99586 21 123 o. 99631 28881 0.99 ! 84 56393 0.~9746 03717 0.~~815 70903 0.99893 5799c 
58 1.01336 27478 1.01383 44009 1.01439 18598 1.0i503 5,502 1.01576 42974 1.01657 93289 
sg I .03086 443 16 I .03i35 74257 I .031g4 01.461 1.03261 26363 1 -033%' 49447 I .034a2 71249 
60 I ,04836 714% i .04888 i 9382 1.04949 04628 - 1.050ig a7835 1 ,05098 89733 1.05187 gi 127 - --- -- --- 
61 1.06587 08698 1.06640 790g8 1.06704 27714 1.06777 55420 1.0686'0 63205 1.06953 521 7c 
162 1.08337 55858 i .083g3 53104 1.08459 70314 1.08536 08587 i .o8622 6 190 1.08719 53545 1 i 63 ' 1.10088 la655 I. 10146 41083 i.1oa15 31937 1. 10294 86773 1.10385 0 979 1.10485 94373 

1.11838 78 15 1.11899 42700 1.lig71 12307 1.12053 89385 i.iz147 75819 1.12252 73728 
I .658g 54377 1.1365!a 1.13727 10766 1 .  I 3813 15798 1. 13gi0 74920 1.i4019 90634 ---- - --L 

66  1 . i 5340 m41 1. I 5405 1. 1 5483 ~68~~11. 1 5572 65358 I . 1 5674 03454 1 . i 5787 44066 
67 i.17091 31870 1.171 59 1.17539 60109 1.17332 3,381 1.1~437 6055511 .i7555 52955 

168 1.18842 33359 1. i8gia 1. I 8996' O 926 1. igoga 31 156 1.19201 45320 1.19323 56181 B 69 I .20593 42963 1 .a0666 1 .go752 7 762 I .ao85a 45945 i .a0965 56813 i .aioga 12596 
70 1,22344 60385 I .a2420 I .2a5og 57031 I .a2612 80984 1 .  sa729 94063 1.22861 00987 

'- - ------ 
71 1.24095 8531 1.24174 04409 I -24266 53130 1.~@73 35480 1.24494 5606~ 1,24630 no1 16 
72 -1.25847 i7&8 1.25998 01178 1.a6oa3 63436 1.26134 08618 1.26259 4,789 1.263 g 6870~ 
73 1.27598 56441 I .a7682 07873 L . a7780 87310 1.27894 99560 1.28024 50166 1 .281tg 45419 
74 .l .a9350 01 985 1.29436 24015 1.99538 24094 1 .a9656 0746 1. a9789 80103 1.29939 48918 
75 .1.311oi -- 53717 i.31190 49110 ---------- 1.31295 73115 1.31417 31392 1.31555 30480 1.31709 77806 

1- 

$3 I .32853 I 1296 1.32944 82654 1.33053 33686 I .33178 70497 1.33'32 i 00147 1.33480 3069 
77 1.34604 74364 1.34699 241% 1.3 8 i 1 05 102 1 .34940 23838 1.35086 87933 1.35~151 0602.1 
78 1.36356 42559 1.36453 7301:) I .3 d 568 86646 1.36701 90474 i .3685a 996.43 I .37oaa 0241 I 
79 1.38108 i 55 I 1,1.38208 28782 1 .38326 77590 i ,38463 69450 i .38619 13061 I .38793 1831 E 
80 I .3?859 92845 1.39gGa 90877 1 .do084 771 ga I .do225 59792 1 .do385 47948 1.40564 52aoC - ---- 81 I .di61 i 7417.') 1 .dl717 58756 x8-00 q.r/i987605i5 1.4ai51 96049 1 .ha336 o251E 
82 I .43363 59128 I .43472 31860 i .43600 993.52 I .43749 70617 1.43918 56092 1.44107 67669 
83 i .@il5 47302 1.45287 09625 i .45359 20379 I .4%i i 89087 1.45685 2678 1.458 g 46055 
84 1.46867 38306 I .46981 91489 1.471 17 47000 I ,47274 14903 1 .Li7452 0683 I 1.476 a I 36066 
85 I .4861q 31743 1 .da736 76856 I .48875 78428 I .d9036 47033 i .49218 94996 I .49423 3607~ ---- ---- ------ 
86 1.50371 27211 1.50491 651661.50634 13873 1.507 8 84436 1.50985 897aU 1.51195 44491 
87 1 ..hl 23 24308 1.52246 558~. i.523~~2 5~538 1.5di ,6065 1-52752 Sg912 I .52967 59461 
88 1.53875 2aG28 1.54001 48261 1.54150 $%ICJ 1.54323 70870 I .54519 94139 1.54739 79527 
89 1 .%627 21764 1.55756 41874 1 .55909 36313 1.56086 17793 1.56287 01 064 1.56512 02946 
$0 1 .57379 n13og 1.5751 I 36078 1.57667 798 i 6 1.57848 65777 I .58054 09339 I .58284 28043 
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TABLE IX. 353 

Io. ooooo O~COO o.ooooo 00000 0.00000 00000 o.ooooo 00000 0.00000 00000 o. 00000 ooooc 
o. oi745 32658 O .01745 32602 O .01745 32542 O .017@ 32477 o. 017.45 39406 o. 01745 32332 
o. 03490 637 13 o. 03490 63270 o. 03490 (h787 o. 03490 62264 o. 03490 61 703 o. 03490 61 104 
olo5a35 9 1565 0.05235 go070 0.05235 88439 0.052~5 866 5 0.052% 84781 0.05235 81758 5 0.06981 14617 o. 0698 I i 1074 o. 06981 o7ao0 0.06981 030 i o. 06980 98.542 o. 06980 93748 
0.08726 3 1277 o. 08726 24360 O .08726 1681 8 o. 08726 08659 0.08725 g9896 o. 08725 90537 
0.10471 39961 0.10471 a8016o.io471 1499ao.io471 oog03o.io470 8577co.104~0 6960~ 
O. 12216 39097 o.izai6 2014ao.12215 94740.12215 77119 O. 12215 53106 o.iaz.15 2745E 
o. 13961 2,120 o. 13960 981151 o. 13960-28026 o. 13~60 34685 o. 13959 98869 o. 13959 60617 
o. 157~6 024890.15705 62271 o. 157~5 18495 O 15704 70998 o. 15704 20050 o. 15~03 65638 
o. 17450 63648 o. 17458 08549 o. 17449 48469 o. 17448 83483 o. 17448 13668 o. 17447 39 107 
6 . 1 ~ 1 ~ 5  ogioi o. igig4 358520.19193 55$33o.ig192 69589 o.ig19i 76775 0.19190 77649 
o. 20.939 373.41 o. a0938 42371 o.aog37 3881 6 o. 20936 26799 o. ~0,935 06456 o. 20933 7792I. 
o. 22683 4689 I o. 2268a 86520 0.22680 94847 0.22679 52629 0.22677 99839 0.22676 36657 
o. 2.4427 36295 o. a4425 85940 o.a4424 21988 o. 24422 44633 0.2442,o 5409 I o. 244 I 8 5c58c 
0.26171 04izoo.26i6g 195020.n6167 18183 0.26165 oo4040~2616a 66426 0.26160 i65iE -- 
0.97914 48961 0.27912 a5306 0.27909 81415 0.27907 17577 0.27904 34107 o.a790~ 31335 
o. 29657 69440 o. 296'55 ci686 0.29652 09703 0.29648 93833 0.29645 54451 0.29641 91949 
0.31400 64205 0.31397 47012 0.31394 01 log 0.31390 26901 0.31386 2482.7 0.31381 95352 
0.33143 3 1 ~ 3 ~  0.3313~ 59691 0.33135 53740 0.33131 14561 0.33126 42666 0.33121 38599 
o. 34885 71356 o. 34881 331 67 O -34876 65748 . o. -. 3487 I 54648 o. 34866 05459 o. 34860 I 88 i U 
'0.36627 81202 0.36622 80926 0.36617 35332 0.3661 i 45050 0.36605 10~6; o. 36598 33194 
o. 38369 60961 o. 38363 86497 o. 38357 60743 o. 38350 837 17 o. 38343 564- q o. 38335 go i 6 
0.40 I I I 07351 O .4olo4 53452 0.40097 40283 0.40081) 68660 0.40081 394 1 4 o. 4007% &6Z 
0.41852 21332 0.41844 804100.41836 231 10.41827 97951 0.41818 58325 0.41808 5449~ 
o. 43593 O i i oi o. 4584 66039 o. 43575 Z5240 o. 43565 6973 i o. 43555 i 0625 o. 43543 79 1 og 
---- -- 
o. 45333 45597 o.r/5%4 09054 0.45313 87542 0.45302 82906 0.45290 94286 o..$h78 25106 
o. 47073 53799 O .47063 08223.0.47051 67751 o. 470%~ 33655 0.47026 07312 o. 4701 i go1 89 
o. 488 13 24734 o. 4880 1 62364 O ,48788 94461 o. 48775 a2430 o. 48760 47790 0.48744 7a 16U 
o. 505k 57471 O. 50539 70352 o. 50525 66333 0.50510 46956' o. 50494 13894 o. 50476 6893' 
0.52291 51125 0.52277 31 116 0.5mGi 82090 0.52245 05735 0.52227 03884 0.52207 78491 -- 
o. 54030 04859 o. 54014 43641 0.53997 40523 o. 53978 97347 o. 53959 161 12 0.539?7 9895: 
o. 55768 17882 O. 55751 06970 0.55732 40493 o. 5571 a a0454 o. 55690 49024 o. 55667 o852e 
0.57505 89455 0.57487 20207 O 0.7466 80931 0.57444 73798 0.57421 O; 158 o. 57395 65536 
o.5g2@ 18887 0.5gnaa 83515 0.59200 60840 0.59176 56ao5]0.5~ 150 71 150 o.5giz3 08406 
o. 6~980 0539 0,60957 931 1910 .60933 7q2g4,0.60go7 66586 O 60879 57734 0.6084~ 55681 - -- 1 -  o. 62716 48823 0.62692 5i304~0.62666 35440 0.62638 03~~40 o. 62607 59744 o.  62s75 06017 
o. 64554 48203 O .6&a6 56421 0.64398 28503 o. 64367 67351 o. 643 i4 761 15 o. 64299 58 i 86 
0.66188 031960.66160 078840.66129 577830.660~$3 55gq40.66061 0588~ 0.66023 1107E 
0.67923 13375 0.67893 05172 0.67860 a2657 0.67894 69~35 0.67786 48193 0.67745 63709 
0.69657 78365 o.696a5 47830 o. 69590 aa579 O .69%a 06125 O .6g5 i 1 oaqo O .69467 15 188 -- 
'0.713~1 q87&075T35i8071ig-5;081 0.~12~8 664~710.7i234 67529 0.71187 6d78j 
0.73185 715.54 0.73088 67763 0.73048 95778 0.77004 49549 O 72957 43371 0.72~~7 1 1871 
0. 74858 99280 0.74819 4445.9 o. 74776 a8353 O ,7472.9 55154 o. 74679 a9385,o .y4525 5j94a 
0.76591 80871 0.76549 653ô8 0.76503 645~~8 O .76453 8296s 0.76400 25249 0.76542 9662c 
78324 16.30 o. 7827) 30372 O .7823o 54347 O .18i77 32793 0.78120 3075 I ,o. 78059 33654 1 
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TABLE lx. 

o0 0.00000 000000.00000 000000.00000 000000.00000 000000.00000 000000.00000 0oooc 
33248o.oi74.5 333080.01745 333730.01745 334440.01745 3351t 
68430 o. 03490 689 i 4 o. 03490 69437 o. 0340 69998 o. 03490 7059; 
07481 0.05236 o. 113 0.05136 1 0 8 ~ ~  0.05236 19771 0.05236 14791 

4 o. 06981 48785 0.06981 523% 0.06981 d i g 4  0.06~81 60373 0.0698i 64863 0.06981 6q65L 
5 0.08726 97977 0.08727 04895 0.08727 1~440 0.08727 no599 a .o8727 29365 o. 08727 3872; - -. 
6 o.io47a 5514Co.io4~a 670940.10472 80123~104~a 42150.10473 og3550.10473 2552~ 
7 0.12218 ni868o.iaai8 40828 o.inai8 615030.1ini8 83868 0.1221~ 07895 0.12219 3355f 
8 o. 13963 99707 o. 13964 27987 o. 13964 58826 o. 13964 92185 o. 13965 a8026 o. 13965 663oE 
9 O. 15709 9om4 o. 15710 30445 O. 15710 74317 O. 1571 I 2 1 ~ ~ 5  O. 15711 7276, o. 15712 2722: 
IO o. 174% 94928 o. 17456 50061 O. 17.457 10184 O. 17457 75224 o. 17458 451 IO o. 17459 197% ----- 
ii o. igaoa I 5370 o. igaoa 88672 o. 19203 68611 o. 19204 550~2 o. 19205 48020 0.5~06 472.81 
i a 0.20948 53044 0.20949 48096 o. aog50 51758 o.aog5i 6391 O o. 2og5a 84427 0.20954 13164 
13 o. 22695 09432 0.22696 301 25 0.a2.69 61757 o.sa699 04176 o.2a7oo 57225 0.22.7oa ao7az 
14 0.24441 85gg6 0.a4443 36528 0.2444 g 0071 I 0.84446 78355 0.24448 69270 0.24450 73231 
15 0.n6188 84178 0.26190 69045 0.26iga 70688 0.26194 88876 0.26197 23?i76 O. 26i99 7391~ 
16 o. 2,936 05390 Ô.s7938 29388 0.97940 73724 0 . ~ ~ ~ 4 3  38127 o. 27946 223E o. 27949 2 5 8  
17 0.a9683 51oaa 0.29686 19236 0.29689 i 1820 0.29692 28453 0.29695 68797 0.29699 32476 
18 0.31431 a24320.31434 40235 0.31437 86934 0.31441 621% 0.31445 65502 0.31449 96535 
ig 0.33179 20952 0.33182 39960.33187 00985 0.33191 41485 0.33196 15040 0.33201 ail39 
20 o.54ga7 47881 ,0-34931 8x93 O .3d936 55846 o. 34941 68647 0.34947 19967 1.34955 op:, 
21 0.36676 04485 0.36681 06058 0.36686 53346 o.366ga 4578; 0-36698 b781 0.36705 63G 1 I 22 0.38424 9 I 96 o. 38430 673871~. 38436 95266 o. 3843 75004 0.38451 059 I 6 0.38458 87266 
a3 0.40174 11 $ I I 0.40180 G753i 0.40187 83337 0.40195 58328 0.40203 gi 37 0.4021a 8a742 a 24 0.41.923 64489 0.41931 07895 0.41939 19238 0.41947 97737 0.41957 42 440-4967 52745 
a5 o. 43673 5 175 i O .4368i 89839 o. 4369 i 04590 O .Li3700 95 144 0.4371 1 60563 0.43722 99837 -- 
a6 O .454a3 744780.45433 14676 O ,45443 40963 O .45454 5233 0.45466 47945 0.45479 26505 
27 0.47174 33709 0.47184 83669 0.47196 a9866 0..47208 71272 o.4paa 06767 0.47236 3514; 
28 0.48925 30441 0.48936 98029 0.48949 72749 0.48963 53485 0.48978 39023 0.48994 28054 
29 0.50676 65696 o. 50689 589 i 6 O. 50703 709.99 0.5071 9 00671 0.50735 46626 0.50753 0744.9 
30 0.52498 40174 0.52442 67435 0.52458 25939 o.5ad74?r, 14396 Q. 59493 31405 -- o. 5251 2 75445 
5 0.54180 54945 0.54196 a4636 0.54213 38825 &$a31 96149 0.54251 
3a 0.55933 10754 0.55950 31512 0.55969 10861 O. 55989 47339 0.5601 1 
33 0.57686 08368 o. 57704 88999 0.57725 43156 o. 57747 69299 0.57771 65752 
34 O. 59439 48504 O. 59459 97971 o. 59482 36767 o. 59506 63277 0.5953a 

-- 35 0.61193 318a7 0.61215 59242 0.61239 9a677 0.61266 30438 0.61294 - 
36 o. 62947 58952 o.62971 73567 o.6ag98 i 1792 0.63096 71864 o. 63057 51865 o.630()0 49701 
37 o. 64702 30443 o. 64728 41 637 o. 6d7b6 94946 o. 64787 88548 o. 64821 a0455 o. 64856 884.93 
38 O. 66457 4681 1 O. 66485 64078 o. 665 i 6 42898 o. 66549 81396 o. 66585 7752 1 o. 66624 29030 
39 o. 682 i 3 08512 0.68943 41452 O. 68a76 56329 o. 6831 a 5iaa5 O. 68351 24031 o. 683ga 72448 
eo.69969 i5g480.70001 742560.70037 358450.70075 987590.70ii7 608460.70162 19761 
41 0.71725 69467 0.71760 62920 0.71798 8ig70 0.71840 24631 0.71884 887z 0.~1~32 7186a 
42 o. 73482 6936i o. 735ao 07808 0.73560 95148 o. 73605 39381 O. 73653 08306 O. 73704 q5n1 
43 o. 75240 15867 0.75280 o p  i 6 O .753a3 75746 o. 75371 13454 o. 75422 20 135 o. 75476 3380 
44 0. 76998 09 164 0.77040 67371 0.77087 24048'0.77137 77201 0.77ip a4637 0.77250 8 3955 
45 0.78756 49375 0.78801 82433 3.78851 4025510.~8~05 20875 0.78963 2.2127 0.79025 41637 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE IX, 353 

O .78324 I 6230 o. 78a79 30372 o. 78930 34347 o. 78177 327 3 O ,781 ao 30751 o. 78059 33654 8 o. 80056 05318 o. 80008 39,417 0.79956 37541 0.79900 045 6 0.79839 45787 o. 79774 66918 
0.81787 48149 0.81736 92.519 0.81681 741950.816ai 98292 0.81% 70366 0.81488 96413 
o. 835 i 8 44795 o. 83464 8976s o. 83406 44404 o. 83343 14079 o. 83& 04606 o. 83102 2.2966 
o. 85248 95386 o. 851ga 31299 0.85130 48347 0.85063 52130 0.8499 1 48734 o. 84914 44730 
0.86979 00106 o. 86919 17350 0.86853 86280 o. 86783 ia74a.o.86707 03090 o. 86625 64186 -- -- - 
0.88708 59ig7 0.88645 48204 0.88576 58542 o. 88501 96506 O .88421 6812 i O .88335 81 139 
0.90437 72954 0.90371 24217 0.90298 65554 o.go220 03310 O .go135 44385 0.90044 g6aa3 
3.92166 41731 0.~2og6 45810 o.gaoao 078140.91937 3636 0.~1848 325500.~1~53 10195 
.93894 65933 0.93821 13475 0.93740 8590 I O. 93653 90057 0.93560 3339 1 o. 93460 a3938 
0.95622 46093 0.95545 -- 27767 0.95461 00474 0.95369 71241 0 .g5271 4779 1 0.95 --- 166 38457 
0.97349 &518 0.97~268 89308 0.97180 52267 0.97084 78746 0.96981 76741 0.96871 54881 
0.99076 75987 0.98991 8783 0.98899 42094 0-98799 i3521 0.98691 21335 0.98575 74461 
1.00803 27052 i .oo714 g 6944 1.00617 70845 1 -00512 76607 1.00399 82774 1 .oo278 98568 
.025~9 363B7 i .oa436 64604 i .os335 39484 I .oaaa5 69 132 i .02 107 62362 1. ci981 a869 I 

I -4255 04719 i .04158 22639 I .o405n 49052 -- i .03937 9231 i i .o3814 61503 I -03682 66437 - ---- 
1.05980 32824 4.05879 3 1985 i ,05769 û0660 I .~%hg 47447 i .05520 81702 1.05383 13526 
1.07705 21 528 1.07599 93641 1 ,07484 95492 1.07360 35925 1.07226 24562 1.07082 717.95 
i .09429 71 705 1.09390 08663 i .ogaoo 34803 1.09070 5 2 15 1 .08930 9 i783 1.08~81 431 gg I i.11153 8 4 ~ ~ ~  1.11039 78~65i.i~9~5 19918 1-10780 i 867 1.10634 85160 1.i0479 29764 
I .la877 60213 i .ia759 0331~ I. 12629 52aa6 1.12489 16510 1.12338 06578 i .la176 33680 ---- --- - 
1.14601 00528 I -14477 85344 1.14343 33183 i. 14197 53851 i .14040 58015 I .i3872 57205 -1- 1.16324 062~8 i .i61g6 'a5526 i .i6056 6431 i 1.15905 32673 1.i574a 41536 1.15568 02704 
1.18046 78564 1.17914 a5iga 1.17769 47192\1.17612 54831 i .i7443 5g28911. 17262 72642 
1.19769 18528 i . ig63i 85725 i .  19481 83468 i.19319 2a252 1.1g14.4 1350~ 1.18956 6 580 

-- - 1 1.21491 97352 i.ai34g 08554 1.aiig3 74839 i.aioa5 36931 1.20844 06503 1.20649 9 - 171 
I .232i3 o6a58 1.23065 95155 1 .sa905 23062 i-2~~31 ooga8 1 .22543 40666 i .za342 55 158 
i .24& 56503 1.24782 47050 i .246i6 29949 1 .24436 i 6368 i .2424a 1846 i I .a4034 4~~367 
1 .26655 7937.9 i . a6498 65804 1.26326 97361 1. 26140 85436 1.25,+40 42422 1. 2572.5 81709 
i .28376 76215 i .a8214 53oa3 i .a8037 27210 i .27845 10378 I -27638 15151 I .a7416 55172 
i .3coc~7 4837 I I .a9930 10352 i .29747 21455 i .a9548 93492 1.2~~335 39316 1. agio6 7a819 - - ---- 
1.31817 97a34 I .31645 39475 1.31456 82100 I .31252 37131 1.3io3a 17647 I .307$ 37784 
i .33538 24225 I ,33360 42109 r .33166 11 igo i .32955 43696 1.39728 52931 I .3a485 53270 
i .35a58 30799 I .35075 aooo5 I ,34875 1081 I i -34658 I 5637 I .344a4 4800~ 1.34174 22541 
i .36978 I 8405 1 .3678g 74946 i .36583 83083 1.36360 55445 i .36i ao 05774 1.35862 4892 i 
i .386g7 88560 I .38304 08742 i .38ag2 30163 1.38062 65653 i .378i5 a9167 i .37550 3s78~ -- -- - -- 
1.40417 4a774 1.40218 a3a301.40000 54240 1.39764 48831 1.39510 2117a 1.39237 86573 
I .da136 82584 i .41 3a a0271 i .di708 57532 i .di466 07585 1.41204 84812 i .4o()a5 04749 
1.43856 09544 i .43!46 01748 I .@di6 422.80 1.43iR 44550 i -42899 23147 1.4~~61 i 93833 
i .45575 25226 I .45359 69565 I ,45124 10752 I .44868 6a389 I .44593 39269 i .442. 8 57380 
-- - -- --- 8' i .47aq4 31 a15 I .47073 25641 i .A6831 65a35 I -46569 63789 i ,46287 36299 i .459 4 98978 ----- 
i .dg013 29107 I .48786 71910 1.4853. 08032 1.48270 51457 I .47981 17382 1.47671 22241 
1.5073. 90510 1.50500 10318 1.50248 41464 i.49971 7.8119 1.49674 85683 1.49357 30807 
1.52451 07040 1.52ai3 42822 1.51953 67862 i .51671 96514 i .!il368 44382 1.51043 28334 
I .54169 go317 1.539536 71386 i .53660 89565 1.53372 59392 1.53061 96673 1.52729 18494 
i .55888 71966 1.55639 97978 I .55368 08919 i .55073 19510 i .54755 45759 i .544i5 04969 
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TABLE IX. 351 

p. E(i5O). 
- 
o0 0.00000 
1 0.01745 
a o. 03400 61 104 

E(l7"). 
- 

000000.00000 
322!ho.oi745 32168 

o. 03490 597 3 

E(16O). 
- 

000000.00000 

32332'0.01745 
o. 03490 60466 

E(i8"). E (200). 
-- 

000000.90000 000000.00000 
0.01745 320790.01745 
0.0340 59083 0.03490 
o. 05235 75 41 o. 05235 I 0.06980 77 96 0.06980 
0.087a5 59007 O .08725 
o. 10470 1 5x5 o. la469 
0. 12214 410520.12n14 
O. 13958 31741 O. 1395~ 

3 o. 052% 89758 
4 0.06980 
5 o. 08715 90537 
-6 x7069607 
7 O. 12215 27458 
8 o. 13959 6061~ 

o. 05.35 80608 o. 05235 783%5 
93,4810.06980 88~~10.06~80 83268 

O .o8725 8059410.087a5 70080 
=4,0 5245610. I 0470 34278 
O. 12215 0021 1 O. 19214 71397 
O. 13959 1~~~810.13~58 77002 

- ---- 
o. 15701 8a307 o. i 570 I 9 o. 15703 65638 

IO 0.17447 - 
II 0.19190 
ia o.aog33 77928 
13 0.2a676 36653 
14 0.24418 50580 
15 0.26160 - 
16 0.27 oi 313% 2 17 o.ag 41 91.945 
i8 0.3.1381 5352 
ig 0.33121 &Eg9 
no o. 34860 I 88 13 -- 
ai 0.36598 33194 
aa 0.38335 79016 
a3 o.4oo7a 53635 
24 0.41808 
25 0.43543 79109 
a6 0.452~8 2 5 3  
a7 0.47011 90189 
28 0.48744 721 63 
ag 0.50476 68930 
30 o. 52207 78491 
5 0 . 5 3 ~ 3 ~  
32 r. 55667 a8528 

65536 
08406 
55681 
06017 
58186 
i i 078 
63702 

i 1872 
55 42 

B 6a2o 3654 

O. 15~03 0782~ o. 15702 46694 
3g1070.17446 
776490.19189 

o.aog3a 41370 
o. a2674 632.69 
0.24416 

165180.26157 
0.2~898 096i7 
o. a9638 067%~ 
0.31377 38987 
0.33116 02956 
o. 34853 95400 - 
O .365g I 13137 
0.38327 530~1 
0.40063 i 21 96 

544yoo.4~7g7 87601 
0.43531 76474 
0.45264 7 6 2  
0.46996 83881 
~48727 9730.9 
o. 50458 13998 
0.59 187 3,674 

989530.53~i5 
0.55643 61477 
o. 5736% 69650 
0.59093 70909 
o. 60817 63589 
o. 62540 46155 
0.64262 17205 
o. 65982 75469 
0.67702 1981 O 

15188,0.69420 49231 
6450.7113~ 

0.72853 600ia 
0.74568 40071 
0.76281 a261 0 
0.~77994 47334 

598910.17445 76~i61~.17d44 878810.17443 
7233j:o.1g188 

0.a0930 96949 
o. 2a672 79895 

343470.a&r4 05650 
509830.26154 

0.27894 693$0. 
O. 29633 99333 
0.313~2 56262 
0.35110 
o. 34847 %i938 
O. 36583 5i4i8 
0.38318 79306 
o. 40053 I 6214 
0.41786 
O, 435 19 040~0 
O .45250 48% 
0.46980 goo58 
0.48710 95074 
o. 50438 51 132 
o. 521.65 65662 

481800.5%8~r 
0.55616 50522 
o. 57340 I 6379 
o. 5906% 61772 
o. 60783 8481 5 
o. 6a503 83770 
0.64222 57044 
o. 65940 05195 
o. 67656 a0934 
0.69371 -- 09124 

628720.7a084 

I 0.72796 3087 
O .74507 7371 
o. 76217 4 129 
O .,,925 780i 5 

60~5410.1g187 43644o.igi86 
o. nogag 44834 o. 20927 
0.a2670 86751 0.22668 
0.2441 I 64761 0.2440~ 

7oi340.a6~5i 743050.26148 
~ ~ 8 ~ 1  i+ 0.9~887 

o. 29629 70152 0.29625 
0.31367 47746 0.31362 

363570.33~04 39467 0.330~8 
o. 34840 41 i 98 o. 34833 
O .36b75 48gG 0.3656~ 
0.38309 58734 0.382.99 

- 
O ,4004a 66840 0.40031 

588600.41774 695620.41769 
O .43505 63347 0.43491 
0.45235 44766 o.4521$ 
0.46 64 10519 0.4694s a 0.48 gl 57444 0.48671 
o. 50417 82515 0.50396 
o. 5214% 82849 O. 521 18 

66270.538660.53843 
0.55588 98502 0.55560 
O .!+IO 08799 0.57278 
o.5goag 8431~ 0.58995 
0.60748 --- 22941 o. 60710 81735 O. 60671 65 181 
o. 62465 sa708 0.62424 67023~0.6a382 
0.64180 81825 0,64136 95898 o. 64091 
o. 65894 98667 o. 65847 66556 o. 65798 
o. 67607 71777 0.67556 77302 O .67503 
0.69318 99868 o. 69264 a6750 o. 6,9206 ---- 

667830.71028 8182~0.70 70 136280.70908 8 0.72737 16724 0.72 74 36878 0.72608 
O .74444 03794 0.74376 95638 O .7&06 

3 O -7614. 42458 0.76077 89147 0.76002 
o. 7785 32315 0.77777 i 7 2 4  O ,77697 40 185, 
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TABLE 1% 3% 

a. 

4P 
46 
14, 
i48 

j 50 - 
51 
50 
53 
'54 
155 
56' 

/ s7 
158  

5: 1-- 
61 

' 6a 
63 
( 6 4  
65 - 
,66 
6, 
l68 
;69 - 70 
i71 
71 
173 
,y4 
175 

E (16"). 
-- 
O .77994 47334 
0.79705 740 O 

964130.81415 
o. 831 a4 73801 
o. 84832 47169 
o. 86539 03395 -- 
0.88244 

E (15O). 
-- 

o. 78059 33654 
O -79774 669 i 8 
0.81488 
o. &%oa aaa66 
O .849 14 a730 
0.86615 64186 
0.88335 81 139 
o.go044 96223 
o.gip53 
0.93460 23938 
o. - 95166 3845% 
0.~6871 5488, 
o. 98575 74461 
1.00278 98568 
1.01981 a8691 
1.03682 66437 
1.05583 r 35a6 
i ,07082 717, 5 
I .08781 431%9 
1.1047 
1.1a17 a 
1.i3U-p 5po5 
1.15568 0.704 
i ,  17169 7164% 
1.18956 6 580 a 1 .a0649 g 171 
t.aa34a 
1.2403 49567 d I ,2572 8 1709 

-- 
1.a7416 5517a 
I .a9106 79819 

1.31035 00. 51 Z 1.32680 16 20 
1.34624 55400 
1.35968 a3333 -- 
1.3761 1 a6554 
1.39a53 71 a86 
I .do895 63830 
1.42537 1~555 
r .44178 17891 
I .45818 92395 
1.47459 403th 
I .49099 686127 
1.50739 83648 
I .b37g 2055 

E (noo). 

o. 77697 40185 
0.793 O ~20259 
0.81080 7664, 
o. 8a769 69484 
o. 84456 7 132 
o. 86142 0 e 1 , ~  -- 
o. 87825 51428 

E ( 17"). 
- 

0.77 a5 7801 5 
o. 7923a 3844 b 8&$30.81338 
o. 8304a 66405 
o. 84745 63577 
0.86447 a8517 

43043,z8814~ &a037 
0.89507 15gai 
0.91 187 00915 
0.99865 07892 
o. 94541 38555 
0.96215 948a9 

41~~63~0.97888 78858 
66614o.gg55g 93000 

1.01~29 39831 
1 ,02897 2.i 138 - 
1 -04563 429 i 5 
1. o6a28 05364 
I .07891 12888 

39!5341.0g552 69089 
67088~.1iaia 77764 - 

1.12871 42goo 
1.14528 68668 
1.16184 59491 
1.17839 I 9688 
I. q 4 g a  54166 - 

5a2351.ai144 67716 
i -92795 65360 
1.24445 52270 
I .a6094 33769 
1 .a774a 15293 
1.29389 oa45a 

1.3l621 61017 
I ,53325 61855 
I .34q89 00640 
1.36651 8aa54 - 
1.38314 11652 
I .39,975 ~~3860 
I -41637 33963 
1.43198 37102 
1.44959 08468 
-661~ 53a93 
i .@a79 76842 
1.49939 84410 

905181.5159g 
I 53259 71877/t 

1.31,51 oaao t l  i -33 14 a088 
I .%296 78698 
I .36g68 4400 
I .3863g 63609 
1.4031 O 40799 
1.41980 80501 
1.45650 8734 
1.45310 65798 
G6q90 no671 
1.48659 56603 
1.50328 78308 
1.51 97 i! I 5 3  66 97476 

1.3a216 60184 
I .3399 54 60 
I -35588 00865 
1.37268 01746 

r .31355 91319 
1.33010 73314 
i -34664 86047 
1.36318 34964 
Z 7 o 7 i  a5595 
I .596a3 63546 
I .Ai975 54493 
1 .da91 04176 - 1.4457g i 8386 
1 .46aag 02964 
1.47879 63789 
I -49530 0677 i 

8131ai.51180 37845 
.~2830 6.961 

E (18~). - 
o. 77853 3a315 
o. 79555 73145 

65940.81a56 
o. 82 56 07737 
o. 84k4 01969 
o. 86350 481 06 -- 
o. 88045 46835 

o. 89 48 
101~5o.~i&1 75591 

0.93353 70336 
o. 95054 52 196 --- 
0.96754 a2446 
0.g845a 82500 
I .oo150 33908 
1.01846 78357 
1.03541 I 7667 
To5a36 53790 
I .o6g2g 88807 
I .o8622 24995 

297641.10313 
3!36801.iaoo4 -- 

1.136 3 638a4 
1.15da 98879 
1.17070 07886 
1.18757 03757 
1 .a0443 19507 ---- 

551581.aa128 
1 .a3813 23217 
1. a5 7 17704 '3 r ,271 O 45117 
-- r .a8863 0894.1 

I .30545-1 a75 I 

181 
8a 
,83 
i 84 85 
86 - 

87 
'88 
89 lg O  

E ( 1 9 " ) e  
- 

0.77777 -i7+0 
0.79474 7. 355 2 649030.81170 7 531 
o. 82865 05909 
o. 84557 70835 
0.86948 70850 
O. 87938 06710 

o. 8@8 gqoa7 
3$170.91431 

0.93121 68184 
o. 94810 
0.96498 66138 
o. 98185 04994 
o.gg870 06296 
.oi553 7a156 

I ,03236 04856 --- 
L .o49 17 06845 
i .06596 8073 
1.08275 2g3~8 
1.09952 55505 
1.1i6a8 -- 
1.13303 53259 
1.i497, 31458 
1.16650 00538 
1. 183ai 6 176 
1. igr~c~" 2 183 d 

647681.21661 
i .23330 Zia05 
1 .a4998 42478 
1.~16665 386q 
1.n8331 54069 --- 
I . 999. 6 g33a6 

6682510.89846 64728 
0.91544 
0.93240 81810 
o. 94935 98577 
0.~6629 89346 
o.g83aa 557~3 
i.oooi3 99388 

' ."l7Of aga94 
1 .o35q 26468 
1.0508 1 14 104 
1.06767 87543 
1 .of3453 49269 

644781.10138 oigio 
ogga~i.11821 48230 

1.13503 91128 
1.15185 33636 
1.16865 78912 
1.18545 La38 
I .aoaa3 91017 

582551.a19oi 
1.23578 551.9 
i .a5254 65816 
1.26. 30 00689 t 1 .a8 04 63679 
i.30a78 588 I 7 

O. 89625 79365 
0'5~330.91311 89968 

0.92996 39876 
8778910.94679 30642 

0.96360 64oz 
0.g8040 
0.99718 
1.01395 40312 
i .o3070 65586 
1.04744 45 I 53 
i .06416 81915 
I .o8087 78955 
1.09757 

6~4061.114a5 
i.i3oga 6522 
I ,14758 37714 
1.1641a 88493 
1.18086 ai653 
1.19748 41437 
-p. 

0503i.ai40g 
I .a3069 58580 
I .a4728 65 i4c 
i .a6386 76713 
1.28043 g8aaz 
I .29700 34707 

i .3g237 86573 

; i .do. 25 04749 
i .42 1 I 93833 
1.444 8 57380 I 1.459 4 98978 
1.47671 m a 4 1  
1.49357 30807 I r -  
1.5 i 043 a8334 
i.5~791~ 
I .54415 oh63 

-- 
I .38 47 61510 t 1 4 0  26 841 16 
1.4a305 3570 
1.43 84 &a2 z 1.45 62 69.60 
1.47340 83702 
1.4901 8 81 395 
I .50696 66508 

184941.523 4 432a5 5 I -540 a 15741 
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TABLE IX. 36 1 

E[aiO). E(naO). E(a30) .  

000000.00000 000000.00000 

31788 0.01745 3168ao.oi745 
56749 0.034 O 55905 0.034 O 5503c 

E(24"). 

000000.00000 

315730.01745 
0.034go 541 26 

E(a5O). 

000000.00000 00000 

3i4600.01745 31342 
0.03490 53192 3 68065 0.05235 65219 0.052 5 6a26710.05235 59116 0.05935 56065 

6310.06980 304 g 
o. 08724 670 8 O 

815a30.10468 56353 
o. la911 89040 
o. 13 54 55853 
15 1 96 47520 

o. 17437 54968 
o. 19177 6913; 
o. 20916 8 1067 
o.aa654 81937 
o. a439 I 63023 

056320.26127 15736 
0.27861 31624 
o. agSg4 02381 
0.31325 19858 
0.33054 76079 
o. 3478a 632 13 
o. 36508 7365j 
0.38932 ,9963.. 8 o. 39955 4906 
0.416~5 71460 

748s~~.43394 02818 
0.451 IO 2240; 
0.46824 23862 
0.48536 01 ogg 
o. 50245 48a58 
0.51952 59742 -- 
o. 53657 302 i 8 
o. 55359 546a6 
o. 57059 a8 I 84, 
o. 58756 46396 
o. 60451 05055 --- 
o. 62143 00254 
o. 6383a 28389 
0.65518 861 63" 
0.67209 70596 
o. 68883 79027 

4184~0.70562 ogii?' 
o.7aa37 58856 
O .73g IO a6568 
0.75580 ioqia 
o. 77247 10886,~ 

58933 0.06980 52189 0.06980 
12572 o. 08725 09406 o. 08724 95753 

05 
6 ! 88 
7g152 
1443z 
83798 

57578 o. 1918% 180260.1g180 73318 
&aoa o. ao!ym 63229 o. zogao 75565 
51051 0.22662 ai241 0.22659 82928 
71 880 o. 24400 85a3a o. 243- 7 87969 3 005380.a6138 484750.261 4 
30979 0.~37875 04354 0.27870 61902 
57265 o.ag6io 46374 o. 29605 16509 
735730,31344 68162 0,31338 40241 
74206 0.33077 63481 o. 33070 a6301 
53596 0.34809 9623.4 o. 34800 68041 
06308 o. 3653 504~3 0.36599 58975 8 27054 0.3896 30401 0.38956 9.781 

23 0.40020 11785 0.40oo! 10692 0 . 3 ~ ~ ~ 5  60387 0.3~981 63313 
24 0.4174 14791 0.41735 522360.417a1 34966 0.41~06 
25 0 . ~ 3 ~ ~ 8  85106 0.45461 46861 0.43445 48847 O .434a8 go89 1 

0.45203 1350a 0.45185 89908 0.43167 96922 0.4514 36583 
0.46 28 01908 O .&go8 76892 0.46888 74270 0.46867 96307 

28 -o. 4S&i 4441 8 0.486% 03505 O 48607 761 63 0.48584 64896 
29 o. 50373 37293 o. 50349 65624 o. 50324 98074 o. 50299 57399 
30 0.52093 76968 0.52067 59314 0.52040 35680 o. 52012 09087 
3; o. 558 ia 60053 0.5378380833 0.5575386869 o. 557x2 g5460 
32 0.55529 8334~4 0.55498 16640 0.55465 41745 o. 55431 2252 
33 0.57245 4381 5 o. 57210 93396 0.57175 02635 o. 57137 75438 
34 O .Li8959 38640 o. 58921 77970,0. 58882 64093 o. 58842 01 238 
35 o. 60671 65 181 o. 60630 77443 O .60588 22903 o. 60544 061 22 l 36 o. 6a38a 209~5 o. 62337 89 i 15 O .62zg i 76085 o. 6aa43 86816 
37 o. 6409 1 03855 o. 64043 I 0503'0.63993 20898 o. 6394 I 40309 
38 0.65798 I 1715 0.65746 39349 0.656ga 54847 0.65636 63853 
39 0.67503 42752 0.6~44~ 73623 0.67389 75685 0.67329 54970 
- 40 o. 69206 95330 o. 6914~ I i 5a5 0.69084 81417 o. 69020 I 1456 
41 0.70.08 681050.70844 514870.70777 703020.70708 2 4a o.7a 08 59828 0.7253~ 92180 0.72468 40857 0.72394 13 106 
43 0.74306 69548 0.74233 325 in O .74i56 91 860 o. 74~77 55269 
44 o.760oa 9651 1 0.75924 7163a 0.75843 na352 0.75758 56775 
43 0.77697 401 85 O .77614 08931 0.77527 31640 o. 77437 16859 

' 

4519610.06g80 37 
o. 08724 8 I 932 

110.i0468 
o. 12a1a 18984 
o. 13 55 15418 
o. 15 ! 97 3aqLo. 
o. 17438 71 i 53 
0.19179 23627 
o. 209 i 8 81433 
0.22657 36394 
o. 24394 80443 

833620.26131 
0.07866 0414 
o.ag5,c~g 68294 
0.31331 -0550 
0.33069 23531 
o .  3479 i 80029 
0.365 i9 32968 
0.38245 1551 1 

0.39969 a0968 
646080.416~i 42855 

0.4541 
0.45130 I ioio 
0.46846 453!i7 
O .4856o 72307 
o. 50sp 864G7 
0.5 I 98a 82685 
0236~75605i 
o. 55396 01915 
o. 57099 i 5879 
o. 58799 938 13 
o. 60498 81 859 
o. 621 94 26433 
o. 63887 74a35 
0.65578 72252 
0.6716 17761 5 0.6895 08135 

313830.70636 
0.7e317 16482 
o. ~ 3 ~ 9 5  30719 
0.75670 83358 
o. 77343 73509 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



362 TABLE 1X. 

o0 0.00000 000000.00000 000000.C0000 oOODDo.w000 000000.Oa000 000000.00000 00000 

1 o.017@ 33g6a O. 01745 34063 0.01745 34169 0.017$5 34978 0.01745 3439 I 0.01745 34508 
a o. 03490 7.4141 o.. 034 O 74952 0.03490 5 97 o. 03490 76671 O.O~L$JO 7575 o. 034(l0 785 i O I 3 0.052% 96750 0.052 6 a9469 0.05236 $ai3-/ 0.05236 35988 o. oh36  z 8341 o. 05236 41493 
4 0.06981 92/9gi 0.0698a 0481 0.0698a iJaacy o.0698a 18225 0.06~8a a546a o.0698a 32930 
5 0.087n7 94047 0.08728 06790 0.08728 19896 0.08728 33558 0.08728 4 7 6 b  o. a8728 62274 - -- -- -- 
6 o. 10474 aa 08; o. 10474 4ag72 o. 10474 65735 o. 10474 89337 o. 10475 1375 I o. 10475 389& 

o. ~ s n e o  8 5 ~ 2 5  o. iaaaa 19979 O. ieaar 561 I I o. lama 3580 o. iaeaa 3a340~0.1~azs 72345 ! O. 1 3 ~ 6 7  g25& o. 13968 444+0.13968 98353 o. 13969 4265 0.i5q70 1si06 o. 13970 7181 I 
9 0.15715 4 9 ~ 1 2  o. 15716 a3oioo.15716 g97&o.i5717 793260.15718 616590.157ig 46646 

I O  0.17463 6in3ao.17464 6a3100.17465 675oao.17466 ,664310.1~46~ 895440.17461~ o6oga - --- 
11 o. 19212 34508 o. ig013 68897 o.:ga15 08861 o.igai6 54036o.igni8 o4a5i 59330 
l a  0.20961 &O 0.20963 49271 0.20965 30.879 0.20967 19262 o. 20969 I&I o.oog71 15469 
13 -o. 2271 a k m 6  o. m7l4 09866 o. a17i6 40621 0.22718 80005 0.22721 27739 0.22793 83540 
14 o. 2446% 80o 5c~ o. 9 4 6 5  57046 o. a4468 45059 o. a4471 43868 0.24474 53199 o. 24477 7a4go 
15 0.26214 56Bi70.a6ai7 970960.a6asi 510800.a62n5 183700.a6228 985430.a6a3a 9117a -- 
16 o. a7967 23608 o. 27971 362 17 o. 27~~75  65483 0.27980 i.09s 0,27984 2058 =7989 48339 
17 O .29720 86078 o. ~ ~ ~ 2 5  80521 0.99730 28890 o. ag74i $1646 0. g9747 5263, 
18 0.31475 496840,31481 36n250.3148~ 794% 0.31500 3 5 1 6 ~  0.31507 1 2 5 ~ 5  
19 O . 3 3 d i  19785 O .33a38 0864 o. 33945 6 1 ~ 7 2 ~  0.33260 40362 O .33258 3661 8 

- 20 0.34988 01641 0.34996 o4i7q 0.35004 39498 o. 35013 06699 0.35022 04848 -- 0.35031 32981 
21 0.36746 00~0?1~.36~55 a&a?10.36,6~ 4 ~ 4 2 ~ 4  0 . 3 6 ~ ~ 4  g7mn 0.36~85 36104 0.36796 cq8i8 
aa 0.38505 s ~ m 8  0.38515 8665710.385a6 $012 0.38538 413oi8a.38550 41469 0.38562 751 14 

a3  0.40265 68F81 0.4aa77 84613 O.&ac)o 50707 0.40303 65665 0.40317 28132 0,40331 36700 
24 0.42027 479 17 0.4eo4i 97508 0.42055 64~14  0.42070 56590 0.42066 03194 0-4aioa 02241 
a5 0.43790 63485 o. 43806 n&ia o. 438aa 42a40 o. 43839 27066 O "43856 73312 0.43874 79230 
7-- - 
26 O .45555 19 17 o. 45572 68~55G.455~0 90338 0,4560~ 831 g9 0.45629 45388 O. 45649 74977 I 27 0.47321 s;l ~6 0.47340 76813 0.4~361 138.~7 0.47382 3oga4 0.47404 25864 0.47425 9660a 
28 0.4~088 p 7 9 7 0 . 4 ~ ~ i t o  4~~7040.41~133 181390,49156 753g70.49181 21061 0.49206 51025 
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-- 
B 59 1 ,0702 i 05892 i .072!)5 53340 1.07578 89864 1.07 71 i 1464 I .o817a 13459 r .o848 I go4a8 

60 1.08955 06699 I .09243 13919 1.09540 65612 1.09847 58807 1.10163 89874 1.10489 54463 ------- - 
61 1.10893 57705i-iii95 62460 1.11507 694161.11829 76763 1.ia161 89063 1.12503 82185 
62 1.12836 52624 1.13152 92404 1.13479 94468 I .138i7 58303 1.14165 82811 1.14524 66236 
63 1.14783 84466 i.15114 g64ao 1.15457 33111 1.15810 93466'1.16175 83882 1.16551 98143 
64 1. 1 6735 45534 1.17081 66395 1.17439 768a9 I .17809 79351 1. 181gi 7601 1 1.18585 68306 
65 I . I 869 I 2,423 I .ig052 93436 1.19427 162451 I . i98 14 ooi 08 I .a0213 48892 1.20625 65983 - -- I - -  -I-_- 

I 66 1.20651 aio231.21os8 678721~14i 41i141.zi823 469401i.m240 9i1~3~i.sz671 79282 
67 1.226 15 16520 L .23008 7925011.2341 4036~ 1.23838 08ioo11 .n4273 90456 I .2@3 t~5158 
68 1.24583 03404 1.24993 16346 1. a5418 02027 1 .di857 70893 1.2631 a 33294 1.2678 i 99408 
69 1.26554 70476 I .a6981 67171 1.27424 13294 I .a7882 21680 i .28356 05196 I .a8845 76673 
70 -- 1 .28530 05856 1. 28974 18978 ------ 1.29434 60524 I . 299 i I 45887 - 1 .30404 go634 --A 1.309 15 10446 
71 1.30508 969~34 IT~O~~O 58273 I .3i& 29242 1.31945 28018 1.32458 73054 I ,32989 83078 
79 1.3n4g I 30685 1.32970 70831 1.3346% 04155 1.35985 51 668 1.3451 7 34889 I .35069 75795 
73 1.34476 93084 1.34974 41712 1.35490 69173 1.36025 99539 1.36580 57578 1.37154 68716 
74 1.36465 69724 I .36g81 5 5 ~ ~ 7 ~  1.37517 07427 1.38072 53464 i .38648 2 i 588 1.39944 40874 
75 I ,38457 45536 1.3899 i g52a i 1.39547 ougo I -- .do1 aa 94429 i .do720 ----- 06440 I .di338 70243 

76 - 5 2  04869005 44574 1.41580 32408 1.4a 177 oa601 1 .42795 90738 1.43437 3377 i 
77 1 .4244g 315 17 i ,430.21 85751 i .43616 81723 I .44234 57362 1.44875 52203 I .45540 0741 
78 1.44449 08745 1.45041 00568 1.45656 29508 1.46995 37342 1.&958 67713 1.47646 66193 
79 1.4645 1 i 9315 I .A7069 70977 1.47698 55403 1.4835 20454 I .dg045 13340 1.49756 84205 
80 I .dg455 455 -- I g i -49086 75599 1.49743 38445 I .504zQ 83938 - ---- r .5 I i 34 6.4399 1 .5  i 870 -- 34704 
8i 1.50461 69208 1-51 119 96759 1.51790 571 17 1.52495 04406 i .53226 95495 1 .53986 90144 
82 1.52469 71829 i .53i41 13524 1.53839 89384 i ,54566 57886 1.55321 80577 1.56106 22239 
83 1.54479 34459 1.55171 05245 1.55891 la738 L ,56640 19874 1 .b74i 8 92992 1.58aa8 02022 
84 1 .564go 37841 1 -57202 508~5 1 -57944 04247 1.587 15 65386 I .595 I 8 05347 1 .6035 1 990 13 
85 i .585oa 62424 I .5ga35 29114 1 .5g998 40602 I .Go792 6goii I ,61618 90533 1.62477 85789 ---- -- ------ 
86 1 .605 15 88403 1.6 I 269 ill257 1.62053 q8 i 68 1 .62871 04968 1.6372 i I 9928 1 .6/t605 29052 
87 1.6a529 95757 1.63303 g64a4 1.641 IO 53035 I .64950 47169 1.65824 65221 1.66733 9870.9 
88 I .645& 64295 1.65339 41 538 1.661 67 8 i 074 1.67030 69274 i .679a8 97703 1 ,68863 63444 
89 1.665% 73695 1.6~373 31365 I -68a15 57986 1.691 1 1  44753 i .70033 88429 1.70993 9 1700 
go i ,68575 03548 1.6941 1 43573 1.70283 59363 i ,71192 46952 1.72139 08314 1.731a4 51757 
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TABLE IX. 

-- --- -- - 
0.36~~1~~ 89390 0.36933 61493 o. 36947 5ao48 0.36961 59457 0.36975 8atoa o.36qgo 183%~ 
e .38705 la078 o.38po g ,581 p. 58736 9.639 0.38753 134.7 0.%769 5aq)n 0.38786 06~3~1 l CI. 40494 08405 o. 405 i a r 5485 o. 40530 4760t 0.40549 oa683 o. 40567 786a1.0.40586 73a56, 
o.4sa86 9.413 t ,ii .da307 4gg5a o. 4a3a8 34704 o.4a349 46050 o. da370 8 I 605 0.4a3qa 38942 
0.44083 84894 0.44107 I 15480.44~30 71545 0.44154 6a1c)a 0.44178 80810 0.44203 a46691 --- -1 
0.45884 95%@ o.&gt i 16642 o. 4.5957 75534 0.45964 69597 0.45ggi 9 5 6  o .460i9 51 204; 

0.47690 42348 0,47719 8138~ 0.47749 638760.47779 86559 0.478io 46115 0.4784~ 3~~1411 
O .4q5oa 39936 0.49533 ni716 0.49566 53556 0.49600 31 I 66 0.49634 50868 9.49669 08894 
0.51315 oii7ao.51351 533040.51388 613a30.514a6 219770.51464 agti50.5150a 80683, 
O .53 I 34 42547 o. 53 i 74 g I 57a o. 5321 6 03669 o. 53a57 7450.5 o. 53299 99638 o. 5334a 745 IO, --- - -- L n -  -- 
0.54958 77467 0.55003 51 658 0.55048 96810 0.55095 08197 0.55141 80968 o. 551 89 101381 
o. 56788 19735 o. 56837 48397 o. 56887 hX7 o. 56938 39414 o. 56989 g 1359 O. 57041 070711 
jo.586aa 8a827 0.58676 96301 0.58731 98845 o. 58787 84907 o. 58844 48766 0.58901 
a .6046a 79876 o. 605aa 0953.9 o. 6058a 38607 o. 60643 61 093 o. 6705 708ai 0.60768 
O .6a308 a3648 o. 6a373 otc~14 o. 6a38 9085% o.6a505 84030 o. 6a573 74807 o. 62642 563a 
o. 64 i 5~3 a6520 o. &(anq 86839 6939% o. 64448 77629 0.64523 8743i/ 
o. 66016 00461 0.660 a 77310 3a40 0.36330 95783 0.664~~ 7a5631 
0.67878 57001 0.67~?1 85885 879so o. 68220 45399 0.683~~ gog3, 
0.69747 07a 14 O. 69837 2454 50387 0.701 17 41854 o. 70913 7~q35 
0.716a1 61685 0.71719 o5aiTj 33471 o.7aoaa 00441 0.791~6 a3501 ----- 
0.73502 30% 0.~3607 5863; 50544 0.7?#4 35633 0.~4~46 93661 
0.75389 a3164 o ,75502 35431 14333 o. 75854 61 392 O. 75g75 p37 14, 
O .77282 48678 0.77404 05545 36956 O. 77789 CJ i 064 o. 77q 13 56324i 
o. 791 89 i 5407 0.7931 a 58296 a9885 o. 7971 9 37336 o. 7q?35.g 774961 
0.81088 Zb102[0.81m8 01357 03905 0.81664 la196 0.81814 765m, 
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TABLE 1X. 577 

- 

o0 0.00000 000000.00000 000000.00000 090000.00000 000000.00000 000000.00000 00000' 
I 0.01745 29264 0.01745 291 la 0.01745 a8958 0.01745 288040.01745 28649 0.01745 a8495 
a o. 03490 36563 O. o34qo 35344 o.034qo 341 15 3.03490 32884 O .03490 31 644 o. 03490 3041 21 
3 0.05234 99958 o. o5a54 95838 o.05aB4 91694 o. 05234 875360,05234 83368 0.05234 79 194 
4 0.06~~8 .g754210. 069~8 g7773 0.06978 77959 o. 06978 68097 O .06978 58216 0.06978 48325 
5 0.0872a 07462 0.08721 88383 0.08721 6gao5 0.08721 49959 O .08721 30663 0.0872i r 1343 --- - 
6 o. 10464 07g4010. 10465 74977 o. 10463 4184~ Go463 08595 o. 10462 75;5g o. 10462 4~874 
7 o. 12204 7 291 o. 12204 24961 o. 12203 2367 o. la203 19576 o. 12202 66652 o. iazoa 13658~ 5 8 0.13 43 9~94i10.13g~?i i58540.1394~ 73700.13g4i !?85goo.13, 40 79611 0.18940 00526 
g o.id81 364470.1566 25305io.i567~ 135g70.i5678 01~660.15!~6 890460.15675 76474 
10 *o. 1~416 8351 I - o. 17415 31 116 o. 17413 77944 o. 1741a 24186 o. 17410 70027 o. 17409 --1 15655 - 
11 o.ig150 i4oono.igi48 lia60~~146 0 ~ 4 8 0 ~ ~ 1 4 4  oagioo.ig141 978020.i9139 92403, 
12 O .a0881 06976 o. 20878 43899 O .20875 79465 o. 20873 13997 o. 20870 4782 i O. 20867 8 1258 

o.na609 4169 I o. aa606 07401 o.az60a 71375 o.aa5gg 34022 0.22595 95755 0.92592 56983; 
14 o. 24334 97628 0.24330 80365 0.24326 60919 o.. @a2 39796 o. 24318 17516 o. 2431 3 94585 
i 5 o. 26057 54508 o. 26059 41635 o. 26047 26054 O. 26042 08389 o. a6036 8ga77'o. 26031 69341 -- 
16 0.27776 9a313 =???O 70319 0,27764 450x2 0.~~58 17 146 0.2775 I 87492i~.27745 56809, 
17 0.29491 81302 o. 29485 45815 o. 29477 96315 o. sg4go 43709 O .a9462 88gaolo. 29455 3285y 
18 a.3i2oi 2032 0.31 196 47816 0.31187 58795 0.31178 6603~ 0.31169 70640,~.3~~6~ 7368il 
1 g o.3aqi3 95375 0.32 03 563d9 0.32893 I 1615 0.32882 62432 O ,3287a 10078 0.%861 55827 
- -- 8 20 o. 34G18 62537 o. 34 06 5 I 777 o. 34594 3429 i o. 34582 1. I 543 ---- o. 34569 85022 O. 34557 562 I 31 
2 L 0.36319 15076 0.36305 14826 0.362 I 06705 0.36276 92406 0.3626a 73647 0.36248 52146, ! I -- 
22 0.3801'5 34924 0,37999 26605 O .37q 3 og 132 0.37966 84451 0.37950 5453310.37934 21350, 
23 0.39707 04404 o. 39688 68622 0.3~6~0 22958 O .3g65i 67531 O .s9633 0668. 0.396 14 41.983 2 24 0.41394 06246 0.4373 a2805 0.41352 a7197 0.41331 21~36 0.41310 0q5~ 0.41288 92660 l 
a5 0.43076 23610 O ,43052 71523 o.43oag 05513 0.43005 2841~ O .4~~81 431 la O .4ag57 52475' 
x~ o T ~ ~ 5 3  401 03 0.44,26 97603 ca700 39244 0.44673 68208 a4646 87724 o. 44620 O la 
27 o. 46425 39796 o. 46395 8435 i o. 46376 i 09 15 o. 46336 23044 O 46306 2434s o. 46276 1 84.q 
28 O .4809a 07245 0.48059 15570 0,48026 03563 0.479ga 75181 0.4795 34432 0.47925 85337, 
29 0.49753 27510 0.49716 7558 i 0.4~680 0075~ 0.49643 07422 O .496~! 00016 O. 49568 82997, 
30 0.51408 861740.51368 492430,51327 8661~0.51287 -- 03i340.51246 036~50.51204 93% 
3i 0.53058 69358 0.53014 21969 o. 52969 45834 0.52924 46271 0.5a879 28670 o. 52833 984511 
3a o. 54702 63743 o. 54653 79751 0.54604 636. o o. 54555 213:)2 o. 54505 58763 o. 54455 81748 
33 0.56540 56588 o. 56287 09174 a .  56233 26082 0.56179 13685 O .%la4 78438 0.56070 268431 
34 0.57q7a 35748 o. 57913 97438 o. 57855 19538 0.57796 08991 O ,57736 72830 o. 57677 181461 
35 10. 5c3Sg7 89694 o. 59534 32377 o. 59470 31 238 o. 59405 9381 8 o. 59341 27759 o. 59276 40770 - 
36 0.61217 07G o. 61 i48 02479 o. 61078 49035 0.61008 
37 o. 6282.9 79000 o. 62754 96904 o. 62679 61478 o. 62603 
38 O .64435 94534 o. 64355 05502 o. 64273 57825 o. 64 191 
39 0.66035 452370.65948 188330.65860 2806~0.65771 
40 - o. 67628 azgno o. 67534 a8 I 86 --- o. 67439 69955 o. 67344 
41 0.6gei4 aoii6 o. 69 I 13 a5598 0.6901 i 54003 o. 6890 i7098 o. 8 42 0.70793 30096 0.70685 03870 0.70575 93522 o. 7046 I 1622 0.70355 70934 0.7~244 843951 
43 0.72365 46884 0.72249 56587 0.72132 74633 0.72015 144240.71896 89579 0.71778 13q08 I 44 0.73930 65976 0.73806 78134 0.73681 912831~.73556 189~6 0.73419 75766 0.73302 7631 1 1  
$5 0.75488 80854 0.75356 63715 0.75223 38~,8,o.jCi08g 19708 O .74954 23413/0.~~818 650& 
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TABLE IX. 38 r 

0.00000 0000 0.00000 O 0 0 0  0.00000 O 0 0 0  0.00000 oooc l 
0.01745 2849 0.01745 2834 0.01745 2788 0.01745 a773 
0.03490 3041 0.03490 agi8 0.034go a548 0.03490 94a6 
0.05234 7919 0.05934 $ioa 0.05234 6255 0.05234 5842 
0.06978 48321 0.06978 3843 0.06978 0887 0.06977 9909 
0,0872t 1134 0.08720 3,429 o.o8?ao i52c 

0875 o. 10460 7577 
0229 o. l a i  9 4992 B 8507 o. i3g 6 0692 
2741 0.15670 161 
g980 o.,rydoi -- 4 7 1 ;  

o. 19139 g240 7 1 ~ 1 3 ~  8696 7 1 ~ 1 %  p g i  o. 19129 6981 
0.20867 8126 0.90865 1463 0.20862 1764 0.20854 5401 
0.a259a 5698 0.542589 1812 0.22585 
0.24313 9459 o.a@or) 7152 0.24305 
0.26031 6934 0.26026 4922 0.26021 

c.29455 3286 o.  29447 7645 o. 29440 
0.31160 7368 0 .3115~ 76a6 o.3114a 

o. a7745 5681 7 ~ 2 ~ 7 3 9  25f17 -o. 2773a 

0.5286~ 558'3 o.3a85i 0097 0.5284 
0.34557 5621 0.34545 2661 - 0.34532 
0.3648 52z 7 3 6 2 3 4  2963 O .362ao 
0.37934 2135 0.37917 8689 0.37 oi 
0.39614 4198 0 . 3 ~ 8  5 7568 0 . 3 ~ 9 ~ 7  8 0.41288 9266 0.412 7 7377 0.41246 
0.42~~57 5a48r o.&g33 5941 0.42909 - 
0.44620 0102- o.445g3 I 136 7 4 4 5 6 6  
0.46276 1842 0.46246 0 8 ~ 3  o..46!a15 
0.47925 8534 0.47892 3195 0.47858 
0.49568 8300 0.49531 6086 0.49494 
0.51204 g322 0.51163 7669551122 
A 

0.52833 $45 0.52788 6108 0.5a743 
0.54455 8175 0.54405 g635 0.54356 
0.56070 a684 0.56015 65d7 0.55961 
0.57677 1815 0.57617 5210 0.57597 
8.59a76 4077 O . ~ C J ~ I ~  4064 0 . 5 ~ 1 4 6  -- 
0.6086~ 8056 0.60797 1623 0.60796 4526-0.60655 7627 0.60585 1786 0.60514 7872 
0.62451 2410 0.62374 6476 0.6aag7 9726 0.62221 3092 0.62144 7508 0.62068 3915 
0.64026 5877 0.63943 7294 0.63860 7720 0.63777 8164 0.65694 $33 O.  6361 2 3146' 
0.65593 7972 0.65504 ~ 8 2 7  0.65414 7193 0.65325 1456 0.65935 6704 0.65146 4034 
0.67152 54c)4 0.67056 191 I --- 0.66959 6914 0.66863 167a ---- 0.66766 7356 0.66670 5149 l 
o.GQoa 9% 0.68599 3469 0.68495 5744 0.68391 7606 0.68288 0314 0.68184 5134 
0.70244 8440 0.70133 651 i 0 .7~02a  2632 0.699 I O  8145 0.69799 4400 0.69688 27Ç0, 
0.71778 1391 0.71659 0141 0.71539 6623 o.714ao 2273 0.71300 8534 0.71181 6867, 
o.733oa 7631 0.73175 3555 0.73047 6858 0.72919 9071 o.7a7ga 1737 0.72664 64171 
0.74818 6604 0.7468~4 6047 0.74546 a577 o.74409 7725 o.74a73 3136 0.74137 0474 

1 
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TABLE IX. 

- - -  

0.00000 oooc 
0.01745 2757 
0.034 O a304 B O .o5a # 5432 
0.06977 8938 
0.08719 9622 

O- '7399 9543 
o.ig1;y 6794 
0.20831 9196 
0.a2579 368e 
0.94288 7226 
o. 26000 6797 
0.a7707 9418 
o.ag4i0 a137 
0.31107 a038 
0.327 8 6244 
0.3~48~ igi! 

0.36163 6255 
0.37836 6512 
O .33502 9979 
o.4ii6a 4001 
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TABLE 1X. 389 

0.00000 0000 0.00000 O000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 O000 0.00000 moc 
0.01745 a698 0.01745 a684 0.01745 2669 0.01745 a655 0.01745 2641 0.01745 n6a8 
0.03490 i8a 0.03490 1714 0.034 O 15139 0.034 O 1487 0.03490 13 0.034go 1269 8 75 0.05234 1 ~ 3 8  0.05134 38d 0.05~34 3439 0.0523~ 3054 0.052 4 2675, 0.05234 230 
0.06977 5135 o. 06977 4212 0.06977 3300 0.06977 24031 0.06977 15211 0.06977 O 55 
0.08719 ai96 0.08719 o3ga 0.08718 8612 0.08718 6860 0-08718 5137 0.08718 3446 
o. 10459 1466 o. 10458 8348 o. 10458 527% an44 o. 1045 9267 o. 1~457 6345 l o. 12196 9409 0.12196 4458, o. iaigS 9574 4765 o. inigl 0038 o. 12194 53. 7 
o. 13 32 do5 0.13 31 51 14 o. 13930 78.3 0645 o. 13 29 3588 o. i3gaB 6690 t I B 0.15 64 7247 0.15 63 6723 0.15662 6342 6121 0.15 60 6072 0.15659 6207 
0.17394 0147 0.17392 5710 o. 17391 1469 0.17389 7448 o. 17388 366a o. 17387 0127 
o.igiig 7735 o.ig117 8518 0.19115 9563 o.igii4 0899 o.igiia 2548 o.igiio 455; 
0.20841 6563 0.20839 1613 0.20836 7004 0.20834 2771 0.?~0831 8943 o.ao8a. 5547 
0.22559 3209 0.22556 1485 0.22553 oi 6 0.22549 9382 0.22546 go83 0.2254 8 9332 
o.a&p 4274 0.a4a68 4651 o.ada64 55 g 0.a4260 707 0.24256 qa3o o.a~(a53 2065 
- 

t 
0.25980 6391 0.25975 7654 0.95970 9582 0.15966 n d !  0.25961 b675 o.25g56 9955 
0.27683 6aaa 0.27677 7071 0.27671 8725 0.27666 1258 0.27660 4740 0.97654 y47 
o.ag38i o46a o.ag373 9510 0.29366 521 0.29360 o58a 0.29353 a779 0.29346 6194 
0.31072 5842 0.31064 1616 0.31055 8518 0.31047 6682 0.3iaQ 6180 0.3105i 7121 
o.3a757 9131 0.32748 ooyo 0.32738 a341 0.39798 6069 0.32 ig 1371 0.3270g 8366 
0.34436 7138 0.34425 1594 0.34413 ,5911 0.344oa 5293 0.3~S~l 4819 0.34380 6313 
0.36108 671 5 0.36095 2954 o. 36082 09% 0.36069 0949 o .  36056 3032 o. 36043 738$ 
0.37773 4758 0.37758 0959 O .3774a gaoi 0.37727 9674 0.37713 a565 0.37698 805.~ 
0.39430 8aia 0.39413 2467 0.3~395 goda 0.39378 81 54 0.3936a 0018 0.39345 4846 
0.41080 4071 0.41060 4386 0.41040 7321 0.41oai 3125 o.41ooa 2043 0.40983 4315 
0.4a~ai 9383 0.42699 3676 0.42677 0913 0.42655 1376 0.42633 5342 0.42612 3084 
0.44355 1249 0.44329 7352 0.44304 6746 0.44279 9750 0.44255 6674 0.44231 8a; 
0.45~9 6830 0.45951 2488 0.45923 1808 0.45895 5147 0.45868 9853 0.45841 %275 
0.47595 3345 0.47563 6218 0.4753a 3146 0.47501 4529 0.47471 0757 0.47441 aaig 
0.4gzoi 8079 0.4~166 5739 0.4~1Cii g871 0:4g097 4921 0.49063 75-24 0.49030 5512 
0.50798 8381 -- 0.50759 -- 8314 0.507ai 161 O 50683 3414 0.50645 9558 0.50609 a073 

-.-- 
a.52386 1670 0.52343 1276 0.52300 6a61 0.52258 7167 752a17 4533 0.52176 8890 
0.53 63 5435 0.53916 a029 0.53869 4489 o.538a3 3412 0.53777 9395 0.53733 3022 
0.55830 7242 0.55478 8052 0.55427 5258 0.55376 9456 0.55327 1363 0.55278 1602 
Q .57087 4733 0,57030 6902 0.56974 5979 0.56919 2683 0.56864 7735 0.5681 I 1841 
0.58633 5631' 0.58571 6a17 0.58510 464 0.58450 0559 0.58390 5890 o.5833a 1032 
0.60i'68 7743 0.60101 3719 0.60034 7729 0.5:)96g 0633 0.59904 3a9 I 0.59840 6550 
0.61692 8962 0.6461 7218 0.61547 4099 0.61476 0544 0.61405 7489 0.61336 5858 
0.63205 7273 0.63ia 8 4613 0.63048 i 189 0.62970 8021 0.62894 6126 0.62819 651 I 
0.64707 0754 0.646~1 3899 0.64536 6908 0.6453 0887 0.64370 6940 0.6428 61 58 
0.661~6 7580 o.661od. 3168 0.6601n 4265 0.65~9 7065 9.65835 1.165 o.65idz 2547 
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l F(55'). 

0.00000 0000 

0.01745 3887 
0.03491 1 3 4 ~  
0.05937 5936 
0.06985 1243. 
0.08734 0843 
O. 10484 ka8 
o.ina37799g 
0.13~93 1370 
0,15751 4171 
0.i75ia 9350 
o. 19278 0573 
0.21047 1531 
o.ai8ao 636  
o.@k~8 $88 
0.96382 ~ 0 7 4  
0.a8170 7z73 
0 . ~ ~ 9 6 5  3255 
0.3'1~66 1585 
0.33573 6a64 
0.35388 i d 0  

o . 3 p i 0  4 6 3  
0.3gdg q 8 6  
0.408~1 7 55 
0.427~4 4186 

' 0.44580 I i 31 
0.46445 2 8 ~ ~ 6  
0.48320 3718 
0,50205 m31- 

p. - 
o0 
1 
9 
3 
4 
5 - 
6 
7 
8 
g 

10 - 
11 
i a  
13 
14 
15 - 
16 

:g 
19 
ao -- 
I I  

22 

23 
24 
25 
a6 
27 
28 

F (56"). 
- 

0,O~OO 0000 
0.01795 3 9 0 ~  

B 0.034 1 1458 
o.05a 7 63a6 
0.06985 a168 
0.08734 a653 
O. ,0485 146; 
o . i ~ d 5 8 s a 8 1  
0.13993 8821 
o. 15759 4803 
0,17514 3969 
o. 113~80 0083 
o.aio4g 6933 
o.n.813 8334 
0.a46as 8150 
0.26387 oig6 
0.28176 8 4 0  
o.ag972 6808 
0.31774 9.82 
0.33583 9886 
0.35400 2686 

~g 1 0.52101 9856 
30 - 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 

4s 
43 
44 
45 

0.52218 31.47 0.52~56 0342 0.5293 3o3L 
0.64139 0 6 8 ~  0.54181 ag* 0.540na gi i c  --- 
0.56072 6941 0.561 i9 6876 0.56166 026; 
0.58019 6060. 0.58071 7634. 0 . 5 8 1 ~ 3  211: 
O .5gg80 3388. 0.60098 0 6 4  O .&cg5 035; 
0.61955 3941 0.6soig i.,(p o.6ao8a 0821 
o. 63d5 3450 O -64615 5831 O -64084 943: --- 

o,6!i950 7a47 0.660~7 435 0.66104 
o.6797a 0974 0.68056 il 175 0.68ido 5451 
0.70010 0277 o.7oron 8093, o . p i 9 4  529( 

0.7196a7306'0.720650907 0.78166 5053 0 . 7 ~ 2 6 6 8 2 0 ~  
0 74137 8 7 ~  0.7448 5441 -- 0.74358 0707 
0.76298 957a 0.76349 5462 0.~6468 9439 
0.78338 9518 0.78470 1430 o. 
0.80468 4607 o.806<0 gq93 O.CI 
0.82618 0978 0.82779 7530 0.8sge6 1273 
0.84788 4833 0.84956 c746 o.85iaa '5748 

F(57O). 
- 

O.QoQ00 0000 
0.01745 3 16 I 0.03491 1 78 
0.05937 671 1 
0.06985 3081 
0.08734 4438 
o. 10485 4549 
0.12~387196 
0.13994 6170 
0.15753 5 9 0  
0.17595 8390 
o. zgn8i 9330 
o.aio5a 1996 
0 .~28a7 0303 
0.24606 81.9 
0.96391 9626 
0.28182 a724 
o.agg7.q 9496, 
0.31783 5880 
0.33594 2928 
0.3541% 2664 

0.52141 1 74 
o. 54053 &ga 
O, 55977 0103 
0.57913 46a5 
o. 5g86a 8938. 
0.61825 7883 
o. %a 6363 
0.65793 9340 
0.67800 1836 
0.69821 8931 
0.7185 5759 B o.7%1 7507 
0.75984 409 I 0.78073 743 
0.80180 4832 
0.82305 go20 
0.84450 4684 

0.54009 3905 
0.55928 4532 
0.57859 6 ~ 4 8  
0.59803 3606 
0.61760 ia16. 
o. 63730 3736 
0,65714 51374 
0,67713 a384 
0.69~26 8066 
0.71755 59 % 0.73eoo 6, 44 
0.75861 873% 
0.77939 9863 
o . b d 5  4716 

. 0.89148 8858 
0.84~80 5484 

F (689). F(%")* F (600). 
- -& 

0.00000 O 0 0 0  0.00000 0000 0.00000 OOOC 

0.01745 3 3944 0.01745 395; 
0.03431 1 

0.05237 
0,06985 
0.08734 
o. 10485 
o.lin3 

I 0.139 ! 
0,157 4 
0.17517 ---- 
o. ig283 82. o o. 19285 6940. o. igd7 52% t o.al054 66 7 0.91057 0978 o.alo5. 483t 
0.a2830 1801 0.22833 27 4 0 . ~ 8 3 %  3a3L I 0.a4610 7685 0.94614 65% 0.146~8 470t 
0.26396 8412 0.~6401 6403 0.86406 354L 
0.a8188 8143 0 . ~ 8 1 ~ 4  66~6o.ra8aoo do()( 
0.99987 1018 0 .99  94 14.91 0.30001 0757 8 0.3i79a 1.66 0.31 oo 5333 0.31808 7972 
0.%604 3155 0.33614 a540 0,33684 025: 
0.35424 1005 0.35435 7559 0.35447 ai7s 

0.52179 8982 
o.54q6 3052 
0.56025 1 12% 

0.67966 8145 
o. 5ggai g i q  
0.61890 O q 
o. 6387.4 ktj 
0.6587a 6835 
0.67886 51  12 

0.69~16 3455 

0.74026 2170 
0.76i0, 3617 
0.78206 7a76 
0.80324 8834 
0.8246a 4025 
o.846tg %a8 

0.3~251  JI^; o.5p65 4896 0.37~78 8361 
0.39088 si44 0.39303 giai 0.39119 3 5 4  
0.40933 4360 0.4 51 487~0.40969 a 4 5  3 0.49788 0395 0.49 08 6856 0.4a8e9 004 
0.4465a 4873 0.44675 9854 _- 0.44699 116f 

0.4652, 2487 0.46553 87a3 0.46580 086i 
o.4841a 7.999 0.48442 84oc. 0.48471 4261 
0.5030~~ 6e48 0.50343 3905 0.50376 655E 

0.37924 i+I 0.3768 1.43; 
0.39056 13651 
0.40896 5608 
0.49745 8780 
0.44604 5108. 
0.46472. 908  
0.48351 5249 
0.50~40 T9" 

0.3cjo7!2 28.3 
0.4ogi5 1192 
o.da767 01945 
0.446a8 6548 
0.46500 2.52; 
0.48382 3479 
0.5053~5 4055 
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TABLE IX,  

450 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
5a 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
!i9 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
20 
71 
72 
73 
74 
75 

77 
78 
79 
80 - 
81 
82 
83 
84 
85 
56 
57 
38 
59 
30 

-- 
0.84280 5484 
0.86431 1385 
0.88601 0941 
o.go790 9110 
0.g300i 0817 
0.95239 0935 

G 7 4 8 4  ha73 
0.99758 555 
i .oao54 9 4 ~ 8  
i .04374 0340 
1.06716 2684 

-082 0624 
1.1 1471 8131 
1.13885 8944 
J .16324 6534 

-- I .i8788 4071 
i.ai2774382 
i .a3791 9914 
1.26339 2690 
i . ~ 8 8 ~ 8  4&3 
1 . 3 i 4 p  5671 -- 
1.34108 7389 
1.36752 92781 
1.994a30535 
i -421 18 9645 
i . a840  4330 
i .d7U7i498 
1.50358 7a03 
i .53i54 6596 
1.65~74 38qi 
I .58817 a330 

y 6 1 6 8 2  4156 
i .6456$ 0594 
1.674~0 1843 
1.70402 7074 
i -73347 4440 
i .7630 i loi 
1 . ~ ~ 1 8 g  3 ~ 5 ~  
1.82277 6202 
i .85281 4370 
i .88296 1425 -- 
i .913a0 0331 
i .g4351 3466 
i ,97388 a71 1 
a.00428 9575 
2.03471 5312 

- 
0.84450 4684 
0.86614 7ai5 
0.88799 solo 
o.gioo4 4463 
0.93330 g 48 
- 0.95479 3809 
0.~7750 1340 
i ,00043 770 
i ,02360 5 a38 
i .o4701 7776 
i .07067 - 1280 
1 .og& 3483. 
1.11872 8 ~ ~ 2 6  
1.14314 1924 
1.16781 6530 
1.  1 ~ 2 7 5  6d95 
1.a1796 5230 
1.24344 5758 
1.26920 0666 
1.89523 2057 
1.3ai54 1494 
i .34$ia 9947 
i .37499 7737 
1.402144476 
i ,42956 go06 
i .457a6 9345 

-524 26a4 
i ,51348 5035 
i .54199 1776 
1.57075 7002 
i ,59977 3783 
i .6a903 4069 
i .65852 8661 
1,688247197 
1.71817 8142 
1.74830 8800 - 
i .77862 5332 
1.8ogii 27*q 
i .83975 51 1 6 
i .87053 5520 
i .go143 5905 
d- 

1 .g3243 $39 
i .g635a 1325 
r ,99466 6992 
2.02585 4227 
2.05706 2323 

- 
0.84619 86a8 
0.86797 8457 
0.88996 9352 
o.gia17 7166 
0.93460 7755 
0.95726 6963 
0.g8016' 0605 
1.00329 4449 
i ,02667 4196 
1.05030 5454 
i .074ig 3715 
i ,09834 4324 
i .in276 2448 
1.147453039 
1.1724% c7 9 8 1.19767 01 4 ,  
l .aa3205i12 
I .%49oa 9410 
1.27514 6263 
I .30155 8407 
i.3a826 8oa2 

A- 
i .35527 6665 
1.38258 5208 
1.410193768 
i .438io 1638 
i .46630 7220 - 
i .dg480 7953 
i .52360 0246 
i .%a6 9413 
i .5820x>5 9612 
1.61 167 3790 
I .64i57 3636 
i ,67172 9545 
1 . ~ 0 2 1 3 0 5 8 ~  
1.73276 4506 
i -76361 7702 -- 
1.79467 5268 
i.8a5.p 1018 
i ,85733 7543 
i .88890 628a 
i -92060 7620 
1.95242 0994 
1 ,98432 5023 
a.oi6ag 7653 
2.04831 6309 
2.08035 8167 

- 
0.84788 4833 
0.86980 942 
0.891 4 0078 

0 . ~ 1 4 %  4106 
0.93690 0894 
0.95973 6816 ------ 
0.98281 8244 
1.00615 1526 
i .o2 74 2966 t i .05 59 8799 
~ 0 7 7 7 1  5163 --- 
i.io21a 8073 
1. 12681 3384 
1.15178 6753 
1,17705 3602 
1 .20261 9068 - - -  
1.998487 58 8 1 .  a5466 4 g i 
1.a8ii5 3242 
1.30795 7080 
1.33507 9097 

7.36a5a i 542 
1.39098 5944 
1.418373033 
i .44678 2660 
i .47551 3717 -- 
i .50456 405 i 
i .53393 0385 
1.56360 8a36 
i .59359 1842 
I -62387 4091. 
1.65444 6460 
1.68523 8g64 
1.71642 o i ig  
1.74779 6917 
i .77941 48" -- 
i .81 la5 7780 
1.84330 8164 
i .87554 7321 
i .go795 4655 
I ,94050 8733 
1.97318 6912 
2.00596 5584 
a.0388a 0346. 
2.07172 6181 
a.  10465 7658 

- 
0.84956 0746 
0.87161 6365 
0.89390 1182 
o.gi64a a056 
0.93918 5894 
0.96219 9641 
0.98547 0264 
i .oogoo 4733 
i ,03281 oooi 
i .0568. 2978 
i .081a2 050, - 
i . io5gi 33, 
1.13087 8058 
i.1561371a3 
1.18170 8744 
I .a0759 6875 
1.a33807150 
i .n6034 48a6 
1.a8721 47ai 
1.31449 i 141 
1.34195 7808 ------ 
i .36, 85 7778 1 i -3.9 09 3359 
1.49667 60i7 
i .45560 6 ~ 8 ~  
1.48488 3673 _ _ -  
i .Si450 6553 
i .54447 2081 
i .fi7477 6086 
1.60541 2983 

------ I .63637 5684 
i .66765 5520 
1.69924 2171 
i .731ia3614 
1.76328 6088 
i .7957i 4 7 5  
I .8~839 0308 
1.86129 5805 
1.89440 9923 
i .ga771 0450 
i .96117 3 p o  ------ 
I .99477 4757 
a .~2848 7446 
a.06228 47a8 
2.09613 8818 
2.13ooa 1438 

--- 
0.85192 3748 
0.87341 7420 
0.89584 9598 
0.9185s 76B 
0.g4r459155 
0.96465 1561 - 
0.98811 2500 
i . O R  184 9606 
i .03587 0528 
i ,060i8 a905 
i .08479 4340 --- 
i.iog71 a368 
1.13494 441 
1.1604~ 7788 
1.18637 9566 
I . ~ 1 2 5 3  6614 
1.239155@ 
i .a6606 2404 
i..>.g33a3118 

. 1 .?ho94 2900 
1.3489a 6427 
i .377a7 7637 
.do599 99 3 

1.43500 5481 
I .46456 5705 
i .dg441 0869 
i .Sa463 ooa6 
1.5552% 0900 
i .58617 9767 
i .61750 1341 
I .64917 8666 
1.68120 3013 
i .7i356 37 4 
1.,&248~!6 
i .  7924 2576 
1 .a1252 9534 --- 
1.84609 0807 
1.879905844 
i .g13g5 2156 
1.94820 5419 
1,98a63 9566 
a.o:7aa 7oaa 
a.05193 8835 
a.08674 4930 
n.iai61 4377 
2.15651 5648 
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TABLE IX. 395 
c. 

p. 

45" 
'46 
147 
'48 
'49 
50 
51 
51  
,53 
54 

155 
,56 
,57 
58 
,59 
,60 

E (61"). 

o.7a6 9 5407 B 0.740 3 6238 

a 0.7541~ 7278 
0.767 6 7124 
0.780 5 451 i 
0.7~368 8320 

E (60°). --. 
o.7282a 4156 
0.74194 9702 
o.7555a 9318 
0.76896 1691 
0.78294 5645 
0.79538 0148 -- 
0.80836 4319 
0.8211~ 7431 
0.83387 8gao 

-- 
0.84640 8389 
0.85878 56r4 
0.8~101' 0552. 
0.88308 3348 
0.89500 434a 
0.90677 074 
o. g 1839 4 a94 

o.sa071 4566 
0.93157 0247 
o.gdaa6 3563 
0.9597. 6oaa i 0.9631 9404 

-PM 

0.97338 5no 
1234 0.98344 7472 
6739 0.99335 7167 
8642 i ,0031 i 78a3 
oa33 1.01273 a735 - 
5iL 1.oaa205528 
7241 i .03154 0173 
0855 I .04074 O 90 2 
-- 

0566 i .04981 a 57 
1316 1.05876 0915 

i -06758 9073 
1.07630 5co6 
i .0849 I 160 d i .og34a 041 
1.101838514 - .  

1.11016 7791 
i - 1  1841 8415 
i .12659 8143 
1.13471 5407 
I . I 4277 8385 
1.15079 $773 
1.15877 6150 
1.16671 443 8 1.17466 907 
1.18268 9086 

E (64"). E (650). 
' -  - 

o.7a3 

--- 

E ( 61"). 
- 

0.7~578 147 i 0.73934 579 
o.75a75 0387 
0.7659~ 9077 
o.77gog iaga 
o.7gaoa 58ao 

0.~1776 6976 
o.ga847 0555 
0.93900 651 I 
0.9493 6a81 
0.~5959 1579 
0.96962 4408 
0.97950 7073 
0.98 23 2194 a 0.99 80 2715 
i.oo8sa 1919 --- 
i.01749343~ 
i .oa669 la67 
i -03560 , 767 9 i .04&(6 682 
1.05318 - $142 
i ,06178 867 i 
r .07oe7 I 188 
i .07864 aoog 
i .o86go 7845 
1.0g50757~~ 
1.10315 3344 
1.111 14 8331 
1.11906 8950 
i.ia6p 3718 
- i .i347n 1 448 

1.14a47 la18 
1.15018n335 
1.15786 4293 
1. I 6551 6 30 
~17317~582 

o. 80656f581 

E (63"). - 
0.7a460 7070 
0.73808 a545 

8 
0.75140 0600 
0.76455 -645 
0.77755 299 
0.7qo39 5046 

0.91487 8098 
0.99543 1564 
0.93581 9105 
0.9460s 1074 
0.95606 0108 
0.96593 1141 
0.97563 6416 
0.98517 85oa 
0.99456 0304 
1.00378 5081 - 
i.oia85 6455 
1 .oz177 8429 
1.03055 53.95 
i ,03919 2148 
1.04769 3894 
i .05606 6a61 
i .06431 5303 
i .07a44 7501 
r .do46 9766 
1.088389433 --- 
i.og6ai 4a5a 
1.103 5 a377 
i.iii!i a345 
1.11 ao 3053 I I . i a 79 37539 
1.13421 38 7 
i.14i65333~ 
1.14~06 9041 
1. i 5645 oi 6a 
1.16382 ,964, 

0.80137 214. 
0.8i3n 774% 
o.8a6oi 4a50 
0.83808 0893 
0.84997 7093 
0.86170 a454 
0.87325 67751 
o. 88464 0059 
0.89585 a522 
o. g06Pg 4604 ---- 

or80480 1602 0.7997i 3760 
0.8im1 6944 
0.82414 671.9 
0.83610 aaao 

--- 0.84788 a 6 1  
0.85948 ,843 
0.870~1 7161 
0.88~17 0616 
0.893a4 8304 
O .go415 o6a6 

0.803060 
0.81557 89~4 
o.8a7ga i3a -4 0.84010 939 
o.85a1 I 3829 
0.86396 55a3 
0.87564 6910 
0.88716 a088 
0.89851 1366 
O. go969 5a7a 

o.8qq 14821 0.81741 7734 
0.83185 9375 0.82987 3d75 

-- 
0.84497 0773 
0.85652 5377 
o.8686a 3064 
o. 88056 S9oi 
0.89234 8153 
0.90397 6a93 
0.9 I 544 go04 

o.84ai6 8257 
0.85430 1687 
o.866a7 3558 
0.87808 3855 
0.88973 9763 
a.goiaa 0676 
O .gi a54 8205 
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TABLE LX. 

F (60"). 
- 
0.85192 3748 
0.87341 7420 
0.89584 9598 
0.g185a 7683 
0.94145 9155 
0.96465 1561 - 
0.98811 2500 
I .oi 184 9606 
i .03587 0528 
1.06018 lgo5 
i .o847g 4340 -- 
i.10971 2368 
1.13494 &si 
1.16049 7788 
1.18637 9566 
1.21253 6614 
.a3 i 5 w 3  

i .26 8 06 2404 
i.ag332 31 18 
1 .32og4 agoo 
i .348g2 6427 - 
i -37727 76 7 
1 - 4 0 5 ~ ~  9983 
i -43509 5481 
i .46456 5705 
1.49441 0869 
i .52463 0026 
1.55522 0900 
1.5861 7 9767 
1.61750 1341 
1.64917 8666 -- 
1.68120 3013 
I .71356 3794 
1.74624 8486 
1.77924 2576 
I .8125a 9534 
1.84609 0807 
I .87990 5844 
1.91395 2156 
1.94820 5412 
i .98263 9566 --- 
2.017222 7022 
2.05193 8873 
a.08674 4930 
a. 12161 4377 
2,15651 5648 

F (6i0). 

0.85287 1161 
0.87520 26 8 
0.89778 aiil 
o.gzo61 7551 
0.94371 6960 
0.96708 8560 ---- 
o.ggo74 0623 
i .01468 1489 
i ,0389 I 9552 
I ,06346 3234 
1.08832 0959 --- 
i. 11350 1120 
1.i3go1 2046 
1.16486 1958 
i.ir~i05 89a4 
i.ni761 0806 
1.24452 5194 
i ,27180 9350 
I .29947 0122 
1.32751 3866 
i .35594 6356 
L ,38477 a680 
i ,41399 7136 
i ,44362 31 15 
i .47365 2976 
1.50408 7916 
i i53492 7835 
i .56617 "97 
1.59781 4886 

. i ,62985 4070 
1.66a28 2060 
1.6950~ 0187 
1.728a6 7683 
1.76180 15% 
1.79567 6653 
I .82987 53a4 ---- 
1.86437 7690 
1.89916 1517 
1.g34ao.azqg 
1.96947 3359 
9.00494 5993 
a.04058 9636 
2.07637 a192 
a. 11226 0105 
a.14821 8861 
a.18421 3a17 

F (62"). 

0.85450 c242 
0.876 6 9147. 
0.89~8~ 5582 
0.9226 8115 
0.94595 5460 
0.96950 6471 - 
0.99335 0129 
i .0174 5526 
1 .04i9! 184 
i .06672 8358 
i -09 183 4359 
1.~727 9174 
1.14307 aie4 
1.16922 2390 
1.19573 9164 
l.nm63 ,392 
y24990 7813 
i .a7757 6869 
i .30564 6622 
i -33412 4667 
i ,36301 8031 

F (63O). 

0.85610 820% 
0.87871 3 76 
o.go158 6 El 60 
0.~24~3 574 
0.94817 0705 
o.g7igo 1002 - -  
0 . ~ ~ 5 ~ 3  6364 
i .o2028 6680 
I .04496 1980 
i ,06997 2.417 
1.09532 8243 
1.ia103 9779 
1.i4711 7381 
1.17357 1397 
1.20041 ai22 
1.22764 9739 
i .a5529 4256 
1 .a8335 5431 
i .31184 2687 
1.34076 5019 
i .37013 0882 _ ) _ _ _ _ _ _  

I .41529 2712 
1.44668 0952 
i .47860 4585 
i .SI 107 4325 
1.54409 6762 
r ,57767 7616 
1.61 18a o77a 
1.64652 7998 
I .68179 8648 
i .71762 9353 --- 
1.75rjoi 3710 
i .79094 1976 
1.82840 0773 
1.86637 2827 
i .go483 6739 
I ,94376 68 16 
1.98313 2981 
2.onngo 0744 
2.06303 1293 
a. 10348 1685 -- 
2.14420 5151 
n.18515 1512 
2.22626 7708 
s.26749 8425 
a.30878 6798 

F (64°)- 

0.85769 moi 
0.88043 3451 
0.30345 1676 
0.~2675 6713 
0.95035 8631 
0.97426 7726 --- 
0.~~849 4516 
i .oz304 9727 
i .04794 4284 
1.07318 9.91 
1.09879 6010 ------  
1.12477 5834 
1.15114 0254 
1.17 90 0822 5 1-20 06 098 
l.da65 8sg9 

- - - - - _ L  

I .a6067 4732 
i .28 13 4716 1 i .31 04 7497 
1.34742 3643 
i .37727 3a3a - 

i .39d3 30631 i .59994 80731 i .do760 5719 

F (65"). 
--7--- 

0.85924 9361 
0.88212 5011 
o.go5a8 7461 
0.~3874 7220 
0.95251 5076 
0.97660 2097 
7-- 
1.ooio1 96a5 
1.02577 9268 
I ,05089 2894 
1.07637 9614 
1. ioa23 0767 
1.12847 9892 
1.15513 2701 
1.18220 2042 
1.~og70 0852 
1.23764 2104 
I .26603 8745 
I .a9490 36oa 
1.32424 9318 
i .35408 8229 
i .38443 2245 -- 

i .4azo7 5313 
i ,45224 9404 
i -48285 8886 
1.51390 6090 
1.54539 1966 
1.57731 5921 
I .60967 5648 
1.64946 6954 
1.67568 3594 - - - - -  
1.70931 7110 
i .74355 6681 
1.77778 8991 
1.8.1259 8121 
1.84776 5474 
1.883~6 9731 
I .gi908 6854 
1.95519 0138 
1.99155 0312 
2.02813 5698 

- - .  
a.06491 2421 
2.10184 4679 
9.13889 5060 
a. 17602 4904 
a.ai3ig 4695 

I .43022 35981 
i ,46096 3524 
i .49!3i7 a820 
i.5a385 5182 _ _ - - - - - - -  
I .55601 2853 
1.58864 6425 
i ,62175 4638 
1.. 65533 4175 
i .68937 9452 
1.72388 a4a0 
I .y5883 2372 
i.7g.421 5769 
1.83001 6094 
Y .866a1 3738 
I .go278 5930 
t .93 70 6716 I 1.97 94 6997 
2.01447 4633 
a.05an5 4612 
2.09024 ag4 
2.12841 i719 
a. 16670 0984 
a.2051 i a675 
9.24354 9349 

i .43842 7 I i .46975 203 
1.501 58 2599 
1.53392 33i7 
i .56677 9171 
1.60015 22ag 
1.63404 2570 
1.66844 8036 
1.70336 3982 --- 
1.73878 3019 
1.7746 4776 
1.81103 5672 
1.84693 8718 
i .88523 3354 -------- 
i .92294 5340 
1.96104 6700 
1.99950 5742 
a.03828 7153 
2.07735 2186 ------ 
2. i 1665 8927 
a.15616 a660 
9.19581 6309 
2.23557 0959 
o.27537 6430 
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TABLE 1 X  

o. 19102 &a(? o. igim 4655 o. igog8 57a O. 19097 4 88 0.19096 0918 a. 19094 j383 
a.no818 6058 o.mûi6 5847 o.aoBi4 ! a58 0.~081a 815 0.~08io p(go41 o.dog 1 4 6 ~  
o.a.530 0088 a. aa5q 4382 o.aa5.4 9466 a .as511 537n O .an520 31  28 a. na51 7 $765 
o. a4a35 8101 o. 14a% 5 82 o.s@ag 4848 o. &sa6 4741 o.aba3 5696 o.a4aao 7750 1 o.a5g35&8 o.as931 6 96 0.25ga7 8084 0.~5924 1035 0.n59ao 5291 o.eSgi7 o89q 
o.i76'a8 9390 0.~7624 i40a 0.97619 4881 0.27614 6488 o.aj606 4p3 
o.ag3i5 4398 o.ag3og 6809 0.99304 0980 o.agag8 4890 o.aga88 4769 

B a 0.30 94 6837 0.30987 8&9 0.30 81 ai49 0.30974 6133 a.30 69 6586 
0.39 66 q l g  0.39658 as30 0.5s 50 4196 o.3a64n $718 o.Sn635 5887 o.3dh 5801 
o.343ag 7973 o.343ao 4038 0.3431 I a963 o.3@oa 4868 0.34993 9858 0.34285 8048 
o. 35-04 8648 0.35.73 0.359% sa77 oi35 43 3790 0.35933 QooG 
0.3~831 08t6 0.~%18 8% 0.3~806 4235 o.3&4 6?qg o.3$85 5468 0.37579 4391 
0.39368 0595 0.39953 744 0.39239 8699 0.39~6 4331 o.5ga13 47go 0.3gaoo 9966 
0.40895 4149 0.40879 138% 0.40863 3536 0.40848 0816 0.40833 3418 0.4081 1534 
o.<(nSi= 769691 0.42494 5577 0.49476 5017 0.42459 2244 0.4a44a 5482 O 434iB 4 18 

8 -+-3%67 0.44110 74, s o.&ogg -19 0.44078 918 0.44059 4656 0.44040 6881 O &oaa 
0.45715 98 g 0.4569% ,552 0.45670 I ~ I Z  0.45648 4146 0.4561, 3657 0.45607 9965 
0.47301 1304 0.47275 1877 o.47a50 o3ao o.4pa5 6869 0.4720~ 18a6 0.47179 55ai 
0.488 4 7935 o. 8845 9553 o. 8817 789 0.48 90 901 i 0.48764 7579 0.48739 5841 d 0.50~56 6564 --- o. 0404 ,003 a. d 0573 - $ 961 0.50543 6859 0.50314 7089 0.50a86 8049 

0.51 86 365 0.51951 0713 0.51916 $253 0,51883 6737 0.51851 66i0 o.518ao 8304 
0.55823 5852 0.53484 a38 0.63447 ois9 0.53410 5039 0.51375 9460 0.53341 n&ii 
0.55047 9863 0.55005 5 aoa 0.54963 9136 o.54ga3 8aag 0.54885 ~ o a 5  0.54847 8051 
0.56559 a461 0.56519 5304 0.56467 18 i o.564a3 a849 0.56380 8760 0.56340 oaa3 il 0.58057 0510 0.58006 0318 0.57956 50 4 0.57908 5488 o.5786a si94 0.57817 6837 
0 . 5 ~ 5 4 1  ~0.9485 50.9 0.59431 5485 0.59379 9853 0.59308 793r 0.59980 14-1s 8 0.6101 1 0805 o. 60950 65 5 0.6089 i 9946 0.60835 1704 o. 60780 a655 0.60727 5567 
0.62466 7187 0.6240i 1803 0.69337 5404 0.62275 $899 0.69216 3131 0.69158 8967 

0.~~8~' g 299 0.63836 7858 0.63767 8885 0.63701 1355 0.63636 6a14 0.63574 4384 0.65 33 440 0.65a57 1966 0.65182 7507 0.65110 6122 9.65040 884a 0.64973 6673 
0.66744 8006 0.6666a 1430 0.66581 8483 0.66504 0316 0.66428 8050 0.66356 P7?E) 
0.68140 3497 a. 68a51 3657 0.67 64 1 ag a. 67881 i 15 0.67800 0968 o. 67791 9749 
c.69520 $519 0.69494 6160 0.69 2 31 t 862 0.69241 sg78 0.69154 1816 0.69~70 4700 
0.70884 a7oa 0.70781 6562 0.70681 gai0 0.70585 a198 0.70491 6< 61 0.70401 4894 
o.72a3a 9150 o.7aiaa a600 o.po15 3813 0.71911 7369 0.7181~ 4 1 18 0.71714 7672 
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5g8 TABLE 1X. 

- - -- 
0.00000 O000 0.00000 0000 0.00000 O000 0.00000 O000 0.00000 0000 0.00000 O000 
0.01745 4020 0.01745 403a 0.01745 4043 0.01745 4054 0.01745 4065. 0.01745 4075 
0.03491 a409 0.03491 a509 0.03491 a593 0.034 i 2680 0.034 i a765 0.03491 a846 B 0.05237 9598 0.05237 9853 0.05238 0160 0.05a88 0455 0.051 8 0741 0.05238 1015 
0.06985 9790 0.06986 0538 0.06986 la65 0.06986 1-66 0.06986 2644 0.06986 3295 
0.08735 7559 0.08735 go23 0.08736 04.44 0.08736 i%i7 o.o8,36 3142 ---- 0.08736 4416 
o. 10487 726; o. 10487 g 95 o. 10488 aa5i o. 10488 4 6 5  o. 10488 6924 o. 10488 9130 z o. iaa4a 3328 o. iza4a 7 63 o. lm43 1976 o. la243 5059 o. la243 8708' o. la244 a219 
O. 14000 oaa7 O. 14000 6265 o. 14001 aiar o. 14001 7782 o. 14ooa 3244 o. 14002 8499 
o. 15 61 a452 o. i576a 1074 o. 15 62 9436 o. 15763 75ao o. 15764 53ao o. 15765 a8ab 

zl 0.17 26 4536 0.17527 6402 0.17 g 28 7908 0.17529 9034 0.17530 9770 0.17532 0101 ---- 
o. 19a96 1053 o. ~gag? 6903 o. igagg a272 o. 19300 7135 o. ig30a 143 o. 19303 5a8i 
0.21070 6623 0.21072 7281 o.ai074 731% 0.81076 6686 0.~1078 5384 o.nt080 3379 
0.22850 5918 o.az853 22.4 0.92855 7871 o.na858 a6ia o.aa860 64 i o.az86a 9474 
O ,94636 3667 0.94639 67 8 O O. a4642 88% 0.94645 9.901 O ,4648 98! O .a465 i 8~17 
0.16428 4660 o.a6& 5562 0.26436 5234 0.26440 3618 0.96444 0668 0.96447 6339 
0.28227 3,5? 0.2823a 3655 O .a8237 2060 o.ah41 8goo 0.28246 4 1 7  0.28950 7655 
O .30033 5878 0.30039 6068 0.30045 4461 0.30051 0974 0.30056 5534 0.30061 8074 

1 0.31847 603 0.31854 7914 a.31861 7652 0.31868 5155 0.31875 0333 0.31881 3104 
0.33669 932% 0.33678 4395 0.53686 6943 0.33694 6858 0.33702 4031 0.33 og 8363 

I z 0.35501 0924 0.3551 i 0805 0.35520 7743 0.35530 1604 0.35539 a258 0.35 47 9585 
0.37341 610i 0.37353 254; 0.37364 5569 0.37375 5026 0.37386 0760 0.37396 a6a8 
0.3gip oa37 o.3gao5 510~1 0.39a18 6050 o.3ga31 a877 0.3g243 541 i. 0.39955 3483 
0.4105a 8813 0.41068 4125 0.41083 4939 o.di098 1040 0.41112 aaai 0.41125 8283 
0.429o4 7425 0.42 42 5929 0.42959 81 15 o.da976 5533 o.&p 7342 0.43008 3313 
0.44808 1790 0.~~!28 4540 0.44848 15.95 0.44867 9519 -- 0.4885 7082 0.44903 - soig 
0.46703 775a o.467a6 791T 0.46749 154; 0.46770 8314 0.46791 7909 0.46812 0019 
0.486ia 1288 0.48638 1438 0.48663 4a67 0.48687 9398 0.48711 6464 0.48734 5119 
0.50533 8516 0.50563 1470 0.50591 6249 o.5061() a423 0.50645 9 5 ~ 9  0.50671 72.92 
0.52469 5701 0.52502 4464 0.52534 4134 0.59565 4222 0.52595 4250 0.59624 3756 
0.54419 9264 0.54456 7043 o.5449a 4747 0.54527 1890 0.54560 7720 -- 0.54593 i9ig 
0.56385 5788 0.56426 6005 0.56466 5104 0.56505 a446 0.56549 7419 0.565~8 94a5 
0.5836 aoa7 0.58412 8346' 0.58457 2420 0.58500 3542 0.5854a 1015: o.5858a 4162 
0.60365 4914 0.60416 123% 0.60465 4117 0.60513 2774 0.6055 6415 0.606~4 445 

-- 
E 0.69381 1566 0.62437 a048 0.62491 78% 0.69544 8045 0.6259 1780 0.62645 8180 

0.64414 gag6 0.64476 8387 0.64537 145.9 0.64595 7508 0.6465a 5540 -- 0.64707 4580 
0.66467 5618 0.66535 8063 0.6660a 30gT 0.66666 9577 0.6672 6406 0.667~0 9481 
0.68539 8257 0.68614 giai 0.68688 ilos 0.68759 a940 0.6882 8 3386 0.688~5 iaio 
0.70632 5156 0.70714 9848 0.70795 4123 0.70873 65 3 0.70949 5801 0.71023 0429 5 O .7a746 4483 0.72836 8780 0.72925 1061 0.7301 O 97 4 0.73094 3300 0.73r75 0156 
0.74882 464a 0.74981 4714 0.75078 i i 10 o.7517n 2078 0.75263 5877 0.75352 0784 
0.77041 4a78 0.77149 6716 0.77255 3765 0.77358 3 4 s  0.n458 3888 0.~~555 3i0i 
0.79924 a286 0.79342 4141 0.79457 8832 0.79570 4194 0.79679 8068 0.79785 8308 
0.81431 7816 0.81560 6616 0.81686 6440 0.81809 4885 0.81928 9549 0.82044 8o4a 
0.83665 0281 0.83805 4079 0.83942 7056 0.84076 6546 0.84206 9880 0.84333 4399 
0.85904 9361 0.86077 6771 0.86227 1492 0.86373 0570 0,86515 1044 0.86659 99b7 
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TABLE lx. - 399 

- 
450 0.7aa3a ai5c 
46 00.3563 854s 
47 0.74879 007 1 
48 0.7637 4929 
49 0.774 9 '475 
50 0.78723 8204 
51 0.79971 3- 
52 0.81ao1 6944 
53 0.8a414 6719 
54 0.83610 aaac 
55 0.84788 a761 - - 
56 0.85948 784 
57 0.87091 7161 
58 0.88217 0616 
59 o. 89324 83a4 
60 o.go415 o6a6 --- 
61 0,91487 8ogE 
6a o.ga543 1564 
63 0.93581 aiol 
64 o.g46oa 1074 
65 0.95606 0108 - 
66 0.96593 1141 
67 0.97563 6416 
68 0.98517 850s 
69 0.99456 0304 

I .00378 5081 PL-- 
71 1.01285 6455 

74 1.03919 a i @  
7 L  1 .047693-4 
76 . I ,05606 6261 
77 1.06431 530i 

i .op44 7501 $ 1 i ,08046 9766 
80 1.08838 943C --- 
81 i . og6a I 4a5n 
8a i . i 0395 a377 
83 i.iii61 a341 
84 . i . i i 920 3051 
85 1. i a673 3729 --- 
86 i .134ai 3897 
87 1.14165 3337 
88 1. I 4906 a041 
89 1.15645 0162 
go i.i638a 7964 

1 
- -- 

0.71911 7369 0.71811 4818 0.71714 7672 
0.73aa0 9147 0.73113 5957 0.73010 0495 
o.745ia 5313 0.74397 8056 0.7428 0939 5 0.75786 3773 0.75663 8917 0.7554 6701 
0.7704a a567 0.76911 6474 0.76785 5608 
o.78a7g 9873 0.78140 8795 0.78006 5617 - - - 
0.79499 401a 0.79351 4090 0.79208 4827 
0.80700 3459 0.80543 0719 0.80391 1481 
o.8188a 6847 0.81715 7199 0.81554 3977 
0.83046 a974 0.8a86q aaio 0.8a698 0873 
0.84191 0815 0.84003 4603 o.838aa 0896 - 
0.85316 5a8 0.85118 3413 0.84916 a95a 
0.86415 z463 0.86~13 7865 0.86010 6134 
0.8751 I 175 o. 87a8 7385 0.87074 9735 
0.88580 433 0.883~8 1611 0.8811s 3156 
o. 89630 3231 o. 89383 0405 o. 89143 6490 - 
0.90661 0801 o.go400 3867 0.90147 9185 
0.91673 8627 0.91398 a348 o.gii3a 1758 
0.~a665 7459 o.ga376 6463 0.92096 461 i 
0.93639 8327 0.93335 71 i i 0.93040 8497 
--- - I 0.94595 a557 0.94275 5487 0.93965 4467 
0.g553a 1789 0.95196 3103 0.94870 3890 
0.96450 7995 o.g6o.q8 1808 0.95755 8474 
0.97351 34 6 0.96981 3896 0.g66a~ 0288 ! 0.98934 og 3 0.97846 1679 0.97469 1785 
O-ggogg 3535 0.g86ga 8409 0.98297 5826 - - 
0.99947 4644 o.gg5al 7401 0.99107 5708 
i .00778 8a3i i .00333 a507 0.99899 5189 
1.01593 866. i.oiia 805a 1.00673 8518 
1.0~2393 080 8 l . O l r ~  8856 i.01431 0462 
i .03176 4080 1 .oa 68 oa50 i .oai71 6335 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE IX. 

0.86227 14ga 0.86373 05 O 0.86515 1044 o.8665a 9957 5 0.88541 O i 0.8869 87 6 0.88854 5477 0.89004 7 95 b 0.90885 6j78 o.glob~ 39n3 0.91216 6087 o.g13go ai 
o.g3a6a 1286 0.93449 6 ai 0.93652 6273 0.93810 52 5 

- 
I 
--- 

3 0.95671 6448 0.958 5 a 47 0.96073 9944 0.96a67 38 a 
0.981 15 5062 4056 0.98550 1533 0.98762 a528 

7 
J ,00595 oadi  I .oo834 5171 1.01068 bono i .oiag6 7a79 
1 .031 i i 5435 i .os371 049 I i ,03624 8 
I .05666 4589 I .o5g47 4998 1 .o6a2a 
1,08261 1982 I .o8565 4157 I .08863 
1.10897 rra97 i.iina6 3918 i.ii54g --- 
1.13576 0591 1-13 3a 0707 i ,14281 58ai I .1&3 6961 

m 4 1.1688~ 1419 1.1706a 4189 1.17433 0743 
1. i*16n8 190 30 g 4 1.19484 3365 1.19893 6398 i .no295 1356 
1.91884 ,049 i.i.22334 4313 i.an777 9028 i.a3nia 0327 i 1.~4750 441 1.a5936 2377 i.a5715 1185 1.96185 q883 
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TABLE IX. 4 0 ~  
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TABLE lx. 

0.C0000 O000 0.00000 oooc 
0.01745 4094 0.01745  IO? 
0.034 1 2998 0,03491 307~ a 0.052 8 1529 0.05a38 177c 
0.06986 4516 0.06986 5086 
o. 08736 6805 0.08736 792c 

o.10$88 Qk~1 0.1048~ 124; 0.10~8~ 3268 0.1048 5 ; ~  
0.12244 naig o. 12244 5586 o. 12244 8807 o. la=4! 187: 
o. 14ooa 8499 o. 14~03 3539 o. 14003 836, o. 14004 2959 
O. i 5765 2825 o. i 5766 0025, o. I 5766 69 19 o. i 5767 348~ 
o. 175% oioi o. 17533 ooia o. 17533 9493 ---- o. 17534 8335 
o. 19303 52% o. 19304 85ai o. 19306 i i 3 o. ig307 3a76 i! 0.21080 3379 0.21089 0646 o.ai083 71 5 o.ai085 2gac 
0.22862 9474 0.22865 1530 0.a2867 a632 o.as869 a75E 
o. a4651 8717 o. a4654 6404 o. a4657 a895 0.24659 8162 
o. a6447 6339 o. 2645 i 0577 o. a6454 3340 o. a6457 459 I 
0.538250 7655 0.28a54 g445 0.28258 0.28a6a 760i 
0.30061 8074 0.30066 8515 0.30071 67931 0.30076 a852 
0.31881 3104 0.31887 3376 0.31893 1071 0.31898 6118 
0.33709 8363 0.33716 9746 0.33723 8085 d. 3373d 3294 
0.355A7 ~585, 0.35556 34601 0.35561 37641 0.35579 0.408 

I 0.22871 1 8 ~ 3  0.2287a 9965 
o. a466a ai63 O .24664 4878 
o. a6460 4279 O. 6463 2377 
0.28a66 3 8 G  0.28269 8i6i 
0.30080 6616 0.30084 8040 
0.31903 8429 0.3rgo8 7947 
0.33736 5970 O .3374a 3942 
0.35579 3a58 0.35586 2230 -- 
o.3743a 8656 0.37440 9~65 
0.39297 7886 0.39307 1267 
0.41174 7539 0.4?185 52.28 
0.43064 4384 0.43076 7927 
0.44967 5384 0.44981 6445 
0.46884 7709 o. 46 00 8074 1 0.4881 6 8747 0.48 35 0338 
0.50764 6120 0.50785 iooi 
0.52728 7699 O. 5a75 I 8090 
0.54710 1623 0.54735 9908 -- 
0.56709 6312 O .56738 5053 
0.58798 0488 O, 58760 a439 
0,60766 3193 0.608~2 1316 
0.62825 3811 - 0.62865 1291 
0.64906 a08~ 0.64950 2354 - ---- 
0.67009 8160 0.67058 4901 
0.69137 2568 0.69190 9761 
0.71289 6295 0.71348 8227 
0.73468 0790 0.73533 2083 
0.75673 7995 0.75745 3639 
0.77908 0381 0.77986 5766 
0.80172 cg81 0.80358 1934 
0.82467 3424 0.8a561 6a55 
0.847 5 1978 0.848 8 3517 
0.8~18~ 1586 0.871 1 g 9237 
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TABLE IX, 
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TABLE lx. 305 
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TABLE IX. 

0.00000 0000 0 . C 0 0 0 0  0000 0.00000 O 0 0 0  0.00000 O 0 0 0  0.00000 O 0 0 0  0.00000,0000 

0.01~45 4120 0.01745 4127 0.01745 4134 0.01745 4140 0.01745 4146 0.01745 4152 
0.05491 3201 0.034~ji 3261 0.03491 3317 0.034gi 3369 0.03491 3418 0.034tq1 3462 
0.05238 aa14 0.05238 2416 0.05238 2606 0.05238 2782 0.05238 2946 0.05238 3096 
0.06986 6139 0.06986 6620 0.06986 7071 0.06986 7490 0.06986 7878 0 .06~86  8934 
0.08736 9980 0.08737 ogao 0.08737 1802 0.08737 2623 0.08737 3382 0.08737 4079 --- --- 
o. 10489 8764 o. 10490 0 3 ~ 3  ~ 1 0 4 ~ 0  1921 o. io4go 3343 o. 10490 4657 o. 10490 5863 
o. 12245 7555 o. 12246 0149 o. 12246 a581 o. 12246 4845 o. 12246 6 38 O. 12246 8858 
O .  140~5  1456 O .  14005 5341 O. 1400.5 8981 o. 14006 2371 o. 14006 5205 o. 14006 8380 
0.15768 5617 0.15769 1168 0.15769 6369 0.15770 1212 0.15770 5690 0,15770 9798 
o. 17536 5245 o. 17537 2888 o. 17538 0050 o. 17538 6719 o. 17539 2886. o. 17539 8543 --- 
O. 19309 5607 O. 19310 5824, O. 1931 1 5397 O. 19312 
0.21088 a042 0.21089 5368 o.ziogo 7853 o.aiogi 
o .a2872 9965 o. 22.874 6993 0.22876 29481 0.22877 
O. 24664 4878 0.24666 6262 O -24668 6ag9 0.24670 
0.96463 a377 0.26465 8833 0.26468 3623 0.26470 6712 0.2647a ---- 
0.28269 8161 0.28273 0471 0.28276 0748 0.~28278 8 48 0.28281 

I I 0.30084 8040 0.30088 7055 o.3ooga 3616 0.30095 7 73 0.30098 
0.3ig08 7947 0.31913 4589 0.31917 8303 0.31~21 goas 0.31925 
0.3376 3942 0.33747 9213 0.33753 loi 0.33737 92.83 0.33762 
0.35586 2250 0.3559% 7212 0.35598 8128 0.35604 - -- 
0.37440 9165 0.37448 5028 0.37455 6147 0.37462 
0.39307 1267 0.39315 9a7o 0.39324 1779 0.39331 8671 0.39338 9835 0.39345 51661 

I I 0.41185 5228 0.411 5 6728 0.41205 1904 0.41214 0610 0.4izia a717 0.41229 81011 
0.43076 7927 0.430 8 4387 0.4309~~ 3604 o.431og. 5409 0.43118 9651 0.43127 6186 
0.44981 6445. 0.44994 9437 0.45007 41 75 0.4501') 0464 0.45029 8125 0.45039 6993, - -1 

0.46900 8074 15 gaga 7 4 6 9 3 0  i 144 -m o.46955 5868 0.46966 8343, 
0.48835 0338 0.48852 1600 0.48868 297.9 0.48883 a i  15 0.48897 0870. 0.48909 8324 
0.50785 iooi 0.50804 4264 0.50822 5613 0.50839 4749. 0.50855 1400 0.50869 5310 
0.52751 8090 o. 5a773 5457 0.52793 9457 0.528 12 9751 0.52830 6023 o. 52846 7980' 
0,54735 9908 0.54760 3639 O .54783 2424 o. 54804 5873 0.54824 36a5 0.54842 5345~ ----- 
O. 56738 5053 756165% X 5 6 7 9 i  3444 O. 5681 5 ai 99 O. 56837 3433 o. 56857 6763 
0.58760 2439 0,58790 6378 0.58819 1789 0.58845 8167 0.58870 5040 0.58893 1971 
o. 60802 131 6 0.60835 9480 0.60867 7098 o. 60897 3594 0.60924 8431 0.60950 I I I 1 1  
0.62865 iagi 0.62902 6710 0.62937 9398 0 .6agp 8701 0.63001 4010 0.63029 d756, 
0.64950 2354 0.64991 8290 0.65030 9134 0.65067 4145 0.65101 2631 o .  65132 3944, - -- ---- 
0.67058 4901 0.67104 4869 0.67147 7196 0.67188 1044 0.67295 56a9 o.67au'o 0213, 
o.6gigo 9761 0.69241 7551 0.69289 495a 0.69334 1017 0.69375 4856 0.69413 5633 
0.7'348 8227 0.71404 7996 0.71457 4278 0.71506 6212 0.715!52 a718 0.71594 2851~ 
0.73533 2083 0.73594 8106 0.73652 7597 0.73706 9348 0.73~57 2216 0.73803 5130 
0.75745 3639 0.75813 0755 0.75876 7917 0.75936 3760 0.75991 6991 0,7604a 6398 -- ----p.- 

0.77986 5 3  0.78060 9i33 0.78i30 8 9 0  0.78196 3435 0.78957 1369 0.78313 1298~ 
0.80258 1934 0.80339 7135 0.80416 4759 0.80488 3068 o. 80555 0.414. 0.80616 5242 
0.82551 6255 0.82650 9334 0.82735 0605 0.82813 81 12  0.82886 9487 o.82q5 4475, 
o. 84898 35 I 7 o. 84996 1030 o. 85088 2206 O ,85174 4832 0.85254 6804 0.8532 $ 6135, 
0.87269 9237 0.87376 8302 0.87477 6178 0.87572 0371 0.87659 8504 0.87740 8330 
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TABLE IX, 407 

-- - - - - 1z 3043 0.71216 7663 0.71148 6981 0.71085 7.100 0.71026 4054 0.70972 3805 
'46 0 . ~ 5 5 4  3272 0.72476 5957 0.p403 6448 0.723% 5941 o.7227a 5563 0,72214 6362 
47 0.73799 6034 0.~3716 4145 0.73638 331 i 0.73565 4835 0.73497 993.9 0.73435 9765 

'48 0.75024 8517 0.74935 318 0.74852 4572 0.74774 5692 0.74702 4008 0,74636 0761 
'49 0.76229 8019 0.76134 8 674 0.76045 7330 o.7596a 5522 0.75885 4699 0.75814 6189 
50 0.77414 1952 0.77312 9521 0.77217 8794 0.77129 1434 0.77046 9008 0.76971 2979 - -- - --- 
51 0.78577 7848 0.7846:) 9a84 0.78368 6a81 0.78274 0646 0.78186 4075 0.78105 8159 

;52 0.79720 3366 0.79605 55061 0.79497 7-126 0.79397 0483 0.79303 7119 0.79117 8858 
53 0.80841 62.6 o. 80719 5858' O .  80604 9 184 O. 80497 8390 O.  80398 5473 o. 80507 2307 
54 0.81941 4 5 b  0.81811 8144 0.81689 9835 0.81676 19.9 0.81470 6589 0 .813~3  6849 
55 0.83019 6249 0.82882 0309 0.82752 6996 0.82631 8790 0.85251~ 8036 0.824i6 6939 9- -- --- 
56 0.840~5 9573 o. 83950 044% 0.83792 8 6 z  0.83664 SS' 0.83545 7510 o .  83436 315 I 

,57 0.85110 2928 0.84955 6788 0.84810 2816 0.84674 3916 0.84548 284d 0.84432 ai83 
58 o.861aa 4876 0.85958 7759 0.85804 7838 o. 85660 8256 o. 85527 1993 0.85404 1866 
59 o.8711a 4160 0.86.939 1939 0.86776 a115 0.86693 8088 0.8648~2 3087 0.86352 0168 
60 0.88079 5718 0.87896 8098 -- 0.87724 4249 0.87563 1847 0.87413 4394 O .87275 5204 ---- 
61 0.8goa5 0696 0.88831 5ao5 0.88649 3031 0.88478 8149 0.88320 4354 0.88174 5a44 
6a 0.89947 6458 0.89743 2443 0.89550 7453 0.89370 5796 0.89203 1584 0.89048 8724 
63 0.90847 6609 0.90631 gain 0.90428 6724 0.90238 3798 0.90061 4894 0.89898 4258 
64 0.91725 1co7, 0.91497 5171 o.gia83 0285, 0.g108a 1383 0.90895 3300 0.90723 0649 
65 0.92579 9784 o.ga340 0236 0.92113 7832 0.91901 8017 0.91704 6037 0.91522 6908 -- - ---- 
66 1 0.g3411 3370 o.g3159 4609 o.g2gzo 9330 0.92697 3425 0.92489 2585 0.92297 2268 

2 1 
0.g4ana a516 0.93955 8804 0.95704 5045 0.93468 7614 0.93244 2688 0.93245 6207 
0.95009 8324 0.94729 3674 0.94464 5566 0.94216 0899 0.93984 6379 0.93770 8471 

69 0.95775 9274 0.95480 0442 0.g5aoi 1841 0.9493 3937 0.94695 4009 0.94469 9102 
- -- d 70 0 .~6518 6263 0.96208 0737 0.95914 5210 0.9563 7757 0.95381 6285 0.95143 8469 - 

71 0.97240 a640 0.96913 6634 0.96604 7445 0.96314 3808 0.96043 4306 0 .95~92 7312 
72 0.97940 4252 0.975!97 0700 O .97a7a 0802 0.96966 39, 9 0.96680 9614 0.96416 6778 
73 0.98619 4489 0.98258 6044 0.97916 8068 0.97595 o7;3 0.972. 4 4248 0.97015 8486 % 74 0.99277 7339 0.98898 6372 0.98539 2625 0.982~0 7109 0.978 4 0804 0.97590 4579 
75 0.99915 7443 0.99517 6055 0.99139 8518 -- 0.98783 6704 0.98450 2519 0.98140 7814 
76 1.00534 0157 1.00116 oig3 0.99719 0531 0.99344 3953 0.98993 3351 0.98667 1642 
77 1.01133 1618 1.00694 4694 l.ooa774a75 0.9988340go 0.99513 8086 0.99170 031.9 
78 1.017138816 i.oia536356 1.00815 6278 1.00401 3299 i.oooia 2457 0 . ~ ~ 6 4 9  9c>35 
79 i .on276 $61 i .01794 2950 1.01334 4091 1.008~8 8807 I 3275 1.00107 4067 
80 1 , 028d  3053 1.oa317 3309 1.01834 6395 I .01376 9041 i .ooq& 8588 1.00543 2947 - -__- --- 
8 1  1.033538948 1.02823 7415 i.oa3ig 3109 1.01836 375, 1.0138s 7847 1.00958 4670 
82 r .o3869 8415 i .03314 6476 1 .0278 5499 1.02278 4156 I .018oi 2086 1.01353 9916 
83 z .04372 3676 1.03791 a989 1.03a34 6271 i .on704 3075 I .oa2oa 4105 i .0173i 1992 
84 I .o4862 81 a5 1.04255 0787 1.03671 9648 1.031 15 5044 1.02587 8644 i . oaoc) i 3574 
85 i . 05342 6318 i .o4707 5042 1.04097 1402 1.035 I 3 6398 I .o295q 25 I 8 1.09436 3932 - --- - 
86 . 1.05813 3931 I .o5150 2238 i .0451 i 885i 1.03900 5% I .03318 4698 i ,02768 2086 
87 i .06276 k70 1.05585 0083 1.04918 0771 i .04a78 1633 1.03667 6ago I .o3089 0362 

8 8  i .06734 8 i 4 1  i .o6013 366 1.05317 7252 i .04648 6951 I .040oq 0390 I .0340i 3579 
,89 1.07188 4677 i .06438&5~ 1.057199461 i.050144104 1.04345 1785 1.03707 8722 
9 0  - i .07640 51 13 I ,06860 9333 I .of3105 9334 i .05377 6920 i .0&8 6499 1.0401 I 4396 
J : - 
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410 TABLE IX. 

6 .  C o 0 0 0  OOOC 
0.01745 4 1 6 ~  
0.0349 1 353: 
0.05a38 3354 
0.06986 884; 
0.08737 5975 
o. 1 0490 794? 
o.iaa47 217c 
o. 14007 333E 
o. 15771 6885 
o. 17540 829: 
o.ig3i5 315c 

0.24676 $375 
0.26478 1471 
o.aEa88 oa7r 
0.30106 7981 
0.31935 O 44 e 0.33775 5 65 
0.35622 880E 
O. 37483 7322 
v. 39356 795t 
o,4~a4a 8965 
0.4314s 56aL 

, 0.45055 7751 
0.46986 2631 
0.48931 8525 
0.50894 3985 
0.59874 78gc 
o. 54873. 946: 

: 0.5689% $312 
0.5893% 41 1 

, 0.60993 817F 
6.63078 0487 
0.65186 e 6 ~  
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d r a  TABLE IX. 

0.87740 8330 0.87814 7747 0.87881 4810 0.87940 7742 0.8799a 4947 0.88036 501 
o.golg3 0214 0.~0273 9909 0.90347 0601 o.go412 0274 0.90468 7115 0.90516 952 1 
0.92687 2074 0.~2775 8a78 o.ga855 8281 0.92926 9795 0.92989 0758 0.93041 9350 
o.$aa5 5424 0.95322 4967 0.95410 0517 0.~5487 471 0.~555b 486 0.95613 8489 8 

-- 
I 0.97810 3110 0 . ~ ~ ~ 1 6  3492 0.98012 1440 0.98097 996 0.~8171 491 0.98a35 2565 

1 .00443 9424 1.00559 8892 1.00664 6789 .--- 1.00757 9731 i .03839_ ---- 4696 i .00908 8985 
1 .03129 0x0 1.03255 7870 1.03370 4026 I .o34p 4866 1.03561 6921 i ,03637 71 18 
1.05868 3104 1.06006 8945 i .o613a 256'5 1.06243 9595 i ,06341 6074 I .064a4 8490 
I .o8664 7488 1.08816 2621 i .08953 3891 1.ogc75 6313 i .og18a 5360 i .og273 7010 
1.11521 4858 1.11687 1573 1,11837 1800 1.11970 9843 1.12088 051 1.12187 9217 
i ,14441 89 18 1.14623 0863 1.14787 2624 1.14933 7682 i .15062 OO~! 1.1517 i 4570 
P L -  - - -  ---- 
1.17429 5801 1.17627 8168 1.17807 5486 1.17~68 0285 1.18ro8 5743 1.18228 5770 
1.20488 4311 1.20705 4046 i.aogoa 2595 1.91078 1385 1.21232 2569 1.21363 9126 
I .236a2 6172 i .23860 am5 1.24075 957a I .a4268 8355 1.24437 9527 1.24582 d981 
i ,26836 6318 i .27096 9937 1 .a7333 5822 i ,27545 2615 I .a7730 9868 I .a7889 8i94 
1.30135 3213 1.30420 8282 1.30680 495i, 1.30913 0106 1.31117 1655 i.312gi 8700 --- ----- 
I .33523 9202 i .33837 2644 i .34i 2a 5241 1.34378 i 8a1 i .346oa 8352 1.34795 2 151 
1-,37008 0904 i .3735a 3156 i .37666 oip ~37947 4421 i .38ig4 9512 i .38407 0664 
1.405~3 9647 I .do972 5923 I .di317 9 134 i .di628 0932 i ,41901 1563 I ,42135 3695 
i ,44288 1952 I ,44705 oi IO I .45085 7925 i ,45428 1565 i .&~g 8729 i .45g88 9057 
i .48098 0063 I .48557 5605 1.48977 9749 1.49356 4640 ---- 1 -49690 4097 --- 1.49977 4 ~ 5  --- 
L ,5203 L 2532 1 -52538 9'760 1.53003 6023 I .534aa 7676 I .53793 0873 1.541 I I 7203 
I .56og6 4856 I .56657 6719 1.57172 7440 1.57637 8640 i .5804g 3849 i .58403 gag9 
1.60303 0167 1.60924 7648 1.61496 5146 1.62013 7403 1.62472 1135 1.62867 60a7 
1.64660 9966 1.65351 17% 1.65987 20 a 1.66563 7435 1.67075 62c6 1.6~518 004 
i.6gi8i 4892 1.69949 2418 1.70658 4 d 1  -- 1.71309 7771 ------ 1.71876 0333 1.~2372 395 - - 8 
1.73876 5505 i .7473a 5402 i .755a5 3889 1,76247 5ag9 I .76891 5468 1.77450 3742 
1.78759 3036 1.79716 0147 i.80604 8399 1.81416 7416 1.82142 7683 1.89774 3083 
1.83844 0066 1.84916 1091 1.85915 5518 1.86831 5087 1.87653 1276 1.88369 8506 
I .89145 ioio i .go350 8955 I .91478 4071 1.92525 6351 1.93449 3662 i .94266 5774 
i .94682 2305 I .96040 1862 i ,97316 6655 I .98496 - 0272 --- I .9g56a 1183 2.00498 7756 --- 
2.00470 2066 2.02005 609~ y03456 1958 9.04803 1301 2.06026 5968 2.07106 4130 
2.0652.8 893. 2.08270 6204 2.0 925 6741 a.11471 3882 2.12883 3920 2. 14136 3376 z 2.12877 9715 2.14860 3925 a.1 756 7010 2.18539 6370 a.zoi7g 3780 2.21643 7516 
2.19537 5155 a.21801 5285 9.23 83 76~7 2.26051 7772 a.27 68 6976 a.ag694 ooag 1 a 2.265~~7 3261 2.29121 4789 2.31 43 8965 2.34056 3450 2.36 13 7361 a.38364 7090 - -------- 
2.33865 go82 a.36847 5306 2.39775 9091 a.42606 8530 a.45285 8880 a.47748 1512 
2.41569 0023 a.45005 1818 a.48418 7936 2.51760 4238 2.54965 7120 9.57953 6804 
2.4 647 5729 2.53615 6904 2.57609 024 2. 61575 3683 2.65441 6 92 a.6910~ 4397 
2.5 8 105 2135 1.62692 6038 2.67376 220g 2.72106 3915 2.76806 a&2 2.8136~ n54 
2.66935 0448 2.72937 2007 2.77736 7475 2.83396 3302 2.89146 6641 2.94868 8$5 --- -- ----- 
2. 61 16 3994 a.82233 0812 2.88685 1750 2.95463 3512 3.02527 6781 3.09782 0285 
9.55611 8747 2.92640 6812 3.00184 3391 3.08283 5807 3.16963 0126 3.161~~ p46 
a.95365 6298 3.03393 1831 3.12156 2966 3.21771 9649 3.32376 4936 3.441i6 0392 
3.05303 9141 3.14395 81.47 3.94478 1053 3.35768 7267 3.48564 2253 3.63a7g 2864 
3.15338 525a 3.a5530 2942 3.36986 8027 3.5004a 2499 3.65185 5969 3.831~4 2000 
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TABLE IX. 413 

hhh 

E(88"). , . E(8g0). E(goO)* 

0000 0.00000 0000 0.00000 6060 
a408.6.01745 94c7 0.01745 a406 

505 o.0348g q498 0.03489 9497 
$85 0.05233 5963i 0.05933 6956 
65431 o. 0 6 9 6  64:) i o. 06975 6474 
5878 0.08715 5776 0.08715 5743 
8697 o.  1045a 8 5 z  o. 10450 8463 
9714 0.12186 . 436 o. 12186 9343 
3655 0.13917 9239 O .  13917 3161 
5254 O. i 5643 4% o. i 5643 4465 
(1261 o. 1,364 8,448 o. 17364 8178 
0438 0 .1~~08o t~356  o~igolio ag95 
3 5 6 4 ' 0 . ~ 7 9 1  ai59,o.soygi 16,qi 
3438 o.aa495 1650 0.az4~gf; 11054 
4875 0.24lga 2641' 0.2419a 1896 
2713 0.25881 9962 0.25881 . ~ 4 5  
:8i'a o. 27563 8470 0.27563 ,35c 
7055 0.2q237 3043 o. 2 237 i705 
3353 0 . 3 ~ ~ 0 1  8585 o.?&, G994 
564% O. ~ ~ 5 5 7  m a l  0.3.556 81 56 
8687 o. 34209 2330' O .34aorr O i 43 
8085 o .  35837 0483 o. 35836 
&64 0.3460.9!512 0.37460 6593 

?i7 4484 O. 9073 ,4468 0.3~073 i 128 
1842 0.40674 0444 0.40673' 6643 
5470 0.40262 2565 0.49261 8a62 

26 
27 
28 

,a9 
30 
'5; 
32 
33 
,34 
35 
36 

38 
3~ 
40 
41( 
4% 
43 
44 
4 

-8- 
0.4541 a 6146 
0.46962 5137 
(r.4849~ 8361 
0.50018 p o o  
0.51524 5089 
0.53014 7484 
O ,54488 9930 
0.55946 7998 
0.5738, 7915 --- 
0.5881 1 3665 
o.6on17 a485 
0.61604 9870 
0.62 74 1574 
0 . 6 ~ 3 9 ~  360q 
0,65655 1650 
0.66966 2034 
0.68297 0763 
0.6~527 4004 
O .70776 ,994 

0.43344 8604 
O . 4540~  7402 
0.46956 8670 
0.48491 
0.5001 i 9@3 
-A-- 

0.51517 0699 
0.53006 5480 
O. 5447 9781 1 0.5593 9155 
0.57376 ggio 
0.58799 5606 
0.60204 4057 
0.61591 03% 
o. 62959 oa6o 
o. 64307 9728 
0.65637 468. 
0.66947 1132 

0.68236 5149 
0.69505 a870 
o. ,0753 0497 

o. 43841 4751 
0.45403 9421 
o. 4l69.52 6 2 9  
0.48487 0479 
0,50006 7517 

-15ii n 37 
o.55000 1.79 
O .5447a 9630 
0.55 29 ai2 
o .  57868 4968 
O .587go 367.9 
0.60194'3 68 
0.6~580 i D 82 
O .6ag& 2330 
0.64295 4077 
0.65623 6749 
0.6693% 2333 
0.68220 4877 
0.69488 0493 
O .70734 5358 

-3-8 7 
0.45401 2355 
0.4694q 5873 
0.48483 6684 
O. 50003 0026. 
0.515& 1278 
0.59gq5 5871 
o. 54467 9980. 
o.559a3 7031 
o. 57362 47" 
o. 58783 7910 
0.60187 a368 
0.61572 3785 
o. 62938 7t363 
0.64286 0754 
0.65613 8068 
0.66gai 5876 
0.68209 a 0 8  
0.69475 7160 
0.70721 2890 

O .@a37 5996 
0.45399 
0.46947 7642 
0.48481 6389 
0.50000 7509 
0.51504 6s79 
0 . 5 q p  8419 
o. 5 4 6 4  ~ 1 0 0  
0.55920 3939 
0.5$58 8 5 9  
0.58779 8x24 
0.60182 $65 
0.61567 7058 
o .  69933 pgo 
1.64.b 5903 
o. 65607 $97 
0.66915 i,q32 
0.68aoa 1331 
0.69468 3078 
o. 70713 33'20 

O .43837 1147 
0.45399 o5co 
0.46947 i 563 
0.48480 9620 
O. 50000 oooo 

7 5 1 5 0 3  8075 
0.5aggi 9264 
o. 54463 9035 
0.55919 2903 
o. 57357 6436 

7 5 8 7 7 8  525; 
0.60181 5023 
0.61566 1475 
o.6ag3n 0391 
0.64278 7610 
o. 65605 go.: 
0.66913 0606 
0.68199 8360 
0.69465 3370 
o.7c71o 6,8i / 
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414 TABLE 1X. 

F(87O). 
- 

o.coooo 0000 
0.01745 4176 
0.034 i 3657 a 0.052 8 3753 
0.06986 9794 
0.08737 7131 
o.io4g1 1150 
o. 1 ~ 4 7  7277 
o.iQoo8 O 86 
0.15772 8 1 0  5 o. 17542 350 - 
o. 19317 3282 
0.21098 3367 
0.22885 9462 
0.~4680 7530 
o. 26483 3648 
o. 28294 4024 
0.30114 5000 

F (86"). 
- 

0.00000 O000 
0.01745 4174 
0.034 I 3641 B O .052 8 3702 
0.06986 673 D 0.08737 894 
0.10491 0740 
o. i 2247 6623 
0.14008 0007 
o. 15779 6412 
o. i?!i/,a 14535 
o. 19317 0~07 
o.ai098 0008 
o. an885 5168 
0.24680 a136 
0.96482 6972 
o. a8293 5866 
0.30113 5143 
0.31943 1181 
0.33783 O 16 
0.35634 0!6~ 

J Q. 

- 
o0 
i 
2 

3 
4 
5 - 
6 
7 
8 
g 
IO - 
1 1  

I : j (  
Ii6 
il7 

1:; 90 

F(850). 

0.00000 0000 

0.01745 4172 
0.03491 3622 
0.05238 3636 
0.06986 517 8 0.08737 590 
0.104g1 0213 

o. 12247 5785 
0.14007 8 52 Z 0.15771 4 18 
o. 17541 8953 
o.ig3i6 74G3 
0.21097 5697 
o. 22884 9658 
0.94679 5213 
0.26481 8403 
0.28292 5396 
0.30iia 2494 
0.3ig41 6149 
0.33~81 2974 
0.35631 9755 

0.37500 935; 0.57501 9106 
0.39376 7780 o. 39377 0.977 
0.41265 8916 0.41266 2606 
0.43169 0488 o.@169 4727 
0.45087 0485 0.45087 533c - 
o..&o~o 7173 0.47oal 2688 
0.489~0 9121 0.48971 53 4 8 0.50938 52.0 O. 5093 22 6 
0.5324 471 1 0.52~ai 267c 
o.54gag 7208 - 0.54930L44 
0.56955 a F  0.56956 a733 
0.5goon 1 7 1 5  0.5~003 2893 
0.61071 5090 0.6107a 75-47 
0.63164 4266 0.63165 81h- 
0.65281 1202 0.65283 658~ 
0.67425 8438 0.67427 
0.69596 9145 0.695~8 7996 
0.71796 7174 0.71798 7998 
0.74026 7111 0.74029 0084 
0.76288 4339 0.76290 9652 
o. 8583 5103 0.78586 2 F 7  
0.80~13 6587 o.8og16 ,929 
0.83280 6993 0.83284 0663 
0.85686 5631 0.85690 a601 
0.88133 3019 0.8818~ 3587 

. F (88"). 
- 
0.00000 0000 

0.01745 4178 
0.03491 3667 
o. oh38 3789 
0.06986 9880 
0.08737 7300 
0.10491 1443 
o. 12247 7743 
0.14008 1685 
0.1577% 8810 
o. 17542 4727 --- 
0.19317 5103 
0.21098 5769 
o ,92886 2533 
0.2 681 1388 4 o.. 483 8424 
0.28a94 985; 
0.30115 2050 

1, 
22 
23 
24 
25 - 
26 
27 
128 

F(89"). F (90"). 
-- 

0.00000 0000 o.oooa0 0000 
0.01745 4178 0.01745 4179 
0.03491 3674 0.63491 3676 
0.05238 381 i O. 05238 3819 
0.06986 9932 0.06986 9949 
0.08737 7402 o. 08737 7436 --- - 
0.10491 1610 0.10491 1.678 
o. 12247 8025 o. 12247 8 i i 8 
0.14008 a105 0.14008 2245 
0.1577a 9410 0.15772 9610 
o. 1754a 5554 o. 17542 5830 
0.19317 62G 0.19317 6597 
0.21098 7aia o.aiog8 7693 
0.22886 4377 0.22886 4991 
0.24681 37041 0.24681 4477 
0.26484 1291 0.96484 2248 
0.28995 336; 0.28ag5 4% 
0.30115 6283 0.30115 769.5 
0.31945 6570 0.31945 8259 
0.33786 0905 0.537886 algo8 
0.35637 6148 0.35637 8505 

0.31ga 3072 0.31945 1506- 
0.1784 4898 
0.35655 7315 

0,37500 
o. 39375 8194 
0.41264 784 
0.43167 7779 
0.45085 5956 
0.47019 0634 
0.4896~ 0368 
o. 50936 4033 

0.374~4 3468/ 0.37496 8 1 d  0.37498 7348 

0.33785 4893 
0.35636 9081 

0.52922 0850 
o. 54927 04fi 
0.56952 9795 
0.58~98 8204 
0.61067 7743 
0.63160 9733 
0.652~7 5101 
0.67420 7358 
0.695~1 2638 
0.71790 4753 
0.74019 8248 
0.76280 8459 

260ao.~85~5 1581 
0.8ogo4 4740 
0.83170 6074 
o. 85675 4823 
0.88111 1426 

O .39369 1289 
0.41257 9616 
0.43158 9081 
0.450~5 4568 
0.47007 5232 
0.48955 528 
o. 5og~i $213 

29 1 o.5~~05 4390 

o. 39371 gg201 
0.41260 3666 
0.43162 7035 
O -4507.') 7951 
0.47012 461 i 
0.48961 
o. 50927 9458 
o.5ng12 5608 
o. 54!]16 3479 
0.56940 2984 
0.58~85 4462 
0.61052 8706 
0.65143 7000 
0.65259 i 156 
0.67400 3557 
0,69568 a01 
0.71765 1746 
0.73992 3j70 
0.~6260 5824 
0.78541 8d9') 
0.80867 8496 
o.83a30 3701 
0.85631 307~ 
0.88079 6753 

30 - 
3i 
32 
133 
34 1% 

'136 
379 
38 

39 .do 
,- 
1 

4 2  
'43  
!44 
145 
P 

o. 39374 2232 
0.41262 9423 
0.43165 6616 
0,45083 1765 
0.47016 3099 

5510.0.48g65 9147 
o. 50932 875~~ 
0.52918 i 126 
0.54922 5813 
0.56947 ~2~81 
0.58993 9418 
0.61061 5576 
0.63153 35 g 8 0.65269 83 8 
0.67412 a336 
0.69581 8589 
0.71780 0868 
0.74008 3648 
0.76268 2190 
0.~856; 
0.8088 igiô B 0.8325 8165 
0.85657 0473 
0.88100 9150 

o. 54908 3523 
0.56931 346; 
0.58975 4481 
0.61041 7a9 
0.65131 312g 
0.65245 3680 
0.67385 1258 
0.69551 875i 
0.71746 9707 
0.73971 8377 
0.76227 g775 
0.78516 74?i 
0.80840 go13 
0.83200 3287 
0.85598 3393 
0.88os6 5019 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE IX. 

- - - 1 -  - I 
/ -- 

45' 0.70776 7994 0.70753 O 97 0.70734 5358 0.707ai 2890 0.70713 33ao 0.70710 6781 f 46 0.72004 036 0.71979 4 01 0.71959 5715 0.71945 3622 0.71936 8268 o.7ig33 980c 
47 0.73" 1 8506 0.73184 0620 0.73162 7875 0.73147 5646 0.73138 4.01 0.73135 3705 
48 0.74395 850 0.74366 5863 0.74343 8a17 0.74397 5319 0.74317 7464 0.74314 48d $ 49 0.75557 590 0.75526 6512 0.75502 3i9i 0.75484 9069 0.75474 4468 0.75470 958c 
50 0.76697 9324 0.76663 giaa 0.76637 9317 0.76619 3392 0.76608 1698 0.76604 4443 - -- 

0.77813 5725 0.77778 0321 0.77750 3 1 8 ~  0.77730 4856 0.77718 5704 0.77714 5961 
5 2  0.78906 55d91 0.78868 6816 0.78839 1475 0.78818 oioa 0.78805 311% 0.78801 0754 
53 0.79975 8629 0.79935 5390 0.7gp4 ogrg 0.79881 5843 0.79868 0616 0.79863 55ic 
54 0.81021 1885 0.80978 2907 0.8094G 8340 0.80g~o 8869 0.80906 4988 o.8ogoi 6994 
55 0.822042 2320 0.81996 6312 0.81961 063~ 0.81935 6044 0.81920 3071 0.81915 2044 -- - - - --- 
56 0.83038 70a7 0.82990 2634 0.82952 4789 0.82925 4310 0.82909 1787 0.82903 7573 
57 ' 0.84010 3 1 8 ~  0.83~58 8986 0.83918 7855 0.83890 0689 0.83872 8131 0.83867 0568 
58 0.84956 8074 0.8490~ 2568 0.84859 6977 0.84899 2279 0.84810 9177 0.84804 8096 
59 0.8587 go60 0.85820 06721 0.85774 9383 0.85742 6262 0.85723 2080 0.85716 7301 
60 0.86~~a 3614 0.86712 0680 0.86664 a385 0.86699 9901 0.86609 4071 0.86609 5404 -- ----- - 
61 o. 87642'930~ 0.87578 0069 0.8752 3385 0.87491 0541 O. 87469 2462 o. 87461 9707 8 62 0.88486 3817 0.88417 6413 0.8836 9875 0.88325 5615 0.8830% 4650 0.88994 7593 
63 o. 89303 4934 0.89230 7387 O .89173 9438 o. 89133 2640 o. 89108 8109 o. 89100 6524 
64 0.90094 0563 0.90017 on1 0.89956 9753 0.89 13 qaao 0.89883 0402 0.89879 4046 ? 65 O .go857 8731 0.90776 4453 o.go71a 8597 o.go 67 3050 o.go639 917% 0.90630 7787 --- - .-- 
66 0.91594 594 0 . ~ 1 5 0 8  o.g14,$i 3847 9.91393 1915 0.91364 0149 0.91354 5458 

I l- 67 0.92304 ld4615 o.gai13 4836 0,92142 3483 o.g2ogl 36 6 0.g2060 7149 0.92050 4853 
68 0.92987 0725 0.92890 7905 0.92815 5597 0.92761 63 7 0.92729 2077 0.92718 3855 
69 0.93642 2030 0.93540 4021 0.93460 8391 0.93403 8000 0.9336~ 4925 0.93358 0426 
70 0.94269 8131 0.9416s 1709 0.94078 0190 0.94017 6771 0.93.981 3776 0..93969 a621 -- --- -- 
71 0.94869 7987 0.94755 9650 0.94666 9444 0.94603 0957 0.94564 6804 0.94551 8576 
72 o.g544a 0768 0.95321 6693 0.95227 4739 0.95159 8949 0.95119 2275 0.95105 6516 
73 0.95986 5880 0.95859 1877 0.95759 4809 0.95687 9250 0.95644 8551 0.95630 4756 
74 0.96503 3000 0.96368 4455 0.9626a 8550 0.96187 0488 0.96141 4090 0.96126 1696 
75 --- 0.96992 ai 18 0.96849 3qa2 --- 0.96737 5038 0.96657 1419 --- 0.96608 7451 0.96592 5826 
76 0.97453 3589 0.g730a 0056 0.97183 3557 0.97098 0945 0.974C 72 4 0.97029 5796 i 77 0.97886 8910 0.97726 ag6q 0.97600 3626 0.g7509 8127 0.97455 93 g 0.97437 0065 
78 o.g8aga $14. 0.g8izo 3185 0.97288 5052 o.g78ga 2209 0,97834 1619 0.97814 7601 
79 1 0.986~~ 28.$ 0.984 O 1721 0.98247 ,986 0.98245 9646 0.98183 3989 0.98162 ,183 
80 o.ggo2~ ,781 0.98880 0253 0.98678 3019 0.98568 9154 0.98509 8639 0.98480 7753 ---- 
81 0.9934~ 5 13 o.ggi4a 1280 0.98980 1315 0.98863 1775 0.987.92 4865 0.98768 8541; 

'82 0.99646 2801 o.gg496 8427 0.99253 4806 0.99198 0984 o.ggo5s 2144 0.99096 8069, 
83 0.9991q 508.9 0.99684 6868 0.99498 6513 0.99363 7860 o.gg28a 0186 0.99254 6152 
84 1.00168 3193 0.99916 3963 0.99716 1043 0.99570 4376 0.99481 goig 0.99452 i8# 
85 I -003.94 0267 1 .ooid 0255 0.99906 5441 0.99748 3920 0.99651 9150 0.99619 46981 --- --- - _ _ c .  

86 i ,00598 4534 i .a0306 1007 i .00071 0653 0.99898 a297 0.99792 1898 0.99756 4050~ 
87 1.00784 0791 1 .oo467 8521 i .ooali 4143 1.00020 9815 0.99903 0177 0.9986a ~~53.5~ 
88 i .mg54 2324 i .a061 i 5371 i .00330 4480 i .ooi 18 5988 0.99985 0703 0,99939 o8a7 
'89 l.oii1323ai 1.00741 7952 1.00439 8539 i.ooiq5 0492 i.oo040 1985 0.999847695, 
90 1 .ois66 3506 1 .oc1864 7957 1.00525 8587 i -0oa58 4086 i ,00075 1578 i .ooooo OOOO~ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



416 TABLE IX. 

F (86O). 

0.88072 6753 
0.90556 6132 
0.93085 4010 
0.95661 4700 

* o. 98~87 di85 
1.00966 0278 - 
I .03700 2804 
i .0649?î 3807 
1.09348 7784 
1.12270 1943 
1.15261 6515 --- 
1.18327 5074 
i.2141~ 4946 
1.24701 7646 
i .28ooo 9391 
I .31436 1702 
i .34954 2088 
1.38582 4852 
i ,42329 2035 
I .46203 4525 
I .50215 3360 
I . 54?i76= 
I .586g8 4715 
I .63196 5749 
1.67886 5ia9 
i .72786 5428 - 
1,77917 5143 
1.83303 3719 
i .88971 7811 
i ,94954 91% 
2.01 ac)o 4517 - 
2.0802a 8416 
2. I 5204 9455 
2.a2goo 1487 
2.31 185 i 130 
2.40153 3580 
2.49, ig 8897 
a. 60 2 a7 0521 
2.72451 5216 
2.8561 i 5181 
3003,o 9259 - 
3.17204 1744 
3.35887 a602 

3.5710i 
5982 

3.8050 2411 

4. 05275 8 170 

F(870)- - 
0.88100 150 z 0.90587 799- 
o.g3ii 3440 1 0.9569 6641 
o. g8a38 I 667 
i.oloio 6650 - 
1 .03749 1776 
1.06546 9501 
1.09407 4785 
i.ia334 5372 
1.15332 aog5 
1.18404 ga33 
1.21557 4 17 
1.34795 1 8 95 
I .a8123 6571 
~.3i5& 9633 
I .35078 8778 
1.38720 1066 
I .4n481 36~8 
i -46371 803 
1.50402 8 643 
-584 i 498 
i .58g30 4088 
I .63455 8948 
1.68177 3421 
I .y31 13 8340 
1.78287 2599 
I ,83722 886'4 
1.8 450 0801 
i .9&05 2299 
a .oigaz 9377 
a.08757 5756 
a .  16065 3460 
2.23917 o 4 ~  
a .52399 8357 
-- a.4i6aa 4236 
2.51722 3469 
a. 62876 2481 
a. 75314 4709 
2.89341 4969 
3.0536. 9498 
3.a-igi4 62-00 
3.45644 517a 
3.7~3~o 7620 
4.01090 $363 
4.33865 3976 

p(90°). ---- 
0.88137 3587 
0.90627 5488 
0.93163 1615 
0.95746 6865 
o. 98380 7873 
1.01068 3189 --- 
I .o381 a 3471 
1 .06616 1711 
1.09483 3479 
1.12417 7216 
1.154a3 4,554 --- 
i .i8505 0691 
1.a166, 4818 
i.a4gi6 0615 
i ,28256 6819 
1.31695 7897 
I .3524o &< 
1.38898 5969 
I .da678 8247 
I .465go 8333 
i .50645 4237 -- 

F (88" ). 
- 

o.831a1 14a6 
0.90609 7633 
0.93143: 6625 
0.95 a5 8151 
o. 3683 
1.01042 6582 ----- 
I .os784 2297 
i .06585 3579 
1.09449 5727 
1.1a380 6868 
1.15382 8279 ----- 
1. i 8460 4745 
1.a1618 484 
1.24861 aiaz 
i .a8197 4257 
1.31630 5100 ------- 
i .35 168 4737 
i .38819 0511 
1 .,$asgo 8069 
i ,46493 2605 
1.50537 0333 

F ( 8 9 O  1- 

0,88133 3019 
0.~0623 0991 
0.93158 a830 
0.95741 3393 
O ,98374 276 
1.01061 981 8 
1.03805 31 I 4 
I ,06608 4604 
1.09474 8956 
1.12408 4532 
1 .  I 5413 a874 
1. i 84.3 9075 
1.21625 2208 
1.24902 5815 
i .2824i 8475 
1.31679 4462 
1.3522a 4 1 9  
1.38878 6777 
i ,42656 7815 
i .46566 3941 
i .50618 271 2 --- 

7. 5d734 0269 
1.59097 6372 
I .63643 0158 
1.68387 3910 
i .73350 4644 - - - -  
1.78554 go70 
i .84oa6 9854 
i .a9797 3603 
i .9590% 1 190 
2.0a38.4 i 259. - 
a.09294 8470 
2.16696 6e3r 
2.24666 3011 
a.33299 6~74 
1.42718 0050 
2.53078 5206 
2. 64588 6901 
2,77529 8348 
2.92294 549 
3.09&8 8982 
3.29836 9368- 
3.54748 4399. 
3.86iq 5156 
4.26139 2700 
4.74271 7265 

i .54824 
i .59198 6073 
i -63756 0582 
1.68514 3631 
I -73493 6063 
1.78716 946 
1.8421 i 2678 
I .90038 0472 
I .961 44 4389 
2 .oz664 7398 ---- 
2.0962a 3403 
a. 17082 3920 
a.25125 5a76 
a .33853 1 16 
2.43395 3541 ------- 
2.53929 41 I i 
2.65663 7327 
a. 78938 0362 
2.94206 3224 
3.i216g 7678 ----- 
3.33964 3841 
3.616i3 2184 
3.9910- 6314 2 4.5534 9119 
5.43490 9830 

4773k54854 7 5? 
1.59232 3702 
I .637g3 8683 
1.68556 8456 
I .73541 51 63 -- 
1.78771 2017 
1.84273 0035 
i .goo78 669c 
I .96225 7194 
2.02758 9422 --- 
2.og73a 3 97 8 a. 1721 a i 3c 
2.25280 2704 
2.34040 06 3 
2.43614 60!4 
2.54aog 0436 
2.66030 6 i 28 
2.79491 go58 
2.94870 ~ 9 3 9  
3.13130 13% 
3.35467 351a 
3.64253 3357 
4.048:a 5419 
4.74134 8760 
Infini logariih. 
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Observations sur la* Table IX. 

235, Nous avions proposé dans l'art. 201, de former la Table IX 
d'une série de tables particulières pour tous les degrés des angles 
du module, soit depuis 8=0° jusqu'à 8 =  75°, soit seulement de- 
puis 8= 15' jusqu'à 8 = 750, dans lesquelles on aurait inséré les 
différences successives des fonctions E et F, par rapport à l'am- 
plitude c p ;  nous avons reconnu ensuite que ces différences augmen- 
teraient sans beaucoup d'utilité le  volume de  la Table, puisque 
les calculs d'interpolation exigent qu'on ait les différences des fonc- 
tions relatives à l'angle du module 8 ,  aussi bien que celles qui sont 
relatives à l'amplitude Q , et qu'il est impossible que la Table soit 
disposée de manière à contenir ces deux sortes de  différences, 
au moins passé le premier ordre. Il nous a donc paru plus simple 
de n'insérer aucune différence dans la Table IX, et de l'assimiler 
entièrement, pour les intervalles d'un degré, au modèle de la 
page 293, calculé pour des intervalles d'un quart de degré seulenieni. 

En simplifiant ainsi la forme sous laquelle nous présentons la 
Table IX, nous avons pensé qu'il serait utile en même tems de 
donner à cette Table toute l'étendue dont elle est susceptible, 
c'est-à-dire de la calculer pour tous les degrés de l'angle du mo- 
dule, depuis O=oO, jusqu'à 8= goo. Par ce moyen, étant donné 
l'amplitude Q et l'angle du module 8 de toute foncifon E ou F,  
on peut auoir immédiatement une valeur approximative de celte 
fonction, en la comparant aux fonctions données par la Table, et  
qui s'en rapprochent le plus dans les élémens Q et 0 .  

L e  calcul d'interpolation sera très facile, si l'on ne tient compie 
que des premières différences, ce qui pourra suffire dans beaucoup 
de cas; mais, pour obtenir une plus grande approximation, il 
faudra avoir égard aux différences secondes, ou aux différences 
ultérieures, ainsi que nous l'avons fait voir dans les articles aIo 
et suivans. 

236. Persuadé comme nous l'étions, de tous les avantages que pré- 
senterait, dans l'application des fonctions elliptiques, la Table IX 
rendue eatièrement complète pour tous les degrés de l'amplitude qr 

iii 
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418 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 
et de l'angle du module 8,  nous n'avons pas craint de nous livrer 
au surcroîl de travail très long et très fastidieux qu'exigeait la cons- 
truclion de la Table, depuis 0 = 750, jusqu'à 0 = go0. Heureuse- 
ment que la méthode de l'art. 66, à laquelle nous avons donné le 
noni de méthode des ordonnées moyennes, est si bien appropriée a 
son objet, qu'il a sufi d'y apporter quelques légères modifications, 
pour la reiidre applicable à ces grandes valeurs de l'angle du mo- 
dule, et en tirer des résultats toujours exacts jusqu'à la neuvième 
décimale. 

Nous avons constamment calculé l'auxiliaire P avec dix déci- 
males, tant pour la fonction F que pour la fonction E; nous avons 
eu égard aux signes des erreurs sur la dixième décimale, afin d'ob- 
tenir par leur fréquente opposition, une compensation presque 
parfaite s i r  la somme totale; enfin nous avons conservé, dans tout 
le courant du calcul, la dixième décimale dans les fonctions E et 
F, et  ce n'est qu'après tous les calculs faiis et vérifiés que nous 
avons retranché la dixième décimale pour n'en insérer que neuf 
dans la Table. 

Tant que 0 ne surpasse pas 800, le calcul des fonctions F peut se 
faire par la formule 

mais les derniers termes, ceux qui répondent à des amplitildes 
~7oisines de go0, ont besoin d'une correciion très petite et facile i 
déterminer. Cette correction est due au terme suivant de la série, 

367 lequel est + - ( A T 0  d'Ta, et la sonme de tous les termes sem- 
945 2 

blables est +- - 367 (:)Io ( d T o o  - eonsi.), où la constante est une des 
945 2 

valeurs précédentes de J5pOo, assez petite pour être négligée. 
Il suit de là qu'après avoir formé la série des valeurs de la fonc- 

tion F,  par exenlple, depuis Q=70°, jusqu'a q=goO, il faut ajouter 
pour dernière correction, à chaque valeur de F, la quantité cor- 
respondante - 

367 i 10 J5P00 (--) J5P", ou environ z7. 
La différence J5Paœ est sur Ici même ligne que 64PD0 qui est entrée 
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OBSERVATIONS SUR LA TABLE 1X. 419  
dans le calcul de &F, d'où l'on déduit F1= F +GF; ainsi cette 
correction se trouve très simplement en ajoutant une colonne des 
différences cinquièmes de l'auxiliaire, vers les derniers termes de 
la Table et seulement à compter du point où la difference cin- 
quième commence à approcher de 2637 unités décimales du dixième 
ordre. 

11 est remarquable que pour le dernier terme de la Table F(goO) 
ou Pl, la quantité d'5P00, et par conséquent la correction qui en dé- 
pend, est nulle. Car en faisant q=8g0, 
les valeurs successives. . . . . . . . . . . . . . . . 870,880,890, go', 91°, 92" , 
répondent terme à terme aux auxiliaires. . Poo, Po, P, Pt, P", P"' ; 
or, on a en général 65P" = P'" - 5P" + I OP'- IO P + 5P0 - Poo, 
et en particulier, lorsque p = 890, on a P1=P, P"=PO, Pt"=Pooi 
donc d'5Pe0 = o. 

237. Ce que nous venons de  dire du calcul des fonctions F s'ap- 
plique au calcul des fonctions E, d'autant mieux que la correciion 
due aux cinquièmes différences de l'auxiliaire, n'est pas sensible pour 
les fonctions E ,  tant que 0 ne surpasse pas 80'. En effet, les diffé- 
rences de  l'auxiliaire sont beaucoup plus petites, vers la fin de la 
table ( la  seule sujette à difficulté) pour les fonctions E que pour 
les fonctions F; et tandis que la méthode générale ne peut guère 
s'appliquer sans modification, autre que la correction dont nous 
avons parlé, que jusqu'à 8=80°, pour le calcul des fonctions F ; 
cette même méthode pourrait s'appliquer, avec une semblable cor- 
rection, jusqu'à 87" ou 88' pour le calcul des foiictions E. 

Passé le terme O= 80°, nous avons fait le calcul des derniers 
termes de chaque table particulière, en procédant par des intervalles 
d'un demi-degré seulement, et le nonibre de ces ternies a été 
augmenté progressivement, à mesure que 0 est devenu plus grand; 
de sorte que pour 0 = 8B0, on a comniencé depuis p = 60'. Cet 
expédient réussit complètement et dans toute l'étendue de la Table, 
pour le calcul des fonctions E;  mais il devieiit encore insu&sant 
pour le calcul des cieruières valeurs de la foiictioli F ; savoir, de 
celles dont l'amplitude approche beaucoup de go0. Il ne reste pour 
celles-ci d'autre ressource que de les calculer dircçtemenl par les 
formules générales d'approximation; c'est ce qu'on a fait pour 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



~ Z O  EXERCICES DE CALCUL J N T ~ G R A L  
8 = 8 0 ,  87' et 880, depuis (p = 85, jusqu'à q = 890. Il n'y a eu 
aucun nouveau calcul à faire pour les angles du module 890 et go0, 
puisque les résultats sont déjà connus par la Table du no 93, pour 
le  premier de ces angles, et par les Tables III et IV pour le der- 
nier. Ainsi à l'excepiion du petit nombre de termes qu'il a fallu 
calculer directement pour la fonction F seulement, tous les résul- 
tats contenus dans la Table 1X ont été déduits de la méthode des 
ordonnées moyennes ('), dont l'usage ne saurait être trop recom- 
niandé dans les calculs de quadrature qui exigent un grand degré 
de précision. 

238. Ayant expliqué comment !es difficultésde calcul o n t  été 
vaincues dans la construction de la seconde partie de la Table, pour 
les angles du module plus grands que 45', et surtout pour ceux 
qui approchent de go0; il ne nous reste que peu de choses à dire 
sur le calcul de la première partie de la Table, depuis 8 =  O", 
jusqu'à 4 =450. Dans celle-ci, l'applica~iofi de la méthode générale 
s'est faite sans aucune modification, dans toute l'étendue de chaque 
table particulière, même pour les valeurs de l'amplitude q ,  très 
rapprochées de goo. On est d'ailleurs parvenu à abréger notablement 
les calculs pour les petites valeurs de 8 ,  en déterminant l'auxiliaire 
de chaque fonciion par une série très convergente. Pour cet effet, 
soit sin' 0 sin" w= r ,  l'auxiliaire pour la fonction F sera 

1 1 1.3 1.3.5 P=a(r -r)-'=d+-ar+-&+- 
2 a . 4 . 6  c d +  etc. 

2.4 
Le premier terme de cette suite a= -5 = o,o 1745 329352; si l'on 

i 80 
désigne les termes suivans par (11, (a), (3), etc., en sorte qu'on ait 

p = a + ('1 + (4 + (3) + (41, 
ces termes se déduiront facilement les uns des autres, et on aura 
en même tems I'auxiliaire pour la fonciion E ,  savoir : 

1 

p c u ( ~  - r )"=a-  ( 4 - 5  (2)-i (3>+ (4) ; 

(*) O n  peut remarquer que cette méthode se rapproche beaucoup de celle 
que nous avons donnée dans le tom. 1, p. 31 i ; l'objet n'est cependant pas le même : 
la première sert à trouver la suite des valeurs de Su*; dans la seconde on n e  
cherche qu'une seule valeur de cette intégrale. 
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or,  sans passer le terme (4, on obtiendra, par ces suites, dix 
décimales exactes, pour toutes les valeurs de @, si 8 n'est que de 
quelques degrés, et pour un nombre plus ou moins grand de va- 
leurs de q ,  lorsque û sera plus grand. 

239. Ces calculs e'tant faits constamment avec dix décimales, le 
résuliat des 45 premières opérations, qui donne les fonctions E e t  
F pour l'amplitude (p=45", s'est toujours trouvé d'accord avec la 
Table VIII, soit exactement, soit à la différence d'un très-petit 
nombre d'unités décimales du IO= ordre, nombre qui est allé rare- 
ment jusqu'à 4 et qui n'a pas le plus souvent passé a ( o n  ne parle 
pas ici des grandes erreurs qui sont presque inévitables dans de si 
longs calculs, et que l'on découvre immédiatement par la com- 
paraison avec la Table VI11 ). Pour faire disparaître cette différence, 
voici le moyen qu'on a employé : supposons qu'il y ait trois unités 
décimales du IO' ordre à ajouler à la fonction trouvée par le calcul, 
pour la faire coïncider avec le résultat de la Table VI[I; il faudra 
examiner la dernière série des différences (c'est ordinairement la 
quatrième), et noter les endroits où elles sont le  plus irrég~ilières. 
On choisira trois dc ces e n d r o h ,  et on verra quelles sont les dif- 
férences correspondantes du ler ordre qui ,  étant augmentées clia- 
cune d'une unité, rendraient plus uniforme la dernière série des 
différences. Un peu d'exercice sufit pour apercevoir d'un coup- 
d'ceil celles des différences premières qui satisfont le mieux à cette 
condition. Corrigeant donc la série des fonc~ions , d'après celle des 
différences premières, on aura une nouvelle série de 45 nombres 
dont les différences marcheront d'une manière plus régulière, et 
dont le dernier terme s'accordera entièrement avec le résultat exact 
contenu dans la Table VIII. La même marche et le même niode 
de correction ont été égalenient employés dans le calcul de la se- 
conde partie de la Table, depuis Q = 450 jusqu'à q=goO. 

240. L'expérience nous ayant ainsi dirigé dans le calcul des dif- 
férentes Tables pariiculières qui on1 servi à composer la Table lx, 
nous avons pensé que tous les résultats devaient être exacls, à une 
ou deux unités près du dernier chiffre décimal. C'est pourquoi nous 
avons conservé dix décimales dans toule l'étendue de la première 
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partie de la Table 1X , depuis 0 = O ,  jusqu'à 4 = 45". On aurait pu 
conserver la dixième décimale bien loin encore au-delà de cette 
litnite; mais les calculs de la seconde partie étaient déjà faits, dans 
le  dessein d'obtenir neuf décimales exactes seulement, et d'ailleurs 
les grandes variations qu'éprouvent les fonctions E et F, lorsque 
l'amplitude et l'angle du module s'approchent tous les deux de go0, 
ne permettent pas de prétendre à l'exactitude de la dixième déci- 
male dans leur détermination, à moins de calculer les auxiliaires 
avec une ou deux décimales de plus, ce qu i  aurait augmenté con- 
sidérablement la longueur et la dificulté du travail. 

Ayant donc pris toutes les précautions pour assurer I'exac~itude de 
nos calculs, nous croyons pouvoir présentep la Table IX aux Géo- 
mètres, comme le résultat d'un travail très pénible qui mérite toute 
leur confiance. Cette Table servira à faciliter l'application de la théo- 
rie des fonctions elliptiques, q u i  est le but principal que nous nous 
sommes proposé dans cet Ouvrage. 

Addition au § II. 

241. On a déjà vu que les deux formules trouvées dans le § II, 
fournissent deux méthodes différentes pour former une Table des 
valeurs de l'intégrale U =Sud?; ces deux méthodes ont chacune 
leurs avantages particuliers, mais en général nous avons jugé que 
la préférence devait être accordée à la première, que nous avons 
nommée Métlzode des ordonnées moyennes, et que nous avons adoptée 
pour la consiruction de la Table IX. 

Nous remarquerons ici que la seconde de ces méthodes peut avoir 
une application par~iculière et fort utile; s'il s'agit en effet de cons- 
truire une Table des valeurs de la fonction U ,  d'après la seule con- 

d u  naissance du coesicient difîérentiel du second ordre ?m. u ,  en 

sorte qu'on ait U=ff idq9 ,  le problème se résoudra immédiate- 
ment par la formule 

où l'on a QG a'u. 
L'usage de cette formule suppose que l'on corinait h l'origine de 
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l'intégrale les valeurs de U et de du; ces deux données suffiront 
pour calculer la série entière des valeurs de U; et si l'on a besoin 

dans cet intervalle, de l'un des coeficiens diflërentiels d:, - on le 
calculera par la formule ordinaire 

242. Si l'on proposait ultérieurement de former une Table des 
valeurs de la fouction 0, en connaissant seulement le coefficient 

d U  
différentiel du 3' ordre = u , en sorte qu'on eût U = f %dq3, 
u étant une simple fonction de Q ,-la solution se déduirait ais& 
ment de la même analyse que nous avoris suivie dans l'art. 63. 
Soit pour cet effet u ce que devient la fonction donnée u, lors- 
qu'on y met 9 $- ;a; au lieu de Q, on trouvera 

a3 y = J3Uo - k 1 C j 5 p o  + kr'$7Uooo - k t l ' J ' 9 ~ o * o  + etc. , 
les coeficiens kl, k", k'", etc., étant les mêmes qu'on déduirait de 
l'équation identique 

1 x 1.3 x5 

(x-; -5.3- etc.)s = ss - px5 + kfts7 - etc, 

Soit donc a3v ZR; et de l'équation précédente on déduira 

la loi des coefficiens étant la même que donnerait le développement 
'7 rn+L6% x3-etc,)s,  de(^++-^^ 945. al0 

Au moyen de  la formule précédenie , il suffit de connaître à 
l'origine de l'intégrale les valeurs de U ,  $U, ,PU, ou ce qui  revient 
au  même, les trois premiers termes de la série U, Ut, U", et on 
formera la série entière des valeurs de l'intégrale U=Pudg3. 

243. 11 résulte encore de la même analyse qu'étant donné le  
d-iu coefficient différeutiel de quatrième ordre - = u , si l'on fait 
4 4  

d u  = S, on aura la formule 
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au moyen de laquelle on pourra calculer la série eniière des valeurs 
de  l'intégrale U =J4udq4, pourvu qu'on connaisse les quatre pre- 
miers termes de cette série U ,  Ut, UV, U'", ou ce qui revient au 
même, les quatre quantités U, d'U, JaU, a3U.  

On a vu dans les art. 7a et suivans comment les calculs doivent 
être disposés pour former graduellenlent la série des auxiliaires 
et celle des fonctioiis. Pour éviter à cet égard tout embarras, voici 
comment on mettra en usage la dernière formule 

La valeur de S étant donnée en fonc~ion de cp, on pourra cal- 
culer préalablement, avec telle étendue qu'on voudra, la suite des 
quantités S , tant dans le  sens des variables croissantes cp, cp +a , 
9 $- a a ,  etc., à pariir de la première valeur de 9 ,  que dans le 
sens contraire Q-a, q -  2a, etc., s'il est nécessaire. Avec ces 
valeurs et leurs différences successives, prolongées jusqu'à ce 
qu'elles puissent être négligées, on formera autant de lignes qu'on 
voudra, telles que les suivantes : 

q - CL 1 SO, $ 3 0 ,  $%O, OP3!+, $49, eic. 

(P 1 S , $S , Jas, P S  , d'4S , etc. 
SI, d'S1, SaS', J3SS', S4S', etc. 
Sr', d'Sr', d"S1', d'3Sf', 6\4Sr', etc. 

Cela posé, puisqu'on a en général 

1 1 4'2 1 J"U=Srl+ P S '  -- 
4 720 J4S f ,  -- 4725.  2'0 d?S" - etc. 

(valeur qui se réduira le plus souvent aux trois premiers termes); 
on voit que pour chaque valeur de Q ,  la Table des quantités S 
donnera immédiatement la valeur de 64U, laquelle jointe aux va- 
jeurs connues de U,  d'U, d'W, $3U, servira à former dans la 
ligne inférieure les termes Ut, $Ut, J2U', J3U'. 

Calculant de  même la valeur suivarite de d'WU, qui est N J ' ,  on 
forniera une nouvelle ligne U", d'Uf', d'Wf', $Wr', et ainsi jusqu'i 
13 limite de la Table qu'ou veul construire. 

On voit que pour être en état de calculer le terme 64U qui sert 
à trouver U", il suffira d'avoir avancé la série des S jusqu'au ternie 
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S ~ T  qui sert à trouver 64S, en supposant du moins que la valeur de 
64U soit exprimée d'une manière sufisamment exacte par les trois 
premiers ternies de la forniule. Aiusi, dans les cas les plus ordi- 
naires, la série des S ne devra pas être prolongée au-delà de la 
valeur de q,  où doit se terminer la Table; dans ces mêmes cas 
où l'on n'a point égard au quatrième terme de la forniule contenant 
tP6S', le calcul des quantités S ne devra être fait qu'à compter de la 
première valeur de Q , puisque les quantités précédentes SO, SoO, etc. 
ne seraient d'aucun usage. 

244. Il ne sera pas inutile de réunir ici, sous un même point 
de vue, les diférentes formules que nous avons trouvées, pour 
former une Table des valeurs de l'intégrale U, lorsqu'on suppose 
connu, en fonction de la seule variable q ,  l'un des coeficiens dif- 

férentiels dT, du &--, ddu p - 1  d4U- W P  voici ces formules où nous avons 
\ 
constamment désigné par P l'auxiliaire qui doit être employée dans 
chaque cas. 

Soit I O .  l'intégrale U =Judp; on fera P = U V ,  v étant ce que 
devient la fonction donnée u, en mettant Q+;a à la place de q ,  
et on aura la formule 

Soit a". l'intégrale U =fludpS; on fera P = a'u , et l'on aura la 
formule 

Soit 3". l'intégrale U=$3Udp3, on fera P=a3v ,  v &tant ce que 
devient u, en mettant p + i  ct au lieu de Q, et on aura 

Soit 4. I'intégrale U =f4udp4, on fera P = a4u, et l'on aura 

Il serait facile de prolonger à volonté la suite de ces formules, 
en observant la loi qu'elles suivent et qu'on démontre généralement 

kkk 
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par l'analyse du  ne 63. Ainsi pour l'intégrale U =f5udp5, on ferait 
l'auxiliaire P = a 5 v ,  et on  aurait la formule 

gP5U00 = P + $V - & 84P00 + etc.; 

pour l'inte'grale U -r= J%dq6, on ferait P r= a6u, et l'on aurait la 
formule 

p u o o o  - - P -+ 2 d"PO - d\4Poo + etc., 

ainsi des autres, 
Quant à la loi des coeficiens, elle est la même que celle qui 

résulterait du développement de la puissance 

n désignant l'ordre de  l'intégrale proposée U = Tudpn.  
245.  11 serait à désirer qu'on pût calculer par des procédés sem- 

blables et avec des suites aussi convergentes, les valeurs successives 
d'une fonction U donnée par une équation différentielle du premier 

ordre $ = fonct. ( U , Q 1, ou même par une équation différen- 

tielle d'un ordre plus élevé. Ce  problème est de la même nature 
que ceux qui concernent les intégrales simples ou multiples; mais 
sa résolution offre beaucoup plus de difhultés, et jusqu'à présent 
nous ne voyons d'autre nioyen d'y parvenir que la formule de Taylor 

qui sert à calculer la difftknce finie d'une fonction par le moyen 
des coeficiens différentiels successifs de cette fonction. 

au Si l'équation est du premier ordre, le  premier coefficient sera 
- . 

ddU d'U donné en fonction de U et de tp, et les suivans &-, g ,  etc., s'en dé- 

duiront par la différentiation. On pourra donc, d'une valeur donnée 
de U correspondante à Q=e, déduire la valeur suivante Ui=U+6U, 
correspondante à cp = e+ a, et ainsi successivement. 

246. Si l'équation est différentielle du second ordre, alors fai- 
ddU san t - = u , le coefficient -; sera une fonction donnée de ir e t  

4 4 
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de g; on en déduira par la différentiation les valeurs des coefi- 
dTJ d+U tiens suivans -- -, elc,, exprimées semblablement en fonctions 
dq3 d ~ b  

de u et de p. 
Connaissant donc les premières valeurs de U et de u qui répondent 

par exemple à Q-e, on trouvera les valeurs suivantes de U et de 
u qui répondent à Q = e + a, au moyen des formules 

d'où l'on déduira U' = U + d'U , u'= u + d'u. Par ces nourelles 
valeurs de U et de u qui répondent à cp = e -+ cc, on trouvera Sem- 
blablement les valeurs suivantes qui répondent à Q = e + za, et 
ainsi successivement jusqu'à la fin de la Table. Mais ces calculs 
qu'on doit faire ainsi pas à pas pour que le. résultat en soit plus 
exact, sont très longs et très diaicdtueux. 

Il serait d'autant plus utile de perfectionner ces méthodes en ren- 
dant les suites plus convergentes, que la réduction en Tables est la 
seule ressource qui reste pour évaluer les fonctions délerminées 
par des équations différentielles qu'on ne peut intégrer exactement; 
et peut-être n'y a-t-il pas d'autre moyen de résoudre les grandes 
difficultés que présente la théorie des perturbations des planètes, 
lorsque le  développement en série ne peut pas avoir lieu, ou lors- 
qu'il offrirait un trop grand pornbre de termes qui ne pourraient 
&tre négligés. 
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DU TOME III. 

§ 1. DU calcul rdes fonctions complètes Prc, E1c, Pag- 5 
Propriétés remarquables de l'échelle des modules, d'où résultent des théorèmes 

analogues à ceux des art. 73 et suiv. de  l a  première partie. 

Suivant l'un de ces théorèmes on peut trouver directement, avec tant de dé- 
cilnales qu'on voudra, et  par l'extraction du plus petit nombre possible de racines 
quarrées , le logarithme d'un nombre donné, 1 O 

On détermine généralement combien il faut calculer de termes de  l'échelle des 
modules, pour obtenir 1 4  décimales exactes dans les logarithmes des fonctions 
complètes F1c, Erc , F'b , E1b, i a 

Formation de Péchelle des modules. 15 

On donne les formules les plus simples pour avoir, jusqu'au degré d'approxi- 
mation fixé, les logarithmes des modules décroissans c ,  cO, coO, etc., et ceux da 
leurs complémens b , bO, boO, etc. 

Formule pour le calcul des quatre fonctions F1c, Etc, F1b, E'b, 16 

On rappelle ici les formules générales d'approximation, et l'on s'attache à leur 
donner l a  forme la plus simple pour le calcul logarithmique. Ces formules se 
simplifient progressivenient à mesure que le module c est plus petit. 

Exemple pour le module c = sin45', qui est le  plus grand de  ceux auxquels les 
formules doivent être appliquées, B a 

Autre exemple pour le module c = I/a - 1, qui donne lieu à des vC~.ifications 
fondées sur les propriétés particulières de ce module, 27 

Troisième exemple qui présente d e  semblables vérifications, 31 

Construction et usage de la table des fonctions complètes, 34 

Formules d'interpolation dont on a fait usage pour la construction de la table 
ou qui deviendraient necessaires, si  l'on voulait l'étendre à tous les centièmes de  
degré, 34-40 

Formules et exemples pour montrer l'usage de  la table, 4 1-49 
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Fom~ulee remarquables pour trouver directement les logarithmes des fonctions 

tomplètes Frb, Exb, lorsque le module b diffère très peu de l'unité, pag. 41-49 

§ II. Méthodes générales pour former une table des valeurs de 
l'intégrale U = J u ~ Q ,  5 I 

An moyen d'un algorithme propre à abréger les calculs, et sur-tout à faire 
connaître la loi des résultats, on parvient à deux form~les  principales, qui four- 
nissent deux méthodes différentes pour construire une table des valeurs de  l'intégrale 
U =Judrp, correspondantes aux valeurs successives p = O ,  a, zcr, 3&, etc., 51-59 

L a  première formule détermine pour chaque valeur de cp , la  différence $U, au 
moyen des valeurs successives de l'auxiliaire P = cv , où v est ce que devient u, 
en mettant 9 + au lieu de 9. Cette première méthode, qu'on peut appeler 
Mt?thocie des ordonnées moyennes, est d'une application extrêmement facile, à 
cause de la grande convergence de la série qui détermine 6U. 

ddu dé- La seconde méthode, fondée semblablement sur l'auxiliale Q = or1. - 
dpa 

termine l a  différence seconde P U 0  par une suite encore très conyer~ente. 

§ nI. Application des Méthodes précédentes aux fonctions ellip- 
tiques E et F ,  65 

O n  prend pour exemple la construction détaillée d'une table où l'on calcule 
jusqu'a douze décimales, les fonctions E pour le module sin ,450, et pour tous les 
demi-degés d'amplitude, 65-77 

Remarques sur les différentes méthodes qu'on pourrait employer pour construire 
un système complet de tables elliptiques, 78-83 

Table particulière pour le module c = sin 8gor 84 

§ IV. Autre méthodepour construire des tables des fonctions F et E, 88 
Cette méthode repose sur une seule donnée, qu'on peut déterminer avec toute 

l a  précision nécessaire ; elle a l'avantage de réduire la construction de la table 
entière à des formules trigonométriques rigoureuses. Mais l'interpolation de  cette 
table serait plus difficile dans les applications, que celle des tables ordinaires où 
l'amplitude croît d'une manière uniforme. 

§ V .  Formules pour trouver des valeurs très approchées des fonctions 
Eq, FQ , lorsque l'amplitude Q n'excède pas une certaine limite, 96 

On fait voir que certaines Formules très simples peuvent reprbsenter assez exac- 
tement les fonctions E et F, tant que l'amplitude q n'excèoe pas ao ou 30°, sar-tout 
si l'angle du module n'est pas trop près de  go0; ces formules peuvent donc supp!éer, 
dans une étendue assez considérable, aux tables elliptiques dont l'interpolation 
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sera toujours plus ou moins difficile, comme celle de toutes les tables à double 
entrée. 

5 VI. Méthodes diverves pour calculer les valeurs approchées des 
fonctions Eq, Fg , lorsque l'angle Q excède la limite supposke dans 
le 5 précédent, Pa& 104 

O n  peut ramener tous les cas proposés à celui où l'amplitude est d'un petit 
hombre de degrés, soit par l a  bissection continuelle de la fonction FQ, soit par la 
multiplication de cette fonction; les calculs pour cet objet s'exécutent par des 
formules trigonométriques rigoureuses. On en donne différens exemples qui servent 
à apprécier l'exactitude des résultats, 104-1 12 

Ces applications donnent lieu de simplifier la formule générale qui exprime la 
fonction EQ, dans tous les cas où le module c diffère très peu de  l'unité, pourvu 
que l'amplitude Q n'excède pas une certaine limite, 113 

Autres formules pour trouver les fonctions Fp, Eq, lorsque b est très petit, ou 
seulement lorsque b tang Q est plus petit que l'unité i 16 

VII. For~nules pour développer en séries les fonctions 2 et F ,  118 

On applique les formules de la Ve partie, art. 152 et suiv., a u  développement 
des fonctions F et  E, ordonnées suivant les sinus des arcs multiples aq, 4 , 6 ~ ,  etc. 

On fait voir dans différens exeniples, jusqu'à quel point les séries doivent être 
prolongées, pour obtenir un degré d'exactitude déterminé. 

Lorsque le niodule devient trop grand, on peut rendre les séries beaucoup ~ l u s  
convergentes et diminuer considérablement le nombre de  leurs termes, en substi- 
tuant, par une transformation, l a  variable q0 à la  variable q , 123 

tj  VllI. Fornmles pour exprimer les fonctions l3 et F en séries dé- 
veloppées suivant les puissances de ca, 1 7 ~  

Ces séries sont données immédiatement par l'intégration, mais elles ne peuvent 
guère être utiles que lorsque le module c ne passe pas une certaine limite, au-delà 
de laquelle elles deviendront trop peu convergentes. 

On donne à cette occasion une table des intégrales Z'=$~Q sinD Q, Z"=[dqsin4q, 
Zr' = Idqsin6~, pour toutes les valeurs de Q , de degré en degré, depuis q = o. 
jusqu'à q = goD. 

5 IX. Intégrales complètes des équations d flérentielles du second 
ordre, auxquelles satisfont les fonctions F et E ,  I 80 

Ces équations différentielles, qui sont celles de l'art. 45 a tome 1, supposent l e  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE DES RI ATI~RES,  43 1 

module c seul variable. O n  prouve par cet exemple, que l'usage des fonctions 
elliptiques n'est pas borné aux simples quadratures. 

sinm& COS* u S X .  Développement des quantités -.., et autre? remblables, 

suivant les puissances de l'arc w, les nonzbres m et n étant entielv, p. 183 - 

Après avoir rappelé les formules contenues dans les art. 160 et  suiv. du tome , 
un donne une table complète des logarithmes des coefficiens H, et  K,, calculéa 
à 14 et 15 décimales, i 85 

Aux quatre formules données dans l'art. 160, on eu ajoute une çinquième qui 
sert à calculer log cos a ,  et de l à  log sinw et log tang u, lorsque l'angle s est d'un 
petit nombre de degrés, i 86 

L a  différentiation réitérée de ces diverses formules, conduit à ce résultat général, 
P 

que toute quantité de la forme -- dans laquelle P est une fonction ra- 
sinrn@ COS" u J  

tionnelle et entière de sinr e t  cos m ,  étant développée en série, suivant les 
puissances ascendantes de  l'arc u ,  on peut assigner un terme quelconque du 
développement a u  nioyen des coefficiens H, et K,. 11 en serait de même de I'in- 

y~u+i p&, 
t é p i e  f -- prise depuis o, = O, en supposant seulement i + i positif. 

sin% cosn a 
Pour compléter ce point d'analyse, on ajoute, sous deux formes différentes, 

l'expression générale de chacun des coefficiens H,, K,. 

§ X I .  Réduction de la formule qui sert à exprimer la fonction Ep 
dans la méthode des modules croissans, I 93 

L a  formule générale de l'art. 123 étant d'une application fort diBicile, on a 
tâché de la réduire à une fornie plus simple, sans lui faire rien perdre de sa 
généralité. C'est à quoi l'on est parvenu au nioyen d'une série qui se simplifie de 
plus en plus, à niesure que le module se rapproche davantage de l'unité; on la 
présente ensuite dans les différens cas, sous l a  forme qui convient le mieux au 
calcul logarithmique. 

Exemple 1. O n  calcule les fonctions E et  F avec 14 décimales, pour le module 
c = sin 81" et  l'amplitude p = 750, 197 

Exemple II. Calcul semblable pour le iiiodule c F= sin 48" et l'amplitude 
Q = 45", z ~ a  

§ XII. Méthode pour construire, d'après un module donné, une 
table composke d'un petit nornbre de valeurs des finctions E et F, 
au moyen de  laquelle on puisse détwrnizzerfacilement ces fonctions 
pour toute valeur donnée de Yunzplilude, 2oG 
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Cette méthode est la même que celle du S IV; on l'applique au calcul de la 

table particulière pour le module c = sin 45', on montre ensuite l'usage de cette 
table. 

L a  table VI a été calculée pour faciliter l'usage de cette méthode; on y trouve, 
pour tous les degrés de l'angle du module depuis 4 = O  jusqu'à e = 45", la  valeur 
de Q, qui satisfait à l'équation Fq = F1c. 

§ XIV. Application de la méthode précédente au calcul de la table 
particulière pour le module c = sin 8 L", pag. 221 

On s'est proposé d'obtenir 14 décimales exactes dans tous les résultats que 
prbisente l a  table et dans les applications qu'on en a données. Ces calculs sont 
extrêmement pénibles, mais les nombreuses vérifications auxquelles ils ont été 
soumis ne permettent pas de  douter qu'on ait atteint le degré de précision qu'on 
s'était proposé. Daris cet exemple, on trouvera réunis tous les moyens qui peuvent 
assurer l'exactitude des calculs où l'on emploie les grandes tables trigonométriques ; 
on y troiivera aussi, page 246, une formule d'interpolation qui peut être utile dans 
tous les cas où l a  série des différences n'est complète que dans un sens contraire 
à celui où l'on peut faire l'application de  la formule ordinaire. 

§ XV. Sur la construction d'un système complet de tables ellip- 
tiques, a55 

Ayant choisi de  préférence la première des méthodes du 5 II, celle que nous 
avons nommée méthode des ordonnées moyennes, on propose de calculer d'après 
cette méthode les t a M s  particulières qui doivent composer la table IX. On rappelle 
les formules nécessaires pour cet objet, et on en fait l'application détaillée au 
calcul de la table particulière pour le module c = sin 63". 

En supposant les calculs faits directement pour chaque degré de I'amplitude et 
de l'angle du module, on donne les moyens de construire une table plus étendue, 
dans laquelle ces deux variables croîtraient progressivement d'un quart de degré 
seulement. Exemple d'une portion de cette grande table, 293 

On donne, suivant une notation nouvelle et très commode, les formules générales 
d'interpolation qui doivent être employées pour toute table à double entrée, et on 
en fait l'application à divers exemples, pris dans la portion de table de la page 293. 
Ces mêmes fornlules s'appliquent à la table IX, et peuvent conduire à des résul- 
tats aussi exacts, si l'on prolonge suffisaniment l a  série des différences, 294-300 

Pour faciliter la construction de la table IX, on a cru devoir calculer la tableVIII, 
qui donne les valeurs des fonctions E et F, exprimées avec douze décimales, pour 
tous les degrés de l'angle du module, et pour les deux amplitudes de 45 et go0. 

Le calcul de cette table a donné lieu de simplifier de nouveau l a  formule qcii 
eert à exprimer la fonction Ep, dans la inéthode des modules décroissans; ou est 
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parvenu h une nouvelle formule, qui a b.eaucoup d'analogie avec celle qui a été 
trouvEe dans le $ XI, pour le cas des modules croissans. On a remarqué ensuite 
que la supposition de Q = 45", conduit à de nouvelles formules qui simplifient 
beaucoup les calculs, au moins tant que l'angle O est plus petit que 45". 

§ XVI. Des cas OU Pon voudrait pousser I'approximnrtion au-delh 
de r4 décimales, dans le calcul des fonctions E et F ,  pag. 308 

On donne d'abord pour exemple le calcul des fonctions complètes F'c, E'c, 
fait avec 20 décimales, pour le module c = sin 45O. 

On donne ensuite les formules par lesqueIres on pourrait obtenir un pareil 
degré d'exactitude, dans le calcul des fonctions E e t  F pour une aniplitude 
donnée pl 314 
- L'usage des logarithmes ne pouvant guère avoir lieu au-delà de  80 décimales, 
si l'on veut obtenir un plus grand degré d'exactitude, il faudra recourir au calcul 
arithmétique ordinaire. Dans cette vue, on dispose les forniules de manière A 
parvenir au degré d'approximation fixS par l a  voie la moins laborieuse qu'il est 
possible, 517-321 

TABLE 1, contenant les logarithrties des fonctions conlplètes Frc, E'c , calculks 
pour tous les angles mi module, de dixième en dixième de degré, depuis o4 
jusqu'i goQ, avec 14 décimales pour les 15 premiers et les i 5 derniers degrés du 
quadrant, et i n  décimalespour tous les autres angles de 15 à 759 

On y a joint les différences premières, secondes, troi~ièmes et quatrièmes de 
ces logarithmes, terminés uniforménienf à iz décimales. 

L'angle du module qui sert d'argument est désigné par 8 ,  I 25 

TABLE II , contenant les valeurs des fonctions E et F calculées à l a  décimales, 
pour toutes les amplitudes p de denili-degré en demi-degré, depuis oO jusqu'à go0, 
i'angle du module étant de 4 5 O .  

On y a joint la série des différences, prolongée jusqu'riu cinquième ordre, 148 

TABLE III,  contenant les sinus naturels à 15 décimales et leurs logarithnles à 
14 décimales, pour tous les arcs de 15 en 15 minutes, depuis oo jusqu'à go0, 156 

TABLE IV,  contenant les valeurs de log tang (45" f f O), pour tous les 
angles Q de 30 en 30 minutes, depuis o0 jusqu'à go0, calculées à 12 décimales, 
avec cinq ordres de différences. - 

Ces valeurs sont celles de la fonction Fp, lorsque Sangle du module est degoO, i 60 

TABLE V. Contenant les logarithmes à i g  décimales pour tous les nombres 
impairs de i 163 à 1501, et pour tous les nombres preuiieis de 1501 à ioooo. 

Cette table sert de supplément à la ,Table des logarithmes à 20 dbcirnales de 
111 
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Gardiner; elle est destinée à faciliter b s  calculs des nonibres jusqu'à 15 figures 
ou plus, ainsi qu'on en trouve beaucoup d'exemples dans cet Ouvrage, pag. i 64 

TABLE VI, contenant l'échelle logarithmique des modules, calculée à 14 déci- 
males, pour tous les angles du module, de dixième en dixième de degré, depuis00 
jusqu'a 15'; et de demi-degré en demi-degré, depuis 15' jusqu'à 45O. On y a 
joint en mênie tems le logarithme du coefficient K, qui sert à trouver la fonction 

I 
complète F1c = -. K. 

2 

Cette mênie table donne les modules croissans c, cf, c", etc., et leurs complkmens 
b ,  b', b", etc., de  450 à go0 ; il suffit pour cela de prendre , au lieu de l'angle du  
module, son complément à go0, et d'échanger entre elles les lettres c et b, ainsi 
que les signes O et ', 323 

TABLE VI1 , où l'on trouve, pour tous les angles du module, de dixième en 
dixième de degré, depuis 8 = O jusqu'à 4 = 4S0, l a  valeur de l'amplitude Q, qui 
satisfait à l'équation F q  = FF'c. On y a joint les différences premières, secondes 
et  troisièmes de l'angle Q, 333 

TABLE VIII,  contenant les valeurs des fonctions E et F, dont l'amplitude est 
de 450, et celles des fonctions complètes E', F1, calculées avec l a  décimales, pour 
tous les angles du module de degré en degré, depuis O" jusqu'à goo, 338 

TABLE IX, contenant l a  série complète des fonctions elliptiques E et F, pour 
tous les angles du module et pour toutes les amplitudes, de degré en degré, depuis 
oO jusqu'à go0. 

Ces fonctions sont calculées à dix décimales, depuis 4 = oO jusqu'à b = 45" ; et 
à neuf seulement, depuis 8 = 45" jusqu'à 4 r= go0, 345 

Observations sur la table IX , 
Addition au $ I I ,  

FIN DE LA TABLE. 
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N o u s  avons traité, dans ce chapitre (tome 1, page 339), de l'inté- 

grale indéfinie r(a, s) = [ds ( Z -!y-'; mais nous dasons pas con- 

sidéré spécialement le  cas de a = O, qui est celui de la transcendante 

12, dont plusieurs géomètres se sont occupés. Nous réparerons 

ici cette omission, et nous ferons voir en même temps quels moyens 
il faut employer pour obtenir, avec tel degré d'approximalion qu'on 
voudra, l'intégrale T(a ,  x), dans le cas où x est très petit, pro- 
blème qui n'avait pas été résolu assez complètement dans l'art. 2 4  

du chapitre cité. Dans tous les autres cas , l'intégrale T ( a ,  x) 
pourra toujours se trouver facilement par l'interpolation d'une table 
calculée, d'après la valeur donnée de a, pour toutes les valeurs 
de x, de centième en centième, depuis x x:= O jusqu'à x 2:= I ; 
nous joignons ici deux tables de cette sorte, calculées à dix dé- 
cimales, l'une pour le cas de a= O, et l'autre pour celui de n = f , 
qui se présente le plus fréquemment dans les applicaiions. Enfin 
nous terminerons ces recherches par des observaiions sur une équa- 
tion différentielle analogue à l'équation de Riccati, dont on peut, 
dans certains cas, trouver l'intégrale complète au moyen des fonc- 
tions T(a,  x). 

I .  Considérons d'abord l'intégrale Z =[ $, prise à conipter 
I - 

1 de  x = o ; si l'on fait Z - = z ,  ou x=e-", on aura la transformée 
x 

ëZdz - - qu'il faudra prendre depuis z = a jusqu'à 
e 

a = 1 1. Substituant au lieu de e-f sa valeur développée, et in- 
x 

tégrant , on aura 
1 2' 1 z3 Z=-C-b- f -a - - . -  +- -- etc ... ;..(a). a a a . 3 ' 3  

La condition pour déterminer la conslante C ,  est que Z s'éva- 
nouisse lorsque z = ; mais les quantités infinies que cette sup- 

minm 
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position iniroduit, ne permettent d'en tirer aucun résultat, et i l  
faut recourir à d'autres moyens. 

2. Considérons pour cet effet l'intégrale 

prise de même à compter de x=o; nous aurons V=-Z(I-x)-Z, 
et par conséquent, 

1 z3 
a .3 + etc.. . . . .(b). 

Il suffit de connaflre la valeur deV dans un cas particulier pour déter- 
z miner la constante C; or si l'on fait X=I ,la quantité - 

1 - 2  
se réduit 

à l'unité, de sorte qu'on aura dans ce cas V =C. Mais par la for- 
mule du no r I , V' partie, on a dans le même cas V = C; donc 
C sera le nombre connu dans la tbéorie des fonctions r, dont la 
valeur est 

c = 0.57721 56649 01532 86061 811209. 

3. Cela posé, la formule (a) fera connaitre l'intégrale Z par une 
suite d'autant plus convergente, que x sera plus près de l'uniié. 
Lorsqu70n fait X= 1, on a z c O, et par conséquent Z devient 
infini; mais cet infini n'est que logarithmique, car en faisant 

1 
X ~ I - w ,  w étant infiniment petit? on aura Z = J - - C + i a ) .  

L) 

1 A mesure que x diminue, z ou 1;  augmente de plus en plus, 

et la suite contenue dans la formule (a) devient de moins en moins 
convergente; elle peut même devenir divergente dans les premiers 
termes, lorsqu'on veut déterminer l'intégrale Z pour une très petite 
valeur de x ,  mais elle finit toujours par être convergente après 
un certain nombre de termes. Soit P le n'"ne terme de la suite 

1 z' 1 z3 
z - - . - + - -  

a a a . 3 ' 3 -  etc., et P' le terme suivant, on aura en gé- 
nz néral P' = -- 

( 1 ~  + 1l1 . P, ainsi la convergence de la suite aura lieu au 

plus tard dès qu'on aura n= ou > z. Par exemple, si l'on .a 
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= , p o  , - o.0000454, ce qui donne z =: I O ,  la série sera con- 

vergente au dixième terme, on même dès le  neuvième, puisqu'en 
nz 80 faisant n-8, on a in+; = Mais on voit en même temps 

que la grandeur des termes qui précèdent le point de convergence , 
et celle d'un assez grand nombre de termes suivans, rendent ~ r è s  
diffîcile le calcul par la formule (a), de  la fonciioii Z ,  pour une 
valeur de x aussi petite qu'on l'a supposée, et la diEculté aug- 
menterait toujours à mesura que x serait supposé plus petit. 

4. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait faire usage de 
la méthode des quadratures; on diviserait la valeur donnée d e  x 
en un certain nombre de parties égales, et calcuIant les ordonnées 

1 
y == - pour tous les demi-intervalles fa, :cc, :a.. .x-;a,dans 

- 1  

2 

lesquels x est divisé; on en déduirait la valeur de Z par la for- 
mule du no 2 ,  III" partie. 

5. Mais o n  peut aussi, par d'autres formules, éviier ces calculs 
de quadrature, qui sont toujours très longs, sur-tout dans le cas 
dont iI s'agit, si l'on voulait obtenir u n  certain degré d'approxi- 
mation. Et d'abord la fornlule du ne 2 4  donne, pour le cas de a=o, 

formule qui sera d'autant plus convergente dans les premiers termes, 
qiie a sera plus grand. Mais comnae le niéme terme de ce1 te série est égal 

R- 1 au précédent muliiplié par - , on voit que la suite deviendra 
z 

divergente dès qu'an aura n- L) a. Ainsi, dans le cas de  z= 10 ,  

dont nous avons déjà parlé, la suite sera divergente dés le douzi&me 
terme. 

6. Pour apprécier le degré d'exactitude que donnerait la Forniale, 
dans le cas dont il s'agi1 , il faut observer que dans une suiie idle 
que la précédente, qui doit s'arrêter aux termes à peu près égaux 
T-Tt, la somme totale est connue, à une diKrence prhs de $T 
environ. Eu général, soit x = e-2 ou a = n, l'errtur sur la valeur 
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9 . 3 . 4 . .  .n-i r n  de Z aura pour limite é =$. - x = +. - .e-", ce qui donrie 

nn nn 

en logarithmes vulgaires log 6 = - man - ; ln +- f If  zr, m élant le 
module 0.43429 , etc. Il s'ensuit que la valeur de Z déduite de la 
formule (c )  sera exacte jusqu'à la décimale de l'ordre k, si l'on a 
k = 2mn $- ln - + 1 T, et par conséquent si - Inn ou..  . . 

L'approximation obtenue par la formule (c )  est donc de plus en 
plus grande, à mesure que z est plus grand ou x plus petit; elle 
donne neuf décimales exactes pour la valeur z=ro ou x=o.ooo454; 
mais à mesure que x augmente, l'approximation diminue et devient 
bienlôt insuffisante, comme on l'a vu dans le cas de x = o.  or 
(art. 24, partie III). 

7. Il nous reste à démontrer une troisième formule dont l'ap- 
plication s'étend depuis les plus petites valeurs de x jusqu'à celles 
qui permettent d'employer avec avantage la formule (a). Cette troi- 
sième formule qui s'exprime en fraction continue, est connue de- 
puis long-temps des Analystes; mais ils ne se sont point occupés d'en 
rendre le calcul facile, ni de fixer le degré de précision dont elle 
est susceptible, suivant le nombre de termes auquel on veut s'ar- 
rêter. 

Considérons en général la fonction Z = T ( a ,  x)=fza-'dx,  
dans laquelle nous supposerons a positif et plus petit que l'unité, 
ce quel'on peut toujoursobtei~ir par la formule de réduction du no 23; 
l'intégrale Z étant prise à compter de x= O,  la quantité au-', où 
a-I est négatif, sera plus grande pour la dernière valeur de x 
que pour les valeurs précédentes, de sorte qu'on aura toujours 
z - - p-I xT, T étant en général une quantité plus petite que l'unité, 

mais qui se réduii à l'iinitélorsqu'on suppose xinGniment petit. Si Ion  
différencie cette équation et qu'on substitue les valeurs dZ=zad'dx, 
dx = - xdz , on aura, pour dé terminer T, l'équation différentielle 

1 qu'il conviendra de mettre sous la forme suivante, en faisant z= - 
C ' 
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PdT (1-a)c+' i . . . . . .  Tidi~ + T 

--- Tp -o... (4 
8. Considérons plus généralement l'équation différentielle 

5"dT ,+,+q-, + 1 1 
.O........ (4 9 

dans laquelle a et C sont des coefficiens constans; si i'on fait 
1 ;r; = r + ktT1, on aura la transformée 

Le  coefficient k étant arbitraire , on peut faire k = CL + g ; alors 
divisant tout par k(T", on aura 

Cette transformée est entièrement semblable à la proposée, puis- 
qu'en faisant a'= I -a, g'= a + g , o n  peut la metire sous 

et on aura en même temps k=cl. 

9. 11 suit de là que,  par des substitutions répétées, on obtien- 
dra des transformées successives en Tl, Tl1, Tm, etc., qui seront 
liées entre elles et dont les coefliciens seront déterminés par les 
équations suivantes : 

On pourra donc exprimer la fonction T par cette fraction continue 

. T = ~:(~+(a+~S:(1+(~+Q9:(1t(l+~+~)P:(~+(a+C)~(if etc.. Cf), 
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où il faut remarquer que les drénomiaateu~s des fractions compo- 
santes sont tous égaux à l'unité, et que les nuniératears forment 
la suite 

(.+QC, (1 +% (1 +,+C)i, (,+g)r, G+r+glr ,  elCa , 
dont la loi est telle, que les termes croissent alternativement de 
( I  -a)< et de ar. 

Cette expression sera l'in tégrale de l'équation différentielle (e) , 
si toutefois la fonction cherchée T doil se réduire à l'unité lorsque 
3 = o. 

1 0 .  Cette condition érant remplie daus I'équation proposée (d ) ,  
il y aura lieu de lu i  appliquer l'a formule (f); c'est pourquoi 
faisant a= I -a, C=o, on aura, paur l'intégrale ge'nérale 
Z = Jz8-'dx, cette expression en fraction continue, 

Z = szu-':Ci +Ci -a)<:(t-t,<:(i+(a-a><:(i+z<:(i+(3-a){+ etc.. . . (g), 

où l'ori voit que les nurnkrateurs des fraciions composantes formeut 
la suite (1 -a, c, (a -a SC, (3-  a ) L  3 L  (4-41, etc. , 
dont les termes croissent alternativement de nc et de (1-a)c. 

x 1. Maintenant si l'on fait o = O ,  on aura, pour le cas parti- 

culier de l'intégrale Z =!$. cette troisième formule 

où l'on voit que les numérateurs <, r ,  2 c ,  25, 3:, 3!, 4;, etc., 
croissent alternativement de O et de 5.. 

II n'y aura lieu d'employer la forniule (h) que pour de très pe- 
tites valeurs &x, qui laissent encore T assez petib; car, par exemple, 

1 
pour Ea valeur x = - = O-.or83, qui donne Z; =4 et r=i, on 

e4 

pourra en~ployer indifféremment la forniule (a), qui ne cesse pas 
d'être convergente, ou la formule (h)  ; le choix de l'une ou de 
l'autre dépend encore du degré d'approximation qu'on veut atteindre, 
et qui s'obiienha plus #acilementi, tant& p~ une formuk, tantôt 
par l'autre. Pour mieux en juger, il faut faire v&c quelle est la 
n~eilleure manière de calculer des fractions continues telles que la 
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formule (h), dans laquelle les numérateurs augmentent à l'infini, 
tandis que les dénominateurs restent égaux à l'unité. 

Po P P' 
12. Soient p, p,  iy les trois fractions consécutives qui rè- 

sultent du ealcd de lafraction continue, exécuté suivant les règles 

ordinaires en s'arrêtant à la fraclion composante f ; on aura, d'après 
la loi connue, 

P'=P+pPo, Q'=Q+pQ"; de là  P'Q-PQ1=p(P*Q-PQ), 

Supposons la différence - - - positive = Re; on voit que la diffg- 
9' P 

.Q Q' 
rence suivante - -- 

Q' V 
sera négative; en l'appelant -R, on aura 

P' On parviendra donc à la valeur - , en calculant par cette for- 
V' 

mule une suite de différences r, I J ,  r". . . .R°, R ,  qui, à partir 
du premier terme A de la série, s'appliqueront alternativement 
en plus et en moins au résultat dç tpus les termes précédens; d'où 
l'on conclura 

Pr -= A - r + r r - . . , ,  .+JI"-R. 
Q' 

Les signes des différences seront toujours alternatif., tant que les 
indices p seront positifs, comme dans le cas proposé. On  obtien- 
dra donc ainsi des résultats alternativement plus grands et plus 
petits que la valeur totale que l'on cherche, ce qui donnera à chaque 
instant une mesure du degré d'approximation auquel on est par- 
venu. Lorsqu'il ne mauquera plus qu'une ou deux décimales pour 
obtenir le degré désiré, an  pourra s'arrêter à la dernière différerice 
calculée R , et suppléer aux différences suivantes R', R", etc., en con- 
sidérant la suite &, R, R', RI1 comme une progression géomé- 
trique ; dans cette hypothèse, faisant R = UR", on aura. . . . . . 
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R 

R - R ' + R "  etc. - R(I - a + as - etc.) = - ; ainsi au lieu 
14-ac 

R 
d e  la différence R on prendra - . Pour plus d'exactilude, on  

l + ,  

pourrait avoir recours aux trois derniers termes Po, Re, R, et 
faisant R"=~OR"~, R=ctR", on supposerait par analogie R'=afR, et 
l'on déduirait le rapport a' des deux rapports connus cce, cc, par 
l'équation log a' = zlogo-log aO; ensuite, au lieu de R , on 

R prendrait - ~ + a -  
13. Pour calculer facilement les différences R et éviter en même 

temps l'embarras des grands nombres auxquels conduirait néces- 
sairement, dans ces opérations, l'accroissement rapide des indicesp, 
voici comment il faudra procéder. 

Soit la fraction proposée Z=X : (r+p : (r+p, : (~+,u,: (I+, 

: (~+etc.  ; les premiers termes, calculés à l a  manière ordinaire, 
sont : 

et la série formée par la différence des termes consécutifs com- 
mence ainsi : 

Pour la continuer indéfiniment, on prendra des auxiliaires 0,  h, 
6,, A , ,  O,, A,, etc., d'après la loi suivante, qui compreiid celle des 
différences R,  R I ,  R,, etc. , 
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Cela posé, la valeur de Z se calculera par la suite 

qu'on prolongera jusqu'à ce qu'on ait obtenu le degré d'exactitude 
désiré. 

I 4. Ces calculs, comme on voit, sont très 'faciles à faire par 10- 
garithmes ; toute prolixité et toules opérations inutiles en sont écar- 
tées ; il suffira de calculer les termes X ,  R, R, ,  R,, etc., avec 
une décimale de plus qdon  n'en veut avoir dans le résultat, et  
l'on prolongera la suite des différences jusqu'à ce qu'elles appar- 
tiennent à l'ordre de décimales qu'on peut nêgliger, ou  seulement 
jusqu'à ce qu'elles approchent de ce1 ordre, puisqu'on peut tenir 
compte d s termes suivans par le moyen que nous avons indiqué. 

Il est a on d'observer, au sujet de ces calculs logarithmiques, 
que déduire chaque A du 0 correspondant, par l'équation 
1 

1 

- = I + O ,  on pourra faire usage des formules souvent niei-ition- 
A 

d nées log 0 =loga*d, d' = - log D = log(adl) z!= f dl, d'où 
i + a Y  

résulte log(r +O),  ou -log A = log ( I  + a)zC=D. On prend pour a 
le  nombre de la table dont le logarithme approche le plus de log 8 ;  il 
suffit que a ait au moins le tiers du nombre de chiffres significatifs 
avec lesquels R doit être déterminé; mais il faut que log(r + a) soit 
aussi donné dans la table inmédiatement et sans interpolation. 

r 5. Comme on a en général Rn = Ra-, . -- en il est évident 
1 + O n 9  

que les différences R ,  R,, R,, eic. , vont continuellement en di- 
minuant, dès le  commencement de 12 série, ce qui cst une suiie 
de  ce que les indices ,u sont supposés tous positifs; ainsi à me- 
sure que la suite des différences est prolongée, l'approximaîioii 
augmente de plus en plus, pourvu que  les différens ternies, à comp- 
ter du premier X, soient calculés jusqu'au nombre de décimales 
qu'on veut obten.ir dans le résullat, ou même au-delà, pour obvier 
à l'accumulation des erreurs. 

L a  formule (h) est donc propre à déterminer l'intégrale Z pour 
les très petiles valeurs de x ,  sans être sujette aux iiicou\ ériiens que 

nnn 
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présentent les formules (a) et (c ) ,  la première en offrant des termes 
divergens dès le commencement de la série, et fort grands par 
rapport au résultat cherché; la seconde, en amenant assez prornp- 
tement une divergence qui limite beaucoup l'approximation et la rend 
souvent insuffisante. Cette formule, cependant, est loin de conserver 
son avantagez lorsqu'on l'applique à des valeurs de x qui passent 
une certaine limite; car sa marche se ralentit de plus en plus, 
mesure que x augmente, et la formule (a) devient fort préférable, 
sur-tout si l'on a besoin d'une grande approximation. 

16. Pour mieux apprécier la formule (h), essayons de détermi- 
ner combien il faudra calculer de termes de celte formule, afin 

z d'obtenir la valeur de - avec un nombre i de décimales, ou de 
4 

manière que l'erreur soit moindre que IO-'. 
On remarquera d'abord que le niéme des numérateurs c, c, zT, 

zt ,  3r, 3r ,  etc., peut être représenté par t(n+sina$nrr); o r  
o n a  9 , = y . ~ ~ - , ,  ou ûn(i+Bn,,)=p,; donc &,(1+0,-,)= 
t r(n+ sin': nr). De là on voit que en a pour limite ( i r n ) ; ,  et 
qu'ainsi lorsque n devient un peu grand, on peut supposer 
0. = I ( X n ) .  

Soit log Rn = Un, l'équation Rn = Ra,,Bnh, donnera U n  = Un-, 
- 

8, 1 -+ z - = Un+ l- - = Un-, - 
1 +en en \/($--); d'où l'on déduit la 

valeur approchée 
Un 3 E0n8t. - 3 \/(?). 

Ainsi, à mesure que n augmente, le  logarithme hyp. de R, ap- 

proche de plus en plus de la limite : const. - 2d(5), et son lo- 

garithme vulgaire, de la limite : const.-lm d(5). Si l'on veut 

donc que cette limite soit - i, on aura am {(5)=const. + i, 
ou à peu près n=+M.[is, M étant le nombre a .  3025, etc. On 
voit par conséquent que le nombre n augmente en raison du nombre C, 
et aussi en raison du carré du nombre de décimales qu'on veut 
obtenir. 
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Soit, par exemple, . x = o . o ~ ,  ce qui donnez= t ~ o o = a M ,  

1 ci=; on aura à peu près n = & Mio ; dans ce même cas, 
m 

sr= = o. ooî 17 ; donc si l'on vent que Z soit déterminé avec 

dix décimales exactes, il faudra faire i = 8, ce qui donnera 
n = 4M = 9.2; donc il sufira de g à IO  termes de la série des R, 
pour obtenir ce degré d'exac~itude. Si l'on veut vingt décimales 
exactes, il faudra faire i = 18 , ce qui donnera n = 46.5; ainsi la 
série des R devrait être prolongée jusqdà 46 ou 47 termes. 

Si l'on fait-o. I , sera égal à rn et l'on atrra n=+Mta ; dans ce 
nikn~e cas, xc = o. 0434 ; donc, si l'on veut déterminer Z avec 
dix décimales exactes, il faudra faire i = g r  et l'on aura n =aa , 
c'est-à-dire qu'il faudra calculer 22 OU 23 termes de la série, et 
pour l'avoir avec vingt décimales, il en faudrait calculer plus de 
IOO. La formule (a) exigerait anssi environ 2 2  ternies dans le pre- 
mier cas, et seulement 32 dans le second. Nous ajou~erons qu'a 
égal nombre de termes, l'usage de la formule (a) est préférable, 
parce que chaque terme se déduit très simplement du précédent. 

17. Pour faciliferlë calcul des fonctions Z, dans tous les cas 
où x n'est pas très petit, nous joignons ici une table des valeurs 
de la fonction V ,  calculée pour toutes les valeurs de x, de cen- 
tième en centième, depuis x= I .oo jusqu'à x= o. 11 nous aurait 
été également facile de donner la table des fonctions 2 ,  puisque 
la somnie de ces deux fonctions est égale à la quantité - l(i-x) , 
donnée immédiatement dans la table des logarithmes hyperbo- 
liques. Mais l ' inte~~olafion pour les valeurs de x peu différentes 
de l'unité serait d'un calcul difficile et peu exact dans la table des 
fonctions Z ,  tandis qu'elle est très facile dans la table des fonc- 
tions V. D'ailleurs, connaissant V, on a immédiatement.. . . . . . 
id(+)-v. -a- 

Le calcul de la table des fanctions V a été fait par la  formule (b),  . - 
ou par une formule équivalente (*), depuis x = I .oo jusqu'à . -- 

(*) La formule (b)  dbveloppée , en faisant x= I - rs , prend la forme 

y = C - A,u - Alua - A3u1 - A4u4 - etc., 
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x = o. Bo. Pour les valeurs suivantes, depuis x = o. 80 jusqu'à 
x = o. 06, nous avons préféré d'employer la méthode des ordon- 
nees moyennes, corrigée pour les dernières valeurs de x, comme 
on l'a expliqué art. 236. Enfin les cinq derniers termes, à compter 
de x = o. 05, ont été calculés par la formule (h) , qui donne la 
valeur de Z, d'où l'on tire celle de V. 

18. L'interpolation de la table des fonctions V se fera à l'or- 
dinaire, par la série des différences, tant que x ne sera pas plus 
petit que o. I O ;  il deviendra seulement nécessaire d'avoir égard 
aux différences du cinquième, ou même du sixième ordre, lorsque 
x approchera de cette limite, et dans ce cas, il conviendrait d'em- 
ployer la série des différences dans l'ordre de x croissant. 

L'interpolation peut aussi se faire en général, par une formule 
dont i'applicaiion s'étend jusqu'à des valeurs assez petites de x. 

Soit n le nombre de la table qui approche le plus de la va- 
leur donnée x= a - a ; on connaît la valeur correspondante de 
V(a),  et par conséquent celle de Z(a) ; il ne s'agit donc que d'avoir 
la différence y = Z(a) - Z(n - CL). Pour cela soit x z  e-z, ce qui 

ezdz donne Z =f- T ,  soit ensuite a=e-6, a - a=e-6-c, ou 
L a b = 2 - ,  g=Z-* soit enfin z = b + w ,  on aura 
a a-a' 

in tégrale qui devra être prise depuis o = O jusqu'à w = 6. Le pre- 
a niier terme fe-@du donne (1 - e-3, OU --; les autres étant 

On parviendrait directement à ce résultat par le développement de i'expression 

v q  -du($+ $u +$us+ etc.) -- 
1 +;u+- j~~+$~+e tc .  ' 

mais le peu de convergence de la suite des coefficiens A,, A,, A3, etc., et le défaut 
d'une loi simple qui permette de les contirnier indéfiniment, rendent cette formule 
peu utile lorsque u n'est pas très petit, ou lorsqii'on veut obtenir une grande ap- 
proximation, 
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intégrés successivement par le développement de ru, on en tire 

ut3 & 1 Ca 1 63 + T('-i+a.-g-- b 3 a . 3  ' - 6 + etc.) 

c + $(; - 6) -  etc. 

Cette formule pourra s'appliquer depuis x= I jusqu'à x=o.o5;  
mais au-dessous de cette limite, il sera plus simple de calculer di- 
rectement la fonction Z par la formule (A).  

19. L'usage de la table est borné à la valeur x= I , qui  rend la 
fonction Z infinie; passé x = I , la fonction Z redevient finie ; elle 
diminue progressivement jusqii'à la valeur x= I .45137, où elle est 
nulle ; ensuite-x continuant à augmenter, la valeur de Z devient 
négative et augmente j usqu'à l'infini. D'ailleurs depuis x =! I jus- 
qu'à x = CO, cette fonction se déterminera avec tel degré d'exac- 
titude qu'on voudra, par la forniule (a), où il faudra changer le 
signe de z (excepté dans le terme lz), et faire z = l o g x ,  ce qui 
donnera 

20. Iniaginons une courbe dont l'ordonnée pour chaque ab- 
scisse x soit égale à la fonction Z; l'aire de cette courbe sera 

en désignant par Z(xl) ce que devient la fonction Z ou Z(x) , Iors- 
qu'au lieu de x on met xs. Si dans cette équation on fait x I - w, 
w étant infiniment petit, on aura x' = I - SU , Z(x)=-C-lm, 
Z(xl) = - C y 1 (au).  Donc, JZdx = lz ; ainsi roique rOr- donnée Z soit infinie lorsque x = I , l'aire de la cour e pour cette 
même abscisse, n'en est pas moins égale à la  quaniité finie l2. 
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21. Nous avons traité fort au lohg des différeps moyem d'éva- 

luer la fonction r(a, x) dans le cas de a= o. Occupons-nous 

maintenant du cas a=$, qui est celui de l'intégrale z=[~.(z>)-~. 
1 Faisant à l'ordinaire 2 ;  =z  , ou x = e-', on aura sous une 

1 -- 
autre forme Z=l-z  "dze-=, d'où l'on tire, en développant e-! 
et intégrant 

z 1Z 1 z3 1 24 Z = T + - & ( ~ - ~ + ~ . ~ - -  2.3'7 -+ a.3.4'  - -- g etc.) ... (k). 
On sait d'ailleurs que I' t = VT, ainsi étant donné x et en 

même temps z= 1 5 ,  on connalira l'intégrale Z par une série 

d'autant plus convergente , que 5 sera plus petit, c'est-à-dire que 
x approchera plus de l'unité. 

A mesure que x deviendra plus petit, la série sera de nioins 
en moins convergente; elle deviendra même divergente dans les 
premiers termes , dès qu'on aura a > 3, ou x < e-3 < o. 05. Dans 
ce cas et dans ceux où x est encore beaucoup plus petit, la série, 
qui  est divergente dans les premiers termes, finit toujours par être 
convergente, et même plus que toute progression géoniétrique dé- 
croissante. Mais comme il faudrait calculeruu nombre de termes assez 
grand pour arriver au point de convergence (qu'on peut toujours 
déterminer à priori), et que ces termes ayant une valeur absolue 
beaucoup plus grande que. le résultat qui doit provenir de la série 
totale, il deviendrait nécessaire de calculer chacun d'eux avec 
beaucoup de précision, puisque la plus grande partie de leur va- 
leur doit être détruite; on voit par toutes ces raisons qu'il vaudra 
presque toujours mieux, clans le cas de x très petit, appliquer la 
formule générale de l'art. IO ci-dessus. 

1 
22. Faisant donc a= f , et = - on aura la formule 

2.2' 

où l'on doit remarquer que les numérateurs croissent continaelle- 
ment de c, tandis que les dénominateurs sont tous égaux à l'unit& 
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L e  calcul de  cette formule devra se faire coninle nous I'avans 

expliqué dans l'art. i 3. Pour en donner un exemple, soit x=o. 01; 
1 

on aura z= 2 1 0 0  =2M, = 3 jm= O. 10857 362 etc.; d'a- 

près ces valeurs, il faut calculer successivement les quantités 
X, R ,  R,, R,, etc. par les formules de l'article cité, savoir, 

.etc. etc. etc. 

Voici les logarithmes de ces quantités, calculés à dix décimales, 
avec les valeurs qui en résultent progressivement pour la fonction 
Z=X-R+R1-R,+R, - etc. 

X... 7.66837 71578 2 
Oh-. . - 8.99095 97799 8 
R. . . 6.65933 69378 O 

û , ~ ,  . . . g.21430 a2252 2 
R, ... 5.87363 91630 s 
O,A,.. . 9.33054 4869a O -- 
R, ... 5.20418 40322 2 
83~3. . . 9.40563 63390 5 -- 
Rs.. . 4.60982 03912 7 
Oka4.. . CJ .45~~56 83608 9 -- 
R4. .  . 4.06938.87521 6 
8j~5.. , 9 50081 73435 3 -- 
R5.. . 3.57020 60936 g 
OSA6. . . 9.53373 33020 1 -- 
Rs.. . 3.10393 93~77 
8 , ~ ~ .  . . 0.56081 38838 

O... g.03572 43199 8 
A.. . 9.95523 54600 O 
O, ... g.291 8 97756 4 
A.. . . g.9niJi 24495 8 
8,. . . 9.43515 80242 8 
A,. . . g ,89538 68449 a 
e 3 . .  . 9.53317 ii56n 2 
h3.  . . g .87246 5aoz8 3 
O h . .  . 9.60715 95971 5 
h4. . . 9.85a4o 88337 4 
es.. . 9.66628 44041 4 
AS. . . g .83453 29393 g 
Os. .. 9.71535 sa993 7 
hg. .. 9.8i837 803a6 4 
8,. . . 9.757 1-9 23096 
A,. . . 9.80362 i574a 
OS. . . 9.79355 840 
AS.. . g.7gooa 659 
O,. . . g.8a575 pz 
"9 * *  9.77741 

X = 0.00465 99060 a 
R. .... - 45 63908 6 

Lao 35151 6 
R, .... +- 7 47548 1 ---- 

427 82699 7 
R,.. . . .- i 60023 6 

543965- 
R, .... + 
Fi,,- etc. - 7' 0 

20 8 -- 
Z = 0.~04a6 54447 
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23. Pour faciliter le calcul des fonctions Z, nous avons construit 

la fable ci-jointe, ou l'on remarque deux parties distinctes. 
Dans la première, la fonction Z est calculée avec ses diff6renceç 

1 - 
successives, pour toutes les valeurs de t =(l:)z, de centième en  

centième, depuis t= O jusqu'à t = o .  50. Ces limites répondent 
aux valeurs x = I , x=o.7788 etc.; ainsi la première pariie d e  la 
table servira à calculer la fonction Z pour toutes les valeurs de x 
comprises entre ces limiles; car d'ailleurs x étant donné on con- 

1 - 
naît r = ( l l ) ' .  Cette première partie a été calculée par la for- 

x 
mule (k). 

Dans la seconde partie on trouve la fonction Z calculée pour 
toutes les valeurs de x, de  centième en centième, depuis x =0.80 
jusqu'à x = o. oo ; cette partie a e'ié construite par la mé~hode des 
ordonnées moyennes, excepté les cinq ou six derniers termes, 
qui ont été calculés directement par la formule (l), dont nous 
avons donné un exemple. 

24. Si l'on compare les derniers nombres de la première partie 
de la table, avec les premiers de la seconde partie, Iesqiiels ré- 
pondent à peu près aux mênies valeurs de  x, on serra qu'en sup- 
posant même égaux les intervalles, qui sont moindres dans la 
première partie que dans la seconde, il y aurait un avantage mar- 
qué à se servir, pour l'interpolation, des nombres de la première 
partie, attendu que les différences successives diminuentbien plus 
rapidement dans ces nombres que dans ceux de la seconde partie. 

E n  général, quand on veut construire la table des valeurs d'une 
fonction, il importe de choisir convenablement l'cirgument de cette 
table, c'est-à-dire la variable par laquelle la fonciion doit ê ~ r e  d6- 
terminée, pour que les différences décroissent de la nianière la 
plus prompte, et  qu'elles rendent ainsi l'interpolation plus facile. 
Car en subslituant une variable à une autre, la niarche des diffi- 
rences n'étant plus la même, on doit préférer celle qui sera la plus 
favorable aux interpolations. 

O 0 0  
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97197332049 574 15 0.45 0 .3657045303i i i i342~g 1527767 27913 1568 66 5 
I O  04022 31475 589 14 0.44 0.35459 11074 1096 06462 14 99854 26345 1502 61 6 
IO  35497 30886 603 22 0.43 0.34363 04612 1081 06608 14 73509 24843 1441 55 7 
10 6638330283 625 8 0.42 0.33281 98004 1066 33099 14 48666 23402 1386' 48 i c  
I O  96666 29664 632 I O  0.41 o. 32215 64905 105 i $4433 i 4 25264 220 i 6 i 338 38 c 
i i a633c 29032 647 20 0.40 0.31 163 80472 1037 59169 14 03248 20678 1300 58 g ------- ---------- 
i i 55362 28385 657 4 0.39 0.30126 21303' 1023 55921 13 82570 19378 1262 ag g 
11 8374727728 671 18 0.38 0.29102 65382. 1009 73351 13 63192 18116 1233 20 - I 
12 114752705~ 684 7 0.37 0.28092 gao31 996 10159 13 45076 16883 1213 21 14 
12 5 8 5 3 ~ 2 6 3 ~ 3  6ga I I  0.36 0.27096 8187% g8a 65083 13 28193 1567c 1192 7 - 1 

la6490525681 703 i i  0.35 0.26ii4i6789 96936g90 1312523 14478 1185 6 E ------- --------- 
12  9058624978 714 9 0.34 0.25144 79899 956 24357 l a  $3045 13297 1179 - 2 I C  

131556424264 723 7 0.33 0.2418855532 94326322 1284752 12114 1181 i z  r, 
13 39828 23541 730 9 0.32 o.aaz45 29210 930 41570 12 72638 10933 I 193 i 6 14 
13 63569 2281 i 739 5 0.31 0.22314 87640 917 68932 12 61705 1740 1209 30 4 
13 86180 22072 744 9 0.30 0.21397 18708 905 07227 l a  51965 531 1239 34 16 ------- ----- --- 
14 08252 ai328 753 5 0.29 0.20492 I 1481 892 55262 ia 43434 7292 1 2 ~ 3  50 14 
14 2958020575 758 4 0.28 0.19599 56219 880 11828 iz  36142 6019 1323 64 i c  
14 50155 19817 762 6 0.27 0,18719 44391 867 75586 i a  30123 4696 1387 74 2-i 
14 69972 I 055 768 4 0.26 o. 17851 68705 855 45563 12 25427 3309 1461 98 21 

14890271 8 287 772 O 0.25 0.1699623142 84320136 1922118 1848 1559 119 25 
-A----- --------- 
15 0731417515 772 0.24 o.1615303006 83098018 lano270 + 289 1678 144 37 
15 24829 16743 0.2310.i532204988 81877748 12 19981 -1389 1822 181 38 
15 41572 I 0 . w  o. 14503 27240 806 57767 i a  ~ 1 3 7 0  311 I 2003 219 

54 o.ai o. 13696 69473 7. 4 36397 12 24581 5ai4 2222 974 
0.20 o. 1290% 33076 7 a i 1816 i a  29795 7436' a495 - 8 - -L--- 

II. i in. 1 rv. v. vr 0.19 o.iai2oa1260 76982021 la37251 9932 2842 429 12 

---- ' o. 18 o. i 1350 39239 757 44790 12 47163 12774 3971 
23 5c~06nl~6i68 4803 388 44 o. 17 O. 10592 94449 744 c~76a7 12 59937 16045 3824 71P zai 
22 8289417i365 4415 344 34 o. 16 0.09847 6822 732 37690 12 75989 19869 4542 93q 3a7/ l ----- ! 22 115a~66~504071310 310.15 0.09115 9132 71961708 1295851 24411 5481 126h 479 ------- 
21 445~9  62879 3761 279 30 o. 14 0.08395 07424 706 65857 13 20262 29892 6747 1745 720 
20 81700 591 18 3482 249 22 o. 13 0.07689 31567 693 45595 13 50154 36639 8d92 a465 1 162 
zo 22582 55636 3233 227 az o. i z  0.06995 85972 67. 95441 13 8 6 ~ ~ 3  45131 I 0.957 3627 i cj78 
19 66946 52403 3006 205 23 o. i i 0.06315 90531 662 08648 14 31924 56088 14584 5563 3478 
19 ,4543 49397 2801 182 12 o. i o  0.05649 81883 651 76724 14 88012 70672 201.49 9043 68~01 ------ ----- -- 4 18 65146 46596 2619 170 19 0.09 0.04998 05159 636 88712 15 58684 go821 29 192 1586: 15016 
i8 18550 43 77 2 4 9  151 ij O. 08 0.04361 16447 621 30028 16 49505 1 20013 45055 3088 1 

17 74673 41%28 92 8 134 4 0.07 0.03739 86419 604 80523 17 69518 i 65068 759.36 
17 53045 39230 21% 130 21 o. 06 0.03135 05896 587 i 1005 lg 3458G 9 41004 
16 93815 37066 _ _  2034 - ioq 4 0.05 o.oa547 94891 567 76419 21 75590 3 87609 - -- --- 
16 56749f5032 19.5 105 16 0.04 o.oig8o i 8 A  546 00829 25 63199 
16 0171735107 1820 89 11 0.03 0.01434 17643 520 37630 33 12064 
15 886103ia871731 78 30.02 0.00913 80013 487 25566 60 71119 
15 57323 29556 1643 75 9 o .  oi o. 00426 54447 426 54447 
15 27767 27913 1568 66 5 o. 00 o.  coooo ooooo 
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1 -- 
25. Ains'i étant proposée la fonction Z= r d 3  (z:) : si l'on fait 

1 

(,?:)'= t, ou s= e-ta, cette fonction sera aussi exprimée par la 

forAule Z = / v  - 2Se-t3dt,  où l'intégrale doit être prise à comp- 
ter de t=  O ; on a donc le choix entre les deux expressions, l'une 
par la variable x, l'autre par la variable t. 

La  première partie de notre table a été calculée, selon la se- 
conde expression, pour toutes les valeurs de t ,  de centième en 
cenlième , depuis t = O jusqu'à t = 0.50. On l'aurait pu continuer 
jusqu'à une valeur plus grande de t,  par exemple , jusqu'à t = 3 ,  
comme l'a fait M. Kramp, dans une table de l'intégrale fi-t'dt , 
placée à la fin de son Analyse des reyactions. Quant à l'intervalle 
depuis t  = 3 jusqu'à t= CO, il parait immense, cependant il n'em- 
brasse, par rapport à la variable x, que le  petit espace depuis 
x = O jusqu'à x = e-9 = 0.00012 312 etc. ; on y suppléera aisé- 
ment en calculant directement, dans chaque cas particulier, la 
fonction Z par la forrnule (Z). 

26. Étant connu par la table la fonction Z = A ,  qui répond à 
la variable x = a ,  si l'on veut avoir la valeur de la fonction pour 
une variable peu différente x = a - a, il faudra d'ahord , pour 
la facilité du calcul, exprimer les fonctions par la variable t. Ainsi 

- 

faisant x = e-Zay ou t= ( l i ) ' ,  puis déterminant 6 et C par les 
- - 

équations 6  i (z:)', 6 + 4? = ([A)', la question sera de déter- 
a-or 

miner la différence 6Z d'après l'équation Z = f v - î f e - t ' d l ,  e n  
supposant que t prenne successiven~e~it les deux valeurs 6, b+ C. 

Soit donc t = b + u ;  on aura, en observant que a=&' Y 

cette intégrale doit être prise depuis w = O jusqu'à w = 6, et 
comme la quantité 6 est supposée très petite, on pourra développer 
d'abord le facteur rma, ce qui doiinera 

ensuite développant e-atu dans les différens termes, excepté dans 
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ADDITiON A LA IIIe PARTIE. 455 
le premier, et faisant, pour abréger, 2bC = h,  o n  aura la diffé- 
rence cherchée 

a A 1 hE i x3 6Z = ( 1 - e h )  - a&(; - - +- a.3 - - - + etc.) 
4 a.3' 6 
A 1 A" + 2&(; - + -.- - etc.) 

7 
A [ml - - - + etc. 

+- 2ag9(; - etc.) - etc. 

Chaque ligne de cette formule forme une suite fort convergenie; 
et les ditrérentes lignes décroissent à peu près comme la progres- 
sion CS, Cs, @, etc. ; il suffira donc presque toujours de calculer 
un petit nombre de termes d.e cette formule, pour avoir une va- 
leur très approchée de la différence $2, d'où l'on déduira.. . . . 
2 - A - 6 Z .  

Celte formule servira à interpoler la seconde partie de notre table, 
dans les cas où la série des différences ne décroîtrait pas assez 
rapidement pour donner un résultat exact jusque dans les dernières 
décimales. Cependant si x n'était pas plus grand que O .oz , il se- 
rait encore plus simple de calculer directement la fonction Z par 
la formule (Z). 

27. Au reste, pour donner un exemple du calcul de la  for- 
mule (m), nous allons déterminer la fonction Z(o,oa) où x ~ 0 . 0 2 ,  

par le moyen de la fonctioii Z{o,o3) supposée connue, ce qui  est 
un des cas les plus diaiciles que puisse présenter I'applicalion de 
notre formule. 

Daas le  cas dont il s'agit, on  aura a=o.o3 ,  a - a=o .oz ,  
b' = Zy, (b + C)'= l5o. D'après ces donuées, on calculera le 
premier terme (1) de la formule, comme il  suit : 

6= I ,87258 054495 C. . . . -9.02244 041883 
b+& I . 97788 346609 26. . . . .O, 57347 050266 - - 

g= o. 10530 a92114 A..  . . .9.59591 092149 
m . .  . . .g.63778 431 130 

hm..  . . .9.23369 5a327g 
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e+= 0.67410 027526 e - L . .  -o. 17127 549556 

~ - e - ~ =  o. 32589 972474 
son log.. .g.51308 399141 

a - 8.20468 074772 b" ' - 
(1) . . . 7 . 7  1776 473913 ..... ..... . .... (1)=o.o05nz 113280 

. . 

E n  second lieu viennent les termes de  (2,1) - 
la suite 

que nous désignerons successivement 
par ( a , ~ ) ,  ( 2 , 2 ) ,  (2,3), etc., et qui se 
déduisent aisément, chacun de celui qui 
l e  précède. 

Les termes de la seconde ligne, savoir, 

+a65 (A-?+: g- etc. , étant dé- 
5 6 a ' 7  ) 

signés de même par (3, 1), (3,2), elc., et  
semblablement ceux des lignes suivantes, 
qu'on calculera jusqu'à ce qu'ils ne 
donnent plus rien dans le dixième ordre 
de décimales, on aura les résultais ci- 
joints. 

La  valeur de JZ, qui est le résultat 
total de la forn~ule , étant retranchée Je 
la valeur connue de Z(o,o3), on irouve (412) 4- -- 
celle de Z(o,oz), la même qui est in-  ~ ~ = o ~ o o ~ a o  37630 
scriie dans la table, et qui a été calcu- Z(o,03)=o. i434 i 7 ~ 4 3  
lée directement par la formule (Z). - 

Z(o,o2)=0. 0091 3 800 I 3 

28. Les recherches précédentes nous conduisent à déterminer 
les cas d'intégrabilité de l'équation diffërentielle désignée (e) .  art, 8. 

Si l'on suppose qu'on a en même temps T = I et < = O ,  la 
formule ( J ) ,  exprimée en fraction continue, sera, comme nous 
l'avons déjh dit, l'intégrale de l'équation (e). Si l'on suppose, de 
plus , que l'un des deux nombres a, a + C, est un entier n é p  
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'ADDITION A LA IIIe PARTIE. 457 
tif, il est visible que la fraction continue se terminera d'elle-même, 

. et qu'on aura ainsi la valeur de T exprimée exactement par une 
fonclion rationnelle de <. L'intégrale étant connue pour chacun de 
ces deux cas généraux, il sera facile d'avoir, dans la meme sup- 
position, l'intégrale complète de I'équation (e), laquelle ne suppo- 
sera pliis qu'on ait en même temps T = I et c=o. 

En effet, par le tableau analytique de l'art. 9, on voit que l'équa- 
tion différentielle proposée en T, est liée avec les transformées 
successives en Tt, TV, T"', etc., de manière qu'il sufit de résoudre 
complètement une de ces équations, pour résoudre toutes les autres, 
et  particulihement l'équation en T. Or, par la loi des transfor- 
mées successives , il est évident que les coefficiens qui étaient 
a et g dans l'équation en T, deviennent a et n + C dans la trans- 
formée paire en Tsn, et qu'ils deviennent I - a et n+ a+ C dans 
la transformée impaire en Tan+r. 

29. Soit donc IO. g =- n ; pour avoir les transformées succes- 
sives on prolongera la suite des équations, 

etc., 

jusqu'à celle qui donne la transformée en T2"-', savoir : 

cette transformée sera 

1 Enfin si l'on fait T;-, = r + rY, on aura pour dernière transformée, 

1 
Celle-ci étant linéaire par rapport à Y, on en tire 
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A étant la constante arbitraire. 
gliminant donc successivement T', TV. . . , T'"' , Y, au moyen 

des équations précédentes, on aura l'intégrale de l'équation pro- 
posée en T, laquelle contiendra la constante arbitraire A, et sera 
par conséquent complète. 

1 

Dans cette intégrale, ouire le  terme A p  e-i, qui appartient aux 
exponentielles ordinaires, se trouve comprise la transcendante. . . 

: $c-+" et: d( qui, pour les valeurs positives de r , semble différente 
des transcendantes r ( a ,  x); mais pour les valeurs négaiives de r ,  
ces deux transcendantes sont de même nature. 

1 1 -- 
En effet, soit c=- o, on aura fr-r-az q=(-i>*.Jt-~-a e u d ~ j  

-- 1 1 soit encore e o = x;  on - = Z - on aura 
IC' 

dans ce même cas on aurait 

Ainsi le simple changement de r en - r, suffit pour que l'inté- 
grale complète de l'équation proposée en T, puisse être expri- 

1 -- 
niée par la fonction r ( a ,  x), en faisant x = e P ;  elle satisfera à 
iautes les valeurs positives de a ,  ou à toutes les valeurs négatives 
de c. Ensuite si l'on change le signe de T, ce qui rend r positif, la 

1 

fonction T ( a ,  x)  supposera x = e t ,  c'est-à-dire x> I , et elle se dé- 
terminera alors comme on l'a fait voir dans l'art. 27 de la III" partie. 
Donc dans tous les cas, l'intégrale complète de l'équation proposée 
s'expriniera par la transcendante connue T(n ,  x), en donnant à 
cette ~ranscendante toute l'extension dont elle est susceptible. 

30. Soit 20. cc + C = - n , les transformées successives devront 
être prolougées, suivant la loi de l'art. 9, jusqu'à la ttaiisforniée 
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ADDITION A LA IIIc PARTIE. 
en  Tan qui sera 

1 Dans celle-ci, faisant de nouveau T, I + TY, on aura la dernière 

dont l'intégrale est 
1 

Connaissant Y, on obtiendra successivement les valeurs de Tsn, 
Tan-I.. ., et enfin T, de sorte qu'on aura l'intégrale complète de 
l'équation différentielle proposée. 

1 

31. Dans cette intégrale se trouve la transcendante R a - 2  e t d , ~  
qui, pour toutes les valeurs négatives de f:, se ramène immédiatement 

1 - - 
aux fonctions r ( a ,  s). Car faisant Ç=- o et ensuite e @ = x ,  

1 -- 
et /g*-~ e edr = ~ c Z x ( l : ) - ~ =  r ( i  -oc, 2). Ainsi dans le cas de 

négatif, l'intégrale de l'équaiion différentielle proposée dépendra 
simplement de la fonction T(I - a, x). 

Dans l e  cas de positif, on  substituera à la fonction r ( ~ - a ~ ,  x), 
1 

ce  que devient cette fonction lorsque x= 2, c'est-à-dire lorsque x 
est >I;  OU bien, pour éviter des transformations qui quelquefois 
sont embarrassées d'imaginaires, on conservera dans l'expression 

1 

de T la transcendante [y-2 e'df: qui s'évaluera convenablemenl sui- 
vant les différens cas. 

Si cc est un nombre entier positif ou négatif, l'intégrale dont il 
s'agit s'exprimera toujours exactement, ou se réduira à la fornie 

PPP 
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1 

Si a n'est pas un entier, soit '-u, on aura / ~ a e @ + - ~ u - a e ~ d u ,  T 
ce qui donne par le développement de e-O, la valeur approchée 

On peut aussi mettre celte intégrale sous la ferme 
-ff i  u3-. 

const. - e u ( c  - - - - etc.), 
1 - r  i  - a . a -  a $ -  1 - r . 2 - c c . 3 - i r  

d'où résulte 
1 1  +--- us - - Ae-u U.S-1 - - U 

Y -  
etc., 

1 - r  i - a . a - a  1 - a . a - a . G Z +  

série qui pourra être divergente dans les premiers termes, mais 
qui deviendra toujours convergente après un certain nombre de 
termes. 

32. Si au lieu de faire les substitutions dans l'ordre indiqué art. 9, 
on les fait dans l'ordre inverse, on aura les équations suivantes 
y u i  serviront à déterminer les  transformées successives en TO, To0...., 
To(an-11, T o ( a n )  

9 

1 - = I + C  CT, cc0 = I  - a , C e  r a + C - ~ ,  
T0 

1- = + g.. [Tao, aeoO - 
r I' o.,o -1-a,gooO - , a + g - 2 ,  

1 , + @ o o ~ T o o o ,   am^^^ - - a, -- Toooo - d -g - 2 ,  

etc., etc., etc. 
De là on voit que la transformée paire en T0(ln) = Y, sera 

et que la transformée impaire en T"(*-')= Y, sera 

Donc, iO. si g est égal h un nombre ehtier n, la trans- 
formée de l'ordi'e .an se réduira: à l'équation linéaire 
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1 1 

dont l'intégrale es t ,  Y = et (A -rp- e-z dc). Si dans ce tie 
1 

1 1 expression on fait e-? = x , ou - - E - , on aura 
5 c- x 

ainsi l'intégrale de l'équation proposée en T s'exprimera générale- 
ment au moyen de la fonction r ( ~  - a, x). 

no. Si a + C est égal à un nombre entier positiln, la transformée 
de l'ordre 2n - r , se réduira à une équation linéaire, 

dont l'intégrale est 

1 

et en faisant toujours la substitution e-2 = x, on aura 
1 -- 1 a-I 

î l - l -&e ~ d [ = [ d ~ ( ~ - - )  = ~ ( a ,  s). 

Donc dors  l'intégrale complète de l'équation proposée s'exprimera 
au moyen de la fonction r@, x). 

Il reste donc démontré qu'étant proposée l'équation différentielle, 
PdT d c  + i 1 -+T+  dg 6 1 - F = o  (4 9 

on en pourra toujours trouver l'intégrale complète au moyen des 
fonctions T'(a, x), considérées dans toute l'étendue dont elles sont 
susceptibles, si l'un des nombres C, a -+ 6, est un entier posilif 
ou négaiif. 

Nous remarquerons que si l'on proposoit l'équation différentielle 

où il y a quatre coeficiens constans A,  B, C, D, cette équation 
pourroit être ramenée à la même forme que l'équation (e) qui n e  
contient que deux coelliciens constans. En effet, soi1 Z =mT + n, 
rn et n étant deux constantes indéterminées, l'équation transformée 
en T sera 
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dT rnr di+ Bms(T' +- (Al + i )mT + Bna[ + n = O  

$- aBrnncT -f- A ~ t r  - D 
+ Cr. 

Déterminant n d'après l'équation Bns + An + C = O, faisant ensuite 
m = D  -n,  C=Bna, ~b=A+zBn,  on aura 

équation entièrement semblable à l'équation (e). Donc l'équation 
proposée en Z sera inlégrable si l'un des nombres 

BD -t- + A + f v(A' - 4BC), 
BD + f A - + v ( A s -  4 B C ) ,  

est un entier positif ou négatif, 

34. NOUS remarquerons enfin qu'on peut donner à l'équation (e), 
une forme analogue à celle de 1,'équalion de Riccati. Pour cela, 

1 a soit d'abord = Asm, T = Bxy; soit ensuite m =-- B.= - 6 .  * y 

1 - - I - -a 'A = - ,la iransformée e n y  sera 9 + p - n a s :  J- ng; 
1% dx 

1 -- 1 
enfin faisant y - +xe . = a, on aura 

Cette équaiion , qui est plus générale que l'équation de Riccati, sera 
donc intégrahle si l'un des nombres C, a + g , est un enlier positif 
ou négatif. 

Dans le cas où l'on a 6 = f - ;CG , celte é q u a h n  devient. . . . 
dz 

a 

- + z3 - +'n'xi-= O ; elle sera intégrable suivant Ir théorie 
d x  
précédente, si l'un des deux nombres +fa, ++;a, est un entier 

a 
posilif ou négatif, et dans ces cas l'exposant de x, savoir, a - a, 

4k , k éiant un entier positifounégaiif; mou se réduit à la forme - 
obiientainsi les mêmes résultats que présente la résolution connue de 
l'équation de Riccati. 

F 1 N, 
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ERRATA du Tome III. 

Page. Ilign. 1 Corrections. 

, 6W0 6U-- - 
'' 3.a2 

o .  97563 
sin (ap' - p) = 
0.391 i i i  518 
1 .18684 

i du 
- F ' a  
l o g f J " = - t  

csin q 
O9 

6 
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