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AVANT-PROPOS 

Pov^r juger équitablement ce traité, il ne faut pas oublier qu'il 

s'agit, dans la stricte acception du mot, d'un cours, d'un recueil des 

questions fondamentales dont la connaissance est exigée pour le Certi

ficat de physique générale et l'Agrégation. Il n'a qu'une prétention ; 

être utile aux étudiants. 

Suivant ses préférences, le lecteur trouvera que je développe immo

dérément telle question et que je sacrifie telle autre. Si, en possession 

du contenu de ce livre, il est à même de lire les traités plus complets 

sur tous les points essentiels de la Physique, il doit en bonne justice 

se déclarer satisfait. Les. examens et les traités qui y préparent, 

n'ont d'autre objet que d'assurer des bases solides pour le travail 

ultérieur. 

J'utilise, quand il le faut, Valgorithme mathématique. Il me 

parait difficile de comprendre la Physique sans savoir, au moins en 

pratique, le sens des équations différentielles et des intégrales. Ce 

sont des formes générales de raisonnement/ il est plus simple de les 

étudier une fois pour toutes in abstracto, que d'expliquer en langage 

vulgaire, à chaque pas d'un Cours de Physique, ce qu'elles signi

fient. 

Je ne reviens pas sur les questions élémentaires traitées dans le 

Cours que j'ai publié en collaboration avec M. Brizard, et auquel je 

renvoie. 

Ce livre contient-il des erreurs? Quel livre n'en contient pas! Le 

lecteur, tenté d'être trop sévère à cet égard, voudra bien considérer 

le labeur que je me suis imposé pour lui faciliter sa tâche. Je me 

rends compte de l'audace qu'il y a de parler de toute la Physique, 

quoique ce soit phjf,dé finition le métier du professeur. 

1 Cours des classes de Seconde , de Première C et D et de Mathématiques A . 

Cours de Physique. — H . BOUASSE. 1 
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2 AVANT-PROPOS 

Ce Cours se divise en quatre parties, formant des traités indépen

dants et qui paraîtront dans l'année : 

I. Mécanique physique. 
II. Thermodynamique. 

III. Électricité et Magnétisme. 
IV. Optique. Étude des Symétries. 

La première partie renferme, exposées de la manière la plus élé

mentaire, les principales applications de la Mécanique rationnelle à 

la Physique, d'où le titre choisi. J'espère qu'il rendra des services 

non seulement aux futurs physiciens, pour lequel il est spécialement 

écrit, mais encore à ceux qui étudient pour le certificat de Mécanique 

rationnelle, ainsi qu'aux élèves de l'Ecole Polytechnique et de l'École 

Centrale. 

En particulier ceux dont l'esprit est tourné vers les applications, 

ne sont pas entièrement satisfaits de la forme abstraite généralement 

donnée en France â la Mécanique rationnelle. Ils n'en trouvent pas 

l'exposition assez physique; ils n'en saisissent pas l'intérêt, faute 

d'exemples. Il serait injuste d'accuser les professeurs de Mécanique, 

d'abord parce que leur temps est limité, ensuite parce qu'ils subissent 

le poids d'une longue tradition. En Angleterre, l'orientation des 

Études mécaniques est très différente ; le court traité que j'offre au 

public se rapproche beaucoup de ce que les Anglais appellent 

« Dynamics ». Dans le désir d'être utile à ces étudiants, j'ai ajouté 

à mon exposition des développements (chap. vi, ix et fin du chap. x i ) 

que les étudiants en Physique passeront, s'ils veulent se limiter stric

tement aux programmes, mais que cependant je ne saurais trop leur 

recommander, s'ils veulent se familiariser avec les dérivées partielles, 

écueil coutumier des débutants. 

L'étude des flux et des actions en raison inverse du carré de la 

distance aurait pu prendre place dans ce premier volume. J'ai pré

féré la maintenir en tête de la troisième partie. 
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COURS DE PHYSIQUE 

CHAPITRE I 

PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA MÉCANIQUE 

APPLICATION A QUELQUES PROBLÈMES USUELS' 

1. Principe général de la statique. — DÉFINITION DES LIAISONS. 
— ON APPELLE liaison TOUT CE QUI LIMITE LES DÉPLACEMENTS POSSIBLES 
DES CORPS. AINSI LE LIL INEXTENSIBLE QUI SOUTIENT UN PENDULE, EST UNE 
liaison, PARCE QU'IL EMPÊCHE LE PENDULE DE S'ÉCARTER DU POINT D'AT
TACHE 0 DU FIL, DE PLUS DE SA LONGUEUR l. SI NOUS REMPLAÇONS LE FIL 
PAR UNE BARRE RIGIDE, CHAQUE POINT DU PENDULE DOIT RESTER SUR UNE 
SPHÈRE DE RAYON l DONT LE CENTRE EST EN 0 . SI ENFIN NOUS SUPPOSONS 
QUE LA BARRE, QUI ÉTAIT MOBILE EN TOUS SENS AUTOUR DU POINT 0 , EST 
MAINTENANT FIXÉE PAR UN COUTEAU OU UNE LAME DE RESSORT, COMME 
DANS LES HORLOGES, ET PAR CONSÉQUENT TOURNE AUTOUR D'UN AXE A B , LE 
NOMBRE DES LIAISONS SE TROUVE ENCORE AUGMENTÉ : CHAQUE POINT DU 
PENDULE NE PEUT PLUS SE MOUVOIR QUE SUR UNE CIRCONFÉRENCE SITUÉE 
DANS UN PLAN NORMAL À A B . 

LES DÉPLACEMENTS SONT DITS compatibles avec les liaisons, LORSQU'ILS 
SONT POSSIBLES SANS SUPPRIMER CES LIAISONS. 

DEGRÉS DE LIBERTÉ. DÉPLACEMENTS INDÉPENDANTS. — CONSIDÉRONS UN 
POINT LIBRE DE SE DÉPLACER SUR UN PLAN : CHOISISSONS DEUX AXES DE 
COORDONNÉES. TOUT PETIT DÉPLACEMENT .PEUT ÊTRE CONSIDÉRÉ COMME LA 
RÉSULTANTE DE DEUX PETITS DÉPLACEMENTS PARALLÈLES. AUX AXES : ON DIT 
QU'IL Y A deux degrés de liberté ET deux déplacements indépendants. 
EN EFFET, ON PEUT SE DONNER ARBITRAIREMENT'LES DEUX COMPOSANTES : 
LE DÉPLACEMENT RÉSULTANT EST POSSIBLE. 

CONSIDÉRONS UNE USINE TOUT ENTIÈRE, SI COMPLIQUÉE QU'ELLE SOIT. 
METTONS EN MOUVEMENT UN ARBRE QUELCONQUE : TOUS LES AUTRES ARBRES, 
TOUTES LES POULIES, TOUTES LES MACHINES... VONT SE METTRE EN MOUVE-

1 Le lecteur ne doit pas chercher dans ce chapitre un cours complet de Mécanique 
Rationnelle. On lui rappelle seulement les propositions fondamentales. Quelques-unes 
sont même énoncées sans démonstration. Des exemples montrent leur intérêt phy
sique. 
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ment, puisque tout est solidaire1. Nous n'avons plusyu'un seul degré 
de liberté et qu'un seul déplacement indépendant. De même pour 
une montre (exception faite pour le balancier), dont tous les rouages 
sont liés. 
Reprenons l'exemple du pendule. Supposons un fil souple et inex

tensible. Le point matériel qui forme le pendule, peut d'abord se 
déplacer sur la sphère de rayon l : il a sur cette sphère deux degrés 
de liberté et deux mouvements indépendants. Mais à l'intérieur de 
cette sphère, il peut occuper une position quelconque : il y a trois 
degrés de liberté. En effet, prenons trois droites formant un trièdre 
trirectangle. Tout déplacement peut se décomposer en trois déplace
ments parallèles aux arêtes du trièdre (axes de coordonnées); et réci
proquement, si l'on donne arbitrairement trois déplacements quel
conques parallèles à ces axes, le déplacement résultant est possible, 
compatible avec les liaisons, pourvu que l'on ne sorte pas de la 
sphère. 
Soit enfin un corps libre dans l'espace : le nombre des déplacements 

indépendants est de six. Je prends arbitrairement comme ci-dessus 
trois axes de coordonnées. Je peux donner au corps soit de petites 
translations parallèles à chacun des axes, soit de petites rotations 
autour de ces axes. Or chacun de ces mouvements ne gêne en rien 
les autres : il existe bien six mouvements différents indépendants ; le 
mouvement résultant est possible. Supposons que j'impose au corps 
un axe de rotation, le long duquel il peut glisser : il existe deux 
mouvements indépendants, le mouvement de rotation et le mouve
ment de glissement. Enfin, si le corps ne peut pas glisser sur son 
axe, il n'a plus qu'un degré de liberté, qu'un déplacement indépen
dant, le mouvement de rotation. 

Ceci posé, nous admettrons le principe général suivant: Un dépla
cement compatible avec les liaisons ne peut se faire sous l'action d'un 
système de forces, que s'il en résulte un travail positif de ces forces. 
Si donc le déplacement correspond à un travail nul, il ne se fera pas ; 
le système sera en équilibre pour ce déplacement. Si cette condition 
est réalisée pour tous les déplacements indépendants, il l'est pour tous 
les déplacements possibles, le corps reste au repos : on dit qu'il y a 
équilibre. 

Des forces sont équivalentes par rapport aux déplacements d'un 
système de corps, lorsqu'elles fournissent le même travail, pour tous 
les déplacements compatibles avec les liaisons ; elles peuvent d'ailleurs 
ne pas être équivalentes pour d'autres déplacements. 

2. Expression algébrique du principe du travail. — Soient 
a, b, c les variables toutes indépendantes qui déterminent les mou-

1 On suppose, bien entendu, l es courroies inextensibles et les engrenages sans temps 
perdu. 
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VEMENTS POSSIBLES DU SYSTÈME. LE TRAVAIL C?Ç POUR UN DÉPLACEMENT 
QUELCONQUE INGNIMENT PETIT PEUT ÊTRE MIS SOUS LA FORME : 

rfÇ = Ac/a+Bfltë + C</c+.... 
A , B , G, SONT DES FONCTIONS DE a, b, c 

LES QUANTITÉS A , B , C. . . S'APPELLENT forces suivant les variables 
A, B, C... SI A A LES DIMENSIONS D'UNE LONGUEUR, A EST EFFECTIVEMENT 
UNE FORCE. SI ON A LES DIMENSIONS D'UN ANGLE, A EST UN COUPLE. SI ON 
A LES DIMENSIONS D'UN VOLUME, A EST UNE PRESSION, ETC. 

SOIENT X, Y , Z LES COMPOSANTES D'UNE FORCE APPLIQUÉE AU POINT x, 
y, z QUI SE DÉPLACE; LE TRAVAIL EFFECTUÉ PAR CETTE FORCE EST : 

DG = Xdx + Ydy + Zdz. 

SOIT C LE COUPLE APPLIQUÉ À UN CORPS QUI TOURNE DE do. AUTOUR DE 
L'AXE DU COUPLE; LE TRAVAIL EFFECTUÉ PAR LE COUPLE EST : 

dS = CTFOC. 

SOIT p LA PRESSION NORMALE ET UNIFORME APPLIQUÉE À UN CORPS DONT 

LE VOLUME VARIE DE dv, LE TRAVAIL EFFECTUÉ PAR LE CORPS CONTRE LA PRES

SION EXTÉRIEURE EST : C/G = pdv. 

PUISQUE PAR HYPOTHÈSE LES VARIABLES a, b, c SONT TOUTES INDÉ
PENDANTES, LES CONDITIONS D'ÉQUILIBRE SONT EXPRIMÉES PAR LES RELA
TIONS : 

A = 0, B = 0, G = 0 . . . . 

LA CONDITION D'ÉQUILIBRE RELATIVE À L'UNE DES VARIABLES, a PAR EXEMPLE, 
EST A = O. SI CETTE RELATION EST SATISFAITE POUR UN SYSTÈME DE VALEURS 
DES VARIABLES a, b, c , NOUS SOMMES ASSURÉS QUE LE MÉCANISME NE 
TEND PAS À SE DÉFORMER DE MANIÈRE À ENTRAÎNER UNE VARIATION DE A. 

3 . EXEMPLES D'APPLICATION DU PRINCIPE. — NOUS AVONS DÉJÀ 
PROUVÉ (COURS DE SECONDE, § 24 ET SQ.) QUE LE PRINCIPE DU TRAVAIL 
EST SATISFAIT POUR TOUTES LES MACHINES SIMPLES. NOUS POURRIONS RÉCI
PROQUEMENT DÉDUIRE DE CE PRINCIPE LES CONDITIONS D'ÉQUILIBRE DE CES 
MACHINES ; C'EST UN EXERCICE QUE NOUS LAISSONS AU LECTEUR ET QUI 
PROUVE L'ÉQUIVALENCE, COMME FONDEMENT DE LA MÉCANIQUE, DU PRINCIPE 
DU TRAVAIL ET DU PRINCIPE DE LA COMPOSITION DES FORCES SUIVANT LA 
RÈGLE DU PARALLÉLOGRAMME. LE PREMIER EST PLUS COMMODE DANS LA 
MAJORITÉ DES CAS; SURTOUT IL EST SUSCEPTIBLE DE GÉNÉRALISATIONS IMPOR
TANTES EN THERMODYNAMIQUE ET EN ELECTRICITÉ. 

VOICI DEUX EXEMPLES EMPRUNTÉS AUX MACHINES USUELLES. 
VIS. — ON APPELLE pas de vis LE CHEMIN DONT LA VIS S'AVANCE DANS 

LA DIRECTION DE SON AXE, QUAND ON LA FAIT TOURNER D'UN TOUR. SUPPO
SONS QUE LA VIS PORTE COMME TÊTE UN DISQUE DE RAYON R , SUR LE POUR
TOUR DUQUEL NOUS EXERÇONS UNE FORCE TANGENTIELLE F . CHERCHONS À 
ÉQUILIBRER À L'AIDE DE CETTE FORCE TANGENTIELLE UNE FORCE P QUI S'EXERCE 
SUR L̂ I POINTE DE LA VIS ET DANS LA DIRECTION DE SON AXE. QUAND LA TÊTE 
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TOURNE D'UN TOUR, LE TRAVAIL DE LA FORCE F EST 2 -RF ; LA VIS AVANCE 
DE LA LONGUEUR DE SON PAS a; LE TRAVAIL DE LA FORCE P EST PA. 

ON A : 2TTRF = PA, F ^ ^ ^ - P . 

LE PAS EST GÉNÉRALEMENT UN PETIT NOMBRE DE MILLIMÈTRES ; R PEUT 
ÊTRE QUELCONQUE ; ON S'EXPLIQUE COMMENT IL EST POSSIBLE AVEC DES VIS 
D'EXERCER DES PRESSIONS ÉNORMES (APPLICATIONS : PRESSOIRS, COPIES DE 
LETTRES, ETC.). 

B A L A N C E D E R O B E R V A L (FIG. 1). — IMAGINONS UN PARALLÉLOGRAMME 
ARTICULÉ C D E F TOURNANT AUTOUR DE DEUX AXES FIXES A ET B , PLACÉS 

AU MILIEU DE DEUX DE SES CÔTÉS. 
i . P, , _ P. LES DÉPLACEMENTS À CHAQUE INS-

C, . ,E tant DE TOUS LES POINTS DE DEUX 
CORPS POSÉS N'IMPORTE COMMENT 
SUR LES PLATEAUX P1 ET P 2 SONT 

D > E ÉGAUX. EN EFFET, LES TIGES C D ET 
B E F RESTENT PARALLÈLES À ELLES -

j • '—I— . MÊMES DANS LEURS DÉPLACEMENTS : 
' ELLES SUBISSENT à chaque instant 

F i S - DES MOUVEMENTS DE translation 
ÉGAUX. EN PARTICULIER, L'UNE MONTE 

AUTANT QUE L'AUTRE DESCEND. DONC DES POIDS ÉGAUX PLACÉS SUR LES 
PLATEAUX SE FONT ÉQUILIBRE, D'APRÈS LE PRINCIPE GÉNÉRAL DU TRAVAIL. LA 
PESÉE CONSISTE À DÉTERMINER LA POSITION D'ÉQUILIBRE DU SYSTÈME MOBILE 
SEUL, À PLACER LES CORPS À PESER SUR L'UN DES PLATEAUX ET DES POIDS 
MARQUÉS SUR L'AUTRE, JUSQU'À RAMENER LE SYSTÈME DANS SA POSITION 
INITIALE. ON DISPOSE LA LIGNE A B À PEU PRÈS VERTICALEMENT, QUOIQUE 
CETTE CONDITION NE SOIT PAS ESSENTIELLE ; MAIS C'EST ALORS QUE LA BALANCE 
A LE PLUS DE SENSIBILITÉ. 

POUR QUE LA BALANCE AIT UNE POSITION D'ÉQUILIBRE STABLE, IL FAUT QUE 
LE CENTRE DE GRAVITÉ DU FLÉAU C E SOIT SUFFISAMMENT AU-DESSOUS DE 
L'AXE CORRESPONDANT A , OU LE CENTRE DE GRAVITÉ DU FLÉAU D F SUFFISAM
MENT AU-DESSOUS DE L'AXE B . 

4. Suspension bifilaire. — UNE SUSPENSION BIFILAIRE SE COMPOSE 
DE DEUX FILS FINS A B , ÉGAUX ET PARALLÈLES. ILS SONT ATTACHÉS EN DEUX 
POINTS FIXES A , A , SITUÉS DANS LE MÊME PLAN HORIZONTAL. ILS SUPPORTENT 
UNE PIÈCE B B DE POIDS P , À LAQUELLE ON APPLIQUE UN COUPLE HORI
ZONTAL T. ON DEMANDE L'ANGLE DE ROTATION DE LA PARTIE INFÉRIEURE DU 
SYSTÈME AUTOUR DE L'AXE VERTICAL OOJ QUI PASSE PAR LE MILIEU DES 
DROITES A A ET B B . 

SOIT l LA LONGUEUR DES FILS, 2a LEUR DISTANCE A A , A. L'ANGLE DE TOR
SION , Ô L'ANGLE QUE FAIT L'UN DES FILS AVEC SA POSITION VERTICALE INITIALE. 

LE TRAVAIL QUE L'ON EFFECTUE contre LA PESANTEUR QUAND ON PASSE DE 
LA POSITION INITIALE À LA POSITION ACTUELLE DÉFINIE PAR L'ANGLE 6, EST 
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égal au produit du poids P par la hauteur OjO' dont il a été soulevé; son expression est VI (1—cos 0). Quand 6 augmente de d6, le travail augmente de PI sin6 d6. Soit r le moment du couple horizontal actuellement appliqué au corps BB : c'est une fonction de l'angle <x qu'il faut déterminer. Le travail effectué par ce couple pendant la rotation DOC est TDX. L'expression générale du travail est : rfÇ = rtfoc — Pi sin6 d0. Mais il n'y a qu'une seule variable indépendante : il faut donc exprimer. 6 en fonction de oc. Comparons l'expression de DG dans les triangles O'DG et ADC. On trouve aisément 
la relation : 2a sin = l sin 0 ; éliminons 6 entre les deux équations. Écrivons enfin, pour appliquer le principe général, que le travail est nul pour une variation dct, ce qui revient à écrire que le coefficient de dx est nul; il vient 

Pa2 sin <x 

Fig. 2. 

r=- •sin' 
a. 

T Dans toutes les applications de cet appareil, 4az : P est généralement très petit, de l'ordre de 1/1000 par exemple. L'angle a. est lui-même petit. On peut donc poser très approximativement : 
Pa2 sin et r=- l 

Pa2, l jusqu'à des angles considérables. 
Enfin si « est lui-même très petit, on a : I 
Le couple appliqué au corps BB est mesuré par la rotation a, qu'on détermine généralement par la méthode de Poggendorff. 5. Détermination algébrique des coordonnées du centre de gravité. — Reportons-nous aux § 13 et 16, et aux § 31 et 37, du cours de Seconde. Nous y définissons la position et la grandeur de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles, et nous appliquons les résultats aux forces de la pesanteur. Soient mu m2, m3,. .. les masses de chacun des éléments de volume en lesquels on peut décomposer le corps considéré ; les coordonnées de la masse mt sont xi} yi, zt. Nous nous proposons de calculer les coordonnées •»), Z, du centre de gravité. 
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C o n s i d é r o n s d ' a b o r d d e u x m a s s e s m t e t m 2 ; e l l e s s o n t s o u m i s e s p a r 

h y p o t h è s e à d e u x f o r c e s F x 

e t F a p a r a l l è l e s , d e m ê m e 

s e n s e t p r o p o r t i o n n e l l e s a u x 

q u a n t i t é s e t m 2 . 

L e s p o i n t s d ' a p p l i c a t i o n 

s o n t i c i p a r f a i t e m e n t d é 

t e r m i n é s ; c e s o n t l e s p o i n t s 

A e t C o ù s e t r o u v e n t l e s 

m a s s e s . 

L e p o i n t B d ' a p p l i c a t i o n 

d e l a r é s u l t a n t e , d e c o o r 

d o n n é e s x, y , z, e s t d é f i n i 

p a r l a c o n d i t i o n : 

m 2 ml-\-m2 

A B 

Fig. 3 . 
m , 

B C A C 

L e s s e g m e n t s A B , B C , A C s o n t é v i d e m m e n t p r o p o r t i o n n e l s a u x 

s e g m e n t s A " B " , B " C " , A " C " . 

O n a d o n c 

m , m , ml - f - m2 

x- -x. 
D ' o ù l ' o n t i r e a i s é m e n t : 

x 
mxxl - j - m2x2 

m1 - J - m2 

e t d e u x a u t r e s f o r m u l e s a n a l o g u e s p o u r y e t z. 

S o i t u n e t r o i s i è m e m a s s e m 3 \ a p p l i q u o n s l e r é s u l t a t p r é c é d e n t à l a 

r é s u l t a n t e o b t e n u e e t à c e t t e m a s s e . L e s c o o r d o n n é e s x', y', z' d u 

n o u v e a u c e n t r e d e g r a v i t é s o n t d o n n é e s p a r l a r e l a t i o n 

{mx-\- m2)x -\- m3r3 m , x , - | - m2x2 -\- m3x3 

m1 - L - m2 -\- m3 m , - ( - m2 -\- m3 

e t d e u x a u t r e s a n a l o g u e s . 

L a g é n é r a l i s a t i o n e s t i m m é d i a t e . 

P o u r u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e m a s s e s , o n a : 

i - S mx S my y S mz 

z. m 2 m 

G . T h é o r è m e s g é n é r a u x d e l a m é c a n i q u e . — N o u s a v o n s 

é n o n c é a u § 2 7 d u C o u r s d e M a t h é m a t i q u e s l e p r i n c i p e g é n é r a l d e l a 

d y n a m i q u e du point matériel. 
Q u a n d u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e f o r c e s F1, F 2 , . . . m e s u r é e s e n 

k i l o g r a m m e s - p o i d s , s o n t a p p l i q u é e s s i m u l t a n é m e n t à u n e m a s s e M 

m e s u r é e e n k i l o g r a m m e s - m a s s e , e l l e s l u i c o m m u n i q u e n t , c h a c u n e 
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dans sa propre direction et indépendamment les unes des autres, des accélérations simultanées données par les formules : 
Fi F2 La mesure des forces en kilogrammes-poids et la mesure de l'accélération g de la pesanteur doivent être faites en un même lieu. Nous avons montré ensuite comment on peut supprimer de ces formules le coefficient g en changeant de système d'unités. Nous énoncerons les propositions suivantes en CGS. Nous avons montré enfin, au § 30 et 31, comment on pouvait déduire de la proposition précédente le théorème général des forces vives, applicable à un système quelconque de points. D'après cette proposition, les liaisons n'interviennent pas. Ce théorème n'est pas le seul qu'on puisse tirer des propriétés dynamiques des forces mesurées par leurs effets statiques. Il en est d'autres importants que nous passerons rapidement en revue. Considérons un système quelconque de points matériels. lo Ils sont liés par des liaisons rigides intérieures que nous remplaçons par des forces convenables dont les composantes ont pour symbole général X2, Y2, Z2. Ces forces sont deux à deux égales et de signes contraires, et leurs points d'application sont invariablement liés. Donc, elles disparaissent dans les expressions de la forme 2X2 et accomplissent toujours un travail total nul. 2° Ils sont soumis à des forces intérieures dont le symbole général sera X,-, Y{, Z{. Ces forces vont encore deux par deux, égales et de signes contraires, en vertu du principe de l'égalité de l'action et de la réaction. Donc, elles disparaissent dans les expressions de la forme HX{. Mais comme leurs points d'application ne sont pas invariablement liés, elles ne disparaisssent pas dans l'expression du travail total. 3° Ils sont enfin soumis à des forces extérieures, parmi lesquelles peuvent se trouver des forces tenant lieu des liaisons extérieures. Elles sont quelconques et ne disparaissent pas dans les expressions de la forme SXe. Nous poserons : Xj = X< -\- Xe. Pour chaque point du système, nous avons : 

d^x d^z/ d^z 

(1) m -̂ r = X1 + Xî, m-^r=Y1-\-Yi, m =Z1-|-Z2. Additionnons toutes ces équations respectivement multipliées par 
dx, dy, dz. Les forces représentant les liaisons rigides intérieures disparaissent de la somme. Il reste : (2) S J(xi-/n̂ )̂+(Y-m-̂ )̂  + (zi-m S)d*j=0. 

D'où le théorème de d'Alembert : 
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Dans un système quelconque en mouvement, l'équilibre existe à 
chaque instant entre toutes les forces réelles d'une part, et des forces 
fictives, dites forces d'inertie de l'autre; chacune de ces forces 
d'inertie est égale au produit de la masse du point considéré par son 
accélération changée de signe. 

7. Théorème des forces vives. — L'équation (2) peut s'écrire : 

S m (-^- dx + - G - dy + ^ dz) = S ( Xxdx + Yxdy + lxdz ) . 

Soit v la vitesse du point de coordonnées x, y , z. 

dx'-\-dy>-\-dz* } L = È ^ d x \ Ê Î L d v \ £ ^ d z 
v — de ' a - 2 de a x ^ de J ^ de z-

D'où le théorème des forces vives : 

S d. = S (Xxdx + Y,dy + Z,tfc) = <№. 

En voici un corollaire intéressant. Quand un système passe par 
une position d'équilibre statique, l'énergie cinétique est maximum 
ou minimum. On a, en effet, lors de ce passage c/G = 0 ; 

mv' 
d'où d. S —g— = 0> équation qui renferme le théorème. 

La réciproque n'est pas vraie ; car la condition dC = 0 pour un 
petit déplacement à partir d'une position du système, n'implique pas 
qu'on soit dans une position d'équilibre statique, excepté s'il n'existe 
qu'une variable indépendante. 

8. Théorème des quantités de mouvement projetées. — 
Reprenons les équations (1) du § 6. Multiplions par dt toutes les 
équations en x correspondant à tous les points du système ; addition
nons-les et intégrons entre les temps t0 et tl. D'après ce que nous 
savons des forces X2, X(, Xe, il reste : 

L'accroissement entre deux époques t0 et tt de la somme des quan
tités de mouvement projetées sur un axe fixe est égale à la somme, 
pendant le même temps, des impulsions des forces extérieures proje
tées sur le même axe (Cours de Math., § 37). 
Parmi les forces extérieures, nous savons qu'il faut ranger les 

forces tenant lieu des liaisons extérieures. 
En particulier, si les forces extérieures sont nulles, la quantité de 

mouvement reste constante, quelles que soient les forces intérieures. 
Car l'accroissement des vitesses de certaines masses suivant une 
direction, dans un sens, est compensée par l'accroissement des 
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vitesses d'autres masses suivant la même direction, mais en sens 
contraire. 

9 Mouvement du centre de gravité. — Les coordonnées 
Ç, v), £ du centre de gravité sont définies par les équations (§ 5) : 

—rnx ^my y 2 m z 

Posons S m = M. Dérivons une et deux fois par rapport au temps. 
Il vient : 

T d% dx 
M-dT=*mHT> 

et deux autres équations analogues ; 

M d f = 2 " » ^ , 

et deux autres équations analogues. 
• Considérons donc les vecteurs représentant les quantités de mouve

ment de chaque point du système. Ils admettent comme vecteur résul
tant un vecteur qui représente la quantité de mouvement d'un point 
matériel fictif coïncidant avec le centre de gravité du système et où 
serait condensée la masse entière du système. 

Même théorème pour les forces d'inertie. 

Reprenons les équations (1) du § 6 : additionnons-les. Il vient : 

2 m - ^ = 2(X < + Xe + X 2 ) = 2 X „ M - g - = £X„ 

et deux autres équations analogues. 
Le centre de gravité se meut comme un point dont la masse serait 

égale à la somme des masses, et qui serait sollicité par les forces exté
rieures transportées en ce point parallèlement à elles-mêmes. 

S'il n'existe que des forces intérieures, ou si les forces extérieures 
ont une somme nulle (se réduisent à un couple par exemple), le centre 
de gravité se meut d'un mouvement rectiligne et uniforme. Comme 
cas particulier, il reste immobile. 

Par exemple, les mouvements volontaires d'un animal dans sa 
chute ne peuvent modifier la trajectoire du centre de gravité, car 
les nouvelles forces qui entrent en jeu pour produire la déformation 
sont intérieures. La trajectoire du centre de gravité d'un obus qui 
éclate reste la même, à supposer qu'on puisse négliger la résistance 
de l'air qui équivaut à un système de forces extérieures. Il est impor
tant de remarquer que dans les exemples précédents les forces exté
rieures sur chaque point (pesanteur) ne sont point modifiées par 
les mouvements de l'animal ou l'éclatement de l'obus. 

Mais imaginons qu'une planète éclate ; il n'est pas exact de dire 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



O A A ' = 0 A ' * ' — 0 A * — A A ' a ' a . 

2 O A A ' —(x-\- dx) (y -\-dy) — xy — dx (2y -\- dy) = xdy — ydx . 

1 
dSz=-^ [xdy —ydx). 

L A VITESSE EST U N VECTEUR DONT LES COMPOSANTES SONT 

dx dy dz 
Ht' ~d7> Ht' 

PAR ANALOGIE AVEC LA DÉFINITION D U M O M E N T D ' U N E FORCE, ON 

QUE LE M O U V E M E N T D U CENTRE DE GRAVITÉ DES MORCEAUX DE LA PLA

NÈTE SE CONTINUE SANS MODIFICATION. CAR L'ÉCLATEMENT AURAIT POUR 

EFFET DE MODIFIER LES FORCES EXTÉRIEURES : CERTAINES M A S S E S SE RAPPRO

CHERAIENT D U SOLEIL ET SERAIENT PLUS ATTIRÉES, D'AUTRES S'ÉLOIGNERAIENT 

ET SERAIENT M O I N S ATTIRÉES. TOUTEFOIS LE NOUVEAU CENTRE DE GRAVITÉ 

SE MOUVRAIT C O M M E U N POINT DE M Ê M E M A S S E TOTALE, SOLLICITÉ PAR 

LES nouvelles FORCES EXTÉRIEURES TRANSPORTÉES EN CE POINT PARALLÈLE

M E N T À ELLES-MÊMES. D E M Ê M E , D U FAIT DE L'ÉCLATEMENT DE L'OBUS, LA 

RÉSISTANCE DE L'AIR, QUI N'EST GÉNÉRALEMENT P A S NÉGLIGEABLE, EST C O M 

PLÈTEMENT MODIFIÉE; LA TRAJECTOIRE D U CENTRE DE GRAVITÉ N E RESTE DONC 

P A S LA M Ê M E QUE SI L'OBUS N'AVAIT P A S ÉCLATÉ : LE THÉORÈME PERMET 

CEPENDANT DE LA CALCULER, si toutes ces nouvelles résistances de l'air 
sur les morceaux de l'obus sont connues. 

1 0 . T H É O R È M E S S U R LES M O M E N T S . — 1 ° L E M O M E N T PAR RAPPORT 

À L'AXE DES z D ' U N E FORCE DONT LES COMPOSANTES SONT X ET Y , SUIVANT LES 

AXES N O R M A U X À L'AXE DES z, EST 

x xY—T/X. 

POSITIF, IL TEND À FAIRE TOURNER DE 

L'AXE DES x VERS L'AXE DES y . 

O N LE MONTRE I M M É D I A T E M E N T . 

L E M O M E N T AUTOUR DE L'AXE DES x EST 

yZ— zY ; POSITIF, IL TEND À FAIRE TOUR

NER DE L'AXE DES y À L'AXE DES z. 

4 L E M O M E N T AUTOUR DE L'AXE DES y 

EST zX.— xZ ; POSITIF, IL TEND À FAIRE 

TOURNER DE L'AXE DES z À L'AXE DES x. 

2° L E S COORDONNÉES D ' U N POINT PASSENT DES VALEURS x, y, z (LA 

PROJECTION D U POINT SUR LE PLAN DES x y EST ALORS EN A ) AUX VALEURS 

x-\-dx} y-\-dy, z-\-dz ( P O S I T I O N A ' ) . O N D E M A N D E L'EXPRESSION 

DE L'AIRE dSz = OAA', PROJECTION SUR LE PLAN DES x y de L'AIRE 

BALAYÉE PAR LE RAYON VECTEUR I S S U DE L'ORIGINE DES COORDONNÉES ET 

ABOUTISSANT AU POINT x , y , z. 
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PEUT APPELER L'EXPRESSION x y LE MOMENT DE LA VITESSE 

PAR RAPPORT À L'AXE DES z. D'AUTRE PART ON PEUT APPELER vitesse aréo-
laire, LE QUOTIENT DE L'ACCROISSEMENT DE L'ESPACE BALAYÉ PAR LE TEMPS 
EMPLOYÉ AU BALAYAGE, ET REPRÉSENTER CETTE VITESSE PAR UN VECTEUR NOR
MAL À L'AIRE BALAYÉE. IL REVIENT AU MÊME DE PROJETER L'AIRE BALAYÉE SUR 
LE PLAN DES xy, OU LE VECTEUR REPRÉSENTATIF SUR L'AXE DES z. D'OÙ CETTE 
PROPOSITION : 

La projection de la vitesse aréolaire sur un axe, est égale à la moitié 
du moment de la vitesse par rapport à cet axe. 

DÉRIVONS LES DEUX MEMBRES DE L'ÉQUATION PRÉCÉDENTE PAR RAPPORT 
AU TEMPS : 

D 2 S Z _ 1 / d'y d2x\ 
df — 2\x de y de )• 

La projection sur un axe de l'accélération aréolaire est égale à la 
moitié du moment par rapport au même axe de Vaccélération ordi
naire. 

1 1 . THÉORÈME DES AIRES. — REPRENONS LES ÉQUATIONS ( 1 ) DU 

MULTIPLIONS LA PREMIÈRE PAR — y , LA SECONDE PAR x; FAISONS DE 
MÊME POUR TOUS LES POINTS DU SYSTÈME ET ADDITIONNONS. REMARQUONS 
QUE DEUX FORCES ÉGALES, DE SENS CONTRAIRES ET APPLIQUÉES SUIVANT LA 
MÊME DIRECTION (COMME LES LIAISONS INTÉRIEURES OU LES FORCES INTÉ
RIEURES) ONT UN MOMENT NUL PAR RAPPORT À UN AXE QUELCONQUE. 

IL VIENT : 

Zrn(x^-y^-)==2(xYe-yXe) = 22m^-. 
A CHAQUE INSTANT LA SOMME DES PRODUITS DE CHAQUE MASSE PAR LA 

PROJECTION DE L'ACCÉLÉRATION ARÉOLAIRE SUR L'UN DES AXES DE COORDON
NÉES EST ÉGALE À LA MOITIÉ DE LA SOMME DES MOMENTS DES FORCES EXTÉ
RIEURES PAR RAPPORT AU MÊME AXE. 

SI LA SOMME DES MOMENTS DES FORCES EXTÉRIEURES EST CONSTAMMENT 
NULLE, LA QUANTITÉ 2 m —jjr~ E S T NULLE ; LA QUANTITÉ S M EST 
CONSTANTE; ENFIN, LA QUANTITÉ S M S 2 EST UNE FONCTION LINÉAIRE DU 
TEMPS. D'OÙ LA CONSÉQUENCE : 

La somme des produits de la masse de chaque point par l'aire 
balayée par le rayon vecteur correspondant croît proportionnellement 
au temps. 

IL EN EST AINSI SI LES FORCES EXTÉRIEURES SE RÉDUISENT À UNE FORCE 
UNIQUE PASSANT PAR L'ORIGINE. 

C O U P S T O U R N A N T A U T O U R D ' U N A X E F I X E , —• L'AIRE BALAYÉE A POUR 
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expression — — , où r est la distance à l'axe du point considéré, 

9 l'angle dont le corps tourne. L'accélération aréolaire est donc 
(puisque r reste constant) : 

2 ' de • 
Le théorème donne : 

2 ( * Y e - 2 / X e ) = -g-W*, 
expression que nous connaissons déjà. (Cours de Math., § 36). 

z K G 

A 0' je 
B' 

1 2 . Théorèmes sur les moments d'inertie. — Le moment 
d'inertie I d'un corps par rapport 
à un axe AB est égal au moment 
d'inertie I' par rapport à un axe 
A'B' parallèle et passant par le 
centre de gravité, plus le produit 
de la masse totale du corps par le 
carré de la distance h des deux axes 
AB et A'B'. 

Prenons l'axe AB pour axe des z, 
et traçons l'axe Ox dans le plan pas
sant par A'B'. L'abscisse h du centre 
de gravité G est donnée par la rela
tion Unix = = hUm. 

Fig 5 On a par définition : 

ï = 1,m(x1-\-y:i) 
I' = Zm[{x — hf -f-î/2] = I — 2KZmx + h22m. 

D'où I = I' + h*2m. 
Pour connaître les moments d'inertie par rapport à un axe quel

conque, il suffit donc de connaître les moments d'inertie par rapport 
à toutes les droites qui passent par le centre de gravité. Calcul des moments d'inertie dans les cas les plus importants. — 
Nous supposons le corps homogène ; M est sa masse totale. Nous 
appelons rayon de glration p une quantité telle que : I' = p*M. 
Soit V le volume, S la densité. 

On a évidemment I' = p2M = p2Vo\ 
C'est le rayon de giration que nous allons calculer. 
I. Cylindre de rayon R et de hauteur 1 ; axe de rotation parallèle 

aux génératrices et passant par le centre de la base. 
Décomposons le cylindre en tubes élémentaires concentriques de 

rayon r et d'épaisseur dr. L'aire de la section droite est 2-Krdr; la 
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masse du tube est 2-xrdr.îH; son moment d'inertie par rapport à 
l'axe est 2izr3dr, o7. 

On a donc 

I = y R 2nr*drU = J = (Ml) ^ - . 

R 2 

D'où enfin p2 = -"2-. 
Le calcul actuel correspond au cas de disques tournant autour d'un 

axe perpendiculaire à leur plan et passant par leur centre. 
Anneau cylindrique de rayons R 0 et et de hauteur 1. 
C'est le même problème, mais l'intégration doit être faite entre 

les limites R 0 et Rj. 

I = -j[-(RÎ —Bi)M=l>(RÎ —Rfltt] R ? + R ° 2 . 

P — 2 ' 
Si R„ devient égal à R „ ps = RJ, ce qui est évident à priori. 
II. Cercle de rayon R et d'épaisseur dl tournant autour d'un de 

ses diamètres. 
Le résultat est évidemment le même, quel que soit le diamètre con

sidéré. Soit dS un élément. 
Prenons deux axes Oa; et Oy passant par le centre du cercle. 
Le moment par rapport à Ox est S . dS . dl. o* . x2 ; le moment par 

rapport à Oy est SrfS .dl.iï.y*. L'un ou l'autre de ces moments 
est donc égal à : 

I = -̂ 1. ( 2</S . x1 - f SrfS . y' ) = S dS . r2, 

en appelant r la distance de l'élément à l'axe. 
Pour faire l'intégration, décomposons en couronnes de rayon r et 

d'épaisseur dr. 

Il vient : 

I = 2nr*dr = ^ . tiR' = ( dl. o . *R 2 ) ^ . 

Ra 

D'où Ps = - T -
III. Cylindre de rayon R et de longueur 1 ; axe perpendiculaire 

aux génératrices et passant par le centre de symétrie du cylindre. 
Décomposons en plaques minces, normales aux génératrices, 

d'épaisseur dx et situées à une distance x de la section droite 
médiane. Appliquons le théorème du § 12 et le résultat ci-dessus 
démontré (II). Le moment d'inertie d'une des plaques est : 

dxA.^f—t-dx.b.nW.x2. 
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T W P 1 R 2 

Il vient: l = TCR.z8[-^- + 72-J> P

2 = ̂ - + 

Intégrons entre 0 et , et doublons le résultat. 

12 
Tube cylindrique de rayons R„ et R t. 
On trouve évidemment : 

[-x+Tir] - - R » F Ô [-T-+-nr] • 
Or la masse est : T U ( R 2 —R 2)tô. 
D'où, mettant cette masse en facteur : 

Rg + R, l2 

P — 4 + 1 2 -
p 

Aiguille mince. — Il faut faire R = 0; p2 = 12 • 

Il est important de remarquer que cette formule est déjà très 
approchée même pour un barreau relativement épais. 

Soit en effet : R = 0,5, / = 1 0 . 
Le rapport du second terme au premier est : 

U2: 12R2 = 400 : 3 = 133. 
IV. Prisme droit à base rectangle tournant autour d'un axe per

pendiculaire à l'une des faces et passant par le centre de symétrie. 
Le calcul se fait de la même manière que dans le cas précédent. 

Soit l et A les côtés de la face perpendiculairement à laquelle est 
mené l'axe, on trouve : 

P — 12 ~ l~ 12 • 
En particulier, si h est petit devant l, on retrouve la formule 

l2 

p2 = ïg"» c e 1"* e s t évident à priori. 

V. Sphère de rayon R tournant autour d'un de ses diamètres. 
Décomposons la sphère par des plans perpendiculaires à l'axe de 

rotation pris pour axe des z, en disques d'épaisseur dz, et situés à une 
distance z du centre de la sphère. 

Leur rayon r satisfait à la condition r2 -J- z2 = R 2. 
Le moment d'inertie de chaque disque est (voir I) : 

xr 4 

2 
Il faut calculer l'intégrale 

•i.dz. 

Remplaçons r4 par sa valeur : r* = (R2 — z2 

2R 2 

Tous calculs faits, on trouve : p2 = —g—. 
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13. El l ipso ïde et axes p r i n c i p a u x d'inertie. — Par un point 0 
que nous prenons pour origine des coordonnées, faisons passer une 
droite OA, dont les cosinus directeurs sont oc, [3, y; déterminons le 
moment d'inertie I du corps par rapport à cette droite. 

D'un point M (X, y, z) quelconque, abaissons sur OA une perpen
diculaire de longueur MN = r. 

I = 2mr2 = 2m ((5MS — ON2) = 2m|V-L-j/24-z2 — ( O I X + f i y - { - ^ F ) . 

Posons : 
A=2M(y2-\-z2), 

B = 2M{z2-\-x2), 

C = 2M(x2-\-y2), 

D = 2MYZ, 
E = Hmzx, 

F = Hmxy. 

On trouve immédiatement : 

I = Aoc2 -f- BfS8 + Cy2 — 2Dpy 
— 2Eyoc — 2Foc|3. 

Posons le 2 = 1. Portons sur la 
droite un vecteur de longueur s et 
soient X, Y, Z les coordonnées de 
l'extrémité de ce vecteur. 

On a : 

1 = AX 2 - f BY2 + CZ2 — 2DYZ — 2EZX — 2FXY. 
La surface ainsi obtenue est une quadrique ; comme s est toujours 

réel et fini, c'est nécessairement un ellipsoïde, l'ellipsoïde d'inertie. 
On appelle axes principaux d'inertie relatifs au point 0 les axes 

de l'ellipsoïde ; les moments d'inertie correspondants, mesurés par 
l'inverse du carré des axes de l'ellipsoïde, sont les moments d'inertie 
principaux relatifs au point 0 . 

Les axes de coordonnées sont les axes principaux si l'on a : 
Hmyz — Hmzx = Hmxy = 0. 

II peut arriver que l'ellipsoïde soit de révolution, ou même se 
réduise à une sphère. 

14. Propriétés des axes p r i n c i p a u x d'inertie relatifs au 
centre de grav i t é . — Prenons le centre de gravité comme origine 
des coordonnées et ses axes principaux d'inertie comme axes de 
coordonnées. Nous avons donc les conditions : 

2 mx — 2 my — H mz = 0, Y.mxy = Hmyz = Hmzx = 0. 

Considérons un point A quelconque de l'axe, par exemple le point 

x = h, y = z — 0 . 
Cours de Physique. — H . BOUASSE. 2 
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Déterminons pour ce point les quantités que nous avons appelées 
D, E, F. On trouve évidemment : 

D = 2 m y z = 0, E = Smz(«— h) = 0, F = 2m(x — h)y = 0. 

Donc les trois droites parallèles aux axes de coordonnées, passant 
par le point A , sont les axes principaux relatifs à ce point. En 
d'autres termes, les axes principaux relatifs à tous les points des axes 
principaux relatifs au centre de gravité, sont parallèles à ces der
niers. 

Voici des propositions (que nous n'avons pas la place de démon
trer) qui sont d'une application constante dans le réglage des appa
reils. 

Si un corps, soumis à des forces nulles et retenu par un S E U L point 
fixe, est lancé de manière à tourner autour d'un des axes principaux 
relatifs au point, il continue à tourner uniformément autour de cet 
axe, C O M M E S ' I L É T A I T FIXE. 

Il résulte de là et d'une proposition précédente (§ 9) que si un 
corps complètement libre et soumis à des forces nulles est lancé de 
manière à tourner autour d'un des axes principaux relatifs au centre 
de gravité, il continue à tourner uniformément autour de cet axe, 
C O M M E S ' I L É T A I T FIXE. 

Les mêmes propositions subsistent, pourvu que les forces appliquées 
au corps se réduisent à un couple situé dans un plan perpendiculaire 
à l'axe. 

Cette proposition a une importance capitale; elle explique le soin 
qu'il faut prendre d'équilibrer au point de vue de l'inertie tous les 
corps qui doivent tourner autour d'un axe qui n'est pas matérielle
ment fixé. Par exemple, un corps oscille sous l'influence de l'élasti
cité de torsion d'un fil auquel il est librement suspendu et qui pro
duit un couple horizontal. Pour que tout se ramène à un mouvement 
de rotation autour du fil, il faut, non seulement que le centre de gra
vité soit dans le prolongement du fil, ce qui est automatiquement 
obtenu ( au moins très approximativement, si le fil n'est pas trop 
raide), mais encore que la verticale du fil soit un axe principal d'iner
tie du centre de gravité. Si cette condition n'est pas réalisée, le 
mouvement se complique immédiatement d'oscillations pendulaires. 
Mêmes remarques quand un aimant oscille sous l'influence du champ 
terrestre. 

Le moyen le plus simple de réaliser ces conditions est de donner 
au corps oscillant une forme de révolution et de s'arranger de manière 
que l'axe de révolution soit vertical. Ce procédé n'est évidemment 
pas toujours applicable, comme le prouve l'exemple de l'aimant. 

Il faut équilibrer au point de vue de l'inertie un corps tournant 
très vite autour d'un axe même matériellement fixé, si l'on ne veut 
pas que les pressions sur l'axe le faussent rapidement, ou produisent 
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des frottements trop considérables. Il faut s'arranger pour cela de 
manière : 1° que l'axe de rotation passe par le centre de gravité et 
soit un axe principal d'inertie; 2° que les forces motrices se réduisent 
à un couple normal à l'axe. 

15. Pendules. Pendules compensateurs. Métronome. — Un 
pendule est un corps de forme quelconque pouvant tourner autour 
d'un axe horizontal et soumis à la pesanteur seule. On se reportera 
aux § 39 et suivants du Cours de Mathématiques. 

Appelons 6 l'élongation, I le moment d'inertie par rapport à l'axe 
de rotation, l la distance du centre de gravité à l'axe de rotation, 
p le poids du corps. r=^»Zsin9 est le couple pour l'élongation 6. 
On a comme équation du mouvement : 

<f2ô 

I -jp = r = — plsin6 = — C sin 6. 

Soit 90 l'amplitude, la durée d'oscillation est approximativement : 

H = 2T:\J^ ({ + ^ | - ) dans le système CGS. 
Remarques sur les pendules compensateurs (Cours de Seconde, 

§ 144). — Si le pendule est composé d'une matière homogène , 
quand toutes ses dimensions sont multipliées par un même coeffi
cient K, I devient K2I, C devient KC, T devient T^K . Si donc on 
échauffe un pendule homogène, la durée d'oscillation croît comme la 
racine carrée du binôme de dilatation. 

Nous disons dans le Cours de Seconde que la compensation con
siste à ramener le 
centre de gravité à \Fréyuence¡¡ 
la même distance de 
l'axe. On ne peut par
ler de moment d'iner
tie en Seconde; mais 
il est clair que la com
pensation n'est pas 
obtenue par ce pro
cédé. Elle consiste à 
maintenir constant le 
quotient I : C, ce qui 
ne s'obtient générale
ment qu'en modifiant 
C, c'est-à-dire la position du centre de gravité, le poids restant cons
tant. Comme la compensation s'obtient par tâtonnement, elle ne 
présente pas plus de difficulté. 

Métronome. — On se reportera à la figure 26 du Cours de Mathé
matiques. Supposons la tige prolongée et le corps M' à une distance 

Distances al axe 

Fig. 7. 
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telle que le centre de gravité du système soit sur l'axe de suspen
sion 0 . Soit alors x0 la distance à l'axe 0 du centre de gravité de M'; 
I le moment d'inertie du système. 

Il est facile de voir que pour une distance x quelconque (x < x0) 
du corps M' de masse m, la durée T d'oscillation est : 

T = 2rc T / 1 — ™(x0-^xj 
T rng(x0 — x) 

La courbe des fréquences N = 1 :T en fonction de a; a la forme 
représentée fig. 7. Une partie BG de cette courbe est quasiment rec-
tiligne : c'est précisément celle qu'on utilise. On vérifiera sur un 
appareil que la graduation pratique du métronome N =f(x) est 
linéaire. 

16. PENDULE DE KATER (À RETOURNEMENT). — Soit I' le moment 
d'inertie autour d'un axe parallèle à l'axe de rotation et passant par 
le centre de gravité, et p le rayon de giration correspondant : 

I' = p 2 . m, 

où m est la masse totale du pendule. On a : 
l = V + mP=(f-}-P)m. 

On a d'ailleurs : p = mg. 
La formule donnant la durée devient : 

Il résulte immédiatement de cette formule que la durée d'oscilla
tion est la même autour d'une infinité d'axes parallèles, formant un 
cylindre circulaire autour d'une droite passant par le centre de gra
vité; pour tous ces axes, en effet, l et p2 sont les mêmes. 

Faisons osciller le pendule autour d'un axe parallèle au premier, 
mais situé à une distance du centre de gravité 11 = p2 : l. La durée 
sera donnée par la formule dans laquelle on remplace l par ¡1 : elle 
reste la même que précédemment. 11 existe donc une seconde infinité 
d'axes parallèles, formant les génératrices d'un cylindre circulaire 
concentrique au premier et tels que la durée d'oscillation est la 
même pour tous et la même que pour les axes du premier système. 

On appelle axes réciproques deux axes parallèles appartenant à 
l'un et l'autre système, situés de part et d'autre du centre de gra
vité et comprenant ce centre dans leur plan. L'un est dit axe de 
suspension, l'autre d'oscillation, et réciproquement. Les points de 
l'axe d'oscillation oscillent autour de l'axe de suspension comme 
s'ils appartenaient à des pendules simples de longueur 

A = I + R = l + - Ç , 

égale à la distance des axes. 
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Si nous prenons l'axe de suspension (supposé parallèle aune direc
tion invariable : p est alors invariable) à une distance du centre de 
gravité lt variable, l'axe d'oscillation correspondant est à une autre 
distance invariable, telle que /1i'1 = p2. 

En particulier, les deux cylindres précédemment définis peuvent être 
confondus; la distance des axes au centre de gravité est alors 

Ji = *'i=p; 
la longueur du pendule synchrone est 2p. 

C'est alors que la durée d'oscillation est minima. 
Cette durée, infinie pour ^ = o, (¿^ = 00 ) , passe donc par un 

minimum pour ^ = p, (l\=p), et redevient infinie pour 

^ = «=, (¿', = 0). 
RÉALISATION DU PENDULE DE KATER. — Nous venons de démontrer 

plus haut le théorème suivant : 
Etant donné un axe de rotation, il en existe toujours un second 

parallèle au premier, situé dans le plan passant par le premier et le 
centre de gravité, tel que la durée d'oscillation autour des deux axes 
soit la même. De plus, cette durée est celle d'un pendule simple dont 
la longueur serait égale à la distance A des deux axes : 

W4-9 
Dans le pendule de Kater, les deux axes 0 et 0', repré

sentés par les arêtes de deux couteaux, sont fixes. La 
distance A = 0 0 ' est donnée. La masse m, est invariable
ment liée à la règle qui porte les couteaux. Il s'agit, par le 
déplacement d'une masse mobile m 2 le long de la règle, 
d'amener à l'égalité les 
durées d'oscillations 
autour des deux cou
teaux. Cette condition 
n'est réalisable que si 
la masse mobile a été 
prise assez grande et 
si sa course est suffi
sante. 

De la mesure de la 
distance A des cou
teaux et de la durée 
commune d'oscillation 
T (par comparaison 
avec une horloge réglée 
sur le temps sidéral, et par conséquent sur le' temps moyen, voir 
Cours de Math., § 44), on déduira la valeur de g. 
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II est commode de faire les tâtonnements d'une manière systéma
tique. Supposons la tige 0 0 ' graduée. Le pendule oscillant autour de 
l'axe 0 , déplaçons la masse m2; déterminons la courbe PQ des périodes 
en fonction de la position de m 2 entre les points 0 et 0'. Retournons 
le pendule, déterminons la nouvelle courbe MN , bien plus inclinée 
que la première, des périodes en fonction de la position de m2. Elles 
se coupent en un point R qui donne une première approximation de 
la position de m2 pour laquelle les périodes sont égales. Le tâtonne
ment est ainsi singulièrement abrégé. 

Cette expérience est excellente pour se familiariser avec la mesure 
des durées et les mouvements oscillatoires. 

Pour mesurer g avec précision, on préfère opérer autrement. 
P E N D U L E S Y M É T R I Q U E , A C O U T E A U X I N T E R C H A N G E A B L E S D E B E S S E L . — Le 

pendule est symétrique par rapport aux couteaux quant à sa forme 
extérieure. Il ne doit pas être symétrique quant à sa masse : donc il 
est muni de deux disques circulaires de même grosseur, fixés nor
malement à la tige dans des positions semblables par rapport aux 
couteaux; l'un est plein, l'autre creux et parfaitement étanche. Les 
couteaux sont interchangeables. Il n'y a aucun moyen de réglage, 
on s'arrange seulement par construction de manière que les périodes T 
et T' soient très voisines. Montrons qu'avec quatre expériences, deux 
autour de chaque couteau occupant les deux positions, on peut élimi
ner les perturbations provenant de la courbure des couteaux et de 
l'action de l'air. 

Soit p le rayon de giration autour d'un axe parallèle aux couteaux 
passant par le centre de gravité. On n'a plus ZZ' = p2; il faut poser : 

il 
D ' O Ù * = ^ ( l + f ) : l T - l T ' 

T est calculable avec une grande approximation pourvu que T et T' 
soient très peu différents; il faut évidemment mesurer l et l', mais 
une grande approximation n'est pas nécessaire. Posons en effet : 

T ' * = T 2 4 - 6 2 ; 

il vient : T 2 = T 2 

l—l! 

Pour déterminer le centre de gravité et par conséquent l et ï, on 
fait reposer le pendule, dont la tige est creuse et cylindrique, sur 
un double tronc de cône en acier, formant une sorte de gorge mobile 
à l'aide d'une vis de rappel autour de l'axe commun des deux cônes. 
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En faisant tourner lentement ce support, on amène le pendule en 
équilibre : le centre de gravité du pendule et l'axe du support sont 
dans le même plan vertical. On parvient ainsi à déterminer l et ï 
facilement à un dixième de millimètre près. En général, l — lï par 
construction; l — V vaut donc plus de 30 centimètres, le facteur du 
terme de correction est très bien déterminé (à 1/3000 environ dans 
notre hypothèse); puisque s est petit, la correction est très petite, 
l'approximation de 1/3000 sur l et 11 est plus que suffisante. 

Là n'est pas le principal avantage de la méthode. 
Les couteaux ont des rayons de courbure rr et r2 finis et de l'ordre 

de 100 microns. 
On démontre aisément qu'il résulte du roulement du pendule sur 

un cylindre de courbure finie une petite diminution de la durée. On 
doit écrire : 

T ' = - ^ ( < - H - K ) ( » - T ) . ^-T-O+'+ITX'-T). 
T Î = J - = r r 1 = i L ( 1 + r ) ( 1 + ^ f ) . 

On peut éliminer le terme en r t et r2 en recommençant les expé
riences après avoir échangé les couteaux ; on trouve une nouvelle 
valeur Tj" pour laquelle la correction est égale et de signe contraire ; on 

a en définitive : z[-^-^ = —~(l-\-l'). 

L'action de l'air est complexe : elle accroît la durée d'oscilla
tion, tant par entraînement d'une queue gazeuse qui augmente la 
masse à mouvoir, que par diminution du poids qui tend à mouvoir 
cette masse (principe d'Archimède). On en tient compte suffisam
ment au moyen d'un facteur de la forme ou 

Si le pendule est symétrique, l'action de l'air est la même après 
retournement; elle s'élimine donc, tout comme s'élimineraient les 
rayons de courbure, si l'on avait r2=r1. 

Ainsi le pendule réversible, symétrique, à couteaux interchan
geables de Bessel, élimine par quatre expériences les principales per
turbations. 

17. Méthode des coïncidences. — Pour déterminer avec quelque 
précision la durée d'oscillation d'un pendule, il faut faire durer l'ex
périence longtemps et, par conséquent, compter un très grand nombre 
d'oscillations. L'expérience montre qu'il est très facile de se tromper 
dans ce compte, sans parler de l'insupportable ennui d'une telle 
besogne. On l'évite en comparant directement la marche du pendule 
à étudier à celle du pendule d'une horloge, qui enregistre lui-même 
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le nombre total de ses oscillations : c'est la méthode des coïncidences. 
Les plans d'oscillations des deux pendules sont parallèles; dans 

leurs positions d'équilibre, deux fils prolongeant leurs tiges se pro
jettent l'un sur l'autre pour un observateur convenablement placé. 
S'il regarde les fils à travers une lunette, il peut faire coïncider leurs 
images avec le réticule. Supposons peu différentes les durées d'oscil
lations des pendules. Mettons-les en marche et admettons, pour 
simplifier le raisonnement, qu'aussitôt après le lancement les images 
des fils passent simultanément sur le réticule et avec des vitesses de 
môme sens. 

Soit T la durée d'oscillation du pendule P à étudier, T celle du 
pendule P' de l'horloge de comparaison : soit T' T. Le pendule P 
avance donc sur le pendule P'. Bientôt les images des fils ne passent 
plus simultanément sur le réticule de la lunette, c'est-à-dire par leurs 
positions d'équilibre. Le fil de P passe avant le fil de P'. 

L'avance augmente; elle devient 1/2 oscillation : les fils passent 
alors simultanément sur le réticule de la lunette, maip avec des 
vitesses opposées. L'avance de P continue à croître. Enfin, au bout 
d'un temps i, l'avance de P est d'une oscillation entière : il y a 
encore coïncidence des fils lors de leur passage sur le réticule de la 
lunette avec des vitesses de même sens. Soit n le nombre des oscil
lations de P', n -)-1 celui de P ; on a : 

* = nT' = (/» + l)T. 

Or le nombre n est donné par l'indication de l'horloge; T', exprimé 
en secondes de temps moyen (Cours de Math., § 44), résulte de la 
comparaison de l'horloge au jour sidéral ; on a tout ce qu'il faut 
pour calculer T en fonction de la seconde de temps moyen. 

En visant avec une lunette deux objets qui, nécessairement, ne 
sont pas à la même distance, on obtient des images peu nettes; un 
perfectionnement notable consiste à projeter les plans d'oscillations 
l'un sur l'autre avec une lentille placée entre les deux pendules ; on 
peut ainsi, sans diminuer la netteté des images, éloigner autant qu'on 
le veut les pendules l'un de l'autre et éviter qu'ils ne s'influencent 
par résonance. 

Comme on n'emploie que des oscillations de petite amplitude, les 
pendules conservent leur mouvement pendant plusieurs heures,pourvu 
que les couteaux soient bien travaillés. L'exemple numérique suivant, 
emprunté au mémoire de Borda, montre la précision de la méthode. 
Admettons que les coïncidences se fassent toutes les 50 minutes, que 
l'on puisse observer 5 coïncidences, c'est-à-dire faire durer l'expé
rience pendant 4 X 5 0 = 200 minutes = 3 h 2 0 m , et qu'il y ait une 
incertitude de 30 secondes sur l'instant des coïncidences, c'est-à-dire 
que pendant 15 oscillations il soit impossible de distinguer les fils 
l'un de l'autre, lors de leur passage sur le réticule. En mettant les 
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choses au pis, cela fait une erreur de 60 secondes, soit une minute 
sur 200. Mais cette erreur de 1 : 200 sur le nombre n ne porte que sur 
une correction très petite. Les durées T' et T diffèrent en effet très peu. 
En 50 minutes, soit 3 0 0 0 secondes, il y a 1 501 oscillations de l'hor
loge et 1 500 du pendule qu'on lui compare. La différence relative 
est très approximativement de 1 :1 500. Une erreur de 1 :200 sur 
cette différence est donc une erreur de 1 : (1 500 X 200) = 1 : 300 000 
sur la quantité T à mesurer. 

18. Corps oscillant autour d'un axe sous l'influence d'un 
couple proportionnel à l'angle d'écart avec la position d'équi
libre. Frottement proportionnel à la vitesse. — L'équation du 

mouvement est : 1 - ^ - +f^~\- C9 = 0. (1) 

On sait que suivant la valeur de la constante f qui mesure le frot
tement, l'intégrale de cette équation est un mouvement sinusoïdal 
amorti ou un mouvement apériodique : dans ce dernier cas, le corps 
écarté de sa position d'équilibre y revient sans osciller. 

Étudions d'abord le premier cas; la condition 4GI — / 2 ] > 0 est 
satisfaite, le frottement étant suffisamment petit. L'intégrale est : 

e = eoe-«sinw£. (2) 
Substituons l'intégrale (2) dans l'équation (1); il vient comme 

conditions, y c—£- ' —m en posant <Ù = : T' = 2ir 

TT 
Les oscillations sont encore isochrones; le mobile passe à sa position 

d'équilibre, 0 = 0 , avec une vitesse de même sens, à des temps 
séparés par un nombre entier de fois la période T'. 

Les passages aux vitesses nulles (elongations maxima) se font aux 
temps donnés par la condition : tg at = w : A. La demi-oscillation n'est 
donc pas coupée en deux parties égales par le temps pour lequel la 
vitesse est nulle. Le temps nécessaire pour aller de 9 = 0 à 9 maximum 

T \ 
est - j ^ j - . Le temps nécessaire pour revenir à la position d'équi-

T A 
libre est -j—f-"^* R e s ^ k ° n d'observer que ces deux quantités 
diffèrent très peu tant que f est petit. 

Les amplitudes décroissent en progression géométrique. Soit et 
0j les amplitudes du même côté de la verticale pour deux oscilla
tions consécutives. D'après ce que nous venons de dire, le mobile y 
arrive à des temps donnés par la condition : 
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D'où XT' = 
6 , - 0 , 

La quantité o, qui représente la diminution relative d'amplitude, 
est immédiatement accessible à l'expérience. 

Calcul de T. — Appelons T = 2 7 R Y / - ^ - la durée d'oscillation 

qu'aurait le système si le frottement était nul. Comparons T' et T. 
On a : 

T' / t - _ , • r f*r 
"T I,' . f —1 +"8IC" — 1 "T" 32tb"I» 

T 4IC 

Or S = XT' = - ^ j - = -t>j- sensiblement. 

n . . T' S' 

Admettons par exemple que la diminution relative d'amplitude soit 
d'un dixième, S = 0,1 : c'est déjà un amortissement considérable. 

T ' : T = 1,000127, 

la différence est à peine supérieure à un dix millième. 
D'où la proposition très importante : 
Un frottement proportionnel à la vitesse ne modifie pas sensiblement 

la durée d'oscillation, pourvu qu'il ne soit pas trop grand. 
La variation est d'ailleurs très facile à déterminer. 

19. Mouvements apériodiques. — Si le frottement est suffi
sant, le mouvement cesse d'être périodique. L'intégrale de l'équation 
devient : 

e = e - x < [ A e - K « _ f - B E K < ] , 

avec les conditions : 

x=-^-, K = x v / i - ^ f = - ^ V f - 4 C i -

Le passage du mouvement périodique au mouvement apériodique 
a lieu pour la valeur de f satisfaisant à la condition : 

P—4CI = 0; K = 0 . 

où k est la suite des nombres entiers. On a donc : 
0 1 : 0 S = E — XT—ut' ; E—>T—ut'—YT' = E XT' . 

Le rapport est constant : les amplitudes varient donc en progres
sion géométrique. 

Si X est petit, on a : e^'= I - f XT'. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Écrivons que pour t = 0 la vitesse est nulle et l'élongation 90; 
l'intégrale générale devient : 

6 = G„. [(K — Â ) e - K< + (K - f l)e K<]. 

Si F est énorme, K = À; on a sensiblement 9 = ô0. Le mobile ne 
tend plus à revenir à sa position d'équilibre. 

Quel que soit F, le mobile met un temps infini à revenir rigoureu
sement à sa position d'équilibre; il arrive à une fraction déterminée 

: 92 de l'élongation initiale au bout d'un temps qui croît à mesure 
que le frottement F croît et qui devient infini en même temps que F. 

Si les racines sont égales, l'intégrale générale a la forme 

6 = e - M ( A + Bf), avec la condition : À = VrC7T. 

Ecrivons que pour t = Q la vitesse est nulle et l'élongation 0„; 
l'intégrale générale devient : 

6 = 9oe-W(l-f-À0. 
Le mobile arrive à une fraction déterminée de son élongation ini

tiale en un temps t donné par la relation ^ / = C t e . Il est paradoxal 
que ce temps diminue quand le frottement augmente. Mais dans le 
cas particulier où nous sommes, le frottement ne peut augmenter 
sans entraîner d'autres modifications. On a en effet : 

à ne peut augmenter que si le couple augmente ou si le moment 
d'inertie diminue considérablement1. 

20. Détermination, en valeur absolue d'un couple et d'un 
moment d'inertie. — Nous venons de montrer que, malgré 
l'amortissement, on peut employer presque rigoureusement la for
mule simple : 

La détermination de G en valeur absolue implique la connaissance 
de I et réciproquement. Il s'agit de trouver une seconde équation ne 
contenant encore comme inconnues que I et C; car la détermination 
directe du moment d'inertie du corps oscillant, d'après sa masse et 
sa forme géométrique, est généralement impossible, cette forme ne 
pouvant être choisie assez simple. 

La méthode générale consiste à augmenter le moment d'inertie 
d'une quantité connue V. 

1 Nous engageons les lecteurs à étudier expérimentalement les lois des oscillations 
plus ou moins amorties avec un galvanomètre Deprez d'Arsonval, dont le cadre est 
fermé sur des résistances plus ou moins grandes. 
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On obtient alors une nouvelle durée d'oscillation T' donnée par la 

formule : T ' = 2iu y/1"̂  1 . 

De ces deux équations, on tire : 
T2 4x 2I' 

T T' 1 n 
X A . r p / o r ™ • V J 

r r v 2 'j'a ? ^ • ^ ' 2 ^ 2 ) 

expressions qui résolvent le problème. 
Voici comment on applique la méthode. Deux masses m, de forme 

géométrique simple, peuvent être placées à des distances connues d 
de l'axe AB autour duquel oscille le sys
tème. Le moment d'inertie de chacune de 
ces masses est (p2 -)- d2)m, en appelant p 
le rayon de giration autour d'un axe paral
lèle à l'axe AB et passant par le centre de 
gravité de chaque masse, rayon directe-

S . i • — i ment calculé d'après la forme géométrique. 

Il h On peut, dans une première expérience, 
m v m faire osciller le système sans ces masses, 

Fig. io. puis dans une seconde le faire osciller avec 
ces masses, placées à une distance d con

nue de l'axe. L'inconvénient de cette méthode est de changer le poids 
de l'oscillateur d'une expérience à l'autre. 

On peut encore faire deux expériences avec deux distances d aussi 
différentes que possible. On connaît dans les deux techniques la 
quantité I' dont le moment d'inertie est augmenté; on a tout ce qui 

• est nécessaire pour calculer G et I en valeurs absolues. 
21. Impulsion. Choc des corps. — Nous avons montré (Cours 

de Math., § 36) que l'impulsion, définie comme l'intégrale par rapport 

au temps d'une force constante en direction, Ĵ cft, est mesurée par 
la quantité de mouvement mv, lorsque le corps sur lequel elle est 
appliquée part du repos. 

Nous allons traiter rapidement la question du choc des corps; elle 
se ramène immédiatement à l'étude des impulsions. 

Soient deux corps, deux sphères par exemple, de masses mx et m2 

qui se meuvent avec des vitesses constantes vx et w2 sur la même 
droite : soit xY et x2 leurs distances à un point pris pour origine. 
\Jx du centre de gravité du système est donné par la formule : 

(m1-\- m2)x - m^ -\- m^x,. 

Soit u la vitesse de centre de gravité ; dérivons l'équation précé
dente par rapport au temps : 

(m1-\-m3) u = mlvl-lr-miv3. 
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Le centre de gravité est donc lui-même animé d'un mouvement 
uniforme : c'est un cas particulier du théorème du § 9. 

Pendant le choc les deux corps exercent l'un contre l'autre à 
chaque instant des forces égales et de sens contraires. Nous aurons 
donc à chaque instant : 

d2xl , d2x2 m1 d < 2 - - r - m a W - = 0 . 

Intégrons pour toute la durée du choc : 

m1 -f- m2 < ^ 8 = Constante. 

Donc la somme des quantités de mouvement reste constante pen
dant le choc. Il revient au même de dire que le centre de gravité 
continue à se mouvoir d'un mouvement uniforme, dont la vitesse 
n'est pas modifiée par le choc. 

Ce résultat est évident d'après la définition de l'impulsion : la 
quantité de mouvement du corps qui va le plus vite est diminuée 
d'une quantité précisément égale à celle dont est augmentée la quan
tité de mouvement de celui qui va d'abord le moins vite. 

Pour aller plus loin, nous ferons des hypothèses sur la nature des 
corps qui se heurtent; elles correspondent à des cas limites dont 
les corps réels s'approchent plus ou moins. 

Corps mous. — Après le choc, ils restent accolés; leur vitesse 
commune est précisément celle du centre de gravité : m1v1 -m 2ti 2 

- m , 

Il y a perte de force vive pendant le choc. 
On a avant le choc : 

2 W = m^l -\- m.tv\. 

On trouve aisément qu'après le choc 

m1-\-mi ' 

2 ( W — W) — m'm'^~i'')' v ' ml-\-mî ' 

Ce résultat explique la curieuse expérience que voici. Si on lâche 
une balançoire de masse ml d'une hauteur h et si, au passage par la 
verticale, on pose sans secousse sur la planche une masse m% égale, 
la balançoire ne remonte qu'à une hauteur h : 4. Il semblerait qu'elle 
dût remonter à la hauteur h: 2 . Appliquons la formule précédente : 

m1=m„ u 2 = 0. 

W = — H = X> W ={m1-T-m2)-^- = —j—. 
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L'énergie cinétique a diminué de moitié : le pendule ne doit remon
ter qu'à une hauteur quatre fois moindre, puisque la masse est deve
nue double. 

Corps élastiques. — On suppose que les corps se déforment, puis 
reprennent ensuite leur forme initiale suivant la même loi. Il y a donc 
dans le phénomène deux phases identiques au point de vue des forces 
mises en jeu. 

Pendant la première phase, la vitesse de m, passe de v1 à u/ pen
dant la seconde, elle subit une diminution égale et arrive à sa 
valeur finale v\ telle que 

u — v\ = vl — u, v\ = 2u — vL. 

De même pour l'autre masse : 

v'3 = 2u— v2. 

Remplaçons dans ces équations u par sa valeur; il vient : 
, (m-i — mj)», -f- 2m2v2 

1 m 1 - f -m a ' 

, (m2 — m1)v2-\-2m1v1 

2 m1-\-m1 

En particulier si ml = m2, on a v\ = v2, v'2 = v1 ; les 
masses échangent leurs vitesses. 

22. Impulsion appliquée à un corps tournant autour d'un 
axe fixe. — Nous allons reprendre les raisonnements qui nous ont 
servi à définir et à mesurer l'impulsion dans le cas d'un corps libre 
dans l'espace, pour définir et mesurer l'impulsion dans le cas d'un 
corps tournant autour d'un axe fixe. 

Soit T le moment du couple qui agit. Nous avons à chaque instant 
en appelant u la vitesse angulaire : Idu = Tdt (Cours de Math., 
§ 36). Nous supposons que la durée d'action du couple est très petite. 

On appelle impulsion l'intégrale par rapport au temps 3 = frdt. 

D'après la relation générale précédemment rappelée, l'impulsion 
appliquée à un corps partant du repos est mesurée par la quantité 

j\du=\u, produit du moment d'inertie par la vitesse angulaire au 
moment où le couple cesse d'agir. Cette formule est tout à fait 
analogue à l'expression de la quantité de mouvement; le moment 
d'inertie remplace la masse, la vitesse angulaire remplace la vitesse 
linéaire. 

A P P L I C A T I O N . P E N D U L E B A L I S T I Q U E . — Un pendule, d'abord au repos, 
reçoit une impulsion 3 ; on demande jusqu'à quelle élongation il ira à 
partir de sa position d'équilibre ; on néglige les frottements. 

Écrivons que le travail effectué contre les forces de la pesanteur 
est égal à l'énergie cinétique au départ. Soit p le poids, l la distance 
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du centre de gravité à l'axe de rotation ; pour une elongation 0, le 
travail contre la pesanteur est : 

pl(l — cos 9) = 2^Zsins-2-. 

La vitesse angulaire au départ est : u = J : I. 

lu* 3' 

L'énergie cinétique est : —g- = -^j- • 

L'équation donnant 0 est donc : 
2pls\n* Y = ~2T-

D'où 3 = 2 ^pZI . sin -g . 

On a plus simplement : 3 = dpli .9 , si 8 est assez petit pour 
. 9 9 

qu on puisse poser : sin -g- = "2~-

Dans ce dernier cas, on peut donner à la formule des expressions 
souvent utilisées. Soit T la durée d'oscillation du pendule 

T=2V,T-
On tire de là : 8 = -—Jr̂r. 

\Jpll — Tpl 
Les raisonnements précédents s'appliquent à un corps mobile 

autour d'un axe, soumis à l'action d'un couple C8 proportionnel à 
l'angle d'écart avec la position d'équilibre. 

3 2*3 
On a : 8 = 

y/IC—TG 

Remarque. — A une impulsion déterminée ne correspond pas une 
quantité de travail déterminée1. L'énergie a pour expression 32: 21 ; 
elle est d'autant plus petite que l'inertie du corps percuté est plus 
grande. Sans changer le couple C, modifions le moment d'inertie par 
l'adjonction de deux masses égales symétriquement disposées, par 
rapport au centre de gravité s'il s'agit d'un pendule, par rapport à 
l'axe vertical de rotation dans le cas où le corps oscille sous l'in
fluence de l'élasticité de torsion d'un fil : la durée d'oscillation 

'^Ce n'est qu'à la fin du xvni" siècle qu'on est parvenu i préciser le rôle des deux 
intégrales travail ( intégrale du vecteur force le long d'un contour) et impulsion ( inté
grale du vecteur par rapport au temps). La fameuse dispute au x v m e siècle sur la force 
des corps, que les uns roulaient mesurer par la force vive et les autres par la quantité 
de mouvement, a pour cause la confusion entre les notions fondamentales travail et 
impulsion. 
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augmente. Corrélativement à une même impulsion 3 correspond un 
angle 6 plus petit, car l'énergie potentielle correspondant à l'angle 9 
conserve la même valeur CÔ2 :2 . 

Pendule balistique. — Comme application de ces formules, nous 
citerons le pendule balistique qui servait à étudier les vitesses des 
projectiles. Ou bien on recevait la balle d'un fusil dans une sorte de 
boîte pleine d'argile mouillée, convenablement suspendue, ou bien 
l'arme (fusil ou canon) formait elle-même le pendule. L'expérience 
consistait toujours à déterminer l'angle 9 dont le pendule était écarté 
de la verticale en avant ou en arrière. Nous n'insistons pas, parce 
qu'aujourd'hui on détermine directement la vitesse des projectiles en 
leur faisant couper successivement deux circuits électriques dont la 
distance est suffisante et connue. Ces ruptures déclanchent deux cou
teaux qui marquent deux traits sur un corps tombant en chute libre ; 
la distance des traits permet de calculer la différence des temps 
(chronographe Le Boulanger). 

Mais outre l'intérêt théorique des formules démontrées, nous en 
trouverons une application très importante au galvanomètre balis
tique. 

23. Impulsion appliquée sur un corps mobile autour d'un 
axe dans le cas où il y a frottement proportionnel à la vitesse. 

Nous savons que l'équation est : 

y d26 , , ¿ 9 i r f t _ f t 

Soit 3 l'impulsion : le corps part du repos au temps t — Q avec 

une vitesse angulaire u0 = (~^j =3:1. 

Supposons d'abord l'intégrale de la forme 

9 = 60e — M sintùt. 

La vitesse a généralement pour expression : 

u = 90e
 — [— à sin <ùt -(- <o cos <ùt]. 

La condition initiale est donc : 
u0 = 3 :1 = 90u, 

D'où l'intégrale : 

9 = " ° T - . e - ^ s i n w < . 

La position d'élongation maxima est donnée sensiblement par 

T T 

sinuf = l , * = T : 4 , 9 = - ^ - e 4 = e *. 
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Puisqu'on a très sensiblement : 

i~Y 2x3 X — 
T = 2 i u y - £ r , il vient enfin : fJ = -^Q-e * 

c'est la même formule que plus haut à un facteur constant près. 
Supposons maintenant le mouvement apériodique. Ecrivons que 

pour < = 0, la vitesse angulaire est u0, et l'élongation nulle, 6 = 0. 
Dans le cas général, on a : 

Ecrivons que la vitesse est nulle, c'est-à-dire l'élongation máxima : 
le temps doit satisfaire à une équation où. u 0 n'entre pas ; sa valeur t1 

ne dépend donc que de A et de K, c'est-à-dire des constantes de 
l'appareil. Autrement dit, le mobile met à aller jusqu'à l'élongation 
máxima un temps indépendant de la vitesse initiale. L'élongation 
máxima est proportionnelle à la vitesse initiale u 0 , puisque le rap
port 8 : u 0

 e s t égal à une fonction du temps t dans laquelle la 
variable t prend une valeur constante. 

Dans le cas particulier où les racines sont égales, on a : 

6 = u 0 ¿ e - M . 

d9 

L'élongation máxima, donnée par la condition ^ - = 0 , arrive au 

temps t = 1 : à = ^1 : G ; elle a pour expression : 
6 = — = 3 — J 

le • ell e]fJc 

Imaginons qu'il soit possible de supprimer l'amortissement, la 
période deviendrait T = 2iz yTTG . Introduisons cette valeur dans la 

formule, il vient : 0 = - ^ = ¿ . — . 

L'appareil est e fois, soit environ trois fois moins sensible avec 
l'amortissement critique que sans amortissement. 

En définitive, quelle que soit la grandeur du frottement, supposé 
proportionnel à la vitesse, l'impulsion est mesurée en valeur relative 
par l'angle d'écart à partir de la position d'équilibre. 

24. Influence d'une ou plusieurs percussions à certains 
points d'une oscillation sinusoïdale. — Soit 0 = 9osinw¿ la loi 
d'oscillation d'un pendule. Lorsqu'il est dans l'azimut 6, on lui 
imprime une petite impulsion qui modifie sa vitesse angulaire actuelle u 
de Su; on demande ce qui résulte pour la durée d'oscillation. 

On a : 0 = 80 sin of, u = w0„ cos wi; tg w£ = u9 : u. 

Cours de Physique. — H. Bouasse. 3 
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Le temps nécessaire pour aller de l'azimut 6 = 0 à l'azimut 

actuel est donc : t = — arctg Jî̂._ 

A partir de cet azimut, le pendule continuant son oscillation 
parvient à l'amplitude 90 dans le temps 

Supposons que dans l'azimut 6, on donne une petite impulsion 
qui modifie la vitesse angulaire de Su. Le pendule continue l'oscilla
tion avec une vitesse un peu plus grande; le temps qu'il emploie 
pour parvenir à l'élongation maxima est : 

L'accroissement de durée est donc : 

- [arctg — arctg -ïïqr̂ rJ = • 
Cette formule donne d'intéressants résultats. 
Si l'impulsion a lieu lors du passage à la position d'équilibre 9 = 0, 

la durée n'est pas mo
difiée. On s'efforcera 

2 î donc qu'il en soit ainsi 
dans tous les échappe
ments ; car ils pro
duisent précisément une 

? . — petite impulsion. 
Supposons que l'im

pulsion augmente tou-
F l g " 1 1 " jours la valeur absolue 

de la vitesse, ce qui est 
le cas pratique. Produisons deux impulsions égales lors du passage 
au point C; 9 est le même, mais la vitesse est négative quand le 
mobile va de 0 en C, positive quand le mobile va de C en 0 ; 
les Su sont égaux et de signes contraires. L'impulsion lors du pre
mier passage augmente la durée ; elle la diminue d'une quantité égale, 
lors du second. 

De même deux impulsions égales en C et en D, le mobile allant 
dans le même sens, ne modifient pas la durée. Les Su sont de mêmes 
signes, les 9 de signes contraires. Si donc il est impossible de pro
duire l'impulsion lors du passage par la position d'équilibre, on obtient 
le même effet par deux impulsions symétriques. C'est précisément 
le cas réalisé dans les horloges ordinaires. 
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25. Oscillations à peu près sinusoïdales. — Sur le mobile 
agissent : 1° une force proportionnelle à l'élongation ; 2° d'autres 
forces quelconques suffisamment petites par rapport à la première. 
On peut regarder ces forces comme procédant par impulsions suc
cessives infiniment petites. Si pour l'azimut 6, l'une d'elles F produit 
une variation Su de vitesse angulaire, elle change la durée d'oscilla
tion de 9Su : a>292. 

Mais le principe de la conservation de l'énergie donne la condi

tion Fd8 = W - ^ - = l B o u ; 

6OH _ Ffjrff 
d o u w29S — W92. ' 

Ainsi la période de l'oscillation troublée par les petites forces 
diffère de la période de l'oscillation rigoureusement sinusoïdale d'une 
quantité immédiatement calculable par l'intégrale : 

J w (*) 
Comme elle n'est plus qu'une correction, il suffit d'y supposer le 

mouvement rigoureusement sinusoïdal. 
Soit par exemple : F = a„9n. 

Posons : 6 = 60sino>^ F = a,9j sin" TÙT. 

La correction est donnée par l'intégrale toujours facilement cal

culable : -̂V FSIN*+1 UT.DT= Fsin" +

 Iûcc/«. 
la» J C o i J 

En particulier soit : F = as9
B. 

On a aisément : / 2 shrWac =-TJ". 
La correction (négative) est donc pour un quart de période : 

a39J 3TZ T 3 a a v 0 

ft2 TET' 16 ~ 4 * 8 ' C • 

La période vraie est donc : 

T(i_.|. 
Application. — On tire de là une formule importante. 
Quand les oscillations du pendule ne sont pas très petites, le 

couple a pour expression : 

Csin9 = c(9 — J Ç ) . 
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Axe Je 
rota/wn 

Oi Centre de 
\ffraviié 

Pour trouver la correction, il faut faire dans la formule précédente : 
a 3 = — G : 6. 

La période vraie est donc : 
T(4,+ l> 

La formule (1) conduit donc immédiatement à des résultats qu'on 
ne trouve ordinairement que par de pénibles développements en 
série. 26. Condition pour qu'une percussion appliquée à un corps tournant autour d'un axe, ne produise aucune percussion sur 
cet axe. — On démontre qu'il n'y a pas percussion sur l'axe à la 

condition : 1° que la percussion QP 
soit normale au plan OAG passant par 
l'axe de rotation OA et le centre de 
gravité G ; 

2° que l'axe de rotation OA soit un 
des axes principaux d'inertie relatifs 
au point 0 où il perce le plan OO'P 
qui lui est normal et passe par la per
cussion ; 

3° que la distance 0 0 ' soit égale à 

où l est la distance du centre 

de gravité G à l'axe, p le rayon de 
giration relativement à la droite GG' passant par le centre de gra
vité et parallèle à OA, Le point 0' s'appelle centre de percussion. 

Par exemple, si on veut lancer le pendule de Kater d'abord au 
repos sans percussion sur l'axe, il suffit de frapper sur le second axe 
horizontalement et dans le plan d'oscillation. Les conditions 1° et 
3° sont ainsi satisfaites. La seconde est satisfaite par construction. 

Réciproquement, si un corps est en mouvement autour d'un axe, 
on peut l'arrêter brusquement sans percussion sur l'axe, en appli
quant une force instantanée comme il vient d'être dit. 

On va comprendre marn
er tenant la théorie du mar-

* B ^ / teau. 
Le marteau possède gé

néralement une masse con
sidérable et très ramassée 
portant un manche long et 
léger. Quand on l'utilise, 
il tourne autour d'un axe 

OA passant dans la main, par l'extrémité du manche et perpendicu
laire à un plan de symétrie. Grâce à la forme ramassée de la masse 

G' 

Fie. 12. 

\Percussjon 

Fig. 13. 
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lourde, le rayon de glration par rapport à la droite GG' parallèle à 
OA et passant par le centre de gravité est très petit ; p2 : l est donc 
très petit. On comprend dès lors que la percussion appliquée au 
centre de la partie plate, et passant près du centre de gravité, donne 
une percussion nulle sur la main. Le bec B du marteau est d'ailleurs 
placé de manière à reporter le centre de gravité entre 0 et 0', 
comme le veut la théorie. 

Quand l'axe de rotation passe par le centre de gravité, il éprouve 
toujours une percussion, puisque le centre de percussion est alors à 
l'infini. Si donc on veut lancer un corps autour d'un tel axe, sans 
qu'il y ait percussion, il faut, conformément à la théorie générale 
du § 14, employer un couple normal à l'axe et faire en sorte que cet 
axe soit principal d'inertie. Ces remarques ont des applications très 
importantes dans les appareils tels que les galvanomètres à aimant 
et à cadre mobiles, etc. 
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CHAPITRE II 

P R O P R I É T É S G É N É R A L E S D E S F L U I D E S . H Y D R O S T A T I Q U E 

27. DÉFINITION DE LA PRESSION EN UN POINT D'UN FLUIDE. — Dans 
le chapitre II du Cours de Seconde, nous établissons expérimentale
ment les lois de l'hydrostatique; nous allons ici les déduire plus sys
tématiquement de la définition des fluides. 

DÉFINITION DU FLUIDE PARFAIT. — On appelle fluide parfait un corps 
dont les différentes parties glissent les unes sur les autres sans frot
tement, dont par conséquent on peut modifier la forme sans aucune 
dépense de travail, pourvu qu'on ne modifie pas simultanément son 
volume. Un fluide parfait ne peut éprouver que des pressions nor
males de la part du vase qui le renferme, ou, ce qui revient au même, 
d'après le principe de l'égalité de l'action et de la réaction, ne peut 
exercer que des pressions normales sur ces parois. Car tout déplace
ment des parties du fluide le long de la paroi doit s'effectuer sans 
qu'il en résulte un travail; ce n'est possible que si les forces sont 
normales à la direction du déplacement, c'est-à-dire normales à la 
paroi tangentiellement à laquelle s'effectue le déplacement. 

PRINCIPE DE LA. SOLIDIFICATION. — Si l'équilibre a lieu dans certaines 
conditions, il a encore lieu, en supposant reliés par des liens rigides 
des points qui étaient libres auparavant. Cette règle générale est 
évidente. Dans le cas particulier des liquides, elle prend le nom de 
principe de la solidification et s'énonce ainsi : Si l'équilibre a lieu, il 
subsiste en supposant solidifié tout ou partie du liquide. Il ne s'agit 
pas là d'une solidification réelle : si l'eau devenait de la glace, les 
conditions d'équilibre pourraient être considérablement modifiées. On 
veut parler d'une solidification de pur raisonnement : l'eau est cen
sée conserver toutes ses propriétés, sauf la fluidité; sa densité par 
exemple n'est pas modifiée , elle le serait par une solidification 
réelle. 

Pression en un point. — Ceci posé, séparons par une surface quel
conque S le fluide en deux parties et solidifions tout ce qui se trouve 
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d'un côté de la surface. Le fluide exerce sur un élément dS de la 
surface du solide obtenu une certaine pression. Nous admettons 
qu'entre les deux portions du fluide à l'état liquide s'exerce de part 
et d'autre de l'élément dS considéré de la surface géométrique S, la 
pression que nous venons de définir. Elle est naturellement normale 
à l'élément dS d'après la définition du fluide parfait. 

Faisons tourner l'élément dS autour d'un de ses points 0 ; nous 
disons que la pression sur l'élément dS est indépendante de son orien
tation autour du point 0 . Cette proposition démontrée, nous aurons 
défini ce qu'on appelle pression en un point d'un fluide. 

Pour y parvenir, considérons une surface fermée supportant en 
tous ses points la même pression normale ; il est évident que la 
résultante de toutes les pressions est nulle. En effet, coupons-la 
par un plan P quelconque et cherchons la résultante des pres
sions parallèlement à la normale ON à ce plan. 
Sur un élément dS, la force qui s'exerce est 
pdS et la composante suivant ON est pdS X le 
cosinus de l'angle que fait p (normale à dS) 
avec ON. Cette composante est donc égale à 
pdu, d<s étant la projection sur le plan P de 
l'élément c?S. En définitive, la résultante de 
toutes les pressions qui s'exercent de haut en 
bas sur la partie de la surface S qui est au-
dessus de P est pa; la résultante de toutes les Pig. u. 
pressions qui s'exercent de bas en haut sur la 
partie de la surface qui est au-dessous de P est p<j. La somme est 
nulle. 

Supposons maintenant une surface fermée très petite et envelop
pant un volume dv. Admettons qu'outre les pressions, sur la gran
deur desquelles je ne suppose rien, si ce n'est qu'elles sont finies, il 
n'existe que des forces proportionnelles au volume. Je dis que si l'on 
fait tendre le volume dv vers 0 , la condition d'équilibre est que la 
pression en tous les points de la surface fermée tende vers la même 
valeur. En effet, les forces qui ne sont pas les pressions vont décroître 
comme dv, tandis que les pressions vont décroître comme l'aire de 
la surface. Or ces quantités ne sont pas du même ordre. Il faut 
donc pour l'équilibre que la résultante des pressions s'annule comme 
la résultante des forces proportionnelles au volume, bien que l'aire 
de la surface ne s'annule pas comme le volume qu'elle entoure. Le 
volume dv tendant vers 0, il faut donc que les pressions deviennent 
égales*sur toute la surface, car leur résultante s'annule alors, quelles 
que soient la forme de cette surface et son aire. 

28. Équation générale d'équilibre. — Nous pouvons donc con
sidérer la pression en un point d'un fluide comme une fonction des 
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coordonnées de ce point: p = f(x, y, z). Établissons la relation qui 
doit exister pour l'équilibre entre la pression et les forces qui sont 

proportionnelles au volume et 
z | dont je représenterai les com

posantes par Xdv, Ydv, ïdv ; 
X, Y, Z sont généralement des 
fonctions des coordonnées x, y, 

\f z de l'élément de volume dv 
considéré. 

Soit un parallélipipède dé
coupé dans le fluide et dont les 

—_£ arêtes sont parallèles aux axes 
de coordonnées. La pression au 
point A et sur tout l'élément 

Fig. 15. de surface abcd est p ; la force 
sur l'élément abcd est p.dydz. 

La pression au point B est — ( p - \ - ^ £ - d x ) ; la force sur l'élément 

efgh est — ( p . d y d z - \ - ^ £ - dv), en posant dv = dxdydz. 

La résultante des pressions parallèles à Ox est donc — ^ ^ d v , 

puisque, les pressions étant normales, les autres faces du paralléli
pipède ne fournissent aucune composante parallèle à Ox. 

Pour l'équilibre nous devons avoir : 

5 ^ — A ' ou 

et par symétrie 
òp_ 
Oy — *' òz 

Ce sont les équations générales d'équilibre1. 
Si aucune force ne sollicite le fluide, la pression est la même en 

tous points, ce qui est évident d'après le paragraphe précédent. 
Surfaces de niveau. — Elles sont définies par la condition que la 

pression soit constante. 
Or on a : 

dp=^dx + ^dy + ^d* = Xdx + Ydy + Zdz. 

• Écrire que dp = 0 le long d'une surface, c'est écrire que 

Xdx-\-Ydy-\-Zdz = 0. 

Le travail du vecteur X, Y, Z est nul pour tout déplacement sur la 
1 Nous retrouverons plus loin (§ 124) ce même mode de raisonnement employé d'une 

manière plus générale. 
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surface de niveau; donc le vecteur X, Y, Z est normal à la surface 
en tous ses points. 

En particulier supposons le fluide soumis à l'action d'une force 
qui admet un potentiel : posons Hdx -\- Ydy - j - Zdz — — pdV, en 
explicitant la densité p. L'équation d'équilibre devient : 

dp = — ?dV. 

dV étant par hypothèse une différentielle exacte, il faut que la den
sité ne soit fonction que de la pression. Les surfaces d'égale densité 
sont donc à la fois des surfaces d'égale pression et des surfaces 
équipotentielles. De plus, la densité étant généralement fonction de 
la température, il faut pour l'équilibre que les surfaces d'égale 
pression soient aussi des surfaces isothermes. 

Corollaires. Fluide soumis à Vaction de la pesanteur seule. — Si 
la force X, Y, Z par unité de volume est de direction constante, les 
surfaces de niveau sont des plans. Ainsi quand un liquide n'est 
soumis qu'à l'action de la pesanteur, les surfaces de niveau sont 
des plans horizontaux. En particulier, la surface libre est une sur
face de niveau : elle est donc horizontale. 

Prenons la verticale comme axe des z, Y = X = 0; l'équation 
d'équilibre devient : 

si l'on désigne la densité par p. 
La direction positive de l'axe des z est dirigée vers le bas. 
Liquide pesant placé dans un vase animé d'un mouvement de rota

tion uniforme autour de l'axe des z. — Soit w la vitesse angulaire. 
La force centrifuge est mw'r, où r est la distance à l'axe. Ses com
posantes parallèlement à l'axe des x et des y sont : 

mtù3x et m<¿2y. 

Les équations d'équilibre deviennent : 

Les surfaces de niveau sont fournies par la condition : 

gdz -f- bi3(xdx -[- ydy) = 0. 

C'est-à-dire : 2yz + c»V = C u . 

Les surfaces de niveau, et par conséquent la surface libre, sont 
des paraboloides de révolution autour de l'axe de rotation. La cons
tante se détermine en écrivant que le volume du liquide a une valeur 
donnée à l'avance (fig. 16). 
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Nous verrons plus tard (§ 88 et 96) qu'il n'existe pas ici de poten
tiel des vitesses. La quantité p̂  définie au 
§ 96, n'est pas nulle : on a, en effet, 
p 3 = 2w. Le mouvement de rotation d'en
semble que nous avons admis, ne peut 
donc exister dans un liquide parfait sans 
viscosité (voir chapitre IV). Son existence 
très approchée dans un liquide réel prouve 
que ceux-ci ne satisfont qu'imparfaite
ment à la définition du § 27. 

Liquide magnétique soumis à un champ. 
— On peut modifier la forme de la sur
face libre en mettant un liquide magné
tique (dissolution de perchlorure de fer 
par exemple) dans un champ magnétique 
intense. 

29. Liquide incompressible soumis 
à l'action de la pesanteur. — Nous 
pouvons aisément retrouver toutes les 
propositions énoncées dans le chapitre II 

du Cours de Seconde. Prenons pour axe des z la verticale et comp
tons les z positifs vers le bas. L'équation d'équilibre se réduit à : 

dp 

D'où P=Po-\-?ffz, 

formule qui contient toutes les lois énoncées au § 58 du Cours de 
Seconde. 

La formule s'appliquant quel que soit p 0 , elle contient aussi le 
principe de Pascal (§61). 

On en déduit immédiatement la valeur de la pression totale sur le 
fond plan et horizontal d'un vase (§ 60). 

Il nous reste, pour compléter ces notions, à calculer la pression 
sur une paroi plane inclinée comme on voudra. 

Soit p 0 la pression atmosphérique; plaçons l'origine des coordon
nées en un point de la surface libre du liquide. La pression sur une 
paroi plane est la somme algébrique de toutes les pressions, puis
que les forces exercées sur les éléments de la paroi, lui étant nor
males, sont parallèles. Appelons dS> un élément de la surface; la 
résultante des pressions est : 

ffpdS =p0S -\-?gff zdS, 

l'intégrale étant étendue à toute la paroi. 
Considérons la paroi comme une plaque mince homogène de den

sité 1, et soit à calculer la coordonnée zx de son centre de gravité. 
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D'après le § 5 , il faut écrire : 

Ŝ ! = JjzdS. 

Donc la force que nous cherchons a pour expression : 

PS + PY*IS-

Elle est égale à la somme de deux termes. Le premier représente 
le produit de la pression atmosphérique par l'aire de la paroi consi
dérée. Le second représente le poids d'un cylindre ayant la paroi pour 
base et pour hauteur la distance à la surface libre du centre de gra
vité de cette paroi considérée comme une plaque mince homogène. 

Centre de pression. — Le centre de pression ne coïncide pas avec 
le centre de gravité de la paroi; c'est évident, car les éléments égaux 
de cette paroi supportent des forces qui sont bien parallèles, mais qui 
ne sont pas égales. Le centre de pression est toujours au-dessous du 
centre de gravité, puisque la pression croît avec la profondeur. 

Le calcul de ses coordonnées se fait à l'aide d'équations qu'il est 
facile de poser. Dans les formules du § S, les forces parallèles sont 
proportionnelles aux masses mlt m2... Pour calculer le point d'appli
cation d'un système quelconque de forces parallèles, il suffit donc de 
remplacer dans ces formules les m par les forces considérées. 

Sur un élément dS de coordonnées x, y , z, la force est pdS. 
Les équations donnant le centre de pression x'} y ' , z1 sont donc : 

x'ffpdS = ffpxdS, 

et deux autres analogues. 

30. RÉSULTANTE DES FORCES EXERCÉES PAR UN LIQUIDE SUR LES 
PAROIS DU VASE QUI LE CONTIENT. PROPOSITION RÉCIPROQUE : 
PRINCIPE D'ARCHIMÈDE. — Les équations générales d'équilibre 
sont : 

-U+x=». -̂+z=°-
Multiplions par dv = dxdydz et intégrons pour tout le volume 

compris dans une surface fermée quelconque. 
Traitons l'une des équations. 

m-
Or une des intégrations peut être faite pour la première intégrale. 

Il vient : ffiP* —Pi) dVdz + fffXdv = (i-

La première intégrale peut être mise sous une autre forme. Appe
lons généralement a, ¡3, y les cosinus directeurs de la normale à la 
surface, cette normale étant supposée toujours menée vers l'intérieur 
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de la surface. Menons un cylindre tangent à la surface S et dont les 
génératrices soient parallèles à l'axe des x. La courbe suivant laquelle 
il touche la surface S décompose celle-ci en deux parties S! et S a. 
On a dès lors : 

—p1dydz=p1CLldSl, p1dydz=pI0L1dSa. 

ff(p,-Pl)dydz=ffpxdS, ffp*dS + fffXdv = 0. 

Or la première intégrale représente la somme des pressions diri
gées vers l'intérieur de la surface 
et projetées parallèlement à un axe 
(ici l'axe des x)] la seconde inté
grale représente la résultante de 
toutes les forces appliquées aux élé
ments de volume et projetées pa
rallèlement au même axe. L'équa
tion exprime que ces deux résul
tantes sont égales et de signes con
traires : donc elles se font équi
libre. 

En particulier, s'il s'agit de la 
pesanteur, l'énoncé devient : la 
résultante verticale de toutes les 
pressions exercées par un fluide sur 
une surface fermée quelconque, 

fait équilibre au poids du liquide contenu dans cette surface. 
Le principe de l'action et de la réaction fournit immédiatement le 

principe d'Archimède. Les forces exercées par un liquide en équi
libre sur toutes les parties de la surface d'un solide qui sont à son 
contact, admettent une résultante qui est verticale, dirigée vers le 
haut et égale au poids du liquide déplacé. Elle est appliquée au centre 
de gravité du volume déplacé. 

31. Équilibre des corps flottants. Théorie élémentaire du 
navire. — Nous savons (S. 55) qu'un corps flottant peut être en 
équilibre stable, alors même que son centre de gravité est au-dessus 
du centre de poussée (radeaux). Nous devons préciser les conditions 
de stabilité et donner une idée de la théorie du navire. 

L'intersection d'un corps flottant par la surface du liquide suppo
sée plane s'appelle flottaison. Toutes les flottaisons qui déterminent 
des volumes égaux ou isocarènes s'appellent flottaisons isocarènes. 

Les centres de gravité des volumes liquides déplacés s'appellent 
centres de poussée ou de carène. 

Considérons l'ensemble des flottaisons isocarènes ; ce qui revient 
au même, pour toutes les inclinaisons du corps flottant, supposons 
déterminée la flottaison de manière que le poids du liquide déplacé 

Fig. 17. 
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soit toujours égal au poids du corps, c'est-à-dire constant. A chacune 
des flottaisons % correspond un centre de poussée P. A l'ensemble 
des flottaisons isocarènes correspond une surface C lieu des centres 
de poussée. 

Indépendamment de toute question hydrostatique, on démontre le 
théorème suivant. Menons en un point la normale à la surface C; 
elle est aussi normale à la flottaison n correspondante. Cette normale 
est, par conséquent, verticale dans le problème hydrostatique, puisque 
la flottaison est par hypothèse un plan horizontal. 

Ce théorème admis, soit un corps flottant possédant un plan de 
symétrie : imposons-lui des inclinaisons isocarènes par rotation autour 
d'axes normaux à ce plan; les flottaisons correspondantes sont elles-
mêmes normales au plan de symétrie. C'est exactement le problème 
du tangage sur mer calme. Un navire possède en effet un plan de 
symétrie passant par la quille (longitudinal). C'est un peu simplifié 
le problème du roulis sur mer calme ; le plan vertical passant par le 
centre de gravité du navire et perpendiculaire à la quille (latitudi-
nal) n'est pas absolument de symétrie. 

Les centres de poussée forment une courbe P 2 PPi tracée sur la 
surface C précédemment définie; elle est dans le plan de symétrie. 
On appelle métacentres les centres de courbure M t, M, Mt... de cette 
courbe. La courbe des métacentres M, développée de la courbe des 
centres C, présente généralement un point de rebroussement M qu'on 
appelle le premier métacentre. 

Dans la position d'équilibre, le navire étant symétriquement chargé 
et le centre de gravité G étant alors dans le plan de symétrie, le 
premier métacentre M et le centre de gravité G sont sur la même 
verticale. Inclinons le navire de manière que la flottaison vienne en 

: cherchons à quelle condition il se redressera. 
D'après le lemme, le centre de poussée devenant P l t la nor

male PjM! à la courbe PjPPj est aussi 
normale à la flottaison 7 ^ . Elle est par 
conséquent verticale : la poussée est diri
gée suivant PjM,. Agira donc sur le na
vire un couple dont les deux forces, 
égales au poids du navire, sont appli
quées aux points G et P,. Pour que ce 
couple redresse le navire, il faut que 
le point d'intersection N de P ^ j et de 
GM soit au-dessus du point G. Cette 
condition sera nécessairement satisfaite, 
si la courbe des métacentres est au-des
sus du point G. F i S - 1 8 -

En définitive, pour savoir si l'équi
libre est stable pour le roulis, il faut tracer la courbe des centres de 
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poussée pour toutes les flottaisons isocarènes normales au latitudi-
nal, construire la développée de cette courbe, c'est-à-dire la courbe 
des métacentres. Si cette courbe est au-dessus du centre de gravité, 
l'équilibre est stable. 

Pour savoir si l'équilibre est stable pour le tangage, il faut tra
cer la courbe des centres de carène pour toutes les flottaisons isoca
rènes normales au longitudinal, construire la développée de cette 
courbe, c'est-à-dire une nouvelle courbe de métacentres. Si elle est 
au-dessus du centre de gravité, l'équilibre est stable. Cette seconde 
courbe est généralement à une très grande distance au-dessus de la 
première et du navire. 

32. Mesure de la stabilité. Durée des petites oscillations. 
— Considérons le roulis. Soit P le déplacement (poids du navire). 
Le couple qui tend à ramener le navire est P . GN . sin i. Pour des 
inclinaisons inférieures à 10°, la longueur MN est généralement 
négligeable devant GM. Le couple est donc 

P .GMsin i = P(PM—PG) sini. 

On désigne par p la hauteur métacentrique PM, et par a la dis
tance PG du centre de gravité au centre de carène initial. Le moment 
de stabilité transversale est donc mesuré par la quantité 

P(p — a) sin i. 

La distance p = PM est complètement déterminée quand on se 
donne la forme du navire et son déplacement : elle mesure la stabi
lité de forme. La distance a = PG dépend de la manière dont la 
charge est répartie; elle mesure la stabilité de poids. On la rend 
d'autant plus petite que l'on charge plus bas; on peut même faire en 
sorte qu'elle soit négative, que le centre de gravité passe sous le 
centre de poussée. 

Nous avons déjà dit que la distance PM est beaucoup plus grande 
pour le tangage que pour le roulis : la stabilité du navire est donc 
beaucoup plus grande pour une rotation autour d'un axe perpendicu
laire à la quille que pour une rotation autour d'un axe parallèle à la 
quille. 

Évaluons maintenant la durée des oscillations dans le roulis ou le 
tangage. 

Le navire est toujours soumis à un couple, au moins si nous 
admettons qu'à chaque instant le poids est égal au déplacement. 
Donc le centre de gravité doit être immobile (§ 9). Ce n'est d'ail
leurs qu'une première et assez grossière approximation. Le navire 
tourne donc dans le roulis autour d'un axe horizontal, sensiblement 
parallèle à. la quille et qui passe par son centre de gravité G. 
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Soit I le moment d'inertie par rapport à cet axe; la durée des 
petites oscillations est donnée par la formule 

dans le système du kilogrammètre. 
La durée d'oscillation pour le tangage est donnée par la même 

formule, où I représente le moment d'inertie du navire par rapport à 
un axe perpendiculaire à la quille et passant par le centre de gra
vité G, et R— a la distance GN correspondant au tangage. Comme I 
et R — a sont toutes deux beaucoup plus grandes pour le tangage 
que pour le roulis, la période reste du même ordre de grandeur. 

A mesure que la stabilité augmente, soit par raison de la forme, 
soit par diminution de a (en arrimant la cargaison plus bas), la 
période diminue : la vivacité du roulis augmente. Si l'on veut une 
lenteur d'oscillation telle que le navire roule peu, même par une 
mer assez forte, il faut que GM = p — a soit petit; le métacentre 
doit être voisin du centre de gravité. Sur certains cuirassés, 

p — a = 60 centimètres. 

La stabilité proprement dite et l'immobilité relative ou stabilité 
dite de plateforme sont donc des qualités contradictoires. On les 
concilie tant bien que mal en prenant une faible distance GM, mais 
en choisissant la forme de la carène telle que pour de grands angles 
d'écart (le roulis peut atteindre 35°), la distance GN, qui intervient 
rigoureusement au lieu de GM, croisse rapidement. 

Nous avons raisonné pour une mer calme. Quand la mer est hou
leuse, on démontre que le navire tend à rouler par rapport à la nor
male à la houle, comme il roule en eau calme par rapport à la ver
ticale. 

Si la période d'oscillation est exactement celle de la houle, c'est-
à-dire égale au temps qu'une crête met à s'avancer de la distance de 
deux crêtes consécutives, il y a résonance : l'amplitude des oscilla
tions peut croître d'une manière dangereuse*. 

1 Pour fixer les idées , on saura que dans une houle régulière, les particules liquides 
décrivent en un temps T des trajectoires elliptiques situées dans des plans vert icaux, 
perpendiculaires aux crêtes et aux creux des vagues et parallèles à leur direction de 
propagation. Chaque particule se meut en avant quand elle est au sommet d'une vague, 
en arrière quand elle est dans le creux. Les ellipses décrites sont sensiblement des 
cercles à la surface ; quand la profondeur augmente, l'axe vertical diminue plus vite que 
l'axe horizontal. La longueur d'onde L est la distance de deux crêtes ; la hauteur de la 
houle est le diamètre de l'orbite à la surface. Chaque particule faisant une révolution 
quand l'onde avance de L , la vitesse de propagation V est L = V T . On démontre 
qu'il existe entre la vitesse et la longueur d'onde la relation : 

2rc 
Soit par exemple L = 120 mètres ; on tire V = 13 m ,7 et T = 8»,8. 
Pour éviter le synchronisme, on cherche à allonger la période d'oscillation T du 

navire. Pour certains cuirassés on atteint 20», valeur très supérieure aux périodes T de 
la houle (6 à 10"). 
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P —Po = № 

Évaluons les pressions en kilogrammes par cm*. Pour l'eau, on a 
jc= 0,000 OS (§ 63 du Cours de Seconde). 

La densité p0 de l'eau de mer étant 1,022, la pression à 8 kilo
mètres de profondeur est, non pas 800 X 1,022 = 818 kilogs, 

mais 818[1 + 4 0 9 .0,000 03] = 833 kilogs environ. 

Le lecteur résoudra facilement le problème suivant : 
Quelle épaisseur h occupe une couche d'eau comprimée par son 

propre poids, sachant que non comprimée sa hauteur serait 8 kilo
mètres ? 

GAZ. — Nous admettons qu'il s'agit d'un gaz parfait et que l'on 

peut poser: p = _ ^ f o _ _ . j P , 

où t est la température, « le coefficient de dilatation (0,00365), p0 la 
densité pour la pression p 0 f à la température 0°. 

L'intégration n'est évidemment possible que si l'on se donne t en 
fonction de z. 

Admettons que la température est constante dans toute l'épais
seur de la couche d'atmosphère considérée. On a : 

po(l+a0 P-KP-
D'où : log nép p = Kz + G". 

33. Variations de la pression dans un fluide pesant com
pressible. — L'équation d'équilibre est encore : 

DP 
•DT = W-

Mais p n'est plus une constante ; c'est une fonction de la pression et 
de la température. 

LIQUIDES. — La loi de compressibilité des liquides est donnée par 
la formule 

V = V 0 [ l - x ( / > - / > „ ) ] , i = - £ [ ! _ * ( ; , _ / , , ) ] . 

Transportant dans l'équation différentielle, intégrons ; écrivons que 
pour z = 0, p = p0 ; il vient : 

P —PO — * 2 — °° 

x étant toujours très petit, on peut résoudre cette équation par 
approximation et poser p — p 0 = p0z dans le terme multiplié par 
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Soit P et p les pressions qui correspondent aux hauteurs Z et z 
comptées positivement vers le bas. Il vient : 

„ 1 . . P 2,303 , P 

Le terme p„:gp0t qui entre dans la valeur de 1 : K, a les dimen
sions d'une longueur. Calculons-le dans un système quelconque 
cohérent d'unités, par exemple dans le système du kilogrammètre : 
gp0 est le poids du mètre cube d'air à 0° et sous la pression p 0 . Soit 
p 0 une atmosphère, c'est-à-dire 10330 kilogrammes par mètre carré : 
yp„ est alors l k e ,293 . 

p 0 : £rp„= 10330 : 1,293 = 8000 mètres très approximativement. 
C'est ce qu'on appelle la hauteur réduite à 0°; c'est l'épaisseur d'une 
couche de poids spécifique constant et égal à gp0, qui ferait équilibre 
à la pression normale au niveau de la mer. 

On trouve en définitive : 

Z — z = 18 400 (1 -f- eut) l o g y . 

Si l'on voulait une rigueur plus grande, il faudrait tenir compte 
des deux faits suivants : 1° la valeur de g diminue quand on s'élève 
dans l'atmosphère; 2° elle varie avec la latitude. Mais, outre que la 
température est loin d'être constante dans une couche un peu épaisse 
d'atmosphère, l'erreur que l'on commet sur l'estimation de la valeur 
moyenne est telle, qu'il est absolument illusoire d'introduire ces 
corrections. 

On trouve au § 72 du Cours de Seconde un tableau qui montre 
comment varient les pressions quand on s'élève dans l'atmosphère; 
il est calculé par la formule précédente. 

La hauteur d'une montagne ne peut être mesurée avec le baro
mètre qu'à 2 ou 3 °/ 0 près, dans les conditions les plus favorables et 
en opérant avec deux baromètres, l'un servant de témoin et conservé 
au pied de la montague, l'autre transporté au sommet. On suppose 
opérer avec un baromètre donnant la pression sans erreur sensible. 
Nous verrons (§ 119) quelles difficultés présente l'emploi des baro
mètres anéroïdes, les seuls qui scient employés dans les opérations 
courantes. Il ne faut pas oublier"<que, même en supposant connues 
les températures, les courants atmosphériques peuvent modifier loca
lement la pression : par exemple, sur la face est et la face ouest d'un 
bâtiment par vent d'ouest ou d'est, on constate quelquefois des dif
férences de 0 m m , 2 à 0 m m , 3 de pression, correspondant à des dénivel
lations de 2 à 3 mètres. Bien entendu, quand on opère avec un seul 
baromètre, l'incertitude est plus grande; l'erreur peut aller jusqu'à 
5 °/ 0 de la hauteur (30 mètres pour une dénivellation de 1000 mètres). 

MASSE E T L I M I T E S D E L ' A T M O S P H È R E . — Pour de très grandes hau
teurs, il est clair que l'hypothèse de la température constante est 

Cours de Physique. — H . BOUASSK. 4 
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inadmissible. D'ailleurs, en supposant l'atmosphère décomposée en 
couches sphériques concentriques et appelant R le rayon de la terre, 
la masse de l'atmosphère a pour expression : 

M = 4iî(R+*)V<fa : 
cette intégrale doit rester finie. Remplaçons dans l'équation fonda
mentale g par grR2 : (R-L-.z) 2 pour tenir compte de la variation de g 
avec l'altitude (théorème de Newton); il faut, pour que M soit finie, 
que la température décroisse très rapidement quand on s'élève. Les 
expériences font à peu près défaut pour les grandes hauteurs. Sui
vant la loi admise, on reporte plus ou moins loin les limites de 
l'atmosphère, c'est-à-dire les points où la pression est une fraction 
donnée (un millionième par exemple) de la pression normale. Il 
semble bien qu'ils sont situés à des distances du sol de l'ordre de 
500 kilomètres. 

34. Équilibre des couches superposées d'un fluide pesant quand la température varie avec la hauteur. 
Pour l'équilibre, les surfaces isothermes sont horizontales (§ 28) ; 

d'ailleurs, les couches doivent décroître de densité à mesure qu'on 
s'élève : d'où une condition pour le taux de variation de la tempéra
ture. Calculons-le pour un gaz. 

L'équation d'équilibre est (voir § 33) : 

Pour qu'à la hauteur z la densité ne varie pas, il faut que la varia
tion de température satisfasse à la relation : 

*J^ 2J* 00,03*. 
dz p0x 8 000 ' 

Pour que l'équilibre soit possible, il faut donc que la température 
ne croisse pas. de plus de 0°,034 par mètre quand on se rapproche 
de la terre. Nous verrons en Optique une application de ce résultat à 
propos du mirage. 

Les liquides étant à peu près incompressibles, la condition d'équi
libre pratique est que la température décroisse quand on va vers le 
fond du vase : sinon il y a convection. 

On a étudié particulièrement (Bénard). le phénomène dans une 
nappe liquide, horizontale, chauffée uniformément par dessous et 
dont l'épaisseur est de l'ordre du millimètre. Le plus léger excès 
local de température suffit à créer un centre d'ascension. On pourrait 
croire que ces centres se répartissent et se déplacent au hasard. 
L'expérience prouve au contraire qu'un régime permanent s'établit. 

La masse se sépare en prismes hexagonaux droits, réguliers, 
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égaux, formant une sorte de carrelage, dont les côtés ont quelques 
millimètres de longueur. Ces prismes sont séparés par des cloisons 
verticales AB, le long desquelles les particules liquides descendent 
verticalement. Les trajectoires des particules sont contenues dans les 

Fig. 19. 

plans verticaux passant par l'axe <x(3 du prisme. Dans chacun de ces 
plans, il en existe deux systèmes symétriques par rapport à l'axe : 
toutes les courbes du même système sont parcourues dans le même 
sens et s'enveloppent les unes les autres. Le liquide monte dans les 
régions voisines de l'axe et descend dans les régions voisines des 
faces latérales (voir § 100). 
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C H A P I T R E III 

C A P I L L A R I T É 

En Hydrostatique, on suppose aux liquides une fluidité parfaite; 
nous verrons que cette condition est loin d'être réalisée (§ 55 et sq.). 
On suppose, de plus, qu'aucune force intérieure ne tend à modifier 
la forme du liquide ; ce qui revient au même, que l'énergie poten
tielle interne d'une masse liquide ne dépend ni de sa forme ni en 
particulier de l'aire de la surface qui la limite. Nous allons montrer 
dans ce Chapitre que l'hypothèse est fausse. 

35. CLASSIFICATION GÉNÉRALE DES TENSIONS OU PRESSIONS. — 
Nous rencontrerons dans l'étude de la Physique trois espèces de ten
sions ou de pressions. 

1° La tension T d'un fil déjà définie au § 4 du Cours de Seconde. 
Elle s'exerce suivant la tangente au fil, elle est donc complète
ment déterminée comme direction. Elle a les dimensions d'une force : 
MLT-2-

2° La tension d'une surface. Elle s'exerce dans le plan tangent; il 
y a donc une indéterminée dans sa direction. Ce n'est pas une force, 
c'est une force par unité de longueur ; ses dimensions sont MT~2. 
D'une manière générale, la tension d'une surface n'est ni constante 
en tous points de la surface, ni normale aux lèvres des coupures qui 
servent à la définir. Il faut entendre par là que la surface étant inci
sée, pour maintenir les bords de l'incision dans leurs positions pri
mitives, il faut généralement exercer des forces qui varient d'un 
point à l'autre de la surface, et qui ne sont pas normales aux bords 
de l'incision. Pour un store baissé, par exemple, les tensions sur les 
coupures verticales sont nulles, les tensions sur les coupures horizon
tales sont normales et croissent à mesure qu'on prend un point 
plus élevé : la quantité de matière à supporter augmente. Les ten
sions sur des coupures inclinées sont encore verticales, c'est-à-dire 
inclinées sur la coupure. 
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3° Enfin, on peut faire une section dans un solide. La tension 
nécessaire pour maintenir au contact les surfaces séparées par la 
coupure, est une force par une unité de surface, une pression ou une 
tension au sens ordinaire du mot; ses dimensions sont M L - 1 T - 2 . 
Il y a deux indéterminées dans sa direction (voir plus loin § 96 et sq.). 
Comme cas particulier, cas important qui se présente dans les fluides, 
la tension est normale à la surface d'incision et constante autour 
d'un point (§27) . 

36. Phénomènes capillaires. — Tous les phénomènes de capil
larité peuvent se déduire de la proposition suivante. L'aire S de la 
surface libre d'un liquide tend à diminuer : le travail AS, dispo
nible quand l'aire décroît de AS, est proportionnel à cette variation : 
nous pouvons écrire AÇ = AAS. 

A s'appelle la tension superficielle. 
Une masse liquide possède donc, du fait de l'existence d'une sur

face libre S, une énergie potentielle AS proportionnelle à S. A une 
diminution AS de la surface correspond une diminution AAS de 
l'énergie potentielle, et par conséquent un travail AS contre les 
forces extérieures. 

Tout se passe encore comme s'il existait à la surface des liquides 
une membrane tendue uniformément et indépendamment de la cour
bure de la surface, et telle que si on fait une petite coupure dans 
cette membrane, les forces nécessaires pour empêcher les lèvres 
de cette coupure de s'écarter, soient normales à la coupure. Les 
deux propositions sont absolument équivalentes. Cependant il ne 
s'agit pas de chercher à se représenter cette membrane tendue: elle 
n'existe pas; elle ne sert-que pour faciliter les raisonnements. 

Les résultats sont identiques, que nous appliquions l'une ou l'autre 
des deux propositions, et il est des cas où la seconde conduit au 
but plus rapidement que la première. 

Dans le Cours de Seconde (§ 100 et sq.), nous avons prouvé 
expérimentalement l'existence apparente de la membrane. Montrons 
d'abord sur un exemple qu'on arrive aussi bien aux résultats que 
nous avons alors énoncés, soit en invoquant l'existence de la mem
brane, soit en posant que l'énergie potentielle de la surface libre est 
proportionnelle à son aire, ce qu'exprime l'équation AG = AAS. 

Calculons la pression dans une bulle de savon (§ 101 du Cours de 
Seconde). 

Supposons la bulle gonflée à l'extrémité d'un tube T dans lequel 
se meut un piston de section <y; enfonçons le piston d'une longueur 
d; le volume de la bulle varie de AV = o\cf. 

Si p est l'excès de la pression intérieure sur la pression extérieure, 
le travail qui accompagne le déplacement est 

A^=p<sd=zpAV. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Calculons la variation As de la surface sphérique de la bulle. 

On a 

D'où A V = 
RA* 

La bulle est très mince, elle est limitée par deux 
sphères dont les rayons sont à peu près rigoureuse
ment égaux ; donc la surface libre S du liquide est 
égale à deux fois la surface s de l'une des sphères. 

RAS On a donc A V = . 

Fig. 20. 

D'où enfin 

Appliquons le principe général du travail, il vient : 

d 6 = j P R ^ 4

S - = AAS. 

P = 
4A 
R 

C'est précisément la formule donnée en note du § 101 du Cours 
de Seconde. 

37. R A Y O N D ' A C T I V I T É M O L É C U L A I R E . — A l'intérieur de la sur
face qui limite un milieu, il ne faut pas s'imaginer les paramètres 
caractéristiques du milieu (densité par exemple) prenant immédiate
ment une valeur constante. Sur une longueur s prise normalement à 
partir de la surface, ils varient très rapidement pour tendre ( asymp-
totiquement en toute rigueur) vers la valeur qui caractérise les points 
situés à l'intérieur d'une masse indéfinie. La distance e est donc par 
nature mal déterminée, en toute rigueur infinie. On peut seulement 
se proposer de trouver la distance e telle que les propriétés ne dif
fèrent plus que très peu des propriétés caractéristiques. Elle est 
extraordinairement petite : elle mesure, si l'on veut, l'épaisseur de la 
couche dans laquelle nous pouvons localiser l'énergie potentielle 
superficielle. Pour une surface libre S, l'énergie n'a sa valeur carac
téristique AS que si l'épaisseur est supérieure à s : sinon elle est 
plus petite. 

Les bulles de savon nous donnent une évaluation par excès de i. 
Nous verrons qu'on sait mesurer leur épaisseur (Cours d'Optique). 
On peut admettre qu'elles éclatent infailliblement, si cette épaisseur 
est inférieure à 2s. Par exemple, on a trouvé pour épaisseur limite 
des bulles 0^,1 = 1 OORA; on doit conclure de cette expérience s<50f-t l. 

Que le liquide n'a pas des propriétés identiques à l'intérieur et au 
voisinage de la surface, c'est ce qu'on peut démontrer directement 
par l'étude de la composition chimique des mousses qui se forment 
quand on agite certaines dissolutions ; l'expérience montre que la 
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concentration y est plus grande. Il faut considérer comme un fait 
très général l'existence de couches de passage qui constituent comme 
une sorte de membrane à la surface des corps. 

38. Équilibre d'une lame liquide limitée par un fil de poids négligeable et parfaitement flexible. — Nous avons rencontré, 
au § 100-1° du Cours de Seconde, un cas particulier de ce problème. 
Sous l'influence de la tension 2A d'une lame liquide, c'est-à-dire des 
tensions superficielles des deux surfaces libres de cette lame, un an
neau de fil fin prend la forme circulaire. Etudions cette question 
d'une manière plus générale. 

Nous verrons (§ 155) qu'un fil flexible formant une courbe plane 
ne peut conserver en un de ses points une tension T et un rayon 
de courbure R, que grâce à une force égale à p par unité de lon
gueur, dirigée dans le plan du fil, normalement à sa direction et vers 
sa convexité ; p est donnée par la formule /> = T : R. 

Si nous admettons qu'une lame liquide exerce une tension 2A cons
tante et normale à la coupure, le fil qui la limite doit : 1° avoir tout 
de son long une tension T constante ; car les seules forces qui 
s'exercent dessus sont normales et ne peuvent faire varier cette ten
sion; 2° avoir un rayon de courbure constant et, par conséquent, 
prendre la forme d'une circonférence de cercle. 

La tension T et le rayon R satisfont à la condition T = 2AR. 
On s'explique ainsi l'expérience que nous venons de rappeler. 
En voici une autre analogue, mais pour laquelle on peut faire des 

mesures précises. 
A deux baguettes AA et BB sont i 

attachés deux fils égaux h : la distance 
des points d'attache est l. Le poids de 
la baguette BB et des poids qu'elle 
supporte est P. On demande la forme 
d'équilibre des fils sous l'action d'une 
membrane de tension uniforme et nor
male 2A, et la nouvelle distance h' des 
baguettes. 

Les fils forment des circonférences 
égales; leur tension T satisfait à la re
lation T = 2AR. Négligeons le poids 
des fils et de la lame, et écrivons que 
la tension des fils et celle de la lame 
supportent le poids P. Nous avons la relation : 

P = 2Tcos6 - l -2Af=2A(2Rcos9 + Z) (1) 

Évaluons la longueur de l'arc AB; /î, = 2R9. (2) 

On a aussi : A' = 2Rsin9. D'où h' : A = sin9 : 9. (3) 
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Mesurant h et h', on peut calculer 8 puis R à l'aide des équations 
( 3 ) e t ( 2 ) . 

Connaissant l et P, l'équation (1) fournit la valeur de A. 

39. Pression normale exercée par une surface dont la ten
sion A est uniforme et normale aux coupures. — Soit 0 un 

point de la surface, ON la normale 
en ce point. Traçons sur la surface 
une petite circonférence de centre 0 
et de rayon Â. Faisons une incision 
le long de cette courbe et mainte
nons les choses en état au moyen 
des forces F appliquées dans le plan 
tangent. Cherchons la résultante 
normale de toutes ces forces. 

Faisons par la normale passer 
deux plans faisant l'angle G?9 : leurs 
traces sur la surface sont aa' et bb'. 
Soit f! le rayon et N x le centre de 
courbure correspondant à ces sec
tions très voisines : [3pl = 'X. Soit A 
la tension superficielle. 

Sur chacun des éléments ab et a'b' 
de longueur Idft, la tension est A\dB. 

Sa composante normale à la surface, dirigée suivant ONj, est 

Aï.dQsin (3 = AÀpW9, 

puisque p est très petit. La composante normale pour les deux élé
ments ab et a'b' est donc 

Fig. 22. 

2AA|3d9: 
2AVrf9 

Pi 
Menons maintenant deux plans normaux aux plans donnant pour 

traces aa1 et bb' ; cherchons la composante normale des forces F 
appliquées aux deux éléments analogues à ab et a'b' ainsi décou
pés. Il suffit de remplacer dans la formule précédente pi par p 2 , p 2 

étant le rayon de courbure des nouvelles sections. 
En définitive, la composante normale à la surface due aux quatre 

éléments que nous venons de considérer, symétriquement disposés 
sur la circonférence, est : 

2 A V . < / 9 ( ! + - i ) = 2 A V r f 9 ( ^ + 1 ^ ) , 

d'après un théorème connu, en appelant Rx et R s les rayons de 
courbure principaux de la surface au point 0 . 

Pour avoir la résultante normale due au cercle tout entier, il suf
fit de prendre quatre par quatre tous les éléments formant le cercle ; 
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cela revient évidemment à remplacer a*6 par , puisque dans la 

formule trouvée tous les autres termes sont constants. La résultante 

normale est donc : AVTC ( ^—\- - ^ - ) . 

Mais la pression normale p est égale à cette résultante divisée par 
l'aire de la surface qui l'exerce; l'aire du cercle de rayon "k est TCA2 : 

donc enfin, /) = A ( - J | - — l - " ^ - ) - (1) 

2A 
Si Rj = R, = R, nous trouvons p = . Si la surface ten

due est double comme dans le cas d'une lame liquide, il faut rem-
4A 

placer A par 2A : c'est la formule p= - g - , du § 36. 
Remarquons l'analogie de forme entre l'expression (1) et celle 

qui relie la tension d'une lame liquide avec la tension du fil qui la 
limite (§38) . 

40. S y s t è m e s l a m i n a i r e s . — Formons avec un fil métallique 
une charpente limitée par des courbes quelconques fermées; trem
pons-la dans un liquide donnant des lames persistantes et sortons-
la. Généralement il s'est formé des lames plus ou moins compli
quées s'appuyant sur le contour ou aboutissant à d'autres lames. 
Comme il existe sur leurs deux faces des pressions (égales ou iné
gales) constantes, les lames satisfont chacune à une équation 

~ t î — ( - - R — = Constante. Rj Ra 

Quelles que soient les charpentes employées, on constate : qu'à 
une même arête liquide aboutissent toujours trois lames,' que les 
arêtes liquides aboutissant à un même point liquide, sont toujours au 
nombre de quatre. Il résulte de l'égalité des tensions que les trois 
lames aboutissant à une même arête, y font des angles égaux ; par 
suite, les quatre arêtes concourant en un même point liquide font 
aussi entre elles des angles égaux. 

En particulier, quand la pression est la même des deux côtés 
(pression atmosphérique), l'équation à laquelle satisfont les lames 

1 1 

est - p — ( - - j ^ — = 0, Rj = — R„; les courbures principales sont 
égales et de signes contraires. De telles surfaces sont dites à courbure 
moyenne nulle. 

Comme surfaces réglées à courbure moyenne nulle, il n'existe 
que le plan et l'hélicoïde gauche à plan directeur. La charpente 
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employée dans ce dernier cas se compose d'un fil de fer servant 
d'axe autour duquel circule un autre fil de fer courbé en hélice et 
plié à ses extrémités de manière à former une portion rectiligne, 
aboutissant normalement à l'axe. Opérant comme il est dit ci-dessus, 
on trouve une belle lame s'étendant de l'axe aux spires et consti
tuant un hélicoïde. 

Figures de révolution. — Parmi les figures en nombre infini qu'on 
1 1 

peut obtenir, satisfaisant à l'équation — r ~~R _ = ^ ' t e > nous insis

terons seulement sur les figures de révolution. 
Pour réaliser les figures de révolution, nous emploierons deux 

anneaux horizontaux de fer de même rayon R (5 centimètres par 
exemple). L'un repose sur trois pieds, l'autre est tenu par un manche 
formé d'un fil métallique. Écartons l'anneau supérieur et soufflons 

sur l'anneau inférieur une bulle de savon ; elle 
est naturellement sphérique : la pression est 
plus grande à l'intérieur qu'à l'extérieur. 

Rapprochons l'anneau supérieur après l'avoir 
mouillé : pour une certaine position, il se colle 
contre la bulle. 

L'expérience étant ainsi préparée, introdui
sons une pipette dans la bulle et aspirons de 
l'air. Nous obtenons par tâtonnement, comme 
surface latérale, le cylindre circulaire de rayon 
R. Naturellement, à mesure que nous aspirons 
l'air, la pression intérieure décroît. Pour le 
cylindre, une des courbures est nulle, l'autre 

2A 
est égale à R; l'excès de pression est p - , 
puisqu'il y a deux surfaces actives. Le volume 
est fermé par deux calottes sphériques de rayon 
2R, puisqu'alors l'excès de pression dû aux 

calottes est égal à l'excès dû à la surface latérale : 

Fig. 23. 

¿ A \ 2 R ^ 2R/ R ' 

L'expérience montre que l'on ne peut jamais obtenir, quel que 
soit le diamètre primitif de la bulle, un cylindre dans lequel le rap
port de la hauteur au diamètre est supérieur à 3,5 ; il y a donc alors 
instabilité de la figure. Si on augmente la hauteur, il y a une ten
dance au sectionnement; ce sectionnement régulier se produit, comme 
nous le verrons, dans les cylindres liquides. 

Supprimons encore de l'air ; bientôt les bases terminales deviennent 
1 , 1 

planes; la figure satisfait à la condition R, ^ R, = 0," c'est ce 
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qu'on appelle une caténoïde, la courbe méridienne est une chaînette. 
La pression est alors la même à l'intérieur et à l'extérieur. 

Enlevons encore de l'air, la pression devient plus petite à l'inté
rieur qu'à l'extérieur. 

Nous aurions pu, à partir de la sphère, augmenter la pres
sion. Nous obtenons ainsi toutes les figures de révolution satisfaisant 

à l'équation 4—h o =Ctet. 

Autre procédé pour obtenir les surfaces satisfaisant à l'équation 

1 I 1 p t o 

On peut réaliser les mêmes expériences non plus avec des lames 
dont on puisse négliger le poids, mais en formant les figures avec 
un liquide dans un autre liquide non miscible, de même densité. On 
élimine ainsi l'action de la pesanteur. On fait un mélange d'alcool et 
d'eau en proportions convenables, et l'on prend l'huile comme second 
liquide. 

Les expériences se font identiquement de la même manière; en 
particulier, on réussit très aisément les figures de révolution. 

41. Formation des gouttes. — Nous avons décrit comment se 
forme une goutte à l'ex'trémité d'une baguette cylindrique de verre 
(§ 100 du Cours de Seconde). Un phénomène analogue se produit 
quand un liquide s'écoule lentement par un tube. La goutte est sup
portée par la tension capillaire, et pas du tout, comme on pourrait le 
croire sans réflexion, par la cohésion normale du liquide; on entend 
par cohésion normale la résistance à la séparation normalement à un 
plan. Nous savons que la cohésion tangentielle est quasi nulle pour 
un liquide par la définition même de la fluidité; cela veut dire qu'on 
peut faire glisser sans travail sensible les couches les unes sur les 
autres. Il ne faut pas conclure que la cohésion normale soit négli
geable : nous verrons plus tard qu'elle est énorme. Mais elle n'inter
vient pas ici. 

Les propositions précédentes résultent de l'expérience : elle nous 
apprend que le poids des gouttes est proportionnel, non pas à l'aire de 
la section où se fait l'étranglement définitif, mais au diamètre de cette 
section. C'est donc bien la résistance de la surface latérale qui inter
vient pour soutenir la goutte, c'est-à-dire la tension superficielle, 
et non pas la cohésion normale du liquide de part et d'autre de la 
section d'étranglement. 

1 Nous ne saurions trop engager le lecteur à répéter ces expériences. Il se servira 
du liquide suivant : 

Eau 1000 gr. Savon blanc 10 gr. Sucre 400 gr. 
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Tout ce qui modifie la tension superficielle modifie le poids des 
gouttes. En particulier, on construit des compte - gouttes servant 
d'alcoomètre. Ils donnent avec l'eau pure des gouttes de 50 milli
grammes par exemple, et fournissent par conséquent 100 gouttes 
pour 5 centimètres cubes. Le nombre des gouttes devient 259 pour 
de l'alcool à 90". On conçoit qu'une table permette, d'après le nombre 
des gouttes, de déterminer la richesse alcoolique. 

Il suffit d'approcher de l'extrémité du tube où se forment les gouttes, 
un vase contenant de l'éther pour modifier leur poids. Ce poids dépend 
en effet de la composition de la couche superficielle et pas du tout 
de la composition moyenne. La vapeur d'éther modifie la tension 
d'une manière sensible sans changer cette composition. Nouvelle 
preuve que la cohésion normale n'intervient pas. 

42. Ascension d'un liquide le long d'une paroi plane indé
finie qu'il mouille. — Prenons comme plan des yOx un plan ver-

.s' 

Fig. 24. 

tical normal à la paroi, l'axe Ox étant situé dans la surface libre hori
zontale du liquide. Si le liquide mouille la paroi, nous constatons que 
sa surface se relève, au voisinage de cette paroi, suivant un cylindre 
dont nous nous proposons de déterminer la trace sur le plan yOx. 

D'après les règles de l'Hydrostatique, la pression doit être la même 
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en tous les points du plan horizontal Ox. Or, quand nous passons 
d'un point A extérieur à la surface libre au point B très voisin, situé 
dans le liquide de l'autre côté de la surface libre, la pression dimi
nue brusquement de A ^ - ^ — — | — ^ a surface libre est une surface 

de discontinuité pour la pression. 
Ici l'un des rayons de courbure est infini ; si nous désignons l'autre 

A 
par R, la diminution brusque de pression est - j^-. 

Quand ensuite nous descendons dans le liquide de B en C, soit 
d'une hauteur y , la pression croît de S . y , si S est le poids spécifique 
du liquide. 

Écrivons que la pression est constante dans le plan horizontal Ox. 
L'équation de condition est : 

t J S _ A _ Ay" 

C'est l'équation différentielle de la section droite de la surface1 ; 
remarquons que l'inclinaison de la paroi n'intervient pas. 

Une intégration est immédiatement possible : écrivons de plus que 
pour y = 0, y' = Q, ce qui revient à dire que le plan Ox se con
fond avec la surface libre loin de la paroi; il vient : 

L'équation peut s'écrire : 

^ ^ - ^ ( l q i s i n e ) . 

Le signe — correspond à la branche QMN; 0 varie de -g-à 0. Le 

signe -f- correspond à la branche NP; 8 varie de Oà-g-. 

Si la paroi est verticale, il faut poser 9 = 0; le liquide s'élève à 
une hauteur h = \J2A. : % . La mesure de h fournit la valeur de A. 
Si la paroi plane SMT ou S'M'T' fait avec le plan vertical l'angle 9, 
l'équation donne l'ordonnée des points M ou M' de tangence; on 
choisit, suivant le cas, le signe — ou le signe -|-. 

Si la paroi est horizontale, telle que PU, le liquide monte au 
maximum à une hauteur H = 2 \/A : S . 

1 Le raisonnement précédent montre que l'équation différentielle générale de la sur
face libre d'un liquide pesant est : 

*Mr+-fc)-< 
quelle que soit la forme des parois qui le l imitent. Nous retrouverons cette équation 
plus loin avec des notations un peu différentes e t d'autres conventions de s ignes . 
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Tous les raisonnements précédents sont encore valables pour une 
paroi légèrement courbe, par exemple pour la paroi d'un tube d'assez 
grand rayon plongeant verticalement dans le liquide. La solution est 
d'autant plus exacte que le rayon est plus grand. 
Remarque. — La courbe que nous venons d'étudier se retrouve 

en Elasticité (§ 114). C'est la forme d'un fil flexible, très long, atta
ché librement en Q, portant en W une charge et passant librement 
en R dans un petit anneau. La ligne xO doit être placée verticalement. 

43. Définition de la tension superficielle dans le cas de deux 
liquides en contact ou dans le cas d'un solide et d'un liquide. 
— Pour comprendre comment un liquide se comporte au voisinage 
d'un solide ou en présence d'un autre liquide, il faut reprendre la 
question d'une manière plus générale. 

Considérons un liquide dans un vase. Soit S la surface libre, 
s l'aire de la surface de contact du liquide et du solide, v le volume. 
Nous avons admis que l'énergie potentielle de la surface libre a pour 
expression AS ; nous admettrons qu'une certaine énergie potentielle 
réside dans la surface de contact liquide-solide et qu'elle a pour 
expression B*. Prenons pour plan de référence un plan horizontal 
quelconque, et comptons les z positivement vers le haut normale
ment à ce plan. L'énergie potentielle totale du liquide peut s'écrire 
(à une constante près qui dépend du choix du plan de référence) : 

E = ?fzdv-\-AS-!rBs, 

où p est le poids spécifique. 
La détermination des conditions d'équilibre revient à chercher la 

condition pour qu'une petite modification de la surface compatible 
avec les liaisons ne modifie pas cette énergie : uE = 0. 

Supposons d'abord que la surface * reste inva-
— riable pendant la modification. Remplaçons la surface 
: S par une surface S' infiniment voisine, limitée au 

même contour pour que s reste le même, et cher
chons les variations des deux premiers termes de E. 

Traçons sur S les deux systèmes de lignes de cour
bure, découpant de petits rectangles curvilignes de 
côtés dllt dl2. Menons des normales aux sommets 
des rectangles, et prolongeons-les jusqu'à S' : soit 
dn la longueur de ces normales. Nous formons ainsi 
sur la surface S' de petits rectangles dont les côtés 
dl\, dl'2 sont reliés aux côtés dllt dl, par les rela
tions dues à la comparaison de triangles sem-

Fig. 25. blables : 
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L'accroissement d'aire du petit rectangle est donc : dl'tdl',— dlldl1 = dl1dl2dn(Ji—\-^ry 
Les rayons de courbure sont positifs s'ils sont intérieurs à la masse 

liquide, dn est positif s'il est extérieur au liquide. Avec ces conven
tions, l'accroissement d'aire est en grandeur et en signe : 

La condition que le liquide ne change pas de volume est fdndS = 0. 

L'accroissement de l'énergie potentielle due à la pesanteur est 

ffzdndS. En effet, la surface S' est tantôt au-dessus (dn^>6), tantôt 

au-dessous (dn < o) de la surface S. Prenons tout le liquide limité 
par S et S' dans le second cas, et transportons-le dans le plan z = o. 
Comme dn<^o, l'énergie potentielle qui décroît, varie de çJz.dndS 
en grandeur et en signe, l'intégrale étant étendue à la portion de la 
surface liquide qu'on vient de définir. Reprenons ce même liquide 
dans le plan z — o et transportons-le dans l'espace à remplir, c'est-
à-dire là où S' est au-dessus de S ( d n > o ) ; l'énergie potentielle 
croît de pJzdndS, l'intégrale étant étendue à la seconde portion 
de la surface liquide. Or la variation d'énergie potentielle ne dépend 
pas du chemin parcouru; donc quelle que soit la manière dont le 
liquide se déplace, la variation totale d'énergie potentielle est bien çfzdndS étendue à la surface entière. 
Ecrivons que l'énergie potentielle n'a pas varié. 

Comme la relation doit être satisfaite pour toute petite déformation 
de la surface, il reste comme condition : 

A ( 4 r + T T ) + F = ° . 
C'est, avec d'autres notations, l'équa

tion de la note du § 42. 
Supposons maintenant que l'aire s de 

contact entre le liquide et le solide, 
change pendant la modification. Soit n la 
ligne de séparation de S et de s, a la 
ligne de séparation de S' et de s. En tous 
les points de o- menons des normales à S. 
Nous décomposons ainsi la surface S' en 
deux parties S\ et S'a. 
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à partir de et se rapproche de 0 ; enfin pour 

B = A, on a : ot. = 0. 

Si B^>A, brusquement le phénomène change. 
L'angle de raccordement est imaginaire, l'équi-

F i s - 2 7 - libre n'est plus possible. Le liquide mouille le 
solide. Il tend à recouvrir le solide d'une très mince 

couche. En effet, pour chaque unité de surface recouverte, l'énergie 
1 Remarquons que, d'après nos conventions de signes, dn et dv sont négatifs dans le 

cas de la figure 26; B* est négatif et S ' t < S , ; au contraire, S' 2>0. 

D'après ce qui précède, nous pouvons écrire : 

Soit dv la distance des lignes a et <r', comptée positivement vers 
l'intérieur du liquide; nous avons évidemment : 

Ss = J a ,dv=JJda . dv. 

Enfin S'2 peut être considéré comme la projection des éléments 
dvc/o- sur la surface S. Soit donc oc Vangle de raccordement que rien 
n'empêche pour l'instant de supposer variable d'un point à l'autre : 

S'2 = —J"cos aa'vdo-. 

Écrivons que l'énergie potentielle ne change pas : 

f [ A ("TT + i r ) + PZ] d n d S + (— A c o s * + fydvdc = 0. 

Cette condition doit être vérifiée quelle que soit la modification de 
la surface; nous concluons donc, outre la condition d'équilibre déjà 
trouvée, la condition : 

g 
— A cos x -\- B = 0, cos a = ^ . 

L'angle oc de raccordement est constant, cos a. est égal au rapport 
des énergies potentielles par unité de surface du système liquide-solide 
et du système liquide-gaz. 

Comme A et B sont des quantités positives, il résulte d'abord de 
la théorie précédente que l'angle a ne peut être qu'aigu. C'est néces

saire pour qu'à une augmentation de s corresponde 
une aire S'2 négative ; l'accroissement d'énergie 
potentielle dû à l'accroissement de surface de 
contact du solide et du liquide est compensé par 

0<B<A , . ^ . R 

la diminution — S'j de la surface libre du liquide. 
Pour B = 0, le liquide se raccorde normale-

ment. A mesure que B croît, l'angle a diminue 
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potentielle diminué de B — A unités de travail. Comme l'action de la 
pesanteur intervient à peine pour balancer cette diminution d'énergie 
potentielle, que le frottement est faible, la couche pourra s'étendre 
fort loin. Il faut alors, dans les raisonnements, faire abstraction du 
solide et le supposer remplacé par du liquide. 

Voici quelques remarques importantes. 
Nous pouvons admettre que dans une surface solide réside une 

énergie potentielle CS proportionnelle à l'étendue S de cette surface; 
la rigidité des parties du solide les empêche d'obéir à la tension qui 
tend à diminuer la surface libre. La théorie précédente n'est pas 
modifiée par cette hypothèse ; l'expression de la variation de l'énergie 

devient: o E = p o / ^ « - f AoS-f-Bos + CoS. 

Mais on a toujours : 8 s - [ ~ ^ = 0> car la surface totale du solide 
est invariable ; d'où 

oE = pojzdv + AoS + (B — C)h. 

Il suffit donc, pour retrouver les mêmes résultats, de poser que B 
représente dans les calculs précédents la différence B — C. Mais la 
généralisation nous permet de considérer la possibilité d'un B négatif. 

On a cherché à expliquer par l'existence de la tension superficielle 
des solides certains phénomènes d'écaillement qui se produisent quand 
on cherche à obtenir des arêtes extrêmement vives (Brillouin). 

On peut considérer la surface liquide-solide comme tendue, la ten
sion superficielle est B. La condition A c o s o t = B exprime que les 
composantes tangentielles de ces deux tensions se font équilibre. 

Rayon d'activité moléculaire. — Pour que l'angle a ait la valeur 
caractéristique du système liquide-solide employé, il faut que l'épais
seur de celui-ci soit suffisante. Si l'on plonge du verre recouvert 
d'une couche de platine plus ou moins épaisse dans le mercure, 
l'angle de raccordement est égal à celui du système mercure-verre 
pour un platinage quasi nul; il ne devient caractéristique du sys
tème mercure-platine que si la couche de platine est supérieure à 
2s (§ 37). On trouve ainsi pour s des valeurs de l'ordre de SOî c-. 

44. Liquide ne mouillant pas le solide avec lequel il est en 
contact. Caléfaction. — Quand le liquide ne mouille pas le solide, 
nous venons de voir que la surface liquide aboutit à la surface 
solide sous un angle « constant, caractéristique du système solide-
liquide considéré ; c'est Y angle de raccordement. 

Le liquide s'abaisse au voisinage de la paroi. On a toujours l'équa-
2A _ 

tion générale : t /*=—^-(1-r-s inO). 

On compte les y positivement au-dessous de la surface libre XX, 
Cours de Physique. — H . BOUASSE. 5 
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66 MÉCANIQUE PHYSIQUE 

6 est l'angle avec la verticale. La branche ABCD correspond au 

signe —, 6 varie de k 0. La branche DE correspond au signe -(-, 

8 varie de 0 à . 

Supposons la paroi verticale, on a 8 = a; l'équation donne immé
diatement l'abaissement au-dessous du niveau général XX. 

Pour le mercure, A = 47 milligrammes par millimètre, a = 42°, 
S = 13,6; on trouve pour abaissement Imm^l, 

Fig-. 28. 

Goutte infiniment large. — Supposons que la paroi CF fasse 
l'angle w avec le plan horizontal ; l'angle de raccordement devant res
ter le môme, la surface liquide fait avec la verticale un angle 

6 = &-{- w 2~~-

L'ordonnée du point de raccordement au-dessous de XX est donc : 

/2A 

y = y -Tj - [ l+cos (a - f -o>) ] . 

Diminuons peu à peu w jusqu'à 0, la surface solide vient en MNP : 
elle est horizontale. La hauteur H' est fournie par la relation 

H = \ / T L ( 1 + C 0 S ") ' 
Les mesures de H' et de h = ^/2A : § , permettent de calculer * 

et A. 
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Caléfaction. — Le phénomène de la caléfuction se produit quand 
on verse une petite quantité de liquide sur une plaque métallique 
fortement chauffée. Le liquide forme une goutte qui ne touche pas le 
métal : il est généralement très au-dessous de son point d'ébullition. 
La goutte caléfiée est soutenue à distance finie de la plaque chaude 
par la vapeur qui se produit abondamment sur la surface liquide en 
regard de la plaque. L'angle de raccordement qu'elle fait avec la 
plaque est nul. Le profil d'une large goutte peut donc être calculé 
par les formules précédentes, dans lesquelles on fait a = 0 . 

H ' = 2 \ / T '
 A = \AA' H ' : f t = V /2. 

45. Mouvements dus aux phénomènes capillaires. — On peut 
les classer en deux groupes. 

Mouvements dus à la forme des appareils. — Dans des tubes 
coniques, une goutte d'un liquide mouillant les parois tend à se 
déplacer vers le sommet du cône ; elle tend à s'éloigner du sommet 
si le liquide ne mouille pas les parois. En effet, quand le liquide 
mouille les parois, les surfaces terminales se creusent vers l'intérieur 
de la goutte. Or ce sont des surfaces de discontinuité pour la pres
sion; la diminution de pression quand on passe de l'extérieur à l'in
térieur de la goutte est d'autant plus grande que le rayon de cour
bure de la calotte est plus petit. Donc la pression à l'intérieur de 
la goutte est plus petite vers la surface voisine du sommet du cône 
que vers la surface opposée. L'équilibre ne peut exister, il y a dé
placement vers le sommet du cône. 

Même explication quand le liquide ne mouille pas; mais il existe 
alors une augmentation de pression quand on passe de l'extérieur 
à l'intérieur de la goutte, à travers les calottes terminales. 

On démontre très simplement que deux parois parallèles et mobiles 
tendent à se rapprocher quand elles sont plongées dans un liquide 
qui les mouille toutes deux ou ne les mouille pas. Il suffit de consi
dérer la surface libre comme une surface de discontinuité pour la 
pression et d'évaluer la pression pour les divers plans horizontaux. 
On trouve qu'elle est, sur une certaine hauteur, plus petite entre les 
parois qu'à l'extérieur. 

Les parois tendent à s'éloigner si l'une est mouillée et l'autre pas. 
Pour des raisons analogues, deux corps flottants se rapprochent si 

tous les deux sont mouillés ou ne le sont pas. Ils s'éloignent l'un de 
l'autre si l'un est mouillé et l'autre sec. 

Mouvements dus à des inégalités de la tension aux divers points de 
la surface. — Si la tension en un point est plus petite qu'aux points 
voisins, la surface se trouve comme arrachée. C'est ce qu'on obtient 
quand on chauffe un point de la surface d'un liquide par l'approche1 
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d'une barre de fer rougie. Nous verrons, en effet, plus loin que la ten
sion diminue quand la température s'élève. 

De même, plaçons dans un vase une mince couche d'eau et lais
sons tomber au milieu une goutte d'éther. Les surfaces touchées par 
l'éther, dont la tension se trouve diminuée, sont si violemment arra
chées, que le vase est asséché en son milieu. 

Sur les mêmes phénomènes sont basées les méthodes de dégrais
sage. On place un buvard au centre de la tache, et on en chauffe les 
bords avec un fer à repasser. La graisse se rassemble au milieu de 
la tache et est absorbée par le papier buvard. 

On explique par des diminutions locales de tension superficielle 
les mouvements tourbillonnaires du camphre projeté sur l'eau très 
propre. Une trace d'essence de térébenthine ou d'huile les supprime 
en recouvrant l'eau d'une couche extrêmement mince (§ 46), de 
faible tension. Une épaisseur d'huile inférieure à 2v-v- suffit à arrêter 
les mouvements. On ne mesure pas ainsi la quantité e définie au § 37, 
mais on prouve l'extraordinaire divisibilité de la matière. 

46. Phénomènes au contact de deux liquides. — Plaçons 
une goutte d'un liquide L2 sur un liquide L 2. Nous avons trois sys

tèmes, L^air, L,/air, 
Lj/L, , et par consé
quent trois tensions T H 

T T 
La condition de rac

cordement est que ces 
tensions se fassent équi-

F l g - 2 9 - libre sur la courbe de 
raccordement. Ce n'est 

possible que si la tension T 2 est inférieure à la somme des deux 
autres; sinon la goutte s'étale et recouvre complètement le liquide 2. 

Dans le système CGS ( dyne centimètre ) , les tensions ont par 
exemple les valeurs : 

Eau = 75, Hg = 536, Eau/Hg = 417. 

Comme 4 1 7 + 75 ( = 4 9 2 ) < 536, 

l'eau s'étale sur le mercure propre. 
De même, on a : 

Eau = 75, Huile = 37, Huile/Eau = 21. 

Comme 37 + 21 ( = 5 8 ) < 75, 

l'huile s'étale sur l'eau propre. 
Quand deux liquides se raccordent sur une paroi solide, l'angle de 

raccordement est donné par la condition que les composantes des 
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trois tensions Ti = L,/solide, T 3 = L 2/solide, T 1 1 = L 1 / L I ) tangen-
tiellement au solide se fassent équilibre. D'où la condition : 

T u cos a = T, — T a . 

L'angle a. est aigu du côté de la plus petite des deux tensions T1 

et Tj. Si Tj > T , - | - T 1 S , l'équilibre n'est pas possible. Un des 
liquides repousse l'autre et tend à s'interposer entre lui et la paroi. 

Le principe général que nous appliquons à ces phénomènes est 
que l'énergie potentielle totale tend toujours à devenir minima. 

47. Émulsions. — Une émulsion est formée de petits globules de 
forme presque rigoureusement sphérique d'un liquide à l'intérieur 
d'un autre liquide. Pour qu'une émulsion se maintienne aisément, 
il faut que la tension au contact Tu soit suffisamment faible. Autre
ment les globules ne tardent pas à se réunir (afin de diminuer la 
surface de contact entre les liquides et conséquemment l'énergie po
tentielle), et l'émulsion disparaît. 

Ainsi, la tension eau/huile étant relativement grande, l'émulsion 
ne subsiste pas; l'émulsion de l'huile dans l'eau de savon est beau
coup plus stable, parce que la tension relative est plus faible. 

48. Variation de la constante capillaire avec la tempéra
ture. — Nous avons vu (§102 du Cours de Seconde) que l'ascension 

2A 
capillaire dans un tube de rayon r est donnée par la formule h = ^ , 

1 
où p est le poids spécifique du liquide : A = -^ • hr. p . Nous avons 
négligé dans notre raisonnement le poids spécifique du gaz par 
rapport à celui du liquide. Reprenons-le en en tenant compte ; nous 
aurons ainsi l'occasion de donner une seconde démonstration de la 
loi de Jurin. 

Soit p 1 le poids spécifique du liquide et p 3 celui de l'atmosphère 
gazeuse. Assimilons la surface libre à une demi-sphère de rayon r. 

2A 
Quand on la traverse, la pression diminue brusquement de ——. Pour 
arriver au plan horizontal où se trouve la surface libre extérieure au 
tube, il faut descendre d'une hauteur h. Dans le liquide, il y a de ce 
fait un accroissement de pression égal khp,; dans le gaz, l'accroisse
ment est de hp3. Mais la pression est la même pour ce plan hori
zontal dans le tube et hors du tube; nous avons donc la condition : 

hpi—^Z^hp,, A = Y H R ( P I — P > ) -

Quand on opère à des températures croissantes, la différence 
PI — p 2 des poids spécifiques diminue ; cependant l'ascension h décroît, 
ce qui prouve que A diminue encore plus vite que p^—p2. 
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Un cas intéressant souvent réalisé consiste à prendre pour atmos
phère extérieure la vapeur saturée du liquide. Le tube capillaire est 
enfermé dans un tube épais et large qu'on scelle à la lampe après 
l'avoir vidé d'air et rempli en partie du liquide à étudier. On chauffe 
le tout dans des étuves convenables. L'expérience montre que l'ascen

sion décroît dans ces condi-
,\Ascensions (ions sensiblement suivant une 

fonction linéaire de la tempé
rature. Il serait impossible 
dans ce cas de négliger p 2 

devant p t , car nous savons 
que la différence pl—p2 di
minue quand t augmente et 
s'annule au point critique. 

L'ascension h s'annule évi-
t demment à la température 

e Températures critique 0 , puisqu' alors le li-
F i & - 3 0 . quide et la vapeur deviennent 

identiques. Si la loi reliant h 
à la température était rigoureusement linéaire, l'intersection de la 
droite h = f(t) avec l'axe des températures permettrait la détermi
nation aisée de la température critique 0 . Mais il semble qu'au voi
sinage de 0 la courbe s'infléchit suivant BD comme le montre la 
figure. Néanmoins la distance DC est toujours assez petite pour 
que la méthode fournisse 0 avec une approximation de quelques 
degrés. 

On a trouvé par exemple pour l'ascension de l'éther entre — 100° 
et -j- 160° la formule h=i —0,00496 / en valeurs relatives. Elle 
donne pour h~Q, 0 = 202° au lieu de 194° qui est la température 
critique vraie. 

49. R e l a t i o n e n t r e l a c o n s t a n t e c a p i l l a i r e e t l e p o i d s m o l é 

c u l a i r e . — Nous savons que pour augmenter la surface libre d'un 
liquide de AS, il faut dépenser un travail AAS. On appelle énergie 
superficielle moléculaire le travail nécessaire pour produire un accrois
sement de surface 2 = AS égal à la surface sur laquelle se trouve 
la masse moléculaire. Il est clair que cette surface n'est détermi
née que si nous donnons l'épaisseur e de la couche définie au § 37. 
Nous dirons par hypothèse que cette couche renferme toujours un 
même nombre de strates de molécules ; elle mesure donc, à un fac
teur absolu près, l'épaisseur de la molécule dans le sens normal à la 
surface. Les molécules occupant autant de place dans tous les sens, 
la surface AS est proportionnelle à e2 ; le volume moléculaire VM = sAS 
est proportionnel à e3 : donc il est donné en fonction de AS par la 

s. 

formule AS = V£, à un facteur absolu près. 
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Soit M le poids moléculaire, p t le poids spécifique; le volume molé
culaire V„ est égal à M :/>,. 

Par définition, l'énergie superficielle moléculaire est : 

E = A V * = M * ( A : p f ) . 

dE 
On a trouvé que -JJ- était pour un grand nombre de liquides à peu 
près constant, et la même constante. 

On pourrait donc poser pour tous les liquides normaux : 

AS = K ( 6 - 0 , (1) 

K étant une constante absolue, @ la température critique ; formule 
analogue à celle des gaz parfaits où la tension A joue le rôle de la 
pression, la surface S le rôle du volume. 

Il est important de remarquer qu'il est contradictoire de représen
ter simultanément par une fonction linéaire de la température les 
deux expressions : 

et 
Pi—Pi 

PÍ 

puisque pi et p , en sont des fonctions complexes (voir § 48). 
Nous pouvons dire seulement que les deux courbes représenta

tives de ces fonctions tendent approximativement vers des asymp
totes rectilignes pour des températures assez éloignées du point cri
tique. 

La formule (1) exprime que les asymptotes des courbes représen
tant en fonction de la température les énergies superficielles molé
culaires, sont sensiblement parallèles pour un grand nombre de 
corps. Exprimée en ergs, la constante K a alors une valeur moyenne 
égale à 2,1. 

Pour certains liquides, au contraire, on trouve une valeur notable
ment plus petite ou plus grande. Il en est ainsi pour les alcools 
(alcool méthylique, K = 0,97), les acides gras (acide formique, 
K = 0 , 9 9 ) , le phénol, l'acétone,... généralement les corps qui con
tiennent l'oxhydryle (eau, K = 0,89). 

Si K = 2, l , on dit que les corps sont normaux. Si K<[2 ,1 , il y 
a association de molécules; si K > 2,1, il y a dissociation. 

Voici un exemple de calcul de la constante K. Pour le sulfure de 
carbone, on trouve en GGS 

à 19°,4 A = 33,58 dynes densité = 1,264 

46", 1 29,41 dynes 1,223 
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Le poids moléculaire est 76. Le volume de 76 grammes de CS* est 
60,1 cm» à 19°,4 et 62,1 à 46<>I. 

On peut donc calculer l'énergie superficielle moléculaire; on 
trouve : 

513,4 ergs à 19°,4, 461,4 ergs à 46°,1. 
K = (515,2 — 461,2): (46,1 —19,4) = 2,022. 
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CHAPITRE IV 

ÉCOULEMENT DES FLUIDES. VISCOSITÉ. 

RÉSISTANCE AU MOUVEMENT. 

50. ÉCOULEMENT D'UN LIQUIDE EN PAROI MINCE. — Nous suppo
sons que le liquide s'écoule par un orifice circulaire de section sx 

percé en paroi mince, ou, si la paroi est épaisse, par un trou dont les 
parois coniques présentent un biseau tranchant vers l'intérieur. Par un 
procédé quelconque, nous maintenons la surface libre du liquide à une 
hauteur constante ^ au-dessus du fond. 

L'expérience montre d'abord que la veine liquide est, à partir de 
l'orifice, nettement conique, et qu'elle ne devient sensiblement cylin
drique qu'à des distances de l'orifice qui peuvent atteindre une fois et 
demie son diamètre : elle est cependant encore légèrement conique. La 
section contractée s, qui termine l'étranglement brusque initial, est 
plus petite que s^, on appelle contraction le rap
port (s1 — S j ) : » ! . Pour un orifice circulaire et de 
l'eau, la contraction est voisine de 0,4, quand le 
diamètre est supérieur à 10 millimètres ; on a 
donc s a : S i = 0,6 environ. 

Soit v la vitesse moyenne dans une section 
d'aire s : le volume de liquide qui s'écoule pen-
(Jant l'unité de temps est par définition Q = vs. 
Pour déterminer s, on mesure directement le dia
mètre de la veine contractée ; avec un colorant 
quelconque, on rend le liquide opaque et on 
photographie la veine sur fond lumineux. L'épais
seur de l'image sur le cliché permet de déterminer 
les dimensions de l'objet. On connaît donc très 
exactement la vitesse moyenne dans une section F i 6 * 3 1 - • 

quelconque par la mesure du diamètre de cette 
section et de la quantité de liquide qui s'écoule dans l'unité de temps. 

Règle de Torricelli. — Pour calculer la vitesse verticale moyenne v 
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à une hauteur h quelconque au-dessous de la surface libre, admet
tons que les frottements sont nuls. Écrivons que le travail se retrouve 
sous forme d'énergie cinétique. Considérons un volume ABCD quand 
l'état permanent est atteint. Il passe au bout d'un petit temps dt à 
la position A'B'C'D'. Le travail accompli correspond au passage 
de la petite masse dm = SVSdt = Zvsdt de ABA'B' en CDC'D'; 
S représente la masse spécifique du liquide. Le travail a pour expres
sion §gvs . hdt = ghdm. L'accroissement d'énergie cinétique est 

car par hypothèse dans chacune des tranches considérées les vitesses 
vraies des divers filets sont sensiblement égales et verticales. 

Écrivons que l'énergie se conserve : 

~2 {v> — V*) = ghdm, v, — V 2 = 2gh. 

Mais V est petit devant v, puisque s est petit devant S; à fortiori 
V 2 est négligeable devant u 2 . Donc on peut écrire : 

v = \[2gh; 
c'est la règle de Torricelli. La vitesse est la même que si l'élément de 
volume CDC'D' considéré tombait verticalement en chute libre à partir 
de la surface libre supérieure du vase. 

L'expérience prouve la parfaite exactitude de cette règle, à la con
dition qu'on l'applique précisément dans les conditions exigées par 
les hypothèses. Or ce n'est qu'à partir de la section contractée s3 que 
les vitesses des divers filets peuvent être considérées comme égales 
et verticales. C'est donc à partir de cette section que l'équation s'ap
plique. 

SI. Forme de la veine. Causes de la contraction. — Le 
débit Q est le même à travers toutes les sections de la veine ; donc 
nous avons Q = vs — Cte; v est la vitesse verticale moyenne. Nous 
ne pouvons déduire de cette condition et de la règle de Torricelli la 
loi de variation de s en fonction de h, que si le raisonnement précé
dent s'applique, c'est-à-dire si la vitesse vraie est peu différente de 
la vitesse verticale moyenne. Nous aurons alors : 

a = Q : u = Q : \j2gh . 

L'aire de la section de la veine diminue en raison inverse de \lh, et 

par conséquent le diamètre en raison inverse de la racine quatrième 
i 

de h. Si h passe de 1 à 2, le diamètre passe de 1 à 2 T = 0,84. La 
veine est donc légèrement conique au delà de la partie contractée, ce 
que l'expérience nous a appris. 

Mais on ne pourrait calculer ainsi la diminution brusque de dia-
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mètre qui se fait à la sortie du vase et que nous avons appelée con
traction. Le raisonnement ne s'applique plus ; les vitesses des divers 
filets constituant la veine ne sont pas, même approximativement, 
verticales ni égales. 

On peut facilement mettre en évidence le rôle de la tension super
ficielle pour contracter la veine comme ferait un ajutage. En 
effet, la contraction est plus petite quand la tension du liquide est 
elle-même plus petite. La veine est alors plus large, le débit par 
conséquent plus grand pour une même hauteur hl du liquide au-des
sus de l'orifice. Ainsi, pour l'alcool, le débit est plus grand que pour 
l'eau. 

Il ne faut pas croire que la diminution de la tension change la 
vitesse en fonction de la distance h de la surface libre à la section 
contractée : celle-ci est toujours donnée par la règle de Torricelli. 
Mais pour l'alcool, tout se passe comme si l'orifice était plus large 
que pour l'eau, les vitesses restant les mêmes : c'est encore comme 
si on modifiait la forme de l'ajutage. 

Naturellement on augmente le débit en évaporant auprès de la 
veine un liquide qui, se mélangeant avec le liquide formant la veine, 
diminue sa constante capillaire; en évaporant par exemple de l'éther 
auprès d'une veine aqueuse. 

La tension superficielle n'est ni la seule cause, ni la plus impor-

Fig. 32. 

tante de la contraction. Celle-ci provient surtout de ce qu'à l'inté
rieur du vase le liquide ne descend pas verticalement, mais se pré
cipite aussi vers l'ouverture dans des directions obliques. La figure 32 
montre comment il en résulte une contraction de la veine. Si le 
liquide tient des poussières en suspension, on peut suivre par leurs 
trajectoires la direction des vitesses. Elles sont parallèles loin de 
l'orifice, puis elles s'infléchissent. On conçoit que vers les bords de 
l'orifice, les vitesses extérieures sont inclinées sur la normale. 

Il résulte de là qu'on peut modifier considérablement la contrac
tion et par conséquent le débit en modifiant le profil AB du vase. 
Si le profil devient plus concave, tel que B'A', la contraction dimi
nue, le débit augmente. Si le profil devient plus convexe, tel que 
B"A", la contraction augmente et arrive même à être égale à 0,3; le 
débit est moitié de ce qu'il serait sans contraction. 
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52. Sectionnement de la veine. — La veine liquide au sortir de 
l'orifice est calme et transparente; d'abord nettement conique, elle 
devient rapidement presque cylindrique. La longueur de la partie 
limpide est sensiblement proportionnelle au diamètre de l'orifice et 
à la vitesse v1 au niveau de celui-ci (proportionnelle par conséquent 

Mais au delà de cette longueur la veine se trouble. Pour étudier 
ce qui se passe, nous la placerons devant un fond lumineux et la 
regarderons à travers des trous équidistants, percés le long d'une 
circonférence tracée sur un écran circulaire opaque. L'écran est 
entraîné par un moteur et tourne autour d'un axe normal à sa 
surface et passant par le centre de la circonférence. Nous savons 
que si le phénomène à étudier est périodique, et si la vitesse 
angulaire de l'écran est convenable, nous voyons toujours la même 
phase du phénomène; nous avons étudié cette méthode d'obser
vation au § 53 du Cours de Mathématiques sous le nom de Strobos-
copie. * 

Pour une vitesse angulaire convenable, la veine apparaît comme 
immobile, et sa constitution est représentée dans 
la figure 33. Elle se compose de grosses gouttes 
sensiblement de même volume, séparées les unes 
des autres par une goutte beaucoup plus petite. 
Celles-ci sont elles-mêmes séparées par une goutte 
encore plus petite, moins facilement visible. Nous 
concluons déjà de l'immobilité apparente du phé
nomène que les gouttes se succèdent à des inter
valles égaux aux mêmes points ; elles se détachent 
donc périodiquement de la partie continue de la 

Fig 3 3 veine liquide. 
L'explication du phénomène repose sur ce fait 

qu'un cylindre liquide très allongé est une forme 
d'équilibre instable sous l'action de la tension superficielle. Si un 
étranglement commence à se produire sur une section du cylindre, 
la déformation s'exagère, et il se fait une séparation suivant cette 
section. D'ailleurs, pendant la chute libre, la pesanteur ne gêne en 
rien l'action des forces superficielles. 

On montre par une expérience très simple la tendance d'un long 
cylindre liquide au fractionnement régulier. On tend un fil à coudre 
sur un petit arc de métal, on le plonge dans l'huile et on le retire 
horizontalement; il sort couvert d'un cylindre liquide qui se frac
tionne bientôt en gouttes equidistantes. 

Chaque portion du liquide tend donc à obéir aux forces superfi
cielles comme le fait un cylindre, dès qu'elle dépasse la section con
tractée. Dans la portion limpide de la veine commencent à se dessi
ner des renflements et des étranglements régulièrement espacés, dont 

O 
O 

Ó 
o 

ó 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



le profil s'accentue peu à peu, et qui finissent par donner lieu à des 
étranglements complets et à des masses isolées. 

Mais cette striction demandant un certain temps pour se produire, 
temps indépendant de la vitesse de chute, elle ne sera définitive et 
la veine ne sera vraiment discontinue qu'à une distance de l'orifice 
proportionnelle à la vitesse au niveau de l'orifice. Donc la lon
gueur de la partie limpide sera, toutes choses égales d'ailleurs, pro
portionnelle à cette vitesse. De plus, l'expérience montrant que le 
temps employé pour le sectionnement complet est d'autant plus 
grand que le diamètre est plus grand, la longueur de la partie lim
pide sera aussi proportionnelle au diamètre. 

La veine fait entendre un son : ce son résulte du choc périodique 
des masses isolées en lesquelles la veine s'est divisée, contre le corps sur 
lequel elles tombent. Il peut acquérir une très grande intensité, si ce 
corps est une membrane tendue ou, d'une manière générale, peut vibrer 
à l'unisson. On peut démontrer et l'expérience confirme que sa "hauteur 
est proportionnelle à la vitesse vx et en raison inverse du diamètre. 

Nous avons dit que le profil de la veine dans la partie continue 
présente déjà des renflements et des étranglements dont la distance 
est indépendante de la vitesse et proportionnelle au diamètre ; il en 
passe donc par seconde, dans un plan donné, un nombre proportion
nel à la vitesse et en raison inverse du diamètre. Comme chaque 
masse isolée résulte du sectionnement complet là où se trouvent deux 
étranglements consécutifs, le nombre de masses qui se forment par 
seconde et par conséquent qui tombent sur la membrane, est lui-
même proportionnel à la vitesse et en raison inverse du diamètre ; 
la hauteur du son qu'elles donnent par leurs chocs suit donc les 
mêmes lois. Pour voir la veine immobile, il faut que la vitesse du 
disque soit telle qu'il passe par seconde devant l'œil autant de trous 
qu'il passe de gouttes en un point. 

53. Généralisation de la règle de Torricelli. Théorème de 
Bernoulli. — La règle de Torricelli peut être considérée comme un 
cas particulier d'un théorème plus général dû à Bernoulli. Le liquide 
se meut dans un tuyau, et le régime permanent est établi ; chaque 
masse qui s'écoule est immédiatement remplacée par une masse iden
tique et animée du même mouvement. 

Nous supposons le liquide incompressible ; sa viscosité est négli
geable, ainsi que son frottement contre les parois du tuyau; il n'y a 
donc aucune énergie absorbée de ce chef. Enfin la section transver
sale du tuyau varie d'une manière continue. 

Appliquons le principe de la conservation de l'énergie. 
Soient p , s, V la pression, la section, la vitesse au voisinage du 

point G du tuyau ; soient p ' } s', V les mêmes quantités au voisinage 
du point G'. 
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Admettons que pendant le temps dt, la masse DCC'D' vient en 
ABB'A' ; tout se passe donc 
comme si la masse ABCD 
venait en A'B'C'D'. Elle a pour 
expression (en poids) : 

dm = %Vsdt = Ws'dt. 

Elle descend de G J = z — z ' : 
là pesanteur accomplit donc 
un travail dm(z — z'). 

La pression p pousse la 
masse DGD'G' sur la face DG 
d'aire s; la pression p' s'exerce 
sur la face D'C' d'aire s'. Le 
travail de ces pressions est : 

dm 

Flg. 31. 

ps.DA— p's'.WK = (psV—p's'V')dt=^(p —p') 

L'accroissement d'énergie est enfin : — Vs). 

Le principe de la conservation de l'énergie fournit donc la condition 

1 
2-7 (,_,')+iVL=1£-(V'»_V'), 

V< , p 

Si l'on suppose p=p' et V négligeable, il reste : Y" = 2ff(z-z')=2gh; 
c'est la règle de Torricelli. 

Le théorème de Bernoulli suppose tous les frottements nuls. En 
particulier, soit un tube horizontal (z = z') et de section constante; 
si le régime permanent est établi, on doit avoir V = V. Il reste 
p=p ; la pression devrait être la même dans toutes les sections, 
condition qui est infiniment loin d'être réalisée. 

Nous reprendrons la même question d'une manière plus générale 
au chapitre VI, et pour les gaz en Thermodynamique. 

54. Écoulement à travers des tuyaux cylindriques. — Le 
problème de l'écoulement sera résolu plus loin pour les tubes fins et 
les vitesses petites. Pour les tuyaux non capillaires et les grandes 
vitesses, il est difficile de tenir compte théoriquement de tous les 
frottements. On s'est contenté jusqu'à présent de formules empi
riques. 

Soient p et p' les pressions aux bouts du tube de section s que 
nous supposerons cylindrique et de forme quelconque, z et z' les 
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hauteurs de ses deux extrémités, f le frottement total. Admettons le 
régime permanent établi. Ecrivons l'équation d'équibbre, il suffit de 
reproduire le raisonnement fait plus haut § 33. 

Le travail de la pression est : (P—P)> P e n ( lant le temps dt 

nécessaire pour que le poids dm de liquide s'écoule. Le travail de la 
îr est dm(z — z') ; enfin le travail de la force f est : pesanteur 

où V est la vitesse moyenne. 

On a donc : P ^ -f-z — z'=-̂ Ç-, 

quand le régime permanent est établi, c'est-à-dire quand les forces se 
font équilibre. 

Reste à déterminer f. On a trouvé expérimentalement que le frot
tement est proportionnel : 1« à la surface totale du tuyau CL, où C 
est le périmètre de la section, L la longueur totale ; 2° à une fonc
tion <p(V) de la vitesse, qu'on peut admettre de la forme aV -\- AV2. 

P-P' | . C L ( a V + A V 2 ) 4L(aV + AV2) 
o r «8 Do

si le tube est circulaire et de diamètre D. 
Si les deux bouts du tube sont à la même pression, la pente par 

mètre nécessaire pour produire la vitesse moyenne V est en raison 
inverse du diamètre : 

z' aV + AV2 

— = 4 fU . TT~ — * —DT 
Si le tuyau est horizontal, la variation de pression par mètre est : 

P-P' _. , »V + bV 
L ~ * D 

Le problème se pose souvent de la manière suivante : Quel travail 
faut-il dépenser pour vaincre le frottement d'un tube de longueur L 
et de diamètre D , quand on veut recueillir par seconde un volume 
Q = V « de liquide? 

Le travail est : 

S = / V = CLV(aV + AV2) = (aV - f AV2) = (aV-f AV2). 

Remplaçons V par sa valeur, il vient en définitive: 

16.LQ' / 4AQ\ 
X'— uD 3 V + ^ D 2 J ' 

a et A ont été déterminés par l'expérience. 
Le frottement sur les parois n'est pas la seule cause de perte 

d'énergie. Chaque fois qu'il y a rétrécissement ou élargissement 
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brusque dans une conduite, il se produit des remous dont les lois 
sont inconnues et qui absorbent du travail. On en a donné une 
expression globale fondée sur des raisonnements dont il est malaisé 
de dissimuler la faiblesse. Nous n'insisterons donc pas. 

55. Viscosité des liquides. Frottement intérieur. — Les 
hypothèses qui ont conduit aux résultats précédents ne sont que de 
premières approximations. Les frottements de glissement existent au 
sein des liquides. Soit un liquide se déplaçant dans un tuyau cylin
drique qu'il mouille. L'expérience prouve que la couche adhérente à 
la surface du tuyau est parfaitement immobile ; donc la vitesse croît 
quand on passe d'une couche cylindrique à la couche voisine de 
rayon plus petit. Nulle à la surface intérieure du tuyau, elle prend 
sa valeur maxima dans l'axe du tube. Nous pouvons donc réaliser des 
couches voisines de vitesses différentes, entre lesquelles naît un frot
tement : c'est-à-dire que, pour maintenir ces vitesses, il faut dépen
ser un travail. 

La différence essentielle avec le cas des solides, est que les vitesses 
varient, non plus brusquement, mais d'une façon continue. 

Pour définir le frottement qui s'exerce entre deux couches conti-
guës, considérons des couches parallèles pour lesquelles la vitesse v 
varie d'une manière continue. Menons la normale Ox à ces couches; 
la vitesse v est une fonction de la distance x de la couche considérée 
au point 0 pris pour origine : v = f(x). Nous admettons que le 
frottement qui s'exerce à la surface S de séparation de deux couches, 
est parallèle à la vitesse de ces couches et donné par la formule : 

y\ est un coefficient mesurant le frottement intérieur, s est l'aire de 

la surface de contact, le taux de variation de la vitesse nor

malement à cette surface. 
Considérons une surface S! située à une distance dx de la pre

mière. Il s'y exerce un frottement 

La force résultant des frottements et agissant sur le volume de 
surface s d'épaisseur dx et de volume sdx, est la différence de ces 

deux forces, soit : df =r,s dx. 
da? 

Telles sont les hypothèses fondamentales que nous allons appliquer 
à des cas particuliers. 
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La vitesse ne devant pas être infinie pour r = 
soit nul, 

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 

0, il faut que b' 

56. Écoulement dans un tuyau cylindrique rectiligne de rayon R. 
Nous admettons que la pression est constante pour tous les points 

d'une section droite du tuyau. Elle n'est fonction que de la distance 
l de la section droite considérée à l'une des extrémités. 

Décomposons le liquide en tubes élémentaires concentriques de 
rayon r et d'épaisseur dr. 

La vitesse est une fonction de qu'il s'agit de déterminer. 
Entre deux éléments de surface de deux tubes contigus, limités 

par deux sections distantes de dl, le frottement est : 

2 * 7 i r . dl. - ^ r , 

où R est le rayon de la surface de contact. L'accroissement du frot
tement quand on passe à la surface de rayon r-\-dr, est égal à la 
variation de cette quantité, soit : 

Cette variation est la résultante des frottements qui agissent sur 
le volume tubulaire limité, d'une part aux cylindres de rayon r et 
r-\-dr, de l'autre aux sections droites distantes de dl. Elle doit 
être équilibrée par la résultante des forces dues aux pressions qui 
s'exercent sur les sections droites de cet élément tubulaire, l'action de 
la pesanteur étant absolument négligeable dans un tube très étroit. 

La force a pour expression le produit de la surface 2-IZR.dr par 
la pression. Sa variation est égale à 

-¡jj- (27ur. dr .p)dl = 2IZR. dr. ^jj dl. 

TY - r- dp ( d'v , 1 dv\ 
Doulequation -fi- = *("rfp-+ R - 3 7 ) -

Or p est une fonction de la distance l seule, v est une fonction 
de la distance r seule ; donc les deux membres de cette équation sont 
nécessairement constants. Nous devons poser : p = a — bl} où a 
et b sont des constantes : 

/ <Pv , 1 dv \ 
*\-dF+—-ar~)=-b-

L'intégrale générale de cette équation est : 

v = a' -L b' log r — TJ— r*. 
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Écrivons que pour r = R, la vitesse est nulle, ce qui revient à 
écrire que la couche qui est au contact du solide est immobile : 

Calculons le débit ; à travers l'élément annulaire d'épaisseur dr 
et de rayon r de la section droite, il passe dans l'unité de temps 
2-Kr . dr .v de liquide; la quantité totale qui traverse le tube est donc : 

Q=/\.rdrv=^X\(R>-r*)dr = ^ R< = ^ . D<. 

Soit p 0 et p t les pressions aux deux bouts du tube de longueur L; 
on peut écrire : 

/h) n , . «(/>»—Pi) . KPD 4 

y _ 1 2 8 . Y)L ~ 8Y)L
 n— L • 

En définitive, le débit est proportionnel à la quatrième puissance 
du diamètre, en raison inverse du coefficient 7) de frottement intérieur, 
et proportionnel à la variation de pression par unité de longueur. 

Ce sont les lois de Poiseuille. 
Pour l'eau, en unités CGS, n = 0 ,0178. 
Le frottement intérieur diminue très vite quand la température 

s'élève. 

57. Filtration. — La fdtration est assimilable à l'écoulement à 
travers des tubes capillaires. 

Toutefois un fait important est à considérer. 
Il résulte de la théorie précédente que le débit est indépendant de 

la nature de la paroi, pourvu que la couche au contact puisse être 
considérée comme immobile. Faisons écouler plusieurs liquides sous 
la même différence de pression à travers le même tube ; la mesure 
des débits fournit immédiatement les valeurs relatives des coeffi
cients Y). Le produit T)Q est constant. Si nous répétons l'expérience 
sur différents tubes capillaires assez gros, dont les diamètres varient 
par exemple de 0 m m , l à 1 millimètre, nous retrouvons bien pour les 
divers liquides les mêmes n relatifs, quel que soit le tube. 

Mais si nous utilisons des tubes beaucoup plus fins, si nous fil
trons par exemple à travers des parois poreuses, les valeurs rela
tives des 7) trouvés pour les divers liquides dépendent de la nature 
de la paroi. Cette influence a probablement pour origine l'épaisseur 
variable d'un liquide à l'autre de la couche immobile. Cette épais
seur, qui est souvent d'une fraction de micron, peut atteindre pour 
certains systèmes solide-liquide une valeur de quelques microns. 
Tout se passe comme si le tube capillaire était plus étroit : le débit 
diminue, toutes choses égales d'ailleurs ; le coefficient Y) semble plus 
grand qu'il n'est en réalité. L'influence de l'épaisseur de la couche. 
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immobile, négligeable quand le diamètre du tube est supérieur à une 
centaine de microns, ne l'est plus quand ce diamètre est de l'ordre 
de quelques dizaines de microns. 

Pour que les" lois de Poiseuille soient applicables à la filtration, il 
faut que les tubes auxquels on assimile les porosités soient assez 
longs. Sinon les perturbations à l'entrée et à la sortie modifient les 
phénomènes. Cette remarque est applicable aux gaz (voir § suivant). 

58. Ecoulement des gaz à travers les tubes fins. — On peut 
appliquer aux gaz la théorie précédente. Le volume de gaz débité à 
la pression moyenne {p0-\-Pi) ' 2 est donné par la formule : 

n n(Po — Pi) TV 
^ _ 128T)L - U -

Ce qui prouve qu'on peut regarder comme immobile la couche en 
contact avec la paroi. Si la mesure du volume est faite à la pression 
p 0 , on doit appliquer la formule : 

Q1 = Q . ^ d - £ L = T C ^ = ^ - . D ' . 
1 2p 0 256.7)Lp 0 

Pour mesurer les valeurs relatives des coefficients YJ pour divers 
gaz, on mesure les temps t nécessaires pour faire écouler le même 
volume des différents gaz à travers un même tube avec les mêmes 
pressions initiale et finale. Les temps t sont proportionnels aux 
coefficients -n. Si on prend "»5 = 1 pour l'air, on a pour les gaz sui
vants : 

0 Az C02 H 

1,11 0,98 0,81 0,49. 
En valeur absolue à 15°, on a trouvé pour l'air n =0 ,00018 . 
Le coefficient de frottement intérieur est indépendant de la pression. 

Il croît avec la température. 
Nous développerons en Thermodynamique une théorie cinétique qui 

conduit pour yj à une loi de variation proportionnelle à la racine carrée 
de la température absolue. A la vérité, les expériences ont donné, 
pour l'exposant de la température, des nombres compris entre l'unité 
et la valeur 0,5 que veut la théorie. Mais nous verrons qu'elle 
repose sur des hypothèses qu'on peut généraliser sans contradiction. 

On utilise la variation de TI en fonction de la température pour 
mesurer celle-ci. Par exemple, on s'arrange pour que le débit du 
gaz, préparé par électrolyse à l'aide d'un courant invariable, soit 
constant à travers un tube fin de platine ; on mesure la pression 
nécessaire pour produire l'écoulement : elle croît avec la température 
à peu près linéairement. A l'aide de températures fixes (fusion du 
zinc, de l'argent, de l'or) on construit la courbe pression-tempéra
ture; l'étalonnage fait, on dispose d'un thermomètre pouvant servir 
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jusqu'à la fusion du platine et dont les indications ne dépendent pas 
<les modifications physiques de celui-ci. (JOB.) 

59. Entraînement d'un milieu indéfini par un plan indéfini tournant autour d'un axe d'un mouvement sinusoïdal par rapport au temps. — Ce problème ne semble pas avoir d'intérêt, 
mais il peut être résolu complètement et fournit la solution approchée 
du problème pratique du paragraphe suivant. 

Soit 6 = 9„ sin u>t la loi de rotation du plan indéfini. Prenons l'axe 
de rotation comme axe des z, et soit r la distance d'un point à cet 
axe. Je dis qu'une tranche dz du fluide visqueux, situé à une dis
tance z du disque, se déplace en bloc comme si elle était solide sui
vant la loi : b = %e~** sin (ut — K'z). 

Cela signifie que son mouvement est encore sinusoïdal, mais 
d'amplitude rapidement décroissante à mesure que l'on s'éloigne du 
disque (terme exponentiel). Il y a de plus comme une vitesse de pro
pagation V = (Ù : K' ; le mouvement de la tranche située à la dis
tance z a sur le mouvement du plan un retard proportionnel à z. 

Il s'agit de déterminer K et K'. 
Montrons d'abord que l'hypothèse d'un déplacement en bloc de 

chaque tranche dz parallèle au disque est conforme aux hypothèses 
sur le frottement intérieur. Considérons dans la tranche un anneau 
de largeur dr et d'épaisseur dz à une distance r de l'axe. Admettons 
le déplacement en bloc; les seules forces qui agissent sur l'anneau sont 
les deux frottements sur les faces parallèles au plan, puisqu'il n'y a 
pas de déplacement relatif des anneaux formant la tranche. Écrivons 
l'équation du mouvement. 

Soit p la densité du fluide ; le moment d'inertie de l'anneau est : 

2itr*drdz. p. 
D'après le § 55, l'équation du mouvement est : 

2^r3dr .dz.p. -|pr= âirrtfr . Y) . -ĝr dz. 

T 1 . i j v î>29 os9 11 reste la condition : p -^p- = Y) ^^zt » 
qui ne contient plus la variable r, ce qui est d'accord avec l'hypo
thèse. La fonction 9 a bien là forme que nous avons supposée. 
Substituons, en effet, dans l'équation précédente, il vient : 

K = K - V ^ ' 6 = ^ " ^ - a s i n ^ - y / ^ - . * ) . 
Le coefficient d'amortissement K croît quand ri décroît ; c'est évi

dent à priori : si la viscosité est nulle, le fluide n'est pas entraîné 
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par la rotation du plan, l'amortissement est infini. L'amortissement 
croît quand le fluide est plus dense et quand la période est plus petite. 
Si la période devient extrêmement petite, le mouvement devient nul 
tout près du plan. 

La longueur d'onde a pour expression 1 = 2TC : K. Nous devons 
en effet poser : 

KZ = 2iuy; 
elle varie en raison inverse de l'amortissement et dépend de la 
période. 

Travail d'entraînement. — Calculons le travail nécessaire pour 
maintenir en mouvement une portion du plan formant un disque de 
rayon R. La tranche au contact du disque est complètement entraî
née par lui. Le couple dû au frottement sur un anneau de rayon r 
et d'épaisseur dr est : 

Le couple total est : 

Le travail total de ce couple pendant une oscillation est : 

Un calcul facile donne la valeur de la parenthèse ; il vient : 

<b = —2— "-<o % J (— cos cot-|-sin BIT) cos cor. DT = 2" • 

60. Oscillation dans son plan d'un disque circulaire de 
rayon R immergé dans un liquide et tournant sous l'influence 
d'un couple proportionnel à l'écart. — C'est le problème déjà traité 
§ 18, où l'on suppose que la force amortissante est due aux frotte
ments liquides. 

L'équation de mouvement est : 

i-g-+ce + ç(e)=o, 
<p étant la fonction amortissante. 

Le problème est infiniment compliqué. On n'est parvenu à le 
résoudre que d'une manière approchée. On admet que le fluide se 
meut au-dessus et au-dessous du disque comme si celui-ci était indé
fini on néglige les frottements dus au fluide extérieur au cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à l'axe et tangentes au disque. 

On admet enfin que le mouvement du fluide suit les mêmes lois 
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formule qui permet de mesurer les coefficients Y). 
Il faut remarquer que le coefficient f n'est pas indépendant de la 

période; on ne peut pas dire généralement que la présence du fluide 
crée un frottement total proportionnel à la vitesse. Par exemple, 
le frottement n'est pas le même au passage par la position d'équi
libre quand on double l'amplitude, la période restant la même, et 
quand on diminue la période de moitié, l'amplitude restant la même. 
Pourtant la vitesse angulaire a dans les deux cas la même valeur. 

On trouve seulement qu'en divers points d'une oscillation de pé
riode donnée tout se passe comme si le frottement était proportionnel 
à la vitesse. 

61. Entrainement d'un cylindre par un cylindre concen
trique séparé du premier par un liquide visqueux. — Le 
cylindre de rayon R : est entraîné avec une vitesse angulaire uni
forme Ü. Le cylindre intérieur de rayon R0 est supporté par un fil 
métallique AB dont la torsion mesure le couple d'entraînement. On 
demande d'exprimer ce couple en fonction du coefficient r¡ quand le 
régime permanent est établi. 

Nous admettons que le fluide se divise en couches cylindriques 
coaxiales animées de vitesses angulaires constantes <o; u> varie de 0 
pour r = R„ à Q pour r = Rx. Le régime permanent établi, la résul
tante des forces sur chaque couche cylindrique est nulle; ce qui 
revient au même, le couple d'entraînement C sur chaque surface 
cylindrique est indépendant du rayon r. 

sous l'influence des oscillations amorties du disque que lorsque le 
mouvement de ce disque est permanent. 

Dans ces conditions, cherchons l'amortissement o' = A90 : 60. Écri
vons que la perte d'énergie potentielle, au bout d'une oscillation, est 
égale au travail des frottements dont nous connaissons l'expression. 

™A«> _.̂ RSiKMe; A6 0 . rc'R'nKo 

uo 0 aa 0 — 2 ' "uT"— 2G 

puisqu'on a très sensiblement, malgré l'amortissement : 

1 = 2 . ^ . 

Mais le frottement s'exerce sur les deux faces du disque; en défi-

nitive : 6 = — j — 

Cela revient à poser dans l'équation du § 18 : 
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Soit h la hauteur de la couche. Le couple C a pour expression sur 

la surface de rayon r : 

dr 

Intégrons dans l'hypothèse où G est constant, 
— C il vient B. 

Fig. 35. 

Déterminons les constantes B et C par les 
conditions ci-dessus énoncées pour r = R „ et 
^ = 1^; il vient en définitive : 

r _ _ _ 47rr,QRîRg/t 
R 2 —R 3 , ' 

équation qui résout complètement le problème, 
et qu'on peut utiliser pour la détermination de T\. 

L'application de cette méthode fournit les 
résultats généraux suivants : 

1° Le rapport C : Q , et par conséquent le 
coefficient r\, sont effectivement constants, 
comme le veut l'hypothèse du § 55, quand la 
vitesse angulaire est assez petite; 

2° A partir d'une certaine vitesse, les phé
nomènes se modifient très rapidement; tout se 
passe comme si YI croissait avec la vitesse. L'accroissement apparent 
de T) en fonction de Çl, d'abord rapide, est ensuite de plus en plus 
lent. On peut admettre que T) est encore constant, mais les conditions 
de l'expérience sont modifiées : il se produit des tourbillons. 

De même dans les tubes fins, pour de faibles vitesses, les résul
tats sont conformes à l'hypothèse d'un coefficient constant de frot
tement et aux hypothèses accessoires du § 56. Pour les grandes vi
tesses, les lois sont différentes, le coefficient de frottement semble 
croître. Mais il est préférable d'admettre qu'il reste constant et que 
ce sont les hypothèses accessoires qui cessent d'être vérifiées : il se 
produit en effet des tourbillons. 

62. Résistance opposée par les fluides aux déplacements 
lents. — Nous nous bornerons à un cas simple important : chute 
d'une sphère pesante dans un milieu de viscosité T\. Des calculs com
pliqués donnent pour la vitesse V de chute et un corps de densité 1 

(eau) : 

On tire de là 

pour l'air, où 

Supposons 

2 
9 

« = 1,21. 

„ = 1,8.10-*, 

]7£l 
y) 

10e 

(gr = 981). 
a = 5 ^ = 5.10-'. 
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On trouve u = 3millim. sec. environ. Nous aurons l'occasion d'uti
liser cette formule dans l'étude de l'ionisation des gaz. Elle permet 
de déterminer la grosseur des gouttes d'un nuage, connaissant la 
vitesse de chute. 

63. Résistance opposée par les fluides indéfinis aux dépla
cements rapides. — Quand un corps tombe en chute libre, nous 
savons que son mouvement n'est pas uniformément accéléré : il peut 
même devenir uniforme. Cela tient à ce que la résistance de l'air 
intervient comme une force qui croît avec la vitesse. Quand elle est 
assez grande, la résistance de l'air équilibre la pesanteur et la vitesse 
devient constante. Les phénomènes diffèrent beaucoup de ceux que 
nous avons étudiés ci-dessus. 

Quand la vitesse est de l'ordre de 1 à 20 mètres par seconde, ce 
n'est plus la viscosité qui intervient principalement, mais la densité 
du milieu où le corps se déplace ; la résistance n'est plus proportion
nelle à la vitesse, mais au carré de celle-ci. 

Voici par quel raisonnement Newton rend compte de ce résultat. 
On peut admettre que : 1° le corps communique à une certaine 

portion du milieu dans lequel il se déplace des vitesses proportion
nelles à sa propre vitesse; 2° que la masse m du milieu à laquelle 
ces vitesses sont communiquées est, dans un temps donné, propor
tionnelle au déplacement du corps. En définitive, l'énergie dépensée 
par le corps dans le temps dt, énergie qui doit se retrouver dans le 
milieu, est proportionnelle : 

1° à la masse m, et par conséquent de ce chef à la vitesse v du 
corps ; 

2° au carré des vitesses des diverses portions du milieu entraîné, 
et par conséquent à u2 ; 

3° à la densité du milieu entraîné. 
Elle est par conséquent de la forme Kv3dt. 
Soit F le frottement, son travail est Fvdi; nous devons poser : 

Kv*dt = Fvdt; d'où F = Kt>2. 

Par exemple, la résistance que l'air fait éprouver à une sphère est 
donnée par la formule R = 0,027 Si;2, où S est la surface en mètres 
carrés du grand cercle, et v la vitesse en mètres par seconde, R la 
résistance en kilogrammes. Nous pouvons aisément calculer la vitesse 
qu'une sphère, tombant en chute libre, ne peut dépasser. Soit p le 
poids en kilogrammes du mètre cube de la matière dont la sphère 

4 
est faite, son poids P a pour expression P = -g- • •Kr3p. Ecrivons 
P = R; il vient u = 7m,03 \Jrp . La vitesse limite diminue donc à 
mesure que le rayon de la sphère et son poids spécifique dimi
nuent. 
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Calculons les vitesses limites pour des sphères de 1 centimètre de 
diamètre ( r = 0 n , , 0 0 o ) et les corps 

Platine J3 = 21400 k ; Aluminium / 3 = 2600 ; Glace £ = 917. 

On trouve : « = 73 m ' u = 25 m z> = 15 m . 

La vitesse de 13 mètres est la vitesse limite d'un grêlon pesant à 
peu près la moitié d'un gramme 1. 

La résistance de l'air dépend de la forme du corps. Pour un para
chute dans la position d'emploi, on a par exemple : 

R = 0,163. Su», 

où S est l'aire de la projection horizontale de l'appareil : générale
ment, cette projection est une circonférence de 5 mètres de rayon : 
S = 7 8 m 2 5 . Admettons que le poids à soutenir (homme, parachute et 
nacelle) soit 200 kilogrammes. La vitesse limite est inférieure à 
4 mètres. Pour le parachute renversé on a seulement : 

R=0,06oSu 2 . 

Quand la vitesse du corps en mouvement est énorme, de l'ordre de 
quelques centaines de mètres, comme pour les projectiles à la sortie 
de l'arme, les phénomènes sont plus compliqués : la résistance n'est 
pas proportionnelle au carré de la vitesse. On a pu photographier 
des balles de fusil en les éclairant par une étincelle électrique 
qu'elles font elles-mêmes éclater. Le cliché met en évidence l'exis
tence d'une proue et d'une poupe d'air entraîné, dont le volume est 
considérable par rapport aux dimensions du projectile. 

64. Autres applications. — La formule R = 0,084St>2 est appli
cable au calcul de la résistance éprouvée par un plan perpendiculaire 
au sens du mouvement et approximativement par un train; S est 
alors la section maxima des wagons, généralement voisine de 5 mètres 
carrés. Si, par exemple, v est 20 mètres par seconde, S = 5 mètres 
carrés, R = 1 6 8 kilogrammes. Le travail par seconde est : 

168 X 20 = 3 360 kilogrammètres ; 

1 On peut appliquer la formule R = 0,027.Su* aux ballons sphériques et se rendre 
compte des difficultés de diriger un tel engin. La vitesse d'une forte brise est 10 mètres 
par seconde, jun vent fort fait 2 0 m è t r e s , et l'ouragan jusqu'à 4 0 mètres. D'ailleurs, 
5 mètres par seconde donnent 18 kilomètres à l'heure. Faisons le calcul pour cette 
v i tesse , ce qui implique que le ballon ne pourra servir que si la composante de la 
vitesse du vent opposée au déplacement est inférieure à 5 mètres. Soit un diamètre 
de 10 mètres ; S = 78 mètres carrés environ, R=53 kilogrammes. Le travail par 
seconde est 265 ki logrammètres , ce qui représente trois chevaux et demi environ. 
Si on remarque que le rendement des hélices propulsives est faible, que le calcul 
porte sur un ballon de dimensions médiocres , on ne s'étonnera pas des résultats insi
gnifiants obtenus jusqu'au moment où l'on a construit des moteurs très puissants sous 
un faible poids e t trouvé des formes d'enveloppe présentant une moindre résistance 
à l'air. 
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la puissance nécessaire est : 
3360 : 73 = 43 ch. vap. environ. 

On calcule la résistance de l'eau à la marche des navires par une 
formule analogue R = KSu2. K varie de 80 kilogrammes pour un 
avant plat à 3 pour des carènes de formes convenables, S est la 
surface transversale maxima. 

Quand un plan mince de surface S se meut dans un liquide sous 
une inclinaison 9, la résistance normale est de la forme KSv2sin29. 
On explique aisément par cette formule l'action du gouvernail. Soit 9 
l'angle que fait son plan avec le plan vertical passant par la quille du 
navire (longitudinal). Il subit une résistance normale KSt>2sin29; 
d'où résulte une composante normale au plan longitudinal 

KSi>2sin29cos9. 

L'arrière du navire est donc poussé normalement par une force 
sensiblement proportionnelle au carré de la vitesse, et qui croît avec 
l'angle 9 jusqu'à un certain maximum (55°). Pratiquement, cette 
force produit son plus grand effet pour 9 = 40° environ, les hypo
thèses sur lesquelles est basé le calcul précédent n'étant que gros
sièrement approchées. 

Il semble incontestable que les lois de la résistance ne doivent 
dépendre que du mouvement relatif du corps et du fluide. Comme il 
est très difiicile de réaliser un fluide quasiment indéfini animé d'un 
mouvement uniforme, c'est généralement l'objet qui est mobile dans 
les expériences. On a toutefois étudié la résistance produite par les 
fluides en mouvement sur les corps immobiles, en utilisant les 
rivières et le vent. On a toujours trouvé des nombres plus forts que 
dans le cas inverse. On attribue ce résultat à la non uniformité du 
mouvement du fluide. 
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CHAPITRE V 

TRANSMISSION D'UN ÉBRANLEMENT 

A TRAVERS UN FLUIDE COMPRESSIBLE 

65. Définition de la condensation ou de la dilatation. — 
La condensation est mesurée par le quotient de la diminution de 
volume d'une masse par le volume initial de cette masse; la dila
tation est mesurée par le quotient de l'augmentation de volume par le 
volume initial; elle a la même expression que la condensation au 
signe près. 

Quand la condensation y est produite par de petits déplacements 
des éléments constituant un 
fluide, on peut lui donner une 
expression remarquable. 

Soit u, v, w les composantes 
parallèlement à trois axes rec
tangulaires du déplacement d'un 
point par rapport à une de ses 
positions x, y , z prise comme 
repère; a, v, w sont des fonc
tions généralement continues 
du temps et des coordonnées. 

Considérons les points situés 
sur une surface fermée et éva
luons la variation de volume 
quand, par leurs déplacements, 
ils viennent se mettre sur une 
autre surface. Pour simplifier les calculs, prenons d'abord comme 
surface initiale un petit parallélipipède dont les arêtes sont paral
lèles aux axes et ont pour longueurs dx, dy, dz. 

En moyenne, les déplacements parallèles à l'axe des x des points 
qui se trouvent sur la face efgh sont ceux du centre de cette face; 
désignons-les par a. En moyenne, les déplacements des points de la 

Fig. 36. 
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face abcd sont ceux du centre de cette face; ils seront représentés 

par u -{--^^dx. Le nouveau parallélépipède aura donc deux nouvelles 

faces perpendiculaires à l'axe des x dont la distance ne sera plus dx, 

mais dx -f- u - f - d x — u = dx-\--^--dx. 

On démontre de même que les épaisseurs parallèlement aux deux 
autres axes sont devenues : 

Le volume initial était dxdydz; il est devenu : 

**rf<i+£)(«+$)(t+&).. 
Or les dérivées partielles sont par hypothèse de très petites quan

tités; on peut donc écrire le nouveau volume sous la forme : 

En définitive, la condensation y est : 
/ bu . bu . ~dw \ Y \ 15F "r~ by ~ r ~bz" / * 

La quantité entre parenthèses s'appelle la divergence du vecteur 
u, v, w. 

Autre démonstration. Considérons une surface fermée S et défor
mons-la; elle devient S l. Évaluons le chan
gement de volume AV. Soit dS un élément 
de surface pris autour du point A, dn l'élé
ment de normale menée au point A et li
mitée par la surface On a évidemment : 

A V = J f d n d S . 

Soit "k, y., v les cosinus directeurs de la 
Fig. 37. normale; u, v, w le déplacement très petit 

du point A. On a : 
u\ -\- vy. -\- №v = dn. 

A V = JJ(ul-T-vy.-\-wv)dS = Jf(udydz-\-vdzdx-\-wdxdy). 

On peut dire que le changement de volume est le flux à travers la 
surface du vecteur u, v, w (voir partie III du Cours). 

Mais l'intégrale double peut se transformer en une intégrale triple : 
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puisque u, v, w sont des fonctions continues des coordonnées. Or il 
est évident que la variation du volume A V limité par la surface S 
est la somme des variations de volume de ses éléments. 

^ = -ffffàxdydz; d'où Y = - ( b x + ^ + ^ ) -

En Électricité, on rencontre à chaque instant de pareilles transfor
mations d'intégrales de surface en intégrales de volume, et récipro
quement. 

66. Pression ou variation de pression résultant d'une condensation. — Elle dépend essentiellement des hypothèses faites sur 
la nature du fluide. 

1° Supposons une masse gazeuse variant de volume à température 
constante. On a alors : pv = O 8 . 

pAt)-)-«A/) = 0, — 4r=ï = "̂f >' AP=P1-

2° Supposons une masse gazeuse variant adiabatiquement de 
" volume. La loi à appliquer est alors : 

pv^ = C, log/, + - £ l o g o = C». 

A/) , C As C 
—t-A = 0, A D = —pv. 

p ' C V c > 
3° Supposons enfin un liquide. Le coefficient de compressibilité x. 

est défini par l'équation (§ 33) : 
V = V . [ 1 - * ( / > - / > , ) ] , 

où V0 est le volume sous la pression atmosphérique p 0 . On tire de là : 

A V A A 1 

V - = ^ P , A ^ = — • y . 
D'une manière générale, l'accroissement de pression kp qui résulte 

de la condensation est proportionnel à cette condensation; nous 
l'écrirons Ajo = 7CY. 

67. Propagation d'une onde plane dans un tuyau cylindrique indéfini. — Considérons un tuyau cylindrique indéfini; 
prenons pour axe des x une parallèle au tuyau; admettons que les 
déplacements v et w sont nuls, et que le déplacement u parallèle à 
la longueur du tuyau est fonction de x seul. Les particules de fluide 
qui sont d'abord sur une section droite du tuyau restent donc tou
jours sur des sections droites. 

On dit que l'onde est plane et perpendiculaire à l'axe des x. 

La condensation Y = K—• est une certaine fonction de x. 
I Ox 
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Considérons dans le tuyau une tranche AB limitée par deux sections 
droites distantes de dx. Au voisinage de A la condensation est y et 
l'accroissement de pression wy ; au voisinage de B- la condensation 

est y-\--^^dx et l'accroissement de pression est 7 t ( y - J - d x ) . 

A B Fig. 38. 
Soit o- l'aire de la section droite. La résultante des forces qui 

agissent sur le volume ndx et sur la masse çadx ( p étant la densité) 

est donc — - K ^ - d x - a . 
ox 

L'équation qui régit les petits mouvements est, en définitive : 

b2u by b2u 

fbl 2" — — *"5F — * b ^ -

Posons V = < 1 TC 

P 
1" +• " -4. . fT2 0 ' " 

1 équation s écrit : - g ^ - = V jj^r-
Suivant les cas, la quantité V gui a les dimensions d'une vitesse, 

prend les valeurs suivantes (§ 66) 

gaz se comprimant isothermiquement, V = ^ S - ; 

gaz se comprimant adiabatiquemeut, V = t / — . P ; 

y c p 

liquide compressible , V = y/_L- . 
68. Intégration de l'équation différentielle par des fonctions arbitraires. — L'intégrale générale de l'équation aux dérivées 

partielles est 1 : 
(1) u=f(Yt + x)-\-¥(Yt — x). 

1 Nous recommandons instamment au lecteur l'étude des paragraphes suivants. Elle 
est indispensable pour se faire une idée nette du rôle des équations aux dérivées par-i 
tielles en Physique. Nous choisissons intentionnellement la méthode d'intégration par 
fonctions arbitraires quoique plus l o n g u e , d'abord comme plus générale , puis pour 
forcer à réfléchir sur l'indétermination spéciale des solutions que fournit une équation 
aux dérivées partielles. 
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f et F sont des fonctions à déterminer pour satisfaire aux condi
tions initiales. On a en effet : 

| ^ = r(V* + *) + F " ( V ' - * ) , 

V'[r (V* + x) + F'(V* - x)], 

f" et F" désignent les dérivées secondes de f par rapport à la 
variable \t-\-x et de F par rapport a la variable Vf — x. 

Voici comme exemple la solution du problème fondamental. 
On se donne au temps £ = 0, dans un tuyau indéfini, un certain 

ébranlement limité par les sections droites x, et x2. Entre —oc et x1 

le milieu est en équilibre : 
ox ' ot 

Il en est de même entre x2 et -f-oc. Entre xt et x2 on se donne au 

temps ¿ = 0, en fonction de x, la dilatation -^^ = y(x) et la vitesse 

-̂ -=tj/(a?). Les fonctions <p et <{/ sont donc identiquement nulles, 

sauf quand la variable est comprise entre les valeurs xx et x2. 
On demande comment l'ébranlement se propage, le fluide étant 

abandonné à lui-même. 
Dérivons l'équation (1) par rapport à a; et par rapport à t; 

faisons t = Q dans les expressions obtenues et écrivons qu'elles 
sont identiquement égales à <p(a?) et à ty(x) ; il vient : 

(2) /»_F'(-0 = ?(*), (3) \[f{x) + F(-x)] = Xx). 

2f'(x) = 9(x) + -1 , 2 F ' ( - x) = - 9(x) + 4 №). 
Les fonctions f'{x) et F'(—x) sont donc parfaitement déterminées. 

En particulier, f est identiquement nulle pour toutes les valeurs de 
la variable x qui ne sont pas comprises entre xx et x2; F' est identi
quement nulle pour toutes les valeurs de la variable (ici — x ) qui 
ne sont pas comprises entre —x^ et — x 2 . En effet, les seconds 
membres sont identiquement nuls pour toutes les valeurs de x qui 
ne sont pas comprises entre xY et x2, d'après les hypothèses faites 
sur les fonctions ç et v|>. 

D'une manière générale, le mouvement u est la résultante de deux 
mouvements définis par les fonctions f et F. Il est clair que les don
nées du problème ne fournissent que les dérivées f et F', les fonc
tions f et F ne sont connues qu'à une constante près. Nous verrons 
tout à l'heure le sens de cette constante. 

Cherchons d'abord comment se propagent les condensations ou 
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les vitesses. En particulier, étudions leur distribution au temps t que 
nous prendrons d'abord (x2 — a ? i ) V . 

Je dis que pour les x~^>x2 les condensations ou les vitesses ne 
seront différentes de 0 qu'entre les abscisses x\ = xx - j - Vt et 
x' 2 = x2-\-Yt ; elles dépendent uniquement de la fonction F'. En 
effet, f est identiquement nulle pour toutes les valeurs de la VARIABLE 
supérieure à x2 ; elle est donc certainement nulle pour tous les points 
dont les ABSCISSES sont supérieures à xt, puisque dans f la VARIABLE 
a généralement pour expression Yt - j - x et que t est positif. 

Quant à la fonction F", elle est nulle sauf entre les valeurs — x 1 

et —Xz de la VARIABLE qui a pour expression Yt — x. Les limites 
entre lesquelles les condensations et les vitesses ne sont pas nulles 
sont fournies par les conditions : 

X i • — 3?j | ~^^Éy X g — 3?2 | 1 "V'ty 3?2 *~~~ • X 2 — X 

La fonction F' a constamment la même valeur au temps 0 pour 
l'abscisse x3, et au temps t pour l'abscisse x'a = xa -\- Yt. 

Donc les vitesses et les condensations définies par la fonction F' 
se propagent vers les x croissants avec une vitesse constante Y. 

On démontrerait absolument de même que les vitesses et les con
densations définies par la fonction f se propagent vers les x décrois
sants avec une vitesse constante Y. 

Les vitesses et les condensations définies au temps 0 entre les 
abscisses xx et x2 peuvent donc être considérées comme la superpo
sition, d'après le principe des petits mouvements, de deux systèmes de 
vitesses et de condensations, séparément définies par les fonctions 
complètement déterminées f' et F', qui se propagent à partir de ce 
moment dans des directions opposées. 

69. Cas d'une onde unique. — Il peut arriver qu'une des deux 
ondes précédemment définies manque : l'une des fonctions f ou F' 
est identiquement nulle, même entre les valeurs xx et xt de la 
variable. Il faut pour cela qu'il existe entre les fonctions (p et § une 
certaine relation. 

Réécrivons les équations (2) et (3) : 

nx)-F(-x) = 9(x) = {^\__o, 

y [ r [ x ) + F(_*)] = «*) = (^-)(=o. 

F' existe seule et tout se réduit à une onde se déplaçant vers les x 
croissants, si l'on a identiquement : 

-*(&L-(&)...=vr-
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La vitesse de chaque tranche dans l'ébranlement initial imposé est 
alors proportionnelle à sa condensation. Bien entendu, l'ébranlement 
défini par la fonction F satisfait à cette condition ; on a en effet : 

u = F(\t-x), |f = V F ' ( V * - * ) , -jg- = - F ' ( V < - * ) , 

' 0 3 5 ht 
De même f existe seule, et tout se réduit à une onde se déplaçant 

sans modification et d'un mouvement uniforme vers les x décrois
sants, si l'on a identiquement : 

lhu\ /bu 

C'est la même condition que plus haut, mais les vitesses sont chan
gées de signes. L'ébranlement défini par la fonction f satisfait bien 
entendu à cette condition : 

u=/Vv7 + *), * £ = W + *), %z = rçvt + x), 

_v T =v^=4g- . 
' hx ht 

70. Détermination complète des fonctions / et F, — Les 
fonctions f et F ne sont déterminées qu'à une constante près. En 
effet, quand le milieu est en équilibre, u n'est pas nécessairement 
nul; il suffit qu'il soit constant. Le passage de l'onde en un point 
laisse ce point généralement déplacé; il ne revient pas nécessaire
ment à sa position initiale, qui n'est pas plus une position d'équilibre 
que toute autre position. 

De ce qu'au début on imagine le milieu en équilibre sauf entre x1 

et x2, il est impossible de poser u = 0 hors de ces limites. On doit 
seulement poser u constant. 

Supposons que l'onde F parte d'une abscisse négative grande, que 
l'onde f parte d'une abscisse positive grande et que leurs déplace
ments avec la vitesse constante V les amènent à se croiser à l'origine 
des temps précisément entre les abscisses X j et x2. Elles continuent 
ensuite leurs chemins. Nous retrouvons sous une autre forme préci
sément le problème traité ci-dessus. 

Mais au temps ¿ = 0, un point d'abscisse comprise entre — o c et xt 

a été traversé par l'onde F qui l'a déplacé de u0; il sera traversé 
ensuite par l'onde f qui le déplacera de u'0. En admettant que son u ait 
été nul avant le passage des ondes (ce qui est d'ailleurs purement arbi
traire), il est H* au temps t = 0 ; il devient u0 -f- u'0 après un temps 
suffisant. 

De même l'u d'un point situé entre x2 et - | -oc devient u'0 à l'ori-
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 7 
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gine des temps (du fait du passage de l'onde f), et « 0 - | -u ' 0 au bout 
d'un temps suffisant. 

En définitive, pour un temps négatif grand, u = 0 identiquement; 
pour un temps positif grand, u — u0-\-u'0 identiquement : tout le 
tuyau est en équilibre. Au temps t = 0 , u=uu entre —cr- et x1\ 
u — u'0 entre x2 et -)-oc. 

Il s'agit de déterminer les déplacements u„ et u'„. 
L'intégration des équations (2) et (3) donne : 

2 f ( * ) = X 1

X ^ D X + v X * № D X -

2Y(-x) = -X\(x)dx+ y X T

X ^ D X + 2uo-

en admettant les hypothèses précédentes et en posant : 

J X I 9{x)dx=A, T J X I ^{x)dx=B; 2 « ' 0 = A + B, 2II0 —A —B. 

En effet, au moment où l'onde est localisée dans l'intervalle x¡ x2, 
f(x) — u'0 pour x^>x.,\ d'où la condition A-f -B = 2u'„; pour 
x<^xlt /'(a,-) = 0 identiquement et corrélativement les intégrales sont 
nulles. De même F(—x) = u„ pour x<^x1 et F(—x) — 0 pour 
x~^>x.¿; d'où la condition — A - | - B- \ -2u 0 -= 0. 

Le problème est donc complètement résolu, puisque les intégrales 
A et B nous sont complètement connues. 

Si l'on se donne à l'origine des temps les déplacements u=.y(x) 
et les vitesses des tranches, la solution s'obtient aisément en sui
vant une marche analogue. Bien entendu, il faut laisser indéterminés 
au début les déplacements hors l'intervalle x1 x.,, où nous savons 
seulement que « est constant. 

71. Piston fermant l'extrémité d'un tuyau et animé d'un 
mouvement quelconque. — Considérons l'ébranlement précédem
ment défini, réduit à la partie représentée par la fonction F par 
exemple ; ou, ce qui revient au même, considérons l'une des ondes. 
Quand elle parvient à la tranche d'abscisse x0, celle-ci subit des 
déplacements représentés par : 

u = F{Vt — xB). 

Rien ne nous empêche de supposer que le plan d'abscisse x0 limite 
un piston, auquel nous imprimons précisément le mouvement 
u = F ( V ¿ — x0). Il est clair qu'au delà de ce piston les phénomènes 
seront identiquement les mêmes que si le piston n'existait pas et si 
l'onde venait d'en deçà. Donc, quand nous imprimons à un piston 
formant la section droite d'un tube cylindrique un déplacement repré
senté par u = F(t) en fonction du temps, nous créons dans le tuyau 
une onde qui se déplace sans déformation et avec une vitesse cons-
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tante. Le mouvement d'une tranche quelconque est donné par l'équa

tion : 

Si le déplacement du piston se fait suivant une loi périodique, 
toute tranche est animée d'un mouvement périodique avec un retard 
qui, évalué en temps, est égal à x : V ; x est la distança de la 
tranche considérée au piston. 

72. Vitesse de propagation. — V est la vitesse de propagation 
uniforme. L'expérience montre que les gaz transmettent le son en se 
comprimant et se dilatant adiabatiquement. C'est donc la formule Z 

qu'il faut employer. Elle est homogène, puisque p représente une 
force par unité de surface (MLT~2. L~ 2), p une masse par unité de 
volume (ML - 3 ) . Appelons p 0 une certaine pression dans le système 
du kilogrammètre, D 0 le poids spécifique ou la masse spécifique 
(exprimée par le même nombre dans ce système), sous la pressionp 6 

et à la température 0". D'après les lois de Mariotte el Gay-Lussac : 

П „ D " 1 

D = ^ - ^ T + ^ t : -
Dans le système du kilogrammètre, la formule devient : 

formule déjà donnée au § 126 du Cours de Mathématiques. 

73. Phénomènes de réflexion. — Considérons les cas fonda
mentaux des § 127 et 128 du Cours de Mathématiques, et légitimons 
les énoncés généraux du § 137. 

RÉFLEXION SUR UN MUR INVARIABLE. — Le mur est à l'origine des 
coordonnées ; nous envoyons dessus une onde définie par l'équation ; 

u=fÇJt + x). 
Dire qu'il y a réflexion, c'est dire qu'il faut adjoindre au mouve

ment incident un autre mouvement se propageant en sens contraire, 
et tel que par la superposition des deux mouvements la tranche 
d'abscisse 0 reste immobile. Le mouvement réfléchi est évidemment : 

U l = -f(Vt-x). 

Pour x = 0 , on a identiquement и - j - н, = 0. D'ailleurs, H , satisfait 
à l'équation différentielle du § 64. 

Considérons deux points d'abscisses xy et — x t . Au temps t le 
déplacement du point d'abscisse xu envisagé comme subissant 
l'ébranlement incident, est u = /'(V*-|-:r1); au même temps t le 
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déplacement du point d'abscisse —a?,, envisagé comme subissant 
l'ébranlement réfléchi qu'on suppose exister même au delà du mur 
réfléchissant, est u, = — f\Yt— (—a;,)] = — f { Y t - { - x , ) . Donc on 
peut supprimer le mur réfléchissant et considérer le tuyau comme 
indéfini, à la condition de faire intervenir deux ondes se propageant 
en sens inverses, les déplacements ou les vitesses dans l'onde ajoutée 
étant exactement symétriques des déplacements dans l'onde primitive, 
par rapport au mur réfléchissant. C'est la règle du § 137 du Cours 
de Mathématiques. Ces ondes se pénètrent suivant la loi des petits 
mouvements : les points d'abscisse 0 restent immobiles. 

Les condensations dues aux deux ondes sont généralement : 

Elles sont toujours égales pour x = Q. C'est un corollaire de la 
remarque générale du § 69. Quand, sur deux ondes qui se propagent 
en sens inverses, les vitesses sont égales et de signes contraires, les 
condensations sont égales et de même signe. 

RÉFLEXION SUR UN MILIEU INDÉFINI OÙ L'ON SUPPOSE QUE LA PRESSION 
RESTE CONSTANTE. — Il faut adjoindre à l'ébranlement incident un autre 
ébranlement se propageant en sens contraire, et tel que, par la 
superposition des deux ondes, il y ait condensation nulle aux points 
d'abscisse 0. Ce nouvel ébranlement est évidemment : 

U l = f(Yt-x). 

On a, en effet : 

Il =n\t + x), =-r(Vt-z); 

et par conséquent, quel que soit le temps, 

Il est identique à l'ébranlement réfléchi du cas précédent, sauf 
qu'à chaque instant les vitesses de toutes les tranches sont de sens 
contraires. 

Ainsi quand la réflexion se fait sur un milieu où, la pression 
devant rester constante, la condensation doit toujours être nulle, on 
peut supposer le tuyau indéfini, à la condition d'ajouter une nouvelle 
onde se propageant en sens contraire de la première; les déplace
ments ou les vitesses dans les deux ondes sont à chaque instant 
égaux et de même sens sur deux tranches qui sont à la même dis
tance de part et d'autre du plan de réflexion. 

C'est la règle du § 137 du Cours de Mathématiques. Les deux 
ondes se pénètrent suivant la loi des petits mouvements ; la tranche 
d'abscisse 0 ne subit aucune condensation. Le déplacement résultant 
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n'y est évidemment pas nul, puisque les déplacements dus aux deux 
ondes sont toujours de même sens. C'est un corollaire de la remarque 
générale du § 69. Quand, sur deux ondes qui se déplacent en sens 
inverses, les condensations sont égales et de signes contraires, les 
déplacements ou les vitesses sont égaux et de même signe. 

74. Représentation d'une fonction d'une variable t par une série de sinus et de cosinus. — On sait qu'une fonction 
arbitraire F(/) donnée entre deux limites tx et t2 peut toujours se 
développer en une série de sinus et de cosinus. Si cette fonction est 
périodique et de période T = 1 : N, on choisira pour limites du 
développement deux temps t¡ et t2 distants d'une période. Posons 
u = 2 - : T = 2-N ; la série prendra l'une des formes équivalentes : 

F(t) = A, sin ut - | - A 2 sin 2(¿t -\- -\- A„ sin niùt -\--)- B0 -\- B, cos ut -\- B, eos 2bit -\- -f- B„ cos m¿t -\-
F(/) = 60-1-3!sm (w¿ — *i) -\- a2 sin (2bit — a2) -\--|- a„ sin [tibil — a„) -|-

La fonction périodique F(t) est représentée par ces séries pour 
toutes les valeurs du temps, puisque la série vaut pour une période T 
et que le second membre est périodique et admet comme le premier 
par hypothèse T pour période. 

On a, pour déterminer les A et les B, les équations (§ 164) : 

2 f 2 /*T 

A „ = r j r / sin nbit. F(t)dt, B„ = -?p- / cos nui . F(t).dt. 

Connaissant A„ et B„, on calculera a„ et a„ par les formules : 

al = A : + Bi, tg*„ = — B„:A B . 

C'est la possibilité de ce développement qui permet de dire : qu'un 
son périodique quelconque peut toujours être considéré comme la 
somme de sons simples dont les nombres de vibrations par seconde sont 
double, triple, quadruple... du nombre de vibrations de l'un d'eux. 
Le son le plus grave s'appelle fondamental ou premier harmonique; 
les autres s'appellent second, troisième,... harmonique. 

Cette équivalence algébrique se transforme en une équivalence 
physique, quand le principe des petits mouvements est applicable. 
On peut dire alors qu'un corps dont les points se déplacent suivant 
une loi périodique quelconque peut être envisagé comme émettant 
simultanément une série de sons simples harmoniques. Il pourrait 
les émettre séparément; il peut aussi les émettre simultanément : les 
mouvements de chaque point sont alors les résultantes des mouve
ments dus à chacun des sons simples envisagés comme indépendants. 

Le principe des petits mouvements s'applique chaque fois que les 
équations différentielles du mouvement sont linéaires, l'intégrale géné-
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rale étant alors la somme des intégrales particulières. Il en est ainsi 
quand les déplacements sont petits, parce qu'alors la force qui ramène 
les points à leur position d'équilibre est proportionnelle au dépla
cement. 

Il peut arriver qu'un corps émette simultanément plusieurs séries 
formées chacune d'un fondamental et de ses harmoniques. Comme 
cas particulier, ces séries se réduisent à un seul de leurs termes; 
on dit alors que le corps émet un son complexe dont les sons simples 
composants (sons partiels) ne sont pas harmoniques. 

Un accord est un son complexe rentrant dans le cas le plus géné
ral; comme cas particulier, il peut ne se composer que d'un petit 
nombre de sons simples. Mais un accord donné sur le piano, par 
exemple, se compose d'autant de séries qu'il y a de notes. 

75. Mouvements périodiques. Intégration de l'équation 
différentielle par des séries trigonométriques. 

L équation ~ W = Y OOR 

étant linéaire, l'intégrale générale est la somme des intégrales par
ticulières. Le mouvement 

u = u0 sin 2-71 ( 
avec la condition ~k = VT et où n est un entier quelconque, satisfait 
l'équation; une série trigonométrique la satisfait aussi. D'après la 
proposition du paragraphe précédent, tout mouvement périodique 
d'une tranche est représenté par une série trigonométrique où n varie 
de 1 à oc ; donc la loi de propagation de ce mouvement est obtenue 
en remplaçant sous les signes sin et cos 

I¿t = 2- ~Y par 2-̂ -̂ i ir)' 
76. Phénomènes de réflexion dans le cas d'un ébranle

ment périodique. Ondes stationnaires. — On en trouve la 
théorie aux § 137 et 143 du Cours de Mathématiques. 

77. Pression exercée par une onde sur le plan réfléchis
sant. — Avec les approximations que nous avons faites, la pression 
moyenne sur le plan réfléchissant est égale à la pression initiale p 0 . 
Il y a, en effet, parfaite symétrie entre les condensations et les dila
tations. L'expérience montre cependant que si l'amplitude n'est pas 
négligeable devant la longueur d'onde, une onde qui se réfléchit pro
duit une pression ; il faut donc faire intervenir des termes d'ordre 
supérieur dans l'expression de l'accroissement de pression. Posons 
e = C : c. 
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Si la déformation est adiabatique, on a : 
p _ 1 bu , (bu Y 

\ 1 + ôa? J 
Nous avons encore approximativement (Cours de Math., § 140) : 

. ~ t . X OU TC . - t TZX 

и — un sin 2т: sin те -т-, g -̂ = u 0 -y sin 2R. т̂ - cos -y-
ce qui suppose un nœud pour x = 0 . 

Au voisinage du nœud, la pression moyenne est : 

La pression au voisinage du ventre reste évidemment J9„ ; enfin la 
pression moyenne entre deux nœuds est : 

u2—2 

A + / V ( e + l ) - g £ r • 
La pression moyenne est donc plus grande aux nœuds qu'aux 

ventres ; cette différence explique, outre les répulsions, l'existence de 
courants gazeux qui vont des nœuds vers les ventres. 

78. Propagation d'une onde sphérique. (Poisson.) — Nous 
allons traiter le cas où l'ébranlement est dû à la déformation d'une 
sphère. Par raison de symétrie, les déplacements и des points du 
milieu se font suivant des droites passant par le centre О de la sphère 
puisante et sont identiques sur chacune des surfaces sphériques de 
centre 0 . 

Appelons r le rayon de la surface considérée; 
и est une fonction Y(t,r) du temps et de ce 
rayon. La condensation y est, elle aussi, une 
fonction de r et de t. 

Considérons un petit volume DV compris 
dans un cône d'angle solide ь> et entre deux 
sphères de rayon r et r-\-dr. On a dV = cor2d> 
d'après la définition de l'angle solide. Soit p la F i g . 39. 
densité du milieu. L'accroissement de pression 
sur la face AB de la sphère r est тсу ; la force est ur 5 . тгу (§ 66) ; 
l'accroissement de pression sur la face CD est : 

la force est: 

co(r -(-(7/')2-(у-|--^-с?Г) = ( o r s . тсу -f- 2(ÙNZVDR -f- cor2 . 7T^-d>. 

Il faut maintenant tenir compte des pressions sur les faces laté
rales. Admettons, pour simplifier le calcul, que le cône élémentaire 
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considéré est circulaire ; soit 9 l'angle au sommet compris entre les 
génératrices et l'axe de cône. La longueur de la circonférence AB est 
6,28.9/* ; la surface latérale du petit volume est 6,28 . 9raV. La 
pression totale qui s'exerce normalement est 6,28 . 9rd> . ity ; enfin 
la composante radiale de cette pression est 6,2892raV7-;y. Reste à 
connaître la relation entre 9 et t > ; on démontrera facilement que l'on 
a G) = 3,14 . 92. En définitive, la résultante radiale des pressions qui 
s'exercent sur la surface latérale est 2wr . iry . dr. 

Faisons la somme de toutes les composantes radiales et écrivons 
l'équation du mouvement : 

b2u ôy b2u by 

Reste à évaluer y en fonction du déplacement. 

Le volume dV est compris entre deux sphères de rayons r et 
r -f - dr. Après déplacement, les rayons deviennent r -|- u et 
r -\- dr -(- u H-"^7 dr. La variation du volume dV est : 

î>.dV=lK(r + uy(dr-\- l"r dr)-k^dr = ^ d r ( K \ U

r +-^-). 

S . d V I bu , 2 u \ 
ï = dT~==~\lïF'~~r~)m 

La condensation n'a plus la même expression que pour les ondes 
planes ; c'est évident à priori. En effet, donnons à toutes les tranches 
d'un tuyau le même déplacement, la condensation reste partout 
nulle. Donnons maintenant le même déplacement à toutes les sphères 
concentriques; pour les sphères de grand rayon, tout se passe comme 
si c'était des plans : la condensation reste nulle. Mais il n'en est plus 
de même pour les sphères de petit rayon. Si j'agrandis, par exemple, 
tous les rayons de la même quantité, j'aurai une dilatation infinie au 
centre et qui diminue à mesure que grandit le rayon des sphères 
considérées. 

En définitive, l'équation de la propagation de l'ébranlement devient, 
en posant V 2 = 7 r : p , 

b*2 — V br \ hr ^ r ) • 

L'intégrale générale est : 

u = i r F ( V * - r ) + J F ' ( V / - r ) . 

v = ^L = J r F { V t - r ) + Y

rV(Yt-r). 

1 
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Nous pourrions aussi prendre une fonction arbitraire de la forme 
f[Yt-\-r)\ nous limitons pour l'instant notre discussion à l'onde 
divergente ou centrifuge. 

79. Discussion du mode de propagation fourni par l'équa
tion précédente. Les limites de l'ébranlement se transportent 
avec une vitesse constante. — Supposons qu'au temps 0 le mouve
ment soit compris entre les sphères de rayons r, et r]. La fonc
tion F et ses dérivées sont nulles pour toutes les valeurs de la variable 
(V/ — r) qui ne sont pas comprises entre — r \ et — r2. Pour un 
temps t quelconque, il faut, pour que F et ses dérivées ne soient pas 
nulles, compenser, dans la variable (Yt— r), l'accroissement de 
Yt par un accroissement de r. Au temps t le mouvement sera com
pris entre deux sphères de rayons r\ et r'2, tels que l'on ait : 

Yt — rJ

1 = — ri, Yt— r'2 = — r 2; 

r\ = ri-\-Yt, r ' 2 = r 2 + V f ; r\ — r\=r2 — r,. 

Tout cela revient à dire que les limites de la perturbation se pro
pagent avec une vitesse constante : cela ne veut pas dire que la per
turbation reste inaltérée à l'intérieur de ces limites. 

La condensation se propage inaltérée au coefficient 1 : r près. 

On a en effet : y = ^ F"(Yt — r) ; 

le produit yr a la même valeur pour r = r , au temps 0, et pour 
r=rl-\-Yt au temps t. 

Il faut bien remarquer en quoi consiste cette inaltération. A pro
prement parler, c'est une modification notable. Considérons un ébran
lement limité d'abord par les sphères de rayons rx = 1 et r2 = 2 ; 
au bout d'un certain temps il est, par exemple, limité par des sphères 
de rayons r', = 101 et r'2 = 102. L'équation précédente nous apprend 
que l'on a : 

1 V i = Y ' i r ' i » y! = 101 .y'i. 

y2r-2 = y> ' 2 , y2 = 51.y' 2 . 

Nous sommes toutefois assurés que la condensation ne changera 
pas de signe; de condensation elle ne deviendra pas dilatation. 

La vitesse des tranches concentriques de l'ébranlement peut chan
ger de signe du fait de la propagation. 

On a: v= J 2 F ( V * - r ) - f ^ F ' ( V < - r ) . 

Près du centre le premier terme l'emporte 

vc= J 2 F ( V « - r ) ; 
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très loin du centre c'est le second terme qui prédomine 

« X = Y F ' ( V * — / • ) . 

Considérons par exemple, près du centre O, un ébranlement tel 
que la vitesse d'un point v„ soit représentée en fonction du temps 
par la courbe ABCDE ; c'est à un facteur constant près la fonction 
F'. La fonction F" est représentée par la courbe très différente 
A'B'C'D'E'. Pendant l'ébranlement le point voisin du centre s'éloigne 

I Vit'esses 

Fig. 40. 

constamment du centre avec une vitesse nulle, puis croissante, puis 
décroissante; sous l'influence du même ébranlement, le point éloigné 
du centre subit une sorte d'oscillation : il s'éloigne pour se rappro
cher ensuite. 

Dire que les limites de l'ébranlement se transportent avec une 
vitesse constante, revient à écrire AE = A'E'. 

En définitive, si l'ébranlement considéré comme un bloc se pro
page avec une vitesse constante, nous sommes loin des lois simples 
de la propagation dans les tuyaux. 

Les résultats précédents s'appliquent, lorsque l'onde née en un 
point n'est pas rigoureusement sphérique, pourvu qu'on se place à 
une distance suffisante du point : même alors le phénomène se sim
plifie. C'est par exemple ce qui arrive dans la détermination directe 
de l'existence du son dans l'air ou dans l'eau. On produit un ébran
lement en un point ; à une distance suffisante du point, la vitesse de 
propagation est constante, l'onde se déplace sans déformation sen
sible ; la vitesse est en raison inverse de la distance ; l'intensité de 
son en raison inverse du carré de la distance. Ainsi se trouvent 
légitimées ces méthodes de mesure. 

Nous savons (§ 33) que pour l'eau, le coefficient de compressibilité 
est /. = 0,00003 = S.10 — 5 , la pression étant évaluée en kilo
grammes par cm2. Evaluons tout dans le système du kilogrammètre ; 
il est 101 fois plus petit = 5 . 1 0 - ° . 

La densité p vaut 10 3; enfin ^ = 9 m ,81. 

V = Y / - £ = Y / g . i Q - ^ Q » = 1400 mètres environ. 
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Ondes périodiques. — Posons v = ç(f) = K s in2- T-JT . Il vient : 

u=K*[-±-m*z(±- j ) + ± ^ c o . 2 w ( 4 - ^ ) ] (1) 

V = K £ 2 VF "1T C O S
 2,7 (4 _ T") • 

Tout près du centre on a : 

Loin du centre on a : 

. Kt* 2X . . / t r , 1 \ 
v = ~r~ — S ™ ^ { T ~ + 4 )• 

Le mouvement à grande distance est donc en avance de 1/4 de 
période. Cette avance se produit à des distances de la source infé
rieures à 'X. Tout se passe comme si la vitesse de propagation était 
extrêmement grande près de la source et diminuait rapidement en fonc
tion de r jusqu'à sa valeur normale; d'où l'avance ci-dessus consta
tée. 

81. VARIATION DE L'AMPLITUDE AVEC LE RAYON ET TRANSPORT DE 
L'ÉNERGIE MÉCANIQUE. — Écrivons la vitesse v [éq. (1) du § précé
dent] sous la forme : 

u = Asin2-^-^- Y~\-h^j. 

Il vient: A = K«»y/-ir+ -̂, t g 2 ^ = - 2 ^ . 

A n'est donc pas en raison inverse de r. On admet généralement 
que l'énergie mécanique, existant à un instant donné sur une sphère 
de rayon r, se transporte en totalité au bout d'un certain temps sur 

80. MOUVEMENT VIBRATOIRE ENTRETENU PAR UNE SPHÈRE PUI
SANTE. — Soit e le rayon de la sphère puisante et v=<p(t) l a 

vitesse qu'on impose suivant le rayon aux points de sa surface. Nous 
devons poser, puisque par hypothèse e est très petit : 

9(0 = ^ F ( V < - E ) = -̂ F(V0. 
En définitive, on aura pour un point quelconque : 

•>=.'[,! ? ( < - V ) + T ? ' ( ' - T ) ] -
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une sphère de rayon r'. D'où la loi des énergies en raison inverse 
du carré des distances. Sous cette forme absolue, la règle ne pré
sente aucune nécessité. Il est bien nécessaire que l'énergie qui tra
verse une sphère de rayon r, soit indépendante de r dès que l'état 
permanent est atteint ; mais il n'est pas nécessaire à priori que les 
énergies sur des surfaces égales des diverses sphères soient dans un 
rapport déterminé, tel par exemple que celui de l'inverse du carré des 
distances au centre. Les mêmes règles s'appliquent en Optique : la 
loi de variation de l'éclairement en raison inverse du carré des dis
tances n'est légitimée que par la grandeur de la distance r vis-à-vis 
de la longueur d'onde. Ce qu'on mesure en effet, ce n'est pas l'éner
gie transportée, mais l'énergie existante. 

La proposition généralement admise est d'ailleurs contredite par 
les faits journaliers. Un corps vibrant ne communique au milieu 
ambiant qu'une très petite partie de son énergie : pourquoi n'en 
serait-il pas de même des couches gazeuses? 

Evaluation de l'énergie transportée. — Évaluons le travail fourni 
sur une surface sphérique de rayon r, où la pression est p , et dont 
le déplacement est u. 

On a : dW = 4-r 2 .p.u = k-xr'p . vdt. 

Or la pression est égale à la pression moyenne, augmentée 
de w'y, d'après la définition même de y et de TZ' (§ 6 6 ) 1 . 

Le travail fourni pour une période est donc : 

W =jTT
 dW = 4wr*. TZ'£T vvdt = ( 8TT3 ) . 

Comme on pouvait le prévoir, l'énergie transportée W est indé
pendante du rayon; par unité de surface, elle est donc en raison 
inverse du carré du rayon. 

Le centre d'ébranlement est entouré d'une atmosphère agitée qui 
ne perd qu'une faible partie de son énergie, partie d'autant moindre 
que 1 est plus grand. Les vibrations d'un solide de petites dimen
sions (diapason, corde, . . .) donnent un son très faible en tout point 
dont la distance n'est pas très petite, s'il n'y a pas de table d'har
monie. 

Voici une curieuse expérience qu'explique la formule précédente. 
Un timbre sonne dans un récipient où l'on a raréfié l'air; on l'entend 
distinctement. On laisse rentrer de l'hydrogène à la pression atmo
sphérique : le son devient imperceptible. 

Remplaçons \ par sa valeur VT; nous savons que %' est propor
tionnel au produit de la pression moyenne p par C : c; V est indé
pendant de la pression p . Laissant de côté les facteurs constants qui 

• Nous écrirons it' au lieu de ic (S 66) pour éviter une confusion avec le nombre ir. 
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interviennent dans W , nous trouvons que l'énergie transportée est 
proportionnelle à p : V 3 . 

L'hydrogène a pour densité 0,0693, la vitesse de propagation est 
en raison inverse de la racine carrée de la densité. Elle est donc 

3,8 fois plus grande dans l'hydrogène que dans l'air. Or 3,8 3 = SS. 
Donc, à égalité de pression, l'énergie transportée est S S fois plus petite 
dans l'hydrogène que dans l'air. Si la pression de l'air est réduite à 
1/10 d'atmosphère, l'énergie transmise y est encore 5,5 fois plus 
grande que dans l'hydrogène à la pression atmosphérique. En défi
nitive , l'énergie transportée dépend essentiellement de la densité par 
rapport à l'air du gaz dans lequel se fait la vibration; dans un gaz 
donné, elle croît proportionnellement à la pression. 

82. Principe d'Huyghens. — On peut regarder comme centres 
d'ébranlement tous les éléments E d'une surface d'onde M; pour 
trouver le mouvement en un point P au temps t en dehors de cette 
surface d'onde, il suffit de composer les mouvements élémentaires, 
envoyés au point P par chacun des éléments E et y arrivant au 
temps t. 

Ce principe offre deux paradoxes dont la solution se trouve dans 
les considérations précédentes. 

1° Soit un ébranlement limité par deux plans A et B dont la distance 
est e et formant un système d'ondes planes. Nous pouvons d'abord lui 
appliquer ce que nous avons dit de la propagation dans les tuyaux, 
c'est-à-dire par ondes planes. L'ébranlement se propage d'un mou
vement uniforme et sans modification. Le principe d'Huyghens qui, 
s'il est exact, doit conduire au 
même résultat, nous permet d'en- m ë " 
visager la propagation d'une ma
nière toute différente. 

Avant d'arriver entre les plans 
A et B, l'ébranlement met à tra- A 
verser un certain plan M un temps 
T = e:V, pendant lequel chaque — 
élément E du plan M peut être Fig. 41. 
considéré comme centre d'ébran
lement. Pour calculer le mouvement du point P au temps t, il faut 
chercher ce qu'il reçoit au temps t de tous les éléments E jouant 
le rôle de centres. 

A chaque élément E est dû au temps t un ébranlement qui, d'après 
ce que nous savons, est compris entre deux sphères dont les rayons 
diffèrent précisément de la distance e. Ce sont tous ces mouvements 
qu'il faut composer. 

Le paradoxe est précisément que leur résultante soit identique
ment nulle dans l'espace compris entre le plan M et le plan A. 
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Supposons, par exemple, que l'onde pLane considérée soit unique
ment condensée et que la vitesse vibratoire y soit partout de même 
signe. Si les mouvements envoyés par les différents éléments E 
conservaient, pour la vitesse, un signe invariable à toute distance, il 
est clair que le mouvement résultant ne pourrait être nul dans l'es
pace compris entre les plans A et M. Mais nous savons qu'il n'en 
est pas ainsi (§ 79), ce qui lève le paradoxe. 

2° Considérons les différents éléments E comme sources; si l'on 
suppose que la vitesse de propagation est constante, on retrouve 
au point P le mouvement qu'on cherche, mais seulement en gran
deur et non en phase; d'où un paradoxe longtemps inexplicable. 
Mais nous savons que la vitesse n'est pas constante, qu'au voisi
nage de la source elle est plus grande que sa valeur normale, et qu'il 
résulte de là une avance d'un quart de période pour les points qui 
sont à une distance de la source supérieure à une longueur d'onde. 

Nous aurons l'occasion de revenir sur le principe d'Huyghens en 
Optique. 

83. Problème général de l'entretien d'un son dans une cavité 
de forme quelconque. — Le problème général consiste à détermi
ner quel système de vibrations peut se maintenir indéfiniment dans 
une cavité de forme donnée. Il faut satisfaire en un point quelconque 
du milieu aux équations générales d'équilibre dynamique, et en un 
point quelconque de la surface limitant le milieu à des conditions 
particulières, imposées soit par les données expérimentales, soit 
le plus souvent d'une manière arbitraire pour simplifier la question 
et obtenir au moins une solution approchée. 

La théorie élémentaire des tuyaux telle qu'elle est exposée dans le 
Cours de Mathématiques, § 147 et suivants, est un bon exemple de 
ces approximations. On suppose que, le long des parois latérales, le 
gaz glisse sans frottement, et qu'aux extrémités il existe exactement 
un ventre ou un nœud; on admet que les parois n'entrent pas en 
vibration : toutes hypothèses dont le manque de rigueur est évident. 

L'expérience prouve qu'il existe ce qu'on appelle très impropre
ment des perturbations aux extrémités. Par exemple, à l'extrémité 
ouverte d'un tuyau, le mouvement vibratoire ne cesse pas brusque
ment; il existe encore notable à quelque distance. Donc l'hypothèse 
d'un ventre n'est pas exacte : la condensation n'est pas identique
ment nulle, la pression n'est pas identiquement constante. Une théo
rie plus exacte montre que tout se passe comme si la théorie élémen
taire était vraie, à la condition de supposer le tuyau plus long d'une 
quantité qui, pour les tuyaux cylindriques, est environ les 0,6 du 
rayon. 

Pour les tuyaux dont la longueur n'est pas très grande par rap
port aux dimensions transversales, la théorie élémentaire ne signifie 
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plus rien. Il est évident à priori que l'atmosphère extérieure joue un 
rôle qui devient prédominant quand le tube est très large. En aug
mentant le diamètre sans changer la longueur, on fait baisser le son 
de plus forte résonance. 

L'approximation donnée par la théorie élémentaire est encore plus 
mauvaise pour l'extrémité où se trouve l'embouchure. Les facteurs 
d'orgue admettent que, pour une embouchure de flûte, un tuyau rec
tangulaire se conduit comme le veut la théorie, en ajoutant à la lon
gueur réelle deux fois la distance du biseau à la paroi opposée. La 
correction est quatre ou cinq fois plus grande que celle de l'extré
mité ouverte. 

On suppose, dans la théorie élémentaire, que le frottement de 
l'air contre la paroi latérale est négligeable. Ce n'est évidemment 
pas exact, il serait plus correct d'admettre que l'air au contact de la 
paroi est immobile (§ 58). On modifie nettement le son en rendant 
plucheuse la paroi interne. 

Enfin les parois peuvent vibrer : un tuyau de papier de même lon
gueur qu'un tuyau de cuivre donne un son nettement plus bas et 
d'un timbre plus sourd; les harmoniques supérieurs ont disparu. 

On ne doit pas s'étonner qu'une théorie évidemment insuffisante 
n'explique pas rigoureusement les faits ; une théorie plus exacte 
existe : malheureusement le cadre de cet ouvrage ne nous permet pas 
d'insister ; nous en indiquerons cependant les principes aux § 94 et 
suivants. 

Loi des volumes semblables. — Nous citerons seulement un résultat 
très général. Les masses d'air de formes semblables, ébranlées par des 
bouches semblables, engendrent des sons dont les hauteurs sont en 
raison inverse des dimensions homologues. 

Cette proposition est un cas particulier d'un théorème plus géné
ral. Dans les systèmes vibrants semblables et semblablement consti
tués, la hauteur est inversement proportionnelle au rapport de simi
litude et proportionnelle à la vitesse de propagation pour le milieu 
et les vibrations considérés. 

84. Théorie des résonateurs. — On appelle résonateur une 
cavité de forme quelconque limitée par une paroi rigide, polie, percée 
d'une ouverture de dimensions convenables. Parmi les sons que le 
résonateur peut renforcer, il en est un très grave (relativement aux 
dimensions), correspondant à un mouvement vibratoire particulière
ment simple. 

On choisit généralement comme résonateurs des sphères creuses 
en métal mince à deux ouvertures; l'une est une section circulaire 
découpée dans la paroi, l'autre porte un bout de tube qu'on introduit 
dans l'oreille. Si l'une des oreilles est bouchée avec de la cire, si 
l'on met dans l'autre le résonateur, la plupart des sons émis au voi-
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sinage sont plus étouffés qu'à l'ordinaire; mais quand on produit le 
son simple correspondant au résonateur, il éclate dans l'oreille avec 
intensité. 

La cavité étant très petite par rapport à la longueur d'onde du 
son, nous admettons que la pression p est à chaque instant constante 
en tous les points; p est donc seulement une fonction du temps. 
Supposons l'ouverture fermée par un piston P ayant une certaine 

masse, et supposons qu'extérieu
rement la pression soit cons
tante et égale à p 0 . L'air à l'in
térieur de la cavité joue le rôle 
d'un ressort; le piston P vibre 
avec une période qu'il est facile 
de calculer, si nous donnons sa 
masse. Comme elle représente en 
définitive l'inertie du milieu ex
térieur, nous la représenterons 
par p0M; p„ est la densité cons

tante de l'air intérieur, M est une quantité qui a les dimensions d'un 
volume. Repérons la position du piston au moyen d'une variable x, 
mesurée sur une droite 0 0 ' à partir de sa position d'équilibre ; soit 
S l'aire du piston ; l'équation du mouvement est : 

PoM4|r= — A^-S. 
Soit U le volume de la cavité; à chaque instant le changement de 

volume est dU = Sdx. Multiplions et divisons le second membre 
par AU : U = Sx : U , il vient : 

d2x f . / AU V| S2x 
M 

de 
Mais la quantité entre crochets est (§ 67) le carré V 2 de la vitesse 

de propagation du son dans l'air; d'où : 

d*x _ V 2 S 2 

de — M U x. 

Nous avons étudié cette équation; nous savons que le piston exé
cutera des vibrations isochrones dont le nombre par seconde est : 

VS 
N: 

2 ^ V M U 

Le problème serait complètement résolu si nous connaissions le 
volume M qui définit l'inertie du milieu extérieur. Elle dépend évi
demment de la manière dont ce milieu communique avec le milieu 
intérieur U . 

Pour aller plus loin, spécifions ces circonstances. 
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Cours de Physique. — H. BOUASSE. 

Ouverture percée en paroi mince. — Il semble probable à priori que 
le volume M dépend uniquement des dimensions de l'ouverture ; il est 

donc naturel de poser 'M = K S J , où K est un facteur constant à 

déterminer. La théorie et l'expérience montrent que K = -^ - ; d'où 

la formule: N = _ ^ f

V _ . Vg.. 

Substituant à V sa valeur, on trouve à 0° et en prenant le centi
mètre pour unité de longueur : 

N = 3620 

\ U 

Par exemple, soit une sphère de 13 centimètres de diamètre : 

U = 1144™s. 

Soit un diamètre d'orifice de 3 centimètres : 

S = 7 c m \ 07 , N = 268. 
Résonateurs de Pinaud. — Ce sont des sphères soufflées au bout 

d'un tube de verre étroit et très long. 
M dépend évidemment de la section S et de la longueur du tube : 

la théorie et l'expérience donnent l'expression simple M = SL ; 

La théorie précédente explique le fonctionnement d'instruments 
singuliers appelés ocarinas. Ce sont des cavités irrégulières qui com
muniquent avec l'atmosphère par des trous placés n'importe com
ment, mais de diamètres convenables. En en ouvrant 1, 2, . . . on 
obtient pour un même volume U des masses fictives pM à mouvoir 
différentes, et par conséquent des sons différents. La même théorie 
explique pourquoi dans un instrument à vent et à trous (flûte, clari
nette, ...) on peut corriger la mauvaise position des trous en modi
fiant leurs diamètres ou la distance maxima au tube du tampon qui 
sert à les fermer et à les ouvrir. 
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CHAPITRE VI 

H Y D R O D Y N A M I Q U E 

Reprenons la question du mouvement dans les fluides d'une ma
nière un peu plus générale. Outre l'intérêt pratique des formules que 
nous établirons et des exemples qui leur servent d'application, nous 
rencontrons une manière infiniment remarquable de représenter les 
phénomènes dans un milieu. 

85. NOTATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. ÉQUATION DE CONTI
NUITÉ. — A l'intérieur d'un fluide considérons un petit élément. Il 
occupe une certaine position x, y , z; il est animé d'une vitesse dont 
les composantes, parallèlement à trois axes rectangulaires, sont u, 
x>, tv. Successivement au même point x, y , z viennent passer d'autres 
éléments, avec d'autres vitesses autrement dirigées; de sorte qu'en 
ce point fixe x, y , z, la vitesse varie : u, v, w sont donc des fonctions 
du temps. 

Si notre observation avait porté sur un autre point, nous aurions 
trouvé pour les composantes de la vitesse à chaque instant d'autres 
fonctions du temps. Il est clair qu'au point de vue cinématique, nous 
connaîtrons absolument tout ce qui se passe dans le liquide par la 
connaissance des trois fonctions u, v, w des variables x, y , z et du 
temps, et de Y état du petit élément qui traverse chaque point fixe x, 
y , z h chaque instant t; l'état est déterminé par la valeur de la 
densité p qui est la seule caractéristique pour un fluide. 

Dans ces notations nous ne suivons plus individuellement chaque 
élément du fluide; cela n'aurait d'ailleurs aucun intérêt, puisqu'ils 
sont indiscernables quant à leur nature. 

Il est évident que nous ne pouvons pas nous donner arbitrairement 
les fonctions u, v, w, p des variables x, y , z, t. Une relation doit 
exister entre ces fonctions, ce qu'on appelle une équation de conti
nuité. 

Considérons une surface fermée sans trou, et exprimons la quan
tité de matière qui en sort pendant le temps dt. Soient A, [A, V les 
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cosinus directeurs de la normale, prise positivement vers l'extérieur. 
Si u, v, w sont les composantes de la vitesse au sens cinématique du 
mot, up, vp, ivp sont les composantes de la vitesse d'écoulement 
matériel. De sorte qu'à travers l'élément dS, dans le temps dt, la 
quantité de matière qui s'écoule est : 

p (uX -)- VJJ. -\- wv)dSdt. 

Nous pouvons donc écrire : 

dt ff ?(ul-{-vLJ.^-ivv)dSdt=—dt^Ijyy pdo> =—dtfff^fdu, 

où diù est l'élément de volume. Nous exprimons que la diminution 
de la masse totale à l'intérieur de la surface fermée est égale à la 
masse qui s'écoule à travers cette surface pendant le même temps. 

Or, cette identité devant être satisfaite quelle que soit la surface 
considérée, elle doit l'être pour un élément de volume parallélépipé-
dique dxdydz. Différencions les deux membres de l'équation; remar
quons que l'on a : 

ffpu.\dS=ff pudydz = fff dxdydz, 

et de même pour les autres termes du premier membre ; il reste : 

ô p o ( p a ) b ( P t > ) , o ( p « > ) m 

ô * ôa? ô y ~+~ 0 z — « • [ l ) 

Si le liquide est incompressible, l'équation (1) devient : 

àx "T- ày + ôa [ l > 
analogue à l'équation du § 65. Toutefois les notations u, v, w n'ont 
pas le même sens. Au § 65, u, v, w représentent de petits déplace
ments ; ici u, v, w représentent les composantes de la vitesse dont 
les grandeurs sont quelconques. Un instant de réflexion montre qu'il 
doit en être ainsi : les vitesses étant les limites du quotient de l'es
pace par un temps, si nous explicitons les chemins parcourus, ils 
doivent naturellement être très petits. 

86. Équat ions de l 'Hydrodynamique .— Il faut toujours écrire 
que le vecteur accélération d'un petit élément du fluide est égal à la 
force appliquée à cet élément divisée par sa masse. Si les équations 
de l'Hydrodynamique n'ont pas la forme ordinaire, c'est que nous 
devons exprimer les vitesses et les accélérations d'un élément mobile 
déterminé au moyen des vecteurs u, v, w, qui représentent les 
composantes de la vitesse en un point fixe du milieu. 

Soient x, y , z les coordonnées variables de l'élément considéré. 
Nous avons (§ 28) : 

d*x bp d'iy _ Y _bp_ d*z_ bp . 
ÏHW —X dx~> Pd/S_ï ày > P dt- bX' 
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ce qui revient à ajouter aux forces appliquées à l'élément les forces 
dites d'inertie. Il s'agit d'exprimer les premiers membres en fonction 
de u, v, w. 

Or l'élément qui est actuellement au point x, y, z se trouve, au 
bout du temps dt, au point 

x-\—dx = x-\-udt, y -\-dy = y -\~vdt, z -\-dz = s - f - wdt. 

Sa vitesse est donc celle qui existe en ce nouveau point et pour le 
temps t-\-dt. Puisque u est la vitesse au temps t et au point x, y, z, 
la vitesse u-|-du au temps t-\-dt, et au point r-\-udt, y-\-vdt, 
z-\-ivdt est : 

du du . bu i bu 

/du bu du . du \ 
- u J r [ - d T J r a l ^ + vl)y-Jrw-àz-)dL 

De même, pour v et w. 
d'2x 

Le taux d'accroissement ~djï' ^ e kl vitesse de l'élément considéré, 
parallèlement à l'axe des x, est donc l'expression comprise entre paren
thèses. En définitive, les équations de l'Hydrodynamique sont : 

, du 

(2) ir + ui^ + ^ + ™ - b T 

. fur 
+ W1^ 

87. C o n d i t i o n s a u x l i m i t e s . — Lorsque le fluide n'est pas indé
fini, il existe des conditions à satisfaire dites équations aux limites. 
Si, par exemple, il est contenu dans un vase, la vitesse à la surface 
de ce vase doit être dans le plan tangent. 

Soit f(x, y, s, t) = 0 l'équation du vase qui n'est pas nécessaire
ment immobile ou de forme invariable; le déplacement dx, dy, dz 
d'un des points de la surface satisfait à l'équation 

La condition à satisfaire est : 

Dans le cas d'une paroi fixe, d/"/d< est identiquement nul. 
A la surface libre d'un liquide, la pression p est en général cons

tante. 

d u + « d u 

+ v 
d u 

àt 
+ « 

dx 
+ v 

l)y 

CJV 
+ u 

bv 
• + « 

f)v 
~ d T 

+ u 
d x 

• + « f)y 

O H - bw 
~ d T d x d ? / 

X 1 d p 

P P 
d x > 

Y 1 f,p 

F F °.V ' 
Z 1 f)p 

P P Oz • 
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Comme on a p = «/, a, f ), l'équation de la surface libre est 
f, = C" ; substituant dans l'équation de condition générale, il vient : 

" Ox ^ v iiy ^ W àz ^ ô * ' 

88. CAS PARTICULIERS LES PLUS IMPORTANTS. POTENTIEL DES FORCES 
ET DES VITESSES. — Le plus souvent la force X, Y, Z admet un 
potentiel, c'est-à-dire qu'on peut poser : 

X _ (W Z _ àV 
p àx ' p dy ' p bz ' 

où V est une fonction de x, y , z. 
Soit "ï1 une fonction de x, y , z et du temps; on dit qu'il y a un 

potentiel des vitesses si l'on a : 

o«I> ô<P M» 
U = — , V = - j r — , TV = ->-—. ox > oy ' 02 

On démontre que s'il existe à un moment un potentiel des vitesses 
et si les forces agissantes admettent un potentiel, il existera toujours 
un potentiel des vitesses pour la même portion finie du fluide, pourvu 
que la densité soit une fonction de la pression. 

Posons : U 2 = u2 -F- v2 -J- ГT>2. 

Multiplions la première des équations (2) par dx, la seconde par 
dy, la troisième par dz et additionnons; on trouve comme intégrale : 

£ + V - / i f c + F(0. (3) 

F(t est une fonction arbitraire de t. 
S'il s'agit d'un fluide incompressible, l'équation (3) devient : 

ô<ï> I P D i£+-r=-v-f+F(0, (3') 
et l'équation de continuité ( 1 ) prend la forme 

ô2<I> . b2<ï> . b2<I> . „ . 

Quand ces conditions sont satisfaites, et quand les conditions aux 
limites sont purement cinétiques, la solution des problèmes revient 
à chercher une solution de (1') qui satisfasse aux conditions aux 
limites. L'équation (3') fournit ensuite la pression. On détermine la 
fonction arbitraire F(<) par les conditions initiales. 

89. MOUVEMENTS STATIONNAIRES. — Le mouvement est dit sta-
tionnaire quand u, v, w ne sont fonction que de x, y , z. Tout élé
ment qui passe en un point y prend une vitesse u, v, 10 de grandeur 
et de direction invariables. Les trajectoires de forme invariable des 
particules s'appellent lignes de courant. 
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S'il existe un potentiel des vitesses, on a évidemment : 

^ = 0 , y ^ + V - f ^ = Constante. (3") 

dp_ 
do-

Mais cette équation n'implique plus l'existence d'un potentiel des 
vitesses, pourvu qu'on l'applique à un tube de courant. 

Soit en effet s une variable comptée le long de la ligne de courant. 
On a : 

TT dx TT dii T, dz Ou ou ôio 
U = V W v = Vlïr> № = U d F ' TT = 1H=~W = 0-

Substituant dans (2), il vient : 
j.rtfu dx . du dy . du dz~\ du X 1 

{^dx ds ' dy ds ' dz dsJ ds p p 
et deux autres analogues. 

Multipliant respectivement par , ~d~s > additionnant, 
il vient l'équation (3"). 

Appliquons-la au cas d'un liquide pesant incompressible; pour la 
pesanteur le potentiel V est de la forme gz (au signe près) : nous 
retrouvons avec d'autres notations le théorème de Bernoulli (§ 53). 

L'équation (3") (appliquée à tous les points d'un tube de courant, 
s'il n'y a pas un potentiel des vitesses ; appliquée à tous les points du 
milieu, s'il existe un tel potentiel) prouve que la pression est, toutes 
choses égales d'ailleurs, moindre là où la vitesse est plus grande. C'est 
bien évident à priori, puisque l'accroissement de vitesse le long du 
tube de courant est précisément dû à la diminution de pression. 

Par exemple, on fait écouler un liquide par un ajutage horizontal 
qui va se rétrécissant vers le dehors ; le potentiel des forces V reste 
constant le long du tube. Il est clair que la vitesse croît, puisque la 
section du tube diminue ; on montre aisément la diminution de pres
sion correspondante en branchant des tubes verticaux sur l'ajutage. 
Cette diminution de pression ne correspond pas à un travail de frot
tement, mais à l'accroissement de l'énergie cinétique. 

90. Théorie de la houle. Ondes oscillantes en eau profonde. 
— Voici une très intéressante application des équations précédentes. 

Considérons un milieu liquide incompressible et indéfini. Le mou
vement que nous allons démontrer possible (quitte ensuite à chercher 
à quel phénomène il correspond) est par hypothèse identique dans 
tous les plans parallèles au plan xy ; u et v sont indépendants de s. 
On suppose de plus identiquement w = 0. 

Prenons l'axe des x horizontal, l'axe des y vertical et dirigé vers 
le bas. 

Les équations générales à satisfaire sont, en admettant l'existence 
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Sens de propagation 

I Sens de circulation 
3 

Fig. 43. 

Transportant dans la seconde équation, il vient : 

~ =F(t)~\-gy-\-m Ae-n" sin (mt—nx). (2) 

La forme de la surface libre est donnée par la condition p = O" 
(§ 87) : 

ht "» dx bx ~ r dy" ày — W 

D'ailleurs, F(f) est une fonction arbitraire du temps; la suite du 
calcul montre que nous pouvons la supposer constante sans contra
diction. Substituant dans l'équation (3) la valeur de p , il reste sim
plement la condition m2 = c/n. 

Les vitesses au point x, y ont pour composantes : 

ô<ï> . ô<ï> 
u = = nAe~sin (mt — nx), v = -^j- = — nAe~""cos (mt— nx). 

Pour concrétiser le phénomène, nous allons substituer à ce mou
vement un mouvement peu différent. Strictement u et v sont les 
vitesses en un point fixe x, y; supposons qu'elles représentent les 
vitesses d'une particule déterminée se déplaçant au voisinage d'ua 
point fixe. 

Le mouvement est : 

^ - - W I coslmt — nXi), n=y,—-~^-e-n»i sin(mt—nXi) 
m m 

d'un potentiel des vitesses, réduisant les forces à la pesanteur, et 
négligeant comme première approximation les carrés et les produits 
des vitesses et des déplacements : 

02<I> . o2<I> A p . * 0<I> 

On vérifie d'abord aisément que 

<I> = Ae-^cos ( m f — n x ) (1) 

est une solution de l'équation A2(ï> = 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 MÉCA NIQ UE PU 1SIQ VE 

Ch aque particule décrit donc un cercle de centre xt, ?/,, de rayon 

m 

avec une vitesse uniforme 

2-R 
nAe-"*» = mR = . 

T 
La figure représente au même instant les positions des particules qui 

correspondent au même y, et à une série croissante de valeurs de xL. 
Nous reconnaissons la houle régulière. La distance verticale entre 

la crête d'une vague et le creux, ce qu'on appelle la hauteur de la 
houle, est égale au diamètre de l'orbite des particules à la surface. 
Chaque particule se meut en avant quand elle est au sommet d'une 
vague, en arrière quand elle est dans le creux. A mesure que .r, 
augmente, la particule se décale en arrière sur son orbite. 

Cherchons la vitesse V de propagation du phénomène en fonction 
de la longueur d'onde L et de la période T, considérée soit comme 
la période de rotation sur l'orbite, soit comme la période définie par 
la propagation. Il faut poser : 

2-t 2-x 2T. _ 2-
mt — nx= y—, T = , L, = . 

T L ' m ' n 

Les conditions m2 = gn et IJ = VT donnent : 

2-L = grl, 2-V = gL. 
La vitesse V de propagation varie comme y/h . Pour fixer les idées, 

on a par exemple L = 120 mètres; T=8%8 et V=13 M ,7 à la 
seconde (§ 32). 

Si l'eau n'est pas très profonde, on trouve des trajectoires ellip
tiques; l'axe vertical, égal à l'axe horizontal à la surface, diminue 
plus vite que lui quand on s'approche du fond. 

La forme de la surface libre est une cycloïde raccourcie, obtenue 
en faisant rouler sur une droite un cercle de rayon R.! •— L : 2~. Le 
point qui décrit la cycloïde est à une distance R du centre. 

Il est facile de montrer que l'action de la pesanteur sur une parti
cule et la force centrifuge due à son mouvement de rotation ont bien 
une résultante normale à cette surface libre. 

En effet, considérons les phénomènes au temps t = 0, et soit 
y 1 = 0 la position des centres des orbites pour la surface libre. Les 
équations de cette surface et de sa tangente sont : 

^ = x, — Rcosn»,, vi = Rsinna?1, 

de d-r, 
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La résultante des actions sur une particule est : 
X = — m'Rcosna;,, Y = g -\- fn2R sin nxt. 

Grâce à la condition m2 = gn, il vient : 

X ^ T + Y ^ T = ° - C - Q - F - D -

91. C o n s é q u e n c e s d e l a d é p e n d a n c e e n t r e l a v i t e s s e d e p r o 

p a g a t i o n e t l a l o n g u e u r d ' o n d e ( R a y l e i g h ) . — Lorsqu'un groupe 
d'ondes se propage en eau tranquille, sa vitesse est moindre que celle 
des ondes qui le composent. Celles-ci ont l'air de s'avancer dans le 
groupe ; elles s'évanouissent lorsqu'elles approchent de son front. Il 
est facile de montrer dans un cas particulier que ce phénomène tient 
à ce que la vitesse est fonction de la longueur d'onde. 

Soit deux trains d'ondes de même amplitude, mais de longueurs 
d'onde peu différentes se propageant dans la même direction. Le mou
vement résultant est : 

y - cos 2 - (mt — nx) -\- cos 2 - (m't — n'x) 

= 2 cos 7T | (m — m')t — (n — n')x | cos - j (m-\- m')t — (n -\- n'jx j . 

Si Am — m— m est petit, le mouvement résultant (groupe d'ondes) 
peut être assimilé à un mouvement 

Y cos — ^ (m -\- m')t— (n-\~ n')x j , 

presque identique à l'un ou l'autre des mouvements vibratoires com
posants, à la différence près que son amplitude Y varie lentement 
dans l'espace et dans le temps. 

Pour un temps donné, l'amplitude varie de 0 à 2. La période en 
longueur, c'est-à-dire la longueur d'onde ~k\ du phénomène est 2 : An; 
nous verrons à un instant donné des maximums successifs séparés 
par cette distance et comprenant des minimums. Cet ensemble 
forme le groupe. Pour un point donné, la période en temps rî est 
2 : Am. Donc, ces maximums ou minimums se déplacent avec une 
vitesse V, : 

1 Ti An 

Soit V = Klf, où L est la longueur d'une onde simple, p et K 
des constantes ; on a : 

V l i m A w ^ V : L ) ( l . n W 

Pour les ondes en eau profonde : 

P = T> V = 2 V -
La vitesse de chaque onde est deux fois plus grande que la vitesse 

du groupe ; donc les ondes individuelles doivent s'avancer dans le groupe. 
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•92. Onde solitaire ou de translation. — Si l'épaisseur du 
liquide devient relativement faible, il se produit un mouvement 
obéissant à d'autres lois. L'expérience a montré que le tirage d'un 
bateau dans un canal de section rectangulaire et de profondeur h 
est particulièrement facile pour une vitesse donnée qui dépend de la 
profondeur. 

C'est la vitesse de propagation de l'onde ou de la protubérance pro
duite par le passage du bateau. 

Pour la calculer, nous admettrons que toutes les particules d'une 
même section droite du canal sont animées à chaque instant du même 
mouvement horizontal. Nous appellerons £ le déplacement pour les 
points d'une section repérée par l'abscisse x. Nous admettrons de 
plus que le mouvement vertical est toujours très faible; nous appel
lerons 7) la hauteur de la protubérance au point x. 

Du fait de cette protubérance, la pression croît de la quantité 
constante gor, dans toute la section droite x. Considérons un petit 
élément de hauteur dy. La force horizontale est augmentée sur sa 
face d'abscisse x de gpr,dy ; sur sa face d'abscisse x-\-dx, elle est 

BR, 

augmentée de gp (r, -|- ^ dx) dy ; par conséquent, le mouvement 

horizontal du petit élément est défini par l'équation 
B 2 $ M 
àt* — $ ox • ^' 

Mais si la protubérance Y) se fait, c'est que dans la tranche limitée 
par les abscisses x et x-\-dx, il entre plus de liquide qu'il n'en sort. 

bc 

A travers la tranche d'abscisse x, il passe le volume h • à tra

vers la tranche d'abscisse x-\-dx, il passe le volume 

De sorte que 1 on a : = &-g-

ou en choisissant convenablement la constante d'intégration : 

L'équation (1) devient : b'ç t b*ç 
9h^r- (!') 

Le déplacement £ se propage donc avec une vitesse V = \jgh } cons
tante pour une profondeur h donnée, mais qui dépend de cette pro
fondeur. Si, par exemple, la profondeur du canal est h = 3 mètres, 
la vitesse de propagation du déplacement \ est V = 5 m ,42 par 
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seconde, soit 19k»n,5 à l'heure. Pour h = 2 mètres, V = 4m,43 par 
seconde, soit 16 kilomètres à l'heure. 

Les deux cas que nous venons de traiter (§ 90 et 92) rentrent dans 
une formule plus générale qui convient à une profondeur ni très 
petite, ni très grande. 

93. Influence de la tension superficielle. Rides à la surface d'un liquide. — Admettons que la courbure de la surface libre 
r, = f{x) reste toujours petite. L'inverse du rayon de courbure de la 
section normale aux rides peut être exprimé à chaque instant par la 

d2v) 
dérivée seconde -^jx- Puisque la surface reste cylindrique, l'autre 
rayon de courbure est infini. Au point de la surface d'abscisse x, 

d2r, 
il naît donc une pression A-^JJ-, due à la tension superficielle A, et 

qui s'ajoute à la pression hydrostatique proportionnelle à n. 
Ô2Y] 

Reprenant nos raisonnements, remplaçant gçr, par gpr, -\- A -̂5-, 

il vient comme nouvelle équation de condition : 
b2ç ôv) AL_53ri_ b2ç Ah b4ç b<2 ~ T̂te p bx3 ' b*2 ~g bx2 + p bx4 • 

Cette équation admet comme intégrale le mouvement 

$ = B s i n 2 ^ | - — j -

avec la condition : 

V = L : T : , * * V / I + - £ D - v V ' 4-2A 
grpL V r/pL 

Si la longueur d'onde L est suffisamment petite, le terme dû à la 
pesanteur est négligeable ; le phénomène est produit par la tension 
capillaire seule. Pour étudier ces rides, on fait réfléchir la lumière à 
leur surface et on les observe avec la méthode stroboscopique. Les 
expériences de Cours avec une surface de mercure périodiquement 
frappée par un trembleur, se rapportent au phénomène ici étudié. 

Nous avons traité le problème en supposant le vase peu profond ; 
on pourrait supposer une profondeur quelconque. En particulier, pour 
une profondeur infinie, il faudrait au § 90 modifier la formule (2) 
donnant la pression à la surface, en introduisant l'effet de la cour
bure. Nous n'insisterons pas; le résultat est le même : 
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Petites oscillations. 

94. Simplification des équations. — Si le fluide est animé d'un 
mouvement oscillatoire de très petite amplitude, on peut négliger les 
carrés et les produits des vitesses et de leurs dérivées partielles. Les 
équations générales se réduisent à : 

b » X _ 1 dp 
dt p p àx ' 

et deux autres pour u et iv. 
L'équation de continuité devient : 

ô p , / ô u , b u | bw\ 

"bT p 0 VÔF ~hj "+" t t ) —U' 
car la densité peut être considérée comme ayant sa valeur moyenne p 0 

dans les termes où ses variations sont multipliées par u, v, ic ou 
leurs dérivées. 

Les déplacements étant très petits, on peut considérer arbitraire
ment u, v, 10 comme les vitesses en un point fixe ou les vitesses 
d'une particule déterminée ; les deux méthodes de repérage ne se dis
tinguent plus. 

Enfin, on peut toujours admettre qu'il existe un potentiel des 
vitesses <i>. 

L'équation de continuité devient : 

& + p . A « * = 0. 

Les équations deviennent alors simplement (§ 88), en négligeant 
l'action des forces extérieures : 

b4> 

?«- oT = - i ' + F(0-
On peut sans contradiction considérer F(f) comme une constante, 

égale par exemple à la pression moyenne p 0 . Ecrivons p—p0 = §p, 

b«I> ^ 
il vient en définitive : p 0 - ^ - = — hp. (1) 

95. Application à une masse gazeuse se dilatant adiabati-
quement. — Appelons y le rapport des chaleurs spécifiques. On a 
pour loi de la détente adiabatique : 
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avec les approximations admises et suivant la notation du § 67. 
L'équation (1) du paragraphe précédent devient : 

qui, combinée avec l'équation de continuité, fournit : 

bt-
= V,A'«I», (1) 

en remarquant que d'après sa définition 

Telle est l'équation unique du mouvement vibratoire d'une masse 
gazeuse quelconque. 

Nous retrouvons immédiatement les cas particuliers traités longue
ment au chapitre V. Il faut seulement observer que u, v, w repré
sentent des déplacements au chapitre V et des vitesses dans celui-ci. 
Grâce à la petitesse des déplacements, il faut donc assimiler les 

~fij'> -^j- du chapitre V avec les u, v, w actuels. 

Ondes planes. — Posons <I> — \f(Yt -|- a?) -f- VF ( V/ — JD). <I> satis
fait à l'équation (1); il est évident qu'on retrouve les ondes planes 
que nous avons étudiées aux § 67 et suivants. 

Ondes sphériques. — Cherchons ce que devient l'équation de con
tinuité du § 94, lorsque nous imaginons le déplacement se faisant 

5<I> 

uniquement suivant le rayon. La vitesse radiale est La quan

tité de matière qui passe à travers la sphère de rayon r est : 
, , b<I> 

f br 
Egalons les deux expressions de l'accroissement de la quantité de 

matière entre les sphères de rayon r et r-\-dr : 

Tenant compte des approximations admises, il reste : 

^r» br r P ° b r 2 — r?° br1 ~ r b f 

bp 
Tirant -g*- de l'équation générale 

b<ï> b2'I> . . . bc 
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divisant les deux membres par p0r, on trouve enfin : 
d* (r$) o'(H>) 

équation identique à celle qui régit les ondes planes. On y satisfait 
VF'(Vt — r) en posant : <1> = — — '-. 

On retrouve ainsi les résultats des § 78 et suivants; en particulier, 

la vitesse radiale (notée au § 78) est : 

<VI> V V 
°J- = . V - F ' ( V * - r ) + F"(Vt-r). 

Il n'entre pas dans le plan de cet ouvrage de pousser plus loin 
l'étude des cas particuliers. En prenant des expressions convenables 
pour le potentiel des vitesses, on rend plus conforme a l'expérience 
la théorie des tuyaux sonores ; par exemple, on calcule les perturba
tions à l'extrémité ouverte (§ 83). 

Tourbillons. 

lJ6. Mouvement le plus général d'un élément d'un corps. — 
Soit u, v, w les composantes de la vitesse en un point 0 d'un corps 
de coordonnées x, y , z. Au voisinage de ce point, les vitesses sont 
données par les relations 

Ou d u Ou , 
a = U + -6x-lx + -by-^y + ^ l z > (*) 

et deux autres semblables. Nous devons considérer les quantités u, 
v, w et leurs dérivées comme des constantes, pourvu que Ax, Ay, Az 
qui sont par rapport au point 0 les coordonnées du point considéré) 

restent suffisamment petits. 
Posons : 

* DU . DU . C)u> / 0 , 
À J = = " Ô J ' b»=by-> B* = ~~ÔT' W 

1 /' d i o DU \ d_ / d u . àio\ W DU DU \ 
^ = TV _ O7+D^J ' ^ ' ~ L \ ~ D T + DX/' & * = 2 \DF + dy)' 

1 /DIO DU\ 1 /DU DU;\ 1 / DU DU\ 
?* = T\OL/" — DS/' 2 \DT — 1 ^ 7 ' ? s — 2 " \ "DF — DI/J' 

Nous pouvons mettre les équations (1) sous la forme : 
u' = u + (S,Ax + ff,\y-\-TF9L\z) + (p„A2 — p,Ay ), 

w' = U (f/rAas - f ^Ay + grxAz) + (p,Ax — pxA^), (3) 
№ ' = ^ + ( ^ A x + 5 r x A î / + %zAz) + (p*A,!/ — P ?A r)-
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On peut, d'après ces équations, considérer le déplacement d'un 
petit élément comme composé de trois parties. 

Posons : 

u ' = U - f - £ * ! - f - « 2 , v' — v-\-vl-\-v.i, iv' = tv-\-iol-\-iot. 

1° La première partie correspond aux premiers termes ; le mouve
ment correspondant a pour composantes u, v, w. C'est pendant un 
temps dt un mouvement de translation d'ensemble de l'élément. 

Considérons donc le point x, y, z comme fixe, c'est-à-dire laissons 
de côté cette translation d'ensemble. 

2<> La seconde partie comprend les premières parenthèses ; le dépla

cement est : " i = $xAx-\-gzAy -\-gyAz, 
v^g^Sx + ^y+gxAz, (4) 

wi=ffAx-\- sr*±y -\-KAz. 

Considérons la quadrique : 

f(Ax, Ay, Az) = l£Ti? + \Ty'i-^l,A~z2 + 2gxAyAz + 2gvAzAx 

+ 2g.Ax\y = CP (S) 

passant par le point considéré de coordonnées Ax, Ay, Az. 
Un déplacement uxdt, vYdt, ivxdt qui s'effectue suivant la normale à 

partir du point Ax, Ay, Az, satisfait aux équations : 

u,dt u2dt uxdt 

( " o T A j ) ("0TA7) (TTXT) 

C'est précisément le second des mouvements en lesquels se décom
pose le mouvement le plus général. Si nous rapportons la quadrique 
à ses axes de symétrie, elle prend la forme : 

KÂx"2-\-KW + KAz'2 = Cte. (5') 

Les équations (4) deviennent par conséquent : 

u î = §'x . Ax', u\ = VyAy', u'„ = &':Az'. 

La déformation se ramène donc à une dilatation dans le rapport 
de toutes les lignes parallèles à l'axe des x' de la quadrique (S) , à 
une dilatation dans le rapport de toutes les lignes parallèles à 
l'axe des y', à une dilatation dans le rapport 0^ de toutes les lignes 
parallèles à l'axe des z'. Les axes de la quadrique sont les axes prin
cipaux de la déformation. 

3° Enfin considérons le troisième mouvement : 

u2=ç,,Az—pzAy, v2 = ç>,Ax — faAz, w3= pxAy— p̂A-r. 
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Il représente une rotation de l'élément tournant en bloc autour 
d'un axe instantané pas
sant par le point x, y, z. 
Les rotations composantes^ 
considérées comme des vec
teurs, sont pr, pj,, p.. Elles 
sont comptées positivement 
quand elles font tourner 
dans le sens yOz, zO.r, 
xOy. 

Par exemple, cherchons 
la variation de l'x du point 
A sous l'influence d'une 
rotation p„. C'est la pro
jection Ax du déplacement 
AA 7 = GA. p„. 

OR 

= AA 
AB 
AG 

AB P.»: :p„A;. 

On trouverait de même que la variation de l'x du point A sous 
l'influence d'une rotation p. est —p:A»/," d'où la variation totale 
« 2 =p , ,A3 — p3A.f/. De même pour les autres formules. 

97. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE L'EXISTENCE D'UN POTENTIEL 
DES VITESSES, — Dire qu'il existe un potentiel des vitesses, c'est 
dire qu'à chaque instant udx -\- vdy -f- ivdz = d'\> est une différentielle 
exacte; c'est dire que les rotations çx, p„, p. sont nulles. Le mouve
ment est irrotationnel. Il n'y a pas rotation de l'élément de volume 
autour d'un axe instantané passant par un de ses points. 

98. TOURBILLONS. — Supposons que les rotations px, p,„ p. ne soient 
pas nulles. A chaque instant, chaque élément du liquide pour lequel 
le mouvement n'est pas irrotationnel, tourne autour d'un axe instan
tané passant par lui avec une vitesse angulaire u> = y'pj —(— fy-\- p*. 

Une ligne menée de manière à être en chacun de ses points tan
gente à l'axe instantané correspondant à ce point, est une ligne de 
tourbillon. On appelle tube de tourbillon, ou plus simplement tour
billon, le cylindre formé par l'ensemble des lignes de tourbillon qui 
s'appuient sur une petite courbe fermée. 

D'après la définition des rotations px, pv, p., on a identiquement : 

op, i_ op, |_ 0 ? * _ Q 

dx ' 6y ' bz 

Il résulte de là que le ilux du vecteur to dont les composantes sont 
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Pu Pw P*> à travers une surface fermée quelconque, est nul ; on peut 
poser : 

f J Ï ^ + ^ + * w ) d x d y d * = f f ( « * + P f r + TP.)«* = 0 : 

la première intégrale est étendue à tout le volume et est identique
ment nulle ; la seconde représente le flux du vecteur à travers la sur
face; a, ¡3, y sont les cosinus directeurs de sa normale (le lecteur se 
reportera au début de la troisième partie de ce Cours). 

Il résulte de là que le flux du vecteur u est le mame sur toutes 
les sections droites d'un tube de tourbillon, puisque par la définition 
même du tube le flux latéral du vecteur w est nul (voir des théo
rèmes analogues en Electricité et en Magnétisme). Si donc u,, w2 sont 
les vitesses angulaires pour deux sections droites dont les aires sont 

o-! et <72, on a '. tojff! = 6>2<T2 = Constante. 

Ce produit s'appelle intensité du tourbillon. 

On appelle circulation l'intégrale Judx-\-vdy -\- wdz le long d'une 

courbe. Nous aurons l'occasion de démontrer le théorème suivant : 

J udx-\-vdy-\-wdz = 2 j~J~ ( * p * + Pp„ + YP«) D S î 

la première intégrale est prise le long d'une courbe fermée, la seconde 
le long d'une surface limitée par cette courbe. 

Si le mouvement est irrotationnel en tout point de la surface d'in
tégration, la circulation est nulle. 

Dans le cas où il existe des tourbillons, la circulation pour un cir
cuit quelconque est égale à deux fois la somme des intensités de tous 
les tourbillons qu'il embrasse. 

Nous retrouverons en Electricité et Magnétisme des théorèmes iden
tiques ; nous verrons que le travail magnétique le long d'une courbe 
fermée est nul, s'il ne passe à l'intérieur aucun courant électrique ; il 
est généralement proportionnel à la somme des intensités des cou
rants qui passent à son travers. L'intensité du courant joue le même 
rôle que l'intensité du tourbillon. 

99. Tourbillons rectilignes. — Supposons que le liquide incom
pressible tourne autour de l'axe des z et qu'il existe un potentiel des 
vitesses. Soit to la vitesse angulaire à la distance r de l'axe. 

bu bu _ . dco 

La condition p = 0 donne or" = Constante. La vitesse angulaire est 
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 9 
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donc en raison inverse du carré de la distance à l'axe de rotation, la 
vitesse linéaire ro en raison inverse de celte distance. 

Le potentiel a pour ex
pression : 

<I> = Ko. — Karctg 

En effet, la vitesse suivant 
OA est nulle et l'on a bien 

0. 

Sa vitesse linéaire suivant 
AA' est : 

Fig. 45. 
ô(ra) 

d'où 

1 ô * K 
r Ôo. r 

u = K : r2, 
qui est l'expression trouvée plus haut. 

Donc il y a partout un potentiel des vitesses, sauf à l'origine des 
coordonnées, où p ne s'annule pas. 

La pression est donnée par l'équation (3') du § 88, qui se simplifie 

et devient : ~2~Fr~"-^" = Constante, 
P 

puisque le mouvement est permanent et qu'il n'y a pas de forces exté
rieures. 

Nous venons de définir un tourbillon dans le cas le plus simple. 
Il y a potentiel des vitesses, sauf précisément sur l'axe de rotation. 

L'intensité i du tourbillon est le produit i = %r2.<ù = TCK. La cir
culation sur un cercle de rayon r est 2TCr.ro = 2TCK = 2£,' elle est 
la même pour une courbe quelconque entourant le tourbillon. 

Les formules précédentes montrent une identité parfaite entre les 
lignes de courant du tourbillon et les lignes de force d'un courant 
électrique rectiligne indéfini. C'est la même expression du potentiel. 

Supposons deux tourbillons parallèles rectilignes, d'intensité ^ et i2 

et dont les traces, à un moment donné, sont C^O, ; il est facile 
de montrer qu'un point C de la droite 0 X et 0 2 doit rester fixe. Il 
est à des distances rt de Oj, r2 de 0 2 telles que 

Si h et i2 sont de même signe, le point C est entre les points Oj 
et 0 2 ; si et J2 sont de signes contraires, le point C est en dehors 
de l'intervalle Ofi2 et du côté du tourbillon le plus faible. Les tour-
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billons restent à la même distance; leur ensemble tourne avec une 
vitesse constante autour d'un axe parallèle à chacun d'eux et passant 
par le point C. La vitesse angulaire de cette rotation est : 

' i + h 

Si ix = i2, le centre G est renvoyé à l'infini ; le système des deux 
tourbillons se déplace perpendiculairement à la droite Ĉ O,, avec une 
vitesse h : iz. Ofi^. En tout point du plan normal à la ligne des centres 0i02 en son milieu, le mouvement est parallèle à ce plan. On peut 
donc installer un plan réel à sa place, les conditions aux limites sur 
ce plan seront satisfaites. Donc quand un tourbillon rectiligne indé
fini se trouve à une distance d d'un plan fixe parallèle, il se déplace 
parallèlement à lui avec une vitesse ix : 2-d. 

On traite sans plus de difficulté le cas de plusieurs tourbillons rec-
tilignes ; en les associant convenablement, on résout une série de pro
blèmes où interviennent comme limites des plans fixes ou des cylindres. 

100. Tourbillons circulaires. —L'analogie avec les courants se 
maintient. 

La ligne de tourbillon est un cercle de diamètre Ofi2, normal à la 
droite ACB. Les lignes de courant à un instant donné sont repré
sentées dans la figure 46 ; elles sont identiques aux lignes de force 
d'un courant circulaire. 

Un tourbillon isolé se meut, sans changement notable de dimen
sions, parallèlement à son axe, avec une vitesse constante dans le 
sens de la vitesse du liquide sur l'axe. 

Pour obtenir un tourbillon circulaire, on emploie une caisse dans 
la face avant de laquelle est une ouverture circulaire à bords nets. 
La face opposée est remplacée par une étoffe lâche. On produit à 
l'intérieur une fumée en suspendant des chiffons mouillés les uns 
d'ammoniaque, les autres d'acide chlorhydrique. Pour produire un 
tourbillon, on tire en arrière le fond, puis on le renvoie en avant d'un 
coup sec. 

Système de tourbillons circulaires de même axe AB. — Les mou
vements sur chaque tourbillon sont dus, partie à l'action du tourbil
lon lui-même, partie à l'action des autres. 

Si deux tourbillons T x et T2 de même axe ont le même sens de 
rotation, ils avancent dans la même direction. Le rayon de celui qui 
est avant T x augmente, le rayon de celui qui est arrière T2 diminue. 
Si le rayon de Ti devient plus grand que le rayon de T 2 , le mouve
ment sur Tj est retardé ; il est avancé sur T 2. Il peut arriver que T 2 

passe à travers T 1. Mais les rôles sont alors renversés. Le tourbil
lon T2, maintenant en avant, voit son rayon croître et est retardé ; le 
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Fig. 46. 

Nous n'insisterons pas davantage. Avec la caisse que nous avons 
décrite et dont on modifie l'ouverture, on peut obtenir non seulement 
des systèmes de tourbillons circulaires coaxiaux, mais aussi des tour
billons elliptiques et étudier leurs déformations. 

Les tourbillons dont nous avons parlé au § 34 admettent comme 
liane de tourbillon un polygone hexagonal à sommets arrondis. 

tourbillon Tj voit son rayon décroître et est avancé. C'est le tour 
de T! de passer dans T2. 

Si les sens de rotation sont inverses et tels que les anneaux s'ap
prochent l'un de l'autre, les rayons des deux tourbillons augmentent. 
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CHAPITRE VII 

DÉFORMATIONS PARFAITEMENT ÉLASTIQUES DES SOLIDES 

RÉACTIVITÉ 1 

Nous allons étudier dans ce chapitre les déformations élastiques 
les plus importantes ; nous en ferons la théorie en utilisant pour 
chaque cas des hypothèses particulières. Nous procédons comme on 
a coutume dans les traités de Résistance des Matériaux. Le lecteur, 
familiarisé avec les faits, trouvera dans le chapitre suivant une théo
rie plus générale qui contient tous les cas particuliers de ce cha
pitre VII. En suivant l'ordre strictement logique, nous aurions craint 
de ne pas laisser une idée expérimentale suffisamment nette. 

101. Représentation des déformations. Hystérésis.— Pour 
déformer un corps, on applique à ce corps une force ou un système 
de forces. Pour nous limiter aux 
cas les plus simples, nous suppo
serons que le système de forces 
dépend d'une seule variable, la 
variable mécanique, et que les 
déformations peuvent s'exprimer 
par une seule quantité, la variable 
géométrique. Cette restriction n'a 
rien de nécessaire. 

Nous pourrons donc représen
ter à chaque instant une défor
mation et sa cause par un point 
sur un plan, une expérience en
tière par une courbe. Nous porterons la variable géométrique en 
abscisses et la variable mécanique en ordonnées. 

Fig. 47. 

1 Dans ce chapitre nous faisons de nombreux emprunts à un ouvrage (Gratien et Rey, 
Grenoble , et Gauthier - Vi l lars , Paris) sur l'Essai des Matériaux, auquel nous ren
voyons les lecteurs désireux de plus amples renseignements. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I Var. mécanique 

Les courbes ainsi obtenues ont un seras de parcours, c'est le sens 
dans lequel se déplace le point figuratif de l'expérience; générale
ment une courbe ne peut être réellement parcourue que dans une 
direction unique. 

Parvenus en un point d'une courbe, changeons le sens de varia
tion de la variable géométrique ; nous obtenons une courbe de 
retour, qui généralement ne se superpose pas à la courbe d'aller. 
Nous disons alors qu'il y a hystérésis, mot fort mal choisi et dont il 
ne faut pas considérer le sens étymologique. 

La conséquence immédiate de l'hystérésis est qu'un parcours effec
tué entre les mêmes valeurs de la variable géométrique ne va pas 
sans une absorption ou un dégagement d'énergie. 

Quand on prend pour abscisses les déplacements linéaires ou angu
laires, pour ordonnées les forces ou les 
couples, comptés positivement quand on 
les exerce sur le corps déformé, dans le 
sens de l'accroissement de la variable 
géométrique, l'énergie absorbée par le 
corps sous une forme quelconque dans un 

Vargéométrique parcours ABC est représentée par l'aire 
«ABCyac. 

Par exemple quand on tord un fil, il 
faut dépenser du travail qui se retrouve 

en partie sous forme d'accroissement de l'énergie potentielle, en 
partie sous forme de chaleur, en partie sous forme de variation de 
l'énergie interne. 

Dans nos conventions, l'énergie est absorbée par le corps quand 
l'aire est à droite de l'observateur qui décrit la courbe ABC dans 
le sens des opérations réelles. L'énergie restituée par le corps dans 
le parcours CDE (fil qui se détord par exemple) a pour mesure 
l'aire yCDEey qui est à gauche de l'observateur. L'énergie absorbée 
dans le parcours ABCDE a pour mesure l'aire aABCDEsa : elle est 
à droite de l'observateur qui décrit le parcours dans le sens des 
opérations réelles. 

Généralement la courbe décrite de gauche à droite est au-dessus 
de la courbe décrite de droite à gauche qui lui fait suite; la somme 
des énergies mises en jeu dans tout parcours BCE limité à la même 
ordonnée BE, correspond à une absorption. Il peut cependant arriver 
que les courbes présentent la disposition inverse, au moins acciden
tellement; la somme des énergies mises en jeu dans le parcours 
limité par une ordonnée, correspond en définitive à une restitution 
d'énergie par le corps déformé. 

Fig. 48. 

102. Déformations parfaitement élastiques. — La déforma
tion est parfaitement élastique quand la même courbe peut être 
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arbitrairement parcourue dans les deux sens. Le parcours pour aller 
de A à B est alors parfaitement déterminé et indépendant de la loi 
suivant laquelle le point figuratif se déplace en fonction du temps. 

Bien entendu, si un arc de courbe correspond à une déformation 
parfaitement élastique, une portion de cet arc y correspond aussi. 

Le parcours aller et retour d'un arc de courbe correspondant à 
une déformation parfaitement élastique n'entraîne aucune absorption 
d'énergie; cela résulte de la définition elle-même : les courbes cor
respondant aux déformations élastiques sont sans hystérésis. 

La forme de la courbe OAB (fig. 47) est quelconque à priori. 
Cependant ¿es déformations parfaitement élastiques d'un solide ne 

constituant qu'un cas limite, étant toujours plus ou moins enche
vêtrées d'autres déformations, et devant généralement et en tout cas 
pour un métal rester très petites pour ne pas trop s'éloigner de leur 
définition, on n'utilise en pratique de la courbe OAB qu'un arc si 
petit qu'il est toujours permis de le confondre avec une droite. 

Pratiquement, une déformation parfaitement élastique est donc, au 
moins pour un métal, proportionnelle à sa cause. 

C'est la fameuse loi de Hooke dont on voit immédiatement la 
relativité et le peu d'importance théorique. 

103. Traction d'un cylindre. Module d'Young. — Nous allons 
choisir parmi les déformations à peu près parfaitement élastiques 
les plus importantes. 

La plus simple des déformations est l'allongement L — L„ d'un fil 
métallique de longueur L 0 et de section S tiré par un poids P. 

Sous les réserves du § précédent, l'expérience donne 

P = E . S - î ^ ^ : 
la charge est proportionnelle à la section, à l'allongement relatif, et 
à un coefficient E caractéristique de la matière qu'on appelle module 
d'élasticité. La courbe de déformation est une droite; le quotient 
dP : dL mesure à un coefficient constant près le module d'élasticité. 

Evaluons S en millimètres carrés, P en kilogrammes ; on a trouvé : 
F e r : E = 2 0 0 0 0 k ; Cuivre : E = 12 000*; Argent : E = 7 000 k. 
Ainsi pour allonger de 1 millimètre 1 mètre de fil de fer 

(AL: L 0 = 0,001), dont le diamètre est 1 millimètre, et dont par con
séquent la section est 0 m m '78, il faut un poids de 

20 000 X 0,001 X 0,78 = 15 k ,5. 

Pour un fil d'argent, il ne faudrait que 5 k ,5. 
Bien entendu, si la charge est trop grande, ou bien le fil casse, 

ou bien il s'allonge d'une manière permanente : nous reviendrons 
là-dessus plus loin. Les nombres E ne sont donnés que pour fixer 
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les idées : ils varient suivant l'échantillon ; les moindres impuretés 
les modifient considérablement. Il est curieux toutefois de remarquer 
que l'état physique du métal influe très peu sur leur valeur : ils 
restent sensiblement les mêmes, que le métal soit recuit ou martelé. 

L'exactitude de la loi précédente va d'elle-même si l'on suppose 
que la tension se répartit uniformément sur tous les éléments de la 
section droite du cylindre, et que les cylindres élémentaires consti
tuant le cylindre total se déforment, sans que la déformation de l'un 
intervienne dans la déformation du voisin. 

Il semble donc qu'une application convenable des forces exté
rieures, de la charge dans le cas particulier, soit d'une nécessité pri
mordiale. Cependant il nous est impossible de répartir la charge 
uniformément dans la section du cylindre : nous sommes bien forcés 
de saisir les extrémités du cylindre dans deux mâchoires ; l'une est 
fixe, l'autre supporte le poids. Les déformations au voisinage des 
mâchoires n'obéissent évidemment pas à la loi précédente. Mais 
l'expérience prouve que la loi de distribution des forces extérieures 
n'intervient plus à quelque distance, et qu'alors automatiquement la 
déformation devient uniforme sur toute la section droite. Si donc il 
s'agit de pièces assez longues par rapport aux dimensions des par
ties où sont appliquées les forces, on peut utiliser la loi précédente, 
pourvu qu'on ne tienne pas compte des déformations des extrémités 
du cylindre. 

D'où la technique habituelle ; on trace sur le cylindre tourné deux 
repères à quelque distance des bouts, on charge le cylindre et on 
détermine la variation de longueur. Si la déformation est parfaite
ment élastique, peu importe suivant quelle loi se fait la mise en 
charge ou la suppression de la charge. Nous verrons plus loin que la 
déformation n'étant jamais parfaitement élastique, il est avantageux 
de procéder par diminution de la charge, pour trouver un module E 
qui soit acceptable. 

Si dans la mesure du module E on utilise un fil, les phénomènes 
sont compliqués du fait de la non rectilinéité initiale du fil. Les pre
mières charges le rectifient en produisant un allongement plus grand 
que si le fil était rectiligne dès le début de l'expérience; le module 
apparent E' est donc trop petit. Si l'on augmente peu à peu la charge, 
le module apparent croît, passe par un maximum, puis décroît. 

La décroissance apparente du module indique que l'on a dépassé la 
région des déformations à peu près élastiques et que la déformation 
permanente intervient. Si le fil est d'abord très éloigné de la forme 
rectiligne, présente de grandes courbures, on peut arriver aux défor
mations permanentes avant qu'il soit devenu même approximative
ment rectiligne ; le module apparent, même quand il prend sa valeur 
maxima, peut être très inférieur au module vrai. 
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104. Légitimation de l'emploi du module d'Youngpour les 
métaux. — L'emploi du module d'Young s'est généralisé pour les 
métaux, parce qu'on a toujours admis qu'il est constant et indépen
dant de la grandeur de la déformation supposée parfaitement élas
tique. De fait, les expériences avec les métaux sont si difficiles et 
réalisables dans un champ si restreint, qu'on ne sait pas encore ce 
qu'il en est au juste. En d'autres termes, à supposer qu'on puisse 
abstraire des autres phénomènes les phénomènes parfaitement élas
tiques, aucune expérience sûre n'infirme l'hypothèse que la courbe de 
déformation élastique est une droite. 

11 semble d'ailleurs, comme nous l'avons déjà dit, que le module 
varie peu avec la déformation permanente ou le changement d'état 
physique; un fil écroui par le passage à la filière et le même fil 
recuit ont approximativement le même module. 

Enfin les déformations élastiques sont si petites, qu'aucune diffi
culté ne se présente dans la définition même du module; que nous 
choisissions l'une ou l'autre des formules : 

fi - ô —TT- , Ü = - £ ï - • -TT¡—, fi i-i 
S 0 d L ' S dL' dL ' 

la longueur actuelle L et la section actuelle S différant toujours 
très peu de la longueur initiale L„ et de la section initiale S 0, 
nous trouvons pratiquement des nombres identiques pour le para
mètre E. 

L'emploi du module d'Young devient un non-sens quand on sait, 
d'après la nature du corps déformé, qu'il n'est pas homogène dans 
toute la section droite, puisque l'exploitation au dénominateur de S 0 

est légitimée précisément par cette hypothèse. 

105. Courbe et module de traction pour les corps très 
extensibles. Caoutchouc. — Si pour un métal les déformations 
doivent être extrêmement petites pour rester à peu près parfaite
ment élastiques, il n'en est plus de même pour certains corps très 
allongeables comme le caoutchouc. Par exemple, tandis qu'il est rare 
de trouver un métal s'allongeant de quelques millièmes de sa lon
gueur sans déformation permanente appréciable, le caoutchouc peut 
s'allonger de plusieurs fois sa longueur primitive et y revenir ensuite 
très sensiblement. Généralement alors la courbe de traction P, L 
définie au § 102 n'est plus une droite. 

On peut chercher à définir en un point quelconque A du plan P, L 
un paramètre analogue au module d'Young. 

Bien des difficultés se présentent. 
Tout d'abord les diverses formules que nous avons énumérées 
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au § précédent ne sont plus équivalentes. Pour ne rien préjuger, il 
paraît bon de choisir la définition : 

L AP 
E - " S AL 

qui ne fait intervenir que les propriétés au point considéré. 
Mais il serait tout à fait arbitraire et inutile d'introduire dans 

cette formule les valeurs de L, S, dP/dh tirées d'une courbe de 
traction quelconque (§ 101), car l'expérience montre que celles-ci 
dépendent absolument de la manière dont on a effectué les parcours 
antérieurs à l'arrivée au point A. Il est plus rationnel de convenir 
que le module sera déduit de l'inclinaison du petit cycle obtenu en 
faisant varier la charge entre les valeurs P 0 et P, [ P t — P 0 = A P ] et 
répété un grand nombre de fois; ou bien obtenu en faisant varier la 
longueur entre les valeurs L„ et L! [L, — Lo = AL] et répété un grand 
nombre de fois. Nous reviendrons plus loin sur les raisons qui mi
litent en faveur de cette définition. 

106. Coefficient a de Poisson. — Quand un cylindre est allongé 
par une tension, l'expérience prouve que ses dimensions transver
sales diminuent, même lorsque la déformation est parfaitement élas
tique. 

On appelle coefficient a de Poisson le rapport de la diminution de 
l'unité de longueur dans la section droite à l'allongement de l'unité 
de longueur dans le sens longitudinal, quand la déformation est par
faitement élastique. 

Soient V 0, L 0, D 0 le volume, la longueur du cylindre et la lon
gueur d'une de ses dimensions transversales (son diamètre si la sec
tion est circulaire) quand la tension est nulle; soient V, L, D les 
mêmes grandeurs quand le cylindre est tendu par une charge P. 

Posons L : L 0 = A, D : D 0 = A, V : V 0 = <ï>; 

le coefficient n de Poisson est défini par l'équation : 

D 0 — D L 0 1 — A 
u — L — L 0 D 0 — A — 1 ' 

$ = AA2 = A[1 — 5 ( A — l ) ] 2 

Quand la déformation est petite, A est voisin de 1 ; on peut négli
ger les termes en ( A — l ) 2 . Il vient alors : 

$ _ 1 = (1_2«7)(A — 1). (2) 

La densité du cylindre allongé varie proportionnellement à A — 1 ; 
elle diminue par l'allongement quand a est compris entre 0 et 0,5 ; 
elle augmente pour toutes les valeurs de a supérieures à 0,5. 

L'expérience montre que pour les substances isotropes telles que 
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le verre, les métaux,... a est compris entre 0 et 0,50; la densité 
diminue toujours par l'allongement. 

La valeur numérique de a varie d'ailleurs d'un corps à l'autre et 
même d'un échantillon à l'autre d'une même matière, suivant les opé
rations antérieurement imposées (tréfilage, martelage...). 

Il est important de ne pas confondre les petites variations de den
sité dont il vient d'être parlé, avec les variations qui peuvent résul
ter d'une déformation permanente. Elles n'ont ni même grandeur, ni 
quelquefois même signe. Les premières dépendent de la déforma
tion actuelle et sont temporaires comme elle; les secondes sont per
manentes et résultent du changement d'état physique dû à la défor
mation permanente, changement qu'on appelle écrouissage. Tandis 
que la compression élastique produit, on peut dire toujours, un 
accroissement temporaire de densité, il peut arriver que le marte
lage, le tréfilage,... diminuent au contraire la densité d'une manière 
permanente, si paradoxal que soit le phénomène. 

D'ailleurs, c'est un fait très remarquable que les plus grandes 
déformations permanentes modifient peu la densité. 

107. Définition plus générale du coefficient de Poisson. — 
Indépendamment de toute théorie, le coefficient <j doit permettre 
d'exprimer les variations de densité en fonction des allongements. 
La définition du paragraphe précédent est inacceptable pour les 
corps très extensibles comme le caoutchouc; il faut la généraliser. 

Nous définirons le coefficient ex comme le rapport de la diminution, 
non plus totale, mais actuelle, de l'unité de longueur dans la section 
droite, à l'allongement, non plus total, mais actuel, de l'unité de 
longueur dans le sens longitudinal. Nous écrirons donc : 

On retrouve la formule (1) quand A et A sont très voisins de 
l'unité. Lorsque a est constant, la formule (1') s'intègre et devient : 

l o g A = — fflogA. (1") 

Gomme généralement <P = A 2 A, on trouve, avec la définition 
plus générale : 

* _ ( ! - 2 , ) ^ (2») 

et lorsque a est constant : 

log4> = (l —2o-)logA. (2"') 

On retrouve la formule (2) quand A et par conséquent "ï> diffèrent 
peu de l'unité. 

Pour le caoutchouc, par exemple, a est constant et très voisin de 
0,50; cela signifie que la densité du caoutchouc ne varie pas sensi-
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blement par l'allongement. Les expériences précises montrent cepen
dant que la densité décroît un peu : a est inférieur à 0,50 d'un ou 
deux centièmes. 

108. Son rendu par une barre cylindrique libre aux deux 
bouts et invariablement fixée en son milieu. Mesure du 
module d'Young. — Tous les raisonnements que nous avons faits 
aux § 67 et suivants peuvent être répétés mot pour mot à propos de 
la propagation d'un ébranlement le long d'une tige cylindrique 

solide. Pour que le cylindre subisse une condensation - ^ j - = y, il 

faut par unité de section un accroissement de force égal à Ey (§ 103). 
La vitesse de propagation de l'ébranlement le long du cylindre est donc 

V = V / Î , ou V = V / f , 
si on calcule dans le système du kilogrammètre. 

Par exemple, nous avons pour le fer E = 20000 kilogrammes par 
millimètre carré; E = 2 . 10*. 10" = 2 .10 1 0 kilogrammes par mètre 
carré. Le mètre cube de fer pèse 7700 kilogrammes environ. 

Donc V = y/-^7'7Q(^1Q"' = 3 1 0 0 mètres. 

Ceci posé, tout ce que nous avons dit d'un tuyau ouvert aux deux 
bouts (§ 148 du Cours de Mathématiques) peut être répété pour une 
barre cylindrique de longueur L, invariablement fixée en son milieu. 

Il y a ce qu'on appelle un nœud au milieu de la barre, là où elle 
est prise dans un étau et où, par conséquent, le mouvement est nul. 

Il y a des ventres aux extrémités libres : l'amplitude du mouve

ment y est maxima et la tension nulle, - ^ ^ - = 0 , ce qui correspond 
bien aux conditions expérimentales. 

La longueur du cylindre vaut une demi-longueur d'onde du son 
fondamental. 

On a : L = -2- = - 2 - = w , N ^ ^ L " . 

La mesure de la hauteur N du son rendu permet de déterminer E, 
car la mesure de L et de p ne présente pas de difficulté. Mais V étant 
généralement très grand, le son est très élevé et la mesure directe 
de la hauteur impossible. 

On procède autrement. On utilise les déplacements de l'une de ses 
extrémités A jouant le rôle de piston (on peut coller dessus un 
disque léger A) à créer un système de nœuds et de ventres dans la 
colonne d'air AC. Elle est contenue dans un tube de verre (dont le 
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rôle est seulement de la délimiter et qui ne doit pas être touché par 
le disque A) , et terminée à un piston PC. Si on laisse dans le tube 
de verre un peu de poudre de liège, 
fine et légère, on trouve que, pour des ç A O B 
positions convenables du piston G, la F 

poudre forme des amas réguliers, sitôt Fig. 49. 
qu'on excite les vibrations de la verge 
en la frottant longitudinalement avec un linge un peu humide. 

La distance d des amas est égale à une demi-longueur d'onde du 
son dans l'air. Soit v la vitesse de propagation dans l'air à la tempé
rature de l'expérience; on a : 

a — 2 — 2N ' i N ~ 2d • 

D'où enfin V = -^ • v. 

L'expérience consiste à mesurer la longueur nd de n intervalles ; 
on tire de là d'abord la valeur de d, puis, connaissant u, la valeur 
de V qui permet enfin de calculer E. 

Pour que les tas soient bien visibles, il faut que la longueur CA 
soit un nombre entier d'intervalles d. La poudre se rassemblant aux 
nœuds du mouvement vibratoire dans l'air, il est naturel qu'il y ait 
un tas au niveau du piston immobile C ; il est, au contraire, para
doxal qu'il y ait un tas tout près de l'extrémité mobile de la tige A : 
c'est pourtant ce qu'une théorie un peu complète met hors de doute 
(voir § 17S). 

On peut mesurer directement le paramètre E des corps très dila
tables par l'étude des ondes stationnaires. 

109. Torsion. Lois expérimentales. — Pour tordre un fil de 
l'angle «, il faut exercer un couple donné par la formule suivante, où 

D 4 . x 
D est le diamètre : G = y j -^—. 

Si les longueurs sont exprimées en millimètres, les couples en 
grammes-centimètre et les angles en radians, on trouve : 

Fer : y = 76.10 3, Cuivre : y = 40.10 3, Argent: y = 27.10 3. 

Soit, par exemple, un fil de cuivre de 1 mètre de long (L = 1000), 
d'un millimètre de diamètre (D = l ) ; quel est le couple en grammes-
centimètre nécessaire pour le tordre d'un radian, soit 57° environ 
( * = 1 ) ? 

1 
On a : C = 40.103-ï-?p- = 40 grammes-centimètre. 

Pour un fil de fer on trouverait 7b grammes-centimètre. 
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Il est bon de se rendre compte de la petitesse des couples mis en 
jeu dans un appareil de torsion, afin de comprendre son rôle dans la 
mesure des couples. Il faut pour tordre un fil d'argent d'un millimètre 
de diamètre et d'un mètre de long, de l'angle d'un radian, 27 grammes-
centimètre environ. Si le fil a un diamètre d'un dixième de milli
mètre, soit 10 fois plus petit, le couple est 10000 = 10 4 fois plus 
petit. Nous sommes ramenés à 2,7 milligrammes-centimètre, soit 
environ 2,64 ergs. Mais la méthode de Poggendorff permet d'appré
cier aisément les 10 secondes d'arc, soit environ le 1/20000 de radian. 
En définitive, on mesure des couples qui ne dépassent pas 1 ,3 .10 - 4 ergs. 
Rien n'empêche dans bien des cas de prendre un fil plus fin. 

110. Établissement de la loi précédente. — Considérons un 
cylindre circulaire tordu. L'expérience prouve d'abord que pendant 
la torsion les sections droites ne sont pas déformées et restent des 

sections droites. On perce le cylindre d'un petit trou 
dans une section droite, on regarde au travers une 
vive lumière ; on continue de la voir, si grandes que 
soient les déformations même permanentes. 

On peut donc a fortiori admettre la proposition 
pour les déformations élastiques. 

Considérons deux sections droites S et Sx à une 
distance z l'une de l'autre : pendant la torsion, non 
accompagnée de traction, elles restent à cette même 
distance. Soit <x l'angle dont l'une tourne par rapport 

à l'autre du fait de la torsion ; a.dz : z est l'angle dont tournent l'une 
par rapport à l'autre deux sections distantes de dz. 

Pendant la torsion, les couches minces limitées par deux sections 
droites voisines conservent leur individualité. Le phénomène consiste 
en une rotation relative de ces couches, avec une déformation qu'on 
peut définir géométriquement en disant qu'un élément de droite 
parallèle aux génératrices du cylindre non déformé devient un élé
ment d'hélice. Par exemple, la droite AB devient l'hélice AB'. Quant 
aux tubes élémentaires concentriques formant le cylindre total, ils 
ne tendent pas à se déplacer les uns par rapport aux autres dans la 
déformation. 

Considérons deux points du même tube élémentaire de rayon r. 
Quand le tube n'est pas déformé, ils sont situés sur la même géné
ratrice, à une distance dz. On tord le cylindre de l'angle a. Les deux 
plans distants de dz tournent l'un par rapport à l'autre d'un angle 
xdz : z, et la distance horizontale des deux points considérés (distance 
qui est nulle quand la déformation est nulle) devient égale à o.rdz : z. 
La déformation, identique en tous les points d'un tube élémentaire, 
varie d'un tube à l'autre proportionnellement au rayon. 

On peut présenter les mêmes résultats sous une forme un peu dif-

Fig. 50. 
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férente (fig. 51). Développons le tube élémentaire de rayon r. Non déformé, il est représenté par le rectangle ABCD, où AB = 2TTT̂  AC = z. Après la déformation, il devient le parallélogramme ABD'G', et l'on a 
ar = CC' = DD'. La génératrice AG devient une hélice qui est développée suivant la droite AC'. On admet que pour produire cette déformation sur le développement, il faut appliquer aux deux bases AB et CD deux forces égales F proportionnelles : 1° à la quantité CG' : AG = ocr : z qui mesure par hypothèse la déformation ; 2° à l'aire des bases rectangles AB ou CD : avant le développement c'étaient des couronnes de rayon r et d'épaisseur dr; leur aire est donc égale à 2izrdr; 3° à un coefficient [/. caractéristique de la matière considérée. La force F a donc pour expression : 

2-n:^.r2dr . Enroulons à nouveau le tube élémentaire : les forces élémentaires nécessaires pour produire la déformation sont maintenant normales au rayon aboutissant sur chaque élément; elles donnent lieu à deux couples horizontaux, égaux et de sens opposés, appliqués sur les bases terminales et dont le moment est égal à : 
2TT r^dr • r = 2izu. 

z 1 z 
r*dr. 

Pour le cylindre plein de longueur L et de rayon R, le couple qui correspond à la torsion oc est : 
G = 2TC[A • R r»dr = - J. p i£i. C'est la formule de Coulomb. Ainsi, pour une déformation élastique, la courbe de déformation (C, a) est une droite ; le couple est proportionnel à la quatrième puissance du rayon et en raison inverse de la longueur. 

Il suffit de poser [/.= 32 .y pour retrouver la formule expérimentale ; le paramètre est le coefficient de rigidité. 

111. Généralisation de la formule de torsion. — Cherchons l'expression du couple de torsion d'un cylindre dont la section droite n'est pas circulaire. Nous supposons : 1° que la torsion se fait autour 
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d'une droite parallèle aux génératrices du cylindre (axe de torsion) 
qui reste droite pendant la déformation ; 2° que les sections droites 
du cylindre, non déformées par la torsion, tournent seulement les unes 
par rapport aux autres : toute parallèle aux génératrices se transforme 

donc en une hélice. 
La force située dans la section 

droite et appliquée à chaque élé
ment d(ù de l'une quelconque des 
sections droites, est proportionnelle 
à l'aire de cet élément et à la défor
mation mesurée par ocr : L, où r est 
la distance à l'axe de torsion, L la 
longueur du cylindre. Le couple dû 
à cet élément est donc r .dtù . ar:L. 
Le couple résultant est l'intégrale 
appliquée à toute la section droite 
(fig. 52) : 

Fig. 52. 

SS' r'dcù est le moment d'inertie de la section droite par rapport au 
point 0 , trace sur cette section de l'axe de torsion. Nous choisirons 
ce point, par la condition que la résultante de toutes les forces qui 
naissent des déformations soit nulle. 

Menons deux axes rectangulaires quelconques Oa; et Oy et proje
tons toutes les forces sur ces axes. La force qui résulte de l'élé
ment dtù est égale à rtfw, au coefficient [xa. : L près. Ses projections 
sur les axes a; et y sont xdu> et yda. Les conditions pour que la 
résultante soit nulle sont donc : 

fjxd<ù = 0, JJ'yd(ù = Q, 

les intégrales étant étendues à toute la section droite. Elles défi
nissent le centre de gravité de la section. 

Appelons I le moment d'inertie de la section droite par rapport à 
son centre de gravité (c'est-à-dire par rapport à l'axe de torsion : il 
s'appelle le moment d'inertie polaire); le couple de torsion a pour 

r — P * 1 

expression définitive (1) 

Dans le cas du cercle, 

Substituant dans l'équation précédente, nous retrouvons la formule 
du § 110, qui est rigoureusement exacte. 

Mais la formule (1), qui se trouve dans les traités de Résistance 
des Matériaux, est inadmissible, à moins qu'on ne l'applique à un 
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polygone régulier différant très peu d'un cercle, parce que les sections 
droites se déforment et ne restent plus planes pendant la torsion. Il 
suffit de tordre un ruban métallique pour s'en convaincre. 

On connaît des formules plus exactes. 
Pour une section elliptique la formule précédente donnerait : 

I = - £ A B ( A 2 + B 2 ) , C = - Ç - ^ A B ( A 2 + B 2 ) , 

où A et B sont les axes de l'ellipse. La formule exacte est au con-

<J.X A3B:> IJ.X s4 

traire : C = L " A-' -)- B2 L 4 - - . I 

en appelant * = -AB l'aire de la section droite. 
Ainsi, pour une aire donnée de la section droite, le couple G, loin 

d'être proportionnel au moment d'inertie de la section droite, est en 
raison inverse de ce moment. 

Écrivons la formule (2) sous la forme 

L A 2 + B* - L k T - ^1 

Pour l'ellipse K = 3,142. 
La théorie montre que l'expression (2') est généralement applicable, 

pourvu qu'on donne des valeurs numériques convenables aux coeffi
cients K et K'. Voici les valeurs de K' pour les formes rectangulaires 
les plus usitées. Soient 2A et 2B les côtés du rectangle. 

A = B, A = 2B, A = 4B. A = 8B, 
K ' = 4,493 4,570 4,781 4,992. 

Ces formules ont une curieuse application dans les galvanomètres à 
cadre mobile. Imposons au fil une section d'aire invariable et, par con
séquent, une résistance électrique invariable pour une longueur donnée. 

D'après la formule 2'), s étant donnée et le coefficient K étant à peu 
près invariable, quel que soit le rapport A : B, on augmente la sen
sibilité en faisant I le plus grand possible. Gonséquemment, on uti
lise un ruban métallique et non pas un fil circulaire. 

112. F lex ion plane. — Nous limiterons notre étude à la flexion 
dite plane. Un cylindre homogène, horizontal pour fixer les idées, est 
soumis à des forces verticales : on suppose que la section droite du 
cylindre et les forces admettent un plan de symétrie vertical P. Dans 
ces conditions, la flexion est plane ; tous les éléments du cylindre 
qui se trouvent primitivement sur une horizontale (fibre horizontale), 
forment après la déformation des courbes situées dans un plan ver
tical (fibre déformée). Le plan primitif de symétrie P reste donc plan 
de symétrie pour le cylindre déformé. Les sections droites du cylindre 
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primitif restent sections droites pour le cylindre déformé, et con
servent très sensiblement leurs dimensions. 

Deux sections droites infiniment voisines et distantes de dx, paral
lèles au début, font maintenant un petit angle 9; leurs plans se 
coupent suivant une droite dont la trace, sur le plan invariable de 
symétrie, est le centre de courbure des fibres déformées. Soit p le 
rayon de courbure : on a pt)==dx. 

La théorie qui suit suppose p très grand par rapport à la plus grande 
dimension de la section droite parallèlement au plan de symétrie. 

Considérons une tranche mince du cylindre, comprise entre deux 
sections droites; divisons cette tranche elle-même par des plans 
verticaux parallèles au plan de symétrie P. Nous obtenons des élé
ments qui, avant toute déformation, doivent être représentés sur un 
plan vertical par un rectangle. 

La déformation leur donne la forme de trapèzes curvilignes (fig. 53) 
ABCC'B'A'. Les droites AC et A'C sont les traces des 
sections droites; leurs plans se coupent suivant une 
droite normale au plan du tableau et dont la trace 
sur ce plan est au point 0 . On peut poser approxi
mativement 0 A = 0C = p. 

Cherchons les conditions d'équilibre de cet élément 
et de la tranche à laquelle il appartient. 

Les forces extérieures se réduisent à une résul
tante verticale dirigée sensiblement suivant CO, et 
a un couple dont l'axe est normal au plan de symé
trie P, plan du tableau. 

1° La résultante verticale produit un effort tran
chant Ç ; elle tend, comme des cisailles, à séparer la 
tranche des parties voisines suivant les sections 
droites qui la limitent. Nous pouvons négliger ici les 
déformations toujours faibles qui résultent de cet 

effort. Nous retrouverons cet effort tranchant au § 176 dans l'étude 
des vibrations des verges. 

2o Le couple doit être équilibré par un couple égal et inverse, qui 
résulte de l'ensemble des forces provenant de la transformation des 
éléments de rectangles en trapèzes curvilignes. 

Cette transformation exige l'allongement de certaines fibres (telles 
que CC t qui devient CC) et le raccourcissement d'autres fibres (telles 
que AAj qui devient AA'). Ces allongements et raccourcissements 
sont dus à des forces horizontales : comme par hypothèse aucune force 
extérieure n'est horizontale, il faut que la somme algébrique de toutes 
ocs forces horizontales soit nulle. 

Cette condition donne la position des fibres neutres. Par fibres nous 
avons désigné les cylindres élémentaires qui composent au début le 
eylindre non déformé, et qui deviennent les baguettes élémentaires 
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constituant le «ylindre déformé. Les fibres neutres sont celles qui, dans 
la déformation, ne subissent ni allongement ni raccourcissement. Dans 
le cylindre non déformé, elles forment un plan ; par la déformation ce 
plan devient un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires 
au plan du tableau. La libre BB' de la fig. 53 est une fibre neutre. 

En définitive, la section A ^ , tourne autour d'une certaine droite A 
normale au plan du tableau dont la trace est en B' et qui est, avant 
la déformation, l'intersection du plan des fibres neutres avec la sec
tion A'C. 

Soit z la distance d'un élément du de la section droite à la ligne 
que nous venons de définir. 

L'allongement de la fibre de longueur dx et d'aire dh> est 
dx 

zh = z-
p 

D'après la définition du module d'Young, la force horizontale néces
saire pour produire cette déformation est : 

_ zh , Ezdtù 

elle est dirigée vers la droite. 
Pour les fibres qui subissent un raccourcissement et pour lesquelles 

la force est dirigée vers la gauche, la formule précédente s'applique 
à la condition de prendre z négativement au-dessous de la droite A. 

La condition que la somme algébrique des forces horizontales soit 

nulle consiste donc à écrire : 

l'intégrale étant étendue à la section tout entière. 
Elle est satisfaite si la droite A passe par le centre de gravité de 

cette section. 
Donc toutes les fibres horizontales du cylindre non déformé, qui 

se trouvent sur l'horizontale A passant par le centre de gravité, ne 
subissent ni allongement ni raccourcissement pendant la déformation : 
ce sont les fibres neutres. 

3° Il faut écrire que le couple qui résulte des déformations et dont 
l'axe est normal au plan du tableau fait équilibre au couple exté
rieur. Calculons la somme des moments des forces par rapport à la 
droite A ; elle s'exprime par l'expression : 

l'intégrale étant étendue à la section droite entière. 
Or cette intégrale représente le moment d'inertie I de cette section 

par rapport à la droite A ; nous avons en définitive : 

pour équation d équilibre. 
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113. Autre forme de l'équation d'équilibre. Généralisation. 
— Rapportons le cylindre à deux axes, l'un x horizontal, l'autre y 
vertical et dirigé vers le bas. On sait que le rayon de courbure a 
pour expression : 

d'y 

Par hypothèse la courbure est toujours faible, les fibres toujours 
à peu près horizontales. On peut poser sans erreur sensible 

1 _ d\i/ 

p —
 d.r- ' 

dy . , 
- ^ r étant négligeable devant l'unité. 

L'équation différentielle de la courbe formée par le cylindre fléchi 

d2f/ 
est en définitive : G = El • , , ; 

dx' ' 
G est une fonction de x donnée par l'énoncé du cas particulier que 
l'on traite. 

GÉNÉRALISATION. — La théorie précédente suppose que le corps 
déformé est un certain cylindre : il peut être défini comme le volume 
engendré par le déplacement d'une aire plane ayant une droite de 
symétrie. Dans ce déplacement, 

1° cette droite est parallèle à un plan P qui est le plan de la 
flexion plane ; 

2o le centre de gravité de l'aire décrit une droite D qu'on appelle 
la ligne moyenne ; 

3° le plan de cette aire reste normal à la droite D. 
La généralisation suppose toutes les conditions précédentes sauf 

une : la courbe D n'est plus une droite : c'est une courbe quelconque 
parallèle au plan de la flexion plane, dont chaque point sera défini 
par sa distance x à une des extrémités comptée sur la courbe D elle-
même. 

En reprenant les raisonnements précédents, on verra facilement 
que l'équation d'équilibre est : 

C = EI(!--LY \p p»/ 
p„ est le rayon de courbure initial du solide que nous venons de 
définir, en un point repéré par un certain x ; p est le rayon de cour
bure au même point après la déformation ; C est le couple en ce 
point, couple dont l'axe est toujours supposé perpendiculaire au plan 
de symétrie, I est le moment d'inertie de la section droite par rap
port à la droite A passant par le centre de gravité et normale au 
plan P. 
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Autre généralisation. — On peut admettre encore les mêmes équa
tions d'équilibre, si la section droite, au lieu d'être constante, est len
tement variable. Il faut alors considérer I comme une fonction de x. 

114. Étude de quelques cas particuliers. Élastique. — 
Reportons-nous à la figure 24 du § 42, et faisons-la tourner de 90°. 
Le point Q est alors en haut, l'axe des x est vertical. 

Prenons un fil d'acier long et fin. Attachons une de ses extrémités 
en Q, de manière que la tangente soit verticale. Fléchissons-le en 
boucle suivant QRNPRW, suspendons un poids P en W, lions en R 
avec un nœud lâche de lil à coudre. Le fil d'acier se maintient en 
équilibre. Cherchons l'équation de la courbe [élastique). 

Les y étant portés normalement à l'axe des x, écrivons que le 
couple Pi/ dû à la charge fait équilibre à la flexion : 

P J 

C'est précisément la courbe étudiée au § 42. On calculera aisément 
les modifications de la courbe quand P varie ; nous engageons le 
lecteur à vérifier expérimentalement les résultats. 

L'équilibre obtenu, il est permis de supposer rigidiliée une partie 
du fil. On obtient donc un morceau de Yélastique en encastrant le lil 
dans un étau dont le plan fait un angle quelconque avec l'horizon; 
si l'encastrement est vertical, on obtient la partie PRW ; s'il est 
horizontal, on obtient la figure symétrique de NMAQ. 

Ce problème général résolu, nous allons supposer l'encastrement 
horizontal et ne considérer qu'une petite partie de la courbe au voi
sinage de l'encastrement. 

115. Barre cylindrique de longueur L encastrée à une de ses extrémités et fléchie par une force P appliquée à l'autre et normale à sa direction. Mesure de la flèche. — On appelle 
flèche le déplacement de l'extrémité libre 
parallèlement au plan de symétrie. Comp
tons les x à partir du point A. Menons 
des tangentes en B et C au solide défor
mé; quand on passe de B à C, c'est-à-dire 
quand x croît de dx, la flèche croît de df. 

Or fl = dx, (L — x)H= df; & 

d'où df—^~x.dx. Fig. 54. 
P 

Ceci indépendamment de toute équation d'équilibre. 

r — 
P 

0 

El 
Appliquons maintenant l'équation d'équilibre : C = ~~~ • ^ e 
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1 On remarquera que le choix des noms des axes et de l'origine des coordonnées n'est 
pas le même dans ce paragraphe et dans le précédent. 

couple est dû uniquement au poids P : son moment sur l'élément dx 
est donc (L—a?)P. D'où les relations : 

1 _ ( L — * ) P P . . . 

La flèche entière est : 
P /~L PL 3 

FORME DE LA COURBE. — Son équation est 1 : 

C = EI *%=(L-x)P, 

PL . _ P _ , 
y ~ 2EI x ~ 6E1 * ' 

Les constantes d'intégration sont fournies par les conditions que 

pour cc = 0, on ait y — 0 et ^ = 0 , cette dernière relation 

exprimant Vencastrement. Pour x = L, on retrouve évidemment 
1 

y — f. La courbure — de la courbe est proportionnelle à la dis

tance du point considéré à l'extrémité de la barre fléchie. 
Voici dans deux cas particuliers quelles sont les valeurs de la 

flèche. 
SECTION CIRCULAIRE. — Le moment I par rapport à un diamètre est 

TT 4 PL 3 

T — — R 4 • F— • 

SECTION RECTANGULAIRE. — Appelons 2A le côté parallèle au plan P 
de symétrie, 2B le côté parallèle à la droite A. Le moment d'inertie 
par rapport à A est : 

4 PL 3 

3 I— 4EA 3B • 
Ces formules sont très suffisamment exactes quand il s'agit de 

mesurer le paramètre E, à la condition bien entendu que les défor
mations soient petites. 

Elles ne sont pas absolument rigoureuses pas plus que la théorie 
qui les donne : quand on fléchit un prisme, les faces se creusent tou
jours plus ou moins. Leur exactitude est toutefois incomparablement 
plus grande que celle de la formule généralisée de la torsion (§ 111). 

116. Ressort spiral plan (ressort de montre). — L'une des 
extrémités A du ressort spiral est fixe; l'autre B est solidaire d'une 
pièce tournant autour d'un axe vertical invariable 0 . On lui applique 
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Fig. 53. 

un couple dont l'axe est normal au plan du ressort. C'est ce 
qui a lieu, par exemple, dans le régulateur d'une montre. Suppo
sons que la pièce OB tourne d'un 
angle oc. 11 résulte généralement de 
cette rotation un couple C et une 
force F, dont nous appellerons X et Y 
les composantes sur deux axes Ox 
et Oy : si la pièce OB était libre et 
qu'on la fît tourner entre deux doigts 
de manière à produire un couple, elle 
se déplacerait parallèlement à elle-
même au lieu de rester centrée sur 
la droite dont le point O est la trace. 
Il faudrait ensuite appliquer la force X, 
Y dans le plan xOy pour la ramener à sa position initiale. L'expé
rience est très facile à faire avec un ressort un peu gros (de petite 
pendule ou de réveille-matin). 

Toute rotation oc produit donc un couple C dont l'axe est perpen
diculaire au plan xOy, et une force X, Y appliquée 
au point 0 dans le plan xOy. La déformation effec
tuée, solidifions toute la partie BM du ressort, com
prise entre le point B et un point quelconque M ; 
cherchons la condition d'équilibre d'un petit élément 
MM' pris à. partir du point M. 

Nous pouvons supposer que la pièce OB est libre, 
à la condition d'ajouter la force X, Y. Transportons 
au point M le couple C et la force X, Y ; tout se 
passe comme si la partie BM était supprimée, et 
comme si nous appliquions directement en M le 
couple C-\-Yx—X.y. Naturellement la partie non 
solidifiée AM' exerce en M' un couple égal et 
opposé : l'élément MM' est en équilibre sous l'ac
tion de ces deux couples; il est seulement déformé. 
La figure 56 montre comment l'équilibre a lieu en 
même temps que la déformation. 

Appliquons maintenant la formule générale du 
§ 113. Il vient: 

C + Yx-Xy = El(j--j-) 
qui est l'équation cherchée. 

Négligeons les pressions X, Y sur l'axe 0 . 

Il reste: C ^ E l f 1 — 
\ P Po 

L'équation s'applique à tous les éléments : appelons ds la lon
gueur de l'élément MM'; multiplions les deux membres par'.tfs et 

Fig-. 56. 
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intégrons pour toute la longueur L du spiral : C est une constante 

dans l'intégration et J" ds = h. 

Il vient: CL = E l ( / ^ -

(/s 
Or est l'angle <79 que font les deux normales menées aux 

extrémités de l'élément MM' ; f = J~d§, est l'angle que font 
entre elles les normales menées aux points A et B quand le corps est 
déformé. La parenthèse représente donc la variation de cet angle. 
Puisque la normale A est invariable, cette variation est précisément 
égale à l'angle oc ; d'où l'équation qui résout le problème : 

r El* L , = L . 

Quelle que soit la forme du spiral plan, le couple est donc pro
portionnel à l'angle de torsion, en raison inverse de la longueur, et 
proportionnel au produit E l , qu'on appelle quelquefois moment 
d'élasticité (bien entendu à la condition qu'on puisse négliger X, Y, 
ce qui n'est pas toujours légitime). 

On trouvera au Sj 13 les valeurs de 1 pour différentes formes de 
la section droite. 

117. Ressort spiral cylindrique. (Ressort à boudin.) — Le 
ressort est formé d'un fil cylindrique de rayon R enroulé sur un 
cylindre ; nous désignerons par r0 le rayon de ce cylindre augmenté 
de la moitié du rayon du fil. L'hélice formée est caractérisée par 
l'angle % que fait la tangente en un point avec le plan normal à l'axe. 

A chaque extrémité du ressort, le fil quitte l'hélice pour gagner 
l'axe suivant une courbe plane de raccordement tracée dans un plan 
normal à l'axe. Il se replie une seconde fois suivant l'axe. Un des 
bouts du fil est maintenu fixe. A l'autre on exerce : 

1° une traction P suivant l'axe; c'est le mode le plus habituel 
d'emploi des ressorts à boudin ; 

2° un couple G dont l'axe coïncide avec l'axe de l'hélice ; cette 
disposition se rencontre dans certains galvanomètres, dans les res
sorts pour fermer les portes, etc. 

On démontre que l'inverse du rayon de courbure d'une hélice est 
égal à cos2 0 : r. Quand une hélice définie par les paramètres /•<, et 60 

se transforme en une autre hélice définie par les paramètres r et 6, 
la flexion est donnée par la formule 

1 1 cos 2 6 cos 2 % ? —Y p 7 ~ r r~ 

Pour produire cette flexion, il faut exercer un couple situé dans le 
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2, = E l ( = EIo. 

plan osculateur, dont par conséquent l'axe C, est normal à ce plan 
et dont la grandeur est 

cos2 9 'cos2 90 

r r„ 
Evaluons maintenant la torsion T. 
Quand le fil est en équilibre, il est disposé suivant une hélice 90, r 0; 

il n'y a pas de torsion. Déplaçons-nous sur l'hélice; le plan oscula
teur tourne : on dé
montre que le taux 
de rotation, c'est-
à - dire la rotation 
divisée par le che
min parcouru sur 
l'hélice, est 

Fig. 57. 

sin 90 cos 90 : r0. 

Cette quantité me
sure d'ailleurs ce que 
les mathématiciens 
appellent la torsion 
de la courbe. 

Quand l'hélice se 
transforme en une autre hélice caractérisée par les paramètres 9, r, la 
torsion est modifiée, au sens mathématique du mot. On voit facile
ment que la torsion physique T est mesurée par la variation de la 
torsion mathématique : 

sin 9 cos 9 sin 90 cos 9„ 
t — r ~r0

 -

Pour produire cette torsion, il faut exercer un couple dont l'axe 
est dirigé suivant la tangente au fil, et dont la grandeur est : 

WJ/.R4 

C 2 = T = A T . 
Introduisons maintenant les quantités directement accessibles à 

l'expérience. 
Soit h la hauteur du spiral et x l'arc total en radians décrit par le 

fil sur l'hélice. 
Si, par exemple, il y a dix spires, x = 20-. 
On a évidemment : 

A = Lsin9, \jW — h2 = L c o s 9 , xr=^\jU—h2 , 

? = L 2 [ a ^ — h* — *° — ^° 1 ' T = L 2 \ ? h — ' 

118. Cas particuliers. — Il serait facile de donner la théorie du 
ressort à boudin dans le cas général : nous nous contenterons d'étu-
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dier le seul cas important, cas où les spires sont très rapprochées sans 
se toucher, quand on a G = P = 0 ; où par conséquent on peut négliger 
h0 devant L. L'angle 6 étant très petit, l'axe du couple C! est sensi
blement dirigé suivant l'axe de l'hélice ; l'axe du couple C2 est sensi
blement normal à cet axe. 

On peut poser : C, = G, C2 = Pr 0. 

Action du couple G. — Il produit une flexion; h2 et hl étant 
négligeables devant L*, on a : 

«• — «o r m * — *o _ -ER 1 -ER 4 

Ainsi la torsion AOT du ressort à boudin sous l'influence d'un couple 
dont l'axe coïncide avec l'axe de l'hélice correspond à. une déformation 
par flexion; elle est proportionnelle au couple et à la longueur du fil, 
elle est en raison inverse de la quatrième puissance du rayon du fil. 

Il est facile de voir l'avantage d'un tel ressort employé comme 
dynamomètre pour mesurer les couples. Prenons le même fil et rec
tifions-le, appliquons-lui le couple G; la torsion A'OT est donnée par 

la formule G = A'OT; ^ °° =-¿P- = l - | - G , 
¿ L ' AOT 1 ' 

comme nous le verrons par la suite. En vérité, la torsion A'OT est 
plus grande que AOT d'un quart environ, a ayant 0,23 comme valeur 
moyenne. Mais l'encombrement de l'appareil est incomparablement 
plus grand. En effet, des mètres de fil tiennent dans un ressort de 
quelques centimètres de hauteur : il suffit de prendre r0 assez grand. 

Action de la charge P. — Il se produit une torsion du fil. LE 
rayon r et l'angle OT varient peu, il est légitime de poser : 

r = r0, OT = A0, OCR = OT0R0 = L . 

P R ° = T 7 A O ' I / 1 , P = "L7¡T' A / l =
 ¿LR2, A / L -

L'allongement du ressort est dene proportionnel à la charge, à la 
longueur du fil et en raison inverse de la quatrième puissance de son 
rayon. Il est, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnel au carré 
du rayon du cylindre sur lequel le spiral est enroulé. 

On s'explique aisément pourquoi dans les dynamomètres balances 
très sensibles, dans lesquels la déformation d'un ressort spiral sert 
de peson, on prend un fil fin et on l'enroule sur un cylindre de grand 
diamètre. Au contraire, pour avoir un ressort à boudin rappelant 
puissamment, on doit prendre un fil gros et l'enrouler sur un cylindre 
de faible diamètre. 

119. Réactivité. — Pour faire comprendre en quoi consistent les 
phéaoine*es. de réactivité^nous prendrons-le eaoojtehoujC; pour exemple, 
parce qu'ils y sont paj-tieulièremeat visibles. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Attachons un fil de caoutchouc par son extrémité supérieure et 
chargeons-le brusquement d'un poids. Il s'allonge d'abord beaucoup. 
Mais l'allongement ne cesse pas instantanément de se produire. Il 
continue pendant des heures et des jours avec des vitesses qui dimi
nuent vite, il est vrai, mais qui n'en produisent pas moins, par leurs 
effets accumulés> un allongement très appréciable. 

Au bout de quelque temps, déchargeons le fil : il se raccourcit 
instantanément beaucoup. Mais les phénomènes précédents se pro
duisent en sens inverse : le raccourcissement ne cesse pas instanta
nément. 

Au bout d'un temps qui est du même ordre que le temps pendant 
lequel le fil a été chargé, il reprend à peu près sa longueur initiale. 

En somme, il se conduit comme un fil parfaitement élastique, en 
ce sens que l'allongement n'est pas permanent. Le phénomène est 
cependant bien différent, puisque la durée d'une expérience y inter
vient pour une part considérable. 

Les phénomènes de réactivité satisfont comme première approxi
mation à une loi très simple. Supposons qu'on applique une force 
constante : la variable géométrique est représentée par une expres
sion de la forme x = x0\og (A£-|-B) ; on prend comme origine des 
temps le moment où la force est appliquée. Choisissons pour déter
miner les valeurs de x des temps en progression géométrique ; posons 
par exemple t = T " ; soit t assez grand pour que B devienne 
négligeable devant At. Nous aurons pour deux observations consé
cutives : 

x n = .r 0(log A + nlog-r), xn + 1 =x0 [log A- |~(ra- f - l ) logT] 

3-„ + I — x n = x0 log T = C t 0. 

On trouve la même loi pour les forces, quand la variable géomé
trique est maintenue invariable. C'est une première mais importante 
approximation. 

Les phénomènes de réactivité interviennent d'une manière fâcheuse 
dans beaucoup d'appareils de mesure. Les indications des baromètres 
anéroïdes sont de ce chef très sujettes à caution ; ils n'atteignent que 
lentement leur position d'équilibre. Aussi doit-on faire l'étalonnage 
dans les conditions mêmes d'emploi, c'est-à-dire avec des variations 
très lentes de la pression. Il ne faudrait pas, par exemple, mettre le 
baromètre sous une cloche et déterminer en quelques minutes les 
indications qui seraient censées correspondre à des pressions très dif
férentes de la pression atmosphérique. La forme quasi limite du sys
tème déformable ne serait pas atteinte. Les indications satisfont très 
exactement à la loi quantitative ci-dessus énoncée. 

De même on doit attribuer à la réactivité les déplacements du zéro 
des galvanomètres à cadre mobile. Il faut éviter d'imprimer aux fils 
de suspension de fortes torsions, si l'on ne veut pas avoir, après la 
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détorsion rapide mats incomplète, une détorsion de réactivité Jurant 
des heures et des jours. 

L'emploi d'un fil métallique pour équilibrer des couples est rendu 
presque illusoire du fait de la réactivité. Comme le phénomène est 
beaucoup plus fort pour un fil étiré que pour un fil recuit, on s'ex
plique le curieux paradoxe de l'emploi dans les balances de torsion 
d'un fil recuit (généralement en argent). On préfère risquer des défor
mations permanentes, plus faciles avec un fil recuit, que s'exposer 
à des déformations réactives. Dans ces derniers temps, on a même 
renoncé à l'emploi des fils métalliques; on leur a substitué un fil de 
quartz dont la réactivité est négligeable. 
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ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 

POUR LES CORPS ISOTROPES 

120. Les éléments de la théorie de l'Élasticité comprennent 
trois questions : 

1° l'étude abstraite de la distribution des forces autour d'un point : 
c'est la généralisation de la proposition d'Hydrostatique, que la pres
sion est la même dans toutes les directions autour d'un point d'un 
liquide ; 

2° l'étude abstraite de la déformation; 
3° les hypothèses sur les relations entre les forces et les déforma

tions : outre l'intérêt des formules auxquelles on arrive, cette der
nière étude a l'avantage de montrer comment s'introduisent les 
hypothèses sur la symétrie et à quelles conditions logiques géné
rales doivent satisfaire ces formules. 

Étude de la distribution des forces en un point 
d'un solide quelconque. 

121. Définition des forces 
élastiques. — Imaginons un 
milieu déformé, absolument 
quelconque, homogène ou non, 
pourvu qu'il soit continu. Cou
pons-le par un plan MN sui
vant une section QR. La partie 
1 du milieu exerce sur la par
tie 2, en chaque point de la 
section RQ, une certaine ac
tion, telle que, si l'on enlevait 
cette partie 1, il faudrait, pour 
maintenir l'équilibre, appliquer 
sur chaque point de RQ une 
force F dont les composantes 
rapportées à l'unité de surface 
sont X, Y, Z. 
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Réciproquement si on enlevait la partie 2, pour maintenir la 
partie 1 en l'état actuel, il faudrait appliquer en chaque point de RQ 
une force dont les composantes rapportées à l'unité de surface sont 
— X, — Y , —Z (comparer au § 35). 

Le problème est de déterminer les relations entre toutes les forces F 
qu'on obtient au voisinage d'un point d'un solide quelconque déformé, 
quand on donne à la section passant par ce point toutes les orienta
tions possibles. 

En particulier, si la section est normale aux axes de coordonnées, 
nous définissons neuf composantes : Xx, Yx, Zx, si la section est nor
male à l'axe des x, X„,... si la section est normale à l'axe des y, 
X 2 , . , . si la section est normale à l'axe des z. 

Pour trouver les relations entre toutes les forces F, nous allons 
écrire que les éléments constituant le milieu sont en équilibre; nous 
•choisirons convenablement leur forme pour faciliter les raisonnements. 

122. Équilibre du tétraèdre élémentaire. — Par le point 0 con
sidéré menons trois axes x', y', z' parallèles aux axes de coordonnées. 

Cherchons l'expression de la force F 
sur un plan dont la normale fait 
avec les axes des angles définis par 
les cosinus directeurs m, n, p. La 
force est à peu près la même pour 
un plan parallèle ABC infiniment 
voisin, déterminant avec les plans 
Ox'y', Oy'z', Oz'x' un petit tétraèdre, 
récrivons que ce tétraèdre est en 
équilibre. Les forces qui agissent 
sur le volume (pesanteur,...) dimi
nuent indéfiniment devant les forces 
qui agissent sur la surface, à me
sure que le tétraèdre est plus petit. 
A la limite nous devons écrire que 
ces dernières se font équilibre. (Com
parer au raisonnement du § 27.) 

Soit S l'aire du triangle ABC; les aires des faces du tétraèdre 
sont les projections mS, «S, pS de S sur les plans coordonnés. 
Nous avons donc, en égalant les projections de toutes les forces paral
lèles à chacun des axes : 

SX = mSX, + nSX y +pSX z . 
I X = m X x - r - n X r + / > X „ 

(1) j Y = m Y , + nY r - | - i > Yo 
( Z = mZx-\-nLy-\-p

TLz. 

Donc les forces F (X, Y, Z) pour un plan quelconque sont complè-
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tement connues, quand nous donnons les forces pour trois plans rec
tangulaires quelconques. 

Reste à savoir si ces forces sont elles-mêmes absolument indépen
dantes. C'est ce que le paragraphe suivant va nous apprendre. 

123. Équilibre du parallélépipède élémentaire. — Considérons 
donc un parallélépipède infiniment petit dont les faces sont paral
lèles aux plans de coordonnées. Leurs aires sont dydz (normalement 
à l'axe des x), dzdx (normalement à l'axe des y), dxdy (normale
ment à l'axe des 2 ) . 

Nous admettons qu'outre les forces élastiques agissent des forces 
(analogues à la pesanteur) ne pouvant donner lieu, à l'intérieur d'un 
volume infiniment petit, qu'à des couples dont le moment serait un 
infiniment petit du second ordre par rapport aux forces prises comme 
infiniment petits du premier. Pour que l'équilibre existe, il faut que 
les forces élastiques ne produisent que des couples du même ordre. 

Or les forces F T et F'* qui 
agissent sur les faces ABCD 
et EFGH diffèrent infiniment 
peu en valeur absolue et sont 
à très peu près dirigées en sens 
exactement contraires. Elles 
fournissent des composantes 
Zxdydz et Z'xdydz à peu près 
égales, qui se composent en 
un couple de moment Zxdxdydz 
dont l'axe est dirigé suivant Oy. 

De même les composantes F 2 

et F'j, donneront un couple d'axe 
dirigé suivant Oy et de mo
ment X.dxdydz. Comme il n'y 
a pas d'autre couple de même 
axe, l'équilibre exige que l'on ait X s = Zx. On démontrerait de même 

que l'on a : Ya. = X„, ZV = YZ. 

D'où le théorème fondamental : 
Les forces F autour d'un point sur tous les plans qui passent par 

ce point, sont complètement déterminées par la connaissance de six 
quantités Nj, N 2 , N 3, T 1 7 T 2, T 3 au moyen des formules : 

X = m N 1 + n T 3 + j 3 T 2 

(1') Y = mT3 + n N 2 + ^ T 1 

Z = mT2 - f nT, - f jaN3. 

? . . . . . 

Fig. 60. 

Nous devons poser : 
X. = N,. Y.. = N,. Z. = N,. 
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124. Équilibre entre les forces élastiques et les forces exté
rieures. — Sur les faces perpendiculaires à l'axe des x du paral
lélépipède sont appliquées deux tensions F x et F',.. Si nous admet
tons la continuité, les composantes de F* étant W^dydz, 'ï^dydz, 
T.,dydz, les composantes de F^ seront : 

- (Nl - Òòxl d*)dVdz> - (Ta - ^ d*)dydz> 

•' ÔT \ 

òx~ dxjdydz-
La résultante parallèle à l'axe des x a donc pour composantes : 

òN, , òT, , ÔT2 , 

en posant : dut dxdydz. 
De même pour les autres couples de faces. 
Admettons l'existence d'une force extérieure proportionnelle au 

volume et dont les composantes sont X0da>, Y ( , c?<ù , Z 0c/<>>. 

Les équations générales d'équilibre sont : 
ON; . ÒT3 . ÒT, 
()x < òy ' ÒZ 

ÒT3 oN2 ÒT, 
(2) ) òx dy " 1 oz 

ÒT, , ÒT, , ON, 

•X o = 0. 

+ Y0 = 0. 

+ Z„ = 0. bx ' hy * 

Comme cas particulier de ces équations, nous retrouvons bien les 
équations du § 28. Mais en Hydrostatique, il n'existe qu'une pres
sion normale, la même en chaque point quel que soit le plan m, n, p 
considéré. De plus nous comptons positivement : les pressions en 
Hydrostatique, les tensions en Elasticité. 

Il faut donc faire : 
N, = N, = N3 = — p , T ^ T ^ T ^ O . 

125. Plans principaux. — Pour que la force F soit normale 
au plan sur lequel elle s'applique, nous avons à satisfaire : 

X = mF, Y = nF, Z = p F . 
Substituant dans (1'), il vient les conditions : 

m(N,— F) + n T 3 + p T 2 = Û , 
mT3 + n(N2 — F ) + / ) T 1 = , 0 , 
mT I + nT 1 +j>(N,— F) = 0, 

avec la condition : m2 -\- n2 -\-p2 = 1. 

On sait que ces quatre équations donnent 3 valeurs réelles pour F 
et trois systèmes de valeurs pour m, n, p correspondant à 3 droites 
rectangulaires. 
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Il existe donc, en un point quelconque d'un milieu déformé quel
conque, trois plans rectangulaires entre eux, tels que les forces élas
tiques correspondantes leur soient normales. 

On les appelle plans principaux. 
Ces forces normales peuvent être des tractions ou des pressions, 

suivant que la force est dirigée vers la partie du milieu qu'on sup
pose enlevée (§ 121), ou vers la partie qu'on suppose maintenue. Une 
ou deux des forces principales peuvent être nulles. Par exemple, 
quand un cylindre homogène est tendu uniformément, sans compres
sion sur ses faces latérales, un des plans principaux est normal à la 
direction de la tension; les deux forces principales normales à la 
direction de la tension sont nulles. 

126. Travail des forces élastiques. — Supposons que le corps 
ne soit soumis qu'à des tractions superlîcielles X, Y, Z. Soit dS un 
élément de la surface, u, v, w les composantes de son déplacement 
supposé petit. 

Admettons seulement que les déformations et par conséquent les 
déplacements u, v, w sont proportionnels aux forces. Dans ces 
conditions, le double du travail effectué par les forces extérieures a 
pour expression : 

2VV = J'F (Xti + Yv - f Zw)dS, 

étendue à toute la surface, lin effet, nous n'avons qu'à représenter 
les forces et les déplacements par qX, qY, qZ, qu, qv, qio, et faire 
varier q de 0 à 1. Le travail qui correspond au passage de l'état q à 
l'état q-\-dq est : 

F F (qX . udq -)- qY . vdq -\- qZ . wdq)dS. 

Le travail nécessaire pour passer de l'état non déformé à l'état 
déformé est : 

W=J^1qdq.JJ (Xu + Yi; + Zit))c/S = -|- FJ(Xa-f-Yo-f Zw)rfS. 

Nous pouvons donner une seconde expression de W. Soit diù un 
élément de volume; multiplions respectivement par udiù, vdu>, wdt¿ 
les équations (2) (dans lesquelles nous posons X 0 = Y 0 = Z0 = 0, les 
forces se réduisant aux forces élastiques) ; intégrons pour tout le 
volume. Il vient : 

F F F U ^ Z 1 D X D Y D Z + U 1 ^ D X D Y J Z + 

L'intégration par parties donne : 
î>N, d . . b u „ 

u 5 F = - ô F ( " N l ) - ô ï N l ' 
Cours de Physique. — H . BOUASSE. 

= 0. 
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Effectuant les intégrations précédentes possibles, il reste : 

/fuQildydzJt-Tidzdx-\-T2dxdy)-\-v(Tadl/dz-{- ) + u.( ) _ 

+T,(£+^)+ >-
Mais les parenthèses de l'intégrale double sont les produits X(/S, 

YdS, zdS des composantes X, Y , Z (éq. (1) du § 123) de la force 
élastique à la surface par l'élément d'aire. L'intégrale représente 
donc le double du travail de ces forces. L'intégrale triple est donc 
une seconde expression du double de ce travail. 

Étude abstraite de la déformation. 

127. Expression approchée de la déformation supposée 
petite. — Avant toute déformation, un point M a pour coordonnées 
x, y , z; après la déformation ses coordonnées deviennent : 

X + U> V +
 V> 2 + ' ^ 

u, v, w, sont des fonctions continues des coordonnées et du temps, 
leurs valeurs numériques sont censées très petites. 

Soit un autre point M' dont les cordonnées sont x -\- Ax, y -\- Ay, 
z-\-kz. Pendant que le point M se déplace de u, v, iv nous admet
tons que le point M' se déplace de quantités u', v1. xd données par les 
équations : 

, . bu . , du . . bu . 
u = „ 4 - ^ A x + ^ A y + d 7 Az, 

. . , . b u b u . b u . 

( 3 ) v = u + b * " A x + b̂ 7 A ^ + bz Az> 

, . biv . . biv . . bw . 
w = 1 0 + bF A x + "ôy A ^ + -57 A ; ' 

pourvu que Ax, Ay, As restent suffisamment petits. Les coefficients 

"o~a7' ^y'"' son^ dans c e s équations essentiellement constants; ils 

ont les valeurs que prennent au point M les dérivées partielles des 
fonctions u, v, w par rapport aux coordonnées x, y , z. 

Cette hypothèse implique non seulement que A.r, Ay, Az sont petits, 

mais aussi que les dérivées ^ f

U ' V ' W ) ont de . très petites 4 b(x, y, z) * 
valeurs. 

La théorie qu'on déduira de ces prémisses ne peut donc s'appliquer 
en tout état de cause qu'à de très petites déformations. 

Exprimons dans ce système d'hypothèses les deux déformations 
fondamentales : l'allongement relatif d'une petite droite, la varia
tion de l'angle que font deux petites droites. (On comparera utilement 
ces raisonnements avec ceux du § 96.) 
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dtu . 

128. Allongement relatif d'une petite droite. — La dis
tance MM' est L = y'Aar'4- Ay2-\- Az2 ; après la déformation elle 
devient L -\- AL dans l'expression de laquelle je peux faire les sim
plifications suivantes, en vertu de la petitesse des déformations vis-à-
vis des variations Ax, Ay, Az. 

L - f AL _ \J[Ax-f u' — uf + (Ay + u' — u)2 + (As + w' — ivf , 

= \/L 2 - f 2Ax(u' — u) + 2\y[v' — v) - j - 2Az(u>' — tu) , 

= L + ( " ' - » ) + If (V-v)+^-(w'-w), 

LAL = Ax[u' — u) + A^(u' — u) 4- Az{w' — w), 

t * t x - 2 du . -j—a du , ^ — 2 diu . /du , du\ 
~ b - + A2/ ^ - f - A z ^ - + A x A u ^ 4 - ^ ) 

. . . /du . dw\ . . . /dîu d u \ 
+ A ^ A 3 ( ^ 4 " d2/) + A ^ ^ + d z > 

Prenons successivement pour la ligne MM' les trois côtés Ax, A y., 
As d'un parallélépipède parallèle aux axes. 

AL = A • Ax = Aa?-^ , si le côté est parallèle à l'axe des x, 

AL = A- Ay=:Ay^RG » » y, 

AL = A • As = Az ^ » » z 
oz 

Le volume qui était AxAyAz devient : 

T i du , du . dtu , , ,., . ,. AV , 
La quantité ^—~dle * by ' d^ dilatation -y^- du 

• volume (Voir § 65 une autre démonstration). 

129. Variations des angles du parallélépipède.— Plaçons le 
point M à l'origine des coordonnées et le point M' sur l'axe des x.. 
Nous devons poser dans les formules (3) : 

Ay = Az = 0. 
On a : 

, du . , du . , dio . 
u — u= ^ Ax, v — v = Ax, iv — w = -g^- Ax. 

Les projections de la nouvelle arête Ax sur les axes sont : 
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Relation entre les forces et les déformations. 

130. Expressions générales. Corps homogène et isotrope. — 
Nous avons vu tant dans les § précédents qu'au § 96 que les défor
mations peuvent s'exprimer comme première approximation au moyen 
des six fonctions 

bu bv bw 
Hx> Ty ' b~T' g*> V"' ffz' 

Sans faire aucune autre hypothèse que d'admettre leur petitesse, on 
peut donc exprimer les N et les T en fonctions linéaires de ces quan
tités. 

Donc en tout 36 coefficients. 
Le corps étant supposé homogène, ils sont indépendants du point 

considéré et par conséquent de x , y , z . Nous allons chercher à 
réduire leur nombre par des considérations de symétrie. 

Supposons le corps isotrope. 
S'il s'agit de Nj, composante normale exercée sur l'élément normal 

à l'axe des x, par raison de symétrie, le déplacement u et les 

Les cosinus de sa nouvelle direction avec les axes sont donc : 

j , Ou ov bw 
' bx ' bx ' bx 

De même les cosinus de la nouvelle direction de l'arête ày avec 
les axes sont : 

du | . île bw 
by ' ' by ' by ' 

Le cosinus du nouvel angle —^ffz j des deux anciennes arêtes 

Ax et Ay est : cos — 2gz^j = sin 2gz = 2gz 

/ j i bu \ ôu . ou A , bw \ , bw bw bu bv 

\ ' bx / by ' bx \ ' by / ' bx by by > "bx ' 
Les décroissements des angles du parallélépipède s'expriment donc 

en fonction des quantités suivantes, qu'on appelle souvent glissements : 
1 / biv bv \ 1 / bu . bw \ 1_ / bv • bu \ 

ffx= 2\by~+ bz)> ff<' = ~2\bz+~bx~)> 9' — ~2~\~bx"T~1IYR 
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déplacements v et w jouent des rôles différents; mais ces derniers 
doivent entrer de la même manière dans l'expression des forces. 

On a donc : 

N 4 et N 3 s'obtiennent par permutation circulaire. 

N . = A £ + B ( £ + » H . ) + I * . + H ( , . + * > . 

et de même pour N 3. 
S'il s'agit de Tj, lequel est à la fois composante tangentielle dans 

les plans normaux aux axes Oy et Oz, v et w doivent jouer le même 
rôle et u un rôle différent. Nous avons encore : 

Les 36 coefficients sont donc réduits à 8. 

131. Cas particuliers de la traction et de la torsion d'un 
cylindre. — Pour aller plus loin, considérons deux cas particuliers 
pour lesquels nous connaissons par expérience les déformations et les 
forces qui les produisent. Leur étude permet de simplifier les équa
tions précédentes, et prouve que certains coefficients sont identi
quement nuls. 

1° Traction simple. — Un cylindre homogène est uniformément 
tendu par un poids. Soit z l'axe parallèle à la tension. Faisons coïn
cider l'axe du cylindre déformé avec l'axe des z et son extrémité 
invariable avec le plan des xy. 

L'expérience (§ 103 et sq) donne pour la déformation les condi
tions géométriques : 

u = — ax, v = — ay, xv=.cz, 

puisque nous savons que le cylindre, tout en s'allongeant, diminue 
de diamètre (§ 106). 

Toutes les dérivées ^rr'V>W\ sont nulles, sauf 

bw bu bv 

bz ' bx by a' 

Il est d'ailleurs évident que les conditions mécaniques sont : 

N, = N, = ^ = ^ = ^ = 0. 
Nous devons donc conclure que les coefficients -Ho et sont iden

tiquement nuls. 
Nous reviendrons plus loin sur les autres conséquences à tirer. 
2° Torsion simple. — Le cylindre est tordu par un couple normal 

à l'axe des 2. Exprimons les déformations étudiées au § 110. L'extré-
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1 8 représentant la dilatation-conserve la même valeur quel que soit 1« système d'axes. 

mité encastrée du cylindre coïncide avec le plan xy / pour z = 0, 
les déformations sont nulles, elles sont toutes choses égales d'ail
leurs proportionnelles à z. La torsion rapportée à l'unité de longueur 
et mesurée en radians est «. 

u = — xyz, V = xxz, TV — 0. 
D ou ^ — = - r — = - r 0 identiquement. 

bx by bz 1 

Considérons un "point du plan xz, on a y — 0, 

bu ou . bu bu 
Oy ' oz ' bz ' bx 

D'ailleurs, pour ce point, on doit avoir : 

N, = N, = N3 = 0, T1 = T, = 0I 
ee qui implique identiquement 

D = E = 0, ¿ = 0 . 

En définitive, posant : 

B = A, A = * + 2 * , e=^+-̂ +ôz, 
il reste : 

N. = A f l - f - 2 - x - ^ - , N 2 = X9 + 2; ,^- , N , = A9 + 2 ^ , 

T, = <S)gx, T 2 = (% w T 3 = (%.., 
soit trois coefficients distincts. 

La réduction n'est pas encore complète. Les formules que nous 
cherchons doivent être indépendantes du système d'axes de coordon
nées choisi, puisque par hypothèse le corps est isotrope, et que, 
par conséquent, rien ne fixe à priori le choix des axes. 

Donnons un certain système de forces produisant certaines défor
mations concrètes ; choisissons deux systèmes d'axes de coordonnées 
x, y,z et x',y', z'. 

Nous devons avoir dans le premier et dans le second systèmes : 
N1 = A9 + 2;,.||-, N'1 = X0 + 2-,. ^ , 

et de même pour les autres forces 1. 
Or nous pouvons passer des N et des T aux N' et aux T par un 

changement de coordonnées ; nous pouvons de même passer des 
b(a, V, W) a ^ b /*V V',V,l • Nous pouvons chercher à quelle condi-
0\x>y> z) 0 \ x ) y >'z I 

tion nous retrouvons les mêmes formes d'équations entre les forces 
et les déformations, quel que soit le système d'axes. Nous ne ferons 
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pas le calcul, qui ne présente d'ailleurs aucune difficulté : la condi
tion à satisfaire est : ей = [л. 

En définitive, dans un corps homogène et isotrope et dans le sys
tème d'hypothèses admis, il existe entre les forces et les déformations 
les relations : 

N, = ¿6 + 2 ,̂ N, = 19+2;,.-g-, N3 = A9 + 2;̂  
/ ô v . Ô«A /bu> o u \ (bu . bv\ 

contenant deux coefficients distincts ~k et p. 

132. Expressions du module E et du coefficient de Poisson а 
en fonction des coefficients 1 et <j.. — Reprenons l'exemple de la 
traction simple traité incidemment au § précédent. 

Admettons comme conditions géométriques : 
u = — ax, v —- — ay, w = cz, 

bu bv bw . л , 
-Ыс-=Ъу- = -*> -ЪТ = С> 9 = -2a + C > 

Écrivons que les pressions normales N T et N 2 sur les faces laté
rales sont nulles, et cherchons l'expression de la tension N 3 suivant 
l'axe des z. 

N , = N 2 = (с — 2a)X — 2у.а = 0, N 3 = (c — 2a)\ -j- 2-AC. 
Par définition, le module E (§ 103) et le coefficient de Poisson а 

(§ 106) ont pour expressions : 

Il est clair que 1 et ;x prenant toutes les valeurs positives pos
sibles, s ne peut varier qu'entre 0 et 0,5. 

Pour <j = 0, E = 2̂  pour <r = 0,5, E = 3u. 

Le rapport E : [л ne peut donc varier qu'entre 2 et 3. 
Mesure de <?. — On peut appliquer la formule E : 2JA = i —|— cr à la 

mesure de а ; nous avons déjà indiqué plus haut une méthode 
( § 1 1 8 ) ' 

Il est plus simple d'étudier simultanément la flexion plane d'un 
barreau cylindrique (§ 115) et sa torsion (§ 110). 

Transversalement à l'une des extrémités d'un barreau maintenu 
horizontalement par l'autre extrémité dans un étau, est fixée une 
tige rigide dont l'extrémité est elle-même chargée d'un poids. Il se 
produit скшс à lia fois шив flexion et une torsion du barreau dont il 
est facile de calculer les grandeurs. 
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Soient L la longueur du barreau, P le poids qui le fléchit, f la 
flèche. Soit C le couple qui le tord de l'angle « ; on a : 

Les déterminations sont faites par réflexion sur un miroir fixé 
horizontalement à l'extrémité du barreau et parallèlement à son axe. 
La flexion et la torsion produisent des déplacements rectangulaires 
du faisceau réfléchi. En visant un quadrillage sur verre, la mesure 
de a se ramène à une seule, lecture. 

133. Coefficient de compressibilité cubique. — Soumettons 
le solide à une pression uniforme N. Il se transforme en un solide 
semblable; en supposant fixe l'origine des coordonnées, sa déforma
tion est définie par les équations : 

u — — ax, v = — ai/, w — — az. 

Les forces tangentielles T sont nulles en tous points, et l'on a : 

_ N = (3X + 2{*)a, 0 = —3a. 

Le coefficient de compressibilité x est défini (comparer au § 33) 
comme le quotient de la condensation par unité de volume (§ 66), 
par la pression par unité de surface : 

9 3 3 „ . 
*~"TT — 3>. + 2jT ' — ~E" ^ '' 

Pour que x soit positif, il faut que u soit compris entre 0 et 0,5, 
condition qui permet à ~K et ¡j. de prendre toutes les valeurs positives 
comprises entre 0 et oc. 

134. Équilibre d'élasticité d'une enveloppe sphérique. — 
Nous allons étudier deux cas particuliers d'équilibre élastique dont 
l'importance pratique et théorique est considérable. En dehors des 
applications industrielles des formules que nous obtiendrons, cette 
étude aura l'avantage de familiariser le lecteur avec la théorie de 
l'Elasticité qui semble, on ne sait pourquoi, un épouvantail. 

Voici le premier problème : Une couche sphérique homogène de 
rayons intérieur R 0 et extérieur R, est soumise à des pressions inté
rieure p„ et extérieure p,. On demande les déformations et les forces 
qui en résultent. 

Par raison de symétrie, il est évident que les points se déplacent 
radialement pendant la déformation. Soit r la distance d'un point 
au centre de la sphère avant la déformation; elle devient r-f-U. Tout 

doit s'exprimer en fonction de U et ~^jr-

Il est non moins évident par raison de symétrie qu'en chaque point 
deux des tensions principales sont égales et que la troisième est diri-
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gée suivant le rayon. Nous la représenterons par N, et les autres 
égales et normales à celle-ci par N'. 

L'expression de N et N' en fonction des déformations s'obtient très 
aisément en considérant la forme même des expressions générales du 

§131. N, = ^ + 2 ; , ^ . 

La condensation 6 a une définition indépendante du système de 
coordonnées; quant au second terme, il exprime le produit par 2y. 
de la dilatation parallèlement à N,. 

Donc il n'est pas utile de faire d'ennuyeux changements de coor
données pour trouver l'expression des forces que nous cherchons. 

Calculons d'abord f). Le volume d'une couche sphérique de rayon r 
et d'épaisseur dr est d'abord ter'dr; après la déformation, elle 
devient : 

te{V + rndr + !§-dr); d'où: ô = ^ + ^ ; 
d'où immédiatement : 

N = ^ + 2 ^ = (X + 2;,.)4£+2̂ . (1) 

Pour avoir N' il faut calculer la dilatation dans le sens normal au 
rayon. Or une petite droite de longueur ctr, qui était à la distance r 
et sous-tendait un angle ot, se trouve maintenant à la distance r-(-U 
et sous-tend le même angle. Sa longueur est devenue ot(r-j-U), la 
dilatation est U : r; d'où : 

N' = Xe + 2 [ 4 ^ = 2(X + ( i ) - f + (2) 

Cherchons enfin l'équation d'équilibre d'un élément conique d'angle 
au sommet 2«, et contenu entre deux sphères de rayons r et r-{-dr. 
La pression N agit sur la face intérieure d'aire TCO-V , la pression 

dN 
N - f - - ^ - d r agit sur la face •KX1(r-\-^RY- Enfin la pression N' agit 
sur la face latérale d'aire 2-nxrdr ; cette action admet une composante 
radiale dirigée vers l'extérieur 2v:xrdr. otN'; 
d'où l'équation d'équilibre : 

w V N + 2-Kx'rdr . N' — r;x2(r + drf (N + ~R dr) = 0, 

^ + - ( N - N ' ) = 0. (3) 

Substituant à N et N' les valeurs (1) et (2), il vient : 

(fU | dU 2 U _ f t T T — \ B 

~drr~' r ' dr ~ r1 ~ 0 ' U — C R T r3 ' 

e = 3e, N = (3X + 2;, .) C -4f,A N ' = (3X + 2;x)c + 2* A, 
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ce qui résout complètement le problème. L'enveloppe se dilate uni
formément, puisque 0 est constant. Déterminons c et b par les condi
tions imposées : 

. _ 1 RfR3 _ 1 Rfco—Rfa 
4y. Ri — Ro ^ c — 3à + 2j* ' R? —R„3 ' 

D'une manière générale, le déj>Iacement d'une molécule n'est pas 
proportionnel à sa distance au centre. Cela n'a lieu que si ¿ = 0. 

Il en est d'abord ainsi quand R o = 0 ; il s'agit d'une sphère pleine. 
Le rayon extérieur subit une variation relative égale à 

C 3À + 2 ; , ' 
La variation relative de volume est trois fois plus grande ; nous 

retrouvons le problème du § 133 et la valeur du coefficient de com-
pressibilité. 

Si l'enveloppe est également pressée à l'intérieur et à l'extérieur, 
b est encore nul. Tout se passe comme si la sphère était pleine, ce 
qui est évident à priori. 

La sphère pressée à l'intérieur est tendue par la force N' dans le 
sens tangentiel ; la plus grande valeur de N' a lieu vers la paroi inté
rieure : c'est là que la déformation permanente a chance de commencer. 

133. Équilibre d'élasticité d'un tube cylindrique. — Pour 
trouver les déformations, nous allons suivre la même marche, ce qui 
nous permettra d'être bref. Les rayons du cylindre sont R0 et R,, 
les pressions p 0 et p t . Une des extrémités du cylindre est fixe. Nous 
admettons qu'il est fermé par des bases planes et que dans la défor
mation les sections droites demeurent des sections droites. 

Les tensions principales sont : l'une N, dirigée suivant le rayon ; la 
seconde N', suivant la génératrice du cylindre ; la troisième N", à 
l'intersection de la section droite et du plan tangent au cylindre 
concentrique au tube et passant par le point considéré. 

Chaque point est défini par les coordonnées /• distance à l'axe et z 
distance à l'extrémité fixe; les déplacements correspondants sont U 
et W. On trouve d'abord aisément : 

L <zu , u , </w 
Puis, par des considérations déjà exposées plus haut : 

N = (, + 2 , ) f + > . ( ì + ^ ) , (t) 
N ' - f , + 2 , ) ^ + > . ( ^ + 4-). (2) 

i T - 0 . + tf)-2- + i.(«L+™). (3) 
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Cherchons enfin l'équation d'équilibre d'un petit cône contenu entre 
deux plans distants de dz et entre deux plans méridiens faisant 
l'angle x. Procédant comme plus haut, il vient : 

* + *=*:_.. ( t ) 

Substituons à N et N" leurs valeurs tirées de (1) et de (3) : 

-j- —, - 2 = 0 , U = ar-\ . 

rfr ' r dr r2 1 r 
Enfin, l'hypothèse admise plus haut donne W = cz; d'où : 

N = 2(A + J.)« + A C - 2 ! i - A . 
N'=(X + 2ia)c + 27a, 0 = 2a + c, 

N" = 2 (X + ;x)a + Xc + 2 j i ^ . 

Le problème est complètement résolu. Il faut seulement déterminer 
a, b, c par les conditions imposées. 

La pression qui s'exerce sur la base intérieure est -xRlp0; sur la 
base extérieure, ^ R 2 / ^ . La tension N' que nous avons admise uni
forme, est donc fournie par la formule : 

{-RI — T:R 2 )N ' = -R[Pl — TZRIPO-

Nous connaissons d'ailleurs les valeurs de N pour R = R 0 et R = R T . 
Les calculs très faciles effectués, il vient : 

a C 3X + 2;j. R 2 — R 2 ' * _ 2 ; ; . R J R J ^ W» » — 

L'enveloppe est donc encore uniformément dilatée. Si on exerce 
une pression intérieure, la force N" correspond à une traction dont 
la valeur maxima est encore près de la paroi intérieure. 

Le calcul des variations du volume intérieur dans tous les cas par
ticuliers est trop simple pour qu'il soit utile d'insister. 

On trouve immédiatement : 

„ _ R f o i — Rlp„ _ R i RQ PI —p„ 
I N — R 2 — R 2 RI —RI r2 • 

Soit Pi petit devant p 0 ; faisons r = R 0 , il vient : N"=/» 0 . Donc il 
ne suffit pas d'augmenter l'épaisseur d'un cylindre pour qu'il puisse 
supporter une pression intérieure quelconque, car la traction N'' est 
sensiblement égale à cette pression, quelle que soit l'épaisseur. Pour 
qu'un cylindre puisse supporter une pression intérieure de 1000 atmo
sphères (1000 kilogrammes par centimètre carré, 10 kilogrammes par 
millimètre carré), il faut qu'il puisse supporter cette traction sans se 
déformer. S'il en est incapable, ce n'est pas parce qu'on augmentera 
l'épaisseur que le cylindre résistera. 
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Pour étudier la compressibilité des liquides, on est obligé de les 
enfermer dans des vases qui sont généralement des cylindres en verre 
terminés par des calottes sphériques. On admet que les hémisphères 
se déforment comme s'ils faisaient partie de la même sphère, et que 
le cylindre se déforme comme s'il faisait partie d'un cylindre indéfini. 
Il est difficile de savoir à quelle erreur correspondent ces hypothèses. 

136. Détermination de la compressibilité cubique des solides 
et des liquides. — Pour déterminer la compressibilité cubique d'une 
matière solide, on s'arrange pour exercer extérieurement une pression 
connue sur un vase cylindro-sphérique de cette matière. Un tube fin 
calibré est fixé sur une des calottes; l'appareil est rempli d'eau; le 
déplacement de l'eau dans le tube donne la variation de volume. La 
pression extérieure est mesurée par un manomètre. 

La variation de volume ne donne pas directement le coefficient de 
compressibilité cubique x,; nous savons que dans ces conditions le 
changement de volume est plus grand que si le liquide intérieur était 
remplacé par un noyau solide de la matière du vase. 

Une seconde expérience est nécessaire, par exemple, la mesure du 
coefficient E sur une barre de la même matière. 

Pour déterminer la compressibilité d'un liquide, on remplit le 
vase précédent de ce liquide ; on mesure : 

1° la diminution de volume de l'enveloppe lorsque le vase ne sup
porte de pression qu'à l'extérieur. Connaissant d'ailleurs le coeffi
cient E, on déduit de cette expérience les coefficients X et <JL relatifs 
au solide formant l'enveloppe. 

2o le changement apparent de volume quand la pression s'exerce 
à l'intérieur et à l'extérieur du vase. La connaissance de \ et de [j. 
permet de calculer le changement de volume réel de l'enveloppe. 
L'expérience donne donc le coefficient de compressibilité cubique du 
liquide. 

137. Théorème de Clapeyron. — Nous avons démontré que le 
travail des forces élastiques dans un milieu quelconque, ou, si l'on 
veut, l'énergie potentielle W d'un milieu quelconque déformé, a pour 
expression (§ 126) : 
2W=№̂ +N-̂ +-+T'(£+̂ )+"K 
Supposons le milieu homogène et isotrope, substituons aux défor

mations leur expression en fonction des N et des T (§ 131). 
On trouve facilement, en posant : 

N,. + N, + N, = F, N 2 N 3 -f- N3N, -f - N,N 2 — T[ — T 2 — TJ = G2 : 

où E est le module d'allongement. 
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On pourrait, en éliminant les forces, donner de W une expression 
ne contenant que les déformations. 

ONDES PLANES DANS UN SOLIDE ISOTROPE 

138. Propagation d'une onde plane dans un milieu iso
trope indéfini.— Reprenons les équations (2) du § 124 ; substituons 
aux N et aux T leurs valeurs en fonction des déformations, et sup
posons que X 0 , Y 0 , Z 0 sont les forces d'inertie. Si p est la densité 
de la matière, on trouve : 

Ô 2 U , Ô 2 U \ 0 2 U 

os 2 ) — ? bt2 ' 

b2v 

, v 0 8 , / o 2 u , o 2 i 

^ + W - ò l r 7 + ! ^ - 5 5 2 - + - o ^ 

òt* 

U , /Ò2W . Ò 2 U > , ò 2 u > \ Ò 2 U > 

0 + ̂  + bx2
 " T " Ò Z / 2 * * " Ò S 2 ^ — P Ò f 

Telles sont les équations générales de la propagation d'un mouve
ment à l'intérieur d'un solide indéfini isotrope dont les déforma
tions sont petites. Nous les appliquerons à la propagation des ondes 
planes. Le solide étant isotrope, nous pouvons prendre pour axe 
des x la direction de propagation. 

O n d e s l o n g i t u d i n a l e s . — Supposons d'abord que le mouvement 
s'exécute suivant la direction de propagation : 

o u o u 

v=w=0, ^ - _ - 5 F = 0 , 

puisque l'onde est plane, c'est-à-dire puisque le mouvement est iden
tique à chaque instant en tous les points d'un plan normal à la direc
tion de propagation. Il reste : 

. Ò 2 U b2U 

Nous retrouvons une forme d'équation différentielle déjà rencon
trée. La vitesse de propagation est : 

Elle n'est pas identique à la vitesse de propagation longitudinale 

V f p (§ 108) 

le long d'une barre. Gela tient à ce qu'un milieu indéfini n'est pas 

libre, comme une barre, de se contracter latéralement lorsqu'il s'al

longe. La dilatation longitudinale ne peut aller sans des ten

sions latérales. 
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On a en effet : 
bu biw . ,, , „ . Ou .bu bu 
b ^ = l>r = 0 ' N, = (̂  + 3 ^ - 5 ^ , N 2 1 ^ , ^ = 

Pour produire le même allongement il faut u n e tension nor

male plus grande que si l'on avait N s = N s = 0. La vitesse V! est 
plus grande que la vitesse V. 

ONDES T R A N S V E R S A L E S . — Supposons en second lieu que le mouve
ment s'exécute dans le plan normal à la direction de propagation; il 
faut poser : 

bu bu bw bw n 

u~0' ~67="bT=
 bi, ^ " o T ^ 0 ' 

puisque l'onde est plane; 8 = 0. 
b2u b*u b3MJ b2№ 

^'"biï" = P"bF' P bx2 = P~W• 
Nous retrouvons la même forme ; la vitesse de propagation est : V f p 

C'est une caractéristique des solides de transmettre des ondes trans
versales ; nous verrons qu'en Optique on est conduit à les supposer 
telles, l'éther est donc assimilé à un solide. 

En particulier, le milieu peut transmettre la vibration elliptique 

w - - w0 sin 2n -—j, v = v0 sin 2 - (Jj? ^- — , 

).„ (qui représente ici la longueur d'onde et n'a aucun rapport avec 
le coefficient \ ci-dessus défini; il n'y a aucune ambiguïté à craindre 
dans l'emploi de la lettre 1 dans ces deux sens; ils sont d'ailleurs 
suffisamment distingués par l'indice) est déterminé par la condition 

y. est une constante, 2TT* mesure la différence de phase entre les 
composantes v et ic. 

139. Distribution de l'énergie dans une onde longitudinale 
sinusoïdale. — L'onde longitudinale, plane et indéfinie dans le 
sens yz, a pour expression : 

t 
u = u0 sin 2TT ( 

où }.„ désigne la longueur d'onde. 
L'énergie cinétique C contenue dans un cylindre de longueur \ et 

de section droite égale à un centimètre carré, est : 
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ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 175 

Pour calculer l'énergie potentielle correspondante, appliquons le 
théorème de Clapeyron. Les tensions T,, T 2 , T 3 sont nulles. Les 
tensions normales égales N 2 et N 3 sont données parla relation (§ 138) : 

N.rN.-A.-Oi + â j x ) . 
On a donc : 

F N 3 X + 2 ; A G2 N 2 3 l ' + 4 V - • 
" l A + 2-x ' ~ 1 0 + 2*)- ' 

Il reste, tous calculs faits : P = C. Ainsi l'énergie potentielle 
moyenne est égale à l'énergie cinétique moyenne. 

On trouve le même résultat pour une onde qui se déplace longi-
tudinalement le long d'une barre cylindrique. Les tensions normales 
latérales sont alors nulles : G = 0. 

La quantité F se réduit à la tension parallèle à la direction de 

propagation : N ^ E - ^ - . 

On a par centimètre carré de section droite : 

d'où le résultat annoncé. 

140. Distribution de l'énergie dans une onde transversale 
sinusoïdale. — Ne considérons d'abord que la composante du mou
vement parallèle à l'axe des z; elle a pour expression : 

tt. = «.0«n2-r(-4—f). 
L'énergie cinétique C contenue dans un cylindre de longueur ~ku 

parallèlement à la direction Ox de propagation et de section droite 
égale à un centimètre carré, est : 

L'énergie potentielle se tire immédiatement du théorème de Gla-

grâce à la relation V = y ^ ~ ^ = j • 

Donc l'énergie potentielle moyenne est égale à l'énergie cinétique 
moyenne. 
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L'énergie totale moyenne par unité de volume est 0 , pro

portionnelle au carré de l'amplitude et en raison inverse du carré de 
la période. 

Représentation de la déformation. — Pendant la propagation de 
l'onde plane w, tous les points d'un plan normal à l'axe des x subissent 
simultanément le même déplacement iv parallèle à l'axe des z. Tous 
les points qui sont primitivement sur une droite parallèle à l'axe 
des x sont à chaque instant sur une sinusoïde. 

Fig. 61. 
Considérons le milieu primitivement compris entre deux plans paral

lèles au plan xOz, et deux autres plans parallèles au plan xOy : étu
dions la déformation de la baguette ainsi délimitée. De rectiligne 
qu'elle était primitivement, elle est passée sous l'influence de l'onde 
à la forme sinusoïdale, tout en demeurant entre les plans parallèles 
à xOz qui la déterminent. 

Pendant la propagation dans le sens de la flèche, tout se passe 
comme si la sinusoïde se déplaçait dans ce sens. Donc le petit prisme 
primitivement en F, actuellement en F', et dont la déformation 
actuelle est nulle, prendra successivement toutes les positions com
prises entre F' et F" et toutes les formes F'ED'OB'C. 

La déformation mesurée par la variation des angles dièdres (tou-
ours supposée très petite) est nulle quand le déplacement est maxi

mum ; elle est maxima quand le déplacement est nul. 
Analytiquement, la chose va de soi. 

La déformation est mesurée par , et l'on a : 

/ t x\ bw — 2T: 
IO = ic0 sin 2 n i 1 x 

IV0COS 2~\ - F j r — y 

bx 10 

On peut représenter la déformation par un vecteur parallèle aux 
arêtes non déformées des petits volumes considérés. Il est par con
séquent dirigé dans le plan de l'onde, et normal à la direction du 

vecteur tv qui représente le déplacement, ou du vecteur qui 

représente la vitesse. 
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Cours de Physique. — H. BOUASSE. 12 

Les déformations égales et inverses représentées en 0 et en E sont 
figurées par deux vecteurs égaux, normaux au plan de la figure et 
dirigés en sens inverses. 

En définitive, nous pouvons représenter complètement ce qui se 
passe dans la propagation de l'onde plane transversale à l'aide de 
deux vecteurs à angle droit, situés dans le plan de l'onde, et repré
sentant respectivement la vitesse et la déformation. 

Si l'énergie moyenne totale est constante, elle est à chaque instant 
très inégalement répartie entre les énergies cinétique et potentielle. 
Ainsi, au moment auquel correspond la figure, la tranche perpendi
culaire à Ox et passant par le point 0 est animée de sa vitesse 
maxima, et simultanément subit la déformation maxima ; la tranche 
passant par B a une vitesse et une déformation nulles. C'est analy-

tiquement évident : les quantités et sont synchrones. 

Nous supposons que le déplacement est rectiligne, que l'onde est 
rectilignement polarisée. Tout ce qui précède s'applique aussi au mou
vement vibratoire le plus général compatible avec les hypothèses, 
c'est-à-dire à l'onde elliptiquement polarisée. Les déformations défi
nies et représentées comme nous l'avons fait, se composent; la 
déformation résultante est représentée par le vecteur résultant. Dans 
le cas où le vecteur vitesse est le rayon vecteur d'une ellipse, le vec
teur déformation est aussi le rayon vecteur d'une ellipse. Sa compo
sante parallèle à l'axe des y est sa composante parallèle à l'axe 

des z est 4 -̂. 
ox 
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CHAPITRE IX 

DÉFORMATIONS PERMANENTES. FROTTEMENTS 

141. Déformations permanentes. Courbe de traction. — 
Opérons sur un fil métallique invariablement fixé par son extrémité 
supérieure et portant attaché à son extrémité inférieure un seau dans 
lequel nous pouvons faire écouler de l'eau. Le seau est équilibré à 
l'aide d'un contrepoids et de deux poulies sur lesquelles passe une 
cordelette le reliant au contrepoids. On peut donc partir d'une charge 
à peu près nulle et la faire croître à son gré. Supposons le fil bien 

'Charges 

recuit : nous versons de l'eau dans le seau et nous déterminons la 
relation qui existe entre l'allongement et la charge. 

L'expérience montre que dès les plus petites charges, le fil s'allonge 
d'une manière très apparente; la courbe OAB (fig. 62) représente le 
phénomène. A mesure que la charge croît, une même variation de 
charge produit des allongements de plus en plus grands. Si le fil est 
bien recuit, on peut obtenir des allongements énormes, de 40 °/o par 
exemple pour le cuivre, avant que le fil casse : c'est-à-dire que le fil, 
ayant primitivement 1 mètre de longueur, ne casse que lorsqu'il a 
atteint lm,40. 
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142. Déformations permanentes NON VISQUEUSES. 
Écrouissage. Principe de Coulomb. — Lorsque la charge atteint 
la valeur quelconque 0« , et que par conséquent le point figuratif de 
l'expérience est en A, diminuons-la jusqu'à la ramener à être nulle. 
La longueur du fil diminue : tout l'allongement n'est pas permanent. 
De plus, la courbe AG est sensiblement rectiligne : le fil est devenu 
parfaitement élastique entre la charge nulle et la charge 0« . Si on 
augmente de nouveau la charge, la courbe figurative est de nouveau 
CA, tant que la charge ne dépasse pas la valeur Ox. 

Dépassons la charge Ox : nous décrivons la courbe AB qui est la 
prolongation de la courbe OA, celle même que nous aurions obtenue 
en une fois, si nous ne nous étions pas arrêtés au point A. Si nous 
déchargeons au point B, le fil est devenu parfaitement élastique jus
qu'à la charge Ofi : la courbe parcourue est la droite BD. 

L'allongement et le raccourcissement élastique (Dp' pour la charge 
Op) sont très petits, comme nous le savons : la figure 62 n'est pas 
faite à l'échelle; les droites AC et BD seraient presque verticales. 

Les règles que nous venons d'énoncer ne sont que de premières 
approximations; en vérité il n'existe jamais de points anguleux, mais 
des raccordements plus ou moins courts. 

Ecrouissage. Nous avons appris par ce qui précède à écrouir un 
métal : il était mou au début ; nous l'avons allongé, il est devenu 
moins malléable. Simultanément, il est devenu élastique, capable de 
déformations purement temporaires et proportionnelles au poids ten
seur. Il ne jouit de cette propriété que pour des charges inférieures 
à celles qu'il a déjà subies : on dit qu'il a une limite d'élasticité, et 
cette limite, qui n'a de sens que comme première et assez grossière 
approximation, est précisément la plus grande des charges précé
demment imposées. 

On remarquera que le mot écrouissage a un sens très vague : il 
est équivalent de dire qu'un métal s'écrouit ou que sa matière se 
modifie. Un corps écroui signifiera donc un corps dont la matière a 
été plus ou moins modifiée par des déformations permanentes. 

Il ne faut pas croire que parce qu'un métal s'est allongé, il est 
devenu moins solide. C'est tout le contraire ; un allongement lui per
met ensuite de subir, sans déformation permanente, les charges qui 
antérieurement l'avaient déformé. 

Si le fil n'avait pas été recuit, on aurait obtenu des courbes plus 
redressées, telles que OA'B'. Si, en particulier, le fil a été passé à 
la filière, il peut être parfaitement écroui, incapable de s'allonger 
d'une manière permanente, sans qu'il en résulte immédiatement une 
rupture. 

Bien entendu, dans ces conditions, la charge de rupture dépend 
du métal, et mesure ce qu'on appelle sa ténacité, propriété fort mal 
définie, la rupture se faisant plus où moins tôt suivant l'homo-
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143. Déformations permanentes VISQUEUSES. — Étudions 
maintenant la courbe de charge et de décharge d'un fil de plomb, 

d'étain et encore mieux d'eutectique 
^Oiar^es Je plomb et d'étain qui est caracté-

\ ristique à cet égard. La courbe de 
N^P charge OAB ne présente rien de par-

\ ticulier ; elle ressemble aux courbes 
\ Jlfongiementi de première traction des métaux 

D usuels, tels que le cuivre, l'argent, 
Fig. 64. le platine. Mais parvenus en un point 

B, déchargeons progressivement. La 
courbe de décharge est BCD. Le fil n'est donc pas devenu à peu 
près parfaitement élastique pour les charges inférieures à la charge 
maxima supportée OP,. 

La vitesse de déformation permanente est fonction de la charge 
actuelle, et plus ou moins indépendante des charges antérieures. 

généité initiale de matière et de forme. Ainsi un fil de fer de l m m 2 

de section ne peut supporter plus de 60 kilogrammes sans se rompre : 
un fil de cuivre n'en supporte guère que 40. Les ingénieurs ont à se 
préoccuper de ne pas dépasser, dans l'emploi des matériaux, leur 
charge de rupture. Gomme, d'autre part, ces matériaux ne sont pas 
bien homogènes, on reste pratiquement fort au-dessous ; on ne 
dépasse guère le quart ou le tiers de la charge que les matériaux 
seraient censés devoir supporter. 

Influence de la vitesse de déformation. Cette influence est généra
lement très petite et négligeable comme première approximation. 

Courbes de traction des fers et aciers. Certains fers donnent des 
courbes d'une forme particu
lière (fig. 63). La courbe à 
charge croissant proportionnel
lement au temps est au début, 
suivant ABC, tout à fait ana
logue à la courbe de traction 
des métaux tels que le cuivre, 
l'argent, le platine. Mais à par
tir du point C, elle remonte 
suivant CD ; elle reprend alors 
suivant DE une courbure de 
sens habituel. Elle possède donc 
deux points d'inflexion en C et 
en D ; par conséquent, un mi
nimum d'inclinaison dP : dh 

„, en C et un maximum d'incli-
naison en D. 
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Schématiquement, l'augmentation de longueur n'est plus qu'une fonc
tion de la charge par unité de section et du temps pendant lequel 
cette charge est appliquée. 

Les courbes de traction des corps visqueux sont sous la dépen
dance prépondérante de la vitesse de charge. Si la charge est rapide, 
on peut arriver à des tensions relativement considérables avant qu'il 
se soit produit une déformation appréciable. Il est curieux de consta
ter, par exemple, qu'un fil d'alliage eutectique de plomb et d'étain, 
qui s'allonge de plusieurs fois sa longueur sous des charges de 
50 grammes, peut supporter quelques secondes une charge pouvant 
aller à près de 3 kilogrammes. La vitesse de déformation est alors 
bien entendu considérablement plus grande : pour fixer les idées, 
plus de 100 fois plus grande. 

Le fil qui a supporté une certaine charge, serait-ce pendant un 
temps notable, n'est pas devenu parfaitement élastique pour une 
charge inférieure, même comme première approximation. L'écrouis-
sage a maintenant une tout autre forme ; c'est une variation dans la 
grandeur de la viscosité. 

Si le frottement est strictement visqueux, le corps s'allonge à tem
pérature rigoureusement constante sous une charge faible qui peut 
se réduire à son propre poids. La vitesse augmente beaucoup, ou, si 
l'on veut, la viscosité diminue beaucoup, quand la température 
s'élève. 

Tous les corps se rapprochent de réaliser ce type à mesure que la 
température augmente. 

144. Définition des cycles. Accommodation. — 1<> On répète 
un cycle quand on fait varier la charge entre deux valeurs toujours 
les mêmes P x et P 2 suivant une loi périodique par rapport au temps. 
Par exemple, on peut charger et décharger en faisant varier la charge 
proportionnellement au temps P = Pj - j - axt, P = P 2 — a.J, et 
maintenir aux deux bouts du cycle les charges Pj et P 2 constantes 
pendant des temps Tj et T 2. Ainsi, même avec cette définition par
ticulièrement simple, le cycle n'est défini que si on se donne les 
quatre constantes : a J ? a2, Tj,' T 2. 

2° On répète un cycle quand on fait varier la longueur entre deux 
valeurs toujours les mêmes L t et L 2 suivant une loi périodique par 
rapport au temps. Le cas le plus simple est encore celui où les varia
tions de longueur se font proportionnellement au temps, avec des 
arrêts plus ou moins longs pour les longueurs limites. 

Les cycles se classent en deux groupes absolument distincts sui
vant qu'il y a ou qu'il n'y a pas accommodation. 

CYCLES A ACCOMMODATION. — On dit qu'il y a accommodation, si la 
courbe de déformation tend vers une forme limite, quand on répète 
indéfiniment le cycle qui finit alors par se fermer. Quand le cycle 
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est parcouru entre charges invariables P! et P a , il se ferme si les 
longueurs correspondant a ces charges tendent vers des valeurs 
limites Lî et L 3. Quand le cycle est parcouru entre longueurs inva
riables Li et L 2, il se ferme si les charges correspondant à ces lon
gueurs tendent vers des valeurs limites PJ et P 2 . 

Les formes limites vers lesquelles tendent les cycles à accommo
dation, dépendent de la définition complète des cycles ; elles ne 
dépendent pas seulement des charges ou des longueurs entre les
quelles le cycle est parcouru. 

Les cycles sont à accommodation quand les déformations perma
nentes à frottement visqueux n'interviennent pas. 

CYCLES SANS ACCOMMODATION. — Quand les frottements visqueux 
interviennent, la courbe de déformation ne tend pas vers une forme 
limite. 

Ces définitions, qui s'appliquent à toute espèce de déformations, 
peuvent se généraliser pour le cas de plusieurs variables. 

143. Cycles limites, limite des limites. Accommodation. 
Soit, par exemple, un fil de cuivre étiré qui supporte une charge P. 
Faisons varier P systématiquement entre P 0 et Pj suivant une loi 
déterminée en fonction du temps : nous décrivons un cycle. Admet
tons que le cycle soit à accommodation : nous obtiendrons bientôt le 
cycle limite. 

Chauffons le fil à T°. Maintenons-le un temps t à cette température 
et refroidissons-le. Recommençons à décrire des cycles entre P 0 et Pj. 
Le fil est recuit seulement en partie, si le temps t est assez court, car 
le recuit demande pour se faire complet un temps d'autant plus grand 
que la température est plus basse. Nous allons obtenir un nouveau 
cycle limite. Recommençons cette opération un certain nombre de fois; 
les cycles limites diffèrent entre eux de moins en moins et tendent 
vers un cycle que nous pouvons appeler limite des limites. En effet, le 
fil a pris peu à peu le recuit définitif qui convient à la température T et 
à la loi de refroidissement. 

On peut présenter ces considérations sous une forme un peu 
différente. 

Supposons que nous mettions successivement en jeu deux variables, 
la charge P et la température T. Nous parcourons une série de cycles 
dans le plan figuratif (P, L); nous admettons qu'il y a accommoda
tion : peu à peu la courbe qui représente la longueur en fonction de la 
charge se ferme ; le cycle se fixe, il tend vers sa limite. 

Nous décrivons alors un parcours dans le plan longueur-tempéra
ture ; ce parcours n'est pas fixé. Si nous revenons aux premiers par
cours, nous obtiendrons un nouveau cycle limite. Recommençons 
cette même série d'opérations un grand nombre de fois ; peu à peu le 
système complet des parcours devient périodique ; si l'on veut, la 
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courbe gauche décrite dans l'espace charge-température-longueur tend 
à se fermer. 

Sous cette dernière forme on retrouve à peine modifié l'énoncé géné
ral de la proposition qui nous a servi à définir l'accommodation au 
§ 144. L'existence du cycle limite des limites provient de son appli
cation à deux variables distinctes qu'on fait varier successivement et 
périodiquement. 

146. Cycles de torsion. —Nous pourrions répéter, à propos des 
courbes de torsion, tout ce que nous avons dit des courbes de traction. 
Nous aurions à distinguer les métaux non visqueux des métaux vis
queux. 

Les conditions particulières d'observation des torsions nous per
mettent d'aborder sur les métaux des questions quasiment inso
lubles pour les tractions. Telles sont les oscillations de grande 
étendue pour lesquelles les déformations ne sont cependant pas très 
loin d'être parfaitement élastiques. 

Un cas, en outre, a une extrême importance pratique, celui où l'on 
impose une loi de variation des azimuts sinusoïdale en fonction du 
temps. Il est, en effet, très approximativement réalisé quand un 
corps suspendu à un fil métallique oscille autour de lui comme axe 
sous l'influence de son élasticité de torsion. 

La méthode d'étude la plus simple consiste à suspendre le fil à un 
dynamomètre de torsion (bifilaire, par exemple), à lui imposer des 
cycles de torsion suivant la loi sinusoïdale et à enregistrer les indi
cations du dynamomètre, par la méthode de Poggendorff, sur une 
plaque photographique animée d'un mouvement sinusoïdal normal 
au mouvement du spot et de même période : les déplacements linéaires 
de la plaque sont proportionnels aux torsions. On obtient ainsi 
directement l'enregistrement de la courbe, couples en fonction des 
torsions. 

On conçoit la variété des recherches que cette méthode rend pos
sible : on peut modifier la période du mouvement sinusoïdal et son 
amplitude ; on peut dresser un catalogue des résultats obtenus avec 
des métaux visqueux et non visqueux, à différentes températures, 
dans des champs variés si le métal est magnétique, etc. 

147. Courbes d'amortissement. — A ces cycles se rattache 
la mesure de l'amortissement des oscillations d'un corps suspendu à 
un fil métallique et oscillant autour de lui comme axe, sous l'in
fluence de son élasticité de torsion. Elle permet de déterminer le 
travail total par période des forces amortissantes, c'est-à-dire l'aire 
comprise dans la courbe couples-azimuts supposée tracée. 

On observe la grandeur des oscillations sur un disque transparent 
divisé en degrés : on lit les azimuts dans lesquels le disque s'arrête 
aux deux bouts de l'oscillation ; la différence des lectures est ce que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nous appellerons Yétendue du parcours. Soient A, , A 2 , . . . les éten
dues successives. 

A A 
On appelle décrément le nombre S = — * - r qui permet de 

2 

définir la décroissance des étendues (comparer au § 18). Nous pou
vons étudier la courbe S = / * (A), où A est l'étendue moyenne 

A . + A , 
2 

L'expérience ne nous fournit, à la vérité, que quelques points de 
cette courbe qui n'existe que par un artifice de raisonnement. Mais 
quand nous remplaçons un phénomène essentiellement discontinu par 
un phénomène continu, cela revient à dire que si l'étendue initiale 
du premier parcours avait été un peu différente, nous aurions trouvé 
une autre série de points qui se seraient placés sur la même courbe. 

Pour de très petites oscillations, l'am
plitude diminue en progression géomé
trique; donc le décrément S est constant, 
puisque d'après sa définition pour obtenir 
A 2 , il faut diviser Aj par 1 —|— S. La courbe 
des décréments est donc pour les petites 
amplitudes une droite horizontale AB 

— (fig. 65). Mais quand l'amplitude n'est 
— — pas très petite, la courbe se relève; elle 

Fis- 6 5- a généralement la forme ABGD et aboutit 
en A normalement à l'axe des décréments. 

Il est facile de montrer en partant de ces résultats que l'absorption 
d'énergie, pour chacune des oscillations, est sensiblement proportion
nelle au carré de l'amplitude, quand celle-ci est petite. L'énergie 
potentielle W d'un fil tordu est en effet proportionnelle au carré de 
la torsion ; nous pouvons poser : W = KA 2 ; AW = 2KA . AA. Nous 
pouvons encore écrire : AW = 2KA'.S, puisque S = AA:A. Si 
S est constant, la perte d'énergie AW par oscillation est proportion
nelle au carré de A, ou, si l'on veut, au carré de l'amplitude. 

Si l'amplitude n'est pas très petite, la perte d'énergie pour chacun 
des parcours croît plus vite que le carré de l'amplitude. 

Il est difficile d'obtenir des valeurs absolues des décréments rela
tifs à l'amortissement uniquement dû aux frottements intérieurs, 
parce que l'air intervient d'une manière complexe pour augmenter 
l'amortissement total. Mais les valeurs absolues de S intéressent bien 
moins que leurs variations en fonction des déformations que l'on 
impose au fil. Or, quelles que soient les hypothèses qu'on admette 
pour la résistance de l'air, toujours est-il qu'elle reste constante, 
d'une expérience à l'autre, pour une même période et pour une même 
étendue de l'oscillation : elle ne changera donc pas la forme de la 
courbe o = / " (A). 
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DÉFORMATIONS PERMANENTES. FROTTEMENTS 185 

Nous voici donc en possession d'un nouveau réactif très sensible 
avec lequel nous mettrons en évidence de très légères modifications 
dans la structure du fil. 

148. Modification de la courbe 8 = /" (A) par les déforma
tions permanentes. — On détermine la courbe des décréments en 
imposant successivement à un même fil des torsions initiales d'am
plitudes différentes. Par exemple le disque, qui fait fonction d 'osctV-

lateur, étant d'abord en repos, dans une première expérience, on 
tord l'extrémité supérieure du fil d'un angle que nous appellerons 
le lancement; on laisse revenir au repos, tout en déterminant les 
étendues successives des parcours, ce qui permet de calculer la 
courbe des décréments. Au bout d'un certain temps de repos, on 
recommence avec un nouvel angle de lancement <52, et ainsi de suite. 

Opérons d'abord sur un fil fortement étiré à la filière. Faisons une 
série de déterminations avec deux lancements ^ et Ç 2, les expé
riences impaires avec le lancement Ç l s les paires avec le lancement 
Ç2. Nous obtenons deux faisceaux de courbes o\ et o"2 qui tendent 
chacun vers une courbe limite : il y a comme une sorte d'accommo
dation. Il semble que dans les parties qui correspondent aux mêmes 
amplitudes, les deux courbes limites doivent se confondre. Tout au 
contraire l'expérience montre que le décrément dépend des parcours 
antérieurs, de sorte que la courbe qui correspond au plus grand par
cours initial est, pour les mêmes amplitudes A , au-dessus de celle 
qui correspond au plus petit parcours initial. 

Autre expérience : imposons d'abord à un fil étiré le lancement £>] 
relativement petit, déterminons la courbe 1 des décréments. Puis 
imposons le lancement C2 beaucoup plus grand, et recommençons 
ensuite plusieurs fois avec le lancement 6 1 ; en espaçant les expé
riences; nous obtenons des courbes 2 , 3 , . . . D'après ce que nous 
avons dit plus haut, il n'est pas surprenant que 2 soit au-dessus de 
1 ; mais le fait nouveau est que 3 est au-dessous de 2, 4 au-dessous 
de 3, etc. Il semble que peu à peu le fil oublie l'effet du parcours 
étendu S 3 : l'accroissement des décréments est en grande partie sub
permanent. 

On a donné à ces phénomènes, qui sont intéressants, parce qu'ils 
prouvent nettement les variations spontanées des propriétés des 
solides et l'influence de toutes les opérations antérieurement impo
sées, le nom de fatigue d'élasticité. 
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F R O T T E M E N T S 

149. Frottement de glissement des solides. — Nous avons 
toujours négligé les frottements : l'expérience la plus vulgaire montre 
que ce n'est pas légitime. Si d'ailleurs les corps étaient parfaitement 
glissants, la vie, telle que nous la connaissons, serait impossible. 

On dit que deux corps glissent l'un contre l'autre quand leurs 
points de contact éprouvent à chaque instant des déplacements rela
tifs. Il naît pendant ce déplacement, en chaque point de contact, 
une force parallèle et toujours opposée au mouvement, et dont le 
point d'application est au point de contact lui-même. Soit f cette 
force, s le déplacement relatif, le travail absorbé est fs. 

Les cas les plus simples que nous puissions considérer sont ceux 
où les corps : 1» sont limités par deux plans qui glissent l'un contre 
l'autre; 2° sont deux cylindres qui tournent l'un contre l'autre. Dans 
le premier cas, la force frottement est parallèle aux plans de contact; 
dans le second, elle est tangente aux surfaces de contact et nor
male aux génératrices et aux rayons des cylindres. Le second cas 
d'ailleurs se ramène au premier. 

Imaginons un traîneau de poids P , dont la base AB est un plan 
qui glisse sur un plan horizontal 
CD (fig. 66), et qu'on charge 
uniformément de manière que 
la pression (c'est-à-dire le quo
tient du poids par la surface) 
soit la même en tous les points. 
Il est tiré par le poids P' à l'aide 
d'une corde qui passe sur une 
poulie. L'expérience démontre 
que le mouvement que prend ce 
système est uniformément accé
léré : donc la force f de frotte
ment est indépendante de la vi
tesse. 

On peut d'ailleurs le calculer facilement. 
Soit y l'accélération de ce mouvement expérimentalement déter

minée et exprimée en mètres par seconde; soit <jr = 9m81 l'accélé
ration de la pesanteur. La force motrice est le poids P'; la force 
retardatrice est le frottement f; la masse à mouvoir est P'-(-P, en 
négligeant la masse de la corde et celle de la poulie. D'où : 

Fig. 66. 
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L'appareil est une machine d'Atwood dont les frottements sont 
exagérés. 

Modifions le poids P : l'expérience montre que f est proportionnel 
à P. Tout en conservant le même poids P , modifions l'aire du plan 
de contact AB : le frottement est indépendant de cette aire. 

On peut donc poser simplement f=KP, où K est un coefficient 
qui caractérise les surfaces frottantes, quelle que soit l'aire de la 
surface de contact. 

Voici quelques nombres pour fixer les idées. 
Lorsqu'on fait frotter du chêne sur du chêne sans enduit, K = 0,4 

environ, c'est-à-dire que pour entraîner 100 kilogrammes, il faut 
exercer une traction de 40 kilogrammes, avec une vitesse nulle, il 
est vrai. Si on exerce une force de 40- \-p kilogrammes, c'est 
comme s'il n'y avait pas frottement et si la force était seulement de 
p kilogrammes. 

Mais si on savonne les surfaces avec du savon sec, K = 0 , 1 6 ; il ne 
faut plus que 16 kilogrammes pour en tirer 100. Lorsque de la fonte 
frotte sur de la fonte sans enduit, K = 0,15 : la valeur de ce coeffi
cient tombe à 0,05, si les surfaces sont grasses et le lubrifiant conve
nablement renouvelé : une traction de 5 kilogrammes suffit pour 
entraîner 100 kilogrammes. 

Tourillons. — Quand un arbre cylindrique d'axe 0' (tourillon) 
tourne sur son coussinet d'axe O, il y a frotte
ment. L'expérience montre que les lois sont 
exactement les mêmes que dans le cas de deux 
surfaces planes et que la force tangentielle est 
encore KP, au moins très approximativement. 
Ce n'est plus rigoureusement vrai, parce qu'à 
cause même du frottement le contact ne se pro
duit pas à la base B du coussinet; le tourillon 
tend à remonter : il n'y a plus qu'une compo
sante P cos « du poids qui agit pour engendrer 
le frottement. Écrivons que la résultante des 
forces P et f est normale au plan tangent de 
contact : 

Fig. 67. 

f = KP cos a. = P sin a, tg * = K, f= 
KP 

Vi + K 2 

150. Conditions d'équilibre quand le frottement intervient. 
— Par sa nature même, le frottement s'oppose au mouvement; su 
direction n'est donc pas connue a priori : elle dépend essentiellement 
de la direction dans laquelle le déplacement tend à se produire. Les 
conditions d'équilibre se traduisent donc par des inégalités; il existe 
pour chaque position d'un mécanisme une infinité de systèmes de 
forces pour lesquels l'équilibre a lieu en vertu des frottements. 
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Le problème est encore notablement compliqué par ce qu'on 
appelle frottement au départ. Quand deux solides ont été longtemps 
au contact, ils sont toujours plus ou moins collés; le frottement est 
plus grand qu'il ne devrait d'après les lois énoncées. Or c'est préci
sément cette valeur anormale qui intervient dans les inégalités 
d'équilibre. En définitive, dans ces inégalités elles-mêmes, la valeur 
du frottement est grossièrement déterminée, du fait que, par hypo
thèse, les surfaces frottantes ont été plus ou moins longtemps en 
contact. 

On verra par l'exemple suivant comment se présentent les condi
tions d'équilibre. 

Angle du plan incliné à partir duquel les corps commencent à glis
ser. — Plaçons un corps de poids P sur un plan incliné faisant 
l'angle x avec le plan horizontal. La composante de la pesanteur qui 
presse normalement les surfaces l'une contre l'autre est Pcosx ; il 
en résulte un frottement KP cos a. La composante de la pesanteur 
dirigée suivant le plan incliné et qui tend à faire descendre le corps 
P est P sin x. Pour que le mouvement ait lieu, on doit avoir : 

P sin x > KP cos x, tg x > K. 

Ainsi l'angle x est indépendant du poids du corps et ne dépend que 
du coefficient de frottement. Pour les valeurs de K dont il est parlé 
ci-dessus, on a les angles x suivants : 

K = 0,15, x = 8o30'; K = 0,40, x = 22<>. 

Si on cherchait à déterminer les valeurs de K par la mesure de 
l'angle a, on s'exposerait à dos erreurs grossières par excès, d'après 
ce que nous avons dit plus haut du frottement au départ. 

151. Applications. Adhérence des locomotives. Freins. 
Rampes. — Quand on veut diminuer le frottement, il faut polir les 
surfaces en contact; d'ailleurs le frottement produit ce résultat, le 
coefficient diminue peu à peu jusqu'à une limite. 

Le frottement est indépendant des aires des surfaces en contact; 
il faut cependant qu'elles soient convenablement proportionnées. Si 
elles sont restreintes, 1° il tend à se faire une usure trop profonde 
et irrégulière; 2° les enduits sont trop rapidement éliminés par la 
pression. 

L'enduit ne doit être ni trop fluide ni pas assez. Trop fluide comme 
l'eau, il est expulsé par la pression; mais si par un procédé quel
conque on maintient un courant d'eau entre deux corps durs, elle 
constitue un excellent lubrifiant. L'eau de savon est très employée 
pour lubrifier et rafraîchir les surfaces (forage de la fonte, expé
rience du frein de Prony). Le suif et les graisses conviennent aux 
fortes pressions : ils ne sont pas assez fluides pour les petites. 

Comme application du frottement, nous citerons l'adhérence des 
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locomotives. La machine ne peut faire progresser elle et son train que 
grâce à une force parallèle à la voie. Elle trouve son point d'appui dans 
le frottement qui se développe entre le bandage des roues motrices 
et les rails. Bien que le contact n'ait lieu que sur un petit nombre 
de centimètres carrés, le frottement (acier sur acier) qui s'oppose 
au glissement des roues, et que nous savons indépendant de la sur
face de contact, est environ 14° / 0 , non du poids de la machine, mais 
du poids supporté par les essieux moteurs; à la condition cependant 
qu'aucun lubrifiant (pluie, verglas) ne diminue le coefficient de frot
tement. Si le poids utile est 20 tonnes, la traction maxima dont la 
machine soit capable (pourvu que ses organes mécaniques la per
mettent) est de 0,14 X 20 = 2,8 tonnes. Si ses organes sont plus 
puissants ou si le frottement diminue pour une cause quelconque, le 
frottement ne suffit pas à éviter le glissement : les roues tournent 
sans avancer, la machine patine. 

La théorie du frein est toute semblable. Bloquons toutes les roues 
d'un train de 200 tonnes 1. C'est exactement comme si nous agissions 
contre le train avec une force de 200 X^,14 = 28 tonnes; c'est 
comme si le train avait à tirer ce poids. C'est encore comme si nous 
produisions une accélération retardatrice qui serait les 0,14 de l'accé
lération de la pesanteur. 

Soit o- = 9m,81 l'accélération de la pesanteur ; 9 ,81X0 ,14 = 1,37. 
Soit v la vitesse du train à chaque instant, v0 la vitesse initiale au 
temps 0 quand on bloque les freins, e l'espace parcouru à partir de 
la position au temps 0. On a : 

v = v0—i,31t, e = vot—0,№l\ 

Le temps que met le train à s'arrêter et l'espace alors parcouru 
sont donnés par les formules : 

*=t>„: l ,37 , e = ^ : 2 , 7 4 . 

Si la vitesse est de 20 mètres à la seconde (72 kilomètres à l'heure) 
quand on bloque les roues, le train ne peut s'arrêter qu'après avoir 
parcouru 14S mètres environ, en mettant les choses au mieux. 

Soit « l'angle du plan de la voie avec le plan horizontal, tel que 
la composante de la pesanteur parallèlement à la voie fasse équilibre 
au frottement. Il est donné par la condition (§ 150) t gx — 0,14; 
d'où sensiblement a. (en radians) = 0,14. Donc, en utilisant l'adhé
rence de toutes les roues, il est impossible à un train de gravir des 
rampes dont la pente est supérieure à 14%, c'est-à-dire qui s'élèvent 
de plus de 14 mètres pour 100 mètres. C'est là un maximum dont 
cependant on s'approche : on a construit des voies parcourues par 

1 On admet que l'effet des freins est plus grand si les roues ne sont pas absolument 
bloquées. Cela tient à ce que sur la jante bloquée l'usure du frottement crée un m é 
plat parfaitement poli , pour lequel le coefficient de frottement est plus petit . 
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des voitures automobiles, dont tous les essieux sont moteurs, avec 
des rampes de 1 0 % . 

On admet que l'adhérence est 0,14 lorsque les surfaces des roues 
et des rails en contact sont propres et sèches; mais par les temps 
humides et dans les souterrains, on ne compte plus que sur 0,10 
environ. En matière de tramway, on est exposé à ce que le rail soit 
non seulement humide, mais sale et gras ; l'adhérence diminue 
beaucoup. 

Pour augmenter la fraction du poids de la locomotive servant à 
l'adhérence, on accouple les roues de manière à rendre leurs mouve
ments de rotation solidaires. On arrive ainsi à rendre adhérente la 
presque totalité du poids. On a par exemple, pour remorquer des 
trains de grande vitesse sur fortes rampes, des machines dont 
40 tonnes sur 35 reposent sur des essieux couplés. 

152. Équilibre de deux forces F, et F 2 agissant aux bouts 
d'une corde enroulée sur un cylindre fixe. — Soit R le rayon 

du cylindre, K le coefficient de frottement 
de la corde sur le cylindre. Posons F 2 > F i ; 
le frottement s'exerce pour empêcher la 
corde de glisser dans le sens MN. 

Soit s la longueur de la corde, comptée 
dans le sens MN à partir du point M où elle 
commence à toucher le cylindre. Aux bouts 
d'un élément ds s'exercent deux tensions 
T-|-dT et T dont les composantes tangen-
tielles s'équilibrent grâce au frottement dû 

F i g g à la pression de la corde sur le cylindre. 
Cette pression elle-même est égale à la ré
sultante normale des tensions. 

Les deux tensions étant presque dans le prolongement l'une de 
l'autre, la résultante tangentielle est égale à dT. Ecrivons donc 
que dT est égale au frottement qui résulte de la pression. La résul
tante normale est 2T s in-^-= ocT, puisque <x est infiniment petit. On 

a d'ailleurs <xR=ds. 
L'équation d'équilibre est donc : 

KTds 
dT = KacT = -R 

D'où : lognép . T = + Cte. 

Pour déterminer la constante, écrivons que pour * = 0, T = F t ; 
on a d'ailleurs T = F 3 , pour s — l= la longueur de la corde. D'où : 

Kl 
F 2 = F i e * . 
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Or -|jr est l'arc en radians suivant lequel la corde touche le 

cylindre; appelons-le p. La formule définitive et très remarquable 

devient: F 2 = F le
KP. 

Le rayon du cylindre a disparu. Il est clair que la formule n'est 
admissible que pour des rayons tels que la raideur de la corde inter
vienne peu; autrement dit, tels que la corde épouse sans trop de 
difficulté la forme du corps sur lequel elle s'appuie. 

Voici pour fixer les idées quelques valeurs de l'exponentielle quand 
on prend K = 0,5; c'est à peu près le coefficient de frottement d'une 
corde contre le chêne. On exprime en tours l'arc de contact : la 
valeur numérique de p pour un tour est évidemment égale à 2TT. 

Tours 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00. 

F ^ F , 4,82 10,5 23,2 51 112 245 537. 

On voit avec quelle rapidité croît le rapport des forces. On s'ex
plique ainsi qu'avec une force F, minime on puisse résister à une 
force considérable F 2. Application : amarrage des bateaux aux pon
tons, etc. 

Remarque. — La résultante normale due à la tension T a pour 

T Ws 
expression : CL 1 = . 

La pression normale rapportée à l'unité de longueur de la corde 
aT T 

est donc : ^==~rfT = = ~ ) \ ' ^ o u s a u r o n s l'occasion de retrouver, à 
propos de l'équilibre des fils, cette formule qui est très générale; 
nous en avons vu en Capillarité une application (§ 38) et une impor
tante généralisation pour le cas des surfaces. 

153. Frottement de roulement . — Quand un cylindre roule sur 
une surface plane, on constate une certaine résistance au roulement 
qui provient d'une déformation des corps. La roue entre dans le plan 
et s'aplatit elle-même. Cette déformation est très apparente sur le 
pneumatique d'une roue de bicyclette. L'expérience montre' que la 
grandeur de cette résistance est proportionnelle au poids du corps 
roulant et, pour un même poids, diminue quand augmentent le 
rayon du cylindre et la largeur des bandes sur lesquelles s'opère le 
contact. Comparé au frottement de glissement, le frottement de rou
lement est très petit. 
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CHAPITRE X 

É Q U I L I B R E D E S F I L S . C O R D E S V I B R A N T E S 

154. Équilibre d'un fil sans raideur. — La matière dont le fil 
est constitué, ne peut se maintenir sous forme de fil que grâce à des 
forces de liaison. 

Nous pouvons les choisir arbitrairement, sauf à vérifier si 
notre hypothèse est réalisée dans la nature. Par définition dans un 
fil sans raideur, l'action réciproque des parties AM et MB du fil 

aboutissant en un point M, se réduit à une 
force T tangentielle appelée tension. Nous 
pouvons donc supprimer la partie AM, par 
exemple, à la condition d'appliquer en M, 
sur le bout MB, une force tangentielle con
venable T. 

Pour qu'un élément MN du fil soit en 
équilibre, il faut donc que le système des tensions (T en M, T' en N), 
et les forces extérieures appliquées sur l'élément, se fassent équilibre. 

Représentons par Xds, Yds, Zds les composantes parallèles à 
trois axes de la force extérieure Fds appliquée à l'élément MN = ds; 
elles s'annulent évidemment si l'élément devient nul; d'où la forme 
choisie. La tension T et sa direction sont fonctions de la position du 
point M considérée et par conséquent de la distance s = AM qui 
fixe la position de ce point. Les composantes de la tension T en M 
sont, par un choix convenable de signes : 

Fig. 69. 

— T 
dx 

~~ds> — T 
dy 
Is ' — T dx 

ds 

Comme les quotients 
dx dy dz , 
•dï>H7>-d7 (cosmus directeurs de la 

tangente au fil) sont eux-mêmes des fonctions de s, on peut repré-
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senter la tension en N, c'est-à-dire après l'accroissement ds de la 
variable, par : 

Ecrivons maintenant les équations d'équilibre. On a évidemment : 

U^£)+y=°- M^)+^°-
Le fil s'attache aux points A et B ; il est clair que les tensions en 

A et en B doivent équilibrer l'ensemble des forces extérieures. C'est 
ce que prouvent immédiatement les équations précédentes intégrées 
entre a = 0 (point A) et s = s1 (point B). On a par exemple : 

Multiplions les équations d'équilibre respectivement par ~d~g~> 

~cte~' ~ds~' P u ' s additionnons-les. 

Remarquons que ds2 = dx2 -f- dy2 -f- dz2. 

Q_dx jdx . dy j dy , dz ^ dz 
ds ds ' ds ds ' ds ds 

Il vient : dT + (Xdx-\-Ydy-\-Zdz) = 0. 

En particulier si les forces extérieures sont toujours normales au 
fil, Xdx-\-Ydy -\-Zdz, qui représente le travail de ces forces quand 
on se déplace sur le fil, est nul : dT = 0. 

La tension est alors constante tout le long du fil. 

ISS. Autre forme intéressante de ces résultats. — En un 
point M, considérons le plan osculateur à la courbe formée par le fil. 
Il est défini par les tangentes en deux points très voisins de la 
courbe. Donc il contient les tensions T et T', et la force Fds, qui doit 
leur faire équilibre. Par conséquent, le plan osculateur du fil en un 
point contient certainement la force extérieure. 

Établissons les équations d'équilibre dans le plan osculateur. Les 
deux tensions admettent une résultante tangentielle o?T et une résul-

Tds 
tante normale égale à , où p est le rayon de courbure. En 

P 
effet, les tangentes en deux points de la courbe distants de ds font 
un angle ds : p dont le cosinus est égal à l'unité et le sinus à 
l'angle lui-même. Si nous projetons les deux tensions — T et T-j-aT 
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sur la direction de l'une d'entre elles, la résultante est bien dT. Si 
nous projetons sur la normale à la courbe en un point situé par 
exemple à égale distance de MN, la somme des projections est : 

T ds | T + d T ds _ Tc/s 
p 2 p 2 p ' 

En définitive, il y a équilibre entre les trois forces, dT tangen-
ds 

tielle, T'--- normale, Frfs dirigée n'importe comment dans le plan 

osculateur. 
Il y a donc équilibre entre dT et la composante de Fds parallèle 

à la courbe ; on peut donc écrire immédiatement : 
dT + (Xdx+Ydy 4. Zdz) = 0. 

Si Fds est normale à la courbe, on a dT = 0, et aussi : 
Frfs = Trfs:p, F = T:p. 

Nous avons vu en Capillarité une intéressante application de ce 
résultat. Nous supposions que les forces F, normales à la courbe, 
étaient dans un plan ; nécessairement le fil avait une forme plane. 
Mais nous pourrions lui donner une forme gauche, la condition de 
normalité restant automatiquement satisfaite, puisqu'elle provient de 
la nature même de la surface liquide. Il suffit d'attacher les bouts du 
fil en deux points d'un bâti contourné n'importe comment ; la sur
face liquide qui s'attache à ce bâti et au fil n'est plus plane. Cela 
n'empêche pas la tension de rester constante le long du fil. 

Imaginons un fil tendu sur une surface parfaitement polie ; les 
forces exercées par la réaction de la surface sur le fil sont normales, 
donc la tension est constante. Le plan osculateur du fil est en chaque 
point normal à la surface; on démontre que, dans ces conditions, le 
fil trace sur la surface la ligne la plus courte entre deux quelconques 
de ses points. 

136. F i l pesant et homogène. Chaînette. — Supposons que 
les forces extérieures se réduisent à la pesanteur et que le fil soit 

homogène. Il se place dans le plan ver
tical passant par ses points d'attache. 
Prenons ce plan pour plan des xy, me
nons l'axe Oy verticalement et comp
tons les y positivement vers le haut. 
Les équations d'équilibre deviennent 

dx 
~dT 

= Constante - T„ 

_d 
ds 

où p désigne le poids du fil par unité 
de longueur. 
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L'équation différentielle de la courbe s'obtient en éliminant T entre 
ces deux équations ; il vient : 

à dy p 
ds dx T„ ' 

Posons h = T 0 : p . On vérifiera aisément que pour satisfaire 
cette équation, il faut poser les conditions équivalentes : 

à la condition de prendre pour axe des y la verticale qui passe par 

le point A le plus bas de la courbe â? = 0,-^~- = 0^, et de pla

cer l'axe des x à une distance O A = h de la tangente horizontale 

dont le point de contact a les coordonnées x=0,y — h. 
La courbe ainsi définie s'appelle chaînette. 
Tension le long; de la chaînette. 

On a: T = T.£ = T.%=py. 

La tension le long de la chaînette est donc proportionnelle à l'or
donnée du point considéré ; elle est minimum au point A et égale à 
T, = pA. 

157. Applications. Fils télégraphiques ou lignes électriques 
de faible portée. — Plaçons-nous d'abord dans le cas le plus ordi
naire où les points d'attache E et F sont sur la même horizontale 
d'ordonnée y L ; on a : EF = 2EG = 2a;l. Appelons flèche f la diffé
rence f =y — h. Supposons la portée a = 1xx suffisamment petite 
par rapport à h; on peut développer en série les exponentielles, et 
borner les développements aux trois premiers termes. Il vient alors : 

D'où les lois suivantes d'une application journalière : 
lo pour une même forme de courbe (même portée et même flèche), 

la tension T0 au point le plus bas est proportionnelle au poids par 
unité de longueur ; pour un métal donné, elle est proportionnelle à 
la section ou au carré du diamètre ; 

2« pour une même tension, la flèche est proportionnelle au carré 
aJ de la portée ; 

3° pour une même portée, la flèche est en raison inverse de la 
tension. 

Par exemple, on emploie pour les lignes télégraphiques ordinaires 
du fil de fer de 4 millimètres de diamètre, avec une portée de 
80 mètres et une flèche de 43 centimètres. En admettant 7,82 pour 
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158. Lignes de longue portée. Cas général. — Le cas général 
se présente quand une ligne télégraphique doit traverser une vallée. 
Les extrémités C et E ne sont plus sur le même plan horizontal ; 

poids spécifique du fer, le poids du mètre est p = 100 grammes. 
Nous tirons de ces données la valeur de / \ = 1 7 8 0 mètres et la ten
sion T 0 au point le plus bas ; T 0 = 175 kilogrammes. Comme le fil 
a environ 12 |«"1,

16 de section, cela ne fait que 14 kilogrammes par 
millimètre carré, charge égale au tiers environ de ce que le fil peut 
supporter sans rompre. 

Nous savons que la tension n'est pas la même en tous les points ; 
elle est T 0 et minima au point A, elle est généralement T=py. 
En particulier aux points d'attache, elle est : 

'ï1=p(h + -^r) = To+pf=ph+pf, 

pf est généralement négligeable devant T 0, puisque f est négligeable 
devant h. Ainsi dans l'exemple précédent où T 0 vaut 173 kilogrammes, 
pf=iS grammes. On peut considérer la tension comme constante. 

Ce que nous venons de dire s'applique aux lignes électriques pour 
transport d'énergie ; il faut changer seulement le poids spécifique du 
métal (8,9 pour le cuivre) et la tension admissible sans danger par 
millimètre carré. 

On peut encore appliquer ces formules aux câbles télédynamiques 
pour transmissions directes de puissance. 

La longueur du fil varie avec la température ; il est facile de voir 
que les moindres variations de longueur influent considérablement 
sur la flèche. Développant la formule donnant s, on trouve en effet 
pour la longueur l : 

1 = 2a?, + 3 £ T = 2 a ? i + 3 ^ > l — a = T { - Ç ) = ^ T -

Dans cette formule, l — a est la différence entre la longueur du fil 
et la portée. Calculons la longueur pour un rapport f \ a . — \ . : 300 
de la flèche à la portée, et une portée de a = 100 mètres. C'est à 
peu près les conditions normales des fils télégraphiques. On trouve : 

La différence entre la longueur et la portée n'est que 3 milli
mètres. 

Comme première approximation, la longueur est donc constante. 
Donc si l'on pose des fils en été, il faut les tendre moins que si 

on les pose en hiver; autrement ils risquent de se rompre quand 
survient le froid. 
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on est libre de prendre une flèche assez grande, de manière à dimi
nuer la tension. Posons 

a et A sont les données topographiques du problème, l est la lon
gueur du fil qu'on veut utiliser. Appelons x, y ' , x", y" les coordon
nées des points G et E. Nous avons immédiatement en fonction de 
x' et a?" les quantités / = — s " et h —y' — y " . D'où l — h et 
l-{-b; d'où enlin aisément la condition : 

V//2 — A2 = / ^ e " ^ — e ~ ^ , 

équation qui permet de calculer h. On tire ensuite facilement les 
autres inconnues, en remarquant que x'— x" — a et en utilisant une 
des équations donnant l — b ou l-\-b. 

La tension maxima, qui, d'après l'équation générale T=py, 
correspond au point G le plus haut, pour une longueur donnée, 
passe par un minimum quand l croît à partir de la valeur mini
mum à vol d'oiseau CE théoriquement admissible jusqu'à une valeur 
très grande. Quand l — CE, la tension est évidemment infinie, 
puisque cela suppose le câble rectifié. Quand l croît à partir de cette 
valeur, la tension en C décroît tout d'abord. Mais si la longueur du 
câble devient très grande, la tension est alors sensiblement propor
tionnelle à cette longueur', et redevient par conséquent très grande. 
Il existe donc une certaine longueur pour laquelle la tension au 
point le plus haut est minimum. 

La tension au point le plus bas (ou, ce qui revient au même, la 
quantité h tirée de l'équation T0=ph), diminue au contraire d'une 
manière continue quand l augmente, pour tendre vers 0 quand l 
tend vers l'infini. 

Il faut cependant observer qu'il est rare de pouvoir donner la 
flèche qui correspond au minimum de tension au point le plus haut; 
la règle pratique est donc de placer autant que possible les points 
d'attache sur le même niveau, et de prendre la flèche la plus longue 
possible. 

Vibrations très petites des cordes et des membranes. 

159. Cordes vibrantes. — Pour traiter des vibrations petites des 
cordes sans raideur propre, nous ferons d'abord des hypothèses sim
plificatrices. Nous avons vu par un exemple numérique (§ 157) à 
quel point le fil s'allonge peu, même pour une flèche notable. Cet 
allongement dépend évidemment de la forme de la courbe ; nous 
l'avons calculé pour une parabole. Mais quelle que soit cette forme, 
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l'allongement est toujours proportionnel au carré de la flèche et en 
raison inverse de la portée ; le coefficient numérique est seul modifié. 

Supposons maintenant que le fil soit tendu entre deux points fixes 
avec une force telle que la pesanteur soit négligeable devant elle. 
Quand le fil se déforme et s'allonge, la tension croît ; mais nous 
venons de voir que cet allongement est toujours extrêmement petit. 
Nous pouvons donc considérer la tension comme constante en gran
deur; nous admettrons de plus qu'elle est seule à intervenir et qu'elle 
n'agit que par ses variations de direction le long du fil. 

Chaque point du fil conserve dans son mouvement un x ou un s 
constant : cela résulte immédiatement de la petitesse des allonge
ments ; sa trajectoire est donc comprise dans un plan perpendicu
laire à l'axe des x ou des s, direction d'équilibre, et nous avons à 
déterminer deux fonctions de s et du temps 

y=f(s, t), z=fl(s, t). 

Soit m la masse du fil par unité de longueur : les forces d'inertie 

b2y ± b 2s 
sont /» ^ et m 

Substituons-les à Y et Z dans les équations générales du § 154; la 
tension étant constante, les équations du mouvement sont : 

îrti-— M ôf , 1 № —M OT3 • 
Nous pouvons traiter séparément ces deux équations ; à cause de 

leur forme linéaire, nous savons que le mouvement le plus général 
est la résultante des mouvements dans les plans (s, y) et (s, z). 

160. Intégration des équations au moyen de fonctions arbi
traires. — Posons : 

en appelant p le poids du fil par unité de longueur. Si g est exprimé 
en mètres par seconde (9 m ,81) , T et p peuvent être exprimés dans 
la même unité quelconque de force, mais p doit être énoncé en cette 
unité par mètre de fil. 

L'équation à intégrer devient : 

~W~— lis2"-
On peut donner à l'intégrale générale deux formes très différentes ; 

nous utiliserons d'abord ce qu'on appelle l'intégration par fonctions 
arbitraires pour étudier le phénomène de réflexion. L'expression 

y = /TV< + «) + F ( V < - « ) , 
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où f et F sont arbitraires, satisfait à l'équation différentielle. On le 
vérifie immédiatement en faisant les dérivations indiquées. 

Propagation d'un ébranlement le long d'un fil indéfini. 
Au temps 0 le fil AB est en équilibre, sauf entre deux points M 

et P d'abscisses s t et s 2. Entre ces abscisses, il a la forme MNP, 
j/ = ^(s); au delà et en deçà de ces points, y est constant, mais n'a 

Ä P B 
FIG. 71. 

pas nécessairement la même valeur : en effet, le passage d'un ébran
lement peut laisser le fil déplacé de sa position initiale (comparer au 
§70) . 

Le problème ne serait pas déterminé par la connaissance de la 
forme seule de la courbe au temps 0 ; il faut encore nous donner soit 

la vitesse = <j/(s) pour tous les points d'abscisses comprises 

entre s x et s 2 (en dehors de ces limites, IJ/(s) est identiquement 
bv 

nulle), soit entre les mêmes limites l'inclinaison - ^ - = <p(s), qui 
joue le rôle de la dilatation dans la propagation d'une onde longitu
dinale; (<p(s) est identiquement nulle hors de l'intervalle sx, sa). 

Il est même encore plus commode pour la discussion de supposer 
données au temps f = 0 les deux fonctions <]/ et <p. On retombe exac
tement sur la discussion faite à propos des ondes longitudinales 
(§ 68). 

f(s) - F'(-s) = <?(s), Y[f(s) + F'( - s)] = 

m»)=?W+4- <KS)' 2 F ' ( - * ) = - ?(s)+4- m-
On démontre comme précédemment l'existence de deux ébranle

ments f(Yt -J- s) et F(Vt — s), se propageant indépendamment l'un 
de l'autre et avec une vitesse constante V, l'un dans le sens des s 
décroissants, l'autre dans le sens des s croissants. 

On peut imaginer d'ailleurs qu'à une époque très antérieure au 
temps 0 le premier est parti d'une abscisse positive grande, le second 
d'une abscisse négative grande; qu'ils se superposent et interfèrent 
précisément entre les abscisses sx et s2 au temps 0, continuent ensuite 
leurs chemins, se séparent et reprennent leurs existences indépen
dantes. 
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Pour qu'un seul de ces ébranlements existe, les fonctions <p et 
doivent satisfaire à l'une des conditions : 

Il va de soi que les ébranlements f(Yt -(-*) et F(V< — s) sont 
dans ce cas. 

Le passage de l'ébranlement F laisse généralement le fil déplacé 
de la quantité y 0 , le passage de l'ébranlement f le laisse déplacé de 
y \ . Admettons y = 0 pour tous les points du fil avant le passage 
(fictif) des deux ébranlements, c'est-à-dire à une époque très anté
rieure au temps 0. Au temps 0, les points d'abscisses comprises 
entre — oc et sx ont été traversés par l'onde F ; on a pour tous 
y = y 0 . Les points d'abscisses comprises entre sa et - | -oc ont été 
traversés par l'onde f : on doit poser pour tous y=y'0. Pour un 
temps positif grand, tous les points de — oc à -(- oc ont été traver
sés par les deux ébranlements : on a pour tous y = y„ -\- y ' 0 . 

On calculerait y 0 et y'0 à l'aide des fonctions <p et par des for
mules tout à fait analogues à celles du § 70. 

161. Réflexion sur un obstacle immuable. — Supposons que 
le point A soit invariablement fixé : prenons-le pour origine des 
coordonnées. Le mouvement y = f[Yt -)- s) ne peut à lui seul satis
faire à la condition y = 0 pour s = 0. Nous sommes forcés de 
lui adjoindre un autre mouvement satisfaisant à l'équation différen
tielle et qui, par sa composition avec le premier, annule identique
ment le déplacement y pour s — 0. 

Le mouvement est évidemment : y x = — f(Yt— s). 
Il se propage avec la vitesse V dans le sens AB des s croissants. 
On peut se représenter le phénomène de la manière suivante. 
Supposons le fil indéfini et le point A redevenu libre. Considérons 

les deux mouvements y — /(Yt-\-s) et yi = — /"(Vf — *), se 
déplaçant en sens inverses le long du fil. 

M. 

Fig, 72. 

Comparons-les au même instant pour deux positions symétriques 
par rapport au point A. 

Il faut poser, dans y, s = s'/ dans y l t s = — s'. 

O n a : y = f(Vt + ,% yl=s—f(Vt + *'); y = — yt. 

Les deux ébranlements sont donc symétriques par rapport au 
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point d'attache A. Ils arrivent simultanément en ce point; évidem
ment ils s'y détruisent. L'ébranlement MNP continue son chemin au 
delà de A , il devient fictif ; l'ébranlement M . N ^ arrive sur le fil 
réel, il constitue l'ébranlement réfléchi. 

Nous retrouvons ainsi les règles énoncées au § 158 du Cours de 
Mathématiques. 

La vitesse de propagation de l'ébranlement est V = ^ / . 

Supposons un fil télégraphique ordinaire pesant 100 grammes par 
mètre, et ayant 200 kilogrammes de tension; P : jp = 2000, 
V = 1 4 0 mètres environ. Pour voir se propager et se réfléchir 
l'ébranlement le long d'un fil, il faut le tendre le moins possible. 
Peu importe d'ailleurs en quelle matière il est fait : la vitesse ne 
dépend que du rapport P :p. 

162. Propagation et réflexion d'un mouvement périodique. 
'/ t s 

Ondes stationnaires. — Le mouvement y — y 0 sin 2tu ( + y 
est la forme générale d'un mouvement périodique sinusoïdal, se pro
pageant le long d'un fil indéfini dans le sens des * décroissants, 
pourvu qu'on ait X = VT. Dans ce mouvement, la période est T, 
la longueur d'onde 1 . Cela veut dire qu'à partir d'un point quel
conque, il faut se déplacer de >. dans l'un ou l'autre sens, pour trou-' 
ver un point ayant au même instant le même déplacement. 

Le mouvement ci-dessus rentre, en effet, dans la forme 

y=AV/+*). 
Supposons qu'il rencontre le point fixe A ; il faut lui superposer le 

mouvement VI— —• y«sin2tc ~j. 

L'ensemble du mouvement incident et du mouvement réfléchi 
donne Vonde stationnaire : 

t s 
Y = y -f- yx = 2y0 cos 2% -jjr sin 2% y . 

Il existe des nœuds (* = 0, quel que soit t) pour s = 0, s = ^, 

et généralement s— —y-, où K est un nombre entier positif quel
conque. Il existe des ventres, c'est-à-dire l'amplitude est maxima et 
égale à 2y0, pour les points équidistants des nœuds consécutifs. 

bY 

Le calcul de montre qu'aux ventres le fil est toujours 

parallèle à sa direction d'équilibre ^ ^ = 0 identiquement^; qu'aux 
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nœuds la tangente au fil subit les plus grandes variations possibles 
de direction. 

163. Fil fixé à ses deux extrémités. Harmoniques. — Si le 
fil de longueur L est fixé à ses deux extrémités A et B, le point B 
est un nœud du système stationnaire. 

Nous devons donc écrire = 2L, ce qui définit la longueur 
d'onde À du mouvement formant l'onde stationnaire. Mais la vitesse V 
de propagation étant indépendante de la période, et la condition 
X = VT devant rester satisfaite, on doit avoir corrélativement : 

1 — V ~ ~ KV • 

Le mouvement sinusoïdal le plus général compatible avec la fixité 
des extrémités du fil d'une part et l'équation différentielle de l'autre, 

est donc : Y = 2?/0 cos ^^Y^.. s m ^E£- _ 

Le fil peut donc émettre séparément une série de sons simples 
harmoniques ; le plus grave correspond à K = 1, le nombre de ses 
vibrations par seconde est : 

— T - "2L7— 2L V P ~ 2L V m • 

C'est la formule du § 139 du Cours de Mathématiques. 
Les autres ont K fois plus de vibrations a la seconde. On peut 

écrire le mouvement le plus général sous la forme 

Y = 2y 0 cos 2ttKN0< . sin . 
164. Superposition des harmoniques. Séries trigonomé-

triques. — Les harmoniques peuvent coexister, puisque l'équation 
différentielle à satisfaire est linéaire. On a la solution générale en 
additionnant toutes les solutions particulières. Mais comme rien ne 
fixe l'origine des temps pour chacun des harmoniques, nous devons 
introduire des phases variables avec l'harmonique. 

Le mouvement le plus général est donc : 

Y = S 2J,œcob(2*KN,<—«*)sin, 

K = l 1j 
que nous pouvons écrire, en développant la parenthèse : 

Y S" | \ K sin - ^ p - cos 2t:KN0* + B K sin sin 2wKN0<] . 

Le problème qui se pose généralement est celui-ci. Pour une cer
taine valeur de t (t = 0 par exemple), on se donne les valeurs de Y 
pour toutes les valeurs de s comprises entre 0 et L ', on se donne 
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_ _2_ / * A ^ S I N K t t s d s , _2_ r i 

L J0 a L ' "'Lys 
2 /•* As . K t t s , , 2 /"L L — s . Krcs 

A -T sin —*— 
i — a L 

ÔY 

aussi les vitesses de tous les points du fil. On demande de déter

miner les coefficients A et B . 

Voici la méthode générale (§ 74). Pour t = 0, on a : 

Y = *0), -̂r = *i(*), 
Y = k 1 A K sm - j - , ^ = 2 t t N 0 ^ K B k sm - r - . 

oY 
Il faut identifier les deux valeurs de Y et de -gp-. 
Pour déterminer le coefficient A K , multiplions les deux membres de 

Kl = 0 0 K TCS 
l'identité S A K . s in—|—=<£(«) , 

Ki = l 1
 i-i w 

par sin -jj— et intégrons entre 0 et L. 
Toutes les intégrales du premier membre sont nulles, sauf pour 

K = ; il reste en définitive, comme on le trouvera aisément : 
A K = j - y r <P(s) sm—j-—• as. 

Opérant de même pour la seconde identité, il vient : 
165. Applications. 

CORDE TIRÉE HORS DE LA POSITION INITIALE ET LÂCHÉE SANS VITESSE. 
Tous les coefficients B sont nuls, puisqu'au temps t = 0 on doit avoir 
identiquement: <i>1(s) = 0, ( 0 < s < [ L ) . 

Les valeurs de A dépendent de la forme imposée au moment où 
la corde est lâche. Pour faciliter les intégrations, nous supposerons 
qu'elle est tirée avec un poinçon ou un 
plectre (guitare et approximativement c 
harpe). Elle est donc formée de deux 
parties rectilignes A C , C B . -i „>̂ . 
Posons: A ^ = a, ^Ü = A. Fig. 73. 

On a : 
bs 

$> (s) = — - entre s = 0 et s = a y 

L s 

<t> (s) = b j — entre s = a et s = L ; 
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Les intégrations ne présentent aucunes difficultés1 ; on trouve 

AK = t r 2 _ 2 _ a rr sm -K V a ( L - a ) s i a " T r * 
1° Les amplitudes des harmoniques varient comme les inverses des 

carrés de leurs numéros d'ordre ; leurs intensités (proportionnelles aux 
carrés des amplitudes) décroissent donc extrêmement vite, en raison 
inverse de la quatrième puissance du numéro d'ordre. 

Ka 
2° Manquent tous les harmoniques pour lesquels -yj- est un nombre 

entier. Or l'harmonique K a des nœuds aux points 
_ L 2L 3L (K—1 )L 

s K ' K ' K ' "' K ' u 

Plaçons le poinçon en l'un de ces nœuds, au mamt par exemple. Nous 
satisferons la condition 

mL Ka , ,. 
a = —g—, - j — = m = un nombre entier. 

Donc pour empêcher un harmonique de se produire, il suffit que le 
poinçon soit placé en un point du fil où cet harmonique aurait un 
nœud. 

Si on écarte le fil non plus avec un poinçon, mais avec le gras du 
doigt (harpe), les harmoniques supérieurs ont une intensité encore 
plus petite, et le son devient très doux. 

CORDE FRAPPÉE A L'AIDE D'UN MARTEAU PLUS ou MOINS TRANCHANT. — 
Au temps 0, on a Y = 0 pour tous les points de la corde; donc $ (s) 
est identiquement nulle : tous les A sont nuls. 

La vitesse est nulle pour tous les points, sauf sur une très petite 
longueur l, d'abscisse a, où la vitesse est v. Les intégrales donnant B K 

se réduisent donc à un de leurs éléments. On a : 
L . KTCS , / ,\ . Kwa 

«PJ [s) sin — j — as = [vl) sin —j-— 

Posons : («Z) = I. 
il • * Q I • Kxa Il v ient: B ^ ^ L - s m - L - . 

1° Les amplitudes des harmoniques diminuent en raison inverse 
de leurs numéros d'ordre. Les sons seront donc généralement plus 
criards dans ce cas que dans le précédent. 

2° Si le marteau frappe en un point où l'un des harmoniques a un 
nœud, cet harmonique manque dans~ le son complexe. " 

Le piano réalise très sensiblement ce problème. Mais pour dimi
nuer encore l'intensité des harmoniques supérieurs, on prend un 
marteau arrondi et feutré. On utilise le résultat 2° pour éliminer le 
septième ou le neuvième harmoniques qui sonnent faux. Le point 
touché est au septième ou au neuvième de la corde. 
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166. Membranes. — Les membranes sont des lames très minces 
et parfaitement flexibles, tendues sur un contour rigide. 

En se bornant au cas : 
1° où la tension est uniforme ; 
2° où les déformations sont assez petites pour qu'elle reste cons

tante malgré ces déformations (hypothèse que nous avons faite dans 
le cas des fils) ; 

3° où le contour est plan; 
on peut considérer une membrane comme un tissu de fils élas
tiques se croisant rectangulairement. L'équation différentielle à satis
faire est la généralisation de celle des fils. 

Soit w le déplacement normal à la lame, x, y les coordonnées d'un 
point, T la tension constante, m la masse par unité de surface; un 
raisonnement analogue à celui du § 139 donne : 

Il faut poser w = 0 pour tous les points du contour.' 
L'équation (1) admet généralement un très grand nombre de solu

tions. 
La méthode de vérification expérimentale consiste à produire 

isolément chacun des sons partiels. On détermine la forme des lignes 
nodales en saupoudrant avec du sable, qui se rassemble en nervures 
indiquant le lieu des points immobiles. 

Pour montrer comment on traite ce genre de problèmes, nous 
développerons la solution dans les cas simples des membranes rec
tangulaires et circulaires. 

167. Membranes rectangulaires. — La membrane a pour con
tour fixe et rigide un rectangle dont un sommet est l'origine des 
coordonnées; les côtés adjacents ont pour longueurs l sur l'axe d e s » 
et l' sur l'axe des y . Les solutions doivent satisfaire l'équation diffé
rentielle et s'annuler identiquement pour x — 0, x=l, quel que 
soit y ; pour y = 0, y — V, quel que soit x. La solution générale 
sera la somme de toutes ces solutions partielles. Le mouvement 

(1) w — A sin (ut-\-y) sin m t - j sin n'ur-y-, 

satisfait à ces conditions, en posant : 

(2) " = VV^ + "?' V2 = T:m>' 
n et n' sont des nombres entiers quelconques. Ces nombres choisis, 
w est déterminé, ainsi que la période 2TT : o> du son partiel corres
pondant. 

Les nodales sont des droites parallèles aux axes de coordonnées. 
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Il résulte immédiatement de l'équation ( 2 ) qu'à chaque son partiel w 
donné correspondent plusieurs solutions, puisqu'on peut se donner 
arbitrairement n ou ri. 

Le mouvement le plus général est dû à la coexistence de tous les 
mouvements simples précédents. Une forme initiale étant donnée 
pour la membrane, on détermine les coefficients A et <p des différents 
termes de la série par des procédés mathématiques analogues à ceux 
qui servent pour les cordes vibrantes (§ 164). 

Lorsque deux systèmes de nodales parallèles aux axes coexistent, 
le sable se réunit en petits monticules formant un quadrillage régu
lier. Les expériences réussissent au mieux en collant du papier plus 
ou moins mouillé sur un cadre rectangulaire. On le laisse sécher, il 
se tend; on excite les vibrations avec un tuyau d'orgue convenable
ment accordé : il suffit de le boucher plus ou moins. 

168. Membranes circulaires. — Prenons pour coordonnées 
polaires la distance r du point considéré au centre de la membrane 
et l'angle oc du rayon vecteur avec un rayon quelconque origine : 

s = r c o s a , y = rsinx. 

Il faut faire le changement de variables. Rappelons que l'on a : 
bw ow ox , bw bw ow • i bw 

->T~ - "S x T ~A 5 + = x —
 r S l n * + "a— r COS OC, 

bot bx bx ' by 0 « bx by ' 
oiv bw bx i ow bw ow i bw . 

- x - = -s >; r -> 5T~ = - x — c o s * H — x — sin ot ; 
br bx br 1 by br bx by ' 

, , bw bw cosot i bw . a ou : —?— = -ñ r - ^—sin a, 
by bot r ' br ' 

... bw ow s in* i bw 

W ~bx~ = —^r—r + ^FC0S*" 
Puisque w est une fonction quelconque, les relations précédentes 
. . . . . . bw bw 

subsistent si on remplace w par -g^- ou par ~^b~y~" 

b2w b ow b fow\ cosot i b /oiv\ . 
~T~ "XTT ( "X7T ) S i n * ' Ô!/2 by by bx \by / r ' br \ by 

b2w b bw 
bx* bx bx 

b / bw \ sin x i b / bw \ 
bot \ ox ) r ' br \ bx ) cos ot. 

Substituant les valeurs ( 1 ) précédemment calculées pour 
bw bw 
by bx ' 

il vient facilement : 
b2w ... / b2w , 1 ow , 1 b2w\ 
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ÉQUILIBRE DES FILS. CORDES VIBRANTES 207 

Les solutions sont de la forme 

w = A sin ( t ù / + <p) sin n (a.— a,) . Q. 
n est un nombre entier quelconque, Q est une fonction de r, satis

faisant à la condition 

(2) ' * - d ? + r - 2 r - - [ n V*-)°~ = 0> 

comme on le vérifiera par substitution. 

Posons 2X = w : V. 

L'intégration par séries de l'équation (2) donne la solution : 

[à) y_y0r̂ i i i) "T { . 2 . (n + l) (n + 2) 
1 . 2 . 3 ( n + l ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) -̂J-

L'équation en T 

1 .(n + 1) 1 .2.(n + l) (n + 2) 

0, 
1 . 2 . 3 ( n + 1) (n + 2) (n + 3) ^ " 

a une infinité de racines positives T1? T2, T3, ... qu'on sait calculer et 
que nous supposons rangées par ordre de grandeur croissante. 

Ceci posé, prenons pour n un nombre entier quelconque ; 
sin n (oc— «j) est nul pour toutes les valeurs de oc qui satisfont à la 

Kit 

condition n (oc — = KTT, a = x1 -|——. 
On a donc pour lignes nodales n diamètres qui divisent la circonfé
rence en 2n parties égales. 

Passons aux nodales circulaires qui correspondent à Q = 0. Nous 
en avons certainement une pour r = R , si R est le rayon du con
tour rigide sur lequel la membrane est tendue. 

Posons arbitrairement X R = T, OÙ T. est la s*8*" racine de l'équa
tion (4). Nous définissons ainsi la hauteur du son partiel considéré. 
Il lui correspond * — 1 nodales circulaires dont les rayons sont : 

^ : 1, T 2 :X , ... T,_1:>.. 
Il y a donc une extraordinaire variété de sons pouvant faire vibrer 

la membrane. 
L'expérience a confirmé ces raisonnements. 
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CHAPITRE XI 

RÉSONANCE. VIBRATIONS DES VERGES, DIAPASONS. 

Transmission d'une vibration d'un corps â un autre. 

469. Résonance. On impose directement au corps à mouvoir 
une force sinusoïdale. — Voici, pour fixer les idées, une manière 

de réaliser l'énoncé du pro-
B«T blême. 
B , ) Une barre tourne autour de 

l'axe horizontal 0 et porte 
deux masses M dont on peut 
faire varier la distance à l'axe. 
Le centre de gravité du sys
tème coïncide avec l'axe 0 , la 
pesanteur n'intervient pas. 

Attachons en A un caout
chouc dont l'extrémité supé
rieure est fixée en B. Pour 
équilibrer la tension que pos-

Fig. 74. sède le caoutchouc quand la 
barre est horizontale, ajou

tons une masselotte m. Dans ces conditions, le moment d'inertie du 
système oscillant est I. 

Imprimons au point B une oscillation verticale définie par l'équa
tion : x = x„ sin at. Le système MOM se met lui-même en mouve
ment. Sa position à chaque instant est définie par l'angle 0. Écrivons 
l'équation du mouvement : 

I dl2 

Nous supposons une force amortissante proportionnelle à la vitesse 
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(§ 18); il s'agit de trouver l'expression de T, moment du couple dû 
au caoutchouc. Soit L la longueur AB du caoutchouc pour l'équi
libre. La longueur au temps t quelconque est L-j-^8 — x. Quand 
la longueur est L, la tension est équilibrée par le poids de la masse m. 
Nous n'avons à tenir compte que de l'accroissement de tension que 
nous pouvons admettre proportionnel à l'accroissement de longueur 
(§9— x), à la condition que l'ébranlement se propage d'un bout à 
l'autre du caoutchouc en un temps négligeable par rapport à la durée 
d'oscillation du mouvement imposé au point B, ou, ce qui revient au 
même, à la condition que l'accroissement de longueur se répartisse à 
tout instant uniformément le long du caoutchouc. Cette condition ne 
peut être réalisée que si la période d'oscillation du point B est assez 
grande. Par exemple, la vitesse de propagation d'un ébranlement dans 
le caoutchouc étant de l'ordre de 30 à 100 mètres par seconde sui
vant la tension, si le caoutchouc a 1 mètre de long, il faut que la 
durée d'oscillation du point B soit au moins de l'ordre de la seconde. 

Le couple F est alors proportionnel à (§9 — x)§ ; l'équation du 
mouvement est : 

Iw+'w+KS -̂*)=0> 
équation que nous pouvons écrire : 

T d29 . . rfO 

L'intégrale générale de cette équation se compose de deux parties. 
L'une est l'intégrale de l'équation privée du second membre; nous 
l'avons longuement étudiée aux § 18 et suivants. Nous savons qu'elle 
fournit un mouvement oscillatoire de période 

•«• mi f2 

c 41 

amorti, soit périodique, soit apériodique. La période T' diffère d'ail
leurs généralement fort peu de la période 

L'intégrale qui nous intéresse ici est périodique non amortie. 
En effet, l'équation différentielle est vérifiée par le mouvement : 

A sin s . . . . foi 
9 ^ - sin (ut — s) = 9 0 sin (bit — s), tg e = " £ ± ^ 1 • 

170. Discussion de la solution précédente. — L'amplitude 9 
du mouvement excité est maxima pour sin t = 1. On a alors : 
C = ci>sI. L'amplitude est donc maxima quand la période du son 

Cours de Physique. — H. DOUASSE. 1 4 
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excitateur est égale à ce que serait la période propre du corps excité, 
si l'amortissement f était nul. 

C'est pourquoi le son de période T = 2IR \J I : C s'appelle son de 
plus forte résonance. Sa période diffère d'ailleurs très peu de la période T' 
du son propre. 

Posons: Q = 2?v:T; 

il vient: T G I = • 

Il existe toujours une différence de phase s entre le son excitateur 
et le son excité; si l'excitation est maxima, û = TO, tge = oc, 

TC 

e = -g-. Si Q > w, si par conséquent la période de la force est plus 

grande que la période du son de plus forte résonance, e^-g- . Si 

û < tù, si la période de la force est plus petite que la période du son 

de plus forte résonance, e >> -g- • 

7T 

Quand le décalage entre les deux mouvements est égal à -g-, la 
barre est horizontale et le point A va vers le bas (0 croissants); le 
point B est en B1 à l'extrémité inférieure de sa course et commence 
à se mouvoir vers le haut. Le point B est donc par rapport au 
point A en avance d'un quart de période. 

Energie transmise au corps excité. — A chaque instant le couple qui 
tend à faire tourner l'oscillateur vers le bas est Asinoif — C6; quand 
l'oscillateur se déplace de db, il lui est donc fourni un travail 
(Asintof — C0)d8. Pendant une oscillation complète, il reçoit une 
énergie : 

jfT (A sin IO< — C0)d0 = A9 0 TC sin e. 

Enfin l'énergie moyenne reçue est : 

A907C sin s A 2 sin 2 e 
T — If • 

Elle est maxima quand le son excitateur est à l'unisson du son de 

plus forte résonance. A mesure que e s'éloigne de -g-, l'énergie 

décroît très rapidement. 
RELATION ENTBE L'AMORTISSEMENT [ET LE CHAMP DE RÉSONANCE. — 

Ce qu'il importe de comparer, c'est bien plutôt les quantités d'énergie 
transmises au corps excité que les amplitudes. Appelons w l'énergie 
transmise moyenne pour un son excitateur w quelconque, W l'éner
gie transmise pour le son de plus FORTE résonance Q. On a alors : 

sin3 6 = 1; d'où: w = W. sin s e. 
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Introduisons maintenant deux nouvelles variables pour préciser la 
discussion. 

La quantité }. = /*: 21 est définie au § 19; c'est d'elle que dépend 
l'amortissement d'après le terme e ~ M . Pendant une période T du 
son de plus forte résonance, et par conséquent très sensiblement 
pendant une période T' du son propre, l'amplitude de l'oscillation du 
corps est diminuée dans le rapport 

2RCX 

•e " . 
— XT — -

Prenons comme nouvelles variables : 1» la quantité oc = 1 : Q ; 
2° l'intervalle i = w : Q entre le son excitateur et le son de plus 
forte résonance. On a alors : 

M>=Wsin 2ê, tg e = ^ p . 

tg e et par conséquent s puis w : W ne sont donc fonction que de l'in
tervalle i, et de l'amortissement par période des oscillations du corps 
d'abord excité puis abandonné à lui-même. 

Gomme la tg et le sin d'un angle varient toujours dans le même 
sens, la discussion de tg s nous donne immédiatement la loi qualita
tive de variation de w : W. 

Ce rapport est naturellement égal à 1 pour i = 1. Il devient nul 
quel que soit oc pour i = 0 et i =• oc, qui sont les limites de varia
tion de i. Comme « est généralement petit, w : W passe de 1 à une 
très petite valeur pour des variations très faibles de i à partir de 1. 
En particulier il passe brusquement de 1 à 0, si * est pratiquement 
nul, si l'amortissement 
est extrêmement faible. 
En définitive, pour un a 
donné, w :W est repré
senté à partir de o> par 
une sorte de courbe en 
cloche dont le maximum 
correspond à <o = Q (fig. 
75). _ 

Si nous voulons main
tenir w : W constant, il 
suffit de choisir « et i de 
manière à maintenir constant tgs. Différencions la condition obtenue 
entre « et i, nous aurons entre doc et di une relation de la forme 

W:\V 

Fig. 75. 

•(4—0(T + 1 ) R F I = K A D A -
Or a est toujours positif. Donc soit i<il : doc et di sont de signes 

contraires. Cela veut dire que si l'amortissement a croît, il faut que 
le son w s'écarte davantage du son û , pour que w : W demeure 
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constant. En effet i = o> : Q par définition, to -< û par hypothèse et 
i doit décroître d'après l'équation. 

Soit i > l : dxetdi sont de même signe. Nous arrivons à la même 
conclusion; si l'amortissement a croît, il faut que le son w s'écarte 
davantage du son Q pour que le rapport w : W reste constant. En 
effet, on a maintenant w > Q et i = w : Q doit croître d'après l'équa
tion. 

Si l'amortissement du corps excité est grand, l'amplitude de la 
vibration n'est pas très grande; mais le son excitateur peut différer 
notablement du son de plus forte résonance sans que cette ampli
tude tombe à une très petite fraction de sa valeur maxima. 

Si au contraire l'amortissement est très petit, l'amplitude maxima 
est énorme; mais la moindre variation du son excitateur la fait tom
ber à une très petite fraction de sa valeur maxima. Les diminutions 
relatives sont beaucoup plus rapides. 

171. Résonance sous l'influence d'un son complexe. 
Résonateurs. — Nous devons supposer le son complexe excita
teur décomposé en sons simples. Pour qu'il y ait résonance d'un 
corps, il faut que le son propre de ce corps se rapproche suffisam
ment de l'un des sons constituant le son excitateur. D'où la théorie 
des résonateurs. 

Un bon résonateur est un corps : 1° ne pouvant émettre qu'un 
son simple; 2° ayant un amortissement <x extrêmement petit. La 
première condition n'est pas indispensable, pourvu que les sons 
propres du corps soient assez distants pour qu'on ne puisse les con
fondre. La seconde est essentielle : si elle n'est pas réalisée, le corps 
vibre pour toute une série de sons voisins du son propre. 

Les cordes et les diapasons sont d'excellents résonateurs. Il suffit 
d'écarter les étouffoirs d'un piano et de chanter devant. Si l'on donne 
un des sons des cordes libérées de leurs étouffoirs, ou l'un des har
moniques de ces sons, la corde se met à vibrer. Le son d'une corde 
n'étant pas simple, elle entre en vibration non seulement pour le 
son fondamental, mais sous l'influence de l'un quelconque de ses 
harmoniques. 

La membrane d'un phonographe est un mauvais résonateur; ce 
n'est que grâce à son imperfection comme résonateur qu'elle peut 
jouer le rôle qu'on lui assigne. 

172. Applications. Synchronisation des horloges. — Les 
propositions démontrées au §170 ont des applications remarquables. 

Un corps qui, une fois excité, résonne pendant longtemps, comme 
un diapason, peut prendre sous l'influence d'un son exactement à 
l'unisson une amplitude considérable. Mais pour peu qu'on modi
fie la hauteur du son excitateur, l'amplitude tombe sensiblement 
à zéro. 
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Pour exciter au contraire une vibration notable d'une membrane 
tendue, il faut une action relativement énorme, parce que l'amortis
sement est très grand; mais le son excitateur n'a besoin que d'être 
très grossièrement accordé sur le son de plus forte résonance de la 
membrane. 

On peut synchroniser deux horloges dont les pendules ne battent 
pas exactement dans le même temps. Il suffît d'utiliser la seconde 
horloge à produire une force périodique agissant sur le pendule de la 
première. Mais si les pendules ne battent pas rigoureusement dans le 
même temps, il faut imposer au pendule excité un amortissement 
(voir § 42 du Cours de Math.) d'autant plus grand que Yintervalle 
w : Q des deux périodes est lui-même plus grand. 

173. Loi d'Ohm. Analyse des sons par l'oreille. Timbre. — 
L'analyse des sons par l'oreille résulte d'une loi physiologique soup
çonnée par Rameau et formulée par Ohm. 

L'oreille perçoit séparément, et comme les sons constituant un 
accord, les sons simples en lesquels le théorème de Fourier (§ 74) 
nous apprend à décomposer un son complexe. 

L'oreille peut donc analyser les sons. 
L'oreille n'a la sensation d'un son unique que pour les vibrations 

sinusoïdales. Un son complexe produit donc exactement la même 
sensation qu'un accord ; naturellement, l'effet musical dépend du 
nombre des sons simples et de leurs intensités relatives : c'est en 
cela que consiste le timbre. 

On sait que les vibrations excitées dans l'oreille s'y amortissent 
vite. Toutefois l'amortissement n'est pas instantané; si les sons ne 
sont pas assez espacés dans le temps, on ne les entend plus dis
tincts. On conclut de là immédiatement que les parties de l'oreille 
qui sont excitées au maximum par un certain son, le sont encore 
assez notablement pour un son faisant avec le premier un intervalle 
musical très appréciable. On admet que l'énergie moyenne de la 
vibration par influence d'un des organes récepteurs de l'oreille est 
réduite à peu près au 1/10 de sa valeur maxima pour un écart de 
1/2 ton. Cela revient à admettre 1 que, cet organe vibrant seul, l'os
cillation y tombe au 1/10 de son intensité en dix périodes. 

Il peut donc exister sans contradiction dans l'oreille des organes 
récepteurs distincts et en nombre fini, et cependant, le son montant-
d'une manière continue, la sensation peut varier d'une manière con
tinue. C'est qu'un son simple de hauteur donnée n'agit pas unique
ment sur un organe récepteur, un résonateur auriculaire ; il agit 
principalement sur un organe, mais encore notablement sur les 

1 II faut poser dans les formules du § 110, w : W = 0,1 ; log i = 0,025. On tire alors 
la valeur de a. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



organes voisins. C 'est l'ensemble de ces sensations qui forme la sen
sation d'un son simple. 

L'oreille n'est donc pas absolument assimilable à un piano. 
On appelle son musical une vibration périodique, exprimable par 

conséquent au moyen d'une série trigonométrique (§ 74) : 

F(t) = B0 -f- sin (bit — at]) -f- a, sin (2bit — a3) -(-

A priori, le timbre est donc une fonction des paramètres a n a 2 . . . , 
x1, <x2, ••• Toutefois, si l'on admet que l'un quelconque des organes 
récepteurs de l'oreille ne peut simultanément vibrer pour un fonda
mental et ses harmoniques (ce qui résulte des considérations précé
dentes), on ne s'explique pas que les phases puissent intervenir. Il 
semble bien qu'en fait seules les amplitudes a M aï, ... fixent le 
timbre par leurs valeurs relatives. Quelques physiciens ont prétendu 
qu'il dépendait aussi des phases, mais leurs expériences ne sont rien 
moins que démonstratives. Nous avons déjà dit (Cours de Math., 
§ 119 et 122) que le timbre est d'autant plus criard que les harmo
niques supérieurs ont des intensités plus grandes par rapport à l'in
tensité du fondamental *. 

174. Sons résultants. — Nous supposons dans les pages précé
dentes que le corps excité jouit de propriétés mécaniques particulière
ment simples; éloigné de sa position d'équilibre, il tend à y reve
nir proportionnellement à l'écart. Mais cette hypothèse n'est pas néces
saire; le corps excité peut être dissymétrique, comme le tympan. La 
théorie et l'expérience montrent qu'alors un son simple faisant p 
vibrations par seconde peut exciter non seulement le son de hau
teur p , mais tous les harmoniques de hauteur 2p, 3p...; que deux 
sons simples, faisant p et q vibrations par seconde et agissant simul
tanément, peuvent exciter, outre leurs propres harmoniques, les 
sons p — q (différentiel du premier ordre), p-\~q (additionnel du 
premier ordre), 2p — q, 2q—p, 2p-\-q, %•-{-/>, ••• 

On les nomme sons résultants. 
L'analyse suivante démontre cette proposition. L'équation géné

rale du mouvement est (en négligeant le terme amortisseur) de la 
forme : 

(1) — m - ^ = ax + £a; 2 -f-Psin2-/)*-f Qsin ( 2 ^ - f o ) . 

Le corps écarté de sa position d'équilibre et abandonné à lui-
même (P = 0, Q = 0), y revient sous l'influence de la force dissy
métrique ax-\-bx2 : elle n'est pas la même pour deux valeurs égales 
et de signes contraires de x. 

* Je renvoie le lecteur désireux de connaître ces questions avec plus de détail à un 
volume de la collection Scientia, Bases physiques de la Musique. 
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Il s'agit de trouver l'intégrale générale. 
Développons la solution en série par rapport à une variable auxi

liaire e. Nous poserons : 

x — -\- t*x2 -\- i"x3 -\- ; P ^ e P j , Q = eQ!. 

Substituons dans (1) et égalons séparément à 0 les coefficients des 
diverses puissances de s. Nous faisons ainsi une série d'approxi
mations. 

Comme première approximation nous aurons : 

(2) m -f- axt -f Pj sin 2%pt -+- sin (2itqt -f S) == 0. 

Cela revient à négliger le terme en x2. Nous savons que le corps 
ainsi excité (§ 169) donne les deux sons de hauteur p et q. C'est le 
problème habituel de la résonance traité dans les pages précédentes : 
il y a superposition pure et simple des effets des sons excitateurs. 

La seconde approximation donne : 

d2x 
(3) m~dF—\-ax2-\-bxl = 0. 

Il faut introduire à la place de x1 l'intégrale précédemment trou
vée dont la partie permanente est de la forme : 

xx = Pj sin 2-xpt -\- Qï sin (2nqt - j - o). 

Développons les carrés des sinus et leurs produits : nous aurons 
l'expression de x\ en fonction de 

sin 2TT(2/))<, sm.2iz{2q)t, sin27u(p—q)t, sin2-K(p-\-q)t. 

Substituant dans (3), nous retombons sur une équation de la 
forme (2) : elle nous apprend que, comme seconde approximation, le 
corps excité donne, outre les deux premiers harmoniques de hau
teurs 2p et 2q, les sons résultant du premier ordre de hauteurs p — q 
et p-\-q. Naturellement si les sons excitateurs sont faibles, l'ampli
tude des harmoniques et des sons résultants est très petite; mais 
elle croît vite quand les sons excitateurs deviennent de plus en plus 
forts. 

La troisième approximation donne : 
d2x 

(4) m —gji- + aa?3 - j - 2bxlxi = 0. 

Nous n'aurions qu'à répéter les raisonnements et les calculs pré
cédents pour prouver l'existence des sons de hauteurs : 

3p, 3y, 2p + q, 2q-\-p, 2p — q, 2q—p. 

Bien entendu, si P ou Q sont nuls, il ne reste que les harmo
niques 2q, 3y... ou 2p, 3p... 

On connaît depuis très longtemps l'existence des sons résultants 
(1740). 
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Le tympan est particulièrement dissymétrique ; il est fortement 
tiré vers l'intérieur par le manche du marteau; il n'y a donc rien 
d'étonnant à ce que l'oreille, excitée par un son simple intense, fasse 
entendre non seulement ce son, mais encore les harmoniques; excitée 
par deux sons simples intenses, fasse entendre les sons résultants. 

Ces sons ne prennent d'ailleurs pas naissance nécessairement dans 
l'oreille; ils peuvent parfaitement exister dans une masse d'air forte
ment ébranlée, et généralement dans un corps quelconque où l'on 
ne peut pas supposer que la force est linéaire en fonction de la 
déformation. 

175. Amortissement des vibrations du sol par les suspen
sions en caoutchouc. — Reprenons le problème énoncé au § 169. 
Mais supposons que la vibration imposée au point B ait une période 
assez courte pour qu'on ne puisse plus admettre une répartition égale 
de la déformation tout le long du caoutchouc AB. Dans ces condi
tions, la théorie précédemment donnée ne s'applique pas : nous allons 
reprendre le problème, en supposant pour simplifier que les frotte
ments sont nuls. 

Nous savons que les ébranlements (§ 67 et 108) se transmettent dans 
un cylindre très long par rapport à son diamètre d'après l'équation 
aux dérivées partielles : 

/ I \ °2" va ̂ u 

où u est ici le déplacement vertical du point dont la distance au 
point B est x. Nous aurons une solution de cette équation en posant : 

(2) U — U sin ~̂~̂ "~~~f" S m
 27CTjr . 

VT — A, V est la vitesse de propagation y/̂3̂L (§ 108), U et s 

sont des paramètres à déterminer. 
Imposons au point B une oscillation d'amplitude déterminée; nous 

devons avoir, pour a; = 0, u = U 0 sin 2TT -ÎJT . L'intégrale prend donc 
la forme : 

u=-SnTsin(̂  + £ ) S I N 2 *T"' 

Elle ne contient qu'une arbitraire s que nous déterminerons à l'aide 
de l'équation du mouvement du corps suspendu. Pour simplifier, 
nous supposerons que le système se réduit à la masse m, le reste de 
l'oscillateur étant supprimé (fig. 74). 

Ecrivons que l'oscillation de cette masse est due à la force qui 
résulte de la déformation du dernier élément. Par unité de section 
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droite cette forme est E S o i t S r a i r e d e l a section droite; la 
Ox 

force totale en grandeur et en signe est done : 

- E - ^ S , Ox ' 

-g^- étant bien entendu la valeur de ce quotient pour l'extrémité A 

du caoutchouc, c'est-à-dire pour x = L. D'où l'équation du mouve
ment de la masse m : 

,i\ b2u bu „ (pSX)X pX 
(4) ™ T ^ = - E l t e S = - A ^ _ = _ ^ - . J 

p est le poids de l'unité de longueur du caoutchouc ; pX est le 
poids d'une longueur du caoutchouc égale à longueur d'onde dans 
le caoutchouc du son imposé au point B. 

Ecrivons que pour a? = L, l'intégrale (3) satisfait à la condition (4), 

U vient: t g ( 2 * ^ - + . ) = - ^ . 

Soit Uj l'amplitude de l'oscillation de la masse m que nous suppo
sons grande vis-à-vis de pi] on obtient, en confondant le sinus et 
la tangente d'angles petits : 

U 0 sine s i n \ X ~T~s/ 2%m sins 

Si donc la masse m est grande vis-à-vis de la masse pX d'une lon
gueur du caoutchouc égale à la longueur d'onde X du son imposé, 
Uj est toujours très petit par rapport à U 0, excepté quand sins = 0. 
Il y a toujours un nœud près de la masse m; elle joue approxima
tivement le rôle de point fixe. Il n'existe donc pas nécessairement 
un ventre au niveau du point B, puisque la longueur L du caout
chouc n'est pas nécessairement un nombre impair de quarts de lon
gueur d'onde. 

Mais il peut arriver que L soit un nombre entier de demi-lon
gueurs d'onde, ou plus exactement soit tel que s égale 0. Le calcul 
donne alors pour Uj une valeur infinie. Il ne faut pas prendre cette 
solution au pied de la lettre; il y a dans les hypothèses des simplifica
tions illégitimes qui sont la cause de ce résultat quantitativement 
inadmissible. 

Si nous tenions compte de l'absorption d'énergie dans la transmis
sion par le caoutchouc, nous trouverions que cette amplitude, toutes 
choses égales d'ailleurs, diminue rapidement avec la longueur L. Mais, 
à cet amortissement près, U1 est pour un son donné une fonction pério
dique de L. 

Pratiquement, quand L n'est pas voisin d'un nombre entier de demi-
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longueurs d'onde du mouvement vibratoire imposé au point B, l'ampli
tude U x de l'oscillation de la masse suspendue est très petite. 

Quand L est un nombre entier de demi-longueurs d'onde, il existe 
simultanément un nœud au voisinage de la masse m et un nœud au 
point B; la solution quantitativement inadmissible U 1 = oc tient à 
ce que ce dernier nœud coïncide avec une amplitude qui est imposée 
et qui par conséquent n'est pas nulle. Corrélativement, bien qu'il y 
ait un nœud au voisinage de la masse m, c'est alors que l'amplitude 
de son mouvement est la plus grande possible. Au ventre intermé
diaire, l'amplitude peut être considérablement plus grande que l'am
plitude imposée en B. 

Cette théorie s'applique exactement à l'expérience du § 108 : les 
tas sont le plus visibles et par conséquent les mouvements vibra
toires le plus intenses, quand la longueur du tube AC est un nombre 
entier de demi-longueurs d'onde, et que, par conséquent, il y a un 
nœud au point A (fig. 49), où l'amplitude est imposée. 

C'est par ces considérations qu'on explique l'amortissement des 
trépidations du sol par une suspension en tubes de caoutchouc. La 
période de ces trépidations est de l'ordre de 0",01 ; on ne peut 
admettre que la déformation se répartisse uniformément le long du 
caoutchouc : c'est bien la théorie actuelle qui s'applique et non celle 
du § 169. Si la trépidation était un son simple, il serait avantageux 
que la longueur du tube soit un nombre impair de quarts de lon
gueur d'onde du son imposé. Il y aurait très approximativement un 
nœud effectif au point d'attache de la masse suspendue. Bien entendu, 
la trépidation n'étant pas un son simple, le phénomène n'est plus 
périodique en fonction de la longueur du caoutchouc. Il y a avan
tage à prendre le tube le plus long possible à cause de l'amortis
sement. 

Il faudrait aussi tenir compte des vibrations transversales; le pro
blème est tout à fait analogue. 

VIBRATIONS DES VERGES, DIAPASONS 

176. Expression de l'effort tranchant. — Considérons un 
prisme tel que celui que nous avons défini au § 112 (poutre). Il est 
toujours très peu déformé. Cherchons les conditions d'équilibre d'un 
élément CDC'D' à la distance x de l'origine 0 . 

Les seules forces que nous supposons appliquées sont normales 
aux arêtes du prisme. 

Sur un élément d'épaisseur dx' et situé à la distance x1 de l'origine 
des coordonnées, la force appliquée est Vdx'. Solidifions la partie 
ACA'C de la poutre. 
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Les forces P produisent (§ 90) une composante tangentielle S diri
gée dans le plan CC, appelée effort tranchant, et dont la grandeur 

est : Ç = fl?dx', 

où l est la distance de l'extrémité de la poutre à l'origine. 

A! C' B' dx' B ' 

M 
— > • 

Fig. 76. 

Le couple produit par les forces P et équilibré par les déformations 
de flexion, a pour expression : 

On a évidemment 
C=J^lP(x' — x)dx'. 

= —jTlpdx' = — Z dC 
dx (1) 

Si les forces sont toutes appliquées dans le même sens (verticale
ment et vers le bas pour fixer les idées), il est clair que le couple G 

décroît quand x croît ; est négatif, G positif. Dans ces conditions, 

l'effort tranchant exercé par la partie solidifiée sur la surface CC' 
appartenant à la partie non solidifiée est dirigé vers le haut. 

On peut se rendre compte directement de la signification de cette 
formule (fondamentale dans la Théorie de la résistance des maté-

\ . dC 

Représentons l'élément 
CG'DD' à plus grande 
échelle et exprimons qu'il 
est en équilibre sous l'in
fluence des forces exercées 
sur lui de l'extérieur. En 
supposant que les forces 
sont verticales, c'est la fibre 
supérieure qui est allongée ; 

dC 
les couples C et G-f -^-da; ont donc les dispositions indiquées. S'ils 

Fig. 77. 
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ne sont pas égaux, ils ne peuvent se faire équilibre : l'élément tour
nera. Donc il faut admettre un autre couple lôdx, dont les forces 
sont tangentielles aux faces CC et DD'. Egalant ces couples, on 
retrouve la formule (1). 

177. Equation des vibrations transversales d'une verge. 
— Soit p la densité du milieu, s l'aire de sa section droite. 

Admettons que les vibrations sont transversales, c'est-à-dire 
normales à la barre. Seules les forces normales à la barre peuvent 
entrer en jeu pour produire le mouvement. Le couple C et l'effort C 
sont maintenant des fonctions de l'abscisse x et du temps t. 

Sur la face CC et vers le haut agit de l'extérieur une force S; sur 

la face DD' et vers le bas agit de l'extérieur une force ('25 -|- -̂ r dx) ; 

la résultante de ces forces, dirigée vers le bas, est donc dx. 

Prenons l'axe des y normal à la barre et comptons les y positive
ment vers le bas : l'équation du mouvement est : 

^y___ô© _ 52C 
SP ht2 ~~b~x~ bx2 • 

Or les seules forces agissantes sont dues aux déformations, la pesan
teur n'ayant qu'une action insignifiante. D'ailleurs, les courbures restent 
toujours petites par hypothèse. Posons EI:*p = a 2; on vérifie aisé
ment qu'en grandeur (§ 113) et en signe, on a : 

Propagation d'une onde sinusoïdale permanente. Une barre indéfinie 
peut propager une onde permanente sinusoïdale de la forme 

y = y0sin 2TT^ — y ) . 

Posons A = VT ; substituons dans l'équation, il vient : 

La vitesse de propagation n'est pas constante, elle varie en raison 
inverse de la longueur d'onde. 

Nous avons dit (§ 91) ce que deviennent généralement les phéno
mènes dans ce cas complexe. 

Vibrations d'une verge limitée, conditions aux limites. — H y a six 
cas principaux suivant qu'à chacun des bouts la verge est encastrée, 
appuyée ou libre. Si elle est encastrée, le point d'encastrement est 
fixe, la direction de la tangente en ce point invariable; si elle est 
appuyée, la seconde condition disparaît ; si elle est libre, les deux 
conditions disparaissent. 
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Mais il y a des conditions mécaniques à satisfaire. Quand le bout 
est libre, il faut écrire que le couple et l'effort tranchant y sont nuls. 
Quand la verge est appuyée en un point, il faut écrire qu'il y a un 
nœud en ce point; les cas 1« d'une verge encastrée à un bout et 
appuyée à l'autre, 2° libre à un bout et appuyée à l'autre, se ramènent 
donc aux cas d'une verge de longueur double encastrée aux deux bouts 
ou libre aux deux bouts, avec un nœud au milieu. 

Tous les cas se traitant analytiquement de même, nous n'envisage
rons que celui d'une verge encastrée à l'une de ses extrémités et 
libre à l'autre, déjà traité pour l'équilibre au § 115 et auquel se 
ramènent les diapasons. 

178. Verge encastrée à l'une des extrémités, libre à l'autre. 

— Soit y = Y sin —p~ t 

une intégrale particulière de l'équation établie au § 177; Y est une 
fonction de ce k déterminer. Substituons dans l'équation générale, il 
vient comme condition : 

d'Y _ <o4 

dV ~ L4 ' 
L'intégrale générale est : 

Y ^ Y ^ o s - ^ + Y . s i n - ^ + Y ^ ^ + ^ e 

dY 
Les conditions x = 0, Y = 0, = 0 expriment l'encastrement 

à l'origine des coordonnées. 
d2Y ÔC d3Y 

Les conditions G = ~ 0 > ^ = ~0^r ~ ~g^s~ ~ ^ expriment 

qu'au bout libre le couple et l'effort tranchant sont nuls. D'où les 
quatre équations suivantes : 

Y o + Y 2 + Y 3 = 0, Y. + Y, — Y 3 = 0, 
— Y 0cos w — YiSin «-j-Y2e">-f-Y3e— M = 0, 

Y 0 sin tù — Yj cos ai -|- Y2e<* — Y3e— «* = 0. 

Tirons Y 2 et Y 3 des deux premières, transportons dans les deux 
dernières, éliminons enfin Y 0 et Y x; il reste comme condition : 

cos w (e M -)-e— w )-)-2 = 0. 

Cherchons les racines de cette équation. 

Posons : w = -f" KTC d z e 'i 

e, toujours inférieur à -J, est positif si K est pair, négatif si K est 
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impair, puisqu'il faut que cos u> soit négatif. Remarquons que e*> croît 
très vite avec to, de sorte que le coefficient de cos w devient très rapi
dement énorme. 

Ceci posé, on trouve par tâtonnements pour première racine 

t)0 = 1,870, 

comprise entre ^ e^ l z- ^ e s autres racines correspondent à cos <a 

très petit ; elles rentrent à peu près dans la formule 

où K vaut 1, 2, 3, ... 
On peut encore mettre les racines sous la forme 

1 , 1 9 4 ( | ) , 2,989 (j), B (•£•), 7 ( | - ) , 9 ( | - ) . . . 

Le nombre de vibrations N,- par seconde est N< = w?a:2-L s . Pour 
une barre donnée, a et L sont donnés : les sons partiels N,, N 2 ... à 
partir du deuxième, sont donc entre eux comme les carrés des nombres 
impairs consécutifs : 

N K = (2K + 1 ) 2 - ^ . 

Le rapport : N 0 est donné par la formule : 

N L _ / 2 : 9 8 9 _ Y _ 5 Q ) 2 _ _ 2 5 
N 0 1,194 ) - l J > 5 U ; - 4 ' 

résultat d'expérience bien antérieur à la théorie. 
Reste à déterminer la position des nœuds. Il faut résoudre par rap

port à Y 0, par exemple, les équations donnant Y,, Y 2 , Y 3 , et trans
porter les valeurs obtenues dans l'expression générale de Y. On choi
sit alors une des racines wK, et l'on cherche les racines correspondantes 
de l'équation Y = 0. 

Pour w0, il n'y a qu'une racine; on trouve naturellement un nœud 
au point d'encastrement. Pour u,, il y a une seconde racine qui est 
à la distance 0,226 L du bout libre. Et ainsi de suite. 

179. Applications. — Un très grand nombre d'instruments de 
musique utilisent les vibrations des verges. Dans le xylophone, 
employé dans l'enseignement pour prouver qu'un bruit ne diffère pas 
essentiellement d'un son, les verges de bois sont libres aux deux bouts; 
elles sont maintenues par des fils tordus qui les touchent là où doivent 
se trouver les deux nœuds. On frappe au milieu et on obtient le fonda
mental. Les nœuds divisent la verge en trois parties dont les extrêmes 
sont notablement moindres que la moitié de la médiane. 

On peut remplacer le bois par du verre. 
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Dans l'harmonium, les boîtes à musique, l'accordéon, les jeux 
d'orgue à anches, les verges sont encastrées à une de leurs extré
mités. 

Les diapasons ne rentrent pas exactement dans le cas d'une verge 
rectiligne encastrée à l'un des bouts. Cette assimilation permet cepen
dant de calculer approximativement les phénomènes ; les nœuds sont 
à quelque distance de la base. On a trouvé, conformément à la for
mule du § précédent, que le nombre de vibrations est indépendant 
de la largeur, en raison inverse du carré de la longueur (à une petite 
correction près), et proportionnel à l'épaisseur. 

Effectivement, pour une verge de largeur 2B et d'épaisseur 2A, la 
valeur de a est (§ 115) : 

/ I T _ / ™ T _ A A T 

A la rigueur, on pourrait utiliser un diapason pour mesurer sinon 
les valeurs absolues du paramètre E, du moins ses variations avec 
la température. 
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APPENDICE 

MOYENNES. MOINDRES CARRÉS. RÉPARTITION DES ERREURS. 

LOI DES GRANDS NOMBRES 

180. Erreurs systématiques. Erreurs fortuites et acciden
telles. — En logique pure, il n'y a pas deux catégories d'erreurs 
expérimentales ; plus exactement, il n'y a pas d'erreurs expérimentales ; 
il y a seulement une mauvaise définition du résultat obtenu. Les 
mots hasard et accident, au sens vulgaire, sont de pures absurdités. 

Quand on dit qu'un pistolet mal réglé donne une erreur systéma
tique, cela signifie seulement qu'il y a écart sur le plan du but entre 
la trace de la ligne de mire et le point où la balle devrait toucher, 
si toute une série de conditions plus ou moins faciles à définir étaient 
satisfaites. On pose arbitrairement que la balle devrait aller à tel 
endroit, on appelle erreur l'écart ; c'est une erreur de définition et 
non d'expérience. 

On dit quelquefois que le type des erreurs fortuites est la distance 
au but de balles envoyées sur une cible par un tireur exercé, avec 
une arme sans défaut. Une pareille définition est un non sens. Où 
s'arrêter dans l'énumération des conditions? doit-on ajouter avec des 
balles identiques entre elles, poussées par des charges identiques, 
déviées par des vents identiques, ...? Mais si toutes ces conditions 
étaient réalisées, il n'y aurait pas d'erreur; du moins si on ajoute 
que le tireur est aussi toujours identique à lui-même! D'ailleurs, si 
l'une de ces conditions n'est pas réalisée, que signifie le mot erreur? 

En définitive, les erreurs fortuites sont des erreurs systématiques 
dont on ne connaît pas la cause ; les erreurs systématiques sont les 
effets d'un petit phénomène surajouté dont il est possible de tenir 
compte. 

181. Moyennes. Poids des expériences. — On pose arbitrai
rement qu'une expérience doit toujours donner le même résultat; en 
fait, on trouve des nombres différents. Comme par hypothèse il faut 
se décider pour un certain nombre, on introduit une convention sur 
la manière d'utiliser les résultats. 

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 15 
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La plus simple, et par conséquent la plus légitime, est de prendre 
leur moyenne. 

Soit n0, nu n a, ... les p nombres trouvés. La moyenne est : 

n = = n o - f - W ! - } - ! ! , - } - . . . Hn0 

P P 

Considérons les différences : 

e„ = n — n0, t l = n — n,, 6J = n — n,. . . 

On a : Ss = 0 

Montrons que Ss* est minimum. On a en effet : 

Es' = E(n — noy = pn' — 2nZn0 2nJ. 

Considérons 2s J comme une fonction de n," écrivons qu'elle est 
minimum. La condition est : 

fi = 2np — 22/i 0, n = 'Sn„:p. 

On convient d'appeler erreur moyenne la quantité y/ —— qui 
est la racine carrée de la moyenne des carrés. Il serait plus rationnel 
d'appeler erreur moyenne la moyenne des différences prises en 

valeur absolue ^ . Nous verrons tout à l'heure pourquoi la 

première définition a prévalu. 
Il arrive que certaines expériences d'une série paraissent meilleures 

que les autres. On veut donner à leurs résultats une importance plus 
grande. La sagesse conseille de ne pas céder à ces préférences, 
de prendre la moyenne des meilleurs résultats et de laisser de côté ceux 
en lesquels, pour une raison quelconque, on n'a pas confiance. Sinon 
l'arbitraire le plus complet se glisse dans la discussion, et des entraî
nements, qui n'ont rien de scientifique, risquent de se produire. 

Ceux qui ne veulent rien perdre usent d'un procédé insoutenable 
en théorie comme en pratique. Ils donnent un poids à chaque résul
tat et le font entrer dans la moyenne un nombre de fois d'autant 
plus grand qu'ils l'apprécient davantage. Soient, par exemple :] 
les résultats 550 540 535, 
avec les poids 2 10 3. 

La moyenne est : 

(2 . 550 + 1 0 . 540 + 3 . 535) : 15 = 540,3. 

Heureusement les physiciens renoncent aujourd'hui à cette mé
thode qui ne sert qu'à jeter de la poudre aux yeux. 

182. Méthode des moindres carrés. — On pose arbitrairement 
que les résultats y doivent être représentés, en fonction de la variable 
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a?, par une expression y = f(x, A, B, G ...) dont on se donne la forme. 
Elle contient m- constantes arbitraires A, B, C, ... On demande de 
choisir au mieux ces constantes. C'est la généralisation du problème 
précédent. 

On possède par hypothèse un nombre p de résultats très supérieur 
à m : aucune courbe y = f{x) de la forme donnée ne passe donc 
exactement par tous les points. , 

Soient connues les constantes A, B, C ... Pour les valeurs x<¡, xlt... 
de la variable, le calcul donne les valeurs y0, ylt . . . ; l'expérience 
donne les valeurs y'0, y[, ... 

Posons: io — yo — y'o, S: = 2 / i — y[, ••• î 
ce sont par définition les erreurs. 

Il serait rationnel de choisir A, B, C, ... de manière que la somme 
des valeurs absolues 2|s | des différences soit minimum. Mais on se 
heurte à des difficultés mathématiques inextricables. Conséquemment, 
on impose comme condition, justifiée seulement par la simplicité de 
son expression mathématique, que la somme des carrés Se2 soit mini
mum. 

On peut calculer facilement les valeurs exactes A, B, G, ... des con
stantes qui satisfont à cette condition, pourvu qu'on en connaisse des 
valeurs approchées a, b , c, ... 

Posons: A = a-f-ot, B = j&-f-¡3, ... 
Nous pouvons écrire : 

/•(A, B, C, . . . ) = f(a, b , c,...) + * IÇ + p + ... 

f, • g a

_ i bb' "' s o n * d e s f ° n c t i ° n s de x; a, p, y, ... sont des 
variables par hypothèse assez petites pour qu'on puisse ne conserver 
que leurs premières puissances. Posons pour simplifier l'écriture : 

f(a, b, c, a:0) = f0, —— - = 

y, = /i + art + P / Í + . . . 
So = 2/o - y'o = (fo — y'o) + a/î + p/î + . . . = & . + CLfl + Ml + • • • 

Calculons Se2 et écrivons que «, P, ... rendent cette expression 
minimum. Cela revient à écrire que les dérivées partielles de Se* 
par rapport à a, à p, à y,.. . sont séparément nulles. 

SE2 = ES2 + 2*2 S/"* + 2pSS/-6 + ... 
_|_ a i 2 y y _j_ p«s/Y* + .• • H- 2xp2/Y* + ... 

aS/y + pE/Y* + ... = 2 o / a 

«S/Ya
 -f PS/6/6 + ... = 2 o / 6 
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On est conduit, en définitive, à un système de m équations du 
1er degré à m inconnues. 

Dans la pratique on calcule par tâtonnements les valeurs approchées 
a., h, c, en se laissant guider par des analogies ou des hypothèses. 
La méthode précédente fournit alors les valeurs exactes des constantes 
qui satisfont à la condition imposée. 

Le défaut capital de la méthode est d'exagérer l'influence des 
erreurs'grossières et des expériences particulièrement mauvaises. 

Nous avons m constantes arbitraires et p résultats ; on appelle 
/ 2 ? ' 

erreur moyenne la quantité y - — . Si on n'a que m résultats 
pour m constantes à déterminer, Se 2 et p — m s'annulent simul
tanément : Verreur est évidemment indéterminée. 

Il est Lien entendu que l'erreur moyenne n'a aucun rapport avec 
la précision réelle du résultat. Tout physicien sérieux prend pour 
énoncé de la régularité de ses expériences la plus grande valeur 
de e, c'est-à-dire la plus grande distance des points expérimentaux 
à la courbe qui doit les remplacer. Nous nous garderons d'insister 
sur les erreurs moyenne et probable du résultat, . . . notions qui ne sont 
qu'un trompe-l'œil et qui doivent disparaître des traités de Physique. 

183. Répartition expérimentale et théorique des erreurs. 
Courbe en cloche. — Supposons effectuées un très grand nombre N 
d'expériences devant donner par définition le même résultat numé
rique ; prenons la moyenne des résultats et calculons les écarts s à la 
moyenne. Soit An le nombre d'expériences pour lesquelles l'écart est 
compris entre s et e-|-Ae. Traçons un graphique en procédant 
comme suit (fig. 78) : 

Portons les erreurs s en abscisses ; soit : 

O Â = e , OB = e + A e . 

Construisons sur AB comme base un rectangle de hauteur y telle 
que l'on ait, à un facteur constant près : 

y . Ai —An. 

Nous déterminons ainsi l'ordonnée y qui correspond au milieu de 
l'intervalle AB ; nous obtenons donc point par point une courbe dont 
nous pouvons prévoir la forme générale. 

D'habitude, en effet, pour des As égaux pris le long de l'axe des e, 
les nombres An et par conséquent les ordonnées y diminuent à mesure 
que e augmente : les résultats se groupent autour de la moyenne. 
S'il y a symétrie pour les écarts e de part et d'autre de la valeur 
moyenne, la courbe y = f(z) est symétrique par rapport à son 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Erreurs c 
0 A B Al ~ " 
Fig. 78. 

On a évidemment : 

On appelle probabilité de trouver une erreur comprise entre 
s et e-j-As, le rapport : 

An y Ai 

C'est le rapport de l'aire du rectangle AB à l'aire totale délimitée 
par la courbe. 

Tout ce qui précède n'a évidemment de sens que si le nombre 
d'expériences est considérable. 

Répartition théorique des erreurs. — A priori, nous ne pouvons 
pas prévoir la forme exacte de la courbe; il se peut même que les 
hypothèses faites plus haut ne conviennent pas au cas particulier que 
nous étudions. Si, dans un concours, un examinateur veut favoriser 
systématiquement les candidats forts en une matière, si par consé
quent il cote ou très haut ou très bas, la courbe de répartition de 
ses notes peut n'avoir aucune analogie avec une courbe en cloche. 

En s'appuyant sur des hypothèses que nous ne discuterons pas 
faute de place, la théorie des probabilités attribue à la courbe en 

cloche l'équation : y = y e ~ . 

Le nombre total d'expériences est N : 

ordonnée maxima. En définitive, elle a généralement une forme 
en cloche (fig. 78). 

^Probabilités 
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Nous pouvons expliciter le nombre N et écrire : 

AN _ h*t* 
La courbe est d'autant plus ramassée vers l'axe des y , elle arrive 

d'autant plus vite à se confondre avec l'axe des s, que h est plus 
grand : d'où le nom de module de précision qu'on donne à cette 
quantité. 

La probabilité pour que l'erreur d'une expérience soit comprise 
entre 0 et + e est : + e 

On a calculé des tables de cette dernière intégrale. 
C'est se tromper lourdement que de faire servir la courbe en 

cloche théorique à la prévision de l'erreur que l'on fait en admettant 
comme exacte la moyenne des résultats expérimentaux. Si elle n'avait 
pas d'autre application, nous n'en aurions pas parlé. Mais des ques
tions statistiques analogues se retrouvent souvent, et en particulier 
dans la Théorie cinétique des Gaz. On est ramené à la fonction pré
cédente comme la plus naturelle, quand il s'agit de grouper autour 
d'une valeur moyenne les valeurs d'une quantité présentant un très 
grand nombre de déterminations diverses inaccessibles à l'expérience. 
La forme précédente exprime ce qu'on est convenu d'appeler la loi 
des grands nombres. 
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