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AVANT-PROPOS

Poyr juger équitablement ce traité , il ne faut pas oublier qu’il
&'agit, dans la stricte acception du mot, d’un cours, d’un recueil des
questions fondamentales dont la connaissance est exigée pour le Certi-
ficat de physique générale et UAgrégation. Il n’a qu’une prétention :
étre utile aux étudiants.

Suivant ses préférences, le lecteur trouvera que je développe immo-
dérément telle question et que je sacrifie telle autre. Si, en possession
du contenu de ce livre, il est 4 méme de lire les traités plus complets
sur tous les points essentiels de la Physique, il doit en bonne justice
se déclarer satisfait. Les examens et les traités qui y préparent,
n'ont d’autre objet que d’assurer des bases solides pour le travail
ultérieur.

Jutilise, quand il le faut, Ualgorithme mathématique. Il me
parait difficile de comprendre la Physique sans savoir, au moins en
pratique, le sens des équations différentielles ct des intégrales. Ce
sont des formes générales de raisonnement; il est plus simple de les
étudier une fois pour toutes in abstracto, que d'expliguer en langage
vulgaire, & chague pas d’un Cours de Physique, ce qu’elles signi-
fient.

Je ne reviens pas sur les questions élémentaires traitées dans le
Cours que j’ai publié en collaboration avec M. Brizard, et auquel je
renvoie.

Ce livre contient-il des erreurs? Quel livre n’en contient pas! Le
lecteur, tenté d’étre trop sévére & cet égard, voudra bien considérer
le labeur que je me suis imposé pour lui faciliter sa tiche. Je me
rends compte de Upudace qu’il y a de parler de toute la Physique,
quoique ce soit py,déﬁnition le métier du professeur.

1 Cours des classes de Seconde, de Premiére C et D et de Mathématiques A.
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 1
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2 AVANT-PROPOS

Ce Cours se divise en quatre parties, formant des traités indépen-
dants et qui paraitront dans Uannée :

I. Mécanique physique.
II. Thermodynamigue.
III. Electricité et Magnétisme.
1V. Optique. Etude des Symétries.

La premiére partie renferme, exposées de la maniére la plus élé-
mentaire, les principales applications de la Mécanique rationnelle &
la Physique, d’ott le titre choisi. Jespére qu’il rendra des services
non seulement aux futurs physiciens, pour lequel il est spécialement
écrit, mais encore & ceux qui étudient pour le certificat de Mécanique
rationnelle, ainsi qu’aux éléves de U'Ecole Polytechnique et de UEcole
Centrale.

En particulier ceux dont Uesprit est tourné vers les applications,
ne sont pas entiérement satisfaits de la forme abstraite généralement
donnée en France & la Mécanique rationnelle. Ils n’en trouvent pas
Pexposition assez physique; ils n’en saisissent pas Uintérét, faute
d’exemples. Il serait injuste d’accuser les professeurs de Mécanique,
d’abord parce que leur temps est limité, ensuite parce qu’ils subissent
le poids d’une longue tradition. En Angleterre, Uorientation des
Etudes mécaniques est trés différente; le court traité que j'offre au
public se rapproche beaucoup de ce que les Anglais appellent
« Dynamics ». Dans le désir d’étre utile 4 ces étudiants, j'ai ajouté
& mon exposition des développements (chap. vi, 1x et fin du chap. xi)
que les étudiants en Physique passeront, §’ils veulent se limiter stric-
tement aux programmes, mais que cependant je ne saurais trop leur
recommander, 8’ils veulent se familiariser avec les dérivées partielles,
écueil coutumier des débutants.

L’étude des flux et des actions en raison inverse du carré de la
distance aurait pu prendre place dans ce premier volume. Jai pré-
féré la maintenir en téte de la troisiéme partie.
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COURS DE PHYSIQUE

CHAPITRE I

PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE
APPLICATION A QUELQUES PROBLEMES USUELS!?

1. Principe général de la statique. — DEFINITION DES LIAISONS.
— On appelle liaison tout ce qui limite les déplacements possibles
des corps. Ainsi le fil inextensible qui soutient un pendule, est une
liaison, parce qu’il empéche le pendule de s’écarter du point d’at-
tache O du fil, de plus de sa longueur I. Si nous remplagons le fil
par une barre rigide, chaque point du pendule doit rester sur une
sphére de rayon ! dont le centre est en O. Si enfin nous supposons
que la barre, qui était mobile en tous sens autour du point O, est
maintenant fixée par un couteau ou une lame de ressort, comme
dans les horloges, et par conséquent tourne autour d’'un axe AB, le
nombre des liaisons se trouve encore augmenté : chaque point du
pendule ne peut plus se mouvoir que sur une circonférence située
dans un plan normal & AB.

Les déplacements sont dits compatibles avec les liaisons, lorsqu'’ils
sont possibles sans supprimer ces liaisons.

DEGRES DE LIBERTE. DEPLACEMENTS INDEPENDANTS. — Considérons un
point libre de se déplacer sur un plan : choisissons deux axes de
coordonnées. Tout petit déplacement .peut étre considéré comme la
résultante de deux petits déplacements paralléles.aux axes : on dit
quil y a deux degrés de liberté et deux déplacements indépendants.
En effet, on peut se donner ‘arbitrairement’ les deux composantes :
le deplacement résultant est possible,

Considérons une usine tout entiere, si compliquée qu’elle soit.
Mettons en mouvement un arbre quelconque : tous les autres arbres,
toutes les poulies, toutes les machines... vont se mettre en mouve-

1 Le lecteur ne doit pas chercher dans ce chapitre un cours complet de Mécanique
Rationnelle. On lui rappelle seulement les propositions fondamentales. Quelques-unes
sont méme énoncées sans démonstration. Des exemples montrent leur intérét phy-
sigue.
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4 MECANIQUE PHYSIQUE

ment, puisque tout est solidaire!. Nous n’avons plus gu'un seul degré
de liberté et qu’un seul déplacement indépendant. De méme pour
une montre (exception faite pour le balancier), dont tous les rouages
sont liés.

Reprenons 1'exemple du pendule. Supposons un fil souple et inex-
tensible. Le point matériel qui forme le pendule, peut d’abord se
déplacer sur la sphére de rayon [ : il a sur cette sphere deux degrés
de liberté et deux mouvements indépendants. Mais & l'intérieur de
cétte sphere, il peut occuper une position quelconque : 1l y a trois
degi¢s de liberté. En effet, prenons trois droites formant un triedre
trirectangle. Tout déplacement peut se décomposer en trois déplace-
ments paralleles aux arétes du triedre (axes de coordonnées); et réci-
proquement, si I'on donne arbitrairement trois déplacements quel-
conques paralleles & ces axes, le déplacement résultant est possible,
compatible avec les liaisons, pourvu que lon ne sorte pas de la
sphere.

Soit enfin un corps libre dans 'espace : le nombre des déplacements
indépendants est de six. Je prends arbitrairement comme ci-dessus
trois axes de coordonnées. Je peux donner au corps soit de petites
translations paralleles & chacun des axes, soit de petites rotations
autour de ces axes. Or chacun de ces mouvements ne géne en rien
les autres : il existe bien six mouvements différents indépendants; le
mouvement résultant est possible. Supposons que j'impose au corps
un axe de rotation, le long duquel il peut glisser : il existe deux
mouvements indépendants, le mouvement de rotation et le mouve-
ment de glissement. Enfin, si le corps ne peut pas glisser sur son
axe, il n’a plus qu'un degré de liberté, qu'un déplacement indépen-
dant, le mouvement de rotation.

Ceci posé, nous admettrons le principe général suivant : Un dépla-
cement compatible avec les liaisons ne peut se faire sous Uaction d’un
systéme de forces, que s’il en résulle un travail positif de ces forces.
Si donc le déplacement correspond & un travail nul, il ne se fera pas;
le systéme sera en équilibre pour ce déplacement. Si cette condition
est réalisée pour tous les déplacements indépendants, il Uest pour tous
les déplacements possibles, le corps reste au repos : on dit quiil y a
équilibre.

Des forces sont équivalentes par rapport aux déplacements d’un
systéme de corps, lorsqu’elles fournissent le méme travail, pour tous
les déplacements compatibles avec les liaisons : elles peuvent d’ailleurs
ne pas étre éguivalentes pour d’autres déplacements.

2. Expression algébrique du principe du travail. — Soient
a, b, c.... les variables foutes indépendantes qui déterminent les mou-

)
1 On suppose, bien entendu, les courroies inextensibles et les engrenages sans temps
perdu,
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PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE 5

vements possibles du systéme. Le travail dG pour un déplacement
quelconque infiniment petit peut étre mis sous la forme :

d%=Ada - Bdb - Cdc-....

A, B, G, .... sont des fonctions de a, b, c....

Les quantités A, B, C... s’appellent forces suivant les variables
a, b, c... Si 2 a les dimensions d’une longueur, A est effectivement
une force. Si on a les dimensions d’un angle, A est un couple. Si on
a les dimensions d'un volume, A est une pression, etc.

Soient X, Y, Z les composantes d'une force appliquée au point z,
¥, z qui se déplace; le travail effectué par cette force est:

dG =Xdx -+ Ydy 4 Zdz.

Soit C le couple appliqué & un corps qui tourne de du autour de
I'axe du couple; le travail effectué par le couple est :

dG = Cda.

Soit p la pression normale et uniforme appliquée & un corps dont
le volume varie de dv, le travail effectué par le corps contre la pres-

sion extérieure est : d& = pdv.

Puisque par hypothése les variables a, b, c.... sont toutes indé-
pendantes, les conditions d’équilibre sont exprimées par les rela-
tions :

A=0, B=0, C=0....

La condition d’équilibre relative a 'une des variables, a par exemple,
est A—o. Si cette relation est satisfaite pour un systéme de valeurs
des variables a, b, c...., nous sommes assurés que le mécanisme ne
tend pas a se déformer de maniere & entrainer une variation de a.

3. Exemples d’application du principe. — Nous avons déja
prouvé (Cours de Seconde, § 24 et sq.) que le principe du travail
est satisfait pour toutes les machines simples. Nous pourrions réci-
proquement déduire de ce principe les conditions d’équilibre de ces
machines ; c’est un exercice que nous laissons au lecteur et qui
prouve 'équivalence, comme fondement de la Mécanique, du principe
du travail et du principe de la composition des forces suivant la
régle du parallélogramme. Le premier est plus commode dans la
majorité des cas; surtout il est susceptible de généralisations impor-
tantes en Thermodynamique et en Electricité.

Voici deux exemples empruntés aux machines usuelles.

Vis. — On appelle pas de vis le chemin dont la vis s’avance dans
la direction de son axe, quand on la fait tourner d'un tour. Suppo-
sons que la vis porte comme téte un disque de rayon R, sur le pour-
tour duquel nous exergons une force tangentielle I'. Cherchons a
équilibrer & 1'aide de cette force tangentielle une force P qui s’exerce
sur la pointe de la vis et dans la direction de son axe. Quand la téte

Y
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6 MECANIQUE PHYSIQUE

tourne d'un tour, le travail de la force F est 2zRI'; la vis avance
de la longueur de son pas a; le travail de la force P est Pa.
. r __a

Ona: 2rRIF =Pa, F= R P.

Le pas est généralement un petit nombre de millimetres; R peut
étre quelconque; on s’explique comment il est possible avec des vis
d’exercer des pressions énormes (applications : pressoirs, copies de
lettres, ete.).

Barance pE Roservar (fig. 1). — Imaginons un parallélogramme
articulé CDEF tournant autour de deux axes fixes A et B, places

au milieu de deux de ses cotés.

w_ P - P s Les déplacements & chaque ins-

¢ Q £ tant de tous les points de deux
corps posés n'importe comment
sur les plateaux P, et P, sont
égaux. En effet, les tiges CD et
EF restent paralleles a elles-
[ ] mémes dans leurs déplacements:
elles subissent 4 chaque instant
Fig. 1. des mouvements de translation
égaux.Enparticulier,]'une monte
autant que l'autre descend. Donc des poids égaux placés sur les
plateaux se font équilibre, d’apres le principe général du travail. La
pesée consiste 2 déterminer la position d'équilibre du systéme mobile
seul, a placer les corps a peser sur l'un des plateaux et des poids
marqués sur l'autre, jusqu'a ramener le systéme dans sa position
initiale. On dispose la ligne AB a peu prés verticalement, quoique
cette condition ne soit pas essentielle; mais c¢’est alors que la balance
a le plus de sensibilité.

Pour que la balance ait une position d’équilibre stable, il faut que
le centre de gravité du fléau CE soit suflisamment au-dessous de
I'axe correspondant A, ou le centre de gravité du fléau DF suffisam-
ment au-dessous de 1'axe B.

4. Suspension bifilaire. — Une suspension bifilaire se compose
de deux fils fins AB, égaux et paralleles. Ils sont attachés en deux
points fixes A, A, situés dans le méme plan horizontal. Ils supportent
une piece BB de poids P, a laquelle on applique un couple hori-
zontal I'. On demande l'angle de rotation de la partie inférieure du
systéme autour de l'axe vertical OO, qui passe par le milieu des
droites AA et BB.

Soit ! la longueur des fils, 2a leur distance AA, « l'angle de tor-
sion, § I'angle que fait I'un des fils avec sa position verticale initiale.

Le travail que I'on effectue contre la pesanteur quand on passe de
la position initiale & la position actuelle définie par l'angle 6, est
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PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE 1

égal au produit du poids P par la hauteur 0,0’ dont il a été sou-
levé; son expression est Pl (1 —cos8).

Quand 6 augmente de df, le travail augmente
de Plsin 6 d6.

Soit I’ le moment du couple horizontal ac-
tuellement appliqué au corps BB : c’est une
fonction de I'angle a qu’il faut déterminer. Le
travail effectué par ce couple pendant la rota-
tion da est I'da.

L’expression générale du travail est :

d% =T'da — Pl sin 6 db.

Mais il n’y a qu'une seule variable indépen-
dante: il faut donc exprimer § en fonction de «.
Comparons I'expression de DC dans les
triangles O'DC et ADC. On trouve aisément a

. . o . T B
la relation : 2asin 5= lsin®; éliminons 6 B O}Z

entre les deux équations. Ecrivons enfin, pour
appliquer le principe général, que le travail
est nul pour une variation do, ce qui re-
vient a écrire que le coefficient de du est nul; il vient :

Pa® sin o
l — ka’ . . a4
Vi— osint 4
Dans toutes les applications de cet appareil, 4a’: [? est générale-

ment trés petit, de I'ordre de 1/4000 par exemple. L’angle « est lui-
méme petit. On peut donc poser trés approximativement :

I'—=

Pa?sin a
P=—7"
jusqu’a des angles considérables.
2
Enfin si « est Jui-méme trés petit, ona: I'= P‘j d

Le couple appliqué au corps BB est mesuré par la rotation «, qu'on
détermine généralement par la méthode de Poggendorff.

5. Détermination algébrique des coordonnées du centre de
gravité, — Reportons-nous aux § 15 et 16, et aux § 31 et 37, du
cours de Seconde. Nous y définissons la position et la grandeur de
la résultante d'un nombre quelconque de forces paralléles, et nous
appliquons les résultats aux forces de la pesanteur.

Soient m,, m,, m,,. .. les masses de chacun des éléments de volume
en lesquels on peut décomposer le corps considéré; les coordonnées
de la masse m, sont x;, y;, z,. Nous nous proposons de calculer les
coordonnées £, m, { du centre de gravité.
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8 MECANIQUE PHYSIQUE

Considérons d’abord deux masses m, et m,; elles sont soumises par
hypothese a deux forces F,

t} et I, paralléles, de méme
sens et proportionnelles aux

quantités m, et m,.

Les points d’application
sont ici parfaitement dé-
terminés; ce sont les points
A et G ou se trouvent les
masses.

Le point B d’application
de la résultante, de coor-
données z, y, 3, est défini

v - par la condition :
Fig. 3. my — my __ m, + m,
BG )

Les segments AB, BC, AC sont évidemment proportionnels aux
segments A"B", B”C" A”C”
m, m, _ m-Hm

On a donc : = = .
T,—x T . x—x T, — @

D’olt 'on tire aisément :

o m,x, -+ myz,
- m+m,

et deux autres formules analogues pour y et z.

Soit une troisieme masse m,; appliquons le résultat précédent a la
résultante obtenue et & cette masse. Les coordonnées &/, 3/, z' du
nouveau centre de gravité sont données par la relation

o — (m, 4 m,)2z + mgr, — ma, 4 mz, | myr,
m, + m, 4 m, m+m,t+m, -
" et deux autres analogues.

La généralisation est immédiate.
Pour un nombre quelconque de masses, on a :

Emzx __ Zmy 2 mz
SRR LR L0 B S L.
6. Théorémes généraux de la mécanique. — Nous avons

énoncé au § 27 du Cours de Mathématiques le principe général de la
dynamique du point matériel.

Quand un nombre quelconque de forces F,, F,,... mesurées en
kilogrammes-poids, sont appliquées simultanément 2 une masse M
mesurée en kilogrammes-masse, elles lui communiquent, chacune
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PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE 9

dans sa propre direction et indépendamment les unes des autres, des
accélérations simultanées données par les formules :

F, F,
Yl=9m", Y:—9g Mo

La mesure des forces en kilogrammes-poids et la mesure de l'ac-
célération g de la pesanteur doivent étre faites en un méme lieu.

Nous avons montré ensuite comment on peut supprimer de ces
formules le coefficient ¢ en changeant de systéme d’'unités. Nous
énoncerons les propositions suivantes en CGS.

Nous avons montré enfin, au § 30 et 31, comment on pouvait
déduire de la proposition précédente le théoreme général des forces
vives, applicable & un systéme quelconque de points. D’apres cette
proposition, les liaisons n’interviennent pas.

Ce théoréme n’est pas le seul qu'on puisse tirer des propriétés
dynamiques des forces mesurées par leurs effets statiques. Il en est
d’autres importants que nous passerons rapidément en revue.

Considérons un systéeme quelconque de points matériels.

1o Ils sont liés par des liaisons rigides intérieures que nous rem-
plagons par des forces convenables dont les composantes ont pour
symbole général X,, Y,, Z,. Ces forces sont deux a deux égales et
de signes contraires, et leurs points d’application sont invariable-
ment liés. Donc, elles disparaissent dans les expressions de la forme
ZX, et accomplissent toujours un travail total nul.

20 Ils sont soumis & des forces intérieures dont le symbole général
sera X;, Y, Z,. Ces forces vont encore deux par deux, égales et de
signes contraires, en vertu du principe de 1'égalité de l'action et de
la réaction. Done, elles disparaissent dans les expressions de la forme
2X;. Mais comme leurs points d’application ne sont pas invariable-
ment liés, elles ne disparaisssent pas dans l’expression du travail
total.

3o Ils sont enfin soumis a des forces extérieures, parmi lesquelles
. peuvent se trouver des forces tenant lieu des liaisons extérieures.
Elles sont quelconques et ne disparaissent pas dans les expressions
de la forme =X,.

Nous poserons : X, =X;}X..

Pour chaque point du systéme, nous avons :

d*x d*y d’z
(1) m—m=X4X,, m—agr=Y+Y, mogy=7L-+1L.

Additionnons toutes ces équations respectivement multipliées par
dz, dy, dz. Les forces représentant les liaisons rigides intérieures
disparaissent de la somme. Il reste :

d’ d? d’z
(2) 2g(Xl—m—d—Zi)dw—{——(Yl—md—t‘:/)dy-Jf—(Zl—-m dt,)dz%: 0.
D’oir le théoréme de d’Alembert : ‘

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 MEGCANIQUE PHYSIQUE

Dans un systéme quelconque en mouvement, Uéquilibre existe a
chaque instant entre toutes les forces réelles d’une part, et des forces
fictives, dites forces d’inertie de Uautre,; chacune de ces forces
d’inertie est égale au produit de la masse du point considéré par son
accélération changée de signe,

7. Théoréme des forces vives. — L'équation (2) peut s’écrire :
R & a
S m (g do - dy -+ d5) = T (Xudo -+ Yidy - Z,ds).

Soit v la vitesse du point de coordonnées z, y, z.

do? -dy* 1+ dz* ? d*x d? d’z
V= +d:z,+ , d'T-:de—l—qu—dy—*__d—Fdz.

Dot le théoréme des forces vives :

mv?

zd. 3

=3 (X,dz + Y,dy + Z,dz) = dG.

En voici un corollaire intéressant. Quand un systéme passe par
une position d’équilibre statique, Uénergie cinélique est maximum
ou minimum. On a, en effet, lors de ce passage dG=0;

2
dou d.2 7%

La réciproque n’est pas vraie; car la condition d&=0 pour un
petit déplacement a partir d’une position du systéme, n'implique pas
qu’on soit dans une position d’équilibre statique, excepté s'il n'existe
qu’une variable indépendante.

=0, équation qui renferme le théoréme,

8. Théoréme des quantités de mouvement projetées. —
Reprenons les équations (1) du § 6. Multiplions par d¢ toutes les
équations en x correspondant a tous les points du systéme; addition-
nons-les et intégrons entre les temps ¢, et ;. D’aprés ce que nous
savons des forces X,, X;, X,, il reste :

ts d2x . dx dx ()
A‘ (Zm G di)= [2 m gt |~ [2 m W]%:[o (= X.de).

L’accroissement entre deux époques {, et t, de la somme des quan-
tités de mouvement projetées sur un axe fixe est égale i la somme,
pendant le méme temps, des impulsions des forces extérieures proje-
tées sur le méme axe (Cours de Math., § 37).

Parmi les forces extérieures, nous savons qu’il faut ranger les
forces tenant lieu des liaisons extérieures.

En particulier, si les forces extérieures sont nulles, la quantité de
mouvement reste constante, quelles que soient les forces intéricures.
Car l'accroissement des vitesses de certaines masses suivant une
direction, dans un sens, est compensée par l'accroissement des
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PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE 11

vitesses d’autres masses suivant la méme direction, mais en sens
contraire.

9 Mouvement du centre de gravité. — Les coordonnées
€, n, { du centre de gravité sont définies par les équations (§ 5) :

. EZImx = Emy 4__ Zmgz
T 3¥m’ T EIm’ T Em

Posons £m=M. Dérivons une et deux fois par rapport au temps.
Il vient :

dt dz
MZF=2m s>
et deux autres équations analogues ;
dzE dix
M g =2m g

et deux autres équations analogues.

- Considérons donc les vecteurs représentant les quantités de mouve-
ment de chaque point du systéme. Ils admettent comme vecteur résul-
tant un vecteur qui représente la quantité de mouvement d’un point
matériel fictif coincidant avec le centre de gravité du systéme et oi
serait condensée la masse entiére du systéme,

Méme théoréme pour les forces d’inertie.
Reprenons les équations (1) du § 6 : additionnons-les. Il vient :

d’x d*t
Xm t,_E(X‘—-I—X—]—X) X, M t,_..EX,,

et deux autres équations analogues.

Le centre de gravité se meut comme un point dont la masse serait
égale 4 la somme des masses, et qui serait sollicité par les forces exté-
rieures transportées en ce point parallélement & elles-mémes.

S’il n’existe que des forces intérieures, ou si les forces extérieures
ont une somme nulle (se réduisent & un couple par exemple), le centre
de gravité se meut d’un mouvement rectiligne et uniforme. Comme
cas particulier, il reste immobile.

Par exemple, les mouvements volontaires d'un animal dans sa
chute ne peuvent modifier la trajectoire du centre de gravité, car
les nouvelles forces qui entrent en jeu pour produire la déformation
sont intérieures. La trajectoire du centre de gravité d'un obus qui
éclate reste la méme, 4 supposer qu’on puisse négliger la résistance
de Uair qui équivaut & un systéme de forces extérieures. Il est impor-
tant de remarquer que dans les exemples précédents les forces exté-
rieures sur chaque point (pesanteur) ne sont point modifiées par
les mouvements de 1’animal ou l'éclatement de I'obus.

Mais imaginons qu’une planéte éclate; il n’est pas exact de dire
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12 MECANIQUE PHYSIQUE

que le mouvement du centre de gravité des morceaux de la pla-
neéte se continue sans modification. Car 1'éclatement aurait pour
effet de modifier les forces extérieures: certaines masses se rappro-
cheraient du soleil et seraient plus attirées, d’autres s’éloigneraient
et seraient moins attirées. Toutefois le nouveau centre de gravité
se mouvrait comme un point de méme masse totale, sollicité par
les nouvelles forces extérieures transportées en ce point parallele-
ment A elles-mémes. De méme, du fait de 1'éclatement de l'obus, la
résistance de l'air, qui n'est généralement pas négligeable, est com-
pletement modifiée; la trajectoire du centre de gravité ne reste done
pas la méme que si 'obus n’avait pas éclaté : le théoreme permet
cependant de la calculer, si foutes ces nouvelles résistances de Uair
sur les morceaux de Uobus sont connues.

10. Théorémes sur les moments. — 4° Le moment par rapport
a l'axe des z d'une force dont les composantes sont X et Y, suivant les
axes normaux a l'axe des z, est

) a @ x mY—— yX

Positif, il tend a faire tourner de
I'axe des x vers 'axe des y.

On le montre immédiatement.

Le moment autour de l'axe des x est
yZ —zY ; positif, il tend a faire tour-
v ner de l'axe des y a l'axe des z.

Le moment autour de l'axe des y
est zX—aZ; positif, il tend a faire
tourner de l'axe des z & l'axe des w.

2° Les coordonnées d'un point passent des valeurs z, y, z (la
projection du point sur le plan des  y est alors en A) aux valeurs
x—+dz, y+dy, z-}+ds (position A’). On demande l'expression
de laire dS,—O0AA’, projection sur le plan des = y de laire
balayée par le rayon vecteur issu de l'origine des coordonnées et
aboutissant au point z, y, 2.

OAA'=0A'’ —0Aa—AA'da.
20AA' = (v +}-dx) (y +-dy) —xy — dz (2y +dy) = xdy — ydx :

1
dS, = o) (xdy —ydwx).

Fig. 4.

La vitesse est un vecteur dont les composantes sont

dz dy  dz,
e’ dt’ dt’

par analogie avec la définition du moment d'une force, on
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PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE 13

peut appeler l'expression @ —%- d —y thc , le moment de la vitesse
par rapport & 'axe des 3. D’ autre part on peut appeler vitesse aréo-
laire, le quotient de Vaccroissement de l'espace balayé par le temps
employé au balayage, et représenter cette vitesse par un vecteur nor-
mal a l'aire balayée. Il revient au méme de projeter I'aire balayée sur
le plan des xy, oule vecteur représentatif sur I'axe des z. D'ou cette
proposition :
La projection de la vitesse aréolaire sur un axe, est égale 4 la moitié
du moment de la vitesse par rapport i cet axe.
Dérivons les deux membres de I'équation précédente par rapport
au temps :
s, 1( d*y dzw)
de T 2\"de Y ar

La projection sur un axe de Uaccélération aréolaire est égale 4 la
moitié du moment par rapport au méme axe de laccélération ordi-
naire.

11. Théoréme des aires. — Reprenons les équations (1) du
§ 6.

Multiplions la premiére par —y, la seconde par x; faisons de
méme pour tous les points du systéme et additionnons. Remarquons
que deux forces égales, de sens contraires et appliquées suivant la
méme direction (comme les liaisons intérieures ou les forces inté-
rieures) ont un moment nul par rapport 2 un axe quelconque.

11 vient :
d’/ d*r d’s,
Em (o G —y g )= DY, —yX) =2Em Gt

A chaque instant la somme des produits de chaque masse par la
projection de l'accélération aréolaire sur I'un des axes de coordon-
nées est égale & la moitié de la somme des moments des forces exté-
rieures par rapport au méme axe.

Si la somme des momentis des forces extérieures est constamment

nulle, la quantité Tm —dz—S’— est nulle: la quantité XIm ds, est
lag T la g s

constante; enfin, la quantité ZmS, est une fonction linéaire du
temps. D’olt la conséquence :

La somme des produits de la masse de chague point par laire
_balayée par le rayon vecteur correspondant croit proportionnellement
au temps.

Il en est ainsi si les forces extérieures se réduisent 2 une force
unique passant par l'origine.

CORPS TOURNANT AUTOUR D'UN AXE FiXE, — L’aire balayée a pour
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14 MECANIQUE PHYSIQUE

2

expression %16—, ol r est la distance 4 I'axe du point considéré,
6 l'angle dont le corps tourne. L’accélération aréolaire est donc
(puisque r reste constant) :

P

2 de

Le théoreme donne :
2,
S(2Y, — yX.) = %t% Tmr,

expression que nous connaissons déja (Cours de Math., § 36).

12. Théorémes sur les moments d’inertie. — Le moment

d’inertie I d’un corps par rapport
z a un axe AB est égal au moment
d'inertie I' par rapport & un axe
A'B' parallele et passant par le
centre de gravité, plus le produit
de Ja masse totale du corps par le
carré de la distance 2 des deux axes
AB et A'B'.

Prenons I'axe AB pour axe des z,
et tragons 'axe Oz dans le plan pas-
sant par A'B'. L'abscisse h du centre
de gravité G est donnée par la rela-

tion Smx = hZm,

Fig. 5. On a par définition :

1=23Zm(z*+} y?)
I'=2Zm|[(x—h)}+y*|=1—2~hZmx |+ h*Zm.
Dot I=T 4 A’Zm.

Pour connaitre les moments d’inertie par rapport & un axe quel-
conque, il suffit donc de connaitre les moments d'inertie par rapport
4 toutes les droites qui passent par le centre de gravité.

CALCUL DES MOMENTS D'INERTIE DANS LES CAS LES PLUS IMPORTANTS. —
Nous supposons le corps homogéne; M est sa masse totale. Nous

appelons rayon de giration p une quantité telle que : I'=p*M.
Soit V le volume, 3 la densité.

On a évidemment =M =pV3.

C’est le rayon de giration que nous allons calculer.

I. Cylindre de rayon R et de hauteur 1; axe de rotation paralléle
aux génératrices et passant par le centre de la base.

Décomposons le cylindre en tubes élémentaires concentriques de
rayon r et d’épaisseur dr. L’aire de la section droite est 2nrdr; la
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PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE 15

masse du tube est 2zrdr.3!; son moment d’inertie par rapport a
'axe est 2zr’dr, 3l. -

On a donc
R 2
1= /" 2rrdrdi = F R®L=(=RO3) 5.
3 2 2
D’ou enfin pPP= I; .

Le calcul actuel correspond au cas de disques tournant autour d'un
axe perpendiculaire & leur plan et passant par leur centre.

Anneau cylindrique de rayons R, et R, et de hauteurl.

C'est le méme probléeme, mais l'intégration doit étre faite entre
les limites R, et R,.

I=§ (Ri—Rydl=[n(Ri— Ry)3(] "1

+_ RI4-R]
= -

Si R, devient égal 4 R,, p,—=R!, ce qui est évident & priori.

II. Cercle de rayon R et d’épaisseur dl tournant autour d’un de
ses diamétres.

Le résultat est évidemment le méme, quel que soit le diametre con-
sidéré. Soit dS un élément.

Prenons deux axes Oz et Oy passant par le centre du cercle.

Le moment par rapport &8 Oz est =.dS.dl.3.2*; le moment par
rapport & Oy est =dS.dl.3.y’. L'un ou l'autre de ces moments
est donc égal a:

-~ dl.d dl.3
=—9— -(2d5.27-2dS . y') =—9—ZdS. 7,
en appelant r la distance de 1'élément 4 I'axe.
Pour faire I'intégration, décomposons en couronnes de rayon r et
d’épaisseur dr.
11 vient :

2
1_—_ﬂ2'—3_/n2m-=dr_—_@.wn‘=(dz.s.wRZ)%.
o

—_ R?
Dol =

III. Cylindre de rayon R et de longueur 1; awxe perpendiculaire
aux génératrices et passant par le centre de symétrie du cylindre.

Décomposons en plaques minces, normales aux génératrices,
d’épaisseur dx et situées A une distance x de la section droite
médiane. Appliquons le théoréme du § 12 et le résultat ci-dessus
démontré (II). Le moment d’inertie d’'une des plaques est :

dw.S.i?i—}—dx.S.wR’.wz.
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16 MECANIQUE PHYSIQUE

Intégrons entre 0 et il, et doublons le résultat.
. R? L IS
11 vient : I__TCRZIS[ +T2_]’ p = 4_ —{—42
Tube cylindrique de rayons R, et R,.
On trouve évidemment :
RS b —mman [ 2
w108 [ +-pg | — R [ 5 +3)-
Or la masse est : W(Rf—Rﬁ)lS.
D’ol, mettant cette masse en facteur :
Rz Rs lz
l2

Aiguille mince. — 1l faut faire R=10; p’= 12"

Il est important de remarquer que cette formule est déja tres
approchée méme pour un barreau relativement épais.

Soit en effet : R=0,5, {=10.

Le rapport du second terme au premier est :

40*: 12R* =400 :3 =133.

IV. Prisme droit & base rectangle tournant autour d’un axe per-
pendiculaire & Uune des faces et passant par le centre de symétrie.

Le calcul se fait de l]a méme maniére que dans le cas précédent.
Soit [ et A les cotés de la face perpendiculairement & laquelle est
mené 1'axe, on trouve : \

=19t 719"
En particulier, si h est petit devant !/, on retrouve la formule
2

¢ = 73> ce qui est évident 4 priori.

V. Sphére de rayon R tournant autour d’un de ses diamétres.

Décomposons la sphére par des plans perpendiculaires a 'axe de
rotation pris pour axe des z, en disques d’épaisseur dz, et situés 4 une
distance z du centire de la sphére.

Leur rayon r satisfait a la condition r*-}-z*=—R2.

Le moment d’inertie de chaque disque est (voir I):

Il faut calculer l'intégrale

+B gt R gr
.[R 35 8(.‘12:2[ ) ddz.

Remplagons r par sa valeur : r{=(R*—2z%).

2
Tous calculs faits, on trouve : p*= —2?—
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13. Ellipsoide et axes principaux d’inertie. — Par un point O
que nous prenons pour origine des coordonnées, faisons passer une
droite OA, dont les cosinus directeurs sont «, 3, v; déterminons le
moment d'inertie I du corps par rapport a cette droite.

D’un point M (x, y, z) quelconque, abaissons sur OA une perpen-
diculaire de longueur MN = r.

[=Emr=2m (OM'— ON’) = Em [« y* 2 — (az+ py +2 ).

Posons :

A=Zm(y’+ ), :
B =Zm(z*+a?),
C=2m(z*+ ), P A
D =ZXmyz,
E=2Zmazx,
- F=Zmazy.
On trouve immédiatement : '
1= Aa? - Bg 4 Gy — 2Dy 0 =
— 2Eya — 2Faf.

Posons I:?=1. Portons sur la
droite un vecteur de longueur ¢ et
soient X, Y, Z les coordonnées de
Yextrémité de ce vecteur.

On a:
1=AX*4 BY'|CZ*—2DYZ —2EZX —2FXY.

La surface ainsi obtenue est une quadrique ; comme ¢ est toujours
réel et fini, c’est nécessairement un ellipsoide, 1'ellipsoide d’inertie.

On appelle axes principaux d'inertie relatifs au point O les axes
de l'ellipsoide ; les moments d'inertie correspondants, mesurés par
I'inverse du carré des axes de l'ellipsoide, sont les moments d’inertie
principauz relatifs au point O.

Les axes de coordonnées sont les axes principaux si l'on a :

Fig. 6.

Zmys=2Zmzx=Zmxy =20.

Il peut arriver que lellipsoide soit de révolution, ou méme se
réduise 4 une sphere.

14. Propriétés des axes principaux d’inertie relatifs au
centre de gravité. — Prenons le centre de gravité comme origine
des coordonnées et ses axes principaux d’inertie comme axes de
coordonnées. Nous avons done les conditions :

Zmr=3Imy=2Zmz=0, Zmey—=2Imysz—=3Imzr=0.
Considérons un point A quelconque de l'axe, par exemple le point

X = h, y = Z= 0
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 2
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18 MECANIQUE PHYSIQUE

Déterminons pour ce point les quantités que nous avons appelées
D, E, F. On trouve évidemment :

D=ZXZmyz=0, E=Zmz(z—h)=0, F=ZIm(z—h)y=0.

Donc les trois droites paralléles aux axes de coordonnées, passant
par le point A, sont les axes principaux relatifs & ce point. En
d’autres termes, les axes principaux relatifs 4 tous les points des axes
principaux relatifs au centre de gravité, sont paralléles & ces der-
niers.

Voici des propositions ( que nous n’avons pas la place de démon-
trer) qui sont d'une application constante dans le réglage des appa-
reils.

Si un corps, soumis & des forces nulles et retenu par un seul point
fize, est lancé de maniére & tourner autour d’un des axes principaux
relatifs au point, il continue & tourner uniformément autour de cet
axre, comme s’il était fixe.

Il résulte de Ia et d'une proposition précédente (§ 9) que si un
corps complétement libre et soumis & des forces nulles est lancé de
maniére 4 tourner autour d’un des axes principaux relatifs au centre
de gravité , il continue a tourner uniformément autour de cet axe,
comme s’il était fixe.

Les mémes propositions subsistent, pourvu que les forces appliquées
au corps se réduisent & un couple situé dans un plan perpendiculaire
a Paxe. .

Cette proposition a une importance capitale; elle explique le soin
qu'il faut prendre d’équilibrer au point de vue de linertie tous les-
corps qui doivent tourner autour d'un axe qui n’est pas matérielle-
ment fixé. Par exemple, un corps oscille sous l'influence de 1’élasti-
cité de torsion d’un fil auquel il est librement suspendu et qui pro-
duit un couple horizontal. Pour que tout se raméne 4 un mouvement
de rotation autour du fil, il faut, non seulement que le centre de gra-
vité soit dans le prolongement du fil, ce qui est automatiquement
obtenu (au moins trés approximativement, si le fil n’est pas trop
raide), mais encore que la verticale du fil soit un axe principal d'iner-
tie du centre de gravité. Si cette condition n’est pas réalisée, le
mouvement se complique immédiatement d'oscillations pendulaires.
Mémes remarques quand un aimant oscille sous I'influence du champ
terrestre,

Le moyen le plus simple de réaliser ces conditions est de donner
au corps oscillant une forme de révolution et de s’arranger de manieére
que I'axe de révolution soit vertical. Ce procédé n’est évidemment
pas toujours applicable, comme le prouve l'exemple de 'aimant.

Il faut équilibrer au point de vue de lUinertie un corps tournant
tres vite autour d'un axe méme matériellement fixé, si 'on ne veut
pas que les pressions sur l'axe le faussent rapidement, ou produisent
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des frottements trop considérables. Il faut s’arranger pour cela de
maniére : 1°¢ que 'axe de rotation passe par le centre de gravité et
soit un axe principal d’'inertie; 2° que les forces motrices se réduisent
a un couple normal & l'axe.

15. Pendules. Pendules compensateurs. Métronome. — Un
pendule est un corps de forme quelconque pouvant tourner autour
d’un axe horizontal et soumis & la pesanteur seule. On se reportera
aux § 39 et suivants du Cours de Mathématiques.

Appelons § l'élongation, I le moment d’inertie par rapport a l'axe
de rotation, ! la distance du centre de gravité a I'axe de rotation,
p le poids du corps. I'—=plsin@ est le couple pour I'élongation 6.
On a comme équation du mouvement :

I%’—:I‘:—plsin@:—Csine.

Soit 6, I'amplitude, la durée d’oscillation est approximativement :
_ T 2 X
T=2=x \/ﬁ (4 +15 dans le systeme CGS.

Remarques sur les pendules compensateurs (Cours de Seconde,
§ 144). — Si le pendule est composé d'une matiére homogene,
quand toutes ses dimensions sont multipliées par un méme coeffi-
cient K, I devient K*I, C devient KC, T devient TyK. Sidonc on
échauffe un pendule homogene, la durée d’oscillation croit comme la
racine carrée du bindme de dilatation.

Nous disons dans le Cours de Seconde que la compensation con-
siste & ramener le

centre de gravité a Préguences
la méme distance de ___ ¥

s A

I'axe. On ne peut par- S~

ler de moment d’iner-
tie en Seconde; mais
il est clair que la com-
pensation n’est pas ¢
obtenue par ce pro-
cédé. Elle consiste a
maintenir constant le B L Dz
. . 0 Listances a /axe )

quotient I : G, ce qui
ne s’obtient générale-
ment qu’en modifiant
G, c’est-a-dire la position du centre de gravité, le poids restant cons-
tant. Comme la compensation s’obtient par titonnement, elle ne
présente pas plus de difficulté.

Métronome. — On se reportera a la figure 26 du Cours de Mathé-
matiques. Supposons la tige prolongée et le corps M' & une distance

Fig. 1.
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telle que le centre de gravité du systéme soit sur I'axe de suspen-
sion 0. Soit alors z, la distance & I'axe O du centre de gravité de M';
I le moment d’inertie du systéme.
Il est facile de voir que pour une distance z quelconque (z <Cx,)
du corps M’ de masse m, la durée T d’oscillation est :
T =9 ‘/I——m(wo—x)z .
mg (

T, —)

La courbe des fréguences N=1:T en fonction de = a la forme
représentée fig. 7. Une partie BC de cette courbe est quasiment rec-
tiligne : c’est précisément celle qu'on utilise. On vérifiera sur un
appareil que la graduation pratigue du métronome N=f(x) est
linéaire.

16. Pendule de Kater (a4 retournement). — Soit I' le moment
d'inertie autour d'un axe parallele a I'axe de rotation et passant par
le centre de gravité, et p le rayon de giration correspondant :

I'=¢g.m,
ol m est la masse totale du pendule. On a :
=I'+4mi= (¢* —+B)ym.
On a d’ailleurs : p=nmyg.
La formule donnant la durée devient :

T=2x \/(_P_'i“_)"_‘ =2 ‘/i(l_l_fi).
p g ¢

I1 résulte immédiatement de cette formule que la durée d’oscilla-
tion est la méme autour d’une infinité d'axes paralléles, formant un
cylindre circulaire autour d’une droite passant par le centre de gra-
vité; pour tous ces axes, en effet, I et p2 sont les mémes.

Faisons osciller le pendule autour d'un axe parallele au premier,
mais situé a une distance du centre de gravité I'=p*:l. La durée
sera donnée par la formule dans laquelle on remplace { par I' : elle
reste la méme que précédemment. 11 existe donc une seconde infinité
d'axes paralleéles, formant les génératrices d’'un cylindre circulaire
concentrique au premier et tels que la durée d’oscillation est la
méme pour tous et la méme que pour les axes du premier systéme.

On appelle axes réciproques deux axes paralleles appartenant a
I'un et autre systéme, situés de part et d'autre du centre de gra-
vité et comprenant ce centre dans leur plan. L'un est dit axe de
suspension, Vautre d'oscillation, et réciproquement. Les points de
I'axe d’oscillation oscillent autour de l'axe de suspension comme
s'ils appartenaient & des pendules simples de longueur

2
A=lfr=14F,

égale A la distance des axes.
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Si nous prenons l'axe de suspension (supposé- parallele 4 une direc-
tion invariable : p est alors invariable) a une distance du centre de
gravité [, variable, I'axe d’oscillation correspondant est & une autre
distance I, variable, telle que LI',=p"

En particulier, les deux cylindres précédemment définis peuvent étre
_confondus; la distance des axes au centre de gravité est alors

L=1l,= P
la longueur du pendule synchrone est 2p.

C’est alors que la durée d’oscillation est minima.

Cette durée, infinie pour l,=o0, (l,==cc), passe donc par un
minimum pour { =g, (I,=5), et redevient infinie pour

L=cc, (I,=0).

ReavisatioN pu PENDULE DE KaTER. — Nous venons de démontrer
plus haut le théoréme suivant :

Etant donné un aze de rotation, il en existe toujours un second
paralléle au premier, situé dans le plan passant par le premier et le
centre de gravité, tel que la durée d’oscillation autour des deux axes
soit la méme. De plus, cette durée est celle d’un pendule simple dont
la longueur serait égale & la distance A des deux awes :

T=27’:\/—%-. A

Dans le pendule de Kater, les deux axes O et O', repré-  [©
sentés par les arétes de deux couteaux, sont fixes, La
distance A=00Q’ est donnée. La masse m, est invariable-
ment liée & la regle qui porte les couteaux. Il s’agit, par le
déplacement d’une masse mobile m, le long de la regle,
d’amener a 'égalité les (11;5)
durées d'oscillations T i
autour des deux cou-
teaux. Cette condition

n'est réalisable que si R 0

la masse mobile a été
prise assez grande et P N

si sa course est suffi-

sante.

De la mesure de la
distance A des cou-
teaux et de la durée
commune d’oscillation
T (par comparaison
avecune horloge réglée
sur le temps sidéral, et par conséquent sur le temps moyen, voir
Cours de Math., § 44), on déduira la valeur de g.

0 A o'
Fig. 9. Fig. 8.
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Il est commode de faire les tatonhements d’'une maniére systéma-
tique. Supposons la tige OO’ graduée. Le pendule oscillant autour de
Uaxe O, déplagons la masse m,; déterminons la courbe PQ des périodes
en fonction de la position de m, entre les points O et O'. Retournons
le pendule, déterminons la nouvelle courbe MN, bien plus inclinée
que la premiére, des périodes en fonction de la position de m,. Elles
se coupent en un point R qui donne une premiére approximation de
la position de m, pour laquelle les périodes sont égales. Le tatonne-
ment est ainsi singulierement abrégé.

Cette expérience est excellente pour se familiariser avec la mesure
des durées et les mouvements oscillatoires.

Pour mesurer g avec précision, on préféere opérer autrement,

PENDULE SYMETRIQUE, A COUTEAUX INTERCHANGEABLES DE BEsseL. — Le
pendule est symétrique par rapport aux couteaux quant 4 sa forme
extérieure. Il ne doit pas étre symétrique quant a sa masse : donc il
est muni de deux disques circulaires de méme grosseur, fixés nor-
malement a la tige dans des positions semblables par rapport aux
- couteaux; l'un est plein, 'autre creux et parfaitement étanche. Les
couteaux sont interchangeables. Il n’y a aucun moyen de réglage,
on s’arrange seulement par construction de maniére que les périodes T
et T' soient trés voisines. Montrons qu'avec quatre expériences, deux
autour de chaque couteau occupant les deux positions, on peut élimi-
ner les perturbations provenant de la courbure des couteaux et de
I'action de I'air.

Soit p le rayon de giration autour d’un axe paralléle aux couteaux
passant par le centre de gravité. On n’a plus Il =¢*; il faut poser :

e, Gt it

Tz_—_—"i(z-|-1'+-*’;), Ti— (z+z’ )

, ' _— ll 13
d’olr f:—-————(l-{—l) _l,T
< est calculable avec une grande approximation pourvu que T et T
solent tres peu différents; il faut évidemment mesurer I et {, mais
une grande approximation n'est pas nécessaire. Posons en effet :

T’2=T2+€2;

. el
4 . 2 2
il vient : 22=T —T=7"

Pour déterminer le centre de gravité et par conséquent [ et I, on
fait reposer le pendule, dont la tige est creuse et cylindrique, sur
un double tronc de cone en acier, formant une sorte de gorge mobile
a l'aide d'une vis de rappel autour de l'axe commun des deux cdnes.
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En faisant tourner lentement ce support, on améne le pendule en
équilibre : le centre de gravité du pendule et I'axe du support sont
dans le méme plan vertical. On parvient ainsi a4 déterminer [ et !
facilement a un dixi¢me de millimeétre prés. En général, {=2I par
construction; ! — 1 vaut donc plus de 30 centimetres, le facteur du
terme de correction est trés bien déterminé (a 1/3000 environ dans
notre hypothése); puisque ¢ est petit, la correction est irés petite,
I'approximation de 1/3000 sur ! et I' est plus que suffisante.

La n'est pas le principal avantage de la méthode.
" Les couteaux ont des rayons de courbure r, et r, finis et de I'ordre
de 100 microns.

On démontre aisément qu’il résulte du roulement du pendule sur
un cylindre de courbure finie une petite diminution de la durée. On
doit écrire :

P e, P (e )

T—1I'T? ix? ) r,—r
== (z+z)(1+h,¢>.

On peut éliminer le terme en r, et r, en recommencant les expé-
riences aprés avoir échangé les couteaux; on trouve une nouvelle
valeur 7; pour laquelle la correction est égale et de signe contraire; on

3
a en définitive : Hn+= —8%_'— (t40.

L’action de l'air est complexe : elle accroit la durée d’oscilla-
tion, tant par entrainement d'une queue gazeuse qui augmente la
masse & mouvoir, que par diminution du poids qui tend a mouvoir
cette masse (principe d’Archimeéde). On en tient compte suffisam-

ment au moyen d’un facteur de la forme (1 —l—%—) ou (1 —{—Z—,)

Si le pendule est symétrique, l'action de l'air est la méme apres
retournement ; elle s’élimine donc, tout comme s’élimineraient les
rayons de courbure, si l'on avait r,—=r,.

Ainsi le pendule réversible, symétrique, & couteaux interchan-
geables de Bessel, élimine par quatre expériences les principales per-
turbations.

17. Méthode des coincidences.— Pour déterminer avec quelque
précision la durée d’oscillation d’'un pendule, il faut faire durer I'ex-
périence longtemps et, par conséquent, compter un trés grand nombre
d’oscillations. L’expérlence montre qu'il est tres facile de se tromper
dans ce compte, sans parler de l'insupportable ennui d'une telle
besogne. On l'évite en comparant directement la marche du pendule
a étudier & celle du pendule d’une horloge, qui enregistre lui-méme
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le nombre total de ses oscillations : c’est la méthode des coincidences.

Les plans d’oscillations des deux pendules sont paralléles; dans
leurs positions d’équilibre, deux fils prolongeant leurs tiges se pro-
jettent I'un sur I'autre pour un observateur convenablement placé.
S'il regarde les fils & travers une lunette, il peut faire coincider leurs
images avec le réticule. Supposons peu différentes les durées d'oscil-
lations des pendules. Mettons-les en marche et admettons, pour
simplifier le raisonnement, qu'aussitdt aprés le lancement les jmages
des fils passent simultanément sur le réticule et avec des vitesses de
méme sens.

Soit T la durée d'oscillation du pendule P a étudier, T' celle du
pendule P’ de I'horloge de comparaison : soit T'>>T. Le pendule P
avance donc sur le pendule P'. Bient6t les images des fils ne passent
plus simultanément sur le réticule de la lunette, ¢’est-a-dire par leurs
positions d'équilibre. Le fil de P passe avant le fil de P'.

L’avance augmente; elle devient 1/2 oscillation : les fils passent
alors simultanément sur le réticule de la lunette, maig avec des
vitesses opposées. L’avance de P continue a crojtre. Enfin, au bout
d'un temps £, I'avance de P est d'une oscillation entiére : il y a
encore coincidence des fils lors de leur passage sur le péticule de la
lunette avec des vitesses de méme sens. Soit n le nombre des oscil-
lations de P/, n41 celui de P; on a:

t=nT = (n1)T.

Or le nombre n est donné par l'indication de I'horloge; T’, exprimé
en secondes de temps moyen (Cours de Math., § 44), résulte de la
comparaison de l'horloge au jour sidéral; on a tout ce qu’il faut
pour calculer T en fonction de la seconde de temps maoyen.

En visant avec une lunette deux objets qui, nécessairement, ne
sont pas a la méme distance, on obtient des images peu nettes; un
perfectionnement notable consiste & projeter les plans d’oscillations
I'un sur I'autre avec une lentille placée entre les deux pendules; on
peut ainsi, sans diminuer la netteté des images, ¢éloigner autant qu'on
le veut les pendules I'un de l'autre et éviter qu'ils ne s’influencent
par résonance.

Comme on n’emploie que des oscillations de petite amplitude, les
pendules conservent leur mouvement pendant plusieurs heures, pourvu
que les couteaux soient bien travaillés. L’exemple numérique suivant,
emprunté au mémoire de Borda, montre la précision de la méthode.
Admettons que les coincidences se fassent toutes les 50 minutes, que
I'on puisse observer B coincidences, c’est-a-dire faire durer 1'expé-
rience pendant 4 X 50 =200 minutes=3"20", et qu'il y ait une
incertitude de 30 secondes sur l'instant des coincidences, c’est-a-dire
que pendant 13 oscillations il soit impossible de distinguer les fils
I'un de l'autre, lors de leur passage sur le réticule. En mettant les
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choses au pis, cela fait une erreur de 60 secondes, soit une minute
sur 200. Mais cette erreur de 41 : 200 sur le nombre n ne porte que sur
une correction trés petite. Les durées T' et T different en effet trés peu.
En 50 minutes, soit 3000 secondes, il y a 1801 oscillations de I'hor-
loge et 1500 du pendule qu'on lui compare. La différence relative
est trés approximativement de 1:1500. Une erreur de 1:200 sur
cette différence est donc une erreur de 1: (1500 X 200)=1:300000
sur la quantité T a mesurer.

18. Corps oscillant autour d’'un axe sous l'influence d’un
couple proportionnel & I'angle d’écart avec la position d’équi-
libre. Frottement proportionnel a la vitesse. — L’équation du

mouvement est : l-‘% —}—f%—l— Co=0. (1)

On sait que suivant la valeur de la constante f qui mesure le frot-
tement, l'intégrale de cette équation est un mouvement sinusoidal
amorti ou un mouvement apériodique : dans ce dernier cas, le corps
écarté de sa position d'équilibre y revient sans osciller.

Etudions d’abord le premier cas; la condition 4CI— f?>>0 est
satisfaite, le frottement étant suffisamment petit. L'intégrale est :

6 =8, — ¥ sin wt. (2)

Substituons l'intégrale (2) dans l'équation (1); il vient comme
conditions,

_277. [ I —_ f
en posant © =yt T'=2= ‘/—C—j-, 7»——2T.
AT

Les oscillations sont encore isochrones; le mobile passe a sa position
d’équilibre, 6=0, avec une vitesse de méme sens, a4 des temps
séparés par un nombre entier de fois la période T'.

Les passages aux vitesses nulles (élongations maxima) se font aux
temps donnés par la condition : tg of =w: ). La demi-oscillation n’est
donc pas coupée en deux parties égales par le temps pour lequel la
vitesse est nulle. Le temps nécessaire pour aller de §=10 & § maximum

/
est 14-— —;‘—, Le temps nécessaire pour revenir  la position d’équi-
!
libre est —%——}——(}\,— Il est bon d’observer que ces deux quantités
different trés peu tant que f est petit.

Les amplitudes décroissent en progression géométrigue. Soit 0, et
0, les amplitudes du méme cdté de la verticale pour deux oscilla-
tions consécutives. D’aprés ce que nous venons de dire, le mobile y
arrive & des temps donnés par la condition :

t=~-4kT,
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ou k est la suite des nombres entiers. On a donec:
B,:0,=e— 2t —MT ; e—hr— T —)T — AT,

Le rapport est constant : les amplitudes varient done en progres-
sion géométrique.
Si A est petit, on a: T’ =1 T
0,—0,
0.1%
La quantité 3, qui représente la diminution relative d'amplitude,
est immédiatement accessible 4 I'expérience.
Caleul de T'. — Appelons T=2r/ = la durée doscillation

qu’aurait le systéme si le frottement était nul. Comparons T et T.
Ona:

Dot AT = =3.

2T2
T ==
4IC
Or d3=1T'= —fQ—TI— = lg— sensiblement.
.. T 3
D ou T s 1 + _8?- .

Admettons par exemple que la diminution relative d’amplitude soit
d’'un dixiéme, 8§=0,1 : c’est déja un amortissement considérable.

T =1,000121,

la différence est & peine supérieure a un dix milli2me.

D’ott la proposition trés importante :

Un frottement proportionnel & la vitesse ne modifie pas sensiblement
la durée d’oscillation, pourvu qu’il ne soit pas trop grand.

La variation est d’ailleurs trés facile & déterminer.

19. Mouvements apériodiques. — Si le frottement est suffi-
sant, le mouvement cesse d’étre périodique. L’'intégrale de 1'équation
devient :

B e—M [Ae—K( | Beke],

avec les conditions :

x=§’i—, K—x\/ 21\/,*’—401

Le passage du mouvement perlodlque au mouvement apériodique
a lieu pour la valeur de f satisfaisant & la condition :

fi—A4Cl=0; K=0.
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Ecrivons que pour £=0 la vitesse est nulle et 1'élongation 6,;
Pintégrale générale devient :

e—at
0.=0, . £o2— [(K — WK+ (K +2)e K],

Si f est énorme, K=2; on a sensiblement §—=4§,. Le mobile ne
tend plus a revenir & sa position d’équilibre.

Quel que soit f, le mobile met un temps infini & revenir rigoureu-
sement & sa position d’équilibre; il arrive a une fraction déterminée
8,: 0, de I'élongation initiale au bout d'un temps qui croit 2 mesure
que le frottement f croit et qui devient infini en méme temps que f.

Si les racines sont égales, l'intégrale générale a la forme

6=e—MA -] Btf), avec la condition: A=y C:L

Ecrivons que pour ¢£=0 la vitesse est nulle et 'élongation 6,;
l'intégrale générale devient :

6= 0,e—2(1 4 22).
Le mobile arrive 4 une fraction déterminée de son élongation ini-
tiale en un temps ¢ donné par la relation A¢=C'. Il est paradoxal
que ce temps diminue quand le frottement augmente. Mais dans le

cas particulier oit nous sommes, le frottement ne peut augmenter
sans entrainer d’autres modifications. On a en effet :

e

) ne peut augmenter que si le couple augmente ou si le moment
d'inertie diminue considérablement .

20. Détermination en valeur absolue d’un couple et d’'un
moment d’inertie. — Nous venons de montrer que, malgré
I'amortissement, on peut employer presque rigoureusement la for-

mule simple :
T=2x \/é- .

La détermination de C en valeur absolue implique la connaissance
de I et réciproquement. Il s’agit de trouver une seconde équation ne
contenant encore comme inconnues que I et C; car la détermination
directe du moment d'inertie du corps oscillant, d’aprés sa masse et
sa forme géométrique, est généralement impossible, cette forme ne
pouvant étre choisie assez simple.

La méthode générale consiste & augmenter le moment d’inertie
d'une quantité connue I'.

1 Nous engageons les lecteurs & étudier expérimentalement les lois des oscillations
plus ou moins amorties avec un galvanométre Deprez d’Arsonval, dont le cadre est
fermé sur des résistances plus ou moins grandes.
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On obtient alors une nouvelle durée d’oscillation T’ donnée par la
formule : T =2=x \/7:—11— .

De ces deux équations, on tire :

'2 27/
e
expressions qui résolvent le probléeme.

Voici comment on applique la méthode. Deux masses m, de forme
géométrique simple, peuvent étre placées a des distances connues d

de 'axe AB autour duquel oscille le sys-

B téme. Le moment d'inertie de chacune de

ces masses est (p*+ d*)m, en appelant p

le rayon de giration autour d’un axe paral-

lele a I'axe AB et passant par le centre de

P gravité de chaque masse, rayon directe-

= ment calculé d’aprés la forme géométrique.

D T D On peut, dans une premiére expérience,

n faire osciller le systéme sans ces masses,

Fig. 10. puis dans une seconde le faire osciller avec

ces masses, placées & une distance d con-

nue de 'axe. L'inconvénient de cette méthode est de changer le poids
de l'oscillateur d'une expérience a l'autre.

On peut encore faire deux expériences avec deux distances d aussi
différentes que possible. On connait dans les deux techniques la
quantité I' dont le moment d’inertie est augmenté; on a tout ce qui
-est nécessaire pour calculer C et 1 en valeurs absolues.

21. Impulsion. Choc des corps. — Nous avons montré ( Cours
de Math., § 36) que l'impulsion, définie comme l'intégrale par rapport
au temps d'une force constante en direction, |Fd¢, est mesurée par
la quantité de mouvement muv, lorsque le corps sur lequel elle est
appliquée part du repos. .

Nous allons traiter rapidement la question du choc des corps; elle
se raméne immédiatement a I'étude des impulsions.

Soient deux corps, deux sphéres par exemple, de masses m, et m,
qui se meuvent avec des vitesses constantes v, et v, sur la méme
droite : soit z, et x, leurs distances & un point pris pour origine.
L’z du centre de gravité du systéme est donné par la formule :

<m1 + ma)w = m,%, + my,.

Soit u la vitesse de centre de gravité; dérivons l'équation précé-
dente par rapport au temps :

(my - my) u=mv,+ my,.
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Le centre de gravité est donc lui-méme animé d’un mouvement
uniforme : c'est un cas particulier du théoréme du § 9.

Pendant le choc les deux corps exercent l'un contre l'autre &
chaque instant des forces égales et de sens contraires. Nous aurons
donc & chaque instant :

2 2
m g =0,

Intégrons pour toute la durée du choc :

m, %— -+ m, % — Constante.

Donc la somme des quantités de mouvement reste constante pen-
dant le choc. Il revient au méme de dire que le centre de gravité
continue & se mouvoir d’'un mouvement uniforme, dont la vitesse
n’est pas modifiée par le choc.

Ce résultat est évident d'aprés la définition de l'impulsion : la
quantité de mouvement du corps qui va le plus vite est diminuée
d’'une quantité précisément égale a celle dont est augmentée la quan-
tité de mouvement de celui qui va d'abord le moins vite.

Pour aller plus loin, nous ferons des hypotheses sur la nature des
corps qui se heurtent; elles correspondent & des cas limites dont
les corps réels s’approchent plus ou moins.

Corps mous. — Aprés le choc, ils restent accolés; leur vitesse
commune est précisement celle du centre de gravité :

u—= mlvl + m2v2
m-+m, °
Il y a perte de force vive pendant le choc.
On a avant le choc :
2W = m v} | ml.
On trouve aisément qu'apres le choc

2,,2 2,42
miv} -4~ 2m,mvv, + miv;

2W' = m, - m, ’
' m,my(v, —v,)°
2(W——W)=-——mf—+—m:)—.

Ce résultat explique la curieuse expérience que voici. Si on lache
une balangoire de masse m, d’une hauteur % et si, au passage par la
verticale, on pose sans secousse sur la planche une masse m, égale,
la balangoire ne remonte qu'a une hauteur k : 4. Il semblerait qu’elle
dit remonter a la hauteur A:2. Appliquons la formule précédente :

m,=m,, v,=0.

m; v , u’ m,v}
W= =g Wi (mm) =
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L’énergie cinétique a diminué de moitié : le pendule ne doit remon-
ter qu’a une hauteur quatre fois moindre, puisque la masse est deve-
nue double.

Corps élastiques. — On suppose que les corps se déforment, puis
reprennent ensuite leur forme initiale suivant la méme loi. Il y a done
dans le phénoméne deux phases identiques au point de vue des forces
mises en jeu.

Pendant la premiere phase, la vitesse de m, passe de », & u; pen-
dant la seconde, elle subit une diminution égale et arrive a sa
valeur finale ¢/, telle que

u—v,=v,—u, Vv, =2u-—n,
De méme pour l'autre masse :
v, =2u —u,.
Remplagons dans ces équations u par sa valeur; il vient :

(my; — m,)v, 4 2m,p,

V=
=T m,
o (m,— m,)v,42m,
2 -
m, + m,
En particulier st m;=m,, ona v,=v, v,=v; les

masses échangent leurs vitesses.

22. Impulsion appliquée & un corps tournant autour d’'un
axe fixe. — Nous allons reprendre les raisonnements qui nous ont
servi & définir et & mesurer 'impulsion dans le cas d'un corps libre
dans l'espace, pour définir et mesurer 'impulsion dans le cas d'un
corps tournant autour d’un axe fixe.

Soit I' le moment du couple qui agit. Nous avons a chaque instant
en appelant u la vitesse angulaire : Idu=Td¢ (Cours de Math.,
§ 36). Nous supposons que la durée d’action du couple est tres petite.

On appelle impulsion V'intégrale par rapport au temps J— f rdt.

D’aprés la relation générale précédemment rappelée, I'impulsion
appliquée & un corps partant du repos est mesurée par la quantité

fldu =Ilu, produit du moment d'inertie par la vitesse angulaire au

moment ol le couple cesse d’agir. Cette formule est tout a fait
analogue & l'expression de la quantité de mouvement; le moment
d’inertie remplace la masse, la vitesse angulaire remplace la vitesse
linéaire,

ArpricaTioN. PENDULE BALISTIQUE. — Un pendule, d’abord au repos,
regoit une impulsion J; on demande jusqu’a quelle élongation il ira &
parlir de sa position d’¢quilibre ; on néglige les frottements.

Ecrivons que le travail effectué contre les forces de la pesanteur
est égal a l'énergie cinétique au départ. Soit p le poids, ! la distance
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du centre de gravité & I'axe de rotation; pour une élongation 6, le
travail contre la pesanteur est :

., 0
Pl(4 — cos ) =2plsin’ 5.
La vitesse angulaire au départ est : u=J:1.
I?

L’énergie cinétique est : 9 =3"

L’équation donnant 6 est donc :

. ,0__ 7

21)151112?-—‘2—1*.

- PP
D’od J=2ypil .sin.

On a plus simplement : J=\/pll.0, si 6 est assez petit pour
qu’on puisse poser : sin§=—g—.

Dans ce dernier cas, on peut donner a la formule des expressions
souvent utilisées. Soit T la durée d'oscillation du pendule

T—2z,/1
pt’
. . J 2rJ
On tire de 1a : =Vﬁ.—-_—,w

Les raisonnements précédents sappliquent & un corps mobile
autour d'un axe, soumis & l'action d’un couple CO proportionnel a
Vangle d’écart avec la position d’équilibre.

3 _ 2
vIC TG

Remargque. — A une impulsion déterminée ne correspond pas une
quantité de travail déterminée’. L'énergie a pour expression J?:2I;
elle est d’autant plus petite que Uinertie du corps percuté est plus
grande. Sans changer le couple C, modifions le moment d’inertie par
I'adjonction de deux masses égales symétriquement disposées, par
rapport au centre de gravité s'il s’agit d’'un pendule, par rapport &
I'axe vertical de rotation dans le cas ol le corps oscille sous I'in-
fluence de l'élasticité de torsion d'un fil : la durée d’oscillation

On a: 6—

1 Ce n'est qu'd la fin du xviue si¢cle qu'on est parvenu 4 préciser le role des deux
intégrales fravail (intégrale du vecteur force le long d'un contour) et impulsior (inté-
grale du vecteur par rapport au temps). La fameuse dispute au xviue siécle sur la force
des corps, que les uns voulaient mesurer par la force vive et les autres par la quantité
de mouvement, a pour cause la confusion entre les notions fondamentales travail et
impulsion,
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augmente. Corrélativement & une méme impulsion J correspond un
angle 6 plus petit, car I'énergie potentielle correspondant & ’angle 6
conserve la méme valeur Cf?*:2

Pendule balistiqgue. — Comme application de ces formules, nous
citerons le pendule balistique qui servait & étudier les vitesses des
projectiles. Ou bien on recevait la balle d'un fusil dans une sorte de
boite pleine d’argile mouillée, convenablement suspendue, ou bien
Iarme (fusil ou canon) formait elle-méme le pendule. L’expérience
consistait toujours & déterminer I'angle 6 dont le pendule était écarté
de la verticale en avant ou en arriére. Nous n’insistons pas, parce
qu'aujourd’hui on détermine directement la vitesse des projectiles en
leur faisant couper successivement deux circuits électriques dont la
distance est suffisante et connue. Ces ruptures déclanchent deux cou-
teaux qui marquent deux traits sur un corps tombant en chute libre;
la distance des traits permet de calculer la différence des temps
(chronographe Le Boulanger).

Mais outre l'intérét théorique des formules démontrées, nous en
trouverons une application trés importante au galvanomeétre balis-
tique.

23. Impulsion appliquée sur un corps mobile autour d’'un
axe dans le cas ou il y a frottement proportionnel a la vitesse.
Nous savons que l’équation est :

198 1 19 4 co=o.

Soit J I'impulsion : le corps part du repos au temps £—0 avec

dt ),

Supposons d’abord l'intégrale de la forme

une vitesse angulaire u,= (g_ﬁ_) =J:L

0 — 6,e— M sin wf.
La vitesse a généralement pour expression :
u = e — M [— A sin of 4~ o cos wf].
La condition initiale est donec :
u,=J:1="60,
D’ou 'intégrale :
u,T

6 — an .e—Msin wf.

La position d’élongation maxima est donnée sensiblement par

T T
— I
smnof=1, (=T:4, 6= 22‘6 4=2iﬂ7TTe i,
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Puisqu’on a trés sensiblement :

T
2rJ = .
b=TCe

c’est la méme formule que plus haut & un facteur constant prés.

Supposons maintenant le mouvement apériodique. Ecrivons que
pour ¢t=0, la vitesse angulaire est u,, et 1'élongation nulle, 6 =0.

Dans le cas général, on a :

— — K¢ Kt
= 2HI°{ e [——e —+e ]

Ecrivons que la vitesse est nulle, ¢'est-a-dire I'élongation maxima :
le temps doit satisfaire & une équation ol u, n’entre pas; sa valeur ¢,
ne dépend donc que de X et de K, c’est-a-dire des constantes de
Vappareil. Autrement dit, le mobile met a aller jusqu'a I'élongation
maxima un temps indépendant de la vitesse initiale. L’élongation
maxima est proportionnelle & la vitesse initiale u,, puisque le rap-
port 6:u, est égal 2 une fonction du temps ¢ dans laquelle la
variable ¢ prend une valeur constante.

Dans le cas particulier ot les racines sont égales, on a :

T=2x \/TE\- , 1l vient enfin

0 =ule — M,
’e . . . db .
L'¢longation maxima, donnée par la condition —===0, arrive au
temps t=1:A=y\I:C; elle a pour expression :
gt I I |
e "7 elx T eyIC
Imaginons qu'il soit possible de supprimer I'amortissement, la
période deviendrait T=2nyI:C. Introduisons cette valeur dans la

2= 1

formule, il vient : 0= TC " &-

L’appareil est e fois, soit environ trois fois moins sensible avec
I'amortissement critigue que sans amortissement.

En définitive, quelle que soit la grandeur du frottement, supposé
proportionnel & la vitesse, I'impulsion est mesurée en valeur relative
par l'angle d’écart & partir de la position d’équilibre.

2%k, Influence d’une ou plusieurs percussions & certains
points d'une oscillation sinusoidale. — Soit 6—=0,sin ¢ la loi
d’'oscillation d’un pendule. Lorsqu’il est dans l'azimut 6, on lui
imprime une petite impulsion qui modifie sa vitesse angulaire actuelle u
de du; on demande ce qui résulte pour la durée d’oscillation.

Ona: 06=0sinwf, u=wlcoswt; tgut—=wh:u.
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 3
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Le temps nécessaire pour aller de l'azimut 6=0 a l'azimut

1 )
actuel est donc : t, = arctg QT

A partir de cet azimut, le pendule continuant son oscillation
parvient & 'amplitude 6, dans le temps

1 b
t,— o <l2t_ — arctg T) .

Supposons que dans l'azimut 6, on donne une pet.ite impulsion
qui modifie la vitesse angulaire de 3u. Le pendule continue l'oscilla-
tion avec une vitesse un peu plus grande; le temps qu’il emploie
pour parvenir & 1’élongation maxima est :

, i T (x)e
t,::(a——arctgm .

L’accroissement de durée est donc :

1 wf b 7__ 6du
o [arctg - arctg m =

Cette formule donne d'intéressants résultats.
Si l'impulsion a lieu lors du passage & la position d’équilibre 6§ =0,
la durée n’est pas mo-
! difiée. On s'efforcera
i A _— 0 B 8 donc qu'il en soit ainsi
dans tous les échappe-
ments; car ils pro-
duisent précisément une
petite impulsion.
: Supposons que l'im-
N pulsion augmente tou-
Fig. 11. jours la valeur absolue
de la vitesse, ce qui est
le cas pratique. Produisons deux impulsions égales lors du passage
au point C; 0 est le méme, mais la vitesse est négative quand le
mobile va de O en G, positive quand le mobile va de C en O;
les du sont égaux et de signes contraires. L'impulsion lors du pre-
mier passage augmente la durée; elle la diminue d'une quantité égale,
lors du second.

De méme deux impulsions égales en C et en D, le mobile allant
dans le méme sens, ne modifient pas la durée. Les du sont de mémes
signes, les 6 de signes contraires. Si donc il est impossible de pro-
duire I'impulsion lors du passage par la position d’équilibre, on obtient
le méme effet par deux impulsions symétriques. C’est précisément
le cas réalisé dans les horloges ordinaires.
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25. Oscillations & peu prés sinusoidales. — Sur le mobile
agissent : 10 une force proportionnelle 4 I'élongation ; 20 d’autres
forces quelconques suffisamment petites par rapport a la premiére.
On peut regarder ces forces comme procédant par impulsions suc-
cessives infiniment petites. Si pour I'azimut 6, I'une d’elles F produit
une variation du de vitesse angulaire, elle change la durée d’oscilla-
tion de 0du : %02,

Mais le principe de la conservation de 1'énergie donne la condi-

2
tion Fd=1d 5= Tudu;
dob 8du __ Fodt
ou B = To%

Ainsi la période de loscillation troublée par les petites forces
differe de la période de l'oscillation rigoureusement sinusoidale d'une
quantité immédiatement calculable par I'intégrale :

Fod¢
To® (1)
Comme elle n’est plus qu'une correction, il suffit d'y supposer le
mouvement rigoureusement sinusoidal.
Soit par exemple : F=a".
Posons : 0 —=0,sin ¢, F=—a,h]sin*wf.

La correction est donnée par l'intégrale toujours facilement cal-

n—1 fn—1
culable : a"lez), f sin*tlwf.dt= a'g:‘) f sin® ! ada.

En particulier soit : F =a,f®.

T, 3
On a aisément : / 2 sin‘ada =.%
[}

La correction (négative) est donc pour un quart de période :
afi 3z _T 3 ah
Co 16— 4 8 C -

La période vraie est donc :

3 a,h?
T(1—5 - 2.
Application. — On tire de 1a une formule importante.

Quand les oscillations du pendule ne sont pas trés petites, le
couple a pour expression :

. 6°
CsmO:C( ——6->
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Pour trouver la correction, il faut faire dans la formule précédente :
qy=—— G:6.
La période vraie est donc :
o 8%
T(14 15)-

La formule (1) conduit donc immédiatement 4 des résultats qu'on
ne trouve ordinairement que par de pénibles développements en
série.

26. Condition pour qu’une percussion appliquée & un corps
tournant autour d’un axe, ne produise aucune percussion sur
cet axe. — On démontre qu'il n’y a pas percussion sur l'axe a la

condition : 10 que la percussion QP
Aldxe ZZ‘)’H soit normale au plan OAG passant par
I'axe de rotation OA et le centre de
¢ ;;’,’;’;;de gravité G;
20 que I'axe de rotation OA soit un
des axes principaux d’inertie relatifs
7 .7 au point O ou il perce le plan OO'P

g ©  qui lui est normal et passe par la per-
0 cussion ;
Percussion 3o que la distance OO’ soit égale a
r l—}-—e;—, ou { est la distance du centre
Fig. 12.
de gravité G a l'axe, p le rayon de
giration relativement a la droite GG’ passant par le cenfre de gra-
vité et paralléle & OA. Le point O’ s’appelle centre de percussian.
Par exemple, si on veut lancer le pendule de Kater d’abord au
repos sans percussion sur l'axe, il suffit de frapper sur le second axe
horizontalement et dans le plan d’oscillation. Les conditions 10 et
30 sont ainsi satisfaites. La seconde est satisfaite par construction.
Réciproquement, si un corps est en mouvement autour d'un axe,
on peut l'arréter brusquement sans percussion sur l'axe, en appli-
quant une force instantanée comme il vient d’étre dit.
On va comprendre main-

G tenant la théorie du mar-
A B / teau.
Le marteau posséde gé-
/Q‘” """""" '9 néralement une masse con-

. sidérable et trés ramassée
i |#russon  portant un manche long et

Fig. 13. léger. Quand on I'utilise,

il tourne autour d'un axe

OA passant dans la main, par I'extrémité du manche et perpendicu-
laire & un plan de symétrie. Gréce a la forme ramassée de la masse
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lourde, le rayon de giration par rapport & la droite GG' parallele a
OA et passant par le centre de gravité est trés petit; p*:! est donc
trés petit. On comprend dés lors que la percussion appliquée au
centre de la partie plate, et passant prés du centre de gravité, donne
une percussion nulle sur la main. Le bec B du marteau est d’ailleurs
placé de maniére & reporter le centre de gravité entre O et O,
comme le veut la théorie.

Quand l'axe de rotation passe par le centre de grav1te il éprouve
toujours une percussion, puisque le centre de percussion est alors a
linfini. Si donc on veut lancer un corps autour d'un tel axe, sans
qu’il y ait percussion, il faut, conformément & la théorie générale
du § 14, employer un couple normal a 'axe et faire en sorte que cet
axe soit principal d'inertie. Ces remarques ont des applications tres
importantes dans les appareils tels que les galvanomeétres 4 aimant
et & cadre mobiles, etc.
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CHAPITRE II

PROPRIETES GENERALES DES FLUIDES. HYDROSTATIQUE

27. Définition de la pression en un point d’un fluide. — Dans
le chapitre II du Cours de Seconde, nous établissons expérimentale-
ment les lois de I'hydrostatique; nous allons ici les déduire plus sys-
tématiquement de la définition des fluides.

DEerINITION DU FLUIDE PARFAIT. — On appelle fluide parfait un corps
dont les différentes parties glissent les unes sur les autres sans frot-
tement, dont par conséquent on peut modifier la forme sans aucune
dépense de travail, pourvu qu’on ne modifie pas simultanément son
volume. Un fluide parfait ne peut éprouver que des pressions nor-
males de la part du vase qui le renferme, ou, ce qui revient au méme,
d’apres le principe de I'égalité de l'action et de la réaction, ne peut
exercer que des pressions normales sur ces parois. Car tout déplace-
ment des parties du fluide le long de la paroi doit s’effectuer sans
qu'il en résulte un travail; ce n'est possible que si les forces sont
normales & la direction du déplacement, c’est-a-dire normales a la
paroi tangentiellement & laquelle s’effectue le déplacement.

PRINCIPE DE LA sOLIDIFICATION. — Si I'équilibre a lieu dans certaines
conditions, il a encore lieu, en supposant reliés par des liens rigides
des points qui étaient libres auparavant. Cette régle générale est
évidente. Dans le cas particulier des liquides, elle prend le nom de
principe de la solidification et s’énonce ainsi : Si Uéquilibre a lieu, il
subsiste en supposant solidifié tout ou partie du liquide. 11 ne s’agit
pas 12 d'une solidification réelle : si I'eau devenait de la glace, les
conditions d’équilibre pourraient étre considérablement modifiées. On
veut parler d’'une solidification de pur raisonnement : I'eau est cen-
sée conserver toutes ses propriétés, sauf la fluidité; sa densité par
exemple n’est pas modifiée , elle le serait par une solidification
réelle.

Pression en un point. — Ceci posé, séparons par une surface quel-
conque S le fluide en deux parties et solidifions tout ce qui se trouve
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d'un coté de la surface. Le fluide exerce sur un élément dS de la
surface du solide obtenu une certaine pression. Nous admettons
qu'entre les deux portions du fluide & létat liquide s’exerce de part
et d’autre de I'élément dS considéré de la surface géométrique S, la
pression que nous venons de définir. Elle est naturellement normale
a I'élément dS d’apreés la définition du fluide parfait.

Faisons tourner l'élément dS autour d’'un de ses points O; nous
disons que la pression sur I'élément dS est indépendante de son orien-
tation autour du point O. Cette proposition démontrée, nous aurons
défini ce qu'on appelle pression en un point d’un fluide.

Pour y parvenir, considérons une surface fermée supportant en
tous ses points la méme pression normale; il est évident que la
résultante de foutes les pressions est nulle. En effet, coupons-la
par un plan P quelconque et cherchons la résultante des pres-
sions parallelement & la normale ON a ce plan.

Sur un élément dS, la force qui s'exerce est N
pdS et la composante suivant ON est pdS X le .
cosinus de I'angle que fait p (normale a dS) as \

avec ON. Cette composante est donc égale a
pds, ds étant la projection sur le plan P de
I'élément dS. En définitive, la résullante de
toutes les pressions qui s’exercent de haut en
bas sur la partie de la surface S qui est au-
dessus de P est po; la résultante de toutes les Fig. 14.
pressions qui s'exercent de bas en haut sur la

partie de la surface qui est au-dessous de P est ps. La somme est
nulle.

Supposons maintenant une surface fermée trés petite et envelop-
pant un volume dv. Admettons qu’outre les pressions, sur la gran-
deur desquelles je ne suppose rien, si ce n'est qu'elles sont finies, il
n'existe que des forces proportionnelles au volume. Je dis que sil'on
fait tendre le volume dv vers 0, la condition d’équilibre est que la
pression en tous les points de la surface fermée tende vers la méme
valeur. En effet, les forces qui ne sont pas les pressions vont décroitre
comme dv, tandis que les pressions vont décroitre comme l'aire de
la surface. Or ces quantités ne sont pas du méme ordre. Il faut
donc pour I'équilibre que la résultante des pressions s’annule comme
la résultante des forces proportionnelles au volume, bien que 'aire
de la surface ne s’annule pas comme le volume qu'elle entoure. Le
volume dv tendant vers 0, il faut donc que les pressions deviennent
égalesssur toute la surface, car leur résultante s’annule alors, quelles
que soient la forme de cetle surface et son aire,

de 10 G P

28. Equation générale d’équilibre. — Nous pouvons done con-
sidérer la pression en un point d'un fluide comme une fonction des
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coordonnées de ce point: p={(z,y, z). Etablissons la relation qui

doit exister pour 1'équilibre entre la pression et les forces qui sont

proportionnelles au volume et

z dont je représenterai les com-

c 4 posantes par Xdv, Ydv, Zdv;

2 A X, Y, Z sont généralement des

fonctions des coordonnées z, vy,

r z de l’élément de volume dv
considéré,

a € Soit un parallélipipede dé-

coupé dans le fluide et dont les

9 <  arétes sont paralleles aux axes

de coordonnées. La pression au

.5 point A et sur tout I'élément

Fig. 15. de surface abed est p; la force

sur 1'élément abed est p.dyds.

La pression au point B est —(p—{—-g%dx); la force sur 1'élément
efgh est — (p.dydz—|—g—2 dv), en posant dv=—dzdydz.

La résultante des pressions paralltles & Ox est donc —g—zdv,

puisque, les pressions étant normales, les autres faces du paralléli-
pipéde ne fournissent aucune composante parallele a Ozx.
Pour I'équilibre nous devons avoir :

—E—B—}—X:O, ou %:X,

oz 0
Strie - 0 _ v 2P _
et par symétne : W= =

Ce sont les équations générales d’équilibre?.

Si aucune force ne sollicite le fluide, la pression est la méme en
tous points, ce qui est évident d’aprés le paragraphe précédent.

Surfaces de niveau. — Elles sont définies par la condition que la
pression soit constante.

Orona:

dpz% dx_}_-%—dy—[—%]zl dz=Xdz -+ Ydy -+ Zds.

Ecrire que dp=0 le long d'une surface, c’est écrire que
Xdx+ Ydy -+ Zdz=0.
Le travail du vecteur X, Y, Z est nul pour tout déplacement sur la

1 Nous retrouverons plus loin (§ 124) ce méme mode de raisonnement employé d'une
maniére plus générale.
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surface de niveau; donc le vecteur X, Y, Z est normal a la surface
en tous ses points.

En particulier supposons le fluide soumis & l'action d'une force
qui admet un potentiel : posons Xdx - Ydy - Zdz=—pdV, en
explicitant la densité p. L’équation d’équilibre devient :

dV étant par hypothése une différentielle exacte, il faut que la den-
sité ne soit fonction que de la pression. Les surfaces d’égale densité
sont donc & la fois des surfaces d’égale pression et des surfaces
équipotentielles. De plus, la densité étant généralement fonction de
la température, il faut pour I'équilibre que les surfaces d’égale
pression soient aussi des surfaces isothermes.

Corollaires. Fluide soumis & laction de la pesanteur seule. — Si
la force X, Y, Z par unité de volume est de direction constante, les
surfaces de niveau sont des plans. Ainsi quand un liquide n’est
soumis qu’'a l'action de la pesanteur, les surfaces de niveau sont
des plans horizontaux. En particulier, la surface libre est une sur-
face de niveau : elle est donc horizontale.

Prenons la verticale comme axe des 3, Y—=X=0; l'équation
d’équilibre devient :

'%:i'_—'— =9
si I'on désigne la densité par p.
La direction positive de I'axe des z est dirigée vers le bas.
Liquide pesant placé dans un vase animé d’'un mouvement de rota-
tion uniforme autour de Uaxe des z. — Soit © la vitesse angulaire.
La force centrifuge est mo’r, ou r est la distance & I'axe. Ses com-
posantes parallélement a I’axe des x et des y sont :

me’z et mo’y.
Les équations d’équilibre deviennent :
op op op
R it ¢ il TN il LR
Les surfaces de niveau sont fournies par la condition :
gdz+ o*(zdz+ ydy)=0.
C'est-a-dire : 29z 0P =2C",
Les surfaces de niveau, et par conséquent la surface libre, sont
des paraboloides de révolution autour de 'axe de rotation. La cons-

tante se détermine en écrivant que le volume du liquide a une valeur
donnée a I'avance (fig. 16).
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Nous verrons plus tard (§ 88 et 96) qu'il n'existe pas ici de poten-
tiel des vitesses. La quantité p, définie au
§ 96, n’est pas nulle : on a, en effet,
z p.=—2w. Le mouvement de rotation d’en-
semble que nous avons admis, ne peut
donc exister dans un liquide parfait sans
viscosité (voir chapitre 1V). Son existence
trés approchée dans un liquide réel prouve
que ceux-ci ne satisfont qu'imparfaite-

ment & la définition du § 27.
— Liquide magnétique soumis & un champ.
—— — On peut modifier la forme de la sur-
face libre en mettant un liquide magné-
= tique (dissolution de perchlorure de fer
par exemple) dans un champ magnétique

intense.

29. Liquide incompressible soumis

a laction de la pesanteur. — Nous

Fig. 16. pouvons aisément retrouver toutes les

propositions énoncées dans le chapitre II

du Cours de Seconde. Prenons pour axe des z la verticale et comp-
tons les z positifs vers le bas. L’équation d’équilibre se réduit a :

d,
&=

Dot p=po+-¢93,
formule qui contient toutes les lois énoncées au § 58 du Cours de
Seconde.

La formule s’appliquant quel que soit p,, elle contient aussi le
principe de Pascal (§ 61).

On en déduit immédiatement la valeur de la pression totale sur le
fond plan et horizontal d'un vase (§ 60).

Il nous reste, pour compléter ces notions, & calculer la pression
sur une paroi plane inclinée comme on voudra.

Soit p, la pression atmosphérique; plagons 'origine des coordon-
nées en un point de la surface libre du liquide. La pression sur une
paroi plane est la somme algébrique de toutes les pressions, puis-
que les forces exercées sur les éléments de la paroi, lui étant nor-
males, sont paralleles. Appelons dS un élément de la surface; la
résultante des pressions est :

[ [pdS =pS—+eg [ [=dS,

I'intégrale étant étendue a toute la paroi.
Considérons la paroi comme une plaque mince homogeéne de den-
sité 1, et soit & calculer la coordonnée z, de son centre de gravité.
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D’apres le § 5, il faut écrire :

Sz=f fzdS.

Donc la force que nous cherchons a pour expression :

pS +pgzS.

Elle est égale & la somme de deux termes. Le premier représente
le produit de la pression atmosphérique par I'aire de la paroi consi-
dérée. Le second représente le poids d'un cylindre ayant la paroi pour
base et pour hauteur la distance & la surface libre du centre de gra-
vité de cette paroi considérée comme une plaque mince homogene.

Centre de pression. — Le centre de pression ne coincide pas avec
le centre de gravité de la paroi; c'est évident, car les éléments égaux
de cette paroi supportent des forces qui sont bien paralléles, mais qui
ne sont pas égales. Le centre de pression est toujours au-dessous du
centre de gravité, puisque la pression croit avec la profondeur.

Le calcul de ses coordonnées se fait a 'aide d’équations qu'il est
facile de poser. Dans les formules du § 5, les forces paralleles sont
proportionnelles aux masses m,, m,... Pour calculer le point d’appli-
cation d’un systéme guelconque de forces paralleles, il suffit donc de
remplacer dans ces formules les m par les forces considérées.

Sur un élément dS de coordonnées x, y, z, la force est pdS.

Les équations donnant le centre de pression «, 3, 2 sont donc :

w’ffpdS:ffpde,

et deux autres analogues.

30. Résultante des forces exercées par un ligquide sur les
parois du vase qui le contient. Proposition réciproque :
principe d’Archiméde. — Les équations générales d’équilibre
sont :

0 [« 0
—2e TX=0, gy V=0, —gr47=0.

Multiplions par dv — dzdydz et intégrons pour tout le volume
compris dans une surface fermée quelconque.
Traitons I'une des équations.

f/f—%dxdydz—{—ff Xdv=0.
Or une des intégrations peut étre faite pour la premiére intégrale.
Il vient : ff(p,—pl)dydz—l—fffde:O.

La premiére intégrale peut étre mise sous une autre forme. Appe-
lons généralement «, B, y les cosinus directeurs de la normale a la
surface, cette normale étant supposée toujours menée vers Uintérieur
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de la surface. Menons un cylindre tangent & la surface S et dont les
génératrices soient paralléles a I'axe des . La courbe suivant laquelle
il touche la surface S décompose celle-ci en deux parties S, et S,.
On a des lors :

— pdydz=p,adS,, p,dydzs—p,,dS,.

Sf(pi—pi)dydz= [ [padS, [ [padS- [ [ [Xdv=0.

Or la premiére intégrale représente la somme des pressions diri-
gées vers l'intérieur de la surface
et projetées parallelement & un axe
(ici Vaxe des x); la seconde inté-
grale représente la résultante de
toutes les forces appliquées aux é1é-
ments de volume et projetées pa-
rallelement au méme axe. L'équa-
tion exprime que ces deux résul-
tantes sont égales et de signes con-
0 Z  traires : donc elles se font équi-
libre.
En particulier, s'il s’agit de la
pesanteur, I'énoncé devient : la

4 résultante verticale de toutes les

Fig. 17. pressions exercées par un fluide sur
une surface fermée quelconque,
fait équilibre au poids du liquide contenu dans cette surface.

Le principe de I'action et de la réaction fournit immédiatement le
principe d’Archimeéde. Les forces exercées par un liquide en équi-
libre sur toutes les parties de la surface d’un solide qui sont & son
contact, admettent une résultante qui est verticale, dirigée vers le
haut et égale au poids du liquide déplacé. Elle est appliquée au centre
de gravité du volume déplacé.

4

31. Equilibre des corps flottants. Théorie élémentaire du
navire. — Nous savons (S. 83) qu'un corps flottant peut étre en
équilibre stable, alors méme que son centre de gravité est au-dessus
du centre de poussée (radeaux). Nous devons préciser les conditions
de stabilité et donner une idée de la théorie du navire.

L’intersection d'un corps flottant par la surface du liquide suppo-
sée plane s'appelle flottaison. Toutes les flottaisons qui déterminent
des volumes égaux ou isocarénes s'appellent flottaisons isocarénes.

Les centres de gravité des volumes liquides déplacés s’appellent
centres de poussée ou de caréne.

Considérons l'ensemble des flottaisons isocarénes; ce qui revient
au méme, pour toutes les inclinaisons du corps flottant, supposons
déterminée la flottaison de maniére que le poids du liquide déplacé
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soit toujours égal au poids du corps, c’est-a-dire constant. A chacune
des flottaisons = correspond un centre de poussée P. A 'ensemble
des flottaisons isocarénes correspond une surface C lieu des centres
de poussée.

Indépendamment de toute question hydrostatique, on démontre le
théoreéme suivant, Menons en un point la normale a la surface C;
elle est aussi normale 4 la flottaison = correspondante. Cette normale
est, par conséquent, verticale dans le probléme hydrostatique, puisque
la flottaison est par hypothése un plan horizontal.

Ce théoreme admis, soit un corps flottant possédant un plan de
symétrie : imposons-lui des inclinaisons isocarénes par rotation autour
d’axes normaux a ce plan; les flottaisons correspondantes sont elles-
mémes normales au plan de symétrie. C’est exactement le probleme
du tangage sur mer calme. Un navire posstéde en effet un plan de
symétrie passant par la quille (longitudinal). Cest un peu simplifié
le probléme du roulis sur mer calme; le plan vertical passant par le
centre de gravité du navire et perpendiculaire & la quille (latitudi-
. nal) n’est pas absolument de symétrie.

Les centres de poussée forment une courbe P,PP, tracée sur la
surface C précédemment définie; elle est dans le plan de symétrie.
On appelle métacentres les centres de courbure M,, M, M,... de cette
courbe. La courbe des métacentres M, développée de la courbe des
centres G, présente généralement un point de rebroussement M qu’on
appelle le premier métacentre.

Dans la position d’équilibre, le navire étant symétriquement chargé
et le centre de gravité G étant alors dans le plan de symétrie, le
premier métacentre M et le centre de gravité G sont sur la méme
verticale. Inclinons le navire de maniére que la flottaison vienne en
w : cherchons a quelle condition il se redressera.

D’aprés le lemme, le centre de poussée devenant P,, la neor-
male P,M, & la courbe P,PP, est aussi
normale a la flottaison =,. Elle est par
conséquent verticale : la poussée est diri-
gée suivant P,M,. Agira donc sur le na-
vire un couple dont les deux forces,
égales au poids du navire, sont appli-
quées aux points G et P,. Pour que ce
couple redresse le navire, il faut que
le point d'intersection N de P,M, et de
GM soit au-dessus du point G. Cette
condition sera nécessairement satisfaite,
si la courbe des métacentres est au-des-
sus du point G. Fig. 18.

En définitive, pour savoir si l'équi~
libre est stable pour le roulis, il faut tracer la courbe des centres de
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poussée pour toutes les flottaisons isocarénes normales au latitudi-
nal, construire la développée de cette courbe, c’est-a-dire la courbe
des métacentres. Si cette courbe est au-dessus du centre de gravité,
Véquilibre est stable.

Pour savoir si 1'équilibre est stable pour le tangage, il faut tra-
cer la courbe des centres de caréne pour toutes les flottaisons isoca-
rénes normales au longitudinal, construire la développée de cette
courbe, c’est-2-dire une nouvelle courbe de métacentres. Si elle est
au-dessus du centre de gravité, I'équilibre est stable. Cette seconde
courbe est généralement & une trés grande distance au-dessus de la
premiére et du navire.

32. Mesure de la stabilité. Durée des petites oscillations.
— Considérons le roulis. Soit P le déplacement (poids du navire).
Le couple qui tend a ramener le navire est P.GN.sini. Pour des
inclinaisons inférieures a 100, la longueur MN est généralement
négligeable devant GM. Le couple est donc

P.GMsini=P (PM —PG) sin .

On désigne par ¢ la hauteur métacentrigue PM, et par a la dis-
tance PG du centre de gravité au centre de caréne initial. Le moment
de stabilité transversale est donc mesuré par la quantité

P(p—a)sini.

La distance p—=PM est complétement déterminée quand on se
donne la forme du navire et son déplacement : elle mesure la stabi-
lité de forme. La distance a=—PG dépend de la manitre dont la
charge est répartie; elle mesure la stabilité de poids. On la rend
d’autant plus petite que I'on charge plus bas; on peut méme faire en
sorte qu'elle soit négative, que le centre de gravité passe sous le
centre de poussée.

Nous avons déja dit que la distance PM est beaucoup plus grande
pour le fangage que pour le roulis : la stabilité du navire est donec
beaucoup plus grande pour une rotation autour d'un axe perpendicu-
laire & la quille que pour une rotation autour d’un axe parallele a la
quille.

Evaluons maintenant la durée des oscillations dans le roulis ou le
tangage.

Le navire est toujours soumis & un couple, au moins si nous
admettons qu’a chaque instant le poids est égal au déplacement.
Donc le centre de gravité doit étre immobile (§ 9). Ce n’est d’ail-
leurs qu'une premitre et assez grossiére approximation. Le navire
tourne done dans le roulis autour d’'un axe horizontal, sensiblement
parallele & la quille et qui passe par son centre de gravité G.
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Soit I le moment d'inertie par rapport & cet axe; la durée des
petites oscillations est donnée par la formule

T=2x% \/ I
gP{p—a)’
dans le systéme du kilogrammaetre.

La durée d'oscillation pour le tangage est donnée par la méme
formule, ou I représente le moment d'inertie du navire par rapport a
un axe perpendiculaire a4 la quille et passant par le centre de gra-
vité G, et R—a la distance GN correspondant au tangage. Comme I
et R—a sont toutes deux beaucoup plus grandes pour le tangage
que pour le roulis, la période reste du méme ordre de grandeur.

A mesure que la stabilité augmente, soit par raison de la forme,
soit par diminution de a (en arrimant la cargaison plus bas), la
période diminue : la vivacité du roulis augmente. Si 1'on veut une
lenteur d'oscillation telle que le navire roule peu, méme par une
mer assez forte, il faut que GM=—p—a soit petit; le métacentre
doit étre voisin du centre de gravité. Sur certains cuirassés,

p — a =160 centimétres.

La stabilité proprement dite et l'immobilité relative ou stabilité
dite de plateforme sont donc des qualités contradictoires. On les
concilie tant bien que mal en prenant une faible distance GM, mais
en choisissant la forme de la caréne telle que pour de grands angles
d’écart (le roulis peut atteindre 350), la distance GN, qui intervient
rigoureusement au lieu de GM, croisse rapidement.

Nous avons raisonné pour une mer calme. Quand la mer est hou-
leuse, on démontre que le navire tend & rouler par rapport a la nor-
male & la houle, comme il roule en eau calme par rapport a la ver-
ticale.

Si la période d’oscillation est exactement celle de la houle, c'est-
a-dire égale au temps qu’une créte met & s’avancer de la distance de
deux crétes consécutives, il y a résonance : I'amplitude des oscilla-
tions peut croitre d’'une maniére dangereuse!.

1 Pour fixer les idées, on saura que dans une houle réguliére, les particules liquides
décrivent en un temps t des trajectoires elliptiques situées dans des plans verticaux,
perpendiculaires aux crétes et aux creux des vagues et paralléles & leur direction de
propagation. Chaque particule se meut en avant quand elle est au sommet d'une vague,
en arriére quand elle est dans le creux. Les ellipses décrites sont sensiblement des
cercles 4 la surface ; quand la profondeur augmente, l'axe vertical diminue plus vite que
I'axe horizontal. La longueur d’'onde L est la distance de deux crétes ; la hauteur de la
houle est le diamétre de 1'orbite & la surface. Chaque particule faisant une révolution
quand Yonde avance de L, la vitesse de propagation V est L= Vz. On démontre
qu'il existe entre la vitesse et la longueur d’onde la relation :

vi= L
2n

Soit par exemple L =120 métres; on tire V=13m7 et ¢=8%8.

Pour éviter le synchronisme, on cherche & allonger la période d'oscillation T du
navire. Pour certains cuirassés on atteint 20%, valeur trés supérieure aux périodes ¢ de
la houle (6 & 10).
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33. Variations de la pression dans un fluide pesant com-~
pressible. — L’équation d’équilibre est encore :
dp
dz — b9

Mais p n’est plus une constante; c’est une fonction de la pression et
de la température.

Liguibes. — La loi de compressibilité des liquides est donnée par
la formule

V=V,[1—x(p—p)], :-=—:;[1—x(p—1>o>]-

Transportant dans 1'équation différentielle, intégrons ; écrivons que
pour z=0, p=p,; il vient:
—p)2
p_po_x_(Ly;o).=Poz'
x étant toujours trés petit, on peut résoudre cette équation par
approximation et poser p— p,=p,s dans le terme multiplié par x.

P—De= Pozl:1 -+ _7'-9205_ -

Evaluons les pressions en kilogrammes par cm?. Pour l'eau, on a
x= 0,000 05 (§ 65 du Cours de Seconde).

La densité p, de I'eau de mer étant 1,022, la pression a 8 kilo-
metres de profondeur est, non pas 800 X 1,022 —= 818 kilogs,

mais 818[1 4-409.0,000 05] =833 kilogs environ.

Le lecteur résoudra facilement le probleme suivant :

Quelle épaisseur A occupe une couche d’eau comprimée par son
propre poids, sachant que non comprimée sa hauteur serait 8 kilo-
métres ?

Gaz. — Nous admettons qu’il s’agit d'un gaz parfait et que I'on

peut poser : p= m—:_‘iL_o—tﬁ.p,

ol £ est la température, « le coefficient de dilatation (0,00365), o, la
densité pour la pression p,, & la température 0°.

L’intégration n’est évidemment possible que si I'on se donne ¢ en
fonction de z.

Admettons que la température est constante dans toute 1'épais-
seur de la couche d’atmosphére considérée. On a:

dp ____ gt —
45 = poiar) P =Kp-
D'ou : log nép p=Kz | C.
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Soit P et p les pressions qui correspondent aux hauteurs Z et z
comptées positivement vers le bas. Il vient :

1 P 2303 P
Z—z:—K—lognépz—z ':13(0 log?.

Le terme p,:gp,, qui entre dans la valeur de 1:K, a les dimen-
sions d'une longueur. Calculons-le dans un systéme quelconque
cohérent d'unités, par exemple dans le systtme du kilogrammeétre :
gpo est le poids du metre cube d'air 4 0° et sous la pression p,. Soit
Po une atmosphere, c’est-a-dire 10330 kilogrammes par métre carré :
g, est alors 1,293,

Dot gpo=10330: 1,293 — 8000 metres trés approximativement.
C’est ce qu’on appelle la hauteur réduite & 0°; c’est I'épaisseur d'une
couche de poids spécifique constant et égal a gp,, qui ferait équilibre
a la pression normale au niveau de la mer.

On trouve en définitive :

Z—z=18400(1+at)10g—§.

Si l'on voulait une rigueur plus grande, il faudrait tenir compte
des deux faits suivants: 1¢ la valeur de g diminue quand on s’éleve
" dans I'atmosphere; 2° elle varie avec la latitude. Mais, outre que la
température est loin d’étre constante dans une couche un peu épaisse
d'atmosphére, I'erreur que 'on commet sur I'estimation de la valeur
moyenne est telle, qu'il est absolument illusoire d'introduire ces
corrections.

On trouve au § 72 du Cours de Seconde un tableau qui montre
comment varient les pressions quand on s’éléve dans 1'atmosphére;
il est calculé par la formule précédente.

La hauteur d'une montagne ne peut étre mesurée avec le baro-
meétre qu'a 2 ou 39/; pres, dans les conditions les plus favorables et
en opérant avec deux baromeétres, 'un servant de témoin et conservé
au pied de la montague, l'autre transporté au sommet. On suppose
opérer avec un baromeétre donnant la pression sans erreur sensible.
Nous verrons (§ 119) quelles difficultés présente I'emploi des baro-
metres anéroides, les seuls qui sgient employés dans les opérations
courantes. Il ne faut pas oublier*que, méme en supposant connues
les températures, les courants atmosphériques peuvent modifier loca-
lement la pression : par exemple, sur la face est et la face ouest d'un
batiment par vent d’ouest ou d’est, on constate quelquefois des dif-
férences de 0mm 2 3 0™ 3 de pression, correspondant a des dénivel-
lations de 2 & 3 métres. Bien entendu, quand on opére avec un seul
barometre, l'incertitude est plus grande; 'erreur peut aller jusqu'a
59/, de la hauteur (30 métres pour une dénivellation de 10600 métres).

MASSE ET LIMITES DE L’ATMOSPHERE. — Pour de trés grandes hau-
teurs, il est clair que 'hypotheése de la température constante est
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 4
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inadmissible. D’ailleurs, en supposant 'atmosphére décomposée en
couches sphériques concentriques et appelant R le rayon de la terre,
la masse de I'atmosphére a pour expression :

M= dn(R 4 z)%pdz :
R

cette intégrale doit rester finie. Remplagons dans l'équation fonda-
mentale g par gR*: (R —-z)* pour tenir compte de la variation de g
avec l'altitude (théoréme de Newton); il faut, pour que M soit finie,
que la température décroisse trés rapidement quand on s’éleve. Les
expériences font & peu prés défaut pour les grandes hauteurs. Sui-
vant la loi admise, on reporte plus ou moins loin les limites de
I'atmosphére, c’est-a-dire les points ol la pression est une fraction
donnée (un millioniéeme par exemple) de la pression normale. Il
semble bien qu'ils sont situés a des distances du sol de l'ordre de
500 kilometres. ’

3k. Equilibre des couches superposées d’un fluide pesant
quand la température varie avec la hauteur.

Pour l'équilibre, les surfaces isothermes sont horizontales (§ 28);
d’ailleurs, les couches doivent décroitre de densité & mesure qu’on
s'éleve : d’ont une condition pour le taux de variation de la tempéra-
ture. Calculons-le pour un gaz.

L’équation d’'équilibre est (voir § 33) :

d d

Pour qu’a la hauteur z la densité ne varie pas, il faut que la varia-
tion de température satisfasse a la relation :

dt  pg 2730
T = pec — 8000 — 0034

Pour que l'équilibre soit possible, il faut donc que la température
ne croisse pag de plus de 00,034 par metre quand on se rapproche
de la terre. Nous verrons en Optique une application de ce résultat a
propos du mirage.

Les liquides étant & peu prés incompressibles, la condition d’équi-
libre pratigue est que la température décroisse quand on va vers le
fond du vase : sinon il y a convection.

On a étudié particulierement (Bénard) le phénoméne dans une
nappe liquide, horizontale, chauffée uniformément par dessous et
dont V'épaisseur est de l'ordre du millimetre. Le plus léger exces
local de température suffit a créer un centre d’ascension. On pourrait
croire que ces centres se répartissent et se déplacent au hasard.
L’expérience prouve au contraire qu'un régime permanent s’établit.

La masse se sépare en prismes hexagonaux droits, réguliers,
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égaux, formant une sorte de carrelage, dont les cotés ont quelques
millimétres de longueur. Ces prismes sont séparés par des cloisons
verticales AB, le long desquelles les particules liquides descendent
verticalement. Les trajectoires des particules sont contenues dans les

B Surface | hbre B
. |
A o

\{

Fig. 19.

plans verticaux passant par I'axe «f du prisme. Dans chacun de ces
plans, il en existe deux systémes symétriques par rapport a l'axe :
toutes les courbes du méme systéme sont parcourues dans le méme
sens et s’enveloppent les unes les autres. Le liquide monte dans les

régions voisines de l'axe et descend dans les régions voisines des
faces latérales (voir § 100).
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CHAPITRE III

CAPILLARITE

En Hydrostatique, on suppose aux liquides une fluidité parfaite;
nous verrons que cette condition est loin d’étre réalisée (§ 55 et sq.).
On suppose, de plus, qu'aucune force intérieure ne tend a modifier
la forme du liquide; ce qui revient au méme, que l'énergie poten-
tielle interne d’une masse liquide ne dépend ni de sa forme ni en
particulier de l'aire de la surface qui la limite. Nous allons montrer
dans ce Chapitre que I'hypothése est fausse.

35. Classification générale des tensions ou pressions. —
Nous rencontrerons dans 1'étude de la Physique trois espices de ten-
sions ou de pressions.

1o La tension T d’un fil déji définie au § % du Cours de Seconde.
Elle s’exerce suivant la tangente au fil, elle est donc complete-
ment déterminée comme direction. Elle a les dimensions d’une force :
MLT-*

20 La tension d’une surface. Elle s’exerce dans le plan tangent; il
y a donc une indéterminée dans sa direction. Ce n’est pas une force,
c’est une force par unité de longueur; ses dimensions sont MT.
D'une maniére générale, la tension d'une surface n’est ni constante
en tous points de la surface, ni normale aux lévres des coupures qui
servent a la définir. Il faut entendre par la que la surface étant inci-
sée, pour maintenir les bords de l'incision dans leurs positions pri-
mitives, il faut généralement exercer des forces qui varient d'un
point a I'autre de la surface, et qui ne sont pas normales aux bords
de l'incision. Pour un store baissé, par exemple, les tensions sur les
coupures verticales sont nulles, les tensions sur les coupures horizon-
tales sont normales et croissent & mesure qu'on prend un point
plus élevé : la quantité de matiére & supporter augmente. Les ten-~
sions sur des coupures inclinées sont encore verticales, c¢’est-a-dire
inclinées sur la coupure.
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3o Enfin, on peut faire une section dans un solide. La tension
nécessaire pour maintenir au contact les surfaces séparées par la
coupure, est une force par une unité de surface, une pression ou une
tension au sens ordinaire du mot; ses dimensions sont ML—T—2
Il y a deux indéterminées dans sa direction (voir plus loin § 96 et sq.).
Comme cas particulier, cas important qui se présente dans les fluides,
la tension est mormale a la surface d'incision et constante autour

d'un point (§ 27).

36. Phénoménes capillaires. — Tous les phénomenes de capil-
larité peuvent se déduire de la proposition suivante. L’aire S de la
surface libre d’un liquide tend 2 diminuer : le travail AT, dispo-
nible quand l'aire décroit de AS, est proportionnel 4 cette variation :
nous pouvons écrire AT=—=AAS.

A s’appelle la tension superficielle.

Une masse liquide posséde donc, du fait de I'existence d'une sur-
face libre S, une énergie potentielle AS proportionnelle a S. A une
diminution AS de la surface correspond une diminution AAS de
Iénergie potentielle, et par conséquent un travail AT contre les
forces extérieures.

Tout se passe encore comme s'il existait 3 la surface des liquides
une membrane tendue uniformément et indépendamment de la cour-
bure de la surface, et telle que si on fait une petite coupure dans
cette membrane, les forces nécessaires pour empécher les lévres
de cette coupure de s’écarter, soient normales & la coupure. Les
deux propositions sont absolument équivalentes. Cependant il ne
s'agit pas de chercher & se représenter cette membrane tendue: elle
nexiste pas; elle ne sert-que pour faciliter les raisonnements.

Les résultats sont identiques, que nous appliquions l'une ou I'autre
des deux propositions, et il est des cas ou la seconde conduit au
but plus rapidement que la premiére.

Dans le Cours de Seconde (§ 100 et sq.), nous avons prouvé
expérimentalement l'existence apparente de la membrane. Montrons
d’abord sur un exemple qu’on arrive aussi bien aux résultats que
nous avons alors énoncés, soit en invoquant I'existence de la mem-
brane, soit en posant que Uénergie potentielle de la surface libre est
proportionnelle & son aire, ce qu'exprime l'équation AT =—=AAS.

Calculons la pression dans une bulle de savon (§ 101 du Cours de
Seconde). :

Supposons la bulle gonflée a I'extrémité d'un tube T dans lequel
se meut un piston de section ¢; enfongons le piston d'une longueur
d; le volume de la bulle variede AV =—q.d.

Si p est 'exces de la pression intérieure sur la pression extérieure,
le travail qui accompagne le déplacement est

AG = pod = pAV.
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Calculons la variation As de la surface sphérique de la bulle.
On a s=14nR?, Vz—g—' nR3.

D’ou AV = P‘2A“.

La bulle est trés mince, elle est limitée par deux

T . spheres dont les rayons sont & peu prés rigoureuse-
ment égaux; donc la surface libre S du liquide est

égale a deux fois la surface s de l'une des spheres.

On a donc: AV=¥.
Appliquons le principe général du travail, il vient :
Fig. 20. _ pAS __
dG _pR—4— AAS.
D’olt enfin p= %A— .

C’est précisément la formule donnée en note du § 101 du Cours
de Seconde.

37. Rayon d’activité moléculaire. — A lintérieur de la sur-
face qui limite un milieu, il ne faut pas s’imaginer les parametres
caractéristiques du milieu (densité par exemple) prenant immédiate-
ment une valeur constante. Sur une longueur ¢ prise normalement a
partir de la surface, ils varient trés rapidement pour tendre (asymp-
totiquement en toute rigueur) vers la valeur qui caractérise les points
situés & l'intérieur d’'une masse indéfinie. La distance ¢ est donc par
nature mal déterminée, en foute rigueur infinie. On peut seulement
se proposer de trouver la distance ¢ telle que les propriétés ne dif-
ferent plus que trés peu des propriétés caractéristiques. Elle est
extraordinairement petite : elle mesure, si Uon veut, Uépaisseur de la
couche dans laquelle nous pouvons localiser Uénergie potentielle
superficielle. Pour une surface libre S, 1'énergie n’a sa valeur carac-
téristique AS que si l'épaisseur est supérieure a ¢ : sinon elle est
plus petite.

Les bulles de savon nous donnent une évaluation par excés de .
Nous verrons qu'on sait mesurer leur épaisseur (Cours d’Optique).
On peut admettre qu’elles éclatent infailliblement, si cette épaisseur
est inférieure & 2¢. Par exemple, on a trouvé pour épaisseur limite
des bulles 0#,4 =100v4; on doit conclure de cette expérience &< 50px,

Que le liquide n’a pas des propriétés identiques & l'intérieur et au
voisinage de la surface, c'est ce qu'on peut démontrer directement
par 'étude de la composition chimique des mousses qui se forment
quand on agite certaines dissolutions; l'expérience montre que la
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concentration y est plus grande. Il faut considérer comme un fait
trés général 'existence de couches de passage qui constituent comme
une sorte de membrane & la surface des corps.

38. Equilibre d’une lame liquide limitée par un fil de poids
négligeable et parfaitement flexible. — Nous avons rencontré,
au § 100-10 du Cours de Seconde, un cas particulier de ce probleme.
Sous l'influence de la tension 2A d'une lame liquide, c’est-a-dire des
tensions superficielles des deux surfaces libres de cette lame, un an-
neau de fil fin prend la forme circulaire. Etudions cette question
d’une maniére plus générale.

Nous verrons (§ 155) qu'un fil flexible formant une courbe plane
ne peut conserver en un de ses points une tension T et un rayon
de courbure R, que grice & une force égale & p par unité de lon-
gueur, dirigée dans le plan du fil, normalement a sa direction et vers
sa convexité; p est donnée par la formule p=T:R.

Si nous admettons qu’une lame liquide exerce une tension 2A cons-
tante et normale a la coupure, le fil qui la limite doit : 10 avoir tout
“de son long une tension T constante; car les seules forces qui
s’exercent dessus sont normales et ne peuvent faire varier cette ten-
sion; 20 avoir un rayon de courbure constant et, par conséquent,
prendre la forme d’une circonférence de cercle.

La tension T et le rayon R satisfont a la condition T=—=2AR.

On s’explique ainsi 'expérience que nous venons de rappeler.

En voici une autre analogue, mais pour laquelle on peut faire des
mesures précises,

A deux baguettes AA et BB sont !
attachés deux fils égaux h : la distance
des points d’attache est I. Le poids de
la baguette BB et des poids qu’elle
supporte est P. On demande la forme "
d’équilibre des fils sous l’action d'une 6{’
membrane de tension uniforme et nor-
male 2A, et la nouvelle distance A’ des '
baguettes. B

Les fils forment des circonférences
égales; leur tension T satisfait a la re- r
lation T=2AR. Négligeons le poids L
des fils et de la lame, et écrivons que
la tension des fils et celle de la lame
supportent le poids P. Nous avons la relation :

Fig. 21.

P =2T cos § + 2A1—=2A(2R cos 8§ }-1) (1)
Evaluons la longueur de l'arc AB; h=2R0. (2)
On a aussi: A'=2Rsin6. D'ou A':h=sin0:0. (3)
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Mesurant & et &', on peut calculer 6 puis R & l'aide des équations
(3) et (2).

Connaissant ! et P, I'équation (1) fournit la valeur de A.

39. Pression normale exercée par une surface dont la ten-
sion A est uniforme et normale aux coupures. — Soit O un
point de la surface, ON la normale
en ce point. Tragons sur la surface
une petite circonférence de centre O
et de rayon \. Faisons une incision
le long de cette courbe et mainte-
nons les choses en état au moyen
des forces F appliquées dans le plan
tangent. Cherchons la résultante
normale de toutes ces forces.

Faisons par la normale passer
deux plans faisant I'angle df : leurs
traces sur la surface sont aa' et bb'.
Soit p, le rayon et N, le centre de
courbure correspondant & ces sec-
tions trés voisines : o, =2X. Soit A
la tension superficielle.

Fig. 22. Sur chacun des éléments ab et a'}’
de longueur AdH, la tension est A)d9.
Sa composante normale & la surface, dirigée suivant ON,, est

A). dfsin B=AMN3d0,
puisque B est trés petit. La composante normale pour les deux élé-
ments ab et a'd’ est donc

2ANBdO =

2A\d0
—

Menons maintenant deux plans normaux aux plans donnant pour
traces aa' et bb'; cherchons la composante normale des forces F
appliquées aux deux éléments analogues & ab et a'b' ainsi décou-
pés. 1l suffit de remplacer dans la formule précédente p, par ¢, p,
étant le rayon de courbure des nouvelles sections.

En définitive, la composante normale a la surface due aux quatre
éléments que nous venons de considérer, symétriquement disposés
sur la circonférence, est :

i ) sy (L
2AX .de(i—kg) = 2A)dh (Rl + P‘2),
d’aprés un théoréme connu, en appelant R, et R, les rayons de
courbure principaux de la surface au point O.
Pour avoir la résultante normale due au cercle tout entier, il suf-
fit de prendre quatre par quatre tous les éléments formant le cercle;
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cela revient évidemment a remplacer df par %, puisque dans la

formule trouvée tous les autres termes sont constants. La résultante

normale est done : A\n ( }iT—I-TiI—) .
Mais la pression normale p est égale & cette résultante divisée par
l'aire de la surface qui ’exerce; 1'aire du cercle de rayon A est =)* :

donc enfin, p=A (%——I———é ) (1)
1 2
. 2A .
Si R;=R,=R, nous trouvons p=— " Si la surface ten-

due est double comme daus le cas d'une lame liquide, il faut rem-
placer A par 2A : c'est la formule p— éﬁ&—, du § 36.

Remarquons P’analogie de forme entre l'expression (1) et celle
qui relie la tension d’une lame liquide avec la tension du fil qui la

limite (§ 38).

40. Systémes laminaires. — Formons avec un fil métallique
une charpente limitée par des courbes quelconques fermées; trem-
pons-la dans un liquide donnant des lames persistantes et sortons-
la. Généralement il s’est formé des lames plus ou moins compli-
quées s’appuyant sur le contour ou aboutissant & d’autres lames.
Comme il existe sur leurs deux faces des pressions (égales ou iné-
gales) constantes, les lames satisfont chacune 4 une équation

_1%1— -+ —é;—: Constante.

Quelles que soient les charpentes employées, on constate : qu’a
une méme aréte liquide aboutissent toujours trois lames; que les
arétes liguides aboutissant 4 un méme point liguide, sont toujours au
nombre de quatre. 11 résulte de 1'égalité des tensions que les trois
lames aboutissant a4 une méme aréte, y font des angles égaux; par
suite, les quatre arétes concourant en un méme point liquide font
aussi entre elles des angles égaux.

En particulier, quand la pression est la méme des deux cotés
(pression atmosphérique), 'équation & laquelle satisfont les lames

est -+ -x-=0, R,=—R,; les courbures principales sont
R, " R,

égales et de signes contraires. De telles surfaces sont dites 4 courbure
moyenne nulle.

Comme surfaces réglées a courbure moyenne nulle, il n'existe
que le plan et I'hélicoide gauche a plan directeur. La charpente

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



58 MECANIQUE PHYSIQUE

employée dans ce dernier cas se compose d'un fil de fer servant
d’axe autour duquel circule un autre fil de fer courbé en hélice et
plié a ses extrémités de maniére & former une portion rectiligne,
aboutissant normalement & I'axe. Opérant comme il est dit ci-dessus,
on trouve une belle lame s’étendant de l'axe aux spires et consti-
tuant un hélicoide.

Figures de révolution. — Parmi les figures en nombre infini qu'on

peut obtenir, satisfaisant & 1'équation nous insis-

1
R,
terons seulement sur les figures de révolution.

Pour réaliser les figures de révolution, nous emploierons deux
anneaux horizontaux de fer de méme rayon R (8 centimetres par
exemple). L'un repose sur trois pieds, P'autre est tenu par un manche
formé d’un fil métallique. Kcartons l'anneau supérieur et soufflons
sur 'anneau inférieur une bulle de savon ; elle
est naturellement sphérique : la pression est
plus grande a l'intérieur qu’a l'extérieur.

Rapprochons I'anneau supérieur aprés I'avoir
mouillé : pour une certaine position, il se colle
contre la bulle.

L’expérience étant ainsi préparée, introdui-
sons une pipette dans la bulle et aspirons de
I'air. Nous obtenons par tatonnement, comme
surface latérale, le cylindre circulaire de rayon
R. Naturellement, & mesure que nous aspirons
I'air, la pression intérieure décroit. Pour le
cylindre, une des courbures est nulle, lautre
2A
R

puisqu’il y a deux surfaces actives. Le volume
Fig. 23, est fermé par deux calottes sphériques de rayon

2R, puisqu’alors l'excés de pression di aux
calottes est égal & I'excés di & la surface latérale :

( R+2R> 2A-

L’expérience montre que 'on ne peut jamais obtenir, quel que
soit le diamétre primitif de la bulle, un cylindre dans lequel le rap-
port de la hauteur au diametre est supérieur a 3,5; il y a donc alors
instabilité de la figure. Si on augmente la hauteur, il y a une ten-
dance au sectionnement ; ce sectionnement régulier se produit, comme
nous le verrons, dans les cylindres liquides.

Supprimons encore de l'air ; bientot les bases terminales deviennent

est égale & R; l'exces de pression est

planes; la figure satisfait & la condition TiT—l_-l_i—_o ; clestce
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qu'on appelle une caténoide, la courbe méridienne est une chainette.
La pression est alors la méme & l'intérieur et a 'extérieur.

Enlevons encore de l'air, la pression devient plus petite & l'inté-
rieur qu’a 'extérieur.

Nous aurions pu, & partir de la sphére, augmenter la pres-
sion, Nous obtenons ainsi toutes les figures de révolution satisfaisant

a I'équation RLI—{- éa =Crt,
Autre procédé pour obtenir les surfaces satisfaisant & Uéquation
1 1
KR
On peut réaliser les mémes expériences non plus avec des lames
dont on puisse négliger le poids, mais en formant les figures avec
un liquide dans un autre liquide non miscible, de méme densité. On
élimine ainsi 'action de la pesanteur. On fait un mélange d’alcool et
d’eau en proportions convenables, et I'on prend I'huile comme second
liquide.
Les expériences se font identiquement de la méme maniére; en
particulier, on réussit trés aisément les figures de révolution.

= Cte,

41. Formation des gouttes. — Nous avons décrit comment se
forme une goutte & l'extrémité d'une baguette cylindrique de verre
(§ 100 du Cours de Seconde). Un phénomene analogue se produit
quand un liquide s'écoule lentement par un tube. La goutte est sup-
portée par la tension capillaire, et pas du tout, comme on pourrait le
croire sans réflexion, par la cohésion normale du liquide; on entend
par cohésion normale la résistance 4 la séparation normalement 4 un
plan. Nous savons que la cohésion tangentielle est quasi nulle pour
un liquide par la définition méme de la fluidité; cela veut dire qu'on
peut faire glisser sans travail sensible les couches les unes sur les
autres. Il ne faut pas conclure que la cohésion normale soit négli-
geable : nous verrons plus tard qu’elle est énorme. Mais elle n’inter-
vient pas ici.

Les propositions précédentes résultent de 1'expérience : elle nous
apprend que le poids des gouttes est proportionnel, non pas 4 laire de
la section ox se fait Uétranglement définitif, mais au diamétre de cette
section. C’est donc bien la résistance de la surface latérale qui inter-
vienl pour soutenir la goutte, c’est-a-dire la tension superficielle,
et non pas la cohésion normale du liquide de part et d’autre de la
section d’étranglement.

1 Nous ne saurions trop engager le lecteur a répéter ces expériences. 1l se servira
du liquide suivant :

Eau 1000 gr. Savon blanc 10 gr. Sucre 400 gr.
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Tout ce qui modifie la tension superficielle modifie le poids des
gouttes. En particulier, on construit des compte-gouttes servant
d’alcoometre. lls donnent avec l'eau pure des gouttes de 50 milli-
grammes par exemple, et fournissent par conséquent 100 gouttes
pour 5 centimétres cubes. Le nombre des gouttes devient 239 pour
de I'alcool 2 90°. On congoit qu’une table permette, d’aprés le nombre
des gouttes, de déterminer la richesse alcoolique.

I1 suffit d’approcher de '’extrémité du tube ol se forment les gouttes,
un vase contenant de 'éther pour modifier leur poids. Ce poids dépend
en effet de la composition de la couche superficielle et pas du tout
de la composition moyenne. La vapeur d’éther modifie la tension
d’une maniére sensible sans changer cette composition. Nouvelle
preuve que la cohésion normale n’intervient pas.

42. Ascension d’un liquide le long d’une paroi plane indé-
finie qu’il mouille. — Prenons comme plan des yOx un plan ver-

x C/|S 0

Fig. 24.

tical normal a la paroi, I'axe Oz étant situé dans la surface libre hori-
zontale du liquide. Si le liquide mouille la paroi, nous constatons que
sa surface se reléve, au voisinage de cetfe paroi, suivant un cylindre
dont nous nous proposons de déterminer la trace sur le plan yOx.

D’aprés les régles de 1'Hydrostatique, la pression doit étre la méme
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en tous les points du plan horizontal Ox. Or, quand nous passons
d’un point A extérieur a la surface libre au point B trés voisin, situé
dans le liquide de l'autre cété de la surface libre, la pression dimi-

nue brusquement de A<%+%—>, la surface libre est une surface
1 2

de discontinuité pour la pression.
Ici T'un des rayons de courbure est infini; si nous désignons I'autre

par R, la diminution brusque de pression est —%

Quand ensuite nous descendons dans le liquide de B en C, soit
d’une hauteur y, la pression croit de 3.y, si § est le poids spécifique
du liquide.

Ecrivons que la pression est constante dans le plan horizontal Oz.

L’équation de condition est :

A__ Ay

C'est 1'équation différentielle de la section droite de la surface!;
remarquons que l'inclinaison de la paroi n’intervient pas.

Une intégration est immédiatement possible : écrivons de plus que
pour y =0, y' =0, ce qui revient & dire que le plan Oz se con-
fond avec la surface libre loin de la paroij il vient :

v =5 (=)

L’équation peut s'écrire :

A .
y = 28 (1= sin ).
Le signe — correspond a la branche QMN; § varie de %a 0. Le

signe -}~ correspond a la branche NP; 6 varie de 0 é%.

Si la paroi est verticale, il faut poser §=0; le liquide s’éleve a
une hauteur h=4/2A:3 . La mesure de % fournit la valeur de A.
Si la paroi plane SMT ou SM'T' fait avec le plan vertical 'angle 6,
I'équation donne l'ordonnée des points M ou M' de tangence; on
choisit, suivant le cas, le signe — ou le signe .

Si la paroi est horizontale, telle que PU, le liquide monte au
maximum a une hauteur H=2yA:3.

1 Le raisonnement précédent montre que I'équation différentielle générale de la sur-
face libre d'un liquide pesant est :

1 1\ _
A (i +1g) =2
quelle que soit la forme des parois qui le limitent. Nous retrouverons cette équation
plus loin avec des notations un peu différentes et d’autres conventions de signes.
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Tous les raisonnements précédents sont encore valables pour une
paroi légérement courbe, par exemple pour la paroi d'un tube d’assez
grand rayon plongeant verticalement dans le liquide. La solution est
d’autant plus exacte que le rayon est plus grand.

Remarque. — La courbe que nous venons d'étudier se retrouve
en Elasticité (§ 114). C'est la forme d'un fil flexible, trés long, atta-
ché librement en Q, portant en W une charge et passant librement
en R dans un petit anneau. La ligne 0 doit étre placée verticalement.

43. Définition de la tension superficielle dans le cas de deux
liquides en contact ou dans le cas d’un solide et d’'un ligquide.
— Pour comprendre comment un liquide se comporte au voisinage
d’un solide ou en présence d'un autre liquide, il faut reprendre la
question d’une maniére plus générale.

Considérons un liquide dans un vase. Soit S la surface libre,
s 'aire de la surface de contact du liquide et du solide, v le volume.
Nous avons admis que 1’énergie potentielle de la surface libre a pour
expression AS; nous admettrons qu'une certaine énergie potentielle
réside dans la surface de contact liquide-solide et qu’elle a pour
expression Bs. Prenons pour plan de référence un plan horizontal
quelconque, et comptons les z positivement vers le haut normale-
ment & ce plan. L’énergie potentielle totale du liquide peut s’écrire
(4 une constante prés qui dépend du choix du plan de référence) :

E=/p [sdv+ AS + Bs,
ol p est le poids spécifique.

La détermination des conditions d’équilibre revient & chercher la
condition pour qu'une petite modification de la surface compatible
avec les liaisons ne modifie pas cette énergie : 3E =0.

Supposons d’abord que la surface s reste inva-
riable pendant la modification. Remplagons la surface
S par une surface S’ infiniment voisine, limitée au
méme contour pour que s reste le méme, et cher-
chons les variations des deux premiers termes de E.

Tragons sur S les deux systémes de lignes de cour-
bure, découpant de petits rectangles curvilignes de
cotés dl,, dl,, Menons des normales aux sommets
des rectangles, et prolongeons-les jusqu’a S': soit
dn la longueur de ces normales. Nous formons ainsi
sur la surface S' de petits rectangles dont les cotés
dl'y, dl, sont reliés aux cdtés dl,, dl, par les rela-
tions dues a la comparaison de triangles sem-
Fig. 25. blables :

d
di, =—dl, (i —i—%’:), dv,=dl, (i + T’:) .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAPILLARITE 63

L'accroissement d'aire du petit rectangle est donc :
"y 1 1
dv,dl,— didl,=dldldn(—+ )

Les rayons de courbure sont positifs s’ils sont intérieurs 4 la masse
liquide, dn est positif §'il est extérieur au liquide. Avec ces conven-
tions, 'accroissement d’aire est en grandeur et en signe :

3S — f (%l—}- f{ )dndS.

La condition que le liquide ne change pas de volume est f dndS =0.

L’accroissement de l'énergie potentielle due a la pesanteur est
P f zdndS. En effet, la surface S’ est tantot au-dessus (dn>> o), tantdt

au-dessous (dn <o) de la surface S. Prenons tout le liquide limité
par S et S’ dans le second cas, et transportons-le dans le plan z—o.
Comme dn<Co, l'énergie potentielle qui décroit, varie de pfz.dnds
en grandeur et en signe, l'intégrale étant étendue a la portion de la
surface liquide qu'on vient de définir. Reprenons ce méme liquide
dans le plan z=0 et transportons-le dans l'espace 4 remplir, c’est-
a-dire 1a ot S’ est au-dessus de S (dn>>o0); l'énergie potentielle
croit de p f zdndS, Tlintégrale étant étendue a la seconde portion
de la surface liquide. Or la variation d’énergie potentielle ne dépend
pas du chemin parcouru; donc quelle que soit la maniére dont le
liquide se déplace, la variation totale d’énergie potentielle est bien
pfzdndS étendue a la surface entiere.

Ecrivons que 'énergie potentielle n’a pas varié.

S/ [A(—t—:? +-I%)+ pz]dnds —0.

Comnie la relation doit étre satisfaite pour toute petite déformation
de la surface, il reste comme condition :

1 1
A<TI+E>+92:=0.

C’est, avec d’autres notations, 1'équa-
tion de la note du § 42.

Supposons maintenant que l'aire s de
contact entre le liquide et le solide,
change pendant la modification. Soit ¢ la
ligne de séparation de S et de s, ¢ la
ligne de séparation de §' et de s. En tous
les points de ¢ menons des normales & S.

Nous décomposons ainsi la surface S' en
deux parties S, et §;. Fig. 26.
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D’aprés ce qui précéde, nous pouvons écrire :

§,—8,= [ (TtlT‘l‘”JFlr) dndS".

Soit dv la distance des lignes ¢ et ¢, comptée positivement vers
I'intérieur du liquide; nous avons évidemment :

33:f¢:.dv=ffdc.dv.

Enfin S, peut é&tre considéré comme la projection des éléments
dvds sur la surface S. Soit donc a l'angle de raccordement que rien
n’empéche pour linstant de supposer variable d’'un point & l'autre :

S, = —fcos advds.

Ecrivons que 1'énergie potentielle ne change pas :

f[A(%l—l-—Tl{a—)—l-pz]dndS—l-(-—Acos 2 - B)dvdo=0.

Cette condition doit étre vérifiée quelle que soit la modification de
la surface; nous concluons done, outre la condition d’équilibre déja
trouvée, la condition :

—Acosa+B=0, cosa= g .

L’angle « de raccordement est constant, cos « est égal au rapport
des énergies potentielles par unité de surface du systéme liquide-solide
et du systéme liquide-gaz.

Comme A et B sont des quantités positives, il résulte d’abord de
la théorie précédente que l'angle « ne peut étre qu'aigu. G'est néces-
saire pour qu’a une augmentation de s corresponde
une aire S, négative; l'accroissement d'énergie
potentielle dd & l'accroissement de surface de
contact du solide et du liquide est compensé par
la diminution — &', de la surface libre du liquide.

Pour B=—0, le liquide se raccorde normale-
ment. A mesure que B croit, I'angle « diminue

B-A

0¢BcA

a partir de % et se rapproche de 0 ; enfin pour

B=A, ona:a=0.
Si B> A, brusquement le phénomeéne change.
L’angle de raccordement est imaginaire, 1'équi-
Fig. 27. libre n’est plus possible. Le liguide mouille le
solide. Il tend & recouvrir le solide d’une trés mince
couche. En effet, pour chaque unité de surface recouverte, 1'énergie

1 Remarquons que, d'aprés nos conventions de signes, dn et dv sont négatifs dans le
cas de la figure 26; &s est négatif et §'y <S,; au contraire, S'3>0.
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potentielle diminue de B — A unités de travail. Comme l'action de la
pesanteur intervient 4 peine pour balancer cette diminution d’énergie
potentielle, que le frottement est faible, la couche pourra s’étendre
fort loin. Il faut alors, dans les raisonnements, faire abstraction du
solide et le supposer remplacé par du liquide.

Voici quelques remarques importantes.

Nous pouvons admettre que dans une surface solide réside une
énergie potentielle CI proportionnelle & I'étendue X de cette surface;
la rigidité des parties du solide les empéche d’obéir a la tension qui
tend & diminuer la surface libre. La théorie précédente n’est pas
modifiée par cette hypothése; I'expression de la variation de I'énergie

devient : dE= pszdv - AdS 4 Bds -} C3Z.

Mais on a toujours : 3s—}3X =10, car la surface totale du solide
est invariable ; d’ol

SE =3 [zdv 4 A¥S+- (B—C)3s.

11 suffit donc, pour retrouver les mémes résultats, de poser que B
représente dans les calculs précédents la différence B— C. Mais la
généralisation nous permet de considérer la possibilité d'un B négatif.

On a cherché & expliquer par I'existence de la tension superficielle
des solides certains phénoménes d’écaillement qui se produisent quand
on cherche a obtenir des arétes extrémement vives (Brillouin).

On peut considérer la surface liquide-solide comme tendue, la ten-
sion superficielle est B. La condition A cosa—DB exprime que les
composantes tangentielles de ces deux tensions se font équilibre.

Rayon d’activité moléculaire. — Pour que l'angle « ait la valeur
caractéristique du systéme liquide-solide employé, il faut que I'épais-
seur de celui-ci soit suffisante. Si I'on plonge du verre recouvert
d’'une couche de platine plus ou moins épaisse dans le mercure,
l'angle de raccordement est égal & celui du syst®me mercure-verre
pour un platinage quasi nul; il ne devient caractéristique du sys-
téme mercure-platine que si la couche de platine est supérieure a
2¢ (§ 37). On trouve ainsi pour ¢ des valeurs de 'ordre de 50w,

4%, Liquide ne mouillant pas le solide avec lequel il est en
contact. Caléfaction. — Quand le liquide ne mouille pas le solide,
nous venons de voir que la surface liquide aboutit & la surface
solide sous un angle « constant, caractéristique du systéme solide-
liquide considéré; c'est I'angle de raccordement.

Le liquide s’abaisse au voisinage de la paroi. On a toujours 'équa-

tion générale : y? =—2§- (1 5= sin§).

On compte les y positivement au-dessous de la surface libre XX,
Cours de Physique. — H. BOUASSE. b]
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6 est l'angle avec la verticale. La branche ABCD correspond au

signe —, 6 varie de 5 & 0. La branche DE correspond au signe -+,
g ’ P) P

6 varie de 0 2a -12—:-

Supposons la paroi verticale, on a §=ua«; I'équation donne immé-
diatement l'abaissement au-dessous du niveau général XX.

Pour le mercure, A =47 milligrammes par millimétre, a=—=42o,
3=13,6; on trouve pour abaissement 1mm 51,
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Fig, 28.
Goutte infiniment large. — Supposons que la paroi CF fasse

Pangle & avec le plan horizontal ; 'angle de raccordement devant res-
ter le méme, la surface liquide fait avec la verticale un angle

™
d—=a-to0— 9
L'ordonnée du point de raccordement au-dessous de XX est done :

y=\/g§[4 Fcos(a+tw)] -

Diminuons peu & peu o jusqu’a 0, la surface solide vient en MNP :
elle est horizontale. La hauteur H' est fournie par la relation

H'=\/—2—?(1—|—cosa) .

Les mesures de H' et de A—=1/2A :3, permettent de calculer «
et A.
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Caléfaction. — Le phénomene de la caléfaction se produit quand
on verse une petite quantité de liquide sur une plaque métallique
fortement chaulfée. Le liquide forme une goutte qui ne fouche pas le
métal : il est généralement trés au-dessous de son point d'ébullition.
La goutte caléfiée est soulenue a distance finie de la plaque chaude
par la vapeur qui se produit abondamment sur la surface liquide en
regard de la plaque. L’angle de raccordement qu’elle fait avec la
plaque est nul. Le profil d'une large goutte peut donc étre calculé
par les formules précédentes, dans lesquelles on fait « = 0.

. A . /2A I
H_2\/-§, h_\/8 , H:h=yZ.

45. Mouvements dus aux phénoménes capillaires. — On peut
les classer en deux groupes.

Mouvements dus & la forme des appareils. — Dans des tubes
coniques, une goutte d'un liquide mouillant les parois tend a se
déplacer vers le sommet du céne; elle tend & s’éloigner du sommet
si le liquide ne mouille pas les parois. En effet, quand le liquide
mouille les parois, les surfaces terminales se creusent vers l'intérieur
de la goutte. Or ce sont des surfaces de discontinuité pour la pres-
sion; la diminution de pression quand on passe de l'extérieur a I'in-
térieur de la goutte est d’autant plus grande que le rayon de cour-
bure de la calotte est plus petit. Donc la pression a lintérieur de
la goutte est plus petite vers la surface voisine du sommet du cone
que vers la surface opposée. L’équilibre ne peut exister, il y a dé-
Placement vers le sommet du cdne. .

Méme explication quand le liquide ne mouille pas; mais il existe
alors une augmentation de pression quand on passe de l'extérieur
a l'intérieur de la goutte, & travers les calottes terminales.

On démontre trés simplement que deux parois paralleles et mobiles
tendent & se rapprocher quand elles sont plongées dans un liquide
qui les mouille toutes deux ou ne les mouille pas. Il suffit de consi-
dérer la surface libre comme une surface de discontinuité pour la
pression et d'évaluer la pression pour les divers plans horizontaux.
On trouve qu’elle est, sur une certaine hauteur, plus petite entre les
parois qu'a l'extérieur.

Les parois tendent & s’éloigner si 'une est mouillée et I'autre pas.

Pour des raisons analogues, deux corps flottants se rapprochent si
tous les deux sont mouillés ou ne le sont pas. Ils s’éloignent 'un de
I'autre si l'un est mouillé et I'autre sec.

Mouvements dus & des inégalités de la tension aux divers points de
la surface. — Si la tension en un point est plus petite qu'aux points
voisins, la surface se trouve comme arrachée. C’est ce qu'on obtient
quand on chauffe un point de la surface d'un liquide par 'approche
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d’'une barre de fer rougie. Nous verrons, en effet, plus loin que la ten-
sion diminue quand la température s’éleve.

De méme, plagons dans un vase une mince couche d'eau et lais-
sons tomber au milieu une goutte d’éther, Les surfaces touchées par
I'éther, dont la tension se trouve diminuée, sont si violemment arra-
chées, que le vase est asséché en son milieu.

Sur les mémes phénoménes sont basées les méthodes de dégrais-
sage. On place un buvard au centre de la tache, et on en chauffe les
bords avec un fer a repasser. La graisse se rassemble au milieu de
la tache et est absorbée par le papier buvard.

On explique par des diminutions locales de tension superficielle
les mouvements tourbillonnaires du camphre projeté sur l'ean trés
propre. Une trace d’essence de térébenthine ou d’huile les supprime
en recouvrant l’eau d’une couche extrémement mince (§ 46), de
faible tension. Une épaisseur d’huile inférieure a 2wr suffit & arréter
les mouvements. On ne mesure pas ainsi la quantité ¢ définie au § 37,
mais on prouve l'extraordinaire divisibilité de la matiere.

46. Phénoménes au contact de deux liquides. — Plagons

une goutte d'un liquide L, sur un liquide L,. Nous avons trois sys-
témes, L,/air, L,/air,
T,

p ’ L,/L,, et par consé-

\ quent trois tensions T,
= T T,, T..

/ //{//WV/V Z /%//; ﬂLal’condition de rac-
2 - Tu

cordement est que ces

tensions se fassent équi-

Fig. 29. libre sur la courbe de

raccordement. Ce n’est

possible que si la tension T, est inférieure & la somme des deux

autres; sinon la goutte s’étale et recouvre compléetement le liquide 2.

Dans le systtme CGS (dyne centimeétre), les tensions ont par
exemple les valeurs :

Eau=173, Hg=—3536, Eau/Hg=41T7.
Comme . 417 475 (= 492) < 536,

I'eau s’étale sur le mercure propre.
De méme, on a :

Eau="75, Huile==37, Huile/Eau=21.
Comme 37421 (=58)< 75,

I'huile s’étale sur I'eau propre.
Quand deux liquides se raccordent sur une paroi solide, I'angle de
raccordement est donné par la condition que les composantes des
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t{'Ois tensions T:_ =L,/solide, T,=L,/solide, T,,=L,/L,, tangen-
tiellement au solide se fassent équilibre. D'ott la condition :

Tycosa=T,—T,.

L’angle a est aigu du cété de la plus petite des deux tensions T,
et T,, Si T,>T,4T,, Iéquilibre n'est pas possible. Un des
liquides repousse l'autre et tend a s’interposer entre lui et la paroi.

Le principe général que nous appliquons a ces phénoménes est
que I'énergie potentielle totale tend toujours a devenir minima.

471. Emulsions. — Une émulsion est formée de petits globules de
forme presque rigoureusement sphérique d'un liquide a l'intérieur
d'un autre liquide. Pour qu'une émulsion se maintienne aisément,
il faut que la tension au contact T,, soit suffisamment faible. Autre-
ment les globules ne tardent pas a se réunir (afin de diminuer la
surface de contact entre les liquides et conséquemment 1'énergie po-
tentielle), et I’émulsion disparait.

Ainsi, la tension eau/huile étant relativement grande, I'émulsion
ne subsiste pas; I'’émulsion de I'huile dans I'eau de savon est beau-
coup plus stable, parce que la tension relative est plus faible.

48. Variation de la constante capillaire avec la tempéra-
ture. — Nous avons vu (§ 102 du Cours de Seconde) que 1'ascension

capillaire dans un tube de rayon r est donnée par la formule A= pr o

ot p est le poids spécifique du liquide : A=—%— . hr.p. Nous avons

négligé dans notre raisonnement le poids spécifique du gaz par
rapport & celui du liquide. Reprenons-le en en tenant compte; nous
aurons ainsi l'occasion de donner une seconde démonstration de la
loi de Jurin.

Soit p, le poids spécifique du liquide et p, celui de I'atmosphére
gazeuse. Assimilons la surface libre & une demi-sphére de rayon r.

T 2A
Quand on la traverse, la pression diminue brusquement de ——. Pour

arriver au plan horizontal o se trouve la surface libre extérieure au
tube, il faut descendre d'une hauteur A. Dans le liquide, il y a de ce
fait un accroissement de pression égal a4 hp,; dans le gaz, I'accroisse-
ment est de hp,. Mais la pression est la méme pour ce plan hori-
zontal dans le tube et hors du tube; nous avons done la condition :

2A .

hp,— ——=

i
r hp,, A= ) hr(Pl—P:)-

Quand on opére & des températures croissantes, la différence

Py— p, des poids spécifiques diminue; cependant 'ascension h décroit,
ce qui prouve que A diminue encore plus vite que p,— p,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



70 MECANIQUE PHYSIQUE

Un cas intéressant souvent réalisé consiste & prendre pour atmos-
phére extérieure la vapeur saturée du liquide. Le tube capillaire est
enfermé dans un tube épais et large qu'on scelle & la lampe aprés
I'avoir vidé d’air et rempli en partie du liquide & étudier. On chauffe
le tout dans des étuves convenables. L’expérience montre que l’ascen-

sion décroit dans ces condi-
A|Ascensions tions sensiblement suivant une
fonction linéaire de la tempé-
rature. Il serait impossible
dans ce cas de négliger p,
devant p,, car nous savons
que la différence p, —p, di-
minue quand ¢ augmente et
s’annule au point critique.

L’ascension h s’annule évi-

D\ ¢ demment 2 la température
0 ® Jempérotures  critique O, puisqu’alors le li-
Fig. 30. quide et la vapeur deviennent

identiques. Si la loi reliant A
4 la température était rigoureusement linéaire, l'intersection de la
droite h=/f(¢) avec l'axe des températures permettrait la détermi-
nation aisée de la température critique ®. Mais il semble qu'au voi-
sinage de O la courbe s’infléchit suivant BD comme le montre la
figure. Néanmoins la distance DC est toujours assez petite pour
que la méthode fournisse © avec une approximation de quelques
degrés.

On a trouvé par exemple pour l'ascension de 1'éther entre — 1000
et - 1600 la formule k2=—1—0,00496 ¢ en valeurs relatives. Elle
donne pour h=0, ® =202¢ au lien de 1940 qui est la température
critique vraie.

49. Relation entre la constante capillaire et le poids molé-
culaire. — Nous savons que pour augmenter la surface libre d'un
liquide de AS, il faut dépenser un travail AAS. On appelle énergie
superficielle moléculaire le travail nécessaire pour produire un accrois-
sement de surface E=AS égal a la surface sur laquelle se trouve
la masse moléculaire. Il est clair que cette surface n'est détermi-
née que si nous donnons 1'épaisseur ¢ de la couche définie au § 37.
Nous dirons par hypothése que cette couche renferme toujours un
méme nombre de strates de molécules ; elle mesure donc, 4 un fac-
teur absolu prés, 1'épaisseur de la molécule dans le sens normal & la
surface. Les molécules occupant autant de place dans tous les sens,
la surface AS est proportionnelle & ¢2; le volume moléculaire V,=:AS
est proportionnel a ¢ : donc il est donné en fonction de AS par la

formule AS:V,%,, 2 un facteur absolu prés.
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Soit M le poids moléculaire, p, le poids spécifique; le volume molé-
culaire V,, est égal 4 M : p,.
Par définition, I'énergie superficielle moléculaire est :

E=AVi=mbi(A:ph).

On a trouvé que %—Ei était pour un grand nombre de liquides a peu

prés constant, et la méme constante.
On pourrait donc poser pour tous les liquides normaux :

AZ=K(®—1), (1)

K étant une constante absolue, © la température critique; formule
analogue & celle des gaz parfaits ol la tension A joue le role de la
pression, la surface I le rdle du volume,

I1 est important de remarquer qu’il est contradictoire de représen-
ter simultanément par une fonction linéaire de la température les
deux expressions :

A A

2 et
bPr— P € pl%,

puisque p, et p, en sont des fonctions complexes (voir § 48).

Nous pouvons dire seulement que les deux courbes représenta-
tives de ces fonctions tendent approximativement vers des asymp-
totes rectilignes pour des températures assez éloignées du point cri-
tique.

qLa formule (1) exprime que les asymptotes des courbes représen-
tant en fonction de la température les énergies superficielles molé-
culaires, sont sensiblement paralléles pour un grand nombre de
corps. Exprimée en ergs, la constante K a alors une valeur moyenne
égale a 2,1.

Pour certains liquides, au contraire, on trouve une valeur notable-
ment plus petite ou plus grande. Il en est ainsi pour les alcools
(alcool méthylique, K=0,97), les acides gras (acide formique,
K=10,99), le phénol, I'acétone,... généralement les corps qui con-
tiennent I'oxhydryle (eau, K=0,89).

Si K=2,1, on dit que les corps sont normaux. Si K<24, il y
a association de molécules; si K> 2,1, il y a dissociation.

Voici un exemple de calcul de la constante K. Pour le sulfure de
carbone, on trouve en CGS

a19°,4 A =33,58 dynes densité — 1,264
46°,1 29,41 dynes 1,223
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72 MECANIQUE PHYSIQUE
Le poids moléculaire est 76. Le volume de 76 grammes de CS* est
60,1 cm3 a 1904 et 62,1 & 4601.

On peut donc calculer I'énergie superficielle moléculaire; on
trouve :

B15,4 ergs & 1904,  461,4 ergs & 460,1.
K=(515,2—461,2): (46,1 —19,4)=2,022.
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CHAPITRE IV

ECOULEMENT DES FLUIDES. VISCOSITE.
RESISTANCE AU MOUVEMENT.

50. Ecoulement d’un liquide en paroi mince. — Nous suppo-
sons que le liquide s’écoule par un orifice circulaire de section s,
percé en paroi mince, ou, si la paroi est épaisse, par un trou dont les
parois coniques présentent un biseau tranchant vers I'intérieur. Par un
procédé quelconque, nous maintenons la surface libre du liquide & une
hauteur constante A, au-dessus du fond.

L’expérience montre d’abord que la veine liquide est, & partir de
Vorifice, nettement conique, et qu'elle ne devient sensiblement cylin-
drique qu’a des distances de 'orifice qui peuvent atteindre une fois et
demie son diamétre : elle est cependant encore légérement conique. La
section contractée s, qui termine l'étranglement brusque initial, est
plus petite que s,; on appelle contraction le rap-
port (s;—s,):s,. Pour un orifice circulaire et de
Ieau, la contraction est voisine de 0,4, quand le
diamétre est supérieur & 10 millimétres; on a
donc s,:s,=0,6 environ.

Soit v la vitesse moyenne dans une section
d’aire s : le volume de liquide qui s’écoule pen-

ant I'unité de temps est par définition Q=uvs.
Pour déterminer s, on mesure directement le dia-
meétre de la veine contractée ; avec un colorant
quelconque, on rend le liquide opaque et on
photographie la veine sur fond lumineux. L’épais-
seur de l'image sur le cliché permet de déterminer
les dimensions de l'objet. On connait donc trés
exactement la vitesse moyenne dans une section
quelconque par la mesure du diametre de cette
section et de la quantité de liquide qui s’écoule dans 'unité de temps.

Régle de Torricelli. — Pour calculer la vitesse verticale moyenne v
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4 une hauteur h quelconque au-dessous de la surface libre, admet~
tons que les frottements sont nuls. Ecrivons que le travail se retrouve
sous forme d’énergie cinétique. Considérons un volume ABCD quand
I’état permanent est atteint. Il passe au bout d'un petit temps d¢ a
la position A'B'C'D'. Le travail accompli correspond au passage
de la petite masse dm=—23VSdt=23vsd¢ de ABA'B' en CDCD’;
3 représente la masse spécifique du liquide. Le travail a pour expres-
sion 3gvs . hdt=ghdm. L’accroissement d'énergie cinétique est

d

5 (P — V),
car par hypothése dans chacune des tranches considérées les vitesses
vraies des divers filets sont sensiblement égales et verticales.

Ecrivons que I'énergie se conserve :

-‘%" (¥ —V?)=ghdm, v,—Vi=2gh.
Mais V est petit devant v, puisque s est petit devant S; & fortiori

V2 est négligeable devant v2. Donc on peut écrire :

v= \/2?7'—:
c’est la regle de Torricelli. La vifesse est la méme que si Uélément de
volume CDC'D' considéré tombait verticalement en chute libre & partir
de la surface libre supérieure du vase.

L’expérience prouve la parfaite exactitude de cette régle, & la con-
dition qu’on Y'applique précisément dans les conditions exigées par
les hypothéses. Or ce n’est qu’a partir de la section contractée s, que
les vitesses des divers filets peuvent étre considérées comme égales
et verticales. C’est donc & partir de cette section que 'équation s’ap-
plique.

51. Forme de la veine. Causes de la contraction. — Le
débit Q est le méme a travers toutes les sections de la veine; donc
nous avons Q—wvs=C"; v est la vitesse verticale moyenne. Nous
ne pouvons déduire de cette condition et de la régle de Torricelli la
loi de variation de s en fonction de %, que si le raisonnement précé-
dent s’applique, c’est-a-dire si la vitesse vraie est peu différente de
la vitesse verticale moyenne. Nous aurons alors :

s=Q:v=0Q:\V2gh.
L’aire de la section de la veine diminue en raison inverse de VA, et
par conséquent le diametre en raison inverse de la racine quatrieme

i
de h. Si h passe de 1 a 2, le diamétre passede 1 2 2 *=0,8%. La
veine est donc légerement conique au dela de la partie contractée, ce
que 'expérience nous a appris.
Mais on ne pourrait calculer ainsi la diminution brusque de dia-
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metre qui se fait & la sortie du vase et que nous avons appelée con-
traction. Le raisonnement ne s’applique plus; les vitesses des divers
filets constituant la veine ne sont pas, méme approximativement,
verticales ni égales.

On peut facilement mettre en évidence le role de la tension super-
ficielle pour contracter la veine comme ferait un ajutage. En
effet, la contraction est plus petite quand la tension du liquide est
elle-méme plus petite. La veine est alors plus large, le débit par
conséquent plus grand pour une méme hauteur A, du liquide au-des-
sus de I'orifice. Ainsi, pour I'alcool, le débit est plus grand que pour
I'eau.

I1 ne faut pas croire que la diminution de la tension change la
vitesse en fonction de la distance A& de la surface libre & la section
contractée : celle-ci est toujours donnée par la regle de Torricelli.
Mais pour l'alcool, tout se passe comme si l'orifice était plus large
que pour l'eaun, les vitesses restant les mémes : c’est encore comme
si on modifiait la forme de I'ajutage.

Naturellement on augmente le débit en évaporant auprés de la
veine un liquide qui, se mélangeant avec le liquide formant la veine,
diminue sa constante capillaire; en évaporant par éxemple de 1'éther
auprés d'une veine aqueuse.

La tension superficielle n’est ni la seule cause, ni la plus impor-

c | e’ -
k ) o
i B X | r B
Fig. 32.

tante de la contraction. Celle-ci provient surtout de ce qu’a l'inté-
rieur du vase le liquide ne descend pas verticalement, mais se pré-
cipite aussi vers 'ouverture dans des directions obliques. La figure 32
montre comment il en résulte une contraction de la veine. Si le
liquide tient des poussiéres en suspension, on peut suivre par leurs
trajectoires la direction des vitesses. Elles sont paralleles loin de
I'orifice, puis elles s’infléchissent. On congoit que vers les bords de
l'orifice, les vitesses extérieures sont inclinées sur la normale.

Il résulte de la qu'on peut modifier considérablement la contrac-
tion et par conséguent le débit en modifiant le profil AB du vase.
Si le profil devient plus concave, tel que B'A’, la contraction dimi-
nue, le débit augmente. Si le profil devient plus convexe, tel que
B"A", la contraction augmente et arrive méme a étre égale a 0,5; le
débit est moitié de ce qu’il serait sans contraction.
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52. Sectionnement de la veine. — La veine liquide au sortir de
l'orifice est calme et transparente; d’abord nettement conique, elle
devient rapidement presque cylindrique. La longueur de la partie
limpide est sensiblement proportionnelle au diametre de l'orifice et
ala vi;,esse v, au niveau de celui-ci (proportionnelle par conséquent
a VA

Mais au dela de cette longueur la veine se trouble. Pour étudier
ce qui se passe, nous la placerons devant un fond lumineux et la
regarderons a travers des trous équidistants, percés le long d'une
circonférence tracée sur un écran circulaire opaque. L’écran est
entrainé par un moteur et tourne autour d’un axe normal & sa
surface et passant par le centre de la circonférence. Nous savons
que si le phénoméne & étudier est périodique, et si la vitesse
angulaire de l'écran est convenable, nous voyons toujours la méme
phase du phénomeéne; nous avons étudié cette méthode d’obser-
vation au § 53 du Cours de Mathématiques sous le nom de Strobos-
copie.

Pour une vitesse angulaire convenable, la veine apparait comme
immobile, et sa constitution est représentée dans
la figure 33. Elle se compose de grosses gouttes

O sensiblement de méme volume, séparées les unes
o des autres par une goutte beaucoup plus petite.
Q Celles-ci sont elles-mémes séparées par une goutte
v~ encore plus petite, moins facilement visible. Nous
- concluons déja de I'immobilité apparente du phé-
O nomeéne que les gouttes se succédent & des inter-
:  valles égaux aux mémes points; elles se détachent
~ do.nc pfériqdiquement de la partie continue de la
veine liquide.
L’explication du phénoméne repose sur ce fait
qu'un cylindre liquide trés allongé est une forme
d’équilibre instable sous 'action de la tension superficielle. Si un
étranglement commence A se produire sur une section du cylindre,
la déformation s’exageére, et il se fait une séparation suivant cette
section. D’ailleurs, pendant la chute libre, la pesanteur ne géne en
rien 'action des forces superficielles.

On montre par une expérience trées simple la tendance d’'un long
cylindre liquide au fractionnement régulier. On tend un fil 4 coudre
sur un petit arc de métal, on le plonge dans l'huile et on le retire
horizontalement; il sort couvert d'un cylindre liquide qui se frac-
tionne bientdt en gouttes équidistantes.

Chaque portion du liquide tend donc a obéir aux forces superfi-
cielles comme le fait un cylindre, dés qu’elle dépasse la section con-
tractée. Dans la portion limpide de la veine commencent a se dessi-
ner des renflements et des étranglements régulierement espacés, dont

Fig. 33,
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le profil s’accentue peu 2 peu, et qui finissent par donner lieu & des
étranglements complets et & des masses isolées.

Mais cette striction demandant un certain temps pour se produire,
temps indépendant de la vitesse de chute, elle ne sera définitive et
la veine ne sera vraiment discontinue qu’a une distance de lorifice
proportionnelle & la vitesse v, au niveau de l'orifice. Donc la lon-
gueur de la partie limpide sera, toutes choses égales d'ailleurs, pro-
portionnelle a cette vitesse. De plus, I'expérience montrant que le
temps employé pour le sectionnement complet est d’autant plus
grand que le diametre est plus grand, la longueur de la partie lim-
pide sera aussi proportionnelle au diametre.

La veine fait entendre un son : ce son résulte du choc périodique
des masses isolées en lesquelles la veine s’est divisée, contre le corps sur
lequel elles tombent. Il peut acquérir une trées grande intensité, si ce
corps est une membrane tendue ou, d’une maniére générale, peut vibrer
a I'unisson. On peut démontrer et I’expérience confirme que sahauteur
est proportionnelle a la vitesse v, et en raison inverse du diamétre.

Nous avons dit que le profil de la veine dans la partie continue
présente déja des renflements et des étranglements dont la distance
est indépendante de la vitesse et proportionnelle au diameétre ; il en
passe donc par seconde, dans un plan donné, un nombre proportion-
nel & la vitesse et en raison inverse du diamétre. Comme chaque
masse isolée résulte du sectionnement complet la ol se trouvent deux
étranglements consécutifs, le nombre de masses qui se forment par
seconde et par-conséquent qui tombent sur la membrane, est lui-
méme proportionnel a la vitesse et en raison inverse du diamétre;
la hauteur du son qu’elles donnent par leurs chocs suit donc les
mémes lois. Pour voir la veine immobile, il faut que la vitesse du
disque soit telle qu'il passe par seconde devant l'eeil autant de trous
qu’il passe de gouttes en un point.

53. Généralisation de la régle de Torricelli. Théoréme de
Bernoulli. — La régle de Torricelli peut étre considérée comme un
cas particulier d’un théoréme plus général dit & Bernoulli. Le liquide
se meut dans un tuyau, et le régime permanent est établi; chaque
masse qui s’écoule est immédiatement remplacée par une masse iden-
tique et animée du méme mouvement.

Nous supposons le liquide incompressible; sa viscosité est négli-
geable, ainsi que son frottement contre les parois du tuyau; il n'y a
donc aucune énergie absorbée de ce chef. Enfin la section transver-
sale du tuyau varie d'une maniére continue.

Appliquons le principe de la conservation de l'énergie.

Soient p, s, V la pression, la section, la vitesse au voisinage du
point G du tuyau; soient p', s, V' les mémes quantités au voisinage
du point G,
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Admettons que pendant le temps df, la masse DCC'D' vient en
ABB'A’; tout se passe donc
z . comme si la masse ABCD
vénait en A'B'C'D'. Elle a pour
expression (en poids) :

dm — §Vsdt = §V's'd¢t.
Elle descend de Gl —=2z—2' -

la pesanteur accomplit donc
un travail dm(z —z').

La pression p pousse la
masse DCD'C’ sur la face DG
d’aire s, la pression p s’exerce
sur la face D'C’ d’aire s'. Le
travail de ces pressions est :

Fig. 34.
DA —p's DA = (psV —p's'V')dt = —r).
ps.DA —p's.D'A'= (psV —p's V)dt =——=(p—p)

L’accroissement d’énergie est enfin : —%(V”— V2,

Le principe de la conservation de 1'énergie fournit donc la condition :

(Z—z’)+ LEE— 1 (Vl:_vz)

—l— —|—z_——27+ +z*—C"’°

Si l'on suppose p=p' et V négligeable, il reste :
V?=2g(z—27')=2gh;
c’est la regle de Torricelli.

Le théoréme de Bernoulli suppose tous les frottements nuls. En
particulier, soit un tube horizontal (z=2') et de section constante;
si le régime permanent est établi, on doit avoir V=YV'. Il reste
p=p ; la pression devrait étre la méme dans toutes les sections,
condition qui est infiniment loin d’étre réalisée.

Nous reprendrons la méme question d'une maniére plus générale
au chapitre VI, et pour les gaz en Thermodynamique.

3k. Ecoulement A travers des tuyaux cylindriques. — Le
probleme de I'écoulement sera résolu plus loin pour les tubes fins et
les vitesses petites. Pour les tuyaux non capillaires et les grandes
vitesses, il est difficile de tenir compte théoriquement de tous les
frottements, On s’est contenté jusqu’a présent de formules empi-
riques.

Soient p et p’ les pressions aux bouts du tube de section s que
nous supposerons cylindrique et de forme quelconque, z et z' les
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hauteurs de ses deux extrémités, f le frottement total. Admettons le
régime permanent établi. Ecrivons 'équation d’équilibre, il suffit de
reproduire le raisonnement fait plus haut § 53.

Le travail de la pression est : —d—gl-(p —p'), pendant le temps d¢

nécessaire pour que le poids dm de liquide s’écoule. Le travail de l‘a
pesanteur est dm(z— z'); enfin le travail de la force fest :

.dm
[vdte =—,‘—V,
ot V est la vitesse moyenne.
On a donc : -p—g—-l-—z—z'z-;%,

quand le régime permanent est établi, c’est-a-dire quand les forces se
font équilibre.

Reste & déterminer f. On a trouvé expérimentalement que le frot-
tement est proportionnel : 10 & la surface totale du tuyau CL, ou C
est le périmétre de la section, L la longueur totale; 20 4 une fonc-
tion ¢(V) de la vitesse, qu'on peut admettre de la forme aV |- bV?,

PP 4, g c.L(aZB-;-bW) _ 4L(a\;)_8|_bvz)

s le tube est circulaire et de diamétre D,

Si les deux bouts du tube sont a la méme pression, la pente par
métre nécessaire pour produire la vitesse moyenne V est en raison
inverse du diamétre :

z—3 i aV - bV?
L —*""7D
Si le tuyau est horizontal, la variation de pression par metre est :
p—p — aV -+ bhV?
L — D ’

?

Le probléme se pose souvent de la maniére suivante : Quel travail
faut-il dépenser pour vaincre le frottement d'un tube de longueur L
et de diametre D, quand on veut recueillir par seconde un volume
Q=YVs de liquide?

Le travail est : .
& =/V =CLV(aV 4 bv?) = CLQ

S

4L.Q
D
Remplagons V par sa valeur, il vient en définitive :
16 .LQ* 46Q
= =D? (a—l— 7:D’>’
a et b ont été déterminés par l'expérience.

Le frottement sur les parois n’est pas la seule cause de perte
d’énergie. Chaque fois qu'il y a rétrécissement ou élargissement

(aV 4 bV?) = (aV 4 bV?).
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brusque dans une conduite, il se produit des remous dont les lois
sont inconnues et qui absorbent du travail. On en a donné une
expression globale fondée sur des raisonnements dont il est malaisé
de dissimuler la faiblesse. Nous n’insisterons donc pas.

85. Viscosité des ligquides. Frottement intérieur. — Les
hypothéses qui ont conduit aux résultats précédents ne sont que de
premiéres approximations. Les frottements de glissement existent au
sein des liquides. Soit un liquide se déplagant dans un tuyau cylin-
drique qu'il mouille. L’expérience prouve que la couche adhérente a
la surface du tuyau est parfaitement immobile ; donc la vitesse croit
quand on passe d'une couche cylindrique & la couche voisine de
rayon plus petit. Nulle & la surface intérieure du tuyau, elle prend
sa valeur maxima dans 'axe du tube. Nous pouvons donc réaliser des
couches voisines de vitesses différentes, entre lesquelles nait un frot-
tement : c'est-a-dire que, pour maintenir ces vitesses, il faut dépen-
ser un travail.

La différence essentielle avec le cas des solides, est que les vitesses
varient, non plus brusquement, mais d’une fagon continue.

Pour définir le frottement qui s’exerce entre deux couches conti-
gués, considérons des couches paralléles pour lesquelles la vitesse v
varie d'une maniére continue. Menons la normale Ox A ces couches;
la vitesse v est une fonction de la distance x de la couche considérée
au point O pris pour origine : v={f(x). Nous admettons que le
frottement qui s’exerce a la surface S de séparation de deux couches,
est parallele & la vitesse de ces couches et donné par la formule :

dv
f=7]3'd—w',

7 est un coefficient mesurant le frottement intérieur, s est l'aire de
la surface de contact, % le taux de variation de la vitesse nor-

malement 2 cette surface.
Considérons une surface S, située a une distance dx de la pre-
miére. 11 s’y exerce un frottement

f+df—*‘s<dx+ o od >

La force résultant des frottements et agissant sur le volume de
surface s d’épaisseur dx et de volume sdx, est la différence de ces

. d*v
deux forces, soit : df =18 - dz.

Telles sont les hypothéses fondamentales que nous allons appliquer
a des cas particuliers.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FCOULEMENT DES FLUIDES. VISCOSITE. RESISTANCE AU MOUVEMENT 81

56. Ecoulement dans un tuyau cylindrique rectiligne de
rayon R.

Nous admettons que la pression est constante pour tous les points
d'une section droite du tuyau. Elle n’est fonction que de la distance
I de la section droite considérée a 'une des extrémités.

Décomposons le liquide en tubes élémentaires concentriques de
rayon r et d'épaisseur dr.

La vitesse est une fonction de r, qu'il s’agit de déterminer.

Entre deux éléments de surface de deux tubes contigus, limités
par deux sections distantes de dl, le frottement est :

dv
Qrqr . dl. -’

ol r est le rayon de la surface de contact. L’accroissement du frot-
tement quand on passe a la surface de rayon r—--dr, est égal a la
variation de cette quantité, soit :

dv d%
27mdl<717 + r —d?)dr.

Cette variation est la résultante des frottements qui agissent sur
le volume tubulaire limité, d’'une part aux cylindres de rayon r et
r-+dr, de lautre aux sections droites distantes de dl. Elle doit
étre équilibrée par la résultante des forces dues aux pressions qui
s'exercent sur les sections droites de cet élément tubulaire, 'action de
la pesanteur étant absolument négligeable dans un tube trés étroit.

La force a pour expression le produit de la surfuce 2=zr.dr par
la pression. Sa variation est égale a

d d
=7 (2nr.dr.p)dl =2zr .dr. 57 dl.
. d dw , 1d
D’olt I'équation —d—’liz-n (Wv——}— ” 71%)

Or p est une fonction de la distance I seule, v est une fonction
de la distance r seule; donc les deux membres de cette équation sont
nécessairement constants. Nous devons poser : p—a—bl, ol a
et b sont des constantes :

d*v 1 dv
oGt ar)=—»
L’intégrale générale de cette équation est :
b
=a 'log r — v—r.
v=—a -}-blogr ¥ r?
La vitesse ne devant pas étre infinie pour r=0, il faut que ¥

soit nul,
Cours de Physique. — H. BOUASSE, 6
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Ecrivons que pour r—=R, la vitesse est nulle, ce qui revient 3
écrire que la couche qui est au contact du solide est immobile :

b
’U=7;; (R’— 7‘2).

Calculons le débit; a travers l’élément annulaire d’épaisseur dr
et de rayon r de la section droite, il passe dans l'unité de temps
2zr.dr.v de liquide; la quantité totale qui traverse le tube est donc:

R =b R =h =b
Q:[ 27rrdrv=3;l-./o< r(R*—nr*)dr= B Rtz 50— 8.7 . D4,

Soit p, et p, les pressions aux deux bouts du tube de longueur L;
on peut écrire :

_ m(po—p) Po @ KPD‘
Q=—f9g 5L D= Ri=

En définitive, le débit est proportwnnel a la quatriéme puissance
du diameétre, en raison inverse du coefficient » de frottement intérieur,
et proportionnel a la variation de pression par unité de longueur.

Ce sont les lois de Poiseuille.

Pour l'eau, en unités CGS, 7=0,0178.

Le frottement intérieur diminue trés vite quand la température
s'éleve,

57. Filtration. — La filtration est assimilable a I'écoulement &
travers des tubes capillaires.

Toutefois un fait important est & considérer.

Il résulte de la théorie précédente que le débit est indépendant de
la nature de la paroi, pourvu que la couche au contact puisse étre
considérée comme immobile. Faisons écouler plusieurs liquides sous
la méme différence de pression a travers le méme tube ; la mesure
des débits fournit immédiatement les valeurs relatives des coeffi-
cients . Le produit nQ est constant. Si nous répétons 'expérience
sur différents tubes capillaires assez gros, dont les diamétres varient
par exemple de 0mm 4 & 1 millimétre, nous retrouvons bien pour les
divers liquides les mémes 7 relatifs, quel que soit le tube.

Mais si nous utilisons des tubes beaucoup plus fins, si nous fil-
trons par exemple & travers des parois poreuses, les valeurs rela-
tives des m trouvés pour les divers liquides dépendent de la nature
de la paroi. Cette influence a probablement pour origine 1'épaisseur
variable d’un liguide & 'autre de la couche immobile. Cette épais-
seur, qui est souvent d’'une fraction de micron, peut atteindre pour
certains systémes solide-liquide une valeur de quelques microns.
Tout se passe comme si le tube capillaire était plus étroit : le débit
diminue, toutes choses égales d’ailleurs ; le coefficient n semble plus
grand qu’il n’est en réalité. L'influence de I'épaisseur de la couchg
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immobile, négligeable quand le diameétre du tube est supérieur a une
centaine de microns, ne l'est plus quand ce diamétre est de l'ordre
de quelques dizaines de microns.

Pour que les lois de Poiseuille soient applicables a la filtration, il
faut que les tubes auxquels on assimile les porosités soient assez
longs. Sinon les perturbations & l'entrée et a la sortie modifient les
phénomenes. Cette remarque est applicable aux gaz (voir § suivant).

58. Ecoulement des gaz & travers les tubes fins. — On peut
appliquer aux gaz la théorie précédente. Le volume de gaz débité a
la pression moyenne (p,—+p,):2 est donné par la formule :

— W(Po—lh)
Q=""1og;L~ D"
Ce qui prouve qu’on peut regarder comme immobile la couche en

contact avec la paroi. Si la mesure du volume est faite a la pression
Do, on doit appliquer la formule :

o Ptp__ pi—pi
QI_Q- 2P0 =T 256.7]141)0. 4

Pour mesurer les valeurs relatives des coefficients m pour divers
gaz, on mesure les temps ¢ nécessaires pour faire écouler le méme
volume des différents gaz & travers un méme tube avec les mémes
pressions initiale et finale. Les temps ¢ sont proportionnels aux
coefficients m. Si on prend n=1 pour l'air, on a pour les gaz sui-
vants :

0 Az CO2 H
1,44 0,98 081 0,49

En valeur absolue & 15°, on a trouvé pour l'air » =0,00018.

Le coefficient de frottement intérieur est indépendant de la pression.
Il croit avec la température.

Nous développerons en Thermodynamique une théorie cinétique qui
conduit pour » & une loi de variation proportionnelle & la racine carrée
de la température absolue. A la vérité, les expériences ont donné,
pour 'exposant de la température, des nombres compris entre I'unité
et la valeur 0,5 que veut la théorie. Mais nous verrons qu’elle
repose sur des hypothéses qu’on peut généraliser sans contradiction.

On utilise la variation de m en fonction de la température pour
mesurer celle-ci. Par exemple, on s’arrange pour que le débit du
gaz, préparé par électrolyse 4 'aide d’'un courant invariable, soit
constant A travers un tube fin de platine; on mesure la pression
nécessaire pour produire 'écoulement : elle croit avec la température
4 peu prés linéairement. A l'aide de températures fixes (fusion du
zinc, de I'argent, de l'or) on construit la courbe pression-tempéra-
ture; I'étalonnage fait, on dispose d'un thermomeétre pouvant servir
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jusqu’a la fusion du platine et dont les indications ne dépendent pas
des modifications physiques de celui-ci. (JoB.)

59. Entrainement d’un milieu indéfini par un plan indéfini
tournant autour d’'un axe d’un mouvement sinusoidal par
rapport au temps. — Ce probleme ne semble pas avoir d'intérét,
mais il peut étre résolu complétement et fournit la solution approchée
du probleme pratique du paragraphe suivant.

Soit § =10,sin u¢ la loi de rotation du plan indéfini. Prenons l'axe
de rotation comme axe des z, et soit r la distance d'un point a cet
axe. Je dis qu'une tranche dz du fluide visqueux, situé 2 une dis-
tance z du disque, se déplace en bloc comme si elle était solide sui-

vant la loi : 0 =0,e~** sin (0t — K'z).

Cela signifie que son mouvement est encore sinusoidal, mais
d’amplitude rapidement décroissante & mesure que l'on s’éloigne du
disque (terme exponentiel). Il y a de plus comme une vitesse de pro-
pagation V=uow:K'; le mouvement de la tranche située 2 la dis-
tance z a sur le mouvement du plan un retard proportionnel a z.

I1 s’agit de déterminer K et K'.

Montrons d'abord que I'hypothése d'un déplacement en bloc de
chaque tranche dz parallele au disque est conforme aux hypotheéses
sur le frottement intérieur. Considérons dans la tranche un anneau
de largeur dr et d’épaisseur dz & une distance r de 'axe. Admettons
le déplacement en bloc; les seules forces qui agissent sur Uanneau sont
les deux frottements sur les faces paralléles au plan, puisqu’il n’y a
pas de déplacement relatif des anncauxr formant la tranche. Ecrivons
I'équation du mouvement.

Soit p la densité du fluide; le moment d’inertie de 'anneau est :

2rridrdz . p.

D’apres le § 55, I'équation du mouvement est :
0% 0%
2=ridr . dz . P = Arridr . m .Wdz.

2 3
I1 reste la condition: g—g = —QSTQZT ’

qui ne contient plus la variable r, ce qui est d’accord avec 1'hypo-
thése. La fonction 6 a bien la forme que nous avons supposée.
Substituons, en effet, dans I'équation précédente, il vient :

—\/ee
K=K= _%ﬁ’ 6 =—="0e \/2" ® sin(mt—— ﬂi.z).
n \' 20

Le coefficient d’amortissement K croit quand = décroit; c’est évi-
dent 4 priori ; si la viscosité est nulle, le fluide n’est pas entrainé
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par la rotation du plan, 'amortissement est infini. L’amortissement
croit quand le fluide est plus dense et quand la période est plus petite.
Si la période devient extrémement petite, le mouvement devient nul
tout prés du plan.

La longueur d’onde a pour expression A=2r:K. Nous devons
en effet poser 2

- z
Kz=2‘n:7,
elle varie en raison inverse de l'amortissement et dépend de la
période.
Travail d’entrainement. — Calculons le travail nécessaire pour

maintenir en mouvement une portion du plan formant un disque de
rayon R. La tranche au contact du disque est complétement entrai-
née par lui. Le couple di au frottement sur un anneau de rayon r
et d’épaisseur dr est :

v

2
2= .dr.m (}7) =2xridr . (%)
z2=0 2=0
Le couple total est :

R 08 =Rin 020
_[2""sdm’<bz()t>z=0= 2 '(6@:),,:0

Le travail total de ce couple pendant une oscillation est :

= ﬂR%/ (t?;gt) o

Un calcul facile donne la valeur de la parenthese; il vient :

T 2R 4. 2
ﬁgl‘w Km’@ﬁ[ (— cos wt - sin wt) cos wt . d¢ :—W—P‘%K(—QQQ— .

60. Oscillation dans son plan d’un disque circulaire de
rayon R immergé dans un liquide et tournant sous l'influence
d’un couple proportionnel al’écart. — C’est le probleme déja traité
§ 18, ou l'on suppose que la force amortissante est due aux frotte-
ments liquides.

L’équation de mouvement est :

195 4-Coo(h)=

¢ étant la fonction amortissante.

Le probleme est infiniment compliqué. On n’est parvenu a le
résoudre que d'une maniére approchée. On admet que le fluide se
meut au-dessus et au-dessous du disque comme si celui-ci était indé-
fini; on néglige les frotlements dus au fluide extérieur au cylindre
dont les génératrices sont paralléles 4 Uaxe et tangentes au disque.

On admet enfin que le mouvement du fluide suit les mémes lois

=
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sous l'influence des oscillations amorties du disque que lorsque le
mouvement de ce disque est permanent.

Dans ces conditions, cherchons 'amortissement §=— Af,: 6,. Eeri-
vons que la perte d’énergie potentielle, au bout d’'une oscillation, est
égale au travail des frottements dont nous connaissons ’expression.

m’RnKwb? Af, . 7"RKo =*R* o

Chdbh=""9—> T ="2c¢ — o Vi
puisqu’on a trés sensiblement, malgré 'amortissement :
T=2=x %

Mais le frottement s’exerce sur les deux faces du disque; en défi-

n* R
sy R _ P'f]
nitive : d=—7 T
Cela revient & poser dans 'équation du § 18 :
f=nRe\ /220,

forinule qui permet de mesurer les coefficients 7.

Il faut remarquer que le coefficient f n’est pas indépendant de la
période; on ne peut pas dire généralement que la présence du fluide
crée un frottement fofal proportionnel a la vitesse. Par exemple,
le frottement n’est pas le méme au passage par la position d’équi-
libre quand on double 'amplitude, la période restant la méme, et
quand on diminue la période de moitié, I’amplitude restant la méme.
Pourtant la vitesse angulaire a dans les deux cas la méme valeur.

On trouve seulement qu'en divers points d'une oscillation de pé-
riode donnée tout se passe comme si le frottement était proportionnel
a la vitesse.

61. Entrainement d’un cylindre par un cylindre concen-
trique séparé du premier par un liquide visqueux. — Le
cylindre de rayon R, est entrainé avec une vitesse angulaire uni-
forme Q. Le cylindre intérieur de rayon R, est supporté par un fil
métallique AB dont la torsion mesure le couple d’entrainement. On
demande d’exprimer ce couple en fonction du coefficient n quand le
régime permanent est établi.

Nous admettons que le fluide se divise en couches cylindriques
coaxiales animées de vitesses angulaires constantes w; o varie de 0
pour =R, & Q pour r=R;. Le régime permanent établi, la résul-
tante des forces sur chaque couche cylindrique est nulle; ce qui
revient au méme, le couple d'entrainement C sur chaque surface
cylindrique est indépendant du rayon r.
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Soit & la hauteur de la couche. Le couple C a pour expression sur

la surface de rayon r: A
_ do
C—2‘n‘r3h‘n-3;-.
Intégrons dans I’hypothése ou C est constant,
q o e _ —C
il vient : 0= +B.
Déterminons les constantes B et C par les B

conditions ci-dessus énoncées pour r—=2R, et
r=R,; il vient en définitive : :

C— AmnQRIRZA Ro,
“TR—RI’ i .
1

équation qui résout complétement le probléme,
et qu'on peut utiliser pour la détermination de =.

L’application de cette méthode fournit les
résultats généraux suivants ;

1o Le rapport C:Q, et par conséquent le
coefficient =, sont effectivement constants, pI—
comme le veut '’hypothése du § 88, quand la
vitesse angulaire est assez petite;

20 A partir d’'une certaine vitesse, les phé-
nomenes se modifient trés rapidement; tout se
passe comme si n croissait avec la vitesse. L’accroissement apparent
de = en fonction de Q, d'abord rapide, est ensuite de plus en plus
lent. On peut admettre que =» est encore constant, mais les conditions
de I'expérience sont modifiées : il se produil des tourbillons.

De méme dans les tubes fins, pour de faibles vitesses, les résul-
tats sont conformes & I'hypothése d'un coeflicient constant de frot-
tement et aux hypotheéses accessoires du § 56. Pour les grandes vi-
tesses, les lois sont différentes, le coefficient de frottement semble
croitre. Mais il est préférable d’admettre qu'il reste constant et que
ce sont les hypotheses accessoires qui cessent d’étre vérifiées : il se
produit en effet des tourbillons.

Fig. 85.

62. Résistance opposée par les fluides aux déplacements
lents. — Nous nous bornerons & un cas simple important : chutfe
d’une sphére pesante dans un milieu de viscosité n. Des calculs com-
pliqués donnent pour la vitesse v de chute et un corps de densité 1

(eau) : v_—:%.ﬂ;"’:i.
On tire de 1a v=1,21.10°.4*
pour 'air, ot1 n=1,8.10"%, (g=981).
Supposons a=5r=>5.10"%
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On trouve » =3 millim. sec. environ. Nous aurons l'occasion d'uti-
liser cette formule dans I'étude de I'ionisation des gaz. Elle permet
de déterminer la grosseur des gouttes d'un nuage, connaissant la
vitesse de chute. i

63. Résistance opposée par les fluides indéfinis aux dépla-
cements rapides. — Quand un corps tombe en chute libre, nous
savons que son mouvement n'est pas uniformément accéléré : il peut
méme devenir uniforme. Cela tient 4 ce que la résistance de lair
intervient comme une force qui croit avec la vitesse. Quand elle est
assez grande, la résistance de l'air équilibre la pesanteur et la vitesse
devient constante. Les phénomenes différent beaucoup de ceux que
nous avons étudiés ci-dessus.

Quand la vitesse est de 'ordre de 1 2 20 metres par seconde, ce
n'est plus la viscosité qui intervient principalement, mais la densité
du milieu ol le corps se déplace; la résistance n’est plus proportion-
nelle & la vitesse, mais au carré de celle-ci.

Voici par quel raisonnement Newton rend compte de ce résultat.

On peut admettre que : 1° le corps communique & une certaine
portion du milieu dans lequel il se déplace des vitesses proportion-
nelles 2 sa propre vitesse; 2° que la masse m du milieu a laquelle
ces vitesses sont communiquées est, dans un temps donné, propor-
tionnelle au déplacement du corps. En définitive, 1'énergie dépensée
par le corps dans le temps df, énergie qui doit se retrouver dans le
milieu, est proportionnelle :

1° a2 la masse m, et par conséquent de ce chef a la vitesse v du
corps;

2° au carré des vitesses des diverses portions du milieu entrainé,
et par conséquent a v*;

3° a la densité du milieu entrainé.

Elle est par conséquent de la forme Kuv3dt.

Soit F le frottement, son travail est Fuvd¢; nous devons poser ;

Kv3dt =Fuvdt; d'ot F=—=Ko2.

Par exemple, la résistance que lair fait éprouver & une sphére est
donnée par la formule R=0,027 Sv*, ou S est la surface en métres
carrés du grand cercle, et v la vitesse en metres par seconde, R la
résistance en kilogrammes. Nous pouvons aisément calculer la vitesse
qu'une sphére, tombant en chute libre, ne peut dépasser. Soit p le
poids en kilogrammes du métre cube de la matiére dont la sphere

est faite, son poids P a pour expression P:é-m‘sp. Ecrivons

P=R; il vient v="7=,03 y/rp. La vitesse limite diminue donc &
mesure que le rayon de la sphére et son poids spécifique dimi-
nuent.
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Calculons les vitesses limites pour des sphéres de 1 centimetre de
diametre (r—=0%=,005) et les corps

Platine p=—=21400%; Aluminium p=2600; Glace p=9117.
On trouve : v="T3= ° v=25" v=15".

La vitesse de 18 métres est la vitesse limite d’'un grélon pesant &
peu pres la moitié d’'un gramme!.

La résistance de I'air dépend de la forme du corps. Pour un para-
chute dans la position d'emploi, on a par exemple :

R=0,163. Sv*,

ou S est I'aire de la projection horizontale de I'appareil : générale-
ment, cette projection est une circonférence de 5 métres de rayon :
S=178"%5. Admettons que le poids 2 soutenir (homme, parachute et
nacelle) soit 200 kilogrammes. La vitesse limite est inférieure a
4 métres. Pour le parachute renversé on a seulement :

R = 0,065S¢".

Quand la vitesse du corps en mouvement est énorme, de 1'ordre de
quelques centaines de métres, comme pour les projectiles a la sortie
de I'arme, les phénoménes sont plus compliqués : la résistance n’est
pas proportionnelle au carré de la vitesse. On a pu photographier
des balles de fusil en les éclairant par une étincelle électrique
qu'elles font elles-mémes éclater. Le cliché met en évidence 'exis-
tence d’une proue et d'une poupe d’air entrainé, dont le volume est
considérable par rapport aux dimensions du projectile.

64. Autres applications. — La formule R =0,084S¢* est appli-
cable au calcul de la résistance éprouvée par un plan perpendiculaire
au sens du mouvement et approximativement par un train; S est
alors la section maxima des wagons, généralement voisine de 5 meétres
carrés, Si, par exemple, v est 20 métres par seconde, S=—15 métres
carrés, R=168 kilogrammes. Le travail par seconde est :

168 % 20 =3 360 kilogrammaetres;

1 On peut appliquer la formule R =0,027.S»? aux ballons sphériques et se rendre
compte des difficultés de diriger un tel engin. La vitesse d'une forte brise est 10 métres
par seconde, jun vent fort fait 20 métres, et I'ouragan jusqu'd 40 meétres, D'ailleurs,
5 métres par seconde donnent 18 kilométres 4 I'heure. Faisons le calcul pour cette
vitesse, ce qui implique que le ballon ne pourra servir que si la composante de la
vitesse du vent opposée au déplacement est inférieure & 5 métres. Soit un diamétre
de 10 métres; S =78 métres carrés environ, R=153 kilogrammes. Le travail par .
seconde est 265 kilogrammétres, ce qui représente trois chevaux et demi environ.
Si on remarque que le rendement des hélices propulsives est faible, que le calcul
porte sur un ballon de dimensions médiocres, on ne s'étonnera pas des résultats insi-
gnifiants obtenus jusqu'au moment o I'on a construit des moteurs trés puissants sous
un faible poids et trouvé des formes d'enveloppe présentant une moindre résistance
4 air,
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la puissance nécessaire est :
3360 : 75=145 ch. vap. environ.

On calcule la résistance de I'eau & la marche des navires par une
formule analogue R=KSv*. K varie de 80 kilogrammes pour un
avant plat & 3 pour des carénes de formes convenables, S est la
surface transversale maxima.

Quand un plan mince de surface S se meut dans un liquide sous
une inclinaison 6, la résistance normale est de la forme KS»?sin®6.
On explique aisément par cette formule 'action du gouvernail. Soit §
I'angle que fait son plan avec le plan vertical passant par la quille du
navire (longitudinal). Il subit une résistance normale KSv*sin®6;
d’oti résulte une composante normale au plan longitudinal

KSv? sin? 0 cos 0.

L’arriére du navire est donc poussé normalement par une force
sensiblement proportionnelle au carré de la vitesse, et qui croit avec
Vangle 6 jusqu'a un certain maximum (55°). Pratiquement, cette
force produit son plus grand effet pour 6=4{¢ environ, les hypo-
theses sur lesquelles est basé le calcul précédent n’'étant que gros-
siérement approchées.

Il semble incontestable que les lois de la résistance ne doivent
dépendre que du mouvement relatif du corps et du fluide. Comme il
est trés difficile de réaliser un fluide quasiment indéfini animé d'un
mouvement uniforme, c’est généralement I'objet qui est mobile dans
les expériences. On a toutefois étudié la résistance produite par les
fluides en mouvement sur les corps immobiles,. en utilisant les
riviéres et le vent. On a toujours trouvé des nombres plus forts que
dans le cas inverse. On attribue ce résultat a la non uniformité du
mouvement du fluide.
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CHAPITRE V

TRANSMISSION D'UN EBRANLEMENT
A TRAVERS UN FLUIDE COMPRESSIBLE

635. Définition de la condensation ou de la dilatation. —
La condensation est mesurée par le quotient de la diminution de
volume d'une masse par le volume initial de cette masse; la dila-
tation est mesurée par le quotient de I'augmentation de volume par le
volume initial; elle a la méme expression que la condensation au
signe pres.

Quand la condensation y est produite par de petits déplacements
des éléments constituant un
fluide, on peut lui donner une z
expression remarquable.

Soit u, v, w les composantes B
parallelement a trois axes rec-
tangulaires dudéplacementd’un
point par rapport & une de ses —
positions @, y, z prise comme
repére; u, v, w sont des fonc- ° z
tions généralement continues
du temps et des coordonnées.

Considérons les points situés
sur une surface fermée et éva-
luons la variation de volume
quand, par leurs déplacements,
ils viennent se mettre sur une )
autre surface. Pour simplifier les calculs, prenons d’abord comme
surface initiale un petit parallélipipéde dont les arétes sont paral-
léles aux axes et ont pour longueurs dz, dy, daz.

En moyenne, les déplacements paralléles a 'axe des x des points
qui se trouvent sur la face efgh sont ceux du centre de cette face;
désignons-les par u. En moyenne, les déplacements des points de la

Fig. 36.
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face abcd sont ceux du centre de cette face; ils seront représentés
par u —f—%‘;—dx Le nouveau parallélépipéde aura donc deux nouvelles

faces perpendiculaires & 'axe des = dont la distance ne sera plus dx,
. 0 0
mails da:—{-u-{—%dm-—u:dm—}-—%dx.

On démontre de méme que les épaisseurs parallélement aux deux
autres axes sont devenues :

ov dw
dy + dy dy, dz . dz.

Le volume initial était dzdydz; il est devenu:

dxdydz(i -+ %) <1 -+ %;) (i -+ %) .

Or les dérivées partielles sont par hypothése de trés petites quan-
tités; on peut donc écrire le nouveau volume sous la forme :

ou , Ov , Ow
dwdydz[i +<W+ pLs V)] .
En définitive, la condensation y est:

ou v , Ow
r=—(%5+ 5+ )

La quantité entre parenthéses s’appelle la divergence du vecteur
u, v, w,

Autre démonstration. Considérons-une surface fermée S et défor-

mons-la; elle devient S,. Evaluons le chan-

" gement de volume AV, Soit dS un élément

‘ de surface pris autour du point A, dn 1’élé-

] ment de normale menée au point A et li-

mitée par la surface S;. On a évidemment :

AV = f jdnds.

Soit %, g, v les cosinus directeurs de la
Fig. 37, normale; u, v, w le déplacement trés petit

du point A. On a:
_ . ul+vp. - wv=dn.
AV =ff(u)\—|—vy.+wv)dS=ff(udydz+vdzdw—|— wdzdy).
On peut dire que le changement de volume est le flux & travers la

surface du vecteur u, v, w (voir partie III du Cours).
Mais l'intégrale double peut se transformer en une intégrale triple :

. sv=[ [ [ (3+ o5+ o7 dedys

w
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puisque u, v, w sont des fonctions continues des coordonnées. Or il

est évident que la variation du volume AV limité par la surface S
est la somme des variations de volume de ses éléments.

—_— o , dw
AV::——fffydwdydz; dot y=-— <b:v +(‘)y bz)
En Electricité, on rencontre 4 chaque instant de pareilles transfor-
mations d’intégrales de surface en intégrales de volume, et récipro-
quement.

66. Pression ou variation de pression résultant d’une con-
densation. — Elle dépend essentiellement des hypotheses faites sur
la nature du fluide,

10 Supposons une masse gazeuse variant de volume a temperature
constante. On a alors : pv=C®,

pAv+vAp=0, ———=y=—-; Ap=py.

2° Supposons une masse gazeuse variant adiabatiquement de
- volume. La loi & appliquer est alors :

L C
pv ¢ =C, logp—}—Tlogv:C“’.

A C Av G
Jo Supposons en{‘ in un hqulde. Le coefficient de compressibilité x
est défini par 1'équation (§ 33) :

V=Vl —«p—pn)],

oi1 V; est le volume sous la pression atmosphérique p,. On tire de la:
1
—v, =*p Ap=cve

D’une maniére générale, l'accroissement de pression Ap qui résulte
de la condensation est proportionnel & cette condensation; nous

Vécrirons Ap =ry.

67. Propagation d’'une onde plane dans un tuyau cylin-
drique indéfini. — Considérons un tuyau cylindrique indéfini;
prenons pour axe des x une parallele au tuyau; admettons que les
déplacements v et w sont nuls, et que le déplacement u parallele a
la longueur du tuyau est fonction de 2 seul. Les particules de fluide
qui sont d’abord sur une section droite du tuyau restent donc tou-
Jours sur des sections droites.

On dit que Uonde est plane et perpendiculaire 4 Uaxe des x.

. u . .
La condensation 1 =—%z est une certaine fonction de .
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Considérons dans le tuyau une tranche AB limitée par deux sections
droites distantes de dx. Au voisinage de A la condensation est y et
l'accroissement de pression =y; au voisinage de B-la condensation

est y—l—%;— dz et laccroissement de pression est w(y—}—%dx).

0 A B &
Fig. 38.

Soit ¢ l'aire de la section droite. La résultante des forces qui
agissent sur le volume ¢dz et sur la masse godz (p étant la densité)

est donc — % dz - a.

L’équation qui régit les petits mouvements est, en définitive :
O'u oy 0
P =" "o T " oa

Posons V= .% ,
2 2
'équation s’écrit : %t—‘j =V —g—a;— .

Suivant les cas, la quantité V qui a les dimensions d’une vitesse,
prend les valeurs suivantes (§ 66) :

gaz se comprimant isothermiquement, V=\/ !(;_;

gaz se comprimant adiabatiquement, V— Cor

liquide compressible, V=\/ *'19 .

68. Intégration de l'équation différentielle par des fonc-
tions arbitraires. — L’intégrale générale de I'équation aux dérivées
partielles est1:

) 1= f(Vt 4 x) |+ F(VE— ).

1 Nous recommandons instamment au lecteur I'étude des paragraphes suivants. Elle
est indispensable pour se faire une idée nette du role des équations aux dérivées pars
tielles en Physique. Nous choisissons intentionnellement la méthode d'intégration par
fonctions arbitraires quoique plus longue, d'abord comme plus générale, puis pour
forcer 4 réfléchir sur l'indétermination spéciale des solutions que fournit une équation
aux dérivées partielles.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TRANSMISSION D'UN EBRANLEMENT 95

[ et F sont des fonctions & déterminer pour satisfaire aux condi-
tions initiales. On a en effet :

b’u 1! 1
2 =" (Veta) 4+ F(VE—2),
0%u o o1t o
o= V(Vita) + F(Ve— )],
[" et F" désignent les dérivées secondes de f par rapport a la
variable V¢4« et de F par rapport a la variable Vi — .
Voici comme exemple la solution du probléme fondamental.
On se donne au temps £=0, dans un tuyau indéfini, un certain
ébranlement limité par les sections droites z, et 2,. Entre —cc et z,
le milieu est en équilibre :

du du
=0 ="

Il en est de méme entre z, et -+oc. Entre z, et x, on se donne au

temps =0, en fonction de z, la dilatation %: (x) et la vitesse

%‘;—:q;(x) Les fonctions ¢ et ¢ sont donc identiquement nulles,
sauf quand la variable est comprise entre les valeurs z, et x,.

On demande comment l'ébranlement se propage, le fluide étant
abandonné a lui-méme.

Dérivons l'équation (1) par rapport & x et par rapport a ¢;
faisons ¢=0 dans les expressions obtenues et écrivons qu’elles
sont identiquement égales & o(x) et & {(z); il vient :

@) @) —F(—a)=¢l), () V[[{z)+Fi—a)]=a).
O (@) =¢(@)+ Ha), 2F(—2)=—ole) - Y.

Les fonctions f'(x) et F'(— ) sont donc parfaitement déterminées.
En particulier, /' est identiquement nulle pour toutes les valeurs de
la variable  qui ne sont pas comprises entre x, et z,; F' est identi-
quement nulle pour toutes les valeurs de la variable (ici —z) qui
ne sont pas comprises entre —z, et —ux,. En effet, les seconds
membres sont identiquement nuls pour toutes les valeurs de = qui
ne sont pas comprises entre z, et z,, d’'aprés les hypotheses faites
sur les fonctions ¢ et .

D’une maniére générale, le mouvement u est la résultante de deux
mouvements définis par les fonctions f et F. Il est clair que les don-
nées du probleme ne fournissent que les dérivées [’ et I, les fone-
tions f et F ne sont connues qu'a une constante prés. Nous verrons
tout & I'heure le sens de cette constante.

Cherchons d’abord comment se propagent les condensations ou
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les vitesses. En particulier, étudions leur distribution au temps ¢ que
nous prendrons d’abord > (x,—x,)V.

Je dis que pour les x>, les condensations ou les vitesses ne
seront différentes de 0 qu’entre les abscisses a,—x,-}-Vt et
ay=wx,+ Vt: elles dépendent uniquement de la fonction F'. En
effet, /' est identiquement nulle pour toutes les valeurs de la vaRriABLE
supérieure a x,; elle est donc certainement nulle pour tous les points
dont les aBscisses sont supérieures & x,, puisque dans f’ la VARIABLE
a généralement pour expression V¢-{-z et que £ est positif.

Quant a la fonction F', elle est nulle sauf entre les valeurs —
et —x, de la vARIABLE qui a pour expression Vi—x, Les limites
entre lesquelles les condensations et les vitesses ne sont pas nulles
sont fournies par les conditions :

! U .
Vt—o' \=—zx,, Vt—o,——ux,;
=V, =V o— o=y — .

La fonction F' a constamment ]la méme valeur au temps 0 pour
I'abscisse @;, et au temps ¢ pour 'abscisse #'y=— ;- V.

Donc les vitesses et les condensations définies par la fonction F'
se propagent vers les x croissants avec une vitesse constante V.

On démontrerait absolument de méme que les vifesses et les con-
densations définies par la fonction ' se propagent vers les x décrois-
sants avec une vitesse constante V.

Les vitesses et les condensations définies au temps 0 entre les
abscisses @, et x, peuvent donc étre considérées comme la superpo-
sition, d’aprés le principe des petits mouvements, de deux systémes de
vitesses el de condensations, séparément définies par les fonctions
complétement déterminées ' et F', qui se propagent & partir de ce
moment dans des directions opposées.

69. Cas d’une onde unique. — Il peut arriver qu'une des deux
ondes précédemment définies manque : I'une des fonctions f’ ou F'
est identiquement nulle, méme entre les valeurs z;, et z, de la
variable. Il faut pour cela qu’il existe entre les fonctions ¢ et ¢ une
certaine relation.

Réécrivons les équations (2) et (3) ¢

Ou

@) —Fl—a)=s(e)=(5=),_.,
V[f(e)+Fl—a)] = =) =(3F) -

F' existe seule et tout se réduit & une onde se déplagant vers les x
croissants, si 'on a identiquement :

du du
(1), ().~
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La vitesse de chaque tranche dans 1'ébranlement initial imposé est
alors proportionnelle & sa condensation. Bien entendu, 'ébranlement
défini par la fonction F satisfait a cette condition; on a en effet :

u=F(Vt—z), %‘}:VF'(Vz—z), —%—:—F'(V[——x),
ou ou
Vi=—V5e =%

De méme [’ existe seule, et tout se réduit 4 une onde se déplagant
sans modification et d’'un mouvement uniforme vers les x décrois-
sants, si I'on a identiquement :

ou ou
V <&")l . —r (Tt'>t=0: — V‘{O'

C’est la méme condition que plus haut, mais les vitesses sont chan-
gées de signes. L’ébranlement défini par la fonction f satisfait bien
entendu a cette condition :

, ou , ou '
u:f(Vt_}"m)’ ot =V/(Vt+m), Kz.":f(Vt_f—xL
ou ou
— V“" = V ﬁ _— ‘W’ .
70. Détermination compléte des fonctions f/ et I'. — Les

fonctions f et F ne sont déterminées qu'a une constante pres. En
effet, quand le milieu est en équilibre, u n’est pas nécessairement
nul; il suffit qu'il soit constant. Le passage de 1’onde en un point
laisse ce point généralement déplacé; il ne revient pas nécessaire-
ment & sa position initiale, qui n’est pas plus une position d’équilibre
que toule autre position.

De ce qu'au début on imagine le milieu en équilibre sauf entre z,
et x,, il est impossible de poser u=—=0 hors de ces limites. On doit
seulement poser u constant.

Supposons que 'onde F parte d'une abscisse négative grande, que
I'onde f parte d’une abscisse positive grande et que leurs déplace-
ments avec la vitesse constante V les aménent a se croiser & 1'origine
des temps précisément entre les abscisses z, et x,. Elles continuent
ensuite leurs chemins. Nous retrouvons sous une autre forme préci-
sément le probléme traité ci-dessus.

Mais au temps =10, un point d’abscisse comprise entre — oc et x,
a été traversé par l'onde F qui l'a déplacé de u,; il sera traversé
ensuite par l'onde f qui le déplacera de u',. En admettant que son u ait
été nul avant le passage des ondes (ce qui est d’ailleurs purement arbi-
traire), il est w; au temps ¢=0; il devient u,-}-u'; aprés un temps
suffisant.

De méme I'u d’un point situé entre x, et - oc devient o', & 'ori-

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 7
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gine des temps (du fait du passage de l'onde [), et u,~-u', au bout
d'un temps suffisant.

En définitive, pour un temps négatif grand, u==0 identiquement;
pour un temps positif grand, u=—u,-} u', identiquement : tout le
tuyau est en équilibre. Au temps t=0, u=u, entre — o et ,;
u—u', entre z, et } oc.

Il s’agit de déterminer les déplacements u, et o’,.

L’intégration des équations (2) et (3) donne :

2fiw)= [ y@dety [ Ue)de.
W—my=— [ ozt y [ o)zt 2u,.

en admettant les hypothéses précédentes et en posant :

T 1 T
'l " o(z)do=A, V/z: " Y(z)dr=B; 20';=A-+B, 2u,—A—B.

1

En effet, au moment ol I'onde est localisée dans I'intervalle x, x,,
f(x) =u'y pour z>wa,; dou la condition A+4B=2u,; pour
® <@, f(x)=0 identiquement et corrélativement les intégrales sont
nulles. De méme IF(—x)=u, pour z <= et I'(—z)=0 pour
x>ux,; d’ou la condition — A -+ B+ 2u,=0.

Le probleme est donc complétement résolu, puisque les intégrales
A et B nous sont complétement connues.

Si 'on se donne a4 l'origine des temps les déplacements u—=y(x)
et les vitesses des tranches, la solution s’obtient aisément en sui-
vant une marche analogue. Bxen entendu, il faut laisser indéterminés
au début les déplacements hors l'intervalle z, ., ol nous savons
seulement que u est constant.

71. Piston fermant l’extrémité d’un tuyau et animé d’un
mouvement quelconque. — Considérons 'ébranlement précédem-
ment défini, réduit & la partie représentée par la fonction I par
exemple ; ou, ce qui revient au méme, considérons l'une des ondes.
Quand elle parvient a la tranche d'abscisse x,, celle-ci subit des
déplacements représentés par :

=F(Vt—=x,).

Rien ne nous empéche de supposer que le plan d’abscisse z, limite
un piston, auquel nous imprimons précisément le mouvement
u=TI(Vi—a,). Il est clair qu'au dela de ce piston les phénoménes
seront identiquement les mémes que si le piston n’existait pas et si
l'onde venait d’en de¢d. Donc, quand nous imprimons & un piston
formant la section droite d'un tube cylindrique un déplacement repré-
senté par u="F(¢) en fonction du temps, nous créons dans le tuyau
une onde qui se déplace sans déformation et avec une vitesse cons-
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tante. Le mouvement d'une tranche quelconque est donné par I'équa-

. T
tion : uzF(t—V—).

Si le déplacement du piston se fait suivant une loi périodique,
toute tranche est animée d'un mouvement périodique avec un retard
qui, évalué en temps, est égal & x:V; x est la distance de la
tranche considérée au piston.

72. Vitesse de propagation. — V est la vitesse de propagation
uniforme. L’expérience montre que les gaz transmettent le son en se
comprimant et se dilatant adiabatiquement. C'est donc la formule:
Cp
c o’
qu'il faut employer. Elle est homogéne, puisque p représente une
force par unité de surface (MLT—% L%, p une masse par unité de
volume (ML™?). Appelons p, une certaine pression dans le systéme
du kilogrammetre, D, le poids spécifique ou la masse spécifique
(exprimée par le méme nombre dans ce systeme), sous la pression p,
et & la température 0°. D’apres les lois de Mariotte e} Gay-Lussac :

D, i
D=p- Py L fat”

Dans le systeme du kilogrammetre, la formule devient :

G G o
V= \/ Pg_\/T-%’O—(aJraz);

formule déja donnée au § 126 du Cours de Mathématiques.

V=

73. Phénomeénes de réflexion. — Considérons les cas fonda-
mentaux des § 127 et 4128 du Cours de Mathématiques, et légitimons
les énoncés généraux du § 137.

REFLEXION SUR UN MUR INVARIABLE. — Le mur est a lorigine des
coordonnées ; nous envoyons dessus une onde définie par l'équation :

= f (Vt + l‘).

Dire gqu'il y a réflexion, c’est dire qu'il faut adjoindre au mouve-
ment incident un autre mouvement se propageant en sens contraire,
et tel que par la superposition des deux mouvements la tranche
d’abscisse 0 reste immobile. Le mouvement réfléchi est évidemment :

u, = — f(Vt —.Z‘)
Pour £ =0, on a identiquement u - u,=—0. D’ailleurs, u, satisfait
a l'équation différentielle du § 64.
Considérons deux points d’abscisses z; et — ;. Au temps ¢ le
déplacement du point d’abscisse ,, envisagé comme subissant
I'ébranlement incident, est u=/f(Vt4x); au méme temps ¢ le
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déplacement du point d'abscisse — x,, envisagé comme subissant
I'ébranlement réfléchi qu’on suppose exister méme au deld du mur
réfléchissant, est u,=—f|Vt —(—2,)]=—[(Vt4x,). Donc on
peut supprimer le mur réfléchissant et considérer le tuyau comme
indéfini, a la condition de faire intervenir deux ondes se propageant
en sens inverses, les déplacements ou les vitesses dans Uonde ajoutée
étant exactement symétriques des déplacements dans U'onde primitive,
par rapport au mur réfléchissant. C'est la régle du § 137 du Cours
de Mathématiques. Ces ondes se pénétrent suivant la loi des petits
mouvements : les points d’abscisse 0 restent immobiles.
Les condensations dues aux deux ondes sont généralement :

%‘; =/[(Vt-+), ?)';' =f'(Vt—=).

Elles sont toujours égales pour x=0. C’est un corollaire de la
remarque générale du § 69. Quand, sur deux ondes qui se propagent
en sens inverses, les vitesses sont égales et de signes contraires, les
condensations sont égales et de méme signe.

REFLEXION SUR UN MILIEU INDEFINI oll L'ON SUPPOSE QUE LA PRESSION
RESTE CONSTANTE. — [l faut adjoindre & I’ébranlement incident un autre
ébranlement se propageant en sens contraire, et tel que, par la
superposition des deux ondes, il y ait condensation nulle aux points
d'abscisse 0. Ce nouvel ébranlement est évidemment :

u,=f(Vt—ux).

On a, en effet:

0 . ou, ,
M e, O (Ve

et par conséquent, quel que soit le temps,

(52)._ (o) =0

Il est identique & l'ébranlement réfléchi du cas précédent, saut
qu’a chaque instant les vitesses de toutes les tranches sont de sens
contraires.

Ainsi quand la réflexion se fait sur un milieu ou, la pression
devant rester constante, la condensation doit toujours étre nulle, on
peut supposer le tuyau indéfini, & la condition d’ajouter une nouvelle
onde se propageant en sens contraire de la premiére; les déplace-
ments ou les vitesses dans les deux ondes sont a chaque instant
égaux et de méme sens sur deux tranches qui sont & la méme dis-
tance de part et d’autre du plan de réflexion.

C'est la regle du § 137 du Cours de Mathématiques. Les deux
ondes se pénétrent suivant la loi des petits mouvements; la tranche
d’abscisse 0 ne subit aucune condensation. Le déplacement résultant
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n'y est évidemment pas nul, puisque les déplacements dus aux deux
ondes sont toujours de méme sens. C'est un corollaire de la remarque
générale du § 69. Quand, sur deux ondes qui se déplacent en sens
inverses, les condensations sont égales et de signes contraires, les
déplacements ou les vitesses sont égaux et de méme signe.

74. Représentation d’une fonction d’une variable ¢ par
une série de sinus et de cosinus. — On sait qu'une fonction
arbitraire F(f) donnée entre deux limites ¢, et £, peut toujours se
développer en une série de sinus et de cosinus. Si cette fonction est
périodique et de période T =1:N, on choisira pour limites du
développement deux temps ¢, et ¢, distants d’'une période. Posons
0 =27:T=2=N; la série prendra l'une des formes équivalentes :

F(t)=A, sin ot 4 A, sin 20t +..... + A, sinnot+.....
+ B+ B, cos wt+ B, cos 2wt ... ~+ B, cos nwt+.....
F(t) =B, a, sin (of — %) 4 a, sin (2t —a,) +.....
+ a,sin (not —a,)+.....

La fonction périodique F(f) est représentée par ces séries pour
toutes les valeurs du temps, puisque la série vaut pour une période T
et que le second membre est périodique et admet comme le premier
par hypothése T pour période.

On a, pour déterminer les A et les B, les équations (§ 164) :

2 T 2 T
A, = TA./o‘ sin nwt . F(t)dt, B, Z_T_,[ cos nwt . F(¢).dt.
Connaissant A\, et B,, on calculera a, et «, par les formules :
ai=A!| B tgx,=—B,IA,.

C’est la possibilité de ce développement qui permet de dire : gu’un
son périodique quelconque peut toujours étre considéré comme la
somme de sons simples dont les nombres de vibrations par seconde sont
double, triple, quadruple... du nombre de vibrations de Uun d’eux.
Le son le plus grave s’appelle fondamental ou premier harmonique;
les autres s’appellent second, troisiéme,... harmonique.

Cette équivalence algébrique se transforme en une équivalence
physiqgue, quand le principe des petits mouvements est applicable.
On peut dire alors qu'un corps dont les points se déplacent suivant
une loi périodique quelconque peut étre envisagé comme émettant
simultanément une série de sons simples harmoniques. 1l pourrait
les émettre séparément; il peut aussi les émettre simultanément : les
mouvements de chaque point sont alors les résultantes des mouve-
ments dus & chacun des sons simples envisagés comme indépendants.

Le principe des petits mouvements s’applique chaque fois que les
équations différentielles du mouvement sont linéaires, I'intégrale géné-
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rale étant alors la somme des intégrales particuliéres. Il en est ainsi
quand les déplacements sont petits, parce qu'alors la force qui raméne
les points & leur position d’équilibre est proportionnelle au dépla-
cement.

Il peut arriver qu'un corps émette simultanément plusieurs séries
formées chacune d'un fondamental et de ses harmoniques. Comme
cas particulier, ces séries se réduisent 2 un seul de leurs termes;
on dit alors que le corps émet un son complexe dont les sons simples
eomposants (sons partiels) ne sont pas harmoniques.

Un accord est un son complexe rentrant dans le cas le plus géné-
.ral; comme cas particulier, il peut ne se composer que d'un petit
nombre de sons simples. Mais un accord donné sur le piano, par
exemple, se compose d’autant de séries qu’'il y a de notes.

75. Mouvements périodiques. Intégration de I’équation
différentielle par des séries trigonométriques.

2 2
L’équation %lez =V? g;

étant linéaire, l'intégrale générale est la somme des intégrales par-
ticuliéres. Le mouvement
. T =z
H; uosm2:n<7—T>

avec la condition A= VT et ol n est un entier quelconque, satisfait
Iéquation; une série trigonométrique la satisfait aussi. D’apres la
proposition du paragraphe précédent, tout mouvement périodique
d’une tranche est représenté par une série trigonométrique ol n varie
de 1 & oc; donc la loi de propagation de ce mouvement est obtenue
en remplacant sous les signes sin et cos

xr

t t
u)t:QT.T par 2ﬁ<T—T>

76. Phénoménes de réflexion dans le cas d’un ébranle-
ment périodique. Ondes stationnaires. — On en trouve la
théorie aux § 137 et 143 du Cours de Mathématiques.

71. Pression exercée par une onde sur le plan réfléchis-
sant. — Avec les approximations que nous avons faites, la pression
moyenne sur le plan réfléchissant est égale & la pression initiale py.
Il y a, en effet, parfaite symétrie entre les condensations et les dila-
tations. L’expérience montre cependant que si 'amplitude n’est pas
négligeable devant la longueur d’onde, une onde qui se réfléchit pro-
duit une pression ; il faut donc faire intervenir des termes d’ordre
supérieur dans l'expression de l'accroissement de pression. Posons
e=0C:ec.
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Si la déformation est adiabatique, on a :

0 S Y. S G i ( > :
- Do 1 Ou\e = Ox 2 Oz
+ Ox
Nous avons encore approximativement (Cours de Math., § 140) :

t z ou T . t wx
u—u,sin 2= T sinw — 3 (\_g.:u,,—x—sm%:TcosT,

ce qui suppose un nceud pour z=0.
Au voisinage du nceud, la pression moyenne est :

1 gle 1 1 Tung . 2 ore
Tfpdt=p°[l+ ( -2'_ )T AR T_dt]—f’ﬁp"e(‘“)!;w

La pression au voisinage du ventre reste évidemment p,; enfin la
pression moyenne entre deux nceuds est :

llou

Po~+poe(e 1) 8

La pression moyenne est donc plus grande aux nceuds qu'aux
ventres ; cette différence explique, outre les répulsions, I'existence de
courants gazeux qui vont des nceuds vers les ventres.

78. Propagation d’une onde sphérique. (Poisson.) — Nous
allons traiter le cas ol I'ébranlement est dd 4 la déformation d'une
sphere. Par raison de symétrie, les déplacements u des points du
milien se font suivant des droites passant par le centre O de la sphére
pulsante et sont identiques sur chacune des surfaces sphériques de
centre O.

Appelons r le rayon de la surface considérée;

u est une fonction F(Z,r) du temps et de ce

rayon. La condensation v est, elle aussi, une A\

fonction de r et de ¢. B|
Considérons un petit volume dV compris 5 A c

dans un céne d’angle solide w et entre deux / /

sphéres de rayon r et rdr. Ona dV—=wridr

d’aprés la définition de l'angle solide. Soit p la Fig. 30,

densité du milieu. L’accroissement de pression
sur la face AB de la sphere r est =y ; la force est wr?.=y (§ 66);
l'accroissement de pression sur la face CD est :

O~
Sk i)

la force est:
o(r +dr)s=(7 —|—~§—;‘Ldr) =or*. wy -+ 2orzydr + or' . = %Y dr.

Il faut maintenant tenir compte des pressions sur les faces laté~
rales. Admettons, pour simplifier le calcul, que le cdne élémentaire
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considéré est circulaire ; soit § 'angle au sommet compris entre les
génératrices et I'axe de cone. La longueur de la circonférence AB est
6,28.0r ; la surface latérale du petit volume est 6,28 .6rdr. La
pression totale qui s’exerce normalement est 6,28.6rdr.=y; enfin
la composante radiale de cette pression est 6,280*rdrry. Reste a
connaitre la relation entre § et w; on démontrera facilement que l'on
a w=—3,14.6°. En définitive, la résultante radiale des pressions qui
s’exercent sur la surface latérale est 2wr.=y.dr.

Faisons la somme de toutes les composantes radiales et écrivons
I'équation du mouvement :

0%u oy ’
mr"’dr.p—f)—t.l—=— mrzﬁ~6‘7dr, B op =T o

Reste a évaluer y en fonction du déplacement.
Le volume dV est compris entre deux sphéres de rayons r et
r-+dr. Aprés déplacement, les rayons deviennent r-4u et

r4dr+u -{—% dr. La variation du volume dV est :

§.dV=4ka(r 4 u)(dr + g‘r‘ dr) — brridr = 4xr2dr< g'; +ﬁ) :

r

3.dV du | 2u
Y=——dv—=—<§7+—r‘>-

La condensation n’a plus la méme expression que pour les ondes
planes; c’est évident 4 priori. En effet, donnons a toutes les tranches
d'un tuyau le méme déplacement, la condensation reste partout
nulle. Donnons maintenant le méme déplacement & toutes les sphéres
concentriques ; pour les sphéres de grand rayon, tout se passe comme
si ¢’était des plans : la condensation reste nulle. Mais il n’en est plus
de méme pour les sphéres de petit rayon. Si j'agrandis, par exemple,
tous les rayons de la méme quantité, j’aurai une dilatation infinie au
centre et qui diminue i mesure que grandit le rayon des spheres
considérées.

En définitive, I'équation de la propagation de I'ébranlement devient,
en posant Vi=w:p,

0u 0 [/ Ou 2u
de =V2—(’a‘7+7)'

or
L’intégrale générale est :
1 1.
u_—_—r,—F(Vt —r—+ . F(Vt—r).

Y F(Ve—r) 4 ) F(VE—r).

__du _
V=T

1 o
'\(:’;‘_F (Vt—’r).
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Nous pourrions aussi prendre une fonction arbitraire de la forme
f(Vt4r); nous limitons pour l'instant notre discussion & l'onde
divergente ou centrifuge.

79. Discussion du mode de propagation fourni par 1’équa-
tion précédente. Les limites de I’ébranlement se transportent
avec une vitesse constante. — Supposons qu’au temps 0 le mouve-
ment soit compris entre les sphéres de rayons r, et r;. La fonec-
tion F et ses dérivées sont nulles pour toutes les valeurs de la variable
(Vt—r) qui ne sont pas comprises entre — r, et —r,. Pour un
temps ¢ quelconque, il faut, pour que F et ses dérivées ne soient pas
nulles, compenser, dans la variable (V¢—r), l'accroissement de
V¢ par un accroissement de r. Au temps ¢ le mouvement sera com-
pris entre deux sphéres de rayons r/, et r,, tels que l'on ait:

Vti—r\=—r,, Vt—r,=—r,;
Yi=r4+Vet, ry=r,4Vt; r,—r=r,—r.
1 1 J )

Tout cela revient a dire que les limites de la perturbation se pro-
pagent avec une vitesse constante : cela ne veut pas dire que la per-
turbation reste inaltérée & Uintérieur de ces limites.

La condensation se propage inaltérée au coefficient 1 : r preés.

On a en effet : v = 1 F'(Vt—r);

le produit v a la méme valeur pour r=r, au temps 0, et pour
r=r—+Vt au temps ¢
Il faut bien remarquer en quoi consiste cette inaltération. A pro-
prement parler, ¢’est une modification notable. Considérons un ébran-
lement limité d’abord par les sphéres de rayons r,—=1 et r,—=2;
au bout d’un certain temps il est, par exemple, limité par des sphéres
de rayons r', =101 et r,=—=102. L’équation précédente nous apprend
que l'on a :
')'1"1=')"1"’17 ""1=101 -]’11-
Yoo ==Y, 1.=51.y.
Nous sommes toutefois assurés que la condensation ne changera
pas de signe; de condensation elle ne deviendra pas dilatation.
La vitesse des tranches concentriques de Uébranlement peut chan-
ger de signe du fait de la propagation.

Voo Vo
On a: v= , F(Vi—r)4-F'(Vi—r).
Prés du centre le premier terme l'emporte
Voo
ve= ., F(Vt—r);
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tres loin du centre c'est le second terme qui prédomine
V= v F'(Vt—r).
r

Considérons par exemple, prés du centre O, un ébranlement tel
que la vitesse d'un point v, soit représentée en fonction du temps
par la courbe ABCDE; c'est & un facteur constant prés la fonction
I'. La fonction F" est représentée par la courbe tres différente
A'BCUD'E'. Pendant I'ébranlement le point voisin du centre s’éloigne

Wtesses

C
TN E  Jemps
A E A

D

Fig. {0.

constamment du centre avec une vitesse nulle, puis croissante, puis
décroissante; sous l'influence du méme ébranlement, le point éloigné
du centre subit une sorte d’oscillation : il s’éloigne pour se rappro-
cher ensuite,

Dire que les limites de 1’ébranlement se transportent avec une
vitesse constante, revient & écrire AE—=A'E".

En définitive, si 1'ébranlement considéré comme un bloc se pro-
page avec une vitesse constante, nous sommes loin des lois simples
de la propagation dans les tuyaux.

Les résultats précédents s’appliquent, lorsque l'onde née en un
point n’est pas rigoureusement sphérique, pourvu gu’on se place &
une distance suffisante du point : méme alors le phénomeéne se sim-
plitie. C’est par exemple ce qui arrive dans la détermination directe
de l'existence du son dans I’air ou dans I'’eau. On produit un ébran-
lement en un point; & une distance suffisante du point, la vitesse de
propagation est constante, 'onde se déplace sans déformation sen-
sible; la vitesse est en raison inverse de la distance; l'intensité de
son en raison inverse du carré de la distance. Ainsi se trouvent
légitimées ces méthodes de mesure.

Nous savons (§ 33) que pour I'eau, le coefficient de compressibilité
est »x=0,00005=235.40-°, la pression étant évaluée en kilo-
grammes par cm’. Evaluons tout dans le systtme du kilogrammétre ;
il est 10* fois plus petit=15.10~"°.

La densité p vaut 10°; enfin g==9= 81.

V= % = \/5_1%,—891T03= 1400 metres environ.
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80. Mouvement vibratoire entretenu par une sphére pul-
sante. — Soit ¢ le rayon de la sphére pulsante et v=q0(f) la
vitesse qu’on impose suivant le rayon aux points de sa surface. Noug
devons poser, puisque par hypothése ¢ est trés petit :

Vo Voo
o) = F' (Vi— ¢) =— F/(V2).

En définitive, on aura pour un point quelconque :

v=sg[,§. olt— {,)4—% <?’(t—{,>]-

Ondes périodiques. — Posons v=—0¢(f) =Ksin2=% ‘%‘— Il vient ;

L ¢ t 2= ¢
v:ng[rz sm27:<T—— ;>+TTCOS2’T<-’I—‘_—;‘>] (1)
y=K¢ 'Vi—r%cos%:(—%—%)_

Tout prés du centre on a:
_Ke o (f T
v =3 sin 27y )
Loin du centre on a:
o Ke? 27 . t r 1
V= r TSIH2W<T_T+Z>

Le mouvement a grande distance est donc en avance de 1/% de
période. Cette avance se produit 4 des distances de la source infé-
rieures & A. Tout se passe comme si la vitesse de propagation était
extrémement grande preés de la source et diminuait rapidement en fonc-
tion de r jusqu’a sa valeur normale; d’ou 'avance ci-dessus consta-
tée.

81. Variation de 'amplitude avec le rayon et transport de
Ténergie mécanique. — Ecrivons la vitesse v [éq. (1) du § précé-
dent | sous la forme :

. t r
v=As1n2n<,—r——T—|—h>.

L  qrs 1 hr? __ 2ar
Il vient: A=K: \/ = -+ Tl tg2,.h_f)\ .

A n’est donc pas en raison inverse de r. On admet généralement
que I'énergie mécanique, existant & un instant donné sur une sphére
de rayon r, se transporte en totalité au bout d'un certain temps sur
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une sphére de rayon r'. D’ol la loi des énergies en raison inverse
du carré des distances. Sous cette forme absolue, la régle ne pré-
sente aucune nécessité. Il est bien nécessaire que l'énergie qui tra-
verse une sphére de rayon r, soit indépendante de r dés que 1'état
permanent est atteint; mais il n'est pas nécessaire & priori que les
énergies sur des surfaces égales des diverses sphéres soient dans un
rapport déterminé, tel par exemple que celui de I'inverse du carré des
distances au centre. Les mémes régles s’appliquent en Optique : la
loi de variation de I'éclairement en raison inverse du carré des dis-
tances n'est légitimée que par la grandeur de la distance r vis-a-vis
de la longueur d'onde. Ce qu'on mesure en effet, ce n’est pas 1'éner-
gie transportée, mais 'énergie existante.

La proposition généralement admise est d’ailleurs contredite par
les faits journaliers. Un corps vibrant ne communique au milieu
ambiant qu'une trés petite partie de son énergie : pourquoi n'en
serait-il pas de méme des couches gazeuses?

Evaluation de Uénergie transportée. — Evaluons le travail fourni
sur une surface sphérique de rayon r, ou la pression est p, et dont
le déplacement est u.

On a : dW =4zr*.p.u=/bkrr’p.vdt.

Or la pression est égale & la pression moyenne, augmentée
de =y, d’aprés la définition méme de y et de =’ (§ 66)1
Le travail fourni pour une période est donc :

T , T W’KZEl
w=/ dW=4nﬂ.w[ yode= (8% ) T

Comme on pouvait le prévoir, l'énergie transportée W est indé-
pendante du rayon; par unité de surface, elle est donc en raison
inverse du carré du rayon.

Le centre d’ébranlement est entouré d’'une atmosphere agitée qui
ne perd qu'une faible partie de son énergie, partie d’autant moindre
que ) est plus grand. Les vibrations d'un solide de petites dimen-
sions (diapason, corde, ...) donnent un son trés faible en tout point
dont la distance n'est pas trés petite, s’il n'y a pas de table d’har-
monie.

Voici une curieuse expérience qu'explique la formule précédente.
Un timbre sonne dans un récipient ou 'on a raréfié I'air; on I'entend
distinctement. On laisse rentrer de I'hydrogéne 4 la pression atmo-
sphérique : le son devient imperceptible.

Remplagons A par sa valeur VT; nous savons que =’ est propor-
tionnel au produit de la pression moyenne p par C:c; V est indé-
pendant de la pression p. Laissant de c¢bté les facteurs constants qui

1 Nous écrirons «’ au lien de = (§ 66) pour éviter une confusion avec le nombre =
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interviennent dans W, nous trouvons que l'énergie transportée est
proportionnelle & p:V®,

L’hydrogéne a pour densité 0,0693, la vitesse de propagation est
en raison inverse de la racine carrée de la densité. Elle est donc

3,8 fois plus grande dans I'hydrogéne que dans l'air. Or 3.8 =55.
Done, 4 égalité de pression, I'énergie transportée est 55 fois plus petite
dans I’hydrogéne que dans l'air. Si la pression de I'air est réduite a
1/10 d’atmosphere, 1'énergie transmise y est encore 5,5 fois plus
grande que dans I’hydrogéne a4 la pression atmosphérique. En défi-
nitive,, 1'énergie transportée dépend essentiellement de la densité par
rapport & l'air du gaz dans lequel se fait la vibration; dans un gaz
donné, elle croit proportionnellement & la pression.

82. Principe d’Huyghens. — On peut regarder comme centres
d’ébranlement tous les éléments E d'une surface d’onde M; pour
trouver le mouvement en un point P au temps t en dehors de cette
surface d’onde, il suffit de composer les mouvements élémentaires,
envoyés au point P par chacun des éléments E et y arrivant au
temps t.

Ce principe offre deux paradoxes dont la solution se trouve dans
les considérations précédentes.

{° Soit un ébranlement limité par deux plans A et B dont la distance
est e et formant un systéme d’ondes planes. Nous pouvons d’abord lui
appliquer ce que nous avons dit de la propagation dans les tuyaux,
c’est-a-dire par ondes planes. L’ébranlement se propage d’'un mou-
vement uniforme et sans modification. Le principe d’Huyghens qui,
s'll est exact, doit conduire au
méme résultat, nous permet d’en- E
visager la propagation d’une ma-
niére toute différente.

Avant d’arriver entre les plans \\

A et B, I'ébranlement met & tra- a & /
verser un certain plan M un temps F i
t=ce:V, pendant lequel chaque 2
élément E du plan M peut étre Fig. 41.

considéré comme centre d'ébran-

lement. Pour calculer le mouvement du point P au temps £, il faut
chercher ce qu'il regoit au temps ¢ de tous les éléments E jouant
le role de centres.

A chaque ¢élément E est dd au temps ¢ un ébranlement qui, d’apres
ce que nous savons, est compris entre deux sphéres dont les rayons
different précisément de la distance e. Ce sont tous ces mouvements
qu’il faut composer.

Le paradoxe est précisément que leur résultante soit identique-
ment nulle dans I'espace compris entre le plan M et le plan A.

‘e
I
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Supposons, par exemple, que 'onde plane considérée soit unique-
ment condensée et que la vitesse vibratoire y soit partout de méme
signe. Si les mouvements envoyés par les différents éléments L
conservaient, pour la vitesse, un signe invariable & toute distance, il
est clair que le mouvement résultant ne pourrait étre nul dans l'es-
pace compris entre les plans A et M. Mais nous savons qu’il n’en
est pas ainsi (§ 79), ce qui leve le paradoxe.

2° Considérons les différents éléments E comme sources; si 1'on
suppose que la vitesse de propagation est constanfe, on retrouve
au point P le mouvement qu’on cherche, mais seulement en gran-
deur et non en phase; d’oi un paradoxe longtemps inexplicable.
Mais nous savons que la vitesse n’est pas constante, qu'au voisi-
nage de la source elle est plus grande que sa valeur normale, et qu'il
résulte de 1a une avance d'un quart de période pour les points qui
sont 4 une distance de la source supérieure & une longueur d'onde.

Nous aurons l'occasion de revenir sur le principe d'Huyghens en
Optique.

83. Probléme général de ’entretien d’un son dans une cavité
de forme quelcongue. — Le probléeme général consiste a détermi-
ner quel systéme de vibrations peut se maintenir indéfiniment dans
une cavité de forme donnée. Il faut satisfaire en un point quelconque
du milieu aux équations générales d’équilibre dynamique, et en un
point quelconque de la surface limitant le milieu & des conditions
particuliéres, imposées soit par les données expérimentales, soit
le plus souvent d’une maniére arbitraire pour simplifier la question
et obtenir au moins une solution approchée.

La théorie élémentaire des tuyaux telle qu’elle est exposée dans le
Cours de Mathématiques, § 147 et suivants, est un bon exemple de
ces approximations. On suppose que, le long des parois latérales, le
gaz glisse sans frottement, et qu'aux extrémités il existe exactement
un ventre ou un nceud; on admet que les parois n'entrent pas en
vibration : toutes hypothéses dont le manque de rigueur est évident.

L'expérience prouve qu’il existe ce qu'on appelle trés impropre-
ment des perturbations aur extrémités. Par exemple, a4 I'extrémité
ouverte d'un tuyau, le mouvement vibratoire ne cesse pas brusque-
ment; il existe encore notable & quelque distance. Donc I'hypothese
d’'un ventre n’est pas exacte : la condensation n'est pas identique-
ment nulle, la pression n’est pas identiquement constante. Une théo-
rie plus exacte montre que tout se passe comme si la théorie élémen-
taire était vraie, & la condition de supposer le tuyau plus long d’une
quantité qui, pour les tuyaux cylindriques, est environ les 0,6 du
rayon. ’

Pour les tuyaux dont la longueur n’est pas trés grande par rap-
port aux dimensions transversales, la théorie élémentaire ne signitie
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plus rien. Il est évident & priori que I'atmospheére extérieure joue un
role qui devient prédominant quand le tube est trés large. En aug-
mentant le diameétre sans changer la longueur, on fait baisser le son
de plus forte résonance.

L’approximation donnée par la théorie élémentaire est encore plus
mauvaise pour l'extrémité ot se trouve l’embouchure. Les facteurs
d’orgue admettent que, pour une embouchure de fliite, un tuyau rec-
tangulaire se conduit comme le veut la théorie, en ajoutant a la lon-
gueur réelle deux fois la distance du biseau & la paroi opposée. La
correction est quatre ou cinq fois plus grande que celle de l'extré-
mité ouverte.

On suppose, dans la théorie élémentaire, que le frottement de
Iair contre la paroi latérale est négligeable. Ce n’est évidemment
pas exact, il serait plus correct d’admettre que l'air au contact de la
paroi est immobile (§ 58). On modifie nettement le son en rendant
plucheuse la paroi interne.

Enfin les parois peuvent vibrer : un tuyau de papier de méme lon-
gueur qu'un tuyau de cuivre donne un son nettement plus bas et
d’'un timbre plus sourd; les harmoniques supérieurs ont disparu.

On ne doit pas s’étonner qu'une théorie évidemment insuffisante
n'explique pas rigoureusement les faits; une théorie plus exacte
existe : malheureusement le cadre de cet ouvrage ne nous permet pas
d’insister ; nous en indiquerons cependant les principes aux § 94 et
suivants.

Lot des volumes semblables. — Nous citerons seulement un résultat
trés général. Les masses d’air de formes semblables, ébranlées par des
bouches semblables, engendrent des sons dont les hauteurs sont en
raison inverse des dimensions homologues.

Cette proposition est un cas particulier d'un théoréme plus géné-
ral. Dans les systémes vibrants semblables et semblablement consti-
tués, la hauteur est inversement proportionnelle au rapport de simi-
litude et proportionnelle & la vitesse de propagation pour le milieu
et les vibrations considérés.

84. Théorie des résonateurs. On appelle résonateur une
cavité de forme quelconque limitée par une paroi rigide, polie, percée
d’'une ouverture de dimensions convenables. Parmi les sons que le
résonateur peut renforcer, il en est un trés grave (relativement aux
dimensions), correspondant & un mouvement vibratoire particuliére-
ment simple.

On choisit généralement comme résonateurs des sphéres creuses
en métal mince a deux ouvertures; l'une est une section circulaire
découpée dans la paroi, I'antre porte un bout de tube qu’on introduit
dans l'oreille. Sil'une des oreilles est bouchée avec de la cire, si
I'on met dans I'autre le résonateur, la plupart des sons émis au voi-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



112 MECANIQUE PHYSIQUE

sinage sont plus étouffés qu’'a I'ordinaire; mais quand on produit le
son simple correspondant au résonateur, il éclate dans l'oreille avec
intensité.

La cavité étant trés petite par rapport & la longueur d’onde du
son, nous admettons que la pression p est a chaque instant constante
en tous les points; p est donc seulement une fonction du temps.
Supposons l'ouverture fermée par un piston P ayant une certaine

masse, et supposons qu’extérieu-
rement la pression soit cons-
tante et égale & p,. L’air 4 l'in-

v térieur de la cavité joue le role
Es , dun ressort; le piston P vibre
6 o’ avec une période qu’il est facile

de calculer, si nous donnons sa
masse. Comme elle représente en
définitive l'inertie du milieu ex-
térieur, nous la représenterons
par gM; p, est la densité cons-
tante de l'air intérieur, M est une quantité qui a les dimensions d’un
volume. Repérons la position du piston au moyen d'une variable r,
mesurée sur une droite OO’ & partir de sa position d’équilibre; soit
S Paire du piston; I’équation du mouvement est :
d’x
POM —HT= _ Ap - S.

IS

Soit U le volume de la cavité; a chaque instant le changement de
volume est dU=—Sdr. Multiplions et divisons le second membre

par AU:U=8z:U, il vient :

d’z AUNT Se
M Gga=[—: (0 )] U
Mais la quantité entre crochets est (§ 67) le carré V2 de la vitesse
de propagation du son dans l'air; d’ou :
d’r _ V8§
de = MU °
Nous avons étudié cette équation; nous savons que le piston exé-
cutera des vibrations isochrones dont le nombre par seconde est :

A%A)
N=s_ o

Le probléme serait complétement résolu si nous connaissions le
volume M qui définit I'inertie du milieu extérieur, Elle dépend évi-
demment de la maniére dont ce milieu communique avec le milieu
intérieur U.

Pour aller plus loin, spécifions ces circonstances.

Fig. 42.
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Ouverture percée en paroi mince. — Il semble probable & priori que
le volume M dépend uniquement des dimensions de l'ouverture; il est

3
donc naturel de poser 'M=KS? ot K est un facteur constant a

.

2 b}

déterminer. La théorie et 'expérience montrent que K= d’ou
__ vV V5

V2y=t O

Substituant 4 V sa valeur, on trouve a4 0° et en prenant le centi-
metre pour unité de longueur :

la formule :

N =5620 Vs .
VU
Par exemple, soit une sphere de 13 centimetres de diamétre :
U=1144"",

Soit un diamétre d'orifice de 3 centimeétres :
S="7",07, N=268.

Résonateurg de Pinaud. — Ce sont des spheéres soufflées au bout
d’un tube de verre étroit et trés long.

M dépend évidemment de la section S et de la longueur du tube :
la théorie et 'expérience donnent l'expression simple M=SL;

N—z— \/L VO’ N=5270- \/L VO -

La théorie précédente explique le fonctionnement d'instruments
singuliers appelés ocarinas. Ce sont des cavités irréguliéres qui com-
muniquent avec l'atmosphére par des trous placés n’importe com-
ment, mais de diamétres convenables. En en ouvrant 1, 2, ... on
obtient pour un méme volume U des masses fictives ;M a mouvoir
différentes, et par conséquent des sons différents. La méme théorie
explique pourquoi dans un instrument & vent et a trous (flite, clari-
nette, ...) on peut corriger la mauvaise position des trous en modi-
fiant leurs diameétres ou la distance maxima au tube du tampon qui
sert & les fermer et a les ouvrir.

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 8
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CHAPITRE VI

HYDRODYNAMIQUE

Reprenons la question du mouvement dans les fluides d'une ma-
migre un peu plus générale. Outre l'intérét pratique des formules que
nous établirons et des exemples qui leur servent d’application, nous
rencontrons une maniére infiniment remarquable de représenter les
phénomeénes dans un milieu.

85. Notations de I'Hydrodynamique. Equation de conti-
nuité., — A l'inlérieur d’un fluide considérons un petit élément. Il
eccupe une certaine position x, y, 2, il est animé d’une vitesse dont
les composantes, parallelement & trois axes rectangulaires, sont u,
v, w. Successivement au méme point x, y, z viennent passer d’autres
éléments, avec d’autres vitesses autrement dirigées; de sorte qu'en
ce point fixe z, y, 3, la vitesse varie : u, v, w sont donc des fonctions
du temps.

Si notre observation avait porté sur un autre point, nous aurions
trouvé pour les composantes de la vitesse & chaque instant d’autres
fonctions du temps. Il est clair qu’au point de vue cinématique, nous
connaitrons absolument tout ce qui se passe dans le liquide par la
eonnaissance des trois fonctions u, v, w des variables x, y, z et du
temps, et de 1'état du petit élément qui traverse chaque point fixe z,
y, z a chaque instant ¢; I'état est déterminé par la valeur de la
densité p qui est la seule caractéristique pour un fluide.

Dans ces notations nous ne suivons plus individuellement chaque
élément du fluide; cela n’aurait d’ailleurs aucun intérét, puisqu’ils
sont indiscernables quant & leur nature.

Il est évident que nous ne pouvons pas nous donner arbitrairement
les fonctions u, v, w, ¢ des variables x, y, 2z, ¢{. Une relation doit
exister entre ces fonctions, ce qu'on appelle une équation de conti-
nuité,

Considérons une surface fermée sans trou, et exprimons la quan-
tité de matiére qui en sort pendant le temps d¢. Soient %, u., v les
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cosinus directeurs de la normale, prise positivement vers l'extérieur.
Si u, v, w sont les composantes de la vitesse au sens cinématique du
mot, up, vp, wp sont les composantes de la vitesse d’écoulement
matériel. De sorte qu'a travers 'élément dS, dans le temps dt, la
quantité de matiére qui s’écoule est :

¢ (ur 4 vy 4 wv)dSdt.

Nous pouvons donc écrire ;

dtf/p(u)\—l—qu—wv)detz——dt%[//pdm=—dt/f %;Ldm,

oit do est I'élément de volume. Nous exprimons que la diminution
de la masse totale & l'intérieur de la surface fermée est égale a la
masse qui s'écoule & travers cette surface pendant le méme temps.

Or, cette identité devant étre satisfaite quelle que soit la surface
considérée, elle doit I'étre pour un élément de volume parallélépipé-
dique dzdyds. Différencions les deux membres de V'équation; remar-
quons que l'on a :

ffpu.xds =/fpudydz :/ff 6 doayds,

et de méme pour les autres termes du premier membre; il reste :

S 2 2 e o, 0

Si le liquide est mcompressd)le, I'équation (1) devient :
dw ,
0w+0J+bzI’ ()
analogue 4 I'équation du § 63. Toutefois les notations u, v, w n'ont
pas le méme sens. Au § 65, u, v, w représentent de petits déplace-
ments; ici u, v, w représentent les composantes de la vitesse dont
les 0“randeurs sont quelconques. Un instant de réflexion montre qu'il
d01t en étre ainsi : les vitesses étant les limites du quotient de l'es-
pace par un temps, si nous explicitons les chemins parcourus, ils
doivent naturellement étre trés petits.

86. Equations de I’'Hydrodynamique. — Il faut toujours écrire
que le vecteur accélération d’un petit élément du fluide est égal a la
force appliquée a cet élément divisée par sa masse. Si les équations
de I'Hydrodynamique n’ont pas la forme ordinaire, c’est que nous
devons exprimer les vitesses et les accélérations d’un élément mobile
déterminé au moyen des vecteurs u, v, w, qui représentent les
composantes de la vitesse en un point fixe du milien.

Soient %, y, z les coordonnées variables de I'élément considéré.
Nous avons (§ 28) :

d2x op (I-J op d’z op |
PdE =X Pap =Y oy PAE T LT oz
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ce qui revient & ajouter aux forces appliquées & 1'élément les forces
dites d'inertie. 1l s’agit d’exprimer les premiers membres en fonction
de u, v, w.

Or l'élément qui est actuellement au point z, y, 5 se trouve, au
bout du temps d¢, au point

v4+de=x-+tudt, y+dy=y-+tvdt, z-4ds=3z4wdt.

Sa vitesse est donc celle qui existe en ce nouveau point et pour le
temps ¢-}-d¢. Puisque u est la vitesse au temps £ et au point z, y, 3,
la vitesse u--du au temps £} df, et au point x -} udt, y-4 vdt,
2 wdt est :

ou ou du Ou
u—}—du-—u—}—ﬁt—dt—kmd:v-{—b—ydy{— \_ d:
ou ou
=t g o e i

De méme, pour v et w.

d2x
Le taux d'accroissement B de la vitesse de 1'élément considérg,

parallélement a I'axe des x, est donc I'expression comprise entre paren-
theses. En définitive, les équations de 'Hydrodynamique sont :

Ou ou X 1 op

Ot —}—u 0x+v - 03 —__FW’

Ov (‘)v Ov 1 op

(2) S+ Py TS — e T oy
ow O 0w D 1 op

>f Ty Y ?)1/+l e ¢ 03

$7. Conditions aux limites. — Lorsque le fluide n'est pas indé-
fini, il existe des conditions & satisfaire dites équations aux limites.
Si, par exemple, il est contenu dans un vase, la vitesse & la surface
de ce vase doit étre dans le plan tangent.

Soit f(x, y, 5, t)=0 'équation du vase qui n’est pas nécessaire-
ment immobile ou de forme invariable; le déplacement dzr, dy, ds
d'un des points de la surface satisfait a l’équation

of ?)f
La condition & satisfaire est :
of ?)/'
Bz TP m/ + T Vi
Dans le cas d'une paroi fixe, ?)f/bt est identiquement nul.

A la surface libre d’un liquide, la pression p est en général cons-
tante.
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Comme on a p=fi(x, y, 3, t), l'équation de la surface libre est
fi=C"; substituant dans l’équation de condition générale, il vient :

+v0y Oz_l_

83. Cas particuliers les plus importants. Potentiel des forces

et des vitesses. — Le plus souvent la force X, Y, Z admet un
potentiel, c’est-a-dire qu’on peut poser :

X ~ov Y Vv Z 2oV

e B R

ol V est une fonction de z, y, 3.
Soit ® une fonction de z, y, 5 et du temps; on dit qu’il y a un
potentiel des vitesses si l'on a :
__od _od _0®
H—bx’ 'D—W, W= 0;.
On démontre que s'il existe 4 un moment un potentiel des vitesses
et si les forces agissantes admettent un potentiel, il existera foujours

un potentiel des vitesses pour la méme portion finie du fluide, pourvu
que la densité soit une fonction de la pression.

Posons : U? = u® 4 v* 4w
Multiplions la premiére des équations (2) par dz, la seconde par
dy, la troisieme par dz et additionnens; on frouve comme intégrale :

Srtg——V—fErr. 3

F(¢ est une fonction arbitraire de ¢.
S'il s’agit d'un fluide incompressible, 1'équation (3) devient :

0d U p ,

7;7+T=—V——9+F(t), (3)
et I'équation de continuité (1) prend la forme

o*b . 0*D . ,

'XE?“" 0J2+°" = A =0. (l)

Quand ces conditions sont satisfaites, et quand les conditions aux
limites sont purement cinétiques, la solution des problemes revient
a chercher une solution de (1') qui satisfasse aux conditions aux
limites. L’équation (3') fournit ensuite la pression. On détermine la
fonction arbitraire F () par les conditions initiales.

89. Mouvements stationnaires. — Le mouvement est dit sta-
tionnaire quand u, v, w ne sont fonction que de =, y, z. Tout élé-
ment qui passe en un point y prend une vitesse u, v, w de grandeur
et de direction invariables. Les trajectoires de forme invariable des
particules s’appellent lignes de courant.
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S'il existe un potentiel des vitesses, on a évidemment :

b‘b d II2 DY
, =0, f_PL+V+ 5 = Constante. (3)

Mais cette équation n'implique plus l'existence d'un potentiel des
vitesses, pourvu gqu’on Uapplique & un tube de courant.
Soit en effet s une variable comptée le long de la ligne de courant.

Ona:
dz dz/ dz = Ou ov  Ow
u=Ugs, v=U4qr, w=Ugy F=37=0 =

Substituant dans (2), il vient :

.[du de | du dy | du dz du X 1 dp
U[%Tis—_‘_ dy ds T ds ds] U=

et deux autres analogues.

Multipliant respectivement par %%, %% s %’:— , additionnant,
il vient I'équation (3”).

Appliquons-la au cas d’un liquide pesant incompressible; pour la
pesanteur le potentiel V est de la forme g3 (au signe prés) : nous
retrouvons avec d’autres notations le théoréme de Bernoulli (§ 33).

L’équation (3”) (appliquée a tous les points d’un tube de courant,
s'il n'y a pas un potentiel des vitesses ; appliquée a tous les points du
milieu, s'il existe un tel potentiel) prouve que la pression est, toutes
choses égales d’ailleurs, moindre 1 oit la vitesse est plus grande. Clest
bien évident & priori, puisque l'accroissement de vitesse le long du
tube de courant est précisément dd a la diminution de pression.

Par exemple, on fait écouler un liquide par un ajutage horizontal
qui va se rétrécissant vers le dehors; le potentiel des forces V reste
eonstant le long du tube. Il est clair que la vitesse croit, puisque la
section du tube diminue; on montre aisément la diminution de pres-
sion correspondante en branchant des tubes verticaux sur l'ajutage.
Cette diminution de pression ne correspond pas a un travail de frot-
tement, mais & I'accroissement de I'énergie cinétique.

90. Théorie de la houle. Ondes oscillantes en eau profonde.
— Voici une trés intéressante application des équations précédentes.

Considérons un milieu liquide incompressible et indéfini. Le mou-
vement que nous allons démontrer possible (quitte ensuite & chercher
& quel phénoméne il correspond) est par hypothése identique dans
tous les plans paralleles au plan zy; u et v sont indépendants de z
On suppose de plus identiquement w=0.

Prenons 'axe des « borizontal, Vaxe des y vertical et dirigé vers

le bas.

Les équations générales a satisfaire sont, en admettant I'existence
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d’'un potentiel des vitesses, réduisant les forces a la pesanteur, et
négligeant comme premiére approximation les carrés et les produits
des vitesses et des déplacements :

R I » b

On vérifie d'abord aisément que
P = Ae=" cos (mt — nx) (1)

est une solution de I'équation A*P =0.

Sens de propagation
L

3

D
Sens de circulation

Fig. 43.

Transportant dans la seconde équation, il vient :

%: (6)+ gy + mAe=sin (mt — na). (2)

La forme de la surface libre est donnée par la condition p=C*
(§87) :
op 0P Op oD Op
B0 v T oy oy =0 )

D’ailleurs, F(¢) est une fonction arbitraire du temps; la suite du
calcul montre que nous pouvons la supposer constante sans contra-
diction. Substituant dans I’équation (3) la valeur de p, il reste sim-
plement la condition m?=gn.

Les vitesses au point #, y ont pour composantes :

u= —g—i =nAe "sin (mt — nx), v= g—g} =-—nAe~"cos (mt— nx).

Pour concrétiser le phénomeéne, nous allons substituer & ce mou-
vement un mouvement peu différent. Strictement u et » sont les
vitesses en un point five z, y; supposons qu'elles représentent les
vitesses d’une particule déterminée se déplacant au voisinage d'un
point fixe.

Le mouvement est :

nA

nA
E=-’L'1-——-—m—e—””‘ cos(mt_n,z‘l), N=Y — ¢ 1 sin (mé — n, ).
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Chaque particule décrit donc un cercle de centre z,, y,, de rayon
R= —'%né-e—"”l ,
avec une vitesse uniforme
nAe="™ = mR = —2—111

La figure représente au méme instant les positions des particules qui
correspondent au méme y, et & une série croissante de valeurs de .r,.
Nous reconnaissons la houle réguliére. La distance verticale entre
la créte d'une vague et le creux, ce qu'on appelle la hauteur de la
houle, est égale au diamétre de l'orbite des particules a la surface.
Chaque particule se meut en avant quand elle est au sommet d'une
vague, en arriere quand elle est dans le creux. A mesure que .,
augmente, la particule se décale en arriére sur son orbite.
Cherchons la vitesse V de propagation du phénoméne en fonction
de la longueur d'onde L et de la période v, considérée soit comme
la période de rotation sur l'orbite, soit comme la période définie par
la propagation, Il faut poser :
2zt 2=z 2z 2z
'—n_ .

mt-—nx: ——— T == =
T L m’

Les conditions m?*=gn et I.—=V< donnent :

2L =g1*, 2=V:=gL.

La vitesse V de propagation varie comme yL . Pour fixer les idées,
on a par exemple L =120 meétres; v=8.8 et V=13"7 a la
seconde (§ 32).

Si I'eau n’est pas trés profonde, on trouve des trajectoires ellip-
tiques; V'axe vertical, égal a 1'axe horizontal a la surface, diminue
plus vite que lui quand on s'approche du fond.

La forme de la surface libre est une cycloide raccourcie, obtenue
en faisant rouler sur une droite un cercle de rayon R,—L:2z. Le
point qui décrit la cycloide est & une distance R du centre.

I1 est facile de montrer que I'action de la pesanteur sur une parti-
cule et la force centrifuge due & son mouvement de rotation ont bien
une résultante normale a cette surface libre.

En effet, considérons les phénoménes au temps t=0, et soit
y,=0 la position des centres des orhites pour la surface libre. Les
équations de cette surface et de sa tangente sont :

£ =ux,—Rcosnr,, =m=Rsinnz,

dZ . dn
do = 1+ rRsin nz,, dor = nR cos nx,.
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La résultante des actions sur une particule est :
X=—mRcos nx,, Y=g+ mRsinnz,
Gréce a la condition m”: gn, il vient :
d+

drl + Y- =0. C. Q. F. D.

91. Conséquences de la dépendance entre la vitesse de pro-
pagation et la longueur d’onde (Rayleigh). — Lorsqu’un groupe
d’ondes se propage en eau tranquille, sa vitesse est moindre que celle
des ondes qui le composent. Celles-ci ont I'air de s’avancer dans le
groupe; elles s’évanouissent lorsqu’elles approchent de son front. Il
est facile de montrer dans un cas particulier que ce phénoméne tient
a ce que la vitesse est fonction de la longueur d’onde.

Soit deux trains d’ondes de méme amplitude, mais de longueurs
d’onde peu différentes se propageant dans la méme direction. Le mou-
vement résultant est :

y = cos 2= (mt — nz) -+ cos 2= (m't — n'x)
=2cosw { (m—m)t—(n—n')r { cos® { (m—tm)t—(n-n'yr}.
Si Am=m—m’ est petit, le mouvement résultant (groupe d’ondes)
peut étre assimilé a un mouvement

Ycosw § (m—4m')t—(n+n')r},
presque identique a4 'un ou l'autre des mouvements vibratoires com-
posants, a la différence prés que son amplitude Y varie lentement
dans I'espace et dans le temps.

Pour un temps donné, 'amplitude varie de 0 a 2. La période en
longueur, c’est-a-dire la longueur d’onde 2; du phénomene est 2: An;
nous verrons a un instant donné des maximums successifs séparés
par cette distance et comprenant des minimums. Cet ensemble
forme le groupe. Pour un point donné, la période en temps =, est
2:Am. Don¢, ces maximums ou minimums se déplacent avec une
vitesse V, :

N Am
. An”
Soit V==KL’, ot L est la longueur d’une onde simple, p et K

V)=

des constantes; on a :
Am __ d(i: ) d(V:L)
An = QL) = a:Ly =4 —p)V.

-Pour les ondes en eau profonde :

Vv1 =1lim

p=~é—-, V=2V1.

La vitesse de chaque onde est deux fois plus grande que la vitesse
du groupe ; donc les ondes individuelles doivent s’avancer dansle groupe.
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92. Onde solitaire ou de translation. — Si l'épaisseur du
liquide devient relativement faible, il se produit un mouvement
obéissant & d’autres lois. L’expérience a montré que le tirage d'un
bateau dans un canal de section rectangulaire et de profondeur A
est particulierement facile pour une vitesse donnée qui dépend de la
profondeur.

C’est la vitesse de propagation de Uonde ou de la protubérance pro-
duite par le passage du bateau.

Pour la calculer, nous admettrons que toutes les particules d’'une
méme section droite du canal sont animées 2 chaque instant du méme
mouvement horizontal. Nous appellerons £ le déplacement pour les
points d'une section repérée par l'abscisse . Nous admettrons de
plus que le mouvement vertical est toujours trés faible; nous appel-
lerons 7 la hauteur de la protubérance au point x.

Du fait de cette protubérance, la pression croit de la quantité
constante gon dans toute la section droite x. Considérons un petit
élément de hauteur dy. La force horizontale est augmentée sur sa
face d’abscisse » de gpndy; sur sa face d’abscisse x| dz, elle est

augmentée de gp(*r,—|—2£ dr)dy; par conséquent, le mouvement

horizontal du petit élément est défini par I'équation
0% O
= 9%z ()
Mais si la protubérance n se fait, c’est que dans la tranche limitée
par les abscisses & et  -dx, il entre plus de liquide qu’il n’en sort.

A travers la tranche d’abscisse z , 11 passe le volume % - %Ct— 5 & tra-
vers la tranche d’abscisse :v—{-—das, il passe le volume
o 0f
( 37 Oxr Of dv)
De sorte que 'ona: — ?;; h ;; bbt s
ou en choisissant convenablement la constante d’'intégration :
¢
—n=h5g-
L’équation (1) devient :
0% % ,
e =9k 3 ()

Le déplacement £ se propage donc avec une vitesse V=1y/gh , cons-
tante pour une profondeur % donnée, mais qui dépend de cette pro-
fondeur. S5i, par exemple, la profondeur du canal est h =3 maétres,
la vitesse de propagation du déplacement £ est V—=»5m L2 par
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seconde, soit 19km 3 & L'heure. Pour h =2 metres, V=4m 43 par
seconde, soit 16 kilomatres & I'heure,

Les deux cas que nous venons de traiter (§ 90 et 92) rentrent dans
une formule plus générale qui convient & une profondeur ni trés
petite, ni trés grande.

93. Influence de la tension superficielle. Rides a la surface
d’'un liquide. — Admettons que la courbure de la surface libre
7= f(x) reste toujours petite. L’inverse du rayon de courbure de la

section normale aux rides peut étre exprimé a chaque instant par la
2.,

dérivée seconde %ﬁiz Puisque la surface reste cylindrique, l'autre
rayon de courbure est infini. Au point de la surface d’abscisse z,
il nait donc une pression A%, due & la fension superficielle A, et
qui s’ajoute & la pression hydrostatique proportionnelle a =.
Reprenant nos raisonnements, remplagant gen par gen+ A gzy )

il vient comme nouvelle équation de condition :
_b_"’cf_ On A 0%y _bjz_ gh 0% Ah 0%
3 = Idx T p o D o T o ox”

Cette équation admet comme intégrale le mouvement

- s o t x
c_:Bsm2,.<?— L>’

avec la condition :

V=L:

Si la longueur d'onde L est sufﬁsamment petite, le terme di a la
pesanteur est négligeable; le phénomene est produit par la tension
capillaire seule. Pour étudier ces rides, on fait réfléchir la lumiere &
leur surface et on les observe avec la méthode stroboscopique. Les
expériences de Cours avec une surface de mercure périodiquement
frappée par un trembleur, se rapportent au phénoméne ici étudié.

Nous avons traité le probleme en supposant le vase peu profond;
on pourrait supposer une profondeur quelconque. En particulier, pour
une profondeur infinie, il faudrait au § 90 modifier la formule (2)
donnant la pression a la surface, en introduisant leffet de la cour-
bure. Nous n’insisterons pas; le résultat est le méme :

—_2
vzvo\/1+~—’*"A — \/1 ivA
goL gL’
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Petites oscillations.

94. Simplification des équations. — Si le fluide est animé d'un
mouvement oscillatoire de trés petite amplitude, on peut négliger les
carrés et les produits des vitesses et de leurs dérivées partielles. Les
équations générales se réduisent & :

ou X I op

et deux autres pour v et 1w.
L’équation de continuité devient :

0p ou oV 0w
W‘F Po(*ﬁ‘l‘@"‘j;)zm

car la densité peut étre considérée comme ayant sa valeur moyenne g,
dans les termes on ses variations sont multipliées par u, v, w ou
leurs dérivées.

Les déplacements étant trés petits, on peut considérer arbitraire-
ment u, v, w comme les vitesses en un point fire ou les vitesses
d’une particule déterminée; les deux méthodes de repérage ne se dis-
tinguent plus.

Enfin, on peut toujours admettre qu’il existe un potentiel des
vitesses P, :

L’équation de continuité devient :

d
o e =0.

Les équations deviennent alors simplement (§ 88), en négligeant
I'action des forces extérieures :
0P
oo =—P+F(2).

On peut sans contradiction considérer F(#) comme une constante,
égale par exemple a la pression moyenne p,. Ecrivons p — p,=3p,

il vient en définitive : pobb—qt)————?\)p. (1)

95. Application & une masse gazeuse se dilatant adiabati-
quement. — Appelons v le rapport des chaleurs spécifiques. On a
pour loi de la détente adiabatique :

Pe— Y= PogsY, 3p=L£°— . 8p=V12p,
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avec les approximations admises et suivant la notation du § 67.
L’équation (1) du paragraphe précédent devient :
oP

P = V'3,

qui, combinée avec 'équation de continuité, fournit :

o*b -
DE = V‘A"I’, (1)

en remarquant que d’aprés sa définition

N B
ot 98 =3¢ -

Telle est I'équation unique du mouvement vibratoire d'une masse
gazeuse quelconque.

Nous retrouvons immédiatement les cas particuliers traités longue-
ment au chapitre V. Il faut seulement observer que u, v, tw repré-
sentent des déplacements au chapitre V et des vitesses dans celui-ci.
Gréce a la petitesse des déplacements, il faut donc assimiler les
ou ov 0w
oL’ oL’ ToF

Ondes planes. — Posons ¢ — Vf(Vt|-x) 4 VF(Vi—r). @ satis-
fait a 'équation (1); il est évident qu'on retrouve les ondes planes
que nous avons étudiées aux § 67 et suivants.

Ondes sphériqgues. — Cherchons ce que devient I'équation de con-
tinuité du § 9%, lorsque nous imaginons le déplacement se faisant

du chapitre V avec les u, v, w actuels,

. . . . o
uniquement suivant le rayon. La vitesse radiale est ——. La quan-

tité de matiére qui passe a travers la spheére de rayon r est :

heYi )}

bmrg or ”

Fgalons les deux expressions de I'accroissement de la quantité de
matiére entre les spheres de rayon r et r—-dr:

0 o dp
— 4= 07‘ <r29 07‘) brr? —&—'.ﬂ

Tenant compte des approximations admises, il reste :
o , 0D o(br) s
— 200 g — o = — Tt =T g -
Tirant —g—% de Y'équation générale

) ~ oD v
por = V0% ou g =—V'}
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divisant les deux membres par p,r, on trouve enfin :

OH(rb) _ , O(rd)

ot ort
équation identique a celle qui régit les ondes planes. On y satisfait
VEF'(Vt —
en posant : lb:——ru.
r

On retrouve ainsi les résultats des § 78 et suivants; en particulier,

. . 0
la vitesse radiale (notée ((Tl; au § 78) est :

b Vo, vV .,
5 =7 F(Ve—r)4 | F'(Ve—r).

Il n’entre pas dans le plan de cet ouvrage de pousser plus loin
I’étude des cas particuliers. En prenant des expressions convenables
pour le potentiel des vitesses, on rend plus conforme & V'expérience

la théorie des tuyaux sonores; par exemple, on calcule les perturba-
tions & I'extrémité ouverte (§ 83).

Tourbillons.

96. Mouvement le plus général d’'un élément d’un corps.
Soit u, v, w les composantes de la vitesse en un point O d’un corps
de coordonnées x, y, z. Au voisinage de ce point, les vitesses sont
données par les relations

ou ou
W=u+ - Az _‘_Fj“\ —{—0 (1)
et deux autres semblables. Nous devons considérer les quantités u,
v, w et leurs dérivées comme des constantes, pourvu que Ax, Ay, Az
qui sont par rapport au point O les coordonnées du point considéré)
restent suffisamment petits.
Posons :

(=4
<

8,,2——, Bz: dz ? (2>
1 /ow dv 1 /0u dw 1/ 0ov du
o= (55 +35) 9=7< +37). o-—3(5e+55)

1

i Ow Ov . du ?)_w_ S AL ou
P===77 T)j_f)z ’ P”“—2 0z ox )? P T);—?)y :

Nous pouvons mettre les équations (1) sous la forme :
a' =u+4 (3. Az+g.Ay +g,82) + (5,37 — p.3y),
v'=v 4 (g.Ax -+ 3,dy 4 g.42) + (p.Ar — p.A3), (3)
w'=1w(g,A 4 g.Ay+8.12) + (o, 3y — p,A7).

<@
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On peut, d'aprés ces équations, considérer le déplacement d’un
petit élément comme composé de trois parties.
Posons :

v=u+tu-tu, v=viov+tv, w=w-tw-tw,

10 La premiére partie correspond aux premiers termes; le mouve-
ment correspondant a pour composantes u, v, w. C'est pendant un
temps df un mouvement de franslation d’ensemble de 1'élément.

Considérons donc le point z, y, z comme fixe, c'est-a-dire laissons
de cbté cette translation d'ensemble.

20 La seconde partie comprend les premiéres parenthéses; le dépla-

cement est : u,=9d,Az -+ g.Ay +g,43,
v =g.dr 43,4y + 9.4z, (&)
v, =g,Ar+ g, \y +3.4z.

Considérons la quadrique :

f(Ax, Ay, Az)=38,A0 43,3y’ 43,42 + 29, Ay Az }-2g,AzAx
-+ 2¢. Az Ay =C" (3)
passant par le point considéré de coordonnées Az, Ay, Az.

Un déplacement u,df, vd¢, wdt qui s’effectue suivant la normale a
partir du point Az, Ay, Az, satisfait aux équations :

u,dt u,dt uydt

N N 7 O N7 o V-
0. Ax 0. Ay 0. A:)
C’est précisément le second des mouvements en lesquels se décom-

pose le mouvement le plus général. Si nous rapportons la quadrique
2 ses axes de symétrie, elle prend la forme :

0 Az 8, Ay" 3, A" = Cte. (8
Les équations (%) deviennent par conséquent :
uy==3,. Az, u,=38 Ay, uj=3 7z

La déformation se raméne donc 4 une dilatation dans le rapport 3,
de toutes les lignes paralltles a I'axe des =’ de la quadrique (8'), a
une dllatatlon dans le rapport 3, de toutes les lignes paralléles a
I'axe des y’, & une dilatation dans le rapport 3. de toutes les lignes
paralleles a l'axe des z’. Les axes de la quadrique sont les axes prin-
cipaux de la déformation.

3o Enfin considérons le troisiéme mouvement :

w=p,Az— 0.0y, v,=pAx—p, Az, w,=p,Ay—pAr.
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Il représente une rotation de l'élément tournant en bloc autour

d'un axe instantané pas-
b sant par le point x, ¥y, z.
Les rotations composantes,
considérées comme des vec-

S i teurs, sont ¢, p,, p.- Llles
F A5 sont comptées positivement
) quand elles font tourner
A dans le sens 0z, z0.,
x0y.
Par exemple, cherchons
| la variation de 'z du point
? ¢ * A sous linfluence d'une
& 5 rotation ¢,. Clest la pro-
7 jection Ax dudéplacement
Fig. i, AA'=GA ¢,
Or on a ;
Ai=RKA . Rl =aB.;, =0
On trouverait de méme que la variation de I'c du point A sous
linfluence d'une rotation . est —p. Ay, d'ou la variation totale

u,=¢,A3 —p,Ay. De méme pour les autres formules.

97. Interprétation géométrique de I'existence d’un potentiel
des vitesses, — Dire qu'il existe un potentiel des vitesses, c'est
dire qu'a chaque instant udr - vdy -{-wds=dP est une différenticlle
exacte; c’est dire que les rotations ¢, ¢,, ¢. sont nulles. Le mouve-
ment est irrotationnel. Il n'y a pas rotation de l'élément de volume
autour d'un axe instantané passant par un de ses points.

98. Tourbillons. — Supposons que les rotations ¢,, ,, ¢. ne soient
pas nulles. A chaque instant, chaque élément du liquide pour lequel
le mouvement n’est pas irrotationnel, tourne autour d'un axe instan-
tané passant par lui avec une vitesse angulaire © =\/g2 4 o2} ¢%.

Une ligne menée de maniére & étre en chacun de ses points tan-
gente a l'axe instantané correspondant & ce point, est une ligne de
tourbillon. On appelle tube de tourbillon, ou plus simplement four-
billon, le cylindre formé par 'ensemble des lignes de tourbillon qui
s’appuient sur une petite courbe fermée.

D’aprés la définition des rotations p,, p,, ¢., on a identiquement :

00 4 Oy | Op.
b Ty T =0

I1 résulte de la que le flux du vecteur @ dont les composantes sont

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



HYDRODYNAMIQUE 129

Pas Pvs Pz & travers une surface fermée quelconque, est nul; on peut
poser :

ﬂf(bpx be Op >da:dydz ff e+ Boy | 1p.)dS =0 :

la premiere intégrale est étendue & tout le volume et est identique-
ment nulle; la seconde représente le flux du vecteur a travers la sur-
face; a, B, y sont les cosinus directeurs de sa normale (le lecteur se
reportera au début de la troisieme partie de ce Cours).

II résulte de 1a que le flux du vecteur w est le méme sur toutes
les sections droites d'un tube de tourbillon, puisque par la définition
méme du tube le flux latéral du vecteur w est nul (voir des théo-
rémes analogues en Electricité et en Magnétisme). Si don¢ w,, o, sont
les vitesses angulaires pour deux sections droites dont les aires sont

o, et oy, O A : ©,6, = 1,6, = Constante.
Ce produit s’appelle intensité du tourhbillon.
On appelle circulation 'intégrale / udx -+ vdy -+ wdz le long d’'une

courbe. Nous aurons l'occasion de démontrer le théoréme suivant :

[ udotvdy+wds=2 [f (w04 8o+ 1)aS;

la premiére intégrale est prise le long d’'une courbe fermée, la seconde
le long d'une surface limitée par cette courbe.

Si le mouvement est irrotationnel en tout point de la surface d’in-
tégration, la circulation est nulle.

Dans le cas oit il existe des tourbillons, la circulation pour un cir-
cuit quelconque est égale & deux fois la somme des intensités de tous
les tourbillons qu'il embrasse.

Nous retrouverons en Electricité et Magnétisme des théorémes iden-
tiques; nous verrons que le travail magnétique le long d’une courbe
fermée est nul, s’il ne passe a l'intérieur aucun courant électrique; il
est généralement proportionnel & la somme des intensités des cou-
rants qui passent & son travers. L’intensité du courant joue le méme
role que l'intensité du tourbillon.

99. Tourbillons rectilignes. — Supposons que le liquide incom-
pressible tourne autour de 'axe des z et qu'il existe un potentiel des
vitesses. Soit w la vitesse angulaire & la distance r de I'axe.

u=—0y, V=0, P__?rv %3_2m—|—r =

La condition p==0 donne wr?= Constante. La vitesse angulaire est

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 2
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donc en raison inverse du carré de la distance & I'axe de rotation, la
vitesse linéaire rw en raison inverse de celte distance.

Le potentiel a pour ex-
y pression :

$ = Ko = Karctg Z— .

En effet, la vitesse suivant
OA est nulle et I'on a bien

o 0
or -
Sa vitesse linéaire suivant

AA' est:

0 P _L 0P
z ¥(ra) 7 VO
Fig. 45.

d’onr o=K:r?

qui est l'expression trouvée plus haut.

Donc il y a partout un potentiel des vilesses, sauf & Uorigine des
coordonnées, out p ne s’annule pas.

La pression est donnée par l'équation (3') du § 88, qui se simplifie

J 2
et devient : —;—r,—l—-%-= Constante,

puisque le mouvement est permanent et qu'il n’y a pas de forces exté-
rieures.

Nous venons de définir un tourbillon dans le cas le plus simple.
Il y a potentiel des vitesses, sauf précisément sur l'axe de rotation.

L’intensité i du tourbillon est le produit i==r.o==K. La cir-
culation sur un cercle de rayon r est 2nr.ro=2zK=2i; elle est
la méme pour une courbe quelconque entourant le tourbillon.

Les formules précédentes montrent une identité parfaite entre les
lignes de courant du tourbillon et les lignes de force d’un courant
électrique rectiligne indéfini. C'est la méme expression du potentiel.

Supposons deux tourbillons paralléles rectilignes, d’intensité i, et i,
et dont les traces, & un moment donné, sont 0,0,; il est facile
de montrer qu'un point C de la droite O, et O, doit rester fixe. Il
est & des distances r, de O,, r, de O, telles que

L 2

r ryt

Si i; et i, sont de méme signe, le point C est entre les points O,
et O,; si i, et i, sont de signes contraires, le point C est en dehors
de 'intervalle 0,0, et du coté du tourbillon le plus faible. Les tour-
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billons restent & la méme distance; leur ensemble tourne avec une
vitesse constante autour d'un axe paralléle & chacun d’eux et passant
par le point C. La vitesse angulaire de cette rotation est :
b,
x.0,0,2"

Si i,=i,, le centre C est renvoyé & l'infini; le systéme des deux
tourbillons se déplace perpendiculairement & la droite 0,0, avec une
vitesse i, : w.0,0,. En tout point du plan normal a la ligne des centres
0,0, en son milieu, le mouvement est parallele a ce plan. On peut
donc installer un plan réel & sa place, les conditions aux limites sur
ce plan seront satisfaites. Donc quand un tourbillon rectiligne indé-
fini se trouve & une distance d d’un plan fixe paralléle, il se déplace
parallelement & lui avec une vitesse i,:2=d.

On traite sans plus de difficulté le cas de plusieurs tourbillons rec-
tilignes ; en les associant convenablement, on résout une série de pro-
blemes ol interviennent comme limites des plans fixes ou des cylindres.

100. Tourbillons circulaires.
maintient.

La ligne de tourbillon est un cercle de diamétre 0,0,, normal a la
droite ACB. Les lignes de courant & un instant donné sont repré-
sentées dans la figure 46; elles sont identiques aux lignes de force
d’un courant circulaire.

Un tourbillon isolé se meut, sans changement notable de dimen-
sions, parallelement & son axe, avec une vitesse constante dans le
sens de la vitesse du liquide sur I'axe.

Pour obtenir un tourbillon circulaire, on emploie une caisse dans
la face avant de laquelle est une ouverture circulaire 3 bords nets.
La face opposée est remplacée par une étoffe liche. On produit &
I'intérieur une fumée en suspendant des chiffons mouillés les uns
d’ammoniaque, les autres d’acide chlorhydrique. Pour produire un
tourbillon, on tire en arriere le fond, puis on le renvoie en avant d'un
coup sec.

Systéme de tourbillons circulaires de méme axe AB. — Les mou-
vements sur chaque tourbillon sont dus, partie a l'action du tourbil-
lon lui-méme, partie & l'action des autres.

Si deux tourbillons T, et T, de méme axe ont le méme sens de
rotation, ils avancent dans la méme direction. Le rayon de celui qui
~ est avant T, augmente, le rayon de celui qui est arriere T, diminue.
Si le rayon de T, devient plus grand que le rayon de T,, le mouve-
ment sur T, est retardé; il est avancé sur T,. Il peut arriver que T,
passe & travers T,. Mais les roles sont alors renversés. Le tourbil-
lon T,, maintenant en avant, voit son rayon croitre et est retardé; le

L’analogie avec les courants se
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tourbillon T, voit son rayon décroitre et est avancé. Cest le tour
de T, de passer dans T,.

Si les sens de rotation sont inverses et tels que les anneaux s’ap-
prochent l'un de l'autre, les rayons des deux tourbillons augmentent.

B

A
Fig. 46.

Nous n'insisterons pas davantage. Avec la caisse que nous avons
décrite et dont on modifie I'ouverture, on peut obtenir non seulement
des systémes de tourbillons circulaires coaxiaux, mais aussi des tour-
billons elliptiques et étudier leurs déformations.

Les tourbillons dont nous avons parlé au § 34 admettent comme
ligne de tourbillon un polygone hexagonal & sommets arrondis.
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CHAPITRE VII

DEFORMATIONS PARFAITEMENT ELASTIQUES DES SOLIDES
REACTIVITE ¢

Nous allons étudier dans ce chapitre les déformations élastiques
les plus importantes; nous en ferons la théorie en utilisant pour
chaque cas des hypothéses particulieres. Nous procédons comme on
a coutume dans les traités de Résistance des Matériaux. Le lecteur,
familiarisé avec les faits, trouvera dans le chapitre suivant une théo-
rie plus générale qui contient tous les cas particuliers de ce cha-
pitre VII. En suivant l'ordre strictement logique, nous aurions craint
de ne pas laisser une idée expérimentale suffisamment nette.

101. Représentation des déformations. Hystérésis. — Pour
déformer un corps, on applique & ce corps une force ou un systéme
de forces. Pour nous limiter aux
cas les plus simples, nous suppo- X .20
serons que le systéme de forces precanique
dépend d’'une seule variable, la  #
variable mécanique, et que les
déformations peuvent s’exprimer |
par une seule quantité, lavariable A
géométrique. Cette restriction n'a
rien de nécessaire.

Nous pourrons donc représen- Vir genmétrague
ter & chaque instant une défor- 0 a B *
mation et sa cause par un point Fig. 47.
sur un plan, une expérience en-
tiére par une courbe. Nous porterons la variable géométrique en
abscisses et la variable mécanique en ordonnées.

1 Dans ce chapitre nous faisons de nombreux emprunts a un ouvrage (Gratien et Rey,
Grenoble, et Gauthier-Villars, Paris) sur I'Essai des Matériauz, auquel nous ren-
voyons les lecteurs désireux de plus amples renseignements.
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Les courbes ainsi obtenues ont un sens de parcours, c'est le sens
dans lequel se déplace le point figuratif de I'expérience; générale-
ment une courbe ne peut étre réellement parcourue que dans une
direction unique.

Parvenus en un point d’une courbe, changeons le sens de varia-
tion de la variable géométrique; nous obtenons une courbe de
retour, qui généralement ne se superpose pas & la courbe d’aller.
Nous disons alors qu'il y a hystérésis, mot fort mal choisi et dont il
ne faut pas considérer le sens étymologique.

La conséquence immédiate de I'hystérésis est qu'un parcours effec-
tué entre les mémes valeurs de la variable géométrique ne va pas
sans une absorption ou un dégagement d’énergie.

Quand on prend pour abscisses les déplacements linéaires ou angu-
laires, pour ordonnées les forces ou les
couples, comptés positivement quand on

c les exerce sur le corps déformé, dans le

‘ sens de l'accroissement de la variable

géométrique, l'énergie absorbée par le

corps sous une forme quelconque dans un

| Vor geomerngue - parcours ABC est représentée par l'aire

ee ¢ N «ABCya.

Fig. 48. Par exemple quand on tord un fil, il

faut dépenser du travail qui se retrouve

en partie sous forme d'accroissement de l'énergie potentielle, en

partie sous forme de chaleur, en partie sous forme de variation de
I'énergie interne.

Dans nos conventions, 1'énergie est absorbée par le corps quand
laire est 4 droite de l'observateur qui décrit la courbe ABC dans
le sens des opérations réelles. L’énergie restituée par le corps dans
le parcours CDE (fil qui se détord par exemple) a pour mesure
l'aire YCDEey qui est & gauche de 'observateur. L’énergie absorbée
dans le parcours ABCDE a pour mesure l'aire a ABCDE:¢a : elle est
& droite de l'observateur qui décrit le parcours dans le sens des
opérations réelles,

Généralement la courbe décrite de gauche a droite est au-dessus
de la courbe décrite de droite a gauche qui lui fait suite; la somme
des énergies mises en jeu dans tout parcours BCE limité & la méme
ordonnée BE, correspond & une absorption. Il peut cependant arriver
que les courbes présentent la disposition inverse, au moins acciden~
tellement; la somme des énergies mises en jeu dans le parcours
limité par une ordonnée, correspond en définitive & une restitution
d’énergie par le corps déformé.

Var mecanigue

102. Déformations parfaitement élastiques. — La déforma-
tion est parfaitement élastigue quand-la méme courbe peut étre
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arbitrairement parcourue dans les deux sens. Le parcours pour aller
de A & B est alors parfaitement déterminé et indépendant de la loi
suivant laquelle le point figuratif se déplace en fonction du temps.

Bien entendu, si un arc de courbe correspond & une déformation
parfaitement élastique, une portion de cet arc y correspond aussi.

Le parcours aller et retour d'un arc de courbe correspondant a
une déformation parfaitement élastique n’entraine aucune absorption
d'énergie; cela résulte de la définition elle-méme : les courbes cor-
respondant aux déformations élastiques sont sans hystérésis.

La forme de la courbe OAB (fig. 47) est quelconque & priori.

Cependant les déformations parfaitement élastiques d’un solide ne
constituant qu'un cas limite, étant toujours plus ou moins enche-
vétrées d’autres déformations, et devant généralement et en tout cas
pour un métal rester trés petites pour ne pas trop séloigner de leur
définition, on n’utilise en pratique de la courbe OAB qu’un arc si
petit qu’il est toujours permis de le confondre avec une droite.

Pratiquement, une déformation parfaitement élastique est done, au
moins pour un métal, proportionnelle & sa cause.

C’est la fameuse loi de Hooke dont on voit immédiatement la
relativité et le peu d'importance théorique.

103. Traction d’un cylindre. Module d’Young.— Nous allons
choisir parmi les déformations & peu pres parfaitement élastiques
les plus importantes.

La plus simple des déformations est 'allongement L —L, d’un fil
métallique de longueur L, et de section S tiré par un poids P.

Sous les réserves du § précédent, I'expérience donne

L—L,
P=E.S———— B
la charge est proportionnelle 4 la section, & I'allongement relatif, et
a un coefficient E caractéristique de la matiére qu'on appelle module
d’élasticité. La courbe de déformation est une droite; le quotient
dP : dL mesure 4 un coefficient constant prés le module d’elastlclte
Evaluons S en millimétres carrés, P en kilogrammes; on a trouvé :

Fer: E=20000%; Cuivre: E=12000%; Argent: E="T7000".

Ainsi pour allonger de 1 millimetre 1 metre de fil de fer
(AL:L,==0,001), dont le diameétre est 1 millimétre, et dont par con-
séquent la section est 0==*78, il faut un poids de

20000 X< 0,001 X 0,78 =18% 5.
Pour un fil d’argent, il ne faudrait que 5%,5.
Bien entendu, si la charge est trop grande, ou bien le fil casse,

ou bien il s'allonge d'une maniére permanente : nous reviendrons
la-dessus plus loin. Les nombres E ne sont donnés que pour fixer
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les idées : ils varient suivant I'’échantillon ; les moindres impuretés
les modifient considérablement. Il est curieux toutefois de remarquer
que l'état physique du métal influe tres peu sur leur valeur : ils
restent sensiblement les mémes, que le métal soit recuit ou martelé.

L’exactitude de la loi précédente va d’elle-méme si 'on suppose
que la tension se répartit uniformément sur tous les éléments de la
section droite du cylindre, et que les cylindres élémentaires consti-
tuant le cylindre total se déforment, sans que la déformation de I'un
intervienne dans la déformation du voisin.

Il semble donc qu'une application convenable des forces exté-
rieures, de la charge dans le cas particulier, soit d'une nécessité pri-
mordiale. Cependant il nous est impossible de répartir la charge
uniformément dans la section du cylindre : nous sommes bien forcés
de saisir les extrémités du cylindre dans deux mdichoires ; 'une est
fixe, l'autre supporte le poids. Les déformations au voisinage des
michoires n’'obéissent évidemment pas & la loi précédente. Mais
I'expérience prouve que la loi de distribution des forces extérieures
n’intervient plus 4 quelque distance, et qu’alors automatiquement la
déformation devient uniforme sur toute la section droite. Si donc il
s’agit de pieces assez longues par rapport aux dimensions des par-
ties ou sont appliquées les forces, on peut utiliser la loi précédente,
pourvu qu’on ne tienne pas compte des déformations des extrémités
du cylindre.

D’ou la technique habituelle; on trace sur le cylindre tourné deux
repéres & quelque distance des bouts, on charge le cylindre et on
détermine la variation de longueur. Si la déformation est parfaite-
ment élastique, peu importe suivant quelle loi se fait la mise en
charge ou la suppression de la charge. Nous verrons plus loin que la
déformation n’étant jamais parfaitement élastique, il est avantageux
de procéder par diminution de la charge, pour trouver un module E
qui soit acceptable.

Si dans la mesure du module E on utilise un fil, les phénoménes
sont compliqués du fait de la non rectilinéilé initiale du fil. Les pre-
miéres charges le rectifient en produisant un allongement plus grand
que si le fil était rectiligne dés le début de I'expérience; le module
apparent E' est donc trop petit. Si 'on augmente peu a peu la charge,
le module apparent croit, passe par un maximum, puis décroit.

La décroissance apparente du module indique que I'on a dépassé la
région des déformations & peu prés élastiques et que la déformation
permanente intervient. Si le fil est d’abord trés éloigné de la forme
rectiligne, présente de grandes courbures, on peut arriver aux défor-
mations permanentes avant qu'il soit devenu méme approximative-
ment rectiligne ; le module apparent, méme quand il prend sa valeur
maxima, peut étre trés inférieur au module vrai.
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10%. Légitimation de I’'emploi du module d’Young pour les
métaux. — L’emploi du module d'Young s’est généralisé pour les
métaux, parce qu'on a toujours admis qu'il est constant et indépen-
dant de la grandeur de la déformation supposée parfaitement élas-
tique. De fait, les expériences avec les métaux sont si difficiles et
réalisables dans un champ si restreint, qu'on ne sait pas encore ce
qu'il en est au juste. En d’autres termes, & supposer qu'on puisse
abstraire des autres phénomeénes les phénoménes parfaitement élas-
tiques, aucune expérience siire n'infirme I’hypothése que la courbe de
déformation élastique est une droite.

Il semble d’ailleurs, comme nous l'avons déja dit, que le module
varie peu avec la déformation permanente ou le changement d’état
physique; un fil écroui par le passage a la filiere et le méme fil
recuit ont approximativement le méme module.

Enfin les déformations élastiques sont si petites, qu'aucune diffi-
culté ne se présente dans la définition méme du module; que nous
choisissions 1'une ou l'autre des formules :

dP d@s),‘)

la longueur actuelle L et la section actuelle S différant toujours
trées peu de la longueur initiale L, et de la section initiale S,
nous trouvons pratiquement des nombres identiques pour le para-
metre E.

L’emploi du module d’Young devient un non-sens quand on sait,
d’aprés la nature du corps déformé, qu'il n’est pas homogéne dans
toute la section droite, puisque l'explicitation au dénominateur de S,
est légitimée précisément par cette hypothése.

105. Courbe et module de traction pour les corps trés
extensibles. Caoutchouc. Si pour un métal les déformations
doivent étre extrémement petites pour rester & peu prés parfaite-
ment élastiques, il n'en est plus de méme pour certains corps trés
allongeables comme le caoutchoue. Par exemple, tandis qu'il est rare
de trouver un métal s’allongeant de quelques milliemes de sa lon-
gueur sans déformation permanente appréciable, le caoutchouc peut
s’allonger de plusieurs fois sa longueur primitive et y revenir ensuite
trés sensiblement. Généralement alors la courbe de traction P, L
définie au § 102 n’est plus une droite.

On peut chercher a définir en un point quelconque A du plan P, LL
un parameétre analogue au module d’Young.

Bien des difficultés se présentent.

Tout d’abord les diverses formules que nous avons énumérées
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au § précédent ne sont plus équivalentes. Pour ne rien préjuger, il
parait bon de choisir la définition :

gL AP
—S AL

qui ne fait intervenir que les propriétés au point considéré.

Mais il serait tout a fait arbitraire et inutile d’introduire dans
cette formule les valeurs de L, S, dP/dL tirées d'une courbe de
traction quelconque (§ 101), car I'expérience montre que celles-ci
dépendent absolument de la maniére dont on a effectué les parcours
antérieurs a l'arrivée au point A. Il est plus rationnel de convenir
que le module sera déduit de l'inclinaison du petit cycle obtenu en
faisant varier la charge entre les valeurs P, et P, [P, —P,=—AP] et
répété un grand nombre de fois; ou bien obtenu en faisant varier la
longueur entre les valeurs I, et L, [L, —L,=AL] et répété un grand
nombre de fois. Nous reviendrons plus loin sur les raisons qui mi-
litent en faveur de cette définition.

106. Coefficient ¢ de Poisson. — Quand un cylindre est allongé
par une tension, I'expérience prouve que ses dimensions transver-
sales diminuent, méme lorsque la déformation est parfaitement élas-
tique.

On appelle coefficient ¢ de Poisson le rapport de la diminution de
I'unité de longueur dans la section droite a l'allongement de l'unité
de longueur dans le sens longitudinal, quand la déformation est par-
faitement élastique.

Soient V,, L,, D, le volume, la longueur du cylindre et la lon-
gueur d'une de ses dimensions transversales (son diametre si la sec-
tion est circulaire) quand la tension est nulle; soient V, L, D les
mémes grandeurs quand le cylindre est tendu par une charge P.

Posons L:L,—=A, D:D,=A, V:V,=;
le coefficient ¢ de Poisson est défini par 1'équation :
__Db,—D L, __1—A 1
S=T_L D, —A—T" (1)
P=AAN=A[l—0c(A—1)
Quand la déformation est petite, A est voisin de 1; on peut négli-
ger les termes en (A — 1)%. 1l vient alors :
—1=(1—2¢)(A—1). (2)
La densité du cylindre allongé varie proportionnellementa A —1;
elle diminue par l'allongement quand ¢ est compris entre 0 et 0,5;

elle augmente pour toutes les valeurs de ¢ supérieures & 0,5.
L’expérience montre que pour les substances isotropes telles que
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le verre, les métaux,... ¢ est compris entre 0 et 0,50; la densité
diminue toujours par l'allongement.

La valeur numérique de ¢ varie d'ailleurs d’un corps & l'autre et
méme d'un échantillon & I'autre d’'une méme matiére, suivant les opé-
rations antérieurement imposées (tréfilage, martelage...).

11 est important de ne pas confondre les petites variations de den-
sité dont il vient d'étre parlé, avec les variations qui peuvent résul-
ter d'une déformation permanente. Elles n'ont ni méme grandeur, ni
quelquefois méme signa. Les premiéres dépendent de la déforma-
tion actuelle et sont temporaires comme elle; les secondes sont per-
manentes et résultent du changement d'état physique dd & la défor-
mation permanente, changement qu'on appelle écrouissage. Tandis
que la compression élastique produit, on peut dire toujours, un
accroissement temporaire de densité, il peut arriver que le marte-
lage, le tréfilage,... diminuent au contraire la densité d'une maniere
permanente, si paradoxal que soit le phénomene.

D’ailleurs, c’est un fait trés remarquable que les plus grandes
déformations permanentes modifient peu la densité.

107. Définition plus générale du coefficient de Poisson. —
Indépendamment de toute théorie, le coefficient ¢ doit permettre
d’exprimer les variations de densité en fonction des allongements.
La définition du paragraphe précédent est inacceptable pour les
corps trés extensibles comme le caoutchouc; il faut la généraliser.

Nous définirons le coefficient 6 comme le rapport de la diminution,
non plus totale, mais actuelle, de l'unité de longueur dans la section
droite, a l'allongement, non plus total, mais actuel, de 'unité de
longueur dans le sens longitudinal. Nous écrirons donc:

dA  dA '
= — A : 'K‘ . (1 )

On retrouve la formule (1) quand A et A sont trés voisins de

I'unité. Lorsque ¢ est constant, la formule (1’) s’intégre et devient :
logA=—clogA. (1"

Comme généralement ®=A2A, on trouve, avec la définition

plus générale :

dd dA

e =(1—20) A 2"
et lorsque ¢ est constant :
. log #=(1—2s}log A. (2"

On retrouve la formule (2) quand A et par conséquent ® different
peu de l'unité. .

Pour le caoutchouc, par exemple, ¢ est constant et trés voisin de
0,50; cela signifie que la densité du caoutchouc ne varie pas sensi-
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blement par l'allongement. Les expériences précises montrent cepen-
dant que la densité décroit un peu: ¢ est inférieur a 0,50 d'un ou
deux centiemes.

108. Son rendu par une barre cylindrique libre aux deux
bouts et invariablement fixée en son milieu. Mesure du
module d’Young. — Tous les raisonnements que nous avons faits
aux § 67 et suivants peuvent étre répétés mot pour mot a propos de
la propagation d’un ébranlement le long d'une tige cylindrique

solide. Pour que le cylindre subisse une condensation —I:—_y,

faut par unité de section un accroissement de force égal a Ey (§ 103).
La vitesse de propagation de I'ébranlement le long du cylindre est done

V:\/E, ou V=\/ﬂ-,
P P

si on calcule dans le systéme du kilogrammetre.

Par exemple, nous avons pour le fer E=20000 kilogrammes par
millimetre carré; E=2.10*.10°=2.10" kilogrammes par métre
carré. Le métre cube de fer pése 7700 kilogrammes environ.

9,81.2.10°
Done V= \/ 00— — 5100 metres.

Ceci posé, tout ce que nous avons dit d'un tuyau ouvert aux deux
bouts (§ 148 du Cours de Mathématiques) peut étre répété pour une
barre cylindrique de longueur L, invariablement fixée en son milieu.

I1 y a ce qu'on appelle un neeud au milieu de la barre, 14 ou elle
est prise dans un étau et ou, par conséquent, le mouvement est nul.

Il y a des ventres aux extrémités libres : I'amplitude du mouve-

ment y est maxima et la tension nulle, —g%: 0, ce qui correspond

bien aux conditions expérimentales.
La longueur du cylindre vaut une demi-longueur d’onde du son
fondamental.

A VT \ v

On a: L=§-=—2—= N’ N:—2_I?'

La mesure de la hauteur N du son rendu permet de déterminer E,
car la mesure de L et de p ne présente pas de difficulté. Mais V étant
généralement tres grand, le son est trés élevé et la mesure directe
de la hauteur impossible.

On procede autrement. On utilise les déplacements de l'une de ses
extrémités A jouant le rdle de piston (on peut coller dessus un
disque léger A) & créer un systtme de nceuds et de ventres dans la
colonne d’air AC. Elle est contenue dans un tube de verre (dont le
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réle est seulement de la délimiter et qui ne doit pas étre touché par
le disque A), et terminée a4 un piston PC. Si on laisse dans le tube
de verre un peu de poudre de liége,

fine et légére, on trouve que, pour des c____A 9 B
positions convenables du piston C, la *
poudre forme des amas réguliers, sitot Fig. 4.

qu'on excite les vibrations de la verge
en la frottant longitudinalement avec un linge un peu humide.

La distance d des amas est égale & une demi-longueur d’onde du
son dans l'air. Soit v la vitesse de propagation dans l'air a la tempé-
rature de l'expérience; on a :

A v v
d='§='2_LV—, N='2_d'.

Rl

D’ou enfin V=="o.

L’expérience consiste & mesurer la longueur nd de n intervalles;
on tire de 14 d’abord la valeur de d, puis, connaissant v, la valeur
de V qui permet enfin de calculer E.

Pour que les tas soient bien visibles, il faut que la longueur CA
soit un nombre entier d'intervalles d. La poudre se rassemblant aux
nceuds du mouvement vibratoire dans l'air, il est naturel qu’il y ait
un tas au niveau du piston immobile C; il est, au contraire, para-
doxal qu’il y ait un tas tout prés de l'extrémité mobile de la tige A:
c¢’est pourtant ce qu'une théorie un peu compléte met hors de doute
(voir § 178).

On peut mesurer directement le paramétre E des corps trés dila-
tables par I'étude des ondes stationnaires.

109. Torsion. Lois expérimentales. Pour tordre un fil de
I'angle «, il faut exercer un couple donné par la formule suivante, ot

4
D est le diameétre : C=y- DL' .

Si les longueurs sont exprimées en millimétres, les couples en
grammes-centimetre et les angles en radians, on trouve :

Fer : y="76.10°, Cuivre : y=40.10°, Argent: y=2T7.10%

Soit, par exemple, un fil de cuivre de 4 meétre de long (L =—=1000),
d’un millimétre de diameétre (D==1); quel est le couple en grammes-
centimetre nécessaire pour le fordre d'un radian, soit 570 environ
(a=1)?

) 1

Ona: C=40.10° TF= 40 grammes-centimétre.

Pour un fil de fer on trouverait 75 grammes-centimetre.
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Il est bon de se rendre compte de la petitesse des couples mis en
jeu dans un appareil de torsion, afin de comprendre son role dans la
mesure des couples. Il faut pour tordre un fil d’argent d'un millimétre
de diameétre et d'un metre de long, de I’angle d’un radian, 27 grammes-
centimetre environ. Si le fil a un diametre d'un dixiéme de milli-
metre, soit 10 fois plus petit, le couple est 10000 =10* fois plus
petit. Nous sommes ramenés a4 2,7 milligrammes-centimetre, soit
environ 2,64 ergs. Mais la méthode de Poggendorff permet d’appré-
cier aisément les 10 secondes d’arc, soit environ le 1/20000 de radian.
En définitive, on mesure des couples qui ne dépassent pas 1,3.10~* ergs.
Rien n’empéche dans bien des cas de prendre un fil plus fin.

110. Etablissement de la loi précédente. — Considérons un
cylindre circulaire tordu. L’expérience prouve d’abord que pendant
la torsion les sections droites ne sont pas déformées et restent des
sections droites. On perce le cylindre d'un petit trou
dans une section droite, on regarde au travers une
vive lumiére; on continue de la voir, si grandes que
soient les déformations méme permanentes.

On peut donc a fortiori admettre la proposition
pour les déformations élastiques.

Considérons deux sections droites S et S, a4 une
distance z l'une de l'autre : pendant la torsion, non

Fig. 50. accompagnée de traction, elles restent & cette méme

distance. Soit « l'angle dont 1'une tourne par rapport

4 l'autre du fait de la torsion; «dz:z est I'angle dont tournent I'une
par rapport a l'autre deux sections distantes de dz.

Pendant la torsion, les couches minces limitées par deux sections
droites voisines conservent leur individualité. Le phénomene consiste
en une rotation relative de ces couches, avec une déformation qu'on
peut définir géométriquement en disant qu'un élément de droite
parallele aux génératrices du cylindre non déformé devient un élé-
ment d’hélice. Par exemple, la droite AB devient I’hélice AB'. Quant
aux tubes élémentaires concentriques formant le cylindre total, ils
ne tendent pas a se déplacer les uns par rapport aux autres dans la
déformation.

Considérons deux points du méme tube élémentaire de rayon r.
Quand le tube n’est pas déformé, ils sont situés sur la méme géné-
ratrice, & une distance dz. On tord le cylindre de 1'angle «. Les deux
plans distants de dz tournent l'un par rapport a l'autre d’'un angle
adz: z, et la distance horizontale des deux points considérés (distance
qui est nulle quand la déformation est nulle) devient égale & ards: z,
La déformation, identique en tous les points d’'un tube élémentaire,
varie d'un tube & l'autre proportionnellement au rayon.

On peut présenter les mémes résultats sous une forme un peu dif-
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férente (fig. 81). Développons le tube élémentaire de rayon r. Non

déformé, il est représenté par le rectangle ABCD, ot AB=2rr,

AC=13. Apres la déformation, il devient le pa-

rallélogramme ABD'C/, et I'on a
ar=CC'=DD'.

La génératrice AC devient une hélice qui est

développée suivant la droite AC'.

On admet que pour produire cette déforma-
tion sur le développement, il faut appliquer aux
deux bases AB et CD deux forces égales F pro- S
portionnelles :

1° a la quantit¢ CC :AC=ar:z qui me-
sure par hypothese la déformation ;

2° 4 Paire des bases rectangles AB ou CD : avant le développement
c'étaient des couronnes de rayon r et d’épaisseur dr; leur aire est
donc égale a 2=rdr;

3° & un coefficient y. caractéristique de la matiere considérée.

La force F a donc pour expression :

F

Fig. 51.

o
211:*1.7‘%‘11‘ s

Enroulons & nouveau le tube élémentaire : les forces élémentaires
nécessaires pour produire la déformation sont maintenant normales
au rayon aboutissant sur chaque élément; elles donnent lieu a deux
couples horizontaux, égaux et de sens opposés, appliqués sur les
bases terminales et dont le moment est égal a :

2mp - radr - = r=2npe = - Pdr,

Pour le cylindre plein de longueur L et de rayon R, le couple qui
correspond 2 la torsion « est :

a fR i aR4

C=2ﬂy'T:,/o‘ l’3‘dr:?-y_————L

C’est la formule de Coulomb.

Ainsi, pour une déformation élastique, la courbe de déformation (C, «)
est une droite; le couple est proportionnel & la quatriéme puissance
du rayon et en raison inverse de la longueur.

11 suffit de poser p—= 2.y pour retrouver la formule expérimen-
K3
tale; le parametre y est le coefficient de rigidité.
111. Généralisation de la formule de torsion. — Cherchons

1exp1ess10n du couple de torsion d'un cylindre dont la section droite
n'est pas circulaire. Nous supposons : 1° que la torsion se fait autour
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d'une droite parallele aux génératrices du cylindre (axe de torsion)

qui reste droite pendant la déformation; 2° que les sections droites

du cylindre, non déformées par la torsion, tournent seulement les unes
par rapport aux autres : toute paralléle aux génératrices se transforme
donc en une hélice.

4 La force située dans la section
droite et appliquée a chaque élé-
ment do de l'une quelconque des
sections droites, est proportionnelle
a l'aire de cet élément et a la défor-
mation mesurée par ar:L, ol r est
la distance a I'axe de torsion, L la

% longueur du cylindre. Le couple dd
a cet élément est donc r.dw.ar:L.
Le couple résultant est l'intégrale

Fig. 52. appliquée & toute la section droite

(fig. 52) :

—‘}%’ffrzdw;

f f r’de est le moment d’inertie de la section droite par rapport au

point O, trace sur cette section de I'axe de torsion. Nous choisirons
ce point, par la condition que la résultante de toutes les forces qui
naissent des déformations soit nulle.

Menons deux axes rectangulaires quelconques Oz et Oy et proje-
tons foutes les forces sur ces axes. La force qui résulte de 1'élé-
ment dw est égale & rdw, au coefficient wa:L prés. Ses projections
sur les axes x et y sont xdw et ydw. Les conditions pour que la
résultante soit nulle sont donc :

S fedo=0, [ [fydo=0,

les intégrales étant étendues a toute la section droite. Elles défi-
nissent le centre de gravité de la section. .
Appelons I le moment d’inertie de la section droite par rapport &
son centre de gravité (c’est-a-dire par rapport & 'axe de torsion : il
s’appelle le moment d’inertie polaire); le couple de torsion a pour

expression définitive : C= %“I : (1)
Dans le cas du cercle, I :-721 R
Substituant dans T'équation précédente, nous retrouvons la formule
du § 110, qui est rigoureusement exacte. '

Mais la formule (1), qui se trouve dans les traités de Résistance
des Matériauz, est inadmissible, & moins qu'on ne l'applique & un
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polygone régulier différant trés peu d'un cercle, parce que les sections
droites se déforment et ne restent plus planes pendant la torsion. II
suffit de tordre un ruban métallique pour s’en convaincre.

On connait des formules plus exactes.

Pour une section elliptique la formule précédente donnerait :

~ 2 \U'l - 2 2
[=1AB(A*+B), C=-- - AB(A*4-B),
ol A et B sont les axes de l'ellipse. La formule exacte est au con-
traire : _px _ ABY na s
raire - =L "AFBEF T L 4D

en appelant s—==AB l'aire de la section droite.

Ainsi, pour une aire donnée de la section droite, le couple G, loin
d'étre proportionnel au moment d'inertie de la section droite, est en
raison inverse de ce moment.

Ecrivons la formule (2) sous la forme

A*B? LA ar
AT L I\T. (2)

<

C:{f -K

Pour 'ellipse K=3,142.

La théorie montre que I'expression (2') est généralement applicable,
pourvu qu'on donne des valeurs numériques convenables aux coeffi-
cients K et K'. Voici les valeurs de K’ pour les formes rectangulaires
les plus usitées. Soient 2A et 2B les cotés du rectangle.

A=B, A=2B, A=4iB.  A=8B,
K= 4,493 4,570 4,781 4,992,

Ces formules ont une curieuse application dans les galvanomeétres &
cadre mobile. Imposons au fil une section d’aire invariable et, par con-
séquent, une résistance électrique invariable pour une longueur donnée.

D’apres la formule 2'), s étant donnée et le coefficient K étant a peu
prés invariable, quel que soit le rapport A : B, on augmente la sen-
sibilité en faisant I le plus grand possible. Conséquemment, on uti-
lise un ruban métallique et non pas un fil circulaire.

112. Flexion plane. Nous limiterons notre étude a la flexion
dite plane. Un cylindre homogeéne, horizontal pour fixer les idées, est
soumis a des forces verticales : on suppose que la section droite du
cylindre et les forces admettent un plan de symétrie vertical P. Dans
ces conditions, la flexion est plane; tous les éléments du cylindre
qui se trouvent primitivement sur une horizontale (fibre horizontale),
forment aprés la déformation des courbes situées dans un plan ver-
tical (fibre déformée). Le plan primitif de symétrie P reste donc plan
de symétrie pour le cylindre déformé. Les sections droites du cylindre

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 10
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primitif restent sections droites pour le cylindre déformé, et con-
servent trés sensiblement leurs dimensions.

Deux sections droites infiniment voisines et distantes de dr, paral-
leles au début, font maintenant un petit angle §; leurs plans se
eoupent suivant une droite dont la trace, sur le plan invariable de
symétrie, est le centre de courbure des fibres déformées. Soit p le
rayon de courbure : on a pf=dx.

La théorie qui suit suppose p trés grand par rapport a la plus grande
dimension de la section droite parallelement au plan de symétrie.

Considérons une tranche mince du cylindre, comprise entre deux
sections droites; divisons cette tranche elle-méme par des plans
verticaux paralleles au plan de symétrie P. Nous obtenons des élé-
ments qui, avant toute déformation, doivent étre représentés sur un
plan vertical par un rectangle,

La déformation leur donne la forme de trapézes curvilignes (fig. 53)
ABCC'B'A’. Les droites AC et A'CY sont les traces des
sections droites; leurs plans se coupent suivant une
droite normale au plan du tableau et dont la trace
sur ce plan est au point O. On peut poser approxi-
mativement O0A =0C=5p.

Cherchons les conditions d’équilibre de cet élément
et de la tranche a laquelle il appartient.

Les forces extérieures se réduisent 4 une résul-
tante verticale dirigée sensiblement suivant CO, el
4 un couple dont I'axe est normal au plan de symé-
trie P, plan du tableau.

1o La résultante verticale produit un efforf tran-
chant G; elle tend, comme des cisailles, & séparer la
tranche des parties voisines suivant les sections
droites qui la limitent. Nous pouvons négliger ici les
déformations toujours faibles qui résultent de cet
effort. Nous retrouverons cet effort tranchant au § 176 dans l'étude
des vibrations des verges.

20 Le couple doit étre équilibré par un couple égal et inverse, qui
résulte de I'ensemble des forces provenant de la transformation des
éléments de rectangles en trapézes curvilignes.

Cette transformation exige I'allongement de certaines fibres {telles
que CC, qui devient C(') et le raccourcissement d’autres fibres (telles
que AA, qui devient AA’). Ces allongements et raccourcissements
sont dus & des forces horizontales : comme par hypothése aucune force
extérieure n’est horizontale, il faut que la somme algébrique de toutes
ees forces horizontales soit nulle.

Cette condition donne la position des fibres neutres. Par fibres nous
avons désigné les cylindres élémentaires qui composent au début le
eylindre non déformé, et qui deviennent les baguettes élémentaires

o
Fig. 53.
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constituant le eylindre déformé. Les fibres neutres sont celles qui, dans
la déformation, ne subissent ni allongement ni raccourcissement. Dans
le cylindre non déformé, elles forment un plan; par la déformation ce
plan devient un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires
au plan du tableau. La fibre BB' de la fig. 53 est une fibre neutre.

En définitive, la section A,C, tourne autour d’une certaine droite A
normale au plan du tableau dont la trace est en B’ et qui est, avant
la déformation, l'intersection du plan des fibres neutres avec la sec-
tion A'C'.

Soit z la distance d'un ¢élément dw de la section droite & la ligne
que nous venons de définir.

L’allongement de la fibre de longueur dr et d’aire do est

dr
0 -

D'aprés la définition du module d’Young, la force horizontale néces-
saire pour produire cette déformation est :

E%dm: Ezdo :
x P

H—=2z-

elle est dirigée vers la droite.

Pour les fibres qui subissent un raccourcissement et pour lesquelles
la force est dirigée vers la gauche, la formule précédente s’applique
a la condition de prendre z négativement au-dessous de la droite A,

La condition gue la somme algébrigue des forces horizontales soit

nulle consiste done & écrire : fj zdo =0,

l'intégrale étant étendue & la section tout entiére.

Elle est satisfaite si la droite A passe par le centre de gravité de
cette section.

Donc toutes les fibres horizontales du cylindre non déformé, qui
se trouvent sur I'horizontale A passant par le centre de gravité, ne
subissent ni allongement ni raccourcissement pendant la déformation :
ce sont les fibres neuatres. -

do Il faut écrire que le couple qui résulte des déformations et dont
Paxe est normal au plan du tableau fait équilibre au couple exté-
rieur. Calculons la somme des moments des forces par rapport a la
droite A ; elle s’exprime par l'expression :

C= E ffz2dm,‘

I'intégrale étant étendue a la section droite entiere.
Or cette intégrale représente le moment d’'inertie I de cette section
par rapport & la droite A ; nous avons en définitive :

__EI
—_—

P

pour équation d’équilibre.
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113. Autre forme de I’équation d’équilibre. Généralisation.
— Rapportons le cylindre a deux axes, I'un x horizontal, Vautre y
vertical et dirigé vers le bas. On sait que le rayon de courbure a
pour expression :

dy

d.rt

[+ ()T

Par hypothése la courbure est toujours faible, les fibres toujours
a peu preés horizontales. On peut poser sans erreur sensible
1__ &y
¢ T dr

’o|»

% étant négligeable devant 'unité.

L’équation dilférentielle de la courbe formée par le cylindre fléchi
&y

dr*’

C est une fonction de # donnée par 'énoncé du cas particulier que
I'on traite.

Gextrauisation. — La théorie précédente suppose que le corps
déformé est un certain cylindre : il peut étre défini comme le volume
engendré par le déplacement d’une aire plane ayant une droite de
symétrie. Dans ce déplacement,

1o cette droite est parallele & un plan P qui est le plan de la
flexion plane;

20 le centre de gravité de l'aire décrit une droite D qu'on appelle
la ligne moyenne ;

do le plan de cette aire reste normal a la droite D.

La généralisation suppose toutes les conditions précédentes sauf
une : la courbe D n’est plus une droite : c’est une courbe quelconque
parallele au plan de la flexion plane, dont chaque point sera défini
par sa distance x 4 une des extrémités comptée sur la courbe D elle-
méme.

En reprenant les raisonnements précédents, on verra facilement
que I'équation d’équilibre est :

C=EIl (i — —1—> )
P

Po

est en définitive : C=EI.

0o est le rayon de courbure initial du solide que nous venons de
définir, en un point repéré par un certain r; o est le rayon de cour-
bure au méme point aprés la déformation; C est le couple en ce
point, couple dont l'axe est toujours supposé perpendiculaire au plan
de symétrie, I est le moment d’'inertie de la section droite par rap-
port a la droite A passant par le centre de gravité et normale au

plan P.
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AUTRE GENERALISATION. — On peut admettre encore les mémes équa-
tions d'équilibre, si la section droite, au lieu d’étre constante, est len-
tement variable. Il faut alors considérer I comme une fonction de .

114. Etude de quelques cas particuliers. Elastique. —
Reportons-nous a la figure 24 du § 42, et faisons-la tourner de 900,
Le point Q est alors en haut, I'axe des x est vertical.

Prenons un il d'acier long et fin. Attachons une de ses extrémités
en Q, de mani¢re que la tangente soit verticale. Yléchissons-le en
boucle suivant QRNPRW, suspendons un poids P en W, lions en I}
avec un nceud liche de fil a coudre. Le fil d’acier se maintient en
équilihre. Cherchons I'équation de la courbe (élastique).

Les y étant portés normalement a l'axe des x, écrivons que le
couple Py di & la charge fait équilibre a la flexion :

F;I = Py.

C’est précisément la courbe étudiée au § 42. On calculera aisément
les modifications de la courbe quand P varie; nous engageons le
lecteur a vérifier expérimentalement les résultats.

L'équilibre obtenu, il est permis de supposer rigiditiée une partie
du fil. On obtient donc un morcesu de l'élastique en encastrant le fil
dans un étau dont le plan fait un angle quelconque avec I'horizon;
si I'encastrement est vertical, on obtient la partie PRW; s’il est
horizontal, on obtient la figure symétrique de NMAQ.

Ce probleme général résolu, nous allons supposer I'encastrement
horizontal et ne considérer quune petite partie de la courbe au voi-
sinage de I'encastrement.

118. Barre cylindrique de longueur L encastrée & une de
ses extrémités et fléchie par une force P appliquée a l'autre
et normale & sa direction. Mesure de la fleche. — On appelle
fléche le déplacement de I'extrémité libre
parallélement au plan de symétrie. Comp- —, @
tons les = a partir du point A, Menons B ——ar
des tangentespen B et 8 au solide défor- \
mé ; quand on passe de B a C, c'est-a-dire
quand x croit de d, la fleche croit de df.

Or ph=dr, (L—x)h=df; K
0
d’ou df::.l"_:m .dx. Fig. 54.
Ceci indépendamment de toute équation d’équilibre. -
EI
Appliquons maintenant l'équation d’équilibre : C= 3 Le
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couple est dii uniquement au poids P: son moment sur I'élément duc
est donc (L—xz)P. D’ou les relations :

x)P P
+=0S dr=qr- (L—ayas

P
La fleche entiére est :
PL?
r=gr f (L—aydo=—gp1.
FoRME DE LA COURBE. — Son équation est':
d*y
C=El . =(L—a)P,
PL |, P

Y=32LI” ~BEIL*
Les constantes d’intégration sont fournies par les conditions que

dy

pour =0, on ait y=0 et de =0 cette derniére relation
exprimant 1'encastrement. Pour z =1L, on relrouve évidemment
y=f. La courbure 1 de la courbe est proportionnelle a la dis-

tance du point considéré a I'extrémité de la barre fléchie.

Voici dans deux cas particuliers quelles sont les valeurs de la
fleche.

SECTION CIRCULAIRE. — Le moment I par rapport a4 un diametre est

7 4 PL3
I=7 RS =3 _gRre-

SECTION RECTANGULAIRE. — Appelons 2A le c6té parallele au plan P
de symétrie, 2B le cbté parallele a la droite A. Le moment d’inertie
par rapport & A est:

4 PL?
I=3 A'B;  [=7mas -

Ces formules sont trés suffisamment exactes quand il s’agit de
mesurer le paramétre- I, & la condition bien entendu que les défor-
mations soient petites.

Elles ne sont pas absolument rigoureuses pas plus que la théorie
qui les donne : quand on fléchit un prisme, les faces se creusent tou-
jours plus ou moins. Leur exactitude est toutefois incomparablement
plus grande que celle de la formule généralisée de la torsion (§ 111).

116. Ressort spiral plan (ressort de montre). — L’une des
extrémités A du ressort spiral est fixe; l'autre B est solidaire d'une
piéce tournant autour d'un axe vertical invariable O. On lui applique

10On remarquera que le choix des noms des axes et de l'origine des coordonnées n’cst
pas le méme dans ce paragraphe et dans le précédent.
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un couple dont l'axe est normal au plan du ressort. Clest ce
qui a lieu, par exemple, dans le régulateur d'une montre. Suppo-
sons que la piece OB tourne d'un
angle «. 11 résulte généralement de
cette rotation un couple C et une
force F, dont nous appellerons X et Y
les composantes sur deux axes Ox
et Oy : si la pitce OB était libre et
qu’on la fit tourner entre deux doigts
de maniére 4 produire un couple, elle
se déplacerait parallelement a elle-
méme au lien de rester centrée sur
la droite dont le point O est la trace. Fig. 5.
I1 faudrait ensuite appliquer la force X,
Y dans le plan 20y pour la ramener & sa position initiale. L'expé-
rience est trés facile a faire avec un ressort un peu gros (de petite
pendule ou de réveille-matin).

Toute rotation « produit donc un couple C dont l'axe est perpen-
diculaire au plan 20y, et une force X, Y appliquée
au point O dans le plan xOy. La déformation effec-

tuée, solidifions toute la partie BM du ressort, com- |

prise entre le point B et un point quelconque M;

cherchons la condition d'équilibre d'un petit élément 3

MM’ pris & partir du point M. \
Nous pouvons supposer que la pitce OB est libre, ‘)

a la condition d’ajouter la force X, Y. Transportons
au point M le couple C et la force X, Y; tout se
passe comme si la partie BM était supprimée, et
comme si nous appliquions directement en M le

couple C—+ Yz — Xy. Naturellement la partie non ]
solidiiée AM’ exerce en M' un couple égal et
opposé : I'élément MM' est en équilibre sous Vac- M/

tion de ces deux couples; il est seulement déformé.
La figure 36 montre comment 1'équilibre a lieu en 1
méme ternps que la déformation.

Appliquons maintenant la formule générale du Fig. 56.
§ 113. 11 vient:

C+Yw—Xy=EI<—:———:—>
[
qui est I'équation cherchée.

Négligeons les pressions X, Y sur I'axe O.
Il reste : C:EI( ! -—L>
g fo
L’équation s’'applique a tous les éléments : appelons ds la lon-
gueur de l'élément MM’; multiplions les deux membres par’ds ef
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intégrons pour toute la longueur L du spiral : C est une constante

dans l'intégration et | ds=L.

I vient : CL=EI< e [d,
4 Po /

Or % est I'angle d9 que font les deux normales menées aux

extrémités de I'élément MM'; %s—zfde, est 'angle que font

entre elles les normales menées aux points A et B quand le corps est
déformé. La parenthése représente done la variation de cet angle.
Puisque la normale A est invariable, cette variation est précisément
égale a I'angle « ; d’out I'équation qui résout le probléme :

Elx

L -

Quelle que soit la forme du spiral plan, le couple est donc pro-
portionnel a Yangle de torsion, en raison inverse de la longueur, et
proportionnel an produit EI, qu’on appelle quelquefois moment
d’¢lasticité (bien entendu & la condition qu’on puisse négliger X, Y,
ce qui n’est pas toujours légitime).

On trouvera au § 13 les valeurs de 1 pour différentes formes de
la section droite.

C=

117. Ressort spiral cylindrigue. (Ressort & boudin.) — Le
ressort est formé d’un fil cylindrique de rayon R enroulé sur un
cylindre; nous désignerons par r, le rayon de ce cylindre augmenté
de la moitié du rayon du fil. L’hélice formée est caractérisée par
I'angle 6, que fait la tangente en un point avec le plan normal & I'axe.

A chaque extrémité du ressort, le fil quitte I’hélice pour gagner
I'axe suivant une courbe plane de raccordement tracée dans un plan
normal & l'axe. Il se replie une seconde fois suivant I'axe. Un des
bouts du fil est maintenu fixe. A 'autre on exerce :

o une traction P suivant l'axe; c’est le mode le plus habituel
d’emploi des ressorts a boudin;

20 un couple G dont l'axe coincide avec l'axe de l'hélice; cette
disposition se rencontre dans certains galvanomeétres, dans les res-
sorts pour fermer les portes, etc.

On démontre que I'inverse du rayon de courbure d’une hélice est
égal & cos’6:r. Quand une hélice définie par les parameétres r, et 6,
se transforme en une autre hélice définie par les paramétres r et 6,

la flexion est donnée par la formule
(?_i L__ cos’f cos? f,

P PO r Iy

Pour produire cette flexion, il faut exercer un couple situé dans le
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plan osculateur, dont par conséquent I'axe C, est normal a ce plan
et dont la grandeur est :

¢, =E1( —M>=Elo.

r r, 7

Evaluons maintenant la forsion =.

Quand le fil est en équilibre, il est disposé suivant une hélice §,, r,;
il n'y a pas de torsion. Déplagons-nous sur I'hélice; le plan oscula-
teur tourne : on dé-
montre que le taux

de rotation, c'est-
a-dire la rotation
divisée par le che- A
min parcouru sur <
Ihélice, est Oe §\ 2 L
. . < 0"
sin 6, cos 6, : r,. e, A
Cette quantité me- /'Af 4
sure d’ailleurs ce que == xr
les mathématiciens D 3
appellent la forsion B
de la courbe. Fig. 57,

Quand T’hélice se
transforme en une autre hélice caractérisée par les parameétres 4, r, la
torsion est modifiée, au sens mathématiqué du mot. On voit facile-
ment que la torsion physigue v est mesurée par la variation de la
torsion mathématique :
sin 6 cos 6 sin 6, cos f,

——
T — —_—

r T,

Pour produire cette torsion, il faut exercer un couple dont I'axe
est dirigé suivant la tangente au fil, et dont la grandeur est :

uwR¢
Cz = ﬂ‘J2IL T AT.

Introduisons maintenant les quantités directement accessibles a
Pexpérience,

Soit & la hauteur du spiral et « I'arc total en radians décrit par le
fil sur 1'hélice.

Si, par exemple, il y a dix spires, x=20x.

On a évidemment ;

h=Lsinf, VI?—h® =Lcosh, ar=yLI—R?,

= I{: [a\/L_z_hz _aO\/L__‘z_hg], T=—11} [mh—aoho]_

118. Cas particuliers. — Il serait facile de donner la théorie du
ressort & boudin dans le cas général : nous nous contenterons d’'étu-
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dier le seul cas important, cas ot les spires sont trés rapprochées sans
se toucher, quand on a G =P =0; ou par conséquent on peut négliger
" h, devant L. L’angle § étant tres petit, I'axe du couple G, est sensi-
blement dirigé suivant I’axe de I’hélice; 'axe du couple G, est sensi-
blement normal a cet axe.

On peut poser : C,=G, C,=Pr,.
Action du couple G. — 1l produit une flexion; h* et h étant
négligeables devant L on a :

o — o, oL — oy ~ER! =~ER!*
e=—T » G=El-—p == (r—x)=— 4=

Ainsi la torsion Aa du ressort & boudin sous l'influence d'un couple
dont 'axe coincide avec l'axe de I'hélice correspond i une déformation
par flexion, elle est proportionnelle au couple et a la longueur du fil,
elle est en raison inverse de la quatrieme puissance du rayon du fil.

Il est facile de voir l'avantage d'un tel ressort employé comme
dynamomeétre pour mesurer les couples. Prenons le méme fil et rec-
tifions-le, appliquons-lui le couple G; la torsion A’a est donnée par

~uR? ’
la formule G= '511:{ Al %—=2£= 1+,

{J.

comme nous le verrons par la suite. En vérité, la torsion A'x est
plus grande que A« d'un quart environ, ¢ ayant 0,25 comme valeur
moyenne. Mais I'’encombrement de 1'appareil est incomparablement
plus grand. En effet, des métres de fil tiennent dans un ressort de
quelques centimétres de hauteur : il suffit de prendre r, assez grand.

Action de la charge P. — 1l se produit une torsion du fil. Le
rayon r et I'angle o varient peu, il est légitime de poser :

r=r, o=ua, or=ou«,r,=L.
=R
Pr0=-%a03h. P=Li,%- Ah= 2‘{&3

L’allongement du ressort est denc proportionnel a la charge, & la
longueur du fil et en raison inverse de la quatriéme puissance de son
rayon. Il est, toutes choses égales d’ailleurs, proportionnel au carré
du rayon du cylindre sur lequel le spiral est enroulé.

On s’explique aisément pourquoi dans les dynamomeétres balances
trés sensibles, dans lesquels la déformation d'un ressort spiral sert
de peson, on prend un fil fin et on I'enroule sur un cylindre de grand
diameétre. Au contraire, pour avoir un ressort a boudin rappelant
puissamment, on doit prendre un fil gros et I'enrouler sur un cylindre
de faible diameétre.

Ah.

119. Réactivité. — Pour faire comprendre en quoi consistent les
phénomeéenes de réactivité, nous prendronsle eaoutchouc pour exemple,
parce qu’ils y sont particuliérement visibles.
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Attachons un fil de caoutchouc par son extrémité supérieure et
chargeons-le brusquement d'un poids. Il s’allonge d’abord beaucoup.
Mais l'allongement ne cesse pas instantanément de se produire. Il
continue pendant des heures et des jours avec des vitesses qui dimi-
nuent vite, il est vrai, mais qui n’en produisent pas moins, par leurs
effets accumulés, un allongement trés appréciable.

Au bout de quelque temps, déchargeons le fil : il se raccourcit
instantanément beaucoup. Mais les phénoménes précédents se pro-
duisent en sems inverse : le raccourcissement ne cesse pas instamta-
nément.

Au bout d’'un temps qui est du méme ordre que le temps pendant
lequel le fil a été chargé, il reprend a peu prés sa longueur initiale.

En somme, il se conduit comme un fil parfaitement élastique, en
ce sens que l'allongement n'est pas permanent. Le phénoméne est
cependant bien différent, puisque la durée d’une expérience y inter-
vient pour une part considérable.

Les phénomeénes de réactivité satisfont comme premiére approxwi-
mation & une loi trés simple. Supposons qu'on applique une force
constante : la variable géométrique est représentée par une expres-
sion de la forme x—==,log (At} B); on prend comme origine des
temps le moment ot la force est appliquée. Choisissons pour déter-
miner les valeurs de « des temps en progression géométrique ; posons
par exemple £{=1"; soit ¢ assez grand pour que B devienne
négligeable devant Af. Nous aurons pour deux observations consé-
cutives !

wy=ux,(log A4 nlog=z), ®,.,==,[log A4 (n+41)log~]

Ty 1 — X = 2, log v =C".

n+1

On trouve la méme loi pour les forces, quand la variable géomé-
trique est maintenue invariable. C’est une premiére mais importante
approximation.

Les phénoménes de réactivité interviennent d’une maniére ficheuse
dans beaucoup d’appareils de mesure. Les indications des barometres
anéroides sont de ce chef trés sujettes & caution ; ils n’atteignent que
lentement leur position d’équilibre. Aussi doit-on faire 1'étalonnage
dans les conditions mémes d’emploi, c’est-a-dire avec des variations
trés lentes de la pression. Il ne faudrait pas, par exemple, mettre le
baromeétre sous une cloche et déterminer en quelques minutes les
indications qui seraient censées correspondre & des pressions trés dif-
férentes de la pression atmosphérique. La forme quasi limite du sys-
teme déformable ne serait pas atteinte. Les indications satisfont tres
exactement 4 la loi quantitative ci-dessus énoncée.

De méme on doit attribuer & la réactivité les déplacements du zéro
des galvanometres 4 cadre mobile. Il faut éviter d’imprimer aux fils
de suspension de fortes torsions, si I'on ne veut pas avoir, aprés la
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détorsion rapide mais incompléte, une détorsion de réactivité durant
des heures et des jours.

L’emploi d’un fil métallique pour équilibrer des couples est rendu
presque illusoire du fait de la réactivité. Comme le phénomeéne est
beaucoup plus fort pour un fil étiré que pour un fil recuit, on s'ex-
plique le curieux paradoxe de ’emploi dans les balances de torsion
d’un fil recuit (généralement en argent). On préfere risquer des défor-
mations permanentes, plus faciles avec un fil recuit, que s’exposer
a des déformations réactives. Dans ces derniers temps, on a méme
renoncé a ’emploi des fils métalliques; on leur a substitué un fil de
quartz dont la réactivité est négligeable.
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CHAPITRE VIII

ELEMENTS DE LA THEORIE DE L’ELASTICITE
POUR LES CORPS ISOTROPES

120. Les éléments de la théorie de I'Elasticité comprennent
trois questions :

fo I'étude abstraite de la distribution des forces autour d'un point :
c'est la généralisation de la proposition d’Hydrostatique, que Ia pres-
sion est la méme dans toutes les directions autour d'un point d'un
liquide ;

20 'étude abstraile de la déformation;

3o les hypotheses sur les relations entre les forces et les déforma-
tions : outre lintérét des formules auxquelles on arrive, cette der-
nicre étude a l'avantage de montrer comment s’introduisent les
hypothéses sur la symétrie et a quelles conditions logiques géné-
rales doivent satisfaire ces formules.

Etude de la distribution des forces en un point
d’un solide quelconque.

12]1. Définition des forces
élastiques. Imaginons un .
milicu déformé, absolument
quelconque, homogene ou non, 0
pourvu qu’il soit continu. Cou-
pons-le par un plan MN sui-
vant une section QR. La partie
1 du milieu exerce sur la par-
tie 2, en chaque point de la
section RQ, une certaine ac-
tion, telle que, si I'on enlevait 0 g
cette partie 1, il faudrait, pour
maintenir 1'équilibre, appliquer
sur chaque point de RQ une
force I' dont les composantes
rapportées & Uunité de surface
sont X, Y, Z. . 5%, ®
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Réciproquement si on enlevait la partie 2, pour maintenir la
partie 1 en D'état actuel, il faudrait appliquer en chaque point de RQ
une force dont les composantes rapportées a l'unité de surface sont
—X, —Y, —Z (comparer au § 35).

Le probléme est de déterminer les relations entre toutes les forces F
qu’on obtient au voisinage d'un point d’un solide quelconque déformé,
quand on donne & la section passant par ce point toutes les orienta-
tions possibles.

En particulier, si la section est normale aux axes de coordonnées,
nous définissons neuf composantes : X,, Y,, Z,, si la section est nor-
male a l'axe des x, X,,... si la section est normale & I'axe des y,
X.,... st la section est normale a I'axe des z.

Pour trouver les relations entre toutes les forces F, nous allons
écrire que les éléments constituant le milieu sont en équilibre; nous
choisirons convenablement leur forme pour faciliter les raisonnements.

122. Equilibre du tétrasédre élémentaire. — Par le point O con-
sidéré menons trois axes «', y', 2’ paralleles aux axes de coordonnées.
Cherchons l'expression de la force F
sur un plan dont la normale fait
avee les axes des angles définis par
les cosinus directeurs m, n, p. La
force est & peu prés la méme pour
un plan parallele ABC inBniment
voisin, déterminant avec les plans
Ox'y’, Oy'z, Oz« un petit tétragdre.
rerivons que ce tétraédre est en
2 équilibre, Les forces qui agissent
sur le volume (pesanteur,...) dimi-
nuent indéfiniment devant les forces
qui agissent sur la surface, & me-
sure que le tétraédre est plus petit.
A la limite nous devons écrire que
ces dernieres se font équilibre. (Com-
arer au raisonnement du § 27.)
Soit S l'aire du triangle ABC; les aires des faces du tétraedre
sont les projections mS, nS, pS de S sur les plans coordonnés.
Nous avons donc, en égalant les projections de toutes les forces paral-
leles & chacun des axes:

SX = mSX, -} nSX, + pSX..
X = mX,}nX,+pX.,
(1) Y =mY,+4nY, +pY.,
Z =mZ,~}+nZ,+pL..

Donc les forces F (X, Y, Z) pour un plan quelconque sont complé-

Fig. 59.
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tement connues, quand nous donnons les forces pour frois plans rec-
tangulaires quelconques.

Reste a savoir si ces forces sont elles-mémes absolument indépen-
dantes. C'est ce que le paragraphe suivant va nous apprendre.

123. Equilibre du parallélépipéde élémentaire. — Considérons
donc un parallélépipéde infiniment petit dont les faces sont paral-
leles aux plans de coordonnées. Leurs aires sont dydz (normalement
a l'axe des ), dzdxr (normalement & l'axe des y), daedy (normale-
ment a4 'axe des z).

Nous admettons qu'outre les forces élastiques agissent des forces
(analogues & la pesanteur) ne pouvant donner lieu, & l'intérieur d'un
volume infiniment petit, qu’a des couples dont le moment serait un
infiniment petit du second ordre par rapport aux forces prises comme
infiniment petits du premier. Pour que I'équilibre existe, il faut que
les forces élastiques ne produisent que des couples du méme ordre.

Or les forces F, et ', qui
agissent sur les faces ABCD £
et EFGH different infiniment
peu en valeur absolue et sont
a tres peu pres dirigées en sens
exactement contraires. Elles
fournissent des composantes
Z dydz et 7' dydz a peu prés
égales, qui se composent en F,/
un couple de moment Z daxdyds )
dont 'axe est dirigé suivant Oy.

De méme les composantes I,
et F', donneront un couple d’axe
dirigé suivant Oy et de mo-
ment X.dedydz. Comme il n’y
a pas d’autre couple de méme
axe, I'équilibre exige que l'on ait X,=Z,. On démontrerait de méme
que l'on a: Y.=X,, Z,=Y..

D’ou le théoréme fondamental :

Les forces ¥ autour d’un point sur tous les plans qui passent par
ce point, sont complétement déterminédes par la connaissance de six
guantités N, N,, N;, T, T,, T; au moyen des formules :

X =mN, +nT,+4pT,
(1) Y = mT;+ nN,+4-pT,
Z=mT,+4 nT, 4 pN,.

Z

Fig. 60.

Nous devons poser :
X,=N, Y,=N,, Z,.=N,.
X,=Y,=T, Y,=2,=T,, Z,=X,=T,.
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124. Equilibre entre les forces élastiques et les forces exté-
rieures. — Sur les faces perpendiculaires & l'axe des 2 du paral-
l¢lépipede sont appliquées deux tensions F, et F',. Si nous admet-
tons la continuité, les composantes de F, étant N,dydz, T,dyds,
T.dyds, les composantes de F, seront :

—_ (Nl —_ bbl\;l dx)dydz, — (Ta — % dx)dyd:,

/ oT,
—(T—% dx)dydz.
La résultante parallele a I'axe des x a donc pour composantes :
oN, oT

-7 do, ?); do, % do,
en posant : do drdyds.
De méme pour les autres couples de faces.
Admettons I'existence d'une force extérieure proportionnelle au

volume et dont les composantes sont X dw, Ydo, Zdo.
Les équations générales d’équilibre sont :

ON, oT, , oT,
3z T dy + 0z + X, =0.

oT, , o
(2) or T

N oT
oy2 +5; +Yo=0.

oT, oT, ON,
oz Ty T T2=0.

Comme cas particulier de ces équations, nous retrouvons bien les
équations du § 28. Mais en Hydrostatique, il n'existe qu'une pres-
sion normale, la méme en chaque point quel que soit le plan m, n, p
considéré. De plus nous comptons positivement : les pressions en

Hydrostatique, les fensions en Elasticité.
Il faut done faire :

N=N,=N,=—p, T,=T,=T;,=0.
125. Plans principaux. — Pour que la force F soit normale
au plan sur lequel elle s’applique, nous avons & satisfaire :
X=mF, Y=nF, Z=pF.
Substituant dans (1'), il vient les conditions :
m(N, —F)4nT,4pT, =0,
mT, 4+ n(N, —F) -} pT, =0,
mT,+ nT, 4 p(N;—F)=0,
avec la condition : m?+n*t p*=1.

On sait que ces quatre équations donnent 3 valeurs réelles pour IF

et trois systemes de valeurs pour m, n, p correspondant & 3 droites
rectangulaires.
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Il existe donc, en un point quelconque d’un milieu déformé quel-
congque, trois plans rectangulaires entre eux, tels que les /‘orces élas-
tiqgues correspondantes leur soient normales.

On les appelle plans principauzx.

Ces forces normales peuvent étre des tractions ou des pressions,
suivant que la force est dirigée vers la partie du milieu qu'on sup-
pose enlevée (§ 121), ou vers la partie qu'on suppose maintenue. Une
ou deux des forces principales peuvent étre nulles. Par exemple,
quand un cylindre homogene est tendu uniformément, sans compres-
sion sur ses faces latérales, un des plans principaux est normal a la
direction de la tension; les deux forces principales normales 2a la
direction de la tension sont nulles.

126. Travail des forces élastiques. — Supposons que le corps
ne soit soumis qu’a des tractions superficielles X, Y, Z. Soit dS un
élément de la surface, u, v, 2 les composantes de son déplacement
supposé petit.

Admettons seulement que les déformations et par conséquent les
déplacements u, v, w sont proportionnels aux forces. Dans ces
conditions, le double du travail effectué par les forces extérieures a
pour expression :

2W = [ [ (Xu+ Yo+ Zw)dS,

étendue a toute la surface. Iin effet, nous n’avons qu’a représenter
les forces et les déplacements par q”( qY, ¢Z, qu, qv, qu, et faire
varier ¢ de 0 & 1. Le travail qui correspond au passage de I'état g a
I'état ¢ 4-dgq est:

[f(qX .udqg+qY .vdqg+gZ . wdg)dS.

Le travail nécessaire pour passer de l'état non déformé a 1'état
déformé est :

W= fqdqf (Xu—+ Yo+ Zw)dS= [ (Xa—+- Yo Zw)dS

Nous pouvons donner une seconde expression de W. Soit dw un
élément de volume; multiplions respectivement par udvw, vdow, wde
les équations (2) (dans lesquelles nous posons X,=Y,=7Z,=0, les
forces se réduisant aux forces élastiques); intégrons pour tout le
volume. Il vient :

ON, oT
[/fu “ap drdydz—+-u 0y3 dedydz - ..... =0.

L’intégration par parties donne :

bN 0 ou
U oz =0z (W) — 5z N
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 11
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Effectuant les intégrations précédentes possibles, il reste :

ffu (N dydz + Tydzde 4 Todedy) - v(Tedydzs 4 ... YFw(....)—

S BT (24 30

Mais les parenthéses de l'intégrale double sont les produits XdS,
YdS, zdS des composantes X, Y, Z (éq. (1) du § 123) de la force
élastique & la surface par 1'élément d’aire. L’intégrale représente
donc le double du travail de ces forces. L’intégrale triple est donc
une seconde expression du double de ce travail.

Etude abstraite de 1la déformation.

127. Expression approchée de la déformation supposée
petite. — Avant toute déformation, un point M a pour coordonnées
x, y, 2, aprés la déformation ses coordonnées deviennent :

v+u, y+v, z4-w,
u, v, w, sont des fonctions continues des coordonnées et du temps,
leurs valeurs numériques sont censées trés petites.

Soit un autre point M' dont les cordonnées sont x4 Ar, y -} Ay,
24 Az, Pendant que le point M se déplace de u, v, w nous admet-
tons que le point M' se déplace de quantités u', v'. w' données par les
égquations :

ou
u_u—}—(mA —|— 02 AJ—|— ()~
(3) v*v—[— ()x Ax—{-—OJ ._\J—{-— ?)7

Ow 0w
_w—l—b A1‘+O AJ+O As,

pourvu que Axr, Ay, Az restent suffisamment petits. Les coefficienls
¢ 0 . . :
du du ... sont dans ces équations essentiellement constants; ils
ox’ Oy’ q
ont les valeurs que prennent au point M les dérivées partielles des
fonctions u, v, w par rapport aux coordonnées x, y, z

Cette hypothese implique non seulement que Ar, Ay, Az sont petits,
o(u, v, w)

mais aussi que les dérivées A, g, 2)
] 2

ont de. tres petites

valeurs.

La théorie qu'on déduira de ces prémisses ne peut donc s’appliquer
en tout état de cause qu'a de trés petites déformations.

Exprimons dans ce systéme d’hypotheéses les deux déformations
fondamentales : 'allongement relatif d’une petite droite, la varia-
tion de I'angle que font deux petites droites. (On comparera utilement
ces raisonnements avee ceux du § 96.)
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128. Allongement relatif d’une petite droite. — La dis-

tance MM’ est L =yAa?} Ay*+| Az*; aprés la déformation elle
devient L4 AL dans 'expression de laquelle je peux faire les sim-

plifications suivantes, en vertu de la petitesse des déformations vis-a-
vis des varialions Ax, Ay, Az.

L+AL —VAr v —u)p? - (Ay + v — o F Az w' —w)?,
= VL 22z (v —u) F- 23y (v — v) + 24z (v’ — w) ,
Ar , A , Az
=L+ [ (@ —a) 4 (o) (),
LAL = Ax(u' — u) + Ay(v' — v) 4 Az(w' — w),
—. Ou , —3 OV —=z Ow du ov
LAL = Az®- -b—;—l—Ay dy -+ Az V{—AwAy(W—i—&—)
ov dw Ow Ou
—|—Ay.\z(—0—z-+ b;)-{—AzAx(—W—l— m)-

Prenons successivement pour la ligne MM’ les trois cotés Ax, Ay,
Az d'un parallélépipéde paralléle aux axes.

du

AL=A - Az=Ax o5’ si le coté est parallele & l'axe des =,
x A

AL:A-Ay:Ay—g—;‘ » » Y,

AL=—=A.Az= Az ?)w » » z
z

Le volume qui était ArAyAz devient:
Ax(i—{— %)Ay(i—l—%) Az <1+ %";’):
Aa:AyAz(l +g—;+§—; +%§>
La quantité ez% + % + bgf est la dilatation —AVX du
- volume (Voir § 65 une autre démonstration).

129. Variations des angles du parallélépipéde. — Plagons le
point M a l'origine des coordonnées et le point M' sur l'axe des .
Nous devons poser dans les formules (3) :

Ay=Az=0.
= bz_ Az, v’—v:%A@, w’—w=?)—z;) Ax.,

Les projections de la nouvelle aréte Az sur les axes sont :

0 ov 0
(1 —{——E)%)Aa:, oz A5 b% Ax,
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Les cosinus de sa nouvelle direction avec les axes sont donec :
ou ov ow
I+3z: B> v
De méme les cosinus de Ia nouvelle direction de I'aréte Ay avec

les axes sont :

ou () ow
oy Ty oy

Le cosinus du nouvel angle (:’2i —2gz) des deux anciennes arétes

Az et Ay est: cos (—721 —2,9:) =sin2¢g, = 2¢,

dul\ du |, v v ow 0w  Ou , Ov
=(1438) oy Hor(1+ay)+ o5 o =y + o5
Les décroissements des angles du parallélépipéde s’expriment donc
en fonction des quantités suivantes, qu'on appelle souvent glissements :

1 /dw ov 1 /ou ow 1 /0ov du
=25y + o) 9—7(Fr+o8) %—a(05+oy)

Relation entre les forces et les déformations.

130. Expressions générales. Corps homogéne et isotrope. —
Nous avons vu tant dans les § précédents qu'au § 96 que les défor-
mations peuvent s’exprimer comme premiére approximation au moyen
des six fonctions

ou oV ow
Dz’ ‘b_y'; oz > G5 Yv»  J=
Sans faire aucune autre hypothése que d’admettre leur petitesse, on

peut donc exprimer les N et les T en fonctions linéaires de ces quan-
tités.

du v ow
Ni=A.5z +Big -+ G5+ Dy +Eg, + Fa.,

) 0 bs)
T;:d{a;b—;—}— 53;b—;+@.~b—l;+®sgz+&9y+jt9z-

Donc en tout 36 coefficients.

Le corps étant supposé homogene, ils sont indépendants du point
considéré et par conséquent de xz, y, z. Nous allons chercher a
réduire leur nombre par des considérations de symétrie.

Supposons le corps isofrope.

S'il s’agit de N,, composante normale exercée sur I'élément normal
a2 laxe des 2, par raison de symétrie, le déplacement u et les
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déplacements v et w jouent des roles différents; mais ces derniers
doivent entrer de la méme mani¢re dans Pexpression des forces.
On a donc :
ou Ow
No=A g2 4 B( 24 3) 4 Dg. 4 E(g, +9);

N, et N; s’obtiennent par permutation circulaire.

N,=Ao+B(3e+ 5) 4 Dy, 4+ Elg. 4.,

et de méme pour N,

S'il s’agit de T,, lequel est a la fois composante tangentielle dans
les plans normaux aux axes Oy et Oz, v et w doivent jouer le méme
role et u un role différent Nous avons encore :

T=4 15 ( +%’—)+®m+é(gu+g)

Les 36 coefﬁments sont donc réduits a 8.

131. Cas particuliers de la traction et de la torsion d’un
cylindre. — Pour aller plus loin, considérons deux cas particuliers
pour lesquels nous connaissons par expérience les déformations et les
forces qui les produisent. Leur étude permet de simplifier les équa-
tions précédentes, et prouve que certains coefficients sont identi-
quement nuls.

1° Traction simple. — Un cylindre homogéne est uniformément
tendu par un poids. Soit z I'axe parallele a la tension. Faisons coin-
cider I'axe du cylindre déformé avec l'axe des z et son extrémité
invariable avec le plan des xy.

L’expérience (§ 103 et sq) donne pour la déformation les condi-
tions géométriques :

u=-—ar, v=——ay, w=—Cx,
puisque nous savons que le cylindre, tout en s'allongeant, diminue
de diametre (§ 106).

Toutes les dérivées O(u, v, 0) sont nulles, sauf
d(z,y, z)
ow ou  ov
Pz D T oy T

Il est d'ailleurs évident que les conditions mécaniques sont :
N=N,=T,=T,=T,=0.
Nous devons donc conclure que les coefficients -b et 3 sont iden-
tiquement nuls.
Nous reviendrons plus loin sur les autres conséquences a tirer.

2° Torsion simple. — Le cylindre est tordu par un couple normal
a l'axe des z. Exprimons les déformations étudiées au § 110. L'extré-
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mité encastrée du cylindre coincide avec le plan zy; pour z=0,
les déformations sont nulles, elles sont toutes choses égales d’ail-
leurs proportionnelles & z. La torsion rapportée a I'unité de longueur
et mesurée en radians est «
U= —xy3, v==ar3, w-—0,
ou v ow

D’oll = W =2 0 identiquement.

Considérons un ‘point du plan xz, on a y — 0,

du ou ov h)

W:—l:, bz 0 —&—_—ax, —~ = %3.

or
D’ailleurs, pour ce point, on doit avoir :
N,=N,=N,=0, T,=T,=0,
ce qui implique identiquement
D=E=0, &£=0.

En définitive, posant :

0w
B=13% A=3)+42y, 9—01;"‘!—

0J+ 0z’
il reste :

du ov ow
NI=7\0+2{J.§, N2:7\9—|'—2(Lw, N3=7\9—|—2{J.—0—",
T, =®yg,, T,=®0g, T,=0g.,

soit trois coefficients distincts.

La réduction n’est pas encore compléte. Les formules que nous
cherchons doivent étre indépendantes du systéme d’axes de coordon-
nées choisi, puisque par hypothése le corps est isotrope, et que,
par conséquent, rien ne fixe & priori le choix des axes.

Donnons un certain systéme de forces produisant certaines défor-
mations concrétes; choisissons deux systémes d’axes de coordonnées
x,y,z et @y, 7

Nous devons avoir dans le premier et dans le second systémes :

du ou’
N,:N)—{—Z(J.—O;, N, =20+ 2u oz ?

et de méme pour les autres forces?.

Or nous pouvons passer des N et des T aux N’ et aux T’ par un
changement de coordonnées; nous pouvons de méme passer des
o(u, v, w) o (u',v, w)
5 AUX S
(.(x,y,z) (=, y',%') , .
tion nous retrouvons les mémes formes d'équations entre les forces
et les déformations, quel que soit le systéme d’axes. Nous ne ferons

. Nous pouvons chercher a quelle condi-

1§ représentant la dilatation<conserve la méme valeur quel que soit le systéme d’axes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ELEMENTS DE LA THEORIE DE I’ELASTICITE 167
pas le calcul, qui ne présente d’ailleurs aucune difficulté : la condi-
tion & satisfaire est : 9 =

En définitive, dans un corps homogéne et isotrope et dans le sys-
téme d’hypothéses admis, il existe entre les forces et les déformations
les relations :

d d .
N,=2M42p5, N2='}\6+2y.§;—, No =225,

ov Qw dw du ou dv
Ti=p. (’& +W>’ T,=pn (W‘FT{); Ty=yp. (‘537+"5;),

contenant deux coefficients distincts \ et .

132. Expressions du module E et du coefficient de Poisson ¢
en fonction des coefficients A et .. — Reprenons I'exemple de la
traction simple traité incidemment au § précédent.

Admettons comme conditions géométriques :

U—-—ar, v=—-—al, W=—=Cc3,
du ov ow
=y = ar =6 =2t

Eerivons que les pressions normales N, et N, sur les faces laté-
rales sont nulles, et cherchons l'expression de la tension N; suivant
Iaxe des z.

N,=N;=(¢c— 2a)h—2pa =0, N;==(c— 2a)r-} 2uc.

Par définition, le module E (§ 103) et le coefficient de Poisson «
(§ 106) ont pour expressions :

N,  p(32+4-24) _a A _E )
c  AFw 6“0—2()\—{-{”’ =y T

Il est clair que A et u premant toutes les valeurs positives pos-

sibles, ¢ ne peut varier qu'entre 0 et 0,5.

E=

Pour 6=0, E=2u; pour s=0,5, E=3yu.
Le rapport E:p ne peut donc varier qu'entre 2 et 3.

Mesure de 6. — On peut appliquer la formule E:2u=4 }¢ ala

mesure de ¢; nous avons déja indiqué plus haut une méthode
§ 118).

( Il es)»t plus simple d’étudier simultanément la flexion plane dun
barreau cylindrique (§ 115) et sa torsion (§ 110).

Transversalement & l'une des extrémités d'un barreau maintenu
horizontalement par lautre extrémité dans un étau, est fixée une
tige rigide dont V'extrémité est elle-méme chargée d'un poids. Il se
produit deme & la fois une flexion €4 une torsion du barreau dont il
est facile de calculer les grandeurs.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 MECANIQUE PHYSIQUE

Soient L la longueur du barreau, P le poids qui le fléchit, f la
fleche. Soit C le couple qui le tord de l'angle «; on a:

3=R _mopupx. P8 E 3
=B C=FRiE o= 2 =T )

Les déterminations sont faites par réflexion sur un miroir fixé
horizontalement & I'extrémité du barreau et paralléelement a son axe.
La flexion et la torsion produisent des déplacements rectangulaires
du faisceau réfléchi. En visant un quadrillage sur verre, la mesure
de ¢ se raméne & une seule lecture.

133. Coefficient de compressibilité cubique. — Soumettons
le solide & une pression uniforme N. Il se transforme en un solide
semblable ; en supposant fixe I'origine des coordonnées, sa déforma-
tion est définie par les équations :

u=—ar, v=-—ay, W=-—a3.
Les forces tangentielles T sont nulles en tous points, et l'on a:

Le coefficient de compressibilité » est défini (comparer au § 33)
comme le quotient de la condensation par unité de volume (§ 66),
par la pression par unité de surface :

) e 3 _3
“TNT a2

Pour que x soit posmf , il faut que s soit compris entre 0 et 0,5,
condition qui permet & X et u. de prendre toutes les valeurs positives
comprises entre 0 et oc.

F1—20).

134. Equilibre d’élasticité d’une enveloppe sphérique.
Nous allons étudier deux cas particuliers d'équilibre élastique dont
I'importance pratique et théorique est considérable. En dehors des
applications industrielles des formules que nous obtiendrons, cette
étude aura l'avantage de familiariser le lecteur avec la théorie de
I'Elasticité qui semble, on ne sait pourquoi, un épouvantail.

Voici le premier probleme : Une couche sphérique homogéne de
rayons intérieur R, et extérieur R, est soumise 4 des pressions inté-
rieure p, et extérieure p,. On demande les déformations et les forces
qui en résultent.

Par raison de symétrie, il est évident que les points se déplacent
radialement pendant la déformation. Soit r la distance d'un point
au centre de la sphére avant la déformation; elle devient r 4 U. Tout

dU

doit s’exprimer en fonction de U et ar
»

I1 est non moins évident par raison de symétrie qu’en chaque point
deux des tensions principales sont égales et que la troisi¢éme est diri-
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gée suivant le rayon. Nous la représenterons par N, et les autres
égales et normales a celle-ci par N'.

L'expression de N et N’ en fonction des déformations s'obtient trés
aisément en considérant la forme méme des expressions générales du
. du
§ 131. N, =%+ 2p. oz

La condensation 6 a une définition indépendante du systeme de
coordonnées; quant au second terme, il exprime le produit par 2y
de la dilatation parallelement a N,.

Done il n’est pas utile de faire d'ennuyeux changements de coor-
données pour trouver 'expression des forces que nous cherchons.

Calculons d’abord . Le volume d'une couche sphérique de rayon r
et d'épaisseur dr est d’abord &xr’dr; aprés la déformation, elle
devient :

dU . s 2U du
bn(UA-rp(dr+4-—r=dr); dou: b==—H —=;
d’ot immédiatement :
dU dU U
N=M42p=0+2p) - +22 - (1)

Pour avoir N’ il faut calculer la dilatation dans le sens normal au
rayon. Or une petite droite de longueur ar, qui était a la distance r
et sous-tendait un angle o, se trouve maintenant a la distance r U
et sous-tend le méme angle. Sa longueur est devenue «(r-U), la
dilatation est U:r; dou:

. u U dU
N'=M+2u— =20+ u) 125 (2)
Cherchons enfin I'équation d’équilibre d’'un élément conique d'angle

au sommet 2a, et contenu entre deux sphéres de rayons r et r—-dr.
La pression N agit sur la face intérieure d’aire =a’r*, la pression

N—}—%dr agit sur la face wa?(r--dr)*. Enfin la pression N’ agit
sur la face latérale d’aire 2nardr; cette action admet une composante
radiale dirigée vers I'extérieur 2rordr. aN';
d’olt I'équation d’équilibre :
7’ r’N 4 2ro’rdr . N' — wa’(rdr)* (N4 % dry=0,
dN 2 ,

Substituant & N et N’ les valeurs (1) et (2), il vient :

U 2 dU 2U b

Tty =% Usat,

=3¢, N=(3h+2p)e—hpor, N=(3+2u)t2u2

r37
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ce qui résout complétement le probléeme. L'enveloppe se dilate uni-
formément, puisque f est constant. Déterminons ¢ et b par les condi-
tions imposées :
1 RBR“’ 1 0, o_Rx 1
b=t r—m (P—P) c=mHTo, lﬁ—nap :

D’une maniére generale, le déplacement d'une molécule n’est pas
Jproportionnel a sa distance au centre. Cela n’a lieu que si b=9.

Il en est d’abord ainsi quand R,=0; il s’agit d'une sphére pleine.
Le rayon extérieur subit une variation relative égale 3

c=— £ _Pl
3n—-2u. "

La variation relative de volume est trois fois plus grande; nous
retrouvons le probleme du § 133 et la valeur du coefficient de com-
pressibilité.

Si I’enveloppe est également pressée a l'intérieur et a l'extérieur,
b est encore nul. Tout se passe comme si la sphére était pleine, ce
qui est évident 4 priori.

La sphere pressée a lintérieur est tendue par la force N’ dans le
sens tangentiel ; la plus grande valeur de N’ a lieu vers la parot inté-
rieure : ¢’est la que la déformation permanente a chance de commencer.

135. Equilibre d’élasticité d’un tube cylindrique. — Pour
trouver les déformations, nous allons suivre la méme marche, ce qui
nous permettra d’étre bref. Les rayons du cylindre sont R, et R,
les pressions p, et p,. Une des extrémités du cylindre est fixe. Nous
admettons qu’il est fermé par des bases planes et que dans la défor-
mation les sections droites demeurent des sections droites.

Les tensions principales sont : I'une N, dirigée suivant le rayon; la
seconde N, suivant la génératrice du cylindre; la troisitme N”, &
Vintersection de la section droite et du plan tangent au cylindre
concentrique au tube et passant par le point considéré.

Chaque point est défini par les coordonnées r distance a I'axe et z
distance & Vextrémité fixe; les déplacements correspondants sont U
et W. On trouve d’abord aisément :

(IU dW

e

Puis, par des consideratlons déja exposées plus haut :

= (+2u) ‘f,U ]

= G20 G (G -2, @)
N'= (20 =42 (G + Y )- 3)

dr
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Cherchons enfin 1'équation d’équilibre d’un petit cone contenu entre
deux plans distants de dz et entre deux plans méridiens faisant
I'angle «. Procédant comme plus haut, il vient :

dN | N—N’
o F———=0. (4)

r
Substituons & N et N” leurs valeurs tirées de (1) et de (3) :

U  1dU U _ B
ir tr =0 Usar+o

Enfin, I'hypothése admise plus haut donne W=c¢z; d'ol:
N=204patde— 2,
N'=(h42u)c+42)a, §=2a-}c,
N"=2()\+y.)a—|—)\c—}—2y.—%.

Le probleme est complétement résolu. Il faut seulement déterminer
a, b, c par les conditions imposées.

La pression qui s’exerce sur la base intérieure est =Rip,; sur la
base extérieure, =Rjp,. La tension N’ que nous avons admise uni-
forme, est donc fournie par la formule :

(=R} — =R})N'==Rip, — =Rip,.
Nous connaissons d’ailleurs les valeurs de N pour R=R, et R=R,.
Les calculs trés faciles effectués, il vient : .
e 1 Rip—Rip, , 1 RI—R; _
a=c= Hh+2. RI—R b= 2u. W(p‘_p")’ b=3a,

L’enveloppe est donc encore uniformément dilatée. Si on exerce
une pression intérieure, la force N” correspond & une traction dont
la valeur maxima est encore prés de la paroi intérieure.

Le calcul des variations du volume intérieur dans tous les cas par-
ticuliers est trop simple pour qu'il soit utile d’insister.

On trouve immédiatement :

R;zpl — ngo . R; Rg P1 _Pn

N'=—fr—& R—_R

Soit p, petit devant p,; faisons r=R,, il vient: N”"=p,. Donc il
ne suffit pas d’augmenter 1'épaisseur d'un cylindre pour qu’il puisse
supporter une pression intérieure quelconque, car la traction N” est
sensiblement égale a cette pression, quelle que soit Uépaisseur. Pour
qu’un cylindre puisse supporter une pression intérieure de 1000 atmo-
spheéres (1000 kilogrammes par centimetre carré, 10 kilogrammes par
millimetre carré), il faut qu’il puisse supporter cette traction sans se
déformer. S’il en est incapable, ce n’est pas parce qu’'on augmentera
I'épaisseur que le cylindre résistera.
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Pour étudier la compressibilité des liquides, on est obligé de les
enfermer dans des vases qui sont généralement des cylindres en verre
terminés par des calottes sphériques. On admet que les hémispheres
se déforment comme s’ils faisaient partie de la méme sphére, et que
le cylindre se déforme comme s'il faisait partie d'un cylindre indéfini.
11 est difficile de savoir & quelle erreur correspondent ces hypothéses.

136. Détermination de la compressibilité cubique des solides
ot des liguides. — Pour déterminer la compressibilité cubique d’une
matiére solide, on s’arrange pour exercer extérieurement une pression
connue sur un vase cylindro-sphérique de cette mati¢re. Un tube fin
calibré est fixé sur une des calottes; l'appareil est rempli d'eau; le
déplacement de I'’eau dans le tube donne la variation de volume. La
pression extérieure est mesurée par un manomeétre.

La variation de volume ne donne pas directement le coefficient de
compressibilité cubique x; nous savons que dans ces conditions le
changement de volume est plus grand que si le liquide intérieur était
remplacé par un noyau solide de la matiére du vase.

Une seconde expérience est nécessaire, par exemple, la mesure du
coefficient E sur une barre de la méme matiére.

Pour déterminer la compressibilité d'un liquide, on remplit le
vase précédent de ce liquide; on mesure :

10 la diminution de volume de l'enveloppe lorsque le vase ne sup-
porte de pression qu'a l'extérieur. Connaissant d'ailleurs le coeffi-
cient E, on déduit de cette expérience les coefficients A\ et u relatifs
au solide formant 'enveloppe.

20 le changement apparent de volume quand la pression s’exerce
a lintérieur et a l'extérieur du vase. La connaissance de X et de .
permet de calculer le changement de volume réel de l'enveloppe.
L’expérience donne donc le coefficient de compressibilité cubique du
liquide.

137. Théoréme de Clapeyron. — Nous avons démontré que le
travail des forces élastiques dans un milieu quelconque, ou, si l'on
veut, U'énergie potentielle W d’un milieu quelconque déformé, a pour
expression (§ 126) :

([ 32t (3230 4

Supposons le milieu homogene et isotrope, substituons aux défor-
mations leur expression en fonction des N et des T (§ 131).
On trouve facilement, en posant :

N, N,+N,=F, N,N,-+N,N, NN, — T? — T2 — T = G*:

i 1] (5~ S

ou E est le module d’allongement.
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On pourrait, en éliminant les forces, donner de W une expression
ne contenant que les déformations.

ONDES PLANES DANS UN SOLIDE ISOTROPE

138. Propagation d’une onde plane dans un milieu iso-
trope indéfini.— Reprenons les équations (2) du § 124 ; substituons
aux N et aux T leurs valeurs en fonction des déformations, et sup-
posons que X,, Yy, Z, sont les forces d’inertie. Si p est la densité
de la matiere, on trouve :

08 0%u ou o%u 0%u
O\"l‘}-’-)’&;_’_:"(aﬁ_‘_ by’+ 052>:‘° RYE)

06 0%v d%v O 0%
(l—l‘l’-)w“‘}*(*@—g‘f‘ oy -+ bzz):P YK

00 0%w *w 0%w 0w
(H‘Wo—z‘“‘( > T ot bz2>:P o

Telles sont les équations générales de la propagation d'un mouve-
ment & [D'intérieur d'un solide indéfini isotrope dont les déforma-
tions sont petites. Nous les appliquerons a la propagation des ondes
planes. Le solide étant isotrope, nous pouvons prendre pour axe
des x la direction de propagation.

ONDES LONGITUDINALES. — Supposons d’abord que le mouvement
s’exécute suivant la direction de propagation :
Ou ou

U:lU:O, W_E:(),

puisque 1'onde est plane, c’est-a-dire puisque le mouvement est iden-
tique a chaque instant en tous les points d’un plan normal 2 la direc-

tion de propagation. Il reste :
0%y 0%
O A-2u) 57 =¢ 57

Nous retrouvons une forme d’équation différentielle déja rencon-
trée. La vitesse de propagation est :

vlz\/ﬁ‘ﬁ,
P

Elle n'est pas identique & la vitesse de propagation longitudinale

E ‘
vz\/T (§ 108)

Ie long d'une barre. Cela tient & ce qu'un milieu indéfini n’est pas
libre, comme une barre, de se contracter latéralement lorsqu’il s'al-

longe. La dilatation longitudinale —?% ne peut aller sans des ten-

sions latérales.
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On a en effet :

ov  Ow du du ou
-bTJzyzo, Nl_—_()\—l—gy‘)a-, N, 7\-6';, N;,:'}\“b—;.

. . ou .
Pour produire le méme allongement >3 il faut une tension nor-

male plus grande que si l'on avait N,—=N;=0. La vitesse V, est
plus grande que la vitesse V.

ONDES TRANSVEKSALES. — Supposons en second lieu que le mouve-
ment s’exécute dans le plan normal a la direction de propagation; il
faut poser :

9 ﬁ_bv_bw_bw_o
U0 Ry T s T oy T 0z
puisque I'onde est plane; 6§=20.
0% 0% 0%w dQ*w
P TP et TPRE

Nous retrouvons la méme forme; la vitesse de propagation est :

sz\/i.
p

C’est une caractéristique des solides de transmettre des ondes trans-
versales; nous verrons qu'en Optique on est conduit & les supposer
telles, 1'éther est donc assimilé & un solide.

En particulier, le milieu peut transmettre la vibration elliptique

w=1w sin2—<t x) v vsin2—<t i a.)

= W, 7 T—x‘ , =1, ™ T—_):;— y
% (qui représente ici la longueur d'onde et n’a aucun rapport avec
le coefficient A ci-dessus défini; il n'y a aucune ambiguité a craindre
dans I'emploi de la lettre % dans ces deux sens; ils sont d’ailleurs
suffisamment distingués par l'indice) est déterminé par la condition

2= V,T.
2 est une constante, 2xx mesure la différence de phase entre les
composantes v et w.

139. Distribution de 1’énergie dans une onde longitudinale
sinusoidale. L’onde longitudinale, plane et indéfinie dans le
sens yz, a pour expression :

. 4 T
U == u,sin 27 (—T'——T>7
0
ou 2, désigne la longueur d’onde.

L’énergie cinétique C contenue dans un cylindre de longueur 3}, et
de section droite égale & un centimeétre carré, est :

¢ o/ Qu\* . uls A= ho [t x _puE,
C:—g—ﬁ <-bT> de = 2“"T2— . 00522/»<T—")\—0>d$—— ) .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ELEMENTS DE LA THEORIE DE L’ELASTICITE 175

Pour calculer l'énergie potentielle correspondante, appliquons le
théoréme de Clapeyron. Les tensions T,, T,, T, sont nulles. Les
tensions normales égales N, et N; sont données par la relation (§ 138):

NN —=2:(042u).

On a donc :

M+4-2u s N A
t 1—|—2:1, ' '(7\—}—2u. 0

0% 2u. [ dur \? 2
P=-/o. T(W) dr, V= \/ :T.

Il reste, tous calculs faits : P=C. Ainsi l’energle potentielle
moyenne est égale & I'énergie cinétique moyenne.

On trouve le méme résultat pour une onde qui se déplace longi-
tudinalement le long d’une barre cylindrique. Les tensions normales

F N G*

latérales sont alors nulles : G=0.

I.a quantité F sec réduit a la tension parallele a la direction de
propagation : Ny=E— 011
On a par centimétre carré de section droite :
o B /ou\? E N,
HZ,/; 2(—0‘—):—)(11‘, V:\/—;:T,
d’ol1 le résultat annoncé.

140. Distribution de 1’énergie dans une onde transversale
sinusoidale. — Ne considérons d'abord que la composante du mou-
vement parallele & Paxe des z; elle a pour expression :

. x
w = w,sin 2% <T — i;) .

L’énergie cinétique C contenue dans un cylindre de longueur 2,
parallelement & la direction Ox de propagation et de section droite
égale a un centimétre carré, est :

. f =z oWiw"h,
cos ( 3 )(I =

C=— 2/”0(620) de = u"F

U’énergie potentielle se tire lmmedlatement du théoreme de Cla-

Yo 1 b ] 2 ,2,:2
peyron : P=-/0- D—‘%(—%) dx:fi%r)‘i’
. ' A
grice a la relation V= —‘Sj-._ T) .

Donc l'énergie potentielle moyenne est égale a l'énergie cinétique
moyenne.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 MECANIQUE PHYSIQUE

25492

L’énergie totale moyenne par unité de volume est —2-‘3—7%1—"’- , pro-
portionnelle au carré de I'amplitude et en raison inverse du carré de
la période.

Représentation de la déformation. — Pendant la propagation de
I'onde plane w, tous les points d'un plan normal & I'axe des z subissent
simultanément le méme déplacement w parallele a I'axe des z. Tous
les points qui sont primitivement sur une droite parallele a l'axe
des x sont a chaque instant sur une sinusoide.

Fig. 61.

Considérons le milieu primitivement compris entre deux plans paral-
leles au plan 20z, et deux autres plans paralléles au plan 2Oy : étu-
dions la déformation de la baguette ainsi délimitée. De rectiligne
qu’elle était primitivement, elle est passée sous l'influence de 1'onde
a la forme sinusoidale, tout en demeurant entre les plans paralleles
& x0z qui la déterminent.

Pendant la propagation dans le sens de la fleche, tout se passe
comme si la sinusoide se déplacait dans ce sens. Donc le petit prisme
primitivement en F, actuellement en F', et dont la déformation
actuelle est nulle, prendra successivement toutes les positions com-
prises entre F' et F” et toutes les formes F'ED'OB'C.

La déformation mesurée par la variation des angles diedres (tou-
ours supposée trés petite) est nulle quand le déplacement est maxi-
mum ; elle est maxima quand le déplacement est nul.

Analytiquement, la chose va de soi.

B . , Qw
La déformation est mesurée par >z > et on a:

. t @ 0w — 2% t x

w=w, sin 2% T—3) g = 5 cCos 2= T—%)
On peut représenter la déformation par un vecteur paralléle aux

arétes non déformées des petits volumes considérés. Il est par con-

séquent dirigé dans le plan de l'onde, et normal a la direction du

. . . [
vecteur w qui représente le déplacement, ou du vecteur —— qui

représente la vitesse.
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Les déformations égales et inverses représentées en O et en E sont
figurées par deux vecteurs égaux, normaux au plan de la figure et
dirigés en sens inverses.

En définitive, nous pouvons représenter complétement ce qui se
passe dans la propagation de l'onde plane transversale a4 l'aide de
deux vecteurs i angle droit, situés dans le plan de l'onde, et repré-
sentant respectivement la vitesse et la déformation.

Si 'énergie moyenne totale est constante, elle est & chaque instant
trés inégalement répartie entre les énergies cinétique et potentielle.
Ainsi, au moment auquel correspond la figure, la tranche perpendi-
culaire & Oz et passant par le point O est animée de sa vitesse
maxima, et simultanément subit la déformation maxima; la tranche
passant par B a une vitesse et une déformation nulles. C’est analy-

. . . 0 0
tiquement évident : les quantités -0—7;) et O—l:z(:{ sont synchrones.

Nous supposons que le déplacement est rectiligne, que 'onde est
rectilignement polarisée. Tout ce qui précéde s’applique aussi au mou-
vement vibratoire le plus général compatible avec les hypothéses,
c’est-a-dire & I'onde elliptiquement polarisée. Les déformations défi-
nies et représentées comme nous l'avons fait, se composent; la
déformation résultante est représentée par le vecteur résultant. Dans
le cas ol le vecteur vitesse est le rayon vecteur d’une ellipse, le vec-
teur déformation est aussi le rayon vecteur d'une ellipse. Sa compo-

sante parallele a I'axe des y est —%— , sa composante parallele & l'axe

ov
des z est >z

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 12
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CHAPITRE IX

DEFORMATIONS PERMANENTES. FROTTEMENTS

141. Déformations permanentes. Courbe de traction. —
Opérons sur un fil métallique invariablement fixé par son extrémité
supérieure et portant attaché a son extrémité inférieure un seau dans
lequel nous pouvons faire écouler de 'eau. Le seau est équilibré a
laide d'un contrepoids et de deux poulies sur lesquelles passe une
cordelette le reliant au contrepoids. On peut donc partir d’'une charge
a4 peu prés nulle et la faire croftre & son gré. Supposons le fil bien

~Charges, B’ _

L]

Alor

0 4 3 D
Fig. 62,

recult : nous versons de l'eau dans le seau et nous déterminons la
relation qui existe entre I'allongement et la charge.

L’expérience montre que dés les plus petites charges, le fil s’allonge
d’une maniére trés apparente; la courbe OAB (fig. 62) représente le
phénomeéne. A mesure que la charge croit, une méme variation de
charge produit des allongements de plus en plus grands. Si le fil est
bien recuit, on peut obtenir des allongements énormes, de 40 °/, par
exemple pour le cuivre, avant que le fil casse : c’est-a-dire que le fil,
ayant primitivement 1 métre de longueur, ne casse que lorsqu'il a
atteint 1m 40,
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142. Deéformations permanentes NON VISQUEUSES.
Ecrouissage. Principe de Coulomb. — Lorsque la charge atteint
la valeur quelconque Ox, et que par conséquent le point figuratif de
I'expérience est en A, diminuons-la jusqu'a la ramener 2 étre nulle.
La longueur du fil diminue : tout I'allongement n’est pas permanent.
De plus, la courbe AC est sensiblement rectiligne : le fil est devenu
parfaitement élastique entre la charge nulle et la charge Oa. Si on
augmente de nouveau la charge, la courbe figurative est de nouveau
CA, tant que la charge ne dépasse pas la valeur Oa.

Dépassons la charge Ox: nous décrivons la courbe AB qui est la
prolongation de la courbe OA, celle méme que nous aurions obtenue
en une fois, si nous ne nous étions pas arrétés au point A. Si nous
déchargeons au point B, le fil est devenu parfaitement élastique jus-
qu’a la charge O8: la courbe parcourue est la droite BD.

L’allongement et le raccourcissement élastique (D’ pour la charge
Of) sont trés petits, comme nous le savons : la figure 62 n’est pas
faite & I'échelle; les droites AC et BD seraient presque verticales.

Les régles que nous venons d'énoncer ne sont que de premieres
approximations; en vérité il n’existe jamais de points anguleux, mais
des raccordements plus ou moins courts.

Ecrouissage. Nous avons appris par ce qui précéde & écrouir un
métal : il était mou au début; nous l'avons allongé, il est devenu
moins malléable. Simultanément, il est devenu élastique, capable de
déformations purement temporaires et proportionnelles au poids ten-
seur. Il ne jouit de cette propriété que pour des charges inférieures
a celles qu’il a déja subies : on dit qu’il a une limite d’élasticité, et
cette limite, qui n’a de sens que comme premiére et asses grossiére
approximation, est précisément la plus grande des charges précé-
demment imposées.

On remarquera que le mot écrouissage a un sens trés vague : il
est équivalent de dire qu'un métal s’écrounit ou que sa matiére se
modifie. Un corps écroui signifiera donc un corps dont la matiére a
été plus ou moins modifiée par des déformations permanentes.

Il ne faut pas croire que parce qu'un métal s’est allongé, il est
devenu moins solide. C’est tout le contraire; un allongement lui per-
met ensuite de subir, sans déformation permanente, les charges qui
antérieurement l'avaient déformé,

Si le fil n’avait pas été recuit, on aurait obtenu des courbes plus
redressées, telles que OA'B’. Si, en particulier, le fil a été passé a
la filiére, il peut étre parfaitement écroui, incapable de s'allonger
d’une maniére permanente, sans qu'il en résulte immédiatement une
rupture.

Bien entendu, dans ces conditions, la charge de rupture dépend
du métal, et mesure ce qu'on appelle sa ténacité, propriété fort mal
définie, la rupture se faisant plus ou moins tof suivant 'homo-
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généité initiale de matidre et de forme. Ainsi un fil de fer de {mme
de section ne peut supporter plus de 60 kilogrammes sans se rompre ;
un fil de cuivre n’en supporte guére que 40. Les ingénieurs ont a se
préoccuper de ne pas dépasser, dans l'emploi des matériaux, leur
charge de rupture. Comme, d’autre part, ces matériaux ne sont pas
bien homogénes, on reste pratiquement fort au-dessous; on ne
dépasse guére le quart ou le tiers de la charge que les matériaux
seraient censés devoir supporter.

Influence de la vitesse de déformation. Cette influence est généra-
lement tres petite et négligeable comme premiére approximation.
Courbes de traction des fers et aciers. Certains fers donnent des

courbes d'une forme particu-

liere (fig. 63). La courbe a

(g charge croissant proportionnel-

lement au temps est au début,

suivant ABC, tout a fait ana-

logue a la courbe de traction

des métaux tels que le cuivre,

I'argent, le platine. Mais & par-

tir du point G, elle remonte

suivant CD; elle reprend alors

suivant DE une courbure de

sens habituel. Elle posséde donc

deux points d’inflexion en C et

 — en D ; par conséquent, un mi-

A nimum d’inclinaison dP :dL

en C et un maximum d’incli-
naison en D.

Fig. 63.

143. Déformations permanentes VISQUEUSES. — Etudions
maintenant la courbe de charge et de décharge d'un fil de plomb,
d’étain et encore mieux d’eutectique

Charges de plomb et d’étain qui est caracté-

B ristique & cet égard. La courbe de
A c charge OAB ne présente rien de par-
ticulier ; elle ressemble aux courbes

4 Aongements  de  premiére traction des métaux

usuels, tels que le cuivre, 'argent,

Fig. 64. le platine. Mais parvenus en un point

) B, déchargeons progressivement. La

courbe de décharge est BCD. Le fil n’est donc pas devenu a peu

prés parfaitement élastique pour les charges inférieures & la charge
maxima supportée OP,.

La vitesse de déformation permanente est fonction de la charge

actuelle, et plus on moins indépendante des charges antérieures.
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Schématiquement, 'augmentation de longueur n’est plus qu'une fonc-
tion de la charge par unité de section et du temps pendant lequel
cette charge est appliquée.

Les courbes de traction des corps visqueux soni sous la dépen-
dance prépondérante de la vitesse de charge. Si la charge est rapide,
on peut arriver 4 des tensions relativement considérables avant qu’il
se soit produit une déformation appréciable. Il est curieux de consta-
ter, par exemple, qu'un fil d’alliage eutectique de plomb et d’étain,
qui s’allonge de plusieurs fois sa longueur sous des charges de
50 grammes, peut supporter quelques secondes une charge pouvant
aller & prés de 3 kilogrammes. La vitesse de déformation est alors
bien entendu considérablement plus grande : pour fixer les idées,
plus de 100 fois plus grande.

Le fil qui a supporté une certaine charge, serait-ce pendant un
temps notable, n’est pas devenu parfaitement élastique pour une
charge inférieure, méme comme premiére approximation. L’écrouis-
sage a maintenant une tout autre forme; c'est une variation dans la
grandeur de la viscosité.

Si le frottement est strictement visqueux, le corps s’allonge a tem-
pérature rigoureusement constante sous une charge faible qui peut
se réduire a son propre poids. La vitesse augmente beaucoup, ou, si
I'on veut, la viscosité diminue beaucoup, quand la température
s’éleve.

Tous les corps se rapprochent de réaliser ce type & mesure que la
température augmente.

144. Définition des cycles. Accommodation. — 1o On répete
un cycle quand on fait varier la charge entre deux valeurs toujours
les mémes P, et P, suivant une loi périodique par rapport au temps.
Par exemple, on peut charger et décharger en faisant varier la charge
proportionnellement au temps P =P, -} at, P=P,—at, et
maintenir aux deux bouts du cycle les charges P, et P, constantes
pendant des temps T, et T,. Ainsi, méme avec cette définition par-
ticulierement simple, le cycle n’est défini que si on se donne les
quatre constantes : a,, a,, T, T,.

20 On répete un cycle quand on fait varier la longueur entre deux
valeurs toujours les mémes L, et L, suivant une loi périodique par
rapport au temps. Le cas le plus simple est encore celui ott les varia-
tions de longueur se font proportionnellement au temps, avec des
arréts plus ou moins longs pour les longueurs limites.

Les cycles se classent en deux groupes absolument distincts sui-
vant qu'il y a ou qu'il n’y a pas accommodation,

Cycies A accommopaTioN. — On dit qu'il y a accommodation, si la
courbe de déformation tend vers une forme limite, quand on répéte
indéfiniment le cycle qui finit alors par se fermer. Quand le cycle
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est parcouru entre charges invariables P, et P,, il se ferme si les
longueurs correspondant & ces charges tendent vers des valeurs
limites L] et L;. Quand le cycle est parcouru entre longueurs inva-
riables L, et L,, il se ferme si les charges correspondant 4 ces lon-
gueurs tendent vers des valeurs limites P; et P;.

Les formes limites vers lesquelles tendent les cycles & accommo-
dation, dépendent de la définition complete des cycles ; elles ne
dépendent pas seulement des charges ou des longueurs entre les-
quelles le cycle est parcouru.

Les cycles sont & accommodation quand les déformations perma-
nentes & frottement visqueux n’interviennent pas.

Crcres sans accomMopaTioN. — Quand les frottements visqueux
interviennent, la courbe de déformation ne tend pas vers une forme
limite.

Ces définitions, qui s'appliquent a toute espéce de déformations,
peuvent se généraliser pour le cas de plusieurs variables.

145. Cycles limites, limite des limites. Accommodation.
Soit, par exemple, un fil de cuivre étiré qui supporte une charge P.
Faisons varier P systématiquement entre P, et P, suivant une loi
déterminée en fonction du temps : nous décrivons un cycle. Admet-
tons que le cycle soit 4 accommodation : nous obtiendrons bientét le
cycle limite.

Chauffons le fil 4 To. Maintenons-le un temps ¢ a cette température
et refroidissons-le. Recommengons a décrire des cycles entre P, et P,.
Le fil est recuit seulement en partie, si le temps ¢ est assez court, car
le recuit demande pour se faire complet un temps d’autant plus grand
que la température est plus basse. Nous allons obtenir un nouveau
cycle limite. Recommencons cette opération un certain nombre de fois
les cycles limites different entre eux de moins en moins et tendent
vers un cycle que nous pouvons appeler limite des limites. En effet, le
fil a pris peu a peu le recuit définitif qui convient & la température T et
a la loi de refroidissement.

On peut présenter ces considérations sous une forme un peu
différente.

Supposons que nous mettions successivement en jeu deux variables,
la charge P et la température T. Nous parcourons une série de cycles
dans le plan figuratif (P, L); nous admettons qu'il y a accommoda-
tion : peu i peu la courbe qui représente la longueur en fonction de la
charge se ferme ; le cycle se fixe, il tend vers sa limite.

Nous décrivons alors un parcours dans le plan longueur-tempéra-
ture ; ce parcours n’est pas fizé. Si nous revenons aux premiers par-
cours, nous obtiendrons un nouveau cycle limite. Recommengons
cette méme série d'opérations un grand nombre de fois; peu a4 peule
systéme complet des parcours devient périodique; si 'on veut, la
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courbe gauche décrite dans l'espace charge-température-longueur tend
a se fermer.

Sous cette derniere forme on retrouve 4 peine modifié 1’énoncé géné-
ral de la proposition qui nous a servi & définir 'accommodation au
§ 144. L’existence du cycle limite des limites provient de son appli-
cation & deux variables distinctes qu’on fait varier successivement et
périodiquement.

146. Cycles de torsion. — Nous pourrions répéter, & propos des
courbes de torsion, tout ce que nous avons dit des courbes de traction.
Nous aurions & distinguer les métaux non visqueux des métaux vis-
queux.

Les conditions particulieres d'observation des torsions nous per-
mettent d’aborder sur les métaux des questions quasiment inso-
lubles pour les tractions. Telles sont les oscillations de grande
étendue pour lesquelles les déformations ne sont cependant pas trés
loin d'étre parfaitement élastiques.

Un cas, en outre, a une extréme importance pratique, celui ou 'on
impose une loi de variation des azimuts sinusoidale en fonction du
temps. Il est, en effet, trés approximativement réalisé quand un
corps suspendu 4 un fil métallique oscille autour de lui comme axe
sous l'influence de son élasticité de torsion.

La méthode d’étude la plus simple consiste & suspendre le fil 4 un
dynamomeétre de torsion (bifilaire, par exemple), & lui imposer des
cycles de torsion suivant la loi sinusoidale et a enregistrer les indi-
cations du dynamomeétre, par la méthode de Poggendorff, sur une
plaque photographique animée d'un mouvement sinusoidal normal
au mouvement du spot et de méme période : les déplacements linéaires
de la plaque sont proportionnels aux torsions. On obtient ainsi
directement l'enregistrement de la courbe, couples en fonction des
torsions.

On congoit la variété des recherches que cette méthode rend pos-
sible: on peut modifier la période du mouvement sinusoidal et son
amplitude; on peut dresser un catalogue des résultats obtenus avec
des métaux visqueux et non visqueux, & différentes températures,
dans des champs variés si le métal est magnétique, etc.

147. Courbes d’amortissement. — A ces cycles se rattache
la mesure de 'amortissement des oscillations d'un corps suspendu a
un fil métallique et oscillant autour de lui comme axe, sous lin-
fluence de son élasticité de torsion. Elle permet de déterminer le
travail total par période des forces amortissantes, c'est-a-dire 'aire
comprise dans la courbe couples-azimuts supposée tracée.

On observe la grandeur des oscillations sur un disque transparent
divisé en degrés : on lit les azimuts dans lesquels le disque s’arréte
aux deux bouts de Voscillation; la différence des lectures est ce que
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nous appellerons 1’étendue du parcours. Soient A,, A,,... les éten-
dues successives.

A,

On appelle décrément le nombre 8=L;—— qui permet de

2
définir la décroissance des étendues (comparer au § 18). Nous pou-
vons étudier la courbe 3=/ (A), ol A est l'étendue moyenne

A1+A2
2 .

L’expérience ne nous fournit, & la vérité, que quelques points de
cette courbe qui n'existe que par un artifice de raisennement. Mais
quand nous remplagons un phénoméne essentiellement discontinu par
un phénomeéne continu, cela revient & dire que si I'étendue initiale
du premier parcours avait été un peu différente, nous aurions trouvé
une autre série de points ui se seraient placés sur la méme courbe,

Pour de trés petites oscillations, I'am-

® plitude diminue en progression géomé-
g trique; donc le décrément & est constant,
g puisque d’aprés sa définition pour obtenir
] £ A,, 1l faut diviser A, par 1 -+ 3. La courbe

des décréments est donc pour les petites

amplitudes une droite horizontale AB
A— SbtudesA (fig. 63). Mais quand l'amplitude n’est

pas trés petite, la courbe se reléve; elle
Fig. 65, a généralement la forme ABCD et aboutit
en A normalement 4 ’'axe des décréments.

I1 est facile de montrer en partant de ces résultats que I'absorption
d’énergie, pour chacune des oscillations, est sensiblement proportion-
nelle au carré de l'amplitude, quand celle-ci est petite. L'énergie
potentielle W d’un fil tordu est en effet proportionnelle au carré de
la torsion; nous pouvons poser : W =KA?; AW =2KA . AA. Nous
pouvons encore écrire : AW =2KA?.3, puisque d=AA:A. Si
J est constant, la perte d'énergie AW par oscillation est proportion-
nelle au carré de A, ou, si l'on veut, au carré de I'amplitude.

Si Pamplitude n’est pas trés petite, la perte d’énergie pour chacun
des parcours croit plus vite que le carré de I'amplitude.

Il est difficile d’'obtenir des valeurs absolues des décréments rela-
tifs a4 l'amortissement uniquement dii aux frottements intérieurs,
parce que lair intervient d'une maniére complexe pour augmenter
l'amortissement total. Mais les valeurs absolues de § intéressent bien
moins que leurs variations en fonction des déformations que l'on
impose au fil. Or, quelles que soient les hypothéses qu'on admette
pour la résistance de l'air, toujours est-il qu’elle reste constante,
d’une expérience a 'autre, pour une méme période et pour une méme
étendue de l'oscillation : elle ne changera donc pas la forme de la

courbe 3=/ (A).
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Nous voici donc en possession d'un nouveau réactif trés sensible
avec lequel nous mettrons en évidence de trés légeres modifications
dans la structure du fil.

148. Modification de la courbe 3=/ (A) par les déforma-
tions permanentes. — On détermine la courbe des décréments en
imposant successivement & un méme fil des torsions initiales d’am-
plitudes différentes. Par exemple le disque, qui fait fonction d’oscii-
lateur, étant d’abord en repos, dans une premiere expérience, on
tord l'extrémité supérieure du fil d'un angle T, que nous appellerons
le lancement; on laisse revenir au repos, tout en déterminant les
étendues successives des parcours, ce qui permet de calculer la
courbe des décréments. Au bout d'un certain temps de repos, on
recommence avec un nouvel angle de lancement G,, et ainsi de suite.

Opérons d’abord sur un fil fortement étiré a la filiere. Faisons une
série de déterminations avec deux lancements T, et T,, les expé-
riences impaires avec le lancement ©,, les paires avec le lancement
©,. Nous obtenons deux faisceaux de courbes 3, et 3, qui tendent
chacun vers une courbe limite : il y a comme une sorte d’accommo-
dation. Il semble que dans les parties qui correspondent aux mémes
amplitudes, les deux courbes limites doivent se confondre. Tout au
contraire I'expérience montre que le décrément dépend des parcours
antérieurs, de sorte que la courbe qui correspond au plus grand par-
cours initial est, pour les mémes amplitudes A, au-dessus de celle
qui correspond au plus petit parcours initial.

Autre expérience : imposons d’abord & un fil é¢iré le lancement G,
relativement petit, déterminons la courbe 1 des décréments. Puis
imposons le lancement T, beaucoup plus grand, et recommencons
ensuite plusieurs fois avec le lancement ©,, en espagant les expé-
riences; nous obtenons des courbes 2, 3,... D'aprés ce que nous
avons dit plus haut, il n’est pas surprenant que 2 soit au-dessus de
1; mais le fait nouveau est que 3 est au-dessous de 2, 4 au-dessous
de 3, etc. Il semble que peu & peu le fil oublie 'effet du parcours
étendu G, : l'accroissement des décréments est en grande partie sub-
permanent. )

On a donné a ces phénomeénes, qui sont intéressants, parce qu'ils
prouvent nettement les variations spontanées des propriétés des
solides et l'influence de toutes les opérations antérieurement impo-
sées, le nom de fatigue d’élasticité.
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FROTTEMENTS

149. Frottement de glissement des solides. — Nous avons
toujours négligé les frottements : 1'expérience la plus vulgaire montre
que ce n'est pas légitime. Si d'ailleurs les corps étaient parfaitement
glissants, la vie, telle que nous la connaissons, serait impossible.

On dit que deux corps glissent 1'un contre l'autre quand leurs
points de contact éprouvent a chaque instant des déplacements rela-
tifs. Il nait pendant ce déplacement, en chaque point de contact,
une force parallele et toujours opposée au mouvement, et dont le
point d’application est au point de contact lui-méme. Soit f cette
force, s le déplacement relatif, le travail absorbé est fs.

Les cas les plus simples que nous puissions considérer sont ceux
oit les corps: 10 sont limités par deux plans qui glissent 1'un contre
I'autre; 20 sont deux cylindres qui tournent I'un contre I'autre. Dans
le premier cas, la force frottement est parallele aux plans de contact;
dans le second, elle est tangente aux surfaces de contact et nor-
male aux génératrices et aux rayons des cylindres. Le second cas
d’ailleurs se raméne au premier.

Imaginons un trajneau de poids P, dont la base AB est un plan

qui glisse sur un plan horizontal

CD (fig. 66), et qu'on charge

- 8(] uniformément de mani¢re que

’8 la pression (c'est-a-dire le quo-
Al000p @ tient du poids par la surface)

soit la méme en tous les points.
11 est tiré par le poids P’ a l'aide
d'une corde qui passe sur une
poulie. L’expérience démontre

que le mouvement que prend ce
E,b

-
]

systéme est uniformément accé-
léré : donc la force f de frotte-

Fig. 66. . .
'8 ment est indépendante de la vi-
tesse.
On peut d’ailleurs le calculer facilement. .

Soit y l'accélération de ce mouvement expérimentalement déter-
minée et exprimée en metres par seconde; soit g—9m81 l'accélé-
ration de la pesanteur. La force motrice est le poids P'; la force
retardatrice est le frottement f; la masse & mouvoir est P’} P, en
négligeant la masse de la corde et celle de la poulie. D’olr :

P—f

V=9 IF"
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L'appareil est une machine d’Atwood dont les frottements sont
exagérés,

Modifions le poids P : I'expérience montre que f est proportionnel
4 P. Tout en conservant le méme poids P, modifions l'aire du plan
de contact AB : le frottement est indépendant de cette aire.

On peut donc poser simplement f=KP, ot K est un coefficient
qui caractérise les surfaces froltantes, quelle que soit l'aire de la
surface de contact.

Voici quelques nombres pour fixer les idées.

Lorsqu’on fait frotter du chéne sur du chéne sans enduit, K= 0,4
environ, c’est-a-dire que pour entrainer 100 kilogrammes, il faut
exercer une traction de 40 kilogrammes, avec une vitesse nulle, il
est vrai. Si on exerce une force de 40-+4p kilogrammes, c’est
comme s'il n'y avait pas frottement et si la force était seulement de
p kilogrammes.

Mais si on savonne les surfaces avec du savon sec, K=0,16; il ne
faut plus que 16 kilogrammes pour en tirer 100. Lorsque de la fonte
frotte sur de la fonte sans enduit, K=0,18 : la valeur de ce coeffi-
cient tombe & 0,05, si les surfaces sont grasses et le lubrifiant conve-
nablement renouvelé : une traction de 5 kilogrammes suffit pour
entrainer 100 kilogrammes.

Tourillons. — Quand un arbre cylindrique d’axe Q' (tourillon)
tourne sur son coussinet d’'axe O, il y a frotte-
ment. L’expérience montre que les lois sont
exactement les mémes que dans le cas de deux
surfaces planes et que la force tangentielle est
encore KP, au moins frés approximativement.
Ce n'est plus rigoureusement vrai, parce qu’a
cause méme du frottement le contact ne se pro-
duit pas & la base B du coussinet; le tourillon
tend a remonter: il n'y a plus qu'une compo-
sante P cos« du poids qui agit pour engendrer
le frottement. Ecrivons que la résultante des
forces P et f est normale au plan tangent de Fig. 67.
contact :

. KPp
[=KPcosa=Psina, tga=K, f:mT,
150. Conditions d’équilibre gquand le frottement intervient.
-— Par sa nature méme, le frottement s'oppose au mouvement; su
direction n’est donc pas connue a priori.: elle dépend essentiellement
de la direction dans laquelle le déplacement tend & se produire. Les
conditions d’équilibre se traduisent donc par des inégalités; il existe
pour chaque position d'un mécanisme une infinité de systémes de
forces pour lesquels 'équilibre a lieu en vertu des frottements.
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Le probléeme est encore notablement compliqué par ce qu’on
appelle frottement au départ. Quand deux solides ont été longtemps
au contact, ils sont toujours plus ou moins collés; le frottement est
plus grand qu'il ne devrait d’aprés les lois énoncées. Or c’est préci-
sément cette valeur anormale qui intervient dans les inégalités
d’équilibre. En définitive, dans ces inégalités elles-mémes, la valeur
du frottement est grossiérement déterminée, du fait que, par hypo-
these, les surfaces frottantes ont été plus ou moins longtemps en
contact.

On verra par I'exemple suivant comment se présentent les condi-
tions d’équilibre.

Angle du plan incliné & partir dugquel les corps commencent & glis-
ser. — Plagons un corps de poids P sur un plan incliné faisant
I'angle « avec le plan horizontal. La composante de la pesanteur qui
presse normalement les surfaces l'une contre l'autre est Pcosa; il
en résulte un frottement KP cosa. La composante de la pesanteur
dirigée suivant le plan incliné et qui tend a faire descendre le corps
P est Psin«. Pour que le mouvement ait lieu, on doit avoir :

P sin o > KP cos «, tga>K.

Ainsi 'angle « est indépendant du poids du corps et ne dépend que
du coefficient de frottement. Pour les valeurs de K dont il est parlé
ci-dessus, on a les angles « suivants :

K—=0,15, o=—8030'; K=—0,40, o=—2%.

Si on cherchait 4 déterminer les valeurs de K par la mesure de
I'angle «, on s’exposerait 4 d¢s erreurs grossieres par exceés, d’apres
ce que nous avons dit plus haut du frottement au départ.

131. Applications. Adhérence des locomotives. Freins.
Rampes. — Quand on veut diminuer le frottement, il faut polir les
surfaces en contact; d’ailleurs le frottement produit ce résultat, le
coefficient diminue peu & peu jusqu'a une limite.

Le frottement est indépendant des aires des surfaces en contact;
il faut cependant qu’elles soient convenablement proportionnées. Si
elles sont restreintes, 10 il tend a se faire une usure trop profonde
et irréguliere; 2¢ les enduits sont trop rapidement éliminés par la
pression.

L’enduit ne doit étre ni trop fluide ni pas assez. Trop fluide comme
l'eau, il est expulsé par la pression; mais si par un procédé quel-
conque on maintient un courant d’eau entre deux corps durs, elle
constitue un excellent lubrifiant. L’eau de savon est trés employée
pour lubrifier et rafraichir les surfaces (forage de la fonte, expé-
rience du frein de Prony). Le suif et les graisses conviennent aux
fortes pressions : ils ne sont pas assez fluides pour les petites.

Comme application du frottement, nous citerons 'adhérence des
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locomotives. La machine ne peut faire progresser elle et son train que
grace & une force parallele a la voie. Elle trouve son point d’appui dans
le frottement qui se développe entre le bandage des roues motrices
et les rails. Bien que le contact n’ait lien que sur un petit nombre
de centimetres carrés, le frottement (acier sur acier) qui s’oppose
au glissement des roues, et que nous savons indépendant de la sur-
face de contact, est environ 14 0/y, non du poids de la machine, mais
du poids supporté par les essieuxr moteurs; 2 la condition cependant
qu'aucun lubrifiant (pluie, verglas) ne diminue le coefficient de frot-
tement. Si le poids utile est 20 tonnes, la traction maxima dont la
machine soit capable (pourvu que ses organes mécaniques la per-
mettent) est de 0,14 X 20=2,8 tonnes. Si ses organes sont plus
puissants ou si le frottement diminue pour une cause quelconque, le
frottement ne suffit pas a éviter le glissement : les roues tournent
sans avancer, la machine patine.

La théorie du frein est toute semblable. Bloquons toutes les roues
d'un train de 200 tonnes!. C’est exactement comme si nous agissions
contre le train avec une force de 200 X 0,14 =28 tonnes; c’est
comme si le train avait & tirer ce poids. C'est encore comme si nous
produisions une accélération retardatrice qui serait les 0,14 de I'accé-
lération de la pesanteur.

Soit g=9m,81 I'accélération de la pesanteur; 9,81 X 0,14 =1,37.
Soit v la vitesse du train & chaque instant, v, la vitesse initiale au
temps 0 quand on bloque les freins, e 1'espace parcouru & partir de
la position au temps 0. On a:

v=uv,—1,37¢, =y, t— 0,69

Le temps que met le train & s’arréter et Vespace alors parcouru
sont donnés par les formules :

t=yp,:1,37, e=0v2:2T4.

Si la vitesse est de 20 metres a la seconde (72 kilometres & I'heure)
quand on bloque les roues, le train ne peut s’arréter qu’aprés avoir
parcouru 14% metres environ, en mettant les choses au mieux.

Soit « 'angle du plan de la voie avec le plan horizontal, tel que
la composante de la pesanteur parallelement a la voie fasse équilibre
au frottement. Il est donné par la condition (§ 150) tga==0,14;
d'ou sensiblement o (en radians)=20,14. Donc, en utilisant Uadhé-
rence de toutes les roues, il est impossible 4 un train de gravir des
rampes dont la pente est supérieure & 149/y, c’est-a-dire qui s’élevent
de plus de 14 metres pour 100 metres. C'est 1a un maximum dont
cependant on s’approche: on a construit des voies parcourues par

1 On admet que V'effet des freins est plus grand si les roues ne sont pas absolument
bloquées. Cela tient & ce que sur la jante bloquée V'usure du frottement crée un mé-
plat parfaitement poli, pour lequel le coefficient de frottement est plus petit.
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des voitures automobiles, dont tous les essieux sont moteurs, avec
des rampes de 10 /,.

On admet que 'adhérence est 0,14 lorsque les surfaces des roues
et des rails en contact sont propres et séches; mais par les temps
humides et dans les souterrains, on ne compte plus que sur 0,10
environ. En matiére de tramway, on est exposé 4 ce que le rail soit
non seulement humide, mais sale et gras; l'adhérence diminue
beaucoup.

Pour augmenter la fraction du poids de la locomotive servant a
I'adhérence, on accouple les roues de maniére a rendre leurs mouve-
ments de rotation solidaires. On arrive ainsi & rendre adhérente la
presque totalité du poids. On a par exemple, pour remorquer des
trains de grande vitesse sur fortes rampes, des machines dont
40 tonnes sur 53 reposent sur des essieux couplés.

152. Equilibre de deux forces F, et F, agissant aux bouts
d’une corde enroulée sur un cylindre fixe. — Soit R le rayon
du cylindre, K le coefficient de frottement
de la corde sur le cylindre. Posons F,>F,;
le frottement s’exerce pour empécher la
corde de glisser dans le sens MN,

N Soit s la longueur de la corde, comptée

dans le sens MN & partir du point M ol elle

i commence a toucher le cylindre. Aux bouts

d'un élément ds s’exercent deux tensions

T+ dT et T dont les composantes tangen-

¥, tielles s'équilibrent grace au frottement did

a la pression de la corde sur le cylindre.

Cette pression elle-méme est égale a la ré-
sultante normale des tensions.

Les deux tensions étant presque dans le prolongement l'une de
Iautre, la résultante tangentielle est égale a dT. Ecrivons donc
que dT est égale au frottement qui résulte de la pression. La résul-

5441

Fig. 68.

tante normale est 2T sin—;— =oT, puisque a« est infiniment petit. On

a d'ailleurs aR = ds.
L’équation d’équilibre est donc:

KTds
dT =KaT = R
[y . KS
D'ou : lognep T= —R—- —I— Cte,

Pour déterminer la constante, écrivons que pour s =0, T=T;
on a d’ailleurs T=F,, pour s ={= la longueur de la corde. D'ot1 :

Kl
F2=Fle B .
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Or -Il‘— est 'arc en radians suivant lequel la corde touche le

cylindre; appelons-le p. La formule définitive et trés remarquable
devient : F,=TFKs.

Le rayon du cylindre a disparu. Il est clair que la formule n’est
admissible que pour des rayons tels que la raideur de la corde inter-
vienne peu; autrement dit, tels que la corde épouse sans trop de
difficulté la forme du corps sur lequel elle s’appuie.

Voici pour fixer les idées quelques valeurs de I'exponentielle quand
on prend K=0,5; c’est & peu prés le coeflicient de frottement d'une
corde contre le chéne. On exprime en tours l'arc de contact: la
valeur numérique de p pour un tour est évidemment égale a 2=.

Tours 0,50 0,75 1,00 4,25 450 1,75 2,00.
F,:F, 482 105 23,2 51 112 245  537.

On voit avec quelle rapidité croit le rapport des forces. On s'ex-
plique ainsi qu’avec une force F, minime on puisse résister & une
force considérable F,. Application : amarrage des bateaux aux pon-
tons, etc.

Remarque. — La résultante normale due a la tension T a pour

. Tds

expression : «T= "
La pression normale rapportée & I'unité de longueur de la corde
est donc : N=—°&—3— =—I'% Nous aurons l'occasion de retrouver,

propos de l'équilibre des fils, cette formule qui est trés générale;
nous en avons vu en Capillarité une application (§ 38) et une impor-
tante généralisation pour le cas des surfaces.

153. Frottement de roulement. — Quand un cylindre roule sur
une surface plane, on constate une certaine résistance au roulement
qui provient d'une déformation des corps. La roue entre dans le plan
et s'aplatit elle-méme. Cette déformation est trés apparente sur le
pneumatique d’une roue de bicyclette. L'expérience montre que la
grandeur de cette résistance est proportionnelle au poids du corps
roulant et, pour un méme poids, diminue quand augmentent le
rayon du cylindre et la largeur des bandes sur lesquelles s'opére le
contact. Comparé au frottement de glissement, le frottement de rou-
lement est trés petit.
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CHAPITRE X

EQUILIBRE DES FILS. CORDES VIBRANTES

154. Equilibre d’un fil sans raideur. — La matiére dont le fi
est constitué, ne peut se maintenir sous forme de fil que grice a des
forces de liaison.

Nous pouvons les choisir arbitrairement, sauf a vérifier si
notre hypothése est réalisée dans la nature. Par définition dans un
fil sans raideur, l'action réciproque des parties AM et MB du fil

aboutissant en un point M, se réduit & une
B, force T tangentielle appelée tension. Nous

A
pouvons done supprimer la partie AM, par
WM N exemple, & la condition d’appliqut.ar en M,
} sur le bout MB, une force tangentielle con-
Fig. 69. venable T.

Pour qu'un élément MN du fil soit en
équilibre, il faut donc que le systéme des tensions (T en M, T' en N),
et les forces extérieures appliquées sur 1'élément, se fassent équilibre.
Représentons par Xds, Yds, Zds les composantes paralleles a
trois axes de la force extérieure Fds appliquée & 1'élément MN =ds;
elles s’annulent évidemment si 1'élément devient nul; d’'ot la forme
choisie. La tension T et sa direction sont fonctions de la position du
point M considérée et par conséquent de la distance s=AM qui
fixe la position de ce point. Les composantes de la tension T en M
sont, par un choix convenable de signes :
dx dy

—T

_TFs—’ ds’

dz
— T4
Comme les quotients %;E ,% ,% (cosinus directeurs de la

tangente au fil) sont eux-mémes des fonctions de s, on peut repré-
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senter la tension en N, c'est-a-dire aprés l'accroissement ds de la
variable, par :

dx d dx dy d dy
Td—s‘*‘mf(T 75) ds, TW+HE<TE>"8’

dz d dz
T 4 +71?<T‘d?>d3'

Ecrivons maintenant les équations d'équilibre. On a évidemment :

d dx d dy d dz
7E(TW)_;_)c:o, -E(T_ds«)_yY:o, E(Tm>—}—Z=O.

Le fil s’attache aux points A et B; il est clair que les tensions en
A et en B doivent équilibrer 1’ensemble des forces extérieures. C'est
ce que prouvent immédiatement les équations précédentes intégrées
entre =0 (point A) et s=s, (point B). On a par exemple :

dz dz sy
dz

Multiplions les équations d’équilibre respectivement par ds

g—'z s g—; , puis additionnons-les.
Remarquons que  ds’=dz*+dy*-}-dz*.

dx

dz d d dz dz
8% q4® , Oy q9Y 9z gdz
O—ds ds_l—ds ds+ds ds

1l vient : dT + (Xdo-4-Ydy -+ Zdz) = 0.

En particulier si les forces extérieures sont toujours normales au
fil, Xdx-}Ydy+Zds, quireprésente le travail de ces forces quand
on se déplace sur le fil, est nul: dT=0.

La tension est alors constante tout le long du fil.

155. Autre forme intéressante de ces résultats. — En un
point M, considérons le plan osculateur a la courbe formée par le fil.
Il est défini par les tangentes en deux points trés voisins de la
courbe. Donc il contient les tensions T et T', et la force Fds, qui doit
leur faire équilibre. Par conséquent, le plan osculateur du fil en un
point contient certainement la force extérieure.

Etablissons les équations d’équilibre dans le plan osculateur. Les
deux tensions admettent une résultante tangentielle dT et une résul-

tante normale égale a Tds , ou p estle rayon de courbure. En

effet, les tangentes en deux points de la courbe distants de ds font

un angle ds:p dont le cosinus est égal & l'unité et le sinus a

Y'angle lui-méme. Si nous projetons les deux tensions —T et T4 dT
Cours de Physique. — H. BOUASSE. 13
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sur la direction de 1'une d’entre elles, la résultante est bien dT. Si
nous projetons sur la normale & la courbe en un point situé par
exemple a égale distance de MN, la somme des projections est :
Ll'_is___l_T—}—dTE:Tds
p 2 e 2 e
En définitive, il y a équilibre entre les trois forces, dT tangen-

tielle, Ti]i normale, Fds dirigée n’importe comment dans le plan

osculateur.
Il y a donc équilibre entre dT et la composante de Fds paralléle
a la courbe; on peut donc écrire immédiatement :
dT + (Xdz -+ Ydy + Zdz) =0.
Si Fds est normale & la courbe, on a dT=0, et aussi:
Fds=Tds:p, F=T:p.

Nous avons vu en Capillarité une intéressante application de ce
résultat. Nous supposions que les forces F, normales a la courbe,
étaient dans un plan; nécessairement le fil avait une forme plane.
Mais nous pourrions lui donner une forme gauche, la condition de
normalité restant automatiquement satisfaite, puisqu'elle provient de
la nature méme de la surface liquide. Il suffit d’attacher les bouts du
fil en deux points d’'un biti contourné n’importe comment; la sur-
face liquide qui s’attache a ce bati et au fil n’est plus plane. Cela
n’empéche pas la tension de rester constante le long du fil.

Imaginons un fil tendu sur une surface parfaitement polie; les
forces exercées par la réaction de la surface sur le fil sont normales,
donc la tension est constante. Le plan osculateur du fil est en chaque
point normal & la surface; on démontre que, dans ces conditions, le
fil trace sur la surface la ligne la plus courte entre deux quelconques
de ses points.

156. Fil pesant et homogéne. Chainette. Supposons que
les forces extérieures se réduisent a4 la pesanteur et que le fil soit
homogeéne. Il se place dans le plan ver-
tical passant par ses points d’attache.
Prenons ce plan pour plan des zy, me-
nons l'axe Oy verticalement et comp-
tons les y positivement vers le haut.
Les équations d’équilibre deviennent

¢
T 9% _ Constante — T,,
Y. ds
A d dy\__
4 Fg(T 7{)*1"’ ,
% 0 Z ol p désigne le poids du fil par unité
Fig. 70. de longueur,
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L’équation différentielle de la courbe s’obtient en éliminant T entre
ces deux équations ; il vient :

ddy __p

ds de T,°

Posons A=T,:p. On vérifiera aisément que pour satisfaire
cette équation, il faut poser les conditions équivalentes :

_h (), b (F ), Bt (F),

a la condition de prendre pour axe des y la verticale qui passe par

le point A le plus bas de la courbe (:z:_O gy _0> et de pla-

cer I'axe des = &4 une distance OA' ="/ de la tangente horizontale
dont le point de contact a les coordonnées z=0,y="nh.

La courbe ainsi définie s’appelle chainette.

Tension le long de la chainette.

ds
Ona: T=T,q-=T.4=py.

La tension le long de la chainette est donc proportionnelle a 'or-
donnée du point considéré ; elle est minimum au point A et égale &
T, = ph.

157. Applications. Fils télégraphiques ou lignes électriques
de faible portée. — Plagons-nous d'abord dans le cas le plus ordi-
naire olt les points d’attache E et F sont sur la méme horizontale
d’ordonnée y,; on a: EF =2EG=2z,. Appelons fleche f la diffé-
rence f=y—h. Supposons la portée a =2z, suffisamment petite
par rapport a4 h; on peut développer en série les exponentielles, et
borner les développements aux trois premiers termes. Il vient alors :

y=h+ 2—;{: f=y—h —-W:W—-a’-

D’oi1 les lois suivantes d'une application journaliére :

10 pour une méme forme de courbe (méme portée et méme fleche),
la tension T, au point le plus bas est proportionnelle au poids par
unité de longueur; pour un métal donné, elle est proportionnelle a
la section ou au carré du diamétre ;

20 pour une méme tension, la fleche est proportionnelle au carré
a* de la portée ;

3o pour une méme portée, la fleche est en raison inverse de la
tension.

Par exemple, on emploie pour les lignes télégraphiques ordinaires
du fil de fer de 4 millimétres de diamétre, avec une portée de
80 metres et une fleche de 45 centimétres. En admettant 7,82 pour
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poids spécifique du fer, le poids du metre est p=100 grammes.
Nous tirons de ces données la valeur de h=1780 metres et la ten-
sion T, au point le plus bas : T,=173 kilogrammes. Comme le fil
a environ 12mm? 6 de section, cela ne fait que 14 kilogrammes par
millimeétre carré, charge égale au tiers environ de ce que le fil peut
supporter sans rompre.

Nous savons que la tension n’est pas la méme en tous les points;
elle est T, et minima au point A, elle est généralement T=—=py.
En particulier aux points d’attache, elle est :

T1=p(h+f—;>=To+pf=ph+pf,

pf est généralement négligeable devant T,, puisque f est négligeable
devant h. Ainsi dans 'exemple précédent ou T, vaut 173 kilogrammes,
pf =148 grammes. On peut considérer la tension comme constante.
Ce que nous venons de dire s’applique aux lignes électriques pour
transport d’énergie ; il faut changer seulement le poids spécifique du
métal (8,9 pour le cuivre) et la tension admissible sans danger par
millimetre carré.
On peut encore appliquer ces formules aux cébles télédynamiques
pour transmissions directes de puissance.
La longueur du fil varie avec la température; il est facile de voir
ue les moindres variations de longueur influent considérablement
sur la fleche. Développant la formule donnant s, on trouve en effet
pour la longueur { :

L x} if? 8a /(fV  8f
=20+ 55 =22+ 3 -, l—a=T<7> =35 -

Dans cette formule, I —a est la différence entre la longueur du fil
et la portée. Calculons la longueur pour un rapport f:a —=1:300
de la fleche a la portée, et une portée de a =100 metres. Clest &
peu prés les conditions normales des fils télégraphiques. On trouve :

100 8
l—a:wm g::Om,OO3

La différence entre la longueur et la portée n'est que 3 milli-
meétres.

Comme premiére approximation, la longueur est donc constante.

Donc si 'on pose des fils en été, il faut les tendre moins que si
on les pose en hiver; autrement ils risquent de se rompre quand
survient le froid.

158. Lignes de longue portée. Cas général. — Le cas général

se présente quand une ligne télégraphique doit traverser une vallée.
Les extrémités C et E ne sont plus sur le méme plan horizontal;
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on est libre de prendre une fleche assez grande, de maniére & dimi-
nuer la tension. Posons

Ey=a, Cy=b, EAFC=l!:

a et b sont les données topographiques du probleme, { est la lon-
gueur du fil qu'on veut utiliser. Appelons ', y', «”, y” les coordon-
nées des points C et E. Nous avons immédiatement en fonction de
' et «” les quantités I=¢§ —s" et b=y —y”. D'od [—»bh et
{4+ b; d'ou enfin aisément la condition :

\/lﬂ———b-f:h(e;—"—-e_'gf),

équation qui permet de calculer h. On tire ensuite facilement les
autres inconnues, en remarquant que x'— z”==a et en utilisant une
des équations donnant [—5 ou [-}-b.

La tension mazima, qui, daprés I'équation générale T=py,
correspond au point C le plus haut, pour une longueur donnée,
passe par un minimum quand ! croit a partir de la valeur mini-
mum & vol d'oiseau CE théoriguement admissible jusqu'a une valeur
tres grande. Quand !=CE, la tension est évidemment infinie,
puisque cela suppose le cible rectifié. Quand ! croft & partir de cette
valeur, la tension en C décroit tout d’abord. Mais si la longueur du
cible devient trés grande, la tension est alors sensiblement propor-
tionnelle a cette longueur, et redevient par conséquent trés grande.
Il existe donc une certaine longueur pour laquelle la tension au
point le plus haut est minimum.

La tension au point le plus bas (ou, ce qui revient au méme, la -
quantité h tirée de I'équation T,=ph), diminue au contraire d'une
maniére continue quand ! augmente, pour tendre vers 0 quand [
tend vers l'infini.

Il faut cependant observer qu’il est rare de pouvoir donner la
fleche qui correspond au minimum de tension au point le plus haut;
la régle pratique est donc de placer autant que possible les points
d’attache sur le méme niveau, et de prendre la fleche la plus longue
possible.

Vibrations trés petites des cordes et des membranes.

159. Cordes vibrantes. — Pour traiter des vibrations petites des
cordes sans raideur propre, nous ferons d'abord des hypothéses sim-
plificatrices. Nous avons vu par un exemple numérique (§ 157) a
quel point le fil s’allonge peu, méme pour une fleche notable. Cet
allongement dépend évidemment de la forme de la courbe; nous
I'avons calculé pour une parabole. Mais quelle que soit cette forme,
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I'allongement est toujours proportionnel au carré de la fleche et en
raison inverse de la portée; le coefficient numérique est seul modifié.

Supposons maintenant que le fil soit tendu entre deux points fixes
avec une force telle que la pesanteur soit négligeable devant elle.
Quand le fil se déforme et s’allonge, la tension croit; mais nous
venons de voir que cet allongement est toujours extrémement petit.
Nous pouvons donc considérer la tension comme constante en gran-
deur; nous admettrons de plus qu’elle est seule & intervenir et qu’elle
n’agit que par ses variations de direction le long du fil.

Chaque point du fil conserve dans son mouvement un z ou un s
constant : cela résulte immédiatement de la petitesse des allonge-
ments; sa trajectoire est donc comprise dans un plan perpendicu-
laire a I'axe des « ou des s, direction d'équilibre, et nous avons a
déterminer deux fonctions de s et du temps

y=[G, 0, z=f\(s, ).

Soit m la masse du fil par unité de longueur : les forces d'inertie

0? 0z
sont mo—g— et m-sm

Substituons-les & Y et Z dans les équations générales du § 154; la
tension étant constante, les équations du mouvement sont :
A%y o’y 0’z 0%z
Toe=m3e Tog=mop-

Nous pouvons traiter séparément ces deux équations; i cause de
leur forme linéaire, nous savons que le mouvement le plus général
est la résultante des mouvements dans les plans (s, y) et (s, 2).

160. Intégration des équations au moyen de fonctions arbi-

traires. — Posons :
m D

en appelant p le poids du fil par unité de longueur. Si g est exprimé
en meétres par seconde (9m,81), T et p peuvent étre exprimés dans
la méme unité guelconque de force, mais p doit étre énoncé en cette
unité par metre de fil.

L’équation a intégrer devient :

Oy Oy
2=V 3¢

On peut donner a l'intégrale générale deux formes trés différentes ;
nous utiliserons d’abord ce qu'on appelle lintégration par fonctions
arbitraires pour étudier le phénomeéne de réflexion. L’expression

y=f(Vt-s) L F(Vi—s),
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ou f et F sont arbitraires, satisfait & I'équation différentielle. On le
vérifie immédiatement en faisant les dérivations indiquées.
Propagation d’un ébranlement le long d’un fil indéfini.
Au temps 0 le fil AB est en équilibre, sauf entre deux points M
et P d’abscisses s, et s,. Entre ces abscisses, il a la forme MNP,
y==7y(s); audela et en dega de ces points, y est constant, mais n’a

A M_—\ B’

- \\ + o

A b4 B
Fig. 71.

pas nécessairement la méme valeur: en effet, le passage d'un ébran-
lement peut laisser le fil déplacé de sa position initiale (comparer au
§ 70).

Le probléme ne serait pas déterminé par la connaissance de la
forme seule de la courbe au temps 0 ; il faut encore nous donner soit

la vitesse %—:\p(s) pour tous les points d’abscisses comprises
entre s, et s, (en dehors de ces limites, ¢(s) est identiquement
nulle), soit entre les mémes limites l'inclinaison %—:ep(s), qui

joue le role de la dilatation dans la propagation d’une onde longitu-
dinale; (¢(s) est identiquement nulle hors de l'intervalle s,, s,).

Il est méme encore plus commode pour la discussion de supposer
données au temps £==0 les deux fonctions ¢ et ¢. On retombe exac-
tement sur la discussion faite & propos des ondes longitudinales

(§ 68).
[(8)=F(—s)=0@s), V[/()+F(—38)]=1s)

27(8) = ols) 4 s}y 2F(—s)=—g(s) - s).

On démontre comme précédemment l'existence de deux ébranle-
ments f(Vt-s) et F(Vi—s), se propageant indépendamment I'un
de V'autre et avec une vitesse constante V, I'un dans le sens des s
décroissants, Vautre dans le sens des s croissants.

On peut imaginer d’ailleurs qu’a une époque trés antérieure au
temps 0 le premier est parti d’une abscisse positive grande, le second
d’une abscisse négative grande; qu'ils se superposent et interféerent
précisément entre les abscisses s, et s, au temps 0, continuent ensuite
leurs chemins, se séparent et reprennent leurs existences indépen-
dantes.
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Pour qu'un seul de ces ébranlements existe, les fonctions ¢ et ¢
doivent satisfaire & l'une des conditions :

+ V=L

0

Il va de soi que les ébranlements f(V¢43s) et F(Vt—s) sont
dans ce cas.

Le passage de l'ébranlement F laisse généralement le fil déplacé
de la quantité y,, le passage de I’ébranlement f le laisse déplacé de
Yo, Admettons y =0 pour tous les points du fil avant le passage
(fictif) des deux ébranlements, c’est-a-dire & une époque trés anté-
rieure au temps 0. Au temps 0, les points d’abscisses comprises
entre —oc et s, ont été traversés par 'onde F; on a pour tous
y =1y, Les points d’abscisses comprises entre s, et -}|-oc ont été
traversés par l'onde f : on doit poser pour tous y=1y;. Pour un
temps positif grand, tous les points de —oc & | oc ont été traver-
sés par les deux ébranlements : on a pour tous y=1y,+ y;.

On calculerait y, et y;, & l'aide des fonctions ¢ et { par des for-
mules tout & fait analogues a celles du § 70.

161. Réflexion sur um obstacle immuable. — Supposons que
le point A soit invariablement fixé : prenons-le pour origine des
coordonnées. Le mouvement y=/f(Vt-3s) ne peut a lui seul satis-
faire a la condition y=0 pour s$=0. Nous sommes forcés de
lui adjoindre un autre mouvement satisfaisant a I'équation différen-
tielle et qui, par sa composition avec le premier, annule identique-
ment le déplacement y pour s =0.

Le mouvement est évidemment : y, =—f(Vt—s).

Il se propage avec la vitesse V dans le sens AB des s croissants.

On peut se représenter le phénoméne de la maniére suivante.

Supposons le {il indéfini et le point A redevenu libre. Considérons
les deux mouvements y=/f(Vt{s) et y,=—f(Vt—s), se
déplagant en sens inverses le long du fil.

P, —_— A 4——/\

i, A P

LA
Fig, 72.

Comparons-les au méme instant pour deux positions symétriques
par rapport au point A.

Il faut poser, dans y, s=3s'; dansy,, s=—5¢.
Ona: y=f(Vt4-¢), y,=—[f(Vt+s); y=—uy.

Les deux ébranlements sont donc symétriques par rapport au
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point d’attache A. Ils arrivent simultanément en ce point; évidem-
ment ils s’y détruisent. L’ébranlement MNP continue son chemin au
dela de A, il devient fictif ; I'ébranlement M,N,P, arrive sur le fil
réel, il constitue Uébranlement réfléchi.

Nous retrouvons ainsi les régles énoncées au § 158 du Cours de
Mathématiques.

La vitesse de propagation de 1'ébranlement est V— 9_11;'_ .

Supposons un fil télégraphique ordinaire pesant {00 grammes par
meétre, et ayant 200 kilogrammes de temsion; P :p=22000,
V =140 metres environ. Pour voir se propager et se réfléchir
I'ébranlement le long d'un fil, il faut le tendre le moins possible.
Peu importe d’ailleurs en quelle matiére il est fait : la vitesse ne
dépend que du rapport P : p.

162. Propagation et réflexion d’'un mouvement périodique.

Ondes stationnaires.

Le mouvement y=y,sin2x <T;— +—;>
est la forme générale d'un mouvement périodique sinusoidal, se pro-
pageant le long d'un fil indéfini dans le sens des s décroissants,
pourva qu'on ait 2=VT. Dans ce mouvement, la période est T,
lIa longueur d'onde A. Cela veut dire qu'a partir d’'un point quel-
conque, il faut se déplacer de % dans I'un ou l'autre sens, pour trou-:
ver un point ayant au méme instant le méme déplacement.

Le mouvement ci-dessus rentre, en effet, dans la forme

y= f(Vt +8).
Supposons qu’il rencontre le point fixe A; il faut lui superposer le

. ¢ s
mouvement Y, =-—1y,sin 2z <T — T) .

L’ensemble du mouvement incident et du mouvement réfléchi

donne Vonde stationnaire :
t .
Y=y—|—y1=2yocos2wTsm2ﬂ—;—.
Il existe des nceuds (s=0, quel que soit £) pour s=0, s =“2\2— ,
€ N X Ty . oy

et généralement s==-—5—, ol K est un nombre entier positif quel-
conque. 11 existe des ventres, c’est-a-dire 'amplitude est maxima et
égale & 2y,, pour les points équidistants des neeuds consécutifs.

Le calcul de % montre qu'aux ventres le fil est toujours

i)ara‘uele a sa direction d’équilibre (%:i =0 identiquen{er}g) ; qu'aux
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nceuds la tangente au fil subit les plus grandes variations possibles
de direction.

163. Fil fixé & ses deux extrémités. Harmoniques. — Si le
fil de longueur L est fixé a ses deux extrémités A et B, le point B
est un nceud du systéme stationnaire.

Nous devons donc écrire Kh==2L, ce qui définit la longueur
d’onde X du mouvement formant 1'onde stationnaire. Mais la vitesse V
de propagation étant indépendante de la période, et la condition
A=VT devant rester satisfaite, on doit avoir corrélativement :

2 oL
T=y=xv

Le mouvement sinusoidal le plus général compatible avec la fixité
des extrémités du fil d’une part et 'équation différentielle de l'autre,
est donc : Y =2y, cos K’L& - sin KES—

Le fil peut donc émettre séparément une série de sons simples

harmoniques; le plus grave correspond 3 K=1, le nombre de ses
vibrations par seconde est :

N_A_ v _ 1 \/g—p_ 1 \/?
=T1T=3x=3LV =LV =

C'est la formule du § 139 du Cours de Mathématiques.
Les autres ont K fois plus de vibrations & la seconde. On peut
écrire le mouvement le plus général sous la forme

Y =2y, cos 2=KN,¢. sin 1.

164. Superposition des harmoniques. Séries trigonomé-
triques. — Les harmoniques peuvent coexister, puisque 'équation
différentielle & satisfaire est linéaire. On a la solution générale en
additionnant toutes les solutions particuli¢res. Mais comme rien ne
fixe 'origine des temps pour chacun des harmoniques, nous devons
introduire des phases variables avec I’harmonique.

Le mouvement le plus général est donc :

K=o . .
Y= xfjl 2y, cos (2nKN f—ox) sml{f—s ,

que nous pouvons écrire, en développant la parenthese :

e . Krs . .
Y= KZI [AK sin —7— ¢0s 2rKN¢ - By sin sin 27tKN°t] .

Krs

L

Le probléeme qui se pose généralement est celui-ci. Pour une cer-
taine valeur de ¢ (=0 par exemple), on se donne les valeurs de Y
pour toutes les valeurs de s comprises entre 0 et L; on se donne
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aussi les vitesses —%—f— de tous les points du fil. On demande de déter-

miner les coefficients A et B.
Voici la méthode générale (§ T4). Pour ¢=0, on a :
oY
Y==(s), —y=%()

B . Kms QY Kms
=x§1 Ag sin If , T_21N E KBg sin E

I1 faut identifier les deux valeurs de Y et de %%'—

Pour déterminer le coefficient Ag, multiplions les deux membres de

" . Kige . Kims
I'identité mzﬂ Ag, sin L = ®(s),

par sin K;js et intégrons entre 0 et L.

Toutes les intégrales du premier membre sont nulles, sauf pour
K=K,; il reste en définitive, comme on le trouvera aisément :

L
sz%[ ® (s) sin K]::s

Opérant de méme pour la seconde identité, il vient :

1 L . Kns
BK = m.[ (I)I(S) sin T
165. Applications.

CORDE TIREE HORS DE LA POSITION INITIALE ET LACHEE SANS VITESSE. —
Tous les coeflicients B sont nuls, puisqu’au temps ¢==0 on doit avoir
identiquement : b,(s)= 0 (0 <<s<<L).

Les valeurs de A dépendent de la forme imposée au moment oit
la corde est lache. Pour faciliter les intégrations, nous supposerons
qu’elle est tirée avec un poingon ou un
plectre (guitare et approximativement
harpe). Elle est donc formée de deux
parties rectilignes AC, CB. Fy

- ds.

;

=
[~}

Posons : Ay=a, YyC=4. - Fig. 73.
On a:

(I’(s)=—£~ entre s=0 et s=a;

<l>(s)=bt:'; entre s==a et s=L;

2 raps . K L—s . K
AK:T_/O' -?SS i d+—E—fb gsm Esds
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Les intégrations ne présentent aucunesg difficultés; on trouve :

A 2pL7 . Kwa
E= KL —a) 0 L °
1° Les amplitudes des harmoniques varient comme les inverses des
carrés de leurs numéros d’ordre ; leurs intensités (proportionnelles aux
carrés des amplitudes) décroissent donc extrémement vite, en raison
inverse de la quatriéme puissance du numéro d’ordre.

2° Manquent tous les harmoniques pour lesquels -Iii est un nombre

entier. Or I'harmonique K a des nceuds aux points
L 2L 3L K—1)L
= K> K’ ﬁ_K‘L L.
Plagons le poingon en I'un de ces nceuds, au m®™ par exemple. Nous
satisferons la condition

mL Ka -

a=-——, - =—m=—un nombre entier.
K*» L

Done pour empécher un harmonique de se produire, il suffit que le
poingon soit placé en un point du fil ou cet harmonique aurait un
nceud. .

Si on écarte le fil non plus avec un poingon, mais avec le gras du
doigt (harpe), les harmoniques supérieurs ont une intensité encore
plus petite, et le son devient trés doux.

CORDE FRAPPEE A L'AIDE D'UN MARTEAU PLUS OU MOINS TRANCHANT. —
Au temps 0, on a Y=20 pour tous les points de la corde; donc & (s)
est identiquement nulle : tous les A sont nuls.

La vitesse est nulle pour tous les points, sauf sur une trés petite
longueur I, d’abscisse a, ou la vitesse est v. Les intégrales donnant By
se réduisent donc & un de leurs éléments. On a :

[Lél(s) sin KEs ds = (vl) sin Kﬁa .
Posons : (vly=1L.
1 . Kra
== 7NKL ®" L

1° Les amplitudes des harmoniques diminuent en raison inverse
de leurs numéros d’ordre. Les sons seront donc généralement plus
criards dans ce cas que dans le précédent. :

2° Si le marteau frappe en un point ot I'un des harmoniques a un
nceud, cet harmonique manque dans-le son complexe. -

Le piano réalise trés sensiblement ce probléme. Mais pour dimi-
nuer encore l'intensité des harmoniques supérieurs, on prend un
marteau arrondi et feutré. On utilise le résultat 2° pour éliminer le
septitme ou le neuviéme harmoniques qui sonnent faux. Le point
touché est au septiéme ou au neuvieme de la corde. -

11 vient : B
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166. Membranes. — Les membranes sont des lames trés minces
et parfaitement flexibles, tendues sur un contour rigide.

En se bornant au cas :

10 ou la tension est uniforme;

20 ou les déformations sont assez petites pour qu'elle reste cons-
tante malgré ces déformations (hypothése que nous avons faite dans
le cas des fils);

30 ol le contour est plan;
on peut considérer une membrane comme un tissu de fils élas-
tiques se croisant rectangulairement. L'équation différentielle & satis~
faire est la généralisation de celle des fils.

Soit w le déplacement normal & la lame, 2, y les coordonnées d'un
point, T la tension constante, m la masse par unité de surface; un
raisonnement analogue a celui du § 139 donne :

0%

(1) msE —T( S 3 3y )

Il faut poser w =0 pour tous les points du contour.

L’équation (1) admet généralement un trés grand nombre de solu-
tions.

La méthode de vérification expérimentale consiste & produire
isolément chacun des sons partiels. On détermine la forme des lignes
nodales en saupoudrant avec du sable, qui se rassemble en nervures
indiquant le lieu des points immobiles.

Pour montrer comment on traite ce genre de problémes, nous
développerons la solution dans les cas simples des membranes rec-
tangulaires et circulaires.

167. Membranes rectangulaires. — La membrane a pour con-
tour fixe et rigide un rectangle dont un sommet est l'origine des
coordonnées; les cbtés adjacents ont pour longueurs ! sur l'axe des z
et I' sur I'axe des y. Les solutions doivent satisfaire 1'équation diffé-
rentielle et s’annuler identiquement pour z=0, =1, quel que
soit y; pour y=0, y==1I, quel que soit z. La solution générale
sera la somme de toutes ces solutions partielles. Le mouvement

(1) w==A sin (of -} ¢) sinnw—alv—sinn'w-g{,—,

satisfait & ces conditions, en posant :

2 I3
(2) mzvn\/_’tlf_;_%, Vi=T:m;

n et n’ sont des nombres entiers quelconques. Ces nombres choisis,
« est déterminé, ainsi que la période 27:0 du son partiel corres-
pondant.

Les nodales sont des droites paralleles aux axes de coordonnées.
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11 résulte immédiatement de 1'équation (2) qu'a chaque son partiel
donné correspondent plusieurs solutions, puisqu’on peut se donner
arbitrairement n ou n'.

Le mouvement le plus général est dd a la coexistence de tous les
mouvements simples précédents. Une forme initiale étant donnée
pour la membrane, on détermine les coefficients A et ¢ des différents
termes de la série par des procédés mathématiques analogues a ceux
qui servent pour les cordes vibrantes (§ 164).

Lorsque deux systémes de nodales paralleles aux axes coexistent,
le sable se réunit en petits monticules formant un quadrillage régu-
lier. Les expériences réussissent au mieux en collant du papier plus
ou moins mouillé sur un cadre rectangulaire. On le laisse sécher, il
se tend; on excite les vibrations avec un tuyau d’orgue convenable-
ment accordé : il suffit de le boucher plus ou moins.

168. Membranes circulaires. — Prenons pour coordonnées
polaires la distance r du point considéré au centre de la membrane
et I'angle « du rayon vecteur avec un rayon quelconque origine :

x=rcosa, Y=rsina.

11 faut faire le changement de variables. Rappelons que l'on a :

dw 0w 0x , 0w Oy ow . Ow
WZWW_FWW:—T,‘ sin a—|——@rcosm,
ow 0w Oz | dw 0y  dw dw
.TI_EE_.E__-{— Sy =% cosa—|——ysma,
s s,
ow ow sina , Ow
() E i P I T

Puisque w est une fonction quelconque, les relations précédentes

subsistent si on remplace w par —FZ)— ou par %
Y
02w 0 Ow 0 /0w cosa ow
o =y a = s (o) 5+ or ()i
02w 0 ow 0 /0w sina dw
Wz—ﬁb_mz_a<bx) +br< )cosa
Substituant les valeurs (1) précédemment calculées pour
dw Qw
Fy— et 'T’D—’

il vient facilement :
02w 02w 1 dow
Y 2<br”+ r'67+ r dd?
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Les solutions sont de la forme
w=Asin(oft+49)sinn(a—a,) . Q.
n est un nombre entier quelconque, Q est une fonction de r, satis-
faisant & la condition

d? 2
@ 98 4 r G = (=S =0,
comme on le vérifiera par substltution.

Posons NA=0w:V,

L’intégration par séries de I'équation (2) donne la solution :
(wr)t

)
® o=t~y e ey

(ar)®
~ T Ry )

L’équation en =
. ”
(4) LR B ey s B By oy oy
TITESGFO R EFY T

a une infinité de racines positives 1;, T, T, ... qu'on sait calculer et
que nous supposons rangées par ordre de grandeur croissaunte.

Ceci posé, prenons pour n un nombre entier quelconque ;
sin n(x— ;) est nul pour toutes les valeurs de « qui satisfont & la

=0

b

condition n{a—o)=Kz, a=oa} En’l

On a done pour lignes nodales n diamétres qui divisent la circonfé-
rence en 2n parties égales.

Passons aux nodales circulaires qui correspondent a2 Q=0. Nous
en avons certainement une pour r=R, si R est le rayon du con-
tour rigide sur lequel la membrane est tendue.

Posons arbitrairement AR =1, ol 1, est la s* racine de 1'équa-
tion (4). Nous définissons ainsi la hauteur du son partiel considéré.
I Iui correspond s — 1 nodales circulaires dont les rayons sont :

TLIh ey . T, lA.
Iy a donc une extraordinaire variété de sons pouvant faire vibrer

la membrane.
L’expérience a confirmé ces ralsonnements
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CHAPITRE XI

RESONANCE. VIBRATIONS DES VERGES, DIAPASONS.

Transmission d’une vibration d’un corps & un autre.

169. Résonance. On impose directement au corps & mouvoir
une force sinusoidale. — Voici, pour fixer les idées, une maniére
de réaliser 1'énoncé du pro-
B, bleme.

B, Une barre tourne autour de
I'axe horizontal O et porte
deux masses M dont on peut
faire varier la distance & 'axe.
Le centre de gravité du sys-
téme coincide avec l'axe O, la

pesanteur n’intervient pas.
3 Attachons en A un caout-
chouc dont I'extrémité supé-

° A 0 @_ rieure est fixée en B. Pour

o équilibrer la tension que pos-

Fig. 74, séde le caoutchouc quand la

barre est horizontale, ajou-

tons une masselotte m. Dans ces conditions, le moment d’'inertie du
systéme oscillant est I.

Imprimons au point B une oscillation verticale définie par I'équa-
tion : x =ux,sin wt. Le systtme MOM se met lui-méme en mouve-
ment. Sa position a chaque instant est définie par I'angle . Ecrivons
I'équation du mouvement :

1 r=o0.

Nous supposons une force amortissante proportionnelle & la vitesse
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(§ 18); il s'agit de trouver l'expression de I, moment du couple du
au caoutchouc. Soit L la longueur AB du caoutchouc pour l'équi-
libre. La longueur au temps ¢ quelconque est L} 36—=. Quand
la longueur est L, la tension est équilibrée par le poids de la masse m.
Nous n’avons & tenir compte que de l'accroissement de tension que
nous pouvons admettre proportionnel & I'accroissement de longueur
(80 —=z), a la condition que Uébranlement se propage d’un bout &
Uautre du caoutchouc en un temps négligeable par rapport & la durée
d’oscillation du mouvement imposé au point B, ou, ce qui revient au
méme, 4 la condition que Uaccroissement de longueur se répartisse &
tout instant uniformément le long du caoutchouc. Cette condition ne
peut étre réalisée que si la période d'oscillation du point B est assez
grande. Par exemple, la vitesse de propagation d'un ébranlement dans
le caoutchouc étant de l'ordre de 50 a 100 meétres par seconde sui-
vant la tension, si le caoutchouc a 1 métre de long, il faut que la -
durée d’oscillation du point B soit au moins de V'ordre de la seconde. .
Le couple I' est alors proportionnel a (36 —x)3; l'équation du
mouvement est : ‘
2,
D K3 —=) =0,

équation que nous pouvons écrire :

I

d*0 df .
I—W—-l—f—d—t—}—(m:Asmmt.

L'intégrale générale de cefte équation se compose de deux parties.
L’'une est lintégrale de l'équation privée du second membre; nous
I’avons longuement étudiée aux § 418 et suivants. Nous savons qu’elle
fournit un mouvement oscillatoire de période

T — 9 ‘/_I?,
C—a4r

amorti, soit périodique, soit apériodique. La période T’ différe d’ail-
leurs généralement fort peu de la période

T:2ﬂ\/%.

L’intégrale qui nous intéresse ici est périodique non amortie.
En effet, I'équation différentielle est vérifiée par le mouvement :

Asine . .
= fa : sin (of — ¢) == Oy sin (wf —¢), tge= C—f;wmzl .

170. Discussion de la solution précédente. — L’amplitude §
du mouvement excité est maxima pour sine=4. On a alors:
C=w’l. L’amplitude est donc maxima quand la période du son

Cours de Physique, — H. BOUASSE. 14
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excilateur est égale & ce que serait la période propre du corps excité,
si Uamortissement [ était nul.

C’est pourquoi le son de période T=2ryT:C s'appelle son de
plus forte résonance. Sa période differe d'ailleurs trés peu de la période T'
du son propre.

Posons : Q=2r:T;
fo
(2 — o) -
Il existe toujours une différence de phase ¢ entre le son excitateur
et le son excité; si l'excitation est maxima, Q=w, tge=oc,

—_r
6_2.

il vient : tge=

Si Q> w, si par conséquent la période dela force est plus

grande que la période du son de plus forte résonance, e<%. Si
Q <, sila période de la force est plus petite que la période du son

de plus forte résonance, ¢> —g—

Quand le décalage entre les deux mouvements est égal a %, la

barre est horizontale et le point A va vers le bas (8 croissants); le
point B est en B, & I'extrémité inférieure de sa course et commence
a se mouvoir vers le haut. Le point B est donc par rapport au
point A en avance d'un quart de période.

Energie transmise au corps excité. — A chaque instant le couple qui
tend a faire tourner 'oscillateur vers le bas est A sin ot — C6; quand
I'oscillateur se déplace de df, il lui est done fourni un travail
(A sin ot — CH)do. Pendant une oscillation compléte, il regoit une
énergie :

£ (A sin ot — CH)do = Abgm sine.
Enfin 1'énergie moyenne regue est:

Afymsine  A2sin2e
T - 2f

Elle est maxima quand le son excitateur est 2 'unisson du son de

plus forte résonance. A mesure que ¢ s’éloigne de —72i, I'énergie

décroit trés rapidement.

RELATION ENTRE L’AMORTISSEMENT 'ET LE CHAMP DE RESONANCE. —
Ce qu’il importe de comparer, c’est bien plutdt les quantités d’énergie
transmises au corps excité que les amplitudes. Appelons w I'énergie
transmise moyenne pour un son excitateur o quelconque, W 1'éner-
gie transmise pour le son de plus forté résonance Q. On a alors:

sinfe=1; doli: w=W.sin%ec.
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Introduisons maintenant deux nouvelles variables pour préciser la
discussion.

La quantité A= [:2I est définie au § 19; c’est d’elle que depend
I'amortissement d’aprés le terme e—3f, Pendant une période T du
son de plus forte résonance, et par conséquent trés sensiblement
pendant une période T' du son propre, 'amplitude de I'oscillation du
corps est diminuée dans le rapport

T 27
e

=e—9.

Prenons comme nouvelles variables : 10 la quantité a=2%:Q;
20 l'intervalle i—=w:Q entre le son excitateur et le son de plus
forte résonance. On a alors :

w =W sin?g, tge=-1—2;”—i2. .
tg ¢ et par conséquent ¢ puis w: W ne sont donc fonction que de lfin;
tervalle i, et de 'amortissement par période des oscillations du corps
d’abord excité puis abandonné a lui-méme.

Comme la tg et le sin d'un angle varient toujours dans le méme
sens, la discussion de tg ¢ nous donne immédiatement la loi qualita-
tive de variation de w: W.

Ce rapport est naturellement égal a4 1 pour i=1. Il devient nul
quel que soit o pour i=0 et i—oc, qui sont les limites de varia-
tion de i. Comme a est généralement petit, w: W passe de 1 & une
trés petite valeur pour des variations trés faibles de i a partir de 1.
En partlcuher il passe brusquement de 1 a 0, si « est prauquement
nul, si I'amortissement
est extrémement faible. waw R
En définitive, pour un «
donné, w: W est repré-
senté 4 partir de » par
une sorte de courbe en
cloche dont le maximum L
correspond & o =0 (fig.
75).

Si nous voulons main-
tenir w: W constant, il Fig. 5.
suffit de choisir « et i de ,
maniére 4 maintenir constant tge. Différencions la condition obtenue
entre o et i, nous aurons entre d« et di une relation de la forme

_<ii_z>< 3 +1>an Kad.

Or o est toujours positif. Donc soit i<1: da et di sont de signes
contraires. Cela veut dire que si 'amortissement « croit, il faut que
le son o s’écarte davantage du son Q, pour que w:\W demeure

& .w“‘
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constant. En effet i=¢ :Q par définition, 0 <<Q par hypothese et
i doit décroitre d’apreés 1'équation.

Soit i>>1: da« et di sont de méme signe. Nous arrivons & la méme
conclusion ; si I'amortissement « croit, il faut que le son » s’écarte
davantage du son Q pour que le rapport w: W reste constant. En
effet, on a maintenant © > Q et i=w : Q doit croitre d’aprés 1'équa-
tion,

Si 'amortissement du corps excité est grand, l'amplitude de la
vibration n’est pas irés grande; mais le son excitateur peut différer
notablement du son de plus forte résonance sans que cette ampli-
tude tombe a une trés petite fraction de sa valeur maxima.

Si au contraire I'amortissement est trés petit, I'amplitude maxima
est énorme; mais la moindre variation du son excitateur la fait tom-
ber a une treés petite fraction de sa valeur maxima. Les diminutions
relatives sont beaucoup plus rapides.

171. Résonance sous linfluence d’'un son complexe.
Résonateurs. Nous devons supposer le son complexe excita-
teur décomposé en sons simples. Pour qu’il y ait résonance d'un
corps, il faut que le son propre de ce corps se rapproche suffisam-
ment de 1'un des sons constituant le son excitateur. D’ol la théorie
des résonateurs.

Un bon résonateur est un corps : 1°¢ ne pouvant émettre qu'un
son simple; 20 ayant un amortissement « extrémement petit. La
premiere condition n'est pas indispensable, pourvu que les sons
propres du corps soient assez distants pour qu'on ne puisse les con-
fondre. La seconde est essentielle : si elle n’est pas réalisée, le corps
vibre pour toute une série de sons voisins du son propre.

Les cordes et les diapasons sont d'excellents résonateurs. Il suffit
d’écarter les étouffoirs d'un piano et de chanter devant. Si 'on donne
un des sons des cordes libérées de leurs étouffoirs, ou lun des har-
moniques de ces sons, la corde se met & vibrer. Le son d'une corde
n'étant pas simple, elle entre en vibration non seulement pour le
son fondamental, mais sous l'influence de l'un quelconque de ses
harmoniques.

La membrane d'un phonographe est un mauvais résonateur; ce
n’'est que grice a son imperfection comme résonateur qu'elle peut
jouer le réle qu'on lui assigne.

172. Applications. Synchronisation des horloges, — Les
propositions démontrées au § 170 ont des applications remarquables.

Un corps qui, une fois excité, résonne pendant longtemps, comme
un diapason, peut prendre sous l'influence d'un son exactement i
Uunisson une amplitude considérable. Mais pour peu qu'on modi-
fie la hauteur du son excitateur, 'amplitude tombe sensiblement
a zéro,
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Pour exciter au contraire une vibration notable d’'une membrane
tendue, il faut une action relativement énorme, parce que 'amortis-
sement est trés grand; mais le son excitateur n’a besoin que d’étre
trés grossiérement accordé sur le son de plus forte résonance de la
membrane,

On peut synchroniser deux horloges dont les pendules ne battent
pas exactement dans le méme temps. Il suffit d’utiliser la seconde
horloge a produire une force périodique agissant sur le pendule de la
premiére. Mais si les pendules ne battent pas rigoureusement dans le
méme temps, il faut imposer au pendule excité un amortissement
(voir § 42 du Cours de Math.) d’autant plus grand que lintervalle
©:Q des deux périodes est Ini-méme plus grand.

173. Loi d’Ohm. Analyse des sons par I’oreille, Timbre. —
L’analyse des sons par l'oreille résulte d’une loi physiologique soup-
¢onnée par Rameau et formulée par Ohm.

L’oreille percoit séparément, el comme les sons constituant un
accord, les sons simples en lesquels le théoréme de Fourier (§ 'T4)
nous apprend & décomposer un son complexe.

L’oreille peut donc analyser les sons.

L'oreille n’a la sensation d'un son unigue que pour les vibrations
sinusoidales. Un son complexe produit donc exactement la méme
sensation qu'un accord; naturellement, l'effet musical dépend du
nombre des sons simples et de leurs intensités relatives : c'est en
cela que consiste le timbre.

On sait que les vibrations excitées dans loreille s’y amortissent
vite. Toutefois 1'amortissement n’est pas instantané; si les sons ne
sont pas assez espacés dans le temps, on ne les entend plus dis-
tincts. On conclut de la immédiatement que les parties de l'oreille
qui sont excitées au maximum par un certain son, le sont encore
asses notablement pour un son faisant avec le premier un intervalle
musical trés appréciable. On admet que 1'énergie moyenne de la
vibration par influence d'un des organes récepteurs de l'oreille est
réduite & peu prés au 1/10 de sa valeur maxima pour un écart de
1/2 ton. Cela revient & admettre! que, cet organe vibrant seul, 'os-
cillation y tombe au 1/40 de son intensité en dix périodes.

Il peut donc exister sans contradiction dans l'oreille des organes
récepteurs distincts et en nombre fini, et cependant, le son montant.
d’'une maniére continue, la sensation peut varier d’'une manieére con-
tinue. C'est qu'un son simple de hauteur donnée n’agit pas unique-
ment sur un organe récepteur, un résonateur auriculaire; il agit
principalement sur un organe, mais encore notablement sur les

1 11 faut poser dans les formules du §170, w: W = 0,1; log i==10,025. On tire alors
la valeur de a.
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organes voisins. C’est I'ensemble de ces sensations qui forme la sen-
sation d'un son simple.

L'oreille n’est donc pas absolument assimilable & un piano.

On appelle son musical une vibration périodique, exprimable par
conséquent au moyen d’une série trigonométrique (§ 74) :

F(¢t) =B, a, sin (of — «,) }-a; sin (2wt — «;) 4 .....

A priori, le timbre est donc une fonction des paramétres a,, a,...,
@;, %, ... Toutefois, si 'on admet que 'un quelconque des organes
récepteurs de l'oreille ne peut simultanément vibrer pour un fonda-
mental et ses harmoniques (ce qui résulte des considérations précé-
dentes), on ne s’explique pas que les phases puissent intervenir. Il
semble bien qu'en fait seules les amplitudes a,, a,, ... fixent le
timbre par leurs valeurs relatives. Quelques physiciens ont prétendu
qu’il dépendait aussi des phases, mais leurs expériences ne sont rien
moins que démonstratives. Nous avons déja dit (Cours de Math.,
§ 119 et 122) que le timbre est d’autant plus criard que les harmo-
niques supérieurs ont des intensités plus grandes par rapport & l'in-
tensité du fondamental 1.

174. Sons résultants. — Nous supposons dans les pages précé-
dentes que le corps excité jouit de propriétés mécaniques particuliere-
ment simples; éloigné de sa position d'équilibre, il tend & y reve-
nir proportionnellement & I'écart. Mais cette hypothese n'est pas néces-
saire; le corps excité peut étre dissymétrique, comme le tympan. La
théorie et l'expérience montrent qu'alors un son simple faisant p
vibrations par seconde peut exciter non seulement le son de hau-
teur p, mais tous les harmoniques de hauteur 2p, 3p...; que deux
sons simples, faisant p et ¢ vibrations par seconde et agissant simul-
tanément, peuvent exciter, outre leurs propres harmoniques, les
sons p—¢q (différentiel du premier ordre), p-+¢ (additionnel du
premier ordre), 2p—gq, 29 —p, 2p+q, 2¢-+p, ...

On les nomme sons résultants.

L’analyse suivante démontre cette proposition. L’équation géné-
rale du mouvement est (en négligeant le terme amortisseur) de la
forme :

1 —md—ch=a:v ba? 4P sin 2zpt -+ Q sin (27gt -} 3).
(1) di + +-9)

Le corps écarté de sa position d’équilibre et abandonné a lui-
méme (P=0, Q=0), y revient sous l'influence de la force dissy-
métrique ax -+ ba® : elle n’est pas la méme pour deux valeurs égales
et de signes contraires de x.

1 Je renvoie le lecteur désireux de connaitre ces questions avec plus de détail a un
volume de la collection Scientia, Bases physiques de la Musique.

-
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11 s’agit de trouver l'intégrale générale.
Développons la solution en série par rapport & une variable auxi-
liaire ¢. Nous poserons :

x=cx, ', -ttt ; P=¢P, Q=¢Q,.
Substituons dans (1) et égalons séparément a 0 les coefficients des
diverses puissances de ¢. Nous faisons ainsi une série d’approxi-
mations.
Comme premiére approximation nous aurons :

@) m-L8t an, P, sin 2rpt -t Q, sin (2rg¢ +-3) = 0.

Cela revient a négliger le terme en x2. Nous savons que le corps

ainsi excité (§ 169) donne les deux sons de hauteur p et ¢g. Clest le

probleme habituel de la résonance traité dans les pages précédentes :

il y a superposition pure et simple des effets des sons excitateurs,
La seconde approximation donne :

(3) m-LE 4 ag, 4 bl =0.

Il faut introduire a la place de x, Yintégrale précédemment trou-
vée dont la partie permanente est de la forme :

z, = P sin 2xpt + Q| sin (2rqt -+ 3).
Développons les carrés des sinus et leurs produits : nous aurons
I'expression de «}en fonction de
sin 27(2p)¢, sin2x(2q)t, sin2n(p—q)¢, sin2z(p4q)t.

Substituant dans (3), nous retombons sur une équation de la
forme (2) : elle nous apprend que, comme seconde approrimation, le
corps excité donne, outre les deux premiers harmoniques de hau-
teurs 2p et 2¢, les sons résultant du premier ordre de hauteurs p —q
et p-4q. Naturellement si les sons excitateurs sont faibles, I'ampli-
tude des harmoniques et des sons résultants est trés petite; mais
elle croit vite quand les sons excitateurs deviennent de plus en plus
forts.

La troisiéme approximation donne :

d’x,

%) m —— + awy - 2bw@, = 0.

Nous n’aurions qu'a répéter les raisonnements et les calculs pré-
cédents pour prouver l'existence des sons de hauteurs :

3p, 37, 2p+9, 294-p, 2p—9q, 29—p-
Bien entendu, si P ou Q sont nuls, il ne reste que les harmo-
niques 2¢, 3q... ou 2p, 3p...
On connait depuis trés longtemps l'existence des sons résultants

(1740).
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Le tympan est particuliérement dissymétrique; il est fortement
tiré vers Uintéricur par le manche du marteau; il n'y a donc rien
d’étonnant & ce que l'oreille, excitée par un son simple intense, fasse
entendre non seulement ce son, mais encore les harmoniques; excitée
par deux sons simples intenses, fasse entendre les sons résultants.

Ces sons ne prennent d'ailleurs pas naissance nécessairement dans
Uoreille; ils peuvent parfaitement exister dans une masse d’air forte-
ment ébranlée, et généralement dans un corps quelconque ol 'on
ne peut pas supposer que la force est linéaire en fonction de la
déformation.

175. Amortissement des vibrations du sol par les suspen-
sions en caoutchouc. — Reprenons le probleme énoncé au § 169.
Mais supposons que la vibration imposée au point B ait une période
assez courte pour qu’on ne puisse plus admettre une répartition égale
de la déformation tout le long du caoutchouc AB. Dans ces condi-
tions, la théorie précédemment donnée ne s’applique pas : nous allons
reprendre le probleme, en supposant pour simplifier que les frotte-
ments sont nuls.

Nous savons que les ébranlements (§ 67 et 108) se transmettent dans
un cylindre trés long par rapport & son diameétre d’aprés I'équation
aux dérivées partielles :

d%u olu
(1) 3=V 3

ou u est ici le déplacement vertical du point dont la distance au
point B est . Nous aurons une solution de cette équation en posant :

(2) u—Usin (3‘—;-’-”-_;_5) sin 27 .
VT :=2, V est la vitesse de propagation \/%E—: (§ 108), Uet ¢

sont des parameétres & déterminer.
Imposons au point B une oscillation d’amplitude déterminée; nous

devons avoir, pour =0, u= U,sin 2z % . L’intégrale prend donc

la forme :
U, . /2zx . t
(3) u_—_?ino—esm <T—+s> sin 27:T.

Elle ne contient qu'une arbitraire ¢ que nous déterminerons a l'aide
de l'équation du mouvement du corps suspendu. Pour simplifier,
nous supposerons que le systéme se réduit & la masse m, le reste de
Voscillateur étant supprimé (fig. T4).

Ecrivons que l'oscillation de cette masse est due a la force qui
résulte de la déformation du dernier élément. Par unité de section
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droite cette forme est E %"_ Soit S l'aire de la section droite; la
T

force totale en grandeur et en signe est donc :
s

-g—g— étant bien entendu la valeur de ce quotient pour 'extrémité A

du caoutchoue, c’est-a-dire pour z=1L. D'ou 'équation du mouve-
ment de la masse m :

Ofa Ou (pSA)X 2
(#) me =By S=— Tgr =T

p est le poids de l'unité de longueur du caoutchouc; pa est le
poids d'une longueur du caoutchouc égale a longueur d'onde dans
le caoutchouc du son imposé au point B.

Ecrivons que pour x =L, l'intégrale (3) satisfait & la condition (4),

s L pA
il vient : tg ( 2% =+ s) =9

Soit U, 'amplitude de l'oscillation de la masse m que nous suppo-
sons grande vis-a-vis de p); on obtient, en confondant le sinus et

la tangente d’angles petits :
0 __ 1 sin (27:L +5> pr 1

A ~ 2mm  sine

Si done la masse m est grande vis-a-vis de la masse p) d'une lon-
gueur du caoutchouc égale a la longueur d’onde X du son imposé,
U, est toujours trés petit par rapport a U,, excepté quand sine=0.
Il y a toujours un nceud prés de la masse m; elle joue approxima-
tivement le réle de point fixe. Il n’existe donc pas nécessairement
un ventre au niveau du point B, puisque la longueur L du caout-
chouc n'est pas nécessairement un nombre impair de quarts de lon-
gueur d’onde.

Mais il peut arriver que L soit un nombre entier de demi-lon-
gueurs d’onde, ou plus exactement soit tel que ¢ égale 0. Le calcul
donne alors pour U, une valeur infinie. Il ne faut pas prendre cette
solution au pied de la lettre; il y a dans les hypothéses des simplifica-
tions illégitimes qui sont la cause de ce résultat guantitativerment
inadmissible. '

Si nous tenions compte de P'absorption d’énergie dans la fransmis-
sion par le caoutchouc, nous trouverions que cette amplitude, toutfes
choses égales d’ailleurs, diminue rapidement avec la longueur L. Mais,
a cet amortissement prés, U, est pour un son donné une fonction pério-
dique de L.

Pratiquement, quand L n’est pas voisin d'un nombre entier de demi-
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longueurs d’'onde du mouvement vibratoire imposé au point B, 'ampli-
tude U, de l'oscillation de la masse suspendue est trés petite.

Quand L est un nombre entier de demi-longueurs d’onde, il existe
simultanément un nceud au voisinage de la masse m et un nceud au
point B; la solution quantitativement inadmissible U, =occ tient &
ce que ce dernier nceud coincide avec une amplitude qui est imposée
et qui par conséquent n’est pas nulle. Corrélativement, bien qu’il y
ait un nceud au voisinage de la masse m, c'est alors que I'amplitude
de son mouvement est la plus grande possible. Au ventre intermé-
diaire, I'amplitude peut étre considérablement plus grande que 'am-
plitude imposée en B.

Cette théorie s’applique exactement & l'expérience du § 108 : les
tas sont le plus visibles et par conséquent les mouvements vibra-
toires le plus intenses, quand la longueur du tube AC est un nombre
entier de demi-longueurs d’onde, et que, par conséquent, il y a un
nceud au point A (fig. 49), o 'amplitude est imposée.

C’est par ces considérations qu'on explique I'amortissement des
trépidations du sol par une suspension en tubes de caoutchouc. La
période de ces trépidations est de l'ordre de 0°,01; on ne peut
admettre que la déformation se répartisse uniformément le long du
caoutchouc : c’est bien la théorie actuelle qui s’applique et non celle
du § 169. Si la trépidation était un son simple, il serait avantageux
que la longueur du tube soit un nombre impair de quarts de lon-
gueur d’onde du son imposé. Il y aurait trés approximativement un
neeud effectif au point d'attache de la masse suspendue. Bien entendu,
la trépidation n’étant pas un son simple, le phénomene n’est plus
périodique en fonction de la longueur du caoutchouc. Il y a avan-
tage a prendre le tube le plus long possible a cause de l’amortis-
sement.

I1 faudrait aussi tenir compte des vibrations transversales; le pro-
bleme est tout a fait analogue.

VIBRATIONS DES VERGES, DIAPASONS

176. Expression de Veffort tranchant. — Considérons un
prisme tel que celui que nous avons défini au § 112 (poutre). 1l est
toujours trés peu déformé. Cherchons les conditions d’équilibre d'un
élément CDC'D’ a la distance « de 'origine O.

Les seules forces que nous supposons appliquées sont normales
aux arétes du prisme.

Sur un élément d’épaisseur dz' et situé a la distance 2’ de 1'origine

des coordonnées, la force appliquée est Pda’. Solidifions la partie
ACA'C’ de la poutre.
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Les forces P produisent (§ 90) une composante tangentielle ¢ diri-
gée dans le plan CC’, appelée effort tranchant, et dont la grandeur

est : = / lPdac’,
X

ot { est la distance de l'extrémité de la poutre & l'origine.

‘L_--_ﬁ ___________ q_--._*fx.___i-_f»;'
' )

Le couple produit par les forces P et équilibré par les déformations
de flexion, a pour expression :

1
C.=/ P(x —x)dx'.
x
On a évidemment :

(IC _ l r___
48— [TPir'=—5. (1)

Si les forces sont toutes appliquées dans le méme sens (verticale-
ment et vers le bas pour fixer les idées), il est clair que le couple C

décroit quand « croit; -z st négatif, G positif. Dans ces conditions,

Peffort tranchant exercé par la partie solidifiée sur la surface CC’
appartenant & la partie non solidifiée est dirigé vers le haut.

On peut se rendre compte directement de la signification de cette
formule (fondamentale dans la Théorie de la résistance des maté-

C

riaux) : 4c __ g,

dx : D =
Représentons 1'élément Z}///",//}v//
CCDD’ a plus grande | /

échelle et exprimons qu’il
est en équilibre sous l'in-
fluence des forces exercées
sur lui de Uextérieur. En
supposant que les forces
sont verticales, ¢’est la fibre
supérieure qui est allongée ;

les couples C et C-}- %g—da: ont donc les dispositions indiquées, S'ils

=

Fig. 77.
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ne sont pas égaux, ils ne peuvent se faire équilibre : I'élément tour-
nera. Donc 11 faut admettre un autre couple Gdx, dont les forces
sont tangentielles aux faces CC’' et DD’. Egalant ces couples, on
retrouve la formule (1).

177. Equation des vibrations transversales d’une verge.
— Soit p la densité du milieu, s l'aire de sa section droite.

Admettons que les vibrations sont transversales, c'est-a-dire
normales a la barre. Seules les forces normales a la barre peuvent
entrer en jeu pour produire le mouvement. Le couple C et leffort G
sont maintenant des fonctions de l'abscisse et du temps ¢.

Sur la face CC’ et vers le haut agit de Uextérieur une force ®; sur

[
la face DD’ et vers le bas agit de Uextérieur une force (‘5—}—5‘%&0);

. 0
la résultante de ces forces, dirigée vers le bas, est donc %‘E’-dw

Prenons l'axe des y normal a la barre et comptons les y positive-
ment vers le bas : I'équation du mouvement est :
oy 2% __ ¥C
DT Ve T T

Or les seules forces agissantes sont dues aux déformations, la pesan-
teur n’ayant qu'une action insignifiante. D'ailleurs, les courbures restent
toujours petites par hypothése. Posons El:sp=a%; on vérifie aisé-
ment qu’en grandeur (§ 113) et en signe, on a

oy , 0%
5+ Bl =0, e e

Propagation d’une onde sinusoidale permanente. Une barre indéfinie
peut propager une onde permanente sinusoidale de la forme

. in 9= t x
Y=Y, s8ln a=w .—1‘——7 .

Posons A = VT; substituons dans I'équation, il vient :

27a _ 2na
) T

La vitesse de propagation n’est pas constante, elle varie en raison
inverse de la longueur d’onde.

Nous avons dit (§ 91) ce que deviennent généralement les phéno-
meénes dans ce cas complexe.

Vibrations d’une verge limitée, conditions aux limites. — Il y a six
cas principaux suivant qu'a chacun des bouts la verge est encastrée,
appuyée ou libre. Si elle est encastrée, le point d’encastrement est
fixe, la direction de la tangente en ce point invariable; si elle est
appuyée, la seconde condition disparait; si elle est libre, les deux
conditions disparaissent.

V__
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Mais il y a des conditions mécaniques & satisfaire. Quand le bout
est libre, il faut écrire que le couple et I'effort tranchant y sont nuls.
Quand la verge est appuyée en un point, il faut écrire qu'il y a un
nceud en ce point; les cas 1o d'une verge encastrée & un bout et
appuyée & I'autre, 20 libre & un bout et appuyée 4 'autre, se rameénent
donc aux cas d'une verge de longueur double encastrée aux deux bouts
ou libre aux deux bouts, avec un nceud au milieu.

Tous les cas se traitant analytiquement de méme, nous n’envisage-
rons que celui d'une verge encastrée & l'une de ses extrémités et
libre & l'autre, déja traité pour I’équilibre au § 115 et auquel se
rameénent les diapasons.

178. Verge encastrée a I'une des extrémités, libre a Yautre.
2
— Soit y="Ysin-{5 ¢
une intégrale particuliére de 'équation établie au § 177; Y est une
fonction de » & déterminer. Substituons dans 1'équation générale, il
vient comme condition :
dY ot
' dr* L
L’intégrale générale est :

Y.

Wx

Y=Yocosgg—~|— Y, singg——]— Y.e —IT--f—Ys,e—T

Les conditions =0, Y=0, % =0 expriment 'encastrement

a l'origine des coordonnées.
2 3
Les conditions C= % =0, &= %}% = %—;—— =0 expriment

qu'au bout libre le couple et l'effort tranchant sont nuls. D’onr les
quatre équations suivantes :

Yo+ Y.+ Y,=0, Y, +Y,—Y,=0,
—Y,cos 00— Y, sin & Y,ee } Ye—o =0,
Y,sin o — Y, cosw |} Yyew — Ye—w=0.

Tirons Y, et Y, des deux premiéres, transportons dans les deux
derniéres, ¢éliminons enfin Y, et Y,; il reste comme condition :

cos w (ew J-e—w)|-2=0.

Cherchons les racines de cette équation.

Posons : w=—727——|—K7V:':E;

¢, toujours inférieur a -;i, est positif si K est pair, négatif si K est
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impair, puisqu'il faut que cos » soit négatif. Remarquons que ew croit
trés vite avec w, de sorte que le coeflicient de cos @ devient trés rapi-
dement énorme.

Ceci posé, on trouve par titonnements pour premiére racine

w,= 1,870,
comprise entre 2 et =. Les autres racines correspondent 4 cos w

tres petit; elles rentrent & peu prés dans la formule

g = g —}—Kﬁ,

ou K vaut 1, 2, 3, ...
On peut encore mettre les racines sous la forme

= 7: P - T
4,194(5), 2,989<7>, 5<?>, 1<g), 9(5>...

Le nombre de vibrations N; par seconde est N,= w}a:2=L* Pour
une barre donnée, a et L sont donnés : les sons partiels N, N, ... a
partir du deuxiéme, sont donc entre eux comme les carrés des nombres
impairs consécutifs :

aw
NK=(2K+1)2'W'
Le rapport N, : N, est donné par la formule :
N,  /2,989\ 23
N, —<4,494> = (2,50 =",

résultat d'expérience bien antérieur a la théorie.

Reste a déterminer la position des nceuds. Il faut résoudre par rap-
port & Y,, par exemple, les équations donnant Y,, Y,, Y;, et trans-
porter les valeurs obtenues dans I'expression générale de Y. On choi-
sit alors une des racines wg, et 'on cherche les racines correspondantes
de I'équation Y =0.

Pour wy, il 0’y a qu'une racine; on trouve naturellement un nceud

au point d'encastrement. Pour o,, il y a une seconde racine qui est
a la distance 0,226 L du bout libre. Et ainsi de suite.

179. Applications. — Un trés grand nombre d’instruments de
musique utilisent les vibrations des verges. Dans le xylophone,
employé dans I'enseignement pour prouver qu’un bruit ne différe pas
essentiellement d’un son, les verges de bois sont libres aux deux houts;
elles sont maintenues par des fils tordus qui les touchent 12 ol doivent
se trouver les deux noeuds. On frappe au milieu et on obtient le fonda-
mental. Les nceuds divisent la verge en trois parties dont les extrémes
sont notablement moindres que la moitié de la médiane.

On peut remplacer le bois par du verre.
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Dans l’harmonium, les boites & musique, l'accordéon, les jeux
d'orgue & anches, les verges sont encastrées a4 une de leurs extré-
mités.

Les diapasons ne rentrent pas exactement dans le cas d’une verge
rectiligne encastrée a 'un des bouts. Cette assimilation permet cepen-
dant de calculer approximativement les phénomenes; les neeuds sont
a quelque distance de la base. On a trouvé, conformément a la for-
mule du § précédent, que le nombre de vibrations est indépendant
de la largeur, en raison inverse du carré de la longueur (& une petite
correction prés), et proportionnel a 1'épaisseur.

Effectivement, pour une verge de largeur 2B et d'épaisseur 2A, la
valeur de a est (§ 115) :

a—\/ 1 A3B E_ A /E
P 3p
A la rigueur, on pourrait utiliser un diapason pour mesurer sinon

les valeurs absolues du paramétre E, du moins ses variations avec
la température.
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MOYENNES. MOINDRES CARRES. REPARTITION DES ERREURS.
LOI DES GRANDS NOMBRES

180. Erreurs systématiques. Erreurs fortuites et acciden-
telles. — En logique pure, il n'y a pas deux catégories d'erreurs
expérimentales ; plus exactement, il n’y a pas d’erreurs expérimentales;
il y a seulement une mauvaise définition du résultat obtenu. Les
mots hasard et accident, au sens vulgaire, sont de pures absurdités.

Quand on dit qu'un pistold® mal réglé donne une erreur systéma-
tique, cela signifie seulement qu'il y a écart sur le plan du but entre’
la trace de la ligne de mire et le point ol la balle devraif toucher,
si toute une série de conditions plus ou moins faciles & définir étaient
satisfaites. On pose arbitrairement que la balle devrait aller a tel
endroit, on appelle erreur 1'écart; c'est une erreur de définition et
non d’expérience.

On dit quelquefois que le type des erreurs fortuites est la distance
au but de balles envoyées sur une cible par un tireur exercé, avec
une arme sans défaut. Une pareille définition est un non sens. O
s’arréter dans 1'énumération des conditions? doit-on ajouter avec des
balles identiques entre elles, poussées par des charges identiques,
déviées par des vents identiques, ...? Mais si toutes ces conditions
étaient réalisées, il n’y aurait pas d’erreur; du moins si on ajoute
que le tireur est aussi toujours identique a lui-méme! D’ailleurs, si
I'une de ces conditions n’est pas réalisée, que signifie le mot erreur?

En définitive, les erreurs fortuites sont des erreurs systématiques
dont on ne connait pas la cause; les erreurs systématiques sont les
effets d'un petit phénomene surajouté dont il est possible de tenir
compte. '

181. Moyennes. Poids des expériences. On pose arbitrai-
rement qu'une expéricnce doit toujours donner le méme résultat; en
fait, on trouve des nombres différents. Comme par hypothese il faut
se décider pour un certain nombre, on introduit une convention sur
la maniére d’utiliser les résultats.

Cours de Physique. — H. BOUASSE. 15
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La plus simple, et par conséquent la plus légitime, est de prendre
leur moyenne.
Soit n,, n,, n,, ... les p nombres trouvés. La moyenne est :
n— ny~n, -4 n,4~... — Zn,
p P

Considérons les différences :
G=—R—Dn, §=n—0"n,, E=A—1N,4...
Ona : - XBe=0
Montrons que Z¢? est minimum. On a en effet :
2 =Z(n— n))*=pn’— 2nZn,+ Znl.
Considérons Z¢* comme une fonction de n; écrivons qu'elle est
minimum. La condition est :

0=2np—2Zn,, n=2%In,:p.

>
On convient d'appeler erreur moyenne la quantité \/ 2; qui

est la racine carrée de la moyenne des carrés. 1l serait plus rationnel
d’appeler erreur moyenne la moyenne des différences prises en

valear absolue —Ell)il Nous verrons tout & I'heure pourquei la

premiére définition a prévalu.

11 arrive que certaines expériences d'une série paraissent meilleures
que les autres. On veut donner  leurs résultats une importance plus
grande. La sagesse conseille de ne pas céder & ces préférences,
de prendre la moyenne des meilleurs résultats et de laisser de cité ceux
en lesquels, pour une raison quelconque, on n’a pas confiance. Sinon
Parbitraire le plus complet se glisse dans la discussion, et des entrai-
nements, qui n'ont rien de scientifique, risquent de se produire.

Ceux qui ne veulent rien perdre usent d'un procédé insoutenable
en théorie comme en pratique. Ils donnent un poids & chaque résul-
tat et le font entrer dans la moyenne un nombre de fois d’autant
plus grand qu'ils I'apprécient davantage. Soient, par exemple :}
les résultats 550 540 535,
avec les poids 2 10 3.

La moyenne est :

(2.550 410 . 850 -3 . 535) : 15 =540,3.

Heureusement les physiciens renoncent aujourd’hui & cette mé-
thode qui ne sert qu'a jeter de la poudre.aux yeux.

182. Méthode des moindres carrés. — On pose arbitrairement
que les résultats y doivent étre représentés, en fonction de la variable
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x, par une expression y —f(x, A, B, C...) donton se donne la forme.
Elle contient m- constantes arbitraires A, B, C, ... On demande de
choisir au mieuz ces constantes. C'est la généralisation du probléme
précédent.

On posséde par hypothése un nombre p de résultats trés supérieur
a m: aucune courbe y=/f(») de la forme donnée ne passe donc
exactement par tous les points,

Soient connues les constantes A, B, C... Pour les valeurs #,, z,, ...

de la variable, le calcul donne les valeurs Yor Yu» - ; I'expérience
donne les valeurs Yoy Yy +on
r r N
Posons : o =Yo—Yo, EL=Y1— Y-}

ce sont par définition les erreurs.

11 serait rationnel de choisir A, B, C, ... de maniére que la somme
des valeurs absolues Z|¢| des différences soit minimum. Mais on se
heurte & des difficultés mathématiques inextricables. Conséguemment,
on impose comme condition, justifiée seulement par la simplicité de
son expression mathématique, que la somme des carrés Ze* soit mini-
mum,

On peut calculer facilement les valeurs exactes A, B, C, ... des con-
stantes qui satisfont a cette condition, pourvu qu’on en connaisse des
valeurs approchées a, b, ¢, ...

Posons : A=ata«, B=b-}8,...

Nous pouvons écrire :

f(A)B’C1-"')=f(a:b:cy--°)+“ +ﬁ b +
of O

fr 222 3p2 - sont des fonctions de x; «, B, vy, ... sont des

variables par hypothese assez petites pour qu’on puisse ne conserver
que leurs premiéres puissances. Posons pour simplifier I'écriture :
of(a, b, c, ..., x
f(a, b, ¢, ..., @) = fi, [z, ’ba’ ) =[% 3
Yo=fotof s 4B

o =Yo— Yo =(fo—yo) Fof s+ B0+ .. =8+ of s+ Lfe+ ...

Calculons Z¢* et écrivons que «, 3, ... rendent cette expression
minimum. Cela revient & écrire que les dérivées partielles de XZe*
par rapport & «, & 8, & vy,... sont séparément nulles.

Set— 28 | 24587 4 2638/° ...
o Srofe L R o 2285
aZff* 4+ pIfef* 4 .. = Z¥f
R N ek
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On est conduit, en définitive, & un systéme de m équations du
fer degré & m inconnues.

Dans la pratique on calcule par titonnements les valeurs approchées
a, b, c, ..., en se laissant guider par des analogies ou des hypotheses.
La méthode précédente fournit alors les valeurs exactes des constantes
qui satisfont & la condition imposée.

Le défaut capital de la méthode est d’exagérer l'influence des
erreurs grossiéres et des expériences particuliéerement mauvaises.

Nous avons m constantes arbitraires et p résultats; on appelle

. Z¢* . ,
erreur moyenne la quantité \/-—s—— . Si on n’a que m résultats
p—m

pour m constantes a4 déterminer, Z¢* et p—m s’annulent simul-
tanément : Verreur est évidemment indéterminée.

1l est bien entendu que Uerreur moyenne n’a aucun rapport avec
la précision réelle du résultat. Tout physicien sérieux prend pour
énoncé de la régularité de ses expériences la plus grande valeur
de ¢, c'est-a-dire la plus grande distance des points expérimentaux
a la courbe qui doit les remplacer. Nous nous garderons d’insister
sur les erreurs moyenne et probable du résultat, ... notions qui ne sont
qu’un trompe-1'eeil et qui doivent disparaitre des traités de Physique.

183. Répartition expérimentale et théorique des erreurs.
Courbe en cloche. — Supposons effectuées un trés grand nombre N
d’expériences devant donner par définition le méme résultat numé-
rique; prenons la moyenne des résultats et calculons les écarts ¢ & la
moyenne. Soit An le nombre d’expériences pour lesquelles I'écart est
compris entre ¢ et ¢} Ac. Tragons un graphique en procédant
comme suit (fig. 78) :

Portons les erreurs ¢ en abscisses; soit :

OA=¢, OB=c1A..

Construisons sur AB comme base un rectangle de hauteur y telle
que l'on ait, 2 un facteur constant prés :

y .Ae=An.

Nous déterminons ainsi l'ordonnée y qui correspond au milieu de
I'intervalle AB; nous obtenons donc point par point une courbe dont
nous pouvons prévoir la forme générale.

D’habitude, en effet, pour des A: égaux pris le long de 1'axe des ¢,
les nombres An et par conséquent les ordonnées y diminuent a4 mesure
que ¢ augmente : les résultats se groupent autour de la moyenne.
S'll y a symétrie pour les écarts ¢ de part et d’autre de la valeur
moyenne, la courbe y=—/f(c) est symétrique par rapport a son
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ordonnée maxima. En définitive, elle a généralement une forme
en cloche (fig. 78).

I\ trotasiries

Zrreurs &

On a évidemment :

N=2An=/yda.

On appelle probabilité de trouver une erreur comprise entre
¢ et ¢ Ae, le rapport :
An _ yis
N— N~

C’est le rapport de l'aire du rectangle AB a l'aire totale délimitée
par la courbe.

Tout ce qui précéde n’a évidemment de sens que si le nombre
d’expériences est considérable.

Répartition théorique des erreurs. — A priori, nous ne pouvons
pas prévoir la forme exacte de la courbe; il se peut méme que les
hypothéses faites plus haut ne conviennent pas au cas particulier que
nous étudions. Si, dans un concours, un examinateur veut favoriser
systématiquement les candidats forts en une matiére, si par consé-
quent il cote ou trés haut ou trés bas, la courbe de répartition de
ses notes peut n’avoir aucune analogie avec une courbe en cloche.

En s’appuyant sur des hypothéses que nous ne discuterons pas
faute de place, la théorie des probabilités attribue a la courbe en

cloche 'équation : y=ye~ he,

Le nombre total d’expériences est N :

+w—-h’s’ \/7?
N= [ ye de:yo—h—.
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Nous pouvons expliciter le nombre N et écrire :
hN — Rt
\/7:

La courbe est d’autant plus ramassée vers I'axe des y, elle arrive
d’autant plus vite a se confondre avec l'axe des ¢, que A est plus
grand : d'oit le nom de module de précision qu'on donne & cette
quantité.

La probabilité pour que l'erreur d’une expérience soit comprise
entre 0 et =+ ¢ est :

w fyie=e fe7ma

On a calculé des tables de cette derniére intégrale.

C'est se tromper lourdement que de faire servir la courbe en
cloche théorique a la prévision de 'erreur que 1'on fait en admettant
comme exacte la moyenne des résultats expérimentaux. Si elle n’avait
pas d’autre application, nous n’en aurions pas parlé. Mais des ques-
tions statistigues analogues se retrouvent souvent, et en particulier
dans la Théorie cinétique des Gaz. On est ramené 2 la fonction pré-
cédente comme la plus naturelle, quand il s’agit de grouper autour
d'une valeur moyenne les valeurs d'une quantité présentant un trés
grand nombre de déterminations diverses inaccessibles 4 Uexpérience.
La forme précédente exprime ce qu’on est convenu d’appeler la loi
des grands nombres.
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