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JE me L i s  proprdé L n s  t e l  ' O u v r ~ g e  de merrre 
les Le&elirs en .état d'edtendre & dkppliquer 13 

Méchanique. L'érild-el deb p+kipes , généraux d e  
cet te fcience e k '  facile, & nynr-I@ gueres d'autres 
connoiKmces madié~nat i~i ies  ;~qbeTAri thmétique I?L 

la Géomttrie ordinaires. Les' a%a&ons qii'on s'y 
permet ,  Si a&c rdfoii d'abord~$Gmplifient I'ohjer : 
& une Méchanidue fefibo~ilerdii'.à ces tdnnoif- 
fances @nirales ,-ceroi[, falis $ ! U R ,  à-12 porté? des 
Le&eurs ; mais le3 Lkfledts nt2 ferbieiic encore que 
peii en Ctar d'appiiqu~r l n  MI-cli?ni'que, 

Dès ~ U ' Q I I  voridra reiidie la $!cfi&iqiie u t i le ,  il 
farit fcrtir des ii;ppolirioiis par 1 e ~ ~ u e I 1 ~ s ' o n  eR obligé 
de cc;Inrneiicer difiis !'étude des priA5ipes géiil-ràux ; 
il faut ,c&r de'faire abPrra&ionLde l n  paffe des ), 1 

~-r.iachines , de leur peiaiite~irp, dq fmttGmept , & c ;  
ceii-er de confidirer I'aQion des corps cornme cou- 
jours ré~iiiie à'lccir centre de @-adité,  &c; ceilèr d e  
regarder les macliirieç comme n e  q a r t a p n t  point 
l 'aâion de la force motrice; R c  i'eri un mot , avoir 
Ggard à I'i-tac réel & phyfiq~is 04 foiit les chofes 
dans la nature. Dès-lors le nombre des é!Cments 
q ~ l i  eiirreiic d ~ n s  chaque quefiion, ér&r auginenté, 
il devient néceK~ire d'employer pour la $foluiion d e  
ces q~~e, ' t ions,  des m é ~ h o d e s  pliis e%caces ; c'eh dans 
cette vue que nous avons f.iit préc6der la A4éçha- 
n iq~ ic  , d'une courte expofitioti dcs p i n ~ ; ~ c s  de  Cal- 
ciil cqui fervent d'introduttion aux Sciences Phyiico- 
?Jatliéaiatiques. Nous nous y fommes déxrmiiiés 
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iv P R E F A C E .  
- 

d'autant plus volontiers de ce 
qlie ces prin~ipes deviennent kuven t  d'un ufage in- 
dikerifable , niêine dans des qheitions cgui auroient 
paru fort - fimples - , ils &nt d'ailleurs , ( fi l'on en  ex- 
cepte ce qu'pn _rrouyga en petit cara&tere, Kr dont  
l'ufage eit sinii~s f ~ i q u e m )  - . &  une fuite Ci naturelle des 
connoiiTànces , eqofkes dans la troilieine Partie , 
qu'ils ne  s i v e n t  qu'être, entendus, avec facilité, dCs 
qu'on po P iedera celle-ci. y.L, - 

A 1 égard de la M&haniqiie elle-même, les objets 
qne nuus y avons- exar$iri& , fun€  trop noiiibreux 
pour ponvoir être p$T& icifin revue avec qozlqüe 
dé tail. Nous avons peiifermf d a m  ce premier Voluine , 
tout ce que nous avons compris fous le nom de 
Priiicipes géoéraûx de la Méchanlque. C'tlt 1-dire, 
les loix du inouvemenc iÏrnple imiforine ou varié , 
les loix d l i  .~~iodtrement cornpofé, la compofition Pc 
décompofiti'on des forces; l'ufage des moments pour 
cette compofition & cette décompofitioii ; llapplica- 
tion de  cecte théorie, à la recherche des centres de 
gavi té  & des $ropriC.t& de ce centre. Ces principes 
giiiéraux , donc nous donnons d'ailleurs , par antici- 
parion , diveries applicarions , particulièrement a u  
navire , font fuivis des loix de l'équilibre des fluides, 
& des corps qui y font plongés ; cette partie a un 
rapport trop dire& au navire, pour ne pas troiiver 
place dans cet Ouvrage. 

Le fecond Volume renferme l'application de ces 
principes généraux, à différents cas de  mouvement 
6( d'équilibre. Nous y avons examiné u n  très-grand 
nombre d'objets ; & fi les bornes qu' i l  L ~ u t  enfin fc 
preicrire, ne  nous ont pas permis d'y en comprendre 
un plus grand nombre, nous ef~érons que ce que 

6 
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f io~is  y avons-dit  ; ne remplira pnr moins les vues 
que nous nous fommes popofces,  de  mettre les 
Letleurs en é ~ a t  d'ehtendre & d'appliquer la ME- 
chanique. 

Au reite , on ne doit pas perdre d e  v u e  que cet 
Ouvrage étaiii\ii Ouvrage de pincipes, on n'a pu 
ni dû fe livrer à beaucoup de détails dont po~irroient 
être ~ufceptibles qcielque~-unes dcs cqiieltioAs rntcha- 
niqges qu'qn y a tr~irbes. Il en efi pliil;eurs q u ' i l l ~ & c  
d'examiner avec i1.n peu d'attention, pour voir qii'elles 
dOivenr faire h-ariere d'un ouvfage à parc : nous nous 
Sommes bornés à en exporer les principes. -Telles 
Coet la des quefiions concernanr le navire : 
cetre niacliiiie cq~ii fair raiic d'honneur à l'efjrir hud 
filain, dans l ' t tar où elle eit , ne loi en la i f i  peut- 
être pas encore moins à acqiiirir ; Cr-tout hl l'on 
izonfidere que l'écac oh elle eit parvenue, elt en 
'graiide partie le fruit d'iin très - Iong, tâtonnement ; 
p a i s  que CE: qu i  refle à faire pour la perfe&ionner, 
me ~ O I C  ttm a,nendu que du concours de J'obferva- 
fidn avec la théorie. 

i v - 
Les travaux de M. Boiiper,  que I'oia, ne peut 

irop conf~ilter fiir cet objet,  oiic déja prépari 'de  
très -grands fecours ; & les progrès aLtuels de- l i  
Phyfique & du Calcul , donnent lieu, d'efpErer 
que  l'on fera encore des pas très- utiles dans cette 
carriere. 
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DE C A L C U L  
Qui jêrvent dYIntroducZion aux Sciences 

Phyj;co - Mathématiques. 

. N O T I O N S  P R É L I M I N A I R E S .  

I . W o u s avons donne dans la rroifierne 
Partie, les reglçs ntccffaires pour  calculer 
les quant i tds ,  dans tel t r a t  de grandeur qu'on 
puiffe les îuppofer. Mais nous n'avons 
po in t  ,corrfidtrd les variations Far ieCqrielles 
ces quantités arr ivent  à tel o u  tel é t ~ t  dc 
grandeur. Ce nouvel objet à confiddrer dans 
les q u a n t i t h ,  donne lie3 à une au t re  branche 
de l'Analyfe, qui  efi de la plus grande ut i l i té  
dans les Sciences Phyfico - MathArnatiques 
& principalenent dans la hiéchanique , oui 

A 
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l'on ne parvient fouvent à déterminer les  
rarports dcs quantitds qui entrent dans les 
quefiions relatives à cette fcience , qu'aprks 
avoir coriiidLr6 les rapports de leurs varia- 
tions , c'eii - à- dire , des accroifiements ou 
des diniinutions rccoivem à chaque 
initant. 

Nous allons donc, zvant que d'entrer en 
Méchanique, nous arr$ter quelques inomente 
h r  cette partit: d u  calcul Qui  a pour objet de 
ddcotnpokr les quai-itités jufques dans leurs 
E!Trneilts , & de revenir dc ccs Eldinents 
zux quantités mêmes. A proprement parlei-, 
ce n'efi point une nouvellc méthode d e  cals 
cul,  q u i  nous allons expoîcr ; cYçR une ap- 
plicatioii des mdîhodes de la troiheme Par- 
tie , & ni2me une Gmplii'icarion de ccs 
regles. 
, 2. Nous nous propofons deux objets : 
le premier , d'enkigner à defcendre des 
quant i tés ,  à leurs Elérnents ; & la mér'riode , 
pour y parvenir,  s'appelle calcul  dlflierzriel, 
Lc îccoild, nous montrera la route pour rc- 
venir des Elénients des qiizntirds , aux quan- 
tités m h c s  , &: 11o:is appeliercns cctse mé- 
tliodc , czicul i:ire'gal. 

L a  psrtic de ces deux calcu'iç qui nous iin- 
yortc vd:i:ablcincnt , n'ci? ?!l'un coro!la;rr des 
m<t i~odes  de la  troiiien~e Partie de ce Cours, 
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'& peut être faifie avec facilit6 , dès qu'on efi 
i n i i r u i t  de ces mé;liodes. Q u a l t  à la Fanie de  
ces mêmes calculs, qui exige des rechercha 
 lus délicates , ou d ' u ~ ~ e  application moins 
fiéguente, noi-is la diflinguerons , à i'ordinai- 
re: , par un carafière d'itnpreirion plus petit. 

3. C o n m e  nous allons confiddrer les 
quantités rel~tiverr,ent, à leurs Eléments , 
c'eit-à-dire , relativement à leurs accroinè- 
ments iniiniment petits, il convient, avant 
que d'ailer plus loin, d'expofer ce que nous 
entendons par quantitds infiniment petires , 
infinies, &c. & de faire connoitre la fubor- 
dination qu'on doit mettre entre ces quan- 
t i tés,  dans le c a k u l .  

4. 'NOUS difom qu'une quan t id  cit infinie 
ou infiniment petite à l'dgard d'une autre, 
lorfqu'il n'eit pas poiiibie dleiCgner aucune 
quantité aKez grande ou aff-ez petite pour 
exprimer le rzpport dc ces deux-!à, c'&-à- 
dire ,  le nombre de fois que  l'une contient 
l'autre. 

Comme une  quantitd ne peut, fans ceffer 
d'être quantitd , ceirer d'être fuTceptibk 
d'augmentation ou de diminution ; il n'y a 
point de quaxi tk  fi petite ou 11 grande à 1'6- 
gard d'une autre, qur 1'011 ne p i g e  en con- 
cevoir mie r ro i~eme  infiniment plus petite 
ou plus grande, Par exeinp!~ , ii x eit inS 

A 2. 
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% C O U R S  
fini à 1'Pgard de a , quoique dès-Iors il foit 
impoEhle d'aiiigner leurs rapports, cela n'em- 
pCche point que je nc ~iiffc concevoir une  
zrûirieine quantité qui  P oit à l ' é ~ a r d  de x ,  
ce que r eR à l'égard de a ; c'ci?-:-dire, q u i  
foit le  quatrieme terme d'une proportion 
dont les trois premiers ièroient a : x : : x : : 

x ce quatrieme termc qui efi fera donc infid 
-. 

niment plus grand que x,  puifqu'il contient x 
autaikt que x eit iUppcifi2 contenir a. De 
même, rien ne m'empêche de concevoir le 
quatrieme terme de cette proportion x : a :: 
a : ; e: ce quatrieme ternie qui fera % fera 

infinimalt plus petit que a ,  puifqu'il doit 
être contenu dans a ,  aiitane que celui-ci eit 
fiippoC6 contenu dans x. ne borne l'i- 
~nagination à cet dgarrl , & l'on peut conce- 
voir, de  même , unc i~oiiuelle quantitd qui  foit 
encore infiniment ptxs pztite à J'égard de 
a' - qüc celle - ci nr: l'efi i l'dgard de a. On 
.K -- 
appelle cela des infinis ou des h i n i m e n t  
petits de diE6rei;ts ordres. 

En géndral Ic produit de deux quantitds 
infinies ou infiniment perites du premier or- 
d r e ,  efi infinimmt F L~is grand ou infiniment 
plus petit que chacun de fis  deux h ~ l e u r s  : 
ei i  e f f e t x y : y : : x : > ;  or i i x  eR infini,d 
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contiënt  une infinird de  fois I'uniti , donc x y  
contient une infinicd de fois y. Un raifoiined 
ment femblable fait  voir qu'un produit ou 
une  puiffance de tant de  dimenfions qu'on 
voudra , & dont t o d  les fa&eurs iont  infi- 
nis , efi d';in ordre d'infini marqud par le  
nombre de fcs faaeurs ; ainfi lorfquc x efi 
infini , x4 efi infini du quatrieme o rd re ,  
c'eft-à-dirs ,. infiniment plus  grand que x3 ,  
qu i  eit infiniment plus grand que x", qui lui- 
meme efi infiniment plus grand q u e  x. En 
effetx4:x3::x3:xa::x2:x::x:~.Cefe- 
roic le conrraire G x droit infiniment petit  ; 
alors x4 k r o i t  infiniment petit  du quatrierne 
ordre , (c'ci? - à  - dire , infiniment plus petit 
que  x3 ; celui -c i  infiniment pet i t  que 
x" ; & c e  dernier , infiniment plus petit  
que x .  

Au contraire, une fraQion dont le numdra- 
teur eit une quantité finie, & dont le  déno- 
minateur efi une puiffancc quelconque d'un5 
quantite infinie , feroit d'un ordre d'infini- 
ment peti t ,  marqué par l'expoiànt dc cette 
puiifance. C'eft - à - dire , par exemple, que 
b - efi infiniment petit  du fecond ordre,  fi x 

X L  

O eit infini ; - eit infiniment petit  du je ordre. 
xs 
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Mais fia un produit n'a pas tous fes TacQ 
tetirs inlinis, alors ion ordre d'infini ne doit. 
fi ddterminer que par le  nombre de fcs fac- 
teurs infinis : ainli n xy ri'eit que du même 
ordre que  xy ; en &et a x y  : x y : : a : I , & 
ce dernier rapport peut être évalué,  fi a eit: 
une quantitd finie. 

Remarquons bien cette diffdrence dans 
la  comparai Con des infinis ou infiniment pe- 
tits , enrr'eux ou à l'égard des quanti tes  re- 
lativement auxquelles ils font infi n l s  ou  infi- 
n iment  petits. Si x efi infini à l'bgard de a ,  
rien ne peut rnefurer leur rapport ; mais 
dans la même hppoii t ioi i ,  le  rrppcrt  d e  x 
à x multiplié ou  divife' par tel nombre fini 
que  l'on voiidra , eit un rapport Elni ; a i d i ,  
x infilli ou infiniment pctit  efi incûxpara- 
ble à l'égard d e  a , f u  pofé un  nombre fini 5 
mais il ne lYeR point à P'Cgard dc a s , puifque 
~ e f t à a x : :  I : a .  

5. P o ï r  cxprimcr par le calcul qu'une 
quanri t i  x eit infinie à I'kgard d'une autre 
qucsn5td a ; o u ,  ce qui efc l n  m&ine chofe , 
pour exprimer que  a eit infiniment petit à 
l'tgard de x , il f i u t ,  dans l'expreflion algC- 
briqüe où ces qüant i tds  fe tyoüveroient en- 
fzmble , rejet-er tobtes les puiffances de x 
inf4rieures à la plus élevée,  & par confd- 
quent  , au% , tous les termes ians x.  Par 

1 
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3 x 4 - a  exemple, fi dans on fuppok x infini 
l'égard de a & de b , on  fupprimera a & P 

3 x - t - a  & l'on aura 2 OU ?- pour la valeur de -- 
5 *  5 ~ x - i - b 3  

3 x - l - a  Iorfquc x cfi infini. En effet - cil l a  me- 
5x3- b' 

3 4 :  
me chofe que --- 6 '  ( en divin'ant , haut 

5-4-y 
& bas , par x ) ; or dès qu'on iuPpofe 
que x efi infini  à l'dgard de a & de b ,  

b 
les fraEtions 2 & - qui reprdfèntent l e s  

X .?: 

rapports de a & de 6 à x , d i v e n t  
nCceiraircment être fupprimCes , puiQue , 
par cette fuppoîition m h e  , ces rapports 
font au - deffous de toute quancitd-, fi pe- 
tite qu'on veuille la fuppofcr ; donc dans 
ce cas la quantité propof&e doit [e rrCduire 

3 
a y-< 

Pareillement, fi l'on avoit xa + a x -+ b ,  
on le r i du i ro i t  à x' , fi l'on a deirciii dz fa- 
voir ce que vaut cette q u a n t i d ,  lorijue x efi 
infini. En effet, on vient de 17oir ql?e dans 
cette iiippoîitioii on devoit fupprimcï b vis- 
à-vis de a x  ; or xz eit l u i  - mhne  i n h i  à 1'6- 
gard de a x ,  puifque x2  : a x : : x : a ; donc 

A 9! 
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Far la même raifon on doit rejetter a x vis' 
à -  vis de x' ; donc la quantité doit ,  alors, 
être rdduite à x'. 

Au contraire, fi x droit infiniment perir, 
il ne faudroit conferver que les termes où  
lYexpofai?t de x elt le plus p r i t  ; ainfi xz i- a x  
fe réduit à a x ,  lorfque x rit infiniment pe- 
. 'l? C h  b 

tlt. - 
c x  +d 

k réduit à i, lorfque r eR infini- 

ment petit. 
O n  ne doit pas craindre que ces ornifions 

alterent les confdquerices que l'on tirera des 
calculs auxquels on Ics appliquera. Au con- 
traire, ce n'dl que par ces ornifiions q u e  l'on 
exprime ce que l'on a deffein d'exprimer , 
c'eit-à-dire , que x efi infini ou infiniment 
petit : ce n'en que par eilcs qu'on peut arriver 
a une conclufion confornie à la  fuppofition 
qu'on a fiite. Or fi lorfqu'on fq-yofe 2 infini, 
on ne rejettoit point les termes que nous ve- 
nons de prcfcrire , fi, par exemple, dans 

3 x - t - a  3 - ~ :  a b  
$ T b  

OU - 
b 

on ne rejettoit pas ; & ;, 
5 + ;  

a b  l e  calcul n'exprimant point alors que  ; & 

font des rapports au-deffous de toute quan- 
tic6 ufignable , ne rdpondroit point à ce que 
l'on demande , favoir quelle eit l a  valeur 
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'de cette quanti:& lorfque x efi infini : en un 
a b 

mot en attribuant encore à - & - quelque 
X X . 

influence fur la v a l ~ u r  cherchde, on contre- 
diroir la fuppolitioii qr ie  l'on a faite. 

Nous n e  manquerons pas d'occafions de 
vdrifier llexat?icude de ce principe f u r  I'o- 
rntllion dzs quanricds infinies des ordres in- 
f6rieut.s ; mais en  attendant, voici un  exem- 
ple q u i  peut venir à l 'appui du raifonne- 
ment que nous venons de faire. Concevons 

3 4 la  fuite + , f  , 4 , 7 , f , $ ,  &c : les termes de 
cette fuite, comme on le voi t ,  approchent  
de plus en plus de l'unit6 , & on conçoi t  
que jamais ils ne peuvenr pa&r cette limite. 

X Chaque terme peut  être repr6fcntd par - 
X + l F  

en mettant pour x le numtro de ce terme. 
Puis donc que les termes approchent fans 
ceffe de l'unité, & d'autant plus qu'ils s'O 
loignent plus de l'origine, ils n'actcindront 
d o n c  cette l imite  qu'à une  diitance infinie 
de l'origine ; donc pour avoir le dernier 
terme de cette idrie,  il f a u t  fuppofer dans 

X -, que x efi infini ; or conformdment au 
e i - 1  

principe, cette quantitd fe r idu i t  alors à F, 
c'eit - à - dire à I ; donc l'omifioii du terme 

X + I dans =, loin d'aldrer la conclufioi~; 
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Po C O U R S  l 
efl a g  co~ltraire ce qui la donne d e  qu'elle 
doit être. En  un  mot en faifant cette omiL 
fion , on agit c:;r,féquemment à la îuppofi- 
tion qu'on a faite. 

Telle cfi la  ilibordina5on qu'on doit met- 
tre dans l e  calciil, entre les quarititds infi- 
nies ou idiniment petites de difFérvr~ts or-. 
dres. hlais dans l'application dc ce principe 
fur I'oiiiiSori des quantitds , il peut Sè pr t -  
fienter quelques cas Lr leiquels il efi bon d e  
prévenir le 'leficur. 

Suppofons qu 'en  air les deux quantités 
x*v -t a x t b ,  Sr xx  -ï- ax+ c : lorfquc x eit in- 
fini, il eit. indubitable que chacune fi rddui t  
à x x ; enforte que leur diffdrence , daris ce 
cas iémble être zero. Cependant fi l'on veut 
avoir leur difZrcnce, on trouve q u ' d e  efi 
b - c ou c-6, quelque ioit x ,  i n h i  ou non. 
Voici la lolution de cette dificulté appa- 
rente. 

La différence de ces deux quantitds efi 
rkellement b - c ou c- 6 ; mais lorfqu'on 
cherche cette d iErence  après avoir fuppo- 
fé x infini dans chacune ; c'eit demander ce 
que cette diffdrence efl par rapport à ces 
qumtités mfmes ; or comme elles font alors 
in5nies , chacune , on doit trouver comme 
on le trouve en effet, que  cette diffdrence 
efi zéro par rapport à elles. Lors donc qu'on 
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demande ce que  devient, par 13 fuppofition 
de x infini, le réfuItx de certaines o~Crütions 
îur plufieurs quant i tés ,  c'efi dans le rdfultat 
même qu'on dvir exécuter 12 rtglc donnde 
ci-defirrg , & ncn pas  dans chacune des 
q u a n t i d s  Qparéinent pr iks .  C'efi ainfi 
qu'on trouvera que la Comme de-xx+ax+b 
& xxi-brc- tc ,  lorfque x cit infini,  Te réduit 
à ax- i -bx;  car,  en géntral, elle eit ax- t -bx  
+b-+c q u i  lorfque x eit infini, fc r tdu i t  
à ax -+ bx. Pareillement fi l'on avoit.. . . . . 
x- V x x  - b b; cette qtiantité lorfque x cil 
infini , ferntlc être zéro. M2is comme 

v x x - b  & n'cfl qu'une indication d e  la ra- 
cine de xx - bb , il faut pour avoir fa diffd- 
rence avec x réduire x x l b b  en fdrie ( Alp. 

- 

149) ; alors la  quamitd x - Vxx-  b b lera 
b b  64 b 6 6 4  

x -x+-+-&c.  OU--&+gx3 + B ; c . ,  
z x  8x3 

q u i  lorfque . . x efi infini par rapport à b , fe 
6 6  réduit à - 
2 X' 

6. L O R S Q U E  l'on confidere une cluantitB 
variable comme croirant  par degrts  infini- 
rnents petits, fi l'on veut connoître la valeur 
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de ces ac~rolffcmçnts , ce q u i  Te prtfente dc 
plus naturel, elt de ddterniiner la valeur de 
cette quantité p w r  un  infiant quelconque, 
& la valeur de cette rnèine quantitt  pour 
I'infiant immddiatement fuivant : alors la 
diffdrence de ces deux valeurs eit l'accroii: 
fernent ou la diminution que cette quantité 
recoit : c'eit aufi  ce qu'on appelle la dl@& 

Tence ou Zd dzfirenrtdie d e  cette quantitC. 
7. Pour marquer la d i fkcn t ie l l e  d'une 

quantité variable iimple, comme x ou y ,  
on &rit dx , ou dy ; c'eit-à-dire, qu'on fait 
prCoédcr cet te variable, de la lettre d jni- 
ziale du  mot  diffdrence. AlTais lorfqu'ori veut 
indiquer la différentielle d'une quantitt  
compofée comme x' , o u  5 x 3  -+ 3 x' , ou 

x Z  -an , &c. on renferme cette quailtitd 
entre deux parcnrhèfes que l'on fait prdck- 
der de la lettre d ; aiaii l'on écrit d ( x ' ) ,  

d ( ~ x 3 + q x Z ) ,  d ( V x z - a ' ) ,  &ci 

Dorénavant nous reprdi-enterons Ics quan- 
titds variables , Far les derilieres lettres 
z ,  u , x  , y ,  7 de l'Alphabet ; Pr les conf- 
tantes , ou celles qui confervent toujours 
l a  méme valeur, nous les reprdfenterons par 
les premierea lettres a ,  b , c ,  &c. & Zorf- 
pue nous en riferons autrement, nous en 
avertirons. Quant  à la  lettre d elle ne îera 
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employèe à d'autre ufage qu'à ddiigner la  
diCLrcntieile de la quantitk qu'elle précédera. 
f 8. Suivant l'idde que nous venons de 

donner de la différentielle d'une quant id ,  
on voit que pour avoir la différentidle lorf- 
que  la quantité ne rcnferme que des varia- 
bles au premier degré & non multipliCes n i  
divildes les unes par les autres, i l  n'y a au- 
tre chofe à faire qu'à affeEter chaque varia- 
ble de la cara&c!riitique d , en confervant 
d'ailleurs le  r i pe  de chacune ; par exemple, 
la diffërentielle de x -+y - rera dx -i- d y  
- d r .  En effct , pour avoir cette difftren- 
tielle , il faudroit confidtrer x comme deved 
nant x -C dx ;'y Gomme devenant y + dy ; & 

comme devenant %+- dq ; alors la quan- 
tité propofée qui eit afiuellemenr x +y-?, 
deviciidroit x+dx+y+dy-T-dx ; prenant 
donc la diffdrence de ces deux dtats , on 
aura x+dx+y+dy-x-d;:-x-y+z; 
c'cit-à-dire , d x +- dy  - d 7 pour la  diffiren- 
tielle. 

Il en feroit de même, fi les variables q u i  
entrent dans la quantitt propofde , avoient 
des coèficients ou multiplicateurs confiants : 
ainfi l a  différentielle de sx+j y, elt $ix+3@; 
celle de n x  -+ Lly . eit adx i. b dy ; en effet, 
lorfque x &y dcvienncnt ,Y + dx  &y -+ 9, 
la quantité aa -t. b y  devient a j x  3. d.r) + 
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'7 4 C O U R S  
b (y + . )  c'elt-à-dire, ax+adx-çby+bdy $ 
donc la diffirenee des deux états, ou !a dif- 
férentielle, cit adx -+ b+ ; c'efi-à-dire qu'en 
gdniral  , il faut aiTefier chaque variable de 
la caraQérifiique d. 

Si  dans la qu~.ntitd propdde il y avoit un 
terme toüt confiant, la diffdrentiellc feroit 
l a  même que. s'il n'y émi t  point, C'efl-à-dire , 
que la diK6rcntielie de ,ce termc feroit zxro ; 
cela eit évident , puii+e la difi2rentielle 
n 'd tmt  autre chde  que l'accroiffement , une 
quantieé confiante ne peut avoir de différen- 
tielle fans ccger d'ètre confiante ; ainfi la 
difiirentielle de a x  i- b eR iimplement a dxi 

9. Lorique les quantités variables h n t  
fiinples , mais mdtipliées entr'clles , alors 
i l  faut fuivre cette regle. . . D@rencie;l jî lc- 
ceJivemerzt par rapport à chilque variable, 
comme 9 LOU le reJe &oit un mulriplicateur 
conj?an~ *. 

Par exemple , pour diffkrencier x y  , je 
difiérencie d'abord comme fi x droit confd 
t a n t ,  Ck j'ai xdy; puis je diKérenciz la même 
quantité x y comrnc: fi y &oit confiant, & 
j'aiyc'x , enforre que la diE6rzntielle totale 
de y efi x a j  +yak. 

Pour t v i t e r  l'équivoque 'niere , la va:idble qui devra 
dans la r n a ~ i c r e  d'icrjre , il être affefiée de la  caraLiérif3 
sonYiendm d'ecrire l a  der- tique ci. 
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La raifon de cette regle iè trouvera en 
ternoiltant au principe. Pour avoir la diffd- 
rei:ciclle de xy , i l  faut confidérer x comme 
Ccvenant x + dx , c'eit- à -  dire , augmentant 
de !a quantité infiniment petite d x  ; & y  
coinme detretianty + dg ,' c'cit- à. dire, aug, 
mc--nnt dc la quantiti  infiniment petite dg ; 
aiors xy devient ( x +- d x )  x (y +dy ) , c ' e h  
à-dire, xy+xdy+y  d x + d y d x ;  donc  Iis 
diK6rsiice des deux dtats , o u  l a  diffiren: 
r i e l l e ~ e ~ x ~ + x d ~ + ~  d x - j - d y d x - x y ;  
o u  x&y t y d x  + dydx ; mais pour que le  cal- 
cul exprime que dy & dx font des quantités 
infiniment petites comme o n  le fuppofe , iH 
faiit ( y ) omettre dydx q u i  ( 4 )  efl infini- 
ment petit du fecoqd ordre ,  & par confé- 
quen t  infininîmt petit à 1'Cgard de rc* & ydx 
q u i  font iiifinimrnt petits du premier; donc 
enfin la diS2renrielle de x y  ou d ( x y  ) efi 
xdy +ydx , c o m n x  le donne l a  regle. 

O n  trouvera de morne, en fuivant la re- 
gle , que,  l a  diffé'rcnclelle de xyq efi xyd~ + 
xq++yi;dr, en diffdrrnciaiit d'abord com- 
me fi x y Ctoit confiant, puis comme fi x T 
Ctoit confiant,  Kr enfin comrnc fi y 7 teoit 
conitmr. Et on Ic GYmontrera comme ci- 
derus  en regardant x ,y & 7 comme devcnus 
x - t - d x ,  y i y ,  e< 7,+4; ncq:icl cas x y ~  
devient ( s + d x )  (y-+dy) ( di) 011 xy<+ 
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xydq+* ? d ~ - t - y ' ; d x + y d x d p r d y d x +  
xd5iY+dx~yiy?? ; donc ia diffdrence des deux 
dta ts  fera,  aprbs avoir réduit ,  & rejetté les 
infiniments petits du  fecond & du  troifierne 
ordre, xyd j+-x<dy +y ~ d x ,  aiilfi que le 
d o n n e  la regle. 

I O. Si la q u a n t i d  propofle ef  une puif- 
fance quelco*~que d'une quanritd variable ,  
alors fuivez cet te  reglc : n / IuDip l i e~  p r l ex- 
po/ànt , diminue;; cer expol;inr d'une u m é ,  & 
mulripl ie~par (3 tiifirenrieile de la varidle. 

Ainfi , pour appliquer la regle à x' j'aurai 
2 x d x  , en m ~ i l t i ~ l i a r i t  par l 'eupofant 2 , di- 
minuant l'expofant 2 du I , & multi liant 
enfin par la di6Pdrentielie Jx de la varia ! le XL 

On trouvera de même que  la di3drentielle 
de x3 eR 3 x' d x ,  celle de x l . ,  4 x3 dx ; celle 
de x-', - x - ' dx ;  celle de  x - ~ ,  - j x - ~ ~ x ;  

1 1 - 4 

celle de x efi + x L 1  d x ;  celle de x 3  
- 

efi s ; d r  ; P r ,  en gCiic?ral, c î l le  de xm, eff 
nt xn-' d x  , quel  que l'oit d'ai'leurs i'expo- 
îan t  m , pofitif ou. nigarif,  enciet o u  frac- 
tionnaire. 

Pour trouver la  r i f o n  de cette regle, re- 
montons encore au principe. Regardons 3 

comme devenant x + d x ,  ( d x d tan t  infini- 
ment petit ) ; alors xm devient ( x -+ dx ) " ; 
ç'efi-à-dire , en appliquant les regles don- 

d e s  
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hdes ( Alg, i qg ) , devient xm -+ mxm-' 2% + 
rn-I m. - 

2 
m-r i x 2  + &ce OU ( parce que le 

C m-1 
terme m .  - . xm-' d x' efi infiniment pel, 
tit  du fécond ordre, & que les ruivants f i  

roient encore d'ordres inférieurs , ) devient 
x " -+ nt x "' ' d x ; donc ia diffcirence des 
deiix dtats , ou la différentielle de xm , eb x? 
+mxm ' Ùx-xm , c'cft-à-dire , mxm-' dx, 

S'il y avoit un coëfficient ou multiplica- 
teur confiant , cela n'ap orteroit aucun 
changement ; il  refferoit c/' ans la diKdren- 
rielle tel qu'il efi dans la quantit6 ; ainfi 
d ( axm ) eit maxm ' dx. 

I r .  Voilà tout ce qu'il efi ndceffaire de 
favoir pour être cn dtat de  diffdreneier 
toutes fortes de  quantités algdbriques ; ainfi 
rout ce qui va fuivre, ne fera plus qu'une, 
application de ces regles. 

1 2. Si l'on avoit :, c'cil-à-dire, m e  frac- 
tion , on Ccriroit a i k  cette quanti té  x y - ' ,  
felon ce q u i  a Cr& enfeignC ( A/K. 141 ) ; 
& alors appliquant la regle donnCe ( 9 1 
on auroit d ( x y - ' )  = r d  (y-') -+y-' d x t  
& par codéquent ( IO ) d ( x y-' ) -Y 

%i %;LI&:zette quanti té.  on aura ri 
dx  y d k - x d y  

- 

*++-ou- ; où l'on voit q u i  lii 
Y, Y' i2 
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x i3iffLreniielle d'une fraCtion _, eR kg& i la 

1 

le dtnominateury , moins la d i~drerkei le  d y  
du dknorninateur, multipliée par le  numéra- 
reur x , le tout diiifd par î ç  q u a r r ~  du ddnorni+ 
nateur ; & c'eit la regle que l'on donne ordi- 
nairement pour difkrencier les frsaions ; . . 
mais on peut Te difptknkr, comme on le voit,  
d e  c h a r ~ e r  encore fa n-idmoire d e  cette nou- 
vel!e regle : il fuffit de faire paffer le dénomi- 
nateur au numdrateur , M o n  la regle donnée 
( A/g-. 14.1 ) & de diffirencier rnîuite. 

r 3 .  Si l'on veut  différencier nx3y" , on 
regardera d'abord x3 & y' commî drux va- 
riables firnples, Sc ( 9 ) on aura d ( a r3 y' ) 
= a x 3  d ( y a ) + a y ' d  ( x 3 ) ;  puis ( I O )  on 
aura d ( a r 3 y z )  A 2 ax3y dy-t- 3 ay2xZ dx. En 
gknBral d ( uxmyn ) = o.z.,- d ( y n )  -4- oynd(xmj= 
~ z u x ' ~ " - '  dy +- mf2yn x"-' dx. 

I 4; Si la qoantité qu'on veut diffëren- 
cier , efi complexe, mais fans renfermer de  
puiflances de quantités complexes, on dif- 
fdrencierci fd~ardrnent  chacun des termes 
qui  la cornpo&nt : ainfi $( nu3 -+ bx2 -I- cxy ) - 
3 nx2dx t 2 6 x dx 4- CX~' + cydx. De même 

H 

a ( a x z f  I r + ~ - d j m ' * ~ d ~ + ~ ~ - ~ ~ ) ~  
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fi'a point de diffdrentielle , ou que fi iiiffdj 
rentielle efl zdro. 

I J . S'il y a un expofant total, comme 
ilails ( n -t- b x  -c- ex2 ) on regardera toute la 
quamititd affe&de de cet expoiant , commc 
une feule variable que l'on différenciera fe.i 
Ion la regle donnie ( r O ) pour les puifTaances : 
a i n i i d ( a + b x + c ~ ' )  S=5ja+  b x - t - c ~ ' ) ~ ~  
d ( a  + b x + c x ' ) ; 3 ~ j ( a + 6 x + e x ' ) ~ ~  p - 

16, Si la q u a n t i d  dtant toujours com- 
plexe , 6toir d'ailleurs compofde de diffd, 
rents faaeurs  , on regarderoit chaque fac- 
teur comme une variable Gmple , & l'on 
fiivroic la regle qui a CtC donnée ( 9 ) ou7 P un produit de plulieurs variables fimp es : 

F 

 inf fi x 3  ('a -+ b x') 7 qu'on peut  regarder 
comme comparé des deux faQeurs x3 & 

S F 
( a +  h r z  )y, donnera d (x3 ( a -+  b x a ) T f  =q 

5 5 

l a + - b u S ) ' d  ( x 3 ) +  x3 d ( a + b x 2 ) T q u i ;  
par les  regles prdddentes , devient, 

5 z 

3 xZdx  ( a + - 6 ~ ' )  i + ~ b ~ + d x ( a + b x ~ ) ~ ~  
(x+a)' Pareillement d (w) = d i  ( X + ~ W X + ~ J * $  

17 .a 
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3 ( ~ - + - b ) - ~  ( x - i - a )  ' d x ,  qui  fc change 
t . ( x + a j j d x  3 ( 2 - i - a / " r i x  en .I 

(x+ b)I 
+ ----- 

(2 4 6,a 
, & fe rdduit à, 

(.Y+; 8 - z a )  lx -+- a)' d x  

(x -+  b)' e 
I 

r 7. Si la quant i t t  propof& efi radicale 9 
on fubitituera aux rad ic~ux  , des expofaiirs 
&-aLkionnaires , comme il a 6th enCeigné 
( Ak. I a8 1 , & l'on diffdrenciera enfuite fe- 
Ion les rcgIcs ci - deffus. Ainfi d ( g/ x ) =d 

1 1 - 3 

'd (xy) E + X - ~  d x ;  d ( 8 / x 3 )  - d ( x ~ ) ~  
2 1 

$ x - s d x ;  !d( iaa-xx)=d(aa--  xX)T* 

IO. INDEPEXDAUMERT des difftrentielles que nous venons 
iie confidérer , & qii'on a p ~ e l l e  Diflrenres premieres , on 
conîidcre a u %  les différences ficonrics , rroi/;tirirs, &c. Pour 
inarquer '  celles-ci, on fvit préceder  l a  variable de deux lettres 
/, s'il s'âgit d'une, c&ftreiice küonde; de trois lettres i , s l i l  s'a 
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b~ M A T H E M A Y X Q U E ~ .  
gir d'uné diffirence troiiîeme , & ainfi de iuite ; par exemple, 
d L x  marque l a  différence kcûnde de x. 

Lorfqu'il s'agit des  diiiérences Litondes, on  regarde la vad 
tia8,le comme augnientrt~it par  degrés inégaux, mais dont la 
ditf.:rence efi infiniment petite à l'égard d e  ces accroiifernents 
rnémes. Ainfi dd x eR infiniment petite à i'égard d e  dx.  Da 
mtii ie dans les aiff;rçnîes troifiernes , d d d x  ou dl x (aar o n  
les marque igzlement de ces deux manieres) tif infiniment 
petite Ii l'égard de d d x  ; & a inf  ds hi te .  
- Pour  marquer le qi:arrt de d x  , on devroit naturellement 

écrire ( d x  j .  ; m ~ k  pour fimpiifiec , on écrit dxz, ce qui no 
peut caufir de méprife , & &te pris pour la d i f f h m i e l k  de  x', 
q u e  rinus runiines convenus de mdrquer zinfî dl* ' ) .  * 

Obiervuas bien que quoique r i d ~  Pc d x a  h i e n t  tous d e u s  
infiniment peci:s dii G c o d  ordrc, ces deux quinii tés  ne fon8 
pas ég.:les enrr'elics; d d x  cl: la  diffkterxc Gconde de x ,  ou 
l a  différence d e  deux diErences  conkcutives de x ; & dnz efi 
le.quarré de  d x .  

Pour dcterminer les di65rences ficondes,  ce qu i  fe pré4 
fente naturcilemtnt eit de  con5dtrer la  quantité variable 
dans  trois états ccnctcutifs , infiniment roifins 3 prendre la d i 5  
%ence du recond état au premier,  celle du troifieme au f e ~  
cond ; & ecfin prendre la difftrence de ces deux diff'rcncesc 
Ba r  exemple , l e  premier Ctat de r eit x ; au iècond iilitant, 
x au riiinie de la quantité d x  & devient vc -1- d x ;  dans I'inG 
u n t  k uivant x + d x  ai1gmen:e de  la  quantité d z  + (d ( d x ) ,  
d ( L x )  marquant ce dont I'accroifknient dn iacond inffant 
Iiirpaffe ce!ui du ~ r e m i e r ,  ou  la  diffirence de d x. ~AiflLî les 
trois émis conficutifs de  la quantité x iont X ,  x +- d x ,  
x + 2 d x  + d (d x,. La diffirence du kcond & du prcmiei 
eit d x ;  celle d3  troificme & du fecond cit dx -5 d {(Jx) ; 
enfin la diitérence d e  ces deux diffirences ou la &$&ence 
f i c o d e  de x ,  ek tl (d  x) ; on a donc d d x  c d (dx).  Donc  
pour avoir Les iii ff5renccs Jec~tidi.~, il faur dfc ienc ier  le5 dife- 
ran,.espri.micr2sjrZorz Les regles qui ont rte'donneéspour nvou  
 celle^-c?. 

Par exemple, pour avoir I n  difZrenci- ficonde dé =y, 
prends la d iErence  preniierc q u i  e n  ~e dy + y d x ;  je différenc~a 
maintenant celle-ci, cor,ime fi H Kr d x ,  ,y K' dy étuieiit au- 
tan t  de  fariables diffirentes, R j'ai ~ d d ' y t - ~ ~ d x - i - c t y & + ~ d d x ,  
pli d d y +  2 dyilx +y&&. - . P&e~lerloN a ki différence Cccondq 

B i8  
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a e  xZ fi ifouverfi en différenciant d'abord xS,  ce qui d o n a l  
$ x d x ;  puis différenciant z Xdx  comme fi x & d x  étoient deux 
variabIes finies, ce qui donnera 2 x ddx + z d x a .  O n  trouvera 
de même que J d  ( a x m )  = d ( m a x m - ' r l x )  = m.rn-I uxm-"- 
dga+ m a x m - '  ddx*. 

Si l'on avoir à différencier iine quantité dans laquelle il en4 
Cre déja des différences ~ r e m i e r e s ,  [oit qu'elle vint ou  ne v h t  
mas d'une diffircnciation exa6e. on Cuivroit la môme mé- 
& 

rhode. Ainli d(x  dy) = sc ddy + dx dy. Pareil!ement d 

d x ddy 
-7% 

dy 
19.11 arrive f h v e n t  que  dzns l e s  calcuIs où il entre plufieurs 

variabIes , on fuppofe confiante la différence prerniere de l'une 
de ces variables. Cette fuppofition q u i  efi periiiik , parce qu'on 
peu t  toajours prendre une des diffhences premieres,  pour terme 
5 x e  de c r m p a r a i h  des autres différenaes premieres, cetre 
fippofition, dis-je , limplifie les calculs, en ce  q u e  les termes 
affettés de la diffirence fëconde d e  cette variable,  n e  lu trou- 
vent plus dans Ic calcul,  puifque fi d x efi canffant , on a 
d d x  = O ,  ce q u i  fait dirparoître tous les termes affeaks de ddx. 
11 n'y a d'autre attention à avoir dans oe, cas que  d e  n e  poinr 
diffirencier d x  ( ou la diffireiitielle confiante ) , dans les ter- 

d x  
mes où elIe fé rencontre. Ainfi Ia différentielle d e  - , prifë 

d v  
en fippofànt d x  confiant, ou d ( d  x dy - ' )  dans ce& mfmo 

d x ddy 
bppoiit ion,  eff - d x  dy-' ddy ou - -, Si ,  au  contraire, 

C~Y ' 
+ II peut Te prXcnritr , fur cette 

msniert c e  prendre les diffirences 
fecondts , une difi;culrt qu'il cl? 
bon dc prtvenir. Quand on dttct- 
mine les diEcrenccs preniicrcs , 
o n  rejette les quantités infinimcnt 
perircs du ïecond ordre ; or ,  les 
différences fecondes Ctanr aufi 
infinimcnt petites du Cccond or- 
dre. ne doir- on pas craindre u c  
TC qu'on a rejetté dans i'ivaiua- 

rion des premieras, ne rende les 
recondes d:fe&ueuks ? Non j parce 
que cet infiniinent petit du fc- 
cond ordre , qu'on a rejctci , ne 
peur donner pour fa différentielle 
qu'un infinirnenr pctir du rroific- 
m e  ordre, qui doit être rejetré 
vis-2-vis de la diGrence fecoade, 
puifque ce l le -c i  eB infinimcnt p h  
rit du faconri, 
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d d x  
&fi fuppole dy confiant, elle efi - 

Jv ' 
za. A l'tgard des différences ;roiliemes, on ~ o i l ,  et1 rai4 

ronrant c o ~ ~ i e  ci-deffuq, que pour les avoir il Caut de mêmo 
dii?érencier comme à l'arainaire , les diffirences fêçondes , 
en regardant l es  variables , l eurs  diffirences premicres, & 
leurs diffrrences Cecondes, comme autant de variables diffé- 
rentes,  & iiiifi des aurreî diff6rences plus Clevées. Il faut Gu4 
ilement obfervcr que li dails le paKage des premieres diffé- 
rences aux ëcondes, l'une des diffirences premieres a Cté fupd 
poEe conrimte,  on doit  la regnrder comme c o d a t e  &IU$ 
goutes ler autres diFcrenci~tiocs. 

Remarques. 

2 1.  Nous avons L p p o i é ,  dans tou t  
qui cede , que les variables x , y ,  &c 
augmentoient toutes en même temps ; cYeiI-4 
à-dire , que x deveiiaiit x -+ d x  ? y devenoit 
2.4 dy , & ainfi des autres. Mais il peut ar- 
river que les unes diminuent pendant que 
les autres augmentent. Dans ce cas, il faut ,  
àprh  la diffdrcnciation , changer dans le 
a6fultat le figne de Ia diffdrentielle de la 
variable qui va en diminuant. Ou bien , 
on peut laiffer la diffdrenticlle telle que 
Ia donnent les reglcs prlcédcntca ; mai8 
sans l'application qu'on en fera à une 
~ u e f i i o n ,  il faudra avoir foin de prendre né- 
gativement l a  q u a n t i d  que repréfente la 
diff4rentiellc de la variable qui  va cn dimi- 
nuant. En effet, fi y vient à diminuer d'une 
quantitb g , & p e  par la différenciation 

Bq: 
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vous ayez fuppofd tacitement qire y ;lei 
venoit y + dy , il faut donc que y - q =t 

+ d  ,ouqwc- p - d y , ~ ~ q u ~ q = - d y ;  
amfi ans ces cas, ce que vous auriez ay- Y- <r 
~e116 dy , vous l'ap ellerez - y , par - tout 
ailleurs que dans l! a différcnciaticm : nous 
,verrons des exern~lcs de cela , par la  fuite. 

11 en fëra de  même des différences iecondes 3 l'égard des 
'diffërences premieres. Si la différence prrrnicre va en dinù- 
muant , vous n'en diifércncicrez pas moim conime à l'ordi- 
naire, mais dans  l'application R quelque quei l ion , vous ap- 
pellerez - d d y ,  ce que vous au rie^ appellé dr l y ,  fi dy efi 
$3 différence dont il s'agit. 

T e l l e s  [ont les regles pour elifférenc;er 
les quantitts , lorfqu'elles [ont prtfentdes 
-iminkdiatement. Mais il arrive fouvent que 
ac n'eit pas tant fur les quantités mêmes, 
p e  fur certaines expreirions dc ces quanti-  
t é s  que l'on a à opCrer. Par  exemple, au 
lieu des angles on emploie fouvent leurs 
fiilus , tangentes , &c , de mkme on eft 
fouvent forcd d'employer les logarithmes 
des quantitks,  au lieu des quan t i tds  mêmes. 
Woyons donc comment on doit diEdrencier 
ces fortes dYexprcGons. 

Des Diférenrielles de Sinus , Cojnus ; 
6. c. 

2 2 .  L O R S Q U ' O N  a à diffdrender une 
lu;iaiitd telle que f i  < ( ou finus de l'angle 
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bu 'de l'ar ?)  , il f au t  concevoir que l 'and 
gle 7, devient -/,+ d i ,  8: alors lin ( y s d ) - E /in 7~ cfi l a  OiKdrentiellc de jztz ;;. Cr elon 
ci: q ~ ~ i  a et6 dit ( <;hm. 28+) ,.fin ( ?-+ d?) = 
j h  coj d x - t j i i l  d c CO/ q , en iuyi.oiant le 
rayon= I. &%ais le iinus d'un arc inkiniriienr 
petit d~ cit cet arc lui-  m$me , & Ton cüklus  
ne diKcre point du rayon ; on a donc jzn d< 
- - d ?  & c o j ' d ~ = ~ ;  donc j inc?+dq)-  

/Enr-t-.dZcofT; dofic/i;z ( 7 - i - d ; ; )  - / i n z ,  
OU d ( j În  i) = d 71 COJ ; c'cil- à-dire , qu:on 
a In dz$tre~kZlc du firlus d'un angle ou d un 
arc dont le rayon cJt 1'uii;d , en nufriplio?zt Zla 

dzfférentielie de l'angle par Ze cojnus de cc 
nzdnze angle, 

2 3.  Pareillement la dific'rertielle de coJ;: 
ou coJ(r-+d;;)  -co/';==coJ'-/, coJdi;  - 
J" '; /in d;; - cof , ~u icque  ( Géom. a 8 g ) 
C O S ( ?  4 d r )    CO/^ cof d q - l ; n ~ / i r z  d ~ ;  
d o n c ,  eu égard à cc que/ in  d ; ~ = d i ,  & 
cofël~= I , on a d (  coJq)  -coJq-.di; j i 7 ~  il 
'-cof x ~ - - d x  fi x ; c'eit-à-dire, qu'an n 
la d~gj%rentieUe du cofirzus d'un angle dont !e 
rayn rif r , en ninltiplinnf l a  d ~ f t m z r i e l f t  de 
13ang!e ( prqe avec unjîgne contraire ) ,Fur le 
finus.de l e  m2me angle. 

Ainli pour rdcapituler , on a d (/;:z 7) 
' d ~ c o f ~ ,  & d \cof?) = - cf7 FIZ 5 

A l'aide de ces $eux principes, on pcui  
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kIiffdrcncier toute quamit6 comDofde ac 
anus 81 de corinus ,- & cela en appliquant 
les regles donnkes précddemment. 

Ainfi , pour differencier coJ 3 7 on aura 
;I(coJ3 ? ) = - 3  d & 3 ~ . D e m é r n e  d ( c o r m T )  
( nt d t a n t  un nombre confiant) = - nz d <  
fi m?; & d(J?rz m i,) = I I I  d j ;  ooJm 7. Pareil- 
lement d ( f i  ?coJt)  =c$r d ( l ;nT!  +fin < 
d ( m î t )  - d x  coJt cof i. - d r j n  ?jin r. De 
mêrned( j in  ? ) m = m ( f i < ) ' r L - l  d ( j n  t ( =  
mdq c t fq( / in  ;;) m-x. 

Jl1 7 2 4,. Si l'on avoit , qu i  eit IYcrpreGon 
kie la tangente de l'skie 7 lorfque le  rayon 
efi I , ( puifque ( Géom. 278 ) on a cof : r : : 
fin 7.: rang XI, on aumit d (is) = d ( (fi q )  
( c Q J ~  - '/ = d r  cs[x (ctfd - ' +- d q (fin 7)" 
(coj?l-z- d P J <  : 4 W d ' - 4  (col-rY 4 4 ( j ino:  

( ~ d - 7 ) ~  t CO??) = 
L, d c  
7- 

C ! ~ < =  9 parce que (Gdom. 2& 1) (cof TI" + 
' ~ Z ~ } ' = I ;  

Donc lu dijérentrille de la tangenre d'un 
angle dont le rayon eji! I , eJ /tgaZe d du d ~ f &  
z*en:ielle de I'ang!e , diuij;ée par le quarré du 
cofitus de ce mkme angle. 

D'où l'on peut conclure aufi que la diffë- 
rentielle d'un angle, eR &gale A la diffdren- 
tielle de la tangente de cet angle , mulri- 
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- d c  - - donc la d~fft:hniielle de la coran- 
o n  { J. ' 
mrnrc d'un angle , eJ eg ale Ù la di firentielle de b 
L'angle ( prijr négarivement) dzvi@ pur le qnarré 
du finus de ce m h e  angk. l%c& verroiis, par, 

2 6. RAPPELLC)NS-xous ( Aritk. 2 I 6 )  que 
ics logarithmes font une  fuite de nombres 
en progrelfion arithmétique qoelconque , 
q u i  répondent, tcrme à tcrme,  à une fuite 
de nombres en progrcfion géonidtrique 
quelconque. 

Cela poîé , foienr y & y' deux termes 
conficutifs d'une progreflion géondrriciue, 
dont r, [oit la raifolon, & a ,  a', les deux prc- 
miers termes. Soielit p a r d l e q c n t  x & x' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d e i ~ x  termes confécutifs d'me progrefioil 
arid~métique , d o ~ t  b & 6' foieiit les dcux 
premiers termes. Siippofons de pius q u e  
x & x' font à même place dans la  progref- 
fion arithmétique, que y & y' dans la pro- 
greifion gdomdtrique ; auquel cas, , x  & x' 
font les logarithmes d e y  61 y'. 

Par la nattire de la progreaon g6orné. 
trique ( Arith. 2 i I ) on ay' ry , & a' = ra ; 
fubitituant dans !a 'prcmiere équation, l a  va- 
k u r  de r tirde de l a  îcconde , ûil a y' m 

J 

Y' a' 9' ou - = -. ~uppoToiis maintenant q u e  
n 9 Y a - 

l a  différchce dcy'iy elt r ,  ou q u e y ' e  y+?; 
r a' nous auronsy3 o u  i + - = -, & par-conré- 

Y .  Y 
r a' a' - a \ 

lguent - =t: - - I == - , ou y = a' - a. 
Y u  n 

D'un autre côté, la  r,ature de la progrefd 
. ion arithmétique ( Arirh. 20% ) , donne x ' - ~  
~c b'- b. 

Pour avoir maintenant la relation dc ces 
'deux progreGons , îuppofons que l a  diffd- 
r c n c e  a' -a dcs deux premiers termes de la 
g ïemie~c  , fait à l a  diffcrencc bl- b de$ dcux 
yreiniers termes de l a  feconde, cornine l'u- 
nité eit à un nombre queiconque 7;3 c'ta-i- 
dire que a' - a : b' - b : : I : m ; nous aud 

I rons rn ( a' - a ) - p - 6 ; m e t t a n t  donc dans 
cette dernicre dquatioi i  , pour a'- a 8r 6'- E ~ '  
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les traleurs qu'on vient de trouver , on aura 

I x' - sc , qui exprime gén8ralcment la 
Y 

rglation d'une progrefion géométrique 
quelconque , à la  - progrclfion arithmdtique 
quelconqiie corrcipondante. 

Imaginons que dans l'une & dans l'autre 
progrcffion , les termes coni-dcutifs foienc 
ii-dfi~irnent vcifins ; alors r q u i  ma rque  la 
dilférencc de y' à .y , fera dy , & x' - x qui 
marque la diKdrence de x' à x , fera d x; 

mndy 
d'où ii'dquation fe changera en - ,, =: d x .  

J 

A l'égard de ni qui marque le rapport de la  
diffirence des deux premicrs termes de 13 
progreiiion arithmitique , à la diErence 
des dcus premicrs termes de la progrefion 
géomitrique , il n'en fera pas moins un 
nombre fini , quoique ces deux diiTirences 
foient alors infiniment petites , parce que 
l'on con)oit aifdment , que deux 
infiniment petites peuvent Tc contenir 1'~ine 
I'autre , a'utant de fais que deux quuanrirds 
finies. 

rn ndy L'c'quation - = d z  nous apprend dond 
v 

que la d i f fd r en rhe  d x  du  logarirlirne d'uii 
nombre marqué par y, eit dgale à la  diilZren* 
tielle dy de cc nombre, diviîL:e par ce même 
tiombrey , 8r rnultiplidc par le premier ter, 
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ine a de progrcilion gdoniCtrique fonda- 
men:de, & par le nombre m q u i  marque le 
r a p p m t  de la diXdrence des deux prcrniers 
tcrrnrs de la  propelf ion arithmétique, à la 
diff4rcncc des dcux premiers termes de la 
pro;rc!lion géométrique. Comme ce nom- 
bre m lise, en quelque forte, le rapport des 
deux pro$rcfio~is, 011 l'appelle le module. 

Cii volt donc que feloii l a  valeur que l'on 
iuprofcra à n ei au rrcmier  terme a de k 
pro.~rcGon - gtomérriqiie , un mene  iiombrey 
peut a v ~ i r  dilfërents logarithmes. Mais 
entre ta:is ces diBlérents fyfi~rnes de loga- 
rithinrs , celai q u i  eit l e  plus corxmode dans 
les calcuis z i~dbr iq i ies ,  eit celui où le  pre- 
mier terme de la  p ï ~ g ï e G ~ i ~  g6ornk:rique 
eit 1 ,  & où ic i r - d  1 0  u 1 e el tr .  Alors I'dquaiion 
m u d y  
--= dx  qui  renferms tous 12s d iEren t s  

v 

" 
quelconquz y ; ef l  &le à La ~ $ ~ h e t z t i ~ l L e  d y de ce 
ntimbrr , crivL/l'e par ce mt im rzornhre y. C'efi-là 
le  principe d'après lequel on peut trouver 
facilernrnt la dl%rer,rielic du l~garithine de 
toute quantité zlg4brique ; m û i s  avant d'en 
faire ufage, nous obkrverons rO. que lcs Iqa 
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~ari thines  dont il s'agit ici , ne font point 
ceux des tables ; mais on peut facilement 
parer des uns aux autres , Comme nous le 
verrons Dar la iùite. 

pO. ~ ; e  yuiîque le pemier  terme b de la 
progrefion arithmdcique , nt: fe trouve point 

r nady  
dans lzquation - = d x, cette hua t ion ,  

Y n 
ainli que l'équation particuliere l= dx que 

Y 

nous venons d'en deduire, ont ;oujours lieu 
quel quc foit cc premier terme b ,  &eit-à-dire, 
l e  logarithme d u  premier terme a de la  pro+ 
gremon g8ornt'trique. Donc nous fommes 
les maîtres de fiippokr pour plus de fimpli; 
citt , que le logarithme du premier terme de 
l a  progreaon arithinétique eit zdro 2 & 
comme nous avons fuppofd que la progrcg 
fion géométrique à laquelle nous nous arrê- 
tons , a pour premier terme l'uniti, nous 
preidrons donc zéro pour logarithmes de 
l 'unit6 ; mais il f au t  bien remarquer qu'on 
en efi abfolurnent maître. 

En prenant ainfi l'unit6 pour premier ter- 
me de la  progrefion g t o d t r i q u e ,  & zéro 
pour premier terme de la progrelfion arith- 
mdtique , ou pour le logarithme de l'unit&, 
les regles que nous avons donnies ( Arirh. 
227 & Juiv. ) pour I'ufage des logarithmes, 
s'appliqueront également ici ; Gnfi, en fL le$ 
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rappellane & les géiidraiifant , on verra que 
au iieii de  L ( a 6 ) on peut prendre l a  + Z6,Z, 

ni m la- ;= - l a .  
n n 

a Ccla pofd , appliquant le principe que nous 
venons d ' d t a l l i r  coixxrnant la différentielle 
du lagaritlimc d'un nombre , on trouvera 

d ( a  + 2) 
que d l x  .=- 9 d l  (a + x) = - - 

n - t x  

plus 
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DE M A T H ~ M A T I Q V E S .  j g  -- 
~ U S  ~ornmoddmciit , d 1 l/a a + x r =r 

"'" d l  (xm(a+bxn)P)+ q; 1 (aai- xx) = Fa=, 
y (lxm + I ,a+ bxn)p= d (ndx  +pl ( a +- bxn))  

m d x  n p b x n - ' d x  _ -  
x n +-b> 

. Ces exemples fuilifent 

pour faire voir comment on doit diEdren4 
cier toutes les autres quantitds logarith, 
miques. . 
Des D~ierdel /es  des quantirés erponenrieI[ts. 

1.8. ON rencontre encorc quelquefois des quantités de cetta 

Forme, c*, xY; c'cil - j. -d i re ,  des quant ids  dont I'expofant efl 
variable. O n  les appelle des quantités E ~ ~ o n c n r i e l l c ~ .  

Pour  favoir comment on doit les diff:rencier, pofons &' = c ;  
%lors,  en prenant les logarithmes de chaque memure ,  nous 

Y Y 
aurons lx r= ! 1 ,  & par cooBquent d l  ( z ) = 5 ; donc 

T 
dy = d l  (d) , ou  ( e n  mettant pour & d t  , leurs vil: 

leurs ) d (xY) = xY d l  ( d )  ; c'eR à -d i&,  que la  difckett- 
fielle d'une qurrnr~ricx~~orier~~ieZIc, /i. rruvvc cn rnulrlrlianr celre 
qlranrirc'exponrnriclle, p r  i l z  dfc'n-nriclZe ci? fon Zogarirhme. 

Y Y v .Y Y y d x  AinIidjx ) = x  d ( l r ' ) = x  d ( y l x ) = x  ( d y & x + - ) .  
r 7 i- x 

Pareillement d ( a  + y  ) = d ( a X )  + d (y ) = aï d ( l a " )  

+ y ~ d ( l y 7 ) - a n d ( x ~ a )  - i - y % d ( ( l y ) -  a X J x & a  +' 

J ( , i 1 i y  + a), De nicine r i  ( a n  + x x ) '  = 
Y x X 

( a a + x x )  d l ( a a + x x )  = ( ( 1 a - t ~ ~ )  d ( x Z ( a a + x x ) ~  
a x ' d x  

( a n + x r ) A ( d x ~ ( n o + x x ) + - -  ;&ai id idesaut res i  
alr + x x  

On fait aKez f ~ u v e n t  ufdge, dans le calcul, de  la quantité 
c 
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exponentieiie cx, cétant le nombre dont le logarithme t f .  Ea 
difhent ie l le  de cette quantite, efi, Mon ce qui vient d'être end 

f i igné , cXd ( ZcX ), ce qui revient à cX d ( x  Zc)  = cX d x I c ;  
donc puirque 1 c eff furLiolé = I , on a fimplernent d ( c X )  2 

d x c x .  C'efi-à - diie , que cette exponentielle particulicre ! , a  
pour dirélent elle , cette exponentielle méme , mdiipliec 
par la d E r e n t i e l l e  de ion expofant. Nous la retrouverons par 
la  fuite, 

AppZic<;tio,cs des Reçles précidentes. 

2 9. P O u R faire connolcre, par quelques 
exemples, l'iihge des regles que nous ve- 
nom de doilner , 8r leur avantage fur lJAlgebre 
ordinaire , nous allons les appliquer aux ob- 
jets que nous connoifFons ; c'efi-à-dire, à des 
gueff ions de Gdomécrie 8r de Calcul. 

'APplicntion aux Soutangcnt~s, Tangeizres, 

Sounormales, &cm, des Lignes courbes. 

3 O. P O u fi nlener une tangente à une li- 
gne courbe quelconque Ah1 ( Fk. 1. ) , on fc 
reprdknte cette ligne courbe , comme un 
polygone d'une inilinid Ue cUt& ii15iiinent 
petirs : le prolongeinenr ?dT de l'un d l m  de 
CES côtes , eii la taiigcnte , qiie l'cn ddtcr- 
mine pour chaque point M ,  en calculant la 
valeur de la roucangente P T ,  cu de Js 
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partie de la ligne fur laqi idle  Ce comptent les 
abfciKes , comprife entre lJordonn& P hi 8r 
Sa rencontre T de cet te  tangente. Voici 
comment on détermine cet te  fouta,s;entc. 

Pa r  les deux cxtrdrnitds M & nz du côte 
infiniment petit h I m ,  on imagine les deux 
ordonnées MP , nt p , & par l e  point M, la 
l igne M r  paraI lde à A P axe des abrciflës. 
L e  triangle infiniment petit M t  nt eit- a lors  
fernblable au triangle fini TP M ,  & donne  
ce t t e  proportion r m : r Pvf : : P M : P T. Or 
fi l'on nomme AP , x;  P M ,  y ;  il  efl év ident  
que Pp ou foi1 dgal r M fera d x ,  & que r in 

C'eit là  la  foïmüle géndrale pour ddtcrmi- 
net- la fou angente de qiielquc courbe que  
ce foi t ,  foit que les y ôi les x foient per- 
pendiculaires entr'elles , foic qu'elles :le le 
foient  pas, pourvu que les y roicnt toujours  
parallelcs entr'elfes. Voyons mainteinnt  
comment on applique ce t tc  formule , à ,  
chaque courbe donc on  a l'équation. 

SuppoToiis que  la nature d ï  la courbe 
que!conquc A RI , f ~ i t  exprima'e par u n e  
6qux ion  telie qu'on voudra,  oh entrent X I ,  y 
& des sua :~t i tés  confiantes. Si l'on diffiren- 
cic ce:& dquatioii , il n'y aurn jamais que 
deux lcrreî de termes , les uns rnul t ip l i~s  

4 
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'3 e C O U R S  
par d x ,  Ies antres m u l t i p l i ~ s  par dy. II fera 
donc facile , par ILS  reejre ordinairrs d e  
lYAlgebre, de tirer de ce t t e  dqiiation difié- 

r f x  rcnricllc , h valeur de , , laquelle nc  con- 
-- , 

tiendra q u e  des x, d m y ,  & dss  confan tes  : fub- 
y r f x  fi i tuant ce t t e  valeur dans la formule - OU 

n x  d y  
y x on aura la  valeur d s  l'a foutangente, 

dv 9 

en x ,  y ,  & en confiantes ; enfin mettant: 
pour y fa valeur exprimée en x , que  l 'on 
t i re ra  de I'dquation de la courbe m i m e ,  on 
a u r a  l a  foutangente exprimÉe limpierneric 
e n  x & cn cunflantcs ; ainfi pour détermi- 
ner la Cout~ngcnte  pour q u e l q u e  point  ,M 
que ce foit  , il ne s'agira plus que de  metcrc 
dans ce dernier rdf~dtar, a u  lieu de x , la 
valeur de l'abfciiie A Y q u i  répond à ce 
  oint M. 
b 

Suppofons , par exemple , que la coiirbe 
&nt i l  s 'agit, eit une ellipfe d o n t  l'équation 

d b (A&. 294)  eRyy = (nx - x x ) .  Jediffd- 
aa .. .. 

rencie cl'tte dquation , ce qui me donne 
. . 
I b  

2y+ ( a &  - r x d x )  ou aaaydy = a b t d x  
'1 x - ebbxix ; j'cn tire la valeur de - cndivi-  
d y '  

fant d'abord par d y  , piiis par le multiplica- 
d x  z ( 1  ay tcur de d x ,  & j'ai -=--.- 
dy  a b b - r b d x  ; f~b f l i*  
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h b  
eiifiii r n m a i . t  youry',  fa valeur zL (or - xx) 

qüe  donne l'dquation de l a  courbe , & r i -  
., . yc'r z l u x -  X X )  U X - x x  d u ' h n t , j a i -  ou P T 5 2 -  ---- 

'*Y i l -  L X  k a - x y  
valeur qui rfi prdcilément la même que celle 
q u e  iious avons trou\.de ( Alg. jor ) , mais 
q u e  i'on trouve ici, d'une manic i-e Lien plus 
expéditive. Reinarquons en ~ a f l a n t  , com- 
bien ce r éh l t a t  j~iitifi:: CC que  nous av02s  
dit ( 5 ) touchant les quaneieds qiis l'on re- 
jette dans le calcul ; car en einpioya.nt ici le 
c a l c u l  difiérentiel , dont les regles, dans cet 
e x e ~ i l ~ l z ,  iùppofrnt l'orni!iiori des q i i a r t i rds  
infiniment petites du recond ordre , vis-à vis 
de celles du prc'niier , nous arrivons a u  mcmc 
rdîulcat que dans l'application de 1'Alget)r-e à 
l a  Géomdtric , où iious avions dérerinind 
cette fou ran~e r i t e  de la  maniere la pliis di- 
rcae  & la p lus  rigoureufc. On voit donc 
qu'en rejettant ainfi les quantitSs que nous 
avons prefcrit de rejctcer, an  nc fait qu'iin- 
primer au c a l c d  , le çaraLlrre q u ' i l  doit 
avoir POLI: exprimer l'&tac de ia quefiion. 

O n  s'y prendra d'une maniere feinblable 
FOU' déterminer les tangentes, les founor- 
males, les n o m a l e s  , &c. 

Siypofoiis, ycur pliis de fimplicit6 - , que 
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Ics x h les y. font perpcsidiculaiics entre, 
elles ; pour avoir la tangente, on comparera 
de nouveau le triangle df 7 i ~  r ,  au triangle 
T P M ,  & l'onaura rm : h f n z  : : P M :  T1U; 
or  à Aure du triangle reaangle h i  r m : on 

'donc d y : r / d x z + d y z  : : y  : T M ;  don@ 
J' V d x z +  dya - Y l / d x a  + d y a  TJna - - - -- - 

dy  i t l y L  

Y - + ; Ginfi, dif- 
firenciant 1'Cqiiation de la courbe a on en 

d x  tirera la valeur de - 
d r '  

dont on fubit-;tuera 

le quarrd dans cetté exprefion de la--tan- 
gente; après quoi, mettant p u r  y fa valeur 
en x & en confiantes, t i r ie  de l'dquation de 
la courbe , on aura la tangente exprimde 
en x & en conflantes. On Deut en faire l'av- 
plication à l'dquation a i'ellipfe ; on A- 
trouvera la meme valeur quc nous avons 
donnée ( Alg. 303 ). 

Si l'on veut avoir l a  founormale,  on ima- 
ginera la ligne M Q perpendiculairé à la tan- 
gente T M ,  & l'on remarquera que les triam- 
gles A4r 7n , M P Q , qui  ont les c6tés per- 
pendiculaires l 'un à l'nurre , font îfrn'cla- 
b 1 ~ s ; o n  a ~ a d o n c  k f r : a m  ;: Pl i l  : P Q ;  
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E B .  37 
y &Y cyeit-à-dire , dx : Ey : :y : P Q = -. d x  Donc , 

aprks avoir diffdrencié lëquarion dc  l n  cour- 

be , on en tirera la valcur de &, l'on 
Y dy fub8ituera dans , , & achei a n t  commz 

ci-deffus, on aura la vdeur dc la founo:malc, 
en x Sr en conflantes. 

Par exemple , pour l'ellipfv, l 'dqundon yy 
b b  * - ( a x - x x ) étant diiTr'rcnci;r'e, noüç 
au 

b b  (1 v donne 2 y 4 = -  aa ( a d x - 2 x d a ) ; C î n c  
b 6 

- ( a - z x )  
c=a a ; par conie'que~t 13 ij:!nc;rmale 

2 Y - / 
y d y  b a - z w  b b  

A x-= - ( $ a  - x ) ,  la r x h e  
J x  aa a a' 

chofe que l'on a trouv& ( 81' 3 0 0  ). 
S j  l'on vouloir l a  norma!e iZ1 Q , on la 

trouveroit en compzrant de nouvcau le 
rrianglc M r  ln , au   ri angle dl P Q. 

Prenons pour îccond exemple de 13 for- 
mule des foutangentes, & dc celle des fou- 
normzles , l 'iquation à la parabole , q u i  
( Alg. j 5 6 ) eit yy = p  x. En dlrrérenciane , 

t i  x nous aurons îy dy = p  d x  ; docc ,= 7, & 
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ce qui  s'accorde parfaitement avec ce qud 
nous avons trouvd ( Alg. 3 63  & 3 64 ). 

Pour  troifierne exemple. nous prendrons 
1 '  ? 

l'kquation y" i- = am x n  q u i  exprime géné- 
ralement les naraboles de tous les eenres. 

1 U 

O n  efi mnvenu d'appeller parabole, toute 
courbe  dont l'Cquation telle: que y" -t- "= 
a "  xn n'a q u e  deux termes , mais oh les 
exporants de x &y dans différents membres, 
font de m h e  figne. 

En diffdrenciant cette équation , nous 
àurons i>1 -t nym + "-' d y  I n am xn-' d x  ; 

d x  r n + r ~ y ~ + ~  donc - = --- am X n  - I ; donc 13 fcuta~gçnte 
(1 Y 

m 3- ?dXîcra -- . 

d~ n a m x n -  1 

, ou ( en mettant pour 
y d x  rn + n o m x n  y" + fa valeur am xll) - =ra --- Ca ' dy ?! '2" xn-' m + n  - x ; d'oh l'on voit que la  foutangcnte ,  

n .- 
dans ces coirrbes, eit égale à autant de fois 
l'abkiffe x , qu'il y a d'unités dans l'expo- 
fant de y divifé par l'expohne de x , ce q u i  
B lieu , comme no;s Ic favions d6jà , dans 
l a  parabole ordinaire , où la foutangentc, 
efi 2 x , & où l'cxpofan: d e y  divif4 par l'ex- 
pofant de x eit en effet 3 = 2. 

Prenons maintenant , pour exemple, une 
courbe dont la nature foit exprimée par une 
équation entre les diffhenticlles der COG? 
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donnkes. SuppoCons , par exemple , que Ia 
courbe BA1 ( Fig. 4. ) foit telle, que les abG 
c i r e s  Al' ,  A p ,  &c. diant prifes en progrzf- 
fion ar;chmétique , les ordonnies correrpon- 
d a n m  Y Arl, p m , &c , h i e n t  en progreEiorx 
géomdtriqi?e : cette  courbe qu'on appeile 
log.2.-irhmiguz , parce que les ordonnées rc- 
préfintant Cuccefivcmcnt tous les nombres 
imaginables , les abfcifles teprdrentent lcurs 
logarithmes , cette courbe , dis- jc , aura 

a m  dy pour dqoation -7 = d x  , puifque nous 
J 

avons vu ( 2 6 )  que ce t te  dquation expri- 
moit la relation des nombres à leurs loga. 

d x a rrr rithmes. On aura donc - = -, & par cou- 
d~ Y 

a m y  f6quent l a  foutangeiltc deviendra - 
Y 

OU 
-J 

am ; c'eR - à dire , que pour chaque ;Joint 
d'une même logarithmique , l a  Coutangente 
P 7' eft toujours l a  même , & &gale à au- 
tant  de fois la ~ r e m i e r e  ordonnée A B , 
o u  a , qu'il  y a d'unirés dans le module m; 

3 I .  Lorfque l'tquation dc la courbe eff 
t e l i e ,  que x Croiirant ,y diminue , comme 
dans la figure 2 ,  alors l a  lignc r Mdoit  être 
cxprim4c par - dy ( 2 I ) ; & l a  proportion 
r M :  7.m : : P fi : PT qui iért  à trouver 13 
foutangente, dcvirrx - dy : dx : : y  : P T'=a 
+Y*; ainfi il n'y aura aucune diffkrencc 

liy_ 
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pour le calcul : le feu1 changement eR qua 
la tangente au lieu de tomber d u  cOr6 de 
l'origine A des abkiffes , par rai7port à i'or. 
donnée P M ,  tombera d u  côtk vppo!rS ; c ' d i  

y d x  
pourquoi on peut toujours preridrç cl; 

i/ 

pour la  formule des foutangenres : fi les or- 
donnkes vont en ddcroitîant , la valeur 
'de n w fe prtfentera fous une fornie iitigative 

-- J 
q u i  indiquera qu'il faut porter cette valeur 
d u  côt t  oppofk à l'origine des x. 

Par exemple , fi on prend l'équation au 
cercle, l'origine étant prife au centre , c'eft- 
kdire ( Alg. 2 8 1 ) l'dquation y y  = $ au - xx, 
41 eit kvident que CP ou x ( Fig. 3 ) croifbnt , 
y ou P M  diminue ; aufli la foutagente P ï' 
tombe-t-elle du côté de P M oppofd à i'o- 
rigine C des abfciifes ; & c'efi ce q u e  le cal4 
cu l  dit auG ; car fi l'on diffdrencie , on a 

d x  - y ,  rydy = - ~ x d x ,  & par confdquent - = - 
-y1 -($aa- dy x '  --- aoncyg- - -  X zX X X '  9 valeur don: 

-- J 

Ic îigne - indique doit être p r t e 6  
du côtd oppofd à celui que l'on a fuppofd en 

prenant pour formule de la foutangente; 
dv 

~ r e n o n s  encore pour exemple, l'dguation 
$y = aa qui eR à l'hyperbole entre Fes aîyrnp- 
rotes ( Al' 347)  : nous aurons ydx-+xQ=o, 
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n x  Y ~ X  . 
-%; donc - - & par conEquent , = - 

v d . ,  A 

-xy- - X ;  
-- 2 - J  - 

9 
ce qui nous Japprend que pour 

miner une rangente à l'hyperbole confidé- 
cCe entre Ces afymptoces , il f a u t  prendre 
f u r  l'afymptote voiiine du point M e n  quef- 
tion ( Eig. 7 ) & du câtC de P hl oppoîé au 
point A origine des x , la ligne P T E  AP. 
F = X  

O n  voit avec quelle facilité toutes ces 
êhoks fe déterminent par le calcul difié? 
rentiel. 

A l'imitation des paraboles de tous Ics 
genres, on appelie Hyperboles , rapporties 5 
k u r s  a ymptotes, toures les courbes d o n t  
l 'équation telle que  y" = am + x- " n'a q u e  
deux termes, mais oii les expofants de y & 
de x dans diE6rcnts membres , [ont de  
Gpes contraires. O n  peu t  encore prendre 
ces courbes pour exemple ; nous le lzif- 
ions à faire au Lefleur. On trouvera la fou; 

w 
tangente = - - 

n 
x ; c'efl-à-dire , qu'elle 

tombe d u  cô t t  oppofi à l'origine des x , & 
qu'elle eit égale à autant  de fois l'abfciffe 
qu'il y a d'unités dans I'expofant de y divifd 
par l'expoi'ant de x. 

E n  géi~Cral, par ce calcul , on ditermine 
5 l a  fois toiires les Coutangentes , tangentes 
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24  OURS 
&c. de toutes Ies courbes d'une même fa. 
mille : on appelle a i n h  les courbes d o n t  1'6- 
quat ion eit formie de la meme rnaliicre , & 
ne différe que p3r l a  grandeur des expofants ; 
c'eit ainfi qu 'on a ,   elle Lércle~ , en g éndral , 
toutcs les courbes dans  lefquelleil u:ie 1 uif- 
fance quelcoi-ique de  l'ordonnée , cit dgale 
au produit  de deux puifTaances quclconqiics 
des deux difiances de cette ordonnie  a u x  
extr6mitds d'une ligne a , fur laqlielle Te 
comptent  les abtcilks. Leur é q ~ i a r i o n  cfi 
ym +- = xm ( a - x ) qui  comprend 1c crrcle 
prorrement dit , lorfque m = n = i . L ' C -  

C 
quation ym*n = - x" ( a  - x ) "  reprdrenre 

b 
les ellipfes de tous les genres ; & y " -+ - A 

C - xm ( a + x  )" ,a inf iqueym+* = ( x  - a). L 4 
reprtfente les hyperboles de tous les genres. 
O n  détermine l a  figure de ces courbes, par 
l e  moyen de leur dquation , comme nuus 
i'avons vu pour les fedions coniques ( A+. 
3 8 3  ) ; mais en obfcrvant qiie y n'a q u ' u m  
valeur réelle , lorîque Ton exPofant efi im- 
pair,  & deux lorfqu'il efi p a i r ,  voyez ( ALg. 
7 72 ) ; ce q u i  fair qu'à une même abrciffe, 
i1 nc rlpond qu'une branche de courbe 
dans le premier cas, & deux dans le fecond , 
mais q u i  tombent de différents côtds de êe, 

pême axe, 
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$ E  h T ~ ~ ~ f ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ b .  4f  
2 7 .  Lorfau'on fa i t  ddtrrminer les tan- 
/ 1 

genres , normales  , &c. on peut facilement 
téfo 1:h-c les deux quefiions fuivantes iO.  D'un 
poinr ~ o r z n é  hors d'unc coar6~ , mener une ran- 
gfi1i6 d celte courbe. 2'. D'un point donnépar- 
tour où 1'012 voudra dans le plon dune lipne 
couibe , m e n u  une perpendrculire à cerre 
courbe. 

En effet , concevons que D ( F;g. 8 ) 
eft la tangcnre demandde. La valeur gé- 

y r i x  
ndrale de P T ou - fera facile à trouver 

JY 
par le moyen d e  Iydquation dc la courbe. Si 
l'on mene D parallele aux ordonnées t: AI, 
la ligne D 8 & fa diitance BA à l'origine A 
des abCciffes, font cenfées connues  , puifque 
l e  point V efi fi~ppoTi! donné: N o m m a n t  
donc I IB ,  / Z ; A ~ , ~ ;  A P , x ; &  PLM,  y ; o n  
z ~ r a B P = ~ - t - x , &  T B = P T - B P = =  
y ri x - - 
.ir x - g. Or les triangles iémbla- 

b les  T D ,  T P M ,  donnent T B :  BI):: 
Y d x  T P : P M ;  c'clt-à-dire, , - x - g :  h : :  

Y Y  : y o i i : :  cir - - :  x ; d o n c  y > Â -  --x-g=-, ~ib 
n y  ny 127 d y  

Mettant  donc dans  cette equa t ion ,  la valeur  
r i  x de - tirde dc I'dquatiori de  l a  courbe diK& 
'f Y 

rcnciéc , ou aura uiic dquation en x ,y & 
 onf fi an tes, dans laquelle mettant pour y fa 
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valeur en x P< conflantes , tirde de l'dquda 
tion ndme  de la courbe, on aura I'kquation 
q u i  donnera 13 valeur de x ,  qiii rdpond au  
point M où doit aboutir la tangente ; & s'il 
eit pofible de mener du point D plus d'une 
tangenre , I'dquation donnera les valeurs 
de  x qiii conviennent aux diffirenrs points 
(oc1 ddûive~~t aboutir ces tarigentes. 

S'il s'agit d'une perpendiculaire , alors 
imaginant que ce foit L) Q ( Fzg. ) ; P Q fera 

* y  (30 ) ; or les triangles îernblablés D B Q 
d x  
& M P Q  donnent D B :  B Q : :  P M :  P Q ,  
c'cil-à-dire , ( en employant les mêmes déno- 

Y ~ Y  minations que ci-delrus ) h : g -r- x -t, : : 
- .- 

Y ~ J I  d y -  donc -=g+x+-  h f i  Y dy y : o u : :  1 .  
r i  x <tn7 r l  x r i x  9 

dquarion dont on fera le mCme ufage que 
dans Ic cas prdcédcnt. 

Les deux iolurions q u e  noüs venons d e  donner, peuvent 
Ztrc fimplifiées en  fa ihnt  paiIer I'aïe des atfciffes par l e  point 
donné û , & l e  laiffant paralle!e a fa premiere pol;ri in ; c'eff- 
à-dire, en prenant DI< (Fzg. 8 ) pour a x e  des abkit les,  ce q u i  
a'exige a r~ t r e  c h 0 6  en fdiiant K fkI = c , & par conGquent 
q = y - h ,  ou y = i + l i ,  q u e  de CuSRituer , tant dans I'équâ- 
iion de la courbe, que dans celle d u  ~ r o b l è m e .  7 + h au lieu 
de,y. On peut auiii p rendre  le point U pour origine des abKifTès. 

Lorfque la courbe a un centre,  comme le cercle,  I'cllipic, 
Bc. on peut r ~ u j a u r s  fiuppofer que l e  poiilt D el t  fur  un diarne- 
tre , alors la  folution devient beaucoup plus Grnple. 

d x  3 3 .  Remarquons encor3 que exprimp 
Y 
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T l E  M A T H E M A T ~ Q W E S ~  &? 
fa tangente de l'angle qne la courbe fait en 

d y  chaque point, 'avec l'ordonnée ; 8c ex+ 
prime celle de l'angle que la courbe fair 
avcc l'axe des abkiffes. En effet , clans le 
triangle rellanglt: M r  m ( Fig. I ), on a ( en 
iii 3pofant le rayon des tables = r ) r rn : 
r h : : 1 : rang rm.M, donc rang rntM= 
.rM d x  
7 - 
T Ti2 

nd. Donc fi l'on veut favoir en quel 
Y 

endroit ;ne courbe, ou Ta tangente, fait avcc 
I'ordonnte , un angle donnd , ou dont la tan- 
gente efl connue , ayant r cp r ikn t t  cette 
tangente par nt ,  011 aura n = - " " ainfi dd- 

d y  ' 
eerminant , par la diEérenciation de l'équation 

d x  de la courbe, la valeur de,, 6( l'dgalant à m, 
on aura une équation daAs laquelle fubiti- 
tuant pour y Ta valeur en x & confiantes ti- 
d e  de l'dquacion de l a  courbe, on aura la 
valeur ou  les valeurs de x , q u i  rkpondent 
aux points où la courb. faitSun pareil angle 
avec l'ordonnée; & G la courbe ne fa i t  nulle 
par t  avcc l'ordonnée un angle Cgal à l'angle 
donné , on troüveïa que la valeur ou les 
valeurs de x feront imaginai:.es, o:i bien 1'6- 
quation ind iq~~era  une abfurdité n~anifefle. 
Par exemple , dans l'hyperbole q u i  auroiï 
pour dquxioi i  yy = z ( a x + x x 1 ori trou- 
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sera 9 = ' Y  lcqucl étant tgaIE h niJ 
r i y  3 ( 1 + 4 X 3  

donne -- Y 
OU - = n ; d'où l'on tire 

a a + 4 x  n + z x  

y = n z  a + 2 m x : mais  l'équation de la courbe 
-- 

d o n n e ~ =  ~ ~ ( . x + x , ) ; d o n c m a + 2 m ~  - 
V2TU x X )  O U ,  en quar ran t  nmaa +- 4nznzax 
,+ 4 rn m x x = 2 a x -t z xx. Si l'on dcmande 
~ a i n t ç n a i i t  , en quel endroit cetre hygcr- 
bole f a i t ,  avec lyordonnCe , un angle de 45° ; 
comme la tangente de 45" cit &gale au  rayon, 
on aura  m = 1 , cc qui réduit l'équation à 
a a + + a x - C . + x x r = z a x + z x x o u  2 X X +  

2 a x  -t- a a  == O, q u i  é tan t  réçolue donne x - 
& v f e r r - $ u a  "- : Q & 2 / - + a n 9  

valeurs imagininires, & q u i  font voir que l'hy- 
perbole dont  l'équation particuliere efiyy r= 

2 ( a x i- xx ) , ne fait  nulie part, avec l'or- 
donnée, u n  angIe de +$'. 

Quoique ce qüe nous venons de dire d m  cette derriere rc* 
marque, & dan? l d  rcGol~irion des deux quefiions ~rCcéder tes  
ien15le s'appliqu-r Cgalement aux courbes don t  on auroi t  1'6- 
qua!ion différeiicielle ; en y faibnt attention , on verra cepen- 
d.:i,t que p u r  celle-ci, le cc:lcul ne peut pas h t j ~ f ~ ~ i r e  entiere- 
mriit Co:rime poür cci!es doiyt on a I'iqurricn en ternies fini.. 
En efrèt , IcrGpe l'équation qui réCout la queftion, renfcrrne 

n x  
oncûre x & y  aprcs la fïuûilitution de la  valeur de - , l'Equa- 

d r 
tion de la coiirbe ne peut fërvir à clizKer y ,  p i < u e  par Id 
Suppofition elle reiiferme d l  & dy. Er quand méme elle ne 
renfermeroit que x ,  cn ne  fèrcit p;is s i r  que c e t x  valeur de r r a -  
tisfit ; la quefiion, il faudroit, Four ce la ,  me:!re cettc valeur 
de x dans l 'iquation de la courbe,  S: eu dkdüirc pou: y une 

valeuc 
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valeur rielie; or on ne peut en aucune maniere, tirer de cetto 
dqiiarion la valeur de y. 

L a  fëule maniere de réfiudre ces queflions , en pareil cas, 
cf£ ( en fuppofmt la courbe dtja cenitruite, ) de conffruire 
a u f i  l'équation que l'on a eue en exprimant les conditions de 
l a  queffion, ce qui donne une fècoiide ligne dont I'inter- 
&Aion , ou les interrefiions avec la prernierc , donnent Ir 
filution ou les filurions demandées. 

34. On peut encore, par les mêmes pr;ncipei, dttsrmincr 
les a$mptotcs reAilignes des lignes courbes. 

En eflet une courbe a une afymptote reeiligne, loKquSayant 
quelque branche qui s'itcnd à l'infini, la tangente à l'cxrrémitt 
de cette branche, rencontre l'axe des abfcilfes ou celui dcs or- 
donnies, i une diaince finie de l'origine. Ainii ( Fig. 6 ) 6 

- - 

de la foutangenie P I ou on retranche S a X i n é  A P ou x ,  
y d x  d y  on aura - - x pour la valeur de A T ou de la diRance de 
dy 

l'origine A jufqu'i la  rencontre de la tangente: il n'y aura - 

Y ~ X  donc,  après avoir calculé la valeur de - - x ,  qu'à egaler 
I r  

cette valeur i une quantité finie s ; par le moyen de cette Cqua- 
rion , oa chaffera y pour avoir une équation en x & s, ou 
bien on chaffera x pour avoir une équation en y & J. Alors 
fuppohnt y ou x infinie, s'il en réiuke une ou plufieurs va- 
leurs finies pour s, ce feront les diflances A C où doivent paffer 
les aFjmptotes de la courbe. Mais comme une GuIe diflance 
n'en détermine pas la polition, on imagicera, par I'origined , 
la ligne A K ~ara i l e l e  aux ordonnées, & on remarquera que les 
triangles iemblables P M ,  TAK , donnent TP : P M :  : TA : 

: :~dx% - %: AK ;_y  - 3 On 
d~ dx ' 

la valcur de y -- , 8, l'ayant n x 
fippoCC.e Cgale 1 une quantid finie z,  var le moyen de cette équa- 
tion & d e  celle de la courbe , on iliminera x ou y ;  & Iuppofant 
y ou x infinie, la  valeur ou les valeurs de t qui en rCfultcroilt, 
donneront les difiances A R oJ palTe l'arymptotc. 

Par exemple, fi l'équation de la  courbe &oit y' =x' (a+x) 
on auroit jyZdy= z x d x ( a + % )  + x x d ~ -  z ax&+jx' dx a 

D 
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donc L!? - x = 3 J '  -, , ou ( en mctrsnt pour J*, 
d Y L ax+j L' 

xdy 3ax'+3xï a x" a x 
fa valeur ), -- - x =  ------- x= = -=JI 

dix z r r x + ~ x l  x ax- t .7  x '  I U + ~ X  . , 
fippofànt doiic x infinie, (c'ei't-à-dire , négligeant : a  vis-à-vic 

a 
d e  3 I) on aura s -. On trouvera de rnêincy - 2 '2 - 

3 LE x 
2 n x ' + j x 3  3 ) ' - t a x 1 - 3 x 5  

Y--- e , qui , en mettana 
35' 32' 

donc x infinie , on aura r _- f a ' 

Si la valeur de s étant finie, on trouvoit celle de r intinie , 
ce Ceroit une preuve que I'a$rnptoie ei't paral!c!e aux y. Elle 
Groit , a u  ccntraire , ?araHele zux x , fi 5 étant infinie, t étoit 
f in ie ,  ou zé;o ou infiniment petitc. 

35. Dans tout ce  qui  précéde, nous avons füppofé que les  
ordonrées étoient pavalieles, & qu'elles étoient comprécs de- 
puis la ligne même fur lnqurlle Te comptent les abLiffcs. Alais 
il arrive z f f e ~  fouvent que l'on fait partir les ordonnées d'un 
point fixe; que'qxefois on prend pour abfcifier les arcs d'une 
l i p e  courbe ,  & p u r  ordonnées des lignes droitcs ou des 
lignes courbes. hlais en généra l ,  à que!ques lignes que h i e n t  
rapportés lps  points de l a  courbe principale, on a toujours , 
ou l'on ps:ir toii:aurs avoir une équatioi~ q u i  exprime la re- 
lation des alÏcifles aux ordonnées. Lorlqii'on veut en L i r e  
ufige pour d k r m i n c r  ies tanientes , ou d'putres lignes, il fiut 
faiie en G:re q u e  les lignes que l'on emploiera pour détermi- 
ner CLS tangentes, ne renferment d'autres di:tkericie:lcs que 
ce:lcs des varizblcs qui entrent dans i'équation dc la courbe. 
NOUS nlirns en dciiner quelqües exernp!es. 

36.  Su??alinr dlnl;crd que  Ah' (Fi& 3 ) étant u n ?  courbe 
connue dont on f?ff mener IPÇ tangertes , B S k i t  i:ne courbe 
q u i  ait po:r abCciCcs les arcs A M  de la preiiiit r e ,  & pour 
ordonn6es les I'gnes 1Tf 9 psraileies à un- ligne dorin+e : la re- 
lation de A M  à M S  étant exprimée pzr une Cqiiat;on quel- 
con luè ,  on demande comment on ~neneroit une tangente en 
un point doi~nd S de la courbe B S. 

O n  imaginera, ccmme ci-devant, l'arc ii;Sr,iinent petit S s , 
dont le prolongemen: S e  , ou la tangente. reiicontrc en Q la 
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Mrgente ?"TT au point ccrrerppndant .47.J dr 1;i txi;rLe ~ A l j  
8: ayant mené l a  1ig:ie .îk pzrzlle!e à dfT ou à i ? i ; l ,  le triani 
g!e c;ts rfra Ceri:LlaL!c au t r i a n ~ l e  Q l i f S ,  en (orte que l'on zura 
/ k :  Jk : : Ms:  , I d p ;  or eh r.onmz::r l'arc &'A.?', r ; B 1'ordonni.e 
MS,y ; on a .~'~?i=~Y/~ic=h:, & f&/m-SM -.II;$; 3cnc dY: d,t : : 

") d *  y :  JZQ = --; prenant donc h r  ia tangentc i U T i a  partie M n  
J .  

" " Y  . I !  X 
égale Li la va!eur de,- Ctterxinée pdr l a  diff.!rencintioii d e  

J Y 
1'équxion de la courbi ,  on aura le  Q , par lequel & p a t  
l e  point S,  menant QS , e1.e k a  la ianxenre d~rnzndée.  

Suppoions,  par euimp 'e  , qve l a  coürbe t l S  [oit confiruite 
en prenant toujours l'cr .onnée fils égale 3 ~ k e  partie dé:er- 
riiinte de l'arc AM; c'eii-5-dire, que iMS [oit toujours à Abi 
d a x  le railporc donnc! de n à b ,  on,aura d o n c  y : x : : u : 6 ,  
e n  force que l'é3uztion d: la courbe k r a  bj/=ax. DiEi-rencim: , . . 

d r  b z d x  
On a bLb = udx, s( par conîéquent - = -; doncd- ou d.i Q 

b y  d..y d~ 
îera 9; or par l'T:.puaim, o n 1  -=ri donc MQ=r. Ainfi dan. 

a CL 

toutes les coiirbes d o ~ t  les  or3onr;es parallele; Gtonc touiours 
en même rappûx zvec les abfciffes correfpondan~es , drcires 
ou courbes,  la hiir;rilgeuie Jl'Q fera toujours égaie i I'abfciiÏe 
co;ref?ondùnte A 1'41. 

37. LorClue 12 co~irbe  And fiir iaqueXe an prend los ab; 1 

fciGs, e!? un ceïc!? ; 1'o;donnCe r:S é m t  toujours à l'arc AM 
dans un rapport confian:, la courLx BS efi ce qu'on appelle 
une cic!o'ide. C'eA la ci î ioidc ordinzire  ( ou, celie que trace le 
point d ' i re  c;rcr~: f~~; ' rc . rce de cercle roulant fiir un plan ) , 
lorlju'on prend tt~ujou+s l'oriimiiie AIS =e A 41f. Si l'ors 
prend M S  plus gra:~d :;LI- A - d l ,  mais toujours en mime rap- 
por t  enrr'tux , or1 a Id  ciclo'ille a i lorg&e;  au comtai re ,  on  it 
l a  ciclo;dc acco~ircic en p:c, .nt JfS plus petit que A III. 

38. Si i5écii;~:ion de I n  cour!:e .i lzqueile il s'7git de  mener 
un? tangmte , au lieu d'espriincr le rapport de  A fil -f M S ,  
exprimc-it ce:ui A iM à P S; c'cfi-.î - d i r e ,  fi Icî a m  A AT 
itciient le$ -li>Lci!?-;.s .Y ,  que Ics ordonnées PnfS, y ,  fè 
~«rnp.zfl>ii t  d-r~üis urie ligne drqire 2é:erminle A P; alors on 
t n e n ~ n r  S u  plrn!le!: i A?' , 0 2  ciéiirmineroit la  <outangente 1'1 
fu r  la I i p e  d 1' , en ce te  maniece. - 

Conirnc la c ~ u r b e  A J2 cit i+pcGe connue ; OII eff cenfé 
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ronnoÎ~rr  fi fiutangente ~c Ta tangente en chaque point; ainG 
nommant P T, s ,  & I ' M  , I , on aura ,  en m.nant Mrpa ra l l e l e  
A AP , h comparant les triangles T P M &  Mrm , TP : T M :  : 

t 
r=S u ,  ren menant s u  paraliele i AP) Comparant donc Icc 
triangles lëmblables S IL/'& lPS , ou aura uJ: Su ; : pS1: P I  ; 

- 

s d,- 
or P S étant aAuellement y ,  u f eR dy; donc dy : - : : 

s q d x  L 

7: 2'1- - . Ain6 différenciant i 'iq~iation de la courbe, 
r d~ sy d x  

on aura la valeur de -, qui Ctant CubRituie dans don- 
d~ z d j  

nera la valeur de  P I dtbarraffée de ditférences. 
39. Quelquefois on ne donne pds l'équation de  la cou r t e ,  

par  la relation des abkiffes aux  ordorinies , mais par celle q u e  
chaque ordonnée de  cette courbe,  efi ruppoCCe avoir avec les 
oidoiinées corre@ondaaies d e  quelques auires courbes connues. 
Pour  mener les tangentes,  dans c e  cas,  voici comment oti s'y 
prendra.SuppoTans, par exemple, que ld co~irbc  B&S (Frg IO), 
rhiulte des deux courbes connues AL & CiV, ad  moyen d'una 
équation entre les ordonnées correfpondanies PL , PM , PR, 
que  nous nommerons refpe8ivement x , y ,  t. Puirque les 
courbes A L  9: CN font Cuppolées connues, leurs kutzngcn- 
les PS & PR font fupprées  connues ; nommons donc PS, J ,  
& PR , s' ; & imaginons l'ordonnie infiniment prochep n m 1, 
dr les lignes L u , M r ,  n o  paralleles à .4 P. Les  triangles Gm- 
b i ~ b l e s  LPS, I! u L donnent PS: PL : : Lu : u l ,  c'èA-à dire, 

J d x  
4 : x : : L u :  d x ; d o n c L u = - z M r .  Or les t r ianglesf im-  

X 

blables TPM , Axirm, donnent rrn : M r  : Piif:PT, c'eff-a. 
~ d x . .  dire, d y : - . .  r : P T ;  d o n c P T = - -  

% " 
d x  ; donc 6 l'iqua. - x ny 

tion d e  la courbe ne renferrnoit que x & y ,  on auroit, en 
d x 

différenciant cette Cquation , la valeur d e  -, laquellc étant 
~ j d x  

fubfiituée dans - dy , donneroit la valeur d e  P T, débarrama 
x d r  

de diEérences ; nia; comme cette Cquation renferme A ,  y &y,  
f a  différentielle renfermera d x ,  dy & dy ; il faut donc avoir 
12 va!eur dc d i  cxprimée en dx au dl.  Or 101 triangles fen~bla: 
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bles Non & N:'R donnent N o  : o n  ou Lu: : NP:  PR ; c ' e h  
à-dire , (en  fairant attention que P M  augmentant,  P N dimi- 
nue  , en h r t e  que Ca diff~rence N O ou d 5 efi ntgàtive) - rix: 
z d x  J (2% -- : : 1 : J'; donc d l  = - - ; ainfi, en mettant , dans 

# 5' X - J TdX 
l'équation d iErenc i t e  de  l a  courbe,  l a  quantitC au 

d x  5 '  x 
lieu de  d l ,  on aura airément l a  valeur d e  - , que l'on fi~bfii- 

s v d r  d y  
tuera dans la formule -'- - de l a  hutangsntc. 

x ci y 
Pour donner un cxempfe , fuppofons que A L  & CN Ctant 

deux courbes connues quelconque, on prcrine toujours I'or- 
donnée P JZ moy  ennc proport:onnel!c ent re  P L & PPN; alors 
on aura x : y : :y : 7 : ou x r  - y x  , pour l'équation de la cour- 
be BM. DiiGreiiciant , i l  vient x d ~ + ~ d ~ l v =  zydy , fiuhitiruant 

~ r d x  s d x  
pour d~ fa valeur générale - - , on a -.. 5 + 7 d r  - 

d x ~ ' - 7  z .r'j J' 
aydy , d'où l'on tire - = - .  d o n c  P T OU 

5 y d x  7.. J J'~' d.,y { ( i f -J )  ' 
d e v i e n t  - ou en  mettant pour y' f i  valeur X I ,  
x n y  (J1-s) ' 1 J s' 
& réduirant , k T = - 

JI - S. 
11 efi aifi  d e  varier ces exemples, en prenant celle Cquaa'an 

que L'on voudra ,  entre x ,  y 8: 5 .  On peut,  fi l'on vtut , fup- 
pofer qce AL & C N f o n t  des lignes droites (Frg. I I ) ,  Dans co 
cas, 6r en prenant toujours P moyenni p r ~ ~ o r t i o n n c l l c  en- 
tre PL & PN, la courbe B M e i t  une fëc?riun ooriique. Savoir, 
une parabole , quand l e    oint C el3 infiniment éloigné ; ou que 
l a  ligne droite C N  eB parallele à A C. U n e  ellipfe , quand les 
deux angles H A  C & H C  A font aigus ; & particülierement , un 
cercle quand ils font chaeun de 47" , une hyperbole quand l'un 
de ces deux angles eR obtus. 

4ù. Lorfque les ordontiées partent d'un point fixe, a lors  
O!] prend pour  abkiffes les arcs d'une courbe connue, qùi  l e  plui  
Luvent  efl p n  cercle; c'eit-à-dire, que ,  dans c e  dernier cas ,  
1'équztioi-i exprime la relation de  l'ordonnle C di' (Fig .  i 1) , 
avec l'angle A C M  que cette l igne fait avec une  ligne fixe 
JC; ou bien elle exprime la relation d e  cette même  ordonnte  
C M  avec l'arc O S  décrit d'un rayon dkerrnin t .  

Pour mener les tangentes,  Ioriqulon a l'équation ent re  
L'ordoanCe C fil & l'angle A C M  ou l'arc O 5, on imagine - 
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~ U C  Four c h q c e  point Ai, on i l eve  liir C;11 une perpendicug 
Idire CT q i i i  rencontre la tangente 7 /71 t n  T; alors irnzginant 
l'arc :iifin!in:nr perit A" rn , & itienknt l 'ordonnie rn C , on 
concoit que du rayon C H ,  cn ait cigrri: l'arc r ? r  que l'on 
peut ~ e p r d s r  comme une ligne ;lro;te perpend.ciilaire en r 
a Cm. Coirime I'afigle iL I I I ~  riitïerc i;.fi?iinect p -u  de 1'r.n- 
g i e  3"1?2C, i?s triangles Ai riTl 6 TCM [;nt icinbldb!es, & 
doiinenr r m : M r : : Chi : C T; c'efi à-dire , ( en coïnrn.int 

J f r x  y C M ,  y) r l y  :illr: :y: C r =  - ; nonmant  l 'arc OS, x ,  
d v 

& ibn rayon a ,  les fèk?eurs ~ n ~ l ; l r ~ l e s  C S  s B C J I r  doncent 

C S :  C M : :  S s :  Mr, c'eft-à-dire, a :  y :: d x :  J2r= Y d x  
-7, 

mettant cette valeur de MF, dans ceile de  C T ,  on a C T , ou 
y' dx l a  Coutangente, = - O r  p u i ~ u ' c n  eit f u ~ p o i i  avoir la 
a d y *  

relation entre y Pr x, il fera fdci!e, en différencimt 1'Çquztion 
fi x 

qu i  exprime cette relation , d'avoir la va!oilr dc - , laquelle 
J v  < 

iubffituée dans l a  valeur de  C T ,  donnera une nouvelle ex- 
preGan d e  C T, di i ivr te  de di%re:i:es. 

Si l'on hppore , par exemple , que l'ordonnée CA$(Fig. i 3) 
foit toiijours a l'arc correfpondrnt O S ,  & i l s  le r-ppor: de rn à 1 2 ,  

c'efl-à-tiire, q u e y  : x : : m : n , on a u r a  151-m x , d3nc ndy= 
d x  n y2dx y' n 

m d x ,  8: par conGquent - = - , donc C r =  --- = - x - 
Y '!Y d y  '2Y - a d y  n rn 

r - x - ;or,  par I '~c luuicn ,  on a - - x , &:IC C T = 
a rn ni 

y. Dcnc fi du  point C comme centre,  Sc du rayon C A l ,  OB 
a 

dCcric l'arc M Q  , on aura CT é p i  i l'arc J f Q  ; en e G t  les fëc- 
tcurs ieniblables COS 81 L'QM doixent CS: OS : : CM: JaQ , 
c'eit-&dire, a : x : : y  : 21Q =y, donc C T= HQ.  

(L 

L a  couri e que nous senens de coi:ficiérer, eit l a  @irale 
d'Arçhime2c. 

47. Concevons encore 1 1 1 ~  O S  (Fig. 14) étant m e  ligne 
connue, ou  d-nt on L i t  rner.er les tangentes, on conBruifë la 
courbe BJl, p2r cette conditicn, que C S ,  x & C M ,  y ,  aient 
pn1r'e::es uce ~ d z r i o n  l i termlnée 6; exprimée par une épiiar 
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D E  M A T W ~ ~ M Â T I Q U E S .  9.r 
E3n donnée. Si i'on c o q o i t  l'arc infiniment petit M m  , les  
ordonnées L' M, C m  , & les arcs M r  , S  q , décrits du centre G 
& des ri.yons L'M, C S  , il eff clair que l a  différenciation de 
1'é?~.at;on ne donnera que le rapport de dy à dx ou de rrn i (fi 
puifque y & x rurit les Gules variables qui entrent dans cette 
k p a t i o n  ; or , pour déterminer la fou:angente C r ,  il faut avoir 
l e  rapport de r rn à r J I ;  voyons donc coirinient on peut dCrem 
miner r i I l  en verru des conditions de la qrelticln. 

Puiique la  courbe O S eff cwiiue ,  la fo~itangente CQ eB don- 
née poun ch?.,liie point S.; or les trimgles ferr~blziilcs QCS SqJ- 
donnent C S : L Q : ! qJ: y L; ; dunc-niimmant C Q , s ,  on aura 

s d x .  
2 : s : : d x  : g SI - , mak les fe&urs Cemblal>les CS@, CAir 

X 5 d x  s ydx 
donnrnt  CS: C J f : :  Sq : X r ,  ou 5 : j r : :  - : iii'r= -- 

X x x $  
il eff donc ais6 mainten:!nt d'avoir l a  fbutangcnte , C S ,  eu 
comparant les triangles L~~ii>!ab]es i%I r m gi 1'6 JI qiii donnent 

s y r J x  J y ' d x -  
Tm : r M: C H :  C T ,  ou dy : -=--- : : y : C î = ---- 

a r a  x ' d y  ' 
P ~ u r  appl;qi:a ceci , rupi70Cons q x e  la courbe B Ji fo i t  cons2 

t r u i e  en prenant roujccrs SJLdcr1:ér::e gr:n.?crr, ou égale à 
utie ligne donrike a, quelque îoit d'ailleurs l a  1:g~e OS. Nous 

n x  
a.irons d o n c x + n = y .  Donc dx= dy, & p a r  conZqucnt - = I j 

JY' d.Y la f iu tmgecte  C T devient donc C T = - que I'on confiruira 
x a  

e n  ce:te maniere. 
. Ayan t  iiiené la tangente SQ , on lu i  inenera , par le  point M 
l a  parallele M X ;  puis tirart J X ,  on nienera , par l e  point M, 
j a  ligne M L  parallele A S X ;  AIT h a  la tangente demandée. 
Zn çftèt , les triangles fernblables CSQ & CMX donnent CS : 

S Y C Q : :  C J f :  c X , o u x : ~ : : y :  C X = - .  Pareillement, les 
X 

triangles kmblables C S Z &  CMT,donnent  CS: CX:: CM: CT, 
JY1 mu X : - : : ~ : C T ;  donc C T = - .  

.c z 
On voi t ,  par ces exemples,  comment on doit Te conduira 

'dans I 'a~plication de ces méthodes à d'avtres cas. Rernzrquons, 
.en terminant cette inatiere , q u e  lor(i1ue O S  eff une ligne 
droi te ,  la courbe B Ji! que l'on forme en  prenant toujours S U  
de même grandeur, e t  ce qu'on appelle la Corrchoidc da 
rficome'dt, D 4 
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AppZz'carion aux lirnires des lignes 
courbes , 6 en eénéral, aux limites 

maximis & minimis. 
- 

d x 4 2. NOUS avons VU ( 33 ) que ex; 

primoit l a  tangente de l'angle que la coirbe , 
ou fa tangente, f a i t ,  en chaque point, avec 
I'ordonnée , & que 2 exprimait celle de 
l'angle que la courbe ou fa tangente fait 
avec l'axe des abkiffes. 

Donc, pour favoir en quel endroit la tan- 
gente d'une courbe devient parallele aux 
ordonnées, i l  fau t  chercher en quel endroit 

n x  la valeur dc - devient zkro, ou ce qui re- 
d y  

vient au même, en quel endroit ' d x  devient 
zdro ; & pour favoir en quel endroit la tan- 
gente de la courbe eft parallele aux abfciifes , 
il faut chercher en quel endroit 2 X devient 
zkro , ou ce qui revient au même, en quel 
endroit dy eit ztro. Car il eit dvident que 
dans le premier cas , l'angle de la courbe, 
Avec les ordonndes eit nul; & dans le fecond 
cas, l'angle de la courbe, avec les abfcifles , 
cil nul. 
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D E  T ~ A T H D - M A T I Q U E S .  57 
11 fui t  tvidemment de-il,  que fi l'on veut  

favoir fi une courbe dont on a l'équation : a ,  
dans quelque endroit ,  fi tangence paraliele 
aux  ordonntes ou aux abkiff-es, il faut diflt- 
rencier cette dquation, & en ayant tir6 la 
valaur de fi f i  l'on tgale le nurndrateur de 

dy  ' 
d x  l a  valeur de , , à ïCro, on aura une Pquation 
-- J 

q u i ,  conjointement avec l'dquation mtme de 
la courbe, donnera la valeur de x & celle dey 
qui dkterminent en  quel e n h i t  la tangente 
eft parallele aux ordoi~nées ; en forte que fi cela 
arrive en plufieurs endroits, on aura plufleurs 
valeurs Dour x & vlufieurs valeurs uour Y. 

1 1 1 J 

Au contraire , fi on &pale le ddnoniiiia- 
Y-' 

teur à z t ro  , cette équation conjointement 
avec celle de  la courbe , déterminera les 
valeurs de x & dey, qui répondent aux en- 
droits où la tangente de la courbe devient 
parallele aux abfciRes. 11 faut cependant 
obiérver que quoique d x  foit toujours zkro, 
auand la tanpente eit uaralielc aux ordon- 
L D 

nies  , & que dy [oit z d o  quand la tangente 
efi parallele aux abkiffes , on ne doit ce- 
penhant lorîqu'on a trouvé l a  valeur ou les 
valeurs de x rdfultantes de la fu~uoi i t ion 

1 I 

d x  = O ,  ou dy = O ,  en conclure que la tan- 
gente eit paraIfde aux y ou aux x , qu'au- 
t an t  qu'on n'a pas en méme temps d x - O 
8r d y = ~  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pour 6claircir ces reglcs, p-r un exemole 
fimilier, prenons la  courbe q u i  a pour é$a- 
t i o n y y - t x x = j a x -  z a a + z b y -  b b ,  
q u i ,  en îuppofanr les x & les y perpendi- 
culaires eiitr'elles , appartient au cercle, 
.r Ak.  492 1- 

L e s  lignes A P ( Fig. i q. ) font x , ei les 
lignes PM, P Pd' font Ics deux valeurs de y 
que  la rilolution de cette équation donne 
pour chaque valeur de x .  

Si l'on diffdrencie cette dquation, on aura 
l y d y  iy 2 2dx = j a& + z bdy , d'où l'on tirc 
d x  ' % y - z b  --- - E y  3 iz- L X *  

Egalons d'abord le numkrereur 3 zdro ; 
pour avoir les eiidroits où l a  tangente devient 
parallele aux ordciinées. I'doiis aurons 2y - 
a b = O ,  o u y  = b. Subfiituant ccttc valeur 
klans l'dquatioii de la courbe, il vient b b 4 
xx= 3 ax--2~n+~6b-bb, or1 xx-3 ax=--- 

2 a a ,  qui diant ré fohe  donne x = a 4 ' \ i i  n a ;  cefi-a-dire, x = z  a ,  & & = a ;  ce 
q u i  nous apprend quc  la courbe, ou fa tan- 
gente devient parallele aux ordonildes , en 
deux points R & R',  qui ont chacun poix 
crdcnnée la  ligne b ,  & dont l'un R , 3 polir 
abrciflc la ligtie AQ = a ,  & l'autre R' a pour 
alfciffc l a  ligne A (1' = 2 a. 

Egalonî m:iiireriant à edra le déitoniiq 
1 
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d x  
nateur de la valeur de ny ,  pour favoir en p e i  

endroit l a  courbe , o u  fa tangente, devient 
parallele aux abiciires : nous aurons j a - 2 x 
= O , OU x =f a. S u b f i i t ~ a n t  cette valeur Cans 
I'équa:ion de la  courbe ,  n o m  auroiisyy + iia 
= q a a - 2 a a + 2  by-tb, ou yy-2 by+ 
1.5 = f a n  ; & tirant la racine quarrde ,y 7 b 

\ = -t- - + a ;  - doncy - b - -+ $ a ;  c 'c i ta -d i re ,y=b 
-+ f a ,  Rr y = b - f a ,  ce q u i  nous apprecd 
que  la tangente devient parallele aux abfcif- 
ke, en Ue:ix endroits o u  points & 1" q u i  
ont pour aé/îci,iie commune la ligne AS = + a, 
& dont  l 'un T' a pour ordoilnie ST'= 6 + i a ,  
& l'aütre T ,  a pour ordoniiée la ligne S T=b - -- : a* 

Des points Q & Q' Cont cs qu'on appelle 
les Zimi:cs des abfciiïcs , parce qu'entre Q & 
Q' ,  à cliaque alîciffe A P rgpondent des  va- 
leurs d e l l e s  P .A2 & PM' pour y ; au lieu 
qti'entre Q & A ,  & au-delà de Q' par rap- 
port à A ,  il n'y a aucun point de fa courbe, 
en Sorte que ii on CuppoSe x plus ~ e t i t  que  
AQ ou a ,  ou  bien plus  grand que A@' ou 
2 a ,  on  ne trouve aucune valeur rLelle poury. 
E n  e&t ,  fi dans I1dquation on n-iet au lieu 
de x une quantird n - q , plus petite que a ,  ou 
une quanriré pius graiid: que 8 a ,  ou telle qiie 
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,Zo C O U R S  
2 a + 4 ,  on trouvera en r6folvant l'équation) 
gue les deux valeurs de y font imaginaires. 

Pareillement, fi par le point A on coneoit 
A L parallele aux ordonnees , c'eit-à-dire , 
l 'axe  des ordonndce ; & que par les points 
TBr T',on mene les lignes TL, TiL' paralleles 
aux abfciffes ; les lignes AL = ST= b - $ a ,  
& ALt= ST' = b + + a ,  [ont les limites des 
ordonnées ; car il eft évident qu'il ne peut y 
avoir d'ordonnke plus grande que A L' ni 
plus ~ e t i t e  que A L ,  la tangente devant être 
parallele aux abrcillès. Auf i ,  fi l'on met dans 
l'dqu3tion de la courbe , au lieu d e y  iine 
quantité plus petite que 6 - + a , qu'on 
nierte, par exemple , 6 - 5 a - q ,  on verra, 
en rifolvant l 'dquation, que les valeurs de x 
font imaginaires. La m h e  c h d i  arrivera G 
o n  met au lieu de , la quantitt 6 -t- 5 a + q , 
plus grande que L $ a. 

4 3 .  L'ordonnte ST' eit la plus grande de 
toutes celles qu i  aboutiffent à la partie cod- 
cave K TIR' de la  circonfdrence. L'ordon- 
nke S T eft la plus petite de toutes celles q u i  
aboutiffent à la partie convexe ; & les or- 
donnies QR & Q'R' font, tout à la  fois, les 
plus petites q u i  aboutiffent h la partie con- 
cave, & les plus grzndes qu i  aboutiffent à la 
partie convexe. 

44. Ainli , la même mdthode fert en 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E ~ .  8t' 
mCme temps , IO. à ddterminer les limites 
des abfciff& & des ordonaies ; 1'. à ddtcr- 
miper dans quels cas la tangente devient 
parallelc aux abfciffes , ou aux ordonnées ; 
3.. enfin, à dkterminer les plus grandes & les 
plus pehites abfciEes ou ordonnées. 

4 5. O r  de quelque maniere qu'une quan- 
titt {oit exprimte a lgkbriqucment  , on peut 
toujours regarder l'expreifion algtbriqiie 
qui l a  reprd lèn te  , comme ttant celle de 
l'ordonnde d'une ligne courbe. Par exemple, 
fi x x x  ( a - x )  

a u  
eit l'exprefion d'une quantitg 

xa ('2 4) 
que j'appelley, auquel cas j 'aiy= -- d a  > j e  
puis regarder cetie tquation , cornpie Branr 
celle d'une ligne courbe dont x feroit l'abi- 
ciife , & y l'ordonnde. Alors fi la quantité 
x Z x ( , c . x )  -- 

a a 
peut , dans un  certain cas, devenir 

. -. 

plus grande ou plus petite que dans toiit 
autre , ( cc qu'on appelle t tre fufceptible 
d'un maximum ou d'un minimum ) , il eit 
vifible qu'il faut Livre  exaRcment la  même 
mdthode que ci-deffus ; ç'eft-à-dire , dilié- 
rencjer cette dquation , & en ayant tiré la 

'i9 valeur de z, Cgaler à zCro le  numérateur 
ou le ddnotninateur de cette valeur. 

4 6. C'eR à ccla que fe réduit la  rnCthodo 
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qu'on appelle de maximis & minimis, qui eR 
une des plus ut i les  dc lYanalyfc , & q u i  a 
pour objet de faire t rouver ,  entre plulieurs 
quanti tés qui croiffent ou ddcroiffenc fuiirant 
une même loi  , quelle eit Ia plus grande ou 
l a  plus pe t i t e ,  ou en géndral celle q u i  a cer- 
raines propriétés dans lc plus haut degrC à 
l'égard de toutes fes femblables, Nous allons 
en donner quelqucs exemp!es , pris dans la 
G h n S t r i e  & d3lis le C a i c ~ ~ l  ; la P ~ I d ~ h a i q u c  
r,o.ls en fournira par la  faite , q u i  fcranî tout  
à ia  f!iis 6r plus cgrieux & pliis utiles. 

4 7  Proporms nous d'abord de partager 
un nombre donné a en deux parties, telles 
que leur produit b i t  plus g r a d  qu'en le 
pxrtagerint de toiite au t r e  maniere. Nam- 
mons x l'une de ccs parties ; l'autre fera 
a-x , Ez le produit rera ux - x x  ; fuppofons- 
l r  =y ; nous aurons y = ax - x x ; donc en 
di5A-cricianr , dy = ad x - e xdx , & par 

d x t 
n e: u e n t  - u - CO C'q fi on égzle le nu- 

d y  a - l x J  
inérateur à zdro , on aura i - O ,  ce q u i  elt 
absxde ; pnr conEquent  s'il y a un maximum 
ce n'cil qu'en dga!ant le diilomiilateur à zéro,  
qü'on le tronvera. Egalons donc le ddno~ni-  
nateur à z t r o  ; nous aurûns a - 2 x = O 
qui donne x =: { - a  , & nous apprend que da 
quelqüc nanicrc qu'on partage un noinbrç 
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D E  T R E M A T ~ ~ U E S .  6 i  
en deux partics , le produit  de ces deux 
parties fera le p l u ç  grand qu'il efi pofible, 
lorfq~qu'elles f i ro i~ t  cliaciine la moitié de ce 
nombre. 

4 S. Lorfque , coilimc dans cet exemple , 
on a l'expreifion algébrique de la  quantité, 
on  peut Te difpenkr de l'égaler à une nou- 
velle variable y ; il n'y a qu'à la difforencicr 
tout fiinpleinent , & d g a l e r  à zkro le nu- 
mérateur ou lv dénominateur, lorfque cette 
diE2rentielle efi une f r a a i o n .  Ainii dans ce 
rném:: exernplv j e  di56rencirrois Iimplemcnt 
ax - x x  , & kgalant à z i r o  la diE4rentielle 
a d x -  z x d x ,  j'aurois adx - 2  x d x = o ,  
d'où je tire également x= + a. 

4- y. Propohns  - nous une quefiion pluç 
gindrale. Qu'il s'agi& , par exemple , de 
p a ï a g c r  un nombre connu a ,  en deux par- 
ties tcllcs que le produit  d'une puiirancc dE- 
termit-idc de l'une des parties par la merne 
o u  ii:?e autre piiiffmce de  lYa;itre partie , foic 
le plils grand q11'il eit po.Sble. Repr&kntong 
par x la premierc far t ic  , PI par nz la puif- 
fance à Iaqiielle elle doic etre é!evde ; la 
feconde par t is  fera n - x : rcprifcnrons par n 
I n  puifince à 1;aq:izUe el13 doit Etre éievxe, 
alors le prodiiit cil qi-ic8bn k r a  xm ( a  - x 1.. 
Difi-dr:ncions cc  p r o d u i t ,  & 6çqlons la  di^ 
fLrentielle à .zAr;, , nous aurons rn x x  
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rn d x ( a - x ) " - n r  . ~ i -  
vicaiit tout par xm l d~ ( n - x )  n-1 , a,- 
r o n s m ( a - x ) - n x = o  , o u  m a m x -  

m a  nx.= O, q u i  donnr. x , ---- 
m + n  

. Supporons, 
par exemple, qu'il ait et6 quefiion de parta- 
Fer le nombre a en deux parties,  telles que 
le  qiiarré de l'une multiplié par le cube dela 
ficondc, [oit le plus grand qu'il cft pofible; 

z n 
alorsnr= 2 ,  n = g. O n  a donc a c =  - 

, , 3 '  - -  - a ; c'efi i dire , que l'une dea parties 
doit être les 5 du nombre ou dc la quantitt 
propoîde ; & l'autre doit, par coddquent ,  
en €me les crois cinquiemes. 

Ce qu': nous avons dit ci-deffus, à l'oc- 
cafion de la figiire 1 5  , fait  voir qu'une 
qunntitt! p e u t  devenir la plus grande de tou- 
tes  k s  fcmblablcs , e n  dcux manieres diffd- 
rentes : lor?diiv , comme P AI' elle a t t d  d'a- 
b o 4  en croiflàrit pour diminuer enfuite ; ou 
lorrque , comme P " M , elle va en croifTant 
pour s'arïêrer bridiqucment en devenant Q'R', 
mzis d a n s  cc dernier cas , elle eit tout à la 
fois l a  $us grande de toutes les ordonnées 
q u i  abouriXent à la partie convexe, & la 
petite de cellas qui aboutiffent à la partie 
concave. Pa-cillement u n e  quarititi p e u t  de- 
venir la  plus petite de toutes Ces hmblables , 

en 
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ën deux manieres diffërentes : l o r j u e ,  com- 
me PAZ, elle va d'abord en diminuant pour 
augmenter enfuite, ou lorfque ,commr P' Ml", 

elle va en diminuant pour s'arrêter brdque- 
ment:, & alors elle efi tout à l a  fùis un  mi- 
nimum & iin rnaxirnum ; elle eii un ninimurn 
à l'égard de la branche fil T t  AI1" , & un 
maxinrunz à l'égard de l a  branche 114 TM1'. 
'j O. Ainfi , pour difiingiaer fi une p a n -  

t i td  efi un n aximunz , ou un nlrnimunz , ou l'un 
& l'autre, il faut ,  en îuppofanr que a mar- 
que la valeur de x , q u i  convicrit 2u  mrrximrn 
ou rnirzimlrrn , fubitiruer dans la c iumti rd  pro& 
pofde au lieu de x , fucceilivement a + q ,  
a , & a - g. Si les deux rd'iiltats ex remes  
font r tels  & plus petirs q x  celui d u  milieu , 
l a  quantité eit un nzlixirnurn ; fi , au contraire, 
les deux rifultats exrrêmes font plus grands 
que celui du milieu, l a  quantitc? e f i  un mi- 
ninzi~rn : enfin, fi des deux rdfidtats e x d m e s  
l 'un cfi inîâgiiiaire & l'autre rdei, la quan- 
tic6 cfi tout  a la fois un maximum & un mi- 
nmmz. 

5 I .  LorCqne dm3 la détermination d'un 
n2l;xirz-172 c u  d'un minimunt , l a  v a h r  que 
1'011 troiive pour la variable, rend ce& d u  
mûxinturn oü d u  mininzun n é p i v c  , on d'oit 
~onc lure  que le maximum ou le minimum 
qii'eilç indiûuz , n'ayparricnt point à la 

-0 
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queRion ac"ruelle, mais qu ' i l  appartient à m e  
quefiion où quelques-uncs des conditions fe- 
roient contraires. Par e x e m ~ l e  . fi l'on de* 

1 '  

mandoit de parrager la ligne A B ( Fi 
point C, de maniere q u e  le quarr t  c f  e la 16) dif. au 
L n c e  A C  au point A ;&tant divifd par la dif- 
tance au point B , donne le plus petit quotient 
poliible ; alors nommant a la ligne don- 
née A B ,  & x la partie A C; la  partie r d  
rame CR k r o i t  a - x , & par conf&qiient le 

x = quotient feroit - . 
a - x '  

diffdrer.cions donc cette 

quaceitd , ou x' (a - x ) '  ; nous aurons 
2xdx.  ( a  - x)' + x 2 d x  (a - xj-' = o , ou 
2 a J x  - x 1  n x  + -----= O, OU 2 axdx - xVx= O, 
R - X  (L?-x)' 

OU ( 2  C-x x=  0,qui donne oux=o,ou 2 u- 
x = O ; la  ire valeur indique un minimum, 
nuis qui eit évident fans le  calcul. Quanr 
à la feconde qui donne x - 2 a ,  fi on fubi: 

P. a - t i tue cette valeiir dans - 
a - x '  

eeIle-ci devient 
- OU - + a. Le mininzum n'appartient donc 
- n  - 
m s  à la aueition a&uelle. Alais fi l'on fait 
1 

attention $ la valeur x = 2 a que I'on trouve, 
on  verra que le point C ne peut  &tre en- 
t r e  A & ): : mais que l a  queition aura une 
folurion , s'il s'agit de l e  trouver fiir le 
prolongement de A B , au-delà de B par 
rapport P A, Or dans cc cas G nous nom 
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DE ~ ~ A T H ~ M A T I Q U E S ;  67 
ïiîoils A Cl, x ; la difiance BC' ne fera plus 
a - x , mais x - a , & l a  quanritk dont il 

k1 
s'agiiroit , fera - 

x a' 
laquelle étant diffd- 

zxdx x l d x  
renciCc & dgalCe à z t ro  , donne - - - - 

x-a  f.i-a)% 

= O, ou après les r tduaions faites, xz dx 2 
2 a xdx = O, qui donrie x = 2 a ,  comme ci- 
devant ; mais cette quamir6 hbitituée dans 

x a  - 
ic - a' 

la change en 4 a. Il y a donc un mini- 
mum pour ce cas. 

Si l'on dgale le dinominateur x - a de la 
'différentielle, S zéro , on a x = a ,  qu i  indi- 
que un nlaxintum t & en effet, lorfque uc - a ,  
la quantitd devient infinie. Mais il n'a pas 
moins le vrai caratlere du n2aximum , car 
ioit qu'on h p y o k  x plus petit ou plus grand 
que a , ,  on rrchve une quantité I;ius petite 
qu'en fuppoTant x - a. 

5 2 Lorfque l'exprei'bn d'une quantité 
qui doit être un nzaxirtzunr ou un tnininzurn , 
renferme quelque multiplicateur ou quel- 
que divireur confiant, ou peut furprimer ce 
multiplicateur ou cc divikur , avant que de 
diffdrencier ; en effet , îuppolons q u e  / rc- 

prBknte gtnéralement une quantite qu i  
doit erre un maximum ou un rnininzum , p & 

O ~ Y  Ctant dcs confiantes ; il faut donc que = 9 ; 
E &  
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or puifque a & b ne feront pas zéro, il faut 
que = O ; la condufion eR donc la même 
que i y feu1 eîit dîi k r o  un naxinzum ou un 
mirzinurn , c'eit-à-dire , la m6me qu'en fup- 
primant les fdleurs  & les divifcurs conf- 
iants. Cette remarque fe r t  à firnplifier les 
calculs., dans plufieurs cas. 
j 3. Propofons - nous . maintenant , de 

trouver entre toutes les lignes q u e  l'on p u t  
mener par un même point D donné cians 
l'angle crinnu ABC ( Fzg. I 7 ) , quelle eit celle 
qu i  forme avec les c ~ t é o  dc cer angle , lc 
plus petit triangle pofible. 

h lenoi~ç  par le point D , la ligne DG paral- 
lele au côté A 23, & fiippofaiit E F  une  d r o i x  

uelconque tirée par le  point LI, abaiffons LI< perpendiculaire Tur BC, 8r du point E ou 
EFrenconcre AB,  abaiffons EL aufii perpe:i- 
diculaire fur BC. La ligne b'C- eit cenfde con- 
nue, ainli que la pcrp&diculairc D K ; nom- 
mons donc BG-a,  DK=I>, & la bafe BFdu 
rriangie B EF,  nommons-la x. 011 voit q u e  
depuis un certain terme , plus BF croitra , & 
plus le triangle augrneneera. Au co:-irraiie, fi 
B F diminue, on c o n ~ o i t  que l e  triangle di- 
miniiera , mais jufqu'à iin certain termc fcu- 
lement ; car ii B F  devemit prerque égal 
à BG , l a  droitc G D F l e r o i r  pi-elrque parall~le 

A E , puifqu'ells feroit prC:ç i fi çonfon- 
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are avec GD : le triangle feroit alors e x t r b  
mement grand. 11 y a donc une certaine 
valcur  de-^^ qui  donne le pllis petit trian- 
gle poiI<ble. Pour  la trouve% cherchons 
I'expreBion générale du  triangle B E k. Or 
les triangles Cernlilables B EE, GD ~ d o n i i g n c  
G F :  B F : :  D F :  E F ,  & les trizngles fem- 
bliblcs D 14' 8 & -E: L F donnent D F : EE: : 
D R : E L ; d c n c G F :  EP:: D K :  E:h;,c'efi- 

b x 
à-dire, x -  a :  x : :  b :  E L =  - donc la  

2 - < z 9  

furiice du triangle B E F ,  qui  eat 
EL x BF 

z 9 - 
b x  x $ b x x  fera - x-ou-- 

x - a  z x - a  
. 11 faut donc  qu'en 

diEdrenciant ce t te  quantitd , le aurnérateur 
QU le d6iiominateur devienne &-O , ou bien, 
comme on peut ( 52 ) fupprin~er  le faaeur  

- - 
X X  

confiant $ bj il fuf i ra  de diff%rencier -- - mais 
X -  Cl' . - 

fans refaire ce calcul que  nous avons dCjà 
rencontré ( 5 I 1, nous coqclurons de mCme, 
que x e 2 a ; donc fi l'on prend BF= z a = 
2 B G ,  l a  Iigne F D  E que l'on tirera par 1o 
point D , donnera le triangle FBE pour le 
plus pe t i t  demandC. 
j 4. Cherchons maintenant parmi tous  

les paralMipipedes de même furfacç & de 
meme hauteur , quel efi celui qu i  a la plus 
grande capacité. 

Nommons h la hauteur , c c l a  furface da 
E 5  
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.'JO C O U R S  
paralIdiipipedc ; x & y les deux cUtPs dii 
reCtaiigle qui fert de baîe. L a  iürface totale 
efi compofée de lix rettangles , dont deux 
o n t  chacun h pour côtd ou pour hauteur,  & 
x pour bafe ; deux aurres ont h pour hauteur, 
& y  pour bafe ; enfin les deux derniers ont x 
pour bafe , &y pour hauteur ; ainfi la furface 
totale a pour exprefioo 2 h x - t  3 /y -i- 2 xy ; 
ç'elt-à- dire,  que  l'on a 2 hx -C 2 hi + 2 xy =cc. 
Quant  à La capacité ou  foliditd, elle eit hxy. 
P ~ i i s  donc qu'elle doit Eire la plus grande d e  
toutes celles de même furface , il faut que 
f a  diffdrentiellc hxdy + hyds  f& = o , o u ,  
( cc qui revient a u  mêmc ) il faut que x dy -t- 
ydx = O. Mais l'équation 2 hx + 2 /y -t- 2 y x  
c= c C ,  qui exprime que la iiarface de tous 
ces paralikiipipedes efi confiante ou la mé- 
me, donne 2 hdx -+ 2 hdy+2 X J Y + ~ ~ ~ X = O .  

Subflituant donc , dans cette dquation , la 
valeur de dx , t i r t e  de la  preiniere , on aura, 
zprks Içs rédufiions faites , -y =I x ; la bafe 
doit donc être un quârré. Pour en connoi- 
lrre 12 côré , il faut mettre pour y fa  valeur x 
dans l2çuation 2 hx + 2 hy + 2 xy =L cc, q u i  
deviendra par-là ,+  h x-+- 2 2 =E c c , & q u i  
étant réfolue, donne x=- h t  V h h  + $ c c ,  

dont  l a  racine x = - 12 - 1/f i*+ ; c c ,  &tant 
ndgative, ne peut îervir B la quefiion préfen- 
te ; ainfi la valeur convenable de x , edt x a 

L- + i ( h h > x e  
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f 5. Si l'on deniande , à prirent ,  quelle 
doit Qtrc la hauteur h ,  pour que le parailéii- 
pipede ait la plus graiide folidid de cous 
ceux de même îurfacc ; on remarquera que 
puifquc la haureur dtant h ,  a bafe doit être 
un quarré , cette Coiidité fera exprimée 
par  h xx ; il faut donc que la diftérentielle 
de hxx , en regardarith & x comme variables, 
f o i t -O ;  on a donc z J 1 x i ~ + ~ x d h = o , o u  
2 h d x -è x d /Z = O ,  en divifant par x. Maia 
I'équntion 4 hx c a x' = c c , qk ex rime, 
alors , que la furfacc eR conRante, Bonne, 
en  diffdrenciant , q hdx + q. xdhi-+ xdx=o ; 
mcttant donc , dans celle-ci , pour a h  , ia 
valeur tirLe de 1 '~~ i r ac ion  a hdx 4 xiih = O ,' 
on aura, après les réduttions faites , h = x ; 
donc  le parailtlipipede cherclic? doit être un 
cube , puiîque ion côrd , ou ta hauteur h ,  doit 
être égal au côt t  x du qua r r t  q u i  fcrt de 
bafe. Pour trouver maintenant le côtd de ce 
cube ,  il faut mcttre pour h , fa valeur x dans 
l'tquation 4 hx + 2 x' = c c , qui  deviendra 
q. x2 Ct- 2' xZ - CC OU 6 xZ - CC qu i  donne 

~c = l/Z. Donc , de tous les paralldli- 
6 

pipedes de même furface , celui qu i  a la 
plus grande folidité eit le cube qu i  a pour 
côcd une ligne &gale à l a  racine quarrke dc 
la lixienie partie dc cette furface. 

E 4  
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f' 6. Cherchons, maintenan: ; entre tout 
Pcs triangles de mCmé contour & de même 
b a k  , q;cl cit celui q u i  a la plus grande fur- 
facs. , 

S o i t  a l a  bafe A B , & c le contour du 
triariLie AB ( Fig, 18 ). Abaiflins 13 perpen- 
dicilla, re C P , & riornrnons A P , x ; CP, y - ; 
I ~ O I I S  ~ U I - O W  Pt: = a  - x , d C= r/& + yy 

= Donc le contour fera 

V x  r + j y  4.- V';; +ia .L a ,  & la  furface fer3 
~ - -  ~- - 

f:; on aura donc Vix +u -i- I/Zx + a = r ,  

cosféquenr d y = o. Or l'dquation qui  
exprime que le contour eR coiiflaiir , 

.Y r i  .Y $- y d y 
&tan t  diffdrenciée , domera ----- + - VZyjG 
a-A . -dac f - y  dy 
.- -- ui 3 cade  que d~ = O, 0 , q  ? 6 - 5 ) a  -i- Y) 

x d x  ( a - x )  d x  
fe rdduit à - - - - = O, VXx -i- ;y V ( a - x ) ' + y y  
o u  divifant par dx & chaiTant lzs fraQions ; 

QII aura x x . a - x + x x y y = a  - x . x x - &  
- 2  

a - x .,yy ; faifan. les opérations indiqudes , 
CupFrinknt de part  ai d'autre les termes 
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ggaux , & riduirant , nous a'nrons .xx = n - x j 
OUXX== aa- zax+xx,  q u i d o n n e x z f a ,  
& nous fait voir que 1s triangle doit ê t re  
iCofcele. Ainf i  d faut du  nlilieu dc A B  
élever unc F .rpendiculaire, & ayant dkcrir 
di1 point R comitie centre & d'un rayon Cgat 
à la moitié Ce l'excès du contour c iiir la 
b a k  a , u n  zrc qui coupe cette pcrpendicu- 
lairr en C, ii I'on tire CB & C A ,  on aura le 
triangle q u i  a 13 plus grande Curface de tous 
ceux de même contour & de même bafc. 

fi 7.  Si  I'on veut favoir rnaincei~ant, quel 
eft , géndral -mene , entre tous les triangle9 
de r n h e  contour, celui q u i  a la plus grande 
ru!-face , il f a u t  remarquer que quelle quo 
ioir la bafc , on voit par la fblution précdi  
dente , qus; x doit toujours en êrrc la inoitid ; 
c'cft à-dire,  que quel que fûit a ,  on doie 
toujours avoir x = + a. Cela &tant , l'&qua- 
rion qu i  exprime le contour , fe réduira A -- v;qy 4 -i- a c ,  oz  

- 
2 V $ a a t Y Y -  C - a ; quarrant, on aura 
a a + + y y = c c - 2  a c + a a  ; q u i  donne 

-- 
C S - z a c  

Y =  L a  hrface du  rriangle - qcf 

k i t  gén6ralemenr :, bra  dotic C C - z a c  
9 

4 
Puis donc qu'elle doit être la plus grande da 
bouta celles de même conrour, quelle que 
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94 C W U R ~  
îoit d'aiIleurs l a  bar' a ,  il faut kgaler à zErd 

!a diff6rentielle de 
vC ' - 

4 
ou de 

D dcc - prife en regardant a comme va- 
riable. Nous aurons donc J ( a  1/5,_idij OU 

--- F.- a .  c d a  ( ~ c - z a c j - ~ = o , o u d a \ / c ~ - ~ ~ ~ -  
r u d a  

v f c , z a c  -O, ouda (cc- 2ac )  - cada= O 

ou cc& - 3 cada = O, d'où l'on tire a = -5. 
2 '  

Idonc la bafe a doit etre le tiers du contou; : 
& puiîque nous avons vu d'ailleurs que le 
sriangie devoit être iîofcelc , i l  s'enfuit donc 
qu'il doit erre kquilackral. Donc de tous les 
~zriaiigles de même contour, le triangle dqui-  
latdral efi celui qui a la plus grande furface. 

5 8, Dans ces deux iolutions , nous n'a- 
wons pas égalt le dénominateur à ztro  ; parce 
p e  , dans la premiere , cela nous auroir 
donn i  pour x une valeur imaginaire ; & dans 
l a  Ceconde , nous aurions trouvé a 3 + c , qui 
n'auroit point fatisfait, non plus, à la quef- 
fion ; puiique li la balé etoit la moitié du 
contour , les deux autres côtds fê confon- 
droient a k c  cette bafe, & le triangle feroic 
alors ztro. A l'avenir, lorfque le ~iumdrateur 
ou le dhominateur, dg& à zdro, ne nous 
6ondutra point à une folution admifible 
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bous n'en ferons pas mention Four ne pas 
nous arréter à des recherches inutiles. 

19. Dans l'avant d e r n i r e  queffion, nous ne fon:mes parvc* 
ni s à déterminer , ent:e tous le, paralibiip pedes de m i m e  
Surface, celui q ~ i i  avck la p us grande capacité , qu'après avoir 
confidérC. les par~liLlipipeciçs de m i m e  1i;ureur. Pareii l~rnent,  
dans la derniere qcetiion , nous avocs déterminé entre tous les 
triangles de  méme LontLur, quel éroit celui qiji avoit la plus 
grande h r f :  ce ; mais en cxnmen5ant par r é k u d r e  la queffion 
pour les rriangles de méme bak. 

Il efi ordinairement plus Cim~le  d'en ufer airfi ; c'eil-à-dire , 
d e  refoudre la quefiion en ne failànt varier enfemble que le 
plus petit nombre pofible de  quantités, K. faihnt varier en- 
fuite & fuxe f ivemen t  chacune des qi.antirés qui ont été trai. 
iées comme conflanres. Par exemple ,  fi l'on denianduit d e  
partager un nombre donné, en trois partics , de maniere que le 
prod-ùii de ces trois parties fiit 1s plus grand qu'il eR p:,fible; 
e n  nommant 2 & y  d ~ u x  de ces parties, 8. a le nombre donné, 
3a tro'fitme feroit a - x - y ,  CL l e  produit des trois parties Ce. 
roit iry (A--*-y), dont il frudroit égaler l a  différentielle , à 
z6.o. Mais au lieu dr diiftrencier en rrgardanr x & y  comme 
v'riables en mEme temps, je ne regarderai d'abord que x comme 
vzriable ; j'aurai dmc aydx - 2xy& -y '  liX = O , d'où 
l'on rire x=: (a-Y) .  L e  produit xy (O-=-y) Ce change donc 
en-; y , ( ~ - ~ ) ' .  Je  diEérencie maintenant , en f a i f~n t  vzïier y ,  
& 1 aii  dy(a-y)"-dy(a-y)q~;e (égale parelllemenii z i ro  , 
& j'ai r iy  rli-y)z-zyLIy (ja-y-)= o , d ' ~ ù  ;e rire a; donc x , 
& l a  troirierne partie n-r-y, iont chacune ; u 

60. O n  peut auRi faire varier enrea-ible , fi l'on veut ,  toutes 
l e s  quan-itbs varizklrs, pais raffernlilznt tous les termes qui font 
multipliés par la différentielle d'une niCrne variable, égaler 
leur  Comme i zéro , & fai-e 12 m6rr.e chofe à 1I't.gard de la dif- 
férentielle d e  chaque variable. Ainl; , dans le  dernier exemple, 
j'aurois axdy+-enyd~-z xrdx-xzdy-2rydy-y'&= O , éga- 
gant Gparément à z ' ro  , l ?  hn ime  des termes afiCtés de r i x ,  & 
celie des termes al?&& de dy, j'ai rrvd.s-z,- dr--yldr=o , 
B< uxilp-x'dy-ziydy = a;  ou , cr &&nt In prernicre par 
ydx & la ficonde par xdy , a-zx-y=o & n-x-zy -: O , 
équation dont il eff facile de  conclure x =  + a , & y=; a , 
çonline ci-dtffus. 

La raifop de ce procédé e n  facile 1 appercevoir, en r e m w  
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quant qu'il n'y a ici d'autre condition à remplir ,  {non que 14 
diiF4rencieile totale [oit ~ t r o .  Or , cette coqdition ne pe,.t etre 
m m ?  ;t: géiiéra'emerit que de deux mai;-tes , ou , en (uppo- 
&r.t que chacune des Jeux diff+enrieile> i!.x 9 dy , eR égal" à 
z"rri, cc q u i  fitirfcrci: en effèr a I'kqu .tion , mais ne feroir rien 
cont,oirre: ou bien en Luppoiint que la TG lime dcs termes q u i  
rniilti$ient dx , ainG que cei!e des termes qui rnu'tiplient d y ,  
font chacune z6ro : ce qui eil pr t~ i l é r~ i en t  ce quo nous avoni 
p r e h i t .  

6 1 .  LorGue les conditions de la quefii n font expriméet 
par plufieurs tquations , il faii avrnr dbmpiiqiier ce te regie 5 
l'tquztion diff6rentielle q u i  dcit déterminer le m a  .imum ou le 
min'murn, rirer des autrcs équations diifërenciées , les valeurs 
des  différen~ielles d'autanr de variables qu'il v a d 'éq~~ations 
out re  celle là  , & les introduire dans cette même équation : 
alors on zpplique la re le comme \'il n'y avoit eu que ceire 
Seule iquntioln. Ainfi , k n s  l1exemplc ri dkf l  s , du p!us grriid 
para l lé l ip i~ede,  nous avions cette équation t h r + z I i ~ + ~ x y = c c ,  
& l a  condition que hx-y devoit être un mu-irnum. Si donc nous 
vouions regarder tout à 1s fois h , .r K. corrirne vdriabies, 
iaCqrration zlix+9c. donnera en ciiF,renci.:n , ~h ix+ zxrik+ 
zhdy+zydh+~xdy +- ~ ~ d x . - o  ; & la cord~ti .>n du ntrxinwn 
donrierd hxdy+hydx-t-xydh =r o. D e  ia pr-rniere je tire dh = 
- y & - x d j - h d y - h G x  

; fubflituant cette valeur duis  13 
X+Y 

féconde, j'ai, apr& les r é d d i o n c  ordinaires, i2x3dy+hy'rfx- 
xy2 ' l x  - x'ydy = o. Je  puis mainterant égaler i zéro , la 
C m m e  des termes q u i  niuitiplient r ! x  , & celle des termes 
qui multiplient dy. J'z~irdi k y  z-xyl=o ou /i=x, & I iwl-  
s c a y o ,  d'où, en d ivXnt  tout par le fa&ur cmmiun xL, on 
rire h-yr=?. s~ii donie  A = y ;  8~ puifque l'on a 11- x ,  
on a donc aufliy =rr ; les trois dirncnfions h , x , y ,  forlt 
donc égales, ce qui s'accorde w e c  l a  premiere Lolurion; & en 
mettant ces valeurs dans l'équation z h x + z h y  + LYX=LC, on 

Q 6 h Z = c c ,  qui donne k c= <cl comme dans cette 
même hlution. 

62. ?9on-6ulement on p m t  ne faire varier les quantités que 
' iuccefi~ernent , ou les taire varier toutes à 18 fois, mais on peut 
encore prendre pour confiantes telles fcn&ions que l'on vou: 
dra de ces quantites, pourvu que le nombre de ces nouveJles 
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&onditions arbitraires , réuni i celui des coiiditions de la querd 
tion , ne 6 i t  pns plus grand que l e  nombre des variables x ,  y ,  7, 
q u i  entrent ddns la queilion. Cette JeInarque peut être d e  
la plus grande utilité dans pluiieurs quefiions , principalemcilr 
quznd il Y a des quantites radicales; e!i voici un exemple4 
Qu ' i l  s'agire de trouver entre tous les quadrilateres de même  
contoiir, quel efi celui qui auroit la plus grande furface. Si des 
angles C Br U (Fi r ? )  on abniRe les perpendiculaires D E 
8r CF fÙr Ic c6ié A%, 8< que du point D on mrnç B K  pnraliele 
à AU; alors n o m m ~ n t A E ,  s ; D E ,  t ;  AF,u; CF ,x& B F , y ,  
i c a u k  des triangles reAa17gles , on aura DA = ~ ' s s +  r t ,  

. . -  . --- 
niarque l e  co~itour , on aura VJ s + r r + l / ( s +  u) '+(x-  r)* 

+ vxLtY Y + u + Y  =a.  u un autre c i  f , la fürfàce ABCU. 
vaut !e trapeLe DE2 C, moins le triangle D A E  , plus l e  triangle 

s +  u s r  xy 
C F B ;  c'en-i-dire , ( L +  x )  (-1 - - +- -. C e h  

\ % /  2 Z 
P 3 G ,  il fmdroit  danc diGrencier cette & i'i.c,:iation 
préc:denie. Alais les quantités radicales rendraient la  fuite du 
calcul irès-compliquée. Pour éviter ces difficultér . noüs fuppo- . . 
Cerons d'abord que les trois quanritéç radicales font  c o n ~ a & s ,  - rd$+ cdr 
C C  qui nous donnera c! ( d s s  -+ r t  ) = O ,  ou -- 

/ Z r  
, '% 

par confbqiient sds-+-rdt=o, on trouvera de m i m e ,  par !a 
&conde quantiti radicale, (s+u) (ds+du)+(x-r) (&-d:) 
-=O ; Pr par la troiiieme , x d x + y tly - o. O r ,  l'équa:lon 
du ccntuur étant difi-irenciée dans ce:te nièrne fippo5tion , 
donne riu+dy-zo , & la condition du maîriniitrn de la h r -  
f , ~ c e , d o n n e ( s + u ) ( c i r + d x ) + ( t + x )  ( d r + d u )  -263- 
s&+xrfy+ydx= O ,  ou Iccit+~dx+ ud.r +. tdu+xds+ 
xdu + x i 4  t y d x s  a .  La premiere équatioii iifEirenUelie , 

r lit* 
danne d s = - - , la trolfiemc donne dx rz: 

S 
-w ; a 13. 
X 

ijua!rierne dcone du = - Jy. SuSCituant dnns la Gzondî 
danî la c;nijuiern*. on a ,  a p r k  les réEiiEiions faires ( c h +  
sdy)(~+3)~-(j.dy+~di)(~-i~~=3, & J U . Y . ! L - - . S ~ ~ ~ V - ~ J ~ ~ ~ -  

ts.cr!y-x'rtlr-.c,y'~iy=o, fi i'cn tire de celle-ci l a  valeur 
de ch , un verra qFe tcus les ternies du nui:iérateur <ont affecrk 
de J, & qu'en fi~bfi::~~anr dans la  pré cidente to i i s  ies  termes rè- 
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ront auf i  a&&& de s , on aura donc J=O ; ce  qui  nous apprend 
que i'angle DA8 doit être droit :cela pofé, I'équation du contour 

devient r + v u u  + ( x  - ta+ v x x  + u + y = a ,  a 
U 

Jscxp:eiiion de  l a  furfdce devient ( t -)- w ) - +. 5'. Dif- 
2 Z - - 

férencions d m c  en  n e  fuppofant plus que  !es deux radi. 
Caux , confians. Nous a u ~ o n r  udu+( x - t ) ( th-th) i-r O ; 
adx 4 ydy = O , rlt -+ t h  + dy -- O ,  Y( u ( d t+dx  )+ 
( t + A ) du -+ x d y  +y d x = o. La f x o n d e  d e  ces équa- 

x dx 
tions donne d y  = - - ; la troifieme donne cil=-du+, 

vcdn - VAL Y 
ou rLt = ; ces valeiirs iubfiiruées dans la premiera 

U 

c9. la troificme ," donnent y l ~ h  +- (x-t) ( ~ J x -  xllx+ydu = O ,  

& u ( ~ d z - y i i ~ i  -+- y d r )  + ( t + ~ )  y h - X '  (1 x + y Z d  x = O; 
or , fi d e  1'i:ne der Jeux on tire I n  valeur de d x ,  & qu'on 
l a  fubfiitue dans I'zutre, on aura une é p a t i o n  dont tous les ter- 
mes feront multi?liés par y ,  & qui par conCequent donne y=o; 
5( fzit voir que  I'zngle CMA doit aufi  être droit. Cela étant 1'E- 

quarion du coiitour devient t + f u u +  (r-r) '+ X +  IL = a ;  

cions donc en  ne  LppoLnt  plus d'autre quantid confiante, que 
le  radical. Nous a u r m s  u r h  + (x- t )  ( A - d l )  = O ,  ci^ + 
d i + d u = o ,  u ( d ~ + d x ) +  ( t  4 - x )  du O j la tëconde 
donne dt=-  rtx - du ; fubitituant dans les deux autres on a 
udzr+(x-t) ( z d x + d u )  =O, & - u d u + ( r  + x )  d u - O ;  
or , ceile-ci donne d u  z O ;  donc la précédente Ce réduit & 
( x - c )  zdx -2 O ,  q u i  donne x = r. Cela pof? , l'équation du 
contoÿr Te réduit à zt+zu -a & celle d e  la furface, à t u ;  on 
a donc dt + du = O ,  Pc I ~ L L  -+ u( i t I  O ; la prcrniere donne 
dc = -du ,  ce qu i  change l a  fëconde en  rdu - u d u  = o ; 
8: par codéquent L = u ; donc les lignes A B, A D , A C, C B ,  
iont toutes égales ; & p u i 4 u e  l'angle A doit être droit ,  le qua- 
drilatere cherché doit être un quarre. 

Au refle , oii pourroit trouver cettepropriétb plus facilement J 

mais ce n'étoit point là n o m  objet principal : il s7agiffoit 
de faire voir comment la liberté de prendre telle ou telle 
qumtitb pour c s n h n i e  , peüt , dans bien dzs acczfions, donner 
les püyCi1iï de, faylireq le calcul; 8 cet exemple y émit tris- 
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propre ; car fins cela , l e  calcul Croit très-compofé. On peur 
appliquer des idées feiiiblables aux autres polygones. & on 
trouvera qu'en de toutes les figures d'un mime contom 
& d'un merne nombre dr cotés, celle qui a la plus grande  SU^ 
face eff rouiriun le polygone rtgulier de ce m i m e  nombre da 
C Ô I ~ S  ; d'où il ruil: que de routes les figures de même contourll 
le cercle eff ceile qui a la plus grande furface. 

Des point3 rnutt$es. 

63. Nous avons examiné ce qui arrivoit lorlque l'une d# 
deux différentielles dx ou dy , ou (ce qui  revient au &me] 

d a  
br ique  le numérateur ou Ie dénominateur de la valeur de -. 

d~ 
devenoit zéro,  & nous avons vu que l'un de ces deux cas 
avoit toujours lieu lorfqii'il y avoit un rnlzxinzum ou un minM 
mum. Mais lorique le nurnéra:eur & l e  dénoininateuc de lai 

dr; 
va!eur de  - deviennent zéro en même-temps , qu'arrive-t-i]E 

Y d x  
alors, & à quoi fë réduit l a  valeur de  - ! 

d v  
Pour répondre à ces quefiions , n&î obierverons d'zbud 

que loriqu'on a diffirencié l'équation d'une courbe, comme iE 
a que des termes mÜltiplits par dx & des termm 

multipliés par dy , on peut en appellant A la fornme des prm 
miers & B celle des feconds, reprbhnrtr  I'tquarion diEren- - 

d x  B 
de l l e ,  par Ada+ kd2 c O. Cette équation donne - =- - 

d v  A' 
or ,. pour que B & A deviennent zéro en méine temGs, il fmt 
qc'lls aient un commun divifëur, qui  devenant zéro lorfque 
x & y ont ccrtdines valeurs, rend B & A 6gaux à zéro en 
mimc temps. Par exemple ,  dans la courbc qui a pour équation 

d x s a ( a - x ) i -  
c e n  mettant poury , fi valeur, ) - = + a 

d y  - -4- ( a - x ) l -  z r (a-iz] 
quantité qui devient %, Ior!$e x=a: maison voit e r  niéme 
t e q s  que a-x eit divireur cornrnun d u  ~iurnérateur Sr du d é n q  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d~ I X  = a  di- 
minatcur , & que la valeur de  - Te réduit à - - 

d y  
'Q- * - a* 

a-3x 
bu;, dan4 l e  cas particulier de  x - a ,  Cc réduit à r , c'efl-à- 
2). 

d i r e ,  que dans cet exemple,  la  valeur de  eR $i 1.  

I l  paroit do.,c qile poür avoir ,  en pdreil cas,  la valeur de 
d x  -, i! n'y a aÿtre chsCe à Idire qu'à chercher le commun divi, 
dy  
f i i r  des detx termes de la  fra0io:i qci l'exprime, 8. divikr  ccs 
deux termes par leur commun divifeur. 

+ O n  peut en eKkt  en  ufer ai&; mais cet expCdicnt nJeR 
d x  

pas toujours fïuEfiiit Iorfque la valeur de - renferme plus 
J v 

d'une variable,  non plus que IorCqu'il renf&e des quantités 
radicales ; n'y eiii-il même que dans ce dernier cas qu'une Gule 
variadle. C'e8 pourquoi nous ~Iloris donner un moyen plus 
g tnéra l  & +l:is ficile. Alais aupxavant  il faut faire connoitre 
ba nature des ~ c i n t s  des lignes coiirbes, o ù  cette fit?giilarité 
a r r i v e  On va voir -que cela arrive dans les points  rtzdtiples; 
c'efi-à-di-e , d a r î  ceux où p l d e u r s  branches d'une mème 
eourbe ic rencontrcn:. 

64. [-oncevons àcnc que S o I ~ i i ? ~ f d O f l ( ~ T i g .  20) rait Une 
courbe dcnt deux brziiches , au mains , Te rencontrent au 
poiirt 0. I I  efl clair qu'i  chaque abICi!Tc lCP, ou x , il r tpond, 
( au  moins dans u n  certain intervalle) u n  certain nombre de 
valeurs iJltl, Ph" pour y, & que celles qui rcpondenr aux b r m  
clies qui  doivent Te rencontrer, deviennent égales dans :e point 
'de rencontre O. 

Pareillement, A Z  étant  l'axe des orJonn6es , il f a ~ t  qv'à 
chaque ordonnie AQ,  il répoq ie , (au moins dans LI i certain 
intervalle) un certain nombre d'abEiK~s Q N ,  9 N', Q N i ' ,  S' 
que ce!!es qui r0pondent aux branches qui doivent Te rencontrer, 
devienricnt 21rales dnns rr p i n t  de rencoiltre. 

Donc, fi l'on r e p r é h t e  par a l a  vsleiir de x .  Pr pzr  b l a  
valeur de y ,  qui CO-\.iennent au poiot mnltipic , i'équztion de 
cette courbe doii Ctre trile qde IorTqv'on y r. r- + ï -  cz pour x ,  on 
trouve que y aura autmt de saleurs égSi es a b ,  qu'il y a 
de hrznches qui pa f in t  par le poi: t multipie, Sr il faudra da  
nii.n:e qu'en mzttant b p,ur y , on trouve un  pareil rombre 2e 
valeirrs di. pcur x, 

Il iüit ce-là qae l'iquaticn doi t  etse  t e l e ,  qu'eile pui re  if? 
ra!:::nc3 
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t amen ie  à cette forme. .. (x -a l rn  F+ (2-ajm-' (2-6) F' -t-! 
( ' 7 0 - a ) m - ' ( y - b ) '  P 1 + ( x - a j m - 3  : y - b ) '  F1"+ 
. . . . . j y -b jm~=o ,  m, marquant le degré d e  multipliciGdu 
point en quefiion, 8 F ,  F' , &c. 1, marquant des quantités com- 
pofées, comme on le voudra, de x ?  y & de conff antes, ce que ,  
pour abrçger, on zppclle desjor&"ons d e  x ,  y & d e  conflantes. 

En effet, il eR c l a i  que ii l'on fait x = a ,  l'équation qui  fë 
réduit alors à ( y - b ) T= O ,  iéra divifible , m fois , par 
y-6 , 8 donnerd par confiquent rn fois , l'équation y - b s o  , 
b u y z  b. Il en efi de même fi l'on Ciit y = a b  ; I'iquatidn qui  fi 
riduit  alors I< ( 2 - a ) m  F ,  fera divifible , m fois, par x-a, & 
donnera par conEquent autant de L i s  l'équation x -  a u  O , 
OU x = a ;  ce qui ne peut ar r iver ,  fi l'tquation n'efi pas r éduc l  
tiiile à l a  forme que nous venons d'expofer. 

Concevons mahtenant  qu'on d i a r e n c i c  cette êquation 
tn fois de  fuite , en faifant inéme ( fi l'or. veut) varier aufii dx 
& dy. En réflkiiifiant h r  l e  principe d e  la différenciation 
on verra facilement, ( & nous allons l e  faire voir pa r  UR 
exeinplp ) I O .  qu'il n'y aura que la derniere équation différcn- 
tielle dans laqueile il y ait qiielques termes qui n e  h i e n t  p lus  
~ f i e A é s  de y-b ou de  x-a. Conc  , lorfilu'il y aura u n  point 
mi:l:ipte, les différentielles prerniere , ficonde , troifieme , &c. 
Ce i'équation , doivent, lorfqu'on y mettra pour x & y  leurs  
valeurs a Sr + q3i répondent zu point multiple,  s'antantir 
toutes, excepté ceile dont l e  degré de diférentielle efi marqué 
qar  m ; zo .  on. verra de  mErne , que dans cette derniere équa- 
tion di&:rentielle, les termes affréii.s d e  AEx , ddy , d ' x  &cm & 
d e  toutes les dift-ereniiel!es de  degrés ultérieurs, auront tous 
pour f.i&eurs quelqiier puiffances de x-n ou de y-b; & que p a r  
tbnféqurnt ces diGrentielles dii)droiiiènt au p6int multiple. 

D e  ces priiicipes , il fuit I O .  qu'au point multiple on n e  peut 
d r 

àvoir la valeur de - autremeiit csprirnée que par :, fi ce  n'es 
11 v 
- 1  

par la derniere dquaiion difZrentielle , pu;fque toutes les autres 
Cquations diffé~entielles s'antznriifanr alors , tout ce qui inultiplie 
dx eit zéro , & tous ce qu i  multiplie dy eff zbro; 20. q u e  
cette derniere équation diff'rentiel'e ne contenant point iii 
ddx ,  hi J . 4 ,  ni routes lec autres difi? entielles u!térieures, peut 
rNulter inimédi7t~ment de l'équaricn propofée diffirenciée m 
fois de f iite , en fuppofant d x  8z + co.iitnnts ; ;O. que dzns cette 
mirne dcrniere équation di@henti<lje cix & 4 rnon:ersiir: rq 

P 
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dcgr i  nz ; 81 que par  conféquent f i  l'on diviG par dym , on aura 
rl x - en r&lvant cette équation, rn valeurs de - qui rerviron( 
d v 

à trouver les tangentes qu'ont au point mulriyle les di@ ~rentea 
branches q u i  paIIent par ce point. 

Pour éclaircir & confir:i.er tout cela pa r  un  exemple,  pre- 
nons l a  courbe qui a pour équation a ( y-b)' - x ( x-ir ) " = o. 
Si l'on diWrencie cet,e équzrion nz fois, c'eil-à-dire , i c i ,  deux 
fois,on aura 1'. zndy (y-b) - rix (x-a)'-'xdn ( x -a )  =O; 

s'. znddy ( y -b )+zdy ' -ddx  (x-'2)'-zdx'  (x -A)-zxddx(x-O)  
-=dxl  ( x - U ) - Z A ~ X ~ L O ,  oL; l'on vo i t ,  qu'en m e t t x t  a pour x , 
& b poury  , Li premiere- équdtion difiévnrielie s'évarouit , & 
que dans l a  feconde , les ternies atEE1és de d d i  & de Jrfy s'cva- 
nouiirent , en fu rx  qn'el!e fe rtduit  i zadyz-zadx' =o.  

Mais,  fi au lieu iie difftrcncier pour la Ceconde fois , en trai- 
tant dr & dy comme variables , nous euifions difrérencié en les 
traitant coiiirne confiants, nocs aurions eu  zridyz-zdxL(x-n)- 
2dx' (x-il) - z x d x a  3 O, q d i  en me;tant n pour x ,  fi réduit 

d x 
4galem:nt à a a&'- z ailyl= O, 9 donne - = -+ 1 , qui  indi- 

d y  - 
que deux tangtntes au  point où x a a  Sr y -  b ; ce  point eR 

.3' d x donc un point double, & la valeur - de la fuutzngçnie, de- 
d v -, 

venant alors t b ,  ces deux tangentes h n t  un  angle de 45'. 
avec l'orc!cciiée : c'efi ce que confirmera la delcriPtion de 
l a  courbe par le moyen de Ion équation qui donnant yzb 

X 
( x  - a )  \I - , fait voir que la courbe a deux branches parfaite- 

a 
ment égales 8( Gnillables , q u i  fi croirent au  point O ou x z o  
& +. S a  figure cil telle qu'on la voit (Fig. 20) .  

6f .  D'après ces principes, il eR donc facile de  déterminer fi 
iine courbe dont on a l'iliiation, a des p i n t s  rnu!rip1es, quels 
i ls  iont & où ils h t .  I l  L u t  diffbrencirr cette + i t i o n  ; Cgal~r 
à zi ro  le cuëfficient ou multipiicateur de  dx ,  celui dc dy. 
Ces deux équa:ions dCtermineront l a  va!eur qui convient à x Sr 
celle qiiicqrvient ày, s'il y a uii point multiple; ou les valeurs, 
c'il y en a pliifieurs; mais pour {affurer de l'exifience de ce 
point rnul t ide ,  i l  f ~ u d r a  e ~ a m i n e r  fi ces valeurs de x & de y 
htisfont à l'équation propoEe. Alors pour diterminer le d e y é  
de multiplicité du point ou des points trouvés, on différenciera 
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4e nouvean l'équation , mais e n  traitant ( pout  plus de  hm$- 
cité) dx & 4 comme confiants. Si les va!eurs qu'on a trouvéei 
m u r  x & Dour v . étant Cubiiituées dans cette feconde tauation 

L . , a  

dififrentieiie , tous les lernies nc s3anéantiiient point ,  aiors la 
point ti.oi~vt n'cil que double. Si au contraire ils s'aneantiffent , 
i l  ei? p lus  que double. Lin procédera donc,  dans ce  dernier cas ,  
à une troiiienie dXirencintion,  en trziranr toujours dx & dy 
conIrne corffaiits x & ayaiit Cubfiicué les valeurs de  x SI. de y ,  le . 
pciiit ièra trip.e fi tous les termes ne  s'anézntiffent point:  Br fi 
au conrr..ire ils s'ankintiffent t3u5 , il Ccra au moins quadiuplec 
O n  coiitinuera de diffk-encier & de tübitituer , juiqu'à ce qu'ori 
arrive à une différentielle dont les termes ne  s'anéantiffent pas 
toüs par la  iiubfiirucion des valeurs de x & de y. 

Par  exemple , fi l'on demande les points multiples de la 
tourbe,  qui a pour équation y+ -axyz+ bx5=0 ; je différencie 
cette équation,  & j'ai 4 3 dy -aaxyr&-aya d x t 3 b x a  dx -o. 
Egalant I i t i o  le c c ~ d i c n t  d i  dx 81 celui de dy , j'ai 4 y h  
zaxy = Q , ~c ji>xz - ayL r=- o. La premiere de ces deux équa- 
tions dociie ou y = O  , oa 4y' - m x  = o. L a  ra lcur  y= O , 
fubflituée dans l'équation 3 b i z  - (lyl = O  , donne 3bx2 , = O ,  

ou x = o ; or ,  en mettant dafis l'équation propofée O pour 3 ,  

8. O pour y ,  on Gtisfdit i cette tquation; donc la courbe a un 
pcint mu!:ip!e dans l'endroit où x = O , 6 y = O ; c'en i- 
dire , à 1'0-igine. a x 

Quant  à la valeur ,+ya-zax = O o u y a  -- - , en la fubF 
a a x  

tituaiitdms 3 Lxz-cyx=o, on a 3 6x"- = O qui donne 
a" t 

ou x 2 O ,  bu x = - - ' mais Id p e r n i e r e ,  %avoir x = O donne 
6 h 9  - 

y = o , ce  qu i  nous donne le même  point que ci-devafit , & la 
as 

iëconde donne yZ = - ; mris ces valeurs de x & deyz ne 
1 z 6 

fatishnt p o h t  à I't.q~~atio:i pro?oEe ; ainfi i l  n'y a point d'autre 
point multiple qu .  celui q u i  doit être à L'origine. 

Pour connoitr d fa mu!tiplicitC, dtfErencions une kconde fois ; 
nous aurong i ?yL dyX - ~ n x r l y ~  -zry..xdy -~rrydxd~+Gl ,xdx~ 
E O , dont taus les termes s'anézntifbent en mettant pout x & y  
leurs valeurs,  zéro. Donc le point eff p1i:s que double. 

PûiTor~s donc à 'une trnifieme diRirenciaiion : nous aurons 
i 4 & j  - z(lddyl - ziidrdp - za[ixdji2 + Gbdr3 = O ; ou en 
tnettant pour y ik x ,  leur valeur zéro ,  6bdxj - 6ad.raJ~lz  s ; 

F a 
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$4 C O U R S  
comme cett: troifieme ciiff6rentielle ne s'anéantit point, Ie poinf 
en  cpeRion, eil un   oint triple. 

Pour en dtterminer les tangentes, je divifi  cette Equatios 
d x '  n d x  dx 

par 6 b ,  & par dy3 i j'ai -3 - - 30, qui donne - = O ,  

d x a  a d x  
AY b d ~  

n 
d3i 

& - - - = O ,  ou - = 2 il;. L a  premiere valeur de 
d y z  6 d~ 

d x - - fait voir que l'une des tangentes au point multiple eR-paral- 
d v '  
i d e  aux ordonnees, c'efi-?-dire, qu'une des branches toucha 
i'ax? des ordonnies, p u i f q ~ e  le point multiple el? d'zilleurs i 

dx a 
l'origine. L e s  deux valeurs - = v6 font voir que les 

LI Y 
deux autres branches font a\:ec l'axe des ordonnées, chacune, 

a 
un ang!e dont la tangente eff v- & s';tendent de biffé, 

b 
rents &tés d e  cet axe. O n  peut voir l a  figure de cette courbe 
en réfolvant Ton équation qui donne . . 

-- a . . , ,  

X J 3 *i/fl+ - 1 / a a  - ,+ b r ;  prenant pour a & b deux - 
Z 7. - 

nombres à volonté, & donnant iuccefivement à x pluficur~ 
valeurs tant polirives que négatives : on trouvera qu'elle eQ 
telle que l a  r ep ré ' ë~ te  la  Figure 2 r .  

A u  reffe , lorfiu'on a déterminé un point multiple , paf 
Irs opl-rations ci-dtifus , il ne  Out  pas toujours en cor&re 
que iou :a  les Lr,!nchcs q u i  icnt cenices p a f f ~ r  par ce point, 
foient viK!>;e:. 11 peut fi faire que l'équation qui ditermine 
les tacgentes , air des rarincs irnrginaires ; & alors i l  9 a autant 
de brânches invi6bles. Les ?oints où cela ar r ive ,  (ont quelque. 
fois c'iétachis du cocrs de Ir courbe ,  à laquelle ils n'appar. 
rienncnt pas moins,  on l e ~  appelle d o r s  des points ro~ijz~gues: 
mais qa'ils f o i e ~ r  ou ne foient poiiic détachés , ils ne  f i n t  
pas moins cenfts raffemb!er l e  nombre d e  brancher mar- 
qué par le degré de  leur multipiicité; la courbe à laquelit 
ils appartiennent, eit un indiridu d ' ~ n e  famille pIus étendue, 
dans laque!le toutes ces branches Cont vifibles ; mais elles 
deviennent invifibles dans celle-la , parcc que quelqu'une dei 
quantitts conflantes qui entrent dans l'équation commune à 
t3ute la fi~rnille, devient zéro dans le cas particulier de cette 
courbe individueile. C'eFt ainii que dans la courbe qui a pour 
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tquation m (y- B )" - x ( x -  a ) ' = O . & dont celle de 
!a Figure ao eR u n  cas particulier, & devient la mCme lorfque 
m = a ; c'eit ainfi , dis-je,, que dans cette courbe qui  aura  
a u f i  une feuille , cette feuille n'a plus. lieu 1orfqu"on fuppofe 
a = o , ce  qui réduit l'équation à rn ( y  - b ) ' - x 3  = O j 
ies deux branches O X Z ,  01WL qui étoieut au-defi.s du  point 
0 ,  n'auiont pius lieil dans cette dcrniere, ou du rnoins n'y 

.Gront pas vifibles. Ca r  on  peut  fuppofer qu'elles y 6 n t  encore,  
e n  regardant a ,  non comme z t ro  abfolument, niais f i d e -  
ment  comrne infiniment petit. Il n'y aura pas tnoins deux 
tangentes,  à la verité ; mais cet exemple i ~ f f i t  pour faire 
entre-qoir comment l 'anéa~tiffement de certaines branches peut  
avoir  lieu. 

6 6 .  O n  peut tirer piufieurs conf?quences utiles d e  ce que  
nous venons de  dire à I'occafion des points multiples. 

67. I O .  Lorfqu'une exprefiion algébrique fra&ionnaire, dans 
laquelle il entrera une ou deux/ variables , fera tel le,  qu'en 
y mettant pour  chacune de ces variables, certaines valeurs 
déterminées , elle deviendra ; on aura la valeur que doit 
avoir  alors cette exprefion , e n  différenciant féparément l e  
numérateur & le dénominateur, autant de fois d e  fuite qu'il 
Ièra néceffnire, pour qu'ils ne  deviennent plus zéro en mime 
temps; 8i dans cette différenciation, on traitera les différences 
premieres . tomme conflantcs. E n  effet, on  peut toujours 

B 
regarder toute exprefiion fraAionnaire algébrique - , d a n i  

A 
lapell'e il entreroit deux variables, par exemple,  comme é t an t  

d x  l a  valeur d e  - ( x  &y &tant ces deux variables); c'efi-à-dire, 
d y  dx B 

qu'on peut toujours fippofer - = - 
dy A ' h par conréquent 

A d x -  B$ = o. O r ,  puifqüe , par la iuppofition , A & B 
deviennent zéro en  même temps , lorfque 3 & y ont cer- 
tdines valeur<, il fuit de  ce  qui précéde , que pour avoir l a  

d x  
t a l eu r  de  - , il faut diffirencier cette équation en regardant 

d r 
dx h dy comme conffents , la di.&rericier , dis-je , jufqus;l 
ce qu'on arrive .i une équation q';i n e  s'anéantiffe point par la  
fubftitution des valeurs de  x & de y. O r  ces diff4rencia:ionr 
confécutives donnent d A d ? - d B  d y =o , d d A  d x  - 
d d B d y = o ,  di A d x - & B d ~ =  O ,  &c. qui  donnent 
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- d x  '' . c'rfl-i>&m faut 
> > e ~ y & - d d ~ ' ~ - n j r '  
diffiroi~cier féparément le numérateur & l e  dénoininatm 
ainfi qu'il a C d  dit : 8c la derniere de ces équations donnera 

d x la valeur ,  ou les valeuis de  - 
d Y *  
-- J 

68. rO.  Lor rp 'une  &quation qui renfermera ph!ieurs varia. + bles Ièra telle , pTà';ériaines vaieuts de l'une de  ces variables: 
moins u n e ,  il devra répondre un certain nombre de  valeurs 
[gales de l a  derniere , & qu'il en fera de méme de  toutes, 
on  trouvera ces valeurs e n  dilferenciaet autan: de  fois de 
fuite , moins une ,  l'cquation propofée; fuppohnt dans ces d;f- 
férenciations d x ,  d y ,  d?  , &c. codlantes fi x ,  y ,  7 cc. 
font les variables ; & egnlant à z6ro les multiplicateurs de x , 
d y ,  dry &L ceux de  Lx ' ,  d x d y  , dr dy , &c. & ainfi dc fuite. 
Si toutes ces équations s'accordent entr'ellcs & avec l'équation 
propofée , les valeurs de x ,,y , 7 ,  &c. qu'elles auront dennees, 
Gront les valeurs dcrnandees. 

69. Remarquons au  Iujet des points nii~li iples,  que puiEpe 
les valeurs de x & de y ,  qu2 l'cn trouve en &galant à z h  le 
coëfficicnt de dx & celui de  dv dûigent Ca:isf.iire à I'équatian 
finie proPoCie, on ne  p e u t ,  lorique cette équation n'eit pas 
donnbe en termes finis, ou ne peut pas y Ptre rainente par 
les méthodes du calcul intégral ,  s'aifurer par 1ç calcul féul, 
de i'cxilteoçe de  ces paints. 

Der Points d'inflexion v$bles G. invrl;bles. 

70. IL arrive queiquef~is  qu'une même brznche de courbe 
après avoir tourni fi conczvité vers Lin certain point,  toùrne 
enfuite Ta convexité vers ce mêmc point,  en ccnticumt fiéan- 
moins O marche. Telle elt la couibe que l'on voit repré- 
fentée (Fig .  2 2  ). L e  point O où  ce changement arrive,  
s'a pelle point d'in,+Ttx;.ion. 

Four dit irminer ces f i nes  de  points, il faut rernnyuer  que 
la tangen:e au point 0 ,  duit étx tangente commune de la 
branche O B ,  & de l a  branche O b  , qui Ië touchcnt rnutuelle- 
ment au point O ;  fi donc de pzrt & $'autre du  point 0,  on 
prend deux arcs bg?.ux ou inégaux, mais infiniment petirs, 11 
fingente doir Strs le prolongement de l ' u ~  81 de l 'autre, ir 
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'Grte que ces deux petits arcs doivent ètre enligne droite. 
Cela poCé , ayant meni les ordonnées A2 1' , 0 Q , m p ,  & 

nommé ,410, x ,  & P M ,  y. O n  aura M r  d x ,  Or dy ;  
8r fuppoCant O k i  & Orn infinjnierir peu diffkrenrs l'un de i'autre , 
on aura O r '  s dx + drix , & mr' -; dy + ady ; puis donc 
q u e  MO S( Oi71 b n t  en ltgne droite,  les triangles MrO & Or'm 
font kriiblablea; donc fi l'on fiuppolè ( ainfi qu'on en  el1 bien 
l e  maitre ) , que les arcs fil0 & Om font ignux, ces niemes 
triangles Grone auni 6gaux , & I'on aura Mr-Or ' ,  & O r z r n r ' ;  
c ' e n - à - d i r e . d x  = cZx.+dJy, & $ = d y + d ~ o ,  donc 
ddx = o ,  d,ly=o. 

Donc , pour dctcrminer les points d'inflexion filnples , i l  
faut d i fbencier  deux fois de  fiire l'équation de  la courbe,  
& h p i d ë r  d m s  la Ceconde équation difierentielle , drix=o, 
8: ddY -.o. O r ,  i l  eit évident qu'alors cette Gconde équation 
e n  la m i m e  que fi l'on r î ~ t  d:fférenci& e n  fdifdnt dz & r i y  conr- 
tants. D o n c ,  pour avoir les points d'inflexion limples, il fau 
d'abord diffzrencier l'équation de la  courbe,  puis différencier 
cette p r e ~ ~ i i e r e  i-quatirin diAErentielle , en regardant dx & dy 
camme conftants. Alors ,  fi de  l a  premiere équation différen- 
cielle,  on tire la valeur de d r  ou celle de dy pour la Cubilituer 
dans la  feconde, on aura u n e  équation qui étant divifte par 

'dy' ou dxZ , ne renfermera plus que des x ,  des y & des 
sonfiantes, & qui étant comparée avec l'iquation même de la 
courbe ,  donnera les valeurs de ,- & d e  7 ,  qui conviennent 
au point d'inflexion fimple. 

Preiions pour exemple ,  la courbe qui a pour équation 
xj - 63% = 0 3 .  Nous aurons 3 xi dx - 2 b y d y  = O ,  diffé- 
renciant d e  nouveau, & traitant dx & dy comme confiznts, 
nous aurons 6 x d x  ' - 2 b dy ' = O  , o r ,  ia premiere donne 

3 x ' d x  dy = -, fubflituant dans la fëconde, on aura . .  . . . . 
2 b v  
- " '  

1 8  b x +  d x L  
Lxdx' - -- 

4 bly' 
celle - ci donne y= = 
d e  l a  courbe,  donne x l  

- -- O ,  ou 4by1-  3x3= O. O r ,  

i X '  - qui  étant fubititué dans l'équatiom 
4 b 
- 1  + x3 = a3 ou xj  = 4 ai , donc 

. . 

3 x = o j 4 , & p a r c o n C é p u e n t y  =1/-- b =al/?. c e  

&nt les valeurs qui déterminent l e  point d'iriflexion. 
Prenonr pour Fcond  exemple , la coiirbe qui a pouc - 
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2 fquationy= n+(.x-a) $, nous aurons ds=f ( , Y - a )  j d x I  
differenciant de nouveau e n  traitant dx & dy comme confiants, 

- 6 
6 7 - d x' 

b o U s a U r o n ~ o = - - ( x - ~ ) - ~ r i ~ ~ , o u ~  2 f  . =: 0; 
2 7 ( x - a ) ;  

dotfc d x = o  ; 41: la premiere éq:iation diffirenticlic d y = + 
f d x  

2 

( ~ - a ) - ' ~ r l x  revient 2 <ty = (x -a )+u  ( x - a ) ?  4 
1 

= ~ d x ; d o n c ~ u i f q u e d x = o , o n a ( x - a ) I d y  = O ,  qui 

'donne ou dr  = O ,  ou ( x - 4 ) 7 = O ; mais comme il n'eR 
pzs poAible qu'on ait en  nieine temps d x & dg égzux i 
& O ,  i l  s'enfuit que (x- n )  = O ,  eQ la véritable folution, 
q u i  donne x = a , & pa r  conlCquent y = u. 

71. Remarquons en pz f in t ,  ru. Q u e  puLqu'on trouve dxco ,  
11 tangenre au point à'intiexion de  cette courbe,  eit parallele 
aux ordonnées. 

sa. L a  méthode que l'on donne ordinairement pour trourer 
l e s  points d'inflexion , confilie à différencier deux fois de 
fuite l'équation , en fuppoLnt dx cocltnnt, & à égaler + j ,  à 
zéro ou à l'infini. Quoique cette mithode conduire aux memes 
réfïultats, nous avons néanmoins évité de  l 'employer, parce 
qu'en effet d l  n'eff point infini, ainfi qu'on doit bien le voir 
par ce qui précéde. c e  qui eit réellenient infini alors, c'efl la - - 

d d y  f d e u r  de - & non pas ~ k l y  qui  ne peiit être que zéro,  dans Ce 
d x' 

cas comme dans tout autre ; & comme d x  eft zéro ,  dans les 
mêmes  sas de points d ' i~f lexion , où l'on a coutume de fuppoier 

ndy 
dQ infini, - eit del lement  o, qui en regardmt zéro, 

d x  o z  
comme une quantité infiniment petite, eff en effet iiifini. 

3'. Si la courbe devoit avoir plufieurs points d'inflexion, 
l'équation finale donneroit plufieurs valeurs de  x; c'eff-à- 
d i r e ,  qu'elle pafferoit le premier degré. Cela arrive dans les 
courbes qui vont en krpentnnt , comme dans la Figure 23. 
71. Si l'on c o n ~ o i t  que les deux points d'inflexion O & 0' 

(.Fifi 33 ) s'approchent continuellement & fi ient  enfin infi- 
a iment  v o i h s  l'un d e  l'autre : alors , fi l'on fè r ep rékn te ,  
romme ci-devant, les deux arcs idqbaent petits OMO: Om, 
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& l e s  deux arcs infiniment petits O'  At', O' ntr de part fir d'aiitra 
des -points d'ii18ci;on O & O' , les deux c0tés O rn & Jf 0' 
firont ou pourront être iüppofhs l'un Cur l'autie ; & puilqu'au 
point d'infleaicn , ~5f3 cli en l igne dioite avec O m.  9< 1?1' 0' 
avec 0' ml ,  il y aura donc rrois petits arcs cotiffcurifs e n  
ligne droite. 

Cela pofé, h i en t  f71m , mmr, m' ml' ( Fig. 24 ) ces rrois arcs 
infiniment petits. Aba i i i~ns  les ordonnées Ji P ,  mp, m'y', m"p", 
& mcnons les lignes AIr  , mr', nr'r" paralleles à AP. Nommons 
AP, x, Sr PM, y y; nous aurons H r = d x ,  rnir=(ii,mr1=dx d d x ,  
p.'m'=dy+d(t~, mlr"=-dx+ddx+d;x , r"i:i1'= dy+d:iy+djy. 
O r  les trois triangles M r m ,  mr' rn' , m' r" " 2 ' '  font Gniblables, 
puiGue les c6ti.s M m ,  mm' e( m'ml'  font en 1:gne droite; donc 
f i  l'on Cuppofë ces minies c6:és égaux (ce dont on e n  l e  maî- 
t re  ) , !es triangles reront é g m x  ; on aura donc rl*=tlx+ddx, 
dy=$ + dh'y, dx+~idxs r ix+ i i r fx+ i i , s ,  ilj +-ridy=dy+ddy, 
,+d y;  c'cit-à-dire, ddx = O  , d+=o, d ' x = o ,  d ' i = ~ -  

D ~ n c ,  fi l'on diGrencie I'&pation de  la courbe trois fois 
d e  fuite,  en Liihrit varier (lx , 4, $dx & d 4  , & qu'enfuite o n  
mette o pour chacune des quantites rldx , dlty , d j x ,  djy,,il 
fiudra que chacune des trois équdtions rélùitahtes de  ces dif- 
férenciations ait lieu. O r  il efi &vident qu'elles deviennena 
alors les r n h e s ,  que I; l'on e î ~ t  différencié trois fois de fuite, 
en hppofant iI,- & (5 confiants. 

E h  raironnznt de ia inéme .maniere, on verra que fi t rois 
points d'inflexion conficutifs vlennent à Ië réunir ,  il y aura , 
au point de  réunion, quatre rp.lérnents en ligne droite, & I 'on 
dimontrera de même ,  que fi r on  diffi-rencie I'i-quation quatre 
fois de  h i t e ,  en fiippofant dx & + confiants, les quatre équa- 
tions qui en réfilteront , doivent toutes avoir lieu ; & ainG 
de  fuite. 

Donc , 6 de Ia prcrniere équation différentielle on t i r eda  
valeiir de dx pour la fubff ituer dans toutes las autres , o n  
a u r a ,  après avoir diviré la Ceconde par rQ\ la moifienie 
par dy3 , & ainfi  tie fuite , au:mt d'équations qni doivent avoir 
lieu conjointement avec l'équation propofée , Four qu'il y ai t  
u n e ,  deux ,  trois, Bc. inflexions réunies. Donc , fi de  deux 
de ces Cquations on tire les valeurs de x & d e y ,  il faudra q u a  
çes valeurs fubfii:uées dans les autres équations y iatisfiirent. 

Lorfqu'il n'y a que deux inflexions réunies,  l'inflexion eR 
in~viîiirile, elle redevient vifihle, lorfqu'il y en a trois; en gé- 
viral JJjr.flexiiiri efi  v$S\e ou inuifible , Lelori que le no&w 
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des inflexions riunies efl impair  ou pair. Donc,  fi E s o  rer 
pïéiènte, en génf r d ,  l'équation d'une courbe ; i l  faudra , 
pour qu'il y ai: rn points d'inflexion réunis, il fàtidra qu'en 
différenciant E ,  m+r fois , en fuppolant dx  & dy confiants, 
toutes les difErentirlles ddx , ddy , d ' x ,  ri'). , &c. jcGqu'à celle 
d u  degré m+i  foient zero ; 8: l'inflexion fera vifible ou in- 
vifible, lelen q u e  m fëi-a impair ou pair. 

73.  Jufqu'ici nous avons fuppofé les ordannées paralleles. 
Si elles partoient PA LX point fixe , voici comment on s'y pren- 
droit pour déterminer les points d'inflexion. Ayant imzginé 
les deux  arcs infir inent pcti:s i!z conC6cutifs, q u i  , au point 
d'inflexion , doivent être en ligne droite, on menera (Fig. 15) 
les ordonnées CrY, Cm 8. C m ' ,  & I'on décrira les zrcs J r r ,  mr' 
que l'on pourrz regnrder comme perpendicu:aires fur  Cm 
& Cm'. Ceia PO%, il efl ficile d e  vcir q u e  l'angle ~ ' r n m '  ne 
difibre de l'angle rhfin q u e  d e  l'zrgle n , ~ ' r ' .  C a r  on a Crnrn' 
+ ~17: AT= rSo0 , ou Cmrr+  r 'nrn1+ 90" - , rMm = I 80°; 
donc rrrnrn'-rMm.7 90.-Crnr.'; mais à cauG du triangle Cr'm 
re&iangle en Y ' ,  on a 90° = C m ' - n ~  Cr;  donc rlrnrn'-rAJm 
= rnCr'. 

Si I'on mena la ligne m n qui  f;:Ke l'angle m'mn z niCr' , 
l 'angle n mr' fëra donc Cgale à n ~ f i l r ,  & par contëquent le 
triangle t rn r '  G r a .  fewbiable au triangle m Jf r. Nomnions 
C M ,  y & Mr , dx , nous aurons n i r=Jy,  rnr'=z$x + Jrir, 
a m r r ' = d y + d i ~ ;  nommons Afm = ds , mm' fera ah + Jh. 
Decrivons d u  point rn & du rayon mm' ,  l'arc m'n ; alors les 
fi&curs C m  r' & n m rn' kront  i>mblables , 8. d o n ~ e r o n t  C m :  
m r ' : :  mm': m ' n ;  c ' e f i - à - d i r e , _ i . ~ d y : d x + ~ d d x : :  
d~ +dds : m'n, qu i ,  en omettant ce qu an doit omettre , iera 

ds d x  = -- ; mais l e  triangle m'r n IèmLlaLle à z r'nz, iera aufi  
v 
J 

d n ? ~ ~ a L i e  à r n v M  ; on aura donc A-lr : j ~ m :  : m'n : nr'r ; c ' e s  
ds  d x  ris' 

à-dire, d x :  d 5 : :  - : m 1 t = - ; d o n c r 1 r  =dy+dly--. 
ds ' .Y .Y -. Or les triangles femblables M r m  & rn r ' r  donnent M I :  
Y n s z  
rm::mr':ir,oud~:riy::dx+dJx:dj+ddy--; donc 

dX(ls' Y 
d ~ +  + dxdy - - - - dxdy -+ Qddx,  ou dxrE_y - 4ddx  - 
d x  c!s2 Y - = o ; c'eit - là  la formule pour trouver les points d+- * 

J 
Qexion firnples, puand les ordomies partent Ciin point f i x e ;  
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elle revient à celle des coordonnies paralleles, lorCquJon Tup- 
pofë le point C infiniment éloigné, e(i dx 61 (0 confiants; c a t  

d x  ds" 
alors le terme - doit être rejetté,  puifique y eft infini. 

w 
J 

Dans l'ufage de cette formule , i l  fera toujours plus firnple 
d.rl 

dc ruppokr d rc confiant , ce  q u i  la r idui t  à d J y  = - i & 

il faudra obkrve r  de traiter auG dx ccnirne confiant, d m  la 
différenciation de l'équation de la courbe : niais coiiiiue les rix 
font des arcs décrits d'un rayon var ia l le ,  au $eu que quand les 
coordonnées partent d'un point fiLe, on it-s r ppJrt. à des 
arcs décrits d'un rayon confiant C'O, coinme noils l'avons dit  
t40); on aura foin de mrttre,  au lieu a e  du,  fd vaieur qui 
fi ta toujours facile i avcir , en remarquant que les k c -  
teurs CSJ h C Af r f in t  krnblal-les. hTous ne r o u  arrêtans pas 
à donner,  diiris la même fùppofi:ion. les fcrrncles pour les au- 
rres points d'inflexion. Cela n 'eo pas difficile à prirent. 

Obfirvarion fur les Maxima G. Minima. 
74.  SOIT F une fonaion d'une ou plulieurs variables, & q u i  

G i t  fufceptible d'un rnazimzrrn ou d'un minimum. Si cous 1% 
confidérons comme repréiêntanc l'orcionnée ou I'abfciKe x 
d'une courbe,  c'eh-a-dire, fi nous fuppofàns x- F, il fuit, d e  
c e  que nous avons dit à l 'occa~iou des pqints d'inflexion, que  
s'il efc vrai  qr:e rl F ou d x foit zéro , lorfqu'il y a un maxirnum 
o u  un minimum, l'inverfe n'en pas toujours vraie;  car nous 
avons vu (70)  un cas où l'on avoit au point d'inflexion dx = O ; 
deff-à-dire , la tangente pra!le!e aux ordonnées ; or il ei t  
6vicknt que n i  l'ordonnée ni  i'ablciKe ne f a t  alors ni un m a x i -  
m i m  ni un minimum. Q u e  faut-il donc pour s'affurer d e  
l'exifience du  nzaxinu~nt ou du n!iriinium ? I I  f a ~ t  diffirencier 
yluiieurs fois d e  fuite la qunntitf , en f&nt les dlflcrences 
premieres d e  chaque variable,  cor.fla!ites; & f i  les valeurs 
qu'ont Ics variables au point d e  rnazimurn ou minimum cher- 
ché, a n h t i f f e n t  non-kulement d F ,  mais aiiffi J J F ,  fans 
anéantir di F, il n'y a pas de  maximum drns la courbe qui a 
pour k p a t i o n  x = F ;  mais bien un point d'inflexion viGùle , 
aiafi la quantité F n'a point de maxirnrtrn ou de minimum. Aîais 
fi d3 Fs'anéanti t  , h n s  que dq F s'anéaniiffe, il y aura mn:,imzrm 
o u  minimum. En g é n k a l  , i l  y aura maximum ou rniniinum , 4 
la derniere di!férenurllc qu i  slanCantit, elt & degré impair. 
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DCS poinrs de Rebroufinzent de dzfiietites 
ejpeces , G. des d~fir.irrzres jorres d'anouchc- 
ment des bratzches d'utae nzt?mc Courbe. 

7<. L o n s ~ u r  deux branches de  courbe vicnnent i fi t w -  
c h e r ,  el!es peuvent s'oppcÎir leurs convexitjs , coiunie dans 
hFig .  a 6 ,  ou s'embraffer comme dans 1-d Fig. 2 7 ,  e< dc.ns l'un & 
dans l'zutre cas,  il peut ariiver qu'elles conrin~ierit leilrs cours de 
pa r t  & d'autre d u  point d'attouchement, O:I qu'ellts s'arrê- 
tent Lrufquenientd ce point,  comme on le voit (fi.9. 28 & 29). 
Dans  ce  dernier cas ,  le point d'attoucliernent s'appelle point 
d e  7ehro:iJCmenr ; c'elt-à-dire, point de  vrlir~uJtrnmr f i l e  , 
dans la Figure z 8 ,  & rebrouJZmmc en bec, dans l d  Figure 2 9 .  

Si plus d e  deux branches Te réuniilent , toutes ces difi6rentes 
varikt6ç peuvent Te trouver à l a  fois dans le même p r in t ,  & 
il peut en trouvcr encore une infinité d'aurres ; par exem- 
ple,  les brinches peuvent,  en fe tocchant ,  h b i r  une ou 
glurieurs inflexions. II peut arriver qu'üiie inflexion & un 
po in t  d e  rebruuKenicnt Ce troiivcct r i un i s ,  & ne férnblent 
h rn i e r  qu'un tëul rebrouEement. Ddns la Figure  3 0 ,  fi la 
hrariche E B D qui forme.en E un reiiroufien:ent fiinpie avec 
3a branche E C, avoit un point d'inflexion en B ; lorfjue ce 
point d'inflexion fe trouveroir infiniment pris d o  p0ir.t E, on 
n'auroit plus que l'apparence d'un rcbrouilërnenr en bec. Ces 
v a r i t d s  peuvent aller à l'infini, fur - tout en conGciérant 
que  pluiieurs branches peuvent ie toucher à l a  fois. Nous 
n'entreprendrons donc pas d'afligner l e  caraErere de  chacune: 
nous  obierverons Ceylement, que toutes les fois que plufieurs 
branches de courbe viendront à fk toucher,  on l e  reconnoitra 
j ce que 1.. ce point étant mul t ip le ,  doit avoir les condi- 
tions mentionnées (64). zO. L'équation qui iërt à déterminer 
les tangentes des points multiples, doit alors avoir autant de 
sacines égales , qu'il y a de branches qui Te touchent, puifqu'a- 
lors il y a autant de tangentes reunies. Ainfi pour l e  re- 
b~ouircment finiple , il doit avoir les condirions communes 
a u x  points doui~les ; & I'écpation qui en donne les tangentes, 

n x  
ou qui donne - , doit avoir cieux racines égales. Comme la 

d r 
confidération d: ces points n'efi pas d'une affeez grande utilité 
p u r  nous engager i nous l ivrer.  aux dirails qu'elle exige, 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S ,  399 
hous n'en dirons pas davantage. O n  peut confulter Gr cette 
matiere, I'AndlJ/e des ligncs c0urbt.s Je C r ~ ~ m e r .  Geneve 175 o. 

Des Rayons dt ccurbure , on de la  déYeloy-pée, 
76.  SI l'on consait que fur chacun des points M ,  m ,  m l f  

&c. d'ukic ligne courbe quelconque (Fig. 3 1) , ont a i t  élevé des 
perpendiculaires M N ,  mn, m'n' , &c ; les irlterkAions codé-  
cutives n ,  n ' ,  &c. f-irnieront une l igne courbe à laqurlle on z 
donni le nom de  d&eklP/i&, parce que fi on l a  concoit en- 
veloppée d'un fil A B  iV qui Ia touche en Con origine 13 , alors 
en d ivr lopnant  cet;e courbe,  lBextri.rniti. A du fil trace la 
courbe A&. E n  effet, dans le d6veloppement de  NIZ , par exem- 
p l e ,  en  canlidiiant A h  comme urie petite ligne droi te ,  le 
fil n l N n  décrit, n u t o u r  du poirt  n comme centre, l 'arc M m  
auquel il c f i  néceildiremer,t perpendidulaire, puifque l e  rayon 
d'un cercle efi perpendicu1;iire a fi circonféi-ence. 

77. L a  courbe A M  t r m t  donnée,  G l'on veut,  p o w  un 
point quelconque Ai', dé:erminer l a  d e u r  de Mn, qu'on 
xppelle R.iyoii Ce la &'vrloppée, on remarquera que ,Un eif 
déterminé par l e  concours de  deux perpendiculaires infiniment 
voifines 2l lV & mil. C'eR pourquoi (Fig. j z ) ,  on imaginera 
deux arcs cor.Cklitifs Mnr , m m '  infir,inient petits & infini- 
ment peu différcn:~, q, le l'on coniidhera comme deux lignes 
droites : on iinaniiiera auili ,?IN perpendiculaire en Mfur M m ,  

b, - 
& rn N perpenalculaire en  rn fur rn mr. Alors dans l e  triangle 
N M m  reitangle e n  I i .1 ,  on aura I :Jn. M N  rn : : rn N ou 
J I N :  M m ,  ou (à czuk  que l'angle II.1 N rn efl infiniment petit) 

M m  
r : Af N m  : : A I N :  Hm ; donc Af N =  --- - or ii on pro- 

M N m  ' 
longe Z Z m ,  l'angle u m m ' = J l N m ,  parce queces deux angles 
f i n t  compli.:iier~s du mème angle M n z  N ,  i c a d e  des angles 

17f m 
droits NMrn , & N m m ' ;  donc Pd N =  - -- 

u rn rnfm 
Si l'on mene J i r  rn r' p r a i l e i e  à A P , il efl facile de  voir 

que l'angle u rn r 'érant Cgal à m M r ,  l'angle u rn m' eit la quan- 
tité dont l'angle 7 n M r  dirniriue, ou la diffcrentielle de l'an- 
gle 7. A l  m  , laquelle doit êrre p r i k  nbgativement ic i ,  oh  
l a  courbe eft concave,  & au contraire, doit être p r i k  
pofitivement , quand l a  courbe efi convexe ; on a donc 

Jf m 
l M N s  Cherchons donc l'expreifion de d (r d f m )  + d (rJlnr) ' 
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-- d x  n m t  d-r l'arc jjlfnl OU v ( d x ' + d y i y l )  efi -, ainfi qu'il 
ci s 

aiCé de 1- ~ n c l u r e  de ce que le triangle r M m  eit re&tangIer 
8r nous avons vu  ( 24 ) que étant u n  angle quelconque , 
o n  avoit d : = : ( c o j  5 )  ' d ( i a n g l ) ;  d o n c d ( r M r n ) =  

d s  d. ii ( 2 )  ; donc enfin M N  = i - A 
d s b  nx Z d  (i!) 

d~~ ct s a  
G . C'eit - là la formale pour lrouver les rayons 

~ d ~ ~ ( ! ( : )  

de la déveioppée, qnand les ordoniiées Cont paralleles. 
72. Qtiand 12s ordmnCes partent d'un point fixe ( Fig. ;3 )  

A l  m 
on a, ccmme ci-deifus, & par les mêmes raiions , M N =  - 

mi m 1, 

mais rn' nz ZL n'eit p a s = T d  ('r M m ) ;  v o k i  comment on trouve 
alors l a  vnleur de ni' m 21. 

Docrivani les  arcs h ' r ,  mri ,  on a m1rntl=r'rnzi - r'mm'; 
or, fc:on ce q!ie nous a-:ons vu (73)  , ri m zr diirere de r 1k.f m ,  
de  l n  q ~ ~ . i n t i L é  angulaire m Cr'  ou  iîl C r ,  ( c a r  ces deux dcr- 
niere, quantitcs ne liftèrent que d'une q~ ia i~ t i t é  infiniment pc- 
tire par rapport à elles); donc r ' m  n=H Cu 4- r M n i ;  donc 
~ ~ i f y u e  r ~ ' n z i ~ = r ' m u  - r'mni' , on a rn' mu=~T-lCr+r~Mm- 
r' nzn.'=JIC,'r - d ( M m  r) .  Or ennommant Air, d x ,  on a 1: 

Jin JZCrou  : / C r : :  C M  : 311; c'eff-à-dire, I : M i . :  :y: dx 
d x  d x t  

donc M C r =  -, 8: puiLjue d ( m M r ) =  
Y 32 d x L  d y \  

on a m i m u  = - - - -  d 7 , ; & fi l a  ccurbe &oit d y  d~~ (di/ 
,Y d r i  (2). c m r e x r ,  on trouveroit de mcme mlm u = - i- - 9 
Y Y  

n 3  - y ds' 
donc lil'N = - 

d x -  Jt.: dsar!x 'F y d x' d 

79. Pour appliquer ces formules  à quelques eseni?:es 
iuppoîons que la cotirbr A M ( P i 9  ;z) ioit un cercle q u i  ai' t 
gour équation , ~ y r z  as-xx, nous aurons y :. 61. ax-xx; donc 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d~ a - x  ; d o n c  d ( 2 )  = - azdx & - fera 
d x  v= i7 

( z a x - x x l a  
la formule qui convient au cas préfent, où l a  courbe elt con. 

r l  J'  

cavc, & où les ordmnées Con'c paralleles , e n  
n3d.x' -dx2<i ($17 - 

( z a x - z x ) '  
elle fi changera donc en - = a ,  c'eff-&dire , 

L I 1  fi x3 

( z n x - x ~ j ?  
que le rayon de la développée eA toujours de même grandeut 
& égal au rayon du ce rc l e ,  en forte que la développée fe ré- 
dui t  à u n  point qui elt le ccntre ; c e  qui s'accorde avec ce 
que l'on connoit. 

Prenons pour fecond exemple , la parabole qu i  a pour équa- 

d ~ 3  k i  ( r  x + n $ ~  
formule - - i  - 

d x l x j a ï . r  . J x  

n  2 z n 
89. Les rayons de l a  développée fervent à rnehrer  Ia 

courbure d'u>ie courbe en cli.ique point. Puifque, dans l e  dé- 
veloppement de l ' r l h e n t  lVn d~ l a  cou:be E N (F@. 7 r ) ,  le 
fil trace le petit a r c  m m ' ;  cet a rc  rn ni' a donc même courbure 
que le cercle qiii auroit pour ra! on m 72. Ailf i ,  q u a n d  on a 
l 'exprefion du rayon de la  dtvelopide , on a pour chqi ie  
'point, l e  rayon d u  cercle qui a mxne courbure que la courbe ,  
en ce point. Et coinme la courbure d'un cercie efl d'autant 
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96 C O U R S  
plus grande que fin rayon efi pius peti t ,  c'en-à-dire, que Ieb 
courdures des cercles font en  rairon inve r6  d e  leurs rayons, 
il fera donc facile de comparer la courbure d'une courbe, en 
u n  point quelconque, avec l a  courbure de cette même courbé 
o u  d'une aut re ,  en un point quelconque. Ainli, fi je voulois 
comparer Id courhure de  la parnbole à l'in origine,  aveu 
ce l le  qu'elle a à l'extrémité de l'ordonnte qui paffe par le 
f oye r ,  je remarquerois qu'à l'origine on a x = O , & qre 
l'abrciire q u i  +pond au fo)-er , efi $ a (Alg.  3 5 6 ) .  F a i h t  donc 
fuccefivernent, d m  I'expreGon du rayon de ln développie 
oc=o 8: x - $ a ,,j'ai ; a & a  v z , l e  rayon de la développie eR 
donc ; a à l 'origine, & i l  eit a 1 à l'extrkniiti de I'ordonnie 
qui  pa re  par l e  foyer,  donc la courbure,  au premier de ces 
points,eitilacouri>ureaùIècond,::ar/z: f a , o u : : : \ / 2 : 1 ,  

PuiTrliie le r.iyon AîiV de l a  dgveloppi-e n'ei? autre chofe que 
l e  fil qui enveloppoit, ou que l'on peut concevoir avoir en- 
veloppé la courbe U N ,  il s'enfuit donc qu'il cil égal en lon -  
gueu r  à l'drc Z N  plus la partie Al1 dont le fil excédoit là 
cou rbe ,  lorfqur le df veloppement a commencé, c'elt-à-dire, 
pics l e  rayon de  la dkveloppée a 1'ori:ine A. Donc la cour'h 
B N eif reillifinble , c'eR-l-dire , qu'on peut a a g n e r  la longueut 
d e  chacun de fes arcs B N. 

Ceux qui déLreront p!cs dc dlitail. fur les développées, peu- 
ven t  coiiCulter 1' 4naiy/P des ir$himrnt pelits dil itInrquis de  
L h o p i t a l  , o ù  ils troüveront d'nilleurs d'autres applicztiuns du 
Calcul difi2rentiel. 

Remarque. 
9 1 .  N O  u s avons ci - deffus ( 70 ) déterminé l e i  pointi 

fl'inflexion, en f ippohnt  que les deux éléments de la courbe, 
voifins du  point d'iniiexion, étoient en ligne droite. D e  ceitt 
lu?pofition, il femble luivre,  qu'au poiqit d'inflexion le rayon 
de la dévcloppte dzvroit tmjours etre infini ,  parce  que les 
deux periicndiciilaires fur les d r u x  chi -s  conkcutifs Groient 
p:r-l!elec. Cependant i l  y a pllilicurs courbes q u i ,  au point 
d iiiflcsion, ont le rayon de l a  d2veloppEe iga! à zéro; par 

3 
exemp!e, la p7rabo;e qui a pour tquation y x y' 

Mais il fout obkrver  que r ien ,  dans la Cupp:ifition que nnus 
avons faite, ne  dé:erminc de quelle grandeur fant ces deüx 
éléments conlcutifs. O r ,  s'ils fë 1 6 d u i ~ i e n t  chacun à çn 
point, i!s n'en fimient pas rrioins hi une mème ligne droi!? , 
& les deux pcrptndi iu l~i res  to:nJant l ' m e  fur l'autre , ie ren- 

contreroiei,l 
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mntreroient dans l e  point méme d'où elles partent. Or, c'erf 
ce qui arrive dans les courbes où le rayon de  la diiveloppée eR 
zéro au point d'inflexioii. Car la courbure étant alqrs infinie, 
les deux i-ltments t o n k u t i f s  Le confondept, chacun ayec la 
tangente, infiniment moins que dans tout autre cas ,  & par  
conléquent doivenr Etre confidirés coinme deux points riunis. 
Les  deux éléments peuvent donc être en ligne droite, Gns que 
POUF cela le rayon de la développke 6it infini ; mais on voit 
~ a r - l à  , qu'au p i n t  d'iriflçxion, le rayon de 1,a développée eit 
toujours infini ou pu]. 

8 2 ,  1 L s'agit ici de revenir der quen, 
titds dif&cntielles, aux quantitds finies dont  
l a  diffdrenciation a produit celles - là : la rnt- 
*thode qui enkigne comment fe fait ce re- 
cour, s'appelle le Calcul inré'd. 

Il n'y a point de quantité variable expri- 
m i e  algdbriquement , dont on ne puiffc 
trouver la diffirentielle; mais il y a un grand 
nombre de quantitds différentielles * quo 
l'on ne peut inttgrer : les unes , parce qu en 
effet elles n'ont pu réfulter d'aucune diad- 
renciation ; telles font les quantités x dy , 
x$ - ydx , &c. les autres, parce qu'on n'a 
point encore trouvd de methodes pour les in- 
tégrer; & parmi celles-ci, il y en a donc on a 
lieu de defefptrer d'avoir jamais l'iutégrale, 

* Par quaniii! di f f ; ren t i r l l e ,  
pou$ cnrsndons ici  . n o n  - feu- 
l e m e n t  celle qui riCulie d'une 

nirai , coure qi iant i ré  afiec. 
tée des difii<renrieilrs # q , d 3 ,  
&c. d'une ou de pluGeurr Y$ 

$$TérerniaUoa , waij ta fié,- i i a b l q  

Q 
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Quoi qu'il en f i t ,  on peut tirer un parti 
très-avantageux de ceiles que l'on fait inté- 
grer ; a n o u  allons richer de'les faire con- 
noltre : nous verrons enCuite ce  qu'on doit 
faire à l'tgard de celles qui Ce rcfiifent à l'in- 
dgra t ion .  C o m m e n ~ o n s  par nous expliquer 
fur  quelques f q o n s  de parler dont nous fe- 
rons ufage. 

N o u s  appellerons fonc?ion d'une 
toute expreilion dç calcul dans laquelle 
'cette quant i tk  entrera, de quelque maniere 
qu'elle y entre d'ailleurs. Ainîi , x, a + b x z  , 
k;/a xi' + 6x7, &ci font des fonaions dc x. 

&us entendons par quanrids algébriques, 
celles dont la  valeur e x a a e  peut être afîi- 
giie'e en exécutant un nombre déterminé 
d'op&-ations de l'Algebre & de lYArithiné- 
tique , autres que celles . qui  dCpendent des 
logarithmes. A u  contraire , nous appelle- 
rons quantitds non algd'criques , celles dont 
on ne peut afigncr que des valeiirs appro- 
cliézs , ou q u i  hppofcn t  des approximations.: 
les logarithmes ibnt dans ce cris, & il y en a 
une infinité d'autres. 

Pour indiquer l'intdgrale d'une diffireii- 
tielle , IIOUS nous Lrvirons de la  lettre [que 
nous r x t t r o n s  devcint cette quantité : ccrte 
lectre dquivaudra à ces mots jornme de, parce 
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que  inrégrer , ou p r ~ n d r e  l 'intégrale, n'efi autre 
cthofc q u e  forniner tous les accroiffcments 
infiniment petits que 1.2 q u a n t i d  a du  pren- 
dre pour arriver à un &tac fini détermind. 

Des Diférmtielies U. une Sprrle' variable; 
qui ont une intégraie aZgcdriyrre, 6- 
premieremenr des differentielles monomes. 

8 3 .  R E G  L E fondamentale. Pour intlgrer 
une difirentrrlZe mouonze , ilfaur , O. augrnrrzrer 
Z'expofant de l a  ~ a r i a b h  dune uniré : 2". di- 
v$r par  cct uxpo/unt nin f i  augmente' de l 'm i ré ,  
& par la diflti'rrritielle de la variable ; c'eft-à- 
dire, divilZr par ce nouvel cxpofjnt multi- 
plid par la diffirentielle de la variable. 

La raifon de cet tz  regle ne doit  pas être 
cherchte ailleurs q u e  dans le  principe meme 
de la diffirenciation ( I O  ). Comme i l  s'agit 
de retrouver la quan t i t é  qui  avoit dtc? diffd- 
rencide , il elt vifible qu'il  faut appliquer des 
opdrations contraires à celles q u i  ont t(t6 
prefcrites pour la différenciation. 

Cela pofd a appliquons la regle. , 

z x l + = ' i x  
$2 x d x  OU f z x ' d x  = = xS; 

x a n x  xz  
( I + I )  d x  

f i d x = - = r -  z d i  . En effet> d (2) = zxdxj 
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p x - 3 ' 1 - I d x  a x-' c a 
--1- 

( - 3 f ~ ) d x  - t  z xZ9 

En gdndral , 7n étant un expohnt  pofitif, 
négat i f ,  entier ou fraLtionnaire , on aura 

On n'a p a *  béfoin de 'cette regle pour 
trouver llintCgrale de d x  , ni de a d x ,  que 
I'on voit airdinent devoir être x pour la pre- 
miere, & u x  pour l a  fccosde. Mais fi l'oq 
vouloit y appliquer la regle, on remarque- 
roit que l'expofant d e  x dans ces diffdren- 
aielles eit zéro, & qu'elles font la  même chofe 
quc ,x0 Ox & 43çQ d~ , do-t Fiiitdgrale, fuivant 

x O + ' d x  a x o f  ' d x  la  regle, eit -- & 
( O + - r ) d x  (0'1-1) dx7 

oux & ax. 

n'y a qu'un cas qui &happe à la  regle 
fondamentale ; c'eit celui où l'expofant m 

1 

auroit Four valeur - I ; car alors l'intdgrale 
- 1 4 - 1  

devient a x  
a - I L I  

ou n ou -, quantité inaG 
O 

fignable, p&e qu'clG efi infinie : en effet, 
fi l'on conçoit q u e  le dtnominateur , au lieu 
d'ktre ztro ; foi; une quan t id  infinikent pe- 
t i te ,  on voit qu'il doit être contenu une in- 
finit& de fois dans la qugntité finie n & 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



.nue par confdauent la fraaion feroit infinie; 
I l  I 

Nous expliquerons, par la fiuite , p.ouquoi 
le calcul donne ici une quantitd infinie ; 
mais en attendant , nous ferons remarquer 
que l a  diEdrentielle propofde axm dx qu i  eff 

a d x  
alors ax-' d x ,  ou -- efi une diKdrentielle de 

X 

logarithme ; c'efi celle de  alx ou de l x ' ,  
ainîi qu'on peut le voir aifiment en diffd- 
renciant ( 27 ). 

S i  la diffdrentielle rnonome avoit un radi- 
c a l ,  on fubfiitueroit au radical, un expofant 
fraaionnaire. AinG pour int tgrcr  adx V x' , 
on intégrera n d x  . r i  ou a XI d x  , cc qui  fe 
fera comme ci-deiriis, 

83. N O  u s avons vu ( % ) que lbdque 
dans les quantirds qu'on avoit A diffdrencier , 
il ft: trouvoit des termes tour confiants, ces 
termes nc fe trouvoient plus dans la diffd- 
rentiellc. Donc,  lorfqu'on remonte h l'intd- 
grale, il faut avoir foin d'ajouter une quan- 
tic6 conflante i l'intdgrale. Cette confiante 
aura telle valeur que l'on voudra, t a n t  qu'on 
n'aura pas d'autre objet que de trouver l'in- 
tigrale , ~'eft-à-dire , de trouver une quail- 
t i id  telle qu'en la dif%renciaiit on rcpro- 

G 3. 
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duife la  dillê'rentielle Tropofde ; en effet 4 

as: m f  I a y m + ~  & ---- -1- C, C & n t  une confiante 
m 4  r m +  I 

quelconq u c ,  auront &salement pour difi& 
renticlle ia quantité axmdx , quelque valeur 
qu'on donne à C. Ikia's lorfque l'intkgration 
fc fai t  dans la vue de fatisfaire à ilne suci: 
tion quc l'on sycfi propofde , alors Eette 
conftante a une valeur que l'état d e  l a  quef- 
tion dotermirie : nous verrons cela par la 
îuite ; mais, à l'avenir, nous aurons toujours 
foin d'en ajouter une ;'i la h i t e  de chaque in- 
tégration ; & afin qu'on l a  reEonnoiirc pour 
telle , nous la ddfignerons toujours par )a 
même lettre C. 

Des D@renriellcs complexes donl l'in- 
tégrarion rentre dans la r tge  fonda- 
nzentale. 

$3 5 .  1". On peut encore intdgrer par la 
regle préckdente toute  quantité dans la- 
quzlle il n'entrera point de puiffances de 
quantitds complexes , ni des divifeurs com- 
plexes , à moins q u e  ces derniers ne fuffent 
des quantités corifiantes. 

b x 2 d x  
Ainfi pour intdgrer ax3dx+ - + e 4 x , 

C 

j'intégrerûi fdpardment chaque terme , & 
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ae M A T H Z M A T I Q U E S .  IO? 
fi . nu4 6 rj  1 aurai - c - + e x +- C. Pareillement 

4 3 C b d x  
lYint6grale de a  x3 d x  +?, ou de a x 3  .lx + 

a lc+ bx- 3 a-+ b 
bx -4dx ,  eit- J, -+C, ou----+Cm 

4 - 3 4 3xf 
8 C;. a". Q land mkme il entreroit des 

puiffances de quantitCs complexes , on in- 
ttgreroit encore par la regte fondamentale , 
pourvu qu'elles ne fe trûuvafint  point au 
déilominateur , & qu'en même temps leur 
expofant fùt un nombre e n t i ~ r  pofitif. Par 
exemple, ( a + b x' ) 3  x dx s ' intbgrcr~it  par la 
reglc prtctdenre , en dlzvant a i . 1 ~ ~  llerncnt 
a i -  b x2 à la troifizme puiffance, c i  qui (Al+ 
r49 ) donneroit a' -+- 3 a ' b ~ ~ i - ~ a b ' x + + b ' ~ ~ ,  
& par confdquent ( a % d x' )' dr = o3 dx & 
ga'bx'dx + 3abh4dx -+ b3x6dx ,  dont l ' in t i -  

3 (1'3x3 grale, p r i b  terme à terrni, efi a3x  t- 
3 n b z x s  b 3 ~ 7  3 

+ - 
C t T + C .  
8 7 .  Comme il n'y a pas de quanti tC com- 

plexe t l ev t e  à une puiffancc dont  l ' cxpo tn t -  
feroit un nombre entier pofieif, que l'on n e  
puifIè, par la mCme regle ;ionnie ( dlg. 1 qg  ),. 
r idu i re ,  aixifi , .d. une fuite finie de monom'es , 

- .  
on pourra donc toujours intkgrer toute quan- 
titC complexe qui n e  renfermeroit d'autres 
parties c~mplexes  que d.es puiKances dont 
I'éxpofaiit feroit un nombre entier poficif. 
,AipA, fi j'avois à intdgrer gx3 dx ( a +- bx2)l+ 

G 4- 
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jt Q* C o u s s  
U' x7 dx ( C ~ P X ' - + - ~ X ~ ) ~ ,  je développerdis , par 
l a  regle c i t t e ,  la valeur de ( a -+ 6s' )' , & i a  
multiplierois chaque terme du rifiiltat, paf 

; je développerois parcillemenr la va- 
eur de ( c+ exz + fx3  )+ , & je mdtiplitrois fX3  dx 

chaque terme du rdful t a t  , par a h 7  dx ; dors  
je n'aurois plus à intégrer qu'une f ~ ~ i t e  de 
monomcs, ce q u i  efi le cas de la regle fon- 
damentale. 

8 $3. IL faut excepter ici, l e  cas où quel- 
qu'un des expofants Ctant ndgatif, i l  arrive- 
roit qu'après le dkvcloppement & la multi- 
plication , l'expofant de la variable , dans 
quelqu'un des termes , feroit - I ; mais dans 
ce  cas on inttgreroit par logarithmes. 

a drc Par exemple , fi i'avois - x 3 (a  + b x2 ) ' ,  

ou ax-3 dx ( a + Ex')> je le changerois eri 
a x - ~  d x  ( az +- 2 a b x 2  + b' x4) q u i  revient à 
uz ;r-' dx -+ 2 ai 6 x-: d x  -+ abz xdx , dont les 
deux terliaes a3 xm3 dx + ab' xdx oi-it pour  in- - ai  x - ~  abzx '  
tCgrale - 4- --- , mais' le terme 

2 a'bx-'dx qui eR l a  meme ahofe que 2 n'b 2, 
eit ( 27 ) la diffiircntielle logarithmique de 
-9 a' bh ; enforte que I'inttgrale totale efi - 
01 r2 ab'xa 
y - -  t cf- a a a b I x + C  

89. 3'. Si la quant i tk  diffdrentielie pro- 
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pofde renferme même une quantitC com- 
plexe, f levéc  à unc puiffancc quelconque 
( dorit l'expofant foit entier , ou fraAionnai- 
f e  , pofirif , ou négatif) , o n  intdgrcra en- 
core, G la to ta l id  des quantitds q u i  mul+ 
plie c e x e  qiiantir$ complexe , eit la diffd- 
rentitlle de cette même quantité complexe, 
eonridérde fans fan expof~nt total ; ou fi 
elle eit cette diffdrencielle multiplide ou di- 
vifée Dar un nombre confiant. Il ne faudra 
ponr Cela , que regarder la quantitt corn- 
plero dont i l  s'agit, comme une feule va- 
riable, Bi appliquer mot à mot la regle fon- 
damentale. Par exemple, g d  x ( a + b x )P efi 
dans ce cas, parce que gdx efi la différen- 

tielle de a + 6 A ,  multipliée par 4 qui efi 
une quantitd confiante , airifi pour l'iiicdgrer, 

e 
gdx ( a + b x ) p  -k ' g(a+ b x ) P  * I +C= I P +  1) b d x  (q-t- 31b- 

-i- c. 
Zn effet, fi l'on diEdrencie cette nouvelle 

quantitd , on retrouve vdx ( a + 6% )P. 
a, E n  examinant de meme la différentielle 

on trouvera cp'elle eR intégrable , parce que. 
a2 dx+-2 Q X ~ X  ett la diEdrenciellc de ax+xx, 
multipliée y ar unc tonliante a. Appliquarit 
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donc la regle, on a u r a f i , ~ ~ x i , , 2 a x ~ x )  ( d ~ + ~ ~ ) - - à  

(aadr+ t 4 .A)  (nx + x x )  + C = ~ a ( a r + x x . ) ~ + C ,  
$ ( u d r + = r d x )  

L e  h l  cas, à excepter, eit celui où l'ex. 
pofznt de la quantité complzxe îrroit - i ; 
alors on intdgre par l o ~ a r i t h m c s  , aiiili que  
nous le verrons 1 ar la Puice. 

Des DiférentieZles Dinomes gui peuvent 
SinréFer algébriyuement. 

CJ O. NOUS entendons par différentii llc hi= 
nome , celle où la quant id  comrlexe la plus 
compofde, efi une puiffance qiielconque d'un 

' binorne. Aiiifi gxs dx ( a  t 6 t Z ) f  eft unc  diffé- 
rentielle binome. Il en efi de i n h r  de 
gxm dx ( a + bxn )P qui peut reprdfenter toute 
diffdrentielle binomc , parce que ,  par g , a ,  
b ,  m, n , p , on peut entendre tous les nom- 
bres imaginables pofitifs ou négatifs. 

On ne fait pas intCgrer gtnéralement, 
toute diffdrentielle binome.- Mais on voi t ,  
par ce qui prtcede, qu'on fait  intégrer une 
diffdrentielle binorne gxm dx ( a+bxz) P, dam 
les deux cas fuivants. 

rO. Quand  p elt un nombre entier politif 
quelconque, quels que foient d'ailleurs les 
expohnts rn & n ( 86 ) , l'excçption du cai 
mentionnd ( 8 8  ), - 
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D E  M A T H ~ A T I Q U E S .  rojl 
2'. Q u a n d  l'expofant rn de x hors du bi- 

nome, efi moindre d'une unit4 que l'expo. 
fant n de x dans le binome, c'efi-à-dire , qu'on 
peut inttgrer génkralement gxn-' dx ( a - t b x n ) p ,  

quels que  foient n & p , exceytt le cas où 
p = - 1. En effet g x n - x  dx eit diffdrcntielle 
dc a + 6 x7, multipli4e par 5, c'eit-à-dire, 
par une confiante ; on rentre donc dans le 
cas dont il efl quefiion ( 89 ) ; & par confd- 
quent on inrC.-rera : comme il a dt4 en- 

a. 
ièign& , c'cil-à-dire , par la regle fondameii- 
tale ,  en regardant a +- bx" comme une feule 
qumtit6. 

Outre ces cas'., il y e n  a encore deux au; 
tres que l'on pedt comprendre en un îeul ,  
& q u i  comprennent le prdcddent : nous al- 
lons les faire connoitre. 

9 I .  1". O n  peut  ii;ttgrer toute diEdreiw 
tielle binonx , dans laquelle l'expofant de crr 
hors du  binorne ? t:anr augmenté d'une uni- 
t & ,  pourra erre divif6 exa~lement par \'ex- 
poîanr de x dans le binome , & donnera pour 
quotient un nombre entier pofitif. L e  pro- 
cddé qu'i l  f a u t  fuivre dans ce cas , pour 
intégrer, ainfi que pour dkrtlontrer que cela 
eit gkndral , confifie à dgaler la  quantité 
binome ( iàns ion cxpofant total ) , à une 
feule variable ; & à exprimer la difléren- 
tielle propofde à l'aide de cette variable 
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ieule & de confiantes ; ce 2 quoi on peot 
-tonjours parvenir facilement , en oplranr 
comme dans les exem les fuivants. 

Yropoîons-nous d'a 1 ord d'intégrei g xb dx 

[a - t - 6 2 )  Sg Je vois que cetre différentielle 
eit intégrable , parcc que l'cxpofant de x 
hors du binome , c'efi-à-dire, 3 , &tant aug- 
mentC d'une u n i d  , donne 4 ,  q u i  divif4 par 
I'expofant 2 de x dans le binome , donnc 
pour quotient 2 ,  nombre entier pofitif. 

l e  fais donc a -I- b X" = 7. De cette 
'équation je tire la valeur de xz  ; c'eit x2= 
7 - a  - 

b 
. Je  remarque que x3 dx - qui précede la 

quahtitd binome ,, & vient iin mulriplica. 
peur coniaant, preç) de la  difidrenciation de 
a+ quarrd de x2 : j'éleve donc , au quarré, 

T - Q  5-0 Yiquation x" -: - L.- , & j'ai s* = (T) ; 
Zonc en différenciant ; j'aurai , . . 
+ x 3 d x  = 2 .  (r+). :, par coii~i+cnr 

( 2 - < 2 ) 4  
x 3 d x  = (y) 3 = - 

2 b' 
Subi"tituaii[ 

POLX x3 d r  , & ( a +  b iz ) leurs valeurs 
en <, dans p 3 d x  ( a +  bx2)f, j'ai . . . . , 
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g T f f  z g a i ) +  5 
- 1  - --- 
( 3 - ~ ) a b '  ( I+I )  a b a  -4- c, o u f  

que --- eD multiplicateur, 
z b L  

commun ) = 

z 6' 

donc pour T , fa valeur a + 6 x' , nouf: 
a u r o n s s ( a  i- bxl ) f"  ( 5  ( a  + b s z f  
- : a ) - +  9 C. 

9 2. On opérera d'une maniere FembIai 
ble , .pour tout autre cas aCujujéti aux memes 
conditions. Prenons , par cxernple g x 8  d x 

2 

( a + b x3 )-', qui doit être integrable, 
puifque I'expofant 8 augment6 de I , c'efi-à- 
dire, 9 , étant divifd par lYexpofar,t 3 de x*  
dans le binome , donne un nombre entier 
pofitif. J e  ferai donc a + b x3  = s ; j'aurat 
x3 - --2; 6 & comme x a d x  qui prdcéde le 
binome , vient ( à un multiplicateur conf- 
tant ,  près ) de la différenciation de. x9 , pour 
avoir x9 je cuberai i'équation x 3  = '+a: j'au- 
rai r9 = diBérenciaat pour avoir xsdr, 

r-a + d  jyai srs d~ = 3 ,  (6) +, & par conréqueno 
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g ~ e d x  (a + bx3) - f ,  Tc changera donc ea 
' r-'l = n r  

g . (?) .- - i, ou ( en faifmt les op& 
3 *' 

t - a  rations indiquiiss , c'eit-a-dire , &levant 7 
-L 

au quarrf ,  & multipliaiit par x-') 
1-l g a 2 T - f d <  3 6' 4 

+ 'EL-Xi + - -  - dont l'inttgralc 
7 6' 2 h' ' 

R ferdduit à ~ z j l ~ - i  ri-7-+F) ZUT aa 

3 b 3  3 ( J - ;  1-7 -- 1 

6 a7 
.+ c, f-$(!+- 

3 b 3  4 
+ j a ' )  + C ,  

ou enfin, en remettant pour 7 ,  fa valeur 

, - 
[ + ( a + b x 3 ) ' - - $  ( a +  b ~ ~ ) + ~ a ' 1 + C .  

T e l l e  efi l a  merhode qu'il faudra'fuivre 
tou tes  les fois que  l'expofant de x hors du bi- 
nome , dtant augment6 d'une unitd , & divik! 
par l'expofant de x dans  le binonie, donnera 
pour quotient, un  nombre entier pufitif. 

9 3 .  2'. Quoiqu'une qiiantiré difiëren* 
tielle binome ne  foit pas dans le cas dont 
nous venons de parler , il arrive néanmoins, 
affez fouvent , qu'on peut l'y ramener, i 
l'aide d'une prtparation afkz fimple , & q u i  
eonfiite à rendre négatif l'expoiànt d~ f i  
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D E  M A T H É M A T I Q U E J .  r p  
ilans le Sinorne , lorrqu'il cfl polirif , ou 
pofirif lorfqu'il eli nigatif. Pour cet e&t , il 
Liit tiiviiZr les deux termes du binome par 
l a  p u ; n à ~ c e  de x q u i  fe trouve dans ce 
binomz, & multiplier hors du binome, par 
cette mérne piKance &levée à la puiffance 
m a r q u é e  par l'expofant total du binome. Par, 
exemple , pour rendre négatif l'expofant 
2 de x , dans le binome gx4 dx ( a + bx " ) 5 ,  

je divife a + h x' par x' , ce qui me donnc 

mais comme la quantird xz par laquelle on a 
divifi , eit cenfde dlevde à la cinquieme 
puifince ,~puifqu'elle eit comprife fous l'ex4 
p o h t  total du binome, i l  faut par corn. 
pyîat ion , multiplier au dehors, par ( xz )', 
c e f i - à - d r e ,  ( Alfi. 1 2 3  ) par x X 0 ,  ce qui 
donne g 14 dx ( a x - L  + b 

En appliquant cette priparation , on trou- 
vera que pluficurs diffdrcntielles binomes 
qu i  ne îeroient pas comprifes dans le cas 
prCcCdent , y reviendront. Par exemple, G - 

a a d x -  I b n  me donnoit à int tgrer ----- 
( a a  4 r x ) ~ '  OU , * 

aa dx ( aa -+ x x  ) - t ; je vois quc l'expo- 
fant de x hors d u  binome , c'eft-à-dire, O , 
Ctant  augmenté de 1 ,  ce qui  fait I , ne peut 
être divifé exaaement par lYcxpofant 2 de x 
dans le binorne ; mais j'aurois .tort $eiY 
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conclure que la quantitd propofëc n'efi psi 
inttgrable; car fi je rends ndgative la  puif- 
fance de x daqs le binome , en dcrivant 

3 
( a a  ( x )  ( a a x  4 ) qui fe 
rdduir p a a  r - l d r  ( a ~ x - ' 4  I )y+, je 
vois alors que - 3 augment6 de r c'eft- 
à-dire , - 3 + I ou - e , Btant divifd par 
i'expofant - 2 de x dans le binome, donne 
pour quotient un nombre enticr politif: ainfi 
faifait a a s-' t 1 SL. T, j'en tire x- '  =y* 

a u  1 
'& comme x5 dx eR ( ii un multipli~atcur 
confiant, près ) la diffirentielle de  x-', je 
diffdrencie, & j'ai - 2 x-3 d x  = - " d'où 

au 9 

je tire x-3 d x  = - - d' . La diffërenticlle 
z a a  

a o x - 3 d x ( a o i - ° +  1 ) - i  Te change donc 

1. -1 
-.T 
E.(r-t) 4 C, ou $-$+ C, ou (en remet- 

tant pour Ca valeur ) (aux - 2 -i- 1)-' + C, ou 
1 -- v- +- C ,  q u i  Te rdduit à -t C, 

Ainfi le procddé-r indgrer , eit le même 
&?E+mm+j-,@dans le précédent. 

9 42Nobs avons fuppof& qu'il n'y avoir 
$0. piiihnce de x , que dans l'un deg deux 

' $&me# 
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termes du binome. S'il y en avoit dans tous 
les deux,  on rameneroit la quantid à n'en 
avoir que dans un , en divifant le binome 
par l'une des deux piiXanccs de x ,  qui  fe 
trouyent dans fes termes , & multipliant au 
dehors par la m&mc puiirance dlevhe i la 
puiffance marqude par l 'expolnt du binome ; 
& cela par la même raiîon que nous venons 
de donner ( 93 ) , pour rcndie IYexpodnt nB- 
gatif. Ainli, fi l'on me propofoit d'inttgrcr, 

s a d x  
ou aax- 'dx  (aa+xx)-: ,  je 

xv 'zx  -j x x '  

l e  changerois en a a x- ( x )  -' dx ( a + ~ ) - ~ ,  
en  divifant le binome par x , & multipliant 
au dehors, par x ClevE à la puiffance-: q u i  
cfi celle du binomc. Cette quantité fe r tduit  à 

3 - 
a a x - ' d x  ( a  +x)-".Sionluiappliquelare- 
gle du 1'' cas ( 9 1 ), on ne trouvera point que 
cette quantid foit intdgrable 5 mais cn ren- 
dant ndgatif l'cxpoîant de x dans lc binome, 
on aura aax-i*(x)-:  dx (ax- ;+ ,)-;, ou am-zdx 
fax-1 + 1) - i qui (93 ) eit inrigrable. Faifant 

C - I  donc a x - 1 3 .  I =r,onaurax-1,- - di& 
a ' 

d €  - 4  - renciant , on + x -  a dx = n, ou x-zdx= - 
a' 

donc aa x -~ -dx (  a s œ r  + 1) - 5 fe change en 
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-a{" - - -t C, ou - P a<'+ C, ou ( en remettant 
2 

Lorfqu'on aura fait fu r  une diffdrentielle 
binome, l'examen des dvux cas que nous ve- 
noix d 'ex~ofer ,  f i  elle ne fe rapporte à au- 
cun, alclrs il eit inutile d'attendre une int t -  
grale purement algébrique. 

Quant aux différentielles trinomes , qua- 
trinomes, &c , c'eit-A-dire , dont la quantité 
complexerenferme trois, quatre, &c, termes, 
elles font intdgrables dans les cas dnoncts 
( 85 G. JA. ). Il y a encore quelques cas où 
elles admettent une intigrale algébrique; 
mais ces cas font en fort petit nombre, & 
fe prdfentent rarement ; ainfi nous ne nous en 
occuperons point ici. 
Nous donnerons plus bas la mlihode de d é c o ~ r i r  eelles qui 

f in t  intégrables, Pc celles dont l'intégrale peut être rapportée à 
one inttgrïle donnée. 

Appht ion  des rrgles précédentes , ri Za 
quadrature des Cades. 

g 5. POUR trouver la î~lrfaR ou ( ce qui 
revient au même ) la quadrature des lignes 
courbes, on ie reprkfcnre ces lignes coinmp 
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des poIygones d'une infinité de cô t t s  ; &, 
des extrémitds M & rn  de chaque côtk ( Fig. 
3 4 ) , on imagine les perpendiculaires M P , 
mp, fur l'axe des abfciBés , ce qui ddcom- 
pore la furface en une infinit6 de trapèzes 
infiniment petits. Alors on regarde chaque 
trapèze, tel  que P p  nt hf comme la diffé- 
rentielle de l'erpaçe fini A P M ; parce qu'en 
effet Pp mlZl = APnz - APM- d (  APM]  
(6) .  11 ne s'agit donc que d'exprimer alg&, 
briquement le petit trapèzc P p  mM , & 
d'intégrer enruite cette exprefion , à l'aide 
des regleo p~te tdentes ,  

M a i s  en confidérant F? mICI comme diffi- 
rentielle de l a  furface, il faut  remarquer, 
qu'il n'efi pas plutôt 1a diffdrentielle de la 
furface comptde d e p i s  l'origine A des abî- 
ciffes , qu'il n'eit la diffdrentielle de t o u t  au- 
tre efpèce K P Af L coinptd depuis un point 
fixe & détermint R ;  puifqu'on a tgalemenr 
PprnM= Kp,k!L - K P M L  ?: d ( K M P L ,  
Donc,  lorfqu'dn intdgrera , on n'a pas droit 
d'attribuer l'inttgrale que donnera immC- 
diatsment le calcul, plutôt à l'efpace A P 11.f 
qu'à tout autre efpace KPLM, qui en diffdre 
d'un efpace ddtermlné & confiant K A  L. 
11 faudra donc ajouter à l ' intd~rale trouvde " 
par le calcul, une confiante qui expri 

H ;a 
nke cc dont l'cfpace que 1'04 a deffein de d ter* 
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miner , difkre de celui que donne immé- 
diatement le calcul : nous verrons dans les 
exemples que nous allons donner ,  comment 
on détermine cette confiante. Cherchons d'a- 
bord l'exprefion de Yefpace Pp n&f. 

Nommons A P , x ; P M, y ; nous aurons 
Pp =dx, ym =y -Ç 4. L a  furface du tra- 

pèec P p  nr M ( Géorn. 118 j eR PD'+pm x Pp - 
d y  d x  2 

x dx =ydx .+ - . lCIais ~ o u r  ex- 

primer que riy & dsc font infiniment petits, il 
d-y d x  qu i  eit infiniment petit à faut rejetter - 

1 ' 4 y d  deydx  ; on aura donc ydx pour l'ex- 
preifion gtntlrale de la ctiEdrentielle ou de 
l'élément de la iiirface de toute courbe. 

Pour appliquer cettp: formule à une Cur- 
face propolée dont  on auroit 1'6quation, il 
faut tirer de cette équation, la valeur de y ,  
q u e  l'on mettra dans la formule y d x  ; alors 
o n  aura une quantité toute en x & dx , qui ,  
aorfqu'elle pourra être integr& par les re- 
gles prc'ckdentes , donnera , en y ajoutalit 
une can0ante , l'exprcfion de la îurface de 
cette courbe. , comptee depuis tel point 
qu'on voudra. Il ne s'agira plus que de d& 
terminer la confiante ; ce que l'on fera en 
e~priinant de quel point l'on pretend comp- 
ter& furfacc : nousJ4allons voir commeni 
cela s'exprime. 
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Prenons, pour exemple, la parabole ordi- 
naire ,  qui a pour dquatioil yy ===PX. Nous 
auronsy= / p x =pi  xi ; donc y dx  devien- 
dra p t x f d x  ; or l'intégrale de cette quan- 

L L 

tir6 ( 8 3 )  efip2""+ C, oii f p i  xi-+ c ;  
+ d x  

cctte derniere cxprefion eR donc cellc de la 
furface de l a  parabole; enforte que connoiL 
fant  l'alfciire x , &i: le parametre  y ,  clin auroie 
la  valciir de l'dpace A Pl@; ou de l'efpace 
K PL M compté depuis un point détermi- 
nt5 K , fi la  confiante C Ctoit d i rerminte ,  
c'efi-à-dire , fi cetce intdgrale exprimoit ac- 
tuellement de quel point on  compte. 

Suppofons donc que nous voulons comp- 
ter  le8 efpaces depuis le point R ; alors on 
aura A Y . y p  =- j p t x l -+- C. Pour favoir cc 
que  doit valoir L' , pour q u e  cette tquation 
ait  lieu, il f iu t  remarquer que  lorfque x de- 
vient O ,  l'efpace A P LM efi auifi zéro ; dans 
ce cas I'tquation fe r tduit  21 Q = =  O + C; 
donc C= O ; donc pour que  l ' indgrale ex- 
primr les ef accs comptés depuis le point A, 
il fmt que  P a confiante C foioir zéro ; c'eit-A- 
dire, q,;'alors il n'y a point d e  codtante à 
ajouter, & l'on a ,  en général,  lYer?ace ind& 

1 3  f ini  APM- 5 p  ïx 7. 
Mais , fi on vauloit compter Ies eîpacee 

depuis le point K tel que AK = b ( 6  an^ 
H, t 
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une quantid connue ) ; dors  on auroie 
KPLM= Ip!xL+ C; or cea eîpaces KPLM 
deviennent O ,  lorfque AP ou x devient,b; 
on a donc alors o = + p : b t +  C;doncC= 
- 2 p  f b  5 ,  & par confdquent K P L M= 
t JI I 1 .  y p r x i - - p ~ b + .  

On voit par-là, à quoi rert la conflante que 
l'on ajoute en intégrant, & comn-ient l'état 
de l a  quefiion, feule peut la  dtterminer. 

2 1 X  Remarquons que + p + x t  = 5 0 i ~ ~ ~ ~ ;  
o r p t x f = y ;  < O ~ I C ~ ~ ~ X ; ' - O U $ ~ T X ~ X X =  

,$ xy ; donc puifque 5 p  i x t exprime l'efpace 
APM , cet  efpace aura a u f i  pour ex refion 
5 3 xy , c'eft-à-dire , $ A P x P M ,  ou es f du 
refiangle APMO,  quelque b i t  AP. 

f 
Pareillement f p i  6 i=$p i  b i  x 6 ; or, 

lorfque x = A K -  b , l'dquation yy - TY donne yy -ph , & par conféquenty = p  i 6 ;; 
c'eit-à-dire, K L = p f b $ ;  doncIp + b I o u  
r p t b ; x b = f  3 K L x  A K ;  d o n c ,  puifque 
lJefpace KPML a pour enprefion f p i x i - 
f p : 6 1- ,  il aura a u f i  pour exprefion $ A P x 
FM-'ARxRL,c'eit-à-dire , f  A P M O  - 5 1 A ~ L I .  

La parabole efi Ia fcde des quatre feQions 
coniques, q u i  foit quarrablc. 

Prenons pour kcond ercmpk, les para- 
boles de tous les genres , dont l'équation 
[ $0 ) eR ym 4 " = am xn ; nous aurons.  , . 
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DE M A T H $ M A T I Q V E S .  119 
W - n  m n - -- 

Y = Va% a m + .  s m + n ;  donc . el 

-- 
Y d x  am+. xm+n d x , dont 17int&grilc 

4- 1 C' .,,n + C, q u i  îc rdduit i 
n - 

m+n -f- 1 

n~ n 
m - + n  -- 
m f  z n  

a m i - n  sm+ntl+ C, qui eit la mkmc 
m n 

m+zn m II 

( à c a d e  que y = Z n )  fe r i d u i t  
m + m  a -  

m-+ z n  
xy + C. Enforte que fi l'on veut 

compter 1cs efpaces A P M  depuis l'origine A 
des x ( Fig. 3 5  ) , ce q u i  exige que l'intdgrale 
f u i t  zéro , quand APM eit zéro, & par con- 
féqueiit quand x efi zero, alors la  confiante C 

m f n  eR zCro , & l'on a îimplement rxn xy ; 
cseit-à-dire , q u e  l'efpacc APM efi toujours 
une portion déterminée du produit xy ou du 
reétangle A P M O ; il en cfi une partie ex- 

m + n primdc par la fraEtion Tn, dont la valeur 
ddpelid dc  celles de m & de n ; c'cil-à-dire , 
duZdegré de la parabole. Ainfi toutes les 
raboles font quarrables. 

On trouvera deLrnêrne que toutes les hyperboles rappoitiqh: 
5 leurs afjmptotes (excepté I'liyperboie ordinaire) faru quard 

H * 
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tables. Mais comme dans la détermination de  la  conflantc 
on trouve quelquefois une quantité infinie, i l  n'eR pas inutile 

m m+n e n  
d'examiner ici ce qu'elle fignifie. Soit d o n c y  = a lis 

m + n  - n  -- 
m m 

l'équation de ces courbes : on aura y = a x ; donc 
m+n - n  m + n  n -- -1-- 

y d x = a m  xm d x ,  dont l'intégrale efi amx " + C , 
m + n  n 

n 

m -1-T- 
1-- 

rn 
bu m-n - a m  

in +- C; quantitC où il n'y a aucune 
difficulté pour déterminer l a  confiante , lorfque m fir-  
paire n. Mais l o rhue  m eR plus petit que n , on trouve une 
quantité infinie pour confiante, lorfqu'on veut compter les 
efpaces depuis l'origine des x ; 8r une quamité finie, quand 
o n  conipte d e  tout autre point. Siippofons , par exemple,  
im=~ & n=z, ; auquel cas l'équation ei? y = ujx-' ; la fur- 

a 3 face fe  réduit alors à - a3 x - '  + C ,  ou C - -, Donc fi 
X 

son veut compter les eGaces depuis l'origine A des x ,  il fau- 
a3 

dra  que  C - - foit zéro, IorGue ,x = O ; c'efi-à-dire , que 
as X as 

.(r - - = O ,  & par conGquent C = -, c'eit-à-dire, eff in- 
O O 

fini. Au contraire, fi on veut compter les efpaces depuis le 
a 3 as v i n t  Ai, tel que AK = b ,  on a C- - = O, q u i  donne G n  - 

 ici ce que cela fignifie. O b 
a' La courbe qui a pour équationy = a3 r-" ou y = - s'Ci 
x = -- 

tend à l'infini le long des afjmptotes AZ , A Y (Fig. 3 6); mais 
s'approche beaucoup plus pres de l 'aqmptote AZ que de l'a- 
iymptote AY; car lorfque x efl infini, y eit infiniment pc- 
tit d u  Cecond ordre ; au lieu quc lorfque y eff infini, z dei? 
infiniment petite que d c  l'ordre $ ; donc fi l'on compte les 
cfpaces depuis i'afyrnptote AY,  ils Gnt  infinis , parce que 
l'ef@ace compris entre cette afymptote & la branche infinie 
J3 S ,  elt infini. Ainli, il n'efl pas poiiible d'afiigner les ef- 
pdCeS AP J l S  ccniptés depuis l'a$.mptote A Y. Au contrakg 
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les efpacds compris entre l a  branche BM & l'afvmptote AZ 
iufqu'à l'infini, ont une va!eur finie, parce qu'aprts u n  in- 
tervalle aKez cour t ,  l a  branche s'approche trhs rapidement 
de ion aijrnptote , en  6 t t e  que l'erpace infiniment long 

fis u3 
R L M O Z  a pour expreilïon - , 8 P X û Z  z - ; di par 

a3 b a3 x 
conréquent K L M P  = -- - - D'où il fu i t ,  que quoi- 

b x *  
qu'on ne  puiffe pa5 avoir les efpaces comptés depuis R Y , 
on peur néanmoins avoir les efpaces K L M P  comptés depuis 
un point A- pris fi près qu'on le voudra de A Y. 

klrenon-s pour troifieme exemple, la courbe 
nnx - xl qui auroit pour équationy = t2 a , & que 

l'on reconnoitra avoir la figure marqude 
(Fig. 37  ), en donnant conf4cutivcment à x 
des valeurs arbitraires, & une valeur déter- 
minée à a. 

aardx-xldx On aura doncydx- --- 
cr a 

, Qoilt l'in- 
~ ~ z c x = - x +  tkgrale (83)  ef;_Tydx ou A P M = -- -+ C; 

d a n  

& fi l'on veut compter les efpace; A P M 
depuis le point A origine des x ,  il f a u t  que 
cette inrtgrale devienne O avec x , ce qu i  
fait voir que l a  confiante C eit zéro. E41iortv 
que l'efpacc inddfini A P A1 efl h p l e m c n t  
2 n u z - x 4  

A R  
. Et en gdndral , fi la valeur d e y  n'çR 

co ip&e ,  comme dans le cas prdfent , qiie 
de monomes , on aura toujoura aifdrnent ia 
fwrface ( 8 5  ). 

9 6.  Nous avons vu ( A&. 41 3 ) corn- 
ment , à l'aide de I'AJgebre , on pouvoir 
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1322 C O U R S  
imiter un contour quelconque A B  CD ( Fig. 
3 8  ) , en fairant paffer par un certain nombre 
A, B,$D, de fes points, une ligne courbe dont 
J'Cqiiation auroit cette f o r m e y  = a -+ 6 x + 
EX' -I- ex3 + f x +  &C : & comment on devoit 
ddierrniiier a; b , c , &cm pour cet effet. Sup- 
pofons maintenant que l'on voulût trouver 
la  firface A B  CD L K , quoiqu'on n'ait pas 
l'dquation de la courbe A B  CD. 

On feroit p a f i r  ( Al9 +13 ( par un cer- 
tain nombre de points A , B, C, D une 
courbe AeBfCgD, qui ié confondrait avec 
celle - là , d'autant plus intimrment , qu'on 
prendroit plus de points ; & comme alors 
o n  auroit I'dquation de cette dernierc , on 
pourroit la regarder co&e l'équation de la 
courbe A B CD,  du moins dms l'dtendue 
A 6 C 1) ; mais cette dquat is i~  étant alors 
de cette f o r r n e y q  a + $ x  -f- c r ' + c x 3 ,  
&c. dont tous les termes font rnonomes, 
o n  auroit ailëmcnt la  furface , f i lon ce qu3 
vient d'&tre dit. On peut appliquer ceci à la 
mefure des furfaces des coupes des v a 3  
&aux. 
En général, on peut rappliquer à troxver par approxima; 

6on , les iurfaces des courbes , & l'intégrale approchee des 
quantités qu'on ne peut pas intégrer exaBemenr. En eifet, 
toux différentielle peut  être regardée comme exprimant l'élé- 
ment de la furface d'une courbe,  dont l'ordonnée fëroit égale 

i mut ce que d x  multiplie ; par exemple, d x: V a a  + xr ei\ 
Piliment de la iïurfdce de la courbe pi aurait pour ordonné* 
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$== v a n  + xx.  Ainfi calculant par l e  moyen de  cette (qua- 
tion quelques valeurs d e  y pour quelques valeurs de x ,  & 
faifant pa re r  par les extrémités de ces ordonnbes une courbe 
d e  l a  nature de celles dont i l  vient d'être quellion, l a  furface 
de celles-ci étant trouvée feroit la valeur approchée d e  l'inté- 

'grale d e  dx f a a +  xx, dans i'étendue qu'on auroit donnée à x. 

Prenons encore un exemple. Ce fera 
celui de la  furface de 1ê courbê, q u i  a pour 
équation ayy - x4 ( a 3  - x 3  ); cette dquation 

a- 

+ V(.+( . -x j , )  - x' donne y = - 
a' - k q a  V z  

donc ( en ne prenant qu'une des valèurs 

or cette q u a n t i d  eR integrablé ( Sg ) parce 
quc xz dx cil l a  diffdrentielle du  terme x3 qui. 
efi dans le binome , divifde 'par le nom- 
bre confiant ?. Donc ( 8 9 )  on a . . . . 

U r 

nera en ddcidant de quel point: on veut 
compter la furface. 

O n  peur encore trouver la'furface des courbes en la dhcorn- 
poiant en  triangles , au lieu de  trapèzes. Par exemple ,  o n  
pourroit trouver la f irface du fegment A N Q  (Fig. 34) ,  e n  
l e  confidérant cornrne coinporé d'une infinité de  triangles infi- 
niment petits, tels que AQq. C e  triangle auroit pour expreL -. 

&on en abaiKan< la perpendiculaire Q t ,  ou ( c e  quj  

revient zu même) en décrivant du centre& & du ra on AQ l'arc Y infiniment petit Qt .  Alors nommant AQ , t , & 1 arc Qr , dx , 
ou auroit A q = r + d t  , & par confiquent l e  triangle A Q q 
- r + d t  t d x  d r d x  t d x  
P-- d x  = -+- , ç'efl-l-dire, t: - , en ra- 

3 a a 2. 
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li 24 C O U ~ S  
d t d x  

jettant le terme -pour exprimer que  dx & d t  f in t  infiiii* 
i 

ment petits. II ne s'agirait que d'avcir l'équation entre 
x & Z ,  pour pouvoir mettre au lieu de t fi valeur en x ,  & 
intégrer. 

Aplication à la  re&?$i'cation des lignes 

77. RECTIFIER une ligne courbe , c'cfi 
iléterminer fa Longueur 9 ou alTigncr une li- 
gne droite qui lui îoit Egale, ou dgale à un 
arc propofd d s  cette courbe. Voici comment 
on y parvient quand cela eft: pofiLIe. 

En confidirant toujours la courbe A M 
Fig. 3 4 )  comme un polygone d'une infiiiit8 

de cÔt6s, le petit côte M m  peur être re- 
ga rd t  comme diEdrentielle de l'arc A M ,  
parce que hZm= 14 nz - A  M = d ( A N ) .  
Or en menent M t  parallele à AP , on a 

P .  > .  31 rn = v ~ f r ' + r m a  r= I /dxz+dyt  ; 11 ne a agit 
donc que  d'intdgrer Z/&+J~P. Pour cet eEet 
on diffdrenciera lY8quation de la courbe,  & 
cn ayant tir6 la valeur de dy exprimde en x 
Q dx , ou celle de dx exprimde en y & dy , 
on la fubititucra dans I / d m  qui R e  con- 
tiendra plus que des x & d! '  , ou desy  & +'; 
on fera fortir dx' ou dx' , hors du radical 
( Alg. I i I ) , & l'on intdgrera. 

Pour en donner un cxemplc , prenoiie 
parmi les paraboles gdnéralement cxprimécl 
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par y* + =am xn , celle qui a pour Bqua- 
rion partirdiere y' = ax' , nous en tirerons 

-, - 

Or,  cette quantité ç'intdgrc aihrnent ( go  ) , 
puifqae l ' e spdan t  de y hors du binome, efi 
moindre d'une unité que  dans le binome. 

On aura 

4 a  
A l'kgard de la confiante C,  voici comment 
o n  la  dtterminers. Si c'cfl de uis le point A, 
origine des y, que nous vou P otis compter les 
arcs A M  , il faiidra que I'inrégrale , ou la 
valeur de l'arc A M ,  devienne zdro en même 
temps que  y. OF lorfque y = o l'intdgrala 

8n 8a f c ï é d u i r à - + ( i ) f + C o u - -  +- C; on a 
2 7 2 7 

8 a 8 a 
donc - + C c  O ;  donc C- - --. Donc 

2 7 2 7 

l a  longueur de l'arc quelconque A M compté 
9 y  i 8 a ,  d e p i 8  le fornrnet A, eR @ (1 + ,)' - ,. 

27. 
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S i  l'on veut fivoir quelles 6nt  les autres paraboles que l'on 
peut reAifier , on l e  trouvera en  cette maniere ; l'équation 

m i - n  m n 
Y = a x , qai  appartient i ces courbes,  donfie 

m n 
7 

m+n m 
y =a x . FaiTons , pour fimpliSer , - - - k  

mi- n 
n k 1 k l - 1  

& - = Z ; n o u s a i u r o n s ~ = n x ; d o n c ~ r l a x  d x ,  
m 4 n  

2 k  2 1 - 2  

& dv1,i2 a x dx'r donc If d x 2  -+ k y a  o 

quantité qui  n'en intigrable dans cet état , que lorfque z Z- 
2 i 1 .  Mais fi l'on change le iigne de l'expohnt d e  .Y, Cous 

1 - .I 
- 2 L - t Z  z  2 k ,  

l e  radical ,  en aura i d x v x  + a q u i b r )  
elt intégrable ii I - I  augmente d'une unité & divif6 paf -22 

7 

J- z , donne un nombre entier pofiiif; c'efl à-dire, fi 
i 

- 2 L i - 2  

= i , t étant un nombre entier poiitif. De-là on tire 1 = -. 
7. Z 

Z ~ Z + Z C , S ~ Z = -  ; or I= 2, donc - - 
Z L + I  m i - n  m + n  

z t  n 
-; $06 m  r - ; ainl i  les paraboles qui peuvent être 
I 1 + 1  2 1 

rc&fiées, h n t  c'elles qui iont cornpriks dans i'équatian 
w n  2 
z t = a 2 r  x n, ou ( e n  extrayant la racine du degrE n ) 

Y z r + I  I 
L 

y 2 z -.i a 2 Ir, t étant un  nombre entier pofitif quelconque. 

AppGcarions aux Surfaces conrbts. 

9 8. N o u s noua boriierons aux fiit.faccs 
aes  folides de rtvolution. On appelle ainfi 
les folides que l'on cohçoit engendrds par le 
inouvernent d'une courbe A n<l ( Fik. 39 ) , 
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q u i  tourneroit autolrr d'une ligne droite A P. 
Il faut coi-icevoir que tandis que  la  courbe 

A M tourne autour de A P  le petit côtt M m  
ddcrit une zône , ou portion de cône tron- 
quC , qui eft l'Clément de la furface, & qui 
( Ghm. 220 ) efi égal au produit de M m  
par la circonférence qni anroit po Y rayon la perpendiculaire msnée du milieu de M m  
fur A P ,  ou ( ce qui revient au même ,. puif- 
que Mm eff infiniment petir: ) par la circon- 
fërence q u i  auroit pour rayon PM. Or l'arc 
M m  = i d x z x d J '  ; & fi l'on repréfenre par 
r : c le rapport du rayon à la circonférence 
d'un cercle, on aura r : c : : y  ed%r à la circan- 
firence qui a pour rayon P hl, laquelle fcra 
2'. on a donc 7 d d x 2 x d r 2  pour l'dl6mciit de 

r ' 
l a  hrface des folides de rdvolution. 

90.  Pour appliquer ceci , i;ippofons 
qu'on/ demande fa' f&face de la- fph&e. Le 
cercle géndratcur A MB ( Fig. 40 ) a pour 
&quation yy= ax xx, en nommant AP, x ; 

$ a d %  -. Subfiiruanf donc dans la for. 
v a s - x x  - 

mule y cnlt dyi POU' Y & Va.r~+dr~  leur^ 
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l n d x  
C V a x - x x .  valeurs, on aura q u i  fe 

r f a x -  2, 

; a c x  
o u  finiplcment - en comptant la furface 

: a c x  f a c  
depuis le point A. Or 7, ou - . x ex- 

prime la furface d u  cylindre qui auroit pour 
bnfe un grand cercle de la fphcre , & x 
POIX hauteur ; cc qui s'accorde parfaitement 
avec cc qu i  a é t i  démontré ( Géont. 222.) 

r O o. Si l'on veut avoir la furface du 
yarabo!oïde , ( c'eit ainG qu'on appelle le 
folide engendrt par la révolution de la para- 
bole AM ( Fig. 3 9 ) ,  autour de h n  axe) ; on 

Y Y  a pour kquation yy = p x; donc x - - 
z y d y  4 y'dr2 P ' d x = -  &dxZ -- ; donc l/dT+dy' 
P ' PP 

4y"ly' = dy y = v-dyl+- *+ -  ; donc 
P P  = cydyy 

+ devient ici, - 
i r I + -  

P P  
quantité qu i  eA intkgrable ( go ) , & dont 

C*Y ( I  * 4Y-l); 
l ' i~ltdgrde efi . ' P P  + Cl  qui  fe ri-  

4 . 8 7  d y 

acit  à Px ( 1 + 5) + C. Or pour que cete 
1 z r  

quantité exprime la furface comptec depuis 
le, 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S :  129. 
le  foorhmcr A , il fau t  qu'elle foit zdro ; 
qiiand y = O ; mais , dans ce cas , elle dc- 

Y P C  3 P I' vient -- ( I ) + C, OU -- + C ; on a 
1 2 f  1 Z r  

" I z r '  - donc la furface du paraboloïde inde? 
P P C  4 ~ '  5 p p c  fini AMLAeR - (1 + - ) a -  I z ;  
I z r  P IU 

' I O I . P O ~ R  rnefiirer l a  Coliditt des  corps, 
an peut les imaginer coinpofés de tranches 
infiniment minces & parat!elcs eiitr'eiles ; 
ou bien les imaginer compofés d'une infi- 
nirL de pyramides , d o i i ~  les ioininets iè réu- 
nifint en u n  même point. korfqu'on fe les 
rcpdfente cotnmc compoi%s de tranches in- 
finiment minces, & paralleles encr'elles , la 
diEt4rence des deux iùrfaçes oppofées qu i  
terminent chaqiie trariche , efi infiniment 
pe t i te ,  Br par eoi?ft!quciit on doi t  l 'omettre 
dans l e  calcul, fi l'on veut  exprimer que cet te  
tranchç eit inirinl:r,e:x mince. Du - là il 
f u i t  qu'on doit prendre pour exprrfion d e  
l a  ColiditC de cette tranche , le produit de 
l'une dc fes deux bafes oppofdes , par fa hau- 
rrar infinimeilt petite. Par exemple , fi je 

I 
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cooiidere la pyramide SABC ( Fig. 14 ) corn 
me cornpgfde de tranches infiniment minces , 
tcllcs q;e n b c d r  f; je puis prcndrc pou; 
mefure de cette tranche , le  produir de la 
Eurface a 6 c ou de la furface de fpar  1'8paif- 
f iur de cette tranche. 

De meme, fi je confiderc le folide de rt- 
volution engendrd par la rotation de la coura 
be AM, autour de la  droite AP (Fig. 39 ), fi 
je le confidcre comme cornpofd de tranches 
paraHeles entr'elles & infiniment minces , je 
dois prendre, pour mefure de chaque tran- 
che, le produit de la  furface du cercle qu i  a 
pour rayon PM, par l'épaiffeur Pp. 

Ce principe poG , voici comment on 
Xvaluera la foliditd de tout le corps. On 
confidtrera chaque tranche comme étant la 
diffdrentielle du folide, parce qu'en effet la 
tranche M m 1  L eit = A m I A  - A M L A  
E= d ( A M L A )  ; 8E ayant dkterminé l'cxpreî- 
fion algtbrique de cette tranche, on l'iiltd- 
grera. 

Par exemple, s'il s'agit de la pyramide 
'SAB C : fuppofant q l i e  la furfacc ABC de fa 
bafe , eit dgale à la quantitd connae bb , &fa 
hauteur S T e  h , on reprdfeentera par x la 
diflance S r  d'une- difiance cpelcon<uc ; ce 
qui donnera d x  pour l'ipaiifciir de cette 
tranche. Quant la furface a 6 c , on la 
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trouvera ( GLorn. 2 0 1  ) par ccttc proportion 
ST" SP : : A B C :  abc ; c'eit-a-dire , h h : 

6 6 r x  
x x :  :bb:a6c=, ; ainfi la roliditd de la  

66xxrEr 6 6 xs 
tranche fera - dont l'intdgrale eft -- 

h h  ' bf,...,-i 3 h h  + C, ou fimplement , fi l'on compte la 
foliditt depuis le foinmet S. Cette quantité 
qui exprime la folidité de la portion pyrami- 
dale quelconque S a  b c , eit la rnêifie chofe 

b b x x  x 
que, x -, qui n'en autre chore que abc x 
S t 3 
; ce q u i  s accorde avec ce que nous avons 

demontrd ( GCom. zqo ). 
I O 2. Quant aux folides de r6volutior1, 

on peut avoir d'une maniere géneralz, I'ex- 
prcfion de la tranchc éldmentaire, ou dif- 
firentielle. El1 effet , fuppoiant que r : c 
marque le rapport du rayon à la circonfé- 
rence, on aura la circonférence qui a-  pour 
rayon P M ( Fig. 39 ) ou y , en faifant 

' C Y .  cette proportion r : c : :y : , fi l'on multi- 

plie cette valeur 2' de la circonf6rence qui a 
pour rayon PM,  par y moitié d u  raym , 

c Y' on a - pour la furface , laquelle étant miil- 
a r c y z d x  

tipliée par l'dpaireur Pp ou L x ,  donne - 
L r 

pour l'exprefion de l'élément de la folidid 
de tout folide de rtvolution. Pour en faire 

1 2  
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1 3 2  C O U R S  
dage dana chaque cas particulier, il n'y aura 
autrc çliofe à faire, que  Je mettrc , au licu 
dey  , fa valeur en x tirde d : l'dquation dc la 
courbe gdnératrice A M ,  & intkgrer. 

I O 5 .  Prenons , pour exemple , le fph6 
roïde cnge;i: rd par la rtvolution de l'clliple 
autour de fon grand axe ( . Fig. . 42 ). L'tqua- 

6 6  
tion de lYellipfe eeR yy -= n;z ( a x - x x) , en 

nommant A P , 2 ; P P ! , y ; & les axes AB 
c y  Jx. & D d ,  a & b. La formule ---- 

2 r 
, devient 

c b b  E L  6 donc - dx (ax-xx), ou =. (axdx-x'dx), 
2 r d d  

dont i'intdgrale efi 
Z r u a  -+- C, ou 

fimplement -- - -- - 
2 ras 

fi l'on compte 

la  Solidicd d e p u ~ s  le point A. 
Pour avoir le rk)lidroide entier, on iuppo- 

f c r a x =  ~ ~ = a , & l ' o i ; a u r a  
zrau 

c ~ z h  h q u i  fe réduit à - 
I ?  r 

, qui elt  la même chofe 
c b b  , c b b  c h b  que -- x , a ,  ou q u î  , - x ; a ,  3 r  - espri- 
~r 8 r 

me 1; furface du cercle qui a 6 ou D d pour 
c k b  diamctre ; & - x a exprimcroir , p3r conré- 
8 r 

quent  , l a  folidid du cyliudrc circonfcrit à 
I'rlliyfoïde ; doiic puil'que In folidid de l'el- 

c 6 G l iy  îci'k cfi ici a; x ; a ,  il faut e n  conclure 
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DE ~ I A T H ~ M A T I Q U E S .  ' l J r  

que la folidid de lJe!iipfoïde eR les f de celle 
du cylindre circonlcrit. Et comme la  fFhere 
n'eR autre chorc qu'un ellipfoide dent les 
les deux axes font tgaux , Ia fphere eit donc 
acifi les -; du cy1iildi.e circonfcrit , ce q u i  
s'accorde avec ce que nous avons dérnsnrrz 
( Géom. z+G )- 

n 04. Si l'on vouloit avo:'r la foliditb 
comprde depuis Irn point déterminé K , tc1 
que A-< e ;  alors on prendrait l'inrégrale 

x 
g2ndrale -- - - - 

z '" T U I L  (a(\ ) + c ; & puirqu'on 
veut que la i0iidit.d coinmence au c oint K , 
i l  f a u t  que cette ir,tét.rale devienne O en ce 

' - I .  

m h e  point , c'eit-à-dire , IorPqlie x 1= e ; 
' b b  ('Y = ;j) + 

or  dans ce cas, elle devient - --- 
2 ruil 

donc - C b b  (n;-f{) +- C= O, & p r  c o r i ~ -  
Z rrla 

e ' (<>LI--) ; ainfi l a  fdi- quent C 3 - - 
2 i C I r l  Z 3 

dit t  , compté'e depuis le point K. , a pour 
5 5 b ,  n x l  X I  c b b  nt2  e3 

expreEon -- 2T0fl(T-+- z r a f l a  k - y)# 
C'eit-là l'exorefion d'une tranche de iDh& 

1 

roïde elliptique cornprifï entre deiix p lzns  
paralleles , auxquclc l'axe cit perpendicu- 
laire,  & dont 12 difiance cit = x - e. 

O n  peut , par cette formule, calculer 1a . 
Solidité, & par conriquent la ~ c f a x e u r  des 
mâts & des vergues des vaiffcaux , parce que, 

1 3  
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f e l o ~  ce que nous avons dit ( AZg. 305 ) , ce 
font des portions de fvhdroide elliptique. 

L I 

Cet te  même formule fervir nuf i  à me- 
f t m r  l a  capacitd des tonneaux,  dont la fur- 
face extérieure pourroit être regardée com- 
me portion d'un pareil fphéroïde. 

5 .  ~ r ç n o n i ,  pou;2d excmple , le para- 
boloide (Fig. 39 ). L'équation dc la parabole eit 

cy ldx  c p x d x  y y  =px ; aiilfi la  formule - - devient 7, 
2 r 

c p  x =  cpu x dont I'intdgrale efl- +- C, ou - x - + C, 
4 r Z r  2 

ou ( en mettant px, fa va!eur yyi .  
C y  r 2 + C. Si l'on veut le folide, A comp- 
Z r  2 

ter  du point A ; a ors  , comme ce folide 
efi a h ,  quand x efi z t r o  , l a  confiante C 
dolt êrre z é r o ,  k la ioliditd fe réduit à 
C Y Y  x C Y Y  - x - ; or -- exprime la furface du  ccr- 
Z r  z Z r  

cle q u i  auroit P Jf pour rayon, ou l a  bak  
di, paraboloi$e B hl L A ; donc le parabo- 
loïde rft l a  moitid du produit de rd  E d e ,  par 
f a  hauteur x ; donc il ei t  la moitid du cylin- 
dre de même bar': & de même hauteur. 

Si 1'0.1 veut compter l a  foliditt depuis un 
point K connu ,  & tel quc AK = c  ; alors la 
folidicé devant être zdro au point X , c'en-2- 
d i r e ,  quand x = c , l'intégrale gknérhle doit 
t t re  zéro dans ce même cas ; c'eii-à-dire , que 
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B E  M A T  H ~ M A T I Q U E S .  Y 3 f ,  
93 ' '  - + C, devenant ?@ -+ C, doit être O; 
4 '  . 4 r  

c p  c z  
donc - + C a  O ; & par confdcpent C m  

4 r 

ce ; donc la  folidiré d'unc tranche de pa- 
A r 

raboioïde , cornprib entre deux plans paral- 
leles dont les difiances au iommet font x & c ,  

c p  x 2  c p e z  
e f i - - -  . Ceci pcut îervir à toifer 

4 r 4 r 
i'excûvation des mines. 

I 06. O n  pcut encore , pour 
exemple , l'hyperboloïde , ou l e  folide en- 
gendré par la rdvolutian de l'hyperbole au- 
tour de l'un de fes axes. On peut prendre 
3ufi i  l'ellipfoïde engendré par la rdvolurion 
de l'ellipîe autour de h n  petit axe , & que 
l'on appelle Ellipj~ïd'e a p l a t i  ; on nomme au 
contraire EZIipJoi'de allongé celui qui efi en- 
gendré par la r@volution autour du grand 
axe. On trouvera de méme, que l'ellipfoïde 
applati efi les f du cylindre qui lui feroit 
circonfcrit ; c'dl-à-dire , que a & b t t a n t  le 
..rand & le petit axe de l'ellipfe géliératrice, b 

c n b h  
le fph6roïde allonge a pour folidité - 

17, r 9 & 
canb 

le  fphdroïde appla t i ,  a pour folidité - - 
I t  r ' 

ainîi le lphdroïde allongt , cf€ au fphdroïde 
- c a b 6  c n a b  applati : : - : - - 
IZ r I Z  r 

. . 6 ; a ,  comme le 
petit axe efi au grand axe. 

1 4  
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k3& C O U R S  

En voilà arkz pour les folides de r6vo- 
iution. 

Mais  pour accoutumer les coinmenGantg 
à dtrndrs. l'ufage de ces ndthodes , nous 
a l lons  les appliquer encore à deux exeinples. 

I O 7 .  Dans  le premier, il s'açit de trou- 
ver  l a  folidité d'un ox lec  cylindrique f ~ r n i é  
en coupant un cy l indre  par un plun oblique 
à fa bafc, & que ( pour plus de fiinplicité) 
nous  i;i?poferons paii'cr par  le ccntre ; c'eit 
le folide A D B E qu'on voit repréfciid 
( Fig. 4 3 

Si l'on concoit ce îolide coirpd par des 
plans paraileles, infiniment près ,  8r perperi- 
diculaires à 13 b d e  AEB ( Fig. 4.4 ) , les fec- 
t i o n ~  fcront des triangles fembiables donc 
les rurfaces feront, par co:~îdquenr, commc 
les quarrds de lcurs côtds homologues. Ainfi 
nommant r le rayon C E  de la bafc , h Ia 
hauteur  I l  E ,  & y la baye P if du  triangle 
P M N ,  o n  aura C E U  : Y11.11'4:: r r  :yy; or 

r h .  F ~ Y Y  ~ Y Y .  C E D = -  - 
2 9 

donc P M N  = - - - 
2 r r  t r  7 

donc nommant A P , x , ce 4ui donne  dx 
pour l't5paiffeur Pp de la rrznche coinprik 

h y y  d x  entre deux plans voilins, on aüra -;I. poor 
cette tranche. O r  y eit ~ ' o ï d o n n t e  du cer- 
cle qui r de b z h  ; & l'on 3 par cunré- 
guentyy = nrx - xx. La tranclie é1Cmc11- 
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h d x . ( t  r x -  x x )  h taire devient donc , ou ---. 
2 r z r 

( z rxdx  - xxdx ) , dont l'intégrale, à comp- 
ter du pûii:t A ,  cn ;h; ( r x z  - $). Donc pour 

avoir rout le folide , il n'y a qu ' i  fuppofcr 

" ( YI'), ou x = 2 r , c e  q u i d o n n ~ ~ x  4 r r - -  

h r z  3 o u ~ ~ x $ r ,  ou CEDxf  LsC, ou enfin 

CED x + .AB; c'cil-à-dirc , lcs deux tiers du 
yïifme i u i  aiiroir le triangle CED pour b a k ,  
C!L le diarncrre A E Four haurzur. Ceci p i t  

fcrvir dans un cas  du Soif2 des Forcitica- 
riom. 

r O F Poix Eecoiid exemple, nous cher- 
chercns la foliditd d'une tranchc d'eilip- 
foide allongé , comprih eiitre deux plAs 
paralleks eiltr'cux & au grand axe. 

' Avant de procéder à c m e  recherche, il 
f a u t  d h o n t r e r  que les coupes de l'ellip- 
fbide fzircs pclralldterncnt au grar,d axe, font 
des elli pfcs icinblablcç à l'ci'ii pk gtntra- 
trice du Colide, c'eit à-dire , dont les axes 
ont le n ? h e  rapport entr'eux que ceux de 
cctte  ellipfe. 

P c ~ r  cet cEct , coiicevons l'clliphïde 
c~ i i pé  ~ 2 r  u n  plan,  que ( pour fixer les iddes) 
noüs Lppofons vertical,  & pairant par le 
graild axc AB (Fig. + y )  ; l a  k d i o n  fera I'ellipfe 
ABDE égale à l'cliipfe g6:ie'rritricc. Col:cc- 
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$3 !t C O U R S  
vons a u f i  l'ellipfoïde coupe par trois autres 
p lans ,  dont deux verticaux & le troifieme 
horifontal. Que DE petit axe de l'ellipfe & 
fa parallele MN fuient les ièttions des deus 
premieres arec l e  plan A DBE , & ST celle 
d u  troifieme avec le  même plan A D R E. 
Cela PO@, je dis que la coupe de l'ellipfoïde 
par lc plan repréfin:t par S T ,  cit une 
ellipfc iemblable à A D B E .  

Concevons qu'aux points O & R on ait 
Clevt des perpendiculaires au plan ADBE, 
& q u i  rencontrent la  hrface de l'ellipfoïde: 
CES perpendiculaires feront,  en même temps, 
ardonridcs de la coupe  faite par S T ,  & des 
fettions ou coupes circulaires faites par MN 
& DE. Or par cette derniere raifon, on doit 
avoir ( en nommant  la perpendiculaire 
dlevEe au point R ,  & t la perpeildiculaire 
dIcvé'e 3 ~ 1  point O ) , on doit avoir ;;?- 
D R x R E ,  & t t -  A1OxON.  Mais en 
nommant C D = : b ,  P M = y ,  CA==ta ,  
& C R = = O P = u , o n  a D K = + b + u ,  
R E = $ b - u ,  A ~ U = y + u & O N = = y - u ,  
enforte que D R x R E = $ b b - u  u & 
3XlxON= yy - uu ; Donc 77 = '; bb - KU 
& t r =yy - u u. Mais par la nature de 

b b  l'ellipfc (Al& 307) on ayy=;-. ( f  aa - x x )  
n B 

en nommant C P , sc. Et nommant k l'or- 
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D E  M A T H I ~ M A T I Q U B S ;  139. 
donnie S R  au petit axe,  on a ( A'g. 3 0 4 )  

a a hkZbb ( $  b b  - u u ) ,  d'où l'on tire u u  C 
b b k k  

L b b -  - 
u a 

; fubitituant ces valeurs de  4 u 
& d e y y ,  dans celles de 7'; 8c de t r ,  on a 

b b k  k b b k k  6 b x x  I r = =  , & t t - r r - - - -  n a  a u  9 d'où il efi 
b b R k - b b k k  b b x x  évident que % < : Z r : :  -.- - .. 

n a  aa a a  
k k :  k k - x x : :  S R  ou 9'Kx RT: SO x OT; 
c'eit à-dire , lc quarré de l'ordonnée '; q u i  
&pond au point K ,  eR au q u a r r d  de celle, !, 
qui répond au point 0 , cornnie le produi t  
des deux abciffes qui  rdpondçnt à la pre- 
miere, eit au produit des abfciires qui ré- 
pcndciit à l a  fcEiindc ; la coupe faite par S T,  
efi donc une ellipfe. 

L 

l e k t  D'ailleurs l'tquation 7 = - 
b k n a  5 OU 

j~ = - donne : k : : b : a ; or % o u  l'or- 
a' 

donné; qui répond au point R eR la plus 
grande demi - largeur , ou  le demi-petit axe 
de cette ellipfe, & k ou S K , en eft la plus 
grande dein; - longueur , ou 1; demi - g;and 
axe ; les deux axes de cetcc ellipfe , font donc 
en mêpe rapport q u s  ceux de l'ellipfe gt -  
neratricc ; & puifque rien ne détermine, 
dans tout ce raiionnement , la grandeur de 
la  diflance CR à laq.uelle on f $ p ~ f e  cette 
coupe faite, la même chofc a donc lieu pour 
foute aurre coupe parallele A B, 
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di48 C O U R $  
Cela pofd , fi l'on veut  avoir Ia foiiditk 

d'une tranche quelconqui: de l'cl1 ipîoïdc , 
c o m ~ r i f e  mrre  deux plans parallelcs reprd- 
fentés par A A & & TT, on re{rdfentera par S 
fa  h r f ~ c e  dc l'ellipfe gdntlratrice ; 8. puifque 
l'ellipk dont S T efi le grand a x e ,  efi fem- 
blable à celie-là , on aura l a  furfacc dc cclle- 
ci , par cette proport,ion $ a a : k k  : : S: 
Skk - - rnoliiplianr ceite furface par I'dpaiKeur 
z a.:' 

jnhnimenr ~ s i t c e  R r ou A u ,  dç la tranche 
S k k d u  

éhhenrGre ,  on aura ---- ; c l  (1 
, pour la valeur 

0 a 
vcnons dc dire ci - cleffus, on a k ic = - 

b b  
x ( $ b 6 - uu ) ; donc la t ranchv &Idmen= 

Sd!l(tbb-llu) S 
taire fera -- ou-  ( $  bbiu- uudu) ,  

: b L  3 L b* - 
3 

dont I'intCgrale efl - jf bbu - i u 3  ) , fi l'on 
,ab 

veut compter dep;is le centre C. M a i s  fi 
I'oii veut Eornpter depuis un autre point K , 

J' I'ii:t&gïale fera ( + 6 6 u - $ u 1  ; + C ,  : 6 6  
? 

C irarit: uile conflante convenr).blc.. Pcur la dé' 
nemir ,cr ,  on  nommera C I L ,  e ; alors il f a u t  
9s" l'intégrale foit zéro au point K où u=e ; 

S o~~a~r :aUonc ,  -- ( 4 G b e - f  e 3 ) +  C=o, 
+Sb' S 

& PZ: c3nfCqurnt C1 - i b j  (i b 6e - t e312 
4 
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D e  ~ ~ A T I ~ R M A T I Q U E S .  f q 6  
donc , tou te  tranche d'ellipfoïde dlongk , 
compriîe entre deux plans paralleles au 

J 
grand axe,  a pour exprefion :b6 (a  b6u - f 1:)) 

S 
- 

CI- 

S 

:G .i 
($6 b e - f e 3 ) ,  ou fimplemcnt , x 

z 6 6  
( ~ b 6 u - $ 6 b e - + z ~ ' + f  e 3 ) .  Or f h b u -  
f 6 b e , cfr la i n h e  c h o k  que i b7 jll - c j  : 
Parei1lcmcr.t i e?  - ; u3 CR la nisrne chore que 
e - u  - ( e e + e u  + u u ). D'ailleurs u - e 

l a '  difiance des deux plans paralleles , on 
l a  hauteur de l a  tranche qu'ils cornpremient ; 
donc, fi 011 fair  u - e -= h , en appel lant  f i  
cette hauteur , & qn'on f ~ b i l i r u e  rom c fa 
valeur u - h t ir& de cette dquatioa , on 

S aura (après rCdiiRion faite) I. (: Obh - hrrrr 
h3 S A  , b b  S lz ' + h'u-;), o u - ~ ( : b b  - u ~ )  + 3 

4 

( -  ) ; or nous avons eu , ci - d e a s ,  
a a k k  - j b  ( i 6  6 - u u ) ,  & par conf6q;lent 

b b k k  
f b b - u u = -  a u  . La valeur de la tranche 

S h k k  Sri' 
folide fe change donc en - - I- -=- (u - +), 

a a  
S k k  

4 

Mais nousavons vu que  ;- exprime Ia fur- 
: a n  

face de la coupe faire ~ ; s T ,  ou de la  coupe 
infdrieure ; donc en  nommant s cet te  furface, 

S h.2 h 
pn  aura s Ir +- - (. - -) ; enfin G on aom- 

+ b b  3 
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f042 C O U R S  
me s'la furface de  la coupe faite p l r  L K & 1 
fa demi-largueur , ou ion demipeti t  axe,  on 
aura,  à c a d e  que toutes les coupes ionc Cern- 

b b s '  blables, + b b :  21 : :  S: s';'donc S=--. 4 1 1  9 Ce 
- .  

q u i  donnera pour dcrnierc exprefion rd- 
J' ha li duit;, s h + -x (~- - - ) .  C'efi-à-dire; 

cp'il faut I O ,  multiplier la furface de l a  plus 
petite coupe,  par la hauteur de la tranche; 
2 O ,  multiplier ccllc de la plus grande coupe 

ha par le rapport du q u a r d  d e  la hauteur de 
l a  tranche au quarré de l a  demi- largeur de 
la  coupe fupérieurê , & par la diitance du 
centre jufqu'à la coupe infdrieure , moins le 
t iers d e  la hauteur de la tranche. 

Ce t t e  regle peut &tre appliquie utilement 
à 13 mefure de la fo l id id  de la partie de la 

1 

carène que  la charge fa i t  plonger dans les 
vaiffeaux , lorfque la figure de cette partic 
peut être cornparde à une portion,, d'ellip- 
fbïde. s repréfentcra la coupe faite à fleur 
d'eau, pour le vaifTcau hors de charge ; s' fa 
coupe lorfqu'il elt en charge ; h la difiance 
des deux coupes ; i la plus grande largeur 
de s' , & enfin u la difiance de s jufqu'à la 
plus grande coupe horifontale d u  fphiroïde. 

Quant à la maniere de mefurer s & s', on 
obfervera que l'une de ses  îurfaces k dtter- 
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mine par l ' t e  , puifqu'appartenant à des 
ellipfes femblables , elles doivent ê t r e  en- 
tr'elles comme les quarrts de leurs grands 
axes ou de leurs petits axes. Il n e  s'agit 
do~ic  que de favoir comment on peut  ddter- 
miner l'une des deux. Or, nous verrons dans 
peu, que lt furfacc d'une ellipîe , eit à cclle du 
cercle qui  auroit pour diametre le grand axe 
de cette ellipfe, comme le pet i t  axe cf? au 
grand axe ; ainli comme on fait tvaluer la 
hrface du cercle. ( du moins aufi  près qu'on 

I .  

le juge i propos ) , on ddterrninera toGours 
facilement cclle d'une ell ipk dont les axes - 
feront  connus. 

De l'integrarion des qunn rirés qui nnjérmem 
àes Sinus & CoJws. 

109. N o u s a v o n s v u  ( 1 2 )  q u e d ( / î n  r)===drcof~, & 
q ~ e d ( c o / ' ~ )  =- d?/in r ;  donc réciproquement, I'int6grrle d e  
d~ i ~ f  fera / in ? ou plus généralement f i  < + C ,  qui a la 
même différenrielle. De même l'intégrale de - d ~  /in Cera 
coJ<* C 

SI 1 on avoit d 1 cof 3 T ,  on I'écriroit ainii 
3 dzcof 3 C 

3 
> &  

alors l'intégrale Groit + C. D e  même llinrCgialc de 
3 - 3 "fi 3 r i  drj ir t  3 z ,  Ce trouveroit en écrivant ainfi -- 

~ o f  3 7 + C s  - 3  i'intégrale eR - 
- 2  

En ginCral, f d ?/in rn 7 ( rn étant un nombre conff an( ) 
J-m d{J'inmi - coJm 

ghange en ---, & devient -- 
I- B m -t- c. 
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$ 4 4  C O U K S  
1 Si 1'09 ?. ï37!  ( j : ~  d 7 c%rT , on ren:arqueroit qüe crite 
q~m<tri- efi In itiérne choli que ( ' n  i )" d (Jrr? ) ; or en re- 
gardant Jin < comme u n e  iirnple vapiaulc , on intigre par la 

q 1 e  fundamenrak , 8 i'on a (/" + C. 
n + I  

Si la diffbrentielle propoiée ef? (Jin m 7)" r iT  c~ f rnq ,  on écrira 
(./in rn q )*' :dr coJ'rnr -- -- qui revient à (/;n m 2 ) "  ! / i n  m t )  

111 ( / ; n n ~ ~ ) ~ - I - '  m 
dont , l'intégrale efi - ~ 

m ( n  + 1 )  

Pdreiliement, pour avoir l'intégrale de ( c o l n t  7)'' d r g n  ml ; 
on écrira ( colrn  c)". - rn d~ fin rn , qui a pour intégrale 
( s o l m q ) n + ~  - m  

. -- 

- m  ( n t  1 )  3- C. 
Si l'on avoit à intégrer dl/;nPT C O ~ Q ?  ; a l o r s ,  Glon ce q u i  a 

été enlei,i:é ( Alg.  4 1  8 ) ,  on changeroit fin y 1 cof q( en 
f.(~i-tq~)+f ( . ~ l l ( p ~ - q ~ ) , ~ ~ t / i ' ~  ( ~ f  4 j 7 - i .  
fJ"z ( p - y ) ; airiTi on auroit à intégrer f d?/Ï/z ( p + 9 ) 7 $. 

( P i- ql J 2 Jin (P i- q )  1 
f d f / i n  ( p  - q j 7 qui  étant écrit ainfi. - 

--- 
P + ?  - " '' (' - '' ', a Cvidcmmcnr pour indgrah -t i; --- 

( P -  YI 
- i c o f ( ~ + q ) r  ? 4 ( i l - q ) t C  _ _ _ _  --- 

P+5' 1.'-4 
On inrkgrera de même rir jiri py cof qy /;n r y  , &c. en 

convertifranc ces p r o i u i : ~  en finus ou cofinus de  la Comme & 
de l n  difféiçnre der a r c s p i .  g;, r l ,  &c. ( Ak.  418 ). 

Si l'on avoir dT ( J i n  7 2 ; on l e  chzngeroit en dc Jn 1 
( f i )  0 OU/;"? x ~ ! ' ~ e a ( A Z g . ~ l X )  
c ï c o J ( q - ? ) . - i c ~ j  ~ + I ) r f i c ! r ~ - + ~ ~ J z  ~ = $ - ~ c o f z ~ ,  
parce que c o / o =  I ; d o n c / ; n ~ ( J n y ) ' = ~ J n ~ - f f i r  Z X  
c o J z i . C o n c d ~ ( f i ~ ) ~ = $ , i ~ f i n  T - I d +  q  C O [ S ~ ; O ~  

' rcduira do t i c jn  c:$z 7 ,  ainl; qu'on vient de  le faire pour 
Jin p 7 coJg 3 Pr l'intégration !&a facile. O n  voit donc cam- 
nient on integreroit d l  ( f i n  7 ',", n étant  un nombre entier 
pofi:it. O n  .;'y p r e ~ d r o i t  d'uiie rnanirre Ceml>lable pour d~ 
( c o j r )  ". Donc on peut , par les m h e s  principes que nous 
t e r c n s  dexpcrer , intégrer les quaaii:és de cetce forme d~ 
( j i ~ z p y ~ ~  ( c n f q ? ) "  (] in  T T ) ' ,  &c. r n ,  n ,  s, Ctant des n o m i  
bres entiers pofitifs, 

Enfin 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Enfin, ces prinçipes , cc q u i  a été enfeigné ( Alg. 48 I ), & 
t e  que nous avons d i t ,  ci-deifus , für l'inté4ration des quan- 
tités, mettent en état d'intégrer les différentielies a f f ~ d é e s  de 
tiiius & de coPnus , lorCqu'elles ont  une intégtale algébrique ; 
& lorhu'il y entre des tangentes, on les ramene aux différen- 

fin - a- tielles de finus & cofinus , en obfervant que fang t - 
cok'  

De la manier6 d'Nzdg~t:srer par apPl-oxi- 
mation , & pelques' ujages de cetre 

Midiode. 

r r o. C E c I ne peut regarder les dS6-  
rentielles monomes : nous avons vu qu'elles 
s'intdgroient roujours facilement. C'efi donc 
pour les diffdrentielles complexes qui kchap- 
gent aux cas que nous avons examinés plus 
haut. 

L'art d'intdgrer par approximation , con- 
fiRe à convertir la quantite propoîde , en 
une fuite de mononîes dont l a  valeur aille 
continuellement en diminuant ; chaque terme 
s'intègre alors aiiëment , & il hffit d'en 
prendre un certain nombre, pour avoir une  
valeur fuffifante de l'intigrale. 

La  regle que nous avons doniitze ( AZg. I J r ) 
pour dlever une à une puiffance 
propofde , & q u i  s'appliqua dgalement au% 
pdynomes,  eR le moyen que nous emploic- 
rons pour intdgrer aiilfi par approximatioq 
En  voici des exemples. 

Y 
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I 1 a .  Propofons - nous de trpuver l a  lm- 
w e u r  d'un arc de cercle Ail1 ( Eig. 40 ), par b 
le moyen de fan l inus verfe A P. 

Suppofant l'arc M m  infiniment p e t i t ,  fi 
l'on mene Mr ~ a r a i l e l c  à AI.', & l e  rayon CM; 
Ies triangles iemblables C P M ,  M r  nt ,  don- 
neront P hl : C h l :  : &Ir : M m .  Or , nom- 
mant A P ,  x , le diametre A B ,  a ,  ou I , 
( povr plus de liiuplicit6 ) ; on aura Mr=  dx ,  - 
C'Id= +, & PA4 =V,-x;t-.  Donc V ' X - ~ ~ :  

$ t i x  
f : : dx : ildm ; donc M m  =y, & p a r  

'; d x  L'x-xx 
coniëqucnt A ICI =J- \'i- x x  

. Cette q u a n t i d  

ne peu t  erre integrde par les regles que  
nous avons doni-idcs ci-devant ; c'rit pour- 

' d x  c quoi je la  change en j+-= ( A  'g. I I  2 ) )  
3""'-x 

puisen J a x - f d x  ( 1  - x ) - ; ( A & - .  141 ) .  Je 
rdduis ( I - x )  - I  , en fdrie ( A g .  I T  I ) ; & j e  
t rouve ,  toute rCdiiRion faite, (I - x) - + 5 
I + : X + {  x2+&x3-t-&c.;donc . . . . 

f ix- idr  (1-x ) - i  = -  X + & ( ~ + + X + ~ ~ '  

x -+ c . )  J(+x-:dx+$x: dx+&xIdx 
1 

3 s  +-A x t d x +  &ce) = +x'+'x'+-,x;+ - -- - 
7 1 3 - S 

5 - - - 
3 z X Z  

7. Z 2 - , -+ &c. c x +  id-+ &x:+ l -x ;+  1 1 2  . &c, 
i 

1 
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D E  M A T P I Z M A T T Q U E S .  147 
quantird à laquelle il n'y a point de conf- 
tante à ajouter,  parce que  lorrque x = O ,  

elle devierit zdro, ainfi que ctda doit  être ,  
puiiqu'alors l'arc A M qu'elle exprime, eff 
zéro. 

On peut à cauîe du  mdtiplicateur corn- 

m m  x t  , donncr à la idrie qui exprime 
l'arc AM,  cette derniere forme . . . . . . . 
XI ( I  + $ x  + & X ~ _ C ~ ~ X ~  &cj. Remar- 
quons , maintenant , que le fiilus verfe x 
étant  toujours plus petit que  le diametre r , 

exceptt lorfqu'il s'agit de l a  demi - circon- 
f i r encc ) ,  x CR unc f raa ion ; que par c o d é -  
quent les valeurs des termes de la fdrie dé- 
croîtront d'autant plus, que le iinus verfe de 

' l'arc en queition fera plus petit. Ainfi , fi 
l'on vouloit , par exemple,  la longueur de 
l'arc donc l e  f inus verre efi la centieme par- 
t i e  du diametre, o n  auroi tx  =-&? = o,o i, & 
par conféquent x =O, r ; on aiiroitdonc pour 

3 ( O  3 1 ) ~  l a  valeur de ce t  arc O ,  I ( I + + -+- 
+ &. ( O, or)  ) ; & comme le terme fuivani: 
dc ccttc f i r ie  [croit au moins cent fois plus  
petit que le dernier de caix-ci , puifque cha- 
cun eR pliis de cent fois plus petit  que celui 
qui le  prdcede, en examinant quelle efi la 
valeur du terme sr. ( O, O ) ', nous pourrons, 
en prenant le centieme de cet te  valeur, jugq 

K 2 
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etg C o u r s  
d u  degrk d'exâfiicude auquel nous aurons l'arc? 
cn nous en tenant à ces quatre premiers 
termes. Or &-; ( o , O 1 ) , revient à &;, 
f 0,000001 (=  0'*2?2L- , , , -0 , O O O O O O O + + ~  , 
'dont la cenricme partie eR o , o o o o o o o 0 o q ~ 6 ;  
donc nous pouvons, en toute sîiretd , &a- 
luer  chaque terme de notre f i r ie  jufqu'à I O  

i k i m a l e s  , fans craindre que  l a  valeur de 
l'arc qui 'en réfultcra , foi: fautive d'une 
unité dans la neuvieme. Ainfi nous aurons 
6 ( O,OI ) ' = o,o0ooooo446 ; 2;; ( 0,01 '= 
o,ooooa7 rooo ; '.:: = O, oo I 6666666 ; donc 
la  totalitd de la @rie îera o , ~  ( 1,091674zl1z 1, 
ou enfin O , 10o167+21 , en fe bornant à 
g dkcimales ; & l'on pourroit même en toute 
sûreté admettre la dixieme. 

Telle efl la valeur de l'arc dont le rinus 
twr îe  eit la cenrieme parrie du  rayon. Donc 
fi l'on favoit combien de fois le nombre dv 
degrés de cet arc eit contenu dans 3 60" , en 
multipliant ccuc longueur , par ce nombre 
d e  fois, on auroit  l a  longueur approchée de 
3a circonfdrence. Mais c'efi ce que l'on ne 
fait pas. 

Comme nous favons ( Géom. 271 ) que le 
finus de joO CR la moitid du rayon, & que 
connoiffant le finus d'un arc , on peut aifi- 
ment avoir Ton finus verfe ( Géom. 2 7 0 )  , on 
pourroit calculer le finus verfe de 3 O", le fub1 
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%tuer pour x dans la Cdrie ci-derils , & alors 
multipliant le rérulrat par 12, q u i  cil le nom- 
bre de fois que 30" Pont dans 360' , on auroit 
la longueur approchée di: la circonférence. 
Mais comme ia  fériz reroit peu convergente, 
enrorce qu'il faLidroit e:i calculer un affez 
granJ nombre de trrinss , pour avoir uiie va- 
leur un pcu approchés dt: la  circonférence, 
nous allons riifcigner u n  autre n;oyen qu i  
nous Cervirp de lecorid exemple de  la Md- 
thode d'approximation. 

Menons l a  tangente A lP (Fig 46), la  ré-. 
caiitc C M  N & la SLcante infiniment voiGne 
Cnz n ; du cztitre C & du rayon CM, ddcri- 
voiis l'arc infinirnelit petit N r  , que l'on peut 
regarder coinme uiie perpendicuiaire h r  Cn. 
Le petit triangle reflaiigle N rn fera fcmbla- 
ble au trisnglc rcfia!igle CA n , parce qu'ou- 
tre l'angle droi t ,  iis ont un angle cornmun 
en n : il fera d o x  au$ femblable au trian- 
D ~ C  CA& q u i  differe infiniment peu de C'An ; 5 

on aura donc C N: C A : : N n  : N r , d'oh 
C A x N n  N r  = -- 

CiV 
; or les feaeurs ~ernblables 

CNr , ~ i l f m ,  donnent C N :  CM : : ou CA : : 
C A  x Nn CA' x N n  Nroy-- 

C IV 
: A4 m ; donc Mna - ---. 

CN' ' 
Nommons donc A N ,  r ; le  rayon C A-, a ; 
OQUS jurons Nn d & C N -  i=$ 

3, 
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a a d x  donc la valeur de M nt deviendra -- 
a u d x  o u  + x x '  

c'elt-à-dire, que Al m =- -- . 
l i n  i- x x '  donc fhn 

a u d r  ou AM=J---- Cette quantit6 ne peut 
n n + x x *  

pas ktre inrégrée exailement. Pour l ' intd- 
grer par approximation , il f a ix  la mettre 
fous cette forineJaa dx ( a3 -+ ) xx ) - I  ; dors 
ayant trouvé ( Alg. i 1 I ) que ( a a + x x )-, 

011 aura / a d d x ( a a + x ~ ) - I .  . . . . . 

x3 x i  x 7  x9  
e x - -  +---- +-,-&c. . . 

3 uz 5 a+ 7 a 6  g a  
x1 x ' x 6  x8 

= = X  ( 1  -- 
3 aZ +2-2 c, - etc.) 

Il relle donc à hvo i r  ii nous connoiirons 
quelque arc qui Ctant contenu , un nombre 
connu de fois, dans la circonfirence, ait une 
tangente connue. O r  l'arc de 45" eit dans 
ce cas ; il et? 8 fois dans l a  c i rconfirence,  
Er fa tangente cfi égale au rayon ( Géorn. 272); "- 
donc fiippofant x = a., nous aurom pour la 
longueur de l'arc de 4j0, l a  valeur de cette 
E r i e  ... a ( I - ~ + ~ - ~  7+$-f7+&~') 

Mais  comme les termes de cette Er ie  dé- 
croiEent encore: fort lentement, il faut voir 
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fi nous ne pourrions pas dkcompofer l'arc 
de 41" en deux autres arcs dont  les tangen- 
tes fuirent connues. Peu importe que le ncm- 
Lre de degrds de ces arcs [oit connu ; pourvu 
qu'ils faKenr , quand nous aui-ons ca!cul& 
leurs longueurs par le moyen de leurs tan- 
gentes,  en ajoiitant ces longueurs nous au- 
rons celle de l'arc de +$". Cominc ces arcs 
feront plus ~ e t i t s  que + 1 O ,  leurs rangeiltes 
fkront plus petites q u e  le rayon , & par 
confdquenr: la ~ d r i e  fkra plus convergente, 
& plus facilc à calculer. 

Or ce q u e  nous avons di t  ( Alg. 41 6 )  nous 
fournit le moytn de trouver dtux pareils 
arcs. En c&t, nous avons vu que a & b dtant 
deux arcs quelconques, on avoit rang ( a -+ 6 ) 
- tmg (z + lang 6 - 

I - long a ~., ,:g b 9 en fuppofant l e  rayon 
P I .  Donc fi nous fuppofons n -+ b = +go, 
auquvl cas rang  ( a + b ) = I , nous aurons 

- 

rang a + L ~ L T ~  b - - - I , dquation d'oh, par les 
I - r m g  a tmg b 

1 - rang a 
reglrs ordinaires, on rire tang b = r i- r ' r n ~  a* 

Prcnons donc rûng a = i ; alors nous autons 

Nous n3a.v6ns donc qu'à calculer,  par le 
moyen de la Er ie  ci-deffus , l a  longueur de 

2 a 
i dos: :a tangente x eR ou la moitié du 
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rayon ; & la longueur de l'arc dont la tan: 
a gente x eit - ; ces deux longueurs  rdunies 

formeront ceile de l'arc de + y  O.  Or en  met- 
a 

t an t  pour x, -, & enfuite 5 ,  on a. . . . 
3 * 

I 1 1 1 &+-+I- - + - - 2- -t- ,>&c, 
3 . 3 l  5.34 7 . 3 '  9 . 3 - 1 . 3 ' "  ' 3 . 3  

Sr l'on veut a v o x  les valeurs de chacun 
';le ces arcs c x ~ r i m é e s  exaQement jufqu'à la 
neuvieme décimale , il faut calculer les  I 5 
premiers ternies de 13 premiere, & les  I O  pre- 
miers termes feulement de la feconde. Or ce 
calcul efi fort aifd à faire, en obfervant que 
dans la premiere , otl peut calculer les ter- 
mes confécutifs,  en formant d'abord une fdrie, 
dont chaque terme kit égal au prdcddeiii: 
mulripliL< par 5, c'sfl- à - dire, Toit le i du 
précédent : on multiplie enfuite cette Er ie  
terme à te rme,  par la  i'érie 1 ,  +, +, f ,  S , &c. 
enfi11 réunifint les termes de numdro pair 
*entrYcux , & ceux de nurndro impair , aufi 
entr'eux , on rec rache ra  la fomme des pre- 
miers , de la îomriie des derniers , &'on 

multipliera le relie par 2. Parcillement le cal- 

cul de la  feconde, fe réduit  à former une E r i e ,  
dont chaque terme foit f ~ r a é  du  p~$kédeaf- 
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I 
multiplié par ;i ou par 4 ,  c'eit-à-diro, foit 

l a  neuvietne partie d u  px?cédent; on mulri- 
plie enfui tç  cette Krie,  terme à te rme,  par  

, l a  @rie 1 .f , +, f , $ , &c ; & o n  opïrri en- 
fuite comme Four la ~ r e m i e r e  , excepté 

qu'on multipliera le  rdfultat par 5 au lieu 
3 

& 1. Si l'on exécute cetts cpérarion en por- 

tant l'approxirnxicil j u q u ' à  IO decimales, 
a 

on aura  pour la premierc f h i e  y ( O , ~ Z ~ Z ~ ~ L I X O > \  

ou a ( 0,463 6476090) ; & pour la fecondc , 

dcnc l'arc de 45: , qui eit la fornine dc ces 
deux-1; , fera a ( 0,781398 r 634 ). Prenant 
donc le quadruple, pour avoir la  demi -- cir- 
confdrencz , on aura a ( 3,1+1$3265 3 6 ) ; 
doi~c l e  rayon eit à la demi -- circonfércnce , 
( ou le diametre efl 2 la circonférence ) : : a : 
u ( 3 , 1 + 1 ~ ~ 2 6 i j 6  ) : : 1 : 3,1415926536, 
rapport  q u i  ne differe pas d'une demi .- unit6 
décimale d u  dixieme ordre de celui que 
nous avons donne ( Géom. ) , & que l'on 
pourroit, très-facilement, troiiver encore avec 
une beaiicoup plus grande prtcifion. 

I I 2 .  Pour tïoifieme exemple d'approxi- 
mat ion,  nous nous propokrons de trouver le 
logarithme d'un nokbie quelconque, Mais, 
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avant tour, i! f â t ~  Te rappellcr ce que nous 
avons ddjà dit  ailleurs ( 27 ) ; ijvoir , qce les 
Io,pr:~hmcs dont  i l  s'agit ici , ne ront pas 
ceux qu'on trouve dans les tables ordinaires. 
Mais  ce in  --là é tmt calculds il eft aifi.! d'en 
conclure les derniers , conlirle rous  le ver- 
rons immdrfiaccmcnt aprts  avoir cnfeignd à 
calculer les premiers. 

j ' imaghe 'le ncinbre ~ r o ~ o f i  ; d h m p o f t ?  
en dcux parties , & r e ~ r d k n t é  Far a + x ; 
a Ctanc la p lus  grande partic. Selon ce que 
nous avons dit  ( 27 ), on  aura d Zog. ( a  +- x) 

d x 
ii-- - , quant i t t  q u i  ne peut  ê tre  intigrie 

12 4- x - 

algC~riqiiernent.  I l  fau t  donc  la réduire en 
f i r i e ,  & pour ce t  effet ,  la met t re  Cous cette 
forme .... dx ( a  + x) - '. O r  (Alg I 5 I on a 

- 1 r x ' xi 
a + x  = a - '  ( 1  - p-Cn;-- 

al ' &c.) 
I X X' k s  

e-- +a<-- 
a ; donc,  d l  ( a  + x )  3 

dx adx x'dr 
d ~ ( a + ~ ) - '  =(;--+--- az a3 a + 

donc cn  in t ig ran t  , on a Z ( a  -+ x ) = 

ddterrnincr la confiante C , je remarque q:ie 
c e t t e  é'quation devant avoir toiijours l i e u ,  
q elque foioit x , doit auf i  avoir lieu lorfque 
x = O ; or , dans ce dernier cas ,  elle îe rkduit 
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Aoiic le  loo-arichmc d';in Lu1  nombrc, on peut 
9 par cette lerie, calcu!cr le  logarithrnc de tout: 

autre nombre. Par excmple, fi l'on hppofe 
G =   IO,&^-t.x=~i;onaurax= r , & p a r  

X confiquent - = &, d'où l'on trouvera Z I I = 
a 

. d 
( O  (3'1)3 &Ci), q!J] f ~ i t  2 1 0  -l-(0,i ---+- 

3 
conrioître ce qu'on doit ajouter au logurithme 
de O ,  pour avoir celui de r 1 .  

Alais comme la E r i e  générale quc nous 
venons de-  t rouver ,  n'eit fouvent pas airez 
convergente ,  vaici une autre maniere de  s'y 
prcndre. Propofoi-is - nous de trouver le loga- 
rithme d'une fraEtion dant le numiratcur foit 
plus grand que le  dénominzceur ; nous ver- 
rûiis , dans peu , qu'on peut toujours réduire 

. à  cela, la  rzcherche de  t o u t  Iogaritfime. 
Repréfentonç par a la fomme du numera- 

t eu r  & du dénominateur de cette f raa ion,  
& par x leur diffirence ; alors ( Gtom. 30 1 ) , 
nous aurons  + a -+ + x poiir-le nuindrateur , & 
f a - t x pour le d6nomir.a:eur ; & par confd- 

' a + ; x  
quen t : 

y a - % x  
pour la frat?ion ; ou (en  Tup- 

Pd a + fera primant le faaeur commun f )  - 
a + x  cette fraEtion , & par confdquent I - 
a - x )  
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r f 6  C O U R S  
l ( a + x )  - ( a - x ) reprdfzntera Ton lo- 
garithme. Diffdrencioiis maintenant ,  en re- 
g a r d a n t  a comme confiante, & x feule com- 

d x d x  
me variable *; nous aurons  (27)  -- +- 

a + x  u - x  
z a d r  

q u i  fe réduit à - ou 2 adx ( aa - xx)-' ; 
a a - x x '  

rtduifons donc ( a a - x x ) - l ,  en iërie ; & 
( Ag. . $  I ) nous aurons ( a a - x x ) - '  = 

x 2  x.+ x 6  %O 

a-' ( 1  -I- a a+ &c.) ; donc 
xZ X +  

m l x  (ou-  xx ) - '  = P rlâr (1 + 

x C d x  x a d x  z a d x  -- + - - + &c, ) Donc f - 
d r l  - X X '  

OU 
u a9 

a + x x 3  xi x 7  x9  

I L - X  

4 C. A l'égard de la conflanre C, nous dé- 
terminerons fa valeur ,  comme ci-deflus , en 

* Quoique cette fraAion 
doive repri-!ènter toute frac- 
t ion propuCie , cela n'rrripê- 
che pas qu'on ne puiffe regar- 
d e r  la Comme a du numérateur 
& di1 dtnririiinatrur , crirnrne 
coriffante, parce qu'i l  11'); a 
pas de fra8icii que l'un n e  puilie 
préparer de maniere à rrndre 
l a  Comme du r u r n b d t i i i r  Sr du 
dénominateur égale à tel n o m  
bre qu'on voudra. P a r  exem- 
ple, pour apseper la fraAivn 

f à avoir r z  pour  Ia 6 m m e  
du nuinér;..teur & du dCnonii- 
nateur,  il fuffit , ayant  multi- 
plié les deux te rmes ,  Far ÿn 

iiiêrne nombre  n ,  ce qui  donne 

- n ,  de Iùppokr 3 n + < n OU 

5 n 
8 n L I z , d'où 1'011 tire n 9 

Y - 
1 2  - 1 -- a - r ,  donc + = +-, dont 11 

- 
2 

6mme du nnmCratetir & d u  dé* 
noninateur eR, en effet, 11. 
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D E  N A * H ~ M A T ~ Q U E ~ .  îrs 
examinant ce q u e  devient l'dquation , quand 
x = O. Or, alors elle Te réduit à la =: C ; 

a 
a d ~ n c C = l - -  I I  = O ;  on a donc tour 
a 
a + x  x x i  xi x7 Gmplernent 2- = 9 - + 7, + -7+ &c.) 
a - x  a za F U  7a 

où l'on vc;it q u e  chaque t&ie *ié forme du 
pr&ddent, c i  rnultipiiant celui - ci conllam- 

ment par le q u a r d  de ou du  premier ter- 

me ; puis on prend le premier, le f du re- 
cond,  le + du troiiierne , &c. & l'on double 
la i jmme. 

Appliquons à quelques exemples. Cher- 
chons,  par exemple  , le logarithme de 2. Pour 
cet effet nous chercherons ce1~1i de la frac- 
tion : : nous aurons donc a = 3 , & x = i ; 

x 
1 xZ donc, - = I, & = p. a 

' Cl iaq~e  terme fera 
donc très-facile à former, puifqu'il ne s'agit 
que de prendre la f partie du terme précé- 

x x :  X'  
den t ,  pour avoir la fu i t e  ;, ai, , &ci 
ainfi nous aurons, 
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x' j x 1 5  -- - 0 , 0 0 0 o ~ o o 6 ~ .  . . - 
d i ' s  15a" 

- 0,00000000+ 

donc la fomme efi.. ... O ,  3 4657 3 5 S 8 ; & le 
doubie,qui doit être log. z, eit=c,693 I 47176, 
qui  , en fe bornant à 8 ddcimales , ( car 
pour rdpondre de la neuvieme , il auroit 
fallu poufler l'approximation $us loiii ) eB 
0,693 14718. 

Puifque 4 cit Ic quarré de a , & que 8 en 
eit le cube, le double de ce lügarithme fera 
donc celui de 4 ; & li: triple de ce même 
premier logariclirne k r a  c e l ~ i  ci< 8. 

Pour avoir celui de 3 , on yeiit calculer, 
de meme, le logarithme de la  fraaiori 2 ,  le- 
quel  é tant  retranché de celui de q. donnera 
celuide 3,puifqiie 3 efi4di;.if'd par i, r i ~ ~ n c l ~ s  
4,'i - 1 5 ; mais on l'aura plus fïci!ement , en 
c a l c u i ~ n t  le loprit11:ne de la fïaQion $ , & k 
retranchanr du lo~zirltiirne de 8 qxe  I'on ccn- 
noît à p-éCctx, le r d k  fera le I a g a r i e b e  de9 , 
dont la moitié fera crlui de 3 .  Aj,,u*z!it 
celui de 3 à celui de 2 ,  on mra  It: lo;aritlirns 
de 6. Pour avoir celui de 7 , on caiculcra d'a- 
bord celui de i o en cdculcint celui de ',", 
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qu i  ktant ajout6 au logariclimr de  8 , d m n e r a  
celui de IO. R e t r z x h n t  , de cc  dernier, l e  
logarithme de 2 , on aura  ce!G de 1. 

On voir par-là, ce qu'il y a à faire pour 
calculer tout autre locarithrne. Mais il f a u t  
remarquer, que le calCu1 devient de plus en 
plus court, à mcfure que l e  nombre devient 
plus g rand ,  enîorte que dès qu'on a les lo- 
garithmes jufqu'ii I O  feulement , on peut  
calculer les autres jufqu'à ~ o o  , fans em- 
ployer plus de trois termes de la  fdrie, lori= 
qu'ou ié borne à 8 ddcirnales : & lorfqu'on a 
par6 le  nombre IOO , les deux premiers 
t e r n m  M f e n t  jufqu'à mille ; & par de-là, le 
premier terme fuffit. 

Pour favoir , maintenant,  comment on ra- 
mene ces logarithmes, à ceux des tables or- 
dinaires , il nous faut prdalablcriicnt avoir 
le logarithme de IO.. Or , fi l'on calcule le 
logarichmr de IgO) par la formule prtctdente, 
on trouvera log 0,223 1 4 3 ~ 5  ; ajoutant 
à celui- ci celui de 8 que l'on a en triplant 
celui de z qu'on a eu ci - def i s  , on a 
z 10=2 ,302~8y09 .  
I r 3 .  Cela poîé , rappellons-nous que 1'6 

quation dx = 9 II fur laquelle ( 27 ) eR fondé 
le calcul a&Iue( des logarithmes , ne con- 
vient qu'au iyffcme de logarithmes où l'on 
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fuppofe le rno'duk = I ; mais que I'kquation 
q u i  convient à tous les fyRêrnes poiTibles 

mady 
de logarithmes, eit dx == 7 ; & celle qlii 

*r 

convient à tous les iyitémes de logarithmes 
- o ù  l'on (ùppofe que le premier terme a de la 

progrcifion gConlttrique fondamentale eit 1, 

d y  cR d r = cy. La prerniere, Làvoir d r = - 
Y Y 

donne, en intégrant, x = ly ; & la îeconde, 
îavoir d r = dome s - m Z y ,  qui fair 

Y 
J 

voir , puifque x repréfente le logarithme, 
que pour ramener les logarithmes que  donne 
immddiatement le calcul , à ceux d'un autrc 
ijrfiême dont le module eit rn , i l  faut rnulti- 
plier ceux-là par le module in. O r  le loga- 
rithme de IO dans les tables ordinaires, efl 1 ; 
& nous venons de voir que le logarithme 
de I O  tel que le calcul le donne immddiate- 
ment , eit 2 , 3 0 2 j g 5 0 9  ; on a donc m x 
2 ,  3025 850"  ==A ; donc le module m des 
tables ordinaires, eR l.lo2+8s09 q u i  re réduit 
( en faifzut la divifion ) à 0,4 ;q29448. 

Donc , pour ramener aux logalrthmrs des 
tablrs , les Zog~rittzrnes donne's immiUiicrtenienr 
par le  calcul, ir Jzur muhipiicr ceux - ci par 
O ,  93429448 Et réciproqueirieiit , pour ra- 
mener tcs Logarzthme-s des tahlrs , d ctux que 
donniroir irnrnédiarernenr le calcul, il fuut diz'i- 

f i 6  
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Br ccux - là par o,43 429448, ou , ( .cc q,ii $? 
plus commode , & revient au meme, ks n d r i -  
$erpnr 2,30zj8$09.  

Ainfi , fi l'on multiplie 0,69 3 i 4718 que 
nous avons troutd ci - d e f i s  pour le loga- 
rithme de 2 ,  fi on le 'mdtiQlic, dis-jé , par 
0,43429448 , on trouve O, ~ o i o . j o o  pour 
l e  logarithme de 2 , tel qu'il efi en effet dans 
les tables ordinaires. 

I 14. Lorrq ,'on veut revenir d u  logarithme , au nombre 
m ê m e ,  i r o i ~ i ,  comment on duit s'y p r ~ n d r e .  Nous avons Y& 
ci-deffus, qu'en re2réfentant un nombre quelconque ,ep r a+ x 

l X x 1  x3 X +  
o n a v o i t Z ( a + x )  = L U +  --,A+-$- -+ &c. 

a zaL jn  +a+ Z 
donc Z ( a - + x )  - l a  ou t - - - .  . . . : . . .: 
X x a  x3 x 4 a -- - + - - -  &c. a étant un nombre arbitraire, 
a l a 2  la5 4a4 

mais tel que 6n l op r i i h rne  diffete peu de  celui qui eff donné 
& qui eR C ~ p p o f é  appartenir i a + x. Fairons , pyur plus de fim- 

= + x  K x -  X 5 %4 plicité, Z - si, & nous aurons < = - - - 
a a z a ~ + ~ ~ - 4 a i .  

x 
&c. il s'agir donc d'avoir la valeur de - , e n  r. - 
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Or pour que cette equation ait lieu, quel que fii.t 7 ,  il faut 
10. que A := I ; io. que la ionime des termes qui multiplient 
chaque phihance de 1 dans Tes autres colonnes ioit zero. On 

A =  Ai BB 
a d o n c B -  -=a ,  C - A B - + - -  = o , . D -  - -AC+AIB- 

Z t 2 

A+ 1 I 1 1 
- ~ o ; d ' o i i I ' o n  t i r e fZ=  -= - , C = - 5  - 
4 1 I z 1.2 6 1 . 2 . 3 .  

D = - =  & fi I'oh b p p o 6 i t  un  plus gratdnoilibre 
24 .1.2.3,4 

de termes, t ~ l s  que E l s ,  FI\ 8zc. dans l a  fériè, on  trouve- 

c5 x -- a 4 x -  7 &c. D ~ n c  I -+- - , ou - - 
x . t . 3 . 4 : ' j  a R 

I + f  4 

7' - x4 7 i' + + - -  4 -- + &c. 
- 1 .  i. 1.2.3 1 . 2 . 3 . 4  t . 2 .  3 . 4 .  f 

Pour  faire uiage de cette formule,  on retranchera du logad 
' r i thme donné ( qui  ei t  celui d e  (1 + x ; )  , le  logarithme connu 
le p lus  zpprochant , dont on prendra le nombre correrpondant 

= + x  pour  a. AIors on aura Z -, ou t ,  que  l'on fubflituera dans 
u 

la formule précédente : le réfiltat Gra la valeur de axX; d'oh 
a 

il k r a  facilé d e  crnclure a-+ x ,  puifque a fiera connu. 
Cornnie il s'agit ici des logarithmes gui  ont I pour module, 

fi le li.garirhne donnt étoit de la nature de ceux des tables or- 
dina:re.. il r.iudrrit convnemer 'par Fe réd8ire , &fi que celui 
que l 'un  prer drok pour logarithme de a .  ( ou fëulenrent réduire 
leur difkrecie ) a u 8  logarithmes a&uels,  ce que l'on feroii 
coinne il 2 ; t ~  ~ri::~nt! ( I I  3 ,i. 

Si l'on VPL; . aÿc , r  quel eit le nombre dont le 1ogar;ihme 
efi r , dans le i)iIèriie de logarithmes dont il s'agit ici , il faut 

'"X f f - f - x -  ' 
fippolër 1 - , ou 1 ,  Ezi'on au ra  - - t +. I +  

u a 
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l'on troiivera =-- 2,7 r Sa 8 r 8 ?. en Te bornait à 7 dicimâIes. 
Le nombre dont le logarithme eit r , Te rencontre fréquem- 

ment dans les calculs : iious aurons occafion de l e  voir par l a  
fùite ; & c'elt pour cette raicon ~ U P  nous venms de donner Ia 
mér;wde de l e  caiculer. 

I I ~ .  O n  peut avoir une autre expreGon d'ün nombre par  
le moyen de Ton logarirlime : la voici; f i t  r ce nombre ,  & 
foit 1 x - 7. Si l'on müi ip l i e  l e  k o n d  nomzr- de cette équa- 
tion par f e ,  c étant le nombre dont l e  logarithme ei? I , on 
aura l x  5 5 l e  , c e  qui ne  change rien, pu;r9iie I r - - r .  (Pc 
l'équation l x  = y l e ,  fe change,  par la na:iirc de, iop+h:xes ,  - 
en 2 x = l e i  ; d'où l'on tire x = e 7 ;  puifque les Iogarirhmes 
étant égaux, les quan:it{s auxquelles 11s apparr iexenr  , doivent 
être égales. 

Selon ce que nous venons d e  voir (1 14, fi l'on a l x =  (, oti ax=  
7 1 + 1 + - + &c. Puis donc qu'on a ,  en meme temps x = e r ,  - 

1 . z  

Remarque. 
' I r 6. L A méthode que nous venons d'employer pour conclure 

X 
la valeur de x , de = - - &c. s7a?po!lt. Mr 

n - 
rhodo inverfi des firies. Elle confifie , comme 19n  v o i r ,  
Cuppofër la variable dont on veut avoir la valeur , exprIli 
par une E r i e ,  oii l'autre variable ait des expohnrs en prov 
fion arithmkrique, 8. oh chaque terme ait un coeEcienr cc 
tant indeterminé. 

Si l'on avoit plu&eurs termes en r & en 7 dans la r r i n  
Cqu.>tion-, mais que x 8z q ne fuKent pas multlpiié\ entr'<ux 
on ?éteimineroit la Ch'e des espohnts en f a i f k t  i 'expotcr .: 
premier terme d e  l a  [brie iuppofée , égal au. piur p e t i t  ex ( 8  

fint de la m i m e  variable dans l'équation ; & n p e r d r c i r  
pGur difGrence cornrnure des expoiants de la mcmr frrie . .e 
plus commun divikiir  des expofdnrs de  cette rner . .~  

Varia5le dans I'éqiiacion. P a r  exemple,  fi ,?.ivoi~ T T+ 3 7 * 
r * - \ x a C f ~ 3 + e < c ;  j e f e r & x = ~ ~ : + ~ ~  + ~ < ; - 3  

L 2 
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B 7 + ET' + Src , parce que le p lus  petit expofant de  e a  f ; 
& que le plus grand commun divilèur da e x p o f h t s  j & 1, de t ,  
efi +. 

A'Iais fi les x ?i les 7 étoient mukipliés entr'eux , alors il 
faudrai t  fuivre üne métliodc dont le détail n'efi pas trop de 
r o t r e  objet ; on peut la voir dans  les ouvrages  dc Newton,  & 
dans l'An~L~,'ë A s  lignes courber de Cramer. 

U/;Iges des Apprvxina~ions pricédentes , 
y Our /'intégra rion de dive+s 

quanrités. 
I I 7. CO; M E  on a des tables toutes 

calcu!ées , des diE6renres parties ùu cercle, 
ainii quc dcs logari thn~es,  lorfqu'on aura à in- 
tégrer quelque diff!rcntielle qui pour ra  Te 
rapporter au cercle, ou aux logarichrnes , il 
fera inutile d4lbrmais de réduire ces diffi- 
rentielles en fdrieç. Cc qu'il y a de plus utile 
à &ire aQuellement fiir cette n~at ic re  , eit de 
faire connoître celles de ces diii%rentiei!es 
que l'on rencontre le plus frCquemmcnt, & 
de faire voir cornmen: on ddcermine les arcs 
de cercle , ou les logarittimes q u i  eii font 
l'intégrale. En voici des exemp!ec. 

$ a d x  
I 18. Nous avons vu ( 9 9 )  quer-- 

V o x  - x i  

exprimait l'Pllhent d'lin zrc  de cercle R Id 
{ i .  O ) dont 1 fcroit Ic diq,:::..re , & x 
S'abfciife ; enforte que l'iil:C:.;raie dz crtte 

l a d x  
quant i t i  ouf a pour exprellion l'arc 

i+-A 
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AM Suppofant donc que l'on demande lIl 
valeur de cette iritdgrale pour une valeur 
détcr&née de x ; alors de CA o u  $ a ,  on re- 
tranchera la valeur connue de x ou AP, & l'on 
aura CP, Dans- le triangle reEtangle C P M ,  
on coimoîtra donc l'angle droit , I'hypothC- 
nufc CMr ' a ,  & le côtC C P ; on pourra 
donc"ca1culer l'angle ACM; or connoiffan t 
l'angle A C M  , ou le n o m b r ~  de degrés de 
l'are A AI , & fon rayon CM, il efi facile 
de calculer la longueur de cet arc ( G{om. 
153 )= 
1 1 9. Si l'on avoit 7 idx  

i r g k X q &  ;k,g,p,  & k  
'ktant des quantités connues ; on rendroit 
cette diffdrentiellc , fembiable la prCcC- 
dente, en diviknt d'abord, haut Sr bas, par 

1 z 
II 

L' p, CL qui donneroit * OU - i i .  

,,- I/p.-,S i p  
, d x  . 

, , or G l'on a~roit  ici, pour rnulti- uz - - B 
plicateur de  d x  , I a  moitii de la quanritk 

qui rnulriplie s dans le radical, alors cette 
P 
diffLrcnticllc feroit fimblable à celle de l'art. 
pricident : donnons. l u i  donc cette co~ idb  
tion , én multipliant & divifant en même 

L3, 
t ,  
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jTk b' P remYs par + . @ ou - ; n o  aurons 7 x 
P 3 P - B 

gS 'i* Ca, " = P  . 
i !  z p  P 

OU --. . Dans cet 
gkdp v.3x-rx 

2 P  
é t a t ,  on voit que l'intégrale de notrd dif- 
idrenticlle , eit un arc de cercle dont Ic dia- 
&rre efi - & lYabfciDc r ; eit , dis - je, cet 

B 
a p h  arc ml tiplie par -- . d e  eft donc facile à 
@dq 

afigner , par ce q u i  v m t  dJ&tre dit. - 
1 2 o. Si au lieu de Çomprer les abkiffes 

depuis le point A ,  nous les euffions compt(es 
' depuis le centre C,  en iiominmt- b 1è rayon 
CA,  & x l'abiclife C P ; nous aurioAs eu 
- bdlc - -- - P O L I ~  lYi.l4ment de l'arc AM ; ce que 

V i b - x x  
l'on nouve a i f h e n t  e n  Comparant k k  triari- 
gles feinhlables L'PI11, J l r m  , & î e  rappel. 
lanr quc P M = I s c x ,  & que , puilque 
l'arc A 1'4 diminue h meture que  C P  ou x 
augmente, fa diffirentielle doit être niga. 
tive. Ainfi quand on aura une diffirentiellc 

A 

t d x  telle que on la . Il/g.hTPxx' 
k d x  u-dcfful en -. - -- " ,Y$$ 

tant ici, b b,  la quatuid - 

'changer? comme 

gn ; or - rcpréfen- 
P 

I qu'on doit avoir 
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D E  M A T H . $ M A T J Q V E S .  161 
h dans le n u m d l a t g ~  ,. efi - V -Li je mul- 

' P riplie, donc + jç divife en meme temps, 
- - k * *  &- 

2 - - I/gi d r  
par. -'l/$! & jgai 2~ ' P - 

@ ___C y+z2 
1 

Donc en fuppofant q i e  C A  Ar/$, &, 
k -i 

C P. w, on aura : 9 x AM, pour l'in- +$ . , - k - 
tegrale , ou plus gin4iakment V P  

c . "  - y$-h 

de la confiante C ;  elle îc  détermine par les 
conditions de' la quefiion p~rticuliere y u i  
aura conduit à la  diffdrentiel e dont ils'agit ; 
& l'arc AM f i  &termine comme nous ve- 
nons de le dire ( I I 8 ) ; c'cil-à-dire , par Ie 
calcul du triangle C P M , &c. , x 

a a d x  
1 2 I . Nous avons vu ( I I I ) que 

a a t x x  
exprimoit un- arc de .cercle dont n eit le 
raion, & x la tangente, arc que l'on peur 
ditermincr aifiment pour une valeur déter- 
minCe de s , en calc;luit l'angle A C N  dq 
triangle rettangle ACN, ( Fig. 46), Gis la loV 
queur de l'arc A M  par le moyen 1 u nombre 
9,s degr& de l'angle A C N & 'du rayon a. 

L + 
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7 

k d x  
'si donc on avoir--- g b  + ~ x x '  on dii.if&oit; 

k 
haut & bas , par h ; cc qtii donneroit K .  

d x  , puis multipliant haut & bas, par -- - 
g!@'+xx - k g!dx RB' d x  

h h k h -- - "b' ; g n  aur~itgb'~&+~. - O u g b ' x g b l  - $- X X  
> 

h A h  h 

on auroit donc lJiridgraIc , en calculant Ia 
longueur de l'arc qui  a x pour tangente ; & 
- 

k Vq pou; rayon, & ia mulripliaiit par 
- 
I a 2. Cés trois diEéïentielles s'intègrent 

dohc par les arcs de cercle. En voit'; qui  
ç'intègrent par le moyen de 13 îurfaçe du 
cercle. f 

L'étémenr du demi - figrnent A P M, 
{ cg +O j , en dx r , en nommant A P,  x, 
p l f q u c  y 1 iac-,, & par confdquentydx 
OU P p  m M = dx r/=, ; donçcoute d;ti& 
rentielk q u i  aura cette forme,  ou q u i  pourra 
y Etre ramende par des prdparations fan- 
blables à celles quénnous venons d'indiquer, 
sYint4grera par le moyen d'un demi-'fegment 
d e  cercle dont l 'abkifle eR x & le dlaheere a ; 
fegment qui  cfi facile à déterminer, tant  par 
c e  q u i  prCcéde , que par ce q u i  a été dit 
$G~QT~Z. 1 5 3  ). 

r 

I 2 3. Par gxemple , fi l'on veut avoir Ia 
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Turface du  demi- fegment elliptique R M P, 
( Fig. +7 ) ; on aura y - -!- d Z x  ; doiicydx 

bdr a - 
pu d ( APIIi) = -. r / z r  ; or d x ex- 

fi 

prime l'dfc5ment du demi - fegment circulaire 
A P Ml,  en Fuppofant qu'on ait ddcrit un 
cercle fur  A B ,comme diamerre ; on a donc 
d ( A P M )  =. !- d ( A P M )  ; & en inrdgrant, 

b AFhI =G -~Pib$ '"~  qui  donne AP31: APBI':: 
\a 

b : e ; c'cil-à-dire , que la furface du  demi - feg- 
ment elliptique, efi à cçllc du demi - îeginenr: 
circulaire correfpondant, comme le petit axe 
eit au grand axe ; d'où il eit ail& de conclure 
que la hrface eorierc de l'ellipfe , eil à celle 
du cercle dCcrit fur  fon grand axe,  comme 
le  petit axe efi au grand axe. C'en ce qud 
( 108 ) nous avons promis de dimontrer. 

Si au lieu de compter les abfciffes depuis 
le point A ,  ( Fig. 90 ) on les compte du cen- 
tre C ,  alors nommanc CA, b , & CP , x ; pn 
aura - d x  Vbb-xx pour l'éldment du demi- 
fegment A PM ; parce qu'alors, y = fa=, 
& que le feginent A P M diminue pendanr; 
que r augmente, ce qui  rend l a  diEdrentiellc 
de A P ai ndgative. 

Voici un exemple d'une difiCrenrielle qui 
fe rapporte 3 cette forme. 

1 2 3 .  Propofons-nous de trouver 13 îup 
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f ce du fph&oïdc elliptique alongé. La for. 
rA.::or ~Pnéra le  de ces fortes de furfaces , efi 

i b x d r  
, Y X  à y I - - x  ; donc 

a v-= 
,- -)--y c b -- 

( y ~  j x ~ + d y 2 ,  devicnt - x i j a n - x %  x 
ru - I 

b b  x - d x '  
x- ou en fairant la multi- 

plication indiqude , réduirant , 81 faifant for- 
bbxs tir d r '  hors d u  radical, * ra V i a a - H +  - 

an 

OU -- 
r a , or fi l'on norn- 

me h la difiance CFau foyer F ( Fig. 48 ) , on 
a k k = $ a a - f  b b ,  o u  + k k =  a a - b 6  
f Ag. 294 ) ; donc lJCICment de l a  furface 

r ~ i d r i l / < a ~ ~ ~ u  c b d r  -- 
ilevien t - 

r a a rr OU - V $ d - . + k k u x ,  r aa 
Diviforis fous le radical par 4 k k & inulti- 
plions au dehors par fa racine 2 k , nous au- 

a c b k h  
rons -. 

ras 1/?;~- x x ,  quantité à Iaquelle 
il faut donner le figne - pour qu'elle ex- 
prime la fu r f a~e  compt6e depuis le point A, 
parce que cette hrface  diminue à mefure 

a c b k d x  
gue x augmente ; ainfi nous avons - - 

r au 
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jfbb-+ que nous venons & voir êrre l'ex- 
prefio~i d'ut3 demi - fegment circulaire donc 
l e  rpyon efi 6 ,  nous en conclurons que l'irT 

tdgrale de - d & - x z ,  efi un demi- 
regment de cercle O M Pt dont Ic rayon efi 

*z2 E LI< dont I'abîciRe p iCç  du centre, eit x ; 
que cetre intêgrala , dis-ja , efi &gale 1i ce 
iegment plus une conltantc. Donc fi d'un 

' a d  rayon CO = ', , ç'efi-à-dire, rroifieme pro-, 
p~rrionnelle à-CF & à CA, on d h i t  licer7 v&i' * ' clc O N R ,  on aura[- x - i - X X =  

k k  
/- 

zcbkdx y A a+ ' . 0 P M - i - C ;  donc f-- , x ~ = = s  
r d a  a a  \ 

z c b k  z c b k  - - x . Q P M + - x  C. 
r a a  ra  d i  

Pour déterminer la cofiitânte C , il- faüt 
remarquer quf; la furfacc cherchde , devant 
commencer au poiiit A . do& &a-e zdro 1 
ce point ; or au point A ,  le dcrni - fegmenc 
Q P fi' devient O A IV ; ou - a  donc O' 
2 c.b k . '. - x OAN&E? C, d'où l'on* 8 re  C =i 
r u a  T 12 A - 0 A fl ; dinc l'inte'grde,, complete efi 
2 c6k  . , c b k  - ' ' - e c b k  
- x O P M -  - x Q P N ,  OU - 
r d  a r a n  r a e  
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a c b k  
a[ O OAN),  ou echn - ( A P MIN), 

r u  p 
D .II:: 13 fur fice d u  demi - $héroide ,- fera 
2 6 c k  i a a  - (ACKN) ,ou-pu i îqüe  CO- & 
r a  p z k  I q u e  par coilEquenc = m, cette furfact 

ei celle du iiiiéroide entier , en eR le doubk. . . 
Quant à la maniere de dktermimr le rayon 

CO, elle cil fimple ; du  point C comme cen- 
tre, & du rayon CR, on décrira l'arc AL ,qui  
coupe, en L ,  l a  perpendiculaire F L d e d e  
fur CA au point 3'; on CL- jufqu'i 
ce qu'elle rencontre en N la perpendicdaire 
dm, Cievée au point A ; ce qui donnera 
CM, pour la valeiir, cherchte du CO, ou pour 
' a e  
5-; en effet, les triangles femblables C'PL 
k 

8r C A N ,  donnent C F :  CA :: CL : CN, 
oûk:  f a :  : + a :  CN='?- CO. 

Cet t e  ddtermiiiation peut ê t re  appliquée 
3 la mciare de la furface de l a  carme des 
vaiReaiix , que l'on peut compzrer à celle 
d'un elliphïdc, us Idgitirnemeiie que k u r  E' ioliditt ne peut 1' crc à celle du:méme ellip- 
Joï&. ' route l'opiration fi? réduit à calculer 
il'arglc A C N du triangle rct3angle C A  N 
dont on contloit deux c h & ,  outre l'ans14 
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&-oit ; alors l'angle NCN devient connu , & 
I o n  aifdiiient en conclure la  furface du 
CeLfeur NCK,  à laquelle ajoutant ceiie du 
triangle C A N ,  on a A CRNqu'il ne s'agit pll;s 

c r  C D  
que da r n ~ i l t i ~ l i e r  par - x =. Quand on a la 
furface de la carene . en ia multipliant par 
1'6pailfeur du jouflage, on a la i d i d i d  'du 
voliimc d o n t  la carrnc efr augmentée par le 
îouflla'ge. 

I 2 4. A l'kgard des qua'ntités qui  ie r a p  
portent  immddiaternent aux logarithmes , ce 
fcfit Foutes celles dans leiquelles la diE6ren- 
tieliç propofde , cfi , ou -peut être renduc , 
une fraai4g dont  le numdrateur foit la diffd- 
rentiellid; U'Cnominateur , ou cette différcn- 
tielle rnulripliZe ou divifée par  un nombre 
confianr. 

'Lorfque le numkrareur efi exaaernent la 
difiereniielle. du dénominateur , l'intdgrale 
eit le logarithme du dénominateur ; ainE 

d x d r  fx=1~-t-  C ; J - = Z ( Q & X ) + C ~  a - t - x  

rcn t ie~ lé  du d~norn inaceur  , muItiplitc ou 
&?ifde par un nombre confiant , il f au t  
ddcornpofer l a  di3drentielle propofde , en 
deux faiteurs dont I'iin foit une fraaion q u i  

8 
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ait pour numdrateur la différentielle exaEte 
d u  ddnominareur , & dont l'autre faQeur 
{oit un nombrc c6nfiant Alors l'inttgrale 
fera le l o~a r i t hme  du dénominateur variable. 
fera, disrje,  ce logarithme rnultipliC par 1; 
faaeur coiiflant. Par exemple, pour intigrer 
a x'd x . 
a j + x j  ' - comme l a  diffdrentielle de a' + x 3  

e& 3 X' dx, il f a u t  que  je pépare ma di$&- 
rentielle de maniere à avoir 3 xz dx d a n ,  le 
num6rateur; pour cet eEct, je l'&ris ainfi 
a 3 x 3 d r  - -  
3 O "3 +"3 Y 

dont l 'inttgrale elt 5 Z ( a 3  + 2) 
3 

-4- c. 

Voici un exemple de la  maniere de  déter- 
niiner ces iiitégrales en nombres. Suppo-' 
fons qu'on demande la valeur de 1 ( a + x ) 
( n étant I; ) , lorfque x = 2. C'eiZ donc 1 7 
qu'il faut avoir. Je prends dans les tables 
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ordiflaires le logarithme de 7 , qui  eit 
o,S+$o98? : je le  multiplie ( r i 3 ) par . . 
z , j ~ 2  j a i o ~  ou 2 , 3 0 2 ~ 3 5  I , & j'ai I , ~ ~ ~ ~ I O O  

ou 1,9419 I pour la valeur de I ( a  4 x )  ou 
d x de l'intégrale de -+, lorîque a % 5 , & 

X =  2. 
On rencontre , quelquefois, des difZrentielJes qui sfintégrent 

direfieiiient par logarithmes , quoique cependant elles ne 
p i f i n t  pas être prtearies comme les précbdenies ; par exem- 

d x  
pie,  - eff dans ce cas. O n  rEuGt quelquefois à leur don* 

d x x -  1 

ner la forme d i f fhn t i e l l e  logarithmique en effdyant de Ies 
incltip!ier par une  fonttion de  x ,  telle que le produit devienne 
ld diffhentielle d e  cette fcnAion o u  cette même différentielle 
multipliée ou diviC4e par un nombre conffant/dlors en divi- 
Iant par cette mPnie fonffion , la différentielle Groit évidem- 
niein u n e  différen:ielle logdrithmique. En appliquant cette 

d x  
réflexion 4 -, je la  multiplie p2r x + Pr - 

v x x  - 1 2 %  

d x  On nouvera de  m h e  l'intégrale de  ,,-.- en multi- 
? -- - 

9 , - 2 - x  ' lx,/--1 - -- 
pllmt d'abord haut ei Las par d - I , ce  q u i  donne /, , A 

dont I ' i n tEpIe  , &:on ce p ' o n  vient de voir , e@ 
V=ll(#+V,,rzI)+C 

1 2 5 .  NOUS avons promis ( 83 ) d'explir 
quer comrnenr il arrivoit que la regle fon- 
L'iinen:alc dr. l'intdgratioi des monomes a 
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176 C O U R S  
donnoit une quàntité infinie pour l'intkgrale 

d x de - , tandis que cette integrale a pour ex- 
X 

prenion Zx , ou dii moins 1 x -+ C. I 

d r 
, L'intégrale de - pcut être finie ou infi- 

X 

n ie ,  Telon la portion qu'on veut en avoir. 
Pour éclaircir ceci, remarquons d'abor'd que 
prendre 1 9 i n t & ~ r a l e  u de - n'eit autre chok 

X 

que quarrer l'hyperbole ordinaire, confidl. 
i d e  p a r  rapport à Ces arympotes. E n  effet, 
l'équation de cette courbe eR x y  = a a ,  ou 
x y  - I en fuppofant , pour plus de  Bmpli- 
eitd , a = I. Or de cette équation on tire 

1 
y - - ; donc l'élément y d x de la firface 

x 
d x  devient -; donc fi l'on veut avoir les efpaces 

X 

comptds depuis l'afyn~ptote A Z (Fig.  + j ) ,  

l'intégrale de f i o u  I r  + C doit être telle 
X 

gu'clle devienne O , lorfque le point P. 

donc alors lo + C = o , & p a r  confkquent 

C = - 10 ; donc l'intégrale efi I r  - io ou 1 f ; 
c'en-à-dire , que lcs efpaces Z A Pl Al V 
comprds d c p i s  lYafymptore font infinis , 
Z & i r a n t  lup-pofds les extrémitts de l'a- 
fymptote & de  la branche correfpondante 

de 
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Be l'hyperbole ; ce qui n'a rien de furpre- 
nant. 

Mais f i ,  le point O Etant le îommet de 
l'hyperbole , ( auquel cas l'abfciife cotrefi 
pondante A' N = I ) , on veut avoir les ef- 
yaces compt& depuis le point hi ; alors 
1'intÉgrale I x  -+ C doit être  telle qu'elle de- 
vienne zdio , quand le  point P tombera iur 
le  point N ,  ou quand x = 1 ; on a donc 
Z I t C=o, & parconfiquent C =-1 I to, 
donc les erpaces N O M P font exprimts 
par l x .  

On voit par-là iO.  que les logarithmes ques 
donne immddiatement le calcul , expriment - *  
les ef+ççs hvperboliques compris entre 
l'afymytote & 'la courbe, & compte depuis 
le f ~ m m e t  O de la courbe. 2". Q u e  fi l'inté- 
grale de  y ou * - I d  x , prire d'après la regle 
fondamentale , eit infinie, c'eit qu'elle ex- 
prime les efpaces comptés depuis l'origine 
des afymptotes. 

3 2 6. P o m  domer quelque application 
des intdgrales par logarithmes , propofons- 
nous la coilitru&tion des cartes rdduites. 

Ces cartes a n t  été imaginées pour facili- 
te r  la rdduçtion des routes, dans la naviga- 
tion. La route que l'on fuit f au moins uen- 
dant un certain ;emps), efi ;ou jours di;i& 

M 
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fuivant un m&me rhumb de vent ; di par 
confdqucnt fait toujours lc même angle 
avec chaque miridien que l'on traverfc 
fucccfivement. D'où il bit que fi l'on vou- 
lait tracer ceîte route fur ies cartes ordinai- 
res , où les mdridiens concourcnt en un 
point ,  elle k ro i t  une ligne courbe, & par 
c ~ n f d q u e n t  peu corninode p u r  lcs opéra- 
tions q u e  l'on a befoin de faire. On a pré- 
MrC d i  repréfentcr les intridiens p r  ' dcs 
l i g ~ e s  droites paralleles , afin que l a  route 
qui  fait un angle confiant avec ces meri- 
diens , ftit une ligne droitz. 

Mais , en f u p p o t n t  que A 1CIP , a m  P 
( Fig. 50 Cont deux m6ridicns ; A a , une 
portion de l'dquatcur , comprife etirre ccs 
deux mdridiens , & Il2 rn la portion éorrrf- 
pondante d'un parallele quelconque ; on voit 
q u e  l'intervalle ILl'm' q u i  (Pig. 5 1 ) repré- 
f i n t e ,  alors , l'are M nt ,  efi de mkme gran- 
deur que A'n' aui  r e ~ r é k n t e  l a  cortion cor- 
re$&dantc A: dc f ~ ~ u a t e i i r ,  ;mique M m  
{oit plus petit que A a , dans le rapport de 
P'M à CA ; ce qui eR facile à voir en nx-  
nant MP' , mP' , AC & aC perpendiculaires 
à C P ; car ces lignes forment avec les arcs 
A a ,  & M m,  des felleurs remblables C AG 
& P 21frn. 

Pour compenfcr l'augmentation que 1'09 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  M A F H ~  A I A T X Q U E S .  x79 
%onne il Alm,  en le repréiéntant fur la carte, 
par &ll m' , an reprtiènte la latitudc A M, 
par une ligne A'M1 plus grande i l'tgard 
de A' a' que  A M ne l'elt à! l'tgard de Aa ; 
plus grande , dis-je , dans un certain rap- 
port ; & c'efi ce rapport que nous nous pro- 
pofons , ici, de déterminer. 

Soiznt donc M 3i R deux points infini- 
ment voifins fur le miridien A M; M m ,  R r  
les deux portions correfpondantes de deux 
paralleles. Si l'un veut: rcprdknter M m  , R t 
par des lignes M1rn', R'r' égales à celle A'a' 
q u i  reprCîente Aa , bi conferver neanmoins 
le inêrne rapport enrre les parties de chaque 
parallele, & d e s  du mtridicn, il f au t  renc 
dre l'intervalle infiniment petit MIR' , qui  fi- 
parera M m '  & R' r' , le rendre, dis-je , d'au- 
taRt  plus grand à l'tgard de M R que M m  
efi plus pitir à l'égard de A a ; c'efi-à-dire; 
qu'on doit avoir M'RI : .MR : : Riz : A h  : : 
CA : : P'M : : le rayon, efi au cofinus de la 
latitude ,,4 1%'. 

Nommons donc la latitude A M ,  s ; 1s 
droite A' A i  q u i  la reprtifentt fur ta carte, 
(& qu'oii appelle la Lazirudc ccoifanre ) , 
nommons-la s'. Pofons le rayon C A  ou C M  
s I ; CP' ou le rinus de la latitude A Al = x. 
Nous aurons P'M KGxX, &IR ==I d s  a 
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d x  
par conîdquent ds' = -. 1 - X x  Il s'agir donc, 

pour avoir s' , d'intégrer la valeur de d s' ; 
- 

d x  
c'ch-à dire , - 

I - . Y X  
. O r  nous avons vu ( I 1 2  ) 

p - x .  z J x  - donc - 
a - x  ' 1 - 2 x '  

vient de la différencia- 

' + X .  & par conîdqucnt l'intfgrale tion de 1 - 
1 - x '  d x z d x 

de ---, qrii eit la moitié dc  - 
I C X X  1 - x x '  

fera 

lvx ; intEgrale à laquelle il n'y a 
1-x  

poiiir de confiante à ajouter , parce que 

lorfque X = 0 2 l/'+' devienr 1 1/ 1,  
1-x '  

ou Z 1 , c'eit . à - dire,  O ; or s', o u  la droite 
A' !%" doit en effet être alors zéro,  puirque 
l'arc AM au'ellc rcpdfcntc eR zCro , 
x eit zéro. 

Obrervons, maintenme,  poui' rendre cette 
exyreiiiun plus commode , que le rayon i 

eit le Gnus de 30" ; & fu i rque ,  par x ,  nous 
avo;!s entendu L'P ou lc finus de  la latitude 
14 ;iiI , nous aurons donc , au lieu de s' = - 
x cette autre f p a t i o n ,  s' 5 

1 - x  ' 
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zn goUS-/in AM I O ~ . ~ J ~  
Jn g o o - j i < ~ b ~ '  

Or (Géon~.  2 8 6),4n g oO- 

f i A M : J h  9 0 ° + - ~ i l / d  : : ~ a n ~ j + ~ ~ - + A b ~ :  
/in ,O + J i n  A r K  

rang ( +y0+ f Ani1 ; donc _PL - 
fi, $00 - , n A LM 

fang  (4 rO-+ + AlTl) 
; d o n c s ' = Z ~ > ~ .  t m g ( 4 5 0 + + ~ A ~ T  

m g  (+y0- : AM V LingTo- AlJfj* 
Mais rang (45"-$,4 /II) : I : : 1 : cot 4.5 - 
)A M J  , (Geom. 280) .  Dai l l eu r s  cor (+<'-- 
f A M )  = rang (+f + 1 A M ) ,  parce que 
47' - t A hl eR le complément de +lu i 
f AM, puifque q.5" -$AM -= ~ o ' - + ~ * -  
C A M ;  on adonc  rang q 5 0 - f  ALM: I : :  1 :  

tang 41' t id&!; donc mzgjif' -$AM= 
1 

tang (45" +$ AlIl)' - Subiti tuant cette valeur dans 

S' on a s l =  10;. V "rn,q ( 410 + Ag)', c'eft - à -  
I dire,  s -; log. tang.  (450++ A J ~ ) ,  ou s' = 

log. cot. (q.5' - t AM). Or +sa- f A Ikf eR 
la  moit ié  de 90" - A M ,  q u i  efi le cornpld- 
ment de la lati tude; on  a donc  enfin la lati- 
tude croiiranre s' = log. cor. (i complhnent de 
Zn 2ariiude. 

On prendra d o n c ,  dans les tables ordi- 
naires, le logarithme d e  la coranuente de la 
rnoiti6 du compldinent de la latirude , & 
l'ayant muleiplid ( : I 3 ) , par 2,30258f09 , le 
produit fera la lati tude croiffante , exprimde 
en partie du rayon. 

Mais comme il eR plus commode d'avoir 
3> 
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l a  latitude croiflaiite , exprimée en degr&, 
voici comment on la ddterminera. Nous 
avons vu ( I I I ) que l a  longucur de Ia derni- 
circonfkrcnce d'un cercle dont le rayon eit 1 ,  

efl ~ , i q r ~ 9 2 6  bc. ce nombre étant di- 
viW par I a~ , donne o,oi 7 4 ~ 3 3  pour la 
longueur d'un degrt?. Il n ' ~  a donc qu'à 
chercher combien de fois ce nombre cfi 
contenu dans la la t i tude croiffantc que nous 
venons de dttermincr ; c'efl -à  - dire, divifer 
cette latitude croiffante ,. par c,o I 791 j j ; le 
quotient exprimera la latitude croiKai-,te, t n  
degrCs. On a donc la latitude croiffante, 
exprimie en degrts,  par . . . . . . . . . 
r ,30q 8 509 x hg. col ( ij conipt. dc I m .  ) ---- . Mais en ' divi- 

O P ' 7 4 f 3  3 
fant 2,30258yo9 , per 0,174533 , on trou- 
vc , pour quotient, I 3 1,9283 en fk bornant 
à quatre ddcimales. Donc pour avûir l a  lati- 
tude , croifonte , e-rimée en degris , il )ut 
prcnhe dans Ls ral.!es orci'irzazres le loga- 
rithme de la cotangmre de In moitié dzl com- 
plénzent de l a  larirude , E. Zc rnulr&licr par 
13 1 ,9283 .  Le produit k r a  le nombre de 
degrés & partles Ce d c g é  de l a  latitude 
c r o i h x e .  

Par exemple , fi je veux avoir la latitude 
eroiifiinte q u i  convient à 40" de latitude 

' fimplc ; je prcr,& 1ê. nioitid du complément 
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ac 4.0' ; c'eit - à - dire , l a  moitit de IO', 
ou 21'. Le logarithme de l a  cotangente 
dc 2 f  a , eR 0,33 1327$*,  qu i  étant multiplid 
par 131,9281 , doni:e4.,711< , cYcR-à -d i r e ,  
4 3 * , 7  1 i 1 , ou q 3 + 3 ' .  C'efi ainfi qu'on peut 
calculer des tables de laritudes croiKantes. 

r 2 7. C'efi par un calcul à peu km- 
bh51e , que l'on peut d i r ~ r m i n e r  la diffd- 
rence en longitude , lorfqu'on connoir la 
latitude d'arrivde , celle de dCpart , & Ie 
rliurnb de vent. Voici comment on y par- 
vient. 

Soit O Q M (Fk. f 2  ) la route qu'on a 
Livie ; Q le point de ddpzrt  ; OA l 'équateur ; 
Ah2 P & a nz P deux mdridiens confécutifs , 
icfiniinenr voifins l 'un de l'autre. En imagi- 
iianr l'arc ?dm , pardiele à l'équateur, le tri&- 
glc infiniment petit rn l i i r  fera reQiligne & 
rcCLangle en nt ; par confdquent , on aura 
m r : M nz : : I : raug m r M, en fuppofant 
toiijolirs le rajron = r ; donc M m  = m r x 
tmg r m Tl. Or fi I'on compare la figure la 
à la figure yo, on a ( Mon ce que nous avons 
dxjà vu  dans la pe l l i nn  précédente ) Mnr : 
A c  : : CO/: Zut : I , c'efi-à-dire , rn r x rang 
m r M :  Aa : : coj: l a r :  1. 

Comme rious avons h p -  rithme du  rayon , ,qui c b  . poCé le rayon,  égal :1 l 'm i tk ,  ~o,coooooo ; c'efl - a - dire, 
11 f au t  diminuer ces logarith-. ôter IO, de leur caradCr& 
mes de tzngentes , du loga- I tique. 

M 4  
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SSd C O U R S  
Nommons donc x ,  le  iinus de  la Iatitude 

% I M  (Eig.  5 3 ) ; ion corinus k r a  VI_., 
L'arc nz r qui eit la diffdrence des d ~ u x  lati- 
tudes a r & AM,  fixa la diffdrentielle de 

d x  
l'arc A M , & aura pour exprefion 

V I  - x i  

( i 26 ). Nommons de plus, a ,  l'angle rn r iC1 
que  la route fait avec le miridien , ou le 
rhum5 de vent ; & 7, la di1TLrence L'A de 
longitude, ce qu i  donne A a = d 7, ; alors la 
proportion que nous venons de trouver , fe 

d x  ,.-- 
change en p t a r z g a :  d r : : v G : ~ ;  

VI - x x  d l  
s'où l'on tire d 7 = tang a. ,y- Alais noi1s 
venons de voG , dais la queflion prdcé- 

d x  
ilente, que l'intégrale de - 

1 - x x '  
étoit 5 E 

1-4-x.  1 - l - x  

.I - X ' nous aurons donc = 5 tang a. 2 - 
1 - X  

,+ C. 
Pour dkterminer la confiante C, obkr- 

vons que lorfqiie r - O , c'eit-à-dire , a u  
point de ddpar t  , l a  latitude A' J I ,  devient 
l a  latitude B Q de ddpart. Non~mons d o ~ c  t 
le  finus de cette latitude. Il faut d o ~ c  que 13 

conflante C Coit telle, qu'en mettaiit t p u r  X ,  

r l + C  on ait T = o. O n  a doiic O c $ rang a .  - -  
1 - c  + C, & par confdquent C= - + zang a, 
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Or en raifoimant précifiment comme' 
dans la quefiion prdct'dente , nous trou- - 
verons que l / ~  - X  îe rkduir à cor. ( f  coni- 

ple'memenr de A M  ) ; &' par la mCme raiîon 

z z  1 - l' fc réduit à cor. ( f coi~plément 
de E Q ) , donc q ,  ou la diffdrence en longi- 
tude , = rrlg a ( iog. cor ( + cornp3. de tar. d'ar- 
livi'd - log. cot (+ compP. de larir. du déparQ ; 
ce qui donne m e  regle fort liinple , pour 
trouver la diffdrence en longitude, foir par les 
tables des latitudes croiffantes , îoit par les 
cartes réduites , quel que [oit d'ailleurs le 
rhumb de vent. 

PAR L A  TABLE D E S  LATITUDES C R O I S S A N T E S ,  

Cherclzer la latitudc croiJante qui convient à l a  
latitude d'arrivie. Fdites la  mirne c h o j  pour la 
latitude du diparr. Prene;: la d ~ f l r e n c e  de ces 
deux farirudcs crozJantes , ( o u  leur fimine , jf 
des l~r i tudes  fint de déiîomination d~fererzte) , G. 
muitipiiq- la par la tangente du humb de vent.  
Vous a m e r  en degrés nzinutcs , Cc. la dzf& 
Tence en longitude. 

PAR LES CARTES RÉDUITES. . . Chercher Fr  
le  méiiiiicn, la latitude d'arrivée, E. c d e  dudé- 
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part. EZevqpar Z'extrinil~' de chnciine , rinr pcr. 
pendicufairc qui rerzcofirre la roiue yropofle. La 
d$iérence de ces dsuiperperzdcuihres , p o r ~ &  lu t  

l'échelle des Jonpiruiks , vous donnmz , rndde- 
gris ,  minuru,  &c. l n  d&è'rmce de ~ong~tude .  

En &et, AQ (Fiç .  y j )  d t a n t  le méridien ; 
O L la route ; A Q,  A P les deux latitiides 
croiirantes; P Q  ou X T eit: leur diEdrence; 
or dans le triangle rcc?angle S R  T ,  on a 
r : rang TRS  : : A T :  T S ;  d ~ n c  TS=RT 
x rung T X S ;  or Xr T eit la  diKirence des deux 
latitudes croiffantes , & l'anglc TES cfi égal 
2 i'arictle de la route avec le nléridien. 

0 

La ligne courbe Q M  (Fig. $2) qai n~arqi~e  
la route du vaifTcan iur la  i;iïfzce du globe - 
s'appelle L~x~dronzEt .  

A c;~iclque endroit de la  route q.ue l'on h p -  
pok 15 coint  M, le triangle Illrn? a toujo:irs 
les m~rAes angles, puifque L'angle m r M eh 
tmjours le meme, & que L'angle nr efi droit; 
9; v a donc touiours m h e  rauuort de M t  

J I 1 1  

à rn r , que du rayon au coîrnus de l'anglc 
n r L4f que nous avons appellt a. Donc le 
ncmbre de lieues courues h i v a n t  Q M ,  cil 
a u  nombre de lieues couruCs en latitude, 
c'eit-à-dire , au nombre de lieues de /M, 
comme le rayon efi au codinus du r h u d  de 
vent. Ce qui ferc à déterminer la diifZrencc 
.en latitude, quand on coniioît le rhum de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Arent & le nomErc de lieues de la route. 
Cette même proportion, îerc auni à trouver 
le  rhiirnb dc vent ,  quznd on conlioît la dif- 
fdrcnce en latitude ôr le nombre de lieues 
de la route. Bien eixendu qu'on réduit en 
lieues, les degrCs de la différence en latitude, 
à raifoii de 2 0  lieues pour un dcgri. 

Dr la marziere de ramener ( !ot$que ccla 
b k )  ïinr.igrarion d'une d f l é r~n t i e l l t r~ro~o[r '~ ,  
a! celle d'une autre dzJ.Zrent~elle corrnuc , & de 
diJ?ingucr les cas oh cela fi peur. 

128 .  Nous nous bornerons à expofër la mérhodc , fur leie 
d;ffirentialles binornes; il fera airé, enh i t e ,  d'en faxe l'applica- 
tion aux d;fférentielIes plus cornPoCCes. p 

Suppobns  d'abord , que la difkirentielle p p o c i e  , foit 
hxs ur ( a + b.." ) p  , & que xm dx (11 + bxn ,!p ioit celle daut 
elle doit dépendre ; c'efl-à-dire , CuppoTons d'abord que les deux 
exoo6nts du Linome Coicnt les memes. 

On füppofër. f h x ~ d x ( a + b x n ) p =  ( n + 6 x n ) P + 1 f A x k E  
+ ~ ~ h + q + ~ ~  k +  z q+a,mp,k+~q)+ f K x m d r ( a + b x " ) P ;  
k & q Ciznt des expofdnts iilcormus ; r ,  un.nombre  entier 
politif; A ,  B , C , P , K &c. des coefficients confiants , pareil- 
lement inconnus. En différenciant, on aura hxs dx ( a  +b x n ) p  = 
( p +  r ) n b x n - '  dr ( ~ + ~ X " ) ~ ( A X ~ + B X ~ ~ ~ + C ~ ~ * ~ ~  ...+ 
pzk+") + ( n + b x n ) ~ + . '  ( E R ~ ~ - ~ ~ ~ + ( ~ + ~ ) B , ~  i<+l - I nx+ 

( E + z ~ )  ~ r ~ + ' q - '  
kf r q - I  

d x  ...+( k + r q )  P x  d x )  +- 
U X ~ ~ X  (,a + bxn)', ou en  divihnt tout ,pnr ( a +  Iixn )PA, ~ f i  

aura h $= ( p + ~ )  nh.yn- ( R X ~ +  ~ r ' +  g+ CX"~'... + P;'+ 
k+q - 1 + ( a + a r n ) @ x k -  '+(L+-~) BX +(ijlg)cx k+ y- 1 .,. 

- I - ( k + . . r ) P x  k + z q  - ~ ) * ~ ~ r n .  
Pour  qiie ccrte kquation puiife avoir lieu , indépendamment 

:de toute valeur de x , il faut qu'aprts multiatications & h 
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tranrpofition faites , la fornme des quantités qui multiplieron(, 
une m i m e  puifimce d e  x ioit zéro ; c'eft par certe condition 
qu'on déterminera les coë.'f;cients A , B , C, &c. mais il faut, 
pour  ce la ,  q u e  le nombre des p i f idnces  d e  x , qui entreront 
d a r s  cette équation , ne furpaile pas le iiornbre d e  ces coeffi- 
cients. 

Or le nombre de ceux-ci eR c +  z , coninie il efi aifé de le 
voir : voyons donc quel fera celui des puiffances de x.  Pour 
cela , il nous t u t  déterminer k 8r q. 

Co:ii:iie les expolants k & q font indéterminés , voici cnm- 
ment  on les déterminera. k - I eit le plus petit expofant iiidC- 
terininé qui fe trouvera d m  r'équdtion ; on l'égalera à m o u  à s, 
Gien que rn ou s iera le plus petit expoL~nt. L e  plus eu- 
porailr dCterminé qui fe ttrûuvera dans l'bquation , h a  , 
( aififi qu'il eft aifé d e  l e  voir j k + t q + n - I ; on l'éçalera 
i s ,  f i o n a é g a l é k - ~ à m ; o u  à m , f i o n a i . g a i i k - r  ij. 

Suppo.'cins k -  r=m on aura donc k + r  q+ r.- I =s.Cela 
p o G ,  pour que l'équation ne renferme p ~ s  plus de puiiranccç 
de r , qu'il n'y a de coeficients indéierniicés, il fzut  que les ex- 
pofmts de  oc, dans c-tte équation, formeiit auiii une progrdïÏon 
arithiiiétique dont la dlfGrençe Ibit q , ce qui ne peut manquer 
d'avoir l ieu ,  dès qu'on a L ~ ~ p o C é  k- I = m, k + t g  + n  -i=i, 

& r  un nombre enticr pofitif; O r  le plus grand terme de cet:e 
p~ogreflïon étant k -+ tq  + n - r , Sr l e  plus petit , k - I ; il . efi airé de trouver ( Ag .  2 3 2  ) que le nombre des termes de 

k+cq+n- i -k+r  
cet:e progreriion, efi + I  OU- r q + n + l ; i ~  

lq- l -n  4 4 
f'iiut donc que --- + I = i + 3 ,  & par confi .pent q = n ;  fub- 

a 
aituant pour q l &  1 , leur va leur ,  dans i'tquation R + r q+ 
n - 1 s , on aura r n + rn $- n = J , & par conréquent 

S - l n - n  J - r n  - L=---- - I ; donc la rédueion d'une difftren. 
79 n - .- 

II-!!~ à l 'autre, fëra pofihle,  fi l a  différence s -m des eupolànts 
de îc hors des deux binomes, divifGe par I'expoLnt d e  x dans 
Ic binorne , donne un norilbre entier pofitif, & alors on Cip- 

n p f  1 Poera/xs~i~ (.+axE)'= (0 +ar ) (A;"+ '* nxmc "+' 
+ C x m +  ln -+  1 S- I L +  I +...Px ) + f R  x m  rtx ( a  + bxnjp, 
pour diterminer les coï&ients A, f i ,  C , P, X ,  8tc. avoir 

diffirencié , divif6 par ( a  + 6 4 d x  , & fait les opéra;jons qui  
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trouveront indiqüées , on tranfportera tout dans un même 
rnernbre , & on égalera i zéro la hmrne des qumtités qui  
mi!lripiieront une inèiue puiifance de x , ce qui donnera autant. 
d'iquations qli'on a de coëflicients indi~erminés.  

1.19. Mais fi l'on y fait attention , on verra que dkç que 

f z S d x ( u +  b x n j p  di:pend de fx'"dx ( a +  b ~ " ) ~ ,  réciproquement 
celle-ci d ipend de  la premiere ; or e;! procédnnt , comme ci- 

deifus, pour réduire fxmi fx  ( a  +. bxn)' à fx5dr ( a + b x ' z ) p ,  
m - s  

on trouveroit qu'il f ~ u t  ,que - roit un  nombre entier 

poiiiif, qu'il faut ~'Üppofor f x m d r  ! a + b ~ * ) ~ =  
~ r n ) ~ ~ ~ ( A ~ ~ l + B X ~ + n ~ x + & c . + p x m " ' ~ r  

! n i  1 -+ 
JR r S  d x  (a+ bxn)', donc f i i t  que s (oit plus grand ou plus 

s-rn rn-s 
petit que m, pourvu que - , a u  -- donneun nombre entier 

n n 
pofitif, on polirra toujours ramener !'une de ces d iGren-  
&![es à l 'autre, en mertant pour premier expoiànt de x , dans 

k 
la  fuite A,- + hkf '&c ,  1, plus petit deï  deux expofantsm sis, 
augmenté d'une uni té ,  & prenant pour q , I'expolant de x dans 
le h o m e .  

P a r  exemple , fi l'on veut réduire x4 d x ( b 6 - x x  ) ', à 
d r ( b  b - r x  )$, qui dépend de la quadrature du  cercle ; je vois 
que  s - rn eii i c i  4 - o , lequel d i v Z  par n , c'c8 à-dire , 2 , 
donne z ,  nombre entier ; donc la riduLiion eit p o f i d e  j & 

s -rn  
puifque la formule r = - - I donne c s r , que d'ailleurs 

n 
le plus petit expofant  m = O, je mettrai donc I paur k ;  je ferai 

3 
d o i i c J x 4 d x  ( ( b b - x x ) ; =  ( b b - x x ) z ( ~ x +  B x j )  + 
f K  d x ( b  Ii - x x)  ', alors di5érenciant , divif int  enLite p a r  

( b  6 - x x ) ? d x ,  & tran$oGint, & j'aurai o = Abd-A.nl-; Bx+ 
4 K + 3 Bbb iZ-x4  - j ,fi!iZ- 3 8x4, 

d'ou l'on tire -623-1 = O ,  -4A-t- 3 Bbb = O, cihb+K=3, 

doncB=-+,A=-+bb,R=+b4;doncJx+dr(bb-xx) - 2 
? ( b h - x . x ) + ( -  t b b z - + ~ ) + $ 1 4 f l ~ f b b - x r + ~ .  

dl  eit donc f~c i le ,  p a r  cette rnEdi?de, de :rouver der &~ffb 
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rentielles qui fe rapportent i une diffirenti~lle donnCe, 81 pas 
conirq~ient , celles qu i  fe rapportent à la quadrature du cercle, 
de l'e!lipfe , & i cel!e de l'hyperbole , difft!:enrielles dont il 
et1 facile de trouver les difi-érentes expreffions , par l e  moyen 
des diI;?ren:es équations d e  ces co~irbes. 

130. Rsrn.irquons , cn panant , que cette méthode donna 
aoifi Ics différentielles binomes i i i tépablei  , en  effety chercher - 
parmi les différentiellec binomes telles que h $ d x  i Q + b x " )  ', 
quelles font celles q u i  [ont intégrables , c'eR chercher 

celles qu i  d$ren k r t  de R xn- Id Y ( a  + h x n ) ? ,  que nous avons 
vu ( 92 ) Et-e intégrable iinmédiateinent ; o r  il reluite dc 

s-n+ r 
c e  qui pricède ( r z 8  ) que doit être un nombre 

n 
5-1-1 entier pofitii, cleR - i - d i r e ,  que -- doit étre un  nom- 

n 
bi-e ent;er pof t i t ,  ce qui  iaccorde  avec ce que nous avonr 
dit f 9 1  1. , -  . 

i 3 T. Sil?pofons , maintenant que les deux binomes q u i  en- 
t rent  dans les diff.rentirl1es dont il s'agit i c i ,  aient des expo- 

f a n s  difErents, enCorte que ld difErentie!!e propo!?e kit hddz 
h r 

( a + b x ) , & c:lle à laquelle on  veut ramener celle -là, 
ioit xmd  x ( a + b r")', p. ayant une valeur nuadrique plus 
petite que celie de r. Si r eff pofitif , on changera la diffé- 

n r -p  
rentiel!ch$dx ( t r+bxn):  en cette autre hxsrix (Li+ b . ~  ) x 
(a;bxnlP. Alors fi r - p e n  un nombre entier pofitif, on 
pourra réduire Ir xs d x  ( a +. b xn)T-?( a+ A x n)P en une Lite 

de terrnrs de  cete., h r m e  ( A'Z + ~ ' x ~ ~ ~ +  C'X" 

+ &c. ) J r ( + 6 x"): dont cli::.cun peilt ;tre ramenl 
à x m d v  ( a  + bxn)'pzr la inithode précédente fi s - rn peut 
ê t re  divilé par n ; & pour y r~iniener la  totalité , on appliquera, 
m o t  i mot , ce qui efi prefirit par cette méthode, en prenant 
pour ce que nous y avons appellé s , le plus grand expohnt 

de x dans la valeur doveloppk de h x5dr (a + b .yn) 

P a r  exemple ,  fi j'avois 1 x 2 d r  ( 6 6  - x  w ) f  à réduire à / d m  
[bb-xx); ,  ;e changeroisfxz d x (bb -xr ) ;  e n ~ r ' d , ~  (bb  - X X )  

( b b - ~ ~ ) ~ o u / ( b b ~ ~ d ~ - ~ + d ~ ) ( ~ b , x ~ ) ~ ; d ~ r s c e q u e ~  
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D E  M A T H E M A T I Q V E S .  39% 
Eo;s prendre pour J , & 4. J e  iuppoG donc, confarmhnent ali 

l an i t thode , / (bbx 'dx-x4d .~)  ( b b - ~ x ) ~ = ( b b -  x x ) f  

(A.+ B,x!)+J'Xdx ( b b - x . x ) ' .  
Si au cor.:raire l a  valeur de  r efi négative,  on prépartrz 

la diffZreririelle à laq?eile on veut rapporter la  proPofée , 
on la pr?Parera, dis-je , de Fettc maa ie i e ,  xnzd ~ ( n + > x " ) ~ - '  

n 
x ( a +  b x ) , alors fi p - r eff un nombre ent ier ,  comme 
il léra iiéîcffdiremenr pofitif ( puifque nous îippoCons r né- 
gatif & plus grand q u e p  quel que h i t  d'ailleurs p )  , on pourra 

réduire x m d x  (a+ b ~ ~ ) ~ - ~ ( a + b x ~ ) "  ; une f i i re  finie de  
m+an termes de cette forme (A'x  + B , B ' ~ ~ ~ ~ +  Crx + &c.) 

( a +  b x n ) :  A!orç on agira , comme s'il étoit queRion de 
réduire cette derniere à la forme x s  dx ( a + 6 x n )  , ç'eff- à-  
dire , qu'on cipérera d'une rnaniere toute G r n b l ~ b l e  à celle 
que nous vencns d c  p rek t i r e  dans l e  cas où r étoit polirif. 

Pa r  exemple , s'il s'agiffoit de  réduire gx-' dx ( a n -+ x x )-" 
d x  

a d x ( a a  + X X , ) - ~ O U  -- , qui  ( r r I ) s'intégre par un 
a a + x x  

arc de cercle dont x eR la  tangente , & a le rayon , je change- 
r o i s d n ( ~ r a - t - x r )  I e n  ( a u + , - r ) d x  ( n a + x x )  ,&  
comme le plus petit expohnt hors du binorne proPoré e i t  , 
je îuppoCerois fK ( n a + x s )  d x  ( a u + x x ) - a = ( a a + x x ) - x  
( A  x1 -i- h' x ) -+- / g ~ - "  d x  ( a a + x  x ) -'. E t  j'acheverols 
comme ci-deirus . posr déterminer les coëi5cients A, U & 11. 
Alors , par ia tral;$ofition , on auroit la valeur de j'g x ' dx 
( rzu+ S N ) - 2  , d;ms 1,iquellc je ri-duirois enfuite R ( da+-xx ) 
d ; c ( u a - + x x ) - 2  , à  Rdx(aa+nx) -1 .  

Des Frac7ions rarionrzelles. 
r 3 1. TOUTE f r a o i m  dirierentielie rationnelle, efl toujours 

in:Cgrdble, ou aiséSriquement, ou par des arcs de cercle,  CU 
par des iogarirhrnes , ou par ces trois moyens à la  fo is ,  ou par 
+iix feu1ernr:at. 

Elle tfi toujorirs intEg:aL!c algébriquement , lorGpYelle n e  
renkrrne point de  dénoniinatelir var iabk , à moins, que ce 
dénominateur ne fiit monome , en exceptant fëulement dans 
ce dernier ca s ,  la circonfiance où l e  dénominateur ne Grait 
tlevé à d'autre puilTance que l'unit6 ; c'eB cc que nous a v o q  
Bu ( 81 ). 
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1 inouç  reite donc , à voir la vérité de  notre p?o;rofition, 
dans les autres cas ; c'efi-à-dire , d m s  l e  cas oh la différentielle 
proPofie a un dénominateur rationnel complexe. 

N U I S  fuppoferons que dans l e  numérateur de la  fraaioh 
difErentiellc proPofie , la variable L i t  inoins élevée que dans 
l e  dénominateur. S i  e!le n'émit pas d m s  cet Ctat, on l'y iainene- 
roit en divilant le numérateur par l e  dr'nominateur, jufju'à ce 
que la puiiTance reitante , fut plus petite que dans le dtnomi- 

x i  tZx 
aateur.  Par exemple,  fi j'avois à intégrer 

a n  + 7 'rx.+wx) . ,  . 
je commencerois par divifèr x l  d x  par x x  + 3 a x  + a n  ; j'aurois 
x d ;  pour & - j axl  dx-anxdx pour reite ; je divikrois 
encore ce rcife par le même  dénominateur , 8: j'aurois - 3 adx 
pour quotient, & + 8 aix<iK+ 3 uj dx pour refle, alors, au lieu 

Y;  d r  8a2udr+ 7 a'dx 
d e  , je prendrois xdx - 3 adx + 

nu+ 3 n:c+x.x a n + j  a.r+xx' 
Pour dkouvr i r  par quel moyen nous poürrons intégrer 

l e s  '-raiiignî diff?reritielles rationnelles , rappellons - nous que 
l a  diErentieile d u  logarithme d'une quantité , étant la dif- 
fSren:ielJe de cetLe qu-intité , divirée par cette qmntiré m h e ,  
c'en-i-dire , Ct  i r i t  t3uiours une, frattion , il eR a f e z  naturel 
d e  fi~uosaniler que  i'intégration des fra8ions rationnelles 
pourra 163vent d,kTendre dcs 1oga:i thes.  Prenons , par exem- 
p k  z a! { r r  + x ) - z u 1 ( 2  ( I+ .x )  ; en diKérencianc , nous aurons 
z l idr  2 r l  dic - . - --, Q U  en rCdui&nt au méme dénominateur, 
a+x  20+x 

7 n a d x  - , O r ,  il efl clair que pour inte'grer cette frzc- 
Z a a C z  a x r x x  , , 
Lon , il n'y ziirciit autre chofè à faire qu'a la d6cornp3ler 
en deilx frafiions , dont l'une eût p o u  dénominateur a +  x ,  & 
l'autre z a -j- w ; li! dont les numérateurs kroient des nombres 
con fi an:^. multip1ii.s par d x ; ces deux frattions s'intégreraient 
d o r s  p:r iogarithmes. 

I Z  j II eR donc a&r naturel de tenter , pour int$nr 
ces fortes de frai?ions , de les décompofer en autant de r a b  
ticns fimples , que l e  dénornina!eur peut avoir de faAeurs, & 
dont chacune ait pour dtnominateur u n  de ces fâ&curs ; c'eR 
e n  efilt la méthode que l'on peut Pr que l'on doit fuivre, 
ior+ue tous les faArun dont le dénominateur a pu être formé, 
'font inégaux, 

" 16% 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5.34, Mais lo rque  parmi les faAeurs du dénominateur, il 
s'en trouve qui font égaux cntr'eux ; alors on ne doit pas 
t'attendre que la méthode ait du fuc& , parce que l'inté- 
gration ne peut dépendre entiérement des logarithmes. Es 

B x  
effet, fi l'on avoit ,  par exemple,  dont l e  dénomi- 

3 ( f f t ~ ) "  
nateur a deux fa€teurs égaux a + vc k a + 0 ,  on trowve- 
roit ( 89 ) que l'intégrale de  cexe q u a t i t t  , ou d e  Tcin égale 
d x  ( a + x )  - 2 e R - ( a t n ) - ' + C  q u i n e  dépend point 
des logarithmes. Mais on voit , en  même temps , que fi l'on 

a n  
diffirencioit une quantité telle que - -i, z a Z ( a + x ) 

a-+% - - a a d x -  
+ z à t ( z a + & )  -al ( 3  LI+-"), on auroit $ 

( a + x ) =  
z a d x  z a d x  a d x  ( s a x + a a ) d x  z a d - x  - --- OU 
a + x + z a + x  3 a + x  ( n + x ) T J 3 - ~ -  

a d x  - , ou en réduirant tout au méme dénominateur , 
3f f - i - "  
1oa4dx+ 26 a3xdx+ r7a2r1dx+ 3 ax 'dx .  ' , fraAion qui,  pour 

(a,+,+ ( " " t " ,  ( 3  " t " )  
êt re  integree , a'exigeroit autre choie que d'être ramenée à 
zax+aa  z a r ( x  a d x  

- d x + - -  --- 
, (XZ , c'efi-à-dire, d'êtredécom? 

z a + x  j a + x  
polée en trois fraaions , dont l a  prerniere eût pour dénomid 
h e u r  tous les fa&eu& 6gaux ; & dans ion numi.rateur 
toutes les puifhnces d e  x ,  moindres que la plus Ilaute puiffance 
d u  dénoiiiiriateur: à l'égnrd des deux autres fra8ions , elles 
auroient pour dénominateur , chacune , un, des fafieuYs in& 
gaux , & n'auroient aucune puiliance de x a u  numérateur. 
C'en ainfi , en  effet, qu'on peut intigrer toute frakion ratian- 
nclle; & c'eff ainfi que nous l e  pratiquerons, du moins lorG 
qu'il n'y aura pas de faaeurs imaginaires dans le dénomina- 
teur; cas que nous examinerons aprEs. 

( a + 6 x + c x a +  ,..... k x ' n - ' ) d x  
AinTi - repréfintant , en 

( M + N x + P x L +  ... T x n  
énéral , toute frahiijn rationnelle ; fi l'on füppofi que le 

iénominateur ait u n  nombre m de faheurs 6 p u x  d x +g , un 
nombrep de fd t eu r s  égaux à x + h , &c. & un nombre quel* 
sonque de faAeurs inigaux, & reprékntés par  x -e i ,  x I, q 

N 
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" - x .+ r ,  &c. auquel cas l a  fraftion proPofie Gra r . . r 

taudia , pour iRt6grer cette fraoiop , luppofer . . , . 8 

hm- dx + ~ x ~ - ~ d r . . . +  Rdx A'zQ-~dx+B'3c~2Jr+..,R~dy 
i- 

( i qm ( . + / 1 ) 9  
L d r  u t i x  N d r  

Bc. + -. + -- + - + &c. A ,  B , C, S c .  étant des 
r+L x + q  x + r  

co&fficients conffants S( indfrerniinés. Alors , fi par quelquc 
m c j e n  que ce Cuit, on détermine ces coëfficienrs , il lera facile 
davo i r  l'inttgrale. Cela eR évident pour les fraaions lirnples 
L d x  M d x  N d x  -- -- &c. dont l'intégrale efi L l ( x + i), 
x + i 9 x  + q y  x+rY  
&?Z ( r + q ) , fil ( x -b r ) eic. A l'égard des fra8ions . . . . 

d - + d i ~ ~ - ~ r l x + . . .  Rdx - , on feïa , pour plus de fini- 
( .x + g)'?' - 

plicité , x 4- g = f ,  ce qui donnera 3: = 7 -$, 8: dx = 4. 
Sub2itu?.iit ces valeurs , on r idui ra  ln  totaliié a une fuite de 

d T monomes fdci!es i intégrer,  & dont un  feu1 Cerz de  la  forme - 
z 9 

c'eff-;-dire , s'int'gera par logaritlimes. D e  même, pour'les 

A'xP-i d Y + 3'. P%lx -4.. ,,. R ' d s  
termes 

9 
on fera x + h = f, 

( x - + h ) P  ~' 

Alri G , il ne  m u s  refle que deux cliolés à examiner ; l a  pre- 
miere , comment on 'trouve 1 .s fd t eu r s  du dénominateur de 
:a ftanion di5irentielie ?ropoGe ; h feconde , comment oo 
r r a v e  les co&5cients indtterrninés. 

r; p Pour trouver les fa&eurs d u  dimorninateur , il f a u t  Te 
c.u.iidùire comme puut ricoudre . l ' épa t ion  qu'on auroit en 
e ~ a i n r , :  ce dé  io niiiateur à Léro , puifque ( Al+ 1 7 8  ) réhu- 
dre ijiie éq atiün , revient à chrrclier les f a 8 z u r s  binoiiies don; 
11 ~~u!:ii>!icatiiin a ?roduit uine équation. A inh ,  il faut em- 
ployer les miihodes donnies ( Alg. 19% C i f i & . )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



i 36. Quant à la maniere de trouver les coëficients A ,  B ,  C ;  
fe qui le prEknte de p l ~ s  rarure l ,  efl de riduire au nierne 
dénominareur toutes les fiaAiûiis où ils entrent;  alors lcs deux 
membres d e  l'équation formée de l a  fraAion proporée & d e  
ces nou~el les  fiatiiuns , ayant le même  dlnoniinareur , oir 
peut-hpprimer ce dénominateur de  parc c9< d 'aut re ,  & ayant 
tranfporté tout dans un h l  mcmbre , il faut ,  pour que l'équa- 
rioii ait l ieu, indi.periïlarnrnen[ de toute valeur de  x ,  i l  faut; 
dis-je , que la iomrne des ternies psi multiplieront une même 
puiff~nce de x foit zém. Cette coddi~ion donnera autant 
d'éqmtions qu'on a de coëflïcients irldi.terrnin& , Sr qui fervid 
ront à ci6tcrminer t c ~  mimes co~!Ticients. E n  voici des 
exemples. d x d x  

Priipobns-nous d'intégrer -A ; je fuppoferai 
A& B d v  na- xx a a -  x x  

=- + -, puiique les deux faaeurs du dénomina- 
a + x  a - x  

teur (14- XX, font a  -p x & a- x. Alors5 réduirant au meme 
d x . ( Aa-Ax+Ea+Brr) dx - dinominateur , j'ai --- - ---. - , fiip-t 

a a - x x  au - x x  
primant le dénominateur commun , divihnt par d x ,  & t r a n p  
pofint, j'ai 1 + A x = o ; d o n c  I - A u - E ~ = o , & A - B = o ,  

- -Au-Bx  
- B'I r Z 

d'où il efi &cile de conclure A = - , & 3 = - 
2 a 

; " O U 9  
Z r. 

' 1  1 
d x  - - d r  - d x  

avons donc -- - - a 2 a 
CI&!-XX - +-' dont l 'intégralk 

a + =  U - x  

l'ropofons - nous ,  poyr kcond exemple , la fra8ion 
~ o a ' d x  + z 6 d x d 1 +  I ~ ~ L ' x ' < I Y  + 3 a x G x  u' y. 

, que nous hqopp, eue 
( u + - x ) ' ( 2 u + x ) ( ; ~ 1 + x )  

a a  
( 1 3 4 )  en diifirericiant - - - - + i a L  ( a + . = ) - a f ( M + x ~  

c f - x  
ioa+dx+6a~sd;+r ~ a ' ~ ~ c + i a % f f ~  Nous fuppoierons donc, 

4 
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- ( A Y + B ) ~ x  C d x  
f- -i- , réduifànt au rnhe - ( 1 )  2 d + X  3 n + x  

dénominateur , on aura ( après ,  ayoir f ippr imé le dénomi* 
nateur commun, d l& par d x  , Pr tranCposé ) 

roa* + 2 6  0 3 %  + 17 a'rr2 + 3 a r 3  = O ,  - 6 Blra- 5 U a x  - U x Z  - A x ;  - j Ca ' - 6 AULX - J AUX' i C x 5 

.- 2 Dl13 - 7 C d L x  - 5 Cax" ux 3 

- 5 Da2.r - 4 Dur1 
donc 3 a - A -  C- D I O ,  1 7  nL - B - J A Q - J  Cu-4  Da=o, 
~ 6 a 3 - ~ B d  6 A1i2-7 CoL- 5 Da:=o, 1oa.-b &a"-? Cuj7~Ddi=0, 
kquntions d'où l'on t ireiA= z a ,  U = rl", C= z a, D = - a ;  

( z a x + i ~ n ) d x  
l'a diffkrentielle propofie,  fe changera donc en - - -- - 

t a d x  a d x  (0 +")' 
*=-G , préciftrnent comme on l'a trouvé ci der- 

fis .  L e s  deux demiers termes ont évidemment pour intégrale 
2 a x  + da 

~ a l ( z a t x ] - a L ( 3 a + ~ ) , à 1 ' é g a r d d u t e r m e  ---- d x, 
( a + x ) '  

je fais a -+ 2 = 3 , j'ai x = 7 - a, & dx = d~ , j'aurai donc 
( z a i - u a ) d 7  2 n d ~  a a d ~  

ou - - - , dont l'intégrale efl 
. c 

Q a  
TI 

a <r 
2 ali + - OU z a 2 ( a  + s ) + -; airA, l'intégrale toiare ER 

P a t x  
a a -+ z a L ( a + x ) - ~ ~ a 2 ( r a + x )  - a Z ( j a + x ) , a i n f i  

P-x 
pWle doit être. 

3 ' 7 .  Cette méihode efl ghé ra l e .  Mais on peut faciliter la 
i u l w h e  des ro6fficients . par Phlieurs méthodes. Par erem- . .  - &., on peut trouver , i ~ d é ~ e n d d i n r n e n r  les ups &s autres ,l .s 

. Ndx 
k$.~&ts des fiafiions firnples , e n  cette maniere. Soit -- n f 
/ & / d ' n  propafée 5 h r +- a u n  der fnûeurs  du  dénoiiiina- 

&bit  P l e  quotient d e  M diviié par h x -t-<z..Conce- 
& A d x  Q d x  @ décornpofé e n  - & ,- - ; alors nous aurons 

h x + a  P 
, J ' tx  Q d x  N A Q 

-55 -+--, ou-= -+-; donc 
M, .hz+a P IM n x + a  P 
au ~ L W ~ B U ,  même dtnorninateur , & ayanr égard à la f ip -  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



pûction que P = ou P X  ( h x f a )  = a l o n  aura 
h i c t a  

N = A P + Q ( h x + a ) .  Mais en  différenciant l'équation 
( h x  + a ) P = 2 ~ , o n a h P r I x + ( h x + a / d P = d L t l . U r c e t t e  
équation , a i n 6  que l'équation N =  A P + Q ( h + d  ) devant 
avoir lIru p u r  toute valeur de x , auront égaiement lieu, 
lorfqii'on mettra pour x une valeur quelcon~ue.  hIetrms donc 
pour z la valeur qui donne le rélultat l e  plus fimple ; c'eit-à 

a 
dire, meitons pour x la valeur - - que l'on a en fuppofant 

h 
l e  denomicateur h x  n = O  ; alors nous aurons hP d r Y- dM. 

d M  
& N =  A P. Mettant dans la Gconde, la vaieur P = - 

h r lx  que h N d x  
donne la preniiere, on a A = --- ; cYeB-i-dire, que pour 

d Ji7 
a~fo i r  le numérateur A de l'une quelconque d a ,  fraeions 
fimples , ,il faut d iv ikr  l e  nuriiérateur N J x  de la propufée, 
par 13 différenriellc d M  de (on dbnominateur , & ayant fübfii- 
tué pour x la 1,aleur que l'on auroit ,  égalant ,à zéro le dé- 
nominateur de la fraaion fimple, on n~ultipliei-a l e  tout , pa r  
le coefficient de  x ,  dans ce dlnoniinateur fimple. 

Par ex:mde.  pour avoir les numérateurs A & B des fraaions . L 

A d x   lx - b- dans l e f~ue l l e s  nous avons, c i - d e h ,  décorn- 
a - t x  d L T k  & 
porc la frattion -- , je différencie l e  dénominateur aa-xx ,  

d u - T X  

1 ce qui me donne - 7, x d x. Je divifè donc l e  numérateug 
1 

d x  de la propofke, par - z x d x ,  ce  qu i  me  d m n ç  - - 
z x )  - .- 

dans lequel mettant lucïeifivement pour x , - a & n ,  ( q u i  
f i n t  les valeurs que l'on trouve pour x ,  e n  égalant fucceifive,- 
ment à zéra , les dénominateurs a+x & u - x des frattions 
par~ielles ) & mu1:ipliant par les valeurs I & - I , de h ,  j'ai 

I I pour les valeurs de  A & d e  B ,  cornme nous 
z a  z a  
l'avons trouvé ci-deffus. 

O n  peut de r n b e  trouver des regles générales pour déter- 
miner le )  coëfficients des nurntrateurs des fiatiicins pariidles 
qui ont pour dénominateur le produit des racines égalzs;  mais 
nous ne nous y arrêterons pas. 

138. Quoique les reglcs que nous vencns de  donner pour - - 
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intégrer l es  fraeiions rationnelles , G e n t  g6nérales ; cepci@ 
dant , lorfque quelques-uns des fd&urs du  dénominateur fon t  
imaginaires , o n  a p3ur intégrale , des quantités compo- 
fées d'imaginaires ; intégrale qui n'efi pas moins réelle , 
mais que I'on ne ranleiie pas toujours coiiimodérnent à une 
forme réelle. Ce. qu'il raut fdire dans ce  cas , eft d'extraire 
d'abord du dénoininzreur tous Ces ~faftcurs réels ; êpr t s  quoi 
orr d t c o ~ o r e  le reite , non en hfteurs du premier de$, 
mni5 en faCleurs du fecond , leiquels feront toujours réels 
( Alg. 229 ). Alors pour chaque faaeur du ficond degré, 
qu i  peur toujours A r e  cepréfinté par a x' + b x +- c , a n  

A x n x + u d x  
forme u n e  fraftion de  cette forme & l'oq 

a x a & b x + c  
détermine toujours les coëfficients comme ci-deriiiS. 

139.  Si parmi les f%&rurs du fëcond degré , il s'en trouve 
qui ;oient égaux entr 'eux, alors on fori~iecd , pour chaque 
groupe de fadeurs 6aaux , une  frac?ion de cette forme. . . ., , - .  
Axzn-1 d  Y + 1 Y x 2 n - 2 d  x + . . . . 

Q d x ,  n étant l e  nombre di, 
f u x l - c  b x r c , n  
\ - I - /  

fr,&eurs ara + bx+c, q u i  Te trouvent Ggaux entr'cux. 
140. 11 ne n w s  reite plus qu'à fivoir comment on in:Cgre ce5 

quantirés. Voyons d'abord la premiere. 
Suppofâns, pour plus de  fîmplicité, que la  frafiion par- 

A ' x d x  + B ' d x  
tielle efi réduite à cette forme -- , ce que 

x Z + n ' x + b '  
l'on peut toujours faire,  en d i v i h t  haut  Sr b a s ,  par a. 

Alors on fera dirparoître l e  fecond terme l u  dhominateur* 
en faifant x + t a'= : ce  qui donne x== T - + a', & ris: = di, 
fuhitiruant . on aura une quantité de cette forme . . . . . , . . 
Cid? + . ~ d ?  C T ~ T  , dont la premiere partie -- s'intègre 

T i  + 4 4  . t z 4  4 9  
par logaiirhiiies ( I z 4  ) : & la tëconde s'intézie par  un arc de 
cercle dont l e  rayon efi q ,  1.1 tangente efi ?. 

Q u a n t  aux quantités de  la forme . . . . . . . 
A x z ~ - ~ ~ x + I F ~ ' x ~ ~ - '  d x + .  . . Q d x  --, on fera , de m h e ,  

( X I  + a x 3.b)" 
dir2aroîtrt le fecond terme du denqminateur , 8 I'on aura une 

fil ~ ~ " - 1 d i  -+ N ( ~ " - z d %  -l-...Td{ 
quantité de cetre forine , 
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d r  3 u c  l'on inttgrera,  en Te propofant de ramener i --- 
t f  + 94' 

filon la méthode doiinée ( J 3 I ) , l'intégra!e de Ia îomme des 
termes où 7 aura des ekpofants pairs. Quant à ceux où les 
expoLints reront impairs, ils s'intégreront par ce qui a tré di t  

(91), ou bien en les ramenant à Y (' ' - ibn ta mé- 
( T T + ~ ! I "  ' 

diode donnée ( i 3 0  ). 
Ainl; , toute fraaion tationhelle, ou  s'integre exaeiement , 

oii ne dépend , tout au  plus, que des zrcs de cercle & des 
logarithrnes. 

De guelques Trciiformations pi pavent 
fàciliser les Inrégraiions. 

' 141. O N  me peut donner de  regles gEnGraIes Tur cette ma4 
~ ie re .  L'inCpeAim des quantités , I'ufage & i'adreffe, diAent 
dans chaque occafion , ce qu'on doit faire. 

L e  but des transformitions dont il s'agit i c i ,  eR de rendre 
rationnekles , les différenrielies proPofées , parce gu'alors on 
ia i t  les inbgrer.  Su r  cela,  voici quelques obftrvations. 

142- S'il n'y a de  quantités radicales , que des monomtls, on  
l e s  ramenera d'abord à des expofmts frafiionnaires , que l'on 

k - 
riduira toutes au m h e  dénominateur. P.lors 6 x L  repréfënte 

1 

m e  de ces quantités, aini; préparées, on fera n ' = 3 ; ce q u i  
L 1 - 1  

donnera z i 5 , & d x  = l l  d i .  O n  Cubitituera , & l'on 
aura une quantité toute rationnelle. Par  exemple ,  fi l'on avoit 

dx \ / x  + adx x $ d x + a d x  ' , je f'tcrirois aini; --- -; puis-je la chan- 
v x z + l / - "  X ++& 

3 
.Y -dx  + n d s  I 

gerois en A- Faifint  donc x 6 = ; j'auroi~ 
4 5 . .  

X 7 - f - X . 6  

6 { 8 d y +  6 n { i d {  
r = i6, d x = 6 55 d~ ; & par conréquen: qui 

f 4  + c3 * ~h 
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615 d {  + 6 a { ' d 1  
f e  réduit à -- , & s'intègre fdcilement , par ed 

7 4  1 
gui a été dit tÜr les 'frjftions rationnelles. 

143. T o u t e  quantité dans laquelle il n'y aura qu'un radical 
complzxe , qui,ne pzffeia pas le fëcond degré, & où lavaria- 
ble , iou s le radical , ne parera pas le Gcond degré , peut 
toujours r t r e  rendue ratirnnelle par l'un ou l'autre des deux 
rnoyer s fuivants : 1". Après avoir dégagé le quarré de la varia- 
ble fous le rzdical , on égzlera ce radical , à cette même 
var iable ,  plus oii nioins une autre vari;,ble ; 20. ou bien on 
déconipo!era la quantité afftA(e du radical ,  e n  Tes deux fac- 
teurs ; & on l'égalera ainii décompocie a l'un de f i s  fafteurs, 
multiplié pa r  une nouvelle variable. 

n x  
$ar exemple , fi jJavoiç ; je puis faire t x s - a o  

i / Z a  

L - 
Je pour r  is au f i  , dans c e  mime exemple,  faira v x  x - a a 

O U / ( X  - ü ) ( x + n ) = ( + - a ) ~ ; d l o r s  j'aurois , enquzr-  
rant & diviknt  eniuite par x - a ,  x + a = ( x  - n )  TT ; d ' d  

" f u i r  r --- s=- L U I  . - 4 a t q ; donc , i x x - a a =  7, d ~ =  +- 

T C - ~  i T ( c c  - 1)" 
d x  
_ _  - y- z 3, qui s'intigre par les regles si-dîffug, 

x x - o a  ?y-  I 

pour les frafiions rationnelles. 

O n  peut apiiliqurr ces méthodes à la reltification d e  la para- , 
bole , dont l'élément Vd x' + dy', eR vdr2; -a 4yL4v' 

.+ 
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rdyV$+yl; on fera PZ= 
P 
144. Quand il n'y a d'autre radical qu'un radical 

iPc point d'autres puiffances de  w , que des puiffances paires , 
on peut égaler l e  radical a une nouvelle vdriable multipliée 

d x 
par la variable a h e l l e .  Par  exemple ,  fi j'avois - ie. 

V a a - x x  9 

pourrois faire V u  a - x r = w 7. Et s'il y avoit un  Gcond 
terme Cous l e  radical , on pourroit encore faire. ufage d e  cette 
transformatioo , en f a ihn t  d'abord difiaroître le fécond terme,  
d u  moins quand il n'y a aucune puiffance de  x ,  hors du radical. 

'z O k', 

Y 4 - T -  

quarré , 

149.  Enfin , on peut , dans la vue d e  rendre rationnelle; 
tenrec ù' galer la variable , ou une fonCtion quelconque d e  la 
variable , à une nuuvrlle variable , ou- à une fonftion d'une 
noiivelle variablc , dans laquelle on lailfe quelque choG d'in* 
déterminé & qui puiffe Grvir à l'objet qu'on a en vue. Pat 
exemple , pour hvu i r  dans quels cas on peut rendre ration, 
nelle, la quantité xm d x ( a +  b x n )  P, je ferois (a+ bxn)t l=~q,  

4. - 4 - 
g étant indEtermin6. J'aurgis a + b wn = y p ; xn = 7 p - a ; 

6 
Y =  ; . . m . . . . , .  . . a  

b b 

m e r  
gui  efi intégrable quelque ioit q ,  lorfque -- I eff un 

n 

nombre entier politif ou  zéro ( 8 6 ) ; & qui peut être rendue 

7"+ 1 rationnelle, en faifant q - p , l o t h u e  - - r efl un nomr 
II 
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k 
bre entier négatif. Et fi p a pour valeur 2 - , k é:ziit ad 

2 

pornbre entier impair,  on rarilcnera au cas mentionné ( i 45 ), 
m+ 1 k' gn faifan1 q = k ,  fi a pour valeur t_ -, k' étantun 

n 2 

nombre entier impair. 

146. Nous ne  nous arrêterons pas à (tendre ces fortes de 
hansformations. Nous ferons ieuiement remarquer , qu'oii 
facilite fouvent certaines intégrations en égalant la v.:riable, 

à une fraAion telle que L. Par  exemple,  G j'avois . . . 
T 
t 

~ ~ ~ d x + a d r -  I , . - ~ 3 d ~ - ~ ~ ~ ' d ~  ---- , en f&nt x = - , 1 aumis - - 
xZO+ xl=  ? I + T i  

q u e ,  par la diyifioii, on réduira à une h i t e  de  monomes, & 
- 

A r i  7 
i une quantité de l a  forme - dont on connoît aiiuelle. 

- I + i i  
ment  l'intégrale. 

De Uid'ration des Qunnlids cxponenriellts, 

'147. 1 L n'y a pas d'autfes regles à donner fur 1'intégrzt;cn 
a e  ces quantitts , que de tenter de les décornpoier en aeiis 
fa&eurs, dont l'un [oit l a  differentielle du logarithme de I'au.re, 
ou ea [oit une partie conflante ( 2 8  ) ; alors on divile par la 
diiFérentielle d u  logarirlime de ce fecond fdtteur. A t d  je vcis 

efl intégrable , parcv que le faeeur 
X 

d u  
ay 1 r + Y  eft l a  d iErent ie l le  d e  y l x ,  qu i  eff le loga- 

X 

xy ( d y  zx +y) 
kithme de xY ; l'aurai donc pcur intCgrale 

(dY l x  -)- 7 2 )  d ( l x ~ )  
& C; c'efi - à -dire, xY, " + C ,  o u x Y + C ,  

y d x  d y l x  + - 
X 

par cette d m e  regle , .je vois que d x  -e ax eR intégrable; 
payce que, d x  eft Aa différentielle du logarithme de e 

/ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d.vedu eam divirée par une confiante. J'ai donc f d x car = - Z= - 
adxle n L d  ' 

Dans le cas O; e eB le nombre dont le lcgarithme eff I , la 
regle Ce réduit à divirer l a  différcntic;lt: propofee , par la diffé* 
rencielle de l'expofant de e. 

Si l'on avoit à intégrer xmdx eu*-, e étant l e  mrnbre  d o n ~  
le  logzrithmc efi 1 ,  on le pourrait, lorfque rn e!t un nombre 
entier pofitif., e n  failant f x m  dr eax = r n x  ( .d x + b xm-' 
+ Exm--L +- &c. 3- k ). Par exemple,  fi j'ai x1 d x  eax ? je 
fuppofë f x ' r t r e a x  = eau ( Ax2 + Bx + I? ). En d i f f é r encp t  
(28 ) , &divirdnt enfuite par h e a x ,  j'aix2 = AILX~ + ABx+~E; 

+ z A x + B  
donc Arl= 1, q U + 2  A = O, a E +  B =  o;c'efi-à-dire As 

- Z 
I, B = - , E = 2 , donc l'intégrale de/xldxedx eit , . e a  
a a a a 3 

On peut employer avantageurement le nombre c ,  dont 1. 
logaritlime et? I , pour i'integration de plufieurs quantités, 
principalernent quand elles renferwenf t e s  logarithmes. Par 
exemple , fi j'avois à intigrer ;rn d x ( 1  x ) * , je ferais I x = 
7 c ? l e ;  donc x - e i ; d x  = d y e z 6  & pzr conréquent 
x " d ~ ( Z x ) ~ = ~ ~ d ~ e ( " f  ~ ) ~ , q u i s ' i n t C g r e d a n s l e m é m e  
cas que la précédente,  & de la mfme môniere. 

De PZntégrration des Quamités 2 deux , ou à 
un plus ,mzmd nombre L var-inbles. 

148. S 1 l'on fi rappelle la regIe que nous avons donnée 
pour différencier les quantités à plufieurs variables , on ve r r a  
que pour intégrer lcs différentielles à pluIieurs variables ( lorfç 
que cela efi pofiole ) , il faut raffrmbler row ics termes afleflés 
de  l a  différeritielle d'une même variable , P< les in tégre t  
cornnie s'il n'y avoit d'autre variable que celle-là , c'eit - à -  d i r e ,  
comme fi tontes les autres i toient cooffaiiteç. ALors il i'an 
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différencie cette int[grale en fdifint varier f iccef i rement  t o m  
tes les varidbies , que l'on retranche le refi~ltat , d e  la dif- 
férentielle propolée , l'intégrale qu'on a trouvée , eit ( en aiou- 
tant  une confiante ) l a  véritaole iritkgrdle , s'il ne refip rien. 
S'il y a un reffe , i l  ne renfermer? pas la varirb 'e par rap- 
port à, laquelle on a intégr6 : on ruivra à l'igard de ce rrite , 
je même p r x t d é  qu'on a îuivi d'abord , & ainfi de fuite 
p a r  rapport à chaque variable. P a r  exemple , fi j'avsis 3 x'y d x  
-+ x3 d y  + x y .' d y +y 5 d x  : je prendrois les deux termes 
affeités de dx , fivoir 3 x 1  y d x +yi  d x  , 8: je Ies intégrerois 
comme fi y étoit confiant. L'intégrale efl x i  2 + y 5  X, O r ,  
cette qiiantité é tmt  diffkrenciée r a r  rapport i x,ei à V ,  & 12 

réCulrat étant retranché d e  la différentielle pro ofce, i l  ne relle 
(r ien : j'en conclus que I'inttgrale efi x) y + y f x + C. 

Si  j'avois .XI dy + 3x1 ydn + x'di+zx~dx+xd~~+~a dy ; an 
kaffemblant tous les termes afftbés de d x  , & integranr en 

X' 
regardant y  8 x comme conff antes , j'nurois x3y + x 1  T+ -. 

l. ' 
Nais  en retrzncliant la  diffirentielle de cette quantité , prik 
e n  faifant varier F, y ; en la retranchant,  dis - j e ,  de la 
proPoGe, il reReyl  dy;;le prends donc l'intbgrdle de y' dy quie!t 

2, & l'ajoutant à celle que j'ai dlj. trouvée , j ' i i  ( en y com- 
3 x 1  y '  

prenant la coni lmie)  rfjr -1- x '  ( + - -t. - +- C, pour l'in- 
= 3 tégrale. 

149. Mais comme i l  n'eit pas toiijocrs pcF;jble d'intégrer 
toute dift'érentielle à plufieurs variables , il elt bon' -de f i i r e  
connoitre à quel caraAere on diflinguera fi cela Ce peut. 

r j ?  Pour y parvenir , il faut obfërver que fi dans UR 

quantité Q compofee, comme oil le voudrd , de deux au:res 
quantités x 8 y ,  on fubfii~ue d'abord pour x une quantiré 
quelconque y ,  & que dans l e  réfultat on libRitue pour y une 
quautité f ,  on aura la m h r  choCe que fi o n  avoir corn encé 
.gar fubfiituer q pou€ y , 8 enLi te  y p u r  x : cela efl évident. 

i j x t  Il Cuit d e - l i  , que fi on difiërencie une quantité qcel- 
conque Q comporte de x ,  y & de confianres. en ne fnihnt d'a- 
bord que rc tariable , & qu'enfuire on différencie le réfultat 
a n  ne faifint que y variable , on au:a la même chafe que 
fi l'on eiit d'abord diffirencik en remrdant v Gule comme vaiia- 
ble ,  & qu'enruiie on eut diffiren$é ce réfilrat, en regardant 
x ieule comme variable. 
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En eifet , conceions qu'en mettant d'zbord ~r + d x pour x , 
.Q devienne Q'  ; on aure Q ' -  Q pour la diE6rentielle. Conce- 
vans qu'en mettant y +- dy dans celle-ci , au lieu d e  y , Q' 
devienne Q" , & que Q devienne Q'" , enhr t e  que Q' - Q 
devienne VI1 - Q'" , on aura QI' - Q'" - Q' + Q pour la  feconde 
diffkrentielle. 

Fairons maintenant nos fubflitutions en Gns contraire ; ( 

puirqu'en mettant y  + J , au lieu d e y  dans Q , i ldevient  Qu' , 
on aura Q'" - Q pour la prtmiere diffirentielle -dans l a  fuppo- 
ficion de y variable. Si nous mettons maintenant x +  d x ;  
au lieu de x dans cette quantité , Q deviendra Q' , comme 
ci-deffus ; &,Q1" ( 170) deviend:-a Q" ,- enlorte que Q I f ' - Q  

deviendra Q - Q' ; donc la feconde diEirentielle iera Q"-Q' 
- Q"'+ Q . préc~Gment  la même que la premiere. 

Cela pof'é , convenons que . . ii A repréknte une quantité 
d A  

compofée d e  x & de y ; -- - dy marquera la différentielle 
d~ d A  

de A ~ r i f ë  en faihiit varier y ;  - d x ,  celle de A ~ r i k  en  hi- 
d d A  d x  

f in t  varier x.  De même, - -- dx  dy marquera que l'on diffé- n x  n,. 
rtncie d'abord A, en iuppordnt x f i d e  variable ,' & qu'enfuite 
on différencie l e  réfülrq en failànt va r i e ry  feul. 

1 5  L. Ces éilairciilenients pofés, 6 i t  A J x  .+ B dy une difié- 
d fil 

rentielle cxa&e, & Ji? Ton intégrale ; on aura donc - d x -+ 
ci M ci Jf d M  d x  
-dy = A d x + B d y ; d o n c  -=A,& -= B; donc 
A Y d x  d Y 

d A  

- & --- = - ; or  nous venons de démontrer ( I ~ I  ) 
y d y d x  d x  

d&fdxdy - dddld'Vdx d d M  ddM 
que - A ; donc --- = -- ; donc aufi  

J x  d y  d y d a  d x d y  d y d x  
d A  d B  - - - - ; c'efl-à-dire , que fi A d x  + Bdy efl une différentielle 
d v  d x 
c;mplette, l a  différentielle de  A piCe en f ~ i b n t  variery fëule, 
& divibnt par dy , doit être égale à la différentielle de  B pr ik  
en faihnt varier x feule, & d i v i h t  paq dx. 

Ainlî je reconnais que ; y3 dx i, xy a eR une difRrenrielIe 
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Y  id^ y z d x  micr membre fè réduit à -, & l e  kcond 3 -, Au con- 
dy d. 

trair'e je vois que x y  d x +  3 x d y  n'eit pas intégrable, parce que 
d ( % y  - d f i x )  -: n'eii pas &pal à - 

JY d x  
I 5 3 .  S'il entre plus d e  deux variables dans !a diff6reiitieiie 

proPofée ; c'eit-1 dire,  fi elle eit de cette fornie A d x  + h d y  + 
d A 

Cd?, il faut pour 'qu'elle ioit intégrable, que l'on ait - = 
d B  d A  d C  r I . 3  d C A  - - - 

_ C  - _ - .  
d Y , en effet, on peut regasder 

d r ' d ~  d x ~ d ~  d y  
iuccelIïvenient7, y ,  & x comme confiantes ; & la différentielle 
qu i  n'a plus alors que deux terme% ( puifque ctrte fuppolition 
donne ou di =, O ,  OU dy r O ,  au d x  = o ) , n'en doi t  pas 
moins être un: diff6rentielle cornplette fi la proPoGe l'eff. Eild 
doi t  donc,  d ~ n s  ciiac~in d e  ces cas , avoir les qualitts des diffë- 
rentiel!es conipletres .i deux varizdes. 

I I  eff ailé, d'après ce l a ,  de trouver Ies conditions pour un 
plus grand nombre de  variables. 

1 5 4 .  SUPPOSONS que Q foit une quantité inconnue campo. 
iée d e  x ,  y & de con i t a t e s ;  & que l'on connoiffe fa dif?Cren- 
rielle A d x ,  prifë en regardmt y cornnie coi?iidnte. Si l'on 
*eut avoir la diilérentielie toirle de 12, on iùpportra qu'elle en  

dA d B *  
' A d x  + B d y  ; alors 13 doit être tel qce l'on aie - = - 

d A  dy dx 
donc dB = - d x  ; intégrons en regardant x feule cornnie 

d v  
variable, puifq;e nous n'avons fait varier que x ,  dam B. N'ouç 

d A d A  
aurons B =/- d x ;  donc Bdy = dy f -- d x ,  Or puirque 

d y  d r  
rAdz efl fuppofé la différentielle de Q p r i h  en faihnt varier X ,  
on a Q = j A d x  . I ' i ~ t 6 ~ r a r i o n  &;.nt faite en regardar.t x feule 
romme variable ; donc Ia d;Eéreniiclie compietre de Q , ou 

d A d A  
de fudx efi Ad+ + dyJ- d x ,  oÙl'in:tgration/- dx doit 

d~ 
Yé faire en regardant y comme conff ante. 

d y  
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Des Equnriuns OifférenticZZes. 
1 y. L R 3 Q U  k l'équation diEérentidle proporte ne ren- 

4 m n e  que deus  variables, x S( y ; & que l'on a , dans un 
feu1 ml mixe, les x & r ix;  & les y & d y  dans l'autre : alors l'in- 
tégration Ce réduit ,  pour chaque membre ,  aux regles que noÿo 
avons donnies pour les difErentielles à une feule variable. 

Ainfi , h l'on avoit uxmyn d c= b y q x f d y  , qui peut r r p r é h t e r  
toutes les équations diftsrentiellcs à deux termes ; cette Equa- 
tion dont les indéterminées Ce réparent tout de fiiite en divirant 
par yn & par xr  , devient I xm-' dx = dy dont l'in& 

m-r+r 
a x q-n-t-1 

graIe e i t  évidemment - - b J  
r n - r + ~  q - n + ~  -1- c- 

I f 6 .  Mais comme il peut arriver que i'un , yu l'autre, 
ou aucun des deux membres de l'équation difGrentirlle f+a- 
rée , ne bit intégrahle algébriquement , & que n é a n i n o h  
I'équatioii puiITe C-tre a lgéb rque ,  ou du moins rameni-e à une 
f x m e  algdurique, il efi bon d'examiner ceux de  ces cas q u i  fi 
rencontrent le pius fréquemment. 

Par  exemple , fi dans l'éqriation précédente , on avoir 
ni - r= - I , P-n = -1 ; l'équation diEérentielle fe rédui* 
. , a d 2  ,-_ .hdy 

roii a - - --, dont on ne peut zvoir l'intégrale de chaque 
X v 

membre q u e  1oga:itlimes ; enforte qu'on a n l x  A 6 Ly 
-+ tC*. A'Iais cette équation peut être rendue algébrique , e n  
l'écrivant ainfi 2 x 5  lyb+ IC , ou l r a z  Z cyb ; or  il eff hi- 
dent que fi les deux 1og:rithrnes [ont égaux,  les deux qiianri tk 
auxquelies ils appartiennent, doiventétre egales ; donc ickCyb: 
dquat.on algébrique. 

I $7. Si l'on avait îeulernent p - n = - I ; l9&quation diF- 
'5 d y  fc'-en:ielle Groit a x m-'dx'  = - , dont l'intégrale eR 

m - r + ~  Y .  
a x = bLy + ZC; nizis on peut donner à cette équa- 
n i - r + x  
tion ilne forme algEhrique, en m i ~ l t i ~ i i a n t  le mtrmlire 
par Le,  z &tant le  nombre d o i t  l e  logariikme e 3  I** ; c3c 
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alors on ne changera rien à l'équation. OH aura done 
m-r+ I 

a x --Z@=bly+lC, o u ,  ( e n  fdifant r n - r + x = p )  
m - r + ~  

a XP n xP - - 
2 e p  + ICyb, & par confiquent eP = Cy b. Dorénavant nour 
niarquerons toujours par e ,  l e  nombre dont le logarithme eIt I .  

r 58. Prenons pour fecond exemple , l'équation rr d x z 
d r  -. - , le ficond meinbre exprime l'élément ,d'un arc CG 

VI-?? 
cercle dont 1 eff le [inus, & I l e  rayon. z eit donc le finus de 

L r 

pour in t tgra le ,  z.=/ln ( n  x + C ). Pareillernenr , de i'kquai 

tion ndx = *' on cpncI,uroit t = coJ (n r+  c). v F~' 
, exprime l'Clément $un r 59.  D e  même ,  puiCque - ' + P Z  

a rc  de cercle 'dont I eit le rayon , & 1 la tangente ; fi l'on 

avoit n d x  = - d r  , on concluroir ( = tnng (ns +Cl. 
'1 + Z r  

Mais fi on avoit n ( l x  = --- bd' ; pour la ramener à la fornie 
a 4 - f ~ ~ .  

de la précédente, on feroit 1 = rn u , rn étant un coëfficient 
B m d u  

confiant; alors on  auroit ----- . f ü p p o h t  donc fmz = a ;  
a+fi12ua ' a 

a I/ - du, 
gn =uroit 3 7 s  ce qui donneroit ndx = b f 

d u  n r d'où l'on tire - I - d x  f n f; donc u , ou - ou 
I -+uu b m 

I 60. Dans !es erprefions/;n ( n x 4 C )  , tang ( n x -+ C), 
que nous venons dc trouver , n x -i- 6' exprime la longueu~ 

abColue 
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,fibTolue de I'arc e n  parties du  rayon 1. Mais comme il efi 
plus commode d'employer les nombres d e  degrés, qyc Ics 
gongueurs inêrnes , il faudra , quand on rencontrera Ce ~ ; r e i l l e s  
expre(l;ons , évaluer les arcs en degrés ; ce q u i  c i l  facile e n  
l e s  divilant par l e  nombre de parties d u  rayon que contient 
un degré,  c'en-à-dire, par  O ,  0174533 , Ou (ce qui revient 
an mènie) en  les multipliant par 17,  2974: 66.  A n f i  le finus 
de l'arc qui a pour longueur b ; ou le finus de l'arc qui a 
un ncmbre de degrés exprimé par b x ( 7  , zs?q16Q , h n t  l a  
même ch~lfk. n d x  , - il v 

161. Si l'on $bit = --- dont les deux 
, 1 -  V I - y y  

membres expriment les éléments de deux arcs qui  h t  l'un 
l'autre : : I : 72 & dont les finus î o n t  A SL y ; alors pour inté- 

grer on rendroit chaque membre rationnel, en faifant peut - 
l e  p remie r ,  x i-7 - 7; & pour le Gcond 

n d ~ -  d t  V l G  5 y G-,. L'équation fe changeroit en  - - - 
z r t  

dont l'intégrale eft nL 7 = I r + l  C, d'où l'on t i r e  Cr= 3"; 
& en  mettant pour t & 1 leurs valeurs, C ( y  j/-I - iKyy) 
E ( X  i-; - )(Izx]n, qui  exprime géneralemcnt le rapport  
des Gnus x & y de deux arcs multiples l'an de l'autre. 

Mais pour faire u f ige  de cette iquation , il faut auparavant 
dkierminer la confiante CI Cir fuppofanr (comme on l e  peut) 
que les deux arcs ont une même origine,  alors x & y  doivent 
devenir d r o  en mime tcrnps ; niais dans ce cas ,  l'équation 
devient C V I  = ( - d ~ ) ~ . , o u - C = ( - i ) " ;  or ( - I ) =  e f i k  s 
au - 1 2 l o n  que n efi pair ou impair;  on  a donc - C =- i ,  

& C=+I ; le figne fupérieur étant pour le cas de n , pair; 
& l'inférieut , pour n ,  impair ; donc enfin (y i-r-ti-jj) 
= i ( X  i- I - I / ' I - X x y .  

Dans chaque cas par t iculk t ,  bti pourra toujours faire dit 
paroitre les imaginaires ; mais le moyen le plus fiinpie, fëra 
d'égaler à zéro (après avoir tout tranfpoT6 dans un Ceul mem- 
bre), la Comme des quantitcs réelleî ; alors on verra qiie l'é- 
quation renante k a  divilible par $Z, & Gra la même quo 
celle qu'on aura formée en Cgalant à zéro la f i n m e  desquan- 
tités réelles. Par exemple, fi l'on fait n = s , on a x a  - d= 
+ i ~ ~ = - ~ x - z x ~ . ~ ~ > + ~ - x x , r u J ~ - - ~  
& a  ~ ~ - < + + x i - x . f i Z ~ < - y  I ~ ; l o ; é g a l a n t d o n c h a é r ~ ~  

- Q 
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l a  h m n l e  des quanti:és réel les ,  on aura d r y +  z XX- i =O; 

& lJ2quation totale Cera rkduire à z x I - T  . v'G - 2 G 
=-. O ,  q u i  étant divifée par d- i  , donne z x V ,  -,-;-y,= O ,  

. -- 
O U  Y L i  z x v , .xx ; or fi l'on quarre cette équarion , & I'é- 
quarion %',<,; + z x x  - I x O ,  ou piutot d,-yj  = I - t x X ,  

on zura le rnerne rélultnt. 

O n  peur de la même maniere , trouver les cofinus & les 
targentes des arcs  multiples. Pour ces derniers, on inrégrcroit 

n d x  - --- *Y ( f t ~ ) ,  en d!compaGnt 1 + x r ,  en + 1 -t- y y  . .. . 
( I + x / - 1 )  ( 1 - X / - I ] , &  ~ + y y  c n ( ~ - t y d - ~ )  
( I - y  r/ - x ) ; on acheveroit enfuite par ce qu i  a été dit Tir 
les fraaions rationnelies (1 3 3 R 136). 

161.  Pendznt que nous iornmeç Cur cette matiere, faifou 
connoitre une maniere d'expriniet le finus & le cofinus d'un 
a r c ,  laquelle peut être d'ufage. 

Soit donc dx = d Y 
l'équarion qui exprime l a  reh. 

i I - y y 5  
t ion,  entre un arc x ,  & Con finus y. Si I'on fait i ,  = 

' d ?  d~ 
y i -  I - s j o n a u r a d x = - = , o u - = - d x  r/I;,Çant 

14-1 T 
I ' in iégrab c f l l ~ r -  x i / - r + l G ,  bu I?=-x g-I Z e t l C ,  (177) 

q u i  donne Cc - Y  d:'; & mettant poiir 1, Ta valeur, on a 

y / - I - i ,_yy = CC Y 1'; A I'ilgard de la confiznre C, on 

l a  déterminera kn obferirant que  l'arc x & ion finus doivent 
devenir  zéro en  même- t e rn~s  ; on  aura donc r TI = C; donc 

Y d-I - q G ;  = I; & par conGquent 

=J + r ; quxrrant  , 8: i é i u i h n t ,  on aura y = 
- z x / -  I x V ' - ' ~ - X ~ - I .  

1 - c  
z- 

z VT- ; dmc puifque y efl 
s i : ;  . c - z v -  z - 

L / - I , C - x v - ~  
Lnus de x , on a j i 7  x I 

z q - 1  . ' 

Si dans l e  recond membre de l'équation 'i/ryT=2 V - 1 

& ", on met pour J ,  l a  valeur qu'on vient d e  trouver, 
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Revenons i l'intégration des équations. 

167. LorTc,ue l e s  indéterminées ne  iont pas f épa rée~  dans 
riquation différentielle propofée, alors avant d'entreprendre d e  
les Gparer , il faut voir ii par hazard ,  l'tquation ne feroic pas 
intégrable dans l'état où elle cil. Or c'dl ce que l'on reconnoi- 

d A  d B  
tra ( 1 5 1  ) , en examinant fi - =I - CuppoGnt que A d a  

d x  d ~ '  
+- B dy = Q repréfënte cette équAion. Y i  cette condition 
avoit lieu , on in tégreruit, comme il a été dit (1 48). 

164. Cependant il pourroi t  Te faire que cette condition n'eût 
pas l ieu, & que l'équation n'en fût pas moins intégrable ; niais 
c c  k ro i t  en la multipliant par un  faReur convecable comP& 
de x , de y ,  S( de confiantes. 

Soi t  P , ce fafieur. Alors APdx+BPrty=o fira donc und 
J ( A P ) - d  J B P )  différentielle complette. Il fdut donc que - - --- 

d v d x  
La quefiion elt donc réduite i trouver P une fonaion 
de x ,  de y, & de confiantes, q u i  fiti\faffe à cette tquarion. 
Mais comme t e t t e  recherche efi d'une trop Ion u s  dikuF $ fion , nous nous bornerons à trouver P dans le cas ou il ne doit 
renfermer que des x & des confianres feulement, nu desy Br des 
conflantes feulement. S u p p o h s  donc que P ne doit contcnir 

d P  de  , 
que der s, on aura Emplemenr P - = 3 - + Z' - , d'oh 

riy d x  d x  

H x ,  anv aura dohc ail61 

, 

d P  d A  d B  ron tire -pz( di - ;i, ) 
7 

d A  d B  --- 
ment P, fi r i  y d x Te réduit -- 

D 

à one  fon Aion de m, commd 
U 

cela elt néceiraire, pour que P E t ,  comme on le fippoGd 
#ne foiifiion de x feuleA 

Q 4 
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# i a  C O U K Ç .  
O n  pourtoit encore trouver le faAeur , s'il devoit Ctrc 

pofi  d 'une fOn€tion de x , miiltipliée ou divirée par une 
fonfiion de  y d'une forme connue. 

169. C'efi par ce  moyen qu'on peut in t tgrer  gStiérala- 
ment toute èqdation de  la forme fuivante.. . . . . Xyq dy + 
'XI;" ' J x  + Xf13.r J X  = O ,  X ,  ,Yr, étant des ionfiions 
,quelconques de x; y h r des expofants quelconques. 

Je pourrois chercher fi elle ne devient pas jnt&grabkx.cn II 
multipliant par un  fd::eur de la forme P " , P étant une fonc- 
tion de i, 8r n un e x y o f h  inditermin$ d: je trouverois que 
cela fi  peut, en fuppolant n E - r. Mais il eR plus fimple da 
réduire tout de h i t e  l 'éparion i cette forme y q - r d  y +- 
F y  q-'+" d r  -t- F d r  = O,  en divifintpar X & p r y r ,  & rH 

X' X" 
préfentant par F & F' les quotients - dr - Alors pour in; 

X X' -- .- 

tégrer  celle-ci, je fuppofë que P [oit le faheur  ; P étant uee 

fonf3ion de r. J'aurai donc ~ ~ ~ - ~ 4  + F P ~ ~ - ~ + ' ~ X +  F ' P ~ X  
=o. O r  fi P clt unefonAion de x ,  FP le h a  a u f i ;  JF'PdsTe 
réduira donc à l'intégrdtion d e s  quantités à une fiule variable, 

i l  n e  s'agit donc que de  rendre Py Y-rdy + FPy q-'-tld~une 
d ( P ~ Y - ~ , I  

'diffireotielle complette ; c e  qui exige que - 
d x  

d ( ~ & ' ~ ~ - ' * '  
); ZeR - i -d i r e ,  que 3 ,-J 

P 
d v 

&=' ' ' . " 
- J  

'IP - ( ~ - ~ + I ) ~ ~ - ~ F P  d'où l'on tire - - ( q - r . ) .  r )  Fdx; k 
1' 

e n  intégrant ZP = f (q-r-t-I ) F&=f ( q-r-t-x ) F d x .  k ;  
donc P = eî(q-r+r) Fdx. Subititriant cette valeur de P dans 
l'équation Py?-'dy + &cm Pc inttgrant,  on a u r a . .  . . . . . .,. 
yq-+l -, [(y-r-t.1 F ~ X  + J F 1 d n  c / ( q  - r + x )  F d r  

+C=o, 
g - r f '  

Je  n'ai point ajouté d e  confiante dans l'inttgration de l'i 
quation qui a donné P, parce que  n'y ayant aucune condition 
pour  la ditcrminer , on en nraître de la fuppoIër nulle. 

Prenong un exemple. S u p p o l o ~ a  qu'on ait if bttgrq 
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c~ydso eJ -+ + ( b x a  + E X  +f) d x =  O. En mulripliant par Ir 
- ~ 

a y  Pdx 
fadeur P, on aura P dy + - +P(bx+cx++f) dx=e 

X 

d P  a P il faut donc que - 3 d 
d P  

(a$) = - ; don. - =a 
d x  OC P 

adx - , donc Z P ;ar a Z x ,  ou P = xQ. L'équation devient 
X 

donc rady  + a x a - 1 2 ~ ~ x + b x a + 2 d ~ + ~ ~ a + x ~ x +  f x Q d x ,  

bxaS-' c x  a+L 

dont l1int6grale eit x Y  + - fxa+= 
+-+--+Go. 

a 4 z  a-+-z a i - I  . a 

166. L'iquation générale que nous venons d ' i n t ~ ~ r e r ,  ie 
Encontre  aifez fréquemment;  & la mithode que nous avonr 
employée ,  g e u t  s'appiiquer dans beaucoup d'autres cas ;  en 
voici qui pourront nous ètre utiles par la fuite. 

Si l'on avoit les deux équations * dx+aa)+ ( ix-@ ) Tc18 
= O ,  kdx+a'dy+(b lx i -c 'y )  T d t z o ,  x , y &  [{tant 
trois variables ; n , b , c,  a' &c. des confiantes , & 3.', une 
fontlion quelconque d e  r ,  on rkduiroit l'intégrale d e  ces deux 
tquations, à la mirhode pr&édente,  en cette maniere. Je 
multiplie l'me des d e u x ,  la premiere,  par exemple ,  par un 
uëfficient indétermini 81 confiant g , & ajoiltant i l a  feconde, 
je multiplie la totaliti par un fafleur P ,  que je fuppofë être u n e  
fonltion d e t  ; j'aurai (gP+kP) dx+  ( g n Z - ' + a f P )  dy -t- 
( g b  P - + b l P ) n +  (SC P + c l P ) y )  T d t z o .  Stippofons 
maintenant que certe equation L i t  une différentielle eàiaae; 

il faudra ( 1 5 3  ) que l'on ait 1". 
d ( g P  + k P -  

- . m . -  

l it  

* Voyez Mt'm. Acad. de Berlin, nCe M. d'Alembert,  pùur l'hl&& 
eiih i;)8 , in r  a>itiiodr qu'a don- 1 iios de xi iquaiions.  
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&rniere équation Ce riduit  à O -- o. Et les deax aunes  don. 

-- - - - 
d P  p b + b ' * d r , & ~ -  ( g c  -t- c f )  PT;  d'ou I'on tire - =a. -- - - 

g + k  P 
g c + "  - dP r d ! ;  donc, égalant ces deux valeurs de - , &,di+ 
g n  + a' P 

g b t b '  g c + c '  
iânt  par Tdr on aürd - s - équation où g rnon- 

g f k. ~ ' 1 %  fl' ' 
tera a u  fècccd degré, Sr qui étant r i ~ o l u e  , donnera deux va- 
leurs d e  g. 

Suppoiint  donc g connu, on aura aiiérncnt P , puirque 
d P  g b +  b' 

l'équation - = --- T d t ,  donne P c = e  fg'-tb' --- Tdr .  
P g i - k  g-i- k 

O r  l'équation ( g P  + k P )  ds -f- &c. ( t an t  aAuellcrnent uiie 
diffeienrieile cxatte,  fi on l'integre , on aura (g?  +- k P  ) x +  
(gi~i '+a' P )  y+C=o ; donc fi g marquant la premiere vdleua 
d e  g donnée par l'fquation du fecond degré  ci-deffus, on re- 
prt.fen:e par g' la fèconde valeur d e g  , & par  P' ce qui  devient P, 
en niet.ant g' pour g , on aura aÿffi ( f$ k" + k 1' ' )  x + 
( g1 u P' + a' P' ) y + C' -- O ,  C' étant une nouvclle confiante. 
Eo effet, i l  n'y a aucune raifan pogr employer une dos  valeurs 
-de g plutôt que l'autre. O r ,  de  ces deux éqnations , il efi facile 
d e  conclure les wleurs  de x & de y ,  p i  feront exprimées en c 
& en confia.- tes. 

Si l a  fonftion T de c qui entre dans les deux équations, éioit 
difFérente ddns chacune, un prendroit de la ~ r i i m e  nimiere; 
mais en i e z . ' r i ~ r  t g comme une fonaion de  r ; & I'intégra- 
tion Groit riduite à celle d 'une équation à deux variables g & I 
Gulement. 

- S i  l'on avait quatre variables x , y ,  h z ,  exprimées 
par trok équn:ions de cette fcrrne a d  x + b l i y  +- cri{ +- 
( c r r f v +  h 1 ) T d t  = O ,  & dans lerqiielles l a  fonftiori T 
f î ~ t  la mitrie ; on les intigremit de  l a  i t  émc mznirre , en 
niulriplimt la Ceconde 3 Ia troiCeme par des quantités indé- 
terininé.5 (L coni tmtesg  & g' ;. puis ajoutant les deux produiis 
à 1s premipre, on rnulriplieroit l e  tout par u n  fzfieur P que 
l'on I;ippo'eroit i t r e  une fanaion de  z ieulement. Suppolant 
ahrs que cette nouvel!e équation eit une diffirentielle exatle a 
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an trouveroit , Far ce qui a été dit ( ~ y j  ) ,  les iquations qui  
doivent dérerniiner g,  g' &- P. L'équarion qui déterminera p l ,  
ou celle qui  ci6rrrminen g' f i ra  du troifîmw degré; on aiira 
donc trois valeurs pour g , trois correCpondantes yoür tg' & trois 
corref+nd~ntes pour P ;  ce  qui  donnera en changeant la con[- 
tante pour chaqlje va leur  de g , trois intégrales, i l'aide Uef- 
quelles il fera fzcile de direrminer x , y & , cn r .  

On voit ce  qü'il y auroir à faire , quand il y zuroit un 
plus g r m d  no!nbrè de variables,  pourvu que 1t.s &~iiations 
fuffènt toujoürs de  l a  forme des prCcédcnrcs. La ni~:lio?o 
Groit encore la rnérne , q ,und  même il y auroit u n  O U  plu- 
Leurs terlncs exprimas pi?rernxt en t ,  d t & co::I?an:es. 

1 6 7 .  Ala i r  fi i'oii avuir  en gbnéral un nombre , q u e ~ c o n q u ~  rn 
d'équdtionç renfermant ni +- I variables  , coriibinies enrr'elles 
d e  quelque façon que  ce  (oit ; on mul:ip!ieri t  la LCcor:de , 
la  troifieme , &cm juiqu'à la derniere , reI '+iivtir ient pnr des 
qum":tés g, g' , g", b c .  que l'on fuppoieroit erre dcs fonfiicns 
indéterminées de ces variables; on les ajoutera à la prernipie, 
puis n1~1;ipliant l e  tour pnc un faheur  P que l'on f ~ : ; ~ o i S r a  
aulh etrc une fonAion de ces variables , on hppo.era que 
l'équation totale eB une diftérentielle cornp1et;e. Far  exeinple , 
fi j'avois les dpux Equntions l d r  + Bdy + Cd;. n, A ' a x  + 
B'dy + C' r ! ~  = o. J c  multiplieroi5 la Crcoiide par g ; a ou-  
tant à la prerniere & niulti-;>liant le  tout' par P , j'aurois 
P ( A  -I- A'g) d~ -i- I' ( U  +- B ' g )  dy -t. P (C+c'g)d<=~.  
Or pour que celie -ci  foit une diftirentielle complette , il 

J ( P ( A + l 1 g ' )  - d C P : J i - B 1 g ) )  faut ( 1 1 3 )  que --- - - 
d Y r i  .c 7 

d ( P  -- C A - + A ~ ~ , I ) - & P ( C +  - c'e)) .  d ( p ( E  + Brg)> 
w-- ,--A 

J i  ii 32 
d P  =- d ( r ' C + C ' g ' ) .  cl.n ;.dire,- ( 2  + . l g >  + 

Y L ~ Y  

d ( B +  C"g) ' (A+A"g)_"'  js+ 61,) + p - P-- 
d~ ri r d z  9 

J IJ ~ f ( A + r 3 ' ~ )  d P  -- ( A  $_ A'g)  + 1' - -- - - 
d ? d c  

- r i  .Y (C+ C 1 g ) +  

d ( C+ Clg) di' P-- J { B +  E ' g )  
; -- ( B + B ' g ) +  P --cc 

B x  d~ d y _ ,  
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d P  J(C-+C1g) - ( C+ C'g) +- P ----. S i  à l'aide des deux derniere~ 
d y  dl: d P  ri f' 
tquations , on tire les valeurs d e  - ëi de - , & qu'on les 

d x  d v 
hbi t i tue  dans la pe rn i e re  , on aura , après réddu~ion faite, 

( C  +. c (--- di r 

~ ( B + B ~ ~ )  ' ( i ( ~ i t ' ~ )  -- -- 
dy . 

,- d(itAZ! _ O ,  équation i k p d a n t e  d e  P. On 
11  i 

chercher?. dcnc poiir g ,  une fonétion de  x ,  y & 7,  la  plus 
genérale qii'il [oit p2iiible , & qui puifle fifisfaire à cette 
équation. dnt r r ~ u v é  g, on cherchera pou* P une fondion 
de x ,  dey & de 5, qui fitisfaffe à deux quelconques des trois 
Cqiiarions qu'on a trouvées d'abord ci-deBus, ce qui,  à la vé- 
ri té , exise Couvent beaucoup de reclierclies , nidis du moins 
eR toujours poffille. 

Remaiquons que li l'on n'asoit qu'une fèiile dquation, c'elt-à- 
d i r e ,  fi l'on avoir A' = o , B' =O, & C' = O ,  Id dernierc Squa. 

ùon que l'on vient de trouver, Ce réduirait à C 
rEC d A  - 2) + 0 ((d; - ni) = 

équation d e  condition entre les coe;i;cients A , B ,  C ,  fait 
voir que pour qu'une éqtiation difftreniielle à trois varia-, 
bler A d x +  Bd; -+- Gdy = O  fait inttgrable,  même en 1s mul- 
tipliznt par un faftsur , il faut que les cocKicients A , B , C 

d A 
aient la  relation inarqcie  par IY+niion C (- - d B )  +i 

dy  dx 
&c.= o. LorCque cette condition eit remplie,  O n  d6termins 
l e  hQeur  P , de maniere qu'il fà~isfdffe à deux des trois équa- 

d t A P )  d ( B P )  d ( A Z ' - )  rl(CP) d ( B P )  
tions ---- =- - = - - 3 

b Y d x  l i t  d x  ? d f ;  
'? (CP,: L 

dy ' 
On voit par-là, ce qu'il y a à faire quand on a u n  plus grand 

rombre d't-juations & un plus grand mmbre de yarhbles; 
* 
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& I'on peut par ce  même moyen , trsuver +'elles fônt le* 
équations où il fuffira que g {oit une confiante, ou une fonAion 
de l 'une, ou de  deux des variables, &c. 

168.  L o r q u e  l'kquation différentielle propoce  ne rentre 
pas dans I r s  cas que nous avons expofts jufqu'à ( I 67  ) ; alors il 
faut voir fi l'on ne peur pas Ciparer les indérermintes. Quelque- 
fois i l  ne  faut,  pour cela , que l'application des regles ordi- 
naires d e  lJAlgebre : d'autres fois il faut des transformations. 
hiais il y a beaucoup d'iquations à I'igard d c ~ u o l l e s  on ignore 
quelle ei? l a  transformation convenable. 

L'équation 0s' dx + byqxn dx - yk dl( c +fxh )r k répare 
immédiatement par la  divifion , parce qs'elle eit l a  mirno 
choh que ( a -+- Ly yx" dx z y k Q  ( r+ f xh )r, qui deviene 

x n d x  - - a dont l'intégration d tpend de celle de* 
( e - c f r h b  a ~ b r g '  , ., . iI 

quantité;binomes à une fëule variable. 
Mais fi j'avoiç gx dx = ax4ydy j alih;ra 4 fa6by' dy 4 

on voit d'abord facilement , qu'on peut l'écrire alnii , 
gx&= ( x +  + 3 bx'ya +- bby' ) aydy. On voit enfuite qu'on 
peut lui  d o m e r  cette autre forme, gxdx = ( x ~ +  bya )' x aydy. 
Or avec un peu d'attention, on voit que la réparation réufira , 
ii ron fait x1  + by' i= 7 ; en efet , on aura r1 = f -byL , & 
xdx a $ dc - bqcly; donc fubffituant, on aura f g d.-  bgydy, 

: gdt: = Equation d'où i'on tire --- - - ydy , eft fa* 
bg-t ryr 

d e  à intégrer. 
169. Comme on ne peut donner de  regles génirales f ir  Ice 

transformations , nous nous bornerons à quelques cas ares 
ginCraux , dans lerqu'cls or rb i t  que la réparation raufit. 

O n  peut féparer , génér&ment, dans toutes les Cquationu 
h o m o p e s  à deux variables; c'eff-à-dire , dans celles oh 1- 
deux indézerminies x & y ,  ont dans chzque terme, {oit qu'rlleî 
fi troüvent enfèmble , loit qu'elles [oient feules , la même 
iomrne de dimenfions. 

En effet, concevons que A d x  + BAyr o , foit une tquation 
hotno ene ; & que l'on divire tout par un6 puiifance de  x ,  
dont bexpofinr foit égal au nombre der dimerfions de Pi- 
quation ; il eff facile d e  k n t i r  qu'il n'y aura plus dans A & 

Y aqns B ,  que des puilrances de - 8ç des r o ~ i t a n t w  ; e&rt6 
8 
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9, l$  C O u R S 

que  l'équation Ter3 E'Jx -1- F' nji z O , F & F' étanr des fonc- 

rions de - & d e  conflantes. C e l a  pofé puifque d (f) = 
X 

dJ -.. - X X  .Y - l d X ,  o n  aura cix = - c i  ( 5 )  + d j  ; donc 
Y X  Y 

Y y + 9 ; ru~li i tuant  ii Son f8.h ,- = i, on Z U ~ L  d x  = - - 
5 z i  < 

- - 

Y E'Y 4 donc p o u r  --, & p o u r  d x  leurs valeurs,  o n  aura - 
F d y  .Y Z r + - -+ F'dy r=. o , F & F' étai11 a&ue!lement des fontrions 

T d v 
de p 5( de c o n h x e s .  Or cette é , u a t i ~ n  d o n r e  " = 

Y '" , 6qua1ion nioute Rparée ,  piriue F B Fi n e  ren- 
PT+ F'cz 
E r i n e n t  plus d'autre variable que 7. 

P a r  e.,~rn~lr:, fi j'avois y '  dx +y3xcIy f bj3 dy !y O ,  qyi 
di homogene , & dont le  nombre  des dinirnfions eb 3 ; 10 

- 
% + b d> O ,  d'ob j c  t i re  ; - - dont l'in:igral< 

y 2 T 2  + 6' 
e!l l y  = 2 I ( z  x2+ b )  + 1 C, qui  donne y = C (2~'+6)', CU 

f = C + ( t c l +  b ) !  ou  e i ? f i n y 4 = 0  
Y 

mettant  pour 3 ,  fa valeur -, 
x 

170, Il  f ë r o i f i o n c  avantageux de pouvoir rcndrc  Ics éqoa- 
t'ions h o r n ~ ~ e n e s .  On n'a pas d e  méthode gécirzle pour cda, 
II fdut avoir  rccuurs a u x  tranrfurriiarions. Cel!es q u i  peuvent 
promettre qutlqucs T ~ ~ c è s  , confi!?ent à Cgaler u n e  des v d r i a -  

bles,  ou une fm&ioii de cette variable,  ou i&me - u n e  fonAion 
des deux , à u r e  funCrion d 'une noüvel!e variable avec des 
expofants iiidéterminès. O n  détermine e n h i t e  ces expofants , 
p a r  la condition que  l 'éjuarion transformie foit homogene.  

Par exernplc , Ti je v e u x  chercher des cas où l'équation 
uç" dy +- b jR  y ~ d y  + vkdy E;?, à laquelle on peutriduire tout@ 
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iquation à trois termes,  fi je v e u x ,  dis-je, chercher des cas 
où clie puiKe devenir homogene, je ferai x = h ; alors j'aurai - 

k 
@ h ?A+h+ d l -  bynrfhdy + cc, <?y 7 e. Or,  il faut, 
que celle-ci fo:t homogene, qiic 1 on ait  k = q h +- n, & k =u 

1 ' 1 , -  

ain5, fi les cxpohnt!: k ,  q , m & 71 Cont tels que cette derniere 
bpation ait lieu , on pourra rendr@ l'équation h c m g e n e  , & 
par ccnBquent CGpzrctr. 

1 7 1 .  En ginéial , a u  difaut  des méthodes direEres, on 
cherche à ramener les équations propoféer, i L'autres équa- 
ticiis dont I'iiitfg'atarion ioit connue. C'fit air4 qu'on en 
u6 , par exeiiiple , à l'égard de l'éqnation pmicul iere  
dy + ?ya oT3C =- 6xm d x ,  conncc fous le nom d'équation de 
K i c s i i t i ,  a que l'on ne fair intégrer que  pour certaines va- 
leurs de  m. 

Si m ftoit zéro , on auroit alors dy -+- av' d x  = b d~ qu i  efi 
dy Séparable, & donne - = d x,  dont i'intbgration efi fa- 

b - n y l  
cile. 

nlzis pour intkgrer i'éqiiation, lorTque m a d'autres valeurs , 
il Lu t  tacher de la changer en  une au t r e ,  où  t ~ y '  & b foient 
niultipliés par une rntme pii;flince de x ; alors el!e fëra Epa- 
rahle. Voici comment on trouve 1 ~ s  vaieurç d e  rn , qui  per- 

chanbe la transform&e, en x ' dr -+ n x  4 rtdx- xbm dx , ou.. . 
dr +- ax- '  trdx = b x m - + z d , - ,  qui fera f iparable,  fi m=-4. 

1 
Fairons , dans celle-ci, t I -, ellc Ce chzngera en .  . . 

Y 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



-2-6 
di1+ 6 x 

-jm-10 
q r = - z m - 6 , & x  r ' r ' d x = a ~ - ~ d x ,  ou 
JI'+-b x - m - 4 r ' r f c i x = 4 x ~ m + 4 d x ,  qui fera fiparable, fi-rn-4 
.sc z m + 4 , 0 u f i m = - $  

1 
Si l'on fait r 1 r a  - , puis f' = A" ae + xq" t", $r que l'on 

Y 

continue touiours cde même , on trouvera ficcefivemenr, 
que ?équation efl féparable, lorfque m =+, m = -  y ,  rn ~2 9 9 

I 

&c ; c'eff &dire,  en général, lorfque m = ---- - , r &tant u~ 
r ombre enrier pofitif. 2 T -  I 

Et eii remontant aux  fubiiitutions précldentes , on vem 
que y a pour exprcfion . . .. I 

- 3  -z I 
$ = A r  +).x ( A l x - m - 3 + x - z m - 6  

I 

(A'l~-z"- '+°'"m 

t ( A " t ~ - 3 - i i & c ,  II 

en continuant jufqu'à ce que l'expofint de x dans le premier - - 
Rrme  du dernier dénominateur h i t  - rn + z . r - r - I ; & alors 
le Cecond terme de ces dénominateurs k a  x - ' r 4 r-' *; 
r étant une  variable qui , après la fubflitution de  ~ a t t e  
valeur de  y , Ce dirermine par i'intégration d e  l'équation 
réfi l tante,  q u i  efl fiparable alors-; il faut hulement ex- 
cepter l e  cas oh r = I , dans lequel an doit faire fimplernent 
y =KU Ax-1 + x-1 t .  

Reprenons l'équarion Jy +- ayl dx= b x m  d x ,  & concevonc 
qu'au lieu de Lubfiiruer d'abord y = A X P  + x f  r ,  comme nOUK 

1 .  
l'avons fait ci -deffus , nous fafions d'abord y r - , pule 

Z 
= A ~ ' + ' Z .  que nous continuions d'opérer comme dd 

deffus ; on conctura, de même , que Son Iéparera toutos l ~ û  . 
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-4r Qis que rn 31~: --- , r étant un nombre entier poGtiR 
2 r i - I  

Et la valeur d e  y fera . . ~ l ; r .  A 
1 - - 

y - A f " - l + r -  am-' 

I - 
j+x -+ iz  - 6 

( A l ~ r ; 3 ~ - ~ + ~  
en continuant de m h c  jufqu'i ce que le premier terme en  r 
dans k dernier dénominateur, Loir - m r - t r +  I ; & aIors l a  
fecond terme doit être r - - + r - t a  t .  

O n  ramenera aux mémes cas,  l'équation, xq dy + u y a  xndz 
E= bxm dr , en divifant par rq, puis fdiiànt x n - ï f r  == f. 

Tels h n t  les moyens généraux que l'on emploie , loriquo 
le6 d x  & les dy ne pairent pas l e  premier dcgrC. Quant a u x  
dquations qui renfermcroienr diffirenres puiifdncas da d.r 
& dy , comme elles n e  peuvent manquer d'erre hornogenes à 
l'égard de  dx & dy , on divitëra tout par dr élevé i une puif- 
knce égale à la  tomme des dimenfions de  d x  & dy; on r é h -  

d y  dra  l'équation en  confidérant - comme l'inconnus. al or^ 
d x  

d x  & dy n'étant plus qu'au premier degré , on verra ,  fi OR 
peut appliquer a cette équation les méthodes précidentea. 

Des Epations d~feienrielles du jëcond, 
trozpeme , &c. ordre. 

171. LA liberté que  l'on a ( 19 ) de prendre pour c o d a n a  
dans une différenciation , l'une quelconque des diflérencea 
premieres , peut contribuer dans beaucoup de  c a s ,  à fdcilirec 
l'intEgration. Mais comme il peut arriver que lors de la  diffé- 
renciation , on ait fait confiante, la diffirentielle qui n'efi pas la 
plus propre à faciliter l'intégration , il faut commencer paP 
montrer comment on peut ramener une équdtion différcn- 
tielle &ans laquelle on a fÜppofi telle oii telle différence 
tonPante ,  i une autre où il n'y en  ait  plus a u c u ~ o  d e  conf- 
tante : on fera le maître enruire de  Tuppofèr confiante, cella 

P ue I'onvoudra. Soit donc Adxl+Bdxdy + CGa +Uddy =a, , 

Equauon à derrlc variables C À dLfffte56eq f t c ~ ~ d c f  dam 
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laquclIe Ta prernierc difftrency d x  d'une des variab1es a étB 
fuppofée confiante. Après avoir diviré,cette équation par L x i  

Cdy' 
o n  l'écrira airifi ~d x + D d y  + - + D d  

r i  .r 
cil en  effet la même , parce q u e ,  tant qu'on fuppok d  x con[. 

d d y  
tant, iI ( 2 )  efi igal i -, l a i s  6 l'on n e  veut plus 

d s 
t ly  - d ~ < l r i y - ~ r i r l x  

gue d x  fbit cciiiiînt , alors d - - 
( d x )  d r a  

, l'équation 

Cdv' (diddi-d &lx) 
ie change donc :n R d x  + Edy + - + U =a, d x  d x L  
dans laquelle il n'y a plus aucxne difErence confiante. 

Soit ~ d x ~ + B d x ' d ~ + C d ~ ' d x - + -  Ddy3 +Erhddy+ 
F'dy ddy + G ds y - o ; l'Equation i différences troificmer , 
d x  étant toujours confiant. C dj,' 

On diviièra par d r " ,  & Son aura A d x  -+ 3 dy + - + 
d 3  d d y  d y  d d ~  d'y d x  D ~ + E - - + F ,  - + ~ ~ = o ,  quei'on 
d x +  dsr d x  d x  d x  

C d  ' D d y '  
pourra écrire ainfi , A d x + B dy + --L!- + +. 

d x  d x  

Qc fiirant t6iit varier dans ces diffl.renciations indiquces , o n  
aura l'équation où i (  n'y aura plus de difErentielle conilante. 

Appliquons cela à un excinple. Soit dx ' dy -, dy 3 z 
a d  x d d  y -+ x d x d r i y ,  dans laquelle on ait fuppoE dx confi 
tant. On ne voit p a s ,  f u t  le chdinp, comruert cetre équation 
pourroit être intégrée ; mais fi nous rendons d x  vaLiable,  ed 

d y i  écrivant d x d y  - - = ( n d x + x d x ) d  
d.c 

pouvons , dans ce t te  diffkrencidtion indiquée , prendre d y  

pour conil znte, & nous aurons d x d y  - dyy = - ( o d r  + 
d y d a ' v  d x  

X d x )  -- , qui en réJuiLnt ,  devient d r '  + xd  d x + 
d x 1  

Q d d x  - d,yz  = O ,  dont l 'intizrale , sinfi qu'il efi aifé de le 
.voir, e f i x d x + a c i + - y d y - t - C d y = o  , en ajoutznt und 
mnfiante Cdy  dè a i r n e  ordxe que i'ictégralc. Cet:e &qua* 
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dan étant in t fgr ie  de nouveau, dcnne + x a + a x - - 
+ C y + C ' = o .  a 

172. Fxaniinons main:enant les équations à différerces Te- 
condes, & 9 ciciix variables. Nous appelierons aiitli , celle$ 
dans l e ~ u e l l e s  il n'y a pas dc  différence qui paKe le fècond 
ordrc, à quelque puiifance que dx ti cEy y f ü i m t  d'ailleurs éievtr 

Nous fippoGrons qu'une des différences efl confiante ; i t iak 
il Gra fzcile d'en conclure comment a n  devroit iè conduire 
ii elles etoient toutes deux varial>!es. 

Soit donc A d rly  + B r ,  O , l'équation générale qu i  peut 
reprétenter toute équation différentielle d u  fëcond ardre , à deux 
variables x & y ,  & dans Idquelle dz çfl c o n h t e .  A Sr B fh 
des fanClions quelconques de ;u, y , dx , dy B confiantes. 

B-k 
J's'cris ainfi cette 6quation. . . . 

- , -  
dx = O ; k étant une fontlion inconnue, dc n i b e  nature que 
A & B. Je n~ulti?l ie cette équation par  u n  f d e u r  P que je 
fuppofe Ptre une fon8ion deix, y ,  dx: ,  Jy , Sr confiantes; dL 

j'ai R P d d y t  P -- 
Pk (Bii) dy + d; d i  = o ,  que je file- 

- ~, - 
por t  f t re  qne différtntielle complette. 

Cela p6! , noas avons trci; différences, f ivoir  c*, dy ?< 
dx. Regardant donc ces diff2rences comme celles d'autant 

d (API de variables diffbrentcs, il f m t  ( 1 r 3  ) que l'on ait - 
d r  

, - 

i (jl), D e  ces irais équations, on peut, en imitant c e  qui - 
d y  

-- 

a étt! fait ( 167 ) , d2duiie une 6qriat;on oh f' n'entre p h c ,  Ee: 
q u i  krviroit à ditern-iiner k , cn pienant pour k une fonaion * 
I I  plus  $nérais qu'il Toit p o a b l e ,  <Je ie . y ,  d x ,  Pr dy , avec 
des roéfficicnc; indéterminés que l'on rubffi~ueioir dans cette 
même Cquaiio 3. A+ quoi on détermineroit P , en  prenan* 
de meme un: fon&iion de même elpece , & telle qu'elle fat& 
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f i t  à deux de tes  trois équations. Mais oit peut Rmplifier cetta 
decherche, & ka borner d. chercher pour P une fonetion dë a ,  
y ,  dx , dy , q u i  latisfaffe à deux équations. 

Les deux prumieres ,-des trois équations que nous yenont 
d < A P )  _ 4 e  trouver, donnent - - - 2 

d y  ' 
P ( B - k )  -1- 

i d ( P ( B -  
d Y 

d ( A P )  I - ", ou bien - = - - P ( B - k )  
d d y  d y  dy' 

I d ( P B )  r d ( P I )  I ( R P )  I d ( P i i ) .  + - --- - - -, & --- ' - --- 
d~ d d y  d~ d d y  ds d x  d d y '  

Subfi i tuanr  , dans l'avant - derniere équation , la valeur de 
d ( A P )  I d e ) t i r C c  de 1i deiniere ,  on aura - = - - x 

d d ~  d Y dy '  
d i P B )  d x d ( A P ) ;  C o J  yon P ( B - k ) q -  -0- -- 

y d d y  d y  d x  

( B  -1)  = d y  ! ( P B '  - d z d y  r ( R P )  ,- dl '  

d C A P )  d d y  d x  - ; d'où il Gra faciie d'avoil k , dès que P fera connu, 
d v  
0; de cette derniere 6quation , on tire P k = P B - d y  

-- + d x d y  - d ( A P )  -+ d y -  ; fubliitum~b 
d d y  d x +',, $(AP) 

valeur de P ( B  - k )  & celle de P k dans 1 equation -- 
dv 

, & dans i'iquation d 
P(B-k) 

P. 

d d y  d x  
d ( A P )  - 

il (E) , on aura - - . . . . . . . . . . . . . . . . . 
dv 

d d r  
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d f A P )  d y l I ( A P )  PB ~ Y " W +  ' f y  
d x L J y  d x  + d x  O y  

d Y 
La quefiion eiï dons rédliite i trouver pour P une fonffion 

de x , y ,  d x ,  dy & confiantes, qui fatisfaffe à ces deux iqua- 
rians. iMais quoique cela 6 i t  toujours puirible,  cela n'en pas 
Cgalenicnt facile ; c'elt pourquoi abandonnant cetie recher- 
rhe générale , nous allons examiner quelques équations plus 
limikes , mais cependant très-étendues. 

ObTrrvons , auparavarit, qu'il efl facile, d'après ce que nous 
venons. d ' e x p i e r ,  de déterminer fi l'équation proPoRe tff in- 
thgrable dans l'i-tat oh elle k i t .  Il n'y a qu'à fiippofër P = r ; 
alors il f i u t  , pour que l'équation [oit iiittgrable , qu'elle fa- 
tisfaffc aux deux 6auations fuivantes. . . . . . . . . . .  

a n  d y Z  d ~ ) .  Cele -t-dy -f  --- 
d x  d x  

d J -  
a' Y 

eR ~ é n é r a l  ¶ueile que foit 1'tqua:ion diffirentielle du ficon@ 
ordre, dx étdnt confidiit. 

173. Propohas - nous ; mainteiiant , d'inti-grec l'équatia* 
G d  x 1  + Adxdy + Krlyz + Lddy = := <p , lor!?que le f d t e u r  P 
qui  manque à cette éqüation pour être intégrable, ne doit être 
qn'une Fontlion de x , de y & de conflanteg. J e  Cu~poG d'ail- 
leurs que G , I I ,  K , & L ne renferment n i  dx ni dy ; mais 
tëiilement des fonAions de x ,  Y & confiantes. , 

Si I 'on compare cette 6quat ion , à l'hquation générale Addy 
4 h ' = 0 ,  onaura  A -  L , &  B=GdxL-f-Hr!x<iy+KdyZi 
SubGi*uarit dans les deux é palions que nous avons eues,  ci- 
cleffus, pour dé:eruiiiier 9 , & f ~ i i à n t  attentiûn à la füppofi- 
tion que mous failons , fivoir qiie P , G ,  N ,  K & L n e  ren- 

d ( P  L) 
Arment ni  d x  , r i  il?, nous aurons - = KP; & uns f& 

d v 
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d (Pi) conde tquation , laquelle,  après y avoir fubflitué pour - 
d l ,  9 

fi valeur K P  , Te r idui t  à d ; P N d x  +- XPdy - d x  - 
d x  

d Y n (PL)  
t= d ( P G  dxta'y (".)). l a i s  i cauië de - = K P ,  

ri x A? 

conde équation fë réduit ( après a&& diviré chaque membre 
d ( P H )  d d ( P L )  

pa r  d x  ) à --- - i- - *).  cite équa- 
d x  d x  d x  d v 

tion 8< ~ i ~ u z r i o n  ' = K P f in t  celiés que nous s a n i  
d Y 

à traiter attuellement , pour intégrer la propoiée. 
Obfervons mzintenant q u e ,  dans cette derniere équation, 

' il n'y a que y qui roit regardée comme variable. Ccla pari, 
d P  

exécutant la différenciation indiquée, & tirant la valeur de - 
J P  K d  L  P 9 

on aura - =E - d y  - - 
P L L 

; prenant don;: l'intégrale, en re- 

gardant y iêule comme variable, puifque l a  différenciation a 
K 

Et6 faite dans cette fuppofition, on aura ZP =/-;- dy - 
L 

Z L i- I X. J'ajoute , pour confiante , la-quanti té 1 X, oar 
faquelle j'enteiids une  fonftion de x & de confiantes. C ei? 
parce que x a été fuppofie confiante dans la différenciation. 

De cette équation je t ire P = ,f: dy. Si Von f i b i l i m  

d d ( p ) rencier P L , en fairant varicr x ,  
* Par cette cxprefian ---- & diviler  e n h i r e  par d r ;  puis dif- 

d x d r  f i renc ier  le réfulrar , en failair  
nous entendons qu'on doic diffi- l varicr r 8: divi fcr cricon par d l r  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cette valaur de F dans IJéqua;ien -PH' - &s, 8r que Son 
,K f i  x 

d i ~ i i e  enfuite par eJ f dy , on aura l'équation q u i  doit déter- 
miner X. Or comme X doit être une fonition de x , il s'en- 
fuir que , pour que l'équation proPofée foit intégrable par la 
inultiplication d'un faCteur compc~fé kulernent de  x . y & d e  
confiantes, il faut que , dans celle- ci , tous les y dilparoiffent. 

SuppoTons , par exemple , que l'on ait l'équation z y d x z  f; 
(Z ~ + 3 y x ) d x r i y + ~ x ~ d ~ + ~ ~ ' y d ~ r j . = o ,  quin'eltpoint 
intégrable dansl'état où elle efi. J'ai donc L = x' y ,  G = L y ,  * , / ' d r - X e  lys H = s . ~ + ~ y x ,  K = z x z ; d o n c P = -  --- 

X x a y  y r l y  
L -> - y' = z. SubLnituant cette valeur d c  P , 81 cellas d e  

x z Y  d ( P H )  
L ,  G, H, &c. dans lltquation - &c , on au ra ,  après 

d x 
z y d X  3 y l d X  4 X y + - ~ 3 +  avoir tranQofé , - -- 

j ~ r 2  y ~ ~ d ~  x1 x d x  x x  x d x  
----- - O j égalant donc ii zero l a  fo~n ine  des 

x x d x' 
termes affeeiés de y ,  & divirant , enfuite,  l'une des équations 

d K  
par y ,  & l'autre par y=, on aura ,  après rédu8ion faite, - 

X -- - ' d x  , dr - XI d d X +  3 x d X &  - 3 X d x 2  = o. La prernicre 
r 

dcnne X= x3 ; & cette valeur fubflituée dans la fëconde , y 

fatirfait; on a donc X= z3, &par conf2yuentP = 3 = x y ;  
.z = . - 

Maintenant , ii l'on remonte à l a  valeur d e  P k , trouvée 
( I ~ z ) ,  on aura Pk- 1 xy' dxz + j x z  y' dxdy, P< P (B-k 'x  
1 x"dxdy + 2 x3 ydyx ; enfirte que l'équation , rapportée j. la 
forme générale ( r 72. ) , devient ~ ' ~ l d d y  + (zx'ydx +z.~'ydy) 
dy+(z xyZd3: + 3  xZ  ~ " d ~ ) d x = o .  

Pour i n t ig re r ,  on L i v r a  Ia m&me regle qui a é té  donnée 
( 1 4 8  ) ; on regardera d'abord , dans x 3  y' d dy , dy feule 
coinine variable , & l'on aura z3 y' dy. Différenciant cette 
quantité en failant tout .varier , & retranchant d e  l'équation 
il refte ( 2 x Z  ydx ) dy + ( z xy2 dx) dx. O n  intégrera le premier 
de ces termes,  en regardant y fëule comme variable , i~ l'on 

P 2 
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e s 8  C O U R S  
aura s 'y 'dx ' ,  don: l a  difftrentielle, prii;: en r c p & n t l  fi x 
comme variables , ;tant retranchée du r e k  précédent , lie 

l a i k  rien ; ainfi l'intégrale cAxs y L  $+ x'pa dx p C d x  :O, 

en  ajoutant une confiante. 

On peut prendre , pour fecond exemple , I'éluati3n 
a dxa+(3 x + y t z ) d y  d" -+ z x d y a + ( x 2  + x y ) d , î y = ~ ,  
qui s'intégrera de  la même maniere. On trouvera que X doit 
ê t re  égal à w , & P = x y .  

174.  Si aprbs la fiubfiitution d e  la valeur de ï~ , dan5 i'C- 
d ( P W  p a t i o n  - &c , tous les y di5aroiifent d'eux - mêmes, 

d x  
Z'tquation qu i  doit donner X ,  ei'i alors différentielle du fi- 
cond ordre ; enforte qu'il Cemble que la mi thode n'eit, dans 
c e  cas ,  d'aiicune utiiit9. Mais il fiuc obferver que l'équation 
qu'on aura alors , fera de cette forme A L z  + B X  3xZ+-CdXdx 
-+ E C d X r r o ,  A ,  3, C, E étant des fonAions d e  x Br de conll 
tantes. O r  p u r  intigrer cette équation , je i'écris a ~ n i i  
APrdx"-+ BIJ'Xdx'-+ (C-A')I''dxdX+k1P'dXdx + EP'ddX - - o. J e  CippoTe, maidtenant , que Pl Pr k' étant des fonc- 
tions d e  x feuleinent , les quatre derniers termes forment 
enfemble une différentielle esaAe : alcrs le premier terrnc 
étant une fonfiion de  x , s'intégrera aifément. Or les équz- 

d ( E P ' )  
tionS qui rEfiltent d e  cette fuppofition , [ont - - 

n x  
d ( k 1 P ' d X +  B P ' X d x )  I ( E P 1 )  d[ fC1-kl )P'dxJ 

5=. 

B K X  B X  d d X  7 
d ( I 1 l " d X i - B P I X d x )  - d  [ ( C -  k ' i  P ' d X ]  - 

d X  
, &, ,. 

d x  
d [ (  C - k') E ' d x ]  d ( B  P' X d x )  - - --- 

d X  
. Ces qua!re $a- 

d rc 
lions G réduifent aux deux fuivantes, ( eu tga rd  à ce que k '  , 

d ( E P )  
Pl, A ,  B , &c, ne renferment point X)  , = klP ' ,  

r : [  (C- fi') I>'] d x  
& B P ~ =  - , Tirant  de chîcune de ces deux 

d x  d P 
dquations , la ~ a l c u r  de ?, & égalant l'une de ces va* 

P 
h r i  à l'autre , on aura , aprts  les rédufiions faitei , 
E L ~ ~ ' + ( ~ - ~ ' I  d E -  k r ( C - k ' ) d x + B E d r - E & - O ,  
& a t i a  difi9rçntie:le du preaier  orilre feulement , dont 6;. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  M A T H ~ M A T ~  Q U E J ,  $99 
peiid la valeur de X, & par c ~ n f ~ ~ u e n t  I'intigra!e d e  la pro- 
pufie. Suppofant donc qu'on ait déterminé k '  par le mcyen d e  
cette iqudtion , on aiira aiférnent 1'' , PA,: l e  mcycn de  l'équa- 

d ( E  1") d P  k ' d x  c!E 
tion k' P' = - -- , qui drnne = - - - - 

d x  r 1  E E 
, 

lZ 1.' d w 
par confiquent P' == - e J -  , H éta:ia une conflante, 

E E  
Alors k' & P' étant trouvts,  on aura X, en mcttact l e s  valeurs de 
A ' &  P' danc l'équation AP'~X"+BI"X~.~-~(C-~')P'~X~X 
+- k' P1dXd..u+EP'ddX=- O ,  Pc in:égrant. O r  comme cette 
Cquation n e  peut manquer i préfent d'être une differentielle 
cornplerre, on a pour ibn intégrale d x / i l P i  dx + X d x j B P ' d ~  
+ d X  / klP'd,- + Ldx = O, L étant une coiiûante : sz cette der- 
niere s'intigre facilement par ce qui a tré dit ( 167 ) ; on 
aura donc X dCs qu'on atira k' ; airifi , on pcut dire générale- 
ment , que toutes les fois qu'il n e  manquera à I'tquation 
GdxZ+ H A  (lx+ Kdy2 +Lddyl= O,  qu'un fàaeur ccirnpol?: 
de x , de y & de confiantes, pour étre une différentielle cxade  , 
cette équation k r a  toujours facilement réduftible à une équa- 
tion diffkentielle d u  premier o rd re ,  quelles que [oient, ciJ& 
leurs,  G ,  Fi, A', L.  

Mais fi après l a  fubfiitution d e  la valeur d e  1' dans l'6qur~icli 
' a ( P H )  - &c. l'équation renferme encore des y que l'on ne n .& 
puiffe faire dilparoitre Gns affujettir les coëfficients G , FI, K , 1. 
à cerraines conditions , c'eit une preuve que l e  f.:Cteur 1' 
doit en outre , renfermer des x & des d y ;  ;..lors il faut 
avoir recours à la méthode g h é r a l e  ( 172 ). 

O n  s'y prendra d e  m f m e p o u r  trouver dans quels czs tnute 
autre èquaiion difl2repticlle du fëcond ordre , b'une foriiie 
connue , peiit E;re integrée par la mu1t;plication d'un Eiiieur 
cornPofi- de x ,  y & roiiffantes, ou d:: x, c l y ,  d x  Pc cori2antes , 
ou de v , dx & confiantes, &c. 

r71. A l'épard d e s  tiuarions diffirentielles d u  troifierne 
ordre,  en les i;ippoGnt repréfentées giriira!enierit par A d j 7  + 
B = O ,  A & B étant des fonaions de x , y, d~ , 4:,d!y & 
de confiantes ; 8r hppof in t  de plus que P eff le E f h r  ccrnpof& 
d e x ,  y ,  d x ,  ddy  & confizntcs qui 1:i rmdre  inrigrahle,  

2 - k  
cn p u r r a  I'écrlre G.nE A P Hl y 3- 1' ----- d Qy + 

d d v  
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Alors 

= d  

R x d dy  d x d y  
à l'aide de  ces Cquations qu'on dérerniinera k ,  1 & P. h i î  
nous rie poufferons pas plus loin ces reclierclies. 

Oa voit comment on doit s'y prendre pour  les épuatim 
difEren:ielles d'ordres plus élevés. 

I 76. Obkrvons  en fiiiiffnnt , lD. que lorrqu'il manque une 
des deux variables finies dans l'équation, on la  ramene toujours 
à une e1uation d'un degré moiiidre en fairant d'y = = p  dx , p 
étant une nouvelle vdriable. 

177. I O .  Que l'equation générale d R  y + n  dn-1 y d x +  
bd.-L y d X I +  &C ...,.+ l y  d x n  + X d x n  = O ,  a, 6 ,  &c.etant 
des conitantes , X u n e  fonc<tion de x & de confiantes, F< d x  
étant confiant, peut toujours être intégrée facilement pzr une 
rn6tliolie Cemblable à ceile que noas a v o n  employie ci - d e h ,  
pour 1'bpât;on Ath' + B X  dx' + CdX dx +- EddX = o. 

Pour  c:t eff t ,  on  1 'é~rira  ainfî, Pdn y + P (a-k)dn-1 y d x  
+ P k d n ~  y d x + P  ( b - 8 ' )  d n - z y  d x L + P  k i d n - 2 y d x a  
+ &c... .. + P f y  dxn + IJXdxll== O ; P étant le fa8eur , qui 
peut rendre l'équation inthgrable, & que je Cuppofe être une 
fon8ion de x ; k ,  k' , 8ic. [ont des confiantes inditerminées. 

O n  fuppokra que les termes pris deux à d e u x ,  à commen- 
cer du premier,  forment une diWrentielle exnÂe. Cette Cup- 
pofirion donnerd les bquZtioris nécelhires pour dérerminer 

P, k ,  i l ,  &c. ayant égalé let  valeurs de (? on aura des é p -  
P' 

tiors en k , k' , &c. à l'aide derquelles on direrminera k ,  par 
une équation du degrt: 71, La veleur de k i t a n t  trouvée, on aura 
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ail'ément ce l le  de k ' ,  kf', &c. & on aura celie de P , en inré; 
grant , ce qui fera très facile. Aiors pour chaque valeur de k ,  
oii aura bni: intégrale pdrticuliere , en oblervant d'ajouter à 
chacune une coiiitante difiérente. D e  n- I de ces équztions, 
on tirdrn les valeurs de d )  n-1 , dy n - 2 ,  &c. & les fubftituant 
dans la drrr,iere, O ,  aura Ia vnleur de y-en x .  

178 3 0 .  Si l'on avoit plufieurs équations où les différences 
ne fuiTint p i i i t  multipliérs entr'ell:~, li ce n'ri? par la diffk-i 
rente corf i in te ,  8( LÙ les varidbles ne paiiairent point l e  pre- 
mier di,gré S( ne fiIllent po in t  nlultipliées entr'elles , on les 
inrégreroir en multipiidnt la Gconde , la troifieine , &c. chacune 
p3r un fa8eur confiant g , p ' ,  &c. ajoutant à la premiere,  
& multi,diant le tout par un faAeur P que l'on fuppoleroit 
être une fonAion de la variable doiir la diflérence efl confiante ; 
alors on décompo ervit les termes affetlés des diffbrences d 'une 
m h e  variabie , comme on vient de fdire dans l'équation prCl 
cédenre. 

Par exemple , Li j'avois a d d ~  + b ~ d y  ,+ ( c dz + cdy ) dx $; 
(j? 4 , d x a  = = O ,  & a ' d d y + b ' d d , . + ( c ' d ~ + e f d y ) d x + ,  
( f i T  4 g' y ) d x '  =i o ; rriultiplidnt l d  feconde par p , ajourant a 
la p m i e r e  & multipliant le tout par P , j'aurois. . . . . . 
P ( i r + ~ f p ) d d l + ~  c + ~ . ' p ) d ~ d ~ + P ( f + f " p ) ~ d ~ '  
+- P ( b + b'p  ddy + E(e+eft>) dv d x  + t-' (g+g'p) ,  r /x -  ==o. 
Enfuite le décom;>&rois c +L' p , en c + c p - k , & k ;  
je dk~ornpofeiois pareillement e +  e' y ,  en e + e' p - k' & k'. 
Et rupwfint encuite que les rernies pris deux à deux forment 
des d;fférentirlles cxa&s , j'duroi5 les equations né~e f f i i r e s  
pour aérerminer , k , k' & P. L'équation. en k montera en 
général, au degré z n ,  ce qui dunnera z n  intégrales , à l'aide 
derqueiles on chAlira toutes les différences , & l'on aura les 
équations en 1 & x ;  en.!, & x ,  &c. 

179.  40. Si les tquations éroient plus génkrales, on regar- 
deroit p , pf , &c. ain6i q : e  /' , comme des fonAions de  wutes 
les. variables & de leurs diffhrences ; & l'on détermineroit 
ces fonAions , par la  coniition que  l'équation totale fût une 
différentielle complette. L e s  ouvrages qu'on peut conrulter, 
fu r  le calcul intégral , font ceux de  RIM. Euler, d'AIPrnbert, 
Fontaine, le Alarquis de Condorcer,Bougainville,& le P.Reynazh 
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N O T I O N S  P R É L I A I I N A I R E S .  

1 fj O. Sous le  nom de Aféchanigiie, nous 
comprenons la fcience du mouvement , & 
celle de l'dquilibre. 

Il y a du mouvement dans un corps; 
lorfqué ce corps , o u  quelques - unes de Ces 
parties font tranfportdes d'un lieu en un  autre. 

Un corps , ou l'affernblage de plurieurs 
pwties rnardrielles ne peut de lu i -  même fc 
mettre en mouvement. 11 ne peut être mu 
que par une c a d e  , fans laquelle il peur, 
d'ailleurs , exilter. 

Cette caufe , telle qu'elle foit , qui efi 
capable de mouvoir un corps , eit ce qw 
nous appeUons Force qu Puzfincc. 
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COURS DE MATHEMATIQUES. f)$ 

L'tquilibre , eit l ' d m  d'un corps, ou d'un 
affcmblage ou $$'c'me de corps, qui efl fol- 
licite par plulicurs fcrcss don; les effets font 
détruits par quelqucs obfiacles , ou fc détrui- 
k n t  mutuellement. 

Le repca , eit l'dtat d'un corps dont les 
parties, non-feulement ne font point ddpla- 
c ies ,  mais ne font pas même kl!icitCes par 
aucune force. 

Pour établ i r  les principes du mouvemem & 
de l'équilibre, nous imaginerons , d'abord, 
qu'il ii'exifie rien 2utre choie dans la na tu r e ,  
que les corps dont nous parlerons , & les  
forces que noüs leur fiiypofercns appliqutes. 

Ainii , nous regarderons d'abord les corps, 
conime non pdants ; comme parlàirement 
libres : nous C~~ppoferons que ni l'air ni  la 
pcfanteür , ni le frottement, ni tout autre 
obitacle n'exiitent. 

Nous aixons , enfuhte, égard à ces obita- 
cles ; mais pour  xiicC~~rer leiirs eEets , il faut 
commencer par examiner lrs chofes, dans 
cet état  de fiinplicitd. 

I 8 r .  Ces iuypofitions faites , il eR clair  
que fi un corps a req-u du mouvement par 
une c a d e  quelconque , il doit  perfivdrcr 
dans cet Ctat de mouvement , fans aucune 
hltdration ni augmentation, fans aucun d& 
t w ,  taqt p e  k mime QU riae fioiaveUe 
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534: C O U R S  
force n'agira pas fur lui. E n  e f k t ,  nous ve- 
nons de dire qu'un corps 11c peut Te donner 
du mouvement; il lie peut donc s'en ôter, 
puifque ce ferait s'en donner en fens con- 
traire : d'ailleurs nous fuppoions qu'il n'exilte 
aucun obitacle. 

Ainii , le rnouverr,ent eit naturellement égal 
ou uniforme, & reliiligne. Examinons donc 
d'abord les propridtts dc ce mouvement. 

Du Mouvement uniforme. 

I 8 2. LE mouveinent unijoornie efi donc 
celui d'un corps q u i  Te meut toujours de la 
même maniere , c'eit - à -dire , qui  parcourt 
toujours le même efpace dans Ic même 
intervalle de temps. 

Pour comparcr les mouvements de deux 
corps qui  k meuvent uniformément, il fmt 
csnfiddrcr l'cfpace que  chacun dtcr i t  dans 
un m&me temps dkcerminé , comme d'une 
minute , d'une Ceconde , &c. C e t  efpace en ,  
ce qu'on appelle , la Vikfle. 

I 8 3. La viteEe d'un corps , efc donc, à 
proprement parler , l'efpace que ce corps 
peut décrire uniforrntment dans l'intervalle 
de temps que  l'on prend pour unité. 

Ainii, dans les mouvements uniformes de 
deux corps, fi l'on compte le  temps en b- 
condes ; & que l'un parcoure pieds, par 
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D L  M A T U É M A T I Q U E S .  h3$ 
reconde ; & l'autre , 6 pieds par feconde, 
je dirai que l a  vitefie du premier eit de 5 
pieds, & celle du fecond , de 6 pieds. 

r 8 4. Mais G , en prenant toujours la  
feconde pour unitk de  temps, o n  me difoit 
qu'un corps a parcouru i C O  pieds en cinq 
fccondeç ; i oo pieds n'exprimeroient pas la 
vîteffe , parce que cet efpace ii 'cfl pas celui 
qui répond à l'unit4 de t emps ,  à la Ceconde ; 
mais je vois qu'à chaque feconde , il en par- 
courrait le cinquieme , ou 20 pieds ; c'eit-à- 
dire , que pour avoir la vîteife, je divire le 
nombre 1 00, des parties de  i'efpzct. parcouru, 
par le nomtrc 5 des unités dc temrs  q u i  fe 
font &coulées. Donc , en gknCral , Ilr y î t c f i  
eJ @le 9 l 'efince divip par le rernps ; car i l  
eit clair en ge'ndral que fi on partage l'efpace 
total en autdnt de parties kgales qu'il y a 
d'unitds de temps tcoulkes, chacune fera l'ef. 
pace ddcrit pendant cette un i t6  de remps , 
& par confdquent fera la  vîtcffe. Ainfi nom- 
mant k/ la vîreire , E l ' e f~ace  parcouru pen- 
dant un temps marquC par T ,  on a gdndray 

E 
lerncnt, 7 = ; c'eit un des principes foni 
damentaux de la  Méchanique. 

E 
I 8 j. L'dquation V =  , donne non; 

feulement la mefure de la vîteffe, mais en' 
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mrc , cclle de l'efpace & du tcmps. Eii 

&et, fi l'on regardc ~uccenivcrncnt E & T 
comme inconnues , on aura par lcs regles 

E: .ordinaires de 1'AlgCbre , T =  - , & E = VT, Y 
'Ainii pour avoir l e  renlps , il j à u ~  riv$?r I'ef 
pacc , par (n vlieJe ; C. pour avoir I'cjyace , rl 
f iu t  mrrZtiplier la vireffepar Ie temps. 

Par exemple, fi l'on demandc quel temps 
i l  f a u t  pour dgcrlr'e zoo pieds , avec une 
viteiTc qui feroit coi-ifiamment de 5 pieds par 
iéconde ; il efi c la i r  qu'il fzudsa autant de 
iccondes qu'il y aura de fois pieds dans zoo 
pieds ; c'eit-à-dire , qu:on aura ce temps ou ce 
1ion:brc de fecondes , en divifant l'efpace zco, 
par l a  vitciTe 5 ; il faudra donc 20 fecondzs, 
c 'c i l -  à - dire un nombre de fccandes égal i 
l 'efpce divif6 par la viteire. 

Yarcillcment fi l'on deniande que1 efpace 
dtcriioii ,  en 2~ fccondes de temps, un corps 
qui ficroit mu avec une viteffe conii-aritc de g 
j:i& par fccnndc ; il eit clair q~i ' i l  ddcrira 20 

!ois 5 pieds ; c'efi-à-dire, qu'il faot multiplier 
I a  vîtefle par le temps. 

Ainfi , fi nous employons ici des carac- 
t e res  algébriques , ce n'eit pas qu'ils {oient 
a;<crflaiies pour faciliter l'intzlligence dr 
ces  premieres vé'ricés ; mais ils font uti les 
Four foiilzgcr l n  mémoire. On voir en efIcr, 
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.par t c t  exemple, quc le premier principe 
titant u n s  fais dans la mimoire,  on peut: 
toujours facilement retrouver les  de& au- 
tres , en appliquant les regles ordinaires,  i 
ce premier principe traduit algdbriquemenr. 

i; 8 6. 11 eit donc facile maintenant de 
comparcr les mouvements uniformes de deux, 
ou d'un plus grand nombre dc corps. Par 
exemple, fi l'on me drmandç dans quel  rap- 
port font les vfteffes de dccs corps, qui  d h i -  
vent drs  efpces  connus E & e, c l m s  des temps 
connus T & t , refpefiivemcnt, En nornmal-ni: 
V & u les vîreEes de ces deux corps, j'aurui 

* - -  
I;: F V=- T 9  & L L = ~ ( I S ~ ) ~ ~ G : ~ C  Y:u::G.~~ 

1-  l '  

c'eR à-dire , quz les vlto0;s j j n t  comme ILS 
efinces divps pcr lo tem7s. 

E n  u : ~  m o t ,  qu'il s'agiffc dc comparer Ies 
vîtciTes O U  les erpces  , O H  les temps , Ic 
prijlcipc que nous venons de donner ( I jr+ Ip 
c'l ,nacra l 'exprefion de chacune de ces cho- 
fcs , pour chaque corps ; il n'y aura donc  
q::'à comparer ccs expreilions. Par exemple, 
fi ju veux coixparer les efpaces, ce priccipc- - 

d nie donne V =  , , $'oh je t i re  E = V T ;  - 
donc pour le îecond corps, j'aurai pareilfc- 
m e n t e = u t ;  donc E : e ;: YT:u t ; cYe i tà -  
d i r e ,  quc les efpaces font conzme les ~ î t e f l ~ ~ ~  
n!ultip!iPes par les temps. ' 
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I 87. De ces trois chofes, l'efpace , Ic 

temps,  & la vîtcife, fi l'on veut en comparer 
deux,  lorfque la troifieme eft la meme pour 
chaque corps , il n'y a qu'à chercher, de 
même, l'exprrfion de cet te  troiGeme , pour 
chaque corps , & Cgaler ces deux expref- 
fions. Par exemple , fi je veux lavoir quel 
efi le  rapport des dpaccs  quand les viteffes 

E 
font  les mêmes, j'ai Y = Bi zr = -E ; donc 

E e 
puifqu'on fuppofe V =  u , on a -- = T, ou T 
E t - e 7, d'où l'on tire E : e : : T : t ; c'ch- 
à-dire qu'4 vîtefis égaies, Zes efiaces fini com- 
ma les temps. O n  trouvera de rnêmequ'eri temps 
egal , les eJrpacesfirtt cotnnze Ifs vhJes ; & que 
pour que d u x  corps décrivent le n&ne eJace, 
il f i u t  que leurs ~ î r e J e q o i m t  réciproquement 
proportionnelles aux  remps. E n  effet , on a 
E =  T T  & e = u t ;  donc fi E = e ,  on a 
Vt = u t d'où l'on tirs Y : u : : t : T. 

E Ainli , le feu1 principe 7 = donne le 
1 

moyen de comparer toutes les circoilflacces 
des mouvements uniformes. 

D e q o ~ c e s  6 de la quanh!  de Mouvement. 

I 8 $3. LA h m m e  des parties mattrieiles 
3snt  un corps efi compoîd , elt ce qu'on 
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appelle fa Mo5 ; mais dans l'ufage que nous 
ferons de ce  mot,  nous entendrons le nom- 
bre q u i  exprime de combien de parties m a ~  
térielles le corps efi compofé. 

i a f x c e ,  ainfi que nous l'avons ddjà dit , 
eit la c a u k  qui meu t ,  ou tend à mouvoir UR 
corps. t 

Comme les forces ne nous intéreifent que  
par leurs effets , ce n'eit que  par les effets 
dont elles font capables, que nous devons les 
~nefurer.  O r  IJeEet d'une force eit de faire 
paffer dans chaque particule matériclle d'un 
corps, une certaine vîteffe. Donc fi toutes 
les parties recoivent la même vîteffe, comme 
nous le fuppokrons ici , l'ettèt de l a  c a u k  
motrice a pour mefure la vîteffe multiplite 
par le nombre des parties mattrielles du 
corps , c'efi-à-dire , par la  mare. Donc la  
firce fi meJiire par l a  vlrefle qu'elle peut im- 
primer à une maJi connue , muhipliée pi? - 
cetre ma&. 

r :] 9 .  Le produit de l a  ma& d'un corps , 
par fa vit& , s'appelle l a  quantité de nou- 
vemenr de ce corps. L e s  f i rccs  J'è mefurent 
doncy!r @ pant i t i  . . dc mouverneizt quClles jonr 
capable. de produire. 

Aiilfi, fi nous ddfignons ce produit ,  par 
F ;  la  maflè , par Al; & l a  viteire par Y, nouq 
aurons F ;1 MF, 
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q u i  font voir I ". que connoiJant la /orcc rnob 
zrrca d'un corps & fi maJe , on Jaurn que& 
zlîlzfe il doit avoir,  en divqant la  force motrice 

1a i n ~ f t .  2'. Que coniioi/Saarir la force 
mouict: .J. l a  vitefi, on [aura qudZe ejS la mafi  
guZpeur avoir cr t te  vîreJ2 &# ceetc force nzotricc, 
tn dvijarit hforce motrice pizr la vfieflc. 

lMais il ne faut pas perdre de vue , que ce 
qlie nous ciitzndoris ici par F, ou par la force 
motricc , e'cii lYeKct dont  rit capable la cade  
q u i  engelidrv le mouvement. C'eit cer effer 
Peul qu'on p c u t  faire entrer, & qu'on a be- 
foi:i de faire entrer dans le calcul. 

I g a. Donc fi f inarque la force motrice 
d'une a u x e  inalié m , & a la  v i d e  de cette 

~nnfce, on arira de même f -x m u ; donc F :  
f: : M V : m u ; c'efi-à dire , que les forces 
moirices foni co:rrm? Iss nzaJcs nzulripliéespar 
les vile& S. 

Er ii dc cliacune des deux Cquations F s  
JI 7, & f 5 m u , on tirc les valeurs de hi 
Br de m , puis &!es de Y & dc i1 ; o n  aura 
l e  r3pporr des maffrs,.pcr celui des forces & 
des viteKes ; & celui des vîteffes , par Ics 
forces & les maires ; d'oh l'on conclura 1'. 

qu'l nz@s kgdes, Zes/orces rnozrices~oolzr coni- 
m: les Y L'PJ~ ; 20i q l  ' a  v/teJes igales s) lesfa f i  

w 
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ces m o t r i c ~ s f i n t  c n m m  Izs 1: a f e s  ; jO, & qu'en- 
fin /es forces f i ~ ~ z ~ . i c ~ * s / i l i l t  Égales , le(; ~Lteffes 

junt en roifin inverjc dcs nzn//cs ; 'ce que l'on 
trouvcra facilemznt en &galant fuccefive- 
ment  Ia valeur de i;J à celle de nt ; celle de 
2' à celie de u ; & enfin celle dc F à celle 
22f; L'dquation réfiiltante, rédiiite & con- 
vertie en proportion , ddmontre chacune de 
crs proportions. 

r 9 I .  LA malie ou l e  nombre des parties 
mat~r ic l les  d'un corps , dtpend de ion vo- 
l u m e  & de ce  qu'on appelle fa deabré. Com- 
me les corps font pkiidtrés d'un très - grand 
nombre de vuides qu'on appelle pores, leur 
quantite' de matiere n'eiZ pas proportionnelIe 
à leur volume ; mais Cous le même volume 
il y a $'autant pius de maticre que les parties 
font plus fcrrées : & cYeR cette plus ou moins 
grande proxirnitd des parties qu'on appelle 
d m f l i .  Enforte qu'on dit , un tel corps efl 
plus &14i qu'un tel autre corps , lorfqu'à 
vol~ime égal il renferme plus de matiere que 
ce 9ernier.  On dit au contraire qu'il eR 
m i n s  d a f i  ou plus rare lorfqu'à volume 
épi1 il reifcrme moins de matiere. 

L a  denfité Ccrt donc à juger du nombre deu 

Q 
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c4.2 C O U R S  
parties matCrielles , lorrque le voliime eR 
connu ; ainfi on peut regarder la deilfité 
comme reprtfentant le nombre des parties 
matdriellcs d'un volume ddtermint! ; quand 
on dit l'or eit 19 fois aufi  denfe que l'eau, 
cela veut dire, l'or contient 19 fois autant de 
parties que l'eau, dans un m&me e l a c c .  

E n  fc reprdkntant la dcnfité comme 
exprimant le  nombre des parties maté- 
rielles d'un volume diterminé que  l'on 
prend pour unité de volume ; il cf? clair que 
pour avoir la maffe , ou l e  nombre rota1 
des parties matérielles d'un corps dom 
le volume efi connu , il faut mu!tiplier la 
deni id  par le volume. Par exernplc, fi la  
dcnGtt  d'un pouce cube d'or eft repréfentte 
par 19 , la quantitd de maticre de I O  pouces 
cubes d'or , Cera 10 fois 19. Ainfi,  repré- 
fèntant gdndralcmcnt la maffe par It' , le  vo- 
l u m e  ou la  folidiré par S & la denfiré Far V ,  
on  aura A4 -- S x D ; par oh i l  fera facile de 
comparer les rnaffes , 1;s volumes & les den- 
fitds des corps. 

Nous verrons dans peu , que Icç rnaffcs 
des corps f i n t  ~roportionnelles à 1 w r  poids; 
ainfi , dans l'uiàge , oa pourra h b i t i t ~ e r  15 

poids à la r n u f i .  
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T p 2 .  U N corps qu i  n'a rcgu qu'une im- 
pulfion, perfdvere dans ion mouvement avec 
l a  même vîteffe, & dans la même direttion 
qdil a eue au infiant ( i 8 i ). Mais 
s'il vient à recevoir une nouvellc irnpulfion 
dans le même fcns , ou en lens contraire de 
la premiere il îe ineut alors , avec une vî- 
teffe taale à la fomme ou à la diffdrence des 
deux viteffeo qu'il a reGucs fuccefivcmcnt : - 
cela eit &vident, 

Donc fi l'on concoit qu'A des intervalles 
dc temps déterminés , le corps reçoive de 
nouvelles impullions , dans le même fens, 
ou en fens contraire de la  premiere , i l  lera 
wu d'un mouvement vnrie! ou intgal  ; fa vî- 
teffe fera diECrente au commencement de 
chaque intervalle de temps. 

Quoi qu'il en [oit, fa vîtcffe au bout d'un 
temps quelconque doit s'efiimer par I'cfpace 
qu'il feroit alors capable de dierire pendant 
l'unité de  temps , fi Ton mouvement deva- 
noit unifarme à compter de I'infiact oh i'on, 
confiderc cette viteKe, 

O n  appelle en gdnéral force accz'IePra:rice, 
Wute force q u i  agit iùr un mobile pour faire 

Q 9 I 
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varier hii mouvcinent. Eorrqu'à des - i1ite.r- 
vallcs de temps égaux, elle agit igalement , 
on l'appelle jorce accilriurrice c o ~ J u n t e  , ou 

force retardatrice con l fmte  , felori qu'clle tend 
à augmenter ou diminiier l a  vîtcifc afiuelle 
du mobile. 

Examinons pre'kntemcnt les circonfian- 
ces du mouvement uniformiment accdldré. 

I 9 3 .  Puifque dans ce mouvement, l a  force 
accdlératrice agit toujours de la même manie- 
re , fi l'on fuppok que :: fait l a  viteffe qu'elle 
communique , .à c h ~ ~ k  unird de temps, il 
ek clair que  les vltegcs îucccEvcs d u  mobile 
Grront p-, 2g, 3g; enforte qu'apès un nombre 
d'unit& de temps marque par t ,  i a  vitené aca 
quile fera g i r i s  autant de fois qu'il JJ a d'u- 
nités dans t ; c'eit-à dire,  fera g x t ou g t ,  

I g ;. Donc 1'. dans le mouvement iini- 

\Cornément accdléré , les nombres de degré's 
de vîteire quc lc  mobile acquiert,  croiffent 
comme les nombres d'intervalles pendant 
iefquels dure le mouvement ; ce que l'on 
exprime, en diîant : L c s  vlrtfes acqur/ès j b n ~  
corn 71e l es  temps écoulés depuis le ccntnence- 
ment du mouverneut. 

Ainfi, fi l'on appelle u l a  vlteffe que IC 
i x b i l e  a ~.cquiCe au bcut  du temps r , 011 a 

2". L.vs i.,c:C*s <tic 1c rmli le  fe tïoave 
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D E ~ / T A T H É M A T I Q U E S ;  2+f 

n o i r  fuccefivement pendant l a  durde de 
chacun des intervalles conCdcutifs , forment 

donc une progrenion a r i t h m d t i q u e z g  .2 g . 
3 5  &c. dont  le dernier terme efi g t ou u ,  & 
dont le nombre des termes eit t , c'cfi-à-dire , 
efl nlarqud par le  nombre des allions de la 
force acc6lératrice. 

3'. Et p i r q u e  ces vîtefis g ,  zg, &c. ne  
font autre c h o k  , chacune, qLx l'eQace que 
le niol.i!e peut ddcrire pendjnt l'intervalle 
correfpondant ( 183  ) ; I'efpace total ddcrit 
pendant le tcmps t ,  fera donc la fomme des 
termes de cette progreilion arithmktique ; 
defi-à-dire ( Alg. 23 2 ) ,  qu'il fera exprimé par 

t ( g  + u j x -. Donc fi l'on nomme e cet efpace 

total parcouru depuis le 
mouvement, on aura e = (g +- ZL ) $; 

I 9 j . Concevons , maintenant , que la 
force accélératrice a g t  fans interruption, ou, 
ce q u i  revient au meme , coricevons q u e  le 
temps foit partagé en une infinid de parties 
infiniment petites q u e  nous appellcrons des 
iiiflants; & qu'à la  naiffance ou à 1â fin de 
c l ique  in i t an t ,  la force accéldratrice domle 
une impulfion au rilotiile. Concevons de 
plus qu'elle agit par degrds infiniiiieiit petits. 
Alors g étant infiniment petite ,par rapport 

I 8 3 
- 
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246 C o u a s  
à u q u i  eit l a  vitcffe acquik  pendant le  
nombre infini d'initatits ~narqud par r , on 

r doit dans l'dquation e = (g+u)  --, omettreg, 
U t  & l'on a fimplement c = ;. 

I 9 6. Cela pofé , imaginons qu'au bouc 
du temps t la force acctldratricc cerc d'a- 
gir ; le corps ( 181 ) perfdvtrera donc dans 
fon mouvement avcc la vîtcire u qu'il aura 
acquife ; c'eR à-dire , qu'A chaque unit6 de 
temps , il ddcrira un efpace = u ( 18; ) ; 
donc s'il continuoit de fe mouvoir avec cttte 
mPmc vîteffe pendant l e  temps r , il décri- 
roi t  un efpace =: u x t ,  c'eit-à-dire, le  dou- 

U t  ble de celui e ou  - qu'il a ddcrit (195) dans 

un temps égal , par l'aQion fucceffive de la 
force acctldratricc. Donc dans Ic nzouvemht 
urziJormtment G. continueZl~rncizt accéléré , îtp 
pace décrit pendant un certain renlps , eJ2 la 
moitié de celui que le mobile eut décrire dans 
un temps égal, avec la v&e e acquiJe , con& 
nuée unifornzérncnt. 

b" 
1 9 7 .  Puifque ( 194 ) les vîteffcs acquifes 

croiffcnr comme les temps dcoulés , fi l'on 
appelle p la vitcKc acquifc au bout d'une 
feconde , alors la vîteffe acquife, après un 
nombre z de îzcoiid:~ , fera p t ; ainfi on 
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U t  
aura u = y t. L'équation c = - trouvée 

2 9 
1 

ci - de f f~~s ,  deviendra donc e z Donc 
fi l'on reprifente par E ,  un aiitre efpace 
décrit de la méme maniere pendant un autre 

p r1 
temps T ,  on aura de même E = ; d'où 

t t - p  T T  l'on concli~ra e : E : ;'- - :  : r t  : T T ;  
ce q u i  nous  apprend que k s  c&aces parcourus 
Jrrn mouvernont unijirrnémrnt & conLinuclle- 
ment acceléré,/cint conzme Ls quarrks des temps, 

I 9 8. Et puifque ( iyq ) les vîteiieSfont 
dans le rapport des temps , les G a c r s  Jont 
donc aufi , dans le rapport des quarrés a h  
Y Lt ffJes. 

1 9 9 .  Donc les vLt~Jes E. les remps , /ont 
comme les racinrs quarrees des elrpaces par- 
murus &puis le conmenccrnent du mouverncnt. 

2 O o. T o u t  cela s'applique dgalement aux 
inouvemcnts uniformément retardLs , pourvu - I 

q u e ,  Far les temps , on entende ceux qui  
reitent à s'tcouler jufqu'h l'extinEtion de la 
vkeffe ; & que par les dpaces , on entende 
ceux reitent à décrire jufquYà l'extiilc?ion 
de la vitcffe. 

2 O I . Dans l'dquation c =F , que nous 
avons troiivie ci-delhs ( 197 ) , la  

Q e  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



248 C O U R S  
ar laqid l t :  nous avons eiitendu la vit-rl?~ qorc: 

Pa force accéidratrice eR capable d'cngecdrcr 
par Con a&tion, fuccellivemcnt/ pendant une 
feconde de temps , eit ce que nous appei- 
lerons l a  force accélkratrice; parce que nous 
devons jiiger de cette force par I'eEet qu'elle 
efi capable de produire daris le mobi le ,  dans 
un temps dCterminé ; effet q u i  n'cfi autre que 
de l u i  communiqiier une certaine vite fi. 

z O 2.  C'es T à l'efpçce de :xouveinent que 
nous venons de coniidtrer , qu'on doit rap- 
por ter  l e  mouvement des corps pefants. 
Mais  avant d'appliquer à cet  objet, la  thdorie 
que nous venons d'expliquer, il efi à propos 
d e  faire conrioStrr quelques faits cocccriiant 
l a  pefanteur. 

Ce qm nous entendons par ~zr2nte i i r  , 
cYeR la force q ~ i  follicite les corps à defcen- 
dre Cui~.anr. des lignes verticales ou perpen- 
diculaires à l a  furface des e a u x  Si la terrc, 
o u  ti la furface des eaux droit parfaitement 
fphdriqxe , les d i r e & i ~ n s  de la pefanteur con- 
courroicnt toiires a u  centre. Afais quoi- 
qiie cettc f~irface ne Coit pas parfaitement 
îpI;driquc , elle s'cn dloil,ne peu ; enPr:c 
que , p a x  les cbirts r , r x  riciis ZI-WIS i 
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traiter, nous pouvons regarder, faiis aucune 
erreur fenîible , les dire&oiis de la p e f q  
ieur , comme concourant au centre de la 
terre. 

Nous avons  déjà eu occafion de dire 
( Giam. ; r 5 ) que le rayon de la terre coilii- 
d é d e  comme fi~lidrio,ue , eit de 1361 i 500 

pieds. De - là il efl aii% de conclure qu' i l  faut ,  
fur la furface de la ter re ,  une Ctendue de 
16 t o i h  pour rdpondrc à u n  angle  d'une 
ficonde au centre de l a  terre. Ainfi, dans 
ilne machine qui auroic 1 G toiles de loilgucur, 
il ne s'en faudroic que d'un angle d'une f i -  
conde , que les d i r d i o n s  de la pcfantcur , 
aux deux extrdinicks , ne fiiffent paralleles. 
Donc , dans rin nzên;e lieu, on peur rec;arder les 
direZions de la peJanteur comme p a ~ ~ a l l e k s .  

Quant à la  grandeur de cette force, à par- 
ler rigoiireükment, elle eit diRérente à dif- 
fÉrcnres difiances de I'dquâteur, & à diffé- 
rents éloignements du centre de la  terre. 
Mais les quan t i tds  dont elle d i f i r e ,  Far les 
cliffirentes difiances oii l'on peut être de 
l'équateur , font tr?s - petites , & ne nous 
importent en aucune maniere , pour le pré- 
&nt. II en efi de i n h e  des diminutions 
qu'elle fiibir à mefure qu'on s'éloigne du 
centre de 1.a terre : elles ne  peuvent Ctre 
fenii t les que par des changements de dif- 
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tance beaucoup plus confidc'rubles que I I ~  

font  les hauteurs auxquelles nous pouvoiis 
nous élcvcr, pu les irofondcurs aukquellcr 
nous pouvons defccndre ; ?infi , nous regnr- 
derons , ic i ,  la petànteur comme une force 
q u i  etc par-tout la même , c'eft-à-dire , qui  
idlicite les corps à defcendre d'une i n h c  
quantité dans un même temps. 

Il faut confidérer cette force. , comnic 
agitlant , & agiffant tgalernent à chaque 
i n i t a n t  , fur chaque partie de la  matiere. Or 
il CR clair que h ckacune des parties d'un 
corps recoit la meme vîteffe , la totalité ne 
fera mue qu'avec la  mCme vîteKc que rece- 
vroit une feule des parties dLtachEe de la 
maffe ; enforte que la  vîteffe que la pefac- 
teur imprime à une m a r e  quelconque, ne 
d6pend point de la grandeur  de cette maffc : 
elle eit la  d m e  pour une petite maKe que 
pour une grande. Il eit vrai, cependant, que 
nous ne voyons pas cous les corps tomber 
d'me même hauteur dans le m&me temps; 
mais cet te diEdrcnce efi i'efkt de la rtfiitance 
de l'air, ainii que  nous le verrons par la  
cuite : auG lorfqu70n laiire tomber des corps 
dans un efpace vuidz d'air,  obrcrve-t-on q;e 
r ies corps très-diEdrect6 e l  m u f i ,  tornbsiir 
ndanmoino d'une metne hauteur dans le 
méixc - t c 9 3 .  
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DE ~ ' I A T H É M A T I Q U E S .  2JjL 

Il faut  bien diflinguer, ici , entre l ' e f i t  
d g  la pefanteur & celui du  poids L'effet de 
la pchnteur efi de  faire paf'rer ou de rendre 
à faire paffer dans chaque partie dc la ma- 
tiere une certaine vîteire , qui  sit abfolunlent 
indtpçndante du nombre des qarties mat& 
rielles. Mais le poils eR dgal a l ' e h r t  q u e  
l'on doit exercer, pour empkcher qu'uiic niaire 
propoCde n'obtiilè à fa pefanteur. Or c e t  ef- 
fort dtpend de deux chofes ; favoir, de  la 
vîteffc que la pefanteur tend à im~r imer  à cha- 
que  partie, h du  nombre des parties qu'elle 
anime ou qu'elle tend à animer. Mais com- 
me Ia vîteffe que la pehntcur tend à impri- 
mer,  eit la même pour chaque partie de la 
matiere , l'effort que l'on a à exercer, eit 
proportionnel au nombre des parties de la 
matiere ; c'efi - à  - dirc , à la maiTe. AinG le 
poids dipend de La moflee, fi &a pe/anreur n'en 
dépend nzdlement. Cette obfervation ,' i l r  le 
$ds des corps , établir ce que no& avons 
avancé ( 1 9  I ) , favoir, que la maffe eft pro- 
portionnelle au poids. 

2 O 3 .  Après ces éclairciffements fur la 
pefanteur , vcnons aux loix du  mouvement 
des corps pçfants. 

~ u i î < u e '  la peîanteur agit Cgalement , & 
fans in~crruprion , à quelque diiiance que  le 
corps îe trouve de la fu r fxs  de la terre 
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( du moins pour les diilances aur:qucl!cs mus 
pouvons nous & v e r )  la pefaiiteur efi c i m e  

une force accél~ra t r ice  conilante , q u i  , à 
chaque infla.it , fait pûffkr d m s  le mobile 
un nouveau degrd d e  vîteiié , q u i  efi tou- 
jours le même pour chaque infiant kgal : 
cn Corse que ( 194 /2w.) les v i tef ia  ac- 
quiîes augnientent comme les temps dcou- 
lés  ; l a  efpaccs parcourus font comme les. 
quarrés des temps , ou comme les quarrks' 
des viteires ; les vîtefles font comme les 
racines quarrdes  des eipaces parcourus ; les 
temps font au15 comme les racines. quarr,ées 
des efpaces parcourus : en un m o t ,  tout ce 
que nous avons dit  des forces accdlkratrices 

i confiantes , s'applique 1ittCralement à la p e h  

fanteirr. Bien entendu , que dans tout  ceci, 
nous faiîons abflraEtion de la rdfiftance do 
l'air & de tout autre abitaclc. 

Il ne s'agit donc ,  pour pouvoir ddtermi- 
ner ,  les t e m p s ,  les e+es , & les viteffes 
dans le mouvement des corps graves,  que 
de cannoitrc un feu1 efret de la pefantecir 
dans 1x1 temps déteriniid. Car les bquations 

p 1' 
u = p t , e  =-- , I ~ O U S  mettront en i t a t  

de ddierininer tous ces objets, d2s qu'unc 
fois nûiis &aurons la valeur d e p .  

Rappelions - nous donc q u e  par p ( i 9 7 ) ,  
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nm1s avons entendu Ia v î t d e  que le mobile 
acquiert au bout d'une feconde de temps. Os 
cn  l a i t  par expérieiice ( & nous verrons par 
la fuite , cornmerit on l'a trouvC1 ) qu'un 
corps à q u i  l'air ne fait  point de réfiilance 
fenfible , mmbe de I pieds 8: & , oii plus 
exaQemeilt , de I s P ,  098 dans la preniiere 
îeconde de fa chîite. 

D'ailleurs n o m  avons vii ( 1 9 6 )  qu'avec 
la viteffe acquife par i lne h i t e  d'accdlira- 
tlons , le  mobile yourroit décrire d'un mm* 
vement  uniforme , un  efpace double, dans 
l e  mGme temps.  Doiic la vite% qu'un corps 
peîant a acqiijs a u  b o u t  de la prernicrc 6- 
conde de fa chAte, eit telle que  fi l a  pc- 
fanteur ce@it d'ûgir , il ddcriroit le double 
de I 5 pieds tc ri,, c'eit-à-dire 3oP , z-à clla- 
que fecon.de. D m c  y - 3 0 , ~ .  

2 O 4. Alaintcnaii t  , l'équation u -F z , 
& l 'dquation e - - '2 nom fonf voir ; la  

2 ' 
preiniere , que pour avoir la  vîtciTe qu'un 
corps [kfant a acquik oprès être tombé pen- 
dant  un nombre t de fecondes , il fiut mh1- 
tiplier celk qu'il acqciert pendant la pre- 
miere feconde , par c e  nombre t de k- 
condcs. 

Donc , lof;/i~'un corps p f u n r  P/I ton2bé Pen- 
d m t  un c e m i n  nunzbre de j lcoildt.rr, la viicJe 
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v e  c O u rt 
p'il a , eJ d i e  que f i  l a  pcfirtierir 
ceJoit d'agir, il dkci-iroit , par chapar /éconde, 
auranr de fiis j op , i qu;il s ' r j t  ccoulé d e j k o n -  
drs. Aiilfi,  un corps q u i  a employd 7 fecon- 
des à tomber , fc meut au bout de 7 fe- 
coiides, avec iine uîtcffc à 7 fois 
3 2' , 2  ou 2 1 7 pieds & par &conde , fans 
aucune nouvelle accéltration. 

P " 2 O j . La feconde tquation e = - =1 

-I 2 1 P tZ , fait voir que pour avoir lYefpacc e ou 
l a  hauteur e dont  un corm ~ e f a n t  tombe 

L i 

dans un nombre t de kcondes ,  il f a u t  mul- 
tiplier f p c'efi-à-dire , la quantité dont il 
tombe dans la premiere feconde , la miilti- 

dis-js , p x  le quarré du nombre des 
Gcondes. 

Donc la haiheiir dom un rorps p f i n r  lornbr 
p e d a n t  un nornhre t de fècondes , c/f d'autant 
dr jois r pieds & 6, qu'ily a d'unités dans le 
p a r 4  de ce nom brc rS<? jëcondcs. AinG quand 
un corps a empioyé 7 Cecondes à tomber ,  
o n  peut être afiurd qu' i l  efl tombC de 49 fois 
I SP , I , c'cil-a-dire , de 740 pieds à t r i 3  -peu 
près ; en fuppofant toujours que la rCliitancc 
de l'air n'ait pas lieu. On voit donc quc 

on cannoît le temps $coulé,  rien n'efl 
plus aifd que de ddrerminer la vîteffe acquis 
Se, & f'efpnce Fzrcouru, 
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2 06. Si 1'011 veur f ivoir  combien de  
temps un corps employeroit à tomber d'une 
hauteur connue : l'équation e = 2 p  r z  , donne 

e r z  -. -, & par copféquent t = r / - +  
i P 2 p 

c'cf?- à-dire , qu ' i l  faut  chercher combien cette 
hauteur e contient de fois la hauteur $ p  dont 
un  corps peGnt rombe dans la premicre fe- 
conde, & tirer la racine quarrdc de ce  noin- 
brc de fois. 

207. Veut-on favoir de quelle hauteur 
un corps pefant devroit tomber pour acqud- 
rir une vîteffe connue , c'eft-à-dire, une vî- 
teffe à parcourir uniformtment un certain 
nombre de pieds ? par feconde. Alors de 1'6- 
quation u = p  r ,  je tire l a  valeur de t q u i  eit 
z = 5; je la îubiiirue dans l 'dqi~ation e = 

Y ,  
u Z  IL' t p t ' ;  & j'ai e c . t p  x L- - ,  qu ih ' ap -  
PP = P  

prend que pour c o n n o h z  kz hauteur e d o m  un 
corps pe@nr devroit romber pour ncquérir une 
v&Je LI d'un certain nombre de pieds pnrjjcorr- 
dz , il jaut divifer Ze gunrré drt CE nombre de 
pieds par le double de la vireJi qu'un corps e- 

c'eJi?d-lzre , par 60 , 4. 
S Janr acquicrr au bout de fa prenzierejcon e ; 

Ainfi , fi je veux favoir de quelle hauteur 
un corps pefant devroit tomber pour acqwé- 
nr une viteffc dde i o o  pieds par kconde , je 
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a j 5  C O U I L S  
divife le quar rk  de I oa , c'efi-3.-dire , i ooso ; 
par 63 , 4 ; le quotient I 6s I m'apprciid 
q i i ' i ~ i i  corps doit tomber de t 6 j  pieds ;, 
pour acquirir une vkeffe de ioo pieds p:r 
fecoiide. 

Il eit &vident qu'on Cc condïiroi t  de rn;. 
mv , pour ddrermiricr à quclle hauteür mon- 
rcra un corps jettd verticalement avec uiir 

vkeff:: connue. 
208. Comme on peut , ainfi  qu'on l u  

voit par ccs exemples , ddterminer facile- 
mene toutes les circonitanccs du mouvement 
des corps pcfai~ts , c'eit à ce5 mouvements 

qz'on rapporte le plus commundment, tous 
Ics aliîres mouvements ; e n f x t c  que fou- 
vcnt au licu de d ~ : i n e r  i ,n in~~~ia re incn t  la 
viteiTc d'un corps , on doilne la hauteur d'oii 
i a i t  d.:i tomber peur acquérir cette 
rite& , par !'at?ion de la pcfa&eur. Noiit 

a x o n s  occafion d'al m i r  des exen~ples.  
Obfcrvons donc pour récapituler , qu? 

toutes les circoi~flaiices d u  mouve~nent accé- 
l & r k ,  & par cofifdquent du mouvemeilt des 
corps graves , font comprXes dans les deux 
&quations u = p  t ,  e - f p c' ; en forte que 
p Ctant connu , dks que  l'on connaîtra l'une 
de ces trois chofes ; le temps ,  l'erpace & 13 

viteRe , on peut toujours trouver les deux 
autres,  Coit irim?l2ia:m1cr-it par l'une ou l'au- 

tre 
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gre de ces deux équations, foit par le concours 
dcs deux , combin%es comme nous venons 
de le faire ( 2 O 7 ). 

Des Mouvements variCs de quelque 
manitre que ce @. 

2 O 9.  LORSQUE le mobile efi roumis à 
l'aaion d'une force q u i  agit  fur lui  ijns inter- 
ruption , mais d'une maniere differente à 
chaque inRant , le mouvement s'ap elle,  en 
gCnéral , mouvemenr varié. O n  a J es exeni- 
ples de mouvement varié dans le dtbande- 
ment des relTOrts : auoiaue la  vîteire aille en 

A L 

augmentant, cependant les degrés par lefqiiela 
elle auffmente vont en diminuant. 11 en efi 
de mêr& des degrés par lefiquels le mouve- 
ment du navire arriye à l'uniformité : l'aQion 
d u  vent f k  les voiles diminue à meiùre que 
le navire acquiert du mouvement , parce 
qu'ii t c h a ~ p e  d'autant plus à cette ;zttion , 
,qu'il a plus de vltefiè. 

2 I O. Les principes niceRaires pour d 6  
terminer les circonfiances de ces mouve- 
ments, fi ddduife'ent facileinent de ce que 
nous avons dit fur les mouvements unifor- 
mes & f u r  les mouvements unifornîdmeitt 
accélérés : Voici comment 'on y parvicnr 

R 
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1". De quelque maniere que Ie mouvement 
foit varié , fi on le confidere par rapport à 
des initailts infiniment yetits , on peut fippo- 
fer que la vitelCie ne change point pendant 
l a  durde de cet initant. Or lorfque le mouve- 
ment: efi uniforme, la viceffe a pour exprefios 
I'ekace décrit pendant un temps quelconque z, 
diviré pûr ce même temps t .  Donc lorfque lc 
mouvmwnt ne k r a  uniforme que pendant un 
initant , !a vîreffc doit avoir pour exprefion , 
l'efpace infiniment petir décrit pendant cet inf- 
tant, diviîs par cet initant. Donc fie reprdfente 
I'efpace ddcrit d'un mouvement variable, pen- 
dant le temps quelconque t , d t. repréfentera ce 
qui cfi dicri t  uniforrntment pendant l'initant 

d e  dt; 'on aura donc u ex, ou d e  = udr;  
premiere épation f o n d m e n d e  des mouvements 
varit%. 

2 I r .  2'- L'dqiiation u = p  t , t roude 
( 397) ,  & qui exprime le rapport des vitelies 
aux temps,  dans les mouvements uniforrnd- 

u ment accéldrés , donne p = - C'eâ-à-dire, 
t g  

que quand la force accélératrice, ou plut8c 
l a  quantite p par laquelle on la mefurc ( 201 ) 
efi confiante, elle a pour exprcllion , la vî- 
teffe u qu'elle engendre pendant un certain 
temps  t , divifie par ce temps t. Donc fi 
cette force accdlCratrice p agit diffircmment 
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D E  M A T H É M A T I Q U L S ,  259 
'd'un Inflant à l'autre ; ê'efi-à- dire , fi elle n'eff 
confiante que pendant un initant , elle doit 
avoir pour exprefion la viteire qu'elle en- 
gendre pendant cet infiant , divifte par cet 
initant ; c'en-à-dire , qu'elle doit avoir pour 
exprefion l'accroiffcment de la vîteffe, di- 
vif6 par l'accroiffernent du temps ; on aura 

fondamenru le des mouvements yariés. 
z x 2. Dans l'dquation u==p  t nous avons 

entendu ( i 67 ) par p , l a  vîteffe que la force 
acctlératrice engendreroit dans le mobile 
pendant un temps déttrmind ( comme d'me 
ficonde ) ; par une aaion continuée & tou- 
jours &gale. Dans 1'6quation du -y d t  , on 
doit  entendre la  même chofe. Mais i l  faut  
obferver qne la force acckltratrice C t a ~ t  fup- 
pofde variabIe , la  quantitk p qui r ep r tkn te  
la viteffe qu'elle feroit capable d'engendrer 
fi elle agiffoit c m m e  force accé!tratricc 
confiante pendant une fxonde  , cette quan- 
titC p eit différente pour tous les initants du 
mouvement. E n  effet, on consoit aiGment 
que ,lorfque la force accdldratrice devient 
plus petite , la  viteffe qu'elle feroit capable 
d'engendrer dans une feconde , par foi1 ac- 
tion aQuelle rkpktde également pendant cha- 
que initant dc cette feconde, doit être plus 
petitc, CI vice vcrsâ. R a 
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z r 3 .  Les deux dquationr de = 'u  d r i  
'& -_p  d r ,  peuvent en fournir une troifieme 
que l'on emploie encore avec avantage : la 
voici. 

de  

d 

D e  1'6quation de - u d r  , on tire d t  = ;, 
fubfiituant cette valeur dans l'équation 
d u = p:4 r , on a ,  toute réduaion faite, 
> & t r ' i u d u .  

2 I 4, Remarquons, que dans le  raifon- 
nernent.par lequel nous fommes parvenus à 
l 'équation du = l p  d t  ( 2 I I ) ,- nous avons 
regardé l a  vitefk comme croiKzntc. Si elle 
albit ç n  diminuant, i l  fmdroit (z  I 1) , au lieu 
de d u  , mettre - dÜ ; enforte &e ' les  deux 

A 

t ? q u a r i o n s d ~ = ~ d r ,  & p d e = u d u ,  doivent 
grre tcrites ainfi , -+ du - p d r ,  p d e = + 
u du ,  le ligne îupérieur t h n t  pour le nio; 
vement accCléré ; & le figne inférieur-, pour 
le  mouvement retardt. 

2 I J .  Il y a une quatrieme équation $on peut déduire des 
deux équations fondameniales, & qu'il ne .faut pas ometire; 
t a  voici : 

' de  
L'équation de = u d l  , donne  u = - ; donc d u  = d 

d r . - 

Subfiituant cette valeur dans 1'kquatici-i p d t  = 2 d u ,  on a 

Si l'on fuppois (comme on e n  eit bien 1- maître) que dg 
d d c  

. b i t  confiant, o n a p d r  =*--, o u p r l t a = k  d d e .  
d r 
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fippofe dz confiant. LarCqu'on fai t  d t variable, on emploie 

Nous aurons plus d'une o.ccafion d'appli- 
quer  utilen-ient ces formules. Mais ne perdons 
pas de vue que la  q u a n t i d  p qu'elles renfer- 
ment , re~rrlfente. pour chaque infiant , la 
vîtcffe que la force acckldratricc feroit Capa- 
ble de faire naître dans le mobile , dans un 
in terval le  de tcn-ips connu , comme d'une, 
ficonde, fi pendant cette Ceconde el!e agi& 
foit comme force accé!4ratrice conflante ; en 
forte que,  comme cette q u a n t i d  p meiiire 
pour chaque infiant l'effet dont la  force 
accêldratrice eit capable , nous l u i  donne4 
rons,-pour abrdger, le nom de force acc& 
lératrice. 

De l'EpiZi6ro entre d f s  forces dircc?ment 
oppojecs.. 

2 I 6. Nous venons de conlidérer le moud 
veinent que doit avoir tin cor s fournis ii 
l 'aaion d'une force qui agit fur f. ui , toujours 
fuivant une même direaion. Mais nous n'a- 
vons pas encore fait mention de la maniere 
dont le mouvement p a f i  dans le mobile. C'eit 
riri objet qu'il n'eft pas moins important 
d'examiner ; ni+ coinme les loix de l a  c o m  

, R 3 .  
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munication du mouvement , ddpendent de 
celles de l'kquilibre , ainfi que noiis le ver- 
rons par la  iùite , il faut commencer par 
nous occuper de cslles-ci. I l  n'eit quefiion. 
pour le  prkfent, que de l'dquilibre entre dcf 
forces direaement oppof'cs. 

Nous reprdfciitcr& les forces, ainfi quc 
nous l'avons dtjà d i t ,  par les effets qu'elles 
font capables de produire ; c'efi - à-dire , 
chacune, par la quantité de mouvement d'u- 
ne maffe dtterminde. Mais pour ne point 
embraffer trop d'objets à la fois, nous con- 
fiddrerons ces maires comme rdduites chacune 
à un leu1 point , auquel, par la penfLe, nous 
attribuerons la m&me qumtité de  matiere 
qu'au corps dont il tiendra lieu. Nous ver- 
rons , par la fuite, qu'il y a ,  en effet, dans 
tous les corps, un print par lequel le mou- 
vement fe tranfmet , comme fi toute l a  mace 
y t t o i t  çoncentrde. Au furplus , nous con- 
fiddrerons les corps ( jufqqu'à ce que  nous 
avertiilions du contraire ) comme compof& 
dc parties abfolurnent dures & Iiécç les unes 
aux autres , de n~aniere à ne pouvoir changer 
leurs fitiiations refpe&tives, par Yaaion d'au- - 
curie force. 

2 I 7. Cela pofk, concevons ( Fig. (;4. ) 
deux maifes A.I & m ; l a  premiere , mue de 
'A vers C avec une vitefie Y; 1a feconded 
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D E  M A T H H M A T I Q U E R ;  263 
mue de C vers A ,  avec une vîtcffe u ;  lorC 
que ces deux maires viendront à fe rencon~ 
trer , elles k feront tquilibre fi l a  quantitd 
de mouvement de 212, efi &ale à l a  quantitk b de mouvement de m ; c'efi-adire ( I 89 ) , fi 
JM Y- TI2 U. 

En effct, il eit d'abcrd évident que  fi M 
eft kgal à m, & qu'en même tsmps les deux 
vîteffes Y & u foient Cgales , i l  y aura é p i -  
libre ; car alors l n  même raifon que l'on don- 
neroit pour proriver q u e  M doit l'emporter 
fur  m , prouveroit aufi  que m doit l'empor- 
ter fur M ,  puifque tout efi BgaI de part & 
d'autre. 
2 r 8. Suppofons prdfentement que M eit 

a o ~ b l e  de m ; mais qu'en meme temps u CR 
double de y; q u e ,  par exemple, M parcoure 
un pied par feconde , & nz deux pieds par fe- 
conde. 21 efi clair que je puis confidkrer M 
comme compofd de deux maires &gales à n ; 
& qu'à l'initant du choc je puis me reprCfenter 
le corps m comme animd d'une v î t d e  d'un 

ied par feconde , à laquelle on ajoute dans 
f e  mérne inRant une autre v î r c f i  d'un pied 
par kconde, Alors je puis me re rdfentcr 
que dans le choc,  la maXe m con /' urne u n e  
de fes vîteffes contre une pareille portion 
de l a  maRe Pd ; & fon autre viceire contre 
la portion égale & reitaste de la maffe M. 

R . k  
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Maintenant , fi au lieu de fuppofer les 
maires M & ni ,  dans le rapport de 2 à I , & 
au contraire leurs vîteBes dans le rapport de 
I à 2 ,  o n  les fuppoh i t  dans tout  autre r a p  
por t  , on voit qu'on pourroit toujours fup- 
pofer la plus grande maffe décompolde cn 
un  certain nombre de maf i a  dgales à la plus 
petite, dont chacune détruit dans la plus 
petite une vîtefl e kgalc à la fienne, en forte 
qu'on peut ttablir comme gknéral, le prin- . - -  
cipe luivant. 

PRINCIPE  FONDAMENTAL^ Deux COVS qui 
agiflerrt l'un Jir l'autre , fuivant drs  lignes 
dircc?ement op,vo/2es, fi font kquilibre , l o f i u c  
leurs qunnrirh de mouvemrnr jont igales ; 
c'eit-A-dire, lorfque le produit de la nlaffe de 
l'un , par la vîtefic avec laquelle il tend à 
fi mouvoir , eit tgal a u  produit de la maire 
de l'autre par la vîtetGe avec laquelle il tend 
aufi h fe mouvoir. 

Cette propolition a lieu gkndralement foit 
qu'il s.'agifle de deux corps q u i  marchent 
librement au devant l'un de l'aurre , fuit  qu'il 
foit quefiion de deux corps qui fe 
à l'aide d'une ligne Ik;' m inflexible & fans 
mafie; [oit enfin qu'ils fe tirent en fens con- 
t ra i re ,  à l'aide d'un fil inextenfible M nz. Et 
riciproquement fi deux corps fc font Cquili-  
bre , on doit conchre que  leurs mouvements 
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font direEretnent oppoEs , & que leurs qiian- 
titts de msuvement font égales. / 

2 r 9.  Donc fi trois , ou un p!us grand 
nombre de corps M ,  ni, ln', &c. ( Eig. 5 5 ) qui 
fe meuvent ou tendent à îe mouvoir h r  une 
même ligne , avec des vîtcffes y ,  u ,  u' fc 
font équilibre , il f a u t  que la fomme des 
quantités de mouvement de ceux q u i  agiffent 
dans un fens , foit &gale à l a  foinrne der 
quantitks de mouvement de ceux qui agiffcnt 
en fens contraire. 

Car s'ils fi font dqiii'ibre , on peut  tou- 
jours fuppofer que M & m allant du  même 
îens , rn détruit une partie du  mouvement de 
ml, & que MdCtruit  l'autre. Or,  fi l'on nom- 
me x la viteffe que rn' perd par l 'aaion de 
m, on aura m ' x  pour la  quantitd d e  mou- 
vement qu'il perd par cette m&me aaian ; 
on aura donc m u  =ml x : le corps 17.1 n'aiira 
donc plus à détruire dans nz', que la quan- 
titd de mouvement refiaiite ; Cavoir , ml u' - 

1 m1 x ; on aura  donc My= m' uf- n2 x ; ou, 
à cade  qiie m f x = m u  , on aüra M y= 

I m' u'- m u ; c'eft-à-dire, hl y-+ m u = m' u , 

2 2 O. rdom fiippoferons encore que les mai: 
Tes auxquelies leiont appliquees les forces 
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ilont nous allons parler , font concentrEcr 
en un point. 

O n  appelle &loiwement compoji!, celui que 
prend un corps îollicité en meme temps par 
plulieurs forces qui ont telles direQions qu'on 
voudra. 

Si un  corps M mu fuivant la ligùe droite 
A B  (Fig. 56 ) recoit lorfqu'il eit arrive au 
point M une iniplkon fuivant une ligne ND 
perpendiculaire à l a  ligae A B , cette impul- 
fion nc peut produire d'autre e f k t  que de 
I'tcarter de la ligne AB ; elle ne peut ni aug 
menter, ni diminiier la vîteire qu'il avoit pour 
sYt?loign& de CD perpendiculakement à Eette 
ligne. En effet, f a  dircaion C D  étant per- 
pendiculaire à A B , il n'y a aucune d o n  
paur que  la forte qui  agit fuivant CD pro- 
duire un effet plutôt à l adro i te  qu'àla gau. 
che de cette ligne ; & comme elle ne peut 
en produire des deux c ô t h  à la fois, elle 
n'en produira donc ni de l'un ni de l'autre. 

Le raifohnement efi le meme , fi l'on fup. 
pak  que le corps M Ctant mu hivant CD,  
vient à être frappd fuivant N B  ; cette der- 
niere force n'ajoutera ni n'ôtera rien à la 
vîtelfe avec laquelle le corps M tendoit à 
r'éloigner de hl B. 

2 2 1. PRINCIP-E FONDAMENTAL, Si derrx 
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@ces P & Q ( F k .  57 ) d o m  les dirc&onsfont 
uJ angle droi t ,  agflent au mtme in..ant j i r  un 
inobile M ; que La force Q /oit rdit ,. que pdr 
jân aaion inJanmzéeJur lc m o b i k  , e l le  puzJe 
b u l e  lui f i ire  parcourir M B dans un r c n p  
dt2enniné comme d'une feconde ; la  force P 
telle qu'elle puiJc jeule lui faire parcourir M D  
d..ris le nttme rcnzps , j e  dis que par L3ac2iorz corn 
pope de ces d t u x f i ~ c e s ,  le mobile M décrira, 
dans le mkme remps , la hagonaLe ME dupa- 
rallélogranzme D M B E qui a pour côtés  cesr 
mtmes lignes M B , M D. 

Puifquc les deux forces agifient aii même 
initanc fur le mobile, on peut iùppofer qu'il 
t to i t  en mouvement iiir la ligne P D ,  & 
qu'au moment où. il arrive au point Al ,  la 
force Q perpendiculaire à PU vienr à agir fur 
lui ; or felon ce qu i  vient d'être dit ( ~ l z o  ) 
cette force Q ne peut ni augmenter ni  ral- 
lentir la viteffe qu'il avoit pour s'éloigner de 
QB ; donc fi par le point D on tire D E pa- 
rallele à M B , il faudra qu'au bout d'une 
Fecondc i l  Te trouve fur quélque point de la 
ligne D E dont tous les points font éloignks 
de QB , d'unc q u a n t i d  égale à MD. 

O r  le r n h e  raifonnement que nous fai- 
fons pour la force P à lJ6gard de la force Q, 
s'applique mot  à mot à la force Q par rapport 
à la force P ; donc fi par le point B 04 tirs 
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BE parallele à P D , l e  corps doit,  au lioiir 

d'une feconde, Ce trouver lur quelque point 
de BE. hiais il n'y a que le point E qui foit 
tout  à la fois îiir DE & fur BE ; donc Ic 
mobile, au bout d'une feconde , îera en E. 

II eit d'ailleurs dvident ( I 8 I ) que quelque 
route que le mobile prenne ar l'aoion inf- P ?antanie des deux forces , el e doit être une 
ligne droite ; puifque d2s qu'elles ont agi , le 
mobile eit abandonné à lui-même ; donc puif- 
que cette route doit parier par ili & par E elle 
doit être M E  , c'eit-à-dire , la diagonale du 
paratMogramine U M B E .  

Ajoutons que le mobile dêcrit ME d'un 
mouvement uniforme, puifqu'immCdiatement 
après l'aaion compofëe des deux forces, il 
eft .abandonnt? à lui-meme ( I 8 I ). 

z 2 2. Puiîque les deux forces P & Q agiG 
Tant conjointement fur le'mobile n'ont d'au- 
tre effet que de  liii faire ddcrire la diagonalé 
ME; concliions donc O. qu'A deux forces dont 
les direfiions font un angic droit , on peut 
toujours en fubfiituer unc feule, pourvu que 
celle-ci puiffe faire parcourir au mobile, la 
diagonale d'un paralldlograrnme reEtangle , 
dont les côtds feroient d k r i t s  dans le rnêmc 
temps chacun idparëmenr par lYaQion de la 
force dont il cil la direaion, 
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La force unique ME qui réfulre de I'aaion 
des deux forces M B ,  ?dl), s'appelle Iri r+l- 
tante de ces deux forces. 

Comme les lignes M B , M D , r e p r é h -  
tent les effets dont les forces Q & P &nt 
capablçs Eparkment , & M E  celle dont el!es 
font capables conjointement, on peut regar- 
der M B  , MD, M E comme repr6fentant ces 
forces elles-mêmes. 

2". On pourra donc, a u f i  coilfidérer une 
force unique quelconque A I E ,  comme étant: 
le tt5fultat de deux autres forces M B ,  M D  
dont les direRions feroient eiitr'elles un an: 
gle droi t ,  pourvu que celle-là étant rcpr6- 
fentdc par l a  diagonale ' X E  , ces deux-ci le 
foient par les côtés &I B , M D  d'un même 
parallélogramme rettangle. O n  pourra donc 
à la force unique ME , -i;;ibfiituer les deux 
forces A2 B & M D  ; puifqu'en eEet ces deux 
forces ne ~roduiroient aue AIE. 

I 

2 2 3. B n  génerai ? ,que~guc angle que fiz 
fent en t i e f l e s  les direchans des deux firces P 
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470 C O U R S  
firces , il e h  dicrit le côré qui reprepntr ceut  
dernitre force. 

En effet, concevons que par le p o i n t - M ,  
on mene F h l  H perpendiculaire à la diago- 
nale hl & ; & que par les points D & B on 
mene les lignes LI F ,  B H Farallelzs , & les 
lignes 136, B l  perpendiculaires à cette me- 
m e  diagonale. Au  lieu de ta force P repri- 
fentde par 1II D diagonale du parailélogram- 
m e  rcEtângle FLM G 0 , o n  peut ( 2 2 2 )  pren- 
drc les deux forces -MF & MG. Par l a  memc 
r a i h n  , on peut , au lieu de la force Q 
reprdkntéc par la diagonale iLB du parall6- 
lograrnme rettangle M H B I ,   rendre les 
deux forces M H & MI. O n  peut donc, aux 
deux f ~ r c e s  P & Q fubrtituer les quatre for- 
ces M F ,  M G ,  M N ,  Ali; & celles-ci ne 
peuvent  manquer d'avoir la même rtfultante 
que ces deux là. Or de ces quatre forces les 
'deux M H ,  M F ,  ne contribuent en rien à la 
r6fulcanre,  parce qu'elles ag i f in t  fuivant des 
'direikioris oppofées , 8 qu'elles ionc Cgales. 
E n  effet ,  il efl aird de voir que les deux 
triangles D G M ,  & E I B  font &aux , par la na- 
ture du paralldlogramme ; donc D G = B I , 
donc ~ u l f i  M F  ;- M H. 

Quant  aux deux forces MI ,  MG, comme 
elles font dirigées fuivant  une meme ligne, 
i'cffet qui en rdfdte , doit  t u e  la fomme 
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des deux effcts JI G , AI i ( Fig. 58 ) , parce 
que ces forces agiKent-dans It: même iens; 
& doit être leur difflrence ( Fig. jg ) , parce 
qu'clles agiKent cn fens contraires. Mais 
puifque le triangle E I B eR kgal au triangle 
D G M ,  on a (Fig .  5 8 ) M I + M G -  
M l t E  I = M E ;  & ( Fig. 5 9 )  M I -  
IC1 G = M I - E 1 - ME ; donc l e s  quatre 
forces MF, MH, M G ,M 1, & par confi- 
quent les  deux forces MD, n/lB, n'ont d'aurre 
effet que la force M E  repréîentde par la 
diagonale du paralldlogramme D ICI B E , 
dont  les deux côtts &I B, M D  reprtfentent 
les deux fcrces (9 & P. 

2 2 4. Nous avons, dans ce q u i  prkcdde, 
reprdrenté les  deux forces P & Q ( $7 , 5 8 ,  
& $9 ) par les lignes ML?, hl B qu'elles fe- 
  oient capables de faire ddcrire dans un même 
temps, au mobile M , c'elt-à-dire , par les 
v i t e f i s  qu'elles peuvent lui communiquer ; 
quoique, M o n  ce que nous avons dit ( I 89 j , 
la mefure v4ri;ablc des forces, doit etre la 
quantitd de mouveme'nt qu'elles font capables 
de produire. Nais comme les quantitds de 
mouvement ( rgo ) i j n t  dans le rapport des 
vîteffes , quand la mare  eR la m&ne , ,sinfi 
q u e  dans le  cas prdfent ; oii peut toujours 
prendre, comme nous l'avons fait , les vîtei: 
îzs MD, MB, pour reprtfenter ces deux forces, 
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S7a C a u a s  
Mais fi au lieu d'avoir immddiatement les 

v î tç f fes  que les deux forces P & Q peiivent 
engendrer dans le mobile hl, on avoit les 
quantités de mouvement qu'e'les peuvent 
produire dans des mâ&s connues , alors on 
prendroic L ,  D & M B , dans le rapport de 
ces quant i t t s  de mouvenieilt. Par exemple, 
fi je ne  coiinoiKois les forces Y & Q, que 
Fa r  ce caractere ; que  la force P efi capable 
d'engendrer une vîreffe connue u , dans une 
maiTe connue na ; & que  la  force Q eCr Capa- 
b ie  d'engendrer unz vîteffe connue u1 , dans 
une maire connue ml , alors je prendrois 
B D  : IlJB : : nt u : ml u'. Car , felon ce que 
nous venons de voir, il faut  prendre 121 D : 
N B d a s  le rapport des vîteffes qus ces 
deux forces peu3 -nt  inlprirner au mobile hl; 
or la prLriicrt: &tan t  czpable d'engendrer la 
guanfiré  de rnciiveinenc m u ,  efi capable de 

rn u doiiiier au mobi!e i l Z  la vîtclre ( I 89 ) ; 
par la m t m e  railroi1 , l a  fecondt:, ou la  forc:. Q 
efi capable de donner au mobile M ,  la vitefie 
Y??' u f  - -- ; il fàudroit donc prendre Jf D : AiB : : A? 
m u  m f u ' ,  m u  m f u ' .  - . _-_ 
32- ; Jf , niais - 

/K ' z-" 712 u : d u 1  ; donc, 

il faut en  e f k ,  faire MD : MB dans le rapport 
des qurititds dc mouvement q u i  mefurent les 
forces Y & Q. 

Cette 
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Cette rdflexion efi utile pour comparqr 
les effets de diffircntes forces appliqudes A 
diffkrents mobiles. 

I,a propofition gdnérale que nous venons 
de ddmontrer ( 223 ) , elt d'une très-grande 
utilité ; prefque tour ce que nous dirons par 
la fuite, n'en k r a  qu'une application. ' 

2 2 5. On voit donc qu'il cfi abiolument 
indiffdrent de regarder un corps comme fol- 
licitk var I'aaion combinée des deux forces 
MB , k~ (Fig. 5 8 & 59)  , qui  font entr'elles 
tel angle qu'on voudra, o u  de lc regarder 
comme fdlicité par Saaion unique de la 
force reprdfentde par la diagonale ME. 

Et réciproquement, i l  revient abfolurnent 
au même , de confidirer un corps comme 
follicitt? par une force unique M E , ou dc le 
confiddrer comme follicitb en niérrie temps 
par deux forces qui f e r~ i en t  reprdléntées 
1 1 ~ -  les cÔtds d'un patall8logramme , dont 
celle-là kroi t  la diagonale. Par exemple, 
qu'un corps parvieme de A4 e n  E ,  par un 
mouvement uniforme , en nnc reconde de 
temps ; ou bien qu'il fa meuve fur la ligne 
M B ,  d e  maniere à la  parcourir dans une 
.feconde de temps , & qu'en meme temps 
cette ligne foit tranfportte paralielement à 
elle-même le long de M D  , & qu'elle par- 
ooiire N D  aufi $qu une leconde, le corpp 

., c' 
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'dans ce fecond mouvement fe trouvera éga- 
lement,  ne ddcrire autre chofe que la kigoc 
ME. 

2 2 6. Les deux forces M B , ' Al D Te 
rencontrant au point M ,  font niceifairemerie 
dans un meme plan ( Géom. 174 j. Puis donc 
gii'elles ont pour réfultante la diagonale 
.ME, qui eR dans le Fiari du parallélogramine, 
on peut dire g&ndralernent, que deuxfurces 
qui Je rrncon rent ,fint roujours dans un m h  
plan avcc la ré/ufzante. 

De ZB Cornpojilion C de lu Décoiizpoj;ttion 
des forces. 

2 27. .NON-kulement on peut , par le 
principe que nous venons d'expoîcr , réduire 
à une feule , deux forces qui  concourent, 
& ddcompofer une force en deux autres ; 
mais on peut , en gédral  , réduire à une 
feule force , tant d'autres ~ C C S  qlre l'on 
voudra , lorfqu'eiies font dans un. même 
pian , o u  l ~ r f ~ n ' e l l c s  fe rencontrent toutes 
en un même point. Er réciproquement, on 
peut décompofer une ou plufieurs forcas, 
en tel autre nombre ,de ,forces que l'on 
voudra. 

2 2 8. Mais avant de faire voir comtmnt 
on y parviéht, il faut obferver que lorfqu'une 
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force P ( fi . do ) agit fur un corps, h i t  f? pour le pou er , foit pour. le tirer, il importe 
orii à quel point de , l a  direaion de cette 
h e ,  o n ,  TU&OTC que ion allion foit appli- 
qu6e. Par excmple , c'eft la même choic, 
que la force P tire le corps C 
P à l'aide d'une verge inflexi 
rnaffe ou d'un fil inexteniible & Tans maBe ; 
c'eit la même chofe ', dis- je, qu'elle le tire 
par le point P , o u  qu'elle- le tire par le 
point A ,  ou par le point B , ou par le 
point C, ou  qu'elle le pouffe par tout autre 
point D liC avec ce cor S. Tant  que Ton P aaion s'exercera fuivant a même direaion, 
elle aura toujouts le même effet. La diL 
tance ne peut influer qu'autant que l 'aaion 
de la puiffancc Ce tranfmettroit A l'aide de 
quelque iiiitrumcnt , comme levier ou corde, 
dont la mage partageroit I'a&ion de la puif? 
fànce ; ce que nous excluons ici. 

Ainfi, fi deux forces P 8E Q ( Fig. 61 ) 
dirigdes dans un  même plan, h ivant  les li- 
gne; A Q, B P tirent ou pouffent un corps 
par les deux points A & B ;  ce corps n'eit 
pas autrement Mlicit6 qu'il le kroi t  , fi les 
deux forces fe tiroient toutes deux Dar leur 

-C 

point de concours 1, en reitant toujours diri- 
gCeo de la même rnaniere. 

S a 
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~ 7 6  C o u n . s  
Cela poB , venons à la con~pafition b: a la décompofition des forces. 
2 2 9. Supp~îons  quatre forces P , Q, R , S 

( Fi . 62 ) dirigées fuivant lcs lignes UP,AQ, 
B 16, T S  toutes dans un même plan. Prolon- 
ÿeons d'abord, par la penfie, la direaion PO, P 
jufqu'à ce qu'elle rencontre A Q ,  au point A:' 
& fuppofanr que A D, A E font les efpaces 
que les deux forces P & Q pourroient ref- 
peLlivernent faire décrire à un meme mo- 
bile , dans un temps dCterminé , comme 
d'une feconde ; fi l'on forme le paralldlo. 
gramme A E I D  , l a  diagonale A I ,  repréfen- 
sera ( 2 2 3  ) l'effort r&fultant des deux forccs 
P & Q ,  & pourra par confdquent tenir lieu 
de  ces deux forces. 

Coqcevons mainte~iant, que A 1 prolong6 
rencontre en B l a  direaion BK de la  force K ;  
& ayant pris B M Cgal 3 A 1 ,  fi l'on prend 
BF pour l'efpace que la force K eO capable 
de fidire dtcrire en une feconde , au même 
mobile que ci - dellus : alors ft;ppolant la 
farce Al appliquée en B ; puifque cette force 
efl reprtfentde par Bhî= AI, de fon concours 
Caaion avec la  force 1E , il ~Cfulrera une 
force unique reprdfentée par la diagonale 
BG du parall~logramme B&2GF : cette force 
tiendra donc lieu de la force R & de la force 
A I  ; c'efi-à-dire , tiendra lieu des trois forces 
di,Q&P. 

1 
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Enfin coilcevons que G prolongde , 
rencontre en C, la direaion 7'5 de la force S ,  
& faifons C K - B G ; fuppofoiis que ' C H  
reprdfente lYe@ace que la force S peut faire 
décrire dans une Ceconde , ail même mobiIe 
que ci-deffus ; alors concevant la force B G , 
a p p l i q u t e  en C fûivanr C G , & rep;dkntde 
'par C K ; du concours de cette force avec la 
force S, il r6fultcra un effort unique repré- 
EziitB par la diagonale C N d u  parai16!o- 
gramme CH FK. Cet te  force tiendra donc 
lieu de la force S & de la force CK ou BG ; 
elle tiendra 'donc lieu des quatre forces P , Q, 
R, S: elle eR donc la rdfuultante de ces quatre 
forces. 

On voit donc par-13, qu'on peut toujours, 
& comment on peut r tduire 3 une feule 
force, .tant de forces qi;e l'on voudra , lorî- 
qu'elles font dirigees dans un i n h e  plan. 

2 3 O. Cec exemple fait voir en même 
temps 5 comment on peut, ?I une feule force, 
en Eubtcituer tant d'autres quc 1'011 voudra ; 
& quelles conditions ces autres doivent 
avoir. 

Par exemple ( Kig. 62)  au lieu de la force 
unique B G, on peut en formant un parallé- 
logramme quelconque B P G , dont B G 
foit la diagonale , prendre deux forces 
reprkfentées .par B P & .E M. Et comme 

s3 
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on peut fupporer chacune de ces deux farces 
appliqudes à tel point de leur direaion que 
Son voudra, on peut tranfporter B M en ;4 1, 
l e  point A étant à telle diitance qu'on vou- 
dra de B , & former fur 2 1  un aitre paral- 
1Clogramme quelconque A E I D ; alors on 
*eut 'hbfiituer à la  force A l ,  deux forces re- 
préknrées par A B & A D ; enforte qu'à l a  
force unique E G , on aura fubflitud les trois 
forces B F, A E , A L? qui produiront le 
même effet que celle-là. 

2 3 I. Remarquons que puifqu'il n'y a 
d'autre coiidition pour ddterminer les forces 
A D , A E , h o n  qu'elles foient exprimées 
par les cô~6.s A D y  A E, du parallClogran~me 
A D 1 E dont A 1 k r o i t  la diagonale, ce q u i  
peut avoir lieu ~ ' U I I P  infinird de manieres , 
foit quc le paralltlogramme ADIE [oit dans 
le plan du para.ik%grarnme *44 G , ou 
qu'il foit dans tout autre plan ; on peut dk- 
compofer une force quelconque B G , en 
t an r  d'autres qu'on voudra , & qui  foient 
dans tels plans qu'on voudra. 

Nous verrons par la fiiite , l'ufage de ces 
comporitions & d6compofitions de forces. 

2 3 2 .  On voir, par l'exemple de ddcorn- 
pofition que nous venons de donner, qu'on 
peut a a j e t t i r  , fi an le veut, quelques-unes 
dcs forces à paffcr par ccrtaiqs points don* 
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nés , & même à être d'une grandeur ddter- 
minée ; à être paralleles à certaines lignes 
donntes ; en un mot ,  à Catisfaire à certaine$ 
conditions domdes. -par exemple, fi l'on 
avoir une force repdfentde par ia ligne A B 
( F L ~ .  63 ) , & qu'on voulht fubitituer 'à 
cetrt; force , deux autres dont l'une pafsâc 
par un point donnC O ,-fut .  parallele à une 
ligne d o n d e  de  pafition ST ,  & fût en même 
temps d'une certaine grandeur S K ; c'eit-à- 
dire . telle qu'elle pîit faire décrire S K  à' u b  
mobile, dans 1è Même temps que f a  force 
repr6f&t8c par AB, fcroit ddc rk  au rnêmq 
mobile la ligne A B ; voici tomriieni: an* fi* 
tisferoit à cette queilion, d'après les principes 
y rPcédents. - 

Par le point O , on mencroit O Y oar+allela 
à S T', & q u i  ,rencontreroit A R in quelque 
point V. On prendroit PR= S K ;  & R Q A 
AB ; alors menant K Q  , on l u i  meneroir par 
le point V, la parallele Y H, que l'on ter* 
mineroit e n  N , pw la ligne Q parallele 
à V R ; VK feroil: la force demandde , & 
IrH feroit celle qui, conjaint-elnent avec yK, 
tiei-idroit lieu de VQ , ou de AB. 

La folution quc-nous dontions , nc cené 
d'avoir licu , que lorfque la ligne S Teit pa- 
rallele à A B ; mais an verra dans peu , ce 
qu'il y a à fairo dans ce cas. 

/- s e  
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z 3 3 .  Remarquoiis que puifque les deux 
forces c~mpofantes P & P (Ji,;,, 5 8 & 59) dtnnt 
reprkfenrtes par les deux côtés M D , A1 B , 
du parallClog~amme D MBE , leur rdfultante 
doit ntceifairemcnt être reprdfentke par la 
diagonale ME du même parallélogramme , 
on a , e n  nommant R cette rdfuitante, P : 
R : : . i z / l D r M E , &  Q.: 3:: M B : :  M E ,  
c9efi-.à-dire ,* 2.: Q i R : : dd Lf r & I l 3  , M E  , 
ou ( à c a u f e q u e  h S D - B , E $ ; :  B E :  M E :  
ME. Or dans le triangle IUBE, on a ( Gio~n. 
299) BE : MI?: ME::j2n B M E  :Jn BEM:  
&n M 14 E7-ou à cade des\'Faalleles BE & 
AIDqui:drmnentfangleBE Al= D M E , &  
l'angle M B E ilppktmear:de BA4 0,  & par 
confdqu&t (Giom. 275)Jiil i Z 1 B E ~ j i n  BAfD, 
an a B E  : M B  1 ME :1#nBNE : f i t  DAfE: 
j n  B 4 f D ; d o n c  P.:@! ~ : : b  Z ? M E : / ~ ~  
D b 1 E : f i n B M D ;  oùl'on voit que Iii'on 
fuppofe la force çxpr-imde par /in B M  E ,  
la force Q Ie fera par-jn D ME ; la force K 
le fera par F r 1  B ML? ; c'eit - à - dire, que 
deux f i a s  cornpo$anres 8 leur r é f i h h e ,  peu- 
vmt toujoirrs ~ r c  repréfintrés , chacune, par 
Jnus de 1 angle compris e-e /ex dimitions des 
deux autrcs. 

ï 

A î n f i  , on peut employet indiKiremment 
pour reprdCenrer les forces , ou des lignes 
priEs fur leurs direfiions , ou 'les finus des 
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angles compris entre leurs direRions , pdur* 
vu qu'on prenne pour chacune, le finus de 
l'angle compris entre les direQions des deux 
autres. 

Cette derniere maniere d'exprimer les 
forces , a aufi  Ces avantages particuliers , 
comme nous le verrons par la fuite. 

2 3 4. Si du point M comme centre 
( Fig. Qq & 61 ) , 8i d'un rayon quelcon- 
que A1 El on ddcrit l'arc de cercle HE' G qu i  
rencontre en G & H les direQions , pro- 
longdes, des forces P & Q ; & que du point L# 
on mene E'F , EfX perpendiculaires iùr MD, 
M B ;  & du point H , N L perpendiculaire 
fur A4 D. II efi facile de voir que A' F , E' F, 
HL font rekeaivement  les finus des angle9 
D M E , B M E &  ClMD;on a d o n c P : Q : R : :  
E ' I :  E ' F :  HL. J 

2 3 5 .  Concevons maintenant q u e  les di* 
reQions des dcux forces f & Q f Fig. 66 & 
67 ) , pa ran t  confiainment par deux point4 
fixes K & M ,  leur point de concours M s'i- 
lûigne de pius en plus ; il eR vifible que Ir* 
finus * des angles BME,  D M E  & B M D  
approcheront , de' plus en plus , de fk con- 
fondre avec les arcs E' N, E' G , G W ; donc 
fi le point M s'éloigne à l'infini, A' F, E' I  

* II faut fi rappeller (Géom. obtus, ef  le même que cefui 1 171 ) que le fillus d'un angle. de bn G~pl6ment, 
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& HL Te trouvent tous appliquis fur l'arc 
G H q u i  devient une ligne droite perpendi- 
culaire aux deux lignes RIK & k2 N ,  q u i  

our lors font paralIcles eiitr'clles & à la 
Pigne M E ; & puirqu'on a toujours P : Q : 
R : :  E t i : E ' F :  H L ;  H L  devenant alors 
égaleà E' I+EJF(Fig .~6)  &=E' I -E 'P  
j F L ~ .  67 ) il s'enluit que  h f q u e  deux forces 
3' 15 Q ( Fig. 68 C. 69 ) ont des û'irediorzs 
paralfeLs , io. Leur reffilrante kur eJporo l l r l ,  
zO. Que fi on tire une Ligne F 1 perpendiculaire, 
u ces db-eC?iorls, chacune de ces forces eJ re- 
p+nti:e par la parrie de certe perpendiculaire , 
contprfe entre les direifions des deux autrcs. 
3". Li rt$%ltarire eJ égale à la  fornmc des dtux 
compo$ntes, 10 fgue celles- ci agrJeenz dans un 
m t h e  fins ; E. égale à leur dL$érencc, lo fqu'rlles 
og~JGenr en fins conrraires. 

2 3 6. h X q m  l'on a (Fig. 68 & 69) P :  Q : 
R : :  EI:FE:Fl:onadoncP:Q::EI:FE 
& P : R : :  E l :  F I ,  c'&-;-di;,, que des 
&zx compoJntes paralleies, t. Zrur ré/uftaante, 
deux q~eZconques , /ont toujours enrrJeZles réci- 
proyrrcn:tnr carnme les deux perpendiculaires 
m d e s  fur leur dueii!ion, d'un mênre poinr pris 
Jllr la direilior~ de la troipeme. 

2 3 7. S; l'on tire arbitrairement 13 ligne 
ABC,  on a u r a (  Géom. 1 0 2 )  U ç :  A B :  
A C : :  EI:PE:FI. Onauta doncaufiP: 
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Q : R : : B C: AB : A C; c'efi-;-dire , qu'en 
gknkral  : /i l'oz coupe les dircu7ions des deux 
jorccs pni-alleks , E. de Llrr reJXanrc , par 
une ligne droite rncnée contntc on le voudra, 
chacune de ces fvrces peut roujours h - r  repré- 
jntê'e par la parric de cette droite , conlprijë 
errtrc les direS2ions des deux autres. 
2 3 8. De-là il eit aird de conclure com- 

ment on doi t  s'y prendre pour trouver la 
r d h l t a n t e  dç plurieurs forces paralleles ; & 
rtciproquement pour fubitituer à une force 
quelconque , tant d'autres forces paralleles 
que l'on voudra. 

Par exemlle s'agit 61 d e  rtduire à une 
feule, les eux forces P & Q ( l i g .  68 ) q u i  
agiffent dans le même fens ? J e  mene la ligne 
qÜelconque A BC : la rdiùleante R doit &re 
égale à P + Q ( 2 3  5 ) : il ne s'agit donc que de 
trouver le point B , par où eile doit @Ter. 
Or ( 2 3 7 ) o n a P : R : :  B C : A C ;  c'cftà-dire 
P : P - t Q  :: B C :  A C ;  i l f a u d r a d o n c  
prendre entre les deux points R & C, un point 

P x A C  ,B tel que l'on ait B C = * 0' 
Si les deux forces iiei(r&i; en Fens con- 

traires ( Fig. 69 ), la réfuitante fcra &gale à leur 
diffdrence ( 2 3  j ) , c'efi-à dire , fcra P - @, 
ou Q -P. Suppobnç  P plus grand que  Q. 
Ayant tiré arbitrairement la ligne AC, il B u -  
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dra la prolonger au-delà de A par rapport à C 
d'une quantité A B ,  telle qye  l'on ai t  P : R ;: 
BC: AC(zj7) ,ou  P ; P - Q : : E C : A C ; c ' e i t -  

P x A C  à-dire , p ' i l  faudra yrendrc B C = p- - 0' 
Si Q Ctoit   lus grand ,que P , 16 point B 

iéroit fiir Ie prolongenient de h! C, au  delà 
dc C par rapport i A. 

2 3 9 .  Si l'on wo i t  une tr~ificrne force 
K ( F i g .  70 ) ; alors après avoir trouvd la 
rdfiltance R des deux forces Y & Q', on 
chcrchcroit  la rtfultante S des deux forces 
R 8i: 1- , comme s'il n'y avoit eu que ces 
deux-ci ; c'cil- à - d i r e ,  prdcifdrncnt comme 
on  vient dc I'enfeigner dans l 'arricle pi- 
cédcnt. 

Y T' 

2 40. Donc rk+proqirernene , fi l'on 
1 - d o i t  d&ompofèr une' force quelconque 
R , en deux autres qui  lu i  fuKenr paralleles 
( I.i,o; 68 & 69 ) on prendrait arbitraire- 
iceiir une ligne ,B  parallele à la direaion de 
la  force R ; & ayant pris cette ligne polir la 
tiircL1ion de l'une des con~pofaiites, on preii- 
dra arbitrairement pour  la valeur de cette 
conpofantc , une quant i t f  quclcorique P 
plus p i t e  que R , fi l'on veut que les deux 
compofantes agiffent de part  & d'autre da 
$a force R ; alors la feeonde c o m p o h t e  , 
que j'appelle Q , doit être Çgale h R - P ; 
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& pour avoir fa polition, i l  ne s'agir plus que 
de mvner la l igne quelconque C B A ,  & de 
prendre îur  le prolongement de A B , la par- 
tie B C telle que l'on ait  Q : P : : A E : C E  ; 
fi par le p i n t - ~  on mene Q C para!lele à RB, 
ce fera la dire fiion de la force Q. 

Mais G l'on veut que  les dCux compof II- 
tes foient d'un même côté, auquel cas elles 
doivent agir en fens contraires ; alors on +u t  
prendre pour P , une quan t id  quelconque, 
plus grande ou plus petite que R,  & q u i  dans 
le premier cas agiife dans le meme fens que 
R , & en fens contraire dans le Cecoiid cas. 
Ayant pris une ligne PF parallele à RB, pour 
l a  direfiion de  P , on prendra fur l a  ligne 
quelconque BAC, le point C de manicre que 
I 'onaitP-R O U R - P :  R : :  A B : A C :  
le point Cfera celui a r c ù  doi t  paKer la fsr- :: ce Q parallele à la orce donnde R : & ce 
point C fera au-dela de A par rapport à B , G 
P efi ~ l i i s  grand que R ; au contraire, fi P 
efi plus petit que R ,  il fkra entre A 8r 6. 

2 6 I . Ce que nous difons ici de 13 force 
R, à l'égard de fes c o i ~ q ~ o f ~ n r t s  P & Q, pou- 
vant Cvidemment s'appliquer à chacune dc ces 
deux-ci , on voi t  donc comment o n  peut Cub- 
fiituer à une force que!coi?que, t a n t  d'autres 
fotces que l 'on T~OU'?TP > dmt les dir.efiions 
îoient paral lel~s,  i 
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Des moments , 6 de leurs ~&.p p d i l i  

Lu conrpojtion 6- la décompofiion 
des forces. 

2 4 2.  CE que naias venons de dire , fi& 
pour compofer & ddcornpofer les forces, quel- 
que3 direErions & quelques valeurs~qu'elles 
aient,  pourvu qu'elles agiffent dans un mémc 
plan. Mais les différentes îortes de mouve- 
ments que nous aurons à coniiddrer , exigent 
des moyens plus firnples & plus expéditifs 
pour dtcerminer la  rdfultante des forces, & fa 
direaion : nous allons ndus en occuper ac- 
tuellement, 

z 4 3. Si d'un point queldonque F ( Fig. 71 
8 7 2  ) pris duris Ir plan dunparulléZogramme 
quelconque A B C D , on mene les Lignes F E ,  
FH  , E'G perpendiculaires f i r  les côtés contigus 
A B , A D E. la dia;;oriale A C ; la $mme du 

produz~s cide chaque perpendiculaire, par Ir côte' 
Jur lcgueleIle rornbe , fira égale auproduir de IB 
diagorzale par la  perpendiculaire qui rornbefir 
elle,  lorfiue lepoinr F ( Fie;. 7 I ) ne jera ni dans 
I'anglc B A l) , ni dans Jori oppofk au fi nzmct. 
A u  contraire ( Fig. 72 ) , /i k point F eji? dans 
rangle B A B , ou d a ~ s f i n  oppoJ2 aujUnimrr, 
ce jera la difirencé des produiti de chaprparpen- 
diculaire, gar le cûté f i r  l e p e l  e(le ronzbc , g u i  
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f ira e'gale riuproliuir de h &gonale pnr Lzpcr- 
pendicu&f e qui to,71 be/ur cette diagortale. 

Prolongeons le c6cé ~ ~ j u f p ' à  ce qu'il ren- 
contre en 1, l a  perpendiculaire F H ;  menons 
les lignes F A ,  F B , F C, F D .  Le triangle 
FdC(Fig. 71)eft=FAB t ABC-pFBC- 
FA BI-+ A D  C .+ F B C. Or 1". le  triangle 

A U x F c  ' a FAC = --. sio. Le triangle F A B  = 
AB x F E  

Z .  
je. Le triangle ADCayant ADpour 

A D x l k  bare, & I H  pour hauteur, eit = --- 
7 

B C x F I  A D  x F I -  
+O. Le triangle FBC= = 

z Z 9 

or I H+ F I  = F H ;  donc, & en doublanr 
t o u t , o n a A C x F G = R B x F E + ~ D x F H .  

Dans la Fiç. 72 , le triangle F A  C 
YBC- FAB-I;BC=ADC-FAB-FRC- 

A C x P G  A U x I H .  A B x F E  h 

c'efi-à-dire ; -- - 7 "- 

Z Z 2 

B C x P I .  -- , ou ( en faifint attention que 6' C = 
AG, & que  IH-FI= FH,  & en doubhnc 
t o u t )  ona ACx FG-ADxFH-ABxFE,  

2 44. Puifque nous avons démoncré ci- 
dcffiis ? que dcux forces quelconques , & 
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lcur rdfultante , peiivent erre reprdhntt!ci 
par les côtés & 13 diagonale  d'un parallélo- 
gramme formk fur leurs direaions ; concl~~ons 
donc que fi P & Q ( F i g .  71 & , z )  font deux 
forces r ep rdkn t i e s  par  lcs lignes AB,  A D , 
auquel cas lcur réfulîante R fera repréfentke 

AC; concli?oas, dis-je , que fi I'on prend 
hors de l'angle B A D , & dc Ton oppofd au 
fommet , un point quelconque E,  dans le plan 
de ces trois fmces , on aura toujours R x  F G - Q x I'&P x F E ;  8r que lorlque le 
k r a  pis dans l'angle BAD ou dans foi7 oppo- 
fd au fominet , on aura toujours iX: x FG = 
Q x E H - P x F E ,  
2 4 j . Le produit d'une force par la diff and 

ce d e  fa direEtion à un point fixe, eit ce qu'on 
appclle le niontent de ;ette force.   in fi'^ x 
F H ,  e i t l emornen tde la  force Q ;  R x F G ,  
cit le moment de la force R. 
2 4 6. Comme les forces s'efiirnent ( I 89 ) 

par  l a  quantité de mouvement , c'eit-à-dire , 
par le produit d'une inaXe dkrerminic , multi- 
pli& par la vîtelTe qu'clles font capables de 
communiquer à cette mare  ;-le moinent d'une 
force quelconque, a donc pour valeur, le pra- 
duit d'une m a  i7c ,. par fi vîtefTe , & par la di[- 
railce de fa direflion à un point fixe. 

2 4.7. Si o n  consoit  que les perpendicu* 
laires F H ,  FG , F E  , îoient des lignes in- 

flexibles 
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flexibles & fans maiTe , ]ides entr'elles & 
fixees au point  F de rnaniere à nr  p u v o i r  
que tourner autour de ce poin t ,  & que I L S  
forces P, Q & leur rdfultanre K , foicrit ap- 
pliqudes aux extrdmitds E , II, G ; o n  vo i t  
que ( E' i f .  7 i ) ces t rois  forces tendent routes 
i faire tourner le fyff ême dans u n  mêine f i n s  
autour d u  point  F;& ( Fig. 72) les deux forces 
Q Ik R tendent à faire tournzr le fyitêirie d a n s  
iin fens aiffkrent de celui felon lequel la force 
P tend à le faire tourner, 

0 1 1  peut donc dire que  le  moment O la 
te'JXranre, pris par rapporr à un poinrjhxe pucl- 
conque F , P/t toUj4ur.s 6gaL a la j h m r  ou à La 
dzfirence d u  nzorntnrs dcs deux compojinttc 
jelon que celles-ci tendent a )ire tourner duns 
un d m e  f i n s ,  ou dans des Jens oppo/zs, aurour 
de ce point fixe. 

2 4 8. De-là on peut conclure en gén &al, 
que quclqut nombre d e j v c e s  P , Q , S , T , &>c. 
( &. 73 ) que Pon a i t  ; quelques grandeurs , Er 
quelqurs diredions qu'rllcs aienr , pou~vn qu'el- 
les joient toutes âans un rntm plan ; Ir mo. 
ment de lu ré/uirante de toures czs jorcrs pris 
par rapport à id point F qu'on voudra, fiué 
dans ce plan , Jra tozjours &al d lojornnze 
des moments des forces qui zendeirnr d f ~ i r c  
tourner dam ura fins aurour dc ce point, mor~zj 

x 
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la fimrne des rno 7- tnts de celles qui tendent 
3 i ; e  tournu e n p n s  cuntrairr. 

- 
E n  effk , li l'on îuppok  que r foit la rCfu1- 

tance cies cieux 5drces t-' & Q dirigdes fuivant 
A P & E Q ; r' celle de r & de 5: qui  agit fui- 
vant CS; & eii.fin R celle dc  r' & de T qui  
agit I'uivant D T; q?ie l'on fuppofe , de plus,  
qlïe 71.2 reprc'knte le msment de r ; m' celui 
dr r'. Alors en abaifi-anc les perpendicdaires 
F A ,  FE . FG , I.  D , FB lur les compofarites , 
P , Q,  S, T , & Ictiir r é r ~ ~ l t a n t e  f i  ; on aura 
)rO. r n = B x A F + - Q x E F ,  2'. mt=rn-S 
% IG.  3" .RxkB=nr ' -  TxFD;doncajou- 
t an t  ces trois dquations , 8r ddtruifant les 
quantités femblables q u i  fe  trouveront dans 
ch3qlre membre, on aura R x BF- Px Af + 
QxEF-SxFG-Tx FD ; où l'on voit que  le; 
moments des deux forces T & S aui tendent 

I 

A faire t o u r n e r  de droire à gauche, [ont; en 
effèt, de figne contraire à ceux des forces P & 
Q , q u i  tendent à faire tourner de gauche à 
droite. 

2 4 9.  Si le   oint F dtoit f i r  la direaion 
même de la  rélùltante, le moment de cette 
force feroir alors zf ro ; donc puifqu'il  efi &a1 
à la Comme des moments des farces aui ten- 

1 

dent à faire tourner dans un  îens , moins la 
fornrne dc celles qui tendent à fa&e rourner 
eh fgns c~ptrairc, il faut en conclure q u e  11 
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clifférenee de ces deux fommes de moments 
pris par rapport à uri point quelconque de la 
rdlultante efi zdro, 

Er r~ciproquemeilt Ji l a j b n m e  a'es inoilztnLs 
de plufieursforces qui rendrrrt a f4re rourrw ou- 
tour d'un point, nzoins Z u ~ ~ m r n ~  ats nlomfms dg  

c d k s  qui renrlanr àfizile rourmr enfins confriure 
autour de ce mehe t.oinr, réro ; il $ut e n  
conclure que la reydtanrepafi pzr ce point. 
9 5 O. Puifque ces propoiitions font génE- 

ralexnent vraiss , quelques angles que fornient 
entr'e1lt.s les direilions des forces , elles Iv 
font donc auifi , lorique les forces forment 
entr'elles des angles infinirncrtt petits ; a u ,  
cc q u i  revient au m h e ,  lorfqiïl: les dire6kion.s 
des forces font paralleles enx'elles. 
2 5 I .  &-là' il efi a i f i  dv déduire une mé- 

thodé [ore firnplç pour avoir la pofirigii h la 
grandeur dc l a  rdiiiltante de t a n t  de fiarces 
que 1'011 voudra, lor~qu'clles agiKent toutes 
dans u n  mêne  plan. 

S u p p o h s  d'abord qu'elles f ~ n t  toutes pa- 
ralleles entr'elles , & pour ne point ccmpli- 
quer inurilcincnt ccttc ri'cherche , fupporons 
qu'il n'y ait que trois forces ; il fcra facile 
d'en conclure-ce qu'on doit faire pour un 
plus -rand nombre. 

Soient donc trois forces connues P , Q ,  S 
[ Fig, 71)  , dont Ics deux premiers aiiffelit 

T 2 
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392 C o u a s  
îuivant 2 P , B Q , & la derniere agit fuivant 
CS. Ayant tiré arbitrairement une ligne quel- 
conque FABC, pcrtlendiculairc aux direfiions 
AP, BQ, &c. on imaginera que l e  point D 
eR celui par où doit pafier la rdfulrante R. 
Alors ayant pris arbitrairement un  point 8 fu t  
E A B C , on au ra ,  îuivant ce qui  précede,  
P x A F + B x  B F - S x C F = R x D F ; o r  les 
diflances A F, FB,  F C & les forces P , Q , 
S étant connues , il feroit très - facile d e  tirer 
de cette kquation la valeur de la diRance DP 
à laquelle paire la réfultante, li la valeur de 
cette rdfultante R dtoit connue. Voyoils donc 
quelle eit la valeur de cette r6fuTtante. 

Prenons un autre point F fur le prolongc- 
ment de AF; Ic n i h e  principe nous domera 
PxAF'+QxF1-$xCF1=RQxDF'. Or fi de 
ce t te  feconde dquation , on retranche la pre- 
n i e r e ,  qu'on face attention que AF' -AF= 
FFI, BF'-BF1=FI;/J CF1- CF=FE1,DE'- 
aF=FF1, on aura PxFFf-t-QxFF'-SxFFt= 
R x FE'; c'eit-à dire, en diviiànt tout  par FFI, 
P+Q-S===R. 

Mais fi l'on fait attention au raifonnement 
que nous venons de fa i re ,  il eit faciie de voir 
qu'il ne ddpenb nullement du n o m b r e  des 
. forces ; mais qu'il elt appliquable quelque foit 
le nombre de ces forces, On doit donc con: 
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dure,  en g ~ n C r a l ,  que IB rijLltantr de tant de 
forces parallrlrs que I'on voudra, eJ égale d 12 
jrnrnc de celies qui agrJent dons un fins, nzoins 
la  /Onznze de celfes qui ag@nr dans un j n s  
conrrairc. 

Si dans l'dquation P x RF+ Q x B F -, 
Sx CF= R x D F, trouvée d'abord, on me t  
pour R fa valeur P + Q - S que nous 
venons de trouver, on aura P x ABF+ Q x 
B F- Sx CF= (P+ Q-S)  x D 4;; d'où l'on 

P x A F - k Q x B F - S X  C F  
tire D F = 

P + Q - S  
, d'où, & 

ayant dgard à ce q u e l e  raironnement Far 
lequel nous parvenons à cc réîultat , ne 
ddpend pas du nombre des forces, 011 con- 
clura génkralement , que pour favoir à quelle 
di/ance d'un point donné, eaJe la ré,'irfranre de 
pluj;eurs~rces poralir les ; 2 1  faur di  la  finirne 
des nzornonrs dcs forces qui tendent à faire tour- 
ner dans un jêns , retrancher la f i n m e  des mo- 
ments des@rces qui rendent d f e i r e  tourner dans 
unJns  oppop , 6 divi/ér le reJe par la fomme 
des f i x e s  qui agz ffent d3ns un fins, nzoins Za 
fonimc de ccrL/es qui agljcnt en j a s  contraire *, 

'Ilne faut pas confondre les tendent fouvent à fiire tourner 
forces q u i  zgiffent dzns les fëns dzns  le néme fins ; cela dépend 

1 oppofés , avec ceiles qui tcn- du point relativement auquel 
dent i faire tourner dans des on confidere la rotation, ou leç 
cens oppolés. D e ~ x  forces qui moments. Par exemple, 1% 
agiffear daris des lins oppofis, 1 deulr f c ~ c c s  Q & S (Fit:. 74) 
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a 2.  Si le point F,  qui: l'on a pris d'ad 
bord arbitrairement , fe troiivoit avoir dté 
pris fur le point D même,  par lequel pare 
l a  force rdiûltante ; alors la  difiance DF 

P x A F + Q x B F - S x C F  &tant z i ro  , fa valeur ... ------ 
l '+O - S 

- P X A D + Q X B D - S X C D  qui devient (parce + y  -S 
aue la force P tend à faire tourner  autour du 
;oint D en fens contraire de la force Q )  fe- 
roit zdro ; on auroit dmc - P x A D + Q x 
BD - S x CI)= O ; & comme !e point F que 
l'on avoit pris d'abord arbitrairement , pou- 
voit &me plus haut ou plus bas felon qu'on 
auroit voirlu , enforte q u e  le poinit D n'eit 
pas csiiC6 @ r r e p l i d h  fur ;ri piiit de la direc- 
tion ,de la rdfultante R ,  que  fur tout  autre 
point Ce la d m r  direaion , il s'eniùit gC- 
ndrrilement que les rnomenrs drpZuJeursforces 
p a r d e k s  prrspilr rai-port a un point queiconque 
de Ia dii<i3ion rie la  ré/;Jltontc, font tek que la 

Jornrtte AS moments drs  forces qui zeriiient à 
faire touitzer dms un/éns ,  eJt toujours egale IZ 
ia f i n m e  d2s nmoilies de crlirs qu i  tenkni 6 
f~ire tourner en /;fr;s conrraire. 

agirent en Gns opPoEs ; mais confdere Ia rotation, par rap- 
elles tendent  tou;es dcox à faire port au point F, la force Q I touriier la ligne B C dans un tend à faire tourner Cf', en 1 mCnie frns,  au tour  à'iin point fèns contraire de ce que tend à 
pris enire U & C ; & fi on ' f ~ i r e  la for~e  S. 
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2 5 3. Donc en prenznt avec des lignes 
contraires ies moments des forces q u i  rendent 
à faire tourner dans des fcns oppofds , & 
prenant a u f i ,  avec des fignes conrrciires , les 
forces qui agifient dans  des fens oppofés, 
on peut dii-e gtntralemirnt IO. que /a rrjùlranre 
de tlznt de )forces paralieles , que L'on voudra , 
eJ roujours cgaie L! la Jornrne de routes ces 
jorces. 2'. Que celle rtfdraizre , qui Lur e p  
pora l l de  , paJc par une ju i te Oc poinrs dorit 
chacun n cette propriété, que la /onme des  mo- 
m m r s  par rapporr à cc point, a/r' ?&o. 

N o u s  ferons le  plus grarAd ufage de ces 
principes , & nous verrons dans peu , avec 
qiielle facjlird on en ddduit  la polition du 
centre de gravit6 des corps. Prrffons aux 
forces dont les dircQions font des angles 
entr'elles. 
2 5 4. Soient donc ( Fig. 75 ) t an t  de 

forces P , Q , S, &c. que l'on voudra , tou- 
tes dirigees dans un même plan. Q u e  la 
force P agiffant h i v a n t  AP , foit reprCfent6e 
par A B ;  l a  force Q , agiiiànt h i v a n t  E Q , 
foit reprCièiltéc par 2 G ; l a  force S , agiirant 
fuivant 1 S foit reprt5Ceiitée par I L. Par un 
point T pris arbitrairement dans le plân de 
ces forces , concevons deux droires indd- 
finies TE', TE" faifant entr'elks u n  aiigle 
gue lcunque ,  ( qi ic pour plus Ce fimpliciti 

'% 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nous fuppoferons d ro i t )  ; & concevons les 
forccs P ,  Q , S ,  ou A B ,  E G ,  I L ,  ddcompo- 
f i e s  ct:acirne , en deux autres  , dont l'une 
hic 1 arai lele i la  ligne Th", &l'autre p a r a t  
lele à la  ligne Tb", & qui par confçquent 
( 22 5 ) doivent ê t r e  repréfenttes , chacuiie, 
par  le côtt  correfpondant d u  parallélo- 
gramme ciont la di:,gonale reyrérente la 
forcr princiFale. Il efi clair, Far  ce q u i   ré- 
cdde ( 2 5  r ) cue les forces A D , Y E', I Al * 
é t d n t  pratle!es, auront p i ! ?  rLL!tunie une 
force iiniqüe 6' 0 q u i  leur fera parallele, 
d o n t  la  va!ei~r  fcra A D  -I- EF-- I M ,  & q u i  
pa re ra  . à  unc  difiance F' V' , tclle que 

B D x A A f +  E F x E E 1 - I ~ C T X I I '  Y Y/  = 
d U + E F - I i t l  . 

Pareillement, les forces A C, E H , I K  Fa- 
ralleles à SE" fe rdduiront routes à une 
fcule N q u i  leur fera yarallele q u i  fera 
dgaie i A C  -+ EI I+IK ,  & qui  ( en Cuppo- 
f m t  que V loit le point ou l a  direaion de 
cette force ,' rencontre celle de la force 

'Ne perdons pas d e  vue ce 1 elles C h t  a~pl iquées .  II en ~ f l  
que no  s a. ons dit ( a 2 4  ). ; de même des forces A D ,  
Par ce:te exp~efl;on les f i r c r s  E F, eic ; nous enrendons dec 
A ;;, E G , X.C. n0i .s entendons quantités de rnouvemenl qui 
qlje !es ii;rnes A B ,  E: G ,  &c Tûnt E U X  qiiantitér de  mou- 
îorst e ~ ~ t r ' e i l c c  COU-iiic les q o : j ~ -  vement reprbGnt6es par AB, 
cl 6s de m o u v e n ~ e i ~ t  q. e lcs E G , comme A I l  & E F 
f i ~ r - <  P .  y . B.C peiiveni pro 1 [ iwr  i A 8 gi li G relpîdi- I d ~ r e  d m  ,es mailes auque l l e s  vernent 
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0 y) p a f i r a  à une diflance V VI', tclle que 
ACx R A 1 ' i - E H x  EE" I K  x II" y p  -- - 

A C + E H + I K  

Cela pofë les forces P, Q, S & leurs di. 
reEtions , ( c'eit-A-dire , les angles qu'elles 
font avec des lignes fixes & connues, telles 
que TE' & TE", ou avec leurs paralleles ) 
ttant hppofées c o n n u e s ,  on connoît dans 
chacun des triangles B A û , G E F ,  I K L 
l'hypothdnure & les angles ; il fera donc 
aifi5 de ddterminer les lignes A D ,  E F, R L 
ou I M ,  & les lignes BI) ou AC, FG ou EH; 
& 1 1 1  ; par - là on connoîtra les vaIeurs des 
deux réfultantcs AD -t- EF - 141, & A C+ 
EHr-lk ' .  D'ailleurs comme on ne peut man- 
quer de connaître les dilàances A A', A A", 
EE', EL", &c. puifqu'on ne peut ignorer la 
poficion des points A ,  E ,  où l'on fuppofe les 
forces appliquées, on connoît donc toutes 
les quaii t i tks qui entrent dans l'exprefion des 
diflances YY'& V Tl'. 11 fera donc facile 
de diterminer le p o i n t  V , où fe rencontrent 
ces deux forces rtfiiltantes. Prenant donc 
Y O = A D +  E F - I l l i l ,  & V N = =  
AC+EH+ IK ,  & formant le paralldlogram- 
me O VN X, on aura la diagonale VX pour 
la réfultante R des deux rtfultantes paral- 
leles à TE' TEi',  c'el1 . à dire,  pour la rd, 
lultante de routes les forces propoldes. 
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Des foms pi agifint  dans d . s  plans 
différents. 

2 j 5 .  Soient trois forces P, Q,  S ( fig. 
76 ) dirigées fuivant lcs lignes A P , B Q ,  
C S  parailcles entr'elles , mais fitukes dans 
diflérents plans. 

Concevons un plan X Z auquel les trois 
'droites A P , BQ, CS foient perpendiculaires, 
& u n  autre plan Z V' auxquelles elles foient 
paralleles : que A ,  B , C ioient les points où 
ces lignes rencontrent le plan XZ. 

Les deux forces P & S font dans un 
x&me plan donc l'interîeaion avec le plan XZ, 
efi la droite A C. Ces deux forces peuvent 
d o n c  être rdduites à me feule R'= B+S, 
q u i  leur fo i t  parallcle ,t & q u i  paffera par un 
point D , tel que ( 252 ) l'on aura P x  A D 
- 5 x  CD. 

Les deux forces R' & Q font dans u n  
même plan dont l'interfettion avec le plan 
X 2,  efi B D ; elles peuvent donc être ré- 
diiitcs à une feule R qui  fera kgale à R' + Q; 
e'eft-à-dire , = P +- S+ Q , qui leur fera 
parallele, & qui paffera par un point E , tel 
que  l'on aura Rf x DE = Q x BE. D'où, & dc 
ce q u i  a dtd dit ci-devant, il eft aiCd de con- 
clure, en géntral , que ranz deforccs que f'on 
voudra , dont Zcs direaions f~ru paralleles r 
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je réduqenr roujours à une Jede  égale Q la 
fimmc de i e h  qui agiJ'errt d m s  un /èns 
moins In Jommc de cel l ts  qui agzfinz en Jèns 
contraire ; C. cela , Joit qu'elles )zent toures 
dans u7z mhze plan ,/eit qu'efies/oienr dans des 
plans d~flérens. 

Voyons maintenant plus particuliercment 
L cette comment on determine par où 

réfiltante. 
Si des points A ,  D ,  C, B,  E on mene 

les lignes A A', D DI, C C', B BI, E E' per- 
peiidiculaires fur I'intcrrcRionmcon:rnune des  
deux plans X Z  & Z y; à caufe des paralle- 
l e sAA1,  D D ' ,  CC' ,on  a u r a i i  D : CD:: 
A'D': CD' ; or l'équation P x A D  = S x CD 
que nous venons de t rouver ,  donne A D : 
CD : :  3': P ;  dosc Al D' : C'D' : :  S: P, 
& par conféquent P x A' LI' = Sx Cl D', 

Pareillement , les paralle!cs D D' , E 6 
BB' donnent DL' : BE : : Li'E1 : E',/Et ; or 1'6- 
quation K'x LI E = Q x B E , q l t z  nous avons 
poreill1:ment t rouvie  ci-deKus, d ~ i m e  .D E : 
BE::@:R1;doncD'E':E'E'::Q : R' :: 
Q :  P + S ; d o n c ( P +  S)xD'k '==QxE'E1 .  

Prvnons maintenant dans I'iriterfiiLtion 
ZTdes dcu . plans , un point fixr. T. & clier- 
clions la Siitance TE' de ce ~ o i ; i t  , au p i n r  
E' qui  correrFond au ~ 0 i i l t  fi Far lequel pfle 
la  rdfu.rantc. Il eR clair que A1D'- T D'=; 
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300 C O U R S  
TA', CD' = TC/ - TI;', DIE'= TEf - TD: 
f3'E1= TBt-  TE1.  Subflituons ces valeurs 
dans les deux dquacions P x A'D' = S x C'D' 
& ( P 3-5') x D' Et = Q x B' El , nous aurons 
P X  T D / - P x  TAt -Sx  TC1-SX TD1,& 
( P + S ) x  TE'- (P+S)  TD'=Qx TB1- 
Q x TE'. Or, de ces deux équations, la pre- 
miere donng ( P + S )  TE'====PxTA1+ 
Sx  T Cl; iiibflituant ce t te  valeur dans la  Te- 
conde,  on a ( P + S )  x T E 1 - P X  TA1- 
S x T Cl- Q x T B 1  - Q x TE' ; raifemblant 
donc tous les termes ~ i i u l t i ~ l i d s  pnr TE' 
b n  aura ( P +  Q - t S )  x T E î -  P x  TA1+ 
Q x TB' + S x T Cf. D'où l'on tire TE' a 
Y x 7 A 1 + Q x  T B ' + S X  TC' 

P +-p-+ s O 

Or cette exprefion de là diflance TE1, eit 
prdcifdment celle que l'on auroic pour trou- 
ver la difiance S laquelle pafieroit la force 
rdîultante , fi les trois forces P, Q , S, Croient 
toutes trois dans le plan Z y ,  81 paaoient 
par les points A',  C' , B' , correfpondants 
sux points A ,  C, E par lefquels elles pallent 
réellement. Donc fi l'on concoit la  droite 
TX: perpendiculaire au  p h  Z V, on trou- 
vera la  diflance TE' da la r6iultante 2 ,  à 
cette droite, en prenant la Comme des mo- 
ments * à l'dgard de cette droite,  comme fi 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E S ;  3 c s  
toutes les forces, fans changer de diitance à 
cette même droite, Ctoienr: toutes dans le plan 
Z 7 auqiiel elle eit perpendiculaire ; & divi- 
t n t  cette iomlne de momentsv par la hmine 
des forces. 

Il ne reite donc plus, pour fixer le point E, 
q u v  de connoître la  diitance E Et ,  o u ,  ( eit 
menant EE" parallele à ZT) la diitance TE" à 
laquelle cet& &me f ~ r c e ' ~ a ~ c  , à I'dgard 
de Z T .  Or il efi clair, d'après ce que nous 
venons de dire fur  la diRance TE', q u e  pour 
avoir la diitrtnce TE", il f au t  de même, con- 
cevoir un ~ l a n  pairant par Z T, & parallele 
aux direRions des forces; prendre la fomme 
des moments à 1'Cgard de T Z  qui eit I'intcr- 
feQion de  ce plan avec le plan 27;  prendre, 
dis - je , la fomme des moments à l'dgard de 
TZ, comme fi tout'cs les forces fans changer 
de diftance au plan ZV, Ctoient toutes dans Ie 
plan X Y ;  & divifer cette fomme de moments, 
par la f&&c des forces. Alors o n  aura toué 
ce qu'il faut pour fixer le point E par où 
paire la rdfultante. 

ral firnrne des moments, on On doit de mCme , par ce mot 
doit en tendre  la fimme des 
moments des forces, qui  ten- 
dent à faire tourner dans  un  

hmme des forces,  entendre la 
Iomrne de celles qu i  agirent 
dans un f i n s ,  nioins la iomme 

Gns, moins la romnie des mo- de celles qui agiKent dari 
ments des forces q u i  tendent  à l'autre, I &ire iourncr en fins oppofé. 
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2 5 6. Confidérons maintenant les forces 
ilont les dire&ions ne fon t  ni  dans un même 
plan ni paralleles. 

so i en t  ( Fig. 7 ;  ) P ,  Q ,  R t ro is  forces 
dirigées luivant les lignes A P , B Q ,  CR 
fituées dans dvs ~ I a n s  diffirents. Co~cevons 
un plan quçlcoii;ue X Z , rencontrd en H ,  
par la direfiion A P  ; en F, par l a  direaion, 
B () ; & en L , par  la d i reRion CR. Comme 
on peut ( 228 ) fuppofer une farce arpliquie 
à tel point que l'on veut de fa dirctt ion, j'ima- - - .. . 
gine ces trois iorcss appliquées aux poiiits 
H, F, L ,  & r e p r i k n t é e s  par les lignes H Y, 
FT, L K  prolongements d m  lignes AP,EQ, 
C K ,  au-deifous du plan X Z , & je Cuppofe 
que ces forces loienr repr6fentdes par les 
l ignes EiV, PT', LK. Concevons encore que 
par lei droi tes  A H,  E P ,  C L ,  on ait ment 
de s  plans perpcndiculaircs au plan X 2 ,  & 
d o n t  les intcrfefiions avec celui-ci, foient les 
d ro i tes  GHN, EPY, DLM. Cela pofk , il eit 
dvident qiie je puis ddcompoièr chacune de 
ces forces en deux autres , dont l'une foit 
dans le plan XZ ; & l'autre foit perpendicu- 
laire à ce m&me plan. Par e x ~ r n ~ l e ,  je puis 
décompofer la force H 7 ,  en une force 
dirigée fuivant R N ,  & une auire  force diri- 
gée fuivant HO au ~ l a n  X Z g  
Eiiforte , qu5ux trois forces 11 Y ,  T ,  L K ,  
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B E  M A T H B M A T I Q U E S .  301 
je p i s  fiubitituer les fix forces HN, FY, LM, 
HO, FS, L I ,  dont les trois premieres font 
dans le plan X 2 ,  & les trois dernieres font 
perpendiculaires à c:: m?me plan, 

O r  011 peut , par ce q u i  a c?tk mfeignt? 
( 2 f 4 )  réduire les trois forces H N ,  F Y ,  LM 
?i une {eule qui  fera a u f i  dans le plan XZ. 
Et par ce qui vient d'être dit (211 ) on peut  
rdduire les trois forces H O ,  FS, L 1 ,  à u n e  
feuIe, qui fera perpendiculaire a u  plan XZ. 
Donc eii gdnéral , qrreiqur nombre de/orccs ue 
l'on air ; E. queiqus dirt2ions qtrc ces $r 
ces puifint uvoir , on peur roujours les réduire 
à dei,,, mut au plus, i'une drz f i i c  daris un pLn 
connu, & I'autreperpendiculaire à ce plan. 

Q u o i q u e  la démonfiration de cette propofi- 
tion ne p r o f l e  applicable qu'au cas où tou- 
tes les forces rencontrent le plan A'Z qu'on 
a choifi , il eit cependant facile de voir qu ' e l l e  
a gdnéralemcnc lieu. Car fi on concoit qu'a- 
p i s  avoir a i d i  réduit  à deux,  toutes les for- 
ces q ~ ~ i  rencontrent ce p lan ,  on vient ii en 
changcr l a  pofition fans ceffcr de rencontrer 
css deux réfiiltantes, on pourra tûujours l u i  
trouver une pofition propre à rencontrer les  
direfiions de celles q u i  lui étoient d'abord pa- 
ralleles. 

2 j 7. Il n'en efl donc pas des forces di- 
rigdes dans diffdrentî plans, comme de celle$ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



q u i  font toutes dirigées dans un même plan, 
Celles -ci  peuvent toujotirs être réduites à 
une feule ,*airili que  m u s  l'avons vu. hlais 
celles-li fS rt?iluif&t à deux , qui ne peuvent 
eere réduices à une feule, que dans  le cas où 
l a  r t rul tante  des forces q u i  agiffent dans le 
plan XZ, rriicrintreroit celle des forces per: 
pendiculaires zu méme plan. 

2 5 8. On peut  donc, par ce moyen, trou- 
ver les deux rbfultantes de t a n t  de forces 
q u e  l'on voudra , lorrque ces forces h n t  d i a  
rigdcs dans des plans ciiffirents. Mais quoi- 
que ce moyen puifie être  utile, dans beaucoup 
de  cas , il n'rit cependant as le plus comrno- 
de pour l a  rdfolution de [eaucoup de quel- 
tioiis ; c'eR pourquoi nous allons en enfeigner 
lin aurrs. 

Soit donc P ( Fi.!. 7 8  ) l 'une qrrelconque 
des forces çropoT&s , & A B !a ligiic qu i  
peut  l a  reprdkiirer. Soit Xun point fine quel- 
conqiic ; XZ, XY, X T'trois droites perpen- 
diculaires entrc-  elLes. Si f ~ r  A B , co&c dia- 
gonale , on fornie le parail t logramme rec- 
tangle A LI H C, don t  l e  plan h i t  perpendi- 
culaire au plan Y X  I', & dont  le c6té E C 
fo i t  parallcle à XZ ; qu'enfuite fiir BD comme 
diagonale, on f o r a e  le parallélogramme rec- 
tangle BFBE, d ~ n t  le ~ l a n  foit parallele au 
plan Y Z  T, & dont Içs c ô t h  B E , B E  

hien! 
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D E  M A T M É M A T I Q U E S .  poli 
foient parallcles aux droites XT, XY; i '  efi 
clair I O ,  q u ' à  la  force A I3 , on peut fubfiituer 
l a  force B C para!lelc à X Z ,  ou perpendicu- 
laire a!i plan YXT, & i a  force t: D parallele 
à ce meme plan. zO, Qu'à cette force B D , 
on peut iutflituer la force B E  parallele à 
XY, ou perpendiculaire au  plan Z X T ,  & 
l a  force R F parallcle à X T ou perpendicu- 
laire î u  plan Z X Y, enforte que la force P 
ou A B ,  Te trouvera décompofde en trois 
forces para!lzles à trois lignes perpendicu- 
laires encre-elles, ou ,  ce q u i  revient au mê- 
m e ,  Te trouvera décompofde en trois forces 
perpendiculaires .. . . à trois plans qu i  feront per- 
~enciiculaires cntre-eux. 

O r ,  ce que  nous diions ici de la force P, 
efi dvidemment appliquable à toute autre 
force qui ne fera point perpendiculaire à l'un 
de -ces trois plans. Donc fi on conjoit tou- 
tes les forces telles que P ,  ainli dicompo- 
Ges,  & qu'on rSduifc enfuite à une ieule 
par la méthode cionnde ( 21q ) , toutes les 
forces perpendiculaires au plan ZXT; qu'on 
faffe la mEme c h d e ,  Our les forces perpen- 
diculaires au plan Z X Y ; enf in  , la même 
chok , pour es forces perpendiculaires au 
plan k X T, on voit qu'on pourra toujours 
riduire tant de forces que l'on voudra, diri- 
g ie s  dans différents plans., à trois forces 

Y, 
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$os C O U R S  
perpendiculaires trois plans qui feraient 
perpendiculaires entre-eux. 

Si quelqu'une des forces iS trouvoit pa- 
rallele à quelqu'iine des droites X Z ,  XY, 
X T, alors fes cornpofantes parallcles aux 
deux autres droites feroient ceilfées ztiro, 

TelseCont les principes géniraux de la 
compofition & de  la dtcompoiition des 
forces. 

Des Centres de Gravité. 

2 5 9. Avant qiie de nous occuper des 
effets particuliers que peuvent produire fur les 
machines ou en gdnéral fur les corps d'une 
itrufiurc ou d'une matiere connue, les forces 
dont nous venons de confiddrer les propriétés 
générales,  il faut nous arrttcr fur les centres 
de gravité , dont la coniioiffance importe 
beaucoup pour la ddrermination des moiive- 
ments dont ces macliiies ou ces corps peu- 
vent é v e  fufceptibles. 

Rappelions - nous , qrie i!ous âvons dit 
( e c z  ) que les direfiions fuivant lefquelles la 
pefanteur agie fur  les px-ticules v3atdriellcs 
d'un corps , font parailclcs ; & que cette 
force tend à communiquer à chmue partie 
de matiere , la meme dteffe dans le même 
temps. 

2 6 0. On appelle Cenuz de graviri d'un 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S ~  30? 
corps , ou d'un fiji?t!mr de corps, (c'efl à- 
dire , d'un affcmblage quelconque de corps) 
le point par où paiTe la  force dful tante  des 
forcrs parriculi~res dont chaque partie d e  ce 
corps o u  de ce iyitêrne , k r o i t  animée par 
l'action naturélle de la pefanteur, dans quel- 
quz fituation qu'on mette ce corps , ou ce 
fy itênie. 

Par exemple, fi dans la pofitjon aCtuellc 
du triangle A B C ( Fig. 79 ) la force , r6ful- 
tante des a&ions dz la ocfanreur iur toutes les 
parties de ce  triangle', paffe par un certain 
point G de fa furface ; & que dans une autre 
iituation a b c ,  elle paffe encore Far le même 
point G ,  ce point G s'appelle le ccntrc d e  
gravit& Nous vdrrons dans peu , que 
cette r t ru l t an te  paCe toujours par le  même 
point , dans toutm les iituations pofibles 
du  corps. 

2 5 I . La dktermination de  ce centre eff 
facile, a p è s  ce que nous avons dit fur l'ufage 
des moments pour trouver la réiiiltante de 
plufieurs forczs paralleles, 

En eEcr , foient ?~i, N ,  P (< Fig. 80) 
tant d e  corps que l'on voiilra , dont ( pour 
ce moment ) nous confidérons les maifes 
concentrées aux points B , A , C , que 
nous fuppofcrons d'abord dans un mtme 
plan. Soit p la vîteffe que la pefinteur tend 

N a 
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à imprimer à chacun dans u n  infiant , & qui  
( z o z j  eft l a  meme pour chacun.   lors x ,a, 
p x N ,  p x P ou p M, p N ,  p P fer1:nt les 
quantitds de xnouvement , ou les forceb avec 
lef$uelles ces corps tendent à fe mouvoir 
fuivant les direLIioris paralleles C" C , B B", 
A" A. O r ,  fuivant CL que nous av& di; 
( 3 5 1 ) , pour avoir la pofition de la force ré- 
fultante , il faut prendre l a  fomme d ~ s  mo- 
ments à I'dgard d'un point q~ielconqiie T pris 
iiir une  l i w e  perpendiculaire à ces direc- h 
t ionç , & divikr cette fomme , par la  fom- 
me dcs forces ; o n  aura donc , pour la 
valeur de la difiance T G  / l  à laquelle ~ a f f e  

réfuitante, on aura  dis-je, . . . . . . . . . . . . 
pilf x T Z 1 ' - ; p N x  T A " + p  P x  TC" T G" .- - - , q u i  en 

p J I  -,- iv + p  P 
fuppriimnt le b d e u r  commun p ,  îc rdduit b 

& l x  T B t + N x  T A 1 ' + P x  TC" TG" = 
M + NT P . Qr, en 

menant les l ignes  B B' , A A', C CI paralle- 
les à TG", & termindes à la verticale TC1; 
irnaoinant de p lus ,  q u e  le point G pris fur 

h 
l a  dire2ioli de la rdfdtanee , cit le centre 
que nocs ciierchons , n< menant G 6' auf i  
parallele à TG", on a T C" = 6' 6 ,  1'6' ' = 
B B ' ,  T B 1 l = A  A ' ,  TC1'= C C ' ;  donc 

2 1 . 1 x B B 1 + N x A A 1 + P ~ C C '  G G1 = ; c'eit-à- 
JI+ N +  P 

dire , en reitraignant le mot de ntorrrenrs , & 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



n'enccndant Far ce m o t ,  que le produit de la 
rnaffe d'un corps  par fa diitance à une ligne 
droite. 

La di/ilance du centre conmura de gravité de 
plufieun corps à une fignc droite , Jé rro:rve 
en diyr fant LaJornne des moments de ces corps , 
( p r i s  par rapport ri certe ligne ) pcr hz Jornnte 
des nzaJes. 

Concevons m i n t e n a n t  que l'on re i ive~fe  Ie 
Qitême dès corps il/l , N ,  P , enforte qi iv  la 
l igne T A  " qiii &oit horifintaie , düs. imne 
verticale ; & au contraire pour l a  iignv 2°C' ; 
alors o n  ddmontrera de rnen~e , que pour 
avoir la diitance de l a  rdfulcante , à Ia ligne 
TA" qui  eIt alors verticale , i l  faut prendre 
la f o m m e  des moments à l ' igard de TA1' : & 
divifer certe îomme , tjar ceiic des msnes. 
O n  aura  donc , de meine , . . . . 

2 î x  B N " ; N x A A " - F I '  K CC" G G'' = 
JI + N +  iJ 

. Or aymr 

ddterinin6 les diitances de G aux deux lignes 
fixes & connues TA1' & TC' , i l  eit évident 
que la pofition de ce centre efi connue , puif- 
que les difiances B E ,  DB", Ar;' , AA" , &c. 
font connues  , a t c c n . 1 ~  qu'on efi maîrre de 
prendre , par-tout oh l'cn voü<rri, le point T 
par ch on mene TA' & 7'6.'. 

2 6 2 .  Si les diflances A A", E B.'', 8rc ,. 
h n t  chacune z h o ;  c'eit-à- dire , fi tous les 

V 3 
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? 1 9  C O U R S  
corps font fur une même ligne drcite TA1'; 
alors la fornmc des moments, par rapport à 
cette droite,  eit d r o  , doric la diflance G G" 
efi au fi ,rtro. D o n c j  yli/leurs corps , corfiriri'rés 
conznte dcs poi:ts , fint & ~ r  une nr2me I y e  
drorre , leur centre commun dc gravité, tg uuJi 
Jur C C L ~ C  même ligne di-orre 

2 6 3 .  Si l'on menoit les lignes TA", TC' - 
de maniere que l'une ou  l 'autre , ou toutes 
drux , le tro;va&nt avoir des coips de part 
& d'autre ; alors au lieu de la fonlme des 
moments,  il faudroit dire la Conme des n ~ o -  
mznts des corps qu i  Te trouvent d'un côté, 
moins la fomme des moments des corps quife 
t rouvent  de l'autre. Q u a n t  au ddnominateur 
de la  fraQion q u i  exprime l a  diflance du cen- 
tre de gravitt!, il fera toujours compofd do 
l a  fornine des maKes , parce que toutes les 
forces d s  ces mafiés , en vcrcu de leur  pefan- 
tcur  , agiflcnt toures dans le même k n s .  
Ccla efi g t n t r a l  pour quelque nombre de 
corps que ce [oit, q u i  t t a n t  confidtrés comme 
des points, font tous dans un même plan. Et 
tou t  cela cit une f~ i i t e  de ce qu i  a dté dit (2  F I ) ,  

L e s  ligxes TA' , T A" s'appe!icrit Axes 
des hlonzc~zrs. 

3 6 4. Si l'on consoit maintenant, que 
l e  point T que noxs wons pris d'abord 
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arbitrairement , [oit fur le point. G ; alors. 
G G' & G G" deviennent , chacune f zdro, 
Donc la romme des moments par .rapport 
à TC' & la fomme des moments par rapport 
à TA", doivent alors @tre zéro, cliacune. 

2 G 5. Prélentement, je dis que fi la rom- 
me des moments de plulieurs corps , par 
rapport à la droitc K S  qui p a f i  par le-point 
G ( Fi& S I  ) eit z&o'; & s'il en eit de même 
de la fomrne des moments , , ,par  rapport i 
l a  droite P Q perpendiculaire a R S , & qui 
paire par le menie point G ; la fomrnç des 
moments  par rapport à toute autre droite MN 
paffant par ie mêmv point G ,  fsra a u f i  ztro. 

E n  effet , ayant mené les perpendiculai- 
res AAJ,'A A", AA'II, fur les lignes P Q ,  RS, 
MN; fi l'on fuppo e que  leapoint I e f i  ce lu i  
où AA' rencontre M N ;  le triangle reaangle 
G A' I donneraf i  G 1.4' ou coJP G : G A' 
QU AA" : :Jn P G M :  A'I = 

an y,, r G,M 
; donc 

dans le t r imgle  rec?angle I A A , o n  aura 
( en f ~ ! ? ~ o F ~ i l t  le rayon ==s I ) r : A 1 : : Jn  
A IA"" ou cof P G 81: A A'; donc A A"' - 
A I x c o f P  G M ,  c 'e i t -à -d i re ,  AA1l'=-. 
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d q u e n t  en multipliant par la maKe A ,  on 
aura 'k moment A x A A '" - A X A A' x 
CO/ P G .id-Ax AA" x j n  PGM; c'cil-à-dire 
que le moment  d u  corps A , à l'tgard de 
l'axe 12.1 N , eit é g a l  au cofinus de l'angle 
PGM multiplié Far la lomnie des moments à 
I'dgsrd de l'axe P Q, moins le finils du  même 
angle PGM, multiplié par l a  fomme des mo- 
ments à l'kgard de l'axe R S. 

Or il  efi facile de voir q u e  la même chde  
aiira lieu à l 'dgard de tout autre corps, à la 
diK6rence des iignes près , Telon que les 
corps feront d'un même , ou de diffdrents 
cô tés  de AIN. D o n c  fi on fait une fornme 
de touh les moments à l'dgard de l'axe hi N ,  
o n  t rouvera  qu'elle efl &gale a u  cofinus de 
l'angle P G M,,mulripli$ par la femme des 
moments à l'égard de P& , moins le f inus  de  
l'anglc -P G M n~ulr ipl ié  par la fomme des 
IYIO;XCL;IS à l'dg;?rd de R S. Or chacune di: 
ccs d e u s  der11ie:es iotnines eit zCro . var la 

1 

~uppofi t ion ; donc leurs prnduits par le co- 
i i n~ i s  & ~ 3 :  lc finus de l'angle PG,ill, feront 
zéro ; d o ~ c  a ~ i i i  le fomnze dcs nzonzcms d I'i- 
gnrd de l ' m e  ptlConqu h4 N pflanr par le 
cintre de grilviré G , eJ %&.O. 

2 6 6. Lonc!üo;s donc de - là que l'ac-, 
tion rd l i l tnn tc  Oc coures 12s a R i ~ i i s  perci- 
cuiicrss di: la ~ ~ l n ~ i t e ~ i  fur chacune des 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



parties d'un fyfiême de corps , pare toujoilrs 
par un même poiri~ de ce fyltkrne, 
pofition que ce ryif6rne ui& avoir ; car ce 
n'rit que par rapport à a direLiion de la 
rChl tante  que la fomme des mcmtln:s de plu- 
iieurs forces paralleles, ptwt êtrc zCro ( z s j ). 

Au reite , quoiqu'il n'ait C d  quefiion, j d -  
qu'ici , que des corps dont  les centres de 
gravit6 font: dans u n  mêne plail , cela n e  
s'étend pas moins au cas où I r s  parties du 
fyitêrne, font  dans diflPrmts plans : c'cil ce 
qu'on r7a voit, par ce q u i  fuit. 

2 67. Si les corps , toujours confidérés 
comme des points ,  ne font pas dans un mkme 
plan , on concevra un plarl horifontal X Z 
( E ï g  7 6 ) ;  &c d e  chacun des points pefants 
P. Q ,  S , on imaginera les verticales P A ,  
Q B ,  3' C; & pour ddterminer Ic point E par 
oh la r if i l tante R E dans la direfiion 
de *laquelle doi t  ê t re  l e  cenrre de gravit6 , 
on prendra ( 2 ; ~  ) les moments par rapport 
à deux droires fixes TX,  T Z  Frifes dans 
le plan horirontal 2: X, & ;lerpendiculaires 
entr'elles , a11 prendra, dis-  je, l a  iomine des 
moments c o h k  fi tous les &rPs étoient dans 
ce plan h o r i b n t a l  ; & ayant divilé chacune 
de ces deux (ornrnes de moments , par la 
T;.:znie ?cs rnl!Tzs P , Q, S, on a x a  les deux 
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2 r +  C O U R S  
difiances Et E , E" E. Il ne  fera donc plus 
qucition q~?e de trouver, à quelle diftunce EG 
au-def ius  d u  plan horifontal X 2 ,  fe trouve 
c c  centre. Gr fi l'on îmagine l a  figure ren- 
verfé'e , de maniere que le plan X S  devienne 
vertical, & q u e  Z 7 [oit alors le plan ho- 
rifontal ; on voit , par l c  même principe, que 
pour avoir la diflance E' G' corref ondante 
& &ale la  hauteur cherchde E (o, il fau t  
prendre la fomme des moments par rap art 
a 2 T ,  C O ~ ~ E  ii ~ O U S  les c o r p  étoient 1 ans 
l e  pian Z Y, & divjîer cette fomme de nio- 
mcnrs, par la fomnie des manes ; alors on 
a tout ce qu'il f ~ u c  , pour d i t i rminer  l a p o -  
ficion d y  centre de gravitd. 

a 6 5. Donc, rdcapituler , la recher- 
che dii centre de gravit4 fe réduit, 

1". Eorîque tous les corps confidérds, 
comme des points, font iicuds fur une mime 
ligne droite (Fig. 82 ) , à prendre la  hi i lme 
des moments par rapport à un point fixe P 
pris arbitrairement fur cette ligne, 8r divifcr 
cetrc fomme par la fornrnc des rnaffes : le 
quotient, eit la difiance du ceiltrc de gra- 
vite G , à ce nitme point F. 

2'. LotArque tous les corps confidkrés, 
cornine des points, hi tous dans un mCme 
plan : on imaginera par UR point T (  Tig. 80 ) 
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pris arbitrairement dans ce plan,  deux lignrs 
TA",  TA'  perpendiculaires l'une à l'autre ; 
& ayant mené des perpendiculaires, de cha- 
que point pefant , fur chacune d e  ces deux 
lignes , on imaginera que ces points pefants 
font appliqués fucceilivement fur la  ligne 
TA",  & i l r  la ligne T A ' ,  chacun au point 
où aboutit Pa perpendiculaire. Et l'on cher- 
chera, comme dans le cas prdctdent , q u e l  
eit alors le centre de gravité G'' fur TA'' ; & 
quel efi le centre de gravie4 G' fur TA' ; me- 
nant pifin par ces deux points , k s  lignes 
G" G , G' G paral leles à TA' & T R ', leur 
point de  rencontre G fcra le ccritre de gra- 
vird cherché. 

3". Enfin , lorfque les corps confidérts , 
conlme des points , feront dans difErents 
plans,  on iinaginera trois plans , l'un hori- 
fontal ( Fit4. 7 6 )  & les dezx a u x c s  vcrti- 
Caux, & perpendiculaires entr'eux. De cha- 
que point pefant on abaiKcra une pcrpen- 
diculaire rur chacuii de ces ~ i a n s  ; on prcndra 
la fomme des moments , par rapport à cha- 
que plan , & divirant c h q u c  îornme , p.ar 
la fornine des maKes , on aura les trois dif- 
tances du c e m e  de gravité à chacun de ces 
plans. 

2 69 .  Sur q u o i ,  il f z ~ t  toujours re fouve- 
cir que quand quelques - uns des  corps B 
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trouvent dc d iEren t s  côtes du  poin t ,  ou de 
l a  ligne , ou du plan , par rapport auquel 
o n  confidere les moments, il faut prendre avec 
des fignes contraires, les moments des corps 
qui  Te trouvent de diEdrents c6té.s. 

2 7 O. Placons ici une obfervation q u i  f u i t  
Immddiatement de ce que nous venons de 
dire, & qui pc~it a b r d ~ e r  , dans pluîicurs oc- 
calions, l a  ddtermination du centre de grz- 
vit6 , & d'aurres recherches. 

Puifque la diitance du centre de gra- 
vit& efi dgaIe à la h m m e  des moments, 
divifde par la fomme des maffes ; fi le point, 
la ligne, ou le plan par rapport auquel on 
confiderc les moments , paffe par le centre 
de gravit&, cette diitance 6:ant alors z t ro  , 
la fornine des moments , doit  donc aufi ê m  
Cgale à zéro. Donc, en gCnCral , laJoi~irne des 
momcnrs par rapport à r d  plan que ce /oit qui 
puJepar le centre de gravite', e/t qéro. 

r 7 I . Jufqu'ici nous avons conGd6ïé les 
corps comme des poinrs ; dr nous avons vu 
comment on  ditermine le centre commun de 
qravicé de tous ces points, en quelque norn- 5 

bre qu'ils foient. Or ,  un corps d'un volume 
& d'une figure quelconque , n'&tant autre 
chofe que I'alfemblage d'une infini16 d'au- 
tres corps , ou parties matérielles , que 
l'on peut confidérer comne des poiii:s , il 
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s'enfuit donc que par la xneme mdthode on 
prut dLtcrminer le centre de graviré d'un 
corps de figure quelconque; &'nous allons 
en voir diverfes applicarions dans un mo- 
ment. 

Et puifque le: centre de  gravit6 n'eit au- 
tre chofe que le point par oh paKè la  r k h l -  
tante de  tous Ies e fk r t s  particuliers que font 
les parties d'un corps pour obdir à leur pe- 
iànreur ; que d'ailleurs cet te rdfultante eit 
tgale à la rommi: de tous ces efforts parti- 
cu:iers ; concluons - en qu'on peut toiijours 
fuppofer tout  le poids d'un corps r tuni  à fon 
centre de gravit6 , & que ce  poids y feroit 
le i n h e  effet, qu'il efi capable de faire fur 
ce point , dans fi difiribution aQuelle fur 
toutes les parties d u  corps. 

2 7 S. Donc lorfqu'on aura à trouver le 
centre commun de gravité de plufieurs ma[- 
fes de figures quelconques, on commencera 
par chercher le centre de gravitd de chacune 
de ces maffes , ce q u i  efi facile aLtuelJenienr. 
Puis, confidkrant l e  poids de chacune de ces 
maires comme rduni à foi1 centre de gravit&, 
on cherchera lE cer,tre commun de gravitd, 
comme fi tous  ces corps dtoicnt des points 
placés à l'endroit où chacun a fon centre de 
gravitd particulier. 

2 7 3 .  Donc tout  ce que nous avons di% 
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jufquYici fur le  centre commun de gravit6 
de plufieurs corps conlidérds comme dcs 
poi!its, a Cgalcrnmt lieu poiir l e s  corps de 
figure quelconqüe , en pe r l an t ,  da is  1'Cva- 
luation des moments, pour diflance de chaque 
corps, l a  dirtance de ion  centrc dc gravité 
pariicu!ier. 

2 7 4. Donc f i  plu &urs corps de quelques 
Ji,;ui-es p'ik {oient , ont leurs crntres parti- 
culicrs de g-mrré darzs une nzbne ligne droi te ,  
ou dans un mtme pl 'n ; leur cenrrê commun 
de g ~ ~ v i t t ;  j r a  a u f i  dans ceire m i n e  L p e  
d r o m  , ou d ~ n s  c2 nrêneplan. Cela fe ddmontre 
coxnie  on l'a filit ( 262 ). 

a 7 5 .  Venons aux ai>plic~tions. Soit 
A 3 ( Fig. 8 3 ) ilne ligne drc i te uniformd- 
ment gedarite. On voir facilement Rr fans le 
fccours d'aucme ddmonitraeion , qu'elle doit 
avoir roi1 centre de gravit4 dans Con milieu. 
Mais poiir confirmer par un exemple limple , 
l a  tlidorie des moments que n o u s  venons 
d'expokr , cherchons cc centrc de gravird 
par  ces nAnes yrincipes. 

Concevons donc cette droyte partagée en 
une infinit6 de parties telles que  Pp ; il f au t  
multiplier chacüne Far fa diflance à un point 
fixe ; p a r  exemple, Far fa diflance à l'extrt- 
mité A ; prendre la fomrne de  ces produits , 
& divirer le tout  par la h t n m e  des parties 
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D E  M A T H ~ M A T I Q W E S .  319 
P y  ; c'eit à-dire , par la ligne A B. Nommons 
donc AB, n ;  A P ,  x ;  nous aurons Pp z d x ;  
le moment de Pp  iera x d x ,  qu'il f au t  inté- 
grer pour avoir la fom:~:: des momrncs ; 
cette fonirne fera donc -; & pour l'avoir 

dans toute l'tcendue de la ligne, il f a u t  iiip- 
a' pokr x = a ; on a donc - pour la fom~ne 

& 

totale des moments ; divifant donc par la 
a 

fornme a des maffes , on a ;, pour la ,diG 
tance d u  centre de gravité, ail ppint A. Ainfi, 
Je centre dç gravité d'une lignp droi te  uni- 
formdment pehnte ,  eIt dans ion milieu ; ce 
qui efi d'ailleurs &vident. 

2 7 6. Donc 1". pour avoir le centre dc 
graviré du conrour d'un po&&one quelconque 
( E<g. 8q ), il faut du milieu de c h a q u e  c ô d  , 
mener des perpendiculaires iiir deux lignes 
fixes A B ,  A C, tirdes dans le plan de ce 
polygone ; & confidiraut le poids de c h a q u e  
côtd , comimc r&uni au milieu de ce c8té,  
chercher le centre commun de g r a i r i d  de 
G.=S poids comme il a dté di t  (261 ). 

z 7 7. 2". Le centre de gravi~c' r ie  la  Pr- 
fice d'un paraliéIograntine gurlconque , e/S na 
milieu d e  la  Zigne pi joint los milieux de deux 
E Ô ~ S  opyops. Car en concevant le parelldlod 
gramme cornpofd de lignes matérielles pa- 
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raileles à ces dcox côrés , cliscune aura Ton 
c e n t r e  de gravir6 fur la ligi?ç q u i  par 
les milieux de crs deux m h e s  côtés. Le 
cciltre comin~ln de ?;raviré d ~ ,  toutes ces li- ., 
fines lLra donc fur certe m h e  Kgne. Il fcra 
b>  c! aillerirs au milieu , puif"jiie certe ligne 
coi:(idcirie cornine chargte de ~ O L I S  ces poids, 
eff ul~iformément pcfance. 

2 7 3. 3". Pour avoir Ze centre d: grnvi~é de 
10 ,&jlce d'un triun;le ABC ' Fig. 8 5 ) , il faut 
du f ~ m r n e c  A , mener au milieu D du c ô d  
oj)rofd B C la druite AU; & rrendre, à 
c. mpter  du point 0, la Farcie DG =+ AD. 

En cK:t, l a  droite A D qui divife B C en 
dci:u pcrties égales au point D , diviîera 
a- .Ci  , en deux parties Cgales , toute droite 
NN ~ a r a l l e l e  i BC ; donc fi on conridere 
l a  h r f 7 c e  d u  triangle CO~II~IIC l'afferiibiage 
de p!ufieurs lignes mutérielles , ~aralleles à 
3 C , l a  l i p i c  A D  q u i  palTe par  les centrcs 
d:: gravité particuliers de toutes ces lignes, 
pdTcra a u f i  p r  leur centre commun de gra- 
vité ( 2 6  ) , c'cf?-à-dire , par cclvi du triangle. 
Par la rn6ine raifon la ligne CE qui pafferoit 
par le niiliru de  A B , yaffcroit aulfi par le 
centre de pravitd d u  triangle ; ce centre efl 
donc au  @int d3iiircrfeai& G des deux li- 
unes C L  & A A. Or fi l'on tire E D ,  elle 5 
h a  paralide à A C , piiliqu'elle divife en 

< 

deux 
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B E  M A T H É M A ~ [ ' I Q U E S .  g a i  
Peux parties égales les deux côtds A B , B C 
Les deux triangles E GD, A G C feront donc 
femblables , ainfi .  quc les triangles A B C, 
E B  D ;  on aiira donc G D  : A G  : :  E D 
A C :  : & D : B C :: 1 - :  2 ;  G D  eit donc 
nioitié de A G ; & par conléquent le tiers 
de A D. 

2 7 9.  Concluons de-là que yo Ir avoir Ic 
centre dt grsvire G d'un zriipèv ( qp. 8 6  ) , 
il f a u e  par les niilieux E & F des dcux côtds 
paralleles CD & A B  , mener E F; & par c-8 

n~ernes points , mener aux deux angles op- 
pofe's A & D les lignes E A ,  F LI ; puis 
ayant pris Eg-f  E A ,  F g f = - f  F i l ;  me- 
ner gg'qui couTera E F au  oint cherché G, 

Car en r a i h n i i a n t  comme nous l'avons 
fai t  pour le t r iangle ,  on voit que le cent re  
de gravit6 G doit être Cur E F, D'aiileurs, 
g &.g' drant ( 278 ) les centres de gravité 
particuliers des deux triangles C A  D , A D B 
quicompokn t  le t rap tze  A B  D C, le centre 
commun de gravité de ces deux tri-s, 
ou d u  rrapèfe, doit être fbr gg', ( 2 6 2  ) ; il 
doit donc  être à lYinterfc&tion G. 

Comme nous aurons befoin par la fuite, 
de la diitance F G , ddterminons la t o u t  de 
fuite. 

Menons les lignes g h & g'h' paralleles à 
A B. Puifqueg2=f A F ,  & F g f = + F D ,  

X 
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on aura g h = + A  F & g 'h '= fED ; cil 
g h  = -); il R , & gJ h' 3; f C D. Par la niêixe 
raifon E h = + ,?i F ,  E'h' - $ E F ; donc 
h h' t= 3 ' E P;: Or les triungies kmblables 
G h g ,  Gh'ç'donnenc g h  : G/z : :g'.'r1 : G h ' ;  
donc g h - C  g'h' : G h i  Gh' : : g J h ' : G h ;  
c'efi.icike,t /113+$CD:f EF::+CD.Ght;  

' E F X  CD 
donc Gh1=% - donc F G qu i  efi =1 

4- C U '  

fervira dans peu , à trouver le centre de 
gravité de la parrie fribmergée de la carhe ,  
dans les vaiiieaux. 

Kemarqmns,  en pairant , que fi la  hau- 
teur du trapèze éteic infi13imr:nt petite,  8: 
les deux c6rCy A B & CD infiniment peu 
digirents ; alors ces n:ênies côtds doivent 
étre réputés tgaux ; enforte que  la diflancs 

' E F x  ? A B  F G  B rdduit à iAT, O U ,  f E F ;  c'en- 

' a -dire  , que dans ce cus, le centre de gra- 
vit& eft à égale difiance des dcirx M e s  op- 
pofées. 

2 S O. Il efi donc facile maintenant de 
trouver le centre de gravité dc h f i r f a c e  d'un 
potygone quelconqu~ ( Fig. 67 ). 11 faut le par- 
tager en triangles , & ayant ddtermiiié le  

l 
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cen:re de gravit4 de chaque triangle, de la 
mal;iere qu'on vietlt de l'enfeigner , on dd- 
terminera le centre commun de gravité de 
tous les triangles , en les coiifiddrant comme 
autant de mages proporrionnelles à leur 
furface , & rtunies chacune à ion centre de 
gravité particulier. C e  q u i  fe fera comme il 
a dté enleignd ( 261 ). 

On voit aCtuellement comment on peut 
determiner le centre de gravit6 de la hrface  
de tout  folide terrnind Far des furfaces 
planes. 

2 8 I . AU refie , il n'cil pas toujours né- 
ceffaire d'avoir recours aux moments, pour 
irouver les centres de gravitt. Par exemple, 
s'il s'agiffoit de troliver le centre de g rav i t t  
du  contour du pentagone rdgulier A B  CL) E 
(Fi,.. 88 ) ; je menerois de  l'un A ,  des an- 
gles, une droite A F au  milieu F du côtt  op- 
port2 C' D. J'en menerois pareillement une  
kconde, de l'angle E , au milieu du c6tk 
oppofd 4 C ,  l'inîerfct2ion G de ces deux 1i- 
gnes feroit le centre de gravité, 

En eflèt , le  centre commun de gravird 
des deux c6tds A B. AE . efi au milieu c de , , 
la ligne I s  qui  paire par leurs milieux ; cela 
eft tvident. L e  centre commun de gravité 
des deux côtés B C, D E ,  eit p3r la même 
~ i i o n ,  au miIicu de la lighe Id qui page pas 

X a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



leurs milieux. Enfin 1s c ô t i  CD, a fon centre 
de pravité en E. Or il eit facile de voir 

u 

que la ligne A F pafic par les milieux c , e ,  
Pr F ; elle pare donc par le centre commun 
de gravité des cinq côtds ; un raiConnement 
frrnblable, proiivera que I E  page a u f i  par 
ce centre ; cc centre efl donc à l'interfe&tion G, 
de A F & de I E. 

2 8 3. En raifonnant corninz nous l'avons 
fait pour le  triangle , on prouvera que le 
point G eit a u G  le centre de gravit6 dc la 
furfacc du pentagone rdpl ier .  

Et en  général, on prouvera de la même 
rnailiere, q u c  1s centre de gravit6 du contour, 
ainfi qrie de l a  Cwface d'un polygone rdgulier 
d'~m nombre de côcd impair, efi au point 
d'interfc&ion de deux droites dont chacune 
efl menée ds  l'un des angles, au milieu du  
cBte' oppofé. Et lorfque le nombre des côtés 
eit pair ,  ce centre efi au point d'interfec- 
t ion de deux lignes m d e s  par les milieux 
dr deux côtés oppofds : d'où l'on canclu- 
rait, s'il en &oit befoiil, que le centre de 
?ravit6 de la circonfdrer-ice & de ia furface k 
~ J L I L I  cercle , eit au centre. 

Quand le nombre des lignes , firfaces, 
ccrps , &c. dont o n  a à trouver le centre com- 
miin de gravité , n'efi pas confidirable , on 
pcut fiire ufage de ce que  nous avons dit( 238 
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& a39 ). Far exemple , [oient trois points 
A,  B , C ( Fig. 87)  q u i  foient les centres dç 
gravité d e  trois lignes, ou trois furfaces, ou 
trois corps, dont  les poids Pont reprdientds 
par les maifes 31, N ,  P. Ayant joint deux 
de ces points C & B , par l a  ligne B C, on  
partagera B C' en D, de  maniere que l'on ai t  
N : P : :  CD: B D ,  o u N I P : N : : C B :  
CD ; l e  point D fera le centre commun de 
gravit6 des deux poids P & N. On menera 
eniiiite D A ; & imaginant l a  tutalitci N +  P 
des deux maires N &  P raffemblde en D , on 
partagera, de  même , LI A, cn raifon inverre 
des deux maires Id & N -i- P , c'efi-à-dire, 
de maniere que .N+P:M:: A E : D E ,  ou 
que N - t - P - t - M :  M : :  A D :  Q E ,  le point 
E k r a  le centre commun de gravid  des trois 
poids fil, N ,  Y. O n  continucroit de mkrne , 
pour un plus grand nombre de corps. , 

2 8 3 .  Concluons, de ce qui pricede , que 
l'on peut avoir facilement le centre de gra- 
vit6 de  l a  f ü r f k e  & d e  la foliditt de tout 
prifine & de tout  cylindre. 

E n  &et, il eB dvident que ce centre doit 
étre au milieutde la ligne q u i  pare  Far les 
centres de gravit4 des deux baies oppoféec ; 
puifrjue ces corps font compofis de tranches 
parfaitement tgales & femblables à la bafe, 

X 3 
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que l'on peut coiifiddrer comme a u t a n t  de 
poids dgaux uniformdment difiribu6 f ir  cet te  
ligne. 

2 8 4. Pour avoir le  centre de graviré C 
'd'une pyramide triangulaire SAD Z ( Fi' 90 ) , 
il faut, du foininet , meilcr au centre de gra- 
vité F d e  la b a k  , la droite J F, & prendre 
fu r  cette ligne , à compter du point F ,  la 
partie B G - $ SR. 

E n  V G ~ C ~  la raifon. D u  milieu D du côté 
'AB , menons D C, D S, & ayant pris D P = 
CD, & D E = +  D S ,  les points F & E 3 

feront les centres de gravité des deux trian- 
d e s  ABC, ASB. b 

Cela poCé , fi l'on c o n ~ o i t  la  pyramide, 
compofde de ,plans matCrieh parailelcg à 
ABC, l a  ligne SF q u i  pa re  par le point P dc 
la  bafe paffera, dans c h a q u e  tranche , par un 
point qu i  fera plack de l a  même maniere dans 
cette tranche ( Giom. 199 ). Ainii , les ceq- 
tres de graviré particuliers des différentes 
tranches , font  tous fur la ligne S F. Par 
la meme raifon, les centres de gravit6 parti- 
culiers des tranches paralleles à A B S ,  dalle 
on peut  imagincr c$ie la pyrarnidc elt coni- 
pofée , font tous fur E C; Di4x le centre dc 
g rav i té  de la pyramide efi au point G , où 
iè coupent les deux lignes F S ,  & E C lituécs 
dacs le plan AD&'. Or fi l'on mkne F E ,  e h  
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h a  yarallcle ?I CS, piiicque D P é t n m  le  tiers 
de D C, 8: D E le tiers de D S ,  ces deux 
lignes D C & D 3 font  coiipdks proportion- 
nellement. Les deiix triairgles F E G ,  CS 
feront donc Cernblables e n t r ' e ~ x  , 81 i l  en fera 
de m&me des deux triangles i'/l F E  , D C S ; 
o n  aura donc F G : G S :  : F i l  : CS: :  Dr '  : 
DC:: I : 3 ; d o n c  F G  efi le tiers dc G S ,  8h 
par conîéquent le quar t  de FS'. 

2 8 5. Comme OH peut décoinpcfer tout 
folide, en pyramidce triangulaires, connoiffarit 
aauellement le  centre de  gravit6 d'un,; py- 
ramide triangulaire , il éfl facile, à l'aide des 
moments , de trouver le centre de grzvitd 
d'un corps qiielconque. 

2 8 6. Tel le  eft la maniere ginirale de  
trouver les cenrres de gravit t  des figures, 
ou des corps ,  don t  les parties font indtpen- 
dantes les unes des autres , ou du  moins , 
lor'fqu'on n'a point l'expreflion de la loi qui  
lss l i:: Icç L m ;  aiis'autres. 

&lais 1or;Tque les parties d'une figure ou 
d'un corps ont  entr'ellcs une rclation qric 
l'on peut exprimer par iule éqirarion , on 
peut alors trouver le cenerc de gravit& d'uni: 
mariiere beaucoup plus facile. En voici des 
exemples. 

2 87. Qu'il s'agire d'abord de trouver 
Ic ccntrc de gravit t  G , d'un arc quelconqu~ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de courbe A M ( Fg.  9 1 ) on imaginera 
I'arc iiiiininient ~ e r i c  iki m ; Bi l'on prendra 
pour axe dcs moments u n e  ligne quelconque 
C N paraiielc aux ordonndes que je fuppofe 
pcrpendiculair es entrlc.llcs. jz luypoîe de 
p,us que l a  difialice de C à L'origine A des 
alf'ciffes foit = 6 , b dcant d'ailicurs quel- 
c o q u e .  Pour avoir la  difiance Gg du centre 
d e  gravité à 1 axz CN, il faut (261 ,I prendre 
l a  Iornmv des niomeiir;s des  arcs M n? , par 
rapport à 1 axc C N  , & !a divirer par 13 Gm- 
me dcs arcs r?i nz ;' c'eR - à - dire , par l'zrc 
A ibi. Or I'arc M in Ctant infiniment petit, 
l a  diitaiicr: de Con niilicu n , à la droite CLV, 
doit erre rfputée Bgale à %LV. On aura d o n i  
AI m x M N  pour le moment  de ce petit arc. 
Mais  en  nûmmant A P,  x ; P N , y; on a 
( 9 7 )  M m  = Z / d r 2 + d y z & b j N = s :  C P =  
b - JI; donc  (b - x )  ~ d l , , d y '  efi Ie mod 
rncnt du petit  arc  AA n ; & par conféquent 

- x) i / h a + i y L ,  ou lJinrtgrale de ( h - x )  J (L- - 

I / d x z + , i v l  eit la Pomme des moments de tous 
ILS arcs infiniment pctits &lm , dont l'arc 
A M tit cornpofé. On a donc  G g - 

-- 

J(b - xj v d x ' + d y l .  Quant à l'arc A M  q u i  
A iv 

divife , dans cette quantird , nous avons 
doniid ( 7 ) la nkchode pour le déterminer 
exademznt , lorfque çe!a iè pçut ; & ( I i Q ) 
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celle dc le dttermirier par approximation. 
Par un raiformernent femblable , on rrou- 

vera que la diitance (;,pl , du centre de 
Jy trdrl+ dyZ  

graviri ,  à l'axa A P, eit ---- 
ri &! 

Ce font là les f ~ r m u l c s  gdngrales qui  fer; 
vent à dtterminer le centre de gravité d'un 
arc quelconque de courbe dont  on a l'&qua- 
tion entre les lignes que nous avons nom- 
mées x & y. 

2 8 X. Si l'arc dont  on veut avoir l e  centre 
de gravict , efi compofé di: deux parties 
&gales & fcmblables A M , A 111' ( I; ig. 9 2  ) 
firudes de part & d'autre de  l'axe dcs abc 
ciffcs ; alors il cfi évident que le centre de  
gravit6 G ,  k a  iür la droite A P : il rie fera 
donc queilion qirc de trouver fa diflance au 
point C. Or il eii clair que  les moments des 
deux arcs hl in, hl' nt' à l'égard de l'axe NN' 
& t a n t  égaux , l a  diitance C G ièra , alors, 

2J(b - X )  r/ ~ x i + ~ i ~ z  
igale à M A M--* 

Par exemple , que l'arc 31 A M' foit un 
arc de cercle, on auray  = va, - x , ,  a har i t  
le diametre. O n  trouyera fzcilement , & 
nous l'avons dkja vu ( I r I ) que V' d x 2 +  ,tyl = 
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S ~ ~ > ~ o S o n ~  :Jour plos de îimplicitd , quc le 
point C b i t  'le centre , alors AC= 6 = i a ; 
nous aurons donc 2 j ( b  - x) i - d ,  -- 
af(+ a - x) dx (dx - ~ X I - :  = a VGZ (89); 
intégrale à laquelle il n'y a p0ir.t de coi~f- 
tante à ajUurer , parce que,  lorique x = z t ro ,  
elle devient d r o  , ainfi que cela doir ê t re ,  
puifqu'alors h fomrne d e i  moments e A ,  dvi: 
dcmrnent, nulle. 

Nous avons donc enfin 2 f (b-x) dx v'd.Itdy; 
== a f a ,  - ,, , & Far confi?quenr. . . . . . 

V o x  - xx + a x 2 V a  x - . yx  CAxJL~I1  
CG=n - -  - -  s== -- - - 

.HA r u '  ,WAJlf - M A A ~  
ce q u i  donne cette p ro~or t ion  AI A M 1 :  
.MM' : : C A  : C G , q u i  nous apprend que 
la Q~Jmce  du centrc d'un cercle , au centre 
dt  grnvité de l'un qudconque de jts arcs, t ~ ?  
gaor~~ienie~ro~ortionrzedIe d la longurnr de l 'arc,  
9 fa corde G. au rayon. 

O11 peut appliquer ces formules à toute 
mtre  courbe : 

*OUS F alTon9 aux centres de 
zravitd des hrfaces p ailes termindes Far des . . 
h g m s  courbes. 

a 8 9. Si l'on demande le centre de gra- 
v i t é  de la furface A P M ( Fi& 93 ) ; nous 
fuppoferons que G rcprdfente ce ceiirrc. Il 
fwdra pour avoir la  dirtanre G g , prendre 
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la fomme des moments des petits trapèzes 
Mf'pm, par rapport à C N , 8<: la divif& par 
la fomme dç  ces t r a~ i i zes  ; c'cfi-à dire , .par 
lJeSpce Ai3 hl. Gr le centre de gravi t6  r de 
ce petit trapèze doit être au milieu de la 
droite n k dgalcment dloignée de  M P & 
de nt p ; milieu que l'on peut fuppofer erre 
fur Al P ,  à c a d e  de la liauteur infiniment 
petite Y p ; on aura donc la difiancc i l -  
C P ; ainfi le moment de P p n ni , fera 
P p  m M x  C P , c'eit-&dire , ( 6 - x ) y d x  , en 
appellant toujours C A ,  b , & A P x  Donc 
la romme des moments fera f ( b - x ) ydx, & 
par coiifdquent la difiance G g fera. . . 
/ (6 - X ) J  d x  
----- 

A P LW a 

O11 trouvera de la  même maniere que la 
f; y ' d x  diitance Gd = - 
A P M '  

2 9 o. En gdnéral, on trouvera de la  mémc 
inaniere , le centre de .gravit6 de tout eîpace 
plan,  eir Lc ddcompurant en trapèzes infininmit 
petits. 

Par  exemple, s'il s'agit du triangle A N n;R 
( Fig. g+ ), on prendra la bafe N N' & la 
hauteur A C  pour axes des moments ; & nom- 
m a n t A P , x ; M M ' , y ; & A C , b , o n a u r a  
MM'm' m =y d x ;  & le momcnt de ce tra- 
pèze à l'égard de N C, fera ( 6 -x )y d x .  En 
f x t e  qiie la difiance G p du centre dc gra- 
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/ ( b - s )  ydx 
vit6 , à la  baie, k r a  - - 

AbdJi' 
.Or i; l'on nom4 

m e c l a  l a l c , o n a A C :  A P  : :  N I V 1 : M M ' ;  
c 'e i t -à -d i re ,  b :  x : : c :y = -- ; donc 

6 
a x d s  

J(6 - x l y  dx, devient f (b-  x) T ,  ou 
C x L  X 1  1: (bxdx - x2<ixJ, qui m u e  (k - --) 3 

ou Cg ( 3  6 - 2 x). Or la fiiirfacc A M&I1 efi 
JIM'xAP c x a .  -- ou - , donc la iiirface du centre 

2 z b  
c x Z  
- ( 3  - 2 % )  
6 b  

de gravité, eit o u t ( 3 b - z x ) ,  
2 6  

qui , lorfqüe x = b , devient + 6. Donc G g 
6 .  O r  fi l'on mene la ligne A G L ,  les 3 

triangles Cemblables A C L ,  - G g  L donnent 
L G : L A : : G g : A C : : + b : b : :  1 : 3 ; d o n c  
L G = + L A ,  ce qu i  s'accorde avec ce que 
nous avons ddmontré ( 27 8 ). 

2 9 I . Appliquons maintenant les formu- 
les aux lignes courbes. Suppofoils que APN 
( t i g .  95 ) eit une portion de cercle , dont 
le diarnetre efl a , & que le poinr: C eit 1i 

centre ; ce qui  donne b $ a. Nous aurons 
y = V z x .  La quantité f (6  - x,) y dx ,  
devient donc f ($ a - x )  d x  I / a  X - x )  OU 
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[ ( + a - z ) d x ( n x - x x ) f  qu i  ( 8 9 )  ci? in- 
3 

tégrable, & a pour integrale t (!x - X X ) ; ;  

quantité à laquelle il n'y a point de cor& 
tante à ajourer, parce qu'elle efi zéro q u a n d  
x - O ,  ainfi que cela doi t  h e .  Nous avons 

S'il s'agit du  feg~nent entier ; comme 
il efi t v iden t  qu:: le centre de gravit6 G 
(Fig. 9 2 )  efi iUr le raycn C A ,  qui d i v i k  
l'arc en deux parties Cgales, & qu'il eft à 
m h e  difiance de N N ' q u e  les deux centres 
de gravité particuliers des deux ' demi - feg- 

P i l f 3  
menrs A P M , A P A Z 1 , o n a C G = k = =  

c'eit- à -dire,  que Za drJtance du c e n m  d'un 
cercle, nu centre de gravité de Zafir/;ace de Pua 
qilciionpe de j s  Jëgizen~s , r/l c g d e  au dou- 
+ e m  LU cude de la corde, d i v 9 p a r  b ~ ~ r j c 6  
de ce jgnient. 
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334' @ O U R S  
2 9  2. Q u a n t  au centre de gravité d ' u i ~  

f d c u r  C 111 A k' ( Fig. 96 ) on peut l'avoir, 
en obfervant quc le centre de gravité G du 
f e p e n t  Pvf A L I ' ,  cclui G' du fcReur , & 
cdui G" du triangle îoiic tous fur le rayon 
CA ; que k l o n  Iç principe des moments, le 
m o m m t  tlu feReur, doit être dgal a u  mo- 
n e n t  du k g m e n t ,  plus le moment du triail- 
gle. Onadonc  C M A M 1 x  C G - - M A M ' x  
CG -i- C III M' x C G". Or nous venons de 

i , p j 1 3  ' 
trouver CG A= - 

A 1' hi? 
que l'on prüt  changer 

5 3  +PM' 
en 2~ = ~~m ; donc C G x M A  A!' = 
2 -3 , pnf . D'ailleurs , nous fcivoiis que  C'MAL! 
==P MX C F ,  ek (278) que CGI1=:f C P ,  
enforre qiieCi*,l,?lf r CG"= f i  r fdui t  à i PMx - 
CP". Cubitituant donc ces valeurs, on a 
C M A  M'x CGt=f P Ml+ 5 P M x  CP1= - ~PIII(PM'-+cP~),;P~~~c~I', 3 à 
c a d e  d u  triangle - rettangle C P M. Dopc 

I 

P2CZx C h i  CG/=' 
C Ad A &f7 . Mais la furface du f d t e u r  

C ïi4 A iV2' , efi &sale à l'arc & M M '  muleipiid 

- 1  q i v x f x  c A --. C'eh - à - dire , que la dgaance du 
hl A Al'  

cenrre d'urz ccrcle , au centre de gravi~é de I'UC 
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quikunqnc de fis /e&rs , qt! qu.urieme pro- 
portloiint[le ii L'arc, au i-ayon , & oux deux 
rius deJu ccrdc, 

011 peut appliquer les formules, à toute  
autre cûurbe , par ercrnplî , à la parabole, 
&cm 

2 9 3 .  Voyons mainte!lant les furfaces 
courbes ; mais bornons- nous à celles des 
fi~lidcs de révolurion. Alors en  raifonnant 
cnlnrne dans les articles prdckdents , on 
verra que le centre d e  gravirk de chaque 
zô t~e  éldinentaire , eit dans l ' x e  de rdvolu- 
tion CA ( Fig. 9 y  ), (S( doit é t re  rkputCe au 
ccnrre P de i 'une des bafes de cette zône, 
conGdCrCe comme ayant une kpaiffeur infi- 
niment petite. Or, nous avons vu ( 98 ) que 

l'erprçfion de cet te  zône éto i t  :y / S m ,  
r : c repréfrntant le rapport du rayon à la 
circoi-iférence. On aura donc ( en nommanr 
toujours 6 la diflmce R C de l'origine A 
des ubfciKes à l'axe N#' des moments ) 
on a u r a ,  dis - je, -2- ( h - x ) V d x ~ . + d y ~  pour 
le moment de cette mtme zône . enforte a u e  
la diflance CG du centre de gravit6 G d é  la 
furface , au point C, fera en i-&nrnant Scerre 
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2 0 4. Siippofons , pour appliquer dette 
f o rmu l r  , qu'il s'ap,it de trouver le  centre de 
gravit6 de 13. fixface convexe d u  cône droit 
A NN' (Fi+ y $ ) ,  A P é tan t  x ;  P & ] , y ;  la 
h a u t e u r  A C, b ; le rayon C N dc la bafe , a ; 
& le c ô d  A N ,  e ; on aura ,  à c a d e  des 
trianglcs femblables, A C N , b2r  m , A C : 
Ani : : M r  : Mrn;c'eita-dire, b : e :: d x :  
-- c d x  

i ~ ~ l + d ~ '  = 
b 

On aura au f i ,  à c a d e  

des t r i a~g l e s  fen~blables , A C N & A P M, 
A C : C N :  : 14 P : P :Id; c'efi-à-dire , b : a : : 

a r 
x :y --; doiicJ'5 ( b  - x)y vd?+z, 

b T 

n z :  e d x  devient j l  x ( I  - r) x ?- x -b- ; OU 
r 

f3 ( b  x d r - x z d x )  , dont l'intégrale eR 
c n  e c a c . x Z  

6 rb' x ( j b - Z X )  
O r  la furface de la portion A ,Mt L MA, 

AR1 
ou S, eit ( G~onz. 2 I p ) = - x circ PM; & l'on 

- 
A P r  AN a AC: A P  :: AN:  A M ;  ou AM=-- - 

AC ' 
AP x A N  c ae donc S = -- 

2 AC 
x circ PM= - r X -  z f b  x x ;  

donc  la  diflance du centre de gravité de la  
îurface A M' L M A , au point C , en 
cnexZ 
,(36- 2 x 1  - 
c a e -. O U $ ( ~ ~ - Z X ) , O U ~ - ~ X ;  - 
2 r b b  

x3 donc 
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donc lorfque x = b ,  CU lorfque AP = AC, 
on a la diltance C G d u  cent-c de p r a v i t é  d e  
3a furface totale d u  côiie , - 6 - 5 6 = ' h 

3 .  z 9 

c'eit à-dire que ce crnrre c'e pravi té  t ~ i t  le 

m@rnc que  celui de la furfdcc d u  tria?:gie 
A Al?'. 

2 9 5 . Pour frcond exempte , Fren3ils la 
-- - .- î'hcrt: (Fig .  99 ). Nous a m o k  y = I/,,-,, 

L' ' 
a t t an t  le diamctre, & i d x ~ + d y 1  = v ;  :,- < X '  

d o n c j C  (6 - x )  y I / d x - + d y .  deviendra 
r 

f: (b  - s) x : d d x ;  fuppofant  donc que  C 
eit le centre,  ce q u i  rcnd b = a ,  o n  a u r a  

c a x .  -- on a donc la  diitance C G d u  centre  C 
3 r  

c a x  
- ( -  L! - + X )  
Z r au centre de gravit6 G ,  = --- - - 

L',l X 

3 r 

; a - $ x  C A - - t A Q ; c J ~ f i  à tiire,quece 
c e n t r e  G ,  c 4  a u  milicu G Ce :a hauteur  i: P 
d e  ce fegmcnt L'où I'on peiit cor.clure en  
gCnéral , q u e  le centre de gravi t6  e la i ~ r -  
face d'une zônc fplidrique compriie entre 

Y 
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deux plans paralleles, CR au milieu de la 
hauteur de cette zôm. 

29 6. Terminons par la recherche des 
centres de gravit6 des iolides. 

Si l'on confidere un folide (Fig. 67) 
comme compofd de tranches infiniment 
minces , par~lleles entr'ellcs , & qu'on re- 
prdrente, en général, par s s ,  la fiirface de 
chaque tranche, & par d x  fon tpaiffeur, on 
aura ssdx pour cette tranche ; & par confi- 
quen t  s s (6 - xj dx  pour fon moment  ai 
l'égard d'un plan parallele à ces tranches, 
& paBant à une diitance C A  du fommet 
A ,  = b. Donc en nommant S la hliditd 
A LAf'ICIR on aura pour la diitance du 

/ j . s ( b - r ) d x  
centre de gravité, la quantité , Or 
l a  valeur de S ié détermine par Ies mCtIiodeç 
que nous avons donnies dans le calcul in- 
tCgral ; & celle de f s s  (6 - a) dx, Te déter- 
minera, aufi ,  par ccs mêmes mdthodes , lorl- 
qu'on -aura la valeur de ss en x. On aura donc 
l a  diitance du centre de gravit6 par rapport 
B un plan connu. O n  cherchera de l a  même 
maniere la diffance de  ce centre à chacun 
des deux autres plans perpendicuIaires entrc 
eux ,  Pr au premier. Mais nous nous borne- 
rons ici aux folides dont les tranches paral- 
lcles, ont chaciine leur centre de gravit6 par- 
ticulier fur une meme ligne droite, tcls 
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que font les pyrnrnides, ei les folides de 
tkvolution. 

2 97. Prenons d'abord les pyramidesb 
Soit donc b ,  la  hauteur A C d'une pyramide 
quelconque (Fi . i BQ) ; x la difirnce perpen- 
diculaire A P furie tranche quclrorique ; ce 
)a fiirface de la bafc ; on aura ( Ge'orz. 202) 
celle dz la tlanche placCe à la  diflance x 
di1 forninet, par cette proportion 66 : xx : : e t  : 
C C Y X .  e c x x  - 

d s , nous avons donc s s  = ; donc 
C e  

J J S  ( b  - x )  d x ,  devient/- b b ( J x x d x - x r d ~ ) ~ ~  

, C C  6x3 x4 e e x j  
ou - (+ b - 3 x). q u i  revient a fi ( - bb  

Or la foliditc? de la  pyramide q u i  a x pouf 
e e x x  e e x s  

hauteur, & s s ou .= p o m  bafe , eit x, 
donc la difiance du centre de eR 
& e x  3 

- ( 4 b - 3 ~ )  r z  bb 
t 

e e  - l i j  ,OU+ ( + ~ - ~ x ) o u ~ - S X $  
3 6 6  

or lorfqiie = b 1 AC, cette quantitg ft 
rtdiiit à {- b ; doilc la hautcur  Cg' du centre 
de gravité G, au-deffus de la bafe efi $ 6 .  

Soit maintenanr q , le centre Ce yravitt? de 
l a  bafe ; la ligne Ag p a f i r a  par le cen:re de  
gravit6 G dc la pyramide ; & les para l lzks  
G g f &  gCdaiinzront Cg'ouf 6 :  A C o u  b : :  
G g :  Ag; donc Gg - 2 A g ;  ce qui confi<- 

Y a 
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me ce que ndus avons dit (284)  & fait voir 
que pour toute pvramide ,  le centre de gra- 
viré de la folidil2 efi au quart de 1s diî- 
t a n c e  du centre de gravit6 de la l a r e ,  au 
fomn-iet. 

2 9 8. Quant aux  ij1;dcs de  rtvo!ution 
v a  . l a  valeur de s s  ( 102 ) efc géniralernent -, 
a r 

ainfi 17expreKion de la  difiance du centre de 
gravit6 pûLir c e s  foliYes , cit gdnLralcmcnt 

- fC p. Yxidx - . 011 peut appliquer cela à ha 
.Y - 

Pphere , à i'ellipioïde , &cm & par ce dernier, 
ddtermiccr le centre de gravit6 dçs inits. - 
Nous ne nous y arïêrcrocs pas,  pa rce  j u e  d m  
l e  cas où on en a u o i t  beloin, on peur,  fans 
erreur fenfib!e, fuppofcr ce centre de gravit6 
au milieu de la loi-igucu: des mats, vu le peu 
de courbure de lcur Li-face ; mais nous p d e -  
rons à ua objet plus iinportant. 

2 9 9.  Quo ique  ci: que  nous avons dit 
jufqu'ici , fur les centres de gr.vicé, Mlïfe 
pour mettre en état di: les trouver, dans 
quelque cas  que ce foit ; nous nous arrête- 
rons ndanmoins, f u r  l a  mdthode qu'on doit 
Cuivre pour trouver le centre de gravité de 
l a  partie fubmcrgéc de la carène, dans les 
yaiffeaux. 
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O n  doit îuppofer que ce centre d s  gra- 
vit6 efl dam le. plan vertical qu i  paffc par 
l'axè dc la quil le ; ainfi il ne s'agit que dc 
trouver fa difranze h o r i f ~ n t a l e  à une ligne 
verricale mende par un point ddterminé d e  
1'&rambot, & la difiarice verticale h ka ... 

A 

Pour l'un & l'autre de ces deux objets, 
il  f au t  commencer par déterminer le centre 
d e  gravité d 'une rurface A N D  F P  B (Fig. 
I O I  ) tcrminde par deux lignes pzraileles 
A B ,  D F, & par 4eux courbes dgales & 
femblables à A fl D, B P F. 

Si l'on avoit l'gquation de cette courbe, 
rien ne  fcroit plus facile que de ddterminer 
fon centre de gravit6 G ,  par les niéthodes 
pdcc5dentes. Mais ne l'ayant point ,  il faut 
concevoir par les milieux C & E de AB & 
de D E , la ligne D E  que l'on partagera, par 
des perpendiculaires TH, K AI, &c. en un  
affez grand nombre de parties tgalcs, porx 
que les arcs compris cntrc dzux perpcndi- 
culaires voifines puiKent ê t re  :egxdSs C S M ~ I P  

des lignes droites. Alors on prendra lcs mo- 
ments des traphzes,  DSHF, Tiin/fPd, &c. 
par rapport au point E ,  & on divifera la 
hrnine dc ccs moinzilts, par la  foinme dcs - .  
trapèzes , c'efl - à - dire , par la furfice 
A ND F P B. Nous avons vu (Géarrz. I sq) 
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342 C O U R S  
comment on ddterminoit cette furface : il 
ne s'agit donc plus que d'avoir une exprcf- 
fion îimple de la fomme des moments. 01 
(279 ) la diitance du centre de gravi t6  du  

$ IE;TDF+Z TH. - ûaphze TIIFD, au point E ,  eit Y + , 
ceile du t r q è z e  7 'K MH, a u  même poiiic E, 
fera par la rriême raifon, & à cause de 1'6- 
gal i td  des lignes IE,  IL ,  &c. fera, dis - je , 
3 IE x (TH+ z K M )  LIE '4 TH+ < K M )  

T E I ~ - K L M  +'E~our  l ~ l + n i w  
, Pa- 

re i l lcment  la diflance du cen t r e  de gravité 
f XE, ( K N + ~ F ~  du trapèze NK&!P, fera ---- 

A M t N P  4- "En 
; I E ( j = K M + 8 N P )  ou ----- -- 

K J l +  N P  , & alnfi de hi te .  

Si l'on mri!riplie, mziritcnant , chaque dif- 
tance par la furface du  trartzç c~r ro lkon-  
d a n t ,  .c'rit à dire, f Gi'om. 148 ) Far fa moi- 
tié de la foriirnc des dcux côtés o f  p f d s  de 
ce t rapcze,  rnultii:liée par l eur  hauteur 
commune  I E ,  on aura pour la L i te  de ces 
moments, 5 I E 2 x ( I ) F +  z T H ) , $ 1 E z x  
f 4  TH+-- 5 - - ~ ~ ) , ; I L = X ( ~ X M + ~ I ~ P ) , &  
ai& de fuite ; donc la femme des 11101mnts 
fera + IL:' x (DF-t. 6 7 H  i- I 2 Aila+ 1 6  NP 
-+ 24 QS+ I +AB ) ; o':~ l'on peut  rcrnarcuer 
qur s'ii y avoir un plus grand nombre de divi- 
fiocs, le miiltiplicateur du dernier tcrrne,  qu i  
eR ici 14, Luroi: cn gCric':qi 2 +- j (n - 2) ou 
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3 n - 4 ,  7z drant le nombre total des per- 
pendiculaires E F, TH, &cc. en y compre- 
nant A B  qui peut être ztro. Ainfi lJexprefion 
gdnt%alc de la fornme des moments, fe rdduit 
~ I Ë ' ( ; D F +  T H +  2 K M + 3 N P +  

( 3 7 - 4 )  4 QS+ &c ..... -t- A B).  
Or nous wons vu (Géorn. q4,) que la 

furface ANRFPB avoit pour expreifion I E  
x ( $ D F + T H + K M + N P - + & c  ... .-t- 

A B )  donc la difiance du centre de  gravité 
G , o u . ; .  . . .  . . . . . . m .  

6 - 
E G n ~ ~ + n ~ + K f i I + ~ + ~ c . . . . + : A B  
C'efi-à-dire, que pour avoir la diffance du 
centre de gravité G ,  à l'une des ordonnées 
extrêmes D F, il faut r *.prendre le Jxiemc de 
la prentiere ordonnie D E  ; le Jxienze de l a  der- 
niere ordonnée h B ntdripliée par le rriple dis 
nombre des ordonnées moins 4 ; puis laJiconde, 
Ze double d@ l a  tror/ieme , le rripk de In qua- 
fritme , & ainfi de &ire, ce qui donnera une 
yremiere jjrnrne. 2'. A L moirié de In t o t n h ?  
dos deux ordonnées extr2rnt.s , ajozmr mutes 

- ,  

les ordonnées i~lfer&diair,~s ; ce qui donnera une 
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Par exemple, s'il y avoit 7 perpendicu: 
laircs aonr les valeurs fuaeiit I 8, 23 , 2 8 ,  
3 CI ,  j . 0 , ~  1 , O, pieds; & q u e  chaque intervalle 
fur: de 2 0  pieds ; je prendrois le tixieine de 
I 5 q u i  efi 3 ; & c q m m  le dernier terme 
eit O ,  à 3 j'ajourcruis î j , le double de 28, 
le tricle de ;O, le quad;uple de 30, & ainfi 
de iuire , ce qui me do:irieroit 397  Enfuite 
à la moitié de 1 8 ,  j'ajoute 23, 28, &c. & 
j'ai 141 ; divifant 397 par I 4 1 , & ~nul t i -  

-, . 3 9 7 x 1 ~ ~  7910 pliant par a b ,  1 a i  -- ou q u i  re- 
' 4 1  ' 4,' 

viennent à j 6  pieds q pouces, à tres-peu-pr&s. 
M. Bouguer , T>aité du Navire, page 2 1  j , 
trouve pieds I I pouces, & c'cit bien en 
effet le rt?fultat de Ta formule ; mais cette 
formule iiippofe tacitement une chofe qui 
n'eit pas fufifamment exaête. 

Loriqu'une fiais on rai t  déterminer le cen- 
tre de gravit6 d'une coupe quelconque, il 
devient facile de déterminer celui d'un db- 
lide , h par conféqucnt ce!ui de l a  carène. 

Veut-on avoir la diflance du centre de gra- 
vit6 de la carène, à la  qui l le? O11 imagirlera la  
carène coupée en plufieurs tranchcs paraileles 
à la CûüiJe faite à fleur d 'mu ( Fig. I oz & 
r o j  ). t a  folidid de chaque tranche, rera 
6ga:e ( Crorn. 2yq ) à la moitid d; la Comme 
des $eux, furfaces opyofdos de cette tranche 
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DE M A T H $ M A T I Q U E S ;  34$ 

rnultiplike par l'épaiffcur d r  cette même 
tranche, & ion  centre de gravité fcra à m h e  
hauteur dans  cette tranche, quc  celui d u  tra- 
pèze a 6 c d q u i  en efi l a  feRion faire par 
un plan vertical paffant par la quille. O n  voi t  
donc que le railorinement que 1'011 a à faire 
ic i ,  pour trouver la hauteur g E d u  crntrc 
de gravitd, eit abfolurnent le méme quc 
dans le 'cas prkctdent , en changcaint fede- 
ment le mot de perpendiculaire ou dJor0on:~eé,  
en czlui de coupe ; de Corte qiil: I 'o~érat ion fe: 
rtduit  I . à prendrc Zc fixieme de Lu coupe la 
plus b a f e  ; ie ji'xiente de la c o u p  !a plus eit-vie , 
inui~ipike par le triple du nombre des coupes, 
moins 4 ;  Zujconde coupe en T7iotztGnt; l e  nJoubZe 
de la rroi/~rnze ; le  rrkle de la quati-ieme , 6 
air$ d e j ü i t e ,  ce qui danue  unepr;rniere finme. 
2'. Prendre la moit ié de la rotafite des deu- 
coi!pes k e r i c u r e  i~ '~Grieure,  G. routes Z g s  

coupes in~errzédaires. 3 O. 2);yGr kl premkre 
jarnole pur la jecondc, éi mulr.+!irr le quotient 
par la dz/fance comnzutze d'une coupe a IJautre. 

On p m t  s"'y prendre de l a  même maiiiere 
Tour trouver la difiance du centre de grallité, 

la vertica!e x Z , menée par un point dércr- 
r iné  b de 1'Ctarnbot (Fig. r 122); en inlagrkant 
li carène coupé- par dm plans parrllelcs au 
maître couple ; mais comme il faudroit encore 
melùrer les furfaces de ces couples, il vaut 
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mieux employer celles qu'on aura dkja me- 
ifurées dans l'opdration précddente ; c'eit 
pourquoi, on &terminera, comme on l'a 
f a i t  ci- deirus , les centres de gravit6 g ,g, de 
chacune des coupes paralleles à la quille. 
Leur diitance à la verticale x y fera la ndme 
que celle du ceztre de gravit6 q de la tran- 
che correfpondate. On multipliera chaque 
coupe par l a  diflance de fon centre de gra- 
vité à la ligne x 2 ,  & regardant chaque pro- 
duit comme l'ordoni~& à'une ligne courbe 
telle q u e  dans la figure r o r , oRprendra la 
moitié de la fomme des deux produits eV- 
rrêmes , & la fbmme de rous les produits in- 
termediaires ; & ayant multiplii  l e  tout par. 
I'dpaiReur d'une des tranches, on  le  diviîera 

la fornrne de toutes les & ~ ~ c s  interrné- 
diaires, plus la moitié de la fomme des deux 
coupes extrémes. 

A l'égard du centre de gravité du navire 
même, [oit en charge, foit hors de charge, 
en ne  peut p3s en réduire la recherche, à 
des regles a u f i  fimples. Il faut entrer dans 
une dif'cufion décaillée des diffdrentes par- 
ties qui le cornpofent, l u i  & la charge 
Prendre les moments de ces différentes par- 
ties à l'égard d'un plan horirontal qu'or 
Imaginera par la  quille ; & leurs 
ments à l'dgard d'un plan vertical perpen 
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D E  M A T H B M A T  I Q U E S .  347. 
diculaire à la quille, & q u e  L'on prendra 
arbitrairement ; diviiànt ces deux foinmes de 
mornenrs, par le poids total du navire, on 
aura la hauteur de ce centre, & Ca diflance 
au plan vertical par rapport auquel on a 
confiddrt les moments ; & comme il doit ,  
d'aiileurs , être dans le plan vertical q u i  paf- 
feroit par la quille, on aura donc fa fituation. 
Mais  il faut obferver que  dans le calcul de 
ces moments, il faut  multiplier non pas le 
volume de chaque piece, mais ion poids, 
par la diitatice du centre de gravit& de cette 
,picce; centre q u i  efi facile à ddterniiner, après 
t o u t  t e  que nous avons dit jufqu'ici, fur lea 
centres de gravitt. 

Propriéils des Centres 2e Gravirt. 
3 00. TL eit clair, par ce que nous ve* 

noris de dire fur les centres de gravitt  , & 
par ce que nous avons d i t  fur la rtfultante 
de plufieurs forces p a d l e l e s ,  que fi toutes 
les parties d'un corps ou  d'un fyft&me quel- 
conque de corps, ont cliacunc la même vî- 
teire, ou tendent à fe mouvoir avec la mEme 
vite& ; il eit clair, d is je ,  que la rdfultante 
de tous ces mouvements p f f c  ~ 3 r  le centre de 
gravité de ce corps, ou de  ce fyff ême de corps, 
& que par coilfdque~~t l e  $Mme fe meut ou 
fend à b mouvoir, comme fi la totalitt? des 
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maEcs dtoit concentrée au centre de  graviri: 
& &toit anirnEe d'une vre-fcc kgale à celle 
q u i  aiiimc chacune dcs parries. 

3 a. D'on l'on doir cmc lu re  réciFra- 
quemeii t ,  que G l'on npp'iiqtir: 2u cl.iltre d s  
gravité d'un corps l ibre,  ou d'iin C~Bérn:: de 
corps une force que!co:ic,ue ; coutes !es pzr- 
tics dgales du lyfiEme partageront tga:emrnt 
ce moimement , s'avairceroilt routes avec 
une &gale vîteffe q u e  l'on aura ( ~ b ç )  en 
divirant la quantité de mouvement aypiiquie 
à ce centre, par la muSe totale dii corps ou 
du fyfiême dc corps,  & cette vitefie aura 
pour diretîion c d l c  dc la force appliquée au 
centre de  gravitd. 

E n  e f k t  , quels que foient les mouvements 
que prendront les , parties d u  fyiiême, 011 

voit clairement qu'i 's doivent avoir Four r6CuE 
tante la farce même qui  a dtt! appl iquie  au 
centre  de gravité ; puifque le fijA&me cfl  fup- 
pofd libre, & q+m par coni2sueiit rien ne 
détruit  la force appliquéz au &riire de gra- 
vité. 

3 O 2 .  Et puifque pIurieurs forces appIi- 
quées à un mA.nz po in t ,  Ce riduifent (en 
vertu des princ;pes prtcddenrs ) à une îeule, 
il en faut conclure généralement ,  que quel. 
ques &mes que l 'on opplique au cemre dc gra- 
vité d'un corps ou d'un OJ?tnze de corps ; ea 
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qutlque nunzbre qï'eilrs f i icnt  , G qucljirc direc- 
r i ~ l z  q:l)eIks i?ii?nr; routes ;es parries de ce corps, 
ou d? CL iyj%?rne de corps ,  prenJror:r iinc v2ieJ'è 
égde ; h ~ i i e i l e  aura iB m t x e  diicdion que ia 
rqrLclrarl:e dt tou:es ces Jorces , & f ira égale 6 
la qu cnriré de rnouvenzenr qui reprep~zre cerre 
fi .cc r ~ ~ u ~ r n n c e  , divqie  par la m,rje r u r d s  du 
corps oii du 'jj?êozr de corps, 

3 3 3 .  D' ih l'on doit conclure que ranr 
que 2 J f ' , ,es pi agifint f i r  un corps /e ré- 
dilzroizt oir / OUT-ont &re réduira a zrne / 2uL  
donr la iiir~2:on ~ u J 2 r a p a r  le centre dc graviré; 
ce corrjs rze rournera point autour de fon centre 
dh gmvirP. 

3 o 4. Mais  fi les forces qui  agiffent fur 
un corps ne peuvent être riduites à une 
feule ; ou fi pouvant être rdduites à u n e  
feule ,  la direaion dr celle-ci nz paffe po in t  
par le centre de gravitk , alors toutes les 
parties d ~ i  $fiêinu nu feront pas innes d'un 
mouvemknt COTII I~IU~Y.  Néanmoins le centre 
de gravité fera mu de la mêmv rnaniere 
que fi tootcs ces farces y Ctoient imniddia- 
tcmrnt appliqukes. C'eit ce qu'il s'agit de 
faire voir ailuellemerit. 

3 o 5. Suppaiolîs d'abord trois corps 
M, IV, Y, (Fig. I 04 ) mus hivant  des lignes 
paralleles A D ,  BE, CF fitudes ou non f i tutes  
dans un mSme plan, & mue avec des viteEs 
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SP@ C O U R S  
rcpreîentkes pdr les lignes A D , B E , CH. 
Suppofans que G ioic le centre de gra- 
vie& de ces corps lorfqu'ils font en A ,  B , C; 
& G' leur centre de gravit4 lorfqu'ils font 
arrivks en D ,  E ,  F où ils arrivent en même 
temps,  puifque l t v s  vîteifes iont reprdfen- 
t ées  par A LI, B E ,  C I;: Si l'on mrne la ligne 
GG', je dis qu'elle îera parallcle à ces lignes ; 
qu'elle fera la route que le centre de g r a ~ i t d  
G fuivra pendant l e  mouvement des corps; 
& que ce centre de gravité G la décrira uni- 
formément. 

iO. Il eR facile de voir que l a  route du  
eentre de gravie6 îera p ~ r a f i l e  aux lignes 
A D, B E ,  &c. car à quelque endroit qu'on 
le  fuppofe dans un initant quelconque, fi 
011 imagine un plan qui pane par ce centre, 
l a  fornme des momcnts, par rapport à ce 
plan , doit etre zéro ( 2 7 0  ). Or fi l'on conqoit 
un plan parallele aux direaions des corps, 
& paffant par le point G ,  les moments, par 
ra ort à ce plan , ne peuvent manquer PP d'étre z t ro  pendant toiit le mouvement ; 
car  les corps , dans leur mouvement font 
iiippof6s ne pas s'écarter de ce r l a n  ; leurs 
diflances à ce plan font don t  toujours les 
mÈmes ; donc les moments font au f i  tou- 
j î u r s  les mkmes ; rnais au commencement du 
znouvemcnt , ç'eft-à-dire , loriÿue le ceiltrc 
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dc gravit6 Ctoit en G, leur fomme étoit  z&o; 
donc elIe eit encore zCro, en quelque en- 
droit de leurs direfiions que les corps iè 
trouvent ; donc le  centre de gravitd eit tou- 
jours dans un plan parallele aux direnions 
des corps, & q u i  paffc par la preiniere po- 
fition G dc ce cenrrc. Et comrnc, dans  ce  
raifonnement, rien ne détermine la pofitiorr 
de ce p l a n ,  finon qu' i l  doit être parallcle 
aux dire&ions des corps M ,  N ,  P, & p a r e r  
par le point G ,  on prouvera de même, quo 
ce centre eit dans tout autre plan parallcle 
aux ditetlions des corps, & p a r a n t  par le 
point G ; il eit donc dans I'intcrfeaion com- 
mune de ce$ plans ; donc Je centre de gravit6 
fe meut  fuivant G G' parallele ailx direQions 
dc ces corps. 

2'. J e  dis qu'il fi meut un i fo rmhen t ;  
c'eit-à-dire, q u e  fi lorfque les corps M, N, 
P, &c. font arrivks en a, 6 ,  c ,  &c. on fup- 
pore que le centre de gravite efi en g, on 
aura GG':  G g : :  AC: A n : ' :  BE : B b : :  &c. 
c'eit-i-dire , que les efpaccs décrits en même 
temps, par le centre de gravité, & par chacun 
des corps, feront comme leurs vîreffes. 

En effet, fi on conçoit un plan reprdknte 
par R 3 ,  auquel  les direfiions des mouve- 
ments foient perpendiculaires ; on aura, par 
b naturc du centre de gravite ( 261 ), 
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B r 2  C O U R S  
MxAH+Nx BI+-Px CI -(AI+N-+P) x GK. 
Et par  la même raifon, lorfqu'iis for,t cn 
D , E , F , o n a . ~ / l x  DH - , - - N x E l + P x F L =  
( n/r -, N -I- P )  x G.K. Si de cetcc dquation 
o n  retranche f i  pre.niere , on aura ( En fai- 
fant attention que 1)  H, - A H = A D ,  
EI - -  Bi BE, &c.) M x  /s"D + ATx BE - 
P x  C F  -= (hi, N +  P ) x  GG'. Donc, par 
3a rnêsie raicon, lorfqu'iis f i r e n t  en a ,  b ,  c ,  
on aLra M x  Au+ ATx B b - P x C c s  
( M + N + P )  xGg .  

Or puifque A a ,  B 6 ,  Cc {ont décrits uni- 
forrndinent , dans  u n  mtme  tempc, ces ef- 
paccs ( i 87 ) doivent être entre eux comme les 
vitziTes AI), BE,  CE ,  on a donc A D  : BE : : 
f Q d  : B b ,  A D :  C F : :  A a :  Cc; donc 

Ad x B E  A U Y  C F  as=- = A fi-' A D  . Subitituant ces 
yaletrrs dans n o m  derniere équation, & 
chdTant le ddnominateiir  AD, elle fe change 
e n ( A I x A D + N x  B E -  P x C F ) x A a -  
XM-t. N +  P )  x Gg x AD. Enfin divifant 
cette iqua t ion  par cc:-lle oir entre G G'.  on 

* G ~ Y A D  
a Aa=- 

GG' 9 
d'où l'on tire GG' : G g : : 

2 D : A a ;  ce qu'il s ' s g i h i t  dr démontrer. 
Obfervons , maintenant, qLie l'équation oix 

~ ~ D + N , , ' P E :  P ~ C F  enrre GG', donne GG' = --- -- 
ni+ ,v+ 2 

Or les lignes A D, B E, CF, G G', îont les 
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~ ~ M A T B ~ Y A T I Q U I I :  359 
rireIles des corps M ,  N,  P, & du centre 
de gravir6 G ;  Far confdqucnt Al x AD, 
N x  R E ,  &c, font leurs quantités de mouve- 
ment. Donc puifque le raiCoilnement que 
nous avons fa i t  julqu'ici, ne dépend point 
,du cour du nombre des corps, on peut conclurc 
géniralement IO. p e J ;  tant de corps que I'on 
v o s ~ r u  décrivent un;formément dcs lignespa- 
raZleZes, Zc centre de graviré décrit a u f i ,  uni- 
fomimenr,  une Z&ncparafZrZc à celie-ln. r . Que 
/à vNrfl~ rjll égale à Zafimmc des qumtirés de 
mouvcmrnr des corps qui v o ~ t  dans un fins, 
moins lu fomme des qzranrc'tés de rnouvemenr dc 
ceux qui vunr en fins coniraire, le rouz dvzjié 
par Irc fumme des maJès. 

30 6. Si quelques-uns des cor s t toient 
en repos, la vîteffe da  ces corps !tant alors  
d r o  , la quanti t t  de mouvement feroit  a u f i  
zéro. Ainfi elle difparoîtroit dans le numCra4 
teur de la fraaion q u i  exprime la v î teze  du 
çentre de gravit&. Mais cela ne changeroit r i en  
au dknominateur qu i  fera toujours la Comme 
de toutes les malFcs. 

3 07. Si la fomme des quantités da 
mouvement des corps qui vont  dans un fena 
Ctoit égale à la h i n m e  des quantitts d c  
mouvement de ceux q u i  vont en fens con- 
traire,  le niimdrateur de la fraaion q u i  cx- 
prime la vireKe du centre de gravite, feroiq 

2i 
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Sf4 C O U R S  
ztro.  Ce centre de gravit6 Groit donc en 
repos. D o n c  quels que  [oient les mouve- 
ments paralleles de pluiieurs corps , leur 
centre commun de gravité refie en repos, 
quand la fomme des quantitis de mouvement 
de ceux qu i  vont dans un feno, eit dgale à 
Ia fomme des quant i r is  de mouvernent de 
ceux qui  vont en rens contraire. 

3 O 8. Puifque les quanticks de mouvemcnt 
re rdfentcnt les forces ( I 83 ) ; 8r que la rd- 
fu P tante dr pluiieurs paralleles ( a i r  ) cil 
tgale à la fc>:nine ric celles qui agiffcnt ou 
tendent à tgir bans u n  fens,  moilx la fom- 
me de  celles qui agiffent, ou tendent à agir, 
dans un fcns contraire ; concluons donc que 
/; pZifïeurs forces p a r A ~ d e s  f i n &  appli9u>es 
aux dlfLrenres pariies d'un fiJ2nze queiconqlce 
dc corps , Ze cenirri de gravrré d2 ce fiJLI2rnejè 

P F v .  P .  . , 
mtur comme JL ces forces LUI é~ozen t  unme- . . .. 9 

dzntemeni qnpkquees. 
3 O 9. Q u e l e s  corps, en nombre 

qu'ils foient, fe meuvent, maintenant, fui- 
vant de lignes droites quelconques. Si on 
imaginc deux lignes droites quelconqiw per- 
pendiculaires entr'elies, & à leur  point de 
rencontre, une troifieme qui b i t  p e r p d i -  
culaire à leur plan, on peut toujours décorn- 
pofer la vîteffe de chaque corps, en trois 
autres, paralleles 3 ces trois lignes. Or il 
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fu i t  d'e ce que nous venons de dire,  que le 
mouvement du centre dc 'gravitcl en  vertu 
des mouvcmer:ts paralleles à l 'une de CLS 

lignes, h a  parallele à cette ni2mz ligne; 
Era uniforme, & que fa viteffe ;lira dgale 
B ' l a  Tonme dcs quantités de mouvemcnt * 
cRimdes parali&le&ent à cetre  ligne, divifde 
par la îommr des rnaffrs. Donc fi l'on 
conqoit que l'on ait dttzrmjnk, par ce pr'n- 
cipe, le mouvement du centre de r t av i t é  
paral!dlernent à chacune de ces tmis  1 igaes, 
& qu'enfuice on cdmpofe cf:s rrois mnuve- 
mena pour les rdduire un k u 1 ,  ( c f  q u i  eff 
poffible puifqu'ils font appl iouds  à u n  n i 6 , ~  
point) on aura la route ul-iiqcr: du cerrre 
de gravitd. Or comme les i ldments  qii'on 
emploie ici ,  ne  font aut re  ch& 7  LI^: irs L r -  
ces mêmes, qu'ont les c n r p ,  para!li!ernc-t 
à ces trois lignes, 9 que l a  fiirce uiliqile du 
centre de grarirc? fe trouve, par li ,  cornidde 
des forces rélulrantes paraliillement à ciiab 
cune de ces l ignes,  elle n e  peut donc man- 
quer d'être égale & paratlrle à la rCfiiitante 
de toutes les forces appliquées à tous ces 
corps ; donc en gin6ral  queiles que joient les 

* C'efi par abréviation que de mouvement des corps qui 
nous dirons Gulemanr , la ! vont dans un h s  , moins la 
hnime des quantitks de mou- fbmme des quaritit&s d e  mouve- 1 vernent : on doit toujours en- merit de ceux qui vont en fen)i 
tendre la Comme des quantités 1 contraire, 

as 
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9 $ 4  C O U K S '  
direr?ions Q les vuZcurs de3 f o r a  nppGpuêcr b 
dzférenres parties d'un SyJême de corps, le 
centre de gravité Je meut loujours, ou rend àfi 
mouvoir, de la mime manierc que/i.toures ces 
forces lui étoienr immédlatemenr appliquées. 

3 I o. Dans le raironnement p r tdden t  , 
nous avons d i t  qu'on pouvoit toujours dé- 
compofer la vîteffe de chaque corps en trois 
autres,  paralleles à trois lignes donndes de 
porition. Cependant fi la direRion de l'un 
des corps Ctoit parallele au plan de deux de 
ces trois lignes, ou fi clle Ctoic parallele 1 
l'une de ces trois lignes, il paroîc qu'on ne 
peut, dans le premier cas,  dCcompoîer qu'en 
deux forees paralleles à deux de ees trois 
lignes ; & q ~ r '  dans le  recond on ne peut faire 
aucune ddcompofition , en forces qui  foient 
paralleles aux deur autres lignes. NonobRant 
cette difficulté apparente , la propofition 
n'eit pas moins géntrale : car on voit ,  ae 
exemple , que tant que la ligne A B ( figrn 
10s ) n'efi pas parallele h l'une des deux 
lignes P R ,  P Q,  on peut toujours ddcom- 
pofer la force rcpréhntéc  par A B, en d e u r  
gutrgs A C, AD ~aral le les  à ces deux lignes; 
mais on voit ,  en mcme temps,  q,ue plut 
A B approchera d'êrre parallele a P Q ,  
& plus la force A D diminuera ; enfortc 
gu'eIl,e deviendra zero, quand AB îera 
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'.Pallele à P Q. Donc,  dans ce caa , on n'efi 
par moins en droit de î~ppo ïe r  u n i  dtcom- 
pofition en deux forces, mais dont l'une 
Toit zdro. Par la même &ifon, on peut ,  
dana ce m&me cas, ilppofer une décornPo- 
Sition en treis forces paralleles aux trois li- 
gnes P Q , P R , P S, mais deux dc ces trois 
[orces feront ztro. 

3 I r .  De ce que nous venons de dire, 
h dc ce qui  a CtC dit (307) .  on doit con- 
clure que le 'renrre de gravité d'un m ê m e  dc 
corps , rejera en repos, Ji ayant décompo/e les 
forces appl;quées à chaque partie du fyffême, 
en trois autres forces paralleles à rrois I; nes 
perpendiruZaires enrr'eiier, Iujornmc des f orces 
ou dcs quamirés de mouvement parallelement à 
chacune des trais Z;gncs, eJZ en prenant 
avec des fignes contrajres les forces qui agif- 
fent dans des fcns oppofds. 

3 1: 2. Quand toutes ces forces font dans 
rin même plan, il ePr évident qu'il f i f i t  de 
ddcompofer chaque force en deux autres, 
paralleles i deux lignes perpendiculaires en- 
tr'elles , & mendes dans ce même plan ; car 
les forces perpendiculaires au plan & t a n t  alors 
nulles, le mouvement du centre de gravite - 
en vertu de ces forces eft nul au fi. 

3 I 3 .  Dans tout ce que nous venons de 
dire, nous avons fuppoTC que 'chacun des 

3 
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3V3 - C O U R S  
corps qui compofe le fyitême, obdiffoit plei- 
ncrnrnr & l ibrement à la force qui  1; folli- 
cice. M a i s  !es mêmes chott-s n'ont pas moins 
l i e u ,  quand ils ion t  contraints dans Icurs 
mouvements ,  pourvu que ces obitacles ne 

' uiennent point d'une force étrangere au 
Cjitême, c'dl-à-dire , pourvu qu'ils ne foient 
autres que ceux qui rdliiltent de l a  dificultC 
de fe  prêter à ces rnouvenients! par la ma- 
niere  dont ils font  difporks entr  eux,  ou lida 
l e s  uns aux autres ; c'eit cc que nous dtmon- 
z rerons ,  après avoir expofd la loi générale 
de 1'Cquilibre des corps., & la loi gCnéraIe 
d e  leurs mouvements. 

~énéral  de l'Equilibre 
b 

Corps. 
des 

, 3 r 4. QUELLES quefi ient  les forces (agif 
Jantes ou re~j2aanrcs) nppliguées à un corps, à 
un /y/2cme dc cotps, à une machine, &Y. B 
yuciI~s que foirnt Irs Li;re&ons de ces forces ; 
J; L'on concoil que chacune Joit décompojee en 
t r o h  auires paraiZde~ à m i s  lignes riréis par te2 
poinr qu'on voudra, G perpend;culaires cnue 
elles ; i l f e q t ,  pour que toutes ces forces puzfent 
i f è f à h  équllrbre , que (a fomme * des forces qui 

* Nous  entendons toiljours ici 
,& dans la fuite, par la fomnie 
des farces, la fimrne de celles 

dans un fins, moim Ia tomme 
de celles q u i  agiKekit ou ten- 
dent  à agir  dans un Cens op- 

qui agiffent on tendent à agir pTé. 
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~giJent paralZcZemenr à chacune de ces trois 
I~gfies ,fuit Iéro. 

, E i i  etrvt , noue avons vu ( $ 8 2  ) que quels 
que fdffent le nombre & la nature des for- 
ces, on povvoit toujours rdduire toutes ces 
forces, à trois, dont les direfiions furent 
paralleles à trois lignes perpendiculaires en- 
tre-elles. Donc fi l'on hppofe qu'il y a tqui- 
libre entre toutes les forces d u  fyfiême, il 
f a u t  qu'il y ait dquilibrc entre ces trois rd- 
iùltantes , ou que chacune toit zéro. Mais 
ces troie rtrultanteo &tant perpendiculaires 
entr'elles , ne peuvent ni iè n u i r e ,  ni fe 
favorifer ; donc chricune d'elles doit être 
ziro.  Or chacune d'elles ( " $ 5  ) efk Cgale à 
la fomme des forces partielles q u i  lui fe- 
roient paralleles ; d o : ~  en &et le3 fommes 
des forces qui ( par la d~cornpofitiori ) agir- 
îent parailelement à chacune de trois lignes 
perpendiculaires entr'elles , doivent erre zér:, 
chacune. 

3 I 5 .  Si toutes les forces Gtoicnt diri- 
gkes dans un rnêmc p l an ,  la  fomme des 
forces paraileles à chacune de deux lignes 
tirées , dansp cc plan , perpendiculairement 
l'une à l'autre, feroic zero. Et Ir toutes les 
forces étoient paralleles entr'elles , il fau- 
droit que la Cornne de toutes ces forces 
fiat zéro. Ces ~ C U X  cas font &vidcmment' 

q. 
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compris dano la propolition gdnérale. 
3 I 6. Remarquons bien, que ce t te  

polition aura toujourr lieu, dans que pro- que 
cas d'dquilibre que ce foit ; mais on auroit 
tort  de penbr  qu'elle fuffit pour qu'il y ait 
'dquilibre. Les autres conditions ndceffaires 
pour lY$quilibre , varient fuivant les quali- 
t t ç  , ou les difpofitions particulieres des par- 
tics du iyftême ou de l a  machine que l'on 
conlidere , nous nous en occuperons dana le 
volume fuivani : il ne s'agit ici que des 
principes généraux. 

3 I 7. Ce principe eR gdnéral, foit qua 
Ics forces qu i  font appliqudes aux différen- 
tes parties du fyitême , foient tobtes agif- 
Eantcs , foit que quelques unes feulement 
foient abilfantes, & les autres capables feu- 
lement de réfifier; telles feraient de i  appuis, 
des points fixes , des furfaces , &c. q u i  s'op- 

oferoient à l'aCiion des autres forces. Car 
!es rdfiltances de ces obfiacles, Bquivalenr i 
des forces agifintes. 

Princke ginira Z du Mouvement, 
3 I S. DE quelque manirre que plujieurs 

t o y s  viennent à changer leurs mouvements 
eifrrels , ji I'on conpoit que Zc mouvement que 
chaque corps aliroir dans l'in/lant fuivrinr , s'il 
devenoit l ibre /oit dfconipoje en deax wtres 
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L'ont l'un f i i r  celui qu'il aura réellement apr& 
le  changemcnr ; l e  frcond doir êrre rel yuc /I 
chacun des c o y s ,  nJeUr eu d'aurrc mouvemenr- 
que ce jëcond, tous Zes corps fuJenr demeuré# 
cn éyuzLibre. 

Cela eit dvident, puifque fi ces feconds 
mouvements n ' t toient  pas tels qu'il en ré- 
fultât l'dquilibre dans le fyltêrne, Ics pre- 
miers mouvements compofants , n e  Ccroient. 
pas ceux que le i  corps auroient après le chan-. 
gement , car ils fcroient ndcelfairemcnt alté- 
rts par ceux-là. 

Ge principe eit dû à M. d'Alembert. V o y e ~  
fa Dynamique. 

Con$?pences gui réj;llmt des deux p h -  
cipes prlcédents, par rapport nu mouve- 
ment du' Cenrre de gravité des Çorps. 

3 I 9. CONCEVONS ~nairltenant , que plu- 
heurs corps,  foit libres, foit lids cntr'eux 
de quelque maniere que ce foit,  ( d e  na- 
niere ce endanc que rien n'affujetiffe ic 
fyitêmc A' e tour ces corps ) viennent à re- 
&oir der irnpulfions q ~ e k o n q ~ e ~  auxquelles 
ils n e  puiflcnt obéir pleinîmçnt , parco 
qu'ils Ce gênent rPciproquemcnt : je dis que 
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le centre de gravird fera mi?, comme fi tous 
ces corps euffcnt ttt libres. 

En eRct, quel  que f i t  le  mouvement que 
chaque partie du fyitême prendra, on peut 
toujoiirr ( ai$ ) concevoir celui qui l u i  efi 
imprimé , comme compoîé de celui qu'iI 
prendra, & d'un autre. Or ( 3 I 8 ) en  vertu 
de ces feconds mouvements, il doit y avoir 
thquilibre ; donc fi I'ori cor-i~fjit  ces feconds 
mouvemvim dlcornpords , chacun, en rrois 
autres paralleles à rrcis lignes yerprridicu- 
laircs entr'elles, la b m n e  des fwcts qui  
en rdfulreront parallr:len?cnt à chacune de 
ces lignes, doit être zdra  ( 3 r +). Or le clle- 
min que  le centre  de gravite tend à dé- 
crire en ver tu  dc chacune de ces forces, eit 
( 3 QI ) Cgal i la îomme des furces pad le l e s  
à chacune de ces ligncs , divifde par la fomme 
des corps ; donc le cliemin qu'il  tend à d k -  
crire en vertu  des changemens Lrvenus  dans 
le ijrfiême, par  i'atiioii rdciproqur des par- 
ties de ce  ijiflêmc , efi d r u  ; donc le centre 
de gravit4 ne participe point à ces change- 
ments. Donc il eff mû comme fi toutes les 
parties du ijritkrne obdiiroient librement & 
fans aucune perte,  chac~me à la force qui  la 
Eollici te. 

Donc  en gtndral ,  l'érat du centre de gravité 
d'un corps ou d'un JrPêrne de corps, ne change 
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p i n t  par i'ocijon muruclic des parties de ce 
c o y r  ou a+ ce&j$mc. 

' j 2 0.  Conciuons de-là IO. queJi un corps 
ou un J'yP2mc de corps tourne uurour deJon 
cenrre de graviré, de quelpe  maniere ue cc 
jôii ; ce cenirc reJ7cra conr~nuriirmrnr L n r  Ic 
m2me érar que j; Le corpr ne row-norr pas. 

3 2 I .  se. De ce même principe, tSr de 
ce qui a été dit plus haut fur le mouvement 
du  cewtre de gravité des corps libres, il fuit 
que fi u n  corps d e  figure quelconque, ou 
Lin affemblage quelconque de corps, r e ~ o i t  
une i r n p t f i ~ n  f~iivaiit  une diredian qucicon- 
que AB Fig. i 06 ) , hqlielle fe tranfniette 
toute entiere à ce corps ; le centre de gravité 
G Gra mîl fuivant u n e  ligne G S paralle!e à 
AB, de l a  même maniere que fi cette force 
l u i  étoit immddiatement appliquée fuivant 
ce t te  m&me diret'cion. Et fi pluiieurs fcrces 
agirent à la fois fur di5drcnts p i i l t s  de ce 
corps, fon centre de gravit& k a  mû ,  comme 
fi toutes  c e s  forces y éroie i~t  in11:ddia~en;ent 
appliqiites. . 

3 2 2. Donc fi au moment  oh le ccrps 
eit frappk fuivam la  direCtion AB, on ay- 
pliquoit au centre 2:: gravit6 G unu  force di- 
rigde en fins contraire f i~ivai l t  S G ,  & égale 
à la  force qui agit iiiivant AB, le centre de 
gravité reficroit en repos. Ndaiinioiiis il a? 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Gvident que les autres parties de ce c o r p  
n e  demeureroient point en repos, puifque ces 
kleux forces, quoique kgales, ne font: pas 
MireLternenc oppofdes. Or le leu1 niouve- 
ment que le corps puifie avoir, fon centre 
d e  gravité refiant en repos, efi kvidemment 
un mouvement de rotation autour de ce cen- 
tre de gravitd: 

Doncj;  un corps reçoit une ou plujeur-s Lm- 
p e h n s  &vant des dzrrc7ions qui ne paJent 
p o m  parSon cenrre de graviré ; I O, ce ccnrre 
de graviré firu mi , comme JE toutes les &rccs 
lui éroient immédinrernent appliquées , chaéune 
fiivnnt une direc?l0nparalZeZe à celle qu'elic a. 
no. Les partics de ce corps tourneront autour 
du centre de raviré, comme clles .le feroient 
sn vertu des B orces qui f in t  ac7uclZcnzent appZi- 
guées au corps ./; ce centre de étoVfie- 
ment attaché. 

Nous ddterrniiicronç ces mouvements' de 
rotation dans le volume fuivant. 

3 2 3. Conchons encore que f i  I'ttat du 
centre de gravit6 d'un corps, vient à chan- 
ger, ce ne peut  être que par I'afiion ou par 
Ia rtfir'tance de nouvelles forces ktrangeres 
i ce corps ; & que par confdquent ce chan- 
gement fe ddterminera toujours en cher- - 
shan t  la rdfultante qu'auraient toutes ces 
forreg f i  elles Ctoiene appliqudes au centm 
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de gravit&, chacune fuivant une dircaioq 
paraïlele à Celle qu'elle a attucllernent. 

Tels font les principes ginCraux du mou- 
vement & de l'équilibre des corps folides, 
Nous réîervons pour le volume Suivant les. 
applications de ces principes aux diffirenrs 
cas de mouvement & d'équilibre qui peuvent 
fe rencontrer dans lYiifagê; & na& p&ns S 
l'dquilibre des fluides. 

DE L'ÉQUILIBRE DES 

3 2 4. Q u O I Q U E  nous ignorions jufqu'oi 
va le degré de ténuité des parties des fluides, 
nous ne pouvons do 
ces parties ne foient 
cette rairon, la loi 

uter , néanmoins, q u e  
rnatdriellcs 8r que par 

générale d'dquilibre & 
celle de rnou~ernent G e  nous avons Btablies 
ci-deffus , ne leur conviennent comme aux 
corDs folides. Mais comme cette loi d ' h i -  
l i b k  nYeR pas 1. feule iiCccffaire, ainfi Que 
nous l'avons déia d i t ,  il nous fau t  examiner 
a'il n'y a point quelqueautre loi gfnérale done 
eet Cquilibre peut dtpendre. 

3 2 5 .  Comme l'équilibre confifie dam 
b d~GruBio9 de toutes les forces, & quo 
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nous ignorons la nianiere dont  Ics parties 
des fluides fe t r a n h e t t e n t  ieirrs for ces les 
unes aux aut res ,  ce n'eO qu'a i'exyériznce 
q u e  nous devons avoir rccd~irs ,  p : r  éta- 
blir nos premiers principes : nous corrimerce- 
rnris donc par  expokr cz que l'on c ~ n n o f t ,  
par expCrisnce , de F ~ U S  certain f ~ i r  cLcte 
rnatiere. Mzis duparavant , nous obi^erverûns 
qu'il fau- dif i ingi ix  deux fortes de fluides. 
Les  uns dont les parties font ou peuvent 
être regardées comme al iolument  dures ,  
& qu i ,  p r iks  en mafl'es , font incoinpref- 
Cibles ; c'efi - à - dire , ne pruvent etre r i -  
duites à occuper un volume plus petit que 
celui qu'elles occupent dalis leur dta t  natu- 
rel ; telle eft l'mu , & t e k s  Tont la plupart 
des tiaueurs. Les  autres font comt;o~& de 

1 

parries conpreCibles & élaitiqucs ,L cJeR-a- 
di re ,  capables d'occuprr un e f p c c  plus pe- 
r i t ,  lorfqu'oil les comprime, & de reprendre 
leur premier Ctat ,  lorfque la c a d e  qiii les 
r6hifoir à i l i l  plus pccie vo!umc , ccife d'agir; 
t d  eit l'air. Nons parlerons d'abord des fluides 
ixompreiribles. 

3 2 6. Voyons maintenant ce que lJexpC- 
ricncc peut nous apprendre fiir l'équilibre des 
fluides. Soit A B C D (Frg.  i 07 & I 08) 
un' canal compofd de trois braiichcs AB, 
B C, CD d'un diametre tgal. Si l'on con- 
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qoit: que- dans chacun de ces deux canaux, 
on verk de l'eau par la branche A B ,  elle 
pa8èra dc la braiiclic BCdtns  la branche C D ;  
& lorfqu'on aura ceik! de v ~ r f c r ,  la furface 
de l'eau contenue dails chaque branche ié 
trouvera dans u:le même ligne horifontale 
A LI, quelle que foit d'ailleurs l'inclinaifon 
de la braiiche B C. C'cil un fait très-connu, 
& quz  nous prenons pour principe. Voici 
maintenant les confdquences que cc fait nous 
fournit. 

3 2 7. Si par tel point E que l'on voudra ,, 
on imagine l'horiContale E F, il eB vifibIe 
que le poids de l'eau contenue dans EB CF 
ne contribuu en rien à foutcriir les colonnes 
AE 8: DF; que par confdqumt cet Cqui- 
libre aliroit encore lieu fi le  Aiiide , ciontenu 
dans E B C F  perdoit tout-à-coup ià pehn- 
teur. On doit donc regarder ce fluide comme 
étant feulement iin moyen dt: cornmuni- 
cation .entre la c o l o ~ n e  A E 86: la colonne 
D F ;  enforte qu'il tranfinet à la  colonne 
DI; toute la preiiion que la colonne A E 
exerce îu r  lu i  ; & iéciproquemenr, il cranf- 
met à cellè-ci , la prcfion q u e  D F  cxîrce 
fur lui. I l  n'eit pas moins évident que ,la 
meme chofe auroit l ieu ,  fi au lieii de la co- 
lonne A E & de la colonne D F  on fubiti- 
tuoit dçux preIIions de nême valeur ; or) 
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peut donc, de-là conclure en gknkral, qua 
jî un@& f ins  pefinreur e j l  renfermé h n s  un 
vajè quelcon ue; O qu'cycnt f i i r  u n e  oaver- P 4 .  

zure à ce va e ,  on appZzque une p.fion 
conque à crtrc onvcnnre, crttc prefion pue[- e ri-, 
pandru ; alemrnt dans tous les f ins.  FuiT~ue 
l'inclinai f on de la  branche B C (Fi& I 08) 
n'empêche pas que les chofes ne fs paren t  
de la même maniere que dans la Fig. 107. 

3 2 8. 11 et? facile de voir maintenant, 
non - feulement la  prefioii fe tranrmet 

tgalement dans tous les k n s  ; mais encore; 
qu'elle agit per endiculairement fur chaque 
point de la fur P ace du vari qui renferme le 
Auide. Car fi l a  prefIion qui agit Lr l a  furfacc 
n'agiffoit poii:r perpendiculairement, il efi 
facile de voir qu'cile ne pourroie étre dC- 
truite entidrement par la réfifiance de cette 
furface ; il en r@f~iltcroic donc une attioii 
fur les parties d u  fluide même, laquelle ne 

ouvant inrinquer de fe tranfn~ertre dans touri 
es fèns ( 327 ) , occafionneroit ndceffairemeiit P 

du mouvernznt dans le fluide ; i l  ne feroit 
donc jxriais poirible qu'un fluide reitât en 
dquilibre dans un v a k ,  cc qui efi contraire 
à i'exptricnce. 

3.29. Concluons donc de-là que fi les 
parties d'un fluide contenu dans un vale 
quelconque A B CD ( Fig. I cg) ouvert vers 

1" 
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D E  M A T H I ~ S I A A I Q U E S .  369; 

la partie AD, font follicitdes par des forces 
quelconques , & demeurent ndanmoins en 
dquilibre, ces forces doivent &tre perpen- 
diculaires B la furface A D ; car s'il y a 
équilibre , cet Cquilibre ne ilbriffrra pas 
moins fi l'on applique une enveloppe de  
même figure que l a  furface A D ; or nous 
venons de voir que dans ce cas,  les forces 
qu i  agiffent la furface A D doivcnt être 
perpendiculaires à certe iùrface. 

3 3 O. Suppofons donc que les forces 
q u i  agiffent fur les parties du f luide,  h n t  l a  
peianteur même , & alors nous conclurons 
que  la direction de la pefanteur eit nCceC 
fairement perpendiculaire à la furface des 
eaux tranquilles ; & que pa r  conftquent les 
parties d'un mLme fluide pefint doivent t u e  
de niveau pour &re cn e$uiZibre, quelle que 
Jbir d'ailleurs Za figure du vafi qui les renj2rme. 

3 j 1. Concevons maintenant , que le 
vafe A B C D ( Fig. i I O  ) t t a n t  fermé de 
toutes parts , h i t  rempli d'un fluide fans 
pefanteur ; & qu'ayant fa i t  une très - petite 
ouverture en E on y applique une prefion 
quelconque : il efi Cvident que la prefion 
qui en réfultera îur la furface plane reprC- 
fende par 4 C ,  ne dtpendra nullement d e  
la quantitt de fluide contenue dans ce vafe, 
ni de 14 figure du vaie , mais q u e  puifque 

A a 
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la picfion appliquée en E fe ttanfmet Cgde- 
mznt  ans tous  les fens ( 327 ) celle de BC 
fera igali: à ia prelTion qui agir en un point 
d: 1 i)LlVerCU e L, réptitte autant di: fois qu'il 
y a :e ~ o i 7 : s d a i i s  C C: 

2 G. var Iri nieme raifm , la prefion 
a p p l i q C c  en E Cz r ranfmet tant  dans tous les 
i; 11; , d ~ i r ~  pour kc,rrer le fond fupdrieur 
A ' ; & 'a fxc.:  avcc 'aquclle elle agira fera, 
po:ir c h ~ q u e  point , à la prcfion qui 
agit en un point quelconque de l'ouverrure 
L ; enlortc qiir Ir fond ,.4 D eit pretré per- 
pcndiciiia rPrncnt du dedans au dehors avec 
L 3 c  force éga le  à la  prell i~n q u i  agit en un 
p i n t  que i cmque  dc l'ouverture E , répi- 
té2 autant de fois qu' i l  y a ce points dans 
A / -  

3 3 <. Imaginons maintenant que  le vafe 
Af: C D ,  F ( Fig. I 1 I ), dont 13 par t ie  CD& 
hnri'? lcale , b i t  rcm;li d'un fluide pelànt. 
J:  c i j  que la  Freffion 'qu i  en reculte fu r  le 
fL-id C 0 ,  ne dépend nullement de l a  quan- 
t ; r 2  dz fluide contenue dans le vafe, mais 
îe :~icmcnt  de la grandeur  de C D , & de la 
haiitciir de l a  hcface A F ,  au -deiTus de la 
bar? C '. 

En eff-t , concevons l'horifontale B E, 
& imagil-ions q u e  le fluide contenu dans 
B CUE; d ç v i e k  tout-à-coup Sms p e l a i  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



eeur ; il efi Cvident , par ce qu'on vient de 
dire ( 32.1 ) qu'un filet vertical que l~onqüe  
I K  du fluide pefant contenu dans AB EF,  
exerce au point K ,  une prefion qui doit 
fe rdpandre dgalement dans tout lc fluide 
B CD E ;  que cette preiiion agit kgalement 
de bas en haut pour repouffer l'attion de 
chacun des autres filets qui rtpondent verti- 
calement aux difiércnts points de B E ; donc 
le filet I K fait,  lui feu1 , tquilibre à taus les 
autres filets de la maire AB E F ; donc la 
maffe B CD E dtant toujours fuppofe'r: fâns 
peîanteur, il ne réfulte d'autre prefion au 
fond C D , que celle du filet I K , laquelle 
fie tranfmettant Cgalement à tous les points 
de C D  ? y' occafionne une prelIion égale à 
celle qu i  s exerce au point K , rtpdtée au- 
t a n t  de fois qu'il y a de  points dans CD. 
Donc fi on imagine ( Fig. I I 2 ) un fluide pe- 
fant contenu dans A C D F ,  diviré en tranches 
horifontales ; la tranche fupdrieure nc  corn- 
munique pas au fond C D d'autre attion 
que celle que comriiuniqueroit le filet a b ; 
& la même chort: ayant  l ieu pour chaque 
tranche, Ie fond CD n'eit donc preffd q u e  
comme il le feroit par la fomrne des filets 
a b ,  b c ,  Ca,  &c ; & puifque cette p r eaon  f i  

tranfmet Cgalement à tous les points de 
CD, eUç e4 donc igde i CD multiplide 

A a a  
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3 7 2  C O U R S  
par la fornme des prefions que les filets a6  ; 
b c , c d , font capables d'exercer fur  un 
même point. 

Donc i O. l e ju ide  A C Il F eJ homoyè~ze, 
c'eJi adire ,  compojë deparries  de ménzr rz~ture, 
de nz tm  pefirzteur , &c. la pre5onJur le j n d  
C D , /cra expriméepar C D x a g ; c'eJ.ri-di:e , 
fera mcl/urée par l e  poids du prijme ou du 
cylindre qui auroit C D  pour da$? G. a g pour 
h~zuteur. 

2'. Si le $uide eJ compofi de rranchcs de 
d i$éren~es  drrlfités , la prefion J2r C D /;fa 
axprimré par C D  malriyli2e p r  la f i n m e  des 
pefanreurs Spr'czjqucs de chaque irnnche ; je 
dis par l a  fornme des pefanteurs fp~ciiiques * 
& non par la foinme des poids ; car ce n'en 
point de la quantitd de fluide contenue dans 
chaque tranche , que dépend la  preffion, 
mais feulement de la pefanteur propre d'un 
filet. 

Il faut bien obièrver que , ce que nous 
dirons ici , a l i eu ,  foit que le vafe aille en 
s'élargiffant par en haut , foit qu'il aille 
en fe rétrdciffant , comme dans la Fi,.. r I 3 .  

* On doit fë rappellcr ic i ,  
ce que nous avons déja di t  
ailleurs, que la pefanteur $é- 
cifique d'une matiere quel- 

h!ue d'un volume connu de 
cette matiere, de celui que 
l'on prend pour unid dans 
la mefure de  la capacité du 

conque, en la  pehnteur zb- 1 corps, 
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La prdlion que le Cuide renfermt dans 
LI CD Z' exerce fur CD , efl la même que 
cells qu'eserceroit le cylindre E CD G s'il 
etoit rempli de  fluide, à mCm: hauteur. 

3 3 4. De ce q u i  prdcede , il elt: facile 
de conclure que fi deus f l u id s  N H  C B F L  
& E F  L 7.i' ( Fig. r 1 + ) h o m ~ g è n e s  chacun , 
mais de di8drentu deilficd l'un à l'dgard de 
l'autre , fe cornmiiniquent en F L dans un 
vafe cqu-elconque , i l s  ne peuvent Etre en 
dquilibre qu'autant que leurs hauteurs E F, 
I K ,  au deffus d u  plan horifontal F L dç 
îéparation , feront en raiîon inverfe de leurs 
pefanteur~ fpticifiques. En effet , le fluide 
LFBCGO pouvant être de  lui-même en dqui- 
libre ( 330) , il faut q u e  h H G  Q pilire faire 
équilibre à EFLM ; il faut donc que l a  pref- 
Lion que NNGO exerce de bas en haut fur 
FL foit égale à celle que E F L  Mexerce  de 
haut en bas fur FL. O r  ( 3 3 j ) la preGoil que 
N H G  O exercc fur  F L . eii k a l e  au ~ o i d s  

I u 

d'un prifme ou 'd'un cylindre de ce fluidé, qui  
auroic I K pour harteur , & E L  pour baîe; 
d'ailleurs ce poids eft Cgal à la pelànteur 
fpécifique multiplite par l e  volume ; donc 
fi on nomme P cette pcfanteur fpdcifique , 
il aura pour expreiIion P x I K  x F L. Par la 
mCme raifon , fi l'on nomme p la pefan- 
teur fpicifique du fluide E F L  ICI, on aura 

A a 3. 
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9 74 @ O U R S  
p x EF x F L pour la pefanteur abfolue de'ce 
fluide, ou pour la  preirion qir'il exerce fur 
FL, Il faudra donc que  P x  PKxFL =p x EE x 
FL, ou que BxlK=p x EF; doncP : p : :  EF: 
IK ; Icu halcitcurs EF , I K  doivent donc être 
en raiiên i ~ v e r f e  des peranteurs fptcifiques. 
Ainfi  , par exemple, fi L FB C H N  Ctoit du 
mercxe  , Sr E F L N de l'eau ; comme le 
mcrcsre cil ig, fois aiifi  pefant que l'eau , 
il f ~ u d r o i t  que la hautcur  I K  fû t  14 fois 
plus ~ z t i t e  que E E ;  c'eit-à-dire, fîlt la  14, 

portic de E F ,  q u e l q ~ ~ e  figure qu'ait d'ailleurs 
le d e .  

3 3 5. Far ce que nous avons dit  jrif- 
qu'ici, on voir donc que  la rnanicre d'agir 
dcs f-luidcs efl bien diffircntc de celle des 
folidcs. Il n'y a , i proprement  parler , 
( F ~ F .  112 ) que la  partie E CD G qui exerce 
fonC;ùion fiir la furfice L D ; 8r ( Fig. r 13  ) 
13 h r f x e  CD efi prefl-de par ACD F comme 
ellu le kro i t  par rout le poids du fluide con- 
telsir dans le cylindre ECDG ; au lieu que fi 
cJ6;oir un folide, f i ,  par exemple, le  fluide 
A C 1) F ~ e i ~ o i t  à fe glacer, le fond fupporte- 
rok une preiIion égale  ou poids de  la tata- 
lit6 ACDF ( Fig. I 12 ) 6 au poids de ACDX 
feulerneiit ( Fip. r 13 ). 

3 6. ~ a k  il f i u t  bien diflinguer ici ,  
entre la  p re f ion  que  le fond CD éprouw 
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D E  M A T H É M A T I Q U E ( ~ .  3 7 ~  
de la  part d u  fluiJe , & c e l L  que l'on aurait 
à foutenir fi l'on vouloit porter It: vak .  Il 
eit sûr que fi le fond L' D venoit  à fe déta- 
cher , il ne faudrn ic  ernployrr au t re  ch3fe 
pour i'arrècer ( F g .  i I 2 ) qu 'un e!i ;~r~ + d l  
au poids du cylindrc E CD G ;  mais fi i 'ùn 

vouloic porter le vafe , il faiidroir im i  Ioy cr 
un cffort @al a u  pi>iJs de l'eau co.iii inle 

dans tout  ,e vafe ; c'cit ce q 'on va v o x  
encore plus gkrikraieincrit , a p r b  l u e  1 : ~ ~ s  

aurons  donné  ia rnmicrc d éva.  -r ' 1 1 î c x i i ; ~ i l  

fur les Lrfaces planes obiiqircb,  h i ~ r  ~ L S  

furfaces cour bcs. 
3 3 7 '  Soir d o n c ' A C D F  ( Fiq. 1 1 5  & 

I 16 ) la coupe vcrticaie d ' ~ n  vajr t n:'n8 
par des furfaces plsiiec ou  cmi-tics iiizi:iit s ,  
coinme on le  voudra , à 1'hurifo:i. S; i'un 
concoit u n e  tranche in i i q imzr i t  miccr , I .& ,  
on peut  faire abor>& on 6 ,  la pc a.'!. ur 
de cette <ranche ; & c o ~ f i d d r c r  CL-te tra!l- 
che comme prrff2c , par le fiirine Lpé- 
rieur. Or cetce prefi-on iè rdpand rC?ale- 
mrnt  à tous I L S  points de la  rranckLe , & 
agit perpendiculairement & tgalenient tiir 
chacun dcs points des faces a c ,  b d. Donc 
puifque ( 3 3 3 ) cette force efi celle qiic le 
filet feu1 1 K  fcroit naître, la prcffion q u i  
s'exerce perpendiculairemenr: f u r  b d fera 
exprim-e par 1; d x I K. , & il eit évident 

A a 4  
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¶"'il en iera de  même fi au lieu de regarder 
b d comme une petite ligne droite , on la 
regarde cbmme une petite [~rf;ice. 

3 3 8. C'eR donc à dire, en gdndral,  que 
10 ~ r - e f i . ~  qui s'exerce peiperzdiculuirenrent Jur 
unc /il Jice iriimnzem periie quelconque , par 
un f i d e  p j i n r  G horno~ène , sYeJinze par le 
produir de. cette f irfacc , nzulripliée par Ja a+ 
rance à l a  ligne de niveau A F. 

3 3 7.  Donc la prefion totale qui s'excr- 
ccra Tur iine Curface plane quelconque ii- 
tu& comme on le voudra , eit tgale à la 
fomme des produits dcs parties infiniment 
pcrires de certe furface , multiplites cha- 
cur:e par fi diitance au plan de niveau, ou 
à la iurface fuptrieure du  fluide. Mai5 par la 
narure d u  centre  de gravit&, la  fornme dc 
ces produits efi égale au  produit de la fur- 
f ice totale, mulriplide par la diitance de fon 
centre de gravit6 au même plan horifontal ; 
donc la pt cll;on qu'unjuide p+nt exerce con- 
zrc urzr Jüiface plrule oblique , a pour mejlire 
le p~odu i r  de cette f i r jace par la  dgilnce de 

Son centre de graviré au p h  de *&tas. 

3 4 O. Comme les prefions qu i  s'exercent 
fur chaque point  d'une même furface plane, 
f o n t  perpendiculaires à l a  furface & par 
con(6quent paralleles entr'ellcs , la rtful- 
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tante  ou la prefion totale doit ( 2 ~ 5  ) leur 
Etre p r a l l e l e  ; o r ,  comme nous venons de 
ddterininer fa valeur, ainfi que celle de cha- 
cime des prefions , il fera aifé , 
par ce q u i  a Cté dit ( 2 5 5  ) , de dérern~iner 
quand on en aura befoin, par où paXe cette 
réi'ultante, q u i ,  comme il eit aifd de le voir, 
ne doit point paffer par le ccntrc de gravité G 
de cette furface ( Fk. I I 7 )  , mais à quelque 
diftance au defI0iis. Il n ' ~  a que dans le cas 
où la f~irface efi infinirnent perite qu'on peut 
iippofer que la prefGon totale raf lé  par l e  
centre Ce gravitd de cette furface inclinde. 

3 4 I .  ~ o ~ o i i s  maintenant, ce qui rdfultc 
dc toutes ces prefions, dans le  fens verti- 
cal, & dans le 'Cens horikntal. 

Quelque [oit la figure d'un corps , on 
peut toujours concevoir ce corps , coinme 
l'affemblage d'une infinité de tranches paral- 
leles entr'elles , & fe repréfenter la îurface 
du contour de chaque tranche , comme 
l'affemblage de plurieurs trzpèzes dont le 
nombre cit infini , quand la furface ei t  
courbe. Ainfi , your Cvaluer ce qui rdfulte 
de la prefion qu  un fluide exerce , foit fur 
les parois intérieures d'un vafe , [oit fur la 
furface extérieure d'un îolide qu'on auroit 
piongt dans ce fluide , il - f a u t  dvaluer ce 
q u i  rtl'ulte dc la prelfion fur la  îurface 
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d'un tra$ze d'une hauteur infininient petite. 
Concevons donc ( Fig. I I 8 ) un trapèze 

'A B C D  dont les deux cotés paralleles foient 
A' B tk C D  , & dont l a  hauteur foit irifini- 
mmt  petite B 1'Cgard de ces cô t t s  AB ei CD. 
Qii'aii centre de  gravité G da ce t r a ~ e z e  , on 
ai t  appliqué perpet~diculairernenc à ion  plan,  
une force P dont la valeur foit exprirnde par  
l e  produit de la  furface de cc trapeze, muI- 
tipliie par la  diflance de  Ton centre de gra- 
vité a un plon  horifontal XZ. 

Four ddterminer l'effet de ce t te  force, 
zane dans le fens  horifontal , que dans le 
fens vertical , je concois par la ligne CD un 
~ 1 x n ~ ~ : t i c a l  CD F E ,  & par la ligne A B 
qiIe je i;ippofë. horifontale , j'imagine le 
vlan horifontal A FE B. Et avant  men6 les 
tignes  verticale^ CE, DP q u i  ;encontrent ce 
plan, en E & F , j e  mene B E & A F; 
enfin, par la direciion G P de la  force P ,  je 
toncois un  plan K IH auquel C D  [oit p u -  
pendiculaire , & dont H G  K & H I  font les 
3nterfeEkions avec les deux plans A E CD , 
F E  C D : ce plan fèra perpendiculaire aux 
plans AB CD, FECD ('Géom. I 8g ) , puifque 
C D  eit leur intedefiion commune : enfin 
du point K pris h r  AB & HIC, je menc K I  
t\crpendiculaire au plan FE CD ; cette  ligne 
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ne peut  manquer d'être perpendiculaire à HI. 
Cela pof6 , je décompofe la force P en 

deux autrcs qui foient dans le plan A 1.23 
prolongé, & dont l'une G L foit horifon- 
tale ou perpendiculaire au plan F E  CD , & 
l'autre G d l ,  foit verticale. J'aurai donc cn 
nommant L & M ces deux forces , & for- 
mant l e  parallélogramme G M N L fur la 
ligne G N prife arbicrairernelat pour diago- 
n a l ~  , j'aurai ( 221  ) 3) : L : AI : : G N :  G L I 
G M ,  ou : :  G N  : G L  : LA?. ?dais comme 
l c  triarlgle G L N a iès côtds pc r~end icu-  
laires fur ceux du triangle K I H, ces deux 
triangles . k n t  femblables ( Géom. i I I ) , & 
l ' ona  GN:GL : L N  : :  H K : H X :  IK;donc 
P : L : 1I.1 : : Hn' : HI : l K .  Multiplions ces 

trois derniers termes par A B  +  CU^ GGJ, ce 

q u i  ne changera point le-rapport ; & nous 
A B + C D  aurom P :  L :  Al : : HKx-- x G 6': .. 

A B +  CD x G G 1 : 1 K x  - 
A B + C D  N I x -  x G G'. 

Obfervons maintenant 1". que If R x 
I 

;PB+CD -- efi la furface du trapèze A 6' CD. 
2 

2". Que puifquc CE & LI F font paralleles, 
& qu'il en zfi de même de C D & E F ,  on a 

CD r= F E ;  donc I K x  AB+CD 
a 

eA la même 
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AB+EF 
chofe que I K  x -- -, & par conféquent 

2 

eR la furface du  t rapèze  A F E  B. 3". Et 
comme on fiippofe que la hauteur du tra- 
père A B CD eft infiniinent petite à 1'Cgard 
des côtés A 3 & CD, E F qui  eit dgalc à 
CD, peut être prire à la place de A B ,  & 

AB+ C D  de CD, enforte que HI  x -- iè rddiiit 
- 

à 1 I P  x E F  q u i  eit la iiirface du reaangIe 
BCDF. On a doncP : L: M :  : A B C D x  GG': 
. E C U F x  GG1 : A F E B x  GG'.Mais nous 
avons fiippofd q u e  la force P étoit exprimée 
Far ABCD x G G' ; donc la force L eit expri- 
mde par E C D F  x G G 1 ; & l a f o r c e  MeR 
exprimée par A FE B x GG'. 

Comme le triangle n'cfi autre chofe qu'un 
t r a p è z e  dont un des côtds paralleles eit 
ziro , la m&me chofe a donc lieu pour le 
tr iangle.  

Concevons maintenant , q u e  des an-les 
2, D, C, 6 , on ai t  men6 des perpendicu- 
laires fur le  plan XZ. On peut fe repréfen- 
ter ces perpendiculaires comme les arêtes 
d'lm prifine tronqué dont la bafe horifontale 
feroit tgale à A F E  B , & dont la bafe in- 
clinée eit A B CD. O r  comme 'A E & CD 
font  fuppofées infiniment proches , la foli- 
'dité de ce prifine tronquC n'eit pas cenfde 
diff'érer de celle d u  prifmc q u i  auroit la meme 
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bafe , & qui auroit G G' pour hauteur ; 
mais cette derniere auroit pour exprefion 
AF E E x G G' , qui efi prCcifdment celle que 
nous venons de trouvér pour la force verti- 
cale M; donc cette force a auifi pour expref- 
iion l a  foliditd du prifme tronqué qui a pour 
bafe inclinte A B C D  , & pour bafe hori- 
fontale la praje&ion de A G CD fur le plan 
horiîontal X 2. 

3 4 2 ;  Imaginons, a&uellement , un folide 
quelconque, coupd en une infinit6 de tran- 
ches horifontales, telles que A B  DE a b de 
( F i  1 19 ) , & que perpendiculairement au 
centre de gravit6 de la hrface de chaque 
trapèze donr on peut imaginer que l a  fur- 
face du contour de cette tranche efi com- 
pofée , on ait appliqué des forces repréfeni 
tCes chacune par le produit de la furface 
du trapèze correfpondant , multipliée par la 
difiance de fon centre de gravit6 à un plan 
horifontal X 2. Ces forces feront les pref- 
fions qu'un fluide pefant exerceroit fur la' fur- 
dace intérieure de la tranche A B D  E a 6 de  
d'un v a k  dans leauel il iéroit contenu ; elles 
feroient aufi les prenions qu'un pareil fluide 
exerceroit îur l a  furface extdrieure d'un 
h l ide  qui y iéroit plonge'. Or nous venons 
de voir que G l'on décompofoit ces forces 
en deux autres , l'iine vertiçale , @c l'autrc 
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8 8 2  C O U R S  
hori font ale ; chaque force ver ticale feroit 
rvprdîentée par le prifme tronqué qui a pour 
bak dans le plan horifontal XZ, la projv&ion 
du trapèze A r  ce pian, & qui a pour batè 
incli;iée ce traptzû même. Donc la Comme 
des fxces  verticales, ou la force verticale 
10. i q i x  qui  en rélulte, fera reprCf~ntée par 
11 hinmc do toiis ces prirmes rronqtrés ; & 

jmme la r n h e  choîe doit s'entendre de 
.Auq~~c tranche horifontale ; il faut donc en 
conclure rO. que Ji un va) de fîpre guel- 
ionque A C Il F ( Fig. I I 2 ) t j  rempli de 

@ide juJyuJa l a  Zigne quelconque A F , il ne 
reydte de routes les prefions qn: l e ju ide  exerce 
JUT chacun dc$s points, dautre force vcrticalc, 
qu'une force r-cpréJ2.de par la  JÔlidzé ou plutût 
par l e  poids du volume que le fluide occupe. 

2O. Que f i  un corps tc l  que A E D B T\I ( Fig. 
I n O ) , dont AIBF eJt la plus grandc coupe hori- 

Jonrulr CJL7 plongé dam un fluide ti une profin- 
d u r  qurlconque , G. que t o n  faxe ahJ?radion 
de Ia prefion qui s'exercerait /Lr La parrie fipi- 
~ieure A M B ; l'efort vertical du jluidc pour 
k f iukver ,  e/i3 kgal au p0id.T drr vo!ume de 
$ui& qui firoit compris entre le nivcau X 2 ,  
la  fi+ce AI B F E  , G. l a f i $ c e  convexe for-, 
mie par Zes perpizdiculaires a b a i f i s  de tous 
les points du contour A 1 B F , Jur l e  plan XZ. 

Si l'on confiderc enîuite la prcfion qui 
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s'exerce fur la furface fupérieure à la plus  
grande coupe horifontale , on voit par la  
même railon, qu'il rdfulteroit ,des preifions du  
fluide fur cette hrface,  qu'il en rdfiilreroit , 
dis je , dans le  fens vertical, & pour pnuifcr 
le  corps en bas, iin ~ f f û r t  dgal au poids du 
v o l u m ~  du  fluide qui îeroir compris entre 
cçrte même iurface , celle A' F' Bi I' de 'D 
projc&ioi,, & ceilc que forment les perpen- 
diculairss menées de tous les points du con- 
tour AIBF. Donc fi du premier effort verti- 
cal ,  on retranche le fecond , on voit que le 
corps eit  pouifé vcrticaleiment de bas en haut, 
par un effort égal au poids du volume de, 
fluide dont il occupe la place. 

3 4 3 .  Concluons doisc gdnkralement , 
que fi un corps eJ plongé I ' M s  un fluide quel- 
conque , ily pcrd une parrie de /on poids, égale 
au poids d~ yoZume qu'il deplace. 

3 44. Il  nous refic maintenant deux 
chofes à examiner ; ia prerniere eit de favoir 
par où page l'effort vertical r t fu l tan t  des 
prefions du fluide : la fecoiide , ce que 
de-viennent les forces horifontales. 

Quant à l a  premiere , il el1 facile de voir 
que ce t  effort vertical doit paKer par le 
centre de gravité du volume de fluide q u i  
a été déplacé. En efi'et , fi on consoit ce 
volume dticompof6 en une infipi$ de iilets 
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vertic2ux ,. l'effort que le fluide exerce pour 
poufier verticalement chaque filet , elt ex- 
p r i~n8  ( 342 ) par le poids d'un volume de 
fluide Cgal à ce filet. Donc pour avoir la 
diiiance de la rCfultante , à un  plan verti-, 
cal quelconque , il faudroit multiplier la 
maCe de chaque filet confiddrdt: comme de 
memc nature que le fluide , par la difiance 
à ce plan, & divifer par la fomme des filets ; 
or c'eit précifiment ce qu'il faut faire pour 
trouver la diflance du centre de eravité du  

U 

volume ddplact ; donc en gtnéral Zn pouJi'e 
ycrricale d'un Jluide/ur un corps qu'on ylongc , 
pafe roujours par le centre de gravitédu volume 
Gu f i d e  dkplacé. 

3 $: 5. Voyons , maintenant , ce q u e  de- 
viennent les forces horifontales dont nous 
avons parlé ci-deffus. 

S i  l'on fe reprtrente toujours la tranche 
îalide de la Fig. I 19, & que par les côtks 
d b  , bc, Src. de  la feaion infë'rieure on con- 
çoive des plans verticaux terminés par la 
S d i o n  fupdrieure : ces plans formeront le 
cmrour  d'un prifme qui aura pour hauteur 
celle de la sranche ; 6 chaque face de ce 
prihe exprimera ( 3 4 1  ) par l'étendue de fa 
furface , la valeur de  la force horifontale 
qui lui efl perpendiculaire. Alais comme 
routes ces faces font de même hauteur, 

leurs 
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D E M A T H ~ M A T I Q U E S .  3 ! ~  

leurs Iiirfaces font dans la raifon de leurs 
bafes ab , b c ,  &c. donc les forces horiîon- 
tales font entr'elles dans l a  raifon des cô tés  
a b ,  b c ,  &c. D'ailleurs à quelque endroit de 
ces faces qu'elles foient appliqu&s , comme 
ceci faces font d'une hauteur infiniment pe- 
t i re ,  on peut regarder czs forccs horifon- 
ta les ,  comme a ~ p l i q u k e s  , tou tes ,  dans le 
plan horifontal a 6 c d e  f, chacune perpen- 
diculairement fur 1s milieu d u  côté q u i  iè r t  
de b a k  à la face corrzfpondante du p r i h e  
dont  il s'agit. Je dis fur  le milieu , parce 
qu'il eit ail4 de voir q u e  la rLrultante des  
prcilions qui s'exercent îur la furface de  l'un 
quelconque des trapères qu i  forment la iùr- 
face de la tranche , doit pa f i r  par l ' u n  des 
points d e  la  l igne qui joint l e s  inilieux des 
dm-< côtds paralleles ; & qge par confdquent 
la force horiiontale q u i  en rSiiilte, doit ren- 
contrer la ligne qui joint les milieus de dcux 
côtes oppofds de la face correrpondante 
du  r i f .  L a  quefiion eR diinc rdduite à. 
favoir ce qui doit arriver à u n  yoiygone 
quelconque ( Fig. t 2 2  ) lorrqqus chacun d e  
fes c ô t t s  eft tir6 o u  pourd p x  une force 
appliquée perpendic~ilairement à fon milieu, 
& reprdfent te  pour fa va l eu r ,  par ce côtC. 
Nous allons voir qu'elles re ddétruirent mu- 
tuellement, 

B h  
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Ne co~f i i lé rons  d'abord que deux forcea 
P & Q , Fig. I s I ) app!iquées perpmdicu- 
lairernt.nt f i ir  les ini1;cux des deux c ô d s  
A3 , A C d:i  rrizi?gIv A B C, & repréKntLes 
par ctis c6:éc. Il eB clair que  leur rdîul- 
tance yaicera par leur poim de concours F ,  
qui dans  le cas prércne efi le centre  du cer- 
cle qui  Fali;txoit par les trois points A ,  B ,  C 
( GPow. S +  ). J e  dis G'aillcurs , qu'elle doit 
paflçr par l e  nlilicu du c6td BC, auquel elle 
fera pax  conféquent perpendiculaire ; & 
qriJe!:c fera reprlrcntde par ce cor6 B C. 

Eri c f f ~ t  , fi l'on d&xn~pofc la f x c e  P en 
deux aut res ,  l'iine U e paraiic!c, & l 'autre 
Dh perpendiculaire au  côtt  B C , en for- 
maxe le parallélograixine Il e g h ; on aura 
en nomniant e Or h ces deux furces, P : e : 
h :: D g :  V e : D h : :  I > g : D e : g e ; a r  en 
abaiffaiit l a  perpeiidiculnire A O , le trian- 
gle 3 e LI efi h n b l a b l c  a u  trimgle A U B , 
parce qu'ils ont !es cGtA perpcndiciilaircs. 
O n  a d o m  Dg: Dt: : ge : :  : / I r : :  B O :  
donc P : e : h : : A B :  J O :  B O .  O r p z r  la  
fuu:~pol i~ io i i  , l a  v21wr dc la fdrce P efi 
rcp:&iEntCe Far A' B ; donc celie de e l'di 
p i r  A O ; & c d l e  dz /z l'cil par B O. 

Si l'an décomI-r>Ce ~'xcii!err,rnt Ia farce Q 
e ! ~  d ~ u r  au t r e s ,  i'uiie I;n, parallelz,  & l'autri 
Ik ycqx;.,cticu!aire au coté SC, cil prcuvera 
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de m@me , que rn efi reprt!!lctée par A O, 
& h Far CO. L e s  duux forccs nl K- e hlt 
donc tgalcs , puiiqu'r1;es foont rcpriicn+ézs 
Far la mêmu ligne A+ 0. 11'a;il:iirs e!les 
agiirent en k n ç  conrraires , & Iù iwn t  une 
même ligne C I parallelr: à R C, ~ 7 1 i f i ; ~ i  7 D 
& I f o , ~ t  les rni l izux de A a ,  A C ;  donc 
elles fe ddtruiÂcr:t. La r é î u l r a ~ t e  dcic ~ O I ~ C  

être l a  même q u s  cclle des d c u v  ffirces h 
& k ; pi conimc ceiles - ci Cont p . 7  :ii'r~ , 
poiîqu'eilcs font @ri-endiculaires i ( C , lçrir 
réiii!tante doic érre C i  ale a leur iomrii, , & 
perpendiculaire à B C. Coiic 1". elle efi 
repréientée par B O 4 O C ; c 'dl  - à - d , re  , 
par B C. 2". Eraqt perpei:dicu'aire à L' C , 
& devant d'ailiciirs @Ter , ainfi qiie n;:us 
venons de le dire, par le  centre k' du cercle 
circonfcric à A EC, elle pane donc par l e  
milieu de 1 C. 

Cela pofd , ( Fig. I 2 2  ) la rCfi,ilcante Y 
des deux forcss P & T fzr3 donc pcrpendi- 
culaire fur  le milieu de B E ,  6: re; r d tk t ée  
pzr E E. P x  la même raiîori, la rk f i l t anre  X 
des deux fi3rces Y & S, & pzr c o n i e q u e n t  
celle des trois forces P , T, S , fera pcrren- 
diculaire fur le milieu dz B ,', , & reprtftn- 
t t e  par B LI. Enfin la rkfultante Y des  deux 
forcis X s< Q , & par co<~îéquent, celle des 
quqtrs forces P, T ,  S, Q , fera perprndicul 

B b 2  
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388  C O U R S  
la i re  L r  le n~ii ieu de D C ,  & reprdfentée pf 
U C ; clle fcra donc &gale ei direLiement 
oppofée à !a force Ii ; donc tovtes ces forces 
fi: ditruiront. 

On voit q u e  le  raiknnement eR le même 
quels que [oient le nombre & l a  grandeur 
des côcés. 

Dmc cn  g d n d r a l ,  les cforrs qui re/;rZqnt 
dcns le f i n s  horijofirnl , d6 la preJion qu'un 
fluide j7el<l7zt exerce pcrprrr,i;culnirtmm Jllr la 
j i & c e  d'un c o ~ p s .  qui y @pro:;gé,Jt deirufint 
1 1 2 ~ 1 ~ c l f c 1 7 : ~ r ~ t .  

3 4 6. S e l s  font k s  principes qui fervent 
à dkterminer les c fe t s  de la prc f ion  des 
fluides fur les vaces qui les renferment, & 
S~ir les cc;rFs qu'on y plonge. Voyons main- 
t e n a n t  quelques ufages de  ces principes. 

Pu i fque  les ego;-ts que le  fiiiide fait dans 
le fens horifontal , fe dLCtruifcrit mutuelle- 
ment , il ne faut donc pour conferver un 
corps dans la porition qu'on lui aura donnke 
dans un  fluide, il ne fau t  , dis - je , autre 
chofe, q u e  d i t ru i r e  l'effcrt vertical de la 
prefion ; cc q u i  exigc dcux choies, la  pre- 
niicre , qu'on oppcfe de haut en Las un 
t ffort q u i  foit dga! à cciui que la prelfion 
escrcc de bas en haut : la iccoiide , .que 

, cct eEox foit en lig,ile drcite avec celui de 
la  ~ o ~ ~ f i d e  verticale du fluide. Or l a  pou$de 
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verticale du fluide., eR &quivalente au  poids 
du volume de fluide ddplacé ; donc ji Le 
yo!urr!g d r j u i d e  dépluci, pe) p h  que le corps 
pLorzgi, Ir corpsjurizcgcsii e j  s 3 i k f i r - a  j ü / q u J i  
c f  que ic vo1un:e r , ' e ~ d e  correfion.lmr d fa 
parrie judnzergée , p+ auranr que Ic carys 
enricr. 

3 4 7. D o n c ,  fi lorfqu'un c o r p  rurnage, 
vient à ajoutcr ou à drer à f ~ n  ~ o i d s  , un 

poids quelconque , il s'eiifanccra ou  s'élé- 
vera jufqu'à ce que l ' a u p r n r a t i o n  ou la  
diminution du poids d u  volume du fluide 
déplacé , foi t  dcver,i:r tga l : :  Li ce n o u i 7 e ~ u  
poids. Si ce pcids qu'on ajoure su qu'on 

'\ re t ranche , eit p e t i t ,  eu dgard a C C ~ L ! ~  C U  
v o l ~ i m e  de fluide a&iuellement ddplacé , la 
quant i té  I K ( Fig. 1 E 3 ) dont s'a6airrt.r; ou 
s'Cltvera l a  coupe A B ,  fera d'autant p l u s  
petite que ce poids fera plus pet i t ,  & qn'cii 
même temps  la coupe A U fera graxic. 
On pourra donc, lorrque c e  poids r i r x  j e t i r ,  
& que la coupe A B  fera grande , r e y x -  
der A B & a d , comme égaies , é v z l u ~ r  
le volume nouvel lc~nent  ddplacL: , par la 
furface reprérentée par A B , inuitii~li6e 
par I I L ;  c'eff -:-dire , par A B x I K.  EC~IC 
fi p eil l e  poids d'!in Fird culle de f iu idû,  
p x A B x PR*fi:ra le poids de ce v~lu t r , c ,  
AB x I K  &nt h a l u t  en pieds cube. A i d i  

B b 3  
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fi P e it le pnids ~ ÿ ' o n  ajoiite , 011 qu'on 
rstranche , on acra p x A i3 x I .Y =I P ; d'où 

- .  1.' 
l ' on  t i re  I.ii = --- c'cil-;=dire, pour le 

v x AU" 
navi rc ,  par exm,; lc  , que  pour fivoir corn- 
bien une cerivine a~giptentation Jàiu a la 
C ~ J I , ~ C .  ,fkk <11/;>nce1 ie nwlre ,  il faut  divifer 
l a  valeur P de cciie a i ipei l tar ion , par l a  
iùrface de l a  mupe  faite à fleur ci'ezu, cfiinide 
en  pieds quarrés , & nldt ipl ide par  1,: pcids 
d'lin cilbe d'czu. 

Lorfqii'on Joufle un vaiKcau , on aug- 
m e n t e  le volume de l a  carène d'une quan-  
t i r6  qüe nous avons enfcignd ( 123 ) à 
dvaluer. C'rit donc comme ii on din~inuoit 
l a  charge, d 'une quantiré tgale au poids d'un 
vol~irne d'eau égal à l'augmentation qu'on 
a faitc au volume , moins le poids des 
r n a t i i r ~ s  qui compofent le iouHage : 011 

peut donc déterminer f a d c r n m t  de combien 
il piongera moins. 

< 4 3. LC p i &  d'un corps rvfiant le 
ménie , on F m t  étendre h n  volume à 
volonté , il n'y a d01ic pas de matjere fi 
pcfm te q;iYon iic p i G  faire fi:ri?agcr. 

3 9 .  32ui icc  , lorfqu'on dimirlu: le 
poids d'un corps fans rien changer à fon 
volunic, il doit s ' i lever avec  LI^ efiorc q u i  
bc  peut être ci>iitrcbdaricé que par un poids 
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dgal à celui qu'on a ôtt  ; il s'enfuit donc  , 
qu'on peut employer i i t i iement l a  p ~ i K d e  
vercicale de  1'ea:i pour  C h e r  des fardeaux ; 
par exemple,  pour tirer des bâ t i~mi i r s  , du 
f ~ i i d  de la mer oil des rivieres, en  les at- 
tachant à d'autres bâtiments que l'on aura , 
d'abord charynds d e  corps pefants , ou d'eau, 
& qu'on vuide enfuite. 

3 ?O. Eri g é n i r a l ,  fi P cit la p ~ h n t e u r  
QCcifque d'un corps qui kr i ïage ,  ou ce que  
pckroi t  LIII ~ i e d  c u L c ,  par cxemylc , de ce 
carps , s'il étoit  d'une m u t i ~ r e  uliiforme ; 
P foi1 volüine ; p la pefanteiir rpbcifi:i!e di1 

fluide ; u le volumv de la ~ a r t i e  li:bmcrgde : 
le poids de ce corps [era Y x 7 o u  1' 7; 
celui d u  volumî de fluide [rra p u ; o ; ~  aura 

P P" donc P Y = p  u ,  équa t ion  qu i  doniie IL = - ,, ; 
Y 

d'oh l'on voit que le poids P 7 du corps 
reita~it le même , la par t ie  hbmergCc fera 
toujours d'autant plus peri:c que la  p c h -  
t c u r  fplcitîque du  fiuide fera p!us grande. 

Cet re  même dqua t ion  d o m e  Y :  u : : p : P; 
c'efi-à-dire, que le voluixe d u  cr>rps & ? 
celui de l a  partie f~ibrnergdc , forx en  r â i lnn  
inverre de la pef3;iteur fpicifiqcs du  corps, 
& de cdle  d u  fluide. 

3 5 T .  Si le  carps ~ e f e  plus qu'r;:i pareil 
vo!wmc de au id^, ; dors  il doit s'enfoncer, 

E L +  
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3 g 2  C O u R s 
& ne peut érrc retenu que  par uneiforce 
Cgale à l'excès de ion poids îur celui d'un 
pareil volunie de fluide. Or fi nous reprC- 
fentons toujours par p & P les pefanteurs 
fpécifiques du fluide & du  corps; 8< par 7,  
le volume du corps, nous aurons P V-p V 
pour l'excès du poids du corps fur celui d'un 
pareil volume de fluide. D o n c  fi on con- 
soit quc ce corps foit re tenu,  à l'aide d'un 
fil , a u  fléau d'une balance, & que P' foit le 
poids avec lequel il peur: être  en équilibre ; 
on aura Pt = P Y - p  y, d'où l'on rire -;- = 
P Y - P i  

P Y  . Or P efc le  poids du c o r ~ s  dans - - 
l'air, & P' fon poids loriqu'il efi pion& 
dans le Iluide ; donc connoiflant i e  poids dur2 
corps dans l'air, G. fin poids dans un fluidc , 012 

aura ai/rmenr Ze rapporr des pef;2nreurs îyéci- 
fipucs de CL? dernier fluide S. du corps , en divi- 
Jant dzfirencs de c ~ s   if^ PO& ;par k poids 
du corps dans l 'air. Par  excniple, fi u n  corps 
pefe 6 onces dans l'air eE 5 onces dans l'eau, 
je di& la d i a r e n e  i , par 6 ,  & le quo- 
tient :, inc fai t  voir que 1,i pehnteur fpk i -  
fiquc du  ccrp ,  efi i celle du  HuiYc ,' coinme 
6 c i là  1. 

L'air , coinme fluide ~ c h t  , diminue 
auf i  une px i i e  d u  poidb des corps ; cil f ~ r c e  
que le  poids qy'iis oiit en l a i ,  ii'çA pas 
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leur poids réel. Mais comme l'air efi un 
Auidç fort ra re ,  & dont la pehnteur fpéci- 
fique n'efl qu'environ 13. 8 $0' partie de celle 
de l'cal!, on peut Te diîpenfer d'avoir tgard 
à la diminution qu'il occarionne. 

3 5 2. S i  l'on conçoit qu'on plonge le 
meme corps que ci-deffiis , dans un autre 
fluide dont l a  pcrantciir fpdcifique ioi t  p', 
& que pu foit le  poids avec lequel i l  peut 
alors , être e n  dquilibre , de mêmv qu'on a 
e u  Pl= P V - p V ,  on auraP'= PV-p'Y; 
or ces deux dquations donnentp V==P 7 - P l ;  
& Y= PF' - Pl'; donc divifant cctte der- 

P' niere , par l a  précddentc ; on aura - - 
P Y- P" P -- d'où connoiifant le poids P P dYsn 
P Y - P l '  
corps dans l'air, fon poids p" dans un fluide, 
& fon poids Pt dans un autre  fluide, on 

déterminera facilement $ , c'efi - à'-  dire, le 
ripFort des pehnteurs f$cifiques des deux 
fiuides. 

3 j 3 .  Suivant ce que n o m  venons de 
voir , la pe fh teur  fpéciiique miilti$ite par 
Ic volume , donne le poids C'un corps. Mais 
la denfit6 , multipliée par le volume,  donne 
fa  maffe ( 19 1 ) , qüi ( 209 ) eR proportionnelle 
au poids. Donc la  peiaiiteur ipecifrque mul- 
tipliée par lc volume , efi proportionnelle 
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374 C O U R S  
à la  denfité mu!tiplike par le volume ; donc 
ZQ pcfameur jp&$'yue Grs corps eJ proporhn- 
m i l e  a leur denjirr'. 

3 j . Kevc.noïis 2 1 1 ~  CD-YS qu i  h w g c n t .  
Pour q i i ' ~ i i i  corrs 1 u i i k  reitcr en Cqu!;ibre 
fur u n  fluide ; ~i f a u t .  .ai::li que  i;o!i, 1 avons 
vu ( 346) , q ~ c  fbii *;O dn c;,;;l id i t  cgal S 
celui d u  voiume de Acide  3P >l?cé. ;VL&S 

cette ~ o n d i t i o . ~  tic J;;ifit pas. IL [ ~ u r  ~iico::, 

gue la  Zigcc p:$G pci. L t  O ~ I C  JC , ; r ~ v i t i  
du c o ~ p  y f u ~ , ~ e  , i-3 p r  ft. ct;;rrd L e  gidvi~S du 
voiuxe de /a F.uiir j a t ) ~ : ~ , ~ ~ g & ?  Jiii~ 1 e r f i ~ - c k .  
Car la  pcfaiiteilr du corbls , ;'! 1ri pcliFii, du 
fliiide s'excrcant chacune fi~ivari t  une ligne 
verticale, dont  la premiere paKc per le e n -  
tre de- gravité. d~ corps ,  & la kconde,  par 
le centre de graviid d u  volume ddplaci  , ne 
peuvent être direL7emel;: o;poCdcs , ( co inme 
i l  f w r  qu'elles le foient pour l'+iiiiibre ) 
qu 'autanr  que ces deux verticales î e  con- 
fondront. 

3 j T .  Ainfi pour dCterniiner fi un  c a p  
A CE D B ( Fig. I 24 ) d 'une h r m c  & d'üne 
inatiere connue pext d e x e u r e r  en  équilibre 
fi ir un fluide , dans üi1c pofirion qii'o11 a 
deffeiri de l u i  donner ; il f au t  mcner u n  plan 
horifontal C D q u i  fdpare une parcie C E  D 
doat le volume foit au volume total A E 13, 
comme l a  pefanteur iptciiique du corps cR 
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à celle du fluide , 8i ayant ddtcrminé le 
centrd de gravité G di: A' L B , Sr celui G1 de 
C E D ,  fi la  l igne (, G' cft ~erpeildiculaire au 
plan C D  , l'é<uililire aura  lieu. 

3 5 6.  Nous TUppobns dans ce que nous 
difons ici, q u e  le corps AEB eft homogène ; 
c'efr-A-dire , que la maticrç q u i  cmy.ofe Con 
poids cil toute de mkme efpece , & qu'elle 
eit uniformdmcnt r d p a d u e  dans  tout  l'erpace 
qu'occupe le volumc total. S'il n'en é to i t  
r a s  a in f i ,  on comn~cnceroit  Far calculer la 
balcur d ' in volume de fluide, eRal  en poids , 
au roids total dc A ER, & l'on f i ro i t  CE D 
&al à ce volume, CD d t a n t  horilonîale : ce 
q u i  iè rkduit à une queflicn de pure - pdorn&- 
trie , dont les principes donnés jufqu'ici , 

/ peuvent fournir l a  folution. 
A 

3 i; 9. C'eit encore u n e  autre quefiion 
que l'on peut rdfoudre i l'aide des mêmes 
principcs , que  cellr de rlécerminer les diE& 
rentes politioiis dens le-ueiies un  corps 
peut reflcr en tqu i l ih re  L r  i i i l  h i d c  ; mais 
comme nous n'avons auccne application 
effcnticlle à faire ni de l'une ni de l'autre de 
ces deux quefiions , nous ne nous en  QCCUT 

pcrons pas. Voici quelque chofe qui rious 
importe Fius. 

3 f 8. Le corps C ED (Fiz. 125 ) étant  
~&uellement en é@i;ibre fur un fluide dont: 
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'398 C O U R S  
AB eft la fiirface : G étant le  centre de gra- 
vité de ce corps ; G' celui de la partie îub- 
mcrgée A E B ; fi l'on c o n ~ o i t  que l'on 
incline infiniment peu, le corps, enforte que 
a E b  devienne l a  ~ a r t i e  fi;biili.rgée, dont G" 
h i t  le centre de gravité. Ce corps revien- 
dra à fa preiniere poiition , fi l a  verticale 
5;" M qui convient à cette feconde pofition 
rencontre la verticale G'M qu i  convient à la 
premiere , au-deffus du centre de gravit6 G 
d~ corps. AU contraire, i l  verfrra t o u t  à-fait, . 
fi le point M eit au - deffous de G , coinme 
e n  M'. 

E n  &et, la direfiion G"M qu'aura alors 
l a  pouffde de l'eau , & qui fera verticale, 
ne paffant point par le centre de gravit6 G ,  
t end  ( 3 2 2  ) à imprimer au corps deux mou- 
vements , l'un pour Clever le centre de gr:- 
vitC , & qui eit ddtruit par le  poids du 
corps ; l'autre q u i  tend à le faire tourner a u  
t ou r  du centre de gravité G. Or il efi fricile dc 
voir  que fi l c  point G eit ail-deffus de M ,  
' ee mouvement de  rotat io:~ autour de  G ,  
t end  i fe fairc de A vers C ,  & par co:dé- 
quent à ramener G' dans la verricale ac- 
euelle G" M .  Au contraire, fi M eft au def- 
&us de G ,  commr en M'; le mouvement 
de rotation autour de G , tend à fe faire 
de C vers A , & par confiquent ne peut 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E S ;  393 
qii'éloigner G de G" A U ' ;  c'cft-Luire , tend 
à faire renverfer le corps. 

Do:ic pour que le. corps puiffe revenir à 
fa fituatioii primitive , il faut  q u e  G' M {oit 
plus grande que CG.  

L e  point M cit ce que M. Bouguer a 
nom1116 le Métacrntre ;, parce que clef la 
limite de la hauteur a laquelle peut e t re  
pkcé le centre de gravit6 G , pour que le 
corps flottant ne foit pas renverrd par une 
petite inclinaifon ; car Four peu que G fût 
au-rlelfus du point A 4 ,  le corps fe renver- 
feroir. 

C o m m s  la ditsrmination du mitacentre 
M importe beaucoup dans la confiru&ion 
drs vnirfcaux, nous allûns nous en occuper. 

3 5 9. SuppoTons donc que A E B ( Fig: 
126 &&W. jjreprdfente la  coupe d'un navire, 
faite par u n  plan perpendiculaire à la quille, 
& paCiint par Ic centre d e  gravité G du 
navire. Ce pt3n p a i f r r a  au$ par  le centre 
de gravi t6  G' de la partie fubmergé d E B 
( > ' r d *  

Concevons que par qiiclqiie c a d e  que 
se hit , l v  navire prenne une iituation infi- 
cimcnt peu inclii14c à la premiere ; & 
qu'alors ab foit le plan de flottaifon, & G'e 
l e  centrr de gravit6 de 13 partie Q E ~  qui fera 
îubmergde alors. Si l'on mine G" JP perpen- 
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diculaire à a b ,  cette ligne fera la dir&ion 
fuivant laquclle s'exercera l a  poufiéc de 
l'eau , lo r s  de l'iricliriaiîon. 

Pour  ddrerminer le point hf oh G" M 
coupe la ligne GG' q u i  eit vvrcicale dans  la 
premiere fi;varion , i! t a u t  id:sr:niiier la  
pofition de G", tant S l'égard dr: A B ,  qu'à 
l'égard de ln verricale Ci;'. 

D a ~ s  cette vue ,  nous imaginerons le na- 
vire c o u d  e n  un  grand nombre de tranches 
verticale's , par dei plans perprndiculaires à 
l a  c i ~ d l c ;  8i hppofaiit qiie MRN i F!,g. I 27 ) 
eit une de  czs tranches ; g le centre  de gra- 
vitd de  fa partie îubmcrgde avant l'incli- 
nairon ; g' ce~iii de fa partie fubmtrgée lors 
de l'inclinaihn , nous allons chsrcher, pour 
d i aque  t r m c h e ,  le dépl3ccrnent gç' dé cc 
centre de gravit& g , d'oh i~oiis conclurons 
celui d u  cen t r e  de g r a b i d  G" ( f i p .  , , . 126). 

Obkrvons  donc d'abord, q u e  le volume 
?dKN( Fig. 127 ) efi égal au volume m R n ;  
parce que lc voiunie d'eau q u i  corrdpond 
a chacun, doit ( 346 ) fourciiir , dans chaque 
cas , l a  mémv partie du poids tocal du 
navire. Donc , fi de chacun de ces deux 
volumes on retranche le voiumd coinmuii 
BlRn , les deux feReurs '44 O l e ,  A' 0 i z  ( que 
l'on doit regarder commv deux  triungies 
rectiligrxs , à caufe que 17i!icli!laifoii eit infi- 
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friment  eti ire ) feront Cgaiix ; & le point 
d ' in~eï feûion 0 pourra  ê t r e  c e n E  au milieu 
de s"d. 

S o i e n t ,  maintenant ,  h ,  h'. g " ,  les centres 
de  gravité des  efpaces N 8 n , A4 O nz , 
t41  R n. Menons i ù r  M N , les psrpendi- 
laireç h k ,  h ' k ' ,  p " I ,  g' q ; & fur la 
verticale g O , la perpmdic~daire g" 1. Pour 
avoir la difiance g' q du c e n t r e  de gravité g' 
di: m IZ n , i la ligne il2 N ,  il f a u t  preridre le 
moment dz  nt K. n par rappoï t  ce r re  ,ligne, 
& l'épiler ( 263 ) à la  di6Lrenee des mo- 
n i a s  de iés parties M X  n ,  &iOm qui font 
firuécs de diEdrents côtés dz MN. On aura 
d o n c n i R n r  o u ~ l I R N x g ' q = ~ l ' j R ~ z ~ g ' ' l '  

6'2 - AiOnz x h k'. Mais p d i r q ~ i e  g efi Ie centre 
commun de gravit6 dgs deux efpaces M R n 
& N o n ,  on doit avoir M R N x  g o -  
MA IZ xg"  l'+ N O  n x kh. T i r a n t  de l 'une 
de ccs L q u ~ r i o n s  , l a  l ~ a l e u r  de ilIf rr xgl'l' ; 
& la  fubi t i tuant  dans l'auïrc , cn  aura 
A . I R N X ~ ' ~ = J ~ R N X ~ O -  N O n x k h -  
MOm x h' k'. Or le; criangles PdCnr, NOn 
étant infiniinent pet i t s  , leurs moments,  ou 
leurs produits par les lignes infiniment pe- 
tites , A'k' & hk feront infiniment plus petits 
( 4 ) , & par confdquent infiniment petits du 
fccond o r d r e  à l'dgard dii moment MK N x 
g 0. Rejettant donc , de l a  dcrniere équa- 
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rion,  ces deux moments , on aura M R N k 
g: q MI: N xgO, d'oh l'on tire g' q - ; 
c cil-a-dire , que  le cent re  de gravi t4  g' eii à 
même profondeur au-deffms de  MN,  que ,g. 
On peut donc regarder la l igne g g' , qui efi 
d'ailleurs infi:-iirnent petite , cornnie pcrpen- 
diculaire fur go ; & par la rnkine raiion ( Fig. 
126 ) on pcut reg!rder G' G" comme un arc 
de cercle dCcrit du point  N comme centre. 

Voyons , à préfent , quelle cfi la valeur 
de gg' ( Fig. I 27 ).- Il faut , par la même 
raison que ci-deifus. prendre le moment du 
v o l u r n / p l n  , à lYdg&d de O K , & l'tgaler 
à l a  romme des moments  de Ces deux parties 
M O m ,  ,LI R n. On aura donc nt R n x gg' 
ou MfiN x gg' = Al Rn x g" I + A20nz x Ok'. 
Mais puifque g eit le cenrre commun de 
~ r a v i t d  des deux e f k e s  MR n Sc N O  n, on 
3 

a ~ i ~ n x g " 1 - h n x 0 k = o ( ~ d ~ ) , o * n  
MRNxg/'Z=NOn x Ok;  donc  MRn xgg' - Non x Ok + hfom x Ok'= 2 NOrz X'Ok, 
parce que les d r u x  triangles A.! O rn , N O n 
font égaux,  & que les difiances O k' & O k 
font dvidemment &gales. 

Soit e l 'tpaiffeur de la tranchc que reprC- 
fente M R N, on aura donc enfin l e  mo- 
ment de cette tranche M R  N x e x g g'= 
2 NO n x e x O k , dquation p i  a lieu pour 
@haque tranche, 

Prenons 
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Prenons, maintenant,  la lemme de ces rno- 
mcnts our toiites 12s tranches , Ec 7ous 1111- L rom f 1 .R V x e xgq' -- j n  YOn v e x ( . j k .  S r  
le premier membre, ktatir la fornniî S .s i-!io* 
meilts de chaque tranche p û ï  ra::i,orr i 311 
plan paflanr par la quille, doit ( ~ 6 8  ) c i r z  
égal à la Cornmg de toutrs  1c.i tra!xiica , ou 
au volunie de la partic fi~binesgéc de 1; Ca- 

r8ne , multiplit par ia d i f l anc  &!' G! ( 2 fg= 
126 ) du centre de grrivird de I a  c;?r'mL , lors 
de l'inciinaifon Bmc , cn  Ilom:il ,  - ~ r  / '  ce 
volume, o n  a u r a v x  G' b '= / ' 2&d rz  x r :: Ok. 
Ddterrninons donc la vaicür d,: cc fccorid 
membre. 

Pour cet e f f c t  , je  rcmarqrre qx lorîque 
Ic navire s'incline , li: p la i  prim r i f  d~ 5 ,c- 
raif in C P P Q ( F'g. I s r  ) cieviciir C6 P Q. 
Que les triangles Blb , N o n  font Ics m<nit  s 
que  dans les fig. 126 lk 127 ; or c o m m  il 
cfi évident qu'ils ont un angle t g d ,  on peut, 
à caufe de leur petitriTc iiifinie , le; rcgsr- 
der cornmc fen~blables ; e n f m v  qu'on aura - -- 
Non: B I b : :  O N ' :  131' (Ghn i .  i y g ) ;  & 

O N' par con fiquent NO n - - x B i b. 
B 1 =  

i e u r s o i i a ( I ; i  1 ! 2 7 ) 0 k - f  O N ,  car on Q peut regarder e point k & le  oint l i ,  corn-* 
me tgalemcnt éloigtds dc 6 . On a dono 

c G. 
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402 C O U R S  
- 1  

N O n x  Ok-- O &  x B l b ;  donc. -=  . BI 
5 T N 3  

Y x G'G". -J1- Ln x e x B I b  ; c'efi-là 1'64 
BI 

quation ' qui donne G' G". Employons - la 
maintenant à diterminer la hauteur G"Al du 
ri16 tacentre. 

Imaginons que du point I ( Fig. I 26 i 
comme cen t r e ,  & d u  rayon 1 B , o n  ddcrive 

B I x B S  l'arc B S ; on aura B I b  2= -- . Or les 
deux droites G" M & G' M &tant perpendii 
culaires à ab & A B ,  il efi facile de voir que 
L'angle M eft dgal i l'angle B 1 b ,  & que par 
confdqucnt en regardant comme un arc d i -  
crft du point  M, l a  droite infinimenr petite 
G"G' que  iious avons vue Ctrc perpcndicu- 
laire à G' I , les deux feQelirs B I S ,  G'M G't 
fèront kmblables.  On a donc  G'M: G'G":': 

B I Y C'C" B I :  B S ;  donc BS---;8cparcon- c lnl 
BÏ; C'GI1 fdquent: B 1 b = 

2 G'M donc en fubfli. 
t uan t  dans l'dquation x G' G" = &c, & - 

1 - --ON' x e x C'C1t rédilifûnt , on a Y x G'G" = f 3  ,- 

C ' M  a 

Mais comme G'M & G'G" tef ient  les mêmes. 
quelle que h i t  la tra'nche que l'on confidere; 
q n  peut &rire ce t tz  tqua t io~ l ,  de ce t tc  au- 
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- 
trc rnaniere , Y x G' G" ~ J O  LIAI N I  x , , 

z/.o_y3 xt? d'où l'on tire G'M c= l -  - C'eit- à -dire, 
Y .  

q w  pour avoir la haureur h mriacenrre , au- 
de@ls du centrc de graviré de la partit fubmer- 
gée de la cart?nc, il but partager la longueur, 
de  la coune faite à fleur d'eau . ( par des 

' 3 1  

perpendichnires élevées fur cette longueur) 
en un aflez grand nombre de parties &gales; 
pour que  Ica parties de la courbe q u i  fait le 
contour de cette coupe , interceptkcs entre 
ces perpendiculaires, p i R e n t  être regardkes 
comme des lignes droites. Alors on fera une 
h m m e  des cubes des demi-largeurs corref- 
pondantes à chaque divifion, & l'ayant mu19 
tiplite par la difiance e ,  d'une perpendicu- 
laire à l 'autre,  on en prendra les + que l'on 
divirera par le volume de la, partie fubmergéc 
de la carène. 

3 6 o. On voit donc que t an t  que la  coupe 
faite à fleur d'eau refiera l a  meme, & que le. 
volume de l a  partie fubmergée reRera a u f i  
le même , la Iiauteur du mdtacentre refiera 
conitarnment la même, quelque changement, 
que l'on f a f i  d'ailleurs A la  fi~iire de ;a ca- 
rènc. Noüs verrons par l: h r e ,  les urages 
d u  m h r c n t r e .  Dirons un mot des Auidee 
Clafiiqucs. 
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3 6 I . Lcs fiulda dlafiiques ont dc,comd 
mun avec les fluides îans reflfort , qu'abf- 
traRion faite de l a  peCameur, la preflicn fe 
ror~:inimiquc dp lzmenr  dans tcus lies fens. 
Phais i ls  d i f i h n t  de ces derniers, en ce que 
fi a p r t s  avoir appliqué à l a  lurface AB ( Fig. 
1 zy ) d'un 2uide Gns r6li"orz , Linc piellioii 
q i ie lçonq~e P , . qu i  agiiie h r  un f ~ d s  mo- 
bile A B ,  an vlent à f~ipprimer hbi ternent  
cc poids OP , l î  fluide f&ç reffoort , n'>gin 
plus contre le fonds A B. Au lieu que 
dans les i?sides à rciTort , fi a p r h  que  la 
pïc.Gon P aura a m c n t  ie f ~ n d s  A B  
dans la  lit~stiail quelconque a b , on 
vient a fiipprimer cette preGon , le fonds 

L îzra r::rouFS de b vers B avec l n  
rnirn-, f a c c  qxi l'avait amené de B 
en 6. 

Qiioiqu'il en bit , la nian;ere dont la  
prelfioii Ce difiribiiera, [rra toiijours la  n h e  
que pour lcs flijides h s  reKort ; c'eR-2- 

> 1 -  dire , qu ei:u rcgira perpendicuiziremer~ aux 
furfaces ; & qire dans les fluides Ciafiiques 

F ~ ~ ~ o ~ ~  , & gui n: h n t  co:np:imés que psr 
aEhon de Iccï i - c tn r cu r  , les efikrcs dc 

41 pïe!iioi~ fiir les p ~ i > l s  des vafes , ou t i r  

la  L r k c  ries corps p!mgés dans ccs fliii- *. . dcs , ces c,ltï:s, ~ i e - - -  ,, , citilï~és dms IG ki1s 
horifontal , Ire ddtr~~iroil t  m~t~c!! ,~ment ;  Ot 
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dans le fcns vertical , ils iè r83uiront à un 
f cd  dont la direalon p a k r a  par le centre 
de gravit2 du volume Cur lequcl le fluide 
23rIt. 

/Y. Quant d. la vdcrir a5i"oluc de la 3,. ) 
Frciiioil h r  une hrfacc que!cmqiic: , en  vertu 
de la f e f a ~ t e u r  G~ilc du Euide Cinfrique ; 
il ii'cfi pûsddûurem qiie fur Ics ri::hees ho -  
rihntales, elle ne bit ( l a  hauteür Ctant la 
r n h c  ) proportiorincile aux i;irfxxs h r  lef- 
qzicIleo elle s'exvrce. Mais elle ne .Ge me- 
fhirc pas , coinme &ils les  autres f!uIcles $ 

par le pu& du p i i h 6  o u  du cylindre qui 
aoroit pour bnle cette lùrhcc , &. pour 
haücciir , Ia difiarice de cette h r f i c e  juiqii'à 
l a  fLr:,lrfice ficpdrieure du  fluide. 

En & k t ,  fi un fluide cSLafiiqric cii rel qae 
f ins  C3 p c h c e u r  il puil'lè occvpcr 1'eQace 
A E F F i  ; 0 ) ; L O  k hppoTera 
pefkt  , il efi vii'rblc que les trmckes dv ce 
fluide, lcs  lus proctcs du ronds E F ,  char- 
gkes de l e m  propre poids & de celui dcs 
rrancbes  fupérieurea , fcrlînt plu:, compri- 
mées qiie cel!es-ci ; g u ~  par coili%quent, fi 
l'on concoit deux traixhes de mgme hau- 
t e u r ,  l'une près du fonds 2i F , l'autre i 
queique dlCancc d: ce fonda, l a  imtiere de 
la premicre fera plus denfc que celle de In 
feconde, & pefcra, par conf6quent dava-  

c e 3  
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tage. Ainfi les  tranches de meme hau t eu r ,  
chargeant le fonds 1S: F . d'autant moins 
q u ' e L  en  font  plus dloi&des, la prefion 
fur le fonds E F doit s'eflirner , non-feule- 
ment par la grandeur de ce fo ids ,  81 par 
le nombre des tranches contenues de D en F, 
mais encore par la pefantcur rpc'cifique de 
chaque tranche , laquelle eit difflCrentc d'un 
endroit à l'autre. E n f ~ r t e  que fi 1'011 re- 
p ré len te  par x la difiance E' Q d'une tran- 
che quelconque , au fonds E F ;  par d x la 
hauteur infiniment petite de cette tranche ; 
.& par D la pefanteur Iry?dcifique, ou la den- 
fit6 de cette même tranche ; D d x fera le 
poids d'un filet de cette tranche ; & fou 
aaion fur EF, Cera E F x D d x , donc l'ac- 
cion de toutes les tranches,  ou la prefion 
fur EF fera EF/I)dx ou plutôt  E F / -  L'dx, 
parce que x croiffant , le oids de chaque 
rranchc diminue ; c'eit- à - i r e  , qu'il faudra 
prendre l'intdgrals de - Ddx, & la  multiplier 
par E F. Il faudra donc connoitre la valeur 
de D en x , c'efi - a- dire , hivant  quelle 
l o i  les denfitds varient , à rnefure que 
les tranches font plus tloignéeç du fonds 
E F. 

Quand  on aura ddterrniné la prefion h r  
une furface hori fontale, il eit aifi4 de déter- 
miner la  prefion fur toute aucre furfacc, 
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en partageant cette furface en parties infirii- 
rncnc petites ; chacune de ces partiei pourra 
être regardée comme prcKde autant que fi 
elle émit  horifontale. 

3 6 3. De tous les fluides élafiiques , 
l'air eit celui qui noua intdreffe le plus : 
c'eft pourquoi nous allons nous arrêter ii en 
coniiddrer les principalcs proprit5tds ;, celles 
du moins, qui ont le plus de rapport a notre 
objet. 

3 64. Laair e/f p f i n r .  C'dl un fait conf- 
tatg par un grand nombre d'expdriences. En 
voici quelques - unes. Si l'on prend un tube 
de verre ! Fig. r 3 I ) d'environ 3 O pouces , 
fcrmd Iiermdtiaucment Dar l'une A de fes 

A 

extrtmitds , & que le bout ouvert on 
intsoduife du mercure dans toute la capacitd . 
fi l'on vient à renverfer & plonger f .  bou; 
ouvert B, dans un vafe où fi y ait aufi  du 
mercure ; l e  mercwe contenu dans le tube, 
defcendra juïqu'à ce que la colonne refiante 
foit d'environ 27 pouces & demi , * 
compter de la furface du mercure dans le 
vafe. Voici comment cette expdrience prouve 

' Cette quaniiti varie felon 
l'état de l'air, & la hauteur du 
Zieu où fe fait i'expiirience : 
mous luppofons ici, que c'efl 
lorfque l'air eff dans un Ctat 
moyen, & que 19n efi, i peu 

près ,  au mème niveau que 
Paris. Nous h p p o b n s  de plus, 
que le mercure contenu dans 

, le tube, a t té  purgt d'air: ce 
n'eR pas ici le lieu d'en expofër 

1 les moyem. 
C c *  
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la i-ermtev.r de I'air. La colonne de mer- 
a r t :  c o n t ~ m i c  dans e B exerce au point B 
une p r d L o n  fiir le mercure inGrieur  qu i  
r,e reut  Etrz contrcbalanc&e q u e  par lin 

effdit égal agi&nt en fens contraire. Or 
le  merciaïe cr>r,tenu dans le vaîe où le 
tobz efi plongE , n'agir contre cette co- 
l o n n e ,  qu'à r a i h n  de l a  difiance de fa h r -  
frcc i ù p é r l e u r ~  juQu7i  l'ouverture B , il ne 
peut  donc conrrcbalanccr. O n  nc czt  donc 
chrrcher , ailleurs , l'effort nCcc ir aire , que 
dam le fluide qu i  r e p k  fur rom les points 
de la Curface hpérieure du vafe ; c'efl- à - 
dire, dans I'air ; doiic G'& I'air qui 
poids L i t  CquiliLre à la colonne BC e mer- 
cure. , 

gar 
Voici d'cillcurs , un autre fait qu i  nsua 

fera ur i le  ct qui vient à l'appui. Si c'eft 
l'air qu i  burient la colonne B C; il faur fi 
nous employons un Auide moins pcfanr que 
l e  &rccrc , qne Ia hauteur à laquelle ce 
fluide reitcra f i iQmibu ,  [oit plus grande que 
B C , e< cela ( $74) dans le rapport inverfe 
des pefmeeurs fi,dciiiqiles de ces deux Buides. 
O n  fait que l'eau p ~ l e  14 i o i ~  moins quc 
le merciire. IB faut donc que fi l'on en-  
ploie de l'eau 4u licu de mercure , ,,el!c 
puiffe être foutcnuc par l'air , jufqii a la 
hauteur de ip fois 27 pouces & demi 
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c'efi-à-dire , $qu'à 3 z pieds environ, C'elt 
en effet , ce qne l'expérience confirrnc. Car 
on fait que fi par Ie moyen d'un pifion on 
veut tierrcr l'eau dans un Ièul corps de pom- 
pe, au. drfà de 3 z pieds, l'eau s'arrf te con[- 
tamment à ce terme à très- peu près. On n c  
peut donc douter q u e  l'air nc  foir pefant, 
& que par certe raifon, il ne ~;reiIC la hr -  
face des corps, au tan t  que le feroit une co- 
ionne d'eau don t  la  bafe i;nro!t égale à cette 
furfàce, & dcnr l a  hauceur fcroit de 32 
environ. 

C'çft cette preilion qui appliquke à tous 
les corps, & par co~iEquerit à la furface de 
l'eau, oblige l'eau de niomcr dans les pom- 
pes , lo r fqu 'c~  Orant le piflan on f i t  un 
vuide entre le pifron & l'eau dans laquelle 
plonge la pompe. Mais pour avoir des iddes 
p lus  difiinlies Cur Ia masliere dont l'eau 
s7C!evc bans les pompes , il fau t  exminer 
unc  autre p p r i d r é  d: l'air. C'eR fan Claiti- 
citk. 

A A 

par la comprtfion , / o r ; t ,  /Sn/Sbkmcnt, en r g j / b z  
inverfi des poi.ls &nt  il clzatgt. 

C'rf't un fa i t  Ctabli par l'expérience Cui+ 
vante. 

Dans un tube de verrc recourb4 A B &' 
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( Fig. I 3 2  ) dont la branche AB foit au moini' 
dc 30 ou qo pouces , & dont la branche 
BC [oit par- tout de même diamètre & fer- 
rnde lierrn&iquement en C. Faites couler 
du murcure jufqu'à ce que la  capacitt B la 
plus baire du  tube foit remplie ; & ayant 
a,ppliqut ce tube  iiir une planche gradute, 
ohlervez quel efi le nombre de divifions 
corn~ris entre B & C. J e  fuppoîe ici que ce 
foit 8 pouces. Verfez du mercure dans la 
E r m &  A B jufqu'à cc que l'excks de la 
hauteur du mercure dans A B  f u r  celle du 
mercure qui! entrera dans B C, foit de 27 
pouces & demi environ. L'air qui occupoit 
d'abord toilte la partie B C n'en occupera 
plus que 13 moitid. Si vous continuez de 
verfer le  mercure dans la branche A B  , juG 
qu'à ce q u e  la diff6rence des hauteurs du 
mercure dans lcs deux branehes , foit de 
deux fois 27 pouces & dcmi , ou  environ ; 
l'air reftant dans B C n'occupera plus que le 
tiers de BC; il n'occupera que  le quart, fi 
l a  diffdrence des hauteurs eft de trois fois 
1 7  pouces & demi ou environ ; & ainfi dc 
Cui te. 

Cette exphience fait voir que l'air fe com- 
prime à mcfurc qu'on le charge, & qu'il 
fc comprime, à très - peu - près , pro-or- 
tionncllemcnr au poids. En effet, h- 
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qu'il n'y avoit du mercure que dana la cz- 
pacitt? infdrieure B , l'air contenu dans B C, 
t tant  de nlêrne nature que celui q u i  dtoit  
dans AB,  &oit char$ de tout le poids de 
l'air qui rdpond verricalement à l'ouverture 
du tube. II' droit donc chargé par un poids 
Cquivalent à une colonne de mercure de  
27 pouces & demi environ. Puis donc qu'en 
ajoutant encore une,  deux, trois , &c. prcf- 
fions fernblzbles , il fe rdduit , k!on ce  que 
nous venons de dire , à des efpaces deux 
fois, trois fais , quatre fois moindres q u e  
BC, il fe cornprime donc, dans le rapport 
des poids ql:i le chargent. 

A l'dgard de fon reirart  ; par im proc6d6 
inverk  s n  s'allure qu'il a lieu & qi;'il aug- 
mente à proportion de la  cornpreiIisn, ûu 
qu'il diminue à proportion que  l a  coinprd- 
iion diminue. Car  fi l'on retire du mercsrt: 
de dedans la branche A B ,  on verra l'air rc- 
prendre de I'dcenduc dalis la tranche C E ,  
& en reprendre d'auraiir plus qu'on dimi- 
nuera plus l a  prcflhn : l'air cfi dosc non- 
fiulemenr compreiixbk ; mais dans qudquz 
Ctat de coiPrelrion qu'on le mette, il tend 
à Te rttablir b: à occuper un çfpacc ?lus 
grand , & tel que lorfque le poids q u i  le. 
comprime dizïinuc , l'cfpace dans lepuet 
l'air Te rCpand, eit 1 cilui auquel il etoc  rd1  
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y3 C O U R $  
duit, m m n x  lc poids dont il Btoit ch:rgé 
dans ce dcrnier cas, eit à celui dont il ei;t 
chargé aLhellement. 

3 6 6 L'air que nous a ~ p c l l o n s  riatureI 
au libre , CR donc dans ii:ie' conyreGon ha- 
bituelle ; enforte que s'il i;ei~oit à perdre 
tout-i-coup îa  pefanteirr , il teldroit  à 8%- 

carter de toutes parts avec m e  force teIie 
que la partie d'air r e n f e r d e  dans un cfpace 
comme R B C ( Eg. I 3 a ) ne pourroit ècre 
retenue, qu'en appliquant à l'ouverture A 
une forcc Cgale au poids d'une colonne de 
mcrcure qui  auroit cette ouvercure pour bafe, 
6 ,417 pouces & demi de hautzur. 

3 67. D'après ce que i lox avons die 
( 961 ) fur la difgirecce entre les  fluides d!af- 
tiques 6r !es Auides non klaiiiques, on voi t  
donc que l'air renfcïmé de toutes parts 
dans iIn v a k ,  fait autant d'efirr pocr p u r -  
der du dedans au dehors , que l'air environd 
Eaht cn fait pour p u & r  du dehors en dc- 
dacs : h ckeit-là ce q u i  fait que les corps 
s e  cedent point à la  prcGon conficlérable 
qu'ils éprauveat [elan ce que nous rivons 
dit ( 3 6+ ). 

36 2. Un tube te! ~ E : C  celzi que nou* 
svons dicri t  ( 364 ) ( Fig. 1 3  1 ) t t a n t  appli- 
?ut fur une  plsache gradude dont  les divi- 
aons conmencent h l a  ligne de niveau, ou  
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à l a  fiirfixe du mercure dans le réfervoir, 
efi ce qu'on appelle le barometiî ; 'parce 
qu'il fert à juger dz la  pre:T.on que I'air 
exerce îur l a  f a r f x e  drç corps, par la 
hauteur à laqucllc k rnercüre refie fuG 
pendu dans IY t ~ i b e  AIE. O n  voit: donc main- 
teri:,nt, pourquoi cet infirument marque 
la mCmz hauteur ddns un endïoit fermC, 
cornmi: d a m  Lin endroie libre. C'eit que l'air 
renfrrrnC exerce pi- Siri rcifort, la même 
preiGoii fa- Ir: mercure c a n t e ~ u  dans le rd- 
f'cïvoir , qiie s'il agXoit librenxnt par h m  
poids. . 

3 6 9.  Le acrccre ne fi foutient pas 
con8ammei;é à Ia rdn-ne 1:auteur dans un 
même iicoir, II e f i ,  à Paris, tant& au-def~  
fus de 27 Fouces & demi, taatGt au - def- 
fous : & c e h  , Mon que la cîlmprêfion oc- 
calionnée ou par le poids ,, o u  par le ref- 
lo r t  de I'air achrncnee oii dminuc. Corlime 
lc rcfforr de l'a& pcut augrncnrer ou  d h i -  
ni:er k a s  que Con poids totûl aug.liei;te ou 
diminue, ainfi qu'il peu: arriver par la cha- 
kur  ou par le  froid, on ne  doit: pas attribuer 
les vzriatians du rncrcure dans le bxometre  , 
uniquement aux cha:ygenmits du  poids de  
l'air* 

Quoi qu'il  en foii,  puifqne ccs ch:.iiçe- 
mrnïs annoncclit que  l'air eit en é t a t  de 
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4 '4  C o u ~ a  
faire Cquilibre à une colonne pjus ou moins 
g r a d e  de mercure, & par confiquent à 
une colonne d'eau plus o u  moins grande; il 
faut en conclure que la plus grande hau- 
teur à laquelle on puilTe élever l'eau par 
le moyen d'une feule pompc , n'efi pao 
conflamment de 3 2  ; mais va- 
r ie  klon la hauteur du mercure dans le 
baromctre. 

3 70. Si on porte le baromet re  , d'un lieu 
en un autre plus d l c d  ou plus b a s ,  le mer- 
c u r e  s'abainèra dans le premier cas ,  & s'& 
16vera dans le  fecond. Parce que l a  colonne 
d'air qui appuie fiir le réfcrvoir , Ctant plus 
courtt dans le premier cas ,  & plus longue 
dans le fecond , doit p c f x  moins dans le 
premier cas, & plus dans le fccond ; & par 
conféquent rie peur faire dquilibre qu'à une 
colonne de mercure plus petite dans le 
premier cos, & plus grande dans le  fecond. 
Aii-ifi dans Ic ~ r e r n i e r  cas, le tube le vuidera 
un peu ciar:s l u  rifervoir ; & dans le fecond 
Ie réfxvoir fournira le tubs : c'efi auffi ce 
que l'expdrience a cûnfirmé. Mais il faut  
obferver que ces variarions ne font  fenfibles 
qu'à des ciiangemer,ts de hauteurs , de  quel- 
ques toifcs. Gn p e u t  d i r e ,  en gros, que 
vers la hrfacz d e  la te r re ,  12 toifes de dif- 
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or ~ ! ~ A T ~ ~ Y A T I Q V I S ;  31% 
férence de hauteur repondenc i une ligne de 
difftrence dans le barometre. 

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles 
on peut élever l'eau par le moyen d'une 
feule pornpc , varient luivant les hauteuro 
auxquellcs on cil CIcvt , & font proporc 
tionnclles à La hauteur du baromeae cn ccs 
.endroits. 

3 71 .  Nous avons dit que l'air Te cornprimoit dans la raifin des  
poids, i très-peu près. Quoique l'expérience d'après laquelle 
pous i'avons prouvé, donne l e  rapport des poids pour celui 
des compraGhilités . & l e  donne affez exattement ; il n e  faut 
pas conclure cependant qu'il en feroit de même quel que  fût 
l e  ,poids dont on claargeît l'air. I I  n'cil pas vraiiernblablc 
qu on puiffe réduire un volunie quelconque d'air, à occuper un 
cfpacc infiniment pe t i t ,  en le c h a r ~ e a n t  continuellement ; 
non plus u'à occuper un e@ace infini, e n  dirninuznt Ta prei- 
Con i 15in!ni. Cette extrême com?re&bilitc!, & ccrre extrême 
dilarabilité ne  font pas dans la nature. Néanmoins, lorfqu'ii 
n e  s'a i t  ue  de hauteurs médiocres, on peut fuppokr  que l'aie $ q i difcrentes hauteurs, eR comprimé daris la raifün des poids 
donc il efl chargé ; & par  - l à ,  on peut dtterminer à-peu-pr is ,  
3 quelle hauteur doit Te tenir l e  barorneme, en vertu du poids 
f i u l  de l'air, à diffirentes hauteur?. En effet, nous avons 
vu ci-derus ( 3 6 % )  que D étant la ~ e f i n t e ü r  ljécifique ou la 
denfit8 à une hauteur quelconque , la p r e s o n  que l'air 
kprouvoit, ou pouvoit faire éprouver,  e n  cet  endroit ,  était 
j ' D d x ;  donc fi on appelle h la Iiauteur du barornetre en  cet  
endroit, on aura ( e n  repréfentant par I là denfité ou la pehnreur  
fpécifique du mercure)  fD d x  = h , ou f - Dd r = 13, 
parce que x croiifant , h diiiiinue. D'un autre cô t i  , puiique l'air 
eA d'autant plus denfe qu'il eR p!us chzrg6,  fi denfiri ou f i  
peLnteur fpécifique augmente comme I r s  poids d z n t  il el£ 
chargé, & par confiquent fi on appelle H lz hauteur du  ba- 
aometre au niveau de l a  mer ,  & p la pefanteur Ipétifique de - -- 

Uff. J'air, à cc mime niveau; on aura H ;  h : : p  : D ; donc h 3 - 
P 
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H D  
doneJ- U <Ex = . Différencions cette équation en oblef~  

7 H d D  
gant  q u e y  & Mfont  confimts. O n  aura - Ddx = - , d'ci! 

. d i l  -pd:r 
L'on tire -- =---; donc ID = - P -' "+ ZC. hiais au ni- 

D H II 
yeau de la nier,  c'en-à-dire , l o r k u e  x - O, on doit avoir 

D = p ;  donc l p z  2C;donc C=p.On a d o n c l D  = ~ x + I p ,  
- P X  D H 

d'oh l'on tire 1D- lp  --;oui--= 
H 

-'" ou enfin 
U -." -- Y E l '  - CF, e fiant l e  nombre dont l e  logarithme eft 1. On 
P - P X  

a donc D = p r  Reprenant doncSiquuation/- Ddx = b ,  - v x  - 
W fihffituant pour D G valeur,  on aura ii = f - p e  J x ;  inté- 

- P x  

grale que (147) l'on trouvera être He -H-; donc enfifi 

H 
h=rHe , o u Z h ~ Z f l - - -  qui  dcnnerd la hauteur h du 

H 
barorne!re, à 1s hauteur x au-denils d u  niveau de la mer ,  
lor$u'on coucoîtra fa hauteur H au niveau de I p  mer, h la 
peGnceur $iécifiLu: d e  l'air, i ce mtme niveau. Pour don- 
ner un example d o  ~ < ~ ~ ! i c a i i o n  de ce ~ i l c ~ i ,  prenons I ' i b l c i ~  
vation qui  a été h i t e  au I'ic d2 Ténérife. 

La hzuteur de  cette rnontzgne a été trouvée de 1 3  I y 8   pied^ 
dc Paris, ou r f 7Sg6  pouces. Au niveau de l a  trier , le mercure 
6 rennit 3 t 7 pouces 1 0  lignes, W au Commet du Pic, à r 7 pouces 
s lianes. 

t a  pefi;int& fjllri5que de l'air étzat la 8 i g e  p x i e  peu 
erès de ceile de  l'ezu. cejle-ci  la rat partie de celle du 
mercure,  la pe$n:eur i pk i f i pe  de l'ai: eh donc l a  rrsooa 
p:rtie de celle du  mercure ,  que nous avons repr&entie par 
1 unit; ; aii:fi , on  a . . . . . . . . . . , 

donc 
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P. 15.7896 
donc Z h = 27 - -.- Or on trouvera 

II900X a7 
1 f 7 C 9 6  -- - - 44767147 ; l e  logarithme ordinaire de 

1 1 9 ~ 0 ~ 2 7  f; 
% 7  2 tft t , 4 4 4 7 6 y t  quiétant mdtip!ié ( 1 1 3 )  par 2,3335851, 
d a m e  p o u r  l e  logarithme hyperi>o!ique d w t  i l  s'dgit i c i ,  
3 , 3 2 6 ~ 3 4 3  , rrrranchmt donc O ,  4 7 6 7 1 4 7  0'1 aura 
I h -- 2,849rr96. Muitiplianr ce dernier ( i I 3 ) p r  0,4'42945 
pour le réduire en  logarithme des tables,  on aura 1,:375306 
qu i .  dans les tabies répond à I ~ P . ,  18 uu I 7 P. 3 i f .  Or i'ob- 
iervation a dünné I ~ P .  5 '. 

Au r e $ r ,  nous ne devons pas difiirnulcr qu'on ne doit pas 
regarder cette formule,  comme pouvant donner bien e n ~ i k -  
ment la hauteur du barometre à de très-grandes hautrürs, 
I O .  Parce qu'ainiî que iious l'zvons dija o l k r v t  , t'air ne le corn- 

prime pas, proporcionne,lt.inent aux poids , à toutes diRarices. 
2'. Parce qu'à des diitanccs un peu confidérables, la pelan- 
teur  diminue. 3 9 .  Parce que la peânteur  fjécifique p de 
l'air, rit très-variable. 4O. Parce que les variations qui ar- 
r ivent dans les hauteurs d u  barometce, pouvant dépendre en 
partie du reflort de  l'air dilati par l a  c h d e u r ,  ou condedé  
par  le froid, i l  fdudroir conrioître l'a88011 d e  ces caufes , à diffé- 
rentes hauleurs. IO. Parce que les rapcurs & autres corps  
i t rangers  dont l'air eff charge ,  peuvciit encore apporter beau- 
coep de modifications à cette dtceririination. Quoi qu'il  en 
foit , cet exemple cil toujours propre à montrer comment on 
doir fi conduire dans l'ap?licaliion du calcul à ces k r t e s  de 
5ueR.ons. 

3 T^/ 2 .  Apriis ce que nous venons de dire 
fui. le poids & le reBort de l'air, e( fur  la pref- 
îion des fluides en gCnéral, il eit facile d'en- 
tendre comment  l'eau s'dleve dans les pom- 
p 2s. 

El y a trois parties principales à confidtrcr 
dans une pompe. Les  t u y a u x ,  les foupapes 
& les pifions. 
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circulaire (Fiq. 1 3 3 ,  1 3 +  & 1 3 5 ) ~  qui peur 
parcourir l a  'capacid intdrieure du  tiivau 
qu'on appel le  ~ 0 ; ~ s  depompe ,  & qui le  rem- 
p l i t  exa&zment ri1 la  parco:;rant. La foupaye 
E eit dritinée à pcrtnzttrc tk à feriner alterna- 
tivement le pafigt :  à l'eau. Le corps de 
pompe e.1 le tuyau  qi:e p r c i > u r t  Ie pifion. 
F G H K  eft un a u t r e  tuyau l i C  au corps de 
pompc , & q u i  a Ton extrdmité iiif&ieure 
plo~igte  dans l'eau dont je fu~pofe  que RÇ 
eit l e  niveau. 

S i  l'on i;;ppoCe qu'une piiiK~nce P (Fi,. 
i 3 3 ) nppliqiidc à la tige du  piRon viernz à 
dievrr le p i f i ~ n ,  l'air renfkrmi dans l'efpace 
D V K N G ~ C ,  tindra par Con refforr, à oc&lper 
l'efpacs que le pifion la ixe ra  libre ; il foule- 
vera la foupape E, pour entrer dans le corps 

de 7 ompc ; Ton r ezo r t  diminuera A meîure 
qii'i s't5tei1di.a. 11 exercera donc  fiir la iiir- 
face G N de l'eau un e f h r t  moindre aue 

L 

ne f i i t  l 'air n a t u r e l ,  fur les parties environ- 
n a n w  RG , H S .  L'excès de prelIion de 
l a  part dc l'air exttrieur, fera d o n c  mon- 
ter de l 'eau -dans le tuyau GR à une cer- 
t a ine  hauteur H N , .  jufqu'à ce que l e  poids 
de  cette colonne , jo in t  au reBort de l'air 
reitant , bit kgal a u  poids d e  l'air extérieur. 
Alors la foupape E Fe fermant d'elle-même, 
f i  l'on bailli: le pifion, l'air contenu entre le 
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D E  ~ T . ~ T H É  M A T 1  Q U E S .  q.19 

piiton & l a  bafe T du  corps dc  pompe, 
augmentera de reffort à mefiire qu'on baif- 
fera  ; i l  fcra eKorc contre la  bafe du piiton, 
& s'&happera, fi fon reffort ktai;t drvenu 
glus grand que celui de l'air extérieur,  
l e  pifion eft en même - temFs percé d'lm 
t r o u  recouvert d'one foupape L , q u i  

I puXe s'ouvrir & fc fermir comme :a Frc- 
miere. 

Cet air une fois L r t i ,  la foupape L re- 
tombe , & ii  l 'o~i rèco:ninence à Jcver le 
pifion, l'esu s'dlevera dans F G H K ,  A une 
plus grznde haureur , par la lneme raicon 
que c i -devai~t ,  eriîorte qu'après un  certain 
nombre de c o u p  ,de p i f t an ,  elle gaznet-a 
l e  corps de pomFe, oii étant  u n e  f & ~  en- 
rrke , elle paffira à chaque :,hiifii m a t  du 
pifion à travers le  trou donc i: CI? ycrcé ; 
en levant la foupape , qui  f'c: f rmxfi t  enCu:re 
Far fon propre poids, reti ndra  riu - r',t.f?us 
d ' d i e ,  l'eaii q u i  aura pafTt!, & ciie l'oq d i L  - 
vera en ~iênle-temps que !e piiton. ?'el cit 
le  jeu d e  l n  Pompe a/i?iranre. 

Q u a n t  à la  Pompefoufante ,  voici Tes effi-ts. 
Lorfqri'on faic be!cei.idre le pifton ['CD ( F L ~ ~ .  
I 34. ) que je fuppofe, i c i ,  p!xZ ou-driioùs uu 
niveau de l'eau XS, i l  ie faic u n  vuide entre ia  
foupape E q u i  eft alors fermde , & la taCe du 
pifion. Le poids de l'eau agifla:it conjoiilte~ 

D d 2 ;  
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ment avec celui de l'air extdrieur contre la 
foupape L, fait p a r u  l'eau dans le corps de 
l a  pompe. Lorfquc l'eau ccffe d'entrer, la foü- 
pape L fe ferme. Alors fi !'on remonte le pif- 
ton. il chagc devant lu i  l 'cau qui eit entrde ; 
force la foupape E de fz lever, b introduit 
l'eau dans la partir T YYX. Le pifl on une 
fois Clev6 , la ioupape E k fcrme, & re t ient  
l'eau, jiifqu'à ce que, par une nouvelle op& 
ration h a b i a b l e  à la prcrni&re, on en f ~ f i  

offer de nouvelle, qui s'dleve dans  T Y Y X  ! proportion du nombre de coups de piBon. 
Quelq~iefais l e  piilon efi p lac t  a u  - d e f i a  
du niveau de l 'cûu ; mais dans toute diL 
polition cela s ' ex~ l ique  d'une maniere 
analogue. T e l  eR le j c r i  de la pompe fou- 
la11 te. 

La pcmpe @irame O foulanre efl ainfi 
nommde, parce qii'eile r t u n i t  les effets des 
deux auCres. Le pifion A Li' CD (Kg. i 3 5 )  
s'tlevant , fait entrer l'eau dans lJefpace 
CD T 7 0  par le moyen du tuyau F G H K  , 
comme dans la pompe arpirante. Pu i s ,  lorC- 
qu'il s'abailre, il foule l'eau contenue dans 
c e t  efpace , laquelle ne pouvant échapper 

ar la foupape E qui k ferme d'elle-même, 
reve la foupape L ,  d( plie dans le tuyau 
J f o m n .  On peut varier beaucoup la conf- 
rruAion 8r la diîpofition des parties d a  
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D E  M A T H É M A T I Q U E S .  421 
pompcs ; mais leurs effets s ' e~~l iquero i i t  tou- 
jours facilement, par ceux que nous venons 
d'cxpofer. 

3 7 3 .  Voyons maintenant les propriktks 
fondamentales de ces machines. 

Par le  moyen de la pompe foulante, on 
peut élever l'eau à telle hauteur que l'on 
veut ,  pourvu qu'on y emploie une force fuf- 
fifailte. Mais l'eftimation de cette force 
cxige plus d'une confidération. 11 faut avoir 
Cgard aux dirnen (ions du pifion & des tuyaux ; 
à la hauteur à laquelle o n  peut tlever l'eau; 
à l a  vfrcffe avec laquelle on veut l'dlever. 
Nous  prendrons , ailleurs , cette quefiion 
dans toute ion étendue. Qiiant 5 préfenr 
nous nous bornerons à quelques-uns des 
éIémenrs qui peuvent fervir à l a  rtfoudre. Il 
el3 confiant que la puiffance ndcefiire , 
pour élever l'eau à une hauteur propofdt , 
doit du moins être capable de faire équilibrc 
à la p r e f im  cpe la bafc du piton dprou- 
veroit, fi lorfqu'unc lame de Auide a atteint 
l a  hauteur propofde , le toiit demeuroit en 
tquilibre. C'efl cette prefion que nous al- 
lons dvaluer ici. 

E n  ginéral  , la puilTaance doit Gtrc au 
moins capable de foutenir le poids d'une 
colonne d'eau q u i  auroit pour bafe celle du 
pifion, & pour hauteur la diflance depuis le 

D d 3  
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niveau de l'eau R S ( Fig. i 34 ) jufquYl. la lama 
fu;~éricurt: X Y. 
En i ffcc, lorlque la  bafc D C du piiton e% 

au-deRous du niveau de I'eau R S ; il efi vifi- 
ble que l a  uifianct: n'a point  à fourenir la 
prrlTion de !eau cornprifc entre K S & D C, 
parcc que cet te  preflion eit contrebalancée 
par celle de l'eau environnanre qui fe tranf- 
met par l'ouucrture inférieure du  corps du 
pompe. La puiiTance n'a donc à Coutcnir 
que  la preifion qu'exerce h r  la furface D C, 
l e  fluide compris entre RS  & XY. Or ( 333 ) 
cet te  prefion doit s'efiirner par celle d'un 
ieul filer qui  auroit pour hauteur la difiancc 
d e  K S à X Y, doir , dis-je , s'efrimer par la 
p'efion de ce filet, rkpdtCe autant de fois 
qu ' j l  y a de points dans D C;  elle et? donc 
c n  effèt , kgale au poids d'une colonne d'eau, 
qu i  auroit pour bafe D C, & dont la hauteur 
Croit  cellc X Y  au-def is  du niveau da 
l'eau, 

Lorfque le piiton efl au-dcffus du niveau 
Tuypofd en R'S' : il elt Cvident que l'eau 
contenue ent re  D Ç & A'S' ne charge point 
le pifion. Mais  comme elle ne peut, alors, 
ê ~ r c  fc;:itcnuç que par la prelGon que l'air 
exterici~r exerce fur la furface de l'eau en* 
vironnanre ; a c t e  prefion de l'air n'efi donc 
plus capable dc faire Bquiiibre à la p re f im 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E ~ .  42r 
de celui q u i  s'exerce à la furface XY. Par con- 
f6qucnt  13 furface D C du piiton eit furchar4 
gée d'lin poids tquivalent à la colonne d'eau 
qui auroit D C pour b a k ,  & dont la hauteur 
feroit &ale à la difiance de D C à R'S'. Cette 
prenion jointe à celle qu'exerce fur D C, 
l 'eau contenue entre DC & X Y ,  & qui  a 
pour valeur le poids d'une colonne d'eau 
q u i  auroit D C pour bafe & dont la hauteur 
feroit dgale à l a  difiance de  D C à XY, fait 
donc, encore, le poids d'une colonne d'cau 
qoi auroit D C pour bafe , & dont la  hauteur 
feroit celie de X Y  au-deffus du niveau RIS' 
de l'eau. 

3 74. A l'égard de la pompe afpirante ; 
pour juger de con effet, il ne Suffit pas d'd- 
valuer la puiffance , il fau t  examiiicr , avant 
tou t ,  fi l';au pourra ~ a r v e n i r  jiifquau pifton, 
& mkmè s'6lever au - deffus ; car il y a de. 
circonfianccs où l'eau s'arrête à un certain 
t e rme ,  quelque nombre de  coups de pifion 
que l'on donne. Pour comprendre ceci, 
imaginons que l'au foit dt ja parvenue en I 
(Eg. 1 3  j ), la fituatlon ai?uelle du piflon dtant  
f a  plus baiTe qu'il puifTe avoir ; & îuppoTons, 
pour plus de fiinplicité, que la pompe efi 
d'uile grofleur uniforme par-tour. 11 eit clair 
que l'air co in~ r i s  dans l'erpace CD I Z eit de 
rnÊ~iie force, de même reffort , que l'air ex- 

D d q :  
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térieur ( d u  moins, abaraEtion faite du poids 
du la foupape A ,  & de la réfiflance de Ton 
froctenient i ; car s'il avoit plus de reffort , il 
s'dcliapperoit en levant cette foiipaye. Con- 
cevons maintenant que  le jeu du pifion, ou 
l'ttendue qu'il parcourt,  i chaque levée, 
foit DO. Lorfque la baiè C i 1  fera arrivte 
en Q O , l'air qui occupoit l'eîpace C U I Z ,  
rend à fe répandre dans l'efpace Q O I Z  ; & fi 
l'eau ne monte pas davantage , il s'y rkpan- 
dra en eEec. Alors ion r c f i r t  fera moincr: 
que celui de l'air naturel,  dans le  rapport de 
C D l 2  à Q O I Z, ou dans le rapport de D I 
à O?. Donc fi cet te  force de reffort , jointe 
au poids de  la colonne dYeau,qui auroit , pour 
hauteur ,  la difiance de Z I A R S, fait un 
poids d i a l  3 32 pieds d'eau en haukiir , qui 
e& l'effort que l'air peut exercer fur la TurEce 
dc l'eau en PIS, il eit clair qu'il ÿaura dqiiili!.re, 
& que l'eau ne montera plus ; fi ce  poids e4 
plus grand quc 3 2 pieds, ellc retombera z v m t  
que  la  îoupapc E puiffe Te fermer, Kc s'il efi 
plus petit que g r  pieds , l'eau continuera d s  
nlontcr. 

Voyons donc coniinent on peut détr:rminer 
ce poids. I 

Nommons iz !a Iiauteur depuis le point O 
ji~fqu'av niveau K S ;  i le  jeu du pifton, ou 
l'efpacc U O qu'il yarcoixt ; x la diflance 01, 
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Eous 2;:rons DI =- x - i, & la hauteur du 
~ o i ~ i ~  1 L,:a - A ,  

i 4 q u e  l'air renfermd dans C D I Z ,  a le 
r n E m  rciT~rt que l'air cxttrieur , î a  force 
peut Gonc étre meSurCe par une colunne 
d'mu Ce 32 pieds en hauteur; ainfi puifque 
c r h  <'e ccr air rdpandu dans l'elpace QGzZ, 
ddt erre moindre , dans le  rapport de 
D 1 à 01, cetre force fera le quatricmc 
terme de cette proportion x : x - i : : 32 : 
~ z x j x - i )  -- 

X 
, Mais la force q u e  l'eau corn- 

prife eptre S I  & R S, exerce contre la pref- 
fion extérieure de l'air, efi rneficirtje par la 
hauteur 6 - x; donc celle du  rcffort de l'air 
rdpandu dans I'efpace Q O I Z ,  jointe à celle 
d u  ~ o i d s  de l'eau comprife depuis I Z  juî- 
qu'en R S , forme un poids total de 
z x ( x -  i) L- c h - r. Or pour que l'eau puifle 

x 

toujoi:rs monter, il faut que ce poids ioit 
moindre ace cclui d'une colonne d'eau de 

4 

32 pieds ; donc fi l'on nomme y , ce 
dont il efi moindre, on aura .  . . . . , 
;z ( x  - i) 
C_l + A - x = 32 - y ;  d'où l'on 

X 

Pour que l'eac s ' m i t e ,  il eft clair qu'il 
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faut que y foit zéro. Et comme on a alor8 
x = -  : ~ / + h h  - 3n, dont les deux valeurs 
font rtelles fi Ir h efl pius grand que  3 2  i, 
on peut donc dire quc lorjquc le quarré de 
la moitié dc la p h  qrunrtc haureur de la b a j  
du py?on au - deJus du nivtau de l'eau , eJ 
plus grand que 32 jozs le  jeu de pi&, d y  a 
roujours deux points où Z'cnu peut s'arrêrer 
dans Zuponrpe a/piranrc, en forte que la pompe 
doi t  être rhputéc mauvaife , fi l e  pifion lorî- 
qu'il efk plus bas,  fe trouve entre ces deux 
points. 

Mais fi 3 2 i eit plus grand que + h h , les 
deux valeurs de x que l'on a en  îuppoiant 
y - O ,  deviennent imaginaires ; ce qui an- 
nonce que dans u n e  pompe conflruite fui- 
varit cette condition, il eit impofible que 
y [oit zéro; donc la  prefion de l ' i i r  e x t d r i k  

4 

Ecra toiijours plus fopte, & l'eau nc s'arrétera 
point. Donc, pour que Iapornpe ajpiranre pro- 
du+ iir~illiblrrnenz /on ef fer ,  il f iur  que le 
quard  de la  moi& de la pius grande hauteur 
h prjon au-d@s du niveau de Peau /oit plus 
pctir que 32 fois lcjeu du~t / fora.  

Si de l'dquation - 3 2 i -i- hx - x x x -  xY 
que nous avona trouvde ci - deffue , on tire 

x x - A x - 1 - 3 z i  la valeur de y,  on aura y = ---. 
Y 

Concevons maintenant que A If (Fi:. 
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D E  P A A T H ~ ~ M A T I Q U E S .  427 
iaj 6 & I 37 j repréihtailt  la  plus grande hau- 
reur cIu ydlori a u - & f i s  du niveau de l'caii , 
& A U !s j e r  do rifion, on donne fucceG 
f i v r m n t  ?i x ,  pour valeurs, les diffdrentes 
parties n P de  l a  Jig!ic AU, & que l'on 

orrc fur les perpcndicuIaircs Y hl, les va. 
Feurs de y qu i  T L ~ U  l c  Iterorir: de ces fubfli- 
tur ions  ; on aiira ilne courbe Ai lMÇ,  q u i  
( fig. I 36 ) tai?t que f h h fèra plus grand 
que 3 2 i;co~l?çaa A 3 en deux points 4 & P; 
enlorce qu'il y aura 2 r i  o r d o n ~ f  r s  P LM, de 
part & d'autre dc A B  ; les ordonndzs q u i  
h n t  à la droire, m a r q u a n t  les valeiirs pofi- 
t i w s  de-y ; Sr celles qui rom à l a  gauche, 
marquant les vdeurs négatives. 

On voit donc que t a n t  que  $ Iz  h eit plus 
grand qze ; 2 i , la preifion de l'air extérieur 
cf: toujûcrs la il:is ' h r t ~  jurqu'i ce que l'eau 
ait atrcint la h a x r t u r  231. Qu'à ce ?oint 
elle s'arrkecra ( ab!t:a.itian faite du mouve- 
ment acqtiis ),  parce q ~ e  l a  valeur dc y oit: 
zéro. Alais fi l'eau p2.r Son mouvcnient ac- 
quis ,  page la hauteur B Il, parvient à quel- 
que point e x r e  1 & 1, elle ne  pourra s'y 
arrêter, mais ellc delc'celidra , ( cn l u p p d i n r  
quu Ia bupape ne s'y opj:ofi: pas ) parce 
que la valeur de y dcane négative, marque 
que l a  prcfioii de l'ai: extkrieur efi  lus foi- 
ble ,  qirr: I r s  ciil>ïis rdu:iiu Ce l'cm & du 
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rcflort de l'air intdrieur. Si l'air ~ t t e i n t  Ia 
hauteur du point 1, elle pourra s'y arrêter 
par la même rairon que ci-deKus. Mais fi 
ellc paffe une fois le  point 1, alors il n'y a 

lus a craindre qu'elle deîcende, parce que 
res ordoniitcs P M  compriks entrc A Br I 
krant toutes pofitives, fbnt voir que la pref- 
fion de l'air extérieur efl toujours l a  plus  
forte,  depuis la hauteur du point I jufqu'à 
celle du point A. 

L ~ r f q u ' ~ u  contraire la valeur de h h  efl 
plus petite que 3 2 i (Fig. i 37 ) , la courbe 
ne coupe plus l'axe AB; toutes les ordon- 
nées P hl foi1 t pofitives , la preifion de l'air 
cxrérieur eit donc toujours la plus forte. II 
n'y a donc pas d'arrêt à craindre. Ce q u i  
confirme & éclaircit ce que nous avons dit 
ci-deirus. 

Si la pompe afpirante ktoit dtablie à une 
hauteur ou à une profondeur fenfiblement 
diffdrcnte de celle à laquelle le poids de 
I'air cfi dquivalent à une colonne d'eau de 
3 P pieds ; il f a d r o i t ,  dans tout ce que nous 
venons dc dire. mettre moins ou d u s  dc 

J 

32 pieds. Ce moins ou plus peut f i  déter- 
miner par le barometre, en comptant autant 
de fois 14 lignes de plus ou de  inoins à 1'6- 
g x d  de 3 2 pieds, que le mercure marquera 
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de lignes au - defis , oü au - deffous de 27; 

pouces & demi. 
Daos le caicul prdddent , nous avons re- 

gard& la pompe, comme fi elle é c 4 t  d'unc 
groirrur iitl:for~ne ; lorfqg'elle n e  l'eit point, 
comme :Jans la  PL^. I 33  , la folutio~i nJeR pas 
plus d i fk i l e  pour cela. Poiir calculer l'ef- 
fort  de l'air intérieur, Iorfqu'on f ~ ~ p p o f e  que 
l'eau n'efl pas encore dans le corps de pompe 
X y; lorrqu'elle eit e:l MN, par exemple , 
il faut faire cette proportion : l'eîpace 
Q O V h M T Q  : CUYNWTC : : 3 z p  font à 
un quatriemc tcrme q u i  dtant j ~ i n t  au poids 
de !a coloiiiie d'eau q u i  a pour hauteur NH, 
doit enfuite être dgalé à 3 2  - y ,  somme 
ci-degus. Au furplus, quand le tuyau d'afd 
piracion F G  efi d'un diametre plus petit 
que le corps de Fompe, fi la  coiidition 
que nous avons exigée ci - d e h ,  a lieu , 
l a  pompe ne peut manquer d'avoir fon effet ; 
car l'air Cz dilate encore plus facilemmt dans 
celle-ci, que fi elle étoit d'une grofleur unil: 
forme. 

Quaiic à l'effart dont  l a  puiiTarice doit 
être capable, pour foutenir l'eau à une hau- 
teur ddterminde X Y ( Fig. r 3 3 ) ; il Te rne- 
h r e ,  ainfi que nous l'avons vu pour l a  pompe 
foulante, par le poids d'une colome ci'eau , 
gui auroit pour bafe, la  b a k  D C du pif2 
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330 C O U R S  
con, & pour hau:cur celle de X Y  au-dcl- 
fus du mviau XS. ( Nous f<lifons abfirakiion 
du frotcen1ei:r & du poids du piflan). Cela fe 
dén~ontre  par un ra ibn- ie rnen t  femb!îble h 
celui que n:,us avons einp!oyC pour la pompe 
foulante, lorfqLrc: 15 plfion efi au-deifiis du 
niveau de l'eau f:'S ( FIg 1 jq ). 

3 7 5. La prfal~reur & le riffort de l'air, 
fervent à expliquer buriiicoiip a'autres faits : 
nous nous bornerons  à en rapporter quel- 
qucs-uns. 

Si dans un vak où il v a de l'eau . ou 
I 

tout autre fluide, on plonge ( Fis. 1 3  3 ) la 
branche la  plus courte d'un tube recourb6 
D E F ( appelle liphon ) ; & qu'on af- 
pire, en fusan t  ou autreinrnt , l'air contenu 
dans ce fiphou ; l'eau monte ra  & forcira par 
Fjufqu'à cc qiic, dans le vafe, e h  [oit def- 
cendue à l'ouverture D. 

La raifon de  ce fa i t  efl que lorfqu'on a 
fait fortir l'air renfrrmC dans U EF, la przf. 
iion de I'air extérieur agit fu r  la iiirface A B ,  
force le fluide de incl:iter dans le fiphon & 
de s'8couler par la branche E F. Et quoique 
lorfque l'dcoulement eit commenct , l'air 
preKe. le fluide, au point F, avec une force 
égale, à très - peu p è s  , à mile q u i  preffe 
la furface de l'eau dans le v a k  ; néa:moiris 
l a  lame F eit preffie en fens coiitrâire, 
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ar toute la co!onne d'eau IF : cette co- 
onne doit  donc tomber : mais en tombant P 

elle tend à faire LIII vuide en i qui  ne peut 
manquer d'être rempli par l'aLlion , toujours 
prdlènte, de  la prefiion de l'air fur la furface 
dc l'eau dans le vafe. 

O n  voit par ce raifun:icment, que Pen- 
dan t  l'écoulerxent , l 'air n'agit qu'avec un 
effort proportionnel à la diffdrer-ice I F  de 
niveau,  entre F & la furface de l'eau dans 
le vafe ; en forte que 1'4coulenicnt fera d'au- 
t an t  plus prompt ,  que les deux branches du 
iiphon diff2reront davantage ; ainfi fi F & D 
Ctoient de niveau, l'c?coulernent n'auroit pas 
lieu. On dit commui-iément que la branche 

* 

EF doit être plus longue que la branche 
6 1) ; mais on  voit qu'en s'exprimant airifi, 
o n  doit entendre que la hautuur  verticale 
de E au-deffLis de F ,  doit être plus grande 
que celle de E riu-defhs Ce D. La longueur 
abfolue n'y fait rien. On pourroir rendre DE 
beaucoup plus longue que E P, en contour- 
nant D E  de diverfes manieres ; tant q u e  
l e  point B fera plus haut que F, le fluide 
s'dcoulera jilfqii'à ce qu'il foit arrive? en D, 
pourvu que la hauteur de E au-defius de D, 
n e  paKe pas 3 2 ~ierfs .  

Lorfqu'en appliquant les l ivres  à 1'0:rvcr- 
p r e  d'un flacon , on afpire la  liqueur q u i  
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y eR contenue, les lévrcs s'appliquent for- 
tement i;r les bords de  l'ouverture ; & on a 
d'autant plus de peine à les dkgager, qu'an a 
afpiré plus  forternenr. 

C'tit qu'en abirant une partie de l'air 
contenu dans le flacon, on diminue le reiroi t 
dz l'air reRant A i-irwportioq de ce qu'on cn 
diminiie la  quan t i ré ;  il n'eit donc pllis en é:at 
dYoppofer du dedans au dehors, une prcificn 
dga le  à celle q u e  l'air extdrieur exerce du 
dehors ag dedans. Cette différencz peut aller 
jufqu'à faire cairer le flacon, fur-tout s'il efi 
plat. 

P a r  une d o n  femblable o n  explique pour- 
quoi  on a de la peine à o u v r i r  un fouflet 
lorfqii'on en bouche l'ouverture. C'eit qu'en 
écartant les Danneaux. l'air intdrieur fe d ~ a n d  , 
dans un grand cfpace , & diminué de 
reKort à proporcion : l'air extkrieur preffe donc 
plus d u  dehors ail dedans, que l'air excirieur 
n e  preffe d u  dedans au dehors. 
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