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PR'E F A CEs

J}s me fuis " propofe dans ¢et Quvrage 3 de metrre
les Lecteurs en ¢rat d'ertendre & * dappliquer la
Méchanique. L'¢rude! deb piintipes - généraux de
cerre {cience eft’ facile, & n’exige gueres d’autres
connoiflances mathématiques ;2 &ite TArithméiique &
la Géomérrie ordinaires. Les abftractions quon s’y
permet , & avec raifon d’abora',"‘*ﬁmpliﬁent Fobjer =
& une Mcéchanique qni fefbotnerdit-a ces ¢connoif-
fances générales, feroit, fans doute, a'la portée des
Le&eurs 3 mais les Lettedrs né ferbient encore que
peu en ¢tar d'appliquer la Méch;{nfque,

[

) X i W - «
Dés qu'aqn voadra rendre la Mecr;amque utile , il
H . i i il .y
faut fortir des fuppofitions par leILqueIlc;s on cft oblige
de commencer dans I'érade des pringipes généraux ;
i o . [
1l faut cefler de”faire abftrattion de 4a maffe des
. . Ji o1
machines , de leur pefanteur, du, frettement , &cj
ceffer de confidérer I'action des corps comme rou-
jours réunie d"leur centre de gravit¢, &cj celler de
regarder les machines comme ne partageant point
I'adion de 1a force motrice, &c; en un mot, avoir
ggard 4 Dérar réel & phyfique oty font les chofes
dans la nature. Dés-lors le nombre des é/éments
qui entrent dans chaque queftion, éeanr augmenté,
il devient nécellaire d’employer pour la géfolution de
" I - ! H
ces queltions, des méihodes plus efficaces ; ceft dans
cette vae que nous avons fait préeéder la Mécha-
. , . .
nique , d'une coarte expofition des principes de Cal-
cul qui fervent d'introdudtion aux Sciences Phylfico-
Mathématiques. Nous nous y fommes déterminés

az
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iv PREFACE

d'autant plus volontiers qu’indépendamment de ce
que ces principes deviennent {fouvent d'un ufage in-
difpenfable , méme dans des queftions qui auroient
patu fort fimples , ils font dailleurs, (fi Pon en ex-
cepte ce quon trouvera ¢n peuit caractere, & dont
Pufage eft moins fréquent) une fuite fi naturelle des
connoiflances expofces dans la troifieme Partle ,
quils neFPeuvemt qu'érre, entendus,avec faalité, des
qu'on pofi¢dera celle-ci. el L
Alégard de Ia Méchanique elle-meme , les objets
que nous y avons, examinés font trop nombreux
our pouvoir &rre paflés icign revue avec quelque
dérail. Nous avons senfermé dans ce premier Volume,
tout ce que nous avons compris {ous le nom de
Principes géne’radx de Ja Mechanique. Ceft d-dire,
les loix du mouverient fimple nniforme on varié ,
Ies Joix du miodvement compofé, la compofition &
décompofition des forces ; I'ufage des moments pour
cette compofition & cette décompofition ; l'applica~
tion de cetté théorie, a4 la recherche des centres de
grlavlitc' & des proprictés de ce centre. Ces principes
généraux , dont nous donnons d’ailleurs, par anticie
pation , diverfes applications , particuliérement au
navire , font {uivis des loix de I'¢quilibre des fluides,
& des corps qui y fonr plongés ; cette partie a un
rapport trop direét au navire, pour ne pas trouver
lace dans cet Ouvrage. )
Le fecond Volume renferme I'application de ces
principes généraux, 4 différents cas de mouvement
& d’¢quilibre. Nous y avons examiné un trés-grand
nombre d'objets ; & fi les bornes quil faut enfin fe
preferire, ne nous ont pas permis d’y en comprendre

un plus grand nombre, nous efpérons que ce que
¥
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PREFACE. q

fous y avons .dit, ne remplira pas moins les vues
que nous nous fommes propofces, de mettre les
Lecteurs en érat d’entendre & dappliquer la Mé-
chanique.

Au refte, on ne doit pas perdre de vue que cet
Ouvrage étant un Ouvrage de principes, on n’a pu
ni du fe livrer 4 beaucoup de dérails dont pourroient
erre fufceptibles quelques-unes des queftions mécha-
niqaes qu'on y a traitées. Il en eft plnfieurs qu’il fuffic
d'gxaminer avec tm peu d’attention, pour voir quielles
doivent faire matiere d’'un ouvraged part : nous nous
fommes bornés 4 en expoler les principes. -Telles
font la plupart des queftions concernant le navire :
cerre machine qui fair rant d’honneur 3 l'efprir hu-
main , dans Iétat ou elle eft, ne lui en laiffe peut-
étre pas encore moins 4 acquérir 5 fur-tour fi.l'on
eonlidere que l'érat on elle eft parvenue, eft en
'grandc partie le fruir d’un trés-longltétonnement;
mais que c& qui refte a faire pour la perfectionner ,
ne doic £re amendu que du concours de {'obfervae
fion avec la théorie.

Les travaux de M. Bouguer, que lom, ne peut
trop confulter fur cet objet, ont déja préparé de
ues -grands fecours ;3 & les progrés adtuels de la
Phyfique & du Calcul, donnent lien, d’efpcrer
que l'on fera encore des pas trés-unles dans cette
carriere,
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PRINCIPES
DE CALCUL

Qui fervent d Introduction aux Sciences

Phyfico- M. az/zématigues.

[cul s ziin

NOTIONS PRELIMINAIRES.

1. N ous avons donné dans la troifieme
Partie, lcs regles néceffaires pour calculer
les quantités, dans tel écat de grandeur quon
puiffe les fuppofer Mais nous n’avons
point .confidéré les variations par lefquelles
ces quantités arrivent a tel ou tel deat de
grandeur. Ce nouvel objet a confidérer dans
les quantités, donne lieu a une autre branche
de 'Analyfe, qui eft de la plus grande ucilité
dans les Sciences Phyfico —Mathématxques
& principalement dans la Méchanique , ol
A
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Yon ne parvient fouvent détermmef les
rapports des quantités qui entrent dans les
quefiions relatives a cette fcience, quapres
avoir confidéré les rapports de leurs varia-
tions , c’eft-a-dire , des accroiflements ou
des diminutions qu’elles regoivent a chaque
inflant.

Nous allons donc, svant que d’entrer en

M¢chanique, nous arrter quelques moments
fur cette partie du calcul qui a pour objet de
décompofer les quantitds jufques dans leurs
Eléments , & de revenir de ces Eléments
aux quantités mémes. A proprement parlet ,
ce n'eft point une nouvelle méthode de cal-
cul , que nous allons expofcr, c’eft une ap-
phcatxou des méthodes de la troilieme Para
tic , & méme une fimplification de ces
regles.
. 2. Nous nous propofons deux objets :
le premicr , d'enfcigner a defcendre des
quantités, a leurs Eléments; & la méthode,
pour y parvenir, sappelle calcul différentiel.
Le fecond, nous montrera la route pour re
venir des Eldments des quantités , aux quan-
titds mémes, & nous appellerons ccrre mé-
thode , caleul inzegral.

La partic de ces deux calculs qui nous im-
porte vérirablement, n’cft qu'un corollaire des
méthodes de la troilieme Pardie de ce Cours,
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PE MATHEMATIQUES. 3

& peut €tre faific avec facilité, dés qu'on eft
inflruit de ces méthodes. Quant a la partie de
ces mémes calculs, qui exige des recherches
plus délicates y ou d’une application meins
fréquente , nous la diftinguerons, a I'ordinai-
re , par un caradiere d’impreflion plus petit.

3. Comme nous allons confidérer les
quantités relativement, 3 leurs Eléments
c’eft-a-dire, relativement 4 leurs accroiffe-
ments mfimmear_ PCtltS, il convient, avant
que d’aller plus loin, d’expofer ce que nous
entendons par quantités infiniment petites,
infinies, &c. & de faire connoitre la fubor=
dination qu'on doit mettre entre ces quan=
tités , dans le calcul.

4. Nous difons qu une quantlté cft infinie
ou infiniment petite a légard d’une autre,
lorfqu’il n'eft pas poflible d'ailigner aucune
quantit¢ affez grande ou aflez petlte pour
exprimer le rapport de ces deuxla, ceft-i
dire, le nombre de fois que 1'une contient
Tautre.

Comme une quantité ne peut, fans cefler
d’étre quantité , ceffer d’érre fquCptlbl"
d’augmentation ou de diminution; il n'y a
point de quantité {i petite ou i grande a I'¢-
gard d’une autre , que 'on ne puifle en con-
cevoir une trmfemc infiniment plus pemc
ou plus grande, Par exemplz , {i x eft ing

2
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fini a I'égard de a, quoique dis-lors il foit
impollible d afligner leurs rapports , celan’em-
péche point que je ne Fuiffc cencevoir une
troifieme quantité qui foit & I'égard de x5
ce que x eft a I'égard de a; ceft-a-dire, qui
foit le quatrieme terme d'une proportion
dont les trois premiers feroienta : x :: otz

- - x? .
ce quatrieme terme qui eft = fera donc infi~

niment plus grand que x, puifqu’il contient x
autart que x eft fuppofé contenir a. De
méme, rien ne m’empéche de concevoir le
quatrieme terme de cette proportion x : a::
a:; & ce quatrieme terme qui fera a; fera
infiniment plus petit que a, puifquil doit
¢tre contenu dans a, autant que celui-ci eft
fuppofé contenu dans x. Rien ne borne l'i~
magination a cet égard, & l'on peut conce-~
voir,de méme , une nouvelle quanticé qui foit
encore infiniment pius petite a 1'égard de
a? que celle- i nz Peft & I'dgard de 2. On
appclle cela des infinis ou des indniment
ctits de différents ordres.

En général le prouuit de deux quantités
infinies ou infiniment petites du premier ore
dre, eft infiniment plus grand ou infiniment
plus petit que chacun de fes deux facteurs =
eneffetxy:y:rox:g;or fix eft infini,il
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DE MATHEMATIQUES, ?

contiént une infinité de fois l'unité, donc x
contient une infinité de fois y. Un raifonne~
ment femblable fait voir qu'un produit ou
une puiffance de tant de dimenfions qu'on -
voudra , & dont tous les fa&eurs font infi-
nis , eft d’un ordre d’infini marqué  par le
nombre de fes falteurs; ainfi lorfque x cft
infini ; x* eft infini du quatrieme ordre,
ceft-a-dire , infiniment plus grand que x?,
qui eft infiniment plus grand que x*, qui lui-
méme eft infiniment plus grand que x. En
effetx*:oc’ i od tx* i rx a1, Ce fe-
roit le contraire {i x €toit infiniment petit ;
alors x* {eroit infiniment petit du quatrieme
ordre , Ceft -a-dire, infiniment plus petit
que x* ; celui-ci infiniment plus petit que
x* 5 & ce dernier , infiniment plus petit
que x. :

Au contraire, une fraction dont le numéra«
teur eft unc quantité finic, & dont le déno-
minateur eft une puiffance quelconque d'une
quantité¢ infinie , feroit d’un ordre d’infini-
ment petit, marqué par I'expofant de cette
puiffance. Ceft - a - dire, par exemple, que

3 . .
= eft infiniment petit du fecond ordre , fi x

P 2P .
cft infini ; — eft infiniment petit du 3° ordre.

5 b 1
Eneffet,5:i—i:—11::1:x,
% X X

Az

£3
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Mais {i' un produit n’a pas tous fes fac-
teurs infinis, alors fon ordre d’infini ne doit
fe déterminer que par le nombre de {es fac-
teurs infinis : ainfli ¢ xy n'eft que du méme
ordre que xy ; en effet axy:xy::ati , &
ce dernier rapport peut Etre évalué, {i a eft
une quantité finie.

Remarquons bien cette différence dans
Ia comparaiflon des infinis ou infiniment pe-
tits , entr’cux ou a I'égard des quantités re-
Iativement auxquf’lles ils font infinis ou infi-
niment petits. Si x eft infini a 'égard de e,
rien ne peut mefurer leur rapporc 5 mais
dans la méme fuppofition, le rapport de x
a x multiplié ou divifé par tel nombre fini
que 'on voudra, eft un rapport fini; ainfi,
x infini ou infiniment petit eft incompara-
ble & I'égard de a, fuivpofé un nombre fini;
mais il ne l'eft point a I'égard de a x, puifque
pccﬁ:‘aax-:l.a.

5. Pour exprimer Far le calcul qu’une
quantité 2 eft infinie a I'égard d’unc autre
quantité ¢; ou, ce qui eft ]a méme chofe s
pour exprimer que ¢ cft infiniment petit 2
Végard de x, il faut, dans Uexpreffion algé-
briquc ol ces quantités {e trouveroient en-
femble , rejeter toutes les puiffances de x
inféricures a la plus élevée, & par confé-
quent , aufli , tous les termes fans x. Par

!
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DE MATHEMATIQUES. 94

exemple i dans 2 +:, on fuppofe x infini
alégard de a & de b, on fupprimeraa & p

3X -4~ qa
& l'on aura— ou = pour la valcur de ==,
lorfque x cft mﬁm En eﬂ'ct b, cﬁ la mé-

a

me chofe que (en divifant , haut

b

& bas , par x ) ; or d¢s quon {fuppofe
que x eft mﬁm a I'égard de a & de b,

les frations < & = qui repréfentent les
£ X

rapports de a & de 5 & x, doivent
néceflairement étre fupprimées , puifque,
par cette fuppofition méme , ces rapports
font au- deffous de toute quantité, {i pe-
tite qu'on veuille la fuppofer ; donc dans

ce cas la quantité propofée doit {e réduire
a2,

Parcillement, fi Pon avoit x* 4-a x =4,
on le réduiroit & x*, {i I'on a deflein de fa-
voir ce que vaut cette quantité , lorfque x efk
infini, En eftet, on vient de voir que dans
cette fuppofition on devoit {upprimer 5 vis-
a-visde ax; or x*eft lui-méme infini 4 1¢é-
gard de ax, puifque x*: a x:: x: a; donc

A 4
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par la méme raifon on doit rejetter a x vis<
2-vis de x*; donc la quantité doit, alors,
étre réduite a x*.

Au contraire, fi » étoit infiniment petit,
il ne faudroit conferver que les termes ou
U'expofant de x eft le plus perit ; ainfi x* ~ax
fe réduit & ax, lorfque x eft infiniment pe-
2 *+? (e réduit i, lorfque x eft infini-
x +4-d d

tit.
c

ment petit,

On ne doit pas craindre que ces omiffions
alterent les conféquences que l'on tirera des
calculs auxquels on Ics appliquera. Au con-
traire , ce n'eft que par ces omiffions que l'on
exprime ce que l'on a deffein dexprimer ,
c’efta-dire , que x cft infini ou infiniment

etit : ce n’eft que par elles quon peut arriver
a une conclufion conforme a la fuppofition
qu’on a faite. Or fi lorfqu’on fuppofe x infini,
on ne rejectoit point les termes que nous ve-
nons de prefcrire , i, par exemple, dans

a
4 2
[ 3 . - a b
X% ou ~ on ne rejettoit pas — & —
fk-i-b S"*“b % x 2
X

T 5
le calcul n’exprimant point alors que = & ~.
. X 9

font des rapports au-deffous de toute quan-
tit¢ aflignable , ne répondroit point & ce que
Von demande , favoir quelle eft la valeur
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de cette quantité lorfque x eft infini: en un
. \ b
mot en attribuant encore 3 < & = quelque
x x R

influence fur la valeur cherchéde , on contre~
diroir la fuppolition que 'on a faite.

Nous nc manquerons pas d'occafions de
vérifier I'exallitude de ce principe fur I'o-
m'{{ion des quantitds infinies des ordres in=
féricurs ; mais en attendant, voici un exem=
ple qui peut venir a Iappui du raifonne-
ment que nous venons de faire. Concevons
Ia fuite £,%,2,%,%,%,&c: les termes de
cette fuite , comme on le voit, approchent
de plus en plus de T'unité , & on concoit
que jamais ils ne peuvenr pafler cette limite.

39
en mettant pour x le numéro de ce terme-
Puis donc que les termes approchent fans
cefle de unité, & d'autant plus qu’ils s'¢-
loignent plus de Vorigine, ils n'arteindront
donc cette limite qu'a une diftance infinie
de lorigine ; donc pour avoir le dernier
terme de cette {¢rie, il faur fuppofer dans

-~ que x eft infini; or conformément au
2412

Chaque terme peut &tre repréfenté par ——
x

. . . Y] - X
rincipe, cettc qu : a —

principe, quantité fe réduit alors a —,
s [y . 1 .

ceft-a-dire a 1 ; donc Pomiflion du terme

X ) ) .
1 dans et loin d’altérer la conclufion,
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eft au contraire ce qui la donne telle qu'elle
doit étre. En un mot en faifant cette omif~
fion , on agit conféquemment a la fuppofi-
tion qu’on a faite.

Telle eft la {ubordination qu’on doit met-
tre dans le calcul, entre les quantités infis
nies ou infiniment petites de difiérents or-
~dres. Mais dans l'application de ce principe
fur Uomiltion des quantités, il peut fe pré-
fenter quelques cas fur lefquels il eft bon de
prévenir le'letteur.

Suppofons quen ait les deux quantités
xx + ax—+ by & xx + ax—+c : lorfque x eft in-
fini, il eft indubitable que chacune fe réduit
a xo; enforte que leur différence , dans ce
cas {femble étre zéro. Cependant i Fon veut
avoir leur différence, on trouve qu'clle eft
b — ¢ ou c—b, quelque foit x, infini ou non.
Voici la folution de certe difficuleé appa-
rente.

La différence de ces deux quantités eft
réellement b — ¢ ou ¢— b ; mais lorfqu’on
cherche cette difiérence apres avoir fuppo-
{¢ x infini dans chacune; c’eft demander ce
que cette différence eft par rapport a ces
quantités mémes ; or comme elles font alors
infinies , chacunc , on doit trouver comme
on le trouve en effet, que cette différence
eft zéro par rapport a elles. Lors donc qu'on
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demande ce que devient, par la fuppofition
de x infini , le réfultat de certaincs opérations
fur plufieurs quantités, c’eft dans le réfulrac
méme qu'on doit exécuter la regle donnée
ci~deffus , & mnon pas dans chacune des
quantités {éparément prifes. Cleft ainfi
qu’on trouvera que la fomme de—axoc—+ax-+b
& xx~bx--c, lorfque x cft infini, {e réduit
A ax—-bx ; car, en général , elle eft ax—bx
~b+c qui lorfque x eft infini, fe réduit
3 ax -+ bx. Pareillement {i Uon avoit......
x—V xx— b b; cette quantité lorfque x eft
.infini , femble étre =zéro. Mais comme
Vxx—Dbb neft qu'une indication de la ra-
cine de xx— bb, il faut pour avoir fa diffé-
rence avec x réduire xe—>bb en {éric ( Alg.
149) ; alors la quantité x —y xx—55 fera
x—-x—i—ﬁ—i—ﬂ&c ouﬁ —l—-—bf— -+ &c

; rx  8x3 : ) &3 ‘I

qui lorfque x eft infini par rapport a b, fe
réduit a %,

e oy ie ) L p it o n

ELEMENTS DU CALCUL DIFFERENTIEE,

6. Liorsqus Ton confidere unc quantité
variable comme croiffant par degrés infini-
ments petits , {i 'on veut connoitre la valeur
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de ces dceroiflcments, ce qui fe préfente de
plus naturel, eft de déterminer la valeur de
cette quanmté pour un inflant quelconque,
& la valeur dc cette méme quantité pour
Vinftant immédiatement fuivant : alors la
différence de ces deux valeurs eft 'accroif-
fcment ou la diminution que cette quantlté
recoit : ceft aufli ce qu'on appelle la diffé-
renice ou la différentieile de cette quantité.

7. Pour marquer la diflérentielle d’une
quantité variable ﬁmple, comme x ou ¥y,
on écrit dx , ou dy ; c'eft-a-dire, quon fait
préeéder cctte variable, de la lettre d ini-
tiale du mot difiérence. Mais lorfqu’on veut
indiquer la diffiérenticlle d'une quantité
compofée comme x*, ou § x* 4 3 x*4 ou
V x* —aa, &c. on renferme cette quantité

entre deux parenthefes que l'on fait précé-
der de la lettre 4 ; ainfi Uon écrit 4 (x* ),

d(§x} =4=4x ), d(Vx* —a*), &c.
Dorénavant nous repréfenterons les quan-
tités variables , par les dernieres lettres
T, Uy X, ¥, % de PAlphabet 5 & les conf-
tantes , ou celles qui confervent toujours
1a méme valeur , nous les repréfenterons par
les premieres lettres a, b, ¢, &c. & lorf-
que nous en uferons autrement, nous e€n
avertirons, Quant 3 1a lettre d clle ne {era
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DE MATHEMATIQUES, 13
employée & d'autre ufage qua ddéfigner la
différenticile de la quantité qu’elle précédera.
¢ 8. Suivant I'idée que nous venons de
donner de la différentielle d’'une quantité,
on voit que pour avoir la différentielle lorf-
que la quantité ne renferme que des varia-
bles au premier degré & non mulciplides ni
divifées les unes par les autres, il n’y a au-
tre chofe a faire qu'a affeCter chaque varia-
ble de la cara&ériftique & , en confervant
d’ailleurs lc figne de chacune ; par exemple ,
la difiérentielle de x+y —z fera dx -dy
—d 7. En effet , pour avoir cette différen-
tielle, il faudroit confidérer x comme dcve«
nant x—dx ; ¥ comme devenant y -+ dy ; &
7 comme devenant 7+ dz ; alors la quan-
tité propofée qui eft altuellement x -+~ y—7,
deviendroit x+dx—i—_y+¢‘iy—{-—d{; prenant
donc la différence de ces deux états, on
aura x—dx =y -+ dy — 7 — d; — x — y-+7;
ceft-a-dire, d x + dy — d 7 pour la différen-
tielle.

Il en feroit de méme, f{i les variables qui
entrent dans la quantité propofée , avoient
des coéfficients ou multiplicateurs conftants :
ainfi ladifférenticlle de yx—~+3y, eft 5 dx+4-3dy3
celle de ax by, eft adx -+ bdy ; en effer,
lorfque x & y deviennent x ~dx &y --dy,
la quantité ax~-by devient a (% +dx ) =«
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b(y~+dy) Ceft-a-dire, ax—-adx—+-by—+-bdy 3
donc la différenee des deux états, ou la dif-
férenticlle , cft adx + bdy ;5 c'eft-a-dirc quen
général , il faur affedter chaque variable de
Ya carattériflique d.

Si dans la quantité propofée il y avoit un
terme tout conftant, la différenticlle feroit
Ia méme que il n'y ¢toic points Cleft-a-dire 4
que la différenticlie de ce terme feroit Z€ro ;
cela eft évident , puifque la différentielle
n’étant autre chofe que l'accroiffement , une
quantité conftante ne peut avoir de différen-
tielle fans cefler d’étre conftante ; ainfi la
différentielle de ax —+ b eft fimplement adx.

9. Lorfque les quantités variables font
fimples ; mais muitipliées entrelles, alors
il faur {uivre cette regle. .. Différenciez fucs
ceffivement par rapport d chaque variable ,
comme fi tout le refle éroit un multiplicateur
conflant *.

Par exemple , pour différencier x y , je
différencie d’abord comme fi x éroit conf-
tant, & j'al xdy; puis je différencie la méme
quantité xy comme {i y étoit conftant, &
jai ydx , enforte que la différenticlle totale
de xy cft xdy =~ ydx.

* Pour évirer Péquivoquelniere, la varizble qui devra

dans la manicre d'éerite , 1l étre affeéiée de la caraétérils
gonviendra d'ecrire la  der-|tique d, :
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La raifon de cette regle fe trouvera en
remontant au principe. Pour avoir la diffé-
renciclle de xy , il faut confidérer x comme
devenant x + dx, ceft-a-dire , augmentant
de la quantité infiniment petite dx 3 &y
comme devenant y 4-dy, c'cft-a-dirc, aug-
me--ant de la quantité infiniment petite dy 5
alors xy devient (x 4~ dx) X (¥ +4~dy ), Celt
a-dirc, xy~+xdy 4y dx—+dydx; doncla
différence des deux érats , ou la différens
tielle, et xy 4+xdy 4=y dx +dydx —xy,
ou xdy ~ ydx - dydx 3 mais pour que le cal
cul exprime que dy & dx font des quantités
infiniment petites comme on le fuppofe , il
faut (5 ) omettre dydx qui (4 ) eft infini-
ment petit du {econd ordre, & par confé=
quent infiniment petita Pégard de xdy & ydx
qui font infiniment petits du premier ; donc
enfin la différentielle de xy oud (xy) efl
xdy —+ydx , comme le donne la regle. '

On trouvera de m2me, en fuivant la re-
gle, que, la différenticlle de xyy eft xydz —1=
x7dy -+ yzdx , en différenciant d'abord com- .
me {i xvy ¢toit conflant, puis comme fi x
¢toit conflant , & enfin comme {i yy étoit
conftant, Et on le démontrera comme ci=
deflus en regardant x, y & 7 comme devenus
x4-dx 5 y=+ay, & 7 +dz; avquel cas xyz
devient (¥ =dx ) (y~-dy) (7-4= d7) Ou Xy7 4=
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6 | Cours
xydy+x {a’y—}—y{dx_:,_ydxd{-a}—{dydx—p
xd-{dy—kdx.zyd{; donc la différence des deux
états fcra, apres avoir réduit, & rejeted les
infiniments petits du fecond & du troifieme
ordre, xyd7+xzdy +y7dx, ainfi que le
donne la regle,

10. Si la quantité propofée eft une puif-
fance quelconque d'une quantité variable,
alors fuivez cette regle : Multipliez p r | ex-
pofant , diminuey cet expofant d'une unité , &
multipliez par la différentielle de la variable.

* Ainfi , pour appliquer la regle 3 x* jaurai
2 x dx, en multipliant par l'expofant 2, di«
minuant expofant 2 de 1, & multipliant
enfin par la difidrentielle 4 de la variable x:

On trouvera de méme que la différentielle
de x?eft 3 x* dx, celle de x*, 4 x* Ix; celle
de x', — x*dx; celle de x7?, — 3x*dx ;

2

celle de x* eft L x dx; celle de x 3

eft $ x¥dx; &, en géndral, cellede x™, eft
mx™ dx, quel que foit daileurs I'expo-
fant m, pofitif ou. négadf, entier ou frac-
tionnaire.

Pour trouver la raifon de cette regle , re-
montons encore au principe. Regardons x
comme devenant x4 dx, (dx étant infini-
ment petit) ; alors x™ devient (x 4-dx) ™;

c’eft-a-dire , en appliquant les regles don-
nées
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nées ( Alg 149), devient x™ e mx™" dx i

=1

7. ™ dx* =~ &c, ou ( parce que le

terme . "—%———I x"* dx* eft infiniment pe«
tit du fecond ordre, & que les fuivants fe-
roient encorc dordres inférieurs,) devient
x"apemx™*dx 3 donc la différence des
deux états, ou la différenticlle de x™, eft x™
—-mx™* dx—x™ 4 c'cft-a-dire , mx™* dx.

- Sl y avoit un coéficient ou multiplica~
teur conftant , cela n’apporteroit aucun
changement ; il rcfleroic dans la différen-
tielle tel qu’il eft dans la quantité ; ainfi
d (ax™) eft max™* dx.

1 1. Voila tout ce quil eft néceflaire de
favoir pour étre en ¢rar de différencier
toutes {ortes de quantités algébriques ; ainfi
tout ce qui va fuivre, ne fera plus qu'une
application de ces regles.

I2,Silon avoit}x-, c’eft-a-dire, unc frac-
tion , on deriroit ainfi cette quantité xy™
felon ce qui a été enfeignéd [ Alg. 141);
& alors appliquant la regle donnée ( 9 )
onauroit d (xy')=xd(y’) 4y’ dx,
& par conféquent (10) d( %y ) == =
xy*® dy -+ y*td

Si 'on réduitcette quantité , on aura -

xdy dx dx—xd . 1 .
?—+70u}:—~y,—y; o Yon voit que Ia
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différentielle d’une fra&ion >, cft &palc 12

différentielle dx du numérateur multiplide par
le dénominateur y , moins la difiérentielle d
du dénominateur,, multipliée par le numéra-
teur x , le tout divifé par le quarré du dénomi-
nateur ; & c’eft la regle que Fon donne ordi-
nairement pour difiérencier les frallions ;
mais on peut fe difpenfer , comme on e voit,
de charper encore fa mémoire de eette nou-
velle regle : il {uffic de faire paffer le dénomi-
nateur au numérateur, {elon la regle donnde
( Alg. 141) & de diflérencier enfuite.

13. 51 Uon veut différencier ax’y® , onm
regardera d'abord x* & y* comme drux va-
riables fimples, & ( 9 ) on aura d (e x*y* )
==ax’d(y")-+aey d(x*); puis (10) on
aurad(ax'y*)=2ax’ydy-3ay’x’ dx. En
général d (ax"y" )= ax" d (y") 4 ay"d{x" =
nax™y"* dy = may™ x™' dx. ‘

14. Si la quantité qu’on veut différen-
cier, eft complexe, mais fans renfermer de
puiffances de quantités complexes , on dif=
férenciera {éparément chacun des termes
qui lacompofent :ainfidf (ax? == bx" +- cxy )=
3 ax*dx~- 2 bxdx wj- cxdy 4= cydx. De méme

d(ax* 4 5x+%{::d(ax"&{-5x+c§g"‘y):n
2axdx~bdx—2cx3ydx—cx* dy. Da
méme d(x7y = ay® ~ 5*) = 3 X"y dx~-x>dy-44
2aydy, en fc rappellant que Ja qonflantg &
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fa point de différenticlle , ou que fa diffés
renticlle eft zéro.

15. Sil y a un expofant total, comme
dans (a5 x -~ ¢x*) ¥ on regardera toute la
quantité affetée de cet expofant , comme
une feule variable que I'on différenciera fe«
Ionla regle donnée (10 ) pour les puiffances :
ainfi d(a-=bx4-cx*) S =g a= b x ~ cx*) *X
dlatbx-tcx*)s==g5(a+bx—tex’)?%

s
(bdx <+ 2¢xdx ). De méme d (am=bx*) 3 =
: (abat) S dfambx)=§ (avinba) 2
2bxdx=22bxdx (a~+bx")5.

16, Si la quantité étant toujours com-
plexe , éroit dailleurs compofée de diffé-
rents fatteurs, on rcgarderoit chaque fac-
teur comme une variable {imple , & l'on
Auivroit la regle quia écé donnée (9) Tou;
un produit de pluficurs variables fimples :
2infi % (@ =4 b x*) g qu'on peut regarder
comme compofé des deux fadteurs x* &

5
(a-=bx’ )35‘, donnera 4 (x* (a-+ b x*)3 )} =
A ' 5
(a-bx)3d(x°) o+ % d (a4 b =) 7 qui;
par les regles précédentes , devient

5 z
3 x*dx (a-=bx*) T+ 2batdx(a-t=bx") 5
(x+a)

Parcillement 4 ((be)!) == d ((xta) X (5+5)7
h Ba
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= (xmea) d(x+ by 4 (x b )*d x3-0)"s
ceft-a-dire=—2(x4~a)’ (X b )3d x4
3(x4+b)*(x+a)” dx, qui {e change

v (x4aldx 3 (x—-a)dx Y
en () eab & fe réduit a
(x+3b—1a) (x4 a)*dx

(x—+b) *

17. Sila quantité propofée eft radicale 3
on fubflituera aux radicaux , des expofants
fraltionnaires , comme il a été enfeigné
( Alg. 128 ), & l'on différenciera enfuite fe-
lon les regles ci-deffus, Ainfid (v x) ==
d(xF)e=2xTda; d(V/ ) =d (x7) ==
%x‘%dx; dVaa—xx) =d(aa—xx)*=
I (ea —xx) 7 d (ag—xx)=—xdx (aa—xx)*

V-—x xM;; d (xmlq/ (a+bx)pr) ==d

Gororba)t) = wmd fa bar) & o
? q

(a—;—bxrygd(xm)_—f’_;fxw-' dx (a-bx") "

e X dox (a-p DX f

| =1

Des Différences fecondes 4 troificmes, &c.

18, InprirexpavMmenT des différentielles que nous venong
de confidérer, & quon appelle Différences premieres, on
confidere aulli les differences ficondes o troifiemes, &c. Pour
marquer’ cellesci, on fait précéder la variable de deux lettres
¢, s'il s’agit d'une diffirence feconde 3 de trois legtres d, 'l s'da
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g1t d'une diffirence troifieme , & ainfi de fuite 5 par exempley
ddx marque la différence feconde de x. . :
Lorfqu’il s'agit des diférences [econdes , on regarde la va«
riaule comme augmentant par degrés inégaux, mais dont Iz
diff:rence eft infiniment petite 2 I'égard de ces accroiflements
mémes. Ainfi ddx eft infiniment perite 3 Pégard de dx. Do
meme dans les aifférenges troifiemes , dddx ou &' x {ear om
les marque également de ces deux manieres) eft infmiment
petite 4 'égard de d dx ; & ain(i de fuites .
- Pour marquer le quarr¢ de #x, on devroit naturellement
écrire ( dx )* ; mais pour fimplifier, on écrit dx*, ce qui ne
peur caufir de méprife, & éwe pris pour la difffrentielle de x4
gue nous fommes convenus de marquer ainft (** ). .

Obfervons bien que quoique ddx & dx* folent tous deugy
infinement perits du fecond ordre, ces deux quuntiids ne fons
pas égules emr’elles; ddx elt la différence feconde de x, ou
1a différence de deux différences confecutives de » ; & dw* ek
le.quarré de d %,

Pour determiner les différences fecondes, ce qui fe pré«
fente natureilement et de confidérer la quantité variable ¢
dans trois éeats confécutifs , infiniment voifins ; prendre la dif
férence du fecond érat au premier, celle du troifieme au fe-
cond 3 & erfin prendre la difiérence de ces deux diff ‘rencess
Par exemple, le premier état de » eft x; au fecond inftant,
x augmente de la quantité doc & devient % - dx; dans linf~
tant fuivant x 4- d x augmente de la quantit¢ daw - (dx ),
d ( dx ) marquant ce dont "accroiffement du fecond inftant
furpafle celui du premier, ou la difiérence de d x. Alnfi les
trois érats confécutifs de la quantité x font x, x 4. dx,
g2 dx 4 d (dx;. La difiérence du fecond & du premiex
eft dx; celle du troifieme & du fecond eft dx - d (dx)
enfin la difiérence de ces denx différences ou la diférence
feconde dex, et d(d x);an a donc ddx x=d (dx). Donc
pour avoirles différences fecondes, il faue differencier les diffe-
vences premieres jelon les regles gui one ate donnees pour ayoir
celles-cl.

Par exemple, pour avoir la difi‘rencé feconde de &y, je
prends fa différence premiere qui eft x dy 4-y dx; je différencie
maintenant celle-ci, comme fi ¥ & dx, y & dy ¢étolent au-
gant de vasiables différentes, & yai wddy - dydx 4 dydu 4-yddx,
U wddy 2 dyds 4 yddg. Paseillement » 13 diffécence fecondq

B3 :
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de x? fe trouvers en différenciant d’abord x*, ce qui donn®
& x dx ; puis différenciant » ¥dx comme fi x & dx étolent deuxn
variables finies, ce qui donnera 2 x ddx + 2 dx* Ontrouvera
de méme que dd (ax™) =d(max™ == 'dx) = m.m-x ax™*
dr* e max™ " ddx*, :

SiTon avoir 4 différencier nne quantité dans Jaquelle il en<
ere déja des différences premieres, foit qu'elle vine ou ne vint
pas d'une différenciation exafie, on (uivroit la méme mé-

shode, Ainfi (% dy) = ddy +dx dy. Pareillement d (L‘;l)

e d (s~ 'dy) e ey~ dxdy + 57 ' ddy. De méme

'd(%):(l(dxdy_“)zddxdyv‘_dxdy-zddy=’idx'
duddy

ﬁ—z—-}—-)

19. Il arrive fouvent que dans les calculs o il entre plufieurs
variables, on fippofe conflante la différence premiere de I'une
de ces variables. Cette fuppofition qui eft perinife, parce qu'on
peut tonjours prendre une des différences premieres , pour terme
4ixe de cemparaifon des autres différenses premieres, cette
fuppofition, dis-je, fimplific les calculs, en ce que les termes
28:Q¢s de 1a diffirence feconde de cette variable, ne fe trou-
vent plus dans le calcul, puifque fi dx efl conftant, on a
d d x == o, ce quifait difparoitre tous les termes affe@tés de d/ x.
Il n'y a d’aurre attention 4 avoir dans oe cas que de ne point
diffcrencier dx (ou la différenticlle conftante ), dans les ter-

yues olt elle fé rencontre. Ainfi la différentielle de gf , prife

en fuppofant d x conftant, ou d (dx dy~*) dans cette méme
ddy

—~, Si, au contraire,

Fuppofitiony et —dxdy* ddy ou-dx

¥ 1l peut fe préfenter, fur cette
suaniere de prendre les différences
fecondes , une difhculté qutil eft
bon de prévenire Quand on dérer-
mine les diflerences premiercs,
on rejette les quantirés infiniment
petites du fecond ordre j or, les
differences fecondes cranr  auffi
Infiniment petites du Cecond or-
Wre, ng doir-on pas craindre due
2 quon a sejeite dans Uivalua-

tign des premieras , ne rende les
fecondes difeGtueufes? Nonj parce
que cet infiniment petit du fe-
cond ordre, qu'on a rejetté , ne
peur donner pour fa différentielle
quwun infiniment petit dn troifie-
me ordre, qui doit éure rejetsé
vis-3-vis de la différence feconde,
puifque celle-ci eft infiniment poa
s du fecond,
13
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&h fuppole dy conflant, elle eft ddd *

28. A Végard des différences troiflemes, on voif, eit fai¢
fonrznt comme ci-deflus, que pour les avoir il faut de méme
différencier comme 1 [ordinaire, fes différences fecondesq
en regardant les variables, leurs différences premicres, &
feurs differences fecondes, comme autant de variables diffé-
renres, & xinfl des aurres diflérences plus élevées. 11 faut feuz
fement obferver que fi dans le paflage des premieres diffié«
rences aux ‘econdes, l'une des différences premieres a été fups
pofée confiante, on doit la regarder comme conffante dasg
goutes Jes autres differenciations.

Remarques.

2 1. Nous avons fuppofé , dins tout c&
gui précede, que les variables x, y, &cy
augmentoient toutes en méme temps ; c efta
a-dire , que x devenant x 4 dx , ¥ devenoit
¥ ~+dy, & ainfi des autres. Mais il peut ar-
river que les unes diminuent pendant que
les autres augmentent. Dans ce cas, il faut,
aprés la différenciation , changer dans le
réfuleat le figne de la différentielle de la
variable qui va en diminuant. Ou bicen ,
on peut laiffer la différenticlle telle que
fa donnent les regles précédentea ; mais
dans lapplication qu'on en fera 3 une
gueftion, il faudra avoir foin de prendre né-
pativement la quantité que repréfente la
différentielle de la variable qui va en dimi-
nuant, En effet, (i y vient a diminuer d'une
quantité ¢ , & que par la difféércnciation

%
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vous ayez fuppofé rtacitement que y ded
venoit ¥ ~t=dy , il faut donc que y—g==
}/—i—-aéy,ouquc- g=dy,ouque g =—dy;
ainfi dans ces cas, cc que vous auriez ap-
pellé dy, vous lappellerez —dy , par - tout
ailleurs que dans la différenciation : nous
verrons des exemples de cela, par la {uite.

11 en fera de méme des différences fecondes 4 I'dgard des
différences premieres. Si la différence premiere va en dimi-
muant , vous n'en différencicrez pas moins comme a ordi~
maire, mais dans lapplication a quelque queftion, vous ap-
pellerez — ddy, ce que vous auriez appellé ddy, fi dy eft
Aa diftérence dont il s’agit.

Telles fone les regles pour difiérencier
Yes quantités , lorfqu'elles font préfentées
immdédiatement. Mais il arrive fouvent que
ce n'eft pas tant fur les quantités mémes,
que fur certaines expreflions de ces quanti~
tés que l'on a & opérer. Par exemple , au
licu des angles on emploie fouvent leurs
finus , tangentcs , &c, de méme on eft
fouvent forcé d’employer les logarithmes
des quantités, au lieu des quantités mémes.
Voyons donc comment on doit différencier

ces {ortes d’cxprcﬂions.

Des  Différentielles de Sinus 5 Cofinus ,
&c.

n2. Lorsgu’oN aa différencier une

quantité telle que fin 7 ( ou {inus de Vanglg
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ou de Tar 7), il faut concevoir que l'ans
gle 7 devient 7 4~ dz, & alors fin (7 4. d?‘
Jin 7 cft la difiérentielle de fin zL Cr felon
ce qui a éeé dit (Géom. 284.) , fin (7 -+ 7)==
Jinz cof d7—-fin d7 cof7, en fuppofant le
ravon == 1. DMais le finus d'un arc infiniment
petit &z eft cet arc lui-méme, & fon cofinus
ne differe point du rayon; on adonc fin d3
=dz & cof d7=1; donc fin (74-d3) ==
Jfin 7 4~dz cof7; donc fin (7—J-a’q ) = ftn s
oud (finz)= a’7coj{,ccﬂaq1re, quozz
a la d Jﬂremzdle du finus d’un angle ou d'un
arc dont le rayon eft Lunwué , en multipliant la
dz_ﬁraztzelle de langle par le cofinus de ce
méme angle,

2 3. Pareillement la différentielle de cof 7
ou cof (74~d7) —cof 3=cof 7 cof d g —
fin 7 fin dz —cof 7, puifque ( Géom. 285)
cof (3 == d7)==cof 7 cof d7—finz find7;
donc , eu égard a cc que fin d{=d7, &
cofdi=1,onad( cof 7)=cof7—dz fin g
—cof z=—d7 fin7 ; cefta-dirc, quona
la dﬁremzelle du cofinus d’un angle dont le
rayorn cﬂ 1, en multipliant la differentielle de
Fangle ( przfe avec un figne contratre ) , par le
finus*de ce méme angle.

Ainfi pour récapituler, on a d (fin 7) ==
frid cof{, & d(cof7) =—dy finz.

"ATaide de ces geux principes, on peut
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différencier toute quantité compofée de
finus & de cofinus , & cela en appliquant
Ies regles données précédemment,

Ainfi , pour différencier cof 3 7 on aura
d (cof 37) =3 d7 fin37.Deméme d(cof m7)
{ m étant 'un nembre conftant ) == — m d3
finmz;8&d(finmz) =m dz ¢of m 7, Pareil-
fement d (fin 7 cofe) =cof ¢ d (finy) + fin 7
d(coft)==dg coftcof 3 —dtfin 7 fin t. De
méme d ( fin )" =m(fin 7)™ d(fin 7( =
andy ¢of 7 (fin 7)™,

2 4. 8i 'on avoitf—;}—{ qui eft Yexpreflion
de 1a tangente de l'angle 7 lorfque le rayon
cft 1, (puifque ( Géom. 278) onacofy:1::

fin 7 tang ¥)y on auroit d (g}-’i) =d((finz)
{¢of7)") =dzcof3 (o 1) -dy (fin7)"

o feofz | dy(Jfing)®__dz(cof3)* ~-dx (fing)?
Ceofi) "=+ (e 3"

'-:C'f{{, parce que (Géom. 281) (cof 1) ==
(fing)? =1

"Donc la différentielle de la tangente dun
angle dont le rayon eft 1, eft égale d la diffe-
renticlle de Uangle , divifée par le quarré du
cofinus de ce méme angle.

D’ou l'on peut conclure aufli que la diffé-
renticlle dun angle, eft égale a la différen-
ticlle d¢ la tangente de cet angle , muld-
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plide par le'quarré de fon cofinus ; en effet,
puifque d (f {) ou d (tang's) e
ona dye=( coj{) d(tang. z).

2 5. Si I'on avoit au contraire kS qui
Jin ¢

(coj{) 3

eft la cotangente de langle 7 , on auroit

LY = d ((cof 1) (fin 11%) = —d7

Jin g ( fing J' — dz(cof7)" ( fing)*

dr fing __‘d{ (cof7)” __——(l{(fn{) —dz (Lof{)‘zs
Jing (fing )2 (eng)r

(;l_{ . 3 donc la différensielle de la cotan-

genze d'un angle , efl €gale d la diffirenticlle de
lalzgle prife négativement) dwvifée par le quarré
du finus de ce méme an, yle MNous verrons, par,
la fuite , 'ufage de ces “différenciations.

Des Differentielles logarithmigues.

2 §. RapPELLONS-NOUS ( Arith. 216) que
les logarithmes font une fuite de nombres
en progreflion arithmétique qw’lconquc s
qui répondent, terme a terme, a une {uite
de nombres en progrc{’ion géométrique
quelconque.

Cela pofé , foient y & ' deux termes
confcutifs dune prograﬁxon géomérrique,
dont r. foit la raifon, & a, @, les deux pre-
miers termes, Soient parciﬂement x & X
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deux termes confécutifs d'une progreflion
arighmétique , dont b & b’ foient les deux
premiers termes. Suppofons de pius que
x & x' font a méme place dans la progref-
fion arithmétique, que y & y' dans la pro-
greflion géomérrique ; qucl cas 4 ox & &
font lcs logarithmes dey &y

Par la naturc de la procreﬂ"on géome-
trique ( Arith.211) onay = ry, & d' =ra;
fubftituant dans la "premiere équation, la va-
leur de 7 tirde de la feconde, on a y' ==
{%, ou L =<, Suppofons maintenant que
ladifférence dcy ayeftz,ou quf’y =y ~7;

nous auronsy;'{ ou 1 %— 2., & par confé.

7 a a—a {‘
Hucnt—:~——-1== ,ou—-==a-—-a.
a

D’un autre coté, la nature de la progref
.ion arithmdétique ( Arith, 204 ), donne x/ ==»
e=5'— b,

Pour avoir maintenant la relation de ces
deux procrcﬁons fuppofons que la diffé-
rence o’ —a des deux premicers termes de la
premiere , foit a la différence 4’ — & des deux
premiers termes de la feconde , comme I'u-
nité eft & un nombre quclconqus m, ceft-dn
dire quea —a:b'—b:: 1: m; nous au-
rons m(d e—ma)=">0 — b ;mettant donc dans
cette dernierc équation , pour @’ —a & b — by
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Yes valeurs qu’on vient de trouver , on aura

w::: x' — 2 , qui exprime généralement la

rlation  d'unc progreflion  géométrique
quelconque , @ la progreflion arithmétique
quelconque correfpondante.

Imaginons que dans l'une & dans lautre
progrcﬂion , les termes confécutifs foient
infiniment voeifins 3 alors 7 qui marque Ia
différence de y' 4.y, fera dy & x'— x quL
marque la différence de x" a x 5 fcra d %

Y = dx

A Végard de m qui marque le rapport de la
différence des deux prcmxcrs termes de la
progreflion arithmétique , & la diffrence
des deux premicrs termes de la progreffion
géométrique , il n’en fera pas moins un
nombre fini , quoique ces deux différences
foient alors infiniment petites , parce que
Pon concoit aif¢ment , que deux quantités
mﬁmmcnt petltes Peuvcnt {e contenir I'une
Pautre , autant de fois que deux quantxtés
finies.

d’cu 1équation fe changera en =

I’équation m‘; Y = dx nous apprend dong
que la différenticlle dx du logarithme d’un
nombrc marqué par y, eft éﬁale ala différens
tielle &y de ce nombre, divife par ce méme

nomorc ¥y, & mulnphéc par le premier ter
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me ¢ de 12 progreflion géométrique fonda-
menzale , & par le nombre m qui marque le
- rapport de la différence des deux pr»mlcrs
termes de la progreflion arithmétique, 3 la
différence des deux premicrs termes de la
progrelfion géomdtrique. Comme ce nom-
bre m fixe, en quelque forte, le rapport des
deux progreffions , on I '1ppehe le module.
" Cn voit donc que felon la valeur que. Pon
fuppofera @ m & au premier terme ¢ de la
progreflion géomctrique , un méme nombre y
peut avoir différents logarithmes. Mais
entre tous ces différents {yfiémes de loga-
rithmes , celui qui eft le plus commode dans
les calculs algébriques, eft celui ou le pre~
mier terme de la progreflion géoméerique

eft 1, & ol le module eft p. Alors I'équation

mad
——(—Z—« dx qui renferme tous Ius différents

f/ﬁ"mps de logarithmes, dev;ent 2 —dx.

27. Donc, dans le fyftéme dc logarith=
mes, en uﬁde dans le calcul algébrique , o
differentielie d x du logarithme x d'un ‘nombre
quelcenquey , eft égale a Za azﬁﬂmzzzcl edydece
nombre dwzfﬂe par ce méme nomére y, Cleft-la
le principe d'apres lequel on peut trouver
facilement la différentielic du logarithme de
toute quantité algdbrique ; mais avant d’en
faire ufage , nous obferverons 1°% que les lgg
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garithmes dont il §’agit ici , nc font point
ccux des tables ; mais on peut facilement
paffer des uns aux autres , comme nous le
verrons par la fuite,

2°. Que puifque le premier terme b de la

progreffion arithmérique , ne {e trouve point
mady

dans 1¥quation

= dx, CCtiZtc deuation
ain{i que P'équation particuliere Z= dx que

nous venons d’en déduire, ont toujours licu
quel que {oit ce premier terme b, Ceft-d-dire
Ie logarithme du premier terme a de la pro«
greflion géométrique. Donc nous fommes
les maitres de fuppoler pour plus de fimpli<
cité, que le logarithme du premier terme de
la progreflion arithmétique eft zéro : &
comme nous avons {uppofé que la progref-
fion géométrique & laquelle nous nous arré-
tons , a pour premier terme Punité, nous
prendrons donc zéro pour logarithmes de
Punité ; mais il faut bien remarquer qu'on
en eft abfolument maitre.

En prenant ainfi Punieé pour premier ters
me de la progreflion géométrique, & zéra
pour premicr terme de la progreffion arith-
métique , ou pour le logarithme de I'unité,
les regles que nous avons données { Arith.
227 & fuiv. ) pour Pufage des logarithmes,
sappliqueront égalementici; ginfi , en ft les
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rappellant & les généralifant, on verra que
aulieu de /(a b) on peut prendre la +- 15,1,
marquant logarithme. De méme ZZ:‘ la —1b,
Pareill~mcnt la"==mla; enfin IV a™ =
la— = la

Cbla pofé , appliquant le principe que nous
venons d'éeablir concernant la différentielle
du logarithme d’un nombre , on trouvera

azx dla4 x)
x =—a dl X ) = - ==
que d! —5 dl (a+ x) o

A=, d[<£:x)c=d(la—l[a+x))=l

a4x?

{ a .- dx - .
L deks) ——, en faifant attention
Q4 @&+ x
que la diérentielle de la conftante /q, eft

ZCro.
Parcillement, dli—: d(lt —1lx) =
——Jc;a’l[x2 zd(zlx)zzulx' dl(xy)
=d (= ly) -’-ff+‘ly d (1) =
d(lx —ly) == —2 d/(d'*-x):d(l(a-%x)
-——l(a——x))——: 24 ‘}'f_ d(l(aa-!—-xx)

drzLa+xx) zrd;\

@at rx = ;L;l+xx dllfﬂ(l + xx-——-
d\/aa:/_‘_— xdx _ xdx  ou
Vav 4 xx Vraa—i-xxl/aa-t-xx Qg4 xic

plus
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tyus commodément , d/ V aa -+ xx =
xsix

df /(aa-:,—xx) _H“,dl (x"(a=bx"y) =4
, (Zxd+l a-+bx" )P—— (mlx +pl{a+4=bx"))
_mdx npbx" "’(l'x

= e Ces excmples fuffifent
pour faire voir comment on doit différen-
cier toutes les autres quantités logariths

miques.

Des Différentielles des quantités exponentielles.

28, ON rencontre encerc quelquefois des quanttés de cette

forme, P , x)’; Ceft -3 -dire, des quanmés dont P'expofant el
varxable On les appelle des quantités Exponentielles.

Pour {avoir comment on doit les différencier , pofons ¥ =z;
alors , en prenam les logarithmes de chaque membre |, nous

aurons [ == Iz, & par confiquent d!/ (x )= -ii—{—; dong
z

dy==73dl (%), ou (en mettant pour 7 & d7, leurs va:
Teurs ) d(x) = =¥ dI (x”); et adire, que la differen

tielle Lune quancite exponentielle | fe tronwve en multipliane cetze
quantité ezponenu:lle, p‘Lr la dff‘r neieile de fon logarithme.

Axnfd(x )_x d(lx )_x d(ylx)—x (dylx-l»-}i—)
Pareillement d (a +y) =d (a )+d(y) — ax d (la)
-}-y{d(ly )za d(xla) +y?d({ly)=ma dxla -
¥ (dgly -+
(aa+xx) dl(aa+xr) = (daq;xjcg (Z(xl(aa+xx)-
(aa 4 xx) (dxl(aa+xx)+a(v+xx) & ainfi des autrese

On fiit aflez Guvent ufage, dans le calcul, de la quantité

De meme (aa -+ xx)x —
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exponentielle ¢, ¢ érant le nombre dont le logarithme = 1. Ly
differentielle de cette quantité, eft, felon ce qui vient d'étre env
feigné , *d (Ic*), ce qu revient 1 ¢*d (xlc)=c"dxley
donc puifque Ic eft fuppolé = 1, on a fimplement d (¢*) =

dxc”. Ceft-i- dire, que cette exponentielle particulicre, a
pour diléientelle , cette exponentielle méme , muliplide
par la différentielle de fon expofant, Nous la retrouverons pag
la fuite,

Applicazions des Reg[es pre’ce’denzes.

29. Pour faire connoitre, par quelques
exemples , l'ufage des regles que nous ve-
nons de donner, & leur avantage fur ’Algebre
ordinaire , nous allons les appliquer aux ob-
jets que nous connoiffons ; ceft-a-dire, a des
queflions de Géoméerie & de Calcul.

Application aux Soutangentes , Tangentes,

Sounormales , &c., des Lignes courbes.

3 0. P o UR mener une tangente 3 une li-
gne courbe quelconque AM ( Fig. 1.), on {c
repréfente cette ligne courbe , comme un
polygone d’une infinité de cotés infiniment
petits : le prolongement 247 de T'un 2 m de
ces cotés, eft la tangente, que I'cn déeer-
mine pour chaque point M, en calculant la
valeur de la foutangente P T, cu de la
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partie de la ligne fur laguclle fe comptent les
abfciffes , comprife entre I'ordonnée P M &
la rencontre T de cette tangente. Voici
comment on détermine cette foutagente,

Par les deux extrémités M & m du coté
infiniment petit M m, on imagine les deux
ordonnées MP, m p, & par le point M, la
ligne Mr parallele & 4 P axc des abfcifles.
Le triangle infiniment petit M r m cft alors
femblable au triangle fini TP M, & donne
cette proportionrm :r M:: PM:PT. Or
fion nomme AP, x; PM,y;ileft évident
que Pp ou fon égal r M fera dx, & que rm
rdx
e

C'eft 1a Ia formule générale pour détermi-
ner la fou angente de quelque courbe que
ce foit, foir que les y & les x foient per-
pendiculaires entrelles, foit qu'elles ne le
foient pas, pourvu que les y foient toujours
paralleles  entr’elles. Voyons maintenant
comment on applique cette formule , a,
chaque courbe dont on a I'équation,

ferady ; onauradoncdy:dx::y: PT =

Suppofons que la nature de la courbe
quelconque A4 M, {cit exprimic par une
¢quation teile qu’on voudra, ou entrent «, y
& des quantités conflantes. Si Pon différen-
cic cette équation , il n'y aura jamais que
deux fortes de termes , les uns multiplids

O
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par d x, les autres muleiplids par dy. Il fera
donc facile , par ls regles ordinaires de
IAlgebre, de urer de certe équation difié-

d x

rentielle | la valeur de 57, laquelle ne con=
dy?

tiendraque des x, des y, & des conflantes : fub-

. 75
ftituant cette valeur dans la formule 225

dx . y
Y X g,,0n aura la valeur de la foutangente

ou

en x, y, & en conftantes ; enfin mettant
pour ¥ fa valeur exprimée en x , que l'on
tirera de I'équation de la courbe méme, on
aura la foutangente exprimée [implement
en x & cn conftantes 5 ainfi pour déeermi-
ncr la foutangente pour quelque point M
que ce foit, il ne s'agira plus que de metere
dans ce dernier réfultar, au lieu de x, la
valeur de labfciffe 4 P qui répond a ce
point M.

Suppofons , par exemple , que la courbe
dont il s’agit, eft une ellipfe dont I'équation

55 .
(dig. 294) clt yy =""(ax — xx). Je diffé-
rencic c'tte équation , ce qui me donne
bb

2ydy =_. (adx — 2xdx) ou 2aay0;y — abldx
— 2bbxdx 5 j'en tire la valeur de %,cn divi-
fant d’abord par dy puis par le multiplica-

s dx 2aa
teur de dx, & jai 299y . 3
¢ ) &I = s s fubll
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ydx _ydx raayt
fuant dans77 jaural dy T abb — 155x>

f fa valeur -
enfin mettant pour y*, {a valeur — (ax — xx)
que donne léquamon de la courbe , & ré-

. pA dx—"xx ax—xx
du'fant ,]aly— ou PT="= )=
(= 1X ;a—x)

valeur qui eft précifément la méme que celle
que nous avous trouvée (.7/g. 301 ), ma1s
que Fon trouve ici, d'une manicre Lien plug
expéditive. Rcmamuons en paflant , com-
bien ce réfuleat }uﬁlﬁ" cec quc nous avons
dit (¢ ) touchant les quantités que l'on re-
jette dans le calcul 5 car en employant ici le
calcul difiérentiel, dont les regles, dans cet
exemple , fuppofenc Pomifiion des quar tités
infiniment pcutcs du fecond ordre, visavis
de celles du premier , nous arrivons au méme
réfultac que dans l'application de 'Algebre 3
la Géométric , ot nous avions dercxmmd
cette foutangente de la maniere la plus di-
recte & la plus rigoureufe. On voit donc
quen rejecrant ainfl les quantités que nous
avons preferic de rejetzer, on ne faic qu'im-
primer au calcul , le caradere quiil doit
avolr pour ex prlmcr I'éeac de la queftion,

On s’y prendra d'une maniere femblable
pour dérerminer les tangentes, Jes founor<
males, les normales , &ec.

Suppofons, pour plus de fimplicité , que

3
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les x & les y font perpendiculaires entre
elles; pour avoir la tangente, on comparera
de nouveau le triangle M m r, au triangle
TPM, & lVonawrarm: Mm:: PM: TM;
or a caufe du triangle reftangle M rm : on
VI Y e Py 2
donc dy:Vdx*+dy* :: y: TM; donc
TM — y‘/dx‘-{_dy’ — y V dx + d y? .

=

dy Vdyt
dxt+dy dez . .
— i L _ 5 ain -
_)’ (]yr. .)/ (Zyr+15 ﬁ, dlf

férenciant 1'équation de la courbe, on en

tircra la valeur de ;—{;, dont on fubftituera
le quarré dans cette expreflion de la~tan-
gentc; apres quoi, mettant pour ¥ fa valeur
en x & en conflantes, tirée de 1'équation de
Ia courbe, on aura la tangente exprimée
en x & cn conftantes. On peut en faire 'ap-
plication a I'équation a lellipfe ; on re-
trouvera la méme valeur quc nous avons
donnée ( Alg. 303 ).

Si l'on veut avoir la founormale, on ima-
ginera la ligne M Q perpendiculaire a la tan-

ente T M, & V'on remarquera que les trian-
gles Mrm, MPQ, qui ont les cotés per-
pendiculaires 1'un a lautre , font fembla-
ples; onauradonc Mrirm ;: PO . P Q;
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geltidire, de:dy::y: PQ =17, Donc,
apres avoir différencié I'équation d\, Ia cour-
be, on en tirera la valeur de j—f, que P'on
fubflituera dans yddy, & achevant commsz

ci-deflus, on aura la valeur de la founormale,,
en x & en conftantes,

Par exemple , pour lellipfe, 'équation y y
b5

= — (ax— x x) ¢rant différencide, nous
aa .

. . bb N dy

donne 2ydy =— (adx— 2 xdx); denc 5o
_bf.(a_zx)

—ada

3 par conféquent la founormale
2z

ydy bb a—a1x bb N 8,
= —=—_ (72 —x),lamlme

chofe que I'on atrouvée ( Alg. 300).

Si Ton vouloit la normale M Q , on la
trouveroit en comparant d¢ nouveau le
triangle Mrim, au triangle M P Q.

Prenons pour fecond exemple de la for-
mule des foutangentes , & de celle des fou-
normales , 'équation a la parabole , qui

( Alg. 356) cft yy=px. En d'Férenciant,

— e —

Tous aurons 2 y dy __.pdx don Z} py &

d dx 2

;ry —L:doncla fout?ange te Y28 o 2V
x z2y° iy 2

2nx

~—=a2x;&la founmmalc A b S ,
‘ *y :

" Cy
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ce qui s'accorde parfaitement avec ce qud
nous avons trouvé ( 4/g. 363 & 364).

Pour troifieme exemple , nous prendrons
Uéquation y™ ~+* =a™ x" qui exprime géné~
ralement les paraboles de tous les genres.

On cft convenu d’appeller parabole , toute
courbe dont I'équation telle que y" —+"=
a™ x® n'a que deux termes , mais ol les
expofants de x & y dans diffiérents membres,
font de méme figne.

En différenciant cette €quation , nous

aurons m =+ ny "t dy = na” x"* dx;

s dx moanx
donc ~ = " *_; donc la foutangente
ay nasxt -
dx m o4 n.yme- 8
Zd fera = 7.7, ou (en mettant pour
Y na™ x
m ydx m4na™x”
—+ n A% M oaann\e v "7,
Y fa valeur o™ x )’ dy = Tham

m—+ g, s« 1> . ]
~——x; dolt Yon voit que la foutangente,
dans ces courbes, eft égale a autant de fois
I'abfciffe x, qu'il y a d'unités dans 'expo-
fant de y divifé par l'expofant de x, ce qui
a lieu , comme nous le favions déja, dans
1a parabole- ordinaire , oh la foutangentg
eft 2 x, & on Pexpofant de y divilé par Pex-
pofant de x eft en effee 3 = 2.

Prenons maintenant , pour exemple, une
courbe dont la nature foic exprimée par une
¢équation entre les difficrentielles des coon
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données. Suppofons , par exemple , que la
courbe BM ( Fig. 4.) foit telle, que les abf=
ciffes AP, Ap, &c. érant prifes en progrefs
(ion arichmétique , les ordonndées correfpon-
dantes P M, pm, &c, foient en progreflion
géomdétrique : cettc courbe qu'on appeile
loga-ithmigue 4 parce que les ordonnées re~
préfentant fucceflivement tous les nombres
imaginables , les abfciffes repréfentent leurs
logarithmes , cette courbe , dis-je , aura
i - amdy _ .
pour ¢quation & = dx , puifque nous
avons vu (26) que cette €quation expri-
moit la relation des nombres & leurs loga<

. dx
richmes. On aura donc 5 ==2", & par con-
dy v

d :
féquent la foutangcntcy—d;x deviendra 2% on

am ; ceft-a dire, que pour chaque point
d’une méme logarithmique , la foutangente
P T eft toujours la méme , & égale 3 au-
tant de fois la premiere ordonnée A4 B
oua, quil y a d'unités dans le module m.
3 1. Lorfque Péquation de la courbe eft
telle , que x croiffant , ¥ diminue , comme
dans la figure 2, alors la ligne r M doit étre
exprimée par — dy (21 ); & la proportion
rM:rm:: PM: PT qui fert a trouver la
foutangente , devient —dy: dx :: y: P T=a
ydx

— ainfi il n’y aura aucune différence
1y :
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pour Ie calcul : le feul changement eft qua
1a rangente au lieu de tomber du cded de
Toriginc A4 des abfcifles , par rapport & Lor
donnée PM, tombera du c6té oppolé; ceft

. - ydx
pourqu01 on peut tOU)Ours prendrc (177

pour la formule des foutangentes : fi les or-
données vont en décroiffant , la valcur

' d .
de yTyf {e préfentera fous une forme négative

qui indiquera qu'il faut porter cette valeur
du coté oppofé a lorigine des x.

Par exemple , fi on prend I'équation au
cercle, Porigine érant prife au centre | c’eft-
a-dire ( Alg. 285 ) 'équation yy = ; aa — xx,
il eft évident que CP ou x ( Fig. 5 ) croiffant,

ou P M diminue ; aufli la {outagente P T
tombe-t-elle du cété de P M oppofé a Vo
rigine C des abfciffes ; & c’eft ce que le cal«
cul dit aufli; car {i Von différencie , on a

p - . d —_—

2ydy == — 2xdx , & par conféquent >~ ="2

' _ydx -—-}/l —(%dﬂ—-xx) (Z_y x

done = = valeur dont
dy x % ’

le figne — indique qu’elle doit étre porteé
gu c6té oppofd a celui que 'on a fuppofé en

prenant}—'dd—x pour formule de la foutangente,
y

Prenons encore pour exemple, 1'équation
xy = aa qui eft a 'hyperbole entre fes afymp-
totes ( Alg. 347 ) : nous aurons ydx-xdy=0,
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: z d — d .
& par conféquent &= = =%; donc L-Z =
—xy dy y <y

, =~ %3 Ce qui nous apprend que pour,

mener une tangente & I’hyperbole confidé«
réc entre fes afymptotes , il faut prendre
fur I'afymptote voifine du point Men quef-
tion ( £ig.7) & du c&té de P M oppoflé au
point A origine des x, la ligne P T'= AP,
=

On voit avec quelle facilité toutes ces
chofes fe déterminent par le calcul diflés
rentiel.

A Yimitation des paraboles de tous lecs
genres, on appelie Hyperboles , rapportées 2
feurs a ymptotes, toutes les courbes dont
Véquation telle que y" =g"+"x—"n"a que
deux termes, mais ou les expofantsde y &
de x dans différents membres , font de
fignes contraires. On peut encore prendre
ces courbes pour exemple ;3 nous le laif-
fons a faire au Le&eur, On trouvera la fous

~n > ) . 3
tangente = =— — x; ceft-a-dire, qu’elle

tombe du coté oppofé 4 Vorigine des x, &
qu'elle cft égale a autant de fois labfciffe
qu’il y a d'unités dans I'expofant de y divifé

par Uexpofant de x.

En général, par ce calcul , on détermine
ala fois toutes les foutangentes , tangentes
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&c. de toutes les courbes d’une méme fa
mille : on appelle ainfi les courbes dont 1'é-
quation ¢ft formée de la méme manicre, &
ne différe que pir la grandeur des expofants;
ceft ainfi qu'on aypelle Cercles, en général,
toutes les courbes dans lefquelles une juif
fance quelconque de l'ordonnée ; eft égale
au produit de deux puiffances quclconques
des deux diftances de cette ordonnée aux
extrémitds d’une ligne a, fur laquelle fe
comptent les abfcilfes. Leur équation cft
Yy =x"(a—x)" qui comprend le cercle
proprement dit , lorfque m = n = 1. L¢-

. c
.quation ym+" == %" (a— x)"

les ellipfes de tous les genres; & y™+r =

repréfen*e

-:—x"‘ (a—+ x)"yainflique y™+ " == % (x—a)"
repréfente les hyperboles de tous les genres.
On dérermine la figure de ces courbes, par
le moyen de leur équation , comme nous
Tavons vu pour les fections coniques ( Aig.
283 ); mais en obfervant que y n’a qu'ure
valeur réelle, lorfque fon expofant eft im-
pair, & deux lorfqu’il eft pair, voyez ( A/g.
®x72 )3 ce qui fair qu’a une méme abfcifle;
il ne répond qu’une branche de courbe,
dans le premier cas, & deux dans le fecond ,
mais qui tombent de différents cOtés de €3
méme axe.
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3 2. Lorfquon fait déterminer les tan-
gentes , normales , &c. on peut f'ac1lement
réfo wdre les deux queftions fuivantes 1° D’ur
point donné hors d’une courbe , mener une ran-
genze d cetre courbe, 2°. D’un point donné par«
tour ou ['on voudra dans le plan &’une ligne
courbe y mener une perpendiculaire @ cete
courbe.

En effet, concevons que D M ( Fig. 8)
eft la tangente demandée. La valeur gé-

{ .
nérale de P 7 ou yd' % fera facile 3 trouver

Y
par le moyen de I'équation de la courbe. Si
Yon mene D 7 parallele aux ordonndes ¥ M,
la ligne D B & fa diftance B4 a 'origine A4
des abfcifles, font cenfées connues , puifque
le point D eft {uppolé donné. Nommant
donc B, hy AB,g; AP,x; & PM, y;on
2ura BP —g++x, & TB=PT— BP =
yd{i:c — x — g. Or les triangles fembla-
bles T D, TPM, donnent 7B: BD ::
TP:PM; c’eﬁ—ﬁ—dire,%ly—x —x—g:h:

ydx, . dx . don ydx hdx
’?17.-}/011..(2“.‘, Cc {iy——x——g__d—.

Mettant donc dans cette équation, la valeur
Zx - 3 . -
de (—; tirée de I’équation de la courbe diffé-

renciée , ou aura unc équation en x, ¥y &
fonftantes, dans laquelle mettant pour y fa
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valeur en x & conflantes , tirde de 1'équis
tion méme de la courbe, on aura I'équation
ul donnera la valeur de x, qui répond au
oint M ol doit aboutir la tangente ; & s'il
eft poflible de mener du point D plus d’unce
tangente , Péquation donnera les valeurs
de x qui conviennent aux diftérents points
ou doivent aboutir ces tangentes.
S’il s’agit d'une perpendiculaire , alorg
imaginant que ce foit D Q ( Fig.); P Q fera
%? (30);or les triangles femb'ables D B @

& MPQ domment DB:BQ:: PM:PQ,

c’efl-a-dire, ( en employant les mémes déno-
L. : d

minations que ci-deffus) &g —t-x +272 ¢
X

vy oAy 4 kdy ydy
y'dx Ou"l'dx’aonc zlx~g+x+ dx 3

équation dont on fera le méme ufage que
dans le cas précédent.

Les deux folutions que nous venons de donner, peuvent
€ire {implifiées en faifant pafler ’axe des abfcifles par le peint
donné LD, & Je laiffant parallele 2 fa premiere pofitin; ceft-
d-dire, en prenant DK ( Fig.8 ) pour axe des abftilles , ce qui
wexige autre chofe en failant KM == 7, & par confiquent
7=y— h,ouy=—ryz+4 /i, quede {ubflituer, tant dans I’équa-
tion de la courbe, que dans celle du probleme. 74 4 au lieu
de . On peut aufli prendre le point L pour origine des abfiiffes,

Lorfque la courbe a un centre,, comme le cercle, I'clliple,
8:c. on1 peut toujours {uppofer que le point D eft fur un diame-
tre , alors la folution devientbeaucoup plus fimple.

dx .
3 3. Remarquens encorz que iy CxXprime
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fa tangente de I'angle qne la courbe fait en
. 3 > d
chaque point, avec l'ordonnée ; & TZL ex=
X

prime celle de l'angle que la courbe fait
avec l'axc des abfciffes. En effet , dans le
triangle reGtangle Mrm ( Fig.1), on a (en
fuj{v/[pofant le rayon des tables = 1) rm:
rM :: 1: tang rmM, donc tang mM =
M d 5 -

r;; ==Z—;. Donc {i Pon veut favoir en quel
endroit une courbe, ou fa tangente, fait avec
Yordonnée , un angle donné, ou dont la tan-

gente eft connue , ayant repréfenté cette
£ 2%, ainfi dé
tangente par mz, on aura m — Zy 3 ainit de-
terminant , par la différenciation de I'équation
d
de la courbe, la valeur de %= , & 'égalant a m,

on aura une équation dans lzquelle fubfli-
tuant pour y f{a valeur en x & conftantes ti-
rée de I'équadion de la courbe, onaura la
valeur ou les valeurs de x , qui répondent
aux points ol la courb. fait un pareil angle
avec Pordonnde; & fi la courbe ne fait nulle
part avec Vordonnée un angle ¢gal a Pangle
donaé , on trouvera que la valeur ou les
valeurs de x feront imaginaires, ou bien 1'é-
quation indiquera une abfurdité manifefie.
Par exemple , dans Phyperbole qui auroic
pour ¢quation yy =2 (ex -+ xx) on trou-
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dx 1y ’ 4 3
yera = s, lequel deant égalé amy
2 . .
donne —— ou —X— — ;m ; d’ou Lon tire
2444 % Q- 1x

¥ =ma—2 mx:mais I'équation dela courbe

donne y = Vs (ax+4»x); doncma—-2mx =
V2 (ax 4+ xx) OU, €N quarrant mmiaa — 4mmax
4 gmmxx=2ax-+2xzx. Silon demande
maintenant , en quel endroit cette hyper-
bole fait, avec Pordonnée, un angle de 45°;
comme la tangente de 45° cft égale au rayon,
on aura m==1, cc qui réduic I’dquation 2
A 44X+ 4 XX == 2 a2~} 2 Xx OU 2 X X =+
2 ax -+ aa= 0, qui ctant réfolue donne x
= —— a4V isa—saa=—a+tV iaa
valeurs imaginaires, 8 qui font voir que I’hy=
perbole dont I'équation particuliere eft yy =
2 (ax-+xx), ne fait nulle part, avec l'or-
donnée, un angle de 45°.

Quoique ce que nous venons de dire dars cette derniere re«
marque , & dans la réfolution des deux queftions précédertes,
femble sappliquer ¢galement aux courbes dont on auroit 1’é-
quation différencielle; en y faifant atiention, on verra cepen=
dant que pour celle-ci, le calcul ne peut pas fatisfaire entiere~
ment ¢omme pour celles dort on a P4quation en rermes finfs.
En efiet, lorfyue I'équation qui réfout la quefiion, renferme

. e d
encere x & y apres la fudflitution de la valeur de Z—x, I’¢qua=
[¢

tion de la courbe ne peut fervir 4 chefler y, puilque par Ia
fuppofition_elle renferme dx & dy. Er gquand méme elle ne
renfermeroit que x, cn ne fercit pas sir que cette valeur de x (a=
tisfit 4 1a queftion, il faudroit, pour cela, metre cette valeur
de x dans Jéquation de la courve, & en déduire pour y une

valeug
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waleur réelle; or on ne peut en augune maniere, tirer de cette
¢quation la valeur de y. -

La feule maniere de réfoudre ces queflions, en pareil cas,
eft (en fuppofant la courbe déja cenftruite, ) de confiruire
auffi I’équation que l'on a eue en exprimant les conditions de
la queflion, ce qui donne une feconde ligne dont Pinter=
fection, ou les interfeCtions avec la premiere, donnent la
folution ou les folutions demandées,

34. On peut encore , par les mémes principes, déterminer
les a(ymptotes redilignes des lignes courbes,

En etlet une courbe 2 une alymptote reétiligne , lorfqu'ayant
quelque branche qui s'étend 3 P'infini, la tangente 3 Pextrémité
de cette branche , rencontre 'axe des abfcifles cu celui des or-
données, 3 une diftance finie de V'origine. Ainfi (Fig. 6) f

de la foutangente £ T ou yddx

d y
on aura%f—x pour la valeur de A4 T ou de la diftance de
PP . .
Iorigine .4 julqu'i la rencontre de la tangente:il n'y aura

on retranche I'abfciffe 4 Pou x,

donc , aprés avoir calculé Ja valeur de }-'—:—J-c-- %, qu'a fgaler

cette valeur 3 une quantité finie s ; par le moyen de cette équa~
tion , on chaflera y pour avoir une équation. en x & s, ou
bien on chafleza x pour avoir une équation en y & s5. Alors
fuppofant y ou x infinie, s’il en réfulte une ou plufieurs va=
leurs finies pour 5, ce feront les diftances A € ot doivent pafler
les afymptotes de la courbe. Mais comme une feule diffance
n’en détermine pas la pofition, on imagivera, par l'origine 4 ,
la ligne 4 K parallele aux ordonnées, & on remarquera que les

triangles femblables TP, TAK , donnent TP : Pl :: T4 :

AK; c'cﬁ;i-dire,ﬂ;y; :J’dx__x:AK:y_xdy. On
d dy xdy dx
calculera donc, de meme, la valeur de y -7 & I'ayant

fuppolte égale 3 une quantité finie z, par le moyen de cette équa-
tion & de celle de 1a courbe , on éliminera x ou y; & {uppofant
v ou x infinie, 1a valeurou les valeurs de z qui en réfulteront,,
donneront les diftances .4 R od pafle I'afymptote.

Par cxemple , fi 'équation de la courbe éroit y* ===x* (2+%) 4
on aureit 3y dy==12 xd x (a+% ) 45> dx == 1 axdsc43%* dxy
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3
donc y‘d_’f -— = 3) — X, 0Uu ( en meteant pour r¥,
L ax-+3 5*
{ ax*4-3 x3 a x? ax
favaleur),x(-y—xzs +3 -x= = =53
dx 1 ax~+3x° 1ax~+-3x*  2a43X
fuppofant donc x infinie, (C’elt-3-dire, négligeant 2a vis-3-vis
a . xd
de 3 x) onaura s == —. On trouvera de méme y — = J =
ax
1ax 43 x3 33— axt —3x3 .
— T T a2 TR T 0T qui, en mettant
3}.1 3]1 2
ax*
pour 3 fa valeur, fe céduit a "'———-"——-—: == ¢; fuppofant
\/\a +x )

donc x infinie, on aura r—= ta

Si la valeur de s étant finie , on trouvoit celle de r infinie,
ce {eroit une preuve que lafymptote cft parallele aux y. Elie
feroit, au conrraire, parallele zux x, fis étant infinie, ¢ étoit
finie , ou zéro on infiniment petite.

35. Dans tout ce qui précéde, nous avons fuppofé que les
ordonnées éroient paralieles, & qu’elles étolent comptées de-
puis la ligne méme fur laquelle & comptent les abfiiffes. Mais
1l arrive aflez {ouvent que Ten fait partir les ordonnées d’un
point fixe; que quefois on prend pour abfcifles les arcs d’une
ligne courbe our ordonnées des lignes droites ou des
lxgnes courbes. Mats en pénéral , i quelques lignes que [oient
rapportés les points de la courbe principale, on a toujours ,
ou Pon paur tniours avoir une équation qui exprime la re-
lation des abfcifles anx ordonnées. Loriqu’on veut en faire
ufage pour dérerminer ies tengentes , ou d’zutres lignes, il faut
faire en forte que les lignes que 1’on emploiera pour détermi-
ner ces tangentes, ne Tenferment d'autres différencielles que
ceiles des varizbles qui entrent dans I'équation de la courbe.
Novs allons en donre- quelques exemples.

36. Suppolons dasord que o A (Fig. 9) ¢rant une courbe
connue dont on f2ft mener les tangertes, B 8 foit vne courbe
qui ait porr abfifles les arcs 447 de la premirre, & pour
ordonndes les I gnes A5 prraileles 2 une ligne donne : 1a rew
lation de A4 47 a M S éranp exprimée par une équation quel-
conqué, on demande comment on meneroit une tangente en
un point doriné S de la courbe B 5.

On imaginera, comme ci-devant, laruxrummentpem $5,
tont le prolongemen* S@, oula tangemc, rencontre en @ 13
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yargente I T au point correfpondant A7 de In vourbe 4 M
& ayant mené la i igne Sk parallele a 377 ou d A7, le triany

le tks fera (‘en‘bhb‘c au triangle QAMS , en {orie que P'on 2ura
JFo Sk MS: (3 oren nommant arc 4 5%, « 5 % Pordonnée
MSyy;ona vVim=38k=d«, & [k=fm—8ED -« v,qom dy:dx:s

1 d

YA = ‘~— 5 prenant donc fur Ja tangente J/ I 2 partie M1 D
r gl

égale 2 la valeur de -:l_ ¢éterminde par la différenciation de
4y

Péquation de la courbe, on aurale point O, par quuel & pat
le point &, menant Qb ele fera latangente demandée.
Suppoions s par excmple, que la courbe BS foit confiruite
en prenant toujours I'cr .onnée MY égale  vhe partie déter-
minée de I'arc 444 ; c’ell-i-dire, que A5 (it toujours 3 A
dans le rappor: donné de a 4 b, on,aura doncy :x::a: 4,
en (orre que I'équation dela courbe fera by=—uax, Difirencian: 4
x b ydx
on a bdy = adx , & par conféquent - =—; donc“T ou JZ Q@
b . J @ -
fora > ; or par P'équation, ona = =« ; donc MQ = x. Ainfi dans
a a

toutes les coutbes dont les orionrées paralleles feront toujours
en méme rapport zvec les abfcifles Lorrefpordames , droites
ou courbes , la foutangente A/Q fera tounjours égale 3 l'abfifle
correfpondante A M.

37. Lor(que la conrbe A4L fur laquexle on p"cnd les ab-
feifles, eft un cercle ; Pordonnée 275 érant toujours a Varc M
dans un rapport conﬁan Ia courbe BY efl ce qu'on appelle
une cicloice. Cleft la cicloide ordinzire (ou celle que trace le
point d’ure circorfirerce de cercle roulant fur un plan),
lorfgu’on prend toujours Vordonnée A4S === 4 4f. Si Lon
prend J /[S plus grand que 4 A£, mais toujours en méme rap-
port entr’eux , on a la U(lmde mlovgée, au comratre, on &
la cicloide acconrcie en prevant M S plus peut que A M.

38. Siléquation de la courbe i laquelle il s’2git de mener
nn= tangente 4 au lieu d’exprimer le rapport de 4/ 42 A M S,
exprimeit celui A M a PS8y Jeft-a-dire, fi les arcs Aﬂl
érofent les 2bltiflis x, & que les ordonnées PAIS ) 5, f&
comp-aflent depuis une ligne droite déterminle A P alors on
tmenant Sz prrallele 2 4P oa dérermineroit la foutangente 11
fur la ligne 4 P, ence te maniers. .

Comune la courbe £ A eft {uppofie connue; on eft cenfé

D a
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econnoftre fa foutangente & fa tangente en chaque point} ainff

nommant P T s, & I'M , ¢, onausra, en m.nant A rparallele

A AP , & comparant les triangles TP M & Mym, TP : Ti1::
. d

Hr:Mm; et d-dire, s:¢:: Mridx; doneMr =225
. 3

=S u, (en menant § i parallele 3 4P) Comparant donc leg

triangles femblables Su /'8 [PS, ouaura uf: Su:: P§: PI;

dx
or P S étant aluellement y, uf et dy; donc dy: ! it
, 4
1: Pl = _Jz}d x. Ainfi différenciant V'équation de la courbe,

on aurala valeu{ de ? y qui érant fubflituée dans Jt]dd-x don-
nera la valeur de P I débarraflte de diférences. 7

39. Quelquefois on me donne pas I’équation de la courbe,
par la relation des abfciffes aux ordonnées, mais par celle que
chaque ordennée de cette courbe , eft {uppolée avoir avec les
ordonnées correfpondantes de quelques autres courbes connues,
Pour mener les tangentes , dans ce cas, voici comment on s'y
prendra. Suppofons, par exemple, que la courbe B S (Fig 16),
réfulte des deux courbes connues 4L & €.V, aa mayen d’uns
é3uation entre les ordonnées correfpondantes PL , P |, PN,
que Rnous nommerons refpeltivement x, y, 7. Puifque le
courbes AL & CN font {uppolées connues, leurs foutangen-
tes PS & PR (ont fuppofées connues ; nommons donc PS, ¢,
& PR, s'; &imaginons l'ordonnée infiniment prochep aml,
& les lignes L w, 44 r, no paralleles3 4 P, Les triangles fem-
blables LPS, Zu I donnent £8: PL: : Lu:ul, ceft-1 dire,

d
#ix:iLusdx;donc Lu== 2% 2= My, Orles triangles fem-

X
blables TPM | #frm , donnent rm : M r: PJ£:PT, c’ell-2e

sdx sydx

ﬂire,d_y:—x—::y:PT; donc PT = ; dorllcfil'c'qua-r

- xay
tion de la courbe ne renfermoit que x & y, on aurois, es
ey . . dx ,
différenciant cette équation, la valeur de 75 laquetle étant
fublituée dans —2 d x
xdy
de différences ; mais comme cette équation renferme x,y & 7,
fa différencielle renfermera dx, dy & dt ; il faut donc avoir
Ia valeur de dy exprimée en dx ou dy. Or les triangles femblas

, donneroit 1a valeur de £ T, débarraflie
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bles Non& N'R donnent No:onou Lu:: NP: PR ;ceftm
a-dire , (en faifant attention que P A4 avgmentant, P N dimi-
nue, en forte que (a difference &/ O ou &7 eft négative) —dzz
sdx szdx

. « ofs —— . R
——rrges’;donc dy = — 3 ainfi, en mettant , dans

. y Rt Sk
Péquation différencide de la courbe, la quanfité T au
s
fieu de d7, on aura aifément la valeur de S—it, que Von fubftis
' d %
tuera dans la formule -2~ de la foutangente.

xd
Pour donner un cxempl}e , luppofons que 4 L & €N érant
deux courbes connues quelcorque, on prenne toujouts l'or=
donnée P 47 moyenne proportionnelle entre P L & PV ; alors
on aura x:y::y:y:ouw xy — y*, pour I'éguation de la cour-
be B2Z. Ditiérenciant , il vient xdg—41dy=— 1ydy , fubfliruant

d
pour d fa valeur générale — i x, ona -——--Jid—x..;.{dx:u
dx % 4 s!

dy, d’ot Ton tite ——— — ~—rZ—:
:,;/d:};, ol LO_?J’H;C 75 =y done P T ou
——— deyient ——=— | ou en mettant pour »* fa valeur xg,
xdy x7(s'-5)" ;55

& redutfant, £ T ==

s —s"

11 et aifé de varier ces exemples , en prenant telle équation
que Fon voudra, entrex, y & z. On peut, i 'on veat, fup-
pofer que AL & € & font des lignes droites (Fige. 11), Dans ca
cas, & en prenant toujours £ # moyenn= proportionnelle en-
tre PL & PN, la courbe BAZ eit une fection conique. Savoir,
une parabole , quand le point C eft infiniment éloigné ; ou que
la ligne droite C AV eft parallele 4 A C. Une elliple , quand les
deuxangles HA C & HC A font aigus; & particulierement , un
cercle quand ils font chaeun de 45° , une hyperbole quand 'un
de ces deux angles eft obtus,

40. Lorfque les ordonnées partent d’un point fixe, alors
on prend pour abkifles les arcs d’une courbe connue, qui le plus
fouvent eft pn cercle; c'eft-i-dire, que , dans ce dernier cas,
J"équation exprime la relation de l'ordennée C34 (Fig. 12),
avec langle 4 C A7 que cette ligne fait avec une ligne fixe
AC; ou bien elle exprime la relation de cette méme ordennée
CAL avec Iarc O décrit d’un rayon déterminé.

Pour mener les tangentes, lorfqu'on a ['équation entre
Vordopnée C M & Vangle A C M ou l'arc OS5, on imagige ,

Dj
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que pout chaque point A7, on éleve fur CM une perpendicul
Liire CT qui rencontre la tangente 177 ¢n T'; 2lors imaginant
Yarc (rfimment pedt A" m, & menant ordonnée m €', on
congoit que du rayon € 44, on ait décris Tarc 21r que lon
peut regarder comme une ligne droite perpend.culaire en r
a3 Cm. Comme Vangle Acomr differe irfiniment p-u de Van-
gle T4zC, les triangles A vie & TCZL (ont {emblables, &
domnent rm:¥r7:: CM : CT; Ceft a-dire, ( en nommuant

CM,y)dy :Mr::y: CT:ﬂ[rx

& fon rayon a, les feGeurs f'cmb;:.ﬁ,les CSs & CJHMr donnent
€S;:CHM:: Ss: Mry Celt-i-dire, a:iy:: dx: ]Ilr:‘}ix,
mettant cette valeur de A7, dans cellede € TyonaCT ,aou
la foutangente , = )gd—x. Or puifquen eft fuppoié avoir la
relation entre y & x, il fera facile, en différenciant Péquation

Y
; nommant 'arc OS5, x,

. . . . dx
qui exprime ceite relation, d’avoir la valeur de 770 laquelle
Y

fubflituée dans la valeur de CT, donnera une nouvelle ex-
preffion de C T, délivrée de différences.

Silon fuppole , par exemple , que Pordonnée €44 (Frg. 13)
foit roujours a V'arc correfpondant O 8, dans le rapport de m 4 71,
Ceft-d-dire, que y 1t m:z;, on aurany==mx, donc ndy ==

dx 7 *dx y* n

mdx, & par conféquent -~ —= -, donc cr=2"F. Y "

y ny , 4y, mo gy ady a m

= - x — ;or,parPéquation, ona —= == x , Conc CT ==
yx & m i m

*—, Donc fi du point £ comme centre, & du rayon C 47, on

a
décrit Parc MQ , on aura C7 égalilarc MQ ; eneffet les fec-
teurs lemblables COS & QA7 donnent €5: O8:: CM: HQ 4

ceft-i-dire, a: x::y: _Z,’IQ::'Zf, donc €T = 24 Q.
. a

La courie que nous venens de confidérer , eft la fpirale

L
d’Archimede.

41. Cencevons encore que O S (Fig.14) étant une ligne
connue, ou d.nt on fait merer les tangentes, on conftruifc la
courbe BAZ, par cette condition, que €S, x & CAH, y, aient
gntrelles une refation déterminée & exgrimée par une équay
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Fon donnée. Si Ton congoit I'arc infiniment petit Mm , les
ordonnées C M, Cm, & les avcs M r, Sq, décrits ducentre G
& desrayons U M, €5, i} eft clair que la différenciation de
Y'équation ne donnera que le rapport de dy i dx oude rmi /g,
puifjue y & x funt les (vules variables qui entrent dans cette
équation’y or , pour déterminer la fourangente C T, il faut avoie
le rapport de rm a7 AL voyons donc comment on peut déterw
miner r # en vertn des condiions de la queltion,

Puifque la courbe O J eft connue, la foutangente C () eft don-
née poun chzque point $s; or les triangles femblavles QLS Sgf
donnent C§: €@ : 4 ¢f: ¢8; doncmommant €, 5, on aura

d . .

xrsiidx:g St .J__x; mais les feCteurs femblables CSQ, CAfr

. x ] sdx sydx

donnent C8: CH ::Sq:Mryoux:yis —: Jlr= -
x xud
il eft donc ais# mainterant d'avoir la foutangente CT, en
comparant les triangles femblables 47 rm & 1€’ 44 qui donnent
a7 ge H -

rm:rd: CH: CT,oud_y:J‘/“l::y: cr=21% dj
© xx x*dy *
Pour appliquer ceci, {uppolons que Ja courbe B J foit cons=»
truite en prenant roujeurs 3./ deméme grondeur, ou égale d
une ligne donnée a, quelque foir dailleurs la ligne O S, Nous

x
aarons donc x+ a=y. Denc dx = dy, & par conléquent —— = 1

by

. S .
la foutangente €T devieat donc €T = —}% que Pon conftruira
x

-en cette maniere.

Ayznt mené la tangente SQ , on lui menera, par le point 24
1a parallele MX 5 puts tirart ¥.X7, on menera , par le point &7,
Ja ligne MI parallele 3 S.X°; AT (era la tangente demandée.

n effet, les triangles femblables C5Q & CMAX donnent ¢Sz

CQ::CM:CX,oux:sizy: (.‘X:J_y. Pareillement , les
x

triangles femblables CS X' & CM T, doment C5: CX:: €M CT,
ou x: ‘Z::y:CT; donc €T =¥
x x

On voit, par ces exemples , comment on doit {e conduire
dans application de ces méthodes i d’autres cas. Remarquons,
€n terminant cette inatiere, que lor(que OS eft une ligne
droite , la courbe B 2 que 'on forme en prenant toujours & 27
de méme grandeur, el ce quwon appelle la Conchoide de

Licoméde, D
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Application aux limites des lignes
courbes y & en général, aux lLimites
des quantités, & aux queflions de
maximis & minimis. .

. dx .
42, Nous avons vu {33) que 7y &%

primoit la tangente de I'angle que la courbe ,
ou fa tangente , fait, en chaque point, avec

Yordonnée , & que ‘—1% exprimoit celle de

Tangle que la courbe ou fa tangente faic
avec l'axe des abfciffes.
Donc, pour favoir en quel endroit la tan-

gente d’une courbe devient parallele aux
ordonnées, il faut chercher en quel endroit

{Z - L
la valeur dc d—x devient zéro, ou ce qui re-
- y - . L]
vient au méme, en quel endroit 'd x devient

zéro ; & pour favoir en quel endroit la tan-
gente de la courbe eft parallele aux abfciffes,

. . d .
il faut chercher en quel endroit 2% devient

zéro, ou ce qui revient au méme, en quel
endroit dy eft zéro. Car il eft évident que
dans le premier cas , 'angle de la courbe,
avec les ordonnées eft nul ; & dans le fecond
cas, l'angle de la courbe, avec les abiciffes
eft nul,
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Il fuit évidemment de-1d, que fi 'on veut
favoir i une courbe dont on al'équation, a,
dans quelque endroit , fa tangente parallele
aux ordonnées ou aux abfcifles, il faut diffé-
rencier cette ¢quation, & en ayant tiré la

valcur de Z—x, fi 'on égale le numérateur de
y

X

la valeur de g—; s
qui ,-conjointement avec 1’équation méme de
la courbe , donnerala valeur de x & celle de y
qui déterminent en quel endroit la tangente
eft parallele aux ordonnées; enforte que ficela
arrive en plufieurs endroits, on aura piufieurs
valeurs pour x & plufieurs valeurs pour y.
Au contraire , fi on égale le dénomina-
teur a zéro, cette équation conjointement
avec celle de la courbe , déterminera les
valeurs de x & de y, qui répondent aux en-
droits ol la tangente de la courbe devient
parallele aux abfciffes. Il faut cependant
obferver que quoique d x foit toujours zéro ,
quand la tangente eft parallele aux ordon-
nées , & que dy foit z¢éro quand la tangente
eft parallele aux abfcifles , on ne doit ce~
pendant lorfqu’on a trouvé la valeur ou les
valeurs de x réfultantes de la fuppofition
dx =0, oudy =0, en conclure que la tan-
gente eft parallele aux y ou aux x, quau-
tant quon n’a pas en méme temps d & == o

a z€ro, on aura une équation

6 dy=o,
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Pour éclaircir ces regles, par un exemole
familier , prenons la courbe qui a pour équa-
tion yy+xx=3ax— 2aa-+25y—bb,
qui, en fuppofant les x & les ¥ perpendi-
culaires entrelles , appartient au cercle,
(Alg 492).

Les lignes AP ( Fig. 15.) font x, & les
tignes PM P 2 fone lcs deux val eurs dey
que la réfolution de cette ¢quation donne
pour chaque valeur de x.

51 Pon différencic cette équation, on aura
2 ydy =2 xdx = 3 adx == 2bdy , d’oli 'on tire

x 1y—:2 b
dy ™ 3a—aix*

Egalons d’abord le numdérateur i zéro;

our avoir les endroits ot la tangente devient
- parallele aux ordonnées. Nous aurons 2y ——
2 b =0, ou y = 4. Subftituant cette valcur
dans l’équation de la courbe, il vient 55 4~
xx = 3 ax~—2aa-+-2bb—bb, 010 xx—3 ax =
2a¢a, qui ¢aant réfolue donne x = Iqg 4
¥ % aa; ceftadire, x=2a, & x=a; ce
qui nous apprend que la courbe, ou fa tan-
gente devient parallele aux ordonndes , €n
deux points R & R’, qui ont chacun pour
ordonnée la ligne 5, & dont I'un R, a pour
abfcifle la ligne AQﬁ a, & Pautre R a pour
alfciffe la ligne AQ'==2a.

Egalons maintenant 3 zéro le dénomis

4
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d )
niateur de la valeur de ix, pour favoir en quel

endroit la courbe, .ou fa rangente, devient
parallele aux abfciffes : nousaurons 3¢ — 2 x
=0, oux ="+ a. Subftitvant céttc valeur dans
Véquation de la courbe, nous aurons yy + 3 aa
=%az—2aa4-2by—1tb,ouyy—2by—
bb =< aa; & tirant laracine quarrée , y =— b
—-+ta;doncy =>4+ Lg;celtadire, y=>b
~+Lta, &y =»5b—=*a, cequi nous apprend
que la tangente devient paraliele aux abfcif-
fes, en deux endroits ou points 1" & T’ qui
ont pour abfciffe commune la ligne 4§ =2 g,
& dont I'un T"a pour ordonnée ST'=4+1 a,
& l'autre T, a pour ordonnée la ligne § T'=5
1§

— &

Des points Q & Q' font ce qu’on appelle
les limuzes des abfcifies , parce qu'entre Q &
Q’, a chaque ablcifle AP répondentdes va-
leurs réelles PAM & PM/ pour ¥ ; au licu
quentre @ & 4, & au-dela de Q' par rap-
port a A, il n’y a aucun point de fa courbe,
en forte que {i on fuppofe x plus petit que
AQ oua, ou bien plus grand que 4Q" ou
2 a , on ne trouve aucunc valeur réelle pour y.
En effec, {i dans I'dquation on met au lieu
de x une quantité a — ¢, plus petite que a, ou
une quantité plus grande que 2 a , ou telle que
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2 ¢ 4 ¢ ; on trouvera en réfolvant I'équation;
ue les deux valeurs de y font imaginaires,
Pareillement, {i par le point 4 on congoit
A L parallcle aux ordonnées , ceft-a-dire,
Yaxe des ordonnées ; & que par les points
I'& T',onmeneleslignes 7L, T L' paralleles
aux abfcifles ; les lignes AL = 8T =5b —+a,
& AL = 8T = b+ 1 a, font les limites des
ordonnées; car il eft évident qu’il ne pent y
avoir d’ordonnée plus grande que A4 L' ni
plus petite que #L, la tangente devant étre
parallele aux abfcilles. Aufli, fi 'on met dans
Péquation de la courbe , au lieu de y une
quantit€ plus petite que b — + a , quon
mette, par exemple , 6 — 3 a— ¢, on verra,
en réfolvant 'dquation , que les valeurs de »
font imaginaires. L.a méme chofe arrivera i
on met au lieu deﬁy, la quantité 64~ ;a~+q,
plus grande que b+ Za.

4 3. L'ordonnée ST eft la plus grande de
toutes celles qui aboutiflent & la partie cofl-
cave R T" R’ de la circonférence. L’ordon-
née S T eft la plus petite de toutes celles qui
aboutiffent 3 la partie convexc ; & les or-
données QR & Q'R’ font, tout & la fois, les
plus petites qui aboutiffent & la partie con-
cave , & les plus grandes qui aboutiffent i 1a
partie convexe. .

44. Ainfi , la méme méthode fert en
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méme temps , 1°% a déterminer les limites
des abfcifles & des ordonnées; 2°, a déter-
miper dans quels cas la tangente devient

arallele aux abfciffes , ou aux ordonnées ;
3° enfin, a dérerminer les plus grandes & les
plus petites abfciffes ou ordonnées.

4 5. Or de quelque maniere qu'une quan-
tité foit exprimée algébriquement , on peut
toujours regarder I'expreffion algébrique
qui la repréfente , comme étant celle de
Vordonnée d’une ligne courbe, Par exemple ,
fi f’—i—(af‘;—f-) eft T'expreflion d'une quanticé
que j'appelle y, auquel cas J’ai y = ’—‘%:i), je
puis regarder certe équation, comme érant
celle d'une ligne courbe dont x feroit I'abf~
ciffe , & y Pordonnde. Alors fi la quantité

x* % (a~—x) ' . .
—* peut , dans un certain cas, devenir
aa

plus grande ou plus petite que dans tout
autre , ( ce qu'on appelle étre fufceptible
d'un maximum ou dun minimum ) , 1l eft
vifible qu’il faut fuivre exattement la méme
méthode que ci-deflus ; c’eft-a-dire , diffé-
rencier cette équation, & en ayant tiré la
valeur de %, égaler a zéro le numdratcur

ou le dénominateur de cette valeur.

4 6. Ceft 4 cela que fe réduit laméthode
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qu'on appelle de maximis & minimis , qui eft
une des plus utiles de lanalyfe , & qui a
pour objet de faire trouver, entre pluficurs
quantités qui croiffent ou décroiffent fuivant
une méme loi , quelle eft la plus grande ou
la plus petite, ou en général celle qui a cer-
taines propriétés dans le plus haut degré a
I'égard de toutes fes femblables. Nous allons
cn donner quelques exemples , pris dans la
Géoméerie & dans le Calcul 5 la Méchanique
nioas en fournira par la fuite , qui ferone tout
a la fois & plus curicux & plus utiles,

4'7. Propofons nous d'abord de partager
un nombre donné a en deux parties, telles
que leur produit foit plus grand quenle
partageant de toute autre maniere. Nom-
mons x lune de ces pardies ; lautre fera
a—x , & le produit fera ax — xx 5 fuppofons-
Is =y 5 nous aurons y =ax — x x ; donc en
diitérenciant , dy =adx —2 xdx , & par

’ dx
conféquent 7y = ; fi on ¢égale le nu-

a—ix
mérateur a zéro, onaura 1 == 0, ce qui eft
ablurde ; par conféquent §'il y a un maximum
ce W'eft quen égalant le dénominateur a zéro,
qu’on le trouvera. Egalons donc le dénomi-
nateur a zEéro ; nous aurons @ — 2 X =0
qui donne x =2 a , & nous apprend que de
quelque maniere qu'on partage un nombre
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en deux parties , le produic de ces deux
parties fera le plus grand qu’il eft poflible,
forfqu’elles feront chacune la moitié de ce
nombre.

4 8. Lorfque,, comme dans cet exemple ,
on a l'expreflion algébrique de la quantité,
on peut {e difpenfer de I'égaler & une nou-
velle variable y; il n’y a qu’a la différencicr
tout {implement , & égaler a zéro le nu-
mérateur ou le dénominateur, lorfque cette
différentielle eft une fra&tion. Ainfi dans ce
mémz exemple je difiérencierois {implement
ax —xx , & égalant & z¢ro la différentielle
adx — 2 xdx , jaurois adx —2xdx==0,
d’ol je tire également x =1 a.

49. Propofons nous une queftion plus
générale. Quil s’agiffe , par exemple, de
partager un nombre connu a, en deux par~
ties relles que le produit dune puiffance dé~
terminée de 'une des parties par la méme
ou une autre puiffance de T'autre partie , foic
le plus grand qwil eft pofiible. RPpréfentons
par x Ia premierc partic , & par m la puif<
fance a laquelle elle doit étre élevée ; la
feconde partie fera o — x : reprélentons par i
la puiffance a laquelle elle doit étre élevée,
alors le produit en qu"ﬁ onferax™(a-—x )",
Différencions ce produit, & égalons la dif-
férenticlle a zéro , nous aurons m x™t
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d?c(a——-x)”-*-nxm- (a—x)™* dx = o, Di-
vifant tout par x™* dx (g —x) ", nous au-
rons m(a— X )= X =0 , OU Mq@ — Mx —
ma

nx.== o0, qui donne x =
in

~. Suppofons,

par exemple , qu’il ait été queftion de parta-
ger le nombre @ en deux parties , telles que
Ie quarré de 'une multiplié par le cube dela
feconde, foit le plus grand qu'il eft poflible;
233
= 2 g ; ceftadire, que 'une des partics

alorsm= 2, 7= 3. On adonc 2 =

5
doit étre les & du nombre ou de la quantité
5

propofée 5 & lautre doit, par conféquent,
en érre les trois cinquiemes.

Ce que nous avons dit ci-deflus, i Ioc-
cafion de la figure 15 , fait voir qu’une
quantité peut devenir la plus grande de tou-
tes {cs femblables , en deux manieres diffé-
rentes : lorfque, comme P M’ elle a été da-
bord en croiffant pour diminuer enfuite; ou
lor{que , comme P" M’ elle va en croiffant
pour sarréter brufquement en devenant Q' R/,
mais dans ce dernier cas , elle eft tout a la
fois la plus grande de toutes les ordonnées
qui abouri{fent a la partie convexe , & la plus
petite de celles qui aboutiflent a la partie
concave. Pareillement une quantité peut de-
venir la plus petite de toutes fes femblables,

en
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en deux manieres différentes : lorfque, com-
me PM, elle va dabord en diminuant pour
augmenter enfuite,ou lorfque,comme P’ M,
clle va en diminunant pour s’arrérer brufque-
.ment, & alors elle eft tout a la fois un mi-
nimum & un maximum ; elle eft un minirum
a I'égard de la branche M T’ AI" , & un
maximun a 'égard de la branche M TM".

5 O. Ainfi, pour diftinguer fi une quan~
tieé eftun 7 gxemum , ou un aunimun , ou Fun
& lautre, il faut, en fuppofant que @ mar-
que la valeur de x, qui convient au maximum
ou minimum , {ubftituer dans la quanticé pro-
pofée au heu de x , {ucceflivement a + ¢,
a, &a—gq. Siles deux ré‘ultats extrlmes
font réels & plus petits que celui dumilieu ,
la quantité eft un maximum; {i , au contraire ,
les deux réfultats extrémes font plus grands
que celui du milieu, la quantité eft un m:-
nimam : enfin, i des deux réfultars extrémes
I'un cft imaginaire & l'autre réel, la quans
tité eft tout a la fois un maximum & un mi-
nimumn.

5 1. Lorfque dans la détermination d'un
maxim.m ou dun minmam , la valeur que
Von trouve pour la variabl e, rend ceile du
maxcimum ou du minimum négative 4, on doit
eonclure que le maximum ou le minimum
quelle indique , n'appartient point a la
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queftion attuelle , mais quil appartient & une
queftion ou quelques-unes des conditions {e-
roient contraires. Par exemple, (i l’on de-
mandoit de partager laligne 4 B ( f

point €, de maniere que le quarré ¢ la dlf
tance 4 C au point A4 , éant divifé par la dif-
tance au point B, donne le plus petit quotient
poflible ; alors "nommant a la ligne don-
née A8, & x lapartie 4 C; la partie ref-
Tante CB feroit ¢ —x, & par conféquent le

clons donc cette

quantité , ou x* (a — x} ; nous aurons
2xdx. (a-—x) - x'dx(a—x)'=0,0u
;wulx x*dx
—= ————==0, OU 2axdx — x*dx =0,
a—x (a-—x)

ou(2¢—x x = 0,qui donne oux=0,0u2 a—
x=o0; la v valeur indique un minimum,
mais qui eft évident fans le calcul. Quant

a la feconde qui donne x ==2a, {i on {ubf-

red
titue cette valeur dans ——, eellecidevient

2% ou— 4 a. Le minimum n’appartient donc

— T

pas a la quef’uon attuelle. Mais fi I'on fait
attention a la valeur x = 2 a que I'on trouve,,
on verra que le point € ne peut &tre en-
trc A & B : mais que la_queftion aura une
folution , §’il s’agit de le trouver fur le
prolongement de 4 B , au-dela de B par
rapport & 4, Or dans ¢e cas, {i nous nom«
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mons 4 C', x; la diftance BC' ne fera plus
a—x , mais x —a, & la quantité dont il

laquelle étant diffé-

x a’

. \ axdx x*dx

rencide & dégalée 4 zéro, donne =~ — —
x—a {x-a)*

== o, ou aprcs les réduétions faites, x* dx —

2 g x¥dx == 0, qui donne x — 2 ¢, comme Ci-

devant ; mais cette quanticé fubflituée dans

sagiffoit, fera

= lacl Iiyad ini
s, ‘achange en 4. liyadonc un minis

mum pour ce cas,

Si lon égale le dénominateur & —a de la
différentielle, a zéro , on a x = a, qui indi=
que un maximum * & en effet, lorfque x = a,
la quantité devient infinie. Mais il n’a pas
moins le vrai caractere du maximum , car
foit qu’on fuppofe x plus petit ou plus grand
que a, on rrduve une quanrtité plus petite
qu’en fuppofant x==a.

§ 2. Lorfque Pexpreflion d’'une quantité
qui doit étre un maximum ou un minimum ,
renferme quelque multiplicateur ou quel-
que divifeur conftant, ou peut {upprimer ce
multiplicateur ou ce divifeur , avant que de

différencier; en effet, fuppofons que 3112 re-

préfente  généralement une quantité qui
doit étre un maximum ou un minimum , g & b

b
. d
¢rant des conftantes; il faut done que ‘;1____ 03

L3
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or puifque a & b ne feront pas zéro, il faut
que ;1)/ == 0; la conclufion eft donc la méme
que {1 y fcul etit dii &tre un maxzmum ou un
minimum , Ceftadire , la méme qu'en f{up-
primant les fatteurs & les divifeurs conf-
tants, Cette remarque fert a fimplifier les
calculs,, dans plufieurs cas.

y 3. Propofons - nous , maintenant , de
trouver cntre toutes les lignes que Pon peut
mener par un méme point D donné dans
Pangle connu ABC(Fig. 17 ), quelleeft celle
qui Tforme avec les cotds de cet angle , le
plus petit triangle poffible.

Menons par lc point D, laligne D& paral-
lele au coté 4B, & ﬁlppofant EF une droite
%uelconquc tlreu par le point D, abaiflons

K perpendiculaire fur £C, & du point Eou
EFrencontre AB, abalifons E L auffi perpen-
diculaire fur BC. La ligne £ C eft cenfée con-
nue , ainfi que la pcrpcndiculairc D K 5 nom-
mons donc 5G=a, DX =b,& labafe BF du
triangle B EF, nommons-la x. On voit que
depuis un cerrain terme , plus BF croitra, &
plus le triangle augmr‘ntera. Au contraire,, fi
B F diminue , on concoit quc le triangle d1—
minuera , mais jufqu’a un certain terme {fcu-
lement ; car {i BF devenoit prefque ¢zal
ﬁ BG ,ladroite £DF feroit p;c;que paralldc
A 4B, puifquelle feroit prite 3 fe confon
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dre avec GD : le triangle feroit alors extré.
mement grand. 1l a donc une certaine
valeur de BF qui donne le plus petit trian«
gle poflible. Pour la trouver , cherchons
Uexpreflion générale du triangle BE +. Or
Ies tnangles {emblables B EF, G D F donnene
GF:BF::DF:EF, & lcs triangles fems
blables DK[ & FE LF donnent DF : EF::
DK :EL;donc GF: I;F..D’( EL, cc"c-

adire, x —a:x::b: EL—-—A ; donc la

furfacc du triangle B L F, qui cfc ELxBF

)
b -bx
fera——xax—o . Il faut donc qu'en

— X om—

différenciant cette quantité , le mumdrateur
ou le dénominateur devienne zéro , ou bien,
comme on peut ( 52 ) fupprimer le falteur
conftant £ 5, il fuffira de di{férencier ;f_%;méis
fans refaire ce calcul que nous avons déja
rencontré (51 ), nous conclurons de méme,
que x = 2 a;doncfil'on prend BF =2 a=
2 BG, la hgne FDE que Yon tirera par le
point D donnera le triangle FBE pour le
plus petit demandé

§ 4. Cherchons maintenant parmi tous
les paraliélipipedes de méme furface & de
méme hauteur , quel eft celui qui a la plus
grande capacité.

Nommons /% la hauteur , ¢c la furface du

2

2.
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parallélipipede 5 x & y les deux cotés du
reftangle qui fert de bafe. La furface totale
eft compofée de fix rectangles, dont deux
ont chacun 4 pour coté ou pour hauteur, &
x pour bafe 5 deux autres ont z pour hauteur,
& y pour bafe ; enfin les deux derniers ont x
pour bafe, & y pour hauteur; zinfi la furface
totale a pour expreflion 2 Ax~+3 ky -+ 2 xy;
c’eft-a-dire, que 'onaz hx —+2 by 4 2xy =cc.
Quant a la capacité ou folidité, elle eft Axy.
Puis donc qu’elle doit érre la plus grande de
toutes celles de méme furface , il faur que
fa différentielle Axdy —+ hydx foit = o , ou,
{ ce qui revient au méme) il faut que xdy —+-
ydx = o. Mais 'équation 2 ix = 2 iy 4= 2 yx
=cc, qui exprime que la furface de tous
ces parallélipipedes eft conftante ou la me-
me , donne 2 Adx == 2 hdy—~+4-2 xdy-4+-2ydx=o0.
Subftituant donc , dans cette équation, la
valeur de dx, tirée de la premiere, on aura,
apres les rédultions faites , y = x ; la bafe
doit donc €tre un quarré. Pour en connoi-
tre le ¢6té, il faut mettre pour y fa valeur »
dans I'équation 2 Ax—-2 by 42 xy =cc, qui
deviendra parla, 4 Ax—-2 x* =c¢, & qui
étant réfolue, donne x = — A+ V7% 1 ce,
dont la racine % = — kb — /i + 1 ¢c, étant
négative, ne peut fervir 2 la queftion préfen-
te ; ainfi la valeur convenable de x , eft x =

— +Kﬁ/l—+ 3cca
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5 5. Si P'on demande , & préfent, quelle
doit &tre la hauteur %, pour que le paralléii-
pipede ait la plus grande folidité de tous
ceux de méme {urface ; on remarquera que
puifque la hauteur étant £, abafe doit eure
un quarré , cette folidité fera exprimée
par A xx; il faur donc que la diftérentielle
de /hxx, enregardant s & x comme variables,
foit =03 on a donc 2 Axdx 4-2xdh =0, 0n
2 hdx-—xdh=o0,en divifant par x. Mais
I’équation 4 hx—+ 3 x* =cc, qui exprime,
alors , que la furface eft conftante, dPonne,
en différenciant ; 4 Adx + 4 xdh+-4 xdx=o0;
mettant donc , dans celle-ci , pour d# , fa
valcur tirée de I'éguation 2 Adx - xdh =0,
on aura , apres les rédutions faites , A= x ;
donc le paratlélipipede cherché doit étre un
cube , puifque fon coté, ou fa hauteur 4, doit
&re égal au c6té x du quarré qui fert de
bafe. Pour trouver maintenant le c6té de ce
cube, il faut mettre pour %, fa valeur x dans
Yéquation 4 Ax~2x*=c ¢, qui deviendra
4 X" -2 x"=mcc ou 6 x* =cc qui donne

e

6

ipedes de méme furface , celui qui a la

plus grande folidité eft le cube qui a pour

c6té une ligne égale a la racine quarrée de
la fixieme partie de cette {urface.

E 4

I —

. Donc, de tous les paralléli-
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5 6. Cherchons , maintenant ; entre toug
fes triangles de mémé contour & de méme
bafe , quel eft celui qui a la plus grande fur-
face,

Soif ¢ la bafe A B, & ¢ le contour du
triangle AB ( Fig. 18). Abaifflons la perpen-
(110!'14 re CP, & nommons A P, x, CP,}/ ;
nous auxon:l’b’——a-— X AC———VJM ~+~ 7y
& CB __‘/a ety Donc le contour fera

UETIRTE o Ve ~a, & lafurface fera

a . g - 2

—!;OnauradonCVxx+;y+ G— Xy g a=c,

& il frudraquela différentielle de 2 fou::- oH
’ 2 - d-/y

ceft-a-dire, qu ‘on aura _T‘ == o0, & par

conféquent d y = o. Or léquation qui
exprime que le contour eft conftane ,
xdy ydy

-

étant différenciée , ~donnera 2

— : V}:x-;-_yy

a-x.—dx++ydy 3 p J

~——————— — 0, qui, a caule quedy = o

Vie_=)y+7y 1 qHeay=o
xdx (a—=x) dx

feréduicd , - —
' Vxx-f-v'y V(a.—x)+

ou divifant par dx & chaffant les tra&lons ’

XV (a-xjiyq,y=0a—X.V zx+yy Quarrant

-— 2

= 04

ON AU XX, Qe X XXYY =0 = X X X =

a — x.yy; faifan. les opérations indiquées,
fupprimant de part & dautre les termes
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/ itomes 3,

Egaux &rédulfant NOUS AUrONS XX == @ == X
Ou XX == aa — 24X — xx%, quidonne x =< a,
& nous fait voir que le triangle doit étre
ifolcele. Ainfi i faur du milieu de 4 By
élever une | -rpendiculaire, & ayant décrit
du point B comune centre & d’'un rayon égak
a la moitié de l'exces du contour ¢ fur la
bafe a , un arc qui coupe cette perpendicu-
laire en €, i1 'on tire CB & C4, on aura le
triangle qu1 a la plus grande furface de tous
ceux de méme contour & de méme bafe.

5 7. Si Pon veut favoir maintenant, quek
eft, général-ment , entre tous les triangles -
de mcme contour, celui qui a la plus grande
furface , il faur remarquer que quelle que
foir la bafc , on voit par la {olution précé-
dente , que x doit toujours en &ere la moitié 3
c’eft a-dire , que quel que foit a4 on doit.
tou;ours avoxr x =+ g. Cela érant , 'équa~
tion qui exprime le contour , fe réduira A
Viiadegay + Viaatryy —+ @ = ¢, Ot
2V Taaryy = ¢ — a; quarrant, on aura
aa+4yy=cc—2ac-+aa; qui donne

ce—34c¢

y = — * La furface du triangle qut

e S e S

eft généralement 2 fera done _Vcc Thac

Puis donc qu elle. don étre la plus grande dc
soutes celles de méme conrour, quelle que
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foit dailleurs 1a bafe a, il faut égaler a zéra

fa différenticlle de -~} =140 ou de

aV':.:_iar, prife enregardant a comme va-
riable. Nous aurons donc 4 (a Ve sac) OU

d(a(cc—2ac)?), Ccht-A-dire, da (cc-—zacf

—a.cda (cc—2ac)” *=o0,0udaV o~
cada ,
Vcc—-zac= 0s0u dd (CC - 2(15) — (.ad’d = 0

Ou ccda — 3 cada =0, d'ol l'on tire ¢ = —:—;
donc la bafe a doit étre le tiers du contour :
& puifque nous avons vu dailleurs que le
griangle devoit étre ifofcele, il s’enfuit donc
qu’il doit &rre €quilacéral. Donc de tous les
triangles de méme contour, le triangle équi-
Jatéral eft celui qui a la plus grande furface.

* 5 8. Dans ces deux folutions , nous n'a-
vons pas égalé le dénominateur a zéro; parce
que , dans la premiere , ccla nous auroit
donné pour x une valeur imaginaire ; & dans
da feconde , nous aurions trouvé ¢ =+ ¢, qui
n'auroit point fatisfait, non plus, 2 la quef-
tion ; puifque fi la bafe ¢roit la moitié du
contour , les deux autres c6tés fe confon-
droient avec cette bafe, & le triangle feroit
alors zéro. A 'avenir, lorfque le numérateur
ou le dénominateur, égalé i zéro, ne nous
gonduira peint a une folution admiflible,
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hous nen ferons pas mention FOUI‘ ne pas

nous arréter a des recherches inuriles.

59. Dans 'avant derniere queftion, nous ne fommes parvee
nts 3 déterminer , entre tous les paraliciip pedes de méme
furface , celui qui avuit 12 p us grande capacité, qu'apreés avoir
confidéré les parall“lipipedes de méme heureur. Pareilement,
dans la derniere queftion, nous avors déterminé entre tous les
triangles de méme contcur, quel éroit celui qui avoit la plus
grande {urfice; mais en commengant par réfvudre la quefiion
pour les manglec de mcme bafe. -

I eft ordinairement plus fimple d’en uferairfi; c’et-a-éire,
de réfoudre la queftion en me faifant varier enfemble que le
plus petit nombre pofitble de quantités, & faifant varier en-
fuite & fucceflivement chacune des quantités qui ont été trai
tées comme conflantes. Par exemple, fi on demandoit de
partager un nombre donné , en trois partics , de maniere que le
prodait de ces trols parties fur le plus grand qu'il efl pe G—lble,
en nommant 2 & y deux de ces parties , & ale nombre donné,
a tro'fieme feroit @ — x — y, & le produit des trois parties fe-
roit xy ( a—sz—v }, dont il faudroit égaler la différentielle ,; &
zéro. Mais au lien de différencier en regardant x & y commae
viriables en méme temps, je ne regarderai d'abord que x comme
variable ; j'aurai donc aydx — 2xyds — y* dx= o, dolt
lon tire x_l (a—y )" Le produit x y (a—x—y) fe change donc
en 3 y (a—y)*. Je différencie maintenant, en faifunt varier y ,
& ax— dy(a—y)‘—j/dy(a—y)qL el egale parexl]emema ZEro ,
&j dl[[‘y m-—y) —2ydy (a~y)=o ,dclije tire y=1}a; donc x ,
& la troifieme partie a—x—y, font chacune * @

60. On peut aufli faire varier enfemble , fi on veut, toutes
les quan-itts variables, puis raffemblant tous les termes qui font
multipliés par la différenrielle d’une méme variable, égaler
leur fomme 3 z¢éro , & fai~e la méme chofe i I'égard de la dif-
férentielle de chaque variable. Ainfi, dans le dernier exexrple
j'aurois axdy+ayci7:——zmda_x"dv—-zx'ydv__y dye=—= o, cga-
fant {¢parémentd z o, Iz fomme des termes affeéiés de dx,
celie des termes afle@és de dy, jai ayds—rxyde—y 1(1&—'0 s
& axdy—x*dy—rxydy=. o; ou, en divifant Ja premiere par
ydx & la feconde par xdy, a—ax—y=o0 & a—x—1y =0,
¢quation dont 1l eft facile de conclure x—=1a, & y==ja,
comme ci-deflus.

La raifon de ce procédé eft facile 3 appercevoir, en remars
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quant quil n’y a ici d'autre condition 3 remplir, finon que Ig
différenuelle totale loit zéro. Or, cette condition ne pe.t ctre
remp ¢ géuéralement que de deux masiires, ou, en (uppo~
dart que chacune des deux difffrentiesles dx % dy, eft égal-
zra, ce qui (ztisferoit en effer a équ .tion , mais ne feroit rien
conwonre: ou bien en {uppofant que la fo nme des termes qui
snultiolient dx , ainfl que ceile des termes qui mu'tiplient dy,
font chacune zfro:ce qu eft préufément ce que nous avons
prelcrit.

61, Lor{que les conditions de la quefti n font exprimées
par plufieurs équations , il fau avint d’appiiquer ce te regie 3
{équation difiérentielle qui doit déterminer le ma.imum ou le
min'mum , tirer des autres équartions différencices ; les valeurs
des diftérenielles d'autant de variables qu'il v a d'équations
outre celle 13, & les introdvire dans cetre méme équation:
alors on 2pplique la regle comme +'il 'y avoit eu que certe
feule équation. Ainfi, dans U'exemple ci def s, du plus grand
parallélipipede , nous avions cette équation 2Ax 4 2y 42x0y==cc,
& la condition que Axy devoit étre un ma.smum. Si donc nous
voulons regarder tout i Ia fois A, x* & comme variables,
V'équation 2Ax—+&c. donneraen différenciun | 2Afx—+ 2xdh 4=
2hdy 1y dhaxdy +r1ydx = o ; & la condstion du maximum
donnera Axdy—+hydx—-xydh==zoc. De ia pr-niere je tire dhi=
—ydx —xdy—tdy—hdx )

; lubflituant cette valeur dans Ja
X4y

feconde, j"ai, apres les rédudions ordinaires, Ax*dy+hy dx—
ay?dx — x*ydy = o. Je puis mainterant égaler 3 zéro, la
fomme des termes qui multiplient dx | & celle des termes
qui muliplient dy. Jaural by*—xy’==0 ou h=x, & hx'—
x’y==o0, dott, en divifant tout par le falt~ur commun x*, on
tite A—yx=o, qui donve A=y ; & puifque I'on a 1 — x,
on a donc aufliy =x; les trois dimenfions A, x, y, font
donc égales, ce qui s’accorde avec la premiere {olution ; & en
metrant ces valeurs dans Péquation 2/ix—2ky 4 1yx==cc, on
a 6h*=rcc, qui done & == ¢ ¢, comme dans cette

—_—2
méme folution. 6
62. Non-feulement on peut ne faire varier les quantités que
fucceflivement, ou les faire varier toutes 2 Ia fois , mais on pent
ancore prendre pour conflantes telles fon&ions que I'on vous
€ra de ces quantités, pourvu que le nombre de ces nouvelleg
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sonditions arbitraires , réuni & celui des conditions de la ques=~
tion , ne {cit pas plus grand que le nombre des variables x, y, 7,
qui entrent dens la queftion. Cette remarque peut étre de
a plus grande urnilit¢ dans plufieurs queftions, principalemeng
quand il y 2a des quantités radicales; en voicti un exemples
Qu’it s’agifie de trouver entre tous les quadrilateres de méme
contour , quel eft celul qui auroit la plus grande furface. Si des
angles C & D (Fig. 19) on abziffe les perpendiculaires D E
& C'F furle coié A% & que du point D on mene DK parallele
A AKX ; alors nommnntAE s;sDE t; AF,u; CF ,xx& BE,yy

a caufe des triangles reCtangles, on aura DA =— Visspte,
DC = V(.v e ) (X — z)z, CB :Vxx+yy; donc i
marque le contour, on aura Vs + e —-{»—V(J‘-f— u) o (x~ )™

4 Vx:;+y j + it 4~y —=a. D’unautre ¢) ¢, lafurface ABCD,
vaut le trapece DE{ C, moins le triangle DAFE | plus le triangle

S 4 u 5 x}
CFE;ceft-a-dire , (£ &) ) — — = —. Celn
2 2 2
pot#, il faudroit donc différencier cette quantité & Péguation
précédente. Mais les quantités radicales rendroient la fhite du
calcul trés-compliquée. Pour éviter ces difficultés , nous fuppo=
{erons d’abord que les trols quanticés radicales font conflantes,
———ret sds sds + tdr
ce qui nous donnera d(y/ss5~4-2z) ==o0, ou ‘/___.-_.
ss—+ ¢

par conféquent sds~-rdt=—=o, on trouvera de méme , par l@
feconde quantité radicale, (s+u) (ds—-di)4(x 1) (dx-—ds)
r=o; & par la troifieme, x (lx+ydy~—o Cr, l’cquz ion
du centour ¢tant différencide dans cette méme fuppofition

donne dutdy==0, & la condition du maximum de la fur-
face conne(:+u)(dz+dx J(t+x) (dsdu ) — tds —
J({c+xrly+yd —o, ou ud:+.n’x+ uds 4 tdic 4= xds -

%diu + xdy +~ydx==o. La premiere équation mﬁ'eren'xehe s

rde -ydy

donne ds = — ——; la troifieme donne do = =" ; & la
5 x

quatrieme donne di == — d'y. Subfituant dans la feconde &
dans la cinquieme. on a, aprés les rédutions faites  (cdr—=
Jziy)(u+5}x—-(ydy+xdt)(x-—th:a, 8 sux Jtomsitydve—ssydy—
tsxdy—x*tdl—sy dyese=o i on tire de celle-ci Ja valeur
de dr, on verra que tous les termes du nuindérateur {ont aflectés
flg ¥4 & gqu'en fubltituant dans la précédente , tous [es termes fe-

&
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ront aufli 2ffe@ésde 5, on aura donc s=o0 ; ce qui nous apprend
que V'angle D A4 B doit étre droit : cela polé, Iéquation du contout

devientt+Vuzz+(x——tl+ Vxx-*._y/v-g- u+4 y=a,¥&
Dit

Pexpreffion de la furface devient (22 ) — +3_¢_}/
z 2

férencions donc en ne fuppofant plus que les deux radi-
caux , conftans. Nous aurons vdu( x—t) (dr—dt) =0}
wdxgeydy = 0y di g du +dy == o0, & u( di +dx )+
(t+=x)dutxdy4ydx=o0. La fsconde de ces équ-
tions donne d y == — gt ; la troifieme donne de= —=du—dy;

xdo —vdu ) L, )
ou d¢ = ——————; ces valeurs fubftituées dans la premiere

v
& la troifieme , donnent yudu <+ (x—t) (ydx— xdx4ydu =o,
& u (xds—ydit 4 yde) + (04x) ylu—x* dx + y*d ¥ =03
or , fi de I'une des deux on tire la valeur de d x, & qu'on
la fubftitue dans l'autre, en aura une &quation dont tous les ter-
mes feront multipliés par v, & qui par conféquent donne y==0;
& fait voir que I'angle C3.4 doit aufli étre droit. Cela ¢étant I'é«

- . 2
quation du contour devient £ = l/uu+ (x~—t) x4 u=aj
. u o
& Texpreflion de la furface devient (¢4 x)% ——, Différen-
2

cions donc en ne (ippofant plus d’autre quantité conflante , que
Ye radical, Nous aurons udu + (x—t) (d¥—~dt)==o, dt
dt pde—=o, u (diqde )+ (¢4 x)du =o; la feconde
donne dt = dx — du ; fubftituant dans les deux autres on a
pdu+(x—t) (2degedre) =0, & —udug-(t+x)due=20;
or, ceile-ci donne du=o; done la précédente fe réduit 2
{(x—) 1dx =0, qui donne x = r. Cela pof?, I’équation due
contour fe réduitd 22420 —a & celle de la furface, 4 15 on
adoncdtyq du=0, & tde 4 udt.~o ; la premiere donne
dr=—du, ce qui change la feconde en tdu —udu=o0;
& par conféquent ¢ = u ; donc leslignes 4B, A D, AC,UB,
font toutes égales; & puilque l’angle A doit étre droit , le qua-
drilatere cherché doit étre un quarré.

Aurefte , or pourroit trouver cette propriété plus facilement ;
mais ce n'étoit point i notre objet principal : il s'agifloit
de faire voir comment la liberté de prendre telle ou telle
quantit® pour conflante , peut, dans bien des occafions, donner
les movens de fagiliger fe caloul ; & cet exemple y ¢toit trts
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propre ; car fans cela, le calcul feroit trés-compofé. On peug
apphquer des idées femblables aux autres polygones, & on
trouvera qu’en général de toutes les figures d’un méme contous
& d'un méme nombre dv cotés, celle qui a la plus grande fur~
face eft toujours le polygone régulier de ce méme nombre de
c6tés; d'ow il fuir que de toutes les figures de méme comtoury
Ie cercle eft celle qui a la plus grande furface.

Des points multiples.

63. Nous avons examiné ce qui arrivoit lorique Pune dey
deux différenticlles dx on dy, ou (ce qui revient au méme})

. ]
lorfque le numératenr ou le dénommateur de la valeur de —

¥y

devenoit zéro, & nous avons vu que lun de ces deux cas
avoit toujours lieu lorfqu’il y avoit un maximum ou un mini
mum. Mais lorfque le numérazeur & le dénomnioatenr de Iz

~n
o~

valeur de deviennent zéro en méme-temps , qu'arrive-t-i}

¥ L. x
alors, & 3 quoi fe réduit la valeur de 7 ?
‘ y
Pour répondre i ces queftions, nous obferverons d’abord
que lorfquion a difiérencié ’équation d’une courbe, comme ik
n’y a plus que des termes mulupliés par dx & des termes
multipliés par dy, on peut en appellant A4 la {omme des pre=
miers & B celle des feconds, repréfenter Péquation différenw
, . dx B
tielle , par 4 dr 4 Bdy= o. Cette équation donne - =—Z;
or, pour que B & A deviennent z¢éro en méme temps, il faut
qu’ils aient un commun divifeur, qui devenamt zéro lorfque
x & y ont certaines valeurs, rend B & A égaux 3 zéro en
méme temps. Par exemple , dans la courke qui a pour &quations
x {a—x)* dx 24
J = / on = )

, 002 ==
a dy (a—xp—i1x(a—=x)

-+ ;a(a—x)y’—;

s Ol g

dx
(en mettant poury, fa valeur, ) g0 =
y PR
(a~-x)*- 2 x (a-xh
quantité qui devient 5, lorfque x==a: maison voit er méme
gemps que @~ el divifeur commun dy numérateur & du dénos

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8o CouRrsSs
ca,?
4 Ve

. dx . ,, . . dx
sinateur , & que la valeur de - fe réduit 3 7=

. ] J a—3x
‘aui, dans le cas particulier de x==a, fe réduitd 3¢ 1, Ceft-i-
dire y que dans cet exemple , lavaleurde $eft 5= 1.

Il paroit do.c que pour aveir, en pareil cas, la valeur de

L . \ o
75 i} 0’y a autre chofe & faire qu’d chercher le commun divis
J
feur des deux termes de la fration qui Pexprime, & divifer ces
deux termes par lcur commun divifeur.
- On peut en eflet en ufer ainfi; mais cet expédient n'eft

pas toujours fuffifane lorfgue la valeur de %ﬁ renferme plus

<d’une variable, non plus que lorfquil renferme des quantités
radicales 3 n’v eus-il méme que dans ce dernier cas qu'une feule
variable. Cleft pourquoi nous allons donner un moyen plus

¢énéral & plus facile. Mais auparavant 1l faut faire connoitre
ia nature des peints des lignes courbes, ol cette fingularité
arrive On va voic-que cela arrive dans les points multiples;
ceft-i-dire, dars ceux ot plufieurs branches d’une mcme
gourbe fe rencontrent.

64, Concevons denc que SOMZLLON (Fig. 20) (oitune
courbe dont deux branches , au moins , fe rencontrent au
point O. ll eft clair qu’d chaque ab(©iflc AF, oux, il répond,
{ au moins dans un certain intervalle) vp certain nombre de
valeurs P47, P pour y , & que celles qui répondent aux bran-
ches qui doivent fé rencontrer , deviennent égales dans le point
‘de rencontre O, ;

Pareillement, AZ érant I'axe des ordonnées , il fant qu'i
chague ordonnée AQ, il réponle, (au moins dans u1 certain
intervalle) un certain nombre d’abftifles Q &, Q NV, Q N, &
que celles qui répondent aux branches qui doivent (e rencontrer,
deviennent égales dans or point de rencontre.

Dionc, i I'on repréfente par ¢ la valeur de x. & par b ]a
waleur dey, qui comviennent au point mnltipic 5 ’équation de
cette courbe doit étre telle goe lorfqu’on y v e 1~ @ pour x, on
trouve que y aura aurant de ealeurs épaes 2 b, quily a
de branches qui paflent par le poitt multiple, & il faudra de
ménre qu'en mettant 4 pour y , on trouve un pareil rombre de
valeurs apour x, o

1L {uit ce-1a que Péquation deoit éuse telle, qu

)

elle puifle étre
romeacs
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tamende i cette forme.., (x—a)" F+ (x—a)"~* (y—5) F' 43
(vma) ™ (yb ) B ok (x—a )7y —h )1 BV 4o
«eno. (y==b"T==0,m, marquant le degré¢ de multiplicit¢ du
point en queftion, & F, F', &c. I, marquant des quantités com-
polées, comme on le voudra, de x, y & de conflantes, ce que,
pour abréger, on zppelledes fondions de x, y & de conflantes.

En effet, il eft clair que fi Pon fait x==a, I’équation qui fe
réduit alors A (y—3)"™ T'==o0, fera divifible, m fois, pae
y—b 5 & donnera par conféquentm fois , 'équation y—b=—o,
ouy==b.Ilenelt de méme fi 'on fuit y==p ; I'équation qui {@
réduit alors 4 (x—a)™ F, fera divifible , m fois, par x—a, &
donnera par conféquent autant de £is I'équation x—a=zo ,
ou x==a; ce quine peutarriver , fi I’équation n’eft pas réduc-
tiole a la forme que nous venons d’expofer.

Concevons maintenant qu’on différencic cette équation ¢
tn fois de fuite, en faifant méme ( fi 'on veut) varier aufli dx
& dy. En reflzchiffant (Ur le principe de la différenciation
on verra facilement, { & nous allons le faire voir par un
exemplg ) 1° qu’il 0’y avra que la derniere équation différen-
tielle dans laqueile il y ait quelques termes qui ne foient plus
2ffetés de y—b ou de x—a, Donc, lorfqu’il y aura un point
multiple, les différentielles premiere | ficonde , troifieme | &ce
de Péquation, doivent, lorfqu’on y mettra pour x & y leurs
valeurs ¢ & 4 qui répondent au point multiple, s’anfantic
toutes, excepte celle dont le degré de diférentielle eft marqué
par m; 1°. on verra de méme, que dans cette derniere équa~
tion différentielle | les termes affeéics de didx, ddy , d3x &c. &
de toutes les différen:ielles de degrés ultérieurs, auront tous
pour falteurs quelques puiflances de x—a ou de.y-—-é; & que par
conféquent ces difivrentielles difparoiffent au point multiple.

De ces principes , il fuit 1°. qu’au point multiple on ne peut

. ; x ., i
avoir la valeur de . autrement exprimée que par g, fice n'eff
[{

par la derniere équation différentielle , puifque toutes les autres
équations différentielles Sanéantiffant alors , tout ce qui multiplie
dx eft zéro, & tout ce qui multiplie dy eft zéro; 2°. que
cette derniere équation diff*rentielle ne contenant point ni
ddx , niddy, nitcutes les autres différentielles ultérieures, peut
réfulter immédiatement de I’équaricn propofée différencide mi
fois de fuite , en (uppofant dx & d» conftants ; 3°. que dans cette
méme dermere quaion diférenticlle dx & dy monteront 23

2
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degré m ; & que par conféquent fi 'on divife par dy™, onaurd
, . . dx . L

en réfolvant cette équation, m valeurs de 75 u ferviront

i trouver les tangentes qu’ont au point multiple les différentes
branches qui paflent par ce point.

Pour éclaircir & confiruer tout cela par un exemple, pre-
nons la courbe quia pour equauon a( y_b) —x (x-a Jr=o,
Si V'on différencie cetie équation m fois , c’eit-3-dire , ic1, deux
fois,on aura 18, 2ady (y-b) — dx (s—a)*—zxdx (,.—a) =03

1, zaddy (y-8)~+-2ady>-ddx (x~a)* —ulx (x-a)-2xddx (x-a)
-3dx> (x-a)-2xdx*==c, oi l'on voit, qu’en mettert @ pour x,
& b poury, la prem1ere\ équation difiérendelie §° evmouxt, &
que dans 1a feconde , les termes atfediés de ddv & de ddy s'¢éva-
nouiilent , en forie qn ’elie fe réduit d 2ady*—1udx’ ==o.

Mais, f1 au lieu de différencier pour la feconde fois, en trai-
tant ds & dy comme variables , nous euflions différenci¢ en les
traitant comme conftants , novs zurions eu 2ady*—2ds*(x—a)-
1dx* (¥—a) — 2xdx* = o, qui en mettant ¢ pour x, fe réduit
également 3 2 adx*— 2ady*=0, % donne %_x.': -+ 1, quiindi-

[¢
que deux tangentes au point ol xe=wa & ygb; ce point eff
Y
donc un point double, & la valeur ydx de la foutengente, de-
y
venant alors -+ b, ces deux tangentes font un angle de 45°.

avec lordennee : C’eft ce que confirmera la delcription de
la courbe par le moyen de fon équation qui donnant y=b -~

x L. .
(2 — a) V —, fait voir que la courbe 2 deux branches parfaite-
a

ment égales & femblables, qui fe croifent au point O oux—=e
& y=b. Sa figure eft telle qu'on la voit (Flig, 20).

65. D’aprés ces principes, il eft donc facile de déterminer fi
nne courbe dont on a I'équation, 2 des points multiples, quels
ils font & o 1ls font. Il faut différencier cette éguation 5 égaler
d zéro le coefficient ou multiplicateur de dx, & celui de dy.
Ces deux équations détermineront la valeur qui convient d x &
celle quicogvient 3 v, s"il y a ua point muluple; ou les valeurs,
gil y en 2 plufieurs; mais pour s'aflurer de lexiftence de ce
point multisle, il faudra examiner i ces valeurs de x & de y
fatisfont a 1cquatxon propofte. Alors pour déterminer le degré
de multiplicité du point ou des points trouvés, on différenciora
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de nouvean I'équation , mais en traitant ( pour plus de fimpli=
cité) dx & dy comme conftants, Si les valeurs qu’on a trouvées
pour x & pour ¥y, étant fubftitnées dans cette feconde €quation
ditiérentielle , tous les fermes ne s’anéantiflent point, alors le
point trouvé n’elt que double. St au contraire ils s’an¢antiffent ,
il elt plus que double. Un procédera donc, dans ce dernier cas ,
4 une treilierne différenciadon, en trzirant toujours dx & dy
gomme corflants 1 & ayant (ubftiué les valeurs de x & de y, le
point fera trip.e {i tous les termes ne s’anéantiffent point: & fi
au contr.ire ils s'anéantiflent tous , il fera au moins quadiuples
On continuera de différencier & de fubflituer, jufqu’a ce qu’ont
arrive 1 une différentielle dont les termes ne s’anéantiffent pas
tous par la ubftitution des valeurs de x & de y.

Par exemple , fi I'on demande les points multiples de la
courbe ; qui a pour équation y% —axy*~+ bx3==0 ; je différencie
cette équation , & jai 4y} dy —z2axydy —ay® dx+3bx> dx 504
Egalant 3 zéro le ccéfﬁ};iem de d% & celui de dy, jai 4y?'-h
1axy == 0, & 3bx* —ay* === o, La premiere de ces deux équa<
tions donne ou y==o, ou4y* — 2a%x = o. La valeury=o,
fubftitude dans I'équation 3bs> — ay*==o ; donne 3bx*, ==o,
ou X ==o} or, en mettant dats I’équation propofée o pour x,
& o pour y 4 on fatisfait 3 certe équation; donc la courbe 2 un
point muliple dans l'endroit ob ¥ =0, & y==o0; cleft i-
dire , 3 l'o-igine. »

Quant i la valeur 4 y* —2a% == o ouy* = — , en la [ubf

1 Z

tituant dans 3 bx*—ay*=o,ona3j Ax‘_a—zx == o qui donne
Y

ouU X =0, OU X = 659

y=0, ce qui nous dosne le méme point que ci-devant ; & la

3 R

ab ; mais ces valeurs de x & de)* ne

mais la premiere , fcavoir ¥ = o donne

feconde donne y* ==

fatisfont poifit A I'équation propolée s ainfi il n’y a point d’autre
point multiple que celui quido.t étee 4 Porigine.

Pour conno?tr([('a muitiplicité ; diffirencions une (econde fois 3
nous aurons 12y* dy* —mraxdy® —2ay.xdy —2aydxdy+Ghrdx*
= o, dont tous les termes s'anézntiflent en mettant pout x & y
leurs valeurs, zéro. Donc le point eft plus que double.

Paffors donc 4 'une troifiemme différenciaiion = nous aurons
149dy3 — radedy* — radvdy* — vadxdy* +6pdx3 =0 ; ou en
mertant pour y & &, leur valeur zéro, 65dxs — 6adxdy’ = o ;

2
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comme cette troifieme différentielle ne s’anéantit point, le poin
en queftion, eft un potnt triple,

Pour en déterminer les tangentes, je divife cette équation

65, & d dx adx 0, quidonn dx _
par par )’,’a‘{] ﬂ-m ’ql 62—-—}—0’
&dx‘ i_o ou F = -—-_ La premiere valeur da

7 R 5

=, fait voir que 'une des tangentes au point multiple eft parals

lele aux ordonnées, ceft-d-dire, qu'une des branches touche
I'axe des ordonnées, puifgue le point multiple eft d’ailleursi

. . x a .

Porigine. Les deux valeurs - = =+ 1/'7 font voir que les
[{

deux autres branches font avec I'axe des ordonnées, chacune,

a iy

un angle dont la tangente eft ]/'—« & sétendent de diffés

rents cotés de cet axe. On peut voir la figure de cette courbe
en réfolvant (on équation qui donne - e

_y:z-l»-v x Vaa_4&x, prenant pour a & b deux

fiombres 3 volonte s & donnant fucceflivement 3 x pluficurs
valeurs tant pofitives que nézatives : on trouvera qu'elle ef
telle que la repré‘ente la Figure z1.

Au refle , lorfquon a déterminé un point multiple , pat
les opérations ci-deifus , il ne fautr pas toujours en conclure
que tou:es les Lranches qui font cenfces paffer par ce point,
foient vifibies, 1l peut fe faire que I’équation qui dérermine
les targentes | air des racines imaginaires 5 & ajorsil y a autant
de branches invifbles, Les points ot cela arrive, font quelques
fois détachés du cours de la courbe , 4 laguelle ils n’appar
tiennent pas moins; on les appelle zlors des points conjugues:
mais qu'ils folent ou ne foient point détachés, ils ne font
pas moins cenfés reffembler le nombre de branches mar-
qué par le degré de leur multiplicité ; la courbe i laguelle
ils appartiennent, et un individu d’une famille plus ctendue,
dans laquelle toutes ces branches font vifibles; mais elles
dev:ennem invifibles dans celle-la, parce que quelqu'une de
quantités conflantes qui entrent dans l'équation commune 2
toute [a famille, devient zéro dans le cas particulier de cette
gourbe mdw;duede. Ceft ainfi que dans |a courbe qui a pout
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Equationm (y — & )>~x (x—a)>=o, & dont celle de
fa Figure 10 eft un cas particulier , & devient la méme lerfque
m=a; c'eft ainfi, dis-je,, que dans certe courbe qui aura
aufli une feuille , cette feuille n’a plus licu lorfqu’on (uppofe
a=o0, ce qui réduit I’équation 23 m (y—5)*— x3=o ;
les deux branches O Z , O’ Z qui étoreut au-deflus du point
O, n’auront pius liew dans cette derniere, ou du moins p'y
Jeront pas vifibles, Car on peut fuppofer qu’elles y font encore |
en regardant @, non comme zéro abfolument, mais feule-
ment comme infiniment petit. Il n’y aura pas moins deux
tangentes, 4 la verité ; mais cet exemple {uffit pour faire
entrevoir comment I'anéantflement de certaines branches peut
uvoir lieu,

66. On peut tirer plufieurs conféquences wiles de ce que
nous venons de dire 32 V'occafion des points multiples.

67. 1° Lorfqu'une exprefiion algébrique fractionnaire, dans
laquelle il entrera une ou deux| variables, fera telle, qu'en
y mettant pour chacune de ces variables, certaines valeurs
déterminées 4 elle deviendra 2 on aura la valeur que doit
avoir alors cette expreflion , en différenciant {éparément lo
numérateur & le dénominateur , aurant de fois de fuite qu’il
fera néceflaire, pour qu'ils ne deviennent plus zéro en méme
temps; & dans cette différenciation, on traitera les différences
premicres , eomme conflantes. En effer, on peut toujours

regarder toute expreflion fradtionnaire algébrique 5 dans

laquelle il entrerelt deux variables , par exemple , comme étant

d . s ATy ar
1a valeur de _d_x (x &y érant ces deux variables); ceft-a-dire,
s y dx B
qu'on peut toujours fuppoler Iy =
Adx— Bdy == o. Or, puilque, par la fuppofition, 4 & B
deviennent zéro en méme temps , lorfque x & y ont cer-
taines valeurs, il fuit de ce qui précéde, que pour avair fa

& par conféquent

valeur de g—x; il faut différencier cette équation en regardant
¥

dx & dy comme conflants , la différencier, disje, jufqu’d

ce qu'on arrive a une ¢quation qui ne s’anéantifle point par la

fubftitution des valeurs de x & de y. Or ces différenciations

«confécutives donnent d A d x—~d Bd y=o,dd Adx =

ddBdy=o0,d ddu—d' Bdy= o, &c.qui donaent

F 3
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dx 4B drx _ diB dx OB o4 ie quil fan
dy dA'dy ddd'dy &
diff‘rencier {¢parément le numérateur & le dénominatau
ainfi qu’il a éié dir: & la dernjere de ces équations donnera

la valeur , ou les valeuis de jj.

68. 1°. Lor{qu’une équation qui renfermera plufieurs varia.
bles fera telie , qu'a‘Ceraines valedrs de I'une de ces variables}’
moins une , il devra répondre mun certain nombre de valeurs
ggales de la derniere, & qu'il en fera de méme de toutes,
on trouvera ces valeurs en différenciant autant de fois de
fuite , moins une, I’équation propoféc; (uppofant dans ces dif-
férenciations d x, d y, dy , &c. conflantes i », ¥y, 7 &
font les variables ; & egalant 4 zéro les multiplicateurs de o x|
dy , dg, &c. ceux de dx*, dudy , dy dy, &c. & ainfi de fuite,
Si toutes ces équations s’accordent entr’elles & avec Iéquation
propofée , les vuleurs dex , y , 7, &ca qu’elles auront dennées,
feront les valeurs demandces.

69. Remarquons au fujet des points multiples, que puifgue
les valeurs de « & de y, que L'cn trouve en égalant 3 zdro e
cocfhicient de dx & celui de 4y doivent fatistaire 3 équation
finie propofée, on ne peut, lorfque cette équation n’eft pas
donnée en termes finis, ou ne peut pas y ftre ramenée par
les méthodes du calcul intégral, saflurer par le calcul feul,
de lexiftence de ces pointse

Des Points dinflexion vifibles & invifibles,

7o, It arrive quelquefois qu'une méme branche de courbe
aprcs avoir tourné f{a concavité vers un certain point, tourne
enfuite (a convexité vers ce méme point, en continuant néan-
moins fa marche, Telle eft la courbe que 'on voit repré
fentée ( Fig. 22 ). Le point O ol ce changemen: arrive,
s’appelle point d’rnflexion,

our déterminer ces fortes de points, il faut remarquer que
12 rangente au point O, doit erre tangente commune de la
branche O B, & de la branche O 4, qui fe touchent mutuelle-
ment au point O; fi donc de part & d'autre dua point O, on
prend deux arcs égaux ou inégaux, mais infiniment petits, 13
gangente doit ¢tre Je prolongement d¢ l'un & de lautre , €8
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Torte que ces deux petits arcs doivent étre en ligne droite.

Cela pof¢ , ayant mené les ordonnées 4 o2, O, mp, &
nommé AP %, & PM, y. On aura Mr— dx, Or dyjy
& (uppofant O A4 & Om infiniment peu différents 'un de L'autre ,
on aura Or' == dx + ddx , & mr' = dy + ady; puis donc
que MO & Om font en ligne droite , les triangles 4470 & Or'm
font femblables; donc fi Von fuppofe ((ainfi qu'on en eft bien
le maitre ), que les arcs /O & Om font égaux, ces memes
triangles feront auflt égaux y & Yon aura #Mr=Or', & Or=mr';
ceft-i-dire,dx = dx4ddy , & dy = dy ddy, dooc
ddx = o, dly =o.

Donc , pour déterminer les points d'inflexion fimples; il
faut difftrencier deux fois de fuire ’équation de la courbe,
& fuppofer dans la feconde équation différentielle, ddx=o,
& ddy -.o0. Or, 1l eft évident qu’alors cette feconde équation
eft 1a méme que fi 1'on efit d:fférencié en faifunt dx & dy conla
tants. Donc, pour avoir les points d’inflexion fimples, il fau
d’aberd différencier Péquation de la courbe g puis différencier
cette premiere équation différentielle, en regardant dx & dy
comme conftants. Alors, fi de la premiere équation différen-
cielle, on tire la valeur de d¢ ou celle de dy pour la (ubftituer
dans la feconde, on aura une équation qui étant divifée par
‘dy* ou dx*, ne renfermera plus que des x, des y & des
eonflantes, & qui étant comparée avec I'équation méme de la
courbe ; donnera les valeurs de x & de y, qui conviennent
au point d'inflexion fimple.

Prenons pour exemple, la courbe qui a pour équation
23 — by* = a’. Nous aurons 3 x* dx— 2bydy — o, diffé-
renciant de Kouveaw, & traitant dx & dy comme conflants,
nous aurons 6 xdx*—2bdy*=—=o , or, la premiere donne

=3z dx, fubftituant dans la feconde, on aura......
, 8 b xtdx?
6xdx mm :l »x ==o0, ou 45> — 3x3= o, Or,

42° 5% 3xl
celle - ci donne y* = TE qui étant fubftitué dans I’équation
de la courbe, donne x? — 2 x¥ == @} ou x} = 4a}, donc
3 ’ 3 at 3a

x==a\/ 4, & par conféquent y = o —a o Ce

font les valeurs qui déterminent le point d'inflexion.
Frenons pour fecond exemple, la courbe qui a pout

%
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équation y= a+4-(x—a)" : ,nousaurons dy=1 (g}’ tix §
différenciant de nouveau en traitant dx & dy comme conﬁams

. P 1 € g

NOUS AUFONB O = — (X e g) ‘dx’, 0u 2  =o0;
3 (x_a)s

dortc dx==o0 ; or la premiere équation diflérentielle dy =14

de

(xwa)” ’clx revient 3 &y _..(x__a),ou(x—-a) dy

== 3dx;donc puifque dx = o,ona(x-—-a) 5d'_y = o, qui

donne oudx:o ou(x-——a)’ = o; mais comme 1l n’eft

pas poflible qu'on ait en meme temps dx & dy égaux i

zcro, il senfuitque {x = a) 5= o, eft la véritable folution,
qui donne x =a, & par con cquent y=a

71, Remarquons en paffant, 1°. Que puiqu’on trouve dx=o,
la tangenie au point d’intlexion de cette courbe , eft Parallel
aux ordonnées.

. La méthode que I’en donne ordinairement pour trouver
les pomts d’inflexion , confifte i différencier deux fois de
fuite V’équation, en fuppofant dx conftant, & & égaler ddy i
zéro ou & l'infini. Quoique cette méthode conduife aux mémes
réfu]tats, nous avons néanmeins évité de Yemployer, parce
qu’en effet ddy n’eft point infini, ainfi qu'on doit bien le veir
par ce qui prccede Ce qui eft réellement infini alors, c’eft la

valeur de T ) & non pas ddy qui ne peut étre que z¢ro, dans ce
" .

cas comme dans tout autre ; & comme Jx eft zéro, dans les
wmémes eas de points d'inflexion ; ol Pona coutume de fuppofer

& dy infini, :—lz—i{ eft réellement —;—, qui en regardent zcro,
comme une quantité infiniment petite, eft en effet infin1.

3% 8i la courbe devoit avoir plufieurs points d’inflexion ,
Péquation finale donneroit plofienrs valeurs de x; cleft-i-
dire, quelle pafferoit le premier degré. Cela arrive dans les
courbes qui vont en ferpentant, comme dans la Figure 23.

73. Si T'on congoit que les deux points d’inflexion O & O'
{ Fig. a3 ) sapprochent continuellement & foient enfin infi«
oiment voifins 'un de P'autre : alors , fi 'on (e repréfente ,
tomiue ci-devant , les deux arcs infuiaent peiits OM & Om,
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& les deux arcs infiniment petits 0’ H', O' nt' de part & d'autre
des ‘points d'infiexion O & O, les deux cotés O m & M ¢
feront ou pourront étre {uppof¢s Pun fur Paune; & puilqu’aw
point d'inflexicn, A£2 eft en ligne dioite avec Om, & 4! O!
avec ©O' m', il y aura donc wrols petits arcs confécutifs em
ligne droite.

Cela pofe, foient Wm | mm', m' m" ( Fig. 14 ces trois aros
infiniment petits. Abailfons les ordonnées AL P, mp, m'p’, m''p'!
& menons les lignes 427 , mr'y m'r' paralleles 3 4P, Nommons
AP, %, & PM, v nous aurens Ar—dx, raczd) ymr'=dx 4ddx,,
v'm'=dy4-ddy, m'r"= dxq-ddr-di y 7'/ 22 dy+ddy4.dPy.
Or les trols triangles Mrm y mr'm' , m' ' m" {ont {emblables,
puifque les cotés 24m , mm' & m' m' {ont en 1'gne droite; dong
fi I'on [uppole ces mémes cbiés égaux (ce dont on eft le mal-
tre ), les triangles feront égaux ; onaura donc dv==dx—+ddx,
dy=dy 4 ddy , dxq-ddx—dx+ddx+d3x , dj+ddy==dy+ddy
—dy; celt-d-dire, dix = o, ddy=o, dix==0, di=c.

Donc, fi l'on différencie Péquation de la courbe trois fois
de fuite , en fuifant varier dx , dy, ddx & ddy , & qu’enfuite on
mette o pour chacune des quantités ddx, ddy, iz, diy, ik
faudra que chacune des trois équations réfultantes de ces dif-
férenciations ait lieu. Or il eft ¢vident qu’elles devienneng
alors les mémes, que i Ton et différencié trois fois de fuite 5
en {uppofant dx & dy conftants,

En raionnant de la inéme maniere, on verra que fi trois
points d’inflexion confécutifs viennent i fe réunir, 1l y aura,
au point de réunion, quatre ~.léments en ligne droite, & P'on
démontrera de méme , que fi Yon différencie I'équarion quatre
fois de fuite , en fuppofant dx & dy cooftants, les quatre ¢qua-
tions qui en réfulteront , deivent toutes avoir lieu ; & ainfi
de {uite.

Donc , fi de la premiere équation diff¢rentielle on tireda
valeur de dx pour la {ubftituer dans toutes les autres, on
aura, aprés avoir divif¢ Ja feconde par dy*, la troifieme
par dy?, & amnfi de fuite , autant d'équations qni doivent avoir
fieu conjointement avec I’équation propofée , pour quil y ait
une, deux, trois, &c. inflexions réunies, Donc, fi de deux
de ces équations on tire Tes valeurs de x & de y, il faudra que
ces valeurs fubftituées dans les autres équations y fatisfaffent.

Lorfqu’il n’y a que deux inflexions réunies , Pinflexion eft
ing#vifible, elle redevient vifible, lorfqu’il y en a trois; en gé-
néra] Picflexion eft vifible ou invifible , felon que le nombiw
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des inflexions réunies eft impair ou pair, Done, fi E—=o ret
pkéfente, en général, Péquation dune courbe ; il faudra,

pour gu’il y ait m points d’inflexion réunts, il faudra qu ‘en
différenciant F | m41 fois, en fuppofant dx & dy conﬁants

toutcs les différentilles ddx ddy, dix, d*y, &c.juiqu’a celle
du degré m-1 foient zéro ; & Vinflexion fera vifible ou in-
vifible, felen que m fera impair ou pair.

73. Jufgu’ici nous avons fuppofé les ordonnées paralleles.
Si eiles partoient d’un point fixe, voici comment on sy pren-
droit pour déterminer les points d'inflexion, Ayamt imeginé
les deux arcs infiniment petits & confécutifs, qui, au point
d'inflexion, doivent étre en ligne droite, on menera { Fig. 1.5)
Jes ordonnées Cii, Cm¥& Cm' , & I'on décrira les arcs Jzry mr!
que Pon pourra regnder comme purpendxcu‘mres fur C'm
& Cm'. Cela pofé, il efl fucile de vcir que Vangle 1'mm' e
differe de Vangle rMmn que de I'argle #.¢r, Cur on a Cmm'
4 rm == 180°, ou Cmr+rﬂm+9o — rMm == 180°;
donc 7'min’—rddm = 90°—Cmr'; mais A canft du triangle Cr'm
re&angle ent', ona 90°= Cmr' —mCr; donc r'mm'—rAim

=mCr'.

Si Pon mene la ligne mn qm fafle angle m'mn=mcC/',
Yangle n mr' fera donc égale a mAd-, & par conféquent le
triangle ¢z m 7' fera.femblable au triangle m 47 r. Nommons
C/il,y & Mr, dx , nous avrons mre=dy , mr'=dx + ddx,
& m'r'=dy+d Iy ; nommons /llm.,-.dr, mm' {era=ads + dds.
Décrivons du point m & du rayon mm', V'arc m'n ;5 alors les
fe&eurs Cmr & nmm' feront femblables, & donneront Cm
mr'::mm' :m'ns ceft-i- dzre,_}-f_dy dx 4+ ddx:
ds+dds:m'n, qui, en omettant ce quon doit omettre , fera

dsdx

== —; mais le triangle m'sn femblable d 2 /'m, fera aufl
f?mblable amrM ; on aura donc A7 i Adm::m'n: 't 5 Celt-

. d d 1
a-dire, dx:ds: i i sdonc r's =dy 4+ dly—
ds‘

smit =

_7 . Or les mar'gles femblables Mrm &mr'e donnent Mr:
rm:mrlide, oudx dy tdx-ddx: d_).{..ddy———-, done
y

d
dxdy 4 dxdy — *d
dx 1’71"

= dxdy 4 dyddx, ov dxdy — dyddx —

= o; ceft -1 la formule pour trouver les points d’in~

J
flexion fimples , quand les ordonnées partent d’un point fixe s
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elle revient i celle des coordonnées paralleles, lorfgu’on fup=
pofe le point € infiniment éloigné, & dx & dy conftants; cae

2

alors le terme

doit ¢tre rejetté, puiljue y eft infini

J .
Dans Tufage de cette formule , il fera toujours plus fimple
ds*

de fuppofer d x conflant, ce qui la réduita ddy = —; &
¥

il faudra obflerver de traiter aufli dx comme conflant, duns la
diffé¢renciaton de I'équation de la courbe : mais comue les dx
font des arcs décrits d'un rayon varialle, au licu que quzmd les
coordonnées partent d'un point fine, on ics pporte 4 des
arcs décrits d’un rayon conflant €O, comme nous avons dic
(40); on aura foin de mettre, au lieu de dv, {3 valeur qui
fera toujours facile a4 aveir, en remarquant que les fec~
teurs CS/ & C AL r font femblatles. Nous ne rous arrétons pas
a donner , dans la méme fuppofiion, les formules pour les au-
#res points d’inflexion. Cela n'eft pas difficile 4 préfent.

Obferyation fur les Maxima & Minima.

74, Sort F une fon&ion d’une ou plufieurs variables, & qui
foit fufceptible dun maximum ocu dun minimum. Si rous la
confidérons comme reprélentant l'ordonnée ou Iabfeiffe x
d’une courbe , c'eft-a-dire, fi nous fuppofons x= F, il fuit, de
ce que nous avons dit 4 Toccafiou des potnts d'inflexion, que
g’il elt vrai que d F ou d x foit zéro 1orfqu il y a un maximum
ou un munimum , Yiaverfe n'eft pas toujours vraie; car nous
avons vu (7¢) un cas ot I'on avoit au point d’inflexion dx=o0;
ceft-i-dire, la tangente parallele aux ordonnées; or il eft
¢vident que ni Pordonnée ni Pabfcifle ne font alors ni un maxi-
fnum vi un minimum. Que faut-il donc pour saffurer de
Yexiftence du maximum ou duminimum ? 11 faut differencier
plufieurs fois de fuite la guantté, en faifant les difi¢rences
premieres de chaque variable, conftantes; & fi les valeurs
qu'ont les variables au point de maximum ou minimum cher-
ché, anéantiffent non-feulement d ¥, mais aufli JdF, fans
anéantir d3 F', il n'y a pas de maximum dans la courbe quia
pour équation x = F; mais bien un point d’inflexion vifiole ,
ainfila qLamité F n’a point de maximum ou de minimum. Mais
fi 5 Fs’anéantit | (ansque d4 F' s’ aneanuﬂ%, il y aura maximum
ou minimum. Fn géndral, il y aura max imum cu minimam, {4
la derniere différenticlle qui s'ancantit , eft dg degré impaire
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Des points de Rebrouffement de differentes
efpeces y & des différentes fortes d’attouches
ment des branches d’une méme Courbe.

7¢. Lorsque deux branches de courbe viennent a fe tou«
cher, elles peuvent s'oppefer leurs convexités, comme dans
laFig. 26, ous’embrafler comme dansla Fig. 27, & dens 'un &
dans L'autre cas, il peut ariiver qu'elles continuent leurs cours de
part & d’autre du point d’attouchement, o qu’elles s’arré-
tent brufquement d ce point, comme on le veit (£7g. 28 & 29).
Dans ce dernier cas, le point d’attouchement s’appelle point
de rebrouflement ; c’efi-d-dire, point de rebreuffoment fimple
dans Ja Figure 28, & rebrouffement en bec, dans la Figure 29,
Si plus de deux branches fe révnitlent, toutes ces différentes
vari¢tés peuvent fe trauver 3 la fois dans le méme point, &
il peut s’y en trouver encore unc infinité d’zutres; par exem-
ple, les branches peuvent, en fe touchant, fubir une ou
plufeurs inflexions. 1l peut arriver qu'vne inflexion & un
point de rebroufement fe trouvent réunis, & ne femblent
farmer qu'un feul rebrouflement. Dans la Figure 30, fi la
branche £ B D qui forme en E un rebroufiercent fimple avec
$a branche E € avoit un point d'inflexion en B ; lorfque ce
point d'inflexion fe trouveroit infiniment pres du point £, on
rauroit plus que I'apparence d'vn rebrouflement en bec. Ces
variétés peuvent aller 3 Dinfipt, fur-tout en confidérant
que plufieurs branches peuvent fe toucher a la fois. Nous
n'entreprendrons donc pas d'afligner le caraltere de chacune:
nous obferverons feylement, que toutes les fois que plufieurs
branches de courbe viendront i fe toucher, on le reconnoitrz
d ce que 1° ce point étant multiple,, doit avoir les condi-
tions mentionnées (64). 2°. L’équation qui fert a dérerminer
les tangentes des points multiples, doit alors avoir autant de
vacines égales, qu’il y a de branches qui {e touchent, puifqu’a-
Yors il y a autant de tangentes réunies. Ainfi pour le re-
broufloment fimple, il doit avoir les conditons communes
aux points doubles ; & I'équation qui en donne les tangentes,

. dx . - . ;
ou qui donne - , doit avoir deux racines égales, Comme la

confidération de ces peints n'eft pas d’une aflez grande uulité
pour nous engager a nous livrer aux déiails queile exige,
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tious n’en dirons pas davantage. On peut confulter fur cette
matiere, ' Analyfe des lignes courbes de Cramer, Geneve 1750

Des Rayons de courbure , ou de la deyeloppee.

76. S1 Von congoit que fur chacun des points M, m, m'y
&c. d'uue ligne courbe quelconque (Fig. 31), ont aitélevé des
perpendiculaires AV, mn, m'n’y &c; les interfeCtions confé~
cutives 7, n' &c. firmeront une ligne courbe 3 laquelle on
donn¢ le nom de developpee, parce que fi on la congoit en-
veloppée d’un fil A4 & NV qui latouche en fon origine B, alors
en développant cetie courbe , Pextrémité 4 du fil trace la
courbe A4S, Eneffet, dans le développement de M, par exem-
ple, en confidérant AMn comme une petite ligne droite, le
fil Al M n décrit, autour du poirt n comme centre, 'arc Mm
avquel i} ft nécellairemment perpendidulaire, puifque le rayon
d’un cercle eft perpendiculaire a fa circonférence.

77. La courbe AAL étant donnée, fi 'on veut, pour un
point quelconque Af, déterminer la valeur de Az, quon
appelle Riyon de la développée, on remarquera que An eft
déterminé par le concours de deux perpendiculaires infiniment
voifines 4 N & mn. Ceft pourquoi (Fig. 32 ), on imaginera
deux arcs confécutifs Mm, mm' infiniment petits & infini-
ment peu différents, que Pon copfidérera comme deux lignes
droites:on imaginera aufll 4/ N perpendiculaire en M fur 3£ m,
& m N perpendiculaire en m fur m m', Alors dans Je triangle
N Mm reGtangle en M on aura 1:fine M N m::m N ou
MN: M m, ou (3 caufeque Pangle M N mefl infiniment petit)
Y MNm:: JN:40m;donc M N = M m ; or fi on pro-
MNm
longe 32 m, Vangle u m'm'==3{ N m , parce queces deux angles
font complémens du méme angle HmNV, 3 caufe des angles

- s
droits NMm, & Nmm'; donc M N = £m
umm

Si 'on mene A7 r & m ' paralleled 4P, il eft facile de voir
que Vangle & m ' éuant ¢gal am M r, Vangle um m' eft la quan-
t1té dont I'angle m 27 r diminve, ou la différenticlle de I'an-
gle r 4L m , laquelle doit éwre prife négativement ici, ol
la courbe eft concave, & au contraire, doit étre prife
pofitivement , quand la courtbe eft convexe ; on a denc

Afm ,
Ny= = (rady Cherchens dong P'exgreflion de d (r 3 m)
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Or la tangente de r M m, eft j] , & fon cofinus ( ef nom-
x

mant 45 Varc Mm ou l/(dx‘—{—z{y_zj- el ?, ainfi qu’il eft
ds

2i¢ de le conclure de ce que le triangle 74 m eft reGangle:
& nous avons vu {24 ) que g étant un angle quelbonque »

on avoit dy == (cof 1) * d ( zang{) donc d(rMm)-
= (d)) donc enfin N =

ds (d}‘ )
d 53

. Ceft-1ala formale pour Lrouver les rayons

('./
idw(z(_’)

de la dévcloppée, quand les ordonnées font paralleles.
78 Quangd les ordonnées partent d’un point fixe (Fig. 33)
MM m

on a, ccnme ci-deflus, & par les mémes raifons , N =
m' mu

mais m' mun'elt pas=T-d (r £ m); voicl comment on trouve
alorsla valeurde m' m «.

Décrivant les arcs 477, mr'y ona m "mu=r'mu — Fmm’y
or, fclon ce que nousayons vu (73) 5 ' mu differe der 42 m,
de la quantive angulaire mCr' ou M Cr, (carces deux der-
mere»qmntxtcs ne different que d’une quantité infimment pe+
tite par rapport a elles do1c r m n——ﬂi Cr -7 A m; donc
puique m mue—r"mu—r'mm' yonam mu=M;MCr4rim—
r'ma! =4l Cr —d (4 mr). Orennommant Zl[r dw, onar?

fin 2Crou: MCr:: CM : Hr; cell-i-dire rryide
d d d
donc JMCr= —x, & puilque d (mHr) = —— al d 1’)
Y dx  dxt dyy d s dx
on a m'mu =— — ~ d(? ;3 & fi la courbe étoit
@y ds5 [¢ »‘/

. N (i_‘\:' (lx‘ d'v .

convexe, on trouveroit de méme m' mu = — + d(+=)s

' y Jy \d«x
yds?

= !
—;l— d.r d( )ds‘dx?ydxHZ({'y)

" 79, Pour apphquer ces {ormu]es i qhelques C\CTHPAGQ
fuppolons que la courbe A A (Fig. 31) loit un cercle qui a:

donc JF NV =

pour équation , yy==2 gx—xx, NOUS QUrons y = l/:. ax-xx; donc
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e — xd _—_
tfy:xfl-’}—)c——if;d.r:: Vix’—+—df fera donc adx
2ax-xx 1 ax-xx;
4 —
&5 era 2T doncd(d ) = a'dx
dx z.a,.—xx' x (zax—-xx)z,
la formule qui convient au cas préfent, ot la courbe et cona
d 53
cave, & ou les ordonnées fonc paralleles , eft ([y
addxi —dx* d(
elle (e changera donc en (zai.:ﬂfﬁ)—_ = a, ceft-d-dire,
a* d x3

(rax —x x)z
gue le rayon de la développée eft toujours de méme grandeur
& ¢gal au rayon ducercle, en forte que la développée fe ré-
duit 4 un point qui el le centre ; ce qui s’accorde avec ce
que l’on corneit,
Prenons pour fecond exemple la parabole qui a pour equa—

tion y _—_mc,ou]—’-\’ax:xalx“nousauronsdx— a7z dx
donc d:zl/rix"-{.d_y’:‘/dx’-}-iax_ dx? =—

a ax -5
de +———-__.dVV44:a=;x de4x+a,

1

! : A
&:Z—JZC-—iaIx donc:l( =—zax ‘dx,la
Ix _z [ 7
formule N (t_}/ devient donc ”’—-‘x (4x+a)
d( dx* %z alv id.x

s(axta)t axwa]Savsa

az 2 a

80. Les rayons de la développée fervent 3 meflurer la
courbure d'une courbe en chaque point. Puilque, dans le dé-
veloppement de l’elément Nndela cou:‘be BN (Fig. ;r) , 1o
fil trace le petit arc mm'; cet arc mm' a donc mcéine courbure
que le cercle qui auroit pour rayon m 7. Ainfi, quand on a
Texpreflion du rayon de la dsvelonpce , on a pour chagne
‘point, le rayon du cercle qui a meme courbure que la courbe ,
en ce point, Et comme la courbure d'un cercle eft d’autant
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pius grande que {Gn rayon eft plus petit, c’eft-a-dire, que le)
courvures des cercles font en raifon inverfe de leurs rayons,
il fera donc facile de comparer la courbure d'une courbe, en
un point quelconque, avec la courbure de cette méme courbe
ou d’'une autre , en un point quelcongue. Ainfi, {i je voulois
comparer la courbure de la parabole a fon origine, aves
celle qu'elle a d Pextrémité de l'ordonnée qui pafle par le
foyer , je remarquerois qu’d Yorigine on a x=—o0, & que
Yabfifle quirépond au foyer, eft § a(Alg. 356 ). Faifant done
fucceflivement, d:ns Pexpreflion du rayon de la développte
&=—o8&x —La,{aliae&al 2, lerayon de Ja développée et
donc § 2 A lorigine, & ileft ay/ 2 4 Vextrémité de Vordonnée
qui paffe par le foyer, donc la courbure, au premier de ces
points, eft 1lacourbureanfecond,s1av 2: fa,oursz vy

Puifgue le rayon A7V de la développée n’eft autre chofle que
le fil qui enveloppoit, cu que Pon peut concevoir avoir en-
veloppé la courbe BN, il s'enfuit donc qu'il et égal en lon-
gueur i l'arc B N plus Ja partie 4 4 dont le fil excédolt I
courbe, lor(que le développement a commencé, cleft-a-dire,
plus le rayon de la développée a lorizine A. Donc la courbz
B N eft re@ifiable , ’eft-a-dire , quon peut afligner la Jongueur
de chacun de fes atcs BV,

Ceux qui défireront plus de déeails fur les développées , peu-
vent confulter £ 4nalyfe des infiniment petits du Marquis de
Lhopital , ob ils trouveront d’ailleurs d’autres applications du
Calcul différentiels

Remarque.

?1. Nous avons ci- deflus ( 70 ) déterminé les point
Winflexion, en fuppofant que les deux éléments de la courbe,
voifins du point d’inflexion, ¢tolent en ligne droite. De cetté
fuppofition, il {emble fuivre, qu'au point d'inflexion le rayon
de la développée devroit toujours etre infini, parce que les
deux perpendiculaives fur les deux c6tés confEcutifs fetoient
paralleler. Cependant il y a pluficurs courbes qui, au point
d'inflexion, ent le rayon de la développée égalg a zéro; par
exemple, la parabole qui 2 pour équation y == x 5°

Mais il feut oblerver que rien, dans la {uppofition que nous
avons faite, ne déermine de quelle grandeur font ces deux
éléments confiemtifs. Or, s'ils fe réduifvient chacun a un
point, ils n’en feroient pas moins {uf une méme ligne droire,
& les deux perpendiculaires tombvant Uane fur Vautre , fe ren-

contreroielt
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sontreroient dans le point méme d'od elles partentse Or, c’ef¥
«e qui arrive dans les courbes ol le rayon de la développée eft
z¢r0 au point dinflexion. Car la courvure étant algrs infinie,
les deux éléments vonfécutifs fe confondent, chacun avec la
tangente, infiniment moins que dans tout autre cas, & par
con{équent doivent étre confidérés comme deux points réunis,
Les deux éléments peuvent donc étre en ligne droite, fans que
pour cela le rayon de la développée foit infini; {nais on voit
par-li , qu’au point d'inflgxion , le rayon de la développée eft
toujours infint ou pul.

-~

ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAE,

82, IL s'agit ici de revenir des quans
tités différentielles, aux quantités finies dong
la différenciation a produit celles - 14 : la mé-
thode qui enfeigne comment fe fait ce re-
tour , s'appelle le Calcul intégral,

Il n’y a point de quantité variable expri-
mée algébriquement , dont on ne puille
trouver la différentielle ; mais il y a un grand
nombre de quantités diffiérentielles * que
I'on ne peut intégrer: les unes, parce qu'en
effet elles n'ont pu réfulter d’aucune diffé-
renciation ; telles font les quantités xdy,
xdy — ydx , &c. les autres, parce qu'on n'a
point encore trouvé de méthodes pour les in-
tégrer ; & parmi celles-ci, il y en adont on 4
lieu de défefpérer d’avoir jamais liutégrale,

* Par gquantitd différentielle ,{néral , rtoute quantid  affbe=
pous enendons ici, nom - feu-)tee des difterentielles dy, dy,
fement celle qui refulie dune|&s. dune ou de plulicwrs vay
Wifferenciation , mais  ea  gé~ | riablesy ’
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Quoi qu’il en foit, on peut tirer un partd
trés-avantageux de celles que 'on fait inté-
grer 3 nous allons ticher de’les falre con-
noitre : nous verrons enfuite ce quon doit
faire a I'égard de celles qui fe refufent a I'in-
tégration. Commengons par nous expliquer
fur quelques facons de parler dont nous fe-
rons ufage,

Nous appellerons foncfion d'une quanuté,
toute expreflion de calcul dans laquelle
‘cette quantité entrera, de quelque maniere
guelle y entre d'ailleurs. Ainfi, x, a4+ 6 x*,

ax" - bx7, &c. font des fon&ions dc x,

Nous entendons par guantités algebzzgues,
celles dont la valeur exalte peut étre affi-
gnée en exécutant un nombre déterminé
d'opérations de I'Algebre & de l'Arithmé.
tique , autres que celles qui dépendent des
logarithmes. Au contraire , nous appelle-
rons quantités non algétriques, celles dont
on ne peut afligner que des valeurs appros

chées , ou qui fuppofent des approximations:
les locamhmcs font dans ce cas, & ilyena
une infinité d’autres.

Pour indiquer l'intégrale d’une différen-
tielle, nous nous fervirons de la lettre fque
nous mettrons devant cette quantitd : cctte
lectre équivaudra a ces mots fomme de , parce
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gque inzégrer , ou prendre U'intégrale , n'eft autre
¢hofe que fommer tous les accroiffements
infiniment petits que la quantité a di pren-
dre pour arriver 2 un étac fini déterminé.

Des Différeniielles & une feule variable,
qui ont une intégrale algebriqgue, &
premierement des differentielles monomes.

83. RecLE fondamentale. Paur intégrer
une différenticlle monome , il faur .°. augmenier
Pexpofant de la variable 'une unité : 2°. di=
vifer par cet expofant ainfi augmenté de Lunité ,
& par la différentielle de la variable ; Ceft-i-
dire, divifer par ce nouvel expofant multi-

pli¢ par la différentielle de la variable.

La raifon de cetre regle ne doit pas etrc
cherchée ailleurs que dans le principe méme
de la différenciation ( 10). Comme il s’agit
de retrouver la quantlté qui avoit été diﬁé-
renciée , il eft vifible qu ‘il faut appliquer des
opératlons contraires a celles qui ont été
prefcrites pour la différenciation.

Cela pofé , appliquons la regle.

141
1 2 X dx
fzxdeUfod.X'——m
d r
xc{wc V=2 Eneffer, d (%) = 25dx;
2 J :

==de| GQ

.—x;
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2

2 'S
axTFT g, axi
(:4+1)dx B

: 5 . adx
3 e -
2ax’ Parex_llementf——x; y0u fax™3dx =

—-

2
De mémefax?dx —

ax 3t 'dy  axT* —a

(—~341) dx = =1 ixt
En général, m étant un expofant pofitif,
négatif , entier ou fractionnaire , on aura
ffl.x”‘dx:::”nH—I dr__ax" 17
(my-1)dx ma1
On n’a pas befoin de cette regle pouf
trouver lintégrale de dx , ni deadx, que
T’on voit aifément devoir étre x pour la pre-
miere, & ax pour la feconde. Mais fi Ton
vouloit y appliquer la regle, on remarque-
roit que lexpofant de x dans ces différen-
tielles eft zéro, & qu’elles font 1améme chofe
que x°dx & qx° dx , dont Uintégrale, fuivant
x0Ty ax®+ T
la regle’CR(O-f-r)dx (o41)dx?
Il n’y a qu'un cas qui échappe 4 la regle
fondamentale ; c'eft celui oit Lexpofant m
auroit pour valeur — 1 ; car alors I'intégrale

. —I-1 o
devient?®> 5y %
Ll ! + I

)

oux & ax.

— ou—, quantité inaf-
fignable , parce qu’elle eft infinie : en effet,
fi 'on congoit que le dénominateur , au lieu
d’£tre zéro, foit une quantité infiniment pe-
titc, on voit qu'il doit étre contenu une in-
finit¢ de fois dans la quantité finic a 5 &
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que par conféquent la fraftion feroit infinie.
Nous expliquerons, par Ia fuite , pourquoi
le calcul donne ici une quantité infinie ;
mais en attendant , nous ferons remarquer

que la  différenticlle propofée ax™ dx qui cft
alors ax*dx, ou 5‘—? eft une différentielle de

logarithme ; ceft celle de alx ou de /x-,
ainfi qu’on peut le vair aifément en diffé-
renciant ( 27).

Si la différentielle monome avoit un radi-
cal, on fubflitueroit au radical , un expofant
frationnaire. Ainfi pour intégrer adx v~ x* ,

. ' 2 L4 .
on intégrera adx.x30u axidx, cc qui {e
fera comme ci-deffus.

Remargue.

4. Nous avons vu (€) que lorfque
dans les quantités qu’on avoit a différencier,
il fe trouvoit des termes tout conftants, ces
termes ne {e trouvoient plus dans la diffé-
renticlle. Donc, lorfqu’on remonte i I'inté-
grale, il faut avoir foin d’ajouter une quan-
tit¢ conftante a l'intégrale. Cette conftante
aura telle valeur que l'on voudra, tant qu’on
n’aura pas d’autre objet que de trouver l'in-
tégrale , c’eft-a-dire , de trouver une quan-
tité telle quien la difiérenciant , on repra-

- G ;
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duife la différentielle propofée ; en effet 4
axm+x&a'wm+‘

- C, Cérant une conflante
m 1 Mo 1

quelconque , auront également pour difté-
rentielle la quanticé a.x"’dx quelque valeur
quon donne a C. Ma's lorfquc Pintégration
{e fait dans la vue de fatisfaire @ une quef-
tion que l'on s'cft propofée , alors cette
conftante a une valeur que I'état de la quef-
tion d“termme : nous verrons cela par la
fuite ; mais, a lavemr, nous aurons toujours
foin d’en ajouter une a la fuite de chaque in-
tégration ; & afin qu'on la reconnoiflc pour
telle , nous la défignerons toujours par lz
méme lettre C.

Des Dzﬁrentie[[es complexes dont lin-
tégration rentre dans la regle fonda-
S <8
mentale.

8 5. 1% On peut encore intégrer par la
regle précédente rtoute quantité dans Ia-
uelle il n’entrera point de puiffances de
quantltés complcxes , ni des divifeurs com-
plexes , @ moins que ces derniers ne fuffent

des quantités conftantes.
bx?dse

Ainfi pour intégrer ax’dx - 4 edx,
jyintégrerai {éparément chaquc terme , &
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Jau rau——-—*—3 + X C. Pareillement

Vintégrale de ax®dx .+-——— oude ax3Jdx -~
bx-tdx , eﬁ-(f— +&—3£§.+-C, oua—?—— d - 4= C.
Q9. 2°% Q iand méme il entreroit des
puiffances de quantités complexes , on in-
tégreroit encore par la regic fondamentale ,
pourvu quelles ne f{e trouvaffent point au
dénominateur , & qu'en méme temps leur
expofant flit un nombre enticr pofitif. Par
exemple , (a b x* ) x dx s’intégreroit par la
regle précédente , en, ¢levant a&tw: llement
a-+4 x* 4 la troifieme puiffance , ce qui (Alg.
149 ) donneroit @’ +- 3 @*bx*+30ab*x*4-b%°
& par conféquent (a-+bx* )} dx —=a’ dx —+4- -
B bx dx 4 3ab*x*dx 4~ b*x®dx, dont Pinté

arbx’
grale , prifc terme A terme, eft a’x - 225

abxs b x7
e ey 4

87. Comme il o’ y a pas de quantité com«
plexc élevée a une puiffance dont U'expofant-
feroit un nombre entier pofitif, que 'on ne
puiffe, par la méme regle donnée ( Alg. 149).
réduire, ainfi, 4 une fuite finie de monomies,
on pourra donc toujours intégrer toute quan-
tité complexe qui nc renfermeroit d'autres
parties complexes que des puiflances dont
Pexpofant feroit un nombre entier pofitif,
Ainfi, i yavois a intégrer gx? dx (@ +0x")"

G 4
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a* x7 dx (c-+ex’~fx*)*, je développerois , pat
la regle citée , 1a valeurde (@ -+ 6x*)*, & je
multiplierois chaque terme du réfulwat, par
x* dx 3 je développerois parcillement la va~
cur de ( ¢ ex?* 4 f* }*, & je multiplierois
chaque terme du réfultat , par a* x7dx ; alors
je naurois plus a intégrer qu'une fuite de
. monoines, ce qui eft le cas dela regle fon~
damentale,

8 8. Il faut excepter ici, le cas o quel-
fiu'un dés expofants étant négatif, il arrive-
roit qu'apres le développement & la multi-
plication , I'expofant de la variable , dans
quelqu’un des termes , feroit =~ 1 5 mais dans
ce cas on intégreroit par logarithmes,

Par exemple, fi javois fl% (a + bx*)*,
ou ax? dx (a-+bx*)*; je le changerois en
ax?dx (@ + 2abx* - b* x*) qui revient 3}
& xPdx + 2a* bxdx —-ab® xdx , dont les

deux termes @’ x? dx 4~ ab* xdx ont pour in.
—_— a3 xt ab*x?

tégrale e ; mais le terine
2 2

2 a*bx-" dx quieft 1améme chofe que 3 2’5 flf,

eft ( 27) la diférentielle logarithmique de
2 a* blx 5 enforte que lintégrale totale eft —

:‘—s:-z—}- ab:xz - 2a*blx 4 C.
89. 3° Sila quantité diflérenticlle pro-
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pofée renferme méme une quantité com-

lexe, élevée 2 unc puiflance quelconque
{ dont I'expofant foit entier, ou fraltionnai-
re, pofitif , ou négarif) , on intégrera en-
core, {i la totalité des quantités qui mulri-
plic cette quantigé complexe , eft la diffé-
rentiélie de cette méme quantité complexe,
confidérée fans fon expofant total ; ou fi
elle eft cette différentielle multiplide ou di~
vifée par un nombre conftant, Il ne faudra
pour cela , que regarder la quantité com-
plexe dont il s’agit, comme une feule va-
riable, & appliquer mot 3 mot la regle fon-
damentale. Far exemgple, gdx (a6 x )7 eft
dans ce cas, parce que gdx eft la différen-

. . . 14 .
tielle de a - bx, multiplide par = qui eft
une quantité conftante , ainfi pour l'intégrer,

gdx (a4 bx)P+ I

yéeris fodx (@ bx p =70 o
gdx(ll-{—&x)p-*-x _g(a+bx)p+l
= (P+1)bdx+c”‘ (p+3)b ¢

Bn effet, (i Pon différencie cette nouvelle
quantité , on retrouve gdx (a —-bx ).

En examinant de méme la différentielle
atdx 41 axdx

- ou (a*dx 4= 2 axdx) (ax 4 xx) >
a X

on trouvera qu'elle eft intégrable, parce que.
@ dx4-2 axdx eft la différentielle de ax-+xx,
multiplide par une conflante a. Appliquant
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donc laregle, on aura f{4:dx 4 2axdx) (ax 4 2x)=3
(a*dv 41 avde) (ax + xx) 3
t(adx42xdx)
Le feul cas, a excepter, eft celui ob lex-
pofant de la quantlté complexe feroit — 1
alors on intégre par logarithmes , ainfi que
nous le verrons jar la {uite.

+ C:za(av-;.xx);'.*.c.

Des Dzﬁ’érenzzellﬂs Binomes qui peuven

s mzerrrer aldebrzguement.

90. Nous entendons par différentic lle bis
nome , celle ol la quantité comylexe la plus
~compofée, eft une puiffance quelconque d'um

binome. Ainfi gx’dx (a—-5+? )% eft une diffé-
renticlle binome. Il en eft de méme de
gx™ dx (a -+ bx" )P qui peut repréfenter toute
différentielle binome , parce que, par g, 4,
bym,n,p,onpeut entendre tons les nom-
bres 1mag1nablcs pofitifs ou négatifs,

On nc fait pas intégrer généralemcnf,
toute différentielle binome.' Mais on voit,
par ce qui précede, qu'on fait intégrer une
différentielle binome gx™ dx ( a-+bx™)7 , dans
les deux cas f{uivants.

°. Quand p eft un nombre entier pofitif
quclconquc quels que foient d’ailleurs les
cxpofants m & n ( 86 ), a l'exception du cas
mentionné ( 88 ), '
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2% Quand l'expofant m de x hors du bi-
nome , eft moindre d’'une unité que I'expo-
fant 2 de x dans le binome , ceft-A-dire, quon
peut intégrer généralement gx"-* dx (a+5 2"y,
quels que foient 7 & p, excepté le cas ou

= — 1. En effet ga"*dx eft différenticlle
de a + 4 x7, multipliée par %, c’eft-a-dire,

ar une conftante ; on rentre donc dans le
cas dont il eft queftion ( 89 ) ; & par confé-
quent on intégrera , comme il a été en
feigné , ceft-adire, par la regle fondamen-
tale, en regardant a 4- bx" comme une feule
quantité,

Outre ces cas, il y en a encore deux aus
tres que l'on pede comprendre en un feul,
& qui comprennent le précédent : nous al-
lons les falre connoitre.

01. 1° On peut intégrer toute différen«
tielle binome, dans laquelle 'expofant de x
hors du binome , érant augmenté d'une uni-
té, pourra €tre dxvxfe exactement par [ex-
pofant de x dans le binome , & donnera pour
quotient un nombre entier poﬁtif. Le pro-
cédé quil faut fuivre dans ce cas , pour
intégrer , ainfi que pour démontrer que cela
eft général , confifte a égaler la quantité
binome ( fans fon expofant total ) , 3 une
feule variable; & & exprimer la diftéren-
ticlle propofée a l'aide de cette variable
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feule & de conftantes ; ce 3 quoi on peut

toujours parvenir facilement 4 en opdran

comme dans les exemples {uivants.
Propofons-nous &’ anrd d'intégrer gix* dx

(a-+4x)5 Je vois que cette différenticlle
eft intégrable , parce que Lexpofant de &
hors du binome , cefta-dire, 3 , €tant aug-
menté d’une unité , donne 4, qui divifé par
Yexpofant 2 de x dans le binome, donne
pour quotient 2, nombre entier poﬁtlf

Je fais donc a =+ b x° __{. De cette
équation je tire la valeur de x* ; Ceft ¥ =
12" Je remarque que x* dx qui précede b
quatitité binome, £ vicnt(’é un  multiplice
teur conflant, pres) de la différenciation de
x* quarré de x* : jéleve donc , au quarré,
Yéquation x* = ’5—:—", & jai x* == (1“;_“)’5
donc en difrérenciant ; Jaurai . . .
4 x}dx = (7‘—“> <5 & par coméquent

xdx = ({ ) L= (z—d)d . Subftituant
pour x* dx , & pour (a-+~b x* ) leurs valeurs

en z, dans gx*dx (a -+ bx’)}“,j’ai Ce e

—_—aVr %-f-".[
£:5=0)E ot oukt t 827 ‘IT Donc
v L 2 bt zb

Sfgxdx (a+bx}f~—f§i!_ﬁ_‘li.-
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]gaz%d{',_ S SR 2. Shl
Y (PR S ((41)28?
4

A T+ 1 Tl
(& caufe que £ eft multiplicateur

2

= C, Ou,

gi vt ¢ a a5

;ommur;il= 7 ((%+2)— %_H’)“l":

C___‘g{’bz _15_4{__%‘1) == C; remettant
2

donc pour 7 , fa valeur ¢ - b x* 4 nous
4
auroxls§(a+bx’)?‘+x(-,% (a -+ bx*)

— fa)--C.

92. On opérera d'une manicre fembla«
ble, pour tout autre cas affujéti aux mémes
conditions. Prenons , par cxemple gx* dx

(a4 bx*)" 7, qui doit &tre intégrable,
puifque 'expofant 8 augmenté de 1 , ceft-a~
dire, ¢, étant divifé par Pexpofant 3 de x4
dans le binome , donne un nombre entier
pofitif. Je ferai donc @ == 4 x? =7 ; j'aurax
x3 =€—:—”; & comme x°dx qui précéde le
binome , vient ( 2 un multiplicateur conf~

tant , pres) de la différenciation de x2, pour

avoir x* je cuberai 'équation x* =1 ;“: Jau~
- — 3 . - -
rai x°= ({ A a) ; différenciant pour avoir x*dx,

r—a\2dy
5/ b
) . fi—a\tdg H H )
x'dx = ( - )%—; La différenticlle

yai gx®dx = 3. ( & par conféquens
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gxdx (a+bx’)—%, fc changera donc en
e faifant les opé
( ;b‘{ s,ou(en aliant les opc-
rations indiquées, ceft-a-dire, élevarxt";'z

au quwrré & multlphant par )é’i —

w2890 Ty — gz _ T4 , dont lmtégralc
;b‘ 3 b
-z b2 N
eft g{ ; rgaz” ga { ! C
HGD T 38 =3 7 e —5
qui , a caufe du multplicateur commun

I—F 3% -3

g 2 B 2 24a3 a’
;Z?{ ~3 ferédulta* X ({ -+ )

- C, ou—— = (” ——L+3a )—i—- C,
ou enﬁn en remettant pour 7, fa valeur
e 4 bx?, Vintéprale eft -£ = (a = bx?)'s
(7 (a+bx° ) — (a+bx’)—f~3a,)+C-
Telle eft la méthode qu’il faudra fuivre
toutes les fois que I'expofant de x hors du bt
nome , ¢tant augmenté d’'une unicé , & divifé
par lexpofant de x dansle bmome donnera
pour quotlcnt un nombre entier poﬁtxf'
93. 2°% Quoiqu’une quantité différens
ticlle binome ne foit pas dans le cas dont
nous venons de parler , il arrive néanmoms,
aflez fouvent , qu'on peut I'y ramener, 2
I’'aide d'une préparatlon aflez fimple , & qui
gonfifte a rendre négatif Pexpofant de »
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dans le binome , lorfqu’il eft pofitif , ou
pofitif lor{qu’il eft négatif. Pour cet effet, il
faur divifer les deux termes du binome pat
la puiffance de x qui fe trouve dans ce
binome, & multiplier hors du binome, par
cette méme puiffance élevée a la puiffance
marquée par l'expofant total du binome. Par,
exemple , pour rendre ndégatif l'expofant
2 de x, dans le binome gx* dx (a+bx*),
je divife a =54 x* par x*, ce qui me dlonne
gxidx (; .«}—é)’, ou gx*dx (ax-*—+b)y;
mais comme la quantité x* par laquelle on a
divifé , eft cenfée élevée a la cinquieme
puiflance , puifqu’elle eft comprife fous 'ex«
polant total § du binome, il faut par coms
penfation , multiplier au dehors, par { x* )*,
ceft-a-dre, { Alg. 123 ) par x™, ce qui
donne g dx (ax* 5.

En appliquant cette préparation , on trou=
vera quc pluficurs différenticlles binomes
qui ne feroient pas comprifes dans le cas

précédent , y reviendront. Par exemple, fi
I d e ) intd aadzx

on me donnoit 3 intégrer —— —, Ol

. (a.a + xx)5

ae dx (aa 4+ xx)=1; je vois que l'expo-
fant de x hors du binome, c’eft-3-dire, o4
¢tant augmenté de 1, ce qui fait 1, ne peut
etre divifé exaltement par 'expofant 2 de »

dans le binome ; mais jaurois  tort d’er
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conclure que la quantité propofée n'eft pay
intégrable; car fi je rends négative la puif-
fance de x dans le binome , en écrivant

(aa (x*)—7dx (aax? 4= 1)_% qui fe

réduit a aax-3dx(aax"* 1 )7%, je
vois alors que — 3 augmenté de 1 | c’eft
a-dire , =3 =1 ou —2 , étant divif¢ par
Iexpofant — 2 de x dans le binome, donne
pour quotient un nombre enticr pofitif: ainfi

1—e.

faifant eax* 4 1==7, en tire x~* =1
. aa

& comme x?dx eft ( A un multiplicateur
conftant , prés ) la différentielle de x2, je

. . o . d \
différencie, & ai — 2x3dx =-a—: , dob
- " d f A, .
je tire x3dx = — ;‘—{‘; La différenticlle

aax-3dx {aax-2-1)—%fe change donc
3

—aaedy —1"1dy

en - 3, 0l » dont Tintégrale

zaas
_{1_;+C ou 7 *~4 C, ou (en remet-
cﬁz—_(—;;_) s ou g Ly m

tant pour 7 fa valeur) (aax-24-1)" "= C, ou
===t C, qui fe réduit ===+,
Ainfi le procédé pemr intégrer, eft le meme

tdaltmesnsasty Fue dans le précédent.
‘941 Nous avons fuppofé quil n’y avoit
depuiffance de x, que dans l'un des deux
" germed
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germes du binome. S’il y en avoit dans tous
les deux , on ramencroit la quantité & n’en
avoir que dans un, en divifant le binome
par I'une des deux puiffances de x, quife
trouyent dans fes termes, & multipliant au
dehors par la méme puiffance élevée a la
puiffance marquée par I’expofant du binome 3
& cela par la méme raifon que nous venons
de donner (93 ), pour rendre Pexpofant né-
gatif. Ainfi, {i I'on me propofoit d'intégrer.
audx
XV ax <+ xx . ]
Ie changerois en aax—1(x) ™ * dx ()™ %,
en divifant le binome par x, & multipliant,

au dehors, par x élevé a la puiffance=3 qui
ctt celle du bineme. Cette quantité fe réduit &

,ou aax” dx(aa-+xx)"*%, je

aax-*dx (@ =~ x)—>.S1onluiappliquelare«
gle du 1% cas (91), on ne trouvera point que
cette quantité foit intégrable ; mais en ren-
dant négatif I'expofant de x dans le binome,

on aura aax-3+(x)"% dx (ax— 1), ouaax-1dx
(ax'=1)—=3qui (93) eft intégrable. Faifant
dong ax -~ Tejw 1 ==z, 0n3uUrax-* ::5—;—1 5 diffé-

. d -
renciant, onag— x-*dx == —ai, ouxdx== —i{;
a

doncaax—*dx(an™ 4= 1) ~ =X & change cn.
v 307 o X%, 00— 6 75 d7, dont Vintéprale off
H A
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—-a{';

X

-+ C,0u—=2az*+ C, ou (enremettant
pour z {a valeur) — 2 (ax—1epa1)% - C,

oucnﬁn-zaV%-;-x—y—C. .

Lorfqu’on aura fait {ur une différentielle
binome, 'examen des deux cas que nous ve-
nons d’expofer, fi elie ne fe rapporte a au-
cun, alors il eft inutile d’actendre une inté-
grale purement algébrique,

Quant aux différentielles trinomes , qua-
trinomes, &c, ceft-d-dire, dont la quantité
complexe renferme trois, quatre , &c, termes,
clles font intégrables dans les cas énoncés
(85 & fuv.). Il y a encore quelques cas ol
elles admettent une intégrale algébrique;
mais ces cas font en fort petit nombre, &
fe préfentent rarement ; ainfi nous ne nous en
occuperons point ici.

Nous donnerons plus bas la méthode de décourvrir eelles qui
font intégrables, & celles dont Pintégrale peut étre rapportée d
une intégrale donnée.

Application des regles précédentes , d Ia
quadrature des Courbes.

05.Pour trouver la furfack ou (ce qui

revient au méme ) la quadrature des lignes
courbes , on fe repréfente ces lignes commg
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des polygones d’une infinité de cdtés; &,
des extrémités M & m de chaque coté ( Fig.
34 ), on imagine les perpendiculaires M P,
mp, {ur 'axe des abfcifles , ce qui décom-
pofe la furface en une infinité de trapczes
infiniment petits, Alors on regarde chaque
trapcze , tel que Pp m M comme la diffé-
rentielle de U'efpace fini 4 P M 5 parce qu'en
effec Pp mM = APm — APM = d( APM}
(6). Il ne s’agit donc que d’exprimer algé=
briquement le petit trapéze Ppm M , &
d’intégrer enfuite cette expreflion , a I'aide
des regles précédentes,

Mais en confidérant Pp mM comme diffé-
rentielle de 1a furface, 1l faut remarquer ,
quiil n'eft pas plutét la différenticlle de la
furface comptée depu's l'origine 4 des abf
ciffes , qu’il n’eft la différenticlle de tout au-
tre efpece K P M L compté depuis un point
fixe & déterminé K ; puifqu’on a également

PpmM=KpML — KPML=d(KMPL.
Donc, lorfqu’dn intégrera, on n’a pas droit
d’attribuer T'intégrale que donnera imméa
diatement le calcul , plutde a efpace 4 P M
qu'a tout autre efpace KPLM, qui en différe
dun efpace déterminé & conftant X 4 L.
Il faudra donc ajouter a I'intégrale trouvée
par le calcul, une cogftante qui exprime ce
dont I'efpace que l'on a dcﬂeinH de ddters
‘ A
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miner , differe de celui que donne immé-
diatement le calcul : nous verrons dans les
exemples que nous allons donner , comment
on détermine cette conftante. Cherchons d’a-
bord Pexpreflionde I efpace Pp mAl
Nommons A P, x; P M,y ; nous aurons
Pp=dx,pm :z)f—{-dy La furface du tra-

peze P pm M (Géom. 1.}8) eft 227 +p xP
sl Vg S _ya’x+ il Mals pour ex-
primer que dy & dx font infiniment petits, il
faut rejetferm qui eft infiniment petit i

P'égard deydx; on aura done ydx pour lex-
preflion générale de la différentielle ou de
I'élément de la furface de toute courbe.

Pour appliquer cette formule a une fur-
face propofée dont on auroit 1'équation, il
faut tirer de cette équation , la valeur de y,
que "on mettra dans la formule ydx ; alors
on aura une quantité toute en x & dx , qui,
forfgu’clle pourra étre intégrée par les re-
gles précédentes , donnera, en y ajoutant
une conflante, lexpreflion de la furface de
cette courbe- , comptée depuis tel point
qu’on voudra. Il ne s’agira plus que de dé-
terminer la conftante ; ce que 'on fera en
exprimant de quel point Pon prétend comp-
tergla furface: nous~allons voir commens
cela s’exprime,

—
—_
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Prenons, pour exemple, Ia parabole ordi-
naire , qui a pour équation yy == px. Nous
auronsy:lfpx: 3 x5 5 donc ydx devien-
dra ptxi dx; or l'intégrale de cette quans
tité (83) eﬁpl‘zzi"f-i- C, ou2pixig-C;

3

cette derniere expreflion eft donc celle de la
furface de la parabole; enforte que connoif-
fant I"abfcifle x , & le parametre p , on auroit
la valeur de l'efpace 4 P ;5 ou de Pefpace
K P LM compté depuis un point détermi-
né K, {i la conftante C étoit dérerminée,
c’eftadire, fi cette intégrale exprimoit ac-
tuellement de quel point on compte.

Suppofons donc que nous voulons comps
ter les efpaces depuis le point A ; alors on
aura 4 P v =2 pixi-+ C. Pour favoir ce
que doit valoir (', pour que cetre équation
ait lieu, il faut remarquer que lorfque x de-
vient o, efpace .4 P M eft aufli zéro; dans
ce cas P'équation fe réduit 3 0 =0+ Cj
donc C=o0; donc pour que l'intégrale ex-
prime les ef;aecs comptés depuis le point 4,
il faut que la conftante C foit zéro ; c'eft-a-
dire, qu'alors il n’y a point de coaftante a
ajouter , & l'on a, en général , I'efpace indéa
fini APM = jpixs. .

Mais , fi on vouloit compter les efpaces

depuis le point K tel que 4 K =5 ( & érang
\ H 3
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une quantité connue ) ; alors on aurolt
KPLM=2p:xi~+ C;orcescfpaces KPL}
deviennent o, lorfque AP ou x devient —b;
on a donc alors 0 =2pibi+ C; donc (=
—3p whi, & par conféquent K P L M=
Ipixi—pibi.

On voit parla, 2 quoi fert la confiante que
Ton ajoute en intégrant, & comment 'état
de la queftion , feule peut la déterminer,

Remarquons que 2 pixi=3p:xixx;
Or pixi==y; GOACEpixioutpixixx=
% xy ; donc puifque 2 p+x 1 exprime I'efpace
APM , cet efpace aura aufli pour expreffion
* xy, ceftadire ,; APx P M, ou fcsg du
re&tangle APMO, quelque foit AP.

Parcillement 2p: bi=3pibix b ; o,
Yorfque x = A K=5b , I'dquation y y =px
donnc yy =pé , & par conféquenty = pié:;
ceft-a-dire, KL=p:b%; doncipibsou
tpibixb=3 KLxAK; donc, puifque
Yefpace KPML a pour expreflion 2 pixi—
2ps:bi,ilavra aufli pour expreflion + 4 Px
PM—2AKxKL,cctt-a-dire ,2 AP MO
—2 AK LI

La parabole eft ]a feule des quatre fections
coniques, qui foit quarrable, -

Prenons pour fecond exemple, les para-
boles de tous les genres , dont I’équation
{30) et y" 4 "=a"x" ; nOuUs aurons..s
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M~n m n

-}’=Vamx" = gmtn xm+n s donc o . . o

n

Y dx e gmin ygmtn dox dont lintégrale

cft

am+n xmin T €0 qui fe réduit 3

7

I

mn
m n
m-n ~+1 .
——— (3 = 71 T
e amn ..;_f',qmeﬂ la méme
Chofc quc m+nam+n xm+tn X X of= C, Cu

m-fn m n

(3 caufe que y = gn+n ) fe réduie

~

a

s *Y =+ C. Enforte que {i Fon veut

compter les efpaces AP M depuis l'origine A
des x ( Fig. 35 ), cc qui exige que U'intégrale
foit zéro , quand APAM eft zéro, & par con-

féquent quand x eft zéro , zlors la conftante C

eft zéro, & l'on a fimplement - mali Xy
m - 21

c’eftadire , que I'efpace APAM eft toujours
une portion déterminée du produit xy ou du
reGtangle AP M Oj; il en eft unc partie ex-

. . m-—n
primée par la frattion ———, dont la valeur

dépend de celles de m & de n; ceft-a-dire,
du degré de la parabole. Ainfi toutes les pa-

raboles font quarrables.
On trouvera de méme que toutes les hyperboles rapportéeg
2 leurs afymptotes (excepté Ihiyperbole ordinaire) font quary

H 4
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rables. Mzais comme dans la détermination de la conflante ;

on treuve quelquefois une quantité infinie, il n'eft pas inutile
m m=tn -t

dexaminer ici ce qu'elle fignifie. Soitdonc y ==a 2

Mmet-n —nr
—
m m

Véquation de ces courbes : on auray =— @  x ; done
me-n =—n m~n n

ydx=ga™ =™ da, dont Vintégrale eft a”’xb-’_"_—i-g c,

n

meben n T g —
m T % e i
—_— [ . - s
su m-n av x M4 quantité ot U 1’y a aucune

difficulté pour déterminer la conflante , lorfque m fur-
pafle 2. Mais lorfque m eft plus petit que 7 , on trouve une
quantité infinie pour conftante, lor(qu'en veut compter les
elpaces depuis 'origine des x ; & une quantité finie, quand
on compte de tout autre point. Suppofons, par exemple,
m=1 & n==z3 auquel cas 'équation ell y = qix-*; la fur-

. 3 3

face fe réduit alors 3 — @3 x=' == C, ou € ~— ‘i—. Donc fi
X

Von veur compter les efpaces depuis l'origine .4 des « , il fau-

at ., .
dra que ¢ — — foit zéro, lorfque x == o ; c’eft-i-dire, que
ad x 28
C— —~=o, & par conféquent € == —, c’eft-3-dire, eft ina
o

fini. Au contraire, fi on veut compter les efpaces depuis le
. a’ . 3
{;:mt K,telque 4K ==3, 0ona €= — =0, qui donne G == l
Veici ce que cela fignifie. b 5
. , . at
La courbe qui 2 pour équation y =g} ¥~ ou y == — 84
x

tend A Pinfini le long des afymptotes 4 Z | A¥ (Fig. 36 ); mais
s’approche beaucoup plus pres de Pafymptote £Z que de 1'a=
fymptote A¥"; car lorfque x eft infini, y eft infiniment pe«
git du fecond ordre ; au lieu que lorfque y eft infini, x n'eft
infiniment petite que de lordre 3 ; donc fi 'on compte les
efpaces depuis Pafymptete A4 ¥, ils {ont infinis , parce que
Vefpace compris entre cette afymptote & la branche infinie
B S, eft infini, Ainfi, il n'eft pas poflible d’afligner les ef-
pices AL M5 comptés depuis Vafymptote ¥, Au contraire
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les efpacds compris entre la branche BAL & lafvmptote AZ
jufgu'a Vinfini, ont une valeur finie, parce qu'aprés un in-
tervalle aflez court , la branche s’approche irés rapidement
de fon alymptote , en forte que lefpace infiniment long

3 3

KLMOZ a pour expreflion fb— s R PUOZ = f—; & par
3 3 x

conféquent KLMP = * - — f’; D'od il fait, que quoi-

quon ne puifle pas avoir les efpaces comptés depuis £ Y,
on pent néanmoins avoir les efpaces A LM P comptés depuis
un point K pris {i prés qu'on le voudra de A Y.

Prenons pour troifieme exemple , la courbe

aax — x}

qui auroit pour €équation y = » & que

aa
I'on reconnoitra avoir la figure marqt.éc

(Fig. 37), en donnant confécutivement a x
des valeurs arbitraires, & une valeur déter-
minéea a.

aardi—xtdx >
On aura donc ydx = , dont lin-

tégrale (83) efl fydx ou AP jl m“lm—*— C;

& fi I'on veut compter les efpaces 4P M
depuis le point A origine des x, il faut que
cette intégrale devienne o avec x , ce qui
fait voir que la conftante Ccft zéro. Enpforte
que Tefpace indéfini A P M eft (implement

2 aaxt—x*%
I
compofée , comme dans le cas préfent, que
de monomes , on aura tou)ours aifément la
furface ( 85 ).

96. Nous avons vu ( Alg. 413) com-
ment , & l'aide de I'Algebre , on pouvoit

Et en général , fila valeur de y n'eft
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imiter un contour quelconque 4 BCD ( Fi,
38 ), en faifant paffer par un certain nombre
A,B,C,D, de fes points, une ligne courbe dont
Véquation auroit cette forme y — a4 b x -+
cx* - ex’ -+ fx* &c: & comment on devait
déterminera, b, ¢, &c. pour cet effet. Sup-
pofons maintenant que L'on voulit trouver
fa furface ABCD LK, quoiqu'on n’ait pas
Yéquation de la courbe 4 BLCD.

On feroit paffer ( A/z. 413 ( par un cer-
tain nombre de points 4, B, C, D une
courbe AeBfCe¢D, qui {e confondroit aves
celle-1a, d'autant plus intimement , qu'on
prendroit plus de points; & comme alors
on auroit équation de cette derniere , o
pourroit la regarder comme I'équation de la
courbe 4 BCD, du moins dans ’étendue
ABCD ; mais cette équaticn €tant alors
de cette forme y—=a+4-bx + cx" == e X,
&c. dont tous les termes font monomes,
on auroit aifément la furface , felon ce qui
vient d’étre dit. On peut appliquer ceci a a
mefure des furfaces des coupes des vaif-

feaux,

En général, on peut I'appliquer 2 trouver par approxima=
gion, les furfaces des courbes, & I'intégrale approchée des
quantités qu'on ne peut pas intégrer exactement. En effet,
toute différentielle peut étre regardée comme exprimant 1'¢lé-
ment de la furface d’une courbe, dont Pordonnée feroit égale

% tout ce que d x multiplie ; par exemple, d » V aa+ xx e
Iélément de la furface de la courbe qui aurcit pour ordonnce
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N== V 2a + xx. Ainfi calculant par le moyen de cette équa~
tion quelques valeurs de y pour quelques valeurs de x, &
faifant pafler par les extrémités de ces ordonnées une courbe
de la nawre de celles dont il vient d’étre queftion, la furface
de celles-ci étant trouvée fercit la valeur approchée de 'inté-

-grale de dx Vaa+xx', dans "étendue qu’on auroit donnée i xq

Prenons encore un exemple. Ce fera
celui de la furface de la courbe, qui a pour
équation o’yy — x* (&' — &?); cette €quation

donne y = —+ V’ﬂi‘::—x} = Vaw:

_ aty a
donc ( en ne prenant quune des valeurs
xdx x*dx , 3 N .
dcy),ydx szai_xlzm(a —X ) Zg

or cette quantité eft intégrable ( 8¢ ) parce
que x* dx cft la différenticlle du terme x* qui
eft dans le binome , divifée par le nom-
bre conftant 3. Donc (89)ona . . . .
=3 S O N 4 G
A Tégard de la conflante C, on la détermi-
nera en décidant de quel point on veut

compter la furface.

On peut encore trouver Ia furface des courbes en la décome
pofant en triangles , au lieu de traptzes. Par exemple, on
pourroit trouver la furface du fegment 4 NQ (Fig. 34), en
le confidérant comme compofé d’une infinité de triangles infi-
niment petits , tels que 49, Ce triangle auroit pour expre(~
fon Ag % Q¢

b2

revient au méme) en décrivant du centre.d & du rayon 4 Q I'are
infiniment petit Qz. Alors nommant 4Q, ¢, & l'arc Q¢, dx,
ou auroit £ g == ¢ ~~dt, & par conféquent le triangle 4 Q ¢
__fdt x__tdx dedx

- dx = 2%
» F]

» en abaiffant la perpendiculaire Qr, ou (ce qui

. tax
s Celt-A-dire, = — , enree
3
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dedx

jettant le terme pour exprimer que ¥ & d¢ font infini+

ment petits. Il ne s’agiroit plus que d’aveir I'équation entre
x & ¢, pour pouvoir mettre au lieu de z fa valeur en x, &
antégrer.

Application d la redification des lignes
courbes,

97. RectiFier une ligne courbe , ceft
déterminer {a longueur y ou affigner une li-
gne droite qui lui foit égale, ou égale & un
arc propofé de cette courbe. Voici comment
on y parvient quand cela eft pofiible.

En confidérant toujours la courbe 4 M
{ Fig. 34) comme un polygone d’une infinité
de c6tés, le petit c6té Mm peut étre re-
gardé comme différentielle de larc A M,
parse que Mm=Am—AM=d(AM)
Or en menant Mr parallele 3 4P, ona
Mm =V 27 3rm = V de+dy 5 il ne sagit
donc que d’intégrer 1 ax -4y Pour cet effet
on différenciera I'équation de la courbe , &
en ayant tiré la valeur de dy exprimée en x
& dx , ou celle de dx exprimdée en y & dy,
on la fubftituera dans V'aw3a qui ne con-
tiendra plus que des x & dy*, oudes y & dy*;
on fera fortir dx* ou dx*, hors du radical
(Alg. 111), & l'on intégrera,
~ Pour en donner un cxemple , prenons
parmi les paraboles géncralement exprimées
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par y” +r=a" x", celle qui a pour équa-
tion parmcuherey — ax*, nous en tirerons

1 2d .

x? = ’&x.—_: ,donc dx = 2% . &
az. az

’ :%‘y dOIlC de +(i) = a . &

le -——_—dyVI+—— Alg.111).

Or , cette quantlte sintégre alfement (90),
pulfqnc expofant de y hors du binome, oft
moindre d’une unité que dans le binome.

On aura doncfa’yl/I +z—gouﬂy(l+g :

d
y‘(3—9dy +c=§; (1+%)%+ C.
2 * sa

A Tégard de la conflante C, voici comment
on la déterminera. Si c’eft de uis le point A4,

origine des y, que nous voufons compter Ies
arcs A M, il faudra que l'intégrale, ou la
valeur de I'arc 4A1, devienne zéro en méme

temps que y. Or lorfquc y =o l'intégrale
eréduit‘as—a (1)%+Cou8—(-l + C; on a

donc- C——o donc € — — — i . Donc
la longueur de Tarc quclconquc A M compté
depuis le fommet 4, cft ; (x e ) ——
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Si Pon veut favoir quelles font les autres paraboles que 1’on
peut redxﬁer, on le trouvera en cette maniere ; lcquauon
m-n m n

¥ == a x , qui appartent & ces courbes, donfe
m n
m-n mi nF 5 {_ g m
=—=a x . Faifons 11 —_
¥ ifons , pour fimplifier, ——— 3
n k1 ki—1
& ~—— =Lnousauronsy=a x 5 doncdy =lax dx,
m~j- 1
2k zl—z
&dy'mi* a x x> ; dmch dx* + dy* =
2k zl—z 2k zi-2;
det 4 I'a x p=dxV T

quantité qui n’eft imégrable dans cet érat , que lorfque 2 /=
2==r1. Mais fi Pon change le figne de expofant de x, fous

=1
. —2le2 2 2k, .
e radical, en aura x dx x ++ ! a quilsr)

eft iniégrable fi Z—1 augmenté d’une unité & divifé pat —2l

5~ 2, donne un nombre entier pofitif; c’eft 3-dire, fi

—21l4z
=—1t, ¢ ¢étant un nombre entier pofitifi De-1a on tire / = —
. b2 4 n 7
tel2e, &l=— jor l= , donc =
281 me-n me
2t

7o . .
;d’olt m=— ; ainfi les paraboles qui peuvent étre
T I~ I 21

redifices, font celles qui font comprifes dans Déquation
zltzn n

y 2t==a2:xn, ou (en extrayant Ja racine du degré n)
2241 1

y *r===al;x,: étant un nombre entier pofitif quelconque.

Applications aux Surfaces courbes.

0 8. NoUs nous bornerons aux furfaccs
des folides de révolution. On appelle ainfi
les folides que 'on conqoit engendrés parle
‘mouvement d’une courbe A4 M ( Fig. 39),
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qui tourneroit autour d’une ligne droite 4 P.

Il faut concevoir que tandis que la courbe
A M tourne autour de AP le petit coté Mm
décrit une zbéne , ou portion de cbne tron-
qué, qui eft I’élément de la furface, & qui
( Géom. 220 ) eft égal au produit de Mm
par la circonférence qui auroit pour rayon
la perpendiculaire menée du milieu’de M m
fur AP ,ou (ce qui revient au méme, puif-
que Mm eft infiniment petic ) par la circon-
férence qui auroit peur rayon PA. Or l'arc
Mm = yizxd, 3 & fi Ton repréfente par
r : ¢ le rapport du rayon a la circonférence
d’un cercle, on aura r:c: : y eft a la circon-
férence qui a pour rayon P M, laquelle fera

f;" on a donc -c-rﬁv Vixxdy pour I'élément de

la furface des folides de révolution.

99. Pour appliquer ceci , fuppofons
qu'on demande la furface de la fphere. Le
cercle génératcur 4 M B ( Fig. 40) a pour
¢quation yy==ax — %x , en nommant 4P, x 5

& PM, y. Donc, y = vVas —sz & ...

2 adx — xdx 2 seade’—axdxe’yxtder
dy =t = GO0CY= P >
L 0adx? —= axdx® 4 x* dx?
donc yiv+ = dx* + 3 —
sadsx

. Subftituant donc dans la fora

=
axy —-—xXXx

mule”% Viegsdy pour ¥y & Vicidy leurs
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CV o &aa'x
valeurs, on aura — 2722 2 x~ qui fe

, = (1 1cdx
réduit : 3y :

acx
ou ﬁmplcmcnt ——en comgtant la furface

[
depuis le FomtA Or: %, ou . X el
7 r

prime la furface du cylindre qui auroit pour
bafe un grand cercle de la {phere , & =«
pour hauteur; ce qui g'accorde parfaitemen:
avec ce qui a éed démontré ( Géom. 222.)

100. S Von veut avoir la furface du
paraboloide , ( ceft ainli qu’on appelle I
folide engmdré par la révolution de Ia para-
bole AM ( Fig. 39), autour de fon axe); on

a pour équation yy = px donc x == 2

7 7
dx = 1’(}' , & dx* =t ; donc Vax .. +,gy

f o -
"‘“V‘I +4y(y d_y V,+4_J’_; done

vy dev1ent ici, = 4y 1 _4_2“_

qu'mtxcé qui eft mtégrable ( 90 ), & dont
cyfly (I 4y
"rria- C , qui fe ré-
T y dy
7y
duie Y 22° WARY "
duit i —— ( 14 ﬁ) —+ C.Or pour que cette
quantité exprime la furface comptée depuis
le

Pintégrale eft
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le forhmet A4 , il faut qu'elle foit zéro ,

quand y == o ; mais, dans ce cas, ¢lle de-
. < 3 <

VlCﬂt[:L”(l)z—*— C, ou’:-%—r-}- C; on a
c -

donc f‘% 4 C = o; Ceft-idire, C = —

"I’—/zi—i; donc la furface du paraboloi"de indés

fini AMLA eft?2° (1 4 N;__BPe
127 pP

.
12r

Application & la mefire des Solidités.

10 1. Poyr mefurer la folidité des corps,
on peut les imaginer compofés de tranches
infiniment minces & paralleles entrielles ;
ou bien les imaginer compofés d'unc infi-
nité de pyramides , dont les fommets {e réu-
niffent en un méme point. Lorfqu'on fe les
repréfente comme compofés de tranches in-
finiment minces, & paralleles entr’elles , la
diflérence des deux furfaces oppofées qui
terminent chaque tranche , eft infiniment
petite , & par eonféquent on doit Pomettre
dans le calcul , {i Pon veut exprimer que cette
tranche cft infiniment mince. De - la il
{uit qu'on doit prendre pour expreflion de
la folidité de cette tranche , le produit de
I'une de fes deux bafes oppofées , par fa hau.
teur infiniment petite. Par exemple , fi je

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



130 Cours
confidere la pyramide SABC ( Fig. 14) conx

me compofée de tranches infiniment minces ,
telles que abcdef; je puis prendrc pour
mefure de cette tranche , le produit de la
furface a b ¢ ou de la furface d e f par I'épaif-
feur de cette tranche.

De méme, f{i je confidere le folide de ré-
volution engendré par la rotation de la cour.
be AM, autour de la droite AP (Fig.39),1i
j¢ le conlidere comme compofé de tranches
paralleles entr’elles & infiniment minces , je
dois prendre, pour mefure de chaque tran-
che, le produit de la furface du cercle qui a
pour rayon PAL , par Uépaifleur Pp,

Ce principe pofé , voici comment on
évaluera la folidité de tout le corps. On
confidérera ehaque tranche comme ¢tant la
différentielle du folide, parce qu’en effet la
tranche MmlL et =Amld—AMLA
=d (AMLA); & ayant déterminé I'expref-
fion algébrique de cette tranche, on linté-
grera.

Par exemple, sl s'agit de la pyramide
SAEC: fuppofant que la furface A BC de fa
bafe , eft égale a la quantité connue 4b , & fa
hauteur ST =% , on repréfentera par x la
diftance §¢ d'une diftance quelconque ; ce
qui donnera dx pour Pépaiffeur de cette
tranche, Quant 3 la furface abc, on Ia
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trouvera ( Geom. 201) par cette proportion
ST* . 8¢ ABC'abc; ceft-a-dire , hh:

ctbb:abc "-T’ ainfi la foliditd dc la
bbxxdx x3
“hh 9
=+ C, ou ﬁmplcment

tranchc fera——— dont Vintégrale eft ®

3hh

shk’ fi 'on compte la

folidité depuis le fommet S. Cette quantité
qui exprime la folidité de la pornon pyrami-

dale quclconquc Sabc, eft la mEmne chofe

© bbxx
que———ﬁh

2, qui n’eft autre chofe que abe x
St . 3
53 ce quis accorde avec ce que nous avons

démontré ( Geom. 240).

102. Quant aux folides de révolution,
on peut avoir d’uvne maniere générale, lex-
preflion de la tranche élémentaire, ou dif-
férenticlle. En effet , fuppofant que r:c
marque le rapport du rayon 4 la circonfé-
rence, on aura la circonférence qui a' pour
rayon P M ( Fig. 39 ) ou y , en faifant

cette proportion r:¢::y: = ; {i on mulei-
plie cette valcur— de la c1rconfércncc qui a
pour rayon PM, par 1 y moitié du rayon,

ona™ pour la furface, laquelle érant mul-
y*dx

t1phéc par U'épaiffeur Pp ou dx, donne 22

pour l'expreflion de I'élément dc la folrlué
de tout f{olide de révolution, Pour en faire
12
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ufage dans chaque cas particulier , il n’y aura
autre chole a faire, que de¢ mettre, au licu
de y , favaleur en x tirée d: I'équation de la
courbe génératrice AM , & intégrer.

10 3. Prenons, pour exemple, le fphé-
roide engen.ré par la révolution de Tell; ipfle
autour de fon grand axe ( Fig. 42). L’équa-

tion de lellipfe eft yy = gi (ax—xx),en
nommant A P, x5 P ', y; & les axes AB
& Dd, a & b. La formule 2

donc —Cﬂ doc (ax—2xx), Ou — e’ (axa’*c-ac dx),

devient

chb
ch b ax?
ﬁmplcmenc Al ) i 1 on compte
T rada 2 3

la folidicé depu's le point 4.
Pour avoir le fphéroide entier, on fuppo-
. , i b b 3 3
ferax — AB——_—a,&lonaurac——x a——-“-)
: 3

. . 5
qui fe réduic 3 27, qui et la méme chofe

bt o Y ) LI chb

que —-X ta, ou qu - @, 01— expri

me la furface du cprclé quia b ou Dd pour
bb

diametre ; & “— % a exprimeroit, par conf¢-

quent, la fohdné du cylindre circonferit 2

Vellipfoide ; donc puifque la folidité de Pel-

o . . chb .
lipfoide eftici=— x } a, il faut en conclurs
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que la folidité de Uellipfoide eft les 2 de celle
du cylindre circonferit. Et comme la fphere
neft autre chofe qu’un ellipfoide dont les
Ycs deux axes font égaux, la {phere eft donc
aufli les 3 du cvlmdxe circonfcrit , ce qui
saccorde avec cc que nous avons démontré
(Geom. 246 ).

104. Si l'on vouloit avoir la fohd1té
comptée depuis un point déterminé K , tel
que AX = ¢; alors on prendroit I'intégrale

chb ———~—)—+—C & puifqu’on

vraa 2 3

veut que la {oliditd commence au point K,

il faut que cette intégrale devienne o en ce
méme point , c’eft-a-dire ) lorfque X==¢€;

générale

or dans ce cas, elle devient “i———~ -+ (j
2raud

cbb ae e‘
donc - ) + C—=o, & par confé-

rid

cbﬁ ret 3 . -
quent (= — — ~<‘e —e? ; ainfi la foli-

2raed 2

dité , comptde depuis le point K a pour
A fax®  axt cbb

— — —_—— —_— ——

Cleft-1a lc>.preﬂion dime tranchc de fpl 1é-
roide elliptique comprife entre deux plans
paralleles , auxquels laxe cft perpendicu-
laire , & dont la diftance eft = x —e.

On peut, par cette formule, calculer la
folidité , & par conféquent la pefanteur des
mits & dc vergues des vaifleaux , parce que,

I3

exprefr.on
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felon ce que nous avons dit ( Alz. 305 ), ce
font des portions de fphéroide elliptique,
Cette méme formule peut fervir aufli a me-
furer la capacité des tonneaux , dont la fur-
face extéricure pourroit étre regardée coms
me portion d'un pareil {phéroide.

107§. Prenons, pour 2¢ exemple , le para-
boloide  Fig.39). L’équationdcla parabole eft

e cydx . cpxdx
y =px;ainfila formule == devient “—,

. cpxt x x
~dont 'intégraleeft > 4 C,ouZZx = 4 C,
4r 17 b
ou ( ea mettant pour px, fa valeur yy
€y x

JIX— C. Si Pon veut le folide , & comp-

ter du point A4 5 aors, comme ce folide
eft zéro, quand x eft zéro, la conftante C
doit ére zéro, & la folidité fe réduit a

C x < . .
P Zsor ! exprime la furface du cer-
27 2 ar

cle qui auroit P M pour rayon, ou la bale
du paraboloide 4 ML A; donc le parabo-
loide «ft la moitié du produit de fa bafe, par
fa hauteur x ; donc il eft Ia moitié du cylin-
dre de méme bafc & de méme hauteur,

Si 'on veut compter la folidité depuis un
point K connu, & tel que 4K =¢; alors la
folidité devant étre zéro au point K, cleft-2-
dire , quand x =¢, l'intégrale générale doit
étre zéro dans ce méme cas ; c’efl-a-dire ; qua

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sz Marufumarigues, 13¢
< L C,d cpe? . A |
7 5 devenant = C, doit étre o;
e? B
donc %— ~+ C== 0; & par conféquent C =

cper * 17,2 ’
b ——fr ; donc la folidité d’une tranche de pa-

taboloide, comprife entre deux plans paral-
lelesdont les diftances au fommet font x & ¢,

ar
Pexcavation des mines.

106. On peut prendre encore , pour
exemple , I'hyperboloide , ou le folide en-
gendré par la révolution de Phyperbole au-
tour de l'un de fes axes. On peut prendre
aufft Pellipfoide engendré par la révolution
de lellipfe autour de fon petit axe , & que
Von appelle Ellipfoide applati ; on nomme au
contraire Ellipfoide allongé celui qui eft en-
gendré par la révolution antour du grand
> axe. On trouvera de méme, que Pellipfoide
applati eft les = du cylindre qui lui feroit
circonfcrit 5 'eft-a-dire, que a & b érant le
grand & le petit axe de Vellipfe génératrice,

le fphéroide allongd a pour foliditd 2222

i
caab

le fphéroide applati, a pour folidité :

2 r b

ainfi Ie {phéroide allongé, cft au fphéroide
applati . :’cablz Lcaab 3

cp x? cpet . . .
eft 25 fr . Ceci peut fervir 4 toifer

i : a, comme le

petit axe eft au grand axe,

I4
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En voila affez pour les folides de révo-
{ution. .

Mais pour accoutumer les commencants
a €rendre N'ufage de ces méthodes , nous
allons les appliquer encore a deux exemples,

10 7. Dans le premier, il s’agit de trou-
ver la folidité d’un ongler cylindrique formé
en coupant un cyhndrc par un plan oblique
a fa bafe, & que (pour plus de f{implicicé)
nous fuppoferons paffer par le centre ; ceft
le folide 4D BE quon voit repréfenté
(Fig.43).

51 L'on concoit ce folide coupé par des
plans pﬁralleles , infiniment prés , & perpen-
diculaires a la bafe AED ( fig. 44), les fec-
tions feront des triangles femblables dont
les furfaces feront, par conféquent, comme
les quarrés de leurs c6tés homologues. Ainfi
nommant r le rayon CE de la bafe , & Ia
hauteur D £, & y labafe P 7 du triangle
PMN,on aura CELD : PAMN::rr:yy; or

CED =""; donc PMN =22 — 12,

r 2T
donc nommant AP, x, ce qui donne dx
pour l’épaiﬂeur Pp de la rranche comprile

z pour
cette tranche. Or y eft 'ordonnée du cer-
cle qui fert de bafe ; & lon a par confé-
quent yy == 27X — xx. La tranche élémen-

entre deux plans voifins, on aura
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. : hdx.(rrx— A
taire devient donc ALXLErETER) gy f

.
2r 2r

( 2rxdx — xxdx ), dont I'intégrale, a comp-
ter du point 4, ctt —1/17 (rx’ — ™). Donc pour
avoir tout le folide , il n’y a qu'a ﬁippofer
x=2r,ce qui donne Z—h; X (4,;__ 8—3’—) , Ou
2hr ou {;‘rx—‘}r, ou CED x* 4C, ouenfin

CED x2 AB; cefta-dire, les deux tiers du
prifme qui auroit le triangle CED pour bale,
é le diametre 4 B pour hauteur. Cecl peut
{fervir dans un cas du Toifé des Forcifica-
tions.

108&. Pour fecond exemple, nous cher-
cherens la foliditd d’une tranche dellip-
foide allongé , comprife entre deux plans
paralleles entr'eux & au grand axe.

" Avant de procéder a cette recherche, il
faur démontrer que les coupes de Dellip~
foide faites paralléiement au grand axe, font
des ellipfes femblables a Teliiple généra-
trice du folide, c’eft a-dire, dont les axes
ont le méme rapport entr’eux que ceux de
cette cllipfe.

Pour cet effet, concevons Tellipfoide
coupé par un plan, que ( pour fixer les idées)
nous fuppofons vertical , & paffant par le
grand axe 4B (Fig. 45) ;1a fetionferalellipfe
ABDE égale a Leliipfe génératrice. Conce-
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vons aufli Iellipfoide coupé par trois autres
plans, dont deux verticaux & le troifieme
horifontal. Que DE petit axe de Pellipfe &
fa parallele MN foient les fetions des deux
premiercs avec le plan ADBE, & ST celle
du troifieme avec le méme plan 4 DB E.
Cela pofé, je dis que la coupe de Vellipfoide
ar lc plan repréfenté par § T, cft une
ellipfe {femblable & 4 D B E.

Concevons qu'aux points O & R on ait
€levé des perpendiculaires au plan ADBE,
& qui rencontrent la furface de Pellipfoide:
Ces perpendiculaires feront , en méme temps,
ordonnées de la coupe faite par S 77, & des
fections ou coupes circulaires faites par MN
& DE. Or par cette derniere raifon , on doic
avoir { en nommant 7 la perpendiculaire
€levée au point R, & z la perpendiculaire
¢levée au point O ), on doit avoir 7 7=
DRxRE, &tt= MOxON. Mais en
nommant CD=156, PM=y, CA=!a,
& CR=0P=u,ona DR=1b~+u,
RE=1bp—u,MO=y-+u& ON=y—u,
enforte que DR x RE=Lbb—uu &
MOXON =yy ~—uu ; Donc 27 =1 bb — wu
&t t=yy—uu Mais par la nature de

Yelliple ( Alg. 307) on ayyzf—lg. (faa — xx)
en nommaht C P, x. Et nommant k T'or-
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donnée S R au petit axe, on a ( Alg. 304}

lck__aa(ibb ) d’ou l'on tire xu ==
Bhik,

&deyy, dans celles de 77 & de rz, ona
Fbkk bbkk  bbax
, d'olt il eft

11=—= ,&tt:u-———aa —
bbkk bbk’ bbxx__

-'_77

évident que 77 :z2¢:

kk : ki — xx:: SR ou éRxRF SO x OT'
ceft adire , le quarré de l'ordonnée 7 qui
répond au point R, eft au quarré de celle, z,
qui répond au point O, comme le produu:
des deux abcifles. qui répondent 4 la pre-
miere, eft au produit des abfciffes qui ré-
pendent a la feconde; la coupe faite par ST,

eft donc une ellipfe.

D’ alileurs I'équation 7 7 == Al

, ou
aa
donne{ k::b:a;o0rz oulor-

donnée qui répond au point R eft la plus
grande demi- largeur , ou le demi-petit axe
de ectre elliple, & & ou § R, eneft la plus
grande demi-longueur , ou le demi-grand
axc ; les deux axes de cette ellipfe, font donc
en méme rapport qus ceux de lellipfe gé-
nératrice ; & puifque rien ne détermine,
dans tout ce raifonnement , la grandeur de
la diftance CR 3 Iaquelle on fuppofe cette
coupe faite, la méme chofe a donc licu pour
toute autre coupc parallele a 4 5,
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Ccla pofé , fi I'on veut avoir la folidité
d’une tranche quelconque de Tellipfoide,
comgrife entre deux plans paralleles repré-
fentds par A B & S T, on repréfentera par §
a furface de lellipfe génératrice; & puifque
Vellipfe dont § 7" eft le grand axe, eft fem-
blable a celle-1a , on aura la furface de celle-

ci , par cette proport,xon Laga:kk: §:

Skk
—; multipliant cette furface par T'épaiffeur
Zau

infiniment petite Rr ou du, de la tranche
Skkdu

éiémentaire, on aura , pour la valeur

de cetre tranche ; or fclon ce que nous
aa

m
x(Lbb—uu); donc la tranche élémen=

&[zz(ibb—uu)
YT ‘bb'( bbdu — uudu ),

dont intégrale eft m (4 bbu— 3u), fiTon

venons €e dire ci-deflus, on a £k =

taire fera

veut compter depuis le centre €. Mais (i
Yon veut comptcr depuis un autre point K ,

I'ntégrale feram( bbu — u'y - C,

C Ceant une conftante convenable. Pour la d¢
terniner, on nommera C'A , e alors il faut
que lintégrale foit zéro au point K ol u=¢;

on aura donc 'bbe-——§e’)_{_C:o,

; (bbe—3e'),

$
31 b/) (
& par conf Lqucnt C=

ny...|
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donc , toute tranche d’cllipforde allongé,
comprife cntre deux plans paralleles au

(£bbu — 112)

grand axe,a pour expreflion -, IM

——;M( bbe—=1él), ou ﬁmplemcnt,jb
(;ébu—3bbe— tuPa-1eb). Or;bbu_

4
i1 bbe, cft la méme chofe que - 55 (u—e):
Pareillement 2 ¢? — . #* eft laméme chole que

&—1u

(ee =+ eu -+~ uu). Dailleurs z — e
la diftance des deux plans paralieles , ou
la hauteur de la tranche qu'ils comprennent ;
donc, {i on faicu— e==7% , en appellant A
cette hauteur , & qu’on fubftitue pour e fa
valeur u— £ tirée de cettc équation , on
5 (& bbh = huu

Sh She
—i—fz'u——) ou ”(-«bb — un) - o

4
;

(u——) ; or nous avons eu, ci-deflus,

aura (aprés réduétion faite)

kk =35 (306 — uu), & par conféguent

bhk
2bb—uu=—= T— La valeur de la tranche
Shkk  Sh* A
fohde fe change donc en 7, - +‘b/; u-——?)'
4

. , SEk
Mais nous avons vu que — exprime Ia fur-
2 a¢

face de la coupe faite par 77, ou de la coupe
inférieure ; donc en nommant s cette furface,

on aurasiz-k-lb& (u_T); enfin {i on nom-
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me s'1a {urface de la coupe faite par LK &!
fa demi-largueur , ou fon demi-petit axe, on
aura, a caufe que toutes les coupes fonr. {fem-

blables, 1 5:/1::S: s’;donc S =222, ce

C T
qui donnera pour derniere expreffion ré-

duite, s/z—;-'fhz (u——) Ceft-a-dire;

quil faur 19, mulmpher la furface de la plus
petite coupe , par la hauteur de la tranche;
2°, multiplicr ccllc de la plus grande coupe

par le rapport - du quarré de la hauteur de

1a tranche au quarré de la demi-largeur de
1a coupe fupérieure , & par la diftance du
centre jufqu’a la coupe inférieure , moins le
tiers de la hauteur de la tranche.
Cette regle peut étre appliquée utilement
3 la mefure de la folidité de la partie de la
cartne que la charge fait plonger dans les
vaiffeaux , lorfque la figure de cette partie
eut étre comparée a unc portion, delllp
{oide. s repréfentera la coupe faite a ﬂcur
d’cau, pour le vaiffcau hors de charge; s' fa
coupe lorfqu’il eft en charge ; 2 la diftance
des deux coupes ; [ la plus grande largeur
de s, & enfin u la diftance de s jufqu’a la
plus grandc coupe horifontale du fphérmde
Quant 2 la maniere de mefurer s & s, on
obfervera que l'une de ces furfaces fe déter-
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mine par Pautre , puifqu’appartenant i des
elhpfcs femblablcs, elles doivent étre en-
tr'elles comme les quarrés de leurs grands
axes ou de leurs petits axes. Il ne sagic
donc que de favoir comment on peut déter-
miner 'une des deux. Or, nous verrons dans
peu, que It furface d'une clhpfc eftacclledu
cercle qui auroit pour diametre le grand axe
de cette ellipfe, comme le petit axe cft au
grand axe ; ainfi comme on fait évaluer la
furface du cercle, ( du moins auffi prés qu'on
le juge a propos ) on déterminera toujours
facilement cclle d'une ellipfe dont les axes
feront connus.

De lintegration des quantités qui renferment
des Sinus & Cofinus.

ro9. Nousavons vu ((12) que d(fing ) =dgcof7, &
qued(cof'7) = — dj finz; donc réciproquement, U'intégrzle de
dz cof z fera fin 7 ou plus généralement fin g 4~ €, quia la
méme différeniielle, De méme Pintégrale de —d'y fin 7 fera

cof 74 Ca 2 dco
81 I'on avoit g cof 37, on I'écriroit ainfi -—{——[—3—{

3
fin 3{-}- €. De méme I'iniegrale de

d
_j_i‘[n_s{; & 3101'3

alors Tintégrale feroit
dz fin 3 7, fe trouveroit en écrivant ainfi
<31 ¢

En général, qufn mz ( m étant un nombre conﬂant) 1Y
/= ;jmm{ & devient —-f {

Vintégrale eft

shange en ——=
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I Silonawsit{ finz ) dy cof g, on remarjueroit que cete
quanricé eft la meme chole que (“ny )°d ( fing ) ; oren re-
gardant fin 7 comme une fimple vartaole , on intégre par la
2N
no41
Sila différentielle propofte el ( fin m 3 )™ d5 cofmy , onéerira
{(finmz ™ dycof my . (finmzd"d (finmy)

Y qui revient i
m (finmg)*+ " m
dont Pintégrale eil f———

reple fondamentale, & L'on

m(n -1

Pareillement, pour avoir Vintégrale de (cof m3)" &5 finmy;
on &erira 60/ —mdg finmy , qui 2 pour intégrale
(colmgyn4+1  —m

—m(n41 )+ ' .
Si Pon avoit a intégrer dy fin py cof g7 5 alots felon ce quia
ét¢ enfeipné ( Alg. 418 ), on changeroit fin p g cof g7 en
Ifn(py+q7) +1(fin(pi—qy),ouzfin (p+q )71+
ifin( p—gq)z;ainfi onaurow i imégrer%dﬂu; (p+9)3+
2 dy fin (p =~ q ) 3 qui étant écrit ainfi. % (_z:—{_-q)_z{_jm(ﬂ D3

— o _— +d9
3 (r=9)defin(p—9) 3 , 2 ¢videmment pour intégrale

. (p—q)

—seflp+)z_sef(r=d)t o,
-+ —

Onpimégrera de mémepd{ j:‘In p cof gy fin ry, &c. en
convertiffant ces produits en finus ou cofinus de la fomme &
de la différence des arcs p7. g3, 77, &e ( Alg. 418 ).

8t on avoit dz ( fin 3 )3 on le changeroit en dy fin g
(fing )?,or(fing )*oufing x fingelt(Alg 418)
22 2 cof (1) beof 14+ D) = 2iofo —Leofa r=1 — Leof 21,
parce que cof o == 1 jdonc finz(finy )* =1} fing — 1 fin 31X
cof2 7. Doncdy( fing )3 =idy fing — 3dyfin g cof 1g;0n
réduira donc fin 3 cnf'2 7, ainfi qu’on vient de le faire pour
fin p7 cof 91 & Vintégration fera facile. On voit donc com~
ment on intégreroit dy ( fingz '*, n étant un nombre entier
pofizit. On <y prendroit d’une manicre (eroblable pour d7
( ¢cof7 )" Donc on peut, par les mémes principes que nous
yerons dexpofer , intégrer les quanités de cette forme 43
( finpy " (cofqy )*(finrg)s, &c. m,n, s, éant des nom«
bres entiers pofitifs, ‘

Enfin
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Fnfin, ces pringipes, ce quia été enfeigné ( Alg. 481 ), &
«e que nous avons dit, ci-deffus , fur Pintégration des quan~
tités, mettent en état d’intégrer les différentielles affetées de
finus & de cofinus , lor{qu’elles ont une intégrale algébrique;
& lorfqu’il y entre des tangentes, on les ramene aux différen-

fn g

cof7*

. y . 7 ) -

De Zcz. maniere dintégrer par approxi=
mation , & quelques ufages de cette

Miérhode.

Y10. CecI ne peut regarder les diffé-
rentielles monomes : nous avons vu qu'elles
§'intégroient roujours facilement. C’eft donc
~pour les différenticlles complexes qui échap-
pent aux cas que nous avons examinés plus
haut, '

L’art d’intégrer par approximation , con-
fite & convertir la quantité propofée , en
ane fuite de monomes dont la valeur aille
continuellement en diminuant ; chaque terme
sintegre alors aifément , & il fuffit d'en

rendre un certain nombre, pour avoir une
valeur fuflifante de Vintégrale, ‘

La regle quenous avons donnde ( Alg. 151)
pour élever une quantité a une puiffance
propofée , & qui s’applique également aux
polynomes, eft le moyen que nous emploie~
rons pour intégrer ainfi par approximatioll
En voici des exemples,

K,

tielles de finus & cofinus , en obfervant que zang g ==

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



146 Cours

1 1 1. Propofons - nous de trpuver la lona
gueur d'un arc de cercle AM ( Fig. 40), par
le moyen de fon finus verfe A P.

Suppofant Varc M m infiniment petit, (i
I'on mene Mrparallelca AP, & le rayon CM;
les triangles femblables CP M, Mrm , don.
neront PM: CM:: Mr: Mm. Or, noms
mant A P, x, le diametre 4 B, a, ou 1,
{ pour plus de (1mphc1té ); onavra M r=dx,
CM__ L, & PM =V ix Donc Vs

: dx: Mm; donc ZWm __\ ,
conféqucnt AM = [ Cette quantlté

.x—xx

, & pat

ne peut Ctre intégrée par les regles que
nous avons donnéecs ci- devant s Ceft pout-

(Azr 112)

puisen fLxidx (1 —x)‘—(Alg. 141). Je
réduis (1 — x) "3, en {érie ( Alg. 151); &jc
trouve , tolite réduion faite, (1 — x)-; =
) B ’(x’+&c ;donc . ..

f»~x dx(l»——-x) ffx s (14 x4 3t
Fex +&c) S Gxs dx+4x dx+,~6x dx

- x dx+&c) X -}—xz—{—- xz_J,-

quoi |

—_———

EE

L & = Xiem i x+mx +&c,

1

5

3y 2

N[\x
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quantité a laquelle il n’y a point de conf-
tante A ajouter, parce que lorfque ¥ ==o0,
elle devient zéro, ainfi que cela doit éere,
puifqu’alors I'arc 4 M qu’elle exprime, eft
zéro.

On peut a caufe du multiplicateur com-

L * . - -
mun x*, donner & la férie qui exprime
Varc AM, cette dernicre forme o v v oo s o

27 (1 %5 + & % = x* &c). Remar-
quons , maintenant , que le {inus verfe x
étant toujours plus petic que le diametre 1,
{ excepté lorfqu’il s’agit de la demi- circon-
férencc), x cft unc fra&tion ; que par confé-
quent les valeurs des termes de la {érie dé-
croitront d’autant plus, que le {inus verfe de
"l'arc en queftion fera plus petit. Ainfi , fi
I'on vouloit, par exemple, la longueur de
V'arc dont le finus verfe eft la centieme par-
‘tie du diametre, on auroitx ==-i=, —=e,01, &
par conféquent x £ =o0,1; onauroitdonc pour
la valeur de cetarc 0, 1 (1 4 227 42022108
3= (0,01)%); & comme le terme fuivant
de cette férie feroit au moins cent fois plus
petit que le dernier de eeux-ci, puifque cha-
cun eft plus de cent fois plus petit que celui
qui le précede, en examinant quelle eft la
valeur du terme 1. (0,0)*, nous pourrons,

en prenant le centieme de cette valeur , juger,
2
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du degré d’exaltitude auquel nous aurons "an
€n nous en tenant a ces quatre premiers
termes. Or 55 ( o,01) %, revient a %,

{ 0,000001 (== 2*22221—0, 0000000446 ,
dont la centieme partie eft 0,000000000446;
donc nous pouvons, en toute streté, éva-
luer chaque terme de notre {érie jufqu’a 10
décimales, fans craindre que la valeur de
Varc qui ‘en réfultcra , foit fautive d'une
unité dans la neuvieme. Ainfi nous aurons
3 (0,01)? = 0,0c00000446; 2 (0,01 *=
0,00000% 5000 ; 231 = 0,0016666666 ; donc
la toralité de la férie fera o,1 (10016742112 )
ouenfin o, 100167421 , en fe bornant 2
9 décimales; & 'on pourroit méme en toute
siireté admertre la dixieme.

Telle eft la valeur de P'arc dont le finus
verfe eft la centieme partie du rayon. Donc
fi I'on favoit combien de fois le nombre de
degrés de cet arc eft contenu dans 360°, en
multipliant cetre longueur , par ce nombre
de fois, on auroit la longueur approchée de
Ja circonférence. Mais c’eft ce que I'on ne
fait pas,

Comme nous favons ( Geom. 271) que le
finus de 30° eft la moitié du rayon, & que
connoiffant le finus d’'un are, on peut aifé-
ment avoir {on finus verfe ( Géom. 270) , on
pourroit calculer le finus verfe de 30°, le fuby
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Bitver pour x dans la férie ci-deflus, & alors
multipliant le réfulrac par 12, qui eft le nom-
bre de fois que 30° font dans 360", on auroit
la longueur approchée de la circonférence.
Mais comme la {éric feroit peu convergente ,
enforte quil faudroit en calculer un affez
grangd nombre de termes , pour avoir une vas
leur un peu approchée de la circonférence ,
nous allons enfeigner un autre moyen qui
nous fervira de fecond exemple de la Mé-
thode d’approximation.

Menons la tangente A N (Fig. 46) ,1a {é~
cante CM N & la {écante infiniment voiline
Cmn; du centre C & du rayon CN, décri-
vons l'arc infiniment petit Nr, que Pon peut

rcgarder comme uneg perpendiculaire fur Cr,
Lc petit triangle re&tangle Nrn {era fcmbla-
ble au triangle reQangle C 4 n, parce qu'ou-
tre 'angle droit, iis ont un angle commun

b .
en 1 : il fera donc aufli femblable au trian-

gle CAN qui differe infiniment peu de CAn ;

on aura donc CN:CA:: Nn: Nr, dou

Nr= -C—-/—j%Nn ; or les fe@eurs femblables

CNr, CMm , donnent CN: CM :: ouCA ::

Nrou CACY M. Mm; donc Mm = C—jiwgpiv—n.
Nommons donc A N, x;le rayon C A4, aj;
yous aurons Nao = dx & CN =V aa+sxi

K3
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donc la valeur de M m deviendry —22%%

’

, o / cadx aa + xx

Ceft-a-dire, que Mm = ——— donc flim
aadyx

ou AM — PR Cette quantité ne peut

pas Etre intégrée exactement. Pour ['inté-
grer par approximation , il faut la mettre
fous cette forme faadx ( aa 4 )xx ) -* 5 Hors
ayant trouvé (Alor 1S1) que (aa—+xx )t

x4 x¢ x8

— a (I——;—FE—(F—*“F——&C.),

x? x4 S 8
= fdx (1 —;—+——~y—+% — &c.)

2 a* a6
x*dx xrdx x5 x8dx
= (dx-— " — -—'&C)
a ot a® 8
23 x x7 x?
— X — 2 —_— T — &C = 8 @
3a s a+ 7 a¢ 9 at .
x? x* x x
_— [ — —_— T T T C-
x ( 1 a? § a4+ 7a® yad & )

Il refte donc a favoir fi nous connoiflons
quelque arc qui érant contenu , un nombre
connu de fois, dans la circonférence, ait une
tangente connue., Or larc de 45° eft dans
ce cas ; il eft 8 fois dans la circonférence,
& fatangente cft égale aurayon ( Géom. 272);3
donc fuppofmt X = a., nous aurons pour la
longueur de T'arc de 45°, la valeur de cette
férle..a’(——+———-+9 -+ &c. )
Mais comme les termes de ceete férie dée
croiflent encore fort lentement, il faut voir
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fi nous ne pourrions pas décompofer l'arc
de 45° en deux autres arcs dont les tangen-
tes fuffent connues. Peu importe que le nom-
bre de degrés dc ces arcs foit counu ; pourvu.
qu’ils falfent 45°, quand nous aurons calculé
leurs longueurs par le moyen de leurs tan-
gentes, ¢n ajoutant ces longueurs nous au-
rons celle de larc de 4g° Comme ces arcs
feront plus petits que 45°, leurs tangentes
feront plus petites que le rayon , & par
conféquent la {érie fera plus convergente,
& plus facile a calculer.

Or ce que nous avons dit ( Alg. 416 ) nous
fournit le moyen de trouver deux pareils
arcs. En cPfet, nous avons vu que a & & érant

deux arcs quelconques, on avoit rang (a —+6)

tang a + (ang b
g an en fuppofant le rayen

1 -—-tanrraung ’
== 1. Donc (i nous fuppofons a 4- b = 457,
auquel cas rang ( a—+b)=1, nous aurons
dang a + tang b

, équation d’olt, par lcs

1— ang a tang b V' — tang a

regles “ordinaires , on tire tang b =

1 4 tang a*
Prenons donc - tang a =L . alors nous aurons

T

= 3

e
Nous n‘avons donc qu'a calculer , par le
moyen de la férie ci-deflus, la longueur de

1 a . >
Vaic dont la tangente x eft —ou la moitié du

. K 4
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rayon ; & la longucur de l'arc dont Ia tans
-4 .

gente x eft S5 ces deux longueurs réunies

formeront celle de l'arc de 45%. Or en met-

tant pour x, ;1, &enfuite%, Ol 3ue &

a 1 1 1 I ] I .
L T — pm e
2 3e2 5.2t 728 9,23 11.zt° 1324
a ¢ 1 1 1 1
EL—r Tt L Lo
3:3* 5.3% 7.3 9.3%  11.3 13:3

51 Pon veut aveir les valeurs de chacun
‘de ces arcs exprimées exallement jufqua la
neuvieme décimale , il faur calculer les 13
premicrs termes de la premiere, & les 10 pre-
miers termes {eulement de la feconde. Or ce
calcul eft fore aifé & faire, en obfervant que
dans la premiere , on peut calculer les ter-
mes confécutifs , en formant d’abord une férie,
dont chaque terme foit égal au précédent
multiplié par i, cC’eft-a-dire, foit Ie £ du
précédent : on multiplie enfuite cette férie
termea terme , par la férie 1, 1, %, 2,5, &c.
enfin réuniffant les termes de numéro pair
‘entr'eux , & ceux de numéro impair , aufli
entr’eux , on retranchera la fomme dcs pre-
miers , de la fomme des derniers ; & on
multipliera le refie par —:L— Pareillement le cal<

cul de lafeconde, fe réduit a former une {érie,
dont chaque terme foit formé du précédent
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multiplié par - ou par §, ceft-d-dire, foit

1a neuvieme partie du précédent; on mulri-
plie enfuite cette férie, terme & terme, par
Adaférie 1 5,4, 7,5, &c; & on opere en-
fuitec comme pour la premiere , exceptd

quon multipliera le réfulrat par 2 au lieu
‘ s 3

de ‘; SiTon exécute cetre opération en por-
tant lapproximation jufgw’a 10 decimales,

on aura pourla premiere ferie —:— (0,92729521803),
ou ¢ (0,4636476090); & pour la feconde,

%(0,9652516632) ou a (0,3217505544 )3
denc 'arc de 452, qui eft la fomme de ces
deux-la, fera a ( 0,7853981634 ). Prenant
donc le quadruple, pour avoir la demi -cire
conférence , on aura a ( 3,1415026536);
donc le rayon eft a la demi- circonférence
(ou le diametre eft a la circonférence ):: a:
e (3,1415926536 ) 1 1 : 3,1415926536,
rapport qui ne differe pas d’'une demi - unité
décimale du dixieme ordre j de celui que
nous avons donné ¢ Géom. 152), & quelon
pourroit , trés-facilement, trouver encore avec
unc beaucoup plus grande precifion,

112. Pour troifieme exemple d’approxi-
mation , nous nous propoferons de trouver le
logarithme d’un nombre quelcongue, Mais,
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avant tout , il faut fe rappeller ce que nous
avons déja d1t ailleurs (27 ) ; favoir, que les
logar‘thmcs dont il s’agit ici , ne font pas
ceux qu’on trouve dans les tables ordinaires,
Mais ceux-1a érant calculés il eft aifé d'en
conclure les derniers , comme nous le ver
rons immédiatement apres avoir enfeigné a
caleuler les premiers.

J’imagine le nembre propofé , décompolé
en deux parties , & repréfenté par a + x;
a ¢tant la plus grande partie. Sclon ce que
nous avons dit (27 ), on aura 4 /og. ((a 4 )

e ¥ quantité qui ne peut étre intdégrée
T ag-x? q q P g

algébriquement. Il- faut donc la réduire en
{érie , & pour cet effet, la mettre {ous cette

forme... dr[a-x-x} .Or (ﬂlg x;r}ona
gt x _—=a"(1-——+—— ,,&)

I X x?
= — —
a a

z-+——~—-—— donc, d! (a = x)=

asl
dx xdx xde widx
dx(d+x)"= ————'—z—"‘*— T &.)
a a aq at
donc cn intégrant , on a/ (a + x ) =
x x* x} x4
—— = +——-———+&c.) -+ (. Pour
a 2at 3al 4a
déterminer Ia confiante C, je remarque que
Cetre équation devant avoir toujours lieu,
q elque foit x , doit auffi avoir lieu lorfque
x = 0; or,dans ce dernier cas, elle fe rédut

ala___C doncC la; doncl(a+x)_la-r
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x3

o f— '3—; —_ '4—;} 3 &C.) Conn()l{rant

donc le logarithme d'un fcul nombre, on peut

par cette {érie, calculer le logarithme de tout

autre nombre, FPar exemple, {i on fuppofe

a:xo,&a+x=ri;onaurax=1 & par

conféquent —f— =, d’ot Pon trouvera/11 ==
) 12
/10 + (o, 1 ._.Q’:) (o1 I) &c ) qui falt

conroltre ce quon doit a;outer au logarithme
de 10, pour avoir celui de 11.

Mais comme la férie générale que nous
venons de. trouver , n'eft fouvent pas affcz
convergente , voici une autre maniere de s’y
prendre. Propofom nous de trouver le loga—
rithme d’une fra&ion dont le numératcur foit
- plus grand que le dénominateur 5 nous ver-
rons, dans peu , quon peut tOHJOUl‘S réduire

3 cela, larecherche de rout logarithme,

chréfentons par a la fomme du numéra-
teur & du dénominateur de cette fraltion,
& par x leur différence ; alors ( Geom. 301),
nous aurons +a -+ 1 x pour.le numérateur, &
Ta—X pour le dénominateur ; & par confé-

quent%-t pour la fraftion ; ou (en fup-

I

. a
primant le falteur commun %) a—_~ fera

2

cette fradtion , & par conféquent/ “=—
a v X
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l(a+x)—1(a—x) rcPréfcntcra fon lo-
garithme. Différencions maintenant , en re-

gardant g comme conftante , & x feule com-
dx dx

me variable *; nous aurons (27)
a—+x @ — ¥

. . sadre )
qui fe réduit a ,0u 2adx (ag — xx)"
da=—xX

réduifons donc (aa— xx )", enféric; &
( A/g 51 ) nous 'mrons (aa--xx)-x_.

(1-+— + oD +&C~)'d0ﬂc
2adx(aa-——xx)‘ :2a"a’x<x+ + +
~‘+f+&:c.)=z(‘1+f—df+’fid?+

46 ax as
x°d e xﬂdx radx
—~ =+ —,- =+ &c.) Donc f“‘_“,ou
a4 x x3 x* x7 x°

l (—-—}-3—“—; { at +;‘;+9—a;+&c.)

—}— C'. A Iégard de la conftante C, nous de-
terminerons f{a valeur , comme ci-deflus , en

* Quoique cette fradion'? i avoir 2 pour Ia fomme
doive rveprélenter toure frac- du numérateur & du dénomi-
tion propofée , ccla n ’empe- nateur, il fuffit, ayant mold-
che pas qu’on ne puifle regar- p pli¢ les deux termes, par un
der la fomme a du numérateur ; méme nombre n, ce qui donne
& du dénominateur , comme
conftante ; parce qu'il n’y a
pas de fraction que I'on ne pmﬁe §n == 12, d'oli 'on tire n =
prépzrer de maniere 3 rendre 2
la fomme du rumératéur & du| g =¥, donc i =, dontla
denommateur égale a te] nom- T
bre qu'on voudra. Par exem-
ple, pour ageger la fradtivni

}

s de fuppolerzn+gnou

2
[ omme du numérateur & du dée
| nomjnateur eft, en cffet, 1.
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examinant ce que devient I'équation , quand
2 =0, Or, alors elle fe réduita (= = C;

a

dpnc C:l—a—' — 1 =0 ; on a donc tout
- 2 x x3 L' x7

ﬁmplemcntli—— — n(~ + = o — F — &)
Q- ¥ a  3a sa’  7a

ou l'on voit que chaque terme fe forme du
précédent , en multipliant celui-ci conflam-

ment par le quarré de % ou du prcrhier ter=

me ; puis on prend le premier, le § du fe«
cond, le ! du troifieme, &c. & l'on double
la fomme.

Appliquons 3 quelques exemples. Cher-
chons , par exemple , le logarithme de 2. Pour
cet effet nous chercherons celui de la frac-
tion 7 : nous aurons donc e=3,& ¥ =13
donc, =~ =14, & f; = +. Chaque terme fera
donc trés-facile 4 former, puifqu’il ne sagit
que de prendre la I partie du terme précé-

s

. - x x} x
dent , pour avoir la fuite —, =3 ;9 &C

ainfi nous aurons,

%=0,333333333.Donc{— = 0,333333333,

H

= =0,037037037. . . .2 — 0012345679
" » -
a;_o,oo‘{ngzz& S = ©,00082304¢

X ?
— == 0,000 x
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xg x? -
ysgioooo;os‘@;. + « 5 ==0,000005 645
setr x't

—_—— o) e T ==

— = 0,00C000564§ ——7 == 0,000000513
x[; » 13

i = 0,000000627. . . e = o,ocooooo@&
>3 x's

—— = 0,000000069. . . T2 = 0,000000004

donc la fomme eft.....0, 346573588 ; & le
doublie,quidoitétre log. 2, cft=0,693 147176,
qui , en {e bornant a 8 décimales, ( car

our répondre de la neuvieme , il auroit
fallu poufler I'approximation plus loin ) ef
0,69314718.

Puifque 4 cft le quarré de’'2 , & que § en
eft le cube, le double de ce logarithme fera
donc celui de 45 & le triple de ce méme
premier logarithme fera celui de 8

Pour avoir celui de 3, on peur calculer,
de méme, le logarithme de la fraétion 2, le-
quel deant recranché de celui de 4 donnen
celuide 3,pu1fqm 3 eft4divifé par }, donc/;=
14 — [ % ;5 mais on l'avra plus fucilement , en
calculant Ie logarithme de la frattion 5 &Ic
retranchant du logarithme de 8 que I’ an cons
noit apl‘é(ﬂlt lerefte fera le logaritkmedey,
dont la moitié fera celui de 3. Aj»urant
celui de 3 a celui de 2, on aura le logarithme
de 6. Pour avoir celui dg §,o0n calculera d's-
bord celui de 10 en calculant celui de <2,
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qui étant ajouté au logarithme de 8 , donnera
celui de 1o. Rctra“chant de ce dcrmcr, le
logarithme de 2, onaura cehl de 5

On voit pat- la ce quil y a a faire pour
calculer tout autra logarlthme. Mais il faue
remarquer , que le calcul devient de plus en
plus court, a mefure que le nombre devient
plus grand , enforte que des qu'on a les lo-
garithmes jufqu’a 10 feulement , on peut
calculer les autres jufqu’a 100 , fans em-
ploycr plus de trois termes de la férie, lorf-
qu'on f{e borne a 8 décimales : & lorfqu ona
pallé le nombre roo , les deux premiers
termes {uffifent jufqu'a mille ; & pardela,le
premier terme fuffie.

Pour favoir , maintenant, comment on ra-
mene ces logarithmes , 4 ceux des tables or-
dinaires , il nous faut préalablement avoir
le logarithme de 10.. Or, (i 'on calcule le
logarithme de '3, par la formule précédente, -
on trouvera locr IT- 0,2231435¢ ; ajoutant
3 celui-ci celui de quc Pon a en triplant’
cclui de 2 quon a eu ci-deflus , on a
l10=2,302585009.

11 3. Cela pofé, rappellons-nous que I'¢-

quation dx = ‘17'7 fur laquelle (27) eft fondé

le calcul acuel des logarithmes , ne con-
vient quau fyfiéme de logarithmes ol l'on
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fuppofe le module = 1 ; mais que 'équation

qui convient 4 tous les fyfiémes poffibles
mady

de logarithmes, eft dx =—"3 & celle qui
convient a tous les {yftémes de logarithmes
"ol U'on fuppofe que lc premier terme a de la
progreflion géométrique fondamentale eft 1,

d . . d
eft dx — 22, La premiere, favoir dx = 2

donne , en intégrant , x=1ly; & la feconde,
favoir dx == —2 donne x = mly, qui fait

voir , puifque x repréfente le logarithme,
que pour ramener les logarithmes que donne
immédiatement le calcul , a4 ceux d’un autre
fyftéme dont le module eft m, il faur muld-
plier ceux-la par le module m. Or le loga-
rithme de 10 dans lestables ordinaires, eft 1;
& nous venons de voir que le logarithme
de 10 tel que le calcul le donne immédiate-
ment , eft 2,30253509 ; on a donc m x
2, 30258500 = ; donc le module m des
tables ordinaires, eft ;——"45+5 qui fe réduit
{ en faifant la divifion )3 0,43429448.

Donc , pour ramener aux logaiithines des
tables , les logarithmes donnés immediatement
parle caleul y it faur multiplier ceux- ci par
0, 43429448. Et réciproquement , pour ra-
mener les logarithmes des tables, 4 ceux que
donneroir immédiatement le calcul , il faur divi-

JL
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Jar ceux - ld par 0,43429448 ou , ( ce qui ¢f
plus commode , & revient aw méme , les n.ultis
plier par 2,30258509.

Ainfi , i Von muldplie 0,69314718 que
nous avons trouvé ci-deflus pour le lopa-
rithme de 2, {i on le multiplie, dis-je , par
0,43429448 , on trouve,pf,gologoo pour
lc logarithme de 2, tel qu’il eft en effet dans
Ies tables ordinaires.

114, Lorfylon veut revenir du logarithme , au nombra
© méme, voici, comment on doit s’y prendre. Nous avons va
ci-dellus, qu'en reprélentant un nombre quelconque yep r @4 2

: ] e ep
“onavoitl(a4-x) =le+ (%—’f_-f_i_.r_—_*_&c.}

e 3ad p4at

, ahx -
doncl(q-{—x)—ldouz——'-———-..-.-‘--ﬂ
x x? 23 x4 a . D
—_—— + 3_‘1.’. — 4—;2—4 &c. a ¢rant un nombpre arbitraire 4

mais tel que fon logarithme differe peu de celui qui eft donné 4
& qui elt fappofé appartenir & @ 4~ x. Faifons , pour plus de fin1~
v, SO X x x* x3 x*
plicit¢, / —— =7, & nousaurons y = — — — o — —

a a a*  3al gat

&c. il sagit donc d*avoir la valeur de E en 7e
a

_

Suppofons que cette valeur puiffe étre exprimée par — —
a

A7+ B4 Cpbop D3t o & 4, B, C, &c. étant des
coefficients conftante qu'il s'agit de déterminer. On aura
dong 7 === A7+ By + CpP 4 Dyt 4 &e.

AL

s 1 A8 ; BB
———y = el
2 2 2
+AS ; 2 AC .
3 ¢ 2t
AR
+37-3‘-{4
A4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



162 CoUOR ¢

Or pour que cette équation ait Heu, quel que (it :{, il faut

que A==13 2°. que la fomme des termes qui multiplient

chaque pmffance de 7 dans [fes autres colonnes (oit zéro, On
As BB

C— AB+—3—_0 D-.—.-AC A*B-
2
—/1—4'—‘0 doul‘cntireB-—-L:_l..,Cz-%-:: !
2.3.
D =L = - & {i 'on Tuppofoit un plus grahdno—xbre

24 .1.2.3.4
de termes, tels que E3’, F{ 5 &c. dans la érie, on trouve.
1

roit de méme, E = F =

i 1.2.3.4.§ 31.1.3.2.5.6
&c.onadon03~={+z—z+ i -+ i -

a .2 1.2.3 Te2.3.4
5

— 1t &c. Donc 1+i, “a+x=1+i+
1.2.3.4.% a a 1
3 g g 3

+ -+ + + &c.
LD S I.2,3 Iy2e3.4 1.2,

4.5
Pour faire ufage de cetfe formule on retranchera du foga
trithme donn¢ ( qui eit celui de a 4 x) le logarithme conmu
le plus approchant , donc on prendra le nombre correfpondant

pour a. Alors on aura / pluhed » 0U %, que l'on fubflituera dans

Ia formule précédente ¢ le réfultat fera la valeur de a+ x; d’ol
il fera facile de cenclure a4 %, puilgue a fera connu.

Comme il s’agit ici des logamhmes qui ont 1 pour module,
fi le lcgarithme donné étoit de la nature de ceux des tables or-
dinaires, {I fuudreit commencer ‘par.le réddire , 2infi que celui
que V'on prev droi pour wgarithme de @, ( on feulenent réduire
leur différence ) aux Iogarxthmes actuels , ce que l'on feroit
comme i} a #te enfe: gné (113

Si Ton veut javeir quel eft le nombre dont le logarnhme
elt 1, dans 1@ 1)1’ieme de logarithmes dont xl sagit ict , i1 faut
X

{uppofer 12

,ou =1, & Pon aura <

= L1
1 1 1 1 &

—— ————— —_— ue
1.z+1.:.3+x.1-.;.4+1.z.3.4.5+’ i
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P'on trouvera===12,71828r8, en {& bornant 4 7 décimales.

Le nombre dont le logarithme eit 1, fe rencontre fréquem«
ment dans les calculs : nous aurons occafion de le voir par la
fuite ; & c’elt pour cette raifon que nous venons de donner Ja
métnede de le calculer.

115- On peut avoir une autre expreffion d’vn nombre par
le moyen de fon logarithme: la voici; foit « ce nombre , &
fortl e = { Si I'on mul: iplie e fecond nbmore de cette équa-
tion par [e, e étant le nombre dont le logarithme eft 1, on
aurz lx == g /e, ce qui ne change tien, puifgne Le < - 1. Or
I'équationlx ==z /e, fe change, parla pacure des togarithmes,

enlx=/le¥; d’od Von tire » = e {; puilque les Jogarithmes
érant égaux, les quan:ités auxquelles Jls apparr,em Lent dulvent
étre Cgales,

Selon ce que neus venons de voir (114), fil'ona lx=7,0on ax=

I 7+ ;—{—; ~+ &c. Puis doncqu’on a, en méme temps x = ¢y,

z H s
on aurae{=1+{+1—{—;+ 1{23 - z{ ; —4 - &Co

Remarque.

" 116, L. Améthode que nous venons I’employer pour conclure
la valeur de x, de Iéquation ¢ = X — &c. sappelle Mr
72

thode inverfe des féries. Elle confite , comme Pon voit,
fuppofer la variable dont on veut avoir la valeur , exprin
parune [¢rie y o0 V'autre variable ait des expofants en pros

flon arithmétique , & oit chague terme air un coefﬁqenr ce
tant indéterminé,

Si 'on avoit plufieurs termes en ¥ & en 7 dans la mén
équation , mais que x & z ne fuffent pas multip!iés entr’cux
on détermineroit la. férle des expofants en faifart Pexpolunr .
premier terme de la férie fuppofée, égal au plus petit ex ©
fant de la meme variable dans Vequation; & n pendreir
pour difftrence commure des expofants de la meme férie, .e
plus grand commun divifeur des expolanis de cette mén.a

variable dans "équation. Par exemple, fi ) avols g 4 37 T
f#—lx e f 23 4 &c3 ;efermsx__.d; + B3z +(,{‘-l~r
4
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$
D 734 E g 4- &, parce que le plus petit expofant deg eft 2,
& que le plus grand commun divifeur des expofants 1 & 1, dey,
eft £,

Mais i les x & les 7 étoient mubipliés entr’eux , alors il
faudroit fuivre une méthode dont le détail neft pas trop de
rotre cbjet 3 on peut la voir dans les ouvrages de Newton, &
dans V' dnalyfe dos lignes courbes de Cramer,

Ulages des Approximations précédentes,
pour [intégration de diverfes
guantités.

117. CoMME on a des tables toutes
calculées , des différentes parties du cercle,
ainfi que des logarithmes, lorfqu’on aura & in-
tégrer quelque différentielle qui pourra fo
rapporter au cercle, ou aux logarichmes, il
fera inutile déformais de réduire ces diffé-
renticlles en féries. Ce quil y a de plus utle
a faire actuellement fur cette maticre , eft de
fairc connoitre celles dc ces différentielles
que l'on rencontre le plus fréquemment, &
de faire voir comment on détermine les arcs
de cercle , ou les logarithmes qui en font
Vintégrale. En voici des exemples,

tadx
11 8. Nous avons vu (99) que —————=

dx —XY¥
exprirgoit I'élément d'un zrc de cercle AM

( Fig. 40) dont e feroit le diamere , & x
I'ablcifle 5 enforte que Pintégrale de cere

. tad )
quantité ous—:i—_; a pour expreflion [are
' S ak—x%
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AM. Suppofant donc que Pon demande 1a

valeur de cette intégrale pour une valeur
déterminde de x ; alors de CA out a, onre-
tranchera la valeur connue de x ou AP & 'on
aura CP, Dans-le triangle reCtangle CP 21,
on connoitra donc Vangle droit , Phypothé-
nufe CM=1a, & le coté CP on pourra
donc " calculer langlc ACM ; or connoiflant
Vangle ACM , ou le nombre. de degrés de
Parc A M , & ’fon rayon C M, il eft facile
de calculer la longueur de cet arc ( Géom.
153).
- hdx

X19.Sil'on avmtVE;_}a, hyg,p, &k
¢tant des quantités connues 3 on rendroit
cette différentielle , femblable 3 la précé-
dente, en divifant d’abord, haut & bas, par

. l i . . ‘Vll'd'”
V" p, cc qui donneroit i ou .
- P g__ X — X2 P
dx - 3 . .p o -
— ; or {i 'on avoit ici, pour multi-
Epoxx

4
plicateur de dx , .Ja moitié de la quantité
gt qui multiplie x dans le radical, alors cette

différenticlle feroit femblable & celle de l'art.
précédent : donnons- lui donc cette condi»
tion , ¢n multipliant & divifant en méme

L3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 Counrs

A
ko gk
temns par + . £= ou£°; nous aurons iii X
' I4 LA £
g—-)—d& g dx . zp
xp zph p

L
= ou . Dans cet
2

o= e Ve s

état, on voit que lmtégralc de notre dif-
iérenticlle , eft un arc de cercle dont le dia-

metre cﬁg—k& l’abfcti x; eft, dis-je, cet

arc muitlphé par —7 - elle eft donc facxl

afligner , par ce qui vient d’étre dit.

" 120. 8 au lieu de Compter les abicifles
depuis le point A, nous les euflions comptées
"depuis le centre C, en nommant & le rayon

CA, & x labiciffe CP, nous aurioas cu
édv
57— pour I'élément de l'arc AM; ce que

Ton tmuve aifément en COInpala'lt Ies trian-
gles femblables CPM, Mrm , & fe rappel:
Iant que PM = V;,b_.“, & que , puifque
Varc 4 2 diminge a2 mefure que CP oux
augmente, fa différentielle dou étre néga
tive. Ainfi quand on aura une dlﬁcrcntxeﬂc

kdx
telle que —===—, on lIa~changera comme
. Vg P g &erg

ci-defug, en —~r.
g%

tantici, 55, 1a quanmé —_ b qu’on doit avoir

71
; or EAS rcpréfen—
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dans le numérateurl eft — ]/__ 3 je mul-

tiplie- donc & 1: divife en méme temps 3
K

k
g—dx

k V T -
Vg &] al -‘/g/z ¢ £ - N
Y2
Donc en fuppofan! quc Cd -——ng

4

CP, x,on aura x AM, pour U'in«
. -

—_— T

——

vp

gh
2 , 2’
x AM~+ C ou:g— x AM~+ C. A 1'égard
de la conftante C, elle fe détermine par les
conditions de la queftion particuliere qui
aura conduit ala dxfférentlc:llP dont il ¢’ agxt ;
& Tarc A M fe détermine comme nous ves
nons de le dire { 118); c'eft-a-dire , par lc
calcul du triangle CP M, &c.

12 1. Nous avons vu (111 ) que

lus géndralemer
tégrale , ou plus géncralement

. Qa4 x %
exprimoit un-arc de -cercle dont a eft le

rayon, & x la rangente, arc que lon peur

détermmcr aifément pour une valeur déter-

minée de x, en calculant Vangle 4CN dy

triangle re&angle ACN, ( Fig. 46) ulslalox}-

gucur de l'arc 4 M par le moyen cfu nombre

des degrés de I'angle 4CN & du rayon a.
L4
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I'Si donc on avoir—~=2——, on diviferoit;
ghb +hxx

: .k
haut & bas, par A; cc qui donneroit -,

dx ", puis multipliant. haut & bas, par
I : -~ 2
£7 + xx _k_ éf_dx gf_ dx
f A A k A .
F . Yy o bt X gt OU L5 X gb* b)
75 an aurmt% gﬁm_*_“ g gT 4 oxx

on auroit donc lintégrale , en calculant Ia
longueur de Varc qui a x pour tangente ; &

gh - k
VT pour rayon , & Ia mulcipliant par T

1 2 2. Cés trofs différentielles s'intégrent
donc pat les arcs de cercle. En voici qui
§’integrent par le moyen de la furface du
cercle. _ T

Lélément du demi-fegment 4 P M,
(Fig: 40), eftdx * g% en nommant 4P, x,
puifque ¥ =V an-xx & par conféquent ydx
ou PpmM = dx V 3:_wx; donc,route diffé-
renticlle qui aura cette forme, ou qui pourra

étre ramenée par des préparations fem-
blables a celles qué nous venons d’indiquer,
s'intégrera par le moyen d'un demi- fegment
de cercle dont P'abfciffe eft x & le diametre a;
fegment qui eft facile 2 dérerminer, tant par
ce qui précéde , que par ce qui a été dit
1Géom. 153 ). )
123. Par exemple, {ilon veut avoir a
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furface du demi-fegment clliptique 4 M P,
(Fig. 47);0n auray—_-t—ba— V ax—ax 5 donc ydx
oud(APM) = ——idf Vazxx OF AV guoxy €X-

prime I'élément du demi - fe@ment circulaire
AP M, en fuppofant qu'on ait décrit un
cercle fur A4 B comme diametre 3 on a donc

d(APM) = — b d (APM'); & en intégrant,
JP[VI:::—APM’ quidonne APM: APM":

b:a;c cf’c—a dire > que la furface du demi-feg-
ment elliptique, ‘eft 3 celle du demi - fegment
circulaire correfpondant comme le petit axe
eft au grand axe; d’ou il eft aif¢ de conclure
que la furface cntlcrc de I'ellipfe, eft a celle
du cercle déerit fur fon grand axe, comme
le petit axe eft au grand axe. Cleft ce qué
(108 ) nous avens promis de démontrer.

Si au lieu de compter les abfcifles depuis
le point A, ( Fig. 40) on les compte du cen~
tre C, alors nommant CA,b, &CP, x;on
aura — dx V' ib—ax pour Pélément du demi-
fegment AP M ; parce qu'alors, y =V 551y
& que le fegment 4 P M diminue pendant
que x augmente , ce qui rend la diffiérenticlle
de A P M négative.

Voici un exemplc d’une différentielle qm
fe rapporte a cette forme..

12 3. Propofons-nous de trouver I fur-
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f ce du fphéroide elliptique alongé. La for-
L. r*c‘nérale de ces fortes de furfaces , et

my‘ (98); or I'4quation de ellipfe

b
1
TN uv(zaa—xx‘,,doncy-—-—x
; ) b xdx
V., s B0 dy ==——X ; donc
Y a V%aa-rxx

g . cb
c“ YVix: _g.dy 3 dCVJ,CHt — xViaa—-xx X

i

d
Vdv oz ex —, ou en faifant la multi

aa aa

plication mdlquée rédmfant & faifant for-

bdx b
tir d=* hors du radical , - ; Vf;aa-xx-{»-b—m’
. aa

chdx 1 at—aaxx - bhxx
u V“ T, or fi Pon nom-

ra aa

me k la diftance CF au foyer F'( Fig. 48),
a kk=jaa—3bb, ou 4kk=aa—1hb
(A!g 294 ) ; donc I'élément de la furface
devmnt chdx Vl a4—4,kkxxo cbdx V4a4_4/(]c.xx,

[¢X13 raa
Divifons fous le radical par 4 &£k & multi
phons au dehors par faracine 2 k, nous au-

g 2Pk V e , quantité a laquelle

1 faut donner lc ﬁcrnc ~— pour qu'elle ex-
prime la furface comptéc depuis le pomtA

parce que cette furface diminue a mefure

achhkdx

gue x augmente ; ainfi nous avons = —a
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n’
V-‘Z—ku—xy Comparant donc avec =— dx

V 5h—x= que nous venons de voir &tre Pex-
preflion  d’upn, demi-fegment circulaire dont
le rayon eft b, nous en conciurons que lin-

tégrale de — dx VA'— —xx, eft un demi-
fegment de cercle O M P’ dont le rayon eft
2, & dont Pabfcifle prife du centre, eft x5

que cette intégrale, dis-jo, eft égale a cg
fegment plus une conftante. Donc i d’un

a B N . .
> ceft-a-dire, troxf 1eme pro-

rayon CO == % -
pornonnella a CF & aC4, ondécrit le cera

cle ONR onaura_[‘-—- de——i-xgc_.
OPM+C dOﬂCf-——ZLbkdzi/ﬁir—qu

aa ~

bk bk .
’rfm xQPM 4220 % C -0

rada

Pour déterminer la conflante C , il-faut
remarquer que la furface cherchée , devant
commencer au pomt A , dols étre zéro 4
ce point ; or au peint A4, lc demi - fegment
QP M devient OAIV, on-a don.. 0 =
2obk,, ‘”M ¢, d’ou on’ tire C =

—_— OAN dOnc Imt"gralc complctc c;{Z

2ehh Opjw.__f_ii—x O.AN ou ——
rad

Tda reé
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{O”4— OAN), - "4’“ (A PN,
D ac la furface du demi- fphcroxd fera
”MMYCRN),OH puquue CO= = *, &

, Cette furfacc

1 CO
fera ~><~—><ACRN ou—-x———xACRN
& celle du fr)‘lcroufc entier , en e{’c le double.

" Quant a lamanierc de dérerminer le rayon
CO, elle cft fimple 5 du point C comme cen-
tre, & du rayon CA on décrira 'arc AL ,qui
coupc en L, la pcrpendxculaxre F L élevée
fur CA au point £ on prolongera C L jufqui
ce qu'elle rencontre en N la perpendxculalrc
AL, élevée au point A ; ce qui donnera
C'N, pour la valeur cherchée de CO, ou pour

’:g; en effet, les triangles femblables CFL
& CAN,domnent CF: CA4:: CL : CN,
ouwk:ra::ta: C'N-—“‘Mm Co.

Cette détcrmmatmn peut €tre appliquée
a Ia mefure de la furface de la carepe des
vaiffcaux , que Fon peut comparer a cclle
d'un cllipfoide, plus légitimement que Teur
{olidité ne peut I'éere a celle du'méme ellip-
doide. Toute opération fe réduit 2 calculer
Pangle 4 C N du triangle retangle C AN
dont on connoit deux cotés , outrclangl@

que par coméquent .
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droit ; alors angle NCN devient connu , &
I’on peut aifément en conclure la furfac* du
fefleur NCR, a laguelle ajoutant celIe du
triangle CAN,on a ACRNqJ il ne s’agit plus

que de multiplier par = x - Quand oni la

furface de la carene , en ia multipliant par
I'épaiffeur du foufflage, on a la folidité du
volume dont la carene eft augmentée par le
fouffiage.

12 4 A Pégard des quantités qui fe rap-
portent immédiatement aux logarithmes , ce
font toutes celles dans lefquelles la dlfréren-
tielle propofée, eft , ou peut étre rendue ,
unc fraltiog dont le numérateur foir la diffé-
rentielle du dénominateur , ou cette différen-
tielle multiplide ou divifée par un nombre
conftant.

Lorfque le numérateur eft exaltement la
différenticlle, du dénominateur , Pintégrale
eft le logarithme du dénominateur ; ainfi

dx v d :
f7==1x+6,/fa:x :l(a+ x) +C;
f::f;x:l(aa-%xx)—}—c-

Mais , lorfque le numérateur eft la diffé-
rentielle du dénominateur , multiplide ou
divifée par un nombre conftant , il faut
décompofer la différentielle propofée , en
deux falteurs dont l'un foit une fraltion qui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



174 Counrs

ait pour numérateur la différentielle exatte
du dénominateur , & dont lautre facteur
foit un nombre conftant, Alors lintégrale
fera lc logarithme du dénominateur variable,
fera, dis - -je, ce logarithme multiplié par le
fa&eur conftant. Par exemple, pour intégrer

d x
2XE%. comme la différentielle de @@ - &8
a3+x]

eft 3 x* dx, il faut que je prépare ma diffé-
rentielle de maniere a avoir 3 x* dx dan, le

numérateur ; pour cet effet, ]C Pécris ainfi
@ 3xdx , dont 1mtégralce& —~1(a =+ &)

3 alyw
-+ C.
dx 1 —1dx
Pareillement /' — =/ .y =1

x

(a—x)+ C~—o—l(a~—x)+C__11—l
(a——x)——!~C==Z——+CDemenief

1 x dx

T I
=g Gaqxx :l(aa+xx)+c=ll/.aa+xx
. ax®™ v dx a nhx" tdx a
. Enfin/ ——— e nrxE dx, 4
+C E hl/k-{-bx" :::fbn. Py T

I(k—kbx”)-{—C::l[k-—l-bx")Zi”_i-Q_

Voici un exemple de la maniere de déter-
miner ces intégrales en nombres. Suppo-
fons qu'on demande la valeur de / (a+x)
(a étant 5 ), lorfque x = 2. Cleft donc {7

qu’il faut avoir. Je prends dans les tables
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ordinaires le logarithme de 7 , qui eft
0,8450980 : je le multiplic ( 113) par ..
2,30258502 ou 2,3025851 , & j'ai 1,9459100
ou 1,94591 pour la valeur de ! a~=x) ou

de l’intégrale de a—%, lorfque a = g, &

X == 2.

On rencontre , quelquefois, des différenticlles qui s'intégrent
diretement par Jogarithmes , quoique cependant elles ne
puiffent pas ¢ire préparées comme les précédentes ; par exem=

x
ple, ;/———eﬁ dans ce cas. On réuflit quelquefois a Teur don<
X X1
ner la forme différentielle logarithmique en eflayant de les
multiplier par une fon@ion de x, telle que le produit devienne
la diffirentielle de cette fon&ion ou cette méme différentielle
multipliée ou divilée par un nombre conftant.-Alors en divi-
fant par cette méme fondion, la différentielle feroit évidem~
ment une différentielle logarithmique. En appliquant cette:

x
réflexion 4 —=——
XX — 1

2dx

, je Ia multiplie par x 4 Wxx—1,%

—+ dx, qui eft en effet la différentielle de
Vixx—1 xdx
d % . dx 4 ———
xp /g s enforte que fiai [ = = V xemt

ol § -
x+V XX~ 1

jal

=z VW ax—1y+ C

. - s x >
On trouvera de mime lintégrale de ,--,'_i._._ en mulii-
Vii—xxdxy —-1

pliant d’abord haut & bas par y/ — 1, ce qui donne v/ » __ ¢
dont Tintézrale , felon ce qu'on vient de woir , eff
V:TZ(1+VZT:TY)+C. . , .
I25. Nous avons promis ( 83 ) d'explia
quer comment il arrivoit que la regle fon-
damentale de lintégration des monomes,
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donnoit une quantité infinie pour l'intdgrale
d : .

de , tandis que cette intégrale a pour ex-
x

preflion /x, ou dumoins /x =+ C. ‘
o d . :

. L'intégrale dc—” peut étre finic ou infi-

nie, felon la pertion qu ‘on veut en avoir,
Pour éclaircir ceci, remarquons d’abord que

_ Prendre Iintégrale de —ic neft autre chofe

que quarrer I'h perbolc ordinaire, confidé-
rée par rapport A fes afymprotes. En effet,
Yéquation de cette courbe eft xy = aa, o
xy == 1 en fuppofant, pour plus de ﬁmp i-
cité , a =1. Or de cette équation on tire

¥ = ~;—; donc I'élément y dx de la furface

devient de; donc fi Pon veut avoir les efpaces
comptés depuis I'afymptote A Z (Fig. 49),
Yintégrale de-fou lx + C doit étre telle
qu'elle devmnne o, lorfque le point P
tombe au point 4, ou lorfque x=o0; on a
donc alors Jo 4- C=o0 , & par conféquent
C==—1Io;donclintégrale eft lx — loou 1%,‘
celt-a-dire , que les efpaces Z A P MV

comprés dxyu s Pafymptote font infinis ,
Z & V lrant fuppofés les extrémités de l'a-

fymptotc & dec la branche correfpondante
de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



bE MaTuimXriques, I77
de I'hyperbole ; ce qui n'a rien de furpre-
nant.

Mais fi, le point O étant le fommet de
Ihyperbole , (‘auquel cas l'abfciffe corref=
pondante 4 N=1), on veut avoir les ef-
paces comptés depuis le point NV ; alors
Uintégrale /x -+ C doit étre telle qu'elle de-
vienne zéro, quand le point P tombera fur
le point N, ou quand x ==1; on a donc
[1+ C=o0,&parconféquent C =-—11==0,
donc les efpaces VO MP font exprimes
par [ x.

On voit par-1a 1° que les logarithmes que
donne immédiatement le calcul , expriment
les efpaces hyperboliques compris entre

Pafymptote & la courbe, & compté depuis
le fommet O de la courbe, 2° Que fi Tintéa

grale de %; ou x"'dx, prife d’apres la regle
fondamentale , eft infinie, c’eft qu’elle ex-
prime les efpaces comptés depuis l'origine
des afymptotes.

12 6. Pour donner quelque application
des intégrales par logarithmes , propofons-
nous la conftrution des cartes réduites.

Ces cartes -ont ¢té imagindes pour facili-
ter la rédu@ion des routes , dans la naviga-
tion. La route que on fuit (au moins pen-
dant un certain temps ), eft toujours dirigde
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fuivant un méme rhumb de vent ; & par
conféquent fait toujours le méme angle
avec chaque méridien que lon traverfe
fucceflivement. Dot il fuit que i 'on vou-
loit tracer cette route fur les cartes ordinai-
res , ou les méridiens concoureat en un
point, elle feroic une ligne courbe , & par
conféquent peu commode pour les opéra-
tions que l'on a befoin de faire. On a pré-
féré de repréfenter les méridiens par des
lignes droites paralleles , afin que la route
qui fait un angle conflant avec ces méri-
diens , fit une ligne droite,
Mais , en fuppofant que A MP, am?P
{ Fig. 50 ) font deux méridiens 5 4a, unc
portion de I'dquateur , comprife enrre ces
deux méridiens , & Mm la portion corref-
ondante d'un parallele quelconque; on voit
que lintervalle M'm’ qui (Fig. 51 ) repré.
fente, alors, are Mm, eft de méme gran-
deur que A'a’ qui repréfente la portion cor-
refpondante A a deFéquateur , quoique Mm
foit plus petit que A a, dans le rapport de
P'MiaCA; ce quieft facile & voir en me-
nant MP', mP’, AC & aC perpendiculaires
a CP; car ces lignes forment avec les arcs
Aa, & Mm,des feCteurs femblables € A4
& P Mm.
Pour compenfer Paugmentation que l'on
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donne @ Mm, en le repréfentant fur la carte,
par M'm', on reprélente la latitude 4 M,
par une ligne 4’ M’ plus grande a ['égard
de 4" a' que AM ne left a’l'égard de Aa;
plus grande , dis-je , dans un certain rap-
port ; & c’eft ce rapport que nous neus pro-
pofons, ici, de détcrminer.

Soient donc M & R deux points infini-
ment voifins fur le méridien A M; Mm, Rr
les deux portions correfpondantes de deux
paralleles. Si Uon veut repréfenter Mm, Rr
par des lignes M'm’ , R'r’ égales a celle A'd’
qui repréfente 4a, & conferver néanmoins
le méme rapport entre les parties de chaque
parallele , & eelles du méridien, il faue rens
dre Uintervalle infiniment petit M'R’, qui {é-
parera M'm/ & R’/ , le rendre, disje, d'au-
tate plus grand & I'égardde MR que Mm
eft plus petit a 1'égard de 4 a; ceft-a-direy
quon doit avoir MR’ : ViR :: Aa: Mm::
CA:: P'M :: le rayon, eft au cofinus de la
latitude 7 Al

Nommons donc la latitude 4 M, s; la
droite A’ M qui la repréfente fur la caree,
(& qu'on appelle la Larizude croiffante ),
nommons-la s’. Pofons le rayon €4 ou CM
=x 13 C P’ oule {inusde la latitude 4 M — .
Nous aurons PM =V i1 —rs; MR =ds =

M a
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dx oy =
Donc ds’: s 10V e xs)
I/I—-ch Vl—xx

& par conféquent ds’ = dx

1 ’agitdonc

;- U s'agit donc,

pour avoir s, d’intégrer la valeur de d¢',
dx

c’eft-a dire y -———. Or nous avons vu (112)

2ads

que , venoit de la différenciation de

aQad — xXx
la+v
a-—x

donc -, vient de la différencia-

tion de [ =% & par conféquent Pintégrale

d s d x
de -——i—, qm eft la moitié de —1——, fera
I =~ XX

{ —

14X I 4 X

; on aura donc 8 = X/ =
- A

IV *=; intégrale 3 laquelle il n’y a

point de conftante a ajouter , parce que

oul 1, ceft-a-dire,0; or s’, ou la droite
A’ " doit en effet étre alors zéro , puifque
Tarc AM qu'elle repréfente eft 2é10 » quand
x eft zéro.

Cb(ervons, maintenant, pour’ rendre cette
expreflion plus commode , que le rayon 1
cft le finus de 90 5 & puifque , par x, nous
avons entendu C P ou le finus de la I\antude
A M, nous aurons donc , au licu de s’ =
[Z/x+x

1—x

cette autre ¢quation, §' =
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Yoo Sin 90°+fin A ad .
5 fryo fin 0" Or (Géom.286) fin9o°

finAM: fin 90° - fin A vl :: rang(4s °—1AM):

/UZ ,o +fn A[’[

[(Zflg (“1‘; + : A-Z‘/I don f’ 000 — 7 n 1'1 1)1
‘;M donc s'= log, tang (45 '+3 AM)
ang (45° A tdflg 430—1% Aﬂ[)
Mais zang (45°—2AM): 1::1:cot g5 —

14AM), (Geom. 280 ). Daxllaurs cot (45°-—
*ﬂM} =tang (45° 4+ AM), parce que
45° — = AM eft le complément dc 45° 4=
+AM, pu1fque 45° — 2 AM = 90° — 45°—
~A , on adonc zang 45°—+ AM:1::1:
tang 45° + . AM);donc tang (45° —+ AM=

4

tang (a5° -3 42"
sonas' = 10'7 ]/l([ng(4s i ,_4_};[)2 ceft-a-
dire, s _q.lo g.tang. (45° -t - AM) ou s =
log. cot. (45° *—A’I/l) Or45°—3 A M eft
la moitié de go® — AM, qui eft le complé-
ment de la latitude; on a donc enfin la lati-
tude croiflante s’ = log. cor. [ complément de
la laticude.

On prendra donc, dans les tables ordi-
naires, le logarichme de la corangente de la
moitié du complément de la latitude , &
Payant multiplié ( r13), par 2,30258509, le
produic fera la laticude croiflante, exprimée
en partic du rayon,

Mais comme il eft plus commode d’avoir

M3

Subftituant cette valeur dans
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Ia latitude croiffante, exprimée en degrés,
voici comment on la dérerminera. Nous
avons vu ( 111 ) que la longuecur de la demi-
circonférence d’un cercle dont le rayon eft 1,
eft 3,1415926 &c. ce nombre érant di-
vifé par 180 , donne o,0174533 pour la
longueur d’'un degré. Il n’y a donc qui
chercher combien de fois ce nombre eft
contenu dans la latitude croiffante que nous
venons de déterminer ; ceft-a-dire, divifer
cette latitude croiffante , par 0,0174533 5 le
quotient exprimera la latitude croiffante, en
degrés. On a donc la latitude croiflante,
exprimée en degrés,par. . . . . . ...
2,30:58509 % log. coz (giciriz_p_';fi—lfz;). Mais en divi-
©,0174533
fant 2,30258509 , par 0,174533 , OR tIOW-

ve , pour quoticnt, 131,9283 en fe bornant
a quatrc décimales. Donc peur avoir la lai-
tude croiffante , exprimée en degrés , il faut
prendie dans les talles ordinawres le loga-
rithme de la cotangente de la moitié du com~
plément de la lainiude , & le multiplier par
131,0283. Le produit fera le nombre de
degrés & partics de degré de la latitude
croiflante,

Par exemple , fi je veux avoir la latitude
croiffante qui convient 3 40” de latitude
fimple 5 je prends la moidié du complément
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de 40° 3 Cleft-a-dire , la moitié de §0°,
ou 25° Le logarithme de la cotangente
de 299, eft 0,3313275%, qui €rant multiplié
par 131,283 , donne 43,7115 ,ccft-a-dire,
43° 57115, ou43° 43’ Ceft ainfi qu'on peut
calculer des tables de laditudes croiffantes.

127. Ceft par un calcul 3 peu pres fems
blable , que l'on peut dérerminer la diffé-
rence en longitude , lorfqu’on connoir la
latitude d’arrivée , celle de départ, & le
rhumb de vent, Voici comment on y par~
vient.

Soit O QM (Fig.§2) la route qu'on %
fuivie ; Q le pointde départ; OA I'équatcur ;
AMP & am P deux méridiens confécutifs
infiniment voifins 'un de l'autre, En imagi-
nant arc Mm , parallele i 'équateur,le trian-
gle infiniment petic m M r fera re&iligne &
reQangle en m ; par conféquent , on aura
mr: Mm:: 1: zang mr M, en fuppofant
toujours le rayon =1 ; donc Mm=mrx
zang rm M. Or {i Ion compare la figure 52
a la figure 50, 0na( felon ce que nousavons
déja vu dans la queftion précédente ) Mm :
Aa :: cofl lat: 1, Ceft-a-dire y mr x rang
mrM 2 Aa::cof. lar: 1.

* Comme nous avons f{up-|rithme du rayon , qui eff
. pofé le rayon, égal d Pupité,| 10,c000000 3 Cleff -3 - dire,
1! fant diminuer ces logarith-.dter 10, de leor caralérifs

mes de tangentes, du loga-(tigue. M
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Nommots donc x, le finus de la latitude
‘AM (Fig. g;) fon cofinus fera V'; — x4,
L’arc mr qui eft la différence des deux lati-
tudes ar & A M, fera la différentielle de

Parc 4 M, & aura pour expreffion V—d—

1 - XX
(126 ). Nommons de plus, a, l'angle mr M
que la route fait avec le mérldxen , ou le
rhumb de vent; & 7, la différence B4 de
longitude , ce qui donne Aa=d7; alors la
proportion que nous venons de trouver , fe

—————tanga:dy: Y TR
dx

Mais nous

change en

I — XX
d’oi 'on tire dy = tang a. ;75
venons de voir , dans la queftion précé-

f . d'x .

dente , que l'intégrale de ——, €roir 3 f

I x T T 4 x
* ¥, nous aurons donc 7 =r<rtanga. [

I—x - I =X

—+ C.

Pour déterminer la conftante C, obler-
vons que lorfque 7 =o , cleft-a-dire , au
point de départ, la latitude 7 M, devient
{a latitude 5 @ de départ. Nommons donc z
le f{inus de cette latitude. Il faut donc que la
conflante C foit telle , qu’en mettant ¢ Four x,

I+ ¢
I I —F7
= C, & par conféquent C= — % zang a.

Iz 1 I x
| —Doncz==iungal =

on ait 7 == o, Ona donc o= }ranga.
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fi+t Iallga( ZT—ﬂ——l I+t)=§

I — X z L —

ta/zga(ll/-ii;—ll/“*‘[)

I —1

Or en raifonnant précifément comme
dans la queﬁion précédente , nous trou=

verons que V fc réduit 3 cot. (+ com-
plément de AM ) ; & par la méme raifon

14t

fe réduit a cor. (% complément
de BQ), donc 7, ou la différence en longi-

tude , = rang a (iog. cot ( ¢ compi‘ de tar. d’ar-
1vee) — log cot (% compls, de larir. du départ ) 5
cc qui donne wne regle fort fimple , pour
trouver la différence en longitude, foit par les
tables des latitudes croiffantes , foit par les
cartes réduites , quel que foic d’ailleurs le
rhumb de vent.

‘PAR 1A TABLE DES LATITUDES CROISSANTES,
Cherchez la latitude croiffante guz convient d la
latitude darrivée. Faites la méme chofe pour la
latitude du départ. Prenez la différence de ces
deux latirudes croiffantes , ((ou leur fomme , fi
les latitudes font de denomination di ererzte) &
multipliez-la par la tangente du thumb de vent.
Vous aurez en degres , minutes , &c. la diffe~
rence en longitude.

Par LEs CaRTES REDUITES. . . Cherchez fur
le meridien, la laritude d’arrivée , & celle du dé-
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part. Elever par extrémite de chacune , une per.
pendiculaire qui rencoritre la route propoﬁe La
différence de ces deux perpendiculaires , portee ur
Léchelle des longitudes , vous donnera , en de-
gres , minuzes , &c. lad Jﬂrmce de Zonguude.

En efiet AQ(Fzg 53 ) étant le méridien;
OL laroute; A Q, AP les deux latitudes
croiffantes; PQ ou RT eft leur différence;
or dans le triangle re&tangle SR T, ona
1 :2ang TRS:: RT:TS;donc TS =RT
x tang TRS; or K T eftla difiérence des deux
fatitudes croiffantes , & l'angle TRS cft égal
2 P'angle de la route avec le méridim.

La l'ornc courbe QM (Fig. s2) qui marque
Ia route du vaiffean fur la furface du globe
sappelle Loxodromie.

A cuclque endroit de la route que 'on fup-
pofel point M, le triangle Mrm a toujours
les mémes angles > pulfquc Vangle mr AL eft
toujours le méme , & que I'angle m eft droit;
il y a donc tou;ours méme rapport de Mr
amr, que du rayon au cofinus de Pangle
mr M quc nous avons appellé a. Donc “le
ncmbre de licues courues fuivant Q M, cft
au nombre de liecues courucs en latitude,
ceft-adire , au nombre de licues de I M,
comme le rayon eft au confinus du rhumb &
vent. Ce qui fert 3 déterminer la diffidrence
en latitude , quand on connoit le thum de
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went & le nombre de lieues de la route.
Cette méme proportion fert aufli A trouver
le rhumb de venc, quand on connoit la dif-
férence en latitude & le nombre de licues
de la route. Bien entendu qu’on réduit en
lieues, les degrés de la différence en latitude,
a raifon de 20 licues pour un degré.

De la maniere de ramener ( lorfque cela eft poffi
ble ) l'intégration L une aifférentielle propofee,
a celle d’une autre différeniielle connue , & de
diflinguer les cas ot cela f¢ peut.

128. Nous nous bornerons 3 expofer la méthode | fur les
dxffcrcntulles binomes; il fera aifé, enfuite,, d’en fmre % applica-
tion aux différentielles plus compofces

Suppoﬁ)ns dabord , que la différentielle pmpm:e , foit
dxtdx(a+8.")p , & que x™ dx (@ ~+ bx" )p {oit celle dont
elie doit dépendre; C'eft-i-dire, fuppofons d’ abord que les deux
expofants du binome foient les mémes.

On fuppofera fhoxcsdx (a+bx")p=(a+bx")P+! (A<
+Bxk+9+Cx k4 2q_ ., PRtg ) SR x™ dxe(at+bx") 5
k & g éwnr des expofants incopnus 3 z, un'nombre eatier
pofitif; A, B, C, P, R &c. des coeflicients conflams , parexl—
Iementmconnus. En dxfferencxant onaura Ax* de (a-+ba")P =

(p.;_ nbx" " de (ag-65")F (Ax +5xk+q+0xk+lq...+
Px kot q)+(a+l:x P+I(kdx de+(k+q)ﬂvk+q_x dxf~

(k+zq)6'xk+zg Ydx o (kt1g) Px ktig— dx)+
Rx™dx(a+ bx") , onen dxvnfant tuut,pdr(a»—+- bx" )pdx, ont

aura b x'= (p41) nbx"” (Ax “+Bx +7+C,Ck+“1_._ pxk‘f'“z)
g k- - g-
+ (a5 )(M" + () B I+Uf+zq)€xk+” ¥ e

Ic+zq)ka+ TR,
Pour que cette équation pmifc avolr lien, indépendamment
‘de toute valeur de », i| faut qu'apres Jes multiplications & 1a
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tranfpofition faites , la fomme des quantités qui multiphierong
une méme puiffance de x foit zéros c'eft par cette condition
quon déterminera les coéfficients 4 , B, C, &c. mais il faut,
pour cela, que le nombre des puiffances de x, qui entreront
dars cette équation , ne furpalle pas le nombre de ces coéfha
cients.

Or le nombre de ceux-ci eft t4~ 2, comme il eft aif¢ dele
voir : voyons donc quel fera celui des puiflances de x. Pour
cela , il nous faut déterminer & & g.

Comme les expofants £ & ¢ font indéterminés | voici com-
ment on les déterminera. k-1 el le plus petit expofant indé-
terminé qui {e trouvera dansUéquation; on I'égalera amroud s,
felon que m ou s fera le plus petit expofant. Le plus grand ex-
pofant déterminé qui fe trouvera dans [équation , fera,
( ainfiqu’il eft aifé de le voir J k +¢ g + n— 1 ;0on 'égalera
ds, fionadgadk—ramsoudm, fionaégaléik —rin

Suppofons k— 1=m on auradonc ket g+ n—1 =5.Ccha
polé, pour que I'équation ne renferme pzs plus de puiffances
de x, qu'il n’y a de coeflicients indéterminés, il faut que les ex-
polants de e, dans cette équation , forment auffi une progreffion
arithinétique dont la différence foit ¢, ce qui ne peut manquet
d’avoir Lieu, dés quiona fippolé k— 1 —=m, k 4~1q 1 —1=5
& ¢ un nombre entier pofitife Or le plus grand terme de cette
progreflion étant k —- tq 47 == 1, & le plus petit, k—13 il
eft 2if¢ de trouver ( 4,gv 232 ) que le nombre des termes de

byt n-1-k 41 t n .
cetie progreflion,, eft +i9+ + 41 0u _‘lj'__*_l;;[

n

q
41 =t¢4 2, & par conléquent g =1} fub-

t
faucdonc que

fhituant pour ¢ & &, leur veleur, dans équation k4 4
M 1=, 00 AULA L N Mt ~-n ===y , & par conléquent

f=—— = —— —1; donc la réduction d’une différen-
7 n —

ticlle 3 Vautre , fera poffible, fi la différence s — m des expofants

de x hors des deux binomes, divil‘e par Pexpofant de « dans

Iz binome , donne un nombre entier pofitif, & alors on fup-

poferaﬁcsdx (a+bx" Y= (a+bxn)p+ ’ (Axm+l.t. Byt

-+ me+m_+x+... {’.rf—'l+l)+fom dx (a+bxn)p,&
pour déterminer les cocfiicients 4, K, € | P, R, &c. 2pcis avoir

difiérencié , divilé par (a4 bx )" dx y & fait les opératjons qui
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de trouveront indiquées , on tranfportera tout dans un méme
membre , & on ¢galera a zéro Ja fomme des quantités qui
muoltiplieront une méme puilfance de x, ce qui donnera autang
d’¢équations qu’on a de cocthicients indéterminds.

129, Mais i Von y fait attention, on verra que dés que

5 n , 7 2 . -
Srdx(ay-bx )Pdcpend de fx"dx (a4 bx bl réciproquement
celle-ci dépend de la premiere ; or en procédant, comme ci-

7 . ™ \ S n

deflus , pour réduire fx"dx (a4 bx)Fa fx'dx (aq-bx" ),

— N .
foit un nombre entier

H 3 m
on trouveroit qu’il faut que

pofitify & qu'il faut fuppefer SxTdx (a4 bx"Y =
(a4 bxn)P+l(11x5+!+Bxs+n+’+&c.+1’xm_n+x)+i
SR dx (a4-bx")F, donc foit que s foit plus grand ou plus

-—_m m-—-S
,on

petit que m , pouryn que donne un nombre entier,

n
pofitif, on pourra toujours ramener Lune de ces différen-
tielles i l’autre , en mettant pour premier expofant de x , dans

Ia (uite Axk-f— Bxk+q&c, le plus petit des deux expofantsm & s,
augmenté d’une unité , & prenant pour g, expolant de x dans
le binome,

Par exemple, § Von veut réduire x*dx (bb ~xx)7,3
dx (bb—xx )i, qui dépend de la quadrawre du cercle; je vois
que s — m eft 1ci 4 -0, lequel divifé par 1, ¢’eft 3-dive, 2,
donne 2, nombre enter 5 donc la rédudion eit poflivle ; &

—_—1m
— 1 donne £ = 1, que d'ailleurs
n

le plus petit expolant m == o, je mettrai donc 1 -pour k; je feral
donc [x'dx (bb—2x) == (bb—x2)"(Adx 4 Bx') +
SRAx (b~ xx)?, alors différenciant, divifant enfuite par
(bﬁ—xx)idx, & tranfpofant, & j'aurai o = Abb— A x*—3 Bxt
+ R 4 3 Bobor—xt

— 3 Av*—3 Bxs4,

dott U'on tire — 6 B—1 =0, —~ 4 A =+ 3 Bbb =0, dbb+R=0,
doncB:-—-%,A’:—%bb,R:%b‘;don;fx*dr (Zré:-_xx)g
=(bh—xx) (= tbbx—it) 204 fH ¥V Bp— x4 C
dl eft dong facile, par cette méthode, de grouver des difféa

puifque la formuler = s
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rentielles qui fe rapportent 1 une différentizlle donnde, & pag
conféquent , celles qui {e rapportent 4 la quadrature du cercle,
de Pelliple , & 2 celle de 'hyperbole , différentielles dont il
ell facile de trouver les difiérentes expreflions , par le moyen
des diff*rentes équations de ces courbes,

130. Remarquons , en paflant , que cette méthode donne
aufft les différentielles binomes intégrables, en effet, chercher

parmi les différentielles binomes telles que ha'dz(a-bx")P,
queiles font celles qui font intégrables , ceft chercher

- ‘ -I n
celles qui dépenlert de Rx" dv(ay-bx )P, que mous avons
vu {90) éte intgrable inmédiatement ; or il reflulte de
. S—ng1 .,
ce qui préceéde (128) que =————— doit étre un nombre
n

S

entier pofitif, c'eft - 4~dire, que doit ¢tre un noms

bre entier pofiif, ce qui Yaccorde avec ce que nous avons
dit ( o1 ). .

131. Sunpofons , mzintenant que les deux biromes qui en-
trent dans les diff"renticiles dontil s’agit ici, 2ient des expo.

fants différents, enforte que la differentielle propofée foit £ x'dz
n . \
(a4 bx"), & celle 3 laquelle on veut ramener celle-1i,

foit x"dx (a+bx")’, p ayant une valeur numérique plus
petite que celle de 7. Si 7 eft pofitif , on changera la diffé-

rentielle hv'dx (a+5:¢n)r, en cefte autre /ix dx (24 bxn)r-_‘yx
(a--bx")’. Alors fi r — p et un mombre entier pofitif, on
pourra réduire hx’dx (a4-bx")" P(a4-hx") enune fuite
de termes de cetrg forme (A’xs+ﬁ'xs+n+ ot
-~ &c, ) dv (a4 bx")F, dont chzcun peut étre ramené

ax"dv (a+bxn)P par Ia méthode précédente fi s — m peut
étre divi(é par n2;, & poury raniener la totalité , on appliquera,
mot i mot , ce qui elt prefCrit par cette méthode , en prenant
pour ce que nous y avons appellé s, le plus grand expofant

de x dans la valeur développée de Ax*dx (a+2x")"F.

Par exemple, fi 'avois [xdx (55 wmx r)Tj i réduire 2 fdu
(bb—xx)% , ‘e changerots fx* d» (H'-—xx)'i' en [x*dx (bb—xx)
(b= x)Zouf(bbx*di —x*dx) (Bbumxx)¥;alorsceque if
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Bois prendre pour 5 , &ff 4. Je fuppof done , confarmément 2

a 3

la méthode, f(bbx*dx—x4dx) (b6 —xx)* = (bb = xx)?*
(A7 Bid)+ [ R dx (bbm )2,

Si au concraire la valeur de 7 eft négative, on préparera

la difftrentielle 4 laquelle on veut rappurter la propolée

L ]
) S . -7
on Ia préparera, dis-je, de gette maniere , x d x (a-54x")°

X (a+5xn)r, alors fi p —r eft un nombre entier, comme
il fera néceflairement pofitif ( puifque nous fuppofons 7 né=
gatif & plus grand que p quel que (it d’ailleurs p), on pourra

réduire x " dx (a4 b2 ) T (a-bx")" A une fuite finie de
termes de cette forme (A'x - B’xm+n+ C’xm+m+ &c.)
(.z-;-’bxn)r. Alors on agira, comme s'il étoit queftion de
réduire certe derniere 2 Ja forme »* dx (a4 5x" )7 , e - 2~
dire , qu'on opérera d’une maniere toute femblable i celle

que nous venens de prefcrire dans le cas olt 7 étoit pofitifi
Par exemple , ¢’il s'agiffoit de réduire g * dx (@ a4 % x )2

adx(aaqxx)-Tou _dx

QAo X%
arc de cercle dont x eft la tangente , & a le rayon, je change-
oisdx(aa-xx) ‘en(aa+xx)dx (aat+xx) &
comme le plus petit expofant hors du binome propofé eft *
je fuppoferois fR (aa4-xx)dx (aa4xx)?*=(aa4xx )%
(Adxr = Ba)+4[gadx(aa+xx) -2 Et jacheveros
comme ci-deilus . pour déterminer les coefficients 4, & & R.
Alots o par la traufpofition ;, on auroit la valeur de jgx * dx
(a4 xx )2, duns laguelle je réduirois enfuite R ( aa+xx)
di(aa+ xx)-2,2 Rdx (aa 4 xx )5

Des Frafions rationnelles.

132, Toure fra@isn diférentielle rationnelle, eft toujourg
intégrable, ou alpébriquement, ou par des arcs de cercle, cu
par des logarithmes , ou par ces trois moyens 4 la fois, ou par
deux feulement.

Elle eft toujours intégrable algébriquement , lorfgu’elle ne
renferme point de dénominateur variabie , 3 moins que ce
dénominateur ne foit monome , en exceptant feulement dans
ce dernier cas, la circonflance ou le dénominateur ne feroit
¢levé 2 daurre puilfance que J'unité; c’elt ¢ que mous avons
Fu (83 ],

yqui{11r) s’intégre par un
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1 nous refte done , 3 voir la vérité de notre pronofition,
dans les autres cas j c'eft-i-dire, dans le cas ol Ja différentielle
propefée a un dénominateur rationnel complexe.

Neus fuppoferons que dans le numérateur de la frafiion
différentielle propofée, la variable foit mojns élevée que dans
e dénominateur. Si elle n’étoit pas dans cet ¢tat, onI'y samene-
roit en divifant le numérateur par le dénominateur, jufqu’a ce
que la puiffance reflante ,; fut plus petite que dans le dénomi~

e e, x3d x
pateur, Par exemple, fi yaveis 4 intégrer

Qa3 ax 4.xx?
je commencerois par divifer x3 dx par xx 4 3 ax 4 aa ; jaurois
xds pour quotient & - 3 ax* dx-aaxdx pour refle ; je divifercis
encore ce reffe par le méme dénominateur , & j'aurois-3 ad
pour quotient , & + 8 a®>xdx 4 3 @3 dx pour refte, alors, aulieu
H 2vdvr 3

de vidx , je prendrois xdx - 3 adx 4- w.
aAd4-3 ar4xx aa+4-3ax4xx%

Pour découvrir par quel moyen nous pourcons intégrer
les Tadtions différenmiielles rationnelles , rappellons- nous que
la différenticlle du logarithme d’une quantité , étant la dif-
férenielle de cette quantité | divifée par cette quanticé méme,
c'elt-a-dire, étant roujours une fra&ion , il eft aflfez naturel
de foupgonrer que VPintégration des fraftions rationnelles
pourra {doavent dépendre des logarithmes. Prenons , par exem-
pie 2 alla+4x) - 2 al {2 a+x); en différenciant , nous aurors
2adr  radx

S , ou en réduifant au méme dénominateur,
a--x 204X .

raadx . . -

— . Or, il eff clair que pour intégrer cette frac-

2004+ 3aX 4 X X
tlon , il n’y aurcit autre chofe a faire qu'd la décompofer
en deux fraiions, dont Pune elit pour dénominateur g+ x,&
Vautre 2 @ 4 x ; & dont les numeérateurs feroient des nombres
conftanis multipliés par d x ; ces deux fractions s’'ntégreroient
alors per logarithmes,

133. Il eft donc aflez naturel de tenter , pour intégrer
ces fortes de fradtions , de les dérompofer en autant de f%zo—
tions fimples ; que le dénominateur peut avoir de falteurs, &
dont chacune ait pour dénominateur un de ces fa@eurs ; ceft
en eftet {a méthode que I'on peut & que Ton doit fuivre,
forfque tous les falteurs dont le dénominateur a pu étre formé,
font inégaux,

TETS

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MaTHEMATIQUES, 193
134 Mais lorfque parmi les fa&eurs du dénominateur, if
s'en trouve qui font égaux entr’eux ; alors on ne doit pas

gattendre que la méthode ait du fucces , parce que Pinté-
gration ne peut dépendre enriérement des logarithmes. En

effet, fi Pon avoit, par exemple, ——il-f—— dont le dénomi-
' ) (ll o+ x)z

nateur 2 deux falteurs égaux a4-x & a4 %, on trouve-

roit (89 ) que Pinwégrale de ceite quantité , ou de fon égale

dx (@4-x) —~*elt -( @+ x)—"'4 C qui ne dépend point

des logarithmes. Mais on voit , en méme temps , que fi Yon

aa

4 2al (a4 x)
, . X . —aadx
S2al(rax) — al(3a+4x),on auroit

diférencioit une quantité telle que
[]
(e + x )* -+

2adx r1adx adx (rax4aa)dx 2adx

- -
a4 xXra-4-x a4 X (a4-x)? 2A o X
adx
384X
10a4dx 426 @3xdx + 17 % dx 4 3 axidx
. (e+x) (zayx)(3a+x) .. .
étre intégrée , n'exigeroit autre chofe que d'¢étre ramende &
1A% ~Aa radx adx
La+x)t 20 4%  ja+4x
polée en trois fraktions , dont la premiere edt pour dénomi<
pateur tous les falteurs égaux , & dans fon numfrateur
toutes les puiflfances de x , moindres que la pius haute puiffance
du dénominateur = 2 I'égard des deux autres fraflions , elles
auroient pour dénominateur , chacune , un des faGeu¥s iné-
gaux , & n'auroient aucune puiffance de ¥ au numérateur,
Cleft ainfi | en effer, qu’on peut intégrer toute fraction ration-
nelle; & c’eft ainfi que nous le pratiquerons , du moins lorf=
qu'il n’y aurz pas de falleurs imaginaires dans le dénomina-
1€UT ; Cas i€ NOUS eXAMINerons apres.

Ainﬁ(a+ bxgcxiq, ... kxnt)dx
(M4 Nx Pxry... Tx™
général , toute fra&icn rationnelle ;5 fi on fuppofe que le
énominateur ait un nombre m Je fadteurs égaux A x +4-g, un
nombre p de faleurs égaux i x4 £, &c. & un nombre quelsy
gonque de fateurs inégaux, & repréfentés par X 4 i, X4 g

, ou en réduifant tout au méme dénominateur ,

3 fra&ion qui, pour

3 Ceft-d-dire, d’8tre décoms

repréfentant , en
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x + r, &c. auquel cas la fraQion propofée (era s « % 5
(@b gcX dus. kx™" dx)

: = . » & il
(xg) (x+hlpx&e (i) (¥ 49) (X4 7) &
faudra , pour intégrer cette frattiop , fuppofer « . . .

(@at-bxpcx® pu. kx™")dx" .
(x+g) " (x4-h P x &g .. (x40 )(x+¢) (x4r)x & —
Axm dx 4 Bx™*de..d4. Rdy  A'xt-1dxer B’ xP2dx4.. R'dw
Ldu_ihg/'mi Nd-r (mriy
&c. C L x+ . &c.A, B, C, &c. étant des
i x4 g xer
cocfhcients conflants & indécerminés, Alors | fi par quelque
meyen que ce {oit, on détermine ces coefficienss , 1l fera tacile
d'avoir P'intégraie, Cela et évident pour les fra&ions fimples
Ldx Mdx Ndx
X i?% g0 xper?
(e —q), N ( x+4-r) &c. A Végard des fra&ions . . ..
A" d gy Bam x4 Rdx
(x+ 50" )
plicité , ¥ - g = %ce qui donnera x ==z —g,& dx =,
Subfituant ces valeurs , on réduira la otaliid 3 une fuite de

s d
monomes faciles a intégrer , & dont un feul fera de Ia forme i

&c. dont lintégrale et L1 (i),

, on fera, pour plus de fim-

cell-a-dire , sintégrera par logarithmes. De méme, pour les

I maP-1 I p-2 7 T an
termesAx dot B Fda oo Rids onferax+h:g_’.
(x4h)e
Ainfi, il ne nous refle que deux chofes 2 examiner; la pre-
miere , comment on ‘trouve 1's fa&eurs du dénominateur de
la fradion différentielie propofée ; Ia feconde , comment on
trouve les coetcients indéterminés,

135. Pour trouver les falteurs du dénominateur, il faut e
condgire comme pout réloudre -1'éjuation quon auroit en
égalant ce dého ninateur 1 %éro, pux(que ( Alg. 178 ) rélou-
dre une cq ation , revient 2 chercher les faceurs binomes dont
In multiplication a produit une équation. Ainfi, il faut em-
ployer les méihodes données ( 4ig. 193 & fuiv. )
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136, Quant 3 la maniere de trouver les cocfficients 4, B, C3
te qui fe préifente de plus ramurel, eft de réduire au méme
dénominateur toutes les fraftions oll ils entrent; alors les deux
memores de 1’équation formée de la fra&ion propofée & de
ces nouvelles fradtions , ayant le méme dénominateur , om
peut fupprimer ce dénominateur de part & dautre, & ayant
zranfporte tout dans un feul membre , 1l faut, pour que Véqua-
ton ait lieu, indépendamment de toute valeur de x, il faur,
dis-je , que 11 fomme des termes qui mulnpheront une méme
puxfﬁnce de x foit zérp. Cette conaition donnera autant
d’équations qu'en a de cocflicients indérerminés | & qui fervi«
ront a déterminer ces mémes cocfficients. En voici des
exemples. dx .

Propo(ons -nowus d’intégrer ————3 je fuppolerai

Adx HBdve i xx

ea—x2
, puifque les deux fateurs du dénomina<

==

a4-x a—x
teur ag- X%, font @ 4 x & @ == 2. Alorsy téduifant au méme
, . . dx (Aa—Ax4PayBx)dx
enommateur , jai = , fip
ACT—=XX% a2dad — xXxx
primant le dénominateur commun , divifant par dx, & tran(=

pofant , j’ai 1 4~ Ax =oc;donc I—Aa-—Ba—w &A—B—-o,

—Aa—Bx
———.B(l 4 Y
dou il eft facile de conclure 4 — —,&B= — ; noug
2 4a 2z a
I
4 dx ——~d“" ;—adx
o —_— ” !
avons dong —-—— = " , dont Dintégrals
a4+ x  a—x
dx |
eﬁf—-—-—:——l(a.*.x)—-—-[(a—x)-{-c
ar—xx  2d 2 a
It E L

12 a—x
Propolons - nous pour. fecond exemple , la fraltion
10a4dx 4263 xde 4 1700  dv 4 3 axidx W

e ue

(aw=y Garr)Gagx) 300 RS
{134) en différenciant —;A_.}. ral (a—{-.v)_.a!‘(ﬂ—}—x}
Towtdxr6at xdx +17a“3:"§x+3ax=jm

(a--x)(2a+x 3;3‘3#‘.::,2 A
P

Nous fuppoferons donc,
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(AZx+ B)dx Cdx Ddx

+
(a+v) 2 U a4 x

dénominateur |, on aura ( apres “avoir fupprimé le dénomis
nateur commun , d.vif¢ par da , & tranfpesé )

Ioat o a6aix 417 a'x® 4 3axi=o,
— 6 Bua _ s Box — Bx® o Axs
— 3 Ca’— 6 Aaax — § Aax® ~ Cx}
w— 2Dad._ 7Ca*x — § Cax? — Dxs

— s Da*x — 4 Dax?

donc3a-A-C-D=o,17a'-B-5Aa-5Ca-4 Da=o,
2'6115—5341 6 da*-7 Ca*-s Da*=o,10a"-6 Ha*-3 Calrr Dad=o,
cquations d’oli Pon tirera 4 =20, B=—=y*,C=12a, D =-q;
Ia difffrentielle propofie, fe changera donc en Liaf+7xrzﬁMr

radx adx (a4 =x)
- , précifément comme on I’a trouvé ci del-

, réduifant au méma

24z 3 da4-x
fus, Les deux derniers termes ont évidemment pour intégrale
: zax+¢£1dx’
e a7
jefalsa+x =g, aix=g—a, &dx=dy, jaurai doc
(rag—caa)dy rady  aady
ou —
i3 (1 1%

aa

2al(2a+x)—al(3a4x),3 égard du terme

, dont Pintégrale eft

3 aly 4. 2z ouzal(a+x)+ ; airfi, Pintégrale totale et
4 .

a+x
Paix_f- ral(ax)4ral(rapn)—al(3a4x),anf
o
’/L/’UC doit étre.
437. Cette méhode eft générale. Mais on peut faciliterla
n//j»che des coefficients , par plufieurs méthodes. Par exem-

ptys O peuL trORVer , indépendamment les ups des autres , Ies

[ . . . Nd
Mgfimnts des fraltions fimples, en cette maniere, Soit 7};

/‘;/M‘n propofée; 2 x <+ a un des facteurs du dénomina-
Frury 301t P le quotient de A7 divif¢ par & x -+ a. Conce-

yruk N gécompofé en h/idx- & 9—43; alors nous aurons
X a
Nix _Adx Qdx N A Q
e S e T L X O —— = — .25 done
M, . bxga™ P M hx4+a P
fc edusani ae. méme dénominateur , & ayang égard i la fip-
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poGtionqueP:hrﬂizou Px (hx+ta)=M,on aura

N=AP+Q (hx+a) Mais en différenciant [’équation
(hx + a)P=JAd,ona hPdx 4 (hx+a ;dFP =d.1. Or cette
tquation , aini que 'équation N=A P 4 Q (A ~+u) devant
avoir licu pour toute valeur de x , auronr également licu,
lor{qW’on mettra pour x une valeur quelcongue. Mettons dong
pour x la valeur qui donne le réfultat le plus imple; c'eft-d

. a .
dire, meitons pour x la valeur — - que Pon a en {uppofant
le dénominateur Ax 4 a = o ; alorsnous aurons AP dx — d.M

& N = AP. Mettant dans la leconde, la valeur P = i
_ ENdx s hdx
donne-la premiere, on a 4 = ———; c’efl-i-dire, que pour
iy
avoir le numératecur 4 de l'une quelconque des, fradions
fimples , il faut divifer le numérateur Vd x de la propofée,
par la différentielle < 8 de fon dénominateur, & ayant fubfti~
tué pour x la valeur que Pon auroit, égalant 3 zéro le dé-
nominateur de la fraction fimple, on mulipliera le rout, par
le cocthcient de x, dans ce dénominateur fimple,
Par exemple , pour avoir les numérateurs 4 & 5 des fractions
Adx & Bdx

a4z a-x
pole la fraction

que

dans lefguelles nous avons, ci-deflus, décom=

-, je différencie le dénominateur au-xx,
aa-xx

/ce qui me donne — 2 xd x. Je divife donc le numérateug

dx de 12 propofée , par — 2 xdx, ce qui me donne — -—I—,
2 X

dans lequel mettant fucceflivement pour %, - a & &, (qui
font les valeurs que Lon trouve pour x, en égalant fucceflive;
ment i zéro, les dénominateurs a+x & @ — x des frations
pariielles ) & mulipliant par les valeurs 1 & -1, de 4, jai

1 1
— & — pour les valeurs de 4 & de B, comme nous
z2a 1a ’ ’

Yavons trouvé ci-deflus.

On peut de méme trouver des regles générales pour déter-
miner les cocflicients des numérateurs des fractions partielles
qui out pour dénominateur le produit des racines égales ; mais
TOUS ne nous y arréterons pas,

138, Quoique Jcs regles que nous venons de donper pout

N 3
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intégrer les fra&tions rationnelles , foient pénérales § eepent
dant, lorfque quelyues-uns des fatteurs du dénominateur fong
imaginaires , on a pour intégrale , des quantités compo-
fées d'imaginaires ; intégrale qui n’et pas moins réelle ,
mais que l'on ne ramene pas toujours commodément 2 une
forme réelle. Ce qu'il raut faire dans ce cas, eft d’extraire
d’abord du dénominateur tous fes {facteurs réels ; apris quot
orr décompofe le refte ; non en faGeurs du premier degré,
mals en fa@eurs du fecond , lefquels feronr toujours réels
( Alg. 229 ). Alors pour chaque fadeur du fecond degré,
qui peut toujours ire repréfenté par @ x* 4 b x 4 ¢, on

. Axdx+ Bdx ,
forme une fra@ion de cette forme o+ {~, & Tog
) ax*-Lbx ¢

détermine toujours les coéfficients comme ci-deflus.

139. 51 parmi les falteurs du fecond degré , il s'en trouve
qui ivient égaux entr’eux, alors on formera , pour chaque
groupe de facteurs égaux , une fraction de certe forme, ..
Axmidy g Bxwadsx 4. Qdx

(ax*+bx4c,n
fadteurs ax? + bx+-c, qui fe trouvent égaux entr’eux,

140. Il ne nous refte plus qu’a favoir comment on inicgre ces
quantiiés. Voyons d’abord la premiere.

Suppofons , pour plus de fimplicitd , que la fraftion par-
Alxdx + B'dx ‘
Twirarqd ce que
I’on peut toujours faire, en divifant haut & bas, par a.

Alors on fera difparoitre le fecond terme du dénominateur 4
en faifant v 4 $ a'=7:ce quiconne x==71 -1 @', & dx == dj,
fubttitvant , on aura une quantit¢ de cette forme . 4 0 v 404

, 7 étant le nombre des

tielle eft réduite a cette forme

-‘iﬁl{(!—{, dont la premiere partie _Lrdr §'intégre
31+ 99 - 3t + 99
par logarithiwes ( 124 )3 & la feconde s’intégre par un arc de
cercle dont le rayon eft ¢, & la tangente eft 2.
Quant aux quantités de Jaforme o« . & & o o . .
Ax-tdy g Ban-2dx .., Qdx
(x> +axb) .
dilparoitre le fecond terme du dénominateur ; & Pon aura une

quantité de cette forme {Lj%zn-!d{+N{2n.2{i{+'"T{Z{
(t1+99)

, on fera, de méme,
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dz

: 11+ 99

felon la méthode donnée (131 ), Lintégrale de la (omme des

termes ol 7 aura des expofants pairs. Quant & cenx ot les

expolants feront impairs, ils s'iniégreront par ce qui a éié dit

I S S f'elon Ta mé=
(zz+499*

aue Yon mrégrera, en fe propofant de ramener 3

{91), ou bien en les ramenmant a

thode donnée ( 130 ).

Ainfi, toute fra&ion tationnelle, ou s'intdégre exaltement,
ou ne dépend , tout au plus, que des arcs de cercle & des
logarithines,

L

De quelques Transformations gui peuvent
faa'lizer les ]ntégrazions.

-

141. O~ pe peut donner de regles générales fur cette maw
giere. Linfpeltion des quantités , l'ufage & Padrefle, di&ent
dans chaque occafion, ce qu'on doit faire, ,

Le but des transformtions dont il sagit ici, eft de rendre
rationnelles , les différentielles propofées , parce qu'alors on
fait les intfgrer. Sur cela, voici quelques obfervations.

142. S'il n'y a de quantités radicales, que des monomes , on
fes ramenera d'abord 3 des expofants frationnaires , que L'on

riduira toutes au méme dénominateur. Alors fi x¢ repréfente
s ' I

tne de ccs quantités, ainfi préparées, on fera xl= 73 ce qui

L 1— .
donnera x ==y, & dx = I7  dg. On fubftituera , & L'on
aura une quantité toute rationnelle. Par exemple , fi Pon avoit

d adc . ., . . . .x>dvgqade . .
~‘x—‘/—x—+—-—— » je Pécrirois alnfi —1;—_*—— — 3 puis-je la chan=
Vetys B S

3 A

- b 4

erois en J€9¥+29%  punnt done ¥ = g3 j"aurois

& T4 P .

o

8 5
678dy+ 6azidy gui
¢+

N 4

w=3¢ dx= 67 dg; & par confequen:
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! 675dz 4+ 6az>d . 'L
fe réduit 3 AT 02 4R » & s'integre facilement , par cd
{+1
qui a été dit fur les fractions rationnelles,

143. Toute quantité dans laquelle il n’y aura qu’un radical
complexe , qui ne paffera pas le fecond degré, & o la varia«
ble, tous le radxcal ne paflera pas le fecond degré , peut
toujours ctre rendue raticnnelle par I'un ou lautre des deux
moyers fuivants : 1°, Aprés avoir dégagé le quarre de la varia-
ble fous le radical , on égalera ce radical , 4 cette méme
variable , plus ou moins une autre variuble ; 2°. ou bien on
decompo'era la quantité affe@ée du radical, en fes deux fac-
teurs ; & on Pégalera ainfi décompolte 4 I’ un de fes faceurs N
multiplié par vne nouvelle variable.

- d ca e
Par exemple , fi j'avois —F 5 je puls faire Vix-aa

xx-aa

=X'{;i)aufaix: ,{_ij:‘_z_a Donec dx = _M) d? &
: z{{

T T

2 3 — =

——"i-{: qui eft facile 3 intégrer. Vs aa

1
N

Je pourr-is anffi , dans ce méme exemple, faire Viis-aa

ouV(x—a J(x4-a)=(x-a)z;alors jaurois , en quar-
rant & divifant enfiite par x-a,x+a= (x - a){q dolr

i e & sV “z{ 5 dx= —4atd, donc
7y —1 FE-aa= o (tg~1)*"
di_ —zd{

Vic—aa 17— » qui s'integre par les regles cx~defrus;

pour les fra&iens rdthﬂﬂEHES.

On peut appliquer ces méthedes i la reétification de la para~
il Sl

bole, dont I’élément ¥ dx* e dy? elt Vd +4y dy
I

ou dyL 14 4};. On dégagera d’abord y?, en écrivant
Y 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES, 20X

24'}’ 2z -+ y*; & on feral/—-.*_yl—y.}.(‘
7 4

144. Quand il n’y a dautre radical qu’un radical quarré
& point d'autres puiflances de x, que des puiflances paires ,
on peut ¢galer le radical a une nouvelle variable multipliée

dx
par la variable aQuelle. Par exemple, fi javois V:;——:‘x:x; ie

pourrois faire Viaa—xx=x 7. Et 'l y avoit un fecond
terme fous le radical , on pourroit encore faire. ufage de cette
transformation , en faifant d’abord difparoitre le fecond terme ,
du moins quand il n’y a aucune puiflance de x, hors du radical.

135. Enfin ; on peut, dans la vue de rendre rationnelle;
tenter d’ galet la variable , ou une fon&ion quelconque de la
variable , 2 une nouvelle variable , ou-4 une fon&ion d’une
nouvelle variable , dans laquelle on laiffe quelque chole d’in=
dérerminé & qui puiffe fervir 3 P'objet quon a en vue. Par
exemple , pour favoir dans quels cas on peut rendre ration~
nelle, la quantité x™ dx{a+ b x") p, je ferais (a—+ bx") =13,

7. g
g étang indéterminl Jaurgis a + bx"— {F,' M=y p — a;

L b
s {Pa ,-x""— ’{pa a8 o an 09 q

-

q _L_I 4N -1
dx=fTP7,{1’ d’{(?l’b‘a) " ;dONC. e ...

KA m ool
x’”dx(a-}-lzx”)p__—!»?q’—bip'*'q Id{ ({P a) "t
. :

qui eft intégrable quelque foit ¢, lorfque Tt reftm
. . ‘ 2
nombre entier pofiyf ou zéro (86 ) 5 & qui peut étre rendue

. . M1
rationnelle , en faifant ¢ == p, lorfque i a eft un pogi~
n

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



902 Coursg

bre entier négaﬁf. Et fi p 2 pour valeur 3~ 5 o k érant nd
pombre entler impair, on ramenera au cas menuonne( 143 ),
en faifant ¢ = k&, fi ——;——- a pour valeur -~ o k' érantun

pombre entier impair.

146. Nous ne nous arréterons pas i €tendre ces fortes de
wransformations. Nous ferons feulement remarquer , quon
facilite fouvent certaines intégradons en égalant la variable,

& une frattion telle que —‘—. Par exemple, fi javois . . .
z

s %dx3adx ] I . . —23dr—az’d
—— 5 en faifant ¥ = ——  "aurois L S
X% x12 1+zz 7
que, par la divifion, on redmra a une fuite de monomes, &

2 upe quantit¢ de la forme dont on connoit aGuelle«

- -+ {{
ment P'intégrales

De l’]zzze’crraa'on des Quantités exponentiel/es.

147, L 0’ y 2 pas dautres regles A donner fur Pintégration
de ces quantités , que de tenter de les décompofer en ceus
facteurs, dont L'un foit la différentielle du logarithme de I'aure,
ou en foxt une partie conflante ( 28 }; alors on divile par la
différentielle du logarithme de ce fecond facteur. Amnfi je veis

dsx
que =7 ((l_ylx -+ L- > eft intégrable , parce’ que le fatteur

dylx e T2 et 12 difftrenticlle de yix, qui eft le loga.

‘ x dylx+y )

¥ithme de xy; jyaural donc peur intégrale
PRI

#- C; ceft -2 -dire, ¥ 5 A Cyoua? 4G

ydx

X

dny -

Par cette méme regle , je vois que dux ear eft intégrable;
patce que dx cft la differentielle du logarithme de ¢ %,
/
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dreas e

-

adxle ale’’
Dans le cas ou ¢ eft le nombre dont le logarithme eft 1 , la

regle (e réduit a divifer Ja différenticile propofee, par la diffé+

rentielle de Pexpofant de e. -

divi(fe par une conftante, J'ai donc fdxesx —

Si Pon avoit a intégrer x™dx eex, e étant le mombre dong
le logarithme eft 1, on le pourroit, lorfue m cft un nombre
entier pofitif. , en faifant [x™ dx eax = eax (A x™ o B x™-F
=+ Ex™>* 4-&c. + k). Par exemple, fi jai x* ax ex ; je
fippofe [ x*dxeax = eax { Ax* 4 Bx + E ) En différenciant
(28 ), &divifant enfuite par drear Jain® = dux*+ ABxy aFs

+2A45x4B
donc Aa=t,¢qB+12 A=0c,a E+ B=o;eftd-dire A=

“:T’ B = E_a_" » E == f‘; , don¢ Pintégrale de fx*dxes* eft, , et®
xz 9 % 1

(52w e
a a al

On peut employer avantageufement le nombre e, dont le
logarithme eft 1 , pour lintégration de plufieurs quantités,
principalement quand eiles renfermenf ces logarithmes, Par
exemple , fi javols d intégrer x” dx (Ix )™, jeferols [ x ==
1 = gle;donc ¥ = elsdy =— d{e;"‘ & par conféquent
x*dx(lx)" —=z7"dze( "+ )z, quisintégre dans le méme
cas que la précédente ; & de la méme maniere,

De [Intégration des Quantités & deux , ou &

un plus grand nombre de Variables.

148. S1 Ton fe rappelle la regle que nous avons donnde
pour différencier les gquantités i plufieurs variables , on verra
que pour intégrer les différentielles A plufieurs variables ( lorfi
que cela eft poffible ), il faut raflembler tous les termes affefiés
de la différentielle d'une méme variable , & les intégren
comme sl n’y avoit d’autre variable que celle-13,c’eft - i - dire,
comme fi toutes les autres ¢toient conftantes. Alors fi Lon
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différencie cette intégrale en faifant varier fucceflivement tous
tes les varisbles , que Lon retranche le réfultat , de la dif-
ftrentielle propotée , I'intégrale qu'on a trouvée, eft ( en ajou-
tant une conflante ) la véritable intégrale, s’it ne refte rien,
§'il y a un refte | il ne renfermera pas la variable par rap-
port 4 laquelle on a intégré z on fuivea a I'¢gard de ce reite,
{e méme procédé quon a fuivi d'abord , & amfi de foue
par rapport i chague variable. Par exemple , fi Javeis 3 x*y d»
~xidy+5xy dy+yidx :je prendrois les deux termes
affe@tés de dx, favoir 3 x2ydx 4y° dx, & je les intégrerais
comme fi ¥ étoit conftant, L’intégrale eft x3 y+y’ x Or,
cetre quantii¢ étant différencide rar rapport 3 x & av, & Iz
réfultat étant retranché de la différentielie propofée, il ne refle
trien : j’en conclus que Vintégrale eft x y + yf x4 C.
Sijavois % dy 4 3x° yda 4 x*dypaxgdotxdapy® dy S en

vaflemblant tous les termes affe@és de dx , & intégrant en
b3

regardant y & x comme conftantes | j’aurais x3y 4- x* 7+ —

Mais en retranchant la différentielle de cette quantité , prif
en faifant varier x, ¥ & 7, en la retranchant, dis-je, de s
propofee, il refte y* dy ;e prends donc lintégrale de y* dy quiett
Zi, & Tajoutant a celle que y'ai déja trouvée, j’al(eny com-
2 3

prenmant la conflante) *3y == x* 7 LS =4"— + C, pour l'in~
tégeale. * 3 »

149. Mais comme il n’eft pas toujours peflible d'intégrer
toute différentielle & plufiews variables , il eft bon' de faire
connoitre @ quel caraltere on diftinguera fi cela fe peut.

rjo. Pour y parvenir , il fuut obferver que fi dans une
quantité ) compolée, comme od le voudra, de deux autres
quantités x & y, on [bftitue d'abord pour ¥ vne quantiié
quelconque p, & que dans le réfultat on fubftitue pour y une
quautité 4, on aura la méme chofe que fi on avoir com encé
par fublituer ¢ poury, & enfuirep pour x: cela eft évident

1510 Il fuit de-13, que i on différencie une quantité quel-
conque (J compofte de x, y & de conftanres, en ne faifant da-
bord que x variable , & qu’enfuite on différencie le réfultat
en ne faifant que y variable , on aura la méme chele que
fi 'on et d’abord différencié en regardant y (tule comme varia-
ble, & qu'enluite on elit différencié ce réfulrat, en regardant
w feule comme variable,
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En effet, concevons qu'en mettant d'abord x+d # pour ¥
Q devienne Q' ; onaure Q'- @ pour la différentielle. Conce~
vons qu’en mettant ¥ 4 dy dans celle-ci , au leu de y, Q'
devienne Q'', & que @ devienne Q' , enforte que Q'-
devienne ()" - Q""" y on aura Q" - Q"7 - Q' 4 @ pour la feconde
différentielle.

Faifons maintenant nos fubflitutions en fens contraire 3 &
puifqu’en mettant y 4 dy , au liea de y dans @, il devient Q!
onaura Q' - @ pour la premiere différentielle -dans la fippo-~
fiion de y variable. Si nous mettons maintenant x-dx,
au lien de x dans cette quantité , @ deviendra @', comme
ci-deflus; & Q"' (150) deviendra Q" , enlorte que Q''-Q
deviendra Q- Q'; donc la feconde différentielle fera Q-QF
-Q"' 4 Q, précifément la méme que la premiere.

Cela pofé , convenons que fi 4 repréfente une quantité

, d
compofée de ¥ & de y; -~ dy marquera la différentielle

. : 4y d4 : .
de A prife en faifant variery; T dx, cellede 4 prife en fai-

3

fant varier x.De méme, — ——_ dx dy marquera que 'on diffé~
dsxdy

rencie d’abord 4, en fuppofant x feule variable , & qu'enfuite
on diftérencie le réfuliat en faifant varier y feul.

rga. Ces éclairciffements pofés , foit Adx - B dy une diffié-

rentielle exalte, & A4 fon intégrale; on aura donc —— d x +~

dM dad dm 4
rdy:Adx-;_de;donc (T;:A’&E: & ; donc

dd M dA ddMds dBdx ddM
aufli dy:——-dy,& — o —— ===
dxdy dy dydx dx 9 dxdy

dA dd M dB ,

—, & —— === ——; or nous venons de démontrer {151}
dyd dydsx dx

ddMdxdy _ dd Mdydx . ddM . dd M

! = = 5d i
e dxdy dydu s cone dxdy dydx ereauthy
dA \

= ‘;—B; ceft-i-dire, que i Adx - Bdy ell une différentielle

¥ x

complette , 1a différentielle de A prife en faifant varier y feule,
& divifant par dy, doit étre égale i la différentielle de B prife
en faifant varier x feule, & divilant par dx.

Ainfi je reconnois que ; y? div -~ xy* dyeft une différenticlle
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complette , parce 'queM 4y, en effet, le p;
) dy - 2% ) ciret, le Pi’én

1d 2
4 y, & le fecond a yd(ix:. Au con-
x

mier membre fe réduit 3

traire je vois que xydx 4z dy n'eft pas intégra\ble » Parce que
d(xy. , - LA(2x)
———=_refl pas égal a .

(1)1 dx

153. S’il entre plus de deux variables dans la différenticlle
propofée ; c'eit-i dire, fi elle eft de cette forme Adx 4 bdy -+

Cdz, il faut pour qu'elle foit intégrable, que I'on 2it — ==
dB dA __dc 4B e elfut ey
T30 4 R _,dy,eneu,onpeu egarder
fucceflivement 7,y , & x comme conflantes ; & la différenrielle
qui n°a plus alors que deux termes, ( puifgue cette fappofition
donne ou dy =~ o,oudy = o,ou dx=—o0), mwen duit pas
moins étre une différennelle complette fila propofée Teff. Elig
doit donc, dans chacun de ces ¢as, avoir les qualités des diffé-
rentielles completres a deux varizoles,

11 eft ailé, d’apres cela, de trouver les conditions pour ua
plus grand nombre de variables.

Remarqgue.

154. Surrosons que { foit une quantité inconnue compos
fée de x , y & de conttantes ; & que I'on connoifle fa difiéren-
tielle 4 dx, prife en regardant y comme conftante, Si P'on
weut avoir la dillérenticlle torzle de @, on {uppofera qu’elle eft

Adx 4 Bdy; alors B doit étre tel que P'on ait iﬁl == d_é .

dA dy — d=?
donc 8 = '™ dx ; intégrons en regardant x feule comme
yariable, puifgue nous n’avons fait varier que x, dans B. Nous

aurons B:j%fdx;donchy:dyf%—Ai-dx. Or puifque
¥

¥ . . .
"Adzx eft fuppofé [a différentielle de QO prife en faifant varier «,
n a Q= j Adx,intégration étont faite en regardant x feule
somme variable 3 donc Ia différentielle complete de ¢, on

dA . . A4 .
de fadx eft Adx 4 dy_/-d—- dx, oﬁl’m:égrauonfd— dx dois
7 J

fe faire en regardant y comme conftante.
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Des Equations dzﬁ‘%’renzicl[es.

15¢. Lorsquk ’équation différentielle propafée re ren=
Aerme que deux varizbles, ¥ & y; & que lon a , dans unm
feul mmbre, les x & dxy&lesy & (iy dans P'autre: alors I'in-
tégration (e reduu pour chaque membre , aux regles que nous
avons donnfes pour les différentielles 4 une feule variable.

Ainfi, fi Pon avoit ax™y" d == by%cfdy » qui peut rcprei%nter
toutes les ¢quations différentielles 3 deux termes ; cette équa-
tion dont les indéterminées {e féparent tout de faite en divifant
par y* & par x”, devient 14" de ==5yT™"dy dont Uinle

. . axm-—r-{-x byg—n-}-x
grale cft cvxdemment = + C.
—r1 g—n-+41
156. Mais comme gl peut arriver que Yun , ou [autre g
ot aucun des deux meinbres de P'équation différentielle {épa—
rée , ne foit intégrable a'gébriquement , & que néanmoing
Péquation puifle étre algébrijue, ou du moins ramenée a une
forme a]UcDrzque, il eft bon d’examiner ceux de ces cas qui 2
rencontrent le plus fréquemment, .
Par exemple ;, i dans l’eqaatlon ‘précédente , on avoiz

Mo r3= = I, & ¢ =7 = —1; V'é¢quation dsfi¢rentielic fe réduis
adx

. bd
it d = bay , dont on ne peut ayoir l'intégrale de chaque
membre que par logarithmes ; enforte qu'on a alx =31y
-+ {€*. Mais cette ¢quation peut étre rendue algébrique , en
Vécrivant ainfi Jx*—= lyb.;. IC,oulx®=1 Cyb ;or il et #vie
dent que £ les deux log:rithmes {ont égaux , les deux quantités
auxquelles ils appartiennent ; doivent étre ¢gales; done x&Cybz
¢quat.on algébrique.

157. Si Pop avoit feulement p —n= — 1; Péquation dif-

; bd
firentielle Geroit @ x™ " dx = 4
M—r -1 Y.
= bly 4 [C; mais on peut donner 3 cette équa=

dont Jintégrale eft
ax

m— 1
tion une forme “algébrique, en multipliant le premier membre
par e, e trant le nombre doat le logarithme et ™5 cag

¥ On eft le minltee de fuppofer que 14 conftante eft un Iogarithme,
#+* Nous l'avons déterming 114 ),
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alors on ne changera rien i 1équations On aura dong
Mt~ 1 '

.a_’f____._lgzbly-f.lc, ou, (en faifant m—r 4 1=p)

me—r 41
axp axP

leP 4. [Cyb, & par confquent ¢ = Cy’. Dorénavant nous
marquerons toujours par €, le nombre dont le logarithme eft 1,

158. Prenons pour fecond exemple , Iéquation n d x =

d

— e

z
Vi

cercle dont ¢ eft le finus, & 1le rayon. z eft donc le finus de

5 le fecond membre exprime I'élément d'un arc de

d
[—_i—, Ceft-i-dire, de Sndx ou de nx 4 €. On 2 dong
Vx—{z

pour intégrale, 3= fin (nx+4-C). Pareillement , de I'équ«

tion ndx = ———C— on cpncluroit g = cof (nx 4 C).
Vs —11 dz

159. De méme, puilque

- , exprime |’élément d'in

arc de cercle dont 1 eft le rayon , & 7la tangente ; fi I

. d .
avoit ndx = < » on concluroit § = tang (nx 4().
. I+ %8 bdg .
Mais fi on avoit ndx = ———>— 3 pour la ramener 3 la forme
a+f11

de la précédente, on feroit y =mu , m ¢tant un cocfhicient

. bmdu .
conftant ; alors on auroit — ——— ; fuppofant donc fm* = g¢;
a-+fmiut

174 “ du
on auroitrlz:l/i.s ce qui donneroit ndx =5 f !
' f ’ Q4 auu
d
d’ott Pon tire “ :_——-n— dx vaf; donc u, ou L ou
_ I4uu b m
{V-{-: tang (%x vaf+ C)_ Donc{:V_a

o

n ,

Tang <-b~xVaf+ C)_ .
160. Dans les expreflions ffn {nx = C), tang ( n x + C),

que nous venons dc trouver , #& —+ € exprime la longuess
: abfolue
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Abfolue de Parc en parties du rayon 1. Mais comme il eff
plus commode d’employer les nombres de degrés, que les
fongueurs mémes , ilfaudra, quand on rencontrera ce pareilles
expreffions ; évaluer les arcs en degrés; ee qui cft facile en
les divifant par le nombre de parties du rayon que eontient
un degré, c'eft-i-dire, par o, 0174533, ou {(ce qui revient
an meme) en les multipliant par 57, 2974166, Anfi le finusg
tle l'arc qui 2 pour longueur 4; ou le finus de l'arc qui a
un nembre de degrés exprimé par bxs57, 1974166 , font la
méme chofe. ndx - dy
161. Si Pon avbit =
S ,L Vii-axx Vi—y
membres expriment les éléments de deux arcs qui font I'un
dlautrez:1:71 & dont les finus font a & y; alors pour intés
grer on rendroit chaque membre rationnel , en failant poue
le premier , iz == x y—: — 7; & pour le fecond,
S . . . ndy dr
¥1=5y =y y=i—: L’¢quation fe changeroit en —* = —
dont Vintégrale eft n/3==1I¢~+1C, d'oit I'on tire Cr=13";
& en mettant pour ¢ & 3 leurs valeurs, C(y V=1 —vyi—yy)
= (xy/ 7 —vy/1—xx)", qui exprime généralement le rapport
des finus x & y de deux arcs multiples I'an de l'autre.

dont les deux

Mais pour faire ufage de cette équation, il faut auparavant
déterminer la conftante C. Or fuppofant (comme on le peut)
que les deux arcs ont une méme origine , alors x & y doivent
devenir zéro en méme ternps; mais dans ce cas, I’équation
devient CV1==(-y1),ou—C=(—1)";or (~1) eftl 4= %
ou- 1, felon que n eft pair ou impair; on a donc-C =—1,
& C=4-1; le figne fupérieur étant pour le cas de n, pairj
& linférieur , pour 7, impair; donc enfin == (y vV-1~vi—yy)

={xy—1 -——Vx -—xx)n-

Dans chaque cas particulier, bn pourra tonjours faire dif=
paroitre les imaginaires ; mais le moyen le plus fimple, fera
d’égaler & zéro (aprés avoir tout tranfpofé dans un feul mem-
bre), la fomme des quantitcs réelles; alors on verra que I'é«
quation reftante fera divifible par y=7, & fera la méme que
celle qu'on aura formée en égalant 4 zérola fomme des quan=
tités réelles. Par exemple, fi 'on fairn — 31, 0onaura -y v "%
Yy i yymme—xx=2xy 1. Y mxxH1-xXx,0U ;:Ty}
Ha X% 5 axy-X.y i sa-y V= 1=0;égalantdoncazésog
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Ia fomme des quamizés réelles, on aura y/; .yy-¥- R LS E-1LH
& lcquatlon totale fera réduite 3 2 2 V.Y . iz — y ¥
== o, qui étant dwx(ée par Vi, donnez x V. xx =y T= 0y
ouy == 1xvi-xx; or fi 'on quarre cette équarion, & ¢«
quation ¥y 4+ 2xX~13=0, ou plutdty,-yy=1—2X%,
on aura le meme rélultat,

On peut de la méme maniere, trouver les cofinus & les
targentes des arcs multiples. Pour ces derniers, on iniégreroit
ndx dy
I+ X .x' I+ yy
(i+xV-1)(1-xve=1),&14yy cn(x-}-y‘/-—})
(1-yv -1); on acheveroit enfuite par ce qui a ét¢ dit fur

les fraltions rationnelles (133 & 136).

(rt1), en décompofant 1 +xx, en

162. Pendant que nous fommes {ur cette matiere, faifong
connoitre une maniere d'exprimer le finus & le cofinus d'un
arc, laquelle peut étre dufage.

Soit donc dx =

» I'équation qui exprime la rela.
Te—3y
tion, entre un arc ¥, & fon finus y. Si Uon fait /155 =

— {
yy —1——=7z;0naura dx=- ﬁ,ou-(—'{__:-dx y'-3, bont

Y 1 ke
Vintégrale et Jgzm- xy/—14-L G, bulz=— V-1 le+I1C, (137)
qui donne 3 == C e~ x vV 7 ; & mettant pour 7, {a valeur ,on2
IV iy igy=C¢ “EV - A Pégard de la conftante €, on

la déterminera én obfervant que Iarc x & fon finus doivent
devenir zéro en méme-temps; on aura donc v T == €; donc

3 - VT yy——eh—x‘/_l'&par conféquent /77,y
=3y s’_;-}—e"‘xv ‘-qmrrant & réduifant, on auray =
1—e -2xyv -1 V-t —xv—x
i N - donc puifque y eff
iy . ,-xy -1 2y -1
e

ex\/"—e'xV*‘

2 V —1 . T
Si dans le fecond membre de Péquation ViG;=3{ =1

finus de x,onzafinx =oc ——

e ", on met pour y, la valeur qu'on vient de trouver,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES. 21k

e,xV‘I_c—xV_[

enaura V1 -3y, Ceft-d-dire, cof o = -
2
cx VS XV e VI eXVT V-1,
e ~I= sdontccofx=
2 2

Revenons i lintégration des équations.

167. Lorfgue les indéterminées ne font pas éparfes dans
I'équation différentielle propolée, alers avant d’entreprendre de
les féparer , il faut voir fi par hazard, V’équation ne feroir pas
intégrable dans P'état olt elle eff. Or c’eft ce que I'on reconnoi-

dB
tra (152), en examinantﬁé—zzx———-, fuppolant que A dx
dx dy

4 B dy == q repréfente cette équation. Si cette condition
avait liew , on intégreroit, comme 1l a ¢été dit (148).

164. Cependant il pourroit fe faire que cette condition n’elit
pas lieu, & que I’équation n'en fiit pas moins intégrable ; mais
ce {eroit en la multipliant par un fateur convenable compote
de x, de y, & de conftantes.

Soit P, ce falteur. Alors 4 Pdx+4 BPdy=o fera donc une
d(APY d(BP)

dy ~—  dx °
La queftion eft donc réduite 3 trouver pour P une fon&iom
de x, de y, & de conflantes, qui fdsfafle 4 cette équation.
Mais comme tette recherche eft d’une trop Iongue difcufs
fion , nous nous borneroxs i trouver 2 dans le cas on il ne doit
renfermer que des x & des conftantes feulement , ou desy & des

conftantes {eulement, Suppofons donc que 2 ne doit contenir
ar AB

différentielle complette. Il faut donc que

que des x, onaura fimplement £ 75 =B e “+ P 20 d’ol
d arn .
lon tire :{PE" 2«‘; — 7;) dx, on, auta donc ailf«
—7 *
di d4dH
ment P, fi dy  dx fe réduit 3 une fon&ion de , comma
- B

tela eft néceflaire, pour que P foit, comme on le fuppofe
tne fondtion de x feule:
O s
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On pourroit encore trouver le fadeur , 5'il devoit &tre com+
pofé d'une fon&ion de x, multiplide ou divifée par une
fonction de y d’une forme connue.

165. Ceft par ce moyen qu'on peut intdgrer générale«
ment toute équation de la forme fuivante...... Xjq dy+
'X']‘H_ Ydx - XV grde=—0, X, X', X' étant des fonctions
quelconques de x5 ¢ & r des expolants quelcongues.

Je pourrois chercher fi elle ne devient pas intégrable.en la
multipliant par un fasteur de la forme ngﬂ , P étant une fonc~
tion de x, & n un expofant indétermine; & je trouverois que
cela (¢ peut, en fuppofant n == — r, Mais il eft plus fimple do
réduire tout de fuite équation i cette forme y ¢ —rdy +
Fy = Ju+ Fdx =o,en divifant par X & par ', & res

! 1

Alors pour i

préentant par ' & F' les quotients Z{X’ & —,
tégrer celle-ci, je {uppofe que P foit le fadteur ; P éeant une

fontion de x. Paurai donc Py'"dy e FPY ™ g 4 Fipi
==o. Or f{i £ ¢l vnefonttion de x, F P le feraaufly; [ F'Pdxk
réduira donc i l'intégration des quantités 3 une feule varizble,

il ne s"agit donc que de rendre Py?™" dy 4= FPy ™" gy
d(pryi—r)
5 ==

—rdP
; Ceft-a-dire, que 5* JZ;C:. e

différentielle complette ; ce qui exige que
d(FPyI—'FY
dy

(g—r+1)T "FP &0 I'on tire ‘%g = (g—r~p1) Fdz; &
en intégrant 1P = f(q-r+1) Fdx=[ (q-r+1) F dx. I;
dong P == eSl9—r+3) £dx_ Subfituant cette valeur de P dams
Téquation Py?™"dy 4 &e¢. & intégrant, on aura..,..... .
! 1) Fds

g-74+1

Je n’ai point ajouté de conftante dans Pintégration de I'é
quation qui a donné £, parce que n’y ayant aucune condition
pour la déterminer, on eft maitre de la fuppofer nulle.

Prenons un exemples Suppofops qu'on ait a iméges

ofa—rtards g ax SO

-+ C=»,
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2+ fl;_x + (b%* 4 ¢x +f) dx=o. En mulipliant par le

P
fa&eur Pyonaura Pdy +- z xdx+P(bx‘+cx+f) di=o
il faut donc qued_Pszd (‘E = ﬁ_{); dong ap E=
d x x P 2
dy
adx a . .
— donc P =m aqlx, ou P — x° L’¢quation devient

done xady o+ axa—l_y de+bx P dxgc®Tdx + fxdx,
- x’1+3 cx“‘*"- fx“‘*"l

dont lintégrale eft x%y 4 4 —+ Czo.

a—3 + a—+ 12 + a~-1

166. L'équation générale que nous venons d'intégrer, fe
rencontre aifez fréquemment; & la méthode que nous ayons
employée , peut s’appiiquer dans beaucoup d’autres cas; en
voici qui pourront nous ¢tre utiles par la fuite,

Si l'on avoit les deux équations * dx—+-ady—+ ( bx—fcy ) Tds
=0, kdx 4-a'dy+4(b's +=c'y) Tdr=o0, x, y & z ttant
trois variables; a4 &, ¢, @ &c. des conftantes, & 7', une
fon&ion quelconque de z, on réduiroit I'intégrale de ces deux
¢quations, 4 la méthode précédente, en cette maniere. Je
multiplie I'une des deux , la premiere, par exemple , par un
coefficient indéterminé & conflant g, & ajoutant 3 Ja feconde,
je multiplie la totalité par un fa@eur P, que je fuppofe étre une
fontion de ¢ ; jaurai (gP+ikP)de+ (gal +a P) dy 4=
(g P+b'Pyx+ (gc P4 c'P)y) Tdr=o. Suppofons
maintenant que certe cquation foit une différentielle exalle s
d(gP+kl__

de
d((ghP 4V P)x4-(geP4c'PYy)T), 2o d{ga?q.a’Pﬁ

— d T de
d((ghP4 3 P) x+y'(ch+c'P)y) T), 30 d(gP%»—le)=
3 3%, .

4 dy
“‘M‘I;__—.—-jj—l)). Or P ¢tant fuppofé une fon&tion de ¢, cette
x

* Voyez Mém, Acad, de Berlin, | nie M. d'Alembert, pour Pintégra
wnnée 1748 ;une mérhode qu'a don- l tioR de ces €quations.

Q3

il faudra (193) que l'on ait 1°.
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derniere équation {e réduit 3 o == o. Et les deux aurres donw
apr o dP

ncm(g-f.k)-z— :(gb+6)1’T,&(ga+a)—:

t

b5 I

£ + -Td: &g—:—

g+k p

Tdr; donc, égalant ces deux valeurs de d—fﬁ, &‘divi.

(gc—+c') PT;doulon tire z_lp[_’
gc+ ¢ :
ga+a'
gb+ 5 __ B+

g+ k g:z+a
tera au fecond degré, & qm étant réiolue , donnera deux va-
leurs de £

Suppolant donc g connu, on aura aifément P, puifque

r ’
gb_—i—l_?_ Tdt,donne Pe :ef‘gb—-*_i Tds.
g+ k g+ k
Or I'équation ( gF -+ kL) dx 4 &c. étant aluellement une
differentieile exacte, fi on I'integre , on aura (g2 4 £F ) x+
(gual+d' P)y+C=0; donc fi g marquant la premiere valeur
de g donnée par I'équation dufecond degré ci-deflus, onre-
préfente par g' la [econde valeur de g, & par ' ce qui devient P,
en metant g pour g, on aura aufli (g{’ Pl bk Py x4
(g aP' 4+ d PYy+ C' =0, C' étant une nouvelle conftante,
En effet, il n’y a aucune raifon pour employer une des valeurs
-gte g plutdt que I'autre. Or , de ces deux éqnations, il eft facile
de conclure les valeurs de x & de y, qui feront exprimées ene
& en confla-tes.

{ant par T'd¢ on aura

3 equatxon Qll 14 nione-

Péquation ar_
q P —_

Si la fonétion T de £ qui entre dans les deux équations, érolt
différente dens chacune, un s’y prendroit de 1 méme maniere;
mais en reg'rdart g comme une fonction de z; & Pintégra-
tion (eroit réduite 2 celle d'une équation 4 deux variables g & ¢
feulement.

- Si I'on avoit quatre variables x, y, 7 & 7, exprimées
par trois équations de cette forme adx -+ b dy—cdy -+
(ex+ fv+hzy) Tdi—o, & danslefquelles la fonétion T
fiit la meme; on les intégrernit de la ncme maniere , en
mulriplimt la feconde & la troifieme par des quantités indé-
termmevs & conflantes g & g'; puis ajoutant les deex produits
i la premiere, on muluplxeroxt le tout par un fa&eur P que
Pon (nppoferoit étre une fanétion de ¢ feulement. Suppofant
alrs que cette nouvelle équation eft une différentielle exalle

/

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MaTHEMATIQUES  21%

en trouveroit, par ce qux a été dir (193), les équations qui

doivent dérerminer £y g & £, L'équation qui déterminera g,
ou celle qui déterminera g’ fera du troifieme degré; on aura
donc trois valeurs pour g, trois correfpondantes pour g’ & trois
correfpondintes pour £ ce qui donnera en changeant la conf-
tante pour chaque valeur de g, trois imégrales, a Taide def-
quelles i] fera facile de dérerminerx,y & 7, en

On voit ce qu'il y auroit & faire , quand il y auroit un
plus grand nombre de varizbles, pourvu que les équations
fuffent toujours de la forme des précédentes, La méihoda
feroi encore la méme , quand méme il y auroit un ou plu-
fleurs termes exprimés puremert en ¢, d ¢ & conflantes.

167. Mais fi Yon avolt en général ua nombre quelconque m
d’équations renfermant m - t variables , combindes entr’elles
de quelque fagon que ce foit 5 on multplieroit lIa feconde,
la troifieme , &c juigu’d la derniere , ref(rellivement par des
quaniités g, g', g", &C. que L'on fuppoferoxt ctre des fondions
indéterminées de ces variables ; on les 2joutera 3 la premiers
puis mulipliant le tout par un fateur P que 'on fo ‘:mua
auflt étre une fontion de ces variables , on fuppo.era que
l'équazion totale eft une différentielle complete, Par exemple,
fi yavois les deux équations Adx 4 Bdy + Cdy == o, A'ax -
H'dy + €' dy== 0. Je multiplicrois la {econde par g ; a ou-
tant 1 la premiere & multmhant le tour’ par P , j'aurois
P(A + A g)de+ [’(I)’-}—B'g) dy + P (C+ " c,d{*o.
Or pour que celle-ci foit une différenticlle complette , 1l

d(P(A+4g)) _ch(ﬂ+l"'g))

faut (153) que

. d}’ -P_ dx
J(P(A+A’g)) d/[‘(C-f.CF,:J)) (I(P(B-{'—Bg)
dx g dz
:!:{Z(P(C-}-Cg)) Caﬁ i~ d“‘e ‘.ii( +A’g) +
B ')I
d(A'f-AF) (B+Eg)+1" @ ( ;—Lg_)_,
dy X
d d A4 A dP
——«(A+A’g)+1‘——(——j:~—§2———~(6+ Clg)+
!
PJ(C+Cg) dP(B-}-.B’g)—}-Pd(’B-%b'g):
dx .\ S e

04
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‘i&c_'*_cﬂ Siar

- ( Co C'g) :S aide des deux dernieren
1P
cquatmns , on tire les valeurs de — Tx & de Ei—;,,& qu’on les

fubflirue dans la premiere, on aura , aprés rédudion faite,

! I
(C+C (d(/j ;@—d(ﬁ T B8N 4 (A agyn
[? ax

I ¢ ~t (l I'a ]
(d(B:;_b’ gl_ l(C+Cg))+(B+B,g)( (€4 Clg)

z d dx
.

d e
cherchera denc pour g, une fonétion de x, y & 7, Japlus
genérale qa’il foit poiﬁble , & qui puiffe fasfaire 3 cete
cquaticn. Ayant treuvé g, en cherchera pour P une fontiion
de x,dey & de 7, qui ﬁnsfaffe d deux quelcongues des trois

quanons qu'on a ouvées d'abord ci-deflus, ce qui, ala véa
rité , exige fouvent beaucoup de recherches , mais du moms
¢ft toujours poflible.

= o, équation indépendante de P. On

Remarquons que fi 'on n’avolt qu'une feule équation, c’eft-3-
dire, fil'on avoit /' ==o , B' =0, & C'=o0, la demierc ¢quas
. ‘s dB
tion que Pon vient de trouver, fe réduiroit 3 C{ —— — —

& dA
- A (H_ .____) + ( .—~m) == o, qux c:ant un.e

cquanon de condmon entre lcs coeﬁcxents 4, B, €, hit
voir que pour qu'une équation dlﬁeren;xelle a trois vam-.
ble« ddx~+ Bdy~+ Cdy — o it intégrable, méme en lu mul-
tipliant par un falteur , il faut que les cocflicients £ , B, €
. . , e . dA4 dB
aient la relation marquée par Iéquation C (——— — -—> o+
d dx
&c.==z 0, Lor(jue catte condition eft remplie, on détermine
le facteur P, de maniere qu'il fazisfefle 4 deux des trois équas
. d(AR)Y d(BP) d(AP) d(CP) d(BP)
tions = — = ==
y dx I dy dx 1 dg

d(cP) \

dy *

On voit par-1i, ce qu'il y 2 A faire quand on a un plus grand
rombre déiumons & un plus grand pombre de variablesj

C
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¥ l'on peut par ce méme moyen , trouver qu’elles font les
équations ot 1l fuffira que g foit une conflante, ou une fonction
-de I'une , cu de deux des variables , &c.

168. Lorfque V'équation différentielle propofée ne rentre
pas dans les cas que nous avons expofés jufqu’a( 167) ; alors il
faut voir i Pon ne peur pas éparer les indérerminées. Quelque-
fois il ne faut, pour cela, que l'application des regles ordi-
naires de I’Algebre : d'autres fois 1l faut des transformations.
Mais il y abeaucoup d’équations A I’égard defquelles on ignere
quelle eft la transformation convenable.

Léquation ax* dx —+ byqs™dx = yk dy (e —+ fih )r fe {épare
immédiatement par la divifion , parce qr'elle eft la méma
chofe que (a—+by7 yx" dx =)kdy ( e~ fx*t)ry quideviens

¥*dx  ykdy
(e~+frh)r — ai-byi .
quantités binomes 3 une feule variable.

Mais fi j"avois gx dx = axtydy 4 2abx® y* dy +abby’ dy 3
on voit d’abord facilement , qu'on peut Pécrire ainfi
gxdx=—{x% 4 3 bx*y* 4= bby* ) aydy. On voit enfuite quon
peut lui douner cette autre forme , gxdx = (x* + by* }* x aydy.
Or avec un peu d’attention, on voit que la {¢paration réuflira,
fi Pon fait x* 4-by* == 7; eneffet, onaurax* =7 —by* , &
#dx == § dy — bydy; donc fubflituant, on aura ] g &y — bgydy,

s e b gdg
= az7ydy. Equation d’o I"on tire
bg+ag

, dont Pintégration dépend de celle des

= ydy, qui eft fa~

eile 2 intégrer.

169. Comme on ne peut donner de regles générales fur les
transformations , mous nous bornerons i quelques cas affew
gtnéraux , dans le(quéls ommfait que Ya (¢paration réuflit.

On peut féparer , généralement, dans toutes les ¢quations
homogenes i deux variables; c'eft-i-dive , dans celles ol leg
deux indétermindes x & y , ont dans chaque terme , foit qu'elles
fc trouvent enfemble , foit qu'elles foient feules , la méma
fomme de dimenfions.

En effet, concevons que 4dx + Bdyx o, foit une équation
homogene ; & que ’on divife tout par uné puiffance de x,
dont I’expofant foit égal au nombre des dimerfions de I'é-
quation ; il eft facile de fentir qu’il o’y aura plus dans £ &

dans B, que des puiffances de % & des conftantes 3 enfone
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218 Cours
que I'équation fera Fdx + F' dy=o0 , F & F' étant des fonc-
gions de 2~ & de conftantes. Cela pofé, puifque d (—}l—) =

X
dy—yd
Pl dd d( )+——zl],donc
d d
ydz 4y

2
E { Fod
donc pour _y_ & pour dx leurs valeurs, on a2ura — s}
Fdy * 11
4 —= 4 F'dy==o0, F& F' éant a&uellement des fontiions

d
€e 7 & de conftantes. Or cette équation donre A
Fdy
Fr+Flyg
ferment pJus d’autre variable que T
Par exemple, fi {avois 3 dx 4 y*2 dy 4~ by3 dy == o, qu
eft homogene , & dant e nombre des dimenfions eft 33 je

XX

£ Pon fait L = 7, on zura dx = — 5 fubftimant
X

, équation toute féparée, puifjue F & F'ne ren-

divilerols par x%, & jaurois '— dy +y dy =+ bdy=o;fii-
*_idy—ydy . e

ﬁ.mdmcl—{,ouv—l,]aurmsdx:
x

71
fimant dzns V'équation propofée , il vxentg dy- }{d{—j—{ &
1dg
y o rit+b
eﬂl_y*— I(2334-8) 41 C, qmdonney:(,(z{ +b)* ou
yt=C*{27"45), ou er“iny*—(ﬁ( Y +b),enre-

mettant pour 7, f{a valeur —}i,
X

+$d}-—.: o, d’on je tire ij—“}—l == , dont I'intégrale

170. I I'eroxt%onc avantageux de pouvoir rendre les équa-
tions homogenes. On r’2 pas de méthode générale pour cela.
H faut avoir recours aux transformarions. Celles qui peuvent
promettre quelques fuccés , confilftent 3 égaler une des varia-
bles, ou une fon&ion de cette variable, ou méme une fonltion
des deux , 3 ure fonéion d'une nouvelle variable avec des
expofants indéterminés, On dérermine enfuite ces expofants,
par la condition que I'équation transformée foit homogene,

Par exemple , i je veux chercher des cas ol [’équation

ax™ dy + by yidy + cykdy =0, d laquelle on peutréduire toute
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équation 3 trois tevmes, fi je veux, dis-je, chercher des cas
ou elle puiffe devenir homogene, je ferai x =3 &; alors j'aural

a Il{mH-h_I(l{— byn{ihd_y -+ c_)'kdy ==e. Or, il faut, pour
que celle-ci fo:t homogene, que V'on ait k ==gh+n, & k=2
mhp b= 1, d'cilontire p = oL S, k= nritq+n

m-qg4-1 m-—g+4-1 b 4
2inb , fi les expofants k, ¢, m & n font tels que cette derniere
équation ait liew, on pourra rendre I'équation hcmegene , &
par conféquent {éparer.

171. En ginéral, au difaut des méthodes direftes, on
cherche 2 ramener les équations propofées, i d'autres équa-
ticns dont Yint¢grataton foit connue. Ceft ainfi quon en
ufe , par exemple , 3 I%gard de l'égnation particuliera
dy + ay* dx= bx™ dx, connue fous le nom d'¢équation de
Riccari, & que Yon ne fait intégrer que pour certaines va-
leurs de m.

Sim ¢toit zéro, on auroit alors dy + av* dx=—25dx quielt
dy

—_ ay1

féparable, & donne = d x, dont I'intégration eft fa-

cile.

Mais pour intégrer "équation , lorque m a d’autres valeurs ,
il faur tacher de la changer en une autre, ol ay® & b foient
multipliés par une méme pu.flance de x ; alors elle fera {¢pa-
rable. Voici comment on trouve les valeurs de m , qui per-

mettent cette tranfmutation. Faifons y == A x¥ 4 x%1; nous
aurons dy = p AP de 4 gx¥ "1 ds - xVde; GidBituant, i
vient p AL dx+gxT ' rdy 4 Sdrpax leads

+aAAx2Pd>€+lanP+gt(lx = bx™dx,
, Suppofbnsp-———l’:‘.z}},pA—i—(zAA:o,pﬁ—q:q——xi
g42aA4d —o;nousaurons p=——1, A= i—,qn—x;cequi
change la transformée, en x-* dr + ax-4 trdx—= xb™ dx , oua. .

dr + ax-* udx = b xm+:dx , qui lera féparable, i m=—4.
Faifons, dans celle-ci, 7 == i, elle fe changeraen. . o .
— ’ !
dy+bx" T g1dx=ax *deFaifintdoncy = A% 4 474,
B opérant comme ¢i-devant , L ZUMA, &« v & & e
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p’A’xP'Tid'x+q'xq—xt’dxq_x?vdz'.{_bx”v"'mz’z'a’x
G bAx P dx g 26 AxP T, =ax™
" Suppofantip'pemaz=p-1,p'A'+ b A" =0, q'2bA'=0,
’ — m-+3

§'—1==p'pg'pmir,onaurap —cemm—3, A'=— s
g=-2m-6,8&x S{lt’-{—-5x_~§m_!°z’t’dx=ax-?‘dx,ou
de' g bx—m—ai'ddx=axrm+4dx, qujferaBparable, fi-m-4

s=impq,oulim=—=_

— 2 17—

Si T'on fait 'ew — , puis ¢ = 4" % 4 27 2", & que I'on
e

eontinue toujours de méme , on trouvera fucceflivement

ue Péquation eft (éparable , lorfque m= -5, m=- 2, m=-2,

gue ’équation eft fZparable , lorfque m=-2,m=-2 jm=-2,
4

T I 47

&c ; Ceft-i-dire, en général , lorfque m == 4
mombre entier pofitif. 1r=—=1
Et en remontant aux fubflitutions précédentes , on verna

que y a pour expreflion ’ . . . « 9
1

, 7 étant ua

=4 T3 -2
-r" iR A'x'""’—}-x"‘m"
b
,A”x'zm"-f-x' -10

1
N

AL g,
en continuant julgu's ce que I'expofant de x dans le premier

germe du dernier dénominateur foit-m 2. 7- 1-1; & alors
le (econd terme de ces dénominateurs fera x-2r™4r—3,.
2 étant une varizble qui , aprés la fubflitution de cette
valeur de ¥ , fe déiermine par lintégration de ['équation
gélultante, qui eft fZparable alorsv il faut feulement ex-
gepter le cas o rx=1, dans lequel en doit faire implement
¥ === Ax-x + x4,

Reprenons 1'équation dy + ay* dx == b x™ d x, & concevans
qw’au lieu de (ubitituer d'abord y == A x» -+ x 1 ¢, comme nous

3, - - 13 1 .

Yavons fait ci-deflus, nous faffions d’abord y == — puis
H

=ALTY & que nous continuions d’opérer comme ci¢

«eflus ; on conclura, de méme , que l'on feparera toutes Jes

~
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fols que m =<

, 7 érant un nombre entier pofitify

2741
Et l1a valeur de y fera . . @ s - a
' X
J'_/lx'""‘-f.x“”‘: ’
1
- Alezm-j_*_x—@n—‘
&

Ay T3 4 &ea
en continuant de méme jufqu'a ce que le premier terme e x
dans le dernier dénominateur , foit— m 7 -2 741 ; & alors le
fecond terme doit étre x-* ™ _tr+41y,

On ramenera aux mémes cas, I'équation | x7 dy 4+ ay* x3d%
&= bx™ dx , en divifant par sq, puis faliant xm9+r = 7.

Tels font les moyens généraux que I'on emploie , lorfque
les dr & les dy ne paflent pas le premier degré. Quant aux
équations qui renfermeroient différentes puillances de d.e
& dy , comme elles ne peuvent manquer d’étre homogenes 3
Végard de dx & dy, on divifera tout par v élevé i une puif-
fance égale i la fomme des dimenfions de dx & dy; on réfou=

. , d .
dra Péquation en confidérant -d—}i comme linconnue. Alors
%

dx & dy n’étant plus qu'au premier degré, on verra, fi om
peut appliquer 4 cette ¢quation les méthodes précédentes.

Des Equations differentielles du fecond ,
troifieme , &c. ordre.

171. La liberté que l'on a ( 19 ) de prendre pour conflante
dans une différenciation , V'une quelconque des différences
premieres , peut contribuer dans beaucoup de cas, i faciliten
Pintégration. Mais comme il peut arriver que lors de la diffé~
renciation , on ait fait conftante, la différentielle qui n’efl pas la
plus propre 3 faciliter Vintégration ; il faut commencer pae
montrer comment on peut ramener une ¢quation différena
ticlle dans laquelle on a fuppofé telle ou telle différence
tonflante , 3 vne autre ol il 0’y en ait plus aucune de conl=
tante : on fera le maitre enfuite de fuppoler conflamte , cella
ue I'on voudra. Soitdonc Adx*Bdxdy + Cdy* + Dddy ==o;
aEquadon 4 dewx variables & & différeuces fecondes dane
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laquelle Ia premiere différence dx d’une des variables a éié
fuppofée conflante, Aprés avoir divifé_cette cqumon par dx,

on Pécrira 2infi Adx 4 Bdy +C;ly D(l( )—oqux

eft en cﬁct Ia méme, parce que tant qu'on {uppofe d x conf>

tant, J( y) eft egali

. Mais i on ne veuat plus

que dx {oit conﬂam alors d ((ly) — dWMZ iz,

cdp +D (d edd j-d dflx)

; équation

{e change donc en Adx Edy-{..

dans laquelle il n’y a plus aucune dlﬂkrence conﬂante
Soit 4dx3 4+ Bdx dy+Cdy dx 4~ Ddy? + Edxd dy 4
Fdyddy -+ Gd* y = o; Iéquation a différences troifiemes,

d x étant tovjours conﬂam. cdy

On divifera par dx*, & U'on aura Adx + Bdy + —-—-i-
d y? ddy dy ddy diy

D F L — 4G+ = I'on

dx*+ dx + dx dx + dx* 0y que

3
pourra écrire ainfiy, Adx + Bdy + L. Cd/v + Izd)l o+

dx x?

£ (v rZa(@ o (5)a() ]-s

& faifant téut varter dans ces différenciations indiqules , on
aura I'équation ol il n’y aura plus de diffirentielle conﬁame

Appliquons eela 3 un exemple. Soit dx? —dyt=
adxddy—+ xdxddy, dans Jaquelle on ait (uppor“ dx confs
tant. On ne voit pas, {Ur le champ, comment cetre équation
pourroit ére intégrée mais fi mous rendons dx va.dasle, ent

dy
écrivant dx dy — —d——_—(ad +xdx)d( ) alors nous
- X

youvons , dans cette différenciation indiquée ; prendre dy

dy?
pout comflante, & nous aurons dxdy —_— dy— = — (adX 4
X

d
xd) yda\c

addx— d_y == o, dont l'intéyrale, ainfi qu’il eft aif¢ dele
yoir, et xdx 4+ adx—~ydy 4 €dy=o0 , en ajoutant uné
gonftante Cdy de méme ordre que Pintégrale. Cette équas

, qui en rédvifant, devient dx> 4 xddx 4
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>
flon étant intégrée de nouveau, denne : x3 4 gx — —
€y + C'=o. 2
17z. Examinons maintenant les équations 3 différences fe-
condes , & i deux variables, Nous appellerons ainfi , celles
dans lefquelles il n'y a pas de différence qui pafle le fecond
ordre, 2 quelque puitlance que dx & dy y foient d’ailleurs élevés,
Nous fuppoferons qu’une des diffiérences eft conflante ; mais
il fera facile d’en conclure comment on deyroit fe conduire
fi elles étoient toutes deux variables.

Soit done 4 ddy <+ B = o, I'équation générale qui peut
repréfenter toute équation différentielle du fecond ardre, i deux
variables x & y, & dans laquelle dx eft conflante. 4 & B font
des fon&tions quelconques de o, y , dx , dy & conﬁantes. P

dy 4 ——

dx = o ; k étant une fonion inconnue, de mcme nature que
A & B. Je multiplie cette équation par un facteur P que je
fuppofe étre une fondiondex, y, dx, dy, & conflantes ; &

jai APddy 4 P (%_y—k) dy.;_%dx: 0, que je fip-

Jécris ainfi cette équanon. . Addy+ (

pofé étre yne différentielle complette.

Cela pofé, nous avons trois différences, favoir ddy , dy &
dx. Regardant donc ces difféirences comme celles d’autant

(AP)

de variables différentes, il faut (1573 ) que Pon ait

()R (e J=

i( ) De ces trois équations, on peut, en imitant ce qui

a eré faxt (167) , déduire ure équation ot P n'entre plus, &
qui fervirort 4 déterminer &, en prenant pour £ une fondion
laplus pénéra'e quil foit po(ﬁble de x,y,dx,& dy, avec
des coefficients indéterminés que VYon (ubﬂnue.ou dans certe
méme cquaum Aprgs quol on détermineroit P en prenant
de méme un: fon@ion de méme efpece, & telle ¢ quelle fatis~
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fit 3 deux do ees trois équations. Mais on peut fimplifier cotte
secherche , & la borner d chercher pour P une fonition de x,
. ¥,dx, dy,qui fatisfafle 3 deux équations.

Les deux prumieres ,-des trois équations que nous venony

de trouver, donnent d \fp) = 5 ! — P (B—k)+
y J
—l—-d—-—-——-——(P(B_k»,oubiend(AP) =t P (B—k)
dy ddy dy dy?
1 d(PA) 1 d(Pk) &d(AP)= 1 d(Pk).
dy ddy dy ddy ' d=x dx ddy '
Subfticuant , dans Pavant « derniere équation , la valeur de
d(Pky ., ] d{(AP) 1
tirée de la derniere, on aura S ——— X

ddy dy dy?
t d{PR) dxd(AP)

—k — 7 ; d'od Pon tire B
P (B—k)+ Iy iy 75 ix ol Pon tire
(B—ky=dy Z2B _ gnay £CAPY, g
d(4P) . S-S
~ ; d’ont il fera facile d’avoip £, dés que P fera connu,
Or de cette derniere ¢quation ; on tire PA =P B—dy
i(fp.@ G dxdy M+ dy? M; fubftituant [a
ddy x dy =~ d(4P)
valeur de P (B — k) & celle de P k dans P’équation -—Z-y—
e d (P (B—k), & dans Péquation d (L(i—_—_]cl) =
dy dy
dedy 4=
d(—),onaurat.z_.(_f.f..):........ ...... v
d x dy
dy
a(d(PB)ﬂdxw—dydAP)), &ia LS
ddy dx dyx‘
ddvy
(B0 g4Iy ctamy
ddy dx dy
dx ' ?_E
d\dx
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J(z_ﬂ;_dyd(l’ﬂ)_*_dy d(AP)+dy ‘zup))

dxddy dx
dy

La queftion eft donc réduite & trouver pour P une fonéion
de x,y, dx, dy & conftantes , qui fatisfaffe 3 ces deux équa~
tians. Mais quoique cela {oit toujours poffible, cela n'eft pas
également facile ;3 cleft pourquoi abandonnant cetre recher-
che générale , nous allons examiner quelgues équations plus
limitées , mais cependant trés-étendues.

Obfervons, auparavant, qu'il eft facile, d’aprés ce que nous
venans d’expofer, de déterminer fi lchatxon propofée eft in-
tégrable dans P’érat ol elle eft. Il n'y 2 qu'd fuppoler P =13
alors il faut , pour que I’équation foit intégrable , qu'elle fa.—
tisfafle aux deux équations fuivantes. . . . + . . . . o

dA 4B 44 2 A
Pl ettt ) T
ia

( ‘Z‘A_(i d;_{)g_-: . v s g -
ddy dx d *
d d d-;B ' 44 A
B dy « dyt d
T " Imddy T o 71)72_) Cela

dy ——

elt général quelle que foit I'équation différenticlle du fecond
ordre , dx étant conftant.

173. Propolens - nous § maintenant , d'intégrer I'équatioff
Gdx? +Adxdy+ Kdy!+ Lddy == e, lorfque le faGeur P,
qui manque A cette équation pour étre mtegrable , he doit Ctre
q'une fon&ion de x , de y & de conflantes. Je fuppofe dail-
leurs que G, H, K, & L ne renferment ni dx ni dy; mais
feulement des fun&xons de x, y & conflantes.

Si Pon compare cette équation , 4 1°quauon générale Addy

“4B=o,onaura A= L, & B—=_0dx* —F—H([ged_}/-}-Kdy.
Subﬁifuant dans les deux é;uarions que nous avons eues, Ci=
deflus , pour déterminer P, & faifant attention & la f'uppoﬁ-
tion que mous failons, favoir que £, G, H, K & L ne ren~

d(jl')_—: KP;&uns g8
L7

w

Brment ni dx, nd dy, nous aurons
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d(PL)
dr ’
d(+L)

conde équation , laquclle , aprés y avoir fubftitué pour

favaleur K P, fe réduitda d{ PHdx+ KPdy—dx

d

Yy
2 d/PL
2= d (PG dx+dy d (;;L~))‘ Mais 4 caufe de )
[¢

v

-

=Kp,

dy

d(KP) d(PL) d(PL)

— L=d s & pr
ona dx ( dy dyd dx )’ Bt
dx T dy
= d d(d(pL)) ; donc notre fe-

x

conféquent d(KPdy)
X

45

conde équaiion fe réduit ( apree avoir divifé chaque membre

d(PH) _dd(PL), _d(r¢) .
dx dxdx ~  dy

PL)

par dx ) ette équas

tion & l'équati non = K P font celles que nous ayom

a traiter attuellement , pour intégrer la propofée.
Obfervons maintenant que, dans cette derniere ¢quation
il n’y a que y qui foit regardée comme variable, Cela pofe

dp
exccutant la différenciation indiquée, & tirant la valeurde —
dP K dL

on aura — == —dy — A prenant donc Vintégrale, en re-

P L
gardant y feule comme variable, puilque la différenciation a
¢t faite dans cette {uppofition , on aura /P —‘f-%— dy =
I L+ IX. Jajoute y pour conftante, la _quantité /X, par
laquelle j’entends une fon@ion de x & de conftantes. Ceft
parce que x a ¢t¢ fuppofée conftante dans la différenciation.

De cette équation je tire P = % efi( d 3. Si Pon fubftie

d (PI) rencier P L, en faifant varier 2,
x4 & divifer enfuite par dx; puis dif=
‘r férencier le réfulrar , en  faifant
wous ent¢ndons qu'on doic diffé- |varicr & & divifer encore par d#

* Par cette exPrcfﬁon
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d(PH)

cette valeur de P dans V’équation i — &c, & quel'on

divife enfuite par efL dy , on aura I’équation qui doit déter-
mirer X. Or comme X doit étre une fonétion de &, il sen~
fuit que , pour que I'équation propofée [oit intégrable par la
multplication d’un fa&teur compofé feulement de x, ¥y & de
conftantes , il faut que , dans celle-ci, tous les y difparoiffent.

Suppofons, par exemple , que 'on ait 'équation 2 y dx? ==
(22 3yx)dxdy 4-2x*dy4- x> yddy = o, quin’eft point
intégrable dansétat ol elle eft. Yai donc L = x*y, G =1y,
H= zx-fi;yx, K=1x*; doncP:ilYi ef’_ii_’=_/§:_" Ly*

X y ] x y x
= —— y* == —~, Subflituant cette valeur de P, & celles de
X % . d(PH)
L, G, H, &c. dans I'équation

ux
dX X 2
avoir tranfpofé, — 4 Xy rydX Xy 3ydX

Xyt gl X Xt xdx xx xdx
Rt 4 —=o0; ¢galant donc & zéro la fomme des

&c, on aura, apres

xx dx*
termes affeCtés de y, & divilant , enfuite , 'une des équations

par v, & Pautre par y*, on aura, aprés rédudion faite, {-i—X—_-
X
= §—x—— » & om x> dd X o 3 xd Xdx = 3 Xdx* = 0, La premiere

denne X'==x3; & cette valeur (ubflituée dans la feconde, y
H

fatisfait ; on a donc X = x?, & par conféquent’ = '?_3_, =xy:
x

Maintenant , fi 'on remonte i la valeur de P &, trovvée
(172), onaura Pe=1 xy* dx* 4+ 3 x* y* dxdy , & P (B—b>=>
1 2% ydedy -1 x3ydy*; enforte que I'équation , rapportée d la
forme générale (172 ), devient a3y*ddy + (2% ydx +2xiydy)
dy+-(2 xy* dx -+ 3 x* y*dy)dx=oc.

Pour intégrer , on fuivra la méme regle qui a été donnde
(148)3 on'regardera d’abord , dans x% y* ddy, dy feule
comme variable ; & I'on aura x3 y* dy. Différenciant cette
quantit¢ en faifant tout varier , & retranchant de P'équation
il refte ( 22> ydx ) dy + (2 xy*dx) dx. On intégrera le premier
de ces termes, en regardant y feule comme variable , & Yon

Pa
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aura x*y* dx, dont la différentielle, prife en regardant y & &
comme variables , Ctant retranchée du refle préceédent | ne
Yzife rien ; ainfi Vintégrale cft x3 2 dy—+ x* y* ds 4 Cdx=o,
en ajoutant une conftante.

On peut prendre , pour fecond exemple ; I'équation
2dx*+(3x+y+2)dy di -+ 2 xdy* 4+ (x? -+ xy)ddy =o,
qui S’intégrera de la méme maniere, ON trouvera que X doic
érecgal ix & P =uxy.

174. 51 apres la fubftitution de la valeur de P, dans 4«
d(PH)

dx

quation

&c, tous les y dilparoiffent d’eux - mémes,

Léquation qui doit donner X, eft alors différentielle du fe-
cond ordre ; enforte qu’il femble que la méthode n'eft, dans
ce cas, d’aucune utilité. Mais il faur obferver que I’équatien
qu’on aura alors , {era de cette forme Adx® + BX dx*+ CdXdy
~ EddX o, 4, B, C, E ¢étant des fon&ions de x & de con-
tantes. Or pour -intégrer cette équation , je DPécris amf
AP+ BP' Xda -+ | C-RVPldoc d X4k P'd X dx + EP'ddX
=o., Je fuppofe, maintenant , que P’ & &' étant des fonc-
tions de x feulement , les quatre derniers termes forment
enfemble une différentielle exalte : alers le premier terme
¢tant une fon&ion de x , s'intégrera ailément. Or les équ-
.. , . d (EP")
tions qui réfultent de cette fuppofition, font — =
d(KPdX+ BP Xdx) d(EP') __d[(C'—k')Pd]
dd X ) 4dX dd X )
A PdX +-BPXdx) d[(C—K) P dX]
dX - dx e
d(C—K)YP'dx] __d(BP' Xdx)
dx dx *
tions fe réduifent aux deux fuivantes, (eu égard a ce que &/,

. {( EF’
Py 4, B, &, ne renferment point X)), @ ) =K7P
. A[{C—i P d 2
& BP =, Tirant de chacune de ces deux
x i

. dar
équations, la valeur de B & égalant I'une de ces vas

Ces quare équa-

levrs 4 Tautre , on aura , apres les rédutions faites ,
Edd' +(€—k ) dF — k'(C—k') dx4~BEdc — EdC =0,
$uation différentielle u premicr ordre feulement, dont dé-
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pend la valeur de X7, & par conféquent Vineégrale de la pro-
pofée. Suppofant donc qu'on ait déterminé &' par le moyen de
cette équation , on aora aifément ', pay le moyen de I'équa-
d{E ) AP kdx dE
fon K P —= 27" qui dcnne = — - &
o P qult P = E
: o Nd. ,
par conféquent P! e== E ef~E:, H étant une conflante,

Alors k' & P’ érant trouvés, onaura X, en mertart les valeurs de
K & ¢' dan< Péquation A P'dx*+ B ' Xd 2 (C—k)P'dxd X
+ Kk PdXdx+ EP'ddX =— o, & intégrant. Or comme cette
€quation ne peut manquer 3 préfent d’ére une différentielle
complerte,, on a pour lon intégrale dx fAP' dx 4~ Xdx fBP'dz
~+dX [ k'P'dx 4 Ldx = o, L étant une conitante : & cette der-
niere s'intégre facilement par ce qui a éié dit (165 ); on
aura donc X dés qu'on aura k' ; ainfi , on peut dire générale-
ment , que toutes les fois qu'il ne manquera i Péquation
Gdx*4~ Hdx dx+ Kdy* + de)/’ == o, qu’un fa&eur compof®
de x , de y & de conftantes, pour €tre une diffiérenticlle cxadle ,
cette équation fera toujours facilement réductible 3 une équa-
tion différentielle du premier ordre , quelles que foient, d’ail-
feurs, G, H, KX, L.

~ Mais fi aprés la fubftitution de la valeur de 2 dans P’équation
i(PH)

da

puiffe faire dilparoitre fans aflujettir les coefficients G, A, K | L
i ceraines conditions , c’eft une preuve gue le fuGeur P
doit en outre , renfermer des x & des dy; alors il faut
avoir recours 4 la méthode générale ( 172 ).

On s’y prendra de méme pour trouver dans quels cas toute
tutre équation diflérenticlle du fecond ordre , d'une forme
connue , peut &ire intégrée par Ja muloplication dun faltenr
compof¢ de x, y & conflantes, ou de x,dy, dx & cenllantes
ou de v, dx & conflantes, &c.

175. A Tégard des &juations diférentielles du troifieme
ordre , en les (uppofant repréfentées généralement par A’y ~a
B =0, 4 & B éuncdes fonltions de x, y, da, d,,ddy &
de conftantes ; & fuppofant de plus que 2 eft le futeur compof?
dex, y, di, da’_y & conflantes quipeut larendre inrégrable >

&c. I'équation renferme encore des y que lon ne

;e . 83—
on pourra Vécr mh AP Pl d
pourra Pécrire aink ¥+ iy dy +

P 3
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k-
P ﬁd_y.;_{_l__zlx__o Alors il faudra que 4 ( P)_-zg
[P(B—-}v)] d(AP —y P(k—l) f_(AP\
ddy dy dx

()L ]d[""“”
[* <>d£P<k~f’ 1().cn

d dy T dx dy
2 Yaide de ces équations qu'on dérerminera k, I & P. Mais
nous re pouflerons pas plus loin ces recherches.
Qa voit comment on doit s’y prendre pour les équations
différendelles d’ordres plus ¢levés.,

—2

176. Oblervons en finifflant, 1°. que lor(quw’il manque une
des deux variables finies dans équation, on la ramene toujours
a une ¢juaton d’un degré moindre en faifant dy ==p dx,p
€tant une nouvelle variable,

177. 2°. Que Péquation pénérale d*y—+-a dnt y dx+
bdrryd &* 4+ &conu—+ 1y dx™ + Xdx" =0, a, b, &c.étant
des conitantes , X une fondion de x & de conﬁantes & dx
étant conftant , peut toujours étre intégrée facilement par une
méthode femblable a celle que nows avors employée ci- deflus,
pour I'équation Adx* + BX de* 4 CdX dx + EddX —o,

Pour cet eff t, on Pécriraaini, Pd7r y + P (a—k)drryda
4+ Phdns _ydx-f—l‘ (b—-k) drr y dx* 4= P k' dnrydx?
~+ &Cuuv. =+ Ply dxt 4= P X dsn== o0 P étant le faceur, qui
peut rendre I’équation intégrable, & que je fuppofe étre une
fon&ion de x; k, k', &c. font des conflantes indéterminées.

On fuppolera que les termes pris deux A deux, & commen-
cer du premier, forment une différentielle exace. Cette fup-
pofiion donnera les équations nécellaires pour dérerminer

Pk, k', &c. ayant égalé les valeurs de df, on aura des équa-

tiorsenk, k', &c. 3 T'aide defquelles on dérerminera £, par
une équation du degré i, Lia valeur de & ¢tant trouvée , onaurd

*
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aifément ce.le de &', k", &c, & on aura celie de P, en iné4
grant, ce qui fera tres facile, Alors pour chaque valeur de &,
on aura unc iptégrale particuliere, en obfervant d’ajouter &
chacune une contante dificrente. De n— 1 de ces équations,
on trera les valeurs de d)n-1, dyniy &c. & les fubftituant
dans la derriere, 0. aura Ja valeur de y en x.

178 3°. Si Von avoit plufieurs équations ol les différences
ne foffenc point multplices entr’elles, i ce n’eft par la diffew
rence corfiente y & ot les variables ne pafiaffent point le pre-
mier dvgré & ne fuflent point multipliées entr'elles , on les
intégreroir en multipliant la feconde , la troifieme , &c. chacune
par un falteur conftant p, p', &c. ajoutant i la premiere ,
& multipliant le rout par un faleur P que Ion fuppoferoit
étre une fon&ion de la variable dont la différence efl conftante 3
alors on décompo eroit les termes affeétés des différences d’une
méme variabie , comme on vient de faire dans I'équation pré«
cédente.

Par exemple, fi j"avois addy + budy 4+ (cdz 4 edy Yd x 4=

3+ g dx*==0, &a ddy--b'ddy + (' dy{+e'dy)dx+
(f1~+g'y) dx*==o; multipliant la leconde par p , ajourant &
la premiere & multipliant le tout par £, j’anrois. . . , . .
Plagdp)dds ¥ cqc'p)dydx+ P{ ff' p)ydx®
+ P (b+bpddy  Fleqep)dydx 4 F(g+gp), ax  ==o.
Enfuite je décompoferots c4-c' p y en cc' p —k , & kj
je décompoferois pareiliement e e'p, ene4¢ p —k' & k's
Et fupoofant enfuite que les termes pris deux 3 deux forment
des différentelles cxalles , jaurois les equations néceflaires
pour déterminer , k, k' & P. L’équation. en k montera en
général, au degré 2 n, ce qui dennera 2 72 intégrales , a Vatde
defquelles on chuflera toutes les différences, & l'on aura les
équations en 7 & x; en ) & x, &c.

175. 4°. Si les équations éoient plus générales, on regar=
deroit PP, & ainfi goe £, comme des fonétions de toutes
les variables & de leurs différences ; & Pon détermineroit
ces fondtions , par la conlidon que équation totale fit une
difiérentielle complette. Lies ouvrages quon peut confulter,
fur le calcul intégral | font ceux de MM. Euler, &' Alembert
Fomaine,le Marquis de Condorcer, Bougainyiile, & le P.Reynau

&
P ¢
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PRINCIPES GENERAUX

DE LA

MECHANIQUEL

pade Al |

NOTIONS PRELIMINAIRES.

180. Sous le nom de Aéchanique , nous
comprenons la {cience du mouvement , &
celle de équilibre.

Il y a du mouvement dans un corps;
lorfque ce corps , ou quelques-unes de ces
parties font tranfportées d’'un lieu en unautre,

Un corps , ou laffemblage de pluficurs
parties matérielles ne peut de lui-méme fe
mettre en mouvement., Il ne peut Etre mu
que par une caufe , fans laquelle il peut,
d’ailleurs , exifter. |

Cette caufe , telle qu'elle foit , qui eft
eapable de mouvoir un corps , eft ce qug
nous appellons Force ou Puiffance,

Ve
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Cours D2 MATHEMATIQUES, 23%
L’équilibre , eft I'état d’un corps, ou d’un
aflcmblage ou Syfléme de corps, qui cft {ol-
licité par plufieurs forces dont les effets font
détruits par quelques obitacles, ou fe détrui-
fent mutuellement.

Le repes, eft 'érat d'un corps dont les
parties , non-{eulement ne font point dépla-
cées , mais ne font pas méme follicitées par
aucune force. :

Pour établir les principes du mouvement &
de P’équilibre , nous imaginerons , d’abord,
qu’il n’exifte rien autre chofe dans la nature ,
que les corps dont nous parlerons, & les
forces que nous leur {uppofercns appliquées.

Ainfi, nous regarderons d’abord les corps,
comme non pefants ; comme parfaitement
libres : nous fuppoferons que ni air ni la
pefantcur , ni le frottement, ni tout autre
obftacle n’exiftent.

Nous aurons, enfuite, égard & ces obfta-
cles ; mais pour mefurer leurs effets, il faut
commencer par examiner les chofes, dans
cet dtat de fimplicité.

1 8 1. Ces fuppofitions faites , il eft clair
que {i un corps a recu du mouvement par
unc caufe quelconque , il doit perfévérer
dans cet état de mouvement , fans aucune
altération ni augmentation, fans aucun déa

tour , tant gue la méme ou une pouvellg
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force n’agira pas fur lui. En effet, nous ve-
nons de dire qu'un corps nc¢ peut fe donner
du mouvement; il de peut donc s’en oter,
uifque ce feroit s'en donner en fens con-
traire : d’ailleurs nous fuppofons qu’il n'exifte
aucun obftacle,
Ainfi,le mouvement eft naturellement ¢gal
ou uniforme, & rediligne. Examinons donc
d'abord les propriétés de ce mouvement,

Du Mouvement uni'ﬁere.

18 2. LE mouvement uniforme eft done
celui d’'un corps qui fe meut toujours de la
méme maniere, ceft-a-dire, qui parcour
toujours le méme efpace dans lc méme
intervalle de temps.

Pour comparcr les mouvements de deux
corps qui fe mcuvent uniformément , il faut
confidérer 'cfpace que chacun décrit dans
un méme temps décerminé , comme d'une
minute , d'une {econde , &c. Cet efpace eft,
ce qu'on appelle , la Vi ffe.

1 83. La vitefle d’un corps , eft donc, i
proprement parler , l'efpace que ce corps
peut déerire uniformément dans Uintervalle
de temps que 'on prend pour unicé,

Ain{i, dans les mouvements uniformes de
deux corps, fi 'on compte le temps en fe-
condes 3 & que l'un parcoure § pieds, par
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[econde ; & Pautre , 6 pieds par feconde,
je dirai que la vitefle du premier eft de §,
pieds, & celle du fecond, de 6 pieds,

T84. Mais {i, en prenant toujours la
feconde pour unité de temps, on me difoit
qu'un corps a parcouru 1co pieds en cinq
fecondes 5 100 pieds n’exprimeroient pas la
vitefle , parce que cet efpace n’cft pas ceiul
qui répond a Punité detemps, ala feconde 3
mais je vois qu'a chaque feconde, il en par~
courroit le cinquieme, ou 20 pieds ; Ceft-2-
dire , que pour avoir la vitefle, je divife le
nombre 100, des parties de Uefpace parcouru,
par le nombre 5 des unités de temps qui fe
font écoulées. Donc , en général , lu viteffe
eft égale a Lefpace divifé par le temps ; car il
eft clair en général que {i on partage I'efpace
total en autant de parties égales quiil y a
d’unités de temps éconlées, chacune fera 'ef<
pace décrit pendant cette unité de remps,
& par conféquent fera la viteffe. Ainfi nom-
mant /7 la vitefle, E 'efpace parcouru pen-
dant un temps marqué par 1, ona généras
lement, V:%; c’eft un des principes fon<
damentaux de la Méchanique,

1 8y. L’¢quation V' = £, donne nons

T
feulement la mefure de la vitefle , mais en:
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core , cclie de Tefpace & du temps. En

effer, fi Jon regarde fucceflivement £ & T
comme inconnues , on aura P les regles

cordinaires de I'Algcbre , T: —, & E=VT,

Ainfi pour avoir le temps , 2l faut avifer U'ef
pace , par la vireffe ; & pour avoir Uefpace , il
Sfaur mulriplier la vmﬁ%par le temps.

Par exemple, {i I'on demande quel temps
il faut pour décrire 200 pieds , avec une
vitefle qui feroit conftamment de § pieds par
feconde ; il eft clair quil faudra autanc de
fecondes qu’ ‘il y aura de fois § pieds dans 200
pleds’; ceft-d-dire , quion aura ce temps ou ce
nombre de fecondes, en divifant Pefpace 2¢9,
par la vitefle 5 ; il faudra donc 20 fecondcs,
c’eft-a-dire un nombre de fccondes égal &
Vefpace divifé par la vitefle.

Parcillement fi Pon demande quel efpace
déeriroit, en 20 fecondes de temps , un corps
qui {feroit mu avec une vitefle conftante de g
;‘1643 par fecondejil eft clair qu'il déerira 20
fois § pieds; c'eft-a-dire, quiil faut multiplicr
{avirefle par le temps.

Ainfi ; {i nous employons ici des carac
teres algébriqucs y ce neft pas quiils foient
niceflaites pour faciliter lintelligence de
ces premieres vérités; mais ils font utiles
pour fouleger 1a mémoire. On voit en effer,
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pir ect exemple, que le premier principe
¢tant une fois dans la mémoire, on peut
toujours facilement retrouver les deux au-
tres , en applijuant les regles ordinaires
ce premier principe traduit algpbrlqucmcm.
186. Il eft donc facile maintenant de
comparer les mouvements uniformes de deux,
ou d'un plus grand nombre de corps. Par
exemple, {1 Pon me demande dans quel rap-
port font les vitefles de deux corps , qui décri-
vent des efpaces connus & & e, dans des temps
connus 1 & 1z, refpeltivement, En nommant

V& ules vitef‘fcs de ces deux corps, jaural

F E e
V=0, &u=- (184),uoac V:u: P
Ceft a- dlrc , (ue les viteffes font comme les
efpaces divifés par les reinps.

Enunmot, quil sagiffe de comparer les
vieeffes ou les efpaces , ou les temps, le
principe que nous venons de donner (184}
1 )
donnera U'expreffion de chacune de ces cho~
fes , pour chaque corps ; il n’y aura donc
Qi d comparer ces exprefiions. Par exen ;p]c,
fi jc veux comparer les efpaces, ce principe

E
me donne V=", doit je tire £ = VT3

donc pour le fecond corps Jaurai p"(ellic-
mente=ut;donc E :e:: VT :ut;cefti
dire, quc les ¢fpaces font comme les wzeﬂfe,y
quleiplices par les temps.
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187. De ces trois chofes, I'efpace, le
temps , & lavitelle, (i I'on veut en Comparer
deux, lorfque la troifieme eft la méme pour
chaque corps , il n’y a qu'a chercher, de
méme , U'expreflion de cette troilieme , pour
chaque corps , & égaler ces deux expref
fions. Par exemple , ﬁ je veux favoir quel
eft le rapport des cfpaccs quand les vitefles

font les mémes, jai V::,—I—& =~ donc

. s E ° e
puifqu’on fuppofe ¥ =u,o0n a-% =—,ou

Et=eT, doulontire E:es: T :2; clef-
a-dire qu'a vizeffes égales , les eﬁ)aces ﬁmz com-
me les temps. On trouvera de mémequ’en zemps
egal ; les efpaces fonr comme les viteffes ; & que
pour que deux corps décrivent le méme efpace s
il faut que leurs viteffes foient réciproquement

proportionnelles aux temps. En effet, ona
E—= VT&e__uz,doncﬁE_e,ona
Vit=ut,doulontire 7 : :t. 1.

Ainfi, le feul principe V: _—; donne le

moyen de comparer toutes les circonftances
des mouvements uniformes,

Des forces & de la quantité de Mouvement,

188. La fomme des parties matérleiles
dent un corps eft compofé , cft ce quon
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appelle fa Maffe ; mais dans Pufage que nous

ferons de cec mot, nous entendrons le nom=
bre qui exprime de combien de partics ma-
térielles le corps eft compofe.

L aforce, ainfi que nous ’avons déja die,
eft la caufe qui meut, ou tcnd a Mmouvoir um
corps. <

Comme les forces ne nous intéreffent que
par leurs effets , cc n'eft que par les effets
dont elles font capables, que nous devons les
meflurer. Or Veffet d’'une force eft de faire
paffer dans chaque particule matériclle d’un
corps, unc certaine vitefle. Donc fi toutes
les parties recoivent la méme vitefle, comme
nous le fuppoﬁ,rons ici , Peffer de la caufe
motrice a pour mefure la vitefle muldplide
par le nombre des partics matérielles du
corps , ceft-a-dire, par la maffe. Donc /a
force fe mefure par la viteffe qu’elle peur im-
primer a une maffe eonnue , multiplice p:r
cette maffe.

13¢. Le prOdUIt de la maffe d’un corps ,
par fa Vitefle , sappelle la quantité de mou-
vement de ce corps. Les forces [e mefurent
donc par la quantité de mouvement qu’elles font
capable- de produtre.

Ainfi, {i nous défignons ce produit, par
F;la maflc ,par M; 6: laviteffe par /7, nous
aurons F = MV,
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Cette équation donne V——E &M= F,
C q a4 i __M, ;’

qui font voir 1°. que connviffant la force mos
trice d'un corps & fa mafle, on [anra quelle
vitelfe il doit avoir , en divifant la force motrice
par la m;ﬁ. 2°. Que connoiffant la force
mourice & laviteffe , on faura quelle eft la maffe
gup peut avoir cette vite[Je & cette force motrice,
en divifant la force motriee par la viieffe.

Mais il ne faut pas perdre de vue , que ce
que nous entendons ici par F, ou par la force
motrice , ¢’eft Ueffet dont eft cayable la caufe
qui cnﬂczﬂr le mouvement, Cleft cet effet
feul qu'on peut faire entrer, & qu’on a be-
{foin de faire entrer dans le calcul.

1 90. Donc i f marque la force motrice
d’une autre maffe 7, & u la vitefle de cette
malfe, on aura de méme f==mu; doncF:
f: MV mu; ceft-d dire, que les forces
motrices fonr comme les maffes multipliées par
les vire[f:s.

Er (i de chacune des deux équations F=
MV, & f=mu, on tireles valeurs de M
& de m, puis celles de 27 & de u ; on aura
le rapport des maffes, par celui des forces &
des vitelles ;5 & celui des vitefles , par Ics
forces & les mafies ; d’ot on conclura 1.
qu'a maffes égales , les forces motrices font con-
e les vzteﬂ” 55 2°% qua vireffes égales , les for

¢«
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ces mozrices font coinie les 1z affes 5 3°, & qu’en-
fin fi les forces motrices font égales , les vireffes
Jont en raifon inverfe des mafles 3 ‘ce que l'on
trouvera facilement en égalant fucceflive-
ment la valeur de A7 i celle de m ; celle de
/74 celle de u; & enfin celle de F a celle
de f 5 équation réfultante , réduite & con-
vertie en proportion , démontre chacune de
czs proportions.

R emarque,

19 I. L maffe ou le nombre des parties
matériclles d’un corps , dépend de fon vo-
lume & de ce qu'on appelle fa denfiré. Com-
me les corps font péndétrés d'un trés - grand
nombre de vuides qu'on appelle pores, leur
quantité¢ de matiere n’ett pas proportionnelle
a leur volume ; mais fous le méme volume
il y a dautant plus de maticre que les partics
font plus ferrdes ¢ & ceft cette plus ou moins
grande proximité des parties qu'on appelle
denfité. Enforte qu'on dit, un tel corps eft
plus donfe quun tel autre corps , lorfqu’a
volume égal il renferme plus de matiere que
ce dernier. On dit au contraire quil eft
moins denfe ou plus rare lorfqu'a volume
éral il renferme moins de matiere.

La denfité fere donc 4 juger du nombre des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



242 Covunrs

parties matériclles , lorfque le volume eft
connu ; ainfi on peut regarder la denfité
comme repréfentant le nombre des parties
matérielles d'un volume déterminé ; quand
on dit 'or eft 19 fois aufli denfe que I'eau,
cela veut dire, P'or contient 19 fois autant de
parties que I'eau, dans un méme efpace.

En fc repréfentant la denfité comme
exprimant le nombre des parties macé-
rielles dun volume déterminé que lon
prend pour unité de volume ; il cft clair que
pour avoir la maffe , ou le nombre total
des parties matériclles dun corps dont
le' volume eft connu , il faur muldplier la
denfité par le volume. Par exemple, fi la
denfité d’'un pouce cube d'or eft repréfentée
par 19, la quantité de matiere de 10 pouces
cubes d'or , fera 10 fois 1g. Ainfi, repré-
{entant généralement la mafle par M, le vo-
lume ou la folidité par § & la denfité par D,
‘on aura M= § x D ; par ou il fera facile de
comparer les mafles, lcs volumes & les den-
fités des corps. : )

Nous verrons dans peu, que les mafles
des corps font proportionnelles & leur poids;
ainfi, dans l'ufage , ow pourra fubflituer le
poids a la mafle.
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Des Mouvements uniformément accélérés.

192.UN corps qui n'a requ quune im-
pullion, perfévere dans fon mouvement avec
la méme vitefle, & dans la mlme direftion
quil a eue au prcmu:r inftant ( 181 ). Mais
s’il vient a recevoir une nouvelle 1mpu!ﬁon
dans le méme fens, ou en fens contraire de
la premiere , il fe meut alors , avec une vi-
tefle égale 4 la fomme ou a la différence des
deux viteffes qu'il a recues fucceflivement @
cela cft évident,

Donc fi 'on concoit qu’d des intervalles
de temps détcrmmés , le corps regowc de
nouvelles 1mpul[‘ons , dans le méme fens,
ou en fens contraire de la premiere , il fcra
mu d’'un mouvement yarié ou inégal; {a vi-
tefle fera différente au commencement de
chaque intervalle de temps.

Quoi qu’il en foit, fa vitefle au bout d’un
temps quelconque doit Seftimer par I'efpace
qu'il feroit alors capable de décrire pendant
Punité de temps , {i fon mouvement deve-
noit uniforme a compter de linflant ot lon
confidere cerre vitefle,

On appelle en général force accélératrice ,
toute force qui agit fur un mobile pour fau'c
Q2
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varier {on mouvement. Lorfqua des inter-
valles de temps égaux, elle agit également,
on lappelle force acceleralrzce conﬁante, ou
force retardatrice conflante , {felon qu’elle tend
a augmenter ou diminuer la vitefle a&tuclle
du mobile.

Examinons préfentement les circonftan-
ces du mouvement uniformément accéléré.

I 9 3. Puifque dans ce mouvement, laforce
accélératrice agit toujours de la méme manie-
re,{il'on fuppofe que g foit Ja vitefle qu'elle
commumquc , chcquc unité de temps, il
eft clair que les vitefles fucceflives du mobile
foront g, 28, 3g 5 enforte qu'apres un nombre
d'unités de temps marqu¢ par z, la viteffe ac-
quife fera g pris autant de fois quiil vy a d'v-
nités dans z ; ¢ eﬁ adire, fera g x zou g1

101. Donc 1°. dans le mouvement uni-
formeément accéléré , les nombres de degrés
de vitefle que le mobile acquiert, croiffent
comme les nombres d'intervalles pendant
lefquels dure le mouvement ; ce que Ton
cxprime , en difant : Les vitefles acquifes font
comne les temps ccoulés depuis le commence-
ment du mouvemeit.

Ainfi, i Uon appelle z la viteffe que le
mobile a 2cquife au bout du temps 7, on 2

d==F

3
°, L-ss eoTes cue le molile fe trouve

|5
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avoir fucceflivement pendant la durée de
chacun des intervalles confécutifs , forment

donc une progreflion arichmétique—-g.2¢.

3g- &c. dont le dernier terme eft g7 ou u, &
dont le nombre des termes eft £, c'eft-a-dire,
eft marqué par le nombre des actions de la
force accélératrice,

3°% Et puifque ces viteffes g, 25, &c. ne
font autre chofe, chacune, que 'efpace que
le molile peut décrire pendant lintervalle
correfpondant (183) 5 lefpace toral décrit
pendant le temps ¢, fera donc la fomme des
termes de cette progreflion arithmétique ;
ceft-d-dire ( 4lg. 232), qu'il fera exprimé par

. F 4
(g=+u) =
total parcouru depuis le commencement du

. Donc {i 'on nomme e cet efpace

r.
mouvement , on aura e = (g u)T'

19 5. Concevons , maintenant, que la
force accélératrice agit fans interruption, ou,
ce qui revient au méme , concevons que le
temps foit partagé en une infinité de parties
infiniment petites que nous appellcrons des
inflants 5 & qu’a la naiffance ou ala fin de
chaque inftant, la force accélératrice donne
une impulfion au mobile. Concevons de
plus quelle agit par degrds infiniment petits.
Alors g étant infiniment petite par rapport

' | Q 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



246 CovuRrs

a uz qui eft la vitefle acquife pendant le
nombre infini d’inftants marqué par r, on

doit dans I'équatione = (g +u) —:, omettre g,
& l'on a fimplement e = uf.

196. Cela pofé , imaginons qu'au bout
du temps r la force accélératrice cefle da-
gir; le corps ( 181 ) perfévérera donc dans
fon mouvement avec la viteffe u qu’il aura
acquife ; c'eft a-dire , qu'a chaque unité de
temps , il décrira un efpace = u (183 );
donc ¢l contnuoit de fe mouvoir avec cette
méme vitefle pendant le temps 7, il décri-
roit un efpace=uxt, ceft-a-dire, le dou-

ble de celui e ou u—t qu’il a déerit (195) dans

un temps ¢égal , par I'action fucceflive de la
force accélératrice. Donc dans le mouvement
uniformement & continuellement acceléré , lef-
pace decrit pendant wn certain temps 4 eff la
moitié de celui que le mobile peut décrire dans
un temps égal , avec la vuqﬂf acquife , conti-
nuee urzzfomzemenr.

1 Q7. Puilque (194 ) les viteffes acquifes
croiffent comme les temps écoulés, fi 'on
appelle p la vitefle acquife au bout d'une
feconde , alors la vitefle acquife, apres un
nombre z de fecondes , fera p £ ; ainfi on
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3 . ut
aura & = pt. L’équation e = -, trouvée
ci-deffus, deviendra donc e =2, Donc
b4
fi Ion repréfente par E, un autre efpace
décrit de la méme manicre pendant un autre

o T* » s
temps 7', on aura de méme E ::‘l—’—;—; d’olt
te TT
Pon Conclurae:E::P——:’Z-;——-: 2ttt IT;
2

ce qui nous apprend que les efpaces parcourus
d'un mouvement uniformément & con.inuelle
ment acceléré , font comme les quarrés des temps.

-4

198. Et puifque ( 194 ) les viteffes font
dans le rapport des temps , les efpaces font
donc auffi , dans le rapport des quarrés des
viteffes.

199. Donc les viteffes & les temps , font
comme les racines quarrees des efpaces par-
courus depuis le commencement du mouvement,

2 00. Tout cela s’applique également aux
mouvements uniformément retardés , pourvu
que , par les temps , on cntende ceux qui
reftent 4 s'écouler jufqu’d Pextin&ion de la
vitefle 5 & que par les efpaces, on entende
ceux qui reftent a décrire jufqud Pextin@ion
de la vitefTe.

20 1. Dans I'équation ¢ =22 » que nous
2
avons trouvée ci-deffus ( 197 ), la quantité p
Q4
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ar laqueile nous avons entendu la vieefle que
fa force accélératrice cft capable d’eng endrer
par fon attion, fuccaﬁlvemcnt pendam une
feconde de temps , eft ce que nous appel-
lerons la force accélérarrice; parce que nous
devons juger de cette force par effer quielle
eft capable de produire dans le mobile , dans
un temps dérerminé ; effer qui n'cft autre que
de lui communiquer une certaing viteffe.

Du Mouvement libre des corps pefanis.

202. CesT a l'efpece de mouvement que
nous venons de confidérer , qu’on doit rap-
porter le mouvement des corps pefants.
Mais avant d’ appllquer a cct objet, la théorie
que nous venons d’expliquer, il eft & propos
de faire connoitre quelques faits concernant
Ia pefanteur.

Ce que nous entendons par pefanteur ,
c'eft la force qui follicite les corps a defcen-
dre fuivant des lignes verticales ou perpen-
diculaires 3 la furface des caux. Si la terre,
ou {i la furface des eaux éroit parfaitement
fphérique , les direftions de la pefanteur con-
courroicnt toutes au centre. NMais quoi-
que cetee furface ne foit pas parfaitement
fphidrique , elle s'en Eloirne peu ;5 enfrree
que , pour les cbjets gue ncus avons a
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traiter , nous pouvons regarder , fans aucune
erreur {Lnﬁble , les directions de la pefan-
teur 4 comme concourant au centre de la
terre.

Nous avons déja eu occafion de dire
(Géom. 315 ) que le rayon de la terre confi-
dérée comme {phérique , eft de 19611500
pieds. De-la il eft aifé de conclure qu’il faut,
fur la furface de la terre; une étendue de
16 toifes pour répondrc a un angle d'une
feconde au centre de la terre. Ainfi, dans
une machine qui auroic 16 toifes de longucur,
il ne s’en faudroit que d'un angle d’une fe-
conde , que les direétions de la pcfantcur s
aux deux extrémités, ne fuffent parallcles.
Donc y dans un méme liew , on peut regarder les
a"rcc'Zzons de la }efalzteur comme pmalleles.

Quant a la grandevr de cette force, a par-
ler rigoureufement , elle eft différente & dif-
f¢rentes diftances de équateur, & a diffé-
rents éloignements du centre de la terre.
Mais les quantités dont clle dlﬂere, par les
différentes diftances ou lon peut &tre de
Péquateur , font tris- petites , & nc nous
importent en aucune manicre , pour le pré-
fent. Il en eft de méme des diminutions
qu'clle fubit 4 mefure qu'on s’éloigne du
centre de la terre : elles ne peuvent étre
fenfibles que par des changements de dif-
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tance beaucoup plus cenfidérables que ne
font les hauteurs auxquelles nous pouvens
nous élever, ou les profondeurs auxquelles
nous pouvons defcendre ; ainfi , nous regar-
derons , ici, la pefanteur comme une force
qui eft partout la méme , ceft-a-dire , qui
follicite les corps 4 defcendre d’une méme
quantité dans un méme temps.

Il faut confidérer cette force , commec
agiffant , & agiffant également 3 chaque
inftant , fur chaque partie de la matiere. Or
il eft clair que fi chacune des parties d'un
corps recoit la méme vitefle, la totalité ne
fera mue qu'avec la méme vitefle que rece-
vroit une feule des parties détachée de la
mafle ; enforte que la vitefle que la pefan-
teur imprime 2 une mafle quelconque, ne
dépend point de la grandeur de cette maffe :
elle eft la méme pour une petite mafle que
pour une grande. Il eft vrai, cependant, que
nous ne voyons pas tous les corps tomber
d’'une méme hauteur dans le méme temps;
mais cette différence eft 'effer de la réfiftance
de I'air, ainfli que nous le verrons par la
fuite : aufli lorfqu’on laiffe tomber des corps
dans un efpace vuide d’air, obferve-t-on que
des corps trés-différents en mafle, tombent
néanmoins d’une méme hauteur dans le
méme- temps.
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Tl faut bien diftinguer, ici, entre leffet
de la pefanteur & celui du poids Lleffet de
la pefanteur eft de faire patler ou de tendre
a faire pafler dans chaque partie de la ma-
ticre une certaine vitefle , qui eft abfolument
indépendante du nombre des Earties maté-
riclles. Mails le pouis eft égal a l'effort que
I'on doit exercer, pour empécher qu’une mafle
propofée n’obéiflc a fa pefanteur. Or cet ef
fort dépend de deux chofes ; favoir, de la
vitefle que la pefanteur tend a imprimer 4 cha-
que partie, & du nombre des parties qu'elle
anime ou quelle tend 3 animer. Mais com-
me la vitefle que la pefanteur tend a impri-
mer , eft la méme pour chaque partie de la
maticre , effort que lon a & exercer, eft
proportionnel au nombre des parties de la
matiere ; c'eft-a-dire , a Ia maffe. Ainfi le
poids dépend de la mafle , & la pefanteur n’en
depend nullement. Cette obfervation , fur le
poids des corps , érablit ce que nous avons
avancé (191 ) , favoir , que la mafle eft pro-
portionnelle au poids.

203. Apres ces éclaircifflements fur la
pefanteur , venons aux loix du mouvement
des corps pefants.

Puifque la pefanteur agit. également, &
fans interruption , a quelque diftance que le
gorps fe trouve de la furface de la terre,
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(du moins pour les diftances auxquelles rous
pouvons nous dlever ) la pefanteur eft done
une force accélératrice conflante , qui, &
chaque inftaat, fait pafler dans le mobile
un nouveau degré de viteffe , qui eft tou-
jours le méme pour chaque inftant égal :
en forte que (194 & fuv.) les vitefles ac-
quifes augmentent comme les temps écou-
1és ;3 les efpaces parcourus font comme les>
quarrés des temps , ou comme les quarrés’
des viteffes ; les viteffes font comme les
racines quarrées des efpaces parcourus; les
temps font aufli comme les racines quarrées
des efpaces parcourus : en un mot , tout ce
quc nous avons dit des forces accélératrices
conftantes , s’applique littéralement a la pe-
fanteur. Bien entendu , que dans tout ceci,
nous faifons abfira&tion de la réfiftance de
I'air & de tout autre obftacle.

Il ne s’agit donc, pour pouvoir détermi-
ner, les temps, les efpaces , & les viteffes
dans le mouvement des corps graves, que
de connoitre un feul effet de la pefanteur
dans un temps déterminé. Car les équations

5

i
u = pt,e = —, nous metrront en état
2

de déterminer tous ces objets, dés qu'une
fois nous fcaurons la valeur de p.
Rappellons - nous donc que par p(197),
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nous avons entendu la vitefle que le mobile
acquiert au bout d'une feconde de temps. Cr
on fait par expérience ( & nous verrons par
la fuite , comment on I'a trouvé ) quun
corps a qui l'air ne fait point de réfiftance
fenfible , tombe de 15 pieds & -, ou plus
exatement , de 15P, 098 dans la premicre
feconde de fa chute.

D’ailleurs nous avons vu { 196) qu'avec
la viteffe acquife par une fuite d’accéléra-
tions , le mobile pourroit décrire d'un mous
vement uniforme , un efpace doublu, dans
le méme temps. Donc la viteffe qu'un corps
pefant a acquis au bout de la premiere fe-
conde de fa chite, eft telle que (i la pe-
fanteur ceffoit d’agir , il décriroit le double
de 1§ pieds & -3, Ccleft-3-dire 30P, 2-4 cha-
que {econde. Donc p =30, 2.

2 04. Maintenant , P'équation v =pz,

. r* .
& l'équation e :Fz , nous font voir; la

premicre E que pour avoir la vitefle qu'un
corps pefant a acquxfs apres Etre tombé pen-
dant un nombre z de fecondes, il faut mul-
tiplier celle qu'il acquiert pendant la pre-
miere feconde , par ce nombre ¢ de fe-
condes. .

Donc, lorfqu’un corps pefunt eft tombe pen-
dant un certain nombre de Jecondes, lavirefe
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quil a dequife , eft telle que [i la pefanteur
ceffout d’agzr' 74 dc‘crzroif_, par chaque [econde
autant de fois 307, 2 quil s’eft ccoulé de fecon-
des. Ainfi, un corps qui a employé 7 fecon-
des a tomber, fe meut au bout de 7 fe-
condes , avec une viteffe a parcourir 7 fois
3P ,2 ou 211 pieds & % par feconde, fans
aucune nouvelle accélération.

e

205. La feconde équation ¢ = *— =

X pz*, fait voir que pour avoir l'efpace e ou
la hauteur e dont un corps pefant tombe
dans un nombre ¢ de fecondes, il faut mul-
tiplier 2 p4 Ceft-a-dire, la quantité dont il
toinbe dans la premiere feconde , la multi-
plier, dis-jc , par le quarré du nombre des
ccondes.

Donc la hauteur dont un eorps pefant tombe
peadant un nombre t de fecondes , eft d’autant
le fois 15 pieds & 5, qu'ily a d’unités dans le
quar-é de ce nombre de fecondes. Ainfi quand
un corps a employé 7 fecondes 3 tomber,
on peut étre afluré qu'il eft tombé de 49 fois
15P , 1, Ceft-a-dire, de 740 pieds a trés-peu
press en fuppofant toujours que la réfiftance
de lair n'ait pas liew. On voit donc que
quand on connoit le temps écoulé, rien n'eft
plus aifé que de dérerminer la viteffe acquis
{e, & l'efpace parcouru,
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206. Si lon veut favoir combien de
temps un corps employeroit a tomber d’une
hauteur connue : 'équation e== % p 1* ,donne
1* == i—ep, & par copféquent 7 == I/—%,
ceft-a-dire, qu'il faut chercher combien cette
hauteur e contient de fois la hauteur  p dont
un corps pefant tombe dans la premiere fe-
conde , & tirer la racine quarrée de ce noms-
brc de fois.

207. Veut-on favoir de quelle hauteur
un corps pefant devroit tomber pour acqué-
rir une vitefle connue , ceft-a-dire, une vi-
teffe 4 parcourir uniformément un gertain
nombre de pieds, par feconde. Alors de I'¢-
quation u==p ¢, je tire la valeur de z qui eft

u

P=—rs je la fubflitue dans P'équation e =

~
i

PX =35 qui#nap-
prend que pour connoitre la hauteur € dont un
corps pefant devroir tomber pour acquérir une
vize[fe u d'un certain nombre de pieds par fecon-
de , i faut divifer le quarré de ce nombre de
pleds par le double de la viteffe qu'un corps pe-
Jant acquiert au bout de la premiere fecond[; ;
c’efta-dire , par 60 , 4.

Ainfi, {i je veux favoir de quelle hauteur
un corps pefant devroit tomber pour acqué-
rir une vitefle de 100 pieds par feconde |, je

Lprt; & Jalee=lpxtia
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divife le quarré de 100, ceftd-dire , 10000
par 60, 4 ; le quotient 165 = m'apprend
guwun corps doit tomber de 165 pieds L,
pour acquérir une vitefle de 100 pieds par
{econde.

Il eft évident qu'on fe condviroit de m!l-
me, pour déterminer a quelle hauteur mon-
tera un corps jetté verticalement avec un:
vitefle connue.

20&. Comme on peut , ainfi qu'on le
voit par ces exemples , déterminer facile-
ment toutes les circonflances du mouvement
des corps pefants ; ceft a ces mouvements
quon rapporte le plus communément, tous
les autres mouvements ; enforte que  fou-
vent au licu de donner immddiatement la
vitefie d'un corps , on donne la hauteur d'ol
il aucoit di tomber pour acquérir cette
vite{fe , par action de la pefanteur. Nous
aurons occafion d’cn voir des exemples.

Obfervons donc pour récapituler , que
toutes les circonftances du mouvement accé-
1éré, & par confégquent du mouvement des
corps graves , font comprifes dans les deux
équations w=pr, e==7p r*; en forte que
p érant connu, des que 'on connoitraYune
de ces trois chofes ; le temps, efpace & lz
vitefle , on peut toujours trouver les deux
autres , foit imméliatement par 'une ou l'au-

{re

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



pE MATHEMATIQUES. 247

tre de ces deux équations , foit par le concours
des deux , combinées comme nous venons
de le faire (207 ).

Des Mouvements variés de quelgue
maniere que ce [oifs

209. LorsQue le mobile eft foumis 3
Paction d’une force qui agit fur lui fans inter=
ruption , mais dune maniere différente a
chaque inflant, l¢ mouvement s’appelie , en
général , mouvement varie. On a crcs exems-
ples de mouvement varié dans le débande-
ment des reffores : quoique la viteffe aille en
augmentant, cependant les degrés par lefquels
clls augmente vont en diminuant. 1l en eft
de méme des degrés par lefquels le mouve-
ment du navire arrive a lunifarmité : Pation
du vent {ur les voiles diminue 3 mefure que
le navire acquiert du mouvement , parce
qu'il échappe dautant plus a cette altion ,
qu’il a plus de viteffe,

2 10. Les principes néceflaires pour dé-
terminer les circonftances de ces mouves
ments , fe déduifent facilement de ce que
nous avons dit {ur les mouvements unifore
mes & fur les mouvements uniformément
accélérés : Voici comment on y parvient
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1°. De quelque maniere que le mouvement
foit varié , fi on le confidere par rapport &
des inftants infiniment petits , on peut fuppo-
er que la viteffe ne change point pendant
la durée de cet inftant. Or lorfque le mouve-
ment eft uniforme, la viteffe a pour expreflion
Pefpace déerit pendant un temps quelconquez,
divif¢ par ce méme temps 7. Donc lorfque le
mouvement ne fera uniforme que pendant un
inftant , la viteffe doit avoir pour expreflion,
I'efpace infiniment petit décrit pendant cet inf-
tant, divif¢ par cetinftant. Doncfie repréfente
Pefpace décrit d'un mouvement variable, pen-
dant le temps quelconque 7, de repréfenterace
qui eft décrit uniformément pendant Finftant

, de
dt; on aura donc U=, oude = uds

premiere équation fondementale des mouvements
yaries. -
2I1. 2% L'équation u=p ¢ , trouvée
(197), & qui exprime le rapport des viteffes
aux temps , dans les mouvements uniformé-
ment accélérés, donne p =-*, Ceftadire,
que quand la foree accélératrice, ou plutds
la quantité p par laquelle on la mefure ( 201)
eft conftante, elle a pour expreflion, la vi-
tefle u qu'elle engendre pendant un certain
temps ¢t , divifée par ce temps 2. Donc fi

cetee force accélératrice p agit différemment
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d’un inftant 3 Pautre ; €’eft-a-dire, fi ellen’eft -
conftante que pendant un mﬁant elle doig
avoir pour expreflion la vitefle qu ‘elle en-
gendre pcndaut cet inftant , divifée par cet
inftant ; c’eft-a-dire , qu clle doit avoir pour
expreflion laccroxffcmcnc de la vitefle , di-~
vifé par laccroﬁfemcntz du temps; on aura

donc p ===, ou du == p dz, feconde équation
ﬁndamerztale des mouyements varics.

2 1 2. Dans I'équation u== p ¢ nous avons
entendu ( 167 ) par p, la vitefle que la force
accélératrice engendreroit dans le mobile.
pendant un temps déterminé ( comme d’une
feconde ) ; par une altion continuée & tou-
jours égale. Dans I'équation du=p dz, on
doit entendre la méme chofe. Mais il faut
obferver gne la force accélératrice étant fup-
pofée variable , [a quantité p qui repréfente
la vitefle qu'elle feroit capable d’engendrer
fi elle agiffoit comme force accélératrice
conflante pendant une feconde , cette quan-
tité p eft différente pour tous les inftants du
mouvement. En effet, on congoit aifément
que lorfque la force accélératrice devient
plus petite , la vitefle quelle feroit capable
d’engendrer dans une feconde, par fon ac-
tion actuelle répétée également pcndant cha-
que inftant de cette fecondc, doit €ure plus
petite, & vice versd. R 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



-

e6o Counrs’

21 3. Les deux équations de = udzy
du=pdzr, peuvent en fournir une troifieme
que L'on emploie encore avec avantage : Ia
voicl.

. ) - de
De léquationde =udz, ontire d1=—,

{fubRfituant cette valeur dans Péquation
du ::‘p‘-d t y on a, toute rédultion faitc,
pdé=udu. - .

2 14. Remarquons , que dans le raifon-
nement par lequel nous {fommes parvenus a
I'équation du==pdt ( 211 ) ,- nous avons
regard¢ la viteffe comme croifiante. Si elle
alloit en diminuant, il faudroit (211), aulieu
de du, mettre — du ;5 enforte que les deux
équations du=pdt, & pde=udu, doivent
étre écrites ainfi, & due=pdt, pde=-+
udu, le figne fupérieur étant pour le mou-
vement accéléré ; & le figne inférieur-, pour
Ie mouvement retardé.

215. Il y a une quatrieme {quation qu'on peut déduire des
deux équations fondamentalesy, & qu'il ne.faut pas omettres
la voici:

. - ' d

L’équation de=ude, donneu= j_e sdoncdu==d (d—e),

¢ :
Subflituant cette valeur dans I'équation pdz = 4= du,ona

pdi=—4d (%f).
t :
Silon fuppofe (comme on en eft bien le maitre) que d¢
e dde
it conftant, onapds = 4= —5 oupde*=— dde
I3

Mais il faut blen fe Huvenir que Véquation p d5* = 4= dd¢
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[uppole d¢ conftant. Lorfgu'on fait d ¢ wariable, on emploig
Véquation pds =4 d (3—2).
Nous aurons plus d'une occafion d’appli-
quer utilement ces formules. Mais ne perdons
pas de vue que la quantité p qu'elles renfer-
ment , repréfente , pour chaque inftant , la
vitefle que la force accélératrice feroit capas
ble de faire naitre dans le mobile , dans un
intervalle de temps connu , comme d'ung
feconde, fi pendant cette {econde elle agife
foit comme force accélératrice conftante ; er
forte quc, comme cette quantité p mefure
pour chaque inftant Peffet dont la force
accélératrice eft capable , nous lui' donne<

rons, pour abréger, le nom de force accés
Lératrice. '

De I'Equilibre entre des forces diredlement
oppofecs.. '

2 1 6.Nous venons de confidérer le mou-
vement que doit avoir un corps foumis 2
I'ation d'une force qui agit fur fui , toujours
~{uivant une méme dire&tion. Mais nous n’a~
vong pas encore fait mention de la maniere
dont le mouvement pafle dans le mobile, Ceft
un objer quil n'eft pas moins important
d’cxaminer ; mais comme les loix de la com«

. R3
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munication du mouvement , dépendent de
celles de 'équilibre , ainfi que nous le ver-
rons par la fuite , il faut commencer par
nous occuper de celles-ci. Il n’eft queftion,
pour le préfent, que de I'équilibre entre des
forces dire&tement oppofées.

Nous repréfenterons les forces, ainfi que
nous l'avons déja dit, par les effets quielles
font capables de produire ; ceft-a-dire,
chacune, par la quantité¢ de mouvement d'u-
ne mafle déterminée. Mais pour ne point
embrafler trop d’objets & la fois, nous con-
fidérerons ces mafles comme réduites chacune
a un feul point , auguel, par la penfée , nous
attribuerons la méme quanmtité de matiere
qu’au corps dont il tiendra licu. Nous ver-
rons , par la fuite, quilya, en effet, dans
tous les corps, un peint par lequel le mou-
vement f{e tranfmet, comme {i toute la mafle

étoit concentrée. Au furplus , nous con-
{idérerons les corps ( jufqu’a ce que nous
avertiffions du contraire ) comme compof¢s
de parties abfolument dures & liées les unes
aux autres , de maniere a ne pouvoir changer
leurs fituations refpeétives , par l'attion d’au-
cune force.

2 177. Cela pofé, concevons ( Fig. §4.)
deux mafles A & m 3 la premiere , mue de
‘A vers C avec une vitefle /75 la feconde

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATEHEMATIQUES, 263

-mue de C vers A, avec une vitefle 4§ lorf
que ces deux mafles viendront 2 fe rencon«
trer , elles fe feront équilibre fi la quantité
de mouvement de M , eft égale a la quantité
de mouvement de m; cet-a-dirc ( 189), {i
MV = mu,

En effet, il eft d’abord évident que i M
cft égal a2 m, & qu'en méme temps les deux
vitefles 77 & u {olent égales, il y aura équi-
libre ; car alors la méme raifon que 'on don-
neroit pour prouver que M doit I'emporter
fur m , prouveroit aufli que m doit I'empor-
ter fur M, puilque tout eft égal de part &
d’autre.

2 1 8. Suppofons préfentement que M eft
double de m ; mais qu'en méme temps u cft
double de 775 que , par exemple , M parcoure
un pied par feconde, & m deux pieds par fe~
conde. Il eft clair que je puis conflidérer M
comme compofé de deux maffes égales a m;
& qu’'a I'inftant du choc je puis me repréfenter
le corps m comme animé d’une vitefle d'un
})ied par feconde, & laguelle on ajoute dans

e méme inflant une autre vitefle d’un pied
par feconde, Alors je puis me repréfenter
que dans le choc, la maffe m con(%mc une
de fes vitefles contre une pareille portion
de la mafle M ; & fon autre vicefle contre
Ia portion égale & reftante de la maffe M.
v R 4
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Maintenant , {i au licu de fuppofer Ies
mafles M & m, dansle rapportde 22 1, &
au contraire leurs vitefles dans le rapportde
1322, onlecs fuppofmt dans tout autre rap+
port , on voit quon pourroit toujours fup-
pofer la plus grande mafle decompoféc cn
un certain nombre de mafles égales a la plus
petite,, dont chacune détruit dans la plus
PCCItC une vitefle égale a la fienne, en forte
quon peut établir comme général le prin-
cipe fuivant.

PRrINCIPE FONDAMENTAL. Deux corps qui
agiffent Lun fur Pautre , fizvant des lignes
direfement oppofees, Je font équilibre , lorfque
leurs quantites de mouvement font egales ;
c’eft-a-dire, lorfque le produit de la mafle de
P'un, par la vitefle avec laquelle il tend a
fe mouvoir , eft égal au produit de la mafle
de Pautre par la vitele avec laquelle il tend
aufli 3 fe mouvoir.

Cette propofition a lieu généralement foit
quiil s’agifle de deux corps qui marchent
librement au devant I'un de Taurtre , foit qu'il
f01t queftion de deux corps qui {e poulffent
2 laide d’une ligne M m inflexible & fans
mafle; {oit enfin qu’ils fe tirent en fens con-
traire , A I'aide d'un fil inextenfible M m. Et
réc1proquemenc {i deux corps fe font équili-
bre, on doit conclure que leurs mouvements
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font diretement oppofés , & que leurs quan-
tités de mouvement font égales. ’

219. Donc f{i trois, ou un plus grand
nombre de corps M, m,m', &c.( Fig. 55 ) qui
fe meuvent ou tendent a fec mouvoir {ur une
méme ligne , avec des viteffes V7, u, u' fe
font équilibre , il faut que la fomme des
quantités de mouvement de ceux qui agiffent
dans un fens , foit égale a la fomme des
quantités de mouvement de ceux qui agiffent
en fens contraire.

Car s’ils {e font équi'ibre , on peut tou-
jours fuppofer que A7 & m allant du méme
fens , m détruit une partie du mouvement de
m' y & que M détruit Pautre. Or, {i 'on nom-
me x la vitefle que m' perd par T'aétion de
m, on aura m’ x pour la quantité de mou-
vement qu’il perd par cette méme adtion ;
on aura donc mu=m'x : le corps M n'aura
donc -plus a déeruire dans m’, que la quan-
tité de mouvement reftante 5 {avoir ,m’ &/ —
m' x;onavradonc MV =m' o/ — m’ x;ou,
a caufe que m'x=mu , on qura M} =
my —mu;ceftadire, MV 4+ mu=m'd,

D Mouvement comp(ﬂ.

22 0.Nous fuppoferons encore que les mafs
les auxquclies feront appliquées les forces
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dont nous allons parler , font concentrécs
en un point.

 On appelle Mouvement compofé , celui que
prend un corps follicité en méme temps par
plufieurs forces qui ont telles direttions qu'en
voudra.

St un corps M mu fuivant la ligae droite
AB (Fis. 56) recoit lorfqu’il eft arrivé au
point M une impulfion fuivant une ligne MD
perpendiculaire ala ligne 4 B, cette impul-
fion nc peut produire d’autre effct que de
T'écarter dela ligne 4B ; elle ne peut ni aug:
menter , ni diminuer la viteffe qu’il avoit pour
s’é¢loigner de CD perpendiculairement 4 cette
Iigne. En effer, la dire@ion C D érant per-
pendiculaire 3 45 , il n'y a aucune raifon
pour que la force qui agit fuivant CD pro-
duife un effet plut6t a la droite qu'ala gan
che de cette ligne; & comme elle ne pem
en produire des deux c6tés a la fois, elle
n’en produira donc ni de I'un ni de l'autre,

Le raifonnement eft le méme ; fi Ton fup:
pofe que le corps M étant mu fuivant CD,
vient a €tre frappé fuivant M B ; cette der-
niere force n'ajoutera ni n'dtera rien i la
vitefle avec laquelle le corps M tendoit a
Zéloigner de M B.

22 I. PRINCIPE FONDAMENTAL, Si deux
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fo;cesP & Q (Flg. 577) donz les diredions font

uf angle droit , agiffent au méme inflant fur un
tnobile M ; que la force Q foir telle | que par
Jon adlion inflantanée fur le mobile , elle puiffe
feule lui faire parcourtr M B dans un temps
déterminé comme dune feconde ; & la force P
telle qu’elle puiffé feule lui faire parcourir MD
dins le méme remps , je dis que par L’ adlion com-
pofée de ces deux forces , le mobile M décrira,
dans le méme temps , la diagonale ME du pa-
rallélogramme D MBE qui a pour ciiés ces
mémes lignes MB, M D.

Puifque les deux forces agiffent ait méme
inftant fur le mobile, on peut fuppofer qu'il
¢toit en mouvement fur la ligne PD, &
quau moment ol il arrive au point M, la
force Q perpendiculaire 2 P D vient a agir fur
lui 5 or felon ce qui vient d’étre dit ( 220)
cette force Q nec peut ni augmenter ni ral-
lentir la vitefle qu’il aveit pour s’éloigner de
@B ; donc fi par le point D on tire D E pa-
rallele 2 M B, il faudra qu'au bout d’une
feconde il fe trouve fur quelque point de la
ligne D E dont tous les points fone éloignés
de @B, d’unc quantité égale a M D.
~ Or le méme raifonnement que nous fai-
fons pour la force P 4 P'égard de la force Q,
sapplique mot 2 mot & la force Q par rapport
a la force P ; donc fi par le point B on tirg
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B E parallele 3 P D, le corps doit, au bout
d’une feconde, f{e trouver fur quclquc point
de BE. Mais il 0’y a que le point £ qui foit
tout 1 la fois fur DL & fur BE ; donclc
mobile , au bout d’une feconde fera en E.

Il eft d’ailleurs évident ( 181 ) que quelque
toute que le mobile prenne par I'aétion inf-
tantanée des deux forces , elle doit étre une
ligne droite ; puifque dés qu’elles ont agt, le
mobile eft abandonné a lui-méme ; donc puif—
que cette route doit paﬂcr par Ai & par Eelle
doit étre M E, ceft-a-dire, la diagonaledu
parallélogrammc D MBE.

Ajoutons que le mobile décrit M E d'un
mouvement uniforme , puifqu'immédiatement
apres I'adtion compofée des deux forces , il
eft abandonné 4 lui-méme (181).

2 2 2. Puifque les deux forces P & Q agif-
Tant conjointement fur le mobile n’ont d’au-
tre effet que de lui faire décrire la diagonale
ME; concluons donc 1°. qu'a deux forces dont
les directions font un angle droit , on peut
toujours en fubflituer unefeule, pourvu que
celle-ci puiﬂ"c faire parcourir au mobile , la
diagonale d’un parallélogramme re&anvle s
dont les cbtés feroient décrits dans le méme
temps chacun {éparément par l'adtion de la
force dont il cft la direttion,
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La force unique ME qui réfulte de I'a&ion
des deux forces M B, M D ,s’appelle Ia reful-
zante de ces deux forces.

Comme les lignes M B, M D, repréfens
tent les effets dont les forces @ & P font
capables fepargment & M E celle dont elles
font capables conjointement, on peut regar-
der MB, MD, ME comme rcpréfentant ces
forces elles memes

°. On pourra donc, aufli confidérer une
forcc unique quelconquc ME , comme ¢étant
le réfultat de deux autres forces M B, M D
dont les dire&ions feroient entr’elles un an-
gle droit , pourvu que celle-1a érant repré-
{entée par la diagonale M £ , ces deux-ci le
foient par les cotés M B, MD d'un méme
parallélogramme reétangle. On pourra donc
a la force unique M E , -{fubftituer les deux
forces M B & M D ; puifqu’en effet ces deux
forces ne prodmromnt que ME. '

2 3. En général , quelque angle que faf~
ﬁnz entr’elles les direclions des deux forces P
& Q (Fig. 58 & 59) qui ageffent en méme temps
fir un mobile M, ce mobile décrira la diago-
nale ME du parallelogramme DMBE, dont les
cotés marquent fur les diredions de ces forces ,
les effets dont elles font capables [¢ }varemcnz &
il décrira cette diagonale , dans le méme temps
que par la&’zon de L'une quelconque de ces deux
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Jorces y il eilr decrit le céié qui repréfente cette
derniere force.

En effet, concevens que par le point M,
on mene KA H perpendiculaire a la diago-
nale M £; & que par les points D & Bon
mene les lignes D F, B H paralleles , & les
lignes DG, Bl perpendiculaires a cette mé-
me diagonale. Au lieu de la force P repré-
fentée par M D diagonale du parailélogram-
me reGtangle FM G £, on peut ( 222) pren-
dre les deux forces M F & MG, Parla méme
raifon , on peut , au lieu de la force Q
repréfentée par la diagonale A:B du parallé-
fogramme re&angle MHBI , prendre les
deux forces M H & M. On peut donc, aux
deux forces P & @ fubflituer les quatre for-
ces MF, MG, MH, MI; & celles-ci ne
peuvent manquer d’avoir la méme réfultante
que ces deux la. Or de ces quatre forces les
deux MH, MF , ne contribuent en rienila
réfultante, parce qu'elles agiffent fuivant des
directions oppofées , & qu’elles font dgales.
En effet, il eft aifé de voir que les deux
triangles DGM , & EIB font égaux, par lana-
ture du parallélogramme ; donc D G =E1,
doncoulli MF = M H,

Quant aux deux forces M I, MG, comme
elles font dirigées fuivant une méme ligne,
Veffet qui en réfulte, doit éwre la fomme
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des deux effets MG, M1 (Fig.58), parce

que ces forces agiffent-dans le méme fens;
& doit &tre leur différence (Fig. 59), parce
quelles agiffent cn f{ens eontraires. Mais
puifque le triangle E1B eft égal au triangle
DGM, on a ( Fig. 8y MI+ MG =
MI4EI=ME; & ( Fig. 59) MI—
MG=MI—=EI= ME; donc les quatre
forces MF, MH, M G, M1, & par confé-
quent les deux forces MD , MB, n’ont d’autre
effet que la force ME repréfentée par la
diagonale du parallélogramme D M B E,
dont les deux c6tés M B, M D repréfentent
les deux forces Q & P.

- 224. Nous avons, dans ce qui précédey
repréfenté les deux forces P & Q (57, 58,
& 59 ) par les lignes M D, M B quelles fe-
roient capables de faire décrire dans un méme
temps , au mobile M, ceft-a-dire , par les
viteffes qu'elles peuvent lui communiquer ;
quoique, fclon ce que nous avons dit ( 189},
la mefure véritable des forces, doit &tre la
quantité de mouvement qu’elles font capables
de produire, Mais comme les quantités de
mouvement ( 190 ) font dans le rapport des
vitefles , quand la maffe eft la méme, ainfi
que dans le cas préfent 3 on peut toujours
prendre, comme nous 'avons fait , les vitef
fes MD, MB, pour repréfenter ces devx forcess
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Mais fi au lieu d’avoir immddiatement les
vitefles que les deux forces P & Q peuvent
engendrer dans le mobile M, on avoit les
quantités de mouvement que'les peuvent
produire dans des mafles connues , alors on
prendroic i D & M B, dans le rapport de
ces quanmtés de mouvement. Par cxemple,
i je ne connoiffois les forces P & Q, que
par ce carattere ; que la force P eft capable
d’engendrer une vitefle connue z , dans une
maflc connue m ; & que la force Q eft capa-
bie d’engendrer une vitefle connue o', dans
une mafle connue m', alors je prendrois
MD: MB:: mu:m' v, Car , felon ce que
nous venons de voir, il faut prendre M D :
M B duns le rapport des vitefles que ces
deux forces peuy -ncimprimer au mobile M;
or la prumur@ ¢rant capable d’engendrer 1
quantité de mouvement m ¢, eft capab]c de

(189);
par la mme raifon , la feconde, ou laforce Q

cﬁ capable de donner au mobdc M, la vitefle

—7 5 il faudroit donc prendre MD: M B::

mu m'y' .. mu mu ')

Z7 s mals Sz oo mur m'y'; done,
il faut en effet, faire MD: MB dansle rapport
des quantités da mouvement qui mefurent les

forces P & Q.

Cette
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Cette réflexion eft utile pour comparer
les effets de différentes forces appliquées 3
différents mobiles,

La propofition générale que nous venons
de démontrer ( 223 ), eft d’'unc trés-grande
utilité ; prefque tout ce que nous dirons par
la fuite, n’en fera qu’une application.’

22 5. On voit donc qu'il eft abfolument
indifférent de regarder un corps comme fol-
licité par I'a&ion combinée des deux forces
MB , VD (Fig. 58 & 59) , qui fontentr’elles
tel angle qu’on voudra, ou de le regarder
comme follicité par Pa&tion unique de la
force repréfentée par la diagonale M E.

Et réciproquement, il revient abfolument
au méme , de confidérer un corps comme
follicité par une force unique 41 £, oude le
confidérer comme follicité en méme temps
par deux forces qui feroient reprélentées
var les cotés d'un parallélogramme , dont
celle-1a feroir la diagonale. Par exemple,
qu'un corps parvienne de¢ M en E, par un
mouvement uniforme , en une feconde de
temps ; ou bien qu’il {fe& meuve fur la ligne
MB, de maniere 2 la ' parcourir dans une
feconde de temps , & qu'en méme temps
cette ligne foir tranfportée parallelement 2
elle-méme le long de M D, & qu'elle par-
¢oure MD auffli dans une feconde, le corps
: © 9
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dans ce fecond mouvement fe trouvera éga-
lement , ne décrire autre chofe que la ligne

226. Les deux forces MB, MD f{:
rencontrant au point M, font néceffairement
dans un méme plan ( Géom. 174 ). Puis donc
quelles ont pour réfultante la diagonale
ME , quicft dans le plan du parallélogramme ,
on peut dire généralement, que deux forces
qui [e rencon rent , font toujours dans un méms
plan avec la réfultante.

De la Compofition & de In Décompofition

des forces.

2 27.-Non-feulement on peut , parle
principe que nous venons d’expofer , réduire
a une feule , deux forces qui concourent ,
& décompoler une force en deux autres;
mais on peut , en général , réduire a une
feule force , tant d’autres forces que lon
voudra , lorfqu’elies font daas un méme
plan , ou lorfqu’elles fe rencontrent toutes
en un méme point. Et réciproquement, on
peut décompofer une ou pluficurs forces,
en tel autre nombre ,de .forces que lon
voudra. ~

22 8. Mais avant de faire voir comment
ony parvient, il faut obferver que lorfqu'une
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force P ( Fig. 60) agit fur un corps, foit
pour le pouﬂ'gr, foit pour le tirer, il importe
peu 4 quel point de.la direction de cette
force, on fuppofe que fon ation foit appli-
quée. Par exemple, c’eft la méme chofc,
que la force P tire le corps C par le point
P 4 Taide d'une verge inflexible- & fans
mafle ou d’'un fil inextenfible & fans mafle ;
ceft la méme chofe’, dis-je, qu'elle le tire
par le point P, ou qu'elle le tire par le
point A , ou par le point B, ou par le
point C, ou quelle Je poufle par tout autre
point D lié avec ce corps. Tant que fon
altion s’exercera {uivant la méme direétion,
clle aura toujours le méme effec. La dif=
tance ne peut influer quautant que l'attion
de la puilfance fe tranfmettroit & l'aide de
quelque inftrument , comme levier ou corde ,
dont la maffe partageroit I'a&ion de la puif=
fance ; ce que nous excluons ici.

Ainfi, (i deux forces P & Q ( Fig. 61}
dirigées dans un méme plan, fuivant les Ji-
gnes A Q, B P tirent ou pouflent un corps

“par les deux points 4 & B ee cotps neft
pas autrement follicité qu’il le feroit, fi les
deux forces fe tiroient toutes deux par leur
point de concouts I, en reftant toujours diri-

gées de la méme maniere,
S 2
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Cela pofé , venons & la compofition &
a la décompofition des forces.

2 2 Q. Suppofons quatre forces P,Q,R,§
(Fig. 62) dirigées fuivant les lignes OP,4Q,
B R, T 5 toutes dans un méme plan. Prolon-
geons d'abord , par la penfée, la direction PO,
jufgu’a ce quelle rencontre A4 Q, au point 4:*
& fuppofant que 4 D, A4 E font les efpaces
que les deux forces P & () pourroient ref-
pectivement faire décrire & un méme mo-
bile , dans un temps déterminé, comme
d’une feconde; fi l'on forme le parallélo-
gramme AEID , la diagonale AT, repréfen-
tera ( 223 ) effort réfulrant des deux forces
P & Q, & pourra par conféquent tenir lien
de ces deux forces.

-Concevons maintenant, que A I prolongé
rencontre en B la dire&tion BR de la force R;
& ayancpris B M égal 2 41, {i Pon prend
BF pour I'efpace que la force R eft capable
de faire décrire en une f{éconde , au méme
mobile que ci-deflus : alors fuppofant Ia
force A1 appliquée en B; puifque cette force
eft repréfentée par BA= A1, de fon concours
d’a&tion avec la force R , il réfultera une
force unique repréfentée par la diagonale
BG du parallélogramme BMGE : cette foree
tiendra donc lieu de la force R & de la force
Al c'eft-d-dire, tiendralicu des trois forces

R,Q &P,
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Enfin concevons que B G prolongée ,
rencontre en (', la direftion T8 de la force 8,
& faifons CK == B G; fuppofons que ¢ H
repréfente I'efpace que la force S peut faire
décrire dans une feconde , au méme mobile
que ci-deflus; alors concevant la force B G,
appliquée en C fuivant C G, & repréfentéc
par C K 3 du concours de cette force avec la
force S, il réfultera un effort unique repré-
fenté par la diagonale CN du parailélo-
gramme CHFK. Certte force tiendra done
lieu de la force § & de la force CK ou BG;
elle tiendra donc lieu des quatre forces P, Q,
R, §: elle eft donc la réfultante de ces quatre
forces.

On voit donc par-li, quon peut toujours ,
& comment on peut réduire 3 une feule
force, tant de forces que P'on voudra , lorf--
qu ‘elles font dirigées dans un méme plan,

230. Cet exemplc fait voir en méme
temps § comment on peut, a une feule force,
en fubftituer tant d’autrcs que l'on voudra ;
& quelles conditions ces autres doivcnt
avoir.

Par exemple ( Fig. 62) au lien de la force
unique B G, on peut en formant un parallé-
logramme quelconquc BFG, dont BG
foit la diagonale , prendre deux forces
reprefentées par BF & B Al. Et comme

S 3
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on peut {fuppofer chacune de ces deux forces
appliquées 2 tel point de leur dire&ion que
T'on voudra, on peut tranfporter B M en A4 I,
le point A4 érant 2 telle diftance qu’on vou-
drade B, & former fur A un autre paral-
1élogramme quelconque 4 E I D ; alors on
eut {ubftituer & la force 41, deux forces re-
préfentées par 4 K & A D; enforte quia la
force unique B G, on aura fubftitué les trois
forces BF, A E, A D qui produiront le
méme effet que celle-1a,

23 I. Remarquons que puifquil n’y a
d’autre condition pour déterminer les forces
AD, AE, finon quelles foient exprimées
par les cotés 4 Dy AE , du parallélogramme
A D 1E dont A1 feroit la diagonale , ce qui
peut avoir lien d’une infinité de manieres ,
{oit que le parallélogramme 4 DIE f{oit dans
Ie plan du parallélogramme FB M G, ou
qu’il foit dans tout autre plan 5 on peut dé-
compofer une force quelconque B G , en
tant d'autres quon voudra, & qui foient
dans tels plans qu'on voudra,

Nous verrons- par la fuite , 'ufage de ces
compolitions & décompofitions de forces.

23 2. Onvoit, par Fexemple de décom-
pofition que nous venons de donner , qu'on
peut aflujettir, {i on le veut, quelques-uncs
des forces a pafler par certains points dons
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nés , & méme a €tre d'une grandeur déeer-
minée ; a &tre paralleles & certaines lignes
données ; en un mot, i fatisfaire 4 certaines
conditions données. Par exemple, fi lon
avoit une force repréfentée par la ligne 4 B
( Fig. 63 ), & qu'on voullt fubflituer
cetee force , deux autres dont Fune pafsit
par un point donné Q ,-fac. parallele a une
ligne donnée de pofition §T', & fiar en méme
temps d’une certaine grandeur § K5 ceft-a-
dire , telle qu'elle plic faire déerire SK 3 un-
mobile , dans 1¢ méme temps que la force
repréfentée par 4B, feroit décrire au méme
mobile la ligne 4 B; voici comment on fa~
tisferoit 4 cette queftion, d’apres les principes
précédents. . g

Par le point O , on meneroit OF parallele
a ST, & qui rencontreroit 4B én qielque
point 7. On prendroit R=SK, & X Q=
AB ; alors menant RQ, on lui meneroit par
le point V7, la parallcle " H, que Y'on ter-
mineroit en H , par la ligne Q H parallcle
aV R ; VR feroit la force demandée , &
V H feroit celle qui, conjointement avec VR,
tiendroit lieude ¥#Q, ou de 4B.

La folution que nous donnons, ne ceffe
d'avoir ligu, que lorfque la ligne § Teft pa-
rallele 3 A4 B; mais on verra dans peu, ce¢
quily a 2 faire dans ce cas.

, -~ S 4
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233, Remarquons que puifque les deux
forces compofantes P & P (Fig. §88&59)dtant
repréfentées par les deuxcbtés MD, M B,
du parallélogramme D M BE , leur réfultante
doit néceflairement étre repréfentée par la
diagonale M E du méme parallélogramme ,
on a, en nommant R cette réfulcante, P:
R::MDeME, & Q: R:: MB:: ME,
ceft-a-dire, P: Q: R:: MD: MB, ML,
ou (acaufeque MD==BE):: BE: MB:
ME, Or dans le triangle AMBE | on a { Géom.
299 )BE : MB: ME:: fin BME : Jin BEM:
fin M B Es-ou 2 caufe des paralleles BE &
MD quidonnent langle BEM=DME, &
Vangle M B E fupptémentde BAMD, & par
conféquent (Géom. 275 fin MBE==fin BMD,
ona BE:MB:ME:afeBME: fin DME:
Jin BMDjdonc P:Q: R:: fin BME: fin
DME: fin BM D;oiTon voit que filon
{uppofc la force P exprimée par fin BME,
la force Q le fera parfin D ME; 1a force R
lc fera par fin BMD ; ceit-a-direy que
deux forces compofantes & leur réfultante , peu-
vent toujours érre repréfentées o chacune , par le
Sinus de | angle compris ensre les diredions des
deux autres. o

Ainfi , o peut employer indifféremment
pour repréfenter les forces , ou des lignes
prifcs fur leurs direCtions , ou les finus des

)
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angles compris entre leurs dire&tions , pour~
vu quon prenne pour chacune, le {inus de
I'angle compris entre les dire&ions des deux
autres. ,

Cette derniere manicre d’exprimer les
forces , a auffi fes avantages particuliers ,
comme nous le verrons par la fuite.

234. Si du point M comme centre
(Fig. 64 & 65) , & d’'un rayon quelcon
que M E' on décrit Parc de cercle HE' G qui
rencontre en G & H les direGions , pro-
longées, des forces P & Q ; & que du point L2
on mene E'F, E'I perpendiculaires fur MD,
M B; & du point H, H L perpendiculaire
fur M D. 11 eft facile de voirque L' F L' T,
H L font refpeftivement les finus des angles
DME, BME & CMD; on a doncP:Q:R
E'T:E'F:HL .

2 3 §. Concevons maintenant que les di
re&tions des deux forces P & Q { Fig. 66 &
67 ) , paffant conftamment par deux pomts
fixes K & N, leur point de concours M s'¢-
loigne de plus en plus; il eft vifible que les
finus * des anglesBME DME &BMD
approcheront , d¢’ plus en plus , de fe con-
fondre avec les arcs E'H,EG,GH;donc
fi le point M s*éloigne a lmﬁm, E F E'T

* 1! faut & rappeller ( Géom. !obrus eft le méme que cebuf
175 ) que le finus d’un angle!de fon fupplément,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



B2 Counrs

& HL fe trouvent tous appliqués fur larc
G H qui devient une ligne droite perpendi-
culaire aux deux lignes MK & MN, qui
four lors font parallcles entr’eflles & 2 la
xgqe ME ; & puifqu’on a toujours P:Q:
R::Ei:EF: HL; HL devenant alors
égale a8 E'l+FF(Fig c6)&=EI—FEF
{ F1g. ¢7) il s'enfuit que lorfque deux forces
P & Q(Fig. 68 & 69 ) ont des diredions

aralleles o 1°. Leur refultante leur eft parallele,
2% Que fi on tire une ligne ¥ I perpendiculaire,
a ces diredions , chacune de ces forces efl re-
préfentée par la partie de certe perpendiculaire ,
compnfe entre les dlreﬁzons des deux aurres.
3°. La refiltante eft égale a la fomme des deux
compoj‘anzes lorfgue celles-ci agiffent dans un
méme fens ; & égale a leur différence , lorfqu’elles
-agiffent en [ens contraires.,

236, Puilque’ona (Fig. 68& 69) P:(Q:
R::EI:FE:FI: onadoncP Q::EI:FE
&P R::EI:FI,ceft-a- dxrc‘, que des
deux compoﬁz'ztcs pdralleles & leur refultante,
deuy guelconques o font roujours entr'elles réci-
proguement comme les deux Perpendzcu/aws
mendes fur leur direction , d'un méme point pris
jar la direcion de la trozf eme.

237. Si Ton tire arbitrairement la ligne
ABC, on aura ( Géom. 102 ) BC: A B:
AC::E1:FE:FI Onauta donc aufli P:
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Q:R:: BC:4B: 4C; cef-i-dire, quen
général : fi Pon coupe les diredions des deux
forces paralleles , & de leur refuliante , par
une ligne droite menée comme on le voudra,
chacune de ces forces peut toujours étre repré-

fentée par la partie de cette droite 5 comprife
entre les direGions des deux autres.

23 8. Dela il eft aifé¢ de conclure com-
ment on doit s’y prendre pour trouver la
réfultante de pluficurs forces paralleles 5 &
réciproquement pour fubftituer 3 une force
quelconque , tant d’autres forces paralleles
que 'on voudra. .

Par exemple , sagit {11 de réduire 3 une
feule, les deux forces P & Q (1ig. 68) qui
agiffent dans le méme fens ? Je mene la ligne
quelconque A BC : la réfultante R doit €tre
¢gale a P+ Q (235 ) :il nes’agit donc que de
trouver le point B, par ou elle doit pafler.
Or (237)onaP: R:: BC: AC; ccft a-dire
P:P+Q:: BC: AC; ilfaudra donc
prendre entre les deux points 4 & €, unpoint

. - Pxdc
B tel que Ponait BC = -—7

Si les deux forces apiffent en fens con-
traires ( Fig. 69), laréfultante fera égale a leur
différence ( 23y ), ceft-adire, fera P—Q,
ou Q@ — P. Suppofons P plus grand que Q.
Ayane tiré arbitrairement la ligne A4 C, il fau-
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dra I3 prolonger au-dela de A par rapport 3 C
d’une quantité 4B, telle que PonzitP: R::
BC: AC(237),0u P: P—Q:: BC: AC;celt-
a-dire, quiil faudra prendre B C = %_c'

Si Q étoit plus grand ,que P, l¢ point B
feroit fur le prelongemient de A4 C, au- del2
de C par rapport 3 4.

239. 8 Ton aveit une troifieme force
K (Fig,70) 5 alors apres avoir trouvé la
réfultante R des deux forces P & @, on
chercheroit la réfultante § des deux forces
R & K, comme sil n’y avoit eu que ces
deux-cij ceft- a-dire, précifément comme
on vient de¢ lenfeigner dans larticle pré-
cédent. L

240. Donc réciproquement , fi lon
vouloit décompofer une’ force quelconque
R, en deux autres qui lui fuffent paralleles
{ fig. 68 & 69 ) on prendroit arbitraire-
ment une ligne B F parallele i la direGionde
fa force R ; & ayant pris eette ligne potr la
dire&lion de P'une des compofantes , on pren-
dra arbitrairement pour la valeur de cette
compofante , unc quantité quclconque P
plus petite que R, {i I'on veut que les deux
compofantes agiffent de part & dautre de
{a force R ; alors la feeonde compofante ,
que jappelle @, doit étre ¢galed R — P,
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& pour avoir fa pofitien , il ne s’agit plus que
de mener la ligne quelconque CB 4, & de
prendre fur le prolongement de 4 B, la par-
tic 5C telle queonait Q: P:: 4 B: CB;
fi par le point Cenmenc Q C parallele 3 RB,
ce fera la direction de la force Q.

Mais fi I'on veur que les deux compofan-
tes foient d’un méme c6té, auquel cas clles
doivent agir en {ens contraires; alors on peut
prendre pour P, une quantité¢ quelconque,
plus grande ou plus petite que R, & qui dans
le premier cas agiffe dans le méme fens que
R, & en fens contraire dans le fecohd cas.
Ayant pris une ligne PF parallele d RB, pour
la direction de P, on prendra fur la ligne
quelconque BAC , le point C de manicre que
onaitP—RouR—P:R:: AB:4C:
le point C fera celui parcii doit pafler la for-
ce Q parallele d Ia fE())rce donnée R : & ce
point € fera au-dela de A4 par rapport a3 B, fi
P eft plis grand que R;au contraire, fi P
eft plus petit que R, il fera entre A & B.

2.4 1. Ce que nous difons ici de la force |
R, aVégard de fes compofantes P & ¢, pou-
vant évidemment sappliquer a chacune de ces
deux-ci, on voit donc comment on peut (ub-
flituer & une force quelconque, tant d’autres

forces que l'on voudra, dont les direQions
{oient paralleles,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2384 COURS'

Des moments , & de leurs ufages pour
la compofition & la décompofition

des forces.

2. Ce que nous venons de dire , fuflic
pour compofer & décompofer les forces » Quel-
ques direGtions & quelques valeurS/qu elles
aient, pourvu qu'elles agiffent dans un méme
plan. Mais les différentes fortes de mouve-
ments que nous aurons a confidérer, exigent
des moyens plus fimples & plus expedltxfs
pour dérerminer la réfultante des forces, & fa
dire@ion : nous allons nous en occuper ac-
tuellement.

2.4 3. Si d'un point quelconqué ¥ (Fig. 71
& 72) pris dans le plan d’un parallelogramme
quelconque ABC D, on mene les /zgrzes FE,
¥H,FG perpendzcu[azres fur les cotés contigus
AB,AD & ladiagonale A C ; la fomme des,
produzts de chaque perpendzculazre , par le cote
Jur lequel elle tombe , [era égale au produit de e
diagonale par la perperzdzculazre qui tombe fur
elle , lorfque le point ¥ (Fig. 71) ne feranidans
Iarz le BAD, ni dans fon oppofé au fommet.
Au contraire (Flg 72), fL lepozrzt F eft dans
Fangle B A D, ou dans fon oppofé au fommer ,
ce jera la dzfererzce des produits de chaque perpen-
diculaire , par le cGié fur lequel elle tombe , qué
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fera égale au proa’uz[ de la diagonale par la per-

pendiculaire qui tombe fur cetre diagonale.

- Prolongeons le c6té BCjufqu’h ce qu'il ren-
contre en I, la perpendiculaire £ H ; menons
les lignes F A, FB, FC, FD. Le triangle
FAC(Fig. 11)ett=FAB + ABC 4~ FBC=
FAB4+4DC~+FBC Or 1 le triangle

FAC__M—-vx—F—g 2°. Le triangle FAB =
ABx FE

.3%Le trlanglc ADC ayant 4D pour
bafe , & IH pour hauteur , eft = ADx 1H

4°. Le triangle FBC— Bexll AD xF1.

>
AExFG ABXFE ADXIH ADxFI
donc —= el B ;

o lH4+ FI =FH; donc, & en doublanc
tout, on 2 ACx FG= ABxFE + AD x FH.

Dans la Fig, 72, le triangle F.A C ==

ABC—FAB — FBC..—ADC-—FAB_.-FB’C
ACX FG ADXIH : ABXFE

2 2

ceft-a-dire ;

Bcx FI
~—2Z°; ou(en faifant attention que 8 C ==

AD & que |[H — F 1= FH, & en doublant
tout)ona_ACxFG::ADxFH~ABxFE

24 4. Puifque nous avons démonrtré ci-
deflus , que deux forces quelcongues , &

\
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leur réfultante , peuvent &tre repréfentdcs
par les cotés & Ia diagonale d'un parallélo-
gramme formé fur leurs diretions ; concluons
donc que fi P & Q( Fig. 71 & 72) font deux
forces repréfentées par les hgncs AB,AD,
auquel cas leur réfultante R fera repréfentéc
par AC; concluons, disje, que i Pon prend
hors de l’angle BAD , & de fon oppofé au
fommet , un point quelconque F, dans le plan
de ces trois forces, on aura toujours Rx F G
e= Q x FH4-P x F E; & que lor{que le point F
fera pris dans 'angle 'BAD ou dans fon oppo=
f¢ au fommet, on aura toujours R x FG==
QxFH—Px FE.

24 5. Le produit d’une fotce par la diftans
ce de fa direttion a un point fixe, eft ce quon
appelle le moment de cette force. Ainfi Qx
F H, eftlemomentdela force @3 RxFG,
eft Ie moment de la force R.

246.Comme les forces s’eftiment { 189 )
par la quantité de mouvement, c’eft-3-dire,
par le produit d’une maffe déterminée , multi-
plie par la vitefle quelles font capables de
communiquer a cette mafle ;-le moment d'une
force quelconque, a donc pour valeur , le pro-
duit d’'une maffe, par fa vitefle, & par ladif-
tauce de fa direction & un point fixe.

2 47. Sion congoit que les perpendicus
laires ¥ H, I'G, I E ,{oient des lignes in-

. flexibles
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flexibles & fans mafle , lides entrelles &
fixées au pomnt F de maniere a ne pouvoir
que tourner autour de ce point, & que lcs
forces P, Q & leur réfultante R, foient ap-
pliquées aux extrémités E, H, G; on voit
que ( Fig. 71 ) ces trois forces tendent toutes
4 faire tourner le fyfiéme dans un méme fens
autour du point F; & ( Fig. 72) les deux forces
Q & R tendent a faire tourner le fyftéme dans
un fens aifférent de celui {elon lequel la force
P tend 3 le faire tourner,

On peut donc dire que le moment de la
réfultante , pris par rapport a un point fixe quel-
conque F , eft toujours égal a la fomme ou a la
différence des moments des deux compofantes
Jelon que celles-ci tendent a faire rourner dans
un méine fens , ou dans des fens oppafes , autour
de ce point fixe.

2 4 8. Dela on peut conclure en général 4
que quelque nombre de forcesP,Q, S, T, &e.
(Fig.73) que Lon air ; quelques grandeurs | &
quelgues directions qu’elles atens , pourvis gu’els
les foient toutes dans un méme plan ; le mo.
ment de la réfultante de toutes ces forces pris
par rapport d tel point ¥ qu'on voudra , f[itué
dars ce plan , [era toujours égal @ la fomme
des moments des forces qui iendent d faire
tourner dans un fens autour de ce point , moki§

)
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la fomme des morents de celles qui tendent @
Jfaire tourner en [ens contraire.

En effet, {i Von fuppofe que r foit Ia réful-
tante des deux forces P & Q dirigées fuivant
AP &EQ; r cellede r & de § qui agit fui-
ant G8; &enfin R celle de /' & de T qui
agitiuivant D T'; que l'on fuppole, de plus,
que m repréfente le moment de 7 5 m' celul
de 7. Alors en abaiffant les perpendiculaires
YA ,FE,FG,FD, F3 (ur les compofantes,
F,Q, S, T, &leur réfultante #; on aura
1% m=Px AF4-QxEF,2°.m'=m—S$§
x[G.3°%RxfB=m'— Tx FD ;donc ajou-
tant ces trois dquations , & détruifant les
quantit€s femblables qui fe trouveront dans
chaque membre, on aura R x BF = Px Af
QxEF—8xFG—T x FD ; ou 'on voit que les
moments des deux forces T & § qui tendent
a faire tourner de droite & gauche, fonty en
effet,de figne contraire & ceux des forces P &
Q, qui tendent a faire tourner de gauche i
droite.

24 9. Sile point Fétoit fur la diretion
méme de la réfultante , le moment de cette
force feroit alors zéro; donc puifqu’il eft égal
2 la fomme des moments des forces qui ten-
dent a faire tourner dans un fens , moinsla
fomme de celles qui tendent 2 faire tourner
en fens ¢ontraire , il faut en conclure que 13
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différence de ces deux fommes de moments
pris par rapport a un point quelconque de la
réfultante eft zéro,

Et réciproquement i la fomme des moments
de plufieurs Jorces qui tendent a faire tourner au-
tour d’un point , moins la fomme des moments de
celles qui tendent d faire rourner en ferzs contraire
autour de ce méme point, c,i z€ro 5 il faut en
conclure que la réfultante paffe par ce point.

2 5 0. Puifque ces propofitions font géné-
ralement vraies , quelques angles que forment
entr'elles les dire&ions des forces , elies le
font donc aufli , lorfque les forces forment
entr’elles des anglus infiniment petits ; ou,
ce qui revient au méme, lorfque les diredtions
des forces font paralleles entr’elles.

2 § 1. De-la il eft ai{é de déduire une mé-
thode fort fimple pour avoir la pofition & la
grandeur dec la réfultante de tant de forces
que P'on voudra, lorfqu'clles agiffent toutes
dans un méme plan.

Suppofons d'abord qu’elies font toutes pa-
ralleles entr’elles , & pour ne point compli-
quer inutilement cette recherche fuﬁpofons
quil n’y ait que trois forces ; il fera facile
d’en conclure ce quon deit faire pour un
plus grand nombre.

Soient donc trois forces connues P,Q,S8
{ Fig.74), dont lcs deux premiers a(fxffent:

T a
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fuivant A P, BQ, & la derniere agit {uivant
CS. Ayant tiré arbitrairement une ligne quel-
conque FABC, perpendiculaire aux diretions
AP, BQ, &c. on imaginera que le point D
eft celui par ou doit paffer la réfultante R,
Alors ayant pris arbitrairement un point F fur
FABC, on aura, fuivant ce qui précede,
PxAF 4~ Bx BF—=S8xCF=RxDF;or les
diftances 4 F, FB, F C & les forces P, Q,
S étant connues, il {eroit trés - facile de tirer
de cette équation la valeur de la diftance DF
a laguelle paffe la réfultante, fi la valeur de
cette réfultante R éroit connue. Voyons donc
quelle eft la valeur de cette réfultante,

Prenons un autre point £ fur le prolonge-
ment de AF; le méme principe nous donnera
PxAF ' 4-QxF'—8xCF'=RQxDF’. Or {i de
cette {feconde équation, onretranche la pre-
micre, qu'on fafle attentionque A}’ — AF=
FF, BF'—BF =FF,CF'e—= CF=FF',D}V—
DF=FF',onaura PxF F'4-QxFF—SxFF'=
R x FF';ceftadire, endivifant tout par FF
P ~}- Q —S=R.

Mais {i I'on fait attention au raifonnement
que nous venons de faire, il eft facile de voir
qu’il ne dépend nullement du nombre des

-forces; mais qu’il eft appliquable quelque foit
le nombre de ces forces, On doit donc cons
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clure, en général, que [a réfultante de tant de
forces parallcles que ["on voudra, eft égale d Iz
Jomme de celles qui agiffent dans un fens , moins
la fomme de celles qui agiffent dans un _[erzs

contraire.

Si dans I'équation P x AF4+Q*xB F—
SxCF=RxDF, trouvée d’abord , on met
pour R fa valeur P+ Q — § que nous
venons de trouver, on aura P x A'F+Qx
BF_SxCF=( P+Q Sy xD F;d’ot Uon
dire DF__PxAF-;Q:é?iS SXCE | on, &
ayant égard a ce que .le ralfonnemcnt par
lequel nous parvenons a ce réfultat, ne
dépend pas du nombre des forces, on con-
clura géndralement, que pour favoir a quelle
diftance d’'un point donné , paffé la réultante de
plufieurs forces paralliles ; il faur de la fomme
des moments des forces qui tendent a faire rour=
ner dans un fens , retrancher la fomme des mo-
ments des forces qui tendent & faire tourner dans
un fens oppofé , & divifer le refte par la fomme
des forces qui angﬁerzt dans un fens, moins la
fomme de celles qui agiffent en fens contraire *,

*1lne faut pas ¢onfondre les tendent fouvent 3 fzire tourner
forces qui zgiflent dans les fens ldans le ménue fens ; cela dépend
oppofes, avec celles qui ten-'du point relatwement auquel
dent i faire tourner dans des “on confidere la rotation, ou leg
fens oppolés. Deux forces qui moments. Par exemple, leg

giffent dans des fens oppofcs,ldcux forces Q & S (Fig. 74)
I3
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2§ 2.5 le point F, quée 'on a pris d’a
bord arbitrairement , fe trouvoit avoir été
~pris fur le point D méme, par lequel pafle
la force réiuleante ; alors la diftance DF

PxAF BF—SxCF
érant zéro, fa valeur... = f}QX oo
P4y O~-3S
. . —fPXAD+QXBD~—SXCD
qui devient PO (parce

que la force P tend i faire tourner autour du
point D en fens contraire de la force Q) fe-
roit zéro ; onauroit donc-= P x A D+ QX
BD — §xCD== o3 & comme e point F que
T'on avoit pris d'abord arbitrairement , pou-
voit étre plus haut ou plus bas felon quion
auroit voulu , enforte que le point D n'eft
pas cenfé €rre plutoe fur un point de la direc-
tion de la réfultante R, que fur tout autre
point de la méme direétion , il s’enfuit gé-
néralement que les moments de plufieurs forces
paralleles pris par ra-port @ un point quelconque
de la diredion de la réfultante, font rels que la
Jonmne des moments des forces qui tendent a
faire rourner dans un fens , eft toujours egale &
la fomme des momens de celles qui tendent d
Jaire tourner en _fens contraire.

agiffent en fens oppofs ; mais
elles tendent toutes deux 4 faire | port au point Fy, la force @
tourner la ligne BC dans un|tend i faire tourner C[7) en
méme [2ns, autour d’un point’ fens contraire de e que tend &
pris emre & & € ; & i on fire la forge S,

confidere 12 rotation, par rap-
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2§ 3. Donc en prenant avec des fignes
contraires les moments des forces qui tendent
a faire tourner dans des fens oppofés , &
prenant aufly, avec des fignes contraires , les
forces qui agiffent dans des fens oppofés,
on peut dire généralement 1°. que la refultante
de tant de forces paralleles , que on voudra
eft roujours egale a la fomme de routes ces
forces. 2°. Que cette refultante o qui leur eff
parallele , paffe par une fuite de points dont
chacun a cette propriété , que la fomme des mo-
ments par rapport @ ce point 4 eft 7éro.

Nous ferons le plus grand ufage de ces
principes , & noys verrons dans peu , avec
quelle facjlit¢ on en déduit la pofition du
centre de gravité des corps. Paflons aux
forces dont les direftions font' des angles
entr’elles.

295 4. Soient donc ( Fig. 75 ) tant de
forces P, Q, §, &c. que l'on voudra, tou-
tes dirigées dans un méme plan. Que la
force P agiffant fuivant AP, {oit repréfentée
par A B; la force Q, agiflant fuivant £ Q-
foit repréfentée par L G ; la force §, agifiane
fuivant £ § foit repréfentée par I L. Par un
point T pris arbitrairement dans le plan de
ces forces , concevons deux droites indé-
finies TE', TE" faifant entr'elles un angle
guelconque, ( que pour plus dcq{xmplicité

P
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nous fuppoferons droit) ;5 & concevons les
forces P,Q, S, ou 4B, EG, IL, décompo-
fées chacune, en deux autres , dont l'une
foit parailele 2 la ligne T'E', & l'autre paral-
lele 3 la ligne TL”, & qui par conféquent
(225 ) doivent €tre repréfentées , chacune,
par le cb6:é correfpondant du parallélo-
gramme done la dizgonale repréfente la
force principale, Il eft clair, par ce qui pré-
céde (251) cue les forces 4 D, EF,IM*
€unt paralleles, auront pour réfeltante une
force unique # O qui leur fera parallele,
dont la valeur fera 4D + EF e T M, & qui
paffera .3 une diftance V7 77 , telle que
Py AP AA S EFxEE—IMxIU
ADYEF 1M .
Pareillement, les forces 4 C, E H,1KX pa-
ralleles & 7 E” fe réduiront toutes a une
feule V' N qui leur fera parallele , qui fera
égale & AC - LI 41K , & qui ( en fuppo-
fant que ¥ foit le point oula dire&ion de
cette force , rencontre celle de la force

* Ne perdons pas de vue ce]elles font appliquées, Il en eft
que no s arons dit (124 ). de méme des forces 4D,
Par cette expreflion les forces EF, &c; nous entendons des
A=, EG, &conous entendons quaniités de  mouvemenr qui
que les liznes A B, £ G, &c [ont zux quantités de mous
fort entrelles comme les quen- vement repréfentées pur A8,
€ ¢s de mouvement qe ls|EG, comme A/ & EF
forces P, (2, &c penvent pro ;[m‘t 1 48 & EG refpe&i-,
dujre dans :¢s mafles auajuelles ' vement
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O V) paffera & une diftance V" 77, tclle que
pp — ACx A4"+EHxEE"IK <II"
AC+EH4IK .

Cela pofé les forces P, Q, S & lcurs di-
reCtions , ( ceft-a-dire, les angles qu'elles
font avec des lignes fixes & connues, telles
que TE' & TE", ou avec leurs paralleles ¥
étant {uppofées connues, on connoit dans
chacun des triangles BAD,GEF,IK L
I'hypothénufe & les angles ; il fera donc
aifé de déterminer les lignes # D, EF, K L
ou M, & lestignes BD ou AC, FG ou £H ¢
& 1K ; par-1a on connoitra les valeurs des
deux réfultantes AD —+ EF — IM, & AC—=
EH+[K. D’aillcurs comme on ne peut man-
quer de connoitre les diftances # 4, A A",
EE', EE”, &c. puifqu'on ne peut ignorer la -
pofition des points 4 , E, ou 'on fuppofe les
forces appliquées, on connoit donc toutes
les quantités qui entrent dans Pexpreflion des
diftances V77" & V V", 1l fera donc facile
de déterminer le point ¥, ou fe rencontrent
ces deux forces réfultantes. Premant donc
VO=AD +~ EF—=1IM, & VN =
AC+EH 4 IK, & formant le parallélogram-
me OV N X, onaura la diagonale 7" X pour
Ia réfultante R des deux réfulrantes paral-
leles 3 TE' TE”, c’eft-a dire, pour la réy
fulcante de toutes les forces propofées,
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Des forces qui agiffent dans des plans
dzﬁrenzs.

29 §. Soient trois forces P, Q, § ( Fig,
76 ) dirigées fuivant les lignes 4 P, B,
C§ parallcles entr’elles , mais fituées dans
différents plans.

Concevons un plan X Z auquel les trois
droites 4P, BQ, CS§ foient perpendiculaires,
& un autre plan Z V7 auxquelles elles foient
paralleles : que .4, B, C foient les points ol
ces lignes rencontrent le plan XZ.

Les deux forces P & § font dans un
méme plan dont l'interfeition avec le plan XZ,
eft la droite 4 C. Ces deux forces peuvent
donc étre réduites a une feule R/ = P+,
qui leur foit parallele,! & qui paffera par un
point D, tel que (252) 'on aura Px 4 D
= 3§ x CD.

Les deux forces R’ & Q font dans un
méme plan dont l'interfe@tion avec le plan
X Z, eft BD; elles peuvent donc érre ré-
duites a une feule R qui fera égale 3 R ~+Q,
ceft-a-dire y = P ~+ §4-Q , qui leur fera
parallele, & qui paffera par un point E, tel
quelonaura R'x DE=Q x BE. Dot & de
ce qui a été ditci-devant, il eft aifé de con-
clure, en général, que rant de forces que l'on
voudra , dant les diredions font paralleles 4
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fe réduifent roujours d unre f[eule égale a la
fomme de celles qui agiffent dans un fens
moins la fomme de celles qui agiffent en fens
contraire 5 & cela , foit qu'elles fozent toutes
dans un méme plan , foir qu’elles foient dans des
plans différens.

Voyons maintenant plus particulierement
comment on détermine par o paflc cette
réfultante. \ i

Si des points 4, D, C, B, E on mene
les lignes 4 A4', DD, CC',B B, E E per~
pendiculaires fur Uinterfetion commune des
deux plans X Z & Z V75 a caufe des paralle-
les AA, DD, CC yonauraAD : CD::
AD:CD ;5 orIéquation Px A D=8xCD
que nous venons de trouver, donne A D :
CD ::8:Psdonc 4 D :C'D ::85: P,
& par conféquent Px 4' D' = §x O D'.

Pareillement , les paralleles D D", E E
BB donnent DE : BE :: D'E': B/E ;or 1é-
quation A'x D E=(Qx B £, quz nous avons
parciilement trouvée ci-deffus, donne D E -
BE::Q:R';donc D'E' : B'E'::Q . R ::
Q: P S;donc (P + S)xD'l'==Q x B'E".

Prenons maintenant dans linterfc&ion
ZTdes deu. plans , un point fixe 1. & cher-
chons la diftance TE’ de ce point , au point
E' qui correfpond au point £ par lequel pafle
la réfutantc, Il eft clair que A'D' =T 1 =
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TA,CD'=TC—TU',D'E'=TE' —TD,
B' &' TB'— T E'. Subftituons ces valeurs
dans les deux équations Px A" = Sx O
& (P4-S)x D' E'=Qx B’ E’ , nous aurons
PxTD s PxTA =SxTC'—8Sx TD , &
(P8 TE —(P=-8)TD'=Qx TB —
Qx TE'. Or, de ces deux équations, la pre-
miere donne (P4-S) TE =PxT A4 =
Sx T (7; fubftituant cette valeur dans la fe-
conde, ona (P4 8)x TE' — PxTHA —
SxTC=0QxTB —Qx TE'; raflemblant
donc tous les termes multipliés par TE
onaura (P+ Q4+ X TE =PxTA4 +
QxTB 4SxTC. Donlon tire TE =
PxTA +Qx TB'+ 8x TC
P+Q45S °
Or cette expreflion de la diftance TE', cft
récifément celle que 'on auroit pour trou-
ver la diftance 2 laquelle pafferoit la force
réfultante , fi les trois forces P,Q, S, éroient
toutes trois dans le plan Z' V7, & paffoient
par les points 4', C', B’, correfpondants
aux points A, C, B par lefquels elles pafent
réellement. Donc i on concoit la droite
T X perpendiculaire au plan Z 77, on trow
vera la diftance TE' de la réfultante Z, 2
cette droite, en prenant la fomme des mo-
ments * 3 ’égard de cette droite , comme fi

%11 faut obferver ki, &tpogg Ja (e, que par le mot gy
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toutes les forces, fans changer de diftance a
cette méme droite , éroient toutes dans le plan
ZV auquel elle eft perpendiculaire; & divi-
fant cette fomme de moments” par la fomme
des forces.

Il ne refte donc plus, pour fixer le point E,
que de connoitre la diftance £ E’, ou, (en
menant EE" parallele 3 ZT) la diftance TE" &
laquelle cette méme force paflc , & I'égard
de Z7. Or il eft clair, daprés ce que nous
venons de dire fur la diftance TE’, que pour
avoir la diftance T£” , il faut de méme , cona
cevoir un plan paffant par Z 7', & parallele
aux dire&ions des forces; prendre la fomme
des moments a 'égard de 7'Z qui eft I'inter«
feftion de ce plan avec le plan Z/; prendre,
dis-je , la fomme des moments a I'égard de
TZ , comme fi toutcs les forces fans changer
de diftance au plan £V, éroient toutes dans le
plan X7 ; & divifer cette fomme de moments,
par la fomme des forces. Alors on aura tout
ce qu'il faut pour fixer le point E par ou
pafle la réfultante.
ral fomme des moments , on{On doit de méme , par ce mot
doit entendre la fomme des|/omme des forces, entendre la
moments des forces, qui ten-|fomme de celles qui agiflent
dent 3 faire tourner dans un|dans un fens, moins la fomme
fens, moins la fomme des mo-{de celles qui agillent dans

ments des forces qui tendent i | 'autrs,
fire tourner en ftns oppofé.
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2 5 6. Confidérons maintenant les forces
dont les dire&tions ne font ni dans un méme
plan ni paralleles.

Soient ( fig. 77 ) P, Q, R trois forces
dirigées fuivant les lignes 4 P, B Q, CR
firuées dans des plans différents. Concevons
un plan quelconque X Z, rencontré en I,

ar ladirc&tion AP ; en F, par la direttion,
BQ; &en L, par ladire¢tion CR. Comme
on peut ( 228 ) fuppofer une force appliquée
a tel point que I'on veut de fa direction, j'ima-
gine ces trois forces appliquées aux points
H,F, L, &repréfentées par les lignes HV,
FT, LK prolongements des lignes AP, BQ,
CR, au-deffous du plan X Z, & je fuppole
que ces forces foient repréfentées par les
lignes HV, FT', LK. Concevons encore que
par les droites A H, EF, CL, on ait mené
des plans perpendiculaires au plan X 7, &
dont les interfeCtions avec celui-ci, foient les
droites GHN, EFY , DLM. Cela pofé, il eft
évident que je puis décompofer chacune de
ces forces en deux autres , dont l'une foit
dans le plan X7 ; & l'autre foit perpendicu-
laire a ce méme plan. Par exemple, je puis
décompofer la force H V', en une force
dirigée fuivant N, & une autre force diri-
gée fuivant HO perpendiculaire au IE)lan XZ.
Enforte , qu'aux trois forces H ¥V, F T, LK,
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je puis fubftituer les [ix forces HN, F ¥V , LM,
HO,FS, L1, dont les trois premieres font
dans le plan X Z, & les trois dernieres font
perpendiculaires a ¢z méme plan.

Or on peut , par ce qui a ¢été enfeigné
(254 ) réduire les trois forces HN , F¥ , LM
3 une feule qui fera auffi dans le plan X Z.
Et par ce qui vient d’étre dit (255 ) on peut
réduire les trois forces HO, F§, L1, a une
feule, qui fera perpendiculaire au plan X Z.
Donc en général, quelque nombre de forces que
lon ait, & quelques diredions que ces jior-
ces puiffent avoir, on peut roujours les réduire
¢ deux rour au plus, Uune dirigée dans un plan
connizy & [autre perpendiculaire & ce plan.

Quoique la démonftrationde cette propofi=
tion ne paroifle applicable qu’au cas otr tous
tes les forces rencontrent le plan XZ quion
achoifi, il eft cependant facile de voir qu’elle
a généralement lieu. Car {i on congoit qu’a-
pres avoir ainfi réduit & deux , toutes les for-
ces qui rencontrent ce plan, on vient a en
changer la pofition fans cefler de rencontrer
ces deux réfultantes, on pourra toujours lui
trouver une pofition propre a rencontrer les
direCtions de celles qui lui étoient d’abord pa=
ralleles.

25 7. Il n’en eft donc pas des forces di-
rigées dans différents plans, comme de celles
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qui font toutes dirigées dans un méme plan
Celles-ci peuvent toujours étre réduites 3
une feule, ain(i que nous l'avons vu. Mais
celles-1a {e réduifent 2 deux, qui ne peuvent
Ctre réduices a une feule, que dans le cas on
1a réfultante des forces qui agiffent dans le
plan XZ | rencontreroit celle des forces pers
pendiculaires au méme plan,

2§ 8. On peut donc, par ce moyen, troue
ver les deux réfultantes de tant de forces
que l'on voudra , lorfque ces forces font dis
rigées dans des plans différents. Mais quoi
que c¢ moyen puifle étre utile, dans beaucoup
de cas, il n'eft cependant pas le plus commo-
de pour la réfolution de Eeaucoup de quel-
tions ; ceft pOurquoi nous allons en enfeigner
un autre. )

Soit donc P ( Fig. 78) l'une quelconque
des forces propofées, & A B la ligne qui
peut la repréfenter. Soit X un point fixe quels
conque; XZ, XV, X Ttrois droites perpens
diculaires entre-elies, Si fur 4 B, comme dia-
gonale , on forme le parallélogramme rec-
tangle A D 5 C, dont le plan foit perpendi-
culaire au plan V' X [, & dont le coté BEC
foit parallele 8 XZ ; gu’enfuite fur BD comme
diagonale , on forme le parallélogramme rec-
tangle DFBE, dint le plan {oit parallele au
plan Y Z T, & dont les cotés Bf , BE

{oient
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foient paralleles aux droites X7, XV ;i eft
clair 1°, qu'a la force 4 B, on peut {fubftituer
laforce B C parallelea X4, ou perpendicu-
laire au plan YXT', & la force B D parallele
a ce méme plan. 2°, Qu'a certe force B D,
on peut {utflituer la force B £ parallele 3
XV, ou perpendiculairc au plan Z X T, &
la force B F parallele a X T ou perpendicu-
laire au plan Z X ¥, enforte que la force P.
ou AB, fe trouvera décompofée en trois
forces paralleles 2 trois lignes perpendicu-
laires entre-elles, ou, ce qui revient au mé-
me, fe trouvera décompofée en trois forces
perpendiculaires a trois plans qui feront per-
pendiculaires entre-eux,

Or, ce que nous difons ici de la force P,
eft évidemment appliquable 4 toute autre
force qui ne fera point perpendiculaire a I'un
de ces trois plans. Donc {i on congoit tou-
tes les forces telles que P, ainfi décompo-
fles, & quon réduife enfuite a une feule
par la méchode donnée ( 255 ), toutes les
forces perpendiculaires au plan ZXT'; qu'on
fale la méme chofe, ' our les forces perpen-
diculaires au plan Z X V" ; enfin, la méme
chofe , pour es forces perpendiculaires au
plan #+ X T, on voit quon pourra toujours
réduire tant de forces que Yon voudra, diri-
gées dans différents plans., a trois forces
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perpendiculaires 2 trois plans qui feroient
' pcrpcndlculalres entre-cux.

Si quclqu une des forces {e trouvoit pa-
rallele a quelqu'une des droites XZ, XV,
X T, alors fes compofantes paralleles aux
deux autres droites feroient cenfées zéro

Teclsefont les principes généraux de |
compofition & de Ila décompofition des
forces.

Des Centres de Gravité.

25 9. Avant que de nous occuper des
effets particulicrs que peuvent produire fur les
machines ou en géncral fur les corps d'une
firu&ture ou d’une matiere connue, les forces
dont nous venons de confidérer les propriéés
générales, il faut nous arréter fur les centres
de gravité , dont lIa connoiflance importe
beaucoup pour la dérermination des mouve-
ments dont ces machines ou ces corps peu
vent ¢rre fufceptibles,

Rappellons-nous , que nous avons dit
{2c2) que les dire@ions fuivant Jefquelles la
pefanteur agit fur les particules matérielles
d’un corps ), font parailelcs ; & que cette
force tend a communiquer 2 chaque pame
de matiere , la méme vitefle dans le méme
temps.

260. On appelle Centre de gravité d'un
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corps , ou d'un fyfidme de corps, ( ceft a-
dirc , d'un aflemblage quelconque de corps)
le point par ou pafle la force réfultante des
forces particulieres dont chaque partie de ce
corps ou de ce fyftéme , feroit animée par
laction naturélle de-la pefanteur, dans quel-
que fituation qu'on mette ce corps , ou ce
fyitéme.

Par exemple, fi dans la pofition attuelle
du triangle A B C ( Fig. 79 ) la force , réful-
tante des aCtions d= la pefanteur fur toutes les
parties de ce triangle , pafle par un cerrain
point G de fa furface ; & que dans une autre
fitvation a b ¢, elle paffe encore par le méme
point G, ce point G s’appelle le centre de
gravité. Nous verrons dans peu , que
cette réfulrante paffe toujours par le méme
point , dans toutes les fituations poflibles
du corps.

24 1. La détermination de ce centre eft
facile , apres ce que nous avons dit {ur 'ufage
des moments pour trouver la réfulcante de
plufieurs forces paralleles,

En effer , fotent M, N, P, (- Fig. 80)
tant de corps que l'on voudra , dont( pour
ce moment ) nous confidérons les mafles
concentrées aux points B, 4, C, que
nous fuppoferons d’abord dans un méme
plan. Soit p la viteffe que la pefanteur tend

Va
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3 imprimer a chacun dans un inftant , & qui
(202) eft laméme pour chacun. Alors p x M,
pxN,pxPoupM,pN,pP feront les
quantités de mouvement , ou les forces avec
Iefquelles ces corps tendent a fe mouvoir
fuivant les dire&tions paralleles C"C, BB,
4" A, Or, fuivant ce que nous avons dit
(351), pour avoir la pofition de la force ré-
fultante , 1l faut prendre la fomme des mo-
ments 2 I'égard d’'un point quelconque T pris
fur unc ligne perpendiculaire a ces direc-
tions , & divifer cette fomme, par la fom-
me des forces 5 on aura donc, pour la
valeur de la diffance TG " a laquelle pafle

cetee réfultante | on aura dis]e, e
'/llx[L' NxT 4! PxT” .
1G" = }-—————I-’;i ”N;T);p—-———, qui en
fupprimant le fatteur commun p, fe réduit &
1 e
TG”:: Mx TB' .ZIN:;A ;_P xTC . Or, en
menant les lignes B B’ , 4 A", C (' paralle-
les a TG”, & termindes a la verticale T(';
1maginant de plus, que le point G pris fur
Ia dire@ion de la réfultante , cft le centre
que nous cherchons, & menant G G’ aufli
paralleled TG, on a ¥ ¢'=G' G, I'E'=
BB ,TA"=4d 4’, [C”__CC’ donc
GG,——.: ]VIVJS‘.B’-;.NX/IA’-;-PxCC’ Cell-3-
B Ny P
dire , en reftraignant le mot de momemrs2 &
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n’entendant par ce mot , que le prodmt de la
mafle d’un corps par fa diftance a une ligne
droite,

La diflance du centre commun de graviié de
plufieurs corps d une ligne droite , fe trouve
en divifant la jbmme des moments de ces corps ,
(pris par rapport @ cette ligne ) par la fomme
des malfes.

Concevons maintenant que 'on renverfe le
{yftéme des corps M, IV, P, enfortc que la
ligne T A" qui étoit horifentaie , devienne
verticale ; & au contraire pour la jigne 7C";
alors on démontrera de méme , que pour
avoir la diftance de la réfultante , a la ligne
14" qui ett alors verticale , il faut prendre
la fomme des moments a I'égard de T4, &
divifer cette fomme , par celle des mafles.
On aura donc, de méme , - . . ..
GG HR BB Nx A4 PrCC" ayan

M-V P

dérerminé les diftances de G aux deux ngncs
fixes & connues T 4" & TC', il eft évident
que la pofition de ce centre eft connue , puif-
que les dittances BB', BB", A4’y A A", &c.
font connues , attendu qu'on ¢éft maitre de
prendre , par-tout ol 'en voudra, le point T’
par cionmene 14’ & 1'C/.

26 2. Siles diftances # A", B B", &c,
font chacune zéro; c'eft-a-dire , fi tous les

1?’
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corps font fur une méme ligne droite T 4"
alors la fomme des moments, par rapport a
cette droite, eft zéro, donc la diftance G G”
eft aufli véro. Donc fi plufieurs corps , conf dérés
comme des poi-ts, font [ur une méme ligne
dro:te , leur centre commun de gravite , ¢ft auﬁ‘
fur cette méme ligne droue

26 3. SiPon menoit les lignes 74", TC
de maniere que 'une ou lautre , ou toutes
deux, fe trouvailent avoir des corps de part
& d’autre ; alors au lieu de la fomme des
moments , il faudroit dire la fomme des mo-
ments des corps qui fe trouvent d’un coté,
moins la fomme des moments des corps quife
trouvent de l'autre. Quant au dénominateur
- de la fra&tion qui exprime Ia diftance du cen-
tre de gravité, il fera toujours compofé do
la fomme des mafles , parce que toutes les
forces de ces mafles , en vereu de leur pefan-
teur , agiffent toutes dans le miéme fens,
Cela eft général pour quelque nombre de
corps que ce foit, qui étant confidérés comme
des poiats, fon* tous dans un méme plan, Et
tout cela cft une fuite de ce quia écé dit (251)s

Les lignes T4’ , T' A" sappelient Axes
des Moments.

26 4. Si Von concoit maintenant, que
le point T' que nous avons pris d'abord
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arbitrairement , {foit fur le point G ; alors
G G' & G G" deviennent , chacune y zéro.
Donc la fomme des moments par rapport
a I'C" & la fomme des moments par rapport
a IT'A”, doivent alors étre zéro, chacune.

26 5. Préfentement, je dis que fi la fom-
me des moments de plufieurs corps , par
rapport a la droite RS qui paffe par lepoint
G (Fig.81) eft zéro; & 5’1l en eft de mCme
de la fomme des moments, par rapport 2
Ia droite P Q perpendiculaire 8 RS, & qui
paffe par le méme point G ; la fomme des
moments par rapport a toute autre droite MN
paflant par ie méme point G, {era aufli zéro.

En effet , ayant mené les perpendiculai-
res AA' ) AA", AA" , {urles lignes PQ, RS,
MN; (i Ton fuppo ¢ que leepoint [ eft celui
ot AA rencontre M N ;le triangle re&angle
G A' I donnerafin GIA oucof PGM: G A’

"o AT, A __./JA YinbGM
oudA":: fin PGM: AI___————‘UJ P > onc

Al= A4 — AT=A4 — 2220,

dans le triangle reGangle I 4 4", on aura

(en fuppofant le rayon==1)1 : 4 1:: fir

ALA" oucof PGM: A A 5donc 4 A" ==

Al x cof PGM, ceft-a-dire, 4 A" =

AA" cof PGM— A A" fin PGM;V& par con-
A

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



312 CoUuRrs

féquent en multipliant par la mafle 4, on
aura‘lt moment A x A A" =Ax A4 x
cof PG ¥l —AxAA" xfin PGM; c’cft-a-dire
que le moment du corps A4 , a Iégard de
Paxe M N, cft égal au cofinus de l'angle
PG multiplié par la fomme des moments 2
Pégard de l'axe P Q, moins le {inus du méme
angle PGM, multiplié par la fomme des mo-~
ments a I'égard de I'axe R S.

Or il eft facile de voir que la méme chofe
aura licu a I'égard de tout autre corps, ala
difiérence des fignes pres , felon que les
corps feront d'un méme , ou de différents
€dtés de M N. Donc {i on fait une fomme
de tous les moments a 'égard de axe M N,
on trouvera quelle eft égale au cofinus de
Fangle P G M, ,muldplié par la fomme des
moments a I'égard de PQ, moins le finus de
PFangle £ G M multiplié par la fomme des
moments a Pégard de RS, Or chacune de
ces ceux dernieres fommes eft zéro , par la
{fuppofition ; donc leurs produits par le co-
finus & par le finus de l'angle PGAM, feront
zéro ; donc aufll le fomme des moments a ['é-
gard de axe quelconque M N paffant par le
centre de gravieé G, eft 7éro.

266. Concluons donc de-13 que Pac-
tion rélultante de toutes les aftions parti-
culieres de la pofanrewr fur chacune des
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partlesdun fyfiéme de corps, pafle toujours
par un méme point de ce fyﬁcme quelque
pofition que ce fyfttme qmﬁ”@ avoir ; car ce
n'eft que par rapport a la diredtion de la
réfultante que la fomme des mements de plu-
fieurs forces paralleles, peut étre zéro (253).

Au refte, quoiqu’il n’ait été queftion, juf-
qu’ici , que des corps dont les centres de
grav1té font dans un méme plan, cela ne
sétend pas moins au cas ol lcs parties du
fyﬂemc font dans diflérents plans : ceft ce
qu’on va voir, par ce qui fuit.

267. Si les corps , toujours confidérds
comme des points, ne font pas dans un méme
plan , on concevra un plac horifontal X Z
(fig 76); & de chacun des pomts pefants

, 3, on imaginera les verticales P 4,
Q B b C; & pour détermmer le point £ par
olt paffe la réfultante R E dans la dirc&lion
de laquelle doit étre le centre de gravieé |
on prendra ( 255 ) les moments par rapport
a deux droites fixes T X, T Z prifes dans
le plan horifontal Z X, & perpendiculaires
entr’elles , on prendra, dis-je, la fomme des
moments comme fi tous les corps éroient dans
cz plan horifoneal ; & ayant divifé chacune
de ces deux fommes de moments , par la
cimme des mafles P, Q, §,0naura les deux
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diftances E'E , E” E., 1l ne fera done plus
queftion que de trouver , a quelle diftance £G
au-deffous du plan horifontal X Z , fe trouve
cc centre. Or fi I'on imagine la figure ren-
verfée , de maniere que le plan X Z devienne
vertical , & que Z V7 foic alors le plan ho-
rifontal ; on voit , par le méme principe , que
pour avoir la diftance E’ G’ correfpondante
& égale a la hauteur cherchée E G, il faut
prondrc la fomme des moments par rapgort
a Z T, comme fi tousles corps éroient dans
le plan Z V7, & divifer cette fomme de mo-
ments, par la fomme des maffes; alors on
a tout ce qu'il faur, pour déterminer la po-
fition du centre de gravité.

2 6 8. Donc, pour récapituler, la recher-
che du centre de gravité fe réduit,

1°. Lorfque tous les corps confidérés,
comme des points, font {itués fur unc méme
ligne droite (fig. 82), a prendre la fomme
des moments par rapport a un point fixe F
pris arbitrairement fur cette ligne , & divifer
cettc fomme par la fomme des mafles : le
quotient, eft la diftance du centre de gra-
vité G, 3 ce méme point F,

2°. Lor{que tous les corps confidérés,
comme des points, font tous dans un méme
plan : on imaginera par un point T'( fig. 80}
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ris arbitraircment dans ce plan , deux lignes
1'4", T A perpendiculaires I'une a P'autre ;
& ayant mené des perpendiculaires, de cha-~
que point pcfant , fur chacune de ces deux
lignes , on imaginera que ces points pefants
font 2ppliqués fucceflivement fur la ligne
I'A", & furlaligne T'4’, chacun au point
ol aboutit fa perpendiculaire. Et I'on cher~
chera, comme dans le cas précédent , quel
eft alors le centre de gravité G fur T4"; &
quel eft le centre de gravité G’ fur T4’ ; me-
nant enfin par ces deux points , les lignes
G'G, G'Gyparailelesa T A" & T A', leur
point de rencontre G fera le centre de gra-
vité cherché.
3°. Enfin , lorfque les corps confidérés,
comme des points , feront dans différents
plans , on imaginera trois plans , I'un hori-
fontal { Fig. 76) & les deux autres verti-
caux, & perpendiculaires entr'cux. De cha-
que point pefant on abaiffera une perpen-
diculaire fur chacun de ces plans ; on prendra
la fomme des moments , par rapport & cha-
que plan, & divifant chaquc fomme , par
la fomme des maffes, on aura les trois dif-
tances du centre de gravité a chacun de ces
plans.
2§ 9. Sur quoi , il faut toujours fe fouve-
nir que quand quelques-uns des corps fe
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trouvent de différents cotés du point, ou de
la ligne , ou du plan, par rapport auquel
on confidere les moments, il faut prendre avec
des fignes contraires , les moments des corps
qui fe trouvent de différents c6eés.

2770, Placons ici une obfervation qui fuit
immédiatement de ce que nous venons de
dirc, & qui peut abréger, dans plufieurs oc-
cafions, la détermination du centre de gra-
vité, & d’autres recherches.

Puifque la diftance du centre de gra-
vité eft égale a la fomme des moments,
divifée par la fomme des maffes; fi le point,
la ligne, ou le plan par rapport auquel on
confidere les moments , pafle par le centre
de gravité, cette diftance érant alors zéro,
1a fomme des moments , doit donc aufli éue
égale 3 zéro. Donc, en général, la_fomme des
moments par rapport a tel plan que ce foir qui
pafje par le centre de gravite , eft zéro.

27 1. Jufqu’ici nous avons confidéré les
corps comme des points ; & nous avons vu
comment on détermine le centre commun de
gravité de tous ces points, en quelque nom-
bre qu’ils foient. Or, un corps d’un volume
& d'une figure queiconque , n’étant autre
chofe que l'affemblage d’une infinité dau-
tres corps , ou parties matérieiles , que
Pon peut confidérer comme des points , il
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senfuit donc que par la méme méthode on
peut déterminer le centre de gravitd d'un
corps de figure quelconque; & nous allons
cn voir diverfes applications dans un mo-
ment.

Et puifque le centre de gravité n'eft au-
tre chofe que le point par ou pafle la réful-
tante de tous les efforts particulicrs que font
les parties d’un corps pour obéir a leur pe-
fanteur 5 que dlailleurs cette réfultante eft
égale a la fomme de tous ces efforts parti-
culiers ; concluons-en qu'on peut toujours
fuppofer tout le poids d’un corps réuni a fon
centre de gravité , & que ce poids y feroit
le méme effer, qu’il eft capable de faire fur
ce point , dans fa diftrjibution atuelle fur
toutes les parties du corps. |

27 2. Donc lorfqu’on aura a trouver le
centre commun de gravité de pluficurs maf-
‘fes de figures quelconques, on commencera
par chercher le centre de gravité de chacune
de ces maffes , ce qui eft facile actuellement.
Puis , confidérant le poids de chacune de ces
mafles comme réuni a fon centre de gravité ,
on cherchera It centre commun de gravieé,
comme fi tous ces corps ¢toicnt des points
placés & I'endroit ou chacun a fon centre de
gravité particulier.

27 3. Donc tout ce que nous avons dig
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jufqu’ici fur le centre commun de gravité
de plufieurs corps coniidérés comme des
points, a également lieu pour les corps de
figure quelcongue, en prenant, dans I'éva-
l'vat'on des moments , pour diftance de chaque
cOTpS . la diftance de fon centre de gravité
particulier.

27 4. Donc fi plulieurs corps de que/ques
Sfioures qu’ils /ozent , ont leurs centres parti
culiers de gravié dans une méme ligne droite ,
ou dans un méme pl'ny leur centre commun
de gravité f[era auffi dans cette méme ligne
droue y ou dans ce méneplan. Cela fe démontre
comme on ’a fair { 262).

2 /5. Venons aux applications. Soit
A D (Fig. 83 ) une ligne droite uniformé-
ment pefante. On voit facilement & fans le
fecours d’aucune démonfiration , qu'elle doit
avoir fon centre de gravité dans {on milieu.
Mais pour confirmer par un exemple fimple ,
la théoric des moments que nous venons
d’expofer 5 cherchons ce centrc de gravité
par ces mémes principes.

Concevons donc cette droite partagée en
une infinité de parties telles que Pp; il faue
multiplier chacune par {a diftance 2 un point
fixe ; par exemple, par fa diftance a Pextré-
mité A 5 prendre la fomme de ces produits ,
& dwncr le tout par la fomme des parties
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Pp; ceftadire, par laligne 4 B. Nommons
donc AB, a3 AP, x ;nous aurons Pp =dx ;
le moment de Pp fera xdx, quil faut inté-

grer pour avoir la fomme des moments ;

x* > .
cette fomme fera donc —; & pour lavoir
dans toute I’étendue de la ligne, il faut fup-

o b

al
pofer x = a3 on a donc — pour la f{omme
totale des moments ; divifant donc par la

a .
fomme o des maffes, on a =, pour la.dif-

tance du centre de grav ité, au point 4. Ainfi,
le centre de gravité dune ligne droire um—
formément pefante, eft dans ion milicu ; ce
qui eft d'ailleurs évideut

276 Donc 1° pour avoir le centre de
gravié du contour d'un polygone quelconque
(Fig. 84), il faut du milieu de chaque c6té,
mener des perpendiculaires fur deux llgnes
fixes 4B, AC, tirées dans lc plan de ce
polygone ; & confidérant le poids de chaque
cHté , comme réuni au milieu de ce coté,
chercher le centre commun de gravité de
ces poids comme il a éed die (261).

277. 2° Le centre de graviie de la fur-
fuce dun parallélogramme quelcongue e/t az
miliew de la ligne qui joint les milieux de deux
cGzés oppofés. Car en concevant le parallélo«
gramme compofé de lignes matérielles pa~
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ralleles 3 ces deux c6tds , chacune aura fon
centre de gravité fur la ligne qui pafle par
fes milieux de ces deux mémes cotés. Le
centre commun de gravité da toutes ces li-
gnes tera done fur cette méme ligne. Il fera
d’ailleurs au milieu , puifjue cette ligne
confidérée comme chargée de tous ces poids,
eft uniformément pefante,

2 78. 3° Pour ayoir le centre de gravité de
la furfice dun triangle ABC " Fig. 85 ), il faut
du fommet A4, mener au milicu D du cdé
oprofé BC la droite 4 Dy & yrendre, a
c. mpter du point /2, la partie DG =1 4D,

En effoe, ladroite 4 D qui divife B Cen
deux parties égales au point D, divifera
a.fli, en deux parties égales, toute droite

1IN parallele 3 BC 5 donc fi on confidere
la furface du triangle comme l'affemblage
de pluficurs lignes matériclles , paralleles a
BC, la lipne 4D qui paffc par les centres
de gravieé particuliers de toutes ces lignes,
paffera aufli par leur centre commun de gra-
vité (26 ), c’eft-d-dire, par celui du triangle,
Par la méme raifon laligne CE qui pafleroit
par le milicu de 4 B, pafltroic aufli parle
centre de gravité du triangle ; ce centre eft
donc au point d’interfection G des deux li-
gnes CL & AD. Or fi Pontire E D ,elle
fera parallele a 4 C, puilquelle divife en
| ” deux
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deux parties égales les deux co6tés A B, B G,
Les deux triangles EG D, 4 G Cferont dong
femblables , ainfi que les triangles 4 B C,
EBD; on aura donc GD : AG ::E D
AC:: 8D : BC:: 1:2; GD eft donc
moiti¢ de 4 G 5 & par conféquent le tiers
de 4 D.

27 9. Concluons de-12 que o r avoir le
centre de gravite G d'un trapéze ( Fig. 86),
il fau® par les milieux £ & F des deux c6tés
paralleles CD & 4 B, mener EF; & parc.s
mémes points , mener aux deux angles op~
pofés A & D les lignes £ A4, F D puis
ayant pris Eg=1E A4, Fg'={ FD; me~
ner g g’ qui coupera EF au point cherché G,

Car en raifonnant comme nous l'avons
fait pour le triangle, on voit que le centre
de gravité G doit étre fur EF. D’ailleurs,
g & g’ érant ( 278 ) les centres de gravité
particuliers des deux triangles CA D, A DB
quicompofent le trapéze A B D C, le centre
commun de gravitd de ces deux triaffiihes,
ou du rrapefe, doit étre fur gg/, (262 ); il
doit donc étre a l'interfe&tion G.

Comme nous aurons befoin par la fuite,
de la diftance F G, déterminons-la tout de
fuite.

Menons les lignes gh & g’ b’ paralleles &
AB,Puifquegb=3+AdF,& Fg=1FD,

X
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onaura gh=5AF & gh'=1ED ;cu
gh=:48, &g’/z:c‘CD Par la méme
a1fonE/z~ S EF, Fh = % EF; donc
hb = > E F. Or les triangles femblables
Ghg, G g’donnent gh:Ghi:g'h: Gl
donc gh-—i—g'/z Gh GH g’ W :Gh;
Ceftz anc,éz‘;B—{—- CD:1EF::1CD:Gl;

*EF%CD .
donc G/ :,75"717’ donc FG quieft =
. 2EFxCD
ey — X —}- -q=
Fi! - Gl fera =1 EF - ST oD’ &f-a
‘- ‘FFx(AB+zCJ) .
dire, F'G — AD5 (D Ceci nous

fervira dans peu , a trouver Ic centre de
gravité de la partie fubmergée de la cartne,
dans les vaiffeaux.

Remarquons, en paffant , que fi la hau-
teur du trapéze éeeir infiniment petite, &
les deux cotés 4 B & C' D infiniment peu
différents ; alors ces mémes cbHtés doivent
Etre réputds égaux ; enforte que la diftance

I'G {e réduit a = EF%ﬁE ou, - EF;Ceft-

"3-dir¢ , que dans ce cas, le centre de gra-
vité cft 3 égale diftance des deux bafes op-
pofées.

2 80. Il eft donc facile maintenant de
trouver le centre de gravité de la furface d'un
polygone quelconque ( Fig. 87 ). Il faut le par-
tager en triangles , & ayant déterminé le
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centre de gravité de chaque triangle, de la
maaiere quon vient de I'enfeigner , on dé-
terminera le centre commun de gravité de
tous les triangles ; en les confidérant comme
autant de mafles proportionnelles & leur
{furface , & réunies chacune a fon centre de
gravité particulier. Ce qui fc fera comme il
aété enfeigné (261).

On voit altuellement comment on peut
déterminer le centre de gravité de la furface
de tout folide terminé par des furfaces
planes. .

2 81. Au refte, il n’cft pas toujours né-
ceflaire d'avoir recours aux moments, pour
trouver les centres de gravité, Par exemple ,
s'il s'agiffoit de trouver le centre de gravité
du contour du pentagone régulier ABCDE
(Fig. 88 ) 5 je menerois de I'un 4, des an-
gles , une droite A F au milieu £ du c6té op-
pofé C D. J'en menerois parciilement une
{econde , de l'angle E , au milieu du coté
oppofé B C, I'incer{eétion G de ces deux li-
gnes {eroit le centre de gravitd,

En efict , le centre commun de gravicé
des deux cOtés A B, AL | eft au milicu ¢ de
la ligne ba qui pafle par leurs milieux ; cela
¢ft dvident. Le centre commun de gravité
des deux cotés BC, D E, eft par la méme
rifon, au milieu de la lighe Id qui pafle par

: 2
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leurs milicux. Enfinle ¢c6té CD, 4 foncentre
de gravitd en F. Or il et facile de voir
que la ligne A F pafle par les milieuxc, e,
& F; elle pafle donc par le centre commun
de gravité des cing cotés ; un raifonnement
femblable, prouvera que IE pafle aufli par
ce centre jcecentre eft doncal’ mterfe&lon G;
de AF & de IE.

2 8 2. En raifonnant comme nous I'avons
fait pour le triangle , on prouvera que le
point G eft auili le centre de gravité de la
furface du pentagone régulier.

Etr en général, on prouvera de la méme
maniere , que le centre de gravité du contour,
ainfi que de la furface d’'un polygone régulier
d’un nombre de coté impair, cft au point
d’interfc&tion de deux droites dont chacune
eft menée de 'un des angles , au milieu du

coté oppofé. Et lorfque le nombre des cotés

eft pair, ce centre eft '1u point d’interfec-
tion de deux lignes mendes par les milicux
de deux cotés oppofés : dou 'on conclu-
roit, sl en droit befoin, que le centrede
oravité de la circonférence & de la furface
d’un cercle , eft au centre.

Quand le nombre des lignes, furfaces,
corps , &c. dont on a a trouver lc centre com-
mun de gravité , n’eft pas confidérable , on
peut faire ufage de ce que nous avons dit( 238
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& 239 ). Far exemple , {oient trois points
A, B,C(Fig.89)qui foient les centres dc
gravité de trois lignes , ou trois furfaces, ou
trois corps , dont les poids font repréfentés
par les maffes 47, N, P. Ayant joint deux
de ces points C & B, par la ligne BC, on
partagera B C en D, de maniere que 'on ait
N:P::CD:BD,ouNy-P:N::CB:
CD; le point D ferale centre commun de
gravité des deux poids P & . On menera
enfuite D 4 ; & imaginant la rotalité N+ P
des deux maffes N & P raffemblée en D , on
partagera, de méme , D A, en raifon inverfe
des deux maffes M & N+ P , ceft-a-dire,
de maniere que N+P:M:: AE:DE, ou
que Net=P+M: M:: AD: DE,le point-
E fera le centre commun de gravité des trois
poids M, N, P. On continucroit de méme,
pour un plus grand nombre de corps.

2 § 3. Concluons, de ce qui précede, que
Yon peut avoir facilement le centre de gra-
vité de la furface & de la folidité de tout
prifme & de tout cylindre.

En efict, il eft évident que ce centre doit
étre au milieu#de la ligne qui paffe par les
centres de gravité des deux bafes oppofées ;
puifque ces corps font compofés de tranches
parfaicement égales & femblables a la bafe,

X 3
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que l'on peut confidérer comme autant de
poids égaux uniformément diftribués fur cetee
ligne.

28 4. Pour ayoir I centre de gravite G
dune pyramide triangulaire SABC ( Fig. 90 ),
il faur, du fommet , mener au centre de gra-
vité F de la bafe, la droite S F, & prendre
fur cette ligne , 3 compter du point F, la
partic BG == { §B.

En voeici la raifon. Du milieu D du coté
AB, menons DC, D§, & ayant pris D F =
2CD,&DE=1DS, les points F & E
feront les centres de gravité des deux trian-
gles ABC, ASB.

Cela pofé, {i I'on concoit la pyramide,
compofée de plans martériels paralleles 3
ABC, laligne S F qui pafle par le point F dc
la bafe paflera, dans chaque tranche , par un
point qui fera placé de laméme maniere dans
cette tranche ( Géom. 199). Ainfi, les cen-
tres de gravité particuliers des différentes
tranches , font tous fur la ligne § F. Par
la méme raifon, les centres de gravité parti-
culiers des tranches paralleles a 4 B S, dont
on peut imaginer que la pyramide eft com-
pofée, fout tous fur E C. Ddnc le centre dec
gravité de la pyramide cft au point G, ol
fe coupent les deux fignes £ §, & £ C fituccs
gdans le plan $D.. Or fil'onmgne F E, elle
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fera parallele 3 €Y, puifque D F érant le tiers
de DC, & DE le tiers de D S, ces deux
lignes D € & D S font coupées proportion-
nellement, Les deux triangles F £G,GCS
feront donc femblables entr’eux, 821l en fera
de méme des deux triangles U FE, DCS
onauradoncFG:GS::FE:C§:: Df:
DC::1:3;donc FGeftletiersde G S, &
par conféquent le quart de F' 8.

28 y. Comme on peut décompofer tout
folide, en pyramides triangulaires, connoiflant
actuellement le centre de gravied dunz py-
ramide triangulaire , il eft facile, a 'aide des
moments , de trouver le centre de gravitd
d’un corps quelconque,

2864. Telle eft Ia maniere générale de
trouver les centres de gravité des figures,
ocu des corps , dont les parties font indépen-
dantes les unes des autres , ou du moins ,
lorfqu’on n’a point expreflion de la loi qui
les lie les unes auxautres.

Mais lorfque les parties d'une figure ou
d’'un corps ont entrelles une relation que
Pon peut exprimer par une équation , on
~peue alors trouver le centre de gravité d’une
maniere beaucoup plus facile, En voici des
exemples.

2 R87. Quil sagifle d’abord dc trouver
le centre de gravité G, d’un arc quelconque

X 4
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de courbe A M ( Fig. 91 ) on imaginera
V'arc infiniment petic Mm; & Pon prendra
pour axe des moments une ligne quelconque
C N parailele aux ordonnées que je {uppofe
perpendiculaites entr'elles. je fuppole de
p-us que la diftance de € a Vorigine A des
abtciffes foit = b, b drant d'aiticurs quel
conque. Pour avoir la diftance Gg du centre
de gravité a laxe CN, il faur {261 ) prendre
la fomme des moments des arcs M m , par
rapport a laxe CNV, & la divifer par la fom-
me des arcs Mm § ceft-a- dire , par lerc
A M. Or l'arc M m étant infiniment petit,
Ia diftance de fon milieu 7, & la droite C N,
doit écre réputée égale 3 MN. On aura donc
Mm x M N pour le moment de ce petit arc.
Mais en nommant AP, x; PM, y; ona
(97) Mm = Vivydy EMN=CP =
b — x ; donc (b — x) v ax + ay eft le mo-
ment du petit arc Mm 5 & par conféquent
J (5 — x) V arxdy, ou Vintégrale de (6—x)
V ix 4y eft la fomme des moments de tous
les arcs infiniment petits Mm , dont larc
A M eft compofd. On a donc G g =
G xj ;‘lx +4" Quant 3 Parc 4 M qui
divife , dans cette quantité , nous avons
donné (- 7) la méchode pour le déterminer
cxawement, lorfque cela fe peut; & (110)
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eclle de le déterminer par approximation.

Par un raifonnemenc femblable , on trou-
vera que la diftance G'g’, du centre de
({./.yl’ dz +d_‘y

AM

Ce font la les formules générales qui fer<
vent a déterminer le centre de gravité d'un
arc quelconque de courbe dont on a I’équa-
tion entre les lignes que nous avons nom-
mées x & y.

2 8 . Si l'arc dont on veut avoir le centre
de gravité , eft compofé de deux parties
¢gales & femblables A M, A M ( Fig. 92)
fituées de part & d'autre de laxe des abf-
cifles 5 alors il eft évident que le centre de
gravité G, fera fur la droite 4 P: il ne fera
donc queftion que de trouver fa diftance au
point C. Or il eft clair que les moments des
deux arcs Mm, M’ m' aI'égard de 'axe NN’
érant égaux , la diftance C G fera , alors,
2f(b——x)1/¢.x +45

M A M

Par exemple , que Tarc M A M’ foit un
arc de cercle, on auray =} 4x — xx, a €tant
le diametre. On trouyera fecilement , &
nous 'avons déja vu (111) que ¥ ax  dy* =

_3ad
T2 Onauradonc 2 f(b—x)V Zydy ==
Vav—-m;

gravité ;a Paxe 4 P, e

¢gale a
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2fsa(b—x)dx -

e —af(b—x)dx(ax—xx) *
Suppofons ;, pour plus de fimplicité, que le
point C foit le centre, alors AC=b="1a;
nous aurons donc 2 [ (b — x) Vi iy =
af({ta—ox)dx(ax—xx )75 = al 4x 2x (89);
intégrale & laquelle il n'y a poirt de conf-
tante a ajouter, parce que, lor{que x = zéro,
elle devient zéro, ainfi que ccla doit étre,
puifqu’alors la fomme des moments eft, évi-
demment, nulle.

Nous avons doncenfin 2 [(b—x) dx Vzr a7
= q Vax—-xx, & par Conféquent. IR

G V ax— xx TaAX2V ax—xx CAXMY
Co=0j; 4= MAN T MAIN
ce qui donne cette proportion M AM':
MM :: CA:CG, qui nous apprend que
la diffance du centre d'un cercle , au centre
de gravité de l'un quelconque de fes arcs, eft
gquatrieme proportionnelle & la longueur de l'arc,
@ fa corde & au rayon.

On peut appliquer ces formules 2 toute
zutre courbe : nous paffons aux centres de
gravité des furfaces prancs termindes par des
lignes courbes.

2.89. Si 'on demande le centre de gra-
vit€¢ de la furface 4 PM (Fig. 93 ); nous
fuppoferons que G repréfente ce centre, I
faudra pour avoir la diftance G g, prendre
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lIa fomme des moments des petits trapczes

MFPpm, par rapporta C N, & la divifer par
la fomme de ces trapézes ; c'cft-a dire , par
Iefpace AP M. Cr le centre de gravité i de
ce petit trapéze doit éetre au milieu de la
droite n k ¢galement éloignée de M P &
de mp; milieu que Pon peut fuppofer Etre
fur M P, & caufe de la lLauteur infiniment
petite P p 5 on aura donc la diftance i/ =
CP ; ainfi le moment de P p m M, fera
PpmMxCP,ceft-3-dire, (b—x) ydx ,en
appellant toujours CA4,4, & A Px Donc
la fomme des moments fera f(b—x) ydx, &

par conféquent la diftance G g fera.. .
J(b—x)ydx

APM

On trouvera de la méme maniere quc la

) oy
diftance Gg’:fd—y{,TJ

2 9o. En général, on trouvera de la méme
maniere , le centre de gravité de tout efpace
plan, enle décompofant en trapezes infiniment
petits.

Par exemple , s’il s"agit du triangle A N N*
(Fig. 94), on prendra la bafe N N’ & la
hauteur A C pour axes des moments ; & nom-
mant AP, x; MM ,y;& 4C,5,onaura
MMm' m—=ydax; & le moment de ce tra=
peze a I'égard de N C, fera (b —ux ) y dx. En
forte que la diftance G g du centre de gra-
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. b—x)ydx
) Iy f( L 3
vité, ala bale, fera=——-==. Or fi I'on nom-

me ¢ la bafc,onaAC:AP::NN"MM’

Ceft-a-dire, b:x::c:y ::—-— ; donc

J(6—x)ydx, devient f(b— x)
S+ (bxdx — x*dx ), qui vaut o txl Z;)
ou —[; b—2x) Orla furfacc ANM’C&
AEMxAP cx?
U=z
7 (3_’-")
de gravité, eft —-—-—-————oug(gb— 1),
2b
qui , lorfque x =24, devient + 4. Donc G g
L4, Or {i 'on mene laligne 4 G L, les
trxangles femblables 4 CL, GglL donnent
LG:LA::Gg:4C: "b b::1:3;donc
LG=7 LA ce qui s accorde avec ce que
nous avons démontré(278 )e

axd

, OUu

donc la {urface du centre

2 9 1. Appliquons maintenant les formu-
les aux lignes courbes. Suppofons que APN
(lig. 95 ) eft une portion de cercle , dont
le diametre eft 2 , & que le point C eft le
centre ; ce qui donne b =1 a. Nous aurons
¥ = V ar—xx La quantité [(b — x) ydx,
devient donc [z @ — x ) dx Va5 —xx, OU
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_f(%a-—-x) dx (ax — xx): qui (89) eft in-
tégrable, & a pour intégrale I (aax — xx)7;
quantité a laquelle il n'y a point de conf~
tante A ajouter , parce qu’elle eft zéro quand
x =0, ainfi que cela doit &tre. Nous avons
Tl(ax-—xx)i'___ %Pﬂz‘

APH AP
ATégard de G g/, puifquon ay =V au—xxs

so(ex—zxx)d
favaleur (289) fera Gg/ L (a;PIZ,x)_x’

or [} (ax — xx ) dx,ou [t (axdx —x’dx),

donc Gg =

2 3

eﬁ%(af —3;—) ou+5x*(3a—2x);0na
1 __saxi(3a—2x)

done Gg' = =— 57—

Sl s’agit du fegment entier ; comme
il eft évident que le centre de gravitd G
(Fig. 92) eft fur le rayon C A, qui divife
l'arc en deux partics égales, & quil eft a
méme diftance de N IV que les deux centres
de gravité particuliers des deux’demi - feg=

TP A

7 3

ments APM, APM,onall = 5=

£.8.PAC  NMM L. .MM LIIMA
APA —  APM T 2 APM T AMMAS

ceft-a-dire, que Iz diftance du centre dun
cercle y au centre de gravité de la furface de Lun
quelconque de fes fegments y ¢ft egale au dou-
zieme du cube de la corde , divifé par la furface
de ce fegment.
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29 2. Quant au centre de gravité d'un
feGeur CAM A M’ ( Fig. 96) on peut l'avoir,
en obfervant que le centre de gravitd G du
fegment M A £17, celui G du fedteur, &
celui G/ du triangle fonr tous fur le rayon
CA4; que felon le prmmpc des moments, le
moment du feéteur ; doit &tre égal au mo-
ment du fegment, plus le moment du trian-
gle. Onadonc CMAM' xCG=MAM x
CG+CMM x CG” Or nous venons de

PM
trouver —~—
CG APM

‘P/}I 3 em’
2 AP T AP s donc CGx MAM =

SPM. Dalllﬁurs, nous favons que CMH
=P MxCP &(278)quc CG"=xCP,
enforte que CIMM x CG" = fe réduica s PMX
Z7*. Cubftituant donc ces valeurs, , on a
CMAM x (G'=2PM+2 P”vixCP’
tPM(PM -+—CP)=.1 xCM’
caufe du trlangle reétangle CP M. Dopc

;3P Mx CM
CG = CAA " Mais la furface du fe&teur
CMAM ,cht égale & Varc MAM muleiplié
cM 2 PAx CM‘ LPMXCH
ar -~ / hdaiap
P ;donc CG'= ZIIA/)I’x = AN
IMMACA .
i Cclt-a-dire, que la diftance du

centre dun cercle 5 au centre de gravité de ['un

que l'on peut changer

€n
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quelconque de [es fedteurs , ¢ff quarrieme pro-
orcionnelle @ larc, au rayon , & aux deux
tiers de fa corde,

On peut appliquer les formules, a toute
autre courbe , par excmple, a la parabole,
&e.

2 9 3. Voyons maintenant les furfaces
courbes ; mais bornons-nous a celles des
folides de révolution. Alors en raifonnant
comme dans les articles précédents , on
verra que le centre de gravité de chaque
zone élémentaire , eft dans Vaxe de révolu-
tion C'4 ( Fig. 97), & doit étre réputée au
centre P de I'une des bafes de cette zone,
confidérée comme ayant une épaiffeur infi-
niment petite, Or , nous avons vu (98) que

expreflion de cette zOne éroit %y Viz ydy's
r: ¢ repréfentant le rapport du rayon 3 Ia
circonférence. On aura donc { en nommant
toujours b la diftance A4 C de lorigine A
des abfciffes a 'axe N ¥’ des moments }
[ ————

~ (b —x )V iz y.2y pour

le moment de cette méme zdne , enforte que
la diftance C'G du centre de gravité G de la
furface , au point C, fera en nommant S cette

furface ,fui (4 —--x)?/ Vs d’:.

on aura, dis-je,
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20 4. Suppo(ons » pour appliquer cette
formule , qu'il s’agit de trouver le centre de
ravité de la furface convexe du cone droit
ANN' (Fig.98), AP érantx; P M, y;la
hauteur A C, 4; te rayon C N de la bafe, a;
& le coté AN, e¢; on aura, a caufe des
trxangks femblables, ACN, Mrm, 4 C:

AN:: Mr: Mm; ccﬁa-dxre b:e::dx:

edx

Viw pdy = —-, On aura aufli, a caule

des triangles femblables, ACN & A P M,
AC:CN:: AP : P M;ceft-a-dire, b:a::

Xty :f;;doncffr—(b — %)y Ve +dy,
devicntjix(b — x) % a—ixﬂi—x;ou

3
C“(b dx — x*dx ), dont lintégrale eft
cf‘;fx(bxz—f!— , Ou — e’ —x (3b —2x)
Or la furface de la pomon AM LMA,
ou S, eft ( Geom. 219)—-~—><czrcPM &l'on
aAC: AP:: AN: AM ; ouAM*»AP;:N.
AP x AN c ae
doncS—FAc xczrcPM—— TR

donc la diftance du centre de gravxté de la
furface 4 M'L M A , au point C, eft

caex?

—5= (3b— 2x) g y e
T 2 OU 5 (3b—2x),0ub —3x;
ark ' donc
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done lorfaue x =4, cu lorfque AP = AC,
on a la diftance C G du centre de pravitd de
lafurface totale du cone , = b— 2 b—=1b;
ceft 3-dire que ce centre e gravitd oft e
méme que celul de la furface du rriangle
ANN.
295. Pour fecond exemple, prenans la
{phere ( Fig. 99 ). Nous aurons y ==V uy _x«
. —e e V ! (l(l
a étant le diametre, & V Tig dyt = ——co s
V ad T — f.x,
. c — .

— : r d ¢
d(zncfr (& ) x) y lfdgff_f_dy eviendra
J— (b —x)x } adx; fuppofant donc que C
eft le centre, ce quirend b = £ a, on aura
_[é(b—x)x}_adx:]f—i(fadx — xdx)
qui fe réduic a i‘: (% ax-+xx), ou c::f La-Ix).
Or, nous avons vu (g9g) que la furfice §
du fegment {phérique AAJL M4, eoit

5‘355 on a donc la diftance ¢ G du centre C
ar ) cax . M

' : o, a—tw)
au centre de gravité G, = — =

" 27
ta—itx — CA— 1 AP ftadire,quece
centre G, eft au milieu & de ‘a hauteur . P
de ce fegment Dol Ton peut corclure en
général | que le centre de gravité . e la fur-
{facc d’'une zdne fphérique compriic entre

Y
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deux plans paralleles, ¢ft au milicu de 1a
hauteur de cette zone.

296. Terminons par la recherche des
centres de gravité des folides.

Si lon confidere un folide (Fig. 67)
comme compofé de tranches infiniment
minces , paralleles entr’elles, & qu'on re-
préfente, en général, par ss, la furface de
chaque tranche, & par dx fon épaiffeur, on
aura ssix pour cette tranche ; & par confé«
quent ss (b — x) dx pour fon moment &
I'égard d'un plan parallele a ces tranches,
& paffant a une diftance CA du fommet
A, = b. Donc en nommant § la folidité
ALMMA on aura pour la diftance du
Sss(b—x)dx
——F—Or
Ia valeur de § fe détermine par les méthodes
que nous avons données dans le calcul in-
tégral ; & cellede fs5 (b — x ) d x, {c déter
minera , aufli, par ccs mémes méthodes , lori-
qu'on aura la valeur de ss en x. On aura donc
la diftance du centre de gravité par rapport
A un plan connu. On cherchera de la méme
-maniere la diftance de ce centre a chacun
des deux autres plans perpendiculaires entre
cux, & au premier. Mais nous nous borne-
rons ici aux folides dont les tranches paral-
Ieles, ont chacune leur centre de gravité par-
ticulier fur une méme ligne droite, «ls

centre de gravité, la quanticé
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que font les pyramides, & les folides de
révolution. /

297. Prenons d’abord les pyramides.
Soit donc 4, la hauteur 4 C d'une pyramide
quelconque ( Fig, 1e0) ;5 x la diftance perpen=
diculaire A P d’une tranche quelconque ; ee
la furface de la bale ; on aura ( Géom. 202}
cclle de la tranche placée a la diftance x»

du fommet, par cette proportion bb : xx::ee

eexX X ECXxX
—; 5 nous avons donc ss = —5~; dong

Sfss(b—x)dx, dcvientf% (brxdx—widx),

. . . et rhxl xt eex’
qm revient a )

n ?———: Oun—“(q.b——-gx}.‘
Or la folidit¢ de la pyramide qui a x poug
eexx eexs |
Yy 345 »
donc la diftance du centre de gravité cft
fex

5 (4 b—3x)
- eexi

355
or lorfque x = b = AC, cette quantité {e
réduita + b ; donc la hautcur Cg’ du centre
de gravité G, au-deflus de la bafc eft £ 4.

Soit maintenant g, le centre de gravité de
labafe; la ligne 4 g paflera par le centre de
gravité G de la pyramide; & les paralleles
Gg' & gCdonneront Cg'oub: A Coub::
Gg:Ag; doncGg =3 Ag; ce quiconfir-

2 Y _

2

hauteur, & ss ou

pour bafe, eft

s0us (40 —3x)oub—71ixg
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me ce que nous avons dit (284) & fait voir

ue pour toute pyramide, le centre de gra-
vitd de la folidité eft au quart de la dif-
tance du centre de gravité de la bafe, au
fommet,

29 8. Quant aux folides de révolution

la valeur de ss (102) eft généralement —2
o)

ainfi l’cxpremon de la diftance du centre de

gravm, pour ces folides, cft généralement
ey (b—x)dx

S »7 . On peut appliquer ccla a k
—

fphere, a i’ellipfoide, &c. & par ce dernicr,

déterminer le centre de gravité des mits.

Nous ne nous y arrércrons pas , parce (jue dans

Ie cas ol on en auroit befoin, on peur, fans

erreur fenfible, fuppofer ce centre de gravité

au milicu de la longueur des mats, vu le peu

de courbure de leur {urface ; mais nous paile-

rons a un objet plus important.
Jerp P

299, Quoique ce que nous avons dit
jufqu’ici, fur les centres de gravicé, fuffife
pour mettre en dtat de les trouver, dans
quelque cas que ce foit; nous nous arréte-
rons néanmoins, fur la méthode qu'on doit
{uivre pour trouver le centre de gravité de
la partic fubmergée de la carene, dans les
waifleaux,
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On doit fuppofer que ce centre de gra-
vité eft dans le plan vertical qui paffe par
Paxe de la quilic; ainfi il ne s’agit que de
trouver fa diftance horifontale a2 une ligne
verticale menée par un point dérerminé de
I'éambot, & fa diftance verticale 3 la
quille.

Pour P'un & lautre de ces deux objets,
il faut commencer par déterminer le centre
de gravité d’une furface # NDFP B (Fig.
101) terminée par deux lignes pdralleles
AB, DF, & par deux courbes égales &
femblables 8 AND, BPF.

Si Pon avoit I'équation de cette courbe,
rien ne feroir plus facile que de déterminer
fon centre de gravité G, par les méthodes
précédentes, Mais ne Vayant point, il faut
concevoir par les milicux C& Ede A B &
de D £ ,laligne DE que l'on partagera, par
des perpendiculaires 77H, K M, &c. en un
affez grand nombre de partics égales, pour
que les arcs compris entre deux perpendi-
culaires voifines puiffent étre regardés comme
des lignes droites. Alors on prendra les mo-
ments des trapizes, DT HE, TKMI, &c.
par rapport au point Ir, & on divifera la
fomme dec ces moments, par la fomme des
traptzes , ceft -a-dire, par la furface

ANDFPB. MNous avons vu ((Géam. 154 )
Y3
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comment on déterminoit cette furface : il
~ne s'agit donc plus que d’avoir une expref-
{ion ﬁmple de la fomme des moments. Or
(279) la diftance du centre de graviié du

traplac THED, s poinc E, eft 220,

celle du trapeze I'KMH, au méme point E,
fera par la méme ralfon, & a caufe dclé-

galitd des lignes I[E, I L, &c. fera, dis- e,
IE(THy 2 KM) IE o ’IE 4TH+sﬁZW) Pa-
THu K J >0 T T+ nw ¢
reillement la diflance du centre de gravité

‘ N - 1IE> (K /71-;-1[\//‘)
du 5 NK ?WP { +:1E
trapcze cra KM NP £

JIE(TKM+48NP)
U N , & ainfi de fuite.

Si 'on muldplie, mamtcnant chaque dif-
tance par la furfabe du trapeze currdpon-
dant, ‘c’eft a dire, { Géom. 148) par la moi-
tié dc la fomme des deux cotés of polés de
ce trapeze, multiplide par leur hauteur
commune [E, on aura pour la fuite de ces
moments, ; [E'x(DF —4-2TH),z1E* x
(4 TH+ s £ M), IE*x (7 KM4-8NP), &
ainfl de fuite; donc la fomme des moments
ferat I s (DF-+=6 TH 4+ 12 KM+ 18 NP
24 QS+ 14 48); oul’on peut remarcuce
que 8l y avoit un plus grand nombre de divi-
fions, le multiplicateur du dernier terme, qui
efti 1c1 14, feroit en géudigl 2 -3 (n— 2) ou
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3n— 4, n érant le nombre total des per-
pendiculaires E ¥, TH, &c. en y compre-
nant A B qui peut €tre z€ro. Ainfi lexpreflion
générale de la fomme des moments, fe réduit

23IE(:DF+ THep 2KM o 3 NP o
4Q8 4 & - CEZ2 A B),

Or nous avons vu ((Géom. 154 ) que la
furface ANDFPB avoit pour expreflion 1E
X(LDF - TH 4« KM 4= NP 4 &c. .o v =

L A B) donc la diftance du centre de gravité
G,O00l v v ¢ ¢« a s o o s « ¢ s o s o

IEX(:DF 4 TH 42 KM 3 NP+ &c.+3_"6;43A)

EG= sDF 4+ TH4 K M+ NP4-%c. ... 3 4B *
Cleft-a-dire, que pour avoir la diftance du
centre de gravité G, a l'une des ordonnées
extrémes D F, il faut 1°, prendre le fixieme de
la premiere ordonnée DE ;5 le fixieme de la der-
niere ordonnée AB multiplice par le triple du
nombre des ordonnées moins 4; puis la feconde,
le double de la troifieme , le triple de la qua-
trieme , & ainfi de fuite, ce qui dennera une
premiere fomme. 2°0 A la moitié de la toralité
des deux ordonnées extrémes , ajouter toutes
les ordonnées intermediaires § ce qui donneraune
Jeconde fomme. 3°. Divifer la premiere fomme
par la feconde | & nultiplier le quotient par Uun
des intervalles.

, Y 4
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Far exemple, s’il y avoit 7 perpendicu-
laires aont les valeurs fuffent 18, 23, 28,
30,30,21,0, pieds; & quechaqw mtervalle
fut de 20 p1eds, e prendrois le fixieme de
18 qui eft 35 & comne le dernier terme
eft o, 3 3 jajoutcrois a3, le double de 28,
le triple de ;0, le quadruple de 30, & amﬁ
de fuite, ce qul me donneroit 397. Enfuite
a la moitié de 18, jajoute 23, 28, &c &
yai 141; divifanc 397 par 147, & multi-
pliant par 20, jai 32—:{;—? ou lfg— qui re-
vienncnt a 56 pieds 4 pouces, a trés-peu-pres.
M. Bouguer, Traité du Navire, page 213,
trouve 55 picds 11 pouces, & c’eft bien en
effet le ré{ultat de fa formule ; mais cette
formule fuppofe tacitement unc chofe qui
neft pas fuffifamment exate.

Lorfqu'une fois on fait déterminer le cen-
tre de gravité d'une coupe queleonque, it
devient facile de déterminer celui d’'un fo-
lide , & par conféquent celui de la carene.

Veut-on avoir la diftance du centre de gra-
vité de la carene, a la quille? On imaginera la
caréne coupée en pluﬁeurs tranches paraheles
a la coupe faite a fleur d'eau (Fig. 102 &
103 ). La folidité de chaquc tranche , fera
égale (Grom, 254 ) a 1a moitié¢ de la fomme
des deux, furfaces oppofées de cette tranchg
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multipliée par D'épaifleur de cette méme
tranche , & fon centre de gravité fcra a méme
hauteur dans cette tranche , que celui du tra-
pize abcd qui en eft la fedtion faite par
un plan vertical paffant par la quille. On voit
donc que le raifonnement que 'on a 1 faire
ici, pour trouver la hautcur g £ du centre
de gravué , cft abfolument le méme que
dans le ‘cas précédent, en changeant feule-
ment le mot de perpendiculaire ou d’ordonnde,
en celui de coupe ; de forte que I'opération fe
réduit 1 . @ prendre le fixteme c{e la coupe la
plus baffe ; le fixieme de la coupe la plus elevee
multiptice par le triple du nombre des coupes
moins 4 lu feconde coupe en montant ; le double
de la troifieme ; le triple de la. quaz/zeme , &
auzf ¢ de fuite, ce qut donae une premiere fomme.
2°. Prendre la moitié de la toralite des deuse
conpes fuperuure & znferzeure , & rtoutes les
coupes inzermédiaires. 3°. Divifer la premiere
Jomme par la feconde, G‘ mul{zplzer le quotient
par la diffance commune d’une coupe a lautre.

On peut s’y prendre de la méme maniere
jour trouver la diftance du centre de gravité,
ila verticale x Z , mende par un point dérer-
ninébdel étambo* (Fig. 102 ); en imaginant
k caréne coupée par dcs plans parzll elc.s au
maitre couple ; mais comme il faudroit encore
mefurer les furfaces de ces couples, il vaut
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mieux employer celles qu’on aura déja me-
furdes dans lopération précédente ;5 cleft
pourquoi, on déterminera, comme on la
fait ci- deffus , les centres de gravie g, g, de
chacune des coupes paralleles a la quille.,
Leur diftance a la verticale x 7 fera la méme
que celle du centre de gravité ¢ de la tran-
che correfpondante. On multipliera chague
coupe par la diftance de fon centre de gra-
vité a laligne xZ, & regardant chaque pro-
duit comme Pordonnée d’une ligne courbe
telle que dans la figure 101, on prendra la
moitié de la fomme des deux produits eg-
trémes , & la fomme de tous les produits in«
termédiaires ; & ayant multiplié le tout par
Yépaiffeur d’une des tranches, on le divifera
par la fomme de toutes les coupes intermé-
diaires, plus la moiti¢ de la fomme des deux
€aupes extrémes,

A Pégard du centre de gravité du navire
méme , foit en charge, foit hors de charge,
en ne peut pas en réduire la recherche, A
des regles aufli fimples. Il faut entrer dans
une difcuflion dé:aillée des différentes par-
ties qui le compofent, lui & la charge
Prendre les moments de ces différentes par-
ties 3 I'dgard d'un plan horifontal qu'or
imaginera pafler par la quille; & leurs mo
wments a I'égard d'un plan vertical perpen
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diculaire a la quille, & que P'on prendra
arbitrairement j divifant ces deux fommes de
moments, par le poids total du navire, on
aura la hauteur de ce centre, & fa diftance
au plan vertical par rapport auquel on a
confidéré les moments ; & comme il doit,
d’ailleurs, €tre dans le plan vertical qui paf-
feroit par la quille, on aura donc fa fituarion,
Mais 1l faut obferver que dans le calcul de
ces moments, il faut multiplier non pas le
volume de chaque piece, mais fon poids,
par la diftance du centre de gravité de cette
picce; centre qui eft facile a déterminer, apres
tout te que nous avons dit jufquiici, fur les
centres de gravité,

Propriétés des Centres de Graviié,

300. Iu eft clair, par ce que nous ve-
nons de dire fur les centres de gravité, &
par ce que nous avons dit fur la ré{ultante
de plufieurs forces paralleles, que fi toutes
les parties d’un corps ou d’un {yfiéme quel-
conque de corps, ont chacune la méme vi-
teffe , ou tendent a fe mouveir avec la méme
vitefle 5 il eft clair, disje, que la réfultante
de tous ces mouvements paffe par le centre de
gravité de ce corps, ou dece fyfiéme de corps,
& que par conféquent le¢ fyfiéme fe meut ou
tend a fe mouvoir,, comme {i la totalité des
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mafles étoit concentrée au centre de gravité:
& éroit animée d'une viefle égale a celle
qui anime chacune des parties.

- 301. Dou Pon doir conclure récipro-
quement, que {i V'on applique au centre de
gravité d'un corps Libre, ou dun {vfieme de
corps une force quelconque ; toutes les par-
ties ¢gales du fyficme partageront ¢gaiement
cc mouvement , savanceront toutes avec
une égale viteffle que Von aura (159) en
divifant la quantité de mouvement appliquée
a ce centre, par la mafle totale du corps ou
du {yfiéme de corps, & cette viteflé aura
pour dire&ion celle de la force appliquée au
centre de gravité, '

En effet, quels que foient les mouvements
que prendront les, parties du {yftéme, on
voit clairement qu'i’s doivent avoir pour réfuls
tante la force méme qui a ¢eé appliquée au
centre de gravité ; puifque le fyfiéme cft {up-
pofé libre, & que par confégquent rien ne
détruit la force appliquée au centre de gra-
vité,

302. Et puifque plufieurs forces appli-
quées 2 un méme point, fe réduifent (en
vertu des principes précdédents ) a une feule,
il en fautr conclure généralement, que quel-
ques forces que Uon applique au centre de gra-
vité dun corps ou d'un [yfléme de corps ; ez
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guelque nombre qu’elles foicnt , & quelque direc-

tion g elles alent ; toutes les parties de ce corps,
oude ce fyjléme de corps prerzjront une vicelle
egale 5 laquelle aura Ia méme direclion que /ar
rzjulzame de touies ces forces , & fera égale &
la quiniiré de mouvement qui repre'ﬁ'/zze celre
foce réfultante , divifie par la maffe torale du
corps ou du yﬁeme de corps.

37 4. D54 Ton doit conclure que zant
que ['s f.ces qui avx]enz fur un corpsfe ré-
dutront ou p ouront étre réduites a une feule
donz la diredion pajjera par le centre de graviié
ce corps ne touwrnera point autour de fon centre
Je Zgravité.

304, Mais fi les forces qui agiffent fur
un corps ne peuvent €tre réduites 3 une
feule 5 ou fi pouvant étre réduites a une
feule, la direclion de celle-ci ne paffe point
par le centre de gravité , alors toutes les
parties du fyftéme ne feront pas mues dun
mouvemént commun., Néanmoins le centre
de gravité fera mu de la méme manicre
que {i toutes ces forces y éroient immédia-
tement appliquées. Cleft ce qu’il sagit de
faire voir a&tuellement.

305. uppofom d’abord trois corps
M, N, P, (Fig. 104) mus fuivant des lignes
paralleles A[) BE, CF {ituées ou non fitudes

dans un méme plan , & mus avec des vitelles
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repréfentdes par les lignes 4D, BE, CF.

Suppofons que G foit le centre de gra-
vité de ces corps lorfqu’ils font en 4, B, C;
& G’ leur centre de gravité lorfqu'ils font
arrivésen D, £, F ol ils arrivent en méme
temps , puifque leurs virefles font repréfen-
tées par A D, BE, CF. Si 'on mene la ligne
GG/, je dis qu’elle fera parallele a ces lignes ;
qu'elle fera la route que le centre de gravité
G f{uivra pendant le mouvement des corps ;
& que ce centre de gravité G la déerira uni
formément. A

1° Il eft facile de voir que la route du
eentre de gravité fera parallele aux lignes
AD, BE, &c. car 2 quelque endroit qu'on
le fuppofe dans un inftant quelconque, fi
on imagine un plan qui pafle par ce centre,
la fomme des moments, par rapport a ce
plan , doit &tre zéro (270). Or {i l'on concoit
un plan parallele aux direétions des corps,
& paflant par le point G, les moments, par
rapport a ce plan, ne peuvent manquer
d’c¢tre zéro pendant tout le mouvement ;
car les corps , dans leur mouvement font
fuppofés ne pas s’écarter de ce plan; leurs
diftances a ce plan font donc toujours les
mémes ; donc les moments font aufli tou-
jours les mémes ; mais au commencement du
mouvement , ¢eft-a-dire, lorfque le centre
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de gravité étoit en G, leur fomme étoit z¢ro;
donc elle eft encore zéro, en quclque en-
droit de leurs dire&ions que les corps fe
trouvent 5 donc le centre de gravité eft tou-
jours dans un plan parallele aux directions
des corps, & qui palffe par la premiere po=
fition G dc ce centre. Et comme, dans ce
raifonnement, ricn ne détermine la pofition
de ce plan, finon quil doit étre parallele
aux direttions des corps M, N, P, & pafler
par le point G, on prouvera de méme, que
ce centre eft dans tout autre plan parallele
aux directions des corps, & paffant par le
point & ; il eft donc dans linterfetion com-
mune de ce¢ plans ; donc le centre de gravité
fe meut fuivant G G’ parallele aux dirc&ions
de ces corps.

2% Je dis qu'il fe mcut uniformément;
ceft-a-dire, que fi lorfqueles corps M, N,
P, &c. font arrivés en a, b, ¢, &c. on fup-
pofe que le centre de gravité eft en g, on
ara GG': Gg:: ADP: Aa:: BE:Bb:: &c,
Ceft-a-dire, que les efpaces décrits en méme
temps, par le centre de gravité, & par chacun
des corps, feront comme leurs vitefles.

Eneffet, {i on congoit un plan repréfenté
par RS, auquel les direttions des mouve-
ments {oient perpendiculaires ; on aura, par
k nature du centre de gravité {261 ),
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MxAH+Nx BI4-Px Cl -=(M~+N-4-P)x GK.

Et par la méme raifon, lorfquils {font en
D, E F,ona\ix DH -~ Nx EI 4 Px FL =
(M N - Py x G'K. Si de cetre équartion
on retranche la premiere, on aura (en fai-
fant arcention que UV H — A H = AD,
El . Bi= B, &c)MxAD —+ Nx BE —
PxCF = (M4 N+ P)yxGG'. Donc, par
1a méme raifon, lorfqu’ils ferontena, b, ¢,
on avta M x Aa 4+ Nx Bb — Px(c=
(M4-Na-P)xGg.

Or pquuc Ada, Bb, Cc{ont décrits uni-
formément, dans un méme temps, ces ef-
paces (187 ) doivent &tre entre eux comme les

vitefles AD, BE, CE,ona donc AD: BE::

Aa:Bb, AD:CF: a: Cc; donc
Lbh = AZXDBF Ce _%—g—{ Subftituant ces

valeurs dans notre derniere ¢quation, &
chaflant le dénominateur 4 D, elle fe change
en(MxAD+- NxBE —PxCF)yx AAa=
{(Ma-N--P) x GgxAD. Enfin divifant
cette équation par celle ou entre G G/, on

Gg X A D LN ) - '

a Aa:T ,dotlon tire GG': Gg::

AD: Aa; ce quil s'agifloit de démontrer.
Obfervons , maintenant, que I'équation ol

entre GG, donne GG/ = M AD*’N ki PXCF

Or les lLignes AD, BE, CF, GG’ fom: les

vitefles
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vitefles des corps M, N, P, & du centre
de gravitd G par conféquent M x 4D,
Nx BE, &c. font leurs quantités de mouve-
ment. Donc puifque le raifonnement que
nous avons faic jufgu’ici, ne dépend point
du tout du nombrc des corps, on peut conclure
généralement 1°. gue fi tant de corps que Lort
youdra décrivent urzzformemerzt des lignes pa-
ralleles , le centre de gravité décrir auffi , uni=
forzremerzz unﬂlzgnc parallele a celle-la. 2 . Quc
Savitefle eft égale a la fomme des quantités de
mouvement des corps quz vont dans un fens,
moins la fomme des quantités de mouvement de
ceux qur vont en [ens comtraire , le tour divifé
par la fonime des maffes.

306. Si quelques-uns des corps étoient
en repos, la vitefle de ces corps éztant alors
zéro, la quantité de mouvement feroit aufl®
zéro. Ainfi elle difparoitroit dans le numéra-
teur de la fraflion qui exprime la vitelle duws
centre de gravité. Mais cela ne changeroit riers
au dénominateur qui fera toujours la fomme
de toutes les mafles,

307. Si la fomme des quantités de
mouvement des corps qui vont dans un fens
éoit égale a la fomme des quantités de
mouvement de ccux qui vont en fens con-
trairc , Ic numérateur de la fraltion qui ex-
prime la vitefle du centre de gravité, feroig

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



354 Counrs

zéro. Ce centre de gravité feroit donc en
repos. Donc quels que foient les mouve-
ments paralleles de plufieurs corps, leur
centre commun de gravité refte en repos,
quand la fomme des quantités de mouvement
de ceux qui vont dans un ‘fens, eft dgale a
Ia fomme des quantités de mouvement de
ceux qui vont en fens contraire.

3 08. Puifque les quantités de mouvement
repréfentent les forces (189); & que laré-
fultante de plufieurs paralleles (255 ) eft
dgale 2 la fomme de celles qui agiffent ou
tendent a agir dans un fens, moins la fom-
me de celles qui agiffent, ou tendent a agir,
dans un f{ens contraire 5 concluons donc que
fi plufieurs forces paralleles [ont appliquées
aux différentes parties d’un [yftéme quelconque
de corps , le cenire de grayue de ce fyfféme fe
meut comme [ ces forces lui €ioient immé=
diatement appliquées. -

3009. Que les corps, en quelque nombre
quils foient, fe meuvent, maintenant, fui-
vant de lignes droites quelconques. Si on
imagine deux lignes droites quelconques per-
pendiculaires entr’elles, & a leur point de
rencontre, une troifieme qui foit perpendi-
culaire a leur plan, on peut toujours décom-
pofer la vitefle de chaque corps, en trois
autres, paralleles & ces trois lignes, Or il
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fuit de ce que nous venons de dire, que le
mouvement du centre de ‘gravité en vertu
des mouvcemernts paralleles a2 Pune de ces
lignes, fera parallele 2 cette méme ligney
fera uniforme, & que fa viteffe icra dgale
3 la fomme des quantités de mouvement *
eftimées parailélement a cetre ligne, divifée
par la fomme des mafles. Donc fi l'on
congoit que l'on ait détermind ) par ce prins
cipe, le mouvement du centre ds pravicd
paral’é]ement a chacune de ces trnis ligaes,
& qu’enfuite on cumpofe €S trois Mmouve=-
ments pour les réduirs a un feul, (ce quieft
pollible puifqu’ils font appliqués & un méane
point) on aura la route unique du certre
de gravied. Or comme les ¢iéments quion
cmplow ici, ne font autre chofe quz les for-
ces mcmes, qu'ont les corps, parallélement
a ces trois lignes, % que la force unique du
centre de gravité fe trouve, par 13, compofée
des forees réiulrantes paraliélcmenr 4 cha~
cune de ces lignes, elle ne peut donc man-
quer d’€tre égalc & parallele a la réfuitante
de toutes les forces appliquées a tous ces
corps ; donc en général quelles que foient les

* Ceft par abréviation que: de mouvement des corps qui
nous difons feulement , fa’'vont dans un 1ens, moins Ia
fomme des quantités de mou- ifemme des quantités de mouve-
Yement : on doit teujours en- ! ment de ceux qui vont en fenj
tendre la fomme des quantités | conpraire,

Z 3
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direclions & les valeurs des forces appliquées ®
différentes pariies dun [yftéme de corps, le
centre de gravité fe meut toujours , ou tend & [e
mouvoir , de la méme maniere que fi toutes ces
Jorces lui éroient immédiatement appliquées.

3 10. Dans le raifonnement précédent,
nous avons dit qu’on pouvoit toujours dé-
compofer la vitefle de chaque corps en trois
autres , paralleles 2 trois lignes données de
pofition. Cependant {i la direétion de lun
des corps éroit parallele au plan de deux de
ces trois lignes, ou fi clle éroit parallele A
I'une de ces trois lignes, il paroit quon ne
peut, dans le premier cas, décompofer quen
deux forees paralleles 2 deux de ees trois
lignes ; & que dans le fecond on ne peut faire
aucune décompofition, en forces qui foient
paralleles aux deux autres lignes. Nonobftant
certe difficult€ apparente , la propofition
n'eft pas moins générale : car on voit ,l?a:
exemple , que tant que la ligne 4 B (Fig
105 ) n'eft pas parallele & T'une des deux
lignes PR, PQ, on peut toujours décom-
'~ poler la force repréfentée par 4 B, en deux
autres 4 C, A D parallcles a ces deux lignes;
mais on voit, en méme temps, que plus
A B approchera d’étre paralicle a PQ,
& plus la force 4D diminuera ; enforte

guelle deviendra zéro, quand 4B fera pa.
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#allele 3 PQ. Donc, dans ce cas, on n'eft
pas moins en droit de fuppofer une décom-
pofition en deux forces, mais dont l'une
foit zéro. Par la méme raifon, on peut,
dans ce méme cas, {fuppofer une décompo-
{ition en treis forces paralleles aux trois lis
gnes PQ, PR, P§, mais deux dc ces trois
forces feront zéro.

311. De ce que nous venons de dire,
& de ce qui a été dit (367), on doit con-
clure que le centre de gravité d'un [yftéme de
corps , reflera en repos, fi ayant décompofé les
forces appliquées a chaque pariie du [yfiéme,
en trois autres forces paralleles a trois lignes
perpendiculatres entr’elles, la fomme des foé;ces
ou des quantités de mouvement parallelement &
chacune des trois lignes , eft zéro ; en prenant
avec des fignes contraires les forces qui agif-
fent dans des fens oppofés.

3 12. Quand toutes ces forces font dans
un méme plan, il eft évident qu'il fufhit de
décompofer chaque force en deux autres,
paralleles 2 deux lignes perpendiculaires en-
trelles, & menées dans ce méme plan; car
les forces perpendiculaires au plan érant alors
nulles, le mouvement du centre de gravité
en vertu de ces forces eft nul aufli.

3 13. Dans tout ce que nous venons de
dire, nous avons fuppofé que chacun des

Z3
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corps qui compofe le fyfiéme, obéifloit plei-
nement & librement a la force qui le folli-
cite. Mais les mémes chofcs nont pas moins
lieu, quand ils font contraints dans leurs
mouvements, pourvu que ces obftacles ne
" viennent point d’une force. étrangere au
fyftéme, c'eft-a-dire, pourvu qu'ils ne foient
autres que ceux qui réfultent de la difhculeé
de fe préter a ces mouvements, par la ma-
niere dont ils font difpofés entr'eux, ou liés
les uns aux autres; c’eft ce que nous démon-
trerons, aprés avoir expofé la loi générale
de Péquilibre des corps, & la loi générale

de leurs mouvements.
Frincipe général de UEgquilibre des
Corps.
. 3 14. QUELLES que foient les forces (agz'/\:

fanzes ou refiftantes)) appliquées a un corps, &
un [yftéme de corps, a une machine , &e. &
quelles que forent les direclions de ces forces
Ji Pon congeur que chacune forr décompofée en
2rois autres paralleles a trots lignes tirées par tel
point gu’on voudra, & perpendicularres entre
elles ; 1l faur , pour que toutes ces forces puiffent
Je faire équilibre , que la fomme* des forces quz

* Nous entendons toujours ici | dans un fens, moins [4 fomme
& dans la fuite, par la_fomme|de celles qui agiffent ou ten«

des forces, la fomme de celles | dent & agir dans un fens ops
qui agiffent ou tendent & zgir | pofé.
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agiffent parallelement a chacune de ces trois
lignes , forr zéro.

En effet, nous avons vu (582) que quels
que fuffent le nombre & la nature des for-
ces, on pouvoit toujours réduire toutes ces
forces, a trois, dont les dire&ions fuflent
paraileles a trois lignes perpendiculaires en-
tre-clles. Donc {i Pon fuppofe qu’il y a équi-
libre entre toutes les forces du {yftéme, il
faur qu’il y ait équilibre entre ces trois ré-
fultantes , ou que chacune foit zéro. Mais
ces trois réfultantes drant perpendiculaires
entr’elles, ne peuvent ni fe nuire, ni fe
favorifer ; donc chacune d’elles doit étre
zéro. Or chacune d'elles (255) eft égale 2
la fomme des forces partielles qui lui fe-
roient paralleles ; donc en effet les fommes
des forces qui (par la décompofition ) agif-
fent parallelement a chacune de trois lignes
perpendiculaires entr’elles, doivent étre zéro
chacune.

315. Si toutes les forces étoient diri-
gées dans un méme plan, la fomme des
forces paraileles a chacune de deux lignes
tires , dans.ce plan, perpendiculairement
Pune a Pautre, feroit zéro. Et {i toutes les
forces étoient paralleles entrelles, il fau-
dreit que la fomme de toutes ces forces

fut zéro, Ces deux cas font évidemment’
. 7 4
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compris dans la propofition générale,

3 16. Remarquons bien, que cette pro-
pofition aura toujours lieu, dans quchue
cas d'équilibre que ce foit; mais on auroit
tort de penfer qu'elle fuffic pour quily ait
¥quilibre. Les autres conditions néceflaires
pour 'équilibre, varient {uivant les qualis
tés, ou les difpofitions particulieres des par-
ties du fyficme ou de la machine que l'on
confidere, nous nous en occuperons dans le
volume fuivant : il ne s’agit ici que des
principes géndraux,

317. Ce principe eft général, {oit que
les forces qui font appliquées aux différens
tes parties du fyftéme, foient toutes agif-
fantes , foit que quelques unes feulement
foient agiffantes, & les autres capables feu-
lement de réfifter; telles feroient des appuis,
des points fixes , des furfaces , &c. qui s'op-

ofcroient a l'attion des autres forces. Car
fcs réfiftances de ces obftacles, équivalent &
des forces agiflantes, ]

Principe ge'ne’ral du Mouvement,

318. DE guelgue manicre que pluficurs
corps vienment & changer leurs mouvements
actuels , fi Pon congoir gue le mouvemenr gue
chaque corps auroit dans linfant furvant , s°il
devenoie libre; foir décompofé en deux autres
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dont Pun foit celu gu’il aura réellement aprés
le changement ;5 le [econd doir étre tel que fE
chacun des corps , n’edt eu d’autre mouvement:
que ce [econd , rous les corps fulfent demeurés
en équilibre.

Cela eft évident, puifque fi ces feconds
mouvements n'étoient pas tels qu’il en ré-
fultdc Péquilibre dans le fyfi€me, les pre-
miers mouvements compofants, ne {eroient
pas ceux quc les corps auroient aprés le chan~
gement , car ils feroient néceflairement alté-
rés par ceux-la.

Ce principe cft di & M. d"4lembers. Voyez
fa Dynamique.

Corﬁ'guences qui réfultent des deux prin=
cipes pre'cédents s par rapport aw mouve
ment du Centre de gravité des Corps.

319. ConcEVONs maintenant , que plu-
fieurs corps, foit libres, foit liés entr'eux
de quckque maniere que ce foit, (de ma-
nierec cependant que rien n'aflujetiffe le
fyft€me (fc tous ces corps) viennent a re-
cevoir des impulfions quelconques auxquelles

ils ne puificnt obéir pleinement , parce
quils fe génent réciproquement : je dis que
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Ie centre de gravité fera mii, comme fi tous
ces corps eullent écé libres.

En effet, quel que foit le mouvement que
chaque partic du {yftéme prendra, on peut
toujours (225 ) concevoir celui qui lui eft
imprimé , comme compofé de celui quiil
prendra, & d’un autre. Or (318) en vertu
de ces {econds mouvements, il doit y avoir
€quilibre ; donc fi Yon concoit ces feconds
mouvements décompofdés, chacun, en trois
autres paralleles a rrois lignes perpendicu-
haires entr'elles, la {omme des forces qui
en réfulteront parallelement 2 chacune de
ecs lignes, doit étre zéro (314). Or le che-
min que le centre de gravitd tend a dé-
crire en vertu de chacune de ces forces, eft
(305 ) égal 4 la fomme des forces paralleles
achacune de ces lignes, divifée par la fomme
des corps; donc le chemin qulil tend 3 dé-
crire en vertu des changemens {urvenus dans
le fyftéme, par Ta&tion réciproque des par-
ties de ce fyftéme, eft zéro ; donc le centre
de gravité ne participe point a ces change-
ments. Donc il eft mit comme {i toutes les
parties du f{yftéme ob¢difloient librement &
fans aucune perte, chacune a la force quila
follicite. :

Donc en général , Vérar du centre de gravite

&un corps ou d’un [yftéme de corps, ne change
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Poz'fzt par Pacdlion mutuelle des parties de ce

corps ou de ce [yftéme.

'3 20. Conciuons de-la 1° gue fi un corps
ou un [yftéme de corps rourne autour de for
centre de gravité , de quelque maniere que ce
Joit ;5 ce centre reflera concinuellement cerzs le
méme état que [i le corps ne rournout pas.

321. 2% De ce méme principe, & de
ce qui a été dit plus haut fur le mouvement
du centre de gravité des corps libres, il fuit
que fi un corps de figure quelconque, ou
un affemblage quelconque de corps, recoit
une impulfion fuivant une dire@ion quelcon-
que AB ¢ Fig. 106), laquelle fe tranfmette
toute enticre a ce corps; le centre de gravité

"G fera mb fuivant une ligne G § parallele &
AB, de lIa méme maniere que fi cette force
lui éroit immédiatement appliquée fuivant
cette méme dire&ion, Et {i pluficurs forces
agiffent a la fois fur difidrents points de ce
corps, fon centre de gravité fera mft, comme
{i toutes ces forces y étoient immdédiatement
appliquées.

32 2. Donc {i au moment olt le cerps
eft frappé fuivant la direction A4 B, on ap-
pliquoit au centre de gravité & une force di-
rigée en fens contraire {uivant §G, & égale
ala force quiagit {uivant 4 B, le centre de
gravité refferoit en repos. MNéanmoins il eit

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



§%4 Couxs

¥vident que les autres parties de c¢ corps
me demeureroient point en repos, puifque ces
deux forces, quoique égales, ne font pas
Wireétement oppofées. Or le feul mouve-
'ment que le corps puifle avoir, fon centre
de gravité reflant en repos, eft évidemment
un mouvement de rotation autour de ce cen-
tre de gravité:

Donc fi un corps regort une ou pluficurs im-
pulfions fuivant des direclions qui ne paffent
point par fon centre de gravitéy 1°, ce centre
de gravité fera mil, comme [ toutes les forces
dut érorent immédiarement appliquées , chasune
Jutvant une direction parallele a celle qu’elle a.
2° Les parties de ce corps rourneront autour
du centre de gravité, comme elles le ferotent
&r vertu des fg:ces qut fonr actuellement applis
quées au corps , [i ce centre de gravité éoit fixes
ment actache. ,

Nous déterminerons ces mouvements de
rotation dans le volume fuivant,

3 23. Concluons encore que fi Iétat du
eentre de gravité d’un corps, vient i chan-
ger, ce ne peut étre que par 'altion ou par
l1a réfiftance de nouvelles forces dtrangeres
a ce corps; & que par conféquent ce chan-
gement {e déterminera toujours en cher-
chant la réfultante qu’auroient toutes ces
forees fi elles éroient appliquées au centre
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de gravité, chacune fuivant une dirc&ion
parallele & celle qu'elle a attucllement.

Tels font les principes généraux du mou~
vement & de 1'équilibre des corps folides,
Nous réfervons pour le volume {fuivant les
applications de ces principes aux difiérents
cas de mouvement & d’équilibre qui peuvent
fe rencontrer dans I'ufage ; & nous paffons &
I'équilibre des fluides.

-

DE L’EQUILIBRE DES FLUIDES,

ET DES CORPS QUI ¥ SONT PLONGES.

324. Q UOIQUE nous ignorions jufqu'o®
va le degré de ténuité des parties des fluides,
nous ne pouvons douter, néanmoins, que
ces parties ne {oient matérielles & que pac
cette raifon, la loi générale d’équilibre &
celle de mouvement que nous avons établies
ci-defflus , ne leur conviennent comme aux
corps folides. Mais comme cette loi d’équi-
libre n’eft pas la feule néceflaire, ainfi que
nous l'avons d¢ja dit, il nous faut examiner
€il n’y a point quelque autre loi générale dong
ect €quilibre peut dépendre.

32§, Comme I’équilibre confifte dans
{2 defirultion de toutes les forces, & que
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nous ignorons la maniere dont les parties
des fluides fe tranfmettent leurs fo.ces les
uncs aux autres, ce neft qua Pexpérience
que nous devons avoir recours, pour ¢ta-
blir nos premiers principes : nous commence-
rons donc par expofer ce que l'on connoit,
par expérience , de plus certain fur cette
matiere. Mais auparavant , nous obferverons
qu’il fau- diftinguer deux fortes de fluides,
Les uns dont les parties font ou peuvent
étre regardées comme abfolument dures,
& qui, prifes en mafles, font incompref-
fibles 5 c’eft-a-dire, ne peuvent &ure ré-
duites & occuper un volume plus petit que
cclui qu'elles occupent dans leur étar natu-
rel; telle eft Peau, & telles font la plupart
des liqueurs. Les autres font compofés de
partics compreflibles & élaftiques, ceft-a-
dire,, capables d'occuper un efpace plus pe-
tit, lorfqu’onles comprime, & de reprendre
leur premier érat, lorfque la caufe qui les
¢duifoit @ un plus petit volume , ceffe dagir;
tel oft Vair. Nous parlerons d’abord des fluides
incompreffibles.

32 6. Voyons maintenant ce que I'expé-
ricnce peut nous apprendre fur I'équilibre des
fluides. Soit A BCD (Fig. 107 & 108)
un’ canal compofé de trois branches 4 B,

BC,CD dun diametre égal. Si Lon con-
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coit que- dans chacun de ces deux eanaux,
on verfe de l'eau par la branche 4B, elle.
paffera de la branche BC dane la branche €O
& lorfquon aura cefié de verfer, la furface
de 'cau contenue dans chaque branche fe
trouvera dans unc méme ligne horifontale
A D, quelle que foit dailleurs I'inclinaifon
de la branche 8 C. Cleft un fait trés-connu,
& que nous prenons pour principe. Voici
maintenant les conféquences que ce fait nous
fournit.

327.Si par tel point £ que I'on voudra,,
on imagine lhorifontale E F, il eft vifible
que le poids de I'cau contenue dans EB CF
ne contribue en rien a foutenir les colonnes
AE & DF; que par conféquent cet équi-
libre auroit encore lieu {i le fluide, contenu
dans £ BCF perdoit tout-a-coup fa pefan-
teur. On doit donc regarder ce fluide comme
étant feulement un moyen de communi-
cation .entre la colonne 4 E & la colonne
D F; enforte qu’il tranfmer 3 la colonne
DF toute la preffion que la colonne AE
exerce fur lui; & véciproquement, il eranf-
met a celleci, la preflion que DF cxerce
fur lui. Il n’eft pas moins évident que la
méme chofe auroic lieu, fi au lieu de la co-
lonne A £ & de la colonne D F on fubfti-
tyoit deux preflions de méme valeur ; og
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eut done, de-la conclure en général, que

_/R un fluide /Z.fzs peﬁzrzzeur ¢/l renfermé dans un
vafe guelcorz ue; & qu'ayant fair wae ouver-
Ture ce va_/gé on applzgue une preffion quel-
congue a cetze ouverture, cette preffion fg 7é<
andra également dans tous les fens. Puifque
lmchnafon de la branche B C (Fig. 1c8)
nempeche pas que les chofes ne fc paflent
de la mé€me maniere que dans la th 107.
32 8. Il eft facile de voir maintenant,
que non- feulement la preflion fe tranfinet
également dans tous les fens; mais encore,
quelle agit perfEcndiculairement fur chaque
oint de la furface du vale qui renferme le
fluide. Car fi la preffion qui agit fur la furface
n'agiffoir point perpend1cula1rcment, il eft
facile de voir qu'clle ne pourroit étre dé-
truite entiérement par la réfiftance de cette
furface ; il en réfulteroit donc une adtion
fur les parties du fluide méme, laquelle ne
ouvant manquer de fe tranfmettre dans tous
fns {ens (327, occafionneroit néceffairement
du mouvement dans le fluide; il ne feroit
donc jameis poflible quun fluide reftic en
équilibrc dans un vafe, cc qui eft contraire
a I'expérience.
3 29. Concluons donc de-13 que fi les
arties d’'un fluide contenu dans un vafe

quelconque 4 BCD ( Fig. 109) ouvert vers
3 . 12
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la partie AD , font follicitées par des forces
quelconques , & demeurent néanmoins en
équilibre , ces forces doivent étre perpen-
diculaires a la furface 4 D ; car s’il y a
équilibre , cet équilibre ne fubfifftera pas
moins {i on applique une enveloppe de
méme figure que la furface 4 D ; or nous
venons de voir que dans ce cas, les forces
qui agiffent 2 la furface 4 D doivent Ctre
perpendiculaires a cette furface.

330. Suppofons donc que les forces
qui agiffent fur les parties du fluide , font Ia
pefanteur méme , & alors nous conclurons
que la direction de la pefanteur eft nécef-
fairement perpendiculaire a la furface des
caux tranquilles ; & que par conféquent fes
parties d'un méme fluide pefant doivent éire
de niveau pour étre en equilibre , quelle que
Joit Lailleurs la figure du vafe qui les renferme.

33 1. Concevons maintenant , que le
vafe A B CD (Fig. 110) étant fermé de
toutes parts , foit rempli d'un fluide fans
pefanteur ; & qu’ayant fait unc tres - petite
ouverture en E on g applique une preflion
quelconque : il eft évident que la preflion
qui en réfultera fur la f{urface plane repré-
fentée par B C, ne dépendra nullement de
la quantité de fluide contenue dans ce vafe,
i de I3 figure du vafe , mais que puifque

Aa
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la preflion appliquée en E fe ttan{met égale-
ment wans tous les fens (327) cetle de BC
fera égale a la preflion qui agit en un point
delouvercu ¢ L, répétée autant de fois quiil
y a de poinzs dans £ C

2% 2. tar la meme raifon , lIa preflion
apphiquée en £ fc rranfmettant dans tous les
fins , ooirs pour écarter le fond fupérieur
A5 & .a forcz avec laquelle elle agira fera,
pour chaque point , ¢gale a la preflion qui
agit en un point queiconque de Pouverture
L 5 enforte que le fond 4 D eft prefié per-
pendicuiarement du dedans au dehors avec
une force égale a la preflion qui agit en un
puint queiconque de louverture & , répé-
tée aurant de fois quil y a ce poinrs dans
A

3 3. Imaginons maintenant que le vafe

ALCD. F(Fig. 111}, dontlapartie CDett
hori‘rale, foic rem,li d’'un fluide pefant.
J: cis que la preflion qui en rélulte fur le
fond C D, ne dépend nullement de la quan-
t.-¢ de fluide contenue dans le vafe , mais
feuiement de la grandeur de CD, & de la
hauteur dé la fucface 4 F, au-deflus de la
ba> C .

En eff2t , concevons lhorifontale B E,
& imaginons que le fluide contenu dans
BCDE , devienne tout-a-coup f{ans pefans
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teur ; il eft évident, par ce quon vient de
dire ( 321) qu'un filet vertical queleonque
IK du fluide pefant contenu dans A BEF,
exerce au point K, une preflion qui doit
fe répandre également dans tout le fluide
BCDE; que cette preflion agit également
de bas en haut pour repoufler laction de
chagun des autres {ilets qui répondent verti~
calement aux diftérents points de B E 5 donc
le filet 1 K fait, lui {eul, équilibre 2 taus les
autres filets de la maffe ABEF ; donc la
maffe B CD E étant toujours fuppofée fans
pefanteur, il ne réfulte d'autre preflion au
fond C D, que celle du filet I K, laquelle
fc tranfmettant également a tous les points
de C D,y occafionne une preflion égale a
celle qui s’exerce au point X', répétée au-
tant de fois qulil y a de points dans C'D.
Donc {i on imagine ( Fig. 112 ) un fluide pe-
{fant contenu dans ACDF, divifé en tranches
horifontales ; la tranche fupéricure ne com-
munique pas au fond ¢ D d'autre attion
que celle que communiqueroit le filet a 43
& la méme chofe ayant lieu pour chaque
tranche, le fond C D n'eft donc preflé que
comme il le feroit par la fomme des filets
ab, bc, ca, &c; & puifque cette preflion fe
tranfmet également a4 tous les points de
CD, elle eff donc égale & €' D muleiplide
‘ | Aaga
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par la fomme des preflions que les filets aby
bc, cd, font capables dexercer fur un
méme point.

Donc 1°. /i le fluide ACDF ¢t hamogéne,
ceft a-dire , compof¢ de parties de méme nature ,
de méme pefanteur s &e. la preffion fur le foml
CD, feraexprimée par CD xag; Ceft-d-dire ,
Jera me[uree par le poids du przfme ou du
cylindre qui auroit CD pour bafe & ag pour
hauteur.

2% 8i le fluide eft compof¢ de tranches de
différentes denfités , la preffion fur CD fera
exprimée par CD mu[zzpllae par la fomme des
pefanteurs [pécifiques de chaque tranche ; je
dis par la fomme des pefanteurs fpécifiques *
& non par la fomme des poids ; car ce n'eft
point de la quantité de fluide contenue dans
chaque tranche , que dépend la preflion,
mais feulement de la pelanteur propre dun
filet,

Il faut bien obferver que , ce que nous
difons ici , alieu, foit que le vafc aille en
s'élargiffant par en haut , foit quil aille
en fe réwréciflant, comme dans la Fig. 113,

* On doit {e rappeller ici, [folue d'un volume connu de
te que nous avons déja dit[cette matiere, de celui que
zilleurs, que la pefanteur {pé-{Pon prend pour unité dans
cifijue d’une maticre quel-|la mefure de la capacité du
conque , eft la peflanteur ab-|corps,
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La preflion que le finide renfermé dans
A CDF cxerce fur CD, eftla méme que
celle qu’exerceroit le cylindre ECD G sl
¢roic rempli de fluide , 3 mémz haureur.
334. De ce qui précede , il cft facile
de conclure que fi deux fluid.s NHCBFL
& EFL M ( Fig. 114) homogenes chacun,
mais de différente denfitd T'un & I'égard de
l'autre , {e communiquent en F L dans un
vafe quelconque , ils ne peuvent é€tre en
équilibre qu'autant que leurs hauteurs E F,
IK, au deflus du plan horifontal F L de
{éparation , feront en raifon inverfe de leurs
pefanteurs {pécifiques. En effer , le fluide
LFBCGO pouvant étre de lui-méme en équi-
libre (330), il faut que N HG O puiffe faire
¢quilibre a EFLAM ;5 il faut donc que la pref-
fion que NHG O cxerce de bas en haur fur
FL foit égale a celle que E F L M exerce de
haut en bas fur FL. Or (333 ) la prellion que
NHGO cxerce fur F'L, cft égalc au poids
d’un prifme ou d’un cylindre de ce fluide, qui
auroit I K pour hauteur, & FL pour bafe;
dailleurs ce poids eft égal & la pefanteur
fpécifique multiplide par le volume ; donc
fi on nomme P cette pefanteur {pécifique,
il aura pour expreflion P x IK x F L. Par la
méme raifon , fi 'on nomme p la pefan-
teur {pécifique du fluide EF L M, on aura
Aaj
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px EFxF L pour la pefanteur abfolue de'ce
fluide, ou pour la preffion qu’il exerce fur
FL, 1l faudra donc que Px IKxFL—=px EF x
FL,ouque PxIK—px EF;doncP:p:: EF:
iK ; les hautcurs EF , I K doivent donc étre
en raifon inverfe des pefanteurs {pécifiques.
Ainfi, par exemple, i LFB CHXN étoit du
mercure , & K FL M de Veau; comme le
mercure cft 14 fois aufli pefant que Peau,
il faudroit que la hautcur 7K fut 14 fois
plus vetite que E F; ceft-a-dire, fiur la 14
partic de EF', quelque figure quait dailleurs
le vafe.

33 §. Par ce que nous avons dit juf-
quici, on voit donc que la maniere d'agir
des fluides cft bien différente de celle des
folides. 1l n'y a, a proprement parler,
( Fig. x12) que la partie £ C D G qui exerce
fon adlion fur la furface C D5 & ( Fig. 113)
la furface CD elt prefiée par 4CD F comme
ellc Iz {eroit par tout le poids du fluide con-
tenu dans le cylindre ECDG ; au lieu que fi
c’éroir un folide, {i, par exemple, le fluide
A CDF venoit 2 fe glacer, le fond fupporte-
ro:z une preflion égale au poids de la tota-
litd ACDF ( Fig. 112) & au poids de ACDE.
feulement ( Fig. 113).

236. Mais il faut bien diftinguer ici,
entre la preflion que le fond C D éprouve
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de la part du fluide, & celle que 'on auroit
a foutenir {i on vouloit porter le vaie. Il
eft sir que file fond ¢ D venoit a fe déea-
cher , il ne faudroit employer autre chofe
pour Parrérer ( Fug. 112) qu'un effort égal
au poids du cylindre £CD G ; mais fi 'on
vouloit porter “le vafe , il fauuron em, loyer
un cfforc égal au psz de lcau coai e
dans tout .e vafe ; c'eft ce q 'on va voir
encore pius généralement , apres gue nous
aurons donné {a manicre d €va. er ‘1 jretinn
fur les furfaces planes obiiques , & fur acs
furfaces courbes.

33 7. Soit donc*ACDF (Fig. 115 &
116 ) la coupe vcrticale d’va vaic t \m'né
par des furfaces planes ou courbes fnclwe s,
comme on le Voudra, a2 Uhorifon, & ion
concoit une tranche infiniment mince bdc,
on peut faire abftrattion de la pe anteur
de cette tranche ; & confidérer ce-te tran-
che comme preflée , par le fluize fupé-
rieur. Or cctte preflion fe répand éoale-
ment 2 tous les points de la rranche , &
agit perpendiculairement & également tur
chacun dcs points des faces a ¢, b 4. Donc
puifque (333) cette force eft celle que le
filet feul 1K feroit naitre, la preflion qui
s'exerce perpendiculairement fur 4 4 fera
expriméc par 64 x I K, & il eft évident

Aaag
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qu’il en fera de méme {i au licu de regarder
bd comme une petite ligne droite , on la
regarde comme une petite furface.

33 8. Cleft donc a dire, en général , que
la prefli.n qui s'exerce perpefzdzcu/azremem Jar
une [fu fice infinument perite quelcongue , par
un fluide pefint & homogéne , s'eflime par le
produir de cette furface y multiplice par fa aif~
tance @ la ligne de niveau A'F.

23 9. Donc la preflion totale qui s’exer-
cera fur une furface plane quelconque fi<
tude comme on le voudra , eft égale 4 la
fomme des produirs des parties infiniment
petites de cette furface , multiplides cha-
cune par fa diftance au plan de niveau, ou
a la furface fupérieure du fluide. Mais par la-
narure du centre de gravité, la fomme de
ces produits eft égale au produit de la fur-
face totale , multiplide par la diftance de fon
centre de gravité au méme plan horifontal 5
donc la preffion qu'un fluide pefant exerce con=
tre une fuiface plane oblique , a pour mefure
le produir de cette furface par la diflance de
Jon centre de gravité au plan de niveau.

3 40. Comme les preflions qui s’exercent
fur chaque point d’'une méme furface plane,
font perpendiculaires a la furface & par
conféquent paralleles entr'elles , la réfuls
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tante ou la preflion totale doit ( 255 ) leur
gtre parallele; or, comme nous venons de
déterminer fa valeur, ainfi que celle de cha-
cune des preflions partielles , il fera aifé,
par ce qui a éré dit (255), de dérerminer
quand on en aura befoin, par ob pafie cette
réfultante , qui, comme il eft aifé de le voir,
nc doit point pafler par le centre de gravité G
de cette furface ( Fig. 117), mais a quelque
diftance au deffous. Il n’y a que dans le cas
ou la furface eft infiniment petite quon peut
fuppofer que la preflion totale paffe par le
centre de gravité de cette furface inclinée.

34 1. Voyons maintenant, ce qui réfulte
de toutes ces preflions, dans le fens verti-
cal, & dans le fens horifontal.

Quelque foit la figure d'un corps , on
peut toujours concevoir cc corps , comme
I'affemblage d'une infinité de tranches paral-
leles entr’elles , & fe repréfenter la furface
du contour de chaque tranche , comme
Paffemblage de plufieurs trapézes dont le
nombre eft infini , quand la furface eft
courbe. Ainfi, pour évaluer ce qui réfulte
de la preflion qu'un fluide exerce , foir fur
les parois intérieures d'un vafe , foit fur la
furface extéricure dun folide qu'on auroit
plongé dans ce fluide , il faut évaluer ce
qui réfulte de la preflion fur la furface
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d’un tranézc d’une hauteur infiniment petite.

Conccyons donc { Fig. 118) un trapeze
‘A B CD dont les deux cotés paralleles foient
AB & CD, & dont la hauteur foit infini-
ment petite 5 I'égard de ces cotés 4B & CD.
Qu'au centre de gravité G de ce trapeze, on
ait appliqué perpendiculairement a fon plan,
une force P dont la valeur foit exprimée par
ie produit de la furface de ce trapeze , mul-
tiplide par la diftance dc fon centre de gra-
vité a un plan horifontal X Z,

Four déterminer Ueffet de cette force,
tant dans le fens horifontal , que dans le
f{ens vertical, je congois par la ligne €D un
plan vertical CD ¥ E, & par la ligne 4 B
que je fuppofe hor1fontalc , jJimagine le

lan horifontal 4 FE B. Et ayant mené les
fwnes verticales CEy DF qui rencontrent ee
-plan, en E & F, je mene BE & AF;
enfin , par la direction G P de la force P, je
concois un plan K IH auquel C D foit per-
Pendiculairc , & dont HG K & H I font les
intcrfe&ions avec les deux plans 4 BC D,
£ ECD : ce plan fera perpendiculaire aux
ylans 4 B CD FECD (Géom. 184, puifque
CD eft leur 1ntcrfe&10n commune : enfin
du point K pris fur 4B & HK ,je mene KI
perpendiculaire au plan FECD 5 cette ligne
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ne peut manquer d’étre perpendiculaire 3 H I

Cela pofé, je décompofe la force P en
deux autres qui foient dans le plan K IH
prolongé, & dont une G L foit horifon-
tale ou perpendiculaire au plan FECD, &
Vautre G M, foit verticale. J'aurai donc en
nommant I, & M ces deux forces , & for-
mant le parallélogramme GM N L fur la
ligne G N prife arbitrairement pour diago-
nale, jaurai (22¢)P : L :M:: GN:G L:
GM,ou:: GN: GL: L N. Mais comme
lIc triangle G L N a fes cotés perpendicu-
laires fur ceux du triangle K 1 H , ces deux
triangles _ font femblables ( Géom. 111), &
Yona GN:GL :LN :: HK : HI: IK;donc
P:L:M::HK : HI : IK. Multiplions ces

45 ': Dy GG, ce
qui ne changera point le-rapport ; & nous
aurons P: L: M : : HKXABTC—‘?X GG':
HIx 222 Py GG 1K x 222225 G G
~ Obfervons maintenant 1°. que H K x
AB?—C—B eft la furface du traptze 4B CD.

2% Que puifque CE & D F {ont paralleles,
& quileneft demémede CD & EF,on a

CD = FE ; donc IKx 22+2 ¢4 12 méme

3

trois derniers termes par
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chofe que IX x 2EHEE g par conféquent

eft la furface du trapéze 4 FEB. 3°. Et
comme on fuppofe que la hauteur du tra-
ptle 4 BCD cft infiniment petite 2 légard
des cotés 4 B & CD, EF qui eft égale

CD, peut ¢tre prife : la place de AB &
de CD, enforte que HI x — 254D ¢ rédmt

a HI x EF qui eft la furface du rectangle
BCDF.Ona doncP 1 L:M:: ABCDxGG':
ECDFx GG : AFEB x GG’. Mais nous
avons fuppof¢ que la force P étoit exprimée
par ABECD x G G’ ; donc la force L cft expri-
mée par ECDF x G G'; & la force M eft
cxprimée par 4 F E B x GG’

Comme le triangle n’cft autre chofe quun
traptze dont un des cotés paralleles eft
zéro , la méme chofe a donc lieu pour le
triangle.

Concevons maintenant , que des angles
A4, D, C,B,on ait mené des perpendicu-
laires fur le plan X Z. On peut fc repréfen-
ter ces perpendiculaires comme les arétes:
d’un prifme tronqué dont la bafe horifontale
feroit égale 3 4 FEB, & dont la bafe in-
clinde et A BCD.Or commec 4B & CD
font fuppofées infiniment proches , la foli-
dité de ce prifme tronqué n’eft pas cenfée
différer de celle du prifme qui auroit la méme
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bafe , & qui auroit GG’ pour hauteur ;
mais cette derniere auroit pour expreflion
AFEB x GG', qui eft précifément celle que
nous venons de trouver pour la force verti-
cale M ; donc cette force aaufli pour expref=
fion Ia folidité du prifme tronqué qui a pour
bafe inclinde 4 BC D , & pour bafe hori-
fontale la proje&ion de ABCD fur le plan
horifontal X Z.

3 4 2. Imaginons, aucllement, un {olide
quelcengue , coupé en une mﬁmté de tran-
ches horifontales, telles que #BDE abde
(Fig. 119), & que perpendiculairement au
centre de gravxcé de la furface de chaque
trapéze dont on peut imaginer que la fur-
face du contour de cette tranche eft com<
pofée, on ait appliqué des forces repréfen~
tées chacune par le produit de la furface
du trapcze correfpondant , multipliée par la
diftance de fon centre de gravité a un plan
horifontal X Z. Ces forces feront les pref-
fions qu’un fluide pefant exerceroit fur la fur-
face intérieure de la tranche A BDE abde
d’un vafe dans lequel il feroit contenu ; elles
feroient aufli les preflions qu'un pareil fluide
exerceroit fur la furface extérieure dun
folide qui y feroic plongé. Or nous venons
de voir que {i l'on décompofoit ces forces
en deux autres , l'une verticale , & lautre
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horifontale ; chaque force verticale feroit
repréfentée par le prifme tronqué qui a pour
bafe dans le plan horifontal XZ, la projection
du trapcze fur ce plan, & qui a pour bafe
inc'iaée ce trapéze méme. Donc la fomme
des forces verticales, ou la force verticale
v. ique qui en réfulte, fera repréfzntée par
T2 fomme de tous ces prifmes tronqués; &

ymme la méme chofe doit s’entendre de
chaqre tranche horifontale ; il faut donc en
conclure 1°% que fi un vafe de figure quel-
conqgue ACDE (Fig. 112 ) eff remplt de
Jluide jufqu’a la ligne quelconque AF , il ne
refulte de toutes les preffions que le fluide exerce
fur chacun de fes pomtx, d autre force verticale,
gu'une force repréfentée par la folidisé ou plutde
par 1e roids du volume que le fluide occupe.

°. Que /2 un corps rel que AEDBM ( Fig,

120 ) , dont AIBF eft la plus grande coupe hori-
Jontale eft plongé dans un flurde d une profon-
deur quelconque o & que Fon faffe abftradion
de la preffion qui s’exerceroit fur la partie fupé-
rieure A MB; LCeffort vertical du fluide pour
le foulever, eﬂ égal au poids du volume de
fluide qui [eroit compris entre le niveau K Z
la furface AIBFE, & la furface convexe for-'
mée par les pemendzculazres abaiffées de tous
les points du contour AIBY , fur le plan XZ.

Si l'on confidere enfuite la preflion qui
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s'exerce fur la furface fupéricure a la plus
grande coupe horifontale , on voit - par Iz
mémeraifon, qu'il réfulteroit ,des preifionsdu
fluide {ur cetre furface, qu’il cn réfulteroit,
dis je, dans le fens vertical, & pour poufler
le corps en bas, un effort égal au poids du
volums du fluide qui feroit compris entre
cette méme {urface , celle A F' B ['defa
projeétion , & celle que forment les perpen-=
diculaires mendes de tous les points du con«
tour AIBF. Donc {i du premier cffort verti-
cal , on retranche le fecond , on voit que le
corps eft pouflé vcmcalcment de bas en haut,
par un effort égal au poids du volume dc,
fluide dont il occupe la place.

343. Concluons domc généralement
que Jf2 un corps eft plonge dans un fluide quel-
conque , ily perd une partie de fon poids , égale
au poids du yolume qu'il deplace.

344. Il nous refte maintenant deux
chofes a examiner ; la premiere eft de favoir
par ou pafle leffort vertical rélultant des
preflions du fluide : la feconde , ce que
deviennent les forces horifontales.

Quant a la premiere, il eft facile de voir
que cet effort vertical doit pafler par le
centre de gravité du volume de fluide qui
a éré déplacé En effet, fi on eongoit ce
volume décompofé en une infipité de filets
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verticaux ,. effort que le fluide exerce pour
pouffer verticalement chaque filet , eft ex-
primé ( 342 ) par le poids d’un volume de
fluide €gal a ce filet. Donc pour avoir la
diftance de la rélultante , 2 un plan verti-,
cal quelconque, il faudroit multiplier la
mafle de chaque filet confidérée comme de
méme nature que le fluide , por la diftance
a ce plan, & divifer par la fomme des filets;
or c’eft précifément ce quil faut faire pour
trouver la diftance du centre de gravité du
volume déplacé ; donc en général la pouffée
verticale d’un fluide fur un corps qu’on plonge ,
paffe toujours par le centre de gravité du volume
du fluide déplacé,

34 5. Voyons , maintenant, ce que de-
viennent les forces horifontales dont nous
avons parlé ci-deflus.

Si l'on {e repréfente toujours la tranche
folide de la Fig. 119, & que par les cotés
db, bc, &c. dela fedtion inférieure on con-
Goive des plans verticaux terminés par la
{fe&tion fupérieure : ces plans formeront le
contour d’un prifme qui aura pour hauteur
celle de la eranche ;3 & chaque face de ce
pri‘me exprimera (341 ) par I'étendue de fa
furface , la valeur de la force horifontale
qui lui eft perpendiculaire. . Mais comme
toutes ces faces font de méme hauteur ,

leurs
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leurs furfaces font dans la raifon de leurs
bafes ¢b , be, &c. donc les forces horifon-
tales. font entr’elles dans la raifon des cocés
ab, bc, &c. Drailleurs i quelque endroie de
ces faces qu’elles foient appliquées , comme
cet faces font d’unc hauteur infiniment pe-
tite, on peut regarder ces forces horifon-
tales, comme appliqudes, toutes, dans le
plan horifontal ¢ b ¢ de f, chacune perpen-
diculairement fur le¢ milieu du c6té qui fert
de bafc a la face correfpondante du prifme
dont il s’agit, Je dis fur le milieu, parce
qu’il eft aif¢ de voir que la rélultante des
preflions qui s’exercent fur la {urface de I'un
quelconque des trapefes qui forment la fur-
face de la tranche , doit paffer par 'un des
points de la ligne qui joint les milieux des
deux c6tés paralleles; & que par conféquent
la force horifontale qui en réiulte, doit ren=
contrer la ligne qui joint les milieux de deux
cdtés oppofés de la face correfpondante
du prifme. La queflion eft donc réduite -
favoir ce qui doit arriver a un polygone
quelconque { Fig. 122 ) lorfqus chacun de
fes cotés eft tiré ou pouflé par une force
appliquée perpendiculairement & fon milieu ,
& repréfentée pour fa valeur, par ce coté.
Nous allons voir quelles fe détruifent mu«
tuellement,
Bb
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Ne confidérons d’abord que deux forces
P & Q ( Fig. 121) appliquées perpendicu-
lairement fur les milicux des deux cords
A5, ACdurriangle 4 BC, & repréfintées
par ces co:és. Il eft clair que leur réful-
tance paffera par leur point de concours F,
qui dans le cas préfent eft le centre du cer-
cle qui palferoit par les trois points 4, B, C
(Géom. 54). Je dis d’ailleurs , qu’clle doit
paffer par le milieu du co6té BC, auguel clle
fera par conféquent perpendiculaire ; &
qu’clic fera repréfentée par ce coté BC.

En cffer, fi Pon décompofe la force P en
deux autres , Pune D e parallele, & lautre
D#h perpendiculaire au c6té BC, en for-
mant le parallélogramme Degh 5 on aura
en nommant e & A ces deux forces, P :e:
b::Dg:De:Dh::Dg:De:ge;oren
abaiflant la perpendiculaire 4 O, le trian-
gle ge D cft {emblable au triangle 4 O B,
parce qu'ils ont les c6tés perpendiculaires.
Onadonc Dg: De tge:: 4B A4 BO:
donc P:e:h:: AB:40: 8 0. Orypar la
fuppofition , la valeur de la force P eft
repréfentée par A B done celle de e left
par AO; & celle de /2 left par B O.

- SiIPon décompole rarcillement faforce Q
en deux autres , l'une Jinz, parallele, & l'aurre
lk perpendiculaire au coté BC, on prouvera
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de méme, que m eft repré entée par 4 O,

& k par CO. Les deux forces m & e font
donc égalcs , puifqu’elies font repréientées
par la méme ligne .+ O. Daillzurs elles
agiflent en fens con'ra res , & fuivent une
méme ligne D [ para lelea BC, prifqu= D
& [ foat les milicux de A B, 11 ('; donc
clles fe dérruifent. La réfultante deit donc
étre la méme que ceclle des deux furces A
& k ; & comme ceiles-ci font parziie'cs,
prifqu’elles font perpendiculaires s € 5, leur
réfultante doit étre égale a leur fomme, &2
perpendiculaire 2 B C. Donc (% elle eft
repréfentée par BO+ O C; ceft-a- dire,
par B C. 2° Etant perpencicu'aire a £,
& devant dlaillears paffer , ainfi que nous
venons de le dire, par le centre #' du cercle
circonfcrit a 4 £ C, elle pafle donc par le
milieu de ! C.

Cela pofé, (Fig. 122 ) la réfultante V7
des deux forces P & 7 (-ra donc perpendl—
‘culaire fur le milieu de B £, & re; réfencée
par BE. Par la méme raifon, Ta réfultance X
des deux forces V & §, & par conféquent
celle des trois forces P, T, ', fera perpen-
diculaire fur le milieu de B/}, & repréfun-
tée par B D. Enfin la réfultante ¥ des deux
forces X & Q, & par conféquent, celle des
quatre forces P, 1, 8, @, fc:ré f;)CrPCndiCu?‘

2
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laire fur le milieu de DC, & repréfentée pat
L C; clle fera donc dgale & direttement
oppofée a la foree R ; donc toutes ces forces
{c détruiront,

On veit que le raifonnement eft le méme
quels que foient le nombre & la grandeur
des cotés.

Donc en général , les efforts qui réfultgne
dans le fens horifonizal o de la preffion qu'un
Sfluide ;e/am exerce pcrpenazculazrcnzent Jur la
Surface d'un corps. quiy €ft plongé, fe derruifent
mutuellement.

34¢. Tels font les principes qui fervent
a dérerminer les effets de la preflion des
fluides fur les xafcs qui les renferment, &
fur les corps quion y plonge. Voyons main-
tenant quelques ufages de ces principes.

Pui{que les efforts que le fluide fait dans
le fens horifontal , fe détruifent mutuelle-
ment , il ne faut donc pour conferver un
corps Caos la pofition quon lui aura donnée
dans un fluide, il ne faut, dis-je , autre
chofe, que détruire Veffort vertical de la
preflion ; ce qui exige deux chofes, la pre-
miere , quon oppoﬁ. de haut en bas un
ffore qui foir ¢gal & celui que la preflion
excrce de bas en haut : la feconde , que
cct effort foit en ligne droite avec celui de
la poufiée verticale du fluide, Or la pouflée
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verticale du fluide,, eft équivalente au poids
du volume de fluide dépiacé ; donc fi le
yolume de fluide déplacé , pefe plus que le corps
plongé , le corpsjunzc"'wa & sélevera jufqu'd
ce que le volume ce ][uzue correfpendunt a la
partie fubmergée , pefe autant que le corps
entier.

3 47. Donc, {i lorfqu un corps {furnage,
on vient a ajouter ou a oter a fon poids, un
poids quelconque , il s'enfoncera ou s'¢lé-
vera jufqu'a ce que laugmentation ou la
diminution du poids du volume du fluide
dép]acé , foit devenue égale A ce nouveau
poids. Si ce poids qu’on ajoute , ou qu’on
retranche , -eft petit, cu égard a cclui du
volume de fluide altucllement déplacé , la
quantité I K ( Fig. 123 ) dont s’abaiffera ou
s'élévera la coupe A4 B, fera dautant plus
petite que ce poids fera plus petit, & quen
méme temps la coupe 4 B fera graade.
On pourra donc, lorfque ce poids fera petic,
& que la coupe A B fera grande , recar-
der A B & ad, comme dégales , & évalucr
le volume nouvelloment déplacé , par la
furface repréfentée par A4 B, muldiplide
par I K5 ceft-a-dirc, par 4 B x I K. Douc
{t p eft le poids d’un pied cube de fluide,
px ABxIK-fera le poids de ce volume,
AB x IK étant évalué en pieds cube. Ainfi

Bbs
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fi P eftle poids quon ajoute , ou qu "on
retranche, on aura px 4 Bx 1K == P; o

I)
pxAr
navirc, par cxenple , que pour favoir com-
bien une certaine augmentation faite 4@ la
charge , fait enfoncer e navi re , il faut divifer
la valear P de cctre augmentarion , par la
furface de la coupe faite a fleur d'ezu, cliimée
en picds quarrés , & multiplide par le pcids
d’un pied cube d'cau

Lorfqu'on fouffle un vaiffcau , on aug-
mente le volume de la caréne d’une quan-
titd que mnous avons enfeigné ( 123)
évaluer. Ceft donc comme fi on diminuoit
la charge, d’'une quantizé égale au poids d'un
volume d’eau égal a l'augmentation qu'on
a faite au volume , moins le poids des
maticres qui compofent le foufHlage : on
peut donc décerminer Facilement de combien
il piongera moins.

74d. Le poids dun corps reftant le
méme , on peut érendre fon volume 2
volonté , il n'y a donc pas de matiere fi
pcﬁmcc quon nec puiflec faire furnager.

34 9. Puifzuee , Iorﬁiu on diminue le

oids d'un corps fans rien changer a fon
volume, il doit s'élever avec un effert qui
ne pcut étre contrebalancé que par un poids

Ton tire 1 = ; c’eft-2-dire, pour le
> P
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égal a celul qu'on a 6té; il s’enfuit donc,
quon peut employer utiiement la poullée
verticale de 'eau pour élever des fardeaux;
par exemple, pour tirer des batiments , du
foud de la mer ou des rivieres, en les at-
tachant 2 d’autres bitiments que l'on aura
d’abord chargés de corps pefants, ou d'cau,
& qu'on vuide enfuite.

3 70. En général, i P eft la pefonteur
fpéc'ﬁquc d'un corps qui {urnage, ou ce que
peferoit un pied cube, par exemple, de ce
corps , s'il €roit d’'une matiere x.mformc,
V fon volume; p la pefanteur fpécifique du
fluide ; « le volun ¢ de la partic fubmergde:
le poids de ce corps fera P x VPV ou PV

celui du volume de fluide fera p s on aura

donc P V' = pu, équation qui donneu:l—;-;
d’ot Ton voit que le poids P 7 du corps
reftant le méme , la partie fubmergée fera
toujours d’autant plus petite que la pefan-
teur I‘pécxﬁque du fuide fera plus ¢ rrand

Cetre méme équation donne ¥z u:: p: P
ceftd-dire, que le volume du corps , &
celui de la partie fubmergée, {ont en raifon
inverfe de la pefanteur {pécifique du corps,
& de celle du fluide.

35 t. Sile corps pefe plus qu'un pareil
volume de fluide ; zlors il doit s’enfoncer,

Bbg
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& ne peut &tre retenu que par uneforce
¢gale a Vexcts de fon poids fur celui d'un
parcil volume de fluide. Or fi nous repré-
fentons toujours par p & P les pefanteurs
{pécifiques du fluide & du corps; & par V,
le volume du corps, nous aurons PV—p %
pour P'excts du poids du corps fur cclui d'un
parcil volume de fluide. Donc fi on con-
coit quc ce corps foit retenu, a laide d'un
fil , au fléau d'une balance , & que P’ {oit le
p01ds avec lequel il peut dtre en éthbre ;

onaura P'==P}V —pV,d’otl'on tire »P-

P];; Or PV eft le poids du corps dans

Vair, & P’ fon poids lorfquil cft plongé
dans le fluide ; denc connoiffant le poids &un
corps dans air , & fon poids dans un fluide ; on
aura aifément le rapport des pefanteurs [peci-
Siques de ce dernier fluide & du corps , en divi-
Jant la différence de ces deux poids , par le poids
du corps dans [air. Par exemple, {i un corps
pefe 6 onces dans P'air & ¢ onces dans 'eau,
je divife la difidrence 1, par 6, & le quo-
tient -, me fait voir que la pefm*cur {péci-
Fquc du corps, eft a celle du fluide, comme
Geftar.

L’air , comme fluide pefant , diminue
aufli une pamu du poid$ des corps ; en forte
que le poids quils ont en lair, n'cft pas
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leur poids réel. Mais comme lair eft un
fluide fort rare, & dont la pefanteur fpéci-
fique n'eft quenviron la §5o° partie de celle
de Pcat, on peut fe difpenfer d’avoir égard

ala dlmmut ton qu'il occafionne.

352. Si l'on congoit qu'on plonge le
méme corps que ci-deflus , dans un autre
fluide dont la pcfanteur fpécifique foit p’,
& que p"’ foit le poids avec lcquel il peut
alors étre en équilibre , de méme quion a
euP'==PV —pV,onauralP’ = PV —p'V;
orces deux équations donnent p V=P V——P’
& p' V=P} — P"; donc divifant cctte der-
nicre , par la précédentc; on aura —P— =
Py—p
Py—p
corps dans lair, fon poids p” dans un fluide,
& fon poids P’ dans un autre fluide, on.
déterminera facilement p—', ceft-a-dire, le
rapport des pefanteurs {pécifiques des deux
fluides.

39 3. Suivant ce que nous venons de
voir , la pefanteur rpéci{]quc muitil,liéc par
lc volume , donne le poids €’un corps. Mais
la denfité , multipliée par le volume, donne
lamaffe (191), qui (202)eft propomormc lle
au poids. Donc la pefanteur {pécifique mul-
tipliée par le volume , eft proportionnelle

d’oti connoiffant le poids P P d’yn

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



394 COURS

3 la denfité muleipliée par le volume 5 done
la pcfazzzeur jpcaﬂ jue des corps efl proportion-
nelle a leur denjite.

35 . Revenons pux corps qui furnagent.
Pour qu'un corps juifle refter en Lqumbrc
fur un fluide ; 1 four.-ainfi que nous lavons
vu (346) , que fon po ds toral toit cgala
celui du voiume de fuide dé-lacé. Suads
eette conditio.. ne futlic pes. It juur encore,
que la ligne qui paje parle cenne de gravité
du corps plonige , & pur le cegire de gravirg du
volume de la partie J'/’m,_,éu’ four ve: t,mlc’.
Car la pefanteur du corps, & la peaffée du
fluide s’exercant chacune fuivant une ligne
verticale, done la premisre pafie par le cen-
tre de’ grawté du corps, & la feconde, par
le centre de gravité du volume dcplacé ne
peuvent Ctre directement oppofées , ( comme
il faur qu'elles le foient pour 1<,quiiibrc)
quautant que ces deux verticales fe con-
fondront.

. Ainfi pour déterminer fi un corps
ACEDDB ( Fig. 124 ) d'une forme & d'une
matiere connue peut demeurer en dquilibre
{ur un fluide , dans une pofition qu'on a
deffein de lui donner; il faut mener un plan
horifontal C D qui {épare unc partie C £ D
doat le volume foit au volume total 4 £ B
comme la pefanteur fpécifique du corps cit

]
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a celle du fluide , & ayant déterminé le
centre de gravitd Gde £ £ B, & eelui G’ de
CED,filaligne GG eft pcrpendlculmre au
plan CD I'équilibre aura lieu.

356. Nous fuppofons dans ce que nous
_difons ici, que e corps AEB eft homogene ;
c’eft-a-dire , que la maticre qui comyofe fon
poids cft toute de méme efpece, & quelle
eft uniformément répandue dans tout l'efpace
qu’occupe le volume total. S’il nen étoit
Fas ainfi, on commenceroit par calculer la
valeur d’ un volume de fluide, égal en poids,
au pmds total de A KB, & l'on “feroit CED
dgal a ce volume, CD étant horifontale : ce
qui {c réduit a une queflicn de pure géomé-
tric , dont les principes donnés jufqu’ici,
peuvent fournir la folution. -

3 7. Cleft encore une autre queﬁlon
que Ton peut réfoudre 2 laide des mémes
principes , que celle de dérerminer les diffé-
rentes pofitions dans lefquelies un corps
peut refter en éthbxc fur un fuide ; mais
comme nous navons aucune application
eflenticlle & faire ni de Yune ni de Pautre de
ces deux quefiions, nous ne nous en occu-
perons pas. Voici quelque chofe qui nous
importe pius.

358. Le corps CED ( Fig. 125 ) étant
adtuellement en équiiibre fux un {luide dont
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AB eftla furface : G étant le centre de gra-
vité de ce corps; G/ celui de la partie fub-
mergée A E B ; fi Ton congoit que l'on
incline infiniment peu, le corps, enforte que
aEb devienne la partie {fubmergée, dont G”
foit le centre de gravité, Ce corps revien-
dra 4 fa premiere pofition, fi la verticale
G M qui convient a cette feconde pofition
rencontre la verticale G’ M qui convient a la
premiere , au-deffus du centre de gravité G
du corps. Au contraire, il verfera tout a-fait,,
{i le point M cft au-deflous de G, comme
en M.

En cffer, la diretion G" M qu’aura alors
1a pouflée de I'eau , & qui fera verticale,
ne paffant point par le centre de gravied G,
tend (322 ) a imprimer au corps deux mou-
vements , I'un pour élever le centre de gra-
vité , & qui eft détruit par le poids du
corps ; Vautre qui tend a le faire tourner au
tour du centre de gravité G. Or il eft facile de
voir que fi le point G eft au-deflus de M,

"ee mouvement de rotation autour de G,
tend 4 fe faire de 4 vers C, & par confé-
quent a ramener G’ dans la verticale ac-
euclle G” M. Au contraire, {i M eft au de(-
fous de G, comme en M’; le mouvement
de rotation autour de G , tend a f{c faire
&¢ C vers 4, & par conféquent ne peut
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quéloigner G de G” M'; c'eft-d-uire , tend
2 faire renverfer le corps. _

Donc pour que le-corps puifle revenir a
fa fituation primitive , il faut que G' M foit
plus grande que G'G.

Le point M eft ce que M. Bouguer a
nommé le Metacentre ; parce que ceft la
limite de la hauteur a laquelle peut étre
placé le centre de gravité G, pour que le
corps flottant ne foit pas renver{é par une
petite inclinaifon ; car pour peu que G fit
au-deffus du point M, le corps fe renver-
feroit, ‘

Comme la détermination du métacentre
A importe beaucoup dans la conftruétion
des vaiffcaux , nous allons nous en occuper.

3 5 9. Suppofons donc que A EB ( Figi
126 & fu. yrepréfente la coupe d’un navire
faite par un plan perpendiculaire a la quille,
& paflant par le centre de gravieé G du
navire. Ce plan paffera auili par le centre

de gravité G’ de la partie fubmergé 4 E B
(354)

Concevons que par quelque caufe que
e {oit, le navire prennc une fituation infi-
nimsant peu inclinde a la premiere ; &
qu'alors ab foit le plan de flottaifon, & G*
le centre de gravité de la partic a£b qui fera
fubmergée alors, 8i l'on mene G” M perpen-
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diculaire 3 ab, cette ligne fera la direGion
fuivant laqucile s’exercera la poufide de
Yeau, lors de Pinclinaifon.

Pour dérerminer le point 5 ou G M
coupe la ligne GG’ qui eft verdicale dans la
premiere fituation , it faut aérerminer la
pofition de G, tant a I'égard de 4 B, qu'a
Végard de la verdicale G@".

Dans cette vue, nous imaginerons le na-
vire coupé en un grand nombre de tranches
verticales , par des plans perpendiculaires a
la quille; & fuppofant que MRN ( Fig. 127)
eft une de ces tranches; g le centre de gra-
vité de fa partie fubmergée avant lincli-
naifon; g’ celui de fa partie fubmergée lors
de l'inclinaifon, nous allons chercher, pour
chaque tranche, le déplacement gg’ de ce
centre de gravité g, d’olt mous conclurons
celui du centre de gravité G/ ( Fic. 126).

Obfervons donc d’abord, que le volume
MRN ( Fig. v27) eft égal au volume m R n;

arce que le volume deau qui correfpond
2 chacun, doit (346) foutenir, dans chaque
cas , la méme partie du poids total du
navire. Donc , {i de chacun de ces deux
volumes on retranche le volumé commun
MRn, les deux fecteurs MMOn, NOn ( que
Pon doit regarder comme deux wriangles
rectilignes, a caufe que Vinclinaifon eft infi-
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niment petite ) feront égaux ; & le point
-d’interfection O pourra étre cenfé au milieu
dC M ij. .
Soient, maintenant , &, 2. g”, les centres
de gravité des efpaces NO/z s MO m,
M R n. Menons fur M N les perpendi-
laires Ak, WK, g0, g q; & fur la
verticalegO la pupcndlcu aire g” . Pour
avoir la dlﬁance g’ q du centre Ge gravzté g
dem Rn, 4 laligne M.N, il faut prendre le
moment dz m R 1 par rapport a cette ligne,
& Végaler (263} a la différence des mo-
menss de {es parties 4/ R n, M Om qui fone
firudes de différcnts cotds dc MN. On aura
donc mRa x g gou MRNx glg= MRnxg" [
— MOmx K K. Mais palfqucg eft e centre
commun de grav1té des deux efpaces M Kn
& NOn, on doit avoir MANx g0 ==
MRnxg"l'-+~ NOn x kh. Tirant de l'une
de cecs équations, la valeur de MRn < g”l';
& la f{ubftituant dans lautre , on aura
MRNxgq=2RNxg0 -— NOn x kh —
MOm x K k. Or les trnfwles MOm, NCn
érant infiniment petits , lcurs moments, ou
leurs produits par les lignes infiniment pe-
tites , A’ k' & Ak feront infiniment plus petits
(4), & par confaquen* infiniment petits du
fecond ordre 4 I'égard du moment MR N x
£ 0. Rejettant donc , de la derniere équa-
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tion , ces deux moments, on aura M R N ¥

=MAEN xgO, doulontireg g = g0}
c (ﬂ a-dire, que le centre de gravitd g’ eft a
méme profondeur au-deffous de M, que .
On peut donc regarder la ligne g g/, qui eft
d'ailleurs infiniment petite , comme perpens
diculaire fur gO ; & par la mtme raifon ( Fig.
126 ) on peut regarder &' G comme un arc
de cercle décrit du point M comme centre.
Voyons , a préfent , quelle cft la valeur
de gg' (Fig. 127 ). Il faut , par la méme
raifon que ci-deffus, prendre le moment du
volume mRn , a I'égard de OR, & I'égaler
a la fomme des moments de fes deux parties
MOm, MR n. On auradonc mRnxgg
ou MRN x g7 =MRn x g" { + MOm x O
Mais puifque g eft le centre commun de
gravité des deux efpaces MRn & NOn,on
aﬁ[Rnxg”l-—-Nrszx Ok=0(265),0u
MR N xg"l=NOnx Ok; donc MRnxg
== NOn x Ok = Mom x Ok'=2 NOn % Ok,
parce que les deux triangles MO m, NOn
font égaux, & que les diftances O & Ok
font évidemment égales. ‘
Soit e I'épaifleur de la tranche que repré-
fente M R N, on aura donc enfin le mo-
ment de cette tranche MR N x e x g g'=
2 NOnxexOk , équation qui alieu pour
ehaque tranghe,
Prenons
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Prenons , maintenant, la fomme de ces mo-
ments pour toutes les tranches ; & nous zu-
rons MR Vxexgg'— [2 NOnx ex Uk, Cr
le premier membre, ¢rant la fomme d.s no-
ments de chaque tranchc par racporc a uin
plan paffant par la quille, doit ( AGS) cree
¢gal a la fomme de toutes les tranclies , ou
au volume de la partic fubmergée de la ca-
rene , muliiplié par fa diftance ' G' (i 4g.
126 ) du centre de gravité de a car®ne, lors
de linclinaifon Donc , en nomacnt /7 ce
volume , on aura? x G/ &' == fz NUnxex Ck.

Déterminons done la vaicur de ce f{econd
membre.

Pour cet effet, je remarque que lorigue
le navire s’incline | le plan prim «if de =

taifon CB P Q(Fg. 128 ) deviant Chr Q.
Que les triangles B/fb, NOn font les mimes
que dans les Fzg 126& 127 or comme il
eﬁ ¢videnc qu'ils ont un angle égal, on peut,
a caufe de leur petitelle mﬁmc s Ic. regar-
der comme femblables ; enforte quwon aurg

NOn:BIb::ON :BI" (Geom. 179);

par conféquent NOn === x B, Dl
Bl

leurs on a ( Fig. 127)Ok:~;ﬁ ON, car on

peut regarder le point k & le point /z -
me édalemcnt ¢loignés de (g On a (czl?)r:s
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—————

_NOn'x Ok=%ON! x_BIb,' donc .

B1

Vx GG\ =% xex BIb; Ceft-1 Ié«

B1
quation qui donne G’ G”. Employons - Ia
maintenant 3 déterminer la hauteur G'M du
métacentre.
Imaginons que du point I ( Fig. 126)

comme centre , & du rayon I B, on décrive
Yarc BS; onaura BIb = BI%BS Orles

deux droites G” M & G’ M étant perpendi-
culaires a ab & A B, il eft facile de voir que
I'angle M eft égal alangle BIb, & que par
conféquent en regardant comme un arc dé-
crit du point M, la droite infiniment petite
G"G’ que nous avons vue étre perpendicu-
laire 3 G' I, les deux fe&eurs BIS, G’ MG"
feront {emblables. On a donc ' M: ¢'G":

BI:BS; donc BS =220 & par com:

féquent B1b = BIZS;,,G” donc en fubfis
tuant dans I'équation V" x G/ G =&c, &
réduifant , ona ¥x G'GY = fLON xexCEY
Mais comme G'M & G'G” reftent les mémes ,

quelle que foit la tranche que I'on confidere,
on peut écrire cette équation, de cette au-
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1CIGh o
o JON xe,

Y o\ 12 . / %’/‘a!xt C’ 5 .
d’on Tontire G'M ==2—,—, Ceft-a-dire,

tre maniere, ¥ x GG’ =

que pour avoir la hauteur du métacentre 5 au-
deffiis du centre de gravité de la partie [ubmera
gée de la caréne , il faut partager la longueur,
de la coupe faite a fleur d'eau , ( par des
perpendiculaires élevées fur cette longueur)
enun aflez grand nombre de parties égales;
pour que les parties de la courbe qui fait le
contour de cette coupe , interceptées entre
ces perpendiculaires, puifient €tre regardées
comme des lignes droites. Alors on fera une
fomme des cubes des demi-largeurs corref~
pondantes a chaque divifion, & I'ayant mul-
tipliée par la diftance ¢, d’'une perpendicu-
laire a I'autre, on en prendra les 2 que l'on
divifera par le volume de la partie fubmergée
de la carene. ’

3 6 0. On voit donc que tant que la coupe
faite 4 fleur d’eau reftera la méme, & que le
volume de la partie fubmergée reftera aufla
le méme , la hauteur du méracentre reftera
conftamment la méme , quelque changement,
que l'on fafle d’ailleurs a la figure de ia c4-
rene. Nous verrons par lz fuite, les ufages
du méracentre, Difons un mot des fluides
¢laftiques,

Ceg
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36 1. Les fluides ¢lafliques ont de-com-«
mun avec les fluides fans reffort , qu'abf-
traltion faite de la pefanteur, la preflion fe
communique ézalement dans tous les fens.
Mais ils différent de ces derniers, en ce que
fi apres avoir appliqué 2 la furface A8 ( Fig,
129 ) d'un flulde fans reffort , une preflion
quelcongue P, qui agiffe fur un fonds mo-
bile 4B, on vient a4 fupprimer {ubitement
ce poids P le fluide fans reflort , n'agira
plus contre ‘le fonds AB. Au licu que
dans les fluides a reffort , fi aprés que la
prefiion P aura amené le fonds 45
dans la ficuztion quelconque a4 , en
vient 2 fupprimer cette preflion , le fonds
a b fera repoullé de b vers B avec la
méms force qui lavoit amené de B
en b,

Quo iquil en {pit , la maniere dont la
prefiion fc diftribuera, fzra toujours la méme
quc pour les fluides fans reffort ; ceft-2-
dire , queile agira perpendiculeiremeng aux
furfaces 3 & que dans les fluides élaftiques

efants , & qui ne font comprimds ' que par
‘allion de lenr pcfzmtcur s “les effors de
43 preffion fur les parois des vafes , ou fur
1a {urfuce des corps plengés dans ecs flui-
des, ces CuOu.S, Gis-jzy efimés dans le fens
homfonta} , te détruiront mutucllement ; &
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dans le fens vertical | ils f{e réduiront 2 un
feul dont la dire@ion paflera par le centre
de gravitd du volume fur lequel le fluide
agit.

3 52. Quant & la valeur abfoluc de 1a
prefiion fur une furface quelcongue , en vertu
de la pefanteur feule du fluide ¢laflique;
il n’eft pas doureux que fur les furfaces ho-
rifontales, elle ne foit { la hauteur éant la
méme ) proportionnelle aux furfaces fur lef-
quelles elle e’exerce. Mais elle ne fe me-
fure pas , comme dans les autres fluides,
par le poids du prifme ou du cylindre qui
auroit pour bale cette furface , & pour
hauteur , Ia diftance de cette furface julqu'a
la furface fupéricure du fluide.

En cfict, fi un fluide élaflique cft tel que.
fans fa pefanceur il puilfe cccuper Tefpace
AEE D (Fig. 130); lorfqu’on fe fuppofera
pefant , il cft vifible que les tranches de ce
fluide, les plus prockes du fonds EF, char-
gées de leur propre poids & de celui des
tranches fupéricures , feront plus compri-
mées que celles-ci 5 que par conféquent, i
TYon concoit deux tranches de méme hau-
teur , 'une prés du fonds EF , Vautre 2
quelque diftance ds ce fonds, la matiere de
la premiere {era plus denfe que ceile de la
feconde, & pefera, par conféquent davan-

Cec3
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tage. Ainfi les tranches de méme hauteur,
chargeant le fonds £ F, d’autant moins
quelles en font plus éloignées, la preflion
fur le fonds K F doit seftimer, non-feule-
ment par la grandeur de ce fonds, & par
le nombre des tranches contenues de Den F
mais encore par la pefanteur {pécifique de
chague tranche , laguelle eft diffiérente d'un
endroit & lautre. Enforte que {i Pon re-
préfente par x la diftance F 0 d'une tran-
che quelconque , au fonds £ F; pardx la
hauteur infiniment petite de cette tranche
& par D la pefanteur {pécifique , ou la den-
{ité de cette méme tranche ; Ddx fera le
poids d'un filet de cette tranche ; & fon
adtion fur EF fera EF x D dx, donc l'ac-
tion de toutes les tranches, ou la preffion
{ur E'F fera EFfDdx ou plutot EF f— Ddx,
parce que x croiffant , le (foids de chaque
tranche diminue ; c'eft-a-dire, qu’il faudra
prendre lintégrale de — Didx, & la multiplier
par EF, Il faudra donc connoitre la valeur
dec D en x, ceft-a~dirc, fuivant quelle
loi les denlitds varient , & mefure que
les tranches font plus éloignées du fonds
EF.

Quand on aura déterminé la preflion fur
une furface horifontale, il eft aifé de déter-
miner la preflion fur toute autre furfacc,
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en partageant cette {urface en parties infinl-
ment petites 5 chacune de ces parties pourra
étre regardée comme prefiée autant que fi
elle étoit horifontale.

363. De tous les fluides élaftiques ,
Yair eft celui qui nous intérefle le plus:
C’eft pourquoi nous allons nous arréter a en
confidérer les principales proprideés ; celles
du moins , qui ont le plus de rapport a notre
objet. '

364. L'air eft pefanz. C'sft un fait conf-
taté par un grand nombre d’expériences. En
~voici quelques-unes. Si I'on prend un tube
de verre { Fig. 131) d’environ 30 pouces,
fermé hermétiquement par Pune 4 de fes
extrémités , & que par le bout ouverr on
introduife du mercure dans toute la capacité,
{i on vient a renverfer & plonger le bout
ouvert B, dans un vafe ol il y ait aufli du
mercure ; le mercure contenu dans le tube ,
defcendra jufqu’a ce que la colonne reftante
foit d’environ 27 pouces & demi , * 2
compter de la furface du mercure dans le
vafe. Voici comment cette expérience prouve

* Cette quantit¢ varie {elonyprés, au méme niveau que
Vétar de Y'air, & la hauteur du|Paris, Nous (uppofons de plus,
Jieu ol fe fait I'expérience :{que le mercure contenu dans
nous fuppofons ici, gque ¢’eft|le tube, a été purgé d'air: ce
lorfque Vair eft dans un ératln’eft pas ici le lieu d’en expofer
soyen, & que L'on eff, 3 peu | les moyens.

Ccy
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la pefantenr de lair, La colonne de mer-
cure contunuc dans + LB exerce au point B
une preffion fur le mercure inférieur qui
re peut &tre contrebalancée que par un
cflore égal agiffant en fens contraire. Or
le mercure contenu dans le vafe ou le
tube eft plongé, n'agit contre cette co-
tonne, qu'a raifon de la diftance de fa fur-
face fupérieure julqu’a Pouverture B, il ne
peut donc contrcbatancer. On ncﬂpcut donc
chercher 4 ailleurs , Peffort néceflaire , que
dans le fluide qui repofe fur tous les points
de Ia furface fupérieure du vafe; ceft-a-
dire , dans I'air ; donc c’eft I'air qui par fon
poids faic équilibre a la colonne EC de mer-
€ure.

Voici d’ailleurs , un autrc fait qui neus
fera utile & qui vient a lappui. Si ceft
Vair qui foutient la colonne B C; il faur i
neus cmployons un fluide moins pefant que
le nlercure , que la hauteur 2 laquelle ce
fluide reftera fufpendu , foit plus grande que
B C, & ccla (334) dans le rapport inverfe
des pefanteurs fpccifiques de ces deux fluides.
On fait que Veau pefe 14 fois moins que
le mercure. I faur donc que fi Pon em-
ploic de Peau au lien de mercure , elle
puiffe &tre foutenue par lair , jufqua la
bauteur de 14 fois 27 pouces & demi,
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ceft-a-dire, jufqua 32 pieds environ, Cleft
en effet , ce que Pexpérience confirme. Car
on fait que {i par Ie moyen d'un pifton on
veut élever 'eau dans un feul corps de pom-
pe, au-deld de 32 pieds, 'eau s'arréte conf-
tamment i ce terme a trés- peu pres. On ne
peut donc douter que I'air ne foit pefant,
& que par certe raifon, il ne prefle la fur-
face des corps, autant que le feroic une co-
lonne d’eau dont la bafe feroit égale a cette
furfacc, & dont la hauteur feroit de 32 pieds
environ,

Cleft cette preflion qui appliquée a tous
les corps, & par conféquent 3 la furface de
I’eau, oblige I'ecau de monter dans les pom-
pes , lorfqu'ey cirant le pifton on faic un
vuide entre le pilton & I'cau dans laguclle
plonge la pompe. Mais pour avoir des idées

lus diftin@es fur la maniere dont [Peau
s¢leve dans les pompes , il faut examiner
unc autre propriété de lair. Cleft fon délafti-
cité.

355 Lair eft compreflible ; il eff elafli~
que : & les volumes auxqusls il peut étre réduir
par la compreffion , font , fenfiblement , en rasfon
inverfe des poids dont il eft charge.

Cleft un fait ¢érabli par lexpérience fui<
vante.

Dans un tube de verre recourbé 4 B €
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( Fig. 132 ) dont la branche 4B foit au moing
de 30 ou g0 pouces , & dont la branche
BC foit par-tout de méme diametre & fer-
mée hermétiquement en C. Faites couler
du mercure jufqu’a ce que la capacité B la
plus bafle du tube foit remplie ; & ayant
ppliqué ce tube fur une planche graduée,
ob'ecrvez quel eft le nombre de divifions
compris entre B & C. Je fuppofe ici que ce
foir 8 pouces. Verfez du mercure dans la
‘branche 4 B jufqu'a ce que I'exces de la
hauteur du mercure dans 4 B fur celle du
mercure qui entrera dans B C, foit de 27
pouces & demi environ. L'air qui occupoit
d’abord toute la partie B € n'en occupera
plus que la moitié. Si vous continuez de
verfer le mercure dans la branche 4 B, juf-
qua ce que la différence des hauteurs du
mercure dans les deux branches , foit de
deux fois 27 pouces & demi , ou enviren
Yair reftant dans B C n'occupera plus que le
tiers de BC'; il n'occupera que le quare, fi
la différence des hauteurs eft de trois fois
27 pouces & demi ou environ ; & ainfi de
{uite,

Cette expérience fait voir que Yair fe com-
prime 4 mefure quion le charge, & quil
fc comprime, a trés-peu- pres, propor
tionnejlement au poids, En effet, forf—
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wil n’y avoit du mercure que dans la ce-
pacité inféricure B, I'air contenu dans B C,
érant- de méme nature que celui qui éioit
dans A B, étoit chargé de tout le poids de
Pair qui répond verticalement a l'ouverture
du tube, Il €roit donc chargé par un poids
équivalent & une colonne de mercure de
27 pouces & demi environ. Puis donc qu'en
ajoutant encorc unc, deux, trois , &c. prefs
{ions femblables, il fe réduit, felon ce que
nous venons de dire , a des efpaces deux
fois, trois fois , quatre fois moindres que
BC, il fe comprime donc, dans le rapport
des poids qui le chargent. :

A T'égard de fon reffore 5 par un procédé
inverfe on s'affure qu’il a lieu & qu'il aug-
mente a proportion de la comprefiion, cu
qu’il diminue a proportion que la compref~
fion diminue. Car {i I'on retire du mercure
de dedans la branche A8, on verra Pair re-
prendre de I'érendue dans la branche CE,
& en reprendre d’autant plus qu’on dimi-
nuera plus la preflion : lair eft donc non-
feulement comprefiible ; mais dans quelque
¢tat de compreflion qu’on le mette , il tend
a fe réeablir & a occuper un cfpace vlus
grand , & tel que lorfque le poids qui le
comprime diminuc , lefpace dans lequel
Vair fe répand , eft & cclui auquel il éroit rés
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duit, cemnic le poids dont il étoit chargé
dans ce dernier cas, eft a celul dont il ¢ft
chargé altuellement.

366. Lair que nous apchons raturel
ou libre, cft donc dans une comprefiicn ha-
bituelle ; ’ enforte que §il venoit 2 perdrc
tout-a—coup fa pcfantcur , il tendroit a &'¢-
carter de toutes parts avec une force telle
que la partie d'air renfermée dans un cfpace
comme A B C( F'g. 132 ) ne pourroit étre
retenue, quen appliquant a Pouverture A
unc force €gale au poids d’une colonne de
mercure qui auroit cette ouvertare pour bafe,
& a7 pouces & demi de hautcur.

367. Daprés ce que nous avons dit
{ 361) fur la diffi¢rence entre les fluides élaf-
tiques & les fluides non élaftiques, on voit
donc que Pair renfermé de toutes parts
dans un vafe, fait autant d’effort pour pouf
fer du dedans au dchors, que Pair environ-
rant en fait pour poufi fier du dehors en de-
dans: & c'eftla ce qui fait que les corps
me cedent point 2 la prefiion confidérable
eu'ils éprouvent felon ce que nous avons

Rit (364 ).

36 8. Un tube tel que celui que now
£VOns décnt (364) (Fig. 131) érant app i-
sué fur une planchc gradude dont les divi-

$ons commencent & la ligne de niveau, ou
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a la furface du mercure dans le réfervoir,
eft ce quen appeile le barometre; ‘parce
quil fert & juger de la preflion que lair
exerce fur. la furface des corps, par la
hauteur a4 laguclle Iz mercure refle fuf=
pendu dans le tube 4B, On voit donc main-
tenant , pourquol cet inftrument marque
Ia méme hauteur dans un endroit fermé,
comme dans un endroit libre. Cleft que I'air
renfermé exerce par fon reflort, la méme
preffion fur le mercure contenu dans le ré-
fervoir, que 71l aglifoit librement par fon
poids. .
369. Le mercure ne fe foutient pas
conflamment a la méme houteur dans un
méme lieu, I eft, a Paris, tantdt au-def«
fus de 27 pouces & demi, tantét au-def-
fous : & celv, felon que la compreflion oc-
calicnnée ou par le poids, ou par le ref-
fort de l'air avgmente eu diminue. Comme
le reflfore de Pair peut augmenter ou dimi-
nuer fans que {om poids toral augmente ou
diminue, anfli quil peur arriver par la cha-
leur ou par le froid, on ne doit pas atribuer
les variations du mercure dans le barometre,
uniquement aux chargements da poids de
Pair,

Quoi quil en foit, puifque ces change-
mens annoncsnt que lair eft en érat de
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faire €quilibre a une colonne plus ou moins
grande de mercure, & par conféquent i
une colonne d’eau plus ou moins grande; il
faut en conclure que la plus grande hau-
teur 3 laquelle on puiffe élever l'eau par
le moyen d'unc feule pompe, n'eft pas
conftamment de 32 pieds ; mais qu'elle va-
rie felon la hauteur du mercure dans le
barometre. ‘

370. Si on porte le barometre , d’un lieu
en un autre plus élevé ou plus bas, le mer-
cure sabaiffera dans le premier cas, & '¢-
Iévera dans le {fecond. Parce que la colonne
d’air qui appuie fur le réfervoir, étant plus
courte dans le premicr cas , & plus longue
dans le fecond, doit pefer moins dans le
premicr cas, & plus dans le fecond ; & par
con{équent ne peut faire €quilibre qu’a une
colonne de mercure plus petite dans le
premier cas, & plus grande dans le fecond.
Ainfi dans le premier cas, le tube fe vuidera
un peu cans le réfervoir 5 & dans le fecond
Ie réfervoir fournira le tube : ceft aufli ce
que l'expérience a confirmé. Mais il faut
obferver que ces variations ne font fenfibles
qua des changements de hauteurs, de quels
ques toifes. On peut dire, en gros, que
vers la {urfacc de la terre, 12 toifes de dif-
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férence de hauteur répendent a une ligne de
diftérence dans le barometre.

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles
on peut élever I'eau par le moyen d’une
feule pompe , varient fuivant les hauteurs
auxquelles on eft élevé, & {font propors
tionnclles a Ia hauteur du barometre ¢n ces
endroits.

371. Nous avons dit que I'air fe comprimoit dans fa raifon des
poids, i trés-peu prés, Quoique Pexpérience d'apres laquelle
nous I'avons prouvé, donne le rapport des poids pour celu
des compreflibilités , & le donne aflez exa®ement ; il ne faut
pas conclure cependant qu'il en feroit de méme quel que fut
le poids dont on chargedt Vair. I1 n'eft pas vraifemblable
qu'on puifle réduire un volume quelconque &’air, 4 occuper un
efpace infiniment petit, en le chargeant continuellement j
non plus qu’d occuper un efpace infini, en diminuant fa pref~
fion a l'ingni. Cette extréme compreffibilied, & cette extréme
dilatabilit¢ ne font pas dans Ja nature. Néanmoins, lor{qu’il
ne s’agit que de hauteurs médiocres , on pewt fuppofer que lair
a dificrentes hauteurs, eft comprimé dans la raifon des poids
dont il eft chargé ; & par1i, on peut déterminer d-peu-pres,
3 quelle hauteur doit fe tenir le barometre , en vertu du poids
feul de Tair, i différentes hauteurs. En effet, nous avoss
vu ci-deflus (362) que D étant la pefanteur [pécifique ou la
denfitd 4 une hauteur quelconque ; la preffion que lair
£prouvoit,, ou pouvoit faire éprouver, en cet endroit, éteit
JDdx; done fi on appelle £ la hautcur du barometre en cet
endroit, onaura (en repréfentant par 1 12 denfité ou la pefanteur
{pécifique du mercure ) fDdx =k, ou plutét f = Ddx = A,
parce que x croiflant, & diminue. D’un autre c6té , puifque I'air
eft dautant plus denfe qu’il eft plus charg?, fa denfird ou fa
pefanteur {pécifique augmente comme les peids dont il efl
chargé, & par conf{équent fi on appelle H lz hauteur du ba-
fometre au niveau de la mer, & p la pelanteur fpééifique da

Yair, 3 ce méme niveau;onaura Hi b::p: D doncﬁ=—-_;
' 7
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HD _ ..
donc f— D dx =~ Différencions cette équation en oblers
HAD "
> Y

~ {C. Mais au ni-

want que p & F {ont conftants. Onaura - D do ==

U'on tire e ::—E{f—, donc ID == _1~
D H

yeau de la mer, c’eft-a-dire , lorfque = =— o, on doit avoir

D:p;donclp:ZC;doncC:p.Onadonch:x%x-f-lp,

- D -
d’od Pon tire ! D — lp == -—P—x,' oulm= LX , ou enfin
D -x H H
— == ¢H, ¢ ¢éuant le nombre dont le logarithme eft 1, On
H ., o
adone D = pe Reprenant doncPéquation /'~ Ddx=F,
e
& ubftituant pour D £ valeur, on aura h=f-pe ¥ dux; inté-
P
grale que (147) lon trouvera étre He ¥ ; donc enfin
-px

h=xHe H soulk :::IH—-’%;, qui dennera la hasteur 4 du

barometre, 4 Ia hauteur x au-deffus du niveau de la mer,
lorfqu’on conroitra f2 hauteur H au niveau de Ia mer, & l2
pefanteur (@é(‘.iﬁjuc b4 de I'air; 3 ce méme niveau. Pour don-
ner un exemple de l'application de ce calcul, prenons Pobfers
wation qui a ¢té faite au Fic de Teneriffe.

La hauteur de cette montagne a été trouvée de 13158 pieds
de Paris, ou 177896 pouces. Au niveau de la tmer , le mercure
fe renoit a 27 pouges 10 lignes, & au fommet du Pic, 4 17 pouces
§ lignes. )

fa pefantene fpéeifique de Iair érant la ggo® pariie A peu
pres de ceile de eau, celle-ci la 14° parsie de celle du
mercure, la pefanteur fpérifique de I'air eft donc la rrgoo®
partie de celle du mercure, que nous avons repriientée par
Yunit¢ 5 ainfi, owa . . . . . . « . . . .

P | g
11900
x == 157896 pouces
H= 27p°;
dang
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157896
11900% 27 }

P,
donc 2hA = L1217 I — . Or on trouvera

._I_”EE_ = 0,4767147 ; le logarithme ordinaire de
11920%X27 ¢
a7 Seft 1 444565» qui étant multiplié (113) par 2 13025851,
donne pour le logarithme hypervolique dort il sagit 1ci,
3, 3:6:343, retranchant donc o4 4767137 on aura
{h = 2,8495196. Multipliant ce dernier ( 113 ) par 0,47 42945
pour le réduire en logarithme des tables, on aura 1,2375306
qui. dans les tabies répond 3 177,28 ou 17P 315 Or Lob-
fervation a donné 17p, 5l

Au refte y nous ne devons pas diffimuler quon ne doit pas
gegarder cette formule, comme pouvant donner bien exatle=
ment la hauteur du barometre a de trés-grandes hauteurs,
1°. Parce qu'ainfi que nous I'avons déja ob(érvc, {air ne (e com-
prlme pas proooruonnedsment aux poids, i toutes diltances.

. Parce qu'a des diftances un peu confidérables, la pefan~

teur diminue. 3% Parce que la peanteur (pecnﬁ ue p de
Yair, eft trés-variable, 4°. Parce que les variations qui ara
rivent dans les hauteurs du barometce , pouvant dépendre en
partie du reflort de l'air dilat? par Ia chaleur, ou condenlé
pac le froid , il fandroit connoftre I'alton de ces caules, a diffé.
rentes hauteurs. §°, Parce que les wapeurs & autres corps
étrangers dont air eft chargé, peuvent encore apporter beau-
coep de modifications d cette détermination. Quoi qu'il en
foit , cet exemple eft toujours propre 4 montrer comment on
doit fe conduire dans D'application du calcul i ces fortes de
queft ons.

37 2. Aprés ce que nous venons de dire
fur le poids & le reflort de Vair, & fur la pref-
fion des fluides en général, il eft facile d’en-
tendre comment I'eau s’éleve dans les pom-

es.

Il y a trois parties principales a confidérer
dans une pompe. Les tuyaux, les foupapes
& les piftons.

Le pifton eft un corps 4 B CII)) gc bafe
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circulaire (Fig. 133, 134 & 135, qui peut
parcourir la capacité intérieure du tuyau
quon appelle Corps de pompe , & qui le rem-
lit exa&tement en la parcourant, La foupape
E eft deftinée a permetere & a fermer alterna-
tivement le paflage a l'eau. Le corps de
pompe ¢ le tuyau que parcourt le pifton,
FGHK eft un autre tuyau lié au corps de
pompe, & qui a fon exuémité inférieure
plongée dans l'eau dont je fuppofe que RS
eft le niveau.

Si Pon fuppofe qu'une puiffance P ( Fig.
133 ) appliquée 2 la tige du pifton vienne a
élever le pifton, air renfermé dans Uefpace
DVKHGFC,tendra par fon reflort, a occuper
Tefpace que le pifton laiffera libre ; il foule-
vera la foupape £, pour entrer dans le corps
de Fompc; fon reffort diminuera 3 mefure
guil s'¢tendra. Il exercera donc fur la fur-
face G H de l'cau un effort moindre que
ne fait I'air naturel, fur les parties environ-
nantes KRG, HS. L'excés de preflion de
la part de lair extérieur, fera donc mon-
ter de Peau-dans le tuyau GK 2 une cer-
taine haateur HN, jufqu’a ce que le poids
de cette colonne, joint au reffort de lair
reftant , {oit égal au poids de l'air extérieur.
Alors la {oupape £ fe fecrmant d’elle-méme,
{i Uon baifle le pifton , l'air contenu entre le
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piffon & la bafe 7'V du corps de _pompe,

augmentera de reffort a mcfnrc qu'on bail-
fera ; il fera effort contre la bafe du pitton,
& s'¢chappera, fi fon reffore étant devenu
plus grand que celui de Tair extérieur,
le piffon eft en mémc-tem;s percé d'un
trou recouvert dunc foupape L g qui
puifle souvrir & fe fermer comme fa pre-
miere,

Cet air une fois forti, la foupape L rea
tombe , & {i l'on recommence 3 lover le
pifton, l'eau s'¢ievera dans FGHK, 2 une
plus grende haurcur, par la meme raifon
que ci-devant, enforte qu’aprés un certain
nombre de coups de pifton, elle gpagnera
le corps de pompe, ou érant une fo1s en-
trée, clle paflera 3 chaque wbaiffiment du

ifton a travers le trou dont i eft percé;
en levant Ia foupape, qui {e fermant enfu’te

ar fon propre p01ds, reti ndra au- deflus
d’elie, eau qui aura pafié, & cue lon ¢ -
vera en méme-temps que le pifton, Tel ¢ft
le jeu de Ia Pompe afpirante.

Quant a la Pompe foulante , voici fes effets.
Lorfqu'on fait defcendre le pi&on FCD (Fug.
134 ) que je fuppofc, ici, placé zudeffous au
niveau de P'eau RS, il fe fair un vuide entre Ia
foupape £ qui eft alors fermée , & la bafe du
pifton, Le poids de P'eau agiflant conjointe«

_ dz
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ment avec celui de lair extérieur contre 1a
foupape L, fait paffcr I'cau dans le corps de
la pompe. Lor“quc Peau ceffe dentrer la fou-
pape L fe ferme. Alors fi Pon remonte lc pif-
ton , il chaffe devant fui 'cau qui eft entrée;
force la foupape £ de fe lever, & introduit
I'eau dans la partie 77/ V' X, Le pifion une
fois élevé , 1a foupape £ fc ferme, & retient
leau, ]ufqu 3 ce que, par une nouvelle opé-
ration femblable & la premiere, on en faffe

affer de nouvelle, qui s'éleve dans TVY X
gproportxon du nombre de coups de pifton,
Quelquefois le pifton eft placé au-defius
du niveau de l'eau; mais dans toute dif-

ofition cela  sexplique dune  maniere
analogue. Tel eft le jeu de la pompe fou-
lante.

La pompe afpirante & foulante eft ainfi
nommée, parce qu'elle réunic les effets des
* deux autres. Le pifton 4 £ CD (Fig. 135)
sélevant, fait entrer leau dans Defpace
CDTVO par le moyen du tuyau FG HK,
comme dans la pompe afpirante. Puis, lorf-
quil s'abaiffe, il foule Feau contenue dans
cet efpace laquclle ne pouvant échapper

ar la foupape £ qui fe ferme d’elle-méme,
feve la {oupape L, & paffe dans le tuyau
Momn. On peut varier beaucoup la conf-
srultion & la difpofition des parties des
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pompes ; mais leurs effets s’expliqueront tou-
jours facilement, par ceux que nous venons
d’expofer.

373. Voyons maintenant les propriétés
fondamentales de ces machines.

Par le moyen de lIa pompe foulante, on
peut élever I'eau a telle hauteur que l'on
veur , pourvu quon y emploie une force fuf-
fifante. Mais I'eflimation de cette force
exige plus d’une confidération. Il faut avoir
égard aux dimenfions du pifton & des tuyaux
a la hauteur a laquelle on peut élever 'eau
a la viteflc avec laquelle on veut 'élever.
Nous prendrons, ailleurs, cette queftion
dans toute fon érendue. Quant a préfent
nous nous bornerons a quelques uns des
éléments qui peuvent fervir a la réfoudre. Il
ef conftant que la puiffance néceflaire ,
pour élever 'eau 3 une hauteur propofée,
doit du moins Ctre capable de faire équllbl’C
a la preflion que la bafe du pifton éprou-
veroit, {i lorfqu'une lame de fluide a atteint
Ia hauteur propofée , le tout demeuroit en
équilibre. Ceft cette preflion que nous al-
lons évaluer ici.

En général, Ia puiffance doit étre au
moins capable de¢ foutenir le poids d'une
colonne d’eau qui auroit pour bafe celle du
pifton , & pour hautepr la diftance depuis le

Dd3;
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niveau de 'eau RS ( Fig. 134 ) jufqu’a Ia lamsa
fupéricure X 7.

En « ffet, lorfque Ia bafe D Cdu pifton eft
au-deffous du niveau de 'eau R §; il eft vifi-
ble que la puiffance n’a point a foutenir la
preflion de f’cau comprife entre RS & D C,
parcc que cette preflion eft contrebalancée
par celle de 'eau environnante qui fe tranf-
met par l'ouverture inféricure du corps ds
pompe. La puiffance n’a donc a foutenir
que la preflion qu'exerce fur la furface DC,
1e fluide compris entre RS & X¥. Or (333)
cette preflion doit seftimer par celle d'un
feul filet qui auroit pour hauteur la diftance
de RS a X Y, doit, disje, s’eftimer par la

reflien de ce filer, répétée autant de fois
qu’il y a de points dans D C; elle eft donc
en cffet, égale au poids d'une colonne d’eau,
qui auroit pour bafe D C, & dont la hauteur
feroit celle XY au-deflus du niveau de
Veau,

Lorfque le pifton eft au-deffus du niveau
fuppofé en R'S : il eft évident que I'cau
contenue entre D C & R’ $ ne charge point
Ie pifion. Mais comme ¢lle ne peur, alors,
€ure {outenue que par la preflion que lair
extéricur exerce fur la furface de lean ens
vironnanre ; ccete preffion de Fair n'eft done

Plus capabl_e de faire équilibre a la preflion
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de celui qui s'exerce A la furface X7, Par con-
féquent la furface D C du pifton eft furchar=
gée d'un poids équivalent a la colonne d’eau
qui auroit D C pour bafe, & dont la hauteur
feroit égale i la diftance de DCa R'S". Cette
preflion jointe a celle qu'exerce fur DC,
Ucau contenue entre DC & XV, & qui a
pour valeur le poids d’une colonne d’eau
qui auroit D C pour bafe & dont la hauteur
feroit égale & la diftance de D € a XY, fait
donc, encore, le poids d’'une colonne d’cau
goti auroit D C pour bafe , & dont la hauteur
feroit celle de XY au-deflus du niveau R'S’
de Peau.

374. A I'égard de la pompe afpirante;
pour juger de fon effet, il ne {uflit pas d'é-
valuer la puiffance ; il faut examiner , avant
tout, {i I'eau pourra parvenir jufqu’au pifton,
& méme s'élever au-deflus; car il y a deas
circonftances o l'eau s’arréte 3 un certain
terme , quelque nombre de coups de pifton
que Yon donne. Pour comprendre ceci,
imaginons que l'au foit déja parvenue en [
(Fig. 133), la fituation a@uelle du pifton étant
Ya plus baffe qu'il puille avoir; & fuppofons,
pour plus de fimplicité, que la pompe eft
d'une groffeur uniforme par-tout. Il eft clair
que 'air compris dans efpace CD 1 Z cft de
méme force, de méme reflort, que lair ex-

Dd 4
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térieur (du moins, abftra&tion faite du poids
de la foupape L, & dela réfiftance de fon
frottement }; car s'il avoit plus de reffort, il
s’échapperoit en levant cette foupape. Cons
cevons maintenant que le jeu du pifton, ou
Pétendue quil parcourt, a chaque levée,
foit DO. Lor{que la bafe C/) fera arrivée
en QO, l'air qui occupoit Vefpace CDIZ,
tend i fe répandre dans U'efpace QO I Z; & fi
Peau ne monte pas davantage , il s’y répan-
dra en effet. Alors {on reflort fera moinde:
que celui de T'air naturel, dans le rapport de
CDIZ2aQOIZ, ou dans le rappore de D I
3 O/. Donc fi cette force de reflort, jointe
au poids de la colonne d’eau qui auroit , pour
hauteur, la diftance de ZI & RS, fait un
voids égal 3 32 pieds d’cau en hauteur , qui
eft Ieffort que l'air peut exercer {ur la furf.ce
deleauen RS, ileft clair qu'il yauraéquilil re,
& que l'eau ne montera plus; fi ce poids ef
plus grand que 32 pieds, elle retombera avont
que la foupape £ puiffe fe fermer, & s'il eft
plus petit que 32 pieds, I'eau continuerads
monter, :

Voyons donc comment on peut déterminer
ce poids, :

INommons % la hauteur depuis le point O
jufqu'an niveau RS 7 le jeu du pifton, ou

Vefpace DO qu’il parcourt; x la diflance Ol
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Nous 2vrons DI = x — ¢, & la hauteur du
poine I ora ki — a.

P.i'que Pair renfermé dans CDIZ, ale
méme reffore que Pair extérieur, fa force
peut donc €tre mefurée par une colunne
d'eau de 32 pieds en hauteur; ainfi puifque
celle de cet air répandu dans efpace QUIZ,
doit &wre moindre , dans le rapport. de
D13 01, cette force fera le quatricme
terme de cette proportion x: x =—1::32:

3% (x—1)

. Mais la force que l'eau com-

prife entre Z1 & R S, exerce centre la pref-
fion extérieure de l'air, eft mefurée par la
bhautcur A — x ; donc celle du reffort de I'air
répandu dans l'efpace QO /Z, jointe a celle
du poids de I'eau comprife depuis /Z juf-
quen R S, forme un poids total de

'iif%c.‘_‘;) -+ — x. Or pour que 'eau puiﬂ'c

toujours monter , il faut que ce poids foit
moindre que celui d'une colonne d’eau de
32 pieds ; donc fi Fon nomme y, ce
dont il eft moindre, on aura.. . . . .
ﬂé:—l—)-—l—fz——x: 32 — y ; dou 'on
tire — 32 Z o= hx — xx == ~— xy & par confé-

quent x::}/z-—}--;—yiV(ﬁ_*—y)l-—;z i

2

Pour que I'eau sarréte, il eft clair qu'il
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faut que y foit zéro. Et comme on a alors
x =<+ VIik—3:1, dont les deux valeurs
{ont réelles fi 2 A4 eft plus grand que 32 7,
on peut donc dire que lorfque le quarré de
la moitié de la plus grande hauteur de la bafé
du piffon au - deffus du niveau, de leau , eff
plus grand que 32 fois le jeu de pifion, itlya
toujours deux points ol [eau peut s'arréter
dans la pompe afpirante, en {orte que la pompe
doit étre réputde mauvaife, fi le pifton lorf-
quiil eft plus bas, fe trouve entre ces deux
points,

Mais {i 32 z eft plus grand que | 2k, les
deux valeurs de x que l'on a en fuppofant
y == 0, deviennent imaginaires ; ce qui an-
nonce que dans une pompe conftruite fui
vant cette condition, il eft impoflible que
y foit zéro; donc la preflion de l'air extéricur
fera toujours plus forte, & I'eau ne s’arrétera

oint. Donc, pour que la pompe afpirante pro-
duife infulliblement fon effer, il faur que le
quarré de la moirié de la plus grande hauteur
du piffon au-deffus du niveau de 'eau foir plus
petir que 32 fois le jeu du pifion.

Si de 'équation— 322~ /x — xx==—2xy,
que nous avons trouvée ci-deflus, on tire

la valeur de y, onaura y = X ETEZ

X
Concevons maintenant que 4 B ( Fig.
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136 & 137 ) repréfentant la plus grande hau-
teur du piffon au-deflus du niveau de l'cau ,
& A D le jew du pifton, on donne fuccef-
fivement a x, pour valeurs, les différentes
parties 4 P de la ligne AB, & que l'on
orte fur fes perﬁendxculaxrcs PM les va-
feurs de y qui réfulteront de ces fubfti-
tutions; on aura une Courbe MMC, qui
(Fig. 136) tant que § hh fera plus grand
que 32 £, coupera A B en deux points [ & I'3
enforte au iy aura des ordonnées P M, dc
part & d’aurre de AB; les ordonnées qui
font a la droite, marquan: les valeurs pofi-
tives de y ; & celles qui fort a la gauche,
marquant les valeurs négatives.

On voit donc que tanc que § 24 eft plus
grand que 321, la preflion de I'air extérieur
cft toujours la plus forte jufqu’s ce que I'eau
ait ateeint la hauteur BJ. Qu'a ce point
elle s'arrérera {abftraztion faite du mouve-
ment acquis ), parce que la valeur de y eft
zéro, Mais fi leau per fon mouvement ac-
quis, paffe la hauteur B I, parvient a qucl-
que point entre I & I, clle ne pourra s’y
arréter , mais elle dg.{'cbndra, (en fuppofant
que [a foupape ne sy oppole pas) parce
que la valeur de y érant néyatwe marque
que la preflion de lair extérienr et }Ius foi-
ble, quc les cliorts réunis de Peau & du
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reflort de lair intérieur. Si lair atteint Ia
hauteur du point I, elle pourra s’y arréter
par la méme raifon que ci-deflus. Mais fi
clle pafle une fois le point I, alors il ny 2
%)lus a craindre qu'elle defcende, parce que
es ordonnées P M comprifes entre 4 & I
étant toutes pofitives, font voir que la pref-
fion de lair extérieur eft toujours la plus
forte, depuis la hauteur du point [ jufqua
celle du point 4.

Lorfqu'au contraire la valeur de 2 24 cft
plus petite que 327 (Fig. 137), la courbe
ne coupe plus I'axe 4 B toutes les ordon-
nées P M font pofitives, la preflion de l'air
extéricur eft donc toujours la plus forte. Il
n’y a donc pas d'arrfe a craindre. Ce qui
confirme & éclaircit ce que nous avons dit
ci-deflus.

Si la pompe afpirante toit établie a une
havteur ou a une profondeur fenfiblement
différente de celle & laquelle le poids de
Pair eft équivalent & une colonne d’eau de
32 pieds ; il faudroit, dans tout ce que nous
venons dc dire, mettre moins ou plus de
32 pieds. Ce moins ou plus peut fe déter-
miner par le barometre , en comptant autant
de fois 14 lignes de plus ou de moins 3 I'¢é-
gard de 32 pieds, que le mercurc marquera

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DeE MATHEMATIQUES, 428

de lignes au-deffus, ou au-deffous de 27
pouces & demi.

Dans le caicul précédent, nous avons re-
gardé la pompe, comme {i elle éroit d'une
groffeur uniforme; lorfqu’elle ne Ieft point,
comme dans la Fig. 133, la folution n’eft pas
plus difficile pour cela. Pour calculer l'ef-
fort de l'air intérieur, lorfqu’on fuppofe que
Veau n’eft pas encore dans le corps de pompe
X V5 lorfqu’elle eft en MN, par exemple ,
il faut faire cette proportion : lefpace
QOVNMTQ : CODVNMTC : : 32* font 2
un quatrieme terme qui ¢rant joint au poids
de la colonne d’eau qui a pour hauteur NH,
doit enfuite €tre égalé 3 32 — y, comme
ci-deflus. Au furplus, quand le tuyau d’af-
piration FG eft d'un diametre plus petit
que le corps de pompe, fi la condition
que nous avons exigée ci-deflus, a licu,
la pompe ne peut manquer d’avoir fon effet;
car lair fe dilate encore plus facilement dans
celle-ci, que fi elle éroit d’une grofleur uni<
forme. '

Quant i Pleffort dont la puiffance doit
étre capable, pour foutenir I'eau & une hau-
teur déterminée X ¥V (Fig. 133); il fe me-
fure, ainfi que nous ’avons vu pour la pompe
foulante , par le poids d’une colonne d’eau,

qui auroit pour bafe, la bale D C du pifz
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ton, & pour hautcur celle de XV au-def-
fus du niveau R S. (Nous faifons abftragtion
du froccement & du poids du pifton). Cela fe
démontre par un raifoniement femblable 4
celui que nous avons employ¢ pour la pompe
foulante , lorfque le pifton eft au-deilus du
niveau de Veau K'8' ( Fig. 134).

379. La pefanteur & le reffort de l'air,
fervent A expliquer beaucoup o'autres faits:
nous nous bornerons & en rapporter quele
QUCS‘UDSo :

Si dans un vafe ot il y a de 'eau, ou
tout autre fluide, on plonge ( Fiz. 138) la
branche la plus courte d'un tube recourbé
D £ F (qu'on appelle fiphon); & qu’on af«
pire, en {ugant ou autrement, l'air contenu
dans ce fiphon; I'eau montera & fortira par
Fjufgu’a ce que, dans le vafe, elle foit def-
cendue a Pouverture D.

La raifon de ce fait eft que lorfqu'on a
fait fortir l'air renfermé dans D E'F, la pref-
fion de l'air extéricur agit fur la furface 4 B,
force le fluide de monter dans le fiphon &
de s’écouler par la branche E F. Et quoique
lorfque l'écoulement eft commencé, lair
prefle le fluide, au point F| avec une force
égale, i trés-peu pres, a celle qui prefle
la furface de 'eau dans le vafe ; néanmoins
Ia lame F eft preffée en fens contraire,
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ar toute la colonne d’eau I F: cette co-
forme doit donc tomber : mais en tombant
elle tend a faire un vuide en I qui ne peut
manquer d’étre rempli par I'ation, toujours
- préfente, de la prefiion de lair fur la (urface
de V'eau dans le vafe.

On voit par ce raifonncment, que pen-
dant I’écoulement , l'air n’agit qu’avec un
effort proportionnel a la diftérence I'F de
niveau, entre F & la furface de 'eau dans
le vafe ; en forte que I'écoulement fera d’au-
tant plus prompt , que les deux branches du
fiphon différeront davantage ; ainfi i /& D
¢roient de nivcau, I'écoulement n'auroit pas
lieu. On dit communément que la branche
EF doit étre plus longue que la branche
E D ; mais on voit qu’en s’exprimant ainfi,
on doit entendre que la hauteur verticale
de E au-deflus de F', doit étre plus grande
que celle de E au-deffus de D. La longueur
abfolue n’y fait rien. On pourroit rendre DK
beaucoup plus longue que EF, en contoura
nant D E de diverfes manicres ; tant que
ic point D fera plus haut que F, le fluide
g'écoulera jufgu'a ce qu’il foit arrivé en D,
pourvu que la hauteur de £ au-deffus de D,
ne pafle pas 32 pieds.

Lorfqu'en appliquant les 1évres 4 l'ouver-
ture d'un flacon , on afpire la liqueur qui
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eft contenue, les lévres sappliquent fors
tement fur les bords de ouverture ; & on 2
d’autant plus de peine a les dégager, qu'ona
afpiré plus fortement.

Ccft qu'en alpirant une partie de Vair
contenu dans le flacon, on diminue le remet
de Tair reflant 2 ',‘roportlofl de ce qu’on ¢n
diminue la quantité; il n’eft donc plus en ézat
d’oppofer du dedans au dehors , unc preflion
égale a celle que lair extérieur exerce du
dehors au dedans, Cette différence peut aller
jufqu’a faire caffer le flacon, fur-tout s'il eft

lat.

Par une raifon fcmblable on explique pour-
quoi on a de la peine a ouvrir un foufflet
lorfqu’on en bouche Touverture. Cleft qu’en
écartant les panneaux, l'air intérieur fe répand
dans un plus grand efpace, & diminue de
reflorta proportion: I'air extérieur prefle donc
plus du dehors au dedans , que L'air extérieur
ne peefle du dedans au dehors,

F I .N’.
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