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INTRODUCTION.

Q  ü e l q u e s  p e r s o n n e s , q u i  o n t  b ie n  v o u lu  
g u id e r  p ie s  p r e m ie r s  p a s  d a n s  la  c a r r iè r e  
d e s  s c i e n c e s , e t  p a r m i le s q u e l le s  j e  c i t e 
r a i a v e c  r e c o n n a is s a n c e  M M . L a p la c e  e t  
P o is s o n  f  a y a n t  té m o ig n é  i e  d é s ir  d e  m e  
v o ir  p u b lie r  l e  C o u r s  d ’a n a ly s e  d e  F E c o ïe  
r o y a le  p o ly t e c h n iq u e ,  j e  m e  s u is  d é c id é  
à  m e ttr e  c e  C o u r s  p a r  é c r it  p o u r  la  p iu s  
g r a n d e  u t i l i t é  d e s  é lè v e s .  J ’e n  o ffre  ic i  l a  p r e 
m iè r e  p a r tie  c o n n u e  s o u s  î e  n o m  $  A n a ly s e  

a lg é b r iq u e ,  e t  d a n s  la q u e l le  j e  tr a ite  s u c 
c e s s iv e m e n t  d e s  d iv e r se s  e s p è c e s  d e  f o n c -
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j j  INTRODUCTION.

t io n s  r é e lle s  ou im a g in a ir e s , d e s  s é r ie s  
c o n v e r g e n te s  o u  d iv e r g e n te s ,  d e  la  r é s o lu 
t io n  d e s  é q u a t io n s ,  e t  d e  la  d é c o m p o s it io n  
d e s  fr a c t io n s  r a t io n n e lle s .  E n  p a r la n t  d e  
l a  c o n t in u ité  d e s  f o n c t io n s , j e  n ’a i p u  m e  
d is p e n s e r  d e  fa ir e  c o n n a îtr e  le s  p r o p r ié té s  
p r in c ip a le s  d e s  q u a n tité s  in f in im e n t  p e 
t ite s  , p r o p r ié té s  q u i s e r v e n t  d e  b a se  a u  
c a lc u l  in f in ité s im a l.  E n f in ,  d a n s  le s  p r é li
m in a ir e s  e t  d a n s  q u e lq u e s  n o te s  p la c é e s  à  
l a  fin  d u  v o lu m e , j ’a i p r é s e n té  d e s  d é v e -  
lo p p e m e n s  q u i p e u v e n t  ê tr e  u t i le s  s o it  a u x  
P r o fe s s e u r s  e t  a u x  E lè v e s  d e s  C o llè g e s  
r o y a u x , s o it  à  c e u x  q u i v e u le n t  fa ir e  u n e  
é tu d e  s p é c ia le  d e  l ’a n a ly s e .

Q u a n t  a u x  m é th o d e s , j ’a i c h e r c h é  à  le u r  
d o n n e r  to u te  la  r ig u e u r  q u ’o n  e x ig e  e n  
g é o m é t r ie , d e  m a n iè r e  à  n e  ja m a is  r e c o u 
r ir  a u x  r a iso n s  t ir é e s  d e  la  g é n é r a lité  d o  
l ’a lg è b r e , L e s  r a is o n s  d e  c e tte  e sp è c e ., q u o i
q u e  a s s e z  c o m m u n é m e n t  a d m is e s ,  s u r - to u t
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lîS

«fans !e  p a ssa g e  d e s  s é r ie s  c o n v e r g e n te s  
a u x  sé r ie s  d iv e r g e n t e s ,  e t  d es  q u a n tité s  
r é e lle s  a u x  e x p r e ss io n s  im a g in a ir e s , n e  p e u 
v e n t  ê tr e  c o n s id é r é e s , c e  m e  s e m b le , q u e  
c o m m e  d e s  in d u c t io n s  p r o p r e s  à  fa ir e  p res
s e n t ir  q u e lq u e fo is  i a  v é r i t é ,  m a is  q u i  s’a c 
c o r d e n t  p e u  a v e c  l ’e x a c t itu d e  s i  v a n té e  d e s  
s c ie n c e s  m a th é m a tiq u e s . O n  d o it  m ê m e  
o b se r v e r  qu ’e lfe s  t e n d e n t  à  fa ir e  a t tr ib u e r  
a u x  fo r m u le s  a lg é b r iq u e s  u n e  é te n d u e  in 
d é f in ie ,  ta n d is  q u e ,  d à n s  ïa  r é a l i t é ,  la  p lu 
p a r t d e  c e s  fo r m u le s  s u b s is te n t  u n iq u e m e n t  
so u s  c e r ta in e s  c o n d it io n s , e t  p o u r  c e r ta in e s  
v a le u r s  d e s  q u a n tité s  q u ’e i le s  r e n fe r m e n t .  
E n  d é te r m in a n t  ces* c o n d it io n s  e t  c c s  v a 
le u r s ,  e t  e n  f ix a n t  d ’u iïe  m a n iè r e  p r é c is e  ie  
s e n s  d e s  n o ta t io n s  d o n t  j e  m e  s e r s , j e  fa is  
d isp a r a îtr e  to u te  in c e r t itu d e  ; e t  a lo r s  íe s  
d iffé r e n te s  fo r m u le s  n e  p r é s e n te n t  p lu s  q u e  
d e s  r e la t io n s  e n tr e  íe s  q u a n tité s  r é e l le s ,  r e 
la t io n s  q u ’il  e s t  to u jo u r s  fa c i le  d e  v é r if ie r
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iv INTRODUCTION.

p a r  la  s u b s t itu t io n  d e s  n o m b r e s  a u x  q u a n »  
t ité s  e lfe s  -  m e m e s . H  e s t  v r a i q u e , p o u r  
r e s te r  c o n s ta m m e n t  f id è le  à  c e s  p r in c ip e s , 
j e  m e  s u is  v u  fo r c é  d ’a d m e ttr e  p lu s ie u r s  
p r o p o s it io n s  q u i  p a r a îtr o n t  p e u t - ê t r e  u ii  
p e u  d u r e s  a u  p r e m ie r  a b o rd ; P a r  e x e m p le ,  
j ’é n o n c e  d a n s  î e  c h a p itr e  Y I ,  q u 'w te  s é r ié  

d iv e r g e n te  n ’ a  p a s  d e  so m m e ; d a n s  le  c h a 
p itr e  V I I ,  ({vl u n e  éq u a tio n  im a g in a ire  e s t  

s e u le m e n t la  r e p r é s e n ta tio n  s y m b o liq u e  

d e  d e u x  éq u a tio n s en tre  q u a n tités  r é e l le s ;  

d a n s  l e  c h a p itr e  IX , q u e , s i  d e s  co n sta n tes  

o u  d e s  v a r ia b le s  c o m p r ise s  d a n s u n e  f o n c 

tio n  ,  a p r è s  a v o ir  é t é  s u p p o s é e s  r é e lle s  ,  

d e v ie n n e n t im a g in a ire s  ,· la  n ota tio n , à  

l ’m d è  d e  la q u e lle  la  f o n c t io n  s e  tr o u v a it  

e x p r im é e ,  n e  p e u t  ê tr e  c o n s e r v é e  d a n s le  

c a lc u l  q u ’ e n  v e r tu  d ’u n e  co n v en tio n  n o u 

v e l le  p r o p r e  à  f x e r  le  se n s  d e  cette  n o ta 

tio n  da n s Ta d e r n iè r e  h y p o th è s e  ;  & c. M a is  
c e u x  q u i l ir o n t  m o n  o u v r a g e  r e c o n n a îtr o n t ,
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INTRODUCTION. V

j,e l ’e s p è r e , q u e  le s  p r o p o s it io n s  d e  c e tte  
n a t u r e , e n tr a în a n t  f h e u r e u s e  n é c e s s ité  
d e  m e ttr e  p lu s  d e  p r é c is io n  d a n s  le s  th é o 
r ie s ,  e t  d ’a p p o r te r  d e s  r e s tr ic t io n s  u t i le s  à  
d e s  a s s e r t io n s  tr o p  é t e n d u e s , to u r n e n t  a u  
p r o fit  d e  l ’a n a ly s e ,  e t  fo u r n is s e n t  p lu s ie u r s  
s u je t s  d e  r e c h e r c h e s  q u i n e  s o n t  p a s  sa n s  
im p o r ta n c e . A i n s i , a v a n t  d ’e f fe c tu e r  la  
so m m a tio n  d ’a u c u n e  s é r ie ,  j ’a i d û  e x a m in e r  
d a n s  q u e ls  ca s  le s  s é r ie s  p e u v e n t  ê tr e  s o m 
m é e s ,  o u ,  e n  d ’a u tr e s  te r m e s ,  q u e lle s  s o n t  
le s  c o n d it io n s  d e  le u r  c o n v e r g e n c e  $ e t  
j ’a i ,  à  c e  s u j e t ,  é ta b li  d e s  r è g le s  g é n é r a le s  
q u i1 m e  p a r a is s e n t  m é r ite r  q u e lq u e  a t te n 
t io n .

A u  r e s t e ,  s i j ’a i c h e r c h é ,  d ’u n e  p a r t ,  à  
p e r fe c t io n n e r  l ’a n a ly s e  m a th é m a t iq u e , d e  
l’a u t r e , j e  s u is  lo in  d e  p r é te n d r e  q u e  c e t te  
a n a ly s e  d o iv e  su ffire  à  to u te s  lè s  s c ie n c e s  
d e  r a is o n h e m e n t . S a n s  d o u te  , d a n s  le s  
s c ie n c e s .q u  o n  n o m m e  n a t u r e l le s ,  la  s e u le
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INTRODUCTION.VJ

m é th o d e  q u ’o n  p u is s e  e m p lo y e r  a v e c  s u c c è s  
c o n s is t e  à  o b s e r v e r  le s  fa its  e t  à  s o u m e ttr e  
e n s u it e  le s  o b s e r v a t io n s  a u  c a lc u l .  M a is  c e  
s e r a it  u n e  e r r e u r  g r a v e  d e  p e n s e r  q u ’o n  n e  
tr o u v e  la  c e r t itu d e  q u e  d a n s  l e s  d é m o n s tr a 
t io n s  g é o m é tr iq u e s ,  o u  d a n s  l e  t é m o ig n a g e  
d e s  s e n s  j e t  q u o iq u e  p e r s o n n e  ju s q u ’à  c e  
j o u r  n ’a i t  e s s a y é  d e  p r o u v e r  p a r  l ’a n a ly s e  
l ’e x is t e n c e  d ’A u g u s te  o u  c e l le  d e  L o u is  X I V ,
t o u t  h o m m e  s e n s é  c o n v ie n d r a  q u e  c e t te  *
e x is t e n c e  e s t  a u s s i  c e r ta in e  p o u r  l u i  q u e  l e  
c a r r é  d e  F h y p o th é n u s e  o u  l e  th é o r è m e  d e  
M a c la u r in .  J e  d ir a i p lu s  ; la  d é m o n s tr a t io n  
d e  c e  d e r n ie r  th é o r è m e  e s t  à  la  p o r té e  d ’u n  
p e t it  n o m b r e  d ’e s p r i t s , e t  l e s  s a v a n s  e u x -  
m ê m e s  n e  s o n t  p a s to u s  d ’a c c o r d  su r  l ’é 
t e n d u e  q u ’o n  d o it  l u i  a ttr ib u e r  ; ta n d is  q u e  
t o u t l e  m o n d e  s a i t  fo r t  b ie n  p a r  q u i la  F r a n c e  
.a  é té  g o u v e r n é e  d a n s  J e  d ix -se p tiè m e  s i è c l e ,  
e t  q u ’i l  n e  p e u t  s’é le v e r  à  c e  s u j e t  a u c u n e  
c o n te s ta t io n  r a is o n n a b le . C e  q u e  j e  d is  i c i
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-ÏN/ÎRÙDtJCTION. v ij
d ’u n  fa it  h is to r iq u e 'p e u t  s’a p p liq u e r  é g a le r  
m e n t â  u n e  f o u le  d e  q u e s t io n s , e u  r e l ig io n , 
e n  m o r a le ,  e n  p o lit iq u e . S o y o n s .d o n c  p er*  
suadés: qu ’i ï  e x is te  d e s  v é r ité s  a u tr e s  q u e  le s  
v é r ité s  d e  l ’a lg è b r e  * d e s  r é a lité s  a u tr e s  q u e  
le s  o b je ts  s e n s ib le s . C u lt iv o n s  a v e c  a r d e u r  
le s  s c ie n c e s  m a th é m a tiq u e s , sa n s  v o u lo ir  le s  
é te n d r e  a u -d e là  d e  le u r  d o m a in e  ; e t  n ’a l
lo n s  p a s n o u s  im a g in e r  q u ’o n  p u is s e  a tta 
q u e r  l’h is to ir e  a v e c  d e s  fo r m u le s ,  n i  d o n 
n e r  p o u r  s a n c t io n  à  la  m o r a le  d e s  th é o r è m e s  
d ’a lg è b r e  o u  d e  c a lc u l  in té g r a l.

E n  te r m in a n t  c e tte  I n tr o d u c t io n , j e  n e  
p u is  m e  d is p e n s e r  d e  r e c o n n a îtr e  q u e  ie s  
lu m iè r e s  e t  l e s  c o n s e i ls  d e  p lu s ie u r s  p e r 
s o n n e s  m ’o n t  é té  fo r t u t i l e s , p a r t ic u liè r e 
m e n t c e u x  d e  M M . P o i s s o n ,  A m p è r e  e t  
C o r io lis .  J e  d o is 'à  c e  d e r n ie r ,  e n tr e  a u tr e s  
c h o s e s ,  la  r è g le  s u r  la  c o n v e r g e n c e  d e s  
p r o d u its  c o m p o sé s  d’u n  n o m b r e  in f in i  d e  
fa c t e u r s , e t  j ’a i p r o fité  p lu s ie u r s  fo is  d e s
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v i i j  INTRODUCTION.

o b s e r v a t io n s  d e  M . A m p è r e ,  a in s i  q u e  d e s  
m é th o d e s  q u ’i i  d é v e lo p p e  d a n s  se s  L e ç o n s  
d ’a n a ly s e .
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COURS D’ANALYSE
DE

L’ÉCOLE ROYALE POLYTECHNIQUE.

PRÉLIMINAIRES,

REVUE DES DIVERSES ESPÈCES DE QUANTITÉS RÉELLES QUE L*ON PEUT CONSIDÉRER, SOIT 

EN ALGÈBRE, SOIT EN TRIGONOM ÉTRIE, ET DES NOTATIONS A  L ’ AIDE DESQUELLES ON 

LES REPRÉSENTE. —  DES MOYENNES ENTRE PLUSIEURS QUANTITÉS,

Pour éviter toute espèce de confusion dans le langage et l’écriture 

algébriques, nous allons fixer dans ces préliminaires la valeur de plu

sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit à 

l’Algèbre ordinaire, soit à la Trigonométrie. Les explications que nous 

donnerons à ce sujet sont nécessaires, pour que nous ayons la certi

tude d’être parfaitement compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 

allons indiquer d’abord quelle idée il nous paraît convenable d’atta

cher à ces deux mots, nombre et quantité.

Nous prendrons toujours la dénomination de nombres dans le sens 

où on l’emploie en Arithmétique, en faisant naître les nombres de la 

mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 

dénomination de quantités aux quantités réelles positives ou négatives, 

c’est-à-dire aux nombres précédés des signes -+■  ou — . De plus, nous 

regarderons les quantités comme destinées à exprimer des accroisse

ments ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnée sera 

simplement représentée par un nombre, si l’on se contente de la 

comparer à une autre grandeur de même espèce prise pour unité, et 

par ce nombre précédé du signe +  ou du signe — , si on la considère

QEuvrcs de C . — S. II, t. III. * 3
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18 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

comme devant servir à l’accroissement ou à la diminution d’une gran

deur fixe de la même espèce. Gela posé, le signe -t- ou — placé devant 

un nombre en modifiera la signification, à peu près comme un adjectif 

modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numérique d’une 

quantité le nombre qui en fait la base, quantités égales celles qui ont 

le même signe avec la même valeur numérique, et quantités opposées 

deux quantités égales quant à leurs valeurs numériques, mais affec

tées de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de 

rendre compte des diverses opérations que l’on peut faire subir aux 

quantités. Par exemple, deux quantités étant données, on pourra tou

jours en trouver une troisième qui, prise pour accroissement d’un 

nombre fixe, si elle est positive, et pour diminution dans le cas con

traire, conduise au même résultat que les deux quantités données, 

employées l’une après l’autre à pareil usage. Cette troisième quan

tité, qui à elle seule produit le même effet que les deux autres, est ce 

qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantités — io et 4 - 7 ont 

pour somme — 3, attendu qu’une diminution de 10 unités, jointe à 

une augmentation de 7 unités, équivaut à une diminution de 3 unités.- 

Ajouter deux quantités, c’est former leur somme. La différence entre 

une première quantité et une seconde, c’est une troisième quantité 

qui, ajoutée à la seconde, reproduit la première. Enfin, on dit qu’une 

quantité est plus grande ou plus petite qu’une autre, suivant que la dif

férence de la première à la seconde est positive ou négative. D’après 

cette définition, les quantités positives surpassent toujours les quan

tités négatives, et celles-ci doivent être considérées comme d’autant 

plus petites que leurs valeurs numériques sont plus grandes.

En Algèbre, on représente, non seulement les nombres, mais aussi 

les quantités, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les 

nombres absolus dans la classe des quantités positives, on peut dési

gner la quantité positive qui a pour valeur numérique le nombre A, 

soit par h- A, soit par A seulement, tandis que la quantité négative 

.opposée se trouve représentée par — A. De même, dans le cas où la 

lettre a représente une quantité, on est convenu de regarder comme
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P R É L I M I N A I R E S . 19

synonymes les deux expressions a et -+- a, et de représenter par — a 

la quantité opposée à + a .  Ces remarques suffisent pour établir ce 

qu’on appelle la règle des signes (voir la Note I).

On nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant 

recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des 

autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordi

nairement parmi les dernières de l’alphabet. On appelle au contraire 

quantité constante, et l’on désigne ordinairement par une des pre

mières lettres de l’alphabet toute quantité qui reçoit une valeur fixe 

et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées à une 

même variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de ma

nière à finir par en différer aussi peu que l’on voudra, cette der

nière est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, 

un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four

nissent des valeurs de plus en plus approchées. En Géométrie, la sur

face du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des 

polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs côtés croît de plus 

en plus, etc.

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 

décroissent indéfiniment, de'manière à.s’abaisser au-dessous de tout 

nombre donné, cette variable devient ce qu’on nomme un infiniment 

petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de . cette espèce a 

zéro pour limite.

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 

croissent de plus en plus, de manière à s’élever au-dessus de tout 

nombre donné, on dit que cette variable a pour limite Y infini positif, 

indiqué par le signe oo, s’il s’agit d’une variable positive, et Y infini 

négatif, indiqué,par la notation — oo, s’il s’agit d’une variable néga

tive. Les infinis positif et négatif sont désignés conjointement sous le 

nom de quantités infinies.

Les quantités qui se présentent, dans le calcul, comme résultats 

d’opérations faites sur une ou plusieurs autres quantités constantes 

ou variables, peuvent être divisées en plusieurs espèces suivant la
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nature des opérations qui les produisent. C’est ainsi que l’on dis

tingue, en Algèbre, les sommes et différences, les produits et quo

tients, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithmes ; 

en Trigonométrie, les sinus et cosinus, sécantes et cosécantes, tan

gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono- 

métrique est donnée. Pour bien comprendre ce qui est relatif à ces 

dernières espèces de quantités, il est nécessaire de se rappeler les 

principes suivants.

Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut être, 

comme toute espèce de grandeurs, représentée soit par un nombre, 

soit par une quantité, savoir : par un nombre, lorsqu’on a simple

ment égard à la mesure de cette longueur, et par une quantité, c’est- 

à-dire par un nombre précédé du signe +  ou — , lorsque l’on consi

dère la longueur dont il s’agit comme portée, à partir d’un point fixe, 

sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, pour servir soit à 

l’augmentation, soit à la diminution d’une autre longueur constante 

aboutissant à ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, et à 

partir duquel on doit porter les longueurs variables désignées par des 

quantités, est ce qu’on appelle Y origine de ces mêmes longueurs. 

Deux longueurs comptées à partir d’une origine commune, mais en 

sens contraires, doivent être représentées par des quantités de signes 

différents. On peut choisir à volonté le sens dans lequel on doit 

compter les longueurs désignées par dos quantités positives; mais, 

ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter dans le sens 

opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités néga

tives.

Dans un cercle dont le plan est supposé vertical, on prend ordinai- ' 

rement pour origine des arcs l ’extrémité du rayon tiré horizontale

ment de gauche à droite, et c’est en s’élevant au-dessus de ce point 

que l’on compte les arcs positifs, c’est-à-dire ceux que l’on désigne 

par des quantités positives. Dans le même cercle, lorsque le rayon se 

réduit à l ’unité, le sinus d’un arc, c’est-à-dire la projection sur le dia

mètre vertical du rayon qui passe par l’extrémité de cet arc, se compte
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positivement de bas en haut et négativement en sens contraire, à partir 

du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte 

positivement dans le même sens que le sinus, mais à partir de l’ori

gine des arcs et sur la verticale menée par cette origine. Enfin, la 

sécante se compte à partir du centre sur le rayon mené à l’extrémité 

de l’arc que l’on considère, et positivement dans le sens de ce rayon.

Souvent le résultat d’une opération effectuée sur une quantité peut 

avoir plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsque nous 

voudrons désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs, 

nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantité sera 

entourée de doubles traits ou de doubles parenthèses, et nous réser

verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui 

paraîtra mériter davantage d’être remarquée. Ainsi, par exemple, a 

étant une quantité positive, la racine carrée de cette quantité aura 

deux valeurs numériquement égales, mais de signes contraires, dont 

l’une quelconque sera exprimée par la notation

((«))*  ou yUi,

tandis que la valeur positive seule sera représentée par

c ?  o u  \fâ;

en sorte qu’on aura

< i )  .  s ü a  —  ± \ J a

ou, ce qui revient au même,

'(2) { { a ) f = ± . a î .

De même encore, si l’on représente par a une quantité positive ou 

négative, la notation

arcsin((a)) ou arclang((a))

désignera un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus ou 

pour tangente, tandis que la notation

arcsin (a ) ou arctang(a)
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 

numérique. A l’aide.de ces conventions, on évite la confusion que 

pourrait entraîner l’emploi de signes dont la valeur n’aurait pas été 

déterminée d’une manière assez précise. Afin de lever à cet égard 

toute difficulté, je vais présenter ici le Tableau des notations dont 

nous ferons usage pour exprimer les résultats des opérations algé

briques ou trigonométriques.

La somme de deux quantités sera indiquée à l ’ordinaire par la 

juxtaposition de ces deux quantités, chacune d’elles étant exprimée 

par une lettre précédée du signe +  ou — , que l’on pourra supprimer 

(si c’est le signe + )  devant la première lettre seulement. Ainsi

-h a -t- b ou simplement a -t- b

désignera la somme des deux quantités -t-a , -h b, et

-+- a — b ou simplement a — b

désignera la somme des deux quantités -ha, — b, équivalente à la 

différence des deux quantités -ha, -h b.

On indiquera l’égalité des deux quantités a et b par le signe =  

interposé entre elles, comme il suit,

a — b,

et l’on exprimera que la première surpasse la seconde, c’est-à-dire 

que la différence a — b est positive, en écrivant

a >  b ou b<_a.

Nous représenterons encore à l’ordinaire par

- h a x - h b ,  ou simplement, a .b  ou ab

le produit des deux quantités -ha, -h b, et par

a . ,T ou a ,b  b

leur quotient.
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Soient maintenant m et n deux nombres entiers, A un nombre quel, 

conque, et a, b deux quantités quelconques positives ou négatives.

JL m
A"1, A n=yn, A " , A*

représenteront les quantités positives qu’on obtient en élevant le 

nombre A à des puissances respectivement marquées par les expo-

sants
1 , m , m, - ,  ±  —, o, n n

et

la quantité positive ou négative que produit l’élévation de la quan

tité a à la puissance ±  m. Quant aux notations

1 ■+- rJl((a))n—süa, ((«))“ " , , ,

nous nous en servirons pour exprimer, non seulement les valeurs posi

tives ou négatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantité a 

marquées par les exposants
i , m

’ ~ 5 HH — » .n n

mais encore les valeurs imaginaires de ces mêmes puissances (voir 

ci-après, Chap. VIIf ce qu’on entend par expressions imaginaires). Il 

est bon d’observer que, si l ’on désigne par A la valeur numérique 

de a, et si l ’on suppose la fraction ^  réduite à sa plus simple expres

sion, la puissance
m

((«))" '

aura une seule valeur réelle positive ou négative, savoir

m m
+  A'r ou — A",

lorsque — sera une fraction de dénominateur impair; tandis qu’elle 

admettra les deux valeurs réelles dont on vient de parler, ou qu’elle
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n’en admettra aucune, si ^  est une fraction de dénominateur pair. 

On peut faire une semblable remarque à l’égard de l’expression

m

((«))""·

Dans le cas particulier où, la quantité a étant positive, on suppose
m

~  =  ,̂ l’expression ((a))n n’a que deux valeurs réelles l ’une et 

l’autre, et données par la formule (2) ou, ce qui revient au même, 

par la formule (1).

Les notations
/(B·), L(B), L'(B), ...

indiqueront les logarithmes réels du nombre B dans différents sys

tèmes, tandis que chacune des suivantes

J ( ( b ) ,  L( {b) ) ,  L '(($)), . . .

pourra servir à désigner, outre le logarithme réel de la quantité b, 

lorsqu’il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette 

même quantité ( voir ci-après, Chap. IX, ce qu’on entend par loga

rithmes imaginaires).

En Trigonométrie

sina, cosa, tanga, cota, séca, coséca, siva, côsiva

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan

gente, \&sécante, la cosecante, 1 esinusverse ou le cosinus verse de l’arca, 

et les notations

arc s in ((a )), arccos((a)), arc lang((a)), 

arccot((a)), arcséc((a)), arc coséc((a))

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus, 

ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou sécante, ou cosécante. 

Nous nous servirons des notations simples

arcsin(a), ' arccos(a), arctang(a), arccol(a), arcséc(a), arccoséc(a),
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ou même, en supprimant tout à fait les parenthèses, des notations 

suivantes

arcsina, arccosa, arc tanga, arc cota, arcséca, arccoséca,

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonométrique est égale à a, 

nous voudrons désigner celui qui a la plus petite valeur numérique, 

ou, si ces arcs sont deux à deux égaux et de signes contraires, celui 

qui a la plus petite valeur positive. En conséquence,

arcsina, arctanga, arccota, arccoséca

indiqueront des arcs positifs ou négatifs, mais compris entre les 

limites
71 7T

---- > -h —>

it désignant la demi-circonférence dans le cercle qui a pour rayon 

l’unité, tandis que
arccosa, arcséca

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o et-rc.

En vertu des conventions que l’on vient d’établir, si l ’on désigne 

par k un nombre entier arbitraire, on aura évidemment, pour des 

valeurs quelconques positives ou négatives de la quantité a,

( 3 )

/ 7T /  TC · \
arcsm ((a)) —  -  ±  ( -  —  arcsina) ±  <ikiz,

| arccos((a)) r r  ±  arc cosa ±  2 Atc,

J arc tang((a)) =  arc tanga ±  /ai,

1 · rcI arc cosa -+- arcsina =  - ,I 2

, r narc coseca +  arc seca r= —
\ 2

On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a,

( 4 ) arc cota +  arc tanga = n
— y
2

O R u v re sd e C . —  S . II, t .  III. 4
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et, pour des valeurs négatives de a,

7T(5) arc cota +  arc tanga =  ——·

Lorsqu’une quantité variable converge vers une limite fixe, il est 

souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particulière; 

c’est ce que nous ferons, en plaçant l’abréviation

' lim

devant la quantité variable dont il s’agit. Quelquefois, tandis qu’une 

ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une cxpres- 

-sion qui renferme ces variables converge à la fois vers plusieurs limites 

différentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconque 

de ces dernières limites à l’aide de doubles parenthèses placées à la 

suite de l’abréviation lim, de manière à entourer l’expression que l’on 

considère. Supposons, pour fixer les idées, qu’une variable positive 

ou négative représentée para; converge vers la limite o, et désignons 

par A un nombre constant : il sera facile de s’assurer que chacune des 

expressions
limA®, limsino;

a une valeur unique déterminée par l’équation

ou

tandis que l’expression

limAæ=  x 

lim sin# == o,

lim

admet deux valeurs, savoir, -+- co, —  oo, et

lim

une infinité de valeurs comprises entre les limites — i et h- r.

Nous allons terminer ces préliminaires en présentant, sur les quan

tités moyennes, plusieurs théorèmes dont la connaissance nous sera
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu

sieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus 

petite et la plus grande de celles que l’on considère. D’après cette 

définition, il est clair qu’il existe une infinité de moyennes entre plu

sieurs quantités inégales, et que la moyenne entre plusieurs quantités 

égales se confond avec chacune d’elles. Cela posé, on établira facilement, 

ainsi qu’on peut le voir dans la Note II, les propositions suivantes :

Théorème I. — Soient b, b' , b", . . .  plusieurs quantités de même signe 

en nombre n, et a, a', a", . . .  des quantités quelconques en nombre égal 

à celui des premières. La fraction

a -t- a! -+- a" -4-...

b +  b '+ b irT 777

sera moyenne entre les suivantes

a a' ' a"
V  b1’  bi,'>

Corollaire. — Si l’on suppose

b —  b '— b " = . . . . =  i ,

on conclura du théorème précédent que la quantité

a -+- a' -t- a" A-. . .  
n

est moyenne entre les suivantes

«, cé, a ”, . . . .

Cette espèce particulière de moyenne est ce qu’un nomme une moyenne 

arithmétique.

Théorème II. — Soient A , A ', A", . . .  ; B, B', B", . . .  deux suites de 

nombres pris à volonté, et formons avec ces deux suites, que nous suppo

sons renfermer chacune un nombre n de termes, les racines

Ta , Vâ',
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b+ h+ iî " y / A A ' A " . . .  sera une nouvelle racine m oyenne entre toutes les 

autres.

Corollaire. —  S i  l ’ o n  p r e n d  , 

o n  t r o u v e r a  q u e  l a  q u a n t i t é  p o s i t i v e

• y iU k r r .

e s t  m o y e n n e  e n t r e  l e s  s u i v a n t e s

A ,  A ' ,  A", . . . .

C e t t e  m o y e n n e ,  d ’ u n e  e s p è c e  p a r t i c u l i è r e ,  e s t  c e l l e  q u e  l ’ o n  n o m m e  

m oyenne géom étrique.

Théorème I I I .  —  Les mêmes choses étant posées que clans le théorème  /, 

si  oc, a ',  oc", . . .  désignent encore des quantités de m êm e s ig n e , la 

fra ctio n

« a  ■+■  u'a' +  u” à " + . ..  
ab +  a'b' a"b" + . . .

sera m oyenne entre les suivantes

a a' a"
V  W  b”’

Corollaire. —  S i  l ’ o n  s u p p o s e

b =  b '= b " =  . . . =  i ,

o n  c o n c l u r a  d u  t h é o r è m e  p r é c é d e n t  q u e  l a  s o m m e

au  +  a ' a ' +  a"u"-l· ■ . ■

e s t  é q u i v a l e n t e  a u  p r o d u i t  de

a +  a ' + « '  +  . . .

p a r  u n e  m o y e n n e  e n t r e  l e s  q u a n t i t é s  a , a! , a", . . . .

P o u r  a b r é g e r ,  l o r s q u e  n o u s  v o u d r o n s  d é s i g n e r  u n e  m o y e n n e  e n t r e
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plusieurs quantités a, a , a"........ nous nous servirons de la notation

M(a, a', a”, ...) .

Cela posé, les théorèmes qui précèdent et leurs corollaires sc trou

veront compris dans les formules

( 6 )

(7)

( 8)

(9)

(10)

et et H-  et H··.
b  - 

a -

-b’

a!

b "- : M U ’ b 1 ’  b " ’

B -t- B -1- B"-t
'Va a 'a". 

Va a 'A"...

acr. a'a'-+- a"ct''-i 
k  +  ii'oi'+iiV-t

=  M ( a ,  a', a", . . . ) ,

=  m ( v/ â , V â V V â v  . . . ) ,

=  M(A, A', A", ...),

(11) aa +  a'<x'+ a" a!' +,

Dans ces formules,

— M ’ b ’  b ’ ’  b"

.=  (a +  a'-+- «"+· · -)M(a, a', a", ...).

a, a', a", . . .  ; b, b', b", . ..  ; . a, a', a", ...

représenteront trois suites de quantités, et

A ,  A ' ,  À " ,  . . . ;  B ,  B ' ,  B " ,  . . .

deux suites de nombres formées chacune de n termes différents. La 

troisième suite est, ainsi que la seconde, uniquement composée de 

quantités de même signe.

La notation que nous venons d’adopter fournit le moyen d’exprimer 

qu’une quantité est comprise entre deux limites données. En effet, 

toute quantité comprise entre les limites a , b étant une moyenne 

entre ces mêmes limites, on pourra la désigner par

M (a, b).

Ainsi, par exemple, toute quantité positive pourra être représentée par 

M(o, 00), toute quantité négative par M (— qo, o), et toute quantité 

réelle par M(— 00, +00). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc-
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t e m e n t  u n e  q u e l c o n q u e  d e s  q u a n t i t é s  r e n f e r m é e s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  a  

e t  b,  n o u s  d o u b l e r o n s  l e s  p a r e n t h è s e s ,  e t  n o u s  é c r i r o n s

M ( ( a, b)).

P a r  e x e m p l e ,  s i  l ’ o n  s u p p o s e  q u e  l a  v a r i a b l e  x  c o n v e r g e  v e r s  z é r o ,  o n  

a u r a

lim^sin'-^^ =  M((— i, -Hi)),

a t t e n d u  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  l i m  ^ s i n  ~  j  J a d m e t t r a  u n e  i n f i n i t é  d e  v a l e u r s  

c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  v a l e u r s  e x t r ê m e s  —  i  e t  - + - 1 .
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PREMIÈRE PARTIE.

A N A L Y S E  A L G É B R I Q U E .

CHAPITRE I.

D E S  F O N C T I O N S  R É E L L E S .

§ I. — Considérations générales sur les fonctions.

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles 

que, la valeur de l’une d’elles étant donnée, on puisse en conclure 

les valeurs de toutes les autres, on conçoit d’ordinaire ces diverses 

quantités exprimées au moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors 

le nom de variable indépendante; et les autres quantités exprimées au 

moyen de la variable indépendante sont ce qu’on appelle des fonctions 

de cette variable.

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles 

que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con

clure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités 

exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 

le nom de variables indépendantes; et les quantités restantes, expri

mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle 

des fonctions de ces mêmes variables.

Les diverses expressions que fournissent l’Algèbre.et la Trigono

métrie, lorsqu’elles renferment des variables considérées comme indé

pendantes, sont autant de fonctions de ces mêmes variables. Ainsi, par 

exemple,
L(x), sin#, ..,
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sont des fonctions de la variable x ;

x + y ,  x ? , .  x y z , . . .

des fonctions des variables x  et y  ou x,  y  et z, —

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent, 

comme dans les exemples précédents, immédiatement exprimées au 

moyen de ces mêmes variables, elles sont nommées fonctions expli

cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonc

tions et les variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quan

tités doivent satisfaire, tant que ces équations, ne sont pas résolues 

algébriquement, les fonctions, n’étant pas exprimées immédiatement 

au moyen des variables, sont appelées fondions implicites. Pour les 

rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa

tions qui les déterminent. Par exemple, y  étant une fonction implicite 

de x  déterminée par l’équation

L(y) =  x,

si l ’on nomme A la base du système de logarithmes que l’on consi

dère, la même fonction, devenue explicite par la résolution de l’équa

tion donnée, sera
y =  k*.

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule va

riable x  ou de plusieurs variables x , y, z, . . . ,  sans déterminer la 

nature de cette fonction, on emploie l’une des notations

/ ( x ) ,  F  (x),  <?(x), %(&)> & ( x ) ............

f{x,y,z,  ...), ¥{x,y, s, ...), ---

Pour qu’une fonction d’une seule variable soit complètement déter

minée, il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur particulière 

attribuée à la variable on puisse déduire la valeur correspondante do 

la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fonc-
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tion donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. Con

formément aux conventions adoptées dans les préliminaires, nous 

désignerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une fonction par des 

notations dans lesquelles la variable sera entourée de doubles traits 

ou de doubles parenthèses. Ainsi, par exemple,

arc sin ((¿c))

indiquera un quelconque des arcs qui ont a? pour sinus;

f ¡ x  =  ± \ ¡ x

l’une quelconque des deux racines carrées de la variable x  supposée 

positive, etc.

§ II. — Des fonctions simples.

Parmi les fonctions d’une variable x ,  on appelle, simples celles qui 

résultent d’une seule opération effectuée sur cette variable. Les fonc

tions simples que l’on considère ordinairement en Analyse sont en 

très petit nombre, et se l’apportent les unes à l’Algèbre, les autres 

à la Trigonométrie. L’addition et la soüstraction, la multiplication et 

la division, l’élévation aux puissances et l’extraction des racines, enfin 

la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc

tions simples qui se rapportent à l’Algèbre. En conséquence, si l’on 

désigne par A un nombre constant, et par a =  rfc A une quantité con

stante, les fonctions algébriques simples de la variable x  seront

a , _ . .
a - ~ æ ,  air, — j x a , k x, L ( t f ) .

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce qu’on peut toujours 

les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap

portent à la Trigonométrie, on pourrait en compter un grand nombre, 

si l ’on rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 

métriques et les arcs qui correspondent à ces mêmes lignes; mais

OEuvres de C. —  S . I l , t .  III. 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C O U R S  D ’A N A L Y S E .3l·

nous les réduirons aux quatre suivantes

s in x ,  cos x ,  

arcsin;r, arccos# ,

et nous mettrons au nombre des fonctions composées les autres 

lignes trigonométriques tanga?, séca?, . . .  avec les arcs correspon

dants arc tanga?, arcséca?, . . . ,  attendu que ces dernières lignes 

peuvent toujours être exprimées par le moyen du sinus et du 

cosinus. Nous pourrions même, à la rigueur, réduire les deux fonc

tions simples sina? et cosa; à une seule, puisqu’elles sont liées entre 

elles par l’équation sin2a? -4- cos2a? =  1 ; mais l’emploi de ces deux 

fonctions est si fréquent, qu’il est utile de les conserver toutes deux 

à la fois dans le calcul comme fonctions simples.

§ III. — Des fonctions composées.

Les fonctions qui se déduisent d’une variable à l’aide de plusieurs 

opérations prennent le nom de fondions composées; et l ’on distingue 

parmi ces dernières les fonctions de fonctions qui résultent de plu

sieurs opérations successives, la première opération étant effectuée 

sur la variable, et chacune des autres sur le résultat de l’opération 

précédente. En vertu de ces définitions,

T !— t  X
x x , y x ,  — , 

x  ■

sont des fonctions composées de la variable cc; et

/ ( sin ), t ( c o s x ) ,  . . .

des fonctions de fonctions, dont chacune résulte de deux opérations 

successives.

Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par la 

nature des opérations qui les produisent. Il semble que l’on devrait
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nommer fonctions algébriques toutes celles que fournissent les opé

rations de l'Algèbre; mais on a réservé particulièrement ce nom à 

celles que l’on forme en n’emplovant que les premières opérations 

algébriques, savoir, l ’addition et la soustraction, la multiplication et 

la division, enfin l’élévation à des puissances fixes; et, dès qu’une 

fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle 

prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique.

Les fonctions que l’on nomme algébriques se divisent en fonctions 

rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 

celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu’à des puis

sances entières. On appelle, en particulier, fonction entière tout poly

nôme qui ne renferme que des puissances entières de la variable, par 

exemple,
a +  b x  +  cæ! +  . . . ,

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 

semblables polynômes. Le degré d’une fonction entière de x  est l’ex

posant de la plus haute puissance de x  dans cette même fonction. La 

fonction entière du premier^degré, savoir

a + b x

s’appelle aussi fonction linéaire, parce que, dans l’application à la Géo

métrie, on s’en sert pour représenter l’ordonnée'd’une ligne droite. 

Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle, 

et toute autre espèce de fonction algébrique est irrationnelle.

Les fonctions que produisent les opérations de la Trigonométrie 

sont désignées sous le nom de fondions trigonométriques ou circu

laires.

Les divers noms que l’on vient d’attribuer aux fonctions compo

sées d’une seule variable s’appliquent également aux fonctions de 

plusieurs variables, lorsque ces dernières fonctions jouissent, par 

rapport à chacune des variables qu’elles renferment, des propriétés 

que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly-
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nôme qui ne contiendra que des puissances entières des variables x, 

y , z, . . .  sera une fonction entière de ces variables. On appelle degré 

de cette fonction entière la somme des exposants des variables dans le 

terme où celte somme est la plus grande. Une fonction entière du pre

mier degré, telle que
a +  bx +  cy +  «?-+···,

prend le nom de fonction linéaire.
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CHAPITRE II.

DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES OU INFINIMENT GRANDES, ET DE LA CONTINUITÉ

DES FONCTIONS.

VALEURS SINGULIÈRES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS.

§  I .  —  Des quantités infinim ent petites et infinim ent grandes.

O n  d i t  q u ’ u n e  q u a n t i t é  v a r i a b l e  d e v i e n t  infinim ent p etite, l o r s q u e  s a  

v a l e u r  n u m é r i q u e  d é c r o î t  i n d é f i n i m e n t  d e  m a n i è r e  à  c o n v e r g e r  v e r s  

l a  l i m i t e  z é r o .  II  e s t  b o n  d e  r e m a r q u e r  à  c e  s u j e t  q u ’ o n  n e  d o i t  p a s  

c o n f o n d r e  u n  d é c r o i s s e m e n t  c o n s t a n t  a v e c  u n  d é c r o i s s e m e n t  i n d é 

f i n i .  L a  s u r f a c e  d ’ u n  p o l y g o n e  r é g u l i e r  c i r c o n s c r i t  à  u n  c e r c l e  d o n n é  

d é c r o î t  c o n s t a m m e n t  à  m e s u r e  q u e  l e  n o m b r e  d e s  c ô t é s  a u g m e n t e ,  

m a i s  n o n  p a s  i n d é f i n i m e n t ,  p u i s q u ’ e l l e  a  p o u r  l i m i t e  l a  s u r f a c e  d u  

c e r c l e .  D e  m ê m e  e n c o r e ,  u n e  v a r i a b l e  q u i  n ’ a d m e t t r a i t  p o u r  v a l e u r s  

s u c c e s s i v e s  q u e  l e s  d i f f é r e n t s  t e r m e s  d e  l a  s u i t e

2 3 4 5 6
i  2 o  4 5

p r o l o n g é e  à  l ’ i n f i n i ,  d é c r o î t r a i t  c o n s t a m m e n t ,  m a i s  n o n  p a s  i n d é f i n i 

m e n t ,  p u i s q u e  s e s  v a l e u r s  s u c c e s s i v e s  c o n v e r g e r a i e n t  v e r s  l a  l i m i t e  i .  

A u  c o n t r a i r e ,  u n e  v a r i a b l e  q u i  n ’ a u r â i t  p o u r  v a l e u r s  s u c c e s s i v e s  q u e  

l e s  d i f f é r e n t s  t e r m e s  d e  l a  s u i t e

i i i r i i
~r y 7) y t. y  ̂y ç% y y ***>4 3 6 5 8 7

p r o l o n g é e  à  l ’ i n f i n i ,  n e  d é c r o î t r a i t  p a s  c o n s t a m m e n t ,  p u i s q u e  l a  d i f f é 

r e n c e  e n t r e  d e u x  t e r m e s  c o n s é c u t i f s  d e  c e t t e  s u i t e  e s t  a l t e r n a t i v e m e n t
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positive et négative; et, néanmoins, elle décroîtrait indéfiniment, 

puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre 

donné.

On dit qu’une quantité variable devient infiniment grande, lorsque 

sa valeur numérique croît indéfiniment de manière à converger vers 

la limite oo. Il' est encore essentiel d’observer ici qu’on ne doit pas 

confondre une variable qui croît indéfiniment avec une variable qui 

croît constamment. La surface d’un polygone régulier inscrit à un 

cercle donné croît constamment, mais non pas indéfiniment, à mesure 

que le nombre des côtés augmente. Les termes de la suite naturelle 

des nombres entiers
1, 2, 3, ...

croissent constamment et indéfiniment.

Les quantités infiniment petites et infiniment grandes jouissent de 

plusieurs propriétés, qui conduisent à la solution de questions impor

tantes, et que je vais exposer.en peu de mots.

Soit a une quantité infiniment petite, c’est-à-dire une variable dont 

la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un même 

calcul on fait entrer les diverses puissances entières de a, savoir

a, a-, a 3, . . . ,

ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom 

d’infiniment petits du premier, du second, du troisième ordre, etc. En 

général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité 

variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur numé

rique de a diminue, vers une limite finie différente de zéro ; infiniment 

petit du second ordre toute quantité variable avec a, et dont le rap

port avec a2 converge vers une limite finie différente de zéro, etc. Cela 

posé, si l’on désigne par k une quantité finie différente de zéro, et par 

e un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numé

rique de a, la forme générale des quantités infiniment petites du pre

mier ordre sera
kx ou du moins Â-a(i±£);
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la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre

ka-  qu du moins A'a2( i ± s ) ,

..........................  ............... J

enfin la forme générale des infiniment petits de l’ordre n (n repré-' 

sentant un nombre entier) sera

ka'1 ou du moins k a n {i ± s ) .

On peut facilement établir, à l’égard de ces divers ordres de quantités 

infiniment petites, les théorèmes suivants :

Théorème 1. — Si l ’on compare l'un à l ’autre deux infiniment petits 

d’ordres différents, pendant que tous les deux convergeront vers, la limite 

¡zéro, celui qui est de l ’ordre le plus éleve finira par obtenir constamment 

la plus petite valeur numérique.

Démonstration. — Soient, en effet,

k a n(i ± s ) , ,  k ' a " ' ( i ± z ' )

deux infiniment petits, l ’un de l’ordre n, l’autre de l’ordre n', et sup

posons n'^>n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et 

le premier, savoir
k' , i ±  s'
'T an~n —  — j k i ±  s

convergera indéfiniment avec a vers la limite zéro, ce qui ne peut 

avoir lieu qu’autant que la valeur numérique du second finit par de

venir constamment inférieure à celle du premier.

Théorème II. — Un infiniment petit de l ’ordre n, c’est-à-dire de la 

forme
ka" ( i ±  s),

change de signe avec a toutes les fois que n est un nombre impair, et 

conserve pour de très petites valeurs numériques de a le même signe que la 

quantité k, lorsque n est un nombre pair.

Démonstration. — En effet, dans la première hypothèse, a" change
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de signe avec a, et, dans la seconde, a" est toujours positif. De plus, 

le signe du produit k(i ±  t) est le même que celui de k, lorsque z est 

très petit.

Théorème III. — La somme de plusieurs infiniment petits des ordres

n, n1, n",
(«', n", . . .  désignant des nombres supérieurs à n) est un nouvel infini

ment petit de l ’ordre n.

Démonstration. — En effet,

kan ( i ±s) -+- k'a.n'( i± £ ,)4- k" an’ {i ±  £")+ ...

T k' k" 1
=  k a.n'\ i± £  + ja * ''* ( i± £ ')  + j  a'*"- “ ( i ±  s" ) -t- . .. .

— kan( i±êj),

s, étant un nombre qui converge avec a vers la limite zéro.

Des principes qu’on vient d’énoncer on déduit aisément, comme 

on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui se rapportent à 

des polynômes ..ordonnés suivant les puissances ascendantes d’une 

quantité infiniment petite a.

Théorème IY. — Tout polynôme ordonné suivant les puissances ascen

dantes de a, par exemple
a +  ôa-!-ca2-H...

ou, plus généralement,
aa'1+ è a ,!'+ ca ',’+ . . .

( les nombres n, n', n", ... formant une suite croissante), finit par être, 

pour de très petites valeurs numériques de a, constamment de même signe 

que son premier terme
a ou a a".

Démonstration. — En effet, la somme faite du second terme et de 

ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit du 

premier ordre, dont.la valeur numérique finit par être inférieure à 

celle de la quantité finie a, et, dans le second cas, un infiniment petit
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de l’ordre «7 qui finit par obtenir constamment une valeur numérique 

inférieure à celle d’un infiniment petit de l’ordre n.

Théorème Y. — Lorsque, dans le poly n ôm e  

acta -+- b an'-h c ,

ordonné suivant les puissances ascendantes de a, le degré n! du second  

terme est un nom bre impair, ce polynôm e, p o u r de très petites valeurs 

numériques de et, est tantôt supérieur et tantôt inférieur à  son prem ier  

terme act.n, suivant que la variable et et le coefficient b sont de même signe  

ou de signes contraires.

Démonstration. —  En effet, dans l’hypothèse admise, la somme des 

termes qui suivent le premier, savoir

ba n'-f- c . - ,

sera, pour de très petites valeurs numériques de et, de même signe 

que chacun des deux produits b a l*, bu.

Théorème Y I .  —  Lorsque, dans le polynôm e  

a a.71-h b a.n'-h c acra" + . . . ,

ordonné suivant les puissances ascendantes de et., le d egré n ' du second  

terme est un nombre p a ir, ce polynôm e, p o u r  de très petites valeurs num é

riques de et, fin it  p a r  devenir constam m ent supérieur à son prem ier terme, 

toutes les f o is  que b est positif, et constam m ent inférieur, toutes les fo is  

que b est n égatif.

Démonstration. —  En effet, dans l’hypothèse admise, la somme des 

termes qui suivent le premier aura, pour de très petites valeurs nu

mériques de a, le signe du produit ¿a"', et, par suite, le signe de b.

Corollaire. —  En supposant, dans le théorème qui précède, n =  o, 

on obtiendra la proposition suivante :

Théorème V I T ,  —  Si, dans le polynôm e

a b c an+ . . . ,

ordonn é suivant les puissances ascendantes de et, n ' désigne un nom bre

OEueres de C. —  S. I l, t. I I I .  6
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pair; parmi les valeurs de ce polynôme correspondantes à des valeurs in

finiment petites de a, celle qui correspond à a =  o, c’est-à-dire a, sera 

toujours la plus petite, lorsque b sera positif, et la plus grande, lorsque b 

sera négatif.

Cette valeur particulière du polynôme, plus grande ou plus petite 

que toutes les valeurs voisines, est ce qu’on appelle un maximum ou 

un minimum.

Les propriétés des quantités infiniment petites étant établies, on 

en déduit les propriétés analogues des quantités infiniment grandes, 

en observant que toute quantité variable de cette dernière espèce

peut être représentée par a désignant une quantité infiniment 

petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polynôme 

a x 'n +  b x m~i -i- c x m~i -\-. . .  -+- h x  -t- k,

ordonné suivant les puissances descendantes de' la variable x ,  cette 

variable devient infiniment grande; en la mettant sous la forme on 

réduit le polynôme dont il s’agit à

b
a

c
a

h , k \
j— _  a m

a a J

et l’on reconnaît alors immédiatement que, pour de très petites va

leurs numériques de a, ou, ce qui revient au même, pour de très 

grandes valeurs numériques de x ,  ce polynôme est de même signe que 

son premier terme

Comme cette remarque subsiste dans le cas même où quelques-unes 

des quantités b, c, . . . ,  h, k se réduisent à zéro, il en résulte qu’on 

peut énoncer le théorème suivant :

Théorème VIII. — Lorsque, dans un polynôme ordonné'suivant les puis

sances descendantes de la variable x , on fa it croître indéfiniment la va

leur numérique de cette variable, le polynôme finit par être constamment 

de même signe que son premier terme.
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§ II. —  De la continuité des fonctions.

Parmi les objets qui se rattachent à la considération des infiniment 

petits, on doit placer les notions relatives à la continuité ou,à la dis

continuité des fonctions. Èxaminons d’abord sous ce point de vue les 

fonctions d’une seule variable.

Soit f ( x )  une fonction de la variable x,  et supposons que, pour 

chaque valeur de x  intermédiaire entre deux limites données, cette 

fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par

tant d’une valeur de x  comprise entre ces limites, on attribue à la va

riable x  un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-même 

recevra pour accroissement la différence

/(■ * +  «) — /(«),

qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur 

de x.  Cela posé, la fonction f ( x )  sera, entre les deux limites assi

gnées à la variable x,  fonction continue de cette variable, si, pour 

chaque valeur de x  intermédiaire entre ces limites, la valeur numé

rique de la différence
/ ( « - ! - « )  —  f ( x )

décroît indéfiniment avec celle de a. En d’autres termes, la fonc

tion f ( x )  restera continue par rapport à x  entre les limites données, si, 

entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 

toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même.

On dit encore que la fonction f(x ')  est, dans le voisinage d’une 

valeur particulière attribuée à la variable x ,  fonction continue de 

cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 

de x ,  même très rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit.

Enfin, lorsqu’une fonction f ( x )  cesse d’être continue dans le voisi

nage d’une valeur particulière de la variable x,  on dit qu’elle devient 

alors discontinue et qu’il y a pour cette valeur particulière solution de 

continuité.
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D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles 

limites une fonction donnée de la variable x  est continue par rapport 

à cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sin#, admettant 

pour chaque valeur particulière de la variable x  une valeur unique et 

finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 

■ attendu que la valeur numérique de sin(}a), et par suite celle de la 

différence
sin(.r +  «) — sina; =  2 sin (f «) cos (a; +  \<x),

décroissent indéfiniment avec celle de a, quelle que soit d’ailleurs la 

valeur finie que l’on attribue à x . En général, si l ’on envisage sous le 

rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons 

considérées ci-dessus (Chap. I, § II), savoir
t

a-Y-x, a — x, ax, - ,  x a, k x, L̂(x),
OC

sin oc, cos x9 arcsin#, arccoŝ ?,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 

limites finies de la variable x ,  toutes les fois que, étant constamment 

réelle entre ces' deux limites, elle ne devient pas infinie dans l ’inter

valle.

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 

d’une valeur finie attribuée à la variable x , si celte valeur finie se 

trouve comprise :

P o u r
l e s  f o n c t i o n s  

a-h x  \ 

a — x i  
ax ! 
A* | 
sin a? 1 
cosa; /

entre les limites x  — —-oo, ar =  4-oo;

P o u r
l a  f o n c t i o n

a ( 1“ entre les limites x —  —  00,

x ( 2“ entre les limites x = z o ,
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P o u r
l e s  f o n c t i o n s  

x a )
entre les limites x  — o, x=zoo·

L{x)  )
enfin

P o u r
l e s  f o n c t i o n s

arcsina? j
\ entre les limites x  =  — i, x  =  +  i. 

arccosa; )

Il est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose a — ±m (rn  dé

signant un nombre entier), la fonction simple

x a

est toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la va

riable x,  pourvu que cette valeur soit comprise :

— entre les limites x = — co, x  — +  <x>,

| entre les limites x = — <x>, x —-o 

- ou bien

entre les suivantes x  =  o, x  — oo.

Parmi les onze fonctions que l’on vient de citer, deux seulement 

deviennent discontinues pour une valeur de x  comprise dans l’inter

valle des limites entre lesquelles ces mêmes fonctions restent réelles. 

Les deux fonctions dont il s’agit sont

^  et x a (lorsque a =  — m).

L’une et l’autre deviennent infinies, et par conséquent discontinues, 

pour x  =  o.

Soit maintenant
f{oc,y,z, ...)

une fonction de plusieurs variables x , y, z, et supposons que, 

dans le voisinage de valeurs particulières X, Y , Z, . . .  attribuées à ces
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variables,/(a?, y, z, . . . )  soit à la fois fonction continue de x,  fonction

continue de y,  fonction continue de z , ----On prouvera aisément

que, si l’on désigne par a, 6, y, . . .  des quantités infiniment petites, 

et si l ’on attribue à x,  y,  z, . . .  les valeurs X, Y, Z, . . .  ou des valeurs 

très voisines, la différence

f(x + a,y + 6,z+y)-f{x,y,z,...)

sera elle-même infiniment petite. En effet, il est clair que, dans l’hy

pothèse précédente, les valeurs numériques des différences

/(«■ -+-«, y-t-ê, s, · . · )  — /(«-+-a, y, z, . . . ) ,

. /(*> + «, 7  4 -6, s*+-y, ...)—f(x + oc, 7  +  6, z, ...),

décroîtront indéfiniment avec celles des quantités variables a, 6, y , ..., 

savoir, la valeur numérique de la première différence avec la valeur 

numérique de a, celle de la seconde différence avec la valeur numé

rique de S, celle de la troisième avec la valeur numérique de y, et 

ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffé

rences, savoir

/ ( ^  +  « , 7  +  s,*" +  y, · · · )  — f(x>y,z , . . . ) ,

convergera vers la limite zéro, si a, S, y, . . .  convergent vers cette 

même limite. En d’autres termes,

/(#  +  «, 7  +  6 , s +y, . . . )

aura pour limite
f { x , y , z ,  . . . ) .

Là proposition qu’on vient de démontrer subsiste évidemment dans 

le cas même.où l’on établirait entre les nouvelles variables a, S, y, ... 

certaines relations. Il suffit que ces relations permettent aux nouvelles 

variables de converger toutes en même temps vers la limite zéro. 

Lorsque, dans la même proposition, on remplace x,  y,  z, . . .  par
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X, Y, Z, . . . ,  et a? 4- a, y  4- 6, 3 4- y, . . .  par x,  y , z, . . . ,  on obtient 

l ’énoncé suivant :

T héorème 1. —  Si les variables x , y , z, . . .  ont pour limites respectives 

les quantités fixes et déterminées X, Y, Z, . . . ,  et que la fonction 

f ( x ,  y, z, . . .)  soit continue par rapport à chacune dès variables x , y, 

z, . . .  dans le voisinage du système des valeurs particulières

x =  X, y =  Y, s =  l ,  . . . ,

f ( x ,  y , z, . . .) aura pour limite /(X , Y, Z, . ..) .

Comme, dans ce second énoncé, les variables a, ë, y, . . .  se trouvent 

remplacées par x  — X, y  — Y, z — Z, . . . ,  les relations qu’on pouvait 

établir, dans le premier énoncé, entre a, S, y, . . . ,  pourront être éta

blies, dans le second, entre les quantités x  — X, y  — Y, 3 — Z; et il 

en résulte que la fonction f{x,y> z , . . . )  aura pour limite /(X , Y, Z , ...), 

dans le cas même où les variables x,  y, z, . . .  seraient assujetties à 

certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap

procher indéfiniment des limites X, Y, Z........

Supposons, pour fixer les idées, que x ,  y, z, . . .  soient fonctions 

d’une même variable t considérée comme indépendante, et continues 

par rapport à cette variabl’è dans le voisinage de la valeur particulière

t -  T.

Si l’on fait, pour plus de commodité,

f{x ,y,z ,  ...)  =  “ ,

u sera ce qu’on appelle une fonction composée de la variable t·, et, si

X,  Y, z , .  . . . ,  U 

désignent respectivement ce que deviennent

x, y, z, . . . ,  u

dans le cas où l’on suppose t =  T, il est clair, d’une part, qu’une
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valeur de t très voisine de T fournira pour u une valeur unique et 

finie; d’autre part, qu’il suffira de faire converger t vers la limite T, 

pour que les variables x,  y, z , . . .  convergent vers les limites X, Y, 

Z, . . . ,  et, par suite, la fonction u — f ( x ,  y , z, . . . )  vers la limite

U =  /(X , Y, Z......). On prouverait absolument de la même manière

que, si l’on attribue à / une valeur très voisine de T, la valeur corres

pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 

s’approchera indéfiniment, tandis que t convergera vers la valeur 

donnée; et l ’on doit conclure que u sera fonction continue de t dans 

le voisinage de / =  T. On peut donc énoncer le théorème suivant :

Théorème II. — Désignons par

y  t ■ z y · ·  ·

plusieurs fonctions de la variable t, qui soient continues par rapport à 

cette variable dans le voisinage de la valeur particulière l =  T. Soient, 

de plus,
X,  Y, Z, . . .

les valeurs particulières de x , y , z, . . .  correspondantes à / =  T ; et sup

posons que, dans le voisinage de ces valeurs particulières, la fonction

u = f { x , y , z ,  . . . )

soit en même temps continue par rapport à x , continue par rapport à y , 

continue par rapport à z, . . .  ; u, considérée comme une fonction de t, 

sera encore continue par rapport à t dans le voisinage de la valeur parti

culière t =  T.

Si, dans le théorème précédent, on réduit les quantités variables x , 

y , z, . . .  à une seule, x ,  on obtiendra un nouveau théorème, qu’on 

peut énoncer comme il suit :

Théorème III. — Supposons que, dans l ’équation

u = / ( æ ) ,  . -

la variable x  soit fonction d ’une autre variable t. Concevons de plus que
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la variable x  soit fonction continue de t dans le voisinage de la valeur 

particulière t =  T, et u fonction continue de x  dans le voisinage de la 

valeur particulière x  =  X correspondante à t =  T. La quantité u, consi

dérée comme fonction de t , sera encore continue par rapport à cette va

riable dans le voisinage de la valeur particulière t =  T.
0

Supposons, par exemple,

• u =  ax et x  — tn,

a désignant une quantité constante, et n un nombre entier. On con

clura du théorème III que
u — atn

*> v

est, entre des limites quelconques de la variable t, fonction continue 

de cette variable.

De même, si l’on fait

X. .
U——1 ¿C:=:Sm£, J=COS£,

on conclura du théorème II que la fonction

u — tangí

est continue par rapport à t dans le voisinage d’une valeur finie quel

conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s’agit 

n’est pas comprise dans la formule

t — ±  2kr.±  - ,
2

k désignant un nombre entier; c’est-à-dire toutes les fois qu’à cette 

valeur de t correspond une valeur finie de tangí. Au contraire, la fonc

tion tangí admettra une solution de continuité, en devenant infinie, 

pour chacune des valeurs de t comprises dans la formule précé

dente.

Supposons encore
U =  a-srX-¡ry-Jt-Z-¡r· ■ ., 

x= .bl, y — ci2,
OEuvresde C, — S. Il, t. III. 7
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a, b,c,  . . .  désignant des quantités constantes. Alors, u étant fonction 

continue de x, y, s, . . .  entre des limites quelconques de ces variables, 

et#, y, z, . . .  fonctions continues de la variable t entre des limites 

quelconques de cotte dernière, on conclura du théorème III que la 

fonction
u — a -t- bt  -+- c i2 +  . . .  .

est elle-même continue par rapport à t entre des limites quelconques. 

Par suite, comme t — o donne u =  a, si l’on fait converger t vers la 

limite zéro, la fonction u convergera vers la limite a et finira par 

obtenir le même signe que cette limite, ce qui s’accorde avec le théo

rème IV du § I. 1

Une propriété remarquable des fonctions continues d’une seule 

variable, c’est de pouvoir servir à représenter en Géométrie les ordon

nées de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque on 

déduit facilement la proposition suivante :

Théorème IV. — Si la fonction f ( x )  est continue par rapport à la 

variable x  entre les limites x  =  x Q, x  =  X, et que l ’on désigne par b une 

quantité intermédiaire entre f { x j )  et /(X ), on pourra toujours satisfaire 

à l ’équation
f ( x )  - -  b

par une ou plusieurs valeurs réelles de x  comprises entre #0 et X.

Démonstration. — Pour établir la proposition précédente, il suffît 

de faire voir que la courbe qui a pour équation

V=/(d?)

rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation

J — h

dans l’ intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux 

abscisses x 0 et X; or c’est évidemment ce qui aura lieu dans l’hypo

thèse admise. En effet, la fonction/(a;) étant continue entre les limites 

X =  u?0, X - -  X, la courbe qui a pour équation y  = f { x )  et qui passe
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i° par le point correspondant aux coordonnées cc0, f ( æ 0), 2" par le 

point correspondant aux coordonnées X et/(X ), sera continue entre 

ces deux points; et, comme l’ordonnée constante b de la droite qui a 

pour équation y  — b se trouve comprise entre les ordonnées /(a?0), 

/ (X ) des deux points que l’on considère, la droite passera nécessaire

ment entre ces deux points, ce qu’elle ne peut faire sans rencontrer 

dans l’intervalle la courbe ci-dessus mentionnée.

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, démontrer le 

théorème IV par une méthode directe et purement analytique, qui a 

même l’avantage de fournir la résolution numérique de l’équation

■ /(*) =  *.

§ III. — Valeurs singulières des fonctions dans quelques cas

particuliers.

Lorsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables 

qu’elle renferme, une fonction d’une ou de plusieurs variables n’ad

met qu’une seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement 

de la définition même de la fonction. S’il se présente un cas particu

lier dans lequel la définition donnée ne puisse plus fournir immédia- 

tement la valeur de la fonction que l’on considère, on cherche la 

limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis 

que les variables s’approchent indéfiniment des valeurs particulières 

qui leur sont assignées; et, s’il existe une ou plusieurs limites de 

cette espèce, elles sont regardées comme autant de valeurs de la fonc

tion dans l’hypothèse admise. Nous nommerons valeurs singulières de 

la fonction proposée celles qui se trouvent déterminées comme on 

vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles qu’on obtient en 

attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles 

qui correspondent à des solutions de continuité. La recherche des va

leurs singulières des fonctions est une des questions les plus impor

tantes et les plus délicates de l’Analyse : elle offre plus ou moins de
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difficultés, suivant la nature des fonctions et le nombre des variables

qu’elles renferment.

Si d’abord on considère les fonctions simples d’une seule variable, 

on trouvera qu’il est facile de fixer leurs valeurs singulières. Ces va

leurs correspondent toujours à l’une des trois hypothèses

X  —  —  00 , x  —  o f x ~ c c 9

et sont respectivement

P o u i ·
l e s

f o n c t i o n s

a -+■  x a quelconque ....

a — x a quelconque ....

ax
i a positif............
[ a négatif...........

a
1 a positif...........

x
| a négatif..........

xa
( a positif.. : .......
| a négatif..........

kx
( A sup. à l’unité. . 
A inf. à l’unité...

/ Base des log. sup.
1 à l’unité.........

L(#) <
f Base des log. inf. 

. I à l’unité.........

sin# ...........................

cos# .......................

a (— oo) —— oo a -+- oo =  oo

a — (— oo) =  oo a — oo “  — oo

a x  (— oc) =  — oo a x  oo =  oo
a x  (— oo) — oo a X  oo =  — oo

a a a
-  = ± 0 0 — oz: 0

— 00 0 00
a a a----  nz o — zz qr oo — — 0

— 00 0 00

Oil«O 00“ =  00

O » II 8 8 » II O

0ilfi1<

A°= i A“=  oo
A-“ =  00 \ A °= i OII8<

L(o) =  — oo L(oo) =  00

L(o) — OO L  (oo) =  — 00

sin(·— oo) =  M((—i, -H)) sin(x) =  M((— i, +  i))

cos(— oo) =  M ((—i, + i) ) cos(oo) =  M((— i , + i ))

La notation M((— i, -+-i)) désigne ici, comme dans les préliminaires, 

une quelconque des quantités moyennes entre les deux limites

— i et + 1.

Il est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose a =  ± m ,
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m désignant un nombre entier, la fonction simple

xa

admet constamment trois valeurs singulières, savoir :

lorsque 1j m étant un nombre pair. ( - oo )m =  oo, 0 =  0, oo"1 =  00,
a — -t- î n j1 m étant impair... 1...... (~ oo)"1 = — 00, 0 m =  0, oo"1 =  00,

lorsque i| m, étant pair.............. ( - oo) ~m — O, O ~m =  00, oo~m =  o,
a “  — m i| m étant impair........... ( - co)~'n— 0, ((o))--Ht — +  00, oo~'n — 0.

Considérons maintenant les fonctions composées d’une seule va

riable x. Quelquefois il est aisé de trouver leurs valeurs singulières. 

Ainsi, par exemple, si l’on désigne par k un nombre entier quel

conque, on reconnaîtra sans peine que la fonction composée

tangj? =
sina;
cosa?

a ses valeurs singulières comprises dans les trois formules

tang((oo)) =: M((— 00, -H oo)), 

tangua kn  ±  =  ±  oo,

tang((— oo)).= M((~ so, +  oo)),

tandis que les valeurs singulières de la fonction inverse

, · x arc tanga? =  arc sin — =
V X -h Xs

sont respectivement

arctang(— oo) =  arctang(oo) =

Mais souvent aussi de semblables questions présentent de véritables 

difficultés. Par exemple, on n’aperçoit pas immédiatement comment 

on peut déterminer la valeur singulière de la fonction

Xx, ' '
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lorsqu’on y suppose x  — o, ou celle de la fonction

1
X

lorsqu’on prend x  =  oo. Pour donner une idée des méthodes qui con

duisent à la solution dos questions de cette espèce, je vais établir ici 

deux théorèmes à l’aide desquels on peut, dans un grand nombre de 

cas, déterminer les valeurs singulières que reçoivent les deux fonc

tions

/(*)  -----  y
X

_1

lorsqu’on y suppose x  — qo.

Théorème I. — Si, pour des valeurs croissantes de x , la différence

A x + 0 - A * )

converge vers une certaine limite k, la fraction

f { x )
x

convergera en même temps vers la même limite.

Démonstration. — Supposons d’abord que la quantité J: ait une va

leur finie, et désignons par £ un nombre aussi petit que l’on voudra. 

Puisque des valeurs croissantes de x  font converger la différence

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con

sidérable pour que, x  étant égal ou supérieur à h, la différence dont 

il s’agit soit constamment comprise entre les limites

k — sf k  -f- s. ,

Cela posé, si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, cha-
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cunc des quantités
/(/ '+  O ~ f ( h ) ,

f ( h  -4-  a  )  —  / ( A  - + -  r ) ,

f ( h  +  n )  — f ( h - \ - n  —  i ) ,

et, par suite, leur moyenne arithmétique, savoir

f ( h  +  n )  — f { h )  ■------------------- ,
n

se trouvera comprise entre les limites k —  z, k +  z.  On aura donc

f ( h  +  n ) - f ( h )  , ..--- ---------------- — /i +  C(,

a étant une quantité comprise entre les limites — z, -t- z. Soit mainte

nant
h +  n==. x .

L’équation précédente deviendra

(O

et l’on en conclura

/(*) ~/(/Q
x  —  A

k .+  a,

( 2 )

f i x ) =  f ( h )  + ( x —  A )  ( / c - t - a ) ,

f ( x ) _  f ( h )
X  X

h
x (* +  «)·

De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x, il suffira de 

faire croître indéfiniment le nombre entier n sans changer la valeur 

de h. Supposons, en conséquence, que dans l’équation (2) on con

sidère h comme une quantité constante, et x  comme une quantité va

riable qui converge vers la limite 30. Les quantités

/ ( A )  h
---------y — 1

X  X

renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite zéro.
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et le second membre lui-même vers une limite de la forme

k cc9

a étant toujours compris entre — e et +  e. Par suite, le rapport

/ i f )
X

aura pour limite une quantité comprise entre k — e et k -+- e. Cette 

conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre e, 

il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité k. 

En d’autres termes, on aura

(3 ) lim = k  =  l im [/ (a ;  -t-1) — / (# ) ] ·X

Supposons, en second lieu, Æ =  oo. En désignant alors par H un 

nombre aussi grand que l’on voudra, on pourra toujours attribuer au 

nombre h une valeur assez considérable, pour que, x  étant égal ou 

supérieur à h, la différence

qui converge vers la limite oo, devienne constamment supérieure à H; 

et, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule

/(/¿4wQ — f(h) > n  
n

Si maintenant on pose h +  n =  x ,  on trouvera, au lieu de l’équa

tion (2), la formule suivante

X X

de laquelle on conclura, en faisant converger x  vers la limite 00,

lim /(£)
x >11.

f{x)
La limite du rapport .
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sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cette 

limite supérieure à tout nombre assignable ne peut être que l’infini 

positif.

Supposons enfin k =  — <x>. Pour ramener ce dernier cas au précé

dent, il suffira d’observer que, la différence

/ (^ + l)  — /(«)

ayant pour limite — oc, la suivante

aura pour limite 4-00. On en conclura que la limite de — est 

égale à -t- oo, et par suite celle de à — oo.

Corollaire I. — Pour montrer une application du théorème précé

dent, supposons
/( . · r )  =  L ( * ) ,

L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont la 

base surpasse l’unité. On trouvera

/ ( ^  +  0  — f ( x )  =  L ( x  +  \) —  L ( æ) =  L ^ i +

et, par suite,

i = L ( , + ï ) = l ' (' )= 0 '

On peut donc affirmer que, x  venant à croître indéfiniment, le rap

port
L(aQ

X

convergera vers la limite zéro; et il en résulte que, dans un système 

dont la base est supérieure à l ’unité, les logarithmes des nombres croissent 

beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mêmes.

Corollaire II. — Supposons, en second lieu, .

OEuvres de C . — S. Iï, t. III. 8
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À désignant un nombre supérieur à l’unité. On trouvera

f { x  4 - 1) — f ( x )  — \.x+i— 'kx =  k x ( k  — i)

et, par suite,
k -  A“ ( A - i ) = o o .

On peut donc affirmer que, x  venant à croître indéfiniment, le rapport

A*
X

converge vers la limite » ,  et il en résulte que l ’exponentielle k x, 

lorsque le nombre A surpasse l ’unité, finit par croître beaucoup plus 

rapidement que la variable x .

Corollaire III. — On doit observer, au reste, qu’il n’y a lieu à cher

cher par le théorème I la valeur du rapport

/(^ ))
X

correspondante à x  =  » , que dans le cas où la fonction f ( x )  devient 

infinie avec la variable x.  Si cette fonction restait finie pour x  — » , 

le rapport J K aurait évidemment zéro pour limite.

Je passe au théorème qui sert à déterminer dans plusieurs cas la 

valeur de

[/(*)]*

pour a? =  » . Yoici en quoi il consiste :

Théorème II. — Si, la fonction f ( x ) étant positive pour de très grandes 

valeurs de x , le rapport
/(# +  ■ )

/(«)

converge, tandis que x  croît indéfiniment, vers la limite k, l ’expression

. [/(*)]*

convergera en même temps vers la même limite.
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Démonstration. — Supposons d’abord que la quantité k, nécessai

rement positive, ait une valeur finie, et désignons par z un nombre 

aussi petit que l’on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x  font 

converger le rapport
/(■ «? + 1)

/(*)

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con

sidérable pour que, x  étant égal ou supérieur à h, le rapport dont il 

s’agit soit constamment compris entre les limites

k — s, k s.

Cela posé, si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, cha

cune des quantités

/(/» +  <) f ( h  +  2) _ _ _ f ( h - j - n )
/ ( h )  ’ /(/i +  i ) ’ f ( h + n  —  i ) ’

et, par suite, leur moyenne géométrique, savoir

1
f ( h  +  n)

/(à)

se trouvera comprise entre les limites k — z, k +  z. On aura donc

1

a étant une quantité comprise entre les limites — z, h-  z. Soit main

tenant
h -+- n =  x.

L’équation précédente deviendra

et l’on en conclura
f ( x ) = f V l ) {k-h<x)x- h,

\_f{x)Y~[f{h)]x (k +  a)1 x\(5)
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De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x,  il suffira de 

faire croître indéfiniment le nombre entier n, sans changer la valeur 

de h. Supposons, en conséquence, que dans l’équation ( 5) on con

sidère h comme une quantité constante, et x  comme une quantité 
*

variable qui converge vers la limite oo. Les quantités

i  /

renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite i, et 

le second membre lui-même vers une limite de la forme

k +  a,

a étant toujours compris entre — £ et -t- z. Par suite, l’expression

[/(«)]*

aura pour limite une quantité comprise entre k — i et k +  £. Cette 

conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre z, 

il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité k. 

En d’autres termes, on aura

( 6) ] i m [ / ( x ) ] ’ =  /c =  l i m / ^ ^ ·

Supposons, en second lieu, la quantité Æ infinie, c’est-à-dire, puisque 

cette quantité est positive, k ~  zc. En désignant alors par H un nombre 

aussi grand que l’on voudra, on pourra toujours attribuer au nombre h 

une valeur assez considérable pour que, x  étant égal ou supérieur à h, 

le rapport
/(■ * +  ') 

f{*)

qui converge vers la limite oc, devienne constamment supérieur à H; 

et, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule
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Si maintenant on pose h n =  x,  on trouvera, au lieu de l’équa

tion ( 5), la formule suivante

de laquelle on conclura, en faisant converger æ vers la limite sc,

l im [ / ( a ·)]·' >  H.

La limite de l’expression

sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cette 

limite, supérieure à tout nombre assignable, ne peut être que l’infini 

positif.

Nota. — On pourrait facilement démontrer l’équation (6), en cher

chant par le théorème I la limité vers laquelle converge le logarithme

L [/(*)]' L[/(.*)1,

et repassant ensuite des logarithmes aux nombres.

Corollaire /. — Pour donner une application du théorème II, sup

posons

on aura
f { x - t~l) JJ-t-l , 1

f ( x )  x  X

et, par suite, en passant aux limites,

k =  t.

Donc, si l’on fait croître indéfiniment la variable x , la fonction

mx

convergera vers la limite i .
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Corollaire IL — Soit, en second lieu,

f { x )  =  a x n-\- b x n~x-\- c·»"—2 ..  . =  P,

en sorte que P désigne un polynôme en x  du degré n. On trouvera

f(x-+- 0 
/(·*)

et, en passant aux limites,

 ̂ a ' ’

Si donc P représente un polynôme entier quelconque, P* aura pour 

limite r.

Corollaire III. — Soit enfin

f ( x )  =  L { x ) .

On trouvera

f ( x  + 1) _  h ( x  +  i) _  L ^ )  +  L (VI +  ^
L i +

X

/(■ *) L(#) L { x ) L ( x )

et, en passant aux limites,
A" ~  i .

Par suite, [L(a?)]r a encore pour limite l’unité.

Les théorèmes I et II subsistent évidemment dans le cas même où 

la variable x  est considérée comme ne pouvant admettre que des 

valeurs entières. En effet, pour rendre applicables à ce cas particulier 

les démonstrations que nous avons données des deux théorèmes, il 

suffit de concevoir que la quantité désignée par h dans chacune de. 

ces démonstrations devienne un nombre entier très considérable. Si, 

dans le même cas, on représente les valeurs successives de la fonc

tion f ( x )  correspondantes aux diverses valeurs entières de x,  savoir

/(0> / ( 2), / (3), . . . ,  /(«),
par

A , ,  A 2, A 3, . . . ,  A „ ,
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o n  o b t i e n d r a  à  l a  p l a c e  d e s  t h é o r è m e s  I e t  I I  l e s  p r o p o s i t i o n s  s u i 

v a n t e s  :

Théorème III. — Si la suite des quantités

Ad A2) A3, . . .  * A«* i . i

est telle que la différence entre deux termes consécutifs de celte suite, 

savoir
Ah-m A„,

converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers Uné limite 

fixe  A, le rapport
A n

n

convergera en même temps vers la même limite.

Théorème IV. — Si la suite des nombres

Ai, A2, A3, . . . ,  A„,

est telle que le rapport entre deux termes consécutifs, savoir

An-M

converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 

fixe  A, l ’expression

( A » ) "

convergera en même temps vers la même limite.

Pour montrer une application du dernier théorème, supposons

A „  —  i . 2 . 3 . .  .n.

La suite A (, Aa, . . .  deviendra

i, 1 . 2 ,  1 . 2 . 3 ,  . . . ,  i  . 2 . 3 . . . {n — i)n,  . . . ,

et le rapport entre deux termes consécutifs de la même suite, savoir

■ Ara4-i i .2 .3..  , n( n  +  i)
r—  — ----------ô----------  — n H- i ,
A n 1 . 2 . 3 . . . «
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convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 

limite oo. Par suite, l’expression

 ̂ 1 
( A , ) - = ( i . a . 3 . . . n ) "

converge vers la même limite.

On trouverait, au contraire, que l’expression

(__!__V

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro.

Souvent, à l’aide des théorèmes I et II, on peut déterminer la valeur 

singulière que reçoit une fonction composée de la variable x , tandis 

que cette variable s’évanouit. Ainsi, par exemple, si l ’on veut obtenir 

la valeur singulière de a f  correspondante à x  =  o, il suffira de cher

cher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes

de x , l’expression Cette limite, en vertu du théorème II
X x

(corollaire I), est égale à l ’unité.

De même, on conclurait du théorème I (corollaire I) que la fonc

tion
xL(a-)

s’évanouit avec la variable x.

Lorsque les deux termes d ’une fraction sont des quantités infiniment 

petites, dont les valeurs numériques décroissent indéfiniment avec celle 

de la variable a, la valeur singulière que reçoit cette fraction, pour a =  o , 

est tantôt finie, tantôt nulle ou infinie. En effet, désignons par k, k' deux 

constantes finies qui ne soient pas nulles, et par e, e' deux nombres 

variables qui convergent avec a vers la limite zéro. Deux infiniment 

petits, l’un de l’ordre n, l’autre de l’ordre pourront être repré

sentés respectivement par

k a n (i ±  £), i ± e ' )
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et leur rapport, savoir

k 'a n'( i ± e ' )  k' i ± z '  . k' i ± e r i.------ -------- - --  --------... Q̂'l —H . __ ____ ____
k a a( i ± s )  k i ±  s k i z t  z a’1- ' 1''

aura évidemment pour limite

k’
-r> si l ’on suppose n ' = n ,
K

o, si l ’on suppose « ' >  n,

,d z o o , si l ’on suppose n ' < « .

On prouverait de même que la limite vers laquelle converge le rapport 

de deux quantités infiniment grandes, tandis que leurs valeurs numé

riques croissent indéfiniment avec celle d ’une même variable x , peut être 

nulle, finie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe déterminé, 

constamment égal au produit des signés des deux quantités que l’on 

considère.

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va

riable a vers la limite zéro, on doit placer la suivante

f ( x  +  a ) — f { x ). -------------------  y
a

toutes les fois qu’on attribue à la variable x  une valeur dans le voisi

nage de laquelle la fonction f ( x )  reste continue. En effet, dans cette 

hypothèse, la différence
f { x  +  a)— f(x)

est une quantité infiniment petite. On peut même remarquer qu’elle 

est en général un infiniment petit du premier ordre, en sorte que le 

rapport
f { x  +  «) — / O ) ·

a

converge ordinairement, tandis que la valeur numérique de a diminue, 

vers une limite finie différente de zéro. Cette limite sera, par 

exemple,
i x ,  si l ’on prend. f { x )  =  x*

et
a
—â ’ x* si Ton prend / ( # )  =  ■

OEttvres de S. IIf t, III. 9
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D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l ’ o n  s u p p o s e  x  =  o,  l e  r a p p o r t

/ ( .; g  +  oO — f { x )

OC

s e  r é d u i t  h c e t  a u t r e

/ ( » ) - / (  Q)
OC

P a r m i  l e s  r a p p o r t s  d e  c e t t e  d e r n i è r e  e s p è c e ,  n o u s  n o u s  b o r n e r o n s  i c i  

à  c o n s i d é r e r  l e  s u i v a n t

s i n  a  

a

C o m m e  i l  p e u t  ê t r e  m i s  s o u s  l a  f o r m e

s i n ( —  a )
■---------->

—  OC

s a  l i m i t e  r e s t e r a  l a  m ê m e ,  q u e l  q u e  s o i t  l e  s i g n e  d e  a .  C e l a  p o s é ,  c o n 

c e v o n s  q u e  l ’ a r c  a  r e ç o i v e  u n e  v a l e u r  p o s i t i v e  t r è s  p e t i t e .  L a  c o r d e  d e  

l ’ a r c  d o u b l e  2 a  é t a n t  r e p r é s e n t é e  p a r  2 s i n a ,  o n  a u r a  é v i d e m m e n t

2 a  >  2 s i n  a  e t ,  p a r  s u i t e ,  ■ ·

a > s i n a .

D e  p l u s ,  l a  s o m m e  d e s  t a n g e n t e s  m e n é e s  a u x  e x t r é m i t é s  d e  l ’ a r c  2 a  

é t a n t  r e p r é s e n t é e  p a r  2  t a n g a ,  e t  f o r m a n t  u n e  p o r t i o n  d e  p o l y g o n e  

q u i  e n v e l o p p e  c e t  a r c ,  o n  a u r a  e n c o r e  2 t a n g a  >  2 a  e t ,  p a r  c o n s é 

q u e n t ,

tanga >  a.

E n  r é u n i s s a n t  l e s  d e u x  f o r m u l e s  q u ’ o n  v i e n t  d ’ é t a b l i r ,  o n  t r o u v e r a

sin a <  a  <  ta n g a ;

p u i s ,  e n  r e m e t t a n t  p o u r  t a n g a  s a  v a l e u r ,

sin as i n a < a  < c o sa
e t ,  p a r  s u i t e ,

a 1
i <  - —  < ----s m a cos a
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Or, tandis que a diminue, cosa converge vers la limite i : il en sera 

donc de même a fortiori du rapport toujours compris entre i et 

cosa, en sorte qu’on aura

La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports
j \ x  -f- a) —  f ( x )  / ( « )  —  /( o) , , . .  1 - t j p j i
—— -— -— —— -, ~~ etantun des principaux objets du Calcul

infinitésimal, nous ne nous y arrêterons pas davantage.

Il nous reste à examiner les valeurs singulières des fonctions de 

plusieurs variables. Quelquefois ces valeurs sont complètement déter

minées et indépendantes des relations que l’on pourrait établir entre 

les variables. Ainsi, par exemple, si l’on désigne par

<x, S, x ,  y

quatre variables positives, dont les deux premières convergent vers la 

limite zéro et les deux dernières vers la limite co, on reconnaîtra sans 

peine que les expressions

ol y
«6,  my, - ,  j cO', x ï

ont pour limites respectives

O, OC, O, CO, O, CO.

Mais le plus souvent la valeur singulière d’une fonction de plusieurs 

variables ne peut être entièrement déterminée que dans le cas parti

culier où, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec

tives, on établit entre elles certaines relations; et, tant que ces rela

tions ne sont pas fixées, la valeur singulière dont il s’agit est une 

quantité ou totalement indéterminée, ou seulement assujettie à rester 

comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on l’a remarqué 

plus haut, la valeur singulière à laquelle se réduit le rapport de deux 

variables infiniment petites, dans le cas où chacune de ces variables 

s’évanouit, peut être une quantité quelconque finie, nulle ou infinie.
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En d’autres termes, cette valeur singulière sera complètement indé

terminée. Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on consi

dère deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 

de ces dernières, tandis que leurs valeurs numériques croissent indé

finiment, converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou 

négative, suivant que les deux variables sont de même signe ou de 

signes contraires. Il est également facile de s’assurer que le produit 

d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 

pour limite une quantité complètement indéterminée.

Afin de présenter une. dernière application des principes qu’on 

vient d’établir, cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables 

x  e t j  pour que la valeur de la fonction

. r*

devienne indéterminée. Si l ’on désigne par A un nombre supérieur à 

l’unité, et par L la caractéristique des logarithmes dans le système 

dont la base est A, on aura évidemment

y — AL|r),

et, par suite,
i U.r)

y1— A

Or il est clair que l’expression
LlyJ

■ A ■*

convergera vers une limite indéterminée, lorsque le rapport

L(,r)
X

convergera lui-même vers une semblable limite, ce qui arrivera dans 

deux cas différents, savoir : i° lorsque L (y) et x  seront deux quan

tités infiniment petites, c’est-à-dire lorsque x  et y  auront pour limites 

respectives o et i; 2° lorsque L (y) et a; seront deux quantités infini

ment grandes, c’est-à-dire lorsque, x  ayant une limite infinie, y  aura
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pour limite o ou oo. 11 est bon d’observer que, dans l’un et l’autre cas, 

la limite indéterminée de l’expression

Ii f,r)

sera nécessairement positive. Il peut même arriver que cette limite 

soit assujettie à demeurer comprise entre les valeurs extrêmes o et i, 

ou bien entre les suivantes i et oc. Concevons, par exemple, que cha

cune dés variables x  et y  converge vers la limite oc. Dans ce cas, la 

limite du rapport
L(.y)

étant une quantité positive quelconque, celle dey* A * ne pourra 

être qu’une quantité moyenne entre i et ». Cette moyenne sera d’ail

leurs indéterminée, tant que l’on n’établira pas entre les variables 

infiniment grandes x  et y  de relation particulière. Mais, si l’on suppose

y=f (x)>

/ ( y )  désignant une fonction qui croisse indéfiniment avec la va

riable x,  alors la moyenne dont il s’agit, n’étant autre chose que la 

limite de

obtiendra une valeur déterminée, que l’on pourra souvent calculer à 

l’aide du théorème II.
1

Si, au lieu de la fonction y* , on eût considéré la suivante

yx>

on aurait trouvé que cette dernière devient indéterminée : i° lorsque 

la variable y  converge vers la limite i et la variable x  vers l ’une des 

suivantes — » , +  » ;  20 lorsque, la variable x  ayant zéro pour limite,

, y  converge vers zéro ou vers l’infini positif.

Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulières 

qui ne peuvent être considérées que comme des limites vers lesquelles 

convergent des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces mêmes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes, ou 

même, plus généralement, convergent vers des limites fixes. Telles 

sont, par exemple, les expressions

O OO
0  X  0 ,  - )  0 0  X  0 0 ,  —  > 0 X 00 ,  0 ° ,  I ” ,  . . . ,

O 00

parmi lesquelles on doit regarder les deux premières comme les limites 

vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 

infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit 

et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 

Ton considère en particulier les expressions singulières que pro

duisent les fonctions
J.

x + y ,  œy, y  y * ,  y x>

on trouvera que les valeurs de ces mômes expressions, lorsque les 

variables restent indépendantes, peuvent être aisément fixées par ce 

qui précède. Les équations qui serviront à déterminer ces valeurs 

seront respectivement

P o u r
l e s

f o n c t i o n s

x  -h y  co +  co =  oo,

( 0X0 =  0,
x y  j

( 0 0 X 0 0 =  —  0 0  X  —  0 0  —  00,

æ
y

yX

1
y~'

 ̂=M ((— 00, +00)),

00
CO

— 00 
— 00—  M((o, oo)),

o° =  oo°= M ( ( o ,  oo)), 

o~ ” =  00" =  00,

1 1
0° =  oo“ =  O OU 00,

=  M ((i,  oc)),

oo oo =  M ((— oo, + o c)) ;

O X  00= O X  — CO =  M((— 00, +oo)),

oo X  — oc =  —  oo;

o _ o _ oo —  oo__

00 -  - 0 0  “  ’ o o ’

00 -- 00
- - - - -  = M ( ( - c c ,0))·,

o *  —  0C— 00 —  o ,  ..

I + = . - » = M ( ( o , o o ) ) ;

l
o ” =  oo~“ =  M((o, i)), ■

1
i “= M ( ( o ,  oo)).

1
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CHAPITRE III.

I)IiS FONCTIONS SYMÉTRIQUES ET DES FONCTIONS ALTERNÉES. USAGE DE CES FONCTIONS 

POUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UN NOMItRE QUELCONQUE 

d ’ in c o n n u e s . DES FONCTIONS HOMOGÈNES.

§ I. — Des fondions symétriques.

Une fonction symétrique de plusieurs quantités est celle qui con

serve la même valeur et le même signe après un échange quelconque 

opéré entre ces quantités. Ainsi, par exemple, chacune des fonc

tions
x +  y, x * - y x, xyz, sinan-siny +  sin-s, ... 

est symétrique par rapport aux variables qu’elle renferme, tandis que

• ' x — y , x * , . . .

sont des fonctions non symétriques des variables x  et y. De même 

encore
b +  c, ¿>2+ c 2, bc, . . .

sont des fonctions symétriques des deux quantités b, c ;

b +  c +  d,  ¿>2+  c2+  d1, bc -1- bd -t- cd, bed

sont des fonctions symétriques des trois quantités b, c, d ; __

Parmi les fonctions symétriques de plusieurs quantités b, c.........

g, h, on doit distinguer celles qui servent de coefficients aux diverses 

puissances de a dans le développement du produit

{a — b) {a — c ) . .  . {a — g)  {a — h),

et dont les propriétés conduisent à une solution très élégante de plu-
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sieurs équations du premier degré entre n variables x , y , s, . . u, e, 

lorsque ces équations sont de la forme

X +  . y  +  * , . +  U +  e --  *0,

a x -1- b  y  -t- c  z .■ +·· ■, . +  g  U 4- h  v =  *i,

a%x H- V-y -f- c^z - t - . .. . - h g * u -f- /i2 V —

aa~l x  bn~ly  -t- cn~'[z + . .. . + g n- ' u -t- A“-1 v ~ k n- ,

En effet, soient

A„_2 =  —  (b +  c +  . . .  +  g  +  h),

A/î—s — bc -H bg -H bh -H. . .  -1- cg  -f- ch H-. . .  -t- g h y

.......................... ........................................................9 . T
A 0 =  ±  b c . . . gh

les fonctions symétriques dont il s’agit, en sorte qu’on ait

an~l -t- A,j_2 a re~2-+-·.. 4- A ,a  -+- A 0=  (a —  b) {a —  c) (a  —  c l)-----

Si, dans cette dernière formule, on remplace successivement a par 

b, par c, par g,  par h, on trouvera

A "- ’ -f· A„_2 bn~% 4- . . .. -t- A-i b -H A,

C»-1 _|_ A„_, C”-2 -h. .• . -H Aj c A,

g n~ ‘ H-A„_ï g ”- s +  ..• · 4- Aj g  -t- A,

h'1- 1 + A „ _ 2A't- 2 +  .. . *+■  Ai h h-  A(

Si l’on ajoute ensuite membre à membre les équations (i), après avoir 

multiplié la première par A 0, la seconde par A ,, . . . ,  l’avant-dernière 

par A„_2, et la dernière par l’unité, on obtiendra la suivante

( « ' * A it_2Î2” -2  4- · · · +  A ,  a■ + h0)x =  -+- A n_2/>"n_2 H-. . .  -H.A ,  kl -+- A0k0,
et l’on en conclura

( 2 )  X  =
/i„_ i ·— ( b -f- c - - h  )  kf i — 2 - H  (  b c  - .. -f- bg -+- bh - 4 - . . .  -+- cg 4- ch -+■ . . ■ g h ) k n - :bc.. .g/i.L·

(« -  b) (a —c)...(a—g) (a— h)
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On .déterminerait'par un procédé analogue les valeurs-des autres 

inconnues y, z,  . . . ,  u, v.

- Lorsque, dans les équations (i),.on substitue aux constantes

^, ’ ' , ' ' t ^ot A i ,  A j ,  , · · · ,  k n — l  ‘ .

Les puissantes entières successives d’une même quantité k, savoir 

A ° = i ,  k, k-, kn~x,

l
la valeur trouvée pour x  se réduit à

m  ( k —  b ) ( k  —  c ) . . . \k —  g)  (k —  h)  .
K · ( a - b ) ( a - c ) . i . ( a ^ g ) ( a - h ) '  ■ ■ ' \

i  ‘

§ II. — Des fonctions alternées.

Une fonction alternée de plusieurs quantités est celle qui change de 

signe, mais en conservant au signe· près la même valeur, lorsqu’on 

échange deux de ces quantités entre elles; en sorte que, par une 

suite de semblables échanges, la fonction devienne alternativemént 

positive et négative. D’après cette définition,

( oc— y, x y i — x *y , L ^ - j ,  sin# —  s in / ,  · · ·

sont des fonctions alternées des deux variables x  et y;

( x — j ) ( x  —  z ) ( y  —  z)

est une fonction alternée des trois variables x , y , z, et ainsi de suite. 

Parmi les fonctions alternées de plusieurs variables

y> '**> ·. * * 9 u9 v,

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entières par rapport 

à chacune de ces mêmes variables. Supposons une semblable fonction

OF.uvres de C. —  S . I l ,  t. I I I .  ·  j o
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développée et mise sous la forme d’un polynôme. Un de ses termes, 

pris au hasard, sera de la forme

k x py ’1s r. . .  usv‘ ,

p, q, r, . . . ,  s, t désignant des nombres entiers, et k un coefficient 

quelconque. De plus, la fonction devant changer do signe, mais con

server au signe près la même valeur, après l’échange mutuel des 

deux variables x  e t / ,  il faudra de toute nécessité qu’au terme dont 

il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire

—  k x i y P z r. . .  usvc,

déduit du premier en vertu de cet échange. La fonction se composera 

donc de termes alternativement positifs et négatifs, qui, réunis deux 

à deux, produiront des binômes de la forme

kxPyizr. . . usç* — kxiyPzf .. ,usvl— k(xPyi— x lfyP)zr. . . usvl.

Dans chaque binôme de cette espèce,/?, q seront nécessairement deux

nombres entiers distincts l ’un de l’autre, et, comme la différence 
*

xPyQ — x*l yP

est évidemment divisible par y  — æ ou, ce qui revient au même, par 

x — y,  il en résulte que chaque binôme, et par suite la somme des 

binômes ou la fonction proposée, sera divisible par

± ( y  — «)·

Comme on peut d’ailleurs, dans les raisonnements qui précèdent, sub

stituer aux variables x,  y  deux autres variables quelconques x  et z 

o u /  et z, . . . ,  on obtiendra définitivement les conclusions suivantes : 

i° Une fonction alternée, mais entière, de plusieurs variables x,y> 

z, . . . ,  u, v, est composée de termes alternativement positifs „et néga

tifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des expo* 

sants différents;
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2° Une semblable fonction est divisible par le produit des diffé

rences

I
± ( y  —  æ )> ± { z  —  x ) ,  · · · ,  ± - ( u  —  æ ) ,  ± ( v  —  x ) ,

± ( s  — y)> · · · >  ± ( « — 7 ) ,  ± { v — y),

± { u  — z),  ± { v  — z),

• ............. .. ............... ..

± ( ^  —  u ) ,

prises chacune avec tel signe que l’on voudra.

Le produit dont il est ici question, ainsi qu’on peut aisément le 

reconnaître, est lui-même une fonction alternée des variables que 

l ’on considère. Pour le prouver, il suffît de faire voir que ce produit 

change de signe, en conservant au signe près la même valeur, après 

l ’échange mutuel de deux variables, x  et y  par exemple. Or, en effet, 

suivant que l’on adopte pour chaque différence le signe -+- ou le 

signe — , ce produit se trouve égal soit à +  ç, soit à — ç, la valeur 

de <p étant déterminée par l’équation

2 )  <f —  ( y  — x)(s  — æ). . . {u — x)(v — x ) x  ( z — y ) . . .  ( «  —  y) {v— y)  X  . , .  x  (v —  u)

et, comme il est évident que cette valeur de <p change seulement de 

signe en vertu de l’échange mutuel des variables x  et y, on peut con

clure qu’il en sera de même d’une fonction équivalente soit à -t- <p, 

soit à — ç.

Concevons, pour fixer les idées, que l’on prenne chacune des diffé

rences ( i )  avec le signe - K  Le produit de toutes ces différences sera 

la fonction <p déterminée par l’équation (2) ou, ce qui revient au 

même, par la suivante

( 3 )  ?  =  ( /  —  ^ ) x ( æ —  x ){ z — / ) * .  . . x ( c — x ) ( v — y ) { v — z ) . .  .{v — u).

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables x , y , z, . . . ,  u, v, 

n — 1 sera évidemment le nombre des différences qui renferment une 

même variable : et par suite, dans chaque terme de la fonction <p déve

loppée et mise sous la forme d’un polynôme, l ’exposant d’une variable
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quelconque ne pourra surpasser.« — i. Enfin, comme dans un même 

terme les différentes variables devront être affectées d’exposants dif

férents, il est clair que ces exposants seront respectivement égaux 

aux nombres
o, i, 2, 3, . . . ,  n — i.

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numérique, 

sera donc équivalent au produit des diverses variables rangées dans 

un ordre quelconque, et respectivement élevées aux puissances mar

quées par les nombres o, i ,  2, 3, . . . . ,  n — 1. On doit ajoutër que 

chaque produit de cette espèce se trouvera compris une seule fois, 

tantôt avec le signe 4-, tantôt avec le signe — , dans le développement 

de la fonction <p. Par exemple, le produit

¿çOyl -S . . . P,,—1

nô.pourra être formé que par la multiplication des premières lettres 

des facteurs binômes qui composent le second membre de l’équa

tion ( 3).

A l’aide des principes que nous venons d’établir, il est facile de con

struire en entier le développement de la fonction cp, et de démontrer 

ses diverses propriétés ( voir à ce sujet la Note IY). Nous allons main

tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la considération 

d’un semblable développement, à la résolution des équations géné

rales du premier degré à plusieurs variables.

Soient

aQx +  ôo y -H C0Z +  . 4-¡hV — *·,

al x 4 - b\ y -h C\ Z 4-. -H /it V

4-&2/ H- Ĉ Z +·. • · H- gi « 4 - K  V =  k%,

an- 1X 4 * Ô„_i y  +  c*-i S 4- . • · 4~ S'a-1u 4 - ha_, v —  kn-

n équations linéaires entre les n variables ou inconnues

Ky y  y z y * * · y Wy
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et les constantes

a0> b<» Cf), ' * *) go, bo,, b a.

au bi, C l, ’ ♦ · y gu ht, ku

a2, b2, c2, ■ · · y gu K, k%,

• ‘ > • · y • · » y • · y * * > • · y

a n — U b f i — l y c n - 1, • · · y
<T

ö  n — U h f l — \ 9 kn-

choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par P ce que devient 

la fonction <p lorsqu’on y remplace les variables

par les lettres

x, y, z, . . . ,  «, e

a, b, c, g, h

considérées comme autant de nouvelles quantités, en sorte qu’on ait

(5̂  P =  ( 6 — a)x(c — a)(c—b ) x . . ' . x ( h  — a)(h — b)(h — c). . . (h — g).

Le produit P sera la fonction alternée la plus simple des quan

tités a, b, c, g, h; et, si l’on développe cette fonction par la 

multiplication algébrique de ses facteurs binômes, chaque terme du 

développement sera équivalent, au signe près, au produit de ces 

mêmes quantités rangées dans un certain ordre, et respectivement 

élevées à des puissances marquées par les exposants o, i, 2, 3, . . . ,  

n — 1. Cela posé, concevons que dans chaque terme on remplace les 

exposants des lettres par des indices, en écrivant, par exemple,

au lieu du terme

«oôi<V . . g  n—2 h-Ti—\>

a°¿>1cí . . .  g n—ï hn—i,

et désignons par D ce que devient alors le développement du pro

duit P. La quantité D aura évidemment, tout comme le produit P, la 

propriété de changer de signe lorsqu’on échangera entre elles deux
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des lettres données, par exemple les deux lettres a et b. Il est aisé

tous ses termes la lettre b à la place de la lettre a, sans écrire en même 

temps a à la place de b. Il en serait de même si l’on écrivait partoiit à 

la place de la lettre a l’une des lettres c, g, h. Par suite, si, dans 

le polynôme D, on désigne la somme des termes qui ont a0 pour 

facteur commun par A0a0, la somme des termes qui renferment le 

facteur a, par A, a t, . . .  ; enfin la somme des termes qui ont pour fac

teur par A e n  sorte que la valeur de D soit donnée par 

l’équation

( 6 ) D  =  Ao^o-!- Ai al A 2îï2 +  A « —1 d’n—u

on trouvera, en écrivant successivement dans le second membre de 

cette équation les lettres b, c, . . . ,  g, h h la place de la lettre a,

I O —  A0̂ 0-H A j^ i-t-  Asg's-t-. . . -t- A n—

1 o =  A q/¡o -t- A j/ ij  -t- A j/ i2 + . . .  -+- A ra—1 /i,t—1*

Supposons maintenant qu’on ajoute membre à membre les équa

tions (4), après avoir multiplié la première par A 0, la seconde par A,, 

la troisième par Aa, . . . ,  la dernière par An_f. On verra, dans cette 

addition, les coefficients des inconnues y, z, . . . .  u, v disparaître 

d’eux-mêmes en vertu des formules (7), et l’on obtiendra définitive

ment l’équation

D  x  —  Ao kfj H- A , ki  -H A 2Æ2 + . . .  H-  A „ _ i  

de laquelle on conclura

, C \ A 0 k0 -+- A ] Ar, 4 -  A 2 kz - t - . . .  -t- A re_! ,
(o) x  — -------------------- jj---------------------

Comme d’ailleurs des deux quantités

D  e t  A0k0 +  Alki +  A k̂i-i-. . . -f- A rt—1 A,„ —1

d’en conclure que la valeur de D sera réduite à zéro, si l’on écrit dans

(7 )
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la première est ce que devient le développement du produit

(b — a) x  (c — a)(c — b) x . ..  X {h — a) (h — b) (h — c) . . .(h — g ) , ,

lorsque dans ce développement on remplace les exposants des lettres 

* par des indices, et la seconde, ce que devient la quantité D, équiva

lente au second membre de la formule (6), lorsqu’on y substitue la 

lettre k à la lettre a, il en résulte que la valeur de x  peut être censée 

déterminée par l’équation

. . _ (b — k)x (c  — k) (c— b) X  .. . X  (h — k) (h — b )  (h — c). . ,(h — g)
(9) x  — ^  — a ) x ( c - a )  (c—b) x  . . .  x  (h—a) {h —b) {h.-—c).. .{h — g)’

pourvu que l’on convienne de développer les deux termes de la frac

tion qui forme le second membre, et de remplacer dans chaque déve

loppement les exposants des lettres par des indices. La valeur que 

l’équation (9) prise à la lettre semble fournir pour l’inconnue æ, 

n’étant pas exacte et ne pouvant le devenir que par suite des modifi

cations énoncées, est ce que nous nommerons une valeur symbolique 

de cettednconnue.

La méthode qui nous a conduits à la valeur symbolique de x  four

nirait également celles des autres inconnues. Pour montrer une 

application de cette méthode, supposons qu’il s’agisse de résoudre 

les équations linéaires

K

ku
A'a.Ia0x  4- b0y  4- c0z =  

alx - f- b i j  4- clz —  

atx  4- b%y  +  c2s =

On trouvera dans cette hypothèse, pour la valeur symbolique de l’in

connue x ,

00

(5 — &)(c — k) (c — b)
{b — a) (c — a) (c — b)

k^b1̂ — A:°62c14- k1 ¿>2c°— A16°c24- k^Wc1— Æ26 'c0> 
«“¿»‘c2— «°¿»2c‘4- a1 ¿>2c°— a 1 è0c2-)- a1 b9ci — a?bl cy
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et par suite, la valeur véritable de la même inconnue sera

. . kçbiCî — ^2C\ -4- b%Cq — /fj bqc% -+- R%Z>0Ci — /f2b\c0
( 12 ) CC — j z z : , . *

ao oi ct — a0 b2 cx -h ax b2 cQ — ax b0 c2 +  a2 b0 cx — a2 bx c0

JVola. — Lorsque, dans les équations (4), on remplace les indices 

des lettres a, b, c, . . . ,  g, h, k par des exposants, la valeur symbo

lique de x  donnée par l’équation (9) devient évidemment la valeur 

véritable, et coïncide, comme on devait s’y attendre, avec celle que 

fournit la formule ( 3 ) du § I.

§ III. — Des fonctions homogènes.

Une fonction de plusieurs variables x , y , z, . . .  est homogène 

lorsque, t désignant une nouvelle variable indépendante des pre

mières, le changement de x  en tx , de y  en ty, de z en tz, . . .  fait 

varier cette fonction dans le rapport de l’unité à une puissance déter

minée de t, et l ’exposant de cette puissance est ce qu’on nomme le 

degré de la fonction homogène. En d’autres termes,

f { x , y , z , . . . )

sera une fonction homogène du degré a par rapport aux variables x, 

y , z ........ si l ’on a, quel que soit t,

(1) / ( t x , t y ,  t z ,  . . . ) r= laf ( x , y ,  z , . . . ) . '

Ainsi, par exemple,

x * - h x y + - y ?, \J x y , l y — l x

sont trois fonctions homogènes des variables x  et y , la première du 

second degré, la deuxième du premier degré, et la troisième d’un 

degré nul. Une fonction entière des variables îc, y, z, . . . ,  composée 

de termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverses
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variables soit la même dans tous les termes, est évidemment homo- 

gène.

Si, dans la formule ( i) , on fait t  =  on en conclura

Cette dernière équation établit une propriété des fonctions homo

gènes qu’on peut énoncer de la manière suivante :

Lorsqu’ une fonction de plusieurs variables oc, y , . . .  est homogène,

certaine puissance par une fonction des rapports entre ces mêmes variables 

combinées deux à deux.

On peut ajouter que cette propriété appartient exclusivement aux 

fonctions homogènes. Et, en effet, supposons f ( x , y , z ,  . . . )  équi

valente au produit de xf  par une fonction des rapports entre les 

variables x,  y,  z,  . . . combinées deux à deux. Comme on pourra 

exprimer tous ces rapports au moyen de ceux qui ont x  pour déno

minateur, en écrivant, par exemple, au lieu de — >

il en résulte que la valeur de f(oc,y , z , . . . )  sera donnée par une équa· 

tion de la forme

Cette équation devra subsister, quelles que soient les valeurs de x, y, 

z, . . .  ; et, si l’on y remplace

x  par t x ,  y  par ty,  z par tz,  . . . ,

elle deviendra

elle équivaut au produit de l ’ une quelconque des variables élevée à une

y

O E uvrcs d e C . ~  S. Il, t. III. I
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans l’hypothèse admise,

f ( t x , t y , t s ,  . . .  ) —  ta f ( x ,  y , . · · ) ,

ou, en d’autres termes,
f ( x , y ,  = , . . . )

sera une fonction homogène du degré a par rapport aux variables x ,

. y . 5 ........
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CHAPITRE IV.

DÉTERMINATION DES FONCTIONS ENTIÈRES, D’APRÈS UN CERTAIN NOMBRE DE VALEURS 

PARTICULIÈRES SUPPOSÉES CONNUES. APPLICATIONS.

§ I. — Recherche des fondions entières d ’une seule variable, 

pour lesquelles on connaît un certain nombre de valeurs par

ticulières.

Déterminer une fonction d’après un certain nombre de valeurs par

ticulières supposées connues, c’est ce qu’on appelle interpoler. Lors

qu’ il s’agit d’une fonction d’une ou de deux variables, cette fonction 

peut être considérée comme l ’ordonnée d’une courbe ou d’une sur

face, et le problème de Xinterpolation consiste à fixer la valeur géné

rale de cette ordonnée d’après un certain nombre de valeurs particu

lières, c’est-à-dire à faire passer la courbe ou la surface par un certain 

nombre de points. Cette question peut être résolue d’une infinité de 

manières, et en général le problème de l’interpolation est indéter

miné. Toutefois, l ’indétermination cessera si, à la connaissance des 

valeurs particulières de la fonction cherchée, on ajoute la condition 

expresse que cette fonction soit entière, et d’un degré tel que le 

nombre de ses termes devienne précisément égal au nombre des 

valeurs particulières données.

Supposons, pour fixer les idées, que l’on considère d’abord les fonc

tions entières d’une seule variable x. On établira facilement à leur 

égard les propositions suivantes :

T h é o r è m e  I. — Si une fonction entière de la variable x  s’évanouit pour
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une valeur particulière de cette variable, par exemple pour x  — x 0, elle 

sera divisible algébriquement par x  — x 0.

Théorème II. — Si une fonction entière de la variable x  s'évanouit 

pour chacune des valeurs de x  comprises dans la suite

#o> Æ'i* 2̂» - · ·» n̂—1> f

n désignant un nombre entier quelconque, elle sera nécessairement divi

sible par le produit

(x — x„) (x  — x t ) ( x  — x 2) .. . (x —

Soient maintenant <p(a?) et ^(a?) deux fonctions entières de la 

variable x, l’une et l ’autre du degré n — i, et qui deviennent égales 

entre elles pour chacune des n valeurs particulières de x  comprises 

dans la suite x 0, x {, x 2, . . . ,  x a- t. Je dis que ces deux fonctions seront 

identiquement égales, c’est-à-dire qu’on aura, quel que soit x,

cp(a:) =  ÿ(;r);

et, en effet, si cette égalité n’avait pas lieu, on trouverait dans la dif

férence
'K«) — ?(·*)

un polynôme entier dont le degré ne surpasserait pas n — i ,  mais qui, 

s’évanouissant pour chacune des valeurs de x  ci-dessus mentionnées, 

serait pourtant divisible par le produit

(X  —  Xt>) ( x  —  X y )  (x — X i ) .  . .{x — X,i-1)>

c’est-à-dire par un polynôme du degré n, ce qui est absurde. On serait 

assuré a fortiori àz l’égalité absolue des deux fonctions <p (æ) et 

si l ’on savait qu’elles deviennent égales entre elles pour un nombre 

de valeurs de x  supérieur à n. On peut donc énoncer le théorème sui

vant :

Théorème III. — Si deux fonctions entières de la variable x  deviennent
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égales pour un nombre de valeurs de cette variable supérieur au degré de 

chacune des deux fonctions, elles seront identiquement égales, quel que 

soit x.

On en déduit comme corollaire cet autre théorème :

Théorème IV. —  Deux fonctions entières de la variable x  sont identi

quement égales toutes les fois quelles deviennent égales pour des valeurs 

entières quelconques de cette variable, ou même pour toutes les valeurs 

entières qui surpassent une limite donnée.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x , pour lesquelles 

les deux fonctions deviennent égales, est indéfini.

Il suit du théorème III qu’une fonction entière « du degré n — i 

sera complètement déterminée, si l’on connaît ses valeurs particulières

«0» 2̂) · « ·> Mfi—l

correspondantes aux valeurs

OCq) æu ¿T2> **·> i

de la variable x . Cherchons dans cette hypothèse la valeur générale de 

la fonction u. Si l’on suppose d’abord que les valeurs particulières u„, 

. . . ,  m/2_, se réduisent toutes à zéro, à l’exception de la première u0,

la fonction u, devant alors s’évanouir pour x  =  x ,,  pour x  =  x.,........

enfin pour x  =  a v .,, sera divisible par le produit

( X — X i  ) (x  — X2 ) . . . ( X  —  ),

et sera par conséquent de la forme

u ~ k { x - — x i ) { x ~ x ï ) . . . { x  — x n-i) ,

k ne pouvant être qu’une quantité constante. De plus, u devant se 

réduire à u0 pour x  =  x 0, on en conclura

U0=: k(x0~  Xl) {Xo — î)· · .(#0 — x n-d)
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et, par suite,

u — a ( a - , r 1) ( Æ - a i ) . . . (Æ  -  x„-\ )  _ 
(#0 & l ) { X o  *^?2 )  ·  ·  ·  (  J ' O  X/l—l )

De même, si les valeurs particulières m0, m2, . . . .  se réduisent

toutes à zéro, à l’exception de la seconde uit on trouvera

______  (æ — x 0) { x ~ x i ) . . . { x  — a:a_ l )U — ¿¿J ----------—--------- ----------------- -5
( X x —  £C0 ) (  —  x 2 ) .  . .  ( x t —  i f „ _ 2 )

Enfin, si elles se réduisent toutes à zéro, à l’exception de la dernière 

on trouvera

u — u _ {x  — Xq) ( x  — x î ) . . . ( x  — x „-î ) _
( X/t—i Xq) {X/i—l 'e \ ) · · · ( Xn—1 Xn -2 )

En réunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses 

hypothèses qu’on vient de faire, on obtiendra pour somme un poly

nôme en x  du degré n — i ,  qui aura évidemment la propriété de se 

réduire à m0 pour x  =  x 0, à u{ pour x  =  x ,, . . . ,  à pour x  =  x n_K. 

Ce polynôme sera donc la valeur générale de u qui résout la question 

proposée, en sorte' que cette valeur générale se trouvera déterminée 

par la formule

_ {x  — X \ ) ( x  — Xî) ■. - ( x  — x„~i )
( X q X i ) ( x<, * 2̂ ) * · . ( Xo " X/i—i )

u { x  —  X q) { x  —  X j ) .  . . ( x  —  x „ - i )

(i) ' ' ( X i — Xo ) { Xi — X2) . . . { x l — x„-i )
1 H-....................................................................

I u _  ( X  —  Xp) ( X  —  X , ) .  . . ( X  —  X n- j )  _

l (X/i—l X* ) (Xn—1 X\ ) · · · (x»—i X/i—i )

On pourrait déduire directement la même formule de la méthode que 

nous avons employée ci-dessus (Chap. III, § I) pour résoudre dans un 

cas particulier des équations linéaires à plusieurs variables (voir à ce 

sujet la Note Y).

Si, en désignant par a une quantité constante, on remplace dans la 

formule (i)  la fonction u par la fonction u — a, qui sera évidemment
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de même degré, et les valeurs particulières de u par les valeurs parti

culières d e u  — a, on obtiendra l’équation

S / . .  ( x — Xy)(x —  x t). ..(x —  x, ,_ j )
u —  a —  1 «o —  a) -- - - - - - - - - r-- - - - - - - - - r- - - - ;- - - - - - - - - - - - r

( x 0— Xy) (.-r0— x,_). . .(x0 —  x„-y)

,u . (x —  x„)(x —  xi)...{x —  x n-t)
t (̂ 1 -3?0 ) (*»1 2̂ ) ■ · · ( 1 )

1 -I-..................................................................

I , . { x - x 0)(x —  xy)...{x —  æ n-y)
1 ''i_1 ,Z'0) ( ^ n - i  — oc%). . . ( ¿ V - i  — x n_%) ’

et, en comparant cette équation à la formule (i), on trouvera la sui

vante
{x —  xy)(x —  x %)...{x —  x n-y)

(a;0— Xy) {X0—  X t). . X n-y)

. (x —  x 0)(x —  Xi)...(x —  x a-,)
(Xy —  X 0) (Xy— X t). . .(Xt —  X n_t)

+ ...................................................:

( x  —  X q ) ( X  —  X t ) .  . . { X  —  X n- t )

{ X l l — t  X q )  ( X f L — 1 )  ·  * ·  { X f l —  1 K  11— 2  )

Cette dernière équation est identique et subsiste quel que soit x.

Les équations (i)  et (2) peuvent servir l’une et l’autre à résoudre, 

pour les fonctions entières, le problème de l’interpolation; mais il 

convient, en général, de préférer pour cet objet l’équation (2), attendu 

qu’on peut y faire disparaître l’un des termes du second membre, en 

prenant la constante a équivalente à l’une des quantités

Mflj Ul9 U%9 * . . > lln—\·

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer une droite 

par deux points donnés. Désignons para?,,, j 0 les coordonnées rectan

gulaires du premier point, par x , , y ,  celles du second, et par/ l’or

donnée variable de la droite. En remplaçant dans la formule (2) la 

lettre u par la lettre/, puis faisant n =  1 et a ==/„, on trouvera pour 

l’équation de la droite

(4)  7 - 7 o = ( 7 l _ 7 o ) | - ^ .  - -
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Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois 

points donnés une parabole dont l’axe soit parallèle à l’axe des y. 

Nommons
x \  et y u Xi et r2, x 3 et y 3

les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit de plus y  l’or

donnée variable de la parabole. En remplaçant toujours, dans la for

mule (2), la lettre u par la lettre y,  puis faisant n ■ = 2 et a = y lf on 

trouvera pour l’équation de la parabole

(5)
— yi— (/<>— /1) 

+  (72-/1)

( x  ~  x , )  ( x  — x 2) 
(x„— x i ) ( x <> — x 2)
( x  — x li) ( x  — x i )
(Xi — X^iXi— Xi)

ou, ce qui revient au même,

( 6 ) 7  - 7 i = +  (72 -/1)
x — Xol
X2-- 3C\ J

Lorsque dans l ’équation (1) on prend u — x "1 (m désignant un 

nombre entier inférieur à n), les valeurs particulières de u représen

tées par
2̂9 · ··> &n—i

se réduisent évidemment à

X m 0 > Xmn-1 ·

On aura donc, pour les valeurs entières de m qui ne surpassent pas 

n — 1,

I
æm=  Tm(x — Xl){x-X2)- - -{x-Xn-x)

{Xq X\) (^0 X‘l) · . .(<2?o Xa-i )

+  x ,n (x — x 0) ( x  — x i ) . . . ( x  — x . . - 1) 
l ( x l— x 0) ( x l— x i ) . . . ( x i — x, t- i )

+ ........................................................

+  x m ( x  — Xq) ( x — X I ) . . . ( x  — Xn- j )  _
{xn~ 1 — Xü (x,i—1 Xi)· · *(X/i—i Xn—2)

Cette dernière formule comprend comme cas particulier l’équation (3). 

De plus, si l’on observe que chaque puissance de x,  et en particulier
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la paissance ac!-~', doit nécessairement avoir le même coefficient dans 

■ les deux membres de la formule (7), on trouvera : 

i° En supposant m <  n — 1,

/
| o =  ------------------ 2------------------
l (æ„-~ — — œn-i)
1

. _)------------------- £*-------------------
(8) \ (#,— a;0 — —

_ J_  ------------------------------------------------ _ — !-----------------------------------------------  ·

' (̂ /l —1 1 ) · ■ * 1 n̂—2 )

2° En supposant m =  « — i,

( &Q - ) ( ¿Vq ) · · · (-Æ?o n—\ )

-I------------------ i l ------------------
( * 1  —  •z-’o) ( « 1  —  ^ 2 ) ·  · - ( ^ 1 — # » - i )

+ ........................................................

{^n— 1 « 0 )  (“T«—1 ¿r 1 ) · · · {^n—1 &n—%)

Il est bon de remarquer que la formule (8) subsiste dans le cas même 

où l’on suppose m — 0, et devient alors

I   _____________ I________

[ ~  ( # 0 —  « 1 )  ( « 0 — « 2 ) - - - ( ^ 0  — · » « - ! )

1 I
( 1 0 )  /  ( « 1 —  « 0 )  (■»!—  ^ 2 ) ·  « » - , )

{&/i—1 &1) · · •{'X'n—i 2)

§ 11. — Détermination des fonctions entières de plusieurs variables, 

d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues.

Les méthodes par lesquelles on déterjnine les fonctions d’une seule 

variable, d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées

OMuvresdeC* —  S. U, t. III. I 2
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connues, peuvent être facilement étendues, comme on va le voir, aux 

fonctions de plusieurs variables.

Considérons d’abord, pour fixer les idées, des fonctions de deux 

variables x  et y. Soient <p(a?, y ), ^{x, y )  deux semblables fonctions, 

l’une et l’autre du degré n — i par rapport à chacune des variables, et 

qui deviennent égales entre elles toutes les fois que, en attribuant à la 

variable x  une des valeurs particulières

#0, · * * > ^ i l  -1»

on attribue en même temps à la variable y  l’une des suivantes

yo» yi» y 2, · · · > y « —i*

<p ( x 0, y ) ,  <\>(x0, y ) seront deux fonctions de la seule variable y , qui 

deviendront égales entre elles pour n valeurs particulières de cette 

variable. Par suite (en vertu du théorème III, § I), ces deux fonctions 

seront constamment égales, quel que soit y. On aura donc identique

ment
<p(̂ o,7 ) =  ^(^0,r)·

On trouvera de même
<p(^ i,y) =  +(■ *!, y ) ,
<P( « 2  , y ) = ^ ( x î , y ) ,

,y ) =  y).

D’ailleurs, les premiers membres des n équations précédentes sont 

autant de valeurs particulières de la fonction <p(x, y )  dans le cas où 

l’on y considère x  seul comme variable, et les seconds membres repré

sentent les valeurs particulières correspondantes de la fonction ^(x,y). 

Les deux fonctions
'K * ’ /)»

lorsqu’on y attribue à y  une valeur constante choisie arbitrairement, 

deviennent donc égales pour n valeurs particulières de x  ; et, comme 

elles sont toutes deux du degré n — i par rapport à x ,  il. en résulte
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qu’elles resteront égales, non seulement pour une valeur quelconque 

attribuée à la variable y, mais encore pour une valeur quelconque 

de x. On serait assuré, a fortiori, de l’égalité absolue des deux fonc

tions y(x,  y) ,  *\)(x, y ), si l’on savait qu’elles deviennent égales toutes 

les fois que les valeurs des variables x  et y  sont respectivement prises 

dans deux suites composées chacune de plus de n termes différents. 

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Si deux fonctions entières des variables x  et y  devien

nent égales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont res

pectivement prises dans deux suites qui renferment l ’une et l ’autre un 

nombre de termes supérieur aux exposants les plus élevés de x  et de y  

dans ces mêmes fonctions, elles seront identiquement égales.

On en déduit, comme corollaire, cet autre théorème :

Théorème II. — Deux fonctions entières des variables x  et y  sont iden

tiquement égales, toutes les fois quelles deviennent égales gourdes valeurs 

entières quelconques de ces variables, ou même pour toutes les valeurs en

tières qui surpassent une limite donnée.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x  et de y  pour les

quelles les deux fonctions deviennent égales est indéfini.

II suit du théorème I que, si la fonction ^^x,y)  est supposée 

entière et du degré n — i par rapport à chacune des variables x  et y,  

cette fonction sera complètement déterminée dès que l’on connaîtra 

les valeurs particulières qu’elle reçoit, lorsque, en prenant pour va

leur de x  l’une des quantités

0̂, &U *̂*2ï ***» —1>

on prend en même temps pour valeur de y  l ’une des suivantes

J o ,  J l ,  f i ,  ■ · · >  J « - 1 ·

Dans la même hypothèse, la valeur générale de la fonction pourra
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être facilement déduite de la formule (1) du paragraphe précédent. 

En effet, si l ’on remplace dans cette formule u par f ( æ , y ) ,  on en 

tirera

a(x,y) =
( x  — x t) ( x  — x 2) . . .  ( x  · ■ X, .)

( æ „ —  # , )  ( ·£„— « 2 )  · · · ( X a — X n - 1) 

( X  — x 0) ( x  —  x t ) . . . ( x  —  X „ - , )

(O ( Xt — X0) (Xi — Xi )  . . .  ( x,  - ■ X

?( * « , 7 )

?(·»!>/)
n-l I

H- .

H-
( x  — #0) ( x  — xt). . ( x  — a?„_2)

{ X n - Xo )  X l )  ■ ■ ■ ( X n - i — X n - t )
{ x n- u  y ) ,

et l’on aura, de plus, en désignant par m un des nombres entiers 

1, 2, 3, . . . ,  n —  1,

(2)

?(*;»> y )
( y — h )  ( y — y * ) - - - ( y  — y n - i )  

( 7 0 — 7 1 ) ( J 0— / 2) ·  · · ( / » — / » - O

(y — yoUy— 7 0 · · ·  (7 — ,r„_,) 
( J i  —  yo)  ( J i — / O · · ·  ( 7 i — 7 « - i )

?(«»n7o)

?(«»!» 7 1 )

+

(7 — 7q)(7 — Ji)· 
— 7o)(7»-i — 7 i)

(7 ~  7> 
•Î7«—1_

;2_)__
7»-*)

?(■ »/», 7»-i)·

On conclura immédiatement des deux équations qui précèdent la va

leur générale de cp(x,  y) .  On trouvera, par exemple, en supposant 

n =  2,

(3)

o(x , y )
X — Xj y- - 7 i

Xq — Xi y  0- 7 i
X — Xo 7 ·- 7 i
Xi  — x 0 7 o - 7 i

x  — Xi 7 -- 7o
x 0 — Xi 7> — 7»

X — x 0 7 - - 7 o

Xi Xq y  *- 7 «

<p(®0» 7«)

<p(«i»7o)

7 i)

9 ( ^ 1 . 7i)·

Si l’on considérait des fonctions de trois ou d’un plus grand nombre 

de variables, on obtiendrait des résultats entièrement semblables à 

ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de deux va-
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riables seulement. On trouverait, par exemple, à la place du théo

rème II, la proposition suivante :

Théorème III. — Deux fonctions entières de plusieurs variables x , y, 

z, ... sont identiquement égales toutes les fois quelles deviennent égales 

pour des valeurs entières quelconques de ces variables, ou même pour 

toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée.

§ III. — Applications.

Pour appliquer les principes établis dans les paragraphes précé

dents, considérons en particulier des produits formés par la multipli

cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d’une 

unité, le premier facteur étant l’une des variables x , y , z, . . . ,  et 

cherchons à exprimer, au moyen de ces sortes de produits, le produit 

tout semblable qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur la 

somme des variables données, savoir

x  + y  +  3 4- 1. . .

Si l’on réduit toutes les variables à deux, le problème qu’il s’agit de 

résoudre pourra s’énoncer comme il suit :

Problème I. — Exprimer le produit

(i) ( x  +  y )  ( x  -{-y  —  i) ( x  y  —  2 ) . . .  ( x  +  y  —  n +  i),
/

dans lequel n désigne un nombre entier quelconque, par le moyen des 

produits suivants
x ( x  —  l) ( x —  2 ) . . . ( x  —  n- t - l ) ,

/ ( j  —  1) ( y — a ) · · ·  ( y - n  +  i )

et de tous ceux qu’on peut en déduire, en changeant seulement la valeur 

de n.

Solution. — Pour résoudre plus facilement la question précédente, 

supposons d’abord que x  et y  soient des nombres entiers égaux ou 

supérieurs à n. Alors le produit ( i)  ne sera autre chose que le numé-
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons pos-, 

sibles de x - h y  lettres prises n à n, puisque ce nombre est précisé

ment
(x +  y ) ( x  + y  — 0 ( ^ + 7  — 2). . . (^ +  j  — «+>)

1 . 2 . 3 . .  . «

Cela posé, concevons que les lettres
4

a, b, c ............  p, g, r, . . .

étant en nombre égal à x  -+- y,  on les divise en deux groupes, de telle 

manière que les lettres a, b, c, ... du premier groupe soient en nombre 

égal à x,  et les lettres p, q, r, . . .  du second groupe en nombre égal 

à y.  Parmi les combinaisons formées avec ces différentes lettres, les 

unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier groupe. 

Le nombre des combinaisons de cette espèce sera

x ( x  —  i) ( x  —  2 ) . . .  ( x  —  n -+■  i)

1 . 2 . 3 . .  . «

D’autres renfermeront n — i lettres prises dans le premier groupe, et 

une lettre prise dans le second. On déterminera facilement le nombre 

des combinaisons de cette seconde espèce, et l’on verra qu’il est égal à

x ( x  —  i )  ( x  —  2 ) . . .  ( x  —  n -h 2) y  

i . 2 . 3 . . . ( «  —  i ) i

On trouvera de même pour le nombre des combinaisons qui renfer

ment n — 2 lettres prises dans le premier groupe, et deux lettres 

prises dans le second,

x ( x  —  i) ( x  —  2 ) . . . ( , ' r  —  «  +  3) y ( y  — i )

1 . 2 . 3 . . . (n —  2 )  1 . 2  ’

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui rénferment seule

ment des lettres prises dans le dernier groupe,

y ( y  — ')(,r —2)· · · ( /  — m +  0
1 . 2 . 3 . .  . «

La somme des nombres des combinaisons de chaqùe espèce devant
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reproduire le nombre total des combinaisons desa^-i-j lettres données 

prises n à n, on en conclura

(x +  y) (x -hy — i ) . ..  (x -hy — «  ■+ i)
1. 2 . 3 . . . «

_x ( x  —  i ) . . .  (¿e —  n + 1) x ( x  —  i ) . . .  (a; — n +  2 ) y
1.2 .3. . .(« — 1) 1

(2)
1.2.3...»  

x ( x  — i ) . . . ( îc— ra-t-3 ) y ( y— 1)
l .21 . 2 . . . . ( «  —  2)

£ y  (y — O · · · (y — w +  2) +  y(.r — O · · · ( /  — « +  Q.
I I .2.3. . . (« — I ) 1.2.3...»

L’équation précédente, étant ainsi démontrée pour le cas où les va

riables x  et y  obtiennent des valeurs entières supérieures à n, subsis

tera, en vertu du théorème II (§ II), pour des valeurs quelconques de 

ces variables, et la valeur du produit (1) tirée de la même équation 

sera

(x +  y)(æ +  y — O · · ·( ·» + /  — « +  0

=  x ( x  — 1 ) . .  . ( x  — n +  1) +  ^  x ( x  ~  1) . . .  ( x  — n +  2 )y  

n ( n — 1 )(3 )

I .2
■x ( x  — i ) . . .  { x  — «H-3)7(y — 1)-+-...

+  -*y (.y  - * ) - - - ( y  — n +  2) +  y(y —O · · - ( y  —  «-+-0·

Corollaire 1. — Si dans l’équation (2) on remplace x  par — x  et y  

par — y, on obtiendra la suivante :

(x +  y) (x +  y -1-1) · · · (x  -h y -+- « — 1)

(4 ) <

1 . 2 . 3 . . . «

_x ( x  -h 1 ) . . .  ( x  -h 71 —  1) x ( x  -h 1 ) . . .  ( x  -h 71 —  2) y

1. 2 . 3 . . . «  1. 2 . 3 . . . « — 1 1

x( x  +  i ) - . . (x  +  n — 3) y(y +  1) +
I . 2 . 3 . . . («  —  2) 1.2

f  7 ( j  +  i ) . . . ( j  +  « — 2) y ( y  +  i ) . . . ( y - h n  —  1) _ 

I I . 2 .3 . . . ( «  —  1) 1. 2 .3 . . . « '

Corollaire II. —  Si dans l’équation (2) on remplace x  par -  et y
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par on trouvera

(5)

( a; -+- y)(x +  y — 2 ). . .  (x +  y — 2 «  -4- 2 )
2 . 4 - 6 . . . ( 2  // )

x ( x — 2 ) . . . ( x — 2/1 +  2 ) x(x  — 2)... (x — 2 // +  4 ) y
2 .4 .6 . . . ( 2  // ) 2 .4 .6 . . . (2«  — 2 ) 2

+ ..........................................................................................
x .r(y —3)...(y —2n +  4 ) +  / (/— 2 ) . , —2 » +  2 ) 
2 2 .4 .6 . . . ( 2  n — 2) 2 .4 .6 . ..(2/1)

Corollaire III. —  En développant les deux membres de l’équation (2), 

et ne conservant, de part et d’autre, que les termes dans lesquels la 

somme des exposants des variables est égale à n, on obtiendra la for

mule
j (x +  y)n _ x '1 x n~l y
l 1.2.3...// 1.2.3.. .n 1.2.3...(// — 1) 1

( 6 )
x " - ‘i y 2

------------------------ ------1-. . .
1.2.3. ..(/I — 2 ) 1.2

x  yn—1 y n

I 1. 2 . 3 . . .(// —  i) 1. 2 . 3 . . .//

La valeur de {x  -h y )'1 tirée de cette dernière formule est précisément 

c e lle  q u e  fo u r n it  le  binôme de Newton.

Les formules qu’on vient d’obtenir peuvent être facilement éten

dues au cas où l’on considère plus de deux variables; et la méthode 

qui nous a conduits à la solution du problème I se trouve également 

applicable à la question suivante :

Problème II. —  x , y, s, . . .  désignant des variables en nombres quel

conques, exprimer le produit

(x  +■  y  ■ + z H- . . .  ) (x  H— y  -t— z  H—. . .  —  1 ) (x  y  -f- s  ■ + · · * —  2) * . .  (x  y  -4- z  -t- ■ . · —  n

en fonction des suivants

, x ( x  — 1 ) (x — 2 ) . . .  {x — // +  /),
y ( y  — 0 ( j - 2) . . . (y  — « +  o,
Z(Z — l )0  -  2). . . (Z —« +  l),
..............................................* ·>

et de tous ceux qu’on peut en déduire en changeant la valeur de n.
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On commencera par résoudre le problème dans le cas où x , y, z , ... 

désignent des nombres entiers supérieurs à n, en partant de ce prin

cipe que la fraction

( x  y  -1- z  -f-. . . ) (x  —(- y  -{- z -f-. . . —  i ) (z -i- y  H- z  h- . . . —  2). . . (x  h— y  H~ z -f-. . . — « -f-1 )

1.2.3...«

est égale au nombre des combinaisons que l’on peut former avec 

x  -h y  +  5 + . . .  lettres prises n à n ; puis on passera au cas où les va

riables x , y , z, . . .  deviennent des quantités quelconques, en s’ap

puyant sur le théorème III du § II. Lorsque l’on aura ainsi démontré 

la formule qui résout la question proposée, on en déduira sans peine 

lavalourdelapuissance’

( x  + y  -h z  - h . . , )n.

On y parviendra, en effet, en développant les deux membres de la for

mule trouvée, et ne conservant de part et d’autre que les termes dans 

lesquels les exposants réunis des variables x , y, z, . . .  forment une 

somme égale à n.

OEuvres d e  C . — S. U» t. III.
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CHAPITRE Y.

DÉTERMINATION DES FONCTIONS CONTINUES D’UNE SEULE VARIABLE PROPRES A VÉRIFIER

CERTAINES CONDITIONS.

§ I. — Recherche d ’une fonction continue formée de telle manière que 

deux semblables fonctions de quantités variables, étant ajoutées ou 

multipliées entre elles, donnent pour somme ou pour produit une fonc

tion semblable de la somme ou du produit de ces variables.

Lorsque, au lieu de fonctions entières, on conçoit des fonctions 

quelconques, dont on laisse la forme entièrement arbitraire, on ne 

peut plus réussir à les déterminer d’après un certain nombre de 

valeurs particulières, quelque grand que soit ce même nombre; mais 

on y parvient quelquefois dans le cas où l’on suppose connues cer

taines propriétés générales de ces fonctions. Par exemple, une fonc

tion continue de x , représentée par. <p(x),  peut être complètement 

déterminée lorsqu’elle est assujettie à vérifier, pour toutes les valeurs 

possibles des variables x  et y,  l’une des équations

(1) ? =  -+-?(/),

(2) ?(*  +  /) =  ® W x i f ( 7 ),

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives des mêmes 

variables, l’une des équations suivantes : v .

(3) 9 (^7 ) =  ?(·*) -+-
(4) c p ( x f ) —  y { x )  X  9(7 ).

La résolution de ces quatre équations présente quatre problèmes dif

férents que nous allons traiter l’un après l’autre.
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Problème I. — Déterminer la fonction o(x)  de manière quelle reste 

continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x , et que

Solution. — Si dans l’équation ( i)  on remplace successivement y  

par j  -f- z, z par j +  ü, . . . ,  on en tirera

cp ( a ; - + - y  +  .z +  « +  . . . )  =  9 ( .2 : ) - t - <p( ,7 )  +  e p ( s ) +  ? ( « ) + · · · »

quel que soit le nombre des variables x , y, z, u, . . .  ; si, de plus, on 

désigne par m ce même nombre, par a une constante positive, et que 

l’on fasse

la formule que l’on vient de trouver deviendra

©(mcc) =  m 9(a).

Pour étendre cette dernière équation' au cas où le nombre entier m 

se trouve remplacé par un nombre fractionnaire ou même par un 

nombre quelconque p., on fera, en premier lieu,

e m» =  — a,n

m et « désignant deux nombres entiers, et l’on en conclura

në =  ma, 

n 9(6) =  m 9(a),

l ’on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x  et y

(0 cp(æ 4-y) =  <?(x) -H<p(j).

x = y  =  z =  i i = : . . . =  c(,

puis, en supposant que la fraction ^  varie de manière à converger 

vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, On trouvera

=  p ?(«);
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Si maintenant on prend a =  i, on aura, pour toutes les valeurs posi

tives de [a,

(5) ?(p) =  P?(i)

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zéro,

? ( o ) = o .

D’ailleurs, si dans l’équation ( i)  on pose x  =  p,, y  =  — p,, on en 

tirera
?(—»  =  ?(<>) — ?(p) =  — p 9(i)·

L’équation ( 5) subsistera donc lorsqu’on y changera p. en — p.. En 

d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 

négatives de la variable x,

( 6 ) =

11 suit de la formule (6) que toute fonction <p(æ) qui, demeurant 

continue entre des limites quelconques de la variable, vérifie l’équa

tion (i), est nécessairement de la forme

(7) 9  (œ) — ax ,

a désignant une quantité constante. J’ajoute que la fonction a x  jouira 

des propriétés énoncées, quelle que soit la valeur do la constante a. 

En effet, le produit a x  est, entre des limites quelconques de la va

riable x,  fonction continue de la variable, et, de plus, la supposi- 

* tion f ( x )  =  a x  change l’équation ( i)  en cette autre

a ( x  -t- y) — a x  +  a y t

laquelle est évidemment toujours identique. La formule (7) fournit 

donc une solution de la question proposée, quelle que soit la valeur 

attribuée à la constante a. La faculté que l’on a de choisir arbitraire

ment cette constante lui a fait donner le nom de constante arbitraire.

Problème II. — Déterminer la Jonction <p {x') de manière quelle reste 

continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x , et que
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Von ait pour toutes les valeurs réelles des variables x  et y

101

( 2 ) <?('*+/) =  ?(«)?(/)·

Solution. — Il est d’abord facile de s’assurer que la fonction <?(x), 

assujettie à vérifier l’équation ( 2 ), n’admet que des valeurs positives; 
et, en effet, si dans l’équatio/i ( 2 ) on fait y  =  x, on trouvera

9(2Æ) =  [cp( )̂]2;

puis on en conclura, en écrivant £x  au lieu de x,

<P(^)= IXi«)]*·

La fonction <p(#) est donc toujours équivalente à un carré, par consé

quent toujours positive. Cela posé, concevons que dans l’équation (2) 

on remplace successivement/ pary  +  s, s par s +  u, . . . ,  on en tirera

quel que soit le nombre des variables x , y, s, u , ----Si, de plus, on

désigne par m ce même nombre, par a une constante positive, et que 

l’on fasse

Pour étendre cette dernière formule au cas où le nombre entier m 

se trouve remplacé par un nombre fractionnaire ou même par un 

nombre quelconque p, on fera, en premier lieu,

m
0 =  — a, . 

n

m et n désignant deux nombres entiers, et l’on en conclura

n§ — ma,

[?(§)]" =  [<?(«)]"%

f ( « + 7 + 2 + ' ¡ ( ,  · · )  =  ? ( ■ * ) ? ( / )  ? ( * ) ? ( « ) ·  ·.·>

x  —  y  —  z  —  u — . . . —  ex. t

la formule que l’on vient de trouver deviendra

9 (ma) =  [9 («)]">.
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puis, en supposant que la fraction ™ varie de manière à converger

vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera
«

?( F«) =  [?(«)],x·

Si maintenant on prend a =  r, on aura pour toutes les valeurs posi-
«

tives de p.

( 8 )  9 ( p ) = : [ c p ( i ) ] F

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zéro,

?(o) =  i.

D’ailleurs, si dans l’équation (2) on pose x  — p., y  =  — p., on en con

clura

? ( - p )  =
? ( o )
<?(/*)

[ < p ( i ) ] - ! \

L’équation (8) subsistera donc lorsqu’on y changera p, en — p.. En 

d’autres termes, on aura pour des valeurs quelconques positives ou 

négatives de la variable x

(9) ? ( « )  =  [ ? ( i ) ] x·

11 suit de l’équation (9) que toute fonction ç(;r) propre à résoudre le 

second problème est nécessairement de la forme

( 1 0 )  < p ( ¿ c ) z = A * ,

A désignant une constante positive. J’ajoute qu’on peut attribuer à 

cette constante une valeur quelconque entre les limites o et 00. En 

effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A* teste continue 

depuis x  =  — ao jusqu’à x  — -4- 00, et l’équation

\x+y— A.æAy

est identique. La quantité A est donc une constante arbitraire qui 

n’admet que des valeurs positives.
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Nota. — On pourrait arriver très simplement à l ’équation (9) de la 

manière suivante.

Si l’on prend les logarithmes des deux membres de l’équation (2) 

dans un système quelconque, on trouvera

L<p(Æ+j) =  L(f(Æ) +  L(y(y);

et l’on en conclura (voir le problème 1)

L < p ( a ? )  =  ¿ c L c p ( i ) ,

puis, en repassant des logarithmes aux nombres

®(a?) =  [œ(i)]æ.

Problème III. — Déterminer la fonction o(x)  de manière qu elle reste 

continue entre deux limites positives quelconques de la variable x , et que 

l ’on ait pour toutes les valeurs positives des variables x  et y

( 3 ) —  +  ? ( / ) ·

Solution. — II serait facile d’appliquer à la solution du problème 111 
une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre 

le premier; mais on arrive plus promptement à la solution cherchée 

en mettant l’équation ( 3), ainsi qu’on va le faire, sous une forme 

analogue à celle de l’équation (1).

Si l’on désigne par A un nombre quelconque et par L la caractéris

tique des logarithmes dans le système dont, la base est A, on aura, 

pour toutes les valeurs positives des variables x  et y,

æ — A1', j  =  AL̂ ,

en sorte que l’équation ( 3) deviendra

9( A L* + L ·*') —  < p ( À L x )  +  c p ( A L^ ) .

Comme, dans cette dernière formule, les quantités variables L x, Ly  

admettent des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte
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qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x  

et y.
=  <p(Ax) h -  <p(Â ). 

On en conclura [voir le problème I, équat. (6)J

<p(Aœ) = x tp(A') =  ¿e <p(A)

et, par suite,
<p(ALx) =  œ(A)L;r,

ou, ce qui revient au même,

(11) . q>(a?) =  <p(A)L3\

Il suit de la formule ( i i ) que toute fonction ®(x), propre à résoudre 

le problème III, est nécessairement de la forme

( 1 2 )  9 ( 3 : )  =  a  L( x) ,

a désignant une constante. Il est d’ailleurs aisé de s’assurer : i° que la 

constante a demeure entièrement arbitraire, 20 que, en choisissant 

convenablement le nombre A, qui est lui-même arbitraire, on peut la 

réduire à l’unité.

Problème IV. — Déterminer la fonction <p(a?) de manière qu elle reste 

continue entre deux limites positives quelconques de la variable x  et que 

l ’on ail, pour toutes les valeurs positives des variables x  et y ,

(4) cp(a;j) =  <p(.r)9(j).

Solution. — Il serait facile d’appliquer à la solution du problème IV 

une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre 

le second. Mais on arrivera plus promptement à la solution cherchée, 

si l’on observe que, en désignant par L la caractéristique des loga

rithmes dans le système dont la base est A, on peut mettre l’équation (4) 

sous la forme
<p(AL-r+L:r) =  <p(ALx) «(A1̂ ).

Comme, dans cette dernière équation, les quantités variables L(x) ,
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L (y)  admettront des valeurs quelconques positives ou négatives, il 

en résulte qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des va

riables x  et y,
■ y(kx+y)=-y(kx)y(ky).

*

On en conclura [voir le problème II, équat. (9)]

et, par suite,

<p ( ) =  [ <¡p ( A

9(AL,r) =  [<¡p( A)]Lj"= a?LlP<A),

ou, ce qui revient au même,

(j3 ) <p(&·) =  ¿cl<p(A>.

Il résulte de l’équation ( i 3) que toute fonction <p(a;), propre à ré

soudre le problème 1Y, est nécessairement de la forme

0 4 ) cp(x) =  xa,·

a désignant une constante. Il est d’ailleurs aisé de s’assurer que cette 

constante doit demeurer entièrement arbitraire. ·

Les quatre valeurs de <p(a?) qui satisfont respectivement aux équa

tions (1), (2), ( 3), (4), savoir

ax, k æ, a Lx, xa,

ont cela'de commun, que chacune d’elles renferme une constante arbi

traire a ou A. On doit en conclure qu’il y a une grande différence entre 

les questions où il s’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines 

quantités et les questions dans lesquelles on se propose de découvrir 

la nature inconnue de certaines fonctions d’après des propriétés don

nées. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantités inconnues 

se trouvent finalement exprimées par le moyen d’autres quantités con

nues et déterminées, tandis que dans le second cas les fonctions incon

nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dans leur expression des 

constantes arbitraires.

i4 *OEunres de C. —  S. II, t. III.
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§ II. — Recherche d ’une fonction continue formée de telle manière que, 

en multipliant deux semblables fonctions de quantités variables et dou

blant le produit, on trouve un résultat égal à celui qu’on obtiendrait 

en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la différence 

de ces variables.

Dans chacun des problèmes du paragraphe précédent, l’équation à 

résoudre renfermait, avec la fonction inconnue <p(a;), deux autres 

fonctions semblables, savoir, y(y)  et cp(# +  y)  oucp(xy).  Nous allons 

maintenant nous proposer un nouveau problème du même genre, mais 

dans lequel l’équation de condition, que la fonction y(x)  doit vérifier, 

renferme quatre fonctions semblables au lieu de trois. Voici en quoi il 

consiste :

Problème. — Déterminer ta fonction œ (¿c) de manière quelle reste 

continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x , et que 

l ’on ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x  et y ,

(i) ^{y-¥x)+^{y ~ x )  — 2 ^{x)q{y).

Solution. — Si dans l’équation (r) on fait x  =  o, on en tirera

La fonction <p(.r) se réduit donc à l’unité, pour la valeur particulière 

x  =  o, et, puisqu’on la suppose continue entre des limites quelconques, 

il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de cette valeur particulière, 

très peu différente de l’unité, par conséquent positive. On pourra 

donc, en désignant par a un nombre très petit, choisir ce nombre de 

telle manière que la fonction <p(#) reste constamment positive entre 

les limites
x  =  o, X  — a.

Cela posé, il arrivera de deux choses l’une : ou la valeur positive de 

<p(a) sera comprise entre les limites o et r, ou cette valeur sera supé-
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rieure à l'imité. Nous allons examiner successivement ces deux hypo

thèses.

Concevons d’abord que <p(a) ait une valeur comprise entre les limites 

o et i. On pourra représenter cette valeur par le cosinus d’un certain 

arcô renfermé entre les limites o, ^> et poser en conséquence

©(a) =  cos0.

De plus, si, dans l’équation ( i)  mise sous la forme

<P( /  +  o c) =  2 ® ( x )  <p ( / )  — 9( /  — ¿c),

on fait successivement
æ =  <x, y  =  <x, 

x ~ a ,  y — la, 

x  =  a ,  y  —  3 a ,

........f ..........

on en déduira l’une après l’autre les formules

y ( 2 a )  =  2 C O S 2 0 —  I =  C O S 2 0 ,  - 

< p ( 3 a )  =  2 c o s 0 c o s 2 0 —  c o s 0 =  c o s 3 0 ,

<p(4<z) =  2 C O S 0  COS 3 0  —  COS 2 0 =  c o s  4  0,

et en général, m désignant un nombre entier quelconque,

c p ( m a )  —  2 c o s 0 c o s ( m  —  i )  0 —  c o s ( m  —  2 ) 0  =  c o s ; r c 0.

J’ajoute que la formule
<p ( m a )  —  c o s  m d

subsistera encore, si l’on y remplace le nombre entier m par une frac

tion ou même par un nombre quelconque p. C’est ce que l’on prouvera 

facilement, ainsi qu’il suit.

Si dans l’équation (i)  on faitcc =  — l- a, on en tirera

t p ( o )  —l— <p ( 0£ y    I - f-  COS 0  

2 ~  2  _

COS -  0 
2

puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser-
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vant que les deux fonctions <p(a?), cos.r restent positives, la première 

entre les limites x  =  o, x  =  a., la seconde entre les limites x  — o, 

x  =  0, on trouvera

9  ( -  « ) =  cos -  9.

De même, si dans l’équation (î)  on fait

1 1 a

on en tirera

KHI
9(0)'+-'pQ ) ce I-+-COS-

=  ( c° s i e y ;

puis, en extrayant de part et d’autre les racines positives,

Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 

formules

■ *(§“ )  = ™ S~8Ô>

K “) cos- tt 9, 10

et en général, n désignant un nombre entier quelconque,

i « y9 ( H =z cos H 9.

Si l’on opèresur la valeur précédente de 9 pouren déduire celle 

de comme on a opéré sur la valeur de ç(a ) pour en déduire

celle de <p(ma), on trouvera

(  m \  m— « =; cos —  9;
\2“ J 2"

puis, en supposant que la fraction ^  varie de manière à s’approcher
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indéfiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra l’é

quation

( 2 ) < p ( p a )  =  C O S f * 0 .

De plus, si dans la formule (1) on fait

on en conclura

x  —  ¡x a ,  y  =  o ,

ç>(—  p a )  =  [ 2  <p(o) —  1] <p(pa) =  c o s p ô  =  c o s ( —  p 0).

L’équation (2) subsistera donc lorsqu’on y remplacera p par — p· En 

d’aütres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 

négatives de la variable x,

( 3) '  cp(ax)  r z  co s9a;.

Si dans cette dernière formule on change x  en - ,  elle donnera

( 4 )
/N 9 / 0
( X )  =  c o s  — X  —  COS ( —  — X

La valeur précédente de ç(a?) est relative au cas où la quantité posi

tive <p(a) reste comprise entre les limites o et 1. Supposons mainte

nant cette même quantité supérieure à l’unité. II est facile de voir que, 

dans cette seconde hypothèse, on pourra satisfaire par une valeur posi

tive de r à l’équation

<?(«) =  - ! ' ·

II suffira, en effet, de prendre

r  —  ip ( a ) +  | [ < p ( a ) ] s —  i | * .

Cela posé, si dans l’équation (1) on fait successivement

X  =  SC,

X  —  ce.

y — ce,
7 = 2 « ,

y — 3«,
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on en déduira l’une après l’autre les formules

9(3«)

9(4«)

et en général, m désignant un nombre entier quelconque,

J’ajoute que la formule

?) ( rm- ' + P ^ )  -  ï  ( ’·— ·*■  7± *) =  ;  ('"■ +

? (m«) =  - ( r m+ — J *

subsistera encore, si l ’on y remplace le nombre entier m par une frac

tion, ou même par un nombre quelconque p.. C’est ce que l’on prou

vera facilement, ainsi qu’il suit.

Si dans l ’équation ( i) on fait x  =   ̂<xf y  =   ̂a, on en tirera

K B ] =
9(0) +  <p(g)

1
I —

2 B Vr V  ;

puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob

servant que la fonction <p(V) reste positive entre les limites x  =  o, 

æ =  a, on trouvera

? ( B = B S-+-1

De même, si dans l’équation (1) on fait

æ= i a> y = i« >

on en tirera

r  / .  Y|> +
L n B B — ï— = — r — = 4 ^ + - ‘ ) ;2 2
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puis, on extrayant de part et d’autre les racines positives,

Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 

formules

«et en général, n désignant un nombre entier quelconque,

4  oc) =  -  O ·*1" 2 '* / 2
„2“ , r 2'1

Si l’on opère sur la valeur précédente de pour en déduire

celle de comme on a opéré sur la valeur de <p(a), pour en

déduire celle p(m a), on trouvera

? (
v /  m  m \

puis, en supposant que la fraction ^  varie de manière à s’approcher 

indéfiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra l’équa

tion

<5) cp(fxa) =  - (rP-t- /—H·).

De plus, si dans la formule (i)  on fait

æ =  (j.(x, 7  =  0 ,

on en conclura

? ( — f * « )  =  [ a < p ( o )  —  i ]  9 ( / 2 « )  = =  — ( / — (X-H i-P-). '
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L’équation ( 5) subsistera donc, lorsqu’on y remplacera p par —  p. En 

d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 

négatives de la variable x,

(6) tp(a.x) =  i  (/’*-(- r~x ).

Si dans cette dernière formule on change x  en elle donnera

(7) ?(■*) =  ” ( r “ -l·- r~*) .

Lorsqu’on fait, dans l’équation (4), ±  - = a ,  et, dans l’équation (7),

± i
r “ =  A, ces équations prennent respectivement les formes sui

vantes :

(8) <p(#) =  cos a x,

(9) y { x )  =   ̂(A*-t- A- *).

Si donc l’on désigne par a une quantité constante, et par A un 

nombre constant, toute fonction <p(a?) qui, demeurant continue entre 

des limites quelconques de la variable, vérifiera l’équation (x), sera 

nécessairement comprise sous l’une des deux formes qu’on vient de 

rapporter. Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de <p(a?) 

fournies parles équations (8) et (9) résolvent la question proposée, 

quelles que soient les valeurs attribuées à la quantité a et au nombre A. 

Ce nombre et cette quantité sont donc deux constantes arbitraires, 

dont l’une ne peut admettre que des valeurs positives. .

D’après ce qu’on vient de dire, les deux fonctions

cos a x, -  ( A*-t- A- *)
2 .

ont la propriété commune de satisfaire à l’équation (1), ce q̂ ui établit 

entre elles une analogie remarquable. L’une et l’.autre de ces deux
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fonctions se réduisent encore à l ’unité pour æ =  ç>. Mais une diffé

rence essentielle entre la première et la seconde, c’est que la valeur 

numérique de la première est constamment au-dessous de la limite i , 

lorsqu’elle n’atteint pas cette limite; tandis que, dans la même hy

pothèse, la valeur numérique de la seconde est constamment au- 

dessus.

OF,ufrc.ideC.—  S .  I l ,  t .  U t .
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CHAPITRE VI.

DES SÉRIES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 

SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES CONVERGENTES.

§ I. —  Considérations générales sur les séries.

On appelle série une suite indéfinie de quantités

Uq9 U\ y ¿¿2, f/3, . . .

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan

tités elles-mêmes sont les différents termes de la série que l’on consi

dère. Soit
sn “  uQ -4-  Ui « 2  - | - . . . - f *  W/î—1

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel

conque. Si, podr des valeurs de n toujours croissantes, la somme sn 

s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con

vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la série. Au 

contraire, si, tandis que n croît indéfiniment, la somme sn ne s’ap

proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus de 

somme. Dans l’un et l’autre cas, le terme qui correspond à l’indice n, 

savoir sera ce qu’on nomme le terme général. 11 suffit que l’on 

donne ce terme général en fonction de l’ indice n, pour que la série soit 

complètement déterminée.

L’une des séries les plus simples est la progression géométrique

I , oc, oc5, oc*, . ■ ■ ,

qui a pour terme général ocH, c’est-à-dire la puissance /?ième de la quan-
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tité x. Si dans cette série on fait la somme des n premiers termes, on 

. trouvera

i  +  x xi4- . . .  4- x,l~̂~ — — --------——  ·
I —  X  I —  X  ’

et, comme pour des valeurs croissantes de n, la valeur numérique de 

la fraction x converge vers la limite zéro, ou croît au delà de toute 

limite, suivant qu’on suppose la valeur numérique de æ inférieure ou 

supérieure à l’unité, on doit conclure que, dans la première hypothèse, 

la progression
I /yi <yi2 /y*3y *A. f u /  f *As y é · ·  *

est une série convergente qui a pour somme tandis que, dans la

seconde hypothèse, la même progression est une série divergente qui 

n’a plus de somme.

D’après les principes ci-dessus établis, pour, que la série

( O  ^ 0 »  « 1 .  1^2» ·  · · ,  {¿ny 11-114-1> '  ·  ·

soit convergente, il est nécessaire et il suffit que des valeurs crois

santes de n fassent converger indéfiniment la somme

, S „  =  « o  “ I -  M l  +  M j  - t -  ·  · · ■+■ l ln -  1

vers une limite fixe*; en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit 

que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes

Sfl9 * * ·

diffèrent de la limite s, et par conséquent entre elles, de quantités infi

niment petites. D’ailleurs, les différences successives entre la première 

somme sn, et chacune des suivantes sont respectivement déterminées 

par les équations
«S/î-H

$n-t-2 $n—

S/l-h3 $n. —" /̂H-l

Donc, pour que la série ( i)  soit convergente, il est d’abord nécessaire
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que le terme général tia décroisse indéfiniment, tandis que« augmente; 

mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va

leurs croissantes de n, les différentes sommes

M»+ Un+i,

11,1+  Un-t-i+ 11,1+2,

c’est-à-dire les sommes des quantités

M/19 Mn-+1> 2) « * ·>

prises, à partir de la première, en tel nombre que l’on voudra, finis

sent par obtenir constamment des valeurs numériques inférieures à 

toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi

tions sont remplies, la convergence de la série est assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique

( 2 )  I ,  X ,  X 2,  X 3 , --------

Si la valeur numérique de x  est supérieure à l’unité, celle du terme 

général x n croîtra indéfiniment avec n, et cette seule remarque suffira 

pour constater la divergence de la série. La série sera encore diver

gente si l’on suppose x  — ±  i ,  parce qu’alors la valeur numérique du 

terme général x", se réduisant à l ’unité, ne décroîtra pas indéfiniment 

pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numérique de x  

est inférieure à l’unité, les sommes des termes de la série pris à partir 

de x n en tel nombre que l’on voudra, savoir :

x n,

i — x 2
X n  + X n + i — X n  -------------,

i — x

I — X3
x n+  x ' i+l -4- x u+2 =  x n --------,

1  —  X

se trouvant toutes comprises entre les limites

I —  X
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chacune d’elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de n 

infiniment grandes; et par suite la série sera convergente, ce que l’on 

savait déjà.

Prenons pour second exemple la série numérique

(3)
I I I I r

ï, * · · > — > >
2 3 4 n n -H 1

Le terme général de cette série, savoir — -— > décroît indéfiniment à

mesure que n augmente, et cependant la série n’est pas convergente ;

car la somme faite du terme ——  et de ceux qui le suivent jusqu’au
n 4- i

terme —  inclusivement, savoir2 I I  7

I I I ‘ ï
_ —t- ------  —j~ · . . H- ■ —H" y
n x n -h 2 2 n —  x 2 n

reste constamment supérieure, quel que soit n, au produit

In —  
2 n

i

et par suite cette somme ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs 

croissantes de n, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente. 

Ajoutons que, si l ’on désigne par sn la somme des « premiers termes 

de la série ( 3), et par i m la plus haute puissance de 2 renfermée dans 

n 4- 1, on trouvera

I l
^ - I +  2 +  3 I I  +  I

> H - ï + G + i)
1 , 1  1 1
ï  +  H -----h S0 6 7 8 3«i—l _|_ J 2"

e t ,  a fortiori,
 ̂ i i i i m

■ S« >  i 4------1------1--- 4- · · - -)r -- —  1 +  —
2 2 2  2 2

O n  e n  c o n c l u r a  q u e  l a  s o m m e  s„ c r o î t  i n d é f i n i m e n t  a v e c  l e  n o m b r e  

e n t i e r  m, e t  p a r  c o n s é q u e n t  a v e c  n, c e  q u i  e s t  u n e  n o u v e l l e  p r e u v e  

d e  l a  d i v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e .
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Considérons ençore la série numérique

( 4 )
I

I .2 1 . 2 . 3 ’ i . 2.3. . .  //

Les termes de cette série, qui occupent un rang supérieur à n, savoir

I I _____________ I_____ _______

i . 2 . 3 . . . / t ’  i . 2 . 3 . . .  // ( n  -+- i ) ’  i . i . 3 . . . / / ( / /  - t - 1  ) ( / / - + -  2 )

seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la pro

gression géométrique

I T i l l

1 . 2 . 3 . . . / / ’ 1 . 2 . 3 . . . / /  // ’ 1 . 2 . 3 . . . / /  //s ’

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel nombre que l’on 

voudra sera toujours inférieure à la somme des termes correspondants 

de la progression géométrique, qui est une série convergente, et à 

plus forte raison, à la somme de cette progression, c’est-à-dire à

I l  _ I I
1.2.3...// 1 I .2.3. ..(// — l) // — I

n

Comme cette dernière somme décroît indéfiniment à mesure que n 

augmente, il en résulte que la série (4) est elle-même convergente. On 

est convenu de désigner par la lettre e la somme de cette série. En 

ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchée 

du nombre e,

I I I
2 ^  1 . 2 . 3

T

I . 2.3 . . . ( // — I ) ’

et, d’après ce qu’on vient de dire; l’erreur commise sera inférieure au 

produit du nième terme par Ainsi, par exemple, si l’on suppose

n =  11 , on trouvera pour la valeur approchée de e

( 5 )  e  == 2 , 7 1 8 2 8 1 8 . . .  ;

et l’erreur commise dans cette hypothèse sera inférieure au produit
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de la fraction -----„ , K ¿ ~ô------1 par — , c’est-à-dire à — > en
1 . 2 . 3 . 4 . 0 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0  1 10 36288000

sorte qu’elle n’altérera pas la septième décimale.

Le nombre e, déterminé comme on vient de le dire, sera souvent, 

employé dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitésimal. 

Les logarithmes pris dans le système qui a ce nombre pour base s’ap

pellent népériens, du nom de Néper, inventeur des logarithmes, ou 

hyperboliques, parce qu’ils servent à mesurer les diverses parties de 

l’aire comprise entre l’hyperbole équilatère et ses asymptotes.

On indique généralement la somme d’une série convergente par la 

somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la série

Uqj lllf ll%y U%y . · ·

est convergente, la somme de cette série est représentée par

Uq -j- ll\ H- £¿2 H"* W3 . . · ·

En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera déter

minée par l’équation

( 6 ) e =  i +  -
I

I

i . a 1 . 2 . 3 · i . 2. 3.4

et, si l’on considère la progression géométrique

1, x ,  x 2, x 3, . . . ,

on aura, pour des valeurs numériques de x  inférieures à l’unité,

(7) i +  ^  +  +  + . .  . =  — -----
I —  X

La série
«1· · . .

étant supposée convergente, si l’on désigne sa somme par s, et par sn 

la somme de ses n premiers termes, on trouvera

s —  «o + ¡ 1! + « )  +  . . . +  ll-n- 1 +  Un- *<«4-1 -t- . . . — S t l -+- U,, -f- M,t+1

et, par suite,
v  ̂~  — «« “i" ««4-1 “H . . . .
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De cette dernière équation, il résulte que les quantités

M/l* Mfl-f-l> ’ · · *

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva

l ent e  à s — V  Si  l ’ on r e p r é s e n t e  c ette  m ê m e  s o m m e  p ar  rn, on aura

S  —  S n  - î-  r n  J

et r;i sera ce qu’on appelle le reste de la série ( i)  à partir du 

nUme terme.

Lorsque, les termes de la série (i) renfermant une même variable x , 

c et t e  série  es t  c o n v e r g e n t e ,  et  ses di f f éren t s  t e r m e s  f o n c t i o n s  c o n t i 
nues de x , dans le voisinage d’une valeur particulière attribuée à 

c et t e  v a r i a b l e ,
s«, rn et s

sont encore trois fonctions de la variable x , dont la première est évi

demment continue par rapport à x  dans le voisinage de la valeur par

ticulière dont il s’agit. Cela posé, considérons les accroissements que 

reçoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croître x  d’une quantité 

infiniment petite a. L’accroissement de sn sera, pour toutes les valeurs 

possibles de n, une quantité infiniment petite; et celui de rn deviendra 

insensible en même temps que r„, si l’on attribue à n une valeur très 

considérable. Par suite, l’accroissement de la fonction s ne pourra 

être qu’une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit 

immédiatement la proposition suivante :

Théorème I. — Lorsque les différents termes de la série ( i )  sont des 

fonctions d ’une même variable x , continues par rapport à cette variable 

dans le voisinage d ’une valeur particulière pour laquelle la série est con

vergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette valeur 

particulière, fonction continue de x.

En vertu de ce théorème, la somme de la série (2) devra rester 

fonction continue de la variable x , entre les limites x  == — 1, x  =  1;
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ce qu’on peut vérifier à l’inspection de la valeur de s donnée par 

l’équation
__ I 

I — X

§ II. — Des séries dont tous les termes sont positifs.

Lorsque la série

(l) Uq, U 11%, «... Unp . . .

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement décider si elle est 

convergente ou divergente, à l’aide du théorème suivant :

T h é o r è m e  I .  — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge,
1

tandis que n croit indéfiniment, Vexpression (un)n, et désignez par k la 

plus grande de ces limites, ou, en d ’autres termes, la limite des plus 

grandes valeurs de Vexpression dont il s’agit. La série ( i)  sera conver

gente si l ’on a et divergente si l ’on a k^>i.

Démonstration. — Supposons d’abord k<^ i, et choisissons à volonté 

entre les deux nombres i et k un troisième nombre U, en,sorte qu’on 

ait
/c <  U  <  i .

n venant à croître au delà de toute limite assignable, les plus grandes
l

•valeurs de ( un)n ne pourront s’approcher indéfiniment de la limite k, 

sans finir par être constamment inférieures à U. Par suite, il sera pos

sible d’attribuer au nombre entier n une valeur assez considérable 

pour que, n obtenant cette même valeur ou une valeur plus grande 

encore, on ait constamment

£
( « ) “ < U ,  . un<  U » .

Il en résulte que les termes de la série

U-Qy Û y l¿2y . . ,, * * ·

j 6Œuvres de 6 \  —  S .  I l ,  t .  I I I .
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finiront par être toujours inférieurs aux term es correspondants de la
progression géométrique

i, U, U*, U", U«+S U«+S

et, comme cette progression est convergente (à cause de U < i ) ,  on 

peut, do la remarque précédente, conclure a fortiori la convergence 

de la série (i).

Supposons, en second lieu, i, et plaçons encore entre les deux 

nombres i et k un troisième nombre U, en sorte qu’on ait

/r >  U  >  i .

Si n vient à croître au delà de toute limite, les plus grandes valeurs 
1

de ( u 'n)n, en s’approchant indéfiniment de k, finiront par devenir 

supérieures à U. On pourra donc satisfaire à la condition

(« * ) ">  U

ou, ce qui revient au même, k la suivante

«„>U ft,

par des valeurs de n aussi considérables que l’on voudra; et par suite, 

on trouvera dans, la série

· · ·> n̂-k-2* · ■ ·

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondants 

de la progression géométrique

1, U, U2, . . . ,  -U», U»-*-1, U n+2...........

Comme cette progression est divergente (à cause de U ;> i), et qu’en 

conséquence ses différents termes .croissent à l ’infini, la remarque 

que l’on vient de faire suffira pour établir la divergence de la série (i).

Dans un grand nombre de circonstances, on peut déterminer la 

valeur de la quantité k à l ’aide du théorème IV (Chap. II, § III). En
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effet, en vertu de ce théorème, toutes les fois que le rapport Un+l con_ 

vergera vers une limite fixe, cette limite sera précisément la valeur 

de k. On peut donc énoncer la proposition suivante :·

Théorème II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport

“7H-1
* M/l

converge vers une limite fixe k, la série ( i)  sera convergente toutes les fois 

que l ’on aura k f i ,  et divergente toutes les fois que l ’on aura kf>  \.

Concevons, par exemple, que l’on considère la série

I I I  t
• 9 9 ty 9 * * * ) n 9 * * * ·

I 1 . 2  I . 2 . 3  1 . 2 . 3 . . . n

on trouvera

/̂7-f-l

et par conséquent la série sera convergente, ce que l’on savait déjà.

Le premier des deux théorèmes qu’on vient d’établir ne laisse d’in

certitude sur la convergence ou la divergence d’une série dont tous 

les termes sont positifs, que dans le cas particulier où la quantité 

représentée par k devient égale à l ’unité. Dans ce cas particulier, il 

n’est pas toujours facile de décider la question. Toutefois, nous allons 

démontrer ici deux nouvelles propositions à l’aide desquelles on peut 

souvent y parvenir.

Théorème III. — Lorsque, dans la série ( i ) ,  chaque terme est inférieur 

à celui qui le précédé, cette série et la suivante

( 2 )  M„, 2 ! i „  4 « 3 ,  8 k - ,  i 6 m ie , . . .

sont en même temps convergentes ou divergentes.

Démonstration. — Supposons d’abord la série'(i) convergente, et

1 . 2 . 3 . . . «  ■ I

1.2.3. ..«(«-t-i) n - r i ‘
i

CO
•O,
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désignons sa somme par s. On aura

U  Q   U  Q ,

2 lix — 2Wt,

4«3< 2«¡+ 2U¡,

8 «7 <  2 -t- 2 m3 2 «6 +  2 w7,

et par suite la somme des termes de la série (2), pris en tel nombre 

que l’on voudra, sera inférieure à

ÍÍ0+ 2 H- 2 11% +  2 M 3 +  2 M4 +  . . . 2s — U¡¡,

11 en résulte que la série (2) sera convergente.

Supposons, en second lieu, la série (1) divergente. La somme de 

ses termes, pris en très grand nombre, finira par surpasser toute limite 

assignable; et, comme on aura

Uq —  Uq9 *

2«i> Ui -h U29 
4 M3 >  W3 W4 -h U5 H-

u*¡ “H W9 H- W10+  zíii~i- w 12 H- w 14#

on devra conclure que la somme des quantités

U q, 2 î£7 , 1 \ U q, . . . ,

prises en très grand nombre, finit elle-même par devenir supérieure à 

toute quantité donnée. La série (2) sera donc alors divergente, con

formément au théorème énoncé.

Corollaire. — Si pour la série (1) on prend la suivante

tf·' 3̂ ’ 4?’

p. désignant une quantité quelconque, la série (2) deviendra

1, 4'-is 8*-c-, ..... '
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Cette dernière est une progressioh géométrique, convergente lors

qu’on suppose p. >  i, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 

la série ( 3) sera elle-même convergente si p est un nombre supérieur

trois séries

(4)

(5)

( 6 ) .

! si l’on a p. =  1

I

’ ’ 2* ’

I
.32 >

I

F

I

*’ 5 ’
I I

3’ V

I

’ > — ’ 
22

I
— > 
3S

T

42

la première sera convergente et les deux autres divergentes.

T h é o r è m e  I V .  —  Supposons que l ’on désigne p a r  L  la caractéristique des 

logarithm es dans un systèm e quelconque, et que, p o u r des valeurs crois

santes de n , le rapport

E (

converge vers une limite fin ie  h. L a  série (i)  sera convergente si l ’on a  

h~y> i ,  et divergente si l ’on a h <d i .

Dém onstration. — Supposons d’abord et choisissons à volonté 

entre les deux quantités i et h une troisième quantité a , en sorte qu’on 

ait
A >  a >  i .

Le rapport
L (  w„ )

y ou son égal

L{ n)

finira par être, pour de très grandes valeurs de n,  constamment supé

rieur à la quantité a.  En d’autres termes, n  venant à croître au delà
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d’une certaine limite, on aura toujours

>  a
L ( n )

ou, ce qui revient au même,

>aL(/i),

et, par suite,

>  na,

Il en résulte que les termes de la série ( i)  finiront par être constam

ment inférieurs aux termes correspondants de la suivante

2“ ’ 3“ ’ 4“ ' ’ /i°* (m-hj)“ ’

et, comme cette dernière sera convergente (à cause de a > i ) ,  on 

pourra de la remarque précédente conclure a fortiori la convergence de 

la série (i).

Supposons, en second lieu, i, et plaçons encore entre les quan

tités i et h une troisième quantité a, en sorte qu’on ait

h <  a  <  i .

On finira par avoir constamment, pour de très grandes valeurs de n,

ou, ce qui revient au même,

et, par suite,

Il en résulte que les termes de la série ( i)  finiront par être constam-
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ment supérieurs aux termes correspondants de la suivante

I I I  l I

* ’ a * ’ 3 * ’ Xa> ~rïa ' \n +  i)a ’

et, comme cette dernière sera divergente (à cause d e a <  i), on pourra 

de la remarque qu’on vient de faire conclure a fortiori la divergence 

de la série (i).

Étant données deux séries convergentes dont tous les termes sont 

positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces mêmes termes, former 

une nouvelle série dont la somme résulte de l’addition ou de la multi

plication des sommes des deux premières. Nous établirons à ce sujet 

les deux théorèmes suivants :

T h é o r è m e  V. — Soient

( 7 )
Uo, uu II 2)

Vqi Vu t;2>

deux séries convergentes, qui, uniquement composées de termes positifs, 

aient respectivement pour sommes s et s' :

( 8 )  « o + < ’o, « j H - V j , ,  . · · ,  u n + v n , . . .

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s +  s'. 

Démonstration. — Si l’on fait

S n  —  M0 +  +  U ,  -+- . . . -+- 11,1—

s'n— Vo “t- Ci -f- C, -h. . . +  Vfi~\,

s„ eti'/( convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes de n, 

vers les limites s et s'. Par suite, sn-\-s'n, c’est-à-dire' la somme des 

n premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s -+- s', ce 

qui suffit pour établir le théorème énoncé.

T h é o r è m e  VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent,
I «0e0, «o e,-M/, f\>, «o e2 +  “ i Vi m2 % ·■ ·

( 9 )  '
( · · · >  u 0 V n - \ -  U l  e „ _ !  - h  . . . +  W „ _ 1  C) +  U , i V Q,  . . .

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme ss .
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Démonstration. — Soient toujours sn, s'n les sommes des n premiers 

termes des deux séries (7), et désignons en outre par s"n la somme des 

n premiers termes de la série (9). Si l’on représente par m le plus

grand nombre entier compris dans c’est-à-dire —~  lorsque n

est impair, et — — dans le cas contraire, on aura évidemment

Ud Vq +  ( «o (,i +  w,  e 0) 4 - . . .  - t- ( M0 e „ _ ,  -+- U\ e „ _ 2 4 - . . .  4 -  u n ~ 2 e ,  4 -  1 e 0 )

<  ( m« +  k i 4 -  . ■ - 4 -  1 ) ( •'o 4 -  <•’1 4 -  · . 4 -  v n—\ )

et '
> ( « 0+  « i 4 - . . . 4 - M m ) ( e 0 4 -  e , 4 - . . ■ 4 -

ou, en d’autres termes,

s  n  s n s  n e t  s m +,

Concevons maintenant que l’on fasse croître n au delà de toute limite. 

Le nombre
fl —— — ·*

™ =  -----tJUS
2

croîtra lui-même indéfiniment, et les deux sommes sn, sm+l converge

ront vers la limite s, tandis que et s'm+l convergeront vers la limite s'. 

Par suite, les deux produits snsn, sm+̂ s'm:l·t et la somme s"n comprise 

entre ces deux produits convergeront vers la limite ss[, ce qui suffît 

pour établir le théorème YI.

§ III. — Des séries qui renferment des termes nositifs 

et des termes négatifs.

Supposons que la série

(l) Uq9 Wj, n2, . . . ,  un9 . . .

se compose de termes, tantôt positifs, tantôt négatifs, .et soient respec

tivement

( 2 ) Pot P u  Ps> · · · >  P«>
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les valeurs numériques de ces mêmes termes, en sorte qu*on ait

u a = ± z p a, «i =  ±:pi, ii2 =  ± p 2, . . . ,  H„ =  ± p „,

La valeur numérique de la somme

«!+. .· +  «»-!

ne pouvant jamais surpasser

Po+ pi +  p2 +  · · · +  pn-u

il en résulte que la convergence de la série (2) entraînera toujours

celle de la série (1). On doit ajouter que la série (i) sera divergente, si

quelques termes de la série (2) finissent par croître au delà de toute

limite assignable. Ce dernier cas se présente lorsque les plus grandes 
1

valeurs de (pn)n convergent, pour des valeurs croissantes de n, vers 

une limite supérieure à l’unité. Au contraire, lorsque cette limite 

devient inférieure à l’unité, la série (2) est toujours convergente. On 

peut, en conséquence, énoncer le théorème suivant :

Théorème I. — Soit pn la valeur numérique du terme général un de la 

série (1), et désignons par le la limite vers laquelle convergent, tandis
_I

que n croît indéfiniment, les plus grandes valeurs de l ’expression (p„)". 

La série (1) sera convergente si l ’on a /c <  1, et divergente si, l'on a 

k f i .

Lorsque la fraction Hîîü, c’est-à-dire la valeur numérique du rapport
pa

“ i convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 

théorème IV (Chap. II, § n i), la valeur cherchée de k. Cette remarque 

conduit à la proposition que je vais écrire :

Théorème IL — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur numé

rique du rapport

U II

converge vers une limite fixe k, la série (1) sera convergente toutes les fois 

que l ’on aura k f i ,  et divergente toutes les fois que l ’on aura k f \ .

O E u vres d e  C , — S. Il ,  t. III. l7
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P a r  e x e m p l e ,  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e  l a  s é r i e

on trouvera

I
-  y I

I
H----- y

I . 2 r .2.3*

Mn-h 1 _______ I jç  ___

Ufl ~  Il  -H  I ~  00

d’où il résulte que la série sera convergente.

Le premier des deux théorèmes qu’on vient d’établir ne laisse d’in

certitude sur la convergence ou la divergence d’une série que dans le 

cas particulier où la quantité représentée par k devient égale à l’unité. 

Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence 

de la série proposée, soit en s’assurant que les valeurs numériques de 

ses différents termes forment une série convergente, soit en ayant égard 

au théorème suivant :

T héorème III. — Si dans la série ( 1 )  la valeur numérique du terme 

général un décroît constamment et indéfiniment, pour des tialeurs crois

santes de n, si de plus les différents termes sont alternativement positifs et 

négatifs, la série sera convergente.

Considérons, par exemple, la série

(3) *,
1 1
»j T - 7 y -  y -------- !

n n 4- 1

La somme des termes dont le rang surpasse n, si on les suppose pris en 

nombre égal à m, sera

1 1 1
4-,/( +  ! n 4- 2 «  +  3 H +  4 n 4- m

Or la valeur numérique de cette somme, savoir

/i -t- i n 4- 2 n 4-  3 n 4- 4 ’ ’ ’ « 4- /«

I I \ ¡ I I
n +  1 V « 4- 2 n 4- 3 J \ « 4- 4 « -t- 5

B +  I «4-2
( - L - r ___ I

il —t- 3 ti -+■+  4 11 H- 0 «4-6
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étant évidemment comprise entre

131

etn H-1 n -h i n -+- 2

décroîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, quel que 

soit m, ce qui suffit pour établir la convergence de la série proposée. 

Les mêmes raisonnements peuvent évidemment s’appliquer à toutes les 

séries de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante

laquelle, en vertu du théorème III, restera convergente pour toutes les 

valeurs positives de ¡a .

Si dans la série (4 ) on supprime le signe — devant chacun des termes 

de rang pair, on obtiendra la série ( 3) du § 11, qui est divergente toutes 

les fois que l’on suppose p. =  i ou ¡a <  x. Par suite, pour transformer 

une série convergente en série divergente, ou réciproquement, il suffît 

quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette 

remarque est uniquement applicable aux séries pour lesquelles la 

quantité désignée par k dans le théorème II se réduit à l’unité.

Étant donnée une série convergente dont tous les termes sont posi

tifs, on ne peut qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs 

numériques do ces mêmes termes, et changeant les signes de quelques- 

uns. Il est bon d’observer qu’on produira ce double effet si l’on mul

tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette observation 

suffit pour établir la proposition suivante :

Théorème IV. — Lorsque la série

(2) Po, pi» P%7 · · · ,  P/ï» · · · ,

uniquement formée de termes positifs, est convergente, chacune des sui

vantes

( 4 )

(5)
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l ’est pareillem ent, quelles que soient les valeurs des arcs 0o, 0,, 02, . . . ,  

0», . · . ·

Corollaire. —  Si l’on suppose généralement

Q„=nQ,

0 désignant un arc quelconque, les séries (5) deviendront respecti

vement

( Pô, piCOSÔ, 0% COS 2 0, . . . ,  p,t cos nd, . . . ,
( 6 )

( p, sin 9, p2sin2 0, p„sin«0, __

Ces deux dernières seront donc toujours convergentes en même temps 

que la série (2).

Si l’on considère à la fois deux séries dont chacune renferme des 

termes positifs et des termes négatifs, on démontrera facilement à leur 

égard les théorèmes Y et VI du § 11, ainsi qu’on va le voir.

ïuéouème Y. —  Soient

| U q,  M], w 2, · . * , un, · · · ,

(7) )
( (>,, . . . ,  e„, . . .

d e u x  séries convergentes qu i aient respectivement pour sommes s et s' ;

( 8 )  *<0+ e 0, « i + V j ,  i h + V i ,  . . . ,  un+ v n, . . .  

sera une nouvelle série convergente, q u i aura p o u r somme,s - h  s ',

Dém onstration. —  Si l’on fait

S n  — . U q -H U\  -H I ï

$'n  —  t ’o +  (;i +  i ' î  "H  · · · +  l y

sn et s'u convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes 

de n , vers les limites s et s'. Par suite, Sn-^-s’̂  c’est-à-dire la somme 

des n  premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s -+- s', 

ce qui suffit pour établir le théorème énoncé.

Théorème V I .  —  Les mêm es choses étan t posées que dans le théorème
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précèdent, si chacune des séries (7) reste convergente, lorsqu’on réduit 

ses différents termes à leurs valeurs numériques,

( 9 )

/ «o‘’o»
i  u .0v ¡  H -  u ,  t ’ 0 ,

J Uq Vÿ +  U l -f- £¿2

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

f  M i  H -  ·  ·  * H -  M n — i ( ’ i  - f *  11 ¡i

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme ss'.

Démonstration. — Soient toujours sa, sn les sommes des n premiers 

termes des deux séries (7), et désignons en outre par s"n la somme des 

n premiers termes de la série (9). On trouvera

V? S n S /t—  ^/i— 1 “H ( U/i — 1 * 4 - 2  +~ Un  ~2 *’«.-1 ) '4“  * · ·

4- (u,l_ l Vl H- Un-o.Vt +  · · · +  u t  ( ,rt- 2  e„_I ).

De plus, le théorème VI ayant été démontré dans le second paragraphe 

pour le cas ou les séries (7) ne renferment que des termes positifs, il 

en”résulte que, dans cette hypothèse, chacune des quantités snsn, s"n 

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ss', et par 

suite la différence susn — sn ou, ce qui revient au même, la somme

“»“1 1 +  ( «r e-1  C „ ~ 2 -4-  u n ^ v n ^ )  + .  . .

( 'Ci- 1 Ci . . .  4- e„_2 +  -u¡ vli_ l ),

vers la limite zéro.

Concevons maintenant que, les termes des séries (7) étant les uns 

positifs et les autres négatifs, on désigne respectivement par

(10)
P  o> P 1. p 2, * · ·9 p t n

P o » P i » p ¡> · ·>  P/19

les valeurs numériques de ces différents termes. Supposons de plus, 

conformément à l’énoncé du théorème, que les séries (10), composées
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de ces mêmes valeurs numériques, soient toutes deux convergentes. 

En vertu de la remarque qu’on vient défaire, la somme

convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro; et, 

comme la valeur numérique de cette somme sera évidemment supé

rieure à celle de la suivante

il en résulte que cette dernière ou, ce qui revient au même, la diffé

rence —  sn convergera elle-même vers la limite zéro. Par suite, ss', 

qui est la limite du produit s„s'n, sera encore celle de s"n. En d’autres 

termes, la série (9) sera convergente et aura pour somme le pro

duit ss'. '

Scolie. — Le théorème précédent pourrait no plus subsister si les 

• séries (7), supposées convergentes, cessaient de l’être après la réduc

tion de chaque terme à sa valeur numérique. Concevons, par exemple, 

' que pour chacune des séries (7) on prenne la suivante

I I I I
(n) 1, -----p -----r’ + —> — —

a8 3 3~ 4 * 5 8

La série (9) deviendra

p«—ip'„_, -t- (p«-ip«-j +  Pn—2P«—1 ) -H. · ·

H— ( P«—1P̂  +  P/i-sp, +  · · · +  Pïpn-Î +  Plp»-t )

«re-1 e„-i-t- ( M/e—1 «̂—2 -3— ,-2 *’„_!) + .  . .

-H  ( « « — i e ,  +  « n —2(' j  +  « 2e „_2 - t-  « i  ( ' ¡ ¡ - t  ) ,

( 1 2 )
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Cette dernière est divergente, car son terme général, savoir

I

 ̂a \/(n —  1)2 \/(n —  2)3 \J2 (n — i)
i

\] n

a une valeur numérique évidemment supérieure à

4 n y  
« +  2/

lorsque n est pair, et à
2 n 

n -+-1

lorsque n est impair, c’est-à-dirc, dans tous les cas possibles, une 

valeur numérique supérieure à l’unité. Cependant la série ( u )  est 

convei’gente. Mais on doit observer qu’elle cesse de l’être lorsqu’on 

réduit chaque terme à sa valeur numérique, puisqu’elle se change* 

alors en la série (6) du § II.

IV. — Des séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 

et entières d ’une variable.

Soit

(0 a 0, a t x ,  a<i x i a n x n

une série ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de 

la variable x ,

( 2 ) . CXo, Cty, . · . , XX/,, · . ·

désignant des coefficients constants positifs ou négatifs. Soit de plus 

A ce que devient pour la série (2) la quantité k du paragraphe précé

dent {voir le § III, théorème II). La même quantité, calculée pour la 

série (1), sei’a équivalente à la valeur numérique du produit
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Par suite, la série (i)  sera convergente si cette valeur numérique 

est inférieure à l’unité, c’est-à-dire, en d’autres termes, si la valeur

numérique de la variable x  est inférieure à Au contraire, la 

série (i) sera divergente si la valeur numérique de x  surpasse 

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soit A la limite vers laquelle converge, pour des valeurs 

croissantes de n, la racine n,eme des plus grandes valeurs numériques 

de an. La série (i)  sera convergente pour toutes les valeurs de x  com

prises entre les limites
I I

X — — - r - ,  X  = - \ -  .
A A

et divergente pour toutes les valeurs de x  situées hors des mêmes limites.

Lorsque la valeur numérique du rapport converge vers une 

limite fixe, cette limite est (en vertu du théorème IV, Chap. Il, § III) 

la valeur cherchée de A. Cette remarque conduit à une nouvelle pro

position que je vais écrire :

Théorème II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur numé

rique du rapport

&  f l

converge vers la limite A, la série (1) sera convergente pour toutes les 

valeurs de x  comprises entre les limites

i I
“ S ’ + Â ’

et divergente pour toutes les valeurs de x  situées hors des mêmes limites.

Corollaire I. — Prenons pour exemple la série 

(3) ‘ i, ix ,  Zx1, !\x%, . . . ,  ( n -H i ) x", __

Comme on trouvera dans cette hypothèse

a„+1 _  n +  a __ ( i 
an /i -J- i n + 1
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et, par suite,
A =  i,

on en conclura que la série (3) est convergente pour toutes les valeurs 

de x  renfermées entre les limites

X  = —  I ,  X  =  +  I ,

et divergente pour les valeurs de x  situées hors de ces limites. 

Corollaire II. — Prenons pour second exemple la série

(4)
X  
—  )

X 2 
—  f

X 3 
d " y * · · 1

x n
—  y ' · · y

I .2 3 n

dans laquelle le terme constant est censé réduit à zéro. On trouvera 

dans cette hypothèse
_ I

a , i  n  - h  i “  x i H---, «

et, par suite, A — i. La série (4) sera donc encore convergente ou 

divergente, suivant que la valeur numérique de x  sera inférieure ou 

supérieure à l’unité.

Corollaire III. —  Si pour la série (i)  on prend la suivante

( 5 ) I .2
0(f* — a)---(p — « +  !)

1.2.3. ..n ·’

p. désignant une quantité quelconque, on trouvera

et, par suite,

n^/H-l ¡x —  n

a-n, n  -+■ i I
I - h  -

n

l i m

P 1i — -  i ----
n  - oo

iI ----
II

I -f- —
00

On en conclura que la série (5) est, comme les-séries (3) et (4), con-
O Euvres d e  C S. II, t. III. l 3
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vergente ou divergente, suivant que l’on attribue à la variable x  une 

valeur numérique inférieure ou supérieure à l’unité.

Corollaire IV. —  Considérons encore la série

(6) i»
X  X *— î --- >
I 1 . 2

¿C3
1 . 2 . 3 ’

X a
------ T)------ y · · · ·1.2.6, , ,n

Comme on aura dans ce cas

et, par suite,

<*n+l _  I
an a +1

=  0,

on en conclura que la série .est convergente entre les limites

I I
x = -----—  — ao, x —  H- -  =  +  00,

o o

c’est-à-dire pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x . 

Corollaire V. — Considérons enfin la série

(7) 1, 1 . x ,  i . 2 . x i , 1 .2 .3.a ;3, . . . ,  1 . 2 .3  . . . n . x H, . . . .

En lui appliquant le théorème II, on trouvera

an+1 
&/1 =  11 +  I, A =  oc,

et l ’on aura par suite
I

On en conclura que la série (7) est toujours divergente, excepté 

lorsqu’on suppose a; =  o, auquel cas elle se réduit à son premier 

terme 1.

En examinant les résultats qu’on vient d’obtenir, on reconnaît 

immédiatement que, parmi les séries ordonnées suivant les puis

sances ascendantes et entières de la variable x , lés unes sont tantôt
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convergentes, tantôt divergentes, selon la valeur attribuée à cette 

variable, tandis que d’autres restent toujours convergentes, quel que 

soit x , et d’autres toujours divergentes, excepté pour x  — o. On peut 

ajouter que le théorème I ne laisse d’incertitude sur la convergence 

d’une semblable série que dans le cas où la valeur numérique de x  

devient égale à la constante positive représentée par c’est-à-dire 

lorsqu’on suppose

Dans ce cas particulier, la série est tantôt convergente, tantôt diver

gente, et la convergence dépend quelquefois du signe de la variable x. 

Par exemple, si dans la série ( 4), pour laquelle A =  i, on fait succes

sivement
x  =■ x ,  x  — — i ,

on obtiendra les deux suivantes

, 1  I I , 1
— I, -T--1 ' q ) H- y> ···> — ···>

2 3 4 11

dont la première est divergente (voir dans le § II le corollaire du théo

rème III) et la seconde convergente, ainsi que cela résulte du théo

rème III (§ III).

II est encore essentiel de remarquer que, par suite du théorème I, 

lorsqu’une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et en

tières d’une variable x  sera convergente pour une valeur numérique 

de x  différente de zéro, elle restera convergente, si l’on vient à dimi

nuer cette valeur numérique ou même à la faire décroître indéfini

ment.

Lorsque deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 

et entières de la variable x  sont convergentes pour une même valeur 

de la variable, on peut leur appliquer les théorèmes Y et VI du § III.

(8 )

(9)
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Cette remarque suffit pour établir les deux propositions que je vais 

énoncer :

T h é o r è m e  III. — Supposons que les deux séries

( 10 )
a 0, a^x,  a^x1, . . . ,  a nx '% . . . .

b$, b , x ,  b%x ,̂ . . .  , bnx fl, . . .  ,

étant à la fois convergentes, lorsqu’on attribue à la variable x  une cer

taine valeur, aient alors pour sommes respectives s et s',

( i l )  «o +  b0, (a t - h b , ) x , (a2+  b%)x*,  . . . ,  ( a , +  b „ ) x n, . . .

sera, dans le même cas, une nouvelle série convergente, qui aura pour 

somme s -+- s'.

Corollaire. — On étendra facilement ce théorème à tant de séries 

que l’on voudra. Par exemple, si les trois séries

sont convergentes pour une même valeur attribuée à la variable x, et 

que l’on désigne par i, s', s" leurs sommes respectives,

«0+ ^ 0 + C01 («, -+- -+■ c, )x,  («2 +  &» +  c2) x 2, . . .

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s -t- d-h s".

T h é o r è m e  I V .  — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, si de plus chacune des séries ( io)  reste convergente, lorsqu’on 

réduit ses différents termes à leurs valeurs numériques,

a0, a¡ x ,  a2x*, . . . ,

b0, btx ,  b^x*, . . . ,

e0, cxx,  csx 2,

(12)
a0b0, (a06,-t- al b9)x ,  (a 0ô2+  «1&1 +  a 2£0),z2,. ■

. . . ,  (a0bu -h . .-4- anb0) x n, .

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme ss'.
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Corollaire I. — Le théorème précédent se trouve compris dans la 

formule

( (a) +  fl|Æ +  fliœi +  ...)(i)0+6iü: +  J2Æ, 4-...)
( i 3 )

( —  «o bo +  ( «o H- «i bft ) x  -+- ( a0 bt -+- ax -4- a 2 b0 ) x* -+-...,

qui subsiste dans le cas où chacune des séries (io ) reste convergente 

lors même qu’on réduit scs différents termes à leurs valeurs, numé

riques, et qui sert à développer dans cette hypothèse le produit des 

sommes des deux séries en une nouvelle série de même forme.

Corollaire II. — En répétant plusieurs fois de suite l’opération indi

quée par l’équation ( i 3), on pourrait multiplier entre elles les 

sommes de trois ou d’un plus grand nombre de séries semblables aux 

séries (io ), et dont chacune resterait convergente après la réduction 

de ses différents termes à leurs valeurs numériques. Le produit obtenu 

serait la somme d’une nouvelle série convergente ordonnée suivant 

les puissances ascendantes et entières de la variable x.

Corollaire III. — Si dans les deux corollaires précédents on suppose 

que toutes les séries dont on multiplie les sommes deviennent égales, 

on obtiendra pour produit une puissance entière de la somme de cha

cune d’elles, et cette puissance se trouvera encore représentée par la 

somme d’une série du même genre. Par exemple, si dans l’équa

tion ( i 3) on fait a0 =  60, a, =  bt, a2 =  b2, . . . ,  on en tirera

( 14 ) («o +  H- «2^2 + . .  .)* =  a\ -4- a a,,«!# +  ( 2 a o « ï +  a j )  a?2-4- . . . .

Corollaire IV. — Si l’on prend pour termes généraux des séries ( io )

— — H +  i) j »
1 . 2 . 3 . . . «

et
2). ■ ■ (//— « + l)

1.2.3...«

p., p·' désignant deux quantités quelconques, et la variable x  étant 

renfermée entre les limites x  — — i , x  — h- i , chacune des séries (io)
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restera convergente, même lorsqu’on réduira ses différents termes à 

leurs valeurs numériques, et le terme général de la série (12) de

v i e n d r a

[ — O· · dp- — n +  1) +  — —
|_ 1.2.3. . .  /i 1.2.3.. . (n — 1) 1

+  £ ...(f* '— w +a) +  f¿'(fx'-l)’...(p / -tt  +  l)~ x n
"1'  I 1 .2.3. . — 1) 1.2.3 ...Il J

_  +  y·') (p  -+- f*' — O (f* ■ +■  p '—  2)· · · (f* -+- p' —  n -+- O „„—  --------------------------------------------------------------------- ----------------------------------------------------------------------- X  .

J. 2 · O

Cela posé, si l’on appelle 9 ( p.) la somme de la première des séries ( 1 o) 

dans l’hypothèse que l’on vient de faire, c’est-à-dire, si l’on pose

( 15 ) y(p) =  r +   ̂x  +  x î +  . .

les sommes des séries (10) et (12) seront respectivement désignées, 

dans la même hypothèse, par <p(p·') et <p(p. -1- p.'); en sorte que

l’équation ( i3) deviendra

(16) tp(fx)cp(/x') =  cp(fx +  / ) .

Lorsque dans l’équation ( i3) on remplace la somme de la série

b„, bxx, ¿>2¿cs, ...

par un polynôme composé d’un nombre fini de termes, on obtient une

f o r m u l e  q u i , n e  c e s se  j a m a i s  d ’ êt re ex ac t e ,  t a n t  q u e  la série

« o , a xx ,  a^x1,

demeure convergente. C’est ce que nous allons prouver directement,

en é t ab l i s s a n t  le t h é o r è m e  q u i  s u i t  :

Théorème V . — Si, la série ( 1 )  étant convergente, on multiplie la 

somme de cette série par le polynôme

( 1 7 ) k x m -+ - l x m~' - f - . . , - h p x  -+ - q,

dans lequel m désigne un nombre entier, on obtiendra-pour produit la
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somme d ’une nouvelle série convergente de même forme, dont le terme 

général sera
(Çan +  P an—i H-·■ · 4- lan- m+l ■+■  kan_m)x m,

pourvu que l ’on considère comme nulles dans les premiers termes celles 
des  q u a n t i t é s

&n~O · · ·> /w-m> & n—rn

qui se trouveront affectées d'indices négatifs : en d’autres termes, on
aura

!
{kxm4- lx'n~' 4 - .. . + p x  4- q)  («04- a,x 4- arsa?a4 - . . .  )

— qa„+{qa ,+pas)x - r . .  .4- {qam +  pam-,  4-. . .4- la, 4- ka0) x m

+  {qan4“ Pan-\4- · ■ · 4- lan—m+14" kan- m) x n4 - . . . .

Démonstration. — Pour multiplier la somme de la série (i)  par le 

polynôme (17), il suffira de la multiplier successivement par les diffé

rents termes de ce polynôme. On aura donc

(k xm4 - l x m~l 4- . .  .-t- px  4- q) (a0-h a,x 4- a3x°-h.. . )

=  q(a0+  ai x  4- ai x ‘l -\-. . . )  4- px (aÿ-h a,x +  a2x î ^~. . . )

4- ........................................................................... ........ ...................

-I- l x m~l (a0 4- a, x  4- a3x * - h k x m («04- «i·* 4- a1x*-h. . .).

Comme on a de plus, pour des valeurs entières quelconques de n,

q («04- a,x 4- a 2̂ 24-. . .4- an- tx n~l)

=  qaa 4- qax x  4- qa3 x% 4 - . . .  4- <7 ^ - 1  æa~l>

on en conclura, en faisant croître n indéfiniment, et passant aux 

limites,
q(a0 +  a,x 4- a^x^-h. . .)  =  qa0+  qa,x-\- qa3x'i + . . ..

On trouvera de même

, px (a04- atx  +  a^x*4 - . . . )  = pa0x - l · p a , + pa3x3 + . .l x m~l (a 0 4- a , x  4- a sa;*4- . · ·) =  la0x m~1-^ l a , x m 4- la2x m+1 4 - ..  

k x m(a 04- a , x  4- a2x * - h . ■ ■ ) =  ka0x m 4- A1«, ^ ”>+14- A:a2« " ‘+24 - . . . .
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Si l’on ajoute ces dernières équations, et qu’en formant la somme des 

seconds membres on réunisse les coefficients des puissances sem

blables de la variable x , on obtiendra précisément la formule (18).

Concevons maintenant que dans la série (i) on fasse varier la valeur 

de x  par degrés insensibles. Tant que la série restera convergente, 

c’est-à-dire tant que la valeur de x  demeurera comprise entre les 

limites
I 1

~ Â ’ + Â ’

la somme de la série sera (en vertu du théorème 1, § I) une fonction 

continue de la variable x. Soit ¡p(a?) cette fonction continue. L’équa

tion
<p ( x  ) —  a0 -+- at x  H- a2 +  ■ · ·

subsistera pour toutes les valeurs de x  renfermées entre les limites 

— -+- jj  ce que nous indiquerons en écrivant ces limites à côté

de la série, comme on le voit ici :

(19) <p(x) =  a0 +  a xx  +  a^x--\- . ..
x = ~ r  x = + ï

Lorsque la série est supposée connue, on peut quelquefois en 

déduire la valeur de la fonction y (x)  sous forme finie, et c’est là ce 

qu’on appelle sommer la série. Mais le plus souvent la fonction <p(a?) 

est donnée, et l’on se propose de revenir de cette fonction à la série, 

ou, en d’autres termes, de développer la fonction en série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la va

riable x . Il est facile d’établir à ce sujet la proposition que je vais 

énoncer :

T h é o r è m e  VI. — Une fonction continue de la variable x  ne peut être 

développée que d ’une seule manière en série convergente ordonnée suivant 

les puissances ascendantes et entières de celle variable.

Démonstration. — En effet, supposons qu’on ait développé par deux
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méthodes différentes la fonction cp(x) ,  et soient

s a 09 a \ 'X ' I  ^ 2  ·  * · 9 & i l  y ·  * * >

¿»o, b t x ,  b 2x^, . . '  bnx n, . . .

les deux développements, c’est-à-dire deux séries dont chacune, étant 

convergente pour des valeurs de x  différentes de zéro, ait pour somme, 

tant qu’elle demeure convergente, la fonction <p(æ). Ces deux séries 

étant constamment convergentes pour de très petites valeurs numé

riques de x,  on aura, pour de semblables valeurs,

ciq —(— al x  a2 x 2 -+-... —  b0 -+- b¡x  -t- b2x i -1-. . . .

Comme, en faisant évanouir x,  on tire de l’équation précédente

a0 :== bo9

il en résulte qu’on peut la réduire généralement à 

a xx  +  a2x - + ..  , = . b tx +  bi x i + . ..  

ou, ce qui revient au même, à /

x ( a l -+- a2x  +  . . . )  =  x ( b i +  b ¡ x  +  . . . ) .

Si l’on multiplie par ^ les deux membres de cette dernière équation, 

on obtiendra la suivante

cii “H ct%̂  H- · · · —  ¿i H- b̂ cc H- · · . y

qui devra encore subsister pour de très petites valeurs numériques de 

la variable x,  et de laquelle on conclura, en posant x  =  o,

a, =  b, .

En continuant de même, on ferait voir que les' constantes a0, ...

sont respectivement égales aux constantes è0, bt, b2, . . . ,  d’où il suit 

que les deux développements de la fonction <p(ic) sont identiques.

Le Calcul différentiel fournit des méthodes très expéditives pour 

développer les fonctions en séries. Nous exposerons plus tard ces
OEuvres de C .  —  S. I I ,  t .  I I I . J9

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



146 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

méthodes, et nous nous bornerons pour l’instant à faire connaître, 

avec le développement de la fonction (i -+- a?)>\ dans laquelle p. désigne 

une quantité quelconque, deux autres développements que l’on ramène 

facilement.au premier, savoir, ceux des fonctions

A* et L ( i -+-#),

A désignant une constante positive, et L la caractéristique des loga

rithmes dans un système choisi à volonté. En conséquence, nous allons 

résoudre l’un après l’autre les trois problèmes qui suivent :

P r o b l è m e  I. — Développer, lorsque cela se peut, la fonction

(i 4- #)!*

en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et 

entières de la variable x .

Solution. — Si d’abord on suppose \x =  m ,m  désignant un nombre 

entier quelconque, on aura, par la formule de Newton,

, , m ' m ( m  —  i)
(i 4- x ) m =  I 4---- x  -\----------------- xX I 1.2

La série dont la somme constitue le second membre de cette formule 

est toujours composée d’un nombre fini de termes; mais, si l’on y 

remplace le nombre entier m par une quantité quelconque p., la nou

velle série que l’on obtiendra, savoir

(5)
F -(P - i)- - U y • >

se trouvera composée en général d’un nombre indéfini de termes, et 

sera convergente seulement pour des valeurs numériques de x  infé

rieures à l’unité. Soit, dans cette hypothèse, f(p .) la somme de la nou

velle série, en sorte qu’on ait

( i 5 ) <p (p) —  i +  ^ x  4- ‘ -¿c*+  . . .  ( x = z  —  i ,  ¿ r= :4- i ) .

En vertu du théorème I (§ I), <p(p.) sera fonction continue de la va-
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riable p. entre des limites quelconques de cette variable, et l’on aura 

{voir le théorème III, corollaire IY)

( 16 ) <p(p)<p(p') =  ? (f *  +  p ' ) ·

Cette dernière équation étant entièrement semblable à l’équation (2) 

du Chapitre Y (§ I) se résoudra de la même manière, et l’on en con

clura
?(p) =  [?(01il= ( I +  ®)|A·

La valeur de <p(p.) étant ainsi déterminée, si on la substitue dans la 

formule ( i5), on trouvera, pour toutes les valeurs de a?comprises entre 

les limites x  — — 1, x  =  +  x,

(2 0)  (1 4 - x)V-=  x -4-  — x  -1- l x  — — 1, ,* =  4 - 1 ) .
I 1 . 2

Lorsque la valeur numérique de x  devient supérieure à l’unité, la 

série ( 5), n’étant plus convergente, cesse d’avoir une somme, en sorte 

que l’équation (20) ne subsiste plus. Dans la même hypothèse, il 

devient impossible, ainsi qu’on le prouvera plus tard à l ’aide du Calcul 

infinitésimal, de développer la fonction (1 4 -a;)11 en série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la va

riable x.

Corollaire 1. — Si dans l’équation (20) on remplace p par  ̂et x  par 

0.x, a désignant une quantité infiniment petite, on aura, pour toutes les 

valeurs de a x  renfermées entre les limites — t , +  1 ,  ou, ce qui revient 

au même, pour toutes les valeurs de x  renfermées entre les limites
I I

-------- , - f -  - ,
a  a

(1 h-  a x ) * — 1 H- -  -h —  (1 —  a )  -----(i  —  °0 ( i  —  2 oc) H - . . ,
1 1 . 2  1 . 2 . 3

( * = - ! ,  * = + £ ) ·

Cette dernière équation devant subsister, quelque petite que soit la 

valeur numérique de a, si l’on désigne à l ’ordinaire, par l’abrévia

tion lim placée devant une expression qui renferme la variable a, la
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limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 

numérique de a décroît indéfiniment, on trouvera, en passant aux 

limites,

( 21 )  lim ( r + a ^ 7 ) a ~ i - f -  — +  — — 1---- ^ 5 + . . .  (x — — 00, x  =  +  °°).
' I 1.2 I .2.0-

II reste à chercher la limite de (1 -t-a#)“ . Or, en premier lieu, on 

tirera de là formule précédente

lim (i -+- a ) a =  1 4- — H--- ---- 1---- ~ + . . . ,
'  ' I 1.2  I . 2.3

o u ,  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,

t
( 2 2 )  l i m ( n -  a ) a =  e,

e désignant la base des logarithmes népériens \voir\ç> § I, équat. (6)J. 

On en conclura immédiatement

1
] i m ( i  -t- ctx)ax' =  e,

et, par suite,
i  f  — ] æ

l i m ( i  + « ; » ) “ =  l i m  [ ( i  +  a i c ) a x J =  e* .

Simaintenanton remet la valeur de lim (n -  a#)“ dans l’équation (21), 

on obtiendra la suivante :

(23)
X X 1

e* — M-------1-------
1 1 . 2

x 3
1.2.3

(x =  — 00, x — +  00).

O n  p o u r r a i t  a r r i v e r  d i r e c t e m e n t  à  l ’ é q u a t i o n  ( 23 )  e n  o b s e r v a n t  q u e  

l a  s é r i e

( 6 )
X x * X 3

1, ----- )
I 1 . 2 1 . 2 . 0 *

est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable x ,  et 

cherchant la fonction de x  qui représente la somme de cette même
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série. En effet, soit «¡>(x) la somme do la série (6) qui a pour terme 

général
x n

1.2.à... fl’

9(y )  sera la somme do la série qui a pour terme général

y n
i .2 . 3 . . . n ’

et (en vertu du théorème YI, § III) le produit de ces deux sommes 

sera la somme d’une nouvelle série qui aura pour terme général

X n  X n ~ l  V

-----5----1---1-------ô------------ ----H. · ·I .2.0. . .fl 1.2.0. .. ( « — l ) l
x  y n - 1  ̂ y i  _  ( ¿ c  +  y ) »

I 1 . 2 . 3 .  . . ( f l  —  I ) I . 2 . 3  . . . /i  1 . 2 . 3 . . . «

Ce produit sera donc égal à 9(3? 4-y ) , et par suite, si l’on fait

, . X  X * X *
(D \ X j  —  1 H----H- — “ "H o · · · >T /  1 1.2 1.2.0

la fonction <p(x) vérifiera l’équation

9(x) ?(/) =  +.y)·

En résolvant cette équation, on en tirera

?(*) = ’[,P.(I)]a=  (> +  7 +  772 +  TTYT3 + -

tp ( x ) =  e x .

c’est-à-dire

Corollaire II. — Si, après avoir retranché l’unité de chaque membre 

de l’équation (20), on divise les deux membres par p., l ’équation que 

l’on obtiendra pourra s’écrire ainsi qu’il suit :

(l - h  x ) V ·— I ' sp S

{ x ~ — l , x ~ + l ) · ,
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et, si dans cette dernière on fait converger p. vers la limite zéro, on 

trouvera, en passant aux limites,

( >4 )
(i +  *)!*·— i

lim ------- ------
y

xs x3
— X -----H— n— h . . · .2 á

De plus, comme en désignant par 1 la caractéristique des logarithmes 

népériens pris dans le système dont la base est e, on a évidemment

i -(- x  =

(i +  a:)!A=etll<1+*) =  i + pl(i H- x )
i

^[1(1 +  *)]» 
I . 2

on en conclura

(i 4- x)P— i
¡J. =  l(i +  x) +   ̂[l(i 4- *)]s4- . ..

et, par suite,

/ 1- (i 4- *)lx— I ,
(25) lim------- ------ =  l(i +  *)·

p.

Cela posé, la form ule ( 24) deviendra  

(26) 1 (1 4 - * ) = « - — + ? - ' . . .2 O ( x  =  — 1, x  = +  1).

L’équation précédente subsiste tant que la valeur numérique de x  

reste inférieure à l’unité; et, dans ce cas, la série

(27)
X3
T ’ 9 x n

n

est convergente, aussi bien que la série (4)> qui en diffère seulement 

par les signes des termes de rang impair. Les mêmes séries devenant 

divergentes, dès qu’on suppose la valeur numérique de x  supérieure 

à l’unité, l ’équation (26) cesse d’avoir lieu dans cette hypothèse.

Dans le cas particulier où l’on prend x  — 1, la série (27) se réduit 

à la série ( 3) du troisième paragraphe, laquelle est· convergente,
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comme on l’a fait voir. L’équation (26) doit donc alors subsister, en 

sorte qu’on a

(28) =  +

Si l’on prenait au contraire x  — — 1, la série (27) deviendrait diver- 

gente et n’aurait plus de somme.

On peut remarquer encore que, si après avoir écrit -  ® au lieu 

de x  dans la formule (26), on change à la fois les signes des deux 

membres, on obtiendra la suivante

(29) 1( t i~ ;)  =  Æ!+ 7  + y  + - ·· (* =  ->» ®=+O*

P r o b l è m e  II. — Développer la fonction

A*,

dans laquelle A désigne un nombre quelconque, en série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x .

Solution. — Désignons toujours par la caractéristique 1 les loga

rithmes népériens pris dans le système dont la base est e. On aura, 

d’après la définition même des logarithmes,

A  =  e ' ( A ) ,

et l ’on en conclura

( 3 0 )  k x =  exl(AK

Par suite, en ayant égard à l’équation ( 23), on trouvera

( A~ =  i | g  K A) +  * 2[ I( A ) P  ¿g3 [1 (A)]3
( 31)  ] 1 1 . 2  1 . 2 . 3  · "

( ( #  = — 00,  X  = +  00).

Cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs réelles pos

sibles de la variable x .

P r o b l è m e  III. — La caractéristique L désignant les logarithmes pris
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dans le système dont la base est A, développer, lorsque cela se peut,· la 

fonction
L ( i  +  x )

en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières 

de la variable x .

Solution. — Désignons toujours par 1 la caractéristique (les loga

rithmes népériens. On aura, en vertu des propriétés connues des 

logarithmes,

L ( i  -+- x )  —
L ( r -t- _1 (r -1- x )

L(A)'  ~  1( A )  ’

et par suite, en ayant égard à l’équation (26), on trouvera, pour 

toutes les valeurs de x  comprises entre les limites — x, -+-t,

(3a) L( 1 -h ¿p) =  f(X) — T  +  T ~ " ' )  ( * = — J> * = +  O-

Cette dernière formule subsiste dans le cas même où l’on prend x  =  1 ; 

mais elle cesse d’avoir lieu lorsqu’on suppose x  =  — 1 ou æ! > i .
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CHAPITRE VIL

DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DE LEURS MODULES.

T

§ I. — Considérations générales sur les expressions imaginaires.

' En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com

binaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même ou 

à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit natu

rellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes 

celles qui, prises à la lettre et interprétées d’après les conventions 

généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des

quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant et altérant 

selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles 

qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou équations symbo

liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’écrire sous 

une forme abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C’est 

ce qu’on a déjà vu dans le second paragraphe du troisième Chapitre, 

où la formule (9) fournit une valeur symbolique très simple de l’in

connue x  assujettie à vérifier les équations‘ (4 ). Parmi les expres

sions ou équations symboliques dont la considération est de quelque 

importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que l’on a 

nommées imaginaires. Nous allons montrer comment on peut être 

conduit à en faire usage.

On sait que les sinus et cosinus de l’arc a -+- b sont donnés en fonc

tion des sinus et cosinus des arcs a et b par les formules

cos(<z +  b) =  cosa cos b — siiia sin b, 

sin ( a -4- b ) =  sin a cos b +  sin b cos a.

Œuvre» de C. —  S .  I l ,  t .  I I I . 20
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort 

simple de les retrouver à volonté. Il suffit, en effet, d’avoir égard à la 

remarque suivante.

Supposons que l’on multiplie l’une par l’autre les deux expressions 

symboliques .
cos a -b y/— i sina, 

cos b -h y/— i sinê,

en opérant d’après les règles connues de la multiplication algébrique,, 

comme si y/ — i était une quantité réelle dont le carré fût égal à — i. 

Le produit obtenu se composera de deux parties : l’une toute réelle, 

l’autre ayant pour facteur y/ — i ; et la partie réelle fournira la valeur 

de cos ( a b ) ,  tandis que le coefficient 'y/-  i fournira celle de 

sin(aH-ft). Pour constater cette remarque, on écrit la formule

Cos(rt H- 6) -h y/— i sin(a -b b)

— (cosa'-b y/— i sina) (cosè -b y/— i sinè).

Les trois expressions que renferme l’équation précédente, savoir

cosa -b y/— i sina,

Cos b -b y/— i sin&, ' 

cos (a -b b) -b y/— i sin(a -b b),

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpréter d’après 

les conventions généralement établies, et ne représentent rien de réel. 

On les a nommées pour cette raison expressions imaginaires. L’équa

tion (2) elle-même, prise à la lettre, se trouve inexacte et n’â pas de 

sens: Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier lieu, déve

lopper son second membre par la multiplication algébrique, ce qui 

réduit cette équation à

cos(a -b b) -b y/— 1 sin(a -b b)

=  cos a cos b — sina sinft -b y/— 1 (sina cos b -b sinè cos a).

Il faut, en second lieu, dans l’équation ( 3), égaler la partie réelle du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PREMIÈRE PARTIE. -  CHAPITRE VII. 155

premier membre à la partie réelle du second, puis le coefficient de 

y/— i dans le premier membre au coefficient de y/— i dans le second. 

On est ainsi ramené aux équations (i) que l’on doit considérer comme 

implicitement renfermées l’une et l’autre dans la,formule (2).

En général, on appelle expression imaginaire toute expression sym

bolique de la forme
oc —l·- ê y/—  1 ,

a, ë désignant deux quantités réelles; et l’on dit que deux expres

sions imaginaires

sont égales entre elles, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre : i° entre 

les parties réelles a et ë\ 20 entre les coefficients de \ j —  i,  savoir ë 

et S. L’égalité de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle 

de deux quantités réelles, par le signe = ,  et il en résulte ce qu’on 

appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire 

n’est que la représentation symbolique de deux équations entre quan

tités réelles. Par exemple, l ’équation symbolique

« +  s  y/—  I y +  à y/—  l 

équivaut seule aux doux équations réelles

oczzzy, ■ 6 =  <5.

lorsque, dans l’expression imaginaire

le coefficient ë de \J— 1 s’évanouit, le terme 6 y/— 1 est censé réduit à 

zéro, et l’expression elle-même à la quantité réelle a. En vertu de 

cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 

cas particuliers, les quantités réelles.

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que 

les quantités réelles, aux diverses opérations de l ’Algèbre. Si l ’on 

effectue en particulier l’addition, la soustraction ou la multiplication
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d’après 

les règles établies pour les quantités réelles, on obtiendra pour 

résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle 

la somme, la différence ou le produit des expressions données; et l’on 

se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, cette 

différence ou ce produit. Par exemple, si l’on donne seulement deux 

.expressions imaginaires

a +  S\/~ï> y 3s/—"i,
on trouvera

(4 ) (a  +  ë y/ — i )  -t- (y  -t- à \J— i )  =  «  +  y +  (ê  H- à)'\f— i,

(5 ) (a  -t- ëv/~~ï) — (y  ■+■ ï )  =  «  — y 4- (ê  — à) \/~i,

(6 ) (a  +  6 y/— i )  X (y  +  âv/— 0  =  a'i — êâ +  («à +  ëy ) i.

Il est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expres

sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binômes réels, 

restera le même, dans quelque ordre qu’on multiplie ses différents 

facteurs.

Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c’est 

trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la 

seconde, reproduise la première. Le résultat de cette opération est le 

quotient des deux expressions données. On se sert pour l’indiquer du 

signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple,

a-f- § \J— i 
y -t- 6 \J— i

représente le quotient d-es deux expressions imaginaires

a +  6^— 1, y 6 \/— i.

Elever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m dé

signant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs 

égaux à cette expression. On indique la puissance /niéme de a 4- 6 \f— i 

par la notation

( a + p v ^ i) " 4·

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PREMIÈRE PARTIE. -  CHAPITRE VII. 157

Extraire la racine rcieme de l’expression imaginaire a +  S\j— i ,  ou, 

en d’autres termes, élever cette expression à la puissance du degré

 ̂ (n désignant un nombre entier quelconque), c’est former une nou

velle expression imaginaire dont la puissance rcième reproduise 

a -t~ 6 y/—■ i . Ce problème admettant plusieurs solutions (voir le §IV), 

il en résulte que l’expression imaginaire a-t-6y/— i a plusieurs 

racines du degré n. Lorsque nous voudrons désigner indistinctement 

l’une quelconque d’entre elles, nous emploierons la notation

\d<x -+- S y/—  i

ou la suivante

((a-t-6y/^T))'!.

Dans le cas particulier où S s’évanouit, « +  S ^ - i  se réduit à une 

quantité réelle a, et parmi les valeurs de l’expression

W* =  ((«))"

il peut s’en trouver une ou deux de réelles, comme on le verra ci- 

après.

Outre les puissances entières et les racines correspondantes des 

expressions imaginaires, on a souvent à considérer ce qu’on appelle 

leurs puissances fractionnaires ou négatives. On doit faire à ce sujet 

les remarques suivantes.

Pour élever l’expression imaginaire & -h 6 y/^i à la puissance frac

tionnaire du degré il faut, en supposant la fraction ™ réduite à sa 

plus simple expression : i° extraire la racine rième de l’expression 

donnée; 2° élever cette racine à la puissance entière du degré m. Le 

problème pouvant être résolu de plusieurs manières (voir ci-après le 

§ IV), nous désignerons indistinctement l ’une quelconque des puis

sances du degré — par la notation
;n

( («+ gy/zr;))re.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



158 COURS D’ANALYSE.

Dans le cas particulier où 6 se réduit à zéro, une ou deux de ces puis

sances peuvent devenir réelles.

Elever l’expression imaginaire a +  6\/— i à la puissance négative 

du degré — to, ou — ou — c’est diviser l’unité par la puissance

du degré to, ou o u  ~  de la même expression. Le problème admet

tant une solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu

tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degré

— to par la notation simple

( a +  6v/= l)-"‘,

tandis que les deux notations

. . ((a +  6v/-~')) ",

représentent, la première, une quelconque des puissances du degré

— et la seconde une quelconque des puissances du degré — ~

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées l’une à

l’autre, lorsque ces deux expressions ne diffèrent entre elles que par 

le signe du coefficient de \/— i. La somme de deux semblables expres

sions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En effet les deux 

expressions imaginaires conjuguées

a H- ê — i , « — 6 y / — i

donnent pour somme 2a et pour produit et2 ■+■  S2. La dernière partie 

de cette observation conduit à un théorème relatif aux nombres, et 

dont voici l’énoncé : ! ‘ .

T h é o r è m e  I. — Si l ’on multiplie l ’un par l ’autre deux nombres entiers 

dont chacun soit la somme de deux carrés, le produit sera encore une 

somme de deux carrés. ’

Démonstration. —  Soient

a2+6% «'*+6'*
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les deux nombres entiers dont il s’agit, a2, 62, a'2, 6/2 désignant des 

carrés parfaits. On aura évidemment les deux équations

(a  -t- § i ) ( a ' + ë ' ^ — i ) =  < x x ' —  6§'+ (a6'+ a'ê) y/— i,

( a  — ë \ /—i)  ( a '— ë'y/ — i ) =  a a '— SS'— (aê '-(- a '6) \/— i ,

et, en multipliant celles-ci membre à membre, on obtiendra la sui

vante

(7) («2+ ë 2)(a '2-t-6'2) =  (a a '— ê6')24-(aê'-t-« 'ê)2.

Si l’on échange entre elles dans cette dernière les lettres a' et 6', on 

trouvera

(8) (as+  ë2) (a '2+  ë'2) =  («6'— ac'Bf +  ( « « '+  êê')2.
i

Il y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés 

le produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux 

carrés. Ainsi, par exemple, on tire des équations (7) et (8)
I

(22-M )(32+  22) =  42lt-72= :I2+ 8ï ,

On voit par ces considérations que l’emploi des expressions imagi

naires peut être d’une grande utilité, non seulement dans l’Algèbre 

ordinaire, mais encore dans la Théorie des nombres.

Quelquefois on représente une expression imaginaire par une seule 

lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources do l’Analyse, et 

dont nous ferons usage dans ce qui va suivre.

§ II. — Sur les modules des expressions imaginaires 

et sur les expressions réduites.

Une propriété remarquable de toute expression imaginaire

« -t- ê y/— 1,

c’est de pouvoir se mettre sous la forme - .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



160 COURS D’ANALYSE.

p désignant une quantité positive et 0 un arc réel. En effet, si l’on 

pose l’équation symbolique ■

(i) a-t-Sy'— i =  p(cos9-+-\/— i sinô)

ou, ce qui revient au même, les deux équations réelles

a =  p cos0,

6 =  p sin 3,

on en tirera
a2 -4- 62 =  p2 ( cos2 6 sin2 8 ) — p2,

( 3 ) '  p =  t/5 * + 6*;

et, après avoir ainsi déterminé la valeur du nombre p, il ne restera, 

pour vérifier complètement les équations (2), qu’à trouver un arc 0 

dont le cosinus et le sinus soient respectivement

(4)

cos 5 =  

sin 8 =

a
ê2’ «

6
V/«2+ T 2’

Ce dernier problème est toujours soluble, attendu que chacune des

quantités a une valeur numérique inférieure à l’u-
 ̂ \Jai+  62 \/a2+ 6 2 .

nité, et que la somme de leurs carrés est égale à 1. De plus, il admet 

une infinité de solutions différentes, puisque, après avoir calculé une 

valeur convenable de l’arc 0, on pourra, sans changer ni le sinus ni le 

cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d’un nombre quelconque de 

circonférences.

Lorsque l’expression imaginaire a +  %\J— 1 se trouve ramenée à la 

forme
p(cosô-l- \J— isinô),

la quantité positive p est ce qu’on appelle le module de cette expres

sion imaginaire; et ce qui reste après la suppression du module, c’est-
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à-dire lo facteur
cosô +  V -  i sinô,

1G1

est ce que nous nommerons Vexpression réduite. Comme des quantités 

a et S supposées connues on ne déduit pour le module p qu’une valeur 

unique déterminée par l’équation (3), il en résulte que le module 

reste le même pour deux expressions imaginaires égales. On peut 

donc énoncer le théorème suivant :

T h é o r è m e  I. — Liégalité de deux expressions imaginaires entraîne tou

jours l ’égalité des modules et, par conséquent, celle des expressions ré

duites.

Si l’on compare entre elles deux expressions imaginaires conju

guées, on trouvera encore que leurs modules sont égaux. Le. carré du 

module commun à ces deux expressions ne sera autre chose que leur 

produit.

Lorsque dans l’expression imaginaire a +  6 j — i le second terme 6 

s’évanouit, cette expression se réduit à une quantité réelle a. Dans la 

même hypothèse, on tire des équations (3 ) et ( 4) : i° quand a est 

positif,
P = - - ja1,

et, par suite,

cos6 =  i, sinô =  o

9 — ±  ik'K,

k désignant un nombre entier quelconque; 2° quand a est négatif,

p =  v « 2,

• cosô ~  — i, sinô=o

et, par suite,
B =  ±  (ik 4- i)ir.

Ainsi le module d’une quantité réelle a n’est autre chose que sa valeur 

numérique , et l’expression réduite qui correspond à une sem

blable quantité est toujours -+-1 ou — i, savoir

-H  I =  cos(± 2kn) +  j — 1 sin(± 2/c t t) ,  

OEuvrcsdeC. — S. I I ,  t .  II I . 2 I
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lorsqu’il s’agit d’une quantité positive, et 

/
—  i =  c o s ( ±  2 k -+-itc) -+- y/—  t s in (± 2 A -t - i7 r ) ,

lorsqu’il s’agit d’une quantité négative.

Toute expression imaginaire qui a zéro pour module se réduit elle- 

même à zéro, puisque ses deux termes s’évanouissent. Réciproque

ment, comme le cosinus et le sinus d’un arc ne deviennent jamais 

nuis en même temps, il en résulte qu’une expression imaginaire ne 

peut se réduire à zéro qu’autant que son module s’évanouit.

Toute expression imaginaire qui a l’unité pour module est néces

sairement une expression réduite. Ainsi, par exemple,

co sa  +  y/—  i sin a, cos a - -  y/—  i sin a,

—  c o s a —  y/— i sin a, — cos a -+- \f— i sin a
f

sont quatre expressions réduites conjuguées deux à deux. Effectiye- 

ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule

cos# H-y/—  i sinô,

il suffira de poser successivement.

B — ±  T.kn:->r a, 9 —  ± 2 k v :  —  a,

Q =  ± . ( 2 k - \ - i ) n  +  a, 0 —  ±  (2 k +  i )n  —  a,

k désignant un nombre entier quelconque.

L e s  calculs r el at i fs  a u x  e x p r e s s i o n s  i m a g i n a i r e s  p o u v a n t  être s i m 
plifiés par la considération des expressions réduites,'il importe de 

faire connaître les principales propriétés de ces dernjères. Ces pro

priétés sont comprises dans les théorèmes que j e  vais énoncer.

T héorème II. — Pour multiplier l ’une par l ’autre deux expressions 

réduites
cos 9 -+- y/— 1 sin 0, cos 9' +  y/— 1 sinô', 

il suffît d ’ajouter les arcs 0 et 0' qui leur correspondent. · ·
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Démonstration. — On a, en effet,

(cosô +  i/— I sinô) (cosô '4- v/=rï  sinô')

=  cos(ô -h 0') 4- \f^i sin(ô h-  0').

Corollaire. —  Si dans la formule précédente on fait 0 =  —  6 , on 

trouvera, comme on devait s’y attendre,

(6) (cosÔ 4 - ^ — 1 sinô) (cosô — \J— i sinô) =  i.

T héorème III . — Pour multiplier les unes par les autres plusieurs 

expressions réduites

cosô 4- y/— i sinô, cosô' + y / — i sinô', cosÔ" 4- \J— i sinô", . . . ,

il suffit d ’ajouter les%arcs ô, 0', 0", ... qui leur correspondent.

Démonstration, -r- En effet, on aura successivement

( cos ô 4- j — i sinô) (cosÔ'4- sJ — j sinô')

=  cos(ô 4- ô') 4- j — i sin( ô 4- ô'),

(cosô  +  y / ^  sihô) (cosô '4-  v̂ -*· i sinô') (c osô"4- y/—  1 sinô")

=  [cos(Ô 4- ô' 4- y/— 1 sin(S 4- ô')] ( cos0"7+- — 1 sin S")

=  cos(ô 4- 6'4- ô") 4- j — 1 sin(Ô 4- Ô'4- ô"),

et, en continuant de même, on trouvera généralement, quel que soit 

le nombre des arcs 0, 0', 0", . . . ,

(cosô 4- "ïsinô)(cosô'4- j — 1 sinô')(cosÔ"4- j — 1 sinô")· · ■
(7) .__ .

=  cos(Ô 4- 0'4- 0"4-. . .) 4- j  — i sin( Ô 4- ô' 4- 0"4- . . . ).

Corollaire. — Si l’on développe par la multiplication immédiate le 

premier membre de l’équation (7), le développement se composera de 

deux parties, l’une toute réelle, l’autre ayant pour facteur \J — 1. Cela 

posé, la partie réelle fournira la valeur de

C0s(ô 4- 0 ' 4 -  0"4 - .  . ·),
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et le coefficient de \ ^ 1  dans la seconde partie la valeur de

sin(0 ·+- 0' +  0"+...).

Supposons, par exemple, que l’on considère seulement trois arcs 0, 

0', 0". L’équation (7) deviendra

(cos0 +  y/— x sinô) (cos0' +  y/— 1 sin0') (cos0"+ y/— 1 sin0")

=  cos(0 - + - 0' +  0") -1- y/^7 sin(0 +  0'-;- 0"),

et, après avoir développé le premier membre de cette dernière par la 

multiplication algébrique, on en conclura

cos(0 4- 0'+ 0") =  cos 0 cos 0'cos 0"-—cos 0 sin 0'sin 0"
— sin 0 cos0' sin 0" — sin 0 siu0' cos0",

sin ( 0 -+- 0' +  0" ) =  sin 0 cos 0' cos 0" 4- cos 0 sin 0' cos 0" '
H- cos0 cos0' sin 0"-t- sin 0 sin0' sin 0".

T héorème IV. — Pour diviser Vexpression réduite

par la suivante

cos0 -f- y/— 1 sin0 

cos0'-t- y/— 1 sin0',

il suffit de retrancher l ’arc 0', qui correspond à la seconde, de l ’arc 0 cor

respondant à la première.

Démonstration. — Soit x  le quotient cherché, en sorte qu’on ait

cos0 +  J — 1 sin0
X  : -  ------------- 1------ ---------·

cos0' +  y/— 1 sin0'

Ce quotient devra être une nouvelle expression imaginaire tellement 

choisie, que, en la multipliant par cos9'4- <J— x sinO', on reproduise 

cosO +  y/— 1 sinQ. En d’autres termes, x  devra satisfaire à l’équation

( cos 0' +  sin 0') x — cos 0 +  y/^7  sin 0.

Pour tirer de cette équation la valeur de x , il suffira de multiplier les 

deux membres par
cos B' — y/—-1 sin0'.
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On réduira de cette manière le coefficient de x  à l’unité {voir le théo
rème II, corollaire I), et l’on trouvera

x  — (cos0 -t- \j — i sinô) (cos0' — \¡— \ sin 0')

—  (cos0 -t- \J—  i sinô) [cos(—  0') +  \/—  i sin(— 0')]

=  cos(0 — 0') -+- \J— i sin(0 — 0').

On aura donc en définitive

COS0 -1- I Sin0 . „ fl/. /---- . / c ai \
(8) ----------- y— = ------- =  cos(0 — 0 ) -t-V— 1 s m ( 0 — 00.

cos0'-+- \/— I SÜ1 0 '

Corollaire. — Si dans l’équation ( 8 ) on fait 9 =  o, elle donnera

(q) ------------ ------------- 1----------:--------- —  =  cos0 '— J —  i sin0'.
cos0' +  \J— x sin0·'

Théorème Y. — Pour élever Vexpression imaginaire

cos0 +  \J--i  sin0

à la puissance du degré m {m désignant un nombre entier quelconque'), 

il suffit de multiplier dans cette expression l ’arc 9 par le nombre m.

Démonstration. - 'E n  effet, les arcs 9, 9', 9", ... pouvant être quel
conques dans la formule ( 7 ), si on les suppose tous égaux à l’arc 9 et 
en nombre m, on trouvera

(10) (cos0 ■+■  V—  ï sin0)"‘=  cos m 0 +  \j—  1 sinw0.

' Corollaire. — Si dans l’équation ( 10) on fait successivement 0 =  z, 

9 =  — z, on obtiendra les deux suivantes :

( ( c o s æ  +  q1— i  sins)"13 = cosms j sinmz,
(11) · __

( (cos« — — 1 sins)"1 — cosms — y 1 sinm-s. ,

Le premier membre de chacune de ces dernières, étant toujours un 
produit de m facteurs égaux, pourra être développé par la multiplica
tion immédiate de ces facteurs ou, ce qui revient au même, par la
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formule de Newton. Si, après avoir effectué le développement dont il 

s’agit, on égale de part et d’autre dans chaque équation : i° les parties 

réelles ; 2" les coefficients de \/ — 1, on en conclura

cos« 2  5 =  cosmÆ— m ̂ m— — cos™-2.s sin2z 
1.2

(.2)'

m(m  — 1 ) (m — 2 ) (m — 3)
1.2.3.4 cos™-4 s sin4 s — .

sin/wz =  — cos"1-1  ̂1 sin z

m(m  — i) (m — 2 ) 
1.2.3 C0S"'-3Z sin3 Z  -f-

On trouvera, par exemple, en supposant m =  2,

COS 25 =  COS25 —  sill25, 

sin 2z  — 2 sinz cosz ;

en supposant m =  3,

cos3z =  cos3z — 3 cosz sin2z, 

sin 3 5 =  3 cos2s sinz — sin3z,

T héorème VI. — Pour élever ïexpression imaginaire

cos0 -t- v/—  1 sinf?

à la puissance du degré —  m (m désignant ün nombre entier quel

conque), il suffit de multiplier dans cette expression l ’arc 0 par le 

degré — m. -

Démonstration. — En effet, d’après la définition que nous avons 

donnée des puissances négatives (voir le § I), on aura

(cos0 +\J— 1 sin0)- "!=  ---------- 1 _ -,----—  ----------- 1------------
(cos0 +  v — 1 sin0) cosmô-+-\/— 1 sin in 0

Par suite, en ayant égard à la formule (9), on trouvera

( i3) (co sô  4- \/—~î sinO)~m— cosm fl — y/ZT7 s in m 0
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ou, ce qui revient au même,

(14 ) ( c o s 0 -4- y/—  i s in0 )~"' =  cos(—  m&) +  y/—  i sin(—  mQ).

Après avoir établi, comme nous venons de le faire, les principales 

propriétés des expressions réduites, il devient facile de multiplier ou 

de diviser l’une par l’autre deux ou plusieurs expressions imagi

naires, quels que soient leurs modules, aussi bien que d’élever une 

expression imaginaire quelconque à la puissance du degré m ou — m 

( m désignant un nombre entier). On peut, en effet, exécuter simple

ment ces diverses opérations à l’aide des théorèmes suivants :

T héorème VII. — Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs 

expressions imaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions 

réduites qui leur correspondent par le produit des modules.

Démonstration. — Le théorème énoncé se déduit immédiatement 

de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs réels ou imagi

naires reste le même dans quelque ordre qu’on les multiplie. Soient 

effectivement

p(cos0 -h y/—  r sinô),  p'(cos0'-H-y/— isin0' ) ,  p"(cos0"-+- y/ —  i sin 0"), . . .
i

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p", . . .  désignent les 

modules. Lorsqu’on voudra multiplier entre elles ces expressions 

dont chacune est le produit d’un module par une expression réduite, 

on pourra, en vertu du principe qu’on vient de rappeler, former, 

d’une part, le produit de tous les modules, de l’autre, celui de toutes 

les expressions réduites, puis multiplier cjbs deux derniers produits 

l’un par l’autre. On trouvera de cette manière pour résultat définitif

(15 ) pp'p". . .  [ eo s (0  +  0'-+- 0" + . . . )  -Hy/—  i s i n (0  -1- 0' -t- 9" + . . .)].

Corollaire I. — Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 

une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des 

modules de toutes les autres.

Corollaire II. — Comme une expression imaginaire ne s’évanouit
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jamais qu’avec son module, et que, pour faire évanouir le produit de 
plusieurs modules, il faut nécessairement supposer l’un d’eux réduit 
à zéro, il est clair qu’on peut tirer du théorème YII la conclusion sui
vante :

Le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires ne peut 

s’évanouir qu autant que l ’une d ’elles se réduit à zéro.

T héorème VIII. — Pour obtenir le quotient de deux expressions imagi

naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions réduites qui leur 

correspondent par le quotient des modules.

Démonstration. — Supposons qu’il s’agisse de diviser l’expression 
imaginaire

p(cosô +  \/—i sinô), 

dont le module est p, par la suivante

p'(cosô'-i-  yj—  i sinÔ'),

dont le module est p'. Si l’on désigne par x  le quotient demandé, 
x  devra être une nouvelle expression imaginaire propre à vérifier 
l’équation

p ' ( c o s 0'-t- \J—  i s i nô ' )«  =  p(cos 9 -t- 1 sinô).

Pour tirer de cette équation la valeur de x , on multipliera les deux 
membres par le produit des deux facteurs

—,j cosí}' —  \J—  i s in0',

et l’on trouvera de cette manière, en écrivant —, au lieu de p
P . P

aa— -̂¡ [cos (P —  8') -t- —  i sin (9  — Q')\. 
P

On aura donc en dernière analyse

(16)
p ( c o s 0 ■-+- v —  i sin

d_ s*n- \  4  [ c o s (Ô —  9 ') H-V—  1 s in (0‘—  S')];_ î cin I Op' (c os Ô '+  v/—  1 sin#') P
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et, puisque, en vertu du théorème IV,

cos(0-0') +  V ^8 in (5 -0 ')

est précisément le quotient des deux expressions réduites

cos0-t- \f— i sin0, co sô '-i-v/~  sin0',

il est clair que, après avoir établi la formule (16), nous devons consi

dérer le théorème VIII comme démontré.

Corollaire. — Si dans l’équation (16) on fait 0 =  o, elle donnera

(17)
p '(c o s0' 4- y/— 1 sin

—r =  i(cOS0' —
5' )  P 'V

x sinïn0').

T héorème IX. —  Pour obtenir la mièmepuissance d ’une expression ima

ginaire (m désignant un nombre entier quelconque'), il suffît de multi

plier la mlème puissance de Vexpression réduite correspondante par la 

m,ème puissance du module.

Démonstration. — En effet, si dans le théorème VII on suppose les 

expressions imaginaires

p (cos0 +  y/—  1 sin0 ), 

p ' ( c o s 0' 4- y/ ^ 7  sin 61 ), 

p"(cos0"4-y/— 1 sin0"),

toutes égales entre elles et en nombre m, leur produit sera équivalent 

à la puissance mikme de la première, c’est-à-dire à

[p(cos0 +  y/“ i sin0)]"';

et, comme dans cette hypothèse l’expression ( i5 )  deviendra

p'"(cosmO 4 - y/— 1 sin/n0),

on aura définitivement

(18) [p(cos0 -4 \f— i sin0)]"*=:p'«(cos/n04- y/ —4  sin;w0).
OEuvres de C. — S. Il, t. III- 22
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L’expression réduite
cos ni 9 +  y/ — i sin m 9 

étant égale (en vertu du théorème Y) à

( cos 0-t-y/— i sin0)m,

il en résulte que, après avoir établi la formule (18), on doit considérer 

le théorème IX comme démontré.

T h é o r è m e  X. —  Pour élever une expression imaginaire à la puissance 

du degré — m (m désignant un nombre entier), il suffit de former les 

puissances semblables du module et de Vexpression réduite, puis de mul

tiplier ces deux dernières Vune par l'autre.

Démonstration. — Supposons qu’il s’agisse d’élever à la puissance 

du degré — m l’expression imaginaire

p (cos 9 -t- y/— i sin ô), '

dont le module est p. On aura, en vertu de la définition des puissances 

négatives,

[p ( cos 0 ~ r sin 0)]-
[p(cos0·-+· y/— i sin0)]'‘

l(cosmô-t- y!— t sinmâ)

Par suite, en ayant égard à la formule (17), on trouvera

[ p (cos0 -4-  y/— 1 sinô)] ~m =  (cosm0 — y/— 1 sinmô)
P

ou, ce qui revient au même,

(19) [p(cos 9 -+- y/ — 1 sinô)]-,”=  p-'re(cosm9 — y/— 1 sin/n 9).

Cette dernière formule réunie à l’équation ( i 3) fournit la démonstra

tion complète du théorème X.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R E M I È R E  p a r t i e . -  c h a p i t r e  y i i . 171

§ III. — Sur les racines réelles ou imaginaires des deux quantités +  i, 

— x, et sur leurs puissances fractionnaires.

Supposons que l’on désigne^par m et n deux nombres entiers pre

miers entre eux. Si l’on fait usage des notations adoptées dans le § I, 

les racines «ièmes de l’unité, ou, ce qui revient au même, ses puis

sances du degré  ̂ seront les diverses valeurs de l’expression

$ 7= ((0 )-;

et, de même, les puissances fractionnaires de l’unité, positives ou né

gatives, du degré ^  ou — seront les diverses valeurs de

m w
« o r  ou ((i)) ».

O n  e n  c o n c l u r a  q u e ,  p o u r  d é t e r m i n e r  c e s  r a c i n e s  e t  c e s  p u i s s a n c e s ,  il  

s u f f i t  d e  r é s o u d r e ,  l ’ u n  a p r è s  l ’ a u t r e ,  l e s  t r o i s  p r o b l è m e s  s u i v a n t s .

Problème I. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 

T expression

((O)"·

Solution. —  S o i t  x  l ’ u n e  d e  c e s  v a l e u r s ;  e t ,  a f i n  d e  l a  p r é s e n t e r  s o u s

la forme générale qui comprend à la fois toutes les quantités réelles et

t o u t e s  l e s  e x p r e s s i o n s  i m a g i n a i r e s ,  s u p p o s o n s

* ·
x  —  /· (  c o s  t \J—  i s i n  t),

r désignant une quantité positive, et t un arc réel. On aura, d’après la
1

d é f i n i t i o n  m ê m e  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( ( i ) ) n ,

( i )  X n =  I

ou, ce qui revient au même,

r n ( c o s n i  - h  v ^ T  s i n n t) —  i .
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On tirera de cette dernière équation (à l’aide du théorème I, § II)

cos/i£ 4- \ /— i sin nt =  i ,
et, par suite,

r  =  i,

cos/i£ =  i, s in« i= ;o ,  nt — ± i k i r,

, = ± î î î ,
n

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et t étant 

ainsi déterminées, les diverses valeurs propres à vérifier l’équation (i)  

seront évidemment comprises dans la formule

(2)
ikn , /----  . 2knx =  cos· ± y — i sm----·

E n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  ( ( i ) ) n s e r o n t  d o n n é e s  p a r  

l’équation

(3 )
2/c7T . 9.kv:.. a #t7i , /----  . a A 7t((i))" =  c o s ---- ±  y —  i s i n -----

Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproché du rapport -■

k i
La différence entre les deux nombres h, -  sera tout au plus égale à -  , 

en sorte qu’on aura

n n

k' i
— désignant une fraction égale ou inférieure à - ,  et, par suite, k' un 

nombre entier inférieur ou tout au plus égal à  ̂· On eh conclura

2kn , , 2k'v:
-------- =  2 / 1 7 1  ± ----------- >

fl fl

2/br , /—  . 2Î7T ïk 'i:  , ,—  . ‘ik 'it
cos —  ±  y — 1 sm----=  cos------ ±  y — i sm-------n  * n n  * n

Par conséquent, toutes les valeurs de ((i))n seront comprises dans la 

formule
2 k'n . /— : 2 k'

n
, /---  · an ncos-----±  y — i sin ■
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si l’on y suppose k' renfermé entre les limites o, ou, ce qui revient 

au même, dans la formule (3 ), si l’on y suppose le renfermé entre les 

mêmes limites.

Corollaire /. —  Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 

nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, sont res

pectivement
n — 2 n

Pour chacune de ces valeurs de k, la formule ( 3) fournit en général
I_

deux valeurs imaginaires conjuguées de l’expression ((i))% c’est- 

à-dire deux racines imaginaires de l’unité conjuguées et du degré n. 

Seulement, on trouve, pour k — o, une racine réelle -m , et, pour 

k — >̂ une autre racine réelle — i. En résumé, lorsque n est pair, 

l’expression

((>)?

admet deux valeurs réelles, savoir

- 4- 1 ,  —  X ,

avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir

2 n /  . 2 ncos----- v—- 1 sin — ,n n
471 ,-----  . 4 TTcos------\J— i sin — ,n n

•............ ' ........................ J(n —  2)7T /----- . (n —  2) 7Tcos  ----- ----- v — 1 Sin '------ ·n n
Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à n.

Supposons, par exemple, n =  2. On trouvera qu’il existe deux va

leurs de l’expression

((!))%

cos·2 TC

n

4 tt

/---  . ü II■ 1/— i sin — , T n

Il 71 I---  . 4 XX,,, . cos---- h y — i sin —  >
(4) < n n

(n —  2) 7:  ,---  . (11 —  2) TTcos -x----- -— h y/— 1 sin '----- —,
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ou, ce qui revient au même, deux valeurs de a; propres à vérifier l’é

quation
x “- — I,

et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont respectivement

+  1, — I.

S u p p o s o n s  e n c o r e  // =  4· O n  tr o u v e r a  q u ' i l  e x is te  q u a tr e  v a le u r s  de
l’expression

((i)Â

ou, ce qui revient au même, quatre valeurs de x  propres à vérifier 

l ’équation
X l  —  l .

Parmi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir

+  1, — I.

Les deux autres sont imaginaires et respectivement égales, la pre

mière à
TT i------ - . . 7Tcos — h v— i sin - =  -+- 

- 2 V 2

la seconde à

cos - — \J— i sin — =  — v/=7.2 V 2

Corollaire IL — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que le 

nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, sont res

pectivement
Il  —  I

O, J, 2, « · · j “ *

Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en général
1

deux valeurs imaginaires conjuguées de l’expression ((i))", c’est- 

à-dire deux racines imaginaires conjuguées et du degré n. Seulement, 

on trouve, pour k =  o, une racine unique et réelle, savoir -4-1. En 

résumé, lorsque n est impair, l ’expression

((0)
1
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admet, avec la seule valeur réelle

-h I,

n — i valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir

(5)

2 7T COS--- /----  . 2 7T-■h y — i sin — ? 2 7T COS--- /----  . 2 7T— V/ — I SUl ---yn v n n v 11

ù, n 
cos —  n

f—  .
-h \J— 1 sin — , Y n

4 7TCOS---n
/—  . 4 TT— V— 1 sin —  3n

(n - cos -—-i)? :  ,— -  . (« —1)71— ----- h V— 1 sin v-------—,n y n
(n-

• cos ----— i) 7T /----  .---------- \ — 1 S1Un v
(« — i ) 7T

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à n.

Supposons, par exemple, n =  3. On trouvera qu’il existe trois va

leurs de l’expression

((<))*.

ou, ce qui revient au .même, trois valeurs de x  propres à vérifier l’é

quation
x i =  r,

et que ces valeurs, dont une est réelle, sont respectivement

2 7T /---- . 2 7T 2 71 ,----  . 2 7Ï
cos-^- H-y— 1 sin-ô-> cos—----

De plus, le côté de l’hexagone étant, comme on sait, égal au rayon, et 

le supplément de l’arc sous-tendu par ce côté ayant pour mesure 

on obtiendra facilement les équations '

X
2 7: î . 2 7 ; 3'2

c o s -5 - = ----3 Sin-rr-rr-i-----,
3 2 3 2

en vertu desquelles les valeurs imaginaires de l’expression ((i))3 se 

réduisent à

• - i - ' d ,
2
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Corollaire III. — n désignant un nombre entier quelconque, le

nombre des valeurs, soit réelles, soit imaginaires, de l’expression 
1

((i))'\ ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs de x  pro

pres à vérifier l’équation aP=  i restera toujours égal à n.

Problème II. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 

l ’expression
fit

((0)T-

Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux,
m

on aura, d’après la définition même de l’expression ((r))",

((i))" =  L((0)=J ;

puis, en remettant pour ((i))" sa valeur générale tirée de l’équa

tion (3 ), on trouvera

et, par suite, 

( 6 )

ikn  ---  .
cos---- ±  J sin

n

m

2 m.ikr. , ,- - - -  . m .'ik iz
((i))"=rcos-------  dry— < sin---------

Pour déduire de cette dernière formule toutes les valeurs de ((i))", 

il ne reste qu’à donner successivement à k toutes les valeurs entières

c o m p r is e s  e n tre  o et  S o ie n t  lé, k" d e u x  d e  c e s  v a l e u r s  s u p p o s é e s  

inégales. Je dis que les cosinus

7)1 . 2 /c' 7T
c o s ----------->n

m.2k,rn
c o s ----------a

seront nécessairement différents l ’un de l’autre. En effet, ces cosinus 

ne pourraient devenir égaux que dans le cas où les arcs qui leur cor

respondent seraient liés entre eux par une équation de la forme

m.’ik'n , . . m.2k”Tt *
--------  = ±  2/i7l ±  -------- >n n
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h désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation

. m { z t  k l  ±1 k U )

h = -------------- - ·n

Il faudrait donc, puisque m est premier à n, que ±  k' ± k "  fût divisible 

par n, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, les nombres k', k" 

‘étant inégaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser '-n, leur somme 

ou leur différence est nécessairement inférieure à n. Ainsi, deux va

leurs différentes de k comprises entre les limites o et fournissent 

deux valeurs différentes de
m . i k ' Kcos--------

n

On conclut aisément de cette remarque, que les valeurs réelles ou
m

imaginaires de l’expression ((i))'1 données par l’équation (6) sont en
1

même nombre que les valeurs réelles ou imaginaires de ((i))n déter

minées par l’équation ( 3). De plus, comme on a évidemment

m . i k - K  ,-----  . m  . 2  k T z \ n . , , . , —  . . , .
cos--------±  y — i sin---------  ~  cos(m.2/ï7r) ±  y— i sin (m.a«u) =  r,

m
il en résulte que toute valeur de ((i))" est une expression réelle ou 

imaginaire dont la puissance n équivaut à l ’unité, par conséquent une

valeur de ((i))'!. Ces observations conduisent à la formule

( 7 )

m 1
((■ ))“ ==((!))".

dans laquelle le signe =  indique seulement que l’une des valeurs du 

premier membre est toujours égale à l’une des valeurs du second.

P r o b l è m e  III. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 

l ’expression
m

((O)- "·

Solution. — On aura, d’après la définition des puissances négatives,

m
((» ))"=

((«))“
OEuvrcs de C. —  S. I l , t. III. 23
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puis, en remettant pour ((i))" sa valeur générale tirée de l’équa

tion (6), et ayant égard à la formule (9) du paragraphe précédent,

( 8 ) (('))
m
n z= COS

m. 2 k 7r 
n

- . m .ik 'TT
1 s in ---------n

Il suit de cette dernière équation que les diverses valeurs de ((1)) "
m

.sont les mêmes que celles de ( ( i))\  et par conséquent égales à celles 
1

de ((i))"· On a donc

(9) ((1))"" = «or»
le signe =  devant être interprété comme dans 1 équation (7). 

Corollaire. — Si l’on fait m =  1, la formule (9) donnera

(10) . ((«)) *=«or·
Supposons maintenant que l’on cherche les racines et puissances 

fractionnaires, non plus de l’unité, mais de la quantité 1. Les îa- 

cines /pemes de cette quantité, ou, ce qui revient au môme, ses puis

sances du degré —, seront les diverses valeurs de 1 expression 
0 n

■ yj—i -((-or;

et de même, les puissances fractionnaires de 1, positives ou néga

tives, du degré — ou — — > seront les diverses valeurs de 
. 0 n n

irt .
«—or °u ((—o) “·■

En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances, il 

suffira de résoudre l’un après l’autre les trois nouveaux problèmes

que je vais énoncer.

Problème IY. —■ Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginai! es de 

Fexpression

«-or·
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Solution. — Soit
iCr=7’ (cOSÎ +  y / ^ l  s in f)

l’une de ces valeurs, r désignant une quantité positive, etü un arc réel. 

On aura, d’après la définition même de l’exprûssion ((— i))",

(il) x n—— l

ou, ce qui revient au même,

/■ "(cos/U +  1 sin/ii) =  — i.

On tirera de cette dernière équation (à l’aide du théorème I, § II),

/■ " =  i ,

cos nt h- — i sin nt =  — i,

et, par suite,
'’ F 1*

cos«f =  — i, sin nt — o, ' nt — ±  (2 k  -+-1) n,

, (2/c +  i)n
t  ~  ze: ---------------------- >11

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et t étant 

ainsi déterminées, les diverses valeurs de x  propres à vérifier l’équa

tion (11) se trouveront évidemment comprises dans la formule

(12) : COS
( 2k  -t- i)ir sin ( 2k  -f- l)7T

En d’autres termes, les diverses valeurs de ((— i))B seront données 

par l’équation

. ( 2 k -hi)r. , ,---- . (2 A: -+-1 ) 7r( 13 ) (.(— 1))" =  cos  -----------— ± 1/ — i s i n i --------- — ·, "  "  n n

Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproché du rapport 

2*.~ ti. La différence entre les deux nombres h, +  *■ sera évidem-‘2 fi n
ment une fraction de numérateur impair, inférieure ou tout au plus
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égale à on sorte qu’on aura

2 k -4- I
2 II — h ± 2 k' -H I

------------------------ J2 n

2k' 1  désignant un nombre impair égal ou inférieur à n. On en con
clura

cos

(2 A —·— I) TT , , 2ÎJ +  l)n
n n

( 2k - \ - \ ) - K  , ------  . ( a A: H- i ) tc ( 2 A '- H i ) 7t
v -  '  ---  . ü . n ^ ------------ —  —  CO S - ----------------- ': y — i sin ■ ± v  — i sin

(2/ç'4- I)TC

Par conséquent toutes les valeurs de ((— i))n seront comprises dans 

la formule

co s
( 2 k ' - * -  i ) tc 

n
(2 k' + i) tc 

n

si l’on y suppose 2k' -k- 1 renfermé entre les limites 0, n, ou, ce qui 
revient au même, dans la formule (r3), si l’on y suppose 2k ■ +-1 ren

fermé entre les memes limites.

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 2k -t-1 

peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sont respectivement

1 , 3,  5 ,  . . . ,  «  1 ·

Pour chacune de ces valeurs de i k  -+-1, la formule ( i3) fournit tou-
l_

jours deux valeurs imaginaires conjuguées de l’expression ((— 1))". 

Par suite, cette expression, dans le cas que nous considérons ici, 

n’admet point de valeurs réelles, mais seulement n valeurs imagi

naires conjuguées deux à doux, savoir :

0 4 )

TC
COS -  n

1------  . TC
+  V - I  s i n - , h

3 tc ,—co s----- h y/—/» T i sin 37T

TT y------  . TT
co s-  — v — I Sin -  În y n A

3 TC /----- . 3 TC
co s------- v — 1 sin —  >n T n

( n  —  i ) tc /----  . ( n  —  i ) tccos -------- ----- h y  — 1 sin  ------- — ,n v n cos
( n — 1 ) tc /—  . ( n — 0i------- ------ V— 1 s in ----------- -1 n
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Supposons, par exemple, n — 2. On trouvera qu’il existe deux
t

valeurs de l’expression ((— i))**, ou, ce qui revient au même, deux 

valeurs de x  propres à vérifier l’équation

, =  — I,

çt que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sont respectivement

7c /—  . 7c /-----cos — H v — i sin -  =  -t- y — 1, 
2 v 2

7T /----  . 7T y- - - -cos - — sj— ï sin - =  — v — 1 · 2 v 2

Supposons encore n =  4 · On verra qu’il existe quatre valeurs de 
±

l’expression ((— 1))*, ou, en d’autres termes, quatre valeurs de x  pro

pres à vérifier l’équation
v Xk— — 1 ;

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules

co s^  dz \J—— . 7C 
I SUl 7 y

4

3 TC ,---- . 3 TC
cos —r  ±  v — 1 sin -7- > 

. 4 4

ou, ce qui revient au même, dans la seule formule

1 7T . /----- · TCdr cos 7 ±  v — 1 sin T-4 . 4
Comme on a d’ailleurs

TC . T C  Icos-7 =  sin T =  ,
4 4 ^ / 2

on trouvera définitivement

((— o )* = ±  i d z - ^ y - i .
2 2 2 2

Corollaire II. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que 

2Æ-1-1 peut recevoir sans sortir des limites o et n sont respective

ment
1» 3, 5, . . . , n — 2, n.
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Pour chacune de ces valeurs de 2k +  1, la formule ( i 3) fournil en gé-
1

néral deux valeurs imaginaires conjuguées de l’expression ((— i))'\

c’est-à-dire deux racines imaginaires de — 1 conjuguées et du degré«.

Seulement on trouve, pour 2Æ +  1. =  n, une racine unique et réelle,
a

savoir — 1. En résumé, lorsque n est impair, l’expression ((— 1))" 

admet, avec la seule valeur réelle

n — 1 valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir

(i5)

TC ,---
COS- -f- y —

- . TT1 sin -  > n
7tcos-
n

- y _ — . 7T1 sin- 5 n

3 TT ,—
ces---- h v —n

- . 3 7t 
i sin —  > n

3711 COS---n -v / =
— . 3 r 1 sin — , 

n

(n — 2)77
COS---------- H

!---  . (n — 2)7,-y —1 Sin-------— , (n- 
cos —̂

-2) TT /---  . ( «— 2) 7T- y —1 sin -------—

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à n. 

Supposons, par exemple, n =  3 . On trouvera qu’il existe trois va-
i.

leurs de l’expression ((— i))3, ou, ce qui revient au même, trois 

valeurs de x  propres à vérifier l’équation

'  X % —  —  I ,  ·

et que ces valeurs, dont une est réelle, sont respectivement

cos 71 , ./—~ .77 I ■
77 +  V ~  I sin -  =  - -h 
o 6 2

i

tc /—— .TT 1 3 2 /—
cos  ̂— y — isin-5 = ------- y/— 1 ·

O 3 2 2 V

Corollaire III. — n désignant un nombre entier quelconque, le 

nombre des valeurs, soit réelles, soit imaginaires, de l’expression

((— >))"» ou’ ce qui revient au même, le nombre des valeurs de x  

propres à vérifier l’équation a?" =  — 1, restera toujours égal à n.

\
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Problème V. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 

Texpression
m

Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux,
m

on aura, d’après la définition môme de l’expression ((— i))",

m r "1 m
((—0)- = L((—0)"J ;

puis, en remettant pour ((— i))'1 sa valeur générale tirée de l’équa

tion ( i 3), on trouvera

0 6 )
2? m<2k-

((»— r))" —  c o s — —̂ - î ^ ± v/=- . m ( 2 k  +  i)it sm ■—---------------

Pour déduire de cette dernière formule toutes les valeurs de ((— i))% 

il ne reste qu’à donner successivement à 2 i + i  toutes les valeurs 

entières et impaires comprises entre o et n. Soient aÆ'-t- i, vtk" i 

doux de ces valeurs supposées inégales. Je dis que les cosinus

cos m ( 2 k' 4- i ) 7T 
n

m(2k* 1) TTco s -------------- —i n

seront nécessairement différents l’un de l’autre. En effet, ces cosinus 

ne pourraient devenir égaux que dans le cas où les arcs qui leur cor

respondent seraient liés entre eux par une équation de la forme

m { 2 k ' +  i ) 7i , , , m { i k ' ' +  1)71
— --------é— =  ±  2/nr ±  —  -------- —-,n n

h désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation

f  ±(2Ar'-t-i)±(2^"-t-i)"|

h =

Il faudrait donc, puisque m est premier à n, que.le nombre entier

±  ( 2 k' -+- 1 ) ±  ( 2 k” -+- 1 )
2
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fût divisible par n, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, les 

nombres x k '4-1, 2v£"h- i étant inégaux, et chacun d’eux ne pouvant 

surpasser n, leur demi-somme, et, à plus forte raison, leur demi-diffé

rence, est nécessairement inférieure à n. Ainsi deux valeurs différentes 

de "xk -+-1 comprises entre les limites o et n fournissent deux valeurs 

différentes de
m ( 2 k H- i ) 71

cos —------------n

On conclut aisément de celte remarque que les valeurs réelles ou ima-
m

ginaircs de l’expression ((— i))" données par l’équation (16) sont au
I 1

nombre de n, comme celles de ((i))n et de ((— i))'!. De plus, comme 

on a évidemment

m ( i k  +  i)7T . t---- ' · m( z k  +  i)7rTncos — -------- — ±  v — 1 sm —1----------
n ’ "  J

. cos»1(2 k +  1) 7: ±  y/— 1 sin/rc(2Æ +  1 ) 7 1  =  (— i)m =  ±  1 ,

il en résulte que toute valeur de ((— i))n est une expression réelle ou 

imaginaire dont la puissance nierae équivaut à dbi, par conséquent,
1 1

une valeur do ((1))“ ou de ((— 1))". Cette remarque conduit à l’équa

tion
m 1

0 7 ) ( ( - 0 )'' =  ((!))% ·

toutes les fois que ( — i)m=  1, c’est-à-dire toutes les fois que m est un 

nombre pair, et à la suivante
rn 1 , * ·

(18) ((-!))« = ((-!))%

lorsque ( — i)'n— — 1, c’est-à-dire lorsque m est un nombre impair. 

Ajoutons que l’on peut comprendre les équations (17) et (18) dans 

une seule formule, en écrivant

m 1
(l9) ((— 0)'· =  (( (— I)” ))“.

%
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P r o b l è m e  V I .  —  Trouver les diverses valeurs réelles ou im aginaires de 

V expression
m

« -O )“ "·

Solution. —  O n  a u r a ,  d ’ a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  d e s  p u i s s a n c e s  n é g a 

t i v e s ,

- -  i
{(-0 ) " = -------

((-'))" . 

m
p u i s ,  e n  r e m e t t a n t  p o u r  ( ( -  i ) ) *  s a  v a l e u r  g é n é r a l e  t i r é e  d e  l ’ é q u a 

t i o n  ( 1 6 ) ,  e t  a y a n t  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 9 )  d u  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t ,

( 20) ((-0 )
m
n =  c o s

m ( 2 k +  1 ) 7r 

n
1 s i n

m ( 2 k 1)71 

n

I l  s u i t  d e  c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  q u e  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  ( (  —  1 ) )
m

s o n t  l e s  m ê m e s  q u e  c e l l e s  d e  ( ( 1 ) ) " ;  o n  a u r a  e n  c o n s é q u e n c e

(»O
tri '

( ( _  ( ( i ) ) n . -si m e s t  p a i r

e t
m J

( 22) ( ( _  I ) ) -  » —  ((—  I))“ si  m e s t  i m p a i r .

A  l a  p l a c e  d e s  d e u x  f o r m u l e s  q u i  p r é c è d e n t ,  o n  p e u t  s e  c o n t e n t e r  

d ’ é c r i r e  l a  s u i v a n t e  :
m l

(2.3) « - o f  " = ( ( ( - 0 '"))".

Corollaire. —  S i  l ’ o n  f a i t  m  =  1 , l a  f o r m u l e  ( s 3 )  d o n n e r a

1 ^
(24) ( ( - ! ) )  7' = ( ( T 0)".

E n  t e r m i n a n t  c e  p a r a g r a p h e ,  n o u s  f e r o n s  r e m a r q u e r  q u e  l e s  é q u a 

t i o n s  ( 3 ) ,  ( 6 ) ,  ( 8 ) ,  ( 1 3 ) ,  ( i G )  e t  ( 2 0 ) ,  à  l ’ a i d e  d e s q u e l l e s  o n  d é t e r 

m i n e  l e s  v a l e u r s  d e s  e x p r e s s i o n s

1 — __ m
((O)7-, «O)", -«O)

H
1 m m

((-!))% ((“ >))% ((-O )“ ",
Œuvres de C.y S . I I ,  t ·  III. 24
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peuvent être remplacées par deux formules. En effet, si l’on désigne 

par a une quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit 

fractionnaire, la valeur de ((■ ))* déterminée par l’équation ( 3), (G) 

ou (8) sera évidemment

(25) ((i))r t cos2 font ±  y,-'~1 sin2Æa7r,

tandis que la valeur de ((— i))n déterminée par l’équation ( 13), (16) 

ou (20) sera

(26) ((— 1 )) '*= cos (2 £ H- i ) a 7T ±  \/—  1 sin (2& -I- i ) « 7T.

Dans les deux formules précédentes, on peut prendre pour k un 

nombre entier quelconque.

§ IY. — Sur les racines des expressions imaginaires et sur 

leurs puissances fractionnaires et irrationnelles.

Soit
ot +  6 ^ - i

une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver 

( voir le § 11) une valeur positive de p et une infinité de valeurs réelles 

de 0 propres à vérifier l’équation

0) or -t- 6 \ j— 1 — p (cos (5 \i— 1 sinO).

Cela posé, concevons que l’on désigne par m et n deux nombres en

tiers premiers entre eux. Si l’on fait usage des notations adoptées 

dans le § I, les racines /iieme3 de l’expression a -t- 6 \f*~ 1, ou, ce qui

revient au même, ses puissances du degré seront les diverses va

leurs de
_______  1

f/or -1- ê y/— 1 =  ( (a  -+- 6 \J~ 1 ))";

et, de même, les puissances fractionnaires de a -t- 6 \f~— 1 positives ou 

négatives, du degré ~  ou —  seront les diverses valeurs de

m

((«  +  6 f = i ) ) n ou ( («  +  6 v ^ ) ) " “.
X
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En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances, il 

suffira de résoudre l’un après l’autre les trois problèmes suivants : 

Problème I. — Trouver les diverses valeurs de T expression

((a +  6v̂ T7))"i.

Solution. — Soit

x  —  /’( c o s í  +  y/—  i s in i)

l’une de ces valeurs, r désignant une quantité positive et t un arc réel.
i

On aura, d’après la définition même de l’expression ((a -+- 6 y/— i))'1,

(a) * x" =  x -+- 6y/-37 — p(cos0 +  \ l— i sin0),

ou, ce qui revient au même,

/•"(cos/U +  y/— i sin/ií) — p(cos0 -t- y/— i sin6).

On tirera de cette dernière équation,.à l’aide du théorème I, § II,.

=  P> __
co snt  -t- y/—  i sin nt =■  cosQ -t- y/— i sin 9

et, par suite,
• l

r  z =  p " ,

cos nt  =: cos 0, sin«i =  sin0, nt =  d ± 2 k r . ,

Q ±  iks:
t — -------- >

o

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et t étant 

ainsi déterminées, les diverses valeurs de x  propres à vérifier l’équa

tion (i) seront évidemment comprises dans la formule

\ (  8 ± 2 k %  ,----  . & ± 2 /c7l\
¿p =  p" ( cos -— ------ l·- y/— i sin--- -—  I

— p I cos --·+ y — i sin -  I (cos — ±  y— i sin -—  \

ou, ce qui revient au même, dans la suivante : *

* =  P (^c o s -+ v /^ rT s in - j ( ( i ) ) '1.(3)
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1

En d’autres termes, l’expression ((a +  S , aussi bien que 
1

((i))", admettra n valeurs différentes déterminées par l’équation .

e
I 1

(4) . ((«-4- 6/=^))" =  ?^·cos -  +  v/— * sin ((0)"· n y n J

Corollaire I. — Supposons n — i  \ on trouvera qu’il existe deux va

leurs de l’expression

((« + 6 / = !))* ,

ou, ce qui revient au'même, deux valeurs de x  propres à vérifier 

l’équation
x* — « -+- ®\J— 1 =p(cos0 +  \j— i sin0), 

et que ces deux valeurs sont comprises dans’la formule

i 9 /  t7 /------- ■ , (7±  P ( c o s  -  -+- I s i n  -

Corollaire II. — Supposons encore n =  3 ; on trouvera qu’il existe 

trois valeurs de l’expression

((« +  6^ = 7))*,

ou, ce qui revient au même, trois valeurs de x  propres à vérifier

l’équation __
x3 =  a -l- S 7 =  p(cos0 \J~

e t  q u e  c e s  d e u x  v a l e u r s  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  

pïï ( c o s  |  + 1/'1 7 !  s i n  |  V

— i si n (

P* (cos g -+- \J—  i sin (cos ^  +  \j—  i sin ~

__ \  f  0  -H  271t  / i/ r  a  n  ■
p (cos — 2----- h i sin — ■ 271

v  /  0  !-------- . 0 \  /  2  %  i-------« . 2  71
p (cos g +  v — 1 sm 2 ) (cos -g— \J—  x sin

0  —  23 / U —  27t ,----  .P (cos — -̂----h \J— i sm • 271
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Corollaire III. — Supposons enfin n =  4 » on trouvera qu’il existe 

quatre valeurs de l'expression

ou, ce qui revient au même, quatre valeurs de x  propres à vérifier

l’équation __ 1
« -+- 6 ^ --  i =  p(cos0 -t- y/—  i sinô),

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules

±  p* ( cos 7 4- \J— I sin J'4 ‘ v ......4/

±  p* ( s i n  j  —  v —  i c o s

P r o b l è m e  II. — Trouver les diverses valeurs de T expression

m
(O  +  e ^ ) ) - .

Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux,
m

on aura, d’après la définition même de l’expression ((a -4- S \j— x)) ,

m r _l*l m

\
puis, en remettant pour ((a -+- ë \J— i))n sa valeur générale tirée de 

l’équation (4), on trouvera

(5) ((a +  6 \/—"ï))" =  pn (cos^- +  v/— x sin ^  j  ((i))“.

m
Corollaire I. —  Si dans l’équation ( 5) on remet pour ((i))" sa va

leur tirée de la formule (6) (§ III), on obtiendra la suivante :

(6) ( ( a  -+- 6 i )) —  p cos — -—  ------- - -t- y  — i sin — —̂  --------1-

P r o b l è m e  III. — Trouver les diverses valeurs de T expression

m
( ( a  +  6 \J—  i))
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Solution. — On aura, d’après la définition mémo des puissances né

gatives,
m

((a +  6vr - , ) ) " = -------- 1 ^

((oc H -  S  y/ O ) "

m

puis, en remettant pour ((oc +  ë ^ -  O)” sa valeur tirée de l’équa

tion (6), et ayant égard à la formule (17) du § II, on trouvera

( ( o c  +  S y / - i ) )

=  p- S [cos _  v/=l si„

tu . 1 kittu 8 /---  . m 8
— p " I cos------ y / — is in —  ) | cos /----  . m .tc k n \  ■

:+: y — * sin ----- -

ou, en d’autres termes,

(7) ((« +  6v/=7)) " — p " (cos ^  — y1'— i sin-·^ )((i)) ".

Corollaire I. — Si l’on fait m — 1, l’équation (7) donnera

(8) ((a +  6y/=l)) “ =  p " [ c o s ^ - y / - i  sin·^ ((i))~".

Après avoir fixé, comme on vient de le faire, les diverses valeurs 

des quatre expressions
«. 1 m

((a-t-6 y^ I))", ((«-+-6 v/— i))'\-
-__J_ _  m

( ( a +  6y/— *)) “> · ( ( a +  6y/— 1)) ", _ .

on reconnaîtra sans peine que les équations (4), (5), (8) et (7), à 

l’aide desquelles on détermine ces valeurs, peuvent être remplacées 

par une seule formule. Si l’on représente para une quantité positive 

ou négative dont la valeur numérique soit fractionnaire, la formule 

dont il s’agit sera

((oc -h 6 y/— 1 ))“— p"(cosa8 4 - y/— 1 s inaô) ((i))a.(9)
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Dans les calculs qui précèdent, p désigne toujours le module de 

l’expression imaginaire a 4-6  y/— i, c’est-à-dire la quantité positive 

v/a-4-Ê2, et 0 l’un quelconque des arcs propres à vérifier l’équa

tion (i) ou, ce qui revient au même, les équations (4) du § II, savoir

( i o )
Ie

cos 0 -

sin (

y/oM ë̂2

6
y/a2 4- ë2

En divisant ces deux dernières l’une par l’autre, on en conclura

g
( i i)  tang0 =  - ·° a

Par suite, si l’on nomme '( le plus petit arc, abstraction faite du signe,
g

qui ait pour tangente -> ou, en d’autres termes, si l’on fait

ê( 12) £ =  a rc lang->

on trouvera

( i 3 ) tan g0 =  tangÇ.

Cela posé, il deviendra facile d’ introduire au lieu de l’arc 0, dans les 

diverses formules rapportées plus haut, l’arc dont la valeur est com

plètement déterminée. On y parviendra, en effet, par les considéra

tions suivantes.

Les arcs 0 et ayant la même tangente, auront aussi, abstraction 

faite du signe, le même sinus et le même cosinus; et, comme d’ailleurs 

l’équation ( i 3) peut se mettre sous la forme

sin 9 __ sinÇ 
cos 9 cosÇ’

il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en même temps ou

(i4) ’ cos9 =  cos£, sinÔ =  sinÇ .

ou bien

( 15 ) c o s9 =  —  cosÇ, sin 6 =  — sinÇ.
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De plus, la valeur de cosÔ déterminée par la premièrer.d'es équa

tions (,io) étant évidemment de même signe que a, tandis que l’arc ’£ 

compris entre les limites — 4-  ̂ a toujours un cosinus positif, il

en résulte que, des équations (i4 ) et ( i 5), les deux premières sub

sisteront, si a est positif, et les deux dernières, si a est négatif. Voyons 

maintenant à quoi se réduisent, dans ces deux hypothèses, les for

mules (i)  et (9).

Si d’abord on suppose a positif, les équations (10) pourront être 

remplacées par les équations (i4), et l’on déduira de celles-ci une 

infinité de valeurs de 0, parmi lesquelles on doit remarquer la sui

vante :

(16) * 0 =  Ç.

Lorsqu’on fait usage de celte valeur, les formules (1) et (9) deviennent 

respectivement

(17) a -t- 6 v/-“ ·" —  p(cosÇ +  ïsinÇ)>

(18) ( ( a  -1- 6 y/—  O ) " —  pÆ(cosaÇ  +  y —- 1 sinaÇ) ((0 )“ ·

Si l ’on suppose en second lieu a négatif, les équations (ro) pour

ront être remplacées par les équations ( i 5), desquelles on déduira, 

entre autres valeurs de 0,

(19) 9 =  ii-h ic.

Par suite, on pourra, dans cette hypothèse, aux formules (1) et (9) 

substituer celles qui suivent :

(20) oc +  6 y/ — '7 — — p(cos£  -t- y/— 1 sinÇ)»

( ( ( «  +  6 y/=V ) ) ·

(21) < = p “ [ c o s ( a Ç - l - a 7ï) +  V/;- ^ s in (« ^ -!-« 7t ) ] ( ( 0 )“

( = p ,I(cosflt:-)-yCni'sinaO(cosa7r +  y/— 1 sin«7i) ((i))re.

Si l’on fait en particulier a -t- ë\/— 1 =  — 1, c’est-à-dire a =  — r,
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6 =  o, onArouvera

ç =  arctang— °, 

et la formule (21) deviendra

(22) ((— i))°= (cos a TT 4 - y/— 1 sinaîr) ((i))®.

11 en résulte qu’on aura généralement dans l’hypothèse admise

(23) ((«  4- Sy/^7))Æ=r= p«(cosaÇ 4 - y/— 1 sinaÇ) ((— i))a.

En réunissant aux formules (17), (18), (20) et (23) les équations (25) 

et ( 26) du § III, on obtiendra définitivement les conclusions suivantes.

Soient aH-êy/— t une expression imaginaire quelconque, a une 

quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit fraction

naire, et k un nombre entier choisi arbitrairement. Si l’on fait, de 

plus,

, 6
(24) p =; y/a2-t-6S, Ç =  arctang->

' I

on aura, pour des valeurs positives de a,

Îa 4- 6 \f-~ \ — p(cosÇ 4- y/— 1 sinÇ),

( ( a  4 - 6 y / ^ ï ) ) a=:p®(cosaÇ4-v/ : rTsinaÇ)((i))a,

((i))®= cos2 kan  ±  y/— 1 s m ’ikan,

et, pour des valeurs négatives de a,

Ia -4 6 y/—  i r= —  p ( c o s ? 4- y/—  1 sinÇ), ·

( (a  4 - 6 y /37))a=  p®(cosaÇ 4 - y/^TT sinaÇ) ((— i))a,

((— 1 ))®= cos( 2 /c 4 - 1  an) ±  y/— 1 sin(2 4 4 - 1  an).

On doit ajouter que, si l’on désigne par n le dénominateur de la frac

tion la plus simple qui représente la valeur numérique de a, n sera 

précisément le nombre des valeurs distinctes de chacune des expres

sions

((0)a, ((-0 )“, ((« +  Sy/^ ))a,et que, pour déduire ces mêmes valeurs des formules ( 25) et (26), il

OEuvrcsde C . —  S .  I I ,  t .  I I I .  a 5
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suffira d’y substituer successivement, au lieu de 2k et de ih  -1- r, tous 

les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n.

Si la valeur numérique de a devenait irrationnelle, chacune des 

expressions réduites
cos2 kait ±  y/ ^ 1 sin2/ca7r, 

c o s (2 /r 1 a n )  ±  y/— 1 sin ( 2 A -f- 1 ait),

aurait un nombre indéfini de valeurs correspondantes aux diverses 

valeurs entières de k; et, par suite, on ne pourrait plus admettre dans 

le calcul les notations

à moins de considérer chacune d’elles comme propre à représenter 

une infinité d’expressions imaginaires distinctes les unes des autres. 

Pour éviter cet inconvénient, nous n’emploierons jamais les notations 

dont il s’agit que dans le cas où la valeur numérique de a sera frac

tionnaire.

Parmi les diverses valeurs de ((ï ))“, il en est une toujours réelle et 

positive, savoir, ,+ 1, que l’on indique par la notation (t)a ou ia, en 

faisant usage de parenthèses simples, ou même les supprimant entiè

rement. Si l’on substitue cette valeur particulière de ((i))fl dans la 

seconde des équations ( 25), on obtiendra' une valeur correspon

dante de
((a +  êy/^l))“,

que l’analogie nous porte à indiquer, à l’aide de parenthèses simples, 

par la notation
( a  H- ê y/— 1 ) a.

C’est ce que nous ferons désormais. Par suite, on aura, en supposant 

a positif, et les quantités p, Ç déterminées par les équations> (24),

( 27 ) ( a - t - ë y /— i) a=  pa (cosaÇ - t -  y/— i sinaÇ).

Cette dernière équation ayant lieu toutes les fois que la valeur numé

rique de a est entière ou fractionnaire, l’analogie nous conduit encore 

à la considérer comme vraie dans le cas où cette valeur numérique
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devient irrationnelle. En conséquence, nous conviendrons de dési

gner par

le produit pa(cosa£ +  y/— i sinaÇ)» dans le cas où a sera positif, quelle 

que soit la valeur réelle attribuée à la quantité a. En d’autres termes, 

si l’on désigne par Ç un arc compris entre les limites — on

aura, quel que soit a,

[p(cos£ -t- y/—■ i sinÇ)Jœ=  p“(cos«Ç y/— i sinaÇ).

Si dans l’équation précédente on fait p == i, elle deviendra

(28) (cosÇ +  y/— 1 sinÇ)a=  cosflÇ -t- y/— 1 sinaÇ.

Cette dernière formule est entièrement semblable aux équations (10) 

et (14) du § II, avec cette seule différence qu’elle subsiste uniquement 

pour des valeurs de Ç comprises entre les limites — -t- ^, tandis

que les équations dont il s’agit s’étendent à des valeurs quelconques 

de 0.

Lorsque la quantité a devient négative, on ne voit plus, même en 

supposant fractionnaire la valeur numérique de a, quelle est celle des 

valeurs de l’expression ((a h- 6 y/— i))a que l’on pourrait distinguer 

des autres et désigner par la notation

(et 6 y/— i ) “.

Mais alors, — a étant une quantité positive, il est facile d’établir, pour 

des valeurs quelconques de a, la formule

(29) (— oc — 6 y/— i)?=r p®(cosaÇ +  y/— 1 sinaÇ).

Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 

où la valeur numérique de a devient fractionnaire, les formules (27) 

et (29) réduisent les équations (18) et (23) à cejles qui suivent

(( « h- g y/“ T))“ _  ( « +  g y/^)* (( I ))»,

((* +  6y/^7))fl =  (— oc — 6 s f ^ Y  ((— i))a,

( 3 o )

(3>)
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l’équation (3o) ayant lieu seulement pour des valeurs positives do la 

quantité a, et l’équation (3 r) pour des valeurs négatives de la môme 

quantité.

§ V. — Applications des principes établis dans les paragraphes précédents.

Nous allons appliquer les principes établis dans les précédents pa

ragraphes à la résolution de trois problèmes sur les sinuS et cosinus.

P r o b l è m e  I. — Transformer sinms et cosmz- (m désignant un nombre 

entier quelconque) en un polynôme ordonné suivant tes puissances ascen

dantes et entières de sins, ou du moins en un produit formé par la multi

plication d’un semblable polynôme et de cos s.

Solution. — Lorsque dans les équations (12) du § II on remplace les 

puissances paires de coss par des puissances entières de 1 -  sin2s, 

ces équations deviennent, pour des valeurs paires de m,

m  ,  v !>7 — î

cos mz r=r ( 1 — sin5.s)2 — m\m— Li. (1 — SÎI1--S ) 2 sin*Æ
X 7 I . 2  V

• m —
+  - 3 ) ( m -  3 )  __

1 . 2 . 3 . 4

m —2
sin2.z) 2 sins

m — j
m(m i) (m 2  ) . gîn, ^  * 9in»*-t-... , 

1 . 2 . 3  ,

s tnm s =  coss (i —

et, pour des valeurs impaires dem ,

cos m: [
m - 1 ,  ., * o \ ¡T— Ul I TJI — O. * s _ \ 2 n2 *■

(i — siiPs) 2 ----- :-(i — sinJ~) sm -
i (m — i ) ( m — i ) ( m  —  3 )  __ ¡n , 2 r

i.2 .3.4 V
2 siu1

sîtms =  — (i — sinss) 2 sinsi
m ( m  — î ) ( m  — 2 ) 

1 . 2 . 3

m — S
(i — sin2s)  2 sin3£ H - · · · ·
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Si l’on développe les seconds membres des quatre formules précé

dentes, ou du moins les coefficients de cos* dans ces seconds mem

bres, en polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes et 

entières de sin*, on trouvera, pour des valeurs paires de m,'

„„„  m m —  \ icosm* =  i ------------------ h -  I sm2
I V 2 2 ,

m ( m —  a ) j" ( m —  i ) ( m ■— 3 ) rn — i 3  ̂ 3 . i 

ÎT3 I 2T4 2 2 2.4
sur

[ m . m (m —  2 ) f in  — 1 3 \ . ,sinm î =  cos s· — s m s ------ -— -—  ---------h -  sm3
| 1 J .3  \  2 2 /

m ( m — 2 ) (m —  f )  Y (m —  1 ) (m —  3 ) m — 1 5 5 . 3 1  , ,
1 ------------------ 1------------ i---- 7 sms

i . 3 .5  L 

et, pour les valeurs impaires de m,

2.4 2 2 2.4

cosnü : C O S *  <I ·
m — 1 m

sin2 s

(m - * ,) (m — 3J f m(m — 2) m 3 3.1 j  r.
1 .3 2.4 2 2  2

sit r z  -

sin/ns “  sin* -  +  - )  sin**1 1.3 V 2 2/

m (m —  \ )(m — 3 ) f (/w—.2) (m —  4 ) m — 2 5 | 5 .3
i . 3 .5 2.4 2 2

>.31 .
â j  Sm5

Les équations (1) et (2) comprennent évidemment la solution de la 

question proposée. Il ne reste plus qu’à les présenter sous la forme la 

plus simple: Pour y parvenir, il suffira d’observer que le coefficient de 

chaque puissance entière de sin* renferme généralement une somme 

de fractions à laquelle l’équation ( 5) du Chapitre IY (§ III) permet de 

substituer une fraction unique. Par suite de cette réduction, les déve

loppements de cosmz et de sinmz deviendront, pour des valeurs paires 

de m,

cos m z  :
m ,m . . 

i ------------ s m 2*  ·
(m-h2)m.m(m

1.2
(m

1 . 2 . 3 .4
2)

—  sin4*

4) (m 4- 2 ) m . m ( m  - 

1 . 2 . 3 . 4 -5 .6

2 ) ( w  —  4) , 
------ — — - sm6* ■

(3)
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et

( 4)

sin/ns =  cos s  [
ni . 
—  sini

( m +  2 ) m ( m — 2 ) . ,
— ---- -— \--------- sin’ -

i .2 . 3

( nt +  4 ) ( m 4 - 2 ) m ( m — 2 ) ( m —  4 ) n|nt
1.2.3.4.5 S‘n

et, pour des valeurs impaires dem,

(5)

( 6 )

| cos ms  =  cos s [ i  —

l

(

( m - h i )  ( m —  i)

i . 2 su r

m .
si n m s  =  —  sm s — 

\

(m +  3 )(ff! +  i ) ( m - i ) ( m - 3 )
i . a. 3.4

( m +  i ) m ( m — i ) .

s l „ ‘ ,

1 .2 . 3
su r

( ni -4- 3 ) ( m -1- i ) m ( m —  i ) ( m —  3 ) . K

i.2 .3.4-5 Sm

Corollaire I. — Si dans l’équation (3) on fait successivement
\

m —  2, ni — t\i 771 =  6, . . . ,

on obtiendra les suivantes :

( 7 )

COS 2 S  =  J —  2 S in ’ s ,

co s4 s  — i —  8 sin’ s  +  8 sin’ s, '

co sô s  =  i —  18 sin’ s  +  48 sin4s —  32 sin 's ,

Corollaire II. — Si dans l’équation (6) on fait successivement 

m —  i,  7?2 =  3 , m —  5 , . . . ,

on en tirera

( 8 )

sin s  =  . sm s,

s in 3s  =  3 s i n s —  4 sin’ s,

s in5 s  =  5 s ins —  20 sin’ s  +  16 sin’ s,

Problème II. — Transformer sinmz et cosmz (m désignant un nombre 

entier quelconque)en un polynôme ordonné suivant les puissances qscen-
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dantes et entières de cos s, ou du moins en uh produit formé par la mul

tiplication d ’un semblable polynôme et de s in '.

Solution. — Pour obtenir les formules qui résolvent la question proj 
posée, il suffit de remplacer, dans les équations (3), (4), (5) et (6),

s par -  — s, et d’observer en outre qu’on a, pour des valeurs paires
de m .

(
 \ —·
~  — irtz j  =  ( - - 1) ! Cosms,

. fini: \ , nt +1sin I —------ m z  ) — {— 0  sirtms;

et, pour des valeurs impaires de m,

COS (  -----: -m s )= r (— t) 2 s in » u ,

. / m n
s m ------ ‘

V.2

¡n-i
m z \  =  (— i) 2 cosms.

On trouvera de cette manière, s,i m est un nombre pair,

(9)

( i o )

(— i ) 2 cosm s == i ■ cos3s ■ (m  - t -  2 )m.m(in  — 2 ) 
i .2.3.4

cos*

(m H- 4) (m +  2 )m .m (m  — 2 ) (ni  — 4)
cos"

m r
(~m )2 sinmsz=sins y cos*

1 . 2 . 3 . 4 -5 .6

( m -t- 2 ) m ( m — 2 )
1 . 2.3

(m +  4 )( m  +  2)m(»i — 2)(m — 4)

cosas

i . 2.3,4 · 5 cos6 s  —

et, si m est un nombre impair,

(•O

( 12)

( — 1) * s in m s — sins 1
(m -t-x) (m — 1)

1.2 cos3.;

(m +  3)(m +  T)(m —i)(m -  3)3 / büo «‘
• 4 . . . ]

m
(— 1) * cosm s — — coss

(m-f-i)m(m — 1) 
1 . 3 .3

cos's

(m +  3) (m -t -  1) m ( m  — 1) ( m — 3 ) __ 5
,v / M ' OOS m) ' · » ,

1.2.3.4.5
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Corollaire I. — Si dans la formule (9) on fait successivement

m =  2, m — 4, m =  6, ..
- · l  ̂ <

on obtiendra les suivantes :
. / . · ’

—  C 0 S 2 S  =  I —  2 COS2^ ,

cos45 =  i — 8 cosss +  8 cos4 .s,
—  c o s ô æ  =  1 —  18 cos2 .s +  48 cos4s — 32 cos6~,

Corollaire IL — Si dans l’équation (12) on fait successivement 

m —- 1, m  —  3, m  —  5,

on en conclura
( cos Zz=. COSÆ,

— cos3z =  3 coss — 4 cos3s,
04 ) \

J C0s5s =  5c0S3 — 20 cos3 .s 4 -1 6  cos5.3,

Problème III. — Exprimer les puissances entières de sins et de coss en 

fonction linéaire des sinus et cosinus des arcs z, 2z, 3z, . . . .

Solution. — On résout facilement ce problème, en ayant égard aux 

propriétés des deux expressions imaginaires conjuguées

coss -t- \J— i sins, co s3 — \/— 1 sins.

Si l’on désigne la première par u, et la seconde par v, on aura '

2  C 0 S 3  =  U  - t -  V , '  2  y — I S i n s  =  M —  V .

En élevant les deux membres de chacune des équations précédentes 

à la puissance entière du degré m, les divisant ensuite par 2 ou par 

2 \J— 1, puis effectuant les réductions indiquées par les formules

U V  —  I ,  ·

un 4- çn
--------=  cos n

2 sin nzy ·

dont les deux dernières subsistent pour des valeurs entières ^quel-
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conques de n, on trouvera, si m représente un nombre pair, ?y .

( i 5 )

m --------  .
27/1—1 cos"7 s =  cos mz +  — cos^/w —  2 . z )

-t-
m ( m  —  1)

1.2 cos ( m  —  4 . 3 ) · + .  . .

— ----|-i
1 --v 2 .
2 . ni

1 . 2 . 3 . . .  —

m

(16)

/ -  ni r--------  \I (— i )2 2771—1 sin"7̂  =  cosmÆ — — coŝ hî — 2 .s)
1

m(m— 1) /----- j  \ ■
— -------- - co s\m —  ¡ i . z )  — . . .

/ m
t m ( m - i ) . . .  y— + 1

2 ' I «î
J . 2 . 0 .  . . —

2

et, si m représente un nombre impair,

m /------- \
2777—1 cos7"^ =  cos m e -H Y  cos^m —  2 . z )

1>7)

-t-
— 1) /------------j .  \

— 7-------- - co s\m  —  4 . z )  -+-...

ni(m — 1) . . . m +  3

[ . 2 . 3 . . .
m —  1

• COS Sj

/ . — 1I —T' . . m . /------  \i) 2 m~l smms =  smms — — sin(̂ /w — a.s )

li8)

m ( m  —  \) . , ------- T \
■ sin^m — ii.z) — ...

1.2

m ( m  —  1 ) . . .
m  4 - 3

-sm s.
1 . 2 . 3 . . .

2 *

Corollaire / .  — Si  d a n s  l a  f o r m u l e  ( i 5 )  o n  f a i t  s u c c e s s i v e m e n t

m =  2, m ~ !\ ,  m —  6,

ORuores de C. ^  IC t. III, 26
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1
2 C0S23 =  COS 2 3 4- I,

8 C0S63 =  0054·= 4- 4 C0S23 4- 3, 

l 32 COS°3 =  COSÔ3 4- 6 C0s4= 4- l5 C0S23 4- 10,

i .....................................................................

On arriverait aux mêmes équations, si l’on cherchait à déduire des for

mules ( i 3) les valeurs successives de

' C 0 S 23 ,  C 0 S 4 3 ,  c o s 6 s ,  . . .

en fonctions linéaires de

C O S 2 3 ,  cos4 =  , cos6=, . . . .

Corollaire IL — Si dans la formule (16) on fait successivement

m  =  2 , 7?z = 4 ,  m  —  6 ,  . . . ,

on obtiendra les équations

— 2 sin2= — COS  2 3 —,1, -

8 s i n *3 =  c o s 4 =  —  4  C O S 23 4 -  3 ,

— 32 sin63 =  cos6= — 6 cos4= 4 - i5 COS23 — 10,

que l’on pourrait également déduire des formules (7), par l’élimina 

tion des quantités
sin23 , sin.43 , sinG=, . . · ·

Corollaire III. — Si dans la formule (17) on fait successivement 

m —  i, m =  3, m =  5 , . . . ,

on en conclura
/

I COSZ - COŜ j *

4 C 0 S s 3 COS33  4 -  3 C 0 S 3 ,

16 C 0 S 33  = :  C 0 S 5 3  4- 5 C 0 S 3 3  4- 10 C 0 S 3 ,
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On arriverait aux mêmes équations, si l’on cherchait à déduire des 

formules (i4 ) les valeurs successives de

cos«, cos3«, cos5«, . . . .

en fonctions linéaires de

cos«, cos3«, cos5«, . . . .

Corollaire IV. —  S i  d a n s  la f o r m u l e  ( 1 8 ) on f ai t  s u c c e s s i v e m e n t

m =  i, m — 3, m — 5, . . . ,

on obtiendra les équations

( 2 2 )

sin« =: sin«,

4 sin3« =  sin3« — 3 sin«,

,i6sin8« =  sin5« — 5 sin3« +  i o  sin«,

que l’on pourrait également déduire des formules (8) par l’élimina

tion des quantités
sin«, sin3«, sin5«, __
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CHAPITRE YIII.

DES VARIABLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIRES.

§ I. —  Considérations générales sur les variables et les fonctions
imaginaires.

Lorsqu’on suppose variables les deux quantités réelles u, e, ou au 

moins l’une d’entre elles, l’expression

u -t- v \J—  i

est ce qu’on appelle une variable imaginaire. Si, de plus, la variable u 

converge vers la limite U et la variable v vers la limite Y,

sera la limite vers laquelle converge l’expression imaginaire

« H- e y/— i ·

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 

donnée, après avoir été considérées comme réelles, sont ensuite sup

posées imaginaires, la notation à l’aide de. laquelle on exprimait la 

fonction dont il s’agit ne peut être conservée dans le calcul qu’en 

vertu de conventions nouvelles propres à fixer, le sens 'de cette nota

tion dans la dernière hypothèse. Ainsi, par exemple, en vertu des 

conventions établies dans le Chapitre précédent, les valeurs des nota

tions
a

a +  x ,  a — x,  ax ,  —
x

se trouvent complètement déterminées dans le cas où la constante a et

1
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la variable x  deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idées, 

que, la constante a restant réelle, la variable æ reçoive la valeur ima

ginaire
oc h-  ê \]—  i =  p(cos0 -+- —  i sin O),

a, ê exprimant deux quantités réelles qui peuvent être remplacées par 

le module p et l’arc réel 0. On conclura du Chapitre VII (§§ I et II) que 

les quatre notations
a *

a x ,  a — x,  a x , —
9 x

désignent respectivement les quatre expressions imaginaires

a +  p cos 9 +■ p sin 0 \J— i , 

a — p COS0 — p sin0\/— i, 

ap cos B 4- ap sin0^/— x,

-  cos 9 — -  sin 0 \J—  i ,
P P

ou, en d’autres termes, les suivantes :

a +  a -f- ê y/ — i,  a — oc — 6 y/— i , a oc -+- a 6 \J— i ,

a a. a§ y 
oc2 h- ê2 oc2+  ë2 *

En général, on fixera sans difficulté, par le moyen des principes établis 

dans le Chapitre VII, les valeurs des expressions algébriques dans les

quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liées 

entre elles par les signes de l’addition, de la soustraction, de la mul

tiplication ou de la division; et l’on reconnaîtra sans peine que ces 

expressions conservent toutes les propriétés dont elles jouiraient si 

les variables et constantes qui s’y trouvent comprises étaient réelles. 

Par exemple, si l ’on désigne par

■ *> yj z> ■ ■ - , u, r, w, ...

plusieurs variables soit réelles, soit imaginaires, on aura, dans tous
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les cas possibles,

(0

x y -

u ( x

X  -+-

x  +  y  +  z . . .  — +  w +

x  -i-y  4- s -+-...— u — v— w—

~yx,
-+- y -+- z -+-...) =  ux -1- uy us H-..

.? +  * +  · · ·  __ f  , y
U  U  U

X
-  X  U

Y  Z
-  X  -  X  . .
Ç  KV

xyz

z
U

uvw. . .

v x  v
=    —    X  CO y

I l  U

Considérons maintenant la notation

x a,

dans le cas où, la constante a restant réelle, la variable ¡» obtient la 

valeur imaginaire

• ol +  ê \/— i =  p(cos(5 -+-1/— i sinô).

Si l’on prend pour a une quantité dont la valeur numérique soit un 

nombre e n tie rs , cette même notation, savoir

aura, pour des valeurs réelles quelconques de a et de ê,. une significa

tion précise. Elle représentera l’expression imaginaire

pm cosot3  -+- pm sinmô \/— i, 

si a =  -t- m, et la suivante

p~m c o s -  p~m sinm8\f— i ,

si a — — m [(voirie Chapitre VII, § II, équations (18) et (19)]· Mais, 

toutes les fois que la constante a recevra une valeur numérique frac-
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tionnairo ou irrationnelle, la notation

X a

n’aura plus de valeur précise et déterminée, à moins que la partie 

réelle a de l’expression imaginaire x  ne soit positive. Si dans ce cas 

particulier on fait

Z =  a r c t a n g - ,  a

l’arc '( restera compris entre les limites — +  ■ ?; et, en écrivant x

au lieu de a +  ê\/— i dans le § IV du Chapitre YII [(équations (17) et

(27)], on trouvera
x  =  p(cos£ +  y/— 1 sin?), 

x a~  p®(cosaÇ -+- y/— 1 sin«?),

en sorte que la notation X a désignera l’expression imaginaire

pa cosa? H- pa sinaÇ\J— 1 ·

Il suit encore des conventions et des principes ci-dessus établis 

(Cliap. YII, §§ III et IV), que, pour une valeur numérique fraction

naire de la constante a, la notation'

((*))“

représente à la fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valeurs 

sont données par les deux formules

{{x))a — x a(('\))a, ((1 ))«— cos2A'ú!7r± y/— i sin2/caTr,

lorsque la partie réelle a de l’expression imaginaire x  est positive, et 

par les deux suivantes
((«))“= ( — ■ *)“ ((— 0)a> *

((—  i))a = c o s (2 / c  - t - i )a 7 r ±  \/— ï s i n (2ArH-i)a7r,

lorsque la quantité a devient négative \(voir, à ce sujet, dans le § IV du 

Chapitre Vil, les équations ( 25) et (26)]. La même notation ne peut 

plus être employée dans le cas où la valeur numérique de a devient 

irrationnelle!
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Les expressions de la forme

conservent les mêmes propriétés pour des valeurs réelles et pour des 

valeurs imaginaires de la variable, tant que l’exposant a pour valeur 

numérique un nombre entier ; mais ces propriétés ne subsistent plus 

que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient, par 

exemple,

æ =  î! +  6 ^ — i , y  — a 'H-ë' \j— i, s =  a" -f- 6" y/— j ,

plusieurs expressions imaginaires, qui se réduiront à des quantités 

réelles si S, 6', 6" s’évanouissent. Désignons, en outre, par a, b, c, . . .  

des quantités réelles quelconques, dont les valeurs numériques soient 

fractionnaires ou irrationnelles, et par m, m! , m", . . .  plusieurs nom

bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes établis 

dans le Chapitre VII,

chacun des nombres m, m , m", . . .  devant être affecté du même signe 

dans les deux membres;

( 2 )

'(4)

(3)

On trouvera, au contraire, que des trois formules

(5)

( 6 )

( 7 )

x aya za . — (xyz. . .)«

( x a ) b = z  X ab

la première subsiste uniquement toutes les fois que la partie réelle a
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de l’expression imaginaire x  est positive; la seconde, toutes les fois 

que, a ,  a ' ,  a " ,  . . .  étant positifs, la somme

6 &  g "  '
arc tang — h arc lang —  +  arc lang -+-...

°  a a' °  a"

reste comprise entre les limites —  ^> H- et la dernière, toutes les 

fois que, a  étant positif, le produit

g
a arc tang -  ■

«
%

est compris entre ces mêmes limites.

Les conventions faites dans le Chapitre Y1I ne suffisent pas encore 

pour fixer d’une manière précise le sens des notations

A®, L x , sin^, cos.r, arcsino;, arccosx,

dans le cas où la variable x  devient imaginaire. Le moyen le plus 

simple d’y parvenir étant la considération des séries imaginaires, nous 

renvoyons ce sujet au Chapitre IX.

D’après ce qui a été dit ci-dessus, toute notation algébrique qui 

renfermerait, avec les variables x, y , z, . . .  supposées réelles, des 

constantes imaginaires, ne peut être employée dans le calcul que dans 

le cas où, en vertu des conventions établies, elle aurait pour valeur 

une certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dans 

laquelle la partie réelle et le coefficient de y/— i sont nécessairement 

des fonctions réelles des variables x, y, z, . . . ,  est ce qu’on appelle 

une fonction imaginaire de ces mêmes variables. Ainsi, par exemple, 

si l’on désigne par <p(a?) et^(ic) deux fonctions réelles de x ,  une fonc

tion imaginaire de cette variable sera

+  i·

Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction à l’aide d’une 

seule caractéristique w, et nous écrirons, en conséquence,

ZB( x ) =  y { x ) - h x ( x ) \ / —  i .

Œ u v r e s  d e  C .  — S, II, t .  III. 27
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Pareillement, si l’on désigne par y(x,  y,  z, . . .) ,  J,(x,y,  - , .. ·) deux 

fonctions réelles des variables x , y ,  z, . . . ,

z, . . . )  =  <p(x, y,  z , . . . )  +  x(a?, y,  z, . .  - ) V''1—^

sera une fonction imaginaire de ces diverses variables.

La fonction imaginaire

?(■ *>■  7 , - , · · · )  +  x(*> y> - , · · · ) » / — 1

prend le nom de fonction algébrique, ou exponentielle, ou logarith

mique, ou circulaire, etc., et, dans le premier cas, le nom de fonction 

rationnelle ou irrationnelle, entière ou fractionnaire, etc., toutes les fois 

que les fonctions réelles f ( x , y ,  z , . . .) ,  y f x , y ,  jouissent l’une 

et l ’autre des propriétés que suppose le nom dont il s’agit. Ainsi, en 

particulier, la forme générale d’une fonction imaginaire et linéaire 

des variables x, y , z, . . .  sera

(a +  b x  cy  -h d z  + . . . )  +  ( « ' +  b ' x  c 'y  4 - d'z  + . . . )  y/ — i

ou, ce qui revient au même,

(a 4- a'\J— i )  4- (& 4- i ) x  -h-(c +  c' i ) y  ( d  ■+■  d'\J—  i )  z ,

a, b, c, d, . . . ,  a', b', c' , cl', . . .  désignant des constantes réelles.

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, comme 

parmi les fonctions réelles, celles qu’on nomme explicites, et qui sont 

immédiatement exprimées au moyen des variables, de celles qu’on 

nomme implicites, et dont les valeurs déterminées par certaines équa

tions ne peuvent être explicitement connues qu’aprci la résolution 

des équations dont il s’agit. Soit

cj(jc) ou m{x,  y ,  z,  . . . )

une fonction imaginaire implicite déterminée par une seule équation. 

On pourra représenter cette fonction par « +  v\j — i , u, e désignant 

deux quantités réelles; et, si dans l’équation imaginaire qu’elle doit
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vérifier, on écrit, au lieu de zs(x) ou de a (x ,  y,  z, . . .) ,

211

U +  V\f—  I ,

après avoir développé les deux membres, puis égalé de part et d’autre 

les parties réelles et les coefficients de v;— i , on obtiendra deux équa

tions réelles entre les fonctions inconnues u et e. La résolution de ces 

- dernières équations, lorsqu’elle pourra s’effectuer, fera connaître les 

valeurs explicites de u et de v, et, par suite, la valeur explicite de 

l’expression imaginaire

■ Pour qu’une fonction imaginaire d’une seule variable soit complète

ment déterminée, il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur par

ticulière attribuée à la variable on puisse déduire la valeur correspon

dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 

la fonction donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. 

Conformément aux conventions précédemment admises, nous désigne

rons ordinairement ces valeurs multiples d’une fonction imaginaire 

par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits 

ou de doubles parenthèses. Ainsi, par exemple,

c o s s  +  v  —  i  s m s

O U

( ( c o s s  +  \J—  i  s i n s ) ) "

indiquera l’une quelconque des racines du degré n de l’expression 

imaginaire
- c o s s  4 -  \J—  i  s i n s .

§ 11. — Sur les expressions imaginaires infiniment velites 

et sur la continuité des fonctions imaginaires.

Une expression imaginaire est appelée infiniment petite, lorsqu’elle 

converge vers la limite zéro, ce qui suppose que, dans l’expression 

donnée, la partie réelle et le coefficient de \J—  i convergent en même
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temps vers cette limite. Cela posé, représentons par 

<x h- S / — i ~  p( cosô -f- y/— i sinô)

une expression imaginaire variable, a, 6 désignant deux quantités 

réelles auxquelles on peut substituer le module p et l’arc réel G. Pour 

que cette expression soit infiniment petite, il sera évidemment néces

saire et suffisant que son module

p — y/cc2 +- 62

soit lui-même infiniment petit.

Une fonction imaginaire de la variable x  supposée réelle est appelée 

continue entre deux limites données de cette variable lorsque, entre 

ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 

toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 

Il en résulte que la fonction imaginaire

?(#) +  x ( £ )  y/—  *

sera continue entre deux limites de x  si les fonctions réelles <p(a?) et 

X(x)  restent continues entre ces limites.

On dit qu’une fonction imaginaire de la variable x  est, dans le voi

sinage d’une valeur particulière de x ,  fonction continue de cette 

variable toutes les fois qu’elle reste continue entre deux limites même 

très rapprochées qui renferment la valeur dont il s’agit.

Enfin, lorsqu’une fonction imaginaire de la variable x  cesse d’être 

continue dans le voisinage d’une'valeur particulière de cette variable, 

on dit qu’elle devient alors discontinue, et qu’il y a pour cette valeur 

particulière solution de continuité.

En partant des notions qu’on vient d’établir relativement ù la con

tinuité des fonctions imaginaires, on reconnaîtra facilement que les 

théorèmes I, II et III du Chapitre II (§ II) subsistent dans le cas même 

où l’on remplace les fonctions réelles

/ (as)  et f ( x , y , s ,  . . . )
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' par des fonctions imaginaires

< ? ( · * ) - + - x ( · ^ ) e t  ? ( * , y , z ,  ■■■) +  x ( x , y , z ,  . . . ) v / z r i ·

On peut, en conséquence, énoncer les propositions suivantes :

Théorème I. — Si les variables réelles x , y , z, . . .  ont pour limites les 

quantités fixes et déterminées X, Y, Z, et que la fonction imagi

naire
? (·*, y ,  s ,  . . . )  +  x ( æ , y , z ,

soit continue par rapport à chacune des variables x , y , z, . . .  dans le voi- 

i sinage du système des valeurs particulières

x  =  X,  y =  Y ,  z — Z, . . . ,

y(x,  y> £,...)+■  ~jfoc,y, s , . . . )  y/— i aura pour limite 

<p(X,Y,Z, . . . )  +  Z(X,Y,Z, . . . )  s f = i ,  

ou, si l ’on fait, pour abréger,

?(æ,y,z, ■ •■ ) +  x(œ,y,z, • i =  ®(#,y,s, ···)» , 

zs(x, y , z, . . .)  au/·« limite

® (X ,Y,Z,...).

Théorème II. — Désignons par x , y , z, . . .  plusieurs fonctions réelles 

de la variable t, qui soient continues par rapport à cette variable dans le 

voisinage de la valeur réelle t =  T. Soient de plus X, Y, Z, . . .  les valeurs 

particulières de x , y, z, . . .  correspondantes à t — T, et supposons que, 

dans le voisinage de ces valeurs particulières, la fonction imaginaire

uj ( x , y , z ,  . .  .) =  <p(x,y, z ,  . . . )  +  y { x , y ,  z,

soit en même temps continue par rapport à x, par rapport à y , par rap

port à z, etc. ; zs(x,y, z, . . .) ,  considérée comme une fonction imaginaire 

de t, sera encore continue par rapport à t, dans le voisinage de la valeur 

particulière t — T.

Si, dans le théorème précédent, on réduit les variables x , y , z, . . .  

à une seule, on obtiendra l’énoncé suivant :
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Théorème III, — Supposons que dans Vexpression

tz(x ) =  q{x )

la variable x  soit fonction réelle d ’une autre variable t. Concevons de 

plus que la variable x  soit fonction continue de t dans le voisinage de la 

i>aleur particulière t — T, et cs(x) fonction continue de x  dans le voisi

nage de la valeur particulière x  =  X ,  correspondante à t =  T .  L’expres

sion imaginaire ts(x), considérée comme une fonction de t, sera encore 

continue par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur par

ticulière t — T .

§ III. — Des fonctions imaginaires symétriques,

• alternées ou homogènes.

E n  é t e n d a n t  a u x  f o n c t i o n s  i m a g i n a i r e s  l e s  d é f i n i t i o n s  q u e  n o u s  

a v o n s  d o n n é e s  ( C h a p i t r e  III) d e s  f o n c t i o n s  s y m é t r i q u e s ,  o u  a l t e r 

n é e s ,  o u  h o m o g è n e s  d e  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  x , y, s, . · . ,  o n  r e c o n 

n a î t  i m m é d i a t e m e n t  q u e

?  { O C ,  y ,  z ,  . . . ) - h  x { x , y , z ,  - - v/—

e s t  u n e  f o n c t i o n  s y m é t r i q u e ,  o u  a l t e r n é e ,  o u  h o m o g è n e  d u  d e g r é  a 

p a r  r a p p o r t  a u x  v a r i a b l e s  x , y ,  z, . . . ,  l o r s q u e  l e s  f o n c t i o n s  r é e l l e s

· · · ) ,  x ( ^ j > 3> · · · )

s o n t  l ’ u n e  e t  l ’ a u t r e  s y m é t r i q u e s ,  o u  a l t e r n é e s ,  o u  h o m o g è n e s  d u  

d e g r é  a p a r  r a p p o r t  à  c e s  m ê m e s  v a r i a b l e s .

/ „

§ IV. — Sur les fonctions imaginaires et entières 

d’une ou de plusieurs variables.

E n  v e r t u  d e  c e  q u i  a  é t é  d i t  c i - d e s s u s  ( §  I ) ,

? ( · * )  +  x ( « )  v'= r ï

<?(x,y,z, ...) +  x{x,y,z, . . .)\f^ï
e t
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sont deux fonctions imaginaires et entières* l’une de la variable Xi 

l ’autre des variables x, y , s, .v ., lorsque

v ?(·*) et x(x), ü, . ..)  et %{x,y, z, ...)

sont des fonctions réelles et entières de ces mêmes variables. Par
0

suite, si vs(x) représente une fonction imaginaire et entière de la 

variable x , la valeur de rx(x) sera déterminée par une équation de 

la forme

**(*) =  <f(x) +  x(^)V—^

=  fl0+ a 1Æ +  a 2Æî +  . . i  +  ( f t o + M + ^ ' :c!t · · . ) \J—  1 ■,

€t0, a ,, a2, . . . ,  b0, b,, b2, . . .  désignant des constantes réelles. On 

conclura de cette équation, en réunissant les coefficients des puis* 

sances semblables de x,

< i )  tss( x )  = ( < * „ +  b 0 y/—  i )  -+- ( « , +  b ^ —. i ) x  +  ( à 2 - e  b 2 \ j—  i ) ^ 2 + . . . .

Pour que la fonction zs(x), déterminée par la formule précédente, 

s ’évanouisse avec x,  il faut que l’on ait

«o-T- £>oV— i =  °>

c ’est-à-dire a0 =  o et è0=  o, auquel cas la valeur de ù (x ) se réduit à

& ( x )  =  (<2,+ 6, y/— ~i)x  +  ( « 2 +  bi \ f ^ i ) x i +  , . .

== 27 [a, 4- y/--1 +  («2+ ¿2 0^ +>■ *]·

Ainsi, toute fonction imaginaire et entière de la variable x,  lorsqu’elle 

s’évanouit avec cette variable, est le produit du facteur x  par une 

seconde fonction de la même espèce ou, en d’autres termes, est divi

sible par x.  En partant de cette remarque, on étendra facilement les 

théorèmes I et II du Chapitre IV (§ I) au cas où les fonctions entières 

qui s’y trouvent mentionnées sont en même temps imaginaires. J’ajoute 

que ces deux théorèmes subsisteront encore si Ton y remplace les 

valeurs particulières et réelles attribuées à la variable x,  telles que

*l> 2̂»
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par des variables imaginaires

Si0 +  6» y/— i > *i +  6| \/— I > H- \/— i , . . . .

Pour démontrer cette assertion, il suffit d’établir les deux proposi

tions suivantes :

Théorème I. — Si une fonction imaginaire et entière de la variable oc 

s'évanouit pour une valeur particulière de cette variable, par exemple 

pour x =  a 0+  60 \l~ I ,

cette fonction sera divisible algébriquement par

Démonstration. — En effet, soit

&(*)=*<?(*) + x(x)  n/—

la fonction imaginaire dont il s’agit. Si l’on y fait

x =  «0 +  60 \J— i -+■ z,
z désignant une nouvelle variable, on obtiendra évidemment pour 

résultat de la substitution une fonction imaginaire et entière de s, 

savoir
î + s ) ;

et, comme cette fonction de z devra s’évanouir pour z =  o, on en con

clura que
nj(.r) —  Er(a0-t-ë0 \/— i -t- z)

est divisible par
=  x —  <x0 —

Corollaire /. — La proposition précédente subsiste dans le cas même 

où la fonction x ( x )  s’évanouit, c’est-à-dire dans le cas où vs(x) se 

réduit à une fonction réelle y(x) .

Corollaire IL — Le théorème précédent subsiste encore lorsqu’on

1
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suppose 6 =  o, et par conséquent lorsque la valeur particulière attri

buée à la variable x  est réelle.

Théorème II. — Si une fonction imaginaire et entière de la variable x  

s’évanouit pour chacune des valeurs particulières de x  comprises dans la 

suite

oc0 -f- y/— i , ocj +  êj y/— i , -H 62 i > · · · , &11—1 ^n—1 y/ * >

n désignant un nombre entier quelconque, celte fonction sera équivalente 

au produit des facteurs

« 0  — ®oy/— I, x — « 1  — êjy/— i , x  — p?2 — 52y/— I , · · · ,  x — «rt-i — 1 y/

joar zmc nouvelle fonction imaginaire et entière de la variable x. 

Démonstration. — Soit

w{x) — ^{x ) + x i x )\J— 1

la fonction proposée. Comme elle doit s’évanouir pour

x — <x 0+60 y/— 1,

elle sera, en vertu du théorème I, algébriquement divisible par

et l’on aura, en conséquence,

( 2 )  tn(x) = (x — a 0—  ê 0y / - i ) Q o >

Q0 désignant une nouvelle fonction imaginaire et entière de la va

riable x.  La fonction vs(x) devant s’évanouir encore lorsqu’on sup

pose
x  — ¡Xi -+- ë, y/— I ,

cette supposition réduira nécessairement à zéro Te second membre de 

l ’équation (2), et, par conséquent, l ’un des deux facteurs qui le com

posent (voir le Chapitre VII, § II, théorème VII, corollaire II). De

OEuvres de C. —  S .  I I t t .  I I I .  28
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plus, comme le premier facteur

x  —  «o—  60y/ —  1

ne peut devenir nul pour

x  — « i  -+- § i  y / —  i ,

tant que les valeurs particulières

«0 H” — 1 > ot £ -4- êj y/— i

sont distinctes l’une de l’autre, il est clair qu’en attribuant à a; la se

conde de ces deux valeurs, on devra réduire à zéro la fonction entière 

Q0, et, par suite, que cette fonction entière sera divisible algébrique

ment par
X —1 y/ — I .

On aura donc
Q o  =  ( x  —  a ,  —  ê ,  y / —  i )  Q , ,

Q, désignant une nouvelle fonction imaginaire et entière de la va

riable ¿c; en sorte que l’équation (2) pourra se mettre sous la forme

( 3 ) t z ( x )  =  (oc —  a 0 —  6„ y/—  1) ( x  —  a, —  6, y/— 1) Q,.

En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : i° que, la 

fonction w(a?) devant s’évanouir en vertu de la supposition

x  —  a2-h ê2y/—  1,

cette supposition réduit nécessairement à zéro le second membre de 

l’équation ( 3), et, par conséquent, l’un de ses trois facteurs; 20 que 

le facteur réduit à zéro ne peut être que la fonction entière Q,, tant 

que les trois valeurs particulières de x ,  désignées par

ao ■+■ a\ ■+■ ®i sJ— 1 > a 2 +  y/— 1 ,

sont distinctes l ’une de l’autre; 3° que la fonction entière Q,, devant 

s’évanouir pour
X —  «,-f- ê2 y/—  I ,
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est algébriquement divisible par

x  —  <x 2 —  ë2 \ / ^ 7 .

On aura, par conséquent,

Q 1 = ( ^ - o : 2- 62V/ ir7 ) Q 2

et, par suite,

(4) & ( x )  =  ( x  —  ao —  60 (/—  i )  ( x  —  a, —  ë, \ J ~ i)  (¿t? —  oc2—  62i/1^ )  Q2,

Q2 désignant encore une fonction imaginaire et entière de la va

riable x . En continuant de la même manière, on finira par reconnaître 

que, dans le cas où la fonction entière xz(x) s’évanouit pour n valeurs 

différentes de x , respectivement désignées par

«o-l- I, «1 H- \/— 1 > ···> ««-i+ 6„_1 \/— J ,

on a nécessairement

m(x) =  ( x  —  cc0—  ê„y/^V) (x: —  a.̂ —  y/ —  i)  ( x  — a 2 —  ë2 i ) . . . (x  —  — S„._i\J—  i

Q désignant une nouvelle fonction entière de la variable x.

Il est à peu près inutile d’observer que le théorème précédent sub

siste lorsqu’on suppose
x ( x )  =  0

ou bien
60= o ,  6i =  o, . ê2= o ,  6,i_i =  o,

c’est-à-dirc lorsque la fonction xz(x) ou les valeurs particulières attri

buées à la variable x  deviennent réelles.

A l’aide des principes établis dans ce paragraphe, on démontrera 

sans difficulté que, dans le Chapitre IV (§ I), les théorèmes III et IV, 

avec la formule (i), peuvent être étendus au cas où les fonctions et les 

variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulières 

attribuées aux unes et aux autres. On prouvera de même que les pro

positions I, II et III, avec les formules ( i)  et (2)*, dans le § IJ du Cha

pitre IV, et les formules (2), ( 3), (4), ( 5), (6) dans le § III du même 

Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs réelles ou imagi-
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, par 

exemple, on reconnaîtra, en particulier, que l’équation (6) du § III, 

savoir

(6)

( x  -4-  y ) n 
1 . 2 . 3.. .n x n

1.2.3...«
x n~1

1.2.3.. .(n — i) i
y t l - l

i i . 2.3.. . ( n — i )
y ll

1.2.3. . .n

a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables x  et y.

§ Y. — Détermination des fonctions imaginaires continues 

d'une seule variable propres à vérifier certaines conditions.

Soit

une fonction imaginaire continue de la variable x , ç(a?) et y f x )  dé

signant deux fonctions continues, mais réelles. La fonction imaginaire 

ra(a;) sera complètement déterminée, si elle est assujettie à vérifier, 

pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x  et y,  l ’une 

des équations

(1) rss{x 4 - y )  = w ( a ;) - f - r o ( j ' ) ,

( 2 )  =  x c j ( y ) ,

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives des mêmes va

riables, l’une des équations suivantes :

(3) ^{xy) — rs{x) +  Ts{y),

(4) xs{xy) =  m^x)-xm(y).

Nous allons résoudre successivement ces quatre équations, ce qui 

nous fournira quatre problèmes analogues à ceux que nous avons déjà 

traités dans le § I du Chapitre V.

Problème I. — Déterminer la fonction imaginaire a ( x )  de manière

qu elle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la va-
\
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riable x , et que l ’on ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x  

et y ,

(i) m { x - + -y ) = rz{ x ) - r  m ( y ).

Solution. — Si, à l’aide de la formule

rs( x ) =  <ii( x ) + x { æ )\J — i ,

on remplace dans l’équation (i)  la fonction imaginaire zs par les fonc

tions réelles <p et cette équation deviendra

<?(x + y )  +  + y )  Ve -  ̂=  ?(^) +  %(x ) \/— 1 +  ?(/) +  i ( y )  \/— 1 ;

puis l’on en conclura, en égalant de part et d’autre les parties réelles 

et les coefficients de y/— r ,

9(x + y )  =  ?(« ) -t- ®Cr)> 

x ( x + y )  — x ( x ) - h x ( y ) .

On tirera de ces dernières formules (voir le Chapitre V, § I, pro

blème I)
y ( x ) =  x y ( i ),

X ( x ) =  x x ( ï )

et, par suite,

( 5 ) O T ( ^ ) = a ? [ < p ( i ) + x ( i ) v /— 0  

ou, ce qui revient au même,

( 6 ) ü s ( x )  —  x & ( i ) .

Il suit de l’équation ( 5) que toute valeur de u(x)  propre à résoudre 

la question proposée est nécessairement de la forme

(7 ) * rn(x)  =  (a  -+- b\J— i ) x ,

a, b désignant deux quantités constantes. Il est- d’ailleurs facile de 

s’assurer qu’une semblable valeur de a ( x )  vérifie l’équation (1), 

quelles que soient les deux quantités a et b. Ces quantités sont donc 

deux constantes arbitraires.
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On peut remarquer que, pour obtenir la valeur précédente de a(x),  

il suffit de remplacer, dans la valeur de <p(a?) que fournit l’équation (7) 

du Chapitre Y (§ I), la constante arbitraire et réelle a par la constante 

arbitraire, mais imaginaire,
a +  b\J— 1.

Problème II. — Déterminer la-fonction imaginaire t z ( x )  de manière 

quelle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la va

riable x , et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles, des variables x  

et y ,

(2) us{x+y)=TB(x)m(y).

Solution. — Si dans l’équation (2) on fait x  =  o, on en tirera

e t ( o ) =  i

ou, ce qui revient au même, à cause de la formule

et, par suite,

Tx{x) =  y(œ) +  X(x)s/— 1,

?(°) +  X(o)v/- i  =  1 

=  x ( ° )  —  °·

La fonction <p(x) se réduira donc à l’unité pour la valeur particulière o 

attribuée à la variable x;  et, puisqu’on la suppose continue entre 

des limites quelconques, il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de 

cette valeur particulière, très peu différente de l’unité, par conséquent 

positive. On pourra donc, en désignant par a Un nombre très petit, 

choisir ce nombre de manière que la fonction reste constamment 

positive entre les limites
X —  O ,  X  —  CL.

Cette condition étant remplie, comme la quantité ç ( a )\era elle-même 

positive, si l ’on fait

P =\Ap(«)24 -X(a)2,

on en conclura

Ç =  arc tang^ iüJ , 
?(«)

5J(a) =  ? (a) +  x(«)v/— 1 =p(cosÇ-t-V^7sinÇ)·
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C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u e  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 2)  o n  r e m p l a c e  s u c c e s 

s i v e m e n t  y  p a r  y  -+- z ,  p u i s  z  p a r  z  4 -  u, . . . ,  o n  e n  d é d u i r a

ro(«-t-y +  s + . . . )  =  ro(a;)ro(7)ro.(s) . . . ,

quel que soit le nombre des variables x , y ,  z, . . .  ; si, de plus, on dé

signe par m ce même nombre, et que l’on fasse

l’équation que l’on vient de trouver donnera

cr (m a)  —  [cr(a)]m=  p"‘ (cosm Ç +  \J—  1 s in w Ç ).

J’ajoute que la formule

cr(ma )  —  pm(cosmÇ - 1-  \J— isin /n Ç)

subsistera encore si l ’on y remplace le nombre entier m par une frac

tion ou même par un nombre quelconque p. C’est ce que l’on prou

vera facilement ainsi qu’il suit.

Si dans l’équation (2) on fait

1 r
x  —  - a ,  Y —  -  a,2 J 2

on en tirera

ĵ cr ^  j  =  cr( a ) =  p [cosÇ -4- \/— 1 sin?] ;

puis, en extrayant les racines carrées des deux membres, de manière 

que les parties réelles soient positives, et observant que les deux 

fonctions <p(ar), cosar restent positives, la première entre les limites 

x  =  o, x  =  a, la seconde entre les limites x  — o, x  — Ç, on trouvera

® ( l  a )  =  ? ( î  a )  +  x ( ;  “ )  V ^  =  PT(co s  |  +  7  sin

De même, si dans l’équation (2) on fait

y = ï « >
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o n  e n  t i r e r a

p u i s ,  e n  e x t r a y a n t  l e s  r a c i n e s  c a r r é e s  d e s  d e u x  m e m b r e s ,  d e  m a n i è r e  

à  o b t e n i r  d e s  p a r t i e s  r é e l l e s  p o s i t i v e s ,

P a r  d e s  r a i s o n n e m e n t s  s e m b l a b l e s ,  o n  é t a b l i r a  s u c c e s s i v e m e n t  l e s  f o r 

m u l e s  '

d e  a j ,  c o m m e  o n  a  o p é r é  s u r  l a  v a l e u r  d e  n ( a )  p o u r  e n  d é d u i r e  

c e l l e  d e  w ( m a ) ,  o n  t r o u v e r a

e t ,  e n  g é n é r a l ,  n  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  q u e l c o n q u e ,

S i ' l ’ o n  o p è r e  s u r  l a  v a l e u r  p r é c é d e n t e  d e  u i  ^  a  j  p o u r  e n  d é d u i r e  c e l l e

o t f ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

et» p a r  s u i t e ,

\
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puis, en supposant que la fraction ~  varie de manière à s’approcher 

indéfiniment du nombre p, et passant aux limites, on obtiendra les 

équations
(¡>(fJ.!x) =  plJ‘COS^, x(pa) =  pl,'sinpÇ> 

desquelles on conclura

(8) 7ü(pu3c) =  pr-(cosp£ H- \J— i sinp£).

De plus, si dans l’équation (2) on pose

oc — p-oi, y ~ — p«,
on en tirera

w(— pa) =  zrp-H'fcosC— pÇ) + v/— I sin(— p£)].

La formule (8) subsistera donc lorsqu’on y remplacera p par — p. En 

d’autres termes, on aura, pour des valeurs réelles quelconques posi

tives ou négatives de la variable x,

(9) nr(air) =  px [cos£;r -+- y/— 1 sinÇ#] =  [rofa)]*.

Si dans cette dernière formule on écrit — au lieu de x,  elle deviendra«

(10) sj(à?) =  px ĵ cos cĉ j +  y/— 1 sin ^ =  [cr(«)]a;

et si l’on fait ensuite, pour abréger,

( n )  pa =  A ,  \  —  b>

on trouvera

(12) . tü(x ) ç= Á.x(cosbx +  y/— i sinô.z).

Ainsi toute valeur de vs{x), propre à résoudre la question proposée’, 

sera nécessairement de la forme

AiC(cos bx -+- y/— 1 sinôx),

A, b désignant deux constantes réelles, dont la première ne pourra

• OEuvres de C- —  S. I I ,  t .  I I I . 29
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être que positive. Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’une semblable 

valeur de us(æ) vérifie l’équation (2), quelles que soient la valeur du 

nombre A et celle de la quantité b. Ce nombre et cette quantité sont 

donc des constantes arbitraires.

Corollaire. — Dans le cas particulier où la fonction <p(a?) doit rester 

positive entre les limites x  =  o, x  =  1, on peut, au lieu de supposer a 

très petit, prendre a =  i; et l’on conclut alors immédiatement des 

équations (9) et (10)

( i3 ) r o i »  =  [>(])]*.

Problème III. — Déterminer la fonction imaginaire vs(x) de manière 

qu’elle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va

riable x , et que l ’on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x  

et y,

(3 ) us ( x y  ) —  fis ( x )  +  ny(_y).

Solution. — Si, à l ’aide de la formule

gt(,27) =  9(2;) +  X(.r )(/-■ >

on remplace dans l’équation (3) la fonction imaginaire ct parles fonc

tions réelles çp et puis, que l’on égale de part et d’autre les parties 

réelles et les coefficients de \J — 1, on trouvera

?(■ »/) =  ?(·») +<?(/)>

X(æ,/ ) := X (^ ) +  X(7)·

Si, de plus, on désigne par A un nombre quelconque et par L la 

caractéristique des logarithmes dans le système dont la  base est A, 

on tirera des équations précédentes (voir le Chapitre Y, § I, pro

blème III) ·
?(^) =  <?(A.)L(«),

X( 7̂) =  X(A)L(¿d),

et l’on en conclura

( > é )  —  [ ? ( A )  +  x ( A ) v ^ - — TJ L ( . r )
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ou, ce qui revient au même,

(15 ) GT(à?) =  Cj(A) L ( x ).

Il suit de la formule (i4 ) que toute valeur vs(x) propre à résoudre la 

question proposée est nécessairement de la forme

(16) m(x)=--(a +  b\/— i)L(x),

a, b désignant deux quantités constantes. Il est d’ailleurs facile de 

s’assurer qu’une semblable valeur de u ( x )  vérifie l’équation ( 3), 

quelles que soient les quantités a et b. Ces quantités sont donc deux 

constantes arbitraires.

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur précédente de ù(x),  

il suffit de remplacer, dans la valeur de <p(a?) que fournit l’équa

tion (12) du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et réelle a par la 

constante arbitraire, mais imaginaire,

a H- b\J— t .

Nota. — On pourrait arriver très simplement à l’équation ( i 5) de la 

manière suivante.

En vertu des formules identiques

x  =  A1· ■ *', y —  ALy,

l’équation ( 3) devient

©(Alx +Ljr) =  rs(ALx) -H AL̂ ),

Comme, dans cette dernière, les quantités variables Lx, Ly admettent 

des valeurs réelles quelconques positives ou négatives, il efl résulte 

qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x  

et j ,
crfA*4̂ ) =  st( Aæ) -f- ro(A^).

On en conclura [voir le problème 1, équation (6)]

zB(Aje) =  xæ(A,) = x & ( A )
et, par suite,

zs(ALx) =  va(A) Lx .
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o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

nr(^) =  ra(A) L x .

Problème I V .  —  Déterminer la fonction imaginaire gj( îc) de manière 

qu’elle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va

riable x , et que Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x  

et y ,

U) - xss{ x y ) =  ^ ( x ) m ( y ).

Solution. — I l  s e r a i t  f a c i l e  d ’ a p p l i q u e r  à  l a  s o l u t i o n  d e  c e  p r o b l è m e  

u n e  m é t h o d e  s e m b l a b l e  à  c e l l e  q u e  n o u s  a v o n s  e m p l o y é e  p o u r  r é s o u d r e  

l e  s e c o n d ;  m a i s  o n  a r r i v e r a  p l u s  p r o m p t e m e n t  à  l a  s o l u t i o n  c h e r c h é e ,  

s i  l ’ o n  o b s e r v e  q u e ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  L  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  d e s  l o g a 

r i t h m e s  d a n s  l e  s y s t è m e  d o n t  l a  b a s e  e s t  A ,  o n  p e u t  m e t t r e  l ’ é q u a 

t i o n  ( 4 )  s o u s  l a  f o r m e

ra( ALx'hLy) =  ns(ALx) isj(ALy ).

C o m m e ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n ,  l e s  q u a n t i t é s  v a r i a b l e s  L x, L y  

a d m e t t e n t  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  q u e l c o n q u e s  p o s i t i v e s  o u  n é g a t i v e s ,  i l  

e n  r é s u l t e  q u ’ o n  a u r a ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  r é e l l e s  p o s s i b l e s  d e s  v a 

r i a b l e s  x  e t  y,
rs(Ax+y) =xn(Ax)ijs(Ay).

O n  e n  c o n c l u r a ,  e n  r e p r é s e n t a n t  p a r  ot u n  n o m b r e  t r è s  p e t i t  e t  e n  

r e m p l a ç a n t  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( i o )  d u  s e c o n d  p r o b l è m e  c j ( . r )  p a r  w ( A * ) ,

.r

, c i (Ax ) [c i(A a )]“ .

O n  t r o u v e r a  p a r  s u i t e
L.r

w ( A L* )  =  [ r n ( A a )] “  

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

L r

(17) m( x ) ~ lm { A * ) ]  « .

I l  e s t  e s s e n t i e l  d ’ o b s e r v e r  q u e  l a  f o n c t i o n  i m a g i n a i r e  rz(Ax), e t  p a r  

c o n s é q u e n t  s a  p a r t i e  r é e l l e  < p ( A x ) ,  s e  r é d u i s e n t  à  l ’ u n i t é  p o u r  x  — o ,

1
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ou, en d’autres termes, que la fonction imaginaire vs(x) et sa partie 

réelle y (x)  se réduisent à l’unité pour x  =  i. C’est ce que l’on peut 

démontrer directement, en prenant dans l’équation (4),

x  —  A 0 =  i.

Quant au nombre a, il doit seulement être assez petit pour que la 

partie réelle de la fonction imaginaire ct(Aæ) reste constamment posi

tive entre les limites x  — o, a?= a. Cette condition étant remplie, la 

partie réelle de l’expression imaginaire

nj( A a) =  9 (A a) -+- x ( A a ) s]— i

sera elle-même positive; et par suite, si l’on fait

on aura

P = V [? (A a)]24-[x(A»)]2, Ç =  arc tang X(Ag)
cp(A“ ) ’

5t(A“ ) =  p(cosÇ'H-— i sinÇ).

Cela posé, l’équation (17) deviendra

En vertu de cette dernière équation, toute valeur de nr(a?) propre à 

résoudre la question proposée sera nécessairement de la forme

(19) rz(x) =  ¿r®[cos(ôLa?) \J— 1 sin(èLic)],

a, b désignant deux quantités constantes. 11 est aisé, de plus, de s’as

surer que ces deux quantités constantes doivent demeurer entière

ment arbitraires.
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CHAPITRE IX.

DES SÉRIES IMAGINAIRES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES 

IMAGINAIRES CONVERGENTES. NOTATIONS EMPLOYÉES POUR REPRÉSENTER QUELQUES FONC

TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLES ON SE TROUVE CONDUIT PAR LA SOMMATION DE CES 

MÊMES SÉRIES.

§ I. — Considérations générales sur les séries imaginaires.

Soient respectivement

(1) Po> Pu P u  ·· ·>  Pm •••r

( 2 )  ( J n ,  Ç i ,  Ç / i ,  • • • y  Ç a t  · . ·

deux séries réelles. La suite des expressions imaginaires

( 3 ) p o + q ^ ^ î ,  p ,  +  y C T T , P î + q i ^ Z ^ j . . . ,  p n + q n \ J — l ,  . . .  

formera ce qu’on appelle une série imaginaire. Soit, de plus,

¡ Su —  (.Pô -+- (¡o — 1) -+- (/>i+ <h v7— 1) +  · · ·-+- ( p n - i +  Çn-i \f—  ■ )
(4) ,—

—  {po +  Pi +  ···-^- Pn-i)  4 - (? # +  <7i 4 - · · · +  ?»-1) v —  1

la somme des n premiers termes de cette série. Selon que, pour des 

valeurs croissantes de n, sn convergera ou non vers une limite fixe, on 

dira que la série ( 3) est convergente et qu’elle a pour somme cette 

limite, ou bien qu’elle est divergente et n’a pas de somme. Le premier 

cas aura évidemment lieu si les deux sommes

Pa -H Pi  +  · · · ■ +" Pn-i >

ç0-h Çi~h . . .-h q„-i

convergent elles-mêmes, pour des valeurs croissantes de n, vers des
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limites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d’autres 

termes, la série ( 3) sera toujours convergente en même temps que les 

séries réelles (i)  et (2). Si ces dernières, ou l’une d’elles seulement, 

deviennent divergentes, la série ( 3) le sera également.

Dans tous les cas possibles, le terme de la série ( 3) qui correspond 

à l’ indice ri, savoir
Pn +  qn ,

est ce qu’on nomme son terme général.

L’une des séries imaginaires les plus simples est celle qu’on obtient 

en attribuant à la variable x , dans la progression géométrique

1, X ,  X ! , y y * * * y

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idées, que l’on fasse

x  =  æ(cos0 h— — 1 sin0),

s désignant une nouvelle variable supposée réelle, et ô un arc réel. La 

progression géométrique dont il s’agit deviendra

(5)
T, s(cos0 +  v/— f sin0), î 2(cos2Ô -4- \j— 1 sinaô), . . . ,  

. . . ,  z’l(cosn6 -+- \/— i sin«0), . . . .

Pour obtenir l’équation quudétermine la somme des n premiers termes 

de la série précédente, il suffit de remplacer x  par z (cos 0 - 1-  \/ — 1 sin 0 ) 

dans la formule

, „ . I x"·
l  - h  X  +  X *  +  .  , X n ~ l — --------------;--------

I —  X  I —  X

On trouve de cette manière

( 6 )

i -+-.z(cos0 -+- \J —  1 sin0) -+-z * (c o s2 0 -+- y/—  1 s in aô )  h- . . .

-4- z,i_1 [cos(w — 1) 0 +  \J— 1 sin(w — i')0]

__ r æ " ( c o s /î 0  - t - \ / — i s i n « 0 )_

i — s (cos 0-4- 1 si n 0) 1 — s(cos0 -t- \J— 1 sin0)’

et, comme, pour des valeurs croissantes de n, le module de l’expres
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C O U R S  D ’A N A L Y S E ,

s n( c o s «9  4- y/—  ï s in « S) 

i — z  cos 0 —  z sin 0 y/— i

savoir
. i :  z n

---------------------- V
( l  —  2 3  C O S 0  4 -  Z 2 ) *

converge vers la limite zéro ou croît au delà de toute limite, suivant 

qu’on suppose la valeur numérique de z inférieure ou supérieure à 

l ’unité, on doit conclure de l’équation.(6) que la série ( 5) est, dans 

la première hypothèse, une série convergente qui a pour somme

I
’ ,— ■. y

i —  z  cos 7 —  z  sin 9 y —  i

et, dans la seconde hypothèse, une série divergente qui n’a plus de 

somme. ‘

La somme d’une série imaginaire convergente s’indique, comme 

si la série était réelle, par la somme de ses premiers termes, suivie 

de points....

Cela posé, si l’on appelle s la somme de la série ( 3) supposée con

vergente, et que, dans la formule (4), on fasse croître n indéfiniment, 

on trouvera, en passant aux limites,
•

5 =  ( P ô  H- Ç o  \ / —  0  -H ( P x  -+- Ç i  \ / —  0  +  (/> 2-t- Ç î  \ / —  i )  -+-· · ·
( 7 )  r —

— (Po +  Pi +  Pt +  - · ·) +  (?o +  Çi +  + ...)  i .

De même, lorsqu’on supposera la valeur numérique de z inférieure à 

l ’unité, on tirera de l’équation (6), en faisant croître n au delà de 

toute limite assignable,

!i +  z (cos 0  +  y/ — i s in 0 ) 4 - s 2 (cos 2  0  4 - y/— i sin 2  0 ) +  . . .

i _ i —  z  cos 0 +  s  sin 0 y/—  i

i —  -seos© —  z  sin 0 \j— i 1 —  2 3 cos 0 4- -s2

En vertu de la formule (7), le premier membre de l’équation (8) peut
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être présenté sous la forme suivante : * '

(i +  z cos 9 4- z2 c o s 2 0 + . . . )  4- (z sinS 4 - z 2 sin2 0 +  . . . )  y'ZTJ

On aura donc, pour des valeurs numériques de s inférieures à l’unité,

| (i 4- z  co s0 4- z 2 co s2 0 + . . . )  4- (s sin0 -t- z- sin2 0 4 - . .  ·. ) \J—1

(9 ) \ _  1 —  z cos 0 z s i n 0 1----
( 1 — 2 z  cos 9 h-  z 2 "*■ " 1 —  2 z cos 9 4- s 2 * 1 ’

On en conclura

(10)

1 + Z  C O S  9 H- Z 2 COS 2 0 -4- Z 3 c o s3 i

.z sin 9 -1- z 2 sin 2 0 4- z 3 sin 3 0 h-  . . .  =

1 — z cost

1 — 2z cost 

z sinÉ

Zi’

1 —  2 Z cos 0 -4- ,

0 -HI.

Ainsi la substitution d’une valeur imaginaire de x  dans la progression 

géométrique
I ry\ /y»4- /yi/t *j M/ , \As y , . , y iX/ y · « ·

suffît pour conduire à la sommation des deux séries

(II)
z  cos0, Z 2 COS 2 0, , z'1 cos n 9 ,

z  sin 0, z 2 sin 2 0, . z n sin/i0,

toutes les fois que la variable 3 reste comprise entre les limites

Z —I, z  — + 1,
<

c’est-à-dire toutes les fois que ces deux séries sont convergentes.

Les premiers membres des équations (10) étant (en vertu du théo

rème I, Chapitre YI, § 1) fonctions continues de la variable 3, dans le 

voisinage de toute valeur particulière comprise entre les limites

z — — I, z — 4 - 1 ,

le premier.membre de l’équation (9) sera lui-même, dans le voisi

nage d’une semblable valeur, fonction continue de 3. Or, ce premier 

membre n’est autre chose que la somme do la série (5), dont les dif-
Q Euvrcs  d e  C .  — S. II, t. III. 3o
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férents termes restent fonctions continues de 5 entre des limites quel

conques. En généralisant la remarque qu’on vient de faire, on obtient 

la proposition suivante :

T héorème I. '— Lorsque les différents termes de la série ( 3 )  sont des 

fonctions d ’une même variable z, continues par rapport à cette variable 

dans le voisinage d ’une valeur particulière pour laquelle celte série est 

convergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette 

valeur particulière, fonction continue de z.

Démonstration. — En effet, dans le voisinage de la valeur particu

lière attribuée à la variable z, la série (3) ne peut être convergente et 

avoir pour ses différents termes des fonctions continues de z, qu’au- 

tant que les séries réelles (1) et (2) jouissent l’une et l’autre des 

mêmes propriétés : or, dans cette hypothèse, chacune des sommes

Pa- -̂Pi-  ̂Pi +  · · ·>

Ço'l·- q\ ■ +" <7 2 ■ +■  · · ·

étant (en vertu du théorème I, Chapitre VI, § I) fonction continue de 

la variable z, il en résulte que la somme de la série ( 3), savoir

s =  ( Pt -+- Pi +  Pi H- · · · ) + ( 7o +  <h -+- 72 -+- · · · ) .

sera aussi fonction continue de cette variable.

Supposons maintenant que l’on désigne par

P01 pi? P2 ?

les modules des différents termes de la série ( 3), etpar

cos0o +  \I— 1 sin0o, cos (9, -+- \J— 1 sin01( cos02 +  v/— isio02, . ..

les expressions réduites correspondantes, en sorte qu’on ait générale

ment

p,i = {pl+çlŸ,
pn +  q,i v P Î  =  pn ( C O S 0 „  +  sin 6„X
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La série ( 3 ) deviendra

Po ( c o s 0 o - 4 - \ / — i s in f l0 ) ,  

p! ( c o s 9, h- y/—  i s i n 0 ,  ) ,

( I2) / p,(cos0, +  v ' - i  sinfl,),
.................................. 9
p„( c o s 6n-h Sin6n),

et l’on pourra ordinairement décider si cette série est convergente ou 

divergente, à l’aide du théorème que je vais énoncer.

T héorème II. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles conve/'ge,

tandis que n croît indéfiniment, l ’expression (p,,)"· Suivant que la plus 

grande de ces limites sera inférieure ou supérieure à l ’unité, la série ( 3) 

sera convergente ou divergente.

Démonstration. — Considérons d’abord le cas où les plus grandes
1

valeurs de l’expression (p„)a convergent, tandis que n croît indéfini

ment, vers une limite inférieure à l’unité. Dans ce cas, la série

( l 3 )  p0, pi» p-2 > · · · >  P«> · · ·

étant convergente (‘Chapitre VI, § II, théorème I), les séries

Po COS9 0, pi COS$i , p 2  COS@2 , . . », p n c o s 9n , . « »,

poSin^o, p,sin0„ p2 sin 02, ···> p„sin0/(, . . .

le seront également (Chapitre VI, § III, théorème IV), et la conver

gence de ces dernières entraînera celle de la série (12), qui n’est que 

la série ( 3 ) présentée sous une autre forme.

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n,

les plus grandes valeurs de (p„)" convergent vers une limite supé

rieure à l’unité. Dans cette hypothèse, on prouvera, par un raisonne

ment semblable à celui que nous avons employé dans le Chapitre VI 

(§ II, théorème I), que les plus grandes valeurs du module

pn=(p\+-g\)'

(i4)
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croissent avec, n au delà de toute limíte, ce qui ne peut être vrai 

qu’autant que les plus grandes valeurs des deux quantités pn, qn, 

ou au moins de l’une d’elles, croissent de même indéfiniment. Or, 

comme ces deux quantités sont les termes généraux des séries (i) 

et (2), on doit conclure que, de ces deux séries, l’une au moins est 

divergente, ce qui suffit pour assurer la divergence de la série ( 3 ).

Scolie ï. — Le théorème qu’on vient d’établir ne laisse d’incerti

tude sur la convergence ou la divergence d’une série imaginaire que
1

dans le cas particulier où la limite des plus grandes valeurs de (p„)n 

devient égale à l’unité. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours 

facile de décider la question. Toutefois on peut affirmer que, si la 

série ( i 3 ) est convergente, les séries ( i4 )< et par suite la série (12), 

le seront pareillement. La réciproque n’est pas vraie, et ij pourrait 

arriver que, la série (12) restant convergente, la série ( i 3 ) fût diver

gente. Ainsi, par exemple, si l’on suppose

on obtiendra, à la place des séries (12) et ( i 3 ), les deux suivantes

I 1 I
I( 5 ’ 3’ V

dont la seconde est divergente, tandis que la première reste conver

gente et a pour somme ,

l  désignant la caractéristique des logarithmes népériens.

Scolie IL — Lorsque, pour des valeurs croissantes de n, le rapport

Pn-H
• P»

s’approche indéfiniment d’une limite fixe, cette limite est également

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R E M I È R E  P A R T I E .  —  C H A P I T R E  I X .  2 3 7

celle vers'laquelle convergent les plus grandes valeurs de l’expres-
I

sion (p,,)".

Le théorème Y du § III (Chapitre YJ) est évidemment applicable 

aux séries imaginaires aussi bien qu’aux séries réelles. Quant au théo

rème VI du même paragraphe, on doit, lorsqu’il est question des séries 

imaginaires, le remplacer par le suivant :

T héorème III. — Soient

( 15 )
«01 «1, « 2, ,• · · t  U f i f

«;0, <’l, V î , • v a 9

deux séries convergentes, mais imaginaires, qui aient respectivement pour 

sommes s et s' . Si chacune de ces séries reste convergente lorsqu on réduit 

ses différents termes à leurs modules respectifs,

( . 6 )

«0 <;0, «0^1+ «1 l’o «0 l>2 -h «1 Cj +  «2 <’o, . . · ,

. . ., uQ vn V,i—\ H-. .·. ·+ un—i H- u/t Vq9

sera une nouvelle série convergente imaginaire, qui aura pour somme ssr.

Démonstration. — Désignons respectivement par s„, s'u les sommes 

des n premiers termes des deux séries ( i 5 ), et par s"n la somme des 

n premiers termes de la série (16). On trouvera

sn s'n — s," =  ««-i e„_i -t- ( w«-i e„_2 4- 2 e„_i ) H-...

4 - (un—i vt 4 - un-i H-... -I- «2 C/j-2-t- «i vll_l).

Désignons encore par p„ et p'„ les modules des expressions imaginaires 

ua et va, en sorte que ces expressions soient déterminées par des équa

tions de la forme __
un~- p;i(cos0„4- \J— I sin0„),

'vn --p 'n(cos6',t + f f^ iù n 6 'n).

P 01 P1' p2) ■ · · > • · · ? »

pi» p'1’ P*» ■■ · * t  P u t . . .

Les séries réelles

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 COURS D’ANALYSE, 

étant convergentes par hypothèse, on en conclura, comme dans le 

Chapitre VI (§ III, théorème YI), que la somme

P " - i  P « -i ■+■ (p « - ip « - 2  +  P r t - îP « -1 ) +  · · ·

+  (P « - ;  Pi +  P/i- j PÎ ■*“ · · · ■+■ PaPrt-î ■+" pi P/i-i )

converge, pour des valeurs croissantes de n ,  vers la limite zéro. Il en 

sera de même a  fo r t io r i  des deux sommes

Pii-lp/i-l COS(0„_1 -f-0„_, )

+  [Pn-lP»-jCOS(0„_,+0;,_s) - t - pB- ip ' » - ,  COS(0„_,+0;,.j)]

+  [P * - l  Pi COS ( 0 „_ , +  0', ) +  p;t-s p'2 COS ( 0 „_2 4- 0's ) 4- . . .
4- p2 p'„_, COS ( 02 4 - 0;_2) 4 - p, p',_, COS ( 0, -4 9'n , )] 

et
P«-i P«-i s in (0„_j 4 - 0„._.j )

·+■  [p»-l P«-2 sin (0«-! 4- 0i,_2 ) 4- Pn-i p'a-i  s in (0„ - 2+  0„_, )]

4- ..........................................................................................................

[Pn-i Pi SÎn (0/1—1 4- 0( ) 4- p„_2 pi sin (0/1—2 4- 0'j ) 4 -. ■ .

■ +■  Pa P«—2 s ·11 ( 2̂’+  0„-2 ) 4 - pi pi_i si n ( 4- 0„_, )],

dont la première représente évidemment la partie réelle de l’expres

sion imaginaire
SnS'a— sl,

tandis que la seconde représente le coefficient de — 1 dans cette 

expression. Par suite, sas'n — /H convergera aussi, pour des valeurs 

croissantes de n, vers la limite zéro; et, comme snsn s’approche indé

finim ent de la limite ss', il faudra de toute nécessité que l’expres

sion s"/t, c’est-à-dire la somme des n premiers termes de la série (16), 

s’approche elle-même indéfiniment de cette dernière limite. 11 eh 

résulte : i° que la série (16) est convergente; 20 que cette série con

vergente a pour somme ss'.
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§ 11. — Des séries imaginaires ordonnées suivant les puissances ascendantes

et entières d ’une variable.

Soit x  une Variable imaginaire. Toute série imaginaire ordonnée 

suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x  sera de 

la forme

«o+ bs, \[--i, (fl!+ bl (a2 +  b2\J— i)æ!, . . . ,

...., (a„+  bn . . . ,

a0, a,, a2, . . . ,  an, . . . .  b0, bt, b2, . bH, . . .  désignant deux suites 

de quantités constantes. Dans le cas où les constantes de la seconde 

suite s’évanouissent, la série précédente se réduit à

(i) a0, axx, a2x i..........  anxn, ----
*

Nous considérerons en particulier dans ce paragraphe les séries de 

cette dernière espèce. Si, pour plus do commodité, on pose

(a) x =  z(c.osQ \/— i sinô),

z désignant une variable réelle et G un arc réel, la série (i) deviendra

«o, a,s(cos0 +  \j— i sinô), «¡¡^(cosa# +  y/—"i sin20), ..
( 3 )  . _ _ _

. . . ,  ansn{cosn9 +  y — i sinnB), . . . .

Soit maintenant, comme dans le Chapitre VI (§IV ), Alaplus grande 

des limites vers lesquelles converge, tandis que n croît indéfiniment, 

la racine n'ème de la valeur numérique de a.n. La plus grande des limites 

vers lesquelles convergera dans la même hypothèse la racine /¿ième du 

module de l’expression imaginaire

a,lx n— anz" (cosnB -+- \j — i sin/iô)

sera équivalente à la valeur numérique du produit

As;

et en conséquence (voir ci-dessus le § 1, théorème II) la série (3) sera
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convergente ou divergente suivant que le produit A z  aura une valeur 

numérique inférieure ou supérieure à l ’unité. On déduit immédiate

ment de cette remarque la proposition suivante : ·

Théorème I. —  L a  série ( 3  )  est convergente po u r toutes les valeurs de z  

comprises entre les limites

I I

z  ~  a ’ z ~ + V

et divergente p o u r  toutes les valeurs de z  situées hors des mêmes limites. 

E n  d ’autres termes, la série ( i )  est convergente ou divergente suivant que

le m odule de l ’expression im aginaire x  est in férieu r ou supérieur à  - i ·  

Scolie. —  Lorsque la valeur numérique du rapport converge,
Cf n

pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cotte limite est 

précisément la valeur de la quantité positive désignée par A.

Corollaire I. —.En comparant le théorème précédent au théorème I 

du Chapitre VI (§ IV), on reconnaîtra que, si la série ( i)  est conver

gente pour une certaine valeur réelle de la variable x ,  elle demeurera 

convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur réelle 

serait, au signe près, le module. Par suite, si la série ( i)  est conver

gente pour toutes les valeurs réelles de la variable x ,  elle restera con

vergente, quelle que soit la valeur imaginaire que l ’on attribue à cette 

variable.

Corollaire II.  —  Pour appliquer le thébrème I et le précédent corol

laire, considérons les quatre séries

( 4 ) I,  ' x , X * , . , U , • « · »

( 5 )
V-I,  x , M f 4 - ' ) P ( F · —  i ) . . . ( n  —  n - h i )  „

1 . 2  · ' 1 . 2 . 3 . . . « • · · 9

( 6 )
X

I»
X 1 x n *

• 9 --------T-------- J • · ■ 1
I 1 . 2 1 . 2 . 3 . . . «

( 7 ) X , ---- --- y . .
2

. x n
• 9  ± :  — 9 

n
. .

1
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[A désignant dans la seconde une quantité quelconque. De ces quatre 

séries les deux premières, ainsi que la dernière, restent convergentes 

pour toutes les valeurs réelles de x  comprises entre les limites
t

X  —  — 1 ,  x  —  + i ,

et la troisième pour des valeurs réelles quelconques de la variable x .  

Mais si, au lieu d’attribuer à x  une valeur réelle, on suppose

x  =  z ( c o s 9 \ J —  i s i n 0) ,

à la place de ces quatre séries, on obtiendra les suivantes

( 8 )

( 9 )

( i o )

( I I )

i ,  z(c o s9  -t- y/—  i sin0), .s2(cos20 +  \J—  i sin20), . . . ,

. . . ,  .sn(cos«0 +  y/—  i s in«0),

i, ^.z(cos0 +  v/—  i sin0), — - s 2(cos20 +  \/—  1 sin2 0 ),  . . . . ,1 1.2

. . . ,  ----- 1‘>' ^ ----- n — z n(cosn 9  +  y/—  i sin/ifl), . . . ;
1 . 2 *0 · · » TX

z(cos0 -f- \J—  i sin0) z2 feos 2  0 -f- \J—  t sin 2 0)

z ra( c o s «0 -\-\J— i s i n « 0)

"  1 . 2 . 3 . . . «  ’  ’

z(cos0 - t -  \ / —  i  sin0) z 2 (cos2 9  \ / — ' i  sin 2  0)
l ’ 2 ’

z n (cos n9 +  —  i ‘s i n « 0 )

dont les deux premières et la dernière resteront convergentes pour 

toutes les valeurs de z comprises entre les limites

z  =  — i ,  Z — -V-1,

tandis que l’avant-dernière sera toujours convejgente, quelle que soit 

la valeur réelle de z .

Après avoir fixé les limites entre lesquelles il faut renfermer s pour 

rendre la série ( 3) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu

OF.uvrcs de C· —  S.  I l ,  t .  l i t .  3 l
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des principes établis dans le paragraphe précédent, les théorèmes III, 

IV et V du Chapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent être 

étendus au cas où la variable x  devient imaginaire. On devra seule

ment admettre, dans l’énoncé du théorème IV, que chacune des séries

&Q) ÍÜjá/j Cl̂ X̂y · · i |

bQ) bitc, b^x2, . . .

reste convergente lorsqu’on réduit ses différents termes non plus à 

leurs valeurs numériques, mais à leurs modules respectifs. Cela posé, 

si l’on désigne par n(p.) ce que devient le second membre de l’équa

tion ( i5) (Chapitre VI, § IV), lorsqu’on attribue à a? la valeur imagi

naire
z ( c o s O  4-  y/— i s i n S ) ,

ou, en d’autres termes, si l’on fait

1 2) =  i -+- — æ( cos9 -+- \J— i sinô) -t- ----— s2(c o s 20 -+- \J— 1 sin 26) .
i 1 .2  ,

on trouvera, au lieu de la formule (16) (Chapitre VI, § IV), la sui

vante : . . .

03) ®(f*)ra(f*') =  ro(p.-t-fA').

Il est essentiel de remarquer que cette dernière formule subsistera 

uniquement pour les valeurs de z comprises entre les limites z =  — 1 , 

s =  +  i, et qu’entre ces limites la fonction imaginaire cy(p.), c’est- 

à-dire la somme de la série (9), sera en même temps continue par rap

port à z et par rapport à p. (voir ci-dessus le § I, théorème I).

Concevons à présent qu’au lieu de la série (9) on considère généra

lement la série ( 3), et que dans cette dernière on fasse varier la valeur 

de s par degrés insensibles. Tant que la série ( 3) sera convergente, 

c’est-à-dire tant que la valeur de s restera comprise entre les limites

I I
T  + À ’

la somme de la série sera une fonction imaginaire continue de la va-
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riàble z..Soit rr(s) cette fonction continue. L ’équation

■tz(z) = a 0-f- atz(c o s  9 4- \/—  i s in 0 ) +  a 2z2 ( c o s 2 0 +  i s i n 2 0) +  . . .

subsistera pour toutes les valeurs de s renfermées entre les limites 

— ce que nous indiquerons en écrivant ces limites à côté

de la série, comme on le voit ici :

04) nr(s) =  a0+  a i z ( e o s d  -+- y/— i sinô) +  a2s2(cos20 H- \J— i sin 2 0) 4 -...

On doit observer que l’équation précédente équivaut toujours à deux 

équations réelles. En effet, si l’on pose

0 5 )  ®(-s) =  œ( s ) + x ( * ) v / —
cp(s) et x/z) désignant deux fonctions réelles, on tirera de l’équa

tion ( e4)
cp(z) — a<,7l· atz cos8 -i- atz- C O S 2 0  + . .

X(z ) =  â z sin0 -f- a2.s2 sin20 + . . .

Lorsque la série ( 3) est donnée, on peut quelquefois en déduire la 

valeur de la fonction vs(x) sous forme finie, et c’est là ce qu’on appelle 

sommer la série. Nous avons déjà, dans le § I, résolu cette question 

pour la série (8). Nous allons maintenant chercher à la résoudre pour 

les séries (9), (10), (11); et, en .conséquence, nous traiterons l’un 

après l’autre les trois problèmes qui suivent.

P r o b l è m e  I. —  Trouver la somme de la série 

(9) 1, s(cosô -t-\J— 1 sinfl), z"-(cos29 -t- y/— 1 sin2 0),

dans le cas où l ’on attribue à la variable z une valeur comprise entre les 

limites
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Solution. — Soit nr(p.) la somme cherchée. En désignant par ut/ une 

quantité réelle différente de p., on trouvera

(i3) ny([x)uy(fi') =  cy(n-h[J.').

L’équation précédente, étant semblable à l’équation (2) du Cha

pitre VIII (§ V), se résoudra de la même manière; et l’on en conclura

nr(p.) —  rf (cosfjt.i -4- \J—  1 s in fii) ,

le module r et l’angle t étant deux quantités constantes par rapport 

à p., mais qui dépendent nécessairement de z et de 0. On aura donc, 

entre les limites z =  — 1, ’s =  4-1,

1 +  ^  s ( c o s 5  \ j— 1 sin ô) 4 -   ̂ — j» ( c o s a 9 +  sin2Ô) 4 - . . .

=  /•¡'•(cosfjti 4 -  \/—  1 s i n f ü ) .

Pour déterminer les valeurs inconnues de r et de t, on fera, dans 

l’équation (17), p. =  1, et l’on en tirera

1+  s cos 9 4- s sin 9 — i =  r cos t -t- /· sin t y/—  1

ou, ce qui revient au même,

I 4-.scos0 =  rcosi, 

z sin 0 =: r sinf.

On trouvera par suite

r —  ( 1 4 - 2 3  cos6 4 - z ! )*;

, I 4 --SCOS0 .
puis, en observant que cosí =  - -  reste positit pour toute va

leur numérique de z inférieure à 1 unité, et désignant par k un nombre

entier quelconque, - sin0
t  —  a r c  tang t ^ cos g ^  2 A tt.

Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

s =  arc tang -
ssing

(18)
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l ’ é q u a t i o n  ( 1 7 )  d e v i e n d r a

I 4 - 5 ( c o s 0  +  v/—  r s i n 0 )  -4- —  5 2( c o s 2 0  4 - s i n 2 0)  +  .. .
( *9) ‘ , ■ x·2

=  (1 +  2 z c o s 6 +  s 2)2  ̂ ( c o s f j u - t -  y/—- 1 s i n p i )

( Z  —  — Î ,  z  =  + 1 ) ,

l a  v a l e u r  d e  t é t a n t  d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e

( 20) ( t —  S ± .ik T :,

d a n s  l a q u e l l e  l e  n o m b r e  e n t i e r  k  n e  p e u t  d é p e n d r e  q u e  d e s  q u a n t i t é s  

s  e t  0 .

R e m a r q u o n s  à  p r é s e n t  q u e  l e  p r e m i e r  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 )  

e s t ,  e n t r e  l e s  l i m i t e s  z  — —  1 , s  =  + i ,  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e - d e  s ,  

q u i  v a r i e  a v e c  z  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  v a l e u r  d e  p.. 

L e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  d e v r a  d o n c  j o u i r  d e  l a  m ê m e  p r o 

p r i é t é ,  o u ,  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l e s  q u a n t i t é s

!*
( l  -I- 2Z COSÔ -+- S 2) 2 C O S p f ,

£
(1 + 2 3  c o s O - 1- s * ) 2 s i n p i  

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  l e s  s u i v a n t e s

C O S p Î ,  s i l l fA Î

d e v r o n t  v a r i e r  a v e c  z  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  

p o s s i b l e s  d e  p.. O r  c e t t e  c o n d i t i o n  n e  p e u t  ê t r e  r e m p l i e  q u e  d a n s  l e  c a s  

o ù  t l u i - m ê m e  v a r i e  a v e c  z  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s .  E n  e f f e t ,  s i  u n  

a c c r o i s s e m e n t  i n f i n i m e n t  p e t i t  d e  z  p r o d u i s a i t  u n  a c c r o i s s e m e n t  f i n i  

d e  t , d e  m a n i è r e  à  c h a n g e r  t e n  t -t- a , a  d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  f i n i e ,  

l e s  c o s i n u s  e t  s i n u s  d e s  d e u x  a r c s

f U ,  p.(t +  a)

n e  p o u r r a i e n t  d e m e u r e r  s e n s i b l e m e n t  é g a u x ,  q u ’ a u t a n t  q u e  l a  v a l e u r  

n u m é r i q u e  d u  p r o d u i t  p .a  s e r a i t  à  t r è s  p e u  p r è s  u n  m u l t i p l e  d e  l a  c i r -
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conférence, ce qui ne peut être vrai que pour des valeurs particulières 

du coefficient p, et non pas généralement pour des valeurs finies quel

conques de ce coefficient. On doit donc conclure que l’arc t — s ^ zk iz  

est fonction continue de z; et, comme des deux quantités s, k, la pre

mière, déterminée par l’équation (18), varie avec s d’une manière 

continue entre les limites z =  — i , z =  -+-1 , tandis que la seconde, 

assujettie à rester toujours entière, n’admet que des variations finies 

d’une ou de plusieurs unités, il est clair que, pour satisfaire à la con

dition énoncée, la quantité s devra varier toute seule, et la quantité k 

demeurer constante. Cette dernière quantité sera donc indépendante 

de s, et, pour en connaître la valeur dans tous les cas possibles, il suf

fira de la chercher en supposant s =.o. Comme on a, dans cette hypo

thèse, s =  o, i — ±  2kiz, on tirera de l’équation (19)

i =  co s(2Â-(jitc) ±  \J—  i sin (2 AfjtTr), 

quelle que soit la valeur de p., et par suite

Â- =  0.

Cela posé, la formule (20) donnera généralement

t — s,

et l’équation (19) se trouvera réduite à

1 -+- Js(cosô +  — i sin0) +  - s!(cosa0 ±  sin20) + ...

=  (1 -4- 2 Z cos 0 -h s 2)2 (co s ¡XS -H V — 1 sin ¡JLS),

{ z  — — J, - ï = + l ) .

De plus, si l’on a égard k la formule (27) du Chapitre VIJ (§ IY), on 

reconnaîtra facilement que le second membre de l’équation (21) peut 

être représenté par la notation

[1 + s(cos0 +  — i sinô)] .̂

On aura donc, en·supposant toujours la valeur de s comprise eptre les
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limites —  i et 4- i,

I I 4 - - z (c o s 8  +  \/—  I sinô) 4 - — — - . s 2(cos2 0  4 - s/—  1 sin2 0 )  4 - . . .  
(22) \ 1 , 1 -2

( =  [ 1  4 - s(cosô 4- y/—  1 sin©)]^

, (z ”  —  1 , z  “  4” 1).

En d’autres termes, l’équation (20) du Chapitre VI (§ IV), savoir

14- -  x  4- — -  x* +  . . . =  (14 -# )aI 1.2 .

subsistera, non seulement si l ’on attribue à la variable x  des valeurs 

réelles comprises entre les limites — 1, 4 -1, mais encore si l’on fait

x  —  .5( c o s 0 4- —  1 s in 0),

la valeur numérique de s étant inférieure à l’unité.

Corollaire I. — La formule (21), comme toutes les équations imagi

naires, équivaut à deux équations réelles, qu’on obtient en égalant de 

part et d’autre les parties réelles et les coefficients de s] — t . On trou

vera de cette manière

!
I 4 -  -  s  cos 0 4 -  ------—  -S2 cos 2 0 + . . . =  ( 1 4  2  S  COS 0 4 -  3 2 ) 2 ^COS p . s ,

,

^ z  sin0 4 - — — z 1 sin2 0 4 - . .  . =  ( 1 4 - 2 z cos0 4 -  s2)*1* sinus
I 1.2 r

( z  — —  1 , z  —  4 -  1)

la valeur de s étant toujours déterminée par l’équation (18).

Corollaire I L  —  Si dans les formules (22) et ( 23) on pose p. =  — 1, 

et que l ’on y remplace s par — z, on obtiendra les équations (8) et

( io ) d u § I .

Corollaire III.  — Si l ’on pose 0 =  -  ou, ce qui revient au même,
COS0 =  O, sin =  1,
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la valeur de s, donnée par la formule (18), deviendra

s =  arc lang«,

et restera comprise entre les limites —  ̂ pour toute valeur

numérique de s  inférieure à l’unité. Dans la même hypothèse, on 

aura évidemment -

z =  tangs =
sin s 
cos s’

(j:
( H - a s  cos© +  s2)2 =  ( s è c s ) v · —  — - — - ,

( c o s s ) e

et l’on tirera des équations ( 23), mais seulement pour les valeurs de s 

comprises entre les limites dont il s’agit,

COS/JtS = r  cos ŝ — — — cos!A_!!s sin2s
1.2

N) — Q ( p  —  2 ) ( f x —  3 )  
I . 2 . 3 . 4

cosl*-*ssin4s — ... ,

y  „ , · y (w  —  r) ( u — 2) „ , . ,sin lis — — co st 's  sins — ------ -Z----- d c o s t ’ s sinss ■
‘ I 1.2.3

7T
'4 s =

Par conséquent, si dans les formules ( 1 2 )  du Chapitre VII ( §  II)  on 
remplace le nombre entier m par une quantité quelconque p., ces for

mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs réelles possibles de 

l’arc s , ne seront plus vraies généralement que pour des valeurs

numériques de cet arc inférieures à | ·

P roblème II. — Trouver la somme de la série

(10) 1, y(cosÔ -f- — 1 sinô), y^(cos20 -t-y/^4  sinaô),· . . . ,

quelle que soit la valeur numérique de z.

Solution. — Si dans les équations (18) et (21) on remplace z par as

et a par - ,  a désignant une quantité infiniment petite, on trouvera,
11
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p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  a s  c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  —  i , 4 - 1 , o u ,  

c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  s  c o m p r i s e s  e n t r e

l e s  l i m i t e s  —  +  - ,
a ol

( 2 5 )

- y ( c o s 0 +  \j—  i s i n ô )  +  ( c o s 2 0 +  ^ —  i s i n 2 Ô) ( i .— a )

H--------c o s 3 0  -+- 4 —  i  s i n 3 9 )  ( i  —  a )  ( i  —  2 « )  - t - . . .
1.2.0

—  (1 +  2 ocz c o s 0  H- i c o s  ^  -t- \J— i s in  — J

I
— ) a

i
a

l ’ a r c  s é t a n t  d é t e r m i n é  p a r  l a  f o r m u l e

( 26) s =  arc tang
a z  s i n e

1 +  az  c o s 0

S i  m a i n t e n a n t  o n  f a i t  d é c r o î t r e  i n d é f i n i m e n t  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 2 5 )  l a  

v a l e u r  n u m é r i q u e  d e  a ,  o n  t r o u v e r a ,  e n  p a s s a n t  a u x  l i m i t e s ,

____  ^ 2  ____

•(cos0 +  \J— 1 sin0) -f- (cos  2 0 + \J— i sin 2 6)

( 2y ) l “f - ~ ~ ^  ( c o s 3  0 y/—  1 s i n 3 0 )  - + - . . .

| —  l i m  [ ( .  4 - 2 « 2  c o s 0 - t -  <xî z î )ia ^ c o s 4 y '-—  1 s i n

( Z  —— —  00 j z  zz z  —f— 0 0 ) .

I l  r e s t e  à  c h e r c h e r  l a  l i m i t e  d u  p r o d u i t

(1 -t- 2 az  c o s 0 4 -  a 2.s2) aa ( c o s  -  4-  J —  1 s i n  -  ),
V « «/

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  c e l l e  d e  c h a c u n e  d e s  q u a n t i t é s

( i  +  2 X Z  C O S 0  +  « 2 s 2 ) 2 a ,  —. ·
a

O r ,  e n  p r e m i e r  l i e u ,  s i  l ’ o n  f a i t

2 a z  c o s 0 +  a 252 =  6,

O R u vres d e  C . —  S.  I I ,  t .  I I I .
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o n  e n  c o n c l u r a
û ·

Z COR 0 -1---- —
____ L

(t 4- 2 a ¿ c o s 0 +  cx2z 2)ia— (14- 6 ) g

e t ,  p a r  s u i t e ,

, T j _  lim ( j  cos 0 H- )

l i m  (1 -t- 2 a.z c o s  9 4 -  a 2.s2) 2 a =  [  l i m ( j  -t- 6) s J =  e zcos0.

D e  p l u s ,  l a  v a l e u r  d e  s  d o n n é e  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 2 6 )  é t a n t  i n f i n i m e n t  

p e t i t e ,  l e  r a p p o r t

S I
---------  =  —;------  COSS
t a n g s  si n s  

s

a u r a  p o u r  l i m i t e  l ’ u n i t é ;  e t ,  c o m m e  o n  t i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 6 )

t a n g s  _  g  s i n 0  
tx 1 4-  <xz  c o s 0

s __ s  z  s i n ô
a. l a n g s  1 -+- a z  c o s ô ’

o n  t r o u v e r a ,  e n  p a s s a n t  a u x  l i m i t e s ,

l i m
s

ot.
=  s s i n 0.

C e l a  p o s é ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 5 )  a u r a  

p o u r  l i m i t e  l ’ e x p r e s s i o n  i m a g i n a i r e

*
e îc o s0[ c o s ( j s i n 0) +  s i n ( s s i n Ô ) ] ,  

e n  s o r t e  q u e  l a  f o r m u l e  ( 2 7 )  d e v i e n d r a

( 2 8 )
1 -t- -  ( c o s ô  4 -  d —  1 s i n 0)  4 -  —  ( c o s 2 Q 4 -  d -  

1 ■ v 7 1.2

—  e 2cos0[ c o s ( s  s i n ô )  4 -  \J—  1 s i n ( s  s i n 0)]

( 3 =  —  00,  z  =  +  00 ) ,

s i n  2 ®)

l a  v a l e u r  d e  l a  v a r i a b l e  r é e l l e  z  é t a n t  c o m p l è t e m e n t  a r b i t r a i r e ,  p u i s 

q u ’ e l l e  p e u t  ê t r e  c h o i s i e  à  v o l o n t é  e n t r e  l e s  v a l e u r s  e x t r ê m e s  z  —  — 00,
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Corollaire I. — Si, en comparant les deux membres de l’équa

tion (28), on égale de part et d’autre : i° les parties réelles; 20 les 

coefficients de \J — 1, on obtiendra les deux équations réelles

1 S  Z2
i h-  -  cosS H------- C0S2Ô +  . .  . =  e2co9ÎI cos(z s in0 ),

1 1.2

! -  sin 6 -+- sin 2 6  +  . . escos9 sin (s sin0)
\ 1 1.2

( s —  —  00, z = -!-o o ) .

Corollaire II. — Si l’on suppose 0 =   ̂ ou, ce qui revient au même,

cos0 =  o, smo =  i,

les équations (29) deviendront

(3o)
1 . 2  I  . 2 . 3 . 4

I 1 . 2 . 3

( Z  = —  00,  Z  :

- .  . . —  CO S Z  )

. . =  sin z 

+00).

Ces dernières subsistant, aussi bien que les équations (29), pour des 

valeurs réelles quelconques de z , il en résulte que les fonctions sins 

et C0S.3 sont toujours développables en séries ordonnées suivant les 

puissances ascendantes de la variable qu’elles renferment. Comme 

cette proposition mérite d’être remarquée, je vais la démontrer ici 

directement.

La série
X  X 1

I — , ---- , · » · y
l 1.2

étant convergente pour toutes les valeurs réelles possibles de la 

variable x , restera convergente (en vertu du théorème I, corol

laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette même 

variable. Si l’on multiplie la somme de cette série par la somme de
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i. y  — > I 1.2 y

en ayant égard à la fois au théorème III du § I et à la formule (6) du 

Chapitre VIII (§ IV), on trouvera, pour toutes les valeurs possibles 

réelles ou imaginaires attribuées à x  et à y,

(3 i)

· (

X  X i_(------ 1------
I 1.2

æ +  y
I

(■ *?+J)2
I . 2

Lorsque, dans l’équation qui précède, on remplace x  par x s f ^ i  et 

y  par y \ j— i, on obtient la suivante

( 3 2 )

. . W ~ 1 ** \ / y\f— i y2 j V - t  - ,
I 1 . 2  1 . 2 . 3  ' /  v  1 1 . 2  1 . 2 . 3

— 1 i _ _ _ · · · y

dans laquelle on pourra, si l’on veut, supposer réelles les variables x  

et y. Faisons, dans cette hypothèse,

ÜJ ( x ) — I -+- x- X* — 1 
1 . 2  1.2.3

L’équation (32) deviendra

7ü(fc)ro(y)=nj(Æ:H-j);

et l’on en conclura \voir le Chapitre VIII, § V, équation (12)] 

vs(x) =  A.x( c o s b x — isin&a;) 

ou, ce qui revient au même,

( 33 )

x  y/ —  1 x 2 x 31/—  1 x k-
--------------------------------ô-— I-  ------=—7 H- . . .1 1.2 1.2.3 1 .2 . 3 . 4

—  A * (c o s  b x  -4- y/—  1 sin b x )

( x — — co, X =  +  co), \
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les lettres A et b représentant deux constantes inconnues dont la pre

mière est nécessairement positive. On aura par suite

(34)

X2 xk . -
---------i----------K— 7 — . .  A *  c o s b x .I .2 1 . 2 . 3 . 4

X

I
X a

I . 2 . 3
- h . .  . =  À x  s i n  b x

( x  — — CO, X " - h  oc) .

Pour déterminer les constantes inconnues A et b, il suffira d’observer : 

i° que les formules ( 34) doivent subsister lorsqu’on y change x  en 

— x , et que, pour remplir cette condition, il faut nécessairement sup

poser
A X = A ~ X ,

par conséquent
A =  i ;

2° que, si, après avoir divisé par x  les deux membres de la seconde des 

formules (34), on fait converger la variable x  vers la limite zéro, le 

premier membre convergera vers la limite i , et le second membre, 

savoir
. „ s i n b x  .„sinôa; ,

A * ---------- - =  A *  — ------  x  b ,

vers la limite b; d’où résulte l’équation
!

b  =  i .

Cela posé, les formules (33) et ( 34) deviendront respectivement

( 35 )

( 36)

x ‘

I 1.2  1 . 2 .3  I . 2 . 3 .4

: cosa; +  \J—  i sina;

( a ;  —  —  00, a; =  +  00);

a;2 ' a;4

1 1 . 2 . 3 .4
c o s a ; ,

x  . x 3
-------- ----------- r, -t-. . · =  sin x
I 1 . 2 . 3

( x  — — 00, a; =  +  oo).
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S i  d a n s  l e s  d e u x  d e r n i è r e s  o n  r e m p l a c e  l a  v a r i a b l e  x  p a r  l a  v a r i a b l e  z ,  

o n  r e t r o u v e r a  l e s  f o r m u l e s  ( 3 o ) .

I l  e s t  e s s e n t i e l  d ’ o b s e r v e r  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 5 ) ,  l o r s q u ’ o n  y  s u p p o s e  

x  =  z  s i n ô ,  f o u r n i t  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e

cos(æ sinô) -+- \J—  i sin(-zsinÔ)

s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  z .  S i  l ’ o n  m u l t i p l i e  c e  d é v e l o p 

p e m e n t  p a r  c e l u i  d e

ç Z  COS 0̂

e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 3 i ) ,  q u i  s u b s i s t e  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  

r é e l l e s  e t  i m a g i n a i r e s  d e s  v a r i a b l e s  q u ’ e l l e  r e n f e r m e ,  o n  o b t i e n d r a  

p r é c i s é m e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 2 8 ) .

P r o b l è m e  I I I .  —  Trouver la somme d e là  série

- ( c o s ô - h \f— i sinô) —  —  (cos2 Ô-t-yCITi sin2 ô),

'  7 i 3
I -+- y  (cos3Ô - h y/—  1 sin3ô) —  .·..

dans le cas où l ’on attribue à la variable z  une valeur comprise entre les 

limites
Z ~  —  I, Z — -H I.

Solution. —  S i  l ’ o n  p r e n d  à  l ’ o r d i n a i r e  l a  l e t t r e  l  p o u r  l a  c a r a c t é r i s 

t i q u e  d e s  l o g a r i t h m e s  n é p é r i e n s ,  o n  a u r a

, ,  t r i  t u , / ( l  +  !SC OS0  +  Z»)
( 1  - 1-  2 s cosô -t- s2 ) 2 =  e2

e t  p a r  s u i t e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 1 )  p o u r r a  ê t r e  m i s e  s o u s  l a  f o r m e

1 +  j s  (cosô +  \/—  i sinô) +  2  s 2( cos2 Ô 4 -  y/—  1 sin2 Ô) +  . . .

\ J l . / ( l  +  25C O S 0 - I -2 5) /  / ------- - . v
—  e 2 \cosixs  +  y  —  x s i n f j u )
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l a  v a l e u r  d e  s é t a n t  t o u j o u r s  d o n n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 1 8 ) .  S i  d a n s  

l ’ é q u a t i o n  p r é c é d e n t e  o n  d é v e l o p p e  l e s  d e u x  f a c t e u r s  d u  s e c o n d  

m e m b r e  e n  s é r i e s  c o n v e r g e n t e s  o r d o n n é e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  

a s c e n d a n t e s  d e  p., p u i s ,  q u e  l ’ o n  e f f e c t u e  l e  p r o d u i t  d e s  d e u x  d é v e 

l o p p e m e n t s  à  l ’ a i d e  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 i ) ,  o n  t r o u v e r a

i +  Y s  ( c o s 0 H- s/=T7 s i n 0 )  -t- ~  1  ̂ .s2( c o s  2 0 4 - \ f ^ ï  s in  2 0 )  + . . .

'=  1 -H Y [ i  t ( i  4-  22 c o s 0 4 - 22) 4 - s \¡— 1]

H- K 1 +  2 2 c o s  0 4 -  5 2) -t- s \ / —  l j 2 +  . . .

( Z  =  —  1 , 2 = - | - l ) .

E n f i n ,  s i ,  a p r è s  a v o i r  r e t r a n c h é  l ’ u n i t é  d e  c h a q u e  m e m b r e ,  p u i s  d i v i s é  

l e s  d e u x  m e m b r e s  p a r  p., o n  f a i t  c o n y e r g e r  l a  q u a n t i t é  p. v e r s  l a  l i m i t e  

z é r o ,  o n  o b t i e n d r a  l ’ é q u a t i o n

( -  ( c o s 0 4-  \J—  1  s in  0 )  — — ( c o s 2 0 4-  y/— 1 s i n a ô )  4 - . . .
(3 7 ) 1

1  ̂ i  11 4 -  2 z  c o s  0 4~ z 2 ) -1-  s  y/—  i

{ Z —  —  1 ,  5 = 4 - 1 ) .

Corollaire I. —  S i  l ’ o n  é g a l e ,  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a 

t i o n  ( 3 7 )  : x 1? l e s  p a i ’ t i e s  r é e l l e s ;  20 l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  sj—  1 , e t  q u e  

l ’ o n  r e m e t t e  p o u r  s s a  v a l e u r  d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( t 8 ) ,  o n  

o b t i e n d r a  l e s  d e u x  é q u a t i o n s  r é e l l e s

[ -  COS0 —  —  C0S2Ô 4 -  -ô- c o s 3 Ô  —  . . . =  I  ¿ (1 4-  2 2  COS0 4 - S 2),
\ .1 2 6 " ,

(3 8 )
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Corollaire II. —  S i  l ’ o n  s u p p o s e  6 =  ^  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

COS0 =  O, sin0 =:l,

la seconde des équations ( 38) deviendra

~3 S5
(3g) s — ~ +  -g- — .. .=  arctangs (z =  — i, s =  +  i).

La série qui forme le premier membre de cette dernière équation 

étant convergente, non seulement pour toute valeur numérique de s 

inférieure à l’unité, mais aussi lorsqu’on suppose s  =  i («oírle Cha

pitre VI, § III, théorème III), il en résulte que l’équation subsistera 

dans cette dernière hypothèse; et, comme on a d’ailleurs

a r c t a n g ( i )  =  y ,  
k

o n  e n  c o n c l u r a

(4-o)
7T
V

La formule (4o) peut servir à calculer par approximation la valeur 

de tt, c’est-à-dire le rapport de la circonférence au diamètre.

§  I I I .  —  Notations employées p o u r  représenter quelques fo n ctio n s  

im aginaires auxquelles on est conduit p a r  la som m ation des séries 

convergentes. Propriétés de ces mêmes fon ction s.

Considérons les six notations

A*, sin#, cosa:,

Lœ, arcsinar, arccosa:.

S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  l a  v a r i a b l e  x  u n e  v a l e u r  r é e l l e ,  c e s  s i x  n o t a t i o n s  

r e p r é s e n t e r o n t ,  c o m m e  l ’ o n  s a i t ,  a u t a n t  d e  f o n c t i o n s  r é e l l e s  d e  x ,  

q u i ,  p r i s e s  d e u x  à  d e u x ,  s e r o n t  inverses l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e ,  c ’ e s t - à - d i r e
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données par des opérations inverses, pourvu toutefois que, A dési

gnant un nombre, L exprime la caractéristique des logarithmes dans 

le système dont la base est A. Il reste à fixer le sens de ces mêmes 

notations, dans le cas où la variable x  devient imaginaire. C’est ce 

que nous ferons ici, en commençant par les trois premières.

On a prouvé que, dans le cas où la variable x  est supposée réelle, 

les trois fonctions représentées par

k x, sin;r, cos.2?

sont toujours développables en séries convergentes ordonnées suivant 

les puissances ascendantes et entières de cette variable. On aura, en 

eifet, dans cette hypothèse,

(O

A* x l k  æ*(lA)* 
i 1.2

x 2cos¿c — i --------i . 2
a?»

I . 2 . 3 . 4

. X X*sm x  — ------------- -
l 1. 2.3

x 3( l k y  

I . 2.3

la caractéristique / désignant un logarithme népérien. Déplus, comme 

(en vertu du théorème I, corollaire I, § II) les séries qu’on vient de 

rappeler restent convergentes pour toutes les valeurs réelles ou ima

ginaires de la variable x , on est convenu d’étendre less équations (i)  à 

tous les cas possibles* et de les considérer comme pouvant servir à 

fixer, lors même que la variable devient imaginaire, le sens des trois 

notations
k x, sina;, cosæ·.

Observons maintenant que, si dans la première des équations (i)  

on fait
k  — e,

e désignant la base des logarithmes népériens, on en tirera

(a)
„ X X1·

e*— i H-------I--------- Y. .I 1.2
ORuvrea d e  C . — S. I I , l .  III, 33
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puis, en écrivant successivement, au lieu de x ,  x l A ,  x \ ' — i ,

1 erlA
x i k  x * ( i k y  x 3( i k ) 3 ,

=  i H-------------1------ ------- -+- ~ — s -  +  · · · ,
I 1 .2  1 . 2 . 3

(3) J eosj~\ X /-----  Xi x 3 /-----  ,
—  H ----- y 1 i ----------- q V 1 + . .

I 1 .2  1 . 2 . 3

7H1 - X /-----  X ! X3 /----- -
=  i -------y —  J -------------- h  — t - ô V —  1 ■ +■  · · ·

I V 1 .2  1 . 2 . 3 ’

On aura par suite ■
I eWA — kx.

/

(4) | ex V-1 =  cosîc -t- sinÆ·;

[ e~x 'J~^=cosx — y ^ î  sinx,

la variable x  pouvant toujours être ou réelle, ou imaginaire. De plus, 

l’équation ( 3 i) (§ II) donnera, quels que soient x  et y,

( 5 )  ex e Y = e x+y.

Cela posé, il deviendra facile d’obtenir sous forme finie les valeurs de 

A®, sinic et cosa? correspondantes à des valeurs imaginaires de la 

variable x .  En effet, si l’on suppose

(6) x  —  x +  —  i ,

a, € représentant des quantités réelles, on conclura des deux pre

mières équations ( 4) jointes à l’équation ( 5)

(7 ) A x =  evlK —  e( '>lK—  ea,Ae°/Av/—‘ —  A“ (c o s ê  ^A —t— \/— i s i n ê / A ) ,

et des deux dernières équations (4)

c o s x  —
ex 'l- 1 +  e - W - 1 *

2

sin x  —
ex \/~l __ e-x

te 1 -

puis, en remettant pour x  sa valeur a -+- S \f^~i, et développant les
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s e c o n d s  m e m b r e s ,

259

(9)

e°-h e~°
co s x  = ---------- cosa

, . e ° + e - °  .
sin x  = ---------- sm a

e®—  e--® 
2

e®—  e~°

sin a \J—  i, 

c o sa  y'—  i

=  cos Í  ̂  — a —  S ŷ —

Ainsi, dans l’hypothèse admise, les trois notations

k x, sin#, cos#

désignent respectivement les trois expressions imaginaires

A “ (cos6 Ik  -+- \/—  1 sinS l A),

e®-4 - e ~ ®  . e®— e - ® ■ —
sin a H------------- c o s a y — i,

2

e®-t- e- 
2

co sa  —
e®—  e -®

sm a\/—  i.

. D a n s  l a  m ê m e  h y p o t h è s e ,  s i  l ’ o n  f a i t

A —  e,

l ’ é q u a t i o n  ( 7 )  f o u r n i r a  p o u r  l a  n o t a t i o n

ex

l a  v a l e u r  s u i v a n t e  :

e“ (c o s ê  H- sj — 1 s in ê ) .  

L e s  v a l e u r s  d e s  t r o i s  f o n c t i o n s

k x, sino·, cos#

s e  t r o u v a n t  f i x é e s  p a r  c e  q u i  p r é c è d e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l a  v a r i a b l e  x  

d e v i e n t  i m a g i n a i r e ,  n o u s  a v o n s  e n c o r e  à  c h e r c h e r  q u e l l e s  d é f i n i t i o n s  

o n  d o i t  d o n n e r ,  d a n s  l e  m ê m e  c a s ,  d e s  f o n c t i o n s  i n v e r s e s

L x ,  arc sin#, arc coso;
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ou plus généralement quel sens on doit alors attribuer aux notations

L((.r)), a rc  sin(( x )) ,  a rc  c o s ( (  x ) ) .

Supposons toujours

x  —  x - h  è \ J  —  i =  p ( c o s ô  +  \J—  i s i n ô ) ,

a, 6 désignant deux quantités réelles qui peuvent être remplacées par

le module p. et l’arc réel 0. Toute expression imaginaire a 4- vsj— i 

propre à vérifier l’cquation

(io), A»+,’i/-‘ =:a +  ë ^ - i = j :

sera ce qu’on appelle un logarithme imaginaire de x  pris dans le sys

tème dont la base est A. Comme l’équation (10) fournit,, ainsi qu’on 

le verra ci-après, plusieurs valeurs de « +  v y/— i , dans le cas même 

où 6 se réduit à zéro, il en résulte que toute expression, soit imagi

naire, soit réelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsque l’on 

voudra désigner indistinctement un quelconque de ces logarithmes 

(parmi lesquels on doit comprendre le logarithme réel, s’ il y en a), 

on emploiera la caractéristique L ou l suivie de doubles parenthèses,. 

en ayant soin d’énoncer dans le discours la base du système. Nous 

choisirons de préférence la caractéristique l, lorsqu’il s’agira de loga

rithmes népériens pris dans le système dont la base est e. En vertu de 

ces conventions, les divers logarithmes des quantités réelles ou expres

sions imaginaires
i ,  —  i ,  oc -H S y/ — i ,  x

se trouveront respectivement désignés, dans le système dont la base 

est A, par
L((i)), L ((— i)), L((oc-l-oy/ i )) ,  L((cc))

et, dans le système népérien dont la base est e, par

¿((0). l ((— O)» *((« +  6\/— O), ' ( ( f i 

cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes, il suffira de ré

soudre les problèmes suivants.
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P roblème I. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 

l ’expression
l(( O)·

Solution. — Soit u-{-v\J— i l ’une de ces valeurs, u, v désignant 

deux quantités réelles. On aura, d’après la définition même de l’ex

pression /((i)),

(il) — K

ou, ce qui revient au meme,

e"(cosc  -l- y/— i sin e) =  i.

On tirera de cette dernière équation

• e'*=i,

cos v -f- s]—  i sine =  i

et, par suite,
U —  O,

co se= ^ i,  sine =  o, e =  ± a  kit,

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u et v 

étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de u +  vsj— i propres à 

vérifier l’équation (i i) seront évidemment comprises dans la formule

« +  (’ / - !  — ±  2 A'TT \J— I .

En d’autres termes, les diverses valeurs de ¿((i)) seront données par 

l’équation

(12) /((j)) — ±  2kn\J— 1.

Parmi ces valeurs une seule est réelle, savoir, celle qu’on obtient en 

posant k — o, et qui se réduit elle-même à zéro. C’est pour repré

senter cette valeur réelle qu’on emploie communément la notation 

simple
l(i) ou h .'

Quant aux valeurs imaginaires de /(( 1)), elles sont évidemment en 

nombre infini.
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Problème II. — Trouver les diverses valeurs de T expression

Solution. — Soit u +  v\J— i l’une de ces valeurs, u, v désignant 

deux quantités réelles. On aura, d’après la définition même de l’ex

pression /((—  0),

( j 3 )  - — j

«

ou, ce qui revient au même,

e"(cosr 4-^— isinv) =  — i.

On tirera de cette dernière équation

et, par suite,

en =  i ,

cos v -t- sJ — i sin v =  — i

U — O,

cosr =  — i, sine =  o, v =  ±  ( i k  -+-1)7r,

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u, v étant 

ainsi déterminées, les diverses valeurs de u-hv\/~  i propres à véri

fier l’équation ( i 3) se trouveront évidemment comprises dans la for

mule
u-\- v \/— i =n dr ( 2  A' -+- i )tï 1.

En d’autres termes, les diverses valeurs de /((— 1)) seront données par 

l’équation

04) ¿ ( ( —  0) = —  ( 2 / f  4 -  I ) TC y/—  1 .

Par conséquent ces valeurs seront toutes imaginaires et en nombre 

infini.
«

Problème III. — Trouver les diverses valeurs de l ’expression
*

/((« H- 61/— 0 ) ·

Solution. — Soit u -hv\J— 1 l’une de ces valeurs. On aura, d’après
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la définition même de l’expression /((a -‘r S s / -  0),

(i5) e» W - ‘ =  «  +  g y / -  i =  p(cos0 +  y/IT7 sin g)

ou, ce qui revient au même,

e“ (co se  +  s in e)  =  p(cos0 h- \ j~ i sin 0),

p désignant le module de a 4-6 y/ — i. On tirera de l’équation précé

dente
e"=P>

cose h-  y/— j sine =  cos0 -4- y/— i sin0

e t ,  p a r  s u i t e ,

u=zl{p) ,

cose =  cos 0, sine =  sin0, v =  Q±2/cn,

Æ représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u, v étant 

ainsi déterminées, les diverses valeurs de u-k-v\j — i se trouveront 

comprises dans la formule

îî +  e y/—  i —  l{p) Q \J — i ±  <1 k% y/— i .

En d’autres termes, les diverses valeurs de

/((a +  êy/- i))

seront données par l’équation

( 1 6 ) /((ot -f- ë y/—  i ) )  =  /(p)-f-0 y/—  i -+- ¿((i))·

11 est bon d’observer que dans cette dernière équation la valeur de p 

est complètement déterminée et égale à

y/^-Tgl,

t a n d i s  q u e  l ’ a r c  G p e u t  ê t r e  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d e  c e u x  q u i  o n t  p o u r

a , · ê
- r = = )  et pour sinus — = ·  
y/a2-+- 62 r  y/«2 -+- 62

cosinus
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Corollaire I. — Si l ’on fait, pour plus de commodité, 

(>7) Ç =  arctang-> 
. a

il sera facile d’introduire dans la formule (16) l’arc 'Ç au lieu de l’arc 0. 

En effet, on pourra supposer
e =  K

si a est positif, et
Ô-K-hT,

si a est négatif. On trouvera, dans la première hypothèse,

(iB) l((<x +  6 y/— ')) =  K?) +  ?y/—~l +  ¿((0)

et, dans la seconde,

(19) / ((a  +  Sy/= r > ) ) = ^ ( p ) - t- £ v /— -t-7Tv/'1-^ +  1 {{'))■

Si dans cette dernière équation on fait, en particulier,

a -1-6 y/— 1 ==— 1, c’est-à-dire — 1, 8 =  0

et, par suite,
P

on obtiendra la suivante

C =  o,

(20) l ( (— i ) ) z = n \ f ^ ï  -t- ¿((0).

11 en résulte qu’on aura généralement, pour des valeurs négatives 

de a,

(21) / ( ( a - | - ê v C ^ i) )= :/ (p )H -Ç y / —  1 + ¿ ( ( — 1)).

Supposons maintenant que dans les formules (r8) et (21) on sub

stitue à la place de p et de Ç leurs valeurs

1, g
(«2-t-82)s et a r c t a n g - ·

OC *

On trouvera, pour les diverses valeurs de
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i °  S i  a  e s t  p o s i t i f ,

CHAPITRE IX. 26 5

(22) !( ( «  +  =  -  ¿(a2H- §2) 4- ( a r c t a n g -
2 , \ CC 1 +  *((0).;

20 Si a est négatif,

(23) ¿((a +  6 \f=r')) =  j  *(«* +  6*) +  (arc tang i ) -+, /((— 1)).

Corollaire II.  —  S i ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 ) ,  o n  s u p p o s e  

6 =  0 , e l l e s  d o n n e r o n t  r e s p e c t i v e m e n t ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  

d e  a ,

( 2 4 ) l((a)) — l(a) l((i)) — l ( a ) ± 2 ku\ 

et, pour des valeurs négatives de a,

( 2 5 )  l({a.)) —  l{—  a) +  l((—  i ) )  =  /(—  a ) ± ( 2 k -h i ) tc\/—  i ,

le devant toujours être un nombre entier. Il suit de ces dernières for

mules qu’une quantité réelle a a une infinité de logarithmes imagi

naires, parmi lesquels se trouve un seul logarithme réel, dans le cas 

où a est positif. On obtient ce logarithme réel, désigné par la notation 

simple /(a) ou /a, en posant, dans l’équation (24), k —  o.

Scolie I. —  Parmi les diverses valeurs de /((i)), ainsi qu’on l’a déjà 

remarqué, il en est une égale à zéro, que l’on indique par la notation 

/( 1) ou h ,  en faisant usage de parenthèses simples, ou même les sup

primant tout à. fait. Si l’on substitue cette valeur particulière dans 

l’équation (22), on obtiendra une valeur correspondante de

• l((oc +  §\/— 1)),

que l’analogie nous porte à indiquer, à l’aide de parenthèses simples, 

par la notation
¿(a -1- § \J— 1).

C’est ce que nous ferons désormais. Par suite, on aura, en supposant 

a positif,

(26) l(ct +  êv/—"0  =  ~ l {«2 +  §2) -I- ^arc tang|^ y/— 1.
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S i ,  a u  c o n t r a i r e ,  a  d e v i e n t  n é g a t i f ,  —  a  é t a n t  a l o r s  p o s i t i f ,  o n  t r o u 

v e r a

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

/ ( —  a  —  6 y/—  i )  =  i  / ( a 2 -t- ë 2) -h  f a r c  t a n g

( 2 7 ) /(—  a —  ë y/—  1 )  = - /(a2 2 « arc. tang

E n  f a i s a n t  u s a g e  d e s  n o t a t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  o n  r é d u i r a  l e s  é q u a 

t i o n s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 )  à  c e l l e s  q u i  s u i v e n t

( 2 8 )  ¿((oc -I- ë y/—  1 ) )  =  i(oc 4-  6 y / ^ x )  -+-1(( 1)),

( 2 9 )  l ( (a  + ê \/=i)) =  / ( — «  —  6 y/“ )  +  / ( ( — 1)),

l a  p r e m i è r e  s e  r a p p o r t a n t  à  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  d e  a ,  e t  l a  s e c o n d e  

à  d e s  v a l e u r s  n é g a t i v e s  d e  l a  m e m e  q u a n t i t é .  E n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  s u i 

v a n t  q u e  l a  p a r t i e  r é e l l e  d ’ u n e  e x p r e s s i o n  i m a g i n a i r e  r e p r é s e n t é e  p a r  

x  s e r a  p o s i t i v e  o u  n é g a t i v e ,  o n  a u r a

(3o) l ( (x) )  =  l ( x )  +  /((i))

o u  b i e n

(31 ) *((«)) =  * ( - * )  +  / ( ( - O)·

E n  r é s u m a n t  c e  q u ’ o n  v i e n t  d e  d i r e ,  o n  v o i t  q u e  l a  n o t a t i o n

. l ( x )

a  u n e  s i g n i f i c a t i o n  p r é c i s e  d é t e r m i n é e  p a r  l ’ é q u a t i o n ’ ( 2 6 ) ,  d a n s  l e  

c a s  s e u l e m e n t  o ù  l a  p a r t i e  r é e l l e  d e  l ’ e x p r e s s i o n  i m a g i n a i r e  r e p r é 

s e n t é e  p a r  x  e s t  p o s i t i v e ,  t a n d i s  q u e  l a  n o t a t i o n

l((æ))

a ,  d a n s  t o u s  l e s  c a s  p o s s i b l e s ,  u n e  i n f i n i t é  d e  v a l e u r s  d é t e r m i n é e s  p a r  

l ’ u n e  d é s  é q u a t i o n s  ( 2 8 )  e t  ( 2 9 ) .
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Problème IY. —  Trouver les diverses valeurs de l ’expression

L ((« -H 6 v/—7))»

la caractéristique L indiquant un logarithme pris dans le système dont la 

hase est A.

Solution. — Soit toujours u +  v sJ— x l’urie des valeurs de l’expres

sion que l’on considère. On aura, d’après la définition même de cette 

expression,

(3 2 ) A u+Vé - '1 —  a - 1- 6 y/—  i

ou, ce qui revient au même,

e (a -M V -l)/ A —  x  g i / _  i

/ étant la caractéristique relative aux logarithmes népériens. On en 

conclura
( u +  v y/— i ) l A  =  /((«  -h ê y/— i))

et, par suite,
¿((« +  g \ f^ ))

l A

ou, en d’autres termes,

(33) L((a +  6 vCr>)) =
¿((oeH-gy^T))

IA

Cette dernière équation subsiste dans le cas même où 6 s’évanouit, 

c’est-à-dire lorsque l’expression imaginaire a +  6\/— i se réduit à 

une quantité réelle.

Scolie. — Si l’on suppose la quantité a positive, à la valeur particu

lière de /((a +  6 y/— i)) représentée par /(oc +  6 y/^r) correspondra 

une valeur particulière de L ((a -+- 6 \J— i)), que l’analogie nous porte 

à désigner à l’aide de parenthèses simples par la notation

L(a +  gy/^7).
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Cela posé, on aura, pour des valeurs positives de a,

S
• 7/  /o t------\  a rc  l a n g -

( 34 ) L ( a  +  S v ^ )  =  - ( a  =  ^ L ( a » +  g») +  V ^ T .

De plus, si dans l’équation ( 33) on substitue pour ¿((oc +  6 sa

valeur tirée successivement des formules (28) et (29), on trouvera, 

pour des valeurs positives de la quantité a,

(35) L ( ( «  +  6 ^ ) )  =  ^  =  L ( «  +  6 v /= 7 )  +  L((.)),

et, pour des valeurs négatives de la même quantité,

L(» +  8 (P T ) =  +  « = 2 »

=  L ( —  a —  s v/—  i )  +  L((—  1)).

En d’autres termes, suivant que la partie réelle d’une expression ima

ginaire représentée para; sera positive ou négative, on aura

. ( 37) . L((X)) =  L ( * )  +  L((I)) =  L ( x )  ±  1

ou bien

(38) L((®)) =  L(— x )  +  L((— 1)) =  L ( -  * )  ±  i al + j W ~ *  >

fi
k désignant un nombre entier quelconque. On peut ajouter que des 

deux formules précédentes la première subsiste pour toutes les valeurs 

réelles positives x ,  et la seconde pour toutes les valeurs réelles néga

tives de la même variable.

Après avoir calculé les divers logarithmes de l’expression imagi

naire
x  =  a  -t- 6  \J—  1 ,

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 

égal à x . Si l’on désigne par
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l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer u-\- vsj — i * 

l’équation
cos( u 4- v \J—  i) =  a 4- 6 

ou, ce qui revient au même, la suivante

pP ] €— ̂  Q̂ - Q— P i  ,
(3g) -—   co s u ------- ---- sin«y— 1’=  a 4 -§ \/— i ,

laquelle se divise en deux autres, savoir

(4o)
ev+ e ~ v

2
cos u —  a,

e —  erv . e
----------sin u =  —  5.

2

A ces dernières on peut substituer le système équivalent des deux 

formules

(40 ev —
or.

cos u
6

sin u
e-v

a
cos u

6
sin«

Dç plus, si l’on élimine v entre les formules (4 i), on en tirera succes

sivement
a2 62 _

cos2 a  sin2n

sin4« —  (i —  a2—  g2) sin2« —  62=  o;

puis, en observant que sin2« est nécessairement une quantité posi

tive,

sin2 « =

On aura, par suite,

COS2 U : i 4- a2 4- 62

l 4- a 24- 62

et, comme [en vertu de la première des équations (4o)] cosm et a
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doivent être do même signe, on trouvera, en extrayant les racines 

carrées,

Cela posé, si l’on fait, pour plus de commodité,

a
*C COS---------------------------------------------------- f >

cc ê \
cos U sinU/

on conclura des équations (4 i) et (42)

(44) M =  ± U ± 2Â:7r, e =  ± V ,

k désignant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, Y 

devant être affectées du même signe; en sorte qu’on aura définitive

ment

(45) arc cos((;r)) =±2Ânrdz(U +  V y/— 1).

Parmi les diverses valeurs de arccos((a;)) que fournit l’équation pré

cédente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant k =  o dans le 

premier terme du second membre, et prenant l’autre terme avec le 

s ig n e  + .  N o u s  la  d é s ig n e r o n s  à l ’ a id e  d e  p a r e n th è s e s  s im p le s , e t  n o u s  

écrirons en conséquence

arc cos (¿c ) =  U +  V y/— 1

ou même, en supprimant tout à fait les parenthèses,

(46) arc cosæ =  U +  V y/— 1.

Dans le cas particulier où, 6 étant nul, la quantité a reste comprise 

entre les limites — 1, + 1 ,  la formule (46) se réduit, comme on
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devait s’y attendre, à l’équation identique

arc cos a =  arc cos a.

D’autre part, si l’on observe que ±o.ktz représente un quelconque 

des arcs qui ont l’unité pour cosinus, on reconnaîtra que l’équa

tion (45) peut être mise sous la forme

(47) arc cos((.t )) = ±  arc cos# 4- arc cos((i)). ' i

Il est encore essentiel de remarquer que, dans le cas où l’on suppose 

6 =  o et la valeur numérique de a supérieure à l’unité, l ’expression

arc cosot

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera donnée par 

l’équation

(48) arc cos a =  l(tx) y/— i 

si a est positif, et par la suivante

(49) arc cos a =  n +  /(— a) ^— i =  [/(— a) — 7t (/— i] y/^7 

si a devient négatif.

Considérons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 

a? =  a -t- 6y/— i . Si l’on désigne un quelconque de ces arcs par

arc sin((«)) =  a +  v\J— i ,

on tr o u v e r a , en a y a n t é g a rd  à la  s e c o n d e  d e s  é q u a tio n s  ( 9 ),

et l’on en conclura

(5o) arc sin((tc)) =  « H- ey/— 1 =  ~ — arc cos((#)).

Si, dans la formule précédente, on substitue les'diverses valeurs de 

arc cos((a?)), dont l’une a été désignée par la notation arccos(a;) ou 

arccosa;, on obtiendra les diverses valeurs de arc sin((a?)), dont l’une
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sera désignée par la notation arcsin(^) ou arcsina?, et déterminée 

par l’équation

( 5 r ) arc sin# =  - — arc cosa\
2

A l’aide des principes que nous venons d’établir, il est aisé de 

reconnaître les propriétés les plus essentielles dont jouissent les fonc

tions de la variable imaginaire x  représentées par les notations

Ax, cosx, sin#,

Lx, arccosa;, arcsin-r.

Pour obtenir ces propriétés, il suffit d’étendre les formules que ces 

fonctions vérifient dans le cas où la variable x  est réelle, au cas où la 

variable devient imaginaire. Cette extension s’effectue d’ordinaire 

sans difficulté pour chacune des trois fonctions

A*, cosx, sina\

Ainsi, par exemple, A, B, C, . . .  désignant plusieurs nombres, on 

prouvera facilement que les équations

( 5 2 )

(53)

Í Ax A r A z . . . =  Ax^r+S+- ,

( AXHXÇ.X...  — (ABC.. . )x, 

í cos(¿e + / )  =  cos.r cos/— sin x  sin y, 

\ sin (x + 7 )  =  sin# cos/ -I- siny cosa;

subsistent également pour des valeurs réelles et pour des valeurs ima

ginaires quelconques des variables x ,  y ,  z ,  —  Mais, si l’on considère 

des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses

Lx,  arc cosa;, arc siria;,

on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au„cas où les 

variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu’avec des res

trictions considérables, et pour certaines valeurs des variables dont il 

s’agit. Par exemple, si l’on fait

x  — oc-{- 6 \/ — x, y =  ë'y/— i , s  =  a" ■+■ 6" y/— i , .. . ,

\
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et, si l ’on désigne par p. une quantité réelle quelconque, on recon

naîtra que la formule

( 54) ' L ( a r )  +  L ( y )  +  L ( * ) + . . . =  L ( a y ' s . . . )

subsiste seulement dans le cas où, a, a', a", . . .  étant positifs, la 

somme
g g' 6"

arctang-  -t-arctang —, +  arctang
°  CH. ° OC CH

reste comprise entre les limites — +  \\ et la formule

( 5 5 ) L ( îc1a) =  p L ( # ) ,

dans le cas où, a étant positif, le produit

g
(x arc tang -

reste compris entre les mêmes limites.
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CHAPITRE X.

SUR LES RACINES RÉELLES OU IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONT LE PREMIER 

MEMBRE EST UNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTIÈRE D’UNE SEULE VARIABLE. RÉSOLUTION 

DE QUELQUES ÉQUATIONS DE CETTE ESPÈCE PAR L ’ALGÈBRE OU LA TRIGONOMÉTRIE.

§ I. — On peut satisfaire à toute équation dont le premier membre est 

une fonction rationnelle et entière de la variable x  par des valeurs 

réelles ou imaginaires de cette variable. Décomposition des polynômes 

en facteurs du premier et du second degré. Représentation géomé

trique des facteurs réels du second degré.

Considérons une équation algébrique dont le premier membre soit 

une fonction rationnelle et entière de la variable x . Si n représente le 

degré de cette équation, elle pourra se mettre sous la forme

(i) aax n-\- axx n- l -+- ai x n~1- \ - . . . -+- an^ x  +  « , =  o,
i

a0, a{, a2, . . . ,  an_n an étant des coefficients constants réels ou imagi

naires. On appelle racine de cette même équation toute expression 

réelle ou imaginaire qui, substituée à la place de l’inconnue x , rend le 

premier membre égal à zéro. Supposons d’abord, pour fixer les idées, 

que les constantes a0, a{, a2, . . . ,  a„ se réduisent à des quantités 

réelles. Alors, si deux valeurs réelles de x  substituées dans le premier 

membre de l’équation ( i)  fournissent deux résultats entre lesquels 

.zéro se trouve compris, c’est-à-dire deux résultats de signes contraires, 

on conclura du Chapitre II (§ II, théorème IV) que l’équation (i) 

admet une ou plusieurs racines réelles comprises entre ces valeurs. Il 

en résulte que toute équation de degré impair aura au moins une 

racine réelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre
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de l'équation (i) changera de signe, avec son premier terme

toutes les fois qu’en attribuant à la variable x  des valeurs numériques

très considérables on fera passer cette variable du positif au négatif

(voir le théorème VIII du Chapitre II, § I),
?

Lorsque n devient un nombre pair, la quantité x n demeurant posi

tive tant que la variable x  est réelle, le premier membre de l’équa

tion ( t) finit par être, pour de très grandes valeurs numériques de x, 

constamment de même signe que a0. Si, dans la même hypothèse, an 

et a„ sont de signes contraires, le premier membre changera évidem

ment de signe, lorsqu’on passera d’une très grande valour numérique 

de a? à une très petite, en laissant la variable toujours positive ou tou

jours négative. L’équation (1) aura donc alors deux racines réelles : 

l’une positive et l’autre négative.

Lorsque, « étant un nombre pair, a9 et an sont de même signe, il 

peut arriver que le premier membre de l’équation (1) reste, pour 

’ toutes les valeurs réelles de x , de même signe que a0, sans jamais 

s’évanouir. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des équa

tions binômes

X 1 H - 1 =  0 ,  X ^ + l— Q, X 6+l=SO, . . . .

Dans un cas semblable, l’équation (1) n’aura plus de racines réelles; 

mais on y satisfera en prenant pour x  une expression imaginaire

u +  9  v/—  1 ,

u, v désignant deux quantités réelles et finies. Cette proposition et 

celles que nous venons d’établir se trouvent renfermées dans le théo

rème suivant :

Théorème I. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima

ginaires des constantes a0, a,, . . . ,  a„_,, an, l ’équation

( 1 ) a„x ’l + a tx n- '  +  . . . + a„^ iX - i -an^ o ,

dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur à l ’unité, a 

toujours des racines réelles ou imaginaires.
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Démonstration. — Désignons, pour abréger, par f ( x )  le premier 

membre de l’équation (i)  : f ( x )  sera une fonction réelle ou imagi

naire, mais toujours entière, de la variable x;  et, puisque toute ex

pression réelle u se trouve comprise comme cas particulier dans une 

expression imaginaire u +  v\j— i , il suffira, pour établir le théorème 

énoncé, de démontrer généralement qu’on peut satisfaire à l’équation

(0 /(«) =  o,

en prenant
X  —  U  - f -  I  ,

puis attribuant aux nouvelles variables u et v des valeurs réelles. Or, 

si l’on substitue la valeur précédente de x  dans la fonction f ( x ) ,  le 

résultat sera de la forme

? (« ,  V) +  </—

çp(«, e), x(u,  e) désignant deux fonctions réelles et entières des va

riables u et v. Gela posé, l’équation (i)  deviendra

?(«> e) +  y/— i x(«, v) =  o;

et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les deux équations réelles

( <p(u, V)  =  0 ,
(2)

I X ( u , i ’ ) —  0

ou, ce qui revient au même, l’équation unique

( 3 ) [? (« ,  r)]2+  [x ( m, c )]j = o.

Donc, si l’on pose, pour plus de commodité,

(4) F(«»^ =  [?(«.»’)]* + [x(«» «0]f>

il restera seulement à montrer que l’on peut obtenir des valeurs réelles 

de u et de v propres à faire évanouir la fonction

F ( k , v ).

On y parviendra sans peine à l’aide çles considérations suivantes.
v
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D’abord, pour déterminer la valeur générale de la fonction F(u, e), 

on représentera chacune des constantes réelles ou imaginaires a0, 

...» an_ 4, alt, ainsi que la variable imaginaire u -4- e\/— i , par le 

produit d’un module et d’une expression réduite; et l’on écrira, en 

conséquence,

I «o --p0 (cos 90 +  \j— i sin0o ),

ai =p4 (cos 9¡ +y/— isin04 ),

.............................................................

&n—\ — pn-i( c o s 1 4- ^ —-7 sin0„_,), 

an — pn (cos0„ -4 - yCTT sin ),

(6) u -t- v\J— i =  r(cosi h- \ f ~ ï  sini)·

On aura, par suite,

I
/ ( M +  (, v/ z r i )

=  p0r't[cos(«i +  90) +  sin(/z¿ -4- 0„)]

+  Pifn~l [cos(« — i . t  +  0i ) +  sin(/i — i . t -t- 0t )] -4-...

+  p_ir[coS(i +  0_ ,)  +  sin(i +  K - a ) }

H- p„(cos0*-4- y/^7sin O ;

et l’on en déduira

cp(u, e) =  p0rn cos(nt -4- 0O) +  pi/-"-1 cos(« — i .t +  0,) -t-.
. . .  H- p„_, /· cos ( t +  0„_4 ) -t- pn cos 0„,

X ( u, e) =  p0 rn sin (nt +  0O) +  Pi l'n~l sin (n — i . t +  0, ) + . . .  ·

• · .-t- pn-ir  sin(i 4- 0«-,) -4- pn sin0„,

F ( m , v) =  [ p o ^ c o s t / î i - l r  0O)  -h pi rn~i cos(n  —  i . i  +  0 , )  -4- . . .

■ ■ - -t- pre_jrcos(i +  0,t_j) +  pn cos0„]2

■ -4- [pô ’'1 sin (reí -4- 90) +  pt /'«—i sin(re — i . f -f- 04)

(9) · · · +  Pn-j r sin ( i -f- Ó,.-,) -+- p„ sin 0re]2

An

-4~

apopi COS(i+  0O — 9i) 
r

■P Î+  apoPü cos(2f +  90— 9t )

1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



278 COURS D’ANALYSE.

11 résulte de cette dernière formule que la fonction F(«, e), tou

jours évidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont l’un, 

savoir
r 2n — ( íí2h-  p2)re,

*

croîtra indéfiniment si l’on attribue aux variables u, v, ou à l ’une 

d’elles seulement, des valeurs numériques de plus en plus grandes, 

tandis que l’autre facteur convergera dans la même hypothèse vers la 

limite p*, c’est-à-dire vers une limite finie différente de zéro. On en 

conclura que la fonction F (m, e) ne peut conserver une valeur finie 

qu’autant que les deux quantités u, v reçoivent elles-mêmes des va

leurs de cette espèce, et devient infiniment grande dès que l’une des 

deux quantités croît indéfiniment. De plus, comme l’équation ( 4) 

donne pour F ( m, c) une fonction entière, et par conséquent une fonc

tion continue des variables u et e, il est clair que F(n, v), variant avec 

elles par degrés insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 

zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite inférieure 

qu’elle ne dépassera jamais. Représentons par A cette limite, et par 

«o, e0 un des systèmes de valeurs finies de u et de v, pour lesquels 

F (m, v) se réduit à A, en sorte qu’on ait identiquement

0 °) , F(m0, v0) =  A.

La différence F (u, v) — F(«0, ç>0) ne s’abaissera jamais au-dessous de 

zéro ; par conséquent, si l’on fait

( i i ) « =  í<0 H-a/¿, ç =  p„-l- ctk,

a désignant une quantité infiniment petite, et h, /c-deux quantités 

finies, l’expression

F(«0-)-a/¡, (',+ a/f) — F(«0, v 0 )

ne sera jamais négative. En partant de ce principe, il sera facile de

déterminer la valeur de la constante A, ainsi qu’on va le faire voir.

Si dans l’expression imaginaire /(n-H  0  011 substitue pour u

et v leurs valeurs données par Jes formules ( n ) ,  ĉette expression,
%
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devenant alors une fonction imaginaire et entière du produit

a(/i 4- A y/— i),

pourra être développée suivant les puissances entières et ascendantes 

de ce même produit. En désignant par

R (cosT 4- \f— i sinT ),

Rt (cosTi +  y/— i sinTt ),

R„(cosTra +  v/— 1 sinT»)

les coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu

vent se réduire à zéro, et faisant, pour plus de commodité,

(12) .  A 4- A \/—T =  p ( cos 0 4- y/— 1 sin 0),

on obtiendra l’équation

i
/[« o  +  c0 y /--ï 4- a ( h  4- A y/— 1)]

=  R (cosT 4- y/— 1 sinT)

4- «R, g [cos (T, 4- 0) +  y/— 1 sin(T! 4- 0)] 4 - . . .

. .  .4- «'tR„p'i [cos(T„ -4-/10) -h y/— 1 sin(Tre 4- «0)],
dans laquelle les termes du second membre, et par conséquent les 

modules
R, Rj, . . . ,  R,„

ne sauraient s’évanouir tous en même temps. Comme on aura d’ailleurs

(i4)
/[«O 4- «A 4- ( e„4- «A) y/— 1]

=  <p(w04- a A, c04- a k ) - h  y/— 1 x (« 04- a A, e04- <xk),

on conclura de l’équation ( i3)

?(w04- «A, c04- <xk)

=  RcosT.4-.«Rip cos(Tt 4- 0) 4-..  . -h « reR„pre cos(T„ 4- nd),  

^ ( m04-«A, C04-«A)

=:R sinT +  aR,psin(Ti4-0)4-...4-a'iR„p» sin(T„ 4-«0),

(i5)
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(16)

F(«0 +  cch, p0 +  cck)

=■  [R  cos T +  «Ri  p cos (T, -+- 0 ) + . . .  ■ +■  ocn'Rnpn· cos(T„ -H « 0)]· 

+  [R sinT +  aRtp sin(T, +  0) +  . . .  -I- a'lR/tp'* sin(T„ 4- «0)]2.

Si dans cette dernière formule on pose a =  o, on en tirera

F(«0, e0) =  Rs.
i

Donc R2 =  A, R =  A*. Si maintenant on développe le second membre 

de l’équation (16) suivant les puissances descendantes de R, et que
I

l’on y remplace ensuite R par A*, cette équation deviendra

F ( m„ +  ah,  e0 +  cck)

=  A  +  2 A* «p [R,  c o s ( T ,- T  +  8 J + .. .  +  cos(T„ -  T +■  « 0 )]

+  «2P5 j [Rj cos(T, +  0 ) 4 - . . . + ·  «»- ‘ p»-‘ R JI cos(T„ +  « 0 )]2

+  [R, siniTt +  0 ) + . . . +  «'l- 1pre- 1R„ sin(T„  +  « 0 )]s j ;.

et, si l’on fait passer dans le premier membre la quantité A =  F(m0, p0), 

on trouvera définitivement

(18)

F(w0+  cch, e0+  cck) —  F (u0, e0)

=  2.A2«p[Rj cos(Ti — T +  0) + . . .+  a B_1 p'*-1 R„cos(T„ — T +  «0)]

+  «sps j [ R ic o s( T ,  +  0) +  . . . +  «»- ‘ p»-1R ,  cos(T„  +  « 0 )]2 

+  [R,  s in(T,  +  0 ) + . . .  +  «re- ‘ p'»-1R n s in(T„  +  « 0 )]2 j .

Cela posé, puisque la différence

F ( w 0+  och, e0+  ock) — F ( m0, M

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zéro, il faudra de 

toute nécessité que, pour de très petites valeurs numériques de a, le 

second membre de l’équation précédente, et par suite le premier 

terme de ce second membre, c’est-à-dire le terme qui renferme la plus 

petite puissance de a, ne puisse devenir négatif. Or, en désignant par 

Rto la première des quantités

Ri> R2, *. ·» R« '  «
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qui obtient une valeur différente de zéro, on trouvera, pour le terme

dont il s’agit,
3 1

3 A 2 a m p " ‘ R m  C0S(T ,„  — T  -h  m O ) ,

si A n’est pas nul, et
«*“ p*mR*„

dans l’hypothèse contraire. De plus, comme, la valeur de l’arc 0 étant 

tout à fait indéterminée, on peut en disposer de manière à donner au 

facteur
cos(T,„ — T -+- md),

et par conséquent au produit

2 A 2a",p", R,„ cos(T,„ —  T  +  md),

tel signe que l’on voudra, il est clair que la seconde hypothèse reste 

seule admissible. On aura donc nécessairement

(19) A =  o,

\

ce qui réduira l’équation (10) à

(20) F ( «o> e0) =  o.

Il en résulte que la fonction F(«, v) s’évanouira si l ’on attribue aux 

variables u, v les valeurs réelles w0, e0; et, par suite, que l’on vérifiera 

l’équation

(0 /(*) =  °

en prenant __
x — u0-h e0 \J— 1.

En d’autres termes, k0-h v0 y/— 1 sera une racine de l’équation 

(1) a0x n+  alx n-1 +  . . .4- an_ x̂ +  an =  o.

La démonstration précédente du théorème I, quoique différente en 

plusieurs points de celle qu’en a donnée M. Legendre ( Théorie des 

Nombres, Ire Partie, § XIV), est fondée sur les mêmes principes.
OEuvresde C. — S. II, t. III. 36
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Corollaire. — Le polynôme

f ( x )  —  a 0x n +  a { x n~ l +  . . .  +  a n^ vx  -+- a n,

s’évanouissant, ainsi qu’on vient de le dire, pour

x  =  m0+ r0\/— 1,

sera, en vertu du théorème I (Chapitre VIII, § IY), algébriquement 

' divisible par le facteur x — «o —  <’o * ·

Le quotient, ne pouvant être qu’un nouveau polynôme du degré n — i 

par rapport à x , sera encore nécessairement divisible par un nouveau 

facteur de même forme que le précédent, c’est-à-dire du premier 

degré par rapport à x. Désignons par

‘x  —  « !  —  C] s]—  I

ce nouveau facteur. Le polynôme / ( x ) sera équivalent au produit des 

deux facteurs
x  —  «o — (,o y/ — i , x — u l — v i >J— i

par un troisième polynôme du degré n —  2. On prouvera que ce troi

sième polynôme est divisible par un troisième facteur semblable aux 

deux autres; et, en continuant à opérer de la même manière, on finira 

par obtenir n facteurs linéaires du polynôme f ( x ) .  Soient respective

ment

x  — « o —  m / — x  — u^— v i v ' — 1 ,  · · · »  «  —  —  e „_, \ [ ^ l

ces mêmes facteurs. En divisant le polynôme f ( x )  par leur produit, 

on trouvera pour quotient une constante évidemment égale au coeffi

cient a0 de la plus haute puissance de x  dans f ( x ) .  On aüra, en con

séquence,

( 2 1 )  f { ^ ) ~  a 0( x  —  M0 —  Cq \ / — Y )  ( x  —  Mi  ■ ■ • { x  —  M „ - 1 —  C „ _ ,  y ^ Y ) ·

Cette dernière équation renferme un théorème que l’on peut énoncer 

ainsi qu’il suit : ' \

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R E M I È R E  P A R T I E .  -  C H A P I T R E  X. 283

T h é o r è m e  II. — Quelles que soient les valeurs réelles ou imaginaires des 

constantes a0, a ,, . . . ,  a„_,, an, le polynôme

a0x n aiX"~l +  . . .  +  a , , - ,#  H- a a —  f { x )

sera équivalent au produit de la constante a„ par n facteurs linéaires de

là forme
x  — a  —  ê y/—  i .

I

Déterminer les facteurs dont il est ici question, c’est ce qu’on 

appelle décomposer le polynôme/(¿c) en ses facteurs linéaires. Il n’y 

a qu’une seule manière d’effectuer cette décomposition. Pour le dé

montrer, supposons que deux méthodes différentes aient fourni les 

deux équations

f ( x )  — a f x  — i<0—  v0 / H 7 ) (  x  —  Wj —  Vi y/—  i ) . . . ( x  —  —  v „ - x\J—  i ) ,

f ( x )  =  a „ ( x  — cc0 — ë0 \ f — i)  ( x  — a, — 6, y/— i ) . . . ( x  —  a n_ x —  ê ^ y / — i).

On en tirera

( 23 )
( x  «0 y/— i) { x  —' oc i — 61y/ i f . . ( x  oC/i—i y/ * )

: ( x  —  u0—  v„\J— i ) ( x  —  Mj—  Vi y/— i ) . . . ( x  —  t '„-1y/—  j).

Le dernier membre de la formule précédente s’évanouissant lorsqu’on 

attribue à la variable x  la valeur particulière u0 -+- v0 y/— i , il faudra 

de toute nécessité que, pour cette même valeur de x ,  le premier 

membre, et par conséquent l’un de ses facteurs (voir le Chapitre VII, 

§ II, théorème VII, corollaire II), se réduise à zéro. Soit

x  — cCo— 6 o y/— I

le facteur dont il s’agit. On aura identiquement

et, par suite,
X

«o 4 - ê e y / ^ T  =  «o 4 - v0 y/ ^ 7  

«0 —  ê0 \/—  i =  x  — u0 — (>o y/— ï .
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Cela posé, la formule ( 23) pourra être remplacée par la suivante :

(.* —  «! —  6, . ( x  —  a„_, — ë „ _ !  v/^ ”x);

=  (x-L Ui — Vi\J— l). . . ( x — un- t— Vn-itJ— l).

Le second membre de celle-ci s’évanouissant lorsqu’on suppose
\

x  —  «j 7+- vx y/—  i ,

l’un des facteurs du premier membre, par exemple,

X — Ci.! —  S [ y /—  I ,

devra s’évanouir dans la même hypothèse, ce qui entraînera deux 

nouvelles équations identiques de la forme

OCj \/— I W] -h* l;] —· I ,

x  —  et] -— \J—  x —  x  —  —  c, \/—  î .

En répétant plusieurs fois le même raisonnement, on prouvera que les 

différents facteurs linéaires dont se composent les seconds membres 

des équations (22) sont absolument les mêmes dans l’une et l’autre 

équation. Il est essentiel d’ajouter que chaque facteur imaginaire de 

la forme
x  — a. —  ë \J—  1

se change en un facteur réel x  — a, toutes les fois que la quantité 6 

se réduit à zéro.

Le premier membre de l’équation (1), étant, d’après ce qu’on vipnt 

de dire, décomposable d’une seule manière en facteurs linéaires, ne 

peut s’évanouir qu’avec l’un de ces facteurs. Si donc on les égale suc

cessivement à zéro, on obtiendra toutes les valeurs possibles de x  

propres à vérifier l’équation (1), c’est-à-dire toutes les racines de 

cette équation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 

linéaires, sera égal à n. De plus, à chaque facteur réel de la forme 

x — cl correspondra une racine réelle a,, et à chaque .facteur imagi

naire de la forme

1
x  — a — 8 y'— i
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une racine imaginaire
« H- § \/— i .

Ces remarques suffisent pour établir la proposition suivante :

T h é o r è m e  III. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima

ginaires des constantes a0, a , , . . . ,  an_{, an, l'équation

(i) «( ,* ' '+  al x n- '^ r . . H- an—  o

a toujours n racines réelles ou imaginaires, et n en saurait avoir un plus 

grand nombre.

Il peut arriver que plusieurs des racines de l’équation (1) soient 

égales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs différentes de 

la variable propres à vérifier cette même équation devient nécessaire

ment inférieur à n. Ainsi, par exemple, l’équation du second degré

x* —  3 « * +  a1 =. o

avant ses deux racines égales, on ne pourra y satisfaire que par une 

seule valeur de x , savoir
x  —  a.

Lorsque les constantes a0, a , , . . . ,  aÆ_,, an sont toutes réelles, l’ex

pression imaginaire
Ci 0 — I

ne peut évidemment être une racine de l’équation (i), sans que l’ex

pression conjuguée
ce —  6 ^ —  i

soit une autre racine de la même équation. Par conséquent, dans cette 

hypothèse, les facteurs imaginaires et linéaires du polynôme qui forme 

le premier membre de l’équation (i)  sont deux à deux conjugués et 

de la forme
x  —  a —  6 \J— i , x  —  a. —  i .

Le produit de deux semblables facteurs étant un polynôme réel du 

second degré, savoir
(x — a)2+  S2,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



286 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

on déduit immédiatement de l’observation qu’on vient de faire le 

théorème suivant :

Théorème IV. — Lorsque aB, a{, . . . ,  an désignent des constantes 

réelles, le polynôme

(24) a(æ* +  a, æ"-1 + . . .  +  a„_,æ +  a„

est décomposable en facteurs réels du premier ou du second degré.

Dans ce qui précède, nous avons présenté les racines imaginaires 

de l’équation (1) sous la forme

a ±  6 y/— 1 .

Alors, pour le polynôme (24), un facteur réel du second degré corres

pondant à deux racines imaginaires conjuguées

était de la forme
a +  ê — 1, « — ê s] — x 

(x  — a)s4- 62.

Si l’on fait, pour plus de commodité,

oc ±  6 \j— i. =  p(cos0 ±  y — 1 sinô)

(p désignant une quantité positive et 0 un angle que l’on pourra sup

poser compris entre les limites o, ir), le même facteur réel du second 

degré deviendra

(oc— p cosô)2-t- (p sin0)2 =  2poc cosô -+- p2.

Il est facile de construire géométriquement cette dernière expres

sion dans le cas où l’on attribue à la variable x  une valeur réelle. En 

effet, si l’on trace un triangle dans lequel un angle soit égal à Ô, les 

deux côtés adjacents étant respectivement représentés l’un par la 

valeur numérique de x , l’autre par le module p, le carré du troisième 

côté sera (d’après un théorème connu de Trigonométrie) la valeur du 

trinôme
a? — 2P# cosô -+- p!,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PJ REM IÈR E P A R T I E . C H A P I T R E  X. 287

toutes les fois que la variable x  sera positive. Si la variable x  devient 

négative, il suffira de remplacer dans la construction indiquée l’angle 0 

par son supplément.

Le troisième côté du triangle dont il est ici question ne peut s’éva

nouir que dans le cas où les deux premiers côtés tombent sur une 

même droite, et où leurs extrémités coïncident, ce qui exige : i° que 

l’angle 0 se réduise à zéro ou à it; 2° que la valeur numérique de a; 

soit égale à p. Par suite, le facteur

X2 — 2px  COS 8 -h p-

ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de x,  à moins que l’on 

ne suppose
cosô =  i ou cos0 =  —i;

et la seule valeur de x  propre à faire évanouir ce facteur sera, dans la 

première hypothèse,
x  =  p,

dans la seconde,
X  —  —  p.

On arriverait directement au même but en observant que l’équation

x 2 — s p x  cos8 -+- p2 =  o
a deux racines

p(cosô +  y'— i sinô), p(cosô — y'— i sinô),

qui ne peuvent cesser d’être imaginaires sans devenir égales, et que 

les seules valeurs de 0 capables de produire cet effet sont celles qui 

vérifient la formule
sin 8 ~ o ,

de laquelle on tire
COS0 =  ±  I

et, par conséquent,
X  =  ±  P

pour la valeur commune des deux racines.

Jusqu’à présent, nous nous sommes bornés à déterminer le nombre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



288 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

des racines de l’équation (i), avec la forme de ces mêmes racines et 

celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les para

graphes suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans les

quels on est parvenu à résoudre! de semblables équations, sans être 

obligé de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et à 

exprimer les racines en fonctions algébriques ou trigonométriques 

de ces coefficients. Nous observerons ici à ce sujet que, dans toute 

équation algébrique dont le premier membre est une fonction ration

nelle et entière de la variable x ,  on peut réduire par la division le 

coefficient de la plus haute puissance de x  à l’unité, et celui de la 

puissance immédiatement inférieure à zéro par un changement de 

variable. En effet, si dans l’équation

a0x n+  a tx ' l~ l H -...  H- an-^ x  +  an— o

a„ n’est pas égal à i, il suffira de diviser l’équation par a n pour 

réduire le coefficient de x n à l’unité; et, si dans une équation mise 

sous la forme
x n-\- a i x n—l -‘r . . .-t- a „ - ,x  -h a,¡— o

a, n’est pas nul, il suffira de poser

__ «,
n

pour obtenir une transformée en s  du degré n , qui n’ait plus de 

second terme, c’est-à-dire une transformée dans laquelle le coeffi

cient de -s"-1 s’évanouisse.

§ 1 1 .  —  Résolution algébrique ou trigonom élrique des équations binômes 

et de quelques équations trinômes. Théorèmes de Moivre et de Cotes.

Considérons l’équation binôme

(i) x n +  p —  o , .

p  désignant une quantité constante. On en tirera

x n ~  — p \
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ou, si l’on désigne par p la valeur numérique de/>,

l X n —  ±  p.

On aura donc à résoudre l’équation

\ i )  x ' l = p ,

si — p est positif, et la suivante

( 3 )  x n =  —  p,

si — p est négatif. On satisfait à la.première en prenant

(4) ’ * =  ((p))"=p"((0)%

et à la seconde en prenant

I l  I
( 5 ) ® =  ((— p ) ) " = p rt ((— ï))"·

i
Quant aux diverses valeurs de chacune des deux expressions ((i))H, 

_1
((— i))'!, elles sont toujours en nombre égal à n (voir le Chapitre VII, 

§ III), et se déduisent des deux formules

(6)

. . .  - 2 k u  , ,------ . a/f7T
((i)/'= cos----±  y — i sin----- >a n

(· 3 /(·-+· I ) 7t , /------ . (2 k  -4- I) 7T
((— 1))" =  cos ---------— — v — 1 sin-----------»

dans lesquelles il suffit d’attribuer successivement à k toutes les

valeurs entières qui ne surpassent pas Lorsque n est un nombre

pair, la première des équations (6) fournit deux valeurs réelles de 
1

((1))", savoir H-1 et — 1, correspondantes l’une à k ~ o ,  l’autre à

I
le — - ·  Dans la même hypothèse, toutes les valeurs de ((— i))n sont

imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, l ’expression ((1))" 

a une seule valeur réelle -+-1 correspondante à k — o, et l’expres-

QEuvrcs de C . S. I I,  t .  I I I .  37

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



290 C O U R S  D’A N A L Y S E .

sion ((— i))'1 une seule valeur réelle — i correspondante à k =  ·

Par suite, l’équation (i) admet deux racines réelles1, ou n’en admet 

aucune, lorsque n est un nombre pair, et la même équation admet 

une seule racine réelle dans le cas contraire. De plus, on reconnaît 

immédiatement à l’inspection des formules (6) que les racines imagi

naires sont conjuguées deux à deux, ainsi qu’on devait s’y attendre. 

Considérons maintenant l’équation trinôme

(7) x in-h p x n -f- q =  o,

p, q désignant deux quantités constantes choisies à volonté. On en 

tirera
x in-\-px'1 — — q

et, par suite,

Si — q est positif, l’équation qui précède entraînera l’une des deux 

suivantes :

en sorte que x n admettra deux valeurs réelles comprises dans la for

mule

Lorsque le nombre n se réduit à l’unité, la formule (9) fournit immé

diatement les deux racines réelles de l’équation trinôme du second

degré

(10) p x  H- q =; o.

Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il s’agit à l’é ĵua-
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lion (7), on n’a plus à résoudre que deux équations binômes sem

blables à celles que nous avons traitées ci-dessus.

Supposons maintenant la quantité ~  — q négative. L’équation (8) 

entraînera l’une des deux suivantes :

X "  +  — =  -
2

2 9 —El
4

1 ;

en sorte que x n admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la 

formule

Si le nombre n se réduit à l’unité, ces valeurs seront les racines ima

ginaires de l’équation (10). Mais, si l’on suppose « > i ,  il resterà 

encore à déduire des valeurs connues de x'· les valeurs de x.  Dési

gnons par p, dans cette hypothèse, le module de l’expression imagi

naire qui sert de second membre à la formule (11). On aura évidem

ment
i

(12) p - q ' 1·

Faisons en outre, pour plus de commodité,

0 3 ) Ç =  arc tan g

El
4

p
2

Lorsque p sera négatif, les deux valeurs de x ‘ données par la for

mule ( n )  deviendront

(i4) x "  =  p(cosÇ±\/— 1 sinç),

et Fort en conclura

( ià)  x  —  p ' f c o s ^  ±  y/—  i sin ((»))".
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Si au contrairep  est positif, on trouvera

(16) x" =  — p(cos£ rt \j— i sin?) 

et, par suite,

(17) X =  p” f cos l  ±  ^ 1  Sin ( ( - ! ) ) " ·

Dans le cas particulier où l’on a

P i

'C devient nul; en sorte que les équations ( i 5) et (17) prennent la 

forme des équations (4) et ( 5). *

Si l’on désigne, pour abréger, p" par r, on tirera des équations (12) 

et ( 13), en supposant la quantité p négative,

' p i r n cosÇ, q —  rtn,

■ x in-\-p x h q ~  x*11,—  2r nx n cos? +  r2"'·

Dans la même hypothèse, la formule (45 ) donnera

2 kit 
11

. 2 k%
sin

/ ?-t-?Air /---  . Ç±2Air\
A ^ — 3 - ± 'F r ' ^ — r - y

k représentant un nombre entier, et l’on en conclura que le trinôme

__ 2 rnx u cosÇ H- r 2

est décomposable en facteurs réels du second degré de la forme

x *—  2 r x  cos
Ç ±  2 kn  „ 
----------- .4 - z·2.

Si l’on suppose au contraire la quantité p  positive, le trinôme

x ln +  p¿r“ 4 - q

deviendra
x in +  2 rn x n cos Ç -4- r2"
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et ses facteurs réels du second degré seront de la forme

293

■ irx cos K ±  (2Æ+ i)TT+  /-2.

Dans l’une et l’autre hypothèse, on pourra construire géométrique

ment les facteurs réels du second degré par la méthode ci-dessus 

indiquée (voir le § I), toutes les fois que l’on attribuera des valeurs 

réelles à la variable x . Si l’on prend la valeur numérique de cette 

variable pour base commune de tous les triangles qui correspondent 

aux différents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 

constamment à une même extrémité de cette base le côté connu, 

représenté par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 

coïncident avec les points de division d’une circonférence décrite du 

rayon r en parties égales. Il en résulte que, si l ’on multiplie entre eux 

les carrés des lignes menées de la seconde extrémité de la base aux points 

dont il s’agit, le produit de ces carrés sera la valeur du trinôme

a;2n-t- p x n-\- q —  x tn±. 2 rn x n cosÇ H- r 2".

Dans le cas particulier où '( =  o, le produit des lignes elles-mêmes repré

sente la valeur numérique du binôme

X n r ii^

laquelle se confond avec la racine carrée positive du trinôme

x in i :  2  r"·x"· +  /·

Des deux propositions qu’on vient d’énoncer, la première est le théo

rème de Morne, et la seconde celui de Cotes.

§ III. — Résolution algébrique ou tngonométrique des équations 

du troisième et du quatrième degré.

Considérons l’équation générale du troisième degré. On pourra 

toujours, en faisant disparaître le second terme de cette équation,
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la ramener à la forme

( 0  x i -{-px  -H g =: O,

p, q désignant doux quantités constantes. D’ailleurs» si l’on pose

X — U -+- (',

u, v étant deux nouvelles variables,, on en conclura

x ■3 —  ( u -t- v)z =  (,3+  3 u v x,

(a) x s — Z u v x  —  ( «3-t-r3 ) =  o.

Pour rendre l’équation (2) identique avec la proposée, il suffira d’as

sujettir les inconnues u et v aux deux conditions

(3 ) ¿í3 -+- v3 — — q ,

(4 ) II 1

La résolution de l’équation (1) se trouve ainsi réduite à la résolution 

simultanée des équations ( 3) et (4 ). '

Cherchons d’abord les valeurs de u3 et de e3. Si l’on fait

(а) K3— -"î, v* — ŝ ,

on aura, en vertu des équations ( 3) et ( 4 ).

_  · _' p3.
•5lH- 52 — — 5l*.2— ,

et, par suite, en nommant z une nouvelle variable,

(~ ~  -1 ) (- — st) =  52 +  1Z — “  ·

Il en résulte que s t, z .2 seront les deux racines de l’équation

n3 >
(б ) z ^ - h g z — —  = 0.v 27

Ces deux racines étant connues, on déduira des formules ( 5) trois 

valeurs de u et trois valeurs de v, qui se correspondront deux à deux
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de manière à vérifier la formule (4). Soit U l’une quelconque des 

trois valeurs de u, et Y la valeur correspondante de e, en sorte qu’on 

ait

UV =  - - ? .O

Désignons en outre par a l’expression imaginaire

2 71 /----  . 2 7T
cos -g- +  y — i sin-^-;

1.
les trois valeurs de l’expression ((i))* seront respectivement

1
1 31 ,— ·

-  - h  —  V - -  i ,
2 2

2 TT /---- - . 271 I 3 2 /----
a -  —  COS - J -  —  y  —  l S in  - j -  =  —  -  —  —  V ~  I ,

et les trois valeurs de u, évidemment comprises dans la formule géné- 
1

raie ((i)):) U, deviendront

U, «U, a 2U.

On trouvera, pour les valeurs correspondantes de v,

ou, ce qui revient au même,

V, a 2V, «V.

Par conséquent, si l’on nomme x 0, x , ,  a v le s  trois racines de l’équa

tion (t), on aura
i œ0=: U +  Y ,

(7 ) · x t — <x U +  a 2 V,
( ® ,^ ; a ï U +  ct V.

Il est essentiel d’observer que, U, aU, a2U étant les trois valeurs de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



296 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

les racines a?0, x x, x .2, déterminées par les équations (7), seront res

pectivement égales aux trois valeurs de x  données par la formule

Lorsque l’équation (6) a ses racines réelles, les formules ( 5) four

nissent un système de valeurs réelles de u et de e qui se correspon

dent de manière à vérifier l ’équation ( 4 ). Si l’on prend ces mêmes 

valeurs pour U et Y, on reconnaîtra immédiatement que des trois 

racines x 0, x ,,  x 2 la première est nécessairement réelle, et les deux 

autres réelles ou imaginaires, suivant que la quantité

est nulle ou positive, c’est-à-dire suivant que l’équation (6) a ses 

racines égales ou inégales. Dans le premier cas, on trouve

Lorsque les racines de l’équation' (6) deviennent imaginaires, on 

peut les présenter sous la forme

(8 )

Æ0=  2Ü, X x— Xï —  —  U.

z x =: p( cos 6 -+- y/—  i sinô),  o ( c o s 9 — \J—  i sinô),

le module p étant déterminé par l’équation

Comme on a, dans cette hypothèse,

la formule (8) se trouve réduite à

(9)  ̂=  P cos g — \/r~  1 sin6 /—  ·

\
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De plus, en prenant pour Ü l’expression imaginaire

297

i sin

on conclura des équations (7)

' x 0 ~  2 p 3 COS

(1 0 ) -J- 6 +  2 n
x ,=  2pJ cos — x—

i  0 — 27T 
2 p COS -----2----

Ces trois dernières valeurs de x  sont toutes réelles, et coïncident avec 

celles que fournit la formule (9).

Dans les calculs précédents, l’équation (6), dont la solution en

traîne celle de l’équation (1), est ce qu’on appelle la réduite. Ses 

racines s i3 z2 équivalent nécessairement à certaines fonctions des 

racines cherchées x„, x ,, x.,. Pour déterminer ces fonctions, il suffira 

d’observer que, U et Y désignant des valeurs particulières de u et v, 

on aura, en vertu des formules (5),

3 U =  a?0-4- a x 2-t- oc2X ! =  « ( # 2 +  oex, <x-x0) =  a3( x i +  ctx0-+- cc2æ2),

3 V =  ¿r0-+- a X i +  x3x2= a ( x  1 +  o tiü ,+  it!Æ , ) = a ! (Æ! +  «æilH- a * # , ) .

On trouvera donc, par suite,

( 2 7 5 ] =  (X o +  txx2-h oc*x1)3=  (x 2-h oc#!-+- cc3x 0)3 —  (a:,-+- a x 0-h x 3x 2)3, 
( n )  j

( 27^2= (x0 ~h (XXt-t- a3x s)3 =  (xt 4- ax2-h cci x (l)3=  (a?2-4- <xx0 -4- a3x, )3.

Il en résulte que z i3 z .2 sont respectivement égales (à un coefficient 

numérique près) aux deux seules valeurs distinctes que présente le 

cube de la fonction linéaire

On tire d’ailleurs des équations (7)

OEuvres de C . —  S . I ï ,  t .  III.

1

x<>-+- xxi -4- ct3Xp
38
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lorsque dans cette fonction on échange entre elles les racines x 0, x K, 

x 2 de toutes les manières possibles. Le coefficient numérique est évi

demment ou le cube de la fraction 5.

Considérons maintenant l’équation générale du quatrième degré. 

On pourra, en faisant disparaître le second terme, la ramener à la 

forme

([2) x i +  p x i -{- q x  4 - r =  o,

p, q, r désignant des quantités constantes. Si l’on pose, en outre,

u, v\ w  étant trois nouvelles variables, on en conclura

x- — « 24 -  f>2+  iv24 -  2(uv  -h  aw  4 -  \>w)

et, par suite,

[X2— («2 4 - c2 4 - ( ^ a ) ] 3 — 4 (« 2 c2+  u2 w»2 4 - e*«’*) 4 - % im v.x

ou, ce qui revient au même,

( a?*— 2 ( u2-(- c2 4- w1·)x 2 —  8 uvw .x
( • 3)

( 4- ( m2 4 - e2 4 - w1)'-— 4 (w2(;2+  m2 «>2 4 - c2 (v2) —o.

Pour rendre cette dernière équation identique avec la proposée, il 

suffira d’assujettir les inconnues u, v, w aux conditions

/ 4 ( «2 -j- P2--h f-V2) = — 2p,

( 1 4) 1 8 uvw'— — q,

( 16 ( ii2 (>2 +  H2 w>2 4- c2 w2 ) =  p- — 4 r.

La résolution de l’équation (12) se trouve ainsi réduite à la résolution 

simultanée des équations ( r e 

cherchons d’abord les valeurs d e4 “ S 4 e2, 4 ^ “· Si l ’on fait

( 1 5) 4  « *  =  5 , ,  4^  =

%
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on aura, en vertu des formules ( 14),

" 1  +  S S +  -"3 —   2 P ,  " 1  S 2 +  Z l  Z 3 H-  3 2 3 3 —  /> 2  4  r y S t 3 2 5 3 =  i

et, par suite, en nommant z  une nouvelle variable,
«

(3 —  3, ) (3 —  32) ( 5  —  33 ) =  33 +  2/>324- (p 2 —  4 O  3 —  </2·

Il en résulte que s,, z 3, z a seront les trois racines de l’équation

( iC ) 3 2 -f- 2 p 3 2 +  ( p 2 — 4 ^ ) 3  — — O ; .

et, puisque ces trois racines doivent vérifier la formule 3 ,3 ,3 .,=  q\  

on peut assurer que l’une d’elles sera positive, les deux autres étant 

toutes deux à la fois positives, ou négatives, ou imaginaires. Lors

qu’on aura déterminé ces mêmes racines, les deux premières des 

équations ( i5) fourniront pour chacune des variables u et v deux va

leurs égales, au signe près. Soient

u — rh U, v — ±  V

les valeurs réelles ou imaginaires dont il s’agit; et W une quantité 

réelle ou une expression imaginaire déterminée par l’équation

8UVW =  --  q.

Si dans la seconde des formules ( i4) on suppose

ou bien 

on en tirera

u =  + U , e =  + V  

u =  — U, v — — V,

w =  +  W.

Si l’on y fait, au contraire,

ou bien

u — -H U ?

u = — U,

/
v — —  V  

w — -+- V ,

on trouvera
u = — W.

De cette manière on obtiendra pour les variables u, v, w quatre sys-
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ternes de valeurs propres à vérifier les équations (r4) ; et, si l’on 

représente par x 0, x t, x 2, x 3 les quatre valeurs correspondantes de 

l’inconnue
x  —  U V w ,

on aura
/ * 0=  U +  Y +  W, 

ar, =  - U  —V +  W,
( ' 7) . 1 * , =  u - v - w ,

( I ,  =  -D  +  V -W .

Il est aisé de reconnaître que ces quatre valeurs de x  seront toutes 

réelles, si l’équation ( i 6) a ses trois racines positives, et toutes ima

ginaires, si l’équation (16) a deux racines négatives inégales, tandis 

que deux valeurs seront réelles, et deux imaginaires, si l’équation (16) 

a deux racines négatives égales, ou deux racines imaginaires.

Par la méthode qu’on vient d’exposer, la résolution de l’équa

tion (12) se trouve ramenée à celle de l’équation (16). Cette dernière, 

qu’on nomme la réduite, a nécessairement pour racines certaines 

fonctions des racines de la proposée. Si l’on veut déterminer ces 

fonctions, c’est-à-dire exprimer s,, s 2, par le moyen de x g, x ,,  x 2, 

x 3, il suffira d’observer que, U, Y, W étant des valeurs particulières 

de u, v, w, on a, en vertu des formules ( i 5),

æ, =  4Us, st — 4V2, 53=: 4WL

On tire d’ailleurs des équations (17)

4U ■= x 0— x t + x 3— x 3,

4 V =  X„ — Xi -h X3 — Xi,
4  W =  X 0 —  X i  -H x x — x 3.

On trouvera, en conséquence,

I 4 S i =  ( x 0 —  X i - h  X i —  ^ a ) 2 =  ( X i  —  X 0 ~h  X 3 —  X i Y ,

(18) \ 4 —2 — ( Xa Xi ""t- x% Xi )' — ( x X x 3 -l·- x 3 — x 3 )2,
( 4 - 3  — ( Xq X̂  H“ Xi X̂  )" — (x 3 x g ”1” X3 — X\ )2.
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Il en résulte que s 3, z3 sont, abstraction faite du coefficient nu

mérique i  =  , respectivement égales aux trois seules valeurs

distinctes que présente le carré de la fonction linéaire

X0 — Xi +  X3 — x 3

lorsque dans cette fonction on échange entre elles les racines x 0, x t, 

x„, x 3 de toutes les manières possibles. Cette même fonction linéaire, 

pouvant s’écrire ainsi qu’il suit

ôH- (-- 1)̂ -!-+- (— l)2̂ 2-+- (-- i)3̂ 3,
/

n’est évidemment qu’un cas particulier de la formule générale

1
lorsqu’on désigne par a une des valeurs de l’expression ((i))'·
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CHAPITRE XI.

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

§ I. — Décomposition d ’une fraction rationnelle en deux autres fractions

de même espèce.

Prenons pour f ( x )  et F (a?) deux fonctions entières de la variable x .

/(*)
F ( t f )

sera ce qu’on appelle une fraction rationnelle. Si l’on désigne par m le 

degré de son dénominateur F(a?), l’équation

(i) F(«) — o

admettra m racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales; et si, 

en les supposant d’abord toutes inégales, on les représente par

&2y · · 9 9 'Em — 1»

les facteurs linéaires du polynôme F(a?) seront respectivement

X —  X 0, X —  X ¡ ,  X  — X 3, . . . ,  X  —  X , n - 1 ·  -

Cela posé, faisons 

( 2 ) 

et

(3)

F(#) =  (x — x 0) <p(¿¡?)

f ( x  o) 
y{x0)

\
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®(îp0) n’étant pas nul, la constante A restera fin Us et la différence

f < x ) _  A _  f(œ) — A <p(a?)
c p ( a ? )  ? 0 )

s’évanouira pour x  =  x 0. Par suite, il en sera de même du polynôme

/ ( * ) -A ip (œ ) ,

et ce polynôme sera divisible algébriquement par x  — x 0 ; en sorte 

qu’on aura
f ( x )  —  A<p(a:) =  { x  —  x 0)%( x) ,

(4) / ( · » )  =  A<p(a?) -t- ( x  —  x 0) x ( x ) ,  ■

x ) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x . Si l’on 

divise par F (a;) les deux membres de cette dernière équation, en 

ayant égard à la formule (2), on en conclura

/ (* )  _  A. ··, y j x )\ ·> ) fTT r — -------- *r~ —; r ·I  ( x )  x  —  x 0 <p(¿»)

Donc, si l’on partage le polynôme F(a?) en deux facteurs dont l’un 

soit linéaire, on pourra décomposer la fraction rationnelle en

deux autres qui aient pour dénominateurs respectifs les deux facteurs 

dont il s’agit, et dont la plus simple ait un numérateur constant.

Concevons maintenant que l’on partage la fonction F(a?) en deux 

facteurs dont le premier, au lieu d’être linéaire, corresponde à plu

sieurs racines de l’équation F(a;) =  o. Prenons, par exemple, pour 

ce premier facteur le facteur du second degré

( x  —  x 0) ( x  —  x¡),

et posons, en conséquence,

(6 )  F { x )  =  ( x  — x 0) ( x  —  x ! ) y ( x ) .

La fraction conservera une valeur finie, non seulement pour 

x  =  x 0, mais encore pour x  =  x K \ et, si l’on désigne par u un poly-
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nôme du premier degré qui, dans l’une et l’autre hypothèse, devienne
•Ç ( rjç \

égal à on trouvera (Chapitre IY, § I)
<P(®)

(7)
f { x 0) x ~  X\ +  f { x  1) 'x  — x» m
9(#o) x 0 — x,  9 (^ 1 ) x\ — Xo

Le polynôme « étant déterminé, comme on vient de le dire, l’équa

tion
f ( x )—,—r — U =  O<?(x)

OU
f ( x )  — u y ( x )  =  o

comptera parmi ses racines æu et a?,; et par suite le polynôme

f ( x ) ~ ~ u 9 ( x)

sera divisible par le produit

{x  — x 0) ( x  — x t).

On aura donc

( 8 )

f ( x )  — U(?{x) =  {x — x (l) ( x  — x i ) 1 (x) ,  

f ( x )  —  uco(x) -+- ( x  — x 0) ( x  — x 1) x ( x ) ,

yXx) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. Si l’on 

divise la dernière équation par F (cc), en ayant égard à la formule (G), 

on en conclura

(9) ,f(x)
F(*) ( x  — x 0) ( x  — x t)

X( x)
? ( x ) '

On prouverait de même qu’il suffit de poser

( 1 0 ) E(a;) — { x ~  x 0) ( x  — x y) {x  — ¿Cj) <p(x)

et
f ( x  0) ( x  —  x ^ j x  —  Xj)

<f{x<>) ( « ’o —  Xi )  [ Xo — Xî )

f { x  1) { x  — Xp) {x  —  Xî) - 
9 O 1) ( Xi ~~ Xo) ( x i  —  X*.) 

f ( X j ) (x — Xy) j x  — x , )  

<?(Xt) { X î —  Xo) { Xî  —  X i )
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pour obtenir une équation de la forme

(I2) / ( £ ) _ ________ “_________ , X(æ)
V '  F ( a î )  ( x  — x 0) ( x  —  x t ) ( x  —  x t ) cp{x)’

etc. ·

Ainsi généralement, lorsque l’équation F (a?) =  o n’a pas de racines 

égales, si l ’on partage le polynôme F(a?) en deux facteurs dont le pre

mier soit le produit de plusieurs facteurs linéaires, la fraction ration- 

nelle sera décomposable en deux autres fractions de même espèce 

qui recevront pour dénominateurs respectifs les deux facteurs ci- 

dessus mentionnés, et dont la première aura un numérateur d’un 

degré moins élevé que son dénominateur.

Je passe au cas où l’on suppose que l’équation F(a?) =  o a des ra

cines égales. Soient, dans cette seconde hypothèse,

a, b,  c ,  . . .

les diverses racines de cette même équation, et désignons par m! le 

nombre des racines égales à a; par m!' le nombre des racines égales 

à b; par m!" le nombre des racines égales à c, etc. La fonction F(a?) 

sera équivalente au produit

( x  —  a)"1' ( x  — · b)"1” (x  —  c ) "1' . . .

ou à ce produit multiplié par un coefficient constant, et l’on aura

Cela posé, faisons

(»3)

et

( i 4 )

m' -t- m" H- m m-+-... ^  m.

F  (  x  ) =  ( x  —  a ) <p(x)

<p(a)

f ( a )  n’étant pas nul, la constante A restera finie, et la différence

4 ^ - a<p(x)
OEuvrcs de C . —  S. II, t. III. 39
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s’évanouira pour x  — a. On en conclura que le polynôme

f{x)  — ky{x)

est divisible par x  —  a, et l ’on aura, par suite,
«

(15 ) f {x)  =  k^{x) +  {x — a)x{x),

X (x)  désignant une nouvelle fonction entière de la variable x . Enfin, 

si l’on divise par F(æ) les deux membres de l ’équation ( i 5) en ayant 

égard à la formule (13), on trouvera

(16) = ^ + ____z(£)____
' ' F(#) (x — a)m Kx  — a)"1'-1 cp (¿s )

On démontrerait, en raisonnant de la même manière, qu’il suffit de 

poser

(17) ·, F(Æ:) =  (a; — a)”1'{x  — b)m" <d{x)

et

(is) ■ „ =  +
<p(<2) a — b cp(e>) b — a

pour obtenir une équation de la forme .

. f ( x ) _  u x i x )
F(;r) ( x  — a)m'(x  — b)"'“ (x — a)m'~i ( x — b)m“~l ®{x)’

II. — Décomposition d'une fraction rationnelle, dont le dénominateur 

est le produit de plusieurs facteurs linéaires inégaux, en fractions sim

ples qui aient pour dénominateurs respectifs ces mêmes facteurs linéaires 

et des numérateurs constants.

Soit
f ( x )
V(x)

la fraction rationnelle que l’on considère; m le degré de la-fonction 

F(a?), et
X 0, X i ,  X t , . . . ,  x m — 1

\
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les racines de l’équation

(1) F ( * ) r r o

supposées inégales. On aura, en désignant par k un coefficient con

stant,

( 2 ) ' V{x)  —  k { x  — x 0) ( x  —  a?,) . . . ( «  — x m̂ ) ;

et, en vertu des principes établis dans le paragraphe qui précède, la 

fraction rationnelle pourra être décomposée en deux autres, 

dont la première sera de la forme

A,------- >
X  — X q

A 0 représentant une constante, tandis que la seconde aura pour déno

minateur
Fia:) , . ,

---------=  k ( x  x x) ( x  — x t ) . . . ( x  —

En décomposant cette seconde fraction rationnelle par la même mé

thode, on obtiendra :

i° Une nouvelle fraction simple de la forme

Ai b 
X —  x 1i

2° Une fraction qui aura pour dénominateur

k ( x  —  x 3) . . , ( æ  — x m_t ).

En continuant ainsi, on fera disparaître successivement du polynôme

F(a>) —  k ( x  — x 0) ( x  — ¿Bj). . .  ( x  — x m- J

tous les facteurs linéaires qu’il renferme ; en sorte qu’on réduira défi

nitivement ce polynôme à la constante k. Donc, lorsque, par une suite 

de décompositions partielles semblables à celles que nous venons d’in

diquer, on aura extrait de la fraction une suite de fractions sim-
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pics de la forme

A o Ai
------- ) ------- yx  ¿c0 CC ■  CC\ •9 À,»-|

X  —  X m- i  ’

le reste ne pourra être qu’une fraction rationnelle à dénominateur 

constant, c’est-à-dire une fonction entière de la variable x.  En dési

gnant par R cette fonction entière, on trouvera »

(3) / W = R + _ * î_ + _ AJ_
l· ( x )  x  —  x 0 x  ■ x . X  —  x%

+  . . . + Am-i
X  —  ·£ ,„_ !

Il reste maintenant à savoir quelles sont les valeurs des constantes

A0, Ai, A2, · · ·, Am_i.

Ces valeurs se déduiraient sans difficulté de la méthode de décompo

sition indiquée dans le § I. Mais on parvient plus directement à leur 

détermination à l’aide des considérations suivantes :

Si l’on multiplie par F(æ) les deux membres de l’équation ( 3 ), on 

en tirera

(4)
f (x)  =  RF(æ) +  A E(-g)

°  x  —  x 0

-t- Aj
F(x)

X  —  x %

-l-A.
Ff x) 

x  —  x t

-F F ( x )
X  Xf)i—\

Si dans les deux membres de cette dernière formule on fait

X  =  X,. +  .

la somme

R F ( x ) -t- Ai F(aQ
X  —  X\

JL(£L
X  —  X i

• H- A F(^)
·* — &m-t-

qui est évidemment un polynôme en x  divisible par x  — x 0, prendra 

la forme
Zly

Z désignant une fonction entière de z i et Ton aura, par suite,

(5) / (g 0 +  g) =  A,~(-̂ +-?) + *Z .> · z
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Supposons maintenant que la substitution de x  ■ + 5 au lieu de x  dans 

la fonction F(îu) donne généralement

(6) F(® +  a) =  F(i;) +  z Fi(a;) +  z* F*(a;) -1-....

On en déduira
F (#0+ ") =  z F.i*,) +  F2(-î*70) +  · · ·> 

et l’équation ( 5) deviendra

f { x 0 +  z) — A0[Ft(a70) +  î Fs(^o) +  · · ·] -t- -sZ. 

Lorsqu’on fait dans cette dernière z =  o, elle se réduit à

/{&.*) — Ao Fi(Æ;o)>

et l ’on en conclut

(7) A 0 —_ f i x 0)
Fi(^o)

On trouverait, par un calcul entièrement semblable,

A, FlT·®! )

( 8 )
A,· = f{Xj) ; 

Fit«»)’

Am-i
_ ,/*( Xm—1 )
~  F,(æ,„-i)

Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour

Ao, A,, Aj, . · ·, Am_,

sont évidemment indépendantes du mode employé pour la décompo

sition de la fraction rationnelle d’où il résulte que cette fraction

ne peut être décomposée que d’une seule manière en fractions sim

ples qui aient pour dénominateurs les facteurs linéaires du polynôme 

F (æ) avec des numérateurs constants.

Il est aisé de voir comment l’équation (7 ) et la formule (3) du pa-
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ragraphe précédent s’accordent entre elles. En effet, F( (;z0) est ce que 

devient le polynôme

Fi(*o) + *^ (^ 0) ■+*· · ·
F ( X(j -4- z )

Z

F(a?)
æ — ¿Cq

lorsqu’on y fait z — o ou x  =  x 0; et par suite, si l’on pose

,(9)

on aura 

(10)

F ( x )  =  ( x  —  x 0)<p(x),

F i ( ^ o )  =  <p(«o)»

A.= 0)
<P(̂ o)

Pour montrer une application des formules ci-dessus établies, sup

posons qu’il s’agisse de décomposer en fractions simples la fraction 

rationnelle
x n

X m —  X ’

n désignant un nombre entier inférieur à m. On aura, dans ce cas par

ticulier,
f ( x )  =  x tt, ' F ( x )  =  x m —  1, k —  1;

et, si l’on représente par h un nombre entier qui ne surpasse pas — > 

les diverses racines de l’équation F(xr) =  o, toutes inégales entre 

elles, seront comprises dans la formule

2 h  7t , /----  . 2 h  t:
cos---- ± e - r i  sin----- - ·m v m

Soit a l’une de ces racines, et cherchons le numérateur A de la frac

tion simple qui a pour dénominateur x  — a. Ce numérateur sera

A _  f ( a) _
F, (a ;  F , ( a ) ’

la valeur de F, (a)  étant déterminée par l’équation 

F (a )+ 3F i(a )+ ...= :F (a -e s)= :(a  +  z ) m— 1 =  am— 1 +  mani—lz -t-.
1
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et par conséquent égale à ma®'1. On trouvera, par suite,

311

A = an i
=3 — a m

Comme on a d’ailleurs

/ ih n  , /---  . 2 h 7i
cos---- ±  v — i sin-----\ m ' m =  cos

2 k ( n +  i ) 7i
m ^ s i n

(»)

on conclura de ce qui précède, en faisant, pour abréger,

(«H- i)TT
m = 0,

C O S 2 0 4 - ^ — i s i n 2 0  COS 2 0  —
x m— i m I x  — i 2 7t y------ . 2  71 2 71 /----- . 2 7t

x — cos------v— i sin —  x  — cos----- h y — i sin —m m m m

O2) <
cos40 -4- \/— i sin40 cos 40 — v — 1 sin 4^

4 7t /—  . 4 ̂  4" i ■ 4 ̂¿c — cos----- i/— i sin—  ¿c— cos----- 1-0— i sin —m m m m

On trouverait, en raisonnant de la même manière,
«

cos 0 -+- \/— 1 sin 0 cos0 — \J— 1 sin0
x m -4-1 TT / . 7T [ *7̂  1 , 7T

î— cos-----y — i sin — x  —r cos----1- y — i sin —TM ' m  \  m  * TW

03) ' +
cos3 — 1 sin30

3-n: <----  . ÎTt
x  — cos ------ \J— 1 sin ·—·m T m

cos 3 0 — v — 1 sin 30
3 tt 7 -----  . 3 tt

¿r — cos ■—- -4- v— 1 sin —' tv»m m

Il est essentiel d’observer que la dernière des fractions simples com

prises dans le second membre de l’équation (12) ou ( i 3) sera, pour 

des valeurs paires de m, s’il s’agit de l’équation (12), et pour des va-
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leurs impaires de m, s’il s’agit de l’équation ( i 3),

cosm9_cos( « 4 - i )7t _ (— i)ra+1
X  4~ I X  I d? —t- I

Ainsi, par exemple, on aura

04 )

(i5)

I i / i
X2— I

x
X2 — I

2 V X  —  I X  -H I

=  -  ( — -— 1-----—2 \ x  —  x x  i

(16)

7T

C0S3 -
X6-̂ - I

71 ,----  . TT
cos -k 4- y — i sin ^o o

7T /-------- . 71 7T
¿2? —  COS —  y  —  i S l l l  -5- X  —  COS 4 - 

1 0 0 O

7T/— 1 sin g
, - 71 /— 1 sin 2

x  —H 1

On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des équa

tions (12) ou ( i 3) on réunit par l’addition deux fractions simples cor

respondantes à deux facteurs linéaires conjugués du binôme x 'n±  1, 

la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour dénominateur un 

facteur réel du second degré, et pour numérateur une fonction réelle 

et linéaire de la variable x. On trouvera, par exemple, en prenant 

n =  o, m =  3,

(17)
—H I

2,2? COS j  —  2 

X 2 —  I X  COS -5  4 - 1
x  4- 1

3 \x î— x  4- I X  +  l J

Il est facile de généraliser cette remarque ainsi qu’il suit.

Supposons que, les fonctions entières f ( x ) ,  F(a;) étant réelles, on 

désigne par

deux racines imaginaires conjuguées de l’équation (1), et prenons

\
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pour A et B deux quantités réelles propres à vérifier la formule

0 8 )
/(ct +  S y '- i)  
Fi(a -i— §y/— i)

— A — B y/ — i ,

F, (a;) représentant toujours le coefficient de z dans le développement 

de F ( x  -+- z). On aura nécessairement

/ ( « — 6y/-i) 
F,"(a —  6y/^~ï)

=  A -f- B y/^- i ;

et par suite, si l’on décompose la fraction rationnelle ês deux

fractions simples correspondantes aux facteurs linéaires conjugués

x  — « — 6 y/ — i , æ — ot +  6 i / - i

seront respectivement
1

( 1 9 )
A — B \J— 1 A -+- B y/— i '

x  — « — G y/— 1 x  — a H- G y/ — 1

En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante :

( 20) 2A (x  — oc) 2 B G 
(x — a)̂ -(- G2

Cette dernière, qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire 

de la variable x  et pour dénominateur un facteur réel du second degré 

du polynôme F'(a?), ne diffère pas de la fraction

U
(iX — X0)(X — Xlj

que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas où l’on 

suppose
x 0— ct +  ô y/— 1, Xj — oc — g y/~ î.

OEttvres de C. — S. Il, t. 11!. 4o
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§ III. — Décomposition d ’une fraction rationnelle donnée en d ’autres 

plus simples qui aient pour dénominateurs respectifs les facteurs 

linéaires du dénominateur de la première, ou des puissances de ces 

mêmes facteurs, et pour numérateurs des constantes.

Soient »
/(¿O

la fraction rationnelle que l’on considère, m le degré du poly

nôme F(îc), et
a, b, c, . . . i . 

les diverses racines de l’équation

(1) F ( x ) = 0 .

On aura, en désignant par k un coefficient constant, et par m', m", 

m'", . . .  plusieurs nombres entiers dont la somme sera égale à m,

(2) F {x)  —  k ( x  —  a)"1' (x  — b)"1’ ( x  — c)"1" . . . .

Cela posé, si l ’on fait usage do la méthode exposée dans le para

graphe I, on décomposera la fraction rationnelle en deux autres 

dont la première sera de la forme

A
( x  — a)"1’’

tandis que la seconde aura pour dénominateur

JT l \
—-—- ■=?. k ( x  — a),n'~l ( x  — b)m" ( x  — c)mW.... 
x  —  a ' v '

En décomposant, cette seconde fraction rationnelle par la même 

méthode, on obtiendra': i° une nouvelle fraction simple

A,
( x  —  a)"*'- 1 ’
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dans laquelle A, représentera une constante; 20 une fraction qui aura 

pour dénominateur

k ( x  — a )m'-2  { x  — b)"1’  ( x  — c )m" . . . .

En continuant ainsi, on fera disparaître successivement du poly

nôme F(a?) les différents facteurs linéaires dont se compose la puis

sance (¡r — a)"1'; et, lorsqu’on aura extrait de une suite de frac-
r (3··)

tions simples de la forme

• A A, A2 A j h ' ~ 1
( x  — a)"1’’ ( x  — a)"*’- 1 ’ { x  — a ) '“'’-2 ’ ’ x  — a ’

le reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le dénominateur 

se trouvera réduit à
k (x  —  b )m‘ (x  —  c ) m" __

Si'de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 

forme '
R B, B2 _  B _

( x  — b)"1’ ’ (x  — b)lu’~l·, ( x — ¿ p “"-2  ’ x  — b ’

on obtiendra un second reste dont le dénominateur sera

k ( x  —  c)"

Enfin, si l’on prolonge ces opérations jusqu’à ce que le polynôme F(a:) 

se trouve réduit'à la constante k, le dernier de tous les restes sera une 

fonction rationnelle à dénominateur constant, c’est-à-dire une fonc

tion entière de la variable x . Appelons R cette fonction entière. On 

aura définitivement pour la valeur de ~ ~ j  décomposée en fractions 

simples

f ( x )
V ( x )

=  R + Ai
( x - - a )"1' - 1

B,
(3)

(3 — a)"

__ fi__
( x  — b) “

C
(3 — c)"1" 1 (X —  c)111'"-1

(x ■ - b )"1" -1 

C,

Am'-1
x  — a 

B
. x  — b

(V_,
X  — c
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A, A,, . . . ,  Am_i ; B, B,, . . . ,  Bm"_, ; C, G(* . · · > 

des constantes que l’on peut facilement déduire

; · · ·  désignant 

des principes exposés

dans le paragraphe I, ou calculer directement à l’aide des considéra-

tions suivantes.

Faisons, pour plus de commodité,

R +
B

Bl 1
, B/n'-l

{x  — b)m' ( x  — b)"1"-1 x  — b

+ C
Cl , j C,»”-!

{x  — c)"1’ {x  — c )"1' -1 ‘ ‘ X — C

Q
(x  — b)m" (a; — c)"‘”. . . 5

Q sera une nouvelle fonction entière de la variable x, et l’équation ( 3) 

deviendra

f (x)  A Ai , A,„-_i i ________Q___ r____.
F(a:j — (x — a)"1' {x — a)m'-' ^~x — a \x — b)nl" {oc — c)"1". ..

Si l’on multiplie les deux membres de cette dernière par 

F(tf) — k{x — a)m' {x — ¿>)m" {x — c)m". · ·,

on en conclura

(5) f ( x )  =  [ A +  Ai {x -  a) +  ·. ■ +  A„·-, (a -  a)” ' - 1 ] +  kQ{x — a)»

et par suite, en faisant
x =  a +  z,

on trouvera
✓

(6) /(a-+-^) =  (A-t-A l5 -t-...+  Am._l3" ^ ' ) ^ ^ - ) + Z s"‘',

Z désignant la valeur du polynôme ¿Q exprimée en fonction de z. 

Supposons maintenant que la substitution de x  -+- z, au lieu de x, 

dans les fonctions / ( x )  et F(cc), donne généralement

f { x  +  z) — f { x )  + s f l { x)  4- 52/2(.r)

F {x  -+- s)  =  Et·*) -H z  F] (x )  -+- æ2 F 2(;c) -+-...

+ zm"emi x ) +  f m’+l{x);+. . · .  . _

(7)
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On aura, en prenant x  =  a -+- z-, et observant que le développement de ■ 

la fonction
F ( x )  =  Y (a +  z)

doit être divisible par ( x  — a)m' -- sm',

( f ( a - Jh z ) ~ / ( a )  +  s f i (a)  4 -s* /s (« )  + ·  · ·,

| I< (a +  z) =  [F m' ( a ) H- s  Fm-+i (et) -t- -s2 E,„-+2 (a ) 4- . . .  ~\zm ;

(9) F ( a ) = o ,  F, (a) =  o, F m-_1(«) =  o.

Cela posé, la formule (6) se trouvera réduite à 

( / ( a ) +  z fi  (a ) ■+■ s* fa (a ) +  · - ·
I — (A +  Ai«H-A2s24- ...)[F m'(a )4-s F,„'+i (et) +  z* Fm’+2 ( a) 4 - . . . ]  4- z m'L,

et l’on en tirera, en égalant dans les deux membres les coefficients des 

puissances semblables de s ,

f(a) = A  F,„-(a), 

fi(a) =  Ai F,„■(«) -t- A F,„'+1(a), 

f ï ( a) — Aï-F/n-fa) -t- A, Fm-+1 (a) -+- AFm'+2(a)»

On trouvera par un calcul entièrement semblable

f/ (ô )= B F „.(6 ), / i(i)  =  Bt Fm.(ô) +  BF„.+l(ô), A (6 )= .·.,

(12) / ( C) = CF».(c), /i(«) =  C1 F».(«)+ C Fa.+1(c)l / ,( c ) = ... ,

Ces diverses équ ation s suffiront p ou r fixer com plètem ent les valeurs
des constantes A, A ,, Aa, . . . ,  B, B(, B ,........ C, C,, C2..........Elles don

neront, par exemple,

A _  /(«)
F,„(«)’ '

a _  / .(«) — A F,„>+,(«)Ai — ------ p—7—:--------y
m’ ( ¿0

, f i ( ^0 Ai  ■ ■ A F 2(a )

iiV(fl)
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• Les constantes ainsi déterminées étant évidemment indépendantes du

mode employé pour la décomposition de la fraction rationnelle . f (x)

il en résulte que cette fraction est décomposable d’une manière seule

ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le second 

membre de l’équation (3).

Il est aisé de voir que la première des équations ( i 3) s’accorde avec 

la formule ( i /j) du paragraphe I. En effet, la quantité F,„-(a) est ce 

que devient le polynôme

Fm' (a ) ·+- z Fm'+I ( a) .S2 F/hVi-2 ( « ) + ..  
F(<ü +  s) F(g)

( x  — a)"1'

lorsqu’on y fait 5 =  0 ou x  =  a \ et par suite, si l’on pose

04 ) F {x)  — ( x  — a)"1' ®{x),

on aura

(.5)

F „ , · ( « )  =  < p( a ) ,

A =  / ( fl)

Dans le cas où, les fonctions f { x )  et F(a?) étant réelles l ’une et 

l’autre, l’équation F(a?) =  o admet m' racines égales à a -4- 6 y/— 1, la 

même équation admet encore m' racines égales conjuguées aux pre

mières, et par conséquent représentées par

a — 6 \f— 1.

Dans cette hypothèse, si, après la décomposition de la fraction ration

nelle
f (x)
F ( * j ’

on réunit deux à deux les fractions simples qui ont pour dénomina
teurs

{ x  — a — ê \ / — i)"! et ( #  — a - t - 6 y/— i)"1',

( x  — « — 6 i )"*-1 et ( x  — a +  &\/—

\
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enfin
x  — a — 6 sJ— i et x  — a -+- 6 y/H t )

les différentes sommes obtenues seront des fractions réelles et ration

nelles qui auront pour dénominateurs respectifs

[(« — «)*+ 6*]“ ’,

[ (x — a )2 -I- 62

( x  — a)2-+- S2,

et dont le système pourra être remplacé par une suite d’autres frac

tions qui, avec les mêmes dénominateurs, auraient pour numérateurs 

des fonctions réelles et linéaires de la variable x.  Au reste, il est 

facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 

commençant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances 

de (a? — a)2 4 -  62. Cherchons, par exemple, celle qui a pour dénomi

nateur

[ {x -  a )2 +  62]"'' =  ( x  -  a -  6 'f=ri ) m' {oc -  a -h 6 v''37*)'“ ·

D’après les principes établis dans le paragraphe I, elle sera .

0 6 )

pourvu que l’on fasse

U
[{x — «)24-62]"1'’

0 7 )

et

/(q  +  6^ 7)
<p(a -I- 6 \ /— i)  

/(a  — 6yCT7) 

cp(a — 6 \J— i)

(x  — a +  6 \J — t) 

{ x  — a — 6 \/— i)

0 8 ) œ ( x ) = F(aQ____
l (x  — a )2-t- ë2]m'

Ajoutons que, si dans la formule précédente, on pose successivement

Æ =  « +  b \ ( - i + s ,  x  — ct. — — i +  z,
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on en conclura, eu égard à la seconde des équations (8),

<p(<x 4 - 6 y/— i + : ) — 

o (a  — S y/—i 4 - s) =

F ,,,·(« 4 - §y/— 1) 4- s Fw.+ i(ct 4-  6 y/— 1) 
(26 y ^  +  s y'1

— 6 y/— 1) +  3F„,'+,(a — 6\/— 1)
( — 2 6 y/— 1 4- s )" 1

et, par suite,

a (a 4- 6 y/— 1) =----\ _  Fnr(« -+- 6y/— )
/ /© /" \/i
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CHAPITRE XII.

D U S  S É R I E S  R É C U R R E N T E S .

§ I. —  Considérations générales sur les séries récurrentes.

Une série

( 1 )  U qj c i\ X ,  ct%x^, . , . ,  a n x  ,  · · *,

ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la va

riable x , est appelée récurrente, lorsque dans cette série, considérée à 

partir d’un terme donné, le coefficient d’une puissance quelconque de 

la variable s’exprime en fonction linéaire des coefficients des puis

sances inférieures pris en nombre fixe, en sorte qu’il suffise de re

courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en déduire celui 

que l’on cherche. Ainsi, par exemple, la série

( 2 ) 1 ,  i x ,  3 x * ,  . . . ,  ( n  +  t ) x n ,

est récurrente, attendu que, si l’on fait

a n =  n  +  i ,

on aura constamment, pour des valeurs de n supérieures à l ’unité,

(3) = -2  Un—2·

En général, la série (1) sera récurrente, si, pour toutes les valeurs de 

n supérieures à une certaine limite, les coefficients

_ 1? CLji—2> · · ·> tZn~m

de plusieurs puissances consécutives de x  se trouvent liés entre eux

OMuvres de C . —  S- I I * t .  I I I .  4 *
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par une équation du premier degré. Soit

(4) kan-m~t~ l&n~m+1 +  · · · +  P&n-1 +  (]an — °

l’équation dont il s’agit, h, l, . . . , p , q  désignant des constantes déter

minées. La suite de ces constantes formera ce qu’on appelle Y échelle 

de relation de la série, échelle dont les constantes elles-mêmes seront 

les différents termes.

Dans la série (i) , supposée récurrente, la variable æ et les coeffi

cients a0, a{, a», . . . ,  an peuvent être ou des quantités réelles, ou des 

expressions imaginaires. Cela posé, représentons par p„ le module de 

l’expression an, et par conséquent la valeur numérique de cette ex

pression, lorsqu’elle est réelle. On conclura immédiatement des prin

cipes établis dans les Chapitres VI et IX que la série ( i)  sera tantôt 

convergente, tantôt divergente, suivant que le module ou la valeur 

numérique de x  sera inférieur ou supérieur à la plus petite des limites

vers lesquelles converge, tandis que n croît indéfiniment, l ’expres- 
_ ±

sion (p„)

II. — Développement des fractions rationnelles en séries récurrentes.

Toutes les fois qu’une fraction rationnelle peut se développer en 

série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et 

entières de la variable, cette série est en même temps récurrente, 

ainsi qu’on va le faire voir.

Considérons d’abord la fraction rationnelle

(O
A

(x  — a)'"■ ,

dans laquelle a, A désignent deux constantes réelles ou imaginaires, 

et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme

( -  0“
A_

a"1
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et sera développable, aussi bien que l’expression

323

en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et 

entières de la variable x ,  si la valeur numérique du rapport ^ sup

posé réel, ou le module du même rapport supposé imaginaire, est une 

quantité comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem

plie, si le module de la variable x, module qui sé réduit à la valeur 

numérique de la même variable quand celle-ci devient imaginaire, est 

inférieur au module de la constante a·, et l’on aura, dans cette hypo

thèse,

(2)
1 . 2 . 3 . .  . (m  — i) 2 .3 .L·.. .m  x
----------5--------7----------C H-------- ñ— --------------- : -i . 2 , 3 . . .  (m — i ) 1 . 2 . 3 . ,  . {m —  i ) a

3.4.5.. .(m -+-1) x~
4 - ——------ i-----!— L ___ u·

1 . 2 . 3 . .  . (m —  l ) a 2

On trouvera par suite

m(m -4 1 ) Aæs
. 2

et si l’on fait, pour abréger,

(4)

on obtiendra l’équation

A — +  a tx  4- a2x î 4 - . . .  4 . atlxn(5)
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Concevons maintenant que l’on multiplie les deux membres de l’équa

tion précédente par (a — x ) m; on en tirera

( 6)

(— i)mA =  — ™am~ïoc H-----—- am~ïxi +.,.±: x m | (a0-h axx a^x2-
m . ?n( m — O „

*?t— 1 sp  — * ’ ç f f i t — 2 sp 2

1.2

—  am(a0-h atx - l ·  a2x  ̂ +··■  +  «», x m+  am+i£cm+i+  _.)

-...± «"*1 ( -···)

----- a'“-' (a0x  -4- « i » 2 + . . . +  am̂ xx m-+- am +  , ,,)

, m(m  — i) „ , ,  »
f H---- ------- a m~2 ( a0 x*  -4 -... +  dm—̂  x m -f- «„t_, h- . . .  )

. ± ( a 0x m -+- «, «'»+ 1 -4 . . . )

ou, ce qui revient au même,

(7)

(— i) mA =  « '”« ,,+  ( amax — ™a'n- l at>)x

r
I a'na%--- - am~'(

1.2

+

-H

T maman— —a’“- 1 a,t_, -f- "~~̂  2 ~  a"1- 2« h- s · ■ «n—wt̂ j

- Cette dernière formule devant subsister toutes les fois que le module 

de la variable x  est inférieur au module de la constante a, par consé

quent toutes les fois qué l’on attribue à x  une valeur réelle peu diffé

rente de zéro, on en conclura, par des raisonnements semblables à 

ceux que nous avons employés pour démontrer le théorème VI du 

Chapitre VI (§ IV),

I
(— i)raA =  a'“a0,

amax---- a'» -1 « Ot=:o,

1
„ m , m(m  — t)

« «2--- - a"*-1 at H-----— — - am~ta ^  o,
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et généralement ,

. , m . m  ( m  — i )
(9 ) a'n an — — a an- 1 "I----- —  a'«-2a„_s —... ±  a„_m — o.

Il est essentiel de remarquer que l’équation (9) a lieu seulement pour 

des valeurs entières de n égales ou supérieures à m, et qu’elle doit 

être remplacée, lorsqu’on suppose n<^m,  par l’une des formules (8). 

De plus, comme l’équation (9), étant linéaire par rapport aux con

stantes
& n — 1> Æ«—2> * * * 9  & n — m 9

donnera pour la première de ces constantes une fonction linéaire de 

toutes les autres, il en résulte que, dans la série

(io) « 0, Ct\CCj CXji3Cn, ...

considérée à partir du terme a'nx m, le coefficient d’une puissance 

quelconque de x  s’exprimera en fonction linéaire des coefficients des 

puissances inférieures pris consécutivement et en nombre égal à m. 

Cette série sera donc l’une de celles que nous avons nommées récur

rentes.

Parmi les diverses formules particulières qu’on peut déduire de 

l’équation ( 3), il est bon de remarquer celles qui correspondent aux 

deux suppositions m =  1, m =  2. On trouve, dans la première hypo

thèse,

0 0 4- —; oc -H — x* + .  . .

et, dans la seconde, 

(12) A ! A A
=  -; +  2-i®·(x — a) ■3-4 ¿r:2+ 4 ^¿r34- . . . .

Les deux formules précédentes, dont la première détermine la somme 

d’une progression géométrique, subsistent, ainsi que l’équation (3 ), 

toutes les fois que le module de x  est inférieur au module de a.
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Lorsque dans l’équation (12) on fait en même temps

A =  i, a —  1 ,

on obtient la suivante

(.3) ---------- = 1  -+- IX +  3x ‘-+  kx* +  · .( t f - l ) 2

qui a pour, second membre la somme de la série (2) (§ I), et suppose 

le module de x  inférieur à l ’unité.

Considérons maintenant une fraction rationnelle quelconque

0 4 )
/(-g)
F (*)’

/ ( x ), F (îc) étant deux fonctions entières de la variables. Représen

tons par a, b, c, . . .  les diverses racines de l’équation

(i5) · F(#) =  o,

par m! le nombre des racines égales à a, par m" le nombre des racines 

égales à b, par m'" le nombre des racines égales h c, . . . ,  et par k le 

coefficient de la plus haute puissance de x  dans le polynôme F (æ·), eu 

sorte qu’on ait

(16) F(a?) =  k ( x  — a)m' ( x  — b)"1" ( x  — c)'“’ . ..

La méthode exposée dans le Chapitre précédent fournira, pour la dé

composition de la fraction rationnelle en fractions simples, une 

équation de la forme

f (x)  0 A A,
F(a?) ( x  — a)"1' (x — a)m'~l

(17)

B Bi
{x  —  b Y'1" (x  —  b)"L“~i 

C C,
(x  —  c)"1" ( x  —  c)"1"-1- K  . .4 -

A/Kf—i 
x  —  a

B„,»-i
x  — 0

C/H*— 1 
X —  c

A, A , , ..., B, B , , . . . ,  C, C , , ..., etc., désignant des constantes détermi-
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nées, et R une fonction entière de x  qui s’évanouira lorsque le degré 

du polynôme f ( x )  sera inférieur à celui du polynôme F (îc). Cela 

posé, concevons que le module de la variable x  soit inférieur aux mo

dules des diverses racines a, b, c, . . . ,  et par conséquent au plus petit 

de ces modules. On pourra développer chacune des fractions simples 

que renferme le second membre de l’équation (17) en une série con

vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variables;; 

puis, en ajoutant les développements ainsi formés au polynôme R, on 

obtiendra une nouvelle série convergente toujours ordonnée suivant 

les puissances ascendantes de x,  et dont la somme sera équivalente à

la fraction rationnelle f (x)
F(a?)

• Soit

(18) «o, axx ,  a ^ x2, . . . ,  a„,xn> . . .

la nouvelle série dont il est ici question. La formule

(T9)
/(■ g)
F(^)

=  aQ 4 - at x  -I- üiX 2 +  . . .

subsistera toutes les fois que cette nouvelle série sera convergente, 

c’est-à-dire toutes les fois que le module de la variable x  sera inférieur 

au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 

l’équation ( i 5). J’ajoute que la série (18) sera toujours une série 

récurrente. C’est ce que l’on prouvera aisément ainsi qu’il suit.

Désignons par m la somme des nombres entiers m', . . . ,  ou,

ce qui revient au même, le degré du polynôme F(a;), et faisons, en 

conséquence,

( 20) F (ap  =  k x m +  I x 1 +  ...-+- p x  +  q,

k, l, . . . ,  p, q représentant des constantes réelles ou imaginaires. 

L’équation (19) deviendra

(21) _______ /(aQ_______
k x m H- Lxm~1 -+-. . . -+- p x  q — a0-haiX +  a¡x -̂+-__

Après l’avoir mise sous la forme

(22) f { x )  — (  ̂+  pa: +  . . . +  lx » -i +  k x m) (a0+  alX +  Ulx 2 +  . ,.),
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on en tirera, en développant le second membre comme on l’a fait pour 

l’équation ( 6 ),

| f(œ) =  qa<)+(qai +pai>) x + . . .

( 2 3 )  < +  (<j[a m ■ +" · ■ · +  +  kd(¡)  X m +  . . .

( -+- ( qan -t- p a n- x + . . .  -t- lan~m+i +  kan- m) x n -F . ..  ·

Cette dernière formule devant subsister tant que le module de la va

riable x  est inférieur aux modules des constantes a, b, c, . . . ,  on dé

montrera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 

fait usage pour établir le théorème VI du Chapitre VI (§ IV), que les 

coefficients des puissances semblables de x  dans les deux membres 

sont nécessairement égaux entre eux. II en résulte : i° que les coeffi

cients des diverses puissances de x  dans les différents termes du poly

nôme f ( x )  sont respectivement égaux aux coefficients des mêmes puis

sances dans la série dont la somme constitue le second membre de 

l ’équation (23); 20 que dans cette série les coefficients des puissances 

dont l’exposant surpasse le degré du polynôme f ( x )  se réduisent à 

zéro. D’ailleurs, si l’on considère un terme de la série dans lequel l’ex

posant n de la variable x  surpasse le degré du polynôme f (x)>  et soit 

en même temps égal ou supérieur à rn, ce terme sera de la forme

( Çan. -+■ p a n- 1 -+ - . . .+  lan- m+1 +  kan- m ) x*.

Donc, toutes les fois que la valeur de n , étant supérieure au degré du 

polynôme f ( x ) ,  sera de plus égale ou supérieure au degré m du poly

nôme F(a?), les coefficients

^H9 19 · · · » w-M* Gn—m

se trouveront assujettis à l’équation linéaire

( 24) qan -t-P an~i -t-. . .  H- lan—m+1 -I- kan_m — 0 ;

et par suite, pour une semblable valeur de n, le coefficient an de la 

puissance a? s’exprimera en fonction linéaire de ceux des puissances 

inférieures prises consécutivement au nombre de m ,  La série (18)
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sera donc l’une de celles que l’on nomme récurrentes. Son échelle de 

relation se composera des constantes

k, l, . . . ,  p, q,

respectivement égales aux coefficients des diverses puissances de x  

dans le polynôme F(a?).

Parmi les séries qui représentent les développements des fractions 

renfermées dans le second membre de la formule (17), et qui sont 

toutes convergentes dans le cas où le module de la variable x  reste 

inférieur aux modules des diverses racines de l’équation ( i 5), l’une 

au moins deviendrait divergente si le module de la variable venait à 

surpasser celui de quelque racine. Par suite, la série (18), toujours 

convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. 

D’autre part, si l’on fait croître indéfiniment le nombre entier n, et 

si l ’on désigne par pn le module du coefficient dans la série (18), 

cette série sera convergente ou divergente (voir le § I) suivant que le

module de x  sera inférieur ou supérieur à la plus petite des limites
1

de (p„) ". Comme les deux règles de convergence que nous venons 

d’énoncer doivent nécessairement s’accorder entre elles, on peut con

clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de

l ’équation ( i 5) est précisément égal à la plus petite des limites de Vex- 
_ 1

pression ( pn ) n. '

Lorsque les deux fonctions/ (x) ,  F (x)  sont réelles, le coefficient an

l’est aussi, et son module p„ ne diffère pas de sa valeur numérique. Si

dans la même hypothèse l’équation F(¿c) — o n’a que des racines

réelles, la racine qui aura la plus petite valeur numérique sera,

d’après ce qu’on vient de dire, égale (au signe près) à la plus petite 
_ 1

des limites de (p,{) “ . Enfin, si le rapport converge vers une
P«+i

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. II, § III, théorème II) à

la limite cherchée de l’expression (p) ". Cette remarque conduit à la 

règle qu’a donnée Daniel Bernoulli pour déterminer numériquement

OEuurcs de C. —  S .  U ,  t .  I I I .  4 2
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la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantités qui 

représentent les racines supposées réelles d’une équation algébrique.

111. — Sommation des séries récurrentes, et fixation 

de leurs termes généraux.

Lorsqu’une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la 

variable x  est à la fois convergente et récurrente, elle a toujours pour 

somme une fraction rationnelle. En effet, soit '

(1) £ïq, u^x, u%x^, , , , ,  aax",  . . .

une semblable série, et supposons que, pour des valeurs de n supé

rieures à une certaine limite, le coefficient aa de la puissance x n soit 

déterminé, en fonction linéaire des coefficients des puissances infé

rieures pris en nombre égal à n, par une équation de la forme

(2) kan^m-H 4- <]an—  °,

en sorte que les constantes

k, l, . . . ,  p , q

forment l’échelle de relation de la série. Si l’on multiplie la somme de 

cette série, savoir
cr0+  a tx  +  ai x 'i -\-.. .

par le polynôme
k x m4- l x m~x 4 - . .  .4- p x  4-  q,

le produit obtenu sera la somme d’une nouvelle série dans -laquelle 

le coefficient de x ", calculé comme dans le Chapitre VI (§ IV, théo

rème V), s’évanouira pour des valeurs de n supérieures à la limite 

assignée. En d’autres termes, le produit dont il est question sera un 

nouveau polynôme d’un degré marqué par cette limite. Si l’on désigne 

ce nouveau polynôme par f ( x ) ,  on aura

( 3) f { x )  — {kæ'n+  l x m~' 4-. . p x  4- q)  ( a 04- a \x  +  «'s^24- ·  ·-)
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e t ,  p a r  s u i t e ,

(4) a0+  cfj a? H- ________/(*·)
k x " l-{- Lxm~l -+-.. . p x  -+- q

D o n c  t o u t e  s é r i e  q u i ,  o r d o n n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  e t  

e n t i è r e s  d e  l a  v a r i a b l e  x , e s t  à  l a  f o i s  c o n v e r g e n t e  e t  r é c u r r e n t e ,  a  

p o u r  s o m m e  u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e ,  d o n t  l e  d é n o m i n a t e u r  e s t  u n  

p o l y n ô m e  d a n s  l e q u e l  l e s  p u i s s a n c e s  s u c c e s s i v e s  d e  a ;  o n t  p o u r  c o e f 

f i c i e n t s  l e s  d i f f é r e n t s  t e r m e s  d e  l ’ é c h e l l e  d e  r e l a t i o n  d e  l a  s é r i e .

L o r s q u e  p o u r  f a i r e  c o n n a î t r e  u n e  s é r i e  r é c u r r e n t e  o n  d o n n e  s e u l e 

m e n t  s c s  p r e m i e r s  t e r m e s  e t  l ’ é c h e l l e  d e  r e l a t i o n  q u i  s e r t  à  d é d u i r e  

d e s  p r e m i e r s  t e r m e s  t o u s  c e u x  q u i  l e s  s u i v e n t ,  o n  d é t e r m i n e  s a n s  

p e i n e ,  à  l ’ a i d e  d e  l a  m é t h o d e  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ i n d i q u e r ,  l a  f r a c 

t i o n  r a t i o n n e l l e  q u i  r e p r é s e n t e  l a  s o m m e  d e  l a  s é r i e  d a n s  l e  c a s  o ù  

e l l e  d e m e u r e  c o n v e r g e n t e .  C e t t e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  é t a n t  c a l c u l é e ,  

o n  p o u r r a  l u i  s u b s t i t u e r  u n e  s o m m e  . d e  f r a c t i o n s  s i m p l e s  a u g m e n t é e ,  

s ’ i l  y  a  l i e u ,  d ’ u n e  f o n c t i o n  e n t i è r e  d e  l a  v a r i a b l e  x ;  e t ,  s i  l ’ o n  c h e r c h e  

e n s u i t e  l e s  s é r i e s  r é c u r r e n t e s  q u i ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  d e  x  c o n v e n a b l e 

m e n t  c h o i s i e s ,  e x p r i m e n t  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e s  f r a c t i o n s  s i m p l e s  

d o n t  i l  s ’ a g i t ,  o n  o b t i e n d r a ,  e n  a j o u t a n t  l e s  t e r m e s  g é n é r a u x  d e  c e s  

m ê m e s  s é r i e s ,  l e · t e r m e  g é n é r a l  d e  l a  s é r i e  p r o p o s é e .
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NOTES.

N O T E  I.

SUR LA THÉORIE DES QUANTITÉS POSITIVES ET NÉGATIVES.

On a beaucoup disputé sur la nature des quantités positivés ou négatives, 

et l ’on a donné à ce sujet diverses théories. Celle que nous avons adoptée 

{voir les Préliminaires, pages 2 et 3 ) nous paraît la plus propre à éclaircir 

toutes les difficultés. Nous allons d’abord la rappeler en peu de mots. Nous 

montrerons ensuite comment l ’on en déduit la règle des signes.

De même qu’on voit l ’idée de nombre naître de la mesure des grandeurs, 

de m ême on acquiert l ’idée de quantité (positive ou négative) lorsque l ’on 

considère chaque grandeur d’une espèce donnée comme devant servir à l ’ac

croissement ou à la diminution d’une autre grandeur fixe de m ême espèce. 

Pour indiquer cette destination, on représente les grandeurs qui doivent 

servir d’accroissements par des nombres précédés du signe + ,  et les gran

deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du 

signe — . Cela posé, les signes -+- ou —  placés devant les nombres peu

vent être comparés, suivant la remarque qui en a été faite ( ' ) ,  à des 

adjectifs placés auprès de leurs substantifs. On désigne les nombres pré

cédés du signe +  sous le nom de quantités positives, et les nombres 

précédés du signe —  sous le nom de quantités négatives. Enfin, l ’on est 

convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont précédés d ’aucun signe 

dans la classe des quantités positives; et c ’est pour cette raison qu ’on se 

dispense quelquefois d ’écrire le signe h-  devant les nombres qui doivent 

représenter des quantités de cette espèce.

En Arithmétique, on opère toujours sur des nombres dont la valeur par

ticulière est connue, et qui sont par conséquent donnés en chiffres; tandis 

que dans l ’A lgèbre, où l ’on considère les propriétés générales des nombres,

( 1 ) Transactions philosophiques, année 180G.
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on représente ordinairement ces mômes nombres par des lettres. Une quan

tité se trouve alors exprimée par une lettre précédée du signe 4 - ou — . Au 

reste, rien n’empêche de représenter les quantités par de simples lettres 

aussi bien que les nombres. C’est un artifice qui augmente les ressources de 

l ’Analyse; mais, lorsqu’on veut en faire usage, il est nécessaire d’avoir égard 

aux conventions suivantes.

Comme, dans le cas où la lettre A représente un nombre, on peut, d’après 

ce qui a été dit ci-dessus, désigner la quantité positive dont la valeur num é

rique est égale à A, soit par -h A, soit par A  seulement, tandis que —  A 

désigne la quantité opposée, c ’est-à-dire la quantité négative dont A est la 

valeur numérique : ainsi, dans le cas où la lettre a représente une quantité, 

on regarde comme synonymes les deux expressions a et + a ,  et l ’on désigne 

par —  « la quantité opposée.

D ’après ces conventions, si l ’on représente par A soit un nombre, soit une 

quantité quelconque, et que l ’on fasse

(x —  -f- A f

<III•O

-4- Cl —  4- A 9 4- b — —  A,

—  a ~  —  A, - ¿ » = 4- A.

Si dans les quatre dernières équations on remet pour a et b leurs valeurs 

entre parenthèses, on obtiendra les formules

( +  (+■  A) = + A, 4 - ( —  A ) —  —  A,

| — (H-A) =  —  A, — (— A ) = 4 -A .

Dans chacune de ces formules le signe du second membre est ce qu’on appelle 

le produit des deux signes du premier. M ultip lier  deux signes l ’un par l ’autre, 

c ’est former leur produit. L ’inspection seule des équations (1) suffit pour éta

blir la règle des signes, comprise dans le théorème que je  vais énoncer.

T h é o r è m e  I. —  L e produit de d eu x  signes semblables est toujours 4- ,  et le 

produit de deu x signes opposés est toujours — .

Il suit encore des mêmes équations que le produit de deux signes, lorsque 

l’un des deux est 4-, reste égal à l ’autre. Si donc on a plusieurs signes à 

multiplier entre eux, on pourra faire abstraction de tous les signes -4. De 

cette remarque on déduit facilement les propositions suivantes :

T h é o r è m e  II. — S i  l'on  m ultip lie plusieurs signes les uns par tes autres
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dans un ordre quelconque, le produit sera toujours 4-, lorsque les signes —  

seront en nombre pair, et le prod u it sera — , dans le cas contraire.

T h é o r è m e  III. — L e produit de tant de signes que l ’on voudra reste le 

même, dans quelque ordre qu’on les m ultiplie.
V

Une conséquence immédiate des définitions qui précèdent, c ’est que la mul

tiplication des signes n ’a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 

Mais on n ’en sera point étonné, si l ’on observe que la notion du produit 

de deux signes se présente dès les premiers pas que Ton fait en· Analyse, 

puisque dans l ’addition ou la soustraction d ’un monôme on multiplie rée lle

ment le signe de ce monôme par le signe +  ou — .

En partant des principes que nous venons d’établir, on lèvera facilement 

toutes les difficultés que peut offrir l ’emploi des signes 4- et —  dans les opé

rations de l ’Algèbre et de la Trigonométrie. Seulement il faudra distinguer 

avec soin les opérations relatives aux nombres de· celles qui se rapportent 

aux quantités positives ou négatives. On devra surtout s’attacher à fixer 

d’une manière précise le but des unes et des autres, à définir leurs résul

tats et à en montrer les propriétés principales. C’est ce que nous allons 

essayer de faire en peu de mots, pour les diverses opérations que Ton a cou

tume d’exécuter.

ADDITION ET SOUSTRACTION.

S o m m e s  e t  d i f f é r e n c e s  d e s  n o m b r e s . —  A jou ter  au nombre A le nombre B ou, 

en d’autres termes, faire subir au nombre A l ’accroissement 4- B, c ’est ce 

qu’on appelle faire une addition arithm étique. L e  résultat de cette opération 

s’appelle somme. On l ’indique en plaçant à la suite du nombre A son accrois

sement 4- B, ainsi qu ’il suit :
A 4-  B.

On ne démontre pas, mais on admet comme évident que la somme de p lu 

sieurs nombres reste la même dans quelque ordre q u ’on les ajoute. C’est un 

axiome fondamental sur lequel reposent l ’Arithmétique, l ’Algèbre et toutes 

les sciences de calcul.

La soustraction arithm étique  est l ’inverse de l ’addition. Elle consiste à 

retrancher d’un premier nombre A  un second nombre B, c ’est-a-dire à cher

cher un troisième nombre C qui, ajouté au second, reproduise le premier. 

C’est là aussi ce qu’on appelle faire subir au nombre A la diminution — B. 

Le résultat de cette opération se nomme différence. On l’indique en plaçant
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à la suite du nombre A. la diminution —  B, ainsi qu’il suit :

A — B.

Quelquefois on désigne la différence A —  B sous le nom d ’excès, ou de reste, 

ou de rapport arithm étique entre les deux nombres A et B.

S o m m e s  e t  d i f f é r e n c e s  d e s  q u a n t i t é s . —  Nous avons expliqué dans les préli

minaires ce que c ’est qu’ajouter deux quantités entre elles. En ajoutant plu

sieurs quantités les unes aux autres, on obtient ce qu’on appelle leur somme. 

Il est facile de démontrer, en s’appuyant sur l’axiome relatif à l ’addition des 

nombres, la proposition suivante :

T h é o r è m e  IV. —  L a  somme de plusieurs quantités reste la même, dans 

quelque ordre qu’on les ajoute.

On indique la somme unique de plusieurs quantités par la simple juxta

position des lettres qui représentent soit leurs valeurs numériques, soit les 

quantités elles-mêmes, chaque lettre étant précédée du signe qu’elle doit 

avoir pour rester ou devenir propre à exprimer la quantité correspondante. 

Les différentes lettres peuvent d’ailleurs être disposées dans un ordre quel

conque, et il est permis de supprimer le signe -+- devant la première lettre. 

Considérons, par exemple, les quantités

a, . b, c , . * ■ , y ,  ¡g, -h, . . . .

Leur somme pourra être représentée par l ’expression

a — / —  g  +  h —  h h- c + . . . .

Dans une semblable expression, chacune des quantités

a, b, c, . . .  9 / ,  b, . . .

est ce qu’on appelle un monôme. L ’expression elle-même est un polynôm e 

dont les monômes en question sont les différents termes.

Lorsqu’un polynôme renferme seulement deux, trois, quatre, . . .  termes, 

il prend le nom de binôme, trinôme, quadrinôme, . . . .  '  .

On prouve aisément que deux polynômes dont tous les termes sont égaux 

et de signes contraires représentent deux quantités opposées.

La différence entre une première quantité et une seconde, c ’est une troi

sième quantité qui, ajoutée à la seconde, reproduit la première. En partant 

de cette déGnition, on démontre que, pour soustraire d ’une prem ière quan-

\
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tité a une seconde quantité b, i l  suffit d ’ajouter à la prem ière la quantité  

opposée à b, c ’est-à-dire —  b. On en conclut que la différence des deux quan

tités a et b doit être représentée par

a —  b.

Nota. —  La soustraction étant l ’inverse de l ’addition peut toujours s’indi

quer de deux manières. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantité c

est la différence des deux quantités a  et b, on peut écrire indifféremment
*

a — b =  c .  ou a —  b +  c.

MULTIPLICATION ET DIVISION.

P r o d u i t s  e t  q u o t i e n t s  d e s  n o m b r e s . —  M ultip lier  le nombre A par le nombre B, 

c ’est opérer sur le nombre A précisément comme on opère sur l ’unité pour 

obtenir B. Le résultat de cette opération est ce qu ’on appelle le prod u it  de A 

par B. Pour bien comprendre la définition précédente de la m ultiplication, 

il faut distinguer différents cas suivant l ’espèce du nombre B. Or ce nombre 

peut être tantôt rationnel, c ’est-à-dire entier ou fractionnaire, tantôt irra

tionnel, c ’est-à-dire non rationnel.

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d ’ajouter l ’unité 

plusieurs fois de suite à elle-même. Il faudra donc alors, pour former le pro

duit de A par B, ajouter le nombre A  à lui-même un pareil nombre de fois, 

c ’est-à-dire faire la somme d’autant de nombres égaux à A  qu’il y  a d ’unités 

dans B.

Lorsque B est une fraction qui a pour numérateur m et pour dénomina

teur n, l ’opération par laquelle on parvient au nombre B consiste à partager 

l ’unité en n parties égales et à répéter m  fois le résultat trouvé. On obtiendra 

donc alors le produit de A par B , en partageant le nombre A  en n parties 

égales, et répétant l ’une de ces parties m fois.

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres 

rationnels des valeurs de plus en plus approchées. On fait voir aisément 

que dans la même hypothèse le  produit de A  par les nombres rationnels 

dont il s’agit s’approche de plus en plus d’une certaine limite. Cette limite 

sera le produit de A  par B . Si l ’on suppose, par exemple, B =  o, on trouvera 

une limite nulle, et l ’on en conclura que le produit d’un nombre quelconque 

par zéro s’évanouit.

Dans la multiplication de A  par B, le nombre A  s’appelle m ultiplicande, et

OF.tivres de C S . I I ,  t .  I I I .  4 ^
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le nombre B m ultiplicateur. Ces deux nombres sont aussi désignés conjoin

tement sous le nom de fa cteu rs  du produit.

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indifféremment l ’une des 

trois notations suivantes : ,

B x A ,  B .A ,  BA.

L e produit de plusieurs nombres reste le même dans quelque ordre q u ’on 

les m ultiplie. Cette proposition, lorsqu’il s ’agit de deux ou trois facteurs 

entiers seulement, se déduit de l ’axiome relatif à l ’addition des nombres. 

On peut ensuite la démontrer successivement : i° pour deux ou trois fac

teurs rationnels; i°  pour deux ou trois facteurs irrationnels; 3° enfin pour 

un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels.

Diviser le nombre A par le nombre B, c ’est chercher un troisième nombre 

dont le produit par B soit égal à A. L ’opération par laquelle on y  parvient 

s’appelle division, et le résultat de cette opération quotient. De plus, le 

nombre A prend le nom de dividende, et le nombre B celui de diviseur.

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie à volonté l’une des deux 

notations suivantes :

Quelquefois on d é s ig n e le  quotient A ; B  sous le nom de rapport ou raison 

géom étrique  des deux nombres A  et B.

L ’égalité de deux rapports géométriques A : B,.C : D ou, en d’autres termes, 

l ’équation
A ; B = : C : D

est ce qu ’on appelle une proportion géom étrique. Ordinairement au lieu du 

signe =  on emploie le suivant :: qui a la m êm e valeur, et l ’on écrit.

A :B  :: C :D .

Nota. —  Lorsque B est un nombre entier, diviser A par B, c ’est, d’après 

la définition, chercher un nombre qui, répété B fois, reproduise A.' C’est 

donc partager le nombre A  en autant de parties égales qu’il y  a d ’unités 

dans B. On conclut facilement de cette remarque que, si m et n désignent 

deux nombres entiers, la n partie de l’unité devra être représentée par

i
— >
n
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et la fraction, qui a pour numérateur m et pour dénominateur n, par *

I
m x  - ·  

n

Telle est, en effet, la notation par laquelle on doit naturellement désigner la 

fraction dont il s’agit. Mais, comme on prouve aisément que le produit

i
m x  -  

n

Y)1
est équivalent au quotient de m par n , c ’est-à-dire à —  , il en résulte que la 

môme fraction peut être représentée plus simplement par la notation

m
n

P r o d u i t s  e t  q u o t i e n t s  d e s  q u a n t i t é s . —  Le produit d’une première quantité 

par unè seconde est une troisième quantité qui a pour valeur numérique le 

produit des valeurs numériques des deux autres, et pour signe le produit de 

leurs signes. M ultip lier  deux quantités l’une par l’autre, c ’est former leur 

produit. L ’une des deux quantités s ’appelle m ultiplicateur, l ’autre m ultipli

cande, et toutes les deux conjointement facteurs du produit.

Ces définitions étant admises, on établira facilement la proposition sui

vante :

TnÉORÈliE V. —  L e produit de plusieurs quantités reste le même, dans 

quelque ordre qu ’on les m ultiplie.

Pour démontrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 

semblable relative aux nombres avec le théorème III relatif aux signes 

(voir ci-dessus, page 335).

Diviser une première quantité par une seconde, c ’est chercher une troi

sième quantité qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. L ’opé

ration par laquelle on y  parvient s ’appelle division; la première quantité 

dividende, la seconde diviseur, et le résultat de l ’opération quotient. Q uel

quefois on désigne le quotient sous le nom de rapport ou raison géom é

trique  des deux quantités données. En partant des définitions précédentes, 

on prouve facilement qué le quotient de d eu x  quantités a pour valeur num é

rique le quotient de leurs valeurs num ériques, et pour signe le produit de 

leurs signes.
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La multiplication et la division des quantités s’indiquent tout comme la 

multiplication et la division des nombres.

Nous dirons que deux quantités sont inverses l ’une de l’autre lorsque le 

produit de ces deux quantités sera l ’unité. D ’après cette définition, la quan

tité a aura pour inverse et réciproquement.

On a remarqué plus haut que ce qu’on appelle fraction  en Arithmétique 

est égal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En Algèbre, on 

désigne aussi sous le nom de fraction  le rapport ou quotient de deux quan

tités quelconques. Si donc a et b représentent deux quantités, leur rap

port ^ sera une fraction algébrique.

Nous observerons encore que la division, étant une opération inverse de 

la multiplication, peut toujours s’indiquer de deux manières. Ainsi, par 

exem ple, pour exprimer que la quantité c est le quotient de deux quan

tités a et b, on peut écrire indifféremment

a .
T =  c ou a —  bc.
b

Les produits et quotients de nombres et de quantités jouissent de pro

priétés générales auxquelles on a souvent recours. Nous avons déjà parlé 

de celle qu ’a tout produit de rester le même, dans quelque ordre que l ’on 

multiplie ses facteurs. D ’autres propriétés non moins remarquables se trou

vent comprises dans les formules que je  vais écrire.

Soient
a, b, c, . . k, a', b', . . . ,  a!', b", . . . ,  . . .

plusieurs suites de quantités positives ou négatives. On aura, pour toutes les 

valeurs possibles de ces mômes quantités,

1 k(a -j— b —(— c . . .  ) ka h— kb -t- kc -t—. . . ,

ci h- b  H— c * >, a b C
k ~ k  +  k +  k  +

a a' a" a a' a ".

b X ÿ X j j X · · ‘ —  b b 'b". 9

k   b k   b ^
a a a
b

Les quatre formules qui précèdent donnent lieu à une foule de conséquences
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qu’il serait trop long d’énumérer ici en détail. On conclura, par exemple, de 

la troisième formule : i° que les fractions

a ka 

b ’ kb

sont égales entre elles, a, b, k  désignant des quantités quelconques; 20 que

la fraction ^ a pour inverse 3° que, pour diviser une quantité k  par une

autre quantité a , il suffit de multiplier k  par la quantité inverse de a,

c ’est-à-dire par - ·  
a

ÉLÉVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES.

P u is s a n c e s  e t  r a c i n e s  d e s  n o m b r e s . E x p o s a n t s  p o s i t i f s . —  É lev er  le nombre A 

à la puissance marquée par le nombre B, c’est chercher un troisième nombre 

qui soit formé de A  par la multiplication, comme B est formé de l ’unité par 

l ’addition. Le résultat de cette opération faite sur le nombre A  est ce qu’on 

appelle sa puissance du degré  B. Pour bien concevoir la définition précé

dente de l ’élévation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 

le nombre B est entier, fractionnaire ou irrationnel.

Lorsque B désigne un nombre entier, ce nombre est la somme do plu

sieurs unités. La puissance de A, du degré B, doit donc alors être le produit 

d’autant de facteurs égaux à A qu’il y  a d’unités dans B.

JTl
Lorsque B représente une fraction —  (m  et n étant deux nombres entiers),

il faut, pour obtenir cette fraction : i° chercher un nombre qui, répété n fois, 

reproduise l’unité; 20 répéter m  fois le nombre dont il s ’agit. Il faudra donc

77Z

alors, pour obtenir la puissance de A, du degré —  : i° chercher un nombre

tel que la multiplication de n facteurs égaux à ce nombre reproduise A; 

20 former un produit de m facteurs égaux à ce même nombre. Quand on 

suppose en particulier m =  i,  la puissance de A  que l’on considère se réduit

à celle du degré et se trouve déterminée par la seule condition que le

nombre A  soit équivalent au produit de n facteurs égaux à cette même puis

sance.

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra

tionnels des valeurs de plus en plus rapprochées. On prouve facilement que 

dans la même hypothèse les puissances de A, marquées par les nombres ra-
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tionnels dont il s’agit, s ’approchent de plus en plus d’une certaine limite. 

Cette limite est la puissance de A du degré B.

Dans l ’élévation du nombre A à la puissance du degré B , le nombre A  s’ap

pelle racine, et le nombre B, qui marque le degré de la puissance, exposant. 

Pour représenter la puissance de A du degré B, on se sert de la notation sui

vante
A B.

D ’après les définitions qui précèdent, la première puissance d ’un nombre 

n’est autre chose que ce nombre lui-même. Sa seconde puissance est le pro

duit de deux facteurs égaux à ce nombre, sa troisième de trois semblables fac

teurs, et ainsi de suite. Des considérations géométriques ont conduit à dési

gner la seconde puissance sous le nom de carré, et la troisième sous le nom 

de cube. Quant à la puissance du degré zéro, elle sera la limite vers laquelle 

converge la puissance du degré B, tandis que le nombre B décroît indéfini

ment. Il est aisé de faire voir que celte limite se réduit à l ’unité ; d ’où il résulte 

qu’on a, en général,
A 0 =  i.

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste finie et diffère de 

zéro.

E x tr a ire  du nombre A la racine marquée par le nombre B, c ’est chercher 

un troisième nombre qui, élevé à la puissance du degré B , reproduise A. 

L ’opération par laquelle on y  parvient s’appelle extraction , et le résultat de 

l’opération est la racine de A du degré  B. Le nombre B, qui marque le degré 

de la racine, se nomme indice. Pour la représenter, on se sert de la notation

Les racines du second et du troisième degré sont ordinairement désignées 

sous le nom de racines carrées et cubiques. Lorsqu’il s’agit d’une..racine 

carrée, on se dispense presque toujours d ’écrire au-dessus du signe \J l ’in

dice 2 de cette racine. Ainsi les deux notations

v Æ ,

doivent être considérées comme équivalentes.

Nota. — L ’extraction des racines des nombres, étant l’inverse de leur élé

vation aux puissances, peut toujours-être indiquée de deux manières. Ainsi, 

par exemple, pour exprimer que le nombre C est égal à la racine de A, du
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degré B, on peut écrire à volonté

A =  CB ou Cr=y/A.

Remarquons .encore qu’en vertu des définitions, si l ’on désigne par n un
1

nombre entier quelconque, A n sera un nombre tel que la multiplication (le 

n facteurs égaux à ce nombre reproduise A. En d’autres termes, on aura

d’où Ton conclura

A» =  v'A.

Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degré et la

racine « ième de A  sont des expressions équivalentes. On prouve facilement 

qu’il en est de même dans le cas où Ton remplace le nombre entier n par un 

nombre quelconque.

P u is s a n c e s  d e s  n o m b r e s . E x p o s a n t s  n é g a t i f s . —  Élever le nombre A à la puis

sance marquée par l ’exposant n é g a t if— B, c ’est diviser l’unité par A B. La va

leur de l ’expression
A - B

se trouve donc déterminée par l ’équation

A - B =
AB’

qu’on peut aussi mettre sous la forme

A BA - B =  i.  .

I

Par suite, si Ton élève un même nombre à deux puissances marquées par 

deux quantités opposées, on obtiendra pour résultats deux quantités positives 

inverses Tune de l’autre.

P u i s s a n c e s  e t  r a c i n e s  r é e l l e s  d e s  q u a n t i t é s . —  Si, dans les définitions que 

nous avons données des puissances et racines des nombres correspondantes à 

des exposants, ou entiers, ou fractionnaires, on substitue le mot de quantités 

à celui de nombres, on obtiendra les définitions suivantes pour les puissances 

et racines réelles des quantités.

Élever  la quantité a à la puissance réelle du degré m , m étant un nombre
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entier, c ’est former le produit d ’autant de facteurs égaux à a q u ’i l y a  d’unités 

dans m. ·

Élever la quantité a  à la puissance réelle du degré m  et n  étant deux

nombres entiers, c’est, en supposant, pour éviter toute incertitude, la frac-

T ÏX
tion —  réduite à sa plus simple expression, former un produit de m facteurs

égaux et tellement choisis que la n ième puissance de chacun d’eux soit équi

valente à la quantité a.

E x tra ire  de la quantité a la racine réelle du degré m  ou —  > c ’est chercher
° n

une nouvelle quantité qui, élevée à la puissance réelle du degré m  ou —  >n
reproduise a. D ’après cette définition, la n ièmo racine réelle d ’une quantité 

est évidemment la m êm e chose que sa puissance réelle du degré - ·  De plus,

on prouvera facilement que la racine du degré ~  équivaut à la puissance du

. . m
degre - ·

T )X
Enfin, élever la quantité n à la puissance réelle du degré  — m  ou — — ,

c’est diviser l ’unité par cette même quantité a élevée à la puissance réelle du

,  , m
degre m  ou —  · n

Dans les opérations dont on vient de parler, le nombre ou la quantité qui 

marque le degré d’une puissance réelle de à s’appelle l’exposant de cette 

puissance, tandis que le nombre qui marque le  degré d’une racine réelle se 

nomme l’indice de cette racine.

Toute puissance de a qui correspond à un exposant dont la valeur num é

rique est entière, c ’est-à-dire à un exposant de la forme +  m o u -  m , m  re

présentant un nombre entier, admet une valeur unique et réelle que l ’on 

désigne par la notation
a'n ou a r m.

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur numérique est 

fractionnaire, elles peuvent admettre ou deux valeurs réelles, ou une seule 

valeur réelle, ou n’en admettre aucune. Les valeurs réelles dont il est ici 

question sont nécessairement des quantités positives ou des quantités néga

tives. Mais, outre ces quantités, on emploie encore en Algèbre des symboles 

qui, n’ayant aucune signification par eux-mêmes, reçoivent néanmoins, à 

cause de leurs propriétés, les noms de puissances et de racines. Ces symboles
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sont du nombre des expressions algébriques auxquelles on a donné le nom 

d’im aginaires, par opposition à celui d'expressions réelles, qui ne s’applique 

jamais qu’à des nombres ou à des quantités.

Cela posé, il résulte des principes établis dans le Chapitre V II que la racine

„iime d’Une quantité quelconque a et ses puissances des degrés — , —  — ,
n n

n étant un nombre entier et — une fraction irréductible, admettent cha-
n

cune n valeurs distinctes réelles ou imaginaires. Conformément aux nota

tions adoptées dans le même Chapitre, on désignera l ’une quelconque de ces 

valeurs, s’il s’agit de la racine niimo, par la notation

* 171
et, s ’il s’agit de la puissance qui a pour exposant — ou 

tion
m

((«))" ou ((a))- ".

.1

Ajoutons que l ’expression ((a))n est comprise comme cas particulier dans
m

l ’expression plus générale ((a))n , et que, en appelant A  la valeur numérique 

de a, on trouvera pour les valeurs réelles des deux expressions

m
------ , par la nota-

n

i °

2 °

/ m 

((«))">

m

((«))“ " :

Si n désigne un nombre impair,

a étant +  A .................
m

. . .  H-A” , H-A

a étant —  A...................
m

. . .  - A % i —  A-

Si n désigne un nombre pair,

a étant +  A .................
m

±  A-

m,

n
?

m 
n ·

m
n

Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a négatif, toutes les valeurs de cha-
m  m

cune des expressions ((a))'1, ((a)) " deviennent imaginaires.
T71

Si l ’on fait varier la fraction —  de manière qu ’elle s’approche'indéfiniment
n

d’un nombre irrationnel B, le dénominateur n croissant alors au delà de toute 

limite assignable, il en sera de même du nombre des valeurs imaginaires 

Œ u v r e s  d e  C. — S. II, t. III. 4 4
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qu’obtiendra chacune des expressions

( ( « ) ) " .  ( ( « ) )  ».

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations

( ( « ) ) B, ( ( « ) ) - B,

ou, si l ’on fait b —  ±  B , la notation

( ( « ) ) * .

à moins de considérer une semblable notation comme propre à représenter 

une infinité d’expressions imaginaires. Pour éviter cet inconvénient, nous 

n ’emploierons jamais l ’expression algébrique

( ( « ) ) "

dans le cas où la valeur numérique de b sera irrationnelle. Seulement) dans 

cette hypothèse, lorsque a  obtiendra une valeur positive +  A, on pourra 

faire usage de la notation
ab ou ( a)b,

que l’on devra considérer comme équivalente à

-+-A *

(voir le Chapitre VII, § IV ).

Les puissances de nombres et de quantités jouissent de plusieurs propriétés 

remarquables qu’il est facile de démontrer. Nous citerons entre autres celles 

qui se trouvent comprises dans les formules que je  vais écrire.

Soient a, a', a", . . . ,  b, b', b", . . .  des quantités quelconques positives ou 

négatives; A, A', A", . . .  des nombres quelconques, et m, m ', m", . . .  des 

nombres entiers. On aura -

A *  A * '  A * " . . .  =  A é+*'+ i "+ ···,

A *  A ' * A " * . . . =  ( A  A '  A " . . . )* ,

{A.b)b'=  k b'b,

a±m a±m' a±m". . . =  Q±in±m'±in"±... ( c h a c u n  d e s  n o m b re s  m , m\ tri', . . .  d e v a n t  ê t r e  

' - . a ffe c té  d u  m êm e s ig n e  d a n s  le s  d e u x  m e m b re s ) ,

am aim a«m . . . =  ( a a ’ a" . . . )"‘ , 

a-m ai-ma"-m, . ( a a ' a 11. .

(a« )« '  —  (a~m) - m'=  amm',

(a-m)m' — a —mm'
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Les formules (3) et (4) donnent lieu à une foule de conséquences, parmi les
quelles nous nous contenterons d’indiquer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3)

et l’on en conclut

G
Donc, si l’on élève deux quantités positives inversés l’une de l’autre à une 

même puissance, les résultats seront encore deux quantités inverses.

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES. LOGARITHMES.

Lorsque dans l’expression A* on regarde le nombre A-comme fixe, et la 

quantité x  comme variable, la puissance Apprend le nom A’e x p o n e n tie lle . Si, 

dans la même hypothèse, on a, pour une valeur particulière de x ,

Ax =  B,

cette valeur particulière sera ce qu’on appelle le lo g a r ith m e  du nombre B 

dans le système dont la base est A. On indique ce logarithme en plaçant 
devant le nombre la lettre initiale l ou L, ainsi qu’il suit

/B ou LB.

Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connaître la base du 

système de logarithmes auquel elle se rapporte, il est indispensable d’énoncer 

dans le discours la valeur de cette base. Cela posé, si l’on se sert de la carac

téristique L'pour désigner les logarithmes pris dans le système dont la base 
esi A, l’équation

, Ax =  B
entraînera la suivante

x  = . LB.

Quelquefois, lorsqu’on doit traiter en même temps des logarithmes pris 

dans différents systèmes, on distingue les uns des autres à l’aide d’un ou plu

sieurs accents placés à la droite de la lettre L, et l’on désigne en conséquence 
par cette lettre dépourvue d’accents les logarithmes d’un premier système, 
parla même lettre suivie d’un seul accent les logarithmes d’un second sys

tème, etc.

En s’appuyant sur les définitions qui précèdent et sur les propriétés géné

rales des puissances des nombres, on reconnaîtra facilement : i° que l’unité
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a zéro pour logarithme dans tous les systèmes; 20 que dans tout système de 

logarithmes dont la base surpasse l ’unité, tout nombre supérieur à l ’unité 

a un logarithme positif, et tout nombre inférieur à l ’unité un logarithme 

négatif; 3° que dans tout système de logarithmes dont la base est au-dessous 

de l ’unité, tout nombre inférieur à l ’unité a un logarithme positif, et tout 

nombre supérieur à l ’unité un logarithme négatif; 4° enfin que, dans deux 

systèmes dont les bases sont inverses l ’une de l ’autre, les logarithmes d’un 

même nombre sont égaux et de signes contraires. De plus, on démontrera 

sans peine les formules qui établissent les propriétés principales des loga

rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que j e  vais écrire.

Si l ’on désigne par B , B', B", . . . ,  C des nombres quelconques, par les 

caractéristiques L ,  L ' des logarithmes pris dans deux systèmes différents 

dont les bases soient A, A', et par k une quantité quelconque positive ou 

négative, on aura

I
L B B ' B " . . . =  L B  h- LB'-t- L B " . . . ,

L B /f =  A L B ,

B LC _ = A L B . L C = C LB)

L C  _L 'C

L B  —  L 'B*

On tire de la première de ces formuleset, par suite,

L B + L ^ = L i  =  o

- L B ,

d’où il résulte que deux quantités posilives inverses l ’une de l ’autre ont des 

logarithmes égaux et de signes contraires. Ajoutons que la quatrième for

mule peut facilement se déduire de la seconde. En effet, supposons que la 

quantité k  représente le logarithme du nombre C dans le système dont la 

base est B. On aura
C =  B*

et, par suite,
L C  =  A L B ,  L 'C  =  ÆL'B,

d’où l ’on conclura immédiatement
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On peut remarquer encore que, si l ’on prend B =  A, on tirera de la qua

trième formule, à cause de L A  =  i ,

L 'C  —  L 'A .  LC,

ou, en faisant, pour abréger, L 'A  =  /x,

L 'C  =  p. LC.

Ainsi, pour passer du système de logarithmes dont la base est A à celui dont 

la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris dans le premier sys

tème par un certain coefficient (jl égal au logarithme de A pris dans le second 

système.

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu’on nomme loga

rithmes réels, parce qu’ils se réduisent toujours à des quantités positives ou 

négatives. Mais, outre ces quantités, il existe des expressions imaginaires 

qui ont également reçu, à cause de leurs propriétés, le nom de logarithm es. 

Nous renvoyons sur ce sujet au Chapitre IX, dans lequel nous avons exposé 

la théorie des logarithmes imaginaires.

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES ET DES ARCS DE CERCLE.

Nous avons remarqué dans les Préliminaires qu’une longueur comptée sur 

une ligne droite ou courbe peut être représentée tantôt par un nombre, 

tantôt par une quantité, suivant qu ’on a simplement égard à la mesure de 

cette longueur, ou qu’on la considère comme devant être portée sur la ligne 

donnée dans un sens ou dans un autre, à partir d’un point fixe que l ’on 

nomme origine, pour servir soit à l ’augmentation, soit à la diminution d’une 

autre longueur constante aboutissant à ce point. Nous avons ajouté que, dans 

un cercle dont le plan est supposé vertical, on fixe ordinairement l ’origine 

des arcs à l ’extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à droite, et 

que, à partir de celte origine, les arcs se comptent positivement ou négati

vement suivant que, pour les décrire, on commence par s’élever au-dessus 

d’elle ou par s’abaisser au-dessous. Enfin, nous avons indiqué les origines de 

plusieurs lignes trigonométriques qui correspondent à ces mêmes arcs dans 

le cas où le rayon du cercle se réduit à l ’unité. Nous allons revenir un instant 

sur cet objet et compléter les notions qui s ’y  rapportent.

D ’abord on établira facilement, à l ’égard des longueurs comptées sur une 

même ligne droite ou courbe à partir d ’une origine donnée, les propositions 

suivantes :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



350 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

T h é o r è m e  VI. —  Soient a, b, c, . .  . des quantités quelconques positives ou 

négatives. P our obtenir sur une lign e droite ou courbe l ’extrém ité de la lon

gueur
a -+- b +  c -H. . .

comptée à p a rtir  d ’une origine donnée dans le sens déterm iné p a r le signe de 

la quantité
a -t- b —i— c + . . . ,

il suffira de porter sur cette ligne : i° la longueur a à p a rtir  de l'origine, 

dans le sens déterm iné par le signe de a; 2° la longueur b à p a rtir  de l ’e x 

trém ité de a, dans le sens déterm iné p a r le signe de b; 3° la longueur c à 

pa rtir de l'extrém ité de b, dans le sens déterm iné p a r le signe de c, et ainsi 

de suite.

T h é o r è m e  VII. —  Soient a et b d eu x  quantités quelconques. Supposons de 

plus que l ’on porte sur une lign e droite ou courbe et à pa rtir  d ’ une origine  

donnée : i° une longueur égale à la valeur num érique de a, dans le sens 

déterm iné par le signe de a; 2° une longueur égale à la valeur num érique 

de b, dans le sens déterm iné par le signe de b. P o u r passer de V extrém ité de 

la prem ière longueur à celle de la seconde, ou réciproquement, en suivant 

da ligne que l ’on considère, i l  suffira de parcourir une troisième longueur  

égale à la valeur num érique de la différence a —  b.

T nÉ O R È M E  VIII. —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème p r é 

cédent, Vextrém ité de la longueur représentée par

a -i- b 

2

sera sur la ligne donnée un point situé  à  distances égales des extrém ités des 

longueurs a et b ( les distances étant comptées sur la  ligne elle-même).

Appliquons maintenant ces théorèmes aux arcs mesurés sur la circonfé

rence d’un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon équivaut à l ’unité, 

l ’origine des arcs étant fixée à l ’extrémité du rayon tiré horizontalement de 

gauche à droite. Si l ’on désigne par r., suivant l ’usage, le rapport de la cir

conférence au diamètre, le diamètre étant égal à 2, la circonférence entière 

se trouvera exprimée par le nombre 2 ît, la moitié de la circonférence par le

nombre it, et le quart par Si, de plus, on désigne par a  un arc quelconque
2
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positif ou négatif, on conclura du théorème V I que, pour obtenir l’extrémité 

de l ’arc
a 4-2/W7T ou a —  2 m u

( m étant un nombre entier), il faut porter sur la circonférence, à partir de 

l ’extrémité de l’arc a, soit dans le sens des arcs positifs, soit dans le sens des 

arcs négatifs, une longueur égale à 2 m i ,  c’est-à-dire parcourir m  fois la cir

conférence entière dans un seps ou dans l’autre, ce qui ramènera néces

sairement au point d’où l ’on était parti. Il en résulte que les extrémités des 

arcs
a et a ± 2 m 7 t

coïncident.

On conclura également des théorèmes V I ou VII : i° que les extrémités 

des arcs
a et a ± u

comprennent entre elles un arc égal à n, et se confondent par conséquent 

avec les extrémités d ’un -même diamètre; 20 que les extrémités des arcs

a et s ± - ·
2

comprennent entre elles un quart de circonférence, ep sorte qu’elles coïn

cident avec les extrémités de deux rayons perpendiculaires l ’un à l ’autre. 

Enfin, on conclura du théorème VIII : i° que les extrémités des arcs

a et TT —  a

sont situées à égales distances de l ’extrémité de l ’arc .

7r 
— >
2

et par conséquent placées symétriquement de part et d’autre du diamètre 

vertical; 20 que les extrémités des arcs

a e t ----- a
2

sont situées à égales distances de l ’extrémité de l ’arc

V
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7t —  ci e t ----- a,
2

dont il est ici question, sont respectivement appelés le su pp lém en t  et le 

com plém ent de l ’arc a .  En d’autres termes, deux arcs représentés par deux 

quantités a et b sont supplém ents ou compléments l ’un de l ’autre suivant que 

l ’on a

a  -+- 6 =  7T ou a  o =  — ·
2

Puisque les angles au centre qui ont pour côté commun le rayon mené par 

l ’origine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs qui 

leur servent de mesure, et que ces angles eux-mêmes peuvent être consi

dérés comme les accroissements ou diminutions de l ’ un d’eux pris à volonté, 

rien ne s’oppose à ce qu ’ils soient désignés par les mêmes quantités que les 

arcs. C’est une convention que l ’on a effectivement adoptée. On dit aussi que 

deux angles sont compléments ou suppléments l ’un de l ’autre, lorsque les 

arcs correspondants sont eux-mêmes compléments ou suppléments l ’un de 

l ’autre.

Passons maintenant à l ’examen des lignes trigonomélriques; et, dans ce 

dessein, considérons un seul arc représenté par la quantité a . Si on le pro

jette  successivement : i° sur le diamètre vertical; 2° sur le diamètre hori

zontal, les deux projections seront ce qu’on appelle le sinus  et le  sinus verse  
de l ’arc a. On peut observer que la première-est en même temps la projec

tion, sur le diamètre vertical, du rayon qui passe par l ’extrémité de l ’arc. Si 

l ’on prolonge ce même rayon ju sq u ’à la rencontre de la tangente au cercle 

mené par l ’origine des arcs, la partie de cette tangente interceptée entre 

l ’origine et le point de rencontre sera ce qu ’on appelle la ta n g e n te  trigono- 

métrique de l’arc a . Enfin la longueur comptée sur le rayon prolongé entre 

le centre et le point de rencontre sera la sécan te  de ce même arc. .

Les cosinus  et cosinus verse  d’un arc, sa co la n g en te  et sa cosécante  ne sont 

autre chose que les sinus et sinus verse, la tangente et la sécante de son 

complément, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tange'nte et la 

sécante de ce même arc, le système complet de ses lign es tr ig o n o m étr iq u es .

D’après ce qui a été dit ci-dessus, le sinus d’un arc se compte sur le dia

mètre vertical, le sinus verse sur le diamètre horizontal, la tangente sur la 

ligne qui touche le cercle à l’origine des arcs, et la sécante sur le diamètre 

mobile qui passe par l ’extrémité de l ’arc donné. De plus, les sinus et 

sécantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que l ’ori-
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gine des tangentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. Enfin, 

on est généralement convenu de représenter par des quantités positives 

les lignes Jrigonométriques de l ’arc a, dans le cas où cet arc est positif et 

moindre qu’un quart de circonférence; d’où il suit que l ’on doit compter 

positivement le sinus et la tangente de bas en haut, le sinus verse de droite 

à gauche, et la sécante dans le sens du rayon mené à l ’extrémité de l ’arc a.

En partant des principes que nous venons d ’adopter, on reconnaîtra immé

diatement que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sont toujours posi

tifs; et, de plus, on déterminera sans peine les signes qui doivent affecter les 

autres lignes trigonométriques d’un arc dont l ’extrémité est donnée. Pour 

rendre cette détermination plus facile, on conçoit le cercle divisé en quatre 

parties égales par deux diamètres perpendiculaires entre eux, l ’un horizontal, 

l ’autre vertical; et ces quatre parties sont respectivement désignées sous les 

noms de premier, second, troisième et quatrième quart de cercle. Les deux 

premiers quarts de cercle sont situés au-dessus du diamètre horizontal, savoir 

le premier à droite et le second à gauche. Les deux derniers sont situés au-des

sous du même diamètre, savoir le troisième à gauche et le quatrième à droite. 

Cela posé, comme les extrémités de deux arcs, compléments l ’un de l ’autre,

sont également distantes de l’extrémité de l ’arc T i on en conclura qu ’elles
4

sont placées symétriquement de part et d’autre du diamètre qui divise en 

deux parties égales le premier et le troisième quart de cercle. Si l ’on cherche 

ensuite quels signes doivent être attribués aux diverses lignes trigonomé

triques d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 

l ’extrémité de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans un autre, on 

trouvera que ces signes sont respectivement

Pour le sinus et la cosócanto..........
Pour le cosinus et la sócante..........
Pour la tangente et la cotangente..

D a n s D an s D an s D an s

le  i "  q u a r t le  2e q u a r t le  3* q u a r t le  4° q u a r t
d e  c e rc le . de  c e rc le . d e  c e rc le . de c e rc le .

-H — —

-t- — — -r-

4 - — -H —

On peut remarquer à ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro

duit du signe du sinus par le signe du cosinus.

Les considérations précédentes conduisent encore à reconnaître que le 

cosinus d’un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par l’ex

trémité de cet arc sur le diamètre horizontal, et que sur ce m ême diamètre 

il doit être compté positivement de gauche à droite, à partir du centre pris 

pour origine; que le cosinus verse peut être mesuré sur le diamètre vertical

OEuvrcs de C . — S . I ï ,  t .  I I I .  4 5
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entre le point le plus élevé de la circonférence pris pour origine et l’extré

mité du sinus; que la colangente, comptée positivement de gauche à droite 

sur la tangente horizontale menée au cercle par l ’origine des cosinus verses, 

sc réduit à la longueur comprise entre cette origine et le prolongement du 

diamètre mobile dont une moitié est le rayon mené à l ’extrémité de l ’arc; 

enfin que la cosécante, mesurée sur ce diamètre mobile, se compte positi

vement dans le sens du rayon dont il s’agit, et à partir du centre pris pour 

origine jusqu’à l ’extrémité de la cotangente.

Nous avons suffisamment développé dans les préliminaires le système des 

notations à l ’aide desquelles nous représentons les diverses lignes trigono- 

mélriques et les arcs qui leur correspondent. Nous ne reviendrons pas sur 

cet objet, et nous nous contenterons d’observer que les lignes t'rigonomé- 

triques d’un arc sont censées appartenir en môme temps à l’angle au centre 

qu’il mesure, et que l ’on désigne par la même quantité. Ainsi, par exemple, 

a, b, . . .  représentant des quantités quelconques, on peut dire également 

que les notations
sin a,  cosô,

expriment le sinus de l ’arc ou de l ’angle a , le cosinus de l ’arc ou de 

l’angle b , __

Nous terminerons cette Note en rappelant quelques propriétés remar

quables des lignes trigonométriques.

D’abord, srTon désigne par a une quantité quelconque, on trouvera que le 

sinus et le cosinus de l’angle a sont toujours liés entre eux par l ’équation

(6) sin’ a - t - c o s 5« ^  i,

et que les autres lignes trigonométriques peuvent être exprimées au moyen 

de ces deux premières ainsi qu ’il suit :

tanga =
sin a 1

s iv a  == i —  cosa, ------9 sé c a  =
cosa c o s a ’

co ta  =
co sa * I

cosiva  == i —  sin a, . y coséca =— ------

V

sin a sin a -

Des formules (6) et (7) on déduira facilement plusieurs autres équations, 

par exemple

(8) cota = — -— , séc! a  =  1 H-lang2a , . coséc! a  =  1 +  cot2a ..................
tanga

11 est encore aisé de voir que, si la quantité positive R représente la Ion-
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gueur d’une droite entre deux points, et a l 'angle aigu ou obtus que forme 

cette droite avec un axe fixe, la projection de la longueur donnée sur l’axe 

fixe sera mesurée par la valeur numérique du produit

R co s a,

et la projection de la môme longueur sur une perpendiculaire à l ’axe par la 

valeur numérique du produit
R sina.

Enfin on reconnaîtra sans peine que, si, en partant d’un point pris au hasard 

sur la circonférence du cercle qui a pour rayon l’unité, on parcourt sur cette 

circonférence, dans un sens ou dans un autre, une longueur égale 5 la valeur 

numérique d ’une quantité quelconque c, le plus petit arc compris entre les

. TC
extrémités de cette longueur sera inférieur ou supérieur à -> suivant que 

cosc sera positif ou négatif.

Ces principes étant admis, concevons que sur la circonférence dont on vient 

de parler on détermine : i° les extrémités A  et B des arcs représentés par 

deux quantités quelconques a et b ; i°  l ’extrémité N d’un troisième arc

représenté par — ^  · Soit, en outre, M le milieu de la corde qui jo in t les

points A, B, et supposons que le point M se projette sur le diamètre horizon

tal du cercle en un certain point P. Si les longueurs mesurées sur ce dia

mètre, à partir du centre pris pour origine, sont comptées positivement de 

gauche à droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P  devra 

être représentée (en vertu du théorème VIII) par la quantité

cosa-4-cosô
2

De plus, comme (en vertu du même théorème) le point N est situé à égales 

distances des points A  ê t B, le diamètre qui passe par le point N renfermera 

le milieu M de la corde AB ; et la distance de ce milieu M au centre du cercle 

sera égale (abstraction faite du signe) au cosinus de chacun des arcs NA, NB, 

ou, ce qui revient au même, à

cos cos cos

Pour obtenir la projection horizontale de celte distance, il suffira de la mul

tiplier par le cosinus de l ’angle aigu compris entre le rayon tiré horizontale-
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ment de gauche à droite et le diamètre qui renferme le point N, c’est-à-dire 

par un facteur égal (au signe près) à cos-a b · En d’autres termes, la di

stance du centre au point P aura pour mesure la valeur numérique du pro

duit
a — b a -+- b

co s------ c o s------- ·
2 2

J’ajoute que ce produit sera positif ou négatif, suivant que le point M sera 

situé à droite ou à gauche du diamètre vertical. En effet, cos — - est positif 

ou négatif, suivant que le point N est situé par rapport à ce diamètre du 

côté droit ou du côté gauche, et cosa b est positif ou négatif; par suite le 

produit
a — b a -t- b

c o s ------ cos-------
2 2

est de même signe que cosa ou de signe contraire, suivant que, chacun

des arcs NA, NB étant inférieur ou supérieur à le point M se trouve

situé du même côté que le point N ou du côté opposé. Comme d’ailleurs la 

verticale qui passe par le point M renferme aussi le point P, il suit de la 

remarque précédente que la distance du centre au point P, dans le cas même 

où l’on a égard aux signes, peut être représentée par le produit

a —  b a -t- b
c o s------ cos---------

2 2

„ . . . , cos« +  cos b , , ,
Ce produit et la quantité--------------- ont donc le meme signe, avec la meme

valeur numérique ; et l’on a, par conséquent, pour toutes les valeurs possibles 

des quantités « et b,

, . , a — b «-t-6
(9) cos« +  cosii =  2 c o s — -— cos— -—

Si dans l’équation (9) on remplace b par 7t -t- b, on en tirera

(10)
, . b — « . a -h bcos a — cos b 2 s m --------s in -------- -

De plus, si dans les équations (9) et (10) on substitue aux angles « et b leurs
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compléments -  —  a , ----- b, on obtiendra les suivantes :

00
I sina -t- sinft =

. , . a —  b
sin a  —  sino =  2 s m ------- cos

a — b . cl —(— b
2 c o s ------- s i n ---------,

2 2

a  -t- b

Les formules (9), (10) et ( u )  une fois établies, on en déduira facilement un 

grand nombre d’autres. On trouvera, par exemple,

(12)

( 13 )

0 4 )

0 5 )

( • 6 )

(17)

sin a  —  s in 6 _t a n g f ( a  —  b)
sTña -t- sin¿» t a n g j ( a  -+- b) ’

cos b —  cosa  

cos b +  cosa
=  t a n g u a  —  b) t a n g { ( a +  b)

j c o s (a  —  b) +  c o s (a  -+- b) =  2cosa cos¿, 

J c o s ( a — b) —  c o s (a  -+- b) =  2 sina sinZ»,

i sin (a  4- ô) +  sin (a  —  b) —  i  s in a cos 6 , 

( s in (a  -t- b) —  s in (a  —  b) —  2 sin b cosa,

l cos(a  ±  b) =  co sa  cosô rp s in a  sinè,

( s in (a  ±  b) =  sina cos¿> ±  sin b cosa,

tan g(a  ±  b) =
tan ga  ±  tangè 

1 qi t a n g a t a n g è ’

cos2a  =  cos2a  —  sin2a - 2 cos2a —  1 = 1  —  2 sin2a, 

sin 2a  =  2 sin a  cosa.

Soient maintenant a, b, c trois angles quelconques. On tirera de la pre

mière des formules ( i 3 )

( . 8 )
co s(a  -t- b -t- c) +  cos(& -1- c —  a) H- cos (c 4- a — b) +  cos(a -t- b —  c) 

=  4 co sa  cos b cosc.

Si dans la formule précédente, au lieu de a, b, c, on écrit | c, puis
que l ’on suppose

(19) a +  ô +  i  —  Ttf

on trouvera
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Dans la même hypothèse, la formule (16) donnera

(21) tanga 4- tangô 4- lange =  tan ga  tangô lange.

L ’équation (20) devant subsister, ainsi que l'équation (19), lorsque l ’on y  

remplace deux des angles a, b, c par leurs suppléments, et qu ’on change le 

signe du troisième, on en conclura

. , . . . a . b . c
s i n e  4 -  s i n e  —  s i n a  =  4 c o s  -  s i n  -  s i n  - ,

i 2 2 2

, , J . . . . . .  a b . c
(22) < s i n e  4- s in  a —  s i n o  =  4 s i n  -  c o s  -  s i n  ->

J 2 2 2

f . , . . .  a . b csin a 4- sin b — sine = 4  sin -  sin -  cos - · 
\ 2 a 2

De ces dernières formules combinées entre elles et avec l ’équation (20) on 

déduit les suivantes :

(23)

. .  (sm a 4- sin b 4- sine) (sin b H- sine — sin a)cos2*a ---------------------- . . ■ y --.----------------------- ,4sinôsinc

. ( s inc4-s ina  — sin b) (sina 4- sin b — sine)s inHa =   ---------------------. .----------------------- i ·4sinosinc

Enfin, si l ’on imagine que a, b, c désignent les trois angles d’un triangle, et 

que les côtés opposés soient respectivement A, B, C , six produits égaux 

deux à deux, savoir

B sine =  C sin b, C sina =  A  sine, A s in ô  =  B sina,

représenteront les perpendiculaires abaissées des sommets sur les trois côtés. 

On aura, par suite,

( 2 4 )
s i n a _sin b _ s in c >

~  " T T  - .  T T ;

et les équations (23) deviendront

(25)
I cos*-J a =

<

I sins{ a  =

(A +  1Î 4- C )  (B 4- C —  A) 
4 B C  ’

( C 4 - A - B ) ( A 4 - B - C )

4 B C

De plus, en ayant égard aux formules (19) et (24), on tirera de la première
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des équations (12)

(26)

Les formules (19), (2/*), ( 25 ) et (26) suffisent pour déterminer trois des six 

éléments d’un triangle rectiligne, lorsque les trois autres éléments sont 

connus, et que cette détermination est possible. On peut remarquer en outre 

que les valeurs do. cosa  et de sina, déduites des équations ( 25) à l ’aide des 

formules (17), sont respectivement

La première de ces valeurs peut se tirer directement d’un théorème connu 

de Géométrie. Quant à la seconde, elle fournit le moyen d’exprimer la surface 

du triangle en fonction des trois côtés. En effet, cette surface, équivalente au 

produit de la base C par la moitié de la hauteur correspondante B sina, sera

cosa = B 2-t-C2- A 2
---------ñ ñ ------ )2BC

( 2 7 )
S/(A H- B -+- C) (B -h C -  A )  (C -t- A  —  B) (A-i- B —  C)

2BC
sina =

(28) !BCsina =  jV(A- i - B- t - C)(B H-C — A)(C- i -A -  B)( A +  B — C).
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NOTE II.

SUR LES FORMULES QUI RÉSULTENT DE L’EMPLOI DU SIGNE >  OU < ,  ET SUR LES MOYENNES 

ENTRE PLUSIEURS QUANTITÉS.

Soient a et b deux quantités inégales. Les deux formules

a >  b, b <  a

serviront également à exprimer que la première quanlité a surpasse la se

conde b, c ’est-à-dire que la différence

a —  b

est positive. En partant de ce principe, on établira facilement les proposi

tions que je  vais énoncer :

T héorème I .  —  Si a, a', a", . . . ,  b, b', b1', . . .  représentent des quantités assu
jetties aux conditions

a >  b, 

a' >  b',

« " >  b",

• * · · · · »

on aura aussi
a +  a ' a " b  -h b' +  b" + . . . .

Démonstration. —  En effet, lorsque les quantités

a  — ¿ v  a '— b’, a " - b ”, . . .

sont positives, on peut assurer que leur somme

a  -+- a '  - t -  a" - + - . . .  —  (  b 4 -  b’ -+- b" + . . .  )

Test pareillement.

T héorème II. —  S i  A, A', A", . . . ,  B ,  B ' ,  B " ,  . . .  représentent des nombres
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assujettis a u x conditions
A  >  B,

A' >  B',

A " >  B",

........... .
on aura aussi

À A ' A " , . . >  B B 'B "  —

Démonstration. —  En effet, chacune des différences 

A — B, A ' - B ' ,  A " — B", . . .

étant positive par hypothèse, chacun des produits

(A  -  B) A' A " . . .  =  A  A' A " . . . - B  A' A " . . . ,  

B ( A '—  B') A " . . . —  R k '  A " . . .  —  B B ' A " . . . ,  

B B '(A "-B ")... =  B B 'A "...-B B 'B "...,

sera également positif, et par suite il en sera de même de leur somme

A A ' A " . . . - B B ' B " . . . .

T héorème III. —  Soient a, b, r  trois quantités quelconques, et supposons

a  >  b;

on en conclura, si r est p o sitif ,

ra  >  rb,

et, si r est n é g a tif ,
va <  rb.

Dém onstration. —  En effet, le produit

r (a  —  b) —  ra  — rb

sera positif dans le premier cas, et négatif dans le second.

Corollaire. —  Si, en supposant a et b positifs, on prend successivement

on en conclura

On se trouve ainsi ramené à celle  proposition, évidente par elle-même, 

OEuvres de C. —  S . I I ,  t .  I I I .  4 6

r —  - ,
a r = b ’

b
i >  ->a

> i .
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qu’une fraction est inférieure oü supérieure à l ’unité, suivant que le plus 

grand de ses deux termes est le dénominateur ou le numérateur,

T héorème IV. —  Soient À  et A ' deu x nombres q u i satisfassent à la condi

tion
A >  A',

et b une quantité quelconque. On aura, si b est positif,

et, si b est négatif,
A* >  A ’*,

A* <  A'*.

Démonstration. —  En effet, le quotient
A

A'
étant >  i,  la fraction

A * _  / A V '  

A'4 ~  \ A 7

$era évidemment supérieure ou inférieure à l ’unité, suivant que la quantité b

sera positive ou négative.
»

T héorème V. —  Désignons p a r  A  un nombre quelconque, et soient b , b' d eu x  

quantités assujetties à la condition

b > b ' ,

on en conclura , si  A  est plus g ra n d  que l ’unité,

A* >  A*', '

et, si A  est inférieur à l ’ unité,
A* <  A*'.

Démonstration. — En effet, la quantité b —  b' étant positive, par hypothèse, 

la fracti on
A*
—- —  A*-*'
A*' A

sera évidemment supérieure ou inférieure à l’unité, suivant que l’on aura 

A  >  i ou A <  i.

T h é o r è m e  VI. —  Soit L la caractéristique des logarithm es pris dans le sys

tème dont la base est A, et désignons p a r  B, B ' deu x nombres assujettis à la 

condition
B  >  B V

On aura, si A  est plus gra n d  que l ’ unité,

L B  >  L B '
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et, s i  A  est inférieur à l ’unité,

L B  < L B \

Démonstration. —  En effet, le logarithme

L ^ ,  =  L B  —  L B '

sera positif dans le premier cas, et négatif dans le second.

Corollaire. —  Si l ’on se sert de la lettre l  pour indiquer les logarithmes 

népériens pris dans le système dont la base est

(1) 6 =  2,7182818...

[Chapitre VI, § I, équation ( 5 )], la condition

B >  B'

entraînera toujours la formule

ZB >  ZB'.

Aux théorèmes qui précèdent nous ajouterons le suivant, duquel on peut 

déduire plusieurs conséquences importantes.

T héorème VII. —  Soit x  une quantité quelconque. On aura

( 2 ) 1 -+- x  <  ex,

la lettre e désignant, à l ’ordinaire, la base des logarithm es népériens.

Dém onstration. —  Le second membre de la formule (2) restant toujours 

positif, le théorème énoncé sera évident par lui-m ême, si la quantité 1 -+- x  

est négative. Il suffira donc d’examiner le cas où l ’on suppose

( 3 ) i +  x > o .

Or l ’équation ( 2 3 ) du Chapitre VI (§ IV) donne, pour toutes les valeurs réelles 

possibles de x ,

X  X 2 X 3 x k

I .2 1.2.3 1.2.3.4
X6

ï.2.3.4.5
( 4 )

I
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et, comme les produits

ï î
3

x 4
3 y  27374

sont positifs, non seulement lorsque la quantité x  est positive, mais aussi 

lorsque, étant négative, elle a une valeur numérique inférieure il l ’unité, on 

tirera de l'équation (4 ), toutes les fois que la condition ( 3 ) sera remplie,

e * >  i ·+· x .

Corollaire 1 . —- Si, dans lé cas ou i + æ est positif, on prend les loga

rithmes népériens des deux membres de la formule (2), on obtiendra la sui

vante

(5 ) l(  i +  æ ) < æ

. (voir le corollaire du théorème Y l ) .  Celte dernière subsiste donc toutes les 

fois que son premier membre est réel.

Corollaire II. —  Soient x ,  y , z , . . .  plusieurs quantités assujetties aux con

ditions

(6) i - t - * > o ,  i + j > o , '  i +  ; > o ,  . . . .

On aura, en vertu de la formule (2),

i - y x < e æ, 1 +  y < e r ,  i +  5 < e : , . . . ,

et l ’on en conclura (théorème II)

(7) (i +  a ') ( i  +  / ) ( i - H ; ; ) , . . < e * +.r+=+···.

Cette dernière formule subsiste donc toutes les fois que son premier membre 

ne renferme que des facteurs positifs.

Corollaire III. —  Si dans le corollaire précédent on suppose

x  =  aa , y ^ z a 'a l ,  3 —  a" a",

«, a", . . .  désignant des quantités positives, et a, a1, a", . . .  d’autres quan

tités respectivement supérieures à

1 11
~ Ja • · M
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la formule (7) deviendra

(1 -+- a x ) (1 a 'a ')  (1 -+* a"ex. " ) . .  .<; ea ï+ ay +a'a'+.,.i

Si de plus les quantités a, a\  a", . . .  sont toutes inférieures à une certaine 

limite A, on aura (en vertu des théorèmes I et III)

ad +  a" a!1-y . . . <  À (a  -+- a ' 4- « " 4 - . . . ) ,

et par suite on trouvera définitivement

<8) ( ^ ^ - α « ) ( I + α ' o c ' ) ( I ^ - « " α " ) · · · < eA(α+α'+a'■ ,■ ···, ·

La formule (8) peut être employée avec avantage dans l ’intégration par 

approximation des équations différentielles.

Passons maintenant aux théorèmes sur les moyennes. Ainsi qu’on l ’a déjà 

dit (Prélim inaires, p. i/j), on appelle moyenne entre plusieurs quantités don

nées une nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus grande de 

celles que l ’on considère. D ’après cette définition, la quantité h sera moyenne 

entre les deux quantités g , k, ou entre plusieurs quantités parmi lesquelles 

l ’une des deux qu’on vient de citer serait la plus grande et l ’autre la plus 

petite, si les deux différences

g  —  h, h —  k

sont de môme signe. Cela posé, si, pour désigner une moyenne entre les 

quantités a, a ', a", . . . ,  on emploie, comme dans les Prélim inaires, la nota

tion
M {a, a', a", . .  .),

on établira sans peine les propositions suivantes :
(

T héorème VIII. —  Soient a, a', a", . ,  . ,  h plusieurs quantités assujetties à la 

•condition

(9)  /i =  M (a ,  a1, a1', . . . ) ,

e t  r une autre quantité entièrem ent arbitraire. On aura toujours

( 10) ’ rh  =  M ( a·«, ra', ra", . . . ) ,

Démonstration. —  En effet, désignons par g  la plus grande, et par /.· la plus 

petite des quantités a, a', à", . . . .  Les deux différences

tir _ 7j _ O n) h — k
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seront positives, et par suite les produits

— r(h  — k),

ou, en d’autres termes, les deux différences ' '

rg  — rh, rh  — rk

seront de même signe. On aura donc ·

rh  =  M ( rg , rk )
et, à plus forte raison,

rh — M(ra, ra’, ra”, . . . ) ,

attendu que rg , rk  sont nécessairement deux des produits

ra, ra', ra", ___

T héorème IX. —  Soient A, A', A", . . . ,  II plusieurs nombres qui satisfassent 
à la condition

( u )  II =  M (A ,A ' ,A " ,  . . . ) ,

et b une quantité quelconque. On aura

(12) I I * = M (A * ,  A'*, A"*, . . . ) .

Démonstration. —* En effet, soient G et K  le plus grand et le plus petit des 

nombres À, A', A " ,__ Les différences

G - I I ,  I I - K

étant alors positives, on conclura du théorème IV  que les suivantes

G* —  IIA, II* —  K*

sont de même signe. On aura donc

H " = M ( G * ,K * )

et, à plus forte raison, . _ ·
H * =  M (A 6, A'*, A"*, . . . ) .

Corollaire. —  Si l ’on fait en particulier b =  \, on trouvera· 

v/H =  M (V Â , n/Â7, v/Â5, . . . ) .
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T héorème X., —  Désignons p a r  A un nombre quelconque, et soie,nt b, b', 
b", . . . ,  h plusieurs quantités assujetties à la condition

(r3 ) h =  U { b ,b ',b " ,  . . . ) .

On aura

( 14) =  M (À 6, À*', A6”, . . .  ).

: Démonstration. —  Désignons par g  la plus grande, et par k la plus pelile 

des quantités b, b’ , b'\ . . . .  Les deux différences

g  —  h, h —  k

étant alors positives, on conclura du théorème V  que les suivantes

M —  A '1, A'*— A*

sont de même signe. On aura donc

A A =  ÎVI(À*, A*) =  M(A*, AA', A*', . . . ) .

T héorème XI. —  So it  L la caractéristique des logarithm es dans le système 

dont la base est A, et désignons p a r  B, B'; B", . . . ,  H plusieurs nombres assu

je ttis  à la condition

(15 ) H =  M ( B ,B ' ,B " ,  . . . ) .

On aura, quel que soit A,

(16) L II  =  M ( L B , L B ' , L B " ,  . . . ) .

Démonstration. —  En effet, supposons que Ton représente par G le plus

grand, et par K  le plus petit des nombres B, B ',  B", __ Alors les deux

fractions ·
G II 
H ’ K

ôtant supérieures à Punïté, les logarithmes

G H 
L H ’ L K ’

ou, en d’autres termes, les différences

L G - L H ,  L H - L K  

seront de ïnôme signe. On aura donc

L H  =  M (L G , L K )  =  M (L B ,  L B ',  LB", . . . ) .
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T héorème XII. —  Soient b, b', b", . . .  plusieurs quantités de même signe, en

nombre n, et a, a', a", . . .  des quantités quelconques en nombre ég al à celu i 

des prem ières. On aura

Démonstration. —  Soit g  la plus grande et k la plus petite des quantités

seront toutes positives. En multipliant les deux premières par b, les deux 

suivantes par b', etc., on obtiendra les produits

qui seront tous de même signe, aussi bien que les quantités b, b', b"........ Par

suite, les sommes de ces deux espèces de produits, savoir

a +  a' H- a" -t-. . .  —  k {b -+- b' -I- b" -I-. . .  ),

et les quotients de ces sommes par b -t- b '+  b" -+-...,  savoir

a —t- a ' -4- a" -4-... a -t— a* -t- a" -t—. . .  ^

S  ~  b-h b1-h b "-h . .. ’ ï + i ' H -  b"-+-... ~

seront encore des quantités de même signe; d ’où l ’on conclura

a a' a"

L e s  d i f f é r e n c e s

gb  —  a et a —  kb, 

g b '— a' et a '— kb', 

g b "—  a" et a"—  kb",

O(b  -t- ù'-t- b" +  . . . )  —  (« +  a 'H- «"·+·. . .),

[voir  dans les Prélim inaires  le théorème 1 et la formule (6)].
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Corollaire 1 . —  En supposant les quantités b, b', b", . .  : réduites àT ’u'riilé, 

on trouve

a  +  a '  a " -+
( . 8 ) =  M(«, a', a", . . .  ).

Le premier membre de la formule précédente est ce qu’on app'elle la moyenne 

arithm étique entre les quantités a, a', a", . . . .

Corollaire II. —  La moyenne entre plusieurs quantités égales se confondant 

avec chacune d’elles, si les fractions · · ·  deviennent égales, on

aura

,  ̂ a H- a! “t— a!‘ -4- . . .  a a! a" ^

( I 9 )  b + b ' - h  b " + 7 7 .  ~ b  =  V ~ V l Z  ’
<

ce qu ’il est d’ailleurs facile de prouver directement.

Corollaire III .  —  Si Ton désigne par a, a', a", . . .  de nouvelles quantités 

qui soient toutes de même signe, on aura, en vertu de l ’équation (17),

(20)

<xa -+- a.' a ' +  a "  a "  - t - . . .  __^

ab +  b1 a" b" + . . .  —

=  M

' aa a.' a' a" a"

a b ’ Ô7 ? ’ a" b"

a a’ a"

V V ’ T?’

Celle dernière formule suffit pour établir le théorème III des Prélim inaires.

T héorème XIII. —  Soient A, A', A", . . . ,  B, B ' ,  B", . . .  deux, suites de nom

bres pris à volonté; et form ons avec ces deux suites, que nous supposerons 

renferm er chacune un nombre n de termes, les racines

H ,  Va?, V f , . . . .
On aura

(ai) = m(v'Â, Va7, Vf , ...).

Démonstration. —  Les logarithmes des quantités

it+R'+r+..̂ /A a' A" .TT, y/A, Vâ7, '\/F , ...

indiqués par la caractéristique l  sont respectivement

IA  +  IA' +  l A " + . . .  IA IA' IA" 

13 +  B ' + B " + . . .  ’ b ’ I F ’ I F ’

OEuvres de C. —  S.  U ,  t .  111.
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et l ’équation (17) fournit enlre ces logarithmes la relation suivante :

l k  +  l  A' -4- 1A" + . . .  _, , / lk  lk '  lk "  \
Il -h l i ' + B " + . . .  ”  V B ’ R'  ’ R" ’ "  7 ’

Si maintenant on repasse des logarithmes aux nombres, ce qui est permis en 
vertu du théorème X, on retrouvera la formule (21).

Corollaire I .  — En supposant les nombres B, B', B", . . .  réduits à l’unité, 
on a simplement

(aa) v/ÏArÂ ~  — M(A, A', A", . . .).

Le premier membre de la formule précédente est ce qu’on appelle la moyenne 
géométrique entre les nombres A, A', A", . . . .

Corollaire I L  — Si toutes les racines

V'Â, YÂ7 , V â % .. .

deviennent égales, leur moyenne se confondra avec chacune d’elles. On aura 
donc alors

< 23 ) vÂ Â rA"TT: =  v/â  =  v/â 7= = . . . ,

ce qu’il serait facile de prouver directement.
La valeur numérique d’une moyenne entre plusieurs quantités données 

n’est pas toujours une moyenne entre leurs valeurs numériques. Ainsi, par 
exemple, quoique — 1 soit une quantité moyenne entre — 2 et h- 3 , cepen
dant l ’unité n’est pas une valeur moyenne entre 2 et 3 . Parmi les diverses 
manières d’obtenir une moyenne entre les valeurs numériques de n quan
tités

a, a', a", . . . ,

l’une des plus simples consiste à former d'abord la moyenne arithmétique 
enlre les carrés

a\ a'2, n"2, . . . ,

et à extraire ensuite la racine carrée du résultat. En opérant ainsi, on trou
vera premièrement

a~ —{— a'~ —t- rt,2--+-
-  -M (« 2,«'2, a"\ ...),n
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puis, en ayant égard au corollaire du théorème IX ,

(24) =  M(v^?, V7̂ 1. ■ · ·)·
y n

Or les quantités positives

\/a-, \ J a s j a " ' 1,

représentant précisément les valeurs numériques des quantités données

a, a a " ,  . . . ,

il suit de la formule (a4) qu’on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si 
l ’on divise par \/n l’expression très simple

y/«2 -t- îî'! +  «"! +  . ...

Celte expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numériques dont il 
s’agit, est ce qu’on pourrait appeler le module du système des quantités a, 
a!, a\ . . . .  Le module du système de deux quantités a et b ne serait alors 
autre chose que le module même de-l’expression imaginaire a-\-b\]— i 
(voir le Chapitre V II, § II) . Quoi qu’il en soit, les expressions réelles de la 
forme

\/a- -t- a'--t- a!,% H-. . .

jouissent de propriétés très remarquables. Dans la Géométrie, elles servent 
à déterminer les longueurs mesurées en ligne droite, et les aires de surfaces 
planes, par le moyen de leurs projections orthogonales. En Algèbre, elles 
fournissent le sujet de plusieurs théorèmes importants, parmi lesquels je me 
contenterai d’énoncer ceux qui suivent.

T héorème XIV. — S i les fractions

a a' a"
V  V ’ V ’

sont égales, la valeur numérique de chacune d’elles sera exprimée par le rap
port

\Ja% +  a'2 -t- a"'1 -4- . . .  _

en sorte qu’on aura

(/a2-*- a'2-+- a"2 4-. ..
b b' b" \Jb*- +  b,i +  bu, +  .. . ’■

(25)
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le signe 4- ou le signe —  devant être adopté suivant que les fractions proposées 

sont positives ou négatives.

Démonstration. —  En effet, dans l ’hypothèse admise, les fractions

a2 a f  aff 

' b2’ bl2> b’ * ’

seront égales, et l ’on aura, en conséquence,

a2  a '2  a"2   _a2 H- a'2 4- a"1 4 - . . .
b2 ~  ¿T2 — W2 + . .. ‘

En extrayant les racines carrées, on retrouvera la formule (25).

TiiÉonÈMB XV. —  Soient a, a’, a", . . .  des quantités quelconques, en nombre n. 

Si ces quantités ne sont pas toutes égales entre elles, la valeur numérique de 

la somme
a 4- a! 4" a!14- . . .

sera inférieure au produit

f n  fa *  4- a’* 4- a"2 4- . . .  ;
en sorte qu’on aura

( 2 6 ) val. num .(a 4- a '4 -  a" 4 - . . . )  <  f n  fa *  4- a '2 4- a"2 4-. . .  .

Démonstration. —  En effet, si au carré de la somme

a 4 - a' 4 - a" 4- . . . .
t

on ajoute les carrés des différences entre les quantités a, a', a", . . .  combi
nées deux à deux de toutes les manières possibles, savoir

{a — a ')2, ( «  —  a")2, . . . ,  (a '— a")2, . . . ,

on trouvera

( 2 7 )
(a 4- a'4- «"4-. . .)24- (a  —  a')s4* (a — a")24- . . .  4 - (a' — a")24 - . . .

=  « (a 2 4 -  a'24- a"24-. . .),

et l ’on en conclura

(a 4 - a' 4 - a"4 - . . . )2 <  n ( a2 4 - a '2 4 * a"2 4 - · .  · ) ·

En extrayant les racines carrées positives des deux membres de celte dernière 
formule, on obtiendra précisément la formule ( 2 6 ).
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Corollaire. —  Si Ton divise par n les deux membres de la formule (26), on 

trouvera

(28)
a —H ci* —)— a!* —t-. . ·

val. n u in .-------------------—n
v/a2+ a '2H-a"2H-···

(//«

Ainsi la valeur numérique de la moyenne arithmétique entre plusieurs quan

tités a, a ' , a", . . .  est inférieure au rapport

\Ja2-\- a'2-i- rt"2+ ...
\Jn

qui représente, comme on l’a remarqué plus haut, une moyenne entre les va

leurs numériques de ces mêmes quantités;

Scolie  /. —  Lorsque les quantités a , a', a", . . .  deviennent égales, on a 

évidemment

val. nuin. ( a h* a* -1- a’  -+-...) =  \Jn \Ja2->r a '2-t- a"2-4- . . .  =  11a.

Scolie 11 . —  Si dans l’équation (27) on pose successivement « = 2 ,  n = 3 , ...,  

on en conclura

/ {a -+- a 'Y  -H (a —  a’ y  —  2 (a- -+- ci'2),

( 29 ) \ (a-l· a’+ a " y + ( a  —  a ')2 +  (a —  a" )2 +  (a*— a")2—  3 (a2-+- a '2-t- a"2),

T héorème X VI. —  Soient a, a ’, a", . . . ,  oc, a ',  oc", . .  . deux suites de quan

tités, et supposons que chacune de ces suites renferm e un nombre n de termes. 

S i  les rapports
a a ' a"
~ > ~7> —¡¡> · · ·
oc oc oc"

ne sont pas tous ég a u x entre eu x, la somme

acc -h a’ a1 a "o c "-H .. .

sera inférieure au produit

{  a 2 -T- a '2-)- a " 2H-. . . \/«2-t- oc'2+  a " 2-t-. . . ; 

en sorte qu’on aura

( val. num. (a a  4- a*a!-1- a"a" +  . . . )  

i <  \Ja2+  a’2-h a”2- h . . .  \/ce2-t— a '2-1- oc"2-) - . . .  .
( 3o)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



374 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

Démonstration. —  En effet, si au carré de la somme

on ajoute les numérateurs des fractions qui représentent les carrés des diffé

rences entre les rapports
a a a"
—  > — -,■ > — « >a a a

combinés entré eux de toutes les manières possibles, savoir 

{a en!— a 'a ) 2, (a  a " — a" a )2, ( a 'a " — a" a 'y ,

on trouvera

(aci -+- . .  .)2

( 3 i) ·+- ( a a ' —  a ' a )2 +  (a a "  —  a " a ) 24 - , . . ( a ' a"  —  a"c

=  ( a 2 4 - n '2 H- a "2 -4- . . .  ) ( a 2 -I- a '2 -¡- a "2 - h ..  . ), 

et l’on en conclura

(aot a’c/J +  a"a”-h. . .)2<  («2-+- a'2 -+- a"2 -h . . .)  (a24- a'2-1- a"2 4- . . . ) .

Eu extrayant les racines carrées d esdeux membres de cette dernière formule, 

ou obtiendra précisément la formule (3o).

Corollaire. —  Si l’on divise par n les deux membres de la formule ( 3o), on 

trouvera

(32)

val. num.

<
a 1 H- a '1 4- n"2 -H. . .  'Jar 4- a ' 2 -I- a "2

\[7i sJ n

Ainsi la moyenne arithmétique entre les produits

aa, a' a!, a

a une valeur numérique inférieure au produit de deux rapports qui représen

tent des moyennes entre les valeurs numériques des deux espèces de quan

tités comprises dans les deux suites

a, a', a", . . . ,

a , a ', a", . .  . .
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Scolie 1. “  Lorsque les rapports

a a1 a1'
a a a"

deviennent égaux, on lire cle la formule (3i)

(aa -b  a 'a ' - b  a"a" + . . .)2 =  ( « 2-b  a '2-b a " - b 2. . .) ( a 2·)- a '2-b a"21-4- . . . ),

et, par suite,

val. num .(aa  4- a'a'  +  a"a" +  . . . )

—  \J a2~\- a'- -H a"2 -+-. . .  \/5i2,-h a '2 -b a"2 b - . . . .

Il serait facile d’arriver directement au même résultat.

Scolie II. — Si dans la formule (3i) on pose successivement

n — i ,  n — 3, . . . ,
on en conclura

(aa  -b a1 a')2+  ( a a 1— a a)2- = (a 2-b a12) ( a 2-b a '2),

( a a  +  «'«M- a"a")2-b (a a' — a 'a ) 2-b ( a a " —  a"a  )2 -b (a 1 a" — a " a ') 2 

=  (a2-b a '2 +  a"2) ( a 2 -b a '2h- a"2),

La première des équations précédentes s’accorde avec l’équation (8) du Cha
pitre VII (§ I). La seconde peut s’écrire ainsi qu’il suit

(34)
( a a 1—  a ' ex.)2-b (aa ."—  a " a )2-b ( a 'a " —  a " a ') 2

—  (a 2 -b a '2-b a"2) (ex.2-b a '2-b a"2) —  ( a a -b a' a' -b a" a ")2,

et sous cette forme elle peut être employée avec avantage dans la théorie des 
rayons de courbure des courbes tracées sur des surfaces quelconques, ainsi 
que dans plusieurs questions de Mécanique.

Nous terminerons celte Note par la démonstration d’un théorème digne de 
remarque, auquel on se trouve conduit en comparant la moyenne géomé
trique entre plusieurs nombres avec leur moyenne arithmétique. Voici en 
quoi il consiste :

T héorème XVII. — La moyenne géom étrique entre plusieurs nombres A, H, 
C, D, . . .  est toujours inférieure à leur moyenne arithm étique.
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Démonstration. —  Soit n le nombre des.lettres À, B, C, D, . . . .  11 suffira 

de prouver qu ’on a généralement

A-4-B-4-C +  D + . . .
( 3 5 ) v 'ABCD. . .  <  

ou, ce qui revient au même,

( 3 6 ) A B C D . . .  <
A +  B +  C -f-D + . .  . \ n

y

Or, en premier lieu, on aura évidemment, pour n =  a,

[)'<(
et l’on en conclura, en prenant successivement « =  « =  8, . . . ,  enfin n =  2m,

ABCD < ( Î L ± J ? V ( ' Ç ± i î Y < ( * ± J i i ^ Y ,

A B C D E F G H <

<

2 / V  2 ) \ 4

A +  B +  C +  D V / E  +  F +  G +  II\*

4 J \ 4
A + B + C + D + E + F + G + H  

8

( 37 ) A B C D . . . <
A +  B +  C +  D +  . . .

En second lieu, si n n’est pas un terme de la progression géométrique

2, 4) ·· ·f

on désignera par i 'n un terme de cette progression supérieure à n, et l ’on 

fera
ir A +  B +  C +  D + . . .
n. — --------------------------- :

puis, en revenant à la formule (37), et supposant dans le premier membre 

de celle  formule les 2'" —  n derniers facteurs égaux à K , on trouvera

A B C D ..  .K 2"·-»<  £ 

ou, en d’autres termes,

A  +  B +  C +  D + . . .  +  (2'" —  w ) K '  

2 m

A B C D . . . K 2“ - « <  K 2”*.
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On aura donc par suite

ABCI). . .  <  K" =
A -+- B -t- C + 1) -+-... Y»

\  n /

ce qu’il fallait démontrer.
»

Corolla ire .  —  On conclut généralement de la formule ( 36)

(38) A +  B +  C-t- ! ) + . . . > »  v'ABCD. . . ,

quel que soit le nombre des lettres A, B, C, I), . . . .  Ainsi, par exemple,

| A 4 - B >  2 s/AB,

( 3 9 ) A -t- B -i- C >  3 iyÂBC,

QEuvres de C.t — S. II, t. III. 48
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NOTE III

sun LA RESOLUTION NUMERIQUE DES ÉQUATIONS.

Résoudre num ériquem ent une ou plusieurs équations, c ’est trouver les 

valeurs en nombres des inconnues qu’elles renferment; ce qui exige évi

demment que les constantes comprises dans les équalions dont il s’agit 

soient elles-mêmes réduites en nombres. Nous nous occuperons seulement 

ici des équalions qui renferment une inconnue, et nous commencerons par 

établir, à leur égard, les théorèmes suivants.

Théorème 1. —  Soit f ( x )  une fon ction  réelle de la variable x ,  qui demeure 

continue par rapport à cette variable entre les lim ites x  —  x 0, x  —  X. S i les 

deu x quantités f { x 0), / ( X )  sont de signes contraires, on pourra satisfaire à 

l ’équation

par une ou plusieurs valeurs réelles de x  comprises entre x 0 et X.

Démonstration. —  Soit x a la plus petite des deux quantités x 0, X .  Faisons

et désignons par m un nombre entier quelconque supérieur à l’unité. Comme 
des deux quantités f { x 0), / (X ) ,  l’une est positive, l’autre négative, si l’on 
forme la suite

et que, dans cette suite, on compare successivement le premier terme avec 

le second, le second avec le troisième, le troisième avec le quatrième, etc., 

on finira nécessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con

sécutifs qui seront de signes contraires. Soient

(0

x - x „ —  h

/ ( * . ) ,  / ( X ' )
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deux termes de celte espèce, x x étant la plus petite des deux valeurs corres

pondantes de x .  On aura évidemment

et

a30< ^ i< X -'< X

X'-® 1= -- = -(X -J ? 0). 
m m

Ayant déterminé x  ̂ et X '  comme on vient de le dire, on pourra de même, 

entre ces deux nouvelles valeurs de x ,  en placer deux autres x s, X "q u i,  sub

stituées dans f ( x ) ,  donnent des résultats de signes contraires, et qui soient 

propres à vérifier les conditions

x ^ x ^ X ' K X ' ,  ‘

X" -  ^  ( X ' -  ^  ~  ( X  -  * · ) .

En continuant ainsi, on obtiendra : i° une série de valeurs croissantes de x,  

savoir

(2) X'zt · · · î

20 une série de valeurs décroissantes

(3 ) X ,  X ', X",

qui, surpassant les premières de quantités respectivement égales aux pro

duits

1 X (X  ^o)> ~  ·'*· (X  «0). X (X  X0)< ■■ · ·,

finiront par différer de ces premières valeurs aussi peu que l ’on voudra. 

On doit en conclure que les termes généraux des séries (2) et ( 3 ) converge

ront vers une limite commune. Soit a  cette limite. Puisque la fonction f ( x ) 

reste continue depuis x  = x 0 jusq u ’à x = ' X ,  les termes généraux des séries 

suivantes

/ ( « o ) .  f { x  1)» / ( ^ a ) ,  · · · >

/(X), /(X'), /(X"), ...

convergeront égalem ent vers la limite commune / ( a ) ;  et, comme en s ’ap

prochant de cette limite ils resteront toujours de signes contraires, il est clair
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que la quantité / ( « ) ,  nécessairement finie, ne pourra différer de zéro. Par 

conséquent on vérifiera l ’équation

0 ) /(■ »)= o,

en attribuant à la variable x  la valeur particulière a comprise entre x 0 et X. 

En d’autres termes,

(4) x  —  a

sera une racine de l’équation (i).

Scolie I. —  Si, après avoir poussé les séries (2) et ( 3 ) jusqu’aux termes

xn  et X<">

(n désignant un nombre entier quelconque), on prend la demi-somme de ces 

deux termes pour valeur approchée de la racine a, l ’erreur commise sera plus 

petite que leur demi-différence, savoir

1 X  -—■ Xq

2 mn

Comme celte dernière expression décroît indéfiniment à mesure que n aug

mente, il en résulte que, en calculant un nombre suffisant de termes des 

deux séries, ou finira par obtenir de la racine a des valeurs aussi approchées 

que l ’on voudra.

Scolie II. —  S ’il existe entre les limites x 0, X  plusieurs racines réelles de 

l’équation (1), la méthode précédente en fera connaître une partie, et quel

quefois même les fournira toutes. Alors on trouvera pour x { et X ',  ou bien 

pour et X", . . .  plusieurs systèmes de valeurs qui jouiront des mêmes 

propriétés.

Scolie III . —  Si la fonction f ( x )  est constamment croissante ou constam

ment décroissante depuis x  —  x 0 jusqu ’à x  =  \ ,  il n’existera entre’ ces limites 

qu’une seule valeur de x  propre à vérifier l’équation (1).

Corollaire 1 . —  Si l’équation (1) n’a pas de racines réelles comprises entre 

les limites x „ , X, les deux quantités

/(■*·). / ( X )
seront de même signe.
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Corollaire II. — Si,  dans l ’énoncé du théorème I ,  on remplace la fonc

tion f ( x )  par

/(■ *) — b

(b désignant une quantité constante), on obtiendra précisément le théo

rème IV  du Chapitre II ( § 11). Dans la môme hypothèse, en suivant la méthode 

ci-dessus indiquée, on déterminera numériquement les racines de l ’équation

( 5 ) , f { x )  =  l>

comprises entre x 0 et X.

Nota. —  Lorsque l’équation (i) a plusieurs racines comprises entre x„  

et X , en calculant les séries (2) et (3 ), on n’est pas toujours assuré d’ob

tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s ’agit. Mais on peut 

arriver à ce but en suivant une autre méthode dont M. Legendre a fait usage 

dans le Supplém ent à la Théorie des nombres. Cette seconde méthode se 

déduit immédiatement des deux théorèmes que je  vais énoncer.

TuÉonfeME II. —  Supposons, comme dans le théorème I, que la fon ction  f ( x )  

reste continue depuis x  =  x 0 ju s q u ’à ¿c =  X  (X  étant supérieur à x 0), et dési

gnons par o (x) ,  x ( x )  d eu x  fonction s auxiliaires, également continues dans 

l ’ intervalle dont i l  s’agit, mais de plus assujetties : i° à croître constamment 

avec x  dans cet intervalle ; 20 à fo u r n ir  pour la différence

?(■ *) — %(*)

une expression variable q u i, d ’abord négative lorsqu’on attribue à x  la 

valeur p a rticu lière x 0, dem eure toujours égale (au signe près) à f ( x ) .  S i  

l ’équation

(1) f ( x )  =  o

a une ou plusieurs racines réelles comprises entre x 0 et X, les valeurs de x  

représentées p a r

(6) ^0, x x $ ,  Xz, . . . ,

et déduites les unes des autres p a r  le moyen des form ules

(7) ?(-r i) =  Z(^o ), <?(·»») =  x( x i ) ,  î ( * i ) = x ( ^ i ) ,

composeront une série de quantités croissantes dont le terme généra l conver

gera vers la p lus p etite de ces racines. Si, au contraire, l ’équation  (i)  n’a
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pas de racines réelles comprises entre x 0 et X, le terme général de la série (6) 

fin ir a  pa r surpasser X.

Démonstration. —  Admettons en premier lieu que l ’équation f ( x ) ^ = o  ait 

une ou plusieurs racines réelles comprises entre les limites x ü, X ;  et dési

gnons par a la plus petite de ces racines. On vérifiera l ’équation dont il s’agit 

ou, ce qui revient au même, la suivante

(i) <p(x) —  x ( x )  = 0 ,

en prenant x  =  a; et l ’on aura en conséquence

(8) e p ( a ) = x ( a ) .

De plus, la fonction %(x)  étant constamment croissante avec x  depuis 

x  —  x 0 jusqu ’à x  —  X, et a surpassant x„,  l ’on aura encore

% ( « )  > 5 C ( a?o ) ·

En combinant les deux, dernières formules avec la première des équations (7), 

savoir
X ( ^ o )  =  ? ( * , ) ,

on en conclura

? (« )  > < P(*i)

et, par suite,

(9) a > x t.

De même, en combinant les trois formules

?(«) =  z(«) .  vSa) > y S x  i)> x('a?i) =  ?(^)»
dont la seconde se déduit immédiatement de la formule (9), on trouvera

<p(a) ><p(#j )
et, par suite,

(10) a >  x , .

En continuant ainsi, on s’assurera que tous les termes de la série (6) sont 

inférieurs à la racine a. J’ajoute que ces différents termes composeront une 

suite de quantités croissantes; et, en effet, puisque la différence

<p ( · 37) —  x i * )
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est négative par hypothèse pour x  =  x 0, on aura

« p i · « » )  < x ( ^ o ) ;

mais x(xo)  =  9(^ 1);  donc

( u )  X t > <

De plus, x [ étant compris entre x 0 et a, aucune racine réelle de l ’équation

?(>) — x(^) — 0
*

ne se trouvera renfermée entre les limites x^'x^ ; et par conséquent (voir le 

théorème I, corollaire I)

9(^0) — x(#o). — l i^i)

seront des quantités de même signe, c’est-à-dire toutes deux négatives. On 

aura donc

®( î) < x(«i)

et, par suite, à cause de %{xi  ) =  a ( x 2),

?(«l) < ?(**),

(ta) ' x t < x 2;

etc. Donc enfin les quantités

*̂û> 'F 2̂> · · ·

formeront une série dont le terme général x n, croissant constamment avec n 

sans pouvoir jamais surpasser la racine a, convergera nécessairement vers 

une limite égale ou inférieure à celte racine. Nommons l  celte limite. Comme, 

en vertu des équations (7), on a, quel que soit n,

? ( * / H - l )  = % ( ■ * « ) ,

on en conclura, en faisant croître n indéfiniment, et passant aux limites,

(13 ) · y( l )  =  x ( l ) .

La quantité / sera donc elle-même une racine de l ’équation (1); et, puisque 

celte quantité sera plus grande que x 0, sans être supérieure à la racine a,  on 

aura évidemment

(14) l — a.
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Admettons, en second lieu, que l ’équation (i) n’ait pas de racines réelles 

comprises entre x 0 et X . On prouvera encore dans cette hypothèse que le 

terme général x n de la série (6) croît constamment avec n, du moins tant 

que ce terme reste inférieur à X. En effet, tant que celte condition sera rem

plie, la différence

<p(#«) — ySx»)

sera (théorème I, corollaire I) de même signe que

?(*(>) — z(a?o),

c’es t-à -d ire  négative et, par suite, on établira comme ci-dessus les for

mules ( n ) ,  (12), . . . .  De plus, x n ne pourra converger vers une limite fixe l 

inférieure à X , puisque l ’existence de cette limite entraînerait évidemment 

l ’équation (13 ), et par suite l ’existence d’une racine réelle comprise entre x 0 

et X. Donc il faudra nécessairement, dans l ’hypothèse admise, que la valeur 

de x n finisse par surpasser la limite X .

Corollaire I. —  Les conditions auxquelles les fonctions auxiliaires <?{x), 

X(x) sont assujetties dans l ’énoncé du théorème II peuvent être remplies 

d’une infinité de manières. Mais, parmi le nombre infini des valeurs que l ’on 

peut attribuer à la fonction cp(x),  il importe d’en choisir une qui permette 

de résoudre facilement les équations (7) ,  c ’est-à-dire, en général, toute 

équation de la forme
y ( x )  =  const.

La valeur de <?{x) étant choisie, comme on vient de le dire, on calculera 

sans peine les différents termes de la série (6), et il suffira de chercher la 

limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus petite des racines de 

l ’équation (1) comprises entre x a et X .  Si ces mêmes termes finissent par 

surpasser X , l ’équation (1) n ’aura pas de racine réelle dans l’intervalle de x 0 

à X.

Corollaire IL  —  Si l ’on prend

^ o = 0 ).

et si, de plus, l ’équation (1) admet des racines positives, les quantités x t) 

x 2, . . .  seront toutes inférieures à la plus petite racine de cette espèce, et en 

fourniront des valeurs de plus en plus approchées.

Théorème 111. —  Supposons, comme dans le théorème I, que la fo 'n c tio n / (x )  

demeure continue depuis x  =  x 0 ju s q u ’à x  —  X  (X étant supérieur à x a), et
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désignons p a r  cp( x) ,  %(x)  d eu x fonction s auxiliaires également continues 

dans l ’ intervalle dont i l  s’agit, mais de plus assujetties : i° à croître constam

ment avec x  dans cet intervalle; 2° à fo u r n ir  p o u r la différence

c?{x) —  X(x)

une expression variable q u i devienne positive lorsqu’on attribue à x  la valeur 

particulière  X ,  et dem eure toujours égale, au signe près, à f { x ) .  S i  l ’équa

tion

(1) f ( x )  =  o

a une ou plusieurs racines réelles comprises entre Xç et X, les valeurs de x  

représentées par

( . 5 )  X ,  X ' ,  X " ,  X '" , . . .

et déduites les unes des autres p a r  le moyen des form ules

(.6) <p(X')=Z(X), ?(X ') =  x(X'), <p(X') =  X(X'), ...

composeront une série de quantités décroissantes dont le terme général con

vergera vers la plus grande de ces racines. S i  au contraire l ’équation (1) n’a 

pas de racines réelles comprises entre x 0 et X ,  le terme général de la série ( i 5 )  

fin ir a  p a r  s’abaisser au-dessous de x 0.

La démonstration de ce troisième théorème est tellement semblable à 

celle du second que, pour abréger, nous nous dispenserons de la rapporter 

ici.

Corollaire I. —  Parm i le nombre infini de valeurs qu’on peut attribuer à 

la fonction y ( x )  de manière à remplir les conditions exigées, il importe d’en 

choisir une qui permette de résoudre facilement les équations (16), c ’est- 

à-dire, en général, toute équation de la forme

<p(x) =  const.

La valeur de cp(x) étant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans 

peine les différents termes de la série ( i 5 ), et il suffira de chercher la limite 

vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de l ’équa

tion (1) comprises entre x 0 et X .  Si ces mêmes termes finissent par s’abaisser 

au-dessous de x„,  l ’équation (1) n’aura pas de racine réelle dans l ’intervalle 

de x„  à X.

OEuvres de C. —  S. I l( t. III. 49
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Corollaire II. — .Si, l’équation (i) ayant des racines positives, X  surpasse' 

la plus grande racine de cette espèce, les quantités X',  X", . . .  resteront 

toutes supérieures à celte même racine et en fourniront des valeurs de plus 

en plus approchées.

Scolie I. —  Si l ’équation (i) n ’a qu’une seule racine réelle a comprise 

entre x 0 et X ,  les termes généraux des séries (6) et ( i d ), dont la première 

est croissante et la seconde décroissante, convergeront vers une limite com

mune égale à celte racine. Alors, si l’on prolonge ces séries jusqu ’aux termes

x n et X<»>,

puis que l ’on prenne la demi-somme de ces deux termes pour valeur appro

chée de la racine a, l ’erreur commise sera plus petite que

2

Scolie II. —  P ou f montrer une application des principes que nous venons 

d’établir, considérons en particulier l ’équation

(17) x "1—  —1 A 2#"î-5 — . . .  —  A„,_i^ —  À,„ =  o,

m désignant un nombre entier quelconque, et

Ai f A2, * · »,. A/rt_i, A m

des quantités positives ou nulles. Comme le premier membre de celte équa- 

tion est négatif pour x  —  o et positif pour de très grandes valeurs de x ,  il en 

résulte qu’elle a au moins une racine positive et finie. De plus, cette môme 

équation, ne différant pas de la suivante

dont le second membre reste invariable, tandis que le premier décroît con

stamment pour des valeurs posilives et croissantes de x ,  n’admettra évidem

ment qu ’une seule racine réelle et positive. Soient a cette racine et A le plus 

grand des nombres
Ai, A2, * · ·, A,„_,, k m ;

enfin, désignons à l’ordinaire une moyenne entre ces nombres par la nota

tion
M(A„A2, . * ·, A„i_i, A,n).

\
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On tirera de l’équation (17), en y  faisant x  =  a, puis ayant égard à la for

mule (11) des Prélim inaires,

am=  A 1am~l +  A 2a m_2- K  ·.  +  A m_i or -+- A,„ ■

=  (a'»-1 +  a"1-2 -+-. . . +  a  +  i)M  ( A „  A s, . . . ,  A m_j, A,„)

=  M ( A . . A . . . . . . ■

el, par suite,
a m~  1

a —  i <  A·— —  <  A,
a"1

(18) « < A  +  r.

Par conséquent la racine positive de l ’équation (17) sera comprise entre les 

limites 6 et A  +  1. D ’un autre côté, comme, en désignant par

A,, a"1- ’’ et k s am~s

le plus petit et le plus grand des termes renfermés dans le polynôme

Ai a'“ - 1 +  A 2a " '- 2 4 - . .  4- A,„_i a -t- A,„,

el par n ^ m  le nombre de ceux qui diffèrent de zéro, on aura évidemment

am>  n A ra m~r, 

am< n A sam- s

et, par suite,
1

a >  («A,.)'', .

1
a <  ( n A s)s,

il est clair que la racine a sera comprise entre le plus petit et le plus grand 

des nombres

i  1 -L
(19) « A lt (/ iA ,) ! , (« A s )3, (« A m)m.

Enfin, puisque, en vertu du théorème I (corollaire I), le premier membre de 

l ’équation (17) restera négatif depuis x  —  o ju sq u ’à x  —  a,  et positif depuis 

x  —  a jusqu ’à x  —  <x>, il en résulte qu ’on pourra choisir encore pour limite 

inférieure de la racine a le plus grand des nombres entiers qui rendent néga-< 

tivc l ’expression

(20) x'»· —  A, x m~l — A iX "1- · • · · A __ t X  —  A m>
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et pour limite supérieure le plus petit do ceux qui la rendent positive. Soient 

maintenant
Xq , N

les deux limites inférieure et supérieure calculées d’après l’une des règles 

que nous venons d’indiquer. Si l ’on fait, en outre,

(2-l) o { x )  —  X m , x ( x )  A 2̂ "î_î!4 -. . . +  A m- i X -b A,„,

les théorèmes II et III seront applicables à l ’équation (17); et comme, dans 

celte hypothèse, chacune des équations (7) ou (16) se trouvera réduite à la 

forme
a?"l = c o n s t . ,

il deviendra facile de calculer les quantités comprises dans les deux séries

X V  / V  >r Y »y A  j  j\. f ./Y > · . . j

*̂3» * * · >

dont les termes généraux seront les valeurs approchées en plus et en moins 

de la racine a.

Scolie HT. —  Considérons encore l ’équation 

(22) x m -1- A 1.r"i_1 +  A 2« "!_ï-t-. . . +  A,„_i x  —  k m =  0,

m  désignant toujours un nombre entier, et

Ai, A 2, · · · ,  A„«_i, A  m

des quantités positives ou nulles, dont la plus grande soit égale à A. E11 pre-
1 ’

.nant -  pour inconnue, on pourra présenter cette équation sous-la forme sui

vante

(23)
\XJ A,,, \x

Am-V
A X

"i_2_  o
A,„ x

qui est pareille à celle de l ’équation (17). On en conclura que l ’équation (22) 

admet une seule racine positiye inférieure au quotient

( 2 4 )
A

4- I
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et que cette racine est comprise* non seulement entre la plus petite et la plus 

grande des quantités

n ^ m  représentant le nombre des termes variables renfermés dans le pre

mier membre de l ’équation (22), mais aussi entre le plus grand des nombres 

entiers qui rendent négative l ’expression

(26) æ"l +  k tx m- l -h A 2x m- - - h . . .  -t- k m- i x  —  A,„,

et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Après avoir fixé, d’après ces 

remarques, deux limites en plus et en moins de la racine en question, il 

suffira, pour en approcher davantage, d'appliquer les théorèmes II et III à

l ’équation ( 2 3 ), en y  regardant ^  comme l ’inconnue qu ’il s ’agit de déter

miner.

Scolie IV . —  Si l ’équation (1) avait deux racines réelles comprises entre 

et X , mais extrêmement rapprochées l ’une de l ’autre, les termes généraux 

des séries (6) et ( i 5 ) paraîtraient au premier abord converger vers la même 

limite, et l ’on pourrait prolonger longtemps les deux séries avant de s’aperce

voir de la différence entre les limites vers lesquelles ils convergent effective

ment. La même remarque est applicable aux séries (2) et (3 )* Par consé

quent les méthodes de résolution fondées uniquement sur le théorème I ou 

bien sur les théorèmes II et III ne sont pas propres à faire connaître, dans 

tous les cas, le nombre des racines réelles d’une équation numérique; mais 

elles fourniront toujours des valeurs aussi approchées que l ’on voudra de 

toute racine réelle qui se trouvera seule comprise entre deux limites don

nées.

Dans le cas particulier où l ’équation numérique que l’on considère a pour 

premier membre une fonction réelle et entière de la variable œ, on peut 

tout à la fois, ainsi que M. Lagrange l ’a fait voir, déterm iner le nombre des 

racines réelles et calculer leurs valeurs approchées. Pour atteindre facile

ment ce but, il convient de réduire d’abord l ’équation proposée à n’avoir que 

des racines inégales, en opérant comme il suit.

Soit

(27) P ( a . ' ) = o

l ’équation donnée. Désignons par a, b, c, . . .  ses diverses racines réelles ou
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imaginaires, et par m le degré de son premier membre, dans lequel nous 

supposerons le coefficient de la plus haute puissance de x  réduit à l ’unité. 

Enfin, soient m ' l e  nombre des racines égales à a, m" le nombre des racines 

égales à b, m”  le nombre des racines égales à c, . . . .  On aura

(28) m '+  m " +  m"r +  . . m

et

( 29 ) ¥ ( x )  —  ( x  —  a (,r —  b)"1’  ( x  — c)"1" . . . .

On en conclura, en désignant par z  une nouvelle variable,

(3o)
F (#  +  z ) «l*

Si maintenant on fait

(3 .) F(;r  +  3 ) =  F ( Æ ) + ; F 1M  +  ; ! FJ( x )  +  . . . )

et que l ’on développe les expressions

suivant les puissances ascendantes de z,  l ’équation (3o) deviendra

r +·
,F,(.r) i „F2(tf)
F (x )  ~ F(,r)

=  > +
m

—  y -j—

x  —  a

7?lf

\ m"
1 ■+■

X  —  C

x  —  a x  —  b x

puis, en égalant do part et d’autre les coefficients de la première puissance . 

de z, on trouvera

F,(.r) m' m" m"'———- = ----- ■— 1--------- 1---------- 1— . . .
F ( x  ) x  —  a x  —  b x  —  c

_m' ( x  — b) ( x  —  c). . . -r- in”{ x  —  a) ( x  —  c). . . -I- in“'(x  —  a) (x  —  b ). . . -t-. . .

( x  —  a) ( x  —  b) {x  —  c) .*. ,

Comme la formule précédente a pour dernier membre une fraction algé

brique évidemment irréductible, il en résulte qu’il suffit do diviser le pre-
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rnier membre F ( x )  (le l’cquation (27) par le plus grand commun diviseur 

des deux polynômes F(;r), F! (a?) pour ramener cette équation à la suivante

(33) ( x  — a ) ( x  —  b) ( x  —  c ) . . . =  o,

qui n’a plus que des racines inégales.

Nous ne nous arrêterons pas à faire voir comment on pourrait déduire des 

mômes principes diverses équations dont les racines, toutes inégales entre 

elles, seraient équivalentes, tantôt aux racines simples, tantôt aux racines 

doubles, tantôt aux racines triples, etc. de la proposée. Nous ajouterons seu

lement ici quelques remarques relatives au cas où Ton suppose immédiate

ment toutes les racines de l ’équation (27) inégales entre elles. Chacun des 

nombres ni', ni", n i . . .  se réduisant alors à l ’unité, on tire la formule (3 2 )

( 34 ) F ( (x) =  (x  — b) (x  —  c) . . .  4 - (x  —  a) (,r —  c) . . .  4- (x  —  a) {x —  b) . . .  -t- . . . ,

et, par suite,
I Fi {a) —  {a — b) (a — c ) ,

(35) | F 1(ô) =  ( ô —  a ) { b  —  c ) . . . ,

) F i(c )  =  (c —  a ) ( c  — b ) . . . ,

( 3 6 ) F , (a )  F i(ô )  F , ( c ) . .  . =  (—  1) 2 {a -  b)* (a -  c)1 . . . (b  -  c)2. . . .

Ainsi, dans l ’hypothèse admise, le produit des carrés des différences entre 

les racines de l ’équation (27) sera équivalent, abstraction faite du signe, au 

produit
F . ( « ) F . ( ô ) F 1( c ) . . . ,

et par conséquent au dernier terme de l ’équation en æ que fournit l ’élimina

tion de x  entre les deux suivantes

( 37) F ( « )  =  o, 5 —  F ^ ^ o ;

de sorte que, en appelant II la valeur numérique de ce dernier terme, on 

aura

( 3 8 ) (a —  b)- {a — c)2. . .  {b c )2. . . =  ±  II.

Dans la même hypothèse, les valeurs de F i ( a ) ,  F ^ ô ) ,  . . .  données par les 

formules ( 35 ) n ’étant jamais nulles, si l ’on désigne par a une racine réelle  de 

l ’équation (27), i] suffira d ’attribuer au nombre a des valeurs très petites pour
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que les deux quantités

F ( « H - cî) =  a. Fi  ( a ) - f - a a F 2 ( a ) - h . . . ,

F ( a  —  a) = —  a F j  (a)  -4- a 2 F2(a) —

soient de signes contraires. De plus, si l ’on représente par x 0, X  deux limites 

inférieure et supérieure entre lesquelles la seule racine réelle a se trouve 

comprise, en vertu du théorème I (corollaire I), F ( X )  sera de même signe 

que F ( a - t - a ) ,  F ( x 0) de même signe que F ( a  —  a),  et par suite les deux 

quantités
F (*o ),  F ( X )

seront de signes contraires.

Lorsque l ’équation (27) n ’a pas de racines égales, ou qu’elle a été débar

rassée de celles qu ’elle pouvait avoir, il devient facile de déterminer pour 

celte équation, non seulement deux limites entre lesquelles toutes les racines 

réelles se trouvent renfermées, mais encore une suite de quantités qui, prises 

deux à deux, servent de limites respectives aux différentes racines de cette 

espèce, et enfin les valeurs aussi approchées- que l ’on voudra de ces mêmes 

racines. C’est ce que nous allons établir, en résolvant l ’un après l ’autre les 

trois problèmes suivants.

P roblème I. —  Déterm iner d eu x limites entre lesquelles toutes les racines 

réelles de l ’équation

( » 7 ) F (or) =  o

se trouvent renferm ées.

Solution. F(æ ) ôtant par hypothèse un polynôme réel, du degré m par 

rapport à x ,  et dans lequel la plus haute puissance de x  a pour coefficient 

l ’unité, si l ’on désigne les coefficients successifs des puissances inférieures 

par
au 2̂> · · a m — j y

et les valeurs numériques de ces mêmes coefficients par

X-li X-2» · * *ï X»l —1, A,„,

on aura identiquement

F(a;) —  x m+  a l x m-'l -±- ai x m—2 +  . .'.4- t x-+· am

=  x m±  A l x " ’~l ±  A 2« "!-Si f c . . , ± A * - i * ±  A m,
(39)
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Soit maintenant k  un nombre supérieur à la racine positive unique de l ’équa

tion (17) (théorème III, scolie II). Le polynôme (20) sera positif toutes les 

fois qu’on supposera x l k .  Par suite, il suffira d’attribuer à x  une valeur nu

mérique plus grande que le nombre k, pour que la somme des valeurs numé

riques des termes

Ai x m̂ ,  A%xm 2, · * >, Am—\Xy A ni

devienne inférieure à la valeur numérique de x m. Il en résulte que le premier 

membre de l’équation (27) ne pourra jamais s’évanouir, tant que la valeur de 

x  sera située hors des limites

—  k, +/c.

Donc toutes les racines positives ou négatives de l’équation (27) seront com

prises entre ces mêmes limites.

Scolie  /. —  Le nombre k étant assujetti à la seule condition de surpasser 

la racine positive de l’équation (17), oh peut le supposer égal soit à la plus 

grande des expressions (19), soit au plus petit des nombres entiers qui, sub

stitués à la place de x  dans le polynôme (20), donnent un résultat positif.

Scolie II. —  On peut aisément s’assurer que le nombre k , déterminé 

comme on vient de le dire, est supérieur, non seulement aux valeurs numé

riques des racines réelles de l ’équation (27), mais encore aux modules de 

toutes les racines imaginaires. En effet, soit

x  =  r ( c o s i  H- y/—  i s in i )

une semblable racine. On aura en m êm e temps les deux équations réelles

( 4o)
( r m cósn/í rfc: Ai r"1- ' cos(/n -  

( ±  A, Z'"'-2 c o s ( m -

+i

'Z*' 
<M 

1 
1 . . ± A m- i r c o s t ± L A ,

( 4 0
( r m sin mt  dz A, r™“ 1 sin (m -  

! ±  A 2r"1-2 sin(m  -

-  l ) t  

- 2 )t  -+■ . . . + A m 1 r  s in i

et, en ajoutant la prem ière équation multipliée par c.osmt à la seconde mul

tipliée par s in w i,  on en conclura

( 4 0
/’"‘i:  A i )·”1- 1 cosí

±  A C0S2 1 ± . . .  ±  A,n_, r cos(m —  i ) t  ±  A m cosmt =  o.

Or il est clair q u ’on ne saurait satisfaire à celte dernière équation en suppo- 

OEuvresde C . ~  S. II, t. III. 5o
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sant r  >  k, puisque dans cette hypothèse la valeur numérique de /■ '« surpasse 

la somme des valeurs numériques des termes

A r » - l  A w«—2 A r  Al '  9 9 *··> — i ' 5

et à plus forte raison la somme des valeurs numériques que ces mêmes termes 

acquièrent lorsqu’on les multiplie par des cosinus.

Scolie III. —  En comparant avec le polynôme (26) les premiers membres 

des équations (27) et (4o), on prouverait facilement que, si l ’on désigne par 

g  un nombre inférieur à la racine positive unique de l ’équation (22), g  sera 

une limite inférieure, non seulement aux valeurs numériques de toutes les 

racines réelles de l ’équation (27), mais encore aux modules de toutes les 

racines imaginaires. C’est ce qui arrivera, par exemple, si l ’on prend pour g  

la plus petite des expressions (2 5 ), ou le plus grand des nombres entiers qui, 

substitués à la place de x  dans le polynôme (26), donnent un résultat négatif. 

Le nombre g  étant déterminé comme on vient de le dire, toutes les racines 

positives de l ’équation (27) se trouveront comprises entre les limites

+  g , H“

et les racines négatives de la même équation entre les limites

Scolie IV .  —  Lorsqu’on se propose seulement d’obtenir une limite infé

rieure à la plus petite des racines positives ou supérieure à la plus grande, on 

peut quelquefois y  parvenir en s’appuyant sur le corollaire du théorème XV II 

(Note précédente). Supposons, en effet, que tous les termes du polynôme 

F(;r), à l ’exception d’un seul, soient de môme signe. L ’équation (27) prendra 

la forme suivante:

( 4 3 )
x m-+- A , x m~l +  A s_, x"'~ s+l

■ +- A j+j + . , .  4- A ,,,-, x  -+- A,B =  A i a?"

Soit maintenant n lé nombre des termes qui dans le premier membre de 

l ’équation (4 3 ) ne se réduisent pas à zéro, et

Barl*

la moyenne géométrique entre ces termes, B désignant la moyenne géom é

trique entre leurs coefficients. En vertu du corollaire du théorème X V II 

{Note II), toute valeur réelle et positive de x  propre à vérifier J ’équation pro-
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posée, ou, ce qui revient au môme, à lui servie do racine, satisfera nécessai
rement à la condition

nHxV·,

et, par conséquent, à l’une des deux suivantes

(44)

(45)

x >

x <

nB
Â7

1
m—s — (J.

A,
n 13

1

savoir, à la première, si m  —  s  surpasse p, et à la seconde, dans le cas con

traire. Il est bon d’observer que, si le nombre s s’évanouit, A* se réduira au 

coefficient de x m, c ’est-à-dire à l ’unité.

Scolie V. —  Il est encore facile d’obtenir deux limites, l ’une inférieure, 

l ’autre supérieure aux racines positives de l ’équation (27), par la méthode 

que je  vais indiquer. On observera d’abord que toute équation dont le pre

mier membre n’offre qu’une variation de signe, c ’est-à-dire toute équation 

qui se présente sous la forme

A„Xm -+- kiX"l~l -t- . . . — A,tXm- n — A„+1 tvm-n-l _____ 0 

ou sous la suivante

—  A0X m —  À i X m~ l —  . . . -+- A nX m~ n -t- A „ + , x m - n - l  =  0 ,

Ao, A„ . . . ,  A n, A n + u  . . .  désignant des nombres quelconques, n’admet 

qu’une racine positive, évidemment égale à la seule valeur positive de x  

pour laquelle la fraction

Ar,xn -’r- A iX n~l A jX '1̂ - ^ .  . ■

A« +  A«+l ( “ ') +  A«+2 (^ )  +  ···

qui croît sans cesse depuis x = o  ju s q u ’à x  =  œ, puisse se réduire à l ’unité. 

P ar  conséquent le premier membre d’une semblable équation aura le  même 

signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de x  

sera supérieure à la racine dont il s’agit, ou comprise entre zéro et cette 

même racine. Cela posé, concevons que, dans le polynôme ( 3g), — A sx s soit 

le premier terme négatif après x m, - t-A a« !i le premier terme positif après 

—  A sx s, —  A vx v le premier terme négatif après A ux n, + A wx w le premier

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



396 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

terme positif après —  k vx v) m  ̂ en sorte qUe l ’équation (27) devienne

X ' n _|_ x m - 1  4 -  . , .

k s Xm~s A i+1 —  . . . 4 -  X a  x m - n  4 .  A K+1 x ' » - « · - 1 4 -  . . .

k l/Xm~{l A„+1 X'n~v-1 _  _ _ __J_ ^ wX'n—w_]r k tv+lXm~w~l 4- . . . ±  A„t= 0 .

On conclura des remarques précédentes, que toute valeur positive de x  propre 

à vérifier 1 équation (27) doit être : i° inférieure à la plus grande des racines 

positives des équations

x m + A 1a;"i -i + . . .  — k sx m~s — k s^ x ’n- ^  —.. . =  0 ,
A ;(.-r"l- “ +  k u+ix»‘- u - i  +  , . k l>x m- v—  kv+ix»1-'’- 1 — . .  . =  0,

20 supérieure à la plus petite de ces mêmes racines, lorsque A ire est précédé 

du signe — , et, dans le cas contraire, à la plus petite des racines positives 

des équations de la forme

—  k s X m~s — k s+l x m -s - t  _ , . , 4 - A „  X"1-«· 4- A „-H X"‘ - U~l o,

— k vx m~ v~  A„+1;r'»-<'-1 — . . .  h k wx m~w +  k w+iXm- w- '  - K . . =  0,

Quelquefois les deux conditions qu ’on vient d'énoncer s ’excluent mutuelle

ment, et alors on peut affirmer que l ’équation (27) n ’a pas de racines posi

tives.

P roblème I L  —  Trouver le nombre des racines réelles de l'équation (2 7 ) ,  

avec une suite de quantités qui, prises deux à deux, servent de limites à 
ces mêmes racines.

Solution. —  Nous supposerons l ’équation (27) réduite à n’avoir que des 

racines inégales. Alors, si l ’on désigne par k (voir le problème précédent) une 

limite supérieure aux valeurs numériques de toutes les racines réelles, par h 

un nombre moindre que la plus petite différence entre ces racines, enfin par 

kly k,_, . . . ,  k,t d’autres nombres tellement choisis que, dans la suite

( 46 ) k y kiy /c2, . · · ,  klly o ,  kliy . . . ,  /f2, ki, ky

la différence entre un terme et celui qui le précède soit toujours une quantité 

positive égale ou inférieure à hy il est clair que deux termes consécutifs de la 

suite ( 46 ) ne comprendront jam ais entre eux plus d’une racine réelle. D ’ail

leurs, lorsqu’on substitue à la place de afdans le polynôme F ( x )  deux quan-

x
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tités entre lesquelles une seule racine réelle au plus se trouve renfermée, les 

résultats obtenus sont de môme signe ou de signes contraires; pour parler 

autrement, la comparaison de ces deux résultats offre une permanence de 

signe, ou une variation de signe, suivant qu’il n ’existe pas de racine réelle, 

ou q u ’il en existe une entre les deux quantités dont il s ’agit. Par conséquent, 

si l ’on prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la 

variable x, et que l ’on forme la suite des valeurs correspondantes du poly

nôme F ( îc), cette nouvelle suite offrira précisément autant de variations de 

signe que l ’équation (27) a de racines réelles, et chacune de ces racines sera 

comprise entre deux valeurs consécutives de æ qui, substituées dans F ( æ), 

donnent des résultats de signes contraires. Ainsi toute la difficulté consiste à 

trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y  parvient de la ma

nière suivante.

Désignons >̂ar H la valeur numérique du dernier terme de l ’équation en z 

que fournit l ’élimination de x  entre les formules (37). Le nombre H, ainsi 

qu’on l ’a déjà remarqué, sera équivalent (abstraction faite du signe) au pro

duit des carrés des différences entre les racines réelles ou imaginaires de
1.

l ’équation (27). P ar  suite II2 sera équivalent au produit des modules de ces 

différences (le module de chaque différence réelle n ’étant autre chose que sa 

valeur numérique). Cela posé, soient a, b deux racines distinctes de l ’équa

tion (27). Si ces deux racines sont réelles, chacune d’elles ayant alors une va

leur numérique inférieure à k, la valeur numérique de leur différence, c’est- 

à-dire la différence ou la somme de leurs valeurs numériques, ne surpassera 

jamais 2 k. Si, au contraire, chacune de ces racines ou l ’une d’elles seulement 

devient imaginaire, on pourra, en désignant par r 2 leurs modules, et par 

ii, i2 deux arcs réels, supposer

a =  ( cos 11 -1- \J—  1 sin í, ),

A =  r , ( c o s í , +  v ^ s i n í1). !
et l ’on en déduira

a —  b —  i\ cosí,  —  /'2 COSÍ2+ (/’, s in í,  —  r 2 s in i2) \J—  1 ,

1

mod. (a — b) =  [(/·, cosí, — /’2 cosi2)2 +  (/', sini, — r, sini2)2]2
1 ‘ i

=  [  r ? —  2 /·, r 2 cos ( i, —  i2 ) +  ] 2 <  ( r \  2 /·, /■ „ 4- r \  ) 2.

mod. (a —  <  f i  - Wi>
On aura donc 

et, par suite,

(47) mod. (a — b) <  %k,
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pourvu que le nombre k ait été choisi, comme dans le premier problème, 

de manière à surpasser, non seulement les valeurs numériques de toutes les 

racines réelles, mais encore les modules de toutes les racines imaginaires. 

On prouvera de même que chacune des différences

a —  c, . . . ,  b —  c,

a pour module un nombre inférieur à 2k, et l ’on en conclura que, si, après

avoir formé tous les modules de celte espèce en nombre égal à mS m-— ->

on met de côté l’un d’entre eux, par exemple le module de la différence 

a —  b, le produit de tous les autres sera un nombre inférieur à l’expression

?n(m — 1 )
(2 k) 2 *.

Donc, si l ’on multiplie celte expression par le module de la différence a —  b, 

on trouvera un résultat plus grand que le produit des modules de toutes les
X

différences, c ’est-à-dire un résultat plus grand que H2. En d ’autres termes, 

on aura
m  ( m  — 1 )

( 2 à- ) x  mod. (a  —  b) >  I P

ou, ce qui revient au m êm e,

(48 ) m o d .( a — ¿>)>
H 2

m ( m — 1 ) t
(2 k) 2

Lorsque les racines a et b sont réelles, le module de la différence a —  b se 

réduit à sa valeur numérique. Par conséquent on obtiendra un nombre h in

férieur à la plus petite différence entre les x’acines réelles de l’équation (27), 

si l ’on pose

( 4 9 ) I l r r H2

(2k)
m ( m — 1 )

Scolie I. —  Il serait facile de prouver que, si chacun des nombres Aj, 

A s, . . . ,  A,» (problème I) est entier, le nombre II le sera également. Par 

suite, dans cotte hypothèse, le nombre II, qui ne peut s’évanouir tant que les 

racines de l ’équation (27) restent inégales entre elles, aura une valeur égale 

ou supérieure à l ’unité. Cela posé, la formule ( 4 8 ) donnera

(ôo) mod. (a —  ô ) >

(2k) 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE III. 399
et Ton en conclura que, pour oblënir un nombre h inférieur à la plus petite 
différence entre les racines, il suffit de prendre

( 5 0

Scolie II. —  Soit

h —
i

m ( m  —  11

,(2 k) 1
1

(52) Z “ o

l ’équation en 3 que fournit l ’élimination de x  entre les formules (37). Si, 

par la méthode ci-dessus indiquée (problème I, scolie IÏI), on détermine 

une limite G inférieure aux modules de toutes les racines réelles ou imagi

naires de l ’équation (52 ), on aura, en désignant toujours par Z>> c, . . .  les 

racines de l ’équation (27),
mod, F, (a)  >  Gs

ou, ce qui revient au môme [rioir les équations (3 5 )], 

mod. (a —  b) (a  —  c ) . .  . >  G.

G
On en conclura

mod. (a  —  b) >
mod. (a  —  c ) . . .

G

et, par suite,

( 5 3 ) m o d .(a  —  5 ) >
' ' K (2 2

puisque les différences

(2 k)" 

a —  b, a —  c,

qui .renferment la racine a combinée successivement avec toutes les autres, 

sont au nombre de m —  1, ou, si Ton met de côté la différence a —  b, au 

nombre de ni — 2. Cela posé, il est clair que le nombre h satisfera encore 

aux conditions requises, si Ton prend

(5 4 ) h — G
(2/c)'"-2‘

Scolie III .  —  Après avoir déterminé h par Tune des méthodes précédentes, 

on pourra choisir pour la suite des nombres

kif A"2, . . . ,  kn

une progression arithmétique décroissante dont la différence soit égale ou 

inférieure à h, en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui
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restent compris entre les limites o, k. De plus, si l ’on désigne par g  (voir le 

problème I, scolie III) une limite inférieure aux valeurs numériques de 

toutes les racines réelles do l ’équation (27), on pourra évidemment dans la 

suite (46) supprimer tous les termes positifs ou négatifs dont les valeurs 

numériques sont plus petites que g , en écrivant à la place les deux seuls 

termes
___ c r  _ l_  crO 9 > Ô *

La suite (46) étant modifiée comme on vient de le dire, on substituera suc

cessivement dans le polynôme F (.r)  : i° les termes négatifs de celle  suite 

depuis — k  jusqu’à —  g ;  20 les termes positifs depuis +  g· ju s q u ’à + / c ,  et, 

toutes les fois que deux termes consécutifs de la première ou de la seconde 

espèce fourniront des résultats de signes contraires, on sera certain qu’une 

racine réelle, négative dans le premier cas, positive dans le second, est ren

fermée entre ces deux termes.

Scolie IV . —  Lorsque, par un moyen quelconque, on a déterminé, pour 

l ’équation (27), une valeur approchée en plus ou en moins de la racine 

réelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la même racine 

une valeur approchée en sens contraire, et fixer deux lim ites, l ’une plus 

grande que les racines réelles inférieures à a ,  l ’autre plus petite que les 

racines réelles supérieures, en. s’appuyant sur la proposition que je  vais 

énoncer.

Représentons à l ’ordinaire p a r
\

F i ( æ), F , ( * ) ,  F3( æ0 , . . .

les coefficients des prem ière, deuxièm e, troisième, . .  . puissances de z dans le 

développement de F(a; -t- s) ; p a r  a, b, c, . . .  les diverses racines de l ’équa

tion (27), et par k un nombre supérieur à leurs modules. Supposons en outre 

que, la quantité \ étant une valeur approchée de la racine réelle a, la  d iffé

rence a — \ et la quantité a déterm inée p a r  l ’équation

( 5 5 ) C L —  —
F(g) 

F, (1 )

soient assez petites, abstraction fa ite  des signes, pour que, dans le polynôm e

( 56) F 1(^ )-f-2 ( 2 a ) F 2(^ )-t-3 ( 2 a ) 2F 3(^)-4- 4 ( 2 a ) s Ft (^ )-h · . . . ,

la valeur num érique du prem ier terme surpasse la somme des valeurs numé

riques de tous les autres. E n fin  désignons par  G un nombre in férieu r à
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l ’excès de la prem ière valeur num érique sur la somme dont i l  s’agit. On sera 

certain : i° que la racine réelle a se trouve seule comprise entre les limites

l, 1 +  2 «;

2° que la différence a —  b ou b —  a entre la racine a et une nouvelle racine 

réelle b ne peu t surpasser

(»7)
G

(2 A·)"1- 2'

Pour démontrer la proposition précédente, nous observerons d’abord que 

dans l ’hypothèse admise le polynôme (5 6 ) étant de même signe que son pre

mier terme, on pourra en dire autant a fo r tio r i  des deux polynômes

{ - 3 F 1(0  +  (2« )F2( ? ) - ( 2 ar-F3Ù) +  (2«)3F4(? ) - . . . ,
I F 1( 0  +  ( 2 a ) F 2(£) +  ( 2 « r - F 3(£) +  ( 2 « ) 3 F 4 ( S ) + . . . ,

qu’on obtient en développant les fractions

F ( $ - a a )  ' F ( S + a a )------------, ------------
<X oc

suivant les puissances ascendantes de a, et ayant égard à l ’équation ( 55). Par 

suite, les premiers termes des deux polynômes étant de signes contraires, il 

en sera de même des deux fractions et de leurs numérateurs

F(£ — 2 a),  F (£ -t-2 a ) .

Il y  aura donc au moins une racine réelle de l ’équation (27) entre les limites

£ — 2 a, £ +  2 a.

J ’ajoute qu’il n ’y en aura q u ’une; et, en effet, il est facile de voir que, si plu

sieurs racines réelles étaient renfermées entre ces limites, en désignant par 

a et b deux semblables racines prises à la suite l ’une de l ’autre, on trouverait 

pour les valeurs des expressions

F l (a)  —  (a —  b ) ( a  —  c ) . . . ,

F l (b) — (b —  c ) ( b  —  a ) .

\

deux quantités de signes contraires. P ar  conséquent l’équation

(59)
5 iOEuvres de C. — S. U, t. III·

F , ( x )  =  o
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aurait une racine réelle comprise entre a  et b , laquelle serait de la forme

la quantité z  étant renfermée entre les limites — 2«, + 2 « .  Or c ’est ce qu'on 

ne peut admettre; car, si l’on remplace dans la formule (3 i) z  par y  +  z, et 

que l ’on développe le premier membre de cette formule ainsi modifiée sui

vant les puissances ascendantes de y , on en tirera

F(a;-t-s) +  j ,F1(;r4-,s)-l-...

—  F (a?) +- (7  +  - )  F i ( * )  +  ( y  -+- -=)2 F»(®) -+-··· .

puis, en égalant de part et d’autre les coefficients de la première puissance 

de y ,

(60) F, (æ -+- z)  =  F ,(.z)  4 - 2z  Fj(ar) -t- 33J F,(ar) -t- 4 s3 F4(a?) -t-. . . .

Par suite, le développement de

(61) F,(£ +  *) 

deviendra

(62) F 1( 0 H - a s F î ( 0  +  35 *F,($) +  4 «, F4( Ç ) + . . . ;

et, comme dans le polynôme ( 56 ) la valeur numérique du premier terme sur

passe la somme des valeurs numériques de tous les autres, il en sera de môme 

a fo r tio r i  du polynôme (62), tant que la valeur numérique d e s  sera supposée 

inférieure à celle de 2a. Il en résulte que, dans cette hypothèse, l ’expres

sion (61) ne saurait s’évanouir. Donc l ’équation ( 5g) n ’a pas de racines réelles 

comprises entre les limites \ — 2«, Ç +  a « ;  et l ’équation (27) n’cn a qu ’une 

entre ces limites. La racine dont il s’agit est nécessairement celle qui s’ap

proche le plus de la quantité £, et que nous avons désignée par a. D'autre 

part, comme la fraction
F(^ +  2«)
-------------------  ,

. a

équivalente au second des deux polynômes ( 5 8 ), est de môme signe que le 

premier terme de ce polynôme, savoir

«*
F(i-) et F (£ -t-2 a )

on doit en conclure que
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sont deux quantités de signes contraires, et que la racine a se trouve res

serrée entre les deux limites
£> £ +  2a.

Quant à la seconde partie de la proposition ci-dessus énoncée, elle est une 

conséquence immédiate du scolie II, puisque la quantité G restera évidem

ment inférieure, abstraction faite du signe, au polynôme (62), c’est-à-dire 

au développement de F ^ ij- f - s ) ,  tant que la valeur numérique de z ne sur

passera pas celle de 2a, et par conséquent inférieure à la quantité F ^ a )  

qu’on déduit de Ft ( Ç -t- z), en posant

Il suit d ’ailleurs de cette seconde partie que les racines réelles plus grandes 

que a sont toutes supérieures à la limite

(6 3 ) ci H-
G

(2

et les racines réelles plus petites que a inférieures à la limite

(64 )
G

(2

Phoblèiie III. —  Trouver les valeurs aussi approchées que l ’on voudra des 

racines réelles de Véquation  (27).

Solution. —  On commencera par déterminer, à l ’aide du problème précé

dent, deux limites, l ’une en plus et l ’autre en moins, de chaque racine réelle 

et positive. Supposons en particulier que la racine a soit de celte espèce, et 

désignons par x 0, X  les deux limites inférieure et supérieure à cette racine. 

Si l ’on forme deux sommes différentes, la première avec les termes positifs 

du polynôme F(a?), la seconde avec les termes négatifs pris en signe con

traire, celle qui sera la plus petite pour x  —  x „  deviendra la plus grande pour 

x  =  X . Représentez celte somme par cp(x)_ et l ’autre par %{x) .  Les deux 

fonctions entières <p(x), x (x)  jouiront des propriétés énoncées dans les théo

rèmes II et III; et, par suite, si la fonction cp(x) est telle qu ’on puisse facile

ment résoudre les équations de la forme

ep(x) —  const.,

les formules (7) et (16) fourniront immédiatement des valeurs de plus en
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plus approchées de la racine a. C’est ce qui arrivera, par exemple, toutes les 

fois que la fonction cp(x) se présentera sous la forme

B(îc +  C)'‘ +D ,

B, C, D étant trois nombres entiers quelconques, et n un nombre entier égal 

ou inférieur à puisqu’alors on obtiendra les termes successifs des sé

ries (6) et ( i 5 ) par des extractions de racines du degré n, Si la fonction o(x) 
n’est pas de la forme que nous venons d’indiquer, on pourra facilement l’y  

ramener, en ajoutant aux deux membres de l ’équation

?(#)=X(aO

un polynôme entier >]'(■ *) dont tous les termes soient positifs. En effet, il est 

clair que les valeurs de 9 ( x )  et de x(x ) ,  modifiées par l’addition d’un sem

blable polynôme, conserveront toujours les mêmes propriétés. On peut, au 

reste, attribuer au polynôme une infinité de valeurs différentes. Suppo

sons, par exemple,
<p(a;) —  j ; ’ - ! - 3 a ;2 - t - 8 .

La valeur de 9 (x),  modifiée par l ’addition du polynôme deviendra

( x  -t- i )3+  7,

si l ’on suppose
i|/(a;) =  3 x ,

ou bien
( x  -b 2 )3,

si l ’on suppose
ip(a;) —  3 x* 1 2  x k,

etc. Il est bon de remarquer à ce sujet : 1" qu’on peut toujours choisir la 

fonction entière de manière à obtenir l ’unité pour le nombre B ;  20 que, 

dans beaucoup de cas, l ’un des nombres C, D se trouvera réduit à zéro.

Après avoir déterminé par la méthode précédente les racines réelles et 

positives de l’équation (27), il suffira évidemment pour obtenir ses racines 

négatives de chercher par la même méthode les racines positives de l ’équa

tion

( 6 5 ) F ( —  x ) —  o.

Scolie. —  Outre la méthode d’approximation que nous venons d’indiquer, 

il en existe plusieurs autres, parmi lesquelles on doit remarquer celle de 

Newton. Elle suppose que l ’on connaît déjà une valeur approchée \ de' la
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racine que l’on cherche, et consiste à prendre pour correction de cette valeur 

la quantité « déterminée par l ’équation

( 55 ) F(S),· 
"  F .(0 ‘

Toutefois, celte dernière méthode n’étant pas toujours applicable, il importe 

d’examiner dans quels cas on peut l ’employer. Nous allons établir à ce sujet 

les propositions suivantes :

T héorème IV. —  Supposons que, a. désignant l ’une quelconque des racines 

réelles positives ou négatives de l ’équation  ( 2 7 ) ,  et \ une valeur approchée de 

cette racine, on déterm ine oc p a r le moyen de l ’équation (5 5 ). S i  a. est assez- 

petit, abstraction fa ite  du signe, p o u r que dans le polynôm e ( 56 ) la valeur  

num érique du prem ier terme surpasse la somme des valeurs num ériques de 

tous les autres, alors, des d eu x  quantités

<1 +  O C ,

la  seconde sera p lus approchée de a que la prem ière.

Démonstration. —  Nous avons déjà vu (problème II, scolie IV) que, dans 

l ’hypothèse admise, la racine a se trouve seule renfermée entre les limites

£ +  2 a.

Cela posé, si l ’on prend

(66) a —  \ - f  s,

z  sera une quantité comprise entre les limites o, 2a, et propre à vérifier 

l ’équation
F ( t  +  z)  =  o

ou, ce qui revient au même, la suivante :

(67) F(Ç) +  i F 1( $ ) + * » F , ( Ç ) + . . - = o ·

Si maintenant on fait, pour plus de commodité,

( 68 )
F , ( $ ) + * F , ( g ) +  ■ ■  

F ,U )

et que l ’on ait égard à la formule (5 5 ), l’équation (67) deviendra

(69) z  —  <x +  q z 2.
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On aura, par suite,

(70) î! =  $ + î  =  ̂  +  « +  5';!; '

d’où il résulte que, en prenant £ +  a  au lieu de £ pour valeur approchée de a, 

on commettra une erreur égale, non plus à la valeur numérique de s, mais à 

celle de q z 2. D ’ailleurs, le polynôme ( 56 ) étant de même signe que son pre

mier terme Fi(£), les deux polynômes .

I F t (£) -H 2(2«)  F2(£) +  2 ( 2 « ) ~ F 3(£) . . =  (l — 4a? )F , ( £ ) ,

71 | F l ( 5 ) - a ( 3 a ) F 1( Ç ) - a ( a « ) a F i ( Ç ) - . . . =  ( H - 4 « 7 ) F 1( 0

jouiroht évidemment de la même propriété ; ce qui exige que la valeur numé

rique de 2<xq, et a fo r tio r i  celle de q z, restent inférieures à On en con

clura immédiatement que la valeur numérique de q z 2 est inférieure à celle 

de Ainsi des deux erreurs que l ’on commet en prenant

\ et \ -4- a

pour valeurs approchées de a, la seconde est plus petite que la moitié de la 

première.

Scolie I. —  Comme on tire de l ’équalion (69)

• a
Z----------J

1 —  q z

et que la valeur numérique de q z  est. inférieure à on est assuré que la 

valeur de 5 restera toujours comprise entre les limites

2
2 a, 2 a.

Scolie IL — En résolvant l’équation (69) comme si la valeur de q était 

.connue, on Irouvc

_ 1 ±  \ji — t\ a q _ 2 a

2 7 1 rp y/1 —

Le radical y/i — 4 « 7  est ici affecté d ’un double signe. Mais, puisque la valeur 

de  ̂ doit rester plus petite que celle de 2 a, il est clair, qu’on devra préférer 

le signe inférieur. On aura donc

2a

1 -t- \j\ —  4 « 7
( 7 2 )
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Cela posé, si l’on nomme ÿ 0, Q, deux limites dont l ’urïe soit inférieure et 

l'autre supérieure à la quantité q déterminée par la formule (68), on con-' 

d ura  de l ’équation (72) que la valeur exacte de·^ est comprise entre les 

deux expressions

(„3) ■ ' 2g 2(*
i +^/i — 4 <xqo I H- \/1 — 4 Q

Par conséquent celle valeur renfermera tous les chiffres décimaux communs 

aux deux expressions réduites en nombres.

Scolie III. —  Supposons que des deux quantités q0, Q la seconde ait la 

plus grande valeur numérique, et que cette valeur numérique soit inférieure 

à l ’unité. Alors, si la différence a —  % =  z est, abstraction faite du signe, plus 

petite qu’ une unité décimale de l ’ordre n, c ’est-à-dire si l ’on a

(74) val. num. s <  j  ,

la différence
a —  (£ +  «) =  q z*

sera plus petite, abstraction faite du signe, qu’une unité décimale de 

l ’ordre 2n; en sorte qu’on trouvera

/ J \2»
(76) val. num. q z * <  ( —  j  ·

Ainsi, en prenant ¡Z +  a au lieu de ■£ pour valeur approchée de la racine a, 

on doublera le nombre des décimales exactes.

Si l ’on supposait la valeur numérique de Q inférieure, non seulement à 

l ’unité, mais encore à 0,1, on conclurait de la formule (74)

/ 1
val. num. q z * <  I —  I

Plus généralement, si l ’on suppose cette valeur numérique inférieure à 

} r  désignant un nombre entier quelconque, la formule (74) entraî

nera la suivante

(76) val. num. qz*< .

Enfin, si la valeur de Q est supérieure à l’unité, mais inférieure à (10)'', on
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trouvera

(77) val. num. q z * <
10

Scolie IV . —  L ’erreur que l ’on commet en prenant £ +  « pour valeur 

approchée de a, ou la valeur numérique du produit qzî, peut elle-même se 

calculer par approximation. En effet, si l ’on a égard à l’équation (69), on 

trouvera
qz*·—  q(tx -+- qz*)*—  qot}+ (2<x)qi z i +  q 3z l>.

Or, supposons la valeur numérique de 20c, par conséquent celle de z, infé

rieure à > et la valeur numérique de Q, par conséquent celle de q,

inférieure à (io)^', n et r désignant deux nombres entiers. On aura évidem
ment

/ 1 \3
val. num. (2 <x)qiz’-<  i — \

j \3w±2r

et

val. num.
ï \4w±3/·

■ ***»<: (- N \I0,

De plus, si la valeur numérique de la fraction

(78)
F , ( $ ) + s - F 4(Q 

Fi (Ç)

est reconnue inférieure à (io)+s, s désignant encore un nombre entier, on 

pourra prendre

Fi (O

pour valeur approchée du terme qcâ, sans craindre une erreur plus consi

dérable que

,1°,

F (?)
Par suite, si l ’on choisit £ -4- a —  a2 > au lieu de £ 4 - a, pour valeur 

approchée de la racine a, c ’est-à-dire si l ’on pose

(79) a —  £ - ha- 2 F2 (£)
F . ( 0 ’

l’erreur commise sur la racine n ’affectera plus que les unités décimales de
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l ’ordre marqué par le plus grand des trois nombres 

3 n ±  s, 3 n ±  2 r,  4 n ±  3 r.

Dans le cas particulier où la valeur numérique de Q est inférieure k > 

et celle de la fraction ( 78) à > la nouvelle erreur devient plus petite que

11 suffit donc alors de substituer le second membre de l ’équation (79) k 

la quantité £ pour tripler le nombre des chifjres décimaux ‘exacts dans la 

valeur approchée de a. C’est ce qui arrive encore, à très peu près, quand 

le nombre n  devient très considérable. Ces résultats sont conformes k ceux 

que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage récemment publié k Londres, 

et qui a pour titre.: Essay on invocation and évolution, etc.

T h é o r è m e  V . —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précé

dent, concevons que le prem ier term e du polynôm e  ( 5 6 ), c’est-à-dire du p o ly 

nôme qui représente le développement de F t (£ +  2 a ) ,  ait une valeur num é

rique supérieure, non seulem ent à la somme des valeurs num ériques de tous 

les autres termes, mais encore au double de cette somme. Alors, si l'on désigne 

par \\ une quantité comprise entre les lim ites

t   ̂+  2«,

la seconde des d eu x  quantités

lu
,  Γ (ξ ,)

F ΛΙΑ

sera p lu s approchée de a que la prem ière.

Dém onstration. —  P ou r  établir la proposition qu’on vient d ’énoncer, il 

suffit de faire voir que la valeur numérique de la différence

est supérieure à celle de
« —  ξι

ξ . ) -
F ( a ) - F ( g , )

F . t f . )

ou, ce qui revient au même, que la fraction

F ( a ) - F ( Ç t)

a - h
F] ( h )

52OKuvres de C. —  S. H , t. III.
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a une valeur numérique inférieure à l ’unité. Représentons par ~  cette même 

fraction. II suffira de prouver que

v —  u et p +  ii, 

c ’est-à-dire, en d’autres termes,

(80) F ( a )  —  F(£,) et 2 F i ( ^ ) —  E .('a) ~  \
a  — il a  — il

sont deux expressions de même signe. Or, si l ’on fait

( 81 ) ® —  ̂+  -  et ^^3^ +  6,

-  et 6 seront deux quantités de même signe comprises entre les limites o, 

2 a; et les expressions (8o), après le développement des fonctions

F(Çi +  5 ), F(Ç, +  6), F ^ - f - ê ) ,

deviendront respectivement

FiC?)+  (§ +  ·=) F2(S) +  (ê2+ +  ~s) F3a ) +  ..

F*(Ç) — (6 h-   ̂— 4ê) F2(Î) — (6 2h-  6-  66=) F3( )̂ —----

Comme, dans chacun de ces derniers polynômes, le coefficient de F„(£) a 

une valeur numérique évidemment inférieure à celle  de l ’une des quantités

nsn~t, 2 në“-1,

et par conséquent au double de la valeur numérique du produit

n (2 ct)n~l,

il est clair qu’ils seront l ’un et l ’autre de même signe que F t(£), si la condi 

lion énoncée dans le théorème V  se trouve remplie. Donc, etc.

Scolie I. —  Les erreurs commises, lorsqu’on prend successivement

5. et
f  F(Ç.)

Fi(£j)

pour valeurs approchées de la racine a ,  sont respectivement égales aux 

valeurs numériques des deux quantités

a — h et F(gi) 
F,(5,) '
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On trouvera d’ailleurs, en ayant égard aux formules (81), 

(82) . a —  i i  —  z —  §

et

a —  i i  +
F($i)
Fi(Éi)

„ t F(a) — F(Ei) 
“ “  Çl------ . ; , ;■ X----

fi F($ +  s ) - F ( g + 6 ) . 

F , ( S + 6 )

. puis,· en développant les fonctions F(£ -+- z ), F(£ +  6), F,(£ 6),

(83)
Fi (i l )

= - ( * - § ) '
F«(g) +  (s +  a 6 ) F 1(g) +  (s, +  a 6 S +  3 6 »)Ft (g)- 

F 1(Ç) +  a 6 F ,U )  +  3 6 * F , U ) + . . .

Cela posé, concevons que, pour toutes les valeurs de 6 et de 3 comprises 

entre o et 2«, la valeur numérique du polynôme

( 84 ) F,(Ç) +  (z +  a 6 )F ,(Ç )  +  ( s * +  26 2  +  3 6 2) F*(Ç) + . . .  

reste inférieure à la limite M, et celle du polynôme

(8 5 ) F 1(Ê) +  a 6 F ,(£ )  +  3 6 ' F 1($) +  . . .

supérieure à la limite N. Si l ’on a

( 86 ) val. num. (s  —  6) < jlY ‘
10 /

et

(87) ' ’ ^ < ( 1 0 ) * ' ' ,

n et r désignant deux nombres entiers quelconques, on conclura de l ’équa

tion (8 3 )

(88) . val. nUra. [ « - 5 , +  A M ]  < ( £ ) ’"  ■

Il est essentiel de remarquer que, pour obtenir des valeurs convenables de 

M et .de  N, il suffit : i° de remplacer dans le polynôme (8 4 ) z  et 6 par 2a, 

puis de calculer la somme des valeurs numériques de tous les termes; 20 de 

remplacer dans le polynôme ( 8 5 ) 6 par 20c, et de chercher ensuite la diffé

rence entre la valeur numérique du premier terme et la somme des valeurs 

numériques de tous les autres.
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Scolie II. —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème V, si 

l ’on fait successivement

(89) Éi =  S -
F(D · 
F ,(5)’

F($t)
F, (5,) ’ S* =  l

F(gô
F,(Ç,)’

?

les quantités £*, . . .  seront des valeurs de plus en plus approchées de 

la racine a. Si d’ailleurs on attribue aux nombres M et N les mêmes valeurs 

que dans le scolie I, alors, en supposant

val. num. (a  —  £) >

on en conclura

val. num. (a  —  Çt ) <  

val. num. (a — £2) <  

val. num. (a  —  £3) <

2 n z t r

9

4tt±3 r
9

9n±3r

Ces dernières formules renferment la proposition énoncée par M. Fourier 

dans le B u lletin  de la Société philom athique (livraison de mai 1818), relative

ment au nombre de décimales exactes que fournit à chaque opération nou

velle la méthode de Newton.

M
Toutes les fois que la fraction est inférieure à l ’unité, on peut prendre

r =  o, et par suite les différences successives entre la racine a c l  ses valeurs 

approchées .
5, lu 5„ ç., . . .

sont respectivement plus petites que les nombres

. &  ( ¿ r · .  ( ¿ r  & Y \

Donc alors le nombre des décimales exactes se trouve doublé pour le moins 

à chaque opération nouvelle.

Les recherches précédentes fournissent plusieurs méthodes dç résolution 

pour les équations numériques. Afin de faire mieux sentir les avantages que 

présentent ces méthodes, j e  vais les appliquer aux deux équations

(90) x 3—  i x  —  5 =  o ■

et

(91) X 3 —  J X +  7 =  O
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que Lagrange a choisies pour exemples (Résolution des équations numé

riques, Chap. IV ) ,  et dont la première a été plus anciennement traitée par 

Newton.

Si nous considérons d’abord l ’équation (90), nous trouverons (théorème III, 

scolie II) qu’elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites

<*¿2.2 =  2- et \/2.5 =  2 9ï 5 __

De plus, la valeur positive de x  propre à vérifier l ’équation

2 X - h 5 =  X 3

•satisfera (problème I, scolie I V )  à la condition

2  ¿5. 2 x  <  x 5,

ou, ce qui revient au même, à la suivante :

i
x  >  (4 ° ) 5 =  2,09-----

La racine dont il s ’agit sera donc renfermée entre les nombres 2,09 et 

2 , i 5, . . . ;  en sorte que sa valeur, approchée à moins d’un dixième près, 

sera 2 ,1.  Pour obtenir une valeur plus exacte, nous observerons qu ’on a 

dans le cas présent

F (;r)  =  a:3— 2 x  —  5, · F I(;r) =  3 .r,î— 2, F 2(æ>) =  3 æ;, F 3(æ; ) = : i ,

et que, si l ’on prend
\ — 2,l,

la condition énoncée dans le théorème IV  sera remplie. Cela posé, comme 

on tirera de l ’équation ( 55 )

«  =  “  I  ° . o o 5 4 3 i 8 7 8 .  .

on trouvera pour les nouvelles valeurs approchées de l’inconnue x

et

\ -+- x =  2,09.4568121...

X 4- a  —  a s = X  +  cc —  < x * ~ L -  —  2,o9455 i 5 . . . .

Enfin, comme, la valeur exacte de x  étant présentée sous la forme x  =  \-\-z,
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z  sera une quantité comprise entre les limites o, 20c, et que par suite on aura

évidemment

—  9  =
_6,3  +  z

MÉ) ~

F,(g) _  1
F i ( £ )  i i ,2 3

<  0,6 <  1, 

< 0 ,1 ,

val. num. z  — val. num. (a  4- q s î ) <  val. num. a 4- (2a)5 val. num. q <  0,01,

on en conclura (théorème IV , scolies III et IV ) que, en prenant

x  =  2 ,og4568 i,

on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant

x  —  2,0945515

une erreur plus'petite que 0,000001.

Au lieu d’employer les formules générales, on pourrait effectuer le calcul 

de la manière suivante. Après avoir trouvé 2,1 pour la valeur approchée 

de x ;  on fera dans l ’équation (90)

X  =  2 , I - h  Z ,  '

et l ’on en tirera, en divisant tous les termes par le coefficient de z,

(92) 0,005431878.. .4 - æ 4-0,560997328. . . 4-0,089047195. . .  z 3 =  o

ou, ce qui revient au même,

(g3 ) s  =  — 0,005431878.. . 4-  q z 3,

la valeur de q étant déterminée par la formule

(94) <7=— 0,560997328... — 0,089047195... z.

Le double du premier terme de l ’équation (92) est, à très peu près, 0,01 ; et, 

comme le premier membre de cette équation fournit deux résultats de signes 

contraires lorsqu’on y  fait successivement

.z — o, z — — o,ot,
#

on peut affirmer qu ’elle a une racine réelle comprise entre les limites o et 

—  0,01. P our  démontrer que cette racine est unique, il suffit d ’observer que, 

eu  vertu de la formule (60), l ’équation

F, (2,1 -4- s) — o
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se réduit à , ♦

x +  2 x  0 ,5 6 0 9 9 7 3 2 8 . . .  z 4- 3 x  0 ,0 8 9 0 4 7 1 9 5 . . .  z î —. o,

et que cette dernière ne saurait être vérifiée par aucune valeur de 5  ren
fermée entre les limites dont il s’agit. De plus, il est clair que, pour une 
semblable valeur de z, la quantité g déterminée par la formule (g4 ) reste 
comprise entre — o,56o et — o,56i; et, comme on tire de l ’équation (9 3 )

s  — — o,oo5431 8 7 8 . . .  — o,oooo2g5 o5 . . .  (— q )
— o,oooooo32o. . .  (— g)1 —. . . ,

on en conclura : i° en supposant — q — o,56o,

z — — o,oo54485o . . . ,

2 0 en supposant — q == o,56i,

' z  — — o,oo544853 . . . .

Par suite, la valeur réelle et positive de x  propre à vérifier l ’équation (90) 

sera comprise entre les limites

2,1 —  o,oo54485o =  2,09455 i 5o

et
2,1 —  o,oo544854 =  2,09455i 46.

Cette équation a donc une racine positive unique à très peu près égale à

2,09455i5.

I l  est d’ailleurs facile de s’assurer qu’elle n’a point de racines négatives. Car, 
si elle en avait une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de x  
à la formule

(9 6 ) x %— 2 # H- 5 =  o;

et cette valeur de d> (voir le scolie V du problème I) serait en même temps 
inférieure à la racine positive de l’équation

c’est-à-dire à
X ö —  I X  =  o ,

/

1/2 =  1 , 4 1 4 ..

et supérieure à la racine de l ’équation

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



416 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

c’est-à-dire à
5
2

=  2 , 5 ;

ce qui est absurde.

Passons maintenant à l ’équation (g i) ,  et cherchons en premier lieu ses 

racines positives. Pour  avoir une limite supérieure aux racines de cette 

espèce, il suffira d ’observer que, l ’équation dont il s’agit pouvant se mettre 

sous la forme
x 3 -l· 7 =  7 x ,

on en tire (problème I, scolie IY ) ,  en supposant x  positif,

et, par suite,

2 \/ 7 x  3 <  7X

X  <
7
4 *

7 ’
On peut donc prendre ^ pour une valeur approchée de la plus grande racine 

positive. Cela posé, si.l ’on fait dans l ’équation (91)

X - l + Z ,

on trouvera

32
(97) o,o5 +  z -+- 2 ,4os2H----- ,s3 =  o

7°

ou, ce qui revient au même,

(98) — o,o5 + q z \  

la valeur de q étant déterminée par la formule

(99 ) 9 — —  2 . 4o —  — a.

Le double du premier terme de l ’équation (97) est o , i ;  et, comme le pre- ■ 

mier membre de cette équation change de signe lorsqu’on passe.de s =  o à 

z = — 0,1, tandis que le polynôme

32
1 +  2 x  2,405 +  3 X  — Æ2 

70

reste constamment positif dans cet intervalle, il en résulte qu ’elle a une 

racine réelle, mais une seule, comprise entre les lim ites-o  et — o , u  La
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valeur correspondante de q est évidemment renfermée entre les deux quan

tités
—  2 ,3 5 4 · . . ,  —  2,4o; 

et l ’on tire d’ailleurs de l’équation (98)

L = ---------^ ___
(100) ' H -  v/ m - 0,2 q

l =  — o,o5 —  0,0025  (—  q) — 0,00025(— q)"- — o,oooo3 i 2 5 (—  q)* — . . . .

Si dans cette dernière équation on fait successivement

q =  —  2,354, q =  — 2,40,

on trouvera pour les valeurs correspondantes de z

z — —  0 ,05788...,  z =  —  o,o58 i o . . .  ;

et l ’on en conclura que la plus grande racine positive de l ’équation proposée 

est renfermée entre les limites

et

H
^ —  0,05788... =  1 ,6 9 2 1 1 . . .

n
^ —  o,o5 8 i o . . . —  1 ,6 9 1 8 9 . . . .

Donc, si l ’on appelle a cette plus grande racine, sa valeur approchée à 

onze cent-millièmes près sera donnée par la formule

(toi)  ' « =  1,6920.

En partant de celte première valeur approchée, on pourra par une seule 

opération en obtenir une seconde dans laquelle l ’erreur ne portera plus que 

sur les décimales du douzième ordre.

Outre la racine a que nous venons de considérer, l ’équation (91) admet 

évidemment une racine négative égale', au signe près, à la racine positive 

unique de l ’équation

( ' 0 2 ) x % —  q x  —  7 =  0,

et par conséquent renfermée (théorème III, scolie II) entre les limites

—  y/i4 = —  3 ,7 4 1 6 . . .  et —  v î4 —  — 2 , 4 1 __

OE,ivres de C., S. II, t. III. 53
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Nommons c la racine négative dont il s’agit. La troisième racine b de l ’équa

tion (91) sera évidemment réelle et positive, puisque le produit abc des trois 

racines doit être équivalent au dernier terme pris en signe contraire, c’est- 

à-dire à — 7. Déterminons à présent cotte troisième racine. Pour y  parvenir, 

on cherchera d ’abord un nombre G égal ou inférieur à la valeur numérique 

de F ,(a ) .  Or, puisqu’on a dans le cas présent

on en conclura 

On pourra donc prendre

F (a;) —  oc- —  7^  +  7, 

Fi (.r) — 3 æ2—  7,

F, (£?) —r 3 a 2—  7.

G =  3 (j,6 9 i 89)2 —  7 =  1,0874-----

D ’ailleurs, en vertu de ce qui précède, on a encore

et, par suite,

« < 1 ,6 9 2 2 ,  —  c <  3,7417

a —  c <  5 , 433g.

Cela posé, on trouvera (problème II, scolie II)

, ^ G i ,5 8 7 4
a —  b > ------ >  v-y ·,-,;, =  0,29212.

a — c 5,4339  J

et l ’on aura en conséquence

• ¿ > < 1 ,6 9 2 1 1 . . .  —  o , 29214. · · <  114°·

Après avoir reconnu, comme on vient de le faire, que la racine b est infé

rieure à la limite i ,4o, on supposera

oc —  i , 4o —(— Z ·

L ’équation (91) donnera dans cette hypothèse

O
( io3 ) o,o5 +  2 — 3,75^2—  o

ou, ce qui revient au môme,

(98) 5 =  — o,o5 -+- q z i ,

la valeur de g étant déterminée par la formule
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Le double du premier terme de l’équation ( io 3 ) est o ,i  ; et, comme le pre

mier membre de cette équation change de signe lorsqu’on passe de s  =  o à 

z —  —  0 ,1 ,  tandis que le polynôme

i —  2 x  3,70.3 —  3 x

reste constamment positif dans l ’intervalle, il en résulte qu’elle a une seule 

racine réelle comprise entre les limites o, —  o , i .  La valeur correspondante 

de q est évidemment renfermée entre les deux quantités

3,66 et 3,75.

En substituant successivement ces deux quantités à la place de la lettre q 

dans l ’équation (100), on obtiendra deux nouvelles limites de l ’inconnue z, 

.savoir

et

- ^ — = -0,04317...
1 -t- v i,732

-----x i i ----- —  —  o.o43o o . .  · ;
1 H- V i,75o

puis l’on en conclura que la racine positive b est comprise entre

et

1.40 — 0,04317.. . =  i ,35682. . .

1 . 40 —  o,o43o5 . . . =  1,35694-----

On obtiendra donc la valeur approchée de cette racine à un dix-millième 

près, si l ’on prend

(io5 ) ¿>=ri,356g.

Quant à la racine négative c de l ’équation (91), nous savons déjà qu ’elle 

est comprise entre les limites

—  3 ,7 4 1 6 . . .  et — 2 ,4 1__

On aura donc sa valeur approchée à une unité près, si on la suppose égale à 

—  3 . Cela posé, faisons dans l ’équation (91)

On trouvera

oc —  3 H- z.

(106) o,o5 -4- z  — o,45s 2-4- O,o533=  o
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ou, ce qui revient au môme,

(98) : = · — o,o5 -t-

la valeur de 7 étant déterminée par la formule 

( 1 0 7 )  7  =  0 , 4 5  —  o , o 5 j .

De plus, on reconnaîtra facilement : i° que l’équation (106) a une racine 

réelle, mais une seule, comprise enlre les limites o, — 0,1 ; 20 que la valeur 

correspondante de 7 est renfermée enlre les deux nombres

o , 45 , o , 455 ;

3° que ces deux nombres substitués à la place de la lettre 7 dans l ’équa

tion (100) fournissent deux nouvelles valeurs approchées de s, savoir

---------------- : =  —  0,048922...
1 -t- V *,09 ■

et

----------------- -7 = =  = — 0 , 0 4 8 9 1 1 ---------

1 +  V 1, ° 9 1

Par suite, la valeur approchée de c à un cent-millième près sera 

(108) c = — 3,04892.

Au reste, on aurait pu déduire immédiatement la valeur approchée de c des 

formules (101) et ( io 5 ). En effet, puisque dans l’équation (91) le coefficient 

de ¿e2 se réduit à  zéro, on en conclut

a -h b -+- c —  o,

c = —  a —  b,

et, par conséquent, à très peu près,

c = —  (1,6920 -1- 1, 356g) = — 3,0489.

♦
Pour terminer cette Note, nous présenterons ici deux théorèmes dont le 

second comprend la règle énoncée par Descartes relativement <5 la détermi

nation du nombre des racines positives ou négatives qui appartiennent à une 

équation de degré quelconque. Dans ce dessein, nous allons d’abord exa

miner le nombre des variations et des permanences de signes que peut offrir
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une suite de quantités, lorsqu’on suppose les différents termes de cette suite 

comparés l’un à l ’autre, dans l ’ordre où ils se succèdent.

Soit

( ioq) a0, a i9 <z2, & m—1, &m

la suite que l’on considère, composée de m 4 - i termes. Si aucun de ces 

termes ne se réduit à zéro, le nombre des variations de signe qu’on obtiendra 

en les comparant deux à deux, dans l ’ordre où ils se succèdent, sera complè

tement déterminé. Mais, si quelques termes se réduisent à zéro, comme on 

pourra, dans cette hypothèse, fixer arbitrairement le signe de chacun d’entre 

eux, le nombre des variations de signe dépendra de cette fixation môme, de 

manière cependant à ne pouvoir s’abaisser au-dessous d ’un certain minimum, 

ni s ’élever au-dessus d’un certain maximum. Une semblable remarque peut 

être faite sur le nombre des permanences do signe. Ajoutons que, pour 

obtenir le nombre maximum des variations de signe, il suffit de considérer 

chaque terme qui s’évanouit comme affecté d ’un signe contraire à celui du 

terme précédent. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 

quatre termes
4 - 1 , o ,  o ,  — 1 .

Le premier de ces termes étant positif, on obtiendra le nombre maximum 

des variations de signe, en considérant le second terme comme négatif, et le 

troisième comme positif, ou, ce qui revient au môme, en écrivant

H- I, — o, "t- o, — I.

P ar suite, dans ce cas particulier, le nombre maximum dont il s’agit sera 

égal à 3 . On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations 

de signe, égal à l ’unité, en affectant chaque terme nul d’un signe semblable 

à celui du  terme précédent, c ’est-à-dire en écrivant

H-1 , H-O, — o, — 1 .

Ces principes étant admis, on établira sans difficulté les propositions sui

vantes :

T héorème V I. —  Supposons que, la constante h étant réelle et positive, on 

m ultiplie le polynôm e

( 1 1 0)  « ox m-\- «! x " · - 1 H- a ¡ x m--  - h . . .  4 -  « ,„_ i x  4 -  am

par le fa c te u r  linéaire x  4- li. Cette m ultiplication n ’augm entera pas le
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nombre m axim um  des variations de signe entre les coefficients successifs des 

puissances descendantes de la variable z.

Démonstration. —  En multipliant le polynôme (iro)  par x  -t- h, on obtient 

un nouveau polynôme dans lequel les puissances descendantes de la variable 

ont pour coefficients respectifs les quantités

( i n )  . a„, a, 4- /m0, a2+ h a u . . . ,  am 4- ham_x. ham.

Il suffira donc de prouver que le nombre des variations de signe ne croît pas 

dans le passage de la suite (109) à la suite ( u i ) ,  lorsqu’on a porté ce nombre 

au maximum dans l ’une et l ’autre suite, en affectant chaque terme qui s’éva

nouit d ’un signe contraire à celui du terme précédent. Or, j e  dis en pre

mier lieu que, les signes étant fixés d ’après cette règle, chaque terme de la 

suite ( 111 ), représenté par un binôme de la forme

an4- haH- it

prendra le même signe que l ’un des termes an, a „ - l de la suite (109). Cette 

assertion est également évidente dans les deux cas qui peuvent se présenter, 

savoir : i° lorsque les deux termes aa- t, arl sont originairement, ou en vertu 

de la règle adoptée, affectés de signes contraires, par exemple lorsque an 

s ’évanouit; 20 lorsque, an ayant une valeur différente de zéro, a„_, est affecté 

du même signe que a„. En conséquence, si l ’on attribue aux quantités

(112) /¿a0, hau hat, . . . ,  ham„ u ham

les mêmes signes qu’aux termes correspondants de la suite (109), on pourra, 
sans altérer en aucune manière la succession des signes dans la suite (m ), 
y remplacer chaque binôme de la forme

an+  ha n_,

par l ’un des deux monômes a,„ En opérant ainsi, on obtiendra une

nouvelle suite dans laquelle  chaque terme de la forme alt se trouvera suivi 

d ’un autre terme égal, soit au monôme an+i, soit au monôme han, qui est 

la seconde partie du binôme «,,+ 1+ / ; « „ ,  tandis que chaque terme de la 

forme han se trouvera suivi du monôme hau + u ou du monôme an+2, qui est 

la première partie du binôme an+i +  han+i. Cela posé, concevons que dans 

la nouvelle suite on distingue : i° chaque terme de la forme an auquel suc-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E  III . 423

cède un autre terme de la forme ha,,·, 20 chaque terme de la forme han 

auquel succède un autre terme de la forme a,l+ i· et soient respectivement

. as, hct ,t, av, haw, . . .

les différents termes de l ’une et l ’autre espèce rangés d’après l ’ordre de 

grandeur des indices qui affectent la lettre a. La nouvelle suite, composée 

des monômes

o-û) 1̂» · · ·> hcts> hct$.i_i, · ,  ·, h&m ct„4.3, . . . ,

 ̂ h&y, . · . , h&wf ^W+ïî · » ·, ham,

ne présentera évidemment que des variations de signe propres à la suite (109) 

avec celles qui peuvent naître dans le passage de ha„ à au+2, de h a w à a, 

D ’ailleurs il est aisé de voir que, si les deux quantités

ha,i et a .

ou, ce qui revient au même,

a i ,  et

sont affectés de signes contraires, la variation de signe correspondante ne 

fera que remplacer une autre variation de signe propre à la suite (109), 

savoir celle qui avait lieu entre le terme a a.M et l ’un des deux termes a u, 

au+i. Une remarque toute semblable s ’applique au cas où les monômes haw, 

aw+2 sont affectés de signes contraires, etc. On peut donc conclure que le 

nombre maximum des variations de signe n ’augmente pas lorsqu’on passe 

de la suite (109) à la suite (113 ), et par conséquent à la suite ( n i ) ;  ce qu ’il 

fallait démontrer.

Corollaire. —  Si l ’on multiplie le polynôme ( n o )  par plusieurs facteurs 

linéaires de la forme

x  -1- h, x  4- h', x  -4- h", . . . ,

h , h ', h", . . .  désignant des quantités positives, on n ’augmentera pas le 

nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 

des puissances descendantes de la variable x .

T héorème VII. —  Soient, pour le polynôm e

( n o ) F (x  ) =  aü x m 4- a x x m~14- . . .  H- am_, x  4- am,
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7n' le nombre m inim um  des permanences de signes, et m" le nombre minimum  

des variations de signe entre les coefficients successifs des puissances descen

dantes de x .  Alors, dans l ’équation

(n/i) F(.z)  =  o,

le nombre des racines négatives sera ég a l ou inférieur à m ', le nombre des 

racines positives ég a l ou inférieur à m", et le nombre des racines i m a g i 

naires ég a l ou supérieur à la différence

m — (m'4- m").

Dém onstration. —  Pour établir la première partie du théorème, j ’observe 

que, si l ’on appelle h, h', h1', . . .  les racines négatives d,e l ’équation (i i4), le 

polynôme F ( # )  sera divisible par le produit

(<v -+- h) [ x  -+- h ') ( x  i h ")__

Nommons Q le quotient. D ’après le corollaire du théorème précédent, le 

nombre maximum des variations de signe dans le polynôme F ( üc) sera égal 

ou inférieur au nombre maximum de ces variations dans le polynôme Q, 

et par conséquent au degré de ce dernier polynôme. Par suite, le nombre 

minimum des permanences de signe dans le polynôme F ( j») sera égal ou 

supérieur à la différence entre le nombre m et. le degré du polynôme Q, 

c ’est-à-dire au nombre des racines réelles et négatives de l ’équation

( i i 4 ) F(a?) =  o.

Pour  démontrer la seconde partie du théorème VII, il suffira de remarquer 

que, en écrivant - ® a u  lieu de x  dans l ’équation ( 114 )» on change à la fois 

les racines positives en négatives, les variations de signe en permanences, 

et réciproquement.

Enfin, comme cette équation, étant du degré m, doit avoir m racines réelles 

ou imaginaires, il est clair que la troisième partie du théorème est une con

séquence immédiate des deux autres.

Corollaire. —  P our  montrer une application du théorènie précédent, con

sidérons en particulier l ’équation

o.( n o ) x 'n-\- I
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On trouvera : i° en supposant m pair,

m '— o, m " =  o;

2° en supposant m impair,

m! — i , m" — o.

Par suite, l ’équation ( i i 5 ) n ’a point de racines réelles dans la première hypo

thèse, et ne peut en avoir qu ’une dans la seconde, savoir, une racine réelle 

négative.

OKuvres de C. — S. U, t. III. 54
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NOTE IY.

SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION ALTERNÉE 

( v  —  i r )  (z  — j · )  ( z  —  x )  . . .  ( p  —  x )  ( i >  — y )  ( «  —  z )  —  u ) .

Désignons par tp la fonction dont il s’agit. Ainsi qu’on l ’a déjà remarqué 

(Chap. III, § II), chaque terme de son développement sera équivalent, abs

traction faite du signe, au produit des diverses variables rangées dans un 

certain ordre et respectivement élevées aux puissances marquées par les 

nombres
o , 1 , 12, 3 , . . . ,  n —  1 .

De plus, il est aisé de voir que tous les produits de cette espèce peuvent se 

déduire les uns des autres à l ’aide d’un ou de plusieurs échanges opérés 

entre les variables prises deux à deux. Ainsi, par exemple, on déduira le 

produit
x° y 1 z 2. . .  un~2 vn~'

d ’un quelconque des produits de même forme, en faisant passer successive

ment par de semblables échanges la lettre x  à la première place, puis la 

lettre y  à la seconde, puis la lettre z  à la troisième, etc. Comme d’ailleurs 

la fonction 9 change de signe, en conservant au signe près la même valeur, 

toutes les fois q u ’on échange deux variables entre elles, on devra conclure : 

i° que le développement de cette fonction renferme tous les produits çi- 

dessus mentionnés, pris les uns avec le signe -H, les autres avec le signe —  ; 

20 que, dans le  même développement, deux produits, choisis au hasard, 

sont affectés du même signe, ou de signes contraires, suivant qu ’on peut les 

déduire l ’un de l ’autre par un nombre pair ou par un nombre impair 

d’échanges. En partant de ces remarques, on établira sans difficulté la propo

sition suivante :

T héorème I .  —  Joignez au produit

x° y 1 z 2 . . .  u ,l~2 vn~ l

tous ceu x que l ’on p eu t en déduire à l'a id e d ’ un ou de plusieurs échanges
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successivement opérés entre les variables

æ, y ,  Z, ■ ■ ·, u, V

prises deux à d eu x. L e nombre des produits que vous obtiendrez sera

i . 2 . 3 . .  .(n  —  i )n,

et ils se partageront en d eu x classes distinctes, de telle manière qu ’on ne 

pourra ja m a is déduire l ’un de l ’autre d eu x produits d 'u n e même classe que 

par un nombre pa ir d ’échanges, n i deux produits de classe différente que 

p a r un nombre im pair d ’échanges. Cela posé, si l'on ajoute tous les produits 

d 'u n e classe pris avec le signe  -f- a u x  produits de l ’autre classe p ris avec le 

signe  — , on trouvera p our somme, suivant qu’on donnera le signe -+- a u x  

produits d ’ une classe ou à ceu x  de l ’autre, soit le développement de -t- 9, soit 

le développement de — 9.

Il suffit évidemment d’avoir égard à la proposition précédente pour con

struire le développement de la fonction alternée + 9 .  Toutefois on doit 

remarquer encore un autre théorème, à l ’aide duquel on peut décider im mé

diatement si deux produits, pris au hasard dans le développement dont il 

s’agit, s’y  trouvent affectés du même signe ou de signes contraires. Nous 

nous contenterons d’énoncer ici ce second théorème, sans en donner la dé

monstration qu’on déduira sans peine des principes que nous avons exposés.

T héorème II. —  P o u r décider si, dans le développement de la fon ction  

alternée ±  9, d eu x produits de la fo rm e

x ° y 1 s 2 . . . «,!_2 vn~l

sont affectés du même signe, ou de signes contraires, on distribuera, les va

riables
x ,  y ,  z, . . . ,  u, v

en plusieurs groupes, en ayant soin de fa ir e  entrer d eu x variables dans un 

même groupe toutes les fo is  qu ’elles porteront le même exposant dans les d eu x  

produits que l ’on considère, et fo rm a n t un groupe isolé de chaque variable 

qui n ’aura pas changé d ’exposant dans le passage du prem ier produit au 

second. Cela posé, les d eu x produits seront affectés du même signe, si la d if

féren ce  du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 

p a ir, et ils seront affectés de signes contraires, si cette différence est un 

nombre im pair.
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On facilite l ’usage du théorème qui précède, en écrivant les deux produits 

l’un sur l’autre, et rangeant dans chacun d’eux les variables d ’après l ’ordre 

de grandeur des exposants qu’elles portent.

Pour appliquer^ un exemple les deux théorèmes ci-dessus énoncés, consi

dérons en particulier cinq variables

x , y , z, u, P.

Le produit de leurs différences, ou, si l ’on veut, la fonction alternée

(y  —  x) {z —  x) (z — y) (u —  x) (u —  y) (u —  z) (v —  x ) ( v — y)  (f> —  z) (v —  u),

fournira un développement composé de cent vingt termes respectivement 

égaux à cent vingt produits dont soixante seront précédés du signe H-, et 

soixante du signe — . L ’un des produits affectés du signe -+- sera celui qui a 

pour facteurs les premières lettres des binômes

savoir

y  —  x ,  z —  x ,  z — y , 

x ° y 1 z 2 u3 vL

Pour jug er  si un autre produit tel que

v — u,

x° z 1 c2 u3y <t

doit être pris avec le signe +  ou avec le signe — , il suffira d ’observer que, si 

l ’on compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 

mutations qui ont lieu entre les variables données lorsqu’on passe de l ’un à 

l ’autre, on sera conduit à partager ces mômes variables en trois groupes, dont 

l’un renfermera la seule variable x ,  un second les trois variables y , z, v, et 

un troisième la seule variable u. Si du nombre des variables égal à 5 on 

retranche le nombre des groupes égal à 3, on aura pour reste 2, c’est-à-dire 

un nombre pair. Par conséquent les deux produits devront être affectés du 

même signe; et, puisque le premier est précédé du signe -t-, le second devra 

l ’être également.

—■ Tî-çi'i'iîi—
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NOTE Y.

SUR LA FORMULE DE LAGRANGE RELATIVE A L’INTERPOLATION.

Lorsqu’on veut déterminer une fonction entière de x ,  du degré « — i, 

d ’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, il 

suffit d’avoir égard à la formule (i) du Chapitre IV  (§ I). Cette formule, 

donnée pour la première fois par Lagrange, pourrait facilement se déduire 

des principes exposés dans le paragraphe I du Chapitre III. En effet, dési

gnons par

(1) u —  a -+- b x  -t- c x 2-+-..  .-t- h x ”· - 1

la fonction cherchée, et par

u0, Ml, £¿29 » ■ · 9 {{fi—1

ses valeurs particulières correspondantes aux valeurs

^ 09 X\ 9 'X1'! * * ' 9 19

de la variable x .  Les inconnues du problème seront les coefficients a, b, 

c, . . . ,  h des diverses puissances de x  dans le polynôme h ; et Ton aura, pour 

déterminer ces inconnues, les équations de condition

[ «0 =  a -t- b x 0 - h c x l H-. ,.. H- h x 'l  *,

1 Ui —  a -t- b x t -t- cx\ +  . .. . ± h x n- \

(2) { «2 =  a -t- b x<ü -t- cx\ -t-. .. . -H /iæ " ' 1,

\ a +  bXn- 1-+- c x l_ ,1 + · ■ ■ +hx' ‘_

Cela posé, pour obtenir la valeur explicite de la fonction u,  il s ’agira unique

ment d’éliminer les coefficients a, b, c, h entre les formules (i) et (a). 

On y parviendra en ajoutant l ’équation (O aux équations (2), après avoir
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multiplié ces dernières par des quantités choisies de manière à faire dispa

raître la somme des seconds membres. Soient

- x „ ,  - x „  - x „  . . . .  ~ x „ _ ,

les quantités dont il s’agit. On trouvera

100 Xj U\ ~  Xj U%--· · · -- X/î—1 M/i—l

: 0 -  X. -  X, -  Xj ■ · X«—1 ) &
-f- ( æ # 0  Xo # 1  Xi. — X% Xj — . - • æ n—1 X/;- 1 ) b
+  (*?* 
-h......

—  tfJXo —  a?ÎX,. —  ^ 2 X2 —  ·· ' 'X'îl-l X/I — 1 ) ̂

-t- (x n~1 — a?™-1 X0 — a? J-1 Xt- ® r x 2- . · ·—C  }X»-.)/*

et, par suite,

(3 ) U —  X0 Mo -1- X] «1 -4- Xj W2 —f- . . . —t— X,1_1 Mre_1(

attendu que les quantités

X01 x „  X j,  - - ·, X/i-i

devront être assujetties aux équations de condition

/ Xo+ X. +  X2 +  . ..-h Xn-i — T,
1 X q Xo X\ Xj H~ X% X2 +  . » . —h* Xfl---1 Xft_J ■—  X  y

(4) 1 ¿c^Xo+ajJX, +  « 2 X2 +  . . . +  X n-  j X« - 1 — X2j

1 « r ‘ x „ + ^ r l x..+a>;-‘ x * + ··

Si l ’on résout ces nouvelles équations par la méthode exposée dans le Cha

pitre III (§ I), on obtiendra les formules

( 5 )

x  _  ( x  —  x , ) ( x  —  x t ) . . . ( x  —  x n- i )

X  —  ( a? —  —  X n - i )

. J 1 (xt  —  x 0)(a>l — x t ) . . . ( x t —  x a_i )’

x  _  ( x  —  x 0) ( æ —  x , ) . . . ( x  —  x a- i )
\ (̂ /t—I a?o ) {̂ Xn—I ) . . . (-3?,,—! Xn—2 )

en vertu desquelles l’ équation (3 ) se réduit à la formule de Lagrange.
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Au reste, la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus géné

rale à laquelle on se trouve conduit, lorsqu’on cherche à déterminer, d’après 

un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, non plus une 

fonction entière, mais une fonction rationnelle de la variable x .  Concevons, 

pour fixer les idées, que cette fonction rationnelle, doive être de la forme

„. _æ H- b x  +  ex'2-1- ■ ■ ■ +  h x n~l
U a. -+- ê x  +  yx't-Jr.. . +  0 x m

Alors les inconnues du problème seront les coefficients

ciy b, c, * · · ,  hj cCf 0, y, · · ·, ^

ou, pour mieux dire, les rapports

a b c h a 0 y e
— 9 — 9 — 9 • · · 9 — ? — 9 — 9 ~ 9 • * ‘9 — >
a a ch ch a CH CH a

dont le nombre est n - 1- ni. Il est aisé cl’en conclure que la fonction u sera 

complètement déterminée, si l ’on en connaît «-+- m valeurs particulières

(7 ) “0, « 1 ,  m 2» · . · >  u n + m - 1>

correspondantes à i i  +  m valeurs

(8) · X(), Xi, X}, . . . ,  x n+m—i

de la variable x .  On arrive encore aux mêmes conclusions, en faisant voir 

qu ’une seconde fonction rationnelle de la forme

. . « ' +  V x  -+- c 'x 2-\-. . .  H- h 'x " ~ l
® a ' 4 - & x  H- y'x^-i-. . .H- 6 ' x m

ne peut satisfaire aux mêmes conditions que la première, sans lui être iden

tiquement égale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent 

égales entre elles pour les valeurs particulières de x  comprises dans la 

série (8). L ’équation

( (a  +  b x  +  ..  . +  h x ” - 1) (a'-t- § ' x -+-,. .  +  9 ' x m)
(10)  j

( — («' +  b 'x  +  . . . +  h 'x n- 1) ( a  +  6 æ + . . . +  9 î ï '») =  o,
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subsistant alors pour n +  m valeurs de la variable, tandis que son degré reste 

inférieur à n -t- m, sera nécessairement une équation identique; d’où il suit 

qu’on aura identiquement

a -+- b x  H- c x *-\-. . . +  h x n~l  a '+  b 'x  -4- c';r2 + . . .  +

a -+- § x  +  y x 1 H-. . .  H- 9 x m a '+  & x  +  y 'x 2-h . .  .4-  B 'x "1
t

On ne peut donc résoudre que d’une seule manière la question proposée. On 

la résoudra effectivement en prenant pour valeur générale de u la fraction

f'o «i ·
(œ ■ i )(x- 2 )  .  .  .  (  X  X  n

( « 0 - i . . . ( Xn x m+n_, ) . .  . ( x m x m_i_( ) . . .  ( x m x 1 )

U tj U t  .  .  .  t t , n _

( x 0 —  x )  {Xi —  x ) . . .  ( x m- i  —  x )

( Xo Xm ) · · · O o  X/n+n—1 ) · · · (X/n—i X/n ) · * * (Xn ■ Xn

dans laquelle le dénominateur doit être remplacé par l ’unité, lorsqu’on sup

pose m —  o, et le numérateur par le produit u „ u i . . .  u„„  lorsqu’on suppose n = 1 . Cela posé, on trouvera, pour m — o,
( x - x ^ i x  —  x ^ - ' - i x - X n - i )  .

{Xo X\ ) (a-’o x% ) · · · ( Xo X/i—i )

pour m =  i ,

u u ______  ( x  —  x t ) ( x  —  x %) . . .  ( x  —  x n)_______________ .

_  “ ° “ 1 { X q— X j) (Xg—  Xj) ■ · - (X q— x ,i ) ( X j —  Xî)  ( .rt —  x 3) . . . (x,  —  x n)
X 0 — X  Xi  —  x

° ( « 0—  X i )  { X q — Xa)  . · · ( x 0 - r X „ )  ' ( x t — x 0) ( X!  — x 2) . . .  ( x t — x „ )  "

pour n =  t,

.................. ( x 0— x ) ( x ,  —  x ) - - - ( x , n- i  —  x )
K  0 t / j  .  .  · U  ni — i  ------------------------ 7—;----------------------------- -------------------------------------------------- r

(  Xo Xm )  (  X l Xm ) ■ · · (  Xm—1 Xm )

Dans chacune des formules précédentes, on complétera sans peine le numé

rateur ou le dénominateur de la fraction qui représente la valeur de u,  en 

ajoutant au premier terme de ce numérateur ou de ce dénominateur tous 

ceux qu’on peut en déduire à l ’aide d’un ou de plusieurs échanges opérés 

entre les indices. P ar  exemple, si l ’on suppose en môme temps m —  i et
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n =  2, on trouvera, pour la valeur de u complètement développée,

_  M° “ ‘ ( X o —  X ï )  (.Z,·, —  ¿C3 )  +  U ° U *  ( x 0 —  X j )  ( æ 2 —  x x )  +  U l U - { x l  —  x < s ) ( x i — X ' >)

U  X 0 —  X  _________X i X _________  u  _________x î  x _________

ll<> ( X ç —  X i )  ( x 0 —  x î )  ^  1 ( X i — X o ) { X l  (X2 X o )  {X2 X l )

Il est bon de remarquer que la formule (12) est celle de Lagrange, et que 

pour en déduire la formule (i4) il suffit de remplacer « — 1 par m,  puis de

prendre pour inconnue la fonction — > supposée entière, au lieu de la fonc

tion u.

I

CF.uvj'cs de C> — S. Il, t. III. 55
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NOTE VI.

D E S  N O M B R E S  F I G U R É S .

On appelle nombres figurés du premier, du second, du troisième ordre, etc. 

ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de x  dans les dé

veloppements des expressions

( i h-  2, (i-t-jr)“ 3, (1 4 - . * ) - 4, . . . .

Cette définition fournit un moyen facile de les calculer. En effet, nous avons 

prouvé, dans le Chapitre V I  (§ IV ), qu ’on a, pour des valeurs réelles quel

conques de fx et pour des valeurs numériques de x  inférieures à l ’unité,

( (1 +  1 4- -a >+  ---- - a j s-|-. . .
' 1 1 -2

1 . 2 . 3 . . . »

Si dans l ’équation précédente on pose y-= —  (m-hi), m désignantun nombre 

entier quelconque, on trouvera

m +  t (m -1- 1) (ni 4- 2 ) ,
------- x  h------------ —--------- x* — . . .

1 1 . 2

3 " zn · « . *
. .  .n

Comme on a d’ailleurs évidemment

/ (m 1 ) (m -h 2 ) . . .  (m -h n ) _ i .2 .3 . . . ;« ( /n - t- i ) . . . (/ »- l · - «)
1 1 . 2 . 3 . . . »  ( 1 . 2 . 3 . . . m ) ( 1 . 2 . 3 . . .  »)
<
1 _(» -t - 1) ( » -f-2) ...(«■ +·/»)
\ i . 2 . 3 .. .m ’

( 2 )
( < ’

x )-

(3)
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il en résulte que l’équation (2) peut s’écrire ainsi qu ’il suit :

. , . 1 . 2 . 3 . . . m 2 . 3 .4· · · ( m -+- 1 )
(1 -+- x  ) - ' « - * = ------------------------------^ ---------’- x

1 . 2 . 3 . . . m 1 . 2 . 6 . .  . m

(4)
3 . 4 . 5 . . .  ( m -+■  2 ) 

1 . 2 . 3 . . .m
n (n H- 1 ) . . {n m —  1) __n _ I¿g

. . .  m

( n  - + - 1 )  ( / !  - f -  2 ) .  .  . ( n  - + -  m )

----------------- 5------------------ x n rp .
1 . 2 , 6 . . . m

Les coefficients numériques des puissances successives de x  dans le second 

membre de cette dernière formule, savoir

1 . 2 . 3 . . .  m 2 . 3 .4  ...(»?· -I- 1 ) f l («  +  i ) . . . ( / !  +  m — 1 )
( 0  )  ------------------------------------------- > --------------------------------r,---------------------------------- > * ·  ·  ? ------------------- »------------------------^ --------------------------------------------------- > * ·  ·  J

i . 2. o . . .  m 1 . 2 . 0 . . .  ni i . 2 . 3 . . .  ni

sont précisément les nombres figurés de l ’ordre m.  La suite de ces mêmes 

nombres ou la série ( 5 ) s ’étend à l ’infini. Son « ième terme, c ’est-à-dire la frac

tion
n ( n -I-1 ). . . ( n -+- m —- 1’)

* o ?
, 1 . 2 . 0 . .  . m

est à la fois le coefficient numérique de æ,l~' dans le  développement de 

(i -+- x ) - m~ ', et le coefficient de x "1 dans le développement de ( n -  x ) n+m~i . 

De plus, si dans la série (o) on fait successivement

m  =  i ,  m  -■  2 ,  m  =  3,  .  .  . ,

on obtiendra : i° la suite des nombres naturels  ou figurés du premier ordre

i , 2, 3 , 4, · .  ·, n, . . .  ;

a0 la suite des nombres qu’on nomme triangulaires  ou figurés du second 

ordre, savoir

3° la suite des nombres q u ’on appelle p y ra m id a u x  ou figurés du troisième 

ordre, savoir

n  { n  +  i) ( n  -H 2)
1 , 4, o, 20, . . . , .  .  . y
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Si l ’on écrit ces différentes suites au-dessus les unes des autres, en les faisant 

précéder par une première suite composée de termes tous égaux à l ’unité, 

et plaçant, en outre, le premier terme de chacune d ’elles sous le' second 

terme de la suite immédiatement supérieure, on obtiendra le Tableau sui

vant :

, V

( 6)

I, 1 , I, ■' · · >
a, 3, 4, ·
1 , 3, 6, . • · >

1, 4, • · · »

i, • * ·)

Les nombres renfermés dans la (/i +  i ) !ème colonne verticale de ce Tableau 

sont les coefficients de la rcième puissance d’un binôme. Pascal, dans son 

Traité du trian gle arithm étique, a donné le premier la loi de formation de 

ces mêmes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule établie 

d’après cette loi peut être étendue à des puissances fractionnaires ou néga

tives.

Plusieurs propriétés remarquables des nombres figurés se déduisent im mé

diatement de la formule (4 ) du Chapitre I Y  (§ III). Concevons, par exemple, 

que, après avoir remplacé dans cette formule n par n —  i ,  on y suppose

x — m- \ - 1, . j - m ' + i ,

m, m'  étant deux nombres entiers quelconques, on trouvera

(7)

( m  m ’ -1- 2) ( m  -+- m '  h- 3 )... ( m  m '  -+- n  )

1.2.3. . . ( n  — j)
_(m +  i) (n t+ 2 ). . . ( »H -n  — t)

1 . 2 .3 . . . ( n  — î)

( m  + 1 ) ( m  +  2 )... ( m  +  n  — 2 ) m ' + i

1 . 2 . 3 . . . { n  — 2 )
+

m +  i ( m '  -4- 1 ) ( m '  -t- 2 )... ( m' -4- n  — 2 ) 
I 1.2.3. ,.(/l — 2 )

(m'-t- i) (m'-t- 2 ) . .  . ( m1-1- n —  1) ^

1 .2.3.. . ( n  — 1 ) 5
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puis, en faisant m ' — o,

(m -+- 2 ) (m 3 ). . . ( m  -4- n)
1 . 2 . 3  . . . ( «  — i)

_ (m -+- i) (m +  2). . .{m, ·+- n — i)

î .2.3. .  . (n — i)

( m -t- i ) ( m -t- 2 ). . .  ( m -I- n —  2 )
1 .2 .3 .  . .(/I —  2)

+ ....................................................

m -+- 1
----------- h 1.

I

De même, si, après avoir remplacé dans la formule ( 4 ) (Chap. IV, § III) 

n par n —  1, on fait en outre

x  —  m-T-i ,  y  —  — (/n'-4- i ) ,

on en conclura

( 9 )

I (m —  m ' ) {ni —  m'  +  1 )-.. . (m —  m ' h- n —  2)

1 .2.3. .  . {n —  x)

_ (m. 1) ( m 2) . .  . ( m n —  1)

x. 2 . 3 . . . ( «  —  x )
«

(m +  1) (m H- 2 ) . .  . ( m  -+- n —  2) m 1 +  1 
\ x. 2 . 3 . . . (n  —  2) 1

_ m -h-1 ( m1 1 ) m ' . . .  ( m'  —  n - 1- 4 )
"+" I 1 .2 .3 .  . , ( n  —  2)

»
( m'  - M  ) m ' . . .  ( m'  —  n - 4- 3 )

\ 1 . 2 . 3 . . .  ( n —  1 )

Lorsque dans l’équation précédente on suppose m' ^m,  et en même temps 

n 5 m'  -t- 2, on trouve

o =
{m 4 - 1 ) . .  . {m +  n —  1) m '-t-i  . . ( j n - i - n —  2)

1 . 2 . 3 . . . ( «  — 1)

-4-

I 1 . 2 . 3 . . . ( n  —  2)

(in ' -y i )m ' (m  1) . .  .(m. n —  3 )

1.2 1 . 2 . 3 . . . ( n  —  3 ) ■

(10)

_m'  - 1-  t (m. —  m'  —  1 )

_t~ i i . 2 . 3 . . . ( / t  —  m ' — 1)

( m  +  1 ) . . .  ( m n —  m'  —  2 )

1 . 2 . 3 . . .  ( n —  m'  —  2 )
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Enfin, comme les équations (8) et ( io) peuvent s’écrire ainsi qu’il suit

>  +  i) ,
------------- r  · . .
. .  m

. . (n -4- m — i) _«(« -h j). . .(« H- ni).
i . a . 3 . . . ( / «  +  ] ) ’

m '-\-i (n —  i ) . . . ( / i - t - w —  2)
1 1 . 2 . 3 . .  .m. +■ ··

m 'H- 1 (n —  m') . . .  (n  -4- m —  m' —  r)

1 i . a . 3 . . .  m

(n — m' — O . . .  (n -+- m — m' — 2 )
1 . 2 . 3 . . .  m ’

il est clair qu’elles entraîneront les deux propositions que je  vais énoncer :

T héorème I. —  S i, après avoir fo r m é  la suite des nombres fig u rés de 

l ’ordre m, on ajoute les uns a u x  autres les n prem iers termes de cette suite, 

on obtiendra p o u r somme le n iè"'e nombre fig u r é  de l ’ordre »1 +  1.

T héorème II. —  S i  l ’on désigne p a r m, m' deux nombres entiers assujettis à 

la condition
• m '^ m ,

et que dans le développement de (1 — on rem place les puissances suc

cessives de x  p a r  m'-+- 2 termes consécutifs pris dans la suite des nombres 

fig u rés de l ’ordre m , on obtiendra un résultat ég a l à zéro.

Corollaire  /. —  Si l ’on suppose que les différents termes de la suite

(13 ) U q ,  a 1 ,  a<i, . . . ,  a,n . . .

représentent successivement les nombres naturels, les nombres triangulaires 

et les nombres pyramidaux, on trouvera dans le premier cas

(14 ) an —  2 £)!„_! -H Æ/î- 2 ~  o, 

dans le second

(15 ) a„ —  3 a ,,_ i+  3 a „ _ ,—  an ., =  o, 

et dans le troisième

(16) an —  4««-i +  6 a /(_2 —  4 ««-s +  «„-4 =  o.

1 . 2 . 3 . .  .m  2 . 3 . 4 . . . (
+

( I I )

1 . 2 . 3 . . . m 1 . 2 . 3 .

n (n  + 1 ) .

1. Q

I n . . . ( n H- m —  1 )
0 =  ----------5------------

l 1 . 2 . 3 . . .  m

(•2)
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La première des équations qui précèdent se confond avec la formule ( 3 ) du 

Chapitre X II  ( § 1 ).

Corollaire II. —  Si l ’on désigne généralement par 

( i 3 ) aoi au a%9 · · -j an9 . . .

les nombres figurés de l’ordre m9

(17) a\x i ctvX2, . . . ,  a nx " ,  . . .

sera une série récurrente dont l ’échelle de relation aura pour termes les 

quantités

(18)
m H- 1 ( m -t- 1 ) m

1.2
( m 4 - 1) m{ m  —  1) 

1 . 2 .3  ’

c’est-à-dire les coefficients des puissances successives de x  dans le dévelop

pem ent de (1 —  x ) m+l. Ainsi, par exemple, la série

1, S x , 6 x 2,  i o í ¡?8,  . . . ,

dans laquelle les puissances successives de x  ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est récurrente, et son échelle de relation se com

pose des quantités
i , —  3, + 3, 1.

Parmi les propriétés principales des nombres figurés, on doit remarquer 

encore celles que présentent les équations (7) et (9), lorsqu’on leur donne 

les formes suivantes :

(■ 9 )

I
I n{n -t- 1). . .{n -4- m -t- m')

1 . 2 . 3 . . .  ( m -t- m' +  1 )

_n ( n -t- 1 ) . . .  ( n -H m —  1 ) 1 . 2 . 3 .. .m'
ï . 2 . 3 .. . m 1 . 2 . 3 . . . m'

( n — ï ) n . . .(n -t- m — 2 ) 2.3.4·  · . (m'-t-1) 
1 . 2 . S . . .  ni 1 . 2 . 3 . .  .m!

1 .2 .3  . . . m  ri{n -+ -\).. .(n  4- m.'— 1)
1 . 2 . 3 . . .  n v  1 . 2 . 3 . . . / « '

\
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n ( n  -+-1 ) . . .  ( n  -+- ni  —  /«' —  2 ) 

i . 2 . 3 . . . (ni  —  ni'  —■ 1)

_  « ( «  4 - 1 ) . . . (n +  m —  î ) m !+  1 (n — i ) n . . . ( n  +  m —  2)

. 1 . 2 . 3 . . .  m  1 1 . 2 . 3 . . . / »

( /«' -f- 1 ) . . . ( » / ' — « 4 - 4 ) 2 . 3 . 4 · · · ( m  -+-1 )
1 . 2 . 3 . .  . ( n  —  2) 1 . 2 . 3 . . .  ni

( / « '+ > ) . . . ( / » '— « +  3 ) 1. 2 .3 . . . / «
1 . 2 . 3 . .  . (« — 1) 1 . 2 . 3 . . . / »

Ajoutons que, dans la suite des nombres figurés de l ’ordre «, le (« +  i ) ième 

terme équivaut à la somme des carrés des coefficients que renferme la 

wièmc puissance d’un binôme. En effet, si dans la formule (2) (Chap. IV, 

§ III) on suppose à la fois œ =  n, y  —  n,  on trouvera

-
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NOTE VII.

DES SÉRIES DOUBLES.

Soient
M , , «2»

« 'o f u\,

« i l
n

u v « ï f

• · ♦ • · 9 • · 9

des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales, 

de telle manière que chaque série horizontale ou verticale renferme une 

infinité de termes. L e  système de toutes ces quantités sera ce qu’on peut 

appeler un a série double; et ces quantités elles-mêmes seront les différents 

termes de la série, qui aura pour terme général

/n, n désignant deux, nombres entiers quelconques. Cela posé, 

que l’on représente par
A m )
■ >ti

concevons

la somme des termes de la série (i) qui se trouvent compris dans le Tableau 

suivant
«0> 111, 77s, • 9  ««·—

u 0> u\, *9 U ! i — \ 9

«îf u"“ l > ul, * 9 ««- 1 9

• · 9 . . , • · > • 9  * * · * 9

//(W-l)
9 u l , «2 > „ . »,{/«-1)

* 9 U / l - l  9

c ’est-à-dire des termes qui portent à la fois un indice inférieur plus petit 

que n et  un indice supérieur plus petit que m. Si la  somme des termes res

tants, pris en tel ordre et en tel nombre que l ’on voudra, devient infiniment 

petite pour des valeurs infiniment grandes de m  et de n, il est clair que la 

somme s{”l), et toutes celles qu ’on pourra en déduire en ajoutant à s{£l) quel

ques-uns des termes exclus du Tableau (2), convergeront, pour des valeurs 

Œ uvres de C. — S. H, t. III. 56
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croissantes de ni et de n, vers une limite fixe s. Dans ce cas, on dira que la 

série (i) est convergente, et qu ’elle a pour somme la limite s. Dans le cas 

contraire, la série (i) sera divergente, et n ’aura plus de somme.

Lorsque les termes exclus du Tableau (2), étant ajoutés les uns aux autres 

en nombre arbitraire, ne donnent jamais, pour des valeurs infiniment grandes 

de m et de n, que des sommes infiniment petites, on peut en dire autant a 

fo r tio r i  de ceux d’entre les mêmes termes qui appartiennent à une ou à plu

sieurs colonnes horizontales ou verticales du Tableau (1). Il suit immédiate

ment de cette remarque que, si la série double comprise dans le Tableau (1) 

est convergente, chacune des séries simples comprises dans les colonnes 

horizontales ou verticales du même Tableau le sera pareillement. Dési

gnons, dans celte hypothèse, par

s ( m )

le résultat qu’011 obtient en ajoutant les sommes des m premières séries 

horizontales du Tableau (1), c ’est-à-dire les m  premiers termes de la série 

simple

( 3 ) H- Uj +  . . .,  Mo ■ +■  Mj +  U·! ■ +■  · « . > M 0 —|— J ~ M  2 —1— . . .  y

le résultat qu’on obtient en ajoutant les sommes des n premières séries ver

ticales, c ’est-à-dire les n premiers termes de la série simple

( 4 ) ï<0 -H mJ I l l  +  U J -+- ll'[  +  . . . , M2 -H ¿<2 -t- · · · >

................................. > ................................... .. ................................. »

s(m) sera évidemment la limite de l ’expression s(f l> pour des valeurs crois

santes de n, et s„ la  limite de la môme expression pour des valeurs croissantes 

de m. P ar  suite, il suffira de faire croître indéfiniment m  dans et n dans 

sn pour faire converger slm> et sn vers la limite s. On peut donc énoncer la 

proposition suivante :

T héorème I. —  Supposons que la  série double comprise dans le Tableau  (1) 

soit convergente; et désignons par s la somme de cette série. Les séries ( 3 ) 

et (4) seront égalem ent convergentes, et. chacune d ’elles aura encore pour  

somme la quantité s.
s ;

Concevons maintenant que les valeurs numériques des quantités comprises
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dans le Tableau (i) soient respectivement désignées par

po> Pu p2j ■ · · »
Po» Pl> P 2> · · · >

n trP0’ Pl> Ps> · · *9
* M · ·) · · » · · · ·

Les termes du Tableau (i) qui se trouvent exclus du Tableau (2), étant 

ajoutés les uns aux autres en tel nombre que l ’on voudra, fourniront évi

demment une somme inférieure ou tout au plus égale (abstraction faite du 

signe) à la somme des termes correspondants du Tableau ( 5 ). Donc, si, pour 

des valeurs infiniment grandes des nombres m et n , cette dernière somme 

devient infiniment petite, il en sera de même a fo r tio r i  de la prem ière; ce 

qu’on peut encore exprimer en disant que, si la série double comprise dans 

le Tableau (5 ) est convergente, la série (1) le sera pareillement. J’ajoute 

qu ’on sera complètement assuré de la convergence de la série double com

prise dans le Tableau ( 5 ), toutes les fois que, les séries horizontales de ce 

Tableau étant convergentes, leurs sommes, savoir

(6) P0 +-P1 +  ps-+- · · ·> Po +  p'i +  P*-t-· · · > PÔ +  Pi -+- Ps -+-■·· >
........................... .................. '......... ............................9

formeront elles-mêmes une série simple convergente. En effet, soit, dans 

cette hypothèse, s un nombre aussi petit que l ’on voudra. On pourra choisir 

m assez considérable pour que l ’addition des sommes

Po"1· ' Pim,+  P',(/»)2 Pi) ^  Pl ^  P2 -i-· · ·,

et, par suite, celle  des termes du Tableau (5 ) affectés d ’un indice supérieur 

au moins égal à m, ne produise jamais un résultat plus grand que {s. De 

plus, le nombre m étant déterminé comme on vient de le dire, on pourra 

encore, puisque chacune des séries horizontales du Tableau (5 ) est conver

gente, choisir n assez considérable pour que chacune des sommes

P» +  Pre+l +  Pn+2 +  . . .,
P n Pfi+1 “1“ Pn+ 2 +  . . · ,

p,, r 1)- rn+t

soit égale ou inférieure à
i

— £; 2 m auquel cas l ’addition des termes qui, dans le
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Tableau ( 5 ), portent un indice supérieur plus petit.que m  et Un indice infé·» 

rieur au moins égal à n, ne produira jamais un résultat plus grand que \z. 

L és  deux conditions précédentes étant remplies, il est clair que, dans la 

série (5 ), les termes affectés jd’un indice supérieur au moins égal à m et 

d’un indice, inférieur au moins égal à n ne pourront donner par leur addi

tion mutuelle qu’une somme tout au plus égale à s. Donc cette somme 

deviendra,infiniment petite, si l ’on attribue aux nombres r)i et n des valeurs 

infiniment grandes, puisque alors il sera permis de faire décroître e au delà 

de toute limite assignable. Donc l ’hypothèse admise entraîne la convergence 

de la série ( 5 ), et par suite celle de la série (i). En combinant ce principe 

avec le premier théorème, on en déduit une nouvelle proposition que je  vais 

énoncer.

Théorème II. —  Supposons que, toutes les séries horizontales du Tableau  (i) 

étant convergentes, leurs sommes, savoir

( 3 ) m0+ « i + M j - i - .  · . ,  u '0 +  u\-+-u'i - \ - . .. ,  «¡¡H- u\ +  «2 +  . . . ,

.................................>· ....................................» .................................... >

fo r m en t encore une série convergente, et que cette double propriété des séries 

horizontales subsiste dans le cas même où l ’on rem place chaque term e du  

Tableau  (i) par sa valeur num érique. On p ourra dès lors affirm er : i° que 

toutes les séries verticales sont convergentes; 2° que leurs sommes, savoir

(4 )  M# +  Mq - t -  m J  -+- . . . ,  M( +  M , - | - M j - H  · · · ,  m24 -  ms - t -  u'% - + - . . . ,

........... ..................... > ■ · · ............................ .. ....................................

fo rm en t encore une série convergente; 3° enfin que la somme de la série ( 4 ) 

est précisém ent égale à celle  de la série ( 3 ).

Corollaire I. —  Le théorème précédent subsiste lors même qu’on suppose 

quelques-unes des séries horizontales ou verticales composées d’un nombre 

fini de termes. En effet, chaque série de cette espèce peut être considérée 

comme une série convergente indéfiniment prolongée, mais dans laquelle 

tous les termes dont le rang surpasse un nombre donné s’évanouissent.

Corollaire II. —  Soient

( 7 )
«0. M„ «2, « 3, .• » · y

Po» V'i, f’ i , v ¡ ,  ■. .  .

deux séries convergentes qui aient respectivement pour sommes les deux 

quantités s, s', et dorit chacune reste convergente lors m êm e qu’on réduit
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ses différents termes à leurs valeurs numériques* Si l ’on forme le Tableau

^3 P<>, * · · >

m2Ci , . . . .

Z¿1 ̂ 2» * * · 9

«0 3̂» · .· · y

• · · >

on reconnaîtra sans peine que les séries horizontales de ce Tableau jouissent, 

des propriétés énoncées dans le théorème II, et que leurs sommes sont res

pectivement

(9) Pi«» <VS '’s·?» ----

Par suite, en vertu du théorèm e II et de son premier corollaire, les sommes 

des séries verticales, savoir

( 8 )

MiC„, ut c0,

Mo Pi, tli Pi»

«oPj»

( i o )
Mo C0,  . Mq C i “h  M ,  C0» M o P 2 “ t~ M ,  C i - h  M2 ï»o> · · · ,  

Mo P« ■+■ M l  C„_1 - + - .  .  .  +  M„_1 Cl - h  IIn C0,  .  .  . ,

formeront une nouvelle série convergente; et la somme de cette nouvelle 

série sera égale à celle de la série (9), c ’est-à-dire évidemment au produits.?'. 

On se trouve ainsi ramené par la considération des séries doubles au théo

rème V I du Chapitre V I  (§ III).

Corollaire III .  —  Si l ’on appelle x  le sinus d’un arc compris entre les
77 77

limites —  -» H- —> et z  sa tangente, on trouvera

Z =  X - =  X ( I —  x % ) *.
—  a.·2

Cela posé, puisque, en vertu de la formule ( 3g) (Chap. IX, § II) ,  on a, pour 

des valeurs numériques de z  inférieures à l ’unité,

arc tangir;
S3

T

on en conclura, pour des valeurs numériques de ^ ’ inférieures à
• \j 2

arc sin# arc l a n g u i  —  x i ) 2

=3 x  ( t —  x 1 )
/v.3 _  2. -r5 8 7

* + T ( l _ œ2) +  >
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ou, ce qui revient au même,

arc sin je =  x
3 x 3 3 .5  a?3 3 .5 .7  a?7

2 3 2.4 5 ~1"" 2.4.6 7

a?3 5  x s 5 .7  a 4  _

T _ 2 5 , 2-4  7

X a

T  +  2
7 x ‘

~  7
X 1

7

Comme les séries horizontales.comprises clans le second membre de l ’équa

tion précédente remplissent évidemment les conditions énoncées clans le 

théorème II, tant que la variable x  conserve une valeur numérique inférieure

à ~=> il en résulte que cette équation peut s ’écrire ainsi qu’il suit :
V 2

arc sin a? =  a? 4-
3
2

5 ^ 3 _5
2.4 2

x s

T

4- 7 -6.3 7-6 | 7 t
2.4.6 2.4 2

a?1

7
r

De plus, si clans la formule (5 ) du Chapitre IV  (§ III) on attribue à y  la va

leur négative —  2, et à x  l ’une des valeurs positives 3 , 5 , 7, . . . ,  on en tirera 

successivement

( " )

3
a

i
2 7

3^5 _  5 _  iJJ

2.4 2 ~l_1 2 . 4 ’

7.5.3 7.5 7 _1.3.5
2 .4 .6  v 2 . 4 +  2 1 2 . 4 . 6 ’

et par suite on trouvera définitivement

(12)

. i a?s i . 3 a?5
arc sina? =  x  4------- 4------7 —-2 3 2.4 5

a? = -----— 1 x  =  ·
v 2

r . 3 . 5 x 7 

2.4.6 7
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î l  esl facile de prouver, à l ’aide du Calcul infinitésimal, que celte dernière 

équation subsiste non seulement, entre les limites x  — ----- =̂., x —. +  -^z,
2 \J2

mais aussi entre les limites x  =  —  i ,  x  =  + 1.

Corollaire IV . —  En vertu de la formule (20) (Chap. VI, § IV ), on a, pour 

toutes les valeurs de x  renfermées entre les limites —  1 et 4 -1 ,

(1 +  a?)!*—  i x
=  *  —  —  O — p î  +  t O — +

ou, ce qui revient au même,

(1 -t- x)V· —  1 X

1

X % X 2
----- h U —
2 1 2

X % (  ' I
T - f *  I + ô

¿C*

T + F
1

1.2

x°

T
4 · . /  I
r - F 1 . 3

1 1
-------1----- 51.2 , 2.3 P

t \ x  ̂

1 . 2 . 3 / 4

Comme les séries horizontales que comprend le second membre de l ’équa

tion précédente remplissenl les conditions énoncées dans le théorème 11, 

tant que la variable x  conserve une valeur numérique inférieure à l ’unité, il 

en résulte que cette équation peut s’écrire ainsi qu ’il suit :

Mais on a déjà trouvé (Chap. V I, § IV, problème I, eorbllaire II)

(x4) (l +  g )lt - l  £ [ / ( !  +  &)]« +  . . . ,
r  2

l  étant la caractéristique des logarithmes népériens. Les formules ( i 3 ) et
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/

( i 4 ) devant s’accorder entre elles (voir le théorème V I du Chapitre VI, § IV)* 

on en conclura* pour toutes les valeurs de x  renfermées entre les limites — 1 

o l  - h  i ,

/y*Z lytO /y»*■ . . U/ iv O/
l(l-\- x )  = z x ---------h -5------- j- - h . . . ,

2 O 4

1 r // /  i \  a ;3 /  i  i \  X 1*
- [ ( ( ,  + * ) ] · =  T  -  ( · +  3 )  y  +  ( ' +  ;  +  3 )  T  —  ·

(■ 5 ) 1 I
----1- o' +  » · ■2 3 n —  i ) n

x n

2 . 3 L 1 . 2 3 1.2 1.3  2 . 3 / 4

Dans ce qui précède, nous n ’avons considéré d’autres séries doubles, con

vergentes ou divergentes, que celles dont les différents termes sont des 

quantités réelles. Mais ce qui a été dit à l ’égard de ces séries peut également 

s ’appliquer au cas où leurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu’alors 

on écrive partout expression im aginaire  au lieu de quantité, et m odule au 

lieu de valeur num érique. Ces modifications étant admises, les théorèmes I 

et II subsisteront encore. C’est ce que l ’on démontrera sans peine, en s ’ap

puyant sur le principe suivant :

L e m odule de la somme de plusieurs expressions im aginaires est toujours 

in férieu r à la somme de leurs modules.

Pour établir ce même principe, il suffit d’observer que, si l ’on fait

p(cos0 -t- \J—  i sinS) -+- p'(cosô'-l·- \J—  i sin 0') 4 - . . .

=  R ( c o s T  -+t \/—  i s in T ) ,

p, p', . . . ,  R désignant des quantités positives, on en conclura

R 2:= (p c o s0 -l- p 'c o s S '- K  . .)2-l- (p s in 0 -f- p'sin0'-+-,. ,)2

=  p2-h- p'24-. . . -t- 2pp'COS(0 — 6') + .  . .

<  p2 H- p,aH- .. . H- 2pp'-H. . . =  (pH- p' 4-. . .)!,

etj par suite,
R < p  +  p' + —
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NOTE V III.

SUR LES^FORMULES QUI SERVENT A CONVERTIR LES SINUS OU COSINUS DES MULTIPLES D’UN ARC 

EN POLYNOMES DONT LES DIEFÉRENTS TERMES ONT POUR FACTEURS LES PUISSANCES ASCENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE CE MÊME ARC.

Les formules dont il est ici question sont celles que nous avons construites 

en résolvant les deux premiers problèmes énoncés dans le paragraphe V  du 

Chapitre VII, et qui s’y  trouvent affectées des numéros ( 3 ), ( 4 ), (5 ), (6), 

(9), (10), (11) et (12). Elles donnent lieu aux remarques suivantes.

D ’abord, si, dans le calcul à l ’aide duquel on établit les formules ( 3 ), (4 ), 

( 5 ) et (6), on substitue aux équations (12) du Chapitre V II (§ II) les équa

tions (24) du Chapitre IX  (§ II), on reconnaîtra immédiatement que les 

mêmes formules subsistent dans le cas où l ’on remplace le nombre entier m 

par une quantité quelconque ¡a, tant que l ’on suppose la valeur numérique
7T

de a inférieure à j ·  Ainsi on aura, dans cette hypothèse,

/

(O
( H  +  4 ) ( f *  +  2 ) f A - f A ( > —  2 ) ( p —  4 ) .

i . 2 . 3 . 4 · 5.6

4- (tÀ +  /i ) ( p  +  2)p-(p- —  !>)(!j. —  /i) gi 
i . 2 . 3 . 4 -5

s in 's  —
··■ ]

et

(f* +  3 ) ( fA + Q (f A  —  l)(fA —  3 ) 
I . 2 . 3 .4

sinp.s =  ¡1 sins
(fA +  j) . 3

( 4 )
1 . 2. 3

(ft + 3 ) ( fA + l) fA ( fA —  i ) ( h —  3 )

J . 2 . 3 . 4. 5
OEuvres de C. —  S .  I I ,  t .  I I I . 57
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De plus, en vertu des principes établis dans le Chapitre IX  (§ II) et dans la 

Note précédente, on pourra développer, non seulement cosfxz et s in p s ,  mais 

aussi les seconds membres des formules (i), (2), ( 3 ), (4 ), suivant les puis

sances ascendantes de ¡x; et, comme les coefficients de ces puissances devront 

alors être les mêmes dans le premier et le second membre de chaque formule, 

on obtiendra, en comparant deux à deux les coefficients dont il s’agit, une 

suite d’équations parmi lesquelles on distinguera celles que je  vais écrire :

(5)

(6 )

1 , sin25 2 sin4s 2.4 sin6s

2 2 T  3 4 3 .5  6

z —  sins
1 sin3s 

3 3
1.3  sinss
2T4

Nous supposerons toujours ici la variable s comprise entre les limites —
4

7T
-t- ■ £· Mais on démontre facilement à l’aide du Calcul infinitésimal que, sans 

altérer les équations (1), (2), (3 ), (4 ), ( 5 ), (6 ), · · · ,  on peut y faire croître

7T
la valeur numérique de z  jusqu ’à - ·  Ajoutons que, en prenant sins =  x ,  on

fait coïncider l ’équation (6 ) avec la formule (12) de la Note VII, et l ’équa

tion (5 ) avec la suivante :

(arc s in# ) 2 » , 2 x* 
■ x* -+- 0 —  3 2

2.4 X e 

375 T

2 .4 .6  x % 

37577 T

Cette dernière se trouve dans les M élanges d ’A nalyse , publiés en 1815 par 

M. de Stainville, répétiteur à l’École royale Polytechnique.

Concevons à présent que, dans les formules déjà citées du Chapitre V i l  

(§ V ),  on attribue à la variable z  une valeur imaginaire. On conclura sans 

peine des principes développés dans le Chapitre IX  (§ III), qu ’elles ne ces

seront pas d’être exactes. Supposons, par exemple,

z —  I x ,

l  étant la caractéristique des logarithmes népériens. Comme on aura, dans 

cette hypothèse,

cos.s =  -  (e !x-\- e~lx) = - ( ¿ £ 4 - — V
2 2 \ x  )

sin (.etx~  e~lx) —
2 x - l

X
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et généralement ( n désignant un nombre entier quelconque)

c o s n s  =  -  ( x n-h —  |> s in «i 2 V x '1 2

on tirera des équations (3 ), (4 ), (5 ), (6) (Chapitre VII, § V) : i° pour des 
valeurs paires de m,

( 7 )

( 8 )

x m +
x m I

. , m.m (__ 1 \ \  ( m + 2 )m.m(m —  2) i \ k
2.4I  x )  ' 2.4-6.8 \ x )

( m -+- 4) (m h- 2)m . m ( m  —  2) ( m — 4) (  1

x "1-------—  \ x -
X " 1

- )  T— ( * —  -
x  / l 2 V 00

2,.4 .6.8.10.12

(m +  2 )m (m  — 2 )
x -----

x2.4.6
(m +  4)(m  +  2)m (m  — 2) (m — 4 ) 

. 2.4.6.8.10
x  - ¿)‘H

‘ 20 pour des valeurs impaires de m ,

(9 )

=  x
4  b

(m +  i ) ( m  —  i)

2.4 \  x

( m -f- 3 ) ( m ·+-1 ) ( m —  i ) ( m — 3 ) 
a . 4 . 6 ". 8

x -----
X 4

( 10)

i _ r  m
~x"1 ~  2 [ T

x  ■
{m H- i ) m( m  — /) 

2 . 4-6 ( '- ¿ y
(m  -+- 3 ) (m  -4- 1) m (m  —  i ) (m —  3 )

H 2.4.6.8.10 ~ 1 57 ' ¿ y - · · ] ·

Les formules (9), (10), (11), (12) du paragraphe V (Chap. VII) fourniraient 
des résultats analogues.

Revenons maintenant à la formule (3) du même paragraphe. En vertu de 
cette formule, cosm z  est, pour des valeurs paires de m, une fonction entière 
de sins, du degré m;  et, comme cette fonction doit s’évanouir, ainsi que 
cos mz ,  pour toutes les valeurs dé z  comprises dans la suite

( m. — 1 ) tt 3 7r
--------------------,  · · · , ---------------,

2 m 2 m 2 m •2111
3 u (m — 1 ) 7r

· · ·, -4----------- —  ,
2 m 2 m
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452 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

il est clair qu’elle sera divisible par chacun des facteurs binômes

. (m  —  i )7t . . 3 n . . n
s i n s - i - s m ------------ > . . . .  s in z +  s i n — , s i n z - i - s i n —  i

2 ni ■ 2 m 2 m

. ( ni —  i ) 7T 
sms — sin-

2 m
. 371 1T

., sinz — sin—  > sinz — sin—  >
2 m 2 m

et, par conséquent, égale au produit de tous ces facteurs binômes par le 

coefficient numérique de sin"'z, savoir

f  (m  +  m —  2). . .(m  -+- —  2). . . (ni  —  m H- 2) ^
( _ , )  “  1 . 2 . 3 . . . ( m - i ) . m ---------- ;-------------- =  (- !) 2 ·

On aura donc, pour des valeurs paires de m,

(11) c o s m s  =  2"I_1 ( sin? —' ' V O »M sin2z  ) ( sin2 —  sin2 
2 m

Par des raisonnements semblables, on.tirera des formules (4 ), ( 5 ) et (6) 

(Chap. VII, § V )  : i° pour des valeurs paires de ni,

/ 2 7T
(12) sin/ws =  2m_1 s in z c o s z  sin2--------sir
' ' \ 2 in

2° pour des valeurs impaires de m,

s im z sin-
• » 4 TT

2 ni
sin2z . . .  sin

. . ( m  — 2)nun l l____ '
2 m sin*

( i 3 ) cos m s  =  2"l~i c o s z l  sin2 — -----sin2z') (  sin2—  —  sin2z^ . . .  f s in 2 — ----- —  sin2-';7 ' 2  n i  j  \  2 i n  I  \  2 n i

et

(i4) s in nis =  2m_1 s i n z f  sin2-^ - —  sin2s') (^sin2 —  —  sin2« ) . . .  ( s in 3 
' \ 2m J \ 2in )  \

(m  —  1 )7r
2 m —  si il2

Si dans les quatre équations qui précèdent on réduit la partie constante de 

chaque facteur binôme à l ’unité, en écrivant, par exemple,

sin2z .. , . . 7T . .
1 -------------- au lieu de s u r ------------sin2z,

it 2 m
inî.sin

2 ni

les facteurs numériques des seconds membres deviendront évidemment 

égaux à ceux des termes qui, dans les formules (3 ), ( 4 ), (5 ), (6) du Cha- ‘ 

pitre VII (§ V), sont indépendants de s in z  ou renferment sa première puis

sance, c ’est-à-dire à l’unité ou au nombre m. En conséquence, on trouvera :
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i° pour des valeurs paires de m,

( i5 ) cos m s  =  / i ■
surs

i —
sirrs

sin'
2 m ,

sin2
37:

2 m ,

s in '3 \
. ( m —  i ) 7t V

sin2 '---------—  }
2 m J

(i6) s in m s = m s i n s c o s s ¿
sm 's sin 's

sur 271
2 m .

SU1‘
47:

s in 's  \ _ 

. ( m —  2 ) n } ’
2 m J

2° pour des valeurs impaires de m,

(17) cos m z —  cos z i  1 —
sin's in2 * \

I —
sin

sinr
2 111.

(18) sin m s =  m sin 3 / 1 —
sin'

. 2 3 tt 
sin2 —

2 m /

sin2s '

sin'
27:
2 m ,

sin2 —fùl
i m .

in**sin

. , ( m —  2)7: 
sin2 ----------

2 m 

sin2 s
. „ ( m —  i ) 7:

sin2 -------- -LU
2 m

De plus, si l ’on observe qu ’on a généralement

. , ,  . , cos 2 a —  cos 2 b
sin2o —  sin2a  = ---------------------,

2

on reconnaîtra sans peine que les équations ( u ) ,  (12), ( i 3 ) et (14) peuvent 

être remplacées par celles qui suivent

(19)

(20)

37:
C0sms =  2 2 ( COS 2 S  —  COS—  IIC0S2S —  cos

\ m j  \  m

s in m s =  22 siti2s( co s2 s  —  c o s —  | | cos2s —  cos

COS 2 Z  —  COS ('n  —  1)7

»1

m
^ Y · ·  feos 2 s - C0 S ( £ L Z i l £
m

m — 1 
2~~COS/n.3 2 * COSC( C0 S2 .C —  COS ~   ̂ ^C0S2 ,S —  COS ^  ] * · · ( C0S2 .S —  CQs

m
m — 1 

2“ " 2 7:\  / 4^
S i n m s  — 2 '  S U IS  C 0 S 2 3  —  COS----- ) C 0 S 2 ? —  c o s  —• m / V m cos 2 s —  Cqs

m

les deux premières se rapportant au cas où m  est un nombre pair, et j eg 

deux dernières au cas où m est un nombre impair.

Les douze équations qui précèdent subsistent égalem en t, quelles qUe 

soient les valeurs réelles ou imaginaires attribuées à la variable s. O q p eut

donc y  remplacer cette variable par ^ —  z,  par sj—7  l x , ______Dans l e p 1> e _

mier cas, on obtient plusieurs équations nouvelles correspondantes aux
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formules (9), (10), (11), (12) du Chapitre VII (§ V). Dans le second cas, 

les équations (19) et (20) donnent respectivement, pour des valeurs paires 

de m,

« " '4 ------ =  ( x 2 —  2 cos  —  +  (  X 2 —  2 COS —  -H
x m \ ni x 2)  \ m xp ) ·

2 cos
( m —  1 ) tc

m

m —  —  { x i -----( æ·2—  2 COS —  4 -
¿P \ æy  \ m q x 1)

et, pour des valeurs impaires de m,

Tl + i ) · · · ^ 5-

• (^x2 —

, . (m  —  2 ) 7r 1
• · ( X 1  —  2  COS ---------------- L ,  4 -, —

ni X ‘

x m 4— “irr =  ( a? 4- — ) (a:2 —  2 cos 
a?"1 \ x

(m  — 2)77 1
2 cos-------- - 4 ---- 1---- ; ]>

ni x

=  I X ---------I I X ‘  —  2  COS —  4- ·
m x- 2 cos

( w ï  —  2  )  i î  1

ni

ce qui s ’accorde avec les résultats obtenus dans le Chapitre X  (§ II).

Il nous reste encore à indiquer plusieurs conséquences assez remarquables 

que fournissent les équations ( n )  et (15 ), (12) et (16), (x3 ) et (17), 0 4 ) 

et (18). Lorsqu’on développe leurs seconds membres suivant les puissances 

ascendantes de sin~, les coefficients numériques de ces puissances doivent 

être évidemment les mêmes que dans les formules ( 3 ), ( 4 ), (5 ) .et (6) du 

Chapitre VII (§ V). De cette seule observation on déduira immédiatement 

plusieurs équations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs

7r 27i · 3 7r 4rr
2 ni ’ 2 m ’ 2 ni ’ 2 ni ’

On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m,

( 23)

( 24 )

, . , 7Ti — 2m_1 sin2 —  2 ni
• 2sin2------

2 ni
. , ( m  —  i )7r• sur--------- — >

2 ni

2 7X
m — 2”?-1 sin2----2 m

sin2----- -( 2 ni
. (m — 2)n■ sin2 ------------

2 ni

m.m 1 1

i . 2 — . . n sin2 —  
2 ni

. 2 Û7Tsin2 —  
2 m

(m +  2 ) (m —  2 ) I 1 1-4- _l_
1 . 2.3 . , 27Ïs u r ----2 ni

. « 4  TCsin2 —  
2 ni

I

2 ni 

1

V 2  ni
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et, pour des valeurs impaires de m,

( 25)

'm —  i m~l siu

sin2-^ -
. 371 

sin2------ . . sin2(»7 - 2 ) 7t
2 m 2 m 2 m

• 5 2 7T
sin2----

. , 4 tï 
sin2------- . s i n . ^ - O *

2 m 2 in 2 ni

(m, +  i) (m  —  i) i

sin-1

(26)
2 m

■ , 3 tt 
sm 2----

2 m

1

.  , ( m  —  2 ) 71’
sin2-------------2 m

(m  4-1) (m —  1 ) _ 1 i

1 . 2 . 3  ~  . .  2  71

1

sin- - sin2
2 m

sin
( m  —  i ) 7 r

2  7«.

J’ajoute que, si l ’on multiplie par les deux membres de chacune des 

équations (24) ou (26), on en conclura, en faisant croître m  indéfiniment,

( 2 7 )

7T2

"8"

1
—  1 4 -  — 4 ~

9

1

2 0

'  T
H-  7 — 4 - .  . . ,

( 2 8 )  ·
7I 2 1 , [ 1

6 "
—  1 4 -  *7 - H

4 9 +  Î 6  +  ^ 5  +

En effet, considérons, pour fixer les idées, la seconde des équations (24). En 

multipliant ses deux membres par i —  j ? on trouvera

• f î t
Soit d’ailleurs n un nombre entier inférieur à —  · Désignons à l ’ordinaire par 

la notation M (a, b) une moyenne entre les quantités a et b. Enfin observons 

que le rapport ^  est toujours {voir la page 66) compris entre les limites r,

— —  > et que l ’on a par suite, pour des valeurs numériques de x  inférieures 
cos x

X

si n x
\ x  I I 1

sin{a; cos|a; <  c o s 2^  cos2 ï

, 71
a — 9 

2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



456 C O U R S  D ’A N A L Y S E .

Le second membre de l ’équation (29) sera évidemment la somme des deux 

polynômes

dont le premier, en vertu de l’équation ( u )  des Préliminaires, pourra être 

présenté sous la forme

1 1

4 +  9

2 T tX
restera compris entre les limites o et —  · Cela posé, l ’équation (29)

+  - J M / J ,  1 Y
« 7 9 /17T 1

7 \1 cos2---- /

m
------ n —
2

• 1 termes, tous inférieurs à -4 ,
n2

deviendra

6 V1 i» 7  (,I + 4 +  9 + ' " + " 7 M (  C0SÆ )  ' n*
T T M (°> 0.

et l’on en conclura immédiatement

(3o) 1 +  y  +  — + .
4 9

1 712 / 4 \  „ n%
n1 6  \  »17 \  m - r r M ( o ,  i).

Cette dernière formule subsiste, quels que soient les nombres entiers m  et n, 

pourvu que l ’on ait «· En outre, il est aisé de voir que, si l ’on prend

constamment pour le plus petit des entiers supérieurs à na (a  désignant 

un nombre compris entre 1 et 2), les rapports ~ y  ^  convergeront ensemble, 

pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro, et le second membre 

de la formule ( 3o) vers la limite -g-· Le premier membre devant avoir la
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môme limite que le second, il en résulte : i° que la série

I I I  I
I, 7 5  —) — 7 5  • • • 5  —ri · · ·

4 9 ib ii2

sera convergente, ce que l’on savait déjà (voir le corollaire du théorème III, 

Chap. Y I ,  § II) ;  20 que ce lle  série aura pour somme -£-·

L ’équation (28) étant ainsi démontrée, on en tirera, en divisant ses deux 

membres par 4,
7T2 __  I I I

24 —  4 +  Ï6 +  36
Ou aura par suite

4 - -----

7T2 7T2

6" “ "  2 4

i 1
=5 I 4- -  4----r

9 25

Celte nouvelle formule s’accorde avec l ’équation (27), qu’on peut déduire 

directement de la première des équations (24) ou (26).

' Avant de terminer celte Note, nous ferons remarquer que, pour établir les 

huit formules (3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6), (9), ( io) ,  (11) et (12) du Chapitre VII (§ V ) ,  

il suffit de démontrer les quatre dernières, et qu’on y  parvient très prompte

ment en développant les équations (10) du Chapitre IX  (§ 1), savoir

(31) I -t- Z COS0 4- Z- COS20 4~ 53 COS30 + .  . . =  -----* ~  * C°TS ̂ --- - ( s = — I, £ = r + l ) ,
I —  2 3  COS0 - h  S 2

( 32 ) z  sin 0 4- s 2 sin 2 0 4- z 3 sin 39  4- . .  . = -------" s'n ·̂ ,—·— ( z =  — 1, z = + i ) .
I — 2 5 C O S 0  4 - 3

Considérons, par exemple, l ’équation ( 3 2 ). On en tirera, pour des valeurs 

numériques de z  inférieures à l ’unité,

z sin0 4- Z“ sin 2 0 4- z 3 sin30 4 - . . .  4 - s 2“ sin2«0 4- s 2" 4-1 sin(2/i 4- i ) 0  4 - ■ .. 

____i_____ 5 sin#
H - 5 2 2 5  COS#

=  sin 0[ 5 ( l  4- 5 2) - l _4 2 5 2 COS 0 ( I -1- Z2)-2 4 - 4 -s3 COS0 (l 4- 52) - 3 +  . . .]

== sin 01 5 —  z z —h 5 5 . . . ±  z 2"4-1 q z . . .

+  CO S 0 ( 2 5 2 —  4-S4+ . .

-2.4 . 4.6
cos2 0

COS'*

1 .2 * ’

[tÈ ' - " -

: 2n z in ± . . . )

_  a n ( a n M - a )  „1JI+) +
1.2  ** ~

(2 n —  2)211(2/14-2)
----------------- _--------- — z

1.2.3

· ' ]

OEuvrcs de C. — S. Il, t. III. 58
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el l ’on trouvera par suite, en égalant entre eux les coefficients des puis

sances semblables de z,

(33 ) a / w,,.  · „ r  n (2/i —  2) 2 «(art +  2)sin 2 n 9 =  (— i)',+1 sin 4 2 n cos 9-----------'— A-------- - cos3ô 4-...
L 1.2.3

( 3 4 ) sin (2/1 ■ +-1) 9 ~  (—  1)
„ . o T 2 n ( 2 n11 sin 0 i -------------

L
+  2)

cos2ô ■

Si dans ces dernières formules on remplace 9 par z,  et i n  ou j «  +  i par m,  

on obtiendra précisément les équations (10) et ( n )  du Chapitre VII (§ V). 

Les équations (9) et (12) du môme paragraphe se déduiraient, par un calcul 

semblable, de la formule ( 3 i).
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NOTE IX.

SUR LES PRODUITS COMPOSÉS D’ UN NOMBRE INFINI DE FACTEURS.

Désignons par

( i )  ¿¿j, . · «, U,t.j · ■ ·

une suite infinie de termes positifs ou négatifs, dont chacun soit supérieur à 
— i. Si les quantités

(a) l{i H- u0), l(i u i ), i 4- n2), ..·, ¿(i 4- ·■·

{l étant la caractéristique des logarithmes népériens); forment une série con
vergente dont la somme soit égale à s, le produit

(3) (i +  n0) (i +  « j ) (i H- M¡¡) ... (i 4- ua—1 )

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes du nombre entier n, 
vers une limite finie et différente de zéro, équivalente à es. Si, au contraire, 
la série (2 ) est divergente, le produit (3) cessera de converger vers une 
limite finie différente de zéro. Dans le premier cas, on est convenu d’indiquer 
la limite du produit que l’on considère, en écrivant le produit de ses premiers 
facteurs suivi de ..., comme on le voit ici,

( 4 )  · (1-4- K0) ( l4- « 0 ( H -  « î ) -----

La môme notation peut être conservée dans le cas où cette limite s’évanouit.
Pour que la série ( 2) soit convergente,-il est d’abord nécessaire que, le 

nombre n venant à croître indéfiniment, chacune des expressions

K 1 +  un)i. ¿(1 +  u«+l)» K l ~^un+i), 

et, par suite, chacune des quantités

ll/iy 11/1-+-1) · * .
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devienne infiniment petite. Cette condition étant remplie, comme on a géné
ralement

>yiS 7>3 /y> 4

(5) l(i +  x) =  x -------h —-----7-4-...
2 o ¿4

( x = — i,  . - » = + ! ) ,

on trouvera, pour des valeurs de n très considérables,

!
l { i  h-  « » )  =  « »  —  ^  4 -  g- — · ■ ■ = « »  —  j  ( i  ±  £ « ) .

/ ( l  +  W/i +i )  =  tl,i+ 1 —  -  « ¿ + 1  +  g  K,3t + 1 —  · · • =  W»-H —  ~ ufi+ 1 ( l —  £re+l)>

±  s,„ ±  e«+i, · ·. désignant encore des quantités infiniment petites; puis l’on 
en conclura, en représentant par m un nombre entier quelconque, et par
i dz £ une moyenne entre les facteurs i ±  s„, i ±  £„+i, .. T,·

Í l ( J 4- Un) +  /( l4 ·  M;¡-M ) -4“ . . .  4- /(i 4" 1 )..
( ? ) 1 x * '

|  —  M» 4 -  un + ,  4 - . . .  4 - un+m—i —  -  ( M* d "  « L i  4 - . · ■  4 - ( i  —  £ ) ·

Concevons maintenant que, dans la formule précédente, on fasse croître le 
nombre m au delà de, toute limite.'Selon que chaque membre de la formule 
convergera ou non vers une liimte fixe, la série ( 2) sera convergente ou di
vergente. Cela posé, l’inspection seule du second membre suffira pour établir 
la proposition que je vais énoncer.

Théorème I. —  S i la série {1) et la suivante

( 8 ) u\> ‘ ï .

sont l ’une et Vautre convergentes, la série (2 ) le sera pareillement, et par 
suite le produit (3) convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une 
limite finie différente de zéro. Mais, si, la série ( 1) étant convergente, la 
série ( 8 ) est divergente, le second membre de la formule (7) ayant alors pour 
limite l ’infini négatif, le produit (3) convergera nécessairement vers la limite 

zéro.

Corollaire 1. — Si la série (2) étant convergente a tous ses termes positifs, 
ou si elle demeure convergente lors même qu’on réduit ses différents termes
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à leurs valeurs numériques, on sera évidemment assuré de la convergence 
de la série (8); et, en conséquence, le produit (3) aura pour limite une quan
tité finie différente de zéro. C’est ce qui arrivera, par exemple, si le produit 
en question se réduit à l’un des suivants :

Corollaire II. — Comme la série

t / ï ’  + v/3’ v/4*

est convergente, tandis que les carrés de ses différents termes, savoir

I I I

V  V  V

forment une série divergente, il résulte du théorème 1 que le produit

1 +  t / l ) · · '

a zéro pour limite.

Corollaire III. — Le théorème I subsiste évidemment dans le cas même où 
parmi les premiers termes de la série (i) quelques-uns deviendraient infé
rieurs à —i. Seulement, lorsqu’on admet cette nouvelle hypothèse, on doit 
remplacer dans la série ( 2) les logarithmes des quantités négatives parles 
logarithmes de leurs valeurs numériques. Cela posé, il est clair que, pour 
des valeurs croissantes de n, le produit

convergera, quel que soit x, vers qne limite finie différente de zéro.

Corollaire IV. — Toutes les fois que la série (1) est convergente, le pro
duit (3) converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie 
qui peut se réduire à zéro.
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Lorsque la limite du produit (3) est finie, sans Être nulle, on ne peut pas 
toujours assigner sa valeur exacte. Dans le petit nombre de produits de cette 
espèce auxquels correspond une limite connue, on doit distinguer le suivant

(9^ ( i —  ÎT2)
X*

à 2
1 — >

dont nous allons à présent nous occuper.

Quand, après avoir posé x — on fait croître n indéfiniment, le pro-
71

duit (9) converge vers une limite finie représentée par la notation

Pour déterminer celte limite, il suffira de recourir à l’équation (16) ou (18) 
de la Note précédente. Considérons, pour fixer les idées, l’équation (16). Si

l’on y écrit partout ^  au lieu de z, on trouvera, pour des valeurs paires 
de m,

et, par suite (en supposant la valeur numérique de s inférieure à 77, et le 
nombre m égal ou supérieur à 2),

( 1 2 ) l -
s u r

=  1

m sin — cos — 
rn ni

sin-
- f · /  1 -

s u r
271 sin2

s u r
m

( III —  2 ) 77

2 m

Soient d’ailleurs n un nombre entier inférieur à ^ , 1  +  «  une quantité 

moyenne entre les rapports
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el 14- ë une autre quantité moyenne entre les expressions

sin- —
m

sin* ~l~·1 
m

sin2 — 
m

. · ( « - ( -  l)7Tsin2·
m

i \  i -

sin2 — 
m

sin2̂ -
m

j ( «  +  a) tcsin . ,(777  —  2)77 sin2 --------

sin2 —
m.

sin2

A n  -t- 2)7i sin2 i------ 1 • „ ( m  —  2) ir sin- -------- -

Le second membre de l’équation (12) sera évidemment la somme des deux 
polynômes

-+- l\ 1 -

sin2 — sin- -

sin2
, 271

m ,

sin2

. ( n  H- 2 ) 77sin2

. . +  / 1

sin2
, n  tt

sin2

m

. ( m  — 2 )7 1sin2
2 m

dont le premier pourra être présenté sous la forme

K '  -  v )  +  l ( ' ~  w )  +  · ■ ■ +  l ( 1 ~  /7^ ) ]  (I +  a)’

tandis que le second prendra celle du produit

. ,  z  , sin2 — 
m

( n  -+- i ) tt\ 2 ( n  -+- 2 ) 71 ( n  —  2 ) 77\ 2

2 m

TC Y  j ( / i  +  l ) 2 s i n 2 - ( « _ + _ l ) 7 t  (Vl +  '2 )a +  2)  77

m )
sin2 m  \ 2 . a ( t ï i  —  2) tc -----1 sin2 ------- —

2 / 2 771

' ( i - H  6 }

que l’on peut réduire (en vertu des principes établis dans la Note précé
dente) à

sin2
2 771 m  . _  „
-¡¡¡T +  M(o, I).

m
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Cela posé, l’équalion (12) deviendra

sini

m sin — cos — 
m m

+  . . . +  il 1

( i3 )
sin2 —•¡■m n i, .

— ~7ZT\i (' +  ê)M(o, 1);

* ’  ( = )
et l’on en conclura, en faisant, pour abréger,

„2

n- TV ( !  +  « )

sin2 —
(i4) I +  oc =  1 +  y ,

m  i  +  ê  s 2 .
=  = i ( >  +  3 )*_7ï\ 2 i-t-a 7T

m J

puis, revenant des logarithmes aux nombres,

( l 5 ) ( ‘ - Î

> + ï  ? ^ - î| ( i +  S) H(o, ))s2\ / g2 \ (  z- \ _  / sins \
1 ir2/ \ 2*tc2/ ’ ’ ’ \ n27i2/ ( . z  z |' N x ' \ m sin — cos — /\ m mj

Supposons maintenant que, la valeur de n étant choisie arbitrairement, on 
prenne pour \m le nombre entier immédiatement supérieur à na (a dési
gnant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre 1 et 2). Lorsque

la valeur de n deviendra très considérable, les quantités oc, o, y, â

seront infiniment petites, le produit

sin —. z z m z
m sin — cos — = ----- z cos —m m z ni

m

différera très peu de z, et par suite le second membre de l’équation (i5) 
s’approchera indéfiniment de la limite

sms
■ z

Le premier membre devant converger vers la même limite, on aura néces
sairement
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NOTE IX. 465

Cette dernière formule se trouve ainsi démontrée dans le cas où la valeur 
numérique de s  reste inférieure à iz. Alors les quantités dont nous avons pris 

les logarithmes sont toutes positives. Mais la démonstration donnée subsiste 
également pour des valeurs numériques de z supérieures à n, lorsque l’on 
convient de remplacer le logarithme de chaque quantité négative parle loga

rithme de sa valeur numérique. En conséquence, l’équation (16) demeure 

vraie, quelle que soit la valeur réelle attribuée à la variable s. On ne doit pas 

même excepter le cas où Ton supposerait

z = ±  kit,

k désignant un nombre entier quelconque, puisque, dans cette hypothèse, 
les deux membres de l’équation s’évanouiraient en même temps.

L’équation (16), une fois établie, en fournira immédiatement plusieurs 

autres. Ainsi, par exemple, on en tirera, pour des valeurs réelles quel

conques des variables oc, y, s,

TT
Si dans l’équation (17) on fait s =  on trouvera

7r i 3 3 5 5 7 
2 2 2 4 4 6 6  ’

et par suite on obtiendra le développement de -  en facteurs, découvert par 

le géomètre Wallis, savoir

, . 7t _2 2 4 4 6 6 8 8

^  2 “  1 3 3 5 5 7 7 9

On trouverait de même, en faisant z =

( * > )

i r _ _ i _ 4 4 8 8 i 2 i 2 i 6 _ i 6 ><>-

4 - ^ 3 5  7 9 11 l3. l5 . I7

OFjiivres de C. — S. Il, t. III. 59
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y

Si clans l'équation (18) on pose à la fois

On pourrait déduire directement là même formule de l’équation (i5) ou (17) 

(Note précédente), en y remplaçant a par — > puis faisant converger le'

nombre m vers la limite 60. Observons enfin qu’dn tirera de l’équation (16); 

en y supposant la valeur numérique de z inférieure à ir,

Comme on a d’ailleurs, dans cette hypothèse;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE I X .  .407

et, par suite (en vertu des principes établis dans le Chapitre V I  et dans la 

Note V I I )

'  t s  , s i n 3  __ I 2 S S I I 2 3 Z I> I I 2 6S6
(24) * — —  —  6 772 ~  ï  3Ô i . 2.3 . 4  ~  3 4a I . 2 . 3 . 4 . 5 . 6  —  ’

la comparaison des coefficients des puissances semblables de s dans les for
mules (22) et (24) donnera les équations *

(25)

I l  I    I  2  7t2 7T2

1 22 +  3 2 +  42 + --------  6 7 7 5  — - 6" ’

I I  I  I  2 3 7T4   7Tl

24 34 +  4* 3o 1. 2.3.4 90’
I t I  _ I I  2 S 7I6   7T6

I +  2° +  3° +  + ------ 4  ̂ 1 . 2 .3 .4.5 .6 945’

dont la première s’accorde avec la formule (28) de la Note VIII. Les facteurs

numériques ··■  qui entrent dans les seconds membres de ces

équations sont ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli. Ajoutons que, si 

l’on désigne par 2m un nombre pair quelconque, on aura généralement

Dans ce qui précède, nous avons seulement considéré des produits dont 
tous les facteurs étaient des quantités réelles, et des séries dont tous les 

termes étaient réels. Mais on doit remarquer : i° que, en vertu des principes 

établis dans le Chapitre IX [voir l’équation (Bj) du § II, et l ’équation (26) 
du § III], la formule (5) subsiste dans le cas même où la variable x  devient 

imaginaire, pourvu que son module reste inférieur à l’unité; 20 que le rap- 
port

sins _  a2 ẑ '
z i .2.3 1 .2 .3 .4-5

converge vers l’unité toutes les fois que la valeur réelle ou imaginaire attri-
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buée à la variable z s'approche indéfiniment de zéro; 3° enfin que les équa
tions (15), (16), (17) et (18) de la Note VIII subsistent également pour des 

valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires de z. En partant de ces 

remarques, on parviendra bientôt à reconnaître comment on doit modifier 

les propositions et les formules ci-dessus démontrées dans le cas où les 
expressions

« 0 »  « 1 ,  ^ 2 »  * ·  · f  y  y Z

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on établira sans peine, à l’aide 

des formules (6), la proposition suivante, analogue au corollaire I du théo
rème I :

T h é o r è m e  II. — Supposons que la série ( 1 ) ,  étant imaginaire, demeure con

vergente quand on réduit ses différents termes à leurs modules respectifs. Le 

produit (3) convergera nécessairement, pour des valeurs croissantes de n, 

vers une limite finie réelle ou imaginaire.

De plus, on prouvera facilement que les équations (17) et (21) subsistent, 

lorsqu’on attribue à z  une valeur imaginaire quelconque u +  v f — i ; d’où il 

résulte : i° qu’on peut exprimer par des produits composés d’un nombre 

infini de facteurs les expressions imaginaires

ev-+- erv . ________  Q ff  _i__  Q —  -

sin u - h f — 1 ---------cos u,

(27)
2 ..

ev-+- e~v
2

cos u -
pV_P—V

i -------- sin u,

et les carrés de leurs modules, savoir

(28)

ev- ^ e - v
y  sin2

V _ l _  p - V \  2ev +  e
cos2« ·+·

ev— e-^N2

cos2 u —
e20+  g 2 P

sin2« —
2C_u p-%vew-\- e

20 que les expressions

(29)
a r c  t a n g ( ^ + e~r

arc tant
e"— e-*’ tangw

cos su,

COS 2 «
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sont respectivement égales aux deux sommes

arctang- — arctang — +  arc tang n +  u
U  7t —  ^

469

arc lang
2 7 7---  U

-+- arc tang
2 71 - t-  U

(3o)
2 C -,  „  2 V

arc tang - — —  — arc tang
77 —  2  U

— arctang g

71 - h  2  U

V

77 -H  2  U

arc tang 

arc tang

2V

° 3 71 —  2 U
2 V

5 71 +  2  U

augmentées ou diminuées d’un multiple de la circonférence 27:. D’autre part, 

comme lôs expressions (29) et les sommes (3o) sont des fonctions continues 
. de v qui s’évanouissent toujours avec cette variable, on peut assurer que le 

multiple dont nous venons de parler se réduit à zéro.

Si l’on suppose en particulier u — o, on trouvera

( 3. )

c2 \ (i+
c2

7T2 J 2 277!

22 V2 \

(■+
22 V‘

TT 2 J 3 2 77'

i -t- 32tt2

1 +
22C=

Ô2̂ 2

77
On trouvera encore, en prenant u =  jV

(32)

ev — e~v li v , 4 carctang —----- ; — arctang------arc tang 3—
e v+  e ~ v 77 o 77

4 c 4 4 c ,H- arc tang ■=---- arc tang-----K ..
077 777

et, en prenant u — v,

(33)

e~w
2

e2l,+  e~iv 
2

— cos 2 V =  2P2

- t-  COS 2 ( '  =

22e 4

774

24C4

7t4

22 C4\  /  22V4

¥ ¥ /  V  + â ^ t 4

24 C4 \  /  24C4

34774 / V 54774

Enfin, si dans la formule (32) on suppose la valeur numérique de —  infé-
77

rieure à l’unité, les deux membres de cette formule pourront être déve
loppés suivant les puissances ascendantes de v, et la comparaison des coef

ficients des puissances semblables dans les développements dont il s’agit
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fournira les équations

I I I  _ 571s

1 ~  3» +  5* _  +------  7536’

, ...........................................’■ ···>

dont la première coïncide avec l’équation (4o) du Chapitre IX (§ II).
Concevons maintenant que, après avoir divisé par v les expressions (29) et 

les sommes (3o), on fasse converger la variable v vers la limite zéro; on 
trouvera, en passant aux limites,

(35)

c o t «
1 1 1 1 1

----  ------  -----------------  -------- ;---------- -h----------------------------- .------------------------------------

U  71 —  U  7 I + M  271 —  U  . 2 7Ï -t- M

I

2 27T2 —  « 2

I

(36)

tang«
I I I I

3tt 57t-----H u ------ u
2 2

Comme on a d’ailleurs généralement, pour des valeurs numériques de u infé

rieures à celles de a,

1

a-— w

on tirera des formules (35) et (36), en supposant la valeur numérique de u
7T

plus petite que

(37)

cot K =
I 2 M /
U  TT2 \

2  U 3 /  

71* \

1 +  +

1 +

2 U* f I

1

à 2

I

3*

1

4*

1 i

T ·  +  4«

\
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tang« = 2 ‘ U/  X

π ’  1 I +

7/3

(38) π*

2 ‘ U»

32

I
I +  ΤΓΓ +

I

δ 2

34

1 +  3®

I 1
77  +  n

. . . . )

Par suite on aura, en vertu des équations (25) et (26), 

(3g) cotu

(4o)

I  I 2 2 u r 2 I 2 e iâ
u 6 1 . 2  3 o  1 ,. 2 . 3 . 4 4 2  1 . 2 . 3 . 4 * 5 . 6

I . . „ 2*11 I
(a4 0  χ

2  4 ï î 3

6 ( 2
I ) - - - - - - h  ô“'  I . 2  60 . 2 . 3 . 4 .

1
( a 6 O ,

2 6 iâ
. 2 . 3 . 4 . 5 . 6  + ”

Si l’on ajoute ces dernières, après y avoir remplacé u par on obtiendra le 

développement en série de

cot|xi H- tang| u cos|w 
sinf m

sin|«
c o s | îî

i

sinfw cos| u =  2 cosécxi,

et l’on en conclura

(40

, I
cosec u =  -  

u
1 . . 2  u 1

H- 5  (2  —  I )  — -  -+- 5 -  ( 23 —  i )  
6 ' I .2 3o

2 M8

I . 2 .3 . 4

( 26
2 U5

i  . 2 . 3 . 4 · 5 - 6  ' ’ ’ ‘

Nous ne nous arrêterons pas davantage sur les conséquences qui dérivent 
de la formule (17). On peut consulter sur cet objet l’excellent Ouvrage 

d’Euler, qui a pour titre Introductio in Analysin injinitorum. *

FIN Dtí TOME IÍI DE LA SECONDE SÉRIE.
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