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INTRODUCTION.

Q.UELQUES personnes, qui ont bien voulu
guider mes premiers pas dans la carriére
des sciences, et parmi lesquelles je cite-
rai avec reconnaissance MM. Laplace et
Poisson , ayant témoigné le desir de me
voir publier le Cours d’analyse de 'Ecole
royale polytechnique, je me suis décidé
a mettre ce Cours par écrit pour la plus
grande utifité des éleves. J'en offreicila pre-
miére partie connue sous le nom &’ 4nalyse
algébrique, et dans Jaquelle je traite suc-

cessivement des diverses espéces de fonc-

OEuvres de C. — S. 11, t. Il
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i INTRODUCTION.

tions réelles ou imaginaires, des séries
convergentes ou divergentes, de Ia résolu-
tion des équations, et de Ja décomposition
des fractions rationnelles. En parlant de
la continuité des fonctions, je n’ai pu me
dispenser de faire connattre fes propridtés
principales des quantités infiniment pe-
tites , propriétés qui servent de base au
calcul infinitésimal. Enfin, dans Ies préli-
minaires et dans quelques notes placées a
fa fin du volume, j'ai présenté des déve-
loppemens qui peuvent étre utiles soit aux
Profésseurs et aux Elves des Colléges
royaux, soit & ceux qui veulent faire une
étude spéciale de Panalyse,

Quant aux méthodes, jai cherché i leur
donner toute Ia rigueur qu'on exige en
géometrie, de manicre & ne jamais recou-
rir aux raisons tivées de Ia généralité de
Y'algébre, Les raisons de cette espéce,, quoi-
que assez communement admises, sur-tout

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTRODUCTION. it}

dans Je passage des séries convergentes
aux séries divergentes, et des quantités
véelles aux expressions imaginaires, ne peu-
vent étre considérées, ce me semble, que
comme des inductions propres a faire pres-
sentir quelquefois Ia vérité, mais qui s’ac-
cordent peu avec Pexactitude si vantée des
sciences mathématiques. On doit méme
ohserver qu’elles tendent a faire attribuer
aux formules algébriques une étendue in-
définie, tandis que, dans Ia rcafité, Ia plu-
part de ces formules subsistent uniquement
sous certaines conditions, et pour certaines
valeurs des quantités qu’elles renferment.
En déterminant ces: conditions ¢t ces va-
Ieurs, et en fixant d’'une maniére précise le
sens des notations dont je me sers, je fais
disparaitre toute incertitude ; et alors les
différentes formules ne présentent plus que
.des relations entre Ies quantites reelles, re-

Tations qu’il est toujours facile de vérifier

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



v INTRODUCTION,

par la substitution des nombres aux quan»
“tités elfes-mémes. I est vrai que, pour
rester constamment fideéle a ces principes,
je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui parattront peut-étre un
peu dures au premier abords Par exemple,
jénonce dans Ie chapitre VI, qu'une série
dz'-bergefzte n’a pas de somme ; dans le cha-
pitre VII, qu'une équation imaginaire est
seulement la representation symbolique
de deux équations entre quantitcs rcelles;
dans le chapitre IX, que, s¢ des constantes
oudes variables comprises dans une fonc-
tion, apres avoir ¢té supposces réelles ,
deviennent imaginaires , la motation. &
Vaidée de laquelle la fonétz‘on se trouvait
exprimeée, ne peut étre conservee dans le
calcul qu’en vertu d’une convention nou-
velle propre a fixer le sens de cette nota-
tion dans la dernicre hypothése ; &c. Mais
ceux qui liront mon ouvrage reconnaitront,
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INTRODUCTION. v
je Tespere, que les propositions de cette
nature, entrainant Theureuse nécessité
de mettre plus de précision dans les théo-
ries, et d’apporter des restrictions utiles a
des assertions trop étendues, tournent au
profit de I'analyse, et fournissent plusieurs
sujets de recherches qui ne sont pas sans
importance. Ainsi, avant d’effectuer la
sommation d’'aucune série, j'ai di examiner
dans quels cas les séries peuvent étre som-
meées, ou, en d’autres termes, quelles sont
les conditions de leur convergence ; et
jai, a ce sujet, établi des regles générales
qui' me paraissent meériter quelque atten-
tion. |

Au reste, si j'ai cherché, d’'une part, &
perfectionner I'analyse mathématique, de
I'autre, je suis loin de prétendre que cette
analyse doive suffire a toutes les sciences
de raisonnement. Sans doute, dans Ies

sciences.qu on nomme naturelles, fa seule
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vj INTRODUCTION.
méthode gu'on puisse employer avec succes
consiste & observer les faits et a soumettre
ensuite les observations au calcul. Mais ce
serait une erreur grave de penser qu'on ne
trouve Ja certitude que dans les démonstra-
tions géométriques, ou dans fe témoignage
(ies sens; et quoique personne jusqu'a ce
jour n’ait essayé de prouver par I'analyse
Texistence d’Auguste ou cellede Lours X1V,
tout homme. sensé conviendra que cette
 existence est aussi certaine pour Jui que le
carré de Phypothénuse ou e théoréme de
Maclaurin. Je dirai plus ; Ia démonstration
de ce dernier théoreme est a Ia portée d'un
petit nombre d’esprits, et Ies savans eux-
mémes. ne sont pas tous d'accord sur I'é-
tendue qu'on doit Iui attribuer ; tandis que
toutle monde sait fort hien parquila France
a ¢té gouvernée dansJe dix-septiéme siecle,
et quil ne peut s’éléver & ce sujet aucune

contestation raisonnable. Ce que je dis ici
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d’un fait historique peut s'appliguer égale~
ment & une foule de questions, en religion,
en morale, en politique. Soyons.done per-~
suadés qu'il existe des verités autres que les
verités de I'algébre,y des réalités autres que
les objets sensibles. Cultivens avec ardeur
Ies sciences mathématiques, sans vouloir les
étendre au-dela de leur domaine; et n'al-
lons pas nous imaginer qu'on puisse atta-
quer T'histoire avec des formules, ni don-
ner poursanction & la morale des théorémes
d’algébre ou de calcul intégral.

En terminant cette Introduction, je ne
puis me dispenser de reconnatire que Ies
lumiéres et les conseils de plusieurs per-
sonnes m'ont ¢té fort utiles, particuliere-
ment ceux de MM. Poisson, Ampére et
Coriolis, e dois'a ce dernier, entre autres
choses, Ia régle sur la convergence des
produits composés d’'un nombre infini de

facteurs, et j'ai profité plusieurs fois des
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observations dc M. Ampére, ainsi que des
méthodes qu'il développe dans ses Legons

d’analyse.

Pl S R e
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COURS I’ANALYSE

DE

L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE.

PRELIMINAIRES,

REVUE DES DIVERSES ESPECES DE QUANTITES REELLES QUE L'ON PEUT CONSIDERER, SOIT
EN ALGEBRE, SOIT EN TRIGONOMATRIE, ET DES NOTATIONS A L’AIDE DESQUELLES ON
LES REPRESENTE. — DES MOYENNES ENTRE PLUSIEURS QUANTITES,

v

Pour éviter toute espéce de confusion dans le langage et Iécriture -
algébriques, nous allons fixer dans ces préliminaires la valeur de plu-
-sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit &
I’Algébre ordinaire, soit a la Trigonométrie. Les explications que nous
donnecrons a ce sujet sont nécessaires, pour que nous ayons la certi-
tude d’étre parfaitement compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous
allons indiquer d’abord quelle idée il nous parail convenable d’atta-
cher & ces deux mots, nombre et quantitc.

Nous prendrons toujours la dénomination de nombres dans le sens
olt on 'emploie en Arithmétique, en faisant naitre les nombres de la
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la
dénomination de quantités aux quantités réelles positives ou négatives,
¢’est-a~dire aux nombres précédés des signes + ou —. De plus, nous
regarderons les quantités comme destinées a exprimer des accroisse-
ments ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnée sera
simplement représentée par un nombre, si I'on se contente de la
comparer A une autre grandeur dc méme espéce prise pour unité, et
par ce nombre précédé du signe + ou du signe —, si on la considére

Okuvresde €. — S. 11, t. 111 : S8
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18 COURS D’ANALYSE.

comme devant servir & I'accroissement ou & la diminution d’une gran-
deur fixe de la méme espece. Cela posé, le signe + ou — placé devant
un nombre en modifiera la signification, 4 peu prés comme un adjectif
modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numérique d’'unc .
quantité le nombre qui en fait la base, quantités égales celles qui ont

le méme signe avec la méme valeur numérique, et quantités opposées

deux quantités égales quant a leurs valeurs numériques, mais affec-

tées de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de

rendre compte des diverses opérations que I'on peut faire subir aux

quantités. Par exemple, deux quantités étant données, on pourra tou-

jours en trouver une troisitme qui, prise pour accroissement d’un

nombre fixe, si elle est positive, et pour diminution dans le cas con-

traire, conduise au méme résultat que les deux quantités données,

employées 'une apres l'autre & pareil usage. Celte troisieme quan-

tité, qui a elle seule produit le méme effet que les deux autres, est ce

qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantités — 10 et + 7 ont

pour somme — 3, attendu qu’une diminution de 1o unités, jointe

une augmentation de 7 unités, équivaut 4 une diminution de 3 unités.
Ajouter deux quantités, ¢’est former leur somme. La différence entre -
une premiére quantité et une seconde, c’est une troisiéme quantité

qui, ajoutée 4 la seconde, reproduit la premiere. Enfin, on dit qu'une

quantité est plus grande ou plus petite qu’une autre, suivant que la dif-

féerence de la premiére & la seconde est positive ou négative. D’apres

cette définition, les qhantités positives surpassent toujours les quan-

tités négatives, et celles-ci doivent étre considérées comme d’autant

plus petites que leurs valeurs numériques sont plus grandes.

En Algébre, on représente, non seulement les nombres, mais aussi
les quantités, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les
nombres absolus dans la classe des quantités positives, on peut dési-
gner la.quantité positive qui a pour valeur numérique le nombre A,
soit par + A, soit par A seulement, tandis que la quantité négative
opposée se trouve représentée par — A. De méme, dans le cas ol la
lettre a représente une quantité, on est convenu de regarder comme
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" PRELIMINAIRES. : 19

synonymes les deux expressions a et + a, et de représenter par — a
la quantité opposée & + a. Ces remarqués suffisent pour établir ce
quon appelle la régle des signes (voir la Note I).

On nomme.quantité variable celle que ’on considere comme devant
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des
autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordi-
nairement parmi les derniéres de I'alphabet. On appelle au contraire
quantité constante, et 'on désigne ordinairement par une des pre-
mieres lettres de 'alphabet toute quantité qui recoit une valeur fixe
et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées & une
méme variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de ma-
niére & finir par en différer aussi peu que I'on voudra, cette der-
niere est appelée la Zinute de toutes les autres. Ainsi, par exemple,
un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four-
nissent des valeurs de plus en plus approchées. En Géométrie, la sur-
face du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des
polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs cétés croit de plus
en plus, etc. ‘ o

Lors'que les valeurs numériques successives d’'une méme variable
décroissent indéfiniment, de'maniére a s’abaisser au-dessous de tout
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un nfiniment
petit ou une quantité infinument petite. Une variable de cette espece a
zéro pour limite. :

Lorsque les valeurs numériques successives d’'une méme variable
croissent de plus en plus, de maniére 4 s’élever au-dessus de tout
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite I'infini positif,
indiqué par le signe oo, §’il s’agit d’'une variable positive, et U'infini
négatif, indigué par la notation — oo, s'il s’agit d’'une variable néga-
tive. Les infinis positif et négatif sont désignés conjointement sous le
nom de quantités infinies. ,

Les quantités qui se présentent, dans le calcul, comme résultats
d’opérations faites sur une ou plusieurs autres quantités constantes
ou variables, peuvent étre divisées en plusieurs espéces suivant la
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20 ' COURS D’ANALYSE.

nature des opérations qui les produisent. C’est ainsi que I'on dis-
tingue, en Algebre, les sommes et diflérences, les produits et quo-
tients, les puissances et racines, les eprnentielles et les logarithmes;
en Trigonomeétrie, les sinus et cosinus, sécantes ct cosécantes, tan-
gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono-

_métrique est donnée. Pour bien comprendre ce qui est relatif a ces
derniéres especes de quantités, il est nécessaire de se rappeler les
principes suivants.

Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut étre,
comme toute espéce de grandeurs, représentée soit par un nombre,
soit par une quantité, savoir : par un nombre, lorsqu'on a simple-
ment égard & la mesure de cette longueur, et par une quantité, c’est-
a-dire par un nombre précédé du signe + ou —, lorsque 1'on consi-
dére la longueur dont il s’agit comme portée, & partir d'un point fixe,
sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, pour servir soit &
l’augmentation, soit & la diminution d’une autre longueur constante
aboutissant i ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, et &
partir duquel on doit porter les longueurs variables désignées par des
quantités, est ce qu’on appelle 'origine de ces mémes longueurs.
Deux longueurs comptées d partir d’'une origine commune, mais ¢n
sens contraires, doivent étre représentées par des quantités de signes
différents. On peut choisir & volonté le sens dans lequel on doit
compter les longueurs désignées par des quantités positives; mais,
ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter dans le sens
opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités néga-
tives. ' ‘

Dans un cercle dont le plan est supposé vertical, on prend ordinai--
rement pour origine des arcs I'extrémité du rayon tiré horizontale-
ment de gauche a droite, et cest en s’élevant au-dessus de ce point
que I'on compte les ares positifs, ¢’est-a-dire ceux que 'on désigne
par des quantités positives. Dans Ic méme cercle, lorsque le rayon se
réduit & I'unité, le sinus d’un arc, c¢'est-d-dire la projection sur le dia-
mbtre vertical du rayon qui passe par l'extrémité de cet arc, se compte
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positivement de bas en haut et négativement en sens contraire, a partir
‘du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte
positivement dans le méme sens que le sinus, mais & partir de I'ori-
gine des arcs et sur la verticale mepée par cette origine. Enfin, la
sécante se compte a partir du centre sur le rayon merné i Uextrémité
de I'arc que 'on considére, et positivement dans le sens de ce rayon.

Souvent le résultat d’une opération effectuée sur une quantité peut
avoir plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsque nous
voudrons désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs,
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantité sera
entourée de doubles traits ou de doubles parentheses, et nous réser-
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui
paraitra mériter davantage d’étre remarquée. Ainsi, par exemple, a
étant une quantité positive, la racine carrée de cette quantité aura
deux valeurs numériquement égales, mais de signes contraires, dont
I'une quelconque sera exprimée par la notation

1 -
((a)* ou  \a,
tandis que la valeur positive seule sera représentée par

N ' .
a* ou \a;

en sorte qu’on aura
(1) » Wa==\a

ou, ce qui revient au méme,

(€

(2)  (a)f=xd

De méme encore, si I’on représente par @ une quantité positive ou
négative, la notation

arcsin({a)) ou arctlang((e))

désignera un quelconque des arcs qui ont la quantité @ pour sinus ou.
pour tangente, tandis que la notation ~~ - .

arcsin(a) ou arctang(a)
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22 ' COURS D’ANALYSE.

indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus pelite valeur
numérique. A l'aide.de ces conventions, on évite la confusion que
pourrait entrainer 'emploi de signes dont la valeur n’aurait pas été
déterminée d’une maniére assez précise. Afin de lever & cet égard
toute difficulté, je vais présenter ici le Tableau des notations dont
nous ferons usage pour exprimer les résultats des opérations algé-
briques ou trigonométriques. :

La somme de deux quantités sera indiquée a I'ordinaire par la
juxtaposition de ces deux quantités, chacune d’elles étant exprimée
par une lettre précédée du signe + ou —, que I'on pourra supprimer
(si c’est le signe +) devant la premiére lettre seulement. Ainsi

+a—+ b ousimplement a--b
désignera la somme des deux quantités + a, + b, et

+a—b ousimplement a—2b

désignera la somme des deux quantités -+ a, — b, équivalente & la
différence des deux quantités + a, + b.

On indiquera I'égalité des deux quantités a et b par le signe =
interposé entre elles, comme il suit,

a=b,

ct on exprimera que la premiére surpasse la seconde, c¢’est-a-dire
que la différence a — b est positive, en écrivant

a>b ou db<a.
Nous représenterons encore i 'ordinaire par
+a x + b, ousimplement. a.b ou ad

le produit des deux quantités -+ a, + b, et par .
.
1—) ou a. b
leur quotient.
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-Soient maintenant m et » deux nombres entiers, A un nombre quel-
conque, et a, b deux quantités quelconques positives ou négatives.

1 =7
Am, A":VX, A7, A0
représenteront les quantités positives qu'on obtient en élevant le
nombre A a des puissances respectivement marquées par les expo-

sants

et
aim

la quantité positive ou négative que produit I’élévation de la quan-
tité @ a la puissance == m. Quant aux notations

n

() =Wa, ()77,

nous nous en servirons pour exprimer, non seulement les valeurs posi-
tives ou négatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantité a
marquées par les exposants ' '

~y =

I m
—_ .
n

mais encore les valeurs imaginaires de ces mémes puissances (vouwr
ci-aprés, Chap. V1L, ce qu’on entend par expressions imaginaires). i
est bon d’observer que, si 'on désigne par A la valeur numérigqne
de a, et si ’on suppose la fraction ':—:’réduite a sa plus simple expres-

sion, la puissance
. m
((a))”

aura une seule valeur réelle positive ou négative, savoir

m m

+A" ou —A",

m Co. . . R .
lorsque +; sera une fraction de dénominateur impair; tandis qu’elle

admeltra les deux valeurs réelles dont on vient de parler, ou qu’elle
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24 COURS D’'ANALYSE.

« m . ) . .
n’en admettra aucune, si - est une fraction de dénominateur pair.

On peut faire une semblable remarque & I’égard de I’expression
P q g

(@) 7.

Dans le cas particulier ol, la quantité a étant positive, on suppose

m
m I . n ,
— = -, l'expression ((a))" n’a que deux valeurs réelles I'une et
n 2

I'autre, et données par la formule (2) ou, ce qui revient au méme,
par la formule (1).

Les notations ’
I(B')’ L(B)’ L’(B):

indiqueront les logarithmes récls du nombre B dans différents sys-
temes, tandis que chacune des suivantes

(), L), L(()), ..

pourra servir & désigner, outre le logarithme réel de la quantité b,
lorsqu'il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette
méme quantité (voir ci-aprés, Chap. IX, ce qu’on entend par loga-
rithmes imaginaires). '

En Trigonométrie
sine, cosa, tanga, cota, séca, coséca, siva, cosiva

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan-
gente, la sécante, la cosecante, 1 sinus verse ou le cosinus verse del'arca,
et les notations

zirc sin((a)), arc cos((a)?, arctang((a)),

arccot((a)), arcsée((a)), arccosée((a))

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus,
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou sécante, ou cosécante.
Nous nous servirons des notations simples

arcsin(a), ' arccos(a), arctang(a), arccot(a), arcséc(a), arccoséc(a)
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ou méme, en supprimant tout & fait les parentheses, des notations
suivantes

arcsine, arccose, arclangae, arccota, arcséca, arccoséea,

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonométrique est égale a a,
nous voudrons désigner celui qui a la plus petite valeur numérique,
ou, si ces arcs sont deux & deux égaux et de signes contraires, celui
qui a la plus petite valeur positive. En conséquence,

arcsina, arctanga, "arccote, arccoséca

indiqueront des arcs positifs ou négatifs, mais compris entre les
limites

7 désignant la demi-circonférence dans le cercle qui a pour rayon
Funité, tandis que ‘ )
arccosa, arcséca

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o et w.

En vertu des conventions que I'on vient d’établir, sil’on désigne
par £ un nombre enticr arbitrairc, on aura évidemment, pour des
valeurs quelconques positives ou négatives de la quantité a,

!

wiy

. k0 o
arcsin{(a)) = —- £ <; — arc sma) *+okm,

arccos((a)) == arc cosa *x 2km,

{ arctang((a)) = arctanga = km,

(3)

. T
arc cosa + arcsina — 5-,

- . s
arc coseca -+ arc seca — ;-
On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a,

(4) arccota+arctanga:§,

OCFuvresde C.—S. 11, t.1iL. ’ 4
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et, pour des valeurs négatives de a,

(5) arccota—i—arctanga:—g-

. Lorsqu’une quantité variable converge vers une limite fixe, il est
souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particuliere;
c’est ce que nous ferons, en plagant I'abréviation

’ lim

devant la quantité variable dont il s’agit. Quélquefois, tandis qu'une
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres-
-sion qui renferme ces variables converge & la fois vers plusieurs limites
différentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconque
de ces dernieres limites & 'aide de doubles parenthéses placées a la
suite de'abréviation lim, de maniére & entourer 'expression que I'on
considére. Supposons, pour fixer les idées, qu'une variable positive
ou négative représentée par  converge vers la limite o, et désignons
par A un nombre constant : il sera facile de s’assurer que chacune des
expressions
limA%, limsinz

a une valeur unique déterminée par I’équation

limA%=1

ou
lim sinz = o,

im((2))

admet deux valeurs, savoir, + oo, — o0, et

in((s2)

une infinité de valeurs comprises entre les limites —1 et -+ 1.

tandis que I’expression

Nous allons terminer ces préliminaires en présentant, sur les quan-
tités moyennes, plusieurs théoremes dont la connaissance nous sera

AY
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu-
sieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus
petite et la plus grande de celles que 'on considere. D’aprés cette
définition, il est clair qu’il existe une infinité de moyennes entre plu-
. sieurs quantités inégales, et que la moyenne entre plusieurs quantités
égales se confond avec chacune d’elles. Celaposé, on établirafacilement,
ainsi qu’on peut le voir dans la Note II, les propositions suivantes :

Tutortme I. — Soient b, &', b”, ... plusieurs quantités de méme signe

.en nombre n, et a, a', a’, ... des quantités quelconques en nombre égal
a celui des premicres. La fraction

a+a+a +...
b4+b 40" ..

sera moyenne entre les suivantes

it

a a a

» o v T
Corollaire. — Si I’on suppose

b=b=b"'=...=1,

on conclura du théoreme précédent que la quantité

a+a +a"+...
n

est moyenne entre les suivantes

p . ay, a, a', ....
Cette espce particuliére de moyenne est ce qu’on nomme une moyenne
arithmetique.

Taeorime II. — Soient A, A’, A”, ...; B, B, B’, ... deux suites de
nombres pris a volonté, et formons avec ces deux suites, que nous suppo-

sons renfermer chacune un nombre n de termes, les racines

%’ B\/K’) B\”/E,,

-
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B4+BHDY s e —— ‘ ; ; l
\/AA’A”... sera une nouvelle racine moyenne entre toutes les

autres.
Corollaire. — Sil’on prend .
. ’ B=B'=B"—=...=1,
on trouvera que la quantité positive
est ‘moyenne entre les suivantes |
A, A, A

Cette moyenne, d’une espece particuliére, est celle que ’'on nomme
moyenne géometrique. '

Tutortye III. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 1,
st oo, o, " ... désignent encore des quantités de méme signe, la
fraction .
aa+o'a +a"a"+...
ab4+oa'b 4 a"b" 4, ..

sera moyenne entre les suivantes

! all

2 —Z)—”’

SRR

3
Corollaire. — Sil'on suppose
b= =0"=.. .:ll,
on 6011(;lura du théoreme précédent que la somme ‘
ac+a'a'+-a"a"+. ..
est équivalente au produit de
a+a’+a"+...

par une moyenne entre les quantités a, a’, a’, .... .
Pour abréger, lorsque nous voudrons désigner une moyenne entre
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plusieurs quantités a, a’, a’, ..., nous nous servirons de la notation
M(a, o, a’,...).

Cela posé, les théoremes qui précedent et leurs corollaires se trou-
veront compris dans les formules ‘

’ a+a+a+... a o a'

(6) Yy Yy :M<—5: )
a+a+a'+...

(7) = M(a, ay,a',...),

n

(8) B+B'+B"+..m :M(IVK) W,lw, .--),

(9) VAA'A", . =M(A, AL A, L), .
aa—Fa’a’—!—a”oc”—;—... a o a ) '
(10) boc+b’oc’+b"oc”+...:M e )

(17) ac+a o +a'od+...=(a+a+a"+..)M(a,a,a",...). -
Dans ces formules,
a, a', a', ...; b, b, b, ...; a, a, a
représenteront trois suites de quantités, et
A, A, A", ...; B, B, B, ...

deux suites de nombres formées chacune de » termes différents. La
troisieme suite est, ainsi que la seconde, uniquement composée de
quantités de méme signe. '

La notation que nous venons d’adopter fournit le moyen d’exprimer
qu’'une quantité est comprise entre deux limites données. En effet,

~toute quantité comprise entre les limites a, & étant une moyenne
entre ces mémes limites, on pourra la désigner par

M(a, b).

Ainsi, par exemple, toute quantité positive pourra étre représentéc par
M(o, ), toute quantité négative par M(— o, 0), et toute quantité
réelle par M(— oo, + ). Lorsque nous voudrons-.indiquer indistinc-
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tement une quelconque des quantités renfermées entre les limites a
et b, nous doublerons les parentheses, et nous écrirons

M((a, b)).

Par exemple, si I’on suppose que la variable « converge vers zéro, on
P

lim<<sin%>> =M((—1, +1)),

attendu que I’expression lim ((sin ;t)) admettra une infinité de valeurs

aura

comprises entre les valeurs extrémes — 1 et + 1.
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 PREMIERE PARTIE.

ANALYSE ALGEBRIQUE.

CHAPITRE 1.

DES FONCTIONS REELLES.

§ I. — Considérations générales sur les fonctions.

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles
que, la valeur de l'une d’elles étant donnée, on puisse en conclure
les valeurs de toutes les autres, on congoit d’ordinaire ces diverses
quantités exprimées au moyen de 'une d’entre elles, qui prend alors
le nom de variable indépendante; et les autres quantités exprimées au
moyen de la variable indépendante sont ce qu’on appelle des fonctions
de cette variable. '

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles
que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con-
clure celles de toutes les autres, on concoit ces diverses quantités
exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors
le nom de variables indépendantes; et les quantités restantes, expri-
mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle
des fonctions de ces mémes variables.

Les diverses cxpressions que fournissent I’Algebre et la Trigono-
métrie, lorsqu’elles renferment des variables considérées comme indé-
pendantes, sont autant de fonctions de ces mémes variables. Ainsi, par

exemple, :
L(z), sinz, ...
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sont des fonctions de la variable x;
4y, 2¥,. xY3, ...

des fonctions des variables z et y oux, y et 3, ...

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent,
comme dans les exemples précédents, immédiatement cxprimées au
moyen de ces mémes variables, elles sont nommées fonctions expli-
cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonc-
tions et les variables, c’est-d-dire les équations auxquelles ces quan-
tités doivent satisfaire, tant que ces équations.ne sont pas résolues
algébriquement, les fonctions, n’étant pas exprimées immédiatement
au moyen des variables, sont appelécs fonctions implicites. Pour les
rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa-
tions qui les déterminent. Par exemple, y étant une fonction implicite
de 2 déterminée par I'équation

L(y)=w=,

si 'on nomme A la base du systeme de logarithmes que I’on consi-
dére, la méme fonction, devenue explicite par la résolution de I'équa-
tion donnée, sera :
y=A=

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule va-

riable « ou de plusieurs variables x, ¥, 5, ..., sans déterminer la
nature de cette fonction, on emploie 'une des notations

f(z), F(z), ¢lz), x(=), ¥(=) w(z), ...,
Sz yy5, ...), F(x,)-,z,...), (&, ¥y 3y i)y aenn

Pour qu’une fonction d’une seule variable soit complétement déter-
minée, il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur particuliere
attribuée 2 la variable on puisse déduire la valeur correspondante de
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fonc-
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tion donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. Con-
formément aux conventions adoptées dans les préliminaires, nous
désignerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une fonction par des
notations dans lesquelles la variable sera entourée de doubles traits
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, ‘

arcsin((x))
indiquera un quelconque des arcs qui ont @ pour sinus;
\)&Zv- == \/E

I'une quelconque des deux racines carrées de la variable & supposéc
positive, etc.

§ Il. — Des fonctions simples.

Parmi les fonctions d’une variable @, on appelle simples celles qui
résultent d’une seule opération effectuée sur cette variable. Les fonc- -
tions simples que I'on considére ordinairement en Analyse sont en
trés petit nombre, et se‘rapportent les unes 4 Algébre, les autres
a la Trigonomaétrie. L’addition et la soustraction, la multiplication et
la division, I'élévation aux puissances et I’extraction des racines, enfin
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fone-
tions simples qui se rapportent & ’Algébre. En conséquence, si I'on
désigne par A un nombre constant, et par @ = == A une quantité con-
stante, les fonctions algébriques simples de la variable x seront

a
at+z, a—z, az, - z*, A%, L(x).

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce qu’on peut toujours
les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap-
portent a la Trigonomeétrie, on pourrait en compter un grand nombre,
si I’on rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono-
métriques et les arcs qui correspondent & ces mémes lignes; mais

OFuvres de C. — S. 11, t. 1L 5
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nous les réduirons aux quatre suivantes

sinx, cosz,

arc sinz, arccosz,

et nous mettrons au nombre des fonctions composées les autres
lignes trigonométriques tangw, séca, ... avec les arcs correspon-
dants arc tangex, arcsécx, ..., attendu que ces derniéres lignes
peuvent toujours étre cxprimées par le moyen du sinus et du
cosinus. Nous pourrions méme, 4 la rigueur, réduire les deux fone-
tions simples sin@ et cosz i une seule, puisqu’elles sont liées entre
clles par I'équation sin®*z + cos’x = 1; mais 'emploi de ces deux
fonctions est si fréquent, qu'il est utile de les conserver toutes deux

a la fois dans le calcul comme fonctions simples.

§ Ill. — Des fonctions composées.

Les fonctions qui se déduisent d'une variable 4 I'aide de plusicurs
opérations prennent le nom de fonctions composées; et I'on distingue
parmi ces dernieres les fonctions de fonctions qui résultent de plu-
sieurs opérations successives, la premiére opération étant effectuée
sur la variable, ct chacune des autres sur le résultat de I'opération
précédente. En vertu de ces définilions,

x l-’/‘
x*, \x, =

sont des fonctions composées de la variable ; et
{(sinz), [(cosz),

des fonctions de fonctions, dont chacune résulte de deux opérations
successives. '

Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par la
nature des opérations qui les produisent. 1l semble que I'on devrait

-
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nommer fonctions algebriques toutes celles que fournissent les opé-
rations de I’Algébre; mais on a réservé partiéuliéremcnt ce nom a
celles que I'on forme en n’employant que les premiéres opérations
algébriques, savoir, I'addition et la soustraction, la multiplication et
la division, enfin I’élévation A des puissances fixes; et, dés qu'une
fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique.

Les fonctions que 'on nomme algébriques se divisent en fonctions
rationnelles ot fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont
celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu'a des puis-
sances entiéres. On appelle, en particulier, fonction entiére tout poly-
nome qui ne renferme que des puissances entiéres de la variable, par

excmple,
a+br+cx?t...,

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux
semblables polynomes. Le degré d’une fonction entiére de « est I'ex-

posant de la plus haute puissance de  dans cette méme fonction. La
fonction entiere du premier degré, savoir

a-+bx

s’appelle aussi fonction linéaire, parce que, dans Papplication & la Géo-
métrie, on s’en sert pour représenter 'ordonnée d’une ligne droite.
Toute fonction entitre ou fractionnaire est par cela méme rationnelle,
et toute autre espéce de fonction algébrique est irrationnelle.

Les fonctions que produisent les opérations de la Trigonométrie
sont désignées sous le nom de Jonctions trigonomeétrigues ou circu-
laires.

Les divers noms que I'on vient d’attribuer aux fonctions compo-
sées d’une seule variable s’appliquent également aux fonctions de
plusieurs variables, lorsque ces derniéres fonctions jouissent, par
rapport & chacune des variables qu’clles renferment, des propriétés
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



36 - COURS D’ANALYSE.

néme qui ne contiendra que des puissances entiéres des variables ,
¥, 5, ... scra une fonction entiére de ces variables. On appelle degré
de cette fonction entitre Ia somme des exposants des variables dans le
terme ot cette somme est la plus grande. Une fonction entiere du pre- -

mier degré, telle que
a+bxr+cy+ds+...,

prend le nom de fonction linéaire.
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CHAPITRE II.

DES QUANTITES INFINIMENT PETITES OU INFINIMENT GRANDES, ET DE LA CONTINUITE
DES FONCTIONS.
VALEURS SINGULIERES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS.

§ . — Des quantités infiniment petites et infiniment grandes.

On dit qu’une quantité variable devient infiniment petite, lorsque sa
valeur numérique décroit indéfiniment de manidre & converger vers
la limite zéro. Il est bon de remarquer & ce sujet qu'on ne doit pas
confondre un décroissement constant avec un décroissement indé-
fini. La surface d’un polygone régulier circonscrit & un cercle donné
décroit constamment & mesure que le nombre des cotés augmente,
mais non pas indéfiniment, puisqu’elle a pour limite la surface du
cercle. De méme encore, une variable qui n’admettrait pour valeurs
successives que les différents termes de la suite

e 3 4 5 6 .
1 > 2) 3) [l’ 57 >
J \, L34 . ’ A M . ) . I3 .
prolongée & I'infini, décroitrait constamment, mais non pas indéfini-
ment, puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite 1.
Au contraire, une variable qui n’aurait pour valeurs successives que
les différents termes de la suite

I 1,1 :
> §) (_).) 37 8 5." tt

NN

prolongée 4 l'infini, ne décroitrait pas constamment, puisque la diffé-
rence entre deux termes consécutifs de cette suite est alternativement

4
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positive et négative; et, néanmoins, elle décroitrait indéfiniment,
puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre
donné.

On dit qu’une quantité variable devient wnfiniment gran\de, lorsque
sa valeur numérique croit indéfiniment de maniére a converger vers
la limite co. Il est encore essentiel d’observer ici qu'on ne doit pas
confondre une variable qui croit indéfiniment avec une yariable qui
croit constamment. La surface d’un polygone régulier inscrit & un
cercle donné croit constamment, mais non pas indéfiniment, & mesure
que le nombre des cotés augmente. Les termes de la suite naturelle

des nombres entiers
1, 2, 3, 4, 5

croissent constamment et indéfiniment.

Les quantités infiniment petites et infiniment grandes jouissent de
plusicurs propriétés, qui conduisent & la solution de questions impor-
tantes, et que je vais exposer.en peu de mots.

Soit & une quantité infiniment petite, ¢’est-a-dire une variable dont
la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un méme
calcul on fait entrer les diverses puissances entiéres de «, savoir

o

o, o o, ...,

ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom
d’infiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. En
général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité
variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur numé-
rique de « diminue, vers une limite finie différente de zéro; infiniment
petit du second ordre toute quantité variable avec «, ct dont le rap-
port avec a? converge vers une limite finie différente de zéro, ctc. Cela
posé, si 'on désigne par £ une quantité finie différente de zéro, et par
e un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numé-
rique de , la forme générale des quantités infiniment petites du pre-

mier ordre sera
kee oudumoins ka(rte);
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la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre

ka* aqudumoins ka®(rz=¢),

entin la forme générale des infiniment petits de 'ordre n (n repré--
sentant un nombre entier) sera

ka® ou du moins fLar(1*e),

On peut facilement établir, & I'égard de ces divers ordres de quantités
infiniment petites, les théorémes suivants :

Tutonive 1. — Si Lon compare 'un & Uautre deux infiniment petits
d’ordres differents, pendant que tous les deux convergeront vers la limite
,3€ro, celut qui est de I"ordre le plus eleve finira par obtenir constamment
la plus petite valeur numerique.

Démonstration. — Soient, en effet,
kar(1=g), Ka®(1x¢)

deux infiniment petits, 'un de I'ordre n, 'autre de 'ordre »’, et sup-
posons »' > n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et
le premier, savoir

convergera indéfiniment avec « vers la limite zéro, ce qui ne peut
avoir lieu qu’autant que la valeur numérique du second finit par de-
venir constamment inférieure a celle du premier.

TutoriMe 1l. — Un infiniment petit de Uordre n, c’est-d-dire de la

Jorme
kot (1 e),

change de signe avec « toutes les fois que n est un nombre impair, et
conserve pour de ires petites valeurs numeriques de o le méme signe que la

quantité k, lorsque n est un nombre pair.

Démonsiration. — En effet, dans la premiere hypothése, «” change
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de signe avec a, et, dans la seconde, a” est {oujours pbsitif. De plus,

le signe du produit £(x == ¢) est le méme que celui de £, lorsque ¢ est
tres petit.

b
Tutoreme Ill. — La somme de plusieurs infiniment petits des ordres

/

n, n', n’,

(n', v, ... désignant des nombres supérieurs & n) est un nouvel infini-

ment petit de l'ordre n.
Demonstration. — En effet,
ka® (1xe)+ Kar(1xe)+ Lo (1) +...
kl k’/
:koc"'[l *e+ N ar 2 (1ke') 4 —A—cx""—”(l ")+, ] .
A . Y
— kan (1%£¢;),

¢, étant un nombre qui converge avec « vers la limite zéro.

Des principes qu’on vient d’énoncer on déduit aisément, comme
on va le voir, plusicurs propositions remarquables qui se rapportent &
des polynomes.ordonnés suivant les puissances ascendantes d’une
quantité infiniment petite «.

Tutorine 1V. = Tout polyndme ordonné suivant les puissances ascen-
‘dantes de a, par exemple
' A+ ba4ca...
ou, plus généralement, ‘

aot - batrcat+. ..
(les nombres n, ', n’, ... formant une suile croissante), finit par étre,
pour de trés petites valeurs numeériques de o, constamment de méme signe
que son premier terme .
a ou aa®.

Démonsiration. — En eflet, la somme faite du second terme ct de
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit du
premier ordre, dont la valeur numérique finit par étre “inférieure i
celle de la quantité finie a, et, dans le second cas, un infiniment petit
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de I'ordre »’, qui finit par obtenir constamment une valeur numérique
inférieure & celle d'un infiniment petit de I'ordre ~.

TutoriMe V. — Lorsque, dans le polynéme
aa+bav+coat'+...,

ordonné suivant les puissances ascendantes de o, le degré n' du second
terme est un nombre impair, ce polynéme, pour de itres petites valeurs
numeriques de o, est tantot superieur et tanidt inférieur a son premier

terme aa®, suivant que la variable a et le coefficient b sont de méme signe

ou de signes contraires.
Démonstration. — En effet, dans I'hypothése admise, la somme des
termes qui suivent le premier, savoir
. boc”l'+coc”"~l—...,
sera, pour de trés petites valeurs numérique's de o, de méme signe
que chacun des deux produits ba”, ba. ' A

TutortmMe VI. — Lorsqite, dans le polynéme

a4+ ba® - ca¥+...,

ordonné siu'mnt les puissances ascendantes de a, le degré n’ du second
terme est un nombre pair, ce pol)}no‘me, pour de trés petites valeurs nume-
riques de o, jz'm'l par deverur constamment supe’rieuf a son premuer terme,
toutes les fois que b est positif, et constamment inférieur, loutes les fois
que b ést négatif.

" Démonstration. — En effet, dans I'hypothese admise, la somme des
termes qui suivent le premier aura, pour de tres petites valeurs nu-
mériques de ¢, le signe du produit be”, et, par suite, le signe de .

Corollaire. — En supposant, dans le théoreme qui précede, » = o,
. on obtiendra la proposition suivante : '

TntorimMe VII, — S, dans le polyndme
a-+ ba?+cat+. ..,

ordonné suivant les puissances ascendantes de o, n' désigne un nombre
OEuvres de C. — S. 11, t. 1II. ) 6
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pair; parmi les valeurs de ce polyndme correspondantes a des valeurs in-
finiment petites de «, celle qui correspond & a = o, cest-d-dire a, sera
toizjours la plus petite, lorsque b sera positif, et la plus grande, lorsque b
sera négatif.

Cette valeur particuliere du polynome, plus grande ou plus petite
que toutes les valcurs voisines, est ce qu'on appelle un maximum ou
un minimum. "

Les propriétés des quantités infiniment petites étant établies, on
en déduit les propriétés analogues des quantités infiniment grandes,
en observant que toute quantité variable de cette dernitre espece

A ’ , I ;e Y .
peut étre représentée par —, o désignant une quantité infiniment
o

petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polynome
ax™+ bamt4 cxm—i4 . 4 hax + k,

ordonné suivant les puissances descendantes de la variable z, cette

variable devient infiniment grande; en la mettant sous la forme i, on
réduit le polynome dont il s’agit &

'

om

a b c h k
I+ -t —-at4., . 4 —am— - - g™ ,
a a a a

et I’on reconnait alors immédiatement que, pour de trés petites va-
leurs numériques de «, ou, ce qui revient au méme, pour de trés
grandes valeurs numériques de x, ce polyndme est de méme signe que
son premier terme

— =ax™.
alll

Comme cette remarque subsiste dans le cas méme ou quelques-unes
des quantités b, c, ..., A, k se réduisent a zéro, il en résulte qu’on
peut énoncer le théoréme suivant :

Tutorime VIII. — Lorsque, dans un polynéme ordonné suivant les puis-
sances descendantes de la variable x, on fait croitre indéfiniment la va-
leur numérique de cette variable, le polyndme finit par étre constamment
de méme signe que son premier lerme.
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§ 1. — De la continuité des fonctions.

Parmi les objets qui se rattachent a la considération des infiniment
petits, on doit placer les notions relatives & la continuité ou i la dis-
continuité des fonctions. Examinons d’abord sous ce pomt de vue les
fonctions d’une seule variable.

Soit f(«) une fonction de la variable o, et supposons que, pour
chaque valeur de & intermédiaire entre deux limites données, cette
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par-
tant d’une valeur de @ comprise entre ces limites, on attribue a la va-
riable & un accroissement infiniment petit «, la fonction elle-méme
recevra pour accroissement la différence

Sz~ a)—~ f(z),

qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable « et de la valeur
de x. Cela posé, la fongtion f(x) sera, entre les deux limites assi-
gnées a la variable «, fonction continue de cette variable, si, pour
chaque valeur de @ intermédiaire entre ces limites, la valeur numé-
rique de la différence -
f(z+oa)—f(z)

décroit indéfiniment avec celle de «. En d’autres termes, la fonc-

tion f(x) restera continue par rapport a x entre les limites données, si,

entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit

toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.

On dit encore que la fonction f(z) est, dans le voisinage d’une’
valeur particuliére attribuée & la variable x, fonction continue de
cette variable, toutes les fois qu’ellé est continue entre deux limites
de z, méme tres rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit.

Enfin, lorsqu’une fonction f(x) cesse d’étre continue dans le voisi-
nage d’une valeur particulitre de la variable , on dit qu’elle devient
alors discontinue et qu’il y a pour cette valeur particuliére solution de
continuite.

f
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D’aprés ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles
limites une fonction donnée de la variable  est continue par rapport
a cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sinz, admettant
pour chaque valeur particuliére de la variable 2 une valeur unique et
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable,
-attendu que la valeur numérique de sin(3«), et par suite celle de la
différence

sin(« +o) —sinz =2 sin(3a) cos(x -+ a),
décroissent indéfiniment avec celle de a, quelle que soit d’ailleurs la
valeur finie que I’on attribue 4 . En général, si 'on envisage sous le
rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons
considérées ci-dessus (Chap. I, § IT), savoir

. a
a+® ‘a—=z, ax, —, x%, A%, L(z),
sinz, cosz, arcsinz, arccosz,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux
limites finies de la variable @, toutes les fois que, étant constamment
réelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l'inter-
valle. ,

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage
d’une valeur finie attribuée a la variable , si celte valeur finie se
trouve comprise : '

Pour
les fonctions

a4z
a—x
azx
Ax
sinz
cosx “

entre les limites =, £ = o;

Pour
la fonetion

a 1° entre les limites # —— o, L— o,

Z (2°entre les limites # =o,
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Pour
les fonctions

entre les limites x —o T — co:
L(z) 7.

enfin
Pour
les fonctions

arcsinz | o
entre les limites z =—1, &£ =1,
arccosx

11 est bon d’observer que, dans le cas ol I'on suppose a = == m (m dé-
signant un nombre entier), la fonction simple

axe

est toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la va-
‘riable &, pourvu que cette valeur soit comprise :

sia=+m, entre les limiles z—=—ow, 2= =,
entre les limites z—=—ow, z=o
sig=—m, ou bien

entre les suivantes x —o0, = co.

Parmi les onze fonctions que I'on vient de citer, deux seulement
deviennent discontinues pour une valeur de = comprise dans I'inter-
valle des limites entre lesquelles ces mémes fonctions restent réelles.
Les deux fonctions dont il s’agit sont '

% et x% (lorsque a =— m).

L’une et 'autre deviennent infinies, et par conséquent discontinues,
pour & = o. '

Soit maintenant
Sz, 9,5, ...)

»

~

-une fonction de plusieurs variables @, y, z, ..., et supposons que,
dans le voisinage de valeurs particuliéres X, Y, Z, ... attribuées i ces
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variables, f(x, y, 5, ...) soit & lafois fonction continue de z, fonction
continue de y, fonction continue de =, .... On prouvera aisément
que, si l'on désigne par «, 6, v, ... des quantités infiniment petites,
et sil'on attribue ad @, y, 5, ... les valeurs X, Y, Z, ... ou des valeurs
tres voisines, la différence

Sle+o,y+86,z+7)—f(z,y5...)

sera elle-méme infiniment petite. En effet, il est clair que, dans I'hy-
pothésc précédente, les valeurs numériques des différences

fle+oa,y,5 ...)— flz,v,5 .;.),
fla+a, y+8, 5 ...)— f(@+a,y, 5 ...),
. flzet+o, y+86 s+y, .. )—flz+a, y+6,5 ...),

décroitrontindéfiniment avec celles des quantités variables «, 6, v, ...,
savoir, la valeur numérique de la premicre différence avec la valeur
numérique de a, celle de la seconde différence avec la valeur numé-
rique de 6, celle de la troisieme avec la valeur numérique de vy, et
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffé-
rences, savoir

fl@z+ay+86s+y, ...)— f(z0,5...),

convergera vers la limite zéro, si «, 6, v, ... convergent vers cette
méme limite. En d’autres termes,

Slz+a, y+6 247y ...)

aura pour limite
: Sz, ¥, 5, ...).

La proposition qu'on vient de démontrer subsiste évidemment dans
le cas méme ot 'on établirait entre les nouvelles variables a, 6, Yo een
certaines relations. Il suffit que ces relations permettent aux nouvelles
variables de converger toutes en méme temps vers la limite zéro.
Lorsque, dans la méme proposition, on remplace «, y, z, ... par
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X, Y, Z..., etx-i—oc,‘y—l—@,z—l-y, ... par z,’y, 3, ..., on obtient
I’énoncé sulvant :

Tatoreme 1. — Siles variables x, y, s, ... ont pour limites respectives
les quantités firves et déterminées X, Y, Z, ..., et que la fonction

Sz, y, 5, ...) soit continue par rapport a chacune des variables x, y,
z, ... dans le voisinage du systéme des valeurs particulicres
’ 8 Y P

z=X, y=Y, 2z2=I, ceny
Sz, y, 5, ...) aura pour imite (X, Y, Z, ...).

Comme, dans ce second énoncé, les variables «, 6,7, ... se trouvent
remplacées parxz — X,y — Y,z — Z, ..., les relations qu’on pouvait
établir, dans le premier énoncé, entre «, 6, v, ..., pourront étre éta-
blies, dans le second, entre les quantités ¢ — X, y — Y, 5 — Z; et il
enrésulte que la fonction f(x, y, 2, .. .) aura pour limite (X, Y, Z, ...),
dans le cas méme ou les variables x, y, 5, ... seraicnt assujetties a
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap-
procher indéfiniment des limites X, Y, Z, .... '

Supposons, pour fixer les idées, que x, y, 2, ... soient fonetions
d’une méme variable ¢ considérée comme indépendante, et continues
par rapport & cette variable dans le voisinage de la valeur particuliére

t=T.
Si I’on fait, pour plus de commodité,
[ 55 ... ) =1,
u sera ce qu’on appelle une fonction composée de la variable ¢; et, si
\ X, Y, Z. ..., U
désignent respectivement ce que deviennent

Xy Yy By eeey U

dans le cas ot I'on suppose £=T, il est clair, d’'une part, qu’une
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valeur de ¢ trés voisine de T fournira pour u une valeur unique et
finie; d’autre part, qu’il suffira de faire converger ¢ vers la limite T,
pour que les variables z, ¥, 5, ... convergent vers les limites X, Y,
Z, ..., et, par suite, la fonction u= f(z, y, 5, ...) vers la limite
U= f(X,Y,Z,...). On prouverait absolument de la méme maniére
que, sil’on attribue 4 ¢ une valeur trés voisine de T, la valeur corres-
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction
s’approchera indéfiniment, tandis que ¢ convergera vers la valeur
donnée; et 'on doit conclure que u sera fonction continue de ¢ dans
le voisinage de £ =T. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tatortme II. — Désignons par
x’ J’ y. Z’

plusieurs fonctions de la variable t, qui soient continues par rapport a

cette variable dans le voisinage de la valeur particuliére 1 =T. Soient,

de plus, |
: X, Y, Z

les valeurs particuliéres de x, y, =, ... correspondantes a t =T et sup-

posons que, dans le voisinage de ces valeurs particuliéres, la fonction

u=ypf(z,y, 3 ...)

soit en méme temps conlinue par rapport @ &, continue par rapport a.y,
continue par rapport a s, ...; u, considerée comme une jfonction de i,
sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti-

culieret =T.

Si, dansle théoréme précédent, on réduit les quantités variables x,
¥» 3 ... a une scule, x, on obtiendra un nouveau théoréme, qu’on
peut énoncer comme il suit :

"

Tatoreme III. — Supposons que, dans I équation

u= f(x), L.

la variable x soit fonction d’une autre variable t. Concevons de plus que
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la variable x soit fonction continue de ¢ dans le voisinage de la valeur
particuliere t =T, et u fonction continue de x dans le voisinage de la
valeur particuliére x = X correspondante a t =T. La quantité u, consi-
dérée comme fonction de t, sera encore continue par rapport & celte va-

riable dans le voisinage de la valeur particulicre t = T.

Supposons, par exemple,
t=ax et = x=¢,

Ld .
a désignant une quantité constante, et » un nombre entier. On con-
clura du théoreme III que

w— at"®
N

-

est, entre des limites quelconques de la variable ¢, fonction continue
de cette variable.
De méme, st 'on fait

u== x = sint, Yy =cost,

on conclura du théoreme II que la fonction
«=—tang¢

est continue par rapport & ¢ dans le voisinage d’une valeur finie quel-
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s'agit
n’est pas comprise dans la formule

T
=4 2kﬂi ;7

k désignant un nombre entier; c’est-a-dire toutes les fois qu’a cette
valeur de ¢ correspond une valeur finie de tang¢. Au contraire, la fonc-
tion tangz admettra une solution de continuité, en devenant infinie,
pour chacune des valeurs de ¢ comprises dans la formule précé-
dente.

Supposons encore ,
t=at+zx+y+2+...,

z=0bt, _y=ct’ ...,

OFuvresde C.— S. 11, t. 1L . 7
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a, b, ¢, ... désignant des quantités constantes. Alors, u étant fonction
continue de x, y, z, ... entre des limites quelconques de ces variables,
eta, y, 5, ... fonctions continues de la variable ¢ entre des limites
quelconques de cette derniere, on conclura du théoréme III que la

fonetion . .
u=—a-+bt+ct+... .

est elle-méme continue par rapport & £ entre des limites quelconques.
Par suite, comme ¢ = o donne u = a, si I'on fait converger £ vers la
limite zéro, la fonction u convergera vers la limite @ et finira par
obtenir le méme signe que cette limite, ce qui s’accorde avec le théo-
reme IV du § L. ' .
Une propriété rcmarquable des fonctions continues d’une seule
variable, c’est de pouvoir servir a représenter en Géométrie les ordon-
" nées de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque on
déduit facilement la proposition suivante :

Tutorine 1V. — 8¢ la fonction f(x) est continue par rapport a la
variable x entre les limites x = x,, x =X, et que l'on désigne par b une
quantité intermédiaire entre f(x,) et f( X), on pourra toujours satisfaire
a U'équation ‘

S(z)=

par une ou plusieurs valeurs réclles de x comprises entre a, et X.

Démonstration. — Pour établir la proposition précédente, il suffit
de faire voir que la courbe qui a pour équation .
y=J(z)

rencontrera une ou plusicurs fois la droite qui a pour équation

y=2b
dans I'intervalle compris entre les -ordonnées qui correspondent aux
abscisses x, et X; or ¢’est évidemment ce qui aura licu dans I'hypo-

thése admise. En effet, la fonction /() étant continue entre les limites
x = x,, * = X, la courbe qui a pour équation y =f(x) et qui passe
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1° par le point correspondant aux coordonnées x,, f(x,), 2° par le
point correspondant aux coordonnées X et f(X), sera continue entre
ces deux points; et, comme I'ordonnée constante b de la droite qui a
pour équation y = b se trouve comprise entre les ordonnées /(x,),
S(X) des deux points que I'on considere, la droite passera nécessaire-
ment entre ces deux points, ce qu’elle ne peut faire sans rencontrer .
dans I'intervalle la courbe ci-dessus mentionnée.

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, démontrer le
théoreme IV par une méthode directe et purement analytique, qui a
méme I’avantage de fournir la résolution numérique de I'équation

J(z)=0.

§ III. — Valeurs singulicres des fonctions dans quelques cas

particuliers.

Lorsque, pour un systéme de valeurs attribuées aux variables
gu’'elle renferme, une fonction d’une ou de plusicurs variables n’ad-
met qu'une seule valeur, cette valeur unique s¢ déduit ordinairement
de la définition méme de la fonction. S’il se présente un cas particu-
lier dans lequel la déﬁnition,don'née ne puisse plus fournir immédia-
tement la valeur de la fonction que 'on considere, on cherche la
limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis
que les variables s’approchent indéfiniment des valeurs particuliéres
qui leur sont assignées; et, s'il existe une ou plusieurs limites de
cette espece, clles sont regardées comme autant de valeurs de la fonc-
tion dans ’hypothese admise. Nous nommerons valeurs singuliéres de
la fonction proposée celles qui se trouvent déterminées comme on
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles- qu’on obtient en
attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles:
qui correspondent a des solutions de continuité. La recherche des va-
leurs singuliéres des fonctions est une des questions les plus impor-
tantes et les plus délicates de I'Analyse : elle offre plus ou moins de
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difficultés, suivant la nature des fonctions et le nombre des variables

qu’elles renferment.

Si d’abord on considere les fonctions simples d’une scule variable,

on trouvera qu’il est facile de fixer leurs valeurs singuliéres. Ces va-
leurs correspondent toujours i I'une des trois hypothéses

et sont respectivement

Pour
les
fonctions
a+« a quelconque. ...
a—x aquelconque....
(@ positif.........
ax
| @ négatif.........
5 a positif.........
a
€£x
( a négatif. ..... ..
a positif..:......
4 p
€ .
1 anégatif........
{ A sup. dTunité..
| Ainf. 3 l'unité. ..
g Base des log. sup. 2
L Alunité.......
z) <
) ( Base des log. inf.
. Alunité.......
SINZ  cvvviiriiiniins
COSZ  virironiinernnnnn

Z = — o0, & =o,
a+(—w)=—o
a—(—w)= o
ax(—e)=—w®
aXxX(—w)= o

a

— =0

— 00

a

—— =0

— 0

A™=o0
A= -t

sin (— o0) == M((—1, 1))

c0s(— 00) = M((~—1, +1))

&€ = o0,
a =t
o]
2 ——w
5 —
0%=—=o0
o%=—=00
Ad—1
Ad=1
L{o) =— o0
L{o)= o

..........

a - oo — o]
a—oo=——ow
a X == oo.
aAKO=—x®
a

— =0

o]

a

—_— =0

[o'e] .
%= co
%= 0
A= w
A°=o
L(o)=
L(0)=—o

sin(oc);M((—r,+1))
€0s () =M ((—r, +1))

La notation M¢(—1, —+1)) désigne ici, comme dans les préliminaires,
une quelconque des quantités moyennes entre les deux limites

—1 et 1.

-

Il est bon d’observer que, dans le cas ot I'on suppose a ==+ m,
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m désignant un nombre entier, la fonction simple
xa

admet constamment trois valeurs singuliéres, savoir :

lorsque ( m ¢tant un nombre pair. (—o0)” =, om —=o, o™ = co,
3 . '

a=—m ? m étant impair......... (—o)" =—os, o™ = o, o™ — oo,

lorsque { m étantpair........... (—®)"m=o0, o~  ==¢o, o~Mm—o,

a=-m | m étant impair......... (— o)~ "=o, ((o)ym==%ow, wm=o.

Considérons maintenant les fonctions composées d’une seule va-
riable @. Quelquefois il est aisé de trouver leurs valeurs singulieres.
Ainsi, par exemple, si I'on désigne par £ un nombre entier quel-
congue, on reconnaitra sans peine que la fonction composée

a ses valeurs singuliéres comprises dans les trois formules

tang ((0)) = M((~ oo, - 0)),

tang<<2 kn = E)) == co,

tang ((— oo))\z M((— 0, -+ 0)),

tandis que les valeurs singuliéres de la fonction inverse

arc tangz = arc sin

_ Vi a?
sont respectivement

arc tang(— o) = -— 57 arc tang(oo) = g--

Mais souvent aussi de semblables questions présentent de véritables

difficultés. Par exemple, on n’apercoit pas immédiatement comment
on peut déterminer la valeur singuliere de la fonction

x*, !
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lorsqu’on y suppose = o, ou celle de la fonction

xr,

lorsqu’on prend o = . Pour donner une idée des méthodes qui con-
duisent i la solution des questions de celte espece, je vais établir ici
deux théorémes i I'aide desquels on peut, dans un grand nombre de
cas, déterminer les valeurs singulieres que recoivent les deux fonc-
tions

A2, 1,

lorsqu’on y suppose x == .

TutoriMe I. — Si, pour des valeurs croissantes de x, la différence

J(@+1) = f(2)

converge vers une certaine limite k, la fraction

S(z)

x

convergera en méme temps vers la méme limite.

Démonstration. — Supposons d’abord que la quantité £ ait une va-
leur finie, et désignons par ¢ un nombre aussi petit que I'on voudra.
Puisque des valeurs croissantes de a font converger la différence

.

J(z+1)—f(z)

vers la limite £, on pourra donner au nombre % une valeur assez con-
sidérable pour que, « étant égal ou supéricur a %, la différence dont
il s’agit soit constamment comprise entre les limites -

k—e ks N

Cela posé, si I'on désigne par » un nombre entier quelconque, cha-
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cune des quantités S
S(h=+1)— f(h),

Jh+2)— f(h+1),
Jh+n)— f(h+n—r1),

ct, par suite, leur moyenne arithmétique, savoir

J(h=+n) — f(/i),

n
se trouvera comprise entre les limites £ — ¢, £ +¢. On aura done

J(h+n)— f(h)

n

=k 4 a,

« étant une quantité comprise entre les limites — ¢, + ¢. Soit mainte-

nant
h4-n=ux.

L’équation précédente deviendra

¢t 'on en conclura
S(z)= f(h) 4+ (z— k) (k+ a),

(2) I(Tx’):f—&@—i-(b.—g)(k—l-a).

De plus, pour faire croitre indéfiniment la valeur de «, il suffira de
faire croitre indéfiniment le nombre entier ~ sans changer la valeur
de 4. Supposons, en conséquence, que dans I'équation (2) on con-
sidére 2 comme une quantité constante, et z comme une quantité va-
riable qui converge vers la limite «. Les quantités

Ik

4

x A

renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite zéro.
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et le second membre lui-méme vers une limite de la forme
k+a,

« étant toujours compris entre — ¢ et + ¢. Par suite, le rapport

f(=z)
xZX
aura pour limite une quantité comprise entre £ — ¢ et £+ ¢. Cette
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre «,
il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité £.
En d’autres termes, on aura

(3) llmf( )—-k'—lim[f(a:+1)—f(x)].

Supposons, en second lieu, £ = . En désignant alors par H un
nombre aussi grand que I’on voudra, on pourra toujours attribucr au
nombre % une valeur assez considérable, pour que, « étant égal ou
supérieur & %, la différence

Sz +1)—f(2),

qui converge vers la limite oo, devienne constamment supérieure 3 H;
ct, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule

f(h-}—n) — f(h)

> 1.

Si maintenant on pose 4+ n =, on trouvera, au lieu de I'équa-
tion (2), la formule suivante

f(®) f(”’+n( f),
: X

g
de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limife oo,

11m f( >II

La limite du rapport .
pr J(x)

e
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sera donc supérieur¢ au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cetle

limile supérieure a tout nombre assignable ne peut étre que I'infini
positif. '

Supposons enfin £ = — . Pouf ramenér ce dernier cas au précé-
dent, il suffira d’observer que, la différence
| Sl +1)—f(z)
ayant pour limile — o, la suivante
[—/(z+0]—[=f(=)] - ‘
aura pour limite + . On en conclura que la limite de :—fx(i) est

soale & s suite ¢ JAC
égale & + oo, et par suite celle de == 4 — oo

Corollaire I. — Pour montrer une application du théoréme précé-
dent, supposons
S(z)=L(=),

L étant la caractéristique des logarithmes dans un systéme dont la
hase surpasse I'unité. On trouvera ‘
fle+n) = f@) =L@+ —L@) =L(:+ 1)

et, par suite, .
k= L<l+ —I->::L(l):0.
@K

On peut donc affirmer que, 2 venant & croitre indéfiniment, le rap-

port

L(a)
€

convergera vers la limite zéro; et il en résulte que, dans un sysiéme

dont la base est supérieure a I'unité, les logarithmes des nombres croissent

beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mémes.

Corollaire II. — Supposons, en second lieu, .

f(x) = Az,
OEuvres de C. — S. 11, t. 111, . 8
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A désignant un nombre supérieur i I'unité. On trouvera
Sz 4+1)— f(x) = A —AT= A% (A —1)

et, par suite, :
k=A"(A —1)=0. . .

On peut done affirmer que, « venant a croitre indéfiniment, le rapport

AZ .

x

converge vers la limite o, et il en résulte que l'exponentielle A”,
lorsque le nombre A surpasse Uunité, finit par croitre beaucoup plus

rapidement que la variable x.

Corollaire III. — On doit observer, au reste, qu'il n’y a lieu a cher-
cher par le théoréme I la valeur du rapport

f(=)

Z

correspondante & @ = s, que dans le cas ol Ia fonction f(«) devient
infinie avec la variable z. Si cette fonction restait finie pour @ = o,

x . ’ 4 ’ . . .
le rapport fix—) aurait évidemment zéro pour limite.
Je passe au théoréme qui sert a déterminer dans plusieurs cas la
valeur de

N 1
[f(2)]
pour & = 0. VYoici en quoi il consiste :

Tutorine I1. — Si, la fonction f(x) étant positive pour de trés grandes

valeurs de x, le rapport :
S(z+1)
Sflz)

converge, landis que x croit indéfiniment, vers la limite k, L’expression

Lf(2)F .

convergera en méme temps vers la méme limite.
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Démonstration. — Supposons d’abord que la quantité £, nécessai-
rement positive, ait une valeur finie, et désignons par ¢ un nombre
aussi petit que on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font
converger le rapport '

Sflz+1) Y
JS(@)
vers la limite £, on pourra donner au nombre 4 une valeur assez con-
 sidérable pour que, @ étant égal ou supérieur a 4, le rapport dont il
s'agit soit constamment compris entre les limites

k—e, ke

Cela posé, si 'on désigne par » un nombre entier quelconque, cha-
cune des quantités '

Slh+1)  flh+2)  flh4n)
fy 7wy Y fhe =)

et, par suite, leur moyenne géométrique, savoir

i 1
[f(flf(;n)]

se trouvera comprise entre les limites £ — ¢, £ + . On aura donc

1
ﬂh+nq3
Lo — kta
|55 |
o étant une quantité comprise entre les limites — ¢, +¢. Soil main-
tenant
h+n—=cx.
L’équation précédente deviendra

1

[ =

et Von en conclura :
S(z)=f(h) (k+ a)=2,

h

(3)  @F=AF (k+a) >
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De plus, pour faire croitre indéfiniment la valeur de , il suffira de
faire croitre indéfiniment le nombre cnticr 7, sans changer la valeur
de 4. Supposons, en conséquence, que dans I'équation (5) on con-
sidére 7 comme une quantité constante, et x comme unc quantité
variable qui converoe vers la limite «. Les quantités

1
- h
AT, 1=,
renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite I, et
le second membre lui-méme vers une limite de la forme

k4 a,

« étant toujours compris entre — ¢ et +-¢. Par suite, I'expression

1

[f(=)]*
aura pour limite une quantité comprise entre £ — ¢ et &+ . Cette
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre ¢,

il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité £.
En d’autres termes, on aura

f(v+1)

(6) 'lim[f(x)]‘%':k:lim TN

Supposons, en second licu, la quantité % infinie, ¢’est-b-dire, puisque
cette quantité est positive, £ = . En désignant alors par H un nombre
aussi grand que 'on voudra, on pourra toujours attribuer au nombre £
une valeur assez considérable pour que, x étant égal ou supéricur a 2,

le rapport
Slx+1)
f(x)
qui converge vers la limite o, devnennc constamment supéricur a H;
et, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule

[1%:),1)]5? f.
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Si maintenant on pose &+ =, on troyvera, au lieu de I'équa-
tion (5), la formule suivante '

h

[f(@)F>[f()FH*,

de laquelle on conclura, en faisant converger « vers la limite s,

.
. lim[ f(x)]*> H.
La limite de I'expression

/(&)

scra donc supérieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cette
limite, supérieure a tout nombre assignable, ne peut-étre que I'infini
positif. '

Nota. — On pourrait facilement démontrer I'équation (6), en cher-
chant par le théoreme I la limite vers laquelle converge le logarithme

LA = B,

ct repassant ensuite des logarithmes aux nombres.

Corollaire I. — Pour donner une application du théoreme II, sup-

posons o

flz) ==

on aura

' Jlz+1) _2z+1 1
Fz) - e T w

ct, par suite, en passant aux limites,
k=1,

Donc, si I'on fait croitre indéfiniment la variable z, la fonction

1
X

convergera vers la limite 1.
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Corollaire II. — Sotit, en second lieu,

fl2y=aa®+ bar—t+ cax"t.. . =D,

en sorte que P désigne un polynéome en « du degré ». On trouvera

1\ b 1\ n—1 C( 1 \#—2
.f<x+r)_“<‘+35> +5<’+E> +F\‘+E> T
- b
J() a+—+—%—+—...
x €2
et, en passant aux limites,
a
k=—=-=1.
a

1
Si done P représente un polyndme entier quelconque, P* aura pour

limite 1.

Corollaire III. — Soit enfin

S(x)=L(z).
On {rouvera
I I
flz+1) _ L{z+1) _ L(x)+L<1+ 5) . L(I—{— ;)
J@) T L) Lz) . 7 L(=)
et, en passant aux limites, o
k=1,

1
Par suite, [L(«)]" a encote pour limite I'unité.

Les théorémes I et II subsistent évidemment dans Ie cas méme olr
la variable x est considérée comme ne pouvant admettre que des
valeurs entiéres. En effet, pour rendre applicables a ce cas particulier
les démonstrations que nous avons données des deux théoremes, il
suffit de concevoir que la quantité désignée par /& dans chacune de.
ces démonstrations devienne un nombre entier tres considérable. Si,
dans le méme cas, on représente les valeurs successives de la fonc-
tion f(x) correspondantes aux diverses valeurs entitres de x, savoir

Sy S(2), f(3) ..y f(R),

par
Au Az; A37 MRS ] Alu
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on obtiendra a la place des théorémes I et II les propositions sui-
vantes :

Tutoreme III. — Sila suite des quantites
A“ Ag, As, DN Anb i

est telle que la différence entre deux termes consécutifs de celte suile,

sayvoir :
An-i-l ~—A n

converge constamment, pour des valeurs crotssantes de n, vers uné limite
Jixe A, le rapport

As
n
convergera en méme temps vers la méme limite.
Tuiorime 1V. — Si la suite des nombres
A Ay, Ay L, AL

est telle que le rapport entre deux termes consécutifs, savowr

Apy
AIL

b

converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite

Sfixe A, Uexpression
1

(An)"
conyergera en méme temps vers la méme hmite.
Pour montrer une application du dernier théoreme, supposons
A,=1.2.3...n/
La suite A,, A,, ... deviendra
1, 1.2, 1.2.3, ..., 1,2.3...(h=1)n, ...,
et le rapport entre deux termes consécutifs de la méme suite, savoir

Ay 123, .0(n+1)
A, 1.2.3...n =n+1
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convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la
limite «. Par suile, I’expression

1 1

(An)z:_(x .2.3...n)"

converge vers la méme limite.
On trouverait, au contraire, que I'expression

1

. n
1.2.3...n

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limile zéro.
Souvent, a I'aide des théorémes I et II, on peut déterminer la valeur
singulitre que regoit une fonction composée de la variable z, tandis
que cette variable s’évanouit. Ainsi, par exemple, si 'on veut obtenir
la valeur singuliére de 27 correspondante  « = o, il suffira de cher-

cher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes
' 1

de @, I'expression (%)JL: _II Cette limite, en vertu du théoréme I
o
(corollaire I), est égale a P'unité.

De méme, on conclurait du théoréme I (corollaire I) que la fonc-
tion :
xL(x)
s’évanouit avec la variable «.

Lorsque les deux termes d’une fraction sont des quantités infiniment
petites, dont les valeurs numériques décroissent indefiniment avec celle
de la variable o, lavaleur singulicre que regoit cetie fraction, pour o = o,
est tantdt finie, tantdt nulle ou infinie. En effet, désignons par £, £’ deux
constantes finies qui ne soient pas nulles, et par ¢, ¢ deux nombres
variables qui convergent avec « vers la limite zéro. Deux infiniment
petits, I'un de I'ordre #, autre de l’ordre n, poul'l*Bllt étre repré-
sentés respectivement par

kat(13¢), Kan'(12=g"),
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et leur rapport, savoir ' -

Kov(1xe') K yxe . Kake o
kar(1=e) ~ k 1% Tk 1Ee ar—n’

aura évidemment pour limite

!

K iYor ‘ o} —
- silon suppose n'=n,

o, sil'onsuppose »n'>n,

+ *o, silonsuppose n'<n.

On prouverait de méme que la limite vers laquelle converge le rapport
de deux quantités infiniment grandes, landis que leurs valeurs nume-
riques croissent indéfiniment avec celle d’une méme variable x, peut étre
nulle, finie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe déterminé,
constamment égal au produit des signes des deux quantités que I'on
considere, R

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va-
riable « vers la limite zéro, on doit placer la suivante

[z +a)—f(=),
24

toutes les fois qu’on attribue a la variable @ une valeur dans le voisi-
nage de laquelle la fonction f(x) reste continue. En effet, dans cette
hypothése, la différence

S(z +a)— f(z)
est une quantité infiniment petite. On peut méme remarquer qu’elle
est en général un infiniment petit du premicr ordre, en sorte que le

rapport :
Sle+a)—[(z)

o

converge ordinairement, tandis que la valeur numérique de o diminue,
vers une limite finie différente de zéro. Cette limite sera, par

exemple,
2z, . silon prend. f(x)= z?
et : /
a - a
— = Sl Von prend f(xl) ==
OFuvres de C., 8. 11, ¢, 1IL. : . 9
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Dans le cas particulier out 'on suppose = o, le rapport

[+ o) — f(2)

o

se réduit a cet autre
J(2) = f(0),
21
Parmi les rapports de cette derniére espece, nous nous bornerons ici
a considérer le suivant
sino

7

Comme il peut étre mis sous la forme

salimite restera la méme, quel que soit le signe de a. Cela posé, con-
cevons que I'arc « regoive une valeur positive trés petite. La corde de
'arc double 2a étant représentée par 2sinea, on aura évidemment
200 > 28ina et,‘ par suite, Lo
. o >sina,

De plus, la somme des tangentes menées aux extrémités de 'arc 2«
étant représentée par 2 tanga, et formant une portion de polygone
qui cnveloppc cet arc, on aura encore 2ftango > 2a et, par consé-
quent, :
tango > a.

En réunissant les deux formules qu’on vient d’établir, on trouvera

sina < e < tanga;

puis, en remetlant pour tange sa valeur,

sina
cosa

sine << & <<

et, par suite,
1

—_—

sina¢ ~ cosa’

<<

sina
1> = > cosa.
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Or, tandis que « diminue, cos« converge vers la limite 1 : il en sera
donc de méme a fortiori du rapport E%“ toujours compris entre 1 et
cosa, en sorte qu’on aura
(7) : lim i:—o—: =I.
La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports
J(x )= f(x) [(2)—f(o)

a

o

étantun des principaux objets du Calcul

infinitésimal, nous ne nous y arréterons pas davantage.

Il nous reste & examiner les valcurs singuliéres des fonctions de
plusicurs variables. Quelquefois ces valeurs sont complétement déter-
minées et indépendantes des relations que Pon pourrait établir entre
les variables. Ainsi, par exemple, si 'on désigne par

Ay .81 T xy, ¥

quatre variables positives, dont les deux premiéres convergent vers la
limite zéro ot les deux derniéres vers la limite o, on reconnaitra sans
peine que les expressions

‘ o
ab, ay, 2’ %’; ¥, &Y
ont pour limites respectives
o, C,y 0, 0, o, 0,

Mais le plus souvent la valeur singuliére d’une fonction de plusicurs
variables ne peut étre enti¢rement déterminée que dans le cas parti-
culier ol1, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec-
tives, on établit entre clles certaines relations; ct, tant que ces rela-
tions ne sont pas fixées, la valeur singuli¢re dont il s’agit est une
quantité ou totalement indéterminée, ou seulement assujettie & rester
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on I'a remarqué
plus haut, la valeur singuliére & laquelle se réduit Ie rapport de deux -
variables infiniment petites, dans le cas out chacune de ces variables
s’évanouit, peut étre une quantité quelconque finie, nulle ou infinie.
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En d’autres termes, cette valeur singulitre sera complétement indé-
terminée. Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on consi-
dere deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport
de ces dernieres, tandis que leurs valeurs numériques croissent indé-
finiment, converge encore vers unc limite arbitraire, mais positive oun
négative, suivant que les deux variables sont de méme signe ou de
signes contraires. Il est également facile de s’assurer que le produit
d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a
pour limite une quantité complétement indéterminée.

Afin de présenter une derniere application des principes qu’on
vient d’établir, cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables

" ety pour que la valeur de la fonction '

o

y
devienne indéterminée. Sil'on désigne par A un nombre supérieur i
'unité, et par L la caractéristique des logarithmes dans le systéme
dont la base est A, on aura évidemment

p == AL,
et, par suite,
1y
yx_____A X,
Or il est clair que l'expression
LO)
A X

convergera vers une limite indéterminée, lorsque le rapport

L)

X
convergera lui-méme vers une semblable limite, ce qui arrivera dans ~
deux cas différents, savoir : 1° lorsque L(y) et  seront deux quan- |
tités infiniment petites, c’est-a-dire lorsque x et y auront pour limites
respectives o et 15 2° lorsque L(y) et @ seront deux quantités infini-
ment grandes, c’est-a-dire lorsque, x ayant une limite infinie, y aura

-
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pour limite o ou . 1l est bon d’observer que, dans I'un et 'autre cas,
la limite indéterminée de I’expression

L(¥) 1

A X = y.—z'
sera nécessairement positive. Il peut méme arriver que cette limite
soit assujettie & demourer comprise entre les valeurs extrémes o ct 1,
ou bien entre les suivantes 1 et . Concevons, par exemple, que cha-
cune des variables a:'ety converge vers la limite «. Dans ce cas, la

limite du rapport
Liy)
x

_¢tant une quantité positive quelconque, celle de y*= A * ne pourra

étre qu'une quantité moyenne entre 1 et . Cette moyenne sera d’ail-
leurs indéterminée, tant que 'on n’établira pas entre les variables
infiniment grandes @ et y de relation particuliere. Mais, si'on suppose

JS(») désignant une fonction qui croisse indéfiniment avec la va-
riable @, alors la moyenne dont il s’agit, n’étant autre chosc que la
limite de

1
L/(2)]%
obtiendra une valeur déterminée, que P'on pourra souvent calculer

I'aide du théoreme II.
) 1

Si, au licu de la fonction y*, on eit considéré la suivante
Y%

on aurait trouvé que cette dernieére devient indéterminée : 1° lorsque
la variable y converge vers la limite 1 ot la variable « vers 'une des
suivantes — o, + 03 2° lorsque, la variable @ ayant zéro pour limite,
Jy converge vers zéro ou vers U'infini positif. '

Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulicres -
qui ne peuvent étre considérées que comme des limites vers lesquelles
cdnvergent des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces mémes
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variables devicnnent infiniment petites ou infiniment grandes, ou
méme, plus généralement, convergent vers des limites fixes. Telles
sont, par exemple, les expressions

o ) ©
0X0, -y @Xo =—y 0Xow, 0% 1° ...,
o) )

parmi lesquelles on doit regarder les deux premieres comme les limites
vers lesquelles convergent le produit ct le rapport de deux variables
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit
et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, cte. Si
I'on considére en particulier les expressions singulikres que pro-

duisent les fonctions
1

z 3
xr+y, &y, ;, Y5 rs

on trouvera que les valeurs de ces mémes expressions, lorsque les
variables restent indépendantes, peuvent étre aisément fixées par ce
qui précéde. Les équations qui serviront & déterminer ces valeurs
seront respectivement

Pour
les
fonctions
Z+Yy o= oo, - 00 = M((— o0, + c0));
0Xx0=0, 0 X =0 X —00=M((-— o, + o)),
x .
4 00 X 0 == -~ 0 X — 00 == 00, 0 X — O ==~ 003
[s) . [s) . 0 oo . -0 .
TR (s e I
Y © —ow o —®
?;o::—;:M((O, o)), _—Og:_?:M((—‘OO’ 0));
o 0= 0= M((o0, o)), 0= T® =,
ormwrmw, 1= =1= = M((o, 0));
[ 1 1 1 A -
1 0°—=o’==0 ou oo, : 0° = *=M((o, 1)),
y* 41 1
07" = 0® = M((1, ), 1'=M((o, ©)). -
— e —
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It ’ )t
DES FONCTIONS SYMETRIQUES ET DES FONCTIONS ALTERNEES. USAGE DE CES FONCTIONS
POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE A UN NOMBRE QUELGONQUE
D’INCONNUES. DES FONCTIONS HOMOGENES.

§I. — Des fonctions s_yme'lﬁques.

Une fonction symetrigue de plusieurs quantités est celle qui con-
serve la méme valeur ct le méme signe aprés un échange quelconque
opéré entre ces quantités. Ainsi, par exemple, chacune des fonc-

tions
z-+y, «¥+y* xyz, sinz-+siny-+sins,

est symétrique par rapport aux variables qu’clle renferme, tandis que
‘ ‘ ' =y, &Y, ...

sont des fonctions non symétriques des variables « et y. De méme

encore :
b+4c, bD*4+c?, b,

sont des fonctions symétriques des deux quantités b, c;
b+c+d, V*+c*+d? be—+bd-+cd, bed

sont des fonctions symétriques des trois quantités b, ¢, d; ....

Parmi les fonctions symétriques de plusieurs quantités b, ¢, ...,
g, h, on doit distinguer celles qui servent de coefficients aux diverses
puissances de a dans le développement du produit

(a—D)(a—c)...(a—g)Y(a—1),

et dont les propriétés conduisent & une solution trés élégante de plu-
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sieurs équations du premier degré entre » variables x, y, 5, ..., u, v,
lorsque ces équations sont de la forme

z +,y + 5 ...+ u + v =k,

ax +by —4+¢s 4+...4+gu +he =k,
(1) @r +by 45 .gu M0 =k
...................... e et ereteeieiie ey

a"™lx + by 4P s 4L A g e - o =k,

En effet, soicnt

A oy=— (b +c+...4+g+1h),
Aps=be+...+bg+bh+...4~cg+ch+...4 gh,

A0 = bc...gh

les fonctions symétriques dont il s’agit, en sorte qu’on ait-

ar~'4- A, a"*’%. oA a+Ai=(a—0) (a.— c)(a—d)....

Si, dans cette derniere formule, on remplace successivement @ par
b, parc, ..., par g, par A, on trouvera

bt A, b -+ A b+ Ay—o,
e A ¢™ 4+ Aje + Ag==0,

g A, g A g+ Ag=0,
Rt A, o2~ A R+ Ay=0.

Sil’on ajoute ensuite membre 3 membre les équations (1), aprés avoir
multiplié la premiere par A,, la seconde par A, ..., 'avant-derniere
par A,_,, et la derniére par I'unité, on obtiendra la suivante

(@' A,at -+ A+ A=k, + Ap—skyg ...+ Ak + Aok,

¢t 'on en conclura

(2) x _ knoy— (et g+ ) kn—a~+ (be 4. bg + bl .- g+ Ch o A-gh) hn g —.. . T Do gh ko
(a—b)(a—c)...(a—g)(a—1N)
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On .déterminerait’ par un procédé analogue les valeurs des autres
inconnues y, z, ..., 4, ¢. o . '
- Lorsque, dans les équations (1), on substitue aux constantes

e e vy /{'0, kh kw\---, kn—l

les puissantes entiéres successives d’une méme quantité , savoir

=1, k, K, ..., ko=,

la valeur trouvée pour x se réduit a

_ (k=8 (k—o)...(k—g) (k—h) .
A (e [T RN CE O T e AN T

[l

1 : . .

§ 1. — Des fonctions alternées.

Une fonction alternée de plusieurs quziﬁtités est celle qui change de
signe, mais en conservant au 'signe'prés la méme valeur, lorsqu’on
échange deux de ces quantités entre elles; en sorte que, par une
suite de semblables échanges, la fonction devienne alternativement
positive et négative. D’apres ‘cette définition,

' ’

i z—y, xy'—aty, L<§>, sinz — siny,
sont des fonctions alternées des deux variables z et y;

(z—y)(2—35)(y—2%)

est une fonction alternée des trois variables z, y, z, et ainsi de suite.
Parmi les fonctions alternées de plusieurs variables

Ly Yy By ey Uy 9,

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entiéres par rapport
a chacune de ces mémes variables. Supposons une semblable fonction
OEuvres de C. — S. 11, t. 1L - 10
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développée et mise sous la forme d’un polyndme. Un de ses termes,
pris au hasard, sera de la forme

kaPyiz’.. usel,

Ps qs Ty .oy 8, ¢ désignant des nombres entiers, et £ un coefficient
quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe, mais con-
server au signe prés la méme valeur, aprés 1'échange mutuel des
deux variables « et y, il faudra de toute nécessité qu'au terme dont
il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire

— kxtyPz". . usvi,

déduit du premier en vertu de cet échange. La fonction se composera
donc de termes alternativement positifs et négatifs, qui, réunis deux
a deux, produiront des bindomes de la forme

kaPylz®. . usot— katyPs".. ut ot = k(zPyl— xTyP)5". . . usvt.

Dans chaque bindme de cette espéce, p, g seront nécessairement deux
nombres entiers distincts 'un de ’autre, ¢t, comme la différence

0l

) xPy? — x7yP

est évidemment divisible par y — «-ou, ce qui revient au méme, par
x —y, il en résulte que chaque binome, et par suite la somme des
bindémes ou la fonction proposée, sera divisible par

= (y —x).

Comme on peut d’ailleurs, dans les raisonnements qui précédent, sub-
stituer aux variables «, y deux autres variables quelconques x et z
ouyets, ..., on obtiendra définitivement les conclusions suivantes :

1° Une fonction alternée, mais entiére, de plusieurs variables z, ¥,
Z, ..., U, v, est composée de termes alternativement positifs et néga-
tifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des expo-
sants différents;
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2° Une semblable fonction est divisible par le produit des diffé-

rences
H(y—z), £(5—=z) ..., .i(u—x), E(v—2z),
i(z—')’), sy .i—(ll—-‘}/), i(‘)'—'.}/))
(1) . ciey E(u—23), X£(v—3),
i("'_u)’

prises chacune avec tel signe que I'on voudra.

Le'produit dont il est ici question, ainsi qu’on peut aisément le
reconnaitre, est lui-méme une fonction alternée des variables que
Pon considére. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit
change de signe, en conservant au signe prés la méme valeur, apres
I'é6change mutuel de deux variableg, « ct y par exemple. Or, en effet,
suivant que 'on adopte pour chaque différence le signe + ou le
signe —, ce produit se trouve égal soit & + ¢, soit & — ¢, la valeur
de ¢ étant déterminée par ’équation

(2) 9=(y—2)(c—a)...@—2) (P —2)XE—Y). .. (t—)) (r—F)=... X (¢ — )

‘et, comme il est évident que cette valeur de 9 change seulement de
signe en vertu de I'échange mutuel des variables = et y, on peut con-
clure qu’il en sera de méme d’une fonction équivalente soit & + ¢,
soita — g. ' -

Concevons, pour fixer les idées, que I'on prenne chacune des diffé-
rences (1) avec le signe +. Le produit de toutes ces différences sera
la fonction ¢ déterminée par 'équation (2) ou, ce qui revient au
méme, par la suivante

(3) q;:(y—-:c)x(z—x)(z-—y)x...x(v—x)(cw—y)(v-—z)...(u—u).

Si, de plus, on appelle 7 le nombre des variables z, y, =, ..., u, v,
n — 1 sera évidemment le nombre des différences qui renferment une
méme variable : et par suite, dans chaque terme de la fonction ¢ déve-
loppée et mise sous la forme d’un polynome, I'exposant d’une variable
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quelconque ne pourra surpasser. z — 1. Enfin, comme dans un méme
terme les différentes variables devront étre affectées d’exposants dif-
férents, il est clair que ces exposants seront respectivement égaux

aux nombres
o, 1, 2, 3, ..., n—I.

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numérique,
sera donc équivalent au produit des diverses variables rangées dans
un ordre quelconque, et respectivement élevées aux puissances mar-
quées par les nombres o, 1, 2, 3, ..., 2 —1. On doit ajouter que
chaque produit de cette espece se trouvera compris une seule fois,
tantot avec le signe +, tantot avec le signe —, dans le développement
de la fonction ¢. Par exemple, le produit

xo‘},i 52.., . un—2pn—1

né pourra étre formé qué par la multiplication des premiéres lettres
des facteurs bindmes qui composent le second membre de P'équa-
tion (3).

A Tl'aide des principes que nous venons d’établir, il est facile de con-
struire en entier le développement de la fonction ¢, et de démontrer
ses diverses propriétés (voir a ce sujet la Note I'V). Nous allons main-
tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la considération
d'un semblable développement, i la résolution des équations géné-
rales du premier degré a plusieurs variables.

Soient
ez +byy +c5 4.+ Gu +hhe =k,
ax —1—[):,)/ 4 €5 ... kv =k,
(4) @z by Fc3 ...+ glt +hv =k,
e eae ettt o
a,,_izc—l—b,,_1y+c,,_,z+...+g,z_1u+/zn_,v:k,,_, \

-

n équations linéaires entre les » variables ou inconnues

Zy Yy B aeey U, 0
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et les constantes

a by, Co cees 8o hoy Koy
28] bls C],’ cerr Sy ]21, kb’
ay, b, Cay vy & hy, ks,
vy vy vy eay ees ey .oy
Au—ty bnoty Cnmty vy Gn-ts Pu—ry Kney

choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par P ce que devient
la fonction ¢ lorsqu’on y remplace les variables

Zy Yy By eewy Uy

par les lettres

considérées comme autant de nouvelles quantités, en sorte gu’on ait

(5% P=(b—a)x(c—a)(c—b)x...x(h—a)(h—b)(h—c)...(h—g).

Le produit P sera la fonction alternée la plus simple des quan-
tités @, b, ¢, ..., g, ks et, si 'on développe cette fonction par la
multiplication algébrique de ses facteurs binomes, chaque terme du
développement sera équivalent, au signe prés, au produit de ces
mémes quantités rangées dans un certain ordre, et respectivement
élevées & des puissances marquées par les exposants o, 1, 2, 3, ...,
n — 1. Cela posé, concevons que dans chaque terme on remplace les
exposants des lettres par des indices, en écrivant, par exemple,

@ b1Cy. e Gnmslin_ys

au lieu du terme
atblct... gnrhr,

et désignons par D ce que devient alors le développement du pro-
duit P. La quantité D aura évidemment, tout comme le produit P, la
propriété de changer de signe lorsqu’on échangera entre elles deux
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des lettres données, par exemple les deux lettres a et b. Il est aisé
d’en conclure que la valeur de D sera réduite & zéro, si 'on écrit dans
tous ses termes la lettre & & la place de la lettre a, sans écrire en méme
temps a & la place de b. Il en serait de méme si I’on écrivait partout a
la place de la lettre @ 'une des lettres ¢, ..., g, A. Par suite, si, dans
le polynome D, on désigne la somme des termes qui ont a, pour
facteur commun par A,a,, la somme des termes qui renferment le
facteur @, par A,a,, ...; enfin la somme des termes qui ont pour fac-

teur a,_, par A,_,a,_,, en sorte que la valeur de D soit donnée par
Iéquation

(6) D=Ajao+Aja+ Ay +. . .- Ay Qg

on trouvera, en écrivant successivement dans le sccond membre de
cette équation les lettres b, ¢, ..., g, 2 & la place de la lettre a,

0=Agby+ A6+ Asby+...+A,1 0,4,

o0=Ajco +Ajc; +Asey +.. .+ AyiChnys

(7) e et R
' 0= Avgi+Aig1+Asgot+...+ A 1801y
o=Agho+ Ay + Al Ay Tty

Supposons maintenant qu’on ajoute membre & membre les équa-
tions (4), aprés avoir multiplié la premiére par A,, la seconde par A,,
la troisieme par A,, ..., la derniere par A,_,. On verra, dans cette
addition, les coefficients des inconnues y, 5, ..., u, ¢ disparaitre
d’eux-mémes en vertu des formules (7), et 'on obtiendra définitive-
ment 'équation

Dx=Ajko+ A1+ Asks+. ..+ Apihny, .

de laquelle on conclura -

- o Ak Ak Mgyt Ak
- D

Comme d’ailleurs des deux quantités

D et Aoko+A1k1+A2/f;+. . .+An-17f,,_l
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la premiére est ce quAe devient le développement du produit
(b—a)yxX(c—a)(c=b)%...x(h—a)(h—0)(h—c)...(h—g),.

lorsque dans ce développement on remplace les exposanfs des lettres

* par des indices, et la seconde, ce que devient la quantité D, équiva-
lente au second membre de la formule (6), lorsqu’on y substitue la
lettre % & la lettre a, il en résulte que la valeur de @ peut étre censée
déterminée par I'équation

(b—k)><(c—k)(c-—b)><...x(lz—k)(/z——b)‘(k——c)...(h;—g)
(b—a)x(c—a)(c—Db)X...X(°h—a)(h—b)(h—c).. (h—g)

(9) ==

pourvu que 'on convienne de développer les deux termes de la frac-
tion qui forme le second membre, et de remplacer dans chaque déve-
loppement les exposants des lettres par des indices. La valeur que
I'équation (9) prise & la lettre semble fournir pour I'inconnue =,
n’étant pas exacte et ne pouvant le devenir que par suite des modifi-
cations énoncées, est ce que nous nommerons une valeur symbolique
de cette'inconnue. ' '

La méthode qui nous a conduits & la valeur symbolique de = four-
nirait également celles des autres inconnues. Pour montrer une

application de cette méthode, supposons qu’il s’agisse de résoudre
les équations linéaires

ayx -+ by y + ¢o5 = ky,
(10) ayx+ by +czs=k,
Ay + by y + o5 = k.

On trouvera dans cette hypothése, pour la valeur symbolique de I'in-
connue &,

o (=K (e — k) (c—b)
T (b—a)(c—a)(c—b)
kbt — KOb%ct + K1hre®— k1b0ct -+ K2 D0c! — k%'co.
T a'blcr— a'brict+ al bt — al b e - at bt — ablc,’

(11)
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et par suite, la valeur véritable de la méme inconnue sera

. kobiCz_kol)QC1+ k1 bg(}o_k, b002+ /l’gboCi‘—' k2b100
T agbicy— agbycy + a,bycy— ay bycy + asbyey — as by

(12) x

Nota. — Lorsque, dans les équations (4), on remplace les indices
des lettres a, b, ¢, ..., g, k, % par des exposants, la valeur symbo-
lique de = donnée par I'équation (9) devient évidemment la valeur
véritable, et coincide, comme on devait 8’y attendre, avec celle que
fournit la formule (3) du § I.

§ III. — Des fonctions homogenes.

Unc fonction de plusieurs variables =, y, =, ... est homogene
lorsque, ¢ désignant une nouvelle variable indépendante des pre-
miéres, le changement de x en ¢, de y en ty, de s en tz, ... fait
varier cette fonction dans le rapport de I'unité & une puissance déter-
minée de ¢, et exposant de cette puissance est ce qu’'on nomme le
degré de la fonction homogene. En d’autres termes,

Sz, 2,...0)

sera une fonction homogéne du degré a par rapport aux variables «,
Y» 5, ..., sil’on a, quel que soit ¢, '

(1) ' Sz, ty, ts, ... =12 f(z, 5,5, ...).

Ainsi, par exemple,

@+ ay +yt Vay, ly—ix

sont trois fonctions homogénes des variables et y, la premiére du
second degré, la deuxiéme du premier degré, et la troisiéme d’un
degré nul. Une fonction entiére des variables x, y, z, ..., composée
de termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverses

»
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variables soit la méme dans tous les termes, est évidemment homo-
géne.

. . T
Si, dans la formule (1), on fait z= —> on en conclura

(2) | f(.r,y,z,...):x“f<1,%,£,....>.

Cette derniére équation établit une propriété des fonctions homo-
q p
génes qu'on peut énoncer de la maniére suivante :

Lorsqu’une fonction de plusieurs variables z, y, s, ... est homogene,
elle équivaut au produit de I'une quelconque des variables élevée a une
certaine puissance par une fonction des rapports entre ces mémes variables

combinees deux a deuzx.

On peut ajouter que cette propriété appartient exclusivement aux
fonctions homogenes. Et, en effet, supposons f(z, y, 5, ...) équi-’
valente au produit de a* par une fonction des rapports entre les
_variables @, y, 5, ... combinées deux & deux. Comme on pourra
exprimer tous ces rapports au moyen de ceux qui ont - pour déno-

minateur, en écrivant, par exemple, au lieu de i,

E)

7?2

Y

x
il en résulte que la valeur de f(,y, 5, ...) sera donnée par une équa-
tion de la forme

f(x.,y,z, ...):;vaqo(‘%, 2, .>

Cette équation devra subsister, quelles que soient les valeurs de x, y,
5, ... et, si 'on y remplace

z par tx, y parity, s par iz ...,
clle deviendra '
Stz ty, tz,...) =t*z* cp(%, a:c’ )

-

OFEuvresde C. — 8. 11, t. 1IL. . 11
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Par suite, on aura, quel que soit ¢, dans I'hypothese admise,
Stz ty, ta, ..) =12 f(2,¥y5,.--),

ou, cn d’autres termes,
Sflz,y,5,...)

sera une fonction homogeéne du degré @ par rapport aux variables z,

Yoy By vnns
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CHAPITRE 1IV.

DETERMINATION DES FONCTIONS ENTIERES, D’APRES UN CERTAIN NOMBRE DE VALEURS
PARTICULIERES SUPPOSEES CONNUES. APPLICATIONS.

§ I. — Recherche des fonctions entieres d’une seule variable,

pour lesquelles on connait un certain nombre de valeurs par-

ticulieres.

Déterminer unc fonction d’aprés un certain nombre de valeurs par-
ticulieres supposées connues, c’est ce qu'on appelle interpoler. Lors-
qu’il s’agit d’une fonction d’une ou de deux variables, cette fonction
peut étre considérée comme l'ordonnée d’une courbe ou d’une sur-
face, et le probleme de I'interpolation consiste & fixer la valeur géné-
rale de cette ordonnée d’apres un certain nombre de valeurs particu-
licres, c’est-a~dire & faire passer la courbe ou la surface par un certain
nombre de points. Cette question peut étre résolue d’une infinité de
maniéres, ot en général le probléme de I'interpolation est indéter-
miné. Toutefois, I'indétermination cessera si, & la connaissance des
valeurs particuli¢res de la fonction cherchée, on ajoute la condition
expresse que cette fonction soit entiére, et d'un degré tel que le
nombre de ses termes devienne précisément égal au nombre des
valeurs particuliéres données. A

Supposons, pour fixer les idées, que 'on considere d’abord les fone-
tions entiéres d'une seule variable . On établira facilement & leur

égard les propositions suivantes :

Tukorime I. — Si une fonction enticre de la variable x s’ évanouit pour

-
.
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une valeur particulicre de cette variable, par exemple pour x = x,, elle

sera divisible algebriqguement par x — x,.

TukoreMe 1I. — Si une fonction entiére de la variable x s évanouit

pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite

Loy Xyy Loy -eey Tp—yy

_u désignant un nombre entier quelconque, elle sera nécessairement divi-
sible par le produit

(w""wo)(x““'l)(x"xz)---(:z'_xn.—i)-

Soient maintenant @(x) et ¢(x) deux fonctions entitres de la
variable @, 'une et 'autre du degré n — 1, et qui deviennent égales
entre elles pour chacune des n valeurs particuliéres de @ comprises
dans la suite x,, x,, @, ..., &,-,. Je dis que ces deux fonctions seront
identiquement égales, c’est-a-dire qu’on aura, quel que soit «,

o(z) =Y(x);

et, en effet, si cette égalité n’avait pas lieu, on trouverait dans la dif-
férence .

b(2) —9(x)
un polynome entier dont le degré ne surpasserait pas » — 1, mais qui,

s’évanouissant pour chacune des valeurs de « ci-dessas mentionnées,
serait ponrtant divisible par le produit

(2 — o) (x —xy) (2 — 23). . (2 — Zn—y)s

¢’est-a-dire par un polynome du degré n, ce qui est absurde. On serait
assuré a fortiori de I'égalité absolue des deux fonctions o(x) etd(x),
si 'on savait qu’elles deviennent égales entre clles pour un nombre
de valeurs de  supérieur & n. On peut donc énoncer le théoreme sui-
vant :

Tutoreme II. — Sideux fonctions entiéres de la variable x deviennent

H *
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eégales pour un nombre de valeurs de cette variable superieur au degré de
chacune des deux fonctions, elles seront identiquement égales, quel que

soul x.

On en déduit comme corollaire cet autre théoréme :

Tukorime IV. — Deux fonctions entiéres de la variable x sont identi-
quement égales toutes les fois qu’elles deviennent égales pour des valeurs
entiéres quelconques de cette variable, ou méme pour toutes les valeurs

entiéres qui surpassent une limite donnée.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de @, pour lesquelles
les deux fonctions deviennent égales, est indéfini.

1l suit du théoréme III qu'une fonction entiere u du degré n — 1
sera complétement déterminée, si I'on connait ses valeurs particulieres

Ugy Iy Uz ovvy Uy
correspondantes aux valeurs
Loy Lyy Loy veey Tpoy

de la variable 2. Cherchons dans cette hypothése la valeur générale de
la fonction u. Sil'on suppose d’abord que les valeurs particulieres u,,
u,, ..., U,, seréduisent toutes a zéro, a l'exception de la premiere «,,
la fonction u, devant alors s’évanouir pour z = @,, pourz =ux,, ...,
enfin pour # = x,_,, sera divisible par le produit '

(¢ —~z) (2 —=23).. (& — Zp—y),
ot sera par conséquent de la forme
u=k(x—x))(2—23). .. (2 — Xp1),

k£ ne pouvant étre qu'une quantité constante. De plus, u devant se
réduire & u, pour & = x,, on en conclura '

o= k(&o— &) (@y— Z2). . (Zy— Tn—y)

’
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et, par suite,
(2 —z) (2 —2). . (2 —2Zpy)
(Zo—2y) (Zg— 23) .« (L9 — Zp—1)

= u,

De méme, si les valeurs particulieres u,, u,, Uy, ..., U,_, se réduisent
toutes & zéro, & 'exception de la seconde u,, on trouvera

‘ (z—x)) (. — &) . . (& — Zp—y)
(2 — @) (21— 25). . '(xl_xn-—ﬁ)’

= u,

Enfin, si clles se réduisent toutes & zéro, a I'exception de la derniére
u, ,, on trouvera

(2 —2) (2 — ). . (2 —2py)
(Zper— 2o) (gt — 21)- '(xn—i_'$n—2)'

U=, ,

IIn réunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses
hypotheses qu’on vient de faire, on obtiendra pour somme un poly-
nome en « du degré n — 1, qui aura évidemment la propriété de se
réduire & u, pour * =, 4 U, POUr & ==, ..., Uy, POUr T =T,_,.
Ce polyndme scra donc la valeur générale de u qui résout la question
proposée, en sorte’ que cette valeur générale se trouvera déterminée
par la formule

(x_‘”l)(x'“x‘zj---(x‘.—'xn—l)

“= u°(x0——x,)(xo—x2)...(xo—xn_,)
) (= @) (T —X2)...(2 —2y_y)
(1 LT (T a) (w5 — @) (@ — @amt)
Hees it e e
+ gy (‘T'_'Tﬂ)(x"‘x'l)'"(‘7;_“7)/1——2)

(Zp—1 == Z0) (Xt — Z4) + + (Lp—y — Tpy)

On pourrait déduire directement la méme formule de la méthode que
nous avons employée ci-dessus (Chap. III, § I) pour résoudre dans un
cas particulier des équations lin¢aires & plusicurs variables (voir i ce
sujet la Note V). o

Si, en désignant par @ une quantité constante, on remplace dans la
formule (1) la fonction u par la fonction u — a, qui sera évidemment
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de méme degré, et les valeurs particulieres de u par les valeurs parti-
culiéres de u — a, on obtiendra I’équation

z “"xi)(x_xi!)" ‘(x_'xn—-l)

(
4u—a= (u"_a)(xo—x‘)(wo—xg). e A To— Zpy)
(z—2)(x—23) o (X — Xp_y)
(2) +(ltl—a)(xi—xo)(xl'—'x2)'"('xi—xn-—l)
et et e e e e e e
-+-(U:n_1—(l) (x—xo)(.z‘—xi)...(x—x,,_z)

(Zpy— Zy) (Lot — Z2) o (Zpy — Zpoy)’

et, en comparant cette équation a la formule (1), on trouvera la sui-

vante
= (x—x)(x —x8). . (T — Zp—y)
(Zo— 1) (Bo— Z5). . (Ly— Zp—1)
+ (x—xo)(w—QZ),..(x—xn_,)
(3) (Br— @) (By— @9). (24— 1)
e i T S S I
+ (2 — @) (2 —21). . (2 — Zpy)

(Zn—1— 29) (Bpy — X))o o  (Tp—ey — Tp—s)

Cette derniere équation est identique et subsiste quel que soit z.

Les équations (1) et (2) peuvent servir I'une et 'autre & résoudre,
pour les fonctions entitres, le probléme de I'interpolation; mais il
convient, en général, de préférer pour cet objet équation (2), attendu
qu’on peut y faire disparaitre I'un des termes du second membre, en
prenant la constante a équivalente  I'une des quantités

Ugy, Uyy  Ugy ceey Up_.qe

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer une droite
par deux points donnés. Désignons parx,, y, les coordonnées rectan-
gulaires du premier point, par «,, y, celles du second, et par y I'or-
donnée variable de la droite. En remplacant dans la formule (2) la
lettre u par la lettre y, puis faisant » =1 et @ = y,, on trouvera pour
’équation de la droite

z— z,

(4) .}"".70:(}’1;".7’0) . -

Ty~ &y
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Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois
points donnés une parabole dont I'axe soit paralléle & 'axe des y.
Nommons

2, et Yy, Zy et ¥y x3 ety
les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit de plus y 'or-
donnée variable de la parabole. En remplacant toujours, dans la for-
mule (2), la lettre u par la lettre y, puis faisant n =2 eta =y,, on
trouvera pour I'équation de la parabole

(z—z¢) (x — 2,)

(yf”:‘”‘ﬁha—mﬂm—%>

(2 —2) (x— 2y)
(Ty—x9) (23— 24)

(5)

+ (Y2— 1)

ou, ce qui revient au méme,

=2y . x — &y _ L= |
(6) _y—yx—a.z_a.o[()o Y =, T (12 y‘)%—x,}

Lorsque dans I'équation (1) on prend u = 2™ (m désignant un
nombre entier inférieur & n), les valeurs particulieres de u représen-

tées par
gy Ugy Uyy vvy Upy
se réduisent évidemment &

m m m m
Ly'y Xyy Lgy ey Typlge

On aura done, pour les valeurs entiéres de 7 qui ne surpassent pas

n—I, .
Fr m(x_xl)(x_x2)---(‘T"‘xn—l)
erE (“f'o—xi) (Zo—&y)e + (ZLo— Zn—y) -
m (x—"wo) (‘7"'—'-%'2)- . '(‘r—x"—!)
(7) +x"(x,—x0) (Tr—@a)e By —Zpey) © -
’ B T S T T
pan, (ZTZ) (@ =2). (= 2ay)

! (Znms— 2o (Xp—1— Z1)e (Zpey— Zpg)

Cette derniére formule comprend comme cas particulier I’équation (3).
De plus, si I'on observe que chaque puissance de «, et en particulier
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la puissance 2"~', doit nécessairement avoir le méme coefficient dans
“les deux membres de la formule (7), on trouvera :
1° En supposantm <<n —1, . . -

/0: x(’)”
(o— &) (yg— 23). . (Xg— Lp—y)

13
Z,y

(8) T Em e (@) (@ — @)

m
Zpy

(Zp_1— &) (g —Z1) .. By — Tp—g )’

2° En supposant m =n — 1,

x:}L——l
(mo.—- xl) (xo—xz). . .(xo— xll—l)

| G

' x]{]-—l
—+
(9) (1 — @) (24— 23) .. () — 20y y)
L
(g )"

(Zn—1— o) (Zp—y— Z1)e o (Zpoq — Lp-y)

Il est bon de remarquer que la formule (8) subsiste dans le cas méme
ot I'on suppose m = o, et devient alors

i 1 _
°= (To— 1) (Bg— Z2). . (Zg— Zp—q)

1
+
(10) (24— &o) (21— 25) (Z1— Xp1)
e
+ 1
\ (xn-—i _.‘?o)(wn--r‘xl)- --(xn—l"—xn—2)
§ 1. — Détermination des fonctions entieres de plusieurs variables,

d’apres un certain nombre de valeurs particulieres supposées connues.

Les méthodes par lesquelles on détermine les fonctions d’'une seule
variable, d’apres un certain nombre de valeurs particulieres supposées
OFfuvresde C.—S. U, t, I, 12
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connues, peuvent étre facilement étendues, comme on va le voir, aux
fonetions de plusieurs variables.

Considérons d’abord, pour fixer les idées, des fonctions de deux
variables « et y. Soient ¢(z, ), ¥(=, y) deux semblables fonctions,
I'une et 'autre du degré » — 1 par rapport & chacune des variables, et
qui deviennent égales entre elles toutes les fois que, en attribuant i la
variable z une des valeurs particuliéres '

Loy  Xyy Loy veey Tpogy
on attribue en méme temps & la variable y 'une des suivantes
Yor Y5 Y -5 YVa—re

o(2,, ¥), $(z,, y) seront deux fonctions de la seule variable y, qui
deviendront égales entre elles pour n valeurs particuliéres de cette
variable. Par suite (en vertu du théoréme IlI, § I), ces deux fonetions
seront constamment égales, quel que soit y. On aura donc identique-
ment

‘P(-Z‘o,,}’) :‘P(xo,}’)-
On trouvera de méme

q’(xhy) - q’(xlv.}’)’

?(xﬁ’)’) :‘P(xz,}’),

(P(xn—i,y) = '*l/(xn—l’ y)-

D’ailleurs, les premiers membres des » équations précédentes sont
autant de valeurs particulieres de la fonction ¢(x, y) dans le cas ol
I'on y considére x seul comme variable, et les seconds membres repré-
sentent les valeurs particulibres correspondantes de la fonction ¢ (z, y).

Les deux fonctions
oz, 7), qJ(.Z‘, ¥

-

lorsqu’on y attribue & y une valeur constante choisie arbitrairement,
deviennent donc égales pour n valeurs particuliéres de x; et, comme
elles sont toutes deux du degré n — 1 par rapport & z, il _en résulte
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qu’elles resteront égales, non seulement pour une valeur quelconque

. attribuée a la variable y, mais encore pour une valeur quelconque
de x. On serait assuré, a fortiori, de I’égalité absolue des deux fonc-
tions ¢(=, ¥), $(, ), si 'onsavait qu’elles deviennent égales toutes
les fois que les valeurs des variables « et y sont respectivement prises
dans deux suites composées chacune de plus de » termes différents.
On peut done énoncer la proposition suivante :

TutoriMe I. — Si deux fonctions entieres des variables x et y degien-
nent égales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont res-
pectivement prises dans deux suiles qui renferment U'une et I'autre un
nombre de termes supérieur aux exposants les plus éleves de x et de y
dans ces mémes fonctions, elles seront identiquement égales.

On en déduit, comme corollaire, cet autre théoreme :

.Tutoréme II. — Deux fonctions entiéres des variables x et y sont iden-
tiquement égales, toutes les fois qu’elles deviennent égales pour des valeurs

enticres quelcongues de ces variables, ou méme pour toutes les valeurs en-
tiéres qui surpassent une limite donnce.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de « et de y pour les-
quelles les deux fonctions deviennent égales est indéfini.

Il suit du théortme I que, si la fonction ¢(x,y) est supposée
entibre et du degré » — 1 par rapport A chacune des variables et y,
cette fonction sera complétement déterminée des que I'on connaitra
les valeurs particuliéres qu’elle recoit, lorsque, en prenant pour va-
leur de « 'une des quantités

Loy XTyy Ly ce-y Ta-ts
on prend en méme temps pour valeur de y I'une des suivantes

Yos Yis Yas sy Ya-1-

Dans la méme hypothése, la valeur générale de la fonction pourra
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étre facilement déduite.de la formule (1) du paragraphe précédent.
En effet, si 'on remplace dans cette formule u par ¢(x, y), on en

tirera !
_ (z—x)(x— ). (2 —2yy)
Pl y)= (wo'—xi)(xo—Amz)---(xo—"vu—x)?(xo’y)
(x—xo)(x——x,)...(x——w,,_,) .
(1) + ('Zl"xo)(xl—mz)“-(xl*wn—t)cp(x“})
B
+ (z—a) (2 —2¢) .. (& — Zys) (Znots ),

(xn—l—‘ wo) (xn-—l _ .’L‘1) e (xn——l— '”n—i’.) CP

et 'on aura, de plus, en désignant par m un des nombres enticrs

1,2,3,..., n—1,

=y =) (Y= Ya)

P = T e g e (o ) 70
(Y =YY =22) - (¥ — Va-)
(2) T g (e ) P )

+ (y =2 (y—x1) - (¥ — Yn—s) o
(‘yn—-l_‘,}'o) (,}’n—i_yl)- . -(}’:;—1“ yu—ﬁ)

(Zm, Fu—1)e

On conclura immédiatement des deux équations qui précedent la va-
leur générale de ¢(@, y). On trouvera, par exemple, en supposant

n=—2,
T — —y
CP(»’L','}’): m&%ﬂ—:’%?(xm%).
T — Ty ¥y — N1
+ = (&, V)
Zy— Ty Vo— .
3) xl wo i,o i/i
— 3, Yy—Ye ’
MR AN

Xr— Ty Y — Yo z
Ly~ Ty ,Yr".yocp( L)

Sil'on considérait des fonctions de trois ou d’un plus grand nombre
de variables, on obtiendrait des résultats entierement semblables a

ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de deux va-
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riables seulement. On trouverait, par exerhple, a la place du théo-
- reme II, la proposition suivante :

Tutorime 1II. — Deux fonctions enticres de plusieurs varvables x, Yy,
%, ... sont identiquement égales toutes les fois qu'elles deviennent égales -
pour des valeurs entiéres quelconques de ces variables, ou méme pour

toutes les valeurs entieres qui surpassent une limite donnée.

§ III. — Applications.

Pour appliquer les principes établis dans les paragraphes précé-
dents, considérons en particulier des produits formés par la multipli-
cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d’une
unité, le premicr facteur étant 'une des variables x, y, =, ..., et
cherchons i exprimer, au moyen de ces sortes de produits, le produit
tout semblable qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur la
somme des variables données, savoir

Z4Hy4+5+...

Si I'on réduit toutes les variables & deux, le probleme qu’il s’agit de
résoudre pourra s’énoncer comme il suit :

Prosuime 1. — Eaprimer le produi
(I)' : (x+y)(x;i-‘y—1)(x+3/__2)__.(x+},__n+l),

dans lequel n deésigne un nombre entier quelconque, par le moyen des

produits sutvants
z(x—1)(xz—2)...(x—n-+1),

y(y—:)(y—z)...(y—n+1)

et de tous ceux qu'on peut en déduire, en changeant seulement la valeur

de n.

Solution. — Pour résoudre plus facilement la question précédente,
supposons d’abord que x et y soient des nombres entiers égaux ou
supérieurs & n. Alors le produit (1) ne sera autre chose que le numeé-
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons pos-.
sibles de @ + y lettres prises n 4 n, puisque ce nombre est précisé-

ment _
(z+y)(z+y—D(z+y—2)...(+y—n+1)
1.2.3...n

Cela posé, concevons que les lettres

a b, ¢, ..., p, q, 1

-

étant en nombre égal A « + y, on les divise en deux groupes, de telle
maniere que les lettres @, b, ¢, ... du premier groupe soient en nombre
égal & z, et les lettres p, ¢, r, ... du second groupe en nombre égal
4 y. Parmi les combinaisons formées avec ces différentes lettres, les
unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier groupe.
Le nombre des combinaisons de cette espece sera

z(z—1(x—2)...{(x—n<+1)
1.2.3...n )

D’autres renfermeront » — 1 lettres prises dans le premier groupe, et
une lettre prise dans le second. On déterminera facilement le nombre
des combinaisons de cette seconde espéce, et I'on verra qu’il est égal &

x(.z'—l)(x—2)...(.r——n+2)_;;
1.2.3...(n 1) T

On trouvera de méme pour le nombre des combinaisons qui renfer-
ment n — 2 lettres prises dans le premier groupe, et deux lettres
prises dans le second,

z(x—N(x—2)...(e—n+3) y(y —1)
1.2.3...(n—2) 12

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui rénferment seule-
ment des lettres prises dans le dernier groupe,

Y y—(y—2)...(y—n+r1)

1.2.3...n

La somme des nombres des combinaisons de chaque espece devant
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reproduire le nombre total des combinaisons des x+y lettres données
prises n 4 7, on en conclura

(z+y)(x+y—1)...(x+y—n-+1)

1.2.3...n
_z(z—1)...(x—n+1)  x2lxz—1...(z—n-+2)y

(a) | - 1.2.3...0 1.2.3...(n—1) 1
2

+:v(x—1)..‘.(m—n+3) y(y—l)_l_”-

1.2....(n—2) 1.2
—I—f )'(y——r)...(y——n+2)+y(y—x)...(y—n+1)_
1 1.2.3...(n—1) 1.2.3...n

L’équation précédente, étant ainsi démontrée pour le cas ot les va-
riables « et y obtiennent des valeurs entieres supérieures a n, subsis-
tera, en vertu du théoreme 1I (§I1), pour des valeurs quelconques de
ces variables, ct la valeur du produit (1) tirée de la méme équation

sera
(Z+y)(z+y—1).. (2+y—n+1)
:x(x~1)...(é—n+1)+f]x(2c~1)...(x—n+ 2)y
(3) n(n—1)

+Tw(w—l)...(a:—n+3)y(y—~1)+...
+%xy(y——1)...(_y—n+2)+y(y—y)...(y—n+1).

Corollaire I. — Si dans ’équation (2) on remplace  par — x et y
par —y, on obtiendra la suivante : '

(z+yY(z+y+1) .. (z+y+n—1)

1.2.3...n
z(x+1)...{(xz-+n—1) x(zx+1)...(z+n—2))
= —+ e
) 1.2.3...n 1.2.3...n—1 I
z(x+1)...(x+n—3) y(y—+1)
1.2.3...(n+2) 1.2
L2 yy+n..(yrn—2) yly+n.. (y+n—r)
I 1.2.3...(n—1) 1.2.3...n

Corollaire II. — Si dans I'équation (2) on remplace x par f- et y

i
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Y .
par = on trouvera

) (z+y)(z+y—2).. (#+y—2n+2)

2.4.6...(2n)
_xz{z—2)...(x—2n42) z(zx—2)...(z—2n-+4)y
(3) - 2.4.6...(2n) + 2.4.6...(2n —2) 2
O PP ge
L2 y(y —2)(¥y —2n+4) 4 Yy —2)...(y —2n+2)

2 2.4.6...(2n—2) 2.4.6...(2n)

‘Corollaire 111. — En développant les deux membres de I'équation (2),
et ne conservant, de part et d’autre, que les termes dans lesquels la
somme des exposants des variables est égale & », on obtiendra la for-

mule
' (.Z‘ +y)n _‘ xh - xh-t Z
& 1.2.3...n 1.2.3...n  1.2.3...(n—1)1
xn—ﬁ },‘2
(6) ? a8 n—2)1.2 "
X .yll—l ‘yn .
T 1.2.3...(11——1)+ 1.2.3...n

La valeur de (2 + y)" tirée de cette derniére formule est précisément
celle que fournit le bindme de Newton. ‘

"Les formules qu’on vient d’obtenir peuvent étre facilement éten-
dues au cas ou I'on considére plus de deux variables; et la méthode
qui nous a conduits a la solution du probléme I se trouve également
applicable i la question suivante : -

Prosuime II. — x, y, 5, ... désignant des variables en nombres quel-

conques, exprimer le produit

(EAdydsa. @B Y5 —1) (Yt Gde—2) s (B Y 5 ..o R 1)
en fonction des suivants -

z(z—1){(x—2)...(x—n<41),

Y=y —2).. (y—n+1), .
2(5 —1)(5—2)...(5 —n-+1),

et de tous ceux qu’on peut en déduire en changeant la valeur de n.
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On commencera-par résoudre le probléme dans le cas ot 2, ¥, 3, ...

- désignent des nombres entiers supérieurs & », en partant de ce prin-
cipe que la fraction

(+y+s+..)(@z+y+s+.. —1) e+ ¥+5+...—2).. (2+y+5+...—n+1)
1.2.3...n Co :

est égale au nombre des combinaisons que I'on peut former avee

Z +Yy + 5 ... lettres prises n & 2; puis on passera au cas ou les va-

riables @, y, z, ... deviennent des quantités quelconques, en s’ap-

puyant sur le théoréme III du § II. Lorsque I'on aura ainsi démontré

la formule qui résout la question proposée, on en déduira sans peine

la valeur de la puissance - ' '
(z4+y+s54+...)"

On y parviendra, en effet, en développant les deux membres de la for-
mule trouvée, et ne conscrvant de part ct d’autre que les termes dans
lesquels les exposants réunis des variables @, y, 5, ... forment une
somme égale & n. ‘ ) .

OFuvres de C. — S. 11, t. 11I. ' 3
1
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CHAPITRE V.

DETERMINATION DES FONCTIONS CONTINUES D'UNE SECLE VARIABLE PROPRES A VERIFIER
CERTAINES CONDITIONS.

§ I. — Recherche d’une fonction continue formee de telle maniére que
deux semblables fonctions de quantités variables, éiant ajoutées ou
multipliées enire elles, donnent pour somme ou pour produit une fonc-
tion semblable de la somme ou du produit de ces variables.

Lorsque, au lieu de fonctions entiéres, on congoit des fonctions
({uelconques, dont on laisse la forme entierement arbitraire, on ne
peut plus réussir a les déterminer d’apr%;s' un certain nombre de
valeurs particulieres, quelque grand que soit ce méme nombre; mais
on y parvient quelquefois dans le cas ot I'on supposc connues cer-
taines propriétés générales de ces fonctions. Par exemple, une fonc-
tion continue de =, représentée par ¢(x), peut étre complétement
déterminée lorsqu’elle est assujettie a vérifier, pour toutes les valeurs
possibles des variables z et y, I'une des équations

(1) o(xz+y)=0(x)+9(y)

(2) ez +y)=0(x) X< e(y)

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives ..des mémes
variables, I'une des équations suivantes : -

(3) elxy)=9¢(x)+o(y)

(4) o(zy)=¢(z) X ¢(y). .

La résolution de ces quatre équations présente quatre problémes dif-
férents que nous allons traiter I'un apres lautre. -
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. ProsuiMe 1. — Déterminer la fonction 9(x) de maniére qu’elle reste
continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que

U'on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x et y
(1) ¢z +y)=o(z)+o(y).
Solution. — Si dans I'équation (1) on remplace successivement y

pary -+ z, zpar s +u, ..., on en tirera

ple+y+s+u+...)=¢(x)+o(y)+9(z5)+¢(u)+...,

quel que soit le nombre des variables @, y, = u, ...; si, de plus, on
désigne par m ce méme nombre, par « une constante positive, et que

I’on fasse
T=y—=s=—U=—...=q

la formule que P'on vient de trouver deviendra
o(ma)=me(a).

Pour étendre cette derniere équation au cas ot le nombre entier m
, . . m N
sc trouve remplacé par un nombre fractionnaire --» ou méme par un

nombre queleonque i, on fera, en premier lieu,

m
6:-—0(,
n

m et n désignant deux nombres entiers, et I'on en conelura

né=rma,

no(8)=mg(a),

?(6)=?<%a>:%¢(&);

. 3 m . . )
puis, en supposant que la fraction — varie de maniére & converger

vers un nombre quelconque ., et passant aux limites, on trouvera

p(pa) =po(a):
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Si maintenant on prend @ =1, on aura, pour toutes les valeurs posi-
tives de p,

(5) _ o) = po(r)
et, par suite, en faisant converger i vers la limite zéro,
¢(0)=o.

-Drailleurs, si dans I'équation (1) on posé T={, y=—, 00 cn
tirera

e(—p)=9¢(0)—o(p)=—po(). '
L’équation (5) subsistera donc lorsqu’on y changera g en — p. En
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou
négatives de la variable z, . '

(6) ‘ ¢(z) =2 ¢(1).

11 suit de la formule (6) que toute fonction 9(x) qui, demeurant
continue entre des limites quelconques de la variable, vérifie I'équa-
tion (1), est nécessairement de la forme

(7) ¢(z)=az,

a désignant une quantité constante. J'ajoute que la fonction az jouira
des propriétés énoncées, quelle que soit la valeur de la constante a.
En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la va-
riable «, fonction continue de la variable, et, de plus, la supposi-
*tion ¢(x) = ax change I'équation (1) en cette autre

a(z-+y)=ax+ay, ‘ -

laquelle est évidemment toujours identique. La formule (7) fournit
donc une solution de la question proposée, quelle que soit la valeur -
attribuée a la constante a. La faculté que I'on a de choisir arbitraire-
ment cette constante lui a fait donner le nom de constante arbitraire.

Prosuime 1. — Déterminer la fonction ¢(x) de maniére qu’clle reste
continue entre deux limites réelles quelconques. de la variable x, et que
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U’on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x et y | |
(2) 9(z+y)=9(2)¢(y).
. J
Solution. — 1l est d’abord facile de s’assurer que la fonction ¢(x),
assujettie & vérifier I'équation (2), n’admet que des valeurs positives;
et, en effet, si dans ’équatiop (2) on fait y = x, on trouvera
9(22)=[9(2)]%
puis on en conclura, en écrivant ;& au lieu de z,
p(2)=[9(32)]"
La fonction ¢() est donc toujours équivalente & un carré, par consé-
quent toujours positive. Cela posé, concevons que dans I’équation (2)
on remplace successivement y par y + 5, z par +u, ..., on en tirera

o(z +y+z+‘u...):cp(x)cp(_y)q;(z)?(u)..l.,

quel que soit le nombre des variables @, y, 5, 4, .... Si, de plus, on
désigne par m ce méme nombre, par « une constante positive, et que

I'on fasse
T=y—=z—=u=...—a,

la formule que I'on vient de trouver deviendra
o(me) =[o(ax)]™
Pour étendre cette derniere formule au cas ou le nombre entier 7

’ . . m A
se trouve remplacé par un nombre fractionnaire —, ou méme par un

nombre quelconque g, on fera, en premier lieu,

m
8= —ua, .
n

m et n désignant deux nombres entiers, et I’on en conclura

né=ma,

[9(6)])=[9(a)]",
2(6) = ¢ (% «) = [o(a)]";
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. . : . m . “y .
puis, en supposant que la fraction — varie de maniére & converger

vers un nombre quelconque i, et passant aux limites, on trouvera

*

CP(H“)Z[?(.“)]”-.

Si maintenant on prend « =1, on aura pour toutes les valeurs posi-
tives de p.

(8) ' o{p)=1[9(1)]¥

et, par suite, en faisant converger @ vers la limite zéro,

o(o)=1.
D'ailleurs, si dans 'équation (2) on pose & = g, y'= — u, on en con-
clura
¢(0)

o(—p) =25 =[o (]

-©

I’équation (8) subsistera donc lorsqu’on y changera ¢ en — p. En
d’autres termes, on aura pour des valeurs quelconques positives ou
négatives de la variable x

(9) ?(w)ZLﬁD(l)]’-

11 suit de I'équation (9) que toute fonction ¢(x) propre & résoudre le
second probleme est nécessairement de la forme

(10) p(x) = A",

A désignant une constante positive. J'ajoute qu'on peut attribuer a

cette constante une valeur quelconque entre les limites o et . En

effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A” reste continue

depuis @ = — % jusqu’a @ = + oo, et 'équation
Ax+y— AT AY

‘

est identique. La quantité A est donc une constante arbitraire qui
n’admet que des valeurs positives.
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Nota. — On pourrait arriver trés simplement a ’équation (g) de la
- maniere suivante. ’

Si I'on prend les logarithmes des deux membres de I'équation (2)
dans un systeme quelconque, on trouvera

Lo(z+y)=Lo(z)+Lo(y);
et 'on en conclura (zoir le I‘Jrobléme‘])
Lo(z)==zLo(r),
puis, en repassant des logarithmes aux nombres
o(2) =[9 (1)}

Prosuive III. — Deéterminer la fonction ¢(x) de manicre qu'elle reste
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que

Uon ait pour toutes les valeurs positives des variables x et y
(3) 9(zy)=¢(x)+o(y)

Solution. — 11 serait facile d’appliquer 2 la solution du probleme 11T
une méthode semblable i celle que nous avons employée pour résoudre
le premier; mais on arrive plus promptement a la solution cherchée
en mettant 'équation (3), ainsi qu'on va le faire, sous une forme
analogue a celle de I'équation (1). ‘

Sil'on désigne par A un nombre quelconque et par L la caractéris- |
tique des logarithmes dans le systéme dont, la base est A, on aura,
pour toutes les valeurs positives des variables x et y,

x == A", y=Alr,
en sorte que I'équation (3) deviendra
9(AL¥+LY) = g(AL¥) + ¢ (ALY).

Comme, dans cette derniére formule, les quantités variables La, Ly
admettent des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte
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qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables «

et y,
P (AZ+Y) = @ (A%) + ¢ (AY).

On en conclura [voir le probleme I, équat. (6)]

9(A%) =z ¢(A) =z 9(A)
et, par suite, .
9(AL*) =9(A) Lz,
ou, ce qui revient au méme,

(11) | . e(z)=9(A)Lx.

Il suit de la formule (11) que toute fonction 9 (), propre a résoudre
le probleme III, est nécessairement de la forme '

(12) ¢(2z)=aL(z),

a désignant une constante. Il est d’ailleurs aisé de s’assurer: 1° que la
constante @ demeure entiérement arbitraire, 2° que, en choisissant
convenablement le nombre A, qui est lui-méme arbitraire, on peut la
réduire a I'unité.

ProsLive 1V, — Déterminer la Jonction ¢(x) de maniére qu’elle reste
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x et que

Uon ait, pour toutes les valeurs positives des variables x et y,

4 9(2y)=9(2) ¢(2)-

Solution. — 11 serait facile d’appliquer a la solution du probleme IV
une méthode semblable i celle que nous avons employée pour résoudre
le second. Mais on arrivera plus i)romptement a la solution cherchée,
si 'on observe que, en désignant par L la caractéristique des loga-
rithmes dans le systéme dont la base est A, on peut mettre I'équation (4)

sous la forme )
(P(AL.1-+Ly) — q)(ALx) ?(ALy)

Comme, dans cette derniere équation, les quantités variables L(x),
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L(y) admettront des valeirs quelconques positives ou négatives, il
en résulte qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des va-

riables x et y,
P(ATH) = ¢ (A%) p(AY).

On en conclura [voir le probleme II, équat. (9)]

¢ (A7) =[9(A)}”

et, par suite, :
cp(AL'”) — [(P(A)]La,-: qu)(A)’

ou, ce qui revient an méme,

(13) o(x) = aLow),

Il résulte de I'équation (13) que toute fonction g¢(x), propre & ré-
soudre le probléme 1V, est nécessairement de la forme

)  p@)=as,.

a désignant une constante. Il est d’ailleurs aisé de s’assurer que cette
constante doit demeurer entierement arbitraire. -
Les quatre valeurs de () qui satisfont respectivement aux équa-

tions (1), (2), (3), (4), savoir

azxz, A% alLz, x4

ont cela'de commun, que chacune d’elles renferme une constante arbi-
traire @ ou A. On doit en conclure qu'ily a une grande différence entre
les questions ol1 il s’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines
quantités et les questions dans lesquelles on se propose de découvrir
la nature inconnue de certaines fonctions d’aprés des propriétés don-
nées. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantités inconnues
se trouvent finalement exprimées par le moyen d’autres quantités con-
nues et déterminées, tandis que dansle second cas les fonctions incon-
nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dans leur expression des
constantes arbitraires. '
OEuvres de C. — §. 11, t. IIL. . ' 14 !
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§ 1I. — Recherche d’une fonction continue formeée de telle maniére que,
en multipliant deux semblables fonctions de quantités variables et dou-
blant le produit, on trouve un résultat égal a celui qu’on obtiendrait
en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la différence

de ces variables.

Dans chacun des problemes du paragraphe précédent, I'équation &
résoudre renfermait, avec la fonction inconnue ¢(x), deux autres
fonctions semblables, savoir, ¢(y) et (= + y) oug(xy). Nous allons
maintenant nous proposer un nouveau probleme du méme genre, mais
dans lequel I'équation de condition, que la fonction ¢ () doit vérifier,
renferme quatre fonctions semblables au lieu de trois. Voici en quoi il
consiste :

ProsLtME. — Déterminer la fonction ¢(x) de manicre qu'elle reste
continue entre deux limites réelles quelconques de la variable z, et que
Uon ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x et y,

(1) 2y +2)+oly — @) =29(2)9(2).
Solution. — Si dans 'équation (1) on fait @ = o, on en tirera
p(o)=1.

La fonction ¢(x) se réduit donc a 'unité, pour la valeur particuliére
x = o, ct, puisqu’on la suppose continue entre des limites quelconques,
il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de cette valeur particuliére,
trés peu différente de P'unité, par conséquent positive. On pourra
donc, en désignant par & un nombre trés petit, choisir ce nombre de
telle maniere que la fonction p(x) reste constamment positive entre

les limites

Cela posé, il arrivera de deux choses I'une : ou la valeur positive de
(o) scra comprise entre les limites o et 1, ou cette valeur sera supé-

]
' s
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- rieure & 'unité. Nous allons examiner successivement ces deux hypo-
théses.
Concevons d’abord que ¢ () ait une valeur comprise entre les limites
o et 1. On pourra représenter cette valeur par le cosinus d’un certain

» ’ . . T ’
arcd renfermé entre les limites o, —» et poser en conséquence

o (a) = cos®.

De plus, si, dans I'équation (1) mise sous la forme
¢y +x)=29(=)e(y)—9(y — =)

on fait successivement

on en déduira 'une apres I'autre les formules

p(2a)=2cos?d —1=cos20, *
¢(3a) =2cosfcosaf — cosf  ==cos30,

¢{4o) =2 cosf cos39 — cos26 = cos4b,
et en général, m désignant un nombre entier quelconque,
o(ma)=12cosdcos(m—1)0 —cos(m— 2)5=cosmb.

Vajoute que la formule
@(ma)=cosmb

subsistera encore, si 'on y remplace le nombre entier m par une frac-
tion ou méme par un nombre quelconque . C’est ce que ’'on prouvera
facilement, ainsi qu’il suit.

o , - . I 1 .
Si dans I'équation (1) on faite = 5 % Y = o, on en tirera

»

12 @(0) + o) +cosd o\ 2
[?(%“ﬂ:‘.—m( Zw(a‘:x < _‘<cos—;6>;

puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser-
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vant que les deux fonctions ¢ (), cosx restent positives, la premiere
entre les limites £ = o0, x = «, la seconde entre les limites x = o,

x =0, on trouvera

N

cp<£a):cos§9.

De méme, si dans I'équation (1) on fait

on en tirera
' q;(o)—|—<p(i>a 1<b cos =6

[q;<1a>]2-— = 2 —(eosle r
(o =,
puis, en extrayant de part et d’autre les racines positives,

o (ia) = cosi@.

Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les

'qo<§oc> :cosée,

formules

et en général, n désignant un nombre entier quelconque,
1 \N_ 1
P{oaa)=cos= 6.

. . 1 I 1 , .
Si I'on opere sur la valeur précédente de <57, o:) pour en déduire celle
m o ’ , .
de 9 ;;oz), comme on a opéré sur la valeur de ¢(a) pour en déduire

celle de 9(ma), on trouvera
m m
? <—a> :cos—ﬁe;

2 ”

. ] . m . - .
puis, en supposant que la fraction = varie de maniere & s'approcher

v
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indéfiniment du nombre p, et passant aux limites, on obtiendra I'é-
quation ' '
(25 | ‘ ?(Ha)::éosu&

De plus, si dans la formule (1) on fait

x = pa, y=o,

on en conclura ‘
o(—pa)=[2¢(0)—1] cp(.pot) = cospf = cos(— puf).

L’équation (2) subsistera donc lorsqu’on y remplacera i par — p.. En
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou
négatives de la variable x,

(3) ‘ | ‘ o(ax) = cosBax,

Si dans cette derniére formule on change  en g, elle donnera
' e 9
(4) ?(v’”)—cos&x_cos(—a‘x).

La valeur précédente de () est relative au cas ou la quantité posi-
tive p(a) reste comprise entre les limites o et 1. Supposons mainte-
nant cette méme quantité supérieure a I'unité. 11 est facile de voir que,
dans cette scconde hypothése, on pourra satisfaire par une valeur posi-
tive de r 4 I'équation

N@=§G+}>
Il suffira, en effet, de prendre
r=g(a) + {[p()— 1.
Cela posé, si dans I'6quation (1) on fait successivement

x = o, y=a,
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on en déduira 'une apres I'autre les formules

I 1\? 1 I
CP(ZOC)—§<I'+;> —'].__-2-<I2+_,._2>’

=X, ! sy LY __ 1/, y_1 1
qo(3oz)__2<7+r (r‘—l—-,_2 2<7+ = _2<r3+;5),

......................................................

et en général, m désignant un nombre entier quelconque,

I 1 1 I 1 1 '
m — + =~ —l g ) — = -2 ) = . T
{P( “) — 3 <I‘ ,.) <,~m ,-m—l) Py (,-"l ,-m...!) ; (’ m - rm)‘

Jajoute que la formule . ,
p(ma)= % <r'"+ %> *

subsistera encore, si I'on y remplace le nombre entier 7 par une frac-
tion, ou méme par un nombre quelconque . C'est ce que I'on prou-
vera facilement, ainsi qu’il suit.

- , . . 1 I .

Si dans I'équation (1) on fait = _a, y = ~a, on en tirera

2 2 2

[q> (1 oz>]2: g(0) +o(a) _ T ;; ("—}- 'i> = % (Pt r—’})g;

puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob-

servant que la fonction ¢(«) reste positive entre-les limites z = o,
x = «, on trouvera
2

PR
cp(-l-ac) :%(r’+r 1),
De méme, si dans I'équation (1) on fait
on en tirera

2 ?(0)+<p(éa> 1+§(7'%+r”l)

(o)l =—F ===
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puis, en extrayant de part et d’autre les racines positives,
CP(%O{) - é (r%—l— "—%).

Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les
formules

et en général, n désignant un nombre entier quelconque,
. Lt
?(J “) = 1=y m).

. N ’ I , .
Si I'on opére sur la valeur précédente de q:(; a>, pour en déduire

ISR

celle de go<% oc>, comme on a opéré sur la valeur de ¢(a), pour en

déduire celle g(ma), on trouvera

o (R o E),
(p;ot _§r+r s

“

is, en s sant que la ffaction ™ varie de maniére 4 s’approcher
puis, en supposant qu - aniére & s’approcher
indéfiniment du nombre ., et passant aux limites, on obtiendra I’équa-
tion

(5) : q:(p.a):-;(r!’--l— r—i),

De plus, si dans la formule (1) on fait

&€ = o, Y=o,

on en conclura

?(— pe) =[2¢(0) =1 g(pa) = £ (b &= 7).
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L’équation (5) subsistera done, lorsqu’on y remplacera . par —u. En
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou
négatives de la variable z, -

(6) plaz) = (ro+r=),
Si dans cette derniére formule on change x en f, elle donnera

(7) ' p(x) = <r§+r—g>.

[SREC

Lorsqu’on fait, dans 'équation (4), = — =a, et, daps I'équation (7),

! :
r *=A, ces équations prennent respectivement les formes sui-
vantes :

(8) 9p(x)=cosaxr,

(9) ?(2) = (A®+ A-2),

Si donc Ion désigne par a une quantité constante, et par A un
nombre constant, toute fonction () qui, demeurant continue entre
des limites quelconques de la variable, vérifiera 'équation (1), sera
nécessairement comprise sous I'une des deux formes qu’on vient de
rapporter. Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de ¢ ()
fournies par les équations (8) et (g) résolvent la question proposée,
quelles que soient les valeurs attribuées i la quantité @ et au nombre A.
Ce nombre et cette quantité sont donc deux constantes arbitraires,
dont I'une ne peut admettre que des valeurs positives. . '
D’aprés ce qu’on vient de dire, les deux fonctions

I
cosax, E(A”‘—l— A—%)

ont la propriété commune de satisfaire & I'équation (1), ce qui établit
entre elles une analogic remarquable. L’une et 'autre de ces deux
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fonctions se réduisent encore & l'unité pour x = o. Mais une diffé-
.rence essenticlle entre la premiére et la seconde, ¢’est que la valeur
numérique de la premiere est constamment au-dessous de la limite 1,
lorsqu’elle: n’atteint pas cette limite; tandis que, dans la méme hy-
pothése, la valeur numérique de la scconde est constamment au-
dessus.

Ofluvresde C.— S. 1, 1. 1L 19
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CHAPITRE VL

DES SERIES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. REGLES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES.

SOMMATION DE QUELQUES SERIES CONVERGENTES,

§ 1. — Considérations geénérales sur les series.

On appelle série unc suite indéfinie de quantités
gy Uyy Uyy Uy,

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan-
tités elles-mémes sont les différents termes de la série que 'on consi-

dere. Soit
Sp= Uy U Us+. o o+ Upy

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel-
conque. Si, potr des valeurs de n toujours croissantes, la somme s,
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con-
vergente, ct la limite en question s’appellera la somme de la série. Au
contraire, si, tandis que n croit indéfiniment, la somme s, ne s’ap-
proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus de
somme. Dans 'un et 'autre cas, le terme qui correspond a I'indice 7,
savoir u,, sera ce qu’on nomme le terme géneral. 11 suflit que I'on
donne ce terme général en fonction de I'indice 7, pour que la série soit
completement déterminée. )

L’une des séries les plus simples cst la progression géométrique

.
1, @ x? x?
’ ’ ] ’ RS ]

qui a pour terme général «”, c’est-a-dire la puissance ni*™ de la quan-

v

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 113

tité 2. Si dans cette série on fait la somme des n premiers termes, on

.trouvera

n
1+m+x’+...—|—x""‘:——.[ _ =z
. —x 1 —2

b

ct, comme pour des valeurs croissantes de 7, la valeur numérique de
n

la fraction converge vers la limite zéro, ou croit au dela de toute

I—X
limite, suivant qu’on suppose la valeur numérique de « inférieure ou
supérieure a l'unité, on doit conclure que, dans la premiére hypothése,
la progression

1, x, z!, 23,

C, . . l1‘ .
est une serte convergente qui a pour somme =2 tandis que, dans la
seconde hypothese, la méme progression est une série divergente qui
n’a plus de somme. ‘
D’apres les principes ci-dessus établis, pour. que la série

(l) : Uyy Uy Uy ..oy Uy, Upits o

soit convergente, il est nécessaire et il suffit que des valeurs crois-

santes de n fassent converger indéfiniment la somme
Sp= g+ Uy Ug+ oo Uy

vers une limite fixe s; en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes

Sny  Sn+1s Sn+as

different de la limite s, et par conséquent entre elles, de quantités infi-
niment petites. D’ailleurs, les différences successives entre la premiére
somme s, et chacune des suivantes sont respectivement déterminées

par les équations
Spy ™ Sp = Up,

Spra— Sp=Up+ Upyy,
Sprg = Sp= Uy Upyg =+ Untyy

...........................

Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est d’abord nécessaire
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que le terme général , décroisse indéfiniment, tandis que 2 augmente
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va-
leurs croissantes de 7, les différentes sommes

Uy == Un+1s

Up—+ Up+1+ Upaa,

c¢’est-a-dire les sommes des quantités

Upy Upyys Upyay oo vy

[Sl'iscs, a partir de la premicre, en tel nombre que I'on voudra, finis-
sent par obtenir constamment des valeurs numériques inféricures a
toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi-
tions sont remplies, la convergence de la série est assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique

(2) 1, z, %, %,

Si la valeur numérique de x est supérieure a Uunité, celle du terme
général 2" croitra indéfiniment avee », et cette seule remarque suffira
pour constater la divergence de la série. La série sera encore diver-
gente sil'on suppose x = =+ 1, parce qu’alors la valeur numérique du
terme général 2, se réduisant & 'unité, ne décroitra pas indéfiniment
pour des valeurs croissantes de ». Mais, si la valeur numérique de «
est inférieure & 'unité, les sommes des termes de la série pris & partir
de " ¢n tel nombre que 'on voudra, savoir :

.Z'"’,
1 — 2%

xh -+ .Z‘"'H: x" 3
J— X

1— 23

x4 xn+l+ xoh+2— ph —y
1T—x
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chacune d’elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de n
infiniment grandes; et par suite la série sera convergente, ce que 'on
savait déja.

Prenons pour second exemple la série numérique

(3) | 1, 4

) 1 T
; RS B ’
n n—1

' ., . . 1 , TV .
Le terme général de cette série, savoir et décroit indéfiniment a

mesure que # augmente, et cependant la série n’est pas convergente ;

1
n—+1

car la somme faite du terme ct de ceux qui le suivent jusqu’au

| S . .
. terme — inclusivement, savoir

T I 4 4 I ‘+ I
e -
-1 n -+ 2 21— 1 2n

reste constamment supérieure, quel que soit 2, au produit

n— ==
an 2’

el par suite cette somme ne décroit pa‘s indéfiniment pour des valeurs
croissantes de 7, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente.
Ajoutons que, si I'on désigne par s, la somme des  premiers termes
de la série (3), et par 2™ la plus haute puissance de 2 renfermée dans
n 4+ 1, on trouvera '

Sl =g A —— > L (4 r
v 2 3T T T T, 3 4

AT T T ! I !
+<3+(—;+-7-+—8->++<F-—|:—I+2““'l——|-—_2—++ ;’Tl>7

et, a fortiori,

LN L,
» sttt -t 5= 2

!
On en conclura que la somme s, croit indéfiniment avec le nombre
entier m, et par conséquent avec 2, ce qui est une nouvelle preuve
de la divergence de la série. -
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Considérons encore la série numérique

(4) I, =y =——)

Les termes de cette série, qui occupent un rang supérieur i 7, savoir

1 1 1
1.2.3...n° 1.2.3...n(n+1) 1.2.3...n(n+1)(n—+2)

seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la pro-
gression géométrique

] 1 1 I I3
) . - -r)
71.2.3...10 1.2.3...n 0 1.2.3...n n°

Par suite, la somme des -premiers termes pris en tel nombre que I'on
voudra sera toujours inférieure a la somme des termes correspondants
de la progression géométrique, qui est une série convergente, et i
plus forte raison, & la somme de.cette progression, c’est-a-dire &

I I I I
1.2.3...n I 1.2.3...(n=—1) n—1

Comme cette derniére somme décroit indéfiniment & mesure que »
augmente, il en résulte que la série (4) est elle-méme convergente. On
est convenu de désigner par la lettre e la somme de cette série. En
ajoutant les 7 premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchéc
du nombre e,

1
— +
1.2 1.2.3

I T
I+ = e ———
i Heee 1.2.3...(n—1)’

et, d’apres ce qu'on vient de dire, I'erreur commise sera inférieure au
roduit du ™ terme par —— - Ainsi, par exemple, si l'on suppose
n—1 ’

n =11, on trouvera pour la valeur approchée de e
(3) e=12,71828:8...;

et I'erreur commise dans cette hypothese sera inféricure au produit
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de la fraction —— I3 16 Tl L IIB’ c¢’est-a-dire & en

362_81’8%’
sorte qu’elle n’altérera pas la septiéme décimale. '

Le nombre e, déterminé comme on vient de le dire, sera souvent.
employé dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitésimal.
Les logarithmes pris dans le systéme qui a cc nombre pour base s’ap-
pellent népériens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, ou
hyperboliques, parce qu’ils servent 3 mesurer les diverses parties de
I'aire comprise entre 'hyperbole équilatére et ses asymptotes.

On indique généralement la somme d’'une série convergente par la

somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la série
i
Ugy Uy, Ugy Uz
est convergente, la somme de cette série est représentée par
U=+ Uy Ug+ Ug—t v v

En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera déter-
minée par I'équation

6 (LA T
(6) . 'e'—l+-;+}—.—z_ 1.2.3.7 1.2.3.4

...
et, si I'on considere la progression géométrique
1, z 2% 2, ...
on aura, pour des valeurs numériques de x inférieures & 'unité,

1
11—

(7) I+ +x+ 23+, =

La série -
Ugy Uyy Ugy Uy,
étant supposée convergente, si 'on désigne sa somme par s, et pars,
la somme de ses 2 premicrs termes, on trouvera

*

S Uy Uy Uyt Uy U U =S Uy Uy

et, par suite,
[N S_"‘S/z:un'l"un+1+....
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De cette derniére équation, il résulte que les quantités
Upy Uptyy Upyoy:

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva-
lente & s — s5,. Sil'on représente cette méme somme par 7, on aura

S=Spt ey "
et r, sera ce qu'on appelle le reste de la série (1) & partir du
ni™e terme. -
Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une méme variable z,
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti-
nues de x, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribuée a

cette variable,
Spy Tn €L S

sont encore trois fonctions de la variable =, dont la premiére est évi-
demment continue par rapport & « dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s’agit. Cela posé, considérons les accroissements que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre  d’une quantité
infiniment petite a. L’accroissement de s, scra, pour toutes les valeurs
possibles de 2, une quantité infiniment petite; ct celui de r, deviendra
insensible en méme temps que r,, si on attribue & 2 une valeur trés
considérable. Par suite, I'accroissement de la fonction s ne pourra
étre qu'une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :

Tutonine I. — Lorsque les différents termes de la série (1) sont des
Jonctions d’une méme variable x, continues par rapport & cette variable
dans le voisinage d’une valeur particulicre pour laquelle la série est con-
vergente, la somme s de la série est ausst, dans le wvoisinage de cette valeur
particulicre, fonction continue de x.

En vertu de ce théoréme, la somme de la séric (2) devra rester

fonction continue de la variable @, entre les limifes € = — 1, * =13

v
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ce qu'on peut vérifier & I'inspection de la valeur de s donnée par

- I'équation
I

§= .
I —2

§ II. — Des séries dont tous les termes sont positifs.

Lorsque la série
(1) \ Loy Uy Usy ooy Upy

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement décider si elle est |
convergente ou divergente, 4 'aide du théoreme suivant :

Tueorime I. — Cherchesz la limite ou les limites vers lesquelles converge,
' 1

tandus que n croit indéfiniment, Uexpression (u,)", et deésignes par k la
plus grande de ces limites, ou, en d’autres termes, la limite des plus
grandes valeurs de I'expression dont il s’agit. La serie (1) sera conver-

gente st lon a k < 1, et divergente st {’0{1 ak>1.

Démonstration. — Supposons d’abord £ <1, et choisissons & volonté
entre les deux nombres 1 et £ un troisieme nombre U, e¢n sorte qu’on

ait
k<<U<1.

n venant a croitre au dela de toute limite assignable, les plus grandes

1
valeurs de (u,)" ne pourront s’approcher indéfiniment de la limite %,
sans finir par étre constamment inférieures & U. Par suite, il sera pos-
sible d’attribuer au nombre entier 7 une valeur assez considérable
pour que, n obtenant cette méme valeur ou une valeur plus grande
encore, on ait constamment ' '

1
(wyi<U, . u,<Un,
Il en résulte que les termes de la série

Woy Uy, Uy wuvy Uppyy Upigy
OFuvres de C. — S. II, t. 111, 16
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finiront par étre toujours inférieurs aux termes correspondants de la
progression géométrique '

1, U, U ..., Ur, Us+, Unte,

et, comme cette progression est convergente (4 cause de U< 1), on
peut, de la remarque précédente, conclure a fortiori la convergence
de la série (1).

Supposons, en second lieu, £>> 1, et placons encore entre les deux
nombres 1 et £ un troisiéme nombre U, en sorte qu’on ait

k>U>r1.

Si n vient A croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeurs

SN
de (u,)", en s’approchant indéfiniment de %, finiront par devenir
supérieures & U. On pourra donc satisfaire & la condition

1
(u,)">U

\

ou, ce qui revient au méme, a la'suivante
u,>Un,

par des valeurs de 7z aussi considérables que I'on voudra; et par suite,
on trouvera dans la série

Uy, Uyy Ugy -vvy Upyy Upyyy Upsay

.

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondants
de la progression géométrique

1, U, U2, cees ,Un.’ Un+l’ Un+g,

Comme cette progression est divergente (& cause de U >1), et qu'en
conséquence ses différents termes ,croissent 4 'infini, la remarque
que l'on vient de faire suffiva pour établir la divergence de la série (1).
" Dans un grand nombre de circonstances, on peut déterminer la
valeur de la quantité % a Paide du théoréme IV (Chap. II, § III). En
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effet, en vertu de ce théoréme, toutes les fois que le rapport Y+t
u,

vergera vers une limite fixe, cette limite sera précisément la valeyr
de £. On peut donc énoncer la proposition suivante :-

TutortME II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rappors

Un+t
Up

converge vers une limite fixe k, la série (1) sera convergente toutes les Jois

que U'on aura k < 1, et divergente toutes les fois que I'on aura k>

Concevons, par exemple, que 'on considére la série

. 1 1.2 1.2.3 1.2.3...0
on trouvera
Uit 1.2.3...n ) 1 I
= _ Py /{:———::O,
Uy 1.2.3...n(n+1)" n-1 o

et par conséquent la série sera convergente, ce que ’on savait déji.

Le premier des deux théoremes qu’on vient d’établir ne laisse d’in-
certitude sur la convergence ou la divergence d’une série dont tous
les termes sont positifs, que dans le cas particulier ot la quantité
représentée par £ devient égale a 'unité. Dans ce cas particulier, il
n’est pas toujours facile de décider la question. Toutefois, nous allons
démontrer ici deux nouvelles propositions a I'aide desquelles on peut
souvent y parvenir.

TutoriMe IHI. — Lorsque, dans la série (1), chaque terme est inferieur
a celut qui le precede, cette serie et la sutvante
(2) Wy, 2uy, hus, 8u; 16wy,

sont en méme temps convergentes ou divergentes.

Démonstration. — Supposons d’abord la série (1) convergente, et
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désignons sa somme par s. On aura

Ug== Uy,
. 22Uy = 2U,,
Quy,<<2uy,—+ 23us,
Bu;<2u,~2u;+ 2u+ 2 u,y,

ct par suite la somme des termes de la série (2), pris en tel nombre
que ’on voudra, sera inférieure &

Uyt 22U+ 2Uy+ 22U+ 22U, -, . . ==285 — iy,

11 en résulte que la série (2) sera convergente.
Supposons, en second lieu, la série (1) divergente. La somme de
ses termes, pris en trés grand nombre, finira par surpasser toute limite

assignable; et, comme on aura

U= tty,
2U > U+ Uy,
Gus> wg~+ w, + us+ ug,
- By > Uy Uy Uy Uy Uy~ Uyg -+ Ups~+ Uygy

on devra conclure que la somme des quantités
wy, 2uyy, by 8u,, ...,

prises en trés grand nombre, finit elle-méme par devenir supérieure a
toute quantité donnée. La série (2) sera donc alors divergente, con-
formément au théoreme énoncé. :

Corollaire. — Si pour la série (1) on prend la suivante

-

I 1 I

-9 s

(3) b @
-y désignant une quantité quelconque,.la série (2) deviendra

Ty 2{_“’ 44, Si—p,’.
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Cette derniére est une progressioh géométrique, convergente lors-
qu’on suppose u >1, et divergente dans le cas contraire. Par suite,
la série (3) sera elle-méme convergente si u est un nombre supérieur .
b I'unité, et divergente si 'on a p.=1 ou p < 1. Par exemple, des
trois séries

4 noL

e 33’ [F’ )
(5) 1, é, %, i, o
1 I T
(6) . I, — I I L]
22 32 42

la premiére sera convergente et les deux auntres divergentes.

Tutonime IV. — Supposons que I'on désigne par L la caractéristique des
logarithmes dans un systéme quelconque, et que, pour des valeurs crois-

santes de n, le rapport
L(un)

1
L(z)
n
converge vers une limite finie h. La série (1) sera convergente stl'on a
h>1, et divergente st 'ona h < 1.

Démonstration. — Supposons d’abord 2>>1, et choisissons & volonté
entre les deux quantités 1 et 2 une troisime quantité a, en sorte qu’on
ait :

h>a>r1.

Le rapport Llw) oy son égal

()
(i)

L(n) "’

finira par étre, pour de trés grandes valeurs de », constamment supé-
ricur & la quantité a. En d’autres termes, n venant i croitre au dela
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d’une certaine limite, on aura toujours

a
L(r) >
ou, ce qui revient au méme,
. .
L<—> >aL(n),
Uy,
et, par suite,
I | .
—_— a —_—
Un >’.Il ’ iy < e

Il en résulte que les termes de la série () finiront par étre constam-
ment inférieurs aux termes correspondants de la suivante

I 1 I I 1

et, comme cette derniére sera convergente (i cause de @>1), on

pourra de la remarque précédente conclure a fortior: la convergence de
’ . .
la série (1).

Supposons, en second lieu, 2 < 1, et placons encore entre les quan-
tités 1 et & une troisieme quantité a, en sorte qu’on ait

h<a<r.
On finira par avoir constamment, pour de trés grandes valeurs de #,

()

L(n) <a

ou, ce qui revient au méme,

I
L(Z) < al(n),
et, par suite,
I

1
— < ne U, > ——
ty ? " ne

Il en résulte que les termes de la série (1) finiront par étre constam-
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ment supérieurs aux termes correspondants de la suivante

' I I I 1 I .
’ 2“, 3(1,, 4“’ B Ila, (’l+l)a’ 'Y

et, comme cette derniére sera divergente (a cause de @ <1), on pourra
de la remarque qu’on vient de faire conclure a fordor: la divergence
de la série (1). '

Etant données deux séries convergentes dont tous les termes sont
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces mémes termes, former
une nouvelle série dont la somme résulte de 'addition ou de la multi-
plication des sommes des deux premitres. Nous établirons & ce sujet

les deux théoremes suivants :
TotoriME V. — Sotent
’ Ugy Uy, Uy, ceey Uy ceey
(7).

(20} V1s  Pay cevy Ppy

deux series convergentes, qui, uniguement composees de termes positifs,

aient respectivement pour somimes s et s'

(8) L UgH 0y, Ui 0y, Us Payy e eey Uy Vg,

sera une nouvelle série convergenle, qui aura pour somme § -+ §'.
Démonstration. — Sil'on fait

Sp= U+ Uyt Us~ .o o=+ Up_yy

S, = 0o 0y Vg e Cpgy
s, et s, convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes de »,
vers les limites s et s’. Par suite, s,+s,, c’est-d-dire la somme des
n premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s + s, ce
qui suflit pour établir le théoréme énoncé.

TuioriyMe VI. — Les mémes choses €tant posées que dans le théoréme

précédent,

(9)

UgPos UV Uy Py Ug Py Uy 9y Up Po,

cey UpPp Uy Opy~t=e o Uy Vi Uy O,

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme ss'.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



128 . CGCOURS D’ANALYSE.

Démonstration. — Soient toujours s,, s, les sommes des n premiers
termes des deux séries (7), et désignons en outre par s, la somme des
n premiers termes de la série (9). Si on représente par m le plus

. . . n N . n—I
grand nombre cntier compris dans » c’est-a-dire —— lorsque »

. . n—2 . o
est impair, et —— dans le cas contraire, on aura évidemment

Ho®o+ (Ug 01+ Uy ¥0) oo (UpOny = Uy Vpog oo == Uy g V1 Up—y ¥9)
< (Ug4 Uy~ .. o Upg ) (Vg 01+ oo 0py)
et . ’
> Uy Uyt Upy) (PoF+ 04 .+ 0,),
ou, cn d’autres termes,

" ’ t
sn < Sn Sn et > Sm4t Snl+l *

Concevons maintenant que 'on fasse croitre » au dela de toute limite.
Le nombre

croitra lui-méme indéfiniment, et les deux sommes s, $,,., converge-

!

ront vers la limite s, tandis que s, et s),,, convergeront vers la limite s'.

!

Par suite, les deux produits s,s,, Smri$,.,
entre ces deux produits convergeront vers la limite ss'y ce qui suflit

et la somme s, comprise
pour établir le théoréme VI.

§ 1lI. — Des séries qui renferment des lermes vositifs
et des termes négatifs.

Supposons que la séric
(') Uy, Uy, Uy, e ) Upy oo

se compose de termes, tantot positifs, tantot négatifs, et soient respec-
. -
tivement

(2) ) .OO’ bh 929 teey Pm'
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les valeurs numériques de ces mémes termes, en sorte qu’on ait

—_ —_—
”o::th Uy ——iPu Uy =" Pa, R un::tpzu

La valeur numérique de la somme

U Uy Ugt+ oo Uy
ne pouvant jamais surpasser

Po+pi+pat-e -t Pa—ns

il en résulte que la convergence de la série (2) entrainera toujours
celle de la série (1). On doit ajouter que la série (1) sera divergente, si
quelques termes de la série (2) finissent par croitre au dela de toute
limite assignable. Ce dernicr cas se présente lorsque les plus grandes

1 .
valeurs de (pn)’_’ convergent, pour des valcurs croissantes de n, vers
unc limite supéricure & I'unité. Au contraire, lorsque cette limite
devient inféricure & I'unité, la série (2) est toujours convergente. On
peut, en conséquence, énoncer le théoréme suivant :

Tueorine 1. — Soit o, lg valeur numérique du terme général u, de la

série (1), el désignons par k la limite vers laquelle convergent, tandis
1

que n crolt indéfiniment, les plus grandes valeurs de Uexpression (p,)".

La serie (1) sera convergente si I'on a k< 1, et divergente si l'on a
k>1.
Lorsque la fraction %, ¢’est-a-dire la valeur numérique du rapport
n

u . . . .
—(’—zi’, convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du

n

théortme IV (Chap. II, § I1T), la valeur cherchée de £. Cette remarque
eonduit & la proposition que je vais écrire :
Tutorene II. — S, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume-
rigue du rapport
Lnss
Uy
converge vers une limite fize k, la séric (1) sera convergente toutes les fois

que l'on aura k< 1, et divergente toutes les fois que U'on aura k> 1.
OEuvres de C,— S, 1l, t., III. ’ 17
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Par exemple, si I'on considére la série

1 I
1 —_ - -+ — — -+
’ i 1.2 r.2.3 ’
on trouvera
u
Rt R ! 5 k:—z-:O;
U, n—+1 ©

d’otr il résulte que la série sera convergente.

Le premier des deux théorémes qu’on vient d’établir ne laisse d'in-
certitude sur la convergence ou la divergence d’une série que dans le
cas particulier ot la quantité représentée par £ devient égale & I'unité.
Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence
de la série proposée, soit en s’assurant que les valeurs numériques de
ses différents termes forment une série convergente, soit en ayant égard
au théoréeme suivant :

Tusorime III. — Si dans la série (1) la valeur numérique du terme
geéncral u, décrolt constamment et indgfiniment, pour des valeurs crous-
santes de n, st de plus les différents termes sont alternativement positifs et

négatifs, la série sera convergente.
Considérons, par exemple, la série

I 1 1
T = i 3 —

3 _I 1
(3) b »or A n’ na1

‘La somme des termes dont le rang surpasse z, si on les suppose pris en
nombre égal & m, sera :

' 1 1 I 1 1
= — -+ — A ——
n-+1 n4+2  n+3 n44 n+m
Or la valeur numérique de cette somme, savoir

I L 1 I I

n-+i1 n4+2 n+3 n+4+ n—+m

_ 1 I I I I
T a1 n4+2 n4+3 n 44 n+5>_

=L _ __1 B T
() () e )
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étant évidemment comprise entre

T I I
et - _ s
n—+1 n—1 n—+2

déeroitra indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, quel que
soit m, ce qui suffit pour établir la convergence de la série proposée.
Les mémes raisonnements peuvent évidemment s’appliquer i toutes les
séries de ce genre. Je citcrai, entre autres, la suivante

1 + I I
ok’ 3w’ 40

(4 ) I, , seey
laquelle,. en vertu du théoréme III, restera convergente pour toutes les
valeurs positives de .

Si dans la série (4) on supprime le signe — devant chacun des termes
de rang pair, on obtiendra lasérie (3) du §II, qui est divergente toutes
les fois que I'on suppose p.==1 ou p <C 1. Par suite, i)our transformer
une série convergente en série divergente, ou réciproquement, il suffit
quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette
remarque est uniquement applicable aux séries pour lesquelles la
quantité désignée par £ dans le théoréme II se réduit & 'unité.

Jitant donnée une série convergente dont tous les termes sont posi-
tifs, on ne peut qu'augmenter la convergence en diminuant les valeurs
numériques de ces mémes termes, et changeant les signes de quelques-
uns. 1l est bon d’observer qu’on produira ce double effet si 'on mul-
tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette obscrvation
suffit ‘pouf établir la proposition suivante :

Tukorine 1V. — Lorsque la série
(2) 907 Pu Pz: trey Pm ey

uniquement formde de termes positifs, est convergente, chacune des sui-
vantes '
( pocosly, pycosby, p,cosby, ..., p,cosf,, ...,

(5) ¢

{ posinGy, pysind, p,sinb,, ..., p,sing,,
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Uest pareillement, quelles que sotent les valeurs des ares 8,, 0, 0,, ...,

0py oot
Corollaire. — Sil'on suppose généralement

0,=n8,

0 désignant un arc quelconque, les séries (5) deviendront respecti-
vement ' 4
6 { Pos picosd, pycos26, ..., p,cosnf, ...,
(6) p1sind, pysinab, ..., p,sinnd,
Ces deux dernibres seront donc toujours convergentes en méme temps
que la série (2).

Si I'on considére a la fois deux séries dont chacune renferme des
termes positifs et des termes négatifs, on démontrera facilement i leur |

égard les théorémes V et VI du § 11, ainsi qu’on va le voir.
Tutonime V. — Soient '

( Ugy Ugy Uny ey Upy ooy

| 00 01, 92y evvs Ons

deux series convergentes 'qui atent respcctivement pour somines s et s';

(8) u0+ ()Oy 3} ~+ vly ll,—[—- ‘,2, rety un+ ns

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme.s + s’
Démonstration. — Silon fait

Sp == Up—+ U; 4 Uy ...~ Upy—y,
S:L: o+ 0+ ¢+ Vnyy

s, et s, convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes
de n, vers les limites s et s, Par suite, s,+5,, ¢’est-a-dire la somme
des » premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s + ',
ce qui suffit pour établir le théoréme énoncé.

-

Tutorime VI. — Les mémes choses etant pose'es que dans le théoréme
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précédent, st chacune des series () reste convergente, lorsqu’on réduit
ses dufférents termes a leurs valeurs numeriques,

’

Ug Vo
Ug¥y = Uy O,

UgVo— Uy 0 Uy ¥,
(9) ¢

.................................

sera une nouvelle seérie convergente, qui aura pour somme ss'.

Démonstration. — Soient toujours s,, 5, les sommes des n premiers
termes des deux séries (7), et désignons en outre par s, la somme des
n premiers termes de la série (9). On trouvera

' 0o :
SnSy— S = Uny Vg (Up—y Pys + Uy g ¥n—g) + oo s

A (Upey 91 A Upg ¥ e U o Uy 0, ),

De plus, le théoréme VI ayant été démontré dans le second paragraphe
pour le cas ol les séries (7) ne renferment que des termes positifs, il
en résulte que, dans cette hypothese, chacune des quantités s,s, s
cbpvergc, pour des valeurs croissantes de 7, vers la limite ss', et par

v suite la différence 5,5, — 5, ou, ce qui revient au méme, la somme

Up g Vgt + (Up—1 ¥poa+ Up—a¥pey ) ...

4 (Upoy 9y AUy gy e Ug Oyl ),

vers la limite zéro.
Concevons maintenant que, les termes des séries (7) étant les uns
positifs et les autres négatifs, on désigne respectivement par

s Po, Pl’ P?v sy P/n cery

(10) , , , ,
(PO’ pl’ 927 MRS ] P/n

’

les valeurs numériques de ces différents termes. Supposons de plus,

conformément & I'énoncé du théoreme, que les séries (10), composées
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de ces mémes valeurs numériques, soient toutes deux convergentes.
En vertu de la remarque qu’on vient de faire, la somme

1Py ~+ (Pr—1Pu—s+ Pu—2Pn—y) ...

-+ (PII—IPll -+ Pn—SPC_' -+ . -"+P2P’n—2+plpln—l)

" convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro; et,
comme la valeur numérique de cette somme sera évidemment supé-

rieure i celle de la suivante

Upoy Vp—y = (Up1 Vg Upog Vpoq) .o
A (U Py UpaWa oo Wg Vg = Uy 0py),
.

13

il en résulte que cette derniere ou, ce qui revient au méme, la difl¢-
rence s,5, — s, convergera elle-méme vers la limite zéro. Par suite, ss',
qui est la limite du produit s,s,, sera encore celle de s,. En d’autres
termes, la série (g) scra convergente et aura pour somme le pro-

duit ss'. ’

Scolie. — Le théoréme précédent pourrait ne plus subsister si les
- séries (7), supposées convergentes, cessaient de I'étre aprés la réduc-
tion de chaque terme & sa valeur numérique. Concevons, par exemple,

que pour chacune des séries (7) on prenne la suivante

(ll) T, -*-IT) —‘r-—l-l:a ——~I_;v —l——l-i) —
22 3‘1 42 52
La série (9) deviendra
I’ -
—— ..—1«4_._]_. <
Va Va2
(12) -+ L_—i——_l—::—‘—'—l‘:)’
V3 Va2 V3
LI L I 1>
(\/z 7 Va3 Vi
O S
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Cette derniere est divergente, car son terme général, savoir

i(lz+ ! -+ ! +...+~——————.___I __+~L ’
. B Vi o V(n—r1)2 Vin=12)3 V2(n—1) \/fi

a une valeur numérique évidemment supérieure &

n _{ hn >
' L7 \n 42

/

2ol

lorsque n est pair, et & :
n an

n-1\? §oonen -
()]

lorsque n est impair, c’est-d-dire, dans tous les cas possibles, une

valeur numérique supéricure a I'unité. Cependant la série (171) est
convergente. Mais on doit observer qu’elle cesse de I'étre lorsqu’on
réduit chaque terme & sa valeur numérique, puisqu’clle se change
alors en la série (6) du § II. -

§ 1V. — Des séries ordonnées suivant les puissances ascendantes
et enticres d’une variable. ’
Soit 0
(1) @y, MT, Ax, ..., a2t

une série ordonnéc suivant les puissances entieres et ascendantes de

la variable «,
(2) L Qyy Ay, Qg ceey Qpy

désignant des coelficients constants positifs ou négatifs. Soit de plus
A ce que devient pour la série (2) la quantité £ du paragraphe précé-
dent (voir [e § 111, théortme IT). La méme quantité, calculée pour la
série (1), sera équivalente a la valeur numérique du produit

Az,
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Par suite, la série (1) scra convergente si cetle valeur numérique
est inféricure a4 'unité, c’est-d-dire, en d'autres termes, si la valeur

, . N . Ay e . 1 .
numérique de la. variable = est inférieure 2 T Au contraire, la

série (1) sera divergente si la valeur numérique de surpasse i
On peut donc énoncer la proposition suivante : .
Tukorime 1. — Soit A la limite vers laquelle converge, pour des valeurs
croissantes de n, la racine n'*™¢ des plus grand/es valeurs numériques
de a,. La scrie (1) sera convergente pour toules les valeurs de x com-
prises entre les limites
: T

T
X == —> X == — .

b; A

et divergente pour toules les valeurs de x situées hors des mémes limiltes.

n+1

’oe a
Lorsque la valeur numérique du rapport —= converge vers une

n

limite fixe, cctte limite est (en vertu du théoréme IV, Chap. 11, § IIT)
la valeur cherchée de A. Cette remarque conduit & une nouvelle pro-
position que je vais écrire :
Tutoreme 1. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume-

rique du rapport

Qpri

@u
converge wvers la limite A, la série (1) sera convergente pour loules les
valeurs de x comprises entre les limites

et divergente pour toutes les valeurs de a situées hors des mémes limites.
Corollaire I. — Prenons pour exemple la série .
3y 1, 2x, 3z 4fa% ..., (A+1Dz?,

Comme on trouvera dans cette hypothése

Guwer P2 I
a, n+1 n g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 137

et, par suite,
o A=1,

on en conclura que la série (3) est convergente pour toutes les valeurs
de x renfermées entre les limites ‘

Xr—=—1I, x=-+1,

s

et divergente pour les valeurs de @ situées hors de ces limites.
Corollaire II. — Prenons pour second exemple la série

. xz x* 2 "
(4) - S 3 Ot T oy

dans laquelle le terme constant est censé réduit & zéro. On trouvera’
dans cette hypothése

Qpiq 1 I
a, n—+1

et, ‘par suite; A =r1. La série (4) sera donc encore convergente ou
divergente, suivant que la valeur numérique de z sera inférieure ou
supérieure a I'unité.

Corollaire ITI. — Si pour la série (1) on prend la suivante

1, -,

1 1.2 B 1.2.3...n tee

(3) P mp—n&,.. ple=n0E—2).. (p—r+y) .

u désignant une quantité quelconque, on trouvera

I
Apvy P — N — ll '
a, n-41 1'+1
F23
et, par suite,
. 13 1
11— - 11— —
. n ' oo
A=Ilim———=—"—1,

I 1
. I+ — 1 —
] n 0

On en conclura que la série (5) est, comme les-séries (3) et (4), con-
OFuvres de C., S. 11, t. 1IL : 18
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vergente ou divergente, suivant que I'on attribue a la variable « une
valeur numérique inférieure ou supérieure a 'unité.

Corollaire IV. — Considérons encore la série

x .fb'2 23 ah
(6) I, =, ey T, e, — T, e

1 1.2 1.2.3 1.2.3...n

Comme on aura dans ce cas

Tnyy 1
a, n—+1
et, par suite,
J
A=—=o0
0 ’

.

I
= — 0, x:+6:+oo,

c’est-a-dire pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x.

Corollaire V. — Considérons enfin la série

(7) 1, T.z, 1.2.x% 1.2.3.2% ..., 1.2.3...n.2"%

En lui appliquant le théoréme II, on trouvera

Qp+1
L =, A =co,

ay

et 'on aura par suite
I
—-— == 0.
A
On en conclura que la série (7) est toujours divergente, excepté
lorsqu’on suppose = o, auquel cas clle se réduit & son premier
terme 1.
En examinant les résultats qu’'on vient d’obtenir, on reconnait
immédiatement que, parmi les séries ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la variable x, les unes sont tantot
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convergentes, tantot divergentes, selon la valeur attribuée a cette
variable, tandis que d’autres restent toujours convergentes, quel que
soit x, et d’autres toujours divergentes, cxcepté pour 2 = o. On peut
ajouter que le théoreme I ne laisse d’incertitude sur la convergence
d’une semblable série que dans le cas ol la valeur numérique de «

devient égale a la constante positive représentée par%, ¢’est-h-dire
lorsqu’on suppose ‘

z =z -
TTA
Dans ce cas particulier, la série est tantot convergente, tantot diver-
gente, ct la convergence dépend quelquefois du signe de la variable «.
Par exemple, si dans la série (4), pour laquelle A =1, on fait succes-

sivement
x =1, x=—1,

on obtiendra les deux suivantes

(8) I, —9
(9) -5 + - ‘—%’ -+

dont la premiére. est divergente (voir dans le § 11 le corollaire du théo-
reme TII) et la seconde convergente, ainsi que cela résulte du théo-
reme IIT (§ TII).
Il est encore essenticl de remarquer que, par suite du théoréme I,
lorsqu’une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et en-
tieres d’une variable @ sera convergente pour une valeur numérique
de  différente de zéro, elle restera convergente, si 'on vient i dimi-
nuer cette valeur numérique ou méme 4 la faire décroitre indéfini-
ment. _ ,
Lorsque deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes
et entiéres de la variable  sont convergentes pour une méme valeur
de la variable, on peut leur appliquer les théorémes V et VI du § I1I.
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Cette remarque suffit pour établir les deux propositions que je vais
énoncer :

Tueoremk III. — Supposons que les deux séries

2
Qyy ATy, QX% ..y A% ...,

(10)

by, bz, byx®, ..., b,z", ...,

étant a la fois convergentes, lorsqu’on attribue a la variable x une cer-
taine valeur, aient alors pour sommes respectives s et §', ‘

(11) @y by, (ay+ by)x, (a2+b2)x’, vy (an'i—bn)x"’

sera, dans le méme cas, une nouvelle série convergente, qui aura pour

somme s -+ §'.

Corollaire. — On étendra facilement ce théoreme a tant de séries

que 'on voudra. Par exemple, si les trois séries

Ay, @, a,xr%: ...,
2
by, bz, bﬁx', cels

Cos C\ &, 02-x2’

sont convergentes pour une méme-valeur attribuée a la variable «, et
que I’on désigne par's, s', s” leurs sommes respectives, ‘

ay+ by+cy, (ay+ bi4c¢))x, (ay+ by+ c)x?,

scra une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s + '+ s.

TueoriMe 1V. — Les mémes choses étant posces que dans le théoréme
preécédent, si de plus chacune des séries (10) reste conpergente, lorsqu’on

réduit ses differents termes a leurs valeurs numerigues,

(12) aobyy (@b + a,by)x, (@oby+ arbi+ ayby)x?,. ...,
12 . : S
(aobu+ N S b+ a,b,)z",

seey
v

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme ss'.
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Corollaire I. — Le théoréme précédent se trouve compris dans la
formule '
(13) (ay+ayz+ ay2t+...) (by+ by + by’ +...)

T .
= Ay by+ (A by + a3 b)) @+ (B b+ a1 b+ ay b)) 2 4-. . .,

qui subsiste dans le cas ot chacune des séries (10) reste convergente
lors méme qu’on réduit ses différents termes a leurs valeurs numeé-
riques, et qui sert 4 développer dans cette hypothése le produit des
sommes des deux séries en une nouvelle série de méme forme.

Corollaire II. — En répétant plusieurs fois de suite 'opération indi-
quée par P'équation (13), on pourrait multiplier entre elles les
sommes de trois ou d’un plus grand nombre de séries semblables aux

- séries (10), et dont chacune resterait convergente. apreés la réduction
de ses diﬂ'érents‘ termes & leurs valeurs numériques. Le produit obtenu
serait la somme d’unc nouvelle série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable «.

Corollaire I1I. — Si dans les deux corollaires précédents on suppose
que toutes les séries dont on multiplie les sommes deviennent égales,
on obtiendra pour produit une puissance entiere de la somme de cha-
cune d’elles, et cette puissance se trouvera encore représentée par la
somme d’unc série du méme genre. Par exemple, si dans I'équa-
tion (13) on fait a, = b,, @, = b,, a,=b,, ..., on en tirera

(14) (@G+arz+ ayx2®+.. . V= al+ 20,0, 2 + (20,a+ a? )z +. . ..
Corollaire 1V. — Sil’on prend pour termes généraux des séries (10)

pp—yp—2)...(pg—n+1) ,
1.2.3...n
et .
R — 1) (pf — 2)...(,u.’——n+1)xn
1.2.3...n

’

i, ' désignant deux quantités quelconques, et la variable @ étant
renfermée entre les limites © = — 1, x = + 1, chacune des séries (10)

x
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restera convergente, méme lorsqu’on réduira ses différents termes &
leurs valeurs numériques, et le terme général de la série (12) de-

viendra

[p.([.l,—l)...(p.-—n—F‘l)_‘_I"*(P"—I)"'(P"_”'_FQ) "_"_,_}_

1.2.3...n 1.2.3...(n —1) 1

+ E P'_,([-“__I) "'(P"— n-2) N IJ'I(}LI—I)""(!‘I‘I—,2+I):l.wn

I 1.2.3...(n—1) 1.2.3...n

_ (e (g =) () (g g )
- 1.2.3...0 )

Cela posé, si'on appelle ¢ (@) la somme de la premiére des séries (10)
dans I’hypothése que 1’on vient de faire, c’est-a-dire, si I’on pose

pac-#—‘u———“—({}'ml)xﬂ—.. ,

(15) - plp)=1+* -

-les sommes des séries (10) et (12) seront respectivement désignées,
dans la méme hypothése, par o(p.), o (@) et (@ + '); en sorte que
I'équation (13) deviendra

(16) o(p) o (1) =+ ).
Lorsque dans I’équation (13) on remplace la somme de la série
bo: blx,. bg&",

par un polynéme composé d’'un nombre fini de termes, on obticnt une
formule qui,ne cesse jamais d’étre cxacte, tant que la série

a, oz, a;x

demeure convergente. C’est ce~que nous allons prouver directement,

en établissant le théoréme qui suit : .

Tntortme V. — Si, la série (1) etant convergente, on multiplic la
somme de celte serie par le polynome :
(17) kam 4+ lem=' 4. . . +px +q,

dans lequel m désigne un nombre entier, on obtiendra: pour produit la
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somme d’une nouvelle série convergente de méme forme, dont le terme

-+ aéneral sera
8
(9@n—+ Papy~+. - - L@y + kay_p) 2™,

pourvu qué Uon considére comme nulles dans les premiers termes celles

des quantites '
. Ap—qy Cp—2y -y Cp—maty Lp_m

qut se trouveront affectées d'indices négaiifs : en d’autres termes, on
aura

(kzm+-lam-' . 4+ px+q)(a+ a2+ ayx?+-...)

8y | =IO (qa+pa)@ . (gant Pl L kag) 2

+ (qan +Pan-l .ot lan—m+l + kan—m) Za +..
Démonstration. — Pour multiplier la somme de la série (1) par le

polynéme (17), il suffira de la multiplier successivement par les diffé-
rents termes de ce polynéme. On aura done

(k™ lxm=1+ . . .+ px~+q)(a+a x+ az*+...)
=q(ay+az+ a2 +...)+ pr(ay+ e,z + a2 +. ..)
+t.l llllllll ;ll'. lllll .Il.itl.ll'l"lt““""“"'

+ iz ay+ a2 + ag2d+...) + kz"(ay+ a;z + a,x?—g—;..).
Comme on a de plus, pour des valeurs entiéres quelconques de n,

glay,+ay 2z + ayz?+. ..+ Qg 2™
= qay+ qo & + qa, 2+ . .- g2 2",

on en conclura, en faisant croitre ~ indéfiniment, et passant aux
Iimites,

g(ay+ a) @ + ayz®+. . D=ga+ qga,x + qa, x>+ . . ..
On trouvera de méme

. PE(Gy+ M T+ A& . ) = paAE + pay TP+ pay i+ . .,

L™ (@g+ a, 2 + aa 2+ . .) = lay 2™+ la, 2™ + lagm+y

/cx'”(ao-i— a,x‘—i-az-’b’—*-- . ): kayze™ ka, xm+14 kayxm+2 .,
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Si'on ajoute ces derniéres équations, et qu'en formant la somme des
seconds membres on réunisse les coefficients des puissances sem-
blables de la variable «, on obtiendra précisément la formule (18).

Concevons maintenant que dans la série (1) on fasse varier la valeur
de x par degrés insensibles. Tant que la série restera convergente,
c’est-a-dire tant que la valeur de « demeurera comprise entre les
limites |

1
-—Xa +K)

la somme de la série scra (en vertu du théoréme 1, § I) une fonction
continue de la variable . Soit p(x) cette fonction continue. L’équa-
tion

p(x) =as+ayx+ ayzt+...

subsistera pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites

I

1 . g .. .. « ayr
— 3 + 3 ce que nous indiquerons en écrivant ces limites & coté

de la série, comme on le voit ici :

9 I 1
(19)  ¢(2)=ar+ @, + @@ +... <x:_x, x:+x>.

Lorsque la série cst supposée connue, on peut quelquefois en
déduire la valeur de la fonction ¢(x) sous forme finie, et c’est la ce
qu’on appelle sommer la série. Mais le plus souvent la fonction ¢ ()
est donnée, et I'on se propose de revenir de cette fonction i la série,
ou, en d’autres termes, de developper la fonction en série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entieres de la va-
riable . Il est facile d’établir & ce sujet la proposition que je vais
énoncer : '

-

TatoriMe VI. — Une fonction continue de la variable x ne peut étre
développée que d’une seule maniere en série convergente ordonnée suivant

les puissances ascendantes et entieres de cette variable.

Démonstration. — BEn effet, supposons qu’on ait développé par deux
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méthodes différentes la fonction ¢ (), et soient

2
~ @y, AT, A X7, Ty anxn’

9 .
by bz, byx?, ..., b,x*,
L4

les deux développements, c’est-a-dire deux séries dont chacune, étant
convergente pour des valeurs de z différentes de zéro, ait pour somme,
tant qu’elle demeure convergente, la fonction ¢ (). Ces deux séries
étant constamment convergentes pour de trés petites valeurs numé-
riques de @, on aura, pour de semblables valeurs,

Ao+ Qx4 G+ .. .= by+ Dy + Dyt 4. ...
Comme, en faisant évanouir @, on tire de I'équation précédente
@y = by,
il en résulte qu’on peut la réduire généralement &
Gz + a2+, = b+ by 4. ..

ou, ce qui revient au méme, a ,

x(al—i—azx—i—.'..):x(bi—}- by +...).

Si 'on multiplie par ;? les deux membres de cette derniére équation,

on obtiendra la suivante

.

ayt+ayx—+...=b+ byx+...,

qui devra encore subsister pour de trés petites valeurs numériques de
la variable z, et de laquelle on conclura, en posant z = o,

-

a,= b,.

En continuant de méme, on ferait voir que le's‘constantes‘ao, Ay Qyy oo
sont respectivement égales aux constantes b,, b,, b,, ..., d’olt il suit
que les deux dévcloppements de la fonction ¢ () sont identiques.

Le Calcul différentiel fournit des méthodes tres ex‘péditives pour

développer les fonctions en séries. Nous exposerons plus tard ces
OFuvres de C. — S. 11, t. IIl. 19
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méthodes, ¢t nous nous bornerons pour I'instant a faire connaitre,
avec le développement de lafonction (1 + 2)¥, dans laquelle p désigne
unc quantité quelconque, deux autres développements que I'on raméne
facilement.au premier, savoir, ccux des fonctions

Az et L1+ x),

A désignant une constante positive, et L la caractéristique des loga-
rithmes dans un systeme choisi & volonté. En conséquence, nous allons
résoudre I'un apres I'autre les trois problémes qui suivent :

ProeuiMe 1. — Développer, lorsque cela se peut, la fonction

(14 )P

v

en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et

entieres de la variable x.

Solution. — Si d’abord on suppose p. = m, m désignant un nombre
entier quelconque, on aura, par la formule de Newton,

¢ m(ln—l)x2

: m
(r+a)"=1+ —z + G+
I 1.2

La série dont la somme constitue le second membre de cette formule
est toujours composée d’un nombre fini de termes; mais, si I'on y
remplace le nombre entier m par une quantité quelconque g, la nou-
velle série que I'on obtiendra, savoir

ceey
1 1.2 ’

(5) 1, Ex IJ‘(P‘—-—I)‘T'-’

se trouvera composée en général d’'un nombre indéfini de termes, et
sera convergente seulement pour des valeurs numériques de x infé-
ricures & 'unité. Soit, dans cette hypothése, ¢(i) la somme de la nou-
velle série, en sorte qu’on ait

x4 (z=—1, x2=+1).

(15)  g(p)=1+ Loy BEZD

En vertu du théoréme I (§ I), e(p) sera fonction continue de la va-
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riable . entre des limites quelconques de cette variable, et 'on aura
(voir le théoreme 111, corollaire IV)

(16) - () (p)=9(p+ ).

Cette derniére équation étant entierement semblable i I'équation (2)
du Chapitre V (§1) se résoudra de la méme maniére, et 'on en con-
clura

() =[o(n)]F=(1+ )
La valeur de ¢(w) étant ainsi déterminée, si on la substitue dans la
formule (15), on trouvera, pour toutes les valeurs de & comprises entre -

les limitesz = — 1, x =+1,
(20) (1+x)P-:1+i_fx_{_fiI‘::__')x2+_” (z=—1, z=—+1).

Lorsque la valeur numérique de = devient supérieure a I'unité, la
série (5), n’étant plus convergente, cesse d’avoir une somme, en sorte
que I'équation (20) ne subsiste plus. Dans la méme hypothese, il
devient impossible, ainsi qu’on le prouvera plus tard 4 I'aide du Calcul
infinitésimal, de développer la fonction (1 + a)* en série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entieres de la va-
riable x.

. . v, - T .
Corollaire 1. — Si dans I'équation (20) on remplace p. par — et  par
awx, « désignant une quantité infiniment petite, on aura, pour toutes les
valeurs de oz renfermées entre les limites — 1, + 1, ou, ce qui revient
au méme, pour toutes les valeurs de = renfermées entre les limiles
I I
— = = -
o o
é x z?
(1+az)* =1+ = +
I 1.2
(== e=+3)
X ==y = -]
. 24 a
) , . . OoR .
Cette derniére équation devant subsister, quelque petite que soit la
valeur numérique de «, si I’on désigne a I'ordinaire, par I'abrévia-
tion lim placée devant une expression qui renferme la variable «, la

(1——0:)—!—]—:—2343(1—0:)(1—20()—!—...
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limite vers laguelle converge cette expression, tandis que la valeur
numérique de « décroit indéfiniment, on trouvera, en passant aux
limites,

1 x 2% 3

(21) lim{(r+az)=1+~+— + —5 +... (2 ==— o0, & =+ ).
1 1.2 1.2.3

' 1 .
I reste & chercher la limite de (1 + «)*. Or, en premier lieu, on

tirera de la formule précédente

. = 1 I I
lim(z+a)* =14 - + — + -
1 1.2 1.2.3

e,

ou, cn d’autres termes,

Ri~

—e,

(22) “ lim (1 + )

e désignant la base des logarithmes népériens [voirle § I, équat. (6)].
On en conclura immédiatement
L
(1 +az)**—=ce¢,

ct, par suite,

-1 1 Ye

lim(1 + ex)*=1lim [(1 -+ ocx)‘“’] = e,

Simaintenant on remet la valeur de lim (1+ «)* dans 'équation (21),
on obtiendra la suivante :

m? x3

(23) 'e"‘:l-{—?——l————i—

— .. (2 =— o0, 2 =+ ).
1.2 1.2.3

On pourrait arriver directement a I'équation (23) en observant que
la série S .

x a? a3

(6) I, -

el y - .
. 17 1.2 1.2.3 .

est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable , et
cherchant la fonction de @ qui représente la somme de cette méme
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séric. En effet, soit o(«) la somme de la série (6) qui a pour terme
général
xll
1.2.3...0

o(y) sera la somme de la série qui a pour terme général
‘},n -
1.2.3...n°

et (en vertu du théoreme VI, § 1II) le produit de ces deux sommes
sera la somme d’unc nouvelle série qui aura pour terme général

xh an—1 ' V4
1.2.3...n  1.2.3...(n—1) 1 3
-1 n n
e y eyt

L 1.2.3'...(n—1_)+1.2.3...n 1.2.3...n

Ce produit sera donc égal & ¢(x + y), et par suite, si l’on fait

: xr x®
p@) =1+ T+ Fia3toy

la fonction ¢ () vérifiera I'équation
o(z) 9 (y)=0¢(z+y) ' -

En résolvant cette équation, on en tirera

: I i 1 z
o(z)=[e(n]*= <r+ P P R R ) ;
¢’cst-a-dire
o(x) = e~
Corollaire II. — Si, aprés avoir retranché 'unité de chaque membre
de I’équation (20), on divise les deux membres par w, I'équation que
I'on obtiendra pourra s’écrire ainsi qu’il suit :

B e T+ Tl (1= )~

-

Ax=—1, z=41);
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et, si dans cette derniére on fait converger u vefs la limite zéro, on

trouvera, en passant aux limites,

. I+ z2)h—1 x? a2
imUEemr 2 e
‘J. 2

(26) ! 4

De plus, comme en désignant par | la caractéristique des logarithmes
népériens pris dans le systéme dont la base est e, on a évidemment
14 o = elti+a),

(14 z)b=etl+D =14

pla+a)  p? 1+ 2)] 4
I ’ 1.2

on en conclura

gl_—'t“‘?u)_u:‘l*:l(l—l—x)-i—%[](l‘*‘x)]a'*'”'

et, par suite,

. I+ ax)P—1
i L2 —1

(25) . 1 =1(1+ z).
Cela posé, la formule (24) deviendra
(26) 1(I+x):x——-‘%a+§j—— (x=—1, 2 =+41).

L’équation précédente subsiste tant que la valeur numérique de =
reste inférieure a U'unité; et, dans ce cas, la série
2t 3 x®
—_— —_— vee, = — veo N

(27) Z, 2 +5’ » =T
est convergente, aussi bien que la série (4), qui en différe seulement
par les signes des termes de rang impair. Les mémes séries devenant
divergentes, des qu’on suppose la valeur numérique de z supérieurc
a I'unité, équation (26) cesse d’avoir lieu dans cette hypothese.

+ Dans le cas particulier ou I'on prend « =1, la série (27) se réduit
a la série (3) du troisiéme paragraphe, laquelle est-convergente,
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comme on l'a fait voir. L’équation (26) doit donc alors subsister, en
sorte qu’on a

’ I 1 1
(28) . 1(2):1—;+§——Z+....
SiI’on prenait au contraire @ = — 1, la série (27) deviendrait diver-

gente et n’aurait plus de somme.

On peut remarquer encore que, si aprés avoir écrit — « au lien
de @ dans la formule (26), on change 4 la fois les signes des deux
membres, on obtiendra la suivante

I V x?  Z? _ _
(29) 1<l—;—;>:x+;+-3—+... (z=—1, 2=141).

Prosuiye II. — Développer la fonction
A=z,

dans laquelle A désigne un nombre quelconque, en série convergente

ordonnée suipant les puissances ascendantes et entieres de la variable x.

Solution. — Désignons toujours par la caractéristique 1 les loga-
rithmes népériens pris dans le systéme dont la base est e. On aura,
d’apres la définition méme des logarithmes,

A = '),

et 'on en conclura

(30) ' A% — erl(A},

Par suite, en ayant égard a ’équation (23), on trouvera

U2 (¢ SR A TC V) G L 1€ V)
1 1.2 1.2.3

(31)

(2 === 00, & ==+ ).

Cette derniére formule subsiste pour toutes les valeurs réelles pos-
sibles de la variable x. ‘ ‘

.

Prosrime IIl. — La caractéristique L désignant les logarithmes pris
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dans le systéme dont la base est A, developper, lorsque cela se peut, la
Jonction ’

L(1+ )
en serie convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et enticres
de la variable x. '

Solution. — Désignons toujours par 1 la caractéristique des loga-
rithmes népériens. On aura, en vertu des propriétés connues des

logarithmes,
L(t+2) 11+ 2)
LAY — 1Ay’

L+ 2)=

et par suite, en ayant égard & I'équation (26), on trouvera, pour
toutes les valeurs de @ comprises entre les limites — 1, +1,

(32) L(r+x):WIK—)<x-§+‘ﬁ——...) (x=—1,2=+1).

Cette derniére formule subsiste dans le cas méme ot 'on prend @ =1;
mais elle cesse A’avoir licu lorsqu’on suppose x = — 1 ou 2* > 1.
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3 A 1

CHAPITRE VIL.

DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DE LEURS MODULES.

) :
§ I. — Considérations génerales sur les expressions imaginaires.

En Analyse, on appelle expression symbolique; ou symbole toute com-
binaison de signes algébriques qui ne signific rien par elle-méme ou
a laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit natu-
rellement avoir. On nomme de méme éguations symboliques toutes
celles qui, prises a la lettre et interprétées d’apres les conventions
généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des-
quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant et altérant
selon des régles fixes, ou ces équations elles-mémes, ou les symboles
qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou équations symbo-
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’écrire sous
une forme abrégée des résultats assez compliqués en apparence. Cest
ce qu'on a déja vu dans le second paragraphe du troisieme Chapitre,
ou la formule (g) fournit une valeur symbolique tres sirmple de l'in-
connue x assujettie a vérifier les équations’(4). Parmi les expres-
sions ou équations symboliques dont la considération est de quelque
importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que I'on a
nommées wnaginaires. Nous allons montrer comment on peut.étre<
conduit & en faire usage.

On sait que les sinus et cosinus de I'arc @ + & sont donnés en fone-
tion des sinus et cosinus des arcs @ et b par les formules '

) cos(a+ b) = cosacosb —sinasin b,
I

sin (@ +- &) =sinacosb + sinb cosa.-
OEuyres de C. — S, 11, t. 1L 20
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort
simple de les retrouver a volonté. Il suffit, en effet, d’avoir égard & la
remarque suivante.

Supposons que I'on multiplic I'une par I'autre les deux expressions

symboliques
cosa +/—1sina,

cosb -+y—1sinb,

en opérant d’aprés les regles connues de la multiplication algébrique,.
comme si  — 1 était une quantité réelle dont le carré fut égal & — 1.
Le produit obtenu se composera de deux parties : I'une toute réelle,
Pautre ayant pour facteur y—1; et la partic réelle fournira la valeur
de cos(a+b), tandis que le coefficient’ y— 1 fournira celle de
sin(a + b). Pour constater cette remarque, on écrit la formule

() cos(a—+ b) +y—1sin(a -+ b)
2 ’ ~
: = (cosa'+V—1sina) (cosb -+ —1sind).

Les trois expressions que renferme I'équation précédente, savoir -

cosa +\/—1sina,
¢osb +-y/-~r1sinb,

cos(a + b)+\/—1sin(a + &),

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s'interpréter d’apres
les conventions généralement établics, et ne représententrien de réel.
On les a nommeées pour cette raison expressions imaginaires. L’équa-
tion (2) elle-méme, prise a la lettre, s¢ trouve inexacte et n’a pas de
sens: Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier lieu,_ déve-~
Topper son second membre par la multiplication algébrique, ce qui
réduit cette équation a ' )

(3) cos(a+b)+\/:Tsin(a+b.)

:cosacosb——sinasinb—i—\/—-l(sinacosb—}—sinbcosa).

Il faut, en second lieu, dans I'équation 3), égaler la partic réelle du
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premier membre & la partic réelle du second, puis le coefficient de
V=1 dans le premicr membre au coefficient de y/— 1 dans le second.
On est ainsi ramené aux équations (1) que I’on doit considérer comme
implicitement renfermées I'une et 'autre dans la formule (2).
En général, on appelle expression imaginaire toute expression sym-
bolique de la forme
a+8y—1,

a, 6 désignant deux quantités réelles; et Pon dit que deux expres-

sions imaginaires ' ' ‘
a+8y=1, y+dy—1

sont égales entre elles, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre : 1° entre

les parties réelles « et §; 2° entre les coefficients de /— 1, savoir €

et 6. L'égalité de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle

de deux quantités réelles, par le signe' =, et il en résulte ce qu’on

appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire

n’est que la représentation symbolique de deux équations entre quan-

tités réelles. Par exemple, l’équatﬂion:symholiql,le '

v

a+8\/::y+8\/—_f

équivaut seule aux deux équations réelles

Lorsque, dans I'expression imaginaire
oo +8y—1,

le coefficient € de y/— 1 s’évanouit, le terme 6\/—_1 est censé réduit i

zéro, ct Pexpression elle-méme a la quantité réelle «. En vertu de

cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme
" cas particuliers, les quantités réelles. ' '

Les expressions imaginaires peuvent étre soumises, aussi bien que

les quantités réelles, aux diverses opérations de I'Algébre. Si 'on

effectue en particulier 'addition, la soustraction ou la multiplication
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d’apres
les régles établies pour les quantités réelles, on obtiendra pour
résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle
la somme, la différence ou le produit des expressions données; et 'on
se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, cette
différence ou ce produit. Par exemple, si I'on donne seulement deux
.expressions imaginaires

a+8y—1, y+dy—i,

-on trouvera :
%) (a+8Y=1)+(y+dV=1) =a-+y+(8 48y,
8)  (a+8y=1)—(y+ V=) =a—y-+ (8 =8)y=,
(6) (a+8y—=1) < (y+8V—=1) =ay — 63 + (x5 + 8y) y—1.

L4

1l est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expres-
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs bindmes réels,
restera le méme, dans quelque ordre qu’on multiplie ses différents
facteurs.

Diviser une premiére expression imaginaire par une seconde, c¢’est
trouver une troisibme expression imaginaire qui, multipliée par la
seconde, reproduise la premiere. Le résultat de cctte opération est le
quotient des deux expressions données. On se sert pour P'indiquer du
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple,

a+8y—1
y+dy—1

représente le quotient des deux expressions imaginaires
a+8y—1, y-+dy—L .

. Elever une expression imaginaire 4 la puissance du degré m (m dé- _
signant un nombre entier), c¢’est former le produit de m facteurs

' égaux A cette expression. On indique la puissance m¢™ de « + 6 —1
par la notation A -

(a+BV=1)" '
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Extraire la racine niéme de 1’expression imaginaire o + 6yJ—1, ou,
en d’autres termes, élever cette expression i la puissance du degré
;l (n désignant un nombre entier quelconque), ¢’est former une nou-
velle expression imaginaire dont la puissance ni®"¢ reproduise
o+ 6y —1. Ce probléme admettant plusieurs solutions (voir le §1V),
il en résulte que l'expression imaginaire o -6y —1 a plusieurs
racines du degré n. Lorsque nous voudrons désigner indistinctement
Pune quelconque d’entre elles, nous emploierons la notation

n -_—
W+ 6 V=1
ou la suivante ‘

((a - 8y=)"

Dans le cas particulier oll 6 s’évanouit, « -+ €y —1 se réduit a une
quantité réelle a, et parmi les valeurs de I'expression

1
W = (o)
il peut s’en trouver une ou deux de réelles, comme on le verra ci-
apres. ,
Outre les puissances entiéres et les racines correspondantes des
expressions imaginaires, on a souvent & considérer ce qu’on appelle
leurs puissances fractionnaires ou négatives. On doit faire a ce sujet
les remarques suivantes. . ‘
Pour élever 'expression imaginaire « + 6/ —1 & la puissance frac-
tionnaire du degré":—:, il faut, en supposant lafraction %1 réduite  sa

plus simple expression : 1° extraire la racine n'm° de I'expression
donnée; 2° élever cette racine i la puissance entiére du degré m. Le
probleme pouvant étre résolu de plusieurs manidres (voir ci-aprés le
§ IV), nous désignerons indistinctement P'une quelconque des puis-

, m .
sances du degré —- par la notation

(2 + 8V
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Dans le cas particulier ot 6 se réduit & zéro, une ou deux de ces puis-
sances peuvent devenir réelles. ,
Elever P'expression imaginaire « + 6y —1 & la puissance négative

. 1 m . ., .
du degré — m, ou — = 0U — - c’est diviser unité par la puissance

. I m o P \
du degré m, ou -> ou — de la méme expression. Le probleme admet-
tant une solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu-

tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degré
— m par la notation simple

(a-+8y=1)"",

tandis que les deux notations

((a+6\/‘~7))—’1',
(CERN=r) S

représentent, la premiere, une quelconque des puissances du degré

T . . , n
— —s el la seconde unc quelconque des puissances du degré — —-
n Hn

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguces 'une a
Pautre, lorsque ces deux expressions ne different entre elles que par
le signe du coefficient de y—1. Lasomme de deux semblables expres-
sions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En effet les deux
expressions imaginaires conjuguées

o+ 8V1, a—8y

donnent pour somme 2« et pour produit o+ 62, La derniére partic
de cctte observation conduit a.un théoréme relatlf aux nombres et

dont voici 'énoncé : = . - ' R .
» N . - .
Tugoreme I — Si Uon multiplie U'un par Uautre deux nombres entiers

dont chacun soit la somme. de deux carres le produzt sera encore une

somme de deux carres. '
Démonstration. — Soient

w4 6% o't g2
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les deux nombres entiers dont il s’agit, a2, 6%, «’%, 6 désignant des
carrés parfaits. On aura évidemment les deux équations

(a-+8y=1) (¢ +8V—1) =o' — 88+ (a8'+ «'6)\/ =T,
(oz——G\/—l)(a —6’\/—1)—oux —p'°’—(oc6’—+—oe B)V—r,
et, en multipliant celles-ci membre 3 membre, on obtiendra la sui-
vante ' '
(7) (o*+ 6) (a*+ 87) = (aa’ — 86')* + (a6’ + a'6)".
Si I'on échange entre elles dans cette derniere les lettres o et &, on
trouvera : -
(8) (02 + 62) (' 4 6/2) = (a8’ — o' 6)2 + (@’ -+ 66/ )2
Ilya doncen général deux maniéres de décomposer en deux carrés
le produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux
carrés. Ainsi, par exemple, on tire des équations (7) et (8)
' .
(2241) (324 2%) = - =174 8,

On voit par ces considérations que I’emploi des expressions imagi-
naires peut étre d'une grande utilité, non seulement dans I'Algebre
ordinaire, mais encore dans la Théorie des nombres.

Quelquefois on représente une expression imaginaire par unc seule
lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources de ’Analyse, et
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre.

§ II. — Sur les modules des expressions imaginaires
et sur les expressions réduites.

Une propriété remarquable de toute expression imaginaire
a+8y—r1,
c’est de pouvoir se mettre sous la forme

p(cosd + y—1sin6),
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p désignant une quantité positive et O un arc réel. En effet, si 'on
pose ’équation symbolique

(1) a+8y—1=p(cosh+y=1sinb)

ou, ce qui revient au méme, les deux équations réelles

o =pcosf
(2) P
= psing,
on en tirera
o+ 8 =p*(cos?f + sin®b) = p?,

(3) ‘ p =Vl + €
et, aprés avoir ainsi déterminé la valeur du nombre p, il ne restera,

pour vérifier completement les équations (2), qu’a trouver un arc 0
dont le cosinus et le sinus soient respectivement

cosf= —2__,
. . Vot + 62
(4) ’ 8
sinf = ———.
Voari6

’

Ce dernier probleme est toujouré soluble, attendu que chacune des

quantités a une valeur numérique inférieure a I'u-

Vai+ & Jait &
nité, et que la somme de leurs carrés est égale a 1. De plus, il admet
une infinité de solutions différentes, puisque, aprés avoir calculé une
valeur convenable de ’arc 0, on pourra, sans changer ni le sinus ni le
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d'un nombre quelconque de
circonférences. . :

Lorsque I'expression imaginaire « -+ 6y/— 1 se trouve ramenée & la

forme .
p(cosf+y/—T1sind),

la quantité positive p est ce quon appelle le module de cette expres-
sion imaginaire; etce qui reste apres la suppression du module, c’est-
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a-dire lo facteur
cosf 4+ —T1siné,

est ce que nous nommerons Vexpression réduite. Comme des quantités
a et &6 supposées connues on ne déduit pour le module p qu’une valeur
unique déterminée par I'équation (3), il en résulte que le module
reste le méme pour deux expressions imaginaires égales. On peut
donc énoncer le théoreme suivant :

TnioriMe I. — L’égalité de deux expressions imaginaires entraine tou-
Jours Uégalité des modules et, par conséquent, celle des expressions re-

duzites,

Si I'on compare entre elles deux expressions imaginaires conju-
guées, on trouvera encore que leurs modules sont égaux. Le. carré du
module commun & ces deux expressions ne sera autre chose que leur
produit. ‘ ‘ .

‘TLorsque dans Lexpression imaginaire o + 6/ —1 le second terme 6
s’évanouit, cette expression se réduit & une quantité réelle . Dans la
méme hypothese, on tire des équations (3) et (4): 1° quand « est

positif, B
p:\/otz,
cosf—=i1, sinf —=o
et, par suite,
=zakm,

k désignant un nombre entier quelconque; 2° quand « est négatif,

et, par suite,

Ainsi le module d’une quantité réelle o n’est autre chose que sa valeur
numérique ya?, et I'expression réduite qui correspond 2 une sem-
blable quantité est toujours -+ 1 ou -- 1, savoir

+1=cos(k 2kx) +— 1 sin(x 2km),
OFuvres de €. — S. 11, t. LIL - ol
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lorsqu’il s’agit d’'une quantité positive, et

1
—1=cos(2k+1m)+V—tsin(£2k+1in),
lorsqu’il s’agit d'une quantité négative.

Toute expression imaginaire qui a zéro pour module se réduit clle-
méme A zéro, puisque ses deux termes s’évanouissent. Réciproque-
ment, comme le cosinus et le sinus d’'un arc ne deviennent jamais
nuls en méme temps, il en résulte qu’une expression imaginaire ne
peut se réduire d zéro qu’autant que son module s’évanouit.

Toute expression imaginaire qui a Punité pour module est néces-
sairement une expression réduite. Ainsi, par exemple,

cosa +\/—1sina, cosa —-{/—1sina,

—cosa —{/ —1sina, -—cosa+\/—isina
1

sont quatre expressions réduites conjuguées deux & deux. Effectiye-
ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule

cos @ +\/—1sinb,

il suffira de poser successivement .

==t 2km +a, f=+x2kn—a,
6

==X (2k+1)T+a, =*(2k+1)T—a,

k désignant un nombre entier quelconque.

Les calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant étre sim-
plifiés par la considération des expressions réduites,” il importe de
faire connaitre les principales propriétés de ces dernjores. Ces pro-
priétés sont comprises dans le§ théoréme's que je vais énoncer.

Tutorime II. — Pour multiplier l'une par Uautre deux expressions

réduites

.

cosf +y—1sinf, cost'+y—r1sind,

il suffit d’ajouter les arcs 0 et 0 qui leur correspondent.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VIL 163

Démonstration. — On a, cn effet,

(cosf+y—1sin6) (cos' + /=1 sind')

(3) —
=cos(0+90)+y—1 sin (6 + 6').

Corollaire. — Si dans la formule précédente on fait 6 = — 6, on
trouvera, comme on devait s’y attendre, '

(6) (cosd +y—1sin8) (cosd — /=1 sinh) =1.

Tuiorime 1. — Pour multiplier les unes par les autres plusicurs

expressions réduites
cosf +\/—1sinf, cosb' +\y—1sinf, cosd +\/ —1sind’, ...,
i suffit d’ajouter les ares 0, 0, 0", ... qui leur correspondent.

Démonstration. — En effet, on aura successivement

' (cosr’7—|—\/—1 sin@)(cos@’—!—\/:——{ sin@’)
=cos(6+0') +y—1sin(6 + 6,
(cosd+y—1sind) (cost' -+y~sing) (cosd"+y—sin6")
=[cos(6+6 +y—1sin(6+6)](cosd" +y—1sin8")
= cos(0 + 8+ 0") =+ /—1sin(0 + 6"+ 6"),

et, en continuant de méme, on trouvera généralement, quel que soit
le nombre des ares 0, 0/, 67, ...,

(cos8 +/—1sin8) (cost +y—=1sind') (cosd’+y—1sind"). ..

(7) — .
=cos(0+ 0 +0"+...) +y—r1sin(f+ 0+ 0"+...).

Corollaire. — Si I'on développe par la multiplication immédiate le
premier membre de I'équation (7), le développement se composera de
deux parties, I'une toute réelle, I'autre ayant pour facteur /— 1. Cela
posé, la partie réelle fournira la valeur de

-

cos(8 4 6+ 4. ..,
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.

ct le coeflicient de \'— 1 dans la seconde partie la valeur de
| sin (6 + 0"+ 6'+...).
Supposons, par exemple, que I'on considére seulement trois arcs 0,
0", 0. L’équation (7) deviendra .
(cost+y—1 sind) (cosd +/—1sing') (cosd” + /=1 sind")
=co8(0 + 0+ ") +\/—1sin(0 -+ 6+ 6",

et, aprés avoir développé le premier membre de cette derniere par la
multiplication algébrique, on en conclura

cos(f+ 0'+ 6") = cosfcost cosf” — cosfsinf’ sin 6"
—sin 0 cosf' sin 8" — sin 6 sin 6’ cos§”,

sin (04 60'+6")= sin§cosb cosd" - cosfsinb cosb”
+ cosf cosf' sin 6"+ sin 0 sin6’ sin 6",

TutoriMe 1V, — Pour diviser I expression réduite

cosf+\/—1sind

par la suivante
~cos@ 4/ —rsind’,

i suffit de retrancher 'arc (', qui correspond a la seconde, de I’arc O cor-
respondant a la premicre.

Démonstration. — Soit x le quotient cherché, en sorte qu’on ait

__cosf+\/ "1sind
c0s 9 4+ \/— 1sin6’

Ce quotient devra étre une nouvelle expression imaginaire tellement
choisie, que, en la multipliant par cos6’+ y— 1sin0’, on reproduise
cos0 + y— rsin0. En d’autres termes, x devra satisfaire a I'équation

»

(cosf -+ /= 1sind" )& = cosf +\/— 1 sind.

Pour tirer de cette équation la valeur de @, il suffira de multiplier les
deux membres par '

i3

cosd —/— 1sind’,
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On réduira de cette maniére le coefficient de = & 'unité (voir le théo-
reme 11, corollaire 1), et 'on trouvera

= (cosf+y—1sind)(coss' —y—1sin6)
= (cosf-+y—1sin8) [cos(— 8') +y—1 sin(— 6]
=cos(0— 0') +y/—15sin(6 —6).
On aura donc en définitive

cosf -+\/—1sind —_—
8 — =cos(8 — &)+ —1sin(8—6).
®) cost + y/— 1 sind’ ( v 3

Corollaire. — Si dans V'équation (8) on fait § = o, elle donnera

1

— " = co0sf —/—1sind'.
cos 6+ /— 1 sin6’ v

(9)

~ Tutontme V. — Pour élever I’expression imaginaire
c0sf +/—1sin6

a la puissance du degré m (m’ désignant un nombre entier quelcongue),

il suffit de multiplier dans cette expression Uare 9 par le nombre m.

r . ' \ ’ .
Démonstration. — En effet, les ares 0, 0, 07, ... pouvant étre quel-
conques dans la formule (7), si on les suppose tous égaux i I'arc 6 et
cn nombre m, on trouvera

(10) (cos +y—15sind)" = cosmb +y— 1 sinm?.

Corollaire. — Si dans 'équation (10) on fait successivement )=z,
) = — 5, on obtiendra les deux suivantes :
( (coszs +y—1sinz)"=cosmsz + —1sinmsz,

(11)

(coss —y—1sinz)" =cosmsz —/--1sinms.

L4

Le premicr membre de chacune de ces dernieres, étant toujours un
produit de 7 facteurs égaux, pourra étre développé par la multiplica-
tion immédiate de ces facteurs ou, ce qui revient au méme, par la
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formule de Newton. Si, apres avoir effectué le développement dont il
s’agit, on égale de part et ’autre dans chaque équation : 1° les parties
réelles; 2° les coefficients de y— 1, on en conclura

/ m(n —1)

COSm 3 = cos" s — €0s™ 2z sin*s
1.2

m(m—1)(m—2)(m—23)
+ 1.2.3.4 :

cos™*zsints —...,

. m A
Sinms — —cos " zs8Ins
L

_m(m—u)(m—2)

53 cos™3zs8inds +....

On trouvera, par exemple, en supposant m = 2,

c0s25 = c0s*3 — sin?s,

sin2s = 2sinz coss;
en supposant m = 3,

c0s3 s =cos*z — 3 cosz sin?z,

sin 35 = 3 cos?s sins — sin®z,

Tutoreme VI. — Pour élever Iexpression imaginaire

cosf +/—1sinb

-

& la puissance du degré —m (m désignant un nombre entier quel-
conque), i suffit de multiplier dans cette expression Uarc O par le

degré — m. . -

Démonstration. — En effet, d’apres la définition que nous avons
donnée des puissances négatives (voir le § I), on aura

.

c0sf +\/—15sinf) "= LI - = ‘_} .
( \/ <0059+\/—1 Slnf))m cosm9+\/—~1sinm€

Par suite, en ayant égard & la formule (g), on trouvera

(13) . (cosb 4+ /= 15sind) ™" = cosmb - /7 sinm ¥
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ou, ce qui revient au méme,
(14) (cos+y—=15in0)™" = cos(— m0) -+ \/— 1 sin(— mb).

Apres avoir établi, comme nous venons de le faire, les principales
propriétés des expressions réduites, il devient facile de multiplier ou
de diviser 1'une par l'autre deux ou plusieurs expressions imagi-
naires, quels que soient leurs modules, aussi bien que d’élever une
expression imaginaire quelconque & la puissance du degré m ou — m
(m désignant un nombre entier). On peut, en effet, exécuter simple-
ment ces diverses opérations i 'aide des théorémes suivants :

Tueorime VII. — Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs

expressions imaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions
réduites qui leur correspondent par le produit des modules.

Démonstration. — Le théoreme €noncé se déduit immédiatement
de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs réels ou imagi-
naires reste le méme dans quelque ordre qu’on les multiplie. Soient
effectivement

p(cosf+y/—r1sind), p'(cost'+\/—1sind'), p’(cosd"+y—1sing"),

plusicurs expressions imaginaires, dont p, ¢', ¢”, ... désignent les
modules. Lorsqu’on voudra muitiplier entre elles ces expressions
dont chacune est le produit d’'un module par une expression réduite,
on pourra, en vertu du principe qu'on vient de rappeler, former,
d’une part, le produit de tous les modules, de I'autre, cclui de toutes
les expressions réduites, puis multiplier ces deux derniers produits
P'un par l'autre. On trouvera de cette manitre pour résultat définitif

(15)  pp'p"...[e0s(8 0"+ 0"+ ) +-y—1sin(6 + 0+ 6"+.. )]

Corollaire I. — Le produit de plusieurs.expressions imaginaires est
une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des
modules de toutes les autres. .

Corollaire II. — Comme une expression imaginaire ne s’évanouit
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jamais qu’avec son module, et que, pour faire évanouir le produit de
plusieurs modules, il faut nécessairement supposer 'un d’eux réduit
a zéro, il est clair qu’on peut tirer du théoréme VII la conclusion sui-
vante :

Le produit de deux ou de plusicurs expressions imaginaires ne peut

s'évanowr qu'autant que U'une d’elles se rédwit a zero.

Tutorime VIII. — Pour obtenir le quotient de deux expressions imagi-
naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions réduites qui leur
correspondent par le quotient des modules.

Démonstration. — Supposons qu’il s’agisse de diviser I'expression
imaginaire '
p(cos6 +y—1sinb),

dont le module est p, par la suivante
p'(cost + y—1sind"),

dont le module est p'. Si I'on désigne par = le quotient demandé,
x devra étre une nouvelle expression imaginaire propre i vérifier
I'équation ' . B

o' (cosf' +y—15in8 )z = p(cosd +y—1sind).

Pour tirer de cette équation la valeur de @, on multipliera les deux
membres par le produit des deux facteurs

A

I —_—
=k cosd —\/—1sinf,

e L. . T
et I'on trouvera de celtc maniére, en écrivant 5 au licu de p?_,

»
-

z = 5[005(6 — 0y +y/=1sin(d—06").

On aura donc en derniére analyse

"

(o) pleost+Vo—isif) :g—,[cos(e—é')+<'\/Z‘Ism(9'—e')];

p'(cosb' +y=1sing)
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et, puisque, en vertu du théoréme IV, ’
cos(f— 8" +\/°-j sin(6— ¢)
est précisément le quotient des deux expressions réduites
cosf+\/—1sind, cos6 -+ —1sin®,

il est clair que, aprés avoir établi la formule (16), nous devons consi-
dérer le théoréme VIII comme démontré.

Corollaire. — Si dans I'équation (16) on fait 0 = o, clle donnera

I 1
7 s == §'—/—1sinf’),
(7) p'(cost' + y=1sinf") P,(cos sind),

Trtorime IX. — Pour obtenir la m*™ puissance d’une expression ima-
ginaire (m désignant un nombre entier quelconque), il suffit de muli-
plier la m* puissance de Iexpression réduite correspondante par la
mi®m puissance du module.

Démonstration. — En effet, si dans le théoréme VII on suppose les
expressions imaginaires
p (cosh +y—r1sind ),
p'(cosd'+y/=1sin6"),
p’(cos6"+y—1sin¢"),

......................

toutes égales entre elles et en nombre m, leur produit sera équivalent
a la puissance rmi¢me de la premiére, c’est-d-dire 2

[p(cos8 +y=1sin6)]™;
et, comme dans cette hypothese 'expression (15) deviendra

p’"(cosm@ +\—=1sinmd),

on aura définitivement

-

(18) [p(cos@ +\V—1 sine)]"‘: p’”(cosme +V=1sinm 95‘
OEuvres de C. — S. 11, t. 1Il. 29
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L’expression réduite
cosm 0+ y—r1sinmf

étant égale (en vertu du théoréme V) a
(cosf +y/—15sinb)",

il en résulte que, aprés avoir établi la formule (18), on doit considérer
le théoreme IX comme démontré. '

TutoriME X. — Pour élever une expression imaginaire a la puissance
du degré — m (m désignant un nombre entier), il suffit de former les
putssances semblables du module et de I’expression réduite, puis de mul-

tiplier ces deux dernieres I une par ['autre.

Démonstration. — Supposons qu’il s’agisse d’élever i la puissance

du degré — m I'expression imaginaire
p(cosf+y—1sinb),"

dont le module est p. On aura, en vertu de la définition des puissances
négatives,

[0 (cos+y=Tsing)} "=

[p(cosb.+y—15ing)|"

1

= p""(COS ,n@—}- \/: sin m 9) )

Par suite, en ayant égard & la formule (17), on trouvera

[p(cosd+y—Tsin 9)]‘"’":_; b% (cosmB — =71 sinm0)

»

ou, ce qui revient au méme,

>

(19) [p(cos o] + \/—_I sin 9)]_'n—_; P""‘(COSUIG —y—1 sinm 9).

Cette derniére formule réunie a I'équation (13) fournit la démonstra-
tion complete du théoréme X.
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§ III. — Sur les racines réelles ou imaginaires des deux quantites + 1,
— 1, et sur leurs puissances fractionnaires.

Supposons que I'on désignepar m et » deux nombres entiers pre-
miers entre eux. Si I'on fait usage des notations adoptées dans le § I,
les racines: nitnes de I'unité, ou, ce qui revient au méme, ses puis-

sances du degré ,—Il seront les diverses valeurs de I’expression

i
Vi= 0y
et, de méme, les puissances fractionnaires de I'unité, positives ou né-

. , m m .
gatives, du degré S, ou — — seront les diverses valeurs de

m

(@)F ou ()

4

On en conclura que, pour déterminer ces racines et ces puissances, il
suffit de résoudre, I'un apres I'autre, les trois problemes suivants.

ProsLiMe I. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de

Uexpression
1
((x)".

Solution. — Soit z 'une de ces valeurs; et, afin de la présenter sous
la forme générale qui comprend i la fois toutes les quantités réelles et
toutes les expressions imaginaires, supposons

2 =r(cost + /= 1sint),

r désignant une quantité positive, et z un arc réel. On aura, d’apres la

1
définition méme de ’expression ((1))",
(n) ‘ xt—1
ou, ce qui revient au méme, -

re(cosnt + /=1 sinnt) =1.
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On tirera de cette derniére équation (i I'aide du théoréme I, § II)
ret— r; .

cosnt +\/—1sinnt =1,
et, par suite,
r=i,

cosnt—=r1, sinnt =o, nt==*x2km,

£ représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et ¢ étant
ainsi déterminées, les diverses valeurs propres & vérifier 'équation (1)
seront évidemment comprises dans la formule

2km — . 2kT
(2) = c0s —— = \/—1 sin —.
no. n

1
En d’autres termes, les diverses valeurs de ((1))" seront données par
I'équation
S

i 2kn akm
(3) (1) = cos —— == —1sin ——-

Soit maintenant % te nombre entier le plus rapproché du rapport K,
n

<o . k . o X
La différence entre les deux nombres £, - sera tout au plus égale & -,

en sorte qu’on aura

ﬁ:hi -Iila
n n

K oy, sy Y o 1 .
— désignant une fraction égale ou inféri a -, et, par suite, £ un
- désignant une fraction égale férieure & - et, par suite, £ u

. . po , .
nombre entier inférieur ou tout au plus égal a 5+ On en conclura

2kn okl
—a2hn*
n n

b

2k'm — . 2k'm
*\/—1sin —

n

~okm — . 2kT
cos — i\/—-xsmT—_—_cos

»

ST
Par conséquent, toutes les valeurs de ((1))" seront comprises dans la

formule _
ak'm — . 2k’ 7
cos — t\/——xsm—TE,
i
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. ' ’ o s n . s .
si 'on y suppose # renfermé entre les limites o, —, ou, ce qui revient

au méme, dans la formule (3), sil’on y suppose 4 renfermé entre les

mémes limites.

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le
. . ) . B . n
nombre entier £ peut recevoir, sans sortir des limites o, ~ sont res-

pectivement

0, X, 2y ...y )

Pour chacune de ces valeurs de %, la formule (3) fournit en général
' 1

deux valeurs imaginaires conjuguées de I'expression ((1))*, c’est-
a-dire deux racines imaginaires de I'unité conjuguées et du degré n.
Seulement, on trouve, pour £= o, une racine réelle +1, ct, pour
k= g, une autre racine réelle — 1. En résumé, lorsque ~ est pair,
I'expression

©%

admet deux valeurs réelles, savoir

+

“+1, —I,

avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguées deux a deux, savoir

27 —_— 2T ' 2T — . 2T
€08 — —+\/—1sin —, cos — —y/—1sin =,
n n . n n
4 T — . 4
cos *— + /=1 sin 1=, COSé———\/-—ISH}—-a
(4) n
......................... , e
n—2)m n—2a)m n—2)mw . n—2)m
cos n) +\/—1sm( ) cos n) v 7 sin )

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal a .

Supposons, par exemple, n = 2. On trouvera qu'il existe deux va-
leurs de I’expression

Lo
(1)),
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ou, ce qui revient au méme, deux valeurs de  propres & vérifier I'é-
quation

=1,
et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont respectivement

“+1, —I.

Supposons encore 2 = 4. On trouvera qu'il existe quatre valeurs de
'expression
1
(1)
ou, ce qui revient au méme, quatre valeurs de a propres & vérifier
I’équation

xt =1,

0

Parmi ces quatre valeurs, deux sont réclles, savoir
+1, ~— I,
Les deux autres sont imaginaires et respectivement égales, la pre-
miére a
e
. cosg-i.—\/—[sma =-y—1,

la seconde &

m — .
cos'= —y/—1s8in— = —\/—1.
2 2

Corollaire II. — Lorsque »n est impair, les diverses valeurs que le
. . . . 2
nombre enticr £ peut recevoir, sans sortir des limites o, ;,'sont res-

pectivement

Pour chacune de ces valeurs de %, la formule (3) fournit en général

1
deux valeurs imaginaires conjuguées de l'expression ((1))", c’est-
a-dire deux racines imaginaires conjuguées et du degré n. Seulement,
on trouve, pour £ = o0, une racine unique et réelle, savoir -+ 1. En

résumé, lorsque » est impair, I’expression

L
()"
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admet, avec la seule valeur réelle

-+ 1,

n — 1 valeurs imaginaires conjuguées deux a deux, savoir

27 — . 2T 2T —_ . 2T
€08 — -+ \/—1 sin —, €08 — —/—1 sin =—,
n n n n
. T T -
cos['———i— —-1sm[L—, 0084———- — 1sin
(8) n
.............. e e,
n—i)n h )T n—I1)m 1
cos n) -+ [ sin' ) cos ¢ n) ——\/——lSlll( ,L)ﬂ-

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal a 7.
Supposons, par exemple, = 3. On trouvera qu’il existe trois va-
leurs de I’expression '

(D),

. , -
ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de @ propres a vérifier I’é-
quation

zd=1,

et que ces valeurs, dont une est réelle, sont respectivement
-+ 1,

cos 2T 4/ Tsin 22 cos2F —\/—1sin 2

3 3’ 3 3

De plus, le coté de I'hexagone étant, comme on sait, égal au rayon, et
’ A gL 2

le supplément de ’arc sous-tendu par ce coté ayant pour mesure —g—n,

on obtiendra facilement les équations  *

cos o = — = sin 2% — 3
EREY N
i 1
en vertu desquelles les valeurs imaginaires de I'expression ((1)) se

réduisent 2 .

g
- .

—rIVen -

© | B

-
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Corollaire I1l. — n désignant un nombre entier quelconque, le
nombre des valeurs, soit réelles, soit imaginaires, de I'expression

1
((1))", ou, ce qui revient au méme, le nombre des valeurs de z pro-
pres & vérifier I’équation @ =1 restera toujours égal a x.

PropLiME 1. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de
Uexpression

m

().
Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux,

on aura, d’apres la définition méme de I'expression ((r))’"ﬁ,
m _1_ m
()= [((r))”] ;

1
puis, en remettant pour ((1))" sa valeur générale tirée de I'équa-
tion (3), on trouvera

= 2km  —— . 2kn”

=|cos—— £ y—1sin—
((1)) [co n V—18in—
et, par suite,

m.2kxw

(6) (1)) = cos 4+ sin

m.2kn
n
m

Pour déduire de cette derniére formule toutes les valeurs de ((1))",
il ne reste qu’a donner successivement i £ toutes les valeurs entiéres

. n . ’
comprises entre o et ~- Soient #, £ deux de ces valeurs supposées

inégales. Je dis que les cosinus

m.2k'n m.ok"n -
0§s ————3 €08 ——
n n

seront nécessairement différents I'un de Pautre. En effet, ces cosinus
ne pourraient devenir égaux que dans le cas ot les arcs qui leur cor-
respondent seraient liés entre eux par une équation de la forme

m.2k'n m.2k"n T
— —=kehr -,

n n
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h désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation

] :|:. Ii "
h:m( k k")

n

1l faudrait donc, puisque m est premier & n, que == £' == £” fut divisible
par n, ce qu'on ne saurait admettre, attendu que, les nombres &, #”
étant inégaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser iz, leur somme
ou leur différence est nécessairement inférieure & n. Ainsi, deux va-

.

leurs différentes de £ comprises entre les limites o ot 27 fournissent

deux valeurs différentes de .
i m.2kw

n

cos

On conclut aisément de cette remarque, que les valeurs réelles ou

m

imaginaires de I'expression ((1))* données par I'équation (6) sont en
.

méme nombre que les valeurs réelles ou imaginaires de ((1)) déter-
minées par I'équation (3). De plus, comme on a évidemment

m.2km — . m.2km\" . —_—
(cos P i‘\/—lSln-—n—-—-) —=cos(m.2km) £\ —1sin(m.2krn) =1,

"

il en résulte que toute valeur de ((1))" est une expression réelle ou

imaginaire dont la puissance n équivaut 4 'unité, par conséquent une

1
valeur de ((1))". Ces observations conduisent & la formule

m 1

(7) ' () = ()",

dans laquelle l¢ signe = indique seulement que P'une des valeurs du
premier membre est toujours égale 4 I'une des valeurs du second.

Prosuime I11. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de
[’expression

() .

Solution. — On aura, d’aprés la définition des puissances négatives, -

“3>

1

: () "= —>
()"

OFuvresde C.— S. 11, t. 111 23
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m

puis, en remettant pour ((1))* sa valeur générale tirée de I'équa-
.\ , . » o
tion (6), et ayant égard & la formule (9) du paragraphe précédent,

m.2km

(8) )y "= cosﬁz—'—ikl;:\/——_- sin

11 suit de cette derniére équation que les diverses valeurs de (1)) "
sont les mémes que celles de ((1))1_?, ct par conséquent égales a celles
de ((1)):‘ On a done

(9) ()

le signe = devant étre interprété comme dans Péquation (7).

n
n

= (1))

Corollaire. — Si on fait m =1, la formule (9) donnera

1

(10) . ()= ()

Supposons maintenant que I'on cherche les racines et puissances
fractionnaires, non plus de I'unité, mais de la quantité — 1. Les ra-
cines nitmes de cette quantité, ou, ce qui revient au méme, scs puis-

, 1 . .
sances du degré —, seront les diverses valeurs de 'expression

1
V=1=(=05
et de méme, les puissances fractionnaires de — 1, positives ou néga-

N , m m s
tives, du degré — ou — - seront les diverses valeurs de

. L m
(—1)* ou ((—1) "*-.
En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances, il
suffira de résoudre I'un aprés autre les trois nouveaux problemes
que je vais énoncer. .
Prosuime IV, — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de

lexpression : ,
1

((— )"
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Solution. — Soit o
z =r(cost 4+ /1 sin¢)

I'une de ces valeurs, r désignant une quantité positive, etz un arc réel.
' 1

On aura, d’aprés la définition méme de I'expression ((— 1)),

(r1) t=-—1

ou, ce qui revient au méme,

r"(cosnt_—!— Jy—1sinnt) =—1.

On tirera de cette dernitre équation (a I'aide du théoréme I, §11),

rt=—r,
cos:zt+\/:s}n;zt:—r,
et, par suite,
_ r=i,
cosnt——1, sinnt=o,” nt==x(2k++1)m,
l:_'__(zk—kl)rr’

n

% représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et ¢ étant
ainsi déterminées, les diverses valeurs de @ propres & vérifier 'équa-
tion (11) se trouveront évidemment comprises dans la formule

2k +1)T . (2k+D)7n
(12) x::cos(—-——n——)—t\/—lsm(T)-

1
En d’autres termes, les diverses valeurs de ((— 1))” seront données

par équation

1 —_—
L +1)7 . k+1n)mw
(13) L (=) = COSM,T_I)_ +\/—1sin 2 P L
Soit maintenant 2 le nombre en'tier le P]uS I'3131’1'("3}1"3 du rapport:
o ok 4+ .
2’;‘“. La différence entre les deux nombres 4, 2 p ! sera évidem-

ment une fraction de numérateur impair, inférieure ou tout au plus

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



180 COURS D’ANALYSE.
égale & 3 on sorte qu’on aura

a2k 41 okl 41
= 3

an 20

2&'+1 désignant un nombre impair égal ou inférieur & ~. On en con- -

clura
ak 41 okl 41
u:ﬂmi (___.‘L)_’E,
n n
2k41)n — . (2k+0O7n akl41 . (k41T
cos—————( :_) t\/—lsm————( 1_ ) _—.cos—————( :' )ﬂi\/—ISlll(——' :_———-) .

1
Par conséquent toutes les valeurs de ((— 1))* seront comprises dans

v

la formule

L

(k' +=Dm
=+ ——1sm(—b&u—)—~,

S(zk’+1)1r
n

si 'on y suppose 24"+ 1 renfermé entre les limites o, n, ou, ce qui
revient au méme, dans la formule (23), si 'on y suppose 24 -+ 1 ren-
fermé entre les mémes limites.

. 13 ! .
Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 24 + 1
peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sont respectivement

———am

1, 3, 3, ..., n—1.

Pour chacune de ces valeurs d¢ 24 + 1, la formule (13) fournit tou-

1
jours deux valeurs imaginaires conjuguées de I'expression ((—1))".
Par suite, cctte expression, dans le cas que nous considérons ici,
n’admet point de valeurs réelles, mais seulement n valeurs imagi-
naires conjuguées deux i deux, savoir :

[ cosT +y—1sinl cos T 1sinz
n. ! %’ n n’.
3In — . 37 - In — . 3m
. Teos— +y—1sin—, - cos— —y—r1sin=—,
([4){ n n n n
.................... , N
n—i — —1 —1)T . (—1)T
cos( )n—l—\/—- sin )7 (n—1) i xsm( )
. n n n
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Supposom, par exemple, =12, On trouvera qu ‘il existe deux

valeurs de Pexpression ((— l)) , ou, ce qul revient au méme, deux
valeurs de @ propres a vérifier I'équation

2 —
I &Xét—=—1,

ct que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sont respectivement
T — . T —
cos - 4= sin - =+y=7,
T — . T
cos - — =1 sin > =—V—1.

Supposons encore n = 4. On verra qu’il existe quatre valeurs de

I'expression ((— 1))" ou, en d’autres termes, quatre valeurs de z pro—

pres i vérifier I'équation .
\ xt =13

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules
cos 7 == sm

37: _ 37':
¢0s —= =/ —1sin—,

4 4

ou, ce qui revient au méme, dans la seule formule

7 . T
05— =y —15in+
4 4
Comme on a d’ailleurs
cosT — sm
4 \/2

on trouvera définitivement

L (=== L lyTh

- 1 L

2% 9?
Corollaire II. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que
2k + 1 peut recevoir sans sortir des llmltes o et n sont respectwe-

ment "
1, 3, 5,

ey R=—2, n,
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Pour chacune de ccs valeurs de 24 + 1, la formule (13) fournil en gé-
néral deux valeurs imaginaires conjuguées de I'expression ((— 1))%,
¢’est-a-dire deux racines imaginaires de — 1 conjuguées et du degré .
Seculement on trouve, pour 24 + 1 =, une racine unique et réelle,

: . . . i
savoir — 1. En résumé, lorsque n est impair, I'expression ((— 1))"
admet, avec la seule valeur réclle

_]’

n — 1 valeurs imaginaires conjuguées deunx & deux, savoir *

m — T T — . m
0s — —1sin-= cos— ——1sin=
cos +v o - Vv tsin—,
3n — , 37 3n —_— 3w
oS — + {-— [ sin — 'oeos— —\/—1sin —
(15) \\/ n’ n v n’
.................... , e e,
n—o)rw . (n—2)m n—a)m . 2
cos — ) +v-—1sm( ~ L ( - ) V T sin )m

Le nombre. total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal & n.
Supposons, par exemple, 2 = 3. On trouvera qu’il existe trois va-
4 . . . .
leurs de Iexpression ((—1))*, ou, ce qul revient au méme, trois
valeurs de z propres a vérifier I'équation

| 8= —1,

et que ces valeurs, dont une est réelle, sont respectivement
—_— I’

1

I3 —_ T 1. 2
CosS +V—r1sing = - —y—1
3 4 3 2+2\/ ’

«

1 “
™ —_ T 1 LJp——
COS s —\/— 1IN = = - — ——{/—
3 \/ 181n 3 Py 5 \/ I.
Corollaire [Il. — n désignant un nombre entier quelconqae, le
nombre des valeurs, soit réelles, soit imaginaires, de 'expression
A . .. . . .
u Pt N
((=1))", ou, ce qui revient au méme, ¢ nombre des valeurs de «
propres & vérifier I'équation 2" = — 1, restera toujours égal a n.

\
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ProprLive V. — Trouver les diverses valeurs réelles ou umaginaires de

Uexpression

m
prad

(="

Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux,

m
n
’

on aura, d’aprés la définition méme de I'expression ((— 1))

(= = L) s

: 1

puis, en remcttant pour ((— 1))” sa valeur générale tirée de I'équa-
tion (13), on trouvera

o m m(2k—+ — . m@k+n7
(16) ((a_[))”:COS——(—n—mri\/——I sin —(——n———-

m
Pour déduire de cette derniére formule toutes les valeurs de ((—1))",
il ne reste qu’a donner successivement & 2%+ 1 toutes les valeurs
entieres et impaires comprises entre o et n. Soient 24 -+ 1, 24"+ 1
deux de ces valeurs suppolsécs inégales. Je dis que les cosinus
cos m(2k' + 1)7r, cos m2k'+1)n
n .l n

seront nécessairement différents 'un de I'autre. En effet, ces cosinus
ne pourraient devenir égaux que dans le cas ol les arcs qui leur cor-
respondent seraient liés entre eux par une équation de la forme

m(2k' m(2k"+1
__(%)_ﬁziz/mt_(_j‘—)i,
/

h désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation

nll:i(Zk'—i—l)i‘(Z/f”—l—l)]
h= : 2
n

\

Il faudrait donc, puisque m est premier a n, que.le nombre cntier

i‘(zk’+1)i(2k”+‘1)
' 2
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fat divisible par z, ce qu'on ne saurait admettre, attendu que, les
nombres 24 + 1, 2£” -1 étant inégaux, et chacun d’eux ne pouvant
surpasser 2, leur demi-somme, ct, 3 plus forte raison, leur demi-diffé-
rence, est nécessairement inféricure d . Ainsi deux valeurs différentes
de 24 + 1 comprises entre les limites o et » fournissent deux valeurs

différentes de
m(2k+1xn
08 ———

On conclut aisément de cette remarque que les valeurs réelles ou ima-

n

ginaires de Iexpression ((—1))* donnees par l’équatlon (16) sont au

nombre de n, comme celles de ((x )) etde ((— 1))" De plus, comme
on a évidemment

/3 n
[cos ——m(ﬂ;_'— oL +y/—1sin 7__;1(»2& + ')ﬁ]

n .

=cosm(2k+ )=/ —1sinmak+1n)n=(—1)"==1,

n

il en résulte que toute valeur de ((— 1))* est une expression réelle ou
imaginaire dont la puissance ni™¢ équivaut & ==1, par conséquent,

1 1
une valeur de ((1))* ou de ((— 1))". Cette remarque conduit a I'équa-
tion ‘

07) (=)= ().

toutes les fois que (— 1)" =1, c¢’est-a-dire toutes les fois que m est un
nombre pair, et & la suivante '

=3

(18) | (=)= (=)

lorsque (— 1)"= — 1, ¢’cst-d-dire lorsque 7 est un nombre impair.
Ajoutons que 'on peut comprendre les équations (17) et (18) dans

une seule formule, en écrivant

m

(19) (=17 = (((— 1) ).
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Prosuine VI. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de
Uexpression
Tm
— 1 ",
(M)
Solution. — On aura, d’apres la définition des puissances néga-
tives,
m
n . 1 .
{(—1) 75
((—m)"

puis, en remettant pour ((— 1))* sa valeur générale tirée de I'équa-
tion (16), et ayant égard a la formule (9) du paragraphe précédent,

-5 mi2k+0Dn _ . om(2k+1n
(20) ((—1)) —-cos——;——_,_\/ Isin ————

m

Il suit de cette dernitre équation que les diverses valeurs de ((— 1)) "

m

sont les mémes que celles de ((1))"; on aura en conséquence

mo 1
(21) ((— 1) "= ((x))* . -sim estpair
ct
(22) ((—1))—%1:((-—1))71' si m est impair.

A la piace des deux formules qui précedent, on peut se contenter
d’écrire la suivante : '
m 1
(23) ((—1) "= (((=nm)".
Corollaire. — Si I'on fait m =1, la formule (23) donnera
’ J__} 1
(24) (=) "={—)"
En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que les équa-
tions (3), (6), (8), (13), (16) et (20), & I'aide desquelles on déter-
mine les valeurs des expressions

(=1 (=175 (=175,

OFnvres de C., S. 11, t. 1L
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peuvent étre remplacées par deux formules. En effet, si 'on désigne
par a une quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit
fractionnaire, la valeur de ((1)) détgrminée par I'équation (3), (6)
ou (8) sera évidemment

(25) ((1)%= cosakan == \/—1 sin2kan,

tandis que la valeur de ((— 1))* déterminée par I'équation (13), (16)
ou (20) sera

(26) ((—1))*=cos(2k+1)an=\/—1sin(2k +1)ar.

Dansles deux formules précédentes, on peut prendre pour 4 un

nombre entier quelconque.

§ IV. — Sur les racines des expressions imaginaires el sur
leurs puissances fracltionnaires et trrationnelles.
Soit
o+ 8y —
unc cxpression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver

(voir le § I1) une valeur positive de p et une infinité de valeurs réclles
de 0 propres a vérifier I'équation

(1) a+€\/:;::p(cosé+\/:—1'si110>..

Cela posé, concevons que 'on désigne par m et » deux nombres en-
gne p
ticrs premiers entre cux. Si I'on fait usage des notations adoptées
dans le § I, les racines n®e de Pexpression « + 6y~ 1, ou, ce qui
. » . . , I .
revient au méme, ses puissances du degré -, scront les diverses va-

-

leurs de
i
Vot ey=1=((a+6y=3);
et, de méme, les puissances fractionnaires de & -+ 6 y— 1 positives ou

, “ y , N 124 .
négatives, du degré - ou — = seront les diverses valeurs de

*
m

(a+6y=m)" ou ((a+8y=7) "
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En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances, il
suffira de résoudre I'un apres I'autre Ies trois problémes suivants :

PronLiMe . — Trouver les diverses valeurs de Iexpression

1
(8=
Solution. — Soit
= r(cost +\—1 sint)
Pune de ces valeurs, r désignant une quantité positive et ¢ un arc réel.
Ld .1
On aura, d’apres la définition méme de l'expression ((x + 6y —1))",
(2) ’ @t =0+ 6y —1=p(cosd+y—1sind),

ou, ce qui revient an méme,

ri(cosnt -+ =1 sinnt) = p(cosd 4+ —1sinb).
On tirera de cette derniere équation, i I'aide du théoreme I, § 11,
I"’:p,
cos nt -+ \/— 1 sinnt = cosf +/—1sind

et, par suite,

cosnt = cosl, sinnt = sin, nt=60*xakr,

+aokm
_ = b

n
k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités » et ¢ étant
ainsi déterminées, les diverses valeurs de  propres & vérifier I'équa-
tion (1) seront évidemment comprises dans la formule

1
5 Otk — . GXxokn
ac:p"(cos‘——;—lr +\/—ISID——,—L——>

1
H 7 .0 k — .2
=p" <cos ==~ /= L SIN —) (cosz—ﬁ +/—1sin ﬂ)
n n n voon
ou, ce qui revient au méme, dans la suivante : -

1

1
(3) x=p" (cosg‘—k— ——lsin2>((1))".
\ n n
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1 )
En d’autres termes, U'expression ((a—+6y—1))", aussi bien que

5

1
((1))", admettra n valeurs différentes déterminées par I'équation .
YO’ ey,
4) . ((“'*‘GV*'))"ZP"(cos,—l%— —lSiH;)((l))".

Corollaire I. — Supposons n == 2; on trouvera qu'il existe deux va-
leurs de I'expression

. (a4 8y=),

ou, ce qui revient au'méme, deux valeurs de  propres a vérifier

I'équation _

= o+ 6\/——- i :-P<COSO + \/,_ I Sil’l@),

et que ces deux valeurs sont comprises dans'la formule
1

3 6 S — 7
— 2 — — 1 —_— .
+" P (905 S+ V—1sin 2)

Corollaire II. — Supposons encore n = 3; on trouvera qu’il existe
trois valeurs de ’expression

(e 6y=)Y,

ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de x propres & vérifier
I'équation-

=+ 8\ —1 :p(cosG +\/:T Sin@),
et que ces decux valeurs sont respectivement
1 ] — .3
1 6 — .
) <cosg+\/ 1sm5>,
, .
P’ <c

6 — . 8 —‘
os§+\/—1sm§> <cosg—7f—|—\/~lsin~2f>

3 3
1 6 —
=p® <cos +327r +\V—1 Sillg’_‘-?)gﬂ>,
1 6 . 0 —
o <cos g+ V=1 sm§> <cos 332 —\/ZTsin 2..3'5)
.\ _ :
=p’ (cos d T+ V1 sin 9"3”>.
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Corollaire III. — SUppOSOHS enﬁnvn =4 ; on trouvera qu’i] existe
quatre valeurs de 'expression

(a8,

ou, ce qui revient au méme, quatre valeurs de x propres a vérifier
I'équation : ‘
zr=a+ 8y —1= p(cos@ +y=1sinb),
et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules
6 — 8
ot <COSZ +y/—1sin Z>,
1

19— 8
+o*(sin 2 —y—1cos~ |-
*p <sm4 \/ 1C08 4>

Proprine 11. — Trouver les diverses valeurs de U expression
v

(e 8y

Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux,

m

on aura, d’aprés la définition méme de 'expression ((« + 6y —1))",

’ m - 1m
(s 8y = (e 8y =) )
' ‘
puis, en remettant pour ((o + 6y—1))" sa valeur générale tirée de
I’équation (4), on trouvera

(3) (o s 8y=)) = (cos’—’? +y—1sin ”%?) ()™,

m

Corollaire I. — Si dans I'équation (5) on remet pour ((1))" sa va-
leur tiréc de la formule (6) (§ IlI), on obtiendra la suivante : '

(6) (o 8y g [cos I g g O 2k,

Prosutme 111, — Trouver les diverses valeurs de ’expression

(arey=iy ",
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Solution. — On aura, d’aprés la définition méme des puissances né-
gatives, '

(CRIVE) p

((a+8y=1))"
puis, en remettant pour ((« -6y =1))" sa valeur tirée de I'équa-
tion (6), et ayant égard & la formule (17) du § II, on trouvera

m

(a+ey=1)) "

-z [cos m{6+=akm) —/=Tsin m(@izkn-)]

=P n I
=z mb — . mb m.2km — . m.2kT\ .
=p "(cos— —/—1sin— ){ cos FV—1sin ——=
n I n n

ou, en d’autres termes,

n

I O I O L

Corollaire 1. — Sil'on fait m =1, I'équation (7) donnera

1

o et g - o

Apres avoir fixé, comme on vient de le faire, les diverses valeurs
des quatre expressions '

- 1 m

(et 80, (e sy =)
(ar oy =) - a8V =)™,

on reconnaitra sans peine que les équations (4), (5), (8) et (7), a
Taide desquelles on détermine ces valeurs, peuvent étre remplacées
par une seule formule. Si 'on représente par a une quantité positive
ou négative dont la valeur numérique soit fractionnaire, la formule
dont il s’agit sera '

*

(9) ((a+6\/:‘Y))“:p"<cosa0+\/:Tsina9>(_(l))“.
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Dans les calculs qui précédent, p désigne toujours le module de
I'expression imaginairé %+ 6y—1, c’est-d-dire la quantité positive
Voai4- €%, et 6 'un quelconque des arcs propres a vérifier 'équa-
tion (1) ou, ce qui revient au méme, les équations (4) du § II, savoir

Kcosf):: ‘)“ =’
L 2

(10) { ve
sin = §———--
\ Var+ €

En divisant ces deux derniéres I'une par I'autre, on en conclura
. 8
(11) ‘ tangf — %

Par suite, si I'on nomme { le plus petit arc, abstraction faite du signe,

.. 8 3 . .
qui ait pour tangente = ou, en d’autres termes, si I'on fait

(12) C:arctangg,

on trouvera
(13) tang 0 = tangg.

Cela posé, il deviendra facile d’introduire au lieu de I'arc 0, dans les
diverses formules rapportées plus haut, I'arc ¢, dont la valeur est com-
pletement déterminée. On y parviendra, en effet, par les considéra-
tions suivantes. ‘ ‘

Les arcs 0 et {, ayant la méme tangente, auront aussi, abstraction
faite du signe, le méme sinus ct le méme cosinus; et, comme d’ailleurs
Péquation (13) peut se mettre sous la forme

sinf _ sin{
cos6  cosC’

il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en méme temps ou

(14) - cosf=cosf, sinf—=sing .
ou bien
(15) c0sf =- cosg, sinf = — sin¢.
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Dec plus, la valeur de cosO déterminée par la premiére:des équa-
tions (10) étant évidemment de méme signe que «, tandis que P'arc {
compris entre les limites — g, —|—~;5 a toujours un cosinus positif, il
en résulte que, des équations (14) et (15), les deux premieres sub-
sisteront, si o est positif, et les deux derniéres, si o est négatif. Voyons
maintenant 4 quoi se réduisent, dans ces deux hypothéses, les for-
mules (1) et (g).

Si d’abord on suppose a positif, les équations (10) pourront étre
remplacées par les équations (14), et Pon déduira de celles-ci une
infinité de valeurs de 0, parmi lesquelles on doit remarquer la sui-

vante :

(16) ' 6=2.

Lorsqu’on fait usage de cette valeur, les formules (1) et (9) devicnnen‘t
respectivement

(17) oc+8\/—*1::p<cos§+\/:—lsint),

(18) ((a +8Y=1))"=p(cosag +y=1sinat) (1)

Si I'on suppose en second lieu « négatif, les équations (10) pour-
ront étre remplacées par les équations (15), desquelles on déduira,
enlre autres valeurs de 0,

(19) 0 —=¢ -+ .

Par suite, on pourra, dans cette hypothése, aux formules (1) et (9)
substituer celles qui suivent : '

»

(20) oc+GV:Y:—p(cosC—i-\/:—fsintj),
((a+6\/:—|>)“ .
(21) ¢ =pcos(at+ an)+y—1sin(al+am)] (1)

=pa(cosal +y—1 sinat) (cosan + /=1 sinan) ((1)%

Si I'on fait en particulier o -+ 6V —1=—1, cest-d-dire &= —1,
~ - ‘ "
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€ = o, on-trouvera

o
{—=arctang — =0
et la formule (21) deviendra

(22) (— 0)*=(cosan +y=1sinar) (1))

Il en résulte qu’on aura généralement dans I'hypothése admise

(23) ((a—}—é\/——l))“: es(cosal +y—1sinat) ((— 1))

En réunissant aux formules (17), (18), (20) et (23) les équations (25)
et (26) du § ITI, on obtiendra définitivement les conclusions suivantes.

Soient a - 64/— 1 une expression imaginairé quelconque, a une
quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit fraction-
naire, et # un nombre entier choisi arbitrairement. Si I'on fait, de

plus,

' 8
(24) p=Val+ 62, r‘,’:arctang&,

'
1

on aura, pour des valeurs positives de a,

« + 8y =1 =p(cost +y—1sint),
(25) ((a+8y=1))*= p*(cosat +y—1sinat) ()%
((1))*= cos2kan =/ —1sinzkam,

et, pour des valeurs négatives de «,

a+8y—1=—p(cost+y—1 sinc),' ~
(26) ((ot+6‘/—_1»“:(;“(0050:?;—l—\/——_x‘sinaC)((—-I))“,

((—1))a:cos(2/c—|—xa1r)i —Isin(2k+1a1r).

On doit ajouter que, si I'on désigne par n le dénominateur de la frac-
tion la plus simple qui représente la valeur numérique de a, n sera
précisément le nombre des valeurs distinctes de chacune des expres-
sions

(e, (=12 ((a+8y=1))",

et que, pour déduire ces mémes valeurs des formules (25) et (26), il
OFuvresde C.—S. 11, t. 1L 25
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suffira d’y substituer successivement, au lieu de 2£ et de 24 + 1, tous
les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n.
Si la valeur numérique de a devenait irrationnelle, chacune des

expressions réduites
cos2kant £y —1sinzkanm,

cos(zk+r1an) =y —isin(zF+r1an),

aurait un nombre .indéfini de valeurs correspondantes aux diverses
valeurs entitres de £; et, par suite, on ne pourrait plus admettre dans
le calcul les notations
()% (=02, (a+8y=1))", |
4 moins de considérer chacune d’elles comme propre & représenter
une infinité d’expressions imaginaires distinctes les unes des autres.
Pour éviter cet inconvénient, nous n’emploierons jamais les notations
dont il s’agit que dans le cas ol la valeur numérique de a sera frac-
-tionnaire. '
Parmi les diverses valeurs de ((1))% il en est une toujours réellc et
positive, savoir, 41, que I'on indique par la notation (t)* ou 14, cn
faisant usage‘de paréntheses simples, ou méme les supprimant entié-
rement. Si I'on substitue cette valeur particuliere de ((1))* dans la
seconde des équations (25), on obtiendra  une valeur correspon-
dante de
- ~ ((a+8V=1))",
que I'analogie nous porte & indiquer, & I'aide de parentheses simples,
par la notation . 4
(o: + 8 \/_—_I)“ .

'
»

C’est ce que nous ferons désormais. Par suite, on aura, en supposant
"o positif, et les quantités p, § déterminées par les équations (24),

(27) <d+6V:)“:p“(cosaC+\/~1 sinat).

Cette derniére équation ayant lieu toutes les fois que la valeur numé-
rique de a est entiere ou fractionnaire, I'analogie nous conduit encore

a la considérer comme vraie dans le cas ol cette valeur numérique
. . ) . 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI1I. 195

devient irrationnelle. En conséquence, nous conviendrons de dési-
gner par '

(a+8y—1)"
le produit p*(cosal +y—1 sinal), dans le cas ol « sera positif, quelle
que soit la valeur réelle attribuée i la quantité a. En d’autres termes,
si Pon désigne par { un arc compris entre les limites — g, + ;—T, on
aura, quel que soit a,

[e(cost + y=Tsin)]|*=p*(cosat +y—T1sinat).
Si dans I'équation précédente on fait p =1, elle deviendra
(28) (cost +y/=1sin)*=cosat +y—1sinatl.
Cette derniire formule est entiérement semblable aux équations (10)
et (14) du § I1, avec cette seule différence qu’elle subsiste uniquement
pour des valeurs de ¢ co}npl'ises entre les limites — g, -+ g, tandis

que les équations dont il s’agit s’étendent a des valeurs quelconques
de 0. '

Lorsque la quantité « devient négative, on ne voit plus, méme en
supposant fractionnaire la valeur numérique de a, quelle est celle des

valeurs de I'expression ((a + 6y—1))* que I'on pourrait distinguer
des autres et désigner par la notation

(a+8yY=1)%
Mais alors, — « étant une quantité positive, il est facile.d’établir, pour
des valeurs quelconques de a, la formule
(29) (—a—@\/——l)f'::p"(cosat—l—\/—;sinat).

Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas
ol la valeur numérique de a devient fractionnaire, les formules (27)
et (29) réduisent les équations (18) et (23) & celles qui suivent
(30) ((a+8V=1))"= (a-+8V=1)" (1),

(31) ((a+68y=1))'=(—a—8y=1)" (=),
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I'équation (30) ayant lieu seulement pour des valeurs positives de la
quantité «, et 'équation (31) pour des valeurs négatives de la méme

quantité.

§V.— Applications des principes établis dans les paragraphes précédents.

Nous allons appliquer les principes établis dans les précédents pa-
ragraphes & la résolution de trois problemes sur les sinu$ et cosinus.

Prosuine I. — Transformer sinms et cosms (m désignant un nombre
entier quelconque) en un polynéme ordonné suivant les puissances ascen-
dantes et enticres de sins, ou du motns en un produit formé par la mulli-

plication d’un semblable polynéme et de coszs.

Solution. — Lorsque dans les équations (12) du § Il on remplace les
puissances paires de coss par des puissances entiéres de 1 — sin®z,
ces équations deviennent, pour des valeurs paires de m,

T m(m—r) met
cosm:':(l——singz)z———T(nv—*siu"z) * sin%s
N m—=%
+m(m—')(';l'g_z)(m—3)(1-sin’z) T osints —...,
1.2,0.

m -2
m . .
sinmz _—_cosz[T(l—sm’z) ? sins

=4
~m(m—l)(sm—z)(l,sinzz) z sindz +... |,
1.2. :

" et, pour des valeurs impaires de'm,
m—3

m—1 —_—
m(m—1) (1—sin*s) * sin®z

COSM35 = COS3 [(1 —sin?z) ? —

1.2 -
wm—9
+’"(m—')(mgz)(’""?’)(1——Si112‘) 2 siu‘:-—...],
1.2,0.

.
m—1

. m T s
smmz:T(x-—sm%) ? sins
m=—3
m{nm—1 n—2 . — s -
_m )(3 )(1—-—smzz) T gin®s 4. ... A
1.2. . \
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Si I'on développe les seconds membres des quatre formules précé-
dentes, ou du moins les coefficients de cosz dans ces seconds mem-

bres, en polynomes ordonnés suivant les puissances ascendanteb ot
entiéres de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de m,’

cosmzs=1— —(m—l + 1> sins
I 2 2
m(m—2 m—1)(m—3 m-—13 3.1 .
+ ( , )¢ ) )+ PPy sin‘s —. . .,
1.3 2.4 2 2.4
(1) ‘ . - :
. . . — m—1 .
sinmsz = cosz.‘ﬁsms _mm 2) (7 -+ -) sin®s
{1 1.3 2 2/
m(m—2)(m—4 m—1)(m—3) m—15 537
-+ ( ) 4) ['{ 7 + —- =+ — |sinfz —. .,
1.3.5 2.4 2 2 2.4
et, pour les valeurs impaires de m, B
COSM3 = COS85 1_-m_1<.’2+—]-> sin?z -
1 2 2
— —_ m—2 m3 3.x7 .
(m T (m—3) [m( __)+___+A___ sin‘z— ..
1.3 2.4 2 2 2.4 , ’
(2)
. : n . — —a 3\ ..
sinmsz = L sins — m(m—1) (m —+ —> sindz
I 1.3 - 2 2

1.3.5 2.4 s 2 a4 4

Les équations (1) et (2) comprennent ‘évidemment la solution de la
questlon proposée. Il ne reste plus qu'a les présenter sous la forme la
plus sxmple Pour y parvenir, il suffira d’observer-que le coefficient de
chaque puissance entivre de sinz renferme généralement une somme

de fractions & laquelle I’équation (5) du Chapitre IV (§ 1II) permet de
substituer une fraction unique. Par suite de cette réduction, les déve-
loppements de cosmz et de sinmsz devwndront pour des valeurs paires

de m,

L -

mm ., m-2Ym.m{m—2)
sin%s - ( 1) 23 (/ )sm‘z.-

cCosmsz—1 —

) (m+4)(m+2)m 7n(m-——2)(m—4)

6 .
1.2.3.5.5.6 Sinfz ..
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et
sinmz :cosz[ﬂ sing — (mr2)mm=2) ;.
0 1 1.2.3
( (ma4)(m+2)ym(m—a)(m—4) . ,_
+ sinfs —... [;
1.2.3.4.5
et, pour des valeurs impaires de 7,
‘ cosm::cosz[n—m—%gn—_'—)sin’z
(3) < - : :
(m+3)(m+1)(m—1)(m—3) .,
+ : sints —... [,
1.2.3.4
sinms = 2 sins —-,(m 1) m(.m_ 0 sin®s
6 ' 1.2.3
. + (m+3)(m+x)m(m——'1)(m—~3)Sinb.z~“”

1.2.3.4.5

Corollaire I. — Si dans 'équation (3) on fait successivement

.
\

m =2, m=4, m==~6, cees

on obtiendra les suivantes :

cos2s —1— 2sin*s,

coshzs —=1— S8sin?z -+ 8sintz, °

(7)

c0s65—=1—18sin%*z 4+ 48 sin*s — 32 sinz,

Corollaire II. — Si dans 1’équation (6) on fait successivement

m=1, m=3, m=3>5, veey

on en tirera
sin z=. sins,
sin3s =3 sinz — 4sinds,

(8)

sinbz =5 sinz — 20sin®s + 16 sin’z,

D I I I I T R R S N

Prosuime I, — Transformer sinms et cosms (m désignant un nombre
entier quelconque)-en un polynéme ordonné suivant les puissances gscen-
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dantes et entieres de coss, ou du moins en ur produit formé par la mul

tplication d’un semblable polyndme et de sinz.

Solution. — Pour obtenir les formules qui résolvent la question pro-
posée, il suffit de remplacer, dans les équations (3), (4), (5) et (6),

T . .
s par - — 5, et d’observer en outre qu'on a, pour des valeurs paires
de m, :
T z
05(——- —ms ):(—1)’ cosms,
nt g+t
n (% — m:> =(—1)* sinmsz;
et, pour des valeurs impaires de m,
»—1
0s <% — ms> =(—r) * sinmz,
m—1

. fmm =
' sin <T—nz:>:(_—1) ' cosms.

On trouvera de cette maniére, si m est un nombre pair,

‘(A‘ cosma =1 M poce s (m--2)m. m(m—2)cos‘z
(9) 2 1.2.3.4
? __(m+4)(m+2')m.m(m—2)(17;—4)0086__'_ :
. 1.2.3.4.5.6 T
(=1)? smms:sinz[ﬂcoszu(m—'-z)m(m—z)cos 3
(10) 1 ‘ 1.2.3
( (m+ )(m—l—z)m(m—z)(m Mcosﬁz—... .
1.2.3.4.5 ’

et, sim est un nombre impair,

5 (—1)m’;sinmz: sins3 [1—— (—w-—l)cos-'
(11)

I.2
(m-+~3)(m+l)(m-——|)(mk—~3)008,'5__.”
) 1.2.3.4 ’
n—1 )
(—1) * cosms="Lcosz— (mymim—10 .
1 1.2.3

(12)

+ (m—|—3)(m+1)m(m——l)(m—S)

cosPs—. ...
1.2.3.4 .
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Corollaire I. — Si dans la formule (g) on fait suceessivement

m=2 m=4 m=E8, ~
- . R 1 R :
on obtiendra les suivantes :
amss

L A

— C0S25=1— 2CO0§%3,
(13) cosfs=1— Bcos’s + 8costz,
I

— 0865 =1—18 cos?z 4 48 cos*s — 32 cos’zs,

Corollaire II. — Si dans ’'équation (12) on fait successivement

m=i1, m=3, m=135, v
on en conclura
‘ CO0S 5— COS&%,
—co0s3z=23coss — /4 cos’s,
(14) {
( c0s5z =5 cos5 — 20 cos?s + 16 cos® s,

......................................

Prosuime 1. — Exprimer les puissances entiéres de sinz et de cosz en
Jfonction linéaire des sinus et cosinus des arcs 5, 25, 33, .

Solution. — On résout facilement ce probléme, en ayant égard aux
propriétés des deux expressions imaginaires conjuguées

coss +y/—1sins,  coss—y—1sins.
Sil'on désigne la premiére par u, et la seconde par ¢, on aura ‘

20088 =u-+9,” 2y—r1sinz=u—v9p.

-

En élevant les deux membres de chacune des équatidns précédentes
a la puissance cntiére du degré m, les divisant ensuite par 2 ou par
2.y — 1, puis effectuant les réductions indiquées par les formules

up=—=1,"

ll""!—‘)n uﬂ-_ ()n .

———— = cosns, ———— =sinns, -
2y —1

-dont les deux derniéres subsistent pour des valeurs entieres,quel-
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conques de 7, on trouvera, Si 7 représente un nombre pair, . ry .-
‘ Cm . — ¢
2=t cos™ s = COSME + — cos(m —3.z)

’
:

.+ m{m—1) cos(m—4G.5)+...
(13) Lo T2 . .. .
m
r m(m—1). (; +I>
+_2' - y

. m
1.2.3... —
2

m

[ (— 1)* am=1gin” 5 = cosms — "Tz cos(m—2.5)

.m(m —1)

+ T T eos(m—G.z) —. ..
(IG) . 1.2
m
m(m—1)... (; +1>
*2 m ;
2 1.2.3...—
2

et, si m représente un nombre impair,

m _—
2m=! COSM 5 == cOS M 5 - — cos(m —2 .5)

- Z’i’lnz;l)cos(m_[".z>+,__
(17) ’ :
m-+3
rm(m—1)...—
-+ c05 3,
m—1
1.2.3...
2

m—1
—

. m . —
(—1) : 2'"—'sinm:,:smmz—Tsm(m—z.z)

m(m —

" o2 i (e s~
1

. m(m—r)... nE3

™ sin'z,
1.2.3...
> -

Corollaire I. — Si dans la formule (15) on fait successivement

m =2, m=4, m—==6

OFuores de €. — S. 11, t. 111,

b Teey

26
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on en conclura

2c08?5=co0s25+1,

8 cos*z =co0s45+ fcos2s + 3,
(19) b

' 32 cos®s = c0s65 4+ 6 cos4z 4+ 15 cos22 ~+ 10,

[ I I R R A N I I AP IR A A

On arriverait aux mémes équations, si I’on cherchait 4 déduire des for-
mules (13) les valeurs successives de

‘cos?z, cos*s, costs,
en fonctions linéaires de
c0s823, cosA:; c0s63,
Corollaire IT. — Si dans la formule (16) on fait successivement

m =2, m=A4, m =06, vy

on obtiendra les équations

— a2sin?s=cos2sz —1, .

8 sin*s = cosf4s — 4 cos2s + 3,

(20)

\

— 325in®5 = cos6z — 6 cosfz + 15 C0OS25 — 10,

que I'on pourrait également déduire des formules (7), par I'élimina-
tion des quantités ' :
sin%*s, sintz, sin®s, ...

Corollaire I1l. — Si dans la formule (17) on fait successivement

m=i, m=3, m=>5, cely

on en conclura

/

oS3 = 083,
4 cos®s = cos35 + 3 oS3,
(21)

16 cos® 3 —=coshs 4+ 5 cos3 s 410083,
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On arriverait aux mémes équations, si 'on cherchait 4 déduire des
formules (14) les valeurs successives de

coss, c¢os®z, cosbsz,
en fonctions linéaires de
cosz, co0s3z, cosdz,

Corollaire IV. — Si dans la formule (18) on fait successivement

on obtiendra les équations

sinz = sinz,
— 4sin®*s=sin3s — 3sins,
(22) . . . :
’ 16sin%s = sin5z — 5sin3z +10sinz,
................ Toe e 0 8 2 s e v s oe e ey

que I'on pourrait également déduire des formules (8) par I'élimina-

“tion des quantités _
sinz, sin®z, sin’z,
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CHAPITRE VIIL

DES YARIABLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIRES.

-

§ I. — Considérations generales sur les variables et les fonctions
imaginaires.

Lorsqu’on suppose variables les deux quantités réelles u, ¢, ou au
moins I'une d’entre elles, 'expression

PR

est ce qu’on appelle une variable imaginaire. Si, de plus, la variable u
converge vers la limite U et la variable ¢ vers la limite V,

U+Vy—1
sera la fimute vers laquelle converge I’expression imaginaire
u+v\/—1.

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction
donnée, aprés avoir été considérées comme réclles, sont ensuite sup-
posées imaginaires, la notation a I'aide de. laquelle on exprimait la
fonction dont il s’agit ne peut étre conservée dans le calcul qu'en
vertu de conventions nouvelles propres a fixer.le sens ‘de cette nota-
tion dans la derniere hypothése. Ainsi, par exemple, en vertu des
conventions établies dans le Chapitre précédent, les valeurs des nota-

 tions . ‘

a
a+z, a—z, ax, - ’
C @

se trouvent complétement déterminées dans le cas ol la constante a et

L}
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la variable « deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idées,
que, la constante a restant réelle, la variable = recoive la valeur ima-
ginaire : '
a+8y—1 =p(cosd +y=1sing),

«, 6 exprimant deux quantités réelles qui'peuvent stre remplacées par
le'module p et 'arc récl 6. On conclura du Chapitre VII (§§ I et IT) que
les quatre notations |

«

_ a
at+z, a—z, ax, -

désignent respectivement les quatre expréssions imaginaires

@+ pcos + psinfy/—1,
a—pcosf—psinfy—1,

apcosf+ap siné\/:,_

a a —
—cosf— =sinfy—1,
p p v

ou, en d’autres termes, les suivantes :

a+a+8y—1, a—a—8y—1, ax+aby/—1,

ao a8 \/:—x '
o 62 ot B2 ‘

En général, on fixera sans difficulté, par le moyen des principes établis
dans le Chapitre VII, les valeurs des expressions algébriques dans les-
quelles plusiecurs variables ou constantes imaginaires seraient liées’
entre elles par les signes de I'addition, de la soustraction, de la mul-
tiplication ou de la division; et I'on reconnaitra sans peine que ces
expressions conservent toutes les propriétés dont elles jouiraient si
les variables et constantes qui.s’y trouvent comprises étaient réelles.
Par exemple, sj I'en désigne par k

Ly Yy, By ooy U, 1, w,

plusicurs variables soit réelles, soit imaginaires, on aura, dans tous
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les cas possibles,

T4y +zto . —(U+0+wt...)

=Xy E b U— P — W —. ey
2y == ya,
(e +y+s+...) UL+ Uy U5 A,
Z+y+s54+... & z
PAYFI BV B

(I) 123 u u u
& 4 2Ys
IxIxin. . =% >
u [ % 34 uyw
i v 4
—_— = X z,
u (23 u )
()

Considérons maintenant la notation
x%,
" dans le cas o, la constante @ restant réelle, la variable «. obtient la
valeur imaginaire
o+ 8y—1=p(cosf+y=1sin0).

Si I'on prend pour @ une quantité dont la valeur numérique soit un
nombre entier m, cette méme notation, savoir

& —— mEm
xr= @ N

-aura, pour des valeurs réelles quelconques de « et de 6, une significa-
tion précise. Elle représentera I'expression imaginaire

p™cosm 4 pmsinmfy—1,

si @ = + m, et la suivante .

p~™cosmf —p~msinmiy—1i,

»

st @ = — m [(voir le Chapitre VII, § II, équations (18) et (19)]. Mais,
toutes les fois que la constante a recevra une valeur numérique frac-

)
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tionnaire ou irrationnelle, la notation
xa
n’aura plus de valeur précise et déterminée, & moins que la partie
réelle o de l'expression imaginaire « ne soit positive. Si dans ce cas
particulier on fait '

0
o]
{ —arctang 2’

¥ . . . e ™ , .
P'arc { restera compris entre les limites — o g; et, en écrivant x

au lieu de & + 6y/— 1 dans le § IV du Chapitre VII [(équations (17) et
(27)], on trouvera

x =p(cost +/—1sint),

z*= pe(cosal +y—1sinat),
en sorte que la notation #* désignera I’expression imaginaire

‘p*cosal + p* sinaC\/——:.
Il suit encore des conventions et des principes ci-dessus établis
(Chap. VII, §§ III et IV), que, pour une valeur numérique fraction-
naire de la constante a, la notation’ '
((z))”

représente a la fois plusicurs expressions imaginaires, dont les valeurs
sont données par les deux formules

(2)*==az2((1))?,  ((1))*=cos2kan ==\ —r1sinakan,

lorsque la partie réelle o de I'expression imaginaire x est positive, et
par les deux suivantes |
(Z))r=(==z)* ((=1)% '
(—1)2=cos(2k+an =y —1sin(2k +1)an,
lorsque la quantité « devient négative [(voir, & ce sujet, dans le §IVdu
Chapitre VI, les équations (25) et (26)]. La méme notation ne peut

plus étre employée dans le cas o la valeur numérique de @ devient
irrationnelle. ’
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Les expressions de la forme
‘Ta
conservent les mémes propriétés pour des valeurs réelles et pour des
valeurs imaginaires de la variable, tant que I'exposant a pour valeur
numérique un nombre entier; mais ces propriétés ne subsistent plus
que sous certaines conditions dans le cas contrairc. Soient, par
exemple, '

x:a—k—@‘\/——-l, y=o +8\—1i, z=a"+ 8"/ —1,

plusieurs expressions imaginaires, qui se réduiront 3 des quantités
réelles si 6, 6, 6” s’évanouissent. Désignons, en outre, par a, b, c, .
des quantités réelles quelconques, dont les valeurs numériques soient
fractionnaires ou irrationnelles, et par m, m', m’, ... plusieurs nom-
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes établis
dans le Chapitre VII,

m m' m” — pimmi 4.
x x €z =2 y
=1 p—m p—m” — pp—m—m'—-mT—...
(2) il A L RN ¥ ,
tm prm’ ptm” — mzm'tm't,,,
X X Z s ’

chacun des nombres m, m', m”, ... devant étre affecté du méme signe

¥

dans les deux membres;

(3) z™ oy ogm = (xys.. )",
Zomy=mET, = (zys. .. )T,

“@ (@) = (ammy=m'= g,

A (@my = (g = g,

On trouvera, au contraire, que des trois formules

(5) x2 b 2., = x“+b+"+"‘,
(6) zty*z?. .. =(xy5...)%,
L) | : (22)0= a2t . )

la premiére subsiste uniquement toutes les fois que la partie réelle o

)
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de P'expression imaginaire @ est positive; la seconde, toutes les fois
que, o, &/, a”, ... étant positifs, la somme

!/ 2K

8
arclang — + arclang — <+ arclang — +...
o

. . s T i3 .
reste comprise entre les limites — >, -~ =; et la derniére, toutes les

fois que, a étant positif, le produit

a arc tan 8 ’
& &
L ]
est compris entre ces mémes limites.
Les conventions faites dans le Chapitre VII ne suffisent pas encore
pour fixer d’'une maniere précise le sens des notations .

Az, Lz, sinz, cosz, arcsinz, arccosz,

dans le-cas ol la variable @ devient imaginaire. Le moyen le plus
simple d’y parvenir étant la considération des séries imaginaires, nous
renvoyons ce sujet au Chapitre IX. '

D’apres ce qui a 6té dit ci-dessus, toute notation algébrique qui
renfermerait, avec les variables @, y, 5, ... supposées réelles, des
constantes imaginaires, ne peut étre employée dans le calcul que dans
le cas oll, en vertu des conventions établies, elle aurait pour valeur
une certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dans
laquelle la partie réelle et le coefficient de y— 1 sont nécessairement
des fonctions réelles des variables @, y, 5, ..., est ce qu’on appelle
une fonction imaginaire de ces mémes variables. Ainsi, par exemple,
si 'on désigne par ¢ () et y () deux fonctions réelles de , une fonc-
tion imaginaire de cette variable sera | '

9(®) +7(2)V—1.
Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction a I'aide d’une

seule caractéristique w, et nous écrirons, en conséquence,’

w(z)=¢(a)+y(2)/—1.

OFEuvres de €. — S. 11, t. 111 27
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Pareillement, si I'on désigne par ¢(x, y, 5, ...), x(@, 5, 5, ...) deux
fonctions réelles des variables x, y, =, ...,

(2 ¥, 5 ) =0(2, ¥, 5 ..) (2, ¥,y 5, .-.)\/—-I

sera une fonction imaginaire de ces diverses variables.
La fonction imaginaire

(27,5 )+ (2 ¥ 5, )\/:—f

prend le nom de fonction algébrique, ou exponentielle, ou logarith-
mique, ou circulaire, etc., ct, dans le premier cas, le nom de fonction
rationnelle ou irrationnelle, enticre ou fractionnaire, ete., toutes les fois
que les fonctions réelles <p(:r Y% ) %(@, ¥y 5. .0) jouissent 'une
et I'autre des propriétés que suppose le nom dont il s’agit. Ainsi, en
particulier, la forme générale d'une fonction imaginaire et linéaive
des variables «, y, 5, ... sera

ia—i—bx+cy+d:.+...)+(a'+b'x+c’y+d’z +. )Y -
ou, ce qui revient au méme,
(a+a V=) +(b+bV=Dz+(c+cy=1)y+(d+dV=1)s+...,

ab,ed,...,a,b,c,d, ... désignant des constantes réelles.

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, comme
parmi les fonctions réclles, celles qu'on nomme explicites, et qui sont
immédiatement exprimées au moyen des variables, de celles qu'on
nomime tmplicites, ot dont les valeurs déterminées par certaines équa-
tions ne peuvent étre explicitement connues qu’aprés la 1esolut10n
des équations dont il s’agit. Soit

w(x) ou wW(x, ¥, 5 ...)

unc fonction imaginaire implicite déterminée par une seule équation.
On pourra représenter cette fonction par u + v/ — 1, u, ¢ désignant
deux quantités réelles; et, si dans I'équation imaginaire qu’clle doit

. i \
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vérifier, on écrit, au lieu de o(x) ou de w(z, y, =, ...),
u—+ (’\/——— I,

apres avoir développé les deux membres, puis égalé de part et d’autre
les parties réelles et les coeflicients de y— 1, on obtiendra deux équa-
tions réelles entre les fonctions inconnues u et ¢. La résolution de ces
- derniéres équations, lorsqu’elle pourra s’effectuer, fera connaitre les
valeurs explicites de « ¢t de ¢, et, par suite, la valeur explicite de
I’expression imaginaire o |
w4y —1.

Pour qu’une fonction imaginaire d’une seule variable soit compléte-
ment déterminée, il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur par-
ticuliére attribuée a la variable on puisse déduire la valeur correspon-
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable,
la fonction donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres.
Conformément aux conventions précédemment admises, nous désigne-

‘rons ordinairement ces valeurs multiples d’une fonction imaginaire
par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits
ou de doubles parenthéses. Ainsi, par exemple,

n
\l&cosz +{/—1sinsz
ou
1
((cosz +y—1sinz))"
indiquera I'une quelconque des racines du degré n de l’expression
imaginaire

* €055 -+ —1sins,
§ II. — Sur les expressions imaginaires infiniment peliles
et sur la continuité des fonctions imaginaires.

Une expression imaginaire est appelée infiniment petite, lorsqu’elle
converge vers la limite zéro, ce qui suppose que, dans l'expression
donnée, la partie réelle et le coefficient de y— 1 convergent en méme
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temps vers cette limite. Cela posé, représentons par

a+8y—1=p(cosd +y—1sinb)

une expression imaginaire variable, «, 6 désignant deux quantités
réclles auxquelles on peut substituer le module p et I'arc réel 0. Pour
qué cette expression soit infiniment petite, il sera évidemment néces-
saire et suffisant que son module ‘

p::\/otz—e—az

soit lui-méme infiniment petit.

Une fonction imaginaire de la variable « supposée réelle est appelée
continue entre deux limites données de cette variable lorsque, entre
ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.
It en résulte que la fonction imaginaire

(@) +x(£)V=—1

sera continue entre deux limites de @ si les fonctions réelles () et
¥ (x) restent continues entre ces limites.

On dit qu’une fonction imaginaire de la variable « est, dans le voi-
sinage d’une valeur particulitre de x, fonction continue de cette
variable toutes les fois qu’elle reste continue entre deux limites méme
tees rapprochées qui renferment la valeur dont il s’agit.

Enfin, lorsqu’une fonction imaginaire de la variable x cesse d’étre
continue dans le voisinage d’'une’valeur particulitre de cette variable,
on dit qu’elle devient alors discontinue, et qu'il y a pour cette valeur
particulitre solution de continuité.

En partant des notions qu’on vient d’établir relativement 4 la con-
tinuité des fonctions imaginaires, on reconnaitra facilement que les
théoremes I, 1I et ITI du Chapitre II (§ II) subsistent dans le cas méme
ou I'on remplace-les fonctions réelles E .

f(@) el flz,y,5,...)
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* par des fonctions imaginaires

"’(x)-*“x(x)v—l et <P(x»)’,3,-~)+X(v’0,y,5a---)\/:-
On peut, cn conséquence, énoncer les propositions suivantes :

Tukorime 1. — Si les variables réelles x, y, z, ... ont pour limites les
quantites fixes et déterminées X, Y, Z, ..., et que la fonction imagi-
naire

(2, ¥, 5, .. )+ x(Z ¥, 3, .. )Y —1I
soul continue par rapport @ chacune des variables z, y, 3, ... dans le voi-

\ sinage du systéme des valeurs particuliéres
xz=1X, y=Y, z=1, ey

(2, yy 5y 0) + (@), 5 ..0) V—1 cuirapour limite
CP(X9Y’Z’ ---)—’F‘X(X,Y, Z, .. )\/—-———l,

ou, st l'on fait, pour abréger,
o (Zy ¥y 5, ... )+ x(2, ¥ 5 ...)V——-xzm(x,y,z, ce)s

w(x,y, 5, ...) aura pour limite
=(X,Y,Z ...).

Tutorime I11. — Désignons par x,y, 3, ... plusieurs fonctions réelles
de la variable t, qui sotent continues par rapport a cette variable dans le
voisinage de la valeur réelle t =T. Soient de plus X, Y, Z, ... les valeurs
particuliéres de x, ¥, 5, ... correspondantes a t =T, et supposons que,

" dans le voisinage de ces valeurs particulieres, la fonction imaginaire
B(L, Y3y ) =Q(Z, )y By o)+ 4 (2, 7,5, ... )Y —1
s01t en méme temps conlinue par rapport & x, par rapport ay, par rap-

port a s, etc.; w(x,¥, 3, ...), considérée comme une fonction imaginaire

de t, sera encore continue par rapport a t, dans le voisinage de la valeur,

particuliére t = T.

Si, dans le théoréme précédent, on réduit les variables «, y, z, ...
2 une seule, on obtiendra I’énoncé suivant :
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Tutorime 111, — Supposons que dans U'expression
w(z)=0(z)+x(z)y—1

la variable x soit fonction réelle d’une autre variable t. Concevons de
plus que la variable x soit fonction continue de t dans le voisinage de la
valeur particuliere t =T, et w(x) fonction continue de x dans le voisi-
nage de la valeur particuliere @ = X, correspondante a t ="T. L’ expres-
sion imaginaire w(x), considérée comme une fonction de t, sera encore
continue par rapport a cette variable dans le voisizzdge de la valeur par-
ticulteret =T,

§ IIl. — Des fonctions imaginaires symétriques,
. alternées ou homogenes.

En étendant aux fonctions imaginaires les définitions que nous
avons données (Chapitre IIT) des fonctions symétriques, ou alter-
nées, ou homogenes de plusieurs variables @, y, z, ..., on recon-
nait immédiatement que

oz, ¥y 5, ... )+ (2,5 .. )Y —1

est une fonction symétrique, ou alternée, ou homogeéne du degré a
par rapport aux variables @, y, 5, ..., lorsque les fonctions réelles

(2, ¥, 5 ...y (@ ¥y 5 .nt)

sont P'une et I'autre symétriques, ou alternées, ou-homogénes du
degré a par rapport & ces mémes variables.

7

»

§ IV. — Sur les fonctions imaginaires et enticres
d’une ou de plusieurs variables.

En vertu de ce qui a été dit ci-dessus (§I),
9(®) +x(2)V—1

ct
CP("”’J’:Z, "')—J‘—X(xy}’,z, -..)\/_:I
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sont deux fonctions imaginaires et entiéies, 'une de la variable z;
Pauatre des variables =, y, 2, .., lorsque

. o{x) et y(x), o(2,¥,5...) ot %lzy 45..:)

sont des fonctions réelles et entieres de ces mémes variables. Par
suite, si =(x) représente une fonction imaginaire et entiere de la
variable «, la valeur de =(z) sera déterminée par une équation de
la forme
@ (x) =g(@) + x(2)V—1
=+ %+ a2+ o+ (b bz 4+ byxt4...) /=1,
Qg @4y @y ovvy by, Dy, by, ... désignant des constantes réelles. On

conclura de cettc équation, en réunissant les coefficients des puis-
sances semblables de «,

() (@) =@+ by 1) 4 (ay+ by = 1)@ + (g by = 1) 2. ...

Pour que la fonction w(x), déterminée par la formule précédente,
s’évanouisse avec x, il faut que I'on ait

ay+ by —1=0,
¢’est-d-dire a,= o et b, = o, auquel cas la valeur d¢ = () se réduit &

w(z)= (a,+ bl\/:)x—i—(a,—}; bg\/—:)xz—i—» o
:l'[ax"*‘bl\/: +<az+bz\/:‘—')x +']

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiére de la variable z, lorsqu’elle
s’évanouit avec cette variable, est le produit du facteur = par une
seconde fonction de la méme espece ou, en d’autres termes, est divi-
sible par «. En partant de cette remarque, on étendra facilement les
théoremes I et II du Chapitre IV (§ 1) au cas ot les fonctions entieres
qui 'y trouvent mentionnées sont en méme temps imaginaires. J’ajoute
que ces deux théorémes subsisteront encore si Ton y remplace les.
valeurs particuliéres et réelles attribuées a la variable «, telles que

Loy L1y Ly
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par des variables imaginaires
oo+ 8V —1, o +8,\/—1, oy-+6y—1,

Pour démontrer cette assertion, il suffit d’établir les deux proposi-

tions suivantes :

TrioriMe I. — S une fonction imaginaire et entiere de la variable

s'évanoutt pour une valeur particuliére de cette variable, par exemple

pour
=0+ B \/— 1,

cette fonction sera divisible algeébriqguement par
& — otg— B\ —1.

Démonstration. — En effet, soit
w(z)=¢(z) +y(z)yV—1
la fonction imaginaire dont il s’agit. Sil’on y fait
x=ay+ 8y \/—1 + 3,

s désignant une nouvelle variable, on obtiendra évidemment pour
résultat de la substitution une fonction imaginaire et enti¢re de z,
savoir
m(ao+ 8oy —1 —+ :):

et, comme cette fonction de s devra s’évanouir pour s = o, on en con-
clura que

w(x) :w(ao+ B/ —1 +3)
est divisible par '

s=ax— ayg—8yy/—1.

Corollaire I. — La proposition précédente subsiste dans le cas méme
ol la fonction y () s’évanouit, c’est-a-dire dans le cas ol w(x) se
réduit & une fonction réelle p(z).

Corollaire II. — Le théoréme précédent subsiste encore 1orsqu’0n
) \
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suppose 6 = o, et par conséquent lorsque la valeur particuliere attri-
buée & la variable @ est réelle. -

Tutorime II. — Si une fonction imaginaire et enticre de la variable x
s'évanowit pour chacune des valeurs particuliéres de x comprises dans la

suite
g+ 6y —1, a,+6,\/—1, a2+62\/-—1, civy Opg+Bpgy—1,’

n désignant un nombre entier quelconque, cetle fonction sera équivalente

au produit des facteurs

x—otyg— 8\ —1, x—oa—6\/—1, Z—ts— B — 1, .., T—ty_y— 6,y V—1
par une nouvelle foﬁction fmaginairé et enticre de la variable x.
Démonstration. — Soit
w(2) = 9(@) + (@) V=T

la fonction proposée. Comme elle doit s’évanouir pour

2 =0+ B/ —1,
elle sera, en vertu du théoréme I, algébriquement divisible par

x — otg— 6 \/——1; | .
et on aura, en conséquence, .
(2) w(2) = (2 — a1~ &y/=1) Qo

Q, désignant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va-
riable #. La fonction w(z) devant s’évanouir encore lorsqu’on sup-

’

pose

z=o;+ 8 y—1,

cette supposition réduira nécessairement i zéro le second membre de
I’équation (2), et, par conséquent, I'un des deux facteurs qui le com-
posent (voir le Chapitre VII, § 1I, théoreme VII, corollaire IT). De

OFuvres de C.— §. 11, t. II1, 28
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plus, comme le premier facteur

x—oyg— 8\ — 1

ne peut devenir nul pour
X = -+ 61 \/—_f,

tant que les valeurs particuliéres
‘ ao+ 8o/ — 1, a8 y—1

sont distinctes I'une de I'autre, il est clair qu’en attribuant a @ la se-
conde de ces deux valeurs, on devra réduire & zéro la fonction entiere
Q,, et, par suite, que cette fonction entiére sera divisible algébrique-

ment par
& —o—8\/—1.

On aura donc
Qo= (a: — o — 6 \/:;) Q4

_Q, désignant une nouvelle fonction imaginaire et entiére de la va-
riable x; en sorte que ’équation (2) pourra se mettre sous la forme

(3) w(x):(m—ao—eo\/:)(x—a,——8,\/:)(),.

En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : 1° que, la
fonetion w(a) devant s’évanouir en vertu de la supposition

x:“al‘*—@av—l‘,

cette supposition réduit nécessairement & zéro le secand membre de
I'équation (3), et, par conséquent, 'un de ses trois facteurs; 2° que
le facteur réduit & zéro ne peut étre que la fonction entiére Q,, tant
que les trois valeurs particulieres de -, désignées par

“o+60\/:» al+61\/:’ “2+62V—I:
sont distinctes I'une de I'autre; 3° que la fonction entiére Q,, devant

s’évanouir pour .
) X = a2+ 62 —1I,
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est algébriquement divisible par
& — oy~ 6y\/— 1.

On aura, par conséquent,

Q}:(w—awﬁw:‘!) Q. |

ct, par suite,
4) w(@)=(r—a,—8y—1)(z—a,—86,V=1)(z—a;—6,/=1) Q,

Q, désignant encore une fonction imaginaire et entiére de la va-
riable . En continuant de la méme maniére, on finira par reconnaitre
que, dans le cas ol la fonction entiére w(a) s’évanouit pour n valeurs
différentes de x, respectivement désignées par

0(0-!-60\/—-_1, o+ 8, yV—1, ocz—i—Sg\/:—_f, e, a,l—l—l-eu—i\/:——l,
on a nécessairement -
(5) m(x):(x—ao—ﬁo\/-—1><x—a1——61\/:)(x—ag—82\/:>...(x—oc,l_i—é,,__l\/:)Q,

Q désignant une nouvelle fonction entiére de la variable .

Il est & peu prés inutile d’observer que le théoreme précédent sub-
siste lorsqu’on suppose

. x(z)=o
ou bhien , .

6,= o, 8,—=o0, . 6,=o, cve 8,_1=o0,
c’est-a-dire lorsque la fonction w() ou les valeurs particulieres attri-
buées a la variable « deviennent réelles. '

A T'aide des principes établis dans ce paragraphe, on démontrera
sans difficulté que, dans le Chapitre IV (§ I), les théorémes Il et IV,
avec la formule (1), peuvent étre étendus au cas ol les fonctions et les
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particuliéres
attribuées aux unes et aux autres. On prouvera de méme que les pro-
positions I, IT et I1I, avec les formules (1) et (2), dans le § 1I du Cha-
pitre IV, et les formules (2), (3), (4), (5), (6) dansle § 11T du méme
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs réelles ou imagi-
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, par
exemple, on reconnaitra, en particulier, que I’équation (6) du § III,

savoir
(x4 2" z ! Y

1.2.3...n  1.2.3...n " 1.2.3...(n—1) 1 e
x ,yn.—l ,},u

T11.2.3...(n—1) [2.3...0

(6)

a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables « et y.

§ V. — Détermination des fonctions.imaginaires continues
d’une seule variable propres a vérifier certaines conditions.
Sott
' w(@)=¢(z) +V—1 ()
une fonction imaginaire continue de la variable x, 9(x) et y (2) dé-
signant deux fonctions continues, mais réelles. La fonction imaginaire
w(x) sera complétement déterminée, si elle est assujettie & vérifier,

pour toutes les valeurs réelles possibles des variables = et y, 'une
des équations

(0 | ©(z +y) =v(2) + (),

(2) w(z+y)=w(z)xo(y)

-

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives des mémes va-
riables, 'une des équations suivantes :

(3) w(zy) =w(2)+(y),
(4) ~ w(xy):w(-x) X ®(y)
Nous allons résoudre successivement ces quatre équatisns, ce qui

nous fournira quatre probléemes analogues a ceux que nous avons-déja
traités dans le § I du Chapitre V. .

ProsutMe I. — Déterminer la fonction imaginaire w(x) de maniere

qu’elle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la va-
. . )
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riable z, et que Uon ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x

ety,

(1) - ‘w(x +y)=w(x)+ = (y).
Solution. — Si, a I'aide de la formule
w(z)=9(z) +y(z)y—1,

on remplace dans I’équation (1) la fonction imaginaire = par les fone-
tions réelles ¢ et y, cette équation deviendra

(2 +3) + (@ + )W =1 = 9(2) + (@) V=1 + 9(3) + 1 PIV—1

puis I'on en conclura, en égalant de part et d’autre les parties réelles

et les coefficients de y— 1,

<P(x+y) =¢(z)+o(y)
X @ +y)=y(2) +3(¥)

On tirera de ces derniéres formules (voir le Chapitre V, § I, pro-

bleme T)
?(x)rx?(l),
x(@) =2y (1)
et, par suite, |
(5) ‘w(@) =a[p(1) +x (V=1

ou, ce qui revient au méme,
(6) - w(z)=aw(1).
Il suit de I'équation (5) que toute valeur de () propre & résoudre
la question proposée est nécessairement de la forme
(7) ' m(x):((l—l—b\/——l)x,

a, b désignant deux quantités constantes. Il est d’ailleurs facile de
s’assurer qu’une semblable valeur de w(x) vérifie I'équation (1),
quelles que soient les deux quantités a et b. Ces quantltes sont done

deux constantes arbitraires.
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On peut remarquer que, pour obtenir la valeur précédente de w(x),
il suffit de remplacer, dans la valeur de ¢ (x) que fournit ’équation (7)
du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et réelle @ par la constante .
arbitraire, mais imaginaire,

a+ by=i.

Prosrime II. — Déterminer la fonction imaginaire w(x) de maniere
guelle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la va-
riable x, et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x

ely,
(2) w(z+y)=w(z)w(y)
Solution. — Si dans I'équation (2) on fait = o, on en tirera

w(o)=
ou, ce qui revient au méme, a cause de la formule

w(z)=9(x) +y(z)y—1,
9(0) +x(o)y—1=1

et, par suite,
9(0)=1,  x(o)=o.

La fonction ¢ () se réduira donc 3 I'unité pour la valeur particulicre o
attribuée & la variable @; et, puisqu’on la suppose continue entre
des limites quelconques, il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de
cette valeur particuliére, trés peu différente de l'unité, par conbequent
positive. On pourra done, en désignant par « Un nombre tres petit,’
choisir ce nombre de maniére que la fonction () reste constamment
positive entre les limites )

»

Cette condition étant remplie, comme la quantité (a)\era elle -méme
positive, si l'on fait

p=Vo(a)+yx(a)?, ¢=arctangl{®)
: ¢ ()

on en conclura

w ()= g(a)+x(a)y—1=p(cos{ +V sm?,‘)
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Concevons maintenant que dans I’équation (2) on remplace succes-
sivement y par y -+ 2, puis z par z + u, ..., on en déduira

w(e+y+s+...)=v(z)o(y)w(3)...,

quel que soit le nombre des variables x, y, =, ...; si, de plus, on dé-
signe par m cc méme nombre, et que I'on fasse

X=y=85=...=—4,
équation que 'on vient de trouver donnera
w(ma) = [w(a)]"=p"(cosmt 4+ —1sinmg).

Yajoute que la formule

w(ma)==pm(cosm¢ +\y—1sin mg) .

subsistera encore si I’on y remplace le nombre enticr m par une frac-
tion ou méme par un nombre quelconque w. C’est ce que I'on prou-
vera facilement ainsi qu'il suit.

Si dans l;équation (2) on fait

on en tirera .

[wG“)]z: w(a)=p|cost +y=1sint];

puis, en extrayant les racines carrées des deux membres, de maniére
que les parties réelles soient positives, et observant que les deux
fo‘nctions o(x), cosx restent positives, la premiere entre les limites
& =o0, x = «, la seconde entre les limites x = o, x = {, on trouvera

o) = 2 (1) =12V Tim ot (e oy,

De méme, si dans I’équation (2) on fait .
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on en tirera

[w (2 oc)jr:m(% oz) et p% <cos§ -+ \/: sing);

‘puis, en extrayant les racines carrées des deux membres, de maniere
a obtenir des parties réelles positives,

LR %< S E).

w<4a)__p cos 7 vV i sin 7

Par des raisonnements semblables, on établira successivement les for-
mules ’

s -
w<§a> =p® <cos§ —I—-\/—ISiH%),

w<16a>._p <cos-l—6+\/ lsmm>,

et, en général, n désignant un nombre entier quelconque,

. 1 :
I an I —_— 1
ZD‘(E—,-‘ oc) =p* [cos <E'—‘ C) -+ \/—x sin (2_" C)]
. \ ’ 1 , .
Sil’on opére sur la valeur précédente de w<;; oa) pour en déduire celle
m ;s . .
de a(;n oc>, comme on a opéré sur la valeur de w(a) pour en déduire

celle de w(ma), on trouvera

m<g a> :92_" [cos (;11’:1, C) -+ =1sin (;i,z; §>],

oll, ce qui revient au méme,

»
b2

(P<§"% a> +x<§ a) \/:: pf"licos<;-%§> +V=1 sin<% C)],.

.

ef» par suite,
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pﬁis, en supposant que la fraction g% varie de maniere & s’approcher
indéfiniment du nombre w, et passant aux limites, on obtiendra les
équations

o(pa) =preospl,  y(pa) = p¥sinpg,
desquelles on conclura
(8) w(pa) = pt(cospl + y/—1 sinpt).
De plus, si dans I'équation (2) on pose

xr = pa, Y = [,
on en tircra
w(o)
w(pa)

w(— pa) = = p=#fcos(— pt) + y—1sin(— pg)].

La formule (8) subsistera donc lorsqu’on y remplacera p par — . En
d’autres termes, on aura, pour des valeurs réelles quelconques posi-
tives ou négatives de la variable «,

(9) m(ax):px[costx—s-\/:——lsinc.x]:[w(a).]“.
Si dans cette derniére formule on écrit g au lieu de , elle deviendra
(10) ' m(x):pg[cos <§x>+\/:—15in<§x>]:[m(°‘)]a;

et si I'on fait ensuite, pour abréger,

% £
(r1) p*=A, e b,
on trouvera .
(12) - w(x)=A%*(cosba +\—1sindz).

Ainsi toute valeur de w(z), propre & résoudre la question proposée,
sera nécessairement de la forme ~ ’

A®(cosba +\/—1sinbz),

A, b désignant deux constantes réelles, dont la premiére ne pourra
. OEuvresde C. — S. 11, t. 1IL. Y
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étre que positive. Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’'une semblable
valeur de w(z) vérifie I'équation (2), quelles que soient la valeur du
nombre A et celle de la quantité &. Ce nombre et cette quantité sont
donc des constantes arbitraires.

Corollaire. — Dans le cas particulier ol la fonction ¢ () doit rester
positive entre les limites © = o, =1, on peut, au lieu de supposer «
tres petit, prendre @ =1; et I'on conclut alors immédiatement des
équations (g) et (10)

(13) - w(e) =[]

ProsLime 1. — Determiner la fonction imaginaire w(x) de maniere
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va-
riable z, et que 'on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x
ey, ‘

(3) w(zy) =w(z) +w(y).

Solution. — Si, a I'aide de la formule

w(x)=¢(z)+y(x) V—r,

on remplace dans I'équation (3) la fonction imaginaire  par les fone-
tions réclles 9 et y, puis, que I'on égale de part et d’autre les parties
réelles ct les coefficients de y/— 1, on trouvera

o(xy) =9(x)+¢(r)
x(zy)=y(x)+x(y).

Si, de plus, on désigne par A un nombre quelconque et par L la
caractéristique des logarithmes dans le systéme dont la base est A,
on tirera des équations précédentes (voir le Chapitre V, § I, pro-
bleme 111) - ‘ ’

' 9(x) =9(A) L(z),
: : x(z)=x(A) L(=),
et 'on en conclura '

(14) _ é(x):[@(AHx(A)\/ITJL(x)
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ou, ce qui revient au méme,
(13) w(x)=w(A)L(2).

Il suit de la formule (14) que toute valeur w(x) propre i résoudre la
question proposée est nécessairement de la forme '

(16) ' w(z)=(a+by—1)L(=),

a, b désignant deux quantités constantes. Il est d’ailleurs facile de
s'assurer qu'une semblable valeur de w(ax) vérifie I'équation (3),
quelles que soient les quantités @ et b, Ces quantités sont donc deux
constantes arbitraires. - : :

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur précédente de = (),
il suffit de remplacer, dans la valeur de 9¢(«) que fournit I'équa-
tion (12) du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et réelle a par la

~ constante arbitraire, mais imaginaire, ‘

a—+ bV:.

Nota. — On pourrait arriver trés simplement a 'équation (15) de la
maniere suivante.
En vertu des formules identiques
x=Al7,  y= Al
I’équation (3) devient 4
w(AL*+LY) —m(AlL*) 4-m(ALY),

Comme, dans cette derniére, les quantités variables L, Ly admettent
des valeurs réelles quelconques positives ou négatives, il en résulte
qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x

et y,
@ (A%+Y) = w(A%) -+ w(AY).

On en conclura [zoir le probleme 1, équation (6)]
w(A%)=—zw(AY)=zw(A)

et, par suite,
w(ALY)Y—=wm(A) Lz .
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ou, ce qui revient au méme,

w(x) =w(A)La.

Prosuime [V, — Déterminer la fonction imaginaire w(x) de manicre
qielle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va-
riable x, et que l'on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x

el y,
(4) : - w(zy)=w(z)w(y).

Solution. — Il serait facile d’appliquer 4 la solution de ce probleme
une méthode semblable a celle que nous avons employée pour résoudre
“le second; mais on arrivera plus promptement & la solution cherchée,
si 'on observe que, en désignant par L la caractéristique des loga-
rithmes dans le systéme dont la base est A, on peut mettre I'équa-
tion (4 ) sous la forme

w(ALT+LY) =@ (ALF) w(ALY).

Comme, dans cette derniére équation, les quantités variables Lz, Ly
admettent des valeurs réelles quelconques positives ou négatives, il
en résulte qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des va-
riables = et y,

T(A*)=w(A%) o (AY).
On en conclura, en représentant par « un nombre tres petit ct en
remplagant dans I'équation (10) du second probleme w(z) par w(A®),

. (A7) = [w(A®)]%.
On trouvera par suite .

o (AL®) == [@(A%)]

L
3

ou, ce qui revient au méme,
Lr
(17) - w(x)=[w(A%)] %,
Il est essentiel d’observer que la fonction imaginaire w(A®), et par

conséquent sa partie réclle (A®), se réduisent & 1'unité pour x = o,
. ) - L
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ou, en d’autres termes, que la fonction imaginaire w(x) et sa partie
réelle ¢(x) se réduisent & P'unité pour « =1. C'est ce que l'on peut
démontrer directement, en prenant dans I’équation (4),

x=A"=1.

Quant au nombre-«, il doit seulement étre assez petit pour'que la
partie réelle de la fonction imaginaire w(A®) reste constamment posi-
tive entre les limites « == 0, @ = a. Cette condition étant remplie, la
partie réelle de I’expression imaginaire ’

w(A%) = 9(A%) + 1 (A%) V=1

_ sera elle-méme positive; et par suite, sil’on fait

X(A%)

= VORI, s=aretns oo

'On aura . .
w(A%) = p(cosZ =+ /=1 sin¢).

Cela posé, 'équation (17) deviendra
w(z) = pko‘cf [cos (% Lx) +y—Tsin (g La:)] .

:xL—ae[cos<§ Lx> +y—1sin <§—C Lx)]

En vertu de cette derniére équation, toute valeur de w(x) propre i

(18)

résoudre la question proposée sera nécessairement de la forme
(19) w(x) = z¢[cos(bLz) + V=1 sin(bLz)),

a, b désignant deux quantités constantes. 1l est aisé, de plus, de s’as-
surer que ces deux quantités constantes doivent demeurer entibre-
ment arbitraires.
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CHAPITRE IX.

DES SERIES IMAGINAIRES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. SOMMATION DE QUELQUES SERIES
IMAGINAIRES CONVERGENTES, NOTATIONS EMPLOYEES POUR REPRESENTER QUELQUES FONC~

TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLES ON SE TROUVE CONDUIT PAR LA SQMMATION DR CES
MAMES SERIES.

§ 1. — Considerations genérales sur les séries imaginaires.

Soient respectivement

(1) " DPos  P1s Plg, ceey Pny ‘eey
(2) Gos Gy Gas vy Guy e

deux séries réelles. La suite des expressions imaginaires

(3) Po+‘]o\/:r P:‘F91\/:_1‘, Pz"i"]z\/:—;: vy Putqn :T!

’

formera ce qu’on appelle une série imaginaire. Soit, de plus,

@ 5= (ot qoV—1) + (P14 @:V=1) + ...+ (P ga—aV—1)
= (Po+Piterct Pucy) + (Got Gt e oA nma )V —1

la somme des n premiers termes de cette série. Selon que, pour des
valeurs croissantes de 7, s, convergera ou non vers une limite fixe, on
dira que la série (3) est convergente et qu'elle a pour somme cette

limite, ou bien qu’elle est divergente et n’a pas de somme. Le premier
cas aura évidemment lieu si les deux sommes ‘ ’

Pot+pi+t.. Py
qo+q1+. . .-}‘q,i_g

-

' -
convergent elles-mémes, pour des valeurs croissantes de », vers des
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limites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d’autres
termes, la série (3) sera toujours convergente en méme temps que les
séries réelles (1) et (2). Si ces derniéres, ou I'une d’elles seulement,
deviennent divergentes, la série (3) le sera également. ‘

- Dans tous les cas possibles, le terme de la série (3) qui correspond

a l'indice n, savoir

P/z""?/t\/_l"

est ce qu’on nomme son terme general.
L’une des sérics imaginaires les plus simples est celle qu’on obtient
en attribuant a la variable «, dans la progression géométrique

’ n
1, x, x* ..., T ...,

‘o

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idées, que I'on fasse

A 2 =3z(cos§ ++/—1sind),

s désignant une nouvelle variable supposée réelle, et § un arc réel. La
progression géométrique dont il s’agit deviendra

1, s(cosd+=1sinf), 5*(cos20-+y/—1sin20), ...,

(5)
ooy s(cosnb-+y—r1sinnb), ....

Pour obtenir I'équation quidétermine la somme des n premiers termes
dela série précédente, il suffit de remplacer x par z(cosh 4y — 1 5inf)
dans la formule

1 "

Ry T .
. [—z 11—

On trouve de cette maniére

142(cosf+y=r1sinf) +22(cos20 + /" 1sin26) +...
+ 2| cos(n —1)0 +y=T1sin(n — 1)6]

_ 1 __z"(cosnB+y/—isinnb)
" 1—z(cosf+y—1sind) 1—z(cosf+\/1sing)’

(6)

et, comme, pour des valeurs croissantes de n, le module de I'expres-
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sion imaginaire

s (cosnf+y=1sinng)
p—
1—2zcosf— ssinfy/—1

savolr
=+ 37

1’
(1— 235 cosf + 5?)3

t

converge vers la limite zéro ou croit an dela de toute limite, suivant
qu’on suppose la valeur numérique de s inférieure ou supérieure a
I'unité, on doit conclure de I'équation (6) que la série (5) est, dans
la premiére hypothése, une série convergente qui a pour somme

1
2
t—zcosf —zsinfy/—1

et, dans la seconde hypothese, une série divergente qui n’a plus de
somme. '
La somme d’une séric imaginaire convergente s’indique, comme
si la séric était réelle, par la somme de ses premiers termes, suivie
_de points....
Cela posé, si I'on appelle’s la somme de la série (3) supposée con-
vergente, et que, dans la formule (4), on fasse croitre » indéfiniment,
on trouvera, en passant aux limites, ‘

s=(pot+qoV=1) + (pr+ 1 V=1) + (P2 +q2V—1) +...
= (Po+Pi+Pate )+ (Qo+ @i+ Gt )V 1.

(7)

De méme, lorsqu’on supposera’la valeur numérique de z inférieure &
I'unité, on tirera de I’équation (6), en faisant croitre 2 au dela de
toute limite assignable,

1+ 3(cosf +y/—1sinf) + 52(cos26 +y—1sin26) +...
(8) C 1 _I1—scosf+ssinfy—u,

1— 5086 — zsinfy—1 . 1—2zc086+ 22

En vertu de la formule (7), le premier membre de I'équation (8) peut
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étre présenté sous la forme suivante : s

'

(14 5cosf + 22 cos26 +...) + (ssin +z%sin26 +...) /7.

On aura donc, pour des valecurs numériques de z inférieures & 'unité,

‘ (14~ 2c088 +35%c0820 +...) + (5sind + 2°sin2b +...)y/—1

(9) L 1— zcosh - 5 8in@ \/__1
T 1—2s5¢080+5% 1 —25c080 + 5? ‘

On en conclura

B s : I— 20080
147080 4+ 3%2c0820 4+ 5% cos3 e T
-+ +z%c + 3%°cosdf + [ ozc0sb 2%
(10) « : in8
: 3 sin
[ ~al 9 52 i 29 - =3qin ? T e R e
( zsin?d + s?sin 26 - 3% sin 36 + I —2zC0s0 + &

(s=—1p5=-F1)

“Ainsi la substitution d’une valeur imaginaire de = dansla progression

7 z

geometrique

1, x, &, ..., z% ..
suffit pour conduire i la sommation des deux séries

‘1, zcosf, z*cos26, ..., srcosnB, ...,

(x1) |

| ssinf, s*sin26, ..., z*sinnd, ... |

toutes les fois que la variable = reste comprise entre les limites
§

5= — I, F=-+1I,
.¢’est-d-dire toutes les fois que ces deux séries sont convergentes.
Les premiers membres des équations (10) étant (en vertu du théo-
réme I, Chapitre VI, § I) fonctions continues de la variable z, dans le
voisinage de toute valeur particuliére comprise entre les limites

F—=-—1I, Z=—+1,

le premier membre de I'équation (g) sera lul-méme, dans le voisi-
nage d’une semblable valeur, fonction continue de z. Or, ce premier

membre n’est autre chose que la somme de la série (5), dont les dif-
OFuvres de €. — S. 11, t. 1L, ‘ ' 30
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férents termes restent fonctions continues de s entre des limites quel-
conques. En généralisant la remarque qu’on vient de faire, on obtient
la proposition suivante :

Tugoning 1.-— Lorsque les différents termes de la seric (3) sont des
Sfonctions d’une méme variable 5, continues par rapport a cetle variable
dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle cette série est
convergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cetle

valeur particulicre, fonction continue de z.

Démonstration. — En ecffet, dans le yoisinage de la valeur particu-
liere attribuée a la variable 5, la série (3) ne peut étre convergente et
avoir pour ses différents termes des fonctions continues de 5, qu'au-
tant que les séries réelles (1) et (2) jouissent 'une et Pautre des
mémes propriétés : or, dans cette hypothese, chacune des sommes

po+P1+P2+-..,

Got+ Y1+ g+

étant (en vertu du théoreme I, Chapitre VI, § I) fonction continue de
la variable s, il en résulte que Ia somme de la série (3), savoir

s_f'([)o+P1+P2+---)+(’]o+’]1+(]2+---)\/_1 .

sera aussi fonction continue de cette variable.
b "
Supposons maintenant que I'on désigne par

Pos Pl’ P2

les modules des différents termes de la série (3), et’par
cosf,+ \—1sinf,, cosd,+y—1sinb;, cosf-+ V— 1sin6,,

les expressions réduites correspondantes, en sorte qu’on ait générale-
ment ' '

1
pr=(pi+ )%

Pntqn \/: = IO,,(COS@,, + \[: .sinG,,).
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La série (3) deviendra ' ‘
po (€088, 4+ =1 sinb, )
p1 (cos9, +/="1sinb, ),
(12) ! p2(cos8y +=15sin6,),

et 'on pourra ordinairement décider si cette série est convergente on
divergente, a I'aide du théoreme que je vais énoncer. '

Tut:orime II. — Cherches la limite ou les limites vers lesquelles converge,
' 1

tandis que n croit indéfiniment, I'expression (p,)". Suivant que la plus
grande de ces limites sera inféricure ou superieure a l'unité, la série (3)

sera convergente ou dl'vergente. ’

.

Deémonstration. — Considérons d’abord le cas ol les plus grandes
1

valeurs de I'expression (p,)" convergent, tandis que n croit indéfini-
ment, vers une limite inféricure & I'unité. Dans ce cas, la série

(’3) Pos P15 P2y <-es Pay
étant convergente (Chapitre VI, § II, théoréme I), les séries

pocosfy, pycosdy, p;cosh, ‘..., P COSOy, - .y
() A posinby, pysing, pysinby, ..., p,sing,,

le seront également (Chapitre VI, § III, théoreme IV), et la conver-
gence de ces dernieres entrainera celle de la série (12), qui n’est que
la série (3) présentée sous une autre forme. co

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de =,
: . 1

les plus grandes valeurs de (p,)" convergent vers une limite supé-

rieure & I'unité. Dans cette hypothése, on prouvera, par un raisonne-
ment semblable 4 celui que nous avons employé dans le Chapitre V1
(§ 11, théoreme 1), que les plus grandes valeurs du module

o 1
Pn= (P?z + ‘]i)’
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croissent avee n au dela de toute limite, ce qui ne peut étre vrai
qu'autant que les plus grandes valeurs des deux quantités p,, ¢,,
ou au moins de I'une d’elles, croissent de méme indéfiniment. Or,
comme ces deux quantités sont les termes généraux des séries (1)
et (2), on doit conclure que, de ces deux séries, I'une au moins est
divergente, ce qui suffit pour assurer la divergence de la série (3).

. . . . , . . . .
Scolie I. — Le théoreme qu’on vient d’établir ne laisse d’incerti-

tude sur la convergence ou la divergence d’une séric imaginaire que
1

dans le cas particulicr ol la limite des plus grandes valeurs de (p,)"
devient égale & I'unité. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours
facile de décider la question. Toutefois on peut affirmer que, si la
série (13) est convergente, les séries (14), et par suite la série (12),
le seront pareillement. La réciproque n’est pas vraie, et i] pourrait
arriver que, la série (12) restant convergente, la série (13) fut diver-

gente. Ainsi, par exemple, si I'on suppose

1 1
Prn= n+l, 6,,,:_—_. Il-{——z— T,

on obtiendra, a la place des séries (12) et (13), les deux suivantes

\/_—h _:_!,/_,, .+3[.\/:T, -—i\/—[, ceey

1 I

I
I - 590 : 7
’ 2 3 4 ’

dont la seconde est divergente, tandis que la premiere reste conver-

gentc et a pour somme o N
V—11(2), .

[ désignant la caractéristique des logarithmes népériens.

3

. - Scolie II. — Lorsque, pour des valeurs croissantes de n, le rapport

Pn-H

L P

s’approche indéfiniment d’une limite fixe, cette limite est également
. ) : RN
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celle vers-laquelle convergent les plus grandes valeurs de I'expres-
1 . .

sion (p,)". :
Le théoreme V du § III (Chapitre VI) est évidemment applicable
aux séries imaginaires aussi bien qu’aux séries réelles. Quant au théo-
réme VI du méme paragraphe, on doit, lorsqii'il est question des séries

imaginaires, le remplacer par le suivant :
* Tutonime I1I. — Soient

.
| oy Uy Uy veey Upy ey

(15) ?
Coy O1y 'V2, ceey Yy

deux séries convergentes, mats imaginaires, qui aient respectivement pour

sommes s et §'. St chacune de ces séries reste convergente lorsqu’on réduu

ses differents termes a leurs modules respectifs,

Uy Vg, UV Uy Py, WyWPe+ Uy ¥+ UaPpy vy

(16)
cevy UgWu Uy Opg v F Uy g 91+ UnPo,y

sera une nouyelle série convergente imaginaire, qui aura pour somme ss'.

Démonstration. — Désignons respectivement par s,, s, les sommes
des » premiers termes des deux séries (15), et par s, la somme des
n premiers termes de la série (16). On trouvera

Sy S;L_ S'Z'__‘ Uy V-1 -+ (un-—i Vp—o Up—2 V/z—l) ..

* ' A (Upgey 1+ Upg ¥y e o Ug Vg =+ Uy V)

Désignons encore par p, et 2, les modules des expressions imaginaires
u, et v,, en sorte que ces expressions soient déterminées par des équa-

tions de la forme _ o
1y = pn (€080, 4+ \/—15inb,),

o, = Pl (cosbl, + y/—1 sin 8,).

Les séries réelles
Doy P13 P23 2oy pn, LIREER}

' ' ' '
Pos P1> Pas cvvs Puy .-

v
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étant convergentes par hypothise, on en conclura, comme dans le

Chapitre VI (§ III, théoréme VI), que la somme

Pu=y P:L g+ (,0/1—1 P'/z——z —+ Pr-g P'n—-l ) + ..

-+ (Pn—! Pyi -+ PII—QP;+' e P?pln—g =+ Plp;:-l)

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. Il en
sera de méme q fortiori des deux sommes

- Pret Py €OS (B, _y -+ On1) .

-+ [Pn—i P’n_g cos (0/1-—1 -+ e;z—g) +Pn-g p,n—l (;OS (en—i -+ 6;;-1 )]
- .

...................................................

4 [Pac1py €OS(6,y+ 0)) + paapl €OS(Oy_y+6,) +...

-+ P2 pln——i COS(62+ 9;;—2) -+ Pl p,n~1 005(91 -+ 9;, 1 )]
et
Pr-1 p"l~1 sin (en—i + 9:1.—-1 )

-+ [PIL—.i Qg SIN (O g+ Ohmy) + Pr-2 [ sin (02 + 0r-1)]

~+ [Pr-1p} SI0(Orey + 0)) 4 progply SIN(Gps+6y) +. ..
~+ P2 Py SIN(Oy+ 0,y )+ pi Py SIN (0, + G,y )],

dont la premiére représente évidemment la partie réelle de I'expres-
sion imaginaire

7 "
SuSn— Sns

tandis que la seconde représente le cocflicient de —1 dans cette
expression. Par suite, 5,5, — §, convergera aussi, pour des valeurs
croissantes de 7, vers la limite zéro; ct, comme s,s, s»’approche indé-
finiment de la limite ss', il faudra de toute nécessité que l'expres-
sion s, c’est-d-dire la somme des 7 premiers termes de la série (16),
s’approche elle-méme indéfiniment de cette derniére limite. 11 en
résulte : 1° que Ia série (16) est convergente; 2° que cette série con-
vergente a pour somme ss'. ) '

1]
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§ 1. — Des séries imaginaires ordonnées suivant les puissances ascendantes
et enticres d’une variable.

Soit 2 une variable imaginaire. Toute série imaginaire ordonnée

suivant les puissances ascendantes et entiéres de la variable « sera de
la forme ' '

ay+ boV=1, (a,+0b,V=1)z, (as+byy—1)z?, ...,
oy (ap+ b=z, L, .

oy Ayy Aoy oony Qpy vuvy bgy by, by ooy by, oo désignant deux suites
de quantités constantes. Dans le cas ol les constantes de la seconde
suite s’évanouissent, la série précédente se réduit a

(I) Ay, 4T, azxis sy anx"9

Nous considérerons en particulier ‘dans ce paragraphe les séries de
cette derniére espéce. Si, pour plus de commodité, on pose

(2) . x =5(cosh-+y—1sinb),

s désignant une variable réelle et O un arc réel, la série (1) deviendra

.y

ay, a;5(cosd+y—1sind), a;s*(cos26-+/—1sin26),

(3)
oy apzn(cosnf -+ —1sinnb), ...

Soit maintenant, comme dans le Chapitre VI(§1V), Alaplus grande
des limites vers lesquelles converge, tandis que 7 croit indéfiniment,

-~

la racine n'*me de la valeur numérique de a,. La plus grande des limites
vers lesquelles convergera dans la méme hypothése la racine nitwe du
module de expression imaginaire '

A, T = a,s" (cosn@ +y—1 sinn@)
sera équivalente a la valeur numérique du produit
Az;

ct en conséquence (voir ci-dessus le § 1, théoréme IT) la série (3) sera
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con§ergente ou divergente suivant que le produit Az aura une valeur
numérique inférieure ou supéricure I'unité. On déduit immédiate-
ment de cette remarque la proposition suivante : .

Tutoreme I. — La série (3) est convergente pour toutes les valeurs de s
comprises entre les limites '

R 1 J— I

s — A ’ —_ A ’

et divergente pour toutes les valeurs de s situces hors des mémes limites.
En d’awtres termes, la série (1) est convergente ou divergenie suivant que

R . .. o, , . 1
le module de 'expression imaginaire x est inféricur ou supérieur a 1
. Fa

. , . a
Scolie. — Lorsque la valeur numérique du rapport = converge,
N n

pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limite est
précisément la valeur de la quantité positive désignée par A.

Corollaire I. — En comparant le théoréme précédent au théoréme I
du Chapitre V1 (§ V), on reconnaitra que, si la série (1) est conver-
gente pour une certaine valeur réelle de la variable @, elle demeurera
convergenle pour toute valeur imaginaire dont cette valeur réelle
seraif, au signe pres, le module. Par suite, si la série (1) est conver-
gente pour toutes les valeurs réelles de la variable @, elle restera con-
vergente, quelle que soit la valeur imaginaire qué I'on attribue a cette
variable.

Corollaire II. — Pour appliquer le thébreme I et le précédent corol-
laire, considérons les quatre séries ) .

(4) I, ‘x’ x?, ceey ", Ceey

-

p.(_l.l.—l)...(l.l.—n—l—l)xn

1 1.2 vt 1.2.3...n "
N X _rv‘z . n "
(6) I, — seey ' ._‘2__, N
1 1.2 1.2.3...n
2 n
x A .
(7) Z, — — vy = — . tes
. 2 n \
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- désignant dans la seconde une quantité quelconque. De ces quatre
séries les deux premiéres, ainsi que la derniére, restent convergentes
pour toutes les valeurs réelles de « comprises entre les limites

r=—1, =41,

et la troisiéme pour des valeurs réelles quelconques de la variable .
Mais si, au lieu d’attribuer 4 2 une valeur réelle, on suppose

o= 5(cos +y/—1sinb),
a la place de ces quatre séries, on obtiendra les suivantes

2(cosd+y—1sin0), z3(cos20+y—1sin26),

8
® s*(cosnf 4+y/—1sinnd),
1, z(cos@—i-\/——x sinf), M’:'—-_')z?(coszé—e—\/—_xsinz@),. ooy

N p,(#_:)z 3(;;_-n+1)zn(cosn6+\/—rsmn€) -

I.2 .

z”(cosn9+\/—xsmn6) .
.I', l 2 3 . b]

z(cos? —1—\/—1 sm6) __ 5%(cos2 -+ —Tsin 26),
2

z(cosf 1—\/_sm9) 22(cos20 +\/=15sin20)
m)!
(r1) ;

" s*(cosnb +y— l'sinne),
n

dont les deux premiéres et la derniére resteront convergentes pour
toutes les valeurs de s comprises entre les limites

5 =-—1, z:—l—l,

tandis que I'avant-derniere sera toujours convergente, quelle que soit
la valeur réelle de s. )

Aprés avoir fixé les limites entre lesquelles il faut renfermer z pour
rendre la série (3) convergente, nous ferons i'emai'quer que, en vertu

OFuyres de C. — S. N, t. 1IL. 31
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des principés établis dans lo paragraphe précédent, les théoremes 111,
1V et V du Chapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent étre
étendus au cas olt la variable = devient imaginaire. On devra seule- -
ment admettre, dans ’énoncé du théoréme IV, que chacune des séries

2 .
Ay, @ X, Q&% ...;

bO) bi Z, bzx2,

reste convergente lorsqu’on réduit ses différents termes non plus a
leurs valeurs numériques, mais 4 leurs modules respectifs. Cela posé,”
si I'on désigne par w(@) ce que devient le second membre de I'équa-
tion (15) (Chapitre VI, § IV), lorsqu’on attribue & 2 la valeur imagi-
naire '

z(cost -+ —1sing),

ou, en d’autres termes, si I’on fait
12) w(p)=1+ &lz(cos()—k\/—-l sinf) + Fiﬁ‘—gﬂzﬂ(cosze—k V—1sin20) +...

on trouvera, au lieu de la formule (16) (Chapitre VI, § IV), la sui-
vante :

(13) w(p)w(p) =wo(p+p)

11 est essentiel de remarquer que cctte derniére formule subsistera
uniquement pour les valeurs de s comprises entre les limites z = —1,
5=+1, et quentre ces limites la fonction imaginaire w(w), ¢’est-
a-dire la somme de la série (9), sera en méme temps continue par rap-
port & 5 et par rapport a . (voz:r ci-dessus le § I, théoréme I)).

Concevons & présent qu'au licu de la série (9) on considere généra-
lement la série (3), et que dans cette dernitre on fasse varier la valeur
de = par degrés insensibles. Tant que la série (3) sera convergente,
c’est-a-dire tant que la valeur de z restera comprise entre les limites

-—K’ +£)

la somme de la série sera une fonction imaginaire continue de la va-
. : ‘
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riable z..Soit w(s) cette fonction continue. L’équation
w(z) =ay+ a,5(c0osf +\/—15in0) + a5 (cos26 +/—1sin26) +...

subsistera pour toutes les valeurs de = renfermées entre les limites

1 T . . / . ‘ .. N Aygr
— 3’ * x> @ que nous indiquerons en écrivant ces limites & coté

de la série, comme on le voit ici :
(14) U(Z):ao—i—aiz(cose-#\/:sin9)+agzﬂ(c6320+\/:_lsin26>+...
v 'l 'l' 0
oo (z::-—-x, z:—!—K)'

On doit observer que I'équation précédente équivaut toujours a deux
équations réelles. En effet, si 'on pose '

(15) ®(2) = 9(3) +1(2)V—1,

go‘(z) et y(z) désignant deux fonctions réelles, on tirera de 'équa-
tion (14) ‘

9(5)=ay+ a,5c080 + a,22cos20 +...,

(16)

x(z) = @5 sin0 + a,8% sin20 +. ..

(= =)
& = A, 5= A.

Lorsque la série (3) est donnée, on peut quelquefois en déduire la
valeur de la fonction w(x) sous forme finie, et ¢’est 1a ce qu’on appelle
sommer la série. Nous avons déja, dans le § I, résolu cette question
pour la série (8). Nous allons maintenant chercher a la résoudre pour
les séries (9), (10), (11); et, en conséquence, nous traiterons 'un
aprés 'autre les trois problémes qui suivent. |

Prosrive . — Trouver la somme de la serte
(9) 1, —’fl 5(cosf +y/—15sind), EL—(—‘L:*;Qz?(cosze +y=1sin26), ...,
dans le cas ot Uon attribue a la variable z une valeur comprise entre les

limites
z3=—1I, Z2=-17.
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Solution. — Soit »(.) la somme cherchée. En désignant par u’ une
quantité réelle différente de y, on trouvera

(13) w(p)w(p)=o(p+p).

L’équation précédente, étant semblable & I'équation (2) du Cha-
pitre VIII (§ V), se résoudra de la méme maniére; et I'on en conclura

w(p) = rt{cospt + /=1 sinpe),

le module 7 et 'angle # étant deux quantités constantes par rapport
a @, mais qui dépendent nécessairement de s et de 0. On aura donc,
entre les limites s = — 1, 5 = +1, -

1+ %z(cos@ +y—1sinb) + E(“—:ﬂs’(cosw +\/—1sin28) +...

I.2

(17)

= /‘P‘(cospt +yV—=1 sinptt).

Pour déterminer les valeurs inconnues de r et de ¢, on fera, dans
I'équation’(17), . =1, et 'on en tirera

1+ 5080 4+ zsinfy/—1 =rcoss + rsinty/—1

ou, ce qui revient au méme,

1+ zc080 =rcosy,
z sinf=r sin¢.
On trouvera par suite
r= (14 25cosf +z‘1)'?1—;

!

. 1+ zcosf .
puis, en observant que cosz = —— reste positif pour toute va-
leur numérique de = inférieure & I'unité, et désignant par £ un nombre
. 1 .
entler queleonque, - sind

t=arclang 7 "2 osh Xokn.

"

Cela posé, si I'on fait, pour abrégers
' ‘ an __ssing
(18) g=arct glm’ i
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I'équation (17) deviendra

(=1
1.2

r+%s(cos9.+-\/——_|sin9)+ 52(cos2f + = 1sin20) +...

(19) . :
"= (1 25c086 + 2?)i ' (cospt -+ y/— 1t sinpt)

(3=—1, z3=+1),
la valeur de ¢ étant déterminée par la formule
(20) , t—s i 2k,

dans laquelle le nombre entier £ ne peut dépendre que des quantités
zetl.

Remarquons & présent que le premier membre de Iéquation (1g)
est, entre les limites = =—1, 5= + 1, une fonction continue-de z,
"qui varie avec z par degrés insensibles, quelle que soit la valeur de .
Le second membre de I'équation devra donc jouir de la méme pro-
priété, ou, en d’autres termes, les quantités

®
(1+23c0s8 + 5%)% cospt,

W
(1422 c088 + 5%)?sinpe
et, par conséquent, les suivantes

‘cospt, sinpe

devront varier avec z par degrés insensibles, pour toutes les valeurs
possibles de . Or cette condition ne peut étre remplie que dans le cas
ou ¢ lui-méme varie avec z par degrés insensibles. En effet, si un
accroissement infiniment petit de z produisait un accroissement fini
de ¢, de maniére & changer ¢ en ¢ + a, a désignant une quantlte finie,
les cosinus et sinus des deux arcs

pt, p(t+a)

ne pourraient demeurer sensiblement égaux, qu’autant que la valeur
numérique du produit pa serait a tres peu pres un multiple de la cir-
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conférence, ce qui ne peut étre vrai que pour des valeurs particuliéres
du coefficient @, et non pas généralement pour des valeurs finies quel-
conques de ce coefficient. On doit donc conclure que l'arc t=s==24=
est fonction continue de z; et, comme des deux quantités s, £, la prc'- ‘
miere, déterminée par 'équation (18), varie avec s d’une maniere
continue entre les limites z = — 1, 5 = + 1, tandis que la seconde,
assujettie & rester toujours entiére, n’admet que des variations finies
d’une ou de plusieurs unités, il est clair que, pour satisfaire a la con-
dition énoncée, la quantité s devra varier toute seule, et la quantité £
demeurer constante. Cette derniere quantité sera done indépendante
de 5, et, pour en connaitre la valeur dans tous les cas possibles, il suf-
fira de la chercher en supposant z =.0. Comme on a, dans cette hypo-
these, s = 0, ¢ = * 2k, on tirera de I'équation (19)

r— cos(2kpn) =/ —1sin(2kpn),
quelle que soit la valeur de w., et par suite °
k=o.
Cela posé, la formul'e (20) donnera généralement
t=s,
et I'équation (19) se trouvera réduite &
o 1+ %z(eoé@ +\/—=1sinb) + E-(—l”-—;—-ﬂ 5*(cos28 + /=1 sin26) +...

. .
= (1+423cosf+22) " (cosps +y—1 sinps),

T (s=—1, z=-1) )

De plus, si 'on a égard & la formule (27) du Chapitre VI} (§ IV), on
reconnaitra facilement que le second membre de 'équation (21) peut
étre représenté par la notation )

[1+5(cost + VjsinO)]”.

On aura donc, en-supposant toujours la valeur de s"comprise eptre les
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limites —1 et + 1,

1+ £ 2(cosh+\y—15sinf) -+ f)L(—Fbll—)zﬁ(cosze—+—\/:—1 sin2f) +... |
(22) :I ‘ ’ .2
=14 5(cosf +y—15in0)]*

(zl:—-l, s=-41).
. En d’antres termes, Péquation (20) du Chapitre VI (§ IV), savoir

Pot &:i)xﬁ—i—...:(l—i—x)ﬂ :

1+ =
I 1.2 .

subsistera, non seulement si I'on attribue & la variable z des valeurs

réelles comprises entre les limites — 1, + 1, mais encore si ’on fait
2 = z(cosf +/—1sin0),

- la valeur numérique de = étant inférieure a 'unité.

Corollaire I. — La formule (21), comme toutes les équations imagi-

naires, équivaut A deux équations réelles, qu’on obtient en égalant de

_part et d’autre les parties réelles et les coefficients de y/— t. On trou-
vera de cette maniere

. 1
1—1—’-If:cos@—ﬁ—ﬂ%&%l—)z%osz@-i—...:(xﬂ—zzcos@+z2)2”cos;xs,
(23) o
. —_ . sE .
%zsm@—l—&(—i‘———zl)zﬁsmze—i—-...:(x+2zcos@+z’)- sinps
(3=—1, z:'—l—x)

la valeur de s étant toujours déterminée par I’équation (18).

Corollaire II. — Si dans les formules (22) et (23) on pose o = —1,
et que I'on y remplace z par — z, on obtiendra les équations (8) et
(10)du § 1.

. Corollaire ITI. — Sil'on pose § = - ou, ce qui revient au méme,

cosf=o, sinf =1,
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la valeur de s, donnée par la formule (18), deviendra
s = arclangs,

et restera comprise entre les limites — +2—t pour toute valeur

T
Z-)
numérique de z inférieure & 'unité. Dans la méme hypothése, on
aura évidemment : . Co-

T
(coss)¥’

elE

(1425080 + 32)* = (sées)P =

et 'on tirera des équations (23), mais seulement pour les valeurs de s
comprises entre les limites dont il s’agit, ‘

COS L5 == COsMts — H—(—I‘Lf%ﬂ cost—s sints
) plp—n)(p—2)(p—3) o
(24) ¢ -+ 23 cost—tssints —. ..,
sinps = }TL cost—1ssins — H(H—I'l (é}.——z) cos¥-3ssinds 4. ..
S
TT% TG .

Par conséquent, si dans les formules (12) du Chapitre VII (§ II) on
remplace le nombre entier 7 par une quantité quelconque ., ces for-
-mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs réelles possibles de

I'arc z, ne seront plus vraies généralement que pour des valeurs
T

4

"ProsrLiME II. — Trouver la somme de la série

numériques de cet arc inférieures &

(10) 1, ?(cos@—t-\/—_:sina), %(cosz@q— —1sin26)," ...,

quelle que soit la valeur numerique de =.

Solution. — Si dans les équations (18) et (21) on remplace z par az

1 , s a0 . . .
et u par —, « désignant une quantité infiniment petite, on trouvera,
‘ : \
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pour toutes les valeurs de as comprises entre les limites — 1, + 1, ou,
ce qui revient au méme, pour toutes les valeurs de z comprises cntre

. . 1 I
les limites — —» + =,
o a

-
<&

1+ “;(cose +y/—15sinb) + 22 (cos26+y—1sin26) (1— a)

I.

3 —an
(25) ! +Tﬁ(cos\%@-ﬁ-\/——lsin?xe)(l-—a)(x-—2oz)+..v.

1
Ta $ e
= (1+ 2azc0osf + oﬂs?)“‘<cos in y/—1sin &>

I'arc s étant déterminé par la formule

azsinf
. §=arc tang ——
(26) \ _ arc ta g1+ozzcos@

Si maintenant on fait décroitre indéfiniment dans I’équation (25) la

valeur numérique de «, on trouvera, en passant aux limites,
1

o ' z? —_
1+ §<0059+\/—:—18in9) -+ —I——E<c0529+\/-—xsin26>

b4

- : 3(cos39+\/—_tsin36)+...

(27) +

1
. ia s — .
=lim [(1 + 205 cosf + a?z?)® <c0s p +\/-.—- 1 sin g)]

' (83==—o0, 5=-+'0).

Il reste & chercher la limite du produit
e S .8
(14 205 c0SH 4 az?):* (cos : 4+ —1sin —'o—c>,

et, par conséquent, celle de chacune des quantités

1 f
Sa S
(14205 cos0 + a?52)2% ey
Or, en premier lieu, si on fait
205080 + a5 —=§,
OFuvres de C. — 8. 11, t. 111, 32
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on en conclura
2 c0s0 - oz_;z

8

S

(r+ 2as5c080 + a3 )%= (14 6)

et, par suite,
lim (s cos 8 + -“—:3)

1 1
lim (1 + 22z cosf + a?z?)i¢= [lim(x 4 6)5]

—_ ez cos 0.

De plus, la valeur de s donnée par I’équation (26) étant infiniment

petite, le rapport
s
tangs = sins
S

Ccoss

aura pour limite I'unité; et, comme on tire de I’équation (26)

tangs zsing
= —)
a 1+ o5 cosd
$ $ zsinf

a7 langs 1+ «z €os0’

on trouvera, en passant aux limites,
lim(i) —zsinf.
24

Cela posé, il est clair que le second membre de I'équation (25) aura

pour limite I’expression imaginaire

e“°S°[cos(z sinf) + /—1 Sin(SSiﬂe)],

en sorte que la formule (27) deviendra

1+ 2 (cost +/—1sinf) -+ 2 (cos20+ =T sin26) +...
(28) 1 . 1.2

= e2e0s0[ cos (2 sinf) + /— 1 sin(z sin6)] i
(z —=—ow, Zz=-+ °°),

la valeur de la variable réelle z étant completement arbitraire, puis-
qu’elle peut étre choisie & volonté entre les valeurs extrémes z = — «,

5 = - 0. . . _ Y
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Corollaire I. — Si, en comparant les deux membres de 'équa-
tion (28), on égale de part et d’autre : 1° les parties réelles; 2° les

coefficients de y/ — 1, on obtiendra les deux équations réelles

4 zl .
‘ 1+§cos€+:cosze+...:e“““cos(zsme), '
(29) e
' ( :2sin26+...:e““esin(zsine)

=%

sin 8 +

(5=—0c0, 5==4o0).

'

. . id . . .
Corollaire II. — Sil'on suppose § = - ou, ce qui revient au méme,

cosf—o, sinf =1,

les équations (29g) deviendront

1 2 + a == OS85
. 1.2 ' 1.2.3.4 T 7%
(30) . ¢ s f
F4 3 .
- — +...=sins
1 1.2.3
(3=—o00, z=-+00).

Ces dernieres subsistant, aussi bien que les équations (29), pour des
valeurs réelles quelconques de z, il en résulte que les fonctions sinz
et cosz sont toujours développables en séries ordonnées suivant les
puissances ascendantes de la variable qu'elles renferment. Comme
cette proposition mérite d’étre remarquée, je vais la démontrer ici .
directement. '

La série

étant convergente pour toutes les valeurs réelles possibles de la
variable x, restera.convergente (en vertu du théoréme I, corol-
laire 1) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette méme
variable. Si I'on multiplie la somme de cette série par la somme de
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la série semblable

2

LY

AR N
1 1.2

en ayant égard a la fois au théoreme III du § I et & la formule (6) du

Chapitre VIII (§ IV), on trouvera, pour toutes les valeurs possibles
réelles ou imaginaires attribuées A x et 2 y,

2 2
‘<1+£+i+...><:+z+}'—+...>
_ I 1.2 1 1.2
<

x.—l—_)’ (Z+y)
I + 1.2

(31)

( =1+

!

Lorsque, dans 'équation qui précéde, on remplace 2 par @y — 1 et
y par yy/— 1, on obtient la suivante

I 3./ - ' —

(1+x L2 2 [+..,><H_J’\/l y? ¥ /=1
L 1.2 1.2.3

(32)

o EEnV= (e

1 1.2 o

dans laquelle on pourra, si 'on veut, supposer réelles les variables
et y. Faisons, dans cette hypothése,

L’équation (32) deviendra
w(Z)w(y)=o(z+y);
et I'on en conclura [voir le Chai)itre VIl § V, équatior} (12)]
w(z)=A*(cosbz +\—1sinbz)

ou, ce qui revient au méme,

.r\/: x? 23/ —1 xt
(33) “ I+ —1m 1.3t 1.2.3.4+'."

=A%(cosbax +\/—1sin bz)

(==, &=+ w®), _ 1
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les lettres A et b représentant deux constantes inconnues dont la pre-
miére est nécessairement positive. On aura par suite

2 &
. I—x——i—x—.—...:A“’cosbx,
1.2 .1.2.3.4 ' ‘
(34) ¢ . :
( z_ 2 ~ +...=A%sin b
I 1.2.3 :
(z=—ow, z=-+®).

Pour déterminer les constantes inconnues A et b, il suffira d’observer :
1° que les formules (34) doivent subsister lorsqu’on y change  en
— @, et que, pour remplir cette condition, il faut nécessairement sup-

poser
Ax:A—x’
par conséquent
A=r;

2° que, si, aprés avoir divisé par @ les deux membres de la seconde des

_ formules (34), on fait converger la variable x vers la limite zéro, le
pi‘emier membre convergera vers la limite 1, et le second membre,
savoir

Az sinbx _ AZ sinbx

x bx

x b,

vers la limite &; d’ou résulte 'équation

'

b=1.

Cela posé, les formules (33) et (34) deviendrent respéctivement

z\/—1 x? x¥\— 1 Al
I = — — + +...
(35) . 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4
) —=cosz+\y—1sinz
(x=—o00, &=+ w);
‘ $2 -xb
I— — 4+ ——— —, ., .= COSZ -
1 1.2.3. ?
(36) < b
z_ = =si
1 12,3 ceoTsnz
(x=-—00, 2=+ ow).
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Si dans les deux derniéres on remplace la variable « par la variable z,
on retrouvera les formules (30).

Il est essentiel d’observer que f’équation (35), lorsqu’on y suppose
a = zsinf, fournit le développement de :

cos (5 sinf) -+ /—1 sin(zsin)

suivant les puissances ascendantes de z. Si 'on multiplie ce dévelop-
pement par celui-de

e? cosﬂ,

en ayant égard & la formule (31), qui subsiste pour toutes les valeurs
réelles et imaginaires des variables qu’elle renferme, on obtiendra
précisément I'équation (28).

PropLiMg III. — Trouver la somme de la série

‘ %(0056—1-\/——1 sinf) — §(00326+\/~1 sin26),
(II) ( R
( +%<COS39+\/—_1 sin36) —...

dans le cas ou U'on attribue & la variable z une valeur comprise entre les

limites
F=—1, Z3=—+1.

Solution. — Sil’on prend i I'ordinaire la lettre / pour la caractéris-
tique des logarithmes népériens, on aura ;

1 1
= S@wl{1+25c080 +28)
(1+ 25 cosf -+ z2)? e

3

Y

et par suite ’équation (21) pourra étre mise sous la forme

-
'

! 1+ I.—:-.Z(COSG—}—\/—I sinf) + lUL—(T——:—I)z”(cosz@-f—\/:—f sin26) +...

;pl(1+2zcose+z’)
—

(cosps +y =1 sinps)

(2=—1, 5= 1),
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la valeur de s étant toujours donnée par la formule (18). Si dans
I’équation précédente on développe les deux facteurs du second
membre en séries convergentes ordonnées suivant les puissances
ascendantes de p, puis, que I'on effectue le produit des deux déve-
loppements & I'aide de la formule (31), on trouvera

1+ %z(cosé—i—\/:—r sinf) + ”—(%;——Qs?(cosze-;-\/-—x sin26) +...
=1+ % [%l([-*-zz cos6+zﬁ)+3\/——x]

2 ‘ o
-+ #—2-[—;-1(1—1- 25c080+32) +sy—1] +...

(s=—1, z=+1).

Enfin, si, apres avoir retranché I'unité de chaque membre, puis divisé
les deux membres par ., on fait converger la quantité  vers la limite
zéro, on obtiendra ’équation ' ‘

‘ ?(COSG—!—\/————_—I sinf) — E{;(cosze—i—\/——l sin2f) +...
37)
=1l(1+25¢c080 + 3%) +s5y—1

(g==—1, z=+41).

Corollaire I. — Si I'on égale, dans les deux membres de I'équa-
tion (37) : 1° les parties réelles; 2° les coefficients de v— 1, et que
I'on remette pour s sa valeur déterminée par la formule (18), on
obtiendra les deux équations réelles

3 52 3 .
;cos@—;cosz@—k—zgcos36—...:gl(x—i-zzcos@—i—z?),
(38) \ .
5 . L 3 - zsinb
~sinf— —sin20 + —sin360 —...=arctang ———
1, 2 3 . 14+ 5cosf
(3=—1, s53=+1).
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. . ™ . . .
Corollatre II. — Sil'on suppose 6 =  ou, ce qui revient au méme,

cosf=o, sinf =1,

la seconde des équations (38) deviendra

(39) z—§+fg—...:arctangz (=—1, Z=-+1).

La série qui forme le premicr membre de cette derniére équation
étant convergente, non seulement pour toute valeur numérique de s
inférieure a I'unité, mais aussi lorsqu’on suppose z =1 (voir le Cha-
pitre VI, § 1II, théoréme III), il en résulte que I'équation subsistera
dans cette derniére hypothese; et, comme on a d’ailleurs

argtang(l):g, X
on en conclura
I 1 i
(40) I—-§+3—"'_"Z{.

La formule (40) peut servir & calculer par approximation la valeur
de w, ¢’est-a-dire le rapport de la circonférence au diamétre.

§ 1II. — Notations employées pour représenter quelques fonctions
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommation des séries

convergentes. Propriétés de ces mémes fonctions.

"Considérons les six notations

Az, sinz, cosz,

La, arcsina, arccosz.

Iy

Si Pon attribue 2 la variable = une valeur réelle, ces six notations
représenteront, comme l'on sait, autant de fonctions réelles de z,
qui, prises deux & deux, seront inverses I'une de I'autre, ¢’cst-a-dire

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREMIERE PARTIE. — CIIAPITRE IX. © 287
données par des opérations inverses, pourvu toutefois que, A dési-
gnant un-nombre, L exprime la caractéristique des logarithmes dans
le systéme dont Ia base est A. Il reste & fixer le sens de ces mémes
notations, dans le cas ou la variable « devient imaginaire. Cest ce
que nous ferons ici, en commencant par les trois premiéres.

On a prouvé que, dans le¢ cas ol la variable @ est supposée réelle,
les trois fonctions représentées par

A%, sinz, cosz

sont toujours développables en séries convergentes ordonnées suivant
les puissances ascendantes et cntiéres de cette variable. On aura, en
effet, dans cette hypothese,

Az‘

a2 2 3(IA)?
:I+xlA+x(lA) +x( )+

A4
/ 1 1.2 1.2.3
x? 2t

I CeosSer =1 — —— 4 ———— — ..
() " 1.2 1.2.3.4 ’

. x x? '

SiIn X — — — 5 .

i 1.2.3

la caractéristique Z désignant un logarithme népérien. De plus, comme
(en vertu du théoreme I, corollaire I, § II) Ies séries qu'on vient de
rappeler restent convergentes pour toutes les valeurs réelles ou ima-
ginaires de la variable , on est convenu d’étendre les équations (1) &
tous les cas possibles; et de les considérer comme pouvant servir i
fixer, lors méme que la variable devient imaginaire, le sens des trois

notations
Az, sinz, cosax.

Observons maintenant que, si dans la premiére des équations ()
on fait
A—=e,

e désignant la base des logarithmes népériens, on en tirera

) : x - xt
2 er—1 — —
(2) +1+1.2+ ’

Ofiucresde C.— S. 1,1 1L, * : 33
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puis, en écrivant successivement, au lieu de x, zlA, xy—1,

Wy

2 ] 3 3
e.l'lA :[..'_“EII__A +.Z'_(1A) M

1.0 1.2.3

— p Jp—— 2 x?
(3) ery-1 :I—i—T\/——I——;%—mV—I“‘---,

— x x? 8
—x\/—l: e A — ] — o —-———\/—I-{—....
¢ 7 T I2 T3
On aura par suite
s erlA ____Ax’
e*V=1 =cosz +\/— 1sinz,

e-*V=I=cosz —\/—1sinz, .

(4)

la variable pouva‘nt toujours étre ou réclle, ou imaginaire. De plus,
Iéquation (31) (§ IT) donnera, quels que soient z et y,

(3) ex e¥ = eT+Y,

Cela posé, il deviendra facile d’obtenir sous forme finie les valeurs de
A%, sinz et cosz correspondantes i des valeurs imaginaires de la
variable . En effet, si ’on suppose

(6) o=a+68y=1,

«, 6 représentant des quantités réelles, on conclura des deux pre-
mitres équations (4) jointes & I'équation (3)

(7) Ax:?.rlA:e(a+3‘/'—_l)lA:eaiAb,-élA,/——l: A°‘<00551A+\/':——1sin61A),

et des deux dernieres équations (4)

cexV=1 4 g—xy-1
COsSx —= —-——2——————’
8 — —
( ) ex V=1 p—x =t
2y—1 '’

( sinx =

puis, en remettant pour « sa valeur a + 64— 1, et développant les
: v \ \
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seconds membres,

b o6 b—e6
Cos = ————— cosa — ——— sinay/— 1,
2 2
6 -8 6__ o6
- e e . e € —
(9) Csine=2""""sina + ———— cosay/ 1
2 2

=c0s<E ——oz—é\/—'——x)
2
Ainsi, dans 'hypothése admise, les trois notations
A%, sinz, cosz
désignent respectivement les trois expressions imaginaires

A*(cos8 A + V—1sin6A),
bt f—eb
sin @ + ——— cosa V—r,

e 4- e—6 eb-—e6 . .
———— cosa— —_——sin oy —1.

. Dans la méme hypothése, si I'on fait
A—=e,
I’équation () fournira pour la notation
e-Z'
la valeur suivante :
e*(cos8 4/ —1sin8).

Les valeurs des trois fonctions

Az, sinz, cosx

se trouvant fixées par ce qui précede, dans le cas ol la variable x
devient imaginaire, nous avons encore & chercher quelles définitions
on doit donner, dans le méme cas, des fonctions inverses

’

Lz, arcsinz, arccosz
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ou plus généralement quel sens on doit alors attribuer aux notations
L((#)), aresin((#)), arccos((z)).
Supposons loujours
x=a-+8y—1=p(cosd-+y=1sinbh),

«, 6 désignant deux quantités réelles qui peuvent étre remplacées par

le module p, et I'arc réel 6. Toute expression imaginaire u + ¢y —t
propre a vérifier I’équation

4 ——

(10), AvrV-T— g1 8/ T =2

sera ce qu’on appelle un logarithme imaginaire de « pris dans le sys-
teme dont la base est A. Comme I'équation (7o) fournit, ainsi qu'on
le verra ci-apres, plusieurs valeurs de u + ¢y/— 1, dans le cas méme
olt 6 se réduit & zéro, il en résulte que toute expression, soit imagi-
naire, soit réelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsque I'on
voudra désigner indistinctement un quelconque de ces logarithmes
(parmi lesquels on doit comprendre le logarithme réel, s’il y en a),
on emploiera la caractéristique L ou / suivie de doubles parenthéses,
en ayant soin d’énoncer dans le discours la base du systeme. Nous
choisirons de préférence la caractéristique /, lorsqu’il s’agira de loga-
rithmes népériens pris dans le systéme dont la base est e. En vertu de
ces conventions, les divers logarithmes des quantités réelles ou expres-
.sions imaginairces
1, —I, ot—i—é\/:—?, x

se trouveront respectivement désignés, dans le systéme dont la base

L((1)), L((—1), L{(a=+8y=1), L((=))

est A, par

ct, dans le systeme népérien dont la base est e, par
Loy U=y, W(a+8y=1)), U@

Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes, il suffira de ré-

soudre les problemes suivants.
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Prosuime I. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de

I’expression
{((1)).

Solution. — Soit u ¢y —1 I'une de ces valeurs, u, ¢ désignant
deux quantités réelles. On aura, d’aprés la définition. méme de I’ex-
pression [((1)),

(11) . 2 en o1 =1
s

ou, ce qui revient au méme,
ev(cosp +/— tsing) =1.

On tirera de cette derniére équation

et=—1,
cosy +/—1siny =1
et, par suite, .
u=o,
cos¢y—1, siny — o, p = 2km,

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u et ¢
étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de w— ¢y/— 1 propres i
vérifier I'équation (1r1) seront évidemment comprises dans la formule
u-+oy—1=2kn/=1.

En d’autres termes, les diverses valeurs de /((1)) seront données par
I'équation

(12) (1)) =k 2kny/=1.

Parmi ces valeurs une seule est réelle, savoir, celle qu'on obtient en

posant £ = o, et qui se réduit elle-méme & zéro. C’est pour repré-
senter cette valeur réelle qu'on emploie communément la notation

simple
{(1) ou [l1s

Quant aux valeurs imaginaires de {((1)), elles sont évidemment en
nombre infini.
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Prosuime II. — Trouver les diverses valeurs de I’ expression

(=)

Solution. — Soit u+¢y—1 'une de ces valeurs, u, ¢ désignant
deux quantités réelles. On aura, d’aprés la définition méme de I'ex-
pression [((—1)),

(]3) eu-H-‘\/——l_____I
ou, ce qui revient au méme,
e”(cosv +y/=1sing) =—1.

On tirera de cette derniere équation

Y

et=—y,
oS ¢ -+ \/—1sinp = —1
_et, par suite,
u—=o,
cosy =—1, siny = o, p==*(2k+1)m,

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u, ¢ étant
ainsi déterminées, les diverses valeurs de u -+ ¢/ — 1 propres A véri-
fier 'équation (13) se trouveront évidemment comprises dans la for-

mule
u—i—V\/: ::.:':(2/{—}—-1)1:\/:.

En d’autres termes, les diverses valeurs de /((— 1)) seront données par
I’équation ' ' ;

(14) I(—1) === (2k-+1)mY—1.

»

Par conséquent ces valeurs seront toutes imaginaires et en nombre
infini. .

¢

ProsuiMe 1. — Trouger les diverses valeurs de U’ expression

(o + 8y=7)).

Solution. — Soit u +¢y/— 1 'une de ces valeurs. On aura, d’aprés

-

.
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la définition méme de V'expression {((a +- EV=1)),
(15) e“*”“?‘:a+6\/7:fzp(gos6+\/?xsine)
ou, ce qui revient au méme,
e*(cosp 4+ =1 éin()) =p(cos6+ /" Tsin),

p désignant le module de o +- €y —1. On tirera de I'équation précé-

dente .
eu - P’

cos¢ +\/— 1 sing == ¢0s6 +/— 1sing

et, par suite,
u=1Ip),
cos¢ = cosh, sinpg=—sind, =02k,
t

k représentant un nombre entier quclconque. Les quantités u, ¢ étant
ainsi déterminées, les diverses valeurs de w + ¢y — 5 se trouveront
comprises dans la formule '

u+oy—1=1Ip)+0y—1=2kny 1.
En d’autres termes, les diverses valeurs de
(o +6y=1))
seront données par l’éq.uation’
(16) 1{(o+8Y=1)) = U(p) + 6}/ =1 + L((1)).

11 est bon d’observer que dans cette derniére équation la valeur de p
est completement déterminée et égale &

VT,

tandis que 'arc 0 peut étre 'un quelconque de ceux qﬁi ont pour

. o . 8
cosINUS —==—-, ¢t pour sinus ————:-
: Voal+ 6

Var+-6
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Corollaire I. — Sil'on fait, pour plus de commodité,
8
(17) C:arctang&,

il sera facile d’introduire dans la formule (16) I'arc { au lieu de I'arc 6.

En effet, on pourra supposer
6=¢

si a est positif, et
0=C~+=x
si o est négatif. On trouvera, dans la premiére hypothése,
(18) 1((a+8Y=1)) =1(p) + V=1 + 1(1))
ct, dans la seconde,

(19) {(a+5yY=1)) =1(p) +Ly—1 +xy—1+U(1)).

Si dans cette derniére équation on fait, en particulier,

[e2]
i
=}

a+8y—1=—1, cest-d-dire a=-—1,

et, par suite,
p=1, {=o,

on obtiendra la suivante
(20) (=) =my =1+ L),

Il en résulte qu’on aura généralement, pour des valeurs négatives
de «, .
(21) . l(<a+6\/—1)>:.l(p)+t\/:—_;-l—l((—x)).

»

Supposons maintenant que dans les formules (18) et (21) on sub-
stitue a la place de p et de { leurs valeurs i

L
(x*+8%)* et arctang .
24

On trouvera, pour les diverses valeurs de

(5 +8y=7)):
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1° Si « est positif, -
(1) (et 8V=) =S Uo+ 8+ (arctang 2 ) V=i + L0

2° Si a est négatif,
(23) ((a+8y=1))= él(a2+ 8?) + <arc tang §>\/: +I((— 1)).

Corollaire II. — Si, dans les équations (22) ct (23), on suppose
6 = o0, elles donneront respectivement, pour des valcurs positives
de o, 4

(24) ((a)) ={(a) + (1)) =l(a)E2km\/—1
et, pour des valeurs négatives de ¢,
(25) I(2)) = I(— @) + I((— 1)) = I(— &) == (2k + )WY =T,

k devant toujours étre un nombre entier. Il suit de ces derniéres for-
mules qu’'une quantité réelle a a une infinité de logarithmes imagi-
naires, parmi lesquels se trouve un scul logarithme réel, dans le cas
ol « cst positif. On obtient cé logarithme réel, désigné par la notation
simple /(@) ou la, en posant, dans I'équation (24), £ =o.

Scolie I. — Parmi les diverses valeurs de /((1)), ainsi qu’on I'a déja
remarqué, il en est une égale i zéro, que I'on indique par la notation
/(1) ou /1, en faisant usage de parenthéses simples, ou méme les sup-
primant tout a. fait. Si I'on substitue cette valeur particuliere dans
I'équation (22), on obtiendra une valeur correspondante de

((a+8V=1)),

que I'analogie nous porte & indiquer, 4 I'aide de parenthéses simples,
par la notation

Woa+8y=1).
C’est ce que nous ferons désormais. Par suite, ol aura, en supposant
« positif,

1 8 ’
(26) l(“—i-ev—l):gl(cx’+62)—|—<arctang&>\/—-x.

OFuvres de C., S. 11, t. 111, 34
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Si, au contraire, « devient négatif, — a étant alors positif, on trou-
vera .

{—a—6y—=1)= -;—l(oc’—l— 82y (arc tang -:—i) V=1

ou, ce qui revient au méme,
— 1 8
(27) l(—a—é\/—l):§l$a2+62)+<arc,tanga>\/:-
En faisant usége des notations précédentes, on réduira les équa-
tions (22) et (23) a celles qui suivent
(28) {(a+8y=1)=1i(a+8V=1) + (1),
(29) ((a+8V=1))= U~ —8/=1) + i(—n)),

la premiére se rapportant a des valeurs positives de a, et la seconde
a des valeurs négatives de la méme quantité. En d’autres termes, sui-
vant que la partie réelle d’une expression imaginaire représentée par
« sera positive ou négative, on aura

(30) H((2)) = Ua) + 1))
ou bien
(31) L(z) =U—2)+ U(—1))-
En résumant ce qu’on vient de dire, on voit que la notation
) | h

a une signification précise déterminée par I'équation(26), dans le
cas seulement ol la partie réelle de I’expression imaginaire repré-
sentée par x est positive, tandis que la notation .

(=)

a, dans tous les cas possibles, une infinité de valeurs déterminées par
Punc dés équations (28) et (29).
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Prosuime IV. — Trouver les diverses valeurs de I’ expression

L((«+6y=1)),

la caraciéristique L indiquant un logarithme pris dans le sysiéme dont la
base est A.

\

Solution. — Soit toujours u + ¢vy/—1 l'urie des valeurs de I’expres-
sion que I'on considére. On aura, d’aprés la définition méme de cette

expression,
(32) AvroV=T— g 1 8/ —1
ou, ce qui revient au méme,

elwre/=1)A— g - 8/ 1,

{ étant la caractéristique relative aux logarithmes népéricns. On en
conclura '

(u+oV=1)IA=1{(a+86y=1))
et, par suite,

,,+v¢::MZ§ED

ou, en d’autres termes,

(33) L((a+6\/:)):[<<"‘+i\/__'_>).

Cette derniére équation subsiste dans le cas méme ol 6 s’évanouit,
¢’est-d-dire lorsque 1’expression imaginaire o + 6y — 1 se réduit a
une quantité réelle.

Scolie. — Sil’on suppose la quantité « positive, a la valeur particu-
. liere de /((« + 6/ —1)) représentée par /(a + 6/ — 1) correspondra
une valeur particuliere de L((« -~ 6/—1)), que I’analogie nous porte

a désigner a I'aide de parenthéses simples par la notation

L(a+86y=1).-
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Cela posé, on aura, pour des valeurs positives de «,
8
arclang—

(34) L(a.,.'g\/__l):l(_“%“__‘_)‘:%ua,_i_si)_k i)

De plus, si dans I'équation (33) on substitue pour {((« + 6y—1)) sa
valeur tirée successivement des formules (28) et (29), on trouvera,
pour des valeurs positives de la quantité «,

(35) L((a+e¢:7))_’<“+°‘/_) ())_L(a+6¢:)+L((x)),

ct, pour des valeurs négatives de la méme quantité,

L(a+€\/—1) l(—-a——é\/—l) l((l—AI

—=L{(—a—8y/=1) +L{(—1)).

(36)

En d’autres termes, suivant que la partie réelle d’une expression ima-
ginaire représentée par x sera positive ou négative, on aura

(37) - L(#)=L(=)+L{(1)=L(z) = Eﬁfl\(_—_
ou bien
(38) L<<~’”>>=L(—x)+L’((-—r))=L(—,x>+(—gli},)f—\/_l

»

£ désignant un nombre entier quelconque. On peut ajouter que des
deux formules précédentes la premikre subsiste pour toutes les valeurs
réelles positives @, et la seconde pour toutes les valeurs réelles néga-

tives de l]a méme variable. .
Apres avoir calculé les divers logarithmes de I'expression imagi-

naire .
r=a+6y—1,

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est

égal & . Si I'on désigne par

arccos((#)) =u—+ vy/—1
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I'un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer u + ¢y —1,
I’équation

-

cosu+oy—1)=a+8y/=1
ou, ce qui revient au méme, la suivante

e’+e" C e—et — —
(39) ———2——cosu———2———smu\/—1:oc—|—8\/‘——.1,

laquelle se divise en deux autres, savoir

' e’ +e* e'—e "
(40) —, — cosu=ua, —2——smu:—6.

A ces derniéres on peut substitucr le systeme équivalent des deux
formules

(40 e 8 v _® 6 .

= vt + = .
cosu sinu cosu sSin u

De plus, sil’on élimine ¢ entre les formules (41), on en tirera succes-

sivement
o2 g2

—_— e =1
cosiu  sinu i

sin*u — (1— o2 — 82) sintu — 82=o0;
puis, en observant que sin®u est nécessairement une quantité posi-

tive,
282 2 Ea\2
sin?u — —.__l “2 6 -+ \/(I 0(2 6 ) 4+ 82,

On aura, par suite,

I+ o+ 62 1 62\?
coseu:,j;_z____\/<“f_°‘2t_>_az

a2
R PRIy 1ot 62\’
— )=

et, comme [en vertu de la premiére des équations (40)] cosu et

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



970 COURS D’ANALYSE.

doivent étre de méme signe, on trouvera, en exfrayant les racines
carrées,

(42) CoSu = al —

[1—5—02‘-1— 82 - \/(1-{—0(2—%—62)’_ oc’]2

Cela posé, si I’on fait, pour plus de commodité, -

ol
U = arc cos

1+ a4 62 1+ a4 622 2'%
(CI. [—* +\/(—2 )‘“J

o S
V= l<cosU - sinU>’

on conclura des équations (41) et (42)

b

(44) u==*+U=xakr, v¢v==V,

k désignant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, V -
devant étre affectées du méme signe; en sorte qu’on aura définitive-
ment

(45) arc cos((z)) == 2kn = (U+ Vy=1).

Parmi les diverses valeurs de arc cos((x)) que fournit I’équation pré-
cédente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant 2= o dans le
premier terme du second membre, et prenant I'autre terme avec le
signe +. Nous la désignerons a I'aide de parentheéses simples, et nous
écrirons en éonséquence

arccos(z)=U+Vy—1
ou méme, en supprimant tout  fait les parenthéses,
(46) arccosz = U+ V=71,

Dans le cas particulier o1, 6 étant nul, la quantité o reste comprise
entre les limites — 1, + 1, la formule (46) se réduit, comme on
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devait s’y attendre, a I'équation identique

arc cosa — arc cos«,

D’autre part, si I'an observe que ==2%= représente un quelconque
des arcs qui ont 'unité pour cosinus, on reconnaitra que I'équa-

tion (45) peut étre mise sous la forme

(47) arc cos((#)) == arc cosz + arc cos ((1)). .
Il est encore essentiel de remarquer que, dans le cas olt Pon suppose
6 = o et la valeur numérique de « supérieure & 'unité, 'expression

arc cosa

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera donnée par

I’équation

(48) arc cosa = l(_a)\/l_x

‘sl a est positif, et par la suivante |

(49) arccosa =1+ [(— a)V—1=[l(—a) —my=1] V=1

si « devient négatif.
Considérons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est

o =a+ 6y —1.8Sil'on désigne un quelconque de ces arcs par
arcsin((Z)) =u-+vy—1,
on trouvera, en ayant égard a la seconde des équations (9),
z=sin(u+¢y—1)= cos(% —u— 0\/——_1>,
et 'on en conclura .

(50) arcsin((w)):u+0\/——_|:g-—arccos((x)).‘

Si, dans la-formule précédente, on substitue les*diverses valeurs de
arc cos((«)), dont I'une a été désignée par la notation arccos(x) ou
arc cosx, on obtiendra les diverses valeurs de arc sin((«)), dont 'une
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sera désignée par la notation arcsin(x) ou arcsine, et déterminée

par I’équation

5 . T
(51) arcsine = - — arc cos.

A Taide des principes que nous venons d’établir, il est aisé de
reconnaitre les propriétés les plus essentielles dont jouissent les fonc-
tions de Ia variable imaginaire = représentées par les notations

A=, cosx, sinz,

Lz, arccosz, arcsinz.

- Pour obtenir ces propriétés, il suflit d’étendre les formules que ces
fonctions vérifient dans le cas ol la variable x est réelle, au cas ot la
variable devient imaginaire. Cette extension s’effectue d’ordinaire
sans difficulté pour chacune des trois fonctions

A#, cosz, sinz.

Ainsi, par exemple, A, B, C, ... désignant plusieurs nombres, on
prouvera facilement que les équations

Ax AyAz. — Ax;t—y+z+...,

(52) j
ATB2C*...=(ABC...)%

(53) cos(z 4 y) = cosx cosy — sinz siny,
sin(# + y) = sinz cosy + siny cosx

subsistent également pour des valeurs réelles et pour des valeurs ima-
ginaires quelconques des variables x, y, 5, .... Mais, si I'on considére
des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses

*

Lz, arccosz, arcsinz,

on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au.cas ol les
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu’avec des res-
trictions considérables, et pour certaines valeurs des variables dont il
s’agit. Par exemple, si 'on fait ' -

x:cx—c—G\/:, y=ao' 4+ 8y—1, s=a"+ 8"y —1, ey
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et, si I'on désigne par . une quantité réelle quelconque, on recon-
naitra que la formule

(54) “L(x)+L(y)+L(z)+...=L{xys...)

subsiste sculement dans le cas ou, «, o, &, ... étant positifs, la-

somme

6 6, "
arctang — + arctang —; - arc tang —; +. - .

. T T T
reste comprise entre les limites — =, + ; et la formule

(55) L(z*)=puL(2),

dans le cas ou, « étant positif, le produit
tane®
p-arctang ~

reste compris entre les mémes limites.

OFuvres de C. — S. 11, t. 111, 35
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CHAPITRE X.

SUR LES RACINES REELLES OU IMAGINAIRES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT LE PREMIER
MEMBRE EST UNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTIERE D’UNE SEULE VARIABLE. RESOLUTION
DE QUELQUES EQUATIONS DE CETTE ESPECE PAR L’ALGEBRE OU LA TRIGONOMETRIE,

§ 1. — On peut satisfaire & toute équation dont le premier membre est
une fonction rationnelle et entiére de la variable x par des valeurs
réelles ou imaginaires de cette variable. Décomposition des polyndmes
en facteurs du premier et du second degré. Représentation géome-

trigue des facteurs réels du second degre.

Considérons une équation algébrique dont le premier membre soit
une fonction rationnelle et entiere de la variable x. Si n représente le
degré de cette équation, elle pourra se mettre sous la forme
(1) aox”+a,x"—‘+a,x”—’+...+an;,x+an: o,

{
@y, @y, Ay, « v .y A,y @, étant des coeflicients constants réels ou imagi-

naires. On appelle racine de cette méme équation toute expression
réelle ou imaginaire qui, substituée a la place de 'inconnue «, rend le
premier membre égal & zéro. Supposons d’abord, pour fixer les idées,
que les constantes a,, a,, @, ..., a, se réduisent. a des quantités
.réelles. Alors, si deux valeurs réelles de x substituées ;lans le premier
membre de I'équation (1) fournissent deux résultats entre lesquels
.zéro se trouve compris, ¢’est-a-dire deux résultats de signes contraires,
on conclura du Chapitre 1I (§ II, théoréme IV) que I'équation (1)
admet une ou plusieurs racines réelles comprises entre ces valeurs. 11
en résulte que toute équation de degré impair aura au moins une

racine réelle. En effet, si » est un nombre impair, le premier membre
. . \
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de I'équation (1) changera de signe, avec son premier terme a,z",
toutes les fois qu’en attribuant & la variable  des valeurs numériques
trés considérables on fera passer cette variable du positif au négatif
(vozr le théoréme VIII du Chapitre II, § ),

Lorsque 7 devient un nombre pair, la quantité 2" demeurant posi-
tive tant que la variable x est réelle, le premier membre de I'équa-
tion (1) finit par étre, pour de tres grandes valeurs numériques de x,
constamment de méme signe que a,. Si, dans la méme hypothese, a,
et a, sont de signes contraires, le premier membre changera évidem-
ment de signe, lorsqu’on passera d’une trés grande valour numérique
de @ & une trés petite, en laissant la variable toujours positive ou tou-
jours négative. L’équation (1) aura donc alors deux racines réelles :
'une positive et Uautre négative. .

Lorsque, » étant un nombre pair, 4, et a, sont de méme signe, il
peut arriver que le premier membre de 'équation (1) reste, pour

" toutes les valeurs réelles de @, de méme signe que a@,, sans jamais
s’évanouir. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des équa-
tions binomes

2’4+ 1=o, z*+1=o0, 2+ 1= 0,

Dans un cas semblable, I’équation (1) n’aura plus de racines réelles;
mais on y satisfera en prenant pour « une expression imaginaire

u+py—u,

u, v désignant deux quantités réelles et finies. Cette proposition et
celles que nous venons d’établir se trouvent renfermées dans le théo-
reme suivant :

TutoriMe 1. — Quelles que sotent les valeurs réelles ou les valeurs ima-

ginaires des constantes a,, @,, ..., @,—,, a,, l’équation
(1) Qx4 A x" M  ApX a0,

dans laguelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur a l'unité, a
toujours des racines réelles ou imaginaires. '
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Démonstration. — Désignons, pour abréger, par f(z) le premier
membre de I'équation (1) : f(x) sera une fonction réelle ou imagi-
naire, mais toujours entiére, de la variable «; et, puisque toute ex-
pression réelle u se trouve comprise comme cas particulier dans ung
expression imaginaire u + ¢/— 1, il suffira, pour établir le théoréme
énoncé, de démontrer généralement qu’on peut satisfaire 4 'équation

(1) . f(z)=o,

en prenant
r=u-+ V\/—I,

puis attribuant aux nouvelles variables u et ¢ des valeurs réelles. Or,
si I'on substitue la valeur précédente de « dans la fonction f(x), le
résultat sera de la forme

9(uy ) +=V—1% (2 0),
o(u,¢), v (u,¢) désignant deux fonctions réelles et entieres des va-"
riables u et ¢. Cela posé, I'équation (1) deviendra
o(u, v)+ \/———Ix(lu, v) =03
et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les deux équations réelles

(2) 9(u, 0) =0,
x(u,9)=0

ou, ce qui revient au méme, ’équation unique

(3) Lo (e, )2+ [x(u, 9)]*=o.

Donc, si I’on pose, pour plus de commodité,

(4) F(u, o) =[o(u, )]+ [x(u, 0T,

il restera seulement & montrer que I’on peut obtenir des valeurs réelles
de u et de ¢ propres & faire évanouir la fonction

I (u, ).

On y parviendra sans peine a 'aide des considérations suivantes.
' \
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D’abord, pour déterminer la valeur générale de la fonction F(x, ¢),
on représentera chacune des constantes réelles ou imaginaires a,,
Ay «vos @uyy @, NS que la variable imaginaire u + ¢/ —1, par le
produit d’'un module et d’une expression réduite; et I'on écrira, en

conséquence,
a =0p, (cos@0 “+/—1sin§, ),
ap =p (cosby -+y=usinf, ),
(5) e ,
Apy= p,,_i(cos 01+ —1sin 9,,_,),
an =p, (cosb, -+y—1isinf, ),
(6) u+0\/—1:r(cost+\/—~xsint).
:On aura, par suite,
S(u+0y/=T)
= port[cos(nt -+ 6,) +y—1sin(nt -+ 6,)]
(7) +piri-tfcos(n—1.t+6,) +yV—1sin(n—1.2+6,)] +...

“+ pres 7 [€08 (2 6pmy) + V=T 80 (2 4 Gpmy)]
+ pn(cosfn+y—1 sinf,);
et 'on en déduira

¢ (u, ¢) = por™ Cos(nt -+ 0y) + pyr*—t cos(n — 1.4 6,) “+..
voo Puoa 7 €OS(E+6ny) 4 o, cOSO,,

@ X (U v) = por'® Sin(nt + 8,) + py 171 Sin(;—:.t—i—e,)q__,,.
vout Py 7 SIN(E 4 Opy) + p, sinG,,
F(u,0)=[porncos(nt-6,) +pyrr—tcos(n —1.t+6,) +...
«estProyrcos(i+ 6,,_,)-._9”(;059”]2
-+ [porn sin(ne 4 6,) + pyra—t sin(mR —1.£46,) +. ..
(9) | - vooF Pumy r SID(E Oy) + p, sinf, |’
— [p§+ 2P0p1 cos(tr+ Bo— ;) )
+‘P?+29092005r22t+ 6°—0*)+...].

\
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Il résulte de cette derniére formule que la fonction F(u,¢), tou-
jours évidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont 'un,
savoir '

rit=(u? 4 o?)",

croitra indéfiniment si 'on attribue aux variables u, ¢, ou & I'une
d’elles seulement, des valeurs numériques de plus en plus grandes,
tandis que I'autre facteur convergera dans la méme hypothése vers la
limite p2, c’est-a-dire vers une limite finie différente de zéro. On en
conclura que la fonction F(u,¢) ne peut conserver une valeur finie
qu'autant que les deux quantités u, ¢ regoivent elles-mémes des va-
leurs de cette espéce, et devient infiniment grande dés que 'une des
deux quantités croit indéfiniment. De plus, comme I'équation (4)
donne pour F(u, ¢) une fonction entiére, et par conséquent une fonc-
tion continue des variables u et ¢, il est clair que F(, v), variant avec
clles par degrés insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de
zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite inférieure
qu’elle ne dépassera jamais. Représentons par A cette limite, et par
Uy, vo un des systémes de valeurs finies de u et de ¢, pour lesquels
F(u,¢) se réduit & A, en sorte qu’on ait identiquement

-

(10) " F(u,,ve) =A.
La différence F(u, ¢v) — F(u,,v,) ne s’abaissera jamais au-dessous de
zéro; par conséquent, si 'on fait

(11) u=u,+ ah, v ¢g+ ak,

« désignant une quantité infiniment petite, et A, £ deux quantités

finies, 'expression
P
Fuy+ah, oo+ ak) —F(u,y,,) S

ne sera jamais négative. En partant de ce principe, il sera facile de
déterminer la valeur de la constante A, ainsi qu'on va le faire voir.

Si dans 'expression imaginaire f(u -+ ¢y/— 1) on substitue pour u

et ¢ leurs valeurs données par.les formules (11), cette expression,
. . . Y '
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devenant alors une fonction imaginaire et entiére du produit -
a(h+4+ky=1),
pourra étre développ.ée suivant les puissances entiéres et ascendanies
de ce méme produit. En désignant par
R (cosT —|—\/—_r sinT ),

R, (cosT, + y—1sinT, ),

R, (cosT,+y—1sinT,)

les coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu-
vent se réduire & zéro, et faisant, pour plus de commodité,

(12) . h+ky=1=p(cosf +y—15sin0),
on obtiendra I'équation }
flas+ooy=1+a(h+ky=7)]
=R (cosT +y=TsinT)
+aR,p[cos(T, + 6) + /=1 sin(T, + ] +.. .
ce ot @R, 07 [ 08 (T, + n6) +y—1 sin(T, + n6)],

dans laquelle les termes du second membre, et par conséquent les
modules

R, R, ..., R, -
ne sauraient §’évanouir tous en méme temps. Comme on aura-d’ailleurs

(14) f[uo—k-ah+(vo+ak)\/—-1]
1
= g(Uo+ ath, vo-+ ak) +V—1y(uy+ ak, vo+ ak),

on conclura de I'équation (13)

o(ug+ ah, 0o+ ak)

=RcosT +.aRipcos(Ty +8) +...-+a"R,p" cos (T, + nb),
(15) ‘ .
x(Uo+ah, 0o+ ak)

=R sinT + aRp sin(T) + 6) ...+ a"R,p" sin(T, + n6),
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et, par suite,
F(u0+ Ofll, Vo+ ak)

(16) = [RcosT + aRypcos(Ty + 8) +...+ arR,p" cos(T, + nb6)]*

+[R sinT -+ aR;p sin(Ty + 60) +. ..+ a?R,p" sin(T, + n6)]%
Si dans cette derniere formule on pose « = o, on en tirera

F(u, 95) = RE. '
1

Donc R*= A, R = A*. Si maintenant on développe le second membre
de ’équation (16) suivant les puissances descendantes de R, et que

L)
I'on y remplace ensuite R par A*, cette équation deviendra

F(uy+ ah, 0o+ ak)
(17) | =A+2A¥ap[R, cos(Ty — T+ 6) +...+ar=1pn=1Ry cos(Ty — T + 26)]
+a2pt| [R,cos(Ty+ 0) ...+ a~1p* 1R, cos(T, + no)]*
+[Rysin(Ty+0) +...+ an—ipn—ll{” sin(T, + »6)]* ‘; .
et, si I'on fait passer dansle premier membre la quantité A =F(u,,9,),
on trouvera définitivement

F(to—+ ah, 9o+ ak) — F(is, 05)

1
(18) =2A%ap[R; cos(T,—T + 0) +...+ a*tp* 1R, cos (T, — T -+ n )]

+ a’p? s [Rycos(Ty + 8) +...+ a*1p»—'R, cos(T, + ro)]?
+ [R, sin(T; -+ 0) +.. .+ a*~*p*~R, sin(T, + »6)]?|.

Cela posé, puisque la différence -

F(uy+ ah, vo+ ak) — F(uy ;)

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zéro, il faudra de
toute nécessité que, pour de trés petites valeurs numériques de «, le
second membre de I'équation précédente, et par suite le premier
terme de ce second membre, ¢’est-a-dire le terme qui renferme la plus
petite puissance de e, ne puisse devenir négatif. Or, en désignant par
R, la premiére des quantités

Ry Ry ..., R, - \
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qui obtient une valeur diffé¢rente de zéro, on trouvera, pour le terme
dont il s’agit,

2A;'a’”p’” Rycos(T,, —T + mo),

si A n’est pas nul, et :
a_‘znzpsz,ﬂ”

dans I'hypothese contraire. De plus, comme, la valeur de I'are 6 étant

tout & fait indéterminée, on peut en disposcr de maniére a donner au
facteur
cos(T,, — T + m0),

.

ot par conséquent au produit

zAjiar/np/n R,, cos(T,, — T + m¥0),

tel signe que I'on voudra, il est clair que la scconde hypothése reste
seule admissible. On aura donc nécessairement

(19) A=o,
ce qui réduira I'équation (10) &

(20) _ . F (o) #0) =,

Il en résulte que la fonction F(u,¢) s’évanouira si I'on attribue aux
variables «, ¢ les valeurs réelles u,, v,; et, par suite, que 'on vérifiera
P'équation

(1) : flz)=o0

en prenant
X = Uyt Vo \/— L.

En d’autres termes, u, + ¢,\/— 1 sera une racine de ’équation

\

(1) A"+ Ay 2Pt 4. .+ Qy T + @, = O.

La démonstration précédente du théoréme I, quoique différente en
plusieurs points de cclle qu'en a donnée M. Legendre (Théorie des
Nombres, I'* Partie, § XIV), est fondée sur les mémes principes.

OFuoresde C.— $. 11, t.1IL 36
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Corollaire. — Le polynome
J(z)=a,z"+ ayz™! +A. o A X+ Qg

s’évanouissant, ainsi qu’on vient de le dire, pour -

m:uO-‘}-VoV_l,

sera, en vertu du théoréme I (Chapitre VIII, § IV), algébriquement
divisible par le facteur

X — ug— o\ — 1.
Le quotient, ne pouvant étre qu'un nouveau polynome du degré  —r
par rapport 4 &, sera encore nécessairement divisible par un nouveau
facteur de méme forme que le précédent, c’est-d-dirc du premier
degré par rapport a «. Désignons par

z — u1~'()1\/:

ce nouveau facteur. Le polynome /() sera équivalent au produit des
deux facteurs

Z— Uy~ 0\ — 1, &—u— o \/—1

par un troisieme polyndéme du degré n — 2. On prouvera que ce troi-
sieme polynome est divisible par un troisieme facteur semblable aux
_deux autres; et, en continuant & opérer de la méme maniere, on finira
par obtenir » facteurs linéaires du polynome /(). Soient respective-
ment ’

T —Ug— g\ — 1, Z—w =0 =1, iy T—Up_y— Vg —1

ces mémes facteurs. En divisant le polynome /() par leur‘produit,
on trouvera pour quotient une constante évidemment égale au coeffi-
cient @, de la plus haute puissance de # dans f(«). On aura, en con-
séquence,

(21) f(x)= a0<.z*—- Uy — vo\/:> <w~ Uy — v,\/——x) . (a:“— Up—1— Pp—y \/_—-_1)

Cette derniére équation renferme un théoreme que I'on peut énoncer

ainsi qu’il suit: - : : \
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Tuiortme 1I. — Quelles que sotent les valeurs réelles ou imaginaires des
constantes Gy, @, «. ., Ay, 4,, le polyndme ’

Gzttt a2+ a,= f(x)

sera équivalent au produit de la constante a, par n facteurs linéaires de
la forme ‘

x—a—é\/—l.

,
Déterminer les facteurs dont il est ici question, c’est ce qu’on
appelle decomposer le polynome f(x) en ses facteurs linéaires. Il n’y
a qu'une seule mantere d’effectuer cette décomposition. Pour le dé-
montrer, supposons que deux méthodes différentes aient fourni les
deux équations

22.) ‘f(x):a0<w—z¢0—vo\/_—_1)(x——u_i—vi\/——O...(a:—u,l_,—v,,_l\/—_l),
' (f(:r):a(,(x—oco—-éov:)(m—ocl—el\/:).--(x—d:z—x—sll;l\/__l>-

On en tirera .

/

?

(x—ao—60¢:>(w—al—61 \,/——1)...<x—06n—1~5n~1 V—1)

(23) - —_ —
=(z—u—vooV=1)(z—u— o, V—=1).. (@ — wpoy— 0u V= 1).

Le dernier membre de la formule précédente s’évanouissant lorsqu’on
attribue a la variable « la valeur particuliére u, -+ ¢,/ — 1, il faudra
de toute nécessité que, pour cette méme valeur de x, le premier
membre, et par conséquent I'un de ses facteurs (voir le Chapitre VII,
§ II, théoreme VII, corollaire II), se réduise & zéro. Soit

& —ay— B/ —1
le facteur dont il s’agit. On aura identiquement -

a0+69'v_I:uo+Vo\/:

et, par suite,
& —ag— 6V — 1=z — uy— 0o\ —1.
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Cela posé, la formule (23) pourra étre remplacée par la suivante :
(.z' —oay —~ 8 /— 1) (x — Olpey — By \/——_-—1)\
=(z—=u—oy=1).. (2 — tpy— 0oy y—1). 4 ‘

Le sccond membre de celle-ci s’évanouissant lorsqu’on supposec

N\

&= oy —1,
I'un des facteurs du premier membre, par exemple,

z—oa—8 \/:—;’
devra s’évanouir dans la méme hypothese, ce qui entrainera deux
nouvelles équations identiques de la forme

o+ 8V —1=uy;+ v —1,
z—o—8 =1L =2 —uy— v \/—1.

En répétant plusieurs fois le méme raisonnement, on prouvera que les
différents facteurs linéaires dont se composent les seconds membres

des équations (22) sont absolument les mémes dans I'une et I'autre
équation. Il est essentiel d’ajouter que chaque facteur imaginaire de

x;a—e\/—l

se change en un facteur réel z — «, toutes les fois que la quantité 6

la forme

se réduit a zéro. .

Le premier membre de I'équation (1), étant, d’apres ce qu’on vient
de dire, décomposable d’une scule maniere en facteurs linéaires, ne
peut s’évanouir qu’'avec I'un de ces facteurs. $i donc on les égale suc-
cessivement & zéro, on obticndra toutes les valeurs possibles de «
propres a vérifier I'équation (1), c¢’est-d-dire toutes les racines de
cetle équatibn. Le nombre de ces racines, comme celul des facteurs
linéaires, sera égal & n. De plus, & chaque facteur réel de la forme
@ — a correspondra une racine réelle «; et 4 chaque facteur imagi-

naire de la forme
x—a—B8y—1
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une racine imaginaire
a-+8y—1.

Ces remarques suffisent pour établir la proposition suivante :

Tntoreme III. — Quelles que sotent les valeurs réelles ou les valeurs ima-

ginaires des constantes a,, a,, ..., a,_,, &,, {'équation
(1) Gx"+ a2 .+ A+ a, =0

a toujours n racines réelles ou imaginaires, et n’en saurait avoir un plus

grand nombre.

Il peut arriver que plusieurs des racines de I'équation (1) soient
égales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs différentes de
la variable propres & vérifier cette méme équation devient nécessaire-
ment inférieur & n. Ainsi, par exemple, I'équation du second degré

x2—oax +a*=o

ayant ses deux racines égales, on ne pourra y satisfaire que par une
scule valeur de «, savoir
r—=da.

Lorsque les constantes a,, a,, ..., a,_,, a, sont toutes réelles, I'ex-
pression imaginaire ’
a+8y—1
. ” L 9, . 1]
ne peut évidemment étre une racine de I’équation (1), sans que P'ex-
pression conjuguée
a—8y—1
soit une autre racine de la méme équation. Par conséquent, dans cette
hypothese, les facteurs imaginaires et linéaires du polynome qui forme

le premier membre de I’équation (1) sont deux & deux conjugués et
de la forme

x—a—8y—1, z—a+\/—1.

Le produit de deux semblables facteurs étant un polynome réel du

second degré, savoir
(2 —a)+ &,
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on déduit immédiatement de I'observation qu’on vient de faire le
théoreme suivant :

Tutoniye IV. — Lorsque ay, a,, ..., a,_,, a, désignent des constantes
réelles, le polynéme

(24) QX"+ a\x" ' +. +a,x +a,

est décomposable en facteurs reels du premier ou du second degre.

Dans ce qui précéde, nous avons présenté les racines imaginaires
de I’équation (1) sous la forme

a6y 7.

Alors, pour le polvnéome (24), un facteur réel du second degré corres-
p poly g
pondant & deux racines imaginaires conjuguées

a+8y—1, a—8y—1

(z — a)?+ 62

était de la forme

Si Pon fait, pour plus de commodité,
a8y =1=p(cosf =y =71sinb)

(¢ désignant une quantité positive et 6 un angle que I'on pourra sup-
poser compris entre les limites o, ), le méme facteur réel du second
degré deviendra

(2 —pcosf)+ (psing)*=az*—2pzcosf—+ p. )

Il est facile de construire géométriquement cette derniére expres-
sion dans le cas ol 'on attribue & la variable « une valeur réelle. En
effet, si I'on trace un triangle dans lequel un angle soit égal a 6, les
deux cotés adjacents étant respectivement représentés 'un par la
valeur numérique de , 'autre par le module p, le carré du troisiéme
coté sera (d’aprés un théoreme connu de Trigonométric) la valeur du

trindme
z?— 2px cosf + p?, -
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toutes les fois que la variable « sera positive. Si la variable « devient

négative, il suffira de remplacer dans la construction indiquée I'angle 6

par son supplément. _
Le troisiéme coté du triangle dont il est ici question ne peut s’éva-

nouir que dans le cas ol les deux premiers cotés tombent sur une
méme droite, et ol leurs extrémités coincident, ce qui exige : 1° que
I'angle 6 se réduise & zéro ou & w; 2° que la valeur numérique de =
soit égale a p. Par suite, le facteur

x'— 2px cosl + p*

ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de x, & moins que I'on

ne suppose
cosf—1 ou cosf—=—u;

et la seule valeur de @ propre a faire évanouir ce facteur sera, dans la
premiére hypothése, )

dans la seconde,

On arriverait directement au méme but en observant que I'équation

22— 2pzcosf+pl=o

a deux racines
p(cosh+y—1sind), p(cosd—y—1sinb),

qui ne peuvent cesser d’étre imaginaires sans devenir égales, et que
les seules valeurs de 0 capables de produire cet effet sont celles qui

vérifient la formule

sinf = o,
de laquelle on tire
cosf—=1
et, par conséquent, .

pour la valeur commune des deux racines.
Jusqu’a présent, nous nous sommes hornés & déterminer le nombre
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des racines de 'équation (1), avec la forme de ces mémes racines et

celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les para-

graphes suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans les-

quels on est parvenu a résoudre de semblables équations, sans étre

obligé de concevoir leurs coefficients convertis cn nombres, et &

exprimer les racines en fonctions algébriques ou trigonométriques

de ces coefficients. Nous observerons ici & ce sujet que, dans toute

équation algébrique dont le premier membre est une fonction ration-

nelle et entiére de la variable x, on peut réduire par la division le ,
coefficient de la plus haute puissance de 2 4 I'unité, et celui de la

puissance immédiatement inféricure & zéro par un changement de-
variable. En effet, si dans I’équation

@yt ap Tl a4 a0
a, n'est pas égal & 1, il suffira de diviser I'équation par @, pour

réduire le coefficient de x* & 'unité; ct, si dans une équation mise

sous la forme
P+ a2V a, o x+a,=0

a, n’est pas nul, il suflira de poser

pour obtenir une transformée en s du degré n, qui n’ait plus de
second terme, c’est-A-dire une transformée dans laquelle le coeffi-
cient de 5"~ s’évanouisse. ; )

§ II. — Résolution algébrigue ou trigonomélrique des equations bindmes
et de quelques équations trindmes. Théorémes de Moivke et de Cotzs.

Considérons I’équation binome
(1) x"4p=o,.
p désignant une quantité constante. On en tirera

Zh=—p )
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ou, si I'on désigne par ¢ la valeur numérique de p,
) at—==p, |

On aura donc a résoudre Péquation

(2) - zr=p,

si — p est positif, et la suivante

(3) | "= p,

st — p est négatif. On satisfait & la premiere en prenant
. L 1 ‘
(4) = ((p))'=p" (1",

et & la seconde en prenant’

3 1
(3) z = ((—p)y=p" ((—— D))"
: 1
Quant aux diverses valeurs de chacune des deux expressions ((1))",
' _
((—1))", clles sont toujours en nombre égal & » (voir le Chapitre VII,
§ I11), et se déduisent des deux formules

1
‘ ((1))" —cos%—k—Tr + V= ISIDE
(6)

(2 /(—FI)TL'_L_\/ sin (2/{1—1)7:,

( (= D) = cos

dans lesquelles il suffit d’attribuer successivement & £ toutes les
. . X n
valeurs entidres qui ne surpassent pas > Lorsque ~ est un nombre

pair, la premitre des équations (6) fournit deux valeurs réelles de

1
((1))", savoir 41 et -- 1, correspondantes 'une & £ =o, l'autre &
- 1

k= =. Dans la méme hypothebe, toutes les valeurs de ((— 1)) sont

z»::

imaginaires. Lorsque 2 devient un nombre impair, expression ((1))”
a une seule valeur réelle -1 correspondante & £ = o, et I'cxpres-
OFuvres de C. — S. 11, t. 111, : 35
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1
. 7 , N n—i
sion ((—1))" une seule valeur réelle — 1 correspondante & £ = ~——-

Par suite, l’équat'ion (1) admet deux racines réelles, ou n’en admet

aucune, lorsque » est un nombre pair, et la méme équation admet

une seule racine réclle dans le cas contraire. De plus, on reconnait

immédiatement & Uinspection des formules (6) que les racines imagi-

naires sont conjuguées deux a deux, ainsi qu’on devait s’y attendre.
Considérons maintenant I'équation trinome

(7) 4+ pxt+ g=o,
p, ¢ désignant deux quantités constantes choisies & volonté. On en

tirera '
xn &+ pxn —_— q -

et, par suite, )

2 2
(8) <x"+§> :%—f].

.
2

Si £ — ¢ est positif, 'équation qui précede entrainera I'une des deux

4
o+ P = /Py
2 4 ’

suivantes :
——
w2 =\ B g

en sorte que z” admettra deux valeurs réelles comprises dans la for-

mule

(9) o= Ly =g .

Lorsque le nombre 7 se réduit & 'unité, la formule (g) fournit immé-
diatement les deux racines réelles de I'équation trindome du second
degré

(10) X24-pxr+q=: 0.

.\

Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il §’agit & I'équa-
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tion (7), on n’a plus & résoudre que deux équations bindmes sem-
blables a celles que nous avons traitées ci-dessus. _

Supposons maintenant la quantité % — ¢ négative. L’équation (8)

entrainera 'une des deux suivantes :

iy P P

x—i—2_+\/ 4\/ 1,

PRV S PR Yy
2 4

en sorte que «* admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la

N

formule

(11) o= P -——;\/—1.

Si le nombre ~ se réduit & 'unité, ces valeurs seront les racines ima-
ginaires de I'équation (ro). Mais, si 'on suppose n>>1, il restera
encore & déduire des valeurs connues de x* les valeurs de x. Dési-
gnons par p, dans cette hypothesé, le module de 'expression imagi-
naire qui sert de second membre a la formule (11). On aura évidem-

ment

(12) p=q

(13) ' ¢ = arctang +—— -

Lorsque p sera négatif, les deux valeurs de " données par la for-

mule (r1) deviendront
(14) - an=p(cost =y —15sinl), .
et I’oni en conclura

o1 1
(15) x:p:<cosl—€i —-1sin’—€>((x));.
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Si au contraire p est positif, on trouvera

(16) ‘x":——p(costz‘:\/:sinc)

et, par suite,

17) g OS-C—"‘\/—_—;SinE)((——I))%.
(17 . F=p| oSy — .n .

Dans le cas particulier ot I'on a

¢ devient nul; en sorte que les équations (15) et (17) prennent la
forme des équations (4) et (5). .
1

Sil'on désigne, pour abréger, p" par r, on tirera des équations (12)
et (13), en supposant la quantité p négative,

' p=—ar® cosg, q=r",
M - pgh g = 2 — artat cos{ +

_ Dans la méme hypothése, la formule (15) donnera

— 2k . 2km
x:r(cos-c-i-\/-—x sin C> <cos =+ ——ISln-—I;—>
n

I_I: n
{Hxokm . X kﬂ)
=7 I L thy—a1siD ————
! <COS n . n ’
k représentént un nombre entier, et 'on en conclura que le trinome
2 — ozt cost 4+ rit -
est décomposable en facteurs réels du second degré de la forme

-

E+okm
i+
n

xt— arx cos

Si I’on suppose au contraire la quantité p positive, le trinome

T pat - q
. deviendra
xgn + zl.nxn COSC + ,«2!1)
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et ses facteurs réels du second degré scront de la forme

xP—2rzx cosc—i—(zfi)ir + i
Dans 'une et autre hypothése, on pourra construire géométrique-
ment les facteurs réels du second degré par la méthode ci-dessus
indiquée (voirle § 1), toutes les fois que 'on attribuera des valeurs
réelles & la variable @. Si 'on prend la valeur numérique de cette
variable pour base commune de tous les triangles qui correspondent
aux différents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir
constamment & une méme extrémité de cette base le coté connu,
représenté par r, on trouvera que les sommets des divers triangles
coincident avec les points de division d’une circonférence décrite du
rayon r en partics égales. Il en résulte que, si l’on multiplie entre eux
les carrés des lignes menees de la seconde extrémite de la base aux points

dont il s’agit, le produit de ces carres sera la valeur du trindme
2 - pxt+ q = a2 =2t x” cosl -+ r*h,

Dans le cas particulier olt § = o, le produit des lignes elles-mémes repre-

sente la valeur numérique du bindme

xni— ,-ll’
) . Iy Co, ‘e A
laquelle se confond avec la racine carrée positive du trindme
x?n - g rext 4 pin,

Des deux propositions qu’on vient d’énoncer, la premiere est le théo-
reme de Moivre, et la seconde celui de Cotes.

§ UL. — Résolution algébrique ou trigonomeirique des équations

du troisiéme et du quatrieme degre.

-Considérons I'équation générale du troisieme degré. On pourra
toujours, en faisant disparaitre le second terme de cette équation,
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la ramencr & la forme

(1) x} 4+ px +q=o,

P» ¢ désignant deux quantités constantes. D’ailleurs, si I'on pose
x=U 0,

u, v étant deux nouvelles variables, on en conclura

= (u+eP=1+ v+ 3uvz,

(2) a3 —3uvzx — (uW+¢v3)=o.

Pour rendre 'équation (2) identique avec la proposée, il suffira d’as-
sujettir les inconnues « et ¢ aux deux conditions

(3) W+ vd=—gq,

(4) uv:——g-

La résolution de I’équation (1) se trouve ainsi réduite a la résolution

,

simultanée des équations (3) et (4).
Cherchons d’abord les valeurs de «® et de ¢*. Sil'on fait

(3) wW=sy, PTG,

on aura, cn vertu des équations (3) et (4),

~ P
Sit+5h=—49, 5152:_‘5;
.

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable,

Il en résulte que z,, z, scront les deux racines de I'équation

. 3 . - .
(6) :?—i—qz—p—:o.

Ces deux racines étant connues, on déduira des formules (5) trois
valeurs de u et trois valeurs de ¢, qui se correspondront deux a deux
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de maniére i vérifier la formule (4). Soit U 'une quelconque des
trois valeurs de u, et Vla valeur correspondante de ¢, en sorte qu’on
ait

UV =—

O.;.lﬁ

Désignons en outre par o 'expression imaginaire

2T — . 2T
T+\/—ISID

coSs '-3—,

Y )
les trois valeurs de expression ((1))’ seront respeciivement

al=1,
1
2T : 2T 1 3 ,—
o == COS - + {/— 151N — -+ =1
3 + 3 2 2 \/ ’
. 2T — . 2T 1 3 ,—
2= 0S8 o —\— sl =— - — —{/-—1
5 —V s=—5— sV

et les trois valeurs de u, évidemment comprises dans la formule géné-
1
rale ((1))’ U, deviendront
U, «U, «U.

" On trouvera, pour les valeurs correspondantes de ¢,

>

vV ¥V
V, —
o o -
ou, ce qui revient au méme,
V, «®V, aV.

Par conséquent, si on nomme x,, x,, x,-les trois racines de I'équa-

tion (1), on aura ,
‘ xe= U~+ YV,

(7) xy=a U+ a?V,

—
.

Zy=* U+ a V,

Il est essentiel d’observer que, U, «U, @*U étant les trois valeurs de

o
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W - : y
u=1((s,))", etV,a*V, «Vles valeurs correspondantes de ¢y = — ——L—i,
’ o 3((s)*
les racines z,, x,, x,, déterminées par les équations (7), seront res-

pectivement égales aux trois valeurs de = données par la formule

i

1

(8) @ = ((5,)° — —L—.
‘ 3((=))*

Lorsque I'équation (6) a ses racines réelles, les formules (5) four-
nissent un systéme de valeurs réelles de u et de ¢ qui se correspon-
dent de maniére a vérifier I’équation (4). Si 'on prend ces mémes
valeurs pour U et V, on reconnaitra immédiatement que des trois
racines x,, ,, €, la premicre est nécessairement réelle, et les deux
autres réclles ou imaginaires, suivant que la quantité

qz p3
S + o
4 27

est nulle ou positive, c’est-a-dire suivant que I'équation (6) a ses
racines-égales ou inégales. Dans le premier cas, on trouve

xz,=12U, x,=xy=—=— U.
Lorsque les racines de I'équation (6) deviennent imaginaires, on
peut les présenter sous la forme
s, =p(cosb+y—1sinh), s5,=p(cosd —y/—1sinb),

le module p étant déterminé par I'équation

pr=- 27
Comme on a, dans cette hypothese, i
R 1 — i
(et =g (w05 § +y=isin g ) (% «

la formule (8) se trouve réduite a

(9) x:p% [(cosg -+ —1s8in f‘,) ((1))_’13 - <cos g — \/: sin g) ((:?]
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" De plus, en prenant pour U expression imaginaire
1 6 —
p’ <cos§ +\/—1sin g),

on conclura des équations (7)

’ . 3 0
Xy = zp“ cos :9)-;

1 O+am
(10) xl_—:zp‘cos——g——:

1 —

1 T
@y == 2p° €08 —5— -

Ces trois dernieres valeurs de « sont toutes réelles, et coincident avee
celles que fournit la formule (g).

Dans les calculs précédents, I’équation (6), dont la solution en-
traine celle de I'équation (1), est ce qu’on appelle la réduite. Ses
racines s,, 5, équivalent nécessairement 2 certaines fonctions des
racines cherchées o, x,, @,. Pour déterminer ces fonctions, il suffira
d’observer que, U et V désignant des valeurs particuliéres de u et ¢,

on aura, en vertu des formules (5),

5,= U3, 5= V3,

On tire d’ailleurs des équations (7)
/
3U==zi+ azs+ a?x;=a(x;+ ax 4+ 0®2y) = o (2, -4 axy+ a22,),

V=2, +az,+ a?xy=a(x,+ axe+ a*xy) = a®(x, + axy4- ax,).

On trouvera done, par suite,

{ 2781= (Do ady+ @@y )= (Ly+ A&y + 22 20)* = (2 + azy+ 027, )%,
(11) .

? 273y = (&g + a&y -+ 0223 )P = (21 + a2y + alzy )P = (@, + axy +- oy )3,
Il en résulte que z,, 5, sont respectivement égales (4 un coefficient
numérique pres) aux deux scules valeurs distinctes que présente le
cube de Ia fonction linéaire

)
Lo+ ax) -+ o’ 2y,

OEuvres de C.— S. Ti, t. 11, ' 38
| .
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lorsque dans cette fonction on échange entre elles les racines x,, x,,
x, de toutes les manitres possibles. Le coefficient numérique est évi-

demment ;- ou le cube de la fraction .
Considérons maintenant I'équation générale du quatrieme degré.
On pourra, en faisant disparaitre le second terme, la ramener a la

forme
(12) x4 pxi+gxr+r=—o,
p, ¢, r désignant des quantités constantes. Si ’on pose, en outre,

T=U ¢+ W,

. . ',
u, ¢, w étant trois nouvelles variables, on en conclura
2= w4 02 A 2 (U + w4 ow)
et, par suite,

[2?— (u?+ o*+ )P = 4 (2 0+ w?w? + 02 ?) + Buew.x
ou, ce qui revient au méme,

( ' —2(u®+ '+ 0?2’ —Burw.x

(13)

U - (@ 02 02— 4?0+ w4 0*wt) —o.
Pour rendre cette derniére équation identique avec la proposée, il
suffira d’assujettir les inconnues u, ¢, w aux conditions

‘ 4{ur+ 0 w?)=-—2p,
(14) ¢ Suvw=——gq,

@

16 (1?0 4wl + o2 w?) = p*— 47

La résolution de 'équation (12) se trouve ainsi réduite 4 la résolution

simultanée des équations (14).
Cherchons d’abord les valeurs de 4u?, 4¢2, 4o?. Silon fait

(13) bur=s, 4=z,  4et= 3,
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on aura, cn vertu des formules (14),

- -~ ~ — g2
51 52+~3—-—2]), 5152‘4—»@1@34—@223:172-—4]‘, 515253 —=4¢"3

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable,

(5 51) (5= 22) (5= 5) = 3+ 2ps+ (p— )3 — '
Il en résulte que 5,, 5, =, seront les trois racines de ’équation
(16) Bpopsi+ (p'—A4r)s —qi=o;

et, puisque ces trois racines doivent vérifier la formule 5,z,3, = ¢2,
on peut assurer que I'une d’elles sera positive, les deux autres étant
toutes deux & la fois positives, ou négatives, ou imaginaires. Lors-
qu’on aura déterminé ces mémes racines, les deux premieres des
équations (15) fourniront pour chacune des variables u et ¢ deux va-

leurs égales, au signe pres. Soient

u=—=:=10, p=xV

les valeurs réelles ou imaginaires dont il s’agit; et W une quantité
réelle ou une expression imaginaire déterminée par I’équation
SUVW = —gq.

Si dans la seconde des formules (14) on suppose

u=—+10, p—=-V
ou bien

on en tirera

w4+ W.
Sil’on y fait, au contraire,
/
u=-+ U, p=—Y
ou bien
u—_— U, W=+ V,
on trouvera -
u—=—W.

De cette maniére on obtiendra pour les variables u, ¢, w quatre sys-

s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



300 COURS D’ANALYSE.

temes de valeurs propres a vérifier les. équations (14); et, si I'on
représente par x,, x,, &,, ¥, les quatre valeurs correspondantes de

I'inconnue
Z=Uu-+ ¢+ w,

on aura '
s .Z‘(,: U+V+W,

. 2y =—U—V+W,

(17) ~ = U—V_W,
e 2=—U+V—-W,

Il est aisé de reconnaitre que ces quatre valeurs de @ seront toules
réelles, si ’équation (16) a ses trois racines positives, et toutes ima-
ginaires, si I'équation (16) a deux racines négatives inégales, tandis
que deux valeurs seront réelles, et deux imaginaires, si I’équation (16)
a deux racines négatives égales, ou deux racines imaginaires.

Par la méthode qu'on vient d’exposer, la résolution de I'équa-
tion (12) se trouve ramenée a celle de 'équation (16). Cette derniére,
quon nomme la réduwite, a nécessaircment pour racines certaines
fonctions des racines de la proposée. Si Pon veut déterminer ces
fonctions, c’est-a-dire exprimer 5,, 5,, 5, par le moyen de x,, x,, x,,
x,, il suffira d’observer que, U, V, W étant des valeurs particulitres
de u, ¢, &, on a, en vertu des formules (15),

5, =402, 3,=4V?, 33= 4 W?2,
On tire d’ailleurs des équations (17)

4U _xo—x1+x2—x3,
4V =zg— 2+ 23— 7y,

tW=ay— 24+ 2y — 23,
On trouvera, en conséquence,

‘ 4z 1= (@ — s+ xz_x3)2:(xl—xq+ 23— Z5)?,

(18) % 43,

ll

=X — Xy Xy — Xy )= (@ — @y 2y — 23),

B3== (Bo— Ty Xy — X3) = (g~ Ty + Ty— 24 )2
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Il en résulte que z,, 5,, 5, sont, abstraction faite du coefficient nu-

. 1 1\? . . .
merique 5:(5) , respectivement égales aux trois seules valeurs

distinctes que présente le carré de la fonction linéaire
.2'0"— ‘Ti"i— -Z'z——‘ .Z'g

lorsque dans cette fonction on échange cntre elles les racines x,, 2,,
x,, z, de toutes les maniéres possibles. Cette méme fonetion linéaire,
pouvant s’écrire ainsi qu’il suit

' \

Zy+ (— I):l'1+ (— 1)z, + (— 1323,

7
n’est évidemment qu’'un cas particulier de la formule générale

< g+ oz, -+ atzy+ adxs,

1
lorsqu’on désigne par « une des valeurs de I'expression ((1))".
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CHAPITRE XI.

DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

§ I. — Décomposition d’une fraction rationnelle en deux awires fractions

de méme espéce.

Prenons pour f(x) et F(«x) deux fonctions entiéres de la variable .

sera ce qu’on appelle une fraction rationnelle. Si I'on désigne par m le
degré de son dénominateur F(x), I'équation

(1) F(z)=o

admettra m racines réclles ou imaginaires, égales ou inégales; et si,
‘en les supposant d’abord toutes inégales, on les représente par -

Loy iy Lgy  c-vy Lm-ps
les facteurs linéaires du polyndme F () seront respectivement
& —Tyy X—Lyy Z— Xy seey L Lppmye =

Cela posé, faisons

(2) Flz)=(z—2) ¢(z)
et )
f ()
3 < o .
(3) (@) .
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o(x,) n’étant pas nul, la constante A restera finie, et la différence

f(_x) _A:f(x)—A(p(x)
¢(x) ' ¢ ()

s'évanouira pour @ = x,. Par suite, il en sera de méme du polynéme

f(.%‘) —A(P(x);

et ce polynome sera divisible algébriquement par @ — x,; en sorte
qu’on aura '
JS(@)—Ag(z) =(z—z)y(x),

(4) f(@)=A¢(z)+ (2 —z)y(2), - -

v.(x) désignant une nouvelle fonction entiere de la variable 2. Si I'on
divise par F(x) les deux membres de cette derniére équation, en
ayant égard a la formule (2), on en conclura

J@) A (),

) Fle) ax—ax  o(x)

Donc, si I'on partage le polynome F(x) en deux facteurs dont 'un
soit linéaire, on pourra décomposer la fraction rationnelle —I{% en
deux autres qui aient pour dénominateurs respectifs les deux facteurs
dont il s’agit, et dont la plus simple ait un numérateur constant.
Concevons maintenant que 1’on partage la fonction F(x) en deux
facteurs dont le premier, au licu d’étre linéaire, corresp;)nde a plu-
sieurs racines de I’équation F(x) = o. Prenons, par exemple, pour

ce premier facteur le facteur du second degré
(2 — ) (2 — 21),
ct posons, en conséquence,

(6) F(z) = (x—x,) (. — x;) p{x).

-

La fraction %E—x—% conservera une valeur finie, non seulement pour

M n _— . M b .
x = x,, mais encore pour = =x,; et, si 'on désigne par « un poly-
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nome du premier degré qui, dans 'une et 'autre hypothése, devienne
J(2)
¢(z)

égal a » on trouvera (Chapitre 1V, § 1)

(7) == J(2) 2=z ‘f(wi)kx—*xo_

- o (Z0) Xo— Xy (&) 1— &

Le polyndme w étant déterminé, comme on vient de le dire, 'équa-
tion '

f(@)
¢(x)

u :0.

ou :

flz)—ug(z)=o

comptera panﬁi ses racines , et x,; et par suite le polynome
J(x) = ug(2)

sera divisible par le produit

(x — ) (. — z)).
On aura done
J(z)—uo(z) = (2 —x0) (2 —z,) y(2),

(8) f(z)=uo(2) + (2 —x) (2 — 2,) x (),

y.(x) désignant une nouvelle fonction entiére de la variable . Sil'on
divise la derniére équation par F(x), en ayant égard 4 la formule (6),
on en conclura

. flx) u Cox(e)
(9) ¥(z)~ (# =z (@ —2) o)

On prouverait de méme qu’il suffit'de poser
(r0) F(z) = (2 —z) (2 — ) (2 — x3) o(2)

et

f(.’l'o) (‘73'—*-93;)(.2:—-.:32)
@(ary) (Zo— @) (g — 23)
_'_.f(xi) (x—wo)(x—x.z)
( - (@) (@ — @) (@1~ 3)

(1)

+f(x2) (2 —z) (. — 1) !

Q(xy) (Zy~ Zo) (T2 — 21)
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pour obtenir une équation de la forme

S(z) _ 7 L@
F(z) (z—x)(z—2)(z—2y)  ¢(x)

(12)

etc. _ . .

Ainsi généralement, lorsque I'équation F(x) = o n’a pas de racines
égales, si 'on partage le polynome F() en deux facteurs dont le pre-
mier soit le produit de plusieurs facteurs linéaires, la fraction ration-
nelle ii(g;—)) sera décomposable en deux autres fractions de méme espece
qui recevront pour dénominateurs respectifs les deux facteurs ci-
dessus mentionnés, et dont la premicére aura un numérateur d’un
degré moins élevé que son dénominateur. 4

Je passe au cas o1 'on suppose que I'équation F(x) = o a des ra-
cines égales. Soient, dans cette seconde hypothese,

a, b, c,

les diverses racines de cette méme équation, et désignons par m’ le

nombre des racines égales 4 a; par m” le nombre des racines égales

a b; par m” le nombre des racines égales a ¢, ete. La fonction F(x)
~ sera équivalente au produit

(x_ a)/n’(w — b)nz”(x — C)m”" .

ou & ce produit multiplié par un coefficient constant, et I'on aura

m—4+m'+m'+, . =m.
Cela posé, faisons
(13) F(z)=(x —a)"¢(x)
et
Sfla) _
(14) 2(a) = A.

o(a) n’étant pas nul, la constante A restera finie, et [a différence

S=)

¢(x)
OEuvresde C. — S. 1, t. 1II. 39
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s'évanouira pour £ = a. On en conclura que le polynome
f(z)—Ag(z)

est div.isible par « — a, et ’on aura, par suite,

(15) flz)=Ao(z)+ (z—a)y(x),

1. (x) désignant une nouvelle fonction entiere de la variable . Enfin,
si on divise par F(«) les deux membres de I'équation (15) en ayant
égard & la formule (13), on trouvera

Sy A %(%)
o F@) ~ @—ar " e—apg(@)

On démontrerait, en raisonnant de la méme maniére, qu’il suffit de

poser '

(l7) Y F(x):(w-—a)"l'(x_b)m"cp(x)
et

(18) . Dyl e—b (b z—a

T 9la)a—b  o¢(b) b—a
pour obtenir une équation de la forme

Jlz) _ u x(2)
(19). Flz)  (z—a)" (z—b)" + ( — a)y"1 (& — b)™—1 ‘P(Q’)’

.........................................................

§ II. — Décomposition d'une fraction rationnelle, dont le dénominateur
est le produit de plusieurs facteurs linéaires inégauzx, en fractions sin-

ples qui aient pour dénominateurs respectifs ces mémes facteurs linéaires
et des numeérateurs constants. )

Soit

%

(x
(z

~

|

rry

la fraction rationnelle que I'on considere; m le degré de la.fonction
F(x), et

'xoz Ly Lay LEY 'xm_i
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les racines de I'équation
(1) ‘ F(z)=o

supposées inégales. On aura, en désignant par % un coefficient con-
stant,

(2) : Fle)=k(z—2)(z—21).. (2 —z,_,);

et, en vertu des principes établis dans le paragraphe qui précede, la
f(z)
F(z)
dont la premiére sera de la forme

fraction rationnelle pourra étre décomposée en deux autres,

A,

b
&z — x,

A, représentant une constante, tandis que la seconde aura pour déno-

minateur
F(z)

7 — :k(vx—aw,)(x-—‘xz)'.. (x— 2pa).

En décomposant cette seconde fraction rationnelle par la méme mé-
thode, on obtiendra : ' :
1° Une nouvelle fraction simple de la forme
A,

z — 2’

2° Une fraction qui aura pour dénominateur‘
k(x—x3) ... (2 — Z1p_y)-
En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynéme
F(2)=k(wo—2)(z—2,).. (2 — Zm-y)

tous les facteurs linéaires qu’il renferme ; en sorte qu’on réduira défi-
nitivement ce polyndme & la'constante %. Donc, lorsque, par une suite
de décompositions partielles semblables a celles que nous venons d’in-

diquer, on aura extrait de la fraction ‘14—((—2% une suite de fractions sim-

I3
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ples de la forme

Ao A1 Az .. Am—-i ,

> b b *y
z—2, xT—x, XT— T X — Ly

Iy

le reste ne pourra étre qu’une fraction rationnelle 3 dénominateur
constant, c’est-a-dire une fonction entitre de la variable 2. En dési-

gnant par R cette fonction entiere, on trouvera S
(3) J@) g Ao A A A
A F(x)f Z—Ly X—Ly Z—Ty . X — Ty

Il reste maintenant a savoir quelles sont les valeurs des constantes
AO, Al’ ‘AQ) ey Am—l'

Ces valeurs se déduiraient sans difficulté de la méthode de décompo-
sition indiquée dans le § I. Mais on parvient plus directement  leur
détermination a P'aide des considérations suivantes :

Si I'on multiplie par F(«) les deux membres de I'équation (3), on

en tirera
. F(x) F(z)
@ f(x)_RF(x)_"Af’x—xo+A‘x~x,
.+.A2_M _+_.._+Am_1._Fﬂ__
x‘—‘x2 x_.xﬂl—i

Si dans les deux membres de cette derniére formule on fait

X =24+ 32,

la somme
RF(”)_"‘Ai F(x) +A2 F(m)’""“'--"‘_A/n—i Jﬂ)_’
X — Xy &L = Ly X — Tyt

qui est évidemment un polynéme en « divisible par  — «,, prendra

la forme
sz,

Z désignant une fonction entiere de z, et 'on aura, par suite,

OF(xo—i— z) -
3

(5) 1 S(zo+3)=A zZ,
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Supposons maintenant que la substitution de « + s au lieu de = dans
la fonction F(«) donne généralement

(6) F(z+ 3)=F(2)+sF (z)+ 22 Fy(x) +....

On en déduira o :
Flzy+35)=z2F,(x,) + 22 Fa(2g) +. ..,

et 'équation (5) deviendra
S(@o+2) = A [Fy () + s Fo(20) +... ]+ 2L,
Lorsqu’on fait dans cette derniére = = o, elle se reduit &

‘ Sf(@) = A Fy(20),
et 'on en conclut

. _ J(=z0) |
(7) A=)

On trouverait, par un calcul entiérement semblable,

/

_ f(xl)
A E R ey
_ f(xe),
(8) . T Fi(x)

. ,f(x'n—-l) .
Am—r= Fi(zmn-1)

Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour

AO) AU Aﬂv DR ] Am—l

sont évidemment indépendantes du mode employé pour la décompo-

sition de la fraction rationnelle 1«1((;7;’ d’otr il résulte que cette fraction
ne peut étre décomposée que d’une seule maniére en fractions sim-
ples qui aient pour dénominateurs les facteurs linéaires du polynéme
F(x) avec des numérateurs constants.

Il est aisé de voir comment I'équation (7) et la formule (3) du pa-
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ragraphe précédent s’accordent entre elles. En effet, F, (x,) est ce que
devient le polynome
_ F(x;,—i— z) __ F(=)

3 T x— @,

Fi(z) + s Fo(2) +. ..

lorsqu’on y fait 5 = o ou @ = x,; et par suite, si ’'on pose

(9)  F(2) = (22— ) 9(2),
° on aura
Fy(20) = ¢ (o),
_.f(xo)
(IO) Ao-—- q)'(—x'o—)'

Pour montrer une application des formules ci-dessus établies, sup-
posons qu’il s’agisse de décomposer en fractions simples la fraction
rationnelle

¥ lid
x| ’
n désignant un nombre entier inférieur & 2. On aura, dans ce cas par-

ticulier, ‘
flz)y=2", ~F(z)=am—r1, k=1;

T , . . m
et, si 'on représente par %2 un nombre entier qui ne surpasse pas —»
les diverses racines de I'équation F(x)= o, toutes inégales entre

elles, seront comprises dans la formule

Soit @ I'une de ces racines, et cherchons le numérateur A de la frac-
tion simple qui a pour dénominateur & — a. Ce numérateur sera

-

A— fla) _ a

~ F(a) F(a)

»

la valeur de F, (@) étant déterminée par I'équation

F(a)+zF(a)+...=F(a+3)=(a+3z)"—1=a™— i+ ma™ 'z +. oy
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et par conséquent égale & ma™'. On trouvera, par suite,

'

ar T
—_ 7 = gltl-m
= mam1 T m® :
. Comme on a d’ailleurs
hr — . 2hm\n+i-m oh(n+n)7 A ) .
<0052_i\/'—1 sin —. :COS——(-——)i —1 smw,
: ™ m -, -

on conclura de ce qui précéde, en faisant, pour abréger,

n—+un1mr
(11) (—-—):0,
m
ar 1 . cos260 +\/—1sin20 . c0s20 —\/ —1sin2d
am—1 m| x—1 om . 2m 2™ — . 2T
Z —cos— —\{/—1sin=—= 2z —cos— +\—1sin—
m m m m

: 0840 + /=T sin4d - - coshf—\/—1sin4b
(12) 4m hr +

. T, ~— . A~
& — co0s— — \/— 1 8in— -Z‘—COS[‘——l-\/——ISln[l—
m m m m

On trouverait, en raisonnant de la méme maniére,
*

20— T - m

" 1 cosf +\/—1sinf N c0sf —\/—1sind
z—cos— —y—1sinE x-kcos— -+y—1isin"
m m m T m
: c0s36+ 4/ —1sin30 c0s36 —y—15sin34
(13) { . -+ 3 -+

— . 37 3= | — . 37
x—cos— —\/—r1sin=— &—cos— +\—1sin—
m m m m

11 est essentiel d’observer que la derniére des fractions simples com-
prises dans le second membre de I'équation (r2) ou (13) sera, pour -
des valeurs paires de 7z, s'il s’agit de P'équation (12), et pour des va-

v
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leurs impaires de m, s’il s’agit de I’équation (13),

cosm@ _ cos(n-+1)m _ (—r1)*+!
x4+1 a1 T o+

Ainsi, par exemple, on aura

1 IR 1
(14) Zr—1 E<x‘—1_w+x)’

x 1 1 1 :
(15) = - + s
2t —1 2 \& —1 2 41
T —_— . T . m
cosg-i—\/—lsmg cosg—\/—_lsm—
11 1
(16) — =—3z + — )
x5+ 1 3 Z 1

x—cosg—-\/ JSlIlg w—cos%+\/—1 sin%r

On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des équa-
tions (12) ou (13) on réunit par 'addition deux fractions simples cor-
respondantes & deux facteurs linéaires conjugués du binome 2™+,
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour dénominateur un
facteur réel du second degré, et pour numérateur une fonction réelle
et linéaire de la variable @ On trouvera, par exemple, en prenant

n=o,m=3, .

T
22 COS 7 — 2
1 1 3 1

x4+ 1 3 N T Z 41
(17) xr*t— z.zlcos—g +1

1 22—z T
= 3 -+ .
3<x2—x+1 w+1>

It est facile de généraliser cette remarque ainsi qu’il suit.

-

Supposons que, les fonctions entieres f(x), F(x) étant réelles, on
désigne par

05—!—6\1-—1, 0!—6\/—-1

deux racines imaginaires conjuguées de I’équation (1), et prenons
) \
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pour A et B deux quantités réelles propres & vérifier la formule

(18) Slar8V=1) _\_ g

) F, (“ +8y— I>

F,(z) représentant toujours le coefficient de z dans le développement
de F(x + =). On aura nécessairement :

et par suite, si I'on décompose la fraction rationnelle {—E—‘:—;, les deux

fractions simples correspondantes aux facteurs linéaires conjugués

x—a—8y—1, z—a-+8/—1

seront respectivement
{

A—By=1 A+By=1
x—a—8y—1 z—a+8/—1

(19)

En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante :

(20) Sl A
Cette dernitre, qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire
de la variable z et pour dénominateur un facteur récl du second degré
du polynéme F(x), ne diftere pas de la fraction

[ {4 .
(x— &) (& —2,)

* que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas ot I'on
suppose

xo::"oc—kS\/——l, wr—:a—é —1.

OFuvres de C. — S. I, t. 1L ’ 4o
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§ Ill. — Décomposition d’une fraction rationnelle donnce en d’autres
plus simples qui avent pour deénominateurs respectifs les facteurs
linéaires du dénominateur de la premiére, ou des puissances de ces

mémes facteurs, et -pour numerateurs des constantes.

Sotent \
JS(x)
F(x)

la fraction rationnelle que I'on considere, m le degré du poly-
nome F(z), et

a, b, ¢ ... |
les diverses racines de I’équation

(1) F(x) =o.

On aura, cn désignant par £ un coefficient constant, ct par m’, m’,
m", ... plusieurs nombres enticrs dont la somme sera égale a m,

(2) F(z)=k(z—a)" (2 —b)" (@ —c)"". ..
-Cela posé, si I'on fait usage de la méthode exposée dans le para-
graphe I, on décomposera la fraction rationnelle {2—3 en deux autres

dont la premiére sera de la forme

A

(z— a)”"’

tandis que la seconde aura pour dénominateur

’

F((E) —_ m'~1 ' m”
x_a._.k(x——a) (x—0)y"" (z —c)m". ..

En décomposant cectte seconde fraction rationnelle par la méme
méthode, on obtiendra : 1° une nouvelle fraction simple
) A

A

(z— a)/n‘—l’
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dans laquelle A, représentera une constante; 2° une fraction qui aura
pour dénominateur

k(x—a)y"2(z— b)Y (x—c)"....

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du poly-

nome F(x) les différents facteurs linéaires dont se compose la puis-
f( )
F(=)

sance (x — a)™; et, lorsqu’on aura extrait de une suite de frac-

tions simples de la forme

A A, A, y e Ay ,
(.ﬁb‘——(l)”", (x_a)/n'—l’ (x__a)uz'——‘z ’ xr—a

le reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le dénominateur

se trouvera réduit a
k(@ — b)Yy (2 —c)™"..

Si-de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la

forme N
B B, Bg e, Bm”—i
(x—b)’””’ (x__b)/n”—l’ (af,‘—b)’”"_z‘ Y b

on obtiendra un second reste dont le dénominateur sera
k(z—c)™ ...

Enfin, si 'on prolonge ces opérations jusqu’a ce que le polynéme F(x)
se trouve réduit'a la constante £, le dernier de tous les restes sera une
fonction rationnelle 2 dénominateur constant, ¢’est-d-dire une fonc-
tion entiére de la variable @. Appelons R cette fonction entiere. On

aura définitivement pour la valeur de {E ; decomposee en fractions
simples
./(x) R A Al Am’——1
I = ;4 e A 2L
F(z) (x&— a)™ (2 — a)ym'-1 et TS
B Bx B ” '
-+ S R i ¥
(3) / (@ —by" " (w1t Ty
G 01 Cm’”—l

—+ ‘—"‘“——_(x___c)mw e m T

.....................................
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AA, e Ay ByBy, oo, B3 G Gy ey Gy e désignant
des constantes que Uon peut facilement déduire des principes exposés
dans le paragraphe I, ou calculer directement a I'aide des considéra-
tions suivantes. '

Faisons, pour plus de commodité,

R B Bl Bm"—g

-+ (.Z‘——-b)"‘”_’_ (x__b)m"—l +...+ x—0b
G C1 Cm’"—l
(4) -+ (.Z)—C)'"‘m + (.’L‘——C)’”m_l ki —x_-_.—_c
Eo T T A
Q

= (x— b)Yy (z—c)™”,. o3

Q sera une nouvelle fonction entiere de la variable @, et I'équation (3)

deviendra
f((l)) - A Al____ Am’—l ~ Q .
F(x) - (@ — a)nu -+ (.Z"-a)'"'_l e T E—: p -+ (\Z‘— b)'”"(:c—c)'“”. ..

Si I’on multiplie les deux membres de cette dernibre par
F(x)=k(x—a)"(z— bym' (x — c)nz”" ‘s

on en conclura
' : >

(9) f(x):[A+A'1(»’8—a)+...+A,,,'_,(.ac.—-a')’”l—‘]( F(z)

m +kQ(x — a)™;

‘ot par suite, cn faisant
N r=a-+3,
on trouvera .

. . v
(6) f(a -|—:.)>: (A + Az 4 Am’—-l 5m’+~1) r(a’+ ") -+ Zz™,

2 m'

Z désignant la valeur du polynéme £Q exprimée en fonction de z.
Supposons maintenant que la substitution de =+ 5, au licu de =,
dans les fonctions f(«) et F(x), donne généralement

f(@ +3) = f(@) + = f,() + 52 fa(2) 4.,
(7) F(z+35)=F(#)+sF(2) + 52 Fy(x) +...
+zm’]§‘m'($) 4 Ry () A -
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On aura, en prenant x = a -+ s, et observant que le développement de

la fonction _

doit étre divisible par <a; — a>ln’ — zm"

®) ( Sla+3z)=/f(a)+35 fi(a) +5 fala) +...,
. 2 F(a -+ Z) = [me(tl) + 5 Fm’+l (d) + 5? Flrz’+2(a) -+.. .]z”";
(9) F(a)=o, Fi(a)=o, crey Fu-1(a)=o.
Cela posé, la formule (6) se trouvera réduite a
(10) Sla)y+ 5 fi(a) + 22 fola) +... )
=(A+ A5+ Az +. ) [Fu(a) +5Fn(a) + 2 Fpy(a) 4.0 ] 4 27,
et 'on en tirera, en égalant dans les deux membres les coefficients des
puissances semblables de =,
f(a) =A F/n’(a);
(II) . fi(a):AI FI"—'(")"‘“A Fm'+1(a)9
f'Z(“) :—.Az‘Fm'(a) ~+ A F, i (a)+ AF,ia(a),

On trouvera par un calcul entierement semblable

f(b):BFm"(b)' fi(b):BiFm”(b)+BFm”+l(b)’ fl(b):’
(12) § f(e) =CFpur(c), Ji1(¢) = C, Fyr(c) + C Fppma (€)s Jo(e)=...,
Ces diverses équations suffiront pour fixer completement les valeurs
des constantes A, A,, A,, ..., B, B,, B,, ..., C, C,, C,, .... Elles don-
neront, par cxemple,

_ f(a)
A -— Fm’(a),
_ A __ft(a)"AFm’H(a)
(13) i_'- F/n’(a) ’
! A2: .f2(a)—A1 Fm’+1(a)'_‘AFm'+2(a)v’

Fu(a)

.....................................
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Les constantes ainsi déterminées étant évidemment indépendantes du
, , g . . Slx)
mode employé pour la décomposition de la fraction rationnelle )

il en résulte que cette fraction est décomposable d’une maniére seule-
ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le second
membre de 'équation (3).

Il est aisé de voir que la premiére des équations (13) s’accorde avec
la formule (14) du paragraphe I. En effet, la quantité F, (a) est ce
que devient le polynome

. F sy - F
Fln'(a)+5Fm’+l(a)+52Fnzﬁo—2(a)+-..: (i:j \: (x ——(-‘fl))'”'

lorsqu’on y fait 5 = o ou & = a; et par suite, si I'on pose

(14) Flz)=(z—a)"o(x),
on aura
Fo(a)= e(a),
s @),
(13) A= @

Dans le cas ou, les fonctions f(x) et F(ax) étant réelles 'une et
Pautre, 'équation F(x) = o admet 7’ racines égales d a + 6/ —1, la
méme équation admet encore 7' racines égales conjuguées aux pre-

mieres, et par conséquent représentées par
a—B8y—1.

Dans cette hypothese, si, apres la décomposition de la fraction ration-

nelle
Jf(=) ‘
F(z)’

on réunit deux a deux les fractions simples qui ont pour dénomina-

teurs

(z—a—6y=1)" et (z—a-+6y—1)"
(z—a—8y=1)" " et (z—a+6y—1)"",
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enfin ‘
z2—a—8y—1 el z—oa+8y—1,

les différentes sommes obtenues seront des fractions réelles et ration-
nelles qui auront pour dénominateurs respectifs

[(x — OC)E—l'- Gi]uL"
L(x — a)z -+ 82]1}1'—-1’

(@ — &)+ &,

et dont le systéme pourra étre remplacé par une suite d’autres frac-
tions qui, avec les mémes dénominateurs, auraient pour numérateurs
des fonctions réelles et linéaires de la variable x. Au reste, il est
facile de calculer directement cetfe nouvelle suite de fractions, en
commencant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances
de (x — a)* + 6% Cherchons, par exemple, celle qui a pour dénomi-
nateur

[(#—a)+8)"=(x—a—8y—1)" (z—a-+8y—1)".
D’apres les principes établis dans le paragraphe I, elle sera .

u

(16) [(.7)—~0()2+62]"l"

pourvu que P'on fasse

Su,: : [f<°‘+6ﬁ7><x_a+s¢:>'

o) a6v—1| e(arby=:
S e—8V=) e
. e R
et
(18) o(z)= F(2)

(#z—a)y+ 62"

Ajoutons que, si dans la formule précédente, on pose successivement

z=a+8y—1+3 x=a—8\ 14z
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on en conclura, cu égard A la seconde des équations (8),

Fou (o + 8Y=1) 45 Fyy (2 + 8V= D+

(26\/:7_‘_:)"L’
<‘p(a_6.\/:-7+5): F,,,,'(OC——G\/—I)+:F,,,'+,(ot-—6\/-—-1)+...’

(— 28y =1+ ;)'"l

(P(O(—P—G\/_———l—i—z):

et, par suite,

o(a+oy=r)=Fulz+8/=1)

(2 g \/"_‘_.—I_)m.’
(19) !
— - — (—1 m,'FIIL'<‘x——6\_/- l).
(‘P(a 8y —1)=(—1) —_*-(26\/:)#—“""
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CHAPITRE XII.

DES SERIES RECURRENTES.

§ 1. — Considérations gencrales sur les séries recurrentes.

Une série
(1) Ay A X, QX ..., X", ...,

ordonnée suivant les puissances ascendantes et entiéres de la va-
riable &, est appelée récurrente, lorsque dans cette série, consi.dérée b
partir d’un terme donné, le coefficient d'une puissance quelconque de
la variable s’exprime en fonction linéaire des coefficients des puis-
sances inférieures pris en nombre fixe, en sorte qu’il suffise de re-
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en déduire celui
que P'on cherche. Ainsi, par exemple, la série

(2) 1, 2z, 32, ..., (na-1)a", ...
est fécurrente, attehdu q‘ue, si 'on fait |
a,—n-+1,
on aura constamment, pour des valeurs de n supérieures 4 'unité,
(3) =2 a,,_; — Qp—3.

En général, la série (1) sera récurrente, si, pour toutes les valeurs de
n supérieures 4 une certaine limite, les coefficients

Qny Qp—1y Qn—g ceey Qpogy

de plusieurs puissances consécutives de & se trouvent liés entre eux
OFuvres de C.— S.11, t. 11, L4t
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par une équation du premier degré. Soit
(4) kapom+lay_ oy +.. .+ pap_1+qga,=o

Péquation dont il s’agit, £, /, ..., p, ¢ désignant des constantes déter-
minées. La suite de ces constantes formera ce qu'on appelle I'échelle
de relation de la série, échelle dont les constantes elles-mémes seront
les différents termes.

Dans la série (1), supposée récurrente, la variable @ et les coeffi-
cients a,, a,, a,, ..., a, peuvent étre ou des quantités réelles, ou des
expressions imaginaires. Cela posé, représentons par g, le module de
I'expression a,, et par conséquent la valeur numérique de cette ex-
pression, lorsqu’elle est réelle. On conclura immédiatement des prin-
cipes établis dans les Chapitres VI et IX que la'série (1) sera tantot
convergente, tantét divergente, suivant que le module ou la valeur
numérique de  sera inférieur ou supérieur a la plus petite des limites

vers lesquelles converge, tandis que 7 croit indéfiniment, I’expres-
1

sion (p,) "

8§ II. — Développement des fractions rationnelles en séries récurrentes.

Toutes les fois qu’une fraction rationnelle peut se développer en
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et
entiéres de la variable, cette série cst en méme temps récurrente,

ainsi qu’on va le faire voir.
Considérons d’abord la fraction rationnelle

A
Q T

\

dans laquelle @, A désignent deux constantes réelles ou imaginaires,
et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme

A a\—m
(=" =(1—7) >
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et sera développable, aussi bien que I'expression

@ -—m
I— - ’
a

en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et
entieres de la variable =, si la valeur numérique du rapport — sup-

posé réel, ou le module du méme rapport supposé imaginaire, est une
quantité comprise entre les limites o et 1. Cette condition sera rem-
plie, si le module de la variable «, module qui sé réduit  la valeur
numérique de la méme variable quand celle-ci devient imaginaire, est
inférieur au module de la constante @; et ’on aura, dans cette hypo-

thése,
< x>"”‘ m x m(m—t—l)vac2
[— = T — - e T
, a L a 1.2 a
_1.2.3...(m—)) 2.3.4...m «
(2) T i.2.3...(m—1)  1.2.3...(m—1)a

3.4.5...(m+1) x*
- 1.2.3...(m—1) @ T

On trouvera par suite

(3) ._A__-—-(__l)m<_£+7n Ax m(m +1) Ax? >

(.Z‘ _ a)/n - a T qmn+! 1.2 a2

et si I'on fait, pour abréger,

A

(=1 o == @y,
m A

e P — . —

(4) . ( ) I @t s

m(m4-1) A

—_—Y T

( l) 1.2 altte “‘aﬁ’

- on obtiendra I'équation

A

(5 &—ay

=Gt T a2 g pn
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Concevons maintenant que 'on multiplie les deux membres de Péqua-
tion précédente par (@ — x)™; on en tirera

m mim—1
(__])mA: [am___l_am—lmq-__(“l__;_.l am—zxz__,__u__q__ xm‘l (ao+a1x+ agx’—l—...)

= a™(@y+ a1 T + G2 det Ay XA At L)

m
— = am (@@ + QTP Ay X @y XM 3

(6) !
@A P+ A X B BT )

...........................
.............

Z(aea™ Ga, amtil)
ou, ce qui revient au méme,
m el
(—)A=aa,+ (a"a,— —a""la, )z

m m(m—1
4 [amaz - T am-—la1 -+ ( l_____) am—2 ao] wz

.2
(7)
P, e, .
m(m—1)
+[ama”-——a"'—’an_‘+ -—(I 2 am ., — . ian—m]x
\ e e e e e e et e et e e e e e e

. Cette derniere formule devant subsister toutes les fois que le module
de la variable x est inférieur au module de la constante a, par consé-
quent toutes les fois que I'on attribue & « une valeur réelle peu diffé-
rente de zéro, on en conclura, par des raisonnements semblables &

ceux que nous avons employés pour démontrer le théoréme V1 du
Chapitre VI (§ IV),

(___ I)"‘A — amao,
m
amra, — 3 am—ta,=o0,

m(m — 1)

m
aray,— —aqmta,+
X 1.2
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et généralement ' ,

m(m—1)

m
ata,— —a" o, ,+
(9) n I n—1 .2

amq, o—... & ay_,=o.

» Il est essentiel de remarquer que I'équation (g) a lieu seulement pour
des valeurs entiéres de 7 égales ou supérieures 4 m, et qu’'elle doit
étre remplacée, lorsqu’on suppose 7 <m, par l'une des formules (8).
De plus, comme I'équation (g), étant linéaire par rapport aux con-

stantes
Qny Qp—1y An—ay ooy Oy

donnera pour la premiére de ces constantes une fonction linéaire de
toutes les autres, il en résulte que, dans la série

(10) Ay WX, Ayx?, ..., QX"

[

considérée a partir du terme a”w,, le coefficient d’une puissance
quelconque de x s’exprimera en fonction linéaire des coefficients des
puissances inférieures pris consécutivement et en nombre égal a m.
Cette série sera donc 'une de celles que nous avons nommées recur-
rentes.

Parmi les diverses formules particuliéres qu’on peut déduire de
I'équation (3), il est bon de remarquer celles qui correspondent aux
deux suppositions m =1, m = 2. On trouve, dans la premiére hypo-

thése,
A — é_Féx_}_ Aqﬂ -
(1) . el bl Gl e ST ),
et, dans la seconde,
A ' A A A, A,
(12) (—‘x‘—_—aﬁ);_a—i—l‘ZEEw—l—g—E;x +4a—5x e

Les deux formules précédeéntes, dont la premiére détermine la somme
d’une progression géométrique, subsistent, ainsi que I"équation (3),
toutes les fois que le module de x est inférieur au module de a.
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Lorsque dans I'équation (12) on fait en méme temps
A=y, a=I,

on obtient la suivante

¢

(13) . =1+2x + 322+ fat+.. .,

(® —1)
qui a pour second membre la somme de la série (2) (§1), et suppose
le module de  inférieur a 'unité.
C