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Sulle trasforimzioiii birazionali delle cuwe algebïiche 

iiltei-pretate coine rotazioiii del yiauo ipeïbolico. 

Sunto. - Ricorrendo all'unifonnizzaziotie mediante funz ion i  fuchsiane, le trasformazioni bira- 
zionali  d 'una  curva algebrica in sé, dotate d i  a lmeno un punto uni to ,  possono rappre-
sentarsi mediante rotazioni periodiche del piano iperbolico. L 'Autore  s i  vale d i  tale 
rappresentazione per l a  ricerca del massimo periodo corrispondente a valori  assegnati 
del genere della curva e del numero dei p u d i  u n i t i .  È particolarmente approfondito, 
tanto  da1 punto d i  v is ta  algebrico, puanto d a  quello gruppale, i l  cas0 cklle cutve conte- 
nen t i  trasformazioni a periodo rnassimo, restandone tra l'altro precisata, negli elementi 
essenziali, l a  determinazione geometrica d i  poligonz fuchsiani caratteristici. 

L'iiiterpretazione che dB ad un tempo niateria e struniento alla presente 
ricerca, rientra ne1 quadro delle suggestive ed eleganti connessioni che la 
teoria dell' u~iiformizzazione ha  iiitrecciate fra dominî apparen tenien te discosti 
dell' indagine geometrica. Ne ho altrove indicati i terniini generali (') ; qui . 

chiedo mi sia consentito trattarne con ma.ggiore ainpiezza, nell' orbita d' uno 
speciale problema. 

Problema essenzialmente non nuovo; ma i l  fatto che la rappresentaziorie 
Io suggerisca spoiitaneameute indicandolo corne il piu adatto ad illustrarne 
le virtuosità grafico-combiiiatorie, coi relativi significati funzionali, credo possa 
bastare a giustificarne la ripresa. 

Si tratta di  ricercare il valor massimo che, sopra uiia curva C di dato 
geiiere p(> O), pub coinpetere al periodo d'uiia trasforiilaziorie birazionale 
dotata di altrieno un purito unito, O di uii prefissato numero u di puiiti uniti, 
e di assegiiare la costruziorie algebrica delle curve contenenti trasformazioni 
a periodo massimo.' 

Nelle ipotesi più generali, il problema del massimo periodo e stato risolto 
da1 WIMAN,attraverso ad unn concisa analisi aritmetica sussidiata da dcune  

(9 Nella Nota introduttiva: Curve algehiche e funzioni fuchsiane [ a  Atti del R. Istituto 
Veneto di S. L. A. 2 ,  T. 88 (1!229), pp. 771-8341 che richiameremo coll'abbreviazione a Intr. B. 
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2 A. C o a f ~ s s a r r ~ :  delle czLrve algebriche Szclle trasfornzccsiorci biraxionccli 

osservazioni funzionali ('). Il problema stesso vien qui ripreso, nuovameiite 
risoluto, e cornpletato, ne1 seriso che 1' enuiiciato finale specificamente dichiara. 

A dir vero, nei riguardi del problen~a generale tutto procede qui colla 
riserva che le trasformazioiii di cui si tratta abbiano almeao un punto unito; 
giacché per le trasformazioni prive di punti uniti noii si verifica l'interpre- 
tazione invocata. Ma, coine iilostrerb in una nota integrativa, le coiiclusioni 
di questo 1:~voro contribuiscono alla discussione del caso escluso, e, comunque, 
la riserva é di fatto superflua giacché il massinio (assoluto) di WIMANsi 
rrtggiunge per u= 1. 

In compenso la perfetta traduziorie nletrico-gruppale dei rapporti algebrici 
inerenti agli obbiettivi, ne favorisce in modo particolara la discussione, cui 
pur giova efficacemente il soccorso di adeguate premesse (5  1).Il ponte d i  
passaggio é dato da1 teossema d i  diramazione (3), della cui posizione nentrale 
rispetto ai due ordini di rapporti si avvanhggia la ricerca; attingeiido dalle 
subordinazioni gruppaIi del caso le indicaziorii essenziali alla costruzione al-

gebrica delle curve in oggetto, O viceversa assurgendo da questn alla costru- 
zione di poiigo?zi fuchsiani soggetti a, domandate esigenze. 

Su alcuni tipi che si segnalano per eleganti caratteristiche e multiple 
iriterferenze, mi propongo di ritornare in altro lavoro. 

3 1. Preliminari algebrici. 

1. Sin C una curva algebrica (irriducibile) di genere p, che ammetta una 
trasformazione birazionale T in sé medesima, di peî-iodo n. Indichiamo von I,, 
l'involuziotie generata da  T, e con f la curva di genere .rr: che ne è i 'im-
magine. 

Le  coincidenze di I, cadono nei punti uniti di T e delle sue potenze, e 
si distribuiscono in un certo nunlero di gruppi, ciascuno dei quali consta di 

coincidenze della stessa molteplicith. Se per un gruppo H questa é 
12- ,  allora H 
I" 

consta di p puriti distinti, e I'intero p dB l'esponente della minima poteiiza 

f )  A. WIMAN,Ueber ci& hyperell@tischen Curven und diejenigen vom Geschlechte P -3 
welche eindeutige Tmmsfornmtionela in sich zulassen [ «  Bihang till K. Svenska Vet-Akad. 
Handlingar D, Bd. 21 (1895), pp. 1-23] n.i 1-3. 11 valor massimo trovato da1 WIMANè 4~+2 
(cfr. i nostri @ 2 e 3).

(7 Vedi la mia Mernoria: Le involuzioni sulle curve alyebriche ed il tenrema ge+wale 
cEi dirama~ioneper le fun~ioni fucksialze [ a  Meniorie Accad. Ltinoei, (6), vol. III (1930), p p  1-56]. 
La si richiamerà coll'iniziale D. 
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interpretnte colne rotaaioni del pinno iperbolico 3 

di T che lascia fisso ciascun punto di H. I n  particolare i puiiti uriiti di T 
sono n-pli per l'involuzioiie I,, . 

L'iininngine di H sulla riemanniana R dalla curva f è un punto d i  di- 
?muaz ione  wgola?*e (4 )  per la rappresentazioiie di C su f. Il  relativo indice 

n
di di~ .awazioneé - , mentre y si dira E'esponente della dilbamazione stessa. 

P 
E ovvio e notorio clie il g18uppo d i  nzonod7.onlia M inerente alla rap- 

presentazione in discorso, é il gruppo ciclico generato da  uria sostituzione s 
clle pub iùentificarsi colla (1, 2, ..., n);bastando percib osservnre che se O è, 
su R, l 'origine dei cammini, ed O,, O,, ..., O,, soiio i punti corrisponderiti 
di C ordinati in modo che sia T(0,)= O,,,, uiia circolazione sulla R che 
porti O, in Oh porta T(0, )  in T(Oh),quindi 0, in Oh+i, ecc. Se poi D é un 
purito di dirainazione, ed un cappio (seinplice) di origine O che 10 circoiidi 
produce la sm, l'esponente p relativo a D è il ni. e. d. di m ed  n, giacchè 

12
la  sm, che h a  il periodo p, si deconipone in p cicli, ciascuno di - elementi. 

P 
bene anche rilevare in modo esplicito, che, ne1 particolar caso in cui 

ci troviaiuo, la  sm relativa a D è indipendente dalla di~*et t r icedel cappio, 
i i i  quaiito è t.rasformata in sè medesima da  tutte le operazioni di M. 

Iii particolare se l a  f è mzionn le  (piano coinplesso x) la C pub, a meno 
ci' uiia trasfornmzione birazio~iale, jdeiitificarsi colla 

dove rp è uii poliiiomio, il cui ordine pub supporsi multiplo di n ;  ed allora 
se n è uiin radice di molteplicità .în dell'equazioiie y(z)=0, in x=a si h a  
una diramaxione d'esponerite y =m. c. d.  ( ~ 1 ,n), giacchè iiell'intoriio di z=a 

m m-
gli 18 valori di Vy(z)si perinutano corne quelli di ( z- Quindi affinchè 
in z =a vi sia uiia diranmzione di esponente p, è necessario e basta che H z )  

12
contenga il fattore (z- a)li", dove h è primo con - . 

2. Tornaiido ora al  caso generale, anzi prescindendo adclirittura, alnieno 
per il momento, da1 tipo particolare (ciclico) dell' involuzione In,immaginiamo 
segnati su  R i punti di diritmazione Di,D,, ...,D,. della rappresentazioiie di C 
s u  f ,  ed indichiamo con R' la  superficie dedotta d a  K sopprimendo quei punti. 

(9Per ln teriiiinologia, e per .altri chiarimenti. vedi le mie Note : Sulle cuwe cl6 Galois 
[ <  Rencliconti Accad. Liricei » (B), vol. I S  (1%%),pp. 172-278 e 379-3771. 
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4 A .  COMESSATTI: SuZle trasformaziomi birnzicinali delle curve algeliriche 

E noto (Intr. n.' 4, 8) che si possorio tracciare per O 2 p  cicli (orientati) ai,Pi 
formariti un sisterna d i  7-etmsezioni, ed  r cappi O,, O,, ,..., O,. avvolgeiiti i 
punti Di, per guisa che il ciclo 

O , +  O,+ ...+O,.+a,+P,-05,-Pi+...- ap-Fjp7 

risulti, sulla R', equivalente a zero;  e ne consegue che fra  le corrispoiidenti 
sostituzioni (genemt?-ici)Ai, Bi,S, del gruppo di nionodiomia M corre la  
relazione 

(1) B,-'A,-'B,A, ...B,A,S,. =...S,S, 1. 

Si h a  in essa una condizione necessa~aia per l'esisteriza d 'una  C legata 
ne1 modo prescritto alla f ; ed un'altra condizione è data da  cib che il gruppo il4 
generato dalle sostituzioni (su n elemeriti) A,,  Bi, S, risulti tl-ansitivo. Ed è 
pur noto, che, al10 scopo, le  condizioni stesse sono anche suflcienti (7. 

Ne1 caso della T,, ciclica coiisiderata a1 numero precedente, le generatrici 
predette, in quaiito poterize di 6, soiio due a due pei-mutsibili, e l a  (1) si ri-
duce quindi alla 

(1') S,.&"-,a.. spi=1) 

l a  quale ,  indicandosi con pi l 'esponente della dirainazione in D,, e i.icordarido 

che S,= slip: dove A, è primo con -,n 
pub porsi sotto la  forma 

Pi 

Dati sulla f i punti Di cogli esporieiiti pi (divisori di n), il verificarsi 

della (2) per opportuni valori delle Ai non nulli, e risp. p~.iini con -,n 
bast t~,

Pi 
se la f non è razionale ad assicurare dell'esisteiiza di qualche C conteneiite 
uiia I*, ciclica le  cui coinciderize si raggruppaiio iii corrispoiidenza ai Di a 
iiorma degl'interi pi.  Ed invero dopo ave r  fatte le Sieguali ad  skpi,  con che 
resta verificata l a  (1'), riinangono aiicora arbitrarie (fra le potenze di s) 
le Ai,Bi, e di tale arbitrarieth si pub disporre iii modo d i e  il gruppo M 

(5) Corne si sa da  A. HURWITZ, d i  divama- S d l e  supevficie d i  Riernanlz colz da t i  pu& 
zione (trad. italiana di A. [U Giornale d i  Matem. », !P. 41 (1903), pp. %37-3'761,BRAMBILLA) 
Par te  V, 5 1, e come del resta risulta d a  cib che le  condisioni i n  discorso son sufficienti ad 
assicurare dell'esistenaa d'uria superficie ricoprente l a  R con n fogli che si perinutano a 
norma delle sostitu~ioni assegnate (e di quelle che se ne  deducono per ogni altro ciclo 
della R relativo ad  O).  Alla nuova superficie si pub poi conferire il carattere di Riemanniana 
(in senso funaionale) introducendo la noaione d i  variabile cornplessa locale, ecc. (Cfr. Intr.  
n.O 12). 
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.i?zterpretnte conte rotccziolzi del p i m o  iperbolico 5 

risiilti trarisitivo, bastaiido ad es. assumere una delle Ai,Bieguale ad  S. L e  C 
cosi ottenute si distribuiscono in più farniglie birazionalmerite distinte, de1,cui 
iiuinero lion vogliaino qui occuparci. 

Invece, qunndo f & razio?za2e7l a  condizione di transitivith per il gruppo M 
porta ad un al t ro  vincolo tva le y, ,  il qiiale si precisa subito esprimerido 

uii opportuiio prodotto di potenze (positive O nega.tive) delle S , ,  cioè 
delle slipi deve idetitificarsi colla S. Ove si osservi che, in veste di generatrici 

92
di M, alle posson sostituirsi le spi, giacchè, essendo ogni A, prima con -, 

la  spi è a sua volta una potenza di shi'li [ con esporieiite oi tale che Aioi -P1 

1 

(mod. :)] si vede che il viiicolo cercato pub coiieretwsi ne l l i~  

indicando con p, degl' iiiteri opportuni (tmiche nulli). 
Corn' è facile vedere, la  condiz ione (3) equivale  all' a1t1-a che  gl' in te l - i  

( p i ,  p,, ..., p,, 12) siano, ne2 co??tpZesso, p r i m i  tra d i  log-O; suppostala verifi- 
cata, ed  indicate con ai le  affisse z dei puriti Di,per ogrii sistema di valori hi 

soddisfaceiiti alla (2 )  e rispettivainente primi con , si h a  una curva C di 
P i  

conteiiente una I,, ciclica col comportameiito voluto. Il secoiido meinbro 
della (4) pub supporsi un polinomio (ci06 le  h positiue) giacché nulla sostan- 

zialinente iiiuta aggiungendo alle hi dei multipli di -;
n 

e due C cosi costruite 
Pi 

in relaziorie a due soluzioni A i ,  1,' della ( 2 )  sono birazioiialmeiite distitite 
d o r a  e solo che quelle soluzioni sono inco~zgj,ue iiel seiiso che non sis, per 

ogni i, 1; = Ai mod. - .( 3 
Notiaxno iiifine che, IL ilorma dellit formula di ZEUTHEN,fra g17i11teri 

p, n7 qi, pi cowe l a  relazioiie 

clie pub scriversi 

(5) ?z (yB  + 2n - 2) - L p , = 2 p  - 2, 
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6 A. COMESSATTI: Szclle trccsformazioni bircczionali delle czcrve algebl-iche 

ed iii particolare per n=O divieiie 

(5') n(v - 2)-Lpi = 2 p  -2, 

le sonmstorie andaudo estese da 1 ad 9 - ('j). 

3. Agli scopi del seguito fernîiamo breveinente l'attenzione su1 caso in 
cui, esserido f ?.azionule, tutte le pi ,  il cui nuinero ora iiidichereino con u, 
sono eguali ad 1, quindi la In ha quali coincidenze u puiiti il-pli che soiio 
uniti per T. 

La condizione (3) e soddisfatta seriz'altro, e la (2) assuine la forma 

(6) A, +- h,  +...+A, rO (mod. n), 

colle h intere, non nulle, e prime con rz. 

Si ha intanto u ;z2, e, se u =2, la (5') porge p =0. iiioltre la possibilita 
di soddisfa,re alla (6) è subordinata alla condizione 

(7) u(n- i ) O  (inod. 2), 

la quale esprime che se u è dispari 10 dev'essere anche n (quiiidi, se n é 

pari, Io dev'essere anche u )  e puo, volendo, dedursi anche dalla (5') tenuto 
conto che Lp,= ?.. 

Verificata la (7), si POSSOI~  senîpre trovare degl'iriteri A,  (iioii riulli e primi 
U

con n)  che soddisfano alla (6). Se u è pari, basta al10 scopo assumere - delle A
2 

eguali ad 1, e le rimaiienti eguali ad n -- 1, mentre se u =21 + 1 è dispari, 
10 scopo si raggiunge dando a t + 1 delle h il vnlore 1, a t - 1 il vnlore 
sz - 1, ed alla restante il valore 12 -2. 

5 2. Interpretazione mediante rotazioni del piano iperbolico 
e ricerca del massimo periodo. 

4. D'ora i i i  poi supporreino che la nostra C sia di genere p >O, e che 
la relativa T abbia almeno u n  pun to  ~ m i l o(l).  Allora se G è il g?-uppo 

(=) Sulla (5) e su alciine osservazioni i*elatire al comportaiiieiito dei pi conteiiiite nelle 
piil complete condizioni precedenti, s'imposta l'analisi WIMAN,del la qiiale in  lin piinto lia 
bisogno d' iina breve aggiiinta. 

(7) Corne gih a17vertito, qui non considerereino le  T prive di piinti iiniti. Mostreremo in 

altro lnogo che il  loro periorlo non pi16 siiperare fip (senipv infeiiore 31 n~assiino Il)+2
3 

relativo alle T con piinti uniti) il limite precletto essendo raggiiinto solo per p -9. 
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7 inte-ipretnte conte rotnziolzi del piano iperbolieo 

fuchsiano puro relativo a Cl che interpretererno come un gl-uppo d i  wovi-  
men t i  del piano ipe?%olico n; (eccezioiialmente, se  p =1, del piano euclideo) 
ed O una (qualuiique) delle immagini in n d 'un  puiito unito P della Tl & 
noto che qiiesta pu6 ra.ppresentarsi in z mediaiite una 1-otazione O del10 
stesso peviodo, iiitoriio al punto 0, p e ~ ~ m u t a b i l econ G (Intr. n." 18). 

In forza della relnzioiie di permutabilitti, la  O è obbligata a trasforrnare 
in se medesimo il poligono no?-maleN d i  centvo O relativo a G, rispettando 
le 9.elazioni d 'equivalenza che accoppiaiio i lati di N, e rie raggruppano i 
vertici nei diversi cicli (Intr. n." 25). 

2 m n
L a  O avendo il periodo n è d'anzpiezza -, 17% essendo primo con n. 

n 

Senzn pregiudizio per  quel che segue, si pub supporre ni = 1, bastando al- 
l 'uopo surrogare @ colla sua potenza 0,per cui m l  = 1 (rnod. n). 

Volgiamoci alla ricerca d ' un  limite superiore per n, e delle circostanze 
in cui esso pu6 veni r  raggiunto. 

Intanto è chiaro Che n è un divisore del numero 2s dei lati di N ;  ma 
d'altra parte si h a  (Intr. n." 25) 

(8) 2s <12p - 6 ,  

risultandone un primo limite superiore, che, come vedremo, pub esser note- 
volmente abbassato. 

Poriiamo 2s =An, ed esaminiamo dapprima il caso A - 1. Allora 8 tra-
sforma ogni lato di N ne1 successive (in ilri verso assegnato), talché N è un 
poligono vego1aî.e d i  n lnli .  

Indichiamoli, ne1 verso della rotazione, coi] a,,a, ,  ..., a,(n = 2s), e sia a,+, 
il lato equivalente ad a,  (iii simboli a,= al+,). L a  rotazione 0,muta preci: 
samente a,  in al+,, quindi (a motivo della perniutabilith con G) dovra tra- 
sformare a,,, in un lato equivalente, cioè di nuovo in a , .  Sarh dunque 

1 = s =-,n 
e poiché a ,  è un lato arbitrario di N, cos1 ne segue che ogni lato 

2 
d i  N 2 equivalente a1l'oppost.o. 

D a  cib, mediante la  iiota regola (Intr. n." 20) si deduce che, quando s é 
pavi,  i vevtici d i  N fovmano un unico ciclo, meiitre quando s è dispa9.i 
si  d i s t~ ibuiscono in due  cicli, l 'uno format0 'dai vartici di posto dispari, 
l 'altro da  quelli di posto pari. E dopo cib, a(pp1icando la formula, (Intr. 11." 19) 

iiella quale v denota il n u w e r o  de i  cicli d i  vem5ci, e ricordando che n =2s, 
si trova rispettivamente n =4p,  n =4p i-2. 
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8 A. COMESSA'PTI: Sulle trasforncccaiorzi bira~ioscccli delle ctirve ulgebriche 

Ne1 primo caso, essendoci un sol oiclo di vertici, gli angoli di N val-
2n n

gono ciascuno -
n 

=-
2 p 7  

ne1 secoiido, attesa la preseiiza di due cicli, ogni an-

2n 4n 2n
go10 è misurato da  -

s 
=-

n 
= 

p + - 1 '  
-

Giova infine osservare che i d u e  casi in d i sco~so  sono eflettivi pe7. ogni 
valog-e di p, in quanto esistorio su1 piano iperbolico i corrispondenti poligoni 
regolari cogli angoli prescritti; ed  urio, N, fra questi poligoni, ne1 quale i lati 
opposti siaiio assunti come equivalenti, iridividua un gruppo fuchsiizno G di 
genere p (Intr. n . 2 1 ) '  quindi la  curva C corrispondente. D'al t ra  parte l a  

2n
rotazione O d'ampiezza - intorno a l  centro O di N 15 permutabile con G 

n 
(perche trasforma in se  N colle assegnate equivalenze) quindi è immagine 
d 'una trhsformazione birazionale T della C in sè stessa, ecc. 

Dopo cib un breve passo conduce alla, costruzione algebrica della C, che 
rinviamo a1 prossimo paragrafo. 

5. Esaminiamo ora l' ipotesi A > 1. 

Poiché n =-,2s 
cosi, s e  A > 2, sar8, per la (8) n < 4 p  -2. Per  A > 2 si A 

h a  cosi un limite superiore pih basso di quello sopra otteiiuto; alla streçua 
del nostro intento restera quindi da  esaininare soltanto il caso A =2. 

Adottiamo per  i lati del poligono N le desigiiazioni precedenti; ed inoltre 
indichiamo con Aiil vertice comuiie ad ai-, , ai ,  per  guisa che sar8 a,=A,A,+, . 
Sin poi, come prima, al,, il lato equivaleiite a d  a , .  

Poiché O muta ogni lato di N in quello che 10 segue di due posti, cosi, 
1 

se 1 è pavi, al+, sarà  il trasformato di a, mediante la rotazione 05. Ragio-
nando come precedentemente, s e  ne  deduce che ogni lnto di N é equivalente 
qll'opposto; oride sarh 2s =4p oppure 2s =4 p  -1- 2, a seconda che s è pari 
O dispari, e quiiidi ?z =s =2p oppure 2p  + 1. L a  rotazione O è evidente-
mente il quadvato di quella considerata a l  numero precederite. 

Süppongasi invece che 1 s i a  d i ~ p a 9 . i ~e si faccia 1+ 1 =2h. Poichè 
a, EaZh,COS^, operando con O (e sernpre tenendo coiito della perniutabilitA 
con G) si vede che sar& a, azth+i,lindi a5r a,,,,,,, ed in genei.de 

(gl'iridici essendo presi rispetto al  modulo 2s) con che resta compiutamente 
determinato l'accoppiamerito dei lati del poligoilo N. 
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intetyretchte coww rotnziorzi del piano iperbolico 9 

Se ne deduce, iii base alla ricordatn regola., che il ciclo di veg-tici a cui 
nppartieiie A , ,  è formato da  A , ,  A,,,, , A,,,, ,..., e quindi consta di h ele-
menti, esseiido h il miiiiirio iiitero per cui 2lh-t- 1 = 1 (mod. 2s), cioé per  

S
cui Ah e multiplo di S .  Posto t =m. c. d. (h, s) sarà  quindi h =-, e poichè il 

t 
ragioiiaine~ilo si applica a qualuiique vertice di posto dispari, cosi ne risulta 

che i vertici di posto dispari si distribuiscoiio iii t cicli, cinscuno di -
s 

elementi. 
t 

Analogamente si vede che A, ~(ppart iei le  ad  un ciclo (A,, Aeh, .,.) 
di p elemeiiti, esseiido p il miiiimo intero tale che p(h - 1) è multiplo di s, 

S
quindi p =-, dove z =m. c. d. (h- 1, s), e quiirdi che i vertici di posto pari 

z 
S

si distribuiscono in s cicli, ciitscuno di - elementi. 
z 

Inoltre posto h =ut, h - 1 =pz risulta ut -Pz = 1 ; sicchè t e z saranno 
primi t ra  loro, ed s, in quanto divisibile per  eiitrambi, la sar& anche per t.c (*). 

Poichè il numero dei c i d i  e t + z, ed pz =s, si h a  dalla (9) 

( 1 1 )  n = 2 p + t + z - 1, 
ed anche, posto n =w t z  

(11') r n t z = 2 p + t + z - 1 ,  

dalla quale, se t 15 il maggiore fra  i due numeri t, z (l'eguaglianza essendo 
da  escludersi perche t, z son primi t ra  di loro) si deduce 

S
Ora n n  =-=h è il numero dei vertici d' un ciclo del primo gruppo, 

t 
quindi noii pu0 essere inferiore a 3. Se n n  > 3, la  (12) porge t g p  - 1, 
quiridi z <p - 2, e, sostituendo nella (11) risulta n <4(p - 1) c g ) ;  se rnz == 3 
posson farsi due ipotesi: 

a)  z = 1, nl =3. L a  (11') d a  2 =p, e, successivainente la  (11) n =3 p .  
6) z =3, ~ Y L=1. Allora t =p +1,  n =3p +3, coll' aggiunta che  p t 1 

non dev'essere multiplo di 3 (t primo con z). Inoltre B d a  escludere che  

(8) Aggiungasi che, posto corne appresso s += mtr, a e P sono primi con m ;  giacchè ad es. 

a è primo con -
S 
=nzr, e, in forza della at -Br =1, anche con K. 

t 
(9) Un'analisi più minuta mostra che ta1 limite pub esser notevolinente abbassato: ma 

non ha interesse il diffondervisi. 

Alanali di Matematica, Serie IV, 'Porno VIII. a 
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sia p= 1, perché verrebbe m t  =2, nientre, come nLz, e per la stessa ra- 
gione, anche $nt  é 2 3. 

In conclusione per A > 1 si ha sempre n < 4 p  (aiizi ?z < 4p, stdvo il 
caso b) per p =3), quindi nelle nostre ipotesi i l  valoî. nlassimo del peî-iodo 
é 4p +2, raggiunto per ogni p e per A =1. Dopo questo, i l  pi& alto valor 
possibile é 4p, pure raggiunto nelle stesse condizioni, salva l'ecceziorie avver- 
tita, che per p =3 d& luogo ad  un nuovo tipo del quale discorreremo altrove. 

3 3. Passaggio alla determinazione algebrica 
delle curve contenenti trasformazioni a periodo 4p+2 O 411. 

6. Riprendiamo la considerazione dei due casi incontrati al  n." 4, mante- 
nendo per i lati e vertici del poligono N le  notazioni precedenti, ed inoltre 
indicando con Mi il punto medio del lato ai. 

n 

Il periodo n della trasformazione T A pari; dunque o =TGinvolutoria, 
(Z 

ed ha  per immagine la 9-otazione d i  1809 S= @ d e l  piano iperbolico .x: in-
torno a1 punto O (simnzetria di cent?-O 0). Vedremo subito che l'involuzione 
generata da o su C é una g;; dunque C é iperellittica. 

Per determinare i punti uniti di o basta osservare che le loro immagini 
in N devon esser lasciate fisse da S, O trasformate in punti equivnlenti ri- 
spetto a G. Di punti del primo tipo v 'ha soltanto O (immagine di P che, 
essendo unito per T 10 è anche per a); quelli del secondo cadono necessa- 
riamente snl contorno di N, e tra essi vi sono in ogni caso i punti M i ,  che 

si distribuiscono in -
n 
2 

coppie simmetriche rispetto ad O (quindi associate da S),  

alle quali corrispondono su C, -
n 

punti distinti, uniti per o, e formanti un ciclo 
2 

Avuto riguardo a1 modo con cui i punti dei lati opposti di N sono asso-
ciati dalla corrispondente generatrice di G, si vede subito che, oltre agli Mi, 
possono esser punti del secondo tipo soltanto i vertici di N. Ed effettivamente 
la circostanza, si verifica per n =4p, giacchè allora tutti quei vertici sono 
equivalenti ed immagini d' uno stesso punto A di C ;  meiitre per n =4 p  +2 
due vertici opposti appartengono a cicli distinti, quindi sono immagini di due 
punti distinti A, A' della C (l'uno associato ai vertici di posto dispari, l 'altro 
a quelli di posto pari) trasformati l'uno nell'altro da o. 
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irztevpretnte corne rotaziorzi del piarzo iperholico il 

In definitiva i punti  uniti d i  o sono, i n  entyaambi i casi, 2p +2, rap-
presentati rispettivamente in N: 

a) per n =4 p  +2 da1 punto O e dalle 2 p  t1 coppie di punti M,; 
b) per 12 =4p, da1 punto O, dalle 2 p  coppie Mi,e dall' unico ciclo di 

vertici. 
Ne1 primo cas0 la T ha su C il solo punto unito P, ne1 secondo i due 

puiiti uniti P, A. Dopo ci6 è chiaro che l'immagine di T sulla retta z i cui 
punti rappreseiitaiio le coppie della g: (che l'involuzione generatn da a sin 
tale, risulta da1 iiumero dei suoi punti doppî) è una proiettivith T a pe-

riodo 
11 

2 
(quiridi risp. 2 p  + 1 e 2p) ,  e che il gruppo di diramazione risulta 

costituito, ne1 primo caso da  una coincidenza di 2 e da un ciclo, ne1 secondo, 
4xi 

dalle due coinc:idenae e da un ciclo. Scelta corne r la z'= rz (r =e n ) ,  posta 
all'infinito l'iminagine di P, si trovano cos1 per i due tipi le equazioni 

mentre la T resta rispettivamente rappresentata dalle 

(14) .Z1=E2', w'=-W 

(14') z l=EZ ,  w'=IY/w 

7. Alla determinazione algebrica delle C in oggetto si pub aiiche per- 
venire in base alla rappresentazione n-pla determinata dalla 7'. 

Ogni carattere di ta1 rappresentazione si precisa facilmente a1 seguito 
delle osservazioni precedenti; tuttavia conferisce piu esPressivamente al caso, 
ed alla funzione illustrativa e prepsratoria che vogliamo attribuirgli, il pre- 
scinderne interamente come faremo. 

Consideriamo su1 piano iperbolico n il triangolo OAiA,, che indicheremo 
anche brevemente con Ni. Ogni punto di N pub esser portato in esso O su1 
suo contorno mediante una potenza di O ;  onde quel triangolo 6 un campo 
fondamentale per il gruppo fuchsiano l? ottenuto ampliando G mediante la O, 
quindi relativo alla curva f' immagine della I, genersta da T (D, n.i 3, 8). 
Rispetto a I' i due lati OA,, OA,, in qunnto trasformati uno nell'altro d a  O 
sono equivalenti; e 10 sono pure i due segrnenti AiMi,  A i M ,  riei quali il 

('O) Cfr. WIMAN,loco cit. (') n.i 2, 3. 
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12 : X d l e  nlgebt-icheA. COMESGA'PTI trasfornza~io+ti birasionali delle czcrve 

lato A,A, resta diviso da1 suo punto medio, giacché, iiidicata con H la  l m -  
slazione d i  asse OM, che porta i l  lato A,A, di N nell'opposto (ed é una ge-

N 

nerntrice di G) il movimento @12H( l i )  di I', ch'6 poi una rotazione di 180" 
iiitorno a d  M d ,  scambia A , M ,  con A,M,. Pertanto N t ,  iii quaiito poligoiio 
fondamentale di l? v a  risguardato come un quadvangolo OA,M,A, con tre  
cicli di vertici (0)(M,)(A,A2); quindi Zn cul-va f é 9.azionnle (Intr. II.' 21, 23) 
ed inoltre l'uniformizzante rj del caso (che per  il teorema d i  dirainazione è 
tale anche per C col griippo G)  risulta d i l a m a t a  sulla f (piano conlplesso x) 
nei t re  puiiti x =a, x =b, x =c corrispondenti ai  uicli predetti. 

1 valori dei relativi indici  di dirantazione v , ,  v , ,  v, si deducono subito 
dalle misure degli angoli di N t ,  e sono 

v, =4p + 2, v, =2, v, =2p  + 1, per n =4p + 2 
(15) 

v, =4p v z  =2, v, =4p, per  n =4p. 

A norma del teoremn di dirnmazione, la  rappresentnzione di C su f é 
dirainata solo in a, 6 ,  c con indici di diramnzione divisoj-i de i  vi; ma attual-
mente ne1 passaggio da f .% C le diramazioiii della, r) devoiio sparil-e, perche G 
é pu?*o, dunque quegl'indici soi1 proprio egunli ai v i .  Cib d'altronde discende 
facilmente dalle osservazioni del riumero precedente, in quaiito esse moütraiio 
che, per  n =4 p  -t- 2, ad  x= a corrisponde si: C uii purito 4p +2-plo P della I,, 
ad  x= b lin gruppo con 2p  +1 puiiti doppî (immagini deg-li ,Mi) e ad x =G 

un gruppo coi due punti A, A', 2p + 1-pli. Ana1og;irneiite per n =4p. 
Dai valori (15) si deducono subito quelli degli esponenti di dil.anzaziolze 

(n." 1) relativi ai punti a, b, c, che risultano 

pi =1, p2=2 p  + 1, p3=2, per n =423 i-2 
(16) 

pi =1, P2z %? p3= 1, per rt -4p, 

e dopo cib, determinate A , ,  A , ,  h, Ai primo con iii modo che h , y ,  + 
Pi 

tX,p, t A3p3 sia inultiplo di n, l'equazioiie di C, a nornia del tj 1 pub 
scri versi 

~ ) ~ I I L ~ ( X  c)hw .ync (3- - b ) l a r ~ ( x-

Volendo che il grado del secondo membro risulti n, si pub fare iiel primo 
caso A, =h, = 1, h, =p, oppure A,  = 2 p  - 1, A, =A, = 1, ne1 secondo 

(1') Si tenga sempre presente che srriviamo i prodotti nell'ordine operatorio. 
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13 interpretccte corne rotwzioni del piano iperbolico 

h ,  =A, = 1, h,  =2 p  - 1, otteiiendo le equaziotii 

clie, col poire i punti di dirainazione, opportuiiainente ordiiiati, in O, 1, oo 

assumono le forme seniplici 

j x2P(x- 1) 

Il lettore scriverh fitcilineiite le eqiinziorii delle trasformnzioni birazionali 
che, per  uiio stesso valor di 72, faniio ptissare dall'uiio all 'altro tipo, od alle 
precederiti forine (13)) (13'). 

L a  via seguita in questo numero si presta anche facilinente alla deter- 
miiiazioiie algebricn delle curve che ammettono trasformazioni a periodo 3p  
O 3p +3, dei tipi corrispoiidenti ai casi a) ,  b) del il." 5. Rinviaino ad  t~ l t ro  
luogo i particolari. 

3 4. Il  problema ne1 caso di trasformazioni T 
con assegnafo numero di punfi uniti. 

8. Passiamo a s t~idiare,  sempre in base alla, rappresentaziorie inediante 
rotaziolii del piano iperbolico, le trasformazioni T con assegriato riumero u> 1 
di puriti uiiiti, col proposito di ricerciire un limite supevio~-e, funzione di p 
ed u, del periodo 72. 

Allo scopo non conviene piii, come preceden temeiite, far  riferiineiito a l  
grappo fuctisiaiio pu?-Orelativo a C, ma  invece a1 gruppo G relativo a d  una, 
(cos1 indichiamo a l  solito 1' uniformizzaiite fuchsiaiia) opporturiamente diq-a?)mln 
sulla, C. E precisainente, posto u= 12 -t1, ed iiiclicati con I ' , ,  P,,..., Ph,P 
i punti uiiiti della 7; fisseremo che la sia diramata iiei Pi (ma non in P) 
con certi  indici  d i  d imrnuzione  vi (finiti), che per  loro iiatura sono iirteri 
iiiaggiori dell'uiiitk. Di coriseguenza le iminagiiii dei Pi su1 piaiio iperbolico n 
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14 A. COYESSATPI: S d l e  trc~formuzio.iai birccziomli delle czcrve nlgebriche 

saranno vertici ellittici per G, a ciascun Pi corrispondendo una classe di 
tali vertici, tutti fra di loro equivalenti. 

Poichè T trasforma in se stesso il gruppo di diramazione della q asso-
ciarido punti del inedesimo indice (riel caso attuale iasciandoii fissi), cosi, 
detta O una h a  le immagini d i  P in 7 ~ ,la 5" pots& ancora rappresentarsi 
mediante una votazione O di periodo n intorno ad O (Intr. IL" 18) pernlutabile 

2n 
con G;  anzi, corne al  n." 4, si pots& supporre che l'ampiezza di O sin -. 

n 
. . ~ndichiamo ancora con N il poligono no?wnle di centvo O relativo a G, 
e con 2s il numero del suoi lati; poiché N é trasformato iii se stesso dalla O, 
sarà, come prima 2s = h a .  

Ogni vertice essenziale di N è trasformato da O in un vertice equiva-
lente, perché la relativa immagine su C è un punto unito della T; e siccoine 
ogni classe di vertici ellittici ha nlmeao un rappreseri tan te in N (Iiitr. n." 25, b) 
cosl i vertici essenziali di N si distribuiscoiio iii  h cicli, ciascuiio dei qoali 
contiene un numero di elementi multiplo di n. Vi snra poi uii certv numero v 
di cicli formati da vertici accidentali, che per ragioiii d'opportunith indiche- 
remo coi1 pn, seiiza che p sin necessariainente intero. 

La nota formula s -v - 111 t 1 =2 p  relativa ai poligoni fuchsiarii (Intr. 
ri." 21) pu6 attunlinente scriversi (A - 2 p ) n  =4 p  + 2(h- l), od anche 

onde lu ricerca ,d'un limite superiore per ?z vien ricondotta a quella d' un 
limite iiiferiore per h - 2p .  

9. Si è giA visto che per u = 1 il massirno di n è 4p + 2 ;  convien con-
siderare a parte aiiche il caso u =2, che è pure per certi rigunrdi eccezioriale. 

Se u =2, quindi h = 1, i vertici essenziali di A' formaiio un unico ciclo 
con on elementi; e poichè ciascun ciclo di vertici accidentali lia almeno 3 
elementi, cos1 risulta 2s <on +3v. Sostituendo nella formula dianzi ricordata, 
vale a dire in s - v =Sp viene subito 

quiiidi i i i  definitiva 12 <4p, il nlassimo esseiido, se possibile, rnggiuiito per 
v = o ,  o=1. 

La possibilità sussiste effettivamente per oçni p ;  e 10 sappi~rno da1 pa- 
ragrafo precedeiite, i n  cui sianî pervenuti a trasformazioni di periodo 4p 
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15 interpretnte corne rotccaioni del piano iperbolico 

dotate precisamente di due puriti uriiti. Ma d7altronde da  quanto precede 
apprendiamo che il caso del massinio pub aversi e si h a  effettivamente, 
soltanto quarido N h a  ni1 sol ciclo di n vertici essenziali, il che a sua volta 
porta cht: le coppie di lnti opposti siaiio equivalenti (11." 4).  Uiia ta1 situazione 
si realizza individuando G nlediante un poligono rego1as.e ,V di 4 p  lati, in 
cui le coppie di lati opposti siaiio nssunte come equivalenti, e gli angoli 

valgano -
Tc 

con v intero arbitrario. III forza di osservaziorii g i s  svolte la 
2pv ' 

curva C corrispondente a G contiene la  T del tipo voluto. 
Al ciclo dei vertici di N viene a corrispoiidere su  C un punto P, unito 

per T, ne1 quale risiede una diramaxione d'indice v della q relativa a G. 
In particolare si pub prendere v =1, ed allora si ricade su1 caso del para- 
grafo precedente; l a  q non è pifi diramata in P,, ed i vertici di N non son 
piii essenzinli m a  accidentali; insomma G é un gruppo pur0 ( i2) .  

E bene infine notare esplicitaiilente che pev v > 1 n o n  si h n n n o  n u o v i  
d i  t i p i  d i  cuvve C ;  canibia soltanto l'uniformizzante r ) ,  cioé il gruppo G. 
Basta percib osservare che il ragionamento del ri." 6 vale integralmerite 
anche per  v > 1 (i3). 

10. Torniamo oril a l  caso generale, e, mantenendo per  i vertici e lati 
di N le  notazioni precedenti, fissiamo l'attenzione sopra due vertici A , ,  Ax+i 
trasformati un.0 n&l' altro dalla rota.zion e 0. Congiuiigendo quei due vertici 
con O veniamo ad isolare entro N uii poligono II, di vertici 0, A , ,  A , ,  ..., A,,, , 
che potrk anche dirsi un settos-e, il quale verra trasportato dalla, O e dalle 
sue potenze in altri n -1 settori congruenti II,, ..., II,, , che, unitamente al  
primo, ricopriranno l'inter0 poligono N. 

Analogamente a l  11." 7 si ricon'osce che II; é un poligono fondasîzentale 
per il gruppo fuchsiano I' ottenuto ampl iando  G m e d i a n t e  l a  O, quindi re-
lativo alla curva f immagine delle 1,,generata da  T. È poi rioto (D. n." 3), 
e d'altronde consegue imiilediatan~ente dalla perinutabilith di @ con G, che  
ogni operazione di I' è corigrua (mod. G) a d  una potenza Oidi @(i< r t ) ,  cioè 
pub esprimersi sotto la  forma gOt, g essendo un'operazione di G. 

(12) Si badi perO che 1' ipotesi v >1 B essenziale per il ragionamento che conduce alla (20). 
Ma quell'ipotesi riflette solo la posisiono pia opportiina (scelta del gruppo G) per la discus- 
fiione del problema, senza 'appresentare una condisione necessaria per G. 

('3) E non piiO esser che cosi, da1 moment0 che l'analisi del paragrafo precedente ci ha 
dato tutti i tipi di C con T a periodo 4p. A dir vei-O, per p =3 si  ha in piii il caso accen- 
nato alla fine del n.O 5; ma si vedrà che la relativa T ha un solo punto unito. 
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L'accoppiamento determinato fra i lati di II, da1 gruppo I', implica iii- 
tanto l'equivaleiiza OA, = OAh+, (cfr. 11." Y), e per gli altri lati a , ,  a,, ..., a;, 
che apparteiigono anche ad N resta precisato dalla regola segueiite: 

Sia a,(q <A) uiio dei lati in discorso, ed nt il lato equivalente (mod. G) 
quiildi a,=g(a,). Se Oc è la potenza di O che porta a, i i i  un lato a, di TI,, 
sar& precisamente a,.= a, (mod. I') giacchè risulta a,.=Ozg(a,), e 1' opera-
zione Ozg appartiene a I'. Si noti che l'indice 1 .  è poi il resto positivo di t 
(mod. A). 

Non è da escludersi che possa risultare v= q, cioè che qualche h t o  
di II, resti accoppiato (mod. r) a sè medesimo iiivertito di seiiso; ed allora 
(cfr. 11." 7) nasce ne1 suo punto inedio un  vedice isolat0 di II,, ed i l  lato in  
oggetto s i  sdoppia, cioè conta per due ne1 iiovero dei lati di II,. 

Proseguendo nell' analisi dei rapporti fra i due poligoiii II,, N ed i cor-
rispondenti gruppi r, G,  iminaginiamo di associare ad ogni Ai, od ai (prescin-
deiido dai predetti sdoppiainenti) di Ii, gli n elemeiiti di N che se ne deducono 
operando con O e colle sue poteiize, cioè gli eleinenti di egual posto dei 
settori II,, II,, ..., II,. Resta cosi stabilita fra gli elemeiiti A i ,  ni di II, e 
quelli di N una corrispondenza (1, n) la  quale, in forza della permutabilitk 
di O con G, muta due eleinenti di N equivalenti rispetto a G in due elemeriti 
di II, pure equivalenti (mod. I'). 

Ne segue che ad ogni ciclo k di vertici in N, corrisponde un ciclo k,, 
in Il,; per6 il iiumero dei vertici del Qrimo è, in generale, ~?zultiplo di quel10 
relativo al secondo, in quanto ad un vertice che descriva h nell'ordine de-
terminato dalla nota regola (Intr. n." 20) corrispoiide uil vertice che descrive 
aiialogameiite k , ;  e quest' ultimo ritorna alla posizioiie iiiiziale dopo aver 
esaurito h,, appella, il primo ripassa per una delle n posizioiii corrispondenti, 
che pu6 non esser l'iiiiziale, dopo di che seguitando il percorso del primo, il 
secoiido ripete una O piu volte la  precedeiite viceilda. 

Si aggiunga che uiin poteiiza Oi di 0,ove no11 trasfornîi k in se mede- 
sin10 (il che verrebbe a dire che il punto corrispondeiite di C é lasciato ferino 
dalla Ti) Io muta in un ciclo, che si potrB dir sinzile, del10 stesso nuinero di 
eletneriti; oiide ad un ciclo h, di II, corrispoiide in generale un iiuinero fiiiito 
di cicli k. Se per6 k è uno degli h cicli di vertici esseriziali di N, ogni po- 
tenza di O lo trasforma in se medesimo (13.0 €9, quiridi a quegli h cicli cor- 
rispoiidoiio in II, altrettanti cicli distiat i  che son pure cicli di vertici essen-
zidi ,  perche ogni operi~zioiie di G, i i i  particolare ogni sostituzioiie ellittica, 
appartierie aiiche a. I'. 

Indicando con 6 il nuinero dei vertici isolttti di II, (ciascurio dei quali è 
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interpretate corne rota~ioni  del piano iperbolico 17 

uii vertice ellittico d'indice 2 per I') vediamo in conclusioiie che il poligono II, 
ha A +6 +2 lati (quiridi h +- 6 sarh pari) e 6 + h +T -+ 1 cicli di vertici, a 
cui contribuiscono : 

a)  Per 6 +1 unith il punto O e i 6 vertici isolati (cicli di un solo 
elemento) ; 

b)  Per h unit& i cicli proveriieriti dai vertici essenziali di N; 
c) Per 2 unith i cicli provenienti dai vertici accidentali di N. 

Detto TC il genere della curva f i  cioè della superficie chiusa ottenuta 
portando a coincidere le coppie di lati equivalenti di II,, si ha  quindi, per 
la solita fornluln 

A + 6 + 2 - 2 ( 6 + h t ~ - t - l ) + 2 = 4 n ,  
da cui segue 

(21) h =2(h+- T - 1)+6 +4n. 

Per 10 scopo che abbiamo in vista, occorre ancora stabilire unlopportuha 
espiessione per il numero p della (19). Percib consideriamo uno dei z cicli di 
cui in c); se esso contiene a elementi, gli a n  vertici di N che gli corrispon- 
dono ne1 riferimento (1, n)  sopra corisideratu, dovranno, in forza di quel che 
precede, distribuirsi in un certo numero di cicli simili, ciascuno di UV vertici. 

n
Si avranno cos1 - cicli, quindi in totale il nuinero dei cicli di vertici acciden- 

v 

n 1
tali di N si potrà esprimere con x-=72 x-,la somma componendosi di z 

v v 
addendi. Siccome, nella seconda somma, ciascuno di essi é <1, cos1 il valore 
deli'espressione assegnata potrà indicarsi con rpn, essendo 7 <1. 

Ricordando che al n." 8 quel valore s' era indicato con pn, avremo p =TT, 

ed in definitiva teiiendo conto della (21) 

1 tre ultimi addendi del secondo membro sono in ogrii caso positivi O nulli, 
quindi il n~iiiimo per A -2p e 2(h -1)=2(u -2), che sostituito nella (19) 

Il secondo membro fornisce, per u >2 il cercato limite super-iove di n 
in fuiizione di p ed u. E tutte le volte che i l  secondo nzembro B intero s i  
t?,atta d'un efettivo rnassimo, come ora andiamo a provare. 

Annali di Mutematica, Serie IV,Tomo VIII. 3 
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18 A. COMESSATTI:SulZe trasforn~azioni birc~aiortali delle curve olgebriche 

§ 5 .  Determinazione algebrica dei fipi previsti 
0 costruaione dei relativi poligoni fuchsiani. 

11. L'espressione (19)) completata con quella che la (22) assegna al de- 
nominatore, equivale alla fol-nzuln di ZEUTHEN(5), adattata alle ipotesi del 
precedente paragrafo ed adeguatamente elaborata. La (23) avrebbe quindi 
potuto dedursi anche dalla (5), ma, in armonia colllindirizzo di questo studio 
abbiam voluto ricavarla con procedimento indipendente, ed aderente allr 
nostre interpretazioni geometrico-gruppdi. Lasciamo poi al lettore la cura di 
piii intimi raffronti. 

Supponiamo ora che il secondo membro della (83) sin intero, e vediamo 
se possa aver luogo l'eguaglianza, che pub scriversi 

(24) (n- l)(u -2 ) = 2 p ;  

sarh allora, nella (22), n =O, 6 =0, ~ ( 1-q) =0, sicchè intanto 1' involu-
zione In generata da T, quindi la curva f che la rappresenta, sarA razionale 
(piano a). Inoltre le immagini D, D,, ..., Dh dei punti uniti P,P,,..., Ph 
di T saranno punti  d i  divarnazione d'indice II, cioè d'esponente 1 per la  
rappresentazione; ed è facile vedere che non si  hanno a l t r e  d i r a ~ ~ t a z i o n i ,  
cioè che la  In non ha punti uniti all'infuori degli u puriti n-pli predetti, ed 
infine che nessuna potenza di T pub avere coincidenze in punti diversi 
dai P, Pi. 

La verith dell' affermazione pub assodarsi notando che per Y=u e tutte 
le pi eguali all'unità la (5') riducesi alla (25)' od anche, con aderenza al pa- 
ragrafo precedente, interpretando le due coiidizioni 6 =0, ~ ( 1  -q) =0. 

Basta all'uopo terier presente che alle coincidenze di In rispondono ne1 
poligono N punti che son trasfoi'mati in punti equivalenti dalla 8 O da una 
sua potenza; e quindi, escluso O, cadono nei vertici, O nei punti medî dei 
lati (cfr. n." 6). Orrt la seconda possibilitk resta esclusa in forza di 6 =0, e 
la prima in forza di .c(l - r ) )  =0, giacchè : 

a) Se T =O tutti i vertiei di N sono essenziali, e corrispondono ai 
punti P,,..., Ph; 

b) Se q =1, tutte le v del iiumero precedente sono pure eguali ad 1, 
quindi un ciclo di vertici accidentali di N è trasformato dit O e dalle sue 
potenze in n cicli distinti; tanto val dire che a quei cicli corrispondono 
su C, n punti pure distinti d 'un gruppo della In. 

Viceversa se u, p, n son legati dalla (24) esistono le curve corrispondenti. 
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19 interpretate rome rotaziorzi del piarzo iperbolico 

Invero, come risulta da1 paragrafo precedente e dalle recenti osservazioni, 
tutto si riduce a costruire una C contenente una I,, ciclica razionale con 
u =h +1 diramazioni d'esponente 1 in punti assegnati del piano z, e non 
diramata altrove. E la possibilitft di ci6 veniie assodata al n." 3 da1 quale 
risulta che nelle condizioni volute si trovano tutte le C del tipo 

(25) w n=(Z- -a,)" ... (Z - a,)"~ 

dove a, a , ,  ... , a, son le >~ffisse dei punti di diramazione D,Di,..., Dh e gli 
esponeiiti (primi con n) soddisfano alla condizione A +A, -j- ...tA, =O (mod. n).  

12. Alla determinazione delle nostre C si pub anche pervenire in base 
alla cost?-uzione diretta dei relativi poligoni fucàsiani, effettuata con rispetto 
di tutte le esigenze del mso. Ma per qiiaiito un ta1 procedimento, per la sua 
indipendenza dai preli'minari algebrici del 5 1, possa avere interesse, tuttavia 
la valutazione delle accennate esigenze domanda il ricorso ad un virtuosismo 
combinatorio che maschera il significato intimo dei rapporti in questione. Ci 
sembra quindi preferibile arrivare a quei poligoni per un'altra via piu so-
stanziale, nelln quale invece giocano in pieno i leganli tra la subordinazione 
algebrica (di C ad f )  e gruppale (di G in I') per il tramite del teorema di 
dij*anzaoione. 

Fissata una C del tipo (25) ,  il nostro scopo sarh quel10 di costruire per 
essa un .poligono fuchsinno N, che sia trasformato in sè  medesin10 da una 

2TC
rotazione O, d' ampiezza - del piano iperbolico intorno ad un punto (centro) O,

n 
immagine della relativa T. Avvertiamo perd che le nostre costruzioni con- 
durranno a poligoni, il cui tipo potrA, entro certi limiti, variarsi a piacere, 
ma che in yene?*ale non sono normali, per quanto si possa far si ch'essi 
risultino tali, disponendo opportunamente degli elementi arbitrarî. Tutti gli 
altri rapporti del paragrafo precedente resteranno per6, in ogiii caso, verificrtti. 

Ecco in brevi linee il concetto del nostro procedimento: 
Volendo riprodurre i rapporti tra G e I' intervenuti al paragrafo prece- 

dente, assegnamo quali indici di diramazione dell'uniformizzante y in D, 
D, ,..., Dh i numeri n, nv ,,..., nv,, essendo v , ,  v,,..., v, iiiteri arbitrarf. Il 
gruppo r, che, al solito, interpretererno come un g-ruppo di movirnenti del 
piano iperbolico TC,è, con cib, essenzialrnente deterniinato; ma inoltre, in 
forza del teorema di diramazione, la q risulta uniformizzante fuchsiana anche 
per C, diramata in P,, P,, ..., Ph cogl'indici v , ,  v 2 ,..., v, e non &?-antata 
i n  P (D, ri.' 5, 8) ed il relativo gruppo fuchsiatio G e un sottogruppo d'in- 
dice n in ï. 
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20 A. COMESSATTI birazionuli delle cztrve algebriche : Swlle trasformazioni 

Sia O una delle immagini di D in TC, e si costruisca un poligono fonda- 
mentale II, relativo a I' e di tipo qualunque, salva la, coiidizione che O sia 
per esso un vertice isolnto ne1 qiiale concorrano 'due lati forrnaiiti uii angolo 

27c
d'ampiezza -; per il che basta scegliere su1 piano z un complesso L per

n 
n . Ocui D s i s  l 'estremo d'un Zato libef-O (Intr. 21)) e, beninteso, contenga fra 

i suoi vertici D i ,  D,, ..., P h .  
L a  rebe poligonale individuata da, II, confluisce in O con n poligoni con- 

gruenti II,, II,, ..., II,, , il cui insieme è trasfornmto in se stesso dalla ro- 
2n

ta,zione O d'ampiezza - intorno ad  O (in verso arbitrario). Orbene N è un 
.n 

poligono fondamentale per  il gruppo G, e la  O è iinmagirie della T, purchè 
questa sia convenientemente fissata fra le trasforiuazioni a periodo n (potenze 
una dell'altra) che generano la  I,. 

13. Spingiamoci fino al  dettaglio in due casi, caratterizzati d a  particolarith 
determinate del complesso L, cioè del poligono II, ,  che varranno a* chiariie 
come si  p w i s i  ln subovdivnazione d i  G i n  T, e corne si perveriga alhi, de- 
terminazione delle sostituzioni g e n e r u t ~ i c i  di G, cioé dell'nccoppiamento f i -a 

i l a t i  del  poligono N. 
Supposta la  C rappresentata dalla (25), fissiarno come 3' l a  z' =z, 

tu' =EW (E =e2:), ed inoltre, a d  evitare che l a  rotazione 8 risulti imniagine 
d' una, potenza di T (del10 stesso periodo) facciamo A .=1. Ta1 condizione 
non é restf-ittiva, giacchè pub rendersi verificata sostituerido alla curva (25) 
una sua trasformata birazionale (i4); essa inlplica che gl'interi A , ,  A,,  ... , A, 
(primi con n)  soddisfino alla 

(26) I +A,  +A, +...+Ah E O (mod. PZ) 

che si sostituisce, colle notazioni attuali, alla (6) del n." 3. 
Fissats su1 piano z uri'origine A dei cammini, posto, come a l  11." 1, 

s =(123 ...pz), l a  sostituzione del gruppo di iuionodromia prodotta d a  un cappio 
circondante (in senso diretto) il punto D i ,  sar&, come sappiamo, la  sli. 

(i4) Indicato con cp(z) il 2 O  meinb1.0 della (25), e determinato t in modo ohe sia ht =1 
(mod. m), se precisamente si ha A t  =qm+ 1, la trasformazione adatta al10 scopo è z' -- z, 

wt 1 (2'- a)l 1 q 
Pche a' inverte nella z =a', ru = -- m'y -
(Z -a ) ~  C P ( ~  
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21 interpretate conze rotasioni del p iano  iperbolico 

Assuininn~o come II, un poligono tipico (Iiitr. 11." 23) dedotto da, un com-
plesso L di lati s, s ,  , s, ,..., 7,-, , come quel10 della Fig. 1 (dove l z  =3) ed in- 
dichiamo (Fig. 2) con S, Si, S,, ..., Sh-, le genernt?*icidel g?.uppo I' che ac- 

Fig. 1 

coppiano ne1 modo indicsto i lnti d i  II, provenieiiti dai due bordi di ciascuiia 

liiiea z. La S è in particolare uiia rotazione d'ampiezza 2n - intoriio al puiito O 
II  7. 

immagine di D, che s'indicher8 anche, come prima, con 8. 
Potremo anche supporre scelte le linee 2 in modo ctie, fermo restaiido il 

loro schema d i  connessione, il poligoiio II, sia rettiiineo (Intr. 1 3 . "  23)) per 

quanto ci6 non sia strettamente necessario. In ogni cas0 gli angoli in O ed Eh 
2n 2n

varraiiiio rispetti vamen te --- , -, mentre la somma degli aiigoli in Ei ,  E; 
n n v ,  

27c
sar& - ( i= 1, 2,...,-h- 1). 

nv 6 
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'22 A. COMESSATTI:Sulle trnsfqrmaziofii birccxiolzali delle curve algebriche 

Ricordiamo ora che, a norma dl un' osservazioiie fondamen tale della Me- 
moria D (§ 5), ad ogni operazioiie V del gruppo fuchsiano r si pub associare 
uiia sostituzioiie v del griippo di monodroinia M, deterinitiata come appresso: 

Detta A, lliiiima.gine di A iii II,, sia B= V(A,) il puiito trasforinato 
mediaiite V, t. g un caminiiio qualuiique tracciato da  A a B. A g corrisponde 
su1 piano z uii carninino chiuso (orientato) y, che produce appunto l a  v ;  questa 
risultaiido indipendente da1 modo con ciii g è tracciato fra A e B. Inoltre 
nella corrispoiidenza (w, 1) tra l' ed  M alle operazioni di M che lasciano 
fisso l'indice 1 (quindi ne1 caso attusle al17idei1titA) restario associate le  ope- 

razioni del sottogruppo G ;  ed  un sistema V,,  V,, ..., V,  d'operazioni di I' le  
Cui oniologhe v, ,  v,,..., v, in M nlutino l'indice 1 ordiiiata.rneiite iii 1, 2, ..., 
é un sistema conzpleto d i  res t i  del gruppo I' (mod. G). 

Iii ta1 condizione si trovaiio attualineiite le  1, O, 0', ..., 0,'-',giacchè 
alla 8=S è associata in M la s -=(12 ...n). Fer coiiviiicerseiie, basta osser-
vare che a1 camrnino A,A,  della Fig. 2, congiuiigente A,  con A ,  =@(A,) 
corrisponde su1 pinno z (Fig. 1) un cappio che girn iiitorno al  punto D ('7. 

Iiivece t ~ d  UII cammirio corne g (Fig. 2) che congiuiiga A, con Si(A,) cor- 
rispoude su1 piano z un cainmiiio come y che circoiida i punti D, D,, ..., Di; 
da1 che si desuine clle alla sostituzione Si di l? 15 associata l a  ~ ~ + ~ 1 + - - + ' . i .  

Dopo cib l a  risoluziorie del problema segiialato iii priiicipio di questo nu- 
mero, cioè la. deterininazione delle genel-atg.ici di G ?*elative al poligono N ,  
resta affidnta a d  un nlgoritrno sistematico. 

Si parta  ad es. da1 Iato et+ del poligono I I , .  Esso è trasformato i i i  ei-
del10 stesso poligoiio dalla S,-,, la quale in geiierale iion appartieiie a G, 
perché l'associata non è iii geiierale identica. Ma poiché a O è~-"+~1+--~4 '  

associata s, cosl l a  8t+11+--+4Si-1sta in G ;  e per tmto  al  lato e,+ di II, è 
accoppiato in N il lato et- del poligoiio II,,Ll+...+li che 10 segue, ne1 verso 
di O, di 1+ A,  i-...+Xi  posti. Aiialogameiite si vede che il1 lato e,- di Ii, 
e associato il lato ei+ del poligono che Io p0ecede del numero di posti 
predetto. 

Infine se e' aiieichè in II, è assunto iii II,, tutto v a  conle precederite- 
mente, poiieiido a l  posto della Si In BtSiWt, e si coiiclude ctie quel lato è 
accoppiato al lato ei- del poligono d'iiidice t + 1+ A, -1- ...f A i ,  coiue d'al- 

(i5) E ciO conferma clie aggregando a ii, i suoi trasforinati II,, ..., Ii-, niediante le 
potenze di 8 si ha un poligono fondamentale per G (n .O prec.). Aggiiiiigasi c h ~la permuta-
bilità di 8 con G risulta, se si ruole, da ci6 che ad iina 8G8-1 Q associata la s-'@ ch'Q 
identica, percl~è 10 B y ;  yuindi 8GB-k sta pure in G. 
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interpretate corne rotccziorci del piruno ipe~bolico 23 

tronde dev'essere, una volta che O e le sue potenze trasformano in sè l'ac- 
coppianieiito dei lati di N. 

14. Riferjarnoci, a titolo d'esempio, alle soluzioni della congruenza (26) 
indicate al n." 3, ed alle corrispondenti curve C rappreseiitate dalla (25) 
con A =  1. 

A) u pal-i, quindi h dispari. 
Si facciano le A d'indice dispari eguali ad 1 ;  e quelle d'indice pari 

ad n -1; allora 1t A, + ...+Ai è r O (mod. n) se i è dispari, e = 1 se i 

Fig. 3 

è pa9-i; onde ne1 primo caso il lato e,+ d'un qualunque II, è associato al 
lato ei- dello stesso poligono; ne1 secondo al lato ei- del poligono successivo. 

La Fig. 3 illustra il caso particolare u =4, p =3, n =4; 1~ nuinerazione 
dei vertici riproduce, per ogni II, gl'indici delle lettere E della Fig. 2, cioè 
quelli dei corrispondenti puriti P di C. 

B) u dispari, quindi h pavi. 
Allora per la (7) del n." 3, pz è dispari; e si possono porre le h fino 

a Ah-,  iiicluso, alternativamente eguali ad n- 1, 1 facendo poi Ah- ,  =n -2, 
e A, =1. In tali condizioni dalla regola indicata segue che pev i pavi, il 
lato e,+ di II, é associato al lato ei- del poligono successivo, mentre pe?. i di- 
spari  e nzinol-e di  h - 1 resta accoppiato con ei- dello stesso poligono, ed 
infine per i =h - 1 col lato e,- del poligono pvecedente. La Fig. 4 è rela-
tiva al caso u =5,  p =3, n =3. 
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24 A. COMESSASTI:Sul le  trasformaaiotzi birasiolzali delle curue algebriche 

E infine chiaro che i poligoni cosi ottenuti, possono invece esser d a t i  a 
pr iovi  su1 pinno ipe~&dico, purchè siario irivarianti per una rotazione di dato 
periodo n intorno a d  un punto O, n b b i k o  eguali i lati a.ssouiati secondo gli 

Fig. 4 

schemi previsti dalla teoria, e gli angoli soddisfacenti alle relazioni prescritte; 
restandone individuaéo il gruppo G, quindi la  C colla T voluta. 

Tutte le  condizioni sono ad  esempio soddisfatte, se il poligono scelto è 

regolare, cogli angoli eguali a - -7C 
ed allora l'uniformizzante q risulta dira- 

nv' 
mata in P,, ..., Ph-,coli'indice v ed in P,, Ph coll'indice 2v. In ta1 caso 
i l  poligono N & anche no?*male, ed iiioltre II, risulta sinîmetrico rispetto alla 
retta OE,, quindi i punti di diramazions, mediarite una sostituzione lineare 
posson esser ricondotti all'asse reale (Intr. n." 24). 

15. Rapporti e schemi di tipo semplice si ottengono anche partendo d a  
u n  II, corne quel10 della Fig. 6, derivante da  un complesso L col10 schema 
della Fig. 5. Il relativo punto Q é arbitrario su1 piano z e dh un ciclo 
di u=h + 1 vertici accidentaii (tutti designati colla lettera Q sulla Fig. 6); 
la somma degli angoli in quei vertici é quindi eguale a 275 mentre l'angolo 

Seguendo le regole ricordate, si vede con facilitti che alla generatrice Si 
di I' corrisponde in M la sostituzione prodotta da  un cappio di origine A in-
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25 i d e rpre ta t e  corne rotnxiotti del pia%o iperbolico 

torno al punto Dô,cioé la sh; e ne consegue che al lato ei+ del poligono II, 
è associato il lato e,- del poligono lI,+xiche 10 segue di i posti ne1 verso di O. 

Cosi, se u é pari, assumendo per le X i valori del caso A, al numero 

A 
Fig. 5 Fig. 6 

precedente, si hanno gli accoppiamenti della Fig. 7 correlativa alla 3, cioé 
costruita per gli stessi valori di u, p, n. 

Devesi osservare che gli hn vertici accidentali di N (seriza numero sulla 
Fig. 7) si distribuiscono in n cicli, a ciascuno dei quali corrisponde su C uno 

Fig. 7 

degli n punti Q,, Q , ,  ..., Q ,  del gruppo di In omologo di Q. Sulla Fig. 7 i 
vertici dei quattro cicli portano diverso contrassegno. 

Lasciamo al lettore l'esame del caso in cui u A dispari. 

Annoli di Matematim. Serie IV,Tomo VIII. 4 
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26 A. COHESSATW: Sdle trasformaziolzi biraximali delle curve algebriche 

Infine anche alla situazione attuale si applicano le  osservazioni con cui 
termina il numero precedente. Corivien perb fare attenziorie a cid che se il 

2.n
poligono N si suppone ?*egola?-e,ogni.suo angolo dovra farsi eguale a -, rn es-

nt' 
sendo un multiplo comune di n ed  h, e che dopo questo, s e  non è proprio 
rn =h i vertici del tipo Q non saranno piu accidentali m a  essoriziali, e tanto 
il punto Q del piano z, quatito i Q , ,  Q , ,  ..., Q, di C saranno diramazioiii 

rn
d'indice - per l'uniforrnizzante y.

h 

16. L'argoinento, nei suoi varl aspetti, non consente una sintesi concisa.; 
tuttavia le conclusioni che piii strettamente aderiscono al  problema direttivo, 
posson cos1 enunciarsi : 

Il pefiodo n d'una trasfovrnazione bi?*aaionale appavtenente ad una 
curva algebrica C di  genere p >O, e dotata di u > O punti uniti, î? limitato 
superiormente a nortna delle disuguaglianze seguenti: 

Nei primi due casi i valovi dei' secondi membri sono effettiui massinzi, 
raggiunti per ogni p, ne1 tewo i l  limite superiore é pure mggiunto ogni 
qua1 volta il secondo rnenzbvo risulta intero. Si hanno cos1 i seguenti casi 
notevoli: 

U =  1, massimo periodo 4 p  + 2, 
U =2, B 4 ~ 9  
U =3, w 2~ +4 
U =4, w P + 1, 
u=p+2,  3,B 

u =2p +2 ,  2.2 

Aggiungasi che, ne1 caso del massimo, l'involuzione generata dalla tra- 
sformazione T in discorso é sempre razionale. Nè il valore di u pub siiperare 
2 p  +2, corne d'altronde é ben noto (i6) giacchè per u >2 p  +2 l'inter0 

di -
u - 2  

n +.1 é sempre 1. 

('6) Cfr. El. SEVERI,Trattato d i  Geometria algebrica. V o l .  Io, Parte la[Bologna, Ba- 
nichelli (1926)], n.O 56. 
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Quell'intero é invece 2 per tutti i valori di u compresi frn p -+ 2 
e 2 p  -1-2, estrerno inferiore escluso, quindi la corrispondente T, se esiste, 4 
iiivolutoria, cioé genera una y:. Ma il numero dei punti doppî d 'una y: B 
pari, e pertanto neZd'i?ztet-valla p -t- 2 <u <2p +2, u pub assunle9.e soltanto 
i vnlori pari, e la T corg.ispondente é involutoria. E sorvoliamo su altri 
particolari di minore enti tk 
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Recherches sur la théorie des foiidious a.utomorphes 

p a r  W. W. GOLUBEFF(à Saratow).  

SOMMAIRE- $ 1. Généralités; les exposants d'un groupe fuchsien. - $ 2. Les fonctions fuch- 
siennes de l a  1-re classe; les valeurs des fonctions fuchsiennes sur l a  frontière de la région 
de l'existence. - 3. Les fonctions automorphes bornées: - g 4. Sur la représentation 
analytique des fonctions fuchsiennes de la 1-re classe. - $ 5. Sur l'expression analytique 
des coefficients d' un groupe donné. 

5 1. Généralités; les exposants d'un groupe fuchsien. - Le but de  cet  
article est 1' étude de quelques remarquables classes des fonctions automorphes 
par les méthodes générales de la théorie des fonctions analytiques. Les nou-
velles recherches ouvrent, en effet, des nouvelles voies vers l'étude d'une 
fonctioii, définie sur tout le plan de  la variable complexe, ou à 1' intérieur 
d'un cercle C. Les fonctions que nous alloiis Atudier, appartiennent presque 
exclusivement A la  seconde espèce: elles sont dkfiriies à l'intérieur du cercle 
1 z 1 =1. L' étude de In distribution des zéros, de la croissance, des valeurs, 
qui sont prises par l a  fonctioii filchsienne sur le cercle C, représeiite le  contenu 
de l'article suivant. 

Soit G un groupe fuchsien proprement discontinu à l'intérieur du cercle 
1 z 1 =1; on considére ce groupe, comme groupe des mouvements du plan 
dam la géométrie hyperbolique de LOBATSCHEWSKY-BOLYAI. Soient H o ,  H, ... 
les polygones fondameiita.ux dii groiipe; on peut toujours supposer, que les Hk 
sont limités par des parties de cercles orthogonaux au cercle C ( ( z1 - 1). Le 
nombre des côtés de Hk peut être fini ou infini. Soit Lk l a  frontiére de  Hh 
et  Ek l'ensemble de points de  L A ,  situes sur C. Si B est l'ensemble de point3 
de C) complémentaire k l'ensemble L Z k ,  il y a 

m e s 8 = 2 n - B m e s E k ,  
et par suite 

Z mes Ek127~. 

Soit a ,  un point h l'intérieur du Ho et  a,  le  point équivalent k a, & 

l'iiitérieur du H,; si dk  = 1 - lak 1 est la  distance de  ak B C, rious avons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



30 W. W. GOLUBEFP: Recherches sur la théorie des for~ctiows automorphes 

lim clk = O  pour chaque groupe discontinu. On peut toujours trouver uii 
k-"G 

nombre p < 2 tel que la série L d ~ \ o o v e r g e  et LdÇé-€ diverge pour tout E > 0. 
Le nombre p est indépendant du choix du point a,  et  dépend seulement du 
groupe G ;  nous 1' appellerons 1' exposant du gvoupe G. 

Nous verrons en effet, que si les substitutioris Tk  du groupe G sont 

1
séries E dg et L --- sont pour diverses a convergentes et divergentes simul- 

(Y ;) " 
tanémen t. 

Les points -U k  sont les transformés de z = oo par les substitutions du 
Y k  

groupe G et dans le cas d'un groupe fuchsieri ils sont situés à. l 'extérieur 
du C. Il en résulte: 

Les poiiits --ôk soiit transformés de z = OG par l a  substitutioii TL' iii-
Y h  

verse B T, et par conséquent sont aussi situés A l'extérieur de C; d'oii: 

D'autre part, soit s, un cercle qui a pour centre a,, situé eiitiéremeiit A 
l'iiitérieur de Ho et  7.,, le ra.yon du s,; si sk est transformé de so pa,r la  sub-
stitution Tk et l k  est la  plus courte distarice de sk  B a k ,  nous avons 

oh l'intégrale est prise suivant le rayon du cercle s,. Défiriitiveineiit on a: 

1 
De (3) et (2) nous voyons que les séries LtJg et E -pour différentes

1 Y R 1' 
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valeurs de u sont convergentes et  divergentes simultanément. De l a  il suit 
que p dépeiid seulement de y k t  c. a. d. du groupe G. 

D'après les recherches classiques de H. POINCARÉ,il suit que ln série 

2 -, 1 
est toujours convergeilte et  par suite p < 2.

1 Y k / 
Le nombre p en géiiéral n'.est pas entier, mais pour les applications il 

est souvent plus commode d'avoir uii nombre entier R tel que la série ~ d f  

soit convergente et  2dR-' soit divergente; nous appellerons un pareil nombre R 
l'exposant entiesmdu groupe G. Le nombre R peut être égal ou A 1, ou à 2. 

Prenons quelques exemples. 
1) Soit G le groupe cyclique hyperbolique. Si les points fixes des sub- 

stitutions hyperboliques sont p e t  v, les substitutions du groupe Cr sont données 
par la formule: 

Pour coniiaitre p , il faut trouver l'exposant de convergence de la série 

ou de la serie 2" -.1 
Dans ce cas p = O et  R = 1, puisquezfk"(p-v)')q

-m (kt ,-l), O kna 
" 1

la série x- est convergente pour tout E > 0. 
O knB 

2) Soit G le groupe cyclique -parabolique. Les substitutions du groupe 
sont alors représentées par la formule: 

z(l + nhp)-p2nha' = 
znh + (1 -p h )  ' 

Dans ce  CRI? il faut trouver 1' exposant de convergence de la série 2 -!- ( %.' 
1 1 (nhI2, 

1 
011voit que p - - .  

2 ' R= 1. 
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La détermination de p et  R dans d'autres groupes plus compliqués est 
souvent très difficile. Mais on peut reqevoir des renseigriemeiits importa11 ts 
sur les exposants du groupe en 'étudiarit les propriétés géometriques de ses 
polygones fondamentaux. Nous indiquerons les deux résultats suivants. 

1. Si le polygone fondamental se trouve avec sa  Eroiitière à l'intérieur 
de C, la  série Ld, est divergente et par suite R = 2 et  1< p < 2. 

En effet, dans ce cas l a  somme de périmètres des polygones fondamen- 
taux LLk est divergente. Soit 6 ,  la  plus courte distance entre L, e t  C. Alors 

1
e t  par suite L est divergente, c. q. f. d.

1 1'Yk 

2. Si mes E, > O, la  série Zdk est convergente et  par suite O < p < 1 
et  R = l .  

En effet 

mes Ek= 

Eo 

Soit M le maximum de l a + - 1  pour a situé sur E, et pour k quelconque
1 Y R I  

(on peut toujours supposer, par exemple, M =  4, puisque A l'extérieur du 

cercle 1 z 1 = 2 se trouve seulement un nombre fini de points -
Y k  

mes Ek > mes Eo 
I Y~ l 4  M~ 

1 M 2  M 2Z < ----L Mes Ek<-- 227I Y ~ I mesEo mes E, 
1

et  la série Z -est convergente, c. q. f. d.
1 Y k  I y  

Ce théoréme fut trouvé par M. BOIEVpar des considérations rattachées 
B la géométrie non-euclidienne ; avec des considérations semblables on peut 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



W. W. C~OLUBEFF : Recherches s u r  l a  théorie des fonctions automorphes 33 

démontrer le théoretne analogue pour les groupes des inouvemeiits de  géo-
métrie de  LOBATSCHEWSKY-BOLYAI daiis l'espace. 

Les groupes cycliques paraboliques et hyperboliques étudiés précedein- 
ment rentrent dans les conditions de ce théorèine. 

Comme nous le verrons dans la suite, la graiideur du fi (ou du p) est  
intimement liée aux propriétés des forictioiis automorphes. Par  consequent il 
est naturel de donner la classification suivante de groupes et de  forictioris 
automorphes: nous dirons que le groupe (ou la fonction correspondante) est 
de la première classe, si R =1, et  de la seconde classe, si R =2. 

Par exemple, les groupes cycliques des substitutioris paraboliques e t  
hyperboliques, les groupes fuchsiens de la 3-me famille de H. P U I N C A ~ ~ Esont 
des groupes de la preniiére classe; les groupes fuchsieiis de la 1-re famille 
de H. POINCAKEsont les groupes de secoiide classe. 

9 2. Les fonctions fuchsiennes de la 1-re classe; les valeurs des fonctions 
fuchsiennes sur la frontihre de la région de l'existence. - THEOREME1. L a  
foiictioii fuchsienne de la 1-re classe, qui prend une fois (ou un nombre fini 
de fois) les mêmes valeurs à, l'iiitérieur du polygone fondamental Ho,prend 
presque partout sur C les valeurs déterminées suivant tous les chemins, non 
tangerits L1 C. 

Soit f (z )  une fonction fuçhsieiirie de la première classe, qui prend ii 

l'iiitérieur du Ho les mêmes valeurs une fois; soit a, un point t i  l 'intérieur 
du H o ,  sa la longueur de la circonférence L,, ayant a,  pour centre e t  située 
tout entiére à l'iiiterieur du Ho, et  sk les longueurs des circonférences 
équivalentes & sa .  La série Lsk est convergente. 

En effet, soit 6 la plus courte distance de s, A C. Alors 

S 1 1 
et Xsk<+X - et  8- est convergente pour les fonctions de la 1-re 

S. / Y, 1 %  1 Y k  1' 
classe. Mais les distances des points ak 9 C forment aussi une série conver-
gente; on peut par conséquent construire les lignes A,, joignant Lk à, C e t  
telles que la série LE,, formée par les longueurs de A, soit convergente. 
Alors la ligne K, formée par C, Lk,lk,est une ligne rectifiable. D'après le 
theoreme classique de M. FATOU,f(z), qui est la  fonction prejectivement 
boriiée, puisque elle ne prend pas 5t i'interieur du K les valeurs qu'elle 

Annali di Matematioa, Serie I V ,  Tomo VIII. 5 
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prend A l'intérieur du L,, prerid presque partout sur K les valeurs déter- 
minées suivant tous les chemins non tangents à K. Mais pour tous les points 
de C, qui ne sont pas situés sur A,, on peut trouver des points qui sont 
infiniment voisins suivant C e t  K simulta.nément. VoilIt pourquoi presque 
partout sur C les chemins, tangents à K en un point de C, sont aussi 
tangents B C. D'où il suit que f(z) prend les valeurs déterminées presque 
partout sur C, suivant les chemins, qui ne sont pas tangent B C, c. q. f. d. 

THÉOREMEII. Si la fonction fuchsienne f ( z )  prend dans un point z, de C 
en suivant un chemin A une valeur déterminée A, elle prerid la valeur A 
dans un des points de la frontière du polygone foudamental Ho, situé sur C 
(c .  a. d. dans un des points de l'ensemble E,). 

Soient A , ,  A,,... A ,... les parties de A, qui se trouvent dans les différents 
polygones fondamentaux. Si le nombre de ces parties est fini, le  théoréme 
est deniontré, puisque la dernière partie de 1, A,, est situé toute entière 21 

I'iriterieur du polygone H, et  a,  est un point de la frontière de H,, situé 
sur C (c. à d. z, appartient B l'ensemble Eh);si l'on prerid dans Hol ' a rc  A', 
équivalent a A,, f(z) prend la valeur A dans le point de A', situé sur E,.  

Si le nombre des 1, est infiiii, soit E un nombre positif et  soit G, un 
domaine (ou des domaines) composé de points de Ho,  dont la distance jusqu' aux 
points de E, est plus petite que E. A l 'intérieur de Ho et  A I'extérieiir 
de GEil y a un nombre fini de points, dans lesquels ln fonction est égale 
à A ;  soient a,, a,, ... a~ ces points. En changeant E, on peut toujours sup- 
poser que a, ne se trouve pas sur la frontière I' de G,. Soit 6 la  plus courte 
distance entre a, e t  r. Construisons autour de a, ,  comme centre, la  circon- 

férence de rayon p < 6 
et  soient a, cette circonférence. 

2 
Dans les points de  Ho,  extérieurs A Ge et  a,, 1 f(z) -A 1 ne peut pas être 

égal B 0; soit 5 le minimum de ( f(a) -A 1 dans ces points. Alors tous les 
$-

Cpoints de Ho,pour lesquels 1 f(z)-A 1 <2,  se trouvent ou à 1' intérieur de  a,, 

ou A l'intérieur de GE.Puisque, sur A, lim f(z)=A, on peut trouver sur A un 
2-20 

5point b tel que sur A, entre 6 e t  z,, 1 f(z) - a 1 <-; soit A l ' a rc  de h entre b
2 

et  z,. 
Les images des arcs de 1 se trouvent évideminent ou It l'intérieur d' uiie 

des a,, ou A l'intérieur de G,. On peut constater que le premier cas est 
inadmissible. En effet dans ce cas tout le  chemin h se trouve 9 l'iiitérieur 
du cercle a,', equivalent 9 ak et h finit dans un point intérieur à C ce qui 
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est impossible. De lh on peut conclure que toutes les images des parties d e l  
se trouvent en G,. Vu que les nombres E et p peuvent se  prendre aussi petits 
qu' on veut, 011 voit, que A est une des valeurs que la fonction f (z )prend dans 
un des poirits de E,. 

On peut tirer d'intéressantes conséquerices des deux théorèmes démontrés. 
Prenons, par exemple, les fonctions fuchsiennes de In 1-re famille de  H. POIN-
GARE. Il résulte du théorème II, qu'il n'existe aucun chemin A, sur lequel la 
fonction prend une valeur déterminée, c. a. dire toute fonction de la 1-re 
famille est indéterminée sur chaque chemin A conduisant vers un point 
de C. 

D'une faqon analogue il suit pour les fonctions de la second famille, que 
si cette fonction est déterininée en Ho dans tous les sommets paraboliques, 
elle est indéterminée presque partout sur C. Prenons en général, que Ho a 
un ensemble dénombrable de  points de E, (') e t  f(z) est détermide B l 'in-
térieur du Ho dans tous les points de 23,; suivant ces conditions f(z)est 
indéterminée presque partout sur C. 

En effet f(z)prend daiis les points de Eoà l'intérieur du Ho l'ensemble 
dénombrable des valeurs différentes; si f(z)est determinée presque partout 
sur C, elle prend sur C presque partout les valeurs, qui forment un ensemble 
dénombrable, et par suite f(z)prend les mêmes valeurs sur les ensembles 
situes sur C ayaut l a  mesure plus grande que zéro. l 

Mais cela ne peut etre admis d' après le théorème bien connu de  
MM. LUSINet  PRIVALOFF(=). 

Des recherches classiques sur les fonctions automorphes il est connu, 
que si le groupe fuchsien est donné, on peut toujours construire la fonction, 
qui dans son polygone fondamental Ho est pn.rtout dkterminée, si Ho a l'en- 
semble fini des sommets. Comme il suit des théorèmes démontrés, f(z)est 
dans ce cas indéterminée presque partout sur C. 

En somme, la fonction fuchsienne f(z) peut etre déterminée presque par- 
tout sui' C dans les cas suivants. 

1. Si mes E, >O. Dans ce cas A l'intérieur du Ho,  f(z)peut prendre 
les valeurs déterminées dans tous les points de E,. En fait d'exemple on 

(') Comme exemple des fonctions pour lesquelles E, est dénombrable, on peut indi-
quer lgk2(r)OU lglgk?(r),où k2(.c) est la fonction modulaire. Ces fonctions sont celles de . 

seconde classe. 
(?) ThBorbme de l'unicité: si la fonction est holomorphe à. l'int6rieur de C et prond 

les valeurs Bgales sur l'ensemble Ci (Ci>O), situé sur C, la fonction est constante. Voir 
p. ex. * Annales de l'Ècole Normale Sup. x, 42 (1925). 
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peut citer les fonctions fiichsiennes de la 3-me famille de H. POINCARE;elles 
sont déterminées presque partout sur C. 

2. Si mes E, = O l  mais E, a la puissance de continu. Dans ce cas à 

l'intérieur du Ho, f (z) peut être déterminée dans tous les points de E, .  
3. Si E,, est dénombrable et  f(z) à l'intérieur du Ho est indéterminée 

dans certains points de E,. Noiis verrons ci dessous, que ce CRS effective-
ment peut se présenter. 

4. Si E, est fini e t  f ( z )  b l'intérieur du Ho est indétermiiiée. Ce cas est 
impossible. 

En effet, comme il est indique, dans ce cas on peut prendre une autre 
foiiction fuchsienne fi@), qui est déterminée dans tous les points de Eo k 

l'iiitérieur du Ho.  Si f(z) prend la valeur déterminée daiis un point z, de C 
suivant le chemin 1, l'image de  A dans Ho est un ensemble d'arcs, qui ont 
pour ensemble dérivé un point e ,  de ,Y,, . Mais alors f,(z) est aussi bien dé- 
terminée suivant A et prend dans z, la valeur, qu'elle prend en e , .  Par  suite, 
si f ( (s )  est déterminée presque partout sur C, la  fonction f,(s) est aussi bien 
déterminée presque partout sur C, mais cela est impossible, comme nous 
1' avons vu précedemment. 

D'aprks ce qui précéde on voit, que les fonctions de type 3 peuvent se 
considérer comme les plus simples des fonctions prenant presque partout 
sur C les valeurs déterminées. L'exemple le plus simple des fonctions de 
cette espéce est representé dans les fonctions automorphes bornées. 

5 3. Les fonctions automorphes bornées. - Parmi les fonctions de la 1-re 
classe les fonctions fuchsiennes bornées sont les plus simples et les plus 
remarquables. On peut construire de telles fonctions ou par les méthodes de 
la représentation conforme, ou par la combinaison des fonctions autornorphes 
classiques, par exemple, par la  combinaison de fonctions modulaires ou des 
fonctions de SCHWARZ. 

Supposons, par exemple, que nous ayoiis la  fonction de SCHWARZ s(7, 3, 2;  z )  
e t  soit Ho son quadrilatére fondamental; Ho est composé de deux triangles 
Hof et Ho".On peut faire la representation conforme de H,' sur le triangle b 
trois angles nuls, alors Ho" sera représenté sur le triangle adjacent, e t  H sera 
représenté conformément sur le quadrilatére à quatres angles nuls, c. a. d. 
sur le polygone fondamentti.1 de la fonction modulaire k2(r) ,definie à l'inté-
rieur du cercle 1 z1 < 1. 

Si dans le cercle 1 z 1 < 1, décomposé en réseau de triaiigles, équivalents 
ou Zt H,', ou 5i. H,", on produit la coupure, indique sur la figure 1, et  on fait 
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la représentation conforme du cercle ainsi décomposé sur le réseau de triamgles 
de  la fonction modulaire, nous iiuroiis la région K, indiquée sur la figure 2, 

Fig. 1 

et si nous faisons de nouveau l a  reprksentation conforme d u  demiplari supé- 
rieur de la figure 2 & l'intérieur du cercle 17: < 1, nous aurons la région K', 

Fig. 2 

indiquée schématiquement sur la figure 3. Ori voit de suite, que la foiiction 
x = ip(7:), qui doline ln représentation conforme de K' sur le  cercle decoupé 
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1 z 1 -< 1, est une fonction automorphe, qui a pour polygone fondamental le 
polygone Kf, qui a l'eiisemble dénombrable 9 2  de sommets, situés sur la 
circoriféreiice s 1 =1. L'ensemble % est un ensemble dénombrable et a un 
point limite o. En effet, la fonctioii Y(T) est une fonction bornée, puisque 
1 Y(T) 1 = 1 a 1 <1, et, d' après les résultats bien connus de M. FATOU,la fonction 
y@) prend presque partout sur ln circonférence C(]Tj = 1) les valeurs déter- 

O cri 

Fig. 3 

minées; d'autre part, si le polygolie K' avait sur C uii a rc  w'w", la fonction 
V(T) serait indéterminée sur tout l 'arc wfw" en suivaiit un chemin quelconque, 
qui aboutirait vers un point de w'w" A l'iiitérieur du Kf. Il en résulte, que 
l ' a rc  wfw" est un seul point o. 

D'après ce qui est exposé au  parn.graphe précédent, nous voyons que la 
foiiction CP(T) peut prendre presque partout sur C des valeurs déterminées, 
puisqu' elle est indétermiiiée au point w. 

Puisque la foiictioii &T) est bornée, elle est une foiictioii nutomorphe de 
première classe; en effet, si a,,a , ,  a ,  ,... sont les zéros de cp(z)-a ( 1  a 1 < 1), 

la série ri(1 - ] ak 1) est convergente d'après le théorème de M. VITALI. 
En somme, la fonction y(=) est une foriction aiitoinorphe de i-re classe, 

bornée; son polygone fondamental a un enseiiîble dériombrable de  soniinets, 
tous situés sur C. 

On peut reproduire autremelit les coupures sur le réseau des triangles 
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de l a  fonction s(7, 3, 2 ;  a), en construisant, pa r  exemple, les coupures de  telle 
façon que la  fonction automorphe correspondante aurait  un polygone, dont les 

sommets, tous situés sur  C, formeraient 1' eiisemble de  points ayant  l a  puis- 
sance de continu. 

L a  méthode qui a été  utilisée pour la  construction des fonctions auto-
morphes boriiées, peut être géiiéralisée de la manière suivante. 

Supposoiis qu' à 1' intérieur d'un contour fermé S il y a.it 1' eiisemble dé-
nombrable de points M,,, dont l 'ensemble dérivé est la frontière S. Si nous 
faisons les coupures, joignant les points M,, avec  les points de l a  frontière S, 
nous aurons une région X & connexion simple. Eii faisant l'eiisemble .dénom- 
brable de  régions, identiques B X, en les superposant e t  utiissant ces régioiis 
deux it deux suivant un seul côté de coupure, on aura  une surface Riema- 
nienne simplement connexe, qui a tous les points fil,,,comme points critiques 
d'espéce logarithmique; soit Z cet te  surface Riemaiinienrie. Puisque Z est 
simplement connexe, on peut la representer conformément B IJiritérieur d u  
cercle C d u  plan z; soit u =f (z)  l a  fonctioii qui donne cette représentation. 
La fonction f (z) est une fonction automorphe, dont l a  région fondamentale 
est  l a  partie du  cercle G su r  laquelle est représeiitée conformemeiit une 
feuille de  la  surface L. 

Si l a  coupure sur  (u), qui passe par  tous les points M,, a l a  forme de  
spirale e t  s 'approche asymptotiquemerit vers ln frontière 8, nous aurons les 
fonctions automorphes, semblables A l a  fonction cp(z), construite ci dessus. 

Cette méthode de coiistruire des forictioiis automorphes à 1'aide de la  re-

présentation conforme est souvent fort utile pour la construction d e  diverses 
espèces de  fonctions autoinorphes. 

L a  foiictioii rp(~), construite c i  dessus, prend presque partout 'sur  C les 
valeurs qu'elle preiid dans les sommets d e  H o ,  e t  puisque les  valeurs cor-
respondent a u x  sommets paraboliques, en vertu du  théorème de l'unicité sur  
l 'ensemble de mesure O, elle prend presque partout sur  C les valeurs, qu'elle 
prend en  w, c. a. d. les valeurs de  l a  forme emi (a réel). 

5 4. Sur la représent'ation analytique des fonctions fuchsiennes de la 
1-re classe. -- I l  est bien connu par les recherches classiques de  H. POINCAKE, 
que les fonctions O-fuchsierines donnent la  méthode l a  plus simple e t  la plus 
parfaite pour l a  démonstration de 1' existence des fonctions nutomorphes; mais 
dans le  cas  oh l'existence de quelques types des fonctions automorphes est 
démontré, elles sont beaucoup moins commodes pour l 'étude effective de  ces 
fonctions. 
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En effet, les foiictioris O-fuchsierines sont trop compliquées pour l'étude 
de l a  croissance, pour la recherche de  l a  situation o u  de la nature des poiiits 
singuliers des fonctions automorphes, qui soiit représentées A l 'aide des foii- 
ctions O. Comme on peut voir par la théorie des fonctions elliptiques, pour 
tontes ces questions les représentations analytiques, fondées sur le théorème 
de MITTAGI-LEFFLER, sont plus commodes, Nous allons voir, comment on peut 
donner aux fonctions de la 1-re classe les expressiotis analytiques du type 
des séries de MITTAG-LEFFLER. 

Supposons qu ' à  l'intérieur de son polygone fondamental Ho la fonction 
fuchsienne de 1-re classe ait nb pôles n i ,  cio2 ... a. m , et soit G k ( z )la partie prin- 
cipale de son développement dans les environs de ai .  Soit C ;  la circonférence 
de centre a;, située toute entière à l'iriterieur de H o ,  et soient a: et  C: les 
points et  les circonférences, equivalents respectivement b nk et c:. 

Supposons, en outre, qu' A 1' extérieur de toutes C; ln fonction fuchsieniie 
f(z) est bornée. Cette supposition n'est pas tou,jouur vraie, puisque f(z) peut 
être infini dans les points de  E,. Nous exclurons ce cas. 

Joignons les CF A C par des parties de rayons 2;; la  ligne K composée 
de C, CF et  1; est une ligne rectifiable, puisque f(z) est de la 1-se classe e t  

les séries xC: et 1; sont convergentes. A l'intérieur de la région, 
k=O j=i k:O j=i 

limitée par K, la, fonction f (z) est bornée et  en vertu du théorème généralisé 
de M. FATOU elle peut être représentée de l'intégrale de CAUCHY:( i )  à l'aide 

les intégrales le long de IF se détruisent. 

La substitution w =ajZ' B' transforme IJo en HI;réciproquement Hj se 
Yjz + 6j  

transforme en Ho par la substitution inverse 

et  puisque f(z) est automorphe, 

(i) Cette généralisation a été donné dans ma these (1916); voir aussi: A. DENJOY,Paris, 
u C. R. D, 168 (1919), p. 387. 
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En faisant dans i'intégrale (1)le changement de variable (2) nous aurons: 

f ("-713dw;l; f ( w ) d w  -
- 6 . i ~  P.j -2 (y,, -a,)" (yj" - aj )[- w(yjZ.-1- Fi )  + (9z+ Pj)I -

+ 

cj" Y P -'3 )c o k  Cok 

Mais 

oh GR(%)est la partie principale du développement et y@) est holomorphe, 

puisque 3 est A l'extérieur du c;. D'une manière nrialogue on a 
Y.i 

D e  (1) nous avons 

2nif(,z>=J--f ( w ) d w-f s-"lbw+ 
W - Z  k=l W - Z  

C Cok 

et, puisque JE---2niGk(z), nous avons finalement: 

Cok 

Anlzali di Matematica, Serie IV, Tomo VIII. 6 
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Voici la formule générale pour la représentation des fonctions automorphes 
de la 1-re classe du cas étudié. Nous voyons que tous les membres de  la 
seconde partie de  (1), excepté le premier, sont détermirlés par les parties 
principales de la fonction f(z);par suite la formule (1) donne la représentation 
analytique trés simple dans le cas oh le terme intégral disparait. Etudions 
les cas, dans lesquels cela peut arriver. 

Soit Q l'ensemble de points situé sur C et complémentaire & LE,, ; 
alors mes 8 =27c -Z mes E,, et O 2 mes P <2n. Il peut se présenter que 

Fig. 4 

mes 9=0. En effet, prenons le cas d'un groupe, dont le polygone fonda-
mentale Ho est limité par le nombre pair des circonférences orthogonales & . 

ù C et liées deux & deux par les substitutions hyperboliques; soient S: ces 
circonférences (fig. 4) ; soient d'autre part les si les circonférences, concen-
trique; & S: et  situées toutes & l'intérieur de H o ,  et  soit rn l a  plus courte 
distance entre S: et  s i .  Si nous appelons S; et sf les images de S;  e t  st par 
les substitutions du groupe, nous aurons: 

koii $ est la  longueur de la circonférence -7,. 
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Mais tous les points -3 sont situés k l'intérieur de S$ e t  par suite 
Y j  

1
Dans ce  cas le groupe est de la première classe e t  l a  série Z -

1. III1
1 m a, 

est 

convergente et  par conséquent la série L Li; (4) est aussi convergente. 
k=l j=O 

Si nous laissons 9. part un nombre fini de premiers membres de la série (4), 
m m 

on peut toujours supposer que pour le reste on a Z Zsk < E, OU E. un nombre 
~ c = i  

donné aussi petit qu'on veut. 

Mais il est clair, que mes P < Z 
m 

Z si < E, puisque les points de B sont 
l e z 1  j=N 

intérieurs & une suite infinie de circonférences $. Finalement nous avons 
dans ce cas mes Q =0. 

Tel cas se présente pour les fonctions fuchsiennes de la 3-me famille 
de H. POINCARE. 

On peut se rendre compte, que si mesQ =O,  le terme intégral dans la (1) 
disparait. 

En effet, on peut appliquer la formule (1) dans le cas des polygones 
fondamentaux, extérieurs A C. D'aprks In discussion toute semblable B l a  
précedente, nous aurons pour z extérieur B C la formule suivante: 

ou rn, est le nombre .des pôles, situés dans Ho et  intérieurs & C et  rn, le 
nombre des poles, situés dans Ho et  extérieurs & C. 

L a  formule (1) suit du théorkme de CAUCHY;par conséquent, si dans (1) 
z est extérieur A C, la formule donne zero au lieu de  f(z); d' une manikre 
semblable la formule (1') donne au lieu de f(z) zéro pour z situ6 B i'in-
térieur de C. 

La somme de (1) e t  (Ir)donne pour z, situé ou à l'intérieur, ou b l'exté-
rieur de C: 
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oii fi(w) e t  fi(w) soiit les valeurs de  l a  fonction f(z)sur  C de  l 'un et de 
l 'autre côté du C. 

Soit pour la fonctioii f(z), qui peut ê t re  prolongée k l 'extérieur du  C, 
mes P =O.  Puisque sur  les arcs de  Ek f,(w) =fi(w), nous avons: 

e t  l a  formule (II) donne: 

A l 'aide de ln formule (II) on peut représenter, par  exemple, toutes les 
fonctions de la  3-me famille d e  H. POINCAKE. de  (TI') avec  le  dé- L'analogie 
veloppemeiit de MITTAG-LEFFLERest évident. 

Appliquons la  formule (II') ti quelques exemples. 
1. Soit G le groupe cyclique parabolique. Dans ce  cas Q se compose 

d' un seul point et  la  formule (II') est appliquable. Si nous supposoris, en outre, 
qu' un seul point singulier de  l a  fonctioii situé A i 'intérieur du Ho est un pôle 
d e  premier ordre, situé B l'infini avec l a  partie principale G(z) =z, nous 
aurons dans ce  cas rn, =O ;  na, =1 e t  (II') donne le  résultat suivant: 

Si le point double des substitutions est le  point z= 1, les substitutions 
du  groupe ont la forme 

L a  formule (5)  donne: 

si nous prenons h =x e t  si a u  lieu de  z nous introduisons l a  variable 
1

zi=- nous aurons 
Z - 1) 

f(z) - 1 =-
1 +w 1 l I =c t g z , .z,+gIz,+-j.n-j;; 
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Airisi le développement bien connu de  c t g z ,  est un cas particulier de  
l a  formule (II'). 

2. Soit G le groupe cyclique hyperbolique. En supposant que les points 
doubles des subs~itutions hyperboliques sont t1, iious aurons les substitu- 
tions du  groupe' sous la forme : 

1 

w - 1  z -- 1-- - h2"(2+1),- d'ou ZV=w t l  

si nous prenons k = e ,  nous aurons finalement 

x c h n - s h n  
w= 

- z s h n + c h n S  

Il est bien coniiu qu'il  existe des fonctioiis automorphes 21. groupe 
cyclique hyperbolique, qui oiit au  polygone foiidamerital un seul pôle de  
second ordre. Si nous prenons pour polygoiie foiidamental un polygone qui 
a l ' i~f i r i i  h.l 'jntérieur e t  comme pôle le  point z =oo, eii supposaiit la  partie 
principale égale A 9, nous aurolis le développement de  la forme: 

(le caS n =O est exclu), O U  

D' autre part .il est facile de démontrer, que 

2-1
si nous prenons x=-eZm, dous aurons de  (7):z + l  

et  pour z =CG e t  n a  + O :  
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De (8) e t  (9j il résulte: 

ou m + O .  ,En prenant la somme de 1 1 0 )  pour toutes les valeurs entiéres 
de m, 21 l'exception de 1.11 =O, nous aurons 

2.2 sh rn ch rîz - ch41.18 -sh2m -
-'Yrn4 m--8 shZm(sh m .  z - ch rn)" 

Pour le cas m =O, la formule (8) donne 

+m' 1 1 " 1  1 n" 1 .et, puisque ----2 & = - - 2 . 6 = - -
(2nin)' - 4n0 4ne 12' 

-8 

De (11) et (12) il résulte: 

oh dam la  somme de 1s seconde partie entrent tous les couples des nombres 
entiers nz, n à 1' exception m =n =0. 

Mais on voit de suite que la  seconde partie est (Ig-z + l ;z -1  
2ni; 2 )  et 

de (6) et (13) nous avons finalement 
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On .voit que f(z) est effectivement l a  fonction automorphe qui a un 
groupe cyclique hyperbolique. Dans ce cas la formule (II') donne, aprés 
quelques traiisformations, le développemeiit de la fonction p. 

3. En appliquant l a  méthode de la représentation conforme, on peut 
construire des fonctions automorphes plus compliquées, qui peuvent être re- 
présentées par la formule (II'). 

Par  exemple, prenons sur la partie finie de l 'axe réel du plan z un 
nombre fini ou infini de parties 1 , )  1,,... 1,,... toutes extérieures les unes 

Fig. 5 

aux autres e t  sur chaque 1, construisons les demi-cercles C , ,  C,,... C,, ... 
(fig. 5). Soit H la  partie du demiplan supérieur du z, extérieur b tous les C,, . 
Faisons la représentation conforme de H sur la partie supérieure du plan w 
e t  soit w = f (z) l a  fonction qui donne cette représentation. On peut dé-
montrer bien simplement, que w est une fonction automorphe. Pour la région 
fondamentale Ho on peut prendre la région H et sa  région symétrique par 
rapport A l 'axe réel. 

Ce cas ne fait pas partie du cas étudie plus haut puisque toutes les for- 
mules sont trouvés pour le cas oii tous les points singuliers du groupe se 
trouvent sur la circonférence z 1 =1, mais on peut bien simplement tran-
sporter tous les résultats trouvés plus haut dans le cas actuel. 

A l'infini w =az +b +- -C +... et par un changement de la variable tu 
Z 

on peut toujours supposer, qu'A l'infini on ait w = a  +-
C +... Alors, dans Ho,  f(z)
z 

a un seul pôle de  premier ordre à l'infini, dont la partie principale est z. 
En appliquant la  forniule générale (II'), on aura 

Prenons le cas extrêmement simple de la formule (14); soit une seule 
circonférence C,. Alors tout le groupe se compose de  deux substitutions; 
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si Z, fait partie de 1' axe réel entre z =- 1 et s = 1, ces substitutions du 
1 

groupe sont l a  substitution unité et la  substitution z' = - et  la  formule (8)
z 

devient 

c'est la fonction bien connue, qui doniie la representation de la partie du 
plan s extérieure au  cercle 1 s 1 < 1 sur tout le  plan de la variable W .  

4. Dans tous les cas précédents m e s P  =O. En général mes P peut 
être quelconque entre O et 2n. I l  est intéressant de remarquer qu'on peut 
avoir des résultats analogues aux précédents dans quelques cas ou mes P+O. 
Tel est le cas de l a  fonction bornée cp(z), étudiée dans le paragraphe pré-
cédent. 

En vertu du théorème de M. FATOUla fonction automorphe bornée peut 
être représentée B 1' aide de la formule: 

c'est le cas particulier de l a  formule (1) donnée précedement. 
Prenons la fonction bornée du 5 3 cp(z) e t  soit 

En appliquant la méthode des images de RIEMANNon peut construire 
une autre fonction automorphe cp,(~), qui existe B l'extérieur de C, de la 
manière suivante. 

se trouve A 1' intérieur de C la variable z, =xi+ i y ,  se trouve A 1' extérieur 
de C et  la fonction cp,(s)est définie A l 'extérieur du C. 

En appliquant les relations CAUCHY-RIEMANN,verra, que cp,(z) estde OII 

une fonction analytique, définie A l'extérieur de C ;  cp,(z) est holomorphe 
partout A l'extérieur de C b 1' exception des points, qui sont les images des 
zéros de la~fonction y@), ou la fonction cp,(z) a des pôles simples. En outre 
il est évident que lit fonction cp,(~) est la  fonction automorphe qui a le même 
groupe que l a  fonction y(zj. 

La fonction y ( ~ )est bornée et, comme nous l'avoiis vu, elle prend presque 
partout sur C les valeurs de l a  forme emi (cc réel). Par suite cp,(~) prend presque 
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1 
partout sur C les valeurs -+=ezi et  on constate que presque partout sur C 

.g,(s) =cp(r). La fonction y,(@ peut être représentée par l a  formule (1') et 
puisque on peut toujours supposer que p(0) = O ,  on aura  pour les enviroiis 
de l'infiiii le développement de la forme: 

et par le changelnent de  variable on peut supposer, que m= 1. Tous les 
autres pôles de Q,(T) soiit les points équivalents A CO, et en appliquant la  
formule (1')on aura:  

De (15) et  (16) on voit, que l'expression analytique (15) est &&le 8. zéro 
pour T extérieur k C et (16) est égale & zéro de même pour r interieur h C. 
Alors la somme de (15)  et  (16) donnera: 

et, puisque sur C on a presque partout ~ ( z )=cp,(t),on peut écrire pour ( T 1 <1 
la formule: 

Mais cp(0)=O, c.  a. d. 

De (17) et (18) on aura fiimlement 

OU encore: 

On remarque que pour la substitution identique a, =1; y, =O; Po=0 ;  

Awwali di MatemafiBa, Serie IV, 'Porno VIII. 7 
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1
6,= 1 et  = 1 et on peut écrire finalement: 

~O(YO~+ 60 

Les fonctions y(r) et  cp,(z) ne sont pas prolongenbles au delk de la cir- 
conférence C, qui est la  ligne singuliére pour cp(z) et cp,(z); les foiictions cp(.r) 

et y , ( ~ )sont deux fonctions distinctes d'après Mais si nousWEIE~ZSTKASS. 
prenons l a  définition plus générale des fonctions quasi-aiialytiques, les foii- 
ctions cp(z) et  cp,(z) forment nne seule fonction quasi-ailalytique, définie sui. 
tout le plan de l a  variable 7. 

5. Sur l'expression analytique des coefficients d'un groupe donné. -
Dans le ri."précédent nous avons donné quelques exemples de la représentatioii 
des fonctions automorphes 9, l 'aide des séries simples, exprimées par les 
coefficients des substitutions du groupe donné. Si le groupe est donné par 
son polygone fondamental et par suite les substitutions génératrices du groupe 
sont données, on peut représenter tous les coefficients du groupe par les 
coefficients de ses substitutions g8riératrices. Voici les formules qui donnent 
ces coefficients. 

Supposons, que toutes les substitutions génératrices sont des substitutions 

elliptiques ou hyperboliques. Soient S(C i)et T(:; i:)deux substitutions du 

groupe. Si a, et P ,  sont les points fixes de S,, nous aurons ---
Z -a, 

20 - P i  - Pi 
d' oh 

kiP, -a, - a,P,(k, - 1)
Z 

VZ,(a, - Pi) I'W-,- Pi)w= 
a -

k ,  - 1 - k,% -P, 
w a i  - Pi )  v w i  - P A  

et  d'une faqon semblable on aura pour T: 

Soit la  substitution S(T)= le produit de deux substitutions S et T; 
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alors, d' après les formules bien connues, on aura :  

1 A=a,a+b,c =k,kz(P,-%)Pz- --Pz)a, -kL@,-az)P,+(a,  -Pz)% 

Vk,kz(a,-P,)(a,-P z >  

-kik2(Pi-a2)aiP2+kI(Pi -P2)aPz +kz(at -aZ)PiP2-(a,-P2)%Pi B =ba,+db, =-

(1) Vk,k,(% -Pi)(%-P L )  

k,k,(P, -a,>-k,(P, -P,)-k,(a, -a,)+(% - P z )C=nci+cd1 = -
Vk,k , (a ,-P,)(a,-P z )  

D =bc,-4-dd,  = -k,k?(P,-a&, +%(Pi -Pz)% +kz(a1-%)P, -(a, -P d 3 2  

Vk,k,(% .- Pi)(%-P z )  

011peut remarquer que ces formules sont des cas particuliers des for- 
rnul'es gériérdes suivantes: 

si daris les sommes qui entrent dans ces formules, tous les termes se 
forment du premier terme iiidiqué après le sigiie de la  somme par  les 
siibstitutioiis suivantes : 

On change k j ,  ai, Pi respectivement en  -1, Pi, aj et  il faut faire ces 
substitutioris un, deux, ... fois pour diverses j. 

Ces formules sont vraies pour le  produit de deux substitutioiis, comme 
le montrent les formiiles (1). 011peut les démontrer pour 12 quelconque par  la  
méthode de l'inductioii complète. 

Remarquons que pour la substitution iiiverse de S il faut changer k , ,  a , ,  P i  
respectivement en  k t ,  P I ,  a , .  

Si parmi les substitutions génératrices se trouvent des substitutions parabo- 
liques, il suffit de reinarquer que les coefficients de l a  substitution parabolique 

~ ( 1  u2h+ah)-
W =  

. ~ h+ (1 -ah)  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



52 W. W. GOLUBEBF: Recherches sur Ea théorie des fonctions autmorphes 

peuvent s' obtenir de la  formule 

en posant k = e-(n-@li et en faisant tendre vers cc. De cette faqoii on peut  
de (II) obtenir les formules pour le cas o u  parmi les substitutions gétiértt-
trices il y a des substitutions paraboliques. 

Les formules (II) donnent les coeEcients des substitutions du groupe, 
exprimes par les a,, p,, k , ,  qui sont tous coiiiius quand le polygone fori- 
damental est donné. 
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Sulla geometria delle varieth a coniiessione affine. Teoria 
iiivariantiva delle trasformttzioni che conservano il 
parallelisrno. 

Memoria di ENEABORTOLOTTI(a Cagliari). 

Siiiito. - L a  I Parte di questo lavoro contiene svariati  comnplementi a l la  t e w i a  delle varietà 
a connessione a f ine ,  reïativi  particolarmente a una nuova e pi& completa sistemaziolze 
della teoria clegli invariant i  differeneiali d i  a n a  tale conness io~e ne1 c m o  yenwale 
(asimwaetrico). L a  II Parte  svolge la  teovia i n v a r i a d i v a  delle t~as formae ion i  d i  u n a  
connessione a f i n e  che consemano i l  pamllelismo, viconducendola al10 studio degli i w a -  
r ian t i  differenaiali cli u n a  connessione d i  tipo particolare intlrnsecamente legata a 
quella data .  

1. Introduzione. - Lo studio delle trasformazioiii fra varieta curve che 
conservaiio il parullelisino - che indicheremo sempre ne1 seguito, per brevith, 
con T, - 6 stato iniziato ne1 1920 da1 BOMPIANI(9 (')), che ha  coiisiderato 
il caso delle val-ietà riemanniane: in questo caso le trasforinazioni cercate 
soiio quelle in cui sono invarianti tutti i simboli di CHRISTOFFELdi seconda 

specie, 14'1 (relativi al tensore fondamentale della metrica), e 1a determi-

iiazione di tali trasforrnazioni Tp si compie agevolmerite utilizzarido i noti 

risultnti del LEVI-CIVITAsulle trasformazioni geodetiche (2). 

Pel caso delle varietA a coniiessione affine sinmetl8ica,oioé definita da  

parametri I'& che l'analogo risultato (invnrianzn dei para-tali I'~r=l'~I, 

metri rf,,nelle T,) 15 bande giacché le ri,,(a differenza di quanto accade 

per le ' A '1 )  determinano la geometria nella varieth supposta : onde le TBi 
si riducoiio alla sola identits. 

Ci6 non accade pel caso più geiierale delle connessioiii ccsinz~~reh.ich~. 
Questo caso (iiisieme a quello, aiicor più generale, delle coniiessioni non 

(4) Questo numero - l'avvertenza valga anche pel segiiito - si riferisce all'indice bi- 
bliografico. 

(y BOMPIANI,1. c., p. 348 e 3, 1896; RICCI e LEVI-CIVITA, seg.,; LEVI-CIVITA, 6, 1900, 
pp. 187.190. 
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Dopo aver richiamato (n." 2) svariate definizioni e teoremi, relativi spe- 
cialmente alla twsione e alla cuî3vatwBa di una varieth a coniiessione affine, 
che mi é necessario supporre noti ne1 seguito, introduco (n." 3) due connes- 
sioni iiitrinsecamente legate a una data (quelle che io chiamo: connessione 
coniugata, e connessione sinzwet?-ica associata): e me ne valgo per ricavarne 
delle interpretazioni geometriche del tensore d i  torsione Si'' e del vettore 
di  Einstein @, =Si;'. Gli elemeriti della connessione coniugata mi servono 
poi ( n . O  4) anche nella trattazione del problenza dell'equivnlenza di due con- 
nessioni affini asimmetriche. Indi veiigo (II." 5) ad estendere a queste con- 
nessioni la nozione di coordinate novmnbi (RIEMANN,VEBLEN);ci6 serve di 
base per generalizzare anche le nozioni di tensop-i noruaali, di estensioni di 

-un terisore; e per trarne dei teoremi generdi d i  riduzione, e d i  sostitu- 
-zione, che risolvono completamerite il probleiria degli i n v a ~ i a n t i  differenziati 
della connessione. 

Qui ha  termine la 1 Parte; la II Parte è dedicata all'argomento prin- 
cipale di questo lavoro, cioè alle tl-asfom,nzioni (T,)che conservano i l  pa- 
vallelisnto. Anzitutto io ritrovo (n." 6) la forma generale di queste trasforma- 
zioni: cib conduce a determinare un sistema invariante per le trasformazioni 
medesime, L;,, da1 quale si passa agevolmente ai  parametri P;,,di una con- 
nessione amne ( ~ ( p ) )inva?*ianle per le TV. Gli elementi di questa connessione 
sono sufficienti per esprimere tutti gli invarianti del primo ordine [e anche, 
corne mostro pih innanzi, degli altri ordini] per le TV. In  particolare si ritro- 
vano le cornponenti della connessione proiettiva secondo T. Y. THOMAS,II$: 
ci6 mi dSi. l'occasione di esporre (n." 7) un processo, che mi pare abbastanza 
interessante, con cui la, connessione affine viene ricostruita a partire dalle 
sue geodetiche, col fissare, successivamente, la scelta degli ulteriori elemeiiti 
arbitrari da .  cui quella dipende. Vengo poi (n." 8) a stabilire uiia riotevole 
proposizione (teorema fondamentale), che riconduce la teoria invariaritiva di 
una connessione affine per le T, alla teoria degli invarianti differenziali della 
sua connessione ( ~ ( p ) )invariante; e determino le espressioni di un primo 
gruppo di tensori (TJ-invarianti differenziali del secondo ordine (teiisori di 
curvatura), che indubbiamente sono tra i pih riotevoli, ma pel diverso punto 
di vista dei ricercatori precedenti, non si erano ancora presentati. Lo stesso 
pu6 dirsi dei tenso9.i (TJ-no?-mali (d'ordine 2 2 ) che introduco al seguente n."9: 
ove mi valgo delle nozioni e dei risultati esposti ai n.i 4, 5 per le connes-

sioni affini iri generale, per trarne la  risoluzione del problema della trasfor- 
mabilith di due conriessioni affini l'una nell'altra con una trasformazioiie '1; 
((T,).equivalenza): per estendere alla teoria attuale n o ~ w u l i ,le coo~~dinate  
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i tensoj-i nomzali ,  le estensioui; e infine, per ricavare dai teoremi dati a1 11.' 5 
dei teovemi d i  9.iduzione e d i  sostituzione per questa teoria (teoria inva- 
riantiva delle variet& n coniiessione affine per le T,). Vengo poi ad iiidi- 
care (n." 10) altri tensori (1;)-invariariti (del secorido ordiiie), tra i qiiali si ri-
trovano tutti quelli gih noti: e a dare, di essi e degli altri prima iiidicati, delle 
interpretazioni geometriche (n." Il). Particolarmente notevolo è, mi sembra, il 

significato del tensore L;,iY:il suo annullarsi esprime che nella supposta va-
rietà vi è un pnrallelist~lo assoluto delle direzioni ,  pur senza che sia inte- 
grabile (in geiierale) il trasporto per equipollenza dei  vet tovi:  il che porta ad 
introdurre una curvatura segmentaria corne nella metrica di WEYL. 

Infine io mi occupo brevemeiite (n.' 12) di un importante sottogruppo del 
gruppo delle Ta: quel10 delle trasformazioiii (T,,) che comeswano i l  paralle- 
lismo e la c u l m t u v a :  iiidicando ln forma particolare che per queste trasfor- 
mazioni assume il teorema fondameiitale della teoria invariantiva (cfr. n." 8): 
e svolgo poi alcune considerazioni sui casi particolari in cui la varieth della 
quale trasformiamo la connessione affine inediante uno T,, sia a curvntura  
nul la,  O pih particolarmente, sia uno spazio d i  97-uppo: il che conduce a 
stabilire una proprieth dei gruppi a connessione emisimmetrics. 

PARTE PRIMA 

Complementi sulle varieta a connessione affine 
(asimmet rica). 

2. Premessa: riehiamo delle nozioni fondarnentali sulle eonnessioni affini 
asimmetriche. 1 tensori di torsione e di curvatura. -- Rammentiamo (') che 
la coiinessione affiiie (asimmetrica) piu generale ('O) è individuata dai suoi n3 

parsmetri, (O componenti), FIp, rispetto tt un sistema di coordinate curvi- 
linee x Y  (1, pl Y, T, W, X ,  p, Q = 1, 2, ..., 1%) :  mediante i quali la  legge del tra- 
sporto per equipollenza di u n  vettore controvariante O cova,riante si esprime: 

(1) dt' =V V ~ ' . d s v  d ~ '+ =0,= E ~ ~ X "  
-

(2) df, = =dyjP- I ' l .Lyrj;id~Y0.~ , , r j ~ . d ~ ~  A = 

1 prirni membri sono i d i f f e~ . enz ia l i  coq?-edietlti 6" di  di y,,: i quali ri- 

(9) Ved. SCHOUTEN, 48, 1927, p. 3 e seg,14, 1922; 22, 1924, p. 62 e seg.; EISENHART, 
('O) c überschiebunpsinvariante lineare Uebertragung »: 22, p. 67. 
(") HESSENBERG,1899, p. SCHOUTEPU',4, 129. Cfr. 22, 1924, p. 63 (« kovariante Diffe- 

rentiaI B). 
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sultan0 effettivaineiite cogredienti a 51 e ad q p ,  rispettivamente, per una qua- 
lurique trasformazione 

(3) xV=x*(sti,xf2,..., xfn) (v= 1, 2, ...,n) 

delle coordinate curvilinee, pel fatto che i parametri rlr si suppongono va-
riare, per una tale trasformazione, secondo le formule 

Se P,P, =P+d P  (di coordinate sa,x% ds" sono due punti infiiii- 
tamerite vicini della A ,  (cioé, della varieth supposta (iy), la connessioiie de- 
termina una rappresentazione affine (omografia vettoriale) della stella di 
vettori (ad es. coiitrovarianti) di A,  che ha centro in P sulla stella di vettori 

di centro P,; nella quale al vettore orri ris ponde il vettore 5: =5' t d ~ ' ,  
le dS1 ricavandosi dalle (1). E anzi, la coniiessione dà luogo anche a unrz 
rappreseiitazione (O, se si vuole, ad uii trasporto) affine dell'iiitero spazio 
upllne tangente (i3) ad A, in P, L, sullo spazio affine tangente in P,, 2,: 
iiellit quale al punto Q di Z di coordiiiate cartesiane ua (ne1 sistema che ha P 
corne origine, e i vetto.~*i fondnmentali e V e l  sistema x Y M )  corne vettori 

v 

foiidamentali degli n assi) corrisponde i l  punto Q ,  di 2 ,  che (ne1 sistema 
cartesiano analogamente fissato in 2,)  ha le coordinate u" dua, le dua ri- 
cavandosi dalle equazioni (i5) 

(5) d u 5  d ~ %  ~ ; , u % x ~=o. 
Come é noto i trasporti dei punti O dei vettori, cosi defiriiti, in generale 

non sono integt-abili: e questa non-integrabilitk si manifesta nell'esistenza dei 

terisori d i  tonione, s$, e d i  cu?-uatura R;iiv. Precisamente : il divario dei 
valori finali e iniziali delle u Q e r  effetto del trasporto, secondo le (5),  lungo 
uii ciclo iiifinitesimo I' tracciato per P in A , ,  su  di una superficie tangente 
i n  P alla 2-direzione (d,P, d ,P)  è dato (i6) dalle formule 

(9Indichiamo, secondo (Che aveva introdotto questa notazione SCHOUTEN veramente 
pel solo cas0 delle connessioni affini simmetriche) con A, una varietà mdimensionale a con-
nessione affine. 

(13) Ved. CARTAN,20, t. 40, 1923, p. 362. 
('*) cioè, i vettori controvarianti che ne1 sistema xv hanno le componenti 10...0, 010 ...0, 

00 ...01 (vettoi-i-unith, Massvektorem). 
('j) Cfr, 20, t. 40, p. 361, form. (3). 
(16) Cfr. 20, t. 40, p. 372, form. (5)'. 

Annali di Hatematica, Serie IV, Tomo VIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



58 ENEXBORTOLOTTI:Geometria delle varietci a conlûessiolûe affine 

ove 

e p 4 il rapporto fra l 'area del parallelogramino inflriitesimo costruito (ne110 
spazio affine tangente in P) s u  d , P ,  d, P e l'arett racchiusa da1 supposto ciclo. 
L e  (6) definiscono, secondo il CARTAN,10 spostamento apline nssociato al 
ciclo I' supposto: cioé, l a  rappreseritazione affine del10 spazio 3 su sé stesso 
deterininata- da1 trasporto ciclico lungo I'. S e  il punto P per questo sposta- 

mento affine viene portato ne1 punto Po (di 2 )  di coordiiiate cartesiane DU:, 

10 spostamento stesso pub considerarsi come prodotto di ui ia ' t raslazione di 2 
iii SB, che porta P iii Po, per una rotazione nf ine  di centro Po (affinith che 
ha  Po come punto uiiito). L e  componenti della traslazione associata a l  ciclo l' 
sono le  D u t ,  che si ricavano dalle (6) ponendovi uY=0: 

-
( 9 )  p ~ =~ O =(&di -d ,d , )aX .~ S ; ; ' ~ , X I * ~ ~ X ~  

Naturalmerite le  (6) ci danno subito anche la  rotnzioiie affine associata a1 
ciclo. Coriviene rappresentare questa rotazione affine mediante le formule 
dell'oinografia vettoriale che essa subordina su1 corpo dei vettori di 2 :  for-
mule che possono anche ricavarsi direttameiite dalle (1) per iritegrazioiie 
lungo il ciclo: 

(10) p ~ =~ ' - ;~ ; ; ; ' d ,x " d , x p ~ k((d,di il,d2)eX 

ove le Dg' sono gli incrementi delle componenti di un vettore 5' pel tra-
sporto ciclico per  equipollenza ( reht ivo  a d  A,) lungo il ciclo supposto. 
L e  (9), (10) esprimono in modo preciso l'accennata relazione fra i tensori di 
torsioiie e di curvatura, e l a  non-integrabilità dei sistemi differenzidi (l),(5): 
e d h i o  una interpretazione geometrica dei due teiisori iii relazione con un 
ciclo infinitesimo qualunque. Se abbiarno riguardo all'eguaglianza t r a  i se- 
coridi e i terzi membri, le (9), (10) dànno anche iin'altrtt interpretazione dei 
due tensori in relazione con un parallelogramino infinitesirno: che perd è so-
stanzialmente un caso particolare della precedente ( i 7 ) .  

Ricorderd ancora che se  si;'= O l a  connessione affine si dice simntetrica 

('7) Pel tensore di torsione ved. 22, 1924, y. 68. Pel tensore di cui~aturaSCHOUTEN, 
ved. LEVI-CIVITA,30, 1925, p. 201. 
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(O  senza torsione); se 

ove cp, è un arbitrario vettore covariante, emisimn?etvica: se 8,;" qua-
lunque, asimrnet?*ica.L e  varietà a connessione simmetrica sono caratterizzate, 
come mostrano le (9), dalla a condizione di commutabilità n (lY). Per  tali 
.varieth sussiste pure - cib è ovvin conseguenza della commutabilith - i l  
noto teorema di SEVERI(20), sotto la forma seguente: pel t~*aspo?.to pal-allelo 
infinitesimale la direzione traspovtata resta tangente alla supej@cie geo- 
detica iniziale. Ma tale proprieth non è cavatte?-istica delle varieta a con- 
nessione simmetrica, bensi di quelle a connessione emisimrnetgica, come mo- 
streremo piij innanzi (11." 6). Intenderemo d' ora in poi (salvo avviso contrario) 
di riferirci a1 cas0 piU geiierale, delle connessioni affini asimmetriche. 

3. Connessioni coniugate, connessione simmetrica associata. Interpreta-
zioni geometriche di  alcuni tensori. - In  una variet& a connessioiie affine v 

Qui e ne1 seguito è da intendersi che 6; =0 per A =+p, 6: =i (non somm.). Adotto 

per questo tensore la  notazione 6' che 6 quasi generalmente seguita (LEVI-CIVITA, EINSTEIN,r 
WEYL, EISENHART, VEBLEN..). Ricorderb che questo tensore (Che gli Americani chiamano : 
Kronecker's delta) è indicato con A: (Einheitsafinor). Nei miei precedenti la- da SCHOUTEN 
vori l'avevo indicato con a;, in accord0 con la notaeione alp usata (da me e da quasi tutti 

in Italia, seguendo il BIANCHI) pel tensore fondamentale della metrica in V, riemanniana: 

le 8' sono le componenti miste di detto tensore. r 
11 simbolo [ 1, che ho usato nelle (il), (7), e di  cui farb uso anche ne1 seguito, rap- 

presenta 1' operaeione dell' alternare iispetto al gruppo d' indici racchiuso da quelle parentesi : 

e ( ), usato più innanzi (ad es. nella form. (21)) rappresenta l'operazione del mischiare 
rispetto agli indici che le parentesi contengono. (Ved. SCHOUTEN, 22, 1924, p, 25). Rammen- 
terù che il mischiare [l'alterware] rispetto a un gruppo d'indici h,h2... A, (tutti di covarianm 
O di controvarianza) di un dato tensore è l'operazione che consiste ne1 ricavare da1 tensore 
supposto un nuovo tensore la cui componente generica è la  media aritmetica di tutte le 
componenti del dato tensore in cui gli indici supposti hanno i medesimi valori numerici a 
meno dell'ordine: ciascuna presa col suo segno [col suo segno O col segno cambiato secondo 
che la permuta~ione che vi  presentano gli indici di  quel griippo ha classe eguale od opposta 
a quella della permutazione degli indici medesimi nella componente (del nuovo tensore) che 

=1 (a+ + apl); a[Ap] 
1 

= 
1 

vogliamo costi-uire]. Ad es. a(+)= = (ahp-apl); A[I.~B~I-3!  (An,& + 
+ArvBx + Av).Bp-Ar& -A v ~ B ~A?.vRr).-

('9) WEYL,7, 1918, p. 390; LEVI-CIVITA,30, 1925, pp. 133.135. 
(20) SEVERI, pp.6, 1917 234-256; ved. anche BOMPIANI, 10, 1921, pp. 363-%5; LEVI-

CIVITA, 30, 1925, pp. 194-195. 
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assegnata ("1 possiaino coiisiderare altre due connessioni affirii V* e ~ ( b )iii-
triiisecameiite legate alla primitiva. Aiizitutto: siaiio P,, Q due qualuiique 
puiiti infitiitamente viciiii a l  puiito 1' in A,, . Ditaenho che i vettori infinite- 

simi FF,, S O ~ L O  equipozlenti lungo PQ pev la connessione V* ((v*)-equi-

pollenti) se TQ,P ~ Q ,sono equipollenti lungo PP,  per la connessiolte v 
((v)-equipolleriti) (2'). È eviderite n priori, per la  lineal-itd del trasporto, d i e  
questa condizione basta a defiiiire la connessione v*; del resto le (9)mostraiio, 

tenuto conto che  è per definizione (posto fii=d,P, FQ=d ,  P )  

(12) (2,dz-&dl)xA=0, (d*=d z A v @  

che detti r*;. i parametri di tale connessione, si ha  

Di qui e miche dalla stessa defiiiizioiie segue che l a  relazioiie fra le coii- 
nessioni V, V" è 1*ecip7.ocn:diremo che esse sono coniugalr l'uiia all 'altra.  
Esse coincidorio se  v è siminetrica, e allora soltaiito; esse haiino in ogiii 
caso le stesse liiiee geodeticlie (:i u toparallele). 

Mediaiite la  considerazioiie della. coiiiiessioiie coiiiugata, f, a uiia da t a  v 
si h a  la  seguente interpsetazioiie geometrica dei tenso?.edi lovsio~ze:siaiio P, Pi 
due puiiti iiifiiiitameiite viciiii i i i  A, , ;  2: e 2 ,  si:iiio gli spazi a.ffiiii ivi ta.]]- 
genti ad A , .  Siniio a, a" 19 aFfiiiitk (onlografie vet tor idi)  clle trasfornia.iio i 
vettori di Z iii quelli d i  2 ,  secoiido le leggi di tsasporto per  equipolleiixa 
corrispondeiiti alle coniiessioiii v e v*, e quindi P -= l a  ti~ssforiiinzioiie 
affine in L, nella quale si corrispoiidoiio due vettori equipolleiiti secoiido v 
e v", luiigo PP,, a uiio stesso vettore di 2 , .  Le 6; + BS;,"X' souo i coefl-
cienti dell'afltiità P. E in particolare, posto 

il modula della stessa affiriith P. Il vettore a, é stato preso iii considerazioiie 

('i) Contrassegnianio la connessione affine col siinbolo della corrispondente derivaeione 
covariante. 

(22) Cfr. CARTAN, 42, 1927, p. 52 e il mio lavoro 65, 1929, p. 50 (caso degli spazi di 

~VPPO). 
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recentemente da EINSTEIN (con riferimento uiia particolare coniiessione (83) n 
affilie, nnzi euclidea, iategvabile) per la rappresentazioiie del potenziale elet- 
troiilagiietico. Percib 10 chiamerb vetto9.e d i  Einstein per la coniiessione v. 
Si lia dunque una iiiterpretazioiie geometrica di questo vettore ('7,e parti-
colnrmente, del suo n n n u l l m s i :  le connessioni a f l? t i  pev le quali i l  uet to?z 
d i  Eimtei?z s i  annulla sono quelle pev le  quali le t?*asfo?wzazioni a f i n i  de2 
coqno d i  vetto7.i del20 spazio affine langente i l z  un punto P pela effetto de i  
l ~ ~ ~ s p o ? . t i  u n  punto infinitanlente vicino Prrelati.oipev equipollenza d a  P a 
alla suppostn con~tessboue e alla sua coniugala hanno 20 stesso modulo ("7. 

(23) 62, 1928, p. 225, form. (2). 
(z4) Ud altro significato geometrico, pel caso particolare della connessione integrabile 

di WEITZENB~CK-VITAL], da EINSTEIN, ho indicato altrove: ved. 56, 1923, p. 536.utilizeata 
Cfr. anche LEVI-CIVITA, 67, 1929, p. 141. 11 CARTAN ha pure indicato (20, t .  42,1925, pp. 33-34) 
una interpretazione del vettore @ y ,  che & in relazione con le form. (9). Si noti che il vettore 
d i  Einstein coincide col a secondo tensore irriduttibile di torsione w che il CARTANindica 
con Z': nientre il = primo tensore irriduttibile di  torsione 3,  Z, pu13 identificarsi col tensore 
H$ di cui sarà detto più innanzi (ne0 6). 

(2" Accennerb ancora ad altre interpretaaioni pel tensore S." e pel vettore au.Una di 
PV 

queste, in relaeione coi uettor% fondamentali di un siwtema coordinato (arbitrario) risulta ov- 
viamente dalla formula 

Pih in generale, siano XA(i, j, 1 =1, 2, ..., n) n campi di vettori controvarianti indipen- 
i 

i 
denti qualunqoe, sotto la sola condizione che gli n campi di vettori covarianti XI (i=i ,2 ,...,n) 

i 
che essi deterniinano univocamente mediante le condizioni XnXP=B$ siano n campi 6% 

i 

onde risulta un nuovo significato del vettoi-e a,. Si noti infine che la componente gene- 
rica cPu di tale vettore è anche la differenza fra gli invarianti primi TV e ry [ved. (17)] 
delle omografie vettoriali che mutano gli n wet twi  fondamentali e, r ,..., e rispettiramente in 

- - - 1 2  n 

de d e  d e  d e  de d e  ,-
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Naturalmente il modulo di P è anche il rapporto t ra  i moduli di a* e di a, 

ina é opportuno notare che, mentre il primo é invariante, rion Io sono gli 
altri due, dati d a  

In  effetto I', (e cosi l?:) non é un vettore cova?-ianle: per una trasforrna-
zioiie (3) esso si trasforma secondo la  legge 

ove 

1 qx1,gz ,..., xn) 10 = log A =log 1 a(xri,xt2,..., xl.) 1 ' 
Si noti che l e  (18) esprimono che r,, per una trasformnzione (3) sulle xv, 

varia corne 31%-f ove f è un arbitrario scalare invaviante 2-elativo, di 
amv 

peso 1 (2". 

Defiriianio poi una connessione sisnmetrica, che diremo associata a V, e che 

iridicheremo con T ( ~ ) ,ne1 seguente modo: siano 51, 5; i vettori (y)- e (v*)-equi-
pollenti, in Pi,a l  vettore (controvariante) 5 uscerite da  P, pel trasporto irifi- 
riitesimale d a  1' in PI: assumeremo il vettore 

(di oui risulta ovvia la costruzioue geometrica) come equipollente a 5 pel 
trasporto longo PP, relativo alla nuova connessione ('7.Si h a  subito per questa 

Diinque si tratta in effetto di unn connessione s i~~inzet~. ica:che h a  ancorn le 
stesse geodetiche della connessioiie primitiva. L a  derivazione covariaiite v@), 
di parametri B;,, Che le corrisponde è gi8 statn. iisata da  J. M. THOMAS(:26, 
1926, p. 661), da  EISENHART p. 11 e(48, 1927, seg.) e d a  d t r i  in ricerche 
sulle coriiiessioiii affini generali. L'interesse di qiiesta connessio~iev(b)sta 

Su1 significato geometi-ico di r, si veda: VEBLEN 37, 1926, pp. 294.295.e J. DI. THOMAS, 
Ved. anche il n." 7 di questo lavoro. 

(27) Cfr. CARTAN,42, 1927, p. 59 (pel caso degli spazi di g r ~ p p ~ ) ,  

('6) 
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specialmente ne1 fatto che gli invarianti differenziali dalla connessione 
afine (asimmetrica) v sono tutti e soli g l i  invarianti differenziali sitnui- 
tanei della connessione sirnmetrica associata 7'" e de2 tensore d i  tov-
sione s;;"~~). Cosicche la teoria ,de@ invarianti delle connessioni asimme- 
triche si pu6 ricondurre a quella delle connessioiii simmetriche. Ma è altret-
taiito semplice, come rnostrerb piii innanzi (n." 5) ,  costruire direttamente la  
teoria relativa al caso gerierale. 

In particolare il tensoloe di cuvvatura R;,iv della conriessione v si espri- 

me per quello, R'~';,;' =Bi;: della coniiessione v'@ e pel terisore di tor-

sione s;;' coii la formula ( 2 9 )  

Analogamente, detto RI;;; il tensore di curvatura della connessione coniu-

v*, 

si ha :  

onde 

Da questa segue in yarticolnre che: condizione necessal-in e suficiente pel-chè 
le due connessioni coniugate v, v* abbiano 20 stesso tensore di cu?~vatul.a 
è che i l  trasporto pel. (f")-equipollenza conservi la tolxione, cioé, the 
detti t, rl due qualuiique vettori Che variano lurigo ulia curva per (~ '~]) -equi-  

pollenza, 10 stesso accada del vettore ~ i ~ ~ k ~ ~ ~ :O infine, che sja 

(28) v',"'s,;vo.= 
Infatti : se è 

(29) R;,iV =R*;$, 

(2%) Ved. ad es. VEBLEN,47, 1927, p. 36. 
(29) Ved. b. M. PHOMAS, 48, 1927, p. 8.36, 1926, p. 661; EISENHART, 
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ne segue, per le (27), 

( b ) ~ .. v  P J ) ~ . . V= (~)s . .v ( Z J ) ~ . . ~- ( b ) ~ . . v-V(b)S..v -- VJ)S..V 
v p  lo = v a  xp -V o  p l  = - V I  pu -V l  o p  - p o l  - V y  lo  , 

onde si hanno le (28). L'inversa è evidente. 

Dalle (23)' (26) abbiamo le espressioiii di B&iV, &I,iVper K;piv, &*&iV 

ed si;': 

Anche VIS;: e si esprimono agevolmeiite per Sic ed S;;hv: ev~')s;;" quindi 
. . .v R*;;iv :anche, per Si;', RmpA, 

L'annullttrsi del tensore S;;iv è, per le (23), condizione nacessaria e 
suf lciente pe î~ché  i l  trasporto ciclico d i  un vettove (lungo un ciclo iiifinite- 
simo) per (v)-equipollenza e pet- (v'")-equipollenza, d ia  setnpre Zuogo al10 
stesso vettore. Pel tensore S;;iv vale uiia formula. analoga alla (9)) che rion 
mi pare sia stata finora iiotata: 

f d,(&d, -&d,) +&(&di - did3)+d3(d,d2-&di) 1 xv= 
(34) --- =-(S;i;;iv3 ~ ~ ; , j ] d , ~ " d ~ ~ ~ ~ d ~ d+Sii;' + ~~;I,')d,x"d,x~d,x". 

Ecco l'interpretazione geometrica: sia o uiia superficie chiusa infinita-
mente piccola tracciata pel punto P in A ,  su di uiia V ,  tangente i n  P alla 
3-direzione (diPl d,P, d3P);  sia T il rapporto tra il volume da essa racchiuso 
e quel10 del parallelepipedo infinitesirno costruito (ne110 spazio affilie tangente 
in P) su d,P, d,P, d3P:  i l  pj.imo [e quindi  anche il secondo] rnenlbvo della (34), 
.înoEtiplicato pej* 2, d a  la somma geonzetrica de i  vett0.î-i delle traslazioni  
associate (n.O prec.) ngli elernenti d i  o: vettori che s'iiitendorio riportati, 
secondo la legge della (v)-equipollenza, nello spazio affine tangente i i i  1' (30). 

(30) Si  confronti con I'interpretaeione che CARTANda delle formule 
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4. 11 problema dell'equivalenza per le connessioni affini asimmetriche. -
Il teorema che ho rammeritato (11." prec,), relativo agli invarinnti differeriz.îali 
di uiia connessione mimmetrica, lion risolve il p .oblema dell'equivalenza 
per tnli ooiiiiessioiii ( 3 1 ) .  Cioè7 il problema di stabilire, date due serie di n 3  

funzioni I'iv(st,xB,..., xn)e I'$(xf1,xr2,..., dn),se esse possono considerarsi 
coine le compoiieiiti di u n a  stessa coniiessione affine, nei sistemi coordi-
nati xV, x'a: O anCorat s e  é possibile determiilare delle formule di trasfor- 

mazioiie (3) tali Che, in corrispondenzn, per  le date funeioni I'&, I'$ valgaiio 
le formule di trasformazioiie (4). Sotto altro punto di vista: stabilire sotto 
quali condizioiii due date varietà a connessioiie affine siano rappresentabili 
isomorficanzente (3a)  1' uiia sull' al tra. 

Si tratta, corne ne1 caso classico dell'equivalenza tra  forme quadratiche, 
di studiare le  condizioni d'integrabilità delle (4). Poniamo 

e scriviamo le (4) nella forma seguente, iiidicati con V, V* i simboli delle 
derivazioni covarianti (secorido LAGRANGE alle coiinessioniR. (37), relative 
v e v*? pei tensori contenenti indici delle due serie A p v ~ w..., u.pyGs ... (corri-
spondeiiti alle due serie di variabili xv, a'"): 

- A -*A-
(36) vaer =0, vaBr -0. 

Siamo cosi ricondotti a studiare il sistema (35), (36) nelle pz +nVui iz ioni  

incognite x', 0; delle Le condizioni d'iiitegrabilità delle (35), in forzaXI*. 

(SCHOUTEN, 20, t. 40, 1923, 22, 1924, p. 88, form. (138) e p. 91, foim. (163 d). Ved. CARTAN, 
p. 373, form. (7), e p. 375 ( u  ThéorBrne de la conservation d e  l a  courbure et de  la torsion 2 ) .  

Ted.  anche LAGRANGE,31, 1926, p. 22 form. (37) e pp. 26-27. 
(3') Cfr. CHRIBTOFPEL, 8, 1919, pp. 309-312; VEBLEN, 2, 1869; VERMEIL, 47, 1927,pp. 76-80 

1. c. EISENHART,per gli spazi riemanniani; VEBLEN, ed 48, 1927, pp. 74-77 per  le  connes-
sioni affini simmetriche. Ne1 libro di EISENHART anche (a pag. 78) u n  cennosi trova d i  
trattazione.de1 cas0 delle connessioni a ~ i m m e t ~ i c h e ,  ma l a  mia trattazione mi sembra più 
soddisfacente. 

isomorfica una che con- 
servi inalterata la legge di traspmto per eqzcipollenza dei vettori e tensori. 

(3.9 Secondo CARTAN (42, 1927, p. 52) chiamo t r a ~ f o ~ m a a i o n e  

(33) Rammenterb ohe si ha, ad  es.: 

Ved. 31, 1926, p. 10 e l a  mia Nota 44, 1927, pp. 134.135. 
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delle (36) e delle (7), si scrivono 

'..6 v . . v  ?. O

Fol (37) S Ta 06 =SA"OrOa. 

Le condizioni d' integrabilità delle (36) sono: 

Da queste per derivazione covariaute, in forza delle (36), si ha.: 

Siano dette F,, le equazioni (37); le (38), (38*) ; F2 le (39), (39"): pro- 
segueiido nella derivazione otterremo arialogamente delle nuove serie d'equn- 
zioni P3, F, ,  ..., F m ,  ... Non occorre ripetere gli stessi sviluppi per le (37): le 
conseguenze differenziali di queste rientrano, ovviamente, nelle serie di equa- 
zioni Fi, F, ,... già costruite. La  condizione per 1' equivalenza delle due cori- 

nessioiii l$, l'g è dunque ( 3 4 )  che esista un inter0 N tale che le  F , ,  F, 
3x1

F, ,..., FN, considerate corne equazioni nelle 0, =- siano a lgeb~icamente  
axla 

cornpatibili, e le loro soluzioni soddisfino alle FNf-l(9. 
Sono notevoli questi due casi particolari, in cui é certamente N = O :  

cioé le equazioni per la determinazione delle 0; si riducoiio alle sole (37): 
1) quando è 

...v -
(40) R;;iv =O, R * ~ @-0, 

e nnaloga condizione 15 soddisfatta da R';&" R*';$;! Le (40) caratterizzano gli 
spaz i  d i  gruppo secondo CARTAN e SCHOUTEN (36). Durique: 

Una rappresentazione puntuale t r a  due spaz i  d i  gruppo é ulta iso- 
morfia allora e solo che essa conserva la  torsione, cioè è tale che, corri- 
spondendosi le coppie di vettori 5) 71, yra applicati a due punti omologhi 5'3; 

qualunque, anche i vettori s ~ ; ~ ~ " ~ ,si corrispoiidono. s';~Y<'"~'~ 

(34) Cfr. VEBLEN, EISENHART, C.1. (34). 
' 5 )  Cib consegue da un noto teorema sui sistenii ai differen~iali totali. Ved. VEBLEN e 

J. M. THOMAS,37, 1926, pp. 288-291; oppure VEBLEN,47, 1927, pp. 73-76; EISENHART,48, 
1927, pp. 14-18. 

("6) Ved. sugli s p a ~ idi gruppo, CARTAN SCHOUTEN, 42, 1927; e 39 e 40, 1926; CARTAN, 
SCHOUTEN, espressa dalle (40), 41, i9%; 49, 1928; 60, 1929. Circa la proprietà ~a~atteristica 
cfr. CARTAN,42, 1927, pp. 30, 38, 52-53. 
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Questa proposizione corrisponde a1 noto teorema della teoria dei gruppi 
di trasformazioni: Due gjwppi d i  Lie ad n pa?.ametvi sono ison~orfi allog-a 
e solo che, con opportuna scelta delle trasformazioni infinitesime genera- 
trici,  é possibile rendere uguali le l o ~ o  costanti d i  struttura. 

2) quando A 

(41) R;-iV= =Si;"SX;*-Si;"S;;' 

e analoghe condizioni sono soddisfatte da R'&', R*';;:. Le (41) caratterizzano 
gli spazi  a connessione a f i n e  onzogenea, O a secondo tensore normale nullo, 
di cui avremo occasione di parlare a l  n.O seg. Anche per questi spazi vale 
dunque una proposizione analoga a quella poco sopra enunciata per gli spazi 
di gruppo : è inutile starla a ripetere. Va notato come gli spazi di gruppo 
e gli spazi  a connessione affine omogenea sembrino iii qualche modo, nel- 
lJattuale teoria,. preridere il ru010 che gli spazi euclidei e gli spazi a curva-
tura costarite occupano nella geometria riemanniana. 

5. Coordiriate normali in una varietà a connessione affine asimmetrica. 
Tensori normali, spazi a eonnessione affine omogenea; estensioni di un ten- 
sore. Applicazione alla teoria degli invarianti differenziali. - La nozione di 
cool-dinate norrnali, data da1 RIEMANN per gli spazi riemanniani (37) B stata 
estesa da1 VEBLEN alle varietk a connessione affine simmet?-ica E facile 
estenderla anche alle varieta a connessione asimmetrica: in sostanza nssu-
nzendo conze coordinate normali in un punzo quelle che sono tali per la 
connessione sirnnzet?-ica associata (n." 3). Perb 6 possibile ed assai piili con- 
veniente, mi sembra, darne una costruzione diretta. Rammentianio anzitutto 
che, secondo la definizione di VEBLEN(39) - applicabile anche al nostro 
cas0 -, un sisteina coordinato yx e normale in un punto Po di A,  se le 
soluzioni del sistema differenziale 

che rappresentano le geodetiche uscenti da1 punto Po Supposto ($=O, xx=d)  

(37) RIEMANN,1, 1854; edia. 1923, pp. 10-11. Sulle coordinate normali di RIEMANN in 
relazione con gli invarianti diffcrenziali e i! &,tensore di curvatiira, ved. anche VEKMEIL, 
1919; HERGLOTZ, 21, 1924. 

(38) VEBLEN, e S. Y. THOMAB,13, 1922. Ved. anche VERLEN 18, 1923, pp. 562-566. 
(39) VERLEN,13, 1922, p. 193; 47, 1927, p. 83. 
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acquistano in tale sistema la forma lineare 

Ci6 premesso: le equnzioni (42) delle geodetiche dAiino luogo, per suc-
cessive derivazioni e sostituzioiii, alle segueriti: 

ove le ( m= 3, 4, ...) si possono calcolare con le formule ricorreiiti : 

dx1
Gli effettivi coefficienti delle forme qimdratiche, cubiche, ... iielle - che

dt  

figurano nelle (42)) (44), non sono psrb le I';,ns...le (q >2)) ma le 1'[1,1 a... 1,) , che 

se  ne ottengono mischiando (ved. (i8)) rispetto a tutti gli iiidici iiiferiori. (È 
manifestamen te lecito sostituire seiiz' altro iielle (42), (44) îi.lle ri,,.,...x, (q t 2) 

...le r{AllB A*), simmetriche rispetto agli iiidici inferiori). 

Se le I'$ si suppoiigono anrclitiche nei loro m-gomeiiti xix2... xn, rica-
viamo subito (") da quni~to precede le effettive formule di passaggio dalle 
zValle coordinate normali y q :  

(40) Cfr. VEBLENe T. Y. THOMAS,18, 1923) p. 561, form. (6.5). S i  noti che le (45) espri-

mono in sostanza che I'hlA8..,lq+i  & otteniito da rllXB1q applicando a questo sistema, consi- 

derato formalmente come un tensore a q indici di covarianza (sensa prendere in considera- 
zione l'indice superiore) l'operazione di clerivaziorie co~yariante 

' 

(41) Cfr. ad es. VEBLEN,47, 1987, pp. 8480. 
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ove l'indice desigria i valori ca.lcolati ne1 punto P o .  Possiamo - seiiza piii 

supporre l 'anaiiticità delle - sostituire ai termini di grado > m ( s î 2 2 2 )  
rispetto ttlle yQiei secoiidi tnembri delle funzioni delle yv che iii Po si an-
ni~llirio con le loro derivate prime, seconde, ..., rispetto alle yv, e del 
resto t~rbitrarie: allora abbiamo le coordinate no?wrali d 'ordine m. Le coor- 
diiiate iiormali di secondo ordine sono le coordinate geodetiche in Po ('2). 

Queste sono carattel- izzate da1 fatto che, assunto un tale sistema di riferi- 

meiito, i paiametri ril,ne1 puiito Po supposto .vanno a coincidere con le cosupo- 
nent i  del tensos.e d i  to).siosze: i i i  altri termini, iii Po si ariiiullaiio le Bi,,= I':+, . 

Tutte le iiiteressanti applicazioiii che delle coordiiiate iiormali huiiiio 
d;ito VEBLEN,EISENHART, ... pel si estendoiioT. Y. THOMAS, cii.so siminetrico 
alle coniiessioiii ;isimirietriche: ntizi tutto, la nozione dei tensori no~wzal i .  III 
conseguenza del fatto che, pela una  qualunque trasfo?wzazione suile xY,le 
corrispondenti coordinate um-niali (coii l'origine i i i  un punto Po) suhiscono 
u m trasfo~*mciaionelineal-e a coef lciej~t i  costnnti, lu stessa che si ha  in 
quel puuto per le componeiiti di un vettore controvariaiite, si ha subito che 
i sistewli rrmltipli aventi ,  in ciascun punlo Po,  collie componenti i valo).i 
( iv i  cnlcolati) delle derivate 

5ove le yT sono coordinate normaii con l'origine in l', e le r,, soiio i para- 
metri della coiiiiessione affine in coordinate y; sono t emol - i :  precisamente, 
soiio i tensori nomnali (43). Fer avere la serie completa dei tensori iiormali, 

..AC,,.,,,B...,q, bisogiia. (a differeiiza di quanto accade pei. le couiiessioiii simme- 

triche) iiicludere miche il caso q =0, che ci dB il tensore avente in Po per 

compoiieiiti le ( $v )o :  esso B il tensove d i  tomione 8;" che diremo quiiidi 
aiiche prfirno tensove nojnnzale ( O  teiisore normale di primo ordiiie): coine 

tale Io iiidicheremo qualche volta con ci;': 

Il secondo tensore nos-male (O tensorc normale del secondo ordine), c;;?~,ha 

(*) Se in particolare ai termini di grado > 2 rispetto alle y v  nelle (46) si sostituisce 
Zo zero, si hanno le = di EISENHART:path coordinates D ved. 17, 1923, pp. 378-380. 

(43) Cfr. VEBLENe 'P. Y. THOMAS,18, 1923, p. 566 e seg.; VEBLEN,47, 1927, p. 89 
e seg. 
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in Po come componenti le quantith 

(49) 

Valendoci delle (46) ( 4 4 )  e delle (4), e teneiido preseiiti le (7), (21), trovianio 
che tale tensore si esprime iiel seguente modo in coordiiiate xV qualunque: 

(50) ci;?, 

L e  (50) comprendono come caso particolare l e  note espressioni del primo teri- 
sore normale di una connessioiîe sjminetrica (45). 

In modo analogo potremmo ottenere espressioni per le  componenti dei 
tensori iiornîali successivi. T r a  le  compoiienti d i  un tensore normale qua-

lunque Cr,..a .,,,, ...,q sussistono delle relazioni, e precisninente : 

1) Si ha 

(51) ci;:?TIT. o....Q = (qr0) 

2) c~,,...( q2 2) e simmetrico rispetto ai q indici z,z,... z,.
Tq 

IIIparticolare il seuondo tensore normale CG?, avrh  9 t 4  - n(n 32, coin-

polieri ti iiidipenden ti : appui1 to quante rie hari rio insieme B i s v  ($) -$) ? 

perché B(;;,iv=O, 

prevedibile che ci;?, possa esprimersi per questi due tensori, e viceversa: 
infatti troviamo: 

(52) c;;?,=,1 
(B;$ -+ ~ $ 3+ vf'~;;', 

(44) ma è subito visto che l'esistenza di ci;:, non è affatto sabordinata alla conver- 

genza delle serie (46). Più in generale, per costruire l'mm0 tensore normale b lecito sos t i t i~ i~e  
alle coordinate normali vere e proprie delle coordinate norniali &ordine rn + 1. 

(45) Ved. 18, 1923, p. 6ô8, form. (9.13). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



71 ENEAB o ~ r o ~ o r r ~ :Geomet r i a  delle var ie t ic  a connessione a f ine  

Anche i tensori S;,iV, R&', R*;,,' si potranno esprimere per ci;?,,e questo 
per due di essi: ma in tali espressioni figura anche il tensore di torsione 
(primo tensore normale); ad es. abbiamo 

Concluderido: come ne1 caso delle connessioni simmetriche - ne1 quale 
caso il tensore di curvatura, all'infuori del quale rion vi sono altri invariauti 
differenziali del secorido ordirie indipendetiti, si esprime pel tensore normale 

A;;?~, corrispondente a CG?,, e viceversa (46) - COS^ anche ne1 caso gerierale 

delle varieth a coiinessione affine a,simmetrica è questo terisore CS;?, che rias- 
sume tu t te  le proprietà d i r e renz ia l i  del secondo o ~ d i n e .  

Corne ci;?,per B;;" #s,;', cosf pili in generale 17(m+ l)mO tensore 

normale c;;?,,,,...,~si esprime in forma razionale intera per B;;;" SS,;',le de- 

rivate covarianti di con la derivazione v'~),O anche V)  fiiio all'ordine 

rn - 1, di no all'ordine m. Su questo non ci fermeremo. 

Ci tratterremo invece per un moment0 sul significato geometrico d i  
O almeno, del suo annullarsi .  Si vede bene, per le (52), (53), (54) che le va-
rieth per le quali 

(58) c,;?,= o 
possono anche caratterizzarsi mediante le condizioni 

Queste esprimoiio anzitutto che la connessione simmetrica associata. allit 
connessione v supposta é integmbile ,  cioè, che 10 spazio a coniiessione affirie 
simmetrica associato alla supposta varietà è un ordinurio spnaio uffiîle. I n  
questo spltzio snrh. possibile assumere un sistema di riferimeiito geodetico in 
t u t t i  i pwnti, cioe cartesiano (per la connessione vCb)),rispet1.0 al quale le 

derivate divengano le derivate parziali -. a 
In  questo sistema coordinato 

au7 
le componenti del tensore di torsione diverranno delle costctnti n u ~ , l e ~ - i c h e ;  
10 stesso accadrh., esserido rielle attuali ipotesi 

(60) R;,iV = =*A*;' = 8;;~'= &;"S;;' -

(46) Ved. ad es. VEBLEN,47, 1927, pp. 91-92. 
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e quiiidi 

(61) #~; , i"=O 

pel tensore di curvatura. Se  t, q, 6 sono vettori che si sr;ostiiio lungo uiia 

curva  per ( ~ ( b ) ) - e q u i p o l l e i i ~ ~  H;;; . 'E~%' .  1 1 1Io stesio nvvielie dei vettori s~;*E\< 
termiiii piu espressivi : i l  tl-asporto pela (v@))-equipollenza conserva la to9-- 
sione e la cu~.vatura(47). 

Ciascuno spazio pel quale valgono l e  (58) O (59), amniette poi, corne risulta 
facilinente da  quaiito precede, u n  p-uppo (in generale semplicemerite traiisitivo) 
ad n pal-amet?-i d i  t l-asfol-mazioni isornorfzche (ved. (3')) in sk, che sono 
le (fb))-traslazioiii (traslaaioni i n  s e  dello spazio affine nssociatoj. Tutti i puriti 
dello spazio iii paroia. sono duiique equiualenti rispetto alle isomorfie: mi 
sembra che  ci0 possa csprinlersi dicendo che esso è uno  spazio a connes-
sione affine 'onzogenea. Di questi spazi (che compreiidorio come caso parti- 

colare, per  8;;" O, 10 spazio af f ine)  sono proprieth caratteristiche le (58), 
le (59)' e cosi pure le  @O), O anche soltanto le  (41) del n." prec. F e r  le (59) 
abbinmo la seguerite costruzione: 

Si prenda uno spazio affine ad n dimeiisioni: in esso si prenda ad ar-

bitro un tensore costaiite 8;;; einisimmeti.ico rispetto il p, Y. Se  assegniamo 
al supposto spazio una  connessione affi?te as immet? ica ,  avente per tensol-e 
d i  torsioae i l  tensore s;;' ora  detto, e pet- connessione sil,~azet?-ica associata 
quelln (integrabile) dello spazio af f ine,  si  fa d i  questo appunto  uno spazio 
a connessione a fpne  omogenea (cioé, a secondo teiisore normale iiullo). 

E particolarmente notevole il caso in cui l e  componenti del tensore as-

segnato, AS;;', soddisfano alle relazioni (identit8 di Jacosr)  

(62) &;"S;;" + Ss;;"S,;" + S;iXS;;" O, (cioè Sr~;"S&" =0); 

O in altri termiiii, tali componenti possoiio iriterpretarsi come le  costanti d i  
st?*uttu)-a d i  un g r u p p o  d i  Lie ad i i  prz~.amet~.i .Questi particolari spazi a 
connessione affine omogenea, pei quali si h a  anche 

forniscorio una rappresentaziorie geometrica dei gruppi di LIE, diversa d a  

quella. che CARTAN e hanrio iiidicato. Se il teiisore S;iKS;;' é diSOHOU~EN 
?-ango n, cioè il corrispondente gruppo è semplice O semi-sentplice (4s), 10 

('7 relative, s7intende alla connessione V :  non c'b ambiguita giacchè la connessione fb'  
è a torsione a cumatura nulle. 

(48) Ved. CARTANe SCHOUTEN,39, p. 810. 
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spazio è a cowessione eucliden, ed ha per tensore foridament;i,le della me-
trica il terisore 

(64) niiy=C - S;ixS$. (c=cost. arbitr.). 

Uii caso assfti particolare è, per n= 3, 10 spazio della polag-izzazione 
rotcctol-ia del CARTAN ( 4 9 ) :  spazio euclideo occupato da un mezzo omogeneo 
e isotropo, dotato di un potere roti~torio per la luce polarizzata: ne1 quale si 
assuma a legge di trasporto per parallelismo delle direzioni normali a una 
liiiea retta (il che basta per definire la connessione euclidea) la legge secondo 
cui varia la direziorie della vibrazione luminosa quarido quella linea retta sia 
segiiitit da un ra,ggio di luce polarizzata rettilineamente. 

Torriiaino al10 studio generale delle va.rietA a connessione affine. 
Pel c:iso delle connessioiii siininetriche VEBLENe T. Y. THOMAShanno 

iiitrodotto anche un'altra nozione importante, che si collega assai da vicirio 
a quella dei tensori iiormali : la nozione delle estensioni, dei vari ordini, di 
uii tensore (%O)). La defiiiizione di VEBLENe T.Y. THOMASmedesima pub ap-
plicarsi seiiz'altro anche al cmo delle connessioni asimmetriche, e dB luogo 
allora ad estensioni che coincidono con quelle relative alla connessione sim- 
inetrica associata. Indichiaino coi1 D il siinbolo di estensione: l'estensione mnZa 

E""'"'" di un qualunque tensore E;;X'';:s è un teiisore (simmetrico
D ~ 1 7 s.-.T,,. W ,  ...W,. ... 
rispetto a T,T, ...7,) che in ciascun .punto Po della A, supposto ha per com-
poneiiti i valori 

N \ 

N 
ove le yVsono coordinale nomxali in A, con l'origine in Po:le E""""s sono 

0,...O,. 

le componenti del tensore assegnato rie1 sisterna yv, e l'indice significa che 
le derivate varino calcolate ne1 punto Po.  Ad es. abbian~o 

E;i"'""s tensore E;;~'':? diffe-E in generale, 1' estensione mma DT,,, ...., ... di un ... 

risce dalla sua derivata covariante ~,,VT,,,-, ... . - X I  ...X s  per un complesso 

(49) Ved. CARTAN,24, 1924, pp. 303-305. 
(50) VEBLEN e S.Y.  THOMAS,18, 1923, pP. 571.574. 

Awlrali di Matematica. Serie IV, Tomo VIII. 
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di termini additivi, combinazioni lineari del tensore stesso e delle sue deri- 
vate covarianti prima, seconda, ..., (rn - l)ma, i cui coefficieriti dipendorio, iii 
modo razionale intero, dai tensori iiornlali dei primi 1 1 ~ordini (5i). 1 teiisori 
normali stessi possono considerarsi ottenuti applicando il processo dell'esteii- 

siorle (prima, seconda, ..., mm", ...) al  sistema riv. 
L'uso dei tensori riorrnali permette, come ne1 cas0 delle coiiriessiorii 

simmetriche (52) di dare una forma particolarmente semplice ed  elegiante alla 
teoria degli inval2ianti dif fe~.enziali  di una corinessiorie affine asjinmetric:~. 
(E analogamente, le estensioni trovano applicazione iiella teoria dei para-
meh-i  differenziali: m a  su questo non potrei ora soffermarmi). 

Ricorderd che lin sistema di funzioni (compoiieiiti) 

the per  effetto di una trasformazione (3) sulle xu, che induce la  trasforma- 

zione (4) delle. ri,, si muti, secondo uria determinata legge (ad es. : in varianza, 
covarianza O coritrovarianza semplice O multipla, varianza inista, ecc....) i n  

un sistema di funzioni E';;:::~:Sdelle dusi dice invariante difevenziale (d'or-

dine rn) della connessione v se la si pub esprimere eomponente E ' ; ~ ~ ~ " ~  

per I'G e 'le sue derivate rispetto alle x'"come la  corrispondente componente 

E.."'..."sml ...O,. si esprime per ri, e l e  sue derivate rispetto alle xV(53). Ci6 posto, 

se ci limitiamo agli invarianti differenziali Che, per le  (3), sono tensori O 

scalari, abbiamo subito, tenendo preseiiti anche osservazioni e risultati pre- 
cedentemente esposti : 

TEOREMADI RIDUZIONE. - Gli invarianti differenziali (tensoriali O sca-
lari) d i  ordine m d i  una varietd a connessione affine v sono g l i  in.va?-ianti 
sirnultanei : 

a) dei tensori normali degli o ~ d i n i1, 2,..., rn: ci;" SS,;"CC?,,..., 
..X

CpU"T1'T1 ' Oppure :...'Cm-i 

(54) Cfr. ad es. EISENHART, 48, 19Z, p. 74. 
(52 )  Ved. S. Y. THOMASe MICHAL,43, 1927, p. 197 e seg. 
(53) Cfr. S. Y. THONASe MICHAL,1, c., pp. 197-198. Veramente, secondo T. Y. THOMAS 

metri danno già il passaggio da un punto della variet& ad un altro qualunque ne1 suo rv 
intorno del I o  ordine. 
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b) d i  s;;" d i  CL?, e delle sue darivate ( 5 4 )  (O estensioni) pr ime,  se-
conde, ..., (m-2)"". Oppure : 

C) d i  si;'; d i  due  ad arbi tr io de i  tensori R;;iY, R*;;hU, B;;iv, S;;iv e 
delle Eoro derivate (c.  S.) ( O  estensioni) prime,  seconde, ..., (m-2)me.Oppure : 

d) d i  s;;" delle sue delmivate ( O  estensioni) prime,  seconde, ...,(m- 1)""; 
di uno de i  tensori B;;', Ri;', R*;;iv e delle sue derivate ( O  estensioni) pri- 
me ,  seconde, ..., (m -2)"" ( 5 5 ) .  

TEOREMADI SOSTITUZIONE. - Ogni invar iante  di f ferenziale  (tenso?.iale 
O scalare) della connessione v dato nella forma (68) pub esprime?-si ;pei ten- 

sori normal i ,  sostituendo nella sua espressione (68) le $, con le c;;' =s$; 
3 ~ ; ~  ..A a~r;, con la cor- le - con le Cp, ., ,...,ing e n e l d e ,  ciascuna derivata 
axT ax~iax,,... a x ~ ~ ,  

?vispondente conaponente del tensore novmale c~;?~,,, (r 1) (56)...., =0, 1, ...,m -

PARTE SECONDA 

Le frasformazioni che conservano il parallelismo (T,). 

6. Forma delle traefortnazioni (TJche conservano i l  parallelismo in nna 
varietà (A,) a connessione affine asimmetrica. La connessione invariante. -
Le equazioni 

-

(1 )  d ~ ' =  d ~ '  + r ; , ~ ~ d " d ~ ~O= 

che rappresentano il trasporto pet. equipollenza dei vettori (controvariaiiti) 
in A,, noii sono atte a rappresentare il tl-asporto parallelo delle direzioni,  
perché non sono invarianti per una trasforma7' ,ione 

(69) Ey =h.E, 

ove h è uno scalare funzione arbitraria del punto in A, ( O  sulla curvn lungo 
la quale consideriaino i l  trasporto (1)) [escluso riaturalmente il caso bande in 

(5') con la derivazione v, oppure v) oppiire ~ ( b ) .  

(57 CC-. per qiiest'ultimo enunciato: WEITZENB~CK, 16, 1923, p. 356. In qiiesti eniinciati 
parlando di invavianti simultanei di più tensori intendo limitarmi agli invarianti espiimibili 
in termini finiti pei tensori medesimi. 

( 5 7  Cfr. T.Y. THOMASe MICHAL,43, 1927, p. 199, e VEBLEN,47, 19%, pp. 90-91. L e  
denominazioni: teovema di riduzione e di sostituzione corrispondono a :  Reduktiorcssatz se-
condo WEITZENB~CK e seg.) e:  replacement theorem secondo T.Y .  I~onras:(15, 1023, p. 350 
ved. ad es. 33, 1926, p. 729, e 46, 1927, p. 558. 
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cui h e iiiia costaiite]. Ma è facile dnre alla (1) uiin forma iiivariante per  
le  60), arialoga a quella. di SYNGEper  le  equazioni delle geodcticlie (57): 

-

(70 ) dgLx.gd +~ ~ F ~ E P ~ x ~O (ved. ("))=dg['. 5'' = 
cioè 

(70*) 8:;dth. 5' =6k(dc1. 5' + I'~,g'grd~')=O 

Dalle (70") ricaviamo agevolmente ( j9)  che la condizione necessalia e 

suflciente perché le ri, siano i valor-i acquistati dalle I',, h pelB una tl-asfog*-
mazione della connessione che conset-vi i l  pa?-alZeZisnlo delle di?-ezioni è che  
si abbia 

- 1 A-T A 1 A C
(71) rA--zPrTv=rpv--6,rTV, 

pv n 11 

O, infine, che sia 

(72) 
-1r,, =riv+2$+, 

ove +, è u n  uettore covariante arbit?*ario. Le ( 7 2 )  rappreseiitaiio dunque la  
piu generale trasformnzione T, della connessioiie v ( 6 0 ) .  

L e  (71) possono scriversi 

ove abbianio posto (cfr. J. M. THOMAS,36, 1926, p. 663, form. (5.14)) 

Dunque il sistema L;, è iuvtwiante per le T,, cioè per  le (72) (dirrmo: 

(T,)-inva.riarite). L e  L;,, per una trasforinazioiie (3) delle coordiiinte, si trasfor- 
mano secoiido le  formule 

ove  0 è dato dalla (19): e godoiio della proprieth 

(57) Ved, EISENHART,17, 1923, p. 369. 
(58) 8;: =8 ~ 8 :-8(58:, in generale 8'lT8 .''Tm =m ! û tjT8...8T~11 (red. ('8)) è il simbolo d iAi18 ...A, [).i 1s 

Kronecker generalizzato (MURNAGHAN).Ved. ad es. VEBLEN,47, 1937, pp. 3-6. 
(59) con un procedimento analogo a quel10 seguito da VEBLENe J. M. THOMASpel caso 

delle trasformazioni che consemano le geodetiche: ved. 37, 1926. pp. 281-282. 
(60) Ved. FRIESECKE, 1925, p. 106: J. M. THOMAS,36, 1926, p. 662; EISENHART,27, 48, 

1927, p. 30. 
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Iiitrodotte le I$,, le (70" possono scriversi sotto questa forma invarirrnte 
pela le T,: 

(77) 6?;(~iii;~*5'+~i,t'lfQxv)=-- 0, 

e aiizi, s e  S(t) é uiia serie di vettori l e  cui direz ioni  siano parallele in  A,  
luilgo uiia curva  I', oiide 

(78) dii;%- ~ ; , ( Q X ~=ka t .  ~ l ,  

(k esseiido una qiiitluiique fuiiziorie sealare del parainetro 1 cui sono siferiti i 
punti di r), basta porre, luiigo I' 

(C=  cost.) 
perché pei vettori 

(69) y O 1'ht 
si abbia, luiigo I' 

(80) d p+ L;, .y ' ~ d ~ û ~0.= 

Lo studio degli invasiaiiti per  le T, potrebbe dunque basarsi sulle L;,, cioè, 
costituirsi coine teoria iiivariaritiva delle equazioiii (75). Ma c ' è  uii iiiconve- 
iiieiite abbitstanza sensibile: l a  legge di trasforinnzione (75) non coincide coi1 

la legge di tracifortnaxione (4) delle I':y; e neppure coii l a  legge secoiido ciii 

si trasformano le '  a compoiienti della conriessione pr-oieltiva a II; di T. Y. 
THOMAS(espressa dalle (99) indicate p i ~ i  innanzi). Si dovrebbe diiiique costruire 
uiia teoria in gran parte nuova. 

Questo in effetto non è necessario. Infatti 15 agevole r icavare da1 sistema GV 
uii altro sistiina7 piv,pure (TB)-invariante, nul che si tresforma coine riv.Osses-
viamo che  per le  (75) il sistema 

si tsasforma (per effetto delle (3)) ne1 modo seguente: 

Ne segue subito che, posto 

si ha. appuiito 
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Cioe, che le l';, ((7;)-inva.rinnti) si trasforinano come le ri,, e percib, 
so72o i p a r a m e t ~ ~ i  legatn alla di  una connessione afine,  v ' p ) ,  int~*insecamente 
dnta, V, e inval-iante pe7- le tmsfovrnazioni. (T,)che conservano il paral- 
Eelisn~o. 

A questo risultnto possiamo arrivnre anche per uii'nltra via piu semplice. 
Notiaiiio che pel cambiaineiito (72) della coiiiiessione si ha., per le (79, 

-
(85) S$ = S$ +$4, -6Y4, 
e quiridi, per le (15), 

-
(86) CDv = -(n- l)+,. 

Vi è dunque unn scelta intrinseca di 4,: 

tale che per la nuova connessione i l  vettore di Einstein s i  annulli; a cui 

corrisporidono i seguenti valori delle ri,, detcrmiriati in modo invariante per 
le T, : 

Tenendo presenti le (74), si vede subito che queste quaiitith coiiicidono 
con quelle date dalle (83). Ci6 prova nuovamente quanto avevamo enunciato 
e per di phi ci mostra che la connessione ~ [ p ) ,intj.insecarnente detelminata 
dalla data v i n  modo incariante pe7- le T,, dà  luogo al10 stesso tl.aspotato 
parallelo delle direzioni che quella (v) assegnata: e t ra  tutte le t ~ - a s f o ? ~ n ~ a t e  
d i  questa per le T p ,  é caratterimata da1 fatto che pe7. essa si annulla i l  
vettore d i  Einstein il che ha un aemplice significato geometrico, cheQ y :  

abbiamo gi& notato (n." 3). 
Si osservi questa consegueiiza riotevole : a u n  Ig-asporto linen?-e delle 

divezioni é intrinsecawzente legato u n  tj.aspo?-to delle lunghezze (dei vettori 
le cui direzioni varino per parallelismo). I n  altri termini : una legge (lineare) 
di t~.aspo!*to pe?. parallelisnzo culavn d e t e ~ w i n a  univocarnente i n  una v a ~ k ~ l d  
una legge d i  t18aspol.to pes- equipollenza, a cui è sobordiiiata. Di questo risiil- 
tato ci si pu6 render conto geornetricamerite teiiendo preseiite il significato 
dell' annullarsi del vettore di Eiristeiii (n." 3), e il f;i.tto clie uiia oinografia vet- 
toriale tra due stelle di vettori di E,, affine é iiidividiiatn assegiisndo I'omo- 
grafia che essa subordiiia tra le stelle di direzioiii oiiiologhe, e inoltre, secoiido 
due direzioiii oinologhe, una coppia di vettori oinologhi. Il risultsto pub para- 
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gonarsi a quest'altro stabilito da1 CARTAN:che t ra  le  connessioni p?.oiettive 
aventi le stesse geodetiche ve  ne è uiia iiitrinsecamente determinata, inva-
riaiite per  le trasformazioni (Tg)che coiiservano le geodetiche : ln connessioîze 
p-oiettiva normale 

Mediante le (83) le P;,si esprimono per le I?,: m a  anche inversamente, 

le Li, possono esprimersi per le P;,: dalle (74), teneildo preserite che le Li, 
sono (T,)-invarianti, oppure dalle (83) risolvendo, otteniamo 

Dunque anche le P;, , corne le L;,, sono su#kienti a individuare il tp-a-
sporto delle direzioni swbordinato alla supposta connessione af lne ,  O, s e  si 
vuole, a individualme questa a meno della pi& generale t~.asfo~.mazioneT,. 
Corrispoiidentemente, abbiamo che basta sostituire alla normalizzazione espressa 
dalla (79) la seguente : 

(C= cost.) 

perché una serie di vettori &t) le cui direzioni sono pa,rallele in A,, lungo uiia 
linea I? dia luogo a uria serie Sc0)(t)=hS(t)di vettori egualmeiite diretti, ed 
equipollenti lungo I' per la  coniiessioiie ~ ( p ) :tali cioè che sia, lungo I', 

Indicando con Q;, i parametri della connessioiie sirninetrica ~ ( q )associata 

(n." 3) alla connessiorie invariante v@),con HA; il tensore di torsione di questa, 
avremo : 

Naturalmen te sarh 

(94) H ,iV =P[rvl=o. 

(6i) CARTAN, 26, 1924, pp. 2'21-B. Ved. anche SCHOUTEN,26, 1924, pp. 423-624 e 38, 
1926, pp. 156-158. 

(6?)Q;, è il sistema x ; ~di J. M. THOMAS(36, 1926, p. 663, form. (5.12));HL: B il ten- 

sore Gl,di J. BIiI.THOMAS(ibid., form. (5.11)),indicato con T ; ~da EISENHART(48, 1927, p. 35, 
form. (13.4)). L'invariante piY,che ha fra i (T,)-invarianti un ruolo essenriale, in quanto 

da esso tutti g l i  altri possono dedursi (n.' 8), non era invece stato notato finora. 
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Meditmte il tensore H $ S ~pu6 forrnare uria successione di tensori, sernpre 
(T,)-invarianti, tutti sirnntetrici rispetto ai loro indici : 

il primo dei quali, se di ?*ango n ,  potrebbe servire come teiisore foiidameri-
tale di una metvica intriiisecamerite determiiinta dalla data connessione affine, 
e (Tp)-invariari te. 

Risulta evidente da1 confronta delle (93), (Il), che l'nnnullarsi del ten-
solse HL;' é la condizione necessa?.in e suficiente p e ~ z h é  la data connes-
sione v sia entisinzrnet~*ica (n." 2), corne ha notato J. M. THOMAS(63). E quindi 
anche : una connessione asinzmeh-ica pub vendersi sinmetrica con conswva- 
zione .del pal-allelismo allora e solo che essa é ernisinzmetrica (ibid.). 

Questo risirltato pu6 ottenersi aiiche per allra via: è evidente che sarh 
. possibile trasforrnare la data coiinessione v in  rina simiiietrica mediante una T, 
allora e solo che per la conriessiorie supposta sussiste il teol-ema d i  Seuel-i, 
nella forma eiiunciitta al II." 2;  O a,ricora,allova e solo che i l  vettore (di torsione) 

s,;"'~~associato a due qualunque vettori 5, q in un punto (qualunque) 
della supposta A, é compln~zaren 5, y. Ora: lk coiidiziorie perche quest'ul- 
tima circostanza si presenti si esprirne agevolmente: troviamo appunto che 
deve essere 

cioé, che la data conriessione deve essere emisimmetrica (64).  Sostanzialmente 

("1 36, 19.26, p. 669. 
(64) Infatti la condiaione perche S$'tn$ sia complonare a E, -q si scrive 

ove Bhxb =3!  b L ; B ~ ô ~ ,  La precedente relazione varrà per ogni g, 7 allora e(ved. (is), (5s)). 
rv0 

solo che 
8 h x a ~ ..o +B X x a ~ ..O ~ l x uS.. w +B h x u ~ ..o -

(6) p V W  PT pVW PT PTW pV ?'CD /LU 
-o. 

Ponendo x -p, a -h e sommando si hanno appunto le (96), e inversamente, dalle (96) 
conseguono agevolmente le (g). Si noti che analogamente B 
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questa proprieta era gih stata data, in forma equivtzlente, per quanto iii ap- 
pareiiza assai diversa, da1 CARTAN:infatti il suo a primo tensore irreduttibile 

di torsione i ,  Z, pub identificarsi con Hi;' (cfi.. 1 i . O  3 (24), (65)). 

Alle due caratterizzazioiii date poco sopra per le varieth a coiiiiessioiie 
affine emisimiiîetrica possono durique aggiungersi queste altre due: che in 
una tale va~.ieta, pel h.asporto parallelo infinitesiuzale, la dil-ezione t?-a- 
spol2tata laesta tangente alla superficie geodetica iniziale, e che la trasla- 
xiolze associnta tc un qualunque ciclo da uninfinitesirno é vapp~~esentata  
vettol-e la cui di?-ezione appartiene alla 2-di-rezione del ciclo 

Per P;,si pub agevolmerite esprimere anche il sistema Iliv delle conl-
ponenti della c~nnessione ptsoiettiva (secondo T .  Y .  THOMAS legatn alla ('j7)) 

coniiessioiie affliie V: le quali, iiivariaiiti per le Tg (che conservano le geo- 
detiche), 10 saraniio a maggior ragione per le T,. Si ha 

Ricordero che le II;, godoiio delle proprieta 

e si tr~~sforiilano, per le (3), secondo le formule 

la condizione necessaria e sufficiente percha il vettore DEI, incremento di un qualunque 
vettore LI per trasporto ciclico, appartenga al piano del ciclo. Quando la A ,  è una V,, 
riemanniana, le (h) si riducono alla condizione ( J =  Ki)perche coincidano i parallelismi di 
LEVI.CIVITA e di SEVERI: 9, 1921, p. 384, 385. ved. BOMPIANI, 

(65) Ved. CARTAN, 20, t. 42, 1925, pp. 31-35. S e  si osserva che 

e si confronta con le considerazioni esposte da1 CARTANa pp. 31-32, si vede che H i ;  pub 
identificarsi col tensore Z di CARTAN, O meglio, con una sua particolare (ma intrinseca) de. 
terminazione. Ora il CARTAN dimostra (ibid., pp. 34.35) che le  varietà per le quali % è nul10 
sono quelle per le quali * la  traslazione associata a un parallelogrammo infinitesimo è rap-
presentata da un vettore situato ne1 piano del parallelogrammo Il CARTANnon parla affatto 
di connessioni emisimmetriche. 

R .  

(e6) Ved., sulla geometria delle connessioni affini emisimmetriche, eanche FRIEDMANN 
SCHOUTEN,23, 1924. 

("1 !P. 28, 1926, p. 200, folm. (2.4).Y. THOMAS, 

Annali d i  Matematica, Serie IV ,  Somo VIII. 11 
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Le II;, sono sufficienti a individuare, nella varieth, una connessione pro-
iettiva normale secondo CARTAN (68), di parametri 

aveiite le stesse geodetiche della coiinessione affiiie v (co~nurii anche a v ( ~ ) ,  

p,p). 
E 10 stesso assegnare le II;,, O le linee geodetiche di tale connessione: le 

cui equazioni del resto, con riferimento a un pa1.an~et9.0proiettioo t ('O) si 
possorio scrivere 

L a  teoria delle varietk a coiiriessioiie proiettiva iiormale pub coiisiderarsi 
come una teoria geometrica dei sistemi differenziali del tipo (101);alIo stesso 
modo la  teoria invariaritiva delle varieth a connessione affine per lc trasfor- 
mazioiii T, che conservano il parallelismo, della qui~le  ora ci occupiamo, pub 
dirsi una teoria geometrica dei sistenli del tipo (91). 

7. Bicostruzione della varietà a connessione affine più generale a partire 
dalle sue geodetiche. - È interessante il vedere come dalle II;,, si possa ri- 

salire alle ri, più generali a cui esse corrispondono disponendo successiva-

mente della scelta degli altri elementi arbitrari da cui le I';, dipendono. 
Anzitutto: sia datb un sistema di linee (101), cioé sia data in una varietk 

in cui le zv sono coordinate curvilinee, una connessione proiettiva normale. 

Nelle (101) si intenders che le II;, soddisfino alle (98), e per una trasforma-

zione (3) delle coordinnte si trasformino con la legge (99). Le dipendono 

da n [(n l )  - 11 parametri indipendenti. 

Poi: assegniamo ad arbitrio un vettore QI che si trasformi, per le (3), 
secondo la legge (18). Ci6 equivale, come VEBLENe J. M. THOMAShnnno rio- 
tato (7i), ad assegnare per ciascun punto della varietà, ne1 rispettivo spazio 

(68) CARTAN,26, 1924, pp. 223-224. 
(69) Cfr. CARTAN,26, 1924, pp. 226-227; SCHOUTEN,26, 1924, p. 423 e 38, 1926, p. 157. 

Cfr. anche T. Y. THOMAS,33, 1926, p. 726, form. (9). (Le  AbV (a,b =0, 1, ...n) non coincidono 
con le f& di S. y. TH0~*S,  ma ne differiscono per fattori numerici). 

(70) T. Y. THOMAS,28, 1925, PP %33-201. 
(71) VEBLEN e J. M. THOMAS, 377 1926, pp. 294-295. 
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proiettivo tangente, un iperpiano. D'altra parte anche a ciascuna connessione 

affine, di parametri QI,, è intrinsecamente legato un vettore, Q;x, che varia 
con la stessa legge (la), e quiiidi un iperpiano; e due connessioni affini sim- 
metriche che abbiano le stesse geodetiche non differiscono ehe per l'iperpiano 
nssociato. Ci6 premesso : se poniamo 

QI, =II;, + -1 (GQ, + s',~x),
n+l  

le Q& si trasformano secondo la legge (4), e si ha  

(103) QL= Qx . 
Teiiute preseiiti le (97), avremo che le QI, sono i parametri della piu gene- 
rale coririessione affine sinzmetl.ica avente le stesse geodetiche della supposta 

connessione proiettiva normale. Le Q:, dipendono da n ( n  ')parame tri in-

dipeiidenti. 

Indi a~segniaino un tensore Hi;', soddisfacente alle condizioni 

e del resto nrbitrario, e poniamo 

(105) PI, =QIP+Hi;'. 

Le Pipsono allora i parametri della connessione fp), (T,)-invariante, corri-
spondente alla piu generalc connessione affine asimmetrica che ha le linee (101) 
corne geodetiche: O, se si vuole, sono i parametri del piu generale trasporto 
(lineare) parallelo delle direzioni pel quale le (101)sono le linee autoparallele; 

Hi,' B il tensore di torsioiie di quella connessione v@).Le PIp dipendono da 
n(u2-1) parametri indipendenti. 

Infine: assegniamo ad arbitrio un vettore covariante a h :  posto 

la corinessione di parametri I'f,(tutti indipendenti, e in nurnero di n3), per 
la quale è precisamente QI, il uett0t.e d i  Einstein, sarit la piii generale eoii- 
ilessione affine a cui B subordinato il trasporto delle direzioni definito dalle 

Pj.,, e il dato sistema (101) cotne sistemn delle linee goodetiche. 

5. I I  teorema fondamentale. Tensori d i  curvatura ('1;)-invarianti. -

La derivata covariante di un qualunque tensore per la derivazione ~ ( p )cor-
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iispondeiite alla coiinessione (Tp)-invariante di paranletri P:, si esprime age- 
volmente per In derivata covariante del tensore medesimo coi1 la deriva-

Azione V, di parametri Fr,: abbinmo ad  es.: 

Piii in genernle, se E;;::.';:" un qualuiique teiisore ad indici di cova-

vnriariza, s di controvarianza, si h a  

..xi ...x, --2(g2- s)@,E;;*'"'xs 
0 1  ...O,. ...0,. n-1 ...Ur 7 

onde, corrispondentemente, se  d, d'p) sono i simboli dei diTeel.enzia2i cogw-
dienti che corrispondoao nlle derivazioni covarianti V, v ' p ) ,  nvremo 

dlp)O. XI ...xs 
1 ...0,. ...W,. 

Se jl tensore E;;xl"'Xsè (TF)-invariante, 10 sarà  anche il tensore 
W I  ...O,. 

...ur v ~ p ' ~ " x ' . ' . " s  

je cosi ~ ( P ) E . . X ,...W,.-.urxs),e tutti i teiisori derioati successivi (con ln derivnzione ~ ( p ) )  

10 saranno pure. Duiique: mediante la derivazione ~ ( p ) ,applicatn a t ewor i  
(T,)-inziarianti, s i  possono otteneve infiniti n1t1.i tensol-i dotati della tiiede- 
sinta pqm*ie tà .  Lo stesso potrii dirsi anche per l a  derivazioiie vQ),che h a  

per parametri le quantita Q&= PyAr):e questo era gi8 stato notato anche 
da  J. M. THOMAS(36, 1926, p. 668). M a  c' é di piii: tut t i  i tenso7.i inval-ianli 
pej- le T, si possono ottenej-e con2e i?zvwianti tiifferenaiali della connes- 
sione g(p):e quindi anche, come invarianti differenziali simultaiiei della con- 

nessione s i ~ ~ ~ r n e t ~ . i c ae del tensore di torsione Hi;'.~ ( 4 )  

In certo senso cib è seriz'altro prevedibile, in coiiseguenza di quaiito s ' é  
detto al n.' 6 :  giacchè risulta d a  quaiito ivi è stato esposto che le condizioni 

(110) 
-1P, =p i "  

equivalgoiio alle (73) e quindi alle (72): e perci6, sono ncicessa~-ie e sufficienti 
perchè le co~v*ispondenti connessioni, di  pto-anzetli r;, e ri,, siano (T,)-trn- 
sfol-mate l 'una dell'altra. Dorique non possono esistere espressioni (Tp)-inva- 

rianti, funzionalmente iridipendenti d a  Pi,. 
Ma valendoci del fatto che ln co~znessione v ( p )  12 essn stessa una (T,)-tl-a- 

sfol-mata della connessione v p~-i?nitiva,è facile dimostiare iii modo corn- 
pleto e rigoroso la proprieta enunciata. Chiamian10 d 'ora  iniianzi, quaiido 
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occorra distinguerli diii (TJ- invar iant i ,  invariaiiti (diffei'eiiziali) aff ini  di una 
varieth a conriessione ii€fi~ie quelli di cui si pai'ld :il 11." 5: iiivariaiiti propri 
della variet&, comiini soltniito ad essa e alle sue trasforinate isou~o~.f iche.Un 
invariante differenziale affine (d'ordine nt qualuiique) della connessione Q pub 
sempre esprimersi nella forma (68), (n." 5): se  esso é niiche (T,)-invwiante, 

cib . v o r r à  dire che  i valori delle sue noii secomponenti W'x'"'xsiriutaiio,... W,. 
iielle (68) al posto delle ri, sostituiamo . i  parametri (dati dalle (72)) di una 
qiialunque coiiiiessioiie (T,)-trasforrnata della data. III particolare, esei noii 

muteranno se a l  posto delle ri, sostituiamo le PI,: ora ci6 equivale a dire 
che il supposto ,invariante é anche un i n v m i a n t e  d i f e r e n z i a l e  affine ( ~ ' o T -  
dine m) della comessione ~ ( p ) .  Che poi, itiversaineiite, tutti gli invariariti 
differeiiziali n€fiiii di questa coiiiieusiorie siaiio (7;)-iiivarit~iiti della primitiva, 
8 ovvio. Abbiamo dunque il seguerite 

TEOREMA - inuaî-ianti diflm.enziali d i  una  con- FONDAMENTALE. Gli 
nessione affilie v per le tr.asforrrzaz;ioni (T,) che conser-vano i l  pa~.allelismo 
sono tu t t i  e soli gli  invar innt i  d i f i v e n z i a l i  nifini della co7v.ispondente 
con~~ess ione(T,)-inva9*iante, ~ ( p ) .  

S e  è nota unn espressione d i  un tale  i nva~ . ian t e  per elementi 'del la 
connessione V, ne vicaviamo zcna espressione (T,)-invarionte sostituendovi, 
a ciascun elemento d i  V, i l  corrispondente elemento della connessione v@). 

In particolare: gli invarianti del pr imo ordine per le Tp si esprimeranno 

in termini finiti per piu:corne abbianio giB veduto (11." 6) pei priiicipnli di  

essi : L:, , Q;., II;., e il tensore H;;'; ail7infuori dei quale non vi sono altri  
tensori (T,)-invarianti del primo ordine (indipeiideriti da  esso). 

F r a  i tensori (T,)-iiivariaiiti del secondo o ~ d i n esi preseiitano arizitutto 

il tensore di curvatura ~;;a' della connessione f p l :  

corrispontlente a l  tensore S&iVrrlativo alla coiiiiessioiie,~. Posto 
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(rotove del vettore di EINSTEIN@,) troviamo agevolmente che detti tensori si 
esprimono ne1 modo seguente per  gli elementi della connessione V: 

Notiamo incidentalmente alcune conseguenze delle 1 l4 ) ,  (115), (116), (117), che 
po tranno servirci in segui to. Posto 

Fra i terisori K+." ~ * & i ' ,  Q;;iv7 v!Q'~,;ilsussistonoIfiriv ed H,;;', v i p ) ~ ; ; A ,  
iiaturalmente relaziorii analoghe a quelle indicate al n." 3 pei corrispondenti 
teiisori relativi alla. coi~iiessioiie v, e che iioii ililporta stare a scrivere. 

9. Connessioni (Tp)-equivalenti. Coordinate (Tp)-normali, tensori (Y',)-
norinali, estensioni (Yp)-invarianti. Teoremi di riduzione e di ~ostituzioiie 
per la teoria invariantiva delle trasform;uiorii Y',. - Valendoci del teorerna 
foiidamentale dato a l  II." piec. e delle altre iiozioiii e formule esposte possi:imo 
assai agevolmente dedurre dai risultati otteriuti ai 11.' 4 e 5 per  le coniiessiorii 
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affini in generale altrettaiiti risultati relativi alla teorii~ delle trasformazioni (T,) 
che conservano il pa;rallelismo. 

Anzitutto : potremo valerci delle considerazioni esposte al n." 4 per otte- 
nere la risoluzione del problema dell' equivalenza per le T,, O (Tp)-equivaEe?zza 
di due coiinessioni affirii asirnmetriche. Rammentiamo che le P;,, per una tra- 
sformazione (3) delle coordinate xYin A,, , si trasformano secondo le (84), che 

non differiscono dalle formule (4) di trasformaziorie delle riv. Indichiamo 

con FV' le formule di trnsforrnazione per 4;"con FP' le formule :di tra- 

sfoi.ma,zione per K;&' e K*;;,', analoghe alle PO,Fi del ri." 4, ci06 alle (37), 
(38) e (38");da cui si ottengono, come le (84) dalle (4)) sostituendo agli ele- 
menti della coniiessione v i corrispondenti della connessioiie v'P'. Indichiamo 

infine con php),PP),..., fi!),... le formule analoghe alle F2,F3,..., Fmdel n." 4, 
ottenute dalle oon successive derivazioni covarianti ( v ( P ' ) .  Avremo sen-
z' altro Che: 

La condizione perché due connessioni affini di  parametri FI,, I'; siano 
(TJ-equivalenti, ci06 diano luogo al10 stesso trasporto per parallelismo dells 
direzioni, è che esista un intero N ( 2  0) tale che le F;", FP', ..., F$) siano 
algebricarnente cornpatibili, e le loro soluzioni soddisfilzo aile F $ ~ I .Se 

ri,, I$ si interpretano come i parametri delle connessioni affini in due di- 
stinte varieth, la condizione ora delta sarà necessaria e sufficiente perché 
queste due varietci si possano rappresental-e l 'unn sull'altra con consel-va- 
zione del parnilelismo. In psrticolare: le variet& a connessione affine per le 
quali é 

*... Y(124) H ; ; ~=O, K;;iv =O (e quindi anche K .,l =0) 
ossia 

ed esse soltanto, sono (TJ-equivalenti a uno spazio affine, cioè rappresentabili 
~ ( m - 1 )  

con conservazione del parallelismo, e a iz i  in modi, su di uno spanio 
afflne: e anche su altre (qualunque) varieth della stessa classe, e in partico-
lare su se stesse. Vedremo poi (ri."ll), piii i i i  generale, quali siano le varietit 
(T,)-equivalenti a uiio spazio a coiinessione affilie integl.abile, ci06 a culva-
t u m  nulla. 

Veiiiaino orn ad applicare alla teoria delle trasformazioni T, le coiiside- 
razioni svolte al ii." 5. In una A,, si potranno definire dei sistemi d i  coordi- 
nate nomnali (T,)-invarianti (diremo: (T,)-norrnaEi) aventi per origine un 
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punto arbitrario: tali saranno le coordinate norma.li per la poiiriessioiie ~ ( p ) .  

Sin zv  un tale sistema di coordinate (5';)-normali, con l'origine in Po: e pre-
cisamente, sia quel sistenîa junivocameiite determintito) che corrispoiide a. un 
dnto sistema coordiiiato xV.Se indichiaino (come al  II." 5) coii yv le coordi- 
nate normali per la coniiessiorie v - diremo: le coo~.dinate nownali  affin; 
in A,, - corrispondenti al10 stesso sistema xv,abbiomo subito 

ove le Pi,, ..., PIlh, ..., sono le quantita costruite per  le Pipcome ripT,..., 
I'iIx,...A,,,... (II ." 5, form. (44),(45)) per le  rip:l'indice N sigiiifica che esse sono 
calcolate ne1 sistema coordiiiato normale affine y u ,  l'indice contrassegiia, 
a l  solito, i valori calcolati iii Po;infine D è il simbolo dell'estensione (11." 5) 
corrispoiidente alla connessione g . 

Mediante queste formule, e tenendo presenti le  (88), esprimiamo agevol- 
mente i lensoyi normali per l a  coiinessioiie v'p' (diremo : tensori (Tp)-no)-ntali) 

..AG,v.,,,,...,,n, defiiiiti dalle coiidizioni - da  supporsi soddisfatte in ciascun 

purito Po della A ,  in relazioiie coi) un sistema coordiriato zvivi (!7'&normale -: 

apei tensori riormali Ci;.,,,, reh t iv i  alla connessione v - diremo : pei ten- 

sotai novmali affini di questa coiinessione -, e inoltre, pel vettore @, e le  
site dwiva te  covariariti; O, che è 10 stesso, per le sue estensioni: ad  es. 

Iri genernle, abbiamo che il tensore (T,)-normale d' ordine ?ri ,  ~ i ; ? ~ ~ ~ ~...T,,,-i, 

differisce da1 teiisore iiormale ;iffine dello stesso ordine soltaiito per un gruppo 
di termiiii additivi, che dipendono (omogeneameiite) dai vettoie @, e dalle 
sue estensioni degli ordiiii 1 ,  2, ...111 3, 1 1 1  - 1 .  

Corne i tensori normali per In connessione ~ ( p )si possono interpretare 
quali tensori (TJ-normali per l a  connessione v priinitiva, cosi si potraimo 
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defiiiire per questa anche delle eslensioizi (T,)-inval-ianli, che snraniio le 
estensioni costruite iii relazioiie alla coiinessioiie v',), cioé, a un sisteinn di 
coordiriate, zy,(TJ-normali. Su qiiesto non occorre fermnrci. 

Termiriiamo indicando i segueiiti teoreini di riduzioiie e di sostituzione 
per 1:~ teoria depli invarianti differenziali di iiiia corinessione affine per le 
trnsformazioni T, : conseguenze iinmediate di qiiaii to piecede e degli nnaloghi 
teoremi dnti al II." 5 per gli iiivariaiiti differeiizinli nfini: 

TEOREMADI R ~ D U Z I O N E .- Gli inva?.ianti d i f e rpzz ia l i  (tensovi O scalari) 
d i  01-dine m d i  una vagielà a connessione af ine  v per le tmsfo?.rnazioni T ,  
clze coizsevvano il pa~*allelisnzo sono gli inval-ianti sinmltanei: 

a) dei tensori (Tp)-nownali degli ordini 1, 2, ... m : G,; I =H,;> GS;?,,..., 
..I

Gpv.=,Tg... . Oppure : 

b) di  H;" di G;;?, e delle sue de~.ivnte (72) ( O  estensioni [(T,)-inva-
j~ianti]) pvinza, seconda, ..., (m-2)ma.Oppure : 

c) di H,;': di  due ad al-bit?-io dei temori K;iiv, K*A;~',Q;ij.', Hl$' e 
delle loro derivate (O estensioni) pl-inze, seconde, ..., (m- 2)me. Oppure: 

d) di H;;% delle sue derivade (O estensioni) pg.ium, seconda, ..., (m - l )m&;  
di m o  dei tensori Q;;iv, K;;iv, K*&' e delle sue deg*ivnte (O estemioni) 
p~.iuza, seconda, ..., (in -2)ma. 

TEOREMADI SOSTITUZIONE. - Data 2'espr~essiolte di  un invariaute dif-  
fej.e~zziale (te~tsore O scala~.e) d ' o d i n e  in della connessione v pet. le tg-a- 

sione, a P,,I 
( O  ri,) e alle sue delaivate plsirne, seconde, ..., (m - l)mele cor- 

. . Iv i spoden t i  cornponenti dei temori (Tp)-nowmli  G;;" HP, , G;v.T, ...,.I 

~ i ; o ~ , ~ ~...Tm-1 . 
10. Altri tensori (2;)-invarianti (del secondo ordine). - Vi soiio altri 

iiotevoli tensori (TJ-invarialiti, oltre a quelli che firiora ci si sono presentati. 
Un iinportaiite tensore (T,)-invariante (del secondo ordine) si esprime (come 
H&iv per I';,, O K;;iYper P:,) per gli elementi del sistema (TJ-invariante 
L;, trovato al il." 6 : 

(7') mediante la derivaaione @ ) ,  O v(P)* ,  O f q ) .  cfr.(54). 

Annali di Matematica, Serie I V ,  Tomo VIII, 
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Che i i i  effelto L;,i.\it~ uii teirsore, segue ad es. di11 fatto die, trn le coiidi- 
zioiii d' iiitegi'abilitk delle (75) troviairio : 

Del resto: per le (130), (71)abbiamo i~gevolineiite 

onde anclie, esseiido L;;iU (TJ-iiivariaiite (oppure : mediante le (1 14), (121)) : 

Dalle (132)) (133) abbinico: 

...T - 1 1 
(134) bP= LT+ -R+ i--- R~F'=&,+;ci;,n 

...T -
(135) %,T -0. 

Uii altro teiisore (T,)-iiivniiante é 

Coine A;;i\er L;;iv, cos1 si pu6 espriii-iere il secoiido tensore pel primo: 

Notiaino ancora che si ha: 

(73) Il tensore L;sV anche da J. BI. THOMAS,da  cui é ottenuto per altra via, 13 espresso 
mediante le  (132). Ted.  86, 1926, p. 668. Ved. anche EIRENHART,48, 1927, p. 36, form. (13.2). 

(74) Questo tensore é dato anche da EISENHART,48, 1927, p. 35, form. (13.1) [A&]. 
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Un teiîsore (T,)-invariante, che per tutt'altra via si era presentato a 

J. M. THOMAS(IL), si ricava da H;J;~v: 

La formula data per questo tensore da J. M. THOMAS (IG),(1. c.) e da EISENHART 
che iielle nostre notazioni si scrive 

si ricava agevolmerite dalle (141): tenendo presetiti le (117), (123). Si ha 

Infiiie : e naturalmente invariante per le Y,, esseiidolo per le trasforma-
ziotii geodetiche Tg,il tensove di cu~vatuw,p~.oiettiva, O tensove di Weyl, 

W;;," Ricorderb Che, posto (ved. 11." 6, form. (97)): 

(15)36, 1926, p. 667, form. (7.5). 
(76) 48, 1927, p. 35, form. (13.5) [T$]. 
(Il) Cfr. EISENHART,48, 1937, forni. (13.6); 3. M. THOMAS,36, 1926, p. 668, form. (7.6). Un 

altro tensore (Tp)-invariante introdotto da J. M. THOMAS(ibid., form. (7.7)) 6, nelle nostre 

&-- . (Ved. form. ( E l ) ,  (113)). notaaioni, ---
1 K..-T- se..' 

n i - 1  APT n-1 n + 1  

WEYL,11, 1921, p. 101 Lproj. F&]. SCHOUTEN,22, 1924, p. 131 [p;;iV].EISENHART, 

48, 1927, p. 88 [wj"kl]. 
(Tg) Ved. 5. M. THOMAS,29, 1926, p. 208, form. (4) ; T. Y. THOMAS, 28, 1925, p. 203 

O 33, 1926, p. 726 (equi-projective cu.i.vatu~-e temsor). Si tratta i n  effetto, secondo la deno-
minazione proposta da T. Y. THOMAS (28, ibid.) d i  un equi-temo~e, non di un  temore. 
EISENIIART,48, 1927, p. 99 [nt,]. 

Ved. J. M. THOMAS,29, 1925, p. 208, form. (6). 
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Dalla (147) ricaviaino subito, pel fatko che W+' è (Ta)-invariante, questa 
sua espressioné in furizione degli eleineriti della coniiessione (siminetrica) 
iiivariaiite g'q) : 

Iiidicherb ancora uiia formula,, interessaiite specialmeiite ne1 caso in cui 
B R;;iY=O, che pone i n  relazione i due tensori W+.' e !Z';;iY ("): 

11. Interpretazioni geometriche. - Veniamo a d  alcune interpretazioni 
geometriche dei tensori (T,)-invai-ianti che nbbiamo indicato: O almeiio del 
loro nanullarsi. 

Quale sin il sigiiificato clell'aiinüllarsi di ~ $ ( t e n s o r e  di torsione della 
corinessione (7;)-iiivariante v'p), e primo tensore (T,)-normale, abbiamo gih 

visto al n." 6. Aggiungianio che, ne1 caso geiierale, H;;' espriine i l  divario 
fra la connessione ( v )supposta e la connessione emisimnzelrica, ad essa in- 
trinsecamente legata, che ha la stessa coririessione simmetrica associata (e in 
particolare, le stesse geodetiche) e ha per tensore di torsione il tensore 

(Si) Ved. ad es. EISENHART,48, 1927,p. 89, form. (32.12). 
Si osservi anche la notevole analogia delle (M),(141). 
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In forma piii geometrica: la  presenza di un terisore H;;' non nullo denota Io 
scostarsi, anche ne1 trasporto pti.rallelo iufinilesimale, della direzioiie tra-

sportata dalla superficie geodetica iniziale. Pe?.n = 2 i l  te9zsol.e H,;' 6 senzpve 
nullo, come è ben naturale. 

L'annullarsi, insienze ad H;;' = Gpv. ' b e l, secondo tensore (?',)-normale 

Gi,:,, equivale d l '  amiillarsi di Hi," e 17;;iv(e quiiidi anche 1i*;;iV).Come 
a.bbiarno gih osservato (II." 9) questa è la  coiidizione perché la supposta va-
rieth sia con del su uno~~appl-esentabile ,  c ~ n s e ? ~ v a x i o n e  pa~~nl le l i smo,  d i  

spazio affine, L'annullarsi di G;:,?~ soltanto ha, per la coniiessione (T,)-iiiva- 

riante f P ) ,  il significato (iridicato a l  11.' 5) che lia l'annullarsi di c;;?,per la 
connessione V :  non ho presente uiia interpretazione semplice e diretta della 

1condizione G;;., = 0 per la connessioiie V. 
L'annullarsi di K;;iv è, naturalineril;e, la  condizione necessaria e sum-

ciente perché la  connessione (Tp)-invariante,~ ( p ) ,sia i d e g ~ - a b i l e :  e quindi 
anche, è condizione suflciente peîSchB i l  tmspo?-to lineut-e delle dil-ezioni 
suhordinato alla connessione v sia ilztegvnbile (dia luogo cioè a uiia direzione 
parallela che non dipende dalla curva di trasporto). Ma v~onè, i u  gelzeri-ale, 
condizione necessaria, perché ci6 avvengn. Iiifatti se espriiniaino che, ne1 
trasporto ciclico secondo la legge d'eqiiipolleiiza della connessione V, un qua- 
lunque vettore 5 si porta in un vettore + Dt (Ic DEI essendo date dalle (10)) 
che ha la stessa direzione di 5, troviamo subito che deve essere 

onde, poiiendo o = v e sommando, ricnviamo 

Viceversa, dalle (153) seguoiio subito le (152). Dunque: peq~ché alla con- 
nessione v sia suboj-dinato z m  pa~~allelisrnoassoluto delle di?-ezioni  é ne-
cessaj-io e suflcienle che sia nul10 i l  lenso?-e L&iv. (0,che è 10 stesso, A;;,'). 
Ci6 avverrk certamente, corne mostrano anche le (133), se 6 nullo K;;hY: ma 

riori viceversa,, giacch6 l'annullarsi di L;;iV porta soltarito 

Notiamo questa ititerpretazione geometrica: è ovvio che, in generale, in 
una varieta n connessione affine, la connessione detelwtinn u n a  legge d i  con- 
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f?-onto delle lunghezoe, cioé unn metjbica, pei vettovi le cui direzioni appalB- 
tengono a una seleie d i  divezioni pm*allele (83), lie110 stesso modo che i n  uno 
spazio affilie è sempre possibile il confroiito delle lunghezze di due vettori 

paralleli. Se il parallelismo (delle direzioni) è iiitegrabile ( L ; P ~ " =O) e allora 
soltanto ha senso il considerare il divario tra le lunghezze iriiziale e finale di 
un vettore per trnsporto ciclico: troviamo che tale divario, per la connes-
sione ~ ( n )(e anche per la connessione v e tutte le sue (T,>trasformate), é 

allora indipendente dalla dil-ezione del vettore trasportalo, ma non nul10 i n  
genernle: precisaineiite è per le (IO), (154), supposto per semplicita che il 
ciclo sin un pal-allelog?-amn~oinfinitesirno, 

Dunque : nelle A ,  in cui I,;;xv z O, entro ciascuna totalita di vettori paral- 
leli, . viene determinata (dalla connessioiie v'p)) una metrica di WEYL, inva- 
riante per le trasformazioiii Yb, che ha iina curvatura segmentaria ((: Streckeii-

81krümmung ,, O Streckenwirbel 3 (s4)), (la stessa per tutte le totalitti di vet- 
tori paralleli), espressa da1 tensore 

Questo A, coine 10 a Streckenwirbel = d i  WEYL, il rotore di un vettore (8s), 

Y,, determinato a meno di an gradiente additivo. Se il vettore Y, 15 esso 
stesso il gradiente di uno è equiaflne, escalnre, cioè, se la connessione ~ ( 8 )  

allora soltanto, nella supposta A ,  la metrica di WEYL detta poco sopra è 
anch' essa integrabile. 

Le varietti in cui L;,j."= 0 sono anche caratterizzate da1 fatto che per esse 
è possibile una ra.ppresentazioiie puntuale, con conserva,zione del para.llelismo, 
su di iina varict& a connessione affine integl-nbile: cioè, che per esse possibile 
mediante una trasformazione (72), con opportuna sceltn del vettore S,, rendere 

(83) Ved. FRIESECKE, 110 ( a  Da Vektoren derselben Richtung miteinander 27, 1925, p. 
verglichen werden künnen, so hat jede parallele Riclitungsfolge durch die Vektortibertragung 
eine Metrik erhalten 3). 

Ved. per es. WEYL,16, 1923, p. 21. 
(85) Più in generale, per ogni connessione affine R"'T è i l  rotore di un vettore: red. 

UPT 

EISENFIART,48, 1927, p. 9. 
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iiiillo i l  teiisore di curvntiirn, II!;;;." ('7). termiiii, esse sono le varieta111 altïi 
(T,)-equiualeuti ad A,, n curvatura iiulla, a cui avevaino acce~iiiato al 11." 9 ;  
ed è assai facile provare questa proprieth appuiito i i i  base s quaiito allora 
fi1 stabilito (s7j. 

Veiiiarno iiifiiie ai tensoi3i T;;iV, TV,$.". Essi sono senlpre iiulli per la= 2: 
pel priino di essi ci0 é eviderite, esseiido per 11 =2 (corne abbiamo già iiotato) 

seinpre ~i;"=O e qiiiiidi miche H;;i"=O. Ma e opportuiio osservare che dalla 

stessa forilla delle (141), (146) risulta n pviori che i teiisori T;iiY, W;;j." si 
aiiiiiillaiio per 9~ =2. III  effetto è a.gevole verificare che piii in geiierale se 

1'&iY é 2m sislema ~~~~~~~~~~~~~~~~ico quispetto ad w, p e del ?.est0 a~*Ditra~.io, 
il sistenlic 

per 11 =2 2 senipl-e nullo. Se 71 -f 2, T&iv= O  espriine che la differeiiza fra 
gli iiicreine~iti che subisce, uel trasporto ciclico relativo alle coniiessioiii 
(Tp)-iiivaritiiiti v(P)e fQ), u11 qualimque vettore, giace riella 2-direzione del 

ciclo. E iiifiiie W;;iv=0,  coine è ben noto, e la colzdiaione, pelach& la vmie tà  
sia vappl-esentabile, con conse~.cazione delle geodeticlze, szc di  uno spazio 
affine: O anche, perche la coiiiiessioiie siii~inetrica associata ad essn sia, come 
si dice, proiettivo-eucliden ("3). 

EISENHARTha dimostrato (48, 1g27, pp. 35-36) che per questo è necessario e suffi- 
ciente che sia nullo il tensore A .  .": ma per le (137), (138), cib equi'vale all' annullarsi 

wi*A 
di L;;iv. 

(87) Basta osservare che, data una A,, a curvatura nulla e una vaiietà A,,' (TP)-equiva-
lente ad essa, per la (114) e la prima delle F I ](n.' 9) si dovrà avere 

E viceversa, se questa condiaione è soddisfatta, prese le b: ad arbitrio, la  A,,' risultertt in 
effetto rappresentata con conservaeione del parallelismo su di una A, a curvatura nulla, il cui 

1
tensoré di torsione Se '"ha in coordinate d a  le cornponenti s'..T=H'..Y ----(3:@'6

XP ab 4 .n-1 
H ' . . TaP essendo il tensore di torsione della connessione (Tp)-invariante, v'W, corrispondente 

alla connessione affine di A,', e W u  essendo il vettore, determinato a meno di un arbitrario 
n - 1

gradiente addittivo, che ha per rotore --Kr;$.
2% 

(m) Cfr. per es. SCHOUTEN,22, 1924, p. 130. 
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12. Trasformazioni (Y',,) che conservano il pai.nlldisitto e la curvatura. 
Casa delle eonnes~ioni integrsbili. Caso degli spazi di gruppo. - Uiia impor- 
tante sottoclasse di trasforinnzioiii T p  è formata dalle trasforinazioiii, Tpc,che 
c o ~ ~ s e ? ~ s n ~ z o  cioè, dalle IZ, per le qiinli aiiche il  pn?~allelismo e En cu~-vn tu~-a:  
il tensore di curvatiira El~ki~ osservaè iiivariaiite. Come EISENHART (45,1927, 
p. 32), queste trasforinazioiii si ottengoiio dalle (72) faceiidovi l'ipotesi parti- 
colme che i l  vett01-e+, sin il gl-adiente di uno scalare (arbitrario). 

Vediamo subito che per le Tpc è iiivarinnte aiiche il teiisore einisiinme-
trico Oi,, (dato dalle (113)), rotore del vettore EINSTEIN O,. hi  effetto per 
uiia (72) qualuiique si ha C s g )  

Duiique sar8 al,=QXp se 4, è il gradieiite di uiio scalare. Ma aiiche 
inversamente: se iii uiia TB il teiisore QI,è iiivariaiite, il corrispondente vet- 
tore +, è di riecessith uii gradieiite, cioè la Tp è uiia T,,.Duiique: le T,, sono 
le T, peil* le quali il t e n s o ~ ~ e  invariante. E aiizi:CD).,,B 

Gli inva~. iant i  diffwenuinli di  uua val-ietà a co?zuessione alpine v pev 
le t m s f o ~ w ~ a o i o n i  pa~~nllelisnlo sonoTpc che conse~-vn?io il e la cuilwalzwa 
gli invariarlti diffel-erzziali si~nultnnei della co~z~msione  (Tp)-iwaî.innte~ ( p )  

e del temol-s O).,. Naturnlineiite peid l z ~cotiiiessioiie 11011 é U I I A  (l'&tra-
sformata della coiiiiessione priinitiva v :  a iiieiio che per qiiesta il teiisore BA,, 
iioii si aiiiiulli. 

Suppoiiiaiiio in particolare che In coiiiiessioiie priinitiva v sin i~ltegl-abile, 
cioè a czcrvatu?*n nulla (R;;iv =O ) :  O aiicorn, clle arniiietta uii trasporto ns-
soluto per equipolleiiza dei vettori. Questo è il cnso che ini si é preseiitato 
i i i  LUI ('O).recente lavoro Iii questo cnso, il  tensore a)., rieiitra, esso stesso fm 
gli invarianti della coiiiiessioiie f p l :  i~ifatti per la (121) si ha 

212 a)., è c u ~ * v n t u ~ * ncosicchè - i l  tensore d i  segnzenta~-ia delln connes-
92. - 1 

sione v ' p ) ,  che iiaturalmente iiell'aktuale ipotesi amiilette un pal-allelisn~o 
assolwto delle direzioiii. Di piu, esseiido i n  geiierale 
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ne1 caso nttuale (R;;' =0) è 

(161) -Spi =@A, 1 

e quindi, per le (143), si ha 

(162) 2(n-2)@1,=(72 - l)(Hl.,-Hrx)=(72 - 1)2 Tiy;'. 

Ne segue fircilmente, teneiido presente la (114), che: pe7. 11)2  gli iizaa~-ianti 
diff(il.euzinli, di  ordine in qunlunque, d i  unn connessione integrabile v pe3-
le T,, sono g l i  invan7mti sinlulta,nei del temore H,;' e delle sue d<.?.ivde 
covnl-ianti (con ln derivnzione v ' ~ ) )fino d l '  o ~ d i n e  ni - 1 ("). Notiamo ancora 

che le (150), (161) mostrniio che, iielle izttuali ipotesi (R;;iv =0, n >2)  W;;iv 
pu6 esprimersi (oinogenea.meri te) pel solo teiisore l',&iv: cosicchè l7 aiinullarsi 

di T;,iVporta anche 1' nniiullarsi di Wi;iv ("). 

Per n =Y ,  essendo allora necessariamente Hl;' =O, gli irivarianti cercati 
sono gli iiivarianti simultanei del tensore ah,e delle sue derivate cova.rianti 
(con la derivnzione v'p1) fino all'ordiiie m -2 ("3). 

Ho inostrnto [riel lav. 55 gi8 cit.) conie questa teoria possn servire di  
base per uiia possibile inodificnzione della piii recente teorilt unitaria del 
campo elettromagnetico e gravita.zioiiale di EINSTEIN(52, 1028;. 54, 58, 1929): 
tale d a  permettere di rnppresentare il potenzinle elettroinagnetico mediante 
ut1 vettore dete~*ininato soltnnto n meno d i  u n  gradiente ndditivo ainbi-
t7.a?-io (94). 

Sia ora la suppostn varieth (a coni~essione affine, senza ciirvatura) uno 
*...V -spnsio d i  gruppo (ved. 1. c. (36)), tale cioè che H;;iv =0, IZ ,,l - O .  Essa 12on 

vesta 'tale, iii generale, per una trasform:i.zione Yb, e neppure per uiia T,,: 
condizione iiecess:wia e siifficieiite perché uiin trasformazioiie (72) muti ~iiio 
spazio di gruppo in un nuovo spazio di gruppo è, corne si vede agevolinente, 
che sia 

(163) Hi," =O, 

e inoltre, che i l  vettore +:, iielle (72) sia soluzione del sistema ai differenziali 
totnli, conlpletamente integmbile, 

("1 Ved. 65, 1929, p. M. Ivi non avevo notato esplicitamente che il cas0 n =2 va escluso. 
(92) Ved. 68, 1929, p. 56, form. (41). 1 tensori (Tpc)-invarianti del 2 O  ordine possono 

tutti esprimersi pei due (indipendenti) H++ Hrl e Tor1a O.'. 

(93) Il solo tensore (Tp,)-invariante del 2 O  ordine e <Plp. (Cfr. nota prec). 
(94) Cfr. SCHOUTEN,19, 1923, p. 855. 

Annali di  Matematica, Serio IV,'Porno VIII, 13 
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oiide segue aiiclir, per le (163), tenuto preseiite che iiegli spmi di griippo è 
vPQ "0, clie il cetto~.e+, è il gladiente d i  21.110 scalwe : 

(cosa del resto a p j ' i o ~ i prevedibile, perche uiin trasforiuitziorie T, di uno 
spazio di gruppo iii un altro spazio di gruppo noii potr5i. essere che una T,,). 

Duiique: soltcu~tog l i  spazi d i  gruppo a con~zessione czffiue emisirnnle- 
trica ainmettono delle t~~nsfo~.rnacioni (iioii identiche, lié isoiiiorfiche) i n  altri  
spnzi d i  gr.uppo, clw co?rsewirzo i l  pn~*cdielis~~io.Queste rappreseiitaaioiii soiio 
dnle dalle (72), ove perb e uii vettore covnriaiite soddisfaceiite alle (164), (165). 

Il vett01.e di Eilrstein a:, iiolle aktuali .ipotesi soddisfa esso stesso a qu2ste 
coiidizioiii (164), (165): cosicchè iiel caso attuale la coriiiessioiie ~ ' 9 )(manifesta-
ineiite a c i i r v a t ~ ~ r ae torsioiie riulle) è uiia (ce)-trasforiiiata della coniiessione 
priinitiva. Gli spazi d i  g ~ x p p o  a cowessione ed sol-eilzisi~.lt?~~etl.ic«, essi 
t m t o ,  tg.a gli spazi di  glappo, solio du~rque î.appl.eseilltcbili, con conse?*va-
zione del pn~w,llelisnzo, su d i  ztno spcizio affine. Se si tieiie preseiite che 10 
spazio. affine è Io spnzio dei gruppi ctbeliclni, si lia duiique uiiii relazioiie 
molto seinplice, alineiio iiell'iiiterpretazioiie geoiuetrica, tri% questi gruppi e 
qiielli n coniiessione einisimnietricn. kY". Tale i.elnzioiie appare, ii i  certo modo, 
corne uiia geiiernlizznzioiie dell' i s o ~ ~ l o ~ ~ f i s i ~ ~ oclnssico, che corrisponde iiivece (36) 
alla rappreseiitabilith con co?tse~.vnzio~~e dell'equipolZenza. 
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Sall'Algebra, delle successioiii. 

Memoria la di ANTONIO (a Bologna).MAMBRIANI 

Suiito. - L'A. espone i primi elementi di un' a Algebra delle successioni .(Algebra che wiene 
ad includere 1'Algebra ordinaria), ed i procedimenti segzciti sono l'iinmagine nell' ele-
mentare di quei procedimenti trascendenti ehe consbtono nell'operure formalmente sulle 
serie infinite (convergenti O no) formate colle successioni considerate. 

I l  preserite lavoro (suddiviso iii due Meiiiorie per esigenze di stainpa) 
coiitieiie i priini tre capitoli della mia Tesi, da1 titolo Algolit*min. per la 9-i- 
solucio~re d i  eqfsazioni aile d i r e l . e w e  e diffevenziali, l i n e w i ,  preseiitntn 
iiel ~zoven~bt.e pel conseguimeiito della lniirea 1026 a11'UiiiversitSt di Bologna 
i i i  Mateiniitica purn. (Ho 1:i.sciti.to quasi iiialterato 1' ordiii:\meiito dell' origiiiale : 
ho, solaiiiente, apportato a d '  alcune parti una maggiore coiicisioiie e fatto 
qu;i,lclie a.ggi un ta.). 

Alcuiie iiiiportniiti qoestioiii, propostemi da1 prof. relativeS. PIBCHERLE, 
ad uiia notevole classe di equnzioni furizioii;ili, mi portarono a coiisiderare 
particolari siiccessioiii, nlle quali applicai, al  fine di potere esprimere le so-
liizioai di quelle equazioni, degli speciali algoritmi: fu, appunto, dallo studio 
di tali algoritmi che mi  iincqiie l ' ides di costruire 1 2 1  preserite Algebm delle 
szmsssioni. Noii p;~sser0 kotto sileiizio che tale idea mi suscitb, dnpprima., 
diverse litubaiize e riflessioni. a Uiin successione (i cui elemeriti siaiio O riu-
iiieri, O fiiilzioiii, o ecc.) - peiisavo - vieiie orct considerata come unn qucc~r-
lit& a sè stante, dipendeiite esclusivmiente e d d  valore, O dalla iiatura dei 
siiigoli suoi elemeiiti, e dall'ordiiie secondo cui sono disposti questi elemeiiti 
(come, dunque, uiia qumt i l à  cornplessa (id un' infinilà nunze~.ahile d i  zcnità): 
basta peiisare nlle suxessioni di nuineri iridividila.nti fuiizioni aiialitiche. Cosi 
riguardate, le successioiii haiino, seiiza alcuii dubbio, nelle Maternatiche, uii'ini- 
p o r t m m  estremaiilente graiide; tuttavia, lion si è veiiuti aiicora riella decisioiie, 
per quaiito a me consta, di traccia.re le prime vere basi di un'Algebra delle 
successioiii. Xè si pub dire che il bisogiio di uiia tale Algebra iioii sia seiitito, 
perché spessissiino si ricorre ai nietodi trnscendenti (voglio dire all'aiuto delle 
serie iiifiiiite di numeri e di funzioiii) per dedurre delle ideiititb e delle foriniile 
che apparteiigoiio a quell'lllgebra e d i e  1)otrebbei.o stabilirsi invece, sovente, 
per via breve e del tutto elemeiitare n .  Viiisi, poi, a poco n poco, le dette . 
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esi tnzioni cercaiido di rendermi coi1 to dei vciii ta& chc 1'Algebi.a stessa po- 
teva apportare iielle applicaziorii ; e d  a Tesi ultimat:~. mi seiitii verainente 
coritento del passo compiuto. Ora, dopo ben piti di t r e  aimi, mi ritrovo con le  
stesse idee e direi. piii sentite pel fatto che, ne1 frattempo, ~ i i iinatematico di 
valore gih riconosciuto, il RENÉ L A ~ A N G E ,h a  crediito oppoi.tuiio di proporre 
nlgoritmi (7 del tipo di quelli dn m e  studiati, che ha  poi applicati in due 
Note successive (2). 

Ne1 pvesentc: Znvo~ao ho c e w x t o  d i  espov~.e,in modo olbdinnto, i p i m i  
elementi della de l la  Algcbgua delle successio?zi (A1qeOl.a che v i m e  nd i?rclu-
dei-e l'dlgebrn o).dinm-icl); ed i p~*ocediment i  seguiti sono Ly ier~awqina 
mZl9elemamtare d i  qzcei p ~ m e d i m e n t i  t ~ - n s c e n d e d i  clw consisto~zo nel- 
l 'operare fol-malmente sulle sevie infinite (couvel-genti O no) fogwtnte colle 
successioni considerate. 

I l  lavoro é diviso iii tre capitoli; iiel primo di essi si stiidiaiio due ope- 
razioiii sulle successioni, che  ho chiamitte molliplicazioue isobarica e nzolti-
plicazio~ze bi~zomiale, ne1 secoiido cnpitolo ÿerigono studiate le  operazioni 
inverse di quelle, e cioè la  divisione isoba~*ica e la divisioue b immiale ,  ilel 
terzo capitolo, iiifine (e cib forma l'argoinento della 2 W e m o r i a ) ,  vieiie svi- 
luppata, coll'iiiterverito delle iioiniiiats opertizioiii, 1'Algebi.n delle succiessioni. 

Noil si deve ciedere, perb, che quanto ho svolto possa. bastare; qui pure si 
sbocca naturalmeii te i i i  procedinien ti piii complicnti e iioii piu elemeii tari, corne 
si avrh modo di coinpi'eiidere anche lie1 preseiite scritto. Intaiito, è bene che 
abbia uiia certa sisteinazioiie ed approvazioiie questlt prima parte elenieiitare. 

Farn.niio seguito R questo lnvoro le relative zrpplicazioiii, trattate qumi  
tiitte nella Tesi, il110 studio dei cosidetti poliiiomi di APPELL, dei numeri di 
BEI~NOULLI delle cliffereiixe e dei valori medi di  OTt, delle somme di e di EULEI~O, 
potenze simili, dei fattoriali, delle serie di fitttoridi, delle eqiiiiziorii ricorrenti, 
delle equazioni alle diiTerenze e differenziali liiienri. L' interven to della iiomi- 
iiata Algebra permetterk di giuiigere, coi1 metodo elernentare e con notevole 
semplicitit, a formule coiiosciiite su tali argomenti ed anche ad altre nuove. 

Termiiiando q u e s h  breve iiitrcduzioiie, ini è Caro ringraziare qui viva- 
inente coloro che, con tanta benevolenza, mi iiicitaroiio alla pubblicazione del 
preseiite lai7oro. 

(1) R. LAGRANGE, un algorithme des suates. Comptes Rendus 2 ,  T. 184 (1927),Sur 
pp. 1405-1407 (seance du 13 juin). 

Sur certaines suites de polynomes.(2) R. L A G R A ~ E ,  Comptes Rendus *, T. 185 (1927), 
pp. 175.178 (séance du il juillet); idem, pp. 441-446 (seance du 8 aodt). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. MAMBRIANI:Sull'Algebra delle successio.ni 105 

CAPITOLO PRIMO 

Moltiplicazione isobarica e moltiplicazione binomiale. 

5 1. Definizioni. 

1. Coiisiderate due successiorii di eleinenti (iiumeri O funziorii) 

( 1 0 ,  a , ,  az,..., a,, 7 - . 7  

bo, b17 he,..., hn,-- ,  ($1 
direino che 

le (a,) e (h , , )  soiio successioni iniziahente z~gunli se é a, =h o ,  e, 
precisamente, i~lizialmente uguali d' ordine nz se é a, =h o ,  a ,  =b,  ,..., 

-am-, -hm-,, an, $= hm ( 2 ) ;  

le (a,,) e (b,,) soiio successioni ultiwnmente ugzcali se é sernpre, da un 

indice i n  poi, a,, =b,,, e, precisamente, zcltimamente uguali d'al-dine w z  se 
è #=bm-i, Ont =hm &nt+,=bm+i 9 flm+z =hm+t 9 

le (a,) e (b,,) sono successiorii totalmente uguali O, piii seinplicemente, 
uguali od identiche se é a,, =h,, per ogni valore dell'indice n (si scriverk 
a, r b,,) .  Tali successioni potrebbero anche dirsi a inizialmente uguali d' or-
dine oo H od a ultimamente uguali d'ordine 0 D (3). 

Parallelamerite, direino che 
la (a,,) è successiorie inizialmente nulla se A a, =O, e, precisamente, 

inizialmente nulla d' 09-dine 112 se é a, =O, a, =O, ..., a,,-, =O, a,, +0 ;  
la (a,) é successione ultimanzente nulln se é sempre, da un indice iii 

poi, a, =O, e, precisamen te, zcltimamente nulln d' ovdine na se è a,-, $= 0, 
a m=O, am+,=O, am+, =0, ...; 

la (a,,) 6 successione totalmente nulla, O, piii semplicemente, é succes-
sioiie ~zulla, se è a,, = O  per ogni valore dell'indice n (si scriverh a,, r O). 
Tale successione potrebbe miche dirsi c inizialinente nulla d'ordine CO D od 
a ultimameii te iiulla d' ordine 0 w (4). 

(i) Per  indicare brevemente una successione, quale la prima di  quelle soprascritte, si 
scriverà, an,(n=0, 1, 2, ...); oppure, ancora pih brevemente, s'adotterà il simbolo (a,,)dove 
Sarh sempre sottinteso, a meno di espressa menzione contraria, che la variabile n assume 
corne primo valore Zo aevo. 

(7 Il vocabolo ordine B stato suggerito da certe analogie che si capiranno nel. segnito. 
(3) È evidente il significato da attribuire alle frasi a successioni iniiialmente uguali 

d'ordine zero r ,  « successioni ultimamente uguali d'ordine co W .  

(4) È pure evidente il significato da attribuire alle frasi = successione inizialmente nulla 
d'ordine zero 2, a successione ultimamente nulla d'ordine CO 2.  

Annali di Matematiea, Serie I V ,  Tomo VIII. 14 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 A. MAMBRIANI: Sd1'Algebra delle successiowi 

ESEMPJ.- a)  Le due successioni 

x ( =0, 1, 2, . ; yn, (12  =0, 1, 2, ...), 

sono inizialmente uguali ( i ) :  d'ordine 1 se 6 x+y, ideiitiche se è x =y. 
Le due successioni 

dove 172 è un iiitero non negntivo, sono inizialinente uguali d'ordine m ;  invece 

sono ultimainente uguali d'ordine ?.IL+ 1. 
p j  La successione 

x n-y", (12 =0, 1, 2, ...), 

è inizialmente nulla: d'ordiiie 1 se é GG +y, totalinente riulla se e x =y;  ed in 
geiierale la successione 

a,, -b n ,  ( u=O, 1, 2) ...)) 

dove (a,,) e (b,) sono iiiizialmente uguali d'ordine YU, è inizialmente nulla 
d'ordine m ;  se, invece, le (a,,) e (6,) fossero ultimninente uguali d'ordiiie m, 
la (a,,-b,) sarebbe ultimameiite nulla d' ordine nt. Le successioni 

soiio iriizinlmente niille degli ordirii rispettivi 1 e 2. 

coi-isidererenlo frequenteinente ne1 seguito le successioiii 

1, 0, O, 0 . E,, ,..., 
O, 1, O, o . ,  )...)8 ,,-1 

O, O, 1, O,..., ..., 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  

la successione generica è, essendo tn un intero non negativo, 

la quale è, ad un tempo, inizialmente nulla d'ordiiie m ed ultiinarnente nulla 
d' ordine u n  -1- l ("). 

(0 E~cludiamo,per oral il caso di x ed y niilli. 

(2 )  Si pub notare che si ha snPm=CI::). 
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Essendo poi (a,,) unn successione qualsiasi, si ha 

Le successioni (E,,-,) si prestano molto bene ad espriinere l'elemento 
generale delle successioni inizialmerite nulle od ultiinamente nulle. Invero, 
se (a,,) 6 una successione qualsiasi, gli elementi generali delle successioiii 

si possono scsivere, rispettivarnente, nella forma 

Cosi pure, gli elenîeriti generali delle successioiii 

si possono scrivere, rispettivamente, nella .forma 

3. Notiamo aiicora che, considerata uni~ siiccessione (a,,) qunlsiasi, gli 
elemeiiti genesali delle successioiii 

(') Possiamo osservare che l'elemento generale di una successione (a,,)si pub scrivere 
nella forma 

00 

a , , = a , ~ , + a , ~ ~ - , +. . . +av~r t - v+ . . . =Zav~n -v .  
v = o  
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si possoiio scrivere, rispettivamente, 

ln i-(- 1)" ln -(- 1)" in+(- i)n p -(-
2 an ; 2 

a,; --
2 a,; 2i an 9 

dove i A 1' unit8 iirimagiilaria. 

4. Cid premesso, poniaino le seguenti definizioni: 
a) Si diranno s o m m  e d i f e r e n z a  delle due successioni (a,) e (b,) ri-

spettivameii te le successioni 

Le operazioni corrispondeiiti si diraniio addizione e sottvazione di successiorii. 
p) Si diranrio pl-odotto 0)-dinario,  pmdotto isoba~.icoe p ~ o d o t t o  bino- 

miale delle due sucçessioiii (a,) e (b,) rispettivamente le successioni 

di eleinenti generali, ordinatamerite, 

Le (a,,) e (b,,) si diranno i fattori dei prodotti orn definiti, le operazioni cor-
rispoiideiiti si diraiiiio, r i~~e t t ivn ine~i te ,  ~nolt ipl icazione o ~ . d i m j - i n  di succes- 
sioiii, sr~oltipliccizioue isob(crica e moltiplicazioue binomiale. 

Quaiido si vorrA porre iii molta evideiiza il modo di forniazione degli 
eleineiiti geiierali dei prodotti isobarici e binoiniali, si scriverh: 

a,b, +a,&.-, +...4- an-,b, +a,b, =! a. a . . a a ,
(2) 1 b,, bn-, b, n o  

1 ,  

(O) (7) ( n i 1 1fi).1
(31 ( ~ ) ~ o f i n + ( ~ ) ~ , f i g , - i + . - + (  n- 1) ( ~ ~ - ~ ~ 4 ~ ( ~ ) ( ~ n ~ o =a ,  ... [ln-,uo  a,, \ 
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quaiido, irivece, si verra usare una niaggiore coricisioiie; si fara uso del segno 
sommatorio : 

n 

(2') aobn+a&,-, + ...+a,-,b, + anbo= a,.b,+ , 
r - O  

oppure si porrh: 

Le notazioni dei secondi membri di (2") e (3") saranno usate sistematicamente 
ne1 seguito e - s i  avra cosi largo modo di apprezzarne i vantaggi; tali secondi 
meinbri si po tranno leggere, rispettivainen te, 

an moltiplicato, isobarico 78, b,;  a,, moltiplicato, biriomide n, b,; 
si dira poi che n A l 'indice di moltiplicazione isobarica O binomiale. La se-
conda notazioiie viene a coincidere col simbolo, gi&in uso, 

(a  +b)", 

che s a r i  usato qui solo di rado, perché esso, oltre a presentare l'inconvs- 
niente di non potere stabilire, a pl-iovi, se si tratta O no di scrittura simbolicn, 
non si presta a scrivere direttamente i vari casi speciali. 

Risulta poi, dalle definizioni date, il sigiiificato di somma., prodotto or-
dinario, prodotto isobnrico e prodotto binomiale di piili di due successioni, in 
numero fiiiito (i). 

6.  Si ha a, -tO =a,, (n=O, 1, 2, ...) : cib si esprimerb dicendo che la 
successione totalmeiite nullit (n.") é modiilo deli'nddizioiie di successioni. 
Siinilmente, il fntto anln=a,,, (?$=O, 1, 2, ...) si esprimer& dicendo che la 
successioiie (ln) è rnodulo della nioltiplicazioiie ordinaria di successioni. 

poi, mniiifestamente, (s,,); essendo la successione definita al n.' 2, 

la qua1 cosa si esprimera "dicendo che la successione (E,) f! rnodulo delle 
rnoltiplicazioni isobavica e binomiale. 

(0 Ho qui omesso, per non accrescere troppo 1' estensione del presente lavoro, di conside- 
rare le espressioni (esaininate nell' Appendice della nominata mia Tesi di laurea (ofr., anche, i 
lavoii del LAGRANGEcitati a pag. 104)) che generalizzano i prodotti isobarici e binomiali: su 
tali espressioni intendo ritomare in una prossima pubblicazione. 
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6. Ritornaildo ora alle definiziotii del II." 4, ne1 caso p:i.rticolare in cui 
le due successioni (a,) e (h,)  soiio uguali (II." l), analogamente a.d 

ana, =a,, 
2 ( I ~ = o ,1, 2,...), 

si porrb 

a, a, =a?. , a, n . a, =a,
2)" , (n=O, 1, 2, ...): 

questi tre prodotti si diranno, rispettivamente, quadrato ordinario, quadrato 
isobarico e quadrato binomiale della successione (a,). In generale, essendo m 
un intero >2, analogamente ad 

a n ,  (n=O, 1, 2,...1, 
si scriverà 

am), an)n, (n=O, 1, 2, ...),~7 

per indicare, rispettivaniente, i prodotti isobarico e binomiale di 91z fattori 
uguali ad (a,,): le tre successioiii piecedenti si diraiiiio, ordiiiatamente, po- 
t e m a  me"ma ordinarin, potenza meSima isobm-ica e potema mesim"binomiale 

della successione (a,). Essetido poi p uii d t r o  intero 2 2 ,  si ha, manifesta- 
mente, 

a;)n ,an. = wn PP -(4) , an - an - > 
ed anche 

(5) [a*.]'')" = andm, [a:)n]dn= a ~ ~ ) n .  

Abbiamo : 
1 Oa n G a , ,  a,= 1, 

nella seconda richiederidosi che sia a,  O per ogiii n. Similmeiite, quale sarii 
il significato da attribuire alle scritture analoghe 

1 )  O)"an*, a:.; a%, 0% 
Per stabilirlo, ricorriaino al principio di permanenza delle proprietk formali, 
richiedeiido la conservazioiie delle (4). Fer  le potenze isobariche si ha:  

percib converremo di porre 

(6) a:, ,an ,  a;. = en.  

Con nlotivazione simile si converrti, per le poterize binomiali, di porre 

( 7 )  an)" = a,, ann= E, . 
Ne1 caso che (a,) sia totalmente nulla (11." l), non si attribuirA d c u n  significato 
alle potenze isobarica e binomiale con esponente zero. 
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g 2. Prime proprietà delle moltiplicazioni isobarica e binomiale. 

7. a )  Le i~~ol t ip l icaz ioniisobarica e binomiale godono della legge con2- 
mutatica, si h a  cioè : 

a n ~ b n = b n ; n n ,  a,,?b,=b,.a,. n 

Ci6 risulta immedintamente dalle defiiiizioiii del II." 4. 
p) Le r~toltiplicazioni isobag.ica e bitzonzinle godono della legge asso- 

cintiva, si ha cio8: 

a n ; , ( b , ; c , , ) = ( u n ~ b n ) ~ c , , ,  
11 n

a n T ( b n ' " c n ) = ( a , t . b , ) . c n -

Ne1 cnso della moltiplicazione biiiomiale abbia.mo, iiivero, 

inn, corne si verifica fii.cilmente, è (:!)(:) = (y)(:! 73, onde 

9%-(,E n n-s s n - s
,)~In-t-bP-s= ((:)CSa,, * . on7 c,) - )a~>-s-pb*.~= i ( : ) C s  

s=o ?.=Os=o I L S  

ossio., proprio la secoiida formula da diinostr:ire. Aiii~loga dimostrazione p e i  
l a  moltiplicazioiie isobaiica. Si scriverh duiique, serizn paretitisi, 

art n h t  ;C n ,  an n- bn n- cn . 
In  geiieiale, coiisiderate p -1- 1 successioni (u,,~),..., (an,p),avremo: 

od niiche, serveiidosi degli elernenti del calcolo combinntorio, 

dove, taiito iii (8') d i e  in (gr),  e da soinmare per tutti gli I * , ,  g ' ,  ,..., I ' ,  con 
Y, +l ' ,  i-... -1- Y p=12.  
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y )  Le moltiplicazioni isoba~~ic'a e binomiale godono della iegge clistl.i- 
butiva, si lin cioè: 

Cio discende subito ditlle definizioni del ri." 4. Applicniido le foimule ora 
scritte in seriso iiiverso, coiisegue l a  proprietk del 1-accoglintento a futtore, 
isobamko O bino~~l ia le ,conlune. 

6) Le nioitiplicaoio~zi isobarica e binomiaie godono della iegge d i  an-
nulla~nento de.? pjsodotto; precisnmente: condizione necessn).ia e sufficiente 
affinch2 u n  prodotto isobwico O binomiale sin nul10 (n." l), 2 che sia nul10 
uno dei suoi fattori. L a  condizione è sufficieiite, come risultn subito dalle 
defiiiizioni del n." 4. Provinnio che la  condiziorie è necessaria: si abbia 

a ,  b,, EZ 0, 

dove (a,) non è totsdmente nulla, diciamo che é totalinente iiulla (O , , ) ;  ed 
infatti, supposto, per maggiore geireralitk, che (a,,) sia iiiizialineiile iiulla d'or- 
diiie nz, si deduce dalla precedeiite, ove si fi-wcia n == 116, nb +1,..., 

a,b,=O, d a  ciii bo=O; a,+ib,+a,,b,=O, d a  cui b ,=0;  

a,,,+nbo-+ nn2+,hi -+ a,,,b2 =O, da cui b, =0 ,  

e cosi via, come si è asserito. ~iinilineiite per la  rnoltiplicnzioiie biiiomiale. 

8. Le mo1tiplicazio)zi isobnricu e bi?zominle sono i~itinznmentci legnte 
ft-a log'o, come esprime la  formula 

L a  dimostrnzione di (10') - che A equivalente a (10) -- é immediata: 

n !
ossia, per essere =(r), il secoiido inembro di 

T ! ( W - v)! 
Segue, fra poteiize isobariche e binomiali, il legame 
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9. a) Dalle definizioiii del II." 4 segue subito, esseiido c uiia costante 
(ossia, una qunii ti th iridipeiidente da n), 

p) Dali' uguaglianza 

a,,=b,, , 
segue, qualunque sia l a  successioiie (c,), 

an;c,=bn;c,, a,.cn- - b  ,?cn, (n=O, 1,2, ...), 

cioè s i  pub molt ipl ica~-e isoba&amente O binomialmenle ambo i rnenzb9.i 
della data uguaglianza peju u n a  stessa successione (c,). Iiiversameiite, dalle 
relazioiii ottenute si deduce la data uguaglianza, purchè (c,) non sin nulla (n." 1). 

Y) Da 
a,;b,=cn, annbn=y,, 

moltiplicaiido isobaricamente m volte per se stessa la prinia relazioiie e bi-
riomialmente nt volte per se stessa la fieconda i'elazione, si ricava 

m) m ) " n ~ ) ~m)%aE)n;bn'n=cnn, on .bn = y n  , 
formule che dhniio la regola per iniialzare un prodotto isobarico O binomiale 
i'ispettivamente A potenza nzeatma isobarica O binomiale. 

10. Se due  successioni (a,) e (b,) sono inixialmente nulle degli ord in i  
r ispet t iv i  m e p, i Eovo pl-odotti isobarico e binomiale sono . iniz ialmenle 
nul l i  d 'ordine m t y. 

Iiivero, posto cn=an;bn ed adottaiido uiirt iiotazione iildicata al  n." 4, 
si ha :  

da cui si vede chiaramente che da a ,  =a ,  =...=anzPi=O, bo=bi= ...= 

Annari d i  Matematica, Serie IV,Tom0 VIII. 15 
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=bp-, = O coiisegiie c, =c, =...=c,,,+,-,=O. Siinilineiite pel prodotto bi- 
riominle. In particolare: 

La potenzn inesimaisoba~.icccO binomiale d i  una  successione inizialîîtente 
nulla d'al-dine p é inizialnzente nulla d' o td ine  mp. 

11. a) Se  due  successio~zi (a,) e jb,) hanno simultanennte~tte  wulli tu t t i  gli 
elenlenti d' indice: dispavi ,  oppul-e t u t t i  gli elementi d' indice pari,  i loro pro- 
dotti  isobmico e binomiale hanno nzclli tutti gli  elementi d' indice dispalni. 

Iiifittti, per indice dispari, il prodotto isobarico è tlato iiella la ipotesi da 

(noO 0 2  ...O a2, 0 1, ( O a1 0 @2n-1 O a ~ n + i1e iiellii 2' ipotesi da 
10 b2nO ...bzO bu b2n+i0 bzn-1 ...O bi O !' 

Similmente pel prodotto biiioiniale. 
p) Se u92a delle due  sziccessio?&i(a,) e (b,) ha gli elentent? d i  indice 

dispari  tu t t i  nul l i ,  vdgono  le formule 

Iiifatti, se è, ad es., h2r+l = O ,  (1'=0, 1, 2,...), seguc: 
2% 'n 

cioè la (12); ed inoltre 

cioé la (13), se si iiots clie è 

La (13), iii viitY della (IO), si pub niiche scrivere: 

Se è poi b, a,, le forinide precedeiiti dàiino 

valide, dunqiie, sotto 1' ipotesi nz,~,i =0, (12 =0, 1, 2, ...1. 
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la successione (a,) é i n i z i a l m e n t e  m l l n  d'or-diue in, si ha, per o y u i  inte9.o 
positivo p <in, 

(18) an+pn bn =cm+,, 
* - n!yn+p 

(n+ p) !. b m - ( n ty)! ('>. 

Infatti, da  (16) segue 

ed anche piii semplicemente, per  essere a,  =a ,  =...=a+ =0, 

cioé l a  (18). P e r  provare l a  (19) riotiaino che d a  (17) segue, applicando (10')) 

ed essendo a,  a ,  =... =n+ = O  ed applicli,iido l a  (18) or ora dimostrata, 

abbiamo : 

ossia la  (19)) in virtii della (10). 

13. La proposizione del riuinero precedeiite sasr&applicatn molto spesso, 
uirit.nmeiite alle segiienti cmerv:i.zioni e coriseguenze. 

a) Si vede facilmeiite come si possono modificare le (18) e (19) quaiido 
anche (b,) si& inieialineiite nulla. 

p) Se tanto (a,) che  (b,) sono inizialinerite nulle, si ha, in virtli di (18)e (19), 

(1) La (19) si pub anche scrivere nella forma 

(19') 
an+p bn= Un* 

(w +i)(mf 2)...(12+p) ' (m +i)(m +2) ... (va+y) ' 
di qui, perb, non risulta bene che per y =0 si ricade nella (17). 
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formule che si generalizzaiio facilmerite ne1 caso in cui (a,) e (b,) siano 
inizialmente iiulle d'ordirie ) 1. Ad es., se e a, l n- E,, O, z n, dalla se- 
conda delle (20) si ha:  

ln+l - 1%+1n lbln.n =(ln- E,) II-
1~ -t- 1 n i - 1' 

da cui, per essere E,+I 30 e per la proprietk distributiva, 

ossia 

y) Se (a,) 2 inizialmente nulla d Y o ~ . d i n e ' m ,si ha, p e r  ogni intelBo 
positivo p <m, 

(21) an =En-, A &+p. , 

Queste formule si coiitrollaiio immediatamente applicaiido ad esse la propo-
sizioiie del numero precederite. Si pub iiotare, poi, che, se (fl,) é uncc succes-
sione qunlsiasi, s i  pub s e ~ r p . e  scrivere, p e r  ogui inteleo positivo 

(23) a, = ( a , ~ ,+ ~,E,-I  +.., + a,-~~,-,+l) + E,-, A a,,,, 

6) Dalle (16) e (17), comunque siano le successio~zi che vi  compaiono, 
segue, Pei* ogni i.rrteg-0 positivo y, 

(25) an-, A bn =CN-,  2 

n 
(26) n(n- 1) ...(n -p + l)a,-, . b, =n(n - 1)...(n- y + l)y,-, , 
sotto la condizione d i  p o w e  nelln (25) 

a_,=a-,=...=a-,=O, c-,=c-,=...=c- r -- O  ' 
e d i  p o w e  nella (26), peg. 

a-49 a-*,.-, a-p; Y-a,  Y-*,..., Y-r, 

degli elementi finiti qualsiasi. Qiiesta conclusioiie si prova subito npplicando 
le  proposizioni del n." 10 e del riumero precedeiite. Notiaino che la (26) si 
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117 A. MAYBRIANI: Sull' Algebra delle successiouzi 

pub anche scrivere nella forma 

Si vede poi, facilmente, come si modificano le (25) e (26) facendo aiiche 
su (b,) quel10 che è stato fatto su (a,) ne1 passare dalle (16) e (17) alle (25) e (26). 

Aiinlog~mente a fi), si pu6 notare che d a  (16) t! (l?), cornunque siano le 
successioni che ui co~rtpaiono, discende 

sotto la condizione d i  porre a-, =b-, =O nella pl-inta e d i  pj.ende9.e nella 
seconda, pela a-, e b-, ,due  elementi fi~ziti qualsiasi. Le (27) si generalizzrtno, 
poi, facilmente. 

Infine, considej.ata zma successione (a,) qualsiasit si ha,  per ogni in tero  
positivo p,, 
(28) 

sotto la  condizione d i  porre nella pl-inza fo~.mula a-, =a-, =...=.a-, =0, 
e d i  p1.ende9-e nella seconda, per a-, , a--, ..., a-,, eletnenti fzniti qualsiasi. 

5 3. Sul calcolo dei prodotti isobiwici 0 binomiali. Eseinpi. 

14. Volendo calcolare effe ttivamente i successivi elementi di prodotti iso- 
barici e binoiniali di successioni espressamente date, coriviene servirsi, nella 
pratica, di schemi opportrini. Ad es., sin da calcolare il prodotto biiiomiale 

ConverrSt disporre il calcolo iiel seguente modo: 

1 1 1 1 2 1 1 3 3 1 

(t) ( Y )  (p) , (n7 2) (n 1) (n)
1 1 1 1 1 1 
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(:)èche 

Ne1 calcolo di un prodotto isobarico si proceder& anche piii semplicemente, 
non doveridosi scrivere la. linea dei coefficienti birioinia,li. Spesse volte, perb, 
l'applicazione delle proposizioiii precedenti e di al t re  seguenti ci permet-
ter& di giungere, senz'altro, alla espressione dell'elemento generale del 
prodotto cercato: cosi, il prodotto binomiale precedente si è gi$ trovato, al  
n." 13, P), che é uguale a 2n -1. 

Facciamo ora parecchi esernpi che ci saranno utili nelle applicrtzioni. 

16. a) Si trovtt subito che 8 

per n= 0, 
a,+a,-i per n= 1 ,  2,.... 

Faceiido qui, in particolare, a, =-(:), con m intero non negativo, .e notando 

rn 4- 1+( ) =( ), s'ottieiie
n-1 

Cambiando, in questa, nt successivamente in O, 1, 2, ..., riz. - 1, moltiplicando 
poi isobaricamente pz, membro a membro, tutte Ic relazioni ottenute, ed  infine 
riduceiido, si ricava 

la quale esprime che l e  successive linee (completate con degli zeri) del noto 
triaiigolo dei coefficienti binoiniali non sono nltro ehe le successive potenze 

isobariche della linea data d a  (3, (n=0, 1, 2, ...). Applicando a (31) la (11) 

e riotando che 6 n!(i)(n), sy ottiene = 

p) D a  (31) discende subito, per  la  .definhione di potenza isobarica., 
p essendo un altro intero positivo, 
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ossia, iisaiido il segno soiiimatorio, 

Faceiido qui m =p = pz, viene la formda 

i(:y= (a").
r=O 

Qiiest:~ideiitith si pud aiiche scrivere nella forma 

Faceiido iiivece, in (32), solo p =n, si ottiene 

ossia 

16. a) Dalla defiiiizioiie di yrodotto isobarico segue 

Fiiceiido qui, i i i  particolare, a ,  r > I r  intero noil negiitivo, e iiotandoGJ, con 

ed miche, per la proposizione del II." 12, 

Cambiando, Ï n  questn, U A  ~ u ~ c e s s i v i i ~ ~ n e i i t e  1, 2, ..., î n  1, moltiplicaiidoin O, -
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poi isobaricnineiite 71, ineinbro ti. meinbro, tutte le i.elzizioiii otteiiiite, ed iiifiiie 
riducendo, si ricava 

l a  quale esprime che l e  successive coloiiiie del trinngolo dei coefficienti 
binomiali noii soiio altro che le successive potenze isobariche della prima 
coloiiiia. Applicaiido a (37) la (Il),  s'ottieiie 

p) Facendo, in (37), nz = 2, viciie 

l n , l " = ? 2 - +  1, 
e percid, per la (37) stessa, 

d a  cui 

[(n i-1) = n ! 
2112 -1 

17. cc) Per  la defiiiizione di prodotto isobarico abbiamo, indicando con a 
e b due costaiiti lion nulle, 

bn = a n  + an-Ib + an-2bz + ... + abn-! + b", 

1 
e quindi 

(1%+ l)aM per n = b, 
(39) an bn = -bn+i 

per a + b.
a - b  

Esseiido c iin'altra costante non nulla, si trova: 

per n = b = c ,  1 [:i!;: +2)abn+L+ (n+ l)bfl+2 
(40) an;bnncn= (a- b)" per a$:O=c, 

(b - c)nn++ (c-a)bR+"(n -b)cn+' per a, b, c diversi 
(a-b)(a- c)(b-c) frn loro. 

Invero, per a = b = c viene, in virtii del ri."9, a) e della (37), 
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per n + b = c abbiaino, applicaiido (39), 

cioé, riduceiido, l'espressione indicata iii (40); infiiie, per a, b, c tutti diversi 
fi'a loro e coi1 procedimeiito analogo, si trovn pure qunnt'è scritto in (40). 

p) Si pi16 osservare che, ne1 cnso i l t  cui  a, b, c sono tutti dive?-si f9.a 

loro, le  espressioiii dei secondi membri di (39) e (40) si possoiio scrivere iiella 
forina seguente : 

La  siininetria presenta.ta da.i secondi membri ci spinge senz'altro a verificare 
l a  validitk di uria formula generale, ma cià verrh fatto iiel Capitolo segueiite 
quaiido sarh iirtrodotto i l  coiicetto di successione reciproca di uiia data suc- 
cessioiie. 

18. Per  la definizione di prodotto binomiale e per 10 sviluppo del binomio 
di NEWTON,si h a  subito, indicato con n e b due costaiiti non nulle, 

(41) a" 12bn = (a+ b)", 
da cui, per (IO'), 

a) Pe r  n= b = 1 la (41) diventa L n  '! ln= 2-, ossia 

Iri generale si h a  

(42) ( 1 n p n= ntn, 
d a  cui, per  (Il'), 

Annali di Matematiea, Serie IV ,  Tomo VIII. 
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p) Fer  a = 1, h =- 1, dit (41)  si ha 

(43) lfl'!(- 1)n .= E>l ( l ) ,  

ossia, per esteso, 

Da (43) viene poi, in virtu di (IO'), 

y) Soininaildo rnembro a membro le relnzioni lnY ln = ln'!(-l)n= Q,, , 
si ricava 

ossia, scriverido per esteso, 

1 p e r n = O ,  
+ . m .(;) +(;) + (4)  =' 1 gn-* per n = 1, 2, ... . 

Sottraendo invece meinbro a membro le relazioiii ln'! l n=2n, ln'!(- 1)*'=E,, 

vieiie 

ossia., per esteso, 

/ O per I L  =0, 
\ 2n-i per 12 =1, 2, .... 

Da (45), poichè il secondo fattore del primo iileinbro è iiiizialmeiite iiullo, si 

ha anche, pel 11." 12, 

e per esteso 

( l )  Ne1 secondo membro si doveva sorivere, in realt8, O*, ma da1 primo membro si ha: 

r=O per n == 1,2, .... 
Si deve dunque porre On =en.  
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19. Si  voglin calcolare il prodotto binomiale 

A tale scopo, partiaino dalla relazione 

( ln-E, , )  n . x " = ( x + ~ ) ~ - x " ,  

da cui, pel n." 12, esseiido (ln- E,) inizialmente nulla, 

Di q u i  si deduce, per x = 1 ed x =- 1 e scriveiido per  esteso i primi 
membri, 

che sommate membro a membro d ihno l'ultima forniula del numero prece- 
dente, mentre sottraendo dalla prima la seconda si ricava 

ossia, pih brevemente, 

d a  qui, applicando la proposizione del n." 12, segue 

ossia, per  esteso, 
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OSSERVAZIONE.- La (47) si pub generalizzare: all' uopo partiamo da 

n( l n - & , , - E n _ , - €  ,-*-...- En-,+,) - xn= 

da cui, per la proposizione del n.' 12, 

In  particolare, per x = -- 1 viene, a riduzioni ftttte, 

da cui, per na =2, 3, 

20. Per cib che segue e per le applicazioni, é utile sapere calcolare i pro- 
dotti isobarici e binomidi fra le successioni considerate al n." 2. 

cc) Essendo p, q, 1 - iiiteri nori ~iegativi, s'ottierie, applicaiido la- proposi- 

zioiie del 11." 12, 
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p) Ed ancora, esseiido p ed nz interi non iiegativi, si ha:  

CAPITOLO SECOND0 

Divisione isobarica e divisione binomiale. 

5 1. Deflnizioni e prime conseguenze. 

21. Abbiamo visto (n." b) che la successiorie (1") è modulo della moltipli- 
cazione ordinaria di snccessioni, e che la (E,,) è modulo delle moltiplicazioni 
isobarica e binomiale. Considerato, ora, una successione (a,,) qualsiasi, po-
nirtmo le seguenti definizioni : 

Si diranno reciproca ordinalia, ?.ecip~-oca isobarica, recipmca bino-
miale, della successione (a,), rispetti vamente le successioiii (a,,),(a',,), (a",), se 
esistono ('), definite da 

(1) ana, = ln, 

(2) an ,a', =E n ,  

(3) a,, ? a", =E, . 
Da (1) risulta subito che (: condizione necessaria e sufficiente srffinchè 

esista' la reciproca ordinaris (a,), della data successione (a,), e che sin a,+O 
per ogni n B. Sotto tale condizione si ha 

Scrivendo per esteso le successive relazioni definite da (2) e (3), abbiamo: 

dalle quali si vede chiaramente che per la determinazione di (a',) ed (a",,) 

occorre e basta che sia a, $= 0 ;  cioé: 
Condizione necessaria e supliciente aflnchè esista la recip~oca isobarica 

(i) Una successione si dirà esistere, se esistono tutti i suoi elementi, determinati e finiti. 
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O la ,.eciproca binomiale d i  una da ta  successione (a,), t che la (a,) non sia 

inizialrnente nulla. 
Sotto tale coiidizione a, + 0, si porrA, conformemente ad (1')) 

En - 119'a", =-1% =a, . 
a n  

22. Considerate due successioni (a,) e (cn) qualsiasi, poniamo le seguenti 
altre definizioni : 

Si diranno quoziente ordinario, quoziente isobavico, quoziente bi?zomiale, 
della successione (c,,) per la successione (a,,), iispettivanlente le successioni 

(Pn), (pln), (p"n), se esistono, definite da 

anPn =ct, 9 

a* A p1, =cn , 
an.  

n ptr n=cn.  

Alle operazioni di determinazione (quando esistono) di tali quozienti, si 
daranno, rispettivamente, i nomi di divisione 02-dinalia, divisione isobarica 
e divisione binomiale di successioni; la  (c,) si dirh successione dividendo e 
la (a,) successione divisore. 

Ne discende che le successioni definite al numero precedente non sono 
che dei particolari quozienti. 

Da (4) si ricava subito che condizioiie necessaria e sufficiente affinchè 
esista il quoziente ordinario (P,), e che sin a,+ O per ogni n n. Sotto tale 
condizione si ha  

Cerchiamo ora le condizioni d'esistenza degli altri quozienti. Diciamo 
subito che, quando esistono, si porr&, conformemente a (4') e pnrdlelamente 
n (2') e (3'), 

ed i secondi membri si potranno leggere, rispettivnmente, 

Cn diviso, isobarico n, a,; cn diviso, binomiale 92, a,. 
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Disting~iiarno ora due casi : 
1") La (a.,) n o n  é inizialmente 9~ulla.Allora, in virtii del numero pre- 

cedeiite, esistorio le reciproche isobarica e biiiomiale della (a,). Pertanto 
dalla (5) segue (11." 9, p)): 

a, A n;lJm p, =cn ail'm, 
-

ed essendo, per ln defiiiizione di reciproca isobarica, a, al,l )n  =E, , viene 

P), =cn agl)m; 

dunque, iii tale caso, esiste effettivamente il quoziente ( P r n )  ed abbiaino, corn- 
pletando (57, 

(5") pln = -1%
Cn =C, A ai1)%. 
a, 

Analogamente, neli' ipotesi a,+O, segue 

2") La (a,,) é iuisialnaenta nulla d'oladine (bnito) m. Allora, affinchè 
esistaiio (Pl,) e (Pt) soddisfaceiiti alle (5)  e (6), bisogrierh aiizitutto (11." 10) 
she  la (cm) siit iiiisialmeiite nulla d'ordiiie almeiio ,uguale ad IIL. '  Supposto cib, 
da (5) e (6) segue (il." 12): 

e qui, poichè i priiiîi fi~ttori dei primi meinbri noil sono piii iiiizidmente nulli, 
si é nelle condizioiii del cas0 precedeiite, ed abbiaino: 

. -Vn 
p'n =C,,+m Na,, ,9 

ossia, completarido (5') e (67, 

le quali si riducono, per m =O,  rispettivameiite alle (5")e (6"). 
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Riassuinerido: Condizione necessnl.ia u sufficieute affzuché esistnno i 
quozienti isobav-ico e binomiale d i  due date szlccessio~li, 12 che :a successione 
divisol.e sia in iz ia lme~rte  nul la  d'ovdine non  nzaggiol-e d i  quel10 de2 divi- 
dendo: se i l  diuisoi*e é ini.zinlnaente nullo d ' o ~ d i m  m(>O), le  esp~*essioni 
d i  tal i  quozient i  sono date dalle ( 5 )  e (6"'). 

ESEMPIO.- Sia da risolvere 1"equazione (6) particolare 

Qui, la su&cessione ( ln-E,) 4 inizialmente iiulla d'ordine 1 e del pari la 
successioiie ( j z ) ;  percib la successioiie (Fm)esiste, e si ricava, applicando 
la (6"') per 1.12 = 1, 

n+l 

vedreino poil nelle applicazioni che tale succeusioiie é inolto notevole in Ana- 
lisi, non esseiido ali.ro che la cosi dettn siiccessione dei iiumeri di BERNOULLI, 
lievernente inodificata. 

23. a) Le espressioni del iiuinero precedente, 

si diraiiiio che sono, rispettivainente, una f i-nzioue ordina , in ,  una frazione 
isobwica e una f?.azio?te binomiale (d'indice n):anche per le due ultime 
frazioni, si parler& di termini, di numeratore e di denominatore delle frazioni. 
Da1 numero precedente risulta poi, in modo chiaro, quaiid'é che tali frazioni 
hanno significato, vale n dire, rappreseiltano effettivameiite delle determinate 
successioni. Unn fra.zione, isobarica O binomiale, il cui denominatore sia ini- 
zialinen te nullo d' ordine maggiore di quel10 del denominatore, è . da riguar-
dare corne sintbolo d'impossibilità, se, poi, numeratore e denominatore sono 
eiitrarnbi totalmente nulli, la  frazione ftessa è manifestarne~iteda riguardare 
corne simbolo d'indetewninazione. Qualche volta; in luogo delle due ultime 
notazioni, si scriverh, rispettivameiite, 

8) Se (na) é inizialmerite iiuiia d' ordine (fiiiito) nt )O, le successioni, 
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presen tatesi spoiitaiieaineii te al riurnero precedeii te, 

si diratiiio, rispettivameiite, ~*ecip7*ocaqe~ze?.aliazata isohal-ica e 3-ecip~.oca 
genernl izzatn binomiale della successioiie (a,). Per na ==O, le due succes-
sioni precedenti si riducoiio alle reciproche isobarica e binomiale defiiiite 
al n." 21. 

Esseiido selnpre (a,) iiiizialmeiite iiulla d'ordirie nt, valgotio le (21) e (22) 
del Capitolo preoederite (ii." 13), dalle quali si ricava, per p = I I & ,  

fbrniule esprimeiiti le reciproche geiieralizzate della (a,) in forinn di fra-
zioiii isobarica e biiioiniale, rispettivanieiite ; per ,n&= O ,  poi, si ricade 
nelle (2') e (3'). 

y)  Ricorreiiilo n1 priiiciyio di permatieiizn delle proprieth foriiîali, col 
volere la coiiservazioiie delle (4) del Capitoio precedeiite (II." 6) aiiche per 
i'esponente - 1, si trova che, aiialogameiite alla 

Con ci6 ?+esta stabilito i l  significato d i  potenza, isoba&n O binonziale, ad 
esponente intero qualsiasi. 

5 2. Osservnzioni sulle frazioni isobariche e binomiali. 

24. F ra  le frazioni isobariche e binomiali intercede il legame espresso da 
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od aiiche 

Cio é uiia consegueiiza del n." 8. 

25. a) Da1 n." 9, a )  disceilde, esseiido c uiin costailte iioii nulla, 

Notare, iii particolare, il caso b,, r E,, . 
p) Indicando cou ( c , )  uiia successiorie qualsiasi riori iiulla, si ha :  

b,-in b,b,;c,- b ncn 
n 1 1 n . -1, = 1% A7 na , .  cm (L, 12 C ,  

)
12f i  0, 

e d  in particolare, per c, = CE,, , 

Queste formule, appiicnte i i i  seiiso inverso, servono alla semplificnzioiie delle 
fmziorii isobariche e biiioniinli. Ad es.:  

r.5 En-I 3'' En-4-1% = , --1 % 
2n - 1 (1,' - a , , )  7 l n  l n - € ,  ) 

d o r e  1' iiltiino quoziente rappreseiita precisameiite, corne vedremo nelle appli- 
caxioni, ln successioiie dei iiumeri di BERNOUI~LI. 

26. a )  Addiz ione delle f ~ + a z i o n i  isoba?'içlze e binominli. Si h a  aiizitutto, 
per le  frazioiii d'ugunle deilomiiiatore, 

th ,+-Cn 
fi--

- h m +  In, - ; -8, -t c m  

&a a, U n  11n an 0, 

1uvei.0, rifereirdoci, ad  es., a l  csso isobarico ed indicate con y,, e ytr, le  due 
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frazioiii del priiuo meinbro, è 

da cui, divideiido isobàricnmente per a,,, la formula da dimostrare. 
Pih i i i  geiierale, iiel caso dei denomiiiatori diversi, si ha:  

Circa la scelta di un deiiomiiiatore coinuiie differente da1 prodotto isobarico O 

binomiale dei denominatoii, si pu0 vedere il Capitolo seguente. 
Ln sottrazioiie si fa analogamente. 

p) Moltiplicazione delle fi-azioui isobariche e binomiali. Si h a :  

le qunli si dimostrano analogameiite a quanto è stato fatto ad a). Iii parti-

delle frazioqzi isobap-iche e bjnomiali. Si ha: 

le quali si dimostrano immediatnmente applicaiido le formule, scritte a fi), per 
la moltiplicszioiie. 1 primi membri (e  quiiidi i secondi meinbri), delle due 
formule ora scritte, haniio significato se e solo se le frazioni a divisore sono 
inixialmente nulle d'ordiiie < all'ordiiie corrispoiideiite delle frazioiii a divi-
derido. In particolare, segue che le frazioiii 

avraiino per reciproche isobarica e binomiale, rispettivamente, le frazioni 

se e solo se le (a,,) e (b,,) soiio iiiizialmente nulle dello stesso ordine. 
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27. D a l k  definiziorie dei quozienti isobarico e binomiale é risultato che 
in una ~*elaaionef,-a successioni u n  fattof-e isobarico O binomiale d i  un 
membimo si pub p o r t w e  a diuiso2.e isoba9-ico O binontiale, rispettivanzente, 
dell' a1t1.o nien2h.o. 

In particolare, dalle relazioni 

quando (c,) e (y,) iioii siano iilizialmente nulle (ed allora sarailiio t d i  anche 
(a,,) e (b,,)), si pub dedurre 

;bnl). = bnl)* =.(ni)n. 

Nell'eseguire un tale passaggio si dirit, ta.lvolta, che si é passalo alle succes- 
sioni 1-eciproche in ambo i mernbri delle date relazioiii. 

28. a)  Se in ulzn successione (a,), non inizialmente ~ i u l l a ,  g l i  elenzenti 
d i  iudice dispa7.i sono tu t t i  ~zul l i ,  nltrelta11to acctrde pelb le sue ~.ecipl*oche 
isobn,l~icn e binonsiale. Iiifi~tti, dalla defiiiizioiie di reciproci~ isobarica scgue 

subito, nelle ipotesi fhtte, che é al" '  =O, 03')" 0; arninesso, poi, che sia 
aT1)6 -a7 -117 - . . . = o ~ ~ > ~ - ~ = o ,  trova dit a- ')2n+i=0.- si CI,(I&~!~+~=O, CU^ 2%I 1 

Aiiitlogamonte per la reciproca biiioininle. 
p) Se  la successioue (a,), non inizialmenle nulla, ILLLgli  elenseuti d'in- 

dice dispari nul l i ,  si ha 

- - l),, - (212)! !a,,, -un
nZnl)'n=a2, , t r ,  ---

18 ! [ (2n)!]  

le  (12) e (13) del Capitolo precedeiite (II." 11, P)), e quindi risolvere le relazioi~i 
ottenute rispetto ni primi meiribri delle (10). 

3 3. Siil caloolo delle suecessioni reciproche. Esempi. 

29. Considerata iina successione (a,) iioii inizialmeiite iiulla, l a  reciproca 

isobnrica (trn1)n)e la reciprocn binomiale (a;')') sono defiiiite, rispettivamente, 
da  ( 1 1 . O  21) 

- n -1)-
a,,tc,"n=~,, a , .a ,  =a,, 
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ossia, scrivendo per esteso le successive relazioni per n =0, 1, 2, ..., 

Le espressioiii di an')" ed ni')" si possoiio ottenere n.pplicando la regola di 
CRAMERai sistemi delle prime ?z t 1 equazioni di (11) e (12); iiifatti, il deter- 
niiiiaiite dei coefficienti di ciascuiio dei due sistemi, non omogenei, che si 

ottengono, 6 dato, in entrambi i casi, da. a: ", diverso da zero per 1' ipotesi 
che (a,) non sia inizialmente nulla. S1ottengorio cosi, cor] una piccola semplifi- 
cazione, le espressioni : 

a ,  a ,  O ...O O 

a ,  a ,  ...O O 
(13) a,-1)- --(3

a, . . . . . . . . . . . . . .  , (n=O,
nt" a , - ~  0,-2 a,-3 ...al a0 

dove i determiiiaiiti d'ordine n, dei secondi membri, si possorio rigurtrdare 
corne una gerieralizzazione dei cosi detti deterulinanti delle funzioni p a t t e  ('), 
e, iii (13), si ha proprio un tale determiiiaiite se si suppone a,  = 1. 

(l) Cfr. E. PASCAL,I determinanti. Milano (1923), pag. 218. 

1,....21, 
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30. Volendo procedere a1 calcolo effettivo dei sirigoli eleineriti delle reci- 
proche isobarica e birioniiale di successioni espressamente date, aiiziché appli- 
care le (13) e (14), riesce praticamerite piii coinodo l'uso di schemi opportuni, 
aiialoghi a quelli indicati a1 n." 13 pel calcolo dei prodotti isobarici e biiio-
miali. 

Supposti, ad es., gi8 calcolati, a mezzo di tali schemi, gli elementi aiTi)', 

ai')' ,a2-"',..., a,-l-1)-t , per calcolare n, 
-1)" 

si formerk 10 scheina: 

(dove le freccie stanno solo a. porre in evidenza 1' ordine secondo cui verigono 
scritti gli eleinenti), si faranno poi, separatamente, i prodotti degli elementi 
posti in ciascuiia colonna a siiiistra della liriea puiiteggii~ta., e si dividerh la 
soniina di tali pradotti per - a,. Analogamente pei reciproci isobarici. 111 

tale modo, si trova facilmerite : 

Si vede qui, in entrambi i casi, che ogiii elemento reciproco ha un peso, 
iiegli elemenli della successione (a,), dttto clal proprio iiidice, e, inoltre, che 
passnndo dai reciproci isobarici a quelli binomiali variano solo i valori as- 
soluti dei coefficienti numerici. 

Alcune volte, perb, l'applicazione delle proposizioni precedenti e di altre 
seguenti permetterk di giungere direttnmente alla espressione dell'eleineiito 
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geiierale della successioiic reciproca cercata: i i i  tali casi, appliciindo poi 
le (13)  e (14),  si otteiigono delle formule sui determiiinnti. Diaino, oral alcuni 
eseinpi che ci saranno utilissimi iielle a.pylicaziorii. 

per n = O ,  
( f i ) ~ n f i =  1 a*+ai-i p i r  n = 1, 2, ..., 

cioé le due successioni 

1, ] , O ,  0 , o,..., 
1, --1, 1, - 1 ,  1,..,, 

soi10 l luna reciprocn isobitrica dell'altra. Esserido a uiia costante non riulla, si 
ricava da (15), in virtù del n." 9, a), 

(15') ( ; ) a w ; ( - l)"a"=&, ed anche (- 1)" (3an;an=En, 

le quali si possono scrivere, per essere (:)an = en +«E,- i ,  

Iiiiialzniido l i ~(15) a poteiiza wteSima isobarica s'ottiene, Pei. le (31) e (37)  
del Capi tolo precedente, 

che si pu6 scrivere iiella forma, 

ed anche iiell' altra 

( y ); = E n .  

Di qui segue che la foiiniila (31) del il." 15, ossia (:yn=Cr), vale per ogiii 

intero nz. positive, iiullo O iiegativo. 
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p) Abbiaino giA trovato (II ."  18, (43')) l i t  forin~ilii. 

da cui piu iii geiierale, esseiido a uiia costaiite noii niilla, 

filn
Ricordando la formiila (42') del ii.' 18, ossia ($ri"X,= si conclude da. (17'), 

ove si faccia a =m, che tale poteiiza mesimavale per ogiii iiitero positivo, 
nul10 O negativo. 

32. Sian10 Orit in grado, sapendo da (15') che 1s reciproca isobnricn di 

(an) è data. da ( - 1)"(:) an=E, - U E , - ~ ,  ( I L  =0, 1, 2, ...), di dimostrare la for- 

mula geiierale acceniiata al n." 17, P);  precisameiite, iiidicato con a , ,  a,, ..., a, 

delle costanti tutte diverse fra loro, di diiilosti'are la forrniila 

Invero, corne si e visto 211 11." 17, Pl, la. formula vale per p =2: 

Partendo da questa, è facile diinostrare Che la formula vale per p =3 ;  
irivero, abbiamo : 
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da cui, applicando la  (O), 

cioe, la formula d a  dimostrare per p =3. Ammesso ora vera 1' identith da  
dimostrare pel valore p - 1, si vede, con 10 &esso procedirnento precedente, 
che l a  stessa identith vale pel valore p: in virth del principio d'induzione 
cornpleta l a  (18) è dunque dimostrata. 

Si pub notare che la (18) asserisce che il prodotto isobarico 

nori é altro che l a  funzione interpolare d'ordine p - 1, O, corne dice il NOR-
LUND ('), la  differeiiza divisa d'ordine p -. 1, relativa ai  punti a,, a,,..., ccp, 
della funzione 

~n+P-l. 

33. Essendo a e P due costanti non nulle, la  successione 

an  ;P", 
ha per reciproca isobarica, in virth di (15'), 

ossit~ la  successione, ultimamente nulla d'ordine 3, 

1,  - (a  +P), ap, O, 0) 0, .... 

(i) K. E. NORLUND,Leçons szcr les Séries dJilzterpoZatim.Parie (1926), cfr. pp. 1-2, (3). 
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Analogamente, essendo y un'altra costante, la successione 

ha per reciproca isobarica 

ossia la successione, ultimamente nulla d'ordine 4, 

1, - (a +P +Y), aP + ay +Py, -a h ?  O? O, O? -.-
Col principio d'induzione completn si conclude facilmente che, essendo 

a , ,  a,, ..., ctp delle costanti, si h a :  

dove B manifesto il significato dei simboli sommatori. 
OSSERVAZIONE.- P O S ~ O  

consideriamo 1' equazione algebrica 

le cui radici sono manifestamente cc,, a,, ... , a,. La (19) si pub allora scrivere 

dove al secondo membro, se le a, sono tutte radici semplici, si pub sosti-
tuire l'espressione data d a  (18). Si ha in (19') en notevole legame fia i coef-

ficienti e le radici  di un'equazione algeblicn: la  funzione razionale intera 
dei coefficienti data da1 primo membro di (19') ha per espressione simnie- 
trica nelle radici la semplice espressione del secondo membro. La (19'), ne1 
tempo stesso, dA il modo di calcolare la  reciproca isobarica di uria successioiie 
qualsiasi, ultimamente nulla, 

1 ,  a,, ? ? ? O, O? 0, O?. . .?  

quando si sappiano determinare i numeri a, legati agli a, ne1 modo visto; 
pih avanti troveremo l'espressiorie effettiva dell'elemeiito generale della detta 
successione reciproca, anche senza conoscere gli a,.. 
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34. u).Abbiatuo gih visto che é (n." 18, (43)) 

(20) ln.(- l)'i=E,, 
ed anche, piiL in generale, 

(20') an II(- l)"an =E, 

p) Dalla precedeiite (15) si deduce, applicando la (10) del II." 8, 

35. a )  Se riella (22) del II ."  13 si fa a, r ln- E,, s'ottiene 

1
l" - Er = E,-, H-. 

12+ 1' 

da cui 

e quiiidi (n." 26, y)) 

Vedreino, nelle applicazioni, che questa successione reciproca é quella dei nu- 
meri di BERNOULLI. 

p) La (22) si pub generalizzare faceiido, iiella richinmata foriniila (22) 
del il." 13, a,  5 l n  - a, - E,:~ -... - E,,+~. S'ottiene allora, procedendo 
analogamente, 
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Uebei. yrojektive Uebertragungeii uiid Ableituiigen II. 

von  J .  A. SCHOUTEN(in Delft) und ST.GOLAB(in Krakoa-). 

EINLEITUNG 

In eiiier uiiter demselberi ~ i & l  in der a Mathematischeii Zeitschrift er-s 

schienerien Arbeit (') habeii wir gezeigt, dasz die verschiedenen voii E. C A I ~ T A N  
uiid J. A. SCHOUTEN, T. P. THOMASuiid O. VEBLEN :iufgestellteii, scheinbai- 
riicht miteinander übereirizubringenden Theorien über die projektiveii Ueber- 
tragungeii und Ablei tungen, Teile eiiies Ganzen siiid utid sich aus diesein 
Ganzeri durch Spezialisierixng in eiiifacher Weise zurückgewiiinen Iiisseii. Kuiz 
gesagt komint es an auf die Koiistruktioii eiiier Puiiktdicliteiiübertragiiiig , 
woraus sich daiin alles aiidere von selbst ergibt. 

Inzwischen hnt nun H. WEYL in einer eben ei.schieiieiieii Aibeit (7die 
Uiitersuchung aufs lieue aufgerioinineri. Das wesentlich Neue seines Aiisatzes 
ist, dasz er mit inhomogeiien Koordinaten i n  der loknleii Mnriiiigfaltigkeit 
anfangt. Diese von alleii andereii Uiitersuchern bis jetzt 111s hoiTnuiigslos 
zuriickgewieseiie Methode erweist sich bei ihm gerade als übera~is fruchtbar. 
Sie eroffiiet eineii in inaiicher Hinsicht neuen Weg zur Koiistruktioii der ge- 
suchten Uebertraguiig, eineii Weg, der zu iiiteressaiiten geometrjscheii Deu- 
tuiigeii Aiilasz gibt, uiid wird sich, richtig smgewaiidt, sicher aucli für die 
Tlieorie der koiiformeii Uebertragungen, sowie für jede Geoinetrie, clie auf der 
~ b b i l d u i i ~beiiachbarter Mi~nnigfaltigkeiteri aufeiriaiider beruht, als überaus 
nützlich erweisen. 

Leider ist diese sehr wichtige Weylsche Arbeit recht kuiz uiid dadiiich etwas 
fraginentarisch gehalteii. Sie bringt an inaiictieii Stellen n u r  deiii Keiriier 
genügeiide Aiideuturigeii uiid driiigt iiiclit bis zur expliziteii Darstellung der 
gesuchteii Uebertragung vor. Auch die Beziehuiigeii zu den Arbeiteii anderei 
Autoreii siiid iiur gestreift. Di~init hangt wohl zusamineii, dasz da, wo bei 
der Ableituiig eine letzte Forderiiiig eiiigefuhrt werdeii mirsz, iiur auf eiiie 

(i) N Matheinatische Zeitschrift x, (30) 1.29. 
(?) On the foundations of general infinitesimal Geowzetl-y. << Bull. Amer. Math. Soc. .,35 

(B),716-725, weiterhin zitiert als P. G. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 J. A. SCHOUTEN Ueber projektiveund ST. GOLAB: 

schon in der Litteratur aufgetreteiie Forderuiig hingewiesen wird, die eigent- 
lich riicht iin Rameii der Uiitersuchuiig hiiieiiipaszt, wahrerid eiiie vollstaridig 
aus dieser Uiitersuchuiig herauswachseiide Forderuiig, die a,ii dieser Stelle 
einzusetzen geweseii ware, übersehen wird. Iri einer zweiteri, geineinschaftlich 
mit H. P. ROBERTSONverfaszteri Arbeit (3), weiterhiii zitiert als P. G., wird 
die Darstelluiigstheorie linearer Gruppeii zur Fundierurig einer der Hauptfor- 
meln herangezogen. 

Wir briiigeii im ersten 5 eiiie kurze Uebersicht des Gedaiikerigaiiges 
uiiserer obeii zitierten Arbeit, der von den aufgestellten zehn Forderungeii 
zur Piinktdichtenübertragung führt. Dieser Gedankengaiig liesz sich durcli 
frühere Eiriführung der holoiioineii Beziigssysteme (§ 1, (IV)) noch bedeuteiid 
kürzer fassen und 'ist hier reiii ohrie irgeiidwelche Nebeiibeti.achtungeii dar-
gestellt. Im zwei teil folgt daiiii eiiie Darstelluiig der Weylscheii Methode. 

Wir verwendeii dort zwecks bessereii Vergleichs die Schreibweise des 5 1, 
setzeii Andeutuiigeii iii Formeln uin und füllen Lückeri aus, htilten uns aber 
stets nii deil Gedaiikengaiig der Weylscheii Arbeit. Dabei sind die beideii 
Paragrriphen so redigiert, dasz der Vergleich moglichst eiiifach ist. Dieser 
Vergleich lehrt, dasz die beiden Methodeii nicht weseiitlich verschiedeii siiid, 
dasz aber die glückliche Heraiizieliung der riichthoniogeiieii Koordiriaten uiid 
der Darstelluiigstlieorie bei der zweitan es erinoglicht, riiancheii der aufge- 
stellten Forderuiigeii ihreii fornialeii ~ha rak te r -  zu iiehmen und eine iiatürliche 
geoinetrische Deutung zu geben. 

Eiiie dieser Forderungen ist die Synimetrieforderuiig, die in Beziehuiig 
gesetzt wird zur Cartaiischeii Torsioii. Von diesein Gedaiikeii ausgeheiid liegt 
es nalie die Betrachtuiig zu verallgemeiiierii uiid aucli solche bis niif bahn- 
treue Trarisformnt~ioiieii gegebeiie liiieare Uebertr2guiigen zu betrachteri, die 
nicht syminetrisch sind, oder, was dasselbe ist, deren Cartaiische Torsioii riicht 
verschwindet. Iii der Tat ist eiiie solche Verallgeineiiierung tboglich, wie iiii 

5 3 kurz angedeutet wird. 

5 1. Festlegung der Punktdichtenübertragung-

Jedem Puiikte eiiier X ,  mit den Urvariableii t v ,a, ..., w =1, 2, ...,n,wird 
eiiie P, (') mit dei1 hoinogerien Koordiiiateii rC,a,...,g = O ,  1, ..., ii, zugeordnet. 

(9 H. P. ROBERTSONand H. WEYL,O n  a p ~ o b l e min  the theory o f  gi.oups arisiizg i n  the 
foundatiom of imfinitesiwzal yeowetry,  u Bull. Amer. Math. Soc. B, 35 @9), 686-690; weiterhin 
zitiert al8 P. G. 

( O )  Unter einer X,, rerstchcn mir eine allpeineine mdiinensionale Nannigfaltigkeit, 
unter einer P,, eine X,, illit. einer ge~vtilinlirhen projektiren Geoiii~trie. 
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In  der X, soll eine syinmetrische lineare Uebertragung bis auf bahntreue 

Transformationen der Paraine ter FI, : 

gegeben sein. Es gilt dieser Uebertragung in eiiieindeutiger Weise eine projektive 
Uebertragung, d. i. eine Uebertraguiig, die beiiachbarte Pnprojektiv aufeinander 
abbildet, zuzuordiieii. Forderung (1) ist, dasz diese Uebertragung nicht iiur 
in den rCsoriderii auch in den d e  linear sein soll, sodasz die pseudoparallele 
Verschieburig idso gegeben wird durch eine Gleichung von der Forni 

Die rC koiineii als Bestimrnungszahleii eines mit einem Gewicht verseheneri 
koiitravarianteri Puiiktes aufgefaszt werderi, den wir hier lieber direkt Punkt-
dichte nennen wollen, da das Wort Pu?zkt frei bleibeii soll für spater auftre- 
tende Groszeii mit einfacherer Traiisformationsweise. Dementsprechend ist 
auch der Keriibuchstabe go thisch gewahlt (7. 

- -
Der Uebergang zu iieuen hoinogenen Koordiiîaten rc; A, ..., G =  0,1,...,n ,  

ist gegeben durch 

(2) rc=l~,Cra ,  I z ~ ~ + o .  
Forderung (II) ist riun, dasx die Puiiktdichte, dereii Koordiiiaten auszer r0 
alle Nul1 sind, diese Eigenschaft bei der Transformatioii behalt 

Es ist iiichts dagegen diese Puiiktdichte aii demselben Ort  zu deiiken wie 
den Punkt der X, den1 die Pm zugeordiiet k t .  

Beim Uebergang zu deri neuen homogeneii Koordinaten CC gilt füi. die A& 
folgende Transfo~mationsformel 

(7 Wir verwenden lateinische Kernbuchstaben aiisschlieszlich fttr Vektor-und Punkt- 
gros~en(S 146), gothische nur fiir Vektor-und Punktdichten und g rose  priechische nui-
fiir geometrische Objekte, deren Bestimmungszahlen sich nicht linear transformieren. Der 
Gebrauch kleiner griechischer Kernbuchstaben bleibt frei. Letztere werden aus historischen 
Gründen manchrnal fiir Skalare und Vektoren verwendet und treten auch iiberall da aiif, 

wo die Transformationsweise noch nicht vollstandig bestimmt ist (8. B. bei den n i  irn 9 2 
dieser Arbeit). 

(6) Hier und im Folgenden schreiben wir 62;statt &:%a. 
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Darnus iiiid nus (II) folgt 
Ko % 

(4) A&=J&&,~, h,..., m = I )  ..., n. 

Stellen wir rtlso als Forderuilg (III) 

so lasseri sich die htpbis nuf eiiieti von vornherein für nlle Bezugssysteine 
festgelegten koiistaiiteii Ztthlerifaktor c (7als Bestiiilmungsznhleii von n Masz-

k 

vektoren 2, der X, nuffassen: 
k 

(5) A!& =ce, 
K 

und bei dem Uebergang zu dern traiisformierteii System e,  ergibt sich dann 
ails (4) die Gleichurig 

ZK
(6) z ~ = A ; ;  A F = ~ .  

Dieser Urnstwiid ltiszt sich clam nusiiutzeii, das Systcm der ~Itiszpuiiktdichteii 
k 

iii der lJWiiaher festzulegeii. Mari katiti iiamlich die e~ mit den zii den Urva-
v 

riableii gehorigeii Naszvektoreri Q. ziisammeiifalleii lasseii : 

denri RUS (4) lasseri sich dann bei beliebig gegebenen A&, irifolge (III) die I€g 
eiiideutig bestiinmeii. Wir koiiiieri also iin Folgerideti von vornhereiri die For- 
deruiig (IV) aut'stellen, dasz 

(8) A&& CS,.k 

Geben wii. dementsprechend jetzt nuch den Urvariableri der X, die lateiiii-
schen Iiidizes IL,..., 111, sodas2 Sv - k k ,  danii iiimint diese Forderuiig die Gestalt 

(7 Dieser Zahlenfiikt~~ und 'P. Y. THOMASdient dam die beiden Theorien von 0. VEBLEN 

ni1 iiiufassen; diese 'Pheorien entstehen, wenn man c =  1 bzw. c --
?& 
--+ 

i 
1 

setzt. 

(8) &'", ist dm èrweiterte Kroneckersche Symbol. Es ist 6: gleicli 1 oder O je nachdern 

die fiir k und eingesetzten Zeichen aus den Reihen 1,..,, n und 1,..., .n in diesen Reihen 
korrespondierende Stellen einnehmen oder nicht. Das 5eichen A bedeutet stets, dass eine 
Formel nur fiir dns in der Formel verwendete Bezugssystem gilt: in (7) steht links ein 
Systern von n V~ktoren,  rechts ein System von nz Gkalaren. 
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an und die durch (6) zum Ausdruck gebrachte Kupplung der Transforma-
tiorien der dSk mit den Transformationen der hornogenen Koordinaten der P, 
bewirkt, dasz (IV) iiivariaiit ist. 

Zwecks weiterer Festmachurig dieser Kupplung stellen wir jetzt iioch 
drei weitere Forderutigeri auf. Da die Uebertragung der P, invariant ist bei 

Aeiiderurigen der Ai, von der Forin 

(9) 'AC. al+ a 1 7  rj=beliebiger Vektor, al--Ac. Ecrr..ZEaA 6;; 

kaiiii man sich ohne Beeiiitrachtigung der Allgemeiriheit beschranken auf 

solche Werte der Aij die der Forderung (V): 

genügen. Diese Bedingung ist daiiri und nur dann invariant wenii 

(10) 1 I E ~=1 ~ o n s t .  
Da 

(11) dgJ=A:,A$ +CE-A00 
J 
Ic +JE?a,E& 

kann mari die homogenen Variablen in P,, ohne die Bedingungen (6) und (10) 

zu verletzen, so transformieren, dasz A%= 0 wird. Wir konneii also von 
vornherein als Forderung (VI) eiiiführen : 

und die Iiivarianz dieser Bedingung fordert danil laut (11) das Bestehen der 
Gleichurig 

(12) C E ~ O ~+ =O 
oder in anderer Form 

1 
(13) ZEF= - - 3 ~ : a ~ i o ~ ] ~ o , ,

C 

welche Gleichung eine weitere Einschraiikung der zugelasseiien Transforma- 
tiorien der homogenen Koordinateri in Pmbedeutet. Die Konstante in (10) 
kanii jetzt noch einfachheitshnlber durch eine proportionale Aenderung aller 

6: gleich 1 gemncht werden ohne dasz dadurch die Bedingung (6) verletzt 
wird und ohiie dasz sich die Bewegung der Punktdichten bei der Parallel- 
verschiebung andert (Forderurig (VII)): 

Aus (3))(VII), (2),(6) und (13) ergibt sich iiuri aber die vollstandige Kupplung 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo VIII. 19 
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der ]É: mit der Transformation der dgk: 

und daraus folgt, dasz jedem System von Urvariablen der X, in jedem Punkte 
infolge der aufgestellten Forderungen ein Systeni von homogeneii Koordi-
naten rC der lokalen P, in eiiideutiger Weise zugeordnet k t .  Es k t  zu 
beachten, dasz nus (V) und (VI) 

folgt und dasz auch diese Gleichung bei (14) invariant ist. 

Die 62 besitzen alle einen Faktor A-". Wir schreiben jetzt 

und nennen eine Grosze g s e  mit der eirlfacheren Transforinationsweise 

C a
(17)  9" = Ear 

einen (kontravarianten) Punkt und die Groszen mit der Transformatiorisweise 

(kontravariante) Punktdichten vom Gewicht k. rC in (2) ist also eine Punkt- 
dichte vom Gewicht n. 

Die weiteren Forderungen bezwecken die eben erwahnte eindeutige 
Festlegung der projektiven Uebertragung. Die Forderung (VIII), die Sym-
metrie der A:: 

(VIII) 

ist invariant bei den Transformationen der dgk und den jetzt mit diesen 
fest gekuppelten Transformationen in der P,. Die Forderung (IX), Uebereiri- 

stimmung der zu I'i und der zu hai gehorigen geodiitischeri Liriien der X,,  
drüokt sich unter Berücksichtiguiig von (15) und (VIII) analytisch aus durch 
die Gleichuny : 

(IX I , A,k = rt - + a;r/,>
1 .

n ( ~ ~ r i  1 
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Da rechts die bei (1) invarianten Thomas'schen Parameter auftreten, ist diese 
Gleichung bei ( 1 )  invariant. Infolge (3)) (IV) und (13) ist sie auch bei Koordi- 
netentransformationen invariant. 

Die KrlimmungsgrOsze der projektiven Uebertragung 

hut die merkwürdige Eigenschaft, dasz die Bestimmungszahlen pi;;"sich wie 
die Bestimmuiigszahlen einer Grosze der X ,  transformieren: 

...k
(20) P lji &&ik. 

Diese Grosze musz also eine Komitante der durch I't und (1) charakteri-
sierteii Uebertragung sein iiiid dasselbe gilt für die Faltungen plelik und pjjkk. 

Wahlt man als Forderung (X) das Verschwiiiden der Komitante P.&;,," 

so folgt für die Ai,: 
A?.- 1 k i 

(21) s3 Y-c(n-l) 1 nt",~:,-a , ~ ,  , 

uiid durch diese Gleichung, (IX), (IV) und (VI) sind die Aij jetzt vollstandig 
bestimrnt. Aus '(VIII) und (21) folgt, dasz auch die A:j symmetrisch in i, j 

sind. Das Nullsetzen der anderen Komitante pijik ist infolge (15)  and (IV) 
gleichbedeutend mit 

(22) =O, 

sodasz P&' schon infolge der gestellten Forderungeii verschwiridet. 

5 2. D i e  Weylsche  Methode.  

Betrachten wir jetzt den Weylschen Gedankengang. WEYLordnet zunachst 
jedem Punkte der X, eiiie X,,,zu mit den nichthomogeiien Koordinaten 
q k ;  h, ..., m =1, ..., n. Die Uebertragung, die benachbarte X,  aufeinander 
abbildet, genüge der Forderung (A): Linearitiit in den dSv. Aiialytisch drückt 
sich diese Forderung nus durch die Bedingungsgleichung für die Parallel-
verschiebiing 

(A) 1I d l k  =- v ; t ~ ,ri)@' 1I (.)-

( 9 )  F. Ci., S .  717. 
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Wir setzen je tz t  (etwas früher als WEYL,der zunachst den allgeineiiieii 
Fa11 noch weiter erortert) fest, dasz die Abbilduiig eine projektive k t ,  tlasz 
die r) lineare iiichthoinogene Koordinaten sind und dasz =n. Dainit haberi 
wir den Da11 der jedem Puiikte zugeordiieten P, des 8 1. Die zugelitsserieii 
Trnnsformatioiieii der yk,  die von der Forni 

siiid, solleii der Forderuiig (B) genügeri, dasz die Eoordi~iateri des Punktes 
q k  == O Nul1 bleibeii : 

(BI I1 .:=O> n?+o ll 
woraus folgt 

(24) nPo = 1, 

Die Gleichuiig (A) lautet für q R=O 

iiiid jeder Verrüclcuiig d t ~ist also eine Verrückuiig 

des Puriktes y k  = O  zugeordnet. Es wird jetzt die Forderung (C)gestellt, dasz 
diese Zuordiiuiig eirideutig umkehrbar sei : 

Aus (23) ergibt sich iiuii  für die Transformntioii von v ; " ( ~ ,O) 

Diese Gleichuiig kaiiii also infolge (C) dazu ausgenutzt werdeii die v p K ( ~ , O) 

gleich c8f zu macheii, wo c eine voii voriihereiii fiir alle Bezugsvysteme 
festgelegte Koiistante ist ("). Wir dürferi also von voriiherein die Forde-

rung (D) aufstellei~, dasz v,'L({, O )  gleioh c6: ist. Werdcii van da an, wie ini 
5 1, auch die 5 mit lnteinischen Indizes verseheri ( 1 3 ) ,  so drückt sich diese 

('O) Diese Gleichung tritt in P. G. nicht explicit auf. 
(11) F. G., S. 718. 
('9 F. G., S. 719; bei Weyl ist c =1. 
( 1 3 )  I n  F. Q. wird von dieser Vereinfachung kein Gebrauüh gemacht. 
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Forderuiig aiialytisch aus durch 

ui id die Transformation ( 2 3 )  ist jetzt eingeschraiikt durch die Invarianzl>e- 
dirigung von (D): 

(28) ng= ~k (1 4), 

welche Gleichung gleichbedeutend ist mit der Gleichung 

Bildet man links uiid rechts die Determinante 

so entsteht eine Gleichung, die zum Ausdruck bringt, dasz die Traiisfor-
mwtioii des infinitesiinaleir Volumelements in eineni Punkte der X, dieselbe 
ist wie die korrespondiereiide in demselben Puiikte der zugeordneteii P, (16). 

Irifolge der Forderung,(D) nimmt die Gleichung (23) folgeiide Gestalt ail: 

woraus hervergeht, dasz jedem infinitesimalen Vektor ritk iii einem Punkte 
der X, eiii infiiiitesimaler Vektor dqk in1 selben Punkte der zugeordrieteri 
lokalen P, entspricht, dessen Bestimmungszahlen das + c-fache der Bestim- 
mungszahlen des erstgenannten Vektors sind. 

Wir geheii jetzt (zwecks Vereiiifachung der Rechiiuiig etwas früher als 
Weyl) zu den homogenen Koo~diiiateri pC über, dereii Beziehungeii zu den y" 

.sich ausdrücken in 

(33) 

(i4) Diese Formel tritt in F. G. nicht explizit auf. 
(i5)k'. G., S. 721. 
('6) Auf diese geoinetrische Deiitung hat auerst H. P. ROBERTSONhingewiesen, Note on 

projecti?e coordinates,  s Proc. Nat. Ac. Sc. .,il (1918), lTJ.lM, vergl. Fiiszn. ('3) S. 152. 
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und die den Trn~isformatiousg~eichungen 

geriiigeri nîogeii. In bezug auf diese Xoordirinten ist die Uebertragui~g,d a  sie 
eiiie projcktive Abbilduiig darstellt, liriear uiid also von der Porm 

wo die !2gi sich folgendermaszeri trarisforn~ieren 

C Ga
(3'3 Q,J =~ C C AA$Q:~-t- &aJ&. 
Bus (35), (33) und (A) ergibt sich 

Umgekehrt zeigt mari leicht, dam die 8zj durch die vjk festgelegt &id bis 
a ~ l fTr~nsform~tionenvon der Form 

Bus (37) folgt, dasz (D) gleichbede~zteridk t  mit 

S u r  Aufstellliiig der Fotderung (E)( h iWeyl semi-osccilntioti der P m  genaunt) 
betracliteii wir deil iiifiiiitesiinaleii n-Vektoi. der Vektoreii ekdt,..., ekdt, dein 

1 II 
iii der lokaleii P, der 11-Vektor 

entspricht, und verlangen, dlzsz dieser n-Vektor bei der Uebertragung in sich 
ilbergeheu saII. Iiifolge (37) und (A) ist, d a  wir nur die Terme voil der Groszen. 
ordiiuiig (dt)ndkj au berüclisichtigeii brauchen, 

("7) F. G., S. 722. 
(18)  F. G., S. 7 2 2  
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151 Uebertragungen umd Ableitungen II. 

und die Forderung (E) lautet also analytisch 

wo wir der Kürze wegeri D statt 1 schreiben, und dnraus ergibt sich also 
die Iiivarii-~iizbediiiguiigvoii (E), die zusainmen mit (BI ~ i n d(28j zu deil Glei-
chungen 

führt, wodurch die n bis auf den noch frei wiihlbareri Faktor D an die Trans- 
formation der d tk  gekuppelt werden. Nun folgt nus (44) und (24), dasz 

infolge welcher Gleichung (31) übergeht in 

welche Gleichung besagt, dasz diirch die Forderungen (A)-(E) die Transfor- 
mation der v k  fest mit der Transforinatiori der dEk gekuppelt ist uiid somit 
jedem System von Urvariablen der X,  in jedem Punkte ein System von iiicht- 
homogenen Koordinaten der lokalen P, in eindeutiger Weise zugeordnet ist. 

Geht man von den Forderungen ( A-'D) aus, so gilt schoii die Reihen- 

(19) Diese Gleichung tritt in P. G. nur in Verbindung mit (F)  auf, P. G., S. 722. 
('O) Yiese Gleichungen treten in P. G. nicht explizit auf. 
('1) Diese Gleichung tritt in P. G. nicht expli~itauf, wird aber in P. G. abgeleitet 

(vgl. Fusznote (3) S. 142). 
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Setzt man also 

so folgt (45) uiid es  laszt sich zeigen, dasz durch die Forderuiig (E') die 
Allgemeinheit der Traiisforn~atioiieii der Urvariablen Eh lricht eiiigeschraiikt 
wird ("2). Somit folgt uiiter Berücksichtiguiig von (B) und (28) auch (44). 

(E) Iaszt sich also, was die Festlegurig der xz  betrifft, vollstandig durch die 
Forderung (Et) ersetzeii, die besagt, dasz nicht nur die Transforinatioii des 
infinitesimden Volumelements in jedem Punkte der X ,  dieselbe ist wie die 
korrespondierende in demselben Punkte der zugeordiieten P,,(vgl. (30)),soridern 
dasz auch die ersten Ableiturigen der Deterininaiite dieser Transformation in 
dem betreffenden Punkte in beiden Mannigfaltigkeiten, iiatürlich untcr Be-
rücksichtigung der durch (32) zum Ausdruck gebrachteii Korrespondenz zwi- 
schen den beiden Liiiienelemeriteii, gleich siiid ("1. Die Forderung (E') iat 
schwacher als (E), sie stellt in Wirklichkeit unter Berücksichtigung von ( A-D ) ,  
nur die Iiivarianzbedingung von (E) dar. Auch legt sie im Gegensatz zu (E) 
der Uebertragung keine weitereii Bediiigungeii auf. Es ist iiatürlich nicht 
moglich in derselben Weise (D) durch (29) zu ersetzeii uiid sonlit die Be- 

stimmurig der n: gaiiz voii der Uebertragung unabhangig zu macheri, da die 
Zuordnung der Verrückungen i i i  X,, und P, ja erst durch (A) zustande kommt. 

Ueber D ist bis jetzt noch iiichts vorausgesetzt wordeii. Nuii sol1 jeder 
Trarisformatioii der dth eine einzige bestimmte lineare Ti~ansformation der pe 
entsprechen uiid die Gruppe dieser letzten Transformationen ist also eine 
Dnmtellung der Gruppe der Transformationen der dSk. Sogar bildeii die jeder 
Transformation der letzteri Gruppe zugeordneten Werte von D, als Faktor auf 

Wird statt (Et)  die starkere Forderung (El'): 

aufgestellt, so folgt au8 dieser ebenfalls (a),gleichzeitig aber werden die Transformationen 
der Urvariablen Ek. einer Bedingnng ~nterwo~fen .  Aus (E") folgt namlich 

Dieses System von Differentialgleichnngen laszt sich integrieren und es ergibt sich ciaraus, 
dasz (47 a) dann und nui. dann erfiillt ist,, wenn die !i!ransforniation t k - t K  eine gebrochene 
lineare mit konstanten Koeffizienten ist. (0.VEBLEN Project ive ilzvariantsund J. M. THOMAS, 
of afine geometrg of paths, x 87 (1926), S. 283, ~ g l .EIRENHART,Annals of Math. n, Non Rie-
manlzian Geometry, S. 108). 

(23) H. P. ROBERTSON,C. (16), S.149.1. 

') 
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eine einzige Variable angewaridt, für sich eine eindiinensionale Darstelluiig 
dieser Gruppe. Es zeigt sich nuu leicht, dasz daraus folgt, dasz D die Form 

haben musx, wo s eine beliebige Konststiite ist. Wird dieser Wert in (44) 
eingesetzt, so stellt sich heraus, dasz wir gerade die Transformationskoeffi- 
zienten gefuricleri haben die im 5 1 für die verschiedenen Punktdichtcn 

abgeleitet wurden. Insbesoiidere werdeii die na Für D = 1 (Forderung (VII) 

des 5 1) identisch mit den ~2 des tj 1 und pC mit der Puiiktdichte rC 
von1 Gewicht n. Es ist bernerkeiiswert, dasz also zur Festlegung der dz im 
8 1 die dort verwendeten Fordeiuiigeri (V) iind (VI) durch die schwachere 
Fordeiung (E), und sogiir durcb (E'), ersetzt, werdeii konnen. Wahlt nzan D=A, 
so werden die TC: mit deil eiirfachereriidentisch Tra,nsformationskoeffizienten 

eines Punktes und pC mit derri Purikt Irifolge (44) gilt für die 8zj folgende?me. 

TransFormationsformel 

!49) 905= o O ~ A ~ J  -n aJ log D 
oder infolge (48) 

(50) 9%=P:,A$ -stta, log A. 

Nun haben wir aber in der oben zitierten Arbeit bewiesen, dasz sich im 

Falle, wo sich nus den J$ und ihreii Ableitungeii ein bei (1) invariantes nicht 
verschwindendes geometrisches Obiekt ai mit der Trttnsformationsweise 

nblei ten laszt, uiiter wllen moglichen affineri Uebertragui~gen, die sich clus 

den I't durch bahntreue Traiisformntioneii erzeugen lasseii, eine bestimrnte 
in einer bei (1) invarian\en Weise auszeichrieii laszt, und alles somit zur Geo- 

metrie einer gewohnlichen A, zurnckkehrt. Nun ware aber s-'c-'!& ein 
solches geometrisches Objekt und um djeseii Fa11 aiiszuschlieszen ist es also 
notwendig als Forderung (F)  einzuführen : 

Die Invarianzbedingung dieser Forderung nimmt dann infolge der Forderung, 

(z4) F. G., S. 722, (vgl. Pusanote (19)),S. 151. 

Annazi dé Motematba, Serie IV, 'Porno YIII. 
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dasz die Gruppe der na eine Darstellung der Gruppe der AK sein soll, die 
Gestalt an 

(G) D = 1 .  

Wir sind damit zu einem System von Forderungen (A-G) gekommen, das 
mit dem System (1)-(VII) des $j 1 aequivalerit ist, und das zu dei1 Wer'ten 

der .rcE führt die mit den in (14) zurn Ausdruck gebrachteii Werten IE:ideiitisch 
sind (25). 

Die Bedinpngen (A-G) seieri jetzt niich der Weylscheii Methode erganxt 
zwecks eindeutiger Festlegung der prqjektiveii Uebertragung (A). Wo die x 

jetzt mit den E ideiitisch geworden sind, schreihen wir auch A stat Q. 
Die zur prqjektiven Uebertragung gehorige Krümmungsgrosze 

geht bei Berücksichtjgung von (40) über in 

('5) Die Berechnung der tritt in F. 'G. nicht explizit aiif, es kommt also auch. nicht 

sur Festlegung von D. Der hier zu dieser Festlegung gefolgte TçTeg ist aber dem Geiste 
der Weylschen Methode diirchaus angemessen. Tatsachlich verwendet er in P. G. die 
Darstellungstheorie schon in einem frtiheren Stadium und leitet mit Hilfe dieser Theorie, 
ohne die Forderung (E) oder sogar (El) au benntzen, aber unter der Voraussetziing, dasn 

die niIr von den Ableitungen erster und aweiter Ordnung der gK nach den kk abhingen, 

eine (-rleichiing ab, die mit (46) aequivalcnt ist. (Er)  und (G) lassen sich also durch die 

Porderiing ersetzen, dasz die Gruppe von x: eina Darsteiiung der Gruppe von A? ist und 

dasz in den n: keine Ableitungen der kK von hoherer als der aneiten Ordnung aaftreten. 

Der Leser von F. G. nnd P. G. gebe dnrauf acht, dasz in der ersten Arbeit aiif S. 722 
tatsachlich die (D=Const. fordernde) Bedingung Po-=O eingefiihrt wird, dasz aber ailf S. 723 

01 

eine Formel vorkommt, die sich mit D = const. nur dann in Einklang bringen laset, wenn 
man annimmt, dasz die q, die auf S. 722 unseren r entsprechen, auf S. 723 eine andere Be- 
deiitung haben, die sich mit der unserer r deckt. Die Pormeln storen sich aber gegenseitig 
nicht, da sie zwei verschiedenen Gedankengangen angehoren, die aiich spater nicht susammen- 

kommen. Ferner ist zu beachten, dasz die r: in dem ersten Gedankengang mit unseren 

~ 2 %-A ~ Q ; ~  identisch sind. I n  dern zweiten Geaan- (S. I X ) ,  in dern sweiten mit unseren Q:
*J 

kengang, sowie in P. G., haben die 7 die Bedeiitung von unseren 1.. 

.p6)F. B.,S. 717. 
(9Vgl. B'. G., S. 719. 
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Es lasnt sich leicht zeigen, dasz sowohl U$(S) als &ijik(~) Affinoren der X,  
sind, Wtj, dagegen nicht. Dic Krümmungsgr6sze yi;"S, G) ergibt in der üblichen 
Weise die Aenderung A i k  von r lk  bei Umkreisuiig des Parallelogramms dEk, dEk: 

1 2 

Die entsprechende Verrückung des Punktes rlk =O, die von Cartan Tor-sion 
genarint wurde, betragt : 

(58) (A~'"),=- uijk(~)dtidSa.
1 2 

Forderung (H) ist nun TOI-sionslosigkeitder Uebertragutig 

welche Gleichung infolge (54) gleichbedeutend ist mit 

(59) A& =O, 

d. i. also mit Forderung (VIJI) des 5 1, die hierdurch eine einfache geo-
metrische Deutuiig erhalt. Weyl setzt dazu die Forderung 

infolge (55) gleichbedeutend mit 

(61) A,;, =O, 

führt dann aber die Rechnung nicht weiter durch und begnügt sich mit eiiier 
Verweisung (3L) nach einer altereii Arbeit von einem von uns, wo für die 
weitere Rechnung wie im 9 1 dieser Arbeit die Forderungen (IX) und (X) 
zugrunde gelegt werden. Die Forderung (1) des Zusammenfallens der geodati-. 

('9 3iacht man noch keinen Gebrauch von (P),so tritt in den Formeln (54)-(56)einfach 

9; -A: Q:~ an Stelle von A!. 
aj 

(z9) F. G., S. 719. 
(30) El. G., S. 719. 
("4) P. G., S. 722. 
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scheii Liiiien, aiialytisch ausgedrückt durch 

gleichbedeutetid mit (IX), k s z t  sich auch auf dem Weylscheri Wege nicht 
eritgehen (3z). Dagegeii kariri aber die Forderung (X), die iii d m  Weylsche 

Systern, das mit der Krümmungsgr~sze ri;" und nicht mit pi&Carbeitet, gar 
nicht hiiieiiipaszt, durch eine hier naturgeinaszere Forderung ersetzt werdeii, 
riamlich durch die Forderung (J) des Verschwindens der zweiten rnoglichen 

woraus fol@ 

Die naj bekoinineii also dieselben Werte wie im 5 1. Mail überzeugt 

sich leicht davoii, dasz die Grosze ~i;;" mit dei. Projektivkrü~ninu~~gsgrosze 

~ i j i "identisch ist, uiid dasz tlie Weglsclie Forderuiig (60) jetzt überflüssig 

.ist, da tlie Synimetrie der A:, schoii aus der ohiie Verweiidiiiig voii (60) t~bge-
leiteteil Gleichurig (62) folgt. 

g 3. Nichtsymmetrische Uebertragun, sen. 

Die Weylsche Auffassuiig voii A[& als eine fur die Cartarische Torsion 
chctrakteristische Grosze, legt es nahe die Behaiidluiig auszudehneri auf den 
Fa11 wo eine im allgemeiiieii iiich symmetrische Uebertragung bis auf bahiitreue 
Transformatioiieii der Art 

(63) %, 
-p. k- $1 +Ai pj -1- ~ 7 q i  

gegebeii ist. Es siiid dies diejenigel] bahiitreueii Traiisformatiorien, die eiiie 
halbsymmetrische Uebertragung h:~lbsymmetrisch lassen. Wir deuten dei] 
Gedaiikerigang iiur gariz kurz an. Die Cartansche Torsion einer Uebertragung 

(32) P. G., S. 7-22. 
("3) Auch in dieser Gleichiing kame, wenn ( F )  nicht berücksichtigt wird, -A ~ Q : ,  

statt A?., sodase in dem Falle alles erledigt wafe bis auf die Restirnmung der P O . .  
"j 01 
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157 Uebertragmgett ztlzd Able i tmgen II. 

mit den Paraineterii ri ist charakterisiert durch die bei (63) iiicht invariante 

Grosze s ; ~ .Diese Grosze besitzt aber die bei (63) invariante Komitante 

und die Gleichuiig (60)kariii also ersetzt werden durch die invariante Forderung 

Die Forderung des Zusammerifalleiis der geodatischen Linieii führt jetzt zu 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist natürlich invariant bei (63) (35). Der 
Prozesz wickelt sich im übrigen in derselben Weise ab wie obeii, zwiir sind 

die lpijik sowie die @ijikkeine Bestimmungsznhlen von Groszen der X ,  rnehr, 

die p$lk belmlten aber diese Eigenschaft und dies ermoglicht wie in1 5 1 die 
Aufstellung der iiivarieiiten und auch hier abschlieszeiideii Forderuiig (X). 

Man kann das Problem auch folgenderinaszeii fasseii, wodurch die Glei- 
chung (65) eiiie iiatürliche Deutung erhalt. Uiiter allen Uebertraguiigeii (63) 
des Systems gibt es ein bei (63) invariantes Untersystein für welches beide 

Faltuiigen voii verschwiiideri. Dieses untersistem bestiinnit das System (63) 
vollstiindig, und seirie Traiisf'ormationsformel hat die einfachere Gestalt ((11, 3 1). 
Alle Uebertraguiigeii des Uiitersystenîs habeii also dieselbe Torsion, chara- 

kterisiert durch 5';" = w;jk.Legt man riuri dieses Uiitersystem zu Gruiide 
se bedeutet (65) eiiifrtch, dasz die Torsion der zu bestiininendeil Uebertraguiig 
der Torsion des Untersystems gleichgesetzt wird. 

(x) V .  HLAVATY,Déplacements isohodoiques, s Ens. Math. 2 ,  26 (27), 84-97. 
("1 Diese Invariana wurde suerst bemerkt von V. HLAVATY,1. C .  (3L), S. 85. 
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ISTITUTO NAZIONALE DELLE ASSICURAZIONI 

DIREZIONE GENERALE : ROMA 

Avvisu di concorso. 

È indetto un corncorso per titoli ad un  posto di attuario. 
Gli aspiranti, non più tardi del 30 settembre p. v., dovranno presentare (fa- 

cendosene rilasciare ricevuta) O far pervenire (per posta, in piego raccomandato 
con ricevuta di ritorno) alla Diredone Generale del171stituto (Servizio Personale) 
in Roma, Via S. Basilio n. 38, i seguenti documenti: 

1) Domanda di ammissione al concorso, nella quale gli aspiranti dovranno 
indicare il preciso indirizzo della loro abitazione e dichiarare di cono- 
scere e di accettare tutte le. condizioni del presente bando di concorso. 

2)  Certificato di cittadinanza italiana (legalizzato da1 Presidente del Tribu- 
nale per gli aspiranti che non siano nati ne1 Comune di Roma). 

3) Estratto dell'atto di nascita (legalizzato da1 Presidente del Tribunale per 
gli aspiranti i quali non siano nati ne1 cornune di Roma), da1 quale 
risulti che il concorrente alla data del presente avviso abbia compiuto 
l'età di 28 anni e non abbia superato l'età di 50 anni. 

4) Certificato geiierale negativo del casellario giudiziario, vidimato da1 Pre- 
sidente del Tribunale. 

5) Certificato di buona condotta (legalizzato da1 Prefetto per gli aspiranti 
non residenti ne1 Comune di Roma). 

6) Certificato di sana costituzione fisica, debitamente legalizzato. 
7) Stato di famiglia. 
8) Stato di servizio militare, prestato quale cittadino italiano. 
9) Czcrriczclum vitae. 

10) Diploma di Laurea in Matematica, O di Laurea mista in Matematica e 
Bisica, O di Laurea i n  Scienze Statistiche ed Attuariali, O di Laurea 
in  Matematica Finanziaria ed Attuariale conseguita presso un R. Isti-
tut0 Superiore di Scienze Economiche e Commerciali, O di Laurea in  
Ingegneria. 

11) Certificato dei punti riportati ne1 corso degli studi superiori. 
12) Ogni altro titolo scientifico e professionale atto a comprovare la speciale 

competenza teorica e pratica del candidat0 nelle discipline attuariali e 
statistiche e la sua attitudine a coprire il posto direttivo messo a concorso. 

1certificati di cui ai num. 4), 5), 6), dovranno esaere di data non anteriore di 
6re mesi a quella del presente avviso. 

1diplomi ed i certificati di cui ai num. 10) ed 11)dovranno essere esibiti in  
originale od in  copia notarile. 

Non sarh tenuto conto delle domande pervenute tardivamente O tardivamente 
documentate. 

L'aspirante, che ricopra un  posto di ru010 in  Amministrazioni del10 Stato O 

parastatali, è dispensato da1 presentare i documenti di cui ai num. 3), 4), 5), ma 
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dovrà presentare un' attestazione, rilasciata dalla propria Aniministrazione Centrale, 
da  cui risulti che egli trovasi in attività d i  serviaio. 

Saranno presi i n  considerazione come titoli specii~li : 
a) le cariche direttive ricoperte i n  Compagnie di Assicurazione ed il'servizio 

prestato negli Uffici attuariali delle Compagnie predette; 
b) l'insegnsmento della Matematica finanaiaria ed attuariale, O di materia 

affine, i n  R. Universith, in  R. Istituti superiori, od in R. Istituti medi di 2' grado; 
c) le pubblicazioni scientifiche di Matematica finanaiaria ed attuariale e d i  

Economia e Finanza. 
L e  pubblica~ioni debbono essere presentate i n  triplice esemplare. 
1 titoli saranno valutati da un'apposita Commissione giudicatrice, lit quale 

graduera i candidati ammessi al concorso i n  ordine di merito, secondo l a  votazione 
da  ciascuno di essi raggiunta. 

A l  Consiglio di Amministrazio~ie dell'Istituto è riservata la  facolth di scelta 
f ra  i primi tre classificati in graduatoria. Contro le  deliheradoiii relative non & 
ammesso ricorso. 

L'assunzione in  servido avverrà dopo clie il Sanitario di fiducia dell'Istituto 
avrà riconosciuto il candidato, vincitore del concorso, di sana costituzione fisica, 
salvo quanto è stabilito per gli invalidi d i  guerra. 

Al  vincitore del concorso sarà conferita l a  nomiiia d i  Capo Servizio di II classe, 
i n  esperimento per un  periodo di mesi sei. Alla fine dell'esperimento il  Comitato 
Permanente ed il  Consiglio di Amministraaioiie dell'Istituto delibereranno - su 
proposta del Direttore Generale - i n  ordi& al definitivo passaggio i n  ruolo. 

11 vincitore del concorso godrà 10 stipendio e le indmnità  relative al grado 
che assume, stabilite dalle Tabelle organiche in  vigore (retribuzione iniziale com- 
plessiva annua lorda d i  L. 35.000) e, dopo il pilssaggio in  ruolo, il contributo per 
i l  trattamento di qiiiescenza previsto da1 Regolamento Interno del Personale, oltre 
la doppia mensilith, la quota di cointeresseiiza ed i l  premio annuale. 

P e r  informazioni gli aspiranti potraniio rivolgersi alla Direzione Generale del- 
1'Istituto Nazionale delle Assicurazioiii (Servizio Personale) Via S. Basilio n. 38. 

Roma, 8 Maggio 1930-VIII. 

I L  PRESIDENTE 

IL DIRETTORE GENERALE DEL CONSIGLIO DI  AMMINISTRAZIONE 

f.to : GIORDANI f.to : BEVIONE 
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Evoluta, (?) di iiiia qu.alsiasi variet& dello spazio hilbertiano, 

Memoria di GIUSEPPE VITALI(a Padova). 

Sunto. - L'A. definisce per pualunque varietà del10 spaaio hilbertiano una  v w i e t a  che egli 
indica con E e che puo essere sotto rnolti riguardi considerata come la  naturale esten- 
sione della evoluta delle curve piane e delle superficie ordinarie. 

Nella preseiite Memoria io osservo come ne1 II, corrispoiidente ad un 
punto P di una qualunque varietk W, vi sia da considerare uria ipersuperficie 
algebrica che io iiidico con E, (1;1) la quale ainmette una semplice genera- 
zione proiettiva (1;2) e che è strettainente legata attraverso ad una questione 
di estremi ielativi alle curvature delle geodetiche di W per P (1; 5, 6, 7). Per 
mettere in evidenzn questi legami ho dovuto introdurre certi iperpiarii del II, 
che ho chiamato spazi centrali (1;4) ed io dimostro che gli iperpiani tangenti 
alla E, sono degli spazi centrali (1; 9). 

La considerazioiie della E, mi conduce ad associare ad ogni direzione 
di II, uscerite da P un vettore che chiamo curvaturn gaussiana secondo tale 
direzione (1; 10). Gli estremi della graiidezza di questo vettore, ne1 caso in 
cui W sia una superficie, corrispoiidono alle normali principali da  me intro-
dotte (i) (1;11). , 

Indico poi con E l'insieine delle E, corrispondenti ai  vari punti di W (II; 1). 
La E ha  alcune proprieta che ricordano proprietà godute dalle evolute delle 
curve piane e delle superficie ordinarie (II; 2, 3, 4, 5, 6), fra le quali una 
(II; 5, 6) segnalata dal. BONNETper le curve piane e recentemeiite estesa in 
vari sensi da1 MINEO e ~ ~ ~ ~ ' A L I P R A N D I .  

1. Sia W una varietà qualupque ad n dimensioni dello spazio hilbertiano. 

Sia f ( t ;u) una sua determinante. Sia P un punto di W. Sia v 

il numero delle dirnensioni del II, corrispondente a P (2). 

- ~ 

(') G. VITALI, Geometricc nello s p a ~ i o  hilbertiano [Ed. N .  Zanichelli, Bologna (1929), 
p. 2561. In segiiito questo libro si indicherà con = G. H. 2. 

(2) Per le notaaioni v. U: G. H. W .  Parti II e V.  

Annali d i  Matematioa, Serie IV,Tomo VIII. 21 
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162 G. VITALI:Evoluta (?) di una qzcalsiasi vnl-ietà dello spazio hilbertiano 

Considerianio v parametri iiormali e fra loro ortogonali del II, 

( i = 1, 2, ... , v). 

Assumia,mo poi come sistema cartesiano ortogonale in II, le v rette uscenti 
da P aventi i parametri X ed orieiitate in modo clie il punto f + X  sia sulla 

i i 
parte posi tiva. 

Si poiiga al solito 

x h ,  k =J fh, lglt, ah, k =J fhfkdb,
i 

ed essendo x le coordinate, rispetto al cartesiano considerato, di un punto 
i 

del II,, si ponga inoltre 

DEF. - Chiamerà E, la  ipersuperficie del II, che ha per equazione la cp=O. 

2. La  E, A una varieth algebrica che ha una generazione molto semplice. 
Si considerino gli n sistemi Sk (k =1, 2, ... , n) lineari di iperpiani che si 

otterigono facendo variare le ph iielle equazioiii 

Facendo corrispondere iii due Sk gli iperpiani che corrispondono al mede-
simo sistema di valori delle ph, si vede che questi sistemi Sk si corrispondo~~o 
in una proiettività (inagari singolare), e che la E, è il luogo dei punti co- 
muni alle n-uple di iperpiani corrispondenti in tale proiettivit8. 

Se v n, n iperpiani di una tale n-upla hanno in coinuiie uno spazio 
lineare di v -n dimensioni, e quindi la E, è costituita da mn-1 spazi lirieari 
n v -n dimensioni. 

3. Ne1 caso di n =v = 1 la E, si riduce al 1" ceritro di curvatura della 
curva W. Se n =2 e v =1, la  E, si riduce alla coppia dei ceiitri di curva- 
tura delle geodetiche tangenti alle linee di curvatura della superficie W. Ne1 
caso n =v 2, la E, coincide con una conica che s'i è presentata al TONOLO= ('). 

(') A. TONOLO,Relazioni geometriche fra due sistemi d i  normal i  d i  u n a  superficie dello 
spazio hilbertiano, [* Annales de  la Socidte Polonaise de Math. B, T.VI11 (1929), p. 51. 
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G. VITALI:Evoltda (?) di m a  qualsiusi varieth del10 spuzio hilbertiano 163 

Per n - v =3 la E, si é presentata alla SACILOTTO ('). Per n =v, essa poi fa 
capolino in un mio lavoro ('). 

4. Sia d una direzione di W uscente da P. 
La geodetica di W tangente a d in P ha corrispondentemente a P una 

normale principale che (quand0 la d non è una direzione asintotica della W), 
é una retta r di II,. Questa geodetica ha poi corrispondentemente a P un 
centro di curvatura che sarh un punto Q di r. 

DEF. 1. - Chiamo spazio centrale corrispondente alla direzione d l'iper-
piano di II, ortogonale alla retta 1- ne1 punto Q.  

Gli spazi centrali corrisporidenti alle varie direzioni uscenti da P formano 
una configurazione contenuta in II, che noi avremo occasione di esaminare. 

1 1 ~ ~ .- se J è 10 spazio cen- 2. Se s é una retta di II, uscente da P, e 
trale corrispondente alla direzione d, il punto interseziorie di s e di J si chia- 
merà il centro sulla s della W corrispondente alla direzione d. 

1 centri sulla s della W sono O O ~ - ~ ,il che dimostra che un medesimo 
centro pu8 corrispondere ad infinite direzioiii di W. 

DEF. 3. - Se O è il centro sulla s corrispondente alla direzione d, la  
lunghezza del segment0 P C  si chiamerà il raggio sulla s della W corrispon-
dente alla direzione d. 

6. 1 raggi sulla s sono funzioni delle du,, du,, ..., du,, che indi-viduano 
la d alla quale corrispondono. 

Indichiamo con Q' il punto principale (3) sulla 9 - corrispondente alla dire- 
zione d ,  e con C' la proiezione ortogonale di &' sopra s. 

Poiché si h a  per definizione PQ.PQ'= 1, e dai triangoli simili PQC e 
PC'Q' si ricava PQ:PC' =PC:PQ', si ha PC.PCf =1. 

Se Z é un parametro normale di s, indiohiamo con p la lunghezza di P C  
presa con segno + O - secondo che C cade dalla parte di fi-Z rispetto a P 
oppure dalla opposta. Si ha  allora che il punto f+(l :p)Z è il punto Cf.Ma Cr 
é la proiezione ortogonale di Q' sulla s, inoltre Q 15 il punto 

(') 1. SACILOTTO,Normali associate alle direzioni di una varietci yenerica a tre dimen- 
simi yiacelzte irn ulzo spa~io  lilzeave a sei dimensiorni, [ C  Atti del R. 1st. Veneto a, !P. LXXXVIII, 
p. 3571. La equaeione di Ep si ottiene eliminando le du, dalle foimule (3') di tale nota. 

('L) G. VITALI,Forme differe~ziali a carattere proiettivo associate a cwte varietà, [ a  Atti 
del R. 1st. Veneto D,  T.LXXXVIII, p. 36.11. La equazione di Ep si ottiene eliminando le du,. 
dalle equazioni (6) di tale nota. 

(3) u Ci. H. a ,  p. 222. 
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dunque 

dove, al solito, 

6. Teniitn fissa la  s cerchiarno gli estremi di p, ossia i valori di p per i 
quali risultnno nulle tutte le derivitte parziali prime del secondo membro di (1) 
rispetto alle siiigole du,. Fer tali p e per le corrisporideiiti du, dovranno 
essere soddisfntte le relnzioni 

Z h a h , t d ~ h- pLhzn ,  kduh =O ( k=1, 2, ... , n), 
ossia le r 

(2) xh(ah,k -P Z ~ ,  = (k= 1, 2, ..., n).k ) d ~ h  0 

Ma perché le (2) siniio soddisfatte da delle du, non tutte nulle, deve essere 
nul10 il determiiiante dei coeficienti delle (2), e quindi p deve soddisfare ln 
equazione 

(3) 

e poichè ln forma x h k a h , k d ~ h d ~ kdefinita e geiierica (i), la (3) é una equa-è 

zioiie secolare che ha  n radici reali regolnri (2). 

al sistema cartesiano introdotto al 11." 1 avrenio 

con &Ae =1, corne si vede quadrnndo la (4) ed integrando lungo g. Se p è 
i 

un raggio di W sulla s, le 
m =ph ( z  =1, 2, ... , v) 
i i 

saranno le coordinate del corrispondente centro rispetto al nostro sistema car- 
tesiano. 
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Teriendo conto di cib noi possiamo dire che i centri su s che corrispoii-
dono agli estreini di p sono i puiiti 

per i quali l e  x oltre a risultare proporzionali alle h soddisfario alla equa-
i i 

zione cp = O, poiche a questa si riduce l a  (3), essendo 

In  altri terinini si h a  i l  
TEOR.- Gli estremi di p sono le distanze di P dalle iritersezioni della s 

colla Ep. 

8. Consideriamo l a  funzione cp delle v variabili m. 
i 

Come sappiamo l a  cp 8 un determinante e noi indicheremo con cphk il com-
plemeiito algebrico del termine ah,,-2, .  . xh,, in rg. Inoltre indicheremo 

2. Z 

con cpi  la  derivata parziale prima della cp rispetto ad x. Naturalmente l e  cphk  
i .  

e le  y, saranno anch'esse funzioni delle x. 
i 

Si h a  subito 

9. Sia ora C un punto di Ep,  in C è [P = O .  Supponiamo che la  Ep abbia 
in C un iperpiano taiigerite determinato e indichiamolo con J: 

1 coseni direttori della normale ad  J sono proporeionali alle y,. Le c p ,  non 
possono essere ne1 nostro caso tutte nulle e quindi per  le  (6)non possono 
essere tutte nulle le cphR.  Inoltre a causa della cp = O  si avrlt c p h k  = sEh6,, dove 
le 6, sono riumeri reali convenieriti ed E é un0 dei numeri -t- 1 O - 1 (Io stesso 
per tutte le coppie hk). 

Allora la normale per P a d  J ha il parametro 
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Indicando con Y un parametro normale di questa rettn si avrh $ =0Y, 
dove 0 6 un numero conveniente. 

Il piede Q della perpendicolare 9- a J - m d o t t a  da P sarh un punto f + w Y ,  

dove w = (L,x.X)Ydt, poich6 Q 6 anche la proiezione di C sulla r.  OraS i i 

e, per la  (5), tenendo conto del fatto che B rp =O, si ha 

Consegue che Q é il centro di curvntura della geodetica tangente alla 
direzione d di W per cui le du, sono proporzionali alle 6,. Irifatti il punto Q' 
di 7- che si trova rispetto a P dalla stessa banda di Q e tale per cui P Q .P&'= 1 
A il punto 

f +Y:w =f + 8 Y : ( L h , a h , , 6 h - 6 k )  

=f+ (Lhkfh,  k6h'8k) :(Lhkah, k8h '$k)r 

e quindi M é il punto principale corrispondente alla direzione d. Si ha  cosi il 
TEOR.- Gli iperpiani tangenti ad E, sono spazi centrali. 
Si noti Che, essendo gli spazi centrali mn-'e gli iperpiaiii tangenti ad Ep 

essendo oov-l, se v >n ogni spazio centrale deve essere tangente ad Ep in 
punti. Lo sarh nei punti di Lin medesirno spazio lineare a v - n dimen-

sioni appartenenti ad Ep. 
Ne1 caso di n <v ln E, A l'inviluppo degli spazi centrali. 
Ne1 caso di n >v solo una parte degli spazi centrali saraiino tangenti ad E,. 

10. Sia s una retta di II, passante per P, e sia Z un suo parametro nor- 
male. Si avrh la  (4) con Z i X k  1, ed i punti di intersezione della s con Ep 

i 

saranno i punti di coordinate x=pl., per i quali il p soddisfa alla equazione 
i i 

I a h , k - ~ E i ? ' ~ h , k l = O .z 

Questa equazione ha  tutte radici reali, e diverse da zero, e quindi A reale 
e finito 1'inverso del prodotto delle sue n soluziorii. 1ridichia.molo con Q. Sin T 
il punto f +QZJ-X. 

i i 
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Ci.  VITALI:Evoluta (?) d i  urta qualsiasi uarietà del10 spazio hilbertiarto 167 

DEF. - Il vettore PT  si chiamerit la cuvuatu~*agaussiana di W in P 
secondo la S. 

Data la  direzione positiva della s 6, per continuith, determinata la  dire- 
zione positiva di tutte le rette di II, che cadono in un piccolo intorno della s. 
In ta1 modo e per tali rette resta individuato il iiumero P anche ne1 segno. 

Variando la s il numero 8 risulta funzione delle ?z variabili h legate 
i 

dalla relazione L,h2=1. 
i 

Le 1 cosi legate si possono esprimere in funzione di altre n - 1 varia-
i 

bili indipendenti p ( j =  1, 2, ..., n- 1). 
i 

11. Cerchiamo ora gli estremi di Q, ossia i valori di P corrispondenti a 
valori delle p per cui siano nulle tutte le derivate parziali prime di Q ri-

j 

spetto alle p. 
i 

Cominciamo coll' osservare che Q =1 Eih-xh ,  [ : a ,  dove a = 1 ah, 1 .  AI-
i $ 

lora per gli estremi di P si annulleranno tutte le derivate rispetto alle p di 
i

1 Li?-xh, 1 =aQ.
* C 

Per fare la nostra ricerca supponiamo che la retta di parametro X cor-
1 

risponda ad un estremo di 8. Allora il valore di P corrispondente alla dire- 
zione X 6 estreino dei valori di P corrispondenti a tutte le direzioni del 

1 

piano per P che ha  i parametri X ed X, i) 1. M a  una direzione di questo 
1 i 

piano avrA un parametro normale della forma cos a X i - sen aX, ed il corri-
1 i 

spondente valore di nQ sarsl dato da  1 cos a'Xh,k i-sen a . x h ,  1 .  
1 i 

Per a =O si ha il valore corrispondente alla retta di parametro X,e sic-
1 

corne per questa retta si ha un estremo di 9, per a = O  dovrB essere nulla 
la  derivata rispetto ad a di 

5 =1 cos a - x h , k  +sen 1 .
1 i 

Ora indicando con chk il complemento algebrico di cos a .  sh,+sen a .  x,, 
1 i 

in 5, si ha  
at 
a& =X h k  (- sen a .xh ,  i-COS asah,k ) { h R .

1 i 
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T h  per cc =O l a  Ehk diveiita il compleineiito algebrico di X ~ , Rne1 deter- 
1 

minante 1 m h ,,1, complemento che iiidicherd cou x h k ,  dunque 
1 1 

( i=2,  3,.,.,v), 

Si ha cosi il 
TEOR.- Gli estremi di Q cori.ispo11doiio a quelle rette s per le quaii, 

essendo z h , ~il covariallte RSsociato, e zhkil coniplemeiito algebrico di z h ,, 
ne1 determiuaiite 1 Zh, R 1 ,  si abbia x&G,, k z h k  =O per ogiii covariante asso- 
ciato ad  una retta di II, perperidicolare ad S .  

Segue il 
COR. - Se 11 =2 gli estremi di corrispoiidono aile norniali principali, 

ne1 II2 

II. 

1. DEF. - L'insieine delle EP corrispoiideiiti ai vari puiiti di TV forma 
uns varietà ad n +v - 1 dimensioni che chiameri, la E di TV (7). 

(') s G. H. a ,  p. 458. Le  normali principali ne1 Ii, furono da me introdotte per le  super- 
ficie in Sopra alcztni invarianti associati ad una varietà e sopra a sistemi principali di 
~ o r m a l i  delle superficie, [ a  Ann. de la Soc. Pol. de math. .,!L'. VI1 (1928),pp. 43-67]. 11 con- 
cetto di normali principali è stato da me successivamente esteso a tutte le varieth in Sistemi 
principali d i  norwmli ad ulza warietà. giace~ti ne1 suo 5, [ X  Ann. de la Soc. Pol. de Math. a, 

!P. VI1 (19281, pp. 243-2511, ma la  estensione da me data (che sotto certi altri punti di vista 
apparisce naturale ed utile) non ha in rapport0 alla quistione geometrica trattata nella pre- 
sente memoria per lz >2 la stessa importanza ehe la nozione di normali principali ha per 
N =2. Sorge qui un  problema: << Esaminare ne1 caso di n > O quali rette s del IIZ hanno la 
proprietà che, essendo z h ,  k. i l  covariante associato ad s, e zh" il complemento algebrico 
di zh, k in 1 ,eh,k 1 ,  si ha  Zkkxh,@hk = O  per ogni covariante xh,k associato a qualunque dire- 
zione di II, perpendicolare ad s ». A prima vista sembra che il problema debba presentare 
qualche difficoltà. 

(9 Per moltissime ragioni la E si potrebbe chiamare la evoluta di W. Essa B difatti 
le evoluta di W ne1 senso ordinario quando W è una curva piana o una superficie ordi- 
naria (superficie contenuta in uno spazio lincare a tre dimensioni). Inoltre la E ha in tutti 
i casi delle proprietà che si possono ritenere estensioni di proprietà importanti godutc dalle 
citate evolute. N a  siccome l a  denominazione di evoluta si usa in casi in cui ne l'evoluta 
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2. Conduciaino per ogni puiito 2' di W uiia retta s ilel corrisporidetite II,, 
ed itidichiamo con Z un parainetro iiormale di S .  

Evideriteinente Z risulterh funzioiie delle n variabili zch . Imaginiamo di 
avere scelto le varie s ed i parametri Z in modo che Z risulti continua e 
derivabile rispetto alle uh. 

Ogni retta s incontra, la, E in un numero finito di punti, e tutti questi 
punti forinatio una varieta A ad n dimeiisioni. 

La purito-funzione f+pz, dove p é radice della equazione 

è uiia determinante di A, ed iii essa le f ,  p, Z sono funzioni delle u,. 
Consideriamo un particolare punto P di W, ed un punto C di A posto 

sulla s corrispondente a P. Evidentemente ad ogni direzione di W per P 
corrisponde una direzione d'i A uscente da C, ed inversamente. 

Mi poiigo la doinandn: Esiste una direzione di A uscente da  C che sia 
perpendicolare al 5,  di W in P? 

Uiia direzione di A uscente da C ha il parametro 

e perché sia perpendicolare al a, di W in P dovrà essere 

(9) J d f - f k d t  + d P J z -  fkdt i-pJd~.f,dt =O. ( k =  1, 2, ... ,n). 

Ora Z e ortogonsle alle fk e quindi è J z - f k d t  =O, da cui derivando ri-
dl 

spetto ad uh risulta fkdt  = -S 2-fh, k d t  = - zh,k .  Inoltre 

ne1 senso ordinario 6 determinata, nB la nostra E B una evoluta (Y. p. es. il caso in oui W 
b una linea gobba) cos1 mi sono limitato nella denominazione alla sola iniziale della parola 
evoluta. In ta1 modo ho ritenuto di conseguire due scopi: 

1 . O  Ricordare l'affinità della E colle pih note evolute. 
2 . O  Non disturbare l'uso corrente della parola evoluta. 

Annali d i  Matematica. Serie IV,Tomo VIII. 22 
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Allora le (9) diveiitaiio 

(9') xh(ah .  I, - k ) d ~ h  (k=1, 2, ..., n).P Z ~ ,  =O 

Le (9') sono n relazioni linenri omogenee nelle n vaiiabili duh che a causa 
della (8) hrtnno il determinante dei coefficienti uguale a zero. Allora se p é 
radice semplice di (8) e quiiidi se il primo inembro di (8) ha  per tale p ca-
ratteristica n - l le (9') hanno uiia soluzioiie deterininata all' iiifuori di un 
fattore. Ne coiisegue che iii ta1 caso esiste una ed una sola direzione di A 
per C che sia perpendicolare al o, di W in P. Questa direziorie corrisponde 
a quella direzione di W per. P che ha per spazio ceiitrale corrispondente 
l'iperpiano tangente alla Ep in C. Infatti le (9') non sono altro che le (2). 

3. Se, al solito, P é un puiito deterininato di W e C è un punto 
della Ep,  17iperpia110 di II, tangente ad Ep in C ha tutte le sue direzioni 
tangenti ad E in  C e ne110 stesso tempo perpendicolari al o, di W in P. 
Irioltre, come abbiamo visto, se il p corrisporideiite a C è radice semplice 
della (8), esiste per ogiii A uua, ed una sola direzioiie uscente da C apparte-
nente a A e perpendicolare al o , .  Si conclude facilmente che in questa con- 
dizione la E ha in C uiio spazio liiieare ad n dimeiisioni tarigeiite ad essa e 
perpeiidicolare al a , .  

4. Se P è un purito di W, se s è uiia retta per P del II,, se Z è un 
parainetro iiorinale d i  s, se infine la (8) ha  n radici a due a due distints 
la s incoiitra la E in n punti diversi Ci, C ,,..., C m .  

Si ha  il 
TEOR.-- Le n direzioni di W che hanno come spazi centrali gli iper-

piani tangenti ad Ep nei punti Ci, C,, ..., C, sono a due a due ortogonali. 
DIM.- Infatti se alle direziorii che hanno come spnzi centrali gli iper- 

piani taiigenti ad Ep in Ci e C2 soiio individuati dagli incrementi duh e suh 
delle u h ,  se p i  e p, sono i valori di p corrispoiideiiti a Ci e a C,, si ha 
per le (9') 

x h ( a h , k - Pizh ,  ic)duh =O 

Zh(ah, k - PzZh, k ) zuh  =0. 

Moltiplicando la prima di queste per 6uk e sommaiido ed iiioltre molti- 
plicando la seconda per duk e sommando si ha  
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da cui, essendo pi + p,, consegue che =O, che esprime ap-Zhkah, k 6 ~ t h d ~ k  
punto che le due direzioni considerate sono ortogonali. 

5. Continuiamo a considerare la solita varieth W ed insieme un'altra 
varieth W' sempre col10 stesso numero n di dimonsioni, poi imaginiamo as-
sociato ad  ogni P di W ut1 punto Q di W' in guisa che il segmento PQri-
sulti perpendicolare alla W in P. 

Supposto che F ( t ;  v) sin una determinante di W', il punto Q associato 
al punto P=f ( t ;  u )  sarb dato da. F(t ;  u), dove le v sono comenienti fun- 
zioni delle u. Queste funzioni sono definite iinplicitamente dalle relazioni che 
esprimoiio la condizione che PQé perpendicolare a W in P. 

Infatti questa condizione equivale alle relazioni 

che in generale saraniio fra loro indipendenti. 

6. Detta 6 l a  lunghezza della corda PQ,la 6 st~rSt funzione delle u. Noi 
ci proporremo di determinare gli estrenli di 6, ossia quelle 6 per le quali si 
aiinullnno le prime derivate parziali di 6, O se si ,vuole di 65 rispetto alle u. 

-F)?dt, ed anriullandone le derivate prime rispetto alle u, 
B 

si hanno le relazioni 

dove, chiaramente, 

Tenendo conto delle (IO), le (11) diventano 

(12 =1, 2, . .., n), 

ossia 

( 12) ( h=1, 2, ..., n). 

relazioni lirieari omogenee nelle n quaritith 
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col determinante dei coefficienti uguale a l  determinante funzionale delle v 
rispetto alle u. 

Allora saranno estremi di 6 quei valori di 6 per i quali si annullano le n 
quantita (13), ossia quelli per i quali il segment0 PQrisulta anche perpendi-
colare n W' in Q. 

Altri estremi potranno trovarsi per quei sistemi di valori delle u per i 
quali risulta nul10 il determinante funzionale delle v rispetto alle tc. 

Derivando rispetto alle u le (10) si ha  

Ma, essendo il parametro f - F ortogoriale a W, nell' itltimo integrnle che 
figura in (14) si pub sosti tuire In fhk con la fh,  , inoltre A F-f =62, dove Z 
A un parametro normale, ed allora 

j(f - F)fhkdt=-8S2.fh, =- 6ah,r i  

g B 

e le (14) diventaiio 
au, 

a h ,  k - Ezh, k =zrP,-, -
au, (P., h =p,.fW),g 

dalle quali si ha  
ab , ,  74, , %2)

Iah,k-6zh,kl = 1 P h 7 k I a ( u , ,  u21 ..'7 ua)?  

Si vede cos1 che la condizione che si anriulli il determinante funzionale 
delle v rispetto alle u porta che il punto Q deve trovarsi sulla E di W .  

Cosi si vede in un caso molto piti generale ripetersi un fatto che era 
stato prima segnalato per le curve piaiie dal' BONNET('), che 6 poi stato recen- 
temente richiamato ed esteso alle superficie ordinarie da1 MINEO(y), e ripreso 
anche da un punto di vista piii largo e colla notazioiie funzionale dali'A~1-
PRANDI ('). In  tutti i casi considerati da  questi autori si preseiitn la conside- 
razione della curvatura 18 dove in queste ultime considerazioni compare la 
varietB E. 

(a) O. BONNET,Sur les maxima et les minima, [U Nouv. Ann. de math. .,serie 1, vol. II, 
pp. 420-4251. 

(2) C. MINEO, Sui massimi e mirzimi di cwde norwzali a una superficie, [« Boll. dell'U. 
M .  1. ». VIII ,  n. 4 (1929), pp. 194-1951. 

( 3 )  G. ALIPRANDI,Sugli estremi di corde normali a una Einea e a una superficie, [ a  BOU. 
dell' U. M. 1. », I X ,  n. 2 (1930), pp. 90-951. 
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L'inviluppo di un sistema piii volte iiifiuito di curve piaue. 

Menioria di P. SEVERIe B. SEGRE (a Ronia). 

Snnlo. - I n  questo lavoro vien esteso a i  sistemi piii volte infiniti il noto colzcetto d i  i n v i -  
ltcppo d'una famiglia wt d i  curve piane; e, introdotta la  fiozione da rango dell'invi-
luppo, v e n g o ~ o  approfondite diverse questiofii che si presentano i n  quest'o~dinejd'idee. 

L a  considerazione e 10 studio approfondit0 dell'inviluppo di un sistema 
continuo pih volte infinito di curve piane, furon oggetto di un lavoro presen- 
tato da1 SEVERI al R. Istituto Veneto ne1 1921 ('). Questo lavoro perb non fu 
mai pubblicato, perché occorreva completarlo in qualche dettaglio; né l'Au- 
tore trov6 da  allorn modo di occuparsene. 

L'inviluppo di un sistema di curve piane C, veniva da1 SEVERI defi- 6or 

nit0 cosi: punto carattel-istico principale è un puiito (semplice) di una C, pel 
quale passano tutte le ocr-* curve del sistelna infinitamente vicine n C ;  invi-
luppo del sistema è il luogo dei puiiti caratteristici 'principali, al variare di C. 

Durante il Congresso internazionale dei matematici tenutosi a Bologna 
ne1 1928, a proposito di uii'iriteressaiite comunicazione del prof. G. FANOsulle 
trasformazioni birazionnli di contatto, nella quale si ammetteva implicitamen te 
che il luogo dei punti caratteristici priiicipali delle curve di un sistema oo2 
è sempre uiia curva (non invade cioè un campo a due dimensioni), il SEVERI, 
senza ricordare il risultato già ottenuto in proposito ne1 1921, osservi, di 
essersi posto in passato la questione per un sistema oor, affermando la neces- 
sità di stabilire il fatto con tutto il rigore. Nella seduta successiva del Con- 
gresso, B. SEGRE comuiiico di aver dimostrato il teorema, col ragionamento 
qui e s p ~ s t o  al n." 3. 

Avendo poi il SEVERI ritrovato le sue carte del 1921, in cui questo teo-
rema era  pure stabilito da un punto di vista (iperspaziale) piA generale, che 
associa alla considerazione dell'inviluppo di un sistema 6or, quella del ?.ango 
dell'inviluppo medesirno, egli passi> quei fogli al  SEGREperché volesse com-
pletarne i dettagli. I l  che B. SEGRE fece, aggiungeiidovi risultati 'propri ; e cioè 

(i) Cfr. a Atti del R. 1st. Ten. di Scienze, Lettere ed Arti u, t .  hXXXI (1921-22), p. 3. 
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quelli coiitenuti nei 55 II, ILI, V e nei nn. 16, 19; dando portata piu genersle 
al  lemma del n." 4, di cui gi8 il SEVERIsi giovava, e completando altresi 
qualche punto dei nn. 14, 17. 

E iiotevole che possano esistere inviluppi di tutti i ranghi (nn. 18, 19), 
intendendosi per va?zgo l'infinitb delle curve del sisteina dato, che posseggono 
punti csratteristici principali. Qui inoltre trovasi il modo di determiilare l'in- 
viluppo ed il suo rango, dato che sia il sistema colla sua equazione (§ III) O 

come insieme delle curve integrali di uiia data equazione differenziale (5  V), e 
varie proposizioni sugli inviluppi di inviliippi (nn. 14, 17). Nelle trattszioni 
usuali, s'introduce il concetto d'iiiviluppo solo per  i sistemi sen~plicemente 
infiniti di curve piane: cib perche 8 questo il caso che interessa la  teoria 
delle equazioni differerizinli, e che si preseiita come piu semplice. L a  defini- 
zione solita dell'inviluppo di un sistema oo' di curve piane, rientra come 
caso particolare in quella d a  noi addottata per un sisterna cor; ed é bene 
rilevare che le considerazioiii del 5 II, foriiiscono, miche per 1 .  =1, risultati 
nuovi (v. n." 8). 

L'esteiisione che qui vien data, per Y qualuiique, del concetto di invi- 
luppo (j), si mostrerk specialmente utile nella teoria dei sistemi contiiiui di 
curve piane nlgebriche, secorido l'indirizzo innugurnto d a  F. SEVERI e recen-
temente ripreso d a  B. SEGRE(7. Va  avvertito che un ceniio di tale estensione 
trovasi giA in CAYLEY,che, a riferisce il SALMON u h a  trattato il qiianto (3), 

a caso di una currTa U=O, la  cui equmione contenga due O piY parametri 
a indipendenti. Se  a, P sono i due parametri, dalle equazioni 

a per eliminazione di a, p si trae 1' equazione dell' inviluppo ...W .  Perb 1' iiivi- 
luppo cosi definito non e relativo solo a l  dato sistema di curve, ma piuttosto 
a questo considerato in relazione colla particolare scelta dei parimetri a, P 
(cfr. n. 6). CAYLEYpoi non si preoccupn degli eventusli punti multipli variabili 
della curva U =  O, né esclude che l'inviluppo possa invadere uiia porziorie 

(i) Essa potrebbe agevolmente venir trasportata ai sisterni continiii ror di Vmi,_iappar-
tcnenti ad uns stessa V,,. 

(2) Detta estensione è già stata sfrnttatrt da O. Faxo, ne110 sviliippo delle ricerche co-
niunicate al Coiigresso del 1928: ved. la Nota Trasfor+naeionidi co9ztatto bimzionali del . 
piano, = Atti R. Acc. dei Ijincei .,t. VI11 (1928)2,p. 449. 

(3)  G. SALMON-W. AnaZytische Geometrie der hoherelz ebelzen. Cumelz. (Leipzig,FIEDLER, 
!Peulmer, 1873), p. 87. 
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del piano; e da ultimo egli afferma che il coesistere delle suddette tre equa- 
zioni, implica iin leganle fra i parainetri, ossia che il dato sistema è sempre 
di raiigo 1, inentre cosi non e (v. iiii. 18, 19). 

1. Consideriamo in un piano .rc uii sistenia contiiiuo 2: (Y> 1), di 00'' 

curve C. Uii punto P di uiia C pub esser coinune a tu t te  le mr-' curve 
di 2 iiifiiiitaineiite vicine a C, ne1 senso ch'esso risulti sempre la posizione 
limite di un puiito coinune a C e ad uiia curva di Z prossima a C, comunque 
quest'ultiina - muovendosi eiitro n Z - tenda a C. Godono ad esempio di 
questa proprietb gli eventuali puiiti multipli di C, liiniti di punti multipli va-
riabili della geiierica curva di Z ('). Un punto semplice di C, che sia coinuiie 
a tutte le oor-' curve di Z infinitamente vicine a C, verrlt detto un punto 
cavu2te~ist ico pl-incipale di Z, meiitre C' si dira una cuvva p?.incipale di 2.  
fi chinro che ogni sistema continuo costituito da curve di Z e contenente C, 
aminette ancora curva corne priwipale, e collo stesso puiito cnratte- 
ristico principale. 

Risultera da1 seguito (ri .  19) che X pu6 anche non coiitenere alcuria curva 
priricipale, e quindi neppure possedere puiiti caratteristici principali; in nessuii 
caso, per6, questi ultiini possoii esser più che una semplice infiiiità (II. 2 e seg.), 
mentre l'intinitk delle curve priiicipali di Z pub assiiinere tutti i ralori da, 1 
ad 1' (nn. 18 e 19). 

Denominerenio invi luppo di 8, il luogo dei suoi punti caratteristici prin- 
cipali ; e ?-ango dell' inviluppo 1' iiifiiiità delle curve principali di 2. L'inviluppo 
pub mancare O ridursi ad un insieme discret0 di punti, ma in gerierale è 
uiia curva I' (11. 11); se esso è di rango k, ogni punto di F è cnratteristico 
per w ~ - ~ priiicipali di 8, le quali risultano taiigenti in F acurve I'. 

2. Incorninciaino col diinostrare che : 
I punt i  cn~*ntte?.istici p~*inc ipal i  d i  u n  sistema continuo 2 d i  cwrve 

piane, non  possono invadere un campo a dut! dimensioni.  
Basterà all' uopo far vedere che se P 6 un punto caratteristico principale, 

semplice e variabile, per la curva C di 2, variando C in Z a partire da  una 

(') Cfr. F. SEVERI,Trattato d i  yeometria algebrica (Bologna, Zanichelli, lW%G), vol. 1. 
parte 1, p. 40, oppnre B. SEGRE,Sui sistemi continui di curve piane con tac+zodo, Rendic. 
R. Acc. dei Lincei D, vol. IX, serie 6' (1929),, p. 973. 
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posizione inizi$e generica Co, il punto P,pnrtendo dalla corrispondente po- 
sizione iiiiziale Po su Co, iioii pub muoversi che in una beii determinata di- 
rezioiie, iiidipendeilte da Co. Ora, effettivamente, un qualsinsi sistema con- 
tinuo ooi, rio, di curve di Z aventi un punto caratteristico principale variabile, 
ammette il luogo di questi punti come parte dell'inviluppo; e se 2,  contiene Co,  
detto luogo ha necessariamente in  Pola stessa tangente di Co. 

Da questo ragionamento resta poi escluso che 2 ammetta oolpunti carat- 
teristici principali, ciasc~iao dei quali sia relativo ad iiifinite curve priricipali 
aventi in esso tangente vas.iabile. Si ha dunque in più che: 

Le cu~ .ve  p?-incipali d i  un sistenta conti?auo avente u n a  curvtr. iuvi-
luppo ,  ~ i s u l t a n on questn. tangerzti ne i  ?*elntioi punt i  cavalte?-istici principali. 

3. 1 precedenti risultati posson corifermarsi aiîaliticameiite cosi. Le curve C 
di ri sien date in coordinate carteslarie (x,y) dall'equazione 

al variare dei parametri A; supponiamo che la f i  in un dato campo, abbia 
derivate parziali del Io ordine finite e contiiiue. Si tratta in sostanza di pro- 
vare che, per r >2, se ogni curva C di 2 amniette un punto (semplice) P 
caratteristico principale, questo O è fisso al variare di C, oppure é punto di 
contatto di C coii una curva fissa. 

Le coordinate (x,y) del punto P relativo alla curva (1)) saranno funzioni 
dei parametri A :  
(2) x =$(hi 9 --,7 A,.), y = #.* )~ ( 1 ,  Ar)  ; 

e poichè, per ipotesi, per P passan la (1) e tutte le curve di Z ad essa infi- 
nitaniente viciile, si vede facilmerite che le (2) devon veriticare la  (1) e le 

Avendo supposto che P sia un punto semplice della (l), in esso non pot& 
contemporaneamente aversi 

D'altro canto, se sostituiamo nella (1) alle x, y le funzioni date dalle (2), e 
derivianio rispetto a h i ,  ..., X, ambo i membri deli'identita risultante, tenendo 
presenti le (3)) otteniamo : 
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Ne consegue che la matrice 

deve annullarsi identicanieiite; onde il punto P,se iion risulta fisso al variare 
dei parametri A,, ..., A,, descrive uiia curva, clie - in base alle (4) - tocca 
le siiigole curve (1) ne1 relativo puilto caratteristico principale. 

Ne1 precedeiite ragioiianieiito, si è animesso sema diinostrazione che le 
fuiizioni x ed y date dalle (2) sieiio derivabili; ed uii'obbiezione analoga si 
potrebbe opporre al n. 3. Per evitare questa difficoltSL (a cui, volendo, si po- 
trebbe ovviare direttameiite), daremo una terza di~nostrazione, basata su coii- 
siderazioni iperspaziali, che ci porgeraiino il destro di caratterizzare, mediante 
proprietà differei-iaiali, certe varieth a piu dimensiorii. 

4. Preinettiamo il leinma seguente : 
Condizione uecessaviu e suficiente affinché glé Sk tangeszti d i  una  Vk 

d i  Sn si appoggino ad z c n  data Sh secondo spaz i  d i  diï~hensione k - a .- 1 
(11 )h + a; k - i 2 a ;2k -h -1), è che Vk consti LEZ wu Vk-u contenute 
in spazi  lineavi d i  dimensione h + 1 pnssanti pel dato S h .  

Per provare lit iiecessità della condisione enuiiciata, incorninciaino col 
supporre a =O ( 7 2  )h >h - 1); per h =n - 1 ln cosa esseiido evidente, 
ainmetteremo altresl che si abbia h <n -2. Occorre far vedere che se 
gli Sk taiigenti di Vk si appoggiano ad Sh secondo (ossia se tutte le 
rette taiigenti di Vh risultano iricidenti ad Sh), Vh sta in uno Sh+i per S h ,  O 

per 10 meno consta di un iiumero discret0 di varietà siffatte. 
Poichè la  proprieth da stabilirsi ha  manifesto carattere proiettivo, possiam 

supporre S h  all'infiiiito e Vh (che noii sta in Sh) al finito, ed inoltre iiitrodurre 
in S, coordinate cartesiane -x,,x,,..., x,, in guisa tale che Shrisulti 10 

spazio congiuiigente i punti impropri degli assi delle x,,..., xh,, .Per ipotesi, 
un qualunque spostainento infiriitesimo - di compoiienti dx, ,  dx,,,.. , d x n  -
deve risultare parallelo a detto Sh, se effettuato su Vk;  lungo VA deve 
adunque identicamente esser 

d ~ =~0, ...,+ ~ =0, 
eppertan to : 

Xhtz = COS^., ..., Sn= COS^., 

il che prova la verità del fatto enunciato. 
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Ne1 caso di a > 0, effettueremo per  indiizioiie la  diinostrazioiie della, parte 
diretta del lemnia., aminetteridola quaiido in luogo di n, h, k ,  (T si preiidii, iispet- 
tivamente 71, = 7% - 1, h ,=12, k, =k - 1, a,= a - 1 (oiide le  linîitazioiii 
> h +a e k - 12 o >k - h -1 si inutano iielle 71, >hi +o, e k, - 1 

2 ai 2 ki  - h i  -.l). 
Fissiarno i i i  S:, uiio spazio Q geiierico passante per Sh,di diinensione n -2, 

il che  e certo possibile, essendo n > 11+ q a >0, eppertanto r&- 2 2h. Poiche 
gli S;, tarigenti di Tr, si appoggiaiio ad  Sh secondo S;,-,-,, un iperpiano S,,, 
passaiite per  Q dovrh segare Vh lungo uiia V,,, i cui Shi tangenti si  appog- 
giario ad Sh=Shisecondo spa.zi di diineiisioiir: 

Iii base alle f i~t te  ipotesi, V,, consta di mgl varietk, di  diineiisioiie 

. 
situate in spazi lineari di dimensione hi+ 1= IL  -+ 1, giacenti in S,,, e 
passaiiti per Sh.I n  alle~ o r r i s p o ~ ~ d e u z i t  CO' posizioni di S,,, attorno ad  Q, si 
otteiigon cosi effettivaineiite w ~ l + l= ocu Vkpcr geiieritiiti la. data  V,, ogiiuria 
delle quali s ta  in un S,&+,per  &. 

La sufficienzn della condizione eriuiiCiatn riel leri~ina,e di assai facile 
dimostrazione. Iiivero, se  VA pi16 geiierarsi iuediaiite mo situnte in &Yh+, 
passaiiti per uii S, fisso, l',VA tiiiigeiite a Vk i i i  un suo piiiito Q geiierico coii- 
tiene 1'SkPcr ivi taiigeiite alla Vk-, generntiice che passa p e i  Q. Questo Sh-,, 
sta  i ~ e l l ' S ~ + ~  oiide si appoggja ad Sh secoudoper  Shche oontiene t d e  Vk-,,, 
uii Sk-o-l. Ne consegue che l 'Sk taiigeiite a V,  iii Q ha  con Sh quest' ultimo 
Sk-,-i a coinurie; n e  (in base alla parte diretta del le~niixi) esso pub appog- 
giarsi iid Sh secondo uno spazio di diineiisioiie inaggiore, se si anmiette che Vk 
consti di variet& situate in Sh+,per S h  aventi l a  diineiisioiie h - O, e non 
superiore. 

OSSERVAZIONE.- La proposizione che nbbiamo diairzi stabilita, e di cui 
firrenlo uso a l  numero seguente, pub trovnre applicazione in svariate questioni. 
Cosi, per  es., 6 noto che i piani tangeriti di una V4, di VEKONESErisultan tutti 
iiicidenti ad uno, S,, arbitrariainente fissato di essi ;  e d'altro canto - con-
formemerite a l  lemina - Vi coiitiene mi coniche che  si appoggiaiio ad S, in 
due puiiti, e quindi tali che ciascuna di esse s ta  in un S, per S, (I). 

(i) Cfr. p. es .  E. BERTINI,Idlarluzione alla geolnetria pîoiettiva clegli iperspazi (RIes-
sina, Principato, 19231, p. 412. 
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179 pi% volte ilzfirzito di czcrve p i m e  

5. Riprendiaino ora le questioiii dei m. 2 e 3, da1 seguente piiiito di vista 
iperspaziale. Conservando le notazioni del n." 3, interpretiamo le x, y, A,, ..., A,. 
coine coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio ad n = 7.  + 2 dimeiisioiii. 
L a  (1) rappresenta in S,, uii'ipersuperficie f ,  l a  quale vien segata dai piani 

Ai  =cost., ... , A, =cost. 

paralleli al piano n = x y ,  luiigo curve che si proiettan ortogonnlinente su n, 

precisamente secondo le curve C di L. Viceversa, ad un punto P(x,y) di 
una C di 2,  proveriiente da valori A , ,  ..., A, fissati dei parainetri, rispoiide 

in S,, un puiito &(a,y, A , ,  ..., A,.) di f ;  e si noti che se P é semplice per C, 

anche Q é semplice per f ,  poiché in esso una almeno delle -,af -af non si 
as ay 

annulla. 
Ai punti P caratteristici principali di E, rispondon cosf su f punti sem-

plici  per cui passano le ipersuperficie (3); ora queste segano V, - fuori dei 
puiiti inultipli - secondo una Vk luogo d e i  p u n t i  (sernplici) d i  f in c u i  1' i pev -
piano tangen te  passa per. l 'Sr-, conlune ai p u n t i  i m p ? * o p v i  degl i  ass i  delle 
A,, ..., A,. Ne consegue che ogni Sk tangente di Vk sta in uii S,.,, passante 
pel suddetto S,.-, fisso, oride ha con quest'ultimo a cornune un Sk-,-i, ove u 
pub solo valere O od 1. 

Ne1 primo caso - per il leinma del numero precedeiite - Vk consta di uii 

numero discreto di variet8 situate in 8,. per YS,.-,, onde da quest'ultimo Vk 
si proietta (ortogonalinente) su n secondo un nuniero  discreto d i  pun t i .  Ne1 
secondq caso, Vk consta di m'VA-,,, ciascuna appartenente ad un 8, per l'S,.,._,, 
e quindi si proietta (ortogonalmeiite) da Sr-,su 7c secondo una cul va r. Poichè 
l'Sk tangente a Vk in un puiito Q generico si appoggia ad S,.-, secondo un 
S,-?, l a  proiezione ortogoiiale di S, su n e una retta, che palesemeiite tocca J? 
ne1 punto P proiezione di Q ;  e siccome l'Sr+, proiettante lion è altro che 
l'iperpiano tangente i n  Q ad f ,  cosi la  curva C di 2, proiezione ortogoiiale 
su 7c della sezione di f col piano per & parallelo a n, risulta tangen te  in P a T. 

Restai1 cos1 stabilite per altra via le proposizioni del n." 2. 

II. 

6. Si e giA detto a1 11." 3, che per i puiiti dell' inviluppo di un sisteina I: 
rappreseritato dalla ( l) ,  debbon coesistere le (l), (3)) senza che contenîpora-

a f  a fneamente si anriullirio - e - .  Tali condizioni non bastaii perb per carstte-
as ay 
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180 %. SEVERIe B. SEGRE:L'i~vSIuppod i  un sistema 

rizzare l'inviluppo, quale da noi 6 stato definito (ne01). Ed infatti la curva 
che - seguendo CAYLEY- si verrebbe a determinare limitaildoci alle sud-
dette condizioni, resta legata alla scelta dei parametri con cui si defiriiscono 
le cnrve di Z. 

Cod, per es., se il sistema che si ha da Z per A, =c (cost.) ainmette un 
inviluppo I', distinto dall'iiiviluppo di 8, posto 1, = c i - y: si viene a rstppre-
sen tare Z coll' equa7' ~ ione  

ed 6 subito visto che la curva I', viene a far part.e dell'inviluppo di Z inteso 
nella suddetta accezione, quaiido a determinare le curve di 8 si scelgano i 
parametri y,, h,, ..., A,.. 

Un altro esempio istruttivo è il seguente. Coiisideriamo il sistema coii-
tinuo 00' di curve piane rappreseiita,to dall'equazione \ 

(5) f(x,y, t )=a(x,y )  -tt' .P(x,y )+ t 3  y(%,y)+ td.8(x, y) =0, 

al variare del parametro t .  Per t =O ed a(z,  y)=O risulta 

e tuttavia in generale la curva a(x ,  y )=0 rioi: fa parte dell'inviluppo del 
dato sistema. Infatti la a(x,  y)=O si ha da.lla (5)per t =O; e, poichk i gruppi 
di puriti determinati su di essa dalle altre curve (5))possoii anche venir segati 
dalle 

P(s, Y)+ t . Y ( X ,  Y )-t- tZ- 6 ( ~ ,y)=0, 

la curva suddetta noii contierie altri punti caratteristici (priiicipali) ad essa 
relativi, all' iiifuori delle intersezioiii colla, curva P(x,y )=O. Pub peid ben 
darsi che la a(%, y ) =O coiiteiiga u l t~ ipuiiti caratteristici del sistema (5), 
relativi ad altre curve del sisteina stesso: ed mzi,  con uiia particolare scelta 
delle funzioni a, P, y e 6, si pub far si che la. curva a(x, y)=O sin luogo di 
punti caratteristici siffatti, e quindi faccia parte dell'inviluppo del sistema (5);  
in generale, perb, cosi non sa&. 

Le precedenti considerazioiii, mostrano la necessith di aggiungere alle (l), 
(3) delle condizioiii che bastiiio a caratterizzare l'inviluppo di un sistema E; 
e cib appunto ci proponian~o di fare iiei iiumeri segaenti. 

7. Ne1 seguito ci liniiteremo, per seinplicitk, a funzioni nnalitiche consi-
derate ne1 campo coinplesso, per quaiito alcune delle cose che direino possano 
anche estendersi - sotto ipotesi conveiiienti - al caso non analitico. 
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Avendo una funzione anali tica +(%, t ) ,  nulla per  x =x,, t = t,, quand' è 
che 1'equazione 

(6) +(x,t )=0 

ammette per t prossimo a t ,  delle radici x prossime ad x,, ci06 tendenti 
ad x, col tender di t a ('),t,? In base ad un classico teorema di WEIERSTRASS 
affinché cib sia, basta che ne1 puiito (x,, t , )  non si annulli qualcuna delle 
derivate parziali della $ fatte rispetto alla sola x; in caso opposto, e cioè se 
l a  funzione 

(7) x(4 = 4 0 7 ,  t,) 

si aniiulla identicamente, la  (6) pub avere  O non avere i requisiti voluti, e 
per distinguere i due cnsi occorrerebbe un'analisi ulteriore. 

Cib premesso, supponiamo clle le  due curve (analitiche) 

abbian per  t = t ,  in comune il punto P,(x,, y,), in cui risulti p. es. 

e domandiamoci sotto quali ipotesi esse haiino n comuiie, per t prossimo 
a t,, qualche punto prossinio a Po,e cioé tendente a Pocol tender di t a t,. 
La  (S), in virtu della (IO), defiiiisce iinplicitameiite una funzione analitica 

che si riduce ad y,  per z =x,,t =t,; sostituendo l a  (11)  nella (9), siamo 
ricondotti a d  un'equnzione come la, (6j, alla quale si posson applicare le pre- 
cedenti considernzioni. Basterit duiique esprimere che per  x=x, la ( 7 )  nîn-
v ~ ~ e t t e  Ora, le successive derivate di questa qualche de?-ivata tiivemx da zero. 
funzione si calcolano direttstmerite, seiiza che occorra determinare l a  (Il), 
applicando la  regola di derjvazione delle fuiizioni composte, e ben noti teo- 
remi sulle fuiizioni implicite. Si ottiene cosi: 

dx aq aq ay ---dZx a2q aZe(ay)'+---aip a2y(12) -=-+-pi - + 2 - - 2% ar +- - a y  ecc.,
dx ax ayax d" asx a ~ a y a x  ay- as 

(i)Ved. p. es. a. GOURSAT, d'Analyse mathématique (Paris, Gauthier-Villars,Cours 
1911), t. II, p. 273 e 5eg.i. 
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ay azy
ove le z,ax2, colle:... si cal~01a1~0 

OSSERVAZIONE.-Nei secondi inembri delle (12),(13)compaiono le derivate 
delle y fatte rispetto alle s d e  x, y. Dovendo porsi in essi x =x,, y= y,, 
t = t,, si pub addirittura supporre che f e y indichino cib che diventano 
le (8), (9) quando vi s i  faccia t =t, . 

8. Dato ne1 piano un sistema mi, X,, di curve analitiohe, di equazione 

possiam assegnare delle condizioni che ci assicurino çhe un punto semplice 
P,(x,, y,) di uiia sua curva Co,  di equazione 

6 un punto cnratte~~isticoad essa relative, e cioè è la posizione limite, 
per t- t , ,  di un punto P segato dalla (14) su Co. 

Uii punto P siffatto (se esiste), pub anche rnaiiifestamente venir deter-
minato su Co dalla curva 

Notiamo che la y,, t,) è certainente una fun- y($, y;  t) nell'intorno di (x,,, 
ziorie analitica ?-egolave,che per t = t ,  si riduce a 

(4) & questo un fatto ben noto, che si pu6 provare osserrando che - in base alla for- 
mula di CAUCHY- risulta 

Y Y 

(y essendo uns lima chiusa del piano della variabile cornplessa a, racchiudente i punti t ,  e t), 
onde, in virta della (iô), si ha: 
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Siaino.duiiqiie ricoriàotti alla questione gih trattata a l  numero precedente per 
le ciirve (8)) (9)) che attualmerite vaiirio sostituite dalle (15), (16). Se si sup- 
poile che in Po valga l a  (IO), avuto aiiche riguardo all' Osse?*vazionefattn 
alln fine di quel iiumero, possiamo esprimere le condiziorii volute dicendo che 

Af inché  Po sia su  Co un punto camtteris t ico (principale) d i  2 , )  basta 
che in esso s i  annullino i l  p~.i,mo menzh?*o della (15) e la (17), e ?.isulti di- 
versa d a  zej-O u n a  (almeno) delle (12); queste esp~*essioni s i  calcolano usu-
f i - u e ~ ~ d odelle (13), e ponelldo in esse per f e cp rispettivantente i l  priuio 
me;7261.o della (15) e lu (17). 

Se - corne p. es. accade pel sistema (5) corisiderato al n. 6 - tutte le 
espressioiii (12) si arinullario, occorre approforidire l'analisi. Vi è un caso in 
cui ci6 si effettua agevolineiite, ed è quel10 iri cui - corne nell'esempio sur-

ricordato - la funzione (17) si aniiulla identicamente; basta allora, in luogo 
della fuiizioiie cp data dalla (16), nssumere la 

qiiesta,, iielle ipotesi itttuali, è aiialitica in I', aiiche per t = t , ,  risultaiido 

1ai/-(% Y;)cp(x, y;  t,)- iL at2 
m 

Aggiiiiigasi poi, che è assai facile di esplicitare le disuguaglianxe di cui 
trattn il precedeiite eiiunciato. Cosi, p. es., l t ~  prima si pub aiiche scrivere 

ed è chiaro che s' essa è soddisfatta per x =x,, y =y,, t = t , ,  risulta hi 
questo puiito diverso da zero il determiiiarite funzioiiale dei priini membri 
delle (15), (16) rispetto alle x, y ;  le curve (14)) (15) hailno allora a comurie 
uii punto P,  che teiide a Pu al tender di t a t , ,  le cui coordiiiate x, y son 
appuiito defiiiite implicitameiite in funzione di t dalle (15), (16). Tale ragio-
iianieiito vale aiiche ilel campo non aaalitico, ed in questo caso già si trovava 
rie1 maiioscritto di F. SEVERIdel 1921 ('). 

(1) Ved. anche G. Applicazioni geontet~ichedel infimitesimale (Torino,PEANO, calcolo 
Bocca, 1887), p 309. È chiaro che, se si sta ne1 campo reale, alla funzione cp data dalia (Io) 

si pub, applioando il teorema della media, sostituire la " ti', con ti oompreso frn t,, e t .  
at 
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La nostra aiialisi ci permette perd d i  a.pprofoiidire la disciissioiie anche 
iiel cas0 iii cui in Porioii valga la (18). Basta ricorrere alla secoiida espres- 
sioiie (12), che ridotta a forma iiitera si pub scrivere iiel iuodo segueiite 

e verificare se essa è diversa d a  zero i i i  l', . Se si anniilla, ci si pi16 siiiiil- 
mente valere' della (12) successiva; e cosi via. 

9. Ora siaino in grado di soddisfare alla richiesta espressa alla fine 
del ri. 6. Dato in n il sistenia 2 wr ( 1 . 2  2) rappreseiitnto dalla (1)) conside- 
riamoiie la curva Co, proveiiieiite dai valori c i ,  ..., c,. dei parametri, e su di 
essa un puiito seinplice P,(xo, y,), iii cui ad es. valga la (10). Affinche Po 
sia su Co iiii puiito carntteristico principale di 2, è iiecessario e sufficiente 
che scelta coinuiique i i i  ri uiia Giiniglir~ di curve, L,, seinpliceineute iiifiiiita 
e regolare, coiiteiieiite Co, sempre essn nininetta Pocoine puiito caratteristico 
priricipale su Co (n. 1). La questioiie resta cos1 ricoiidotta a quella trattata 
al nuinero precederite. 

La piu genermle frliniglia Z, si potra rappresentsre colla (1), ove si pon-
gano per A , ,  ..., A,. delle fuiizioiii aiialit.ichc arbitrarie di un paranietro t ,  ri-
ducentesi ordiiiatameiite a c,, ..., c,. per t =t,: va rilevato che le derivate 
di tali funzioiii assunlono per t = t, valori y,, ..., y, arbitrari, purcliè non 
tutti iiiilli. Con ci6 la (1)  si riduce ad uii7equ~i.zioiie del tipo (14)) e - in base 
al teoreina di derivazioiie delle fuiizioiii coiiiposte - la relativa espres-
sione (17) si scrive: 

questa deve annullarsi in P o ,  qualuiique siaiio le y , ,  ..., y,., e ci6 si tradiice 
ne1 fatto che per x=x,, y =y,, A, = c i , ..., A,. = c,. [oltre alla (l)] val- 
gano le (3). 

A queste occorre aggiungere nltre condizioni, per esprimere che Po é 
uii punto caratteristico principale di 2 .  In base al n. 8, risiilta che all'uopo 
basta che certe equazioiii liiieari omogenee nelle y , ,  ..., y, non coesistano 
che per valori tutti nulli di queste quantith; e tali equazioni, iii virtu 
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delle (1  8), (19),..., sono 

esse sono in nuinero infinito, ed i loro coefficienti vanno naturalmente calcolati 

per x =x,,y =y,, A, =c, ,..., A,  =c, . Possiaino in conclusione dire Che: 
Afl"znch& Po visulti un pzmto cavatte&tico plaincipale d i  Z, basta che 

i u  esso -- oltre ad esse?. ve?.ificatti le (l), 13) - non si  an?zullino tutt i  i 
nzino?.i d ' o ~ ~ d i n e  r est?*atti dalla n~ats~ice(di r vevticali ed infinite oriz- 
zontnli) dei coeflcienti delle (21). 

Se la matrice suddetta si annulla, occorre un'analisi ulteriore. Questo 
caso si presenta, ad es., se l'espressione (20) si annulla identicamente rispetto 
alle x, y, per valori nori tutti nulli delle y,,  ..., y,; ina nori é difficile iii 
quest7ipotesi di approfondire 17indagine, tenendo presente quanto è stato 
detto al  n. 8. 

OSSE~VAZIONE1.* - Va rilevato il significato intrinseco delle (%1), ne1 
senso che se esse sussistoiio per valori non tutti nulli delle y,, ..., y,. in cor- 
rispondenza ad una determiiiata scelta dei parametri A , ,  ..., A, con cui si 
definiscono le curve di L, 10 stesso pu6 dirsi quando si cambiiio i parametri, 
operancio su di essi uria trasforrnaziorie il cui jacobiario J non si annulli. 
Infatti, nei coeficienti delle y,, ..., y, nelle (21), le derivate della f rispetto 
alle A , ,  ..., A,. compniono linearmente ed omogeneamente, ed esse son solo 
del primo ordiiie rispetto a queste variabili. Ne consegue che colla suddetta 
trasformazioiie, quei coefficienti subiscouo una sostituzione lineare di mo-
du10 J; e basta operare sulle y,, ..., y,. colla sostituzione inversa, per sod- 
disfare alle trasformate delle (21). 

O ~ ~ E R V A ~ ~ O N E- Se in  Po la  matrice di cui ai precedeiite eilunciato 2." 
non si anuulla, Po é certamente un punto setnplice di Co,  poichk se in esso 

fosse af -=af-=O, tutti gli elementi di quella matrice sarebbero nulli. Sotto a s  ay 
la stessa ipotesi, si pu6 asserire che i parametri A,, ..., A, sono esseriziali 
(e cioé Z ha dimensione r e non inferiore): in caso opposto, infatti, esiste- 

Annali di Matematiea, Serie I V ,  Somo VIII. 25. 
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rebbero valori noii tutti iiulli delle y , ,  ..., y, per cui l'espressione (20) si an- 
nullerebbe ideii ticniilente. 

III. 

10. Est~niiniaino ora più da vicino corne si posva deterniiiiare 1' iuvi luppo 
di un sistema 2,  dato mediallte l'equanione (1), ed il ?-ango dell'inviluppo 
medesiino. Escludianio che tutte le ciirve di Z abbiano uiia parte fissa in 
comiiiie (che, naturalinente, verrebbe a far parte dell'inviluppo): con cib, su 
ogni curva priiicipale di Z vi potrà solo essere un iiiiniero discret0 di puiiti 
caratteristici prii~cipali di Z :id essa relativi. 

Ci sarà utile ritornare alle coiisidera~zioni iperspnziali del n. 5. Le 
1. t 1= 92 -1 ipersuperficie (l), (3) di S,, se hnnrio putiti a coinune fuori 
dei punti rnultipli della, f, si segaiio Iungo una O piu varietà (analitiche): 
l'inviluppo di E pub solo esser costituito dalle,proiezioiii ortogonali su n di 
tali varieta (11. 5). Se & é una di queste ultime, basta che iii un suo punto 

QO(xX;,,y,, c , , ..., c,) non si ariiiulli l a  matrice di cui a.ll'enunciato del n. 9, 
perché Io stesso valga pei puiiti di un intorno di Q, su V,: in ta1 caso la 
pvoiezione ortogonate d i  Vk su n è un insieme 1d 'un  numero  discreto d i  
pzcnti od una czcvva r, che ce~tanzetzte fa pal-te del l ' invi luppo d i  2. 

Iiioltre i l  ?mye di 1 o d i  I' coincide colla cliitzensione k d i  Vk, e non 
pub assume?-e che uno  dei  tinlovi 1, 2, ..., r. Iiifatti - in base alla defini- 
zione del n. 1, ed al n. 5 - il rango cercato non è altro che la. infiiiith dei 
piaiii di S,, paralleli a n che contengono puriti di Vk; e rion A possibile che 
un piano parallelo a n abbia una curva a comune con V k 7  poiché, i i i  corri-
spondenza alla sezioiie di f con un piano siffatto, si avrebbe su n uiia curva 
di 2, luogo di punti caratteristici principali ad essa relativi. L a  suddetta in- 
finita coincide dunque effettivainente colla dimensioiie h di Vk.  E questa pub 
solo valere 1, 2,..., r u .  Iufatti, n - l ipersuperficie (aiialitiche) di Sfl noil 
possori segarsi in un punto Q,, s e m a  necessarjr?.meiite avere in comune al-
meno una curva per esso ('); ne, d'altro canto, le (l), (3) possori nvere una 
parte (ad n - l =1. f 1 dimensioni) in comuiie, poiche questa dovrebbe ri-

dursi ad un cilindro proiettante ortogonalnierite una curva di n (II. 5), che 
risulterebbe parte comurie alle varie ciirve di 2. 

(') Si pub anai dire che in yrgterale l'intersenione consta precisamente di una curva, 
che si proietta ortogonalmente su n secondo una curva. !Putt0 ci6 diacende da1 teoreina siille 
funzioiii implicite, inteso nella sila acceaione piii gonerale: cfr. ad es. le Vovlesuwgen ueber 
ulgebruische Geo~netrie di F. SEVERI(Leipzig, Teiibner, 1921), P. 312. 
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Aggiungasi che a secoiida che l'iiiviluppo, di ritngo k, e uil irisieme I 
discret0 di punti od una curva Y, un suo punto Pogeiierico risulta caratte- 
ristico priiicipale per mk O per mk-' curve priiicipali di E ;  ne1 secondo 
caso le CO^-^ curve prilicipali toccano in P la liiiea 1' (n. 2). 

11. Da1 numero precedente risulta che u n  sistema continuo d i  culave 
piane ammet te  in generl-ale come i l~v i luppo  u n a  cuvva d i  vango 1. La cosa 
pub ulteriorrneiite venir precisata, osservando che a f inchè  i l  sistema Z 91~p-
p ~ e s e n t a t o  dalla (1) a n m e t t a  u n a  c w i x t  invi luppo d i  9-ango 1, basta che i n  
un suo punto ca?'atte?.istico pl-incipale Po - in cui n o n  si a ~ z n u l l i  la  ma- 
t ~ i c edel n. 9 - anche divel*so da  zetao i l  de teml innnte  hessiano: ~ ~ * i s u l t i  

ay - O . .  -ah,ayah,.I 1 

In tale ipotesi, infatti, le (3) determiiinno le A conîe funziotii implicite 
(aiialitiche) delle s,y :  

(23) A, =q x ,  y), 1,.=L@, y),- a . ,  

riducentesi rispettivnniente a c ,  ,..., c,. per LE =x,, y =y,. Sostituendo 
nella (1) alle A queste espressioiîi, si ottiene uii'equazione 

che non svaiiisce ideiiticamenle: in caso opposto, iiifatti, le (23) rappreseiite- 
rebbero in S, una superficie comune alle (1)) (3)) la cui proiezione ortogonale 
su n invaderebbe l'iiitoriio (a due diinerisioni) di P o ;  e ci6 non pub essere 
(il. 5) ('). Ln (24) rappresenta duiique in n u n i  curva passalite per Po,iiivi-

luppo di rango 1 di L, perche proiezione ortogonele su  n della curvn di S,, 
intersezione delle (l) ,  (3)) che ha per equazioni le (23), (24). 

Ogiii puiito P(x ,  y) dell'iiiviluppo suddetto, é caratteristico priiicipale 
per una curva di 2, e precisamente per la ciirva (1) che proviene dai vnlori 
dei parametri che si deterniiiiniio in corrispoiidenza colle (23). E possinino 
agevolmente verificare che questa curva tocca in P 1' inviluppo: iiifittli, pel 

(i) Al10 stesso risultato si perviene osservando che - in virtù delle equazioni clie diamo -piii aotto - in P, una almeno delle dcve risultare diverss da zero. 
ax ' aa 
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modo come si è ottenuto la (24), risulta 

ossia, poich6 in P valgono le (3), 

12. Se il determinante H di cui a1 numero precedente si anniilla in Po, 
la  sua matrice avendo la caratteristica 9- -p, il punto Po appartiene ad uiia. 
parte dell'inviluppo di 8, i l  cui 7,aqgo - che si determina in base alle con- 
siderazioni del n.  10 - vale cd pi& p + 1. Iiifatti, la matrice funzionale 
delle (l), (3) rispetto alle e,y, A , ,  ..., A,., si ottiene orlando il deterininante (22) 
con due verticali ed una orizzoiitale, i cui elementi sono: 

di questi, i priini due iioii son eiitrambi iiulli iil &,, mentre gli altri 9 - si 
annullano. Ne consegue che la. caratteristica di tale matrice vale almeno 
1. - p + 1, onde le ipersuperficie (l), (3) non possono nell'intorno di .Q, se-
garsi secondo una varietà di dimensione maggiore di 

Se l'inviluppo considerato è di raiigo k )  1, onde i suoi punti saranno 
caratteristici principali per ooA curve principali di 8, considerian10 entro a Z 
un generico sistema 2' di diinensione h. Se si suppone lz -i- k >?., 2' con-
tiene cah+k-y' di quelle curve principali di L, le quali (n. 1) son ancora 
principali per ri', e cogli stessi punti caratteristici priiicipali: i l  luogo d i  
quest i  p u n t i  (fra cui havvi Pb) é i n  par i  t e w p o  i n v i l u p p o  d i  2 e d i  2'; i l  
suo Tango, come inv i luppo  d i  L', vale a h e ~ r o  h+k - r, e geiieralineiite 
non di piili. 

OSSERVAZIONE.- Sempre che si supponga k > 1, si pub prendere 
h =1. - k + 1(< Y), ed iii generale il sistema 2' risulta di rango 1; ma se 
cos1 noii é, si pub su di esso procedere come con L, e cosi via replicata- 
mente, fino a giungere ad un sistema col10 stesso inviluppo di 2; e di raiigo 1, 
il che accadrA almeno quaiido si sara otterluto un sistema mi. III ta1 guisa 
l a  d e t e r m i m x z i o w  d e l i ' i ~ l u i l u p p o  d'un sisteîna 2 d i  m n g o  k > 1, si  pub 
senapre 7-icondurt.e a quel ln  d ' u ~ ~i n v i l u p p o  d i  vango 1. 
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13. Si presenta come particolarmente interessante il caso in cui, la  ma- 
trice (22) avendo l a  caratteristica 1 .  - ,G (O <p < gs) ,  il rango k raggiunga il 

suo valor massimo p t 1 (n. 12). 
Possiamo intanto supporre che non si aiinulli iii Po il minore costituito 

dalle ultime 1-- p righe e dalle ultime 9 .  - p colonne di H, effettuando ove 
cosl non fosse un coiîvenierite cambiainento dei parametri A ('). Sotto tale 
ipotesi, le equaziorii 

af =O, ... -af zO,Gi an, 

determinano le A,+i ,..., 1, come funzioiii (analitiche) delle x, y, A, ,..., A,: 

riducentesi a cp+l,..., c,., per  x =x,,y =y,, hi=ci, ..., 1,=c,. Sostituendo 
queste espressioni nella (1), si ottiene un'equazione 

soddisfatta per x=x,,y =y,, A i  =c i ,  ..., 1,=cp; avuto riguardo al  fatto 
che le (26) equivalgono alle (25), si ha, conîe alla fine del n. 11, 

ap --af aF --- afa x , - a ~ , ~ " "  a h , '  

Osserviamo ora che l a  (27) non pub esser identicamente soddisfatta, 

poichb, in virtii delle (281, iii Po unn almeiio delle -, risulta diversa da 
ax ay 

zero. L e  (26), (27) rappresentano dunque in S, una varietà di dimensione 
p +1, cornune alle ipersuperficie (l), (25), e passante per Q,. Per  l'ipotesi 
fatta, anche le ( l ) ,  (3) devon segarsi riell'intorno di Q, secondo una varieth 
di dimensiorie p + 1, e cib non è possibile s e  non supponeiido che le  (26), (27) 
portino di coriseguenza le  

(') Cosi p. es. se  si opera sulle h con %.na sostituzione lineare a coefficienti costanti, 
in  h o g o  d i  H occorre considerare un  determinante, che pub ottenersi moltiplicando il mo-
du10 della sostituzione inversa - preso per orizzontali - pel determinante - preso per 
verticali - prodotto di H per detto modulo; e si soddisfa alla condizione voluta! scegliendo 
in modo generico la sostituzione lineare. 
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I n  base alle (29), deve duiique - in forza della (27) - risultare: 

a~ a~ =o. 
"I=O'-' ah, 

Applicando il lemma del 11. 4, d a  qui segue che le  curve rappreseiitate 
dalla (27), al variare dei parametri A , ,  ..., A,, hauno una parte fissa in co- 
mune, passante per Po,che pub p. es. rappresentarsi coli' equazioiie : 

E questa cu?.va é l'i?zvilz~ppo cewato,  poiché lungo di essa coesistono le (l), 

(2% (30). 
Cio é d'accord0 coll' Osse~wazionedel 11. 12, che nelle ipotesi attuali 

conduce, per  avere  l'iiiviluppo di 3, a considerare entro a Z un sistenia 2' 
gerierico di dimensioiie h =Y - k t 1= 1.  - p - a d  esempio quel10 che si 
ottieiie d a  2 dando a A , ,  ..., 1, deteriniiiati valori costtuiti - e d  a trovare 
l'inviluppo di L'. 

Aggiiiiigiamo che dalle precedenti considerazioni risulta che: 
Se è possibile distl-ibuire le c w v e  d i  z c ~ ~sistej~iaL mr in a o P  sistemi d i  

dinzensione r -p e vango 1, nventi  un îuedesinao iwviltrppo, questo fa 
anche generalmente pas-te dell ' inviluppo d i  2, e conle tale ha i l  ?.ango p+ 1. 

IV. 

14. Ci propoiiiamo in questo 5 di dare alcuiie proposizioiii sugli invi luppi  
d i  invi luppi ,  e di mostrare che 

Posson esis twe inv i luppi  - costituiti da  curva O da punti  i n  numero 
discl*elo - d i  tu t t i  i 7-anghi conzpatibili colla dimensio?ze del sistema con- 
t inuo ( I I .  10). 

Iiicoiiiinciaiiio coli'estendere la  portata delle coiisiderazioni del II. 13. 
Dato colla (1) il sistema E, ocr e di rango k, affiiichè uii sisteina 2' conte-
riuto in 2 sia di raiigo 1, occorre abbia la diineiisione h non superiore ad 
9.  -k +1 (il. 12), ed aiizi inferiore a questo iiumero, se si vuole che l'iiivi- 
luppo di Z non stia nell'iriviluppo di 2'. Reciprocameiite, un sistema 2' con-
tenuto iii 2, di diiiîeiisioiie h == r - pl con p >k, amniette in generale una 
curva r' iiiviluppo, di rango 1 (n. I l ) ,  distitita dall'iiiviluppo di 2. Ebbeiie: 

Distribuite le cu l ve  d i  L in f f i ~  s i s ten~i  continui 2'd i  dimensione r- p, 

con p >k,  le c u w e  r' inv i luppi  d i  qucsti ultimi costituiscono un nztovo 
sistema continuo mr-P, che ammet te  in genelaale Eo stesso invi luppo d i  Z, 
e col10 stesso ?-ango k. 
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Possiam supporre, senza scapito di geiierdita, che i vari sistemi 2' si 
abbiaiio dalla (1) daiido ai parainetri A, ,..., A, valori costaiiti; ed iiioltre, 
poiche essi soli di raiigo 1, che le (23) sien ( i i i  ut1 certo campo) risolubili 
rispetto ai paraiiletri variabili h p ,  ..., A,. . In tali ipotesi 1' equazioiie (27), 
che si ottiene sostituendo iiella (1) a Ap, 1 ,  ..., A,. le fuiizioiii (26)  definite im- 
plicitameute dalle !25), al variare dei paranletri 1,,..., h, rnppresenta le 
curve I" inviluppi dei vari sisteini 2'. In forza delle (26), sussistono le (25, (29), 
e la (1) s7identifica colla (27): dunque i l  sistema (l), (25), (30) equivale a 
quel10 costitiiito dalle (27), (31). In particolare, i due sistemi avranrio la 
stevsa iiifinith di soluzioiii e cogli stessi valori delle (x, y), da uiia soluzione 
(x, y, A , ,  ..., A,) del secoiido sistenia avendosene una (x, y, A, ,..., A,) del 
primo, deterininando le ..., A,. mediante le (26). In corrispondenza ad 
unn siffatta coppia di soluzioni, sarnniio gerieralmente soddisfatte le condizioni 
che assicurano clie il relativo puiito (x, y)  è cara.tteristico principale per i 
sistemi continui (1) e (27) [tali condizioni consistendo solo piu in disugun- 
glianze (n. 9)]; e ci6 dimostra l'asserto. 

In  casi speciali pub perb ben darsi che le disuguaglianze a cui diaiizi si 
è alluso vwlgano per uno solo dei due sistemi continui, e che quindi uiia 
parte dell' iiiviluppo di Z noii faccia parte dell'inviluppo degli inviluppi dei 
vari I;', oppure viceversa. Nei iiumeri successivi daremo di tali casi ecce-
zionali degli esempi, che sarariiio istruttivi m c h e  perché ancora uiia volta 
mostreranno che, dato un sistema (l), per caratteriiszarne l'inviluppo non 
sempre bastiiio le equazioni (1) e (3). 

15. Consideriaiiio ne1 piano TC un cerchio S, e gli CO' cerchi r' di raggio 
niet8 che 10 toccano internaniente. Le  tangeriti ad un dato I" forniseon una 
famiglia Z' seinpliceinente infiiiita. di rette, di ciii r' 15 17inviluppo; e le mi 
famiglie L' costituiscono alla los volta uii sisteilla E ao2 di rette, che maiiife- 
stanieiite non possiede alcuii puiito caritteristico principale. Duiique 2 n o n  
tcmmette i n v i l u p p o ,  per guan to  g l i  i n v i l u p p i  r' dei v m i  27 abbiano I' pe7. 
inu i luppo .  

L a  cosa si coiiferma analiticameiite cosi. Sia: 

l'equazioiie di I', ed iildichiamo con (A, ,  pi) le coordiiîate del centro di un 
cerchio I", e con (A, ,  pz) quelle di uii suo punto geiierico, talché la retta in 
esso tatigerite a S' ha l'equazione: 
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1 parametri A, ,  A,, p i ,  p, che quivi figuraiio, soiio legati dalle: 

esprimeiiti rispettivamente che I" tocca iiiternaineiite r, e che (A,, pn) è un 
puiito di r'. Avuto riguardo alla (34), la  (35) si scrive: 

(36) , 1;+ $=2(Aih, -+p,p2); 

questa e la (34) detiiiiscon implicitaineiite p, e p, coine fiinzioili rispettiva- 
mente della sola A, e di A , ,  A, .  III defiiiitiva, le varie rette di L sou date 

dalla (33), a l  variare dei parainetri 1, e A,, che vi figurano direttameiite e 
per il trainite di pi, pz; in virtu della (36), quest' ultiina equazione pu13 venire 
sostituita dalla 

Ora, dalle (34); (36) disoende : 

onde risulta : 

-- 4% 3P2 -af --- (x  +A2)-(y+ pz)--+ (Y- pi) --
311 d l ,  31, 

Se si pone: 
21, =A, =x, 2pi =p, =y,

si soddisfa alle 
aff = O  -=O Y' ah, 31, =0) 

ed alla (36), inentre la (34) diveiita l'equazione (32) di l?; perb questo cerchio 
non è l'inviluppo del sistema 2, poiché dalle 

consegue 

identicamente rispetto alle variabili x ed  y (n. 9). 
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16. Consideriaino ne1 piaiio il sistema contiiiuo X delle 002 coiiiche rap-
pi'eseiitate al variare dei parametri A, e A, dall'eq~iazioiie 

in cui a, /3 e y sono polinomi di secondo grado in LE, y, scelti genericamente. 
Dalla (37) si trae: 

Per A, = A, = O, la (37) rappresenta il cerchio 

che passa (semplicemente) pel punto P di coordinate x= 3, y = 4. In virtii 
delle (38), per 

(40) x = 3,y=4, A, =O,  A, = O, 
risulta altresf ;:= O, 

a l ,  
-af = O .  

ed inoltre per 1,= A, = O, si ha:  

Da qui discende facilmente che P é un punto caratter.istico p9-incipale del 
dato sistemn, relativo alla curva (39). Basta invero in base al n. 9 osservare, 
che la funzione y della rx: definita implicitamente dalla (39) riell'intorno di P, 
non pu6 soddisfare identicamente all'equazione 

in cui si ponga A, = 1,=O,  t r a m e  clie per y, =y,  = O ;  ed infatti le (42) 
mostrano che quest'equazione rappresenta un fascio di coniche, avente un 
punto base ne1 punto x= y = 3, non situato su1 cerchio (39). 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VIII. 25 
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Un calcolo facile mostra che iiel puuto (40) l'hessiano 

63
risulta diverso dtt zero, solo che per x =3, y =4 si suppoiigti y +-. IIItale

2 
ipotesi le (41)defiiiiscono nell'iritoriio di quel puiito le A,, A, come fuiizioiii 
delle x, y ;  sostitueiido iiella (37) alle A,, A, queste fuiizioiii, si ottiene l'equa- 
zioiie di uiia curvn I' passante per l', uhe fa certamente parte dell' iiiviluppo di L. 

Deteriiiiueremo iiel iiiodo piii seniplice tale equnzione, procedendo cosl. 
Ricaviamo A l  diilli~ prima delle (41),e sostitaiamo iiella, (37) e iiella restarite 
eqiiazione (41). Avuto riguardo alle (38))riducerido a forma iiitera abbiarno: 

1 teriniiii di queste equazioiii indipendeilLi da  A,, valgono rispettivainente 

ed e facile verificnre che il secoiido differisce da1 priino solo pel fattore x" yy". 
Se-duiique sommiamo a membro a membro le (43))(44), dopo avere  moltiplicati 
anîbo i membri della prima per -(x2-y2), otteniamo uii' equazione del tipo: 

ove le A son polinomi di 6" grado nelle x, y, che non occorre precisare: basta 
63

solo osservare che per x =3, y =4 risulta A, $.O, essendo per ipotesi y $.-.
2 

La  fiiiizione A, delle x,y defiiiita implicitmnente dalla (45), che si aiinulla 
per x=3, 1) =4, B duiique 

A, r O; 
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in corrispoudeiiza le (41) forriiscoiio concordemeilte 

e sostituendo nella (37) si ha  l ' equaz ione  del l ' invi luppo J? ce?-cato d i  Z : 

esso B una quartica piana passante seinpliceinente per P,ed ivi taiigente a l  
cerchio (39). 

Possianîo ora inostrare che, distribuite le curve di Z negli CC'sistemi seni- 
plicemente infiiiiti Y' che si hanno dando a A, valori costaiiti, ciascuno di 
questi ammette un iiiviluppo 1": e l a  qung-tica (46) n o n  fa par te  del l ' invi-
luppo  delle I". Invero le r' son quartiche piaiie che si rappreseiitaiio al va-
r ia re  del pariimetro A, coll'equazione 

questa 6 del tipo: 

e quindi analoga alla (5) del 11." 6. D a  ci6 che si é detto quivi a proposito 
del sisteina contiiiuo (5), segue I'asserto. 

17. Ai n.' 15 e 16 abbiain fatto vedere che il secondo teorema del n." 14 
- ivi diinostra.to per sistemi L genernl i  - pub cadere in difetto in casi spe- 
ciali. Ci proponiamo ora - sotto analoga riserva - di dare ~iii 'ulteriore esteri- 
sione di detto teorelna, provando Che: 

Dato un sistema Z w'', si  d i s t ~ i b u i s c n n o  le  sue cu7we in W P  sisteîni con- 
t i n u i  2' d i  d i m e m i o n i  r -p, ciascuno de i  quu l i  abbia usza cuî-va inu i luppo  Y, 
d i  r a n g o  5 ( 1  5 o <r -p); se queste m p  c u w e  r' amnzettono alla 10.1-0 vol tn  
un inv i luppo  r d i  rango  T ( 1  <T <p), in generale  questo fa par te  dell' irs-
v i luppo  d i  2, e conte ta le  ha i l  rango  a +.r; - 1. 

P e r  stabilire questa proposizione, consideriamo eritro a Z un generico si- 
stemn X di dimensione d =r - a + 1; esso vien intersecato dai vaxi L' se-
coiido ffi~sistemi contiiiiii cmd-:.,che ammettono come inviluppi di rang0 l 

' l e  relative curve r' (11." 12, Oss.). In base al  surricordato teorema del II." 14, 
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la curva I', inviluppo di rango T del sistema delle I", é pure iiiviluppo di 
rango z di X. Se distribuiamo geiiericamente le curve di X iii oo'-l sisteini 
continui X', di dimensione d - 7-î- 1, ciascuno di questi ammette I' come 
inviluppo di rango 1 (n." 12, Oss.); faceiido descrivere a S entro Z un si-
stema ma-', otteniaino cosi la  ripartizioiie delle curve di Z in oo~+"~ si-
stemi X', tutti aveiiti r come iiiviluppo tli rango 1. Iii base al  teorema dato 
alla fine del n. 13, da qui segue appunto che I' fa parte dell'inviluppo di 22, 
col raiigo ci +T - 1. 

18. Possiamo ora facilinente provnre il fatto eriunciato a l  priiicipio del 
II." 14. Se un sistema continuo Z ainmette una curva I' inviluppo, d i  ?ango 
uguale alla d imens iom 2. del sistema, ogni punto P di I' 6 carrttter'istico prin- 
cipale per mr-' curve di 2, che risultan tangenti iii P alla liiiea I' (n." 10): 
dunque tutte le curve di 2 toccaiio r. Reciprocame~ite, avendo un sistema 
Z ool' d i  curve tangenti  il& punt i  va?iabili  ad u n a  lillea fissn r, questa fa 
parte dellJ iiiviluppo di Z, e coine tale ha il raiigo 7 . ;  cib discende da uiia 
nota proprieth differenzinle, e pub anche stabilirsi in base al teorema dato 
alla fine del ri.' 13, distribuendo le c u v e  di Z iii mr-' sisteini sempliceiilente 
infiniti aventi I' come inviluppo. Cosi intaiito abbiamo modo di costruire il 

piU generale sistema avente uiia curva inviluppo di raiigo uguale alla.diinen- 
sione del sistema, 

Per ottenere un sistenm coutinuo oo'', che amnaetta m a  c u w a  invi luppo 
d i  m n g o  k (1<k < 9-), basta prender iiel piano 1111 sistema 22' di dimensione k, 
avente uiia curva inviluppo I" di rango k. Se 2' varia ne1 piano con conti-
nuith in modo generico, assuineiido ml'-R posizioni, e generarido un sistema 
continuo Z oor, la curva I" descrive un sistema coritiriuo che ammette uiia 
curva inviluppo I' di rango 1 (n." 11); in base al  teorema del nuinero prece-
dente, I' fa parte dell'inviluppo di Z, e come tale ha, il rarigo k voluto. 

19. Ci resta da ultiino da considerare il caso in cui l'iiiviluppo si riduce 
ad  iin gruppo di punti. 

Un punto isolato dellJ iiiviluppo, aveiite il raiigo uguale alla dimensione 
del sisteina, è comuiie a tutte le curve del medesimo (11." 10). Per ottenere 
u n  sistema mr con u n  i?zuiEr6ppo costituito d a  un nunlero disn-eto d i  punti ,  
di rango k (1  4k l;v), basta dunque, se k =Y, prendere un sistema con-
tinuo con un gruppo di puiiti base (seniplici). Per 9. > k, basta per es. consi-
derare i l  sisteina rappresentato dalla: 

(47) {(x, 2 / ;  A,, ... , A,.) y ,  +2h,yi C ...3-2A9.yp t Ai$, + -t À2v-k+r-A = O ,S.. 
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197 pi& volte ilzfilzito di cuwe pialze 

ove le y,+ son funzioni delle x, y tali che le curve: 

abbiano un gruppo I di punti a coinuiie. 
La  coesistenza delle 

conduce alle coiidizioni 

A , = - -'Pi , . . . ,  A,.-k=----- (Pr-k 
+i +r-k 

ed aile (48). Per ipotesi queste ultime son soddisfatte nei punti di T, i quali 
effettivamente sono p u r ~ t i  cap-attel-istici principali  pet. ook curve de2 si-
stema (47), in quaiito in essi le (49) coesistono dando alle A,.-,+, ,..., Ar valori 
arbitrari, le altre I essendo determiliate dalle (50); e si pub d'altro lato sup- 
porre che nei punti suddetti non si anriulli la matrice coiisiderata a.1 n." 9, 
stante l'arbitrarietà della scelta delle funzioiii cp e +. 

Rileviamo infine che un sistema continuo pub unche non ammetter  nessun 
punto cavattel.istico p?.incipale. Tale è ad es. il sistema (47)) nell'ipotesi che 
le curve (48) non abbiano puiiti a coinune. Uii altro esenlpio riotevole è dato 
da un sistema di curve piarie, che sia rnutato iii sé da un gruppo continuo 
transitive di collinestzioni. 

20. Terinineremo coll'esteiidere 1' Osswvazione La del n. 9, il che ci 
permetter8 (11. 21) di trasportare d l e  equazioni differenziali alle derivate or-
diiiarie d'ordine qualuiique, un noto risultato relativo all'integ?*ale singolave 
delle equazioni differenziali del primo ordine. 

Accaiito al  solito sistema contiiiuo ocr di curve (l),coiisiderinmone uii 
altro, pure cer, 

(51) J'(x7 y ;  Pi,..., p,)=O, 

e supponiamo che si posstt passare da1 primo al  secondo effettuando sui pa-
rumetri una trasforinazione coiiteneiite pure le x, y, cioè del tipo: 
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198 F. SEVERIe B. SBGRE:L'inwilzcppo di zcn sistema 

Ebbene, se i l  sistema continuo (1) aîwnette u n  inviluppo d i  jbango k ,  l m g o  
cui 10' Jacobiano 

ax, .... ah, 

non si annullu, i n  generale esso fa parte alti-es3 dell'inviluppo del si-
stema (51)' e col10 stesso ?.ango k. 

Pe r  stabilire questo fittto, basta osservare che, in forza delle (52), risulta 

onde, essendo J + Q ,  le  (l), (3) equivalgono alle 

precisamente, iii virth delle (52), si h a  uiia corrispondenza biunivoca e con-
tinua fra le  soluzioiii (x, y, A,,. . , A,.) del primo sistema, e le  soluzioiii 
(x,y, pi ,..., p,.) del secoiido, due soluzioni oiiiologlie averido gli &es& valori 

per le N, y. Se  per  uila (2,y, A , ,  ..., ;il.) delle prime risiilta p. es. +O, per 

la soluzione (x, y, pi,..., p,) corrispondente si ha  pure -aF$r 0,essendo : 
ay 

Le condizioni ulteriori perché si abbia effettivamente un iiiviluppo, possono 
esprimersi mediante disuguaglianze (il. 9); e possiamo supporre ch '  esse siaiio 
soddisfatte, stante l 'ammessn geiiericitii delle funzioiii considerate. 

21. Dimostreremo ora che:  

Data un'equazione dif ferenziale nlle de?.ivate ovdinasqie di  O?-diner 
qualsiasi : 
(53) P(x,y, y', y", a.. , y"") =O, 

si pub, i n  gene lde ,  detelminal-e l'inviluppo del sistema continuo ocr co-
stituito dalle sue c u ~ w  integ?.ali, senza che pev cib occotv-a integvalse 
2' equazione stessn. Basta all' uopo interp?.eta??e nella (53) le y', y", ..., y(') 
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come prcra??zet?,i, e trova?-e l'invibuppo del sistenza contiîzuo oor d i  CWVe 
piane che cos% si ottiene; g l i  invi luppi  dei due  sistemi ocr hanno a m i  10 
stesso rango. 

Se iiifatti 

(54) f(x, y ;  A , ,  . a . ,  A,.) =0 

é l'integrale generale della (53), la (53) stessa pub notoriamente ottenersi 
eliminaiido i parametri A , ,  ..., A, frit la (54) e le 

Solo che si supponga a 
-
f +O, queste equazioni foriiiscoiio le y', ...,'y"" in fun- 

ay 
zione delle a, y, A , ,  ..., A,. . 111 gerierale le (55) potraniio pure risolversi ri-
spetto a A , ,  ..., A,, ottenendosi questi parametri espressi mediante 1.e x, y, 
y', ..., y"": e la. (53) si ha appunto sostituendo riella (54) a A, ,..., A, tali 
espressioni. Ili base al numero precedente (i parametri p , ,  ..., p,. son ora SO-

stituiti da y', ..., zJr)!),  si conclude ne1 modo enunciato. 
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Iiitoimiiodle  coiigrueiize sulle cui superficie focali 

si corrispoiidoiio le linee d i  curvatura. 

Mernoria di PASQUALE (a Messina).CALAPSO 

Sniito. - Ne1 presente Eavoro è stahilita u n a  trasformazione delle congruenze TV, secondo l a  
puale i l  probleina della determinazione d i  ta l i  congruenze è ridotto al la  formazione d i  
ulza rete O del10 spazio a quattro clime+zsiowi, e d i  due ultre talm reti  equivalenti ad O 
per ts'asformazioni confos'mi. I l  caso in cui sulle superficie focali della congruenau s i  
cos'rispondono le linee di curvatura, è caratterizzato d a  u n a  relazione fra le c u r v a t u ~ e  
isotrope delle reti  O, d a  cuz' dipende i l  problema. 

I l  problema delle congruenze, sulle cui superficie focali si corrispoiidono 
le liiiee di curvatura (congruenze B), 6 stato d a  me trattato in un precedente 
lavoro [ a  Aririali di Matematica D, serie IV, tomo V (1927-28) ,  pag. 231 e se-
guenti]. 

Escludendo le  coagriienza di GUICHARD(vedasi RIANCHI, Lezioni, vol. 1, 
aiiiio 1902, pag. 325), sulle focali di una coiigruenza B si corrispoiidoiio due 
sistemi coiiiugnti distinti (quello corrispondente alle sviluppabili e quello delle 
linee di curvatura) e percib tut t i  i sistemi coiiiugati; frattaiito la B é una 
congr-uenza W. 

Ne1 lavoro citato ho già stabilito che il probleina della det,ermiriazione 
delle congruenze richieste é di qua?.to ordiue; i casi noti delle congg-uewe 
pseudosfel-iche e delle congmenze di  THYBAUTsono soltaiito soluzioiii par- 
ticolari. 

Ho anche trovato una nuova classe di coiigruenze B, caratterizzata d a  
un'equazione alle derivate parziali seconde per la  superficie focale [for-
mola (44), 1. c.]. 

Qui procedo a d  una trasformazione del problema, che si basa sulla con-
siderazione seguerite : 

E noto d a  un teorema di DARBOUX che condizione neccissm-ia e suf-(') 

ficiente aflnché una retta [dipendente d a  due parametri] genesmi uun con- 
g?-uenxu W ,  è che le sei cooldinate soddisfino ad uua stessa equazione 

(1) Leçons, deuxihrne partie: 1915, pag. 557. 

A m Z i  di Makcctematioa, Serie IV, 'Porno VIII. 
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lineal-e alle derivate p a m i a l i  seconde, che assume la  fomza d i  LAPLACE 
quando si PT-endono come variabili  i parametri  delle asintotiche che si 
corrispondono sulle supevficie focali. 

Ci6 premesso, dette le coordinate d i  ret ta secondo KLEIN 

si iiiterpretino queste coine cool-dinate pentasferiche d i  punto in uno spazio S, 
a quattro dimensioni; lie risulta una superficie 5' di questo spazio che am- 
mette una rete ortogonale; anzi se la congruenza W è qualunque, la SB una 
qualuiique superficie che aminette una rete ortogonale. 

Ed allora si presenta la questione: come deve p v e n d e n i  la S per ot-
tenere u n a  congruenza B ?  

Risulta dalle presenti ricerche che se (x,,a,, x,, a,) sono le coordinate 
metriche di punto nell' S, e si vuole determinare la S medialite equazioni 
della forma 

X3 = f @ I  7 ~ 4 1 ,  X4 =Y(%i 7 $ 2 ) )  

la  condizione carattevistica é un'equazione alle delaivate p a m i a l i  seconde 
nelle funaioni f e y, che deve essere soddisfatta insieme cc1l'alh.a espri-
mente  che la superficie a m n e t t e  u n a  ? v i e  ortogonale, 

Infine 6 fatta un'interpretazione geometrica dei risultati, i n  relazione alla 
teoria delle trasformazioni conformi. 

g 1. Oongruenze W in generale. 

1. Siano le coordinate di una retta secorido KLEIN [:E =O1, e sup-

poniamo che questa retta (dipendente da due parametri) generi una con-
gruenza W. 

Si sa  da un di DARBOUXteorema che in tale ipotesi le  sei coordiiiate X ,  
soddisfano ad una stessa equazioiie lineare alle derivate parziali seconde, 
che assume la forma di LAPLACEquando si prendono come variabili i para-
metri delle asintotiche che si corrispondono sulle superficie focali. 

Se indichiamo con u e v questi parametri, sarh dunque soddisfatta 
un' equazione 

-

a z 3 , .  =M-+N-+PX,;ax,.aF,. -

auav au au 

di piu il fatto che le Puiizioni soddisfano la (1), unitamente alla rela-
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zione Z =O, importa di conseguenza 

Segue da cib che, inte?.pretnndo le X, conze coo~.di?zate pentnsferiche 
d i  punto in uno spazio S ,  a quntt?.o dimensioni,  il punto (X,.) genera una 
superficie riferita alle sue linee di curvatura. 

2. Inversamente, partiamo da una superficie S di un S4,.e indichiamo 
con x,, x,, x,, x, le coordinate metriche del purito mobile su S ;  si sa che 
uiia superficie delllS, ammette in generale una rete ed una sola; supponiamo 
questa ortogonale e siano: 

?c, v i parametri della rete; 
c,. ed y,. rispettivamente i coseni direttori delle tangenti alle curve di 

questa rete;  
x,,ed x,, rispettivamente i coseni direttori di due normali ('), orto-

gonali tra loro. 
Le coordinate x,. e gli eleinenti del determinante ortogoriale 

1 'li Ylz 'ls v 4  

soddisfano ad un sistema della forma: 

(i) Per normale ad una superficie dell' S, (che ammette una rete ortogonrtle u, v) in-
tendesi una perpendicolare comune alle tangenti alle curve della rete, tale che qiiando var ia  
soltanto u, O soltanto v, generi u n a  superficie sviluppabile, GUICHARD[Les  Systè~nes  cycliques 
et les Systèmes orthogonaux; a Annales de l'École normale D ; 1897, 1898, 19031. 
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le cui condizioni d' iritegrabilith (equazioni di Gauss e Codazzi) sono 

Se consideriamo a parte uno spazio S,, ove facciamo variare 1111 punto 
(x ,y, z),ed in questo spazio assumiamo la retta di equazioni 

questa retta genera una congruenza W che per quaiito 6 detto al iiumero 
precederite è del tutto generale. 

3. Per formare le superficie focali descriviamo i l  procediiiieiito iioto, 
sempliceinente acceniiando. 

Se (x,  y, z)  e il fuoco su1 raggio (u, v), dovra essere soddisfatla [oltre 
le (4)]l'equazione nuova 

l z -a 
( x ,+ ix,)i---

a 
(x3- ix,), z -

a 
(x i+ix,)+ -a 

(x,- i ~ , )=0;au av auau 

I z-a 
( x ,+ ix,)--

a 
(x ,- ix,), z -

a (x,+ ix,) --
a 

(si- ix,) 
au au av av 

questa, osservando le (2), si pub scrivere 

che è un'equazione di secondo grado nella z. 
Per separare i due valori e coinodo iiitrodurre uii fattore di proporzio- 

nalits E, poilendo 

se allora teniamo coiito delle relazioiii che legano gli elemeiiti di un cleter-
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iuiiiarite ortogoiiale, l'elimiiiazio~ie di z porta 

(6)  E Z  =- 1. 

È da  notnre che l'ortogoiialitk del determinante (1) permette di sostituire 

le (5), con I'equazione 

(7)  (x,,+ix,,)~ - =- E [(x,, 4- (x,, ix,,)].+(x,, i~,,) +ix,,)~ -

4. Questa osservazione conduce ad una semplificazione notevole. Iiivero 
derivalido la (7) i'ispetto ad zh e rispetto A v, osservaiido le (2) si trovniio le  
espressioni 

di piu se  poiiiaino 

si av rk  ancora per  le  (5) 

Note cosi le derivate di z, sono dediicibili dalle (4) le derivate delle 
fuiizioiii tx; ed y, e si trova 
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§ 2. Curvature isotrope. 

4. Riprendiamo la superficie S del10 spaxio a quattro dimensioni, che per 
ipotesi aminette uria, rete ortogonale, e consideriaino le due no?vnal i  i sot l -ope;  
se la superficie è riferita ad un sisteina qualiiiique (a, P) di coordinate cur- 
vilinee, i parametri direttori (omogenei) delle normdi isotrope si haiino da1 
sistema di secondo grado 

1 parametri direttori Y,. si possono n o ? - m a r e  in guisa che (pensando le Y, 
corne coordinate di piinto) la superficie descritta da1 punto di Y, e la S s i  
co l~r i spondnno  per  pal-alleiisnzo d i  p i a n i  tangen t i .  

Si sa  dalle ricerche di GUICHARDche se, la superficie S é d a t a  (senz' altro) 
assegnando le  cool-dinate x, in funz ione  d i  a e P, l a  d e t e w a i n a z i o n e  del 
fattove nornzante  s i  c o m p i e  per  q u a d m t u m  (che introduce una costante 
moltiplicati va). 

Nelle formole superiori i p a m n l e t r i  di?-ettori  nornzal i  delle due normali 
isotrope sono rispettivamente 

Nelle presenti ricerche dicendo p a r a m e t r i  di?.ettof.i d i  u n a  n o r m a l e  
isotropn,  li intenderemo già nolwla t i ;  quando questi interessano solo omoge- 
neamente, sararino chiainati espressamente p a ~ ~ a n a e t r idi?-et tor i  omogenei.  

5. Ritornando nlle notitzioni del precedente pnragrafo, diniostreremo che 
a ciascuna normale isotropa compete la proprieth che variando soltanto u, O 

soltaiito v, la. retta geiiera uria superficie sviluppabile. 
Ed infatti le coordinate di un punto qualiiiique della normale isotropa 

S O l l O  

( 14) a,.'= x,- PX,.; [X,. parainetri riorrnali] 

se deriviaino rispetto ad u, osservmdo le (2), troviamo 

e prerideiido 
12 

(15) P =  a,  + ici ,  
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si corrispondono le linee d i  curuatura 207 

rimnne 

cioé il punto (xr),a l  variare di u7 descrive una curva tangente alla normale, 
e ln  proposizione 15 stabilita. 

I l  valore di p dnto dalla (15) 10 diremo 9-aggio di  cul-vatura isotvopa; 
1

il valore inverso - si dirb c u r v a t u r a  isotropa. 
P 

Si hanno quattro raggi dati dalle formole 

6. Introduciamo per I'elemento lineare 

Ldx,.? =h=du2$- ledve 

i parame tri diflerenziali ; si h a  facilmen te 

d a  cui 
ba!+,=-x , ,A ,ml-1 x,2A,x2-x,,A,x,-~1,A2x,h 

epper6, per le (16), troviamo 

Similmeii te si riçava 

Per  ln proprieth irivariaiitiva dei parametri differeiiziali i valori delle 
curvature isotrope sono calcolabili dalle (17) e (18) anche se  l a  superficie (') 

(') sempre fatta l'ipotesi che la superficie ammette uua rete ortogouale. 
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è riferita ad l in  sistema qua lunque  di coordiiiate uurviliiiee; ina occorre i n  

precederiza aver n o m n n t o  i parametri direttoii della iioima.le isotropa. 

g 3. Le congruenze B. 

7. 1 risultati orit otteiiuti per le superficie dell' S4 perinettono di dare 
alle (9), (IO), (11) iiiia forma, che meglio si presti alle iiiterpretazioni gea- 
,metriche. 

Se facciamo E =i e te~liamo preseiiti le espressioiii delle ciirvature iso- 
trope, le (9), (IO),  (11) daiiiio 

(x,+ ix,)-(XI -+ iX,)1 

D'altra parte possiamo trasforniare qiieste formole iiitroduceiido i palsa-
nhetl.2 d i?*e t to j i  omogenei  della normale isotropa. 

Al10 scopo poniitmo 

(21) Y,. =AX,. 

essendo A un fattore arbitrario, ed iiitroduciaiiio le quantith R,, Il, rilediarite 
le equazioni 

abbiamo subito 

(23) 
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Di piu calcolaildo il parametro differenziale primo della fuiizioiie Y,. 
troviamo 

ah ax,. al ax
A ,  Y, = h%,X,. + X, .2+2"x , . -+2h-x , .2 -av av au au 

e tenendo pseseiite che é 11~110, risulta 

LA,Y, =AzLA,X, 
e cioe 

Iiifine dalla (23) e (24) ricaviaino 

8. Ed ora moltiplichiamo i due membri di ciascuiia delle equazioni (19) 
e (20) per il fattore A ;  tenendo conto delle (21) e (25) troviamo 

Questi risultati valgoiio per le coiigruenze W generali. 

9. Qui occorre caratteriesare le superficie S del10 spazio a quattro di- 
meiisiotii, per le quali la  corrispondente congruenza 8 B. 

Se vogliamo determinare una tale superficie mediante equazioni della 
' forma 

(28) $3 =f@,,s,), X,= w,,x*), 
Annali di Matematiéa, Serie I V ,  Tomo VIII. 27 
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la coiidizione affinchè essa ammetta una rete ortogonale importa uiia rela- 
ziorie aEie del-iuate pavziali seconde per le funzioni f e y .  

D' altra parte dalle (26)e (27)  si ottiene una relaziorie della forma 

in cui, .per l a  proprieth invariantiva dei parametri differeiiziali, l'espres-
M

sione - é calcolabile dalle (12 )  e (22 )  rielle attuali variabili x , ,  x,.
N 

Per la seconda superficie focale della, congruenza W si ha una relaziolle 
analoga 

la congruenza 6 B allora (ed allora solta,iito) che sia soddisfatta la coiidizione 

(29) MN' -NM' = O.  

È questa la condizione caratteristica richiestai che si traduce in una 
nuova equazione alle derivate parziali seconde per le funzioni f e cp. 

5 4. Trasformazioni conformi. 

10. Ritorniamo alle congruenze W generali, al10 scopo* di dare un'inter- 
pretazione geometrica delle (19) e (20). 

Al10 scopo, riprendiamo la superficie S generata da1 punto (x,) ed ope- 
riamo la  trasformazione 

(30) xi' = X, X; = x 2 x,, =---1-Lx,." x ' = - l  . 1 
----

, 

x3+ ix4' + ix ,  ' 2(x,1- i x , )' 2(x,+ ix,)' 
ne risulta una nuova superficie S', pér la quale 

Le due superficie S ed S' soiio equivalenti ne1 gruppo conforme. 
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Se iiitroduciamo per il puiito di S le coordiiiate pentasferiche 

e similineiite per il punto di S' 

si ha  subito dalle (30) 

2x4 = 2% 1 -Z S , . ~
P i  = x3+ im4' P 2  +i m, + ix, '3 = 

donde, a meno di un fattore, deduciamo 

ci06 punti co~rispondenti  d i  S ed S' hanno (salvo l'ordine) le stesse coo?*di- 
nate pentasfedche. 

11. Gli elementi della nuova superficie si ottengono senza difficolth, e 
si trova 

e per conseguenza le curvature isotrope della superficie S' hanrio le espressioni 

Insieme alla superficie S ed Sr ne considereremo unn terza R", che si 
deduce dalla prima colla trasformazione 

! 
1 - 1 4- Zxr2

xi1'= 
2(x,+ ix,)' x2"= - i 

2($, + ix,)(35) 
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per le curvature isotrope di quest'ultiiiia si ha 

Dopo uib le (19) e (20) prendono la forma 

, OSSERVAZIONE.- Da1 punto di vista delle congruenze W, le formole ora 
ottenute fanno conoscere (a meno del fattore 0) le derivate delle coordinnte 
del punto che descrive la  priina focale; per la seconda focale sussistono le 

1 1
medesime, ove intervengono le curvature _, ..., relative alla secoiida 

P i  P 2  
normale isotropa.. 

Il caso delle congruenze in cui le focali si corrispondono per linee di 
curvatura B caratterizzato da uria relazioiie fra le dette curvature isotrope 
della superficie S, e ci06 

12. Terrniniamo il presente lavoro considerando una superficie S del10 
spazio ellittico a quattvo dirnensioni, che corrispoiida ad S in qualcuna de116 
note rappresentazioni conformi del10 spazio ellittico iiello spazio euclideo. 

Dette y,. le coordinate di WEIERSTRASS del punto che descrive 

la superficie A$riteniamo le formole 

i x ,  2 ix y, +iy,=-. i 
y , =  y2=-

y , = ~ ,  
x4 $4 $4 x4 

Se a,. indicano le coordinate di direzione di uiia normale isotropa riel 
punto (y,.)della superficie si dovrh avere 
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e tenendo preseiiti le formole fondarnentnli (2) della superficie 5' e le posi-
zioni (13), si trova facilmeiite 

e le quai~ti th a, cosi scritte sono nornzate ne1 senso del n." 4, § 2. 
Le curvnture isotrope della 3 sono subito cnlcolabili dalle formole 

-
a 

(a,+ ia,) =-
i 
-
a 
(y,+ iy,)av Pz' 32.' 

Quest' ultimo risultnto sarh da me utilizzato in un prossirno lavoro. 
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Oscillazioni di un corpo rigido in sospei-isioiie elastica. 

Memoria di GIULIOKRALL( a  Roma). 

Suiito. - Intevesse pratico del problema. Equaziom dei piccoli mota. Corpo rigido su un suolo 
elastico. Esempi. Moti forzati. Forzamenti vincolari continui ed Zmpzclsivi; problemi del- 
l'asisismica. Spostamento e costrizione; corrispolzdeozti Zhitazioni superiori. 

5 1. I n  vista di applicazioni concrete al10 studio dinamico di certe  costru- 
zioni assai frequenti nella praticil, e, con riferimerito specifico ad alcuni tipi 
notevoli di fondazioni, qui cominoiamo a considerare, in linea del tutto gene-
rale, il moto oscillatorio, li6ej-O e fowato ,  di un corpo rigido, viticolato da  
vincoli elastici privi d'inerzia. Nell'ambito dei quali vincoli iiicluderemo, at-

travers0 ad un accorgimeiito adeguato, i suoli cosidetti elastici. Elasticith 
questa, ai  cultori di statica ormai ben nota, e di cui, in praticn, la conside- 
razione non è certo d a  trascurare. 

Come vedremo, gli sviluppi che andremo svolgendo hanno effettivamente 
un certo interesse tecnico, anche se da1 punto di vistn meccaiiico, a prescin-
dere forse d a  qualche scheinatizzazioiie piii O meno indovinata, nori valgono 
assai pih di una modesta esercitazione. 

A confermare l'interesse suddetto basti ricordare certe f o n d d o n i  di 
motori progettate senza riflesso alle azioni dinamiche, le quali, tosto che 
sieno soddisfatte certe  condizioni, cosidette di risonanza, cioé i L  dire, di egua- 
glianza tra periodo dell'azione perturbante ed urio dei loro periodi propri, 
vibraiio, pericolosamente per l a  loro stabilith e qiiella del macchinario O, 

quarito ineno, con talvolta insopportabile disturbo dell'esei~cizio, perdita di 
potenza per  dissipazioile d'energia iiel suolo stesso e cosi via diceiido. 

Seiiza enumerare taiiti altri esempi, priinissimi qiielli foriiiti dall' asismica, 
rileveiemo che, in questa ricerca, ci siamo preoccupati in primo luogo del10 
studio delle oscillazioni libere intorno ad  una configurazio~ie d'equilibrio e 
quindj della deterniiiinsiorie dei coi'rispondei~ti periodi fondameiitiili, di cui 
la  tiozioiie k iiotoi.iarneiite sufficiente a premuiiire se non altro da1 peikolo 
gravissirno delle riominate circostanze di risorianza. Indi, passaiido a.i moti 
forzati, t ~ b b i s n ~ o  con va-coiisidepto pnrticolare attenzioiie quelli dovuti alla 
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riabilith dei viiicoli. Atterizione per vei-O giustificata, quaiido si peusi che 
e proprio al10 studio di siffatti, cliit~inia~tnoli cosi, forzamenti vincoln~-i, 
iiitesi secondo i criteri della moderiia sisnîologia, che si riducono tutti i pro-
blemi dell' asismicn. 

Deliberatamente abbiaino evitati certi dettagli per non far ricorso a 
metodi e terminologie troppo proprie della teciiica che, riecessariameiite, inale 
si iiiquadrerebbero in questa esposizione a carattere geiierale. 

8 2. Equazione dei piccoli moti. - Sin dunque S un corpo rigido O 

praticaineiite tale, e sieiio N i viacoli cui esso è sottoposto. Siffatti viiicoli li 
imniagineremo costituiti da sistemi elastici qualsivoglio~io, privi d'jiierzia O 

pressoché, caratterizzabili, per qiiaiito riguarda la ca.pacit8 a reagire ad uno 
spostameiito del puiito terminale P di attacco col solido, mediante gli spo- 
staineiiti prodotti i i i  direzioni deterniiiiate da forze convenientemente scelte. 
Ed infatti si vede che, ove si prenda riferimento ad un sistema di assi defiiiiti 
da tre versori j, ( h -1, 2, 3) spiccati da P, quarido coi1 e,, si iiidichi 10 
spostaineiito provoci~to secondo jk da UIIR  forza unitaria agente secondo ji, 
purché siaiio noti tutti i 3 x 3 =9 valori di e,, tra loro simmetrici, corri- 
spondeiiti a i, k = l ,  2, 3;  il viiicolo, per quaiito concerne la capacitk reattiva 
termiiiale e esaurieiitemente caratterizzato. Poichk evidentemeiite, se si tratta 
d'iirio spostaineiito generico t~ (di componeriti ui(i=1, 2, 3) di P) la rea- 
zione J i  (di compoiienti Hi)opposta da1 vincolo sar8 data, in modo immediato, 
dalle relazioiii 

ovvero, risolvendole, 
3 

Ri =L, eciY u,, 
1 

e(") =e(ki)essendo l'elemeiito reciproco generico, che chiameremo cal-ntteri- 
stico d i  elnsticità, della matrice di terzo ordiiîe formata cori gli elenzeuti eik 
diarizi definiti. 

Quaiito alle caratteristiclie d'inerzia del corpo S, supporrerno determinati : 
gli  assi principnli, spiccati da1 baricentro, caratterizza,ti con t ie versosi che 
chiameretno foiidaineiitttli Ji(i= 1,  2, 3 ) ;  i niomeiiti di second'oidiiie Ai ad 
essi relativi ed iiifine la inassa totale M. Ci6 posto, resta ad individuare i 
parametri del sistema. Trattaiidosi di piccole oscillazioni, iiitese ilel seiiso 
ordiiiario, assumerelno per questi i tre spostaineiiti U , ,  U , ,  U,,del bari- 
centro O rispettivamente le tre rotazioni U,,U,,O',, di S secoiido i tre ver- 
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sori foiidariieiitali sopranomiiiati. Ne scende in ta1 modo ctie, se  coii P I ( ? )  si 
iiidica 10 spostameiito del generico punto di contatto P, del corpo S col pimO 

t ra  gli N vincoli, si avr&, per  una ben nota relazione di uiiieinat,ica (') 

Quindi, poiieiido u$)= tc'ri)Xjt(ri), il poteiiziale elastico W corrispoiideiite a 
tutti gli N vincoli sartt 

l n  3W =  - 2 Z.  e"ui~)uk),
2 lPl E k  

dunque, conie manifestamente si vede, una forma quadvatica necessaria-
mente positiva e definita, iiei sei parametri Ui, Ui+, (i= 1, 2, 3). L'eiiergia 
ciiietica T a sua volta, com'é facile controllare, pel riferimento preso si 
scri ve facilmente 

3 .  
2T= M L ~ U ~  ' 2-+ZiAiU*3. 

1 1 

Si à q iridi, iii asseiiza di sollecitazioni esterne, quanto occorre per scri- b
ve1.e le equazioni del moto iiella seconda forma loro attribuita d a  LAGRANGE 

Corne da queste equnzioni diRerenziali, del second' ordine, lineari e d  omogeiiee, 
si risalga poi all'equazione delle frequenze è cosa risaputa e non è certo il 
caso di far richiami, s e  non a1 pih attrnverso qualche esempio espressivo, 
corne faremo t ra  poco. 

Piuttoslo rileveremo che, nella circostmza frequente in cui al solido S 
sia, pel tramite d' un certo vincolo, collegato un punto materiale Q di massa m, 
le equazioiii si possoiio scrivere ancora con tutta facilita. Basterit aggiuiigere 
all'espressione di W il termiiie zu coinpetente al potenziale elastico del vin- 
colo nominato ed ali'energia ciiietica T il termine 'addieionale @, spettante 
all'energia cinetica di m. 

Coiivenendo d'iiidicare all'uopo con k, t re  versori ortogonali spiccati 
d a  Q, con V,  le tre coniporienti del10 spostamento O del punto suddetto, se  

(') Cfr. T. LEVI-CIVITAe U. AMALDI,Leziomm di Meccanica Razionab, Vol. 1 (2' edie.), 
pag. 183, Bologna, Zaniohelli, 1930. 

Annali di Matematiccc, Serie IV,Tomo VIII. 28 
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con ~ ( ~ ~ 1si indicano gli elenlenti c a r a t t e k t i c i  d i  elasticita del nuovo &tic010 
(valutati, fermo restando il solido, dunque immaginaiido irrigiditi gli altri 
viiicoli) avremo 

W = -1 3z i k ~ ( i k ) ~ i ~ k
2 1 

dove v, é manifestamente la componente rispetto a kidel10 spostameiito re- 
lativo di Q p e r  raffronto ad Sl dunque eguale a 

v r = v i - - U + t O ( Q - - 0))X3Ci. 

Per il termine addizionale O dell'energia cinetica T ricaviaino infine 

Trattandosi pih in generale di v punti Q, , Q,, ... Q, sifftiLtamente colle-
V v 

gati, avremo, con notazione ovvin, w =Z,w,, 8=ET@, ,  dunque, in luogo 
1 1 

delle 6 equazioni di prima, 6 +3v equazioni nei 6 parametri Ui(i =1, 2, ...6) 
di S e iiei 3v parametri V,(')(i =1, 2, 3;  T = 1 ,  2, ... v )  dei v punti Q,. 

Questa schematizzazione è iiotevole; una vasta classe di sistemi vi rientra 
infatti senza difficolth. Si pensi ad esempio ai ritti d'una costruzione, soste- 
iienti delle masse ed iiifissi in uria platea (il corpo rigido S )  di fondazione, 
O ad una ruota calettata su un asse flessibile sostenuto, pel tramite di ade- 
guati supporti, da un blocco robusto e pesante. 

5 3. Distriburione continua di  vincoli. Corpo rigido au suolo slnsttco. 
Consideriamo ora il iiostro sistema appoggiato, secondo una superficie F su 
di un terreno elastico. Caratterizziamo questa elasticith attribuendo al terreno 
suddetto la capacith a reagire ad uno spostameiito locale z =z(P), misurato 
secondo il versore 91 della normale ad F spiccata da un punto P generico, 
(di cui d F  sia l'iiitorno spostato), secondo la, relazione 

C =C ( P )esseiido una costante fisica (la cosidetta Bettungsziro- dei tedeschi) 
specificn di ogni twreno, clie potremo corisiderare vasiabile O no ne1 campo F. 

Tale legge rende ben evideiite il suo carattere' locale, in qiianto la rea- 
zione dR è fuimione del solo spostamento z =z(P) dell'intorno d F  di P, e 
non dipende in modo alcuno dxgli spostamenti vicini O loiitani, degli altri 
punti di F, evei~tualmente provocati da cause qualsivogliono. Che le cose nori 
procedano proprio cosi è chiaro sia all'iiituizioiie sia ai luini delle ordiriarie 
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teorie inatenmtiche dei suoli elastici. Comunque conviene accettare codesta 
schematizznzione, ove si pensi all'uso costante che, forse in iiiancanza di 
meglio, certo coi1 qualche profitto, se  ne  fa in statica. 

Convenendo ancora di trascurare l'elasticitk laterale del suolo, vale a 
dire, di ritenere trascurabili gli spostamenti tangenti alla F, passiamo a d  ap-
plicare seiiz7 altro i risultltti priina acquisiti per arr ivare all'espressione del 
potenziale W e dell'eiiergia ciiieticrt T. 

Rileviamo anzitutto che, trattandosi d i  infiniti vincoli, converrh sostituire 
1' indice p con l'iiidicazione del puiito generico P di cui si corisidera 1' intorno dF. 
I l  quale intorrio, poichè si faiino intervenire i soli spostamenti ne1 senso della 
riormate 11, ove si ponga sr=j3(P) potrh esser riguardato come un viiicolo eh- .  
stico di cui son nulli, O quanto nîeno non si fanno intervenire, tutti gli elementi 
caratteristici e(lk) ,salvo 1' ultirno e(33),evidentemente eguale a CdF. Ad uno spo- 
stamento u3(P)=u(P)(non si coiisiderano le componenti u , (P)ed u,(P))corri-

1 1
sponderk un potensiale elastico del viiicolo d W=- e'33)ui(P)= uP(P)CdF.

2 
Quiiidi, ad  uno spostamento gencrale U, O di S, un potenziale globale 

essendo, in conformita con la (1) 

Ovvero, pih esplicitamente, indicando con c r i ,  a , ,  a, i coseni direttori di n, 
con x, ,  x,, x, le  coordiiiate di P rimpetto al sistema fondainentale Ji, 

con 

Rilevando infine che alla T compete proprio la forma generale prima 
attribuita, le equazioni del moto assumono l'aspetto 

A, Üi+, -ksi:x kUAak aD 

F 
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E questo un sistema di equazioui differenziali del secoiid'ordiiie, liiieari 
ed omogenee, di cui l'integrale generale si scrive iiella forma 

6 

(2) LTi~i { a, sin (A&) +6, cos (A,t) 1 ,  
1 

au 7 b, essendo costnnti arbitrarie d'integrazione, le U,(*)soluzioiii del sistema 
di equazioni algebriche lineari ed omogenee 

corrispondenti a deteriniiiati valori 1, di A, ottenuti come radici dell' equa- 
zione, cosidetta equazione delle fisequenze, che si ottiene ariiiullarido i l  discri-
minante del sistema suddetto. 

Ma detti valori di A, chinmati autovalo?~i, coine risulta dalla (2), daiitio, 
a merio del fattoi'e (2n)-', l'inverso del periodo di ogni vibraziotie di cui 
l'insieme caratterizzrt l'iiitegrale Ui.Coiicettualmente durique, a ineno di unil 
risoluzioiie d'uria equazione algebrica di 6" grado, il problemn concerneiite ln 
determiiiazioiie dei periodi propri di vibrazioiie, si pub considerare risoluto. 

5 4. Un eseinpio concreto. Blocco paralellepipedo oiiiogeneo pnggiato uu 
un suolo elsstieo. - Supporiiaino che la superficie d i  coritalto si ideiitifichi 
con la faccia del paralellepipedo x, =cost. e che 

SCx,xkdF=0, (i,k =  1 ,  2, per i + k ) .  
F 

Soddisfatte queste coridizioiii (esprimenti tra l'altro d i e  il baricentro della 
distribuzioiie di C su F, O i i i  particolare per C =  cost, .di F sernplicemeiite, 
sta su1 versore J, poichb nianifestainente a, =a,  =O, a,  =1) le (3) diventano 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. KRALL:0scilEcmio.i~i d i  .uuz corpo rigido irt sospedouze  elastica 221 

dalle qusli si ricava seiiz'altro 

ovvero, iildicando con a,,  a,, a, i lati misurnti secoiido l'ordiiie dei versori 
foiidame!itali, con p la massa specifica, per C costante, 

Posto n titolo di esempio iiuinerico che sin C =3,00 k g ~ i n - ~  (corrispoii-
0.0022

dentemente ad un terreno sabbioso) p =-kg~rn-~ ,  
g 

g =981 cmsec-" a,=500 cm, a, = 1000 cm, a, =200 cm, 

ricordando che ia frequenza v A legatn ai valori .carittteristici A dalla rela- 
A

zione v =-27~' troviamo 

h h h-'= 13,02sec -', -A=12,7(jsec-L, v ,  =3= 12,08 sec-'.
227~ -2iT 2~ 

Ove invece non fosse riullo l'integrale l Cjc,dF, vsle s dire, ove il bariceritro 
6 

della distribuzione di C sulla sezioiie nori si trovasse su J, , ma spostato, semyre 
per6 su J,pur esseildo soddisfatte tutte le altre condiziorii di paralellismo tra 
gli assi, le (3) assumerebbero Ia forma 

Da queste si ricava seilza difficolt&, 

h , , , = k , 4- E 
2.:- s k , ,  1, = \ 

-
k ,f p  +)/(TT+-
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essendo S C ~ F  S~J ~ x i dF qF l 

e=- F , k ,  =F 
---, k , = - F , ri=--P - .M Ai A, VICIA, 

Che i valori qui trovati per A, e 1, risultino sempre reali e positivi oc-
corre apperia rilevare. Cid segue da1 carattere necessariamente positivo della T 
e definito della W O, se si vuole, il che è 10 stesso, dall'esser iii ogiii caso 
k , ~2 'I-S (') dunque 

Consideriamo ora, corne ultima illustrazione, un sfsteina schematizzahile 
ad uiia massa puntiforme nz collegata elasticamente a d '  un blocco rigido 
poggiato su un su010 elastico. 

Che iin siffatto sistema abbia interesse è chiaro, pur che si pensi ch'esso 
costituisce la piii naturale - se rion la piii precisa - rappreseritazione sche- 
inatica d' una ruotst fissata su un asse elastico rigidameiite unito ad una fon- 
daziorie a blocco. 

Riteiierido pur seinpre trascurabili i movimenti Ut, U , ,  U,,  e ritenendo 
che, delle coordinate di Q, due, le E , ,  5, sieno nulle, si trova. 

Ove si ponga quindi, convenendo di scrivere per semplicitA formale ci  (?) in 

luogo di 

(l) Questa disuguag1ianl;a altro non esprime che in ogni cas0 

il clie B un ben ovvio aspetho d'una fondamentale disiiguaglianza di SCHWARZ. 
(") Da non confondere con €if. 
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le equazioni di LAGRANGEporgoiio subito, scrivendo z in luogo di t3, 

M Ü , ~ - ~ ~ U , - E ~ V ~ = O ,A ~ Ü ~ ' - + ~ ~ U ~ - ~ - E ~ Z V ~ = O  

~ v ~ + E ~ v ~ - E ~ u , - o ;~ v ~ + ~ v ~ + E , ~ u , = o ;  

A~Ü,+ piU5- t p V i  = O  
mv,+ E1Vi - c,zU5 =o. 

1 
Alla maniera solita si hanno le equazioni secolari, O delle frequenze, 

(- MA2+ pJ7 - €3 - Pz), E2Z 

- E S ,  (- mA2i- E,) E,Z (- m l 2+e,) 

(- AzhZ+ E,), - eiz 
(- m l g+E,) 

~ i i o l v e n d o l e  si otteiigono i 6 valori 

79% + ME3 + nzp, +Meg %P3 - E: 
x r , 2  =l/ 2 M 1 ~  ( 2 M e i  ) - Mn 

Osservando appena che necessttriameiite siffatte fadici sono renli e positive, 
rileveremo che, se con x, e x, si indicano le frequeiize di o~cillttsione che avreb- 

bero 'isistemi S,  ed S, ( 2 1 1  col suo viiicolo) separati, v d e  a dire, se si porie 

le  frequenze A , ,  1,; ora definite soiio esterne d l '  iiitervallo xi -x, . E cosi 
analogamente si pu0 dire per le A,, 1,;  A , ,  A,; ove si consideriiio gli iiiter- 
valli x, - x, rispettivamente x, - x,, essendo 
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Rileveremo che i i i  particolare, s e  l a  frequeiiza della fondazione, poiiianio 
l a  x, ,  é assai piccola per  raffroiit.~ alla r., (del nîotore), iiiteiideiido che 
sia E~ grande per  raffronto a CF, m piccolo per raffroiito ad  111, la superiore 
delle radici A, ,  A, é 

e cosi se  la  x ,  é piccola. per raffroiito alla x, ed aiialogainerite l a  x ,  rispetto 
alla x, si ha, per  la  maggiore delle A , ,  A , ;  rispettivainente A,, A , ;  

3 5. Noti forzati. - Abbiamo studiato le  oscillazioiii libere O spoiitaiiee 
del corpo rigido, resta ora a studiarrie il moto forzato, maiiteiieiidosi, s ' in- 
tende, pur  sampre iiell'nmbito dei picooli inovimeiiti. 

I n  liiiea generale, in verith, niuiia difficoltii si oppone alla costruzioiie 
delle equazioiii del' moto. Irifatti, se  su1 corpo agisce un sisteina di forze 
fuiizioni del solo teiiipo t di cui siaiio R ed  $1 il risultiliite e rispettivamente il 
moment0 risultaiite, baster& procurarsi 1' espressioiie del poteiiziale (delle forze) 
Q, corrispoiidente allo sposta.merito rigido (iiifiiiitesimo) IT, O e scrivere ijelle 
equazioni 1agr'ar)giaiie W +  @ in luogo di W. 

Orn troviamo subito per  Q, 

ovvero, iiidicaiido coi1 R i ,  M i ,  (i = 1 ,  2, 3) le compoiieiiti di Zt  ed 111 ri-
spetto ai t re  versori foiidainentali Ji, 

Noti i termiiii perturtmiiti, l 'integrazione delle equazioni, concettu;ilinente, 
e pei casi piii coiisueti anche forinalrneiite, nori preseiitn. certo difficoltk. 

A titolo di eseinpio illustrativo, vogliamo considerare qui la  circo-
stanza in cui su un blocco di foiidazioiie per inacchiiie a,gisca uiia form 
periodica. 

Sia dunque, con riflesso ad  uii blocco del tipo coiisiderato al paragrafo 
t

precedente, R ,  = R, =O, R, =R siii 2?c- ; coi1 R =mw2,M, =M,=111, = O
T 

l a  forza agente, dovuta, supponiamo, a inasse rotariti con periodo T O, se  si  
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2n
vuole, coii velocitk aiigolare w =-. I n  ta1 caso si h a  manifestamente 

T 

@=- R,U,, 
quindi 

dWU,
M 7+ CFU3=IZ,(t),dt 

per il moto secondo U,.Trascurianio di scrivere le  altre, relative agli altri 
parametri, non seiisibili a sifftttta pertubazioiie, come pure di discutere co-
desta ben iiota equazione. 

5 6. Forzamenti vincolari. - Passiaino ora a cousiderare 1111 tipo di 
azioni perturbmti iiotevolissime pei probleini dell'asisinica. Vogliaino preci- 
samente alludere all'effelto prodotto da  ut1 moviinerito (rigido) infinitesimale 
del terreno su  cui poggiaiio, O ineglio, sono fissati i vincoli. 

Siffatto movirnento noi 10 immagiiieremo definito come niovimeiito d'uiia 
terna di assi solidale col terreno (teriia locale L(Kif,K,', K i )  rispetto a d  
una terna fissa (terna geoidic'a G ( K ,, E,, Ka)invariabilmente collegata col 
geoide terrestre, t e h a  che assumerelno come riferimento meccai~ico ('). 

Cib premesso, sempre seguendo il passiainon~etodo di LAGRANGE, a de-
terminare l'espressioiie del poteiiziale W. 

All'uopo basterh rilevare che nella forma 

ui sta  a rappreseritare la  coinponente del10 spostamento del punto termi-
nale P del vincolo producente deformazione elastica, cioe a dire, la com-
ponente dello .spostamento effettivo assoluto da)  meno la componeiite dello 
spostamento di trascinarnento e(d. Dunque, ove il moto infinitesimale della 
teriia L sia defiriito con due vettori U(T)ed O('), poichè sarit 

(') Cfr. LEVI-CIVITA op. cit., vol. II, parte 1,pag. 383 e seguito. e U. AMALDI, 
(2) Iralasciamo per semplicità formale la scrittura dell'indice p caratterimante il  vin-

colo, con che la sommazione iispetto ad esso rimane sottintesa. 

Auuali d i  Matamatiac, Serie I V ,  l'omo VIII. 29 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



226 G. KRALL: Oscillazioni di un corpo rigido in sospensione elastica 

Quanto all'energia cinetica T, essa resta pur sempre espressa dalla rela- 
zione di prima, quando si apporiga ai parametri U un indice ( a )  per maggior 

Si potrebbe porsi perb sotto un altro punto di vista, e precisarnente de- 
finire come parametri U") ed spostamenti0(''), di S misuriiti rispetto alla 
terna locale L. Allora il potenziale W rnantiene ancora la forina (5) con 

mentre nell'espressione (7) dell'energia cinetica, u?)ed ~ 1 %vanno esplicitati 
nei termini di U r )  ed ~ $ 3 ,  secondo le relazioni ovvie 

~ $ 3=(6Yr)+& ) )  X Ji 
ovvero, con evidente posizione, 

Comunque sieno formate le equazioni, bisogna star bene nttenti che, ne1 
primo caso, ad integrazione fatta, i vettori UCa)e definiscono il moto as-
soluto del sistema rispetto alla terna geoidica, talche per avere quello rela-
tivo, W r )ed O(r)che é quello che pub interessav-e ove si voglia valutare 
la cost~iz ione dei vincoli, bisogna porre 

U(3=U(4)- U'T'- ~ ( 4/\ ((O L);  (,y'-'=&(a) - O ( T ). 
Ne1 secondo caso invece, UCT"') forniscono il moto relativo, rispetto ed O(v) 

alla terna locale, dunque direttanlente gli elementi del10 spostamento produ- 
cente deformazione e qiiindi ciment0 dei vincoli. 

Corne primo e pih semplice esempio consideriamo un punto materiale di 
massa M (ultima riduaione del corpo rigido S )  sorretto da un' asta elastica 
infissa ne1 suolo. Assumiamo gli assi della teriia locale 1,paralleli agli assi 
fondamentali J spiccati da &,assi J che riterrerno coincidenti 'con gli assi 
di riferimento j dell' unico vincolo. 

Scegliendo la prima impostltzione, quiiidi attribuendo il significnto di 

parametri agli spostamenti assoluti Ur)avremo anzitutto, 

Quanto al potenziale W= -
1 3

~,,,e(%T)uf) rileviamo iii primo luogo che, per 
2 1 
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la (6), esseiido inutile, trattandosi di un punto, parlare di O, sarh 

= y(") x jl 
dove, poichè P = O, 

Ma O-1, = x,J,,  x;, = x,= O ; avremo quindi in forma piii esplicita, 

aw
Diinqiie, se in ta1 caso e(lk) O per i+ k, sarA --= e(%r), (i= 1, 2, 3)

a uP) 
e le equazioni lagrangiane diveiitano in  conformit& 

MO?) + e(ii). = 0 (i = 1, 2, 3) 

con le 2 4 5 )  dianzi definite. 

Integraiido siffatte eqnazioni, si arrivera alle funzioni u?'= G'P)(t) carat-
terizzanti le elongazioni elastiche effettive assolute del puiito materiale. 

Ove ci si ponga a considerase il secondo piitito di vista e si assumano 

dunque corne parametri le uY', si avrebbe 

e, con le stesse-ipotesi di prima, 

sempre perché P= O, Ji =j, e quindi U P= UT.  
Le equazioni nelle uF' diventano 

Che queste sieno equivalenti alle precedenti è appena iiecessnrio osser-

v u e .  Basta infatti sostituire in esse ur)= ~ 6 )  -O(" /\ (O-L) X J ,,- ~ r )  
per ritrovarle immediatameiite. 
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5 7 .  Spostaniento niawsinio di un punto generico del sistema. Costrixione 
massima di un vincolo. - Qui giuiiti osserveremo che, nlmeiio in geiieritle, 
nei problemi pratici, pih che la descrizione istante per istaiite del moto 
interessa conoscerne le elongazioiii inassime onde desuinere da quelle criter? 
per l'effettivo cimento dei vincoli. 

Tale intento si persegue pel tranîite di uiia formula limite clle abbianio 
assegiiata per 10 spostamento di uii corpo elastict, vibraiite ('), del tipo 

con 

Pd== 1 1 ,-vi +-
P8 1"  P.. 

In questa, E definisce l'energia totale del sistema all'inizio del moto, P,  
l'energia potenziale elastica sotto l'azione dei carichi statici, S(i" 10 sposta- 
meiito iii direzione i prodotto da uiia forza iinitaria agente iiella stessa di- 
rezioiie, lI, infine A una espressione che in generale, ove con Xi si iiidichirio le 
componenti lagrangiane della sollecitaxione attiva su S, é data. dalla relaxione 

i coefficieiiti b(") essendo gli eleinenti reciproci degli elemeiiti Bi,, spettaiiti 
all'espressione dell'energia cinetica che, per un sisteiiia a 6 gradi di libertA, 
scriveremo 

Ne1 caso nostro dunque, inancando all'espressione di T i termiiii rettan-
1 1

goli, h(Lo=- per i = 1, 2, 3, but)=- per i =4, 5, 6. Per cui iii partico-
M Ai 

lare, per P,= E=O, si avrh, caratterizzando le compoiienti lagraiigiane della 
sollecitazioiie attiva con R, rispettivamente Mi 

(1) G.  KRALL,Limitazioni superiori pev 10 spostamento dilzan~ico. « Rend. R. Accademia 
dei Ijincei ., vol. IX, serie ô", 1 sem., fasc. 2, Roma 1929. 
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Ci. KRALL:Oscillccsioni d i  wn corpo rigido i n  sospensione elastica 229 

O, trattandosi di uiia sollecitazioiie iinpulsiva di cui siaiio R ed M (i) il risul- 
tante ed il momento risultante degli impulsi, 

Che la nozione del10 spostarneiito possa far risalire alla nozione del cimeiito 
del vincolo 6 chiaro; comurique, a titolo d'illustrazio~ie~ vogliamo coiisiderare 
brevemente un eseinpio. 

Una piastra rigida poggia su un terreno elastico. Da uiia certa altezza H 
cade un corpo pesante, schematizzato ad  un punto, di massa nz. 

Si richiede una limitazione per l a  pressione specifica a su1 terreno in un 
punto qualunque. 

Passando ad appliuare la (7), se rispetto ai vettori J , ,  J ,  (01-ieiitnti rie1 
piano della piastra) iiidichiamo coi] t,, 5, le coordinate del piiiito battuto, 
avremo 

R,=O, R,=O, R , = n # v , ,  vo=l/m, 
M, = 7 1 1 ~ ~ { ~ ,nile=- ?wv,~,, M, =O. 

Se la massa della piastra è uniformemente distribuita e l a  superficie dl 
contatto P col terreno é piaiia, l'energia iniziale E sarft uguale al  valore 

negativo del potenziale elastico P. del terreno, P - e quindi Z>d1(3, =P..
' - 2  FC 

-
Infine, se con x,,cc, si indicano le coordinate del punto sotto cui si vu01 
valutnre la pressione massinia, sarh d'uopo procurarsi il termiiie A S ~ ~ ( Q ) .  
Con facili coiisiderazioiii si trova, ove i versori Ji,J, coincidaiio con gli assi 
principali della distribuzione di C su F, 

essendo 

(4 )  Per il risultante, il momento risultante e rispettive componenti di sollecitazioni im-
pulsive usiamo il carattere ritto (R ed M)  onde evitare equivoci con enti analoghi corrispon- 
denti a sollecitazioni esterne ordinarie. 
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Avendosi iiifiiie O,,, =(U,),,,C, otteiiiamo 

Ed  in particolare, ove  sin 5, = E, =O,  cx;, =x,=0, 

Corne ultimo esempio, consideriamo il caso iii cui la terna locale venga 
istmtanea?nente posta in movimento con velocith U ( T )  ed &. Si t rat ta  di  
determiiiare Io spostameiito relativo massimo d'un puiito geiierico del corpo S. 

Coiiveiiendo di adottare ln (9) basterh procurarsi l 'espressione della co- 
strizioiie II,; il che riesce purchè sieiio note le  compoiienti della sollecittt-
zione iinpulsivt~ applicata ad S. 

Queste si haiiiio facilmente, quando si applichiiio le equasioiii di LAGRANGE 
per il moto impulsivo, le quali, con termiiiologia nota si scrivono ( i )  

per  i=1, 2, 3, 
per  i=4, 5, 6. 

Ne1 caso iiostro, coii riflesso alla (7)  poichè supporiiamo il sistema, prima 
della ~ol leci t~i~zioi ie  impulsiva, iii quiete, relativa ed assoluta,, avremo senz'altro, 
coriveiieiido di porre JiX K,' =uik ,  ( O-L) X K i  =xk,ed infiiie 

esseiido 

(') Cfr. LEVI.CIVITA op. cit., ~ 0 1 .II, parte II, pag. 630.32.B U. AMALDI, 
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e quiridi, con queste specificazioni, 

I r i  particolare, pel sistema, punto materiale sostenuto da  un'asta, posto 

$$fi =‘$@' =O, Q d = ' $ J f ' = q j S )  = O  

x i= 3~~ =0, x3=h, =1 

esseiido, ove coii E e 8 si indichi il inodulo d'elasticith rispettivameiite il 
moment0 di iiierzia della sezione, 

si trova 

e per il mornento flettente 9K alla base dell'asta, iri questo caso, 

la qua1 relazione, s' intende, vit considerata soltanto corne un& linii t;izione 
superiore. 
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S~ll'iiitegia~zioiiedelle equazioni elettroinaglietiche 

di Maxwell-Hertz. 

Menioiia di ANGELOTUNOLO(a Padova). 

Suiito. - In qquesto lavoro l'A. risolve i l  problema seguente. S iano assegnate: a )  per ogni 
istante d i  tempo le forze elettriche e magnetiche in ogni punto d i  u n a  superficie chiqusa 
fissa O mobile in un campo elettvomagnetico; b)nell'hstante iniziale pqueste stesse forze in 
ogni pqunto del campo d a  essa racchiuso. 

Si domanda Punivoca determinazione delle foc-ze nei pun t i  in terni  a l la  superficie e 
in ogni istante W tempo. 

Ne1 caso della superficie fissa le formule finali m o s t ~ a n o  che lzei mezzi  n o n  assorbenti 
sono sufiçienti  soltanto i da t i  a )  per la risoluzione del problema, mentre nei  mezzi d i  
n a t u r a  qualsivoylia sono richiesti anche i da t i  b). 

L e  ragioiii che mi haniio spinto alla pubblicazione di questa ricerca, il 
criterio direttivo del nletodo che ho seguito per l'integrazione delle equazioni 
di MAXWELL-HERTZdell'elettrodiiiamica dei corpi in riposo, 10 studio riassun- 
tivo di qualche caso particolare, sono stati esposti in  niia Nota prevetitiva 
dei s Rendiconti della R. Accademia dei Lincei B [vol. X,' serie 6", 2" Sem., 
(1929)], che h a  il medesimo titolo della. presente Mernoria. Ritengo pertaiito 
opportuiio entrare subito in argomento. 

PRELIMINARI 

In un campo S.omogeneo, isotropo, in riposo, in cui avvengoiio feriomeni 
elettromagne tici, indichiamo con Z,b la  forza elettrica e l a  forza magne tica 
in un punto di S di coordinate oartesiane ortogonali 5, q, 5 e all'istante di 
tempo z. Denotiamo con E, 1, p, c rispettivamente il potere induttore specifico, 
la  conducibilith elettrica, la permeabilith magnetica del campo, la  velocità 
della luce iiell'etere. Iiifiile chiainiamo k la densith delle correnti di con- 
veeione. 

Le  equazioiii di MAXWELL-HERTZdell'elettrodinarnica dei corpi in riposo 
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234 A. TONOLO: Sull'integruziolze delle eyunzioni elettronzuglzetiche 

sono le seguenti : 

l div IÉ =pe 
div Ib =0. 

Per il nostro scopo é essenziale ricavare dalle (1) due equazioni vetto- 
riali, ad u ~ i a  delle q u d i  soddisfa la forza elettrica, e all'aitrst la forza me-
giietica. Per avere queste equazioni nella forma piu adatta alla loro iiitegra- 
zione col metodo che in VOLTERRA-TEDONE seguito esporremo, comiiiciamo 
ad eseguire ilelle (1)il cambiamento di variabili indipendenti 

Le equaziorii (1)si carnbiano allora nelle altre: 

8E( f! rot N =-+2 d p E  + 4npk
at 

Idiv E =  p, 

div H=O, 

Scriviamo orn l'equazione cui soddisfa la funzione E. Dalla seconda 
equazione del gruppo (II), ricaviarno : 

a 
rot rot 4= - -rot H +  2 d p  rot H.(4) fi a t 

Il primo membro della (4) vale notoriameiite 

l/k (grad div B -A E),  
2 

ovvero, per la terza equazione del sistema (II), 

yf (grad p. - A m ,  
2 , 

intendendo che il A si riferisca soltanto alle coordinate spaziali $ 9  Y1 a. 
2 
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I l  secorido membro della (4)) in forza della prima equazione del gruppo (II), 
è uguale a 

Si ottiene pertanto l'equazione vettoriale iiella sola fiinzione E, 

avendo posto : 
ak 

(5) X = 4 a p  --8hn2p2kt grad p,, a = 2xhp.
at 

Procedendo in modo analogo, si ottiene l'equazione vettoriale nella sola 
funzioiie H, 

dove : 

(6) 

CAPITOLO PRIMO 

Enunciato del problema generrtle e sua risoluzione. 

1. Enunciato del problema generale. - Ne1 campo S si consideri una 
superficie 5 chiusa fissa, O variabile col tempo. Siano assegiiati: 

a) per ogni istante di tempo i valori delle componenti delle forze elet- 
triche e ~nagnetiche in ogni punto della superficie, in modo da soddisfare a 
due delle otto equazioni scalari del sistemn (1)(i); 

( l )  Questa condizione B necessaria per la seguente ragione: Sia P un punto di a, e si 
assuma coine asse delle 5 la normale positiva in P a O; con cib gli altii due assi t, q ua-
ranno situati su1 piano tangente in P. 

Fra  le otto equazioni scalai-i del sistema (1),soltanto le due seguenti 

contengono deri\-ate tnngenziali, e derono percib essere soddisfatte identicanlente dai valori 
assegnati sopra a delle componenti delle forze elettriche e magnetiche. 
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6) nell'istante iriiziale i valori di queste componenti iiei puiiti iiiteriii 
alla superficie. 

Si domanda l'uriivoca detern~inazioiie di queste compoiieriti iiello spazio 
racchiuso da o in qualuilque istante di tempo. 

Osserviamo che in forza delle relaxioiii (2)le ipotesi a), h)  ci fnriiio co- 
iioscere le fuiizioni E, H in qualutique istaiite di tempo nei piiiiti della su-
perficie o, e iiell'istaiite iniziale riei puiiti dello spazio d;~. essa racchiuso. 
Determinate poi queste funziorii in qualuiique istaiite nei puiiti iiiteriii alla 
superficie, le (2) stesse ci .darailno ivi in ogiii tempo il valore del campo 
elettromagnetico. 

2. Espressione delle derivate spaziali di Ex nei punti della ~uperficie. 
Sia 

Nx, Y,Z, t )=0 

1' equazione della superficie O: preiidiamone un pezzo per cui valga l a  rnp-
preseritazione 

z=z(x ,  Y, O, 
e poninmo 

Su questa porzione di o, la oon~poiierite Eu($, y, z, t) (u=x, y, z) del 
vettore E, diviene la fuiizioiie EJx,y, z(x, y, t), t] la quale è conosciutil 
per ipotesi in ogni istante di tempo. Si consideri allora il sisteina di iiove 
equazioni : 
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In queste equazioiii, col simbolo b- b- inteiidiamo le derivate ese- 
dx dy) 

guite rispetto alle variabili x,y quando si pensa che queste variabili figurano 
iiella fuiiziorie Eu sia esplicitamente, sin per il tramite della z. 

Diinostriamo che nell'ipotesi a) i valori delle derivate prime spaziali 
di IC e di 13. sono pure coiiosciuti nei punti della superficie o. Facciarno, per  
fissare le idee, il calcolo per  le derivate della Ex.Sottraeiido la  (8) dalla (9)) 
e teiietido presente l a  (151, si ottiene: 

Somrmindo le  (7), (10) e ricordando che 

div .E= p,, 

si ricava: 

Eliminando dalle (1 1)) (14) la  a& --, si trova :a% 

Moltiplicando l a  (17) per i/t- p ,  e sommandola poi con l a  (18), si ha :  

Firialn~eiite, eliiniiiaiido da questa e dalla (17) la a 
-
E, , si perviene alla a~ 

equazione : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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1 secondi membri delle formule (20), (21), (22) contengono quantith che 
sono tutte note iiei punti della superficie e per  ogni istante di tempo. Il 
nostro asserto B quindi provato. 

Introduciamo ora i coseni direttori cos n x ,  cos ny ,  cos n z  della normale 
iii un punto della superficie vôlta verso 10 spazio da  essa racchiuso, e molti-
plichiatno le (20), (21), (22) rispettivanlente per cos n2, cos ny, cos nx;  som-
mando le  equazioiii cos1 ottenute, si trova, dopo ovvie semplificazioni, 

aE,cos ?zx+ aEz-cos ny + -aEx cos nz = ax ay az 

--LIEycos n y  -1- dE,
-

d 
-

E Y  cos ÎLX+- cos n z  -
(lx dx d y  

aH, 1-+- l/f 1 % cos n y  --cos n z  + 2rrhp(H, cos nz -Hz cos ny)  + p. cos nm. at \ 
Per  u n a  trasforinazione d'integrali che dovremo fare a l  numero segueiite, 

conviene dare un'altra forma alla espressione precedente della derivata rior- 
dE dE, dEz

mile. Questa si ottiene surrogando le  derivate totnli A,-- - con i se- 
dx dy ' dx 

condi membri delle (9), (IO), (11). Dopo semplici riduzioni, si r icava:  

2%- aEx JE,c o s n x  +-cosny + -cos nz = 
am ay a~ 

cos n y  --aE, cos ?,LE + -aEz cos n z  --cos nx i-a s  ay ax az 

aHy cos n z  + 2nipi i ïy cos n z  -Hzcos ny)  1 3-p, cos na.a l  1 
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Noi abbiaino supposto per  la deduzione della formula (23) di aver  preso 
una porzione di superficie a di equazione z =z(x, y, t). Importa notare khe 
qiiesta espressioiie é valevole in ogni caso; basta infatti osservare che l a  (23) 
si  pub anche ottenere usufrueudo delle sole equaziorii di MAXWELL-HERTZ. 

aeEX3. Integrazione dell'eqnazione AE, ----tu W X=Xx col metodo di 
2 at2 

Volterra-Tedone. - L'equazione 

della nostra superficie, 6 l'equazioiie di unib varieth a tre  ditnensiorii dello 
spazio lineare a quattro dimensioni, ilel quale il tempo t e le  variabili m, y, z 
dello spazio fisico, indicano le  coordinate cartesiane ortogonali del suoi punti. 

Questa varieth, che noi chiameremo Li,ne1 procedimento d'integrazione 
che qui verrh esposto, 15 obbligata a soddisfare certe condizioni restrittive. 

Queste, tradotte in linguaggio ordinario, fanno si che l a  superficie 5 non 
possa muoversi in modo qualsivoglia nello spazio fisico. Ne corisegue, che per  
poter assumere corne valori delle forze elettromagnetiche quelli che qui da- 
remo, e con i quali intendiamo di risolvere la  questione proposta, occorrerà 
esaminare se le ipotesi cinematiche che presiedono alla mobilith di 5 sono 
tali per  cui la corrispondente varieth 8, ottempera alle condizioni restrittive 
sopradette. Questo premesso, passiamo all'integrazione della equazione 

Ln varieth Z,, ove non si riduca ad  una porzione di varieth ciliiidrica 
con le  generatrici parallele all'asse delle t ('), s i s  incontratn al  piu in un 
punto da  ogni parallela a quest'asse. 

Fissato un punto P,(x,, y,, z, , t,), si consideri l'ipercono caratteristico C 

(24) t, - t =V(:, -x)'+ (yi -y)*+(z,- ~ ) ~ = r ,  

il quale stacchi sulla variet& 2, una porzione finita 2. F e r  fissare le  idee 
supporremo che nella parte di spazio limitata d a  C e da  L, che diremo S,,  
sia sempre t ,>t, e t, - t 2 Y. 

Posto 

(') Se  la superficie O è immobile nello spazio fisico, la corrispondente varietà Z, è 
proprio una variet% cilindrica le cui generatrici sono parailele all' asse delle t, 
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240 A. TONOLO delle equcczioni elet lronza~petiche : S ~ ~ l I ' Z n t e g r u ~ i o m e  

si costruisca la funzioiie 

dove I , ( p )  e In fuiizioiie di BESSELdi primo ordine dell'argoinento p. 

Dltllo spazio S4 togliamo quelln porzione racchiusa dalla varieta cilindrica r 
di equazione 

(27) V(s,-x)" (y,- y)" ((z - ==, 
E esseiido uiia costailte che poi faremo teiidere a zero. Diciamo L' cib che 
resta di I: quaiido veiiga tolta quella parte che vi stacca la varieta r, e sia 
irifiiie 8,' quella porzione di spazio S4 limitata da Zr7 C, i'. In questa regione 
la fuiizioue cp, è regolare e soddisfa all'equazioiie (l) 

Applichiamo il teorema di reciprocith nll'equazione (V)e alle fuiizioni E,, y, 
iiello spuzio S,', assiiinendo coine direzione positiva della norma,le i t i  uii piiiito 
del contorno di SL quella che entra i i i  qiiesto spazio. Abbiamo: 

esseiido D simbolo di  derivazioiie conormale, cioé poiieiido per utia generica 
fulizione h =h(s,y, Z, t ) ,  

Dh =-
ah 

cos nx + ah - cos ny -I-
ah 
- cos uz --ah 

cos nt.a$ ay az at 

Facciamo, per cornodith, le posizioni segueiiti : 

(29) M =-Scp, DExtE = 
C+r+Z1 . C+I<+Ei 

aEx aEx -- Jy, ' aExCOS PL93 +-COS 1>7J f -COS 116IZ 3~ a~ 
c+r+Br 

( 1 )  Cfr. O. SEDONE, a derivate parziali lineari ed Szcll'integrazione delle equazioni a 
coeficienti costanti del second'ordine [a Rendiconti della R. Accademia dei Lincei .,vol. XXIII, 
serie 5'1, 2 O  sem. (1914)]. 
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241 di Maxwell-Herk 

M =  M , + f M , .  

Sopra C si aiinulla la fiiiizione cp,, meritre sopra I' si aiinulla cos n t ;  
risiilta. pertaiito : 

(32) 

Siippoiîiaino per un iuomeiito di coiioscere le  fuiizioni E?$1 aiiche sopra C 
e T; s~llora 1a espressioiie (23) che tibbiamo diinostrato essere valida soprn Z, 
conserva l a  sua validith aiiche sopra le varietà C e ï. Quiudi si h a :  

+Sv, j vF [(%cos na --
aHz 

cos rzy) +B K A ~ ( H ,cos <iy- H,cos trz)1at
ctr-1Z' 

-p, cos nx 
! 
1.dL. 

Nello spazio 8,' possiamo applicare il lemma di GREEN alle funzioni 

a a?i% dS =- -cos ny d ~ ,
Jai-ax S"2 
S,/ c+r+zr 

Da queste, sottraerido, ed osservaiido the é nul10 il primo membru della 
differenza, si  ottierie : 

cioé : 

Sv ,  a$ cos 78% - aEv cos ny I 
l 
d~ = 

ax 
C i  r iZ' 

Annali di Matematica, Serie IV,Tomo VIII. 
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Procedendo in modo analogo si ricava: 

2%cos n z  ---c o s n z  dri =jY, ax 1
c+r+zf 

Quindi : 

( 3H, aH, 1+l / ~ ~ c p ,  at 11 atCOS na --cos ny +2rrAp(H, cos ny -H, cos na aB 
c+r+m 

-Jpevi cos nx d 2 .  
C+r+Bf 

Sulle varietà C e I' le espressioni 

a'? s'pi a'pcos ny --cos n s ,  -cos n i  - cos n s  
ax a~ as a~ 

sono identicamente nulle. Infatti, ricordando note proprieth delle funzioni di 
BESSEL,si ha :  

t ; - t  ISP)Sull' ipercono C si annullano ---- I e p, mentre -- e gflsi man-
'r P p2 

tengono finite. Ma  sulla varieta C abbiamo: 

mentre sulla varieth cilindrica I', 

a?-
COS nz =- cos nt =0. 

az 
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243 di Maxwell-Hertz: 

Ne consegue che le differenze soprascritte s i  annullaiio taiito su  C quaiito 
s u  r. Se si osserva ancora che sull'ipercono C la funzione cp, é identicnmente 
nulla, risultn : 

acpM, =J[E,  j 2 c o s n y  -'cos nx 1 +E, 1a3~1 cos nz --'"cos n x  11d x f  

2' 

an, 1+iFJip,
ay a~ 

1% cos na ---cos n y  +P~G+(H, cos n y  -H, cos nz)at  ! 
r+zr 

-Jv,p,cos nx:d ~ .  
I'+2' 

Percib : 

-
{ air,+V ~ j y ,131"O".Z -3 

at 
eosny  +2rriyiH, cosny -Kyc o s a z  (! d r  

I' 

Si ponga: 

(35) P =JE,D~,~B. 
c+rtzr 

Poichè sulla varieth C k Dy,2 0 ,  corne è facile .verificare, si ha pure: 

Inoltre sulln varieth cilindrica I' 15: 
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I n  forxa delle (34), (36), l'ideritith (28) pub scriversi cosi: 
-

w z
(37) J ' E J I ~ , ~ z '+Jy, at cos 12.z --- cos riy ["a": cos 121 + f~(3 at 

Z' Z' 

t2xXp(H, COS n,y-N, cos nz) il dL' 
a(P a9+J 1 E, @ cos oy  - cos nx)+ E, rz cos y u --2cos nm) riZr 
3~ a 3  

21 

-
aHz cos ny + Bnhp(H, cos l iy -8, cos n 4  d r .+I/:Scp< 1% cos nz at 

r 

Iiidicaiido con du 1' elemeiito di ipersuperficie sfericn di raggio uiiitario col 

centro ne1 purito dt l'eleineiitoP,, sar& ~ ~ d w  di varieta ciliiidrica r. Percici 
se t ,  6 il  valore della coordiiiata t del piinto ove la retta x = x,, y -=y , ,  
z=z,  incontra ln varietA 2, passando , a l  limite nella, (37) per E teiideiite R 

zero, risultn ln formula : 

t, 
(38) -JW%,y, 7 a, , 0wj4a -41dt  Y 

t o  
-

aH, cos rzz -- -aHz cos ny JEJQ, ~ Z B  l"jE; at+IV,cos nt +I/;, aF 
+ 2 r l p ( H ,  cos sy -H, cos nr) I 1dZ 

-- Spa,cos 11% S- p , ~ ~ d ~ ~ .  
Z S4 

Formule niialoghe valgoiio iiaturalineiite quaiido si preiidoilo iii esaine 
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245 di Maxwell-Herts 

le altre funzioiii E,, E,. Possiamo pertaii to scrivere la segueiite relaziorie (') 

(vettoriale ne110 spazio fisico s,y, z ) :  
tO 

47c 
(39) ;Sfls, , y, , z , , t)I,[a(t,- t ) ]d t  at 

tl B 

B 
i a t  /\ ot.+2 n h y r t  /\ H ,' - p,r/ 1 dri 

E 

In qiiesta espressione intendiamo che ,II rappreseiiti un vettore iiiiitario 
situato sulla normale positiva alla varieth 2, e che il gi'ad pi, sia calcolato 
rispetto alle variabili x,,y , ,  z,. Orn ricordiamo che: 

(grad c p ,  ,\ î t . )  r\ E =( EX grad y , )  la -( Æ X î t )  grad y ,  . 
Percib ln. (39) si pub scrivere cosi: 

t0 

avendo posto : 

Un procedimento a11a10g.o al precedeiite, assuinendo corne soluzioiie foii- 
diunentale anziché la y , ,  la funzione 

dove I,(p)è la fuiizione di BESSELdi secoiid' ordine dell' argomeiito p, darebbe 

( 4 )  Si tenga presente che grad cp, (calcolato con referenza alle variabili X, Y, e),-- grad cp, (calcolato con referenza alle variabili x,, y , ,  2,). 
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t o  
dove : a l!.aie)=& z-IL cos nt <lx-

at 
Z 

+ ~ / ( f l ~ ~ r a d ~ , ) n- ( g r a d c p , ~ u )B - ( ~ ~ n ) g r a d . p , [ d ~  
B 

-JV2xds4 -
sa 

Deriviamo la (40) rispetto' alla variabile t , ,  e ricordinmo che 

(45) 2 2d l (  ) = Z o ( d  -+ [ z k ) ;
df 

si trae : 

(46) 4 x j  
t: 

E(m,,  y , ,  a , ,  t)l,[a(t,- t )]dt =2 -" 
am t e )  - CI'@^(^),

ai,  
t0 

d m )Desivaiido siiicora la (46) rispetto a t ,, poiché (I,),=o=1 ,  e ----- I , ,  si 
dp

arriva alla formula finale : a?@ (e)  a §
(VI) 4 n E ( ~ , ,y,, Z i ,  t , ) =  - a2@L(C)-i-2A-a 2 i .  

at: at, 
Un analogo procedimento applicato alla determinazione della funzione H ne1 

punto (xi, y , ,  z ~ ,t , )  conduce alla formula: 
a2QIcrn) a a p l )(vm W($, a2@,(m)+ -a2-=-,, y , ,  z , ,  t,)=- 2 ---at; at, 
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4. Integrazione delle equazioni di 3Iaxwell-Hertz. - Diinostrerenio ora 
che da1 fatto che le funzioni ElH soddisfano in ogni istante di tempo alle 
equazioiii (II) iiei puriti della varieta 2, e iiello spazio S4 alle equazioni (III), 
(IV), segue che esse sono integrali del sistema (II) in questo spazio. A questo 
scopo si fissi, ad esempio, la  funzione 

Questa e ideiiticameiite nulla per ogni istaiite di tempo quando il punto 
(x, y, z, t )  è sulla variet& 2 .  

Perci6 in questi puriti anche a 
-
f e zero. Deriviamo due volte In f rispettoat 

alla variabile x : si trae: 

Tenendo conto che le funzioni E,, E,, H, soddisfano alle equazioni 
(III),(IV), si ottiene : 

-

a2f a a 
(49) A ~ at-- ~at = - ~ ~ ~ - U ~ ~ ~ ~ + ~ -~ ~ ~.- ~ X ~ p Iaz ax (x, a3Ez) 

Ponendo a l  posto delle X,,  X,, Y, le loro espressioni che si traggono 
dalle (5), (6), si verifica che 

vale zero. Quindi dalla (49) si trae che nei puiiti iiiterni di S, la funzione f 
soddisfa all' equazione 

a2fA f - a 2 f = 0 .  
at 

Pertanto il suo valore ne1 punto P,(x, ,  y,, z,, t , )  e dato dalla seguente 
formula di TEDONE('): 

aPw 
4z f (x ,1 y , ,  Z, 7 t , )=-uzoi 4- 2 -' 

at; 
-u " ~ ,  

(l) Cfr. O. TEDONE,loc. cit., pag. 150. 
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J 
2 

Ma ilel caso nostro f e haniio valore zero sopra 2, quindi le fun-at 
eioni Oisi riducono alle 

afoi =-hif&cos Via + -cos ?,y -1- -cos n a1d n .  
JY a2  

B af 
Dimostreremo che sopra 2 l'espressioiie tra parentesi è nulla. A questo 

scopo si fissi un purito P qualsivoglia di 2, e si assuma corne asse delle z 
la normale positiva i n  P a L: gli assi x;, y, t saranno situati percib iiell'iper- 
piano tangente in P alla varieth 2. 

Coi1 questa scelts di assi 18 espressione -af cos t r s  1- a-f cos ry +y cos VU 
as a.!/ a~ 

afsi riduce alla -. 
a2 

Ora dalla (49) si trae: 

Ma Ex soddisfa all'equazione (V), quiiidi : 

Inoltre, sopra L, 

e derivando rispetto ad a sussister& l'ideiitith: percio: 

D'altra parte, sempre nei punti di L, si ha, per ogni istante di tempo, 

d'onde, derivando rispetto al tempo, si ricava: 
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Sostitueiido riella (51) le (52), (53),(54), si t rae:  

Ma sui piiiiti della varieta Z l a  quantitii fra pa.reritesi è identicamente 
nulla; percib aiiche la sua  derivata rispetto alla direziorie y, che giace ilel-
l'iperpiaiio tangente, ha  valore zero. Coiicludiamo 

CAPITOLO S E C O N D 0  

G a s i  particolari. 

1 .  Superficie mobile in un iiiezzo a conducibilità nulla. - Si suppoiîga 
che  il inezzo S abbia conducibilitA iiulla. Essendo A = O, sarh a = O ,  e in  ta1 
caso le  formule otteiiute si semplificaiio notevolmente. Poiché per  cc =O,  la 
funzioiie '.Ediventa proprio l a  forza elettrica ZE, limitando, per  fissare le idee, 
i calcoli n questa forza, l a  (VI) ci diL: 

4nE(x,, y,, z , ,  t ,)=2- ae@i(e) 

at; 

Mn per cc = O, si ha  p = O, e quiiidi la soluzione fondamentale y ,  si ri- 
duce a 

perché 

Ne consegue: 
-

E cos n t  t - t  aE(56) B @ , ( e )  =j I ' 1 

) j  
- cosa t - i - f~Z/,n- & ~ 1 d ~  

Z Z - at 

nvendo posto : 
E,,= Excos nx 3-EuC O S  ny + E, cos nz 

E,. = Ex cos r r x ;  i-Eucos vy + E, cos vz, 

Awnali d i  Mateneatica, Serie I V ,  Torno VIII. 
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250 A. 'PONOLO: Sull ' i~tegrcçzione delle eyucczioni elettron~agmetiche 

nella quale ultiina formula il raggio 9 .  va da un punto generico di Z al 
purito Pl . 

Ricordando che sull' intersezione dell' ipercono C con 1' ipersuperficie Z, 
vale I'identith 

t - t1--1 =O, 
r' 

ci0 che permette di derivare rispetto a t ,  il secondo integrale della (56) 
come se la variet& Z fosse iiidipendente da t , ,  abbiaino la formula finale: 

ae E cos nt a2 t , - t+-J-- Y --J(?- I)x~s,.at; at: 
Z sr 

Analogamente si trae : 
-

a aE 
(58) 4rrH(z,,y,, zi , t,)=%j[ i ~at + 4np1t h 11 ~ , 2  +a g c o s  n t ]$ 

2 

Se infine supponiamo p, =O, k=O, E =p = 1, dalle formule (571, (58), 
coll' ovvio passaggio alle variabili 6 =crx;, 7 =cy, 5 =cz, z = t ,  si traggono 
quelle che avevamo dato gi8 ilel 1910 con 1' avvertenza di cambiare in queste 
formule H in -H, e di supporre che il raggio 1. vada da un punto gene-
rico di Z al punto Pl ('). 

(l) A. TONOLO,Sull'integrazione delle equazioni fondawentali dell'elettrodinamica. [« An-
nali di Matematica pura e applicata n, tom0 XVII, serie III (1910)l. La ragione di questi 
cambiamenti sta ne1 fatto che in questa ricerca siamo partiti dalle equaaioni 

e che il raggio r va da1 punto Piad un punto generico di Z. 
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251 d i  Maxwell-Hertz 

2. Superficie fissa in un mezzo qualunque. - Sin 5 una superficie chiusa 
immobile dello spazio fisico; nello spazio a quattro dimensioni (x, y, 2, t )  
iiitroduciaino la variet& ciliiidrica che ha per direttrice la superficie o, e per 
generatrici le parallele all' asse delle t condotte dai punti di a. Limitiamo 
questa varieta con l'iperpiaiio Q* di equazione t = t ,  ( t ,  istaiite iniziale), e 
iiidichit~iiio con A* quella porzione di iperciliiidro riella quale t > t , .  Pren-
diamo iii esame la varietà A* +P*, che soddisfa inaiiifestamente alle con-
dizioni imposte alla varieth xi.Suppoiiiamo ancora che la  coordinats t ,  del 
vertice della varieta conica caratteristica C sia cos1 grande che questa và-
rieta iiicontri effettivamente In varieta cilindrica A*. 

Su questa varieth abbiamo : 

(59) cos nt =O, 
mentre sull' iperpinno P* risulta : 

Per fissare le idee, preridiamo in considerazione le formule (41), (44). 
La  varietk 2 e formata ora dalla porzione SZ di iperpiano Q* racchiusa 

dalla superficie o, e dalla poi'zione h di varietà ciliiidrica h* limitata dalla 
superficie O e dall'interseziorie dell'ipercono C con l'iperciliiidro A". Abbiamo 
pertanto, in forza delle (59), (60): 

Supponiamo d i  conoscere i valo?.i delle forae elettriche e niagnetiche 
nell' islante in i z ia le  t, in t u t t i  i punt i  dello spazio Sa racchiuso dalla supt?lB- 
ficie o. Saranno allora conoscinti i valori iriiziali E,,, Ho delle fuiiziorii JY, IZ 
riei punti di 8. I n  virtii della prima equazione del gruppo (II)risultf~pertanto: 

i 
(62) J(vi i;)t=tP~=Jpi / vF rot Ho-2~Ap23,-4i~pk, dS.I 

O n 

Ma si ha, per lecita applicazioiie di una nota formula, 
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252 A. TONOLO: Szcll'inteyrazione delle e q ~ a z ù m i  elettromagnetiche 

J ro t  ipiHodQ=Ja rot 
O ai 

(si ricordi che il grad cpi si' riferisce sempre alle variabili x,,  y , ,  z,) ,  si trae: 

i65) Jvirot H,dQ =l(ipi~~ 
U D 

Percid, surrogando ln (65) nella (62), si trovn 

Quiiidi iiitanto : 

Mettiamo in evideiian nelle iiitegrazioiii della (61) estese alla variet& A 
10 spnzio fisico e il tempo, decomponendo 1' ipercilindro A iii iperciliiidri ele-
mentari di base da (elemento di superficie a di coordiiiate $, y, 2, t,) e le cui 
altezze hanno per estremi rispetto alla coordinata 2, t ,  e t ,  -?', perché sul- 

1' intersezione dell' ipercono C con 1' ipercilindro A, si ha 
t , -
-

t 
- 1 = 0, d' onde 

Y 

t =t ,  -r. Si h a  allora : 

t-j1 ( EX grad pi) rh - (grad ipi X r i )  E - ( E X n)grad pi ' dili 
A 

t . 4  
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Surrogando le (67), (68) ilella (61) si ottiene in defiiiiliva: 

- dt.  
Q to  

Deteriniiiate cos1 le futizioiii si tr'ae la  fuiizioiie B(s,, y,, x i ,  1,) a 

inezzo della formula (VI), e d a  questa con In prima delle (2), il valore della. 
forza elettrictt rie1 puiito (a,,y , ,  z,) e all'istniite t , . Un nnalogo procedirneiito 
applicato alle ftinzioni coiiduce alle formule seguenti : 

/- = 
<pi 9 )  ah' +2nlp1, /\ IL'+ 4np3i A ~c ,d~wm)=~t;!1 A -at /(70) 

Eseguendo sull'integmle ~ ( i g ~ \ F ) ~ = ~ d ~quelle trasfoimnzioiii che abbi:imo 

Il 

applicato d l '  integrale J(~;g)dQ, iiotaiido che ne1 cas0 attunle, in virtii 
t=t. 

LI 

delle equazioiii (II), 
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Da queste fiiiieioni @lm' la foi'mrila (VII) si ricava la funzionecon 
H ( x , ,  y, ,  a,,  l,), e da questa la forza magnetica iiel punto (xi,y,, a,) .e 
all'istiii~tel , ,  a mezzo della seconda delle (2). 

Si osservi die  iielle espressioiii (69), (71) delle @tel,@tm)figurano: 
a) le forze elettriche e magiietiche nei punti della superficie o per 

ogni istaiite di tempo; 
h) quest,e stesse forze nell'istante iiiiziale nei punti del10 spazio 8, 

e inoltre altri elementi che si suppongono conosciuti. 

3. Superficie fissa in un mezzo a conducibilith nulla. - Ne1 caso della 
superficie iiniiiobile in un mezzo noii assorbeiite (presa in coiisideritzione, per 
fissare le idee, la forza elettrica) sappiariîo clle la forza elettrica (') è datit da 

a z @  te) 

4nE(x,,  y , ,  z , ,  t i ) = 2 A
at; 

ove, per la (69), fattovi A = O ,  

(') Si ricordi che nei mezzi non assorbenti h =O, e percib E(q,y,,el, =J%xt 2 Yi 3 Zt > f i ) -
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Le derivate secoiide rapporto a t ,  del terzo e quarto integrale sono ma-
nifestarnente nulle: percib si ha :  

1 , - t
Ora abbiamo, tenendo conto che la  funzione ---1 si annulln per  

r 

gli accenti, ora e ne1 seguito, denotando derivazioni rispetto alla variabile t 
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delle fuiizioni alle quitli essi si riferiscoiio. Risiilta percib, in definitiva, iu  
forza delle (75), (76): 

Poniamo : 

Sostituinmo al posto della X ln (5); si trae: 

Denotiamo con [p,] ciO che diventa la fuiiaioiie p,(x, y, x, t ) , quaiido al 
posto della vnriabile t poniamo t ,  - Y ;  si ha, i~itendendo che ora il grad 
si rjferisca alle variabili x,y, z, 

Da questa si ricava: 

grad pe + p, grrid -'1 d 8  -S p,'(t, -Y) grnd 1. -dQ . 
1' kt , -9 .  r 

D O 62 

Ma il rnembro, per lecita applicazione del lernma di GREEN, vale 

quiiidi, dalla precedente (Tg), si ottiene : 
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ovvero : 

intendendo ora Che il gg-ad del secondo meiilbro si riferisca alle variabili 

Xi7 Y 1 7  zi-
Surrogando la (80) riella (77), si trae in definitiva: 

Un calcolo simile a quel10 sviluppato per ottenere la (77)  conduce in- 
tanto alla seguente espressione della forza magnetica ne1 puiito (x i ,y , ,  2,) 

e all'istante t , :  

I 
+~ ' ( t ,- r )cos )ln+Hnl(t,- r )grad 9- -H,.'(tl - 9.) 

d o+S 1 H ( t ,  -r )cos 1-n4- H.(t, - 7.) grad r -M t ,  -r)n -
r2 

O 

Poniamo : 

Surrogaiido la Y con la sua espressione (6) si ottieiie: 

Artsali di Matsmatica, Serie IV,'Porno VIII. 

1: n 
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Indichiaino coi1 [k]cib che diveiita la fuiizione -(x, y, z, 1) quand0 al 
posto della variabile t poiiiarno t ,  -7.. 

Si ha, con retereriza alle variabili x, y, a, 

dl onde : 

(85) p o t  [Y-(ES2 =J[f rot à -i- grad d P  -Skf(l,- 13 rot 7. -
dP . 

c 9' 1' t=t,-r r 
O O hl 

Il primo inembro vale 

-J I L  r\ k(t,-Y)-do. 
9.. 

Qiiindi, dalla (85) si trae: 

\ 7c'(t, -v)
rot 2. -g r a d

1 
/\ lo 1 (18,

9' 
O 

O v vero : 

nella quale forinula il sinlbolo v o t  del secondo membro si rifei-isce ora alle 
variabili si,y , ,  z , . 

Sostitiiendo la (87) riella (84), si ottieiie iii defiriitivn: 
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Nelle espressioni (81), (88) figurnno soltanto i valori delle forze elet-
tviche e magnetiche ne i  punti  della supevficie per ogni istante d i  tenzpo, 
oltre la distribuzione - che si suppone nota - in tutto il campo P, della 
densith k delle correriti di conveziorie. Cosicchè, nzentre per la 1-isoluzione 
del problenza che c i  siarno proposti, relativo alla superficie fissa situata in 
un campo elettromagnetico d i  na tura  qualsivoglia, sono richiest i  i dat i  a)  
e b) del Cap. 1, per E'analogo problerna, quando la  supe~$cie 8 invece i m -  
mersa  in un mezzo  non  assovhente, sono suf lcient i  soltanto .i dat i  a). 

Questo risultato, che ci sembra non privo d'interesse, non figura nelle 
formule del TEDONE, perché Egli non considera a parte il problema della su- 
perficie fissa situata in un campo qualesivoglia. 

Nelle formule (81)) (88) facciamo p, =0, k=0, E =p =1; otteniamo : 

(89) 4nE(m,, y,, z,, t,)= H' f t , -?- ) f in  

-+ Er( t ,-i-)cos r n  tEnr(l,-1 % )grad 1.  - E,-'(t,-r ) n  IC-

Da queste espressioni che danno E, H ne1 purito (a,, y,, 2,)e d-
l'istante t,,  si ottengono le componenti di queste forze le quali (a meno del- 
1'ovvio passaggio nlle variabili 5 = C S ,  =cy ,  C =cz ,  z =t )  coincidorio con 
quelle che figurano nella nostra citata Mernoria, cor] l'avvertenza di eseguire 
in queste quei cambiainenti di segno gi8 menzioriati a. pag. 250 della preseiite 
ricerca. 

Per otteiiere poi le formule date da1 TEDONE ne1 ~ a s o  c$ considerato, 
trasformiamo le (89), (90) ne1 modo che segue. Notando che 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Osserviamo ancora cbe 

Il secondo membro vale, per  formula nota, 

E(t ,- 1 . )  A 9t  
rot 

1' 

E(t,- 7") A t 4 ,
rot 

1' 

Ili virti2 delle (91), (92) le formule (89), (90) si trasformano in quelle ot- 
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tenute da1 TEDONE(') (a meno dell'ovvio passaggio alle variabili 5, q, <,z e 
rielle quali si faccia y =E = 1) : 

( l )  O .  TEDONE,Swll ' iwtegrazione delle equazioni  d i  Maxwell. [* Rend. della R. Acc. dei 
Lincei =, sem. (191G)I.Due Note. 1' 5",serieXXV,vol. 
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Les séries de polyiiornes à deux variables complexes. 

Par N. ABRANESCOCluj - Roumanie).(a 

1. Les séries d e  polynomes A deux variables complexes, LBA,,,P,,,(s, y), 

LE A,,,, apparaissent comme une généralisation des séries L L A m , n ~ m y n  ('),
Pwdx)&"(Y) 

LX +n.* 
A.", 

Y 
En commençant par  les séries LLA,,,P,,,(x, y), on peut en faire 

1' étude comme pour les séries d' une seule variable. Premiérement, é tant  donn6e 
une fonction F(x, y), réguliére dans  les champs (D) et (A), limités par  les 
courbes (C) e t  (I'), respectivement sur  les plans x e t  y, trouver le  développement 
d e  l a  fonction F (x ,  y) en séries de  polynomes, F(%, y) =ZLA,,,P,,,(x, y )  Y). 
Nous considérons seulement le  cas  oh les courbes (C)  e t  (I') sont h simple 
connexioii e t  nous montrons que l e  développement de In fonction F ( s ,  y) est  
valable seulement k l 'interieur des champs (D)e t  (A), que les polyiiomes 
P,,,(x, y) dépendent des courbes ( C )  e t  (i') e t  que les coetkiei i ts  A,,, dé-
pendent des courbes (C) e t  (r)et  de la foiictiori F(x ,  y) (7. 

Nous étudioiis de même le cas ou 1'011 s e  doline les polynon~esP,,,(X, y) e t  
les coenicients A,,,, e t  on demaiide les champs de  convergence (ou les courbes 
associées de convergence) su r  les plans et y des series LLA,,,Pm,n(X, y). 
Nous considérons le cas  oiZ Pm,,= P,,(a)Q,(y), les polyiiomes P,(x), &,(y) 
étant donnés par  des relations de  rhcurrence ('), quand ond e  POINCARE OU 

(') LEMAIRE,Sur les séries entGres à plwsiewres uariables indépendantes [a Bulletin des 
Sciences math. n, 29 &rie, t. XX (1896), pp, 286-2921. 

(2) Voir, pour le cas d'une seule variable, FABER,Ueber polynonzische EsztrvickeEungen 
(a  Math. Annalen D, 1903, n. 389; 1907, p. 118). 

(a) Voir ma Note, a Comptes Rendus D, t. 175, 193'2, p. 203. 
(9 POINCARE,Sur les équations linéaires awx différentielles ordinaives et aux différe*zces 

m e s  (a American Journal of Mathematics n, i885), Voir ma Note, .Comptes Rendus ., 
t. 175, 1922, p, 306. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Eii coiisidéritiit les séries ZZ A,, ,, suivant les iiiverses de polyiioines 
P,WQ,,(Y) 

donnés. nous étudions les cliamps de convergence quaild ori donne les coef- 

ficients A,,, et les polyrioines P,,(x),&,,(y). Nous coiisidérons les cas où les 
polynomes P m , Q ,  sont dolines par des relatioiis de réciirreiice de POINCARE( 5 ) ,  

m m -
ou quand on coniiait lim V 1 Pm(%)l ,  lim V 1 &,,(y)l . De même pour les séries 

2. Développernent d'uue fonction P(x ,  y) en série de polynomes. -
1. Faisoiis dans 1' i i i  tégrale double 

le chaiigenient de variables 

(2) x=Q(X,  Y), y=6(X7 Y). 

Par définitioii, on sait ( ' J  que l'int6grale (1) est égale a 

étendue A la portioii de surface de -l'espace à quatre diinensioiis (x,, x,, 
x;,, cc,), x =.zL+ix2,y =x31-ZX,, ~orrespondaiitek 1' aire doiiii6e ( A )  sur 

le plaii (a,j), x,,x,,x,,x,, et donc x et y, étaiit fonctions des deux pa- 
ramètres a et p. 

Des relations (2), on déduit 

et l'int6grale (3) devient 

(5 )  Voir ma Note, a Rendiconti del Circolo Matematico di Palerme B, t. XLVII,  1923. 
(6 )  Voir aussi S. PINCHERLE,Alcune osservaziowi sop-a i sistemi di funzioni associate ... 

[a  Annali di Matematica (2), t. II, 1883-1884; t. 21, 1894; Mem. Acc. Bologna P (6), t. XI,c< 

19i21; Sopra alcuni nuclei atzalitici ( c  Rendiconti deli'Accademia di Bologna a, 1916). 
(7) Voir PICARD,Trait6 d'Analuse, t. I I ,  p. 273. 
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N. ABRAMESCO: à d e m  variables conzplexes 265Les séries de polponzes 

et, avec la même définition de l'iiitégrale double de vttriables complexes, on 
obtient 

qui est la formule qui donne le chmzgeinent de variables dans une intégrale 
double a variables complexes. 

II. Soit F(u, v) une fonction régulière Lt l'intérieur des courbes ( C )  et (I') 
et le long de ces courbes, situees respectivement dans les pliius u et v. 
x et y étant deux points intérieurs respectivement aux courbes (C) et (I'), 
faisons dails 1' intégrale double 

le changement de variables 

(5) u=g(U,  V), v=h(U, V), ( u = s l + i y i ,  v=x2- t - iy2) .  

A l'eiisemble des deux courbes ( C )  et (I') de l'espace (u, v) & quatre 
diinensions, vont correspondre, avec In transforination (5), dans les plaiis U 
et les courbes (c) et (y), 

NOUS preiidroiis les fonctioiis g et h, telles que, aux domaiiles extérieurs 
aux courbes (C) et (I'), correspondent les champs intérieurs aux cercles (c) 
et (y) de rayons égaux A l'unité, et aux points u =oo, v = ao, les centres 
des cercles, U=O, V =0, 

les fonctions P, f ;  Q, cp étant réguliéres dans les cercles (c) et (y). La déter-
mination de ces fonctions dépend de la correspondance qu'on établit entre 
les points u et u des courbes ( C )  et (I') et les points U, V des courbes (c) 
et (y) et encore de la correspondance qu'on Atablit entre les rayons 9. < 1, 
p < 1 des cercles associés intérieurs aux cercles (c) et (y), Lt qui on correspond 
des courbes extérieures aux courbes (C) et (I'), sur les plans u et v. 

Annali di Matematica, Serie IV, lonio VIII. 34 
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En remp1ac;arit dans (4), on a 

D(U, V )  -au a u  au av 
D(U, V )  -auav av au= 

Pour des valeurs assez petites de U et V7 on peut supposer 1121 <1, 
1 SI < 1, e t  donc 

où Q,,,  sont des polynoines de degr6 p par rapport e t  T . ,  deii s3°'0 
a, 

degr6 s par rapport h Y -bo, 8, 

P o  
Donc 

1 =1 +BEUmVnII,, ,(s,y),
(1 -R)( l-8)  

I I , ,  ,(x7y) Qtant des polynomes de degré m en X - a O ' O  e t  n en Y -ho,, 
a0 P o  -
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N. ABRAMESCO:Les séries de polymornes à deux auriables comp2exes 267 

Pi,,(x, y) étant des polynomes de degr6 m en X-a,,, et  de degré n en -Y - bo,O . 
an P o  

Ce développement est valable A l'intbrieur des cercles (c) e t  (y); donc, en 
remplapnt  en (7), et en intégrant, nous avons, pour tous les points x et y 
inthrieurs respectivement aux champs limités par les courbes ( C )  et  (r), 

1
A , .  =--1 YU, V), g(U, V)]Um-iVn-4dUdV.

4n2 
(c) (ri 

Nous avons obtenu ainsi le développement de la fonction F(x,y) en 
série de polynomes de deux variables complexes, valable seulement l'in-
térieur des courbes ( C )  et (r),les polynomes dependant seulement des con- 
tours (C) et (r)et  les coefficients A,, ,, des contours e t  de  l a  fonction F(x,y).  

EXEMPLES.1")u = 
9' +xo, v =-v 

P +y. ; les courbes (C) et (r)sont les 

cercles de centres xo et y,  et  de rayons r et  p. On trouve 

&,(y) étant les polynomes de M. FABEHqui correspondent respectivement 
aux contours (C) et  (l'), dans le cas d' une variable complexe. 

les' cercles (c,) et  (y,) de rayons &aux, p <  1, avec la correspondance 
U= peiw, V =  peh, on obtient, sur les plans u =x, + iy, ,  v =x, + iy, ,  
les courbes associées ( C , )  et  (I',), 

qui sont des ellipses homofocales égales, de foyers -1 et +1. 
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268 N. ABRAMESCO:Les séries de poly~omesà deux zrnrinbles complexes 

3. Les courbes associées de convergence des sdries LZA,, ,,P,(x)Q,(y). -
On sait (') que si A@) est une fonction donnée et les coefficients A,,, tels que 

alors 1- =A(k), p =F)forment un systhnie de cercles associés de conver-

gence pour la série LZA,,,,xmyn, (r,p )  étant un point intérieur A la courbe 

= A  (3- [par rapport à deux axes rectangulaires O?., O p ,  la région intkrieure 

étant celle oii se trouve l'origine O]. 
1. Considérons les séries ZBA,,,,, P,(x)&,(y), las polynomes Pm(%) et &(y) 

&tant don~lbspu?. des relations de Poincare! (4)  

P et q étant des nombres doriiiés et R,(x), &(y) des fonctions données qu i  
dépendent respectivemeiit de x et du rang m, de y et du rang 9 1 .  

011sait que, si P?%?!? &Li(@ out des limites, oii n 
m ' &,,(y) 

P l , ? + i ( ~ )- Q~+,(Y) -liin - -- - cl($), lim ---- P W 7  
m - o o  Pni(x) ,-Cu &,,(Y) 

a(x)  et P(y) étai;t les ra.cilies de grand module respectivement des 
équntioiis 

Supposoris que les coefficiellts Am,** soient dorinés au sens de MM. HADA-

et proposolls-nous de trouyer les co~irbes associées de convergence des skries 

XLArn, ,,Pm($) Q,(Y).  
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N. ABRAMESCO: Les séries de poly~omesà dezdx variables complexes 269 

tels que 1 a 1 <v,<A, 1 1 < p, <-
A 
k 
. Alors, on a 

et, si nous supposons que ces relations ont lieu en partant de m=0 et n=O, 
on a 

Cette relation montre que la série considérée est valable dans 1' ensemble 
A 

la 1 < A ,  1 p 1 <-, car les termes de ce développement sor~t plus petits que 
k 

ceux de la série convergente ZZA,, %.A<p,1,< 1;, , ~ ; ~ p , " ,  

Supposons, au contraire, ( a 1 A, 1 p 1 >-
A 
; on peut trouver r, et p,, tels

k 

que 1 <?+, < 1 a 1 ,  ah 
ip, i1 1 .  On a dans ces conditions 

relation qui prouve que la serie considbrée diverge dtins l' ensemble 1 cc 1 > A,-
A1 a / >k , comme ayant les termes plus grands que ceux de la serie diver- 

1 
gente LZA,,,nr.2mp,n, r2> A, p2 >k. 

Donc, les courbes associées de convergence des séries LEAm,nP,(x)Q,,(y) 

sont données sur les plans x et y par les équations la(x)l==A, 1 p(y)l=- k ? 

et les champs de convergence sont les régions intérieures aux courbes 
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1 a($) 1 =r, 1 p(y) 1 =p, (1-, p) étant un point intérieur (oh se trouve 1' origine O 

des axes O?., Op) de la courbe 1- =A (3- . 
EXEMPLE.Supposons que P,(tx;) et Qn(y) soient les polynomes de LEGENDRE 

Les relations (9) et les Aquations (10) sont 

Les courbes associées de convergence sont les ellipses 

X = - z + - y = -
2l (  :), ;( :)u t - ,  

(r ,p) étant un point intérieur à la courbe r =A (3- . 
II. Considérons les sévies ZBA,,,P,(x)Qn(y), pour les quelles les coef- 

ficients A,,, sont donnes au sens de MM. Hadanttcrd-Lemaire (') et les po-
m - ri.--

lyndnzes P,(x) et &,(y) tels que lim VI Pm(%)1 =1 p(x) 1 ,  lim V 1 Qd y) ! =1 q(y)1 .  
Pour trouver les courbes associées de convergence, supposons d'abord 

1 ~(s )1 <A, 1 q(y) 1 < A . On peut déterminer v, et Q, , tels que 1 p 1 <v,(A, 

relation qui prouve que le développement est valable dans 1' ensemble 1 p(s)I <A, 
A/ q(y) 1 C k, car ses termes sont plus petits que ceux de la série convergente 

A 
ZzAm, nrirnp,", r i  < A, pi < 

X 
Supposons au contraire, 1 p(x) 1 > A, 1 q(y) >-. On peut déterminer 1.,k 

et p z ,  tels que X <Y, <1 p 1, A < p, </ q 1 .  On a, dans ces conditions, 

P,o 12 r,, V 1 Q&/) I > P Z ,  I Am,  J'm(x)Qn(y) I > I Am,n I l a z m ~ z f l ,  
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relation qui prouve que la série diverge, comme ayant ses termes plus grands 

que ceux d' une série divergente LZA,, , ~ , ~ p , " ,  7 v 2  > A, pe > A 
[Voir (')]. 

Donc les courbes de convergence des séries corisidérées sont données 
A

sur les plaiis x et y par les équations 1 p(x) 1 =1, 1 q(y)j == -,k et la serie est 

valable pour les points intérieurs à ces courbes. Les chanzps de convergence 
sont les régions intérieures aux courbes 1 p ( x ) 1 =Y, 1 q(y)1 =p, (Y,  p) étant 
un point intérieur (où se trouve l'origine O des axes O r ,  Op) de la courbe 

EXEMPLES.1') Supposons que P,(x) et &,(y) sont des polynomes de 
M. Fabel.. Par ex., Pm(%)les polÿnomes de Ikf. FABER, attachés & la repré- 
senta.tion conforme 

qui vérifient la relation de récurrence 

m- 1 
les quaiitités a,, étaiit telles que lim 1 1 a ,  1 = 

?" 
. 

Etarit doniiées les relations (11) 

aP, =- ( X  - a,), 

aP,=(x;-a,)P, +2a,, 
. . . . . . . . a . . . . . . 

il r6sulte que, s appartenant à une certaine région de convergence, la série 
en Z (Z  assez petit) 

Pi +ZP,i-...+zmpm+,-+ ... 

est le quotient des deux séries 
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D'où, par identification, les relations trouvées 

P$l= C l ,  

P,b, -tP,b, =c,, 

P,b, +P,b, +P,b, = c,, 
n . . . . . . . . . . . . . . 

doiveiit étre les relations (12). Donc 

C, =-(x-a,), c, =2a,, c, = 3a,, ... cm+, =(m-i-l)am, -.. 

bi =a, 6, =-(x-a,), b, =a,, b,+, --am-, , 
e t  la relation (13) devient 

la  fonction y(Z) étaiit holomorphe dans le cercle de rayoii r. 
Posant 

nous aurons le développement 

valable pour les points x intérieurs A une certaine région de convergence. 
Or, la  série Pi(%) +ZP,(x) -t- ..., ou LZmP,(x;),a pour rayon de con- 

vergence 1 Z 1 = 
1 

et le développement (14) est valable seulement 
9n 

lim VI Pt?@)I 
pour les points x intérieurs & la courbe (I') obtenue par la transformation 

a =2a +y(Z). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N. ABRAMESCO: à deux vnllables conzplexes 273Les séries de polynowaes 

sentation conforme 

Les courbes de convergence associées des series XZA,, , ,Pm(x)Q,,(y) ,  
Pm,Q, étant des polyiiomes de M. FABER,sont doilnbes par 

(1- ,  p) étant un point intérieur It la courbe P.= A - .(3
2") Supposons que Pm($) et &,(y) soiit des po lymnzes  o ~ . t h o g o ~ z a m .  

Par ex., corisid~roiis les polyiiomes orthogoiiaux Pm(%)doiinés par 

011 sait que Pm =x m  1-C ~ , ~ - ~ X " ' - '  se iiiettre sous+ ... + c,,,, , peul; la 
forine t8 )  

Dm-,(F) et Dm-,(cf) étant les détermiiiaiits des fornies quadratiques 

(8) Voir mes Notes: Sulle serie da polznomi di ulza variabile complessa. Le  serie d i  
Davboux ( U  Annali di Matematica B, t. XXXI, serie III, 1922; p. 207); Rdsumd des princi-
pales propriétés des polynomes orthogonaux (s Nouvelles Annales de Math. D, février 1924). 

Annali di  Matematiea, Serie IV, Tomo VIII. 35 
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En faisant le chaiigemeiit t =-
1 

[(O - a)cos n0 + a + b], oii a 
2 

Am-, (WP J x )  = 
Ana-1 (Y) 

A m - , W >  =I d p q  1 7  At , i - i (S)  =I epg I 7  

cos cos p 0  d0, ep,,=j+(rr0) cos pn0 cos qrr0 dB, d,, ,=p(d) 
O O 

1 
t- [ ( O - a ) c o s d  -4-n.+b].

- 2  

Faisant une tra~isformation orthogoriale, telle qu' une forme quadratique 
devienne une somme de carrés, X,XO2+ A,X,' t ... + 1,-,Xan ,-,, on a 

Awa- , (T)  =&,XI ..-An%-, et donc 

Mais cette limite est coiiiiue et égale ( 9 )  

Donc 

m - O 1 
V P,(x) -e , t =s[(b - a )cos n0 + a +hl. 

(9) Proposée comme problème dan8 l'ltttermédiaire des math,, 21 (1914), Question 4340, 
par M. POLYA,et dont 1s solution a et6 donnee par R I .  Szaaii, Eijz Greemvertsatz iiber die 
Toeplitzschen Determmrcaden ... ( d  Math. Aurialen ., 76 Band, 1915, p. 490). L'expressioq du 
cette limite a 6t6 trouv6e autrement M. A Hadcelfeld formcikrol .... (Les formespar  S Z E G ~ ,  
de H a d e l )  Xathematikai 6s Terrn6szettudomanyi Ertesito D, 1918, p. 492).( C  
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oli z,-z, =1, z, et  z, étant les racines de YBqiiation 

ConsidBraii t 1' intégrale 

IS= log 1 z - 6 1 dm, z = ei", 5 =pee", p =1 C 1 ,  
O 

I =  S1 0 ~ ~ 1 - 2 ~ c o s ( w - a ) + ~ ~ d w ,  
O 

qui est une intégrale de POISSON,dont 4a valeur est Bgale A zéro si p < 1 

et  A n l o g p  si p > l .  
Or, 1 z, I l  z, 1 -=1, e t  supposant que 1 z, 1 >1, oii a 

et observant (15), on trouve 

(z, 1 étant ln  racine de plus grand module de l'équation 

zz - - x--- z + 1 = = 0 .  
b - a  ( 

1 z, 1 étant la racine de plus grand module de l'équation 
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Les courbes de convergence des séries LEA,,, ,,P,(x;)Q,,(y), 
,m i  w 1
lim V ( A , , , l k f l = -

tn+t%-rM 

P,,(x) et Q,(y) les polynomes orthogonaux, sont données par 

b - a  , pl--=?-,
4 4 

(Y, p) étant uii poiiit intérielir & la courbe 2 .  = A  (3- , et sont des ellipses de 

a i - b  c - t dcentres --, --, de foyers a et 6, c et &.
2 2 

4. L w  cercles associds de convergence des séries ,,. - Etniit 
Y 

r =A(k), p =-'"' forment un systéme de cercles associés de couvergelice
h 

pour la série 22:-A,,-,w 
(Y, p) étant un point exterieur de  la, courbe r. = A  

xnzy' l  

Eii effet, nous R V O J ~ S  

m c v l  1 k 
A,, ., kn < i (h)+ E, 1 Am, 't I IE)I<(hGr~ 

ce qixi proiive la convergence de la série dans l'eriseiiible 

ce qui prouve que la série diverge dalis l'ensemble 

Doiic, la série LZ A m ,--9, est valable pour tout point LC extérieur au cercle xmyn 
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A@)1% 1 =h(h) ,et pour tout point y extérieur au cercle ( y 1 =-
k 

. Les quantités 

~ = l ( k ) ,p ='O
k 

forment donc un systkme de cercles associés de conver- 

gence pour la série donnée. 

Considérant la serie des modules 8Z IAm,.>,il existe, dans le plan des 
r m p n  

axes 01.) Op, sur chaque droite OM, dont l'équation est r =kp, un point 
séparatif, tel que la série donnée converge pour tout point de la droite OMl 
extérieur au segment OM et diverge pour tout point du segment OM (entre O 

et M). En éliminant k entre les Bquations i .  = l(k), p = obtientIFlon 

et coiistr~~isantcette courbe, il résulte que la série doiiriée converge pour 
tous les point x et y, extérieurs respectiveineiit aux cercles ayaiit les centres 
B l'origine et pour rayons r, p, (Y, p) étant un point extérieur & la courbe 

1- = A (3- . (La rbgion intérieure est celle ou se trouve l'origine O des axes 

Or,  OP). 

6. Les courbes assocides de convergence des sdries 88 A m ,  -
%@)Q,dy) 

1. Supposons que les polynômes P,(x),&,,(y) soient donnes avec les relations (9) 
de P o l ~ c ~ a É ,et les coefficieiits A,, ,, au seiis de MM. HADAMARD-LEMAIRE, 

- _  m+n 
lim v\lIA,,,  1 kn =h(k), Pm(%),&,,(y) ayant leurs raciiies intérieures re-

w+n -a 
spectivement aux courbes (C) et (I') sur les plans x et y. 

Ponr trouver les courbes de convergence, supposons que a($) et P(y) 
soient les racines de plus grand module des équations (10). Soient, d'abord, 

W)1 a 1 >A@), 1 P 1 )-.
h 

On peut déterminer ri et p,, tels que A <Y,(1 a 1 ,  
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Am,nCette relation prouve qne le développement LX -- est valable daiis 
Pm Q, 

h 
l'ensemble 1 a 1 '>A, 1 P 1 > i l ,  car ses termes sont plus petits que ceux de la 

série convergente 82 +, l 
I . ,  > l (h) ,pi >V k )  (n." 4). 

j i  Pi  

Supposons, au contraire 1 a 1 <A, 1 P 1 <-A 
k 
; on peut déterminer Y, et p,, 

tels que 1 a 1 <r ,  <A, 1 p 1 < p, < A . On a, dans ces coiiditioiis, 

relation qui prouve que la série considérée diverge, comme ayaiit les terines 

plus grands que ceux de la série divergente 2Z -nG,Am'* y2 < 1, p2 < A (ne04). 
1'2 P 2  

Les courbes associées de convergence des séries LZ Am,a sont 
Pm(x)Q ~ Y )  

doiinées sur les plans x et y par les relations 

et la. série est valable pour les points extérieurs & ces courbes. Les chanips 
de convergence de ces séries sont les régions extérieures aux,  courbes 

1 a ( x )  1 =r, 1 P(y)1 = p, (r,p) étant un point extérieur B la courbe r = A 

extérieures aux courbes (C) et (r)oh se trouvent les racines des polynomes 
donnés Pm($), Q ~ ( Y ) .  

II. Considérons une série EX Am,n , les coefficients A,,, étant donnés 
Pm(%)Q ~ Y )  

m - t *  
par lim V 1 Amln1 k" l ( k )  et les polynomes Pm($) et &,(y) ayant les ra-
cines intérieures aux courbes (C) et (I') k simple connexion et tels que 

m __- a-

lim VI Pm(%)=I 4 % ) l ,  lim VI &,(y) I =I P(Y)  l .I 
A

Supposons d'abord 1 cc 1 > A, 1 P 1 )-. On peut détermiiier les nombres ?.,
k 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N. ABRAMESCO: c i  demx variables complexes 279Les séries de polynomes 

et p,, tels que h < ?.i  <1 a 1 ,  -h 
k < pi < 1 /3 1 .  On a 

Am,n
relatiou qui prouve que le développement ZB Qn(ZIl est valable dans 

h
1' ensemble 1 u 1 >1, 1 /3 1 >z,car  ses termes sont plus petits que ceux de la 

A, n A
série convergente ZZ -- Y, >h, p, > [voir 11.' 41. 

l . ,mpin '  
h

Supposoiis, au contraire, 1 a 1 < A, 1 /B 1 <z;  on peut déterminer 9 ;  et pz,  

relation qui proiive que la série considérée diverge, cornine ayant ses termes 

plus grands que ceux de 1s série divergente XI: +,d m ,  
7., <A, pi <2x (11.' 4). 

I o  Pa 

Doiic, les courbes de convergence des séries 
Am,n sont données 

lJ*(z)Qn(y) 
W )sur les plans x: et  y par les relations 1 a(%) 1 =h(k), 1 p(y) 1 =T ,e t  la serie 

est valable pour les points extérieurs & ces courbes. Les champs de conver- 
gence de ces séries sont les régions extérieures aux courbes 1 a ( x )1 =V, 

IP(y)!= p, (1') p) étant uri poiiit extérieur & la  courbe g * =  h (;)- , et  extérieures 

aux courbes (C) et (1') oh se trouvent les racines des polyiiomes doniihs 

Pm(x), Qn(y). 
APPLICATIONS.10 Supposons que Pm(x), &,(y) sont des polynomes de 

M. Fabel. [II." 3, II, Exemple LO] attachés aux transformations conformes 
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On a 
rn- 1 a 

lim Pna(x)l=- s=-i-aiZ+ a,Z2+ ... 
121' Z 

Les courbes de convergence sont données par 

(Y, p) étant un point exterieur A la courbe Y =A (3- . Les champs de conver- 

gence sont les régions extérieures & ces courbes et extérieures aux courbes 
(C) et (i') oh se trouvent les racines des polyiiornes P,(x), &,(y). 

EXEMPLES.1) Considerons les doiinés par la polynômes de TCHEBISCHEF, 
foiiction génératrice 

(G , Pm(,)= (LE- Vm2- I ) ~ +(xi-V x "- 1)". 

De même pour les &,(y). Les courbes de convergence sont des ellipses 

(P.,p) étant un point extérieur B la courbe 9- = h 

2) La fonction génératrice étant 

a v1 +z-
on a - -+ cp(Z)= ; donc les courbes de convergence sont doriii6es par z z 
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(Y, p) étaiit uii poiiit extérieur B ' l a  courbe j n = A  - , et pnrceque6')v\/I x - 1 I I  x+ -1 1 =-1 =?' =const., les courbes de convergence sont des
I Z i  

ovales de CASSINI. 
2" Supposons que l',(x), &,(y) sont de polynomes op-thogonatm (11." 3, 

II, Exemple 2"). Les courbes de coiivergence sont des ellipses 

(1-, p i  étant iiri point extérieur A, In courbe 1'= À - .(; 1 
Coinme cas particuliers des polyriomes orthogonaux, on a les polynomes 

de LEGENDRE,cp(x)=1, a =-1, b =1, les polynomes dx)=de  JACOBI, 
-- ( 1  -x)"(l t S)P, a = - 1, b = 1, A + 1 >0, p + 1 >O [voir (')]. 

6. Etant do~iiiée la série 2 2 A,, ,Pm(%)&, (y)+ 3 2 Bm * , ou 

-m+n 1 - m t n  
lim VI A,,, 1 hn=-,

A(k) 
lim VI B,,, ( kn  =y(k) ,et les polyiiomes P,(x) et &,(y) 

doiinés, soit par des relations de récurrerice, soit par lim V \,I P,,,(x)1 =1 1 p ( x ) 1 , 
lim \ 

fi-

1 &(y) 1 = 1 q(y) l ,  011 obtient de la iii8me inaiiière les chainps de conver- 
geiice. Par  ex., si P,, et Q, soiit les polynoines de M. FABER,attachés respec- 

a 0
tiveinent aux t~~ansformationsx =- +y(Z), y = i$ ( U ) ,  soient (C) et (P)z 

1 1
les courbes corresporidnnt aux va.lears 1 ZI =-. , 1 U1= -, (Y',p )  étaiit un poiiit

1' P 

intérieur k la courbe 1*2=1- et ((=,), (r,)les courbes correspoiidaiit aux(3
t 1 

valeurs 1 Z 1 = 
?* ' 1 U J=p ,  (v, P) Btant un point exterieur B I R  courbe-

1. = La sBrie corisidh-ée est valable dans les régions inthrieures aux 

courbes (C) et (r)et exterieures aux courbes (C,)  et (ri),et extérieures aux 
courbes oii se trouvent les racines des polynômes P,(x), &,(y). 

Annali di Mafernatica. Serie IV,fomo VIII. 
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Sopra le coiiiiessioni lineari geiierali. 
Estensione d'un teorelna di Bompiaiii ilel cnso più geuerale. 

Siano I't i parametri della generale connessione lineare (i). Con ~i;" no-
tiamo il teiisore della curvatura che appartiene a questa connessione 

Questo tensore é eminisiinmetrico rispetto agli indici 1,'j. Saturando gli in-. 
dici si ottengorio da questo tensore due tensori del secondo ordine 

L'ultimo tensore é un bivettore. I i~s iemea questo iiitroduciamo un altro 
bivettore Wij: 

, (4) W u = R j , - R u .  

1 bivettori Vij e Wij sono genernlmente diversi fra loro. Soltanto ne1 cnso 
n =2 sono sempre uguali. Ne1 8 3 citiamo una semplice condizione neces- 
saria e sufficiente per le conriessiorri emmisimmetriche, affinchb questi due 
bivettori coincidano. Fer  coiinessione emmisimmet,ricn intendinmo coi1 J. A. 
SCHOUTENuna connessione tale che sussistaiio le relazioni 

dove Si è un vettore covariante. 

(4) Accettiamo le notazioni di J. A. SCHOUTEN(Der Ricci-Kalkül). Queste notazioni dif- 
feriscono da di L. P. EISENHARTquelle stabilite ne1 suo libro Non-Riemanlzian Geometvy. 
Osserviamo infatti il principio di denotare i tensori e soltanto i tensori con lettere latine. 

Ai nostri I'; corrispondono da E i s ~ s n r s ~  ai nostri 2, le I'E,le L:, ai noatri s;jk, le Y:, 

ai nostri R Ü ; ~ ,le L$, ai nostri Tlj, l e  Sjl,ai nostri Rij, le B23+ Qij etc. 
(') J. A, SCHOUTEN,Der Ricci-Kalkül, p. 69. 
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Per  le coiiiiessioiii siinmetriche (affini) nbbiamo sempre 

(6) 
L7equazione 

(7) 

è caratteristica per  le  coiinessioiii che  conservano i volunii (4). 

Se  l a  connessiorie A nello stesso tempo affilie la  condizione suddetta equi- 
vale alla seguente 

(8) Rij =Rjf  (5). 

Ne1 caso della coiiiiessione riemanriiana (8) 6 - corne ben noto - sod-
disfatta. I l  terisore £2, si chiania il tensore di Rrccr. 

Si deve a l  BOMPIANI una iiiterpretazione geometrica del tensore di( 6 )  

Ricc1 iiel caso riemaiiiiiano. Ne1 5 4 ci occupiaino della generalizzazione ed 
esterisione di questo teoi'ema rie1 cas0 generale della connessione lineare. 
Riguaido al fatko, che il teiisore di RICCInon è siiniuietrico ne1 cas0 piu ge- 
nerale, conseguictiilo un completo sigiiificato del tensnre di Rrccr dopo aver  
ottenuto una iiiterpretazioiie del  bivettore Wii. Questa, questioiie fh oggetto 
del $ 6. Nello stesso tempo arriviaino ad uiia inlerpretazione geonietrica del 
bivettore Vij per  tutte le coiinessioiii per le qua.li sussiste ln (6)(in particollire 
per  tutte le  connessioni affini). 

I l  sigiiificato geoiiietrico del bivettore Vij iiel cmo  piii geiiera.le iioii 6 
aiicora posseduto. 

Il 3 coiitiene per  le geometrie a due diineiisioiii i i i i  teorema che t15t 

una coiidiziorie siifficiente affiriche l:~. coiiiiessione conservi i voltmi. 

9 1. Sepanmdo le I': iiell:i ynrte siiniiietrica e eininisiininetricn possia.ino 
scrivere 

(9 r,:=r; +si,", ri;] =O, 8,;;= o. 
8;" --.corne beii noto - un tensore del terzo ordiiie. 

Iiitroduciaino per brevilh le iiotazioiii 

1 
(11) zj=si,&"=2 ( L I ~ - I . ' ~ ) .  

(3) Loo. oit. (q, p. 88. 
(4) Chiamate da SCHOUTEN, 1. c, ("), p. 89.i&altstreu, 
(5) Loo. cit. (2)) p. 90. 
(6) E. BOMPIANI, le tenseuv d'é~drgie d'Eilzstei~, La géométrie des espaces cozwbes et 

« C. R. S, Paris, 174 (19B),p. 737. 
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Dopo qualche trasformazioni si ottiene 

Per  cond~irre  qliest'espressione alla forma, nella quale tut,ti termini hanno 
un signif ic~to covariante serviainoci delle equazioni 

(18) N t j  =viZj -vjZi -BZ~S$\ va~k. 
Allora : 

, Ln condiziorie necessaria e sufficieiite affinché i bivettori V f j  e siano 
identici, é clle sia soddisfattn l'equaziorre seguerite 

8 2. Sayponiamo che la coniiessione coi parametri l't sia emrnisimmetrica. 
Allora sussiste 1' identità : 

(20) z<z----n-1  si.
2 

I n  questo caso abbiamo 
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Quindi risulta che per n =2 é sempre N,j =O.  Osserviamo perb che per 
n =2 ogni connessione é einmisimmetrica. Ponendo irifatti 

vediamo che l a  (5) é soddisfatta ideiiticamente. 
Abbiamo dunque il 
TEOREMA1. Ne1 cnso n =2 i bivetto2.i Vij e Wij coincidono per tutte le 

connessioni lineavi. 
Ne1 caso n >2 la  condizione necessaria e sufficiente affinchb i bivettori 

Vij  e Wij non differiscaiio é data dalla equazione 

(25) vrizi,=0. 

A questa condizione dareino uii'altra forma. Abbiamo 

vriZ4=ariZil-r[iizk= -2 , s ~ " .  
Il secondo termine del secorido membro spmisce in virtii della (22), di modo 
che 

(26) vlj&=aCjzi, 
Badando alle (20) ne possiamo dedurre che l a  condizione (25) prende l a  forma 

(27) aCjSi]=0. 
Ora abbiamo il 
TEOREMA2. Se n >2, la condizione necessaria e suflcier~te ofinch& per 

la connessione ernmisimn~et9,ica sia Wü =Vij é che i l  i)etto?.e Si sia u n  
vetto9.e-gl-adiente. 

5 3. TEOREMA.Se n = 2 e la connessione soddisfu la co?zdizione 

la connessione conse?.vn i voluîni. 
DIMOSTRAZIONE..Dalla (4) e (28) risulta 

Ci sono due casi da distinguere 

Ne1 caso (1) abbjamo in virtti del teorema 1 del 5 1 Vik= !<,+=O e i n  base 
al teorema di SCHOUTEN( l )  che l a  connessione conserva i volumi. Ne1 cas0 (II) 

(7) Loc. cit. (2), p. 89, 
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Wikè 1111 effettivo bivettore e dalla ideiitita (29) segue che l' increnîeiito di 
uii qiialsiasi bivettore dopo 10 spostaitieiito pseudoparallelo lungo una curva  
chiusa è zero, duiique la coriiiessioiie conserva i volumi. E chiaro che questo 
teoreinit iiori pub essere esteso ad  un riuinero di dimensiorii pih grande di due. 

5 4. I l  teorema ~ ~ ' B O M P I A N I  ne1menzionato nella introduzione, permette 
caso della geonîetria rieniariniana, di applicare un seinplice procediinerito 
geoinetrico ad un qualsiasi vettore coiitrorariante vk; procedimento che con- 
duce ad  un vettore covariante w,, dato per meezo dell'equazioiie 

Qeneralizzareii~o questo procedimeiito ne1 caso della geometria con l a  pih 
geiîerale coriiiessioiie linenre. 

Sia vk = vk un qualunque vettore controvariaiite infinitesiiiio ne1 piiiito P. 
1 

Nello s t e s ~ o  punto P preitdiaino (n- 1) vettori controvarinnti iiifinitesimi 

in modo che 

(32) 

siaiio indipenderiti fra loro, cioé 

(33) I vk I =i=0. 
i 

A questo sisteiiia corrisponde rie1 punto P un sisteina di vettori covasinriti 

defiriito univoc:iineiite e detto sistema reciproco 1 vettori di qiiesto si- 
stema reciproco sono defiiiili s e m a  arnbiguiih dalle equazioiii 

j
(*) Non ha perb nessun senso dire che il vettore vè corrisponde al vettore vk, perchè 

i 
mancando il tensore fondamentale non si pub parlare di abbassamento e innalzainento dei 
indici. Nonaimeno l'uso della stessa lettera v per i vettori del sistema reciproco non con-
duce a nessuna confusione. 

(9) Con A: intendiamo indicare quel tensore del seoondo ordine, chiamato dallo SCHOUTEN 

Einheitsaffinor, 1. c. (e), pp. 27 e 28. 
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i 
Ad ogni vettore uk della, serie (32) (oppure ad ogni vettoie vi della 

i 
serie (34)) si pub aggiiingere il bivettore Bzmdefinito per mezzo dell'equazione 

J 

F r a  questi bivettori uno ( j=1) é degenere e il corrispondente parallelo- 
grarnina si riduce al doppio segineiito. 

i 
Scegliamo adesso dalla serie (34) un qualsiasi vettore vt e trasportiamolo 

pseudoparallelameiite lungo il contorno del parallelogramma del bivettore B. 
j 

i 
Il corrispondente incremento denotianiolo con Dui. Se applicheremo questa 
operazioiie a tutti i vettori della serie (34) e sominereino i corrispondenti 
incrementi otte~~retrzocome risultato un vettore covcwiante wi che è appunto 
uguale a quel10 depnito mediunte l'eqtcnzione (30). 

Infatti, sussiste la formula ( ' O ) :  

(non soinnzando rispetto a j ! ) .  Bndnndo d l e  (35) e (2) ne segue che 

Si vede subito che il vettore wi non diperide dalla scelta dei vettori (31) e 
dipende soltarito da1 vet,tore vk.  

$ 6. Invece del procediinento anzidetto si pub applicare il segueiite pro- 
cedimento geometrico: Preridiamo uno qualunque dei vettori (32) e spostia- 
molo pseudoparallelatnente luiigo il contoruo del part~llelogramtna del bivet- 
tore B. Il corrispondeilte ilicremeiito sia Dvk.Consideriaino poi la  serie di 

j i 
vettori 

(39) vktDvk7 vk + Duk,..., vk tDvk 
1 1 2 2 n r). 

e formiamo il sistema reciproco 

(iO) Loc. cit. (t), p. 84. 
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Nasce la questione se il vettore wi,determiiiato per mezzo dell'equilaione 

sin iclentico con il vettore wi ottenuto ne1 5 41 
A questa questione bisogna rispondere iiegativaineiite. Anzi, anche ne1 

caso in cui i vettori (39) siano indipendenti fia loro (quiindo quindi 15possibile 

costruire il vettore zc),il vettore risulta generalineiite diverso da wi. Nella 
nota tt pi6 di pagine citiamo un esenlpio ne1 quale i vettori della serie (39) 
risultaiio dipendenti linearmente (ii). 

Esiste perb iina classe vasta, precisrtmente la classe di tutte le coniies- 
sioni riemanniane, per quale con uun restriaione nella scelta dei vettori (31) 

fatta in modo che il sistema (32) sia un sistemn ortogonale, il vettore sicoin-
cide col vettora wi.  

Iiifatti, se la connessione è rieiuaiiniaiia (con y,, conie tensore f011di~-
mentale) e se i vettori (32) sono ortogonali fra loro, allora i vettori della 
serie (34) si ottengono dai vettori (32) per mezzo dell'operazione del abbns- 
sameiito dei indici 

(43) 

Diinque 

e quindi 

(u) Se supponiaino che in  un certo sistema di riferimento i parametri della connes-

sione (12 =2) abbiano i valori riI= =rSI== r&=0, ri2=rii =1, rii =1':2 =- 1 e 
a1 

se prendiamo vk=ekdt, vk =ekdt (dove e, e sono i vettori-unita), allora - come un  facile 
1 1 2 2 1 2 

oalcolo rnosti-a - i vettori v" Duk, vk+ Dvk lisultano dipendenti f ra  loro e il sistema (40)
1 1 2 2 

non B definito univocamente. 
(12) Cfr. p. e. (z), p. 85. 

A n ~ a l idi Matematica, Serie IV,Tomo VIII. 
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(non soiiimare rispetto a j ! ) .1 vettori ui del sisterna (40)soddisfaiio alle relazioni 

(non somtnare rispetto n j ! ) . Ne segiie che 

. Per  le  conilessioui rieinaniiiaiie si pu0 dare aiicora un terzo procedimento 
geometrico che conduce a l  vettore wi .  Esso si appogia su uiia modificazioiie 
dell' ultimo procedimento (non pub essere perb geueralizzato a coiiiiessioni non 
rieinanniane). 

Sommiamo a ta1 scopo d q p r i m a  tutti gli incrementi Duk 
j 

(47) 

e poi definiaino 

(48) 

Osa ic  base alle (44) abbiamo 

L'ultimo procedinieiito viene applicato a proposito da  BOMPIANI.In esso 
la supposizione della ortogonalit8 del sistema (32) e essenziale, inentre rie1 
iiostro procediinento primitivo ne1 caso della geoinetiia riemanniana i vettori 
della serie (32) non dovevano essere necessariaineiite ortogonali frn loro. 

(j 6. Poiché ne1 caso geiierale il tensore di RIWI non è simmetrico, il 
vettore a, definito dall' equazione 

è diverso da1 vettore mi determiiiato con l'equazione (30). Sorge l a  questioiie 
se esiste una interpretazione analoga per il vettore z,? Otterremo la  cercata 
interpretazione daiido un significato geonietrico del bivettore W,, perche 

Per  tale scopo consideriaino, insieine con i bjvettori coiitrovarianti (36), la  
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corrisponden te serie dei bivettori covar im ti 

i i 1 

(52) Bzm =v[zvrnl. 

Spostiaino ciascuno dei bivettori (52) pseudoparailelamente lungo il contoriio 
Y

del parallelogramma del coriispondente bivettore (36). L'incremento DB,, 
relativo a questo spostameiito ciclico è 

i j 

(53) D B , ~=- R A ~ ~ ~ B , . , B ' ~R n ; i i , . ~ ~ m-
Y i 

Somrnando tutti questi increnienti otteniamo 

Se adesso 10 stesso procedimento, che abbiamo applicato prendendo il vet-
tore vR corne punto di partenza, 10 applichiamo prendendo uno qualuiique 

1 

dei vettori 9 corne punto di partenza, otterremo il risultato 
i 

(non sommare riapetto a j ! ) .  
L a  somma geometrica di tutti i bivettori in ta1 modo ottenuti è uguale a 

(!on questo abbianio ottenuto il significato geoinetrico del bivettore W i k .  
Il  procedimento citato noii dipeiid'e dalla scelta dei vettori (32). Esseiiziale 15 
solo questo, che il sisteina (34) sia reciproco rispetto al sistema (32). 

'Nello stesso tempo 10 stesso procedimento ci fornisce uii significato geo- 
metrico per il bivettore Vik nei casi in cui N,s si annulla identicamente, cioè 
quando è soddisfatta l'equazioiie (19). In particolare questo h a  liiogo per 
tutte le connessioni affini. 

('3) Loo. cit. (z), p. 84. 
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Method of iiitegratioii of equatioiis with pii;rtial derivatives 
of the second order with 2 depeudent, ajnd 2 iiidepeiiiteiit 
variables. 

By M. KOURENSKY(a Kieff). 

1. Let i t  be given for integration a system of equatioiis of the second 
order with 2 depeiiderit variables z, , z ,  and 2 iiidependeiit xi,x,: 

where is designnted 

Let us add to the system (1) such a 3rd equation 

(2) '(XI 7 x2; zi 7 z , 2 ;  pii, PZ'; PI', pz2; ~ 1 1 ' 7  pi2 i 
7 pz2i 

) PI,'>pI2'> p2z2) =Co1]st-7 

that the systein (1)-(2)be compatible. For this, designating 

we obtaiii that al1 the determinants of the Gth order of niatrix 

1 '  z * 0 FI1 

$t' Y I 2 '  f .2'  0 p,l 21 

i 2 2 0 5,"
2 2 2 

O PiiiPiSiPz,' O 
1 1 1 

O Pi,'PIZiP,,' O 
2 2 2 

O PliiPIZi OPZZL 
3 3 3 

are iiull. 
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294 M. KOURENSKY: Method of integratiorz of equations with partial derivatives 

This matrix, as it is shown in my former papers ('), may be obtained by 
means of slight generalizatioii of the investigations of E. von WEBER(2). 

If one of the determinants, A, of the 5th order of this matrix, is different 
froin nought, then, in order that al1 the determinants of the 6th order be 
equnl to null, i t  is necessary and sufficient to make null the 4 determinstiits, 
obtsiried from the addition of one of the remninings horizontal liiies and one 
af the 4 remainings columiis to the elements of the determinant A.  

Let us cancel the first horizontal line aiid the 1, 7, 8, 9 columns. By 
such means we obtain a deterininant of the 5th order A,,,,; when he is not 
equal to null, this brings us to limitntions 

where is designated 

Thus we obtain n system of 4 non liiiear eqiiations of the first order 
with one uiiknown function CD: 

where is 

(1) M. KOURENSKY, l'intégration des équations dif. aux: dérivées partielles avecSur 
plusieuvs variables dépendantes (n Memoires de la Cl. Php-Math., Academie des Sc. de 
1' Ukraine », t. V, livre 3, 1927, pp. 79-92); Die Grundformeln zur Imtegration der Gleichungen 
mit partiellen Ableitumgen 1. und 2. Ordlzung mit mehreren abhandigen und unabhandiyen 
Variablen ( C  Sitaungsberichte der M.-N.-Ar. Section Sewcenko Gesellsch. *, Lemberg, 1929). 

(') E. VON WEBER,a Natheru. Annalen n, Bd. 40, 1897; ss. 544-550. 
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of the secolzd order with 2 dependent a n d  2 indipewdent  vctriables 295 

so, that 

Having found the particular iiitegral @,= C, of this system (in the case, 
certaiiily, if this systein caii be iiitegrated, so that the POISSON-JA~OBI'Scon-
ditions be sntisfied for ench pair of these 4 equations (5))) we shall have a 
system of 3 equations 

F, = O ;  F,=O; @, = Ci, 

compatible between tlieinselves. If 0,=.Cs iiieaiis some other particulr~r 
iiitegral of the systein (5), theii the systeni of three eqiiatioiis 

F , = O ;  % = O ;  @,=C2 

will, nlso, be compatible. The iiitegrds @,-= Ci, @, = C, are obliged to sntisfy . 

the systsin (5'). 
The compatibility of the systein of 4 eq~iatioiis 

is verified by the coiiditioiis of compatibility for each of the two systeins: 

Assume, that we have found such 4 iiitegrals of the systeni (5): 

@,=ci ;... @ , = C , ,  

which make, together with the giveii system Fi =O, F2= O, a compatible 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



system of 6 equatioiis, then the derivatives &, obtaiiied froin these 6 equit-
tioiis, satisfy the identitg 

( i ,j, h, k =  1, 2) 

(any 3 equations of al1 the 6 equations 

F i - O ;- q = 0 ;  @ , = C i ;  ... @,= C4 

will be compatible). 
Then, we coine to the deterinination of the uiiknowii fuiictions z , ,  z,  by 

meaiis of quadratures of the equatioiis 

(i, h= 1, 2). 

2. Let us show, how the ii-itegration of the system of non liiiear equa- 
tioiis (5) caii be biought to t,he iiitegratioii of the system of liiiear equations 
of first order witli oiie dependeiit variable @. 

Let us iri trocluce the sigiiificatioiis 

Tlieri the systeiii (5) mil1 be as follows: 

By usiiig the significations of the fornî 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



of the second order mith 2 dependent a.nd 2 indepemded variables 297 

so that i t  will be 
D.k , ?  --D.?.'! . h? 0 

3 %i*s 72 1 2 a ~ i 1 a- !,lasi+a =-Do.' 
froin the last relatioii (6), fronl the first, the last and the 3rd of the -middle 
tnembers of the equatioils (7), mTe shall obtaiii the following system of liriear 
equations of the l rS t  order, equivalent to the systein (5) :  

a@ aa, a@
D22122' +1D22222i + (D22'41' +~ D ~ z ~ v L ' )i + 

3 ~ 2 2  

The first and the secoiid of these equations will be dependellt 011 one 
a n  other, if 

DI, 
2 ,, i - ~DiI11l2 --D,,i,,l+ID,,i, ,l  -- +m i 2 2 2 *  
1 1 -

D i ~ i ~ ~ l  I'22 II + P ~ ~ I ~ ~D22~11~~ ~ DleiqZ(+@<i222i' 
Annali di Matematica, Serie IV,'Porno VIII. 

38 
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298 X. KOURENSKY: Method of integration. o f  equations w i t h  part ial  derivatives 

the last of tliese equirtioiis wits obtaiiied because of the ideiitity 

When we determiiie A aiid p from the eqiiatioiis (9), theii, oii the basis 
of the 1'" of the limitatioiis (4), we shall satisfy oiily the equation 

The second equatioii for A aiid p we shdl draw up so, that we can 
simplify as inuch as possible the system (8): 

011 the basis of the equatioii (11) aiid the identity 

D222,1iDz2i12i i-D22P121 50,+D12i222D22i,11 D12i11i 
the first equatioiî of our systein will chauge as f'ollows: 

011accouiit of this, i f  

then the integl-ation of  the systenl (5) comes to the integration of the system 
of 5 linea?. equations o f  the IT"ool.dey wi th  one zcnknown fu?zctzon @: 
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of the s e c o ~ d  order wi th  2 dependerzt arzd 2 ilzdepelzderzt variables 299 

but if 

then the systetn (12)  is substitudet b y  the system ortly of the 4 lnst eqzraliom. 
If we take another, not equal to null, determinant A of the 5th order, 

then we shall come to one or two limitations, differerit from the linlitations (4). 

3. I n  a particular case, when we have a n  equatioii of the 2rd order 
with only one fuilctioii z : 

the addition to i t  of the equation 

brings to the conditions of compatibility under the form of the equality to 
nul1 of 2 determinants of the 4th order of the matrix 

I t  represent n particular case of the matrice (3). The limitations (4) are sub-
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300 M. KOURENSKY: Methodiof iwtegration. of equatiows with partial clerivatives 

stituted by the f'ollowiiig : 

if we chose a iniiior of tlie 3ra order not equal to null, cai.icelliiig 
the 2rdhorizontal line aiid the lrst, 5th coluniii. Adding to A,,' one of the 
horizoiîtal liries, which is left, and oiie of the lrst,5th column, we obtain a 
kiiowii systeni of the two equatioiis with one uiiknowii f~inction @; it will be 
the particular case of the system (5). 

Determiiiiiig A froni the square equatioii 

we coiiîe to tlie iiitegrtitioii of the system of 2 liiieai. eqaatioiis 

by which I replace (*)  the kiiowri system (') of the forin 

The above stated iiiethod of iiitegratioii of t,he systein (1) represerits, 
thus, a geiieralization of the I)AILI~OUX'Sinethod of iiitegratioii of the eqiia- 
tion (13), stated i n  cours of A. R. FOIISYTII. 

(') AL- KOCRENSKP, méthode d'intégrntiolz de I' équation aux dérivées partielles SUI' la 
du second ordre avec ulze seule fonction incowtue et deux variables indépendantes. (. Rendi-

' 

conti della R. Aecad. Naz. dei Iiincei », vol. X, 1920, pp. 148-154). 
(") A. R. PORSYTH,the or^, of differ. equations, vol. VI ,  Cambridgv, 1906, pp. 314.317. 
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Ueber die Doppe1t:imgten eiiier ebeneii Kurve 
vierter Orclnuiig, iiibesoiidere iiber deii Aroiiholdscheli Sate. 

von E. B~DEWIG( K i h  a. Rh., Germania). 

In den Berliner Moiiatsberichten von 1864 gab Aroiihold iiber die Dop- 
peltangeiiten eiiier ebeiieii C, zwei berüliinte Satze bekaniit, die seit dieser 
Zeit seineii Nameii tragei~. Iiisbesondere eiithalt der zweite Satz - dass (mit 
eiiier gewisseii Eiiischraiikung) siebeii beliebige Geradeii imiiier als eiii System 
voii 7 Doppeltaiigeiiten eiiier C, aiifgefasst werdeii koiiiieii, aus deiieri man 
die übrigen 21 Doppeltaiigenten rational fiiideii Bniiii - eiiie der schoiisten 
Aiifgaben der gaiizeii Geoinetrie. Die Aroiiholdsctieii Beweise dieser beideii 
Satze giiigeii uiiveraiidert i i i  alle syatereri Lehrbüclier iiber. Ersl Stixdy hatte 
staike Bedenken gegeii den zweiten clieser Sat,ze. Worauf sicli seine Vermutung 
stützte, ist mir iiicht bekannt. Jedeiifdls veraiilasste er  inich iioch kurz vor 
seiiiem Tode, niich mit deni Problein zu beschaftigcn. Zii iiieiiien~ eigenen 
Erstaunen faiid ich seine Verniutixng bestatigt. Es ist mir daher eine Pflicht 
der Dankbarkeit, diese Arbeit dein Andeiikeii meines hochverelirteii Lelirers 
zu widmen. 

Die Dai~stelluiig beiiutzt diirctigiiiigig die syiiibolisclie Methode, die ja 
auch den Arbeitxri Studys und Aroiiholds am nachsteii koiiiiiit. Gleichzeitig 
erhalteri d:idurcli die Resultate eine gefiilligere und syininetrische Forin. Die 
Theorie der Doppeltaiigeiiten wiirde iioctiiiial von Aiifaiig ai l  behaiidelt, jedoch 
nur dort, wo sich Abkürzungen gegeiiüber der üblichen Darstelluiig ergaben. 
Zugrunde gelegt wurde der Gedankerignng, wie ihii Weber i i i  seiiieni Lehrbuch 
eiitwickelt, da dieser bei dein Problem selbst bleibt iind iiicht mit Dingen, 
wie Flachen dritter Ordiiung, arbeitet, die deiii Problein in1 Aiifttiige fremd 
siiid. Doch koiiiite die Webersche Dnrstellung iii zwei Punkteii wesentlich 
abgekürzt uiid durch das Ausscheideii von frenldeii Elemeiiteii natürlicher 
gestaltet werdeii, namlich ail den Stellen (11)-(13)des Textes, wo es sich um 
die Gradbestiinmung der die Berühruiigspuiikte ausschiieideiiden Kurve haiidelt, 
und bei den syzygetischeii Tripelii. Bei dem Aronholdsclien Satz selhst fiiiden 
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302 E. BODEWI~:  einer ebemen Kzcrve Ueber die Doppeltangenten 

sich in (23) zwei Ausdrücke für die h sowie die Beziehuiig (24), die bei Weher 
fehlen und die doch das Gniize so sehr vereiiifachen. Dadurch blgt (25a) 
und (26a) auf einfache Weise, wahrend bei Aroiihold wieder unîstandliche 
Rechnungeri iiotig siiid. Aehnlich (33) uiid (33n). Gleichuiig (42) und (43) führeii 
daim das Problem zu Ende. Es ergibt sich, dass f i i l .  den zweiten Satz die 
Aj-onholtlsche Bedingung allein nicht ausv&ht, sondelqn dass noclz eine 
weitevs Bedingung hinzutveten muss. 

Die Berechnung der Zahl der Doppeltangenten. 

Die Kurve sei (ax)' =O .  Setze icli 5 + i.7 anstelle von x, so ist 

Icb nehme iiuii an, die beiden ersten Glieder in obigeni Ausdruck verschwanden, 
d. h. es sei 

(1) (nS)'=O: d. h. 5 sei ein Kurvenpunkt 

(2) (nEJ3(ny)=0 :  d. h. y liege auf der Tangente iii 6. 
Es bleibt deinnach für die wei teren Schiiittpuiikte der Taiigeiite mit der 
Kurve die Gleichung übrig : 

Sol1 die Taiigeiite Doppeltangente seiii, so miiss die Diskrimiiiaiite 

(Die Gradzahlen 2 und 6 in 5 und y siiid darüberg-esetzt wordeii). Diese 
Gleichung sol1 umgewitndelt werden in eiiie Gleichuiig i n  5 allein. 

Für q gilt nun Gleichung (2); man kann nlso setzen 

(vu) = (aO3(aku) ideritisch iii u, 

wobei k unbestimmt ist. Geometrisch heiset dieu: Mali wahlt deiijenigeii 
Punkt q nus, in welchem die Tangente in 6 von der Geradeii (hx)  = O 
geschnitten wird; k ist wie gesagt willkürlich, unterliegt aber doch der 
Beschrankung, dass 

(4) (kS)*O7 

d. 11. h darf nicht durch unseren Kurveiipunkt 5 gehen, da soiist 5 mit y 
zusainmenfiele. 

Tragt man obigen Ausdruck für in die Diskiiminante ein, so erhalt rnnn 
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303 vierter Ordrmng, inbesorzclere iiber den Aronholdschen Satz 

d. h. mail erhhlt eirie Fuiiktion, die in 5 voin Grade 20 und in k von1 
Grade 6 ist. Das Verschwiiiden voii D ist die notwendige uiid hiiireichende 
Bedirigung daftîr, dass 5 der Bertîhrimgspuiikt eiiier Doppeltaiigeiite ist. Aus- 
serdein muss aber noch ( A S )+O. Verstehe ich nuil uiiter 5 eiiieii der vier 
Schiiittpunkte von k mit der Kiirve, so folgt 5 =y,  da ja y der Schiiittpiiukt 
von k init der Tangente in [ ist. Wegeii [=q wird daiiii A ( [ ,  5) =0, da 5 
ailf der Kurve liegt. Detunach ist riuch für die unigeformte Diskrimiiiti.iite 
L)(S ,  k) =O, d. h. die Kurve 20. Grades D(x, h) = O  lauft für die k durch 
die vier Schiiittpuiikte von k mit der Kurve. Diese vier Schiiittp~iiikte sind 
uiiserenl Problem freind, sie müsseii daher eliminiert werden. 

Rlaii iiiinrnt dazu statt y eiiieii aiidereii Punkt Z; der Tltiigeiit,e, deil inan 
etwa durcti die Gerade m mit der Gleichuiig (MX)= O auf der T:tiigeiite 
(aQ3(ax)=0 ttusschneidet. Daiiii ist also (Cu)z (a[)3(amu)identisch ii i  u. 
DiInn sucht de11 Wert, den jetzt die Diskiimiiiante A([, 5)  annimint. Da 5 aut' 
der Tangente liegt, so gibt es gewisse Zt~hleiih, p, so dass < = A t  -1- pq. 
Wegeii (ai)' =(a5)3((ny) =O geheii jetzt die iii der Diskrimiiiante A auftretenden 
Aiisdrüoke iii folgeiide Werte über : 

iiattirlich iiui., meiiii 5 ein Kurveiipuiikt uiid q und 5 Punkte der Taiigente 
in 5 siiid. Für diese TVerte voii 5 nrid q ist demnach A(5, y) eiiie Kovariaiite 
vom Gewichte 6 gegenüber Tr:i.iisformatioiieti der Forni {' =6, y' =A{ + pq. 
Fühit  nian statt und 5 die Grôssen k und m e h ,  so geht jedesiiial die 
Diskrimiiiante A i n  die zugehorige D übes, so dass auch 

Man darf vermuteii, dass, weiiii inail diirch die sechste Poteiiz eiiies Liiie- 
arausdruckes in 7?t dividiert, maii eiiien voii 111 freien Ausdi.uck erhalt. Es 
haiidelt sich zuniichst daruni, die Grosse p nus k und ni ulleiu s u  beslir~lmeu. 
Nuil ist 

(ni&)=A(m5)+p(mr))=O 

(kS)= (aQ3(amh)=A(kS), da (kq)=O 

(mq)= (aQ3(akm)=-w5). 
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Jetzt ist also 
p(11hy)=- h(.nzE)=-Ay(kg), d. h. 

P = (mS):(kS).
Demnach ist 

(8) D(k, m):( 1 W  =D(E, k): (kQ6, 
d. h. der Ausdruck 

(9) D(5,nz):(n~[)~ist von nh unabhangig. 

Da die Beziehuilg (8) tur alle Kurvenpiirikte 5 gilt, so eiithalt die Kurve 26. 
Grades 

(10) . - D(s,  111) - - D(x, k) =O(111~)~  

die C, als Teilkurve. Es ist deniiiach 

Wir wolleii deil BSW der Fuiiktioii f iiiiher bestiinmeii. Ili ( I l )  steht links 
eiiie Zerleguiig iiaoh deni Modul (kx)', (~~tx)'. f lasse bei der Aiigeiioinineii, 
Zerlegung eiiieii Rest IZ, so müsste K . ( u ~ ) ~= O modd ( h ~ ) ~ ,  (înx)'. Mari zerlege 
i i i i i i  modd (hx), (mx).  Siiid (ka)  =O, (wx)=O so gemriihlt, dass sie sich 
iiicht auf der C, schiieiden, so bleibt aiich bei dieser Zerleguiig ein Rest Y, 

der mit R multipliziert E I Z  (~1s)~ Deiniiach ist R =0.O inodd ( l ~ x ) ~ ,  ware. 
Ich setze daheï 

f, hat nuii i i i  k cleii Grad N1111, da ja f in k deii Grnd 6 hat;  aliiilich f , .  
Wir schreibeii dalier besser 

22 6 6 16 6 16 6 

(12) f(x,k, 2 1 1 )  =(lzx)~-f;x, nt) -(111x)'- f,(x, k). 

Setzeii wir dies iii ( I l )  eiii, so erlialteii wir 

Es ist demuach die I<latnmer liiiks durcli (ma)Vei lbar ,  diejeiiige rechts 
durch (km)G. Die Qiiotieriteii koiineii si.ber iiicht melir voii k bzw. rzb abhan-
geii, da ja die Klammeïii i r i  1 1 1  bzw. k jedesinal iiur dei1 Qrad 6 haben: 

Also ist 
20 6 16 6 14 

D(x, m)- ( ( 1 ~ ) ' 4 f , ( ~ ,  ( M X ) ~111) = F ( s )
(13) 

D(x ,  k) -( n ~ ) ~ .  F(x).f2(s,  k) =( k ~ ) ~  

Diese ganze Funktion F(x),die von heinem Pa?.amete?* mehr nblzangt, ver-
schwindet uun ebenfalls für alle Bet+ühru?zgspu?~kte del- Doppeltangenten, 
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wie sich jit aus jeder der beideii Gleichiiiigen (13) ergibt. Briiige ich sie also 
mit der C, zum Schnitt, so erhalte ich die Hochst.zah1 der Berühruiigspiiiikte 
der Doppeltangeiiten, namlich 56. Denîiiach ist die Hochstzahl der Doppel- 
tangenten selbst gleich 28. Da es aiidererseits Kurveii gibt, wie die Kleiiische 
Kurve, welche wirklich 28 Doppeltangenten habeii, so hat jede C, 28 Dop-
pelta?&gente?t. 

Die Steinerschen Komplexe. 

Sei t ,  eiiie Doppeltaiigente (kurz: DT) .  Daiin lasst sich zerlegeii: 

Da aber die C , ,  mit t ,  zum Schnitt gebracht, zwei Doppelpunkte ergibt, so 
muss ( U X ) ~zerfalleii in eiii Quadrat: 

(ax)' = ( I , x ) (Ax)~-- [ ( B x ) ~ ] ~ .  
Setzt mail jedoch 

( A w ) ~+ 2(h~)(Blw;)~ =-1- ( A x ) ~ ( ~ , x )  

+ ( W t 1 x )  =(BAx)', 

wo (Ax)cine beliebige Linearfornz ist, so gilt auch jetzt noch die Gleichung: 

u, sei eiiie zweite DT. Ihre Berühriiiigspiiiikte seien p uiid q. (Ax)sol1 jelzt 
so gewàhlt werdeii, dass (BXx)*= O  durch p und q Iaute, so dass demnach 

Bilde ich jetzt die Tangeiite in p :  

so sieht IURLI, dass diese Taiigeiite u, auch Tangente voii ( A , . X ) ~= O ist, uiid 
zwar in p und q, dass sie also D T  ist. ( A k x ) 3zerfallt daher in (u,x)(Cs) ' .  
(Dabei muss ( t , p )+ O ,  da sonst C, eiiien Doppelpunkt hatte). Wir habeii also 
jetzt : 

(nx)" (t,x)(u,x)( Cx)" [(Bw)~]'.  
Setzt man 

(BxY + P ( ~ , x ) ( u ~ x )  =( B,x)' 
(Cx)' + 2p(Bx)' + p2(tix)(u,x)= (CPx)', 

so ist auch daan noch 

Anlaali d i  Matematica, Serie IV,Tomo VIII. 
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Bestiinmeii wir y so, dass (C,a)' zerfallt, so erhnlteii wir eiiie Gleicliuirg von1 
Grade 5 i i i  p. Daiiacli habeii wir die Zerleguiigeri Wr 

Daraus ergibt sich auf die bei Weber-Fricke beschriebeiie Weise schlieslich 
die Darstellurig 

Schiieidet maii die C, mit 1, oder u h ,  so folgt aus (14), dass maii jedesnial zwei 
Doppelpunkte erhalt, d. h. aiich die th und uk siiid DT. Aufjedenl (Bkx)'=O 
liegeii deniiiach die 8 Berührungspunkte von 4 DT:t , ,  u , ,  t k ,  u h .  Ein solches 
System von 6 DT-Paaren lieisst ein Steiiierscher Koiiiplex. In Verbiirdung 
mit (15) folgt iii bekaiiriter Weise, dass die Berühi-uiigspuiikte je zweier Paare 
eiiies Steinerscheii Komplexes auf eiiiem Kegelschiiitt liegeii. 

Syzygetische Tripel. 

Dar:ius ergibt sich auf bekaiiiite Weise der Begriff des syxygeiisclieii 
uiid azygetischeii Tripels. Eiii syzygetisclies Tripe1 liegt immer vor, wenii 
aus einem Steiiierscheil Komplex eiii Patir uiid iiocli eiiie DI' herausgegriffeii 
wird. Es fragt sich, ob dies die eiiizige Art dieser Tripel ist, oder ob auch 
eiii Tripel, das drei veischiedenen Patireii eiiies Steiiierscheii Komplexes 
angehort, syzygetisch sein kaiiri. Wir wahlen dazu d m  Tripel (t,x), (t'x), (t,x). 
Aus der Darstelluiig 

(nx)'=4(t,x)(u,x)(t,x)(u,x)- [(t,x)(u,x)+ ( tex)  u,x) - (t3x)(u3x)]' 

ergibt sich, dass die Berühruiigspuiikte voit t , ,  t9 ,  u, auf dein Kegelschiiitt 

(t,x)(u,x)+ (t,x)(u,x) - (l,s)(u3x)=O, 

die Berührungspuiikte voii t , ,  1, allein also aiif dem Büschel 

wo h eiii Paranleter ist, liegeii. Aehrilich liegeii die Berührungspuiikte von 
t,, t, auf 

(t,x)(u,x) + (t,s)(u,r;) - (t,x)(u,x)+ ~ ( w ) ( t , x )=0. 
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Da aber beide Büschel kein Element gemeiiisam habeii, liegeii die Berührungs- 
puiikte von t , ,  t Z 7 t3 iiicht auf einem Kegelschnitt. Das Tripe1 ist also 
azyge tisch. 

Daraus folgt, wiederuni auf bekaiinte Weise, die Existenz der Arorihold'scheii 
Systeme. 

Wir kommeii daiin zu uiiseretp Hauptteil: dem Aronholdscheii Satz. 

Der Aronholdsche Satz. 
Es sei 

(16) ti7 12, t3, t,, 157 t, ,  4 
ein beliebiges Aroiiholdsches sirstem. Da jedes aus ihm bildbare Tripe1 
azygetisch ist, so laufeii keiiie drei dieser Tangeriten durch eiiieii Punkt, d. h. 
jede aus diesen Grüssen gebildete Detevrninante ist v o n  Nul1 vevschieden. 

Wir nehmen RUS (16) der Reihe iiach die Dl '  t ,  bzw. t, bzw. t3 heraus 
und bilden für die übrigen DTjedesmal den zugehorigeii Steinerschen Koniplex, 
in dem sie enthalteii sind. Nach bekaiinten Resultaten bekommen wir so, 
wenn wir statt t i  nur i, statt u, nur i' setzen, die Komplexe: 

Dabei bedeutet a. B. u,, die in dem durch die Heraushebung von 2 ent- 
steheiiden Komplex mit 5 gepaarte DT. Aus (17) folgt noch itls weiterer 
Komplex : 

(18) l7 1' 27 2' 3, 3' .... 
der mit jedem Komplex aus (17) ein syzygetisclies Paar bildet uiid demnach 
keine der vier DY' 4, 5, 6, 7 enthiilt. 

Unser Ziel ist, die DT 1', 2', 3' als Funkfionen der 1, 
2,.3 anzngeben. 

Für unsere C, habeii wir die Darstelluiigeii: 
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denn auch letzteres Quadrupel ist syzygetisch. Dabei bedeuten: 

Aus der ersten und letzten Darstellung in (19) folgt: 

d .  h., da iiur iii einem der beiden Faktoreii der rechten Seite( 2 x ) ( 3 ' ~ )  
erithalteii kt, 

(fi%)" (kx)'=2A(2xX3'a) 

A[(f,n)'+ = - (4z)(ulix)l.2 [ ( 3 ~ ) ( 2 ' ~ )  
Darnus folgt 

A(f,x)'=A2(2x)(3'x)+ ( 3 ~ ) ( 2 ' x )- ( ~ x ) ( u , , x ) .  

Setzeii wis für ( f , ~ ) ~  den Index 1 hiiizuseitieii Wert aus (20) uiid fügen zu A 
(da wir spater zyklisch weiter gehen), so k t  

( ~ x ) ( u , , x )  $2 '~ )  A , [ - ( 1  xXI'S).+( 2 ~ ) ( 2 ' ~ )+ (3xX3'x)l+ 1; ( 2 ~ ) ( 3 ' x )=(3%) -

(21) ( ~ x ) ( u , , x )  -A,[- t (3x)(3'x)+(1x)(l 'x) ]  + 1: (3%X 1's)=(lx)(3'a) (2x)(2'x) 
(4x)(u4,x)=(2x)(1'x)- A,[- (3x)(3'x)+ ( 1 x)( l'x) + (2xX2'x)l-I-1: (1x)(2'x). 

Setzeii wir iii den beiden leteten Gleichungeii x=41,  inultipliziereii sie 
mit A ,  bzw. A, und addieren, so erhnlten wis, da 1 ,  l', 4 azygetisch sind, 
ihre Determinmite also nicht verschwiiidet: 

Durch Produktbilduiig folgt ()\,h,A,)?=1, also A,A,A, ==!= 1 .  Also ist 

Dabei gelten gleichzeitig die oberen oder uriteren Vorzeicheii, worüber 
vorlaufig noch Urik1;~rheit herrscht. 

Setxeii wir in deil beiden leteten Gleioliungen (21) nunmehr a =41', so 
folgt riach Multiplikation mit 1, und A, und Division durch (141'): 
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und wieder A,A,X, =dz 1, also 

(22a) A, =qz(1'2'4):(1'3'4), A, =7(2'3'4):(2'1'4), l3= r ~ :(3'1'4):(3'2'4). 

Dabei gelten in (22) urid (22a) gleichzeitig die Minuszeicheii oder Pluszeichen. 
Setze ich, um die Vorzeichen der h zu bestiinmen, iii (21,) wieder x =41' 
und ersetze 1, durch seine11 Wert aus (221, so erhalte ich 

Nimint inan in der Kiammer das Minuszeichen, so ergibt sich die Klammer 
nls (241')(314), d. h. es ist 

(3'41')(241fX314)=(2 14)(241f)(2'4 1'). 

DA aber nach (22) und (22a) (lr2'4):(1'3'4)= ( 1  34):(124), so ist auch die vor-
hergehende Gleichung richtig, also auch das mgenorninene Miriuszeichen. 
Es gelteii demiiach in (22) und (22a) die uiiteren Vorzeicheii: 

A, =(413):(412)= (41'2'):(41'3') 

(23) 1,=(42 1):(423) = (42'3') :(42'lt), A,h,h, =-1 

A, =(432): (431) = (43'1'): (43'2'). 

Vermoge 'der hieraus bildbaren Gleichungen (413)(4113') -(412)(41t2')=O usw. 
folgt 

(24) (412)(41'2')= (423)(42'3')=(431x43'1') =k. -

Rei Verweiidung der zwischen vier Geraden der Ebeiie besteheriden Iden- 
titat (oder, was dasselbe ist, bei Verwenduiig von Dreieckskoordinateii) erhalt 
man nun die beiden Gleichungen: 

(423) (431) (412)(4%)=-- ( l x )t-7-( 2 ~ )+ -- (3x1
(123) (231) (312) 

Vormoge (24) gehen aber diese Darstellungen über in: 
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Aus (23) schliesseii wir feriier,' weil (421) -A,(423) = O usw. : 

(Aa) = (lx)- A,(3x)=0, (2x)=0, (4%)= O lttufen durch eiiien Punkt 
(28) (Bs) s (2s)- A,(lx) =0, ( 3 ~ )=0, ( 4 ~ )=O D w BD 

( C X ) = ( ~ L E ) - ~ , ( ~ X ) = ~ ,(Ix)=O, (4x)=O w a2 w 

sowie 
(A'S)=( l 'a)  -A,(~'x)=0, ( 3 ' ~ )== 0, ( 4 ~ )=0 p D D 2 

(29) (Brx)=(2'x)-hi(3'x)=0, (l'x)=O, (4x)=O 3 D D w 

(C'x) = (3'x)-A,( 1'a)=O, @'a)=0, (4x)=O D B w w 

Dabei ist ABC bzw. A'B'G' dfts Diagonaldreieck des Vierseits 1234 baw. 1'2'3'4. 
Aus (29) folgt, dass es Zahleii p., , p, gibt, für die 

(29a) (Ax)z (1x)-X2(3x)= p.,(2x)+ p,(4x). 

Setzt man x =34 bzw. 32, so erhàlt man hieraus und nus deii entsprechen- 
den Beziehungen : 

pi = 
(30) p2=hi-4 Pi  =V i -

p3=hp-l 
Aelinlicli ist 

(A'x) G (1's) - ~, ( 'L 'x )  = p,'(3'~)+p,'(4x) 
USW. wo 

pir= p3= 
(304 p2'=p, =A,-' p/ =v i l .  

Ferrier ist noch wegeri (25a), (26a), (27) und (24) 

Dividiere jch jetzt die Gleichungen (21) der Reihe nach durch A , ,  A, ,  A, und 
addiere, so erhalte ich 

Nun ist aber nach (29a) und (30): 
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Setzt inan dies und die ahnlicheii Resultate in obige Gleichung eiii, so folgt: 

Setzt inan die linke Seite dieser Gleichuog gleich Null, so erhalt inan 
nach (26a) die Gerade (4x) =0. -

Dividiert man die Gleichung (21,) durch A , ,  die zweite durch A, und 
addiert, so folgt 

-(4x)[v,(11x)+v,(2'x) +v3(3'x)+(u,,x) :A,] =-v3(3'x)(4x)-v,'(3x)(4x), 

also 
( u , , ~ ) :A l  =-v,(~'x)-v,(~'x)+v ~ ' ( ~ x )  

(33) (u,,x):X, =-v3(3'x)-v,(tlx)-i-vz1(2x) 

( U ~ ~ X ) := vt(lrx)-v2(2'x)+- ~ 3 ) ( 3 ~ ) .A, -

Durch Addition erhalt inaii hieraus und aus (32): 

was übereinstimmt mit (25a), (26a). Daher lassen sich die Gleichuiigen (33) . 
auch in die Forin kleideii: 

Wie m a n  sieht, i s t  die Konstruktion dep. Doppeltangenten irus einejrz 
A~~onholdschenSys tem fefstzg, w e n n  wi?.die Taligetiten l', 2', 3' k e n n e ~ t: 
Denii z. B. ist nacli (26a) v2(2'x) +v3(3'x)= O  die,jeeige Gerade, welche 
deri Punkt 41' mit dem Purikte 2'3' verbindet. Ihr Schiiittpuiikt mit 1 ist 
riach (33) eiii Puiikt voii u,, . Eirien aiidereii Putikt von ?6,, erhalte ich 
riach (33n),  weiiii ich die, die Punkte 41 uiid 23 verbiiidciide Gentde ztim 
Schiiitt bringe mit 1'. -

Es handelt sich nlso jetzt d a w m  die Iàngelztets l', 2', 3 nu.! dem 
.Aronholdschen System zu finden. 

Iii (26a) hatteii wir eine Darstellung der Geraderi 4 durch l', 2', 3'. Drei 
entsprecheiide Darstelluugen erhalten wir für 5, 6, 7. Iiifolgedessen bekomineii 
wir auch noch drei weitere Wertsysteme der Art wie v , ,  v, ,  v,, die wir 
daher ii~sgesamt init v,,, v,, , v,,; v,, , v,, , v,, ,..., v,, bezeichiien. Daher 
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haben wir jetzt : 
v4(4x;)=v,, ( l'x) +-v4,(2'x)i v4,(3'x) 

Diese vier Gleichungeii siiid voneinaiider abharigig, also verschwindet ihre 
De termiiian te : 

Andererseits haben wir aber die zwischeii vier Geraden der Ebene bestehende 
Identitat (1) : 

(37) (567)(4x)- (674)(5x) t (745)(6.a)- (456)(7x)5 O. 

Daher sind die v, bis auf einen Fwktor g durch die Gleichuiigen bestiinmt: 

Danach drücken sic11 die l', 2', 3' folgeiiderniassen durch die 4, 5, 6 aiis: 

Aehriliche Darstellungen erhalteii a i r ,  wenn irgeiid eine aiidere aus 4, 5, 6, 7 
herausgegriffene Basis verweiidet wird. 

Die einzelneii Determiiianten sollen iiun genauer untersucht werden. 
Nach (26a) ist: 

(l)Vgl. etwa WEITZENBOCK,Invaviantentheorie, 1923, Groningen, $ 19. 
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(nach der schoii bei (37) verweiideteii Ideiititat). Eiitsprecheiid ist: 

v43vse - v,,v,, =(123)3(461):(631)(431)(612)(412)usw. 

(41) (v4,v5~v,~)= ',1('5z'63 - '53'62) +v40(v53v61- '5iv63) +v43(v5iv02- ~ 5 4 ~ 6 i )  

=(123)4[(651)(523)(623)(431)(4i2)-t(652)(531)(631)(412)(423)+ 
+(653)(512)(612)(423)(431)]:(4 12)(423)(431)(512)(523) 

(531)(618)(683)(631) 

=(123)4Z456:NdS6. 

Setzt man diese Werte aus (38), (40) und (41) in (39) eiii, so erhalt man als 

erste Gleichung : 

Es handelt sich jetzt darum, die Natur der Koeffizienteii geiiauer zu bestimmen; 
mit Ausnahme der Z sind alles dreireihige Determiiiaiiten, so dass iiur die Z 
in Frage kommeii. Nun ist aber z. B., wenri man daa erste der drei Glieder 
von Z,,, mittels der schoii mehrfach benutzten Identitat umformt: 

Das Veîvschwinden del. eckigen Klurîzn~ev ist aber die. Bedingung dicfü)*, 
dass d ie  6 Geraden 1, 2, ..., 5, 6 au f  einenz Kegelschnitl liegen ('). Behnlich 
m i t  den anderen Z. - Dasselbe Resultat lasst sich nus der Deterniiiiarite 
(v4iv51~6i)auch ohne Symbolik ableiteil: Es ist namlich 

Das Verschwinden der letzteren Determinante bedeutet aber ebenfalls, dass 
die 6 Geraden, 1, ..., 6 auf einem Kegelschnitt liegen (2). -

(') Vgl. STUDY,Einf. in. die Theovie der In.wallanten, p. 66, oder WEITZENBOCK,Inva-
~iantelztheorie,5 13 (4). 

(2) Vgl. den Artikel, Two Theorellzs upon colzjugate Conics, im a Tohoku Diath. J. ., 
Sept. 1929, wo an diese Determinante erinnert wurde. 

Annali di Matematiea, Serie IV ,  'Porno VIII. &O 
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Vet.sclzu~ij~tlet Z,,,, so zeigt (U),dass dtwzn 4, 5,6 drwch einen 
Pu?& lmf 'en .  1st aber Z4,,+0, so kaiiii 1' iiacli (42) niir daiiii etwa mit 4 
zusaiiiiiieiifalleii, wenii 4, 5, 6 durch eiiieii P~iiikt Ii~ufeii. - Liefe scliliesslich 1' 
diircli den Scliiiittp~iiikl von etwa 4 i~iid5, so wiirdeii, mie sicli wiederain 
aus (42) ergibt, it~ich irgeiid drei andere Doppelt;iiigeiiten des Aronlioltischeil 
Systeins diirch eineii Punkt laufen, mas aber der Bediiiguiig des Aroiiholdscheri 
Systeins witlerspiicht. 

Dumit  haben zuiv exalzt den  Aronlzoldsche~l Sa l x  zmd seine Uwkelzrung 
qeWo?lnt?n: 

1. Wei111 voit eiiier allgenieiiieii ebeiieii Kurve vierter Ordiiung eiii 
Aronholdsches Systein von DI' gegebeii ist, daiiii liegen keiiie C; Tarigenteii 
dieses Systeiils auf einem Kegelschiiilt. Deiin dies würde zur Folge haben, 
dass drei :i.sizygetische Tatigeiiteii der Kurve diirch einen Purikt laufeii, was 
der Allgemeiiiheit der Kiirve wideispriiche. Die übrigwi 21 DY' lasseii sich 
aus deiii Aroiiholdscheii Systein rational fiiiden. 

II. Sind 7 Geraden der Ebene gegebeii, voit deiieii keine drei durch 
einen Punkt laufen uiid keine 6 auf eiiiein Kegelschnitt liegeii, so lasseii sich 
diese immer als ein Aroiiholdsches Systeni eiiier Kurve vierter Ordn~ing 
aiiffassen, und es lassen sich aus ihiieii die übrigeii 21 D l '  iiiid die C, selbst 
findeii. 1st hiiigegeii iiur die Rediiigung erfullt, dass keine drei der Geradeii 
des Systems durch eineii Piiiikt laufeii, w&hreiid wohl 6 Geraden des Systeins 
a.iif eiiiein Kegelschiiitt. liegeii, so bilden die 7 Geraden keiri Aroiiholdsches 
Systein eirier Kurve vierter Ordniiiig, da alsdaiiii Gleichung (42) auf der 
liiikeii Seite verschwiiiden wiirde, wahrend ihre rechJe Seite nach Vornus- 
setzung iinnier von NuIl verschieden ist. 

Mit anderii Worten: Damit 7 Gel-aden de?. Ehene ein A?-onl~oldsches 
Systrnz bilden, ist notzuendig u?2d h i w e i c h e ? ~ d ,  dass 1) keine d.r.ei vol1 i hnen  
durch  e inen  P m k t  Iltufen, rrbet. rrtrch 2) daass keiue sechs von ihnen  a u f  
eineîn Kegelscl~nitt  liegen. 
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Piastre rettangolari con iiervature aiiisotïope 
viiicolate s u  due lati. 

Mernoria di GIULIOKRALL(a Ronia). 

Sunto. - Si considera usa  piastva retta.ngolare con nervature costituenti un'ord4tus.a orto- 
gonale anisotropa, poggiata su due lati non. contipi, cirnentata da carichi concentrati. 
Attruuerso opportzme schematizzaviowi si riduce il problema elastico (determdnazione degli 
spostamenti e sforzi) a problemi elementari dell'orditzaria scienza delle costruzioni. 

5 1. Consideriamo una piastsa elastica S, rettangolare, poggiata in condi- 
zioni di viiicolo qualisivogliono su due lnti non contigui, libe'ra sugli altri, 
irrobustita da  nervature ortogoiiali p?.eualenti ne1 senso longitudiiiale della 
portata. 

In un punto generico Q del silo piano mediano 1' e normalmente a questo 
agisce uii carico P. 

Si tratta di determinare spostamenti e sforzi. 
Ln quistione e notevole. Ad essa si riducono infatti tutti i problemi cosi- 

detti di ripartizione dei carichi tra piii strutture (nervature spinte sino ad  
esser travi od archi adirittura) collaboranti per virth di collegamenti trasver- 
sali e piastre ripartitrici. 

5 2. Indichiamo con 21 e 2b i lati della piastsa, coi1 xy due assi ortogo- 
nali coincidenti con quelli di simmetria, dunque tali che, per rispetto ad essi, 
le  rette d'appoggio e di bordo libero sieno le  x=& 1, rispettivamente y=*b. 

Chiameremo infine con le coordinttte del punto & di applicazione del 
carico unitario, con w(xy, Sv) la  corrispondente deformata d i  I'. 

Ci proponiamo di determinarla attsaverso il principio cosidetto della mi- 
nima energin potenziale totale, cui potreino, con plausibile approssiinazioiie, 
attribuire una forma ridotta, tenendo conto delle circostanze geometriche e 
strutturali or  ora specificate. 

Il psoblerrin anttlitico si troverh con cib risolubile mediaiite 1111 artificio 
che si potrebbe dire di separazione delle vttriabili, potendosi far dipendere la 

, determinazione della fuiizioiie da equaziorii difïerenziali ordinarie di tipo noto, 
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familiare ai cultori di teoria dell' elasticith. Ne discenderk tra l 'altro uria no-
tevole estensione del metodo ordiriario delle linee di influeriza. 

Comincinmo dunque a procurarci 1' espressione per  1' energia totale W, 
somma di quelln eliisticn di deformazione E e posizionale U dei cnrichi. 

Coiiverremo di d e s i p a r e  con i, =i,(x)il medio momeiito d' iiierzia Der 
uiiità di lunghezza della. geriericn sezione x =x, con i, = i,(s) il momento, 
sempre per  unith di luiighexza, per ipotesi indipendente d a  y, della y =y. 

Assutito per  brevitfL = 1 il modulo d'elasticith E del materiale, = oo il 

coefficieiite di POISSON (il che é legittimo pei rnateriali porosi, il cemento 
artnato in particolare) tratta,ndosi di un'orditura ortogoride, stvremo con ap-

e, evideiitemeiite, 
u= - to(Sq, tq).  1. 

Per  la  speciwle forma attribuita alla E, nella W =E +  U da reiider mi-
nima poiiinmo 

,o(xy, S r i )  =cp(xSNJ(yrl' 

coi1 : y =rq(xf)fuiizioiie della sol& x, che, soddisfaceiido autoniaticamente alle 
coiidixioiii di viticole, caratterizziamo corne liiiea. elastica, =1 in x= S puiito 
di applicaaioiie dell'unico carico uui essa corrispoiide, di u n a  nervntura 
ideale s di S, di motneiito d'inerzia i = i,; 

$ =t)(yq)fuiizione iticognita., da  determiiiai-e, in coiiformita col nomi- 
nato priiicipio. . 

Per  t ~ l i  posizioni la  W diveiita 

dove 

f ( Q  designando 10 spostameirto Che uii carico 1 applicnto in 5 di s provoca 
rie1 silo seiiso d'azioiie. 
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porge, badaiido che, s u  y =3~b e nul10 moment0 e taglio, dunque derivata 
seconda e terza, 

w,,d'Si 
-4 + M(S)!J=0 Per Y 5Y
d y  

con un salto unitario della S(5) d3+- iii y =q.
dy 

La oorrispondente soluzione si calcola immediatameiite iii modo noto. 
Coiiveriendo di scrivere 

l'indice 5 staiido ad indicare che la S é calcolata per S =  M =  M(5), 
avremo 

w(xy, Sri) =f(~)cp(xOSt;(yrl). 

Derivando due volte rispetto ad x rispettivameiite y otteniamo i momenti 
(per unitk di lunghezzn) secondo x, rispettivnmerite y, 

~ ~ ( L Z E )designmdo 

Se piUi sono i 

poichb, per un noto teorema di reciprocith, oltre R $(YYI)=$(YY) 

DR cui risulta n~anifeuta i'estensione nrinunciata: spostamenti e momenti 
di un punto y d'una generica sezione LZ = x, si possono calcolare con le 
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ordinarie linee di iiifliienea, f (x )y(E, x) rispettivamcnte EX), salve a sosti-
tuire i csrichi effettivi P coi carichi II,, funzioni della sola y. 

In particolare, n titolo d'esernpio illustrativo, considerianlo un carico P 
punto 5 =y =0. 
Posto 

0, = 
Sh 

2b + sin,
2b ' 

risulta per  10 spostamento ed  i momeiiti in x =y = O  

in cui, per  condizioni di libero appoggio, 

Rileveremo, concludeado, che d a  queste relaziorii si traggono notevoli ri- 
sultati pratici. Di cib tratta unn nota di prossiina pubblicazione negli u Annali 
dei Lavori Pubblici a .  
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