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Theorie der Restreihen zweiter Ordnung. 
Von 

Dr. K. WF:IHI:AUCB, 
o. Prof. d .  physik. Giaogr. a. d. Universitit Dorpat 

I n  einer vor langer Zeit erschieneneu iibbandlung iiber die allgemeinste 
Gleiçhurig drs ersten Grades mit vier Unbekannten (S. diese Zeitschrift, 
Bd. XXIL, 1877) habe ich nachgewiesen,' dass die Anzahl der Aufl,5sungen 
einer solchen Gleichung zum Theil von zahlentheoretisch interessanten Aus- 
drücken abhangt, welche gewonnen werden, wenn man die positiven Reste 
der Glieder einer geaissen arithmetischen Iteihe nach einem bestimmten 
Xodul mit dem zugeborigen Index multiplicirt und die Producte addirt. 
An Stelle der a. a .  O. fur  derartige Aggregate gebrauchten Bezeichnung 
,, Restprodiictensumme" scheint mir die Benennung ,,Restreihen zweiter Ord- 
nung" passender. Ich bin damals den Beweis fiir einige Satze bezüglich der 
Restreihen zweiter Ordnnng schnldig gehlieben und will deshalb nun eine kurze, 
vor mehr als einein Jahrzehnt von mir ausgearbeitete Theorie dieser Rest- 
reihen geben, was im Hinblick derauf gerechtfertigt erscheint, dass analoge 
Ausdrücke, doch hb'herer A r t ,  sicherlich bei den Gleiehungen mit mehr als 
vier Unbekannten auftretcn werden, und dass die dann nothwendigeii Satze 
und Reductionsformeln in ahnlicher Weise, ïvie die hier zu entwiekelnden, 
abgeleitet werden dürften. Obschon diese Gleichungen in zahlentheoretischer 
Hiiisicht sehr interessante Resultate versprechen, haben dieselben doch bis- 
her keine weitere Bearbeitung gefunden; nachdern ich in der angeftihrten 
Abhaudlung den Weg arigegeben, den man zur Losung der .  betreffenden 
Pragen einschlagen uiuss, aandte  ich mich ganz anderen Studien zu, die 
eine Fortsetzung der Arbeit ilicht erlaubten. 

Es is t ,  wie bei allen Problemen der unbestimmten Analysis, für das 
folgende selbstverstandlich, dass es sich immer nur um ganze, positive 
Zahlen, eventuell mit Einschluss der Null,  handelt. 

* Es müssen daselbst S. 834 in der 3. Textzeile von oben zwischen die Worte 
, ,ah auch" und ,,je zwei der Coefficienten" die Worte ,,nach Ausscheidung der 
vorhergehenden Theiler" eingeschoben werden. 
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2 Theorie der Restreihen zweiter Ordnung. 
_M_IW___.____ -,-- ----" --I- 

Man habe unter den Bedingungen 

l b > a  2 0  
1 )  b S d  > O  

b > m k > O  
die fundamentale Congruenz 

2) a +  ( k -  1 ) d - m k  (mod b). 

Unter einer Restreihe erster Ordnung will ich dann die Summe 

verstehen; eine Restrcihe zweiter Ordnung dagegen, die in  der gegen- 
wsrtigen Abhandlung schlechthin als Rcstreihe bezeichnet werden mag, ware 

Da die Restreihe wesentlich von den Grossen a ,  d l  b abhiingt, sol1 
sie in kurzer Weise künftig durch ( a ,  d)b bezeichnet werden. 

Man hat beispielsweise zur Berechnung von (4, 7)9 Folgendes: 

Ursprüngliche Reihe 4 ,  11, 18, 25, 32, 39, 4 6 ,  53, 60; 
Res temod 9 . . . . 4, 2, 0, 7, 5, 3, 1, 8, 6; 
Indices . . .  . .  . . .  1 ,  2, 3 ,  4, 5, 6, 7, 8, 9; 

Restrcihc(4,7),=1.4+2.2+3.~+4.~+5.5+6.3+~.1+8.8+9.6=204. 
Ftir einzelne sehr einfache Rille lasst sich (a, d ) b  leiüht darstellen. 

So hat  man für  (0, l)* aus der Congrueiiz 2) 

5) m k = k -  1 ,  

Ferner ist filr ( b  - 1, b  - 1)b aus jener Congruenz 

7 )  
m k r  - 7û (mod b )  
m k = b - k ,  

so dass 
b ( b + l ) ( b - 1 )  1 

8) ( b - - 1 ,  b - k  ( b  -74 =---- 
6 

-- = -(O, I.)b. 
2 

E s  wird sich spater ergeben, dass eine Darstellung von (a, d ) a  durch 
die Grossen a,  d l  b  allein im Allgemeinen nicht moglich ist. 

2. 
Zwei Restreihen ( a ,  d)b und (a', d'Io mogen complernentiir heissen, 

wenn die Gleichungen erftillt sind 

9) 
n + a ' = Ù - 1 ,  
a +a'= b. 
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C o m p l e m e n t a r e  R e s t r e i h e n  e r g a n z e n  s i c h  z u  e i n e r  n u r  

v o m  M o d u l  a b h a n g i g e n  G r o s s e ,  n a m l i c h  
b  (b  + 1) ( b -  1) 

2 
Es seil  wie früher, 

a + ( k -  1) d-mk (mod b ) ,  
( a l + ( k - l ) d l = ) - 1 - a + @ - l ) ( b - d ) = l i k .  

Ein Beispiel hierfür bieten die in 1. berechneten Werthe von (0 ,  l ) b  und 
( b  - 1, b  - 1 )  F ü r  die praktische Anwendung ware es bequem, Tabellen zu 
besitzen, welche die Werthe der Restreihen für die verschiedenen Moduli bis zu 
einer gewissen Grosse der letzteren enthielten. Ich habe solche Tabellen in 
grosserer Anzahl berechnet, allein der Raum verbietet, dieselben hier mit- 
zutheilen. Es  mag ftir die folgenden Betrachtungen angenommen werden, 
dass die Tabellen vorliigen, und davs der horizontale Eiugang derselben 
die Werthe d von 1 bis ( b  - l), der verticale die Werthe a von O  bis ( b  - 1) 
enthalte. Man übersieht dann sofort, dass der eben bewiesene Satz bei 
der Aufstellung der Tabellen die ganze Berechnungsarbeit zunachst auf 
etwa die Ilalfte reducirt. 

3. 
I n  j e d e r  V e r t i c a l c o l o n n e  e i n e r  T a b e l l e  i s t  d i e  S u m m e  s 

b 2 ( b +  1 ( b  - 1 )  
a l l e r  R e s t r e i h e n  c o n s t a n t ,  n a m l i c h  

4 
Man erhilt  s durch die Summation 

da für dieselbe Colonne d constant ist. Daraus 

Bus der Congruenz, welche m k  beutimmt, geht hervor, dass, wenn a 
die Reihe O bis b  - 1 durchlauft, die Reste rnk mit dieser niimliçhen 

l* 
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4 Theorie der Restreihen zweiter Ordnung. - A ---. - -- - - 
Reihe in  einer gewisscn Ordnung zusammenfallen, woraus man sofort 
sehliesst , dass 

n - h - l  

18) 
b  ( h  - 1) 

E m k = -  
a=O 2 

und 

19) s = 
b"h + 1) ( b  - 1)- 

4 
Man hat mit Rücksicht auf 1. auch 

Der Satz bezüglich s bietet eine bequeme Controle Lei Aufstellung der 
Tabellen. 

4. 
1 s t  b e i n e  P r i m z a h l ,  s o  i s t  i n  j e d e r  H o r i z o n t a l r e i h e  d i e  

S u m m e  s' d e r  R e s t r e i h e n  d u r c h  d e n  M o d u l  u n d  n  d a r s t e l l b a r ,  
n & m l i c h  

21) 
, b ( b + 2 ) ( b - 1 ) 2  a h @ - 1 )  

S = 
4 2 

Nan hat  hier 

22) 

zu bilden. Dafür kann geschrieben werden 

Aus der fiir mk geltenden Congruenz folgert man ,  dass, wenn d bei 

constant,em a und k ,  wahrend h eine Primzahl, alle Werthe 1 bis b  - 1 
durcliltiuft , die mk die Zahlenreihe von O bis h - 1 , jedoch mit Ausscliluss 
von a ,  welches d = O entspriiche, darstellen. Berücksicht,igt man nun noch, 
dass m, = a  is t ,  so kommt nach sehr einfacher Reduction m m  Vorschein 

Die Summen der aufeiuanderfolgenden Horizoritalreilien bildeu daher, 
im Falle der Modul eine Primzahl i s t ,  eine arithmetische Reihe erster Ord- 

b ( b -  1) 
nung mit der Differenz - 

2 
Auch dieser Satz kann zur Verifieation 

einzelner Tabellen benutzt werden. 

5. 
Es  wird spiiter gezeigt werden, wie der Fel l ,  wenn h  und d nicht 

relativ prim zu einander sind, auf den zurückgeführt werden kann, wo sie 
theilerfremd sind. Deshalb rn6gen hier einige Satze gegeben werden, die 
sich auf den letzteren Fa11 beziehen. 
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Von Dr. K. WEIHEAUCH. 3 

Beductionen einzelner Colonnenglieder in  den Tabellen aufeinander 
giebt folgender Satz : 

S i n d  b u n d  d r e l a t i v  p r i m ,  s o  h a t  m a n  s t e t s  

TTergleicht man namlich ( 0 ,  dlb und (1, d)b, so findet sich Folgendes 
Da b und d relativ prim sind, so enthalt die Reihe der Reste mk für 

( O ,  alle Zahlen von O bis b - 1 ;  die Reihe der Reste für (1, d jb  wird 
d s n n  gefiinden, wsnn man zu den entsprechenden Resten für ( O ,  eins 
atldirt; hierhei ist nur  zu beriicksichtigen, dasa, wenn in der Rcihe der 
Rpste für (0, d ) b  das llh Glicd b - 1 heisst, man fiir das entaprechendc 
Element, der niichsten Reihe nicht b ,  sondern O nelimcn muss, so daw 

b ( b + l )  
(1, - (O, d)b + -~--- - bll. 

2 
Befindet sich in der Reihe der Reste ftir (1, d b der Reet b - 1 an 

der 1,''' Stelle, in der fur (2, a n  der 1;'" u. S. f . ,  so bat man 

1s t  der Unterschied der Indices von b - 1 und b - 2 in der Rcihe der 
Reste für (O, gleich u, so hat  man offenbar, abgesehen von etwa hinzu- 
zufügenden Vielfachen des Moduls , 

In der Reihe für ( b  - 1, d), ist  b - 1  das erste Glied, also 

29) zb=i  = 1. 

Da man aus ( b  - 1, durch die oben angegebene Addition wieder 
(O, d)b erhiilt, âo muss 

30) z,= Zb-1-  u, 

oder mit Hinzufügung des offenbar nothigen b  

31) l , = 1 - u t  b ,  
32 ) u = b + l - 1 , .  

Es wird also, abgesehen von Vielfachen des Moduls, 

33) 
= l , - ( ~ - l ) ( b + l - l ~ l ) ,  

34) ~ , + 2 ~ - ~ = 2 +  bv. 

Sind r und b - r verschieden, so konnen Z r  und lb-, nicht gleich sein, 
da alle 1 die Zehlenreihe von 1  bis b bilden müssen; es muss also 

35) Zr+ l b - r > 2  
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sein, woraua sich unter Rer t ick~ich t i~ung  des Urnetandes, dass ih 7 b  , und 
v also in  34) gleich 1 sein muss, gcnau ergiebt 

36)' 1 r + l b - r = b + 2 .  

Setzt man voraus, dass 
37) r < b - r ,  

so folgt aus 27), indem man von h = r  bis h = b  - r  sumrnirt: 

1st b ungerade, so wird 

39) 

oder 

1st b gerade,  so hat  man 

oder 
r = b - ~  

( b - 2 r )  ( b f 2 )  b f 2  ( b - 2 r - I - 1 )  (b i -2 )  
42) 21*= - + = 

2 2 2 h=r  

wie man aus 36) erschliesst. Man hat also zunachst allgemein für r < O - r  

Ersetzt man hier r  durch b - r  + 1 ,  so geht die Gleichung in sich 
selbst liber, d. h. die Beschrankung 9- < b - r kann man fallen lassen. 

Der Satz leistet, wie man leicht sieht,  bei Berechnung der einzelnen 
Colonnen einer Tabelle sehr wesentliche Dienste. 

Sind b und d relativ prim, so lasst sich noch der folgende Satz bezlig- 
lich der Bestandtheile einer Colonne aufstellen: 

E s  i s t  i m m e r ,  u n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  p < d -  1, 

44) (P, d ) b = ( d - ~ -  11 d)b. 
E s  sci behufs des Beweises 

45) 
d - p - 1 + ( k - 1 ) d ~ r n k  (mod b ) .  

p  + ( k  - 1 )  d  = m)~k (mod b ) .  
1st weiter 

46) w u - d - p -  1 (mod b ) ,  
d. h. 

47) w , = d - p  - l = m , ,  
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so lasst sich folgende Zusammenstellung aller Reste beider Reihen 
machcn : 

mh=%,+h-l fiil. h = 1 ,  2 , .  . ., ( b - u + l ) ,  
mb-a+l+hZ nh ftir h = 1, 2, . . . , (U - 1). 

Schreibt man die beiden Bestreihen zweiter Ordnung der vorstehenden 
Vergleichung entsprechend , so hat man 

Hier sind in deu ersten Summationen reçhts j e  zwei mk identisch, 
wobei der Uriterschied ihrer Coefficienten k immer b  - u  + 1 betragt ; Aeihn- 
liches gilt von den zweiten Summationen, bei denen dieser Unterschied 
gleich - (u - 1) ist. Durch Subtraction erhalt man daher 

Hier ist nun zunachst 

Bus den ursprünglichen Congruenzen folgt [48;] 

52) { n h + ~ Z p + h d - ? n b - ~ + h + s  ( m o d b ) ,  h=O,  1 , . . . ,  (u-2) ,  
d - p - l + ( b - h - l ) = m b - h  

und 

53) m b - ~ + h + ~ + m a - h  G b  - 1 (mod b ) ,  
d. h. 

54) mb-u+h+, + mb-h= b  - 1- 

Hiermit geht die in 50) noch übrig gebliebene Sumination liber in 

ob u gerade oder ungerade kt; im crsteren Falle erhalt man namlich ein 
b - 1  

mittleres Glied -- 
2 

und überzeugt sich leicht, dass b und u  nicht gleich- 

zeitig gerade sein konnen, aus den Congruenzen 

n , = m , = d - p - 1  - p + ( u - l ) d  
2 d - 2 p - l r u d  

(mod b) .  
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X i t  dem angeführten Resultate geht 50) in den zu beweisenden Satz 
über, dass 

57 ( p ,  d)a = (d - p  - 1, d ! b .  

Nimmt man hier die complementaren Restreihen (S. 2.) und ersetxt dann 
daselbst d durch b - d ,  so erscheint 

5 8 )  (d + p l  d ) a = ( b  - 1 -pl  d ) b .  

Nit  Hilfe der i n  5. und 6. bewiesenen Satze ist es immer mGglich, 
auu einem einzigen Colonnenglied alle übrigen einfach abxuleiten, so dass 
die Bei-echnung der Tabellen ausserordentlich vereinfacht wird. Ein Beispiel 
mag dies erlautern. 

Es sol1 die Colonne (a,  7)9 berechnet werden. Laut eines früheren 
Beispiels hat  man 

(4, 7), = 204. 

Die Rechnung gestaltet sich dann folgendermassen: 

5 7 )  p = 4 (4, 7 )  = (2, 7) = 204, 
43) r = 3 (6, 7) = (2, 7) - 15 = 186, 
57) p = 6  (6, 7 ) = ( O I 7 j  = 186, 
43) r = 1 (8, 7 )  = (0, 7)  - 36 = 150, 
58) p = 1 (8, 7)  = (7,  7) = 150, 
43) r = 8  ( 1 , 7 ) = ( 7 , 7 ) + 2 7 = 1 7 7 ,  
57) p =  1 (1, 7) = (5, 7) = 177, 
43) r =  6 (3, 7)=(5, 7 ) +  9 = 186, 

womit alle Colounenglieder bestimmt sind. 

Bezüglich gewisser Werthe in der ersten Horizontalreihe der Tabellen 
exivt,irt ein Satz, der zwar als specieller Fa11 eines spiiteren aufgefasst 
werclen kann ,  jedoch a n  sich merkwürdig genug i s t ,  um selbststandig be- 
handelt zu werden. 

U n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  

59) c d =  1 (mod b )  
i s t  i m m e r  

60)  (0, d)b = (0, c)bl 

woraus dann nach 5. und 6. folgt.  dass die Colonnen fur c und d dic- 
selben Werthe in verschiedener Anordnung enthalten. 

Es  mag 

617 
( k -  l ) d = m k  

(mod b )  
c (k - 1) = nk 

sein. In  den beiden Restreihen, u m  die es sich handelt, ist dann die 
Differenz M der kten Theilsatze 

62) M =  7: (mk- n k ) .  
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Die Differenz N der (b  - k + 2 j t e n  Theilsiitze wird daher 

65) N= - ( b  - k + 2) (wu - m l ) .  

Bus der für f i h  geltenden Congruenz 61 )  fol& durch Multiplication 
mi t  d unter Berücksichtigung der ursprünglichen Voraussetzung 

Gel k  - 1 dnk (m0d hl. 
Man hat  aber auch 

67) m,,, + 1 r d nk (mod b ) ,  
also 

68) 
r n R k + l  = k -  1 

und analog mm, + 1 = k  - 1 .  

Die Diffcrcnz P des ( f ik  + l)ten Theilsatzes iii (0, d)b und des (??ak 4 Ilten 
in ( O ,  c)* betrsgt dlther 

69) P = -  (k -1) ( m - ' ~ l k ) .  

Ebenso findet man nnalog 64) die Ausdrücke 

und daraus für die Differenz Q des ( b  - n k  + l j t C n  Tlieilsatzes in (O, d)b 
und des ( b  - rnk + l ) t o n  iu (O, den Werth 

7 1) Q = ( b  - k + 1 )  (rnk - m k ) .  

Ma,n erhalt nun sogleich 

72j M + X + P +  !,=O, 
d. h . ,  in 

lassen sich stets je 4 Glieder der ersten Summation mit den Indices 
k ,  b - k + 2, nk + 1 und b - a k  + 1 auffinden, deren Siimme durch je 
4 Glieder der zweiten Sumrnation mit den Indices k ,  b - k + 2, mk + 1, 
b  - mk + 1 lernichtet wird. Schreibt man ,  da jedes Element mk und f i r  

genau viermal gebraucht wird , 
k = b  k =  b 

74) 4((0, dia - (O, C ) ~ )  = 7 4 m k . k - 2 4 n i . k ,  - I 
k =  L 

so gewinnt man durch Combjnirung der zusammengehorigen Theilsatze so- 
fort das Resultat 

7.5) (O, d ) b =  (O, ~ ) b .  
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Nimmt man die Complemente, so erhalt , weil aus der ursprünglichen 
Voraussetzung auch 

76) [ b  - c) ( b  - d )  - 1 (mod b )  

folgt ,  der Satz die Gestalt 

77) ( b - 1 ,  d ) b = ( b - C ,  ~ ) b .  

In dcr ganzcn Herleitung darf k nicht d m  Werth 1 annehmen, da 
ein Glied mit dem Index b + 1 nicht vorkommt; wird indessen dieses Glied 
als identisch mit m, = O betrachtet, so erkeniit man ,  dass die acht in Be- 
ziehung tretendcn Glieder für k =  l verschwinden. 

Der Satz leistet bei Aufstellung der Tabellen gute Dienste, da die 
Congruenz c d =  1 (mod b) immer losbar i s t ,  sobald d relativ prim zu b. 

8. 
Es  mag nnn der R a b  folgen, welcher auf den Gegenstand, der die 

ganze Untersuchung liber die Restreihen zweiter Ordnunp veranlasste, 
zurlickfahrt. 

1 s t  w i e d e r  

78) cd= 1 (mod b ) ,  

s o  f i n d e t  d i e  G l e i c h u n g  s t a t t  
-- 

79) (ad, = ( a  - I + c ,  c)*, 
wenn man den kleinsten positiven Rest ,  'den z nach dem Modul b lasst, 
durch bczeichnet. 

' + ' voraosgesetzt wird, Zum Beweise gehe ich, wenn zunachst a  < - 2 
von den Congrlien en aus 

a d + ( k -  1 )  d = m k  
(mo d  b )  . 

a -  l + c + ( k - l ) ~ _ n k  

F ü r  k = ad + p d wird das betreffende Glied der zweiten Reihe der Reste 

Setzt man hier der Reihe nach p = O, 1, 2, . . . , (b  - 1 )  , so entstehen b 
- -  

versçhiedene Werthe von ad + p d ,  die mit der Zahlenreihe von O bis jb - 1) 
zusammeilfallen. Man hat  also 

Der letzte Theilsatz b (a - 1) rührt  daher, dass (a  - 1 + c: cl* an sich 
mit deitiselben schliesst, wie man leicht findet; nun sind aber in acl+pd 
und 2 a - 1 + p alle Vielfachen von 6 weggeworfen, so dass in der Sum- 
mation 82) O. (a - 1 )  an Stelle von b ( a  - 1) steht,  und zwar für  p = b - a. 
Die Gleichung 82) kann auch geschrieben werden: 
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Da 2 a  < D + 1 sein sol], so kann in der ersten Summat.ion Sa - 1 4 - P  

durch 2 a - 1 + p  ersetzt werden , weil letzterer Werth d a m  imrner ( b ;  in 

der zweiten Summation hat 2 a  - 1 + p  die Grenzwerthe b und b f Z a  - 27 

sa dass dort an Stelle von 2 a  - 1 + p  geschrieben werden darf 2a - 14-21 - 
Berücksichtigt man noch 

84) C ad +pd=m,+t,  

so entsteht, wenn für p der Werth k - 1 eingeführt wird, 

oder 

Man ha t ,  wie früher, 

Die noch übrige Summation bat 2 a - 1 Theilsatze, deren mittlerer 
mb-a+i is t ,  wofür man aus den Congruenzen 80) sofort den Werth NuIl 
findet. 

Ferner ist 

also 

89) 
d. h. 

Führt  man diesc Werthe oben ein,  so entsteht 

91) (,c,c)~ = (ad ,  d )a .  

Bus der Gestalt des Satzes ist ersichtlich, dass die oben eingeführte 
Beschr%nkung 2 a  < b + 1 nun wegfallen dar f ,  da  doch nur die Reste nach 
b genommen werden. 
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12 Theorie der Restieihen zweiter Ordnung. 
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F ü r  a = 0 entsteht 
92) (c - 1, C ) b  - (O, d)hi 

oder mit Rücksicht auf 6. der in 7. gefuridene Sato 

93) (0; c), = (O ,  d)n. 
Reispielsweise sei b = 9, d = 7 ,  c = 4, a = 7, dann ist 

cd = 28 = 1 (nm' O ) ,  

(49, 7), = (10, 4), ; d. h. (4, 7) ,  = (1, 4), = 204. 
8etr.t man in 91) a - l + c an Stelle von a - 1 ,  so nimmt die 

in welcher Gestalt sie für  die Berechnung der Tabellen sehr werthvoll ist. 
Wird dagegen a durch a c  ersetzt,  so erhiilt man 

95) ( a 1  d)6= (;(a + ~ ) - - ï ,  c ) b .  

Diese Gleichung is t  d m  Hauptresiiltat, der ganzen Untcrsuchuag, da 
sie beniitzt werden kann,  iim einen Satz zu beweisen, den ich in  der ein- 
gangs angeführten Ahhandliing aufgestdlt habe, und diirch den erst die zu 
verlangende Symmetrie der dortigen Eesultate hergcstcllt wird. E s  sind 
daselbst folgende Congriieneen herxngezogen: 

I y -B ,+h, ,2  B 2 = 0  (mod c 1 , 2 ) ,  

96) 
(A - BBz + il;, 1 BI = O (rrL0cl C î ,  1 = CI, 2) , 

I BI= et, 2B2 
B, = el ,  i B,, ( m a  ci, 2) , 

in denen B, und B, relativ prirri zu cl, 2 (= cz, l), dagegen p beliebig kt. 
Die Gi.6sseii hi ,  2 ,  el, 2 .  hz, 1,  e2,1 sind positive Iteste < C J , ~ .  A. a. O. findet 
aieh die Behauptung. dass immer 

97) (111, z el, 2L,, - (h2,1, ez, i )r , , ,  

sei. Aus obigen Congruerizen folgt 

98) el,  2 . ez, 1 - 1 (mod cl, z!, 

99) B , ( h , z + l ) _ B ,  i h : , i + l )  
100) (mod ci, 2 ) ,  

hl, 2 + 1 - el, 2 ( J z ?  t + 1) 
also 

101) hl, 2 - el, 2 (h2,1 + 1) - 1 ,  

so dass die Grossen Tb2,  1 ,  el, 1 ,  e l ,  2 den Uezsichnungen cc., d l  c genau ent- 
spreehen; die Gleichiing 95) lautet dann 

102) @y. 1 1  ez, l)çl , ,  = ( h , z 1  el, 2)cl,,, 

was bewiesen werden sollte. 
9. 

1st b eine einigermassen grosse Zahl, so wird die Berechnung von 
(a, &~sserst laugwierig. Es  sollen deshalb nnn Formeln entwickell 
werden, welche jede Restreihe zweiter Ordnung auf eine solche mit kleinerem 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Ur. K. WEIHRAUCH. 13 
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Xodul zurückführen. Datiei sind die beiden Fnlle, ob b und d theilerfremd 
sind oder nicht, wesentlich zu unterscheiden. Der zweite Fa11 kann auf 
den ersten diirch folgenden Satz rediicirt werden. 

Es  beeeichue f den' groasten gemeinsamen Theiler von b und d ,  nnd 
es mag 

103) 

sein. Dann ist immer 
b"f-1)(/3-1) b ( h + l )  104) ( a ,  d)b  = f "a, + 4 +-;!y 

eine Gleichung, diirch welche eine Restreihe mit kleinerem Modul eingeführt 
wird, derart,  dass p und S relativ prim sind. 

Man erkennt leiclit, dass der zweit,e Theilsatz rechts immer eine ganze 
Zahl ist ,  da  f - 1 und P - 1 gerade sein müssen, wenn b iingorade. 

Der neweis fiir obige Gleichung ist schr einfach. Iat 

105) o f f  (k-1)df-mk-nikf  ( ~ 0 d  Pf), 
so wird 

1 U B )  <r + (k - 1) S G nk (mod p). 
Die Reihe der Reste n ~ ,  Mllt mit 0, 1, 2,.  . ., (P - l ) ,  die der mk mit 

O, f, 2f ,  . . ., ( P  - 1) f zusammen; die mk wiederholen sich immer nach /3 Glie- 
dern. Wege~i  y < f und n k  <, /3 kaun mi + y = .nk f + y nie über /3f hinauu- 
gehen. Man hat  also 

107) a + ( k - l ) d - - n f + y + ( k - 1 ) J f ~ m a + y ~ n n . f + y  ( m o d p f )  
und I = I - I  / i . ~  e 

108) ( , , d ! r = ( a f + y , d f ) p r = z  > ( l P + k ) ( m * + y ) ,  
1 u k - 1  

deun der Factor 16 + k d~rchla~i if t  die gmze  Zahlenreihe von 1 bis b.  Fütirt 
man die Multiplication aus,  30  lassen sich alle Sumrnationen leicht bestim- 
men. Man hat namlich 

und daraus nach leichten Iieductionen 
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14 Theorie der Restreihen zweiter Ordnung. 
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Als Beispiel mag (31,  21),, berechnet werden. 
Man hat f = 7 ,  8 = 7 ,  S = 3 ,  a = 4 ,  y = 4  

(31,  21) , ,=49.(4,  3) ,+216O9+49OO- 30625. 

10. 
Falls b und d relativ prim sind, hat man den folgenden Satx zur Zn- 

rückführunq der Restreihe vom Modul b auf eine solche vom Modul d. 
E s  i s t  i m m e r  

b ( b + d + 3 ) - 2  b%d'%l a ( b + d - a - 1 )  bg b 
111)  (a, d)n= b -- + - -- -- - - - - 

1 2 d  2 d 

Hier sind die Grossen p und pl zu bestimmen aus den Congruenzen 

b = p  
mod d ,  

b - c t ~ p ,  
mit der Bedingung 

113) 

wtihrend p aue der Congruenz 

114)  g b ~ a  (modd) 
unter der Bedingung 

113) O < Q < ~  

gefunden werden muss. Es  ist sehr wohl zu berücksichtigen, dam Q anderen 
Redingungen unterworfen ist,  als die gewohnlichen lieste. 

Der Beweis der Gleichung 111)  ist sehr complicirt. 
Ich führe noch die Congrnenz 

ein. Nun werde gesetzt 

117) ( q b = a + d i q + r , ,  p = 0 ,  1, ..., a ,  
o < rq=( d. 

Dann ist offenbar 
118)  rd = t 

und 
119) t , - t q - l 7 1 .  

Es  sei nun ,  wie früher immer: 

120) a + ( k - 1 ) d ~ r r a k  (modb),  
also : 

121) 

Ltisst man hier h die Reihe 2, 3, . . . , (tp+ t - tg + 1) durchlaufen, so bleibt 
( h  - 1) d - r, oder (tq+ 1 - t g )  d - rq immer noch kleiner als b , aber 
> O ,  weil 
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nach l l 7 ) ,  da aiisserdem v V + l  > 0 k t .  Man hat also geraiiezo 

Diese Gleichung passt nicht für q = 0 und für  q = d. Man hat  aber ,  da 
t ,  = O zu setzen ist : 

d. h. die Gleichung 123)  gilt auch für g = O ,  wenn man 

setzt, wodurch allerdings r, einen ganz andern Charakter, als die übrigen 
r erhiilt. Lasst man y bis d - 1 gehen, so wird für den grossten Werth 
von h , niimlich h = td - td - ,  + 1 der Werth mtd+i gewonnen. 

Da aus 117)  und 118)  folgt. 

126) a  + r ,  t d = b -  --- 
d 

so muss die Grosse - a + ' unterrucht werden , die zufolge 116) jederzeit 
d 

ganzzahlig ist. Der Minimalwcrth dafür ist 1 ;  in  diesem Fa11 wird 

127) t d = b - l 1  

a + t  womit die mk abschliesscn.' 1st dagegcn - - > 1, so knüpfen sich an 
d 

mt,+i noch die Werthe m l d + h ,  wo h = 2 ,  3 ,  . . . , ( b  - t d ) ,  für welche man, 
wie oben, hat  

Was nun die Restreihe 
C = h  

anlangt, so kann man zunachst die ganze Reihe der Z a h l e ~  k = 1 bis k = b 
in folgende Abtheilungen zerfallen , wobei daran erinnert werden rnag , dass 
t,=o: 

1 

+ 2 bis t, + 1 
1 3 , )  1; . . + 2  . . . .  ,, t 2 + l ~ o ~ ~ e r t q + 2 b i s t ~ + l + 1 ~  . . . q = 0 ,  I l  . . . ,  (d-  1 )  

t d - j + 2  bis t d + l  
und td + 2  bis b. 

Bus 123)  

ersieht man, dass man hat m, = a ,  
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16 Theorie der Restreihen zwaiter Ordnung. 
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mk= ( k - t q  - 1 ) d - v 9  1 k = 2  bis k = t d +  1, 
q = o ,  1,  . , . ,  ( d -1 )  

133)  und analog aus 129) 

Es kann die Restreihe daher in die Gestalt umgeformt werden: 

Es  ist  danu weiter 

Ersetzt man hier t,, und t q+ i  gemass der Gleichung 117) durch 

q b - a - r ,  
t'l = - -  ' d 

- (Q+ 1) b -  a - r ,+ ;  , 
tg+ l = 

d , 
so kommt nach weitlaufigen Reductionen, die hier ühergang.cn werden 
müssen, zum Vorschein 

Hierauf ist eine Surnmatiori von q  = O bis q - d - 1 ausziidelinen, die 
kurz durch Z' bezeiclmet werden mag. Es ist dann: 

da alle rq von p = 1 bis q = d unter einander incongruent nach dem Mo- 
diil d sind und deshalb nach 117)  mit der Itcihe l ,  2 ,  . . . , d zusarnmen- 
falleil. Ferner : 
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Von Ur. K. WEIHRAUCH. 17 

Der letzte Theilsatz von R innerhalb der Klammcr ist e i n f x h  mit d  
q = d - 1  

211 multipliciren, und es ist dann nur  noch der Ausdruck (p + l ) rq+ l  2 q : O  

oder F k r k  zu untersuchen. Schreibt man die Gleichung 117) in der 
k = l  

Gestalt : 
146) k b = a r + d t k + r k ,  

so lasst sich daraus sofort die Congruenz ableiten: 

147) ( b - a ) + ( k - 1 ) b - r k ( m o d d ) ,  

oder mit Rücksicht auf 1 1 2 )  : 

148) p, + ( k  - 1) p E r k  (mod d ) .  
Alle r k  von 76 = 1 bis k = d  erscheinen also als Reste der arithmetischen 
Reihe p, + (k - 1) p nach dem Modiil d ,  jedoch mit dem Unterschiede von 
den bei den Restreihen zaeiter Ordnung gebrauchlichen Resten, dass einer 
der Reste r k ,  namlich r g ,  gleich d wird, wie man aus 1 1 4 ) :  

149) p b ~ a  (modd) 

durch Vergleichung mit 146 )  und mit Berücksichtigung des Umstandes, dass 

150) O < r k T d  

sein muss, erfahrt. Lasst man aber a n  Stelle von VQ den TVerth Nul1 
treten, so kommt der zur Untersuchung vorliegende Ausdruck auf eine Rest- 
reihe zweiter Ordnung nach dem Modul d zuriick, und man hat  

Setzt man alle gefundenen Werthe in BR ein, eo erhalt man nach lang- 
wierigen Reductionen: 
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18 Theorie der Restreihen zweiter Ordnung. 

Der Ausdruck für S kann leicht gewonnen werden, weiin man in 
dem Werth von R [S. 135)] die Grossen t4+1 und tq .durch b - 1 und 

b d - a - 2  td  = 
d 

und r q  durch z ersetzt. Man crhslt d a m :  

Fassi, man die Grossen a ,  E R  und S zusammen, so komnlt die ein- 
gangs gegebene Gleichung m m  Vorschein , der ich der leichteren Uehersicht 
halber noch die zilr Bestimmung der Hilfsgrossen nothigen Congruenzen 
beifüge, namlich (unter d e r  Bedingnng, dass b und d relativ prim sind) 

( b + d + 3 ) - 8  ZI"d2+1 a ( b + d - a - 1 )  b g  Z, 
154) ( a . d ) b = b  - - - - - 

12d 2 d  
W O 

O < Q  < d ,  
155) 

p , = b - a  

B e i  s p i e l e :  1. Man sol1 (1 1, bcrechnen. 

2 g e _ 1 1  (mod 7) p = 4 ,  
p=29 [mod 7) p = ] ,  

p,  = 18 (mod 7) p, = 4. 
Leicht findct man (4, l ) ,  = 70 und daraus 

2. Man sol1 (20, 5),, berechnen: 

3 2 ~ r 2 0  (mod 5 )  p = 5 ,  
p z 3 2  (mod 5) p = 2 ,  

pl = 1 2  (mod 5) pl = 2. 
Ferner (2, 2)5 = 25 und daraus 

Zur Tabellenberechnung sucht man in der Regel wohl (O, d l b .  Dies 
giebt d a m  

156) P,=p,  g = d  
und man ha t  nach 5 .  und 6. 

157) d (d  - 1) 
( ~ 7  p)a= (07 p)a- 

2 
Die allgemeine Formel geht dann iiber in  
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Das für  ( a ,  d)b in 154 abgeleitete Resultat beweist, dass es im 811- 
gemeinen unmtiglich is t ,  eine Restreihe zweiter Ordnung durch einen ge- 
schlossenen, nur ', d und b  enthaltenden Ausdruck darzustellen. Auf die 
unbestimmten Gleichungen bezogen, deren Untersuchung, so weit sie bisher 
gediehen , zu den Restreihen Sweiter Ordnung führte , lBsst dieser Umstand 
einen sehr wesentlichen Unterschied hinsichtlich der Anzahl der Losungen 
bei theilerfremden oder nicht theilerfremden Coefficienten hervortreten. 

Schliesslich mtigen einige Fiille angeftihrt werden, in denen eine directe 
Darstellung der Restreihe (a ,  durch a ,  d l  b  trotz des oben Cesagten 
mtiglich kt. 

1. Es sei d  = 1 oder d = b - 1. 
F ü r  d = 1 hat man in Formel 1 5 4 )  

Nimmt man hier die Complemente, so ist nach 2. 

161) ( b - 1 - a ,  b - l ) b =  b  (b + 1 )  ( b  - 1) - (a, l ) b  
2 

und nach 5. 
b ( b - 2 a - 1 )  

162) ( b - 1 - a ,  b - l ) * = ( a ,  h - l ) b -  -. 
2  arau us 

l ( h f  1) ( b - l ) + b ( b - 4 a - 1 )  a b ( ) - a )  
163) (a ,  b - l ) b =  -- 

+ 2 6 2 
Die Bestandtheile der ersten und letzten Colonne einer jeden Tabelle 

k6nnen also direct durch a und b  dargestellt werden. 
2. Es seien a und b durch d theilbar. 
Man hat  dann in 9. 

f - a ,  
b = P d ,  
d = l ,  
a= n d ,  

also y = 0 ,  

164) 
b P ( d - 1 ) ( 6 - 1 )  

( a ,  d)b= d2 ( a ,  l ) @  + -- 4 
Nun ist nach 160) 

165) (O, l'ip= B C P + l )  ( B - 1 )  a . B ( P - a ) ,  

3 2 

also für den Fall, dass a und b  durch d theilbar sind: 
' 

b ( b + d ) ( b - d ) + b Z ( d - l ) ( b - d )  a b ( b - a )  
166) ( a ,  d)b= - 3 d 4 d 2 d 

2. 
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Beispielswcise ist (25, D),, = 1750 + 4500 - 3 7 5  = 5875. 

3. E s  sei 
167) de  = - 1 (mod b).  

Dann ist die Darstellung von ( O ,  dlb und von ( b  - 1 , moglich. Man 
ha t  namlich sofort 

168) ( b  - d) d = 1 (mod b). 
Aus 2. folgt 

169) b ( b  + 1) ( b  - 1)  (O, d ) b + ( b -  1 ,  - 1  

2 
aus 7. dagegen und 168): 

170)  ( b -  1, b - d ) * = ( b -  1 ,  d ) ,  
aus 5. endlich: 

171) b  ( b  - 1 )  
(O, d ) b - ( b -  1 ,  d) = - -  -- 1 

2 
so dass die von d unabhangigen Ausdrücke resultiren: 

172)  

ftir 
173) 

b ( b  - 1) ( b  + 2 )  ( O ,  djb = 1 
4 

b2 ( b  - 1 )  
(b - 1 ,  = 

4 

clJ G - 1 (mod b).  

1st b von der Form 2n. oder 412 + 1,  so zeigt die Formel fIir (b - 1, d),, . 
da,ss an die Moglichkeit der Congruenz 173) gedacht werden. kann;  ist  aber 
b von der Form 4n + 3,  so wird der Werth für (b  - 1, d)a gebrochen, 
d. h. - 1 ist quadratischer ~ i c h t r e s t '  von 41a + 3, wie ja aus der Zahlen- 
theorie bekannt ist. 

Als Beispiel werde (O,  7)2, berechnet. E s  ist 7% - 1 ((mod 25), also 

Irn Anschluss an das Vorstehende mag noch Folgendes bemerkt werden. 

Man erkennt aus der Gleichung 154), dass (a, d ) a  jedesmal in die Ge- 
stalt gebracht werden k a n r ;  

wo A ,  B, C ganze Functionen von a und d allein s ind,  die indessen irn 
Allgemejnen nicht in geschlossener Form darstellbar sind. Vermittelst 5. 
und 6. lasst sich (a,  jederzeit rasch aus (0, d)a berechnen. Ich gebe 
deshalb im Folgenden eine Zusammenstellung der Werthe fiir (O,  d)a von 
d = 1 bis d = 5 mit Rücksicht auf die verschiedenen Zahlformen der Grosse 
b hinsichtlich des Moduls d. Die Ausdrticke sind siimmtlich aus 158) und 

166)  abgeleitet. 
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Es ist sehr leicht mit Hilfe der oben erwahnten Gleichungen diese 
Tabellen fortzusetzen. Man wird dabei ohne Zweifel auf wcitere interessante 
Satze über die Rostreihen zweitcr Ordnung geführt werden. Ich gebe bei- 
spielsweise zwei Theoreme, die sich mit Hilfe der obigen Tabellen leicht 
verificiren lassen, deren directer Beweis tibrigens vermittelst der bisher ent- 
wickelten Satze sofort geführt werden kann. 

1st , immer unter der Voraussetzung relativer Primzahlen , 

b l = ~ d + q i l  O < q , < r i ,  !O, 4 b , =  
b ,  (A,  b,' + Bl hl  + Cl 

12 d 

b,  (A, b,' + B, b, + C;,) 
b2=md+q, ,  O <  q 2 < d ,  (0 ,d )b2= 12d  

gemass 174), 80 hat man immer 

176) 1. ftir r / , p 2 ~ l  (modd) A,=A, ,  BI= E , ,  C , = C , ;  

177)  2. ,, pl+ q z = d  A ~ C A ~ ,  n , = - ~ , ,  c,=c,. 
D o r p  a t ,  Juli 1886. 
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Ueber die Integration linearer, nicht homogener 
Differentialgleichungen. 

Von 

WOLD. HEYMANN , 
Mathem. an der Konigl. Banschule zn Plauen i. Y. 

Die vorliegende Abhandlung bildet eine Fortsetzung einer Arbeit, die 
ich unter dern gleichen Tite1 im 30. Jahrgang (1. und 2. Heft) dieser Zeit- 
schrift veroffentlicht habe. ' 

E s  wurde in der früheren Arbeit gexeigt, dass man für eine grossere 
Anzahl von linearen, nicht homogenen Differentialgleichungen das complete 
Integral aufstellen kann,  ohne dass man von der auf sehr complicirte Aus- 
drücke führenden Methode der Variation der Constanten Gebrauch macht. 

Wir  suchten namlich auf directeni Wege eine Function zu gewinnen, 
die der Gleichung mit zweitem Gliede particulgr genügt. - Diese Fi~nction, 
welche wir Supplement-Integral.nannten, musste dem Integrale der redu- 
cirten Gleichnng additiv beigegeben werden, und wir erhielten so das complete 
Integral der nicht reducirten Gleichung. 

F ü r  den gewohnlichen Gebrauch sind es nun zunachst zwei Differential- 
gleichungen, bei welchen eine einfache Herleitung des Supplementintegrales 
h6chst wtinschenswerth sein muss, und um so mehr, als auf diese eine 
grosse Anzahl anderer Gleichungen zurückkommen. E s  sind dies die 

F ü r  die erste dieser Gleichungen haben wir das Supplernentintegral 
a. a. O. in  dem Falle, dass X eine ganze Function bedeutet, ausführlich 
discutirt; auch in dem Falle, wo X eine beliebige Function ist,  sind d a  
selbst einige allgemeine Vorschriften zur Integration gegeben worden. 

An dieser Stelle sollen 1. Mt te l  und Wege gezeigt werden, wie man 
ftir die zweite der aufgestellten Gleichungen das Supplementintegral findet 
und zwar: A. wenn X eine beliebige Function is t ,  

B. wenn X eine ganze Function ist. 
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Von W. HEYMANN. 23 

Es sol1 II. in  Kilrze eine Uebersicht derjenigen linearen Differentialgleich- 
ungen gegeben werden, welche auf die Gleichungen a) und 6 )  zurückkommen, 
und für welche demnach eine directe Ableitung des Supplementintegrales 
geleistet werden kann. 

A. Supplementintegral der llifferentialgleichung 

1) (a,+b,xjy"+ (a,+ b,x)y'+ (a,+b,x)y = X ,  
unter X eine beliebige Function von x verstanden. 

Bekanntlich kann man die Gleichung 1) dqrch Substitutionen der Form 

x = s ( E ) ,  y = ) î . h ( k )  
und durch vielfache Differentiationsprocesse auf die W e i l  e r 'sche Normalform" 

bringen, in welcher p und q positive rechte Brüche sind. Versuchen wir 
niin das Supplementiiitegral für die letzte Gleichung herzuleiten. Es liegt 
nahe, dasselbe in der Form 

"(2 

3 , = /.ri Y d u  
u1 

voi.auszusetzen. wo V eine noch zu bestimmende Function von zl bedeutet. 
Nach Einführung des Ausdruckes 3) in die Gleichung 2) entsteht: 

J T ~  @ +  l ~ + q u + u ( u +  i > é i  ~ ~ v a ~ = , , t , ,  
% 

oder nach einiger Reduction : 

wobei F ( u )  noch zu bestimmen bleibt, so ergiebt sich: 
u 

"JO 

unter u, eine Grosse verstanden, ftir welche das Integral verschmiudet , und 
jetzt geht die in Rede stehende Gleichung über in:  

- ~ e u ~ z l ~ ( u + l ) ~ ( L L ) U - P ( u + I ) - q d u  ) + J c ; ~ F ( u )  du = f ( f ) .  
u o  u, M I  

Gelingt es, die Function F so zu bestimmcn, dass 

* Vergl. ,,Vorlesungen über hohere Analysis" von 0. S ch1 o m i l c b  
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eu[ F(u . )  dzc = f ( g )  s' 
"4 

und die Grenzen u, und u, gleiçhzeitig so zn wahlen, dass 

das geuuchte Supplementintegral der Gleichung 2). 
B e i s p i e l .  Es sei 

fi&) z 
5' 

v ) o .  

D a m  ist F so zu bestimmen, dass 
UP 

ui 
Aus der Thsorie der Gammafunetionen ist bekaunt, dass 

0- 
sonach bat man 

(- I lv  u ,=+a , ,  wenn 5 <  0. 
F(u)=-+uv- I ;  u l = O ,  

I ud = - CO , wenn 5 > 0. 
Man überzeugt sich n u n ,  dass für  die gefundenen Greuzen und für 

uO = 0 der Ausdruck 

wird, urid dass daher das Supplementintegral für die Gleichung 

folgendermsssen lautet: 

O 

worin dem Symbol oc, noch das passende Porzeicben zu ertheilen ist. 
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Man kann aber auch einen anderen Weg einschlagen, um flir Gleich- 
ung 2) das Supplementintegral zu gewinnen, und man erhalt es dann in 
einer anderen Form. Setzt man namlich dieses Integral in der Gestalt 

voraus, so geht die ~ i f f e r e k a l ~ l e i c h u n ~  nach Einführung dieses Ausdruckes 
übcr in 

oder in 

d 
Y -  - [u (u+l )V]Idu  du=f(5). 

du. 1 
und u,, so, dass 

/euEu(u+ 1 )  VIUo=O, 
dann bleibt zurück U, 

f i / S u ) e u i U  (u+ 1) v a . = f ( ~ ) .  
u1 

Verfiigt man iiber S (u) so,  dass 
S ( u ) u ( u +  1 )  V= F ( u ) ,  

wo F genau die vorige Bedeutung ha t ,  niimlich die, dass 
% 

u1 
so ergiebt sich als Supplementintegral der Gleichung 2): 

melchcs wcgen V=Z1P-l ( u  + 1)P-1 
auch folgendermassen geschrieben werden kann: 

mithin f(,>=,f 11>0, 
(- 1 ) ~  x u2=+co, wenn k < 0 ,  

E < ( u j = p u v - l .  

r ( u )  
, u o = O ,  ?+=O,  w 2 = - c o ,  wenn & . > O l  

so stellt der Ausdruck 
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26 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialgleichungen. 
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mit entsprechendem Vorzeichen für das Symbol w das Supplementintegral 

dar. 

Bei Aufstellung des 
auf das Problem, in der 

A n m e r k n n g e n .  

Supplementintegrals der Cleichung 2) stosst man 
Functionalgleichung 

j L F ( z l )  = f(x) 

u1 

die Function F bei gegebener Function f zu ermitteln. - Nach A b e l  heisst 
f die ,,Fonction gbnkratrice" von P, und F die ,,DOtcrrninante" von f.* 
F ü r  die Herleitiing der Doterminante kann CS zuwcilen eweckmiissig sein, 
wenn man das Intcgral in ein F O u r  i e r '  schcs Doppelintegral umsctzt, so 
dass die Formel 

P ~ - ) V - l f ( v )  dudv = 2 n f ( z ) ,  v,< X < V 2  Ir 
- m  v, 

zur Anwendung kommt. In manchen E'Bllen bieten sich auch einfachere 
Mittel dar. Wir wollen hierzu einige berrierkenswerthe Beispiele geben. 

Es sei f(x) eine echt gebrochene Punction. Llann wird es genügeu, 
die Déterminante für die einzeluen Partialbrüche dieser Fiinction aufiu- 
suchen, und m m  hat es daher zuniichst nur mit der Functionalgleichung 

- 
'% 

z11 thun. Man kommt leicht zuni Ziele, menn man von folgcndcr bckannten 
Relation ansgeht : 

u, = + m, wenn x < O 
u, = O  und 

u2 = - w ,  wenn x > O 
Denn s e t ~ t  man hierin x -  h an Stelle von x ,  so hat  man unmittelbar 

" Vergl. Oeuvres complètes de Niels Henrik Abel, Tome second, X I ,  ,,Sur 
les fonctions génératrices et leurs déterminantes". 
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Von W. HEYMANN. 27 

e u ~ - i ) u Y - l d  W = ( - 1 ) " T ( v ) ,  
(X - h)' 

wo 
w ~ = + c x ) ,  wenn x-h<O 

u, = 0 und 
u., = - oo, wenn x -  h > O 

Der Fonct. gen. 

entspricht sonach die Dbterminante 

Es sei 

'J ) 

in der Functionalgleichung 

9 xn F(u) d u  = - --- (la ganzzahlig und positiv) 
(x - h)" 

die DBterminante zu bestimmen. Man künnte diese Aufgabe durch Zer- 
legung der Bonct. gen. in Partialbrtiche auf die vorige zurückführen; alleiu 
es ist bemerkenswerth, dass sich die Dkterminante in geschlossener Form 
durch eiuen hoheren Differentialquotienten ausdrücken lasst. E s  ist nam- 
lich im vorliegenden Falle 

(- l) '+ng d R  
F ( u ) = -  - - ( z c " - l e - h u ) ,  

I ' ( v )  , dun 

n < v ,  v > O und die Grenzen sind wie unter a) zu wahlen. 
Die Richtigkeit der Behauptung kann durch Induction dargethan werden. 

Jlultiplicirt man namlich Gleichung b) a u f  beiden Seiten mit x ,  so entsteht 

gzn+I 
zeUXE'(zc) d u =  -- 

(x- h)"' 
u.1 

integrirt man theilweise 

und beachtet, dass 
jeux F ( W ) { ~ :  = 0, wenn 

n + l < v  
v >  O'  

so hat man 
u.2 

d E' 
d u  

u1 

und das ist nichts Anderes, als wenn in Formel b) n + l  an Stelle von n 
gesetzt worden mare. Da nun die Formel fiir PZ = O richtig ist , wie unter  
a) gezeigt wurde, so ist sie für jedes positive ganzzahlige richtig. 
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28 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialgleichungen. 

Allgemeiner kann man Folgendes aussprechen : Die Punctionalgleichungen 

correspondiren , wenn 

. -. 
eine verschwindende Grosse ist. 

Da bei Zerlegung einer gebrochenen Function complexe conjugirte Par- 
tialbrüche auftreten konnen, so kommt man bei der Herleitung des Supple- 
mentiritegrals in die Lage, zu diesen cornplexen Grossen die Déterminanten 
bestimmen xu mtissen. Diese sind wieder cornplex, und xwei conjugirte 
vereinigen sich zu einem reellen Ausdruck. 

E s  sei also die Déterminante E' für folgende Functionalgleichung zu 

bestimmen : 

c) 

in  welcher 
g l = m + l z i ,  ~ I = P + z ~ ,  
g2=m-me;  h, = p -  pi. 

Dia Dkterminante für den ersten Bruch ist (-1)YB1' uV-l e-hlu, 
1 (VI 

Lhe Summe dieser Ausdrticke ist offenbar die DBterminante für die Surnme 
der beiden Partialbrüche; man ha t  also 

\ z 

Da nun 
,- a, u - -e-p"(cosy~d-isingu), e r h 2 " -  - e - ~ " ( ~ ~ ~ y ~  + i  siwpu), 

so ergiebt sich fur F der reelle Ausdruck 

2 (- 1). 
F (u) = ---- uv - 1 e-P"jmcospu+lasinp211, v > O .  

l ' ( y )  
Die Grenzen sind 

u , = + m ,  wenn a - p < O  
Ui =O; 

u q = - m ,  wenn x - p > 0  

Nicht selten ereignet es sich, dass lineare Differentialgleichungen be- 
hufs Veranderung ihrer constanten Parameter einem vielfachen Differentia- 
tionsprocess unterworfen werden, wobei der zweite Theil f ( x )  der Gleich- 
ung die entsprechende Veriinderung erleidet, namlich tibergeht in 
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Von W. HEYMANN. 29 
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Sol1 ftir den letzten Ausdruck die Determinanta hergeleitet werden, so 
bestimme man zunachst die Dkterminante von f ( x ) ,  d. h., man ennittle F au8 

JZ l?( t6)  du = f ( $ )  ; 

% 

alsdann Iasst sich zeigen, dass 
un F(u) 

die DBterminante der Ableitung von f ( x )  iut. Man findet niimlich durch 
n-fache Differentiation der letzten Gleiühung nach x  

"4 
was mit unserer Behauptung coincidirt. 

Bisweilen wird mit Differentialgleichungen der Form 

auch folgende Ti.ansformation vorgenommen : Man substituirt y - yL eax, 
differenzirt hierauf die Gleichung a-mal,  substituirt rückwarts y?) z yae-ar; 
hierauf transformirt man nochmals i n  analoger Weise y, = y, da, differen- 
zirt b - mal, setzt y3(b) = e-P"y4. Hicrbei ist  au8 dem zweiten Theil f ( x )  
der ursprünglichen Gleichung Folgendes geworden: 

und es fragt sich nun,  welche Gestalt die Déterminante fiir diesen Ausdruck 
anriimmt. 

Sei F(u)  die Déterminante von f ( x ) ,  so daas man hat 

eux F(u)  d u  = f ( x ) .  S' 
UI 

Setzt man hieriii 
u=w+lY, 

so folgt 

$uxF(v+a)  d u = e - a 2 f ( r c ) ;  

"1 

differenzirt man dies a-  mal nach s, so entstcht 

17, 

substituirt man rückwarts 
~ - ' U - - & ,  

so folgt 
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30 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialgleichungen 
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u.1 

oder ftir 

d 
eL'x(v+jj- U ) ~ F ( V + / ~ )  d v =  e ( a - P J c  -cax f d xn 

f (x) 1 

vi 
und riach b-maliger Differentiation in Bezug auf x  

oder endlich fiir v = u - p  

211 

1st daher F(u) die Déterminante von f ( x ) ,  so ist 

(u - e)" (U - ,qa P(u) 
die Déterminante von 

d da 
dz"  d x" 

Diese Transformation kann in der angedeuteten Weise beliebig weil 
fortgesetzt werden. 

B. Supplementintegral der Differentialgleichung 

1) ( a , + b , ~ ) y " + ( ~ , + b , x ) ~ ' +  ( a , + b , z ) ~ =  X, 
unter X eine ganze Function verstanden, 

I n  dem Palle, wo der zweite Theil der Differentialgleichung 1) eine 
ganze Function k t ,  treten wesentliche Vereinfachungen bei der Herleitung 
des S~ipplementint~egrals ein. - I n  erster Linie verdient der Pal1 Reachtiing, 
wo b,=O ist. D a n n  i s t  d a s  S u p p l e r n e n t i n t e g r a l  i m  A l l g e m e i n e n  
e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  G r a d e s  

die Grossen a bestimmen sich durch Coefficientenvergleichung. - Man vergl. 
die auf Soite 22 citirte Arbeit: Ucbcr die Integration etc., 5 2. - 

1st b, O ,  so liegt die Sache nicht so einhch. Das Supplementinte- 
gral hat jetzt die Form 
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wobei z noch in besonderer Weise zu bestinlmen ist. Führt  man namlich 
den letzten Ausdruck in die Gleicl-iung 1) ein,  so entsteht 

E s  enthalten die k linear die p Grossen a,, bis cu,,-i, und letztere 
kann man immer so bestimmen, dass die Coefficienten 8,' und k p ,  8,-1 

und 76,- l , . . . ,  A, und k ,  identisch werden. I m  Speciellen kann es sich 
ereignen, dass die absoluten Glieder A, und k, dann von selbst tiherein- 
stimmen, und i n  d i e s e m  F a l l e  w t i r d e  d a s  S u p p l e m e n t i n t e g r a l  
e i n e  F u n c t i o n  ( p - l ) t e n  G r a d e s  s e i n .  I m  Allgemeinen findet dies 
aber nicht s ta t t ,  und es bleiht 

(a ,+~ ,x )~"+(a l+b l~ ) z '+(a ,+  box ) s=Ao-ko  

zurück , für welche Gleichung noch besonders ein Supplementintegral auf- 
zusuchen kt. 

Die Gleichungen zur Bestimmung der or lauten folgendermassen: 

und eine Berechnung dieser Grossen ist immer moglich, weii 0,s 0 voraus- 
gesetzt wird. 

I m  a l l g e m e i n s t e n  F a l l e  i s t  d a h e r  d a s  S u p p l e m e n t i n t e g r a l  
d e r  G l e i c h u n g  1) a d d i t i v  z u s a m m e n g e s e t z t  a u s  e i n e r  g a n z e n  
P u n c t i o n  ( ( r - l ) t e n  G r a d e s  u n d  a u s  e i n e r  F u n c t i o n  a ,  w e l c h e  
l e t z t e r e  w i e d e r u m  S u p p l e m e n t i n t e g r a l  d e r  v o r g e l e g t e n  D i f f e -  
r e n t i a l g l e i c h u n g  i s t ,  w e n n  d e r e n  z w e i t e r  T h e i l  e i n e n  c o n s t a n -  
t e n  W e r t h  

h a t .  
A,-k,=Ao-(uo<r,+a,<u,+a,<u,)=B 

Um nun B aus der Gleichung 

zu bestimmen , konnte man diese in  die Wei l e  r'sche Normalform umsetzen, 
aber bei dieser Transformation t r i t t  der Uebelstand ein, dass der zweite 
Theil der Gleichung wieder inconstant wird, und dass dadurch die In te-  
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32 Ueb. die Integration linearer, nicht horuog. Differentialgleichungen. 
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gration bedeutend complicirter ausfallt. Man versuche daher ftir die n i c h t  
transformirte Gleichung ein Supplementintegral herzuleiten. 

Setzt man dasselbe in der Form 

u.1 

voraus, so erhalt man nach Einführung dieses Ausdruckes in die Gleichung 1 a) 

211 

oder nach einiger Reduction 

Hierin bedeuten 
Uo= a,u2+ a,u + a,, . 
Ul= b,u2+ b,u + bo 

Man bestimme nun P so, dass 

und, wenn moglich, die Grenzen u, und u, so ,  dass 

/ e u x  UIP~;''= B. 

Bus der vorletzten Gleichung ergicbt sich 

ss d u  U I V = y e  LI, y=co&.,  

und vermoge dieses Ausdruckes verwandelt sich die letzte Gleichung in 

Ftir das Weitere sind nun vier Fiille der Integration zu iinterscheiden 
und zwar je nachdem 

1) 0- w 
-na+- 

b + --y 
U - N  U - p  

4) - = a 2 d +  a1>l+a0. 
1. Es sei 

u1 

- -- 
a b u ~ = m +  -- + -  

Ul - u-pl 
d a m  la& sich die Gleichung 1 a) folgendermassen schreiben:* 

* Wir gebrauchen die Schreibweise S. S p i t z e r ' s ,  weleher diese Gleichung 
ausführlich behandelt hat, - Der Einfachheit halber iat b,= 1 gesetzt worden. 
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Von W. HEYMANN. 

Ul 

iind die Gleichung zur Restimmung der Integrationsgrenzen 

y e 7 6 ( m + x )  (u - a ) a  (u - / 3 ) h I ; :  = B. 

Bezeichnen wir nun die absolut kleinstc Wurzel von U,= O mit a, BO 

k6nnen bei p o s i t i v e m a die Grenzen u, = O und uZf= a gcbraucht werdcn 
und man erhalt für y aus der letzten Gleichung 

1st hingegen a  n e g a  t i v ,  so vcrfahre man in folgender Weise: Man sub- 
stituire in Gleichung or) 

=. eax dl , 
dann entsteht 

(m+x)z",+[a+b+(a-~)(m+x)]a',+a(ci-~)~~=R-~~e; 

dies giebt v - mal differenzirt 

( m ~ ~ ~ ) z , ( ~ + ~ ) + [ a + v + b + ( a - ~ ) ( m + s ) ] z , ( ~ + ~ )  
+ (a + v )  (ci - @) z,'= B (- i r ) v e - a x .  

Setzt man nun 
al(?) = e - a x z  

2 9 

so erhslt man 

x )  a",+ [a+ v + b - ( u  + /3) ( m + x ) ]  fi', 

+ [ - ( a + v ) / 3 - b a + a r ~ ( m + x ~ ] ~ ~ = B ( - c i ) ' ,  

also eine Gleichung, die sich von Gleichung (a) nur dadurch unterscheidet, 
dass an Stelle von 

a a B 
reùp. Z~ a + u  B(-<y)* 

steht. Man wahle nun für v diejenige g a n z e  p o s i t i v e  Zahl, welche un- 
mittelbar dem absolut genommenen Werthe von a folgt, dann ist 

ein brauchbares Supplementintegral der letzten Differentialgleichung. Der 
Zusammenhang zwischen diesem Integral und demjenigen der Gleichung a) 

ist gegeben durch 
Zeiisohrift f. Maihematik u. Phjsik XXXII. 1. 3 
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34 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialgleichungen , 

f i =  eax Jfi2e-axdzv, 

wobei die v-fache Integration zweckrnassig mit Hilfe der Formel 

f ( x ) d x V = -  . f ( v  - l)! J x - d v - l f ( m ) d u  

2 0  

vollzogen werden kann.* 
P ü r  y hat  man zunachst 

aber dieses zieht sich zusammen in 

y = (- 3 ) a f  B a - a P - b  - 
diese Grosse behalt also ihren früheren Werth bei. 

Solltc a = O sein, so gcniigt der rcducirten Differentialglcichung, wie 
leicht zu sehcn, 

2 = 

partiüulk-, i d  die Iritegration erledigt sich auf anderem Wege. Ueber- 
haupt treten Vereinfachungen ein, wenu a und b ganze positive oder negative 
Zahlen sind. 

Es m6ge noch folgende Anmerkung gestattet sein. 
Besitzt die reehte Seite der Gleichung 1) einen Factor e X x ,  lautet sie 

also X e X x ,  so l m t  sich dieser Factor durch die Substitution 

y = e X x y i  , 
stets entferneu. Denn nach Einftihrung dieser Substitution tritt  die Ex- 
ponentialfunction als Factor der linken Seite auf und geht durch Division 
for t ,  wiihrend sich x mit den Coefficienten der Gleichung 1) so mischt, 
dass deren Gestalt erhalten bleibt. 

Man kann auf Gleichunpen dieser Art bei der Integration von 

a) (A ,  + R, a )  s"'+ (A, + B, x) sr'+ (A,  + B, x)  z'+ (A,  + Box) B = 0 
stosscn. Lasst sich nanilich die letzte Differentialglcichung auf die Form 

bringen, wobei 

b) Z=(a,+ b , x ) s ' + ( a , +  b,x)z'+ (a ,+b ,x )a ,  
so k t  das Supplementintegral der letzten Gleichung ein particulares Integral 
dei. Gleichung a). E s  wird sonach durch eine complete Integration der 
Gleichung 

* Es sei bemerkt, dam man sich in best'immten Fallen - auch bei nega- 
tivem a - die vielfache Integration eraparen kann, wenn man für zlp unendlich 
grosse Werthe zulasst. Doch musa man daun uuterscheiden, ob m + x positiv 
oder negativ ist. 
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C) (a, + b, 2) z"+ (a, + b, 2) z'+ (a ,  4- box) a = B e X x ,  B = colzst. 

das vollstXndige Integral von a) gewonnen. 
2. Es sei 

a b 
u o - m + + -  -- - 
71, ( U - U ) ~  % - C r 3  

d a m  lasst sich die Gleichung 1 a) folgendermassen schreiben : 

8 )  ( m + x ) z l ' + [ b - 2 a r ( m + z ) ] z ' + [ a - b o r + a r e ( m + x ) ] z = B  

Das Supplementintegral lautet : 

? 
a = yJeu(+")- +a - u)a-z d u  

'4 

und die Gleichung zur Bestimmung der Integrationsgrenzen: 
a U S  l u  (u - , p + x ) - -  u -a},= B. 

Die Wahl der Grenzen hat  nun in folgender Weise zu erfolgen: 

m + z positiv, a negativ, a negativ 1 baren Grenzen. 

Die linke Seite der Gleichiing 

nh + x negativ, or negativ, a beliebig 
m + x positiv, u positiv, a beliebig 

verschwindet für u = u,; f ü r  u = zcl = O erhiilt man dagegen 

u, = O, U,  = + CO, 

u, = O,  U, = - m, 

b - y ( - o r )  e = = B ,  ( Y ~ o ,  

weshalb y in den erledigten Fiillen den Werth 

WL + x negativ, rr ~ o s i t i v ,  a negativ U, = O ,  U, = u - 6 iirn 6 = 0. 
m + ic positiv, a negativ, a positiv 1 U,  = O ,  U, = (Y + 6 
m + x negativ, a positiv, a positiv Hier ergeben sich keine braucb- 

I n  den beiden Fallen, in  welcheu sich keine passenden Werthe ftir uz 
finden lassen, scheint nichts Anderes übrig zu bleiben, als dass man die 
Gleichung 1 a) direct auf die W c i le r ' sche  Normalform bringt. Dies ge- 
schieht (vergl. die auf Sei te 23 citirten Vorlesungen von S c h l  6 m i  l c h) 
mittels der Substitutionen 

x = b + ~ k ~  und a = q e - x ~ - A E ,  

vermtige welcher die Gleichung l a) übergeht in 

Die weitere Zntegration gehort in den Thoil A der vorliegenden Arbeit. 
Es sei hier nur darauf hingewiesen, dasv man im Verlaufe der Rechnung 
auf die E'unctionalgleichung 

3 
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36 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialglei~hun~en. 
,_ r__^r r__  ------ ll-lI-I--̂ ^CX--Y---YIIN..- Y ^  - -_Y/_-VI, 

'4 

stosst, und dass in  dieser die Déterminante Y (wie dieses bei andorer 
Gelegenheit auf Seite 44 gezeigt werden 9011) folgender Ausdruck i s t .  

B' --  IL-^)^ 
-(u-A)e 4 x .  F (u) = - 

4 x  J n x  

3. E s  sei 

dann lasst, sich Gleichung l a ) ,  welche jetzt die Gestalt 

besitzt , folgendermassen schreiben : 

Y )  nz"+ [m + x - n.a]z'+ [ a - n  (m+ % ) ] a =  B ,  

wobei der Einfachheit halber b,= 1 gesetzt wurde. 
Das Supplementintegral lautet : 

4 
und die Gleichung zur Bestimmung der Grenzen 

Die Wahl der Grenzen hat in  folgender Weise stattzufinden: 

ta negativ, a positiv, or beliebig, 
IÛ positiv, a positiv, n beliebig, 

oi negativ, 
IÛ negativ, a negativ, 

IY positiv, 
oi negativ, 

n positiv, a negativ, 
oi positiv, 

Die linke Seite der Gleichung 
u1 

y (u - f f ) a e Y ( m + x l + n ~  = B 

verschwindet fiir u = u,; fiir u = u, = O erhalt man dageben 

- y  (- BI a i  O ,  
weshalb y i n  alleu Fiillen den Werth 

y = (- l)"+' Ba-" 
besitzt. 

4. Im letzten E'alle lautet die Gleichuiig l a ) :  

a ,d l+a ,a '+  ( a , + b , x ) a =  B ,  

und dieser geniigt, wie hinreichend bekannt ist ,  falls .R fi 0 ,  
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wobei 

Wird nsmlich das letzte Integral in die vorgelegte Gleichung 
so entsteht nach gehoriger Reduction auf der linken Seite 

- (Cl + C, + CA 
welche Grosse Ku11 su seteen k t ,  wenn mari dio rcducirto Gleichung vor 
sich hat. 1st aber die rechte Seitc der Gleichung eine bestimmte Con 
stantc B, so hat man die willkürlichcn Constanten einfach an die Be- 
dingung Cl+C,+C3=-B 

zu knüpfen. Im vorliegenden Falle ist also das Supplementintegral mit 
den particulZren I n t e g r a h  def rediicirten Differentialgleichung innig ver- 
biinden. Wollte man das Siipplementiutegral für sich haben, so miisste 
man zwei der Constanten C gleich Nul1 setzen. 

II. 
Lineare , nicbt homogeue Differentialgleiehungen zwciter Ordnung , deren 

complcte Intcgration auf die Gleichungen 

Es giebt eine grosse Anzahl von Differentialgleichuogeu der  Form 

welche durch Substitutionen wie 

u = g ( x ) ,  v=y.h(x) 
in die Gleichungen CY) oder 6) t.ransformirt werden konuen." Diese Sub- 
stitutionen bringen zwar eine Veranderung des zweiten Theiles t / ~  der 

* Die Gleichung p )  kaun mittels y = e l l z  auf die Form 

B')  (a2+ b , ~ )  Z" +(u, +Zl,xj z ' +  u , z = X ,  
gebracht werden und erscheint dann als Specialfall von a). Da aber bekanntlich 
j3') eine ganz eigenartige Behandluug erfordert, und da ihr Integral von dem der 
Gleichung a) wesentlich verschieden ist, so haben wir be ide  Gleichungen - a) 
und fi) -- an die Spitze gestellt. 
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38 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differeutialgleichungen. ------- 
Gleichung y) hervor; immerhin bleibt aber diese eine Function der unab- 
hiingigen Variabelen, und man kann daher für alle diese Gleichungen y )  
das Supplementintegral auf directem XTege - das sol1 heissen: ohne Varia- 
tion der Constanten - ableiten. 

Es wird nicht überflüssig sein, wenn wir eine kurze Uebersicht der 
baupts2chlichsten Gleichungen erwahnter Ar t  geben, zunial eine solche 
Uebersicht auch Nutzen gewahrt,  wenn man es nur mit den reducirteu 
Gleichungen zu thun hat. 

Folgende Differeritislgleichungen* - mit oder ohne zweiten Theil - 
lassen sich auf die Gleichungen a) oder p )  - beziehentlich mit oder ohne 

zweiten Theil - zurückführen. 
Auf u) kommt zurtick: 

Auf 1) kommt zurück: 
3 2 d 2 v  d rl 

2) 
( a + b E + c P + d d )  T + a l ( a + b L + ~ ; 2 + d i 3 )  - k d k + (a,  + b, E + c0d2) r/ = 0. 

Substitution : 
l u+l  v  t=- , q=-. 

u u ' 
A folgt aus 

a +  bA+cA2+dA3=0.  

Auf 1) kommt auch zurück: 

d2 v dv 

3) ( a + b 5 + c k ' + d P ) P p + ( a l + b , C + c , b ' ) ( a + b S + c ~ V + d E ? ~  d  6 
+ ( a , + b , $ + ~ , ~ ~ ) v = 0 ,  c I Z 2 d .  

Substitution : 
. A u + 1  g=-. 

Z C 7  

A folgt aus 
a +  bA+cA2+ dA3=0 .  

Auf 1 )  kommt zurtick: 

+ ( a , + b o t n + c o t ' n ) v ~ O ,  c l = ( l a + l ) c .  
Substitution : 
- - 

* Vergl. diefie Zeitschrift, XXVIII. Jahrg. 4. Heft und XXIX. Jahrç. 3. Heft. 
- Der Einfachheit wegen sind die Gleichiingen in der reducirten Form angeführt 
und die Buchstahen a, b ,  a,, bi etc. wiederholt gebraucht wordeu, obgleich aelbige 
in den verwhiedenen Gleichuugen verschiedene Bedeutung haben. 
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1st c = cl = O ,  so lautet die letzte Differentialgleichung 

und diese ist bedingungslos integrirbar. 

Gleichung 5) fasst in sich zwei bekannte Specialfülle, niimlich - w e m  
a, + botn  + C, tZn durch a + b t n  theilbaï ist - die E u l  er 'sche 

und - wenn b = 0 - die folgende: 

und diese Gleichung kommt vermoge 

v=kkw 
auf die Gleichiing fi) xiirück. 

Endlich erinnern wir noch daran,  dass die Gleichung 

mittels der Substitution 
v =  W p u l - ~ n u  

in die Gleichung f i )  übergefiihrt werden kann. 

Wir begnügen uns mit Angabe dieser neun Differentialgleichungen, 
obwohl noch lange nicht alle bis jetzt bekannten auf a )  und f i )  reducir- 
baren Gleichungen genannt sind. - Besitzcn nun die aufgestellten Gleich- 
ungen einen zweiten Shei l ,  so kann für dieselben stets - durch Rück- 
gang auf die Gleichungen or) resp. fi) - des Supplementintegral hergeleitet 
werden. Das Problem lauft schlicsslich immer darauf hinaus, in den 
Functionalgleichungen 

J:: - z lAp(u)  d u  = f(z), resp. euZI<.(u) du = i. (21 
% 211 f 

die Déterminante F bei gegebener Ponct. gon. f (x) zu ermitteln. 

Wir wollen die Rechnung an einem Beispiele vollstandig durchführen 
und wahlen hierzu die Gleichung 9) ,  wenn dcren zwciter Theil eine ganze 
Function ist. 
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40 Ueb. die lntegration linearer, nicht homog. Differentialgleiühungeii. 

Supplementintegral der Uift'erentialgleichung* 

&as Supplementintegral hat oKenbar die Forin 

denu führt man diesen Ausdruck in die Gleichung (1) ein, so entsteht 
d 2 z  d z x xFL 

a s 7 + ( a , + b , x ) ~ + ( a o + ~ o x + c , x 2 ~ ~ + I c , + k  d x l l !  - + . .  + k b - = X ,  
P !  

und nun lassen sich die p -1 Grossen a ,  welche linear iu den k euthalten 
sind, so bestimmeu, dass 

k 2 = A 2 ,  k,=A,,  . . a ,  k,=AF, 
und sonach 

d2 8 d z 
9 a )  a z d ~ ~ + ( a l + ~ , x ) d ~ + ~ a O + b O ~ + ~ O ~ 2 ) z = B O + ~ l ~  

zuriickbleibt, für welche Gleichung noch das Supplementintegral besondere 
zu ermitteln ist. 

Das Gleichungssystem zur Restimmung der u ist  in folgendem Schema 
enthalten : 

a,uh +bohuh-1  + ~ ~ h ( h - 1 ) ~ ~ - 2  
+ a , u h + l +  bl bah = A h ;  
+ a, ~ h + 2  

man hat  also für h = p bis h  = 2 
~ , ~ ( ~ - 1 ) a ~ - ~ = A ~ ,  b o ( ~ ~ 1 ) u M - ~ + ~ O ( p - 1 1 ) ( p - 2 ) u p - ~ =  etc. 

Eine Bestimmung der u  ist immer rntiglich, wenn c, 5 0; der Pall 

c,, O ist im ersten Theil dieser Abhandlung erledigt worden. 
d u s  dem Schema geht noch hervor, dass (fur h = O  und 1) 

Jetzt hat man das Supplcmentintegral der Gleichung 9 a )  aufiustelleu. 
Man transformire dieselbe mittels der Substitution (vcrgl. S. 39) 

v e - Y ~ î - a x  

wodurch entsteht 
( a O - a , ~ + ~ 2 ~ 2 - 2 a 2 n )  

d2 v 
( a l - 2 a ? i i '  1" - + [ + ( O , - 2 u 1 x - \ b , - 4 a , r . ) A ) x  v =  f ~ x ) .  a2%?+[+(b l  - 4 a 2 i r ) x  d s  + ( 4 a , x 2 - 2 b ,  x+c0)x2  1 

oder, wenn x und I so bestimmt werden, dass 

* Die rechte Seite dürfte auch Xeaz2+pr  laut,en, ohne dasa die Rechnung 
complicirter auefillt, denn die Exponentialf'unction kann durch die Substitution 
y = y, e a r z + P Z  tieseitigt werden. 
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Die Bedeutung von p, g und r wird leicht erkannt; doch ist ltuch 
daraiif zii achten, dass wir die Grfisse 

mit welcher die vorletzte Difrerentialgleichung dividirt worden is t ,  in  Bo 
und BI eingehend denken. Die neuen Grossen Bo und B, in f sind also 
mit den vorigen nicht identisch. Wesentliche Vorau setzung ist hierbei 

b, - 4a2x $0. 

Frihrt man nun in die Gleichung 9 b) - vergl. S. 25 - den Ausdruck 

Ul u, 
eiu, so ergiebt sich 

Setzt man 

eo wird 

und es hleibt dahcr zurüük 

"4 

Sei r (resp. sein reeller Bestandtheil) positiv, dann ist es erlaubt, 
u, = O zu nehmen. Wahlt man hierauf die Function S so, dass 

u2 
P T t 9 ~  

S(u)  . d e  - F (u) , 
wo P die Déterminante in  

bedeutet, so ist 211 
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42 Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialgleichungen. 
--O-- "< < - . --- 

daa gesuchte Supplernentintegral der Gleichung 9b). 
Revor wir die Dbterminante F bestimmen, erortern wir den Fall, in 

welchem r n e g a t i v  ist  und daber uo nicht Nu11 genommen werdcn darf. 
I n  diesem Falle differenzire man die Gleichung 

9b) pu"+ (4+x)~'+rv = [ ( I . )  
v - mal. so dass eritsteht 

d 
PW"+ ('I+~)w'+(T+~')w = d f f ( x \ l  

wobei 
d v  v 

w = - 1  
d xv 

und wahle für v diejenige positive ganze Zahl, welche dem absoluten Werthe 
von r unmittelbar folgt. Die letote Differentialgleichung kann nun s o l  mie 
Gleichung Sb) behandelt werden; zuletzt hat man ,  u m  v zu erhalten, nocli 
eine v - fache Integration vorzunehmen. husserdem ist auch zu beachten, 
dass der Déterminante F(u)  der Factor uv ertheilt werden musa, weil die 
Functionalgleichungen 

u UP 

dV Fiu) du = f(x) und Fux uv F(u)  d u  = - f ( ~ )  .> cl  xv 
211 u.1 

coriespondiren. (Vergl. S. 29.) 
Stellen wir nun die einzelnen Ausdrücke zusammeri, so erhalten wir 

als Supplementintegral der Differentialgleichung 

falls r p o s i t i v  is t ,  folgendes: 

211 

und,  falls r n e g a t i v  kt: 

und in beiden Integralen bedeutet F 

JTu) d u =  f ( z ) ,  

die Dbterminante der Gleichung 
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Um F zu bestimmen, wende man sich vorerst an die Gleichung 

eux E' (u)  d u  = nu e l ~ ' + L ~ .  

MI 

Man findet für diese die Déterminante, wenn man die bekannte Identitat 

-m 
mittels 

(ZL-A)-2xx , = - -- -, .<O 
a /, 

transformirt ; es entsteht namlich 
Z L  

TL1 - 

Z C ~ = - O O  Ji, u2 =+CD J x .  
Xach einem früher aufgestellten Satze (vergl. S. 28) ist nun unmi t te lb~r  

weil die Bedingung 

- m  V ;  
erfüllt kt. Xatürlich muss y positiv und ganzzahlig 
schieden sein; beides findet für unsere Untersuchung 

Hat man daher die Déterminante zu bestimmen 
th 
/' 

und x von Nul1 ver. 
statt. 
in  

so beachte man,  dass 

l u - l i a  
R l  b e - ~ d u  = B , z e x z 1 + 2 x  

- 2  J x n  d u  
211 

oder nach Addition 
u2 

(u -1)= 1 -- ZL-A 
[ e u x -  , L e  / B , + B , , \ ~ U ~ = ~ ~ , + ~ , ~ ) ~ ~ X ~ + ~ ~ ,  

Nithin kt  die zur Fonct. g h .  
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41  Ueb. die Integration linearer, nicht homog. Differentialgleichungrn 
------" ---<---, 2- -- ,- ,Vu -  - - -  --/ 

f (x) = (Bo + B, 2) 
gehorige Déterminante 

1 - 
F (u)  = -- 

2 6 "  
dieser Ausdruck wtire a n  Stelle von F in die S~pplement~integrale einzu- 
fiihren. 

Für  die bisherige h t ~ ~ r a t i o i i  wax voiaiisgesetet, dasv 

b 1 - 4 a , x ( > 0 ,  

denn andernfalls konnte man die Grosse I, riicht bestimmen und tiberhaupt 
der Gleichung 9 a )  nicht die Porm ! f b )  verleihen. 

Sollte aber b, - 4n,x = 0, d. h. 
b,'-- 4a2r0 = 0 

sein, so setze man von voruherein I. :O, man transformire also die Gleich. 
u n g  Oa) mittels = e- x x2 

und wahlc x so, dase, wie früher, 

4 a , n 2 - 2 L l ~ + c 0 =  O ;  
dadurch erlangt die Gleichung 9 a j  die Gestalt 

Hierbei ist darauf zu achten, dass die Gleichung 9 a )  durch die Grosse 

dividirt wurde, welche von Nul1 vrrschiedcn vorausgcsetzt werdcn muss iind 
darf ,  und dass wir diese Grosse in Bo und El eingelieiid denken. 

Setzen wir das Supplementintcgrel wicdcr in d c i  Form 
U =fi(.) . [fiz V d u ]  d u  

", *O 

voraus, so entsteht nach Einfiihrung desselben in Gleichung 9 c )  

Wiihlt man V Y O ,  dass 
dV 

(pu"+u+r) V -  - = O ,  d u  
also 
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Von W. HEYXANN. 45 
- .  -- - -  - 

und bevtimrnt niari zc,, aus der Gleichung 
pu,,S = - m, 

so dass 
P(%) = O ,  

dann bleibt zurück 

$(u) eux P d u  = f ( x j .  

Setzt man 

und lasst F die Déterminante von 

f  = (Bo + B, x) eXx'  

bedeuten, so befriedigt der Ausdruck für  v die Differentialgleichung 9 c) ; 
es ist also 

u.1 u, 
daa gesuchte Sopplementintegral von 9 c). 

Die Dbterminante F ha,t nach der vorigon Unt,ersuchung (unter Beruck- 
sichtigung, dass I = O) folgenden Werth: 

und die Grenzen sind, wie früher, 

Stellt man die Ausdrücke zusaminen, so kommt man 211 folgendem 
Schlussresultat : 

Das Supplementintegral der Differentialgleichung 

lautet, falls 
b , 2 - 4 a 2 c , = 0 ,  

+m vx 1L 
us U' ua u3 

= e - x x : f [ e  - -p3 -<~ -7uF~U! /é . I+pT+< l+~u  du ]  du .  

-m v x  u.0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



III. 

Zur Theorie der Elimination. 

Von 

LEOPOLD SCHENDEL. 

1. Darstellnng der  Resnltante von ~i Formen m,ter Ordnung. 

1. Wir stellen durch die Grosse 

(alnl)rl. . (axnx)'x p l .  . prn ,  rl +. . + rI = r 

das arithmet,ische Mittel aller derjenigen Ausdrücke dar ,  die man dadurch 
erhalt,  dass man auf alle m?iglichen Weisrn die r Grossen pln, . ., p r n  
mit den x Grosseu a,", . . , a,", die einzeln in den Dimensionen r, ,  . ., r ,  
und zusammen in der Dimension r in ihr vertreten sind, durch algebraische 
Multiplication verbindet. 

Die 4nzahl dieser Ausdrücke, durch welche ihre Surnme zu divi- 
diren i s t ,  ist 

r !  
VI ! . . T x !  

Insbesondere ist 
(an),pl . . p r n  = anpln .  . anprn  

und darnach, wenn 
am=a1 ..an 

gesetzt wird, die Grosse 
al . . anr p, . . Prn 

ein algebraisches Product von n r  Factoren von der Porm a,pl, die 
durch algebraische multiplicative Verbindung der 
den Grossen a,, . ., an erhiilt. 

Ferner stellen wir ,  indem wir 

und 

setzen , durch die v factorige Grosse 
(aln,)G n, . . n. 

- . ( ~ , ~ I . ) n " ~ h  ..nu 

ein algebraisches Product von w, . . n, Factoren 
erhalt, dass man die in dcn Dimensionen - - 

n,n1. .nu, . ., m,n, . . f i ,  

in ihr vertretenen 

Grossen pl, . . , p, mit 

d a r ,  die man dadurch 
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Zur Theorie der Elimination. Von L. SCHENDEL. 47 
^ _ _  _,_, ,.,_,2Y,.-/_N_Y_M,----- --- - . 

R I ,  . - 9  fi, 
l idaren Pactoren der Grossen 

aInl, . . , a u n u  

auf alle moglichen Weisen zu cornbinatorischen Producten von der Form 

fJ1,x. . . a" ,  Zn 

verbjndet. 

Dieser Bildungsweise entsprechend i d  unter Berücksichtigung der 
Gleichung -- - - - 

n 1  - m. = n r p  %, . . w r x m , ,  . . nrx n, .  . m, 

die x factorige Grosse - 
( a , , n r , ) n r , n l . . n v  . . (a,,%x)"r, n , . . %  

- - - - 
- ( ( ~ r , ~ r ~ ) ~ r ,  n r l .  ' n ~ x  . . (arxnrx~,znr,;.nrx)~r,-.nr.,nt 

Die v factorige Grosse 
- - 

(aln1)71, " 1.. n v .  . ( a v n u ) n g n ~ .  

nimmt bei eincr Vertauschung zweier Factorcn dcn Factor (- 1 ) " 1 - .  nu an 
Sie ist in der Form 

- - 

( a r n r ) n l  %..nu ( a r n , ) n r  n, . .nu ( a l n , ) n ,  n ,  ..nu . , ( a , ; u ) ~ u n l - n u  

darstellbar und erscheint in  dieser Form als ein algebraisches Product von - 
m,n, . . TL, Factoren von der Form 

gleichwerthig und-somit das arithmetische Nittel aller derjenigen Ausdrücke, 
die man dadurch erhalt , dass man auf alle moglichen Weisen die i r n ,  . . n, 

- 

Grossen a,. al, ., . . a u ,  ,. nr mit den v Grossen a,,, , . ., a,, r:r, die 

einzeln in  den Dimensionen no, r , ,  . . , mo, ,, und zusammen in der Dimension - 
mm, . . n, in ihr vertreten sind, diirch algebraische Multiplication ver- 
bindet. 

2. Wenn die v Formen mter  Ordnung 
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ftir eine Grosse p verschwinden, so verschwindet für  diese Grosse 1 ei ge- 
wissen Werthen der Grossen x , ,  . ., x ,  auch die Determinante 

a i , . , . . a ~ , ~ ~  ( p p , . . p , - l  
und demnach auch die Grosse 

- - 
( a l n i ) n i n ~  . . n u , ,  (a,"" )nu ni - . n u  PPi . Pv-inl..nu 

die das Product der n, .. m, Determinauten darstellt, die man aus der 
Determinante 

a~, . , . .a , , . ,  j pp, . .pv- i  
dadurch erhiilt, dass man den Grossen x , ,  . . , x ,  auf alle moglichen Weisen 
die Werthe 

x , =  1, .., fi,; . . ;  x U = l ,  .., n,, 
beilegt. 

Sie erweist sich durch die Form 
-- - - - - - 

(a,n,)n, n , . . n .  Jn.-nr n ,  ..n a i ( a l n ~ ) n ~ n r  n , . . n ,  . . , n , n ,  n,  . .n"pp, .  , pu - , mr n , ,  . uv ,II, 

in welcher sie darstellbar is t ,  als eine ganze rationale Function der Coeffi- 
cienten der gegebenen Pormen, welche diese bezw. in  den Dimensionen 

- - 

n, n i .  . nu, . . , nu ml. . Tb" 
enthtilt. 

Die in  ihr auftretenden Grossen p, ,  . . , p u - ,  sind beliebige Grossen 
und konnen durch irgendwelche u - 1 Grossen aus der Reihe der Grossen 
e l ,  . ., e, ersetzt werden. 

Die Gleichung 
(al%);, n , .  . . (a,% )< "1 .. n~ p 9, . . n l . . n v  - 

eI"-i - 0  
enthalt offenbar die Grossen 

P E I , ,  . - 7  E ) E I . - i  

nicht iind erscheint darnach als die Endgleichung, die man durch die Eli- 
mination dieser Grossen aus den Gleichungen 

alrilpnl=C, .., avnspn~=O 
erhalt. 

Indem man den Grossen A., , . . , A, - 1 alle moglichen \Verthe a m  der 

Zahlenreihe 1, . , vn beilegt, erhtilt man (v 11 1) Endgleichungen. Diese 

Endgleichungen sind &mm t.lich, linenr verbunden , in der einen Gleichung 
- ni.*"a- 

( a l n l ) n ~  nl..n,. . (avnu)nnr~~-.neppi., pa-, - O 
enthalten. 

I n  Anbetracht des Umstandes, dass eine Endgleichung das Resultat 
einer Elimination is t ,  bezeichnen wir die Grosse 

- - n, .. n. (alnl)nlnl . .n~.  . ( a u n ~ ) n i n l . . n ~ p p l .  . pu-1 

und in gleicher Weise eine jede Grosse, die sich von ihr nur durch einen 
von den Grossen aln., . ., avnm unabhangigen Factor unterscheidet, als die 
Resultante der v Formen mter  Ordnung 
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p f a r m ,  I . . an, rn-2 el . . Cmr 

demnach gilt der Gleichung - - 
~ ~ ~ ( ~ e ~ p ~ - I = a ~ e ,  . a l a , .  . anpw- '+ .  . +ane, .  a n a l . .  anpn-I  

ziifnlge die Gleichung 
- 

a,e,  . ara., . . an (a,. ai,, 1 . . a" ,+2 1 el . . = O 

für x = 1 ,  . ., m, und CS müssen von den Grosscn a , ,  . ., a, zwei Grossen 
gleich sein. 

Die Resultante der m Forrnen 

anelpn- l ,  .., une,pn-1 

heisst deshalb die Discriminante der E'orm anpn;  sie i d  diejenige gauze 

rationale Function ihrer Coefficienten, deren Vrrschwinden anzeigt , dass - 

unter ilireu Verschwindungsgr6ssen zwei gleiche Gruppen vorhanden sind. 
Die Iliscriminante der Form mter  Ordnung anpv  bat die Form 

(,n e l ) (n- l )m- ' .  . (an rn )ln-l)"-' el . . ernfn-Ilrn 

und kann dxrnach anch in der Form 

(arie, . . a" c,, el . . - 1 y,! -om-' 
oder 

((anlm . Cmn)(rr-~)'n-' 

dargestellt werden. Rie ent,hiilt die Coefficienten der Form in der Dirrien~ion 

m(m- I ) n l - l .  

Insbesondere ist die Discriminante der binaren Form anpn  

((anj2 el eZn)n-l.  

Die Resultant,e der biniiren Forrnen anpn und a,ne2pn-1 hat die Fnrm 

(an)'+ l (an es)" el cg(" - l l n  

und is t  daher bei Berücksichtigung der Gleichung 

a n = u n e l . ~ l + a n e , . ~ ,  
in der Form 

(an el . E , ) ~ > -  ( a ~ ~ e , ) ~  e, e,@ -'J " 
oder 

(an (une,)"-' e, e,(n-'l)'. an e, e , ~ , " - ~  

und demnach in der Form 
((an)B el e,n)n-' . an eZn 

und ferner bei Berücksichtigung der Gleichung - - 
mane,=ale,.ula,. .a,+ ..+u,e,.u,a,. . u n  

in der Form 
A - 

un eZfL .  aln-l alal . . an e, e Z n p 1 .  . ann-l an a, . . a, el eZn-' 

darstellbar. Es ist daher die Discriminante der binzren Form angn 
- - 

((an)2ele,n)n-'= f i -n .  aln-lulal  . . a,ele,n-l . . ann-lanal . . a, ele,n-' 

und demuach der (- l)(y)finte Theil des Quadrates des aus (g) Factoren 

bestehenden Determinantenproductes 
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3. Man kann für die Resultant,e 

eincn Determinantenausdruck ableiten, welcher es gestattet , sic iii unei ,& 
lich vielen wesentlich verschiedenen Formen dlirch die Coefficienten der 
Formen darzustellen. 

Die Resultante 
(a ln , )n ,n i  ..nu . , (al,,n,, )nu n, .nu PPi - . P u - ,  ni .. nv 

der o Formen mter  Ordnung 

aln, pnl , . . , aun, ynu 

geht aus  der Kesultante der vn Fornien offenbar dadurch liervor, daùs rnan 
in ihr lm = v annimmt und die Grossen e , ,  . . , en, durch die Grussen 
p ,  p l ,  . . , pu-1 ersetzt, und ist folglich in derselben Weise durch die 
Coeffirient,en der Formen darstellbai.. 

Beispielsweise i s t ,  wenn wir die Grosse an i u  dei  Borm 
- - 

an = an gin. F~~ + . . + an E ~ ~ .  tZr' 

darstellen , die Resultante 
( u , , ~ ~ ) ~ ~  (agn2)nl el e2"1 nz 

der 2 Formen 2 t e r  Ordnung 

( ~ ~ ~ 1 ) ~ s  (a,n2)n~ p plnt nt 

der 2 Formen mter  Ordnung 
a,"l pnl , a,n2pns 

diirch die Determininte 

dar , und wie für jene Determinante die Gleichung 

Die Resultante 

der v Formen mter  

ist in üer Form 

darstellbar. 
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II. Die Kronecker'sche Interpolationsformel. 
u 

Eine symmetrische Porm der Grossen pl, . . , p,, , welche f ü r  jede 
dieser Grossen vom Grade ml is t ,  ist  in der Form 

darstellbar. 
Wir  sctzen sie als einc binarc Form voraus. Alsdann ist sie, da ein 

Product von lz mgliedrigen Factoren einem Aggregate von 

(" :y- l) 
Gliedern gleich ist und demnach unter der gemachten Voiaussetzung a?l 

aus n, + 1 und also (aln1)"* aus sich zusarnrnensetzt, 

durch Ln,) Werthe und somit insbesondere durch die 

bestimmt, welche sie annimmt, wenn für die Grossen p l ,  . . , p,, alle Com- 
binationen der N ,  + vz: Grossen 

PO, 1 i , . PO, n ,  + n- 
zu je n, gesetzt werden. Demnacfi gilt fur  sie die Gleichung 

(alnl)n2])l . . pnnl 

da  die rechts stehende symmetrische F o r ~ n  der Grossen p l ,  . ., p,, vom 
Grade n, für die bezeichneten Werthe der Grossen p l ,  . ., pn, dieselben 
Werthe annimmt, wie die links stehende Form. Setzt man namlich für 
diese Grossen eine bestimmte Combination der gegebenen Grossen, so ver- 
schwinden die Zahler aller Quotienten bis aiif eineri, der dem Nenner gleich 
ist, und das diesen der Einheit gleiühen Quotienten enthaltende Glied ist 
der Wer th ,  den die links stehende Form für jene Combination annimrnt. 

Diese Gleichung ist die K r  o n e  c k e r  'sche Interpolationsformel. 
Bus ihr ergiebt sich die R o s e  n h a i  n'sche interpolatorische I)arstelliing 

der Resultante der binaren Formen 
alnlpnl, a2"2pn1 

vermittelst der Anriatirne, die Grossen p, , . . , ,un, seien die Verschwinduhgs- 
grossen der Form a , n ~ / ~ n ~ .  F ü r  diese Annahrne ist unter Herücksichtigung 
der Gleichungen 

p = a l e , e 2 ,  a = - p ( t l e p  
offenbar 

pl . . pn,= aànwe, e,"~, aen2 = (- l)"2pl . . pnl E ,  E,"., 

und die Gleichung erhi l t  bei Weglassung des Index O der Grossen pu,,  die 
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III. Von den  gemeinschaftlichen Verschwindungsgrossen 
zweier binaren Formen. 

Wenn p, eine der Verschwindungsgr6sc;eu 

P l ,  ., P m L  

der Form aln1pnl k t ,  so verschwindet augenscheinlich 

(alnl)n* (,nrn2 / ayn2 an2)11 el e2nln2. 

Der Gleichung 
(aln1)", (pn. ( aZn, an2)"i e, ee,"1 n2 = O 

die Grosse 

gcnügen daher die Verachwindungsgroescn der Form alnipnl, und ihre Wur- 
zein für a,"za-".pO a h  Unbekannte sind somit unter der Voraussetzung, 

dass die Form an2pn% für keine von den Grossen p l ,  . ., p,, verschwindet, 
die Grossen 

agn2 a- n 2 p 1 0 ,  . , , a,"~ a-"2 ~ n , ' .  

Von diesen Grossen verschwinden offenbar, wenn man ihr die Form 

(a? (pnz a,"? an.))"> (alnl)nl (a,np)nl e, eZnln2 = O 
giebt und die Gleiühung 

- 
a2n. (pnz ( a,". an.) z an. pnz - an? . ayn,pn? 

berücksichtigt, n. Grossen. wenn die Grosse 

für v = O ,  . . , n - 1 verschwindet. 
1st also die Resultante der Formen aln1p-i"l und a n 2 p  nicht N1111, so 

genügen von den VerschwindungsgrGssen der Porm a l n ~ p n ~  r, Grossen auch 
der Gleichung azn9 pnz = 0 , wenn die Grosse 

- 

( a z n ~  ans)" (alnl)n2 (a2n2)nl el eZn1 " 2 ,  

die aus der Resultante der Formen aInlpnl und azn2pn~ durch vmalige 
Anwendiing der Operation a? an? hervorgeht , für v = O ,  . .: a - 1 ver- 
schwindet. 

Hieraus ergiebt sich bci Rerüeksichtigung des Umstandcs, dass die 
Grosse - - 

an* = ans e l n 2  + . . + an' z Z n y  

unter dcr nothigen Einschriinkung oine beliebige Grosse is t ,  weiter der Satz: 
Von den Verschwindungsgrossen der Form alnlp"j gcnügen n. Grossen 

auch der Gleichung a,ngpnz = O ,  wenn die Grosse 
- 

(a72 ~~~2 . . (asn' E ~ "  ~ , ~ z ) ~ ~ ,  (aln~)n2 (agn,)rll el eynh "2 

fur alle positiven ganzen Werthe, den Werth Nul1 mit eiugeschlossen, der 
Zahlen vo, . ., v, , ,  welche der Gleichung 

u0+..+lin2=v 

fiir v = 0, . ., .n - 1 genügen, verschwindet. . 
Die Operation - 

a2"* ~ ~ ~ z - ~  

fallt, wie aus der Form 
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alno ~ , m l -  x E,X 
zusammcn. 

Nimmt man an.= a n ,  so verschwindet die Resultante dei- 

Formen alnlpnl und an2pn. nur dann,  wenn irn Falle x - lz, die Grtisse e,, 

im Falle x = 0 die Grosse e2 iind im Falle n2 > x > O die Grossen el und 
e,  eu den Vcrschwindungsgr6ssen der Form a,"1pnl gehoren. 

Von den TTerschwindungsgrossen der Form alnlpni genügen daher 1~ 

Grossen auch der Gleichung a,"~pnz = O ,  wenn die Grosse 

- 
fiir v = O, . . , PZ - 1 verschwindet, sofern von den Coefficienten a,"l sInl 

- 

und aln' E , ~ ?  für n = n, der erstere, für  x = O  der letetere und für n, > x 

> O beide nicht verschwinden. 
I1n Wesentlichen k t  dies der L a g  r a n g  e'sche Sata. 

Die Grosse - 
(u,n~)n'  (a2n,)n~ el e2n1 n? 

is t  als gleich der Grosse 

- - 
(- l ) n 1 7 ' 2  v !  ( x ;  nl) (azn')nl-vpx,  . . pz,  pl . . p,,"? (anp)vp,, . . pXYn, 

darst,ellbar und verschwindet eomit, wenn von den Verschwindungsgr6ssen 
p l ,  . . , pn, der Form al"lpnl a Grossen aiich der Gleichung a,nopnl = Ci 
genügen, in der That für v = O ,  . . , n - 1 ,  da in diesen Fallen das Pro- - - 
duct r i x ,  . . p,, p l  . . p,, stets mindcstens eine von den n Grossen enthalt. 
Dagegen ergiebt sich für v = n .  wenn p,, , . ., p,, jene n Grossen sind, 
die Gleichung 

(a? an.)" (aln1)"? (a.,n.)n' e ,  eZnl "2 
-- - 

= (- l ) n l R ~  f i  ! (apng)nl-npT, . . P T .  pl . . priInT (an2)npr, . P,,"~. 

Demzufolge kt, wenn yr eine von den n Grossen k t ,  

Weno also von den Verschwindungsgrossen der Form aln1 pnl n Grriasen 

Pr,, . 9 Pr, 
auch der Gleichung a,"2pn2 = O genügeii, so geriügcn sie auch der Gleicliung 

(aF (JI"' 1 non' an*))" (alnl)n. el e,"ln2 = 0. 

Die Wurxeln dieser Gleichung für aOn2 a-*2p0 als Unbekannte sind die 

und in dem besondern Palle 
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IV. Die Tschirnhausen'sche Resolvente. 

Aus den Piurzeln 
a2% a-% p;, r = 1, . . , n i  

dei Gleichuiig 
(uln,)n, ( ~ n ?  1 aZn2 an?]n, e n, 712 = O 

1 2  

für a,nla-n.pO als Unbekannte derselben lassen sich die Grossen 

aOQl a rn ,pT0 ,  r = 1, . . , ml 
und darnach die Wurireln der  Gleichiing aln' E , - " ~ ~ O  = O und die Verschwin- 
dung~grossen der Form aLnl p " ~  bestimmen. 

Es ist ntimlich offenbar 

(al%)n2 +nl a n l ) t l l - l  / a,"? a"') el e,"i "0 = O 
und somit 

(aln,)% ( p r n ~ l  agnz un2)n~ -' a,,"' e ,  ezTn? son? a-"2 
P' = ( p ~  1 - 1 an2 e, epi n= 

und fur 

Die Cfleichuna - 
(ul%)ns ( p l 1 ?  1 a2n2 uT1z)n~ e l  e2% 11= = 0 

ist unter der Voraussetzung n2  < n, für a". - E,". die T s c h i r  n h a u  s en'eche 
Resolrente der  Gleichung a,"~ t2-"1 po = O. 

I n  dieser Gleichung kann eine heliebige Anzahl von Gliedern, die 
jedoch nicht grosser als n, sein darf, durch eine geeignete Revtimmung de r  
Grosse a,". zum Verschwinden gebrncht werden. 

Sollen namlich die Gliedcr, in welchen die Grossen 
(agn?  pnz)i'~ - xr (an, p%)xr , 1. = 1, . , , n 

itufirelen, verschwinden , so hat mari 

( ( L , ~ I ) ~ Z  j a " ? ) " ~ - ~ ~  ( a 2 n 2 ) x r e  e nl% = 0, r = 1, . , 9~ 1 1  
oder 

(a171~ln3 (an ,  e 1 2  e n 2 ) n l - x r  (apnz el eOn2)xr = 0, r = 1, . , , n 

zu s e t ~ e n  und erhtilt aus diesen Gleichungen fur die Grosse a,"Z die Bestini- 
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Klcinere Mit theilungeli. 

1. Einiges über  Gebilde zweiten Grades und deren reciproke Invereen, 

1. 
1st 

K z = a x 2 + 2 b x y + c y 2 + 2 d x + 2 e y + f = 0  

die Gleichung irgend eines Kegelschnittes, so ergiebt sich uns als Gleich- 
ung der circularen Iuverse* desselben in IIezug auf den Urspru~ .g  als In- 
versionsceritrum und den Werth p pl  = 1 : 

C 4 = a x 2 + 2 b x y  + c y 2 + 2 d x ( x 2 + y 2 )  + 2 e y ( x 2 + y 2 )  + f ( ~ ~ + y ' , ~ = O .  

Transformiren wir diese Gleichung mittels der Werthe 

so erhalten wir hieraus die Gleichung: 

Hieraus erhalten wir für die Halbirungspuukte der Abschnitte, welche die 
Curve C4 auf den neuen Coordinaten schneidet, die Werthe 

- --- 1 " + I2 - ( d  casa + e sin «) und YL!k = - - - 
2 4 2 

(d sir, a - e cos rr).  

Dies ergiebt uns für den durch diese zwei letzten Gleichungen dargestellten 
Punkt  P aber in  den ursprünglichen Coordinaten: 

Legen wir min aber durch die Endpunkte A ,  A, und B, BI der erwahnten 
Abschnitte Parallele mit den transformirten Axen, so erhalten wir ein Recht- 
eck MNOQ und in diesem Reohteck ist offcnbar Y der Slittelpunkt. Al le  
auf diese Art entstandencn Rechtecke haben also alle einen und denselben 
Mittelpunkt. 

Wir  haben jedoch ferner für die Langen s, und s2 der Abschnitte AB, 
und BE,  auf den Axen die Werthe: 

erhalten wir: 
4' 4 

s,2f sZ2= - (d2$c2 )  - - ( a f c ) .  
f f 

* Nach der Methode dei reoiproken ltadien 
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Dies sagt uns aber, dass die erwiihnten Rechtecke nicht nur alle denselben 
Xittelpunkt, sondern dass sie überdies alle gleiche Diagonalen haben. Setzen 
wir also in P ein und beschreiben mit der helben Diagonale eines solchen 
Rechtecks einen Kreis, so geht diesor Kreis durch die Ecken aller so ent- 
standenen Rechtecke, ct m6ge einen Werth haben, welchen es wolle. 

Wir erhalten demnach den Satz: 
L e g e n  w i r  d u r c h  d e n  r e e l l e n  D o p p e l p u n k t  e i n e r  c i r c u l a -  

r c n  I n v e r s e  ( v i e r t e n  G r a d e s )  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  z w e i  z u  e i n -  
a n d e r  s e n k r e c h t e  L i n i e n  u n d  z i e h e n  d u r c h  d i e  w e i t e r e n  P u n k t e  
j e d e r  d i e s e r  L i n i e n  m i t  d e r  C u r v e  P a r a l l e l e n  z u  d e r  a n d e r n  
L i n i e ,  so  e r h a l t e n  w i r  e i n  e i n e m  f e s t e n  K r e i s e  e i n b e s c h r i e b e -  
n e s  R e c h t e c k .  Oder: 

D r e h t  s i c h  d e r  S c h e i t e l  e i n e s  r e c h t e n  W i n k e l s  u m  d e n  
r e e l l e n  D o p p e l p u n k t  e i n e r  c i r c u l a r e n  I n v e r s e  C4 e i n e s  K e g e l -  
s c h i i i t t e s ,  s o  b e s t i m m e n  d e s s e n  S c h e n k e l  a u f  d e r  C u r v e  e i n e  
S e h n e ,  d e r e n  H a l b i r u n g s p u n k t  e i n e n  K r e i s  z u m  O r t e  h a t .  

1st der Kegelschnitt ein Kreis,  so ist die Inverse ebenfalls ein solcher und 
wir bilden demnach für den Kreis und einen Punkt  einen entsprechenden Satz. 

1st ferner das Inversionscentrum im Kegelschnitt selbst gelegen, so ist 
die Inverse vom dritten Grade und es ist nur noch der zweite Satz gilt,ig, 
der Kreis selbst wird zur geraden Linie. 

II. 
Von speciellen Fallen dieses Satzes wollen wir nur erwahnen, dass er 

z. B. fur die P a  ooal'sche Schnecke, also auch fur die Cardioide giltig ist. 
Der letztere Satz lautet ferner z. B. flir die Ciusoide: 

D r e h t  s i c h  u m  d i e  S p i t z e  e i n e r  C i s s o i d e  e i n  r e c h t e r  W i n -  
k e l ,  s o  b e s t i m m t  d i e s e r  a u f  d e r  C i s s o i d e  e i n e  S e h n e ,  d e r e n  
H a l b i r u n g s p u n k t  a u f  e i n e r  f e u t e n ,  z u r  A s y m p t o t e  d e r  C u r v e  
p a r a l l e l e u  L i n i e  l i e g t ,  w e l c h e  d e n  A b s t a n d  d e r  S p i t z e  v o n  d e r  
A s y r r i p t o t e  h a l b i r t .  

Gehen wir auf die Kegelschnitte zurück, so folgt aus den Satzen Iiber 
die Inversen für  erstere der Satz: 

D r e h t  s i c h  d e r  S c h e i t e l  e i n e s  r e c h t e n  W i n k e l s  u m  e i n e n  
P u n k t  P, s o  b e s t i r n m e n  s e i n e  S c h e n k e l  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  
e i n e  S e h n e  A B  d e r a r t ,  d a s s  d e r  O r t  d e s  F u s s p u n k t e s  d e s  L o t h e s  
A v o n  P a u f  A B  e i n  K r e i s  i s t .  

Liegt P auf der Curve selbst, so geht der Ortskreis durch P und wir 
erhalten den bekannten Satz als speciellen Fall:  

D r e h t  s i c h  d e r  S c h e i t e l  e i n e s  r e c h t e n  W i n k e l s  u m  e i n e n  
P u n k t  e i n e s  k e g e l s c h n i t t e s .  s o  b e s t i m m e n  d e s s e n  S c h e n k e l  
a u f  d e m  K e g e l s c h n i t t  e i n e  S e h n e ,  d i e  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  

P u n k t  g e h t .  
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III. 

Zum Schlusse wollen wir noch bernerken, dass die oben angefiihrten 
Satze sich aiich auf den Ranm ausdehnen lassen. Hjerbei konnen wir bel 
der Ableitung auf analoge Weise wie in 1 verfahren, oder aber auch wie 
folgt Halten wir zunachst eine der drei Coordinatenasen fest,  so folgt, 
dass die Ecken aller Quader, welche wir in  Bezug auf diese feste Axe und 
auf die beiden anderen Axen analog wie die Rechtecke in 1 constriiiren, 
Ecken haben, welche auf zwei Kreisen liegen. Halten wi r  nun irgend eine 
der anderen Axen fest und lassen diese sich bewegen, so erhalten wir eiii 
System von Quadern, deren Ecken nun auf zwei neuen Kreisen liegen! 
welche die beiden ersten schneiden. Fahren wir so for t ,  so finden wir, 

dass der Ort der Ecken aller mtiglichen Quader eine Flache is t ,  welche von 
jeder Ebene nach einem Kreise geschnitten wird, also eine Kugel. Wir 
.rhalten also den Satz: 

L e g e n  w'ir d u r c h  d a s  I n v e r s i o n s c e n t r u m  d e r  I n v e r s e  e i n e r  
F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  d r e i  z u  e i u a n d e r  s e n k r e c h t e  A x e n ,  3 0  

s c h n e i d e t  d i e  F l t i c h e  a u f  d i e s e n  A x e n  d r e i  A b s c h n i t t e  a b .  Legei i  
w i r  d u r c h  j e d e n  E n d p u n k t  e i n e s  s o l e h e n  A b s c h n i t t e s  eiiie 
E b e n e  p a r a l l e l  d e n  b e i d e n  a n d e r e n  A b s c h n i t t e n ,  s o  e r h a l t e u  
w i r  s e c h s  e i n e n  Q u a d e r  b i l d e n d e  E b e z e n  d e r a r t ,  d a s s  a l l e  so 
e n t s t a n d e n e n  Q u a d e r  d e n s e l b e n  X i t t e l p u n k t  h a b e n  u n d  d e r e n  
E c k e n  a u f  d e r s e l b e n  K u g e l  l i e g e n .  Oder: 

D r e h t  s i c h  d i e  S p i t z e  e i n e s  O c t a n t e n  rim d a s  I n v e r s i o n s -  
c e n t r u m  e i n e r  I n v e r s e  e i n e r  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  so b e -  

s t i i n m e n  d e s s e n  K a n t e n  a u f  d e r  F l a c h e  U r e i e c k e ,  d e r e n  S c h w e r -  
p u n k t e  a u f  e i n e r  f e s t e n  K u g e l  l i e g e n .  

Liegt das Inversionscentrum auf der Flache zweiten Grades selbst, so 
geht auch hier die Kugel in eine Ebene über, indeni sammtliche Ecken des 
Quaders bis auf eine verschwinden, und wir erhalten z. B. den Satz: 

D r e h t  s i c h  e i n e  C i s s o i d e  u m  i h r e  R ü c k k e h r k a n t e  u n d  h a t  
i r g e n d  e i n  O c t a n t  m i t  i h r  d i e  S p i t z e  g e m e i n ,  s o  b e s t i m m e n  die 
K a n t e n  d e s  O c t a n t e n  a u f  d e m  U m d r e h u n g s k o r p e r  e i n  D r e i e c k ,  
d e s s e n  S c h m e r p u n k t  i n  e i n e r  f e s t e n  E b e n e  l i e g t .  

Gehen wir auf die Plache zweiten Grades zurück und bedenken, daas, 
wenn P A ,  PB und PC drei zu einander senkrechte Linien sind, das Loth 
von P auf die Ebene A B C  durch den Hohenschnitt des Dreiecks ABC 
geht ,  so erhalten wir den Satz: 

D r e h t  s i c h  e i n  O c t a n t  uni e i n e n  f e s t e n  P u n k t ,  s o  b e s t i m -  
m e n  s e i n e  K a n t e n  a u f  e i n e r  F l i i c h e  z w e i t e n  G r a d e s  D r e i e c k e ,  
d e r e n  H o h e n s c h n i t t e  a u f  e i n e r  f e s t e n  K u g e l  l i e g e n .  

Zugleich ist hier ein von J. E t e i n e r  gegebener Satz bewiesen, 
nkmlich : 
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S c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  O c t a e d e r  d i e  d r e i  D i a g o n a l e n  
u n t e r  r e c h t e n  W i n k e l n ,  s o  l i e g e n  d i e  a c h t  F n s s p u n k t e  d e r  
L o t h c  v o m  D i a g o n a : c n s c h n i t , t  a u f  d i e  O c t a e d ~ r f l % e h e n  a u f  
e i n e r  K u g e l .  

1st das Inversionscent,rum aiif der Fliiche xweiten Grades gelegen, so 
geht die Kugel durch dassclbe und es folgt der Satz: 

D r e h t  s i c h  e i n  O c t a n t  m i t  s e i n r r  S p i l z e  u m  e i n e n  P u n k t  
e i n e r  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  s o  b e s t i m m e n  d e s s e n  K a n t e n  a u f  
d i e s e r  F l a c h e  e i n  D r c i e c k ,  d e s s e n  E b e n c  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  
P u n k t  g e h t .  

W e i n g a r t e n  (Wtirttemberg), im Sept. 1886. B. SPORER. 

II. Ein geometrisches Problem. 

In den Mittelpunkten A, ,  B I ,  0, der Seiten B C ,  CA, A B  eiiies ge- 
gebenen Dreiecks A B C  sind auf den Seiten Senkrechte errichtet und auf 
jeder der letzteren ist ein Punkt derart angenommen, dass die Geraden 
A A 2 ,  BB,, CC;,,. welche diese neuen Punkte A,, B,, C2 mit den ent- 
sprechenden Eckpunkten des Dreieçks verbinden, durch irgend einen Punkt  
P gehen. 

Wenn nun die auf bekanute Weise mit Vorzeichen veraehenen Abstande 

A, A,, B, B, ,  Ci C2 durch 1:  p, v bezeichnet werden, so liisst sich unter- 
suchen : 

1. die unabhangig von der Lage des Punktes P allemal zwischen den 
Abstanden 1, p ,  v besteheude Bezichung, 

2. der Ort des Punktes P, fur welchen die Abstande k ,  y ,  v bci gleich- 
zeitigem Zeichenwechsel zn eiilem neuen Punkte P' führen. 

A i i f l o s u u g .  

1. Sind ,b und y die Liirigen der von A, auf CA und A B  gef'illten + 
Lothe und x ,  y, 8 die Abstande des Y von den Seiten des Ureiecks A B C  
(die normalen Dreieckscoordinaten dieses Punktes), so hat mari 

P- - x. 
Y 2  

Sind weiter 2 a ,  2 6 ,  2 c  die Langen der Dreiecksseiten B C, C A ,  A B ,  so 
ergiebt sich durch Projection von A 2 A l  C auf /3 und A,A,B auf y 

%' Z a 
Nittels dieses Ausdruckes für - und der analogen Werthe von - und - 

Z Z Y 
findet man sofort die verlangte Bedingung 
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oder 
( a i g B -  A)(b t g C - p ) ( c I g A -  v) -- (a i g C - i ) ( b t g A - p ) ( c t g B - v )  

oder 
2) z a ( t g B - t g C ) p v  + 2 'bc tgA( tgB- tgC)r l=O.  

Betrachtet man A ,  p ,  v als die gewohnlichen nicht homogenen Raum- 
coordinaten eines Punktes Q ,  so gchort dicsc Gleichung cincr Mittclpunkts- 
flache zweiten Grades a n ,  welche hierdurch Punkt  für Punkt auf die Ebme 
des Dreiecks A B C  bezogen ist. F ü r  cin glcichsclienkliges Dreicck ABC 
zerfillt dicse Flache in zwei Ebcncn; für ein gleichseitigcs Dreieck A B C  
ist die Gleichung eine Identitat, wie es offenbar sein muss. 

2. Wenn die gefundene Bezichung 2) bei Umkehrung der Zcichcn von 
k ,  p ,  v bestehen bleiben soll, so müssen I ,  ,u, v gleichzeitig den bciden 
Redingungen 

SI 2 a ( t g B - t g C ) p v = O ,  Z b c t g A ( t g R - t g C ) h = O  
Gcnüge leisten. Diese Gleichungen sind h om o g e n  in A ,  p ,  v. Da nun 
die Auffassung der A, p ,  v a13 homogencr Drcieckscoordinatcn eines Punk- 
tes R in der ersten Gleichung 3) einen Kegelschnitt und in der zweiten 
Gleichung 3) cine Gcrltde erkennen Iiisst, so findet ma* zwci Systeme von 
proportionden Werthen für A ,  p ,  v, von welchen jedes für sich zu cineni 
Orte von Punkten P führt. Es  sind diese Systerne, wie man leicht veri- 
ficirt;, bestimmt durch die Gleichungcn 

1 = f cosA, i = f' s i a A ,  
p = f ~ ~ ~ B ,  = f 1 s i a B ,  
v = f COSC, v = f'sin C, 

worin f und f' Proportionalitatsfaetoreu bedeuten. Demnach ist nur uoch 
in beiden Fallen der Ort der Punkte P anzugeben. 

F a l1  d e r  G l e i c h u n g e n  1). Die Aufl6aiing der Gleiehiing 1) nach i, 

gieht 
y sifi U - z sin C L =' a 
y c o s B  - s cosC 

und ebenso erhalt man analoge husdrücke ftir p und v .  Mittels der ersteil 
und zweiten Gleichung 1) liat man also 

diese Gleichung reducirt sieh ziir regelmassigeren Gestalt 

C a ( f q H - t g C ) x = O  

und bedeutet eine G e r  a d  e. Diese Gerade enthalt den Schwcrpunkt (f 5 O). 
das Orthocentrum ( f  = CO) und das Centrum des Umkreiscs (f = Radius) 
des Dreiecks. Die mittels Zeichenwechsel von 1 ,  p , v cinandcr entsprechen- 
den Piinkte P und P' bilden auf ihr eine Involution. welche offenbar den 
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Rleinere Mittheilungen. 6 1 
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Schwerpunkt und das Orthocentrurn des Dreieckes zu Doppelpiinkten haben 
m u s .  Denn allein für f = 0 iind f=  ao ist Zeichenwechsel wirkungslos. 
Es entspricht also dem Centriirn des Dmkreises der Punkt ,  welcher dieses 
Centrum von den beiden Doppelpiinkten harmonisch trennt,  d .  h. das 
mitten zwischen Orthocentrum und Centrum des Umkreises liegende Cen- 
trum des P e u e  r b a  c h'schen Rreises*. 

F a l1  d e r  G l e i  c h u n g e n  II. Auf ganz analoge Weise findet man 
die Redingung 

sin A (y s m  B - z s in  C) (z cos C - z cos A) a -- = -- . - 
sin& ( y  cos B - z cos C)  (z sin C - z simÀ, b ' 

welche sich in der regelm%ssigeren Porm 

2 sin ( B  - C) y a = O 

darstellen lasst. I n  diesem Falle findet, man also einen K e g e 1 s c h n i t t , 
welcher d i e  K i e p e r t ' s c h e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l ,  d i e  H y p e r b e l  
d e r  n e u n  P n n k t e  v o n  B r o c a r d  kt, da sie durch die Eckpunkte des 
Dreiccks A B  Cl durch das Orthocentrum und den Schwerpunkt geht. Sie 
durchschneidet die oben gefundcne Gerade im Orthocentrum und im Schwer- 
punkte und die mittels Zeiehenwechscl einender auf ihr entsprechenden 
Punkte P und P r  bilden auf ihr eine Involution, welche obenfalls Ortho- 
ccntrum und Schwerpunkt zu Doppelpunkten und also den Pol der oben 
gefundenen Gerade in Bezug auf die Hyperbel m m  Involutionscentrum hat. 
1st das Dreieck A B  C gloichschenklig , BO zerfillt die K i  e p e r t'sche Hyper- 
bel bekanntlich in Basis und Hohe dieses Dreiecks. 

S c  h l u s s  b e m  e r  k u n g .  I m  4. Hefte des XXXI. Jahrg. dieser Zeit- 
schrift (S. 251) hat  Herr Dr.  S c h l  6 m i  1 c h  einen problematischen Satz auf- 
gestellt, dessen Giltigkeitsbezirk er bestimmt zu sehen wünscht. Die vorige 
Untersuchuug setzt uns dazu unmittelbar in den Stand. Die von Herrn 
S c h l o m i l c h  mit 0, und 0, bezeichneten Punkte sind durch die Gleich- 
ung 2) in Verbindung mit den Bedingungeu 

1 2 + a 2 = p 2 + ~ e =  u z + c 2  

bestimmt; denn es sagen diese lehteren Gleichungen aus, dass dia sechs 

Abatande A,B,  A,C, B,C, B , A ,  C 2 A ,  C,B einander gleich sind. Man 
findet folgende Resultate : 

,1. Dei einem ungleichschenkligen Dreieüke ABC giebt es zwei Paar 
einander entsprechender Pnnkte 0, und OE; das eine Paar  ist reell und be- 
steht aus dem Centrum des Umkreises und dem Centrum des F e u e  r b a c h - 
schen Kreises; das andere Paar  ist imaginar. Und weiter giebt es noch 

* Ist H das Orthoceutruin, M das Centrum des Umkreises, E der Schwer- 
H M  

punkt 31' der gesuchte Punlit, so andert die hekanute Beziehung - = 3 
E M  

HM' H M -  - in  H M '  = N ' M ,  u. a. w. 
die harmonische Bedingung + FM - 
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vier vereinzelte Pnnkte 0, von welchen es natiirlicli da,hin gestellt bleiben 
milss, ob sie Punkte O, oder O2 sind." 

Denn, indem die Mittelpunktsfliiche 2) mit zwei der drei gleich- 
seitigen hyperbolischen Cylindern 

p e - , , z = ~ 2 - 0 2 ,  , , 2 - A 2 = a 2 - C 2 3  1 . 2 - p , 2 = ù 2 - a 2  

acht gemeinschaftliche Punkte O bestimmt, genügen die Gleichungen 1) nur 
für f 2 =  R2 und die Gleichungen II) nur ïiir f k - R 2  den neuen Be- 
dirigungen. 

,,2. Hei einem gleichscherikligen Dreiecke A B C  gilt der Sata des 
Herrn S c h l o m i l c h  unbedingt und ist der Ort  der Punkte O das vom 
Schcitel auf die Basis gcfallte Loth.LL 

G r o n i n g e n ,  11. Septembcr 1886. P. H. SCHOETIL 

III. Znr mathematischen Statistik. 
Entgegnung auf die Aueführungen des Herrn W. RÜTTXEB (Bd. XXXI S 216flgg.) 

Für  diejenigen Leser dieser Zeitschrift, welchen die mathematisch- 
statistischen Fachjournale nicht zu Gesicht kommen, will ich zunachst be- 
ruerken, daes die von Herrn K ü t t n e r  angewandte Xethode bereits im 
Jahre 1876 in M a s i u s '  Rundschau der Versicherungen eine eirigehende 
Widerlegung durch Herrn Prof. D i e  n g e r  erfahren ha t ,  ohne dass Herr 
K i i t t n c r  von seiner Ansicht bekehrt ware. Es ware niin mcincs Eiach- 
tens nicht n6thig geweseu, auf den streitigen Punkt  nochmals zuiückzii- 
kommen , wenn nicht Herr K ü  t t  n e r aus seinem Verfahren jenen allge- 
rneinen Satz abstrahirt und zuerst in dieser Zeitsclirift, Jahrgang XXV, 
sodann in der ,Zeitschrift für  das Berg-, Hüt ten-  und Salinenwesen", 
Jahrgang 1881 Bd. XXIX, mitgctheilt hatte, was mich veranlasste, gegen 
Herrn K ü  t t n e r  mcine Stimme zii erheben. 

Anf die Antwort, welche mir in dem 4. Hefte (Rd. XXXI) zu Theil wurde, 
und die weiteren Argumente, welche den Satz sttitzen sollen, muss ich nun 
Polgendes erwidern. 

Es wird zunachst gesagt,  dass ich die dem Satze vorsusgeschickten Be- 
trachtungen ignorïrte, welche denselben genügend begründeten. Von solchen 
Bctrachtungen ist nun an den beiden angcführtcn Stellen Nichts zu eut- 
decken; denn sowohl in dern Jahrgang XXV dieser Zeitschrift, als i n  der 
umfangreichen und gründlichen Arbeit über die Kilappschaftskassen (a. a. O., 
S. 159) ist der Satz unvermittelt gegeben. Die demselben vorliergehenden 
Entwickelungen habe ich in  meiner Schrift nicht besonders erwtilint, da 
ich die in  Herrn K ü  t t n e  r ' s  Formelentwickelung ausgedrückten Gruild- 
satze generell zu widerlegen versucht habe. Die zu dem Satze urspriing- 
lich gegebene Begründung liegt einzig in dem mit ,,weilu begiiinenden 
Theile desselben (ich komme spiiter daiauf zurück), wie ja der ganze S a t ~  
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etwas Axiomatisches an sich triigt. Kan muss daher auch meines Erachtens 
sclion durch einfache Betrachtiingen tiber Richtigkeit oder Unrichtiglieit 
desselben entscheiden konnen. Indessen ist es um so besser, dass Herr 
K t i t t n e r  in der irrthümlichen Annahme, icli halte nur die Grenzmethode 
für zulassig, seinen Satz jetzt in Formeln bewiesen oder za beweisen ver- 
siicht hat. 

I n  diesem Heweise ist  deiselbe Fehler gernaeht, wie friiher; es ist 
namlich von vornherein Etwas angenommen, was gerade bewiesen werden 
soll. Herr K ü t  t n e r  beginnt (unten au€ S. 247) : 

,Sei allgemein die Wahrscheinlichkeit, dass iinter der Einwirkung 
der ührigen (le - 1) Ereignisse das itO Ereigniss innerhalb der Zeit von 
x bis x + dz stattfindet,, gleich z i d x  uud die Walirscheinlichkeit, dass 
keines dieser r, Ereignisse innerhalb der angegebenen Zeit eintritt ,  gleich 
1 - dy." 

Crut! Nnn kann man aller doch nicht a pvio~i, annehmen - wie es 
Herr R ü t t n e r  thut , dass, 

, , w e n n  d i e  E r e i g n i s s e  a l l e  u n a b h i i n g i g  v o n  e i n a n d e r  w a r e n , "  
die Wahrscheinlichkeit, dass das itO Ereigniss innerhalb der Zeit von x bis 
x + d z  stattfindet, ebenfalls gleich xi An; gesctzt werden darf! Diese letz- 
tere muss vielmehr zun2chst etwa t i  d x  genannt werden. L)auii ist in den 
Gleichungeri 1 )  und den folgeuderi, daraus eritstetiendeu überall ti an die 
Stelle von zi zu setzen, und es müsste Gleichunç 2)  fiir unrtbhangige Er -  
eignisse lauten : 

d y = & , d x + E 2 d z + . . . + $ , d z .  

I n  den folgcndcri Entwickelungen ergiebt sich fur abhangige Ereignisse 
Gleiehung 7) : 

d y = x , d x + x , d r +  ...+ x,dx. 

Um demnach zu beweisen , was Herr K ü t t n e r beweisen will , namlich 
dass die Ahhangigkeit der Ereignisse von einander für das unendlich kleine 
Zeitelement d x  ausser Betracht gelassen werden darf,  müsste man he- 
weisen , dass allgemein : 

& d z - k E , d x +  ...+ & , d x = z , d x + x , d z +  ...+ z,dz 
oder dass: 

k i + t 2 +  ...+ kn=x ,+z2+ ...+ x, 

ist. Des Weiteren müsste man,  da die Gleichung 9) in beiden Fiillen zu- 
nachst verschiedene lteaultate enthzlt , beweiseri, dass : 

d. h. dass 

k t ,  was aber nicht allgemein voraiisgesetzt werden darf,  weshalb ich Herrn 
K ü t t n e  r auf seine Frage (S. 250 oben) erwidern muss, dass ich meine 
dort von ihm angeführten Worte in vollem Umfange aufrecht erhalte. 
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Auch die übrigen Ausführungen des Herrn K ü  t t n e r auf S. 250, die 
den Lcscr leicht gegen mcine Ansicht einnehmen k6nntei1, glaube ich fiir 
unzutreffend erklaren zu inüssen. 

Meine durch die betreffende Stelle bekampfte Einwendiing war hervor- 
genifen durch die in dem Satze selbst gegebene Begründung, das Ab- 
h~ngigkeitsverhaltniss konne bei eiriern uneridlich kleinen Zeitintervall 

,nicht in Frage kommen, weil, wenn die Aufeinanderfolge zweier oder 
mehrerer Ercignissc von dem Zusammcntreffcn diirch unsere Sinne unter- 
çchieden werden soll, immer ein endliches, wenn aueh noch so klt:ines 
Zeitintervall zwischen denselben liegen rnu,>sU 

Dies ist doch so zu verstehen, ciass ein Abhkgigkeitsverhaltriiss nach 
der Xeinurg des Herrn K ü t t n e r  dann nicht als bestehend anzunehmen 
i s t ,  wenn die Ereignisse, um welche es siüh handelt, in demselben Zeit- 
punkte eintreffen. Ich habe aber dagegen bcmerkt, dass Nichts gewonnen 
wird, wenn man die Ereignisse zusammenfallen lassen will, da dies gleichfalle 
eine Gngereimtheit sei. Ich hatte liinzusetaen konnen ,mit Rückuicht auf die 
Statistiku, um welche es sich ja einzig und allein handelt. Indessen m r  

dies ja selbstverstiindlich. IIerr K ü t t n e r hat am Schlusse des erwahnten 
Artikels (in dieser Zeitschrift, Jahrgang XXV) die Erhebungen des Vereius 
Deutscher Eisenbahn - Verwaltungen ,, sehr gute s tdht ische Aufzeichnungen" 
genannt. In diesen Aufzeichnungen wird nie dieselbe Person sowohl unter 
den durch Tod,  als auch unter den wegcn Dienstiinfiihigkeit Ausscheidenden, 
also nie doppelt aufgefuhrt, soiidern es wird entweder der Tod, oder die 
Dienstunfàhigkeit als das zuerst eintretende Ereigniss betrachtet. So wird 
es auch wohl jeder andere Statistiker niachen. Denn triige er dieselbe 
Person i n  beide Spalten ein,  so müsste man diesen Umstand auch wieder 
bei den auf Grund der Statistik angestellteil Berechnungen berückuichtigen. 
Da aber hierdurc,h die Formeln an Einfachheit verlieren müssen, so ist cine 
solche Anschaiiungsweise unzweckmassig. 

Ich glaube durch obige Entgegnung das Irrige in  der Argumentation 
des Herrn K ü t t n  e r  klargestellt zii haben und halte, falls mein Gegner 
nicht durch mich überzeugt aorden kt, eine weitere Polerriik ftir zwecklos, 
namentlich mit Rucksicht auf die vergeblichen Reniühungen von Prof. 
D i e n g e r  a. a. O.,  auf welche ich die Leser hinzuweisen mir  erlnube. 

B e r l i n ,  Mitte September 1886. Dr. K. ZIMMERMANN. 

NS. Zusatzlich erwahne ich, dass ich in der inzwischen druckreif 
gewordenen Bearbeitung der Dienstunfiihigkeits - und Sterberisst.alistik des 
Vereins deutscher Eiseribahnverwaltiingen vom Jahre 1885 eine ausf'ütirliche 
Analyse der Entwiekelungen des Herrn K ü t t  n e r  gebe. 

B e r l i n ,  im December 1886. U. O. 
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IV. 

Die Raumcurven vierter Ordnung erster und 
zweiter Species in ihrem Zusammenhang mit 
den Steiner'schen Schlieaisungsproblemen bei 

den ebenen Curven dritter Ordnung. 

Von 

Dr. V. EBERHARD 
in Breslau. 

E inle i tnng.  
Die Schliessungsprobleme , welche S t e i n  e r  im XXXII. Bande des 

Cr  e 11 e'schen Journalv aufgestellt hat , &den nach den Bemeisen der Herren 
K ü p p e r  und S c h o u  t e ihre E r k l b u n g  durch den bekaniiten Satz, dass, 
wcnn a b c b  irgcnd vier Punkte einer ebenen CQind, die geradcn Paare 
/ ab ; 1 c b 1 und 1 a b  1 1 b c 1 die Curve noch in Punktepaaren p,  r und q , f treffen, 
deren Verbindungsgeraden Ip r J  und 1 sich in einem Punkte O der C3 
schneiden. Ihr Zusammenhang mit diesem Satze ist ein so unmittelbarer, 
dass sie geradezu nur  als veranderte Aussprachen desselben erscheinen und 
dass mit ihrer Annahme umgekehrt auch der Satz sofort in  Evidenz tritt. 
Die Schliessungstheoreme von S t e i n e r  für die ebenen Cs gestatten eine 
einfache Uebertragung :tuf raumliche C4. E s  ist jedoch zweckmlissig, von 
ihrer speciellen Form abzusehen und unter einem S t e i u e r'schen Punkt- 
systern auf einer C3 ein System von n festen Curvenpunkten ai der Be- 
schaffenheit zu verstehen, dass, wenn, von irgend einem in+ lten Curven- 
punkte pl aus, der Reihe nach die n Curvenpunkte p,, ps, pn+, bestimmt 
werden, wo p i+*  der dritte Schnittpunkt der C3 mit der Geraden Ibi ,  ail 
ist ,  der Punkt pn+t in  den Punkt  p, fallt. Wenn dann O ein Punkt  einer 
raumliehen C4 k t ,  KD3 der ihrn zugehb'rige Projectionskegel der Curve, Co3 
der Durchschnitt des letzteren mit einer beliebigen Ebene und A = a l ,  as,  
. . ., o, ein S t einer 'sches Punktsy~tem der Co3, so reprlisentiren die n 
Strahlcn 1 O, ai 1 ein S t einer 'sches Strahlensystem beziehlich des E: und  

* Ueber die Literator der S teiner'schen Schliessungsprobleme für die ebenen 
Corven dritter Ordnung und diejenigen vierter Ordnung mit zwei oder drei Doppel- 
punkten vergl. Scho u t e ,  C r e l l e  Bd. XCV und Küpper ,  Annaleu Bd. XXIV. 

Zeitiobrift f. Mathemetik u. Plyaik XXXII. 2. 6 
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ein specielles S t e i n  er'sches Secantensystem beziehlich der C4. Wenn ferner 
die n. Strahlen 1 O, ai 1 die C h a s s e r  in  o noch in den n Punkten bi schnei- 
den, die n Ebenen [bi-1, bi, bi+]] die C4 noch in den n. Punkten ci, und 
die n. Ebenen [O, bi ,  ci] die C4 noeh i n  den .n Punkten b i ,  80 reprasentiren 
dio la Secanten 1 bi , bi 1 der C4 beziehlieh dicser Curve ein S t e i n  er'sches 
Secantensystem. E s  fragt sieh, in  welcher Weise in  dieser Uebertragung 
der S t e i n e  r'schen Schliessungstheoreme auf die raumlichen Ci4 der obige 
Fundamentalsatz aus der Theorie der ebenen C3 zum Ausdruck kommt. 

Die Beantwortung dieser Frage ist der Hauptzweck der vorliegenden 
Arbeit. F ü r  jede der beiden Species raumlicher C4 resultirt ein Theorem, 
wclchcs für ihro Theorie von derselbcn Bedeutung is t ,  wie der angegebene 
Satz für die Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung. Filr die C4 erster 
Species gilt ein Satz, der das vollige Analogon jenes Satzes über die ebenen 
C 3  i s t ;  der Satz f ü r  C4 zweiter Species ist das Analogon eines ebenso wich- 
tigen Satzes aus der Kegelschnittstheorie. Der erste dieser beiden Satze ist 
zuerst von Herrn R e y e  entdeckt und in den Annali di Matematica, Serie II 
Hd. 2 vertiffentlicht worden. Ausser diescm Satzc sind auch die fur die 
Cl4 in 5 13 abgeleiteten Hilfssatze bekannt. Die Einheit der Darstellung 
schien mir jedoch die hier gegebene Herleitung zu rechtfertigen. 

Das ers te ,  einleitende Capitel enthiilt in den ersten drei Paragraphen 
die Beweise der Theoreme von S t e i n e r , im Wesentlichen in der K ü p p  e r - 
schen Form. Dagegen findet sich in  55 4 und 5 die Frage nach den Be- 
dingungen eincs S t e  i n e  r'schen Punkteystems von einem neuen Gesichts- 
punkte aus anfgefasst. I n  der Kiipper 'schen Arbeit wird bewiesen, dass 
eine lingerade Anzahl von Punkten der C3 allemal die Grundpunkte eines 
S t e  i n e r'schen Systems zweiter Ordnung bilden. Dieser Satz lehrt , dass 
bei gegebenen Fundamentalpunkten die Eigenschaft des S t e i n  er'schen 
Systems auch lediglieh durch die Anordnung der Fundamentalpunkte erreicht 
werden kann. Demgem%ss werden in $9 4 und 5 die identischen und eigent- 
lichen Systemo dcfinirt und die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen für dieselben aufgestellt. 

I m  zweiten Capitel werden die Bedingungen erortert, unter welchen rn 
Secanten einer raumlichen C4 ein S t e i n  e r'sches System bilden. Dabei 
verstehe ich unter letzterem ein System von n. Secanten si der Ar t ,  dass, 
wenn durch dieselben fi Kbenen ai so gelegt werden, dass die erste al be- 
liebig durch s, die C4 noch in pl und pz  schneidet, die tibrigen aber da- 
durch bestimmt sind, d a s ~  ai+l durch den Schnittpunkt p ,+ i  von ai mit dcr 
Curve geht , die letzte Ebene a,  dnrch pl geht. Die Existenz solcher Systeme 
wird in  8 6 aus der Existenz S t e iner ' scher  Punktsysteme auf der C3 nach- 
gewiesen. Unabhangig von der C3 werden in ç1 7 allgemein die Deding- 
ungen solcher Secantensysteme abgeleitet. Dabei ergiebt sich für die Cl4, dass 
irgend n = 2 m Secanten derselben sich im Allgemeinen kein Polygon p ,  , p, , 

.( Pris P i  umsehreiben lasst,  dass aber, wenn auch nur  ein solches nmh- 
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gewiesen wird, jeder Curvenpunkt zur Ecke p, eines gewahlt werden 
kann. 

Für  die Cz4 lautet das h s u l t a t ,  dass im Allgemeinen zwei Polygone 
den 91 Secanten umschrieben werden konnen, dass aber, wenn drei nach- 
gewiesen werden, jeder Curvenpunkt zur Eoke pl eines gewahlt werden kann. 

An die lctzten Resultate knüpft sich unmittelbar eine einfache allge- 
meine Construction eines S t e i n  e r'schen Secantensystems auf einer C4. Die 
Untersuchungen der 55 8 und 9 sind deshalb von besonderer Wichtigkeit, 
weil die dort betrachteten einfachsten Formen S t e i n e r ' s c h e r  Secanten- 
systeme spater in den Capiteln III und IV die Grundlage einer Theorie 
sowohl der Cl4, als der CZ4 bilden. F ü r  die Cl4 existirt eine Grundform 
von vier Secanten, für  die Cz4 eine 7011 vier und eine von drei Secanten. 

In  8 10 wird ein Analogon zu dem zwcitcn Satz von C l e b s  c h ( C r e l l  e 
Bd. 63 5 3) dadurch abgeleitet,, dass von den vier Secanten einer Grundform 
je zwei zur Coincidenz gebracht werden. 

Bisher war eine gemeinsame Behandlung der beiden Species von C4 
nicht nur moglich, sondern durch ihre Natur aueh direct geboten. Mit der 
Feststellung verschiedener Grundformen S t e i n e r ' s c h e r  Systeme fur die 
beiden Arten aber wird für jede derselben eine eigene Untersuchungsweise 
erforderlich. 

Im III. Capitel wird daher die Betrachtung der C,4 aufgenommon. Das 
Ergebniss der 58 12-14 ist die Ableitung des wichtigen, von R e y e  ent- 
deckten Satzes, wonach, wenn a i ,  bi,  ci die 3 . 4  Schnittpunkte der Cl4 und 
dreier Ebenen a, P l  y sind, die vier Ebenen [a i ,  bi , ci] die C,4 noch i n  vier 
Punkten bi einer Ebene d schneiden. Der $ 15 enthalt Anwendungen dieses 
Satzes , welche dazu dienen, ails drei,  zwei oder einem gegebenen S t e i  n e  r - 
schen Secantensystem andere abzuleiten. Die diesbezüglichen Satze Sind in 
dem folgenden einen zusamniengefasst : Sind drei S t e i n  e r'sche Secanten- 
systcme erster Ordnung gegeben, namlich s i i  = 1 ai i bii 1, S s i  = 1 azib2i 1, 
s g i  = /a3i b3i  1, (i = 1.. . n) ,  30 schneiden die Zn, Ebenen [ a i i l  azi,  a g i ]  und 
[ h i < ,  bzi, 6 3 i ]  die Cl4 noch in A Punktepaaren 04i, b4i,  deren lz Verbin- 
dende sli = 1 a4i bai 1 ein viertes System erster Ordnung bestimmen. 

Das Capitel IV ha t  zum Gegenstand die C,'. Es gewahrt dasselbe ein 
besonderes Interesse durch die grosse Analogie, welche zwischen der C,4 
und dem Kegelschnitt zu Tage tritt .  Zum Ausgangspunkt der Untersuch- 
ung in 5 16 dient Satz 1 aus 5 9 ,  nach welchem ein Diagonaldreikant eines 
der Cg4 einbeschriebenen Tetraeders allemal eiri S t e i n e r ' s c h e s  Secanten- 
tripe1 bestimmt. Aus dcmselben resultirt zunachst bezichlich der drei Tripel- 
strahlen X, , X ,  , X ,  die wichtige Eigenschaft, dass die Berührungssecante X ,  
der beiden ans X, an die C,4 moglichen Beriihrongsebenen die beiden an- 
deren X,  und X, schneidet. Wegen der Analogie dieses Satzes mit dem 
entsprechenden fiir ein Tripe1 conjugirter Punkte eines KegelschniCtes nenne 
ich die drei Strahlen Xi ein Tripe1 conjugirter Secanten und die drei Se- 

6. 
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68 Die Raumcurven IV. Ordnung 1. und 2. Species etc. ---- 
canten Xi resp. ihre Polarstrahlen. Ein Paar  conjugirter Secanten XI, X, 
ist dadurch charakterisirt, dass jede von der Polare der andern geschnitten 
wird. Im weiteren Verlaufe der Untersuchung wird nun der Satz abgeleitet: 
Dreht sich eine Secante 4 um dio Polaro XI einer Sccante X,, so dreht 
sich auch ihre Polare X2 um den Polstrahl X, von XI. 

I n  5 17 wird die Untersuchung i n  der Weise fortgesetzt, dass mehrere 
Secantentripel zugleich betrachtet werden. E s  wird der rnerkwtirdige Satz 
abgeleitet : Sind XI, X2, X,  und YI, Y,, Y, irgend zwei Tripe1 conjugirter Se- 
canten , und construirt man diejenigen drei Secanten ] Xi Yi l ,  welche resp. Xi 
und Yi schneiden, so schneiden diosclben ein und dieselbe Secante 2, der 

C:. Unter Anderem mird hieraus gefolgert: Vertauscht man die Strahlen 
Y,, Y,, Y, cyklisch und construirt fü r  jede Anordnung die zugehorige Axe 2, 
BO bestimmen je zwei der drei Resultirenden Z ein S t e i n  er'sches Secanten- 
paar der dritten Ordnung. 

I n  5 18 endlich wird die Identitat der iiberhaupt moglichen Tripe1 con- 
jugirter Secanten mit allcn denjenigen nachgewiesen , welche resultiren, 
wenn man die C24 durch alle Ebenen sehneidet und aus den Diagonalpunk- 
ten des Schnittpunktvierecks einer jeden a n  die Curve die noch tibrigen 
ausserhalb der Ebene gelegenen drei Bisecanten zieht;. 

Der Charakter der En1,wickelungen dieses Capitels lasst sur  Genüge 
erkennen , dass der in denselben eingeschlagene Weg zur Aufdeckung weiterer 
Eigenschaften der C,4 geeignet sein dürfte. 

Im V. Capitel erfahrt die Theorie der Schliessungsprobleme eine 
wesentliche Erweiterung durch die Definition und den Nachweis S t e i n e r -  
scher Punktsysteme auf einer rihmlichen C:. Ich verstehe unter einem 
solchen ein System von a Curvenpunkten ai der Art, dass, wenn die C4 von 
irgend einer Ebene n, durch a, noch in p ,  pl ,  p, und weiter von n, = [a,p,p2] 
noch in p,, von n, = [a,p,p,] noch in p, . . . getroffen wird, allemal die 
Ebene  TC,-^ = [a.-1 p.-s pn-i] durch p = p ,  und die Ebene nn = [a, pn  -1 p,] 
durch pl geht. 

Die diesbezüglichen Ergebnisse lauten: Sind n Punkte ai auf der C,' 
beliebig gegeben, so kommt es, 

1. wenn n von der Form 3 m  oder 3 m + l  ist  (m > 2), im Allgeinei- 
nen kein Mal und im Besondern doppelt unendlich viele Mal vor, 
dass die 12 oder die 312 Seitenflachen eines der C,4 eingeschriebenen 
m-Ecks oder 312-Ecks der Reihe nach durch die Punkte ai  gehen; 

2. wenn aber a von der Borm 3wa + 2 ist (m 2 21, stets doppelt un- 
endlich viele Mal vor, dass sich der C,4 3 n- Ecke einschreiben lasscn, 
deren 3n Seitenflachen durch die Punkte ai  gehen. 
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C a p i t e l  1. 

Znr Theorie der Steiner'schen Polygone bei den ebenen Curven 
dritter Ordnung. 

5 1. Vorbemerkungen. 

Auf einer ebenen Curve dritter Ordnung Cg sind n Punkte a,, a, .  . . a n  
willkürlich fixirt. Durch jeden Punkt  ai ist  ein Strahl ai gezogen, so zwar, 
dass je zwei aufeinander folgende, ai und  ai+^, sich in  einem Punkte p i + i  
der C3 schneiden. Nit  dem ersten Strahl ai = a , ( p l p 2 (  Sind also auch dio 
übrigen ai = ai 1 pi p i + i  1 (i = 1 . . . n) bestimmt. Die zunachst als gesondert 
angenommenen Punkte a konnen auch gruppenweise coincidiren; keine Gruppe 
sol1 jedoch zwei benachbarte Punkte a  enthalten. Bei der Construction des 
(n + 1) - Ecks p, p, . . . p , + ~  k6nnen a190 die Punkte a resp. a,, a, . . . am- mal 
zur Anwendung gelangen, keiner derselben aber zweimal nacheinander. 
Demnach Sind bei gegebener Anzahl n von Punkten a  die na Zahlen cr will- 
kürlich bis auf dio Bedingungen ctI + u2 + . . . + a., = und <y1 > 0. 

Die Behandlungsweise der beiden angegebenen Systeme von n Funda- 
mentalpunkten a wird daher ein und dieselbe sein ktinnen. Der grtisseren 
Einfachheit wegen ist im Folgenden da, wo ausdrücklich nichts Gegen- 
theiliges gesagt is t ,  ein System von gesonderten n Punkten vorausgesetzt. 

5 2. Steiner'sohe Systeme und Polygone. 
Im Allgemeinen wird bei gegebenem pl der zugehorige Punkt p , + ,  

nicht mit p, coincidiren. Wie oft t r i t t  nun Coincidenz ein, wenn p, die 
Curve durqhltiuft ? 

Bezeichnet, im Palle dreier Punkte a, ,  a,, a, und bei gegebenem p,, 
O, den dritten Schnittpunkt der Curve mit der Geraden 1 pi Pa 1 ,  so sehneiden 
sich nach einem bekannten Satze die Geraden 1 irla, 1 uild 1 azo,( in  einem 
Punkte 6, der Curve. Dcr Punkt  0, ist  demnach dwch die drei Punkte a  
bereits bestimmt, also ganz unabhangig von dem Purilite pl. 

Im  Falle von n gegebenen Fundamentalpunkten a, û, . . . an werden bei 
der Bewegung von pl auf der Curve die Geraden Iplp41, [p i  ~ 6 1  U. 8. W. sich 
um feste Curvenpunkte O,, 0 6 ,  . . . drehen, specieu 

a) bei geradem rc lp, pn 1 um den Punkt  O,, 
b) bei ungcradom n l p , p , + ~ I  um den Punkt  û n + i .  

Es  resultiren nnmittelbar die beiden wichtigen Satze: 
la) Z U  rc=  2m F u n d a m e n t a l p u n k t e n  a l ,  a2 ... an g i e b t  e s  i m  

A l l g e m e i n e n  k e i n  P o l y g o n  p, p z . .  . p , + ,  , d e s s e n  l e t z t e  E c k e  p , + ~  
i n  d i e  e r s t e  pl h i n e i n f a l l t .  

l b )  G e s e h i e h t  d i e s  a u c h  nur f t i r  e i n e n  C u r v e n p u n k t  pl, s o  

t r i f f t  eu f i i r  j e d e n  a n d e r n  zu. 
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2a) Zu n = 2 m  + 1 Fundamentalpunkten a ,  a2 . . . an giebt es im 811- 

gemeinen und hochstens vier Polygone pl p, . . . p n + i ,  für  welche die letzte 
Ecko mit der ersten coincidirt. Die l b )  entsprechende Folgerung ist hier 
bedeutungslos. Von keinem Punkte der Ca giebt es eben mehr alu vier 
Tangenten an diese. Dagegen liefert die Vertauschbarkeit des Anfangs- 
und Endpunktes pl und p, + : 

Sb) Z i e h t  m a n  i m  F a l l e  v o n  n =  2m+1 F u n d a m e n t a l p u n k t e n  
a n a c h e i n a n d e r  d i e  G e r a d e n :  

a 1 I p l ~ , I ,  a2ipap311 ..., a,lp,p,+ll ,  Ia1pn+1Pn+zI, ..-, f l n I ~ z n p z n + i I ,  
s o  f a l l t  a l l e m a l  d e r  P u n k t  pz,+i i n  d e n  P u n k t  pl.  

8 3. D i r e c t e  B e w e i s e  d e r .  H a u p t s i i t z e  lb) und 2b). 

Der Satz 2 b) lasst sich für drei Fundamentalpunktc a , ,  a,, a3 in fol- 
gender Form aussprechen: ,,Schneidet man die C 3  aus zweien ihrer Punkte 
a, ,  a, mittels der Geraden: 

Q ~ I P , P ~ I ,  a,lpap,l und a 1 1 x 1 ~ 2 1 7  az l=gn31,  
so treffen sich die Geraden Ip,n3 1 und In, p31 in einem Punkte as der Curve.' 
Denn es stellen die 2 .3  Geraden 

zwei zerfallende Curven dritter Ordnung vor. Die C Q e h t  aber durch azht, 

ihrer Schnittpuiikte, namlich durch al a2 ,  pl p2 ps, ni z2 z3, folglich auch 
durch den neunten ( 1  p i  n3 1 ,  1 n, p3 1 ) .  

I m  PalIo von n Fundamentalpunkten a auf der C S  construire man von 
zwei beliebigen Curvenpunkten pl und nl aus die gebrochenen Linien pip2,  ... 
und nl zp , . . . Die wiederholte Anwendung des aufgestellten Hilfssatzea 
flihrt dann nach der Reihe zu folgenden neuen Curvenpunkten: 

und,  je nachdem n gerade oder ungerade, zu 

Verlegt man nun pl in  einen solchen Punkt  der Curve, f ü r  welchen pl  und 
p,+i  coincidiren, so wird der Punkt  on+l  

a) bei geradem n dritter Schnittpunkt der Curve mit der Geraden ( n l ~ , ) ,  
b) bei ungeradem n dritter Schnittpunkt der Curve mit der Tangente 

(PlPl,. 
Es  folgt, dass im ersten Falle n,+l mit n, allemal zusarnmenfallt, im 

zweiten Falle abcr nur  dsnn ,  wenn n;, und pl conjugirtc Punkte sind. 
Setzt man im zweiten Falle die Construction der Punkte Q in  bekannter 

Weise fort, so gelangt man naoheinander zu den folgenden Punkten: 
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( I ~ i a n + 2 I ,  I n I ~ a l )  =0n+2, 
( I ~ i p s I ,  Ininn+31)=0n+3, 

( i  pl %n+4 11 1 z1p4 1) = on+4 . . . und ochliesslich 
( I ~ i n ~ n + i ) ,  Inlpn+iI) = 0 2 n + 1 .  

Wegen 
P n + l f P l  

ist, so wie vorhin, jetzt gleichfalls 

7Wn+I f n1 - 
Darnit sind die beiden Fundamentalsatze bewiesen. 

5 4. Entwickelung der beiden Grundformen identischer 
Steiner'scher Systeme eus einem 8olchen von nur drei 

Fundamentalpunkten. 

Der Charakter eines Polygons p, p, . . . p n + i  ist nach dem Hauptsatz 1 a) 
vollig unabhhgig  von der Wahl des Punktes pl .  Indem man namlich 
diesen ein- fiir allemal auf C3  festlegt, wird man mit dem System der 
Fundamentalpunkte a auch sofort für  alle diesem zugehorigen Polygone einen 
Reprasentanten besitzen. Da die Angabe eines Punktes denselben zuglcich 
auch seiner Lage nach auf der Curre bestimmt, so wird die namentliche 
Aufzahlung der Fundamentalpunkte in fester Reihenfolge System und Poly- 
gou eindeutig definiren. Dementsprechend fixirt das Symb'ol 

plal . .  . an das ( t z+ l ) -Eck  p,P ,... pn+i  

und zwar ganz besonders die letzte Ecke P , + i .  Mit Rücksicht darauf sol1 
gesetzt werden; 

piniai+[ ... ak=pipk+l.COS9i,k+lr 

wo rpi,k+l die Neigung der Strecke pi#k+i gegen eine feste Gerade der 
Ebcne bezoichnet. E s  geltcn dann für das eiugeftihrte Symbol nachstehende 

Sol1 nun das Polygon der Punkte p ein S t einer 'sches sein, so findet diese 
Forderung Ausdruck durch die Gleichung: 

1st umgekehrt diese Beziehung erfüllt, so ist  im Allgemeinen das Polygon 
ein S t einer 'sches. Es  ist dabei gleichgiltig, wie oft ein einzelner Funda- 
mentalpunkt ai bei der Construction des Polygons verwerthet worden ist. 
Wenn seine verschiedenen Standorte dabei ungleiche Namen führen , sa 
geschieht das lediglich der grosseren Einfachheit im Ausdrucke wegen. 

Das Restehen der Bedingung pl a, . . . an = 0 kann auf z w e i  w e s e n t -  
l i c h  v e r  sc  h i e d e n e Momente ziirückgeführt worden: 
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1. a u f  d i e  Z a h l e n  ai u n d  d i e  A n o r d n u n g  d e r  P u n k t e  a i ,  wie 

z . B . i n  all=()* oder in  a2aga,a ,=0,  oder endlichin ala,a,a,a,a, 
= 0; 

2. a u f  d i e  g e g e n s e i t i g e  L a g e  d e r  F u n d a m e n t a l p u n k t e  a ,  wie 

Ein S t e i n  e r'schcs System der erstcn Art  bezeichnen wir als identisches 
oder absolut rcduciblos System und bcdienen uns fü r  dassolbe des Zeichens 
a, . . . a, - 0; ein S t e i n  er'aches System der zweiten A r t  fassen wir dagegen 
als S t e iner 'sches System schlechthin oder auch als absolut irreducibles 

System auf, al . . . a, = 0. 
Bus dem bekannten identischen System 

al a, a, a, a, a, E O - a, a, a,' 
lassen sich leicht zwei Grundformen identischer Systeme im Fa11 von n Fuu-  
damentalpunkten a ableiten. 

Zunachst folgen aus demeelben x w e i w i c h t i g e  Principien: 

1. pl a, a, a, + p4 a, a, a, r O, folglich 
- 

pl al a, a, = p, a, a, a, ; 
- 

2. pl a,a, + p , a , a , a , ~ r O ,  folglich 
- - 

Pl a1 *a = Pl as a, a1 a,. 
M i t t e l s  d e s  e r s t e n  k a n n  m a n  e i n  S y s t e m  n a c h  B e l i e b e n  t r a n s -  
f o r m i r e n :  

al . . . ai ak al . . . r a, . . . al ak ai . . . , 
m i t t e l s  d e s  z w e i t e n  k a n n  m a n  d a s s e l b e  n a c h  B e l i e b e n  e r -  
w e i t e r n :  

a, . . . ak al . . . an E a, . . . a, al ak a,. . . an, 

ohne dadurch den Charakter des Polygons der p zu iindern. 

Die wiederholte Anwendung dieser beiden Principien auf das identische 
System 

a,a,a,'-O 
fiîhrt zu folgenden nelien: 

- 
1. a,a2a~=~~a,a2a,a ,a2a1a,a , ,  

2 2. a l a , a , a , a , a , a , a , a 4 a , ~ O ~ a , a , ~ , a , a 5 ,  

3. ala ,a ,a ,a ,a ,a ,a ,a ,a ,a ,a ,~O~ala ,a ,a4a,a ,a ,a la ,a3a,a ,  11- S. f . ,  

g a n z  a l l g e m e i n  
a) bei ungeradem n - 

2- a,a , . . .  a,,-la,  = O ,  
b) bei geradem n 

a, a,. . . a, -1  a, a, a, . . . an an-i r O. 
- 

* Ich schreibe a, a, fur p,  ai  a, ,  anas a8 a2 fiir pl a, as asa2 etc. 
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Im Fa11 eines S t e i n e r  'schen Syatems schlechthin ist ein Fundamental- 
punkt ai durch die Lage der n- 1 übrigen bestimmt. Diese Bestimmung 
ist eine eindeutige, falls er in  der Complexion al az . . . an-1 a,, nur einmal 
auftritt. 

5 5. Kriterien für das identische und irreducible Sys tem.  

Unter welchen Bedingungen definirt eine Complexion al . . . a,t ,  in wel- 
cher Wiederholungen desselben Elements ai moglich sind , ein identisches 
System? Zur Entscheidung dieser Frage dienen uns die im vorigen Para- 

graphcn cntwickelten beiden Principien , das der Transformation . . . ai ak a[ . . . 
- 
- - . .. al ak ai .. . , das der Erweiterung . . . ak al .. . -1 .. . a,al ak a ,  . . . ; nur  
werden wir das letztere in entgegengesetztem Sinne anwenden. 

Wir theilen die Elemente der Complexion in zwei Classen. E s  gehoren 
zu der ersten Classe die Elemente an iingerader Stelle, also a,a,a,  ..., zu 
denen der zweiten Classe die Elemente a n  gerader Stelle, also a,  a,a, .. . 

Mittaeh des Princips 1. konnen zunachst zwei benachbarte, daun aber 
auch zwei ganz beliebige Punkte derselben Classe vertauscht werden und es 
kann so schlicsslich jedc Permutation der Elemento einer Classo hergestellt 
werden. 

Zwei Elemente derselben Classe sind durch eine ungerade, zwei Ele- 
mente verschiedener Classen durch eine gerade Amahl von Zwischenelemen- 
teu getrennt, I n  letzterem Falle kann man durch wiederholte Transforma- 
tion es dahin bringen, dass die betreffenden Elemente nebeneinauder zu 
stehen kommen. So ergiebt sich beispielsweise 

... üiûkürama,a i  ... E ... Q i B k a I a i a r r a n  ... f ... a i a i a [ a k a n a m  ... 
Nuumehr aber kaun man den Punkt  ai ausscheiden wegen axai 0 und es 
resultirt also 

... a i a k a l a m a , a i  ... r ... a l a k a n a m  ... 
Mittels dieses Verfahrens kann man demnach, wenn in der ersten Classe 
mi - und in der zweiten a i -Punkte  a i  stehen, die gesammten ( m i +  ni)- 
Punkte ai auf lmi-ail  in  nur einer Classe reduciren. Das System ist 
alsdann irreducibel bezüglich des Punktes ai  und kann durch weitere An- 
wendung der Operationen 1. und 2. auf ein anderes Element rticksichtlich 
ai nicht wieder reducibel werden. 

Ein bczüglich jedes einzelnen Fundamentalpunktes a irreducibles System 
hcisst absolut irreducibel. Man hat zu seiner Herstellung aus eincm ge- 
gebenen folgende Methode. 

Man bilde für jeden Punkt ai den Ueberschuss /mi-  n i  1 der einen 
Classe an Punkten ai über die andere und vertheile die iiberschlissigen 
Punkte der ersten Classe beliebig auf die ungeraden, die der zweiten be- 
liebig auf die geraden Stellen der Reihe. Die resultirende Complexion a , .  . . a,  
reprasentirt dann des gesuchte System. Die moglichen verschiedenen For- 
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men desselben konnen vermoge des Transformationsprincips leicht ineinander 
übergeführt werden. Als Gesammtresultat konnen wir die folgenden beiden 
wichtigen Satze aussprechen: 

1. E i n e  C o m p l e x i o n  a l . . .  an d e f i n i r t  e i n  i d e n t i s c h e s  S y s t e m ,  
w e n n  i n  d e r s e l b e n  j e d e r  P u n k t  ai a n  g e r a d e r  S t e l l e  e b e n s o  oft 
a u f t r i t t ,  a l s  a n  u n g e r a d e r ,  u n d  n u r  d a n n .  

2. E i n  i r r e d u c i b l e s  S y s t e m  a,... a, d e f i n i r t ,  g l e i c h  Nu11 
g e s e t z t ,  a l l e m a l  e i n e  L a g e n b e z i e h u n g  d e r  F u n d a m e n t a l p u n k t e .  

C a p i t e l  II. 

Die Steiner'schen Secantensysteme auf den Itaunicurven 
vierter Ordiiung beider Species. 

5 6. P r i n c i p  d e r  U e b e r t r a g u n g  d e r  Sch l iossungsproblome von  
d e n  e b e n e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  auf d i e  R a u m c u r v e n  

v i e r t e r  O r d n u n g  e r s t e r  und z w e i t e r  Species .  

1st  ein System von rn Secanten ai (i = 1 . . . lz) einer C4 und durch die- 
selben rn Ebenen a i  derart gegeben, dass die erst,c O, willkürlich .angenom- 
men,  die übrigen aber durch die Bedingung bestimmt sind, dass je zwei 
aufeinander folgende cri und cri+, durch denselben Punkt pi-! 1 der C 4  gehen, 
s o  n e n n e  i c h  d a s  S y s t e m  e i n  S t e i n e r ' s c h e s ,  w e n n  d i e  e r s t e  
u n d  l e t x t e  E b e n e ,  .O, u n d  crn+l, d i e  C4 i n  d e m s e l b e n  P u n k t e  p ,  
t r e f f e n .  

Die Existenz S t e i n e r ' s c h e r  Sccantcnsysterno auf einer C4 liisst sich 
leicht wie folgt nachweisen. Man nehme aiif der Raumcurve irgend einen 
Punkt  O an ,  projicire a,us demselben die Punkte der Curve durch Strahlen 
und construire in dem resultirenden Projectionskegel Es0 der C4 ein S t e i -  
ner 'sches System von n Strahlen, was mittels eines ebenen Schnittes des 
Kegels stets auf unendlich viele Arten moglich ist. Die zweiten Durch- 
schnitte der betreffcndcn Strahlen s, ... s, mit der C4, namlich die Punkte 
a, . . . a n ,  verbinde man cntsprechend zu einem einfachen n -Eck und con- 
struire in  den rn Projectionskegeln Ka: der C4 aus den n. Ecken ai die- 
jenigen $5 Secanten ai  der C4, welche den n Bedingungen geniigen 

2 =  1 ... lz), l a i a i - i l ,  s i ,  l a i a i + i l a i = 0  ( '  
dann bilden die n Strahlen a i  ein S te iner ' sches  Secantensystem der C4.  

I n  der Tha t ,  denn ist pl ... pn ein dem Strahlensy~tern s, ... s, zuge- 
horiges S t e i n e r ' s c h e s  Polygon der C4, und wird letztere von der Ebene 

[ I  a i a i - l ' p i ]  zum vierten Male in q i  geschnitten, so schneidet die Secante 
1 qi q i + ,  1 die Secante a i ,  wornit unsere Behauptung bewiesen ist. 
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In  ganz analoger Weise , wie aus dem S t e  i n e r'schen System s1 . . . s, 
= O das andere a, ... a, = O  abgeleitet worden is t ,  kann man aus diesem 
das driite b, ... b,  = O ableiten u. S. f. 

5 7. D i r e c t e r  N a c h w e i s  d e r  S te iner ' schen  S e c a n t e n s y s t e m e  
auf d e n  R a u m c u r v e n  v i e r t e r  O r d n u n g .  

1. Sind a, .. . a, n beliebige, aber feste Secanten der C4 uuild sind durch 
dieselben la Ebenen gclegt, von denen die erste or, willklirlich, die übrigen 
aber dadurch bcstimmt sind, dass je zwei aufcinanderfolgende cui-1 und ai 
durch denselben Punkt pi  gehen, so kommt es im Allgemeinen: 

a) i m  P a l l  e i n e r  Cl4 ( e r s t e r  S p e c i e s )  b e i  g e r a d e m  n. k e i n m a l ,  
b e i  u n g e r a d e m  n v i e r m a l  v o r ;  

b) i m  P a l l  e i n e r  C,4 ( z w e i t e r  S p e c i e s )  s o w o h l  b e i  g e r a d e m ,  
a l s  b e i  u n g e r a d e m  n z w e i m a l  v o r ,  

dass die erste und die letzte Ebene al und cl, durch denselben Punkt 
p l  f p , + l  der C 4  gehen. 

B c w e i s .  E s  bezeichne c p ( l z )  dio Anzahl derjenigen Punktc n der C4, 
in welchen zwei Punkte pl und pz+ ,  vereinigt liegen. Jeder Punkt  n der 
C4  id, zugleich auch Punkt  der Regelfiache R ( alun 1 der Durchschnitts- 
strahlen der Paare veranderlicher Ebenen alan und somit unter den Schnitt- 
punkten der C4 mit der R zu suchen. 

Bedeutet zc die Ordnung der FlEche R und v die Vielfachheit jeder der 
beiden mit Bezug hierauf offenbar gleichwerthigen Axen a, und an, so 
erkennt man ,  dass sich d i e  G e s a m m t z a h l  4u d e r  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
C4 u n d  d e r  RI rr,a, 1 aus folgenden v i e r  Z a h l e n  zusammensetzt: 

1.  aus der Anzahl 4 v  der Schnittpunkte der C4 mit den beiden Axen 
a, und an; 

2. aus der Anzahl 2.q (n-  1) der coincidenten Punktepaare P , p ,  und 

P P P ~ + ~  i 
3. aus der Anzahl rp (n - 2) der coincidenten Punktepaare Pa Pn und 
4. aus der Anzahl rp(n) dcr Punkto x = p l  = pn+i .  
Es besteht somit zwischen den Zahlen zl und v und den Functionen rp 

dreier Argumente n ,  n - 1, la -2 die Relation: 

Die Zahlen zc und v lassen sich leicht mittels des C h  asles'schen Cor- 
respondcnzprincips bestimmen. Jeder Ebene a, entsprechen wegen der Ver- 
tauschbarkeit von p l  und pz  zwei Ebenen a, und jeder Ebene a, wegen 
der Vertauschbarkeit von p ,  und P , ~ + I  zwei Ebenen a,. Demnach gehen 
auch durch jeden Punkt der Axen a, und a, je zwei Schnittstrahlen 1 a, a, 1. 
Es resultirt demnach u = 4 ,  v = 2  und z u r  B e s t i m m u n g  d e r  F u n c -  
t i o n  cp d i e  R e c u r s i o n s f o r m e l  
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q ( n )  =8-2.cp(n-1)-9(7a-2)undhieraus 
9(12-1)=8-2.9(n-2)-9(n-3) u .  S. W., 

~ ( 4 )  = a - 2 . 9 ( 3 )  -rp(2), 
~ ( 3 )  = 8 - 2 . ~ ( 2 )  - p(1) .  

Die Zahl rp (PZ) ist a190 eine lineare Punction der Zahlen rp(2j und <p(l), 
mit denen zugleich sie gegeben ist. 

Wenn im Falle einer Secante a, der C4 die vergnderlichen Schnitt- 
punkte pip2  lctzterer mit der vcranderlichcn Ebcne a, in einen zusammen- 
fallen, so m u s  ul Tangentialebene der Cnrve in diesem Punkte sein. Da- 
nach ergiebt sich die Zahl ~ ( 1 ) :  

1. für  eine Raumcurv~l viertcr Ordnung 1. Sp. rp(1) = 4 ,  
2. n n n n 2 . ,  ( p ( l ) = Z .  

Wenn im Falle zweier Secanten a,a, der C4 die Punkte pl und p, 
coincidiren sollen, so müssen sich die Ebenen a, und <y2 in einer Secante 

1 pl p21 = 1 p3 pz 1 schneiden. 
Liegt eine C' 1. Sp. vor, so beschreibt die Secante p l p a  bei der Dreh- 

ung von <yl um al die eine Geradensühaar eiuer Secantenfliiche BI2 und es 
schneiden im Allgemeinen nur  diejenigcn zwei Stmhien deroelben die Se- 
cante az ,  welche durch die beiden Schnittpunkte der C4 und der a, gehen. 
Darnach stellt sich ftir eine C4 1. Sp. die Zahl rp (2) = 0. 

1st dagegen die C4  von der zweiten Species, BO beschreibt bei der 

Drehung von or, um a, der Strahl Iplpal eine Secantenflache der dritten 
Ordnung F3(a,)  und abgesehen von den beiden Strahlen derselben, welche 
durch dio Schnittpunkte der C 4  und ihrer Secante a, gehen, schneidet nur 
noch ein dritter Strahl 1 p, pz 1 = 1 p,pz 1 die a,. Wcgcn der noch hinm- 
tretenden Vertauschbarkeit der Punkte pl  und p, auf diesem Strahle ergiebt 
sich hieraus für die C4 der zweiten Species die Zahl rp(2) = 2. 

Die Substitution d e r  g e f u n d e n e n  b e i d e n  W e r t h s y s t e m e  

1) 9 ( 1 )  = 4 ,  <p(2)=0; 2, <p(1)52, y(2)  = 2  
in unsere obigen Functionalgleiühuugen liefert ftir jede der beiden Raum- 
curven ein b e s  o n d e r  e s  System zugehoriger Zahlen p (v). 

1. P u r  die C4 1. Sp. ist r p ( l ) = 4 ,  (p(2)=0, 97(3)=4 ,  <p(4)=0, 
..., rp(2v-1) =4, rp(2v) =o. 

2. F ü r  die c4 2. Sp. ist  r p ( l ) = 2 ,  9 ( 2 ) = 2 ,  9 ( 3 ) = 2 ,  9 ( 4 ) = 2 ,  
..., 9 ( v ) = 2 .  

I n  Worten besagt dias 

f t i r  d i e  R a u m c u r v e  C4 1. S p . :  f t i r  d i e  R s u m c u r v e  C,4: 

l a )  Sind auf einer Cl4 irgend n l a )  Sind auf einer CZ4 irgend w 
Secanten a, . . . a, gegeben und ist zu Secanten a,  ... a ,  gegeben und ist zu 
diesen i n  bekannter Weise ein ein- diesen in bekannter Weise ein ein- 
faches (m+ 1) -Eck p, p, . . .p ,+i  con- faches (7a + 1) -Eck plp, .  . . p,+i con- 
struirt, so kommt es, j e  n a c  h d e  rn struirt ,  80 kommt es bei der Beschrei- 
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I?, e i n e  g e r a d e  ~ d e r  u n g e r a d e  
Z ah1 i s t, bei der Beschreibung der 
Curve durch pl im Allgemeinen O 
oder  v i e r m a l  vor, dass sich das 
(n+ 1)- Eck der Punkte p zu einem 
einfachen n-Eck schliesst, und folglich : 

l b )  T r i t t  a b e r  i m F ' a l l e  e i n e s  
g e r a d e n  n d i e  C o i n c i d e n z  d e s  
P u n k t e s  p n + i m i t  pi e i n m a l  e i n ,  
so t r i t t  s i e  e i n -  f ü r  a l l e m a l ,  
d. h. f u r  j e d e n  P u n k t  d e r  C4  oin. 

bung der Curve dusch den Punkt  pl 
im Allgemeinen und hachstens z w e i - 
m a l  vor, dass sich das (n + 1)-Eck 
der Punkte p zu einem einfachen ~ E c k  
schliesst. Und folglich: 

1 b )  T r i t t  a b e r  d a b e i  d i e  C o -  
i n c i d e n z  d e s  P u n k t e s  p,+i m i t  
p, d r e i m a l  e i n ,  s o  t r i t t  s i e  e i n -  
f ü r  a l l e m a l ,  cl. h. f t i r  j e d e n  
P u n k t  d e r  C u r v e  e i n .  In  den 
beiden Fxllen 1 b) ist also das Systcm 
der n Secanten a e i n  S t e i n e r -  
s c h e s  S e c a n t e n s y s t e m  und jedes 
zugehorige n - Eck von Punkten p ein 
S t e i n e r ' s c h e s  P o l y g o n  der C4. 

Für  den Pal1 eines geraden m überzeugt man sich leicht von der Exi- 
stenz S t e i n  e r 'scher Secaiitensysteme sowolil euf einer Cl4, alo auf einer CZ4. 

2. Man verbinde irgend r. Punkte 2. Man vcrbindc irgend n Punkte 
der C,4 zu einem einfachen m-Eck der C24 zu einem einfachen n - E c k  
pipe  . . . p, , lege diirch seine n Seiten pl pz . . . p, , nehme dann weiter eine 

p l p 2  1 ,  Ip,p3 1 ,  .. . , Ipnpi ( n Ebenen feste Secante A auf der Curve an 
a,, a, .. . 0, und schneide mittels der- und construire diejenigen m Secanten 
selben die C4 in ebenso vielen Punkte- a , ,  a, . . . a, der C t ,  welche die Axe A 
paaren, so bestimmen ihre n Verbin- und je eine der n Seiten pl pz 1, 1 pz p3 1, 
dcnden a,, a, ... a, ein S t e i n  e r 'sches . . . , 1 p, pl 1 des n-Ecks zugleich schnei- 
System der Cl4. den. Dann bestimmen die m Secanten 

a ein S te iner ' sches  System der C;. 
Es ist von Wichtigkeit ftir die Darstellung, wenn irgend zwei Secanten 

a,, a, der C,' vorliegen, für diejenige eine Secante der Curve, welche bei- 
den zugleich begegnet, eine feste Bezeichnung zu haben. Ich will diese 
Secante durch A 1 a, a, 1 = a, a, 1 und die ihr als Axe zugehorige Secanten- 
Kache der Curve durch F s  1 a, a2 1 bezeichnen. 

Sind im Falle eines ungeraden lz eowohl auf einer C,4, als auf ciner 
C,4 in ganz analoger Weise n. Secanten a, ... a, constrcirt, und fasst man 
dieselben als ein System von 2.12 Secanten a, . . . azn derart auf ,  dass man 
ai+, G a, (i < n) nimmt,  so liefert die Art der Construction sofort die 
beiden Satze: 

3. I r g e n d  n=2na+l  S e c a n -  3. I r g e n d  n = 2 m + l  S t r a h -  
t a n  e i n e r  R a u m c u r v e  Cl4 b e -  l e n  e i n e r  S e c a n t e n f l a c h e  F S ( A )  
s t i m m e n  e i n  S t e i n e r ' s c h e s  S e -  d e r  Ca4 b e s t i m m e n  e i n  S t e i n e r -  
c a n t e n s y s t e m  i w e i t e r o r d n u n g  s c h e s  S e c a n t e n s y s t e m  z w e i t e r  
(a, . . . ai,)a = 0. O r d n u n g  (a, ... a,)Z= 0. 
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Dabei ist ganz allgemein unter einem Ste iner ' schen  Secantensystem 
m'ar Ordnung von .n Secanten a, . . . an das System von m .la Secanten 
a, . . . am,, zu verstehen, in welchem, wenn T <.n <, p < m . n  und p r .modn 
i s t ,  a, = a, ist. 

3 8. D i e  S te iner ' schen  S e c a n t e n s y s t e m e  a u f  d e r  R a u m c u r v e  
v i e r t e r  O r d n u n g  e r s t e r  Species .  

Das Theorem ib) des vorigen Paragraphen für die C4 erster Species 
lautet in  seiner einfachsten Form: 

1. Schneidet man die C4  BUS den vier ~ e i t e n  si eines ihr einbeschrie. 
benen einfaehen Vierecks a, a, a, a,, si = 1 ai û r + i  1 'durch irgend vier 
Ebenen <ii noch in  vier Punktcpaaren, so bestimmcn die durch dieselben 
fixirten vier Secanten ti ein S t e iner ' sches  System. Die Richtigkeit dieses 
Satzec! erkennt man direct, indem man die Ebenen durch ein und den- 
selben Curvenpunkt O annimmt. Die vier resultirenden Secanten t t i  bilden 
in dem Projectionskegel der C 4  aus O und folglich auch für  die C 4  ein 
S t e i n  er'sches System , und jedes diesem zugehorige S t e i n e r  'sche Polygon 
Plpzp3P4pi ist  auch dem System si nuischrieben. 

E s  bezeichnen oz und O, die vierten Schnittpunkte resp. der Ebencn 
[a,a,a,] und [a,a,a,] mit dcr C4. Es  wird dann diese von der Ebene 
G, = [s,, a,] noch in oz, von [ G ~  = [sZ oz] noch in a , ,  von a, = [s, a,] noch 
in O,, von ri, = [s4o,] noch in a, getroffen; d. h. aber: 

- 
2. Die vier Seiten si eines der C4  einbeschriebenen einfachen Vierecks 

bestimmen ein S t e  i n e r 'sches Sy stem, und es folgt : 
3. Die vier Secanten t , ,  t,, t,, t4 eiries S t  e iner 'schen Systems wer- 

den allemal wieder von den vier Secanten s,, s,, s,, s, eines zweiten ge- 
schnitten. 

Als interessanter specieller Fa11 von 2. ist zu bernerken, dass, wenn 
das Viereck der Punkte a ein ebenes is t ,  es auch alle ihm zugehorigen 
Vierecke der Punkte p sind. Denn da  1 a, a, 1 und 1 a, a, 1 auf einer Secanten- 
flacho 3 2  der C4 zu verschiedenen Geradenschaaren gehoren, so gilt das 
auch von Pl P, 1 und 1 p,p, 1, es müssen :diese beiden Geradcn sich folglich 
schneiden. 

Die Siitze 2. und 3. laseen sich unmittelbar verallgemeinern. Es gilt: 
4. Zu jeclem der C 4  eingoschriebenen einfachen Zm-Eck  existiren un- 

endlich viele andere, deren Ecken auf der C4  liegen, und deren 2na Seiten 
die des gegebenen entsprechend schneiden. Und: 

5. Die 2 m  Secanten t ,  . . . tZnl  eines S t e i n  er'schen Sgstems werden alle- 
mal wieder von den 2 m  Secanten s, ... sz, eines zweiten geschnitten. 

Der Satz 4. liefert ein Kriterium daftir, ob ein gegebenes System von 
n Secanten a, ... a n  ein S te iner ' aches  ist  oder nicht. 
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Man constriiire, ausgehend von irgend einem Punkte pl  der C 4 ,  der 
Rcihe nach in den Fliichen F 2 ( a , ) ,  P ( ( n , ) ,  . . . , F 2 ( a n ) ,  die lz Strahlen 

I P ~ P ~ ~ = s I ,  I P Z P ~ ~ = % ,  - a . )  I ~ n - i l ? n I = ~ n - j ,  I # n ~ n + i l = s n .  Schliesst 
sich das Polygon sis, .. . s,, so ist das System a, .. . a, ein S t  einer 'sches, 
im andern Valle. nicht. 

5 9. Die  S te inor ' schen  S e c e n t e n s y s t o m o  a u f  d e r  R a u m c u r v e  
v i e r t e r  O r d n u n g  z w e i t e r  Species. 

Die Durchftihrung der den Betrachtungen des vorigen Paragraphen ana- 
logen für die Cd zweiter Species erfordert die Ableitung einiger fundameu- 
taler Satae aus der Theorie dieser Curve. 

1. D u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  O d e s  R a u m e s  g e h e n  i m  
A l l g c m c i n e n  u n d  h o c h s t e n s  d r e i  D o p p e l k a n t e n  d e r  C,4. 

- B e w e i s .  Die einzige durch die CZ4 mogliche Flache zweiter Ordniing 
F L  schneidet eine Secantenflache Z3(s) der Curve in  der Cz4 selbst und in 
zwei Geraden g aus einer ihrer beiden Schaaren, namlich denjenigen beiden 
dreipuuktig Schneidenden der CZ4, welche durch die Schnittpunkte letzterer 
und der Secante s gehen. Der Projectionskegel vierter Ordnung K t  der 
C,4 au9 dem Punkte O schneidet die F" in der C,4 selbst und einer andern 
~ ' , 4  gleicher Species, und es besitzt diese in Bezug auf die C,4 die drei- 
und einpunktig schneidenden Geraden der Fe selbst zu ein- und dreipunktig 
schneidenden. Die C',' schneidct den Durchschnitt sechster Ordnung der 
Flachen FZ und F3(s )  i n  zw6lf Punkten,  namlich die beiden Strahlen g in 
xwei, die C,4 in  zehn Punkten. Vier dieser letzteren sind die vier Schnitt- 
punkte der C t  mit der Polarebene von o beziehlich der $7 und die sechs 
iibrigen vertheilen sich in  drei Paaren auf den drei Doppelkanten der Ce4 
durch den Punkt o. 

2. I n  e i n e r  S e c a n t e n f l a c h e  F S ( X )  d e r  CZ4 m i t  d e r  A x e  X 
s c h n e i d e n  s i c h  d i e  E b e n e n  d e r  a u s  d e n  P u n k t e n  v o n  X a u s -  
g e h e n d e n  P a a r e  v o n  D o p p e l k a n t e n  y z  i n  e i n e r  z w e i t e n  f e s t e n  
Axe X ,  d e r  F l a c h e  F 3 ( X ) ,  d e r  s o g e n a n n t e n  N e b e n a x e  d i e s e r  
P l a c h e ,  u n d  e s  b e s t i m r n e n  d i e  S t r a h l e n p a a r e  yiz; a u f  d e r s e l b e n  
m i t t e l s  i h r e r  S c h n i t t p u n k t e  t ) i ~ i  e i n e  I n v o l u t i o n .  

B c w e i s .  Zuniichst ist klar, dass keine zwei Strahlen yj yk oder yizk 
sich schneiden. Es würden sonst in  einer Ebene [Xyiyk] oder [Xyi.zk] 
sechs Schnittpunkte der C,4 liegen. Demnach ha t  die Schnittlinie zweier 
Ebenen [yiei] und [2/kzk] vier Punkte mit der F 3 ( X )  gemein, sie fallt also 
ganz in diese Flache. Da aber die drei Geraden yi, si, Xn den gesammten 
Uurchschnitt dritter Ordnung der .F3 (X) und der Ebene [yiai] bilden, die 
Schnittpunkte der Strahlen ykzk mit [y,z;] nicht auf yi und liegen k6n- 
nen, so folgt der ervte Thoil des Satnes 
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80 Die Raumcurven IV. Ordnung 1. und 2. Species etc. 

Durch einen Punkt  t), von X, geht allemal ein und nur ein Leitstrahl 
von F 3 ( X ) ,  namlich die Verbindende der beiden durch pi bestimmten 
Schnittpunkte der C t  mit der Ebene [Xgi], die Secante y i .  Die dritte 
Secante BI durch den Schnittpunkt ( X q E )  trifft X, im Punkte ai. Da nun 
pi und 8 ,  in  dieser Construction offenbar vertauschbar sind, so bilden die 
Paare I)i a i  eine Involution. 

F ü r  die Doppelpunkte i) b dieser Involution coincidiren die Secanten- 
-. 

paare yz, und je nachdem I) 8 reell oder irnagiriir sind, hat man aus X ,  zwei 
reelle oder zwei imaginare doppelt berührendc Ebcncn an die C,I. 

3. S i n d  d i c  n S c c a n t e n  XI X2 ... X ,  d e r  Cs4 A x e n  e i n e s  S t e i -  
n e r ' s c h e n  S y s t e i n s ,  s o  e i n d  e s  a u c h  i h r e  n N e b e n a x e n  X,,, Xn2, 
.. . , X,., sowie jede Combination aus n dieser Sn Strahlen, in welcher 
keine zwei Indices gleich Sind und deren AnzaJzl demnach 2" betragt. Allen 
diesen Systemen gehort aber auf der Cz4 ein und dasselbe System S t e i n e r -  
scher Polygone zu. 

4. Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir cin S t O i n e r  - 
s c h e s  S y s t e m  v o n  d r e i  S e c a n t e n  X , X z X 3  is t ,  dass dieselben die d r e i  
D i a g  O n a l  e n eines der C; einbeschriebenen Tetraeders ri r2 r,r, sind. 

B e w e i  S. Es sei rz r, r,  ein der Cz4 einbeschriebenes, dem Tripe1 XI X2 X3 
umbeschriebenes Dreieck. Dann schneiden die beiden Ebenen [X,Z.,] und 
[X,Z.,] die Curve zu vierten Malen in zwei Punkten q und r. Diese liegen 
nach Voraussetzung mit XI und r, in  eincr Ebene, d. h. sic fallcn beide in 
den vierten Schnittpunkt der C,4 mit der Ebene [X,r,]. Die drei Strahlen 
XI, X , ,  X3 sind also die Diagonalen des Tetraeders r i ~ , ~ , r , .  

Haben umgekehrt drei Secanten XI, X, ,  X3 solche Lage,  so sind die 
vier Seitendreiecke des Tetraeders vier ihnen u m -  und der C: eingeschrie- 
bene S t e i n e r  ' ache Dreiecke. 

5. Die nothwondigc und hinreichende Bedingung für ein S t e i n e r -  
s c h e s  S y s t e m  v o n  v i e r  S e c a n k e n  a , ,  a2,  a,, a,, ein sogenanntes 
S t e i  n er'sches Quadrupel, beateht darin , dass die a Leitstrahlen e i  ner  
Secantenflache F 3 ( A )  sind und ihnen e i n  e i n f a c h e s  Viereck der CZ4 um- 
schrieben ist. 

B e  w eis .  Es schneide die Axe 1 a, a,] der Flache F 3  lala, 1 die Curve 
in den beiden Punkten q, und q,, die Ebenen [a, q,] und [a, q,] treffen die 
C,4 zu vierten Malen in den Punkten q, und q,. Dann rntissen im Fa11 
eines S t e i n  er'schen Quadruprls die vierten Durchschnitte der C,4 mit  den 
Ebenen [a,q,] und [a,q,] resp. in die Punkte q ,  und q, fallen, die einzig 
mogliche Axe la3a4( der Flache P3(a3a4)  muss also mit der Axe 1 a,a, 1 
identjsch sein. 

1st aber auch noch die zweite Bedingung erfüllt, so habcn wir drei 
Vierecke der Cs4: 

q ~ q , q i q ~ ,  q,qiqsqi, PiPePsV4,  
welche dem System a,u,a,a, umschrieben sind. 
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Von Dr. V. EBERHARD. 81 
v̂- - * - .  

6. Auf die b e i d e n  S t a m m s y s t e m e ,  das Secantentripel und d w  Se- 
cantcnquadrupol, lasst sich j e d o s  E t e i n e r 7 s c h e  S e c a n t e n s y s t e m  einer 
C24 zurückführen und aus der Moglichkeit oder Unmoglichkcit der Reduction 
für irgend ein System von PI Secanten der Curve schliesst man suf seinen 
Charakter. 

Zunachst bestimrnt man in dern System s ,  ... sn die Axen zc und v der 
Flachen F 3 / s n s n - i  1 und FSsn-2,sn-3 1 und die Axe w der Flache Fs luv17  
und bestimmt man in den Flaühen F 3 ( u )  und Fs(v)  diejenigen beiden Se- 
canten tn- und welche den beiden Relationen gentigen: 

( snsn-1 .~ tn -2 )=O und ( ~ ~ . - 2 ~ , - 3 € , - 3 )  = O,  
80 ist das System t,,2 t,i-3.~n- 4 . . . s1 ehenfalls ein S t e i n  er'sches. I n  
demselben ersetzen wir auf ganz analoge Weise die Folge der vier Strehlen 
tn - 2 t n - 3 ~ n -  4 sn- 5 durch die Folge der beiden Strahlen in-* trips . . . 

Wir gelangen çchliesslich zu einem s t e i n e r  'schen ~ ~ s t e r n  a) von drei 
Secariten t ,  t, s, ,%enn .n ungerade is t ,  b) von vier Secanten t4 t, s, s, , wenn 
rn gerade ist. I m  ersten Falle sind die drei Strahlen i y t g s 1  Strahlen eines 
S t e i n  e r 'schen Tripels , im zweiten Falle sind die vier Strahlen t4 t, S% si 
Strahlen eines S t e  i n  e r 'schen Quadrupels. Umgekehrt , wenn eine von den 
beidei Beziehungen eintritt ,  is t  das System der s ein S te iner7sches .  

5 10. 
Ein wichtiger specieller Fa11 eines S t e i  n e r  'schen Systems von vier 

Secanten sowohl auf der C,4, als auf der C,4 ist der folgende: 
1. Es seien auf einer @ zwei Secanten s, und s gegeben. Dreht man 

um die eine s, eine Ebene und legt nach deren veranderlichen Schnittpunk- 
ten mit der C4 aus der andern s zwei Ebenen, verbindet ondlich die vier- 
ten S~hnitt~pnnkte letzterer mit der C4 durch eine Gerede, so schneiden elle 
diese Geraden ein und dieselbe feste Secante S,  der C4. I m  Falle einer C,' 
sind die drei Secanten s,, s ,  s, Strahlen ein und derselben Secantenfliiche F3. 

Indem man diesen Satz der Reihe nach auf die einzelnen Axen eines 
S t e ine  r'schen Systems s, . . . s, anwendet , gelangt man zu dem andern : 

2. 1st au l  einer C4 ein S t e i n e r ' s c h e s  System s, ... sn gegeben, und 
wird auf ihr eine Secante s  beliebig angenommen, s O p r  o j  i c i  r t m a n  a n s  
s d i e  S t e i n e r ' s c h e n  P o l y g o n e  p,p ,  ... p,, d e s  e r s t e n  S y s t e m s  
s, ... s, a u f  d i e  C 4  81s S t e i n e r ' s c h e  P o l y g o n e  q, ... q, e i n e e  z w e i -  
t e n  S y s t e m s  t ,  . .An.  

Für den Fa11 einer C t  ergieht sich hicraus und im Vercin mit der 
Bemerkung , dass die lz Seiten eines Polygons pl . . . p,, , resp. die aus n 
solchen Polygonen so ausgewahlten m Seiten, dass keine zwei denselben 
Basisstrahl s schneiden , Axen eines S t e  i n  e r'schen Secantensystems der C,' 
sind, der folgende Satz: 

3. Sind die n Secanten s ,=la,b , l ,  s,=la,b,17 ..., s,=la,b,l der 
C: Axen eines S te iner ' schen  Systems und p r o j i c i r t  m a n  d i e s e l b e n  

%eitsel,rift f. ùlutliematik u. Phg.ik XSXl1 ,  2. 6 
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82 Die Raumcurven IV. Ordn. 1, u. 2. Spec. etc. Von Dr. V. EBERHARD. 

a u s  e i n e r  b e l i e b i g e n  ( ~ z + l ) ~ "  S e c a n t e  s d e r  C u r v e  a u f  d i e s e  
i n  die n Secanten ja'ib'il=s'i ( i=1  . . . m ) ,  P O  sind diese e b e n f a l l s  die 
Axen eines S t e i n e  r'schen Systems. 

g 11. 
Die S te iner ' schen  Secantensystcme der C4 beider Species scheiden 

sich zufolge des wichtigen Satzes (s,sBs,)G 0 in reducible und irreducible 
Systeme. Die absolute Analogie zwischen den hierauf bezüglichen Prsgan 
und den entvprechenden bei den Curven dritter Ordnung in den $8 4 und 5 
gestattet die unmittelbare Uebertragung der dort gefundenen Resultate. 
Jedoch ist zu bernerken, dass, wahrend sie bei den Baumcurven erster 
Species ganz allgemein gelten, sie im Falle einer CZ4 nur  auf die Secanten- 
systeme in einer Secantenflache F3(s )  tibertragbar sind. 
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Zerlegung einer Form mter Ordnung und n ten  Grades 
in ihre linearen Factoren. 

Von 

LEOPOLD SCRENDEL. 

Denkt man sich die Grossen a, und a, mit dem Quotienten 

a , . . a , I e , . .  e, 
a , . . a , I e , . . e ,  

verbunden, so ist unter der ~ o r a ' u s s e t z u n ~  

a 3 p = 0 ,  . ., a m p = O  
die Grosse 

p = p ~ ~ . e , + .  . +pe,.e, 
in der Form - - 

~ = a , p . a , + a , p . a ,  
darstellbar und darnach die-Form mter  Ordnung und n t e n  Grades 

Aus der Gleichung 
- n - A  - n - Y - x - l  Z 

an al an al r, 1 i2- 
A  

n-,u> - n - w + r , x - ~  

= - 1 )  ( )  a  a2 an a, 
O . 

,n x - 2  
ergiebt sich fiir A = x - 1 nach Multiplication mit (an  al ) fur die Coeffi- 
cienten dieser Darstellung die Gleichung 

n -  + -Y n x - 2  n - x + l  - n - x -  x - l  

( a n ) a a  a2 = ( a n G )  ana, ana1 a , j < g -  
Y -  1 

n - I p  A +z (- l)'-' (' ; l) (an<")'-'an O, 
1 . ( a n T n ) x - p - l  + I / *+P  -+-C< 

an a, a4 - 
Ihr zufolge ist die Grosse 

-n - Z -L 

an a, a, 

eine ganze rationale Function der x Formen 
n - l + l  - n - 2  1-1 

( a n i 3 - ' a n <  ana1 i&&-, A = I , . . ,  s, 

6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



84 Zerlegung einer Form m t e r  Ordnung und mten Grades etc. 

und zwar stellt sie sich als ein Aggregat von Gliedern dar, die man,  ab- 
gesehen von den Coefficienten, dsdurch erhalt, dass man die x Formen 
bezw. mit den Potenzexponenten r,, . . , r,  versieht, sie zu einem Prodiicte 
vereinigt und den Grossen r, , . . , ru alle diejenigen Werthe,  den Werth 
Nuli mit eingeschlossen, beilegt, durch welche der Gleichung 

- - 
in  der die Grosse a ,a ,  ein combinatorisches Product ist und daher selbst - - 

a n  Stelle der Factoren mit dem eingangs gegebenen Quotienten vereint 
gedacht werden kann , kann unter Beibehaltung dieser Eigenschaft , da sie 

n-2+l 7 1 - 1  

bei Vertauschung von an& und ana, a ,  bei ungeradem A un- 
verandert ihren Werth beibehalt und bei geradem A das entgegengesetzte 
Zeichen annimmt, bei ungeradem A iu der Form 

-n 2 - 2  - 1 - 1  Zn-2A+l - 
2 (an a, ) (an)a a, a, al a2 

und bei gcradem A in der Form - 
n 1 - 2  - -1 - 2 n - ~ i .  

(an < ) (an)%., a, a, 
dargestellt werden. 

Die Grosse 
a n ~ - z 4 x  

ist daher eine ganze rationale Punction der x ersten der n Bormen 

n O - - 2 - 2 n - 4  - R I - - -  2 --2n-6- 

(an< ) (an)%, a, a,  , (an a, ) (an)2 a, a, a,' a , ,  
- - 4  - 2 ~ - 9 -  

an al ) (an)%a, a, a, a2 ,  . . 
Setzt man die erste dem Werthe A = 1 entsprechende Porm 

- n - 1 -  
ana, a ,=O,  

so ist infolge der Gleichung a, O 
-n - 1 

oder demzufolge 

In diesem Falle nimmt daher unter Berticksichtigung der Gleichuiig 
- - - 
a8=  - a,a,a,  

die Grosse 

die Form 
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Von L. SCHENDEL. 85 

-n - X 

( - i > x ( a n ~ n ) l a n a ,  ( a n x n - ' < i J X  

an und ist eine ganze rationale Function der x - 1 ersten der a - 1 Formen 

- - - - 2 n - 4  - - - 3 n - 6  

 an^^)' (an,. a, a2 al , (an:)' an (an),  a, a,' a ,  a, a, , 
- 4 2 n - 8  - - - -  - - 3n-10 

( a n a  a a , (a* <)'an (unjs al a2 ' a ,  a8 al 9 - .  
Sie hat für x =  O den Werth Eins und fur x = 1 den Werth Nul1 und stellt 
ftir die folgenden Werthe von x die Formen 

2 Zn-4  - 

(anY al a~ a, 1 - 3 n - - 6  - - - 
2 an (an)2 a, a, a, a,  a, , 

I 
-. - - - - -  B -4n-H 

((an)? (an)Ga,  a ,  - 3 ((an), a ,  a, ) ) a,  , 
4 2 - -- - -  2 - - -- - ---- 5n-10 

2 ((an)" a" (an)%, a, a, a, - 2 (an)2 a, a, . an (an)%, a,  a, a,) 4 , 
A 2 - -- - -- 4 

- -- 2 3  - - -  

((an)" .(an)%, a, - 15 (an)2 a, a2 . (an)2. (an)$ a la ,  + 45 ((an)%a, a, ) 

6 2 - - - - -  - 4 - - - - -  
2 ( (an)4 .  an (un)%a, a, a, a,  - 9 (an)2 Ül a, . ( u " ) ~ .  un (an)2 a, a, a,  a, 

2 - --- - 4 - -- - -- 2 2  + 5 an (an), a,  a ,  a ,  a,. (an)? .an)2 a,  a, + 3 (jan)Qa,a, ) 
2 - - - - -  'in - 14 

. an (an), a ,  a, a ,  a,) a, , . . 
dar. End  für die Form a"pn gilt unter der gemachten Voraussetzung 
a g p = O ,  .., a,p=O oder - - 

p = a , p . a ,  + a,p.a, 
die Gleichung 

(an ~ ' ) * - ' a n p n  . - 

- 1  - n - X  a-1  n - x  

= - 1 1  ( )  ( a  ) an a, (an <'-la, <y. (a. s) a, p x .  
O 

Berücksichtigt man ,  dass die Grosse 
- n - z  - n-1 _ - x 

( a  a n a  a (an a ,  - -  U ,  - u,) 
sich multiplicativ au8 den drei Grossen an, a,  a,, a,  zusammensetzt und bei 
dieser Zusammensetzung die ersteren zwei Grossen xmal und die dritte 
GrSsse (m- 2) x mal als Factoren betheiligt sind, so folgt aus der Form 
dieser Gleichung, dass die n linearen Formen, deren Product die Grosse 

ist. die Form 
-r - 1 

(an a ,  + wn a,) P 
haben, in  der die Grosse ton eine nwerthige Grosse i s t ,  bei deren Zusam- 
me~setzung nur die Grossen 
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86 Zerlegung einer Form mter  Ordnung und mten Grades etc. 

- -  - 
an> a, a, ,  a, 

und zwar die ersteren zwei 1 mal und die dritte (ra - 2) mal als Factoren 
betheiligt sind, und deren n Werthe W.,,  , . . , w,, ,, die Eigenschaft besitzen, 
dam die Summe ihrer Combinationen zu je  x für x = O ,  . . , ra den Werth 

- n - x  -n-1 - - x 

(- 1)" ( z )  (an 41-l an a,  (an a, a, a2) 

hat ,  und somit dio Wurzeln der Gleichung a t e n  Grades 

n 1 -n-2 -71-1 - - x 2 ( y )  (an < > a a, (an al a, a,) ru.n-x = O 
sind. O 

- -  - 
Losen wir von der Form der Grosse wn die Grossen an,  a, a,, a, ab 

und bezeichnen sozusagen das Gerippe derselben durch < u n ,  so stellen sich 
bei Berücksichtigung der Glcichung - - - 

a1 = a, a, a, 
die n linearen Formen i n  der Form - n - i  

dar. ( l + d a n a l  P 
Die Verschwindungsgr6ssen der linearen Form a p  haben die Form 

- - 
p aa ,a ,  

und Sind durch die Gleichungen 

bestimmt. 
Die Verschwindungsgr6ssen der Form anpn stellen sich daher in der 

Form - n-1-  - - 

oder 
p r ( l + w , ) a n a ,  a,a, . 

dar. Sie sind zugleich Verschwindungsgr6ssen der m - 2 beliebigen linearen 
Formen a,pl . . , a, p. 

Einfach gestaltet eiçh die Bestimmung der Grosse w, ,  die für n= 1 
offenbar den Werth Nul1 ha t ,  ftir n = 2, 3, 4. 

1. Die Grosse 
n - 1  -n-x  _ n - 1 -  - 

an a ,  ) an a, (an a, a, a2): 

welche die Summe der Combinationen ihrer a Werthe zu je v. für x = 0, . ., fl 
darstellt. nimmt für  n = 2 die Werthe 2 

an, und es ist daher die zur quadratischen Form gehorige Grosse 

ihre beiden Werthe erhalt man dadurch, dass mari der Quadratwurzel die 
Factoren + 1 und - 1 beifügt. 

2. Fur n = 3 hat jene Grosse die Werthe 
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Von L. SOHENDEL. 87 - 
Ans der Gleichung 

ergiebt sich, wenn man die Gleichungen 
2 - - - -2 -3 - 2 2 2  - --- 2 2 

(a3I2 al a2 al = a3 al .as a,  a4 , (a3)%, a,  as = - (a3 &, ) 
und 

-3 - - E- -. - - z  - - 3  
a3 a,  . a,  a, a, a, = a3 (a3), a,  a, a,  a, a, 

berücksichtigt , die Relation 
2 - -  -3  ," - - 2 - 2  3 

(a3 (a3)% il a,  a, a, ) + a,  a, a,  ) 
2 - -- 2 2  9 2 

+((a"~a ,a ,  ) %<-.(a3<) =O.  
Giebt man ihr dia Form 

2 

- <(as). 6 a<-<$ 
2 - --- - - 3 8 2 3  2 

= ( a  a a a a,  a, a,  ) + ((a",' il, i'$ i, 6. (a3., ) . 
so bilden die rechts stehenden Glieder eine quadratische Form mit den 
Coefficienten 

2 2  2 
1, Ol ((a3)," 6 6-) 

flir welche 

ist, und es gilt daher die Gleichung 
- -2 -2 - a, a2 a, 

3 
-3 2 - -- - - -3 -3 

+w2,1.asa,. J a 3 ~ ( o ~ a l a 2  a,a2a,  +ws,r .a3a19 

in der offenbsr, wenn 6 eine complexe dritte Wurzel der positiven Einheit 
ist, den Cubikwurzeln die Factoren 1, 1; a, 08; ci,", a beigefügt werden 
konnen. Nun haben die Grossen 

dia Eigenschaft, dass die Snmmen ihrer Combinationen mi je 0, . . , 3 die 
Werthe 

1, O, - ~ v , v , ,  v,3+vSs 

haben. Verden durch u, und v2 jene Cubikwurzeln bezeichnet, so stimmen 
diese Werthe mit den eingangs gegebenen Werthen iiberein, und es ist 
folglich die zur cubischen Porm gehorige Grosse 
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88 Zerlegiing einer Porm mter Ordnung und lzten Grades etc. 

wenn ihre drei Werthe dadurch bestimmt werden, dam man den Cubik 
wurzeln die Factoren 

1, 1 ;  6,  6,; 2, G 

beiftigt. 
3. Fiir la = 4 hat die in Betracht komrnende Grosse die Wertht. 

Ftir die GrUsse 
2 - --- - -8 -4 - -?.-3- 

a* (a4)%, a, a, a, a,  = a4 a, . (a4)' a, a, a, a, 
gilt, da offenbar 

4 - -- 2 - 3  - - -- 2 4 3 -  
a4 a, . (a4)%, a, a, a, = - (a4)2 a,  a, a4 ( (a, a,) , 

ferner 
4 - -- 3 2 

- -- -3- 
a4 a, . a4 a,  a, = 2 (a4)2 a ,  a, a, a, 

und den Gleichungen 
2 - - - -4 -1 -2 -2 - 2 4 -2-2 - 4  

(a4I4 a, a,  a,  = a4 a,  . a4 a, a,, (a4), ai U ,  al = a4a, a, . a4 au - (a4 ai <j2 
zufolge 

i s t ,  die Gleichung 
-z-3- 2 

12 ((a4),  6 a, a, a,) 
2 -- -4 3 -3 -4 -4 4 

= (a4), al a, a4 1 (- 4 ai G) . a4 a, a, + a, us . a4ci,),  
und für die Grosse 

- -2  -4 -1 -2 -2 
(a4), a, a,  a,  = a4 a, . a4 a ,  u, 

hat man,  da  nach der Gleichung 
- -1 -2 -2 2 2 2 

3 (a4)e a, a, a,  a, = ( a 4  Ü, a* a,  + 2 (a4G 4 g- 
einerseits 

- -?-2 - 2  4 4 -2 - 2  2 

6(a4 )2a ,a ,  a, a ,=a4a ,  a 4 a , - 3 ( a 4 a ,  a,) 
und andererseh  

4 - -- -4  4 -2 2 2 
(a4)2a,az =a4a,  a 4 a , + 3 ( a 4 u , a , ) ,  

und demnach 
-2 -2 2 4 - - ? - 2 - 2  

6 (a4 a, a,, ) - (u4), 6 -= - 6 (a4)2 a,  a, a, a, 
i s t ,  die Gleichung 

- - z - 4  2 2 2  - - - - 2  -4 4 

12 a,  a, a, . (a4 ) - (a4)' a, a, . (a4)2 a, a, a, 
- -- 2 2 -2 - 2 

= (a4>2a,a, 2 ~ 4 1 6 ü :  (ii, i2). a4a1 a 2 .  
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Von L. SCHENDEL. 89 

Da nun des combinatorische Product 
4 4 3 - - -3 -2 2 -4-4 - 4  

~ , ~ ( a ' l Z & ,  ) = - 4 4  (a, a2).u4a1% +60 : (<~~ ) . l l <a ,a ,  +a,% .a4a, 

i d ,  so hat also die Grosse 

den VCTerth 
2 4 - -  4 

a, a, a4 1 a, (a4 ( a, a, ) 
oder 

2 4 2 
---- 4 --- 4 4 

2(a4), a, a, a, . (a4)2 a, a, - a, a, a4 1 a,&-. a4G 

ind es ist somit 

Demnach gilt die Relation 

Gicbt man ihr die Form 

so bilderi die rechts stehenden Glieder eine cubische Form mit den Coeffi- 
üienten 4 2 4 

1, 0. -(a4)2a1<-, 
für welche 

k t ,  und es gilt daher die Gleichung 

i i i  Lier den Quadratwurzeln, deren Zeichen offenbar das der Form 
- - 1 -  - -6 

a4 ( u ~ ) ~  a, a, a, a2 a, 
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90 Zerlegung einer Form mter  Ordn. u. n t e n  Gr. etc. Von L. SCHEHDEL. 

i s t ,  die Factoren +1,  + l ,  +1; +1, -1, -1; -1, +1, -1; -1, -1, 
+1 beigefügt werden konnen. Nun haben die Grossen 

+vl+v ,+v3 ,  +v1-vz-v3,  -v1+v2-vQ, - v 1 - v 2 + v 3  

die Eigenschaft, dass die Summen ihrer Combinationen zu je 0, . ., 4 die 
Werthe 

1, O, -2(~,++v,"+v,~), 8v,v2v,, 
(VI2 + v,2 + v,e)" 4 [v12vg4 + vie vQ2 + vqP vg2) 

haben. Werden durch v,, v,, va jene Quadratwurzeln bezeichnet, so stim- 
men diese Werthe mit den e ingang~ gegebenen Werthen tiberein, und es 
ist folglich die zur biquadratischen Form gehorige Grosso 

wenn ihre vier Werthe dadurch bestimmt werden, dass man den Quadmt- 
wurzeln, denen das Zeichen der Form 

2 -- - 6 

a4 (a4), a, a, a, a, a, zukommt, die Factoren 
+ l ,  +Il  + l ;  + I l  -1, - 1 ;  -1, + l ,  -1; -1,  -1, + l  

beifügt. 
Die vier Werthe der Grosse w, werden hiernach aus einer Qnadrat- 

wurzel und der Summe und der Differenz der bciden andcren Quadratwur. 
zeln durch Reifügiing der Factoren + 1, + 1 ; + 1, - 1 und bezw. - 1, $1; 
- 1, - 1 erhalten. Auf Grund der Formel 

(a+b)"a2+be+2ab  

und infolge des Umstandes, dass das Product der drei Quadratwurzeln und 

die Surnme ihrer Quadrate durch die Forrnen 
--!- - - 6  - - - -  2 4  

a 4 ( a 4 ) 2 a , a , a 1 a , a l ,  - 3 { ~ ~ ) ~ a , a ,  a, 

dargestellt werden, ist daher auch unabhangig von dem Zeichen der Form 
2 - -- -- -6 

a4 (a4)e a, a, a, a, a, die Grosso 

2 - - - -  - -6 
- - 2_ -4 4 2a4(a4)8ala2 a,a, a ,  - 

-2 (a4)2a la ,  a,-+w,.a,a, + 
i' 2 4  4 

- (a4)G1>à 6 + f ni,. a 4 4  

wenn die Zeichen der Quadratwurzeln durch Beifiigung der Factoren 

+l, +l, + l ;  + I l  -1, + l ;  -1, + I l  -1; -1, -1, -1 
bestimmt werden. 

B e r  l i n ,  dc?n 6. Januar 1886. 
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VI. 

Zur Theorie der Warmeleitung in festen Korpern* 

Von 

Dr. AXEL E~ARX'ACK, 
Professor am Polyteohuikum in Dreuden. 

Die Arbeiten, welche F O u r i e r  in  den Jahren 1807-1822 über die 
Wgrme vertXi'entlichte, waren i n  doppelter Beziehung grundlegend. Denn 
erstlich gelang es ihm, für  die früheren Untersuchungen von L a m b e r t  
und B i O t über Warmevertheilung den umfassenden mathematischen Aus- 
druck in Porm einer part.iellen Differentialgleichung aufzustellen, sodann 
vermochte er zum erstenmal allgemeine Methoden zur Integration solcher 
Gleichungen anzugeben, Methoden, welche schon einige Jahrzehnte vorher 
Lei dem Problem der schwingenden Saiten von E u l e r  und D a n i e l  B e r -  
n o u l l i  eifrig erstrebt, aber nicht vollstLndig erkannt waren. Die Grund- 
gleichungen, von denen F O u r i e r  und zum Theil auch schon B i o t  aus- 
gingen, bcstehcn noch gcgenwartig in  voller Geltung, wiowohl ihnen die 
nunmehr aufgegebene Anschsuung der Wgrme sls  eines imponderabelen 
Fluidums zu Grunde h g .  I n  der Tha t  basirt die Herleitung der Differen- 
tialgleichung auch nur  auf den physikalisch erwiesenen Thatsachen der spe- 
cifischen Warme eines Korpers und eines der Ternperaturdifferenz proportio- 
naleri Wirmeaustausches zwischen xwei Korpern von ungleicher Temperatur. 
Die allgemeinen Methoden aber, welche F O u r i e r zur Integration angab, 
mussten, wenn sie auch im mesentlichen das Richtige trafen, doch sehr 
bald berechtigton Einwondungcn begcgnon, in dem Maasse, als man erkannte, 
dass er den Begriff der willkürlichen Function zu eng gefasst und dement- 
sprechend die Voraussetzungen ftir die Giltigkeit seines Verfahrens nicht 
genugsam pracisirt hatte. P o  i s s O n l s  grosses Werk über die Warmetheorie 
(1835) vervollkommnete zwar auch in diesen Punkten vielfach die mathe- 
matische Darstellung, eine vollstandige Erledigung war aber auch hier noch 
nicht gegeben. Dieser Mange1 wurde um so fühlbarer, als die Probleme 
der Potenlialtheorie, Elektrostatik und Hydrodynamik auf ganz gleichartige 
Differentialgleichungcn führtcn, und den exacten Bowoisen der Integration 

* Zuerst mit Ausnahme des letzten Paragraphen und bis auf einige Aende- 
rungen und Zusatze erschienen in der ,,Festschrift der naturw. Gesellschaft Isis zu 
Dresden". (Mai 1885.) 
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92 Zur Theorie der Warmeleitung in festen Korpern. 

wandten sich darum die Arbeiten von G a u s s ,  D i r i c h l e t  und R i e m a n n  
zu. Trotxdem sind diese Bemahungen noch gegenwartig, zumal in der 
Potentialthcorie, nicht abgeschlossen. Einen weiteren kleinen Beitrag hierzn 
soll diese Arbeit liefern, in  welcher ich im Anschluss an R i e m a n n ' s  Vor- 
lesungen tiber partielle Differentialgleichungen (herausgegeben von H a t  t en - 
d o r  f f , 2. Aufl.) die einfachsten Probleme der Warmebewegung behandle. 

Wer  den vierten Abschnitt jener Schrift studirt,  kann nicht in Zweifel 
dartiber sein, dass die Beweise, zumal in  den $5 52 und 59, nicht nur keine 
directe und allgemeine Methode zur Bildung der gesuchten Integralfunction 
liefern, sondern auch berechtigte Bedenken liber die Giltigkcit und Ein- 
deutigkeit der gefundenen Losiingen hestehen lassen, und sich nur unter 
genaueren Angaben der Voraussetzungen a18 riehtig erweisen. 

Der wesentliehe Inhalt meiner Untersuchung besteht i n  der Methode, 
durch welche die Integralfunction aus der Differentialgleichung und den 
Grenzbedingungen direct gebildet wird,  und in der Durchftihrung der Con- 
vergenzbeweise. 

9 1- 
Der von zwei parallelen Ebenen begrenzte KBrper. 

Es  sei ein Korper gegeben , der nur von zwei parallelen Ebenon x O 
und x = Z begrenzt ist. Die Temperatur u desselben soll i n  den zii den 
Begrenzungsebenen parallelen Quersehnitten constant, also bei jedem Werthe 
der Zeit t eine Function von x allein sein. 

Wenn nun der Temperaturzustand zc = f ( x )  zur Anfangszeit t = O, 
sowie die Temperaturen u = cp (t) und u = .iii (t) in den beiden begrenzenden 
Ebenen x = O und x = 1 gegcben sind, 60  soll gezeigt werden, dass der 
Warmezustand irn Innern des Kirpers  vollkommen bestimmt ist und als 
Function von t und x dargestellt werden kenn, wenn noch folgende For- 
derungen gestellt werden. Die Function zc soll im Innern des KGrpers eine 
stetige Function der beiden Variabelen x und t sein, welche für  x = 0 und 
x = 1 gleichmassig stetig in die Werthe cp (t)  und .Ji (t) und ftir t = O gleich- 
massig stetig in  don Werth f ( x )  Ubergeht. Fcrner soll die partielle Ab- 

au . 
leitung - lm Innern des Korpers stetig sein, und für  x = 0 und x a 1 

ax  
au 

soll = entweder endlieh bleiben oder, was sich im Folgenden als ausreich- 
d x 

au . 
end zeigen wird, es soll - svn - kx bei jedem endlichen Werthe von k a x  z 
gleiühmSssig, unabhangig von t ,  ftir x = O und x = 1 verschwinden. Die 

aZzc 
Ableitung - soll im Innern des Rorpers endlich und integrirbar sein in a xS 

au 
Bezug au€ die bcidcn Variabclen x und t ;  ihre Integralfuaction naeh x id -- a~ 
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Zur Vereinfachung der Untersuchung nehme ich dabei a n ,  dass die 
Grenzfunctionen f (x), (p ( t )  , p ( 1 )  durchaus endlich und stetig sind. Die 
blosse Voraussetzung ihrer Integrirbarkeit würde dlerdings für das Folgende 
auch genügen, doch gestaltct sich die Discussion dann nicht so einfach; es 
erfordert dann auch die Annahme, dass die Functionen unendlich werden 
konnen , eine besondere Berücksichtigung. 

Zur Abkürzung der Formeln dient es, die Liingeneinheit so zu wahlen, 
dass die Dicke 1 des Korpers gleich 7c wird. Nach der F o u r i e r ' s c h e n  
Pundamentalgleichung handelt es sich nun uni die Integration der partiellen 
Differentialgleichunp : 

1) 

unter Berücksichtigung der gegebenen Grenzbedingungen. 
Eine im Uebrigen willkürliche Function u der beiden Variabelen x und t, 

welche bei jedem von O verschiedenen positiven Werthe von t nicht nur 
selbst stetig ist, sondern auch eine stetige erste Ableitung nach x besitzt, 
ksnn im Innern des Intervalles von x = 0 bis x = n stets durch eine F o u  - 
r ier 'sche Reihe von der Form: 

dargestellt werden, wobei dio noch au bestimmenden, von t allein abhangigen 
Coefficienten ak der Gleichung geniigen: 

O 

Die Reihe selbst hat  a n  den Grenzen x = 0 und x = n; stets den Werth 
nul1 , wahrend die Grenzfunctionen cp (t) und li ( t )  von 0 verschieden gegeben 
sein konnen. Sie stellt also die Function nur für das Innere des Gebietes dar. 

Da wir mnehmen, dass die Difkrentialgleichung 1) bei beliebiger An- 
niherung an die Grenzen erfiillt ist ,  BO ist 

Umgekehrt folgt aus dem Uestehen dieser Gleiehung bai allen ganzzahligen 
Werthen von k auch die Differentialgleichung 1). 

Führt man die rechte Seite durch theilweise Integration aus, so er- 
hLlt man 

IG 

orz [~sinkx]:- k u 2 ~ ~ c u s E r  dx. 

O 

Hier verschwindet der erste Term, unserer Annahme zufolge; das zweite 
Integral ergiebt den Werth:  
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~ _ Y _ I W _ Y W W U Y _ _ ~ ~ ~ ~ _ Y _ Y M _ _ M U _ Y _ _ Y _ I W _ Y W W U Y _ _ ~ ~ ~ ~ _ Y _ Y M _ _ M U _ Y _  ^A^  ̂

Geht nun die Function zc ftir x = 0 und x= n: stetig i n  die Functionen 
p(t) und $ (t) über, so wird dieser Ausdruck gleich 

Nun ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen sich die Eeihen- 
folge der Integration und der Differentiation nach dem Parameter t im 
ersten Integrale der Gleichung 4) vertauschen lasst. Im Innern des Kor- 
pers besteht die Gleichung: 

t 1-71 t 7C-q Ptj2 sinkx d z  = a 2 P t / &  sinkx d x ,  

t o  e t o  

wobei E und 7 beliebig klein sind, t, und t irgend zwei Werthe grosser 
als Nul1 bedeuten. Die Reihenfolge der Integrationen auf der linken Seite 

a u  a2 u 
1S;sst sich vertauschen, weil zufolge der Gleichung 1) - ebenso wio - a t a x 9  
endlich und integrirbar ist. Demnach wird 

6) sin k x d x  [u. ( t  , x) - u (tO , x)] 

Lasst man nun E und q nach null convergiren, so erhalt der Ausdruck 
unter dem Integral der rechten Seite den unter 5) angegebenen Werth, 

falla das  Glied ausinkx gleichmXssig, d, h ,  u n a b h k g i g  von t ,  nach null [a, 1 
convergirt, und falls ebenso die Function u gleichmassig in  die Grenzwerthe 
<p ( t )  und . ~ i  ( t )  tibergeht. Dies tritt  also ein, wenn bei allen Werthen von t 
awischen t ,  und t der niimliche Werth von x ausreicliend ist, um die Un- 
gleichungen : 

7 1 [u (t, $1 - cp (t)l < 6, [u  (t, - 4 - v (il-l < 8 

zu erflillen.' Alsdann gewinnt die Gleichung 6) die Form: 

P In dem allgemeinen Falle, wo man nnr die Integrirbarkeit von q(t) und 
yi(t) voraussetzt, hat  man die Forderung eines ,,im Allgemeinen gleichmissigen" 
Ueberganges su stellen, d. h. nach Ausschluss von Stcllen durch Intervalle, dcren 
Summe beliebig klein iet, sollen sich bei jedem Werthe von d die obigen Ungleich- 
ungen erfüllen lassen. Man hat dann zu zeigen: e r s t e n s  dnsn diese Forderung 
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Von Dr. Ax. HARNACK. 95 
- - - . - - - - - - - - " ~ _ ^ Y Y x x ~ - ~ ~  

t 
k2n; 

f i t  - t  a - q - i : k ~ t ( l ) -  .(t))- - - m l  
O 

2 
O 

und die Differentiation nach t liofert die lineare Differentialgleichung: 

und hieraus folgt: 

wobei Ck eine von t und x unabhkingige Constante bedeutet. 

Fur t = O  sol1 u(t,  X) in  den Werth f(x) übergehen, also muss 

o ~ = ~ ~ ~ ( t , x ) s i n k z d l ;  n in den Werth 

O O 

~bergchen, wenn wir wieder annehmea, dass der Uebergang von u (t, x) 
in f ( x )  oin gleichmassig stetiger is t ,  wenigstens nach Ausschluss beliebig 
kleiner Intervalle von z = 0 bis E ,  und x = x - 7 bis ni Hieraus folgt, 
wenn man in der Formel 10) t gleich nul1 werden lasst: 

iw 

hlithin ist die Function u (t, X) , wenn sie iiberhaupt existirt, d. h. wend die 
eingeführten Bedingungen elle miteinander vertrliglich Sind , e i n  e g a n z 

b e s t i m m t e ,  und darstellbar durch die Reihe: 

+ ~ ~ e - k ' a 2 z s i n k x  f f ( e )  sinke ds. 

O 
x z-5 

Man kann diese Formel durch bekannte Darstollungen von - und -- 2 2 
vermitteltit Sinusreihen so erganzen, dass sie für  x =  0 und x = n die 
Werthe <p ( t )  und & (t) annimmt. Sodann bemerkt man,  dass die Willklir- 
lichkeit des Nullpunktes der Temperatur sich dadurch ausdrlickt, dass bei 
Verbnderung der Functionen f (x) , cp (t) , (t) um eine additive Constante 
auch die Function u die namliche Aenderung erfshrt. 

ausreichend ist, um aus der Differentialgleichung 9) die Gleichung 10) zu gewin- 
non, zweitens dass sie von der durch die Gleichung 12) dargeatellten Function 
wirkliçli erfüilt wird. 
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9 2. 
Unterenchnng der erhaltenen Function. 

Die Gleichung 12) giebt dcn allgemeinon Aiisdruck a n  für jedwede 
Function , welche der partiellen Differentialgleichung 1) und den weitereu 
am Eingang des ersten Paragraphen gestellten Grenz - und Nebenbedingungen 
genügt; sie lehrt insbesondere, dass es unter diesen Bedingungen nur eine 
einzige Funetion geben kann. Nun aber ist  die Frage zu beantworten, ob 
die Gleichung 12) in der That eine Function der'betrachteten Eigenschaft 
darstellt, wie auch immer die stetigen Functionen f(a) ,  c p ( t ) ,  ~ ( t )  gegeben 
sein mogen.* 

Wir konnen die Untersuchung zerlegen, indem wir die Summen in 

dieser Gleichung einzeln behandeln. Wir  beginnen mit der Summe 

k r m  

e- k'a'2z sin k 

O 
1. Ziierst bemerke man den Satz: 

Da narnlich bei jedem Werthe von t ,  der von nul1 verschieden k t ,  

gleichmassig in  Bezug auf ,e convergirt, so wird das Int,egral nach z dieser 
unendlicheu Reihe durch gliedweise Integration erhalten. 

II. Es  k t  zu beweisen, dass für t = 0 

wird, und zwar dass dieser Uebergang ein gleichmassig stetiger ist. Der 
Satz ist einleuchtend, sobald die Reihe: 

* In Bezug auf diese Untersuchung musa ich noch des Aufsatzes von H e m  
S c h l s f l i  irn 7.2. Bande des Crellc'schcn Journals erwahnen, der für die in diesem 
Paragraphen enthaltenen Ausführungen zum Theil massgebend gewesen id. Im 
Uebrigen erscheint mir die in jencr Abhrtndlang durchgeführte Methode zur Inte- 
ga t ion  der partiellen Differentialgleichung, welche absichtlich die Anwendung der 
Reihe uiid des Doppelintegrals von F O u r  i e r vermeidet, trotz ihrer Pracision nicht 
zweckmassig zu sein. Es sprieht sich dieses schon in dem Umstande aus, dass eur 
Bildung der Integralformen zuerst immer besondere Voraussetzungen über die 
Grenxfunctionen eingefiihrt werden, die sich nachtriiglich alà überflüssig emeisen 
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auch noch für  t -0 convergirt; dcnn man erhalt alsdann die Dar~tel lung 
der Function f (x) ~ e r m i t t ~ e l s t  einer F O u r i e r 'schen Reihe. Rs  kommt aber 
darauf an ,  den S a h  zu beweisen, auch wenn diese Darstellbarkeit von f(x) 
nicht voiausgesetzt wird, dié ja  bekanntlich durch die Stetigkeit der Func- 
tion f ( x )  noch nicht gegeben ist. 

Zu diesem Zwecke ist es nothig, eine Relation einzuftlhren, welche 
J a c  O b i bei der Trant;formation der Theta -Functionen tjewiesen hat (Ges. 
Werke Rd. 1 S. 264) und welche im Wesentlichen zuerst von P o i s s  O n 
(Journal de l'kcole Polyt. 1823, S. 420) aufgestellt wurde. E s  ist 

Slau beweist diese Gleichung am directesten, indem man auf die Function 
F(x) = e-a22 den allgemeinen Stltz anwendet: Hat  eine paare Function F ( x )  

1 . x  

die Eigenschaft, dass die unendliehe Reihe 2 ~ ( î .  + 211 n) gleichrniisig 
- m  

convergirt fiir O < - -  x < - n; , so stellt die Fourier'sche Reihe: 

überall', wo sie convergirt, den Werth jener unendlichen Reihe dar. 
Weiterhin werden auch die Ableitungen der Gleichung 3) benutzt, dio 

wir hier gleich angeben wollen. Differentiirt man die Gleichung nach x, 
so folgt, weil sich beiderseits gleichmassig convergente Reihen fiir y > O 
ergeben : 

n = + m  (2nn+xI2 n=m -- =z e- n 7 a 1 ~  vz sin (lzx). 
4uSy ,=-, n=l  

Setzt man hier statt x den Werth x - m ,  so wird sin (lzx) gleich 
(- 1 )" si% (B. x) , also 

Bus dieoen Gleichungen folgt, dass die beiden Reihen 

2 e-*qaz!j n rinnï und e - n 2 a 2 y m  (- l)*-' ~ i f i m %  
71= 1 1, = 1 

bei jedem endlichen positiven Werthe von y stetige Punctionen von x mit 
stetigen Ableitungen sind, und diese Punctionen conqergiren bei jedem 
Werthe von x, auch bei dem Werthe x = O ,  fiir y = 0 nach null. 

Ze;taçlirilt f Mathernatik u. Pligeik XXXIr,  2. 7 
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. Xan setze nun in der Gleic,bung 2 )  
2 s inkx  s inka= cosk ix -z )  - cosk(z+z)  

so ist der Ausdruck 
X 

zu untersuchen, und zu zeigen, dass derselbe unabhaiigig von x ,  lediglich 
diirch Wahl  eines kleinen Werthes vou t, dem Werthe f(x) beliebig uahe 
kommt. 

Die Glieder, in  welchen r, = 0 ist, hebe man zunachst heraus und betrachte 

Wird z von O und n verschieden vorausgesetzt, d. h. bedeutet es irgend 
einen mittleren Wer th ,  so betmchte man im ervten Integml das lntervall von 

B = X - E  bis B = X + E .  

Der übrige Betrag des Integrales, sowie das ganze zweite Integral kann 
unabhtngig von x,  lediglich durch die Wahl einer oberen Grenze filr t ,  

x-.5 
beliebig klein gemacht werden. Nun wird durch die Substitution --- - 

2 N f i - Y  

und is t  f(x) eine stetige Function von x ,  so ist lediglich durch Wahl von t 

f ( x - 2 a f i ~ )  =f(x) + ( 4 8 1 ,  
wobei S eine beliebig kleine Grosse bedeutet; also ist das vorstehende In- 
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Es ist nun leicht nachzuweisen, dass die tibrigen Glieder des Aus- 
druckes 6) nnabhiingig von x lediglich durch Wahl  einer oberen Grenze von 
t beliebig klein gemacht werden konnen. Man erhlilt 

Die Siimme auf der rechten Seite ist kleiner 
gression 

Summirt man diese, so erkennt man,  dam die 

als die geometrische Pro- 

rechte Seile kleiner ist als 

7C 
aobei JÜ = - gesetzt ist  und G den grossten Betrag bezeichnet, den 

2. Jt  
f ( x )  bositzt. Der Quoticnt convergirt, wenn t null wird, also u über jede 
Grenze wachst, nach null. Nach demselben Verfahren kann man' das Ver- 
schwinden der tibrigen in 6) enthaltenen Summen beweisen. 

III. Indem wir nun zu der Betrachtung der beiden anderen in der 
Glcichung 12) enthaltenen Summen übergehen , namlich 

kfinnen wir auch bei diesen Summen die Vertauschberkeit der Summation 
und Integration behaupton, fa118 dieselben den an sie gestellten Forderungcn 
Gentige leisten sollen, die zunachst nur darin zu bestehen brauchen, dass 
sie stetige Punctionen von x definiren. Man vergleiche zu diesem Zwecke 
die erste Reihe 

2 "  
w ( t , x ) = - a a  k s i n k x  t p ( z ) e - k 2 d ( r - z ) d z  

* k = l  

mit der Punction O 
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Die unter dem Integral stehende Summe convergirt zwar für a = t nichi 
mehr, aber sie stellt, wie bei der Ableitung dcr Gleichungen 4) und 6) 
gezcigt wurde, bei jedem x eine stetige Function von a dar, die für e =  t 
verschwindct. So lange x innerhalb eines Intervalles liegt,  dessen Werthe 
von null verschieden s i n i ,  convergirt diese Reihe mit t - z  auch gleich- 
missig nach null, d. h. es ist  

bis auf eine Grosse, die durch Wahl von E beliebig klein is t ,  bei allen 
Werthen von x ,  die innerhalb eines Intervalles von x, bis LZ gelegen sind, 
falls x, und x von null verschieden sind. Hieraus folgt aber, dass 

-9 t 

k t .  Bildet man nun 
x 

so i ~ t  dies eine stetige Function, für welche eine Darstellung vermittel~t 
der Cosinusroihe moglich i s t ,  und zwar ist  

oder, da W(t,  3,) = 0 i s t ,  

Wenn gezeigt werden kann, dass die Reihen in den Gleichungen 7) 
und 8) übereiiistimmen, so folgt daraus, dass auch die stetigen Punctionen 
w,  und w identisch sind. Die Reihe in der Gleichung 8) kann geschriebeii 
wurden 
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und es ist sonach zu zeigen, dass der zweite Theil mit E nach nul1 con- 
vergirt. Es ist aber der Betrag dieser Summe kleiner als 

t 

wenn man mit G dcn grosken Retrag bexeichnet, den die Punction g> (8) 

im Intervall von t - E bis t annimrnt, und die rechte Seite dieser Gleich- 
iing convergirt mit 8 nach nnll. 

I n  derselben Weise lasst sich die Vertauschbarkeit der auf die Func- 
tion bezüglichen Sumu~ation beweisen, und man erhiilt das LCesultat: 

Jede Function u (t,  x) [Gleichung 12) , 3 11, welche der partiellen Dif- 
ferentialglcichung unter den angegebenen Nebenbedingungen genügt , - kann 
aiicli in die Forrn gebracht werden: 

t 

IV. Da, bei jedern endlichen Werthe von t die dritte Siirnrne in der 
Gleichiiug 9) für x = 0 und x t.= 75 nach nul1 convergirt, so ist zu zeigen, dass 

für x = O nach dem Werthe q ( t )  und für x = n nach dem Werthe .ii (1) 
convergirt, und zwar wicderum gleichmgssig , d. h.  so, dass man b e i  a l l o n  
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W e  r t  h e n v O n t > O die Variable x so nahe a n  O resp. n bestimmen kann, 
dass jener Werth sich von <p ( t )  resp. q ( t )  boliebig wenig unterscheidet. 
Bus den Gleichungen 

( ( Z n - l ) n +  a)? --- 
I I )  z m e - k 7 a 1 z ( - l ) * k  s imkx = ~ - 1 ) z + x ) e  

n z l  

greife man,  wenn x beliebig klein werden sol1 , wiederurn die Glieder n = 0 
heraus und betrachte 

(n -x)' --- - 
12) ~ I - J ~ ( I - Z ) ~  Za Jn 2cr Jn. - t e  <d5&.  "' d z  

O O 
z 

- dy, so wird dasselbe Setzt man im zweiten Integral = y, - - - 
2, / B  4 a s'Il gleich : 
m 

2 x2 

Um nun zu zeigen, dass dieses Integral für x = 0 gleichrnassig stetig 
in den Werth q ( t )  tibergeht, wahrend t irgendwelche Werthe grosser als 
nul1 besitzt, bezeichne ruan mit 6 eine beliebig kleine, aber feste Grosse 
und zerlege das Integral in  die Theile: 

Des erste Integral kann durch Wahl von x  beliebig klein gemacht werden, 
vorn andern kann man nach derselben Methode, wie oben bei der Function 
f (x) , erkennen, dass es ftir x = O gleichmassig in den Werth <p (t  - 0)  = p(t) 

tibergeht. . 
Desgleichen verwandelt aich das erste Integral 12) durch die Substi, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. Ax. HARNACK. 103 -__ M I - ^ X I X - Y I M M I I I V . , . , i . - . , . , C - .  -----.-, 

und bekommt ebenso ftir x = TC dbn Grenzwerth (t - O) = ( t) .  Dass nun 
die übrigen Terme, welche ans den Reihen 10) und 12) hervorgchcn, wie- 
derum den Grenzwerth nul1 liefern, Iasst sich folgendermassen einsehen. 

I m  Integral 

heben sich bei jedem cndlicheu Werthe von s die Glieder gegenseitig auf, 
wenn ai null wird. Zerlegt man also das Integral in  die Theile von a = O  
bis a = E und von s = E bis a = t , so kanii man in dem zweiten Integral, 
da die Surnme eirie hinsichtlich x gleichmiissig  onv ver gente i s t ,  den Grenz- 
process für x = 0 gliedweise vollziehen, und sonach ist der Grenzwerth 
dieses Theiles ftir x = 7~ null. Nan braucht also nur noch zu beweisen, 
dass das lntegral 

und ebenso das andere: 
E 

1 
m 

- f v [ t - z ) $ z ( ~ n n -  aai J n .  1 

O 

lediglicli diirch Wahl von E, unabliiirigig von 
werden kann. Es ist aber 

(?un - z )~  
e- 

x, beliebig klein gemacht 

Der Factor vor der Summe ist für z = 0  null und bleibt durch Wahl von 
E im Iutervall von a = 0 bis 8 = E beliebig klein. Die $uuirne kt jedeu- 
falls nicht grosser als 

( L n n + x 1 2  - lhn' 

2 ( 2 1 i n + ; c ) e  4 d e  

1 

und dies repriieentirt bei allen Werthen von e einen endlichen Werth. Das- 
selbe gilt für  die Surnme . ,i' * 

Aus diesen Eigenschaften ergiebt sich ohne Weiteres, dass das Integral 
von O bis E dnrch Wahl von E beliebig klein bleibt. 

In  analoger Weise hat man die Untersuchung des nsmlichen Integrals 
ftir x = n, sowie den Nachweis bei dern auf 9 bezüglichen Integrale ftir 
x = 0 und x = n auszuflihren. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 04 Zur Theorie der Wkirmeleitung in festen Rtirpern. 
-----, ---<--.-- 

au 
V. Das Verhalten des ersten Differentialquotienten - und die durcli a~ 

au P u  
die Differentialgleichung geforderte Relation zwischen und - wird au 

o t d x2 
der Gleichung 9) evident, der wir die Form geben: 

In der dritten Summe, die für t > O gliedweise sowohl nach x wie nacht 
differentiirt werden kann, erkennt man, dass alle Differentialquotienten dieses 
Theiles stetige Functionen sind (auch an den Grenzstellen r = O und x = n), 
und dass die Differentialgleichung von ihnen erflillt ist. 

I n  jedem der beiden anderen Gliedcr kann man sich a n  Stclle der tri- 
gonometrischen Reihe die in  den Gleichungen 4) und 5) enthaltenen Espo. 
nentialreihen si~bstituirt  denken. So tritt  an Stelle des zweiten Glides 
x. B. der Ausdruck 

t 

Die partiellen Ableitungen dieser Punction nach x k6nnen filr O < x <n 

durch successive Differentiation unter dem Integral dargestellt werden, und 
man sieht hieraus, dass alle diese Ableitungen stetige Functionen von z 
sind, so larige O < x < ic ist. Da aber die Ableitungen dieser Exponeritial- 
reihe bei allen Werthen von y (mit Ausnahme des Werthes y = t) durch 
Differontiation der trigonomctrischen Reiha in der Glcichung 4) erhalten 
werden, so sind beispielsweise die erste und zweite Ableitung von w auch 

gleich : 
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Deegleichen e r h d t  man auch die partiellen Ableitungen von w in Be- 
m g  auf t durch successive Differentiation der unter dem Integral stehenden 
Function nach dem Pa,rameter t und alle diese partiellen Ableitungen sind 
ebenfalls stetige Functionen, so lange t > 0 und O < x < n. Mit Einführung 
der trigonometrischen Reihen erhalten dieselben die Form: 

t - E 

yJk5sinkx d y .  
a t z  n; .=O k = l  

O 
1 

Aus diesen und den vorhergehendcn Gleichungen ersieht man,  dass die par- 
tielle Differentialgleichung im Innern des Korpers von der Function w erfüllt 
ist. Dieselben Brtrachtungen lassen sich für  die noch tibrige Summe in 
der Gleichung 13) ausführen. 

VI. Man hot schliesslich noch den Nachweis zu fiihren, dass die Fune- 

tion (2 sininc) an den Grenzon ?; = O und x = R  verachaindet , eine Eigen- 

schaft; die deshalb wesentlich i s t ,  weil nur auf Grund derselben erkannt 
werden konnte, dass nur cine einzige Function bci den gegebenen Eeding- 
ungen existirt. E3 genügt nachzuweisen, dass 

fiir x = 0 verschwindet, da dann die analoge Eigenschaft für den ersten 
Theil der Reihe -13) gilt. I n  der Gleichung 14) hat man, nachdem man 
sie nach x differentiirt ba t ,  bei einem beliebig kleinen Werthe von x nur 
den Theil zu betrachten, den wir mit meglassung constanter Factoren 

Hier bedeutet E eine beliebig klein fixirte Grosse. Von d e n  tibrigen Termen 
der differentiirten Gleichung 14) ist evident, dass sie auch für  x = 0 nach 
einem bestimmten endlichen Werthe convergiren. Auf jeden der beiden 
Bestandtheile der Gleichung 17) kann der erste Mittelwerthsatz angewendet 
werden; bezeichnet man also mit cp (t - @ E )  und cp ( t  - O'E) zwei Werthe 
von <p im Intervall von t - E bis t und führt man die neue Variabele 

x 
z - --- 

2 u  J t q  
ein, E O  wird 
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Die vorslehende Grosse kann durch Wahl von E von vornherein beliebig 
klein gemacht werden. 

aw 
Die Funution - lasst sich auch durch eine F O u r ie r ' sche  Reihe d a r  

8 x 
stellen, und zwar ist 

Das Verhalten dieser Function an den Grenzstellen x =  0 und z = n ist 
aber an dieser Reihe nicht so eiufach zu beweisen; wenigstens ist das Ver. 
fahren, mittels dessen ich in dem ersten Abdruck dieser Arbeit den Nach- 
weis au führen suchte, unzurcichcnd. Wesentlich einfacher werden die lct,zten 
Untersuchungen , wenn für cp (t) die Digerentiirbarkeit vorausgesetzt, wird. 

Die Art dieser ganzen Untersuchung lehrt , dass die F o u r  i e r  'sehe 
Reihe eiu geeignetes Hilfsmittel i s t ,  um die allgemeine Form der Integral. 
f'unction zu bilden und zu berechnen; dasu aber die schliessliche Bestatigung 
dieser Function nicht unmittelbar an dieser Reihe, sondern nach vollzogener 
Summation derselben e r h a l t ~ n  wird, wie solches auch bei einem analogen 
Problem der Potentialtheorie der Pal1 ist. 

§ 3. 
Der dnrch eine einzige Ebene begrenzte nnendliche Ranm. 

Der unendliche Raum sei nur durch die Ebene x = 0 .begrenzt. Fhr 
die Querschnitte senkrecht zur x - A x e  ist die Temperaturvertheilung zur 
Zeit t = O als Function f(x) gegeben; desgleichen ist die Temperatur y(t )  

i n  der begronaenden Ebene wahrcnd des ganzen Verlaufes bekannt. Diese 
Functionen nehmen wir wiederum der Einfachheit wegen als sfetige an; 
f ( x )  sol1 überdies zwischen den Grenzen O und m absolut integrirbar sein. 

W i r  wollen nun beweisen, dass sich immer ein und nur  ein Iniegral 
der partiellen Diferentialgleichung finden lasst, welches diesen Grenzbeding- 
ungen genügt ,  wenn wir von der Function u(t ,  z) noch voraussetzen, dass 
sie nebst ihrer ersten und zweiten Ableitung nach x im Innern des ganm 
Raumes stetig ist, dass sie zwischen den Grenxen O und ca ahsolut inte. 

au a u  
p-irbar  ist, und dass zc und - für x = ao, - sins fu r  x = 0 verachwin 

as al; 
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den. Eine Punction von dieser Beschaffenheit musa dargestellt werden 
konnen durch das zweifache F O u r i  e r 'sche Integral: 

0 O 

Das innere Integral ist  eine Function von d ,  welche folgende Eigenechaften 
zu erfüllen hat. Bczeichnen wir es mit F ( t ) ,  so ist 

Indem hier wieder die Vertauschung in der Reihenfolge dcr Integration und 
Differentiation vollzogen wird,  t r i t t  wie frtiher die Porderung eines gleich- 
massig steten Ueberganges in die Grenzwerthe auf. Das letzte Integral 
ergiebt nun durch theilweise Integration: 

m 
m 

a2[zsinqi] 0 - a 2 q [ u c ~ ~ q U ; - a 2 ~ I / ~ s i ~ ~ i d ~ .  
O 

au . a u  
1 s t  - s ~ n q A = O  für A = O ,  - O  fur b=w, ferner u.=rp(t) a A a A 

ftir A =  0 und u = 0  fur I = w ,  so wird 

3) F' (t) = aa p cp (t) - u2 F(t)  
urid das vollstiindige Integral dieser linearen Gleichurig ist:  

t 

O 
Die Constante C ist noch eine Function ~ ( g )  von q ;  also ist 

Nnn sol1 fiir t = O zc (O, x) = f (z) sein ; ist  dieser Debergang ein gleich- 
massig stetiger, so folgt aus der Gleichung 

und mithin ist  0 
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In den beiden zweifachen Integralen la& sich bei jedem endlichen 
Werthe von x zufolge der Annahme der absoluten Integrirbarkeit von f ( l )  
die Reihenfolge der Integrationen vertanschen; also wird 

Om 
O 

+ 2 76 j i (1 )  d i c i l a e x  sin p l  e-aaqyt d l .  

und durch Differentidion nach x folgt hieraus: 

ferner ist: 
0 

Man erhiilt sonach statt  der Gleichung 8) 
t 

Setzt man noch im erskn  Integral 
x z d l  

iiud bildet man da9 zweite zwischen den Grenzen A = - cm bis l = +CO, 

indeui man bei negativen Werthen von 1 die Definition f(- l )  = - f[ i j  
einführt, BO wird 

Die geforderten Eigenschaften lassen sich nun sLmmtlich nachweisen. 
l ch  übergehe die Beweise fur  die gleichmBssige Convergenz der Werthe von 
u (t, z) an der Grenze x = 0 nech cp (t)  und an der Greuze t = O nach f(x), 
da dieses au0 der Formel 9) nach derselben Methode, wie bei den Gleich- 
ungen 6) und 12) im vorigen Paragraphen folgt. 
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Pilr x = 0 convergirt w ( t ,  x) nach null;  denn es ist das erste Integral 
der Gleichung IO) dem Betrage nach kleiner als der Maximdwerth von p( t )  

multip1icii.t mit 

und dicv wird mit beliebig wachsénden Werthen von x beliebig klein. Dass 
auch das andere Integral null wird, erkennt man am einfachstcn ans der 
Gleichung 9) vermittelst des zweiten Mittelwerthsatzeu. Denn von dem Theile 

O 

sieht man unmittelbar, dass e r  dem Betrage nach nicht grosser als 

k t ,  wenn man mit o denjenigen Werth zwischen O und m bezeichnet, für 
welchen das vorstehende Integral dem Betrage nach am grossten wird. Lm 
andern Theile betrachte man die Abschnitte 

m 

ist; d a m  ist auch bei allen Werthen von x 

denn der zweite Facior in  dieseni Integrel ist  positiv und hochstens gleich 1. 
Das andere Integral aber wird,  wenn wir x grtisser als w annehmen, nacli 
dem zweiten Mittelwerthslttz gleich 

1 
( 2 - m )  ' f?-lalf/f(i) d A 

2 a J n  6 m 

und convergirt daher bei beliebig wachsenden Werthen von x nach null. 
Auch die absolute Integrirbarkeit von u(t, x) in Bezug auf x im unendlichen 
Intervall folgt aus der absoluten Integrirbarkeit von f ( x ) .  Ptir die crste 
Ableitui~g nach x erhalt man aus der Gleichung 9): 
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Aus dieser Gleichung ergiebt sich, wie früher, das geforderte Verhalten von 
a u  - an der Grenze x = 0. Ferner erfordert nur das Glied 
a x  

O 

die besondere Darlegung, dass es für x = m  verschwindet; denn bei den 
anderen Termen geht dies unmittelbar aus dem Umstande hervor, dass die 
Exponentialfunction mit negativem Exponenten von hoherer Ordnung ver- 
schwindet als jede algebraische Potenz. Das vorstehende Integral zerlege 
man nun wiederum in die Theile von 0 bis w 
fixirt is t ,  dnss 

j L [ f ( n ) l  an < a  
m 

ist. Der grosste Betrag, welchen der Factor 
kann, wihrend A das ganze Intervall durchlauft, 

und w bis cn, wobei w so 

f ~ - 1 ) ~  - - 

( x - 1) a annehmen 
ist ar (Tt e-% Mithin wird 

- L P  -- 
- 1  (et d l < 6 0 i i % e - % ,  
m 

und m 
(b - A)' -- 

J i -  4a2t  d i  

O 

wird, wenn x beliebig vie1 grtisser als o, angenommen i s t ,  gleich 
m 

O m  

dieser Ausdruck convergirt nach null,  wenn x unendlich wird. 
Durch weitere Differentiationen erhalt man die hoheren Ableitungen, 

welche stetige Functionen im ganzen innern Raume sind. 
Wir  haben fiir das Verhalten im Unendlichen die Voraussetzung ein- 

au 
geführt,  dass u (t, x) und - für x  = m verschwinden. Es fragt sich, ob 

3 x 
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man nicht bei den gegebenen Grenzbedingungen eine andere LGsung der 
Aufgabe erhalt, wenn man von der Function zc ( t , x )  nur verlangt, dass sie 
nebst ihrer ersten Ableitung für x = m e n  d l i c h  bleibt? Dieses ist aber 
nicht der Pall. Denn ist U eine andere Function, welche diesen neuen 
Redingungen genügt, so ist die Differenz w = U- u eine im Innern des 
betrachteten Raumes, nebvt ihren ersten und zwciten Ableitungen nach x, 
stetige Function, welche nebst ihrer ersten Ableitung auch für  x = co end- 
lich bleibt und welche ferner die Eigenschaften he t ,  dass 

ist. Es kann gezeigt werden, dsss diese Function constant gleich nul1 ist. 
Da3 gelingt vermittelst eines Verfahrens , welches von H e i n e  (Theorie der 
Kugelfunctionen, 2. Aufl., Ud. 2) im Anschluss a n  D i r i c h l e t  angegeben 
worden ist. Es  ist ,  wenn wir mit z einen beliebig grossen Werth bexeichnen: 

z t  z 

also : 

Illivst man nun s unendlich werden, so bleibt der Voraussetzung nach 
t 

sicherlich endlich : also muss 

endlich bleiben. Dies is t  aber nur  d a m  moglich, wenn für x = m die 
Function a, null wird; denn andernfalls wtirde jedes dieser Integrale positiv 
unendlich. Dann ist aber 

und da die linke Seite positiv, die rechte negativ ist, BO muss a, im A11- 
gemeinen und wcgen der Stetigkeit durchaus null sein. 

Die L6sung des Problcms in der Form 9) oder lu) ,  nicht i n  der Form 
y), giebt aber noch zu einer andern Remerkung Anlass. Diese Gleichungen 
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liefcrn ein Integral der partiollen Differcntialgleichung, ohne dass man von 
der Function f ( z )  die absolute Integrirbwkeit zwischen O und m zu fordern 
braucht, wena nur das Integral von 

f ( x -  2 a y  J i )  e-y2 dy  

zwischen den Grenzen - m und + a, einen bestimmten Werth lqr&senlLirt. 
Dies tritt  z. B. dann imrner ein, wenn f ( x )  eine durchweg stetige 

Function is t ,  die auch für x = ao endlich bleibt. Iii diesem Falle giebt es 

immer nur eine LGsung der gestellten Aufgi~be, welche in der aiigegebenen 
Form ausgedrirckt ist. 

Aiich hier gilt; die bereits oben gemachte Bemerkung über die Wili- 
kürlichkeit des Nullpunktes der Temperattir, woraus man von vornhereiii 
ersieht, dass es unweseutlich is t ,  ob man eine Function f (x) einführt, die 
im Unendlichen den Werth nul1 oder irgend einen endlichen MTerth hat. 

Würde die Function f ( x )  im Unendlichen selbst unendlich, so kanu die 
Formel 10) zwar auoh noch einen bestimmten Werth behalten und eine 
Losung der Differcntialgleichung licforn, doch würde der Reweis der Ein- 
deutigkeit neue Untersuchungen erfordern. 

0 4. 
D i e  Kugel .  

Mit Eiriführung von Polarcoordinaten r, 9, qb für  das Innere uud die 
Oberfiche einer Kugel erhiilt die I)iflerentialgleichung firr den Temperatur 
zustand die Form: 

2 au 1 aZu i a n u  ~ ~ t ~ a a z ~  
at 

Bei einer homogenen mit Masse erfiillten Vollkugel vom Radius R sind 
die Grenzbedingungen gegeben : 

a) u = f (r, 8, I)) ftir t = O 
und entweder 

b u=cp(6 ,q , t )  für r = R ,  
d. h. die Temperatur an der Oberfiache, oder wenn die Temperatur des 
Gases, mit welchcr die Kugel in  Berührung steht,  bekannt ist: 

h bedeutet die Constante der Warmeleitung a n  der Oberflache. 
Da die Losung dieser Aufgabe in H e i n e ' s  ~heor:e der Kugelfunctionen 

genau behandelt is t ,  obwohl dort,  was nicht nothweudig i d ,  die Entwickel- 
barkeit der Functiou cp nach Kugelfunctionen vorausgesetzt, und überdies 
von vornherein angenommen wird, dass auch die zweiten Ableitungcn der 
gesuehten Function im Innern der Kugel durch Kugelfunctionen darstellbar 
sind, so kann ich mich darauf beschranken, anzugeben, wie man auch hier 
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nach der nanilichen allgemeinen Methode zur Bildung der Function gelangt, 
von welcher man dann durch eine nachtragliche Untersuchung zu zeigen 
hat, dass sie allen geforderten Bedingungen genügt. 

Die gesuchte Function m u s ,  da  sie stetige erste Ableitungen nach 
r ,  8, rp im Innern der Kugel besitzen soll, bei jedem Wcrth von r kleiner 
a19 R ,  durch eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe darstellbar 

ist. Dio Integration erstreckt sich bei jedem Werthe von r < R aber  die 
Oberfliiche der zugch6rigen Kugel; d a  ist das Oberfltichcnelcment der Kugel 
mit dem Radius 1; q und o sind die Variabelen der Integration, welche 
an Stelle von 8 und treten, und 

cos y = cos 9. cos q + sia 8 sia q cos (w - Q). 

Die Grossen X, sind nun Functionen von r, 8, 71, und t. Welche Re- 
dingungen müssen dieselben erfüllen, damit die Function zl die Differential- 
gleichung 1) befriedigt? 

Multiplicirt man die Differentialgleichung l), indem man sich dieselbe 
in 9 und a geschrieben cienkt, mit Pen) (cosy) ,  was auch kürzer mit P(") 
bczeichnet werden soll, und integrirt alsdann beide Seiten über die Ober- 
flache einer Kugel mit dcm Radius 1, so wird die linke Seite gleich: 

Die rcchto Seitc ergicbt, abgcschen von dern Factor ri8, 

Dos zwcito Intcgral ltisst sich umformen; CS ist  d G = sin? d q d w, und 
wendet man auf die cinzelnen Glieder das Verfahren der theilweisen Inte- 
gration a n ,  so findet man, dass dieses Integral den Werth bekommt: 

Gemass der partiellen Differentialgleichung, welcher die Kugelfunction 
P(") genügt, ist der in der Klammer enthaltene Ausdruck gleich 

- in (12 + 1) P(") 
und sonach erhalt man ftir den Ausdruck 5) 

Zusammen mit der Gleichung 4) folgt also aus der urspriinglichen 
Diffcrentialgleichmg für die Grossen X, die partielle Differentialgleiehung: 

Zeitschrlft L Mathematik n. Physik XXXII, 2. 8 
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Es sind also die Grossen Xn Kugelfunctionen nter Ordnung der Varia- 
belen 6 und v ,  welche ausserdem von den Paramelern r und t so abhingen, 
daas sie dieser partieilen Differentialgleichung genügcn. 

Wie man diese Gleichnng zu behandeln ha t ,  ist  bekannt. Man zerlege 
die Function X, in  zwei Summanden: 

8) *= Y, + 2,. 
Der Theil Y n  soll von t unabhangig sein und die Gleichung 

befriedigen. Im Innern der Kugel soll .u = Y, eine nebst ihren ersten Z: 
Ableitungen stetige Function von r scin, und ftir r =  R soll aie entweder 
der Bedingung b) oder der Bedingung c) geniigen. 

Der Theil Zn soll die Differentialgleichung 

erfbllen; w =z Zn sol1 inncrhalb der Kugel e;ne nebst ihrcn ersten Ab- 
O 

leitiingen stetige Function von r sein, welche für r L= R hei allen Werthen 
a w 

von t entweder die Bedingung w = O oder - + h w  = 0 erfiillt, und welche a r 
für t = 0 in die Function f(r,  8, Q) übergeht, 

Die Bestimmung von Y, is t  einfaoh. Denn es folgt aus der Gleichung 
9) des allgemeine Integral 

Y, = Cnrn + C', r-P+I), 

wobei die Grossen C, und Cg,, von r unabhangig, Kugelfunctionen der 
Variabelen 8 und 'iIi sind. Da v eine stetjge Function von r auch ftir r=O 
sein soll, so is t  Cfn = O ,  also 

Wenn nun die Function v ftir r=  R gleiciimissig sîatig in  den Werth 
~ ( 9 ,  v1 t )  iibergeht, so ist 

c,, = ---- - 2"+1 
m , t ) ~ ( ~ ) d a ,  

4z Rn 
also 

11) 

oder wenn man summirt: 
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Dass dieses Integral in  der That den geforderten Grenzbedingungen gentigt, 
ist nach dem von P o i s s o n  angegebenen Verfahren zu beweisen. 

Liegt die Bedingung c) vor, so erhalt man aus der Gleichung flir 
r=R:  

a v 
-+h[v-<p(v ,  a w, t ) l=O 

Da 4n  [Sv P(") d s ]  = C, Rn 
ist, so wird 

'3) 
h 

C,,(n+hR)Rn-i=,a 

und schliesslich ist wiederuxn der Beaeis für  den Grenzübergang zu liefern. 
7 

Die Bestimmung von Zn aber, die sich durch die Substitution Zn=: Vn 
P 

etwas vereinfachen liisst, erfordert die Einführung von Cylinderfunctionen 
und ist von P o i s s o n ,  R i e m a n n  und H e i n e  i n  den genannten Werken 
erledigt worden; nur fehlt, wenigstens bei einer beliebig gegebenen stetigen 
Function f (Y, 6, v ) ,  der N~achweis, dass die Function ui für  t = O in die 
gcgcbene Function f tibergeht. Von H e i n e  ist diese Lücke noch nicht 
vollstkdig ausgefüllt worden; doch lasst sie sich auf Grund der H e i n e -  
schen Untersuchungen* beseitigen. Ich will daher im folgenden Paragre- 
phen das einfachste Beispiel dieser Art erledigen, welches neuerdings nach 
einem von Iierrn C h r i s t  o f f  e 1 angedeuteten, jedoch minder einfachen Ver- 
fahren von Herrn F u d z i s a w a e *  gel6st worden ist. Die Methode, welche 
ich anwende, wird sich auch in dem allgemeinen Falle als niitzlich erweisen. 

8 5. 
Die Xugel in einem diathermanen Medium. 

Die Temperatur w im Innern einer homogenen Kugel, deren Radius 
der Einfachheit wegen wiederum gleich z gesetzt werde, ist in jedem Punkte 
nur von dem Abstande x vom Mittelpunkt der Kugel abhangig, wenn die- 
selbe zur Zeit t = O als Function F(x) von a allein gegeben is t ,  und wenn 
die Kugel sich i n  einem Medium von constanter Temperatur, welche gleich 
nul1 gesetzt wird, befindet. Die Bestixnmung des Wiirmezustandes hlingt 
dann nur ab von der Ermittelung einer Function v =  xw, welche den Be- 
dingungen genügen muss : 

* Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy. (Journal f. Math., 
Bd. 89. Handbuch dcr Kugelfunctionen, 2. Aufl., Bd. 2 S. 213.) 

** Ueber eine in der Warrneleitiingstheorie auftretende, nach den Wurzeln 
einer transscendenten Gleichung fortschreitende unendliche Ileihe. Diss. Strass- 
burg 1886. 

8 * 
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a u  
C) v=0 ftir $ = O ,  -+hv=O flir X=Z. a x 

Bezeichnet man mit A, ,  I,, . . ., A,, ... der Grosse naeh geordnet die 
Wurzeln der transscendenten Gleichung 

so wird nach dem von F o u r i e r  angegebenen Verfahren 
n=m 

v = z b n  ea2'.t s i n  (A..) 
n = 1 

und die Coefficienten b sollen der Gleichung gentigen: 

O 

Es ist zu beweisen, dass die Reihe 2) für  t = 0 nach dem Werthe f ( x )  
convergirt. 

Bei jedem Werthe t 7 0  convergirt die Reihe 2) gleichmassig; sie 
stellt ftir x = n eine stetige Function von t dar, niimlich 

n=m 

u> ( t )  = z h n  e - a X ~ * t  sin (1. n). 
n:l 

Im ersten Paragraphen ist nun die Aufgabe gelost, das Integral u der 
partiellen l)ifferentialgleichung zu bilden, wenn die Grenabedingungen ge 
geben sind 

b') zc=f(x) fiir t = O l  

c') u = O  fiir x = O ,  u = q ( t )  fiir z = z .  
Diese Function ist dmgestellt durch die Reihe: 

+ z z e -  sin lez S f [ , z )  si& ds. 

O 

Setzt man hier ftir ~ ( 8 )  gemXss der Gleichung 4) die Reihe 
m='9  
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und kann man nachweisen, dass dann die Function zc identisch wird mit 
der Function v [Gleich. 2)], so ist damit bewiesen, dass v für t = 0 nach 
dem Werthe f ( x )  convergirt. 

und das Integral dieser Heihe zwischen den Grenaen E und t kann durcli 
gliedweise Integration gebildet werden, wenn s ein beliebig kleiner Werth 
> O  ist,  weil die rechte Scite gleichm2ssig convergirt, so lange B grosscr 
als null ist. E s  ist  also 

Lasst man E nach null co,?vergiren, so folgt, weil die rechte Seite 
auch fur E = 0 zufolge der Beschaffenheit der Wurzeln A, gleichmassig con- 
vergirt : 

Li n-m 

1 c d k 2 t -  ,-a2Lnt 

6) ,fq, 
e- k2u21t- A d =A ù. sin ( A n  Z) 

n= l a"An2 - k 2 r  
O 

Jlithin wird zc durch folgcnden Ausdnick dargestollt: 

z 

+ lysinkx e-aQk2fiz) sinK.z d a .  
k = l  

O 

Die zweite Summe ist nichts Anderes, als ,die Punction v in Form der 
gewohnlichen P o u  r i e r'schen Reihe , die nach Sinus der ganzen Vielfachen 
von x fortschreitet. Denn es is t  

Damit also v = u sei , muss nur noch gezeigt werden, dass die erste 
und dritte Summe in der Gleichung 7) sich aufheben, dass a190 

n z m  

on (- 1)' k z  èns s i n ( ~ ,  z) = f (a )  sin k~ d z  
P t =  An O S 
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ist. Setzt man für b, seinen Werth aus der Gleichung 3) ein, und bertick- 
sichtigt m a n ,  dass die Reihe auf der linken Seite gleichmLissig convergirt, 
so ist  die linke Seita gleich 

X 

4 An sin ( A ,  n) sin (A, a) 
,,zl 2 ~ 1 , -  s i n 2 k n n  An2 - k2 

1 

O 

und dieser Ausdruck ist gleich der rechten Seite, falls die Gleichung be- 
steht: n=m 

4 1, sin (1, n) sin. ( I n  a) 
a 2 - j p  

n= l  

Dies aber ist die von H e i n e  hewiesene Reihe, welche er a h  Verallgemei- 
nerung der L a g  r a n ge'schen l(nterpolationsforrne1 für  gewisse transscendente 
Functionen in der allgemeinen Porm 

bewiesen hat. Im vorliegenden Falle ist  

W(I)=Icos7cI .+hs inzAA,  O ( k , x ) = s i n k x .  

Gleichartige Untersuchungen sind auch von Herrn l) i n  i ausgeführt worden,* 
Es ist also - und des wird auch für das allgemeinere Warmeproblem 

von Nutzen sein - die einfachere Darstellung, welche nach Wurzeln der 
transsccndentcn Gleichung s h ( A  n) = 0 fortschreitet , in Zusammenhang gge- 
bracht mit der Darstellung , bei welcher die Wurzeln der Gleichung 

\ 
ACOSZI+ hs innA= O 

vorkommen. 1st im ersten Falle der Convergenzbeweis geftihrt, so kann er 
anch im zweiten ohne neue Convergenzuntersuchungen gewonnen werden. 

Serie di Fourier, Pisa 1880, S. 139flgg. 
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IV. Der Kronecker'sche Subdeterminantensatz. 

Da au8 der Determinante a,, ax, 1 el,ea, dadurch, dam man dcn combi- 
natorischen Producten a,, a,, und el, er, und andercrseits dcren einzelnen 
Factoren die Quotienten 

- - - - 
a,, . . a,, ( G ~  . an ea, . . el, e, . . en 
- - 1 -  - 

a . . a a . . a el,  . . el, e, . . en 

beifiigt, zwei gleichwerthige Dcterminantenausdriicke entstehen , so kann man 
sich in der sus der Gleichung 

jene Quotienten mit den Grossen a,, , a,,, a,, a,, und e l , ,  el,, e ~ ~ e ~ ,  ver- 
bunden denken. Der Subtrahendus geht dann aus dem Minuendus durch 
Verminderung der v um 1 hemor und nimmt für v = 2  den Werth an, 
den der rechts stehende Quotient ftir v = 1 hat ,  wahrend für  v = n der 
Minuendus den Werth a,, el, erhalt. Setzt man daher v =. 2, . . , n und 
addirt die dadurch entstehenden Gleichungen, so erhalt man den K r o n -  
ec k e r'schen Subdeterminantensatz 

a ,  l e .  a "  1 a - - - - 

a*, 9. =2 (a,, . . a,, a,. .an 1 el,. . el,  e l .  . e n ) ,  
1 ax. I el ,  

in dem, was wir durch die in Klammern gesetite Subdeterminante andeuten, 
die rechts stehenden Detorminanten mit den Quotienten 

- - - - 

a . .  a a . . a el, . . el, e, . . en 
-- - - > -  - 

a,, . . a., a, . . an el,  . . elm el . . en 

zu verbinden oder, kürzer ausgedrlickt, durch die Subdeterminante - - 
a , .  . a,, a, . . a, ( el,  . . el, el . . e, 

zu erglinzen sind. 
Wendet man den K r o  n e ck er'schen Subdeterminantensatz, der i n  der 

gegebenen Form sich auf die Determinante a, . . a, 1 el . . en bezieht, auf die 
Determinante 

a,pia,e1.. alem\ a,p2a,e1. .asen, 
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a n ,  BO ergiebt sich, da die in  ihr auftretenden combinatorischen Producte 
infolge der Gleichung p = p E,  .el + . . + p  E,,, . e,  verschwinden , ftir die bi- 
lineare Porm alp,a,pz die Darstellung 

>II a,  p ,  1 a, a,. a, ex,, 1 a2 PZ 
- 

al pl a ~ ~ ,  1 al ex" 1 a2 el" 

i n  der die den Werthen v = 1, . . , rn entsprechenden Ueterminanten a, pl (a,el, 

und a, ex, 1 a, p z ,  da sie offenbar nur die Grossen pl E X , ,  . ., pl EX, und 
pz Q,, . . , pz e l v  enthaltcn, von einander unabhhgige  lineare Pormen für p ,  
und p, sind. 

Bus ihr erhalt man durch einfaches Weglassen der Indices der Grossen 
a,, a ,  und p l ,  pz fiir die quadratische Form aep2 die Darstellung 

und darnach insbesondere die Darstellung 

B e r l i n ,  den 5. J u l i  1855. LEOPOLD SCHENDEL. 

V. Ueber einige Eigenschaften des Systems d e r  Kegelschnitte,  
die drei  feste Qerade bertîhren. 

(Hierzu Taf. 1 Fig. 1-8.) 

Vo r b e m  e r k u n  g. Zwei Ebenen El und E, seien quadratisch aufein- 
ander bezogen und die beiden Dreiecke der Hauptpunkte zur Deckung ge- 

bracht. Auf dieses Dreieck A B C  beziehen sich die homogenen Coordinaten 
in  beiden Ebenen (Fig. 1). Ferner seien die Coordinaten als die Abstanie 
selbst definirt, die ein Punkt  von den drei Seiten dieses Dreiecks hat ,  und 
es mogen die Coordinaten für beide Ebenen mit s,, x,, x3 bezeichnet wer- 

den. Dann entspricht einer Geraden g, durch die Ecke Cl die gegeben ist 

durch 
Px, = 01 

eine Gerade g,, deren Gleichung 
pz1+ ux,=o.  

Bildet nun die erste Gerade mit C B  und CA die Winkel y, und y.., so ist 

und ftir die ontsprcchcnde Geradc g, wird 
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Daraus folgt aber, dass die Gerade g, mit AC den Winkel y, und mit BC 
den Winkel y, bildet , d. h. ,, g, und g, liegen symmetrisch zur IIalbirungs- 
linie des Winkels A C B ;  g2 ist das Bild von g,, gespiegelt a n  dieser Winkel- 
halbirenden. '( 

Nehmen wir nun einen beliebigen Kegelschnitt, der CA und CB be- 
rührt und dessen Brennpunkte Fl und F, seien. Zieht man dann CF, und 
CF, ,  so müssen diese beiden Strahlen nach eincm bekannten Satze mit den 
beiden Tangenten durch C gleiche Winkel einschliessen. Dann ergiebt sich 
a'ier sofort die Richtigkeit des folgenden Eatzes: 

,,Hat man einen Kegelschnitt, der zwei Dreiecksseiten, z. B. CA 
und CB,  berührt,  und zieht man vom Schnittpunkte der beiden 
Tangenten nach dem einen Brennpunkte, so geht der diesem Ver- 
bindungsstrahl entsprechende durch den endern Brennpunkt des Kegel- 
schnittes." 

Bus diesen schon bekannten Eigenschaften ergeben sich einige vielleicht 
neue Satze. 

1. 

Wahlen wir (Pig. 2) einen Kegelschnitt, der die drei Dreiecksseiten 
berührt. Sind f, und f, seine beiden Rrennpunkte, so müssen nach dem 
obigen Satze Af, und Af,, B f ,  und Bf2,  Cf, und Cf, entsprechende 
Strahlen sein. Dcm Schnittpunkto f, der drei Strahlen Af, , B f , ,  Cf, muss 
also der Schnitt,punkt f ,  der drei entsprechenden Strahlen Af2 ,  Bfi, Cf, 
entsprechen, d. h.: 

,,Die beiden Brennpunkte eines jeden dem Dreieck A B C  ein- 
beschriebenen Kegelschnittes sind entsprechende Punkte in der Trans- 
formation. 

Daraus folgt dann aber: L h t  man den einen Brennpunkt fl auf einer 
Curve nter Ordnung FIn fortrücken und construirt immer den zugehorigen 
Kegelschnitt, der dem Dreieck ABC eiribeschrieben is t ,  so beschreibt der 
andere Brennpunkt in jedem dieser Kegelschnitte die Curve F z n ,  die der 
Curre $in in der quadratischen Transformation entspricht. Diese Curve F,'" 
ist dann also von der (2n)ten Ordnung und hat die Ecken A B C  zu n-fachen 
Punkteri. Wir  baben also: ' 

,L%sst man in dem zweifach-unendlichen System der Kegel- 
schnitte, die drei feste Gerade bortihren, den einen Brennpunkt auf 
eincr beliebigen Curve FIn rite* Ordnung fortrücken, so beschreibt 
der andere Rrennpunkt eine Curve F,en von der Znten Ordnung, 
welche die Schnittpunkte der drei festzn Geraden zu n-fachen Punk- 
ten hat. 

,,L%sst man dagegen den einen Brennpunkt auf einer Curve von 
der j2v)teu Ordnung fortrtlcken, welche die Schnittpunkte der drei 
Geraden zu Y -fachen Punkten hat ,  so rtiokt der andere Brennpunkt 
auf einer Curve von der vt8n Ordnung weiter.' 
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I n  dem einfach unendlichen System von Kegelschnitten, das zu einer 
Curve FIn gehort,  sind auch (311) Doppelgerade enthalten. Denn ist X 
(Fig. 3) einer der Schnittpunkte von FIn mit A C ,  so entspricht diesem die 
Gegenecke B ,  und B X  doppelt gezahlt kt der Kegelschnitt , der zurn Punkte 
X gehort. qn schneidet aber jede Dreiecksseite i n  lz Punkten, also sind 
3% solche zerfallene Kegelschnitte i n  unserm System vorhanden. 

II. 

Die Curven FIn und FZen sind projectivisch eindeutig aufeinander be- 
zogen; denn jedcm Punkte von FI cntspricht e i n  Punkt  von F, und um- 
gekehrt. Daraus folgt: 

,,Ist FI eine rationale Curve, so ist es auch die F2.U 
Die Verbindungslinien entsprechender Punkte dieser beiden Curven siud 

immer die , g r  O s s e n A x e  n der Kegelschnitte des Systems. Um nun die 
Enveloppe aller dieser Axen zu bestimmen, stellen wir zunachst allgemein 
folgcnde Fragc:  Wcnn zwci bcliebige Curven C n  und Cm von der be- 
ziehungsweise mton Ordnung projectivisch eindeutig aufeinander bezogen 
sind , von welcher Classe ist die Enveloppe der Verbindungslinien entspre- 
chender Punkte? 

1st S (Fig. 4) ein beliebiger Punkt  und ziehen wir durch ihn irgend 
einen Strahl A ,  so schneidet dieser die Cn  in n Punkten und diesen ent- 
sprachen A Punkte auf der Cm. Die Verbindungslinien dieser letzt,en Punkte 
mit S wollen wir als Strahlen p bezeichnen. Dann ist klar, dass jedem 
Strahl 7, im Allgemeinen n Strahlen p entsprechen. Jedem Strahl p eut. 
sprecheil aber offenbar m Strahlen A ,  entsprechend den m Schnittpunkten, 
welche ein Strahl p mit der Cm liefert. Zwischen den Strahlen 1 und p 

besteht aber dann eine (mlz) - Corrcspondenz , also kann es (m + n) - mal ein. 
treten, dass ein Strahl A mit einem Strahl p zusammenfallt, d. h. es giebt 
jm + n) Tangenten des Erzeugnisses von Cn und Cm, die durch den Punkt f 
gehen. Die Enveloppe ist also von der (n +m)ten Classe. 

I n  unserem System von Kegelschnitten ist nun die eine Curve von der 
den, die andere von der (2lz)ten Ordnung. Wir  erhalten dann folgenden Batz: 

,,Die grossen Axen all' der Kegelschnitte , welche einem Dreieck 
A B C  einbeschrieben sind und deren einer Brennpunkt auf einer 
Curve d e r  Ordnung fortrückt,  umhtillen eine Curve (3 VA)~"' Classe.' 

Die (311) Geradenpaare oder Doppelgeraden, welche in  dem System der 
Kegelschnitte enthalten sind, berühren natürlich auch diese Curve (3 fi)'" 

Classe. 

III. 
Wir wollen nun den Ort der Mittelpunkte unseres Kegelschnittsystems 

untersuchen. - I n  der quedratischen Transformation entsprecho ganz alL 

gemein einer Curve Cn eine andere C2" von der ( 2 n ) t e n  Ordnung (Fig. 5), 
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Dann sind beide Curven projectivisch eindeutig aufeinander bezogen und 
jedem Punkte Pl von Cn entspricht ein und nur  ein Punkt  Pz auf C2" und 
umgekehrt. 

Wenn man nun die Verbindungslinie Pl P, immer in constantem Ver- 
haltniss x :  p theilt, wo liegen die dadurch erhaltenen Punkte & ?  

Die Gleichung der Curve Cn sei f (x ,  z,x3) = 0. 1st  dann x', x', x', ein 
Punkt Pl derselben, so hat man zunachst 

1) f (a, x', P,) = O. 
Dern Punkte Pl entspricht ein Punkt  P, mit den Coordinaten y l y 2 y ,  und 
man hat 

Das p bestimmt sich nun aus der Relation, die zwischen den drei homo- 
genen Coordinaten eines Punktes immer statthat. Sind namlich a b c  die 
Langen der drei Dreiecksseiten des Fundamentaldreiecks und ist E sein 
doppelter Inhalt,  so muss man haben 

C 
a y l + b y , + c y ~ = E = c o n s l .  oder p - { ~ + - ! + G ) = ~ ,  

daraus 
K x', a', x', 

@ = a x S 2  xg3 + b xPi xrs + cx', zp2 ' 

Die Coordini~ten XI X ,  X,  des Punktes Q, der dio Strocko Pl P2 im bestimm- 
ten Abstandsverhaltniss x  : p theilt, sind aber 

Die Gleichungen 1) und 2) bestimmen zusammen den Ort der Punkte 0 
insofern, a13 sich aus 2) zu jedem Punkte x', x', x', , welcher der Gleichung 
1) gentigt, der zugehorige Punkt  Q ergiebt. 

Um nun den Grad für den Ort  der Punkte Q festzustellen, bestimmen 
wir die Anzahl der Schnittpunkte dieses Ortes mit einer beliebigen Geraden 

a ~ ~ + ~ x ~ + y ~ ~ = O .  
Für die Schnittpunkte hat man d a m  zunachst vermoge der Gleichungen 2) 

( X  x ' ~ ~  + (*- xnz xPs + p (X x'~' + p p) x', + y ( X  xiP + p e) x', x ' ~  = 0 
oder, wenn man den Werth für p einsetzt, 

Dieser Gleichung und ausserdem der Gleichung 1) müssen also die Coordi- 
naten a;', x',x', gentigen. Die Gleichung 1) ist  aber vom n t e n  Grade, die 

Gleichung 3) vorn dritten Grade, also giebt es (3.n) Werthepare ,  welche 
beiden Gleichungen genügen. Der Ort der Punkte Q ist dço von der 

(3 n)ten Ordnung. 
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Nehmen wir nun speciell x = p = 1, 80 erhalten wir den Ort der Hal. 
birpunkte oder bei unserm System von Kegelschnitten den Ort der Mittel- 
punkte. E s  iut alao der Satz bewiesen: 

,Die Mittelpunkte aller einem Dreieck einbeschriebenen Kegel. 
schnitte, deren einer Brennpunkt auf einer Curve f i t e *  Ordnung fort. 
rückt , liegen auf einer Curve (312)tnr Ordnung." 

Von dieser Curve der Mittelpunkte sind (31~) Punkte gegebcn; denn 
wenn die Schnittpunkte der FI mit den Dreiecksseitec je mit  der Gegenecke 
verbunden werden, so liefern die Halbirpunkte der so erhaltenen Strecken 
Punkte der Curve. 

IV. 
I n  den beiden Ebenen E, uud E, giebt es vier sich selbst entsprechende 

Punkte. Da dann für einen Kegelschnijk, der einen dieser vier Punkte zum 

Brennpunkt h a t ,  der andere auch damit zusammenfdlt, so müssen diese 
Kegelschnitte Kreise sein. I n  der That sind auch unter den gemachten 
Voraussetzungen die vier sich selbst entsprechenden Punkte nichts Anderes, 
als dic Mittclpunkto der vier Kreise, welche die drci gegebenen Geraden 
beriihren. Der Mittelpunkt des Kreises, der die drei Geraden auf den 
Strecken AB,  BC, A C  bertihrt, ist der ,,EinheitspunktY der Coordinaten. 

Geht eine Curve FIn durch eiiien dieser vier Mittelpunkte, BO geht 
auch die entsprechende P:" durch den nkimlicben Punkt. Durch denselber. 
lauft dann auch die Curve der Mittelpunkte des Kegelschnittsystems. 

Die beiden Ebenen E, und E, sind übrigens involutorisch aufeinander 
bezogen, d. h. einem Punkte, betrachtet als zur Ebene E, oder E, gehürig, 
entspricht immer wieder der gleiche Punkt. Dies ergiebt sich schon daraus, 
dass für einen Punkt  seine drei Coordinaten immer dieselben sind, mag nun 
der Punkt als zur Ebene El oder E2 gehorig angesehen werden. Denn d:e 
Coordinaten sind j a  in  beiden Ebeiien als die senkrechten Abstgnde des 
Punktes von dern niimlic.hen Dreieck defiriirt. 

Wenn dann aber (Fig. 6) in der Transformation einer Curve FIn einé 
andere Pz2" entspricht und wir betrachten einen der Sühnittpunkte von F, 
und F2 und nennen ihn Pl und Q, als Punkt von El beziehungswcise E,, 
so m u s  also diesem Punkte ein und nur ein Punkt  entspreclien und dieser 
muss offenbar auch wieder zugleich auf FI und P2 liegen. Die 2n2 Schnitt. 
punkte von FI und R2 sind einander also paarweise zugeordnet in der Art, 
dass immer einem Schnittpunkte eiu bestimmter anderer entspricht. 

Die Curven E;* und VR sind durch die Transformation projectiviach 
ciudeutig aufeinander bezogen. Die Enveloppe der Verbindungslinicn enl- 
halt dann aber auch die Verbindiingslinie zweier solcher einander entspre- 
chender Schnittpunkte als Tangente und zwar doppelt gezkihlt, z. B. ale 

P,P2 und Q,Q,. Die dVerbindungsl inien der einander paarweise zugeord. 
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neten Schnittpunkte der zwei entsprechenden Curven sind also Doppeltan- 
genteu des Erzeugnisses der beiden Curven. Wir haben also: 

.Die Curve (31t)ter Classe, welche von den sammtlichen grossen 
Axen des Kegelschnittsyslems, dau zur Curve FIn gehort, umhüllt 
wird , hat im Allgemeinen n2 Doppeltttngenten." 

V. 

Wenn fi der eine Brennpunkt, AB, AC, B C  Tangenten eines Kegel- 
schnittes sind, so findet man (Fig. 7) den andern Brennpunkt bekanntlich 
in folgender Weiue. Wàn ??At von f, aus die Lothe auf die drei Tangen- 
tcn und construirt den Kreis durch die Fusspunkte. Der durch den gegebe- 
nen Brennp~nkt  f, gehende Durchmesser f,M ist dann die grosse Axe dcs 
Kegelschnittes und auf ihm liegt der andere Brennpunkt fi s a ,  daas 
Mf,  = Mf, . Unter Bezugnahme auf die bereits abgeleiteten Resultate 
wtirden sich aus dieser Construction verschiedene Satze ergeben. 

Weiter lasst sich aber Folgendes erkennen. Nimmt man (Fig. 8) den 
Punkt f, auf dem dem Dreieck ABC umschriebenen Kreise a n ,  so liegen 
nach einem bekannten Satze die Fusspunkte der drei Lothe auf einer Ge- 
raden und wenn man su siimmtlichen Punkten des Kreises dieve sugehorigen 
Fusspunktslinien construirt, so umhtillen diese eine dreispitzige Curve von 
der vierten Ordnung und dritten Classe. A B C  sind die Spitzcn derselben, 
die drei Hohen die Rückkehrtangenten in ihnen. 

Wenn man dann aber von fi aus auf die zugehorige Linie dcr Fnss- 
punkte die Senkrechte fallt, so muss auf ihr i n  unendlicher Ferne der 
Punkt M gelegen sein; es rlickt also auch der andere Brennpunkt f, i n  
unendliche Ferne, d. h. der zu einem solchen Punkte f, gehorige Kegel- 
schnitt ist eine Parabel und f , M  ihre Axe. Man erkennt dann aber: 

.Die Punkte des dem Dreieck A B C  umsehriebenen Kreises stellen 
alle Punkte der einen oder andern Ebene vor, deren entsprechende 
in der andern Ebene im Unendlichen liegen. Oder ktirzer: Der un- 
endlich entfcrnten Geraden entspricht dor dem Dreieck A B C  um- 
schriebcne K r ~ i s . ~  

Dia Gleichung dieses Kreises is t  

as,x, + bxlx3+cxls, = 0. 

Die beliebige Curve FIn, auf der wir den Brennpunkt unseres Kegel- 
schnittsystems sich fortbewegen lassen, schneidet nun diesen Kreis in (Zn) 
Punkten und ebensoviel unendlich ferne Punkte hat  die entsprechende Eéen, 
die reell sind oder nicht, je nachdom die Schnittpunkte von FIn mit dem 
Kreise reell oder imaginar sind. Rerührt 4" den Kreis, so beruhrt qen 
die unendlich ferne Gerade der Ebene E,. I n  Bezug auf unser Kegelschnitt- 
eyatem ergiebt sich daraus: 
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,,In dern System der Kegelschnitte, welche drei Gerade berühreii 
und deren einer Brennpunkt auf einer Ci~rve n i e r  Ordnung fortriickt, 
sind im Allgemeinen (2 r.) Parabeln enthalten. * 

D a  ferner die zu einem Punkte fl des dern Dreieck A B C  nmschriebe- 
nen Kreises gehorige Fusspunktsgerade die Scheiteltangcnte der betreffenden 
Parabel i s t ,  so k6nnen wir noch hinzuftigen: 

,,Die (3.n) Scheiteltangenten dieser Parabcln berühren siimmtlich 
die genannte Linie vierter Ordnung dritter C l a ~ s e . ~  

Natürlich bertihren die Axen dieser (312) Parabeln auch sknmtlich die 
Curve (3n)t8r Classe, welche sich als Enveloppe der Axen des Kegelschnitt- 
systems ergab. 

Die Schnittpnnkte von FIn mit dern Kreise und die unendlich fernen 
Punkte von FIn liefern dann auch die unendlich fernen Punkte der Curve 

(3 Ordnung, auf welcher die Mittelpunkte der Kegelschnitte des System~ 
liogen. Denn es ist  klar, dass dieser Mittelpunkt ins Unendliche fgllt, wenn 
entweder f .  oder f, im Unendlichen gelegen. F ü r  die Schnittpunkte von FIn 
mit dem Kreise sind aber die entsprechenden zweiten Brennpunkte f2 im 
Unendlichen gelegen und den unendlich fernen Punkten von FIn entsprechen 
r. Punkte F2 auf dern dern Dreieck ABC umschriebenen Kreiue. Wir k5nnen 
dies dann so ausdrücken: 

,Die Axen der (312) Parabeln i n  dern Kcgelschnittsystem liefern 
die 35-a unendlich fernen Punkte der Curve der Kegelschnittsmittel- 
p ~ n k t e . ~  

VI. 

Nehmen wir als speciellen Fa11 für  die Curve qn eine Gerade, sa 
erhalten wir folgende Satze : 

,Rüekt der eine Brennpunkt eines einem Dreieck A B C  ein. 
bcschricbcnen Kegelschnittcs auf einer Goradcn for t ,  so beschreib: 
der andere Brennpunkt einen Kegelschnitt, der durch die Ecken A, 
B, C geht. J e  nachdem die Gerade den dem Dreieck ABC um. 
schriebenen Kreis schneidet, nicht schneidet oder berührt,  ist dieser 
Kegelschnitt Hyperbel, Ellipse oder Parabel. 

Die grossen Axen dieser sitmrntlichen Kegelschnitte umhtillen eine 
Linie von der dritten Classe, welche die gegebene Gerade zur Doppel- 
tangento hat. Diesclbe ist also von der vierten Ordnung. Die 
Mittelpunkte der sammtlichen Kegelschnitte des Systems liegen auî 
einer Curve dritter Ordnung. Verbindet man je einen Schnittpunkt 
der gegebenen Geraden und einer Dreiecksseite mit der dieser letz. 

* Ausserdem gehoren auch zu den n unendlich fernen Punkten von F,n al$ 
zugehorige Kegelschnitte Parabeln, BO dass im Gsnzen (372) Parabeln in dern 
System vorhanden sind. 
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teren gegenüberliegenden Ecke, so geht diese Curve dritter Ordnung 
auch durch die Halbirpunkte dieser drei so erhaltenen S t r ~ c k e n . ~  

M t i n c h e n ,  April 1886. CARL DOEHLEMANN , 
Oand. math. 

VI.  Berichtigung. 

Infolge einer Anregung durch Herrn Professor Dr. S t u r m  wird hin- 
sichtlich der in Jahrgang XXXI dieser Zeitschrift S. 193 verXentlichten 
Arbeit: ,Die Erzeugung polarer Elemente für Flachen und Curven durch 
die projectivische Verallgerneinerung des SchwerpunktesU nachstehcnde Er -  
ganzung bez. Bcrichtigung gcgeben. 

Auf S. 201 finden sich fclgende Satze: 
D i e  P o l e ,  w e l c h e  d e r  A x e  D i e  P o l a r e h e n e n ,  w e l c h e  

e ines  E b e n e n b ü s c h e l s  i n  B e -  d e m  S t r a h l e  e i n e r  P u n k t r e i h e  
zug a u f  d i e  S c h n i t t c u r v e n  s e i -  i n  B e z u g  a u f  d i e  a u s  d i e s e n  
ner  E b e n e n  m i t  e i n e r  F l a c h e  P u n k t e n  a n  e i n e  F l a c h e  g e l e g -  
e n t s p r e c h e n ,  b i l d e n  e i n e  g e -  t e n  B e r t i h r u n g s k e g e l  e n t s p r e -  
r a d e  P u n k t r e i h e .  c h e n ,  b i l d e n  e i n  E b e n e n b t i -  

s c h e l  e r s t e r  O r d n u n g .  

Eine einfachc Betrachtung zeigt, dms die hiernach c h e r  gegebenen 
Geraden entsprechendcn bciden polaren Geraden für j e  d e Fltiche zusammen- 
fallen. Somit sind auch einer Geraden i n  Bezug auf eine beliebige Raiim- 
curve nicht, wie auf S. 207 gefolgert wurde, vier, sondern nur zaei  Ge- 
rade polar zugeordnet. 

Ferner ergieht sich bezüglich der Satze S. 203 oben aus der vorher- 
gehenden Begründung des 5 3: 

Enthalt der aus einem Punkte der Gegenebene a n  die Flache gelegte 
Berührungskegel unter seinen Strahlen Inflexionstangenten der Flache, so 
bildet die Berührungscurve des Kegels langs einer solchen Tangente ein 
Element mit constanter - von der Lage des Kegelscheitels auf der In- 
flexionstangente unabhiingiger - Erümmung*; die Inflexionstangente selbst 
wird eine Riickkehrkante des Kegels. Da jede durch diese Rückkehrkante 
gelegte Ebene eine Tangentialebene der Reriihrungscurve daretellt, wahrend 
der zugehorige Berührungspunkt im Allgemeinen nur als einfacher, nicht 
einguliirer Punkt der Fliiche auftritt ,  folgt: 

Um den Pol der Ebene E in Bezug auf eine Flache zu erhalten, 
suche man den Pol von E in Bezug auf die Berührungscurve des Tangen- 
tialkegels aus einern Punkte von E und bringe dann (im Sinne der Ab- 

* Vergl. : ,, Beziehungen zwiachcn den Krümmungen reciproker rzumlicher 
Gebilde", Bd. XXX S. 150 dieser Zeitschrift. 
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handlung) diejenigen Punkte der Bertihrungscurve, in  w e l c h e ~  die Regel. 
strahlen die Fltiche osculiren, mit dem Gewichte 1 in Abrechnung. 

Entsprechcnd ha t  man bei Bestimmung dcr Polarebcne zu einem Punkte 
in  Rezug auf eine Flache die Tangentialebenen, welche sich in den In- 
flexionspunkten der Schnittcurve in einer durch den Punkt gebenden Ebene 
an die Flache legen lassen, von der Developpabeln dieser Schnittcurve in 
Abzug zu bringen. 

Fells diose boi allen FlSchen von htiherer ale zweiter Ordnung auf. 
tretenden ausgezeichneten Elemente sich, wie dies vielfach geschieht, al8 

feste singulare Gebilde absondern, behalt für den eigentlichen, als Rest 
verbleibenden Tangentialkegel bez. Schnittcurve der Satz die ursprüngliche 
Fassung. I 

T a r n  O w i t z , im October 1886. Dr. GEISENHEIMER. 
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Die Raumcurven vierter Ordnung erster und 
zweiter Species in ihrem Zusammenhang mit 
den Steiner'schen Schliessungsproblemen bei 

den ebenen Curven dritter Ordnung. 

Von 

Dr. V. EBERHARD 
in Brsslnn. 

C a p i t e l  III. 

Zur Theorie der Raumcurven vierter Ordnung erster Species. 

5 12. Des Secantenquadrupel einer C,4. 

Dic unter 5 8 entwickelten charakteristischen Eigenschaften für die 
Shrnmform des S te iner ' schen  Secantensystems einer C4 1. Sp. führen zu 
einem Satze über diese Curve, der an und für sich als von denselben un- 
abbiingig erscheint und der sich für  die Theorie der C4 von fiinilamentaler 
Redeutung erweist. Dieser Satz lautet: 

1. Sind s,, s,, s, irgend drei Secanten der C4 und G,, G,, ri3 drei ver- 
anderliche Ebenen durch' dieselben, welche der C4 zum dritten und vierten 
Male resp. in den Punkteparen  p,r,, pz r,, p3r, begegnen, und treffen end- 
lich die Nbenen n ,  p der Punkte p und r die Curve zum vierten Mal in  
den Punkten p4 und r4, 0 0  e c h n e i d e n  a l l e  m o g l i c h e n  S e c a n t e n  
/p,r,( e i n e  u n d  d i e s e l b e  f e s t e  S e c a n t e  s, d e r  C4. Die vier Secanten 
s sollm ein Secantenquadrupel der Curve heissen. 

R e w e is. Wir führen die Construction für einen Fa11 aus und schnei- 
den in der resultirenden Configuration I' die C4 mittels einer Ebene G, 

durch die Secante 1 p,r, 1 in der supplementaren Secante s4. E s  wird gezeigt 
werden, dass alle moglichen Secanten 1 p, r4 1 die feste Secante s, schneiden. 

Es genügt nachzuweisen, dass, wenn G,,, O,, , us, drei andera Ebenen 
durch die Secanten s, , s,, s,, wenn ferner pi!, ri1 (i = 1, 2 ,  3) deren zweite 
Paare von Durchschnittspunkten mit der C4 sind, und wenn endlich p4, , 
T,, di3 vierten Schnittpunkte der Ebenen n, und p, durch die Punkte p , i  

Zeltsohrift f. Matliematik o. Phyaik XXXII,  3. 9 
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und ri1 mi t  der Curve sind, dass dann die Secante 1 plIrail die Secante s, 

schneidet. 
Zu dem Ende halten wir in der Configuration I' xunachst die Ebenen 

o, und ci2 fest, variiren aber %; d m n  schneiden alle dabei resultirenden 
Secanten 1 p4 ~~1 die Secante s, und ci4 dreht sieh um s,. Denn zufolge der 

ursprünglichen Configuration I' sind die vier Secanten s,, 1 p,p, 1 ,  s4', 1 r, rel 
ein S te iner ' sches  System der C4.  

Durch die Coincidenz der Ebene us mit der Ebene und folglich 
auch der Punkte \>, und p,, , r, und r,, gelangen wir zu eine: Configura- 
tion I;. I n  derselben haltcn wir die Ebenen o, und G ~ ,  , also auch die 
Secanten p, p,, 1 und J r, r31 1 fest , variiren aber die Ebene ci,. Dann werden 
alle dabei resultirenden Strahlen 1 p,r, 1 die feste Secante s4 schneiden und 
also auch derjenige Strahl, walcher der Ebene <iz1 im Gebilde r, zugehort. 

In  dieser Configuration 1; halten wir die Ebenen G,, und ci,, fest, 

variiren aber u,. Dann schneiden alle dabei auftretenden Geraden \p,r,j 
uud unter ihneii auch die der Ebene ci,, eutsprechende, n a d i c h  die Secante 
1 p4, rdl 1, die Secante s,. W. z. b. W. 

Dieser Satz llisst sich in verschiedenen Fassungen aussprechen. . Die 
beiden wicht,igsten sind die folgenden: 

2. Sind auf einer C 4  irgend drei Secanten s,, sz, s, und eiu Punkt 
gegeben, und schneidet man aus diesem mittels einer Ebene n die C4 i n  
dem Punkttripel pl  p P p Y  , projicirt schliesslich dieses aus s, s, s3 auf die C4 
alu Punkttripel r,r2r,, s o  l a u f e n  d i e  a l l e n  m o g l i c h e n  E b e n e n  n 
e n t s p r e c h e n d e n  V e r b i n d u n g e b e n e n  p d e r  P u n k t e  ri si immtl ich 
d u r c h  e i n e n  u n d  d e n s e l b e n  P u n k t  r d e r  C4.  Und: 

3. B u s  d e n  v i e r  S t r a h l e n  e i n e s  S e c a n t e n q u a d r u p e l s  wer- 
d e n  d i e  v i e r  S c h n i t t p u n k t e  e i n e r  E b e n e  m i t  d e r  C h u f  diese 
a l l e m a l  w i e d e r u m  a l s  v i e r  P u n k t e  e i n e r  E b e n e  p r o j i c i r t ,  und 
f o l g l i c h :  

4. Die 4 . 4  Bertihrungspunkte der 4.4 ause den Strahlen eines Qua- 
drupels a n  die C 4  mtiglichcn Beriihrungsebenen licgen xu jc 4 in 64 Ebenen. 
Durch jeden Rerührungspunkt gehen 16 dieser 64 Ebenen und durch je 
zwei zu verschiedenen Secjpten gehorige je vier. Es sind im Ganzen 
(4.3. 2)2 solçhe Systeme von je vier Ebenen moglich, welche alle 16 Be- 
rührungspunkte zugleich enthalten. 

Die Satze 3) und 4) laut,en in  ihren wichtigen Umkehrungen, wie folgt: 
5. S c h n e i d e n  i r g e n d  z w e i  E b e n e n  TC u n d  e d i e  C4 resp .  in 

d e n  P u n k t e n  p ,... p4 u n d  r, ... r,, u n d  e i e h t  m a n  d i e  v i e r  Secanten 
Ipiri] (i= 1, 2 ,  3, 4), w e l c h e  i m  F a l l e  n = p  i n  v i e r  T a n g e n t e n  
d e r  C4  ü b e r g e h e n ,  s o  b e s t i m r n e n  i r g e n d  v i e r  d i e s e n  s i ipp lemen-  
t a r e  S e c a n t e n  resp .  T a n g e n t e n  s, ... s, d e r  C 4  e i n  Q u a d r u p e l .  

Als ein interessanter specieller Fa11 des Satees 1 ist noch der Folgenile 

KU bemerken ; 
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6. Schneidet man die C4 aus einer festen Secante S mittels dreier 
veranderlicher Ebenen in drei veranderlichen Punktepaaren p,r,, psrs, p3r3, 
so treffen die Ebenen [p, pz@,] und [r,r,r,] die C4 m m  vierten Male in 
einem Paare p4r,, dessen Verbindungsgerade allemal dieselle feste Secante 
s' der C4 schneidet. Oder: 

7. 1st auf der C4 eine Secante s und ein Puukt  9 gegeben, iind legt 
men durch p eine Ebene n ,  welche die C4 ausser in p noch in p l ,  pP,  p3 
schneidet , So werdcn p l ,  p, , p, aus s auf die C4 als Punkte r l ,  r, , r3 einer 
Ebene g projioirt, und alle Ebenen Q laufen durch einen festen Punkt r 
der C4. 

An das Auftreten der Reigeordneten s' einer beliebigen Secante s 
knüpfen sich zwei interessante Fragen: 

1. Welche Secanten s der C4 sind sich selbst beigeordnet? 

2. Welche Secanten s der C4 sind ihren Beigeordneten selbst wieder 
beigeordnet ? 

1. Unteï den Sccantenfliicheu F y s )  einer C4 gicbt es im Allgemeinen 
und hikhstens vier Kegelflachen. 

B e  m eis .  Die nothwendige und hinreichande Bedingung dafür, dass 
ein aiisserhalb der C4 gelegener Punkt O Scheitel eines der besagten vier 
Kegel s e i ,  besteht dari?, dass O gemeinsamer Schnittpunkt der drei Projec- 
tionskegel dritter Ordnung der C4 aus irgend dreien ihrer Punkte p ,  q ,  r 
ist. Zwei dieser, die Kegel K$ und K3,,, schneiden sich aber ausser in 
der Grundüurve und dem Strahle l p  q 1 in  noch einer Raumcurve IV. Ordn. 
1. Sp., und diese schneidet die C4 in  acht Punkten. Der  Kegel KS,  trifft 
daher die in nur vier ausserhalb der C4 gelegenen Punkten o. 

2. Die vier Scheitel o bestimmen das gerneinsame Polartetraeder aller 
Flachen FZ(s )  der C4. 

Beweis .  Denn sind O, und oz irgend xwei der vier Scheitel, und 
schneidet eine Ebene durch die Gerade loi oz /  die C4 in den vier Punkten 
p i ,  p2, p9, p4, so laufen zufolge der Definition von O, und O, die Geraden 
l i i ,p ,  1 und ioipzl durch die Punkte p, und p ,  und die Geraden lo,p,I und 
Io2p4 1 durch die Punkte p,  und p , .  E s  sind somit O, und O, einander cou 
jugirt bezüglich jeder Flache E12(s) des Büschels Cd. 

3. Die vier Schni t tpnkte  p,, pz, p 3 ,  p4 der C4 mit einer Ebene n 
iind die vier Tangenten p , ,  p,, p,, p, in dieseri vier Punkten werden aus 
jedem Scheitel o auf die C4 als die vier Schnittpunkte r,, rg, r3, r4 der 
Curve mit einer Ebene g und in die vier Tangenten r , ,  r 2 ,  r,, r, in  den 
vier Punkkn r projicirt. 

B e  w eis. Denn das Punktepaar piri  und das Geradenpaar pir i  ist 
harinoiiisch getrennt durch den Scheitel O und seine Polarebene. 

9 ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Die Raumcurven IV. Ordnung 1. und 2. Species etc. 

4. Die Ebenen [piri] doppelter Rerührung mit der C4 bestimmen vier 
Ebenenbuschel zweiter Classe, die Btischel der Tangentialebenen der Kegel 
Kyo). 

5. I n  jedem dieser Büschel treten vier vierpunktig berührende Ebeneu 
der C h u f ,  die 16 Wendungsberührebenen der Curve in  ihren 16 Schnitt- 
piinkten mit den 4 Seitenfltichen des Tetraeders der 4 Scheitel o. 

5 14. Folgerungen. 

Verbindet man die Satze 3 und 5 aus 12 mit Satz 3 aus 5 13, so 

gelangt man zu folgendem wichtigen Sehlusse : 
1. S i n d  s,, s2, s,, s4 S t r a h l e n  e i n e s  Q u a d r u p e l s  d e r  C4, s o  

b e s t i m m e n  i r g e n d  v i e r  i h n e n  s u p p l e m e n t a r e  S e c a n t e n  der  
C u r v e  e i n  z w e i t e s  Q u a d r u p e l .  M i t  H i l f e  d i e s e s  S a t z e s  be.  
w e i s t  m a n  l e i c h t  d e n  f o l g e n d e n :  

2. S c h n e i d e n  i r g e n d  d r e i  E b e n e n  a ,  8, y d i e  C4 r e s p .  i n  den 
P u n k t e n  a,, a 2 ,  as,  ad, bl ,  b2, b 3 ,  b,, c l ,  c,, c,, c,, s o  s c h n e i d e n  d ie  
v i e r  E b e n e n  [ùibici] (i=1, 2,  3 , 4 )  d i e  C4 E U  v i e r t e n  Malen i 3  

d e n  v i e r  P u n k t e n  bi e i n e r  E b e n e  6. 
B e  w e i S. Nach Satz 5 i n  5 12 bestimmen die vier Secanten 1 ai bi  1 ein 

Quadrupel, und folglich gilt nach Satz 1 dieses Paragraphen dies aueh von 

den vier Secanten ( bi ci 1 (i = 1, 2 ,  3 ,  4). Dann aber müysen zufolge da 
Satzes 3 in 3 12 die vier Punkte bi in einer Ebene S liegen. q e r r  Reye, 
der Entdecker dieses Satzes, hat  denselben 81s speciellen Fa11 eines allgemei- 
nern Theorems über die Schnitt,punktsysteme der C4 mit Flachen zweiter 
Ordnung gegeben. Derselbe hat  auch aus seinem Satze die wesentlicbsten 
Consequemen gezogen, weshalb ich hier auf dieselben verzichte. 

5 15. Erweiterungen der Schliessungsprobleme. 

Der zuletzt entwickelte Satz kann dazu dienen, sus mehreren gegebenen 
S t e i n  e r 'schen Secantensgstemen andere durch sie mitbestimmte zu con- 
s t r u i r e ~ .  Alle diesbezüglichen Ausführungen sind i n  folgendem e i n e n Satre 
ziisammengefasst, mis welchem sie sich als specielle Fiille unmittelbar ab, 
leiten lassen. 

1. Sind Si j ,  szi,  ssi ( i= l  ... n) drei S t e i n e r ' s c h e  Secantensysteme 

erster Ordnung der C4, s i i = l a l i ' b l i l ,  ~ 2 i = j a ~ i 6 2 i ( ~  Sji=la3iU3ijl g o  

s c h n e i d e n  d i e  E b e n e n p a a r e  a i =  [ûiiû2r0si] u n d  Pi = [6ii62ibli] 
d i e  C4 i n  n P u n k t e p a a r e n  sri u n d  b4i, d e r e n  V e r b i n d u n g s g e -  
r a d e n  s4i = iariblil  e i n  v i e r t e s  S t e i n e r ' s c h e s  S e c a n t e n s y s t e r n  be- 

s t i m m e n .  
B e w e i s .  Es seien pi;, p z i ,  pli  drei S t e i n e r ' s c h e  Polygone der 

Systeme s i i ,  szi, s:);  (i = 1 ... n )  und vPI der vierte Schnittpunkt der 6'' 
mit der Ebene nl = [pli pei psi], daun liegen allgemein die Punkta Pli, P l i l  
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p3, ,  P d i  in der Ebene ni, also die Punkte P1n, p 2 n r  p 3 ~ ,  Pdn i n  der Ebene 
n, und folglich die Punkte pl, ,  psi, Psll .. . P 4 , ( n + l )  in der Ebene n,, d. h. 
der Punkt P d ,  cm+ 1) coincidirt mit P,, . 

Es  folgt hieraus als specieller Fall: 
2. Bestimmen die n Secanten S, , s,, . . . S, ein S t e iner 'sches System, 

so thun es auch die rc Begleitenden. 
3. Bestimmen die drei Secantensysteme sii, s2k ,  SJI (i = 1 . . . pl, 

k = 1 . . . p,, 1 = 1 . . . p,) drei S t e i n  e r'sche Systeme erster Ordnung , und 
ist 111 das kleinste Multiplum von pl, pp , pg , so constituircn die M Secan- 
ten sbrn (m = 1 ... M )  ein viertes S te iner ' sches  System (sik -= Ibik'bik 1). 
Der Beweis fallt mit dem des Satzes 1 identisch zusammen, wenn man i n  
den drei gegebenen Systemen dreimal M Secanten zahlt. 

4. Sind die drei Secantenvysteme si = 1 ai bi ; 1 (i = 1 . . . p l ) ,  sz k 

=lazkb2kl ( k = l  . . . p B ) ,  s31=la31b311 ( l = l  . . . p g )  drei S t e i n e r ' s c h e  
Systeme resp. von den Ordnungen r,, r,, r3,  und is t  M das kleinste Mul- 
tiplum von pl,  p , ,  pS, N das kleinst,e Mnltiplum von pl. r,, p,, . r,, p,. r,, 
so bestimmen die M Secanten si, = 1 al, br,l ein viertes S te iner ' sches  

N 
System von der Ordnung - -  

M - - 

Man kann den Satz 1 dieses Paragraphen noch nach einem andern 
Princip spccialisiren und erhalt dadurch eine zweite Reihe von Beziehungen. 

5. Sind die beiden Systeme von IÛ und 292 Secanten: 

zwei S te iner ' sche  Systeme der ersten Ordnung, so bestimmen die rc Se- 
canten sa, = l aJi  bai l ein drittes S t e i n  er'sches System der ersten Ord- 
nung. Der Beweis ist  ebenso eu fübren wie der Beweis des Satzes 1. 
Durch Umkehrung des Satzes 5 ergiebt sich: 

6. Sind die Secantensysteme s i i = l a i i b i i l  und s î i = l a ~ ~ ' 6 ~ ~ ]  S t e i -  
ner'sche der ersten Ordnung, und legt man durch je zwei Gerade Iaiia2i 1 
und 1 blibzi 1 zwei Ebenen cri und Pi ,  welche die C4 noch resp. in den Punkte- 
pmrcn a3i  a4i und b3ib4i schneiden, so bestimmen die 2 .  n Secanten 
... SS, = la3ib3i 1 .. ., s4k = lalkblkl ... ein drit,tes S te iner ' sches  Sysfem 
gleichfalls von der ersten Ordnung. 

7 .  Sind die ai und pi Tangentialebenen der C4, coincidiren also die 
Paare sgi and s4i,  so bestimmen die n Strahlen s3i ein S te iner ' sches  
System der zweiten Ordnung. 

B e w e i s  z u  6. Angenommen, die 2de Secante, welche das System 
der 272- 1 Secanten sSl ... s g n ,  sdl ... ~4,(,,-1) zu einem S te iner ' schen  
ergtinzt, ware nicht sin, sondcrn eine Secante s, so würde dcrsclben zufolge 
des Satzcs 5 ein Strahl 1 a în  b, 1 irn System s,, s,, . . . entsprechen, welcher 
dasselbe zu einem S t e i n  er'schen erster Ordnnng erg%nzt7 und der von dem 
Strahl 92. verschieden wk-e, was unmoglich. 
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8. 1 s t  d a s  S y s t e m  d e r  3.12 S e c a n t e n s ,  ,... sl,., s,, ... s2,., s ,,... s,,, 

e i n  S t e i n e r ' s c h e s  e r s t e r  O r d n u n g  (sii = l ~ i i b i i l ) ~  (sai =1~2~b2,1), 
(s3i=la3;b3i1), s o  i s t  d a s  S y s t e m  d e r  .n S e c a n t e n  ~4i= /a4 ,6 ,~1  
e b e n f a l l s  e i n  S t e i n e r ' s c h e s  S y s t e m  u n d  z w a r  v o n  d e r  ersten 
O r d n u n g .  Oder: 

B ~ s t i m m e n  die n Secanten s,,, sI2,  ... s in  ein S t o i n e r ' s c h e s  System 
d r i t t e r  O r d n u n g ,  so bestimmen ihre n Regleitenden s,, , s,,, ... sc,, 
e i n  s o l c h e s  d e r  e r s t e n  O r d n u n g .  Und:  

9. l 3 e s t i m m e n  d i e  n S e a a n t e n  sii= I a l i b l i )  ( i= 1 ... n) einStei-  
n e r ' s c h e s  S y s t e m  d e r  e r s t e n  O r d n u n g ,  und legt man durch je znei 
Punkte nt und bl i xwei Ebcnen rri und BI, welche die C4 resp. noch in 
den Punkten a? i ,  aai ,  aai  und bzr ,  ba i ,  64, schneiden, 8 0  bestiinmen 

d i e  3.n S e c a n t e n  )a,,bzl! ... \a3,E8,1 ... l ~ , n b a , n L  Ia416,1. . .  

la4,nb4,n1 e i n  n e u e s  S t e i n e r ' s c h e s  S y s t e m  u n d  z w a r  d e r  ersten 
O r d n u n g .  Oder: 

Sind die Ebenen ai und pi S c h m i e g u n g s e b e n e n  d e r  C4 in den 
P u n k t e n  azi u n d  bzi, so bestimmen die rc Secanten lazibzil e i n  z w e i -  
t e s  S t e i n e r ' s c h e s  S y s t e m  u n d  z w a r  d e r  d r i t t c n  O r d n u n g .  

B e w e i s  z u 8. Man conetruire zu dem gegebenen Secantensystem ein 

zugehoriges 312-Eck p l l - . - P i , n l  ~ ~ ~ - . . P z , n ,  ~ ~ ~ * - . P a , n  ( ~ 3 , n + 1 - ~ 1 , 1 1  und 
schneide die C4 durch die n Ebenen [pli p2iP3i ]  noch in 12 Punkten pl, ,  

so begegnet die Gerade 1 Pr, i-t p,, 1 der Secante s4i und speciell die Gerade 

1114" ~ 1 1 1  der Secante ~4,;. 1 
B e w  e i s  zu 9. Man bestimme, von einem beliebigen Curvenpunkle 

p,, ausgehend, mittels des Systems s,, . . sî,, s,, .. . ss,, s4, ... sin auf be- 
kannte Weise den Punkt  P4,n+l und schneide die C4 mittels der n Ebenen 
[pzipsip4;] und der Ebene [p3, p4, ~ 4 ,  n + ~ ]  noch in n Punkten pli nnd dem 

Punkte pi,,+1. Dann schneidet aber allgemein 1 pl, i pl, i+ 1 1 die Secante si, 

und speciell 1 pi,, pi,,+ 1 die Secante si,, . Nach Voraussetxung ist aber 

Pi, n+ I - Pi, 1; es folgt daher [PS, i p4,1~4."+ 11 - [ ~ 3 , 1  Pd, I pz,i] und weiter 
P ~ , R + I  - 1 5 ~ ~ 1 -  

C a p i t e l  IV. 
Zur Theorie der Raumcurven vierter Ordnurig zweiter Species. 

5 16. Das Tripe1 coqjugirter Secanten einer Ct. 

W i r  hatten in  5 9 ,  Satz 4 gefunden: 
la) E i n  S t e i n e r ' s c h e s  S e c a n t e n t r i p e l  d e r  CZ4 i s t  Diagonal .  

d r e i k a n t  u n e n d l i c h  v i e l e r  d e r  C u r v e  e i n b e s c h r i e b e n e r  T e t r a  
e d e r .  Und: 

1 b) D a s  D i a g o n a l d r e i k a n t  i r g e n d  e i n e s  d e r  C24 e inbeschr ie .  
b e n e n  T e t r a e d e r s  i s t  e i n  S t e i n e r ' s c h e s  S e c a n t e n t r i p e l .  
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D i e s e  b e i d e n  S a t e e  b i l d e n  d e n  A u s g a n g s p u n k t  f ü r  e i n e  
T h e o r i e  d e r  R a u m c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  z w e i t e r  S p e c i e s .  Die- 
selbe zeigt in ihrer Entwickelung eine so auffallende Analogie mit der 
Theorie der Kegelschnitte und zwar gerade der wichtigsten Eigenschsften 
dieser Curven, niimlich der Polareigenschaften, dass die Vermuthung hohe 
Wahrscheinlichkeit gewinnt, es sei die Raumcurve vierter Ordnung zweiter 
Species dm raumliche Analogon des Kegelschnittes und deswegen für die 
Theorie der Raumcuwen überhaupt von derselben Bedeutung, wie der Kegel- 
schnitt für die Theorie der ebenen Curven. Ich werde die wesentlichsten 
diescr Eigenschaften, die Polareigenüchaften der Cz4, in Kürze entwickeln. 

Es seien p,, p , ,  p4 irgend vier Curvenpunkte. Ich construire die 
drei Secanten XI,  X,, X3 der Curve, welche die drei Paare Gegenkanten 
des Tetraeders der rier Punkte 1 schneiden. I c h  n e n n e  d r e i  s o l c h e  
S e c a n t e n  XI, X,, X3 e i n  T r i p e 1  c o n j u g i r t e r  S e c a n t e n  d e r  C:. 

Die beschriebene Configuration zeigt hochst wichtige und merkwürdige 
Lagenverhiiltnisse. Wir  vervollstindigen dieselbe noch durch die folgenden 
Linien: 

durch die drei Axen der Secantenflachen, F 3  1 X1 X ,  1 ,  FSI X2X3 1, F3 1 X3XI 1, 
welche .wir mit X ,  , XI, X ,  bezeichnen ; 

durch die drei Nebenaxen der drei Secanten XI, X 2 ,  X, ,  namlich durch 
die drei Geraden Xi,, XZn1 X3,, , m d :  

durch die drei Tangentenpaare t i i  t ,2 der CZ4, in deren 3 . 2 Durch- 
schnitten mit den Secanten X i .  

Die a n  dieser Configuration sich nunmehr darbietenden ausgezeichneten 
Heziehungcn sind folgende: 

Das S t e i n e r ' s c h e  Tripe1 X,X,X3 ISsst sich zerlegen in drei S t e i -  
n e r ' s ~  h e  D i i p e l  ( X , X 3 ) ,  (X,Xl), (X, X,), entsprechend den drei einfachen 
raumlichen Vierecken, welche die Kanten des Tetraeders bilden. 

Fasst man das Dupe1 (X,X3) auf ,  und verlegt man die Ecke p, eiiies 
zugehtirigen Polygons nach einem Durchschnitt der C,' und der Secante I,, 
eo fàllt auch der dritte Eckpunkt p, i n  diesen Punkt ,  und es coincidirt die 
Secante ( p l  p, 1 mit der Tangente t,, , woraus erhellt: 

Die beiden Tangentcn t,, und t,, der Curve i n  ihren Schnittpunkten 
mit X I  schnciden die Secante X,. Oder: 

Verbindet man die beiden Schnittpunktc t i i  und tiz der C: und der 
Secante X, mit der Xi durch Ebenen, so berühren diese die Curve in  t , ~  
und t i l .  Und: 

L e g t  m a n  a n s  e i n e m  T r i p e l s t r a h l  XI d i e  b e i d e n  B e r ü h -  
r u n g s e b e n e n  a n  d i e  CZ4, s o  s c h n e i d e t  d i e  V e r b i n d e n d e  d e r  b e i -  
d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  T r i p e l s t r a h l e n  Xg 
n n d  X, .  

Urngekehrt findet man, wenn X, und X ,  gegeben siud, den dritten 
Strahl XI des Tripels, indem man die Gerade Xl construirt, in iliren 
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Schnittpiinktan mit der Curve die Tangenten an diese legt und endlich die 
Axe XI der Secantenflache Fs 1 t,, t,, 1 bestimmt. 

I c h  n e n n t !  Xi d e n  P o l a r s t r a h l  v o n  Xi, u n d  Xi d e n  Pol -  
s t r a h 1 v o n  Xi. Irgend eine Secante XI = 9, ist  daher als Polstrahl in  
Bezug auf eine zweite Secante I ,  und als Polarstrahl in  Bezug auf eine 
zweite Secante Y, eufzufassen. 

Ein Secaiitenpaar X,& zeigt folgende merkwiirdige Eigenschaft: 
2. B e s c h r e i b t  e i n e  S e c a n t e  &=Y, d e r  C: d i e  S e c a n t a n -  

f l h e h e  F~(:), s o  b e s c h r e i b t  i h r  P o l s t r a h l  d i a  S e c a n t e n .  

t ' l i iche F3(X,) d e s  P o l a r s t r a h l s  XI v o n  XI u n d  i h r  P o l a r s t r a h l g ,  
d i e  S e c a n t e n f l a c h e  F"(Yl) d e s  P o l s t r a h l s  Y, v o n  9,. 

B e  weis .  Es reicht aus, den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen. 
Zu dem Ende legen wir durch Xl eine Ebene, bestimmen in dieser die 
Secante X, und in deren Schnittpunkten mit der (7: die Tangenten tli 
und t,,. Die eine, t ~ l ,  mit der X i  zusammen als Strahlen einer Secanten- 
flache aufgefasst, definiren eine Axe X,  und ich behaupte, dass diese zuch 
die zweite Tangente tZ2 schneidet. 

Man erkennt dies, indem man noch die Axe X,  der Flache P31X,X,I 
constrsirt; dann bilden offenbar die drei Secanten Xi ein Steiner 'sches 
Secantentripel. Denn dadurch, dass man die erste Ecke p ,  eines S t e  in  er-  
schen Polygons nacheinander erst in  die beiden Durchschnitte der C i  und 
der Secante XI, dann in den Bertihrungspunkt von tz, verlegt, findet man 
drei den drei Axen XI, X,, X3 zugehorige sich schliessende Polygone pl p,p,p,, 
womit die besagte Eigenschaft nachgewiesen ist. 

Damit aber ist  nach 1. auch der Hauptsatz bewiesen. 
Z w e i  c o n j u g i r t e  S e c a n t e n  XI u n d  X ,  s i n d  d e m n a c h  d a d u r c h  

c h a r a k t e r i s i r t ,  d a s s  j e d e r  v o n  d e r  P o l a r e  d e s  a n d e r n  g e s c h n i t -  
t e n  w i r d  , und man kann mit Bezug darauf den Satz 2. auch so fassen: 

3. D i e  c o n j u g i r t e n  S e c a n t e n  e i n e s  f e s t e n  S t r a h l e s  X s c h n e i -  
d o n  e i n  u n d  d i e s e l b e  A x e  X ,  d i e  P o l a r c  d e s  g e g e b e n e n  S t r a h -  
l e s  X. 

8 17. Folgerungen gus dem Vorhergehenden. 

1. S i n d  a u f  d e r  Gz4 i r g e n d  z w e i  T r i p e 1  c o n j u g i r t e r  S e c a n t e n  
g e g e b e n  Xi u n d  Yi ( i =  1, 2,  3) u n d  c o n s t r u i r t  m a n  d i e  d r e i  A x e n  
Ti = / X i  Yil, s o  s i n d  d i e s e  s e l b s t  w i e d e r u m  L e i t s t r a h l e n  e iner  
u n d  d e r s e l b e n  S e c a i l t e n f l ! i c h e  P5(51). 

B e w e i  S. E s  mogen die drei Axen der drei Secantenfliichen F S  1 T, T, 1 ,  
F 3  1 T, T, 1 ,  F3 ( T, Tl 1 zunachst als von einandor verschiedon angenommen 
und dementsprechend durch Z,, Z , ,  Z. bezeichnet werden. Ich bestimme 
in den beiden Flachen F"Tl) und Ps(T2) zu Z3 die beiden Leitstrahlen 
Z,, und Z,,, welche die Relationen erfüllen: 
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Aus denselben folgt 
(Xi x2z32 '1 z31) - O 

und hieraus wegen 
(XI X ,  X,) = O und (Yl Y2 Y S )  = 0 

schliesslich 
(X3ZS1 X3Z3J = o. 

I n  Worten heisst das: 

Die beiden Secanteri ZS1 und Z32 bestimmen zusammen mit X, und Y3 
sin S t einer'sches Quadrupel, sie schneiden a180 die Axe T, = 1 X3 Y,, . 

Da es aber immer nur  eine Secantc der C,4 giebt, welche zwei andcre 
Secanten schncidet, also immer nur eine, welche den Secanten T, und TL, 
und nur eine, welche den Secanten T3 und T2 begegnet, so ergiebt sich 

Es bestehen jeizt zwischen den Strahlen der beiden Tripe1 und den 
drei Strahlcn Z die drei Beziehungcn: 

Es sei nun p, p,P, ein der Cf einbeschriebenes, dem Tripe1 XI X2X3 
umschriebencs Dreieçk und es sclineiden die drei Ebencn [&pi]  die Curve 
zu vierten Melen i n  den drei Punkten q , .  Dann ist den drci angegebcnen 
Relationen zufolge das Dreieck q2q ,q ,  dem Tripe1 YI Y, Y, umschrieben. 

Es m6gen die drei Ebenen [X,pi] sich in  dem Curvenpunkte p,, und 
die drei Ebenen [Y, q i ]  sich in dem Curtrenpnkte q4 schneiden. Indem 
wir dieseo Punktepaar der Reihe nach mit den Punktepaaren (P, q,) , (P, q,), 
(p, q3) combiniren, sehen wir, dass die Secante / p,q, 1 und,  mie sie, auch 
die drci anderen l p i q i  , von allen drei Secanten Zi geschnitten werden. 

Entweder müssen nun die vicr Secanten 1 pi q i  1 zusammen mit den drei 
Secanten Zi auf einer Flache xweiter Ordniing licgen, welche durch die CZ4 
geht, oder es coincidiren die drei Secanten Zi in  eine einzige 27. 

Der erste Fa11 ist ausgeschlossen, da durch die C,4 nur eine einzige 
Fl2che zweiter Ordnung moglich ist und da  eine Gerade dieser Flache die 
Curve entweder i n  einem, oder in drei Punkten  chn ne id et, keinesfalls aber 
in zweien. Es  bleibt somit nur die zweite NGglichkeit, und damit ist der 
obigc Satz 1. bewiesen. 

B u s  d i e s e m  w i c h t i g e n  S a t z e  1. l a s s e n  s i c h  m e h r e r e  i n t e r -  
e s s a n t e  F o l g e r u n g e n  z i e h e n .  

2. Gegcben sind irgend zwei Sccanten T, und T, der C2 a13 Axen 
zweier Plachen F3(T2)  und F3(T3).  Bestimmt man in denselben a l l e  
P a a r e  c o n j n g i r t e r  S e c a n t e n  X,X3  u n d  z u  j e d e m  P a a r  d e n  d r i t -  
t e n  S t r a h l  XI d e s  T r i p e l s ,  so s i n d  a l l e  R e s u l t i r e n d e n  XI s e l b s t ,  
w i e d e r n m  S t r a h l e n  e i n e r  F l a c h e  F 3 ( P ; ) ,  u n d  d i e  d r e i  A x e n  I' 
s e l b s t  s c h n e i d e n  e i n  u n d  d i e s e l b e  A x e  Z .  
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R e w e i s .  Zu jedem Strahl X, der F 3 ( T 2 )  giebt es einen und nur 

einen conjugirten Strahl X, der Plache E 3 ( T 3 ) ,  namlich die Axe lX,T31 
der Flache F3 XZ T3 . 

Wenn nun X,X,X, ein bestimrntes, und Y2 Y, Y, ein veranderliches 
r 7  . J.ripe1 der gegebenen Construction is t ,  so sclineidet nach Satz 1. die Secante 
1 XI Y, j die fest,en Secanten XI und 1 T, T ,  1 ,' und folglich schneidet die ver- 
iinderliclie Secante YI die feste Secante Tl, W. z. b. W. 

3. Sind irgend zwei Tripe1 conjugirter Secanten gegeben XIXzX, und 

Y, Y, Ys, so bestimmen die drei Secanten 1 XI Y, 1 = Tii , 1 X,  Y, / = T22, 
1 X,.X, = fi3 nach Satz 1 eine Secante Zl. Ganz entsprechend definiren 
die drei Secanten 1 XI Y.2 1 = Ti?, ( X2 Y3 ; = TB und 1 X3 Yi  1 == T3i eine Se- 
cante 2 2  und ganz ebenso die drei Secanten 1 Xi Y3 1 = i;~, 1 X2 YI  1 -- 1121 
und IX3Y21=T32 eine Secsnte Z,,. I r g e n d  z w e i  v o n  d e n  d r e i  S e -  
c a n t e h  Z b e s t i m m e n  e i n  S t e i n e r ' s c h e s  D u p e 1  d e r  d r i t t e n  Ord-  
n u n g .  

B e  w e i s .  Wir  bestimmen die Axe A der beiden Secanten 2, und 2,. 
Sie schneide die Cz4 in den beiden Punkten a2  und b,. Wir construiren 
zu a, irn Tripe1 XI X ,  X, und zu bZ ini Tripe1 Y, Y, Y, die zugehorigen 
S t e  i n e r'schen Dreiecke a, a, al und E2 6, bl . Der Desnition von 2, zufolge 
wird man diese bcideii Dreiecke sus Z, auf die Curve als Dreiecke b2ti,b, 
und a, a, a, projiciren. 

E s  wird die Secante Zl von den drei Strahlen 1 a, b, 1, 1 a,b,!, 1 a,b,l, 
die Secante 2, von den drei anderen / b, a, 1 ,  1 b, a, 1 ,  Ih, a, ( geschnitten. Es 
ist  demnach das einfache Sechseck (a, b, a, h, a,bJ der CZ4 einbeschriehen 
und dem Secantendupel umschrieben, W. z. b. W. 

5 18. D i e  N e b e n a x e n  d e r  S t r a h l e n  e i n e s  S te iner ' schen  Tripels. 

M a n  k a n n  e i n  T r i p e 1  c o n j u g i r t e r  S e c a n t e n  o f f e n b a r  auch 
a u f  f o l g e n d e  Weive c o n s t r u i r e n .  Man schneide die C4 durch eine 
beliebige Ebene in den Ecken eines vollstandigen Vierecks pl p2 p3 p4,  con- 
struire dessen drei Diagonalpuukte r i ,  r2, r, und lege aus diesen an die 
C4 die noch moglichen drei drhten Doppelkanten XI, X2, X,. J e  znci dm 
Doppelkanten eines Diagonalpunktes ri sind namlich das in ihm sich scbnei- 
dende Paar  Gegenseiten des vollstandigen Vierecks. 
. I n  d e r  E b e n e  l i e g e n  o f f e n b s r  a u c h  d i e  d r e i  N e b e n a x e n  
Xi,, X2", X3, d e r  S t r a h l e n  XI, X,, X,. Denn Xi, wird ja allemal 
von der zweiten und dritten durch einen Punkt  ri von Xi gehenden Doppel- 
kante getroffen. 

Aus diesem Griinde folgt arich, d a s s  k e i n e  z w e i  E b e n e n  des 
R a u m e s  d a s s e l b e  T r i p e 1  Xi b e s t i m m e n ,  es müssten sonst die drei 
Strahlen des Tripels in der Schnittlinie der beiden Ebenen ein und dieselba 
Nebenaxe besitzen. 
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%u jeder Secante X ,  gehtirt eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Paaren conjugirter Secanten X , X , ,  welche mit ihr zusammen ein 
S t e i n  er'sches Tripe1 definiren. Die Secanten der C24 treten selbst aber 
in doppelt unendlicher Xannigfaltigkeit auf: Also existirt im Ganaen eine 
dreifach unendliche Mannigfaltigkeit S t e i n e r 'scher Tripel. Andererseits 
sind die Ebenen im Raume gleichfalls in dreifach unendlicher Mannigfaltig- 
keit vorhanden , somit auch die i h n e n zugehorigen Tripel. 

Wir  schliessen : 

1. Z u  j e d e m  g e g e b e n e n  T r i p e 1  c o n j u g i r t e r  S t r a h l e n  X , d ' , X ,  
e x i s t i r t  a l l e m a l  e i n e  u n d  n u r  e i n e  E b e n e  5 ,  w e l c h e  d a s  T r i p e l  
i n  d e n  d r e i  D i a g o n a l p u n k t e n  r , ,  s,, r3 i h r e s  S c h n i t t p u n k t v i e r -  
e c k s  m i t  d e r  C u r v e  s c h n e i d e t .  

Und folglich: 

2. D i e  d r e i  N e b e n a x e n  XI,, X2,,, &,, d e r  S e c a n t e n  X I ,  A',, X,  
l i e g e n  i n  e i n  u n d  d e r s e l b e n  E b e n e  5. 

Wir beweisen diese beiden wichtigen S&e direct, wie folgt. 
Es sei 5 eine beliebige, aber feste Ebene und XI X,X3 das zugehorige 

Strahlentripel; XI Y, Y3 sei irgend ein zweites Tripe1 conjugirter Sccanten 
der Raumcurve. 

Ich halte die Gerade X I ,  fest nnd drehe um dieselbe f ,  so bleibt die 
Secante XI fest, wahrend die beiden anderen X, X, die Fliiche F3(X,)  be- 
schreiben. Mit der bestirnmten Lage & = Lj'wird A', i n  die Secante X', = / X I  TJ, 1 
übergehen. 

Es  ist X', offenbar sowohl conjugirt dem Strahl XI als dem Strahl Y,, 
d. h. es ist Xn3 der Polstrahl der Axe 1 X, Y, 1. E s  muss somit X', Secante 
dieser Axe sein. 

Halten wir nun X I n  fest und drehen $ um XI3,, aus der Lage 5' in  
die bestimmte Lage &", so coincidirt X', mit YI und es wird X' ,  Secante 
der Polare von Y,. 

Halten wir endlich Yi, fest und drehen ,$ ails der Lage E'' in  die 
bestimmte Lage 7, so geht X'a in  die Lage Y2 und damit X", in  die 
Lage Y, liber, W. z. b. W. 

Aus den S h e n  1. und 2. ergeben sich wichtige Folgerungen. 
3. S i n d  XI u n d  X, z w e i  c o n j u g i r t e  S e c o n t e n  u n d  Xi, u n d  

X2, i h r e  N e b e n a x e n ,  w e l c h e  s i c h  i n  q s c h n e i d e n ,  s o  l i e g t  q a u f  
d e r  A x e  1 XIX, 1. 

Denn diese Axe sehneidet sowohl die eine, als auch die andere Neben- 
axe als Strahl der beiden Fliichen F3 [XI] und F3 [X,], und da sie nicht 
mit ihnen in einer Ebene liegen kann,  so muss sie durch ihren gemein- 
samen Sohnittpunkt gehen. 

Im Fa11 eines Tripels XI X,-Y3 bilden daher die drei Nebenaxen des- 
selben ein Drciseit, dessen Ecken auf den drei Poleren XI, X , ,  X ,  liegen. 
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Man kann jetzt die Aufgabe losen: D u r c h  i r g e n d  e i n e n  P u n k t  o 
d e s  R a u m e s  d i e  m o g l i c h e n  N e b e n a x e n  z u  c o n s t r n i r e n .  

C o n s  t r u c  t i on. Ich schneide aus O die C,4 durch die drei Doppel- 
kanten X,, g l ,  3,, construire zu diesen die Polstrahlen XII YI, Zl und 
zu diesen die Nebenaxm Xi,, Yin, Zi ,. Diese letzteren verbinde ich mit 
o durch die drei Ebenen 6, 7, c, so bestimmen in denselben die 3 ,  3 
Diagonalpunkte ihrer drei Durchschnittsvierecke mit der 6'84, dm Sind die 
Durchschnittspunkte r i  = (EXi), 9, = a i  = (SZ,)  (i = 1, 2 ,  3), drei 
Tripe1 X i ,  Yi,  Zi (1, 2, 3)- D i e  d r e i  P a a r e  v e r b i n d e n d e r  G e r a d e n  
v o n  Q m i t  d e n  d r e i  P u n k t e p a a r e n  ( t X i ) ,  ( ~ 9 ' ) ;  (53#)  ( i = 2 , 3 )  e r -  
g e b e n  d i e  d r e i  d u r c h  0 g e h e n d e n  P a a r e  v o n  N e b e n a x e n  X i , ,  

g i n  9 s i n .  

Zum Schluss mag noch der folgende interessante Satz Platz finden: 
J e d e s  d e m  T r i p e 1  X,X,X, u m s c h r i e b e n e  S t e i n e r ' s c h e  D r e i -  

e c k  p,p,p, l i e g t  p e r s p e c t i v i s c h  z u  d e m  D r e i e c k  p2,r3,~1,  (ri,= ((XL)) 
u n d  e s  b e s t i m m e n  d i e  P e r s p e c t i v i t i i t s c e n t r a  e i n e  z w e i t e  I l a u m -  
c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  z w e i t e r  S p e c i e s .  

C a p i t e l  V. 

Die Steiiier'schen Panktsysteme auf der Raumeurve vierter 
Ordnnq erster Species. 

5 19. 
Die Theorie der Schliessungsprobleme bei einer Cl4 1 a ~ ~ t  sich erweitern 

und zwar lasst sie sich von Secantensystemen auf Punktsysteme ausdehnen. 
Ich verstehe unter einem Ste iner ' schen  Punktsystem der Cl4 ein System 
von n Punkten a l ,  a,, ..., a,, fü r  welches, wenn ai eine Ebene durch 
ai ist  und wenn ~ i - 1  pi  p;+1 die Schnittpunkte der ni mit der C4 sind, min- 
dcst,cns cin geschlossenes System von ra Ebonen n, , x2, . . . , nn existirt oder 
wenn mindestens ein der C4 eingeschriebenes einfachcs ra - Eck p, p, .. . pn 

existirt, dessen TZ Seitenfichen ni = [pi-i pi pi+i] de i  C4 z u v i e  r t e  n 
M a l e n  i n  d e n  n P u n k t e n  a; b e g e g n e n .  

I n  Betreff eines solchen S t e i  n e r  'schen Punktsystems gilt namlich der 
wichtige und interessante Satz : 

1. I n  e i n e m  S t c i n e r ' s c h e n  P u n k t s y s t e m  al, a,, ..., a, der C4 
e x i s t i r e n ,  j e  n a c h d e m  n v o n  d e r  F o r m  n =  3m o d e r  v o n  d e n  F o r -  
m e n  n = 3 m + 1 1  n=3na+2 i s t ,  d o p p e l t  u n e n d l i c h  v i e l e  d e r  
C u r v e  e i n g e s c h r i e b e n e  u n d  d e m  S y s t e m  u m s c h r i e b e n e  r a u m -  
l i c h e  n - E c k e  o d e ï  312-Ecke ,  u n d  z w a r  k a n n  j e d e  E b e n e  d u r c h  
d e n  F u n d a m e n t a l p u n k t  al a l s  E b e n e  zl u n d  i h r e  d r e i  S c h n i t t -  
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p u n k t e  m i t  d e r  C4 i n  j e d e r  A n o r d n u n g  a l s  d i e  E c k c n  PI, P i r  P n  
a n g e n o m m e n  w e r d e n .  

B e  w eis.  Das Polygon der Voraiissetzung sei pl pz . . . p,; ein zweites 

Polygon der Construction sei q, q, . . . q n + i  - E s  kt zu beweisen, dass %+l 

identisch q, ist. 
Wir halten im Polygon der Punkte P die Ecke P ,  fest und variiren 

die Ebene Z, um den Strahl la,p, 1 .  Dann dreht sieh % um die feste -4xe 

1 0 ,  pl 1 und es beschreibt dabei die Seite 1 psp31 die eine Regelschaar der 
FIBche F" ,pl 1 . Die Projectionsebene dieser aus a,, die Ebenc n3, dreht 

sich somit um die feste Axe \a,p,] und folglich dreht sich z, um die feste 

Axe i ~ , P , I .  
Durch die fortgesetzte Wiederholung dicser Schlussweise gelangt man 

allgemein zu der Erkenntniss, dass ausser pl auch die Punktc Pd, PP , . . . P3m+ 1 

fest bleiben und folglich die Ebenen z,, n,, ... z g i + ,  sich um festc Axen 

(agp41, la7 w 7 1 ,  ..., 1 a i + i  p3i+i  ( drehen, dass deshalb die Ebenen ns, und 
7 ~ 3 { + ~  sich um die festen Axen 1 asi ps i+ ,  1 und p s i + !  1 drehen, und 
dtass sich je ein Ebenenpaar z3i-I und qi in  der Secante 1 p3i-I P3i 1 einer 
FlSche F2 schneidet. 

Da zur Construction der Seiten j p, p, 1, 1 p, p, 1,  . . . immer einer der 
beiden Stralilen 1 oz P i \  und la,p,], 1 a; p, !  und 1 a&, 1 u. S. f. ausreicht, so 
erkennt man in dem Palle fi =: 3 m ,  dass das Poly gon p,p,p5p6 . . . P3m-1 P3rn 

ein S t e i  ner'sches bezüglieh des Systems von 2 m Secanten (a l  p, 1 ,  1 a,p, 1, 
l a ,p , \ ,  la,p,l, ... is t  und dass folglich dieses System als ein S t e i n e r -  
sches aufzufassen ist, d. h. dass die einer Ebene nl des Büschels 1 a, p l (  
entsprechendc Ebene n, - 1  des Büschels 1 a,-, pn-2 ( durch p, geht. 

Drehen wir nun n, so um la,pl 1 ,  dass p, identisch q, wird, so wird 
ganz allgemein p3,.tz identisch qs i+z .  Halten wir in der neu entstande- 
nen Configuration nunmehr diese Punkte fest und drehen wir die Ebene nz 
um die Axe 1 a, p, 1 = ] n, q2 1 ,  bis der verkinderliche Punkt p, in  den Punkt ql 
rückt, so coincidirt ganz allgemein ein Punkt  ps i+ ,  mit dem Punkte 
q ~ i + i ,  und es coincidirt überhaupt irgend ein Punkt  p mit dem entspre- 
chenden q. Damit ist aber für den Fa11 lz = 3 m  die Eichtigkeit des Satzes 
1. nachgewiesen. 

1st n von der Form 3 m +  1 oder 3 m  + 2 ,  so schliessen wir aim dem 
eben gefiihrton Bcweisc, indom wir n. mit 3 multipliciren, unmittelbar a w h  
aiif die beiden anderen in 1. ausgesprochenen Satze. 

E s  e n t s t e h t  d i e  F r a g e :  
Wenn die Punkte ol .. . a,, ganz beliebig auf der C4 angenommen sind, 

wieviel Polygone p, .. . p ,  konnen d a m  der Curve ein-  und dem m-Eck 
a, . .. a, umschrieben werden? 

Wir haben d r e i  F i i l l e  zu unterseheidcn: a = 3 m ,  3 m 4 1 ,  3m+2.  
Im ersten Palle sind durch die ersten n.- 2 Punkte al die beiden 

übrigen a,-1 und a, vollkommen und e i d e n t i g  bestimmt. Denn nach 
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Annahine der Punkte pn und pl sind durch dis Punkta a, ... an-2 die sammt- 
lichen iibrigen Punkte p,P, . . . Vn - 1 gegeben, dann aber sind durch die Ebe- 
nen [ P , , - ~  pn- ,  p,] und [p,,-1 pn pl] auch die Punkte a,,-, und a, ein- für alle- 
inal fixirt. Bei allgemeiner Lage der Fundamentalpunkte a wird also ein 

geschlossenes Polygon pl  pz .. . pnpi nicht existiren. 
Im zweiten Falle, n = 3 m +  1, werden bei Variation von p, und pl 

auf der C4  nach Satz 1 [pn-3 pn-2 pn] und [pn-2 pn pl] sich um zwei feste 
Curvenpunkte b, - 2  und b, drehen. - Es  sei p. e l .  ..Pm ein dern System a, .. . a, 
zugehDriges N -  Eck. Xan bestimme C, = (C4[)h VI pn]), Cn = (C4 [pl pn ~ " - 3 1 ) ~  
so sind cl und cn gleichfalls nach 1 allein durch bn-2, a,-?, a. - 1, an fixirt. 
Die Constrnction des N-Ecks kommt daher darauf hinaus, p, so zu finden, 
dass [pl pn p, -31 , [PH  PR pn -21 > [pn- 2pn P I ]  und [PI tp.1 resp. durch c n  b n -  2 ,  

bn und cl  gehen. - Diese Aufgabe aber deckt sich mit der andern, zu den 
zwei festen Punkten c, und c der C4 zwei andere pn und q so zu bestim- 
men, dass [ c p ,  q] und [cl q p,] die C G e s p  in q und p, berühren. Proji- 
cirt man aber die C4 mit ihren Punkten c,, C, q ,  p, und deren Verbin- 
dungsgcraden aus cl auf eine Ebene, so erkennt man leicht, dass CS in 
letater Linie gilt ,  auf eincr ebencn CS zu zwei festen Punkten a und b einen 
Punkt  r so zu conutruiren, dass, wenn 9 = (Cs[ a L. (), 8 = (CS 1 b rl) ist,  die 
Tangente t~ durch 8 geht. - Die nenn Losungen dieser Aufgabe bestimmen 
die einzig moglichen neun der C4  ein-, dem willkiirlichen System n, . . . an 

umsühriebenen N- Ecke p,, pl . . . p,. 
Im dritten Falle, n = 3rn + 2, endlich ersehen wir mit Bezug auf 

Satz 1. das System der ersten n - 4 Fundamentalpunkte a,, a,, ... , a,,-4 
durch die beiden Curvenpunkte bnP3 und b,, dss Systcm der vier Curven- 
punkte a.-3, on-2, a n -  1 ,  an durch die zwei Punkte C. - 4  und c,, und 
reduciren dadurch die Frage auf die andere: Wenn b,, bn-3 ,  c , - r ,  cl 
irgend vier Curvenpunkte sind, wieviele Tetraeder Pl, p, ,  p.-3 , p,,-4 lassen 
sich dann der Curve einbeschreiben, deren vier Seitenfllichen [plpi,p,,-3]7 
[pnpn- J P I I -  11, [p,, - 31)- - 4p1] und [pn-apl pn] resp. dlirüh die Punkte Lin, 

bn-3, cn-a, cl gehen? 
Es ist aber klar,  dass, wenn auch nur ein solches Tetraeder exi- 

s t i r t ,  dann einmal und folglich auch ein- für allemal die Ueziehuiig 
(b., - 3 c,,- 4 c , ) ~  = 0 erfüllt ist. In  der That lassen sich aber stets solche 
Tetraeder und zwar im Ganzen neun construiren. 

Construction eines d e r  gesnchten Tetraeder. 

Der Einfachheit wegen mogen die gegebenen vier festen Curvenpuiikto 
mit a , ,  a , ,  a , ,  a, bezeichnet sein. 

*an verbinde die Punkte a,, a,, 3, durch eine Ebene und schneide 
mittels derselben die C4 zum vierttrn Male im Punkte a. Aus a lege man 
durch die Curventangente ta, im Funkte ai eine zweite Ebene und aus deni 
vierten Schnittpunkte b dieser mit der Curve lege man eine Osculations- 
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ebene an die Curve mit dem Berührungspunkte 8,. E s  sei q der vierte 
Schriittpunkt der Curve mit der Ebene [p4a,a,] und r ilir vierter Schnitt- 
punkt mit der Ebene [p,a,y]. Dann lege man aus 1 p,r 1 die vier Berlih- 
rungsebcnen an die Cd, [ 1 p4 r 1 pl],  und nehme den jedesmaligen Beriihrungs- 
punkt pl xur Ecke eines dem Dreikant p ,  1 agal a, 1 umschriebencn Dreiecks 

p,p,p,. Die Ebene eines dieser Dreiecke geht durch den Punkt a, und 
dieses Dreieck bestimmt mit p4 zusammen das gesuchte Tetraeder. Vergl. 
S 14 Satz 2. 

Es giebt sonach neun der Curve einbeschriebene Tetraeder, welche einem 
auf der Curve gegebenen Tetraeder urnschrieben sind. 

Wir stellen die Siitae über die S t e i n e r ' s c h e n  Punktsyateme auf einer 
CL4 nun nocbmals zusammcn. 

S i n d  12 P u n k t e  a, ... a, a u f  d e r  C4 b e l i e b i g  g e g e b e n ,  s o  
k o m m t  e s :  

w e n n  n. v o n  d e r  P o r m  3 m  i s t ,  i m  A l l g e m e i n e n  k e i n  M a l  
u n d  i m  B e s o n d e r n  d o p p e l t  u n e n d l i c h  v i e l e  M a l  v o r ,  d a s s  
d i e  n a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e n  S e i t e n f l a c h e n  e i n e s  d e r  C4 
e i n g e s c h r i e b e n e n  e i n f a c h e n  N - E c k s  d e r  R e i h e  n a c h  d u r c h  
d i e  TZ P u n k t e  a, ... a, g e h e n ;  
w e n n  a b e r  TZ v o n  e i n e r  d e r  P o r m e n  3 m + l ,  3 m + 2  i s t ,  
s t e t s  d o p p e l t  u n e n d l i c h  v i e l e  M a l  v o r ,  d a s s  s i c h  d e r  C4 
(312)-Ecke e i n s c h r e i b e n  l a s s e n ,  d e r e n  392 S e i t e n f l ü c h e n  
d e r  R e i h e  n a c h  d u r c h  d i e  P u n k t e  a, ... a, l a u f e n .  

Als specieller Pal1 dieses letzten Satzes ergiebt sich noch: 
3. I r g e n d  z w e i  P u n k t e  a,,  a2 d e r  C4 b e s t i m m e n  e i n  S t e i n e r -  

s c h e s  P u n k t s y s t e m  d e r  s e c h s t e n  O r d n u n g .  

g 20. 
Die folgendcn Betrachtungen beziehen sich wiederum auf die B e s t i m -  

m u n g  S t e i n e r ' s c h e r  P u n k t s y s t e m e  rtua a n d e r e n  g e g e b e n e n .  Die 
diesbeeüglichen Satze lassen sich aus dem folgenden Haupttheorem ableiten. 

1. S i n d  a u f  d e r  C4 d r e i  S t e i n e r ' s c h e  P u n k t s y s t e m e  e r s t e r  
O r d n u n g  a,a, ... a,, b16, ... 6, u n d  c,c2 ... c, g e g e b e n ,  s o  w i r d  d i e  
Curve  v o n  d e n  n. E b e n e n  [aibici] ( i = 1  ... n) i n  d e n  n P u n k t e n  bi 
e i n e s  v i e r t e n  S t e i n e r ' s c h e n  S y s t e m s  g e s c h n i t t e n  (n.=3m). 

B e w  eis .  Denn sind pl . .. p, ,  q i  .. . q,, rl .. . r ,  drei zu den Systemen 
gehürige Polygone und verbindet man drei entsprechende Punkte dieser, 
p i ,  q, , ri durch eine Ebene q i ,  so schneiden drei aufeinander folgende Ebe- 
nen q :  q i - ~ ,  q i ,  qi+, , die C4 zu viertcn Yalen in drci Punkten t i p i ,  ti, 
t i + ,  einer Ebene t.i durch den Punkt  bi und die a Punkte t i  bestimmcn 
ein Polygori des Sydems b i .  

la)  Sind a, ... 0, und b, ... bn zwei S t e i n e r ' s c h e  Punktsysteme, 
und sind 
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144 Die Raumcurven IV. Ordnung 1. und 2. Species etc. 

. 
or) s, ... s, entweder die n Tangenten der Curve in  den Punkten b, ... 6, 

oder die Seiten des einfachen n -Ecks b, .. . b,, 
p) im Falle n O (mod 2 )  s, . . . s, die Verbindenden der f n Paare von - 

Gegenecken bi und b S n t i ,  2 

n 
so schneiden die n oder 2.-- Ebenen [aisi] die C4 in n Punkten ci eines 

2 
dritten S t e i n e r ' s c h e n  Systems erster Ordnung. 

1 b) 1st a, . . . a, ein S  t e  i n  e r  'sches Punktsystem erster Ordnung und 
bedeutet a', den vicrten Schnittpunkt der Curve entweder mit ihrcr Schmie- 
gungsebene a, im Punkte ai ,  oder mit der Verbindungsebene ni der Punkte 
a , - ~ ,  a i ,  ai+, , so bestimmen die n Punkte ari ein zweites Steiner'sches 
Punktsystem erster Ordnung. 

Sa) B e s t i m m e n  d i e  n = 9m P u n k t e  a, ... a, e i n  S t e i n e r ' s c h e s  
S y s t e m  d e r  e r s t e n  O r d n u n g ,  s o  b e s t i m m e n  d i e  3 m  Ebenen 
[aiai+smai+e,] d u r c h  i h r e  v i e r t e n  D u r c h s c h n i t t e  6, ... b3, m i t  der 
C 4  e i n  v i e r t e s  S t e i n e r ' s c h e s  S y s t e r n ,  u n d  z w a r  v o n  d e r  ers ten 
O r d n u n g .  Oder: B e s t i m m e n  d i e  3 m  P u n k t e  a, ... aam e i n  S t e i n e r -  
s c h e s  S y s t e m  d r i t t e r  O r d n u n g ,  s o  b e s t i m m e n  d i e  3na Schrnie- 
g u n g s e b e n . e n  d e r  C4 i n  i h n e n  d u r c h  i h r e  v i e r t e n  D u r c h s c h n i t t e  
b, ... bsrn m i t  l e t z t e r e r  e i n  s o l c h e s  d e r  e r s t e n  O r d n u n g .  Und: 

2bj S c h n e i d e t  m a n  d i e  C4 a u s  d e n  Sm P u n k t e n  6, e i n e s  Stei-  
n e r ' s c h e n  P u n k t s y s t e m s  e r s t e r  O r d n u n g  d u r c h  d i e  3m Ebenen 
pi i n  d e n  3na . 3  P u n k t e n  a i l  aarn+i, as,+i, s o  b e s t i m m e n  d i e  Sm 

P u n k t e  a,, a 2 ,  ..., asm e i n  S t e i n e r ' s c h e s  P u n k t s y s t e m  erster  
O r d n u n g .  Oder: L e g t  m a n  a u s  d e n  3 m  P u n k t e n  6, ... barn eines 
S t e i n e r ' s c h e n  S y s t e m s  e r s t e r  O r d n u n g  3 m  S c h m i e g u n g s e b e n e n  
a n  d i e  C4, s o  b e s t i m m e n  d e r e n  3 m  B e r t i h r u n g s p u n k t e  a, ... as, 
e i n  s o l c h e s  d e r  d r i t t e n  o d e r  d e r  e r s t e n  O r d n u n g .  

3aj S i n d  a, ... an u n d  b, ... En z w e i  S t e i n e r ' s c h e  S y s t e m e  der 
e r s t e n  O r d n u n g ,  u n d  i s t  p i r g e n d  e i n  C u r v e n p u n k t ,  s o  schne i -  
d e n  d i e  12 E b e n e n  [pa,Lii] d i e  C4 z u  v i e r t e n  M a l e n  i n  n P u n k t e n  
ci e i n e s  d r i t t e n  S y s t e m s  d e r s e l b e n  O r d n u n g .  

3 h )  1 s t  a, ... a, e i n  S t e i n e r ' s c h e s  S y s t e m  e r s t e r  Ordnung  
d e r  C4, u n d  i s t  s i r g e n d  o i n e  S e c a n t e  d e r  C u r v e ,  s o  schne iden  
d i e  n E b e n e n  [sai] d i e  C4 zil v i e r t e n  M a l e n  i n  n P u n k t e n  bi eines 
z w e i t e n  S t e i n e r ' s c h e a  S y s t e m s  e r s t e r  O r d n u n g .  

Das Haupttlieorem und seine untei  den Rubriken 1, 2,  3 enthaltenen 
Folgerurigen lassen sic) leicht auf Systeme hoherer Ordnung ausdehrieii. 
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VIII. 

Zur Reduction der elliptischen Integrale in die 
Normalform. 

Von 

E. VORSTEHER, 
Cand. math. in Berlin. 

In der Theoric der elliptischen Punctionen ist es eine der ersten Auf- 
gaben, das Integral 

wo R die Quadratwurzel aus oiner Function viorten Grades bedcutet, in die 
Normalform überxuführen. Dabei sind die drei Falle z i ~  unterscheiden , dass 
von den vier Wurzeln von R2 entweder alle reell, oder zwei reell und zwei 
complex, oder endlich alle complex sind. I n  seiner Abhandlung: ,,Deber 
die Substitutionen der ersten Ordnung und die Umformung der elliptischen 
Integrale in die Normalformu ( C r e l l e ' s  Journal Bd. 34) ha t  B i c h e l o t  
gezeigt, wie diese Reduction sicli durch Substitutionen der genannten Ar t  
ausführen lasst und wie der zweite und dritte der genannten Falle sich mit  
Leichtigkeit auf den ersten zurtickftihren lassen. Dem i n  der R i c  h e l o  t - 
schen Abhandlung eingebaltenen Gange folgt D u r  é g e i n  seinem Lebrbuche: 
Theorie der ellipt. Functionen, 3. Aufl., Leipzig 1878. Da aber R i c h e 1  O t 
in seiner Abhandlung sich eine kleine Incorrectheit zu Schulden kommen 
lasst und D u r é g e  (5 13 der Ellipt. Funct.) in weiterer Verfolgung des 
R i c h e l O t'schen Gedankenganges einen Irr thum begeht , der ihn zu falscben 
Endergebnissen führt ,  so sei es mi r  an dieser Stelle gestattet, nochmals 
auf den so wichtigen Gegenstand zurückzukommen. Aus dem oben angege- 
benen Grunde betrschte ich dabei nur den Fall,  dass die vier Wurzeln von 
P a l l e  reell sind. 

m i r  stellen uns also die Aufgabe, das Differential 
dx ---- d x  

- /-zq) (G- ;rq 
durch eine lineare Substitution auf die Form 

C 
d s  

((1 - 2 )  (1  - k2sx)  
zu bringen. Da R verschwindet, wenn x einen der Werthe p, q ,  n, x an- 
nimrrit, (1 -9) (1 - k2z2) aber Nul1 wird, wenn 5 einen der Werthe +l, 
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146 Zur Reduction der elliptischen Integrale i n  die Normalform. 
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1 1  
-1, - - erhalt, so folgt, dass die Substitution derart sein iniiss, 

k 
dass jedem der Werthe p, p, x ,  x  von x einer der Werthe +1, -1, 

1 1 + - 7  - - von B entspreche. Wir  wollen festsetzcn, dass dem Werthe 
k 

p  der Werth + 1, dem Werthe q der Werth - 1 ,  den Werthen x iind x 
1 1 

resp. die Werthe +- und - entsprechen. Ilen ersten lieiden Bestsetz- 
k k 

urigen genügen wir, indem wir setzen 

- 
den letxten beiden, inclem wir 

2)  
x - n  1 - k z  
-=Q-- 
x - x  l + k a  

setxen. 
Substituirt man in diesen Gleichungen für  x  die Werthe p, q ,  n ,  x 

1 1  
und fiir z die ihnen entsprechcnden Werthe + 1 ,  - 1, + - , - - so erhiilt 

k  7c 
man zur Bestimmung von P, 3, k  die folgenden Gleichiingen: 

1-k p - n  1 - k  
n>- - - p- -- - Q - l  

3) 
"-4 l + k l  p - x  l + k  

I + k  y - n  l + k  x - p  =-p-* -- 
x - P  1 - k  y-x -Qm 

und hierails folgt durch Multiplication 

Dass nun, wenn wir P, Q ,  k  diesen Gleichungen gemass bestimmen, 
die Gleichungen 1 )  und 2) genau dasselbe aussagen, folgt daraus, dass 
beide Gleichungen die Porm haben 

A x z + B x + C z + D = O .  

Wenn wir also für x  und z die erwahnten vier Werthepaare einsetzen, so 
bestimmen sich einerseits k ,  andererseits die Verhal tni~se von A,  3, C, D 
Die Gleichungen 1) und 2) stellen, auf ein rechtwinkliges Coordiuaten- 
system bezogen, eine gleichseitige Hyperbel dm,  deren Asymptotcn dei] 
Coordinatenaxen parallel sind, falls die Grossen P, Q, k reell sind, faIl3 
also unsere Substitution überhaupt reell ist. 

Die Grossen P, Q,  k werden reell, wenn die rechten Seiten der Gleich- 
ungen 4) positiv sind, und dies ist der Fall, wie man leicht sieht, weni: 

man dafür Sorge t r ig t ,  dass p und q ,  n und x. je zwei der Grijsse nach 
aufeinander folgende Wurzeln sind. Dabei hat man die grüsute und kleinate 
Wurzel nuch als zwei aufeinander folgende gelten zu lassen. Durch diese 
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Von E. VORSTEHER. 147 

Bedingung werden von den 24 moglichen Anordnungen der Grossen p ,  q, 
n, x acht ausgeschlossen. 

Halt man an dieser Redingung fest, so hat man eine reelle Substitu- 
tion, und man kann leicht zeigen, dass diesel'oe die verlangte Transforma- 
tion des Differentials leistet. Differentiirt man die Gleichungen 1)  und 21, 

Dividirt man diese Gleichungen resp. durch die Gleichungen 1) nnd 2) ,  so 
erhalt man 

d a ( p - d d x  = - s  ( n - x ) d x  - 2 k  d a  
( = P ) ( x - ~ )  1-2" ( 2 - z ) ( x - % )  1 -k"a"' 

mithin 
d x d a - + - 2- -- - - 

J A ( x - ~  ( X - ~ ~ ( X - Z ) ( X - ~ )  J A ( ~ - ~ ) ( ~ - ~ )  J ( i - ~ y ( i - k k e ~ ~ ~  

wo das obere oder iintere Zeichen z i i  wkhlen is t ,  je nachderh x  und a gleich- 
zeitig abnehmen, oder x  wachst, wahrend a abnimmt. Da n a d i c h  nach 
der Gleichung 1) oder 2) x eine eindeutige Function von a und umgekehrt 
auch a eine eindeutige Function von x is t ,  so folgt dass die Argumente x  
und s entweder stets zusammen wachseii, oder stets, watirend das eine 
wschst, das andere abnimmt. Man k6nnte dies auüh aus den Gleichungen 
5 )  schliessen, wie R i c h e l o t  und mit ihm D u r b g e  es thun. 

Es mogen nun ziinZchst folgende Remerkungen an iinsere bisherigeii 
Cleichiingen geknüpft werden Die Gleichungen 4)  lassen, selhst wenn wir 
die rechten Seiten derselben durch die den p, q ,  z, x aufgelegte Reding- 
ung positiv gemacht haben, noch immer eine doppelte Wahl  des Wurzel- 

1 - k  
zeichens zu. Die Grosse -- 

I + k  
ist nun positiv, so lange - 1 < k < 1, 

k slso ein positiver oder negativer echter Bruch i s t ,  negativ, wenn ke > 1. 
Wollen wir also für  k einen positiven oder negativen echten Bruch erhalteii, 

Wir sehen hier aiich, dass es unstat,t,haft k t ,  von vornherein k als 
eine positive Grosse anziinehmen, wie R i c h e l o t  und D u r é g e  es thun. 
Legen wir den Grossen p, y ,  x ,  x  niir die ails der Forderimg nach der 
Reellitat der Substitution sich ergebende Bedingung auf, dass p und q ,  m 

und x je zwei benachbarte Wurzeln sind, und wfihlen wir demgemass die 
Werthe von p ,  q ,  m ,  x  unter den Wurzelwerthen aus - es Sind noch 16 
verschiedene Anordnungen moglich -, so kann k ebensowohl positiv ais 
negativ werden. Bei acht Anordnungen wird k positiv, bei den übrigen 

10 * 
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148 Zur Reduction der elliptiscben Integrale in  die Normalform. 

acht negativ, wie daraus hervorgeht, dass nach Gleichung 6) k sein Zei- 
chen andert, wenn man p und q oder rr und x mitainander vertauscht, aber 

ungeandert bleibt , wenn man beide Vertauschungen gleichzeitig macht; bei 
diesen Vertauschungen fahren aber p, q ,  n, x for t ,  die ihnen auferlegte 
Bedingung zu erîülleii. Die Forderung, dass k positiv werde, würde also 
von den moglichen Anordnungen der Grossen y,  q ,  n ,  x acht weitere aus- 

schliessen, so dass nur acht Anordnungen übrig blicben, wolchc sich i n  
Gruppen von je vier so theilen, dass die eine Gruppe aus der andern ent. 
steht,  indem man gleichzeitig p und p ,  7c und n miteinander vertauscht. Da 
ferner, wie aus der Gleichung 1) hervorgeht, ,e in  - 8  tibergeht, wenn maii 

p und q vertauscht, BO wird zu der einen dieser Gruppen der Fa11 gehoren, 
dass a mit x wgchst, zu der andern der Fa l l ,  dass a abnimrnt, wahrend z 
wachst. - Wenn also R i e  h e l o  t meint,  dass von den 16 verschiedenen 
Anordnungen , welche reelle Substitutionen liefern , ach t ausgeschlossen wer. 

den müssen, weil der Modul k ein unechter Bruch werde, so ist dies ein 
l r r thum;  k kann stets zu einem echten Bruch gemacht werden durch die 
angegebene Wahl des Wurzelzeichens. Lassen wir die Forderung, dass der 
Modul k positiv werden solle, fallen, so sind alle 16 Anordnungen anwcndbùr. 

1 - k  
Haben wir das Vorzeichen von -- 

l + k  
bestimmt, so ist damit auch naeh 

den Gleichungen 3) das Vorzeichen von Y und Q bestimmt. Wiihlen wir 
dieses Vorzeichen gemass der Gleichung 6) als positiv - und wir werden 
nachher sehen, warum wir es so wiihlen müssen -, so wird nach 3) P 
positiv, wenn p und q die beiden aussersten, d. h. die groeste und kleinste 
Wurzel von RQind;  in jedem andern Falle dagegen wird ,P negativ. 
Q wird nach 3) negativ, wenn n und x die beiden Lussersten Wurzeln sind, 

in  jedem andern Falle positiv. Uurch diese Bernerliung erledigt sich mit 
einem Schlage die ganze Betrachtung, welche D u r d g e  S. 49 flgg. zur Be- 
stimmung des Vorzeichens von P anstellt, und man erkennt zugleich, dass 
die Meinung von D u r  è g e ,  dass von der Grosse Q ,,gane das Namliche" 
gelte, wie von P, irrig ist. Haben wir die Werthe von p, q ,  x ,  x unter 
den vier Wurzeln von R 2  so gewahlt, dass p und q ,  n und x benachbarte 
Wurzeln sind, und haben wir dann gemiiss der eben angegebenen Regrl 
die Zeichen von P und Q bestimmt, so konnen wir aus den üleichungsn 

6) ablesen, ob x und a bei diescr Wahl der Grossen p, 9 ,  n;, x glcich- 
xeitig wachsen, oder ob das eine wachst, wahrend das andcre abnimrnt. Dis 
Erstere ist der Fa l l ,  wenn 

P !J k - und - 
P-Cl l t - X  

negativ sind, das Letztere, wenn diese Grossen positiv sind. 

R i  c h e l o  t und mit ihm D u r i?g e beachten dagegen die Gleichungen 3)  
nicht,  sondern suchen die Zeichen von P und Q aus den Gleichungen 51 
zu bestimrnen, indern sie aus diesen Gleichungen den umgekehrten Schluss 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ziehen, dass den Grossen P und O ein solches Zeichen beiznlegen sei, dass 
P 
- und -- (sie betrachten k von vornherein als positiv) negativ wer- 
P-P a-Y. 

den, wenn z und z gleichzeitig wachsen, positiv, wenn das eine abnimmt, 
wahrend das andere wgchst. Sie bedürfen daheï erst einer Betrachtung 
dariiber, bei welchen Anordnungen der Grosscn p: q ,  n, x das Eine oder 
das Andere stattfindet und wie in diesen Fiillen dtas Zeichen von p - q  resp. 
n - x beschaffen ist. Dass D u r  è g e dabei zu einer falschen Restimmung 
betreffs Q kommt , ist  schon erwahnt. Die von R i c h e 1 0  t angegebenen 
Formeln sind richtig. 

Die 16 Anordnungen der Grossen p, q ,  n, x ,  welche reelle Substitu- 
tioncn licfern, thcilen sich, wie wir schon erwiihnt haben, in  zwei Gruppen 
von je acht Anordnungen, für deren cine k positiv, für deren andere k 
negativ ist. Jede dieser zwei Gruppen theilt sich wieder in zwei Gruppen 
von je ~ i e r  Anordnungen, ftir deren eine x und a stets gleichzeitig wachsen, 
wahrend für die andere x wtichst bei abnehmendem z. Wir  wollen diese Sub- 
stitutionen jetzt angeben. Zunachst suchen wir die Substitutionen, bei denen 
k positiv wird. Ausserdem setzen wir fest, dass k ein echter Bruch sei, 

1 - k  
dass also - 

1-l-k 
gemass der Gleichung 6) als positiv angenommen und dem- 

nach die Zeichen von P und Q nach der angegebenen Regel bestimmt seien. 
Ordnet man d a m  die Werthe von a ,  welche den vier Wurzeln von Re ent- 
sprechen, der Grosse nach, so hat man i n  wachsender Reihenfolge 

entsprechend den Werthen von x: 
x ,  41 P, n* 

Sollen nun x und a gleichzeitig wachsen, so iniissen die Werthe von x ,  q, 
p, a auch eine wachsende Reihenfolge bilden; sol1 aber x abnehmen, wahrend 
z wachst, so müssen die Werthe von x ,  q ,  p, z eine abnehmende Reihen- 
folge bilden. Dabei haben wir uns zu denken, dass das Wachsen oder Ab- 
nehrnen von x ohne Aufhoren durch + oo oder f oo hindurch geschehe. 
Rezeichnen wir also die vier Wurzeln von RZ, der Grosse nach geordnet, mi t  

O11 P l  Y, 8,  
se dass > /3 > y > 8 ,  so haben wir das folgende Sehema für  die acht 
Auordnungen, bei denen k positiv ist:  

k > O ,  x und z wachsen gleichzeitig: 
1 1 

E ...-x 9 -1, +l,  + x 3  
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k > O ,  z nimmt a b  bei wachsendem x: 
1 

2 . . . - - 7  

1 
k - 1 ,  +l,  +%Y 

Vertaiischen wir in  diesen beiden Schemata die Werthe von n iind x ,  

so erhalten wir die achf Anordnungen, für  welche k negativ wird; die Be- 
ziehung zwischa  x und s bleibt dieselbe. Uestimmen wir aber k nicht 

1 - k  
gemass der Gleichung 6), sondern nehmen -- 

l + k  
positiv, so dass alsa k 

ein unechter Druch wird, so kehren sich auch die Zeichen von P und & 
u m ,  und es folgt dann aus den Gleichungen 5), dass in  diesem Falle fur 

die ersten vier Anordnungen 8 bei wachsendem x abnimmt, fiir die zweiten 
vier Anordnuugen x und .z gleichzeitig wachsen. 

Das Integral S"R" 
ist  nun aber ers t  dann auf die Normalform reducirt, wenn die Grenzen 

des neuen Integrals zwischen -1 und + l  liegen. Damit das Integral 

y+ reell soi, messen die Grenzen der Integration zwischen zwei aufeia 

ander folgenden Wi~rze ln ,  d. h. in  den Intervallen 

1) R . . . p ,  
2 )  p . - -  y ,  

3) y . . .  6 ,  
4) 

- 
6 . . .  + o c  ... a 

liegen und A muss ein solches Zeichen haben, dass R a  positiv wird. Im 
andern F d e  konnen wir das Integral in mehrere reelle und imaginire 
Theile zerlegen, von denen jeder die Bedingung, dass die Integrationr. 
grenzen ein Intervall nicht tiberschreiten, erfüllt. E s  ergcben sich hiernach 
vier Fglle, je nachdem die Integrationsgrenzen im ersten, aweit,en, dritten 
oder vierten Intervall liegen, und wir mllssen sehen, ob wir für jeden dieser 
Falle unter den a m  den obigen Schemata sich ergebenden Reductionsforrneln 
solche auswahlen konnen, bei denen die Bediugung, dass die Grenzen vcn 
z zwischen + 1 und - 1 liegen, erftillt ist. Ben Fa11 eines negativen 1; 
brauchen wir nicht weiter zu beriicksichtigen, da es uns jetzt nur um Auf- 
findung einer passenden Reductionsformel zu thun i s t ,  diese aber im Falle 
eines positiven und eines negativen k ungeandert bleibt. Zunachst aber 
erkennen wir, dass k jetzt kein unechter Bruch sein kann,  dass wir also 
k gemass der Gleichung 6) bestimmen mtissen. Denn ware k ein unechkr 
Bruch, so würde Z,  wenn es von - 1 bis + 1 continuirlich fortschreitet, 
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1 
auch die Werthe -- 1 

k 
und +- passiren, und es würde also x bei dem 

k 
Fortschreiten von y nach p auch die Werthe x  und n passiren, also mehrere 
Intervalle durchlaufen. 1st aber 72 ein echter Bruch,  so durchlauft x ,  wah- 
rend a von - 1 nach + 1 geht , nur das Intervall y . . . p, und wir erreichen 
also sofort unssrn Zweck, wenn wir für p und y eben diejenigen Wureel- 
werthe nehmen, zwischen denen die Integrationsgrenzen des x  liegen. Dem- 
naeh haben wir in jedem der angegebenen Schemata die erste Anordnung 
zu wahlen, wenn die Integrationsgrenzen des x  im ersten Intervall liegen, 
die zweite, wenn sie im zweiten Intervall liegen u. S. f. F ü r  jedes der 
Intervalle, in welchem x liegen kann, haben wir also zwei Reductionsfor- 
meln, welche das Integral auf die Norrnalform zurückführen. Bei der einen 
dieser Reductionsformeln wachsen x und s gleichzeilig, bei der andern 
viichst x bei abnehmendem z. 

Stellen wir die Reductionsformeln noch einmal zusammen, so sind si&: 

-, weuu x in einem der drei ersten 'zZT J ( P = ~ ( P + )  1-5 Intervalle liegt, 
2 -0  (q-.) +, wenn x im vierten Intervalle liegt 

oder 
-, wenn x im zweitenIntervalleliegt, 

n;) (q- ld)  1 - k s  ---- +, wenn x im ereten, dritten oder 
x - x  ( ~ - x ) ( q - x )  3 + k a  vierten Intervalle liegt , 

d x 2 / k  - d 2 
= + - 

A - x - ( x - ( x - )  ~ ~ ( ~ - ~ ) ( x - I I ) ~ f l - z ~ ) j l - k ~ z ~  ) 
+, wenn a: und z gleichzeitig wachsen, 
-, wenn a abnimmt bei wachseudem z. 

Bernerken will ich noch, dass D u r kg e in  einem an mich gerichteten 
Uriefe die Ausstellungen, die ich an seiner Darstellung machte und auf die 
ich im Vorigen an den geeigneten Stellen hingewiesen habe, als unzutref- 
fend bezeichnete , in eine Polemik aber nicht eineugehen wünschte. Ich 
tibergebe dieselben deshalb dem Urfhuile des mathematischen Publicums. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IX. 

Zur Einführung der Liniencoordinaten in die 
analytische Geometrie der Ebene. 

Von 

Dr. C. KOEHLER 
in Heidelberg. 

Hierzu Taf. II Fig. 1-7. 

I n  einer Mittheilung des Herrn R e u s c h l e  im XXXI. Bande dieser 
Zeitschrift (S. 371) wird mit Recht darauf aufmerksam gemacht, dass die 
Art ,  wic die rechtwinkligen Liniencoordinaten* i n  den meisten Lehrbüchern 
der analytischen Geometrie der Ebene eingeführt werden, etwas Willkür- 
liches und Unbefriedigendes habe, und dann ein Weg zur Einführung dieser 
Coordinaten vorgeschlagen, der logischer sei als der bisherige und sich 
dabei durch grosse Einfachheit auszeichne. Dieser Weg làsst aber, wie ich 
glaube, die Analogie zwischen den Linien - und Punktcoordinaten nicht 

A B 
geniigend hervortreten; er zeigt zwar, dass es logischer ist, - und CI - C 

A C 
statt  etwa - und - 9 als Coordinaten der Geraden zu wahlen, wenn 

B B 
A x  + By + C= O deren Gleichung i n  Cartesischcn Coordinaten ist , er ent- 
hüllt aber nicht, weshalb auch alle anderen Bestimmungsstlicke der Geraden, 
z. B. ihr  senkrechter Abstand vom Anfangspunkte des Systems und dessen 
Winkel mit der %-Axe, als Coordinaten derselben nicht in  Betracht kom- 
men k6nnen und es geradezu nothwendig k t ,  die negrttiven reciproken 
Axenabschnitte als Coordinaten der Geraden zu wlhlen. Auch fehlt in der 

- 
Mittheilung des Herrn R e u s  c h l  e , wie in fast d e n  Lehrbüchern , die Her- 
vorhebung des Falles, in welchem diese Coordinatenbestimmung versagt, 
wahrend ich diese schon deshalh ftir unbedingt nothwendig halte, weil dabei 

* Im Folgenden werden die Coordinaten der Geraden im rechtwinkligen 
Cartesischen Coordinatensystem stets kurz als rechtwinklige Liniencoordinaten 
bezeichuet, um dadurch hervorzuheben, dass ihuen dasselbe Coordinatensystem zu 
Grunde liegt, wie den Cartesischen Punktcoordinaten. Bezeichnet man erstere 
namlich im Gegensatz su letzteren, wie dies vielfach geschieht, als Plücker'sche 
Liniencoordinaten, so kann dadurch leicht die Voratellung erweckt werden, dan 
System, auf das sie bezogen sind, sei von dem Carteeischen verschieden. 
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neben aller Analogie doch auch ein wesentlicher Untcrschied zwischen den 
rechtwinkligen Punkt-  und Liniencoordinaten sich zeigt. 

Ich mtichte nun in dieser Notiz den Weg mittheilen, auf dem ich in 
meinen Vorlcsungen über analytische Geometrie die rechtwinkligen Linien- 
coordinaten einzuführen pflege und den oben gestellten Anforderungen ge- 
recht zu werden versuche; e r  ist wciter als der gewtihnliche, darf aber 
trotzdem, wie ich glaube, kaum als Umweg bezeichnet werden, da e r  in  
der Vorlesung, wenn nicht schon vor - wie hier -, dann jedcnfalls nach 
Einftihrung der rechtwinkligen Liniencoordinaten zurtickgelegt werden muss. 

Selbstvcrst~ndlich beabsichtige ich nicht, etwas tbatsachlich Neues zu 
geben; nur die Anordnung des Stoffes dürfte vielleicht neu sein, indem bci 
derselben die homogcnen Coordinaten die Brücke bilden, welche von den 
rechtwinkligen Punkt-  zu den reohtwinkligcn Liniencoordinaten hinüberführt. 
Durch diese Darstellung wurde ich dann noch fast unwillkürlich zu einigen 
Retrachtungen tiber das von Herrn S c h  w e r i n  g eingeführte Coordinaten- 
system (vergl. diese Zeitschrift Bd. XXI) veranlasst, die ich derselben anfüge. 

1. 
Bedeuten x ,  y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes und i s tX 

1) Hi = a i x +  b i y + c i ,  
so sind 

H,=O, B , = O ,  % = O  
die Glcichiingen der Seiteu eines Dreiecks, wenn die Dotcrminante (al bac,) 
nicht vcrschwindet. Unter diescr Voraussetzung liann man jede beliehige 
Geradc g der Ebene durch cine Glcichung von der Form 

+ u2H2 + u , q  = O  
darstellcn. Schneidet namlich (Fig. 1) g die Seite N,N, im Punkte N', 
und ist  V= O die Gleichung der Gcradcn NIN',, so hat die Gleichung von 
g jedenfalls die Form 

v+u,n,= O ;  
V selbst aber ist ,  da NIN', durch den Punkt  NI geht, von der Form 

v =  u2n2 + 26&, 
folglich ist die Gleichung der Geraden g 

2) z u i  Ili =o. 
Hat g in rechtwinkligen Coordinaten die Gleichung 

P x + Q g + R = O ,  
so dienen zur Bestimmung der Constanten ui die drei Gleichungen 

* lm  Folgenden ist stets i =  1: 2 ,  3 zu setxen, so dass also eine Gleichung, 
die diesen Index, aber kein Summenzeichen entha l t ,  stetd die Stelle von drei 
Gleichungen vertritt. 
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die immer auflosbar sind, wenn die Determinante (a, b, c,) nicht verschwin- 
det, was j a  oben vorausgesetzt isl. 

I n  der neuen Gleichung der Geraden enthalten die Ausdrücke Hi die 
Variablen x und y ,  sie iindern sich also selbst m i t  diesen; wir haben somit 
die Gerade hier dargestellt durch eine homogene lineare Gleichung mit drei 
Variablcn. 

Wir  fragen niin nach der geometrisçhen Bedeutung dieser Variablcn. 
Da man die Gleichung 2) mit einem constanten Factor multipliciren darf, 
ohne dass sie deshalb aufhort, die Gerade g darzustellen, so ist zunachst 
klar ,  dass es nur  auf die Verhiiltnisse der neuen Variablen zu einander, 
nicht auf die Werthe der letzteren selbst ankommt. Perner ist 

- Hi 
J a ; . i ~ b ; 2 =  ri 

der senkrechte Abstand des Punktes z, y von der Geraden E; = O ,  also 

Hi = ki 7i, 

wo der constante Factor /ci nur abhangt von den Coefficienten der Gleich- 
ung Hi = O  und folglich fü r  alle Punkte x ,  y der Ebene derselbe bleibt. 
Dagcgen wird ki sich Sndern mit der Form der Gleichung Hi = 0, z. B. 
-- - 1 sein, wenn diese Gleichung die Ho s s e  'sche Normalform bcsitzt; die 
drei Factoren ki werden also einmal beliebig gewahlt weï-den konnen, danu 
aber bei beliebiger Bewegung eines Punktes in  der ganzen Ebene festgehalten 
werden müssen. Daher haben wir fiir die neuen Vaxiablen Hi folgende 
geometrische Bedeutung: sie sind proportional beliebigen, aber fest gewihl. 
ten Vielfachen der senkrechten Abstande des betrachteten Punktes von den 
drei Geraden Hi = 0. 

Aus den Definitionsgleichungen 1) dieser Grossen folgt direct, dass, 
wenn ein Punkt x ,  y gegeben i s t ,  ihre Verhiiltnisse bestimmt sind, und 
dass umgekehrt, wenn diese Verhaltnisse beliebig gegeben sind, durch sie 
ein Punkt  x ,  y der Ebene eindeutig bestimmt ist;  die Grossen Hi sind 
derunach sine neue Art von Coordinaten des Yunktes in der Ebene. Setsen 
wir, da es doch nur auf ihre Verhaltnisse ankommt, H i  = e x i ,  wo p ein 
beliebiger Factor is t ,  so lautet die Gleichung der Geraden in den nouen 
Coordinaten : 

.%Aixi  = O ,  
und der Zusammenhang zwischen ihnen und den rechtwinkligen Punkt- 
coordinaten ist gegeben durch die Gleichungen 

3) Q X ~  = a i x + b i y + c i .  
Da die Gleichung der Geraden u n d ,  wie man durch Auflosung der Gleich- 
ungen 3) nach x, y, 1 sieht, ebenso diejenige jeder Curve nter Ordnung in 
diesen Coordinaten homogen wird,  so nennt man dieselben homogene CO 
ordinaten und zwar homogene Dreieckscoordinaten, weil aie bezogen sind 
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auf das aus den Geraden Hi = 0 oder xi = O gebildete Dreieck. Dieses 
selbst wird das Fundamentaldreieck, seine Seiten werden die Fundamental- 
linien, seine Ecken die Fundamentalpunkte des Coordinatensystenis genannt. 

Für  die neuen Coordinaten zi hat man auch die Definitionsgleichungen 

die unabhkingig von dem rechtwinkligen Coordinatensystem sind, von dem 
wir ursprünglich ausgingen. Sie sagen aus,  dass die xi proportional sind 
gegebenen Vielfachen der senkrechten Abstande des betrachteten Punktes 
von den drei Fundamentallinien. Doch kann man diese Abstande, s ta t t  in 
senkrechter, aiich in  drei beliebigen, aber fest gcgebenen Richtungen messen; 
denn ist der Abstand irgend eines Punktes in  der Richtung, die den Winkel 

ri 
oi mit der Seite xi = 0 des Dreiecks bildet , gleich y i  , so ist stots pi = ; 

S2rl W i  

die unter dem Winkel mi gemessenen Abstande Sind also gegebene Vielfache 
der senkrechten Abstande, da sin mi von dem betrachteten Punkte vollig 
unabhiingig ist. Man kann demnach auch sagen: Die homogenen Coordi- 
naten zi eines Punktes sind proportional seinen in drei beliebig, aber fest 
gewiihlten Richtungen gemessenen Abstanden von den drei Fundamental- 
linien. Dabei darf aber keine der gegebenen Eichtungen der ihr  entspre- 
chenden Fundamentallinie parallel sein, da oonst sin m i  = 0, also y i  im 
iîllgemeincn unendlich gross wird. 

Aus dem Vorhergehenden folgt direct, dass, wenn wir in  den Gloich- 
ungen 4) den drei Constanten ki beliebig gewahlte bestimmte Werthe ge- 
geben haben, wir beim Uebergang zu rechtwinkligen Coordinaten setzen 
müssen 

indem wir den auf einer Seite dieser Gleichungen auftretenden Factor - 1 
in p hineinziehen. Sollen insbesonderc unsere homogenen Coordinaten eines 
Punktes den senkrechten Abstanden selbst von den drei Fundamentallinien 
proportional sein, so ist  zu setzen 

1st dagegeii von vornherein der Zusammenhang zwischen den homogenen 
und den rechtwinkligen Coordinaten gegeben durch die Gleichungen 3), so 
dürfen die Constanten ki nicht mehr beliebig gewahlt werden, sie haben 
d a m  die Werthe 

ki = J---- ai+ +i2 
odw genauer gesagt: sie sind diesen Quadratwurzeln proportional zu nehrnen. 

Wie wir nun aiif diese Weise die Lage eines Punktes durch die Ver- 
haltnisse x,:~,: z3 bestimmt findcn und die Grossen xi deshalb als Coordi- 
naten des Punktes bctrachten konnen, obenso wollen wir jetzt drei Grossen 
definiren, durch deren V e r h a h i s s e  die Lage einer Geraden in der Ebene 
bestimmt is t ,  und diese als Coordinatan der Geraden einftihren. 
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I n  unseren homogenen Punktcoordinaten hat  die Gleichung einer Geraden 
die Form 

2 u i x 1  = O ,  

ihre Lage ist demnach bestimmt durch die drei constanten Grossen zci oder 
richtiger, da  man durch eine derselben die Gleichung dividiren darf, durch 
die Verhsltnisse dieser Grossen. Wir  besitzen also in ihnen homogene Co- 
ordinaten der geraden Linie; dieselben sind zunachst nur analytisch dcfinirt 
als die Coefficienten der Gleichung der betreffenden Geraden i n  homogenen 
Punktcoordinaten, wir werden aber ihre geometrische Bedeutung bald kennen 
lernen. 

Vorher fragen wir nur noch: welches geometrische Gebilde stellt eine 
in diesen Liniencoordinaten homogene lineare Gleichung dar?  oder: welches 
Gebildc constituiren alle Geraden, deren Coordinaten ui der Gleichung 

5) .Zaiui = O 
geniigen ? 

Sind die Coordinaten einer dieser Geraden, so muss sein 

L d 2  uti = O ;  
nun lautet die Gleichung dieser Geraden in Punktcoordinaten 

2upixi  = O,  

sie ist a190 erfiillt für xi = d i ,  die betreffende Gorade gc'ht sornit durch den 
Punkt mit den Coordinaten d,, jede der Geraden, deren Coordinaten der 
Gleichung 5) genügen, geht folglich durch diesen Punkt. Ebenso zeigt 
man ,  dass die Coordinaten jeder beliehigen Geraden, die durch den Puukt 
di geht , der obigen Gleichung genügen müssen ; durch diese Gleichung sind 
demnach alle und nur diejenigen Geraden bestimmt, welche durch den Punkt 
d,. gehen; sie ist d s o  die Gleichung dieses Punktes, da man cincn Punkt 
ebenso gut  als den gemeinsamen Ort  aller durch ihn hindurchgehenden 
Geraden ansehen kann, wie man die Gerade als den Ort aller auf ihr liegen- 
den Punkte betrachtet. 

Eine lineare Gleichung in diesen homogenen Liniencoordinaten stellt 
also stets einen Punkt dar, dessen Coordinaten man aus ihr direct ablesen 
kann; es sind ihre Coefficicnten, ganz cbenso wic i n  der Gleichung der 
Geraden die Cocfficienten die Coordinaten derselben waren. Sieht man also 
in der Gleichung 

L u i  xi = O 

die Grossen xi als variabel, die zci als constant a n ,  so stellt sie dar eine 
Geradti mit den Coordinaten zci ; sieht man dagegen die Grossen zci 81s varia- 
bel, die xi als constant a n ,  so stellt sie dar einen Punkt  mit  den Coordi- 
naten x i .  Schon hier tritt  in formaler Beziehung eine grosse Analogie 
zwischen Punkt -  und Liniencoordinaten zu Tage, wir werden deshalb erwar- 
ten dürfen, dass auch die geometrische Bedeutung der Liniencoordinaten 
eine derjenigen der Punktcoordinaten entsprechende sein wird. 
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Gm diese geometrische Bedeutung, d. i. die Bedeutung der Coefficienten 
ui in der Gleichung Zuizi = O  der beliebigen Geraden g kennen zu lernen, 
führen wir in sic st.att der homogenen Punktcoordinaten wieder die ursprüng- 
lichen rechtwinkligen ein durch die Gleichiingen 

aiisserdem werde sie durch Multiplication mit dem constanten Factor z auf 
die Normalform gebracht, so dass sie lautet: 

r Bui ki (x c o s q  + y sin ai - ni) = 0. 
Sind nun pi, ui die rechtwinkligen Coordinaten der Ecke ATi des Fuiida- 
mentaldreiecks, so erhkilt man für  den senkreehten Abstand xi der betrach- 
teten Geraden g vom Punkte Ni 

x. , - - - z u; ki (,ui COS ai + v i  si% ui - m i ) ,  

da die mit uk und ul multiplicirten Klammerausdrücke für  x = p;, y = v i  

verschwinden , weil die Seiten x k  = 0, xl= 0 des Pundarnentaldreiecks durch 
den Punkt Ni gehbn (k und 1 bedeuten auu der Reihe 1, 2 ,  3 zwei Zahlen, 
die von i und voneinander verschieden sind). Bezeichnen wir das vom Punkte 
Ni auf die Seite NkN, gafallte Perpendikel mit pl ,  so ist demnach 

also 

oder, wenn wir 

6 )  

wo G ein beliebiger Proportionalitiitsfactor ist. Die homogenen Coordinaten 
einer Geraden sind somit proportional gegebenen Vielfacheu ihrer senkrech- 
leu Abstinde von den drei Eckpunkten des Fundarneiitaldreiecks. Dies ist 
also die geometrische Bedeutung der homogenen Liniencoordiriateü, die. dua- 
listisch entspricht derjenigen der homogenen Punktcoordinaten. 

Aus dieser Untersuchung geht aber hervor, dass die Constanten, mit 
denen diese senkrechten Abstande multiplicirt sind, nicht mehr beliebig ge- 
wahlt werden diirfen, wenn die Constanten ki gegeben sind; denu die 
Grossen li sind dann durch die Gleichunger? 6) bestimmt, in denen die 
pi nur von dern der ganzen Betrachtung zu Grunde gelegten Fundamental- 
dreieck abhiingig, also von vornherein gegebene Constanten sind. Sind ins- 
besondere alle ki = 1, d. h. nimmt man die Coordinaten des Punkteu pro- 
portioual seinen senkrechten Abstanden selbst von den Fundamentallinien, 

1 
so wird Ai = - ; man darf also dann die Coordinaten der Geraden nicht 

Pi 
proportional nehmen ihren senkrechten Abstinden selbst von den Punda- 

1 
mentalpunkten, sondern den mit - miiltiplieirten Werthen derselben. Nur 

Pi 
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wenn dss Fundamentaldreieck ein 'gleichseitiges ist ,  k6nnt.n wir sowohl für 

den Punkt. wie frir die Crerade die Coordinaten den betreffenden Abstanden 
1 

selbst proportional setzen, da dann der Factor - in  ri hineingenommen wer- 
P i  

den kann. 
Nimmt man dagegen die A t  beliebig an ,  setzt also die Coordinaten der 

Geraden b e 1 i e b i g gegebenen Vielfachen ihrer senkrechten AbstXnde von 
den drei Fundamentalpunkten proportional, so sind die ki nicht mehr be- 
liebig, sondern bestimrnt durch die Gleichungen 

die Coordinaten des Punktes sind dann also proportional b e s t i m m t  ge- 
gebeilen Vielfachen seiner senkrechten Abstiinde von den drei Fiindameiital- 
linien. Unter dieser Annahme, dass die Ai beliebig gegeben seien, k6niien 
wir den Abstand einer Qeraden von dem Fundamentalpunkte Ni siatt iri 

senkrechter, auch in einer Richtung messen, die mit ihr  den beliebig, aber 
fest gegebenen Winkel wi bildet; denn ist zi der so gemessene Abstaud, 

i 

so ist ri = -&ni, also zi ein gegebenes Vielfaches des senkrechten Ab- 
s'Ln cd; 

standes. Ferner ist  klar, dass wir in  allen Pallen, d. h. auch wenn die 
A i  nicht mehr beliebig, sondern fest bestimmt sind, die Abstlndc der. Ge- 
raden von den drei Fundamentalpunkten statt  in senkrechter Richtung alle 
drei in  einer und derselben, für  jede Gerade im Uebrigen beliebigen Rich- 
tung messen dürfen, da sich diese Abstiinde stets verhalten wie n,: n,:n,. 

1st der Zusammenhang zwischen den xi und den rechtwinkligen Co. 
ordinaten durch die Gleichungen 3) gegeben, so ist ,  wie wir wissen, ki 

- - 

durch die Gleichung 
7ci = /a ix + bie . - -  

bestimmt , also 
1 A. ---= 1 

1 - 7 

kipi ai pi + hi vi + 6 
oder, wenn wir die Werthe von pi ,  vi aus den Gleichungen 

Lercchnen und in die letzte Glcichung einsetzen, ferner die Determinaute 
(a, b,c,) mit A ,  ihre Unterdeterminanten mit A , ,  Ri, Ci bezeichnen, 

Ai = 
a k h - a r h  =2. 

d ' d 

Stat t  1; gleich 5 zu setzen, diirfen wir aber auch 
d 

annehmen, da A in allen drei Grossen Ai vorkommt und deshalb in den 
Proportionalitatsfactor 6 der Gleichungen 

GU; = Ai xi  

hineingenommen werden kann. Den drei Grossen 
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entsprechen also die drei Grossen 

Um nun zu zeigen, dass das rechtwinklige Coordinatensystem als spe- 
cieller Fa11 des hier betrachteten homogenen Coordinatensystems sufgefasst 
werden kann , nehmen wir zunachst a n ,  das dem letzteren zu Brunde liegende 
Funda.mentaldreieck sei ein rechtwinkliges. Sind dann (Fig. 2) z und y die 
seukrechten Abstande eines Punktes P von den beiden aufeinander senk- 
rechten Seiten x, = 0 und X, = O  und ist Y, sein Abstand von der Seite 
x, = O ,  so haben wir hier für  die homogenen Coordinaten des Punktes die 
Gleichungen 

g x , = k , x ,  px,=k,y, px,=k,r,. 

Wir setzen nun die beliebigen Comtanten k, = 1, k, = 1, da  x, und x, 
den senkrechten Abstanden selbst proportional werden sollen , und, damit 
x, nicht unendlich gross wird, wenn wir die Seite x, = O  nachher iris Un- 

1 
endliche rücken lassen, k, = - ; dann wird 

P3 

10) -3. p x 1 = x ,  px*=y,  pz,- 
p3 

Lassen wir nun die Seite x,=O parallel mit sich selbst ins Unendliche 
rücken, so werden r, und p3 unendlich gross; diese beiden Grossen werden 
sich aber, so lange der betrachtete Punkt  im Endlichen liegt, nur um eilie 
additive endliche Grosse unterscheiden, der Grenzwerth ihres Quotienten 
wird somit gleich der Einheit, es ist folglich in  diesem speciellen Dreiecks- 
coordinatensystem , in  wclchem zwei Seiten des Dreiecks senkrecht, aufeinan- 
der stehen, die dritte aber im Unendlichen liegt, 

x, : x , : x 3 = x : y : l .  
1st demnach die Gleichung irgend ejner Curve in diesen homogenen Coordi- 
naten gegeben, so hat  man niIr x, = x ,  x, =y, x3 = 1 zu setzen, um die 
Cleichung der Curve in  rechtwinkligencoordinaten zii erhalten. Und urngekehrt: 
wenn die Gleichung einer Curve nt" Ordnung in rechtwinkligen Punkteoordi- 

x x 
naten gegeben ist und man setzt in  ihr x = 3 y = 2 und multiplicirt 

x3 x3 
sie dann mit x,", so wird sie homogcn i n  don Coordinaten unseres speciel- 
len Dreieckscoordjnatensystems. Die rechtwinkligen Punktcoordinaten bilden 
also nur einen speciellen Fa11 homogener Punktcoordinaten. 

Der Grenzwerth von 5 ist aber, wie schon oben bemerkt wurde, nur 
P3 

dann gleich der Einheit, wenn der betrachtete Punkt irn Endlichen liegt, 
also nur für solche Punktc gchen die homogenen Coordinaten des geeignet 
gewihlten Systems über in die rechtwinkligen, wiihrend für die uueudlich 
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160 Zür Einführung der Liniencoordinaten etc. 

fernen Punkte unsere Betrachtung nicht mehr gilt. In der That verlieren 
wir die Herrschaft über die Lage der unendlich fernen Punkte im recht- 
winkligen Coordinatensystem; denn es gentigt zur  Bestimmung eines sol- 
chen Punktes nicht, d a s ~  man seine Coordinaten x = m,  y = cc kennt, es 

x 
muss auch noch das Verhaltniss - derselben gegeben sein, wenn die Lage 

'u 
des Punktes bestimmt s e h  soll. Durch seine homogenen Coordinaten in 
einem beliebigen Dreieckscoordinetensystem kt dagegen aueh ein unendlich 
ferner Punkt  vollig bestimmt; denn sus den Gleichungen 

@xi = ais+ b iy  f c, 
x 

folgt ftir x = m ,  y = m ,  falls l i m - = k  is t ,  
Y 

x , : x , : x 3 = a l k + b , : a , k + ~ , : a , k + b , ;  
die Verhiltnisse x, : x, : x3 liaben also auch i n  diesem Falle v6llig bestiinmte 
endliche Werthe. 

Man kann dies auch, ohne die rechtwinkligen Coordinaten zu Hilfe ru 
nehmen , direct einsehen. Verstehen wir namlich der Einfachheit halber für 
den Augenblick unter x,,  x2, x, drei Grossen, die den senkrechten Absbn- 
den eines Punktes von den drei Pundamentallinien proportional sind, und 
ziehen (Fig. 3) durch NI, 27, , IV, drei Gerade nach irgend einem unendlich 
fernen Punkte,  so ist fiir jeden Punkt der Geraden NIN',  , resp. X2Nf,, 
N, T\"s bekanntlieh 

x , : x , = s i n ~ : s i n y ,  x3:x,=siny:sinar, x , : x p = s i n a : s i l z ~ ,  
ftir ihren Schnittpunkt also 

x , : ~ , : x ~ = s i n < u : s i n ~ : s i l z y ,  

d. h. seine Coordinaten sind bestimmkn endlichen Grossen proportional. 
Wir  finden also hier einen wesentlichen Vorzug der homogenen Punkt- 

coordinaten vor den rechtwinkligen: vermittelst der ersteren beherrsclit man 
direct die Lage jedes im Endlichen oder im Unendlichen liegeriden Punktes, 
verrnittelst der letzteren dagegen nur diejenige der im Endlichen liegeuden 
Punkte. 

Wir  wollen nun auch die Redeutung der Liniencoordinaten in dem oben 
betrachteten speciellen homogenen, d. i. in dem gewohnlichen rechtwinkligen 
Coordinatensystern aufsuchen. D a  in diesem zwei Fundamentalpunkte de, 
Coordinatendreiecks im Unendlichen liegen, so konnen wir diese Bedeutung 
nicht direct erkennen, sondern mtissen zunachst die Seite x, = O nieder im 
Endlichen annehmon. 

Die homogenen Punktcoordinaten waren gegeben durch die Gleichungen 
1 

10). D a  Ai = -- is t ,  so sind demnach die homogenen Coordinaten einer 
ki pi 

Geraden g, welche die Abstlinde ni von den Fundamentalpunkten hat, 
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Bezeichnen wir nun (Fig. 4) die Axenahschnitta N3 NF, , N3 N', der 
Geraden mit a und b, die Strecken NIN',, N2N'2 mit pl und q,, so is t  

cn A='%, 5 - 5 ,  - 
x3 a z3 b 

fa119 nur a und b von Nul1 verschieden sind; also ist 

Lasst man nun hie Seite x3 = O wieder parallel mit sich eelbst ins Unend- 
liche rücken, so wird 

Aus dieser Proportion sieht man,  dass man im rechtwinkligen Coordinaten- 
system die negativen reciproken Axenabschnitte der Geraden, die wir, w i e  
üblich, mit u und v bezeichnen wollen, als ihre Coordinaten zu betrachten hat. 

Aus der Gleichung einer Curve in  diesen speciellen homogenen Linien- 
caordinaten erhtilt man demnach diejenige in rechtwinkligen Liniencoordi- 
naten , indem man zc, = zc, u, = v, u3 = 1 setzt. Und umgekehrt : die 
Gleichung einer Curve later Classe in  rechtwinkligen Liniencoordinakn wird 
homogcn in dcm speciellen Dreieokwoordinatensystcm, wcnn man in ihr 

U U 
u = 2 v = A  setzt und sie mit u," multiplicirt. 

U? % 
Die Gleichung 

ulxl + ~ 2 x 9  +u,x3=o 
stellt, wie in jedetn homogenen Coordinatensystem, so auch in unserem j e h t  
betrachteten eine Gerade oder einen Punkt dar, je nachdem man die xi oder 
die ui als Variable betrachtet. Sctzen wir nun u, = u ,  u, = v, u, = 1, 
z, = x, x2 =y, p = 1, so ist folglich in rechtwinkligen Coordinaten 

11) ux+vy+l=O 
die Glcichnng der Geraden mit den Coordinaten u ,  v oder diejenige des 
Punktes x, y, je nachdem man x und y oder u und v als Variable betrachtet. 
Nehmen wir x und y als variabel an iind vergleichen sie mit der allgemei- 
nen Qleichnng der Geraden in rechtwinkligen Coordinaten 

A X + B ~ + C = O , '  
A B 

so sehen wir, dass die Grossen - iind - als Coordinaten der Geraden zu 
C C 

betrachten sind. Dies sind in der Thak die negativen reciproken Axenab- 
schnitte der Geraden. Warum man aber nothwendig gerade sie als Coordinaten 
der Geraden im rechtwinkligen System zu wBhlen hat ,  ist nur einleuchtend, 
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162 Zur Einftihrung der Liniencoordinaten etc. 

wenn man die rechtwinkligen Coordinaten als speciellen Fa11 der homogenen 
auffasst. Nehmen wir in Gleichung 11) u und v als variabel an, betraeh- 
ten sie also als Gleichung des Punktes X ,  y und vergleichen sie mit der 
allgemeinen linearen Gleichung in u und V :  

12) P z c + Q v + R = O ,  

so sehen wir, dass diese einen Punkt  mit den Coordinaten 
P Q 

darstellt. % = R 1  Y = R  
U m  jetzt die Transformationsgleichungen herzuleiten, welche beliebige 

homogene mit den rechtwinkligen Liniencoordinaten verbinden, suchen wir 
xunachst den senkrechten Abstand einer beliebigen Geraden u,, fi, von dem 
durch die Gleichung 12) gegebenen Punkte. 

Die Gerade hat  die Gleichung 

%,x+v',y+1=0, 
folglich ist ihr senkrechter Abstand n; von dem gegebenen Punkte, der die 

Wir  wissen nun,  dass die Coordinaten ui einer Geraden in einem be- 
l iebiges Dreieckscoordinatensystem gegebenen Vielfachen ihrer senkrechten 
Abscinde von den Fundamentalpunkten proportional sind, und miissen des. 
halb zuerst die Gleichungen dieser Fundamentalpunkte suchen. Sind diti 

homogenen Punktcoordinaten mit den rechtwinkligen wieder durch die Gleich- 
ungen 3) verbunden, so crgeben sich die rechtwinkligen Coordinaten des 

Ai Bi 
Pundamentalpuuktes Ni als - und - wenn wieder A i ,  Bi, Ci die Unter. 

ci ci 
determinanten der Determinante (a, b, c,) bezeichnen; die Gleichungen der 

drei Fundamentalpunkte lauten demnaüh in rechtwinkligen Liniencoordinaten: 

A i u + B i v +  C i = 0 ,  
Solglich sind die senkrechten Abstande ni einer beliebigen Geradeu u ,  o von 
diesen drei Punkten proportional den Grossen 

und also, d a  nach den Gleichungen Y )  Li = Ci und nach 7) riui =Ain, ist, 

13) p u i = A i u + B i v + C i .  

Durch diesc Gleichungen sind die homogenen Liniencoordiuatcn mit den 
rechtwinkligen verknüpft, wahrend ihnen dualistisch gegenüberstehen die 
Gleichungen 

@ ~ i = a i % +  biy+Ci, 

welche die homogenen Punktcoordinaten durch die rechtwinkligen ausdrücken. 
Um umgekehrt die rechtwinkligen Coordinaten jedesmal durch die homo- 
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genen darziistellen, haben wir die letzten und vorletzten Gleichungen nach 
s, y, 1 resp. u ,  v, 1 aufzulosen und erhalten BO die Gleichungen 

Wir fanden frtiher, dass die rechtwinkligen ~&ktcoordinaten versagen 
fur unendlich ferne Punkte, und sühen nun aus den Gleichungen 14), dass 
x =  cc und y = m ist fiir alle Punkte,  die auf der Geraden 

liegen, und nur ftir diese; wir müssen deshalb annehmen, dass alle unend- 
lich fernen Punkte der Ebene auf dieser Geraden liegen, und konnen daher 
von einer unendlich fernen Geraden der Ebene sprechen. 

Die beiden Gleichungen 15) zeigen uns ,  dass u = rn und v = rn wird, 
falls 

;Sc,ui = O 

ist, d. h. für jede Gerade, welche durch dan zu dieser Gleichung gehorigen 
Punkt geht. Dieser Punkt spielt also bei den rechtwinkligen Liniencoordi- 
naten dieselbe Rolle, wie die unendlich ferne Gerade bei rechtwinkligen 
Punktcoordinaten. E r  ist offenbar der Anfangspunkt des rechtwinkligen 
Systems, da die Axenabschnitte aller durch diesen gehenden Geraden gleich 
Nul1 sind, ihre reciproken Werthe also unendlich werden. 

In der That gilt die Betrachtung, durch welche wir die rechtwinkligen 
Liniencoordinaten aus den homogenen hergeleitet haben, nicht mehr, falls 
a =  O und b = O  kt. In  diesem Coordinatensystem verlieren wir also die 
Herrsctiaft über die durch seinen Anfangspunkt gehenden Geraden, und erst 

u 
wenn wir das Verhiltniss - 7  falls u und v unendlich gross sind, kennen, 

v 
sind wir im Stande, die Lage einer durch den Anfangspunkt gehenden 
Geraden xu bestimmen, da  dieses Verhaltniss für alle einander parallelen 
Geraden dasselbe bleibt. 

Dass dagegen die ho~nogenen Liniencoordinaten nicht versagen für Ge- 
rade, die durch den Fundamentalpunkt N3 gehen, ist direct einzusehen und 
fdgt  ausverdem aus den Gleichungen 1 3 ) ,  aus dencn sich für  u = oo, v = oo, 

u 
fa119 lim - = 1 ist , ergiebt 

v 

Also auch die homogenen Liniencoordinaten sind vor den rechtwinkligen 
wieder bevorzugt, indem sie fü r  keine Gerade der Ebene eine Ausnahme- 
stellung verlangen. 

Die Ausnahmestellung der durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 
irn rechtwinkligen Liniencoordinatensystem hebe ich,  wie schon anfangs 

11 * 
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bemerkt, d e ~ h a l b  besonders hervor, weil sie gewohnlich nicht betont, son. 
dern in den meisten Lehrbüchern einfach angenommen wird, die Gleichiing 

Ax+ A y + C = O  
j e  d e r  Geraden lasse sieh auf die Form 

z c x + v y + 1 = 0  
bringen, wahrend dies, falls C= O is t ,  d. h. die betrachtete Gerade durch 
den Anfangspunkt geht,  unmoglich ist." 

In  dieser Hinsicht befinden sich die rechtwinkligen Liniencoordinaten 
- bei aller sonstigen Gleichberecbtigung - immer irn Nachtheil gegen die 
rechtwinkligen Punktcoordinaten; denn wiihrend die letzteren nur versagen 
für die unendlich fernen Punkte,  die uns überhaupt nie direct zuginglich 
und ausserdem unabhangig von der Lage des rerhtwinkligen Coordinaten- 
systems in der Ebene sind, versagen die ersteren für  alle Gcradcn, welche 
durch eincn im Endlichen liegenden Punkt  gehen, und diese Geraden sind 
nicht imabhiingig von der Lage des rechtwinkligen Systems in der Ebene, 
da sie stets durch den Anfangspunkt desselben gehen. 

3. 
Hier liegt nun die Frage nahe: giebt es vielleicht ein anderes nicht 

homogenes Coordinatensystem, das den gleichen Vorzug fiir Liniencoordina- 
ten besitzt, den das rechtwinklige filr Punlztcoordinaten darbietet? 

Diese Frage lasst sieh aber von vornherein schon verneinen, falls wir 
uns auf die Bctrachtung der Ebene bcsehriinken, da in  dieser keine reci- 
proke Reziehung zwischen den unendlich fernen Punkten und der unendlich 
fernen Ceraden besteht, indem es von solchen Punkten unendlich viele, 
dagegen nur eine unendlich ferne Gerade in ihr  giebt. Sobald wir aber 
aus der Ebene heraustreten und statt  der Geraden, die in einer Ebene 
liegen, diejenigen betrachten, die durch einen und denselben unendlich fer- 
nen Punkt  gehen, so konnen wir ein dem rechtwinkligen Punktcoordinaten- 
system vollig analoges System für Liniencoordinaten finden. I n  einem sol- 
cben Bündel von Parallelstrahlen und diesen Strahlen parallelen Ebenen 
giebt es ja unendlich vide unendlich ferne Gerade, dagegen nur eine un- 
endlich ferne Ebene. Nehmen wir nun zwei aufeinander senkrechte Ebenen 
des Bündels als Coordinatenebenen, so ist  durch ihre senkrechten Abstaride 
von diesen jede Gerade des Bündels bestimmt, mit Ausnahme aller unend- 
lich fernen Geraden, fü r  welche man noch das Vcrhaltniss dieser Abstinde 
kennen miiss. niese Geraden sind aber unabhangig 70x1 der Lage des ge- 
wiihlten Coordinatensystems im Bündel, dasselbe leistet also das Gleiche für 
die Geraden des Bündels, was das rechtwicklige fur  die Punkte der Ebene 

* Es sei beilaufig bemerkt,, dass dieser Ausnahmefall z. B schon nicht über  
sehen werden darf, wenn man iri  die in Puriktcoorrlinaten gegebene Scheitelgleict. 
ung der Parabel die rechtwinkligen Liuiencoordinaten einfihrt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. C. KOEHLER. 165 
I _ Y _ ^ _ Y - P - .  

leistet; es hat aber weiter keine praktische Bedeutung, da  es nur die Pro- 
jection des rechtwinkligen Pi~nktcoordinatensystems aus einem unendlich 
fernen Punkte ist. 

Vie1 wichtiger ist es,  au untersuchen, ab wir riicht' in der Eberie Linien- 
coordinaten findan konnen, die den rechtwinkligen Punktcoordinaten, wenn 
auch nicht vollig, so doch mehr entsprechen, ais die rechtwinkligen Linien- 
coordinaten. 

Bus den homogenen Coordinaten erhielten wir die rechtwinkligen Punkt- 
coordinaten dadurch, dass wir eine Seite des rechtwinkligen Fundamental- 
dreiecks ins Unendliche rücken liessen; wir diirfen deshalb erwarten, dass 
wir Liniencoordinaten von ahnlicher Einfachheit erhalten werden, wenn wir 
nicht eine Seite, sondern eine Ecke dieses Fundamentsldreiecks inr; Unend- 
liche rücken lassen. 

X'chmen wir der Einfachheit halber auch hier ein rechtwinkliges Fun- 
damentaldreieck (Fig. 5) N,N,NJ a n ,  und messen wir die Abstande der 
Geraden g von den drei Fundamentalpunkten nicht in senkrechter Richtung, 
sondern parallel zur Seite z, = 0, so dass also diese drei Abstande sind 

N,P=w, N , Q = t ,  N 3 P = s ,  
danu sind die Coordinaten zci der Geraden, wenn wir für die drei beliebi- 
gen Constanten Li die Werthe wahlen 

1 
A 1 = l :  A P L 1 )  L 3 = - - 7  

Ps 
bestimmt durch die Gleichungen 

S 
o U , = W ,  G U , = - t ,  G U  --- 

3 - - ~ 3  

Rückt nun der Punkt  N, auf der Geraden NIN3 ins Unendliche, so 
wird N, P = s negativ unendlich gross, p, positiv unendlich , und beide 
Grossen unterseheiden sieh nur  um eine endliche additive Constante (wenn 
nicht P selbst ins Unendliche rückt,  also die betrachtete Gerade parallel zu 

S 
ATIN, ist); der Grenzwerth von - ist also gleich der Einbeit und folglich 

- P, 
u l : U , : u , = w : t : l .  

Die Seite .AT2.AT3 (Fig. 6) ist jetzt der Seite N N ,  parallel, und eine 
Gerade ist bestimmt diirch die nicht mehr homogenen Coordinaten w und t ,  
d. h. durch ihre von den Punkten NI resp. N, aus gemessenen Abschnitte 
auf den beiden Geraden, die wir als die Axen dieses Coordinatensystems 
betrachten wollen. I n  ihnen habeu alio die Coordinaten der Geraden eine 
ebenso einfache geometrische Bedeutung, wie im rechtwinkligen Coordina- 
tensystern diejenigen des Punktes. Auch hier sind gewisse Gerade, wie dort 
die unendlich fernen Punkte.  njcht direct durch ihre Coordinaten bestimmt ; 
fllr jede den Axen parallele Gerade werden ja  die Axenabschnitte beide 
uucntllich gross. I n  der That dürfen wir für diese Geraden nicht mehr 

S h--= 1 seteen, weil der Punkt  P selbst irn Unendlichen liegt; der 
- P 3  
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Uebergang von .den homogenen zu diesen Liniencoordinaten ist dann nicht 
mehr i n  der obigen Weise moglich. Doch konnen wir die Lage dieser 
Geraden bestimmen, wenn wir ausser ihren Coordinaten auch deren Ver- 

w 
haltniss - kennen, da dieses Verhaltniss für irgend eine Gerade, welche 

t 
N I R  . 

die Pundamentallinie NI N2 im Punkta R schneidet, stets = - 1st. Wah- 
NZR 

rend wir also im rechtwinkligen Coordinatensystem über alle Punkte, die 
auf der unendlich fernen Geraden liegen, die Herrschaft verlieren, so besitzen 
wir sie hier nicht mehr über alle Geraden, die durch einen unendlich fernen 
Punkt ,  den Schnittpunkt der beiden Axen des Systems, gehen. Die Geraden, 
welche hier eine AusnalimestRllung einnehmen, Sind aber abhingig von 
der Lage des Coordinatensystems, wie es nicht anders zu erwarten war. 

Dieses einfacho Liniencoordinatensystem hat  Her r  S c h  w e r i n  g im 
21. Bande dieser Zeitschrift cingeftihrt und in seinem Buche ,,Die Theorie 
und Anwendung der LiniencoordinatenU (Leipzig 1884) ausschliesslich be- 
nützt. Herr  S c h l e g e l  ha t  dann im 23. Bande dieser Zeitschrift darauf 
aufmerksam gemacht, dass dasselbe dem rechtwinkligen Punktcoordinaten- 
system reciprok ist. Da bei dieser reciproken Beziehung die Gerade NINz 
dem Anfangspunkt des rechtwinkligen Coordinatensysterns entspricht, so 
wollen wir sie die Anfangsgerade des S c h w e r i n  g 'schen Coordinatensysterns 
nennen. 

W i r  wollen nun noch fragen, welche Grossen wir in  diesem System 
als Coordinaten eines Punktes zu hetrachten haben, diese Grossen aber nicht 
sus der Gleichung des Punktes ,  sondern wieder mit  Hilfe der homogenen 
Coordinaten bestimmen. 

Kehren wir zu diesen surück, so haben wir, da  

gesetzt wurde und ki = A ist ,  für ki die Werthe 
A i  pi 

und folglich, wenn wieder ri den senkrechten Abstand eines beliebigen 
Punktes von der Seite xi = O bedeutet, 

Die Division durch r3 is t  erlaubt,  so lange r3 nicht gleich Nul1 ist;  unsere 
Betrachtiing gilt also fiir alle Purikte der Ebene, ausser fiir die auf der 
Geraden NINB gelegenen (Fig. 5). In der obigen Proportion kommen keine 
Grossen vor, die unendlich werden, wenn der Punkt  IV3 auf der Seite x2 = O  
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ins Unendliche rückt, sie gilt also auch für das S c h  w e r i n g ' s c h e  Coordi- 
natensystem. Verbindet man in .ihm (Pig. 7) den betrachtden Punkt  P mit 
den Punktcn Nt und N,,  deren Gleichungen w = O ,  resp. t = O sind, und 
bezeichnet die Abschnitte N,D und N,C dieser Vcrbindungslinien auf der 
t -  und w -  Axe mit d und c l  so ist 

oder 
1 
- 

1 5 = - ' r z -  - 1 - - -  
Pl r, c P, r3 d ' 

die Proportion 16) lautet also: 
1 1  

x l : x 2 : x 3  = --. . -d: 1. 

Als nicht homogene Coordinaten 5 ,  r] eines Punktes im S c h  w e r  i n g -  
schcn Coordinatensystem hnben wir demnach zu wahlen dic negativen rcci- 
proken Axenabschnitte derjenigen beiden Geraden, welche don Punkt  mit 
den Punkten t = O und w = O verbinden. 

Die Analogie mit den Liniencoordinaten im rechtwinkligen System tritt  
schon hier hervor, sie wird aber bei einer weiteren Specialisirung des 
S c h w e r i n  g'schen Systems nachher noch auffallender werden. 

Der obige Uebergang von den homogenen zu diesen Coordinaten ist 
nicht mehr gestattet, wenn r, = O ist, wie schon vorhin bemerkt wurde. 
Unserc neuen Punktcoordinaten versagen also für alle Punkte, welche auf 
der Anfangsgeraden N,N, des Systcma liegen, dio Coordinaten jedes sol- 
chen Piinktes werden unendlich gross, und es muss noch ihr Verhtltniss 
gegeben sein, wenn seine Lage bestimmt sein 9011. Auch hier sind diese 
Punkte abhiingig von der Lage des Coordinatensystems in der Ebene, da  
sie jedesmal auf der Anfangsgeraden desselben liegen. Dieses nicht homo- 
gene Punktcoordinatensystem ist aber dadurch interessant, dass in ihm die 
unendlich fernen Punkte uns direct zughglich sind, d. h. bestimmte endliche 
Coordinaten bcsitzen; denn die Coordinaten 

no h eine beliebige Constante i s t ,  bestimmen stets eindeutig einen unend- 
lich fernen Punkt, da  die Axenabschnitte der beiden die Lage des Punktes 
(hl - h) bestimmenden Geraden in diesem Palle entgegengesetzt gleich, diese 
Geraden selbst also parallel sind. 

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen diesen und den recht- 
winkiigen Punktcoordinaten hcrstellen und kehren zu diescm Zwecke noch- 
mals zi i  den homogenen Coordinaten zurück. 

Sind 
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die Gleichungen der drei Seiten des Fundamentaldreiecks (Fig. 5) im rccht- 
winkligen Coordinatensystem, so hat man für die homogenen Punkbcoordi. 
naten die Gleichungen 

Y 
i x l = a l ( ~ + z - l ) ,  e x z = b z ~ ,  e i Z a 3 x ,  

in denen die Constanten a,, b,, a, so zu bestimmen sind, dass A,, A,, 1, 
1 

die früher fcstgcsctzten Werthe 1, 1, -- erhalten. Nun haben wir früher 

(S. 158) gesehen, dass, falls 
P, 

@ x i =  a i x + b i y + c i ,  

die Grossen Ai den Unterdeterminanten Ci gleich oder wenigstens propor- 
tional sein müssen. Die Proportion 

A,: & : A 3 =  Cl: C2: CS 
lautet aber in unserem speciellen Falle: 

sie ist  befriedigt durch die Werthe 
1 

a l=-1 ,  b --, a --1. 5 - 3-  
Pz 

Dcmnach vermittoln die Gleichungen 

den Zusammenhang zwischen diesem speciellen homogenen und dem recht- 
winkligen Coordinatensystem. Bus ihnen folgt 

also wird, wenn wir p, unendlich werden lassen, wo dann die beiden ersten 
Glieder auf der rechten Seite der Proportion in die Punktcoordinaten des 
S c  h w e r  i n g  'schen Systems iibergehen : 

6 und 17 sind somit durch die rechtwinkligen Coordinaten ausgedrückt. Aus 
diesen Gleichungen folgt wieder die geometrische Bedeutung der neuen 
Punktcoordinaten, die wir oben direct gefunden haben. 

Endlich wollen wir noch den Zusammenhang zwischen den Sch  w e -  
r ing ' schen  und den rechtwinkligen Liniencoordjnsten herleiten. 

Bus den Gleichungen 
ex, = a i x  + biy +c i  

folgen , wie wir wissen , die Gleichungen 

(iui = A , u +  B , v +  Ci, 
in denen Ai ,  B i ,  Ci die Unterdeterminanten der Determinante (a, b,c,) be- 
deuten. In  unserem speciellen homogenen Coordinatensystem, das mit dern 

S c h  w e r  i ng'schen zusammenfallt, erhalt man demnach aus den Gleichungen 
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Gu,==-9 G u 2 = v - - ,  Gu3=- -  u ,  

Pz Pe Pz 
also ist 

1 
U u 

man hat folglich die S c  h w e r  i n g  'schen Liniencoordinaten ausgedrückt diirch 
die rechtwinkligen in den Gleichungen 

die natürlich auch direct auf geometrischem Wege hergelejtet werden konnen. 
Zum Schluss endlich wollen wir noch die specielle Annahme machen, 

dass die Entfernung p, der beiden Axen von einander im S c  h w e r i n g -  
schen Coordinatensystem gleich der Einheit sei. 

In diesem F a l k  ist (Fig. 7) 
h.P,C=c=tgy, N , D = d = t g d ,  

also 

y und 6 sind die beiden Winkel,  welche in dem von dem betrachteten 
Punkte P mit NI und N2 gebildeten Dreieck an der Anfangsgeraden liegen; 
dieselben sind positiv, resp. ncgativ zu rechnen, je  nachdem der Punkt  P 
in der Halbebene der positiven oder in derjenigen der negativen Axen liegt. 

Um die Analogie zwischen diesen Punkt-  und den rechtwinkligen 
Liniencoordinaten hier recht deutlich hervortreten zu lassen, wollen wir die 
Punkte w = O ,  t = O,  die den rechtwinkligen Coordinatenaxen x = O, y = 0 
entsprechen, als Coordinatenpunkte des S c h w e r i n g ' s c h e n  Systems bezeich- 
nen. Dern Dreiseit, das im rechtwinkligen Coordinatensystern von den 
beidcn Coordinatenaxen und einer Geraden g gebildet wird,  entspricht dann 
in unserern System das Dreieck, das von den beiden C~ordinatenpunkt~en 
iind dem Punkte P gebildet wird, iind die Coordinaten eines Piinktes sind 
hier, wie wir eben sahen, die negativen reciproken Tangenten der Winkel, 
welche von den Verbindungsgeraden desselben mit  den Coordinatenpunkten 
und von der Anfangsgeraden begrenzt werden, wahrend im rechtwinkligen 
System die Coordinaten einer Geraden die negativen reciproken Langen der 
Strecken sind, welche von den Schnittpunkten der Geraden mit  den Co- 
ordinatenaxen und vom Anfangspunkte begrcnzt worden. 

Das S c  hw e r i n g  'sche Coordinatensystem ist also bei diesen Festsetz- 
ungen fur Punktcoordinaten v d l i g  reciprok dem rechtwinkligen Coordinaten- 
systern für Liniencoordinaten. 
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Bestimmung der Cardinalpunkte eines dioptrisch-kat- 
optrischen Systems centrirter spharischer Flachen, 

mittels Kettenbruchdeterminanten dargesteiit. 

Von 

Prof. Dr. LUDWIG MATTHIESSEN 
in Hostock. 

I n  einem früheren Aufsatze (XXIX. Jahrg. dieser Zeitschr., 1884, S. 343) 
sind von mir nach eincm zuerst von F e r r a  r i s angewandten Verfahren die 
Formeln zur Restimmung der Cardinalpunkte eines dioptrischen Systems 
centrirter spharischer Flachen abgeleitet worden. Vor Kurzem hat Her. 
m a n n  B r  o c k m  a n n  i n  der Centralzeitung f i r  Optik und Mechanik (De- 
cemberheft 1886) gezeigt, wie sich diese Formeln in  einfacher Weise auch 
auf den Fa11 anwenden lassen, wo die letzte Flache spiegelt, so dass die 
Lichtstrahlen das brechende System wieder in entgegengesetzter Richtung 
durehleufen. Es sol1 im Folgenden mit  Hinweis auf dio frühere Abhand- 
lung eine kurze Darstellung dieser Verallgemeinerung der dioptrischen De- 
termilianten gegeben nerden, woran sich eine Anwendung derselben auf die 
Theorie der bekannten S a n s  o n  'schen Bilder im Linsenauge knüpfen wird. 

Wir  setzen also voraus, dass in  einem brechenden System von a Flschen 
die letzte spiegelt, so dass die Lichtstrahlen wieder rückw!irts aus deln 
System austreten. Ferner sollen unter Annahme der G a u s s  'schen Besehrln- 
kungen nur  paraxiale Strahlen in  Betrachf gezogen werden, auf welche 
ausschliesslich uur die Cardinalpunkte Bezug haben. Das i n  Betracht zu 
ziehende System hat  denn 2a-1 Flachen, von der?en die ate Flache den 

Brechungsindex lz, =- 1 besitzt. 1st d a m ,  wie friiher, da-, der Abstand 
des Scheitels der aten Flache von dem der ( a  - l) ton, so wird sein 
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dass das System wie ein sphBrischer Spiegel functionirt vom Radius r = 2 f ,  
d e s ~ e n  optischer Mittelpunkt im Hauptpunkte H und dessen Krümmungs- 
mittelpunkt im Knotenpunkte K liegt. Da niimlich allgemein H E =  f f  qi 
is t ,  so liegt K ebenso weit vor F, wie F vor H, d. h. im Centrum des 
siib stituirten Spiegels. 

Sind x, und a, die Abscissen eines Objectes Y, und seines Bildes Y, 
bezüglich H, so is t  

f f 
-+<=1,  5- -%. 
2 0  y1 - XI 

Die Hauptbrennweite und die Hauptpunktsdistanz sind 

Wenn es  sich darum handelt, den Krtimmungshalbmesser ra der letz. 
ten , spiegelnden Fliche dioptriseh zu messen, wiihrend die übrigen Elemenk 
bekaunt sind, so bedarf es dazu der Messung des Bildes Y, eines Objectes Y,, 
welches siüh in der Entfernung xo von dem Hauptpunkte H bbefindet. Ua 
aber die Hauptpunktsdistanz HS, oder a, der VorderiXiche eine Function 

'von ra ist, so muss man sie auf einem andern Wege ermittcln. Bei dicken 
Systeinen kann der Werth von ci, direct durch Messung gefunden werden, 
iind zwar mittels zweier Beobachtungen bei verschiedenen Objectsdistanzen. 
Sind namlich s, und s, die Objectsdistanzen von SI, Bo und 8, die Bildver- 

I n  dünnen Systemen von kleiner Krümmung ist jedoch ol, so klein, dass 
man es gegen s, oder x,, vernachlassigen kann. 

Aus dem gemessenen Bildverhaltnisse wird nun weiter durch Uerech- 
nung x, gefunden und somit auch f. Alsdann ergiebt sich r, aus der For- 
mel für  die Brennweite, niimlich 

r - 2f .  
- 9  

alfi - . . f a - '  va-1 - . .  vi 
wo aber RZaP2  noch eine lineare Function von ra ist. Nun ist 
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& a - ~  = ( - l ) a - l  1 [ ( 4 r a - ~ o - ~  +da-ilRa-2 + ~ a - I  f a - ~ n a - 3 1 '  

-+raqRa-21;  

hieraus verschwindet das Quadrat von r , ,  so dass die Gleichung in ra linear 
wird. Man findet mit leichter Mühe 

( - l ) a - 1 f [ ( 9 a - i - d n - i ) R n - 2 - ~ n - ~  fa-i Ra-31' 
Ta = - 

i f 1  f a - I  va-I a - .  pl + f [ ( c ~ a - 1 - d a - l ) R a - 2 - < ~ a - i f n - i ~ a - 3 ~  Ba-2' 

Wenn man nun Dividend und Divisor dieses Quotienten durch (- 1)a - lR2a-2  
dividirt und die beidcn Brennwciten des vor der spiegelndcn Flsche liegcn- 
den dioptrischcn Systems der Ktirze wcgen 

f l . . .  fa-1 = f l ,  L ... 9 a - 1 ( - l ) a - 2  z 9 r  

Ra- 2 Ra-2 

sclireil~t, . so resultirt 

und ferner das secundare IIauptpunktsinterstitium des vorangehcnden Sy- 
stems [vergl. loc. cit. 27)] 

Ra-I 
R a - 2  

folglich 
Ra-3 , 

~ a - ~ - d a - i - ~ a - l f a - i  ---= <p-Da-1. 
Ra-2 

Der Ausdruck fur dcn Krümmungsradius der letzten , spiegelnden Flache 
ist demnach 

wo Da-, das secundiire Hauptpunktsinterstitium des vorangehenden Systems 
oder der Abstand der spiegelnden Fliche von dem zweiten Hauptpunkte 
des vorangehenden dioptrischen Systems, 9'- Da-i die Entfernung des 
zweiten Brennpunktes desselben Systems von der spiegelnden Flache, f' und 
9' seine Brennweiten und f die Brennweito des ganzen dioptrisch - katop- 
trischen Systems bedeuten. 1st a =  2 ,  so e r h d t  man 

L6st mau die allgemeine Gleichung nach f auf, so resultirt 
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Da der scheinbare Ort H der spiegelnden FlBche offenbar von ihrer 
Krümmung unabhangig ist, so muss es auch LI, sein. Wir  fanden oben 

al = f -  ( f l +  

Es ist  nun 

E s  ist also 
~ R , - I  -- a Ra-2 

+ a -  

= f - ( f l + f l p l  X' 
Weiter ist  

). 
a-1 - q r a  Ra-) 

= ( i r a - < p a - l  +da-i)R,-)+<pu-ifa-1 Ra-%; 
folglich 

a R ~ - Z  
(-va-i+ do-1) --- a J I  

+ v a - 1  f a - 1 -  

(- v a - i +  da-i)R,-,+ v a - 1  fa-I Ra-3 

d. h. gleich einem Ausdrucke, der ra nicht enthiilt. 
Wenn die spicgelnde Flachc eben ist , also ra = cx: , so licfert die Glcich- 

ung i n  ra oder f :  

- .  

1st dabei a = 2,  so findet man 

d. h. der scheinbare Brennpunkt der spiegelnden Flache liegt in der davor 
liegenden brechenden Plache; ihr scbeinbarer Rrümmungsradiiis ist 2f. 

Die vorstehenden Betrachtungen werden auf das Auge angewendet, 
wenn es sich darum handelt,  die Krtimmung der Linsenfliichen mit Hilfe 
der S a n s  O n'schen Bilder zu messen. Wir  wollen dabei ausgehen von fol- 
genden geometrischen und optischen Constanten des accommodationsfreien, 
schematischen menschlichen Auges A: 

Kriimmungsradius der Hornhaut . . . . . ro = 7,829 mm, 

n vorderen Linsenflache r ,  = 10,O 
n hinteren n rz = - 6,0 

Ort  der vorderen Linsenflache . . . . . . d l  = 3,6 
Dicke der Krystalllinse . . . . . . . . . d ,  = 3,6 
Brechungaindex der flüssigen Augenmedien . n, = 1,3350, 
Totalindex der Krystalllinse . . . . . . . n, = 1,4384. 

Die dioptrischen Elemente für  das erste S a n s  on'sche Bild sind nun 
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d, = - dl , JI = a., - cp, + dl = - 22,60,  
R, = - JI" +rz2 = - 485,76. 

Uaraus ergiebt sich 

f - P = f i = 7 1 5 ~ 5 ,  a,=.,=-3,048. 

Dernnach ist 
4 

die Eauptpunktsdistanz SI H= 3,048, 
Brennpunktsdistanx SI F = 10,553, 
Knotenpunktsdistanx SI K= 18,058. 

Dies 'sind also die Oerter der Cordinslpunkte des dioptrisch - katoptrischen 
Systems. Wenn dl bekannt, r, unbekannt, aber f gemessen ist,  so findet 
man den Kriimmungsradius der vorderen Linsenflache aus 

r - f(cp, - d,I2 
-- t f ,<p,+f(<p1-d,) '  

Die dioptrischen Elemente ftir das zweite Sanson ' sche  Bild sind 

f, = - 23,37, rp, = 31,20, f, = - 129,20, <p, = 139,20, 
J,=f,-rp,+d,=-156,80, J , = & r 3 - q , + d , c - 1 3 8 , 6 0 ,  

f3=<p3=+r3=-3; 

f4=rp , ,  % = A ,  d 3 = - 4 7  Js=-JZl 
f5=<P1, rps=f1, d4=-d1, J,=-JI, 
R,= 1 3 8 2 ~ 4 8 0 = ( ~ , ~ , + f i , ~ , ) ~ - ~ ~ ~ ~ , ~ .  

Daraus ergiebt sich 

f = < ~ =  f i  f2iq "" = - 2,845, a, = a2 = - 6,796. 
R4 

Für die Gleichungen in f und r, ergeben sich folgende Werthe: 

f'= - 19,256, <p'= 27,698, 
rpl- D, = 20,902, r, - (q'- D,) = 26,902. 

Die Oerter der Cardinalpunkte des dioptrisch-katoptrischen Systems 
sind nunmchr : 

8, Hl = 6,796, S,F= 3,950, S, E = 1,105. 

Dernnach liegt der Brennpunkt des dioptrischen Spiegels 0 ,35 mm hinter der 
vorderen Linsenflache und der optische Mittelpunkt 0,404 mm vor der hin- 
teren Flache. Das zweite S a n s o n 7 s c h e  Bild lie& nahe vor E: 1st r, un- 
bekannt, aber f gemessen, so findet man r, aus 
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Ueber lineare sirnultane Differentialgleichungen, 
welche durch hypergeometrische Functionen 

integrirt werden konnen. 

Von 

WOLDEMAR HEYMANN 
in Plsuen f .  V. 

Im 3. Heft des XXIX. Jahrganges dieser Zeitschrift habe ich darauf 
aiifmerksam gemacht, dass die Gleichung 

1) ( . + p t + r ~ 2 + ~ a 3 ) 9 + ( ~ l + ~ l ~ ) ~ 2 + ( . p + ~ p ~ ) ~ + ( ~ 3 + ~ 3 i ) = ( ~  k 

in die Differentialgleichung der hypergeornetrischen Reihe transformirt wer. 

den kann. 
Da von Gleichungen der Form 

2) 
d 7 L - + M ~ ~ + N ~ + P = o  
d S 

die Integration des folgenden Systems linearer Gleichungen: 

abhangt,  so ist es unmittelbar klar, dam man ein System linearer Diferen. 
tialgleichungen aufstellen k6nnen wird , welches mittels hypergeometrischer 
Functionen zu integriren ist. 

I n  der That findet man leicht, dass das System 

diese Eigenschaft besitzt - insofern namlich, alu devsen Integration nach 
der d 'Al  e m  bc r t 'scheu Mcthodo direct von der Integration der Glcichung 
1 )  abhangig gemaxht werden kann.* 

* Qergl. die Abhandlung des Verfassers: Ueber die Iutegration linearer, nieh? 
homogener Differenticilgleichungen. Diese Zeitschrift Jahrg. X X X ,  S. 102 II. 103. 
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Es wird im Allgemeinen aber immer ein Umweg sein, wenn man von 
den l i n e a r c n  simultanen Gleichungen 4) auf die n i c h t  l i n e a r e  Gleich- 
nng 1) zurückgeht und diese schliosslich doch wiedcr in eine 1 i n e  a r e  ver- 
wandelt. Wir stellen uns daher die Aufgabe, die Gleichungen 4) so zu 
behandeln, dass wir ohne Durchgang durch eine nicht lineare Differentisl- 
gleichung auf die Differentialgleichiing der hypergeometrischen Reihe kommen. 

Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die rechten Seiten der 
Gleichung 4) Nul1 sind und dass auch a=O. Hierdurch wird die 811- 
gemeinheit nicht beeintrachtigt. Denken wir uns die Variabele x  ersetzt 

1 
durch - 9  so lauten die Gleichungen 4) bei Verandermg der Buchstaben 

Z 

und dieses ist das System, welches in  der erwahnten Weise behandelt wer- 
den soll. 

Die weitere Transformation besteht nun darin, dass man in die Gleich- 
ungen 5) successive die Substitutionen 

einführt, wobei die Form der Gleichungen erhalten bleibt. Dann kann man 
im Allgemeinen über die Substitutionscoefficientcn so verfügen, dass die 
erste der Gleichungen durch x- E , ,  die zweite durch x - f2 theilbar wird, 
wo P, und ez die als voneinander verschieden voraiisgesetzten Wurzeln der 
Gleichung 

becleuten.* Die in dieser Weise vereinfachten Gleichungen lassen sich un- 
mittelbar durch hypergeometrische Functionen intcgriren. 

Setzt man der Kürze halber 

I 
a+ ~ x + c x ~ = c ( x - ' E ~ ) ( z - E ~ ) =  F, 

a~+blx=CPlli C I + ~ I Z =  Plsr 
a , + b 2 x = ( ~ z , ,  c 2 + d 2 x =  ( ~ 2 2 ,  

so lauten die Gleichungen 5) : 

und substituirt man zunachst 

* Diese Trandormatiou laslit sich auf ein System von n simultanen Gleich- 
ungen ausdehnen. Vergl. meine Abhandlung: Uebcr eine Transformation bei 
linearen simultanen Differentialgleichungen. Journal f. d. r. u. a. M. Bd. 98. 

ZeitacMft f. Mathematil n. Physik XXXII. 3. 12 
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Nun verlange man,  weil dies durch die spatere Transformation gefor- 
dcrt wird , dass 

f 1 l f l z  = O  ( i = l , z ) ,  r ( r i l =  1 
f 2 1  f22 X = C i  

daun gewinnt man für G folgende Gleichung: 

[G2 f ( ~ ~ 1 1  + 9 2 2 )  + 9 1 1  ( P z 2  - < P l 2  ~ 2 1 1 , = E ,  

und hieraus folgen zwei Werthe G ( E ~ )  und G ' (E~) ,  so dass man hat 

% + g l ~ l =  (4, Su + 9 1  ~ 2  = G (€2) r 

go + 9, €1 = i 90 + 91 € 2  = G'(z2). 
Iudem man eine der Gleichungen a) mit einer der Gleichungen p) ver. 

bindet,  wird es mbglich, go und g, zu bestimmen, vorausgesetzt, dass E, 

und s2 voneinander verschieden sind. Da diese Gleichungen in vierfacher 
Weisc gepaart werden konnen, so giebt es auch vier voneinander verschie- 
dcne Substitutionsgruppen , welche jcdoch aquivalcnt sind. 

Führ t  man hierauf i n  die ~ l e i c h u n ~ e n  6) die linearen Substitutionen 

dz1 ein, 16st sogleich nach - und auf und setrt 
d x dx 

so findet man 

Sol1 nun die erste dieser Gleichungen durch x - E, , die zweite durch 2 - n  

theilbar sein, B O  muss 

( ~ ~ ~ f ~ ~  - alphl)x=ai  = 0 , (ae2 flz  -a1,  f ,2)xz . ,  = 0,  
(a21fil- ail f i i ) x = r ,  = 0,  ( a 2 1  f i 2  -ail f22) . r=s2=  0, 

und hieraus ergeben sich für  die Substitutionscoefficienten proportionale 
Ausdrücke, die siüh nicht widerspreühen, weil B(Q) = 0. 
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Die Gleichungen 11) lauten jetzt einfacher: 

cr, . . . pz sind bestimmte Constanten. Eliminirt man bus beiden Gleichungen 
eine der abhiingigen Variabelen, etwa a,, so kommt man zu der Differen- 
tialgleichung 

9) 
d 2 a  d 21 

( X - E , ) ( ~ - F ~ ) ~ : + ( Y ~ + ~ , X ) ~  + y n f i , = O ,  

und nun kann die Integration leicht vollzogen werden. Indem m m  rück- 
warts rechnet, gewinnt man schliesslich die Integrale des Systems 5). 

Die Transformation versagt in mehreren Fiillen : 1. wenn E ,  = E, ,  d. h., 
wenn E' vollkommen quadrat.isch ist; 2. wenn F linear ist; 3. wenn F con- 
stant kt .  

1. 1st F vollkommen quibdratisch, 

so setze man für eine neue Variabele, etwa wieder x ,  dann e r h d t  
x - E l  

man folgcndes System simultaner Gleichungen: 

in welchem die <pik lineare Ausdrücke bedeuten, a190 - wenn auf die 
friihere Bedeutung der Buchstaben keine Rücksicht genommen wird - 

Aus den Gleichungen 10) leitet mari mittels der Substitutionen 
G 

7k 3 71 = ail al + a,, z2,  

folgendes System a b  : 

Z, t ai2 z2) (a22 hi - a12 f ~ i )  + (a21 z,+az2 2,) (an fi2 - al* f i z )  

g,+ a i ~ ~ , ) ( a z i  fil-ail fz1)-(a21z1+azzfi2)(az~ fi2 -ail fw) 

=O, 
worin 

f1,=G+<P11, f i 2 =  

I f 2 1  = (Pz1 , f i 2  =G+<p2'1, (l'Li a22 
12* 
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Um die erste Gleichung des Systems 11) zu vereinfachen, verlange 
man, dass sie durch z theilbar werde; dann muss 

mithin 1 f l l  "' 1 = 0. 
('22 f i 2  - '12 f22)==0 = O Y f i z  f i a  I Z = O  

Die 

d. h 

letzte Determinante giebt entwickelt 

[Ge + ( 9 1 1  + ~ 2 2 )  G + 911 q22 - <pl2 q&=o = 0, 

woraus go zu bestimmen ist. 

Die zweite Gleichung des Systams 11) kann nicht in  gleicher Weise 
vereinfacht werden, denn man wiirde in diesem Falle die Substitutionsdeter- 
minante D m m  Verschwinden bringen. Wohl aber kann man eine Verein- 
fachung dadurch .herbeiführen, dass man in den linearen Ausdrücken 

a21 f i l  - a11 fit  und mi f i s  - ait f22 

die Coefficienten von x verschwinden lasst. Dadurch gelangt man xu fol- 
genden Gleichungen : 

'21 (g, + hl) - al1 b, = 0, mithin bi Igiibl 
d. h. 

gia + (b ,  + da) S I +  b, d,  - b, d, = 0. 

Durch die letzte Gleichung ist g,  bestimmt; für die Substitutionscoefficien- 
ten ergeben sich proportionale Ausdrücke. - D a  sowohl fiir go,  wie auch 

für g, im Allgemeinen xwei Werthe gefunden werden, so hat  man auch bei 
dieser Art der Transformation vier voneinander verschiedene Substitutions- 
gruppen , die siimmtlich dasselbe leisten. 

Die Gleichungen 11) nehmen nun folgende einfache Gestalt au: 

und aus ihnen geht durch Elimination von z2 die Differentialgleichung 

hervor. 

2. 1st F linear, 
F =  a +  b z ,  

so setze man für a +  b z  eine neue Variabele, etwa wieder z; dann erhalt 
das System 
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welches soeben u n t ~ r  Nr. 1 hehandelt worden ist. 

3. 1st F constant, so hat man es mit folgendem Gleichungssystem 
zu thun: 

wo die q i k  wieder lineare Ausdrücke bedeuten. 
Aus den Gleichungen 14) leitet man mittels der Substitutionen 

JG d.z 
y k  = e q k ,  vl = a11 z1 + aizz,, 
G=g ,+g lx  qz=a2iz,+a2zz2 

folgendes System ab: 

worin D und f i k  die bekannte Bedeutung haben. 
UIU die erste dieser Gleichungen zu vereinfachen, verlange man, dass 

die linearen Ausdrücke 
a22 f i l  - a 1 2  f21 und a22 f i 2  - ai2 f i2  

consta~t  werden; dies führt auf folgende Gleichungen: 

Die crste Gleichung des Systems 15) lautet jetzt: 

Die zweite Gleichung dieses Systems kann nunmehr nicht in  der gleichen 
Weise vereinfacht werden, und eine andere Reduction scheint nicht zweck- 
dienlich zu sein. Man substituire daher sogleich dcn aus 16) folgondon 
Ausdruck fiir zz in die genannte Differentialgleichung, welche dadurch fol- 
gende Gestalt erlangt: 

d", a B 
- + (yl + 6,s) 2 + (YO + ~ O X ) Z I  = 
a xz 
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-̂ ________-__MMM------ --------- w 

Wenn man will, so kann man in dieser Gleichung mittels des noch un. 
bestimmt gelassenen go den Coefficienten 6, zum Verochwinden bringena ~i~ 
Grossen ail und azl k6nnen beliebige Werthe erhalten; eine derselben darf 
der Nul1 gleich gesetzt werden. - Hiermit sind alle Hauptfalle der Srans. 
formation erledigt. 

Es sei zum Schluss noch bemerkt, dass das System 

verm6ge der Substitution 
i 
I 

2" = - 
'IC 

auf das System 5) zurlickkommt. 
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Kleinere Mittheilungcn. 

VU. Ueber die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise. 

(Hierzu Taf. II Fig. 8.) 

An die beiden Kreise mit den Mittelpunkten G und H seien die #usse- 
ren Tangenten A B  und CD und die inneren Tangenten A C  und BD con- 
struirt. Die ersteren mogen sich in K ,  die letzteren in Ii schneiden. Dann 
sind die beiden Kreise G und H unter Anderem dem Dreieck A C E  ein- 
geschrieben, folglich geht ihre Centrale G l l  durch E und halbirt den durch 
die iiusseren Tangenten gebildeten Winkel. Desgleichen geht aber auch die 
Centrale G H  durch den Schnittpunkt F der inneren Tangenten und halbirt 
den von ihnen eingeschlossenen Winkel, weil beide Kreise Berührungskreise 
des Dreiecks A B P  sind. Es ergieht sich also der bekan%te Satz:* 

1. D i e  C e n t r a l e  z w e i e r  K r e i s e  g e h t  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  
s o w o h l  d e r  B u s s e r e n  w i e  d e r  i n n e r c n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t e n  u n d  h a l b i r t  i h r e  W i n k e l .  

Ntigen ferner die Kreise G und H von den Tangenten 

A B  in den Punkten J und E, A C  in den Punkten P und Q ,  

CD n n n L n Brin n n R n S  
berührt werden. Dann ist der Kreis G dem Dreieck ARC eingeschrieben; 
folglich liegt der Mittelpunkt G aiif der Halbirungslinie des Biissenwinkels 
CAJ, und aus ahnlichen Gründen der Mittelpunkt H des andern Kreises 
auf der IIalbirungslinie des Nebenwinkels EAC. Die Linicn GA und ITA 
stehen also senkrecht aufeinander. Ebenso aber auch die Linien, welche 
von G und R nach den Punkten B oder C oder D gehen. Damit ergiebt 
sich der Satz : 

II. D i e  v i e r  P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  s i c h  v o n  d e n  v i e r  g e m e i n -  
s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  z w e i e r  K r e i s e  j e  e i n e  a u s s e r e  u n d  
e i n e  i n n e r e  s c h n e i d e n ,  l i e g e n  a u f  e i n e m  K r e i s e ,  w e l c h e r  

* Die Siitze II-VI scheinen neu zu sein; wenigstens ist es dem Verfasser 
trotz eifriger h-achforschungen nicht gclungcn, jene Satze al8 bekannt zu, erweisen, 
waii um 60 auffalliger erscheint, als der in Satz II erwahnte Kreis fast imrner zur 
Construction der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise verwendet wird. Jene 
Sitxe wurden schon vor Jahresfrist beim Schulunterricht gefundan; rriogen sie 
deshalb auch die Begründung behalten, die sie zur Verwerthung in der Elementttr- 
mathematik tauglich macht. 
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W. 

d i e  M i t t e l p u n l i t e  d e r  b e i d e n  g e g e b e n e n  K r e i s e  z u  Gegen- 
p n n k t e n  h a t .  

Sei ferner Z  der Mittelpnnkt der Centrale G H  und ZT senkrecht auf 

AB, so ist J T =  TE, also das Dreieck ZJT dem Dreieck ZKT congruent, 
demnach ZJ = Z K  Ebenso ist aber auch Z L  = Z N .  Daraus folgt: 

III. D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  t i u s s e r e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t e n  z w e i e r  K r e i s e  l i e g e n  a u f  e i n e m  K r e i s e ,  devsen 
C e n t r u m  d e r  M i t t e l p u n k t  d e r  C e n t r a l e  b e i d e r  K r e i s e  ist. 

Ganz i n  der gleichen Weise lasst sich durch die Senkrechte ZT' auf 
AC beweisen, dass auch die Punkte Pl Q, R ,  S gleichweit von Z entfernt 
sind, und es ergiebt sich also der dem vorigen analoge Satz: 

IV. D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  i n n e r e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t e n  z w e i e r  K r e i s e  l i e g e n  a u f  e i n e m  K r e i s e ,  dessen 
C e n t r u m  d e r  M i t t e l p u n k t  d e r  C e n t r a l e  b e i d e r  K r e i s e  kt,.  

Aus den Satzen über die dem Dreieck eingeschriebenen Kreise ergeben 
sich weitere Folgerungen, insbesondere liber die Abstande der Berührungs- 
punkte der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise. So ist z. B. 

A B = C D - P Q = R S ,  J E = L Z = A C = B D ,  
d. h.: 

V. D i e  A b s c h n i t t e  d e r  i i u s s e r e n  ( i n n e r e n )  T a n g e n t e n  zweier 
K r e i s e  z w i s c h e n  d e n  i n n e r e n  ( a u s s e r e n )  T a n g e n t e n  sind 
g l e i c h  d e m  A b s t a n d e  d e r  B e r l i h r u n g s p u n k t e  e i n e r  inne. 
r e n  ( i i u s s e r e n )  T a n g e n t e .  

Da die Gerade A G  den Aussenwinkel A  des Dreiecks ABF halbirt, 
so ist A A 

P A G = 9 0 ° - $ B A F  
und ebenso 

G$A= 900-4 A$B, 
folglich 

A G P =  +(HÂF+ A F B ) .  
Nun ist nach dern zweiten der obigen SBtze G Z A  ein gleichschenkliges 
Dreieck mit  der Spitze in 2, folglich ist 

A 

A Z F = ~ A $ E ' - B Â E ' +  AFB 
und demnach 

A ~ F +  FBA= BÂF+ A$B+FBA= 180°. 
Das Viereck ABFZ ist also ein Sehnenviereck. Dasselbe gilt von dem 
Viereck AZCE. Bezeichnet man die Punkte A ,  B, C, D, in welcheri sich 

je eine iiussere und eine innere Tangente schneiden, der Kürze halber als 
T a n g e n t e n s c h n i t t p u n k t e ,  so ergiebt sich der Satz: 

VI. D i e  a u f  e i n e r  S u s s e r e n  ( i n n e r e n )  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  Tan- 
g e n t e  z w e i e r  K r e i s e  b e f i n d l i c h e n  T a n g e n t e n s c h n i t t -  
p u n k t e  l i e g e n  m i t  d e m  M i t t e l p u n k t e  d e r  C e n t r a l e  unddem 
S c h n i t t p u n k t e  d e r  b e i d e n  i n n e r e n  ( a u s s e r e n )  Tangenten 
auf  e i n e m  K r e i s e .  
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Diese Satze haben nun ihrerseits wiederum riickwirkende Kraft auf die- 
jenigen Sheoreme, mit deren Hilfe sie abgeleitet wurden, n%mlich auf die 
Satec über die Beriihrungskreise eines Dreiecks, weil j e  die Seiten desselben 
als gemeinschaftlictie Tangentcn seincr Berührungskreise aufgefasst werden 
konnen. 

Es sollen der Kilrze halber die verschiedenen Arten von Kreisen, von 
denen die Satze I I ,  TI1 (TV), VI handeln, als Kreise der ersten, zweiten 
und dritten Art bezeichnet werden. Dann zeigt sich, dass der einem Drei- 
eck* umgeschriebene Kreis ein Kreis der dritten Art  ist, so dass der 
S h  gilt: 
VIL D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  n e c h s  C e n t r a l e n  d e r  v i e r  B e r i i h -  

r u n g s k r e i s e  e i n e s  D r e i e c k s  l i e g e n  a u f  d e m  d e m  D r e i e c k  
u m g e s c h r i e b e n e n  K r e i s e .  

Wird nun der umgeschriebene Kreis eines Dreiecks construirt, so be- 
stimmt eine von den Winkelhalbirungslinien des Dreiecks einen jener sechs 
Centralenmittelpunkte. Durch ihn aber ergeben sich mit Hilfe eines E e i s e s  
der ersten Art sofort die beiden auf jener Winkelhalbirungslinie liegenden 
Yittelpunkte von Berührungskreisen des Dreiecks, damit aber die übrigen 
Winkelhalbirungslinien und die hfittelpunkte der anderen beiden Berührungs- 
kreise. Bestimmt man dann einen der Berührungspunkte der Dreiecksseiten 
mit einem der Berührungskreise direct, so lassen sich mit Hilfe von Kreisen 
der zweiten Art alle Ubrigen elf Berührungspunkte lcicht durch Kreise ermit- 
teln, deren Mittelpunktc und ILadicn bekannt sind. Dadurch wird die 
für den praktischen Zeichner bisher nicht gerade bequeme Construction der 
vier Berührungskreise einea Dreiecks mit ihren zwolf Berührungspunkten 
wesentlich vereinfacht, verscharft und einer grossen Anzahl von Controlen 
unterworfen. 

I l s i s s e n .  Dr. CURT REIXHARDT. 

VIX. Die rs tnf ige Determinante mten Gradea. 

Wir nennen eine rstufige Determinante n t e n  Grades die Grosse 

a l n .  - & n I ~ i , l  . . Pr,il . - IPi,n - Pr,ni 

die dadurch entsteht, dass man das combinetorische Product aln. .a," unter 
steter Beibehaltung der Reihenfolge seiner Factoren nach einander mit den 
r. combinatorischen Producten pi,, . . pr, l ,  . ., p j , ,  . . p,,, algebraisch multipli- 
cativ verbindet. 

Sie ist darnach das Prodnct der .n Determinanten 

a l . . a r l ~ ~ , ~ m - P ~ , ~ l  .-, a ~ - . a r I p ~ , ~ . . p ~ , ~ .  
Demzufolge nimmt sie den Factor (- 1)" a n ,  wenn in dem combina- 

torischen Producte a l n . .  arn zwei Factoren mit einander vertauscht werden, 

* Man denke sich baispielsweise das Dreieck A B F  in Fig. 8 als gegeben. 
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und erleidet dabei i n  ihrem Werthe bei geradem n keine und bei ungera. 
dem ra nur hinsichtlich des Zeichens eine Aenderung. 

Die vstufige Determinante n t e n  Grades ist ein Aggregat von r!"lie- 
dern, die sich aus den Grossen 

a x n p ~ , , i . . p ~ , , , n  ( x , k l l . . , A n = l l . . , r )  

zusammensetzen. Diese Grossen sind die Elemente der Determinante, und 
zwar bezeichnen wir die Grosse a,"p~,, i  . . pl",, als das (r . ,  A,, . ., i.,)te 
Element. 

Dio Anzahl der Elemento kt rn+l.  Die Elemente der Determinante 
konnen daher in einem (IÛ + 1) dimensionalon Raume in gleich weit von ein- 
ander ahstehenden parallelen Reihen zu einem rechteckigen regelmassigen 
(n + 1) dimensionalen Raurngebilde, das für lz = 1 oder die Ebene das Qua. 
drat und für n =2  oder den Raum der Würfel ist ,  zusammengestellt wer- 

den. Zu diesem Zwecke ordnet man auf einer Geraden die Elemente 

in gleichen Abstinden a n ,  schiebt sie senkrecht gegen diese Gerade um die. 
selben Abstiinde unter steter Vergrosserung des ersten Index der Grosse pl>,  

um Eins (n- 1)mal  in eine Ebene weiter, nimmt dann unter der gleichen 
Veranderung des ersten Index der Grosse pl,î eine gleiche Versühiebung der 
Elemente in  den Raum vor und fiihrt so fort. 

Nach der Gleichung 

4 n . - a r n ~ ~ ~ , i . . P r , l l . .  I ~ i , , . . p ~ , ~ = a ~  . . $ r ( p i , i . . p ~ , i  . . a , . . a , I p ~ , ~ . . p , ,  

lasst sich unter der Voraussetzung x, + . . + x, = rl das Product von v 
rstufigen Deterniinanten von den Graden xl , . ., r., durch cine rstufige De- 
terminante ~ t e n  Grades darstellen, und ferner ist  

aln. .  arn Ip, . = a l . .  ar 1 pl . .prn. 

Bei Berücksichtigung der Gleichung 

hat man ferner die Gleichung 
- -n - - 

a i , ~ . . a i , ~ a ~ , . . a ~ ~  = a l , ~ ~ . . a i , . ~ a ~ , ~ . . a ~ P .  
Beispielsweise ist  darnach unter der Voraussetzung 

weil alsdann die Grosse p in der Form 
- - 

P = a , ~ . a , + a , p . a ,  
und somit infolge der Gleichungen 

- -  - - - 

a l c ~ a l a E ,  a , = - a , a , a ,  
i n  der Form - - - - 

p = a , p . a , a , a , - a , p . a , a l a ,  
oder 

darutellbar ist, 
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" - -  
pn = ( - l ) n a l n a , n  l p - ~ , ~ a , ~  

und folgliüh ?, - -  
anpn = aln a," Jp -  an a," a,". 

Für m = 2 und na = 8 ergiebt sich aus dieser Gleichung, wclchc ent- 
wickelt die Borm 

( " 1  - - 
a n p n = ( x ;  n+J)(-1)X-1 x - l  a l n p x - l  apnpn+i-xan a I n azn 

hat, die Gleichung 

a,ea: jel cgZ. aepe = a12a" el cez. az2pe - 2a:p azep a" el cez + a:a21 el e,z..a12pe. 

B e r l i n ,  31. Mai 1885. L E ~ P O L D  SCHENDEL. 

IX. Znr dynamischen Qastheorie. 

In der Abhandlung ,,Ueber das Warmegleichgewicht zwischen mehr- 
atomigen Gasmoleculenu ha t  B 01 t z m  a n  n einen sehr allgemeinen Satz über 
eine Funetionaldeterminante bewiesen; in  Bezug au£  diesen Satz sind alle 
übrigen Satee von B o l t z m a n n  tiber die in der dynamischen Gastheorie 
vorkommenden Functionaldeterminanten nur Specialfslle. 

Die von B o l t z m a n n  benutzte Methode des Beweises jenes Satzes ist 
aber nicht sehr streng. Vie1 strenger und eleganter lasst sich der Satz auf 
Grund eines allgeuieinen Theorems beweisen, das namlich im Zusammen- 
hange mit der Jaüobi ' schen  Theorie des ,letzten Multiplicatorsu steht; 
das zu zeigen ist der Zweck der vorliegenden Abhandlung. 

Wir sotzen voraus , dass folgendes System simultaner Differentialgleich- 
ungen bestehe : 

wo p,, ..., pm+i blos Functionen von Q I ,  .. ., Qu, und a l ,  ..., G, hlos 
Functionen von Pl, .. ., Pm+* sind. 

Diese Gleichungen bestimmen die Grossen Pl ,  .. ., Qn als Functionen 
von t und rn + n + l  willkiirlichen Constanten; als solche konnen wir jene 
Werthe der Grossen Pl ,  ... , Q ,  betrachten, die einem bestimmten Werthe 
von t, z. B. t,, entsprechen. Diese Werthe sollen durch p l ,  .. . , p ,+ ,  , 
q1 , . . . , q, bezeichnet werden. 

Ferner mogen die Grossen p,, ..., pm+i mit einander durch die Gleichung 

2) F ( P , , P , ,  . m . ,  p m + A = b  
verbunden sein, wo b eine Constante mit einem b e s  t i m m  t e n  Werthe ist 
( i  Gegensatz zu den willkürlichen Constanten). 

Wir nehmen also a n ,  die Grossen p l ,  . . . , pm+ seicn durch eine Re- 
lation verbunden, infolge deren nur m von ihnen, z. B. p l ,  ? . . ., Pm, 

* Ich modificire in Etwaa das von B o l t z m a n n  beautzte System der Be- 
zeichnungeo. 
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willkürlich sind, die m + lta aber Function der übrigen ist. Also ist jede 
der rn + n + l  Grossen Pl, ..., P,n+i, Q,, .. ., Qn Function von t und m+n 
willkürlichen Grossen pl, ..., p,, q,, ..., p,. 

Gesetzt, wir haben in einem mehrfachen Integrale die Variabeln 
Pl, ..., Pm, QI, ..., Qn durch die Variabeln pl, ..., p, ,  p,, ..., q,  zu 
ersetzen, wobei t als constant betrachtet werden soll, dann ist die Func. 
tionaldeterminante zu berechnen: 

a P ,  aPm aQ, a ~ ,  A = I: + - ... -p.p -. 
a . .  

Wollen wir unter spi ~ P S "  aq ,  3q.a 
a F  a F  aF -, -> ..., - a P, a p2 a P,+I 

die Resultato der Substitutionen in 

der Grossen P,, .. ., Pm+1 resp. anstatt p , ,  ..., p,,+i verstehm [P be. 
zeichnet die Function, die auf der linken Seite der Gleichung 2) figiiriri], 
so setzen wir 

und 

endlich bezeichnen wir durch r ]  und E die Werthe der Functionen H und E 
für  t = t o ,  d. h. die Resultate der Substitutionen in diese Functionen der 

Grossen p l ,  ..., pm+i, pi, ..., qn für  P l ,  ..., I 'm+i i  QI, ..., Qn. 
Das erwahnte B 01 t z  mann'sche Theorem besteht darin, dass 

Wir  wollen m m  Beweise dieaes Theorems schreiten. Wir setzen 

3) F ( P , ,  P,, ..., Pm+1)=B; 
B ist  folglich eine Function von t und m+n willktirlichen Constanten 

pl, . . . , p,, q, , . . . , q,; b ist  der Werth von B fur  t = t,. Es ist klar, 
dass die GrEssen P l ,  .. ., Pm, Q,, .. ., 0, entweder als Functionen der eben- 
erwiihnten m + la willkürlichen Constanten und t , oder als Functionen der- 
selben willkürlichen Constanten und B betrachtet werden konnen. 

Transformiren wir die Gleichungen l),  indem wir die Veranderliche t 
durch B ersetzen. 

Die Differentiation der Gleichung 3) giebt unter Derücksichtigung der 
Gleichungen 1) : 

aF a~ 
(mei+. . .+- a Pm+, Q ~ + I ]  d t = d B ,  

W O  
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Auf Grund der Formel 4) k6nnen wir dem System 1). von dem wir 

die Gleiohung dL+~ = pm+i weglassen, folgende Gestalt geben: 
d t  

Die rechten Seiten der Gleichungen 5 )  sind blos Functionen der Grossen 
P l ,  .. ., Pm, P m + i ,  QI, .. ., Qn, oder, auf Grund der Formel 3), der Grossen 
P, ,  ..., Pm, Q , ,  ..., Q, und B. Polglich stellt das System 5) ein System 
simultaner Differentialgleichungen dar, die Pl, . . . , P,,, Q,, .. . , Q, als Func- 
tionen von B und willkürlichen Constanten p, , . . . , pm , ql , . . . , q, bestimmen. 

Setzen wir 

BO nehmen die Gleichungen 5) folgende Gestalt an: 

biif das Systeqi 6) wenden wir folgendes Theorem von J a c o b i  an: 
Resteht ein System simultaner Differentialgleichungen 

( X ,  XI, . . . , Xn sind Punctionen von X,  X ,  , . . . , x,), die X ,  , . . . , x, als 
Functionen von x und willkürlichen Constanten a,, . . . , a, bestimmen, so 
muss die Functionaldeterminante 

as axz a ~ ,  D=t+' . -  ... - 
a a 1 â a ,  au, 

der Gleichung 
a i ax ax, a x, 
- [b(xn)l= - ( + - +  ...+-} 

geniigen." x ax axl a z, 
Im gegenwartigen Falle entsprechen den Grossen X,  x,, .. . , z, die 

Grossen B, Pl, ..., P m ,  QI, .. ., Q,, den Functionen X, X,, .. ., X ,  die 
@ Gn Functionen X ,  2 . . , - - 1  - i den willktirlichen Constanten 
H '  H '  H' H 

a,, . . . , a, die willkürlichen Constanten pl, . - ., P m ,  Bi , - . . , %, der Deter- 
minante D die Determinante A. 

Wir wolien das Symbol - ato - 
a' pi 

benutzen, um die partielle Derivirte der Function 

d'(pl, . - - y  Pi1 - - - 9  P m ,  Pm+])  

* J a c  O b i  , Vorlesungen über Dynamik. 12. Vorleaung. 
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naüh Pi zu bezeichnen, bei deren Bildung Pm+t als E'unction aller tibrigen 
P und B angesehen wird. Also ist 

Von B htingt die Function Q> explicite nicht ab ;  daher ist 

afO a @  apm+, 
--z ---. . 
a'B apm+, aR 

E s  ist klar, dass dem Ausdrucke 
ax ax, a x, 
+ . , + . . . + - 7  5 0 z1 

asn 
der im J a c O b i'schen Theorem figurirt , jetiit der Ausdruck entspricht 

Wir  wollen diesen Ausdruck bilden. Es ist zuniichst 

a 'X 1 a'E E a ' H  -- -.---.- 
a ' B -  H a'B H a  a'B 

(Pi, . . -, g,+t sind blos Functionen der Grossen Q und wurden deshalb bei 
der obigeu Differentiation als constant betrachtet); aus 3) geht nun her- 

a p m + i  
folglich is t  

8) -- = - a2 F E a2F e l+ . . .+ -  --.-. 
a ' ~  H~ a ~ ~ a ~ ~ + ~  apm+ls '"+') H 3  al.,+? 

Weiter ist  a2 F +-.- 
a~,,,+,"4 

oder, da auf Grund von 3) 
a P",+1 1 aF ----.- - 

a Pl H a ~ , '  
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Endlich, da Pm + i  von Q,  , . . . , Q, unabhingig ist und H , G,, . . . , on 
blos Functionen von Pl , . . . , 1 sind , haben wir : 

Addiren wir die Gleichungen 9), 10) und 11) zusammen und setzen 
zur rechten Seite der resultirenden Gleichung den Ausdruck 

der identisch gleich Ku11 i s t ,  hinzu, so kommt 

[S. die Formel a)]. Also is t  der Ausdruck 7) identisch gleich Nul1 und auf 
Grund des erwahnten J a c O bi7schen Satzes 

Daraus folgt 

d  
- [lg (X . A)] = o. 
d B  
- .  X.A =CO&., 

wobei const. eine von B unabhangige Grosse bedeuter. soll. 
Für B = b ,  d . h .  für  t= t ,  haben wir: 

A = l ,  x = q  
dalier ist 

rl 

E. H 
CO&. = 5 und A = -- r 

1 r l .  E 
was zu beweisen war. 

W a r s c h a u .  B. W. STANKEWITSCH, 
Dooent an der kaiserl. Universitët 

X. Ueber die Basis der nattîrlichen Logarithmen. 

Zur Herleitung der Differentialformeln für den Logarithmus und die Ex- 

ponentialgr6sse genügt bekanntlich der Kachweis, dass die Potenz (1.3" 
bei unendlich wachsenden m gegen eine endliche Greuze convergirt, deren 
Betrag nicht sofort mil erheblicher Genauigkeit bestirnmt zu werden braucht. 
In meinern Compendium der hoheren Analysis habe ich jenen Existenzbeweis 
daraiif gegründet , dass die genannte Potenz gleichzeitig mit m wxchst , aber 
sowohl bei geraden als bei ungeraden na kleiner als 4 bleibt. Die Sache 
lasst sich aber kürzer und eleganter auf folgende Weise erledigen. 

Für ganze positivo m und ai > @> 0 ergeben sich durch Division die 
Ungleichungen 
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miihin successive (1 + +)'< (1 + $)'< (1 + 8)' u. S. W. Die Paleoz 
rn 

(1 + k) wzchst also fortafihiend. 

Substituirt man die vorigen Werthe von a und f i  in  Nr. 2) und be- 
achtet, daes 

2 
B+(m+l)(a-B) = 1-+- 

1 
m + l f m ( m + l )  

is t ,  so findet man 

mithin (1 + +y> (1 + ;y> (1 + +)< IL S. W. Demuaoh nimmt die Po- 

tenz (1 +;)l" fortn8hrend ab; da  sie aber ihrer Natur nach n i d t  oega. 

tiv werden ksnn,  so muss sie gegen einen bestimmten Grenzwerth e con- 
vergiren. 

Aus der hiermit gerechtfertigten Definition 

folgt 

Die Potenzen und (1 + ;)-+' conuergiren 

- - e. 

. alvo gegen den ge 

meinschaftlichen .Grenzwerth e ,  die erste durch Zunahme, die zweite durch 

Abnahme; es ist daher 

(1 + qm< m c < (1 + ;)l+l. 

Für m = 100 geben diese Dngleichungen 

2,7049 < e < 2,7319 
und als arithrnetisches Nittel naherungsweise e = 2,718, wns vorlaufig an> 
reicht. Die genauere Bestimmung von e geh6rt in die spatere Theorie der 
Reihen. SCHLOMILCH. 
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XII. 

U e b e r  K e t t e n b r ü c h e .  

Von 

Dr. W. VELTMANN, 
Docent a. d. landwirthaohaftl. Akadomio Poppoledorf -Bonn. 

9 1- 
Betmhtet  man die Zahler und Nenner zweier aufeinander folgenden 

und irgend eines spateren Niiierungsbruches eines Kettenbriiches als ver- 
anderliche Grossen, so ist der Zahler, sowie auch der Nenner des letzteren 
eine lineare Function derjenigen der beiden ersteren. 1st der Kettenbruch 
periodisch , so bestimmen sich die Niherungsbrüche , welche ganzsn Perioden 
entsprechen, paarweise durch mehrmalige Wiederholung ein und derselben 
linearen Substitution. Man kann daher auf solche Kettenbrüche, sowie auf 
die Darstellung irrationalcr Grossen zwciten Grades durch dieselben dio von 
mir in G r i l n e r f ' s  A r c h i v  d e r  M a t h e m a t i k  Rd. 58 S. 342 gegebene 
Theorie derartiger Substitutionen anwenden. Dies soll im Polgenden ge- 
schehen. Da zupleich auch i n  anderen Beziehungen die Kettenbriiche hier 
in etwas anderer Weise behandelt werden, als gewohnlich, so mogen vor- 
her die HauptsBtze über die Kettenbrüche kurz angeführt und,  soweit ein 
von dem gewohnlichen abweichendes Verfahren stattfindet, bewiesen werden. 

P- R - - - 
P - 8  

soll bedeuten, dass P= R und Q = S ist,  die beiden Brüche 

also nicht blos gleich sind, sondern auch gleiche Ztihler und glejche Nenner 
haben. 

Wenn 

oder, wie .hier gewohnlich geschrieben werden soll, 

ein beliebigqr Kettenbruch is t ,  so soll 
- 8- 

der de N i i h e r u n g s w e r t h ,  
Zeit8cLrilt f. Mathematik u. Pliyaik XXXII, 4. 
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a*l+an+2 ... 
bn+i b n + z  

der demselben zugeordnete oder nta R e  s t w e r t  h ,  a, und 6 ,  resp. der d n  
T h e i l z a h l e r  und T h e i l n e n n e r  genannt werden. 

Wenn -l+- - - -  sin beliebiger Kettenbruch ist und die Nbheruogs. 
6, b, 
4 2 2  brüche mit - - 9 - . bezeichnet werden , so ist 
Nl N2 

2 1  - -  a, --- 
NI - b19 

Nach diesen Forrneln, durch welche nicht blos die Werthe der NYherungs- 
brüche, sondern auch die ZLhler und Nenner derselben einzeln bestimmt 
sind, sollen die Naherungsbrliche stets berechnet werden. Andere Formen 
derselben, dadurch erhalten, dass man Zahler und Nenner in gleichem Ver- 
hiiltniss iindert, sollen nicht angewandt werden. 

a 3- 
Ein beliebiger Kettenbruch sei 

2) k = - +  ad- ..- @]+id> ... l> 
b~ . 6 2  6 ,  al a, a. 

Man berechne qi ... r c .  
4 4 +- 

d" 
P 

nach 5 2 und erhalte - 9  so dass d s o  
0 

Wenn dann die beiden letzten Naherungsbrtiche von 
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2,- 1 2, -- und - 
N,-1 NP 

sind, wenn ferner der Kettenbruch k in der ursprünglichen Form [Gl. 2)] nach 
R 5 2 berechnet - liefert, so ist nicht blos [unmittelbar nach § 2 und G1.3)] 
S 

sondern diese Brüche s t immes auch in Zkihler und Nenner überein, d. h. 
es ist 

R _ Z P - I P + Z ~ Q .  -- 
8 - Nfi-1P+xpQ 

B e w e i S. Angenommen, 
der Satz gelte allgemein für jeden Kettenbruch, welcher nicht 
mehr als eine bestimmte Anzahl rn+ n Theilzzhler und -nenner 
enthalt. 

Es sol1 gezeigt werden, dass e r  dann auch fiir einen beliebigen Kettenbruch 
gilt, welcher m + n + 1 Theilzahler und -nenner hat. 

Ein Kettenbruch letztarer Art sei 

l a , , ,  1- P gr5lyi5... +-+ + -... +A+-, 
61 b, on dl 4 an CZ 

Zr" -1 
- und 5 seien die nach 5 2 srhaltenon beiden lctztcn NBorungs- 
1 N," 
tirfiche des Kettenbruchs 

Zn-1 ebenso - Zn und - die nach 5 2 erhaltenen N%hernngsbrüche von 
Nn-i Nn 

cl I c Z  c n  - +- ..- 
dl a, 

Daun sind nach der gemachten Voraussetzung 4) 

Zm - I L - 1  + ZmNrn-i 
- - - 

Und -- zm-î Zn - -  + z m  - N n  
Nm-izn-i + & N ~ - I  Nm-i zm + Nm N n  

congruent den nach 5 2 erhaltenen beiden letzten Naherungswerthen von 

und fiir den Kettenbruch K erhalt man somit nach 5 2 den Werth 

Ferner ist nun der nach 5 2 erhaltene Werth von 

Nach dem zu beweisenden Satze wilrde man also für  erhaltcn: 
13* 
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Dieser Rruch stimmt aber in Ziililer und Nenner mit 5) überein. Hieraus 
folgt niin aiif bekannte Weise durch Schluss von t auf t+  1 der Satz 
allgemein. 

Zn Zn+, Zwei aufeinander folgende Niiherungsbrüche - und - m6gen ein - Nn N"+l 
N a  h e r u  n g s p a a r  geiiannt werden. Bildet man die Differenz derselben 

so nennen wir den Zghlor des letztern Bruchcs 

die Determinante des Naherungspaares. 

8 5- 
Die Determinante eines Naherungspaares entstebt aus derjenigen des 

vorhergehenden durch b.Iultiplication mit - 1 und mit dem letzten der in 
den beiden Paaren vorkommenden Theilzshler. 

B e w e i s .  E s  ist  
z n N n + i - N n S + i  

= (nach 5 2 )  %(a,+lNn-i + b n t ~ N n ) - N " ( n n t i Z a - i + h n + ~ Z " )  
- -- a,+] ( Z , - i K -  N,-iZn), 

W. z. b. W. 

§ 6 ,  
Sind &mrntliche Theilzihler etwa mit Ausnahme der beiden ersten = 1, 

so sind nach 5 die Det,erminauten von xwei aufeinander folgenden Nihe- 

rungspaaren einander entgegengesetzt gleich. Diejenige des ersten Paares 
sol1 in  diesem Fa110 die Determinante des Kettenbruchs genaniit werdcn. 
Wird dieselbe mit 6 ,  diejenige des Paares, welches .n Theilziihler und 

-uenner enthalt, mit 6, bezeichnet, so ist 

a, = (- 1). 8. 

Vier Grossen p, q ,  T, s gegeben, vier andere a ,  fi, c, d zu bestimmen, 

a c P 
derart,  dnss von dern Rettenbruch - +- d e r  erste Naerungswerth e-i 

T 
b d P 

der zweite - - 3  mithin die Determinante dieses Paares =ps - qr mird. 
S 
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a p a d - r  
A u  f l 6  s u  ng.  Es sol1 - = - 7 -- - - werdcn. Man wird also 

b q b d + c -  s 
r q P. 

a = p ,  b = q ,  d = - v  c = s - -  
P P 

P I  5-!Kr:p setzen. Der Eettenbruch wird demnach - +- . 
4 r : p  

8 8- 
Ein Kettenhruch iindert seinen Werth nicht, menn in demselben irgendwo 

' eingeschaltet oder am Eude angehangt wird. Die Rcihe der Nahe- 
t + i  
rungswerthe andert sich nur in der Weise, dam die beiden vorhergehenden 
sich wiederholen. 

r 
B e  w e i s. Die vorhergehendcn Naherungswerthe seien - - Die 

4 s 
p + O - r  - p urid ~+0.? - l , also beiden fulgeuden sind dann - - -  - 
q + O . r  - q s + o . q -  s 

wie die vorhergehenden. 

Es sei 

6) 

eine beliebige gebrochene Function ersten Grades der Veranderlichen a, also. 
p nicht =O.  JO nachdein dann b und /3 gleiche oder entgegengesetzte 
Vorxeichen haben oder b = O ist, wird y entweder fiir einen negativen oder 
einen positiven Werth von x oder fi x = O  unendlich gross. Die Func- 
Lion ist also stetig und nimrnt bestindig zu oder bestandig a b  im ersten 
Falle für s = O bis x = + cw, im zweiten für  x = 0 bis x = - m, .im dritten 

a OL 
für Beides. Fiir x = O wird y = - für z = + op wird y = - - Stellt 

0 C3 
man die Function durch eine Curve in einem rechtwinkligen coordinaten- 
system dar, so wird dieselbe a n  der Seite der ~ r d i n a t e n a x e )  an welcher 

a (Y 
sie stetig ist ,  fiir x = O bis x = m alle Werthe von - bis - durchlaufen. 

b P 
Folgende Uebersicht zeigt das Verhaltsn der Function in den verschiedenen 
Fallen. 

1. O und /3 von glei- 
chen Vorzeichen 

und p 'On 

gegeiigesetzten 

A. I B. 
F ü r  positive x Pür  negative x 

durchlauft y alle Werthe 
a 

zwiscpen - und 
b P 

a LI a 
nicht zwischen - und - zwischen - 

b B b 
Vorzeiahen 1 
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198 Ueber Kettenbrliche. 

g IO. 
p., und q, seien zwei beliebige positive, pl und pz zwei beliebige Zahlen, 

P k eine GrBsse, welche zwischen -' und - liegt. Dieselbe sol1 in einen 
41 Pa 

Kettenbruch entwickelt werden , derart, dass die beiden ersten Niiherungs- 
Pl P werthe F - und r A werden. Die folgenden Theilziihler sollen siimmt- 
41 gz 

lich = 1, die Theilnenner moglichst grosse ganze Zahlen werden. 
P P2 A u  flti  s u n g .  Man leite aus den Brtichen -' und - andere Brüche 
Y1 98 

%, -, .. nach folgenden Formeln ab : 
qs  9 4  

7) 
P I + P Z ' S  - 3 ,  
qi+p.2% q3 

8) 
~ 2 + ~ 3 ~ 4 = &  - 

Pz + qsx4 91 
U. S. W. 

und bestimme die Zahlen x 3 ,  z4, .. . auf folgende Weise: Man setze 

9) 
also 

Dieser Worth von R, ist positiv, weil in  G1. 9) der Fa11 1 in 9 stattfindot, 
P P also nur  für  positive Werthe von R, derjenige von k zwischen 2 und 2 
91 99 

liegen kann. Man nehme nun fiir s, die grosste i n  dem Werthe von R3 
Gleichung 10) enthaltene ganze Zahl, wodurch d m n  nach Gleichung 7)  auch 
p, uiid q, bestimmt sind und g, eine positive Grosse wird.. Setzt man jetzt 
in  Gleichung 9) für k und RS die voriinderlichen Grossen y und x, also 

so bat man 5 r  y und x die zusammengeh6rigen Werthe 

92 
Die Werthe von z nehmen hier b e s t h d i g  zu,  die von y also bestandig zo 

P oder. a b ;  dor Werth von k liegt daher auch zwischen 2 und 5 ,  wiihrend 
9a qs 

zngleich 3 zwischen fi und 5 liegt. Setzt man a190 jetzt 
43 41 42 
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200 Ueber Kettenbrüche. 

X.+I wenigstens = 1. Hier darf aber fur v nicht weniger als 3, für a~ + l  
nicht weniger als 4 gevetzt werden; denn ein II, und x, komiiit in der 
Entwickelung des Kettenbruches nicht vor. I n  der That  kann in Gleich- 

P ung 9) S. 198 die Grosse k so nahe a n  2 genommen werden, dass aus der- 

selben siüh R3 < 1, x3 = 0 ergiebt. 
41 

5 12. 
In 5 10 nehmen die dort sammtlich als positiv erkannten Nenner der 

Niiherungsbrüche von q,  a n  bestiindig derart zu ,  dass jeder derselben wenig- 
stens gleich der Summe der beiden vorhergehenden k t ,  so dass also q ,  - 

wenigstens = (n - 4) q, kt. 
R e w e i s .  Da 

9 5 = 9 3 + 9 4 x 4 ,  c lg=94+~/5x5 u. 8. W. 

und nach 5 11 x,, x5,  ... wenigstens = 1 sind, so ist 4, grosser als qr, 
q, grosser als 2 q, u. S. W., qn grosser als (rc- 4) q,. 

9 13. 

Wenn und - in 5 10 S. 198 zwei aufeinander folgende Niherungs- 
qn-l Qn 

brüche sind und es wird B~ = + p  
gesetzt, wo also 0 positiv und kleiner als 1 ist,  so gelten folgende Gleich- 
iingen : 

18) 

2 1) Pn- i -- k = 
Qn-1 4n 4"-I 

22) k -fi= (- 1). a v 

Pn Pn Yn-i 
Hier sind p und v positive Grossen und es ist  

23) p + v c l ,  
24) =qn:(qn-~!). 

B e w e i s .  Es ist nach G1. 14) S. 199 
P.-2 + ~ n - i  R n  k =  
q n - 2  + q n - i h n  ' 

also 
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was die Gleichung 20) is6. Subtrahirt man jctzt Gleichung 18) von 20) ,  so 
erhalt man G1. 19). Bestimmt man dann zwei Grossen p und v den Gleich- 
ungen 21) und '22) gemass, so  sind p und v positiv und durch Addition 
von 21) und 22) erhalt man mit Rücksicht auf 20)  die G1. 23). Wenn man 
ferner G1. 18) durch 19) und 21) durch ?2) dividirt, so hat man links, also 

P auch rechts gleiche Quotienten; die letzteren sind aber gleich und - 3 

womit dann auch die G1. 24) bewiesen ist. q n - i p  Y 

§ 14. 
In  5 10 S. 198 unterscheidet sich die Grosso k von einem Niiherungs- 

werthe um weniger als d dividirt durch das Qnadrat des Nenners desselben 
und auch um weniger als B dividirt durch das Product dieses Nenners mit 
dem niichstfolgenden. Von zwei aufeinander folgenden Naherungsbrüchen 
unterscheidet sich der zweite von k weniger als der erste. 

B e  w e i s. Die erste Behauptung folgt aus Gleichung 21), weil pn > gn - 1 

und nach G1.23) p < 1. Die zweite folgt aus G1.22), weil v < 1, und die 
dritte sus 21) und 22, weil nach 24) v < p ist. 

5 15. 
Wenn in 5 10 S. 198 die Grossen k ,  p l ,  pp, ql , p2 rational sind, so wird 

irgend ein Restnenner R eine ganze Zahl und zwar wenigstens = 2. Der 
Kettenbruch schliesst also hier und der letzte Theilnenner ist = 2. 

Beweis .  Nach G1. 15) S. 199 ist 

Sind k, pl, p,, pl, q2 reducirte Brüche mit dem Nennerproduct =ml so 
wird nach den Gleichungen 7), 8) u. S. W. S. 198 dor Zahlcr und Nenncr, 
sowie auch dcr k-fachc Zahler und Renner eines jeden Nfherungsbruches 
durch Multiplication mit sn eine ganze Zahl. Schreibt man also G1. 25) so: 

"fi-1 ( - 1 4 )  
m ( ~ n - i  + qn-ik) - Pn-I 

R n + l =  - 
171 ( ~ n  k - ~ n )  

m 9 n b - z )  
(- 1)" s 

?la 
r [nach G1.18) u. 19)] qn+Pn-iP . 

" (- 1)" d B  
Pn + qn-I B 

so sind auch hier Dividend und Divisor ganze Zahlen. Da 9, nach fj 12 stets 
wenigstens um g, wachst, m und 6 aber constant bleiben, so nimmt der 
absolute Werth des Dividenden stets ab. Der Divisor aber ist kleiner als 
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der Dividend, weil ,6 kleiner als 1 ist ,  muss also irgend einmal = + 1 - 
werden. Dann wird Rn + 1 eine ganze Zahl und zwar wenigstens = 2, weil 
die R immer grosser als 1 sind. 

5 16. 
Nach 5 10 S. 198 und 5 15 ltisst sich jeder rationale Bruch durch 

einen Kettenbruch - 
1 

. . a  + L I + -  
mit gegebenem Anfangspaar und Determinante darstellen. Die Determinante 
des letzten Paares ist entweder +6 oder - 8.  Da x, wenigstens =2 id, 
so kann man statt  xn auch x,, - 1 + f setzen , so dass man also den Ketten- 
bruch 

l a- ... +- 1 
Zn-, . Z n - l + i  

erhzlt. Die Zahl der Niiherungsbrüche, sowie der Naherungspaare wird 
hierdurch urn 1 grossor und dio Determinanta des letzten Paares ist der- 
jenigen bei der vorigen Form dem Vorzeichcn nach entgegcngcsetzt. Man 
kann also nach Belieben den Kettenbruch so schreiben, dass die Deter- 
minante des letzten Naherungspaares + 6 oder - 6 wird. 

5 17. 
Wenn i n  5 10 S. 198 q, und q, beide negativ wiiren, so wtirden (5  9) 

R,, R,, ..., z3, x,, ... positiv, q3, qr , ... negativ werden. Dadurch, dass man 
pl , pz ,  q,, q2 und somit auch p,, p,, ..., q3, q,, ... das entgegengesetzte 
Zeichen gabe, würde man also diesen Fa11 auf den vorigen zurückfiihren 
konnen. 

Wenn ferngr q, und q, entgegengesetzt sind, so erhklt y die Werthe 
P zwischen 2 und fi für negative Werthe von 2;  z3, z.,, .. . werden also 
'2 1 Pn 

negativ. Dieselben Ntiherungswerthe , die man d a m  erhiilt , werden aber 
auch erhalten, wenn man p, und q, das entgegengesetzte Zeichen giebt, 
weil dann auch x3, x4 , . . . entgegengesetzte Zeichen erhalten. Der Fa11 kt 
also ebenfalls von dem frtlheren nicht wesentlich verschieden. 

5 18. 
Wenn in 5 10 S. 198 die Grosse k irrafional is t ,  so kann keiner der 

Restnenner R eine ganze Zahl werden; der Kettenbruch setzt sich ins Un- 
endliche fort. Bus  § 14 S. 201 fol& d a m ,  dass die Xiherungsbrüche der 
Grosse k i q m e r  ntiber und beliebig nahe kommen, so dass also die Gram 
durch den unendlichen Kettenbruch dargestellt ist. 

Um die gewohnlichen Kettenbrüche zu e rha lhn ,  muss man als Anfangs- 
paar $ und p nehmen. Es  sei also 
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Dann ist 

wo x3 als die in  R3 enthaltenen Gnnzon sich aus 

1 
bestimmt. 1st nun k >  1,  so ist x3 = 0 ,  also 5 -.  Ferner ist  jetzt 

9 3  O 
&= O + l - x 4  - 
44 1 + 0 - ~ 4 '  

wo x, sich aus 

O+1.R4=!h, also ~ , = k  k=- 
1 + 0 . R 4  1 

bcstimmt. Es ist also x4 = den in R,= k enthaltenen Ganzen. Dann wird 

1 
Wenn dageg.cn k <  1 ,  so ist X, gleich den in - enthaltenen Ganzen. In 

k 
1 0  l x 4  

ersterem Falle sind die Naherungsbrtiche - r - I - 9 - - u. S. W., im zwei- O 1 0 1  
1 0 1  

ten -i - 8  - u. S. W. I n  dern erhaltencn Kettcnbruch 
O 1 2. 

ist im ersteren Falle xl = xZ = x3 = O ,  im zweiten nur x, = x2 = O. Die 
Determinanto des Kettenbruchs ist immer = 1, diejenige der einzelnen 
Naherungspaare abwechselnd + 1 und - 1. 

Eine rationale Grosse k liefert einen endlichen Kettenbruch mit dcm 
letzten ~he i lnenner '  wenigstens = 2; bei einer irrationden Grosse k wird 
der Kettenbruch unendlich. 

g 20. 
Vier positive ganze Zahlen p, q ,  r, s mogen der Gleichnng gentigen 

26) ~ s - q r = ( - l ) " ,  -.- 
wo n irgend eine ganze Zahl, und es  sei p < r, mithin anch q < S. Wenn 

?. 
man dann - in  einen gewohnlichen Kettenbruch entwickelt, so ist entweder 

S 

P r-P - oder - der vorletzte Niherungsbruch dieses Kettenbruchs, je nach- 
a s-a 
dem die Zahl der Theilnenner desselben mit n gleichartig (gloichzeitig ge- 
rade oder nngerade) is t  oder nicht. 
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r .  P' 
B e w  e i S. Wird - in einen Kettenbruch entwickelt und ist - der 

S 9' 
vorletzte Niiherungswerth, m die Zahl der Theilnenner, so ist 

p's - q* = (- 1)". 
Wenn nun rn und f i  gleichertig sind, also (-l)m = (-l)", so ist 

% = p l ,  y=q'  

eine L6sung der unbestimmten Gleichung 

27) sx- r y  = (-1)n 
und die tibrigen Losungen sind 

28) x = p n + v r ,  y = q J + v s 1  
wo v eine beliebige positive oder negative ganze Zahl ist. Da nun nach 

eine Losung ist und aus den G1. 28) nur  für v = O positive Werthe von 
x und y erhalten werden, welche kleiner als resp. r und s sind, sa muss 

sein, 
Wenn dagegen (- l)m = - (- l)", so i s t  

&=-p',  y=-qf  

eine L6sung der Gleichung 27) und die übrigen Losungen sind 

29) x = - p r + v r ,  y = - q r + v s .  
Da nun nach G1.26) sucb x = p und y = p cine Losung von G1.27) ist und 
ails G1. 29) nur für v = 1 positive Werthe von s und y resp. kleiner als r 
und s erhalten werden, so muss 

mitliin 

sein. 

g 21. 
Wenn 

und 

zwei Kettenbrüche sind, welche dieselben Theilnenner in umgekehrter Reihen. 
P f folge haben, und es sind - und - die beiden letzten Naherungsbruche 
9 S 

P 9 von k, so sind - und - die beiden letzten Niiherungsbrüche von k'. Bei 
r s 

P 7 der Umkehrung eines Ksttenbruchs mit dem letzten Naherungspaare - 9  - 
9 s 

iindert sicb also letzteres in der Weise, dass q und r sich vertpuschen. 
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3 22. 
Wenn x und x' ~ o s i t i v e  irrationale Grossen, p, 4 ,  r ,  s ganze Zahlen 

zwischen + m und -CU sind und es ist  

30) p s - q r = + l ,  

BO haben die beiden Grossen x und x', in  Kettenbrüche entwickelt, gleiche 
Bestbrüche. 

B e w e i s .  E s  is t  nach 5 7 S. 196 

P ein Kettenbruch, von welchem - und die beiden Naherungswerthe sind. 
(1 S 

Hier werde 'i nsçh $ 19 S. 202 in  einen gewohnlichen Kettenbruch entwickelt 
x 

33) 
1 

also nach G1. 32) 

Die Grossen x und z' sind also jetzt durch ~ e t t e n b r ü c h e  mit dern gernein- 
1 

samen Rcstbruch dargestellt; jedoch ist derjenige in G1. 34) keiri gewohn- 
R 

licher Kettenbruch, wird also darin noch verwandelt werden müssen. Man 
kann die Entwickelung G1. 33) sa weit fortsetzen, dass das dem Restbruch 
1 
- vorhergehende Naherungspaar x', und x', von x' beliebig genau wird, 
R 

1 
wo dann auch die entsprechenden zu dem namlichen Restbruch - gehorigen 

R 
2 1  2 2  Niiherungswerthe von x in G1. 34), welche r - und - sein mogen, 
NI x2 

heliebig genau werden. 'Da nun x positiv is t ,  so werden bei hinreichender 
4 2 2  Genauigkeit auch - und - positiv, d. h. 2, und NI, sowie auch Z2 und 

N2 
N, von gleichem Zeichen sein. Aus G1. 31) folgt aber, dass, wenn für 
x' zwei Werthe x', und x', gesetzt werden, von welchen der eine nur' sehr 
wenig grosser, der andere sehr wenig kleiner ist  als x', auch der wahre 

2 1  Werth von x zwischen den entsprechenden Werthen - und 2 liegen wird. 

Nun ist aber nach 5 2 S. 194 
NI 34 
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- 

4 Da R positiv is t ,  90 kann dieser Werth nach 5 9 S. 197  nur zwischen , 
2 2  

l Y 1  
und - liegen, wenn NI und N, gleiche Vorzeichen haben. I n  G1.35) 

Na 
haben also Z,, Z,, NI und N, gleiche Vorzeichen. Sobald dies aber der 
FaU is t ,  wachsen von dieser Stelle an die ahsoluten Werthe der Zahler und 
der Nenner der Naherungswerthe. Man kann also in der Gl. 35) jetzt 
Z l ,  Z,, NI, N2 als positiv betrachten und Z2 > Zl, N2 > NI nehmen. Da 
nun L,, Z,, N I ,  N, ganze Zahlen sind und nach Gl. 30) S. 205 die Determi- 

'72 nante des Kettenbruchs = 1, somit Zl N, - Z2Nl = + 1 ist ,  da feiner - 
fi" 

Z 

in  einen g e  w 5 h n l i c  h e n Kettenbruch entwickelt und dieser nach 5 16 
S. 202 BO geschrieben werden kann, dass die Determinante des letzten Nahe- 

n 

rungspaares der obigen Zl N, - Z, NI gleich is t ,  so ist nach 5 20 S. 203 3 
N. 

1 

der erste Bruch dieses Paares. Wenn also auf die angegebene Weise 

erhalten wird, so ist nach G1. 35) und $j 2 S. 194 

1 
E s  ist a190 - auch ein Restbruch des gewohulichen Kettenbruches, in wel- 

R 
chen sich x entwickeln lisst. 

Ej  23. 
Ein periodischer Kettenbruch sei 

Die Periode und der den Peiioden vorhergehende Theil konnen immer als 

mehrgliedrig betrachtet werden, da man nach 5 8 S. 197 beliebig oft 
einschalten kann. Da jeder Restbruch des periodischen Theils wieder ein 

1 
periodischer Kettenbruch is t ,  so kann - der Anfang des periodivchen Theilv 

h, 
i 1 

sein oder es  kann auch der Theil von - bis - beliebig weit in den perio. 
91 Se 

dischen Theil hineinreichen. 
Perner Sei 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. W. VELTMANN. 207 

Es ist d a m  
xoçoro -&yo=( -1 )0 ,  p s - ~ r = ( - l ) ~ .  

Setzt man den Kettenbruch fort bis zu Ende der ersten, zweiten, dritten 
u. S. w Periode, so mogen die nach 5 2 S. 1 9 4  erhaltenen letzten Naherungs- 
p a r e  mit  

Y 5 und - 9  '' und 5 5 und 3 u. S. W. 
' h 71 -% r l ~  Es 93  

bezeichnet werden. Es  entsteht dann 5 &US * indem man zu dem 
in q n -  i 

P Y letzten Theilnenner des letzteren noch - hinzufügt, und ebenso entsteht 2 

Yn-.l  P r 9, 
aus - 9 indem man zurn letzten Theilnenner des letzteren - hinzufügt. 

l n - 1  S 

Nach 5 3 S. 194 ist also 

2, -- P Z n - l +  ~ y n - 1  Yn - r X n - ~ +  SYn-1 
7 -- - -. 

&n - ptn-i + q q n - i  rln r & n - i  f sqn-i 
x,, und y, werden also aus x,-1 und y,-1 durch eine sich immer wieder- 
holende lineare Substitution erhalten. Zur Bestimmung von X, und y, aus 
xo und y. kann man daher die Formeln anwenden, welche in  der in  Cj 1 
erwahnten Abhandlung gegeben sind.* Dasselbe gilt f ü r  die Bestimmung 
von k,, und yn aus go  und qo.  

a b  
Statt in jensr Abhandlung ist hier zu nehmen :: und man eihlllt O P  

dann durch Anwendung der dortigen Formeln 17) und 21) 

36) 
oder, wenn man 

* In der genannten Abhandlung sind die Grossen x,, y,, x l ,  y,, xp,  yy U. a. W. 
von cinander abh'angig nach den Gleichungen 

2) 
xn+i=ax.+by,,  
yn+i = a ~ n +  !ymT 

und wenn man dann 

1 7) 
setzt, so ergiebt sich 

Diege Gleichungen haben hier dieselben Nummern, wie in jener Abhandlung. 
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1st der Kettenbruch rein periodisch 

so hat man l O an die Stelle von ' 0  Yo zu setzen und die Gleichnngen 41)' 
O 1 k7 % 

4 2 ) ,  4 3 ) ,  44) werden dann, wenn jetzt z', c, y', rl' dieselbe Bedeutunj 
haben, wie oben x, 4 ,  y ,  q: 

1 
. , I ( W - ~ ) ( G + ~ ) " +  ( w + d ) ( ~ - w ) ~ t  -- 

45) 8, - - - 2 w  
> - 1 5 'n q [ ( G  + w  jn - (6  - w)"] - 2 w  
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Es ist G + W  grtisser als der absolute Werth von G - W .  L w t  man 
also R ins Unendliche wachsen, so verschwindet ( G -  w ) ~  gegen (6 +w)", 
wlhrend xugleich (c i+  w ) ~  herausfillt, und man erhi l t  dann für  den unend- 
lichen gemischten periodischen Kettenbruch aus G1. 41) oder 42) (aus 
ersterer nicht unmittelbar, sondern nach einer kleinen Umformung, niimlich 
Multiplication von Zahler und Nenner mit w + 6 u. S. W.) 

und fiir den unendlichen rein periodis~hen Kettenbruch aus G1. 45) oder 46) 

Die Gleichnng 50) folgt auch ous 49) nach 5 2 S. 194. 

8 24. 
P r Wenn -, - das letzte Biherungspaar eines Kettenbruchs 
9 s 

11-1 1-1 
"G+;fs"' +'h; 

ist,  so stellen die- beiden Ausdrticke 

uneudliche rein periodische KettenbrlIche dar, resp. mi t  den Perioden 
Zeiischrift f. Pathematik o. Physik XXXII, 4. 14 
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B e  w e i  S. Dass 51) dcn Kettenbruch mit der Pcriode k darstellt, 
sagt unmittelbar die Gleichung 50). Der Kettenbruch k' hat nach 6 21 

S. 204 das letzte NBherungspaar 2 5- Urn also diesclbc Glcichung 50) 
r S 

auch auf den unendlichen Kettenbruch mit der Periode k' anwenden zu k6n- 
nen, müssen q und r vertauscht werden; dadurch verwandelt sich aber der 

Ausdruck 51) in 52). 

Eine positive irrationale Gr6sse wo rn eine p u r e  posiliic - 
nicht qundratische Zab1 is t ,  a und b ganze Zahlen sind und a ,  b, fi 
keincn gemeinsamen Theiler baben mogen, giebt, in einen Kettenbruch ent- 
wickelt, einen periodischen Kettenbruch. 

B e w e i s .  Es sei 

wickelung geschieht nach 5 19 S. 202, also 
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Von den heiden letzten Ausdrücken fiir R,+i wird man entweder 56) 
oder 55) nehmen, je nachdem m-a2 durch b theilbar ist oder nicht. 
In beiden Fallen ist irn Zahler das letzte Glied, abgesehen vom Vorzeichen, 
von n unabhingig. Von dem übrigen Theile des Zahlers und dem Nenner sol1 
jetzt geaeigt werden , dass dieselben nicht beliebig gross werden konnen und 
zuletzt immer dasselbe Vorzeichen haben wie b /;. Wir  gehen vou dem 
Ausdruck 54) fur R,+i aus,  also 

(-1)"r 
!?n r [nach Cl. 21) und 22) S. 200, wo jetzt 6= 11 - 

(- 1)" v 

Damit aber dieser Ausdruck mit 55) i n  Zahler und Nenner übereinstimme, 
müssen Zahler und Nenner noch multiplicirt werden mit 

Bezeichnet man also den ganzen tationalen Theil des Ziihlers von 55) 
m i t  t ,  den ebenfalls ganzen rationalen Nenner mit u, so ist 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



21 2 Ueber Kettenbriiche. 

Der  in diesem Ausdruck enthaltene Niiherungsbruch wird bei fortgesetzter 
Y n 

Entwickelung beliebig genau = ---- a + " Durch Einsetzung dieses Werlbos 
b  

i n  57) erhalt man al30 ebenfalls mit beliebiger Genauigkeit 

In  dieser Gleichung ist rechts ebenso wie links im ZZihler der irrationale 
Theil algesondert. Dieselbe zeigt, dasv bei fortgesetzter Entwickelung des 
Kettenbruchs beliebig genau 

t = - ( 2 p - ~ ) ( - i > n b f i ,  u = - 2 ( - l ) " b  JG/Ia 
wird. Nach G1. 24) S. 200  ist nun p 7 v ,  mithin nach G1. 23) p >;; es 

liegt also 2 p -  1 ebenso wie p zwischen O  und 1. Mithin erhtilt sowohl t 
wie u das Vorzeichen des irrationalen Theils des Dividenden von 55). Man 
kann daher von einer gewissen Stelle der Entwickelung an diese drei Grossen 
siimmtlich als positiv betrachten. 

Nennt man den absoluten Werth der i n  b fi enthaltenen Ganzeo t', 
die in  2 b f i  enthaltenen zl: (= 2 t' oder = 2tP+ l), so konnen, da t stets 
eine ganze Zahl i s t  und riicht = O  sein kann,  nach G1. 59) in dem Uivi- 
denden nicht unter tr+l und nicht Iiber u' Ganze enthalten sein. Der 
Nenner aber kann hochstens gleich den Ganzen irn Dividenden sein, weil 
die R stets grosser als 1 sind. Die Anzahl der Combinationen der ganzen 
Werthe , welche im Dividenden enthalten sein konnen , mit den hochstens 
ebenso grossen Werthen des Nenners ist  also 

60) = (f + 1 ) + (t'+ 2) + (t'+ 3) . + u'= 
(t'+ u'+ 1) (zcP- d) 

2 
Der Kettenbruch wird also periodisch und die Anzahl der Glieder einer 
Periode kann niclit grosser als der Ausdruck GO) sein. 

b 
' wo das Zeieheu Wenn dia Crüssen in 5 25 ond - 

+ b  - 
im Nenner so zu nehmen is t ,  dess diese Grosse ebcnfalls positiv wird, in 
Kettenbrüche entwickelt werden, so ist  die Periode des einen die umgekehrte 
des andern. 

B e w e i s ,  E s  sei 
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Kach Gl. 49) S. 209 ist dann, wenn x,, y,, go, q,, p ,  9, r, s, 6, G dieselbe 
Bedeutnng haben wie dort ,  r  

a +  J ~ - r s , + ( ~ + w ) ~ , -  
!/O + - 

62) -- - 6 t w  x~ 
b ~ & , + ( J + w ) v o  r 

Va + g+w go 

Da Y,,& - x0qo = -(- l)", so haben nach G1. 62) und 5 22 S. 205 die 

a+ JG r 
Grù'ssen - -- - und -- in  Kettenbrüche entwickelt gleiche Restbrüche. 

b a+w 
r 

Nun ist aber - nach 5 24 S. 209 gleich einem rein periodischen Ketten- 
6 + w  

bruche mit der Periode 

Da nun ein solcher Kettenbruch von denjenigen Restbrüçhen desselben, 
welche nur volle Perioden enthalten. nicht verschieden ist. so kann man 

r 
-- sclbst als Restbruch von ---- 
O +  w 

a+ '" bctrahten.  
b 

Die Gleichung 62) bleibt, wie man leicht erkennt, richtig, wenn 
man den irrationalen Grossen fk und w das entgegengesetzte Zeichen 
giebt, also 

4 xo- - 
- - b + w y O  . 

4 
- + hTrqo 

+ w  

Da x, (T 7,) - (f Eo) (-y,) = T xOqO +. tO y,, = T (- l)', so haben nach 

5 22 S. 205 die Crüssen a* und - II in  Kettenbrtiche entwickelt 
+ b  - d + w  

gleiche Restbrüühe. Nun stellt aber - nach 5 24 S. 209 einen rein 
a + w  

periodischen Kettenbruch mit der Periode 

a - i m  
dar. Man kann also wieder diesen Bruch selbst als Restbruch von ---- + lr - 

In; a-fi geben also in der betrachten. Die beiden Grüssen - 
b 

und - + u  
That Kettenbrüche mit Perioden, von welchcn dieeine dic Urnkehrung der 
andern ist. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 27. 
Eine beliebige nicht quadratische ganze Zahl A lasut siüh darstellen in 

wo s, p und zc ganze Zahlen Sind, s + p  eine gerade Zahl ist. 

B e w o i s .  Nach 5 26 S. 210 giebt a +fi, wo a eine bcliebige posi- 
1 

tive rationale Zahl ist ,  also auch in einen Kettenbruch entwickelt .+a 
einen periodischen Kettenbruch k, und wenn man die Bezeichnungen in 5 23 
S. 206 anwendet, so k t  nach G1. 49) 

Nennt man den Zzhler dieses Bruches zc und den rationalen Theil des 

Nenners v ,  so ist 
1 -- u - -- - 1 

- - -- 1 
U+Ja v+(-1)"w v (-qeW 

;+TT -+- 21 u - ( - ]Y 
woraus folet 

Hiermit ist der Satz bewiesen, weil q ,  r ,  x,,, y, und 28 ganze Zahlen 

sind, somit auch u eine ganze Zahl ist  und daher -- +' ebenfalls gaoz sein 
2 

P - s -  rnuss. Aus Letzterem folgt zugleich, dass auch :h - 8 eine ganze Zahl ist. 
L 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. W. VELTMANN. 215 
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5 28. 
Wenn A  eine beliebige nicht quadratische positive ganze Zahl und a  

* 
J. 

die nichst kleinere ganze Wurzel ails derselben kt, so giebt - 
1 

rein periadischen Kettenbruch, wolcher mit 2~ anfingt. 
2 a 

Beweis .  Man bringe nach 5 27 A auf die Form 

Welche Werthe sich hier für  s  und p einzcln durch dio Entwickclung 
in 5 27 ergeben, ist für vorliegenden Zweck.gleicligiltig. Aus voriger 
Gleichung bestimmt sich blos die Summe derselben 

64) ~ + ~ = 2 / ~ r " ( - l ) ~  
und man kann deshalb über s und p weiter so verfiigen, dass xugleich 

65) s - p = 2 a r  
wird. Dann ist 

66) s = f ~ r ~ + ( - l ) ~ + a r ,  

67) = Jarr+ (- 1)" - ar.  
s und p werden also ganze Zahlen, s > O und p nicht kleiner als O. Ferner 
bestimme man eine Zahl p so ,  dass 

68) q r - p s = -  ( - I ) ~ ,  
also nach G1. C G )  und 67) 

p r - ( A - a z ) r 2 - ( - 1 ) ~ = -  (zl)C, 
p r - ( A - a 2 ) r 2 = 0 ,  
p = ( A - a 2 ) r .  

Es wird also p eine ganze Zahl > O. Ails G1. 65) folgt jetzt 

und dann hieraus und aus 

1 -- 
+/à- 
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r 
Wird niin - in  einen Kettenbruch entwickelt mit einer geraden oder 

S 
ungeraden Anzahl Theilnenner, je nachdem c gerade oder ungerade ist, so 

P ist nach 5 20 5.203.- der vorletzte Naherungswerth dieses Kettenbruches. 

Der Ausdrnck 70) siellt also nach 5 24 S. 209 einen rein periodischen 
r 

Kettenbruch dar, dessen Periode der aus - erhaltene Kettenbruch ist. Dass 
1 6 

dcrselbc mit - anfangt, folgt daraus, dass 2 a  der ganze Theil von 
2 a  

a + v ' B  ist. 

I n  5 28 i s t  die Periode des aus erhaltenen Kettenbruches, 
u+ JZ 

wenn man das erstc Glied fortlasst, symmetrisch. 
B e w e i s .  Es 

71) 
also 

7 2) 

Setzen wir jetzt 

so folgt aus G1. 71 

sei 

P und dies i s t  nach G1. 69) = - 1  welcher Bruch nach 5 21 S. 204 der var- 
r r 

letzte Naheruilgsbruch der Umkehrung des dem - gleichen Kettenbruchs 
- 

G1.71), also 

-- 
r a, a.-~ QI 

ist. Der Kettenbruch 

und seine Umkehrung 

sind also gleich; derselbe is t  demnach symmetrisch. 

5 30. 
Es liegt der Gedanke nahe, die Bexiehung, welche zwischen dem ge 

wohnlichen Kettenbrnche und der binaren linearen Substitution s t a t t h d e t ,  
auf ternxre, quatemare u. S. W. Substitutionen auszudchnen. Was zuiiachst 
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die ternüron Substitutioncn bctrifft, so wiirde man also dio Frago zu be- 
antworten haben: Welche Entwickelung steht zu der ternaren linearen Sub- 
stitution in derselben Beziehung, in  welcher die Kettenbruchentwickelung 
zur biniiren Substitution steht? Der Darstellung einer Quadratwurzel durch 
einen periodischen Kettenbruch wtirde dann die Berechnung der dritten 
Wurzel durch eine ebenfalls periodische Entwickelung entsprechen. I n  der 
That führt, wie in  der in  5 1 erwshnten Abhandlung in G r u n e r t ' s  Archiv 
gezeigt ist ,  die Ermittelung der Resultate einer mehrmals wiederholten ter- 
niiren Substitution auf eine Gleichung dritten Grades. C r  e 11 e ' s  Journal fiir 
Mathematik Bd. 69 enthalt zwei Abhandlungen von J a c o b i :  ,Ueber die 
Auflosung einer unbestimmten GleichungU und ,Allgemeine Theorie der 
kettenbruchiihnlichen Algorithmen u. S. W.', in welchen dieser Gegenstand 
behandelt ist. Ferner hat  in Bd. 75 Herr B a c h m a n n  eine Arbeit über 
densclben vorGffentlicht. Schon fur drei Vcriinderliche resp. die drittc Wurzel 
wird die Rechnung ohne Vergleich complicirter als die Kettenbruchentwicke- 
lung und die Darsteliung einer Quadratwurzel durch einen Kettenbruch. 
Die obigen Gleichungen 39) S. 208 bis 50) entsprechenden Formeln giebt 
J a c o  b i  nicht; dieselben würden auch auf dem Wege, auf welchem L a -  
g r a n g e  die ersteren entwickelt hat ,  wohl schwer zu erhalten sein. Ohne 
Zweifel werden diesa Formeln auf die J a  c o b  i'sche Entwickelung der dritten 
Wurzel in ahnlicher Weise angewendet werden k h n e n ,  wie obige Gleich- 
nng 49) auf die Entwickelung der Quadratwurzel. Auch dürften einzelne 
in Bezug auf die Entwickelung selbst noch nicht vollstandig erledigte Fra-  
gen hierdurch Aufk lZung  finden. Nihere Erorterungen hierüber bleiben 
einer spiiteren Arbeit vorbehalten. 
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XIII. 

Einige Eigenschaften der Binomialcoefficienten mit 
Anwendungen auf Combinationslehre. 

Von 

Dr. C. W. BAUR, 
Profsasor am künigl. Polytechnikum in Stuttgart. 

Der Ausdruck für das allgemeine Glied eincr Zahlenreihe 

Yoi  Y I >  Y n r  . - - y  

welche durch ihr eigenes Anfangsgliéd und diejenigen der Reihen ihrer Dif- 
ferenzen crster, zweitcr, ... Ordnung: n'yo, d'y,, . . . hestimmt ist: 

y,. =, + ( y )  d 'yo  + (Y )  d2n + .:. 
liisst sich auf folgende Reihe anwenden: 

O", ln, 2", 3", ..., 
welche unter Voraussetzung eines positiven gauzen Werthes von 1û die con- 
stante nte Differenz darbietet d n O  = n! = m(n - 1)  .. -2.1, also van der ntcn 

Ordnung kt. Man erhalt, wenn man vorerst auch unter x eine positive' 
ganze Zahl verstelit, dio Gleichung 

Die Giltigkeit derselben ist aber nicht a n  die Bedingung positiver ganzer 
Werthe von z gebunden, denn nach Entwickelung dcr Ausdrücke für die 
Binomialcoefficienten: 

erhalt man eine Glcichung des den Grades, welche aber von alleu der natür- 
lichen Zahlenreihe entuammenen Werthen voii x befriedigt v i r d ,  also mehr 
als rz wurzeln ha t ,  somit eine identische nach x sein muss. Man wird 
keinen Anstand daran nehmen, dass für  solche positiven gauzen Werthe 
von x ,  welche kleinm sind als n, etma x = r, die Reihe schon mit dem 

Gliede (;)dr0" abbricùt, also nach Entwickelung der I3inomialcoefficientm 

zn, WaB links vorhanden is t ,  rechts nicht zu Stande kommt. Die rechts 
bci diesem Gliede abhrechende Gleichung is t  eben keine identische und kann 
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auch nach der oben angewendeten Schlussfolgerung nicht als solche erklart 
werden, weil nur  die r + 1 Wurzeln O, 1, 2 ,  . . . , r, dcron es hochstens n 
sind , nachgewiesen werden konnen. 

Schreibt man aber die Gleichung s o ,  wie sie oben in 1) geschrieben 
ist und ordnet, nach Entwickelung der Binomialcoefficienten, nach Poten- 
zen, so mtissen die Coefficienten siimmtlicher letzteren verschwinden. Augen- 

]=O. scheinlich ist dies für xn der Pal l ,  man erhalt namlich --r - 
m .  

Für die Combinationslehre hat  unsere Gleichung eine naheliegende Be- 
deutung. Einerseits ist namlich xn, unter der von jetzt a n  stets festgehal- 
tenen Voraussetzung positiver ganzer Werthe von x und von n ,  die Anzahl 
der V e r s e t  z u n g  e n  (Permutationen) zwischen x gegebenen Elementen, die 
w u  mit 1, 2, 3, . . . , x bezeichnen , zur nten Classe ; es sind damit alle Z u- 
s a mm e n s t e l  1 u n g  e n (Complo,xionen) von ra Elementen gemeint, von denen 
jedce irgend eincm der x gegebenen gleich ist. E s  kann also eine solche 
beatehen aus einem einzigen , aber n - mal aufgeführten Rlemente , oder aus 
deren zweien in solchen Anzahlen, welche sich zu n erganzen, und in allen 
moglichen Umsetzungen u. s. f. Nach der Anzahl der verschiedenen unter 
den x Elementen, welche i n  der Versetzung vorkommen, bestimmt sich die 
Or d n u n g der letzteren. Die Ordnungszahl kann , wenn sa < x ,  von 1 bis n, 
wenn aber nicht m < x ,  von 1 bis x ansteigen. 1st  ra> x ,  so sind zum 
Mindcsten sa- x unter den gcgebenen Elementen mehr als einmal, also 
w i e d e r h O 1 t i n  der Versetzung vorhanden. 

Andererseits bedeutet I wo r alle ganzen Werthe von 1 bis x an- (3 
nehmen kann , die Anzahl der Ve r b i n d u n g e n  (Combinationen) zwischen 
den z gegebenen Elementen zur rten Classe ohne Wiederholungen, d. h. die 
Anzahl der verschiedenen Fiiile von Auswahl, nach welchen r verschiedene 
unter den x Elementen ausgehoben werden konnen, ohne Rücksicht auf die 
Reihenfolge, in der sie zur Aushebung gelangen. Gewohnlich macht man 
die ausgehobenen Elemente in derjenigen Ordnung namhaft, in welcher sie, 
wenn es, wie oben, Zahlen sind, in der natürlichen Reihe, wenn es aber 
Bnchstaben sind , im Alphabet auftreten. 

Aus jeder von den moglichen Verbindungen zur rten Classe kann 
- .  

man diejenigen unter den xn Versetzungen erzeugen, in  welchen die - und 
nur die in der Verbindung vorhandenen Elemente vorkommen. 1st r = n ,  
EO sind zu diesem Zwecke nur  Umsetzungen erforderlich; ist r < n ,  so 
bedarf es Umsetzungen und Wiederholungen; ist  aber r 9 f i ,  so giebt es 
der fraglichen Versetzungen keine. D a  die Anzahl der so erzeugbaren Ver- 
setzungen nicht von der Auswahl, sondem nur von der Anzahl r der in 
der Verbindung vorhandenen Elemente, daneben selbstverstandlich auch von 

n abh%ngt, se s i r d  jena Anzahl mit (:) multiplicirt dio Aniahl der eur 
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rten Ordnung gehtirigen unter den xn Versetzungen angeben. Gleichung 1) 
giebt daher Veranlassung , anzunehmen , dass , wenn man alle len Versetz- 
ungen nach ihren Ordnungszahlen i n  Gruppen zerlegt, durch die Glieder 
der rechten Seite die Versetzungen i n  den einzelnen Gruppen gezahlt werden 
und also folgende S5tze stattfinden: 

2) Von r v e r s c h i e d e n e n  E l e m e n t e n  e r h a l t  m a n  d'on solcher  
V e r s e t z u n g e n  z u r  n'en C l a s E e ,  wel 'che a l l e  r E l e m e n t e  en t -  
h a l t  e n ,  oder mit einem abkürzenden Ausdruck: m a n  e r h i i l t  d ' O n  
v o l l x a h l i g e  V e r s e t z u n g e n  z u ï  n t e n  C l a s s e  m i t  W i e d e r -  
h o l u n g e n .  

3) U n t e r  d e n  xn V e r s e t z u n g e n  z w i s c h e n  x v e r s c h i e d e n e n  Ele -  

m e n t e n  z u r  n t e n C l a s s e  m i t  W i e d e r h o l u n g e e  s i n d  e s  (:)Ar@ 

v o n  d e r  r t e n  O r d n u n g .  

Die Falle, in welchen dT On oder (r) ~ e ~ s c h w i n d e ~ ,  oder A r o n  = n! 

wird, findet man im EinkZang mit den obigen Satxen. 
Satz 2) giebt noch zu der Bemerkung Anlass, dass die Zahlen, welche 

angeben, mie oft die einzelnen unter den r Elernenten i n  der Versetzung 
zur nton Classe vorkommen, die Summe n liefern müssen. Hochstem kann 
eine solche Zahl den Werth n - r  f 1 erhalten, die anderen sind der Ein- 
heit gleich. Daher auch: 

D i e  A n z a h l  d e r  V e r b i n d u n g c n  d e r  rtan C l a s s e  m i t  W i e d e r -  
h o l u n g e n  z w i s c h e n  d e n  Z e h l e n  1 , 2 ,  3, ..., f i - r + 1  z u r  Summe 
n i s t  A r o n .  

Wir  haben unsere Folgerung aber noch nicht als eine vollstandig sichere 
aufgestellt, weil es scheinen konnte, dass G1. 1) auch befriedigt bleiben 
würde, wenn anstatt der Factoren d'On, d20n ,  ... mit der Bedeutung, die 
wir denselben etwa irrthümlich zugeschrieben hatten, andcre Factoren auf- 
treten wtirden, welche an den einzelnen Gliedern Werthanderungen mit sich 
bringen, die sich gegenseitig aufheben. 

Das kann aber nicht sein; denn jedenfalls miissten auch diese anderen 
Pactoren nichi von x ,  sondern nnr von n und r abhangen, und fiinde sich 
die damit behaftete Gleichung bei unveriinderten Werthen von n und r 
durch alle der natürlichen Zahlenreihe entnommenen Werthe von x ,  also 
ebenso wie G1. 1) selbst, identisch nach x befriedigt. Dass man alsdann, 
wenn beido Glcichungen naeh Potenzen von x geordnet sind, durch Ver- 
gleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen in beiden, bei der hoch- 
sten beginnend und nach der Ordnung der abnehmenden Exponenten fort- 
schreitend, uach und nach zum Nachweise für  die Uebereinstimmung sammt- 
licher neuen Factoren mit den alten gelangt, ist leicht einzusehen. 

Die Schriften über Combinationslehre beschiftigen sich zwar bei 13ehand- 
lung der sogenannten Versetzungen und Verbindungen mit b e s  e h r a n  k t en 
W i e d e r h O 1 u n  g e n auch mit dern Gegenstande unserer heiden Satze, aber 
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in einer andern Weise, als es hier geschieht. E s  wird dort n a d i c h  ftir 
jedes der gegebenen Elemente eine obere Grenze der Anzahl von Wieder- 
holungen, mit welchen es in die Versetzung oder Verbindung eingehen kann, 
festgesetzt. Dass auch die Anzahl von Wiederholungen iibcrhaupt in  Be- 
tracht gezogen worden ware, welche in einer Versetzung oder Verbindung 
von gegebener Classenzahl vorhanden sein konnen, gleichviel auf was für 
Elemente sie sich beziehen, ist uns nicht bekannt. Dagegen wird von den 
oben mit d' 0", A On, . . . bezeichneten Uifferenzen anderweitig Gebrauch 
gemacht. Oe t t i n g  e r  giebt i n  sciner ,Lehre von den Combinationen, 
Freiburg i. B., 1837" S. 63flgg. mit etwas anderer Bczcichnung eine Formel 
für die Sinnrne der als Producte behandelten Verbindungen zwischen den 
Gliedern X ,  s,, x,, . . ., x ,  einer arithmetischen Progression mit der Diffe- 
renz d X ,  zur qten Classe ~ i t  Wiederholungen: 

d n x q + n  
~ C ' ( X , X ~ , X ~ >  ..., x , ) Q = - .  

n ! ( A  x)" 

Mit x = 0, d x  = 1 erhiilt man, da die Combinationen, in  welche x eingcht, 
in obigcm Sinne nicht in  Betracht kommen, mit Anwendung einer nahe- 
liegenden Vereinfachung : 

d " O 9 + "  
SC'(1, 2 ,  3, ..., n)q= 

m! 

d n - 1  l q + n - 1  
- - 

( f i -  l)! 

Mit p = 2 ,  n = 5 erhalt man z. B. für die Reihe der sechsten Potenzen 
der natürlichen Zahlen mit 1 als Anfangsglied eine mit 3360 bcginnende 
Reihc der vierten Differenzen , aiso : 

3360 
S C f ( l ,  2,  3, 4, 5)'=-= 140. 

4! 
Der obige Ausdruck in seiner ersten Gestalt giebt nun in Verbindung mit 
nnserem Satze 2) die Folgerung: 

D i e  A n z a h l  d e r  v o l l z a h l i g e n  V e r s e t z u n g e n  z w i s c h e n  '>a v e r -  
s c h i e d e n e n  E l e m e n t e n  z u r  (q +n)ten C l a s s e  m i t  W i e d e r h o l u n g e n  
i s t  g l e i c h  d e m  P r o d u c t  a u s  n! u n d  d e r  S u m m e  d e r  a l s  P r o -  
duc te  b c h a n d o l t e n  V e r b i n d u n g e n  z w i s c h e n  d e n  n a t t i r l i c h e n  
Zahlen v o n  1 b i s  1.1 z u r  p t e n  C l a s s e  m i t  W i e d e r h o l u n g e n .  

Von fiinf Elementen erhalt man z. B. 5! 140 = 5.3360 = 16800 ~011- 
zihlige Versetzungen zur siebenten Classe mit Wiederholungen. 
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Ein Beweis dieser F'oigemng auf combinatorischem Wege - etwa 
derart,  dass die einzelnen als Producte behandelten Verbiiidungen irgendwie 
zur Abzahlung der fraglichen Versetzungen beniitzt wiirden - scheint nicht 
nahe zu liegen. 

Dagegen liefert, nachdem nnsere Satze 2) und 3) bewiesen sina, G1.1) 
die Hilfsmittel, nm such zn den Summenwerthcn SC'(1,  2, 3, ..., f i )¶  zu 
gelangen. Deutet man namlich durch Unterdrtickung des Accents an (! an, 
dass die Wiederholungen, welche vorher zugelassen waren, jetzt wegbleiben 
sollen, so giebt unsere G1. 1) nach Entwickelung der  Binomialcoefficienten 
und Ordnung nach Potenzen von x von der hochsten an:  

slso 

Die erste F'olgerung enthalt nur  Rekanntes, in der zweiten kann unmittel- 
bar S C '  statt  S C  gesetzt werden. Zu der dritten giebt eine einfache Nach- ' 

rechnung SC ' (1 ,  2,  . . . , n - 2)2 als Werth der rechten Seite. 
Wie  man sieht,  giebt nnsere Gleichung auch die Mittel, um Combina- 

tionssummen mit Wiederholungcn aus solchen ohno Wiederholungcn abzu- 
leiten. Wir  verfolgen aber diesen anderweitig schon mehrfach behandelten 
Gegenstand nicht weiter. 

Gleichungen, welche wie unsere 1) ein Aggregat von Binomialcoeffi- 
cienten darbieten, die entwickelt die Potenzen der Grundzahl x von der 
ersten bis zur ntnn liefern, gicbt CS mchrere. Die einfachstcn Fiille einer 
solchen haben sich uns bei anderer Gelegenheit dargeboten und mogen im 
Folgenden entwickelt werden: 
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x + l  x f l  x f 2  x + 1  x + 2  
=(;)+2( 3 ) + 2 (  3 )+( 3 ) 3 ( 3 + 4 (  3 )+( 3 ) y  

Um das dieven einzelnen Fiillen zu Grunde liegende allgemeine Gesetx nach- 
zuweisen, schreibt man mit Beniitzung der Zeiühen (TA, O), ( n ,  1 ) ,  . . . , 
(n, a-1) fiir die noch nnbckanuten Coefficienton die Gleichung an: 

welche sich sowohl durch die Vorgange, als auch durch die Betrachtung 
rechtfertigt, dass na& Entwickelung der Ausdrilcke fur  die Binomialcoeffi- 
cienten die rechte Seite die Potenzen der Grundzahl x von der ersten bis 
zur nt= einschliesslich enthalt, zur Bestimmung der TZ Coefficienten also TZ 

lineare Gleichungen zu Gebote stehen. 
Urn diese xu entwickeln, geht man  von Gl. 4) nach dem i n  den ein- 

zclncn Fnllen sngewendeten Verfahren tibcr auf: 

Durch Vergleichung dieses Ausdriicks mit dem nach Massgabe von 4) gil- 
tigen : 
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erhalt man : 

Die erste und die letzte dieser Gleichungen geben mit Rücksicht auf die 

Die zweite der Gleichungen 5) fiihrt, auf immer kleinere Werthe von n an- 
gewendet, zur Bestimmung von (a + 1 ,  l ) ,  die dritte sodann ebenso auf 
( f i+  1 , 2 )  u. S. f. W i r  bringen aber dieses Verfahren hier nicht zur Durch- 
führung, weil wir nachher ein forderlicheres kennen lernen werden. 

Nahe liegt der Gedanke, die Coefficienten in 4) dadurch zu bestim- 
men,  dass wir diese Gleichung auf 1) zurückflihren unter Anwendung des 
bekannten Satzes: 

Drtickt man vermittelst desselben die in  4) vorkommenden Binomialcoeffi- 
cienten in den in 1) vorkommenden aus ,  so erhalt man die Mittel, nm die 

, , , Coefficienten (a, .n - 1) (n, n- 2) ,..., (fi 1) (fi, 0) der Ordnnng nach, 
in  welcher sie hier aufgeführt sind, zu bestimmen. 

Wir  bringen aber auch dieses Verfahren hier nicht zur Durchführung, 
sondern geben nur  am Schlusse einen der Beachtung werthen Satz Hber die 
Binomialcoefficienten, den dasselbe gelegentlich erkenncn liisst. 

Das forderlichsto Verfahren zur Bestimmung der Coefficienten in 4) ist 
folgendes : 

Wir  schreiben die Gleichungen a n ,  welche ausdriicken, daas Gleichung 
4) für die Werthe 1, 2, 3, ..., r von x ,  wo nur  r < n  sein 8011, gilt: 

Werden diese Gleichungen addirt, nachdem sie der Reihe nsch mit 
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durchmultiplicirt worden, so finden sich slimmtliche darin vorkommenden 
Coefficienton (n ,  n - 1) , (a, n- 2) , . . . mit Ausnahme des letztcn ( a ,  n - r)  
eliminirt, dieser letzte aber bestimrnt sich. Es tr i t t  nBrnlich in der entstehen- 
den Gleichung der Coefficient (n( n -  1) mit folgendem Factor behaftet auf: 

Dies ist aber nichts Anderes, als das Anfangsglied der Reihe der ( n  + l)teU 

Differenzen zu der Reihe der Werthe, welche der Ausdruck (n) annimnt,  

wenn für 8 nach und nach die n + 2 Glieder der arithmetischen Progression 

7) (y-2), ( r -11,  r, ( r + l ) ,  ..., ( r + n - 2 ) ,  ( r i - f i -1)  
gcsetzt werden. Dass diese Werthe so lange verschwindende sind, bis man 
zu dem Gliede n der arithmetischen Progression gelangt,  welches den am 

Schlusse von 6) vorkommenden Werth liefert, thut  nichts zur Sache. 

Jedenfalls aber giebt entwickelt einen Ausdruck des n'an Grades nach B, (3 
liefert also eine Reihe der nte" Ordnung, wenn fiir B die Glieder einer 
arithmetischen Progression gesetzt werden; die (n+l ) ten  Differenzen der- 
selben verschwinden somit,  es verschwindet also auch der Factor, mit wul- 
chem in der entstehenden Gleichung der Coefficient ( n ,  n - 1) auftritt. Nicht 
endors aber zeigt man ,  dass auch allo onderen Coefficienten (n, n-2) ,  
(N, n - 3), . . . mit Ausnahme des letzten (n , n - r )  mit verschwindenden 
Factoren behaftet auftreten, man ha t  nur  anstatt 7). andere aritbmetische 
Progressionen anznwenden. P ü r  ( a ,  n - 2) ist es die folgende : 

(r-z),  ( r -21,  ( r - l ) ,  r ,  ( r + l ) ,  ..., ( r + n - 3 1 ,  ( r + n - 2 ) .  

Ptir den letzten verschwindenden ( m ,  n - r - 1) ist es : 

O ,  1, 2, ..., Ta, ( n + l ) .  

Für den mit dem Factor +l  auftretenden Coefficienten (n ,  n - r )  aber 
erhalt man die Bestimmung: 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
Xaitschrifi f .  Matliematik n. Physik XXXII, 4. 
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. Beroits unsero VorgBnge liessen bemerkcn, dass jode ewci gleichweit 
vom Anfang und vom Ende der rechkn Seite in G1. 4) ahstehenden Glieder 
mit gleichen Coefficienten behaftet sind : 

( n , O ) = ( n , n - l ) ,  ( n , l ) = ( ~ , n - 2 ) ,  ..., ( l a , r ) = ( l a , n - r - 1 ) .  
Die Uebereinstimmung des in  8) enthpltenen Coefficientengesetzes mit 

dieser Wahrnehmung zeigt sich so: 
Mit ( r + Z )  statt  r giebt dasselbe: 

. (.n, n - r - l j = ( r + l ) " -  

r.+ 1 1 ,. ) ln. 
Mit n - r  statt  r  aber: 

(n ,  r )  = (n - rIn - (y) ( n - r - 2 y -  ... 
+ (- 1)o--1 

n - r - 1  
wofiir man schreibcn kanu: 

(n,r)=(-l)n(-n+r)n-(-l)n('":')-(n+r+l)n+ ... 
w + l  n4-1 + (-ilr+' ( r + 2 )  ( - l j n +  ( - - l ~ ( ~ + ~ ) o n .  

Somit : 

+ (- i>n+l ( z  :) (- n + r)n. 

Dies ist aber nichts Anderes, als das Anfangsglied der  Roihe der (n + 1)''' 
Differenzen zii der Reihe: 

( - n + r + l ) " ,  ..., ( - l ) n ,  On, (+l)n, ..-, rn, ( r+ l )n ,  
welche von der &en Ordnung is t ,  also verschwindende ( la + l)te Differenzan 
liefert. Somit : 

(ml n - r - 1 ) - ( n ,  r ) = O ,  ( a ,  n - r - l ) = ( n ,  r), 

und wir k6nnen jetxt unsern Erfund folgendermassen znsammenfassen: 
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Die Bedeutung dieser Gleichunp 4) für  die Combinationslehre hat sich 
bei Gelegenheit der Behandlung folgender Aufgabe aus der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zu erkennen gegeben : 

Von n Personcn, welche nach der Aufcinanderfolge ih re r  Geburtstage 
(im gewohnlichen Sinne von Jahrestag der Gebiirt) innerhalh eines Kalen- 
derjahres mit 

( l ) ,  (21, (3), - . - ,  ( m )  . 
bczeichnet werden, weiss man nichts, als dass sie innerhalb x aufeinander 
folgender Kalenderjahre geboren sind , und man hat  insbesondere keinerlei 
Ursache, die Geburt irgend einer von diesen Personen eher in einem, als 
in einem andern der x Jahre anzunehmen. Was ist die Wahrscheinlich- 
kei t ,  dass irgend eine Versetzung (Permutation) der .n Zahleu 1, 2 ,  3, . . . , .n 
die Ordnung angiebt, in welcher die lz Personen dem abnehmenden Lebens- 
alter nach aufeinander folgen? 

Vor Allem bemerken wir: wenn i n  dur fragliehen Versetzung unmittol- 
bar suf eine Zahl u eine grossere Zahl v folgt , oder sagen wir ktinftig : 
wenn von u auf v eine F O l g e  stattfindet, so kann die Person (v) in dem- 
selben Jahre wie (u) oder auch in einern nadifolgenden Jahre geboren sein; 
wenn aber unmittelbar auf cc eine kleinere Zahl v folgt,  oder wenn von u 
auf v eine U m  k e h r u n g stattfindet , so kann (v) nur  in einern spateren Jahre 
als (zc) geboren sein. Wenn deher die fragliche Versetzung die ihr zuge- 
schriebene Bcdeutung haben sol1 , SC kann sie , falls n > x  , hochstenç x - 1 
Umkehrungen zwischen j e  zwei aufoinander folgenden Gliedern darbieten, sie 
muss also die Wahrscheiulichkeit Ku11 erhalten, wenn sie mehr als x - 1  
Umkehrungen darbietet. 

Nehmen wir nun einige der einfachsten Falle vor. 
Erster Fa11 : n = 2. Versetzung 1  .2. Es  kann ( 1 )  in jedem der x 

Jahre und (2) in dernselben oder iq jedem der nachfolgenden unter den x 
Jahren geboren sein, also Anzahl der für die Versetzung 1 . 2  gtinstigeii 

Versetzung 2 . 1 .  E s  kann (1 )  in  jedem der z Jahre mit Ausnahme 
des Ietzten, (2) aber nur i n  einem nachfolgenden Jahre geboren scin, also 
Anzahl der günstigen Fiille: 

( x - l ) + ( x - 2 ) +  ... +2+1=(;). 

Die Anzahl aller moglichen Falle der Ver1,heilung der Geburten von (1) und 
(2) auf die .2: Jahre ist : 

Die Wahrscheinlichkeiten fur die Versetzungen 1 .2 und 2 . 1  werden also : 
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Die Ergebnisse der Aufzahlung der für die zwei Versetzunpen günstigen 
Fiille konnen wir auf folgende F o r a  bringen: 

Man wird bemerken, dass kein Fehler entsteht, wenn man x statt 
x -1  als obere Grenze auch beim ersten Summenzeichen einführt; man 

erhi l t  nur  nach noch den von selbst verschwindenden Summanden (9 
a190 auch Anzahl der ftir 2.1 giinstigen Falle: 

Zweiter Fall: n. = 3. 
Die Anzahl der für die Versetzung 1 .2 .3  günstigen Palle konnen mir 

angeben durch : 

Anzahl der für die Versetzung 1.3 .2  günstigen Falle : 

Versetzung 2 . 1 . 3  : 

Versetzung 2 . 3 . 1  : 

~ u ~ w ~ w  w0 = (X ; l) wie bei 1.. 3.2. 
1 u v + l  

Versotzung 3 . 1 . 2  : 

U V  w = f ) l i e  bei 2.1.3. 
1 u 

Versetzung 3 . 2 . 1  : 

Die Anzahl siimmtlicher mogliçhen Palle ist: 

also werden die Wahrscheinlichkeitcn 
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fur  1.2 .3:  - -  
für 1 .3 .2 ,  2 .1 .3 ,  2 . 3 . 1  und 3 .1 .2 :  7. 

Z 

1 x 
fiir 3.2 .1:  ?-(JI 

x 
Nach diesen V o r g h g e n  werden wir uns für berechtigt halten dtirfen, 

die Behauptung aufzustellen: 

D i e  A n z a h l  d e r  (im Siune der gestellten Aufgabe) g t i n s t i g e n  F Z l l e  
f ü r  e i n e  s o l c h e  V e r s e t z u n g  d e r  Z a h l e n  1, 2,  ..., n ,  w e l c h e  r 

Folgen  u n d  a l s o  ri.- 1  - r  U m k e h r u n g e n  d a r b i e t e t ,  i s t  

die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e r  V e r s e t z u n g  a l s o  f .o. 
Dass diese Wahrscheinlichkeit Nu11 wird, wenn die Anzahl der Um- 

kchrungen den Betrag x- 1  übersteigt oder die Anzahl der Folgen don 
Betrag (la - 1) - (r - 1) = n - z nicht erreicht , also z + r < r. wird, steht 
mit der oben gemachten Bemerkung im Einklang. 

Wenn aber die Anzahl xn s%mmtlicher moglichen Falle durch G1. 4) 

angegeben wird und die Binomialcoefficienten 

die ihnen soeben zugeschriebenen Bedeutungen haben, so muss (n, r)  die 
Anzahl der mit 9- Folgen behafteten Versetzungen der Zahlen 1, 2, 3,  . . . , n 
angeben. 

Diese Folgerung ist von der Zahl- x und von jederlei Beaiehung zu der 
gestellten Aufgabe giinzlich unabhingig. E s  gilt also allgemein der Satz: 

Z w i s c h e n  n E l e m e n t e n  S i n d  

solc h e  V e r s e t  z u n g e n  (ohne Wiederholungen zur d e n  Classe), w e 1 c h e  
mit r P o l g e n  (zwischen je zwei benachbartan Gliedern) b e h a f  t e t s i n  d l  
moglich. 

Der Umstand, dass hier eine über das Gebiet der obigcn Aufgabe hinaus- 
greifcnde Folgerung zum Vorschcin gekommen is t ,  macht dio Aufstollung 
eines selbststandigen Reweises dafIir wünschenswerth. 

Wir führen denselben der erreichbaren D u r ~ h s i c h t i ~ k e i t  halber vorerst 
fiir einen besondern Werth n = 5, aber in einer Weise, welche die Anwend- 
barkeit des Beweisverfahrens auf jeden beliebigen Werth von lz unzweideutig 
erkennen liisst , durch. 

Um zwischen fünf Elemeuten a,, a2, a , ,  d, ,  a5 alle Versetzungen 
(kursweg, oder Versetzungen zur fünften Classe ohntt Wiederholungen) zu bil- 
den, denken mir uns alle Versetzungen mit Wiederholungen zur fünften Classe 
angeschrieben, welche sich zwischen fünf anderen Elementen 1, 2 ,  3 ,  4,  5 
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bilden lassen. Setzt man irgend eine derselben über die ftinf ursprünglicheo 
Elemente a ,  etwa 5 4 2 2 3  

a, a, a s  a4 a,, 
und liest die Elemente a in der Ordnung a b ,  nach welcher die darüber 
stehenden Zahlen i n  der natlirlichen Reihe aufeinander folgen, indern &an 
im Felle der Gleichheit mehrerer solcher Zahlen (2 und 2) die Ordnung 
der Stellenxeiger an den a einhalt (a,a,), so bekommt man im vorlicgcndcn 
Falle die Versetzung: 

a3 a4 a5 a2 a1 
Diese ergicbt sich aber nach dem vorgeschriebenen Verfnhren nicht blos sui 

der Vcrsetzung 5 . 4 . 2 . 2 . 3  dor neuen Elemento, sondorn aus jeder der 21 
folgenden : 

3.2 .1 .1 .1  4 .3 .1 .1 .2  4 . 3 . 1 . 2 . 2  4 .3 .2 .2 .2  
4 .2 .1 .1 .1  5 .3 .1 .1 .2  5 . 3 . 1 . 2 . 2  5 .3 .2 .2 .2  
5 .2 .1 .1 .1  5 . 4 . 1 . 1 . 2  5 .4 .1 .2 .2  5 .4 .2 .2 .2  
4 . 3 . 1 . 1 . 1  5 .4 .1 .1 .3  5 .4 .1 .2 .3  5 .4  2.2.3 
5 .3 .1 .1 .1  5 . 4 . 1 . 3 . 3  5 .4 .2 .3 .3  
5 .4 .1 .1 .1  5.4.3.3.3.  

I n  di' diesen Versetzungen findet - den Folgcn a, a, und a, a, entsprechend 
- von dem dritten auf das vierte und von dem vierten auf das fünfte 
Element G l e i c h h e i t  o d e r  Z u n a h m e ,  von dem fünften auf das zweite 
und von dern zweiten auf das erste Element, den Umkehrungen usa, und 
a,a, entsprechend , j e d e n f  a l 1  s Z u n a h m e statt .  Mit der oben angewen- 
deten Bezeichnnng erhalt man daher die Anzahl der Versetzungen in obiger 
Gruppe , gezahlt durch : 

.n = 5 giebt: 
.n+J  ( ") = ( 9 = 2 1 -  

Ebenso ergiebt sich die Verseteung a, a, a, % a, aus jeder der sechs fol. 
genden: 
4 . 3 . 2 . 1 . 2 ,  5 .3 .2 .1 .2 ,  5 . 4 . 2 . 1 . 2 ,  5 . 4 . 2 . 1 . 3 ,  5 .4 .3 .1 .3 ,  5.4.32.3. 
Hier ist  von der vierten auf die dritte,  von der f h f t e n  auf die zmeite und 
von der zmeiten auf die erste Zahl, den Umkehrungen a,a,, a,a, u n d  a,o, 
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entsprechend , j e d  e n  f a l 1  s Z u n a h  m e , von der zweiten auf die dritte aber, 
der Folge u,u5 entsprechend, G l  e i c  h h e i t O d e r  Z u n  a h  m e  vorhanden. 

Dic Anzahl der .  Versetzungen in der Gruppe wird also gezahlt durch 

Hiermit mag die Uehauptung als nachgewiesen gelten, dass jede Versetzung 
der ursprtinglichen fünf Elemente a ,  welche a n  Folgen und Umkehrungen 
folgende Anzahlen darbietet: 

O und 4 
oder 1 , 3 

n 2 n 2  
n 3 . 1  
4 . 0  

aus einer Gruppe von 

(5) , .der (E) 7 oder (3 9 oder (:) oder (5) 
Versetzungen mit Wiederholungen zilr fiinften Classe zwischen den füuf 
neiien Elementen 1.2.3.4.5 entspringt. 

Und allgemein: Die nn Verset.zungen mit Wiederholungeii xur nten 

Classe zwischen ra Elementen 1 . 2 . 3  . . . 12 lasseü sich in  eine Reihe von 
Gruppen verschiedeuer Arten zerlegen , so d a k  

jede Gruppe l t e r  Art Versetzungen , 

jede Gruppe n t e r  Art  (. + - l) Verselzungen 

enthalt, und eine Versetzung zwischen m Elementen a,, a,, .. ., a, ohne 
Wiederholungen t u r  d a n  Classe nach dem oben angewendeten Verfahren 
aus einer Gruppe erster, oder eweiter, oder dritter, .. . oder n i e r  Art  ent- 
spriugt, wenn sie a n  F o l g e n  und U m k e h r u n g e n  folgende Anzahlen 
darbietet: 

O und n-1 
oder 1 m-2 

2 n - 3  
. . . . . . . . 

oder 12 -1 nnd 0. 

Nit x = n giebt aber unsere G1. 4) : 
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E s  i s t  a l s o  
n + l  n + 1  124-1 

( n , r ) = ( r + i ) n - (  1 ) T m + (  2 ) - - + - (  ) l n  
d i e  A n z a h l  d e r  m i t  r  F o l g e n  u n d  n-1-r G m k e h r u n g e n  (zwischen 
je zwei benachbarten Cliedern) b e h a f t e t e n Ver s  e t  z u n g e n (zur fitBn 

Classe ohne Wiederholungen) z w i s c h e n  n E l e m e n t e n  a , ,  a,, ..., a, .  
Wir wollen diesen Erfund noch der Probe unterwerfen, dass die Ge- 

sammtzahl aller Versetzungen der Elemente a  den bekannten Betrag n! 

habon muss. 
Setzt man 

S o = S , = O ,  S , = l n ,  S,= ln+2",  ..., S . + 1 = 1 n + 2 n + . . . + n n ,  
so findet sich: 

( m l  O ) + ( % l ) + ( m ,  2)+. .  . + ( n , f l - l )  

Niin wird aber 
ASo= O ,  ASl = l n ,  AS2 =2., ..., LISn = inni 

es ist somit dntlS, das Anfangsglied der Reihe der d e n  Differenzen zu 
der lleihe On, ln, Z n ,  ..., welche bekanntlich constant gleich n! sind. 

Es bleibt uns noch übrig, den oben in Aussicht gestellten, gelegentlich 
gefundencn Satz über Binomialcocfficienten nachzutragen. Derselbe bezieht 
sich auf eine Umwandlung des mit einem abgekürzten Zeichen cingcftihrten 
Ausdrucks : 

m+k . +Ti"( k ) 
llringt man die  liéd der desselben auf folgende Formen: 

m - k  m+k n+k-1 m - k  n + k  
( 0 )'Tm( K-l  )=( 0 k  )i 
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Multiplicirt man 'ferner alle Glieder mit dem Factor 1 durch, nachdem der- 
selbe fiir die aufeinander folgenden Glieder folgendermassen in zwei Sum- 
manden zerlegt worden ist: 

und wendet fiir die erste Form des Gliedes den ersten, fü r  dio zwoitc den 
zweiten Summanden a n ,  so erhtilt man: 

(m, ?a, k) = -. n ( ; 3 3  

Durch wiederholte Anwendung dieser Beziehung erhalt man nach und nach: 

m + a - k + 3 . r n + n - k + 4  m + n - 1  
(m ,  n, k)=  (m-k+1,  a ,  1)- m . .  

2 3 k 
7 

aber 

somit 

S t u t t g a r t  , September 1886. 
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XIV. 

Zur mathematischen Statistik. 
Schlusswort in dem Streite Dr. H. Z I M M E R ~ A N N  contra W. K ~ T T N E R .  

Von 

L i?TNER W. K.', 
in  Bwgk t o i  Dreadon. 

Im XXXII. Bande, S. 62 flg. dieser Zeitschrift ha t  Herr  Dr. Z immer- 
m a n n  eine Entgegnurig auf meine Ausführungen im XXXI. Bande, S. 24GBg. 
derselben Zeitschrift der Oeffentlichkoit übergeben, aus der ich entnehrnc, 
dass derselbo cinon Thcil mcincr Ausfiihrungcn leidcr n i  c h t verstanden hat. 
Ich wtîrde Herrn Dr. Z i m m e r m a n n  brieflich tiber seinen Irrthum auf. 
geklart haben, batte derselbe nicht meine Beweisführung angegriffen und mir 

ohne alle Berechtigung den Vorwurf gemacht, in den frtiheren (Karup's?) 
Pehler verfallen zu sein. Das erfordert eine offentliche Widerlegung, und 
ich bin der geehrten Redaction ganz besonders dankbar, dass sie mir  hiersu 
in einem Schlussworto den erforderlichen Raum gestattet. 

Da ich moglichst kurz sein will, so erkliire ich zunachst, dass in  
meinem Aufsatze die Welirscheinlichkeiten x , d x ,  x ,Az ,  ... als gegeben zu 
betrachten sind und die Untersuchung sich nur  darauf erstreckt, wie gross 
die Wahrscheinlichkeit für  das zusammengesetzte Ereigniss 1 - d y oder dyi 
ist ,  wenn diese Wahrscheinlichkeiten , nfimlich x, A s ,  x, d z  , . . . , a) voll-  
s t a n d i g  u n a b h a n g i g e n  Ereignissen, 6) t h e i l w e i s e  abhi ingigenEr-  
eignissen und c) v o  I l  s t a  n d i g  a b  h a n g i g e n  Ereignissen zukommen. Darum 
konnta es sich a. a. O. doch nur handeln, und ich hatte es infolge dessen 
für unmoglich gehalten, dass .Jemand meinen Ausfiihrungen eine andere 
Auslegung würde geben konnen. Mit Rücksicht auf Herrn Dr. Z i m m e r -  
m a n n  habe ich mich hierin allerdings geirrt  und ich bedaure, an Stelle 
des Satzes : ,, wenn die Ereignisse alle unabhangig von einander waren"nicht 
lieber die Worte : ,, wenn zl d x ,  x2 d x,  . . . die Wahrscheinlichkeiten unab- 
hüngigor Ercignisso wiirenu, und an Stelle des Satzes: ,,wo alle zusammen- 
gesetzten Ereignisse unmoglich sindu nicht besser die Worte : .wo x, As, 
x2 d x ,  . . . die Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse sind, die sich alle gegen- 
seitig ausschliessenU gebraucht zu haben. 

Fasst IIerr Dr. Z i m m e r m a n n  meine Entwickelungen so auf, wie sie 
nach dem Obigen zu verstehen sind und auch nur  verstanden werden konn 
ten,  so wird er zugeben müssen, dass seine Einwendungen vollsttrndig hin 
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fiillig nerden. Ich finde überhaupt, dass Herr Dr. Z i m m e r m a n n  sich ganz 
in dem Ideengange des Herrn Prof. D i e n  g e r  bewegt, den e r  bei jeder passen- 
den Gelegenheit als Autoritat ins Feld fiîhrt. Sind denn Herrn Dr. Z i m  m e r  - 
mann die schwachen Stellen in der Arbeit des Herrn Prof. D i e n g e r  in 
,Nasius1 Rundschau der Versicherungenu, Jahrg. 1872 S. 505 flg., die K a  r u p 
spliter schonungslos aufgedeckt hat ,  vollstandig unbekannt geblieben? 

Wenig Vortheil für  Herrn Dr. Z i m m e r m a n  n verspreche ich mir auch 
davon, dass er die Fachgenossen auf den Streit  hinweist, der in  ,Masius' 
Rundschau der Versicherungenu, Jahrg.  1876, zwischen Prof. D i e n g e r und 
Joh. K a r  u p  - nicht zwischen Prof. D i e n g e r  und mir, wie man nach 
H e m  Dr. Z i m m  e r m  a n n ' s  Ausfiihrungen glauben k6nnta - geführt wor- 
den ist. Die Sprache in diesem Streite ist  überdies eine so leidenschaft- 
liche und so wenig frei von perstinlichen Invecbiven, dass man mit Eück- 
sicht auf àas Ansehen unserer mathematischen Literatur ohne Noth niüht 
darauf zurückkommen sollto. 

Das Vorgehen des Herrn Dr. Z i m m e r m a n n  hat nach meiner Auf- 
fassung sehr vie1 Aehnlichkeit mit dem Widerstande, den im Anfang des 
18. Jahrhunderts M i c h e l  R O l l e  der Infinitesimalrechnung entgegensetzte. 
Glaubt denn Berr  Dr. Z i m m e r m a n n ,  dass es etwas Anderes i s t ,  sich zu 
überzeugen, dass die Elemente einer krummen Linie g e r  a d  e sind, als ein- 
zusehen, dass für ein unendlich kleines Zeitintervall die i n  Rede stehenden 
abhangigen Ereignisse u n a  b h a n g  i g von einander werden? Nach ~ e i n e r  
Ansicht scheint dies der Fa11 zu sein, denn er meint, indem er rneine Ar- 
gumentationen beiseite Iasst, man miisse durch einfache Betrachtungen über 
die Richtigkeit oder Unrichtigkeit eines solchen Satzes entscheiden konnen. 
Mit der letzhren Aeusserung befindet sich Z e r r  Dr. Z i m m e r m a n  n meiner 
Auffassung nach tiberdies im directen Widerspruch mit seiner früheren Dar- 
legung, wo e r  sagt: ,Was vernachltissigt werden darf,  zeigt sich, wenn 
man die Gleichung in endlichen Grossen aufstellt und dann zur Grenze 
übergeht. 

Ich wiirde der ganzen Angelegenheit keine so hohe Bedeutung beilegen, 
ware nicht mein Satz für  die Entwickelung der mathematischen Statistik 
von grosser Wichtigkeit. So lange man sich mit einfachen Problemen, wie 
es die gegenwartige Art  der Invalidit~tsversicherung ist,  beschzftigt, kann 
man denselben leicht entbehren. , Aber schon danu,  wenn die Reactivirungs- 
wahrscheinlichkeit zur Sterbens- und Invaliditatswahrscheinlichkeit hinzutritt, 
complicirt sich die Aufgabe dergestalt, dass nicht mehr die ganze einjahrige 
Altersstrecke, sondern nur  unendlich klcine Theilo dersclben in Ectracht 
gezogen werden konnen. Zwingender wird dios noch bci bestimmten Arten 
der Wittwen- nkd Waisenversicherung. 

Bus diesem Grunde will ich hier noch einige Entwickelungen folgen 
lassen, die vielleicht auch in den Augen des Herrn Dr. Z i m m e r m a n n  
geeignet sind, meinen Satz zu sttitzen. Ich will zunachst versuchen, ganz 
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allgemein su beweisen, dass in einem unendlich kleinen Zeitintervall da8 

abkingige Ereiguiss uuabhlingig wird. 
Die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der ra Ereignisse A,, 4, 

. . ., A,, die siimmtlich unabhiingig von einander im Laufo der Zeit cin- 
treten konnen, sollen innerhalb der Zeit von 0 bis d x  der Reihe nach 
Fl ( d x ) ,  F, ( d x ) ,  . . . sein. Weiter setzen wir fest, dass die Be O bach- 
t u n g  von Ai innerhalb O und d x  nur daun moglich sein soll, wenn kein 
anderes der tibrigen a-1 Ereignisse mit eingetreten ist. In diesem Falle 
ist die Beobaühtung von Al ein t o t a l  a b h a n g i g e s  Ereigniss, dessen 
Wahrscheinlichkeit wir mit @ ( d x )  bezeichnen wollen. Zur Berechnung 
von @ ( d a )  haben wir aber 

1) @ ( ~ x ) = F ~ ( ~ x ) [ [ ~ - F , ( ~ x ) ] [ ~ - F , ( ~ x ) ]  ... [ l - F , - i ( d ~ ) ]  
[ l - F i + i ( d ~ ) ]  ... [l-F,,(~x)]. 

Da @(x), FI (x), F, (x) , . . . stetige Functionen sind, so konnen wir solche 
nach M a c - L  a u r i n ' s  Satze entwickeln und, wenn wir bexhten, dus 

(O) = FI (O) = F, (O) = . . . = O ,  auch in aller Strenge setzen 

Der Fall, wo fiir x = 0 die Derivirten der Fnnction @(x) oder F,(z) 
oder F, (x) , . . . unendlich werden , unterliegt besonderer Betrachtung. Für 
die mathematische Statistik , wo Fl (x), F2 (x), . . . immer unbekaunt sind 
und passende Substitutionen hierfur gesucht werden müssen , verlieren durch 
diese Ausnahme die Resultate niühtu an ihrer allgemeinen Geltung. 

Führen wir dio Ansdrücko unter 2) in 1) ein, so folgt nach Aus- 
fiihrung der angedenteten Multiplication 

und, wenn wir der Kiirze halber 
- 

N 2 d x " N 3 d 9 + -  ... + + , d ~ " = Q d $  

setzen, wo Q eine positive Grosse ist, auch 

4) rp (dx )  d x  = f i  (Ax) AX - & dx2. 

Bus letzterer Gleichung entnehmen wir, dass, so lange dx endlich ist, auch 

dass aber, wenn zur Grenze tibergegangen wird, nachdem Gleichung 4) vor- 
her durch d x  dividirt worden ist, 

limcp(dx)= rp(dx) =f i (dx)  
oder in aller Strenge 

5) cp(dx)dx=f i (dx)dx,  d j ( d x ) = ~ ~ ( d x )  
fol& 

D a m i t  i s t  a b e r  e r w i e s e n ,  d a s s  d i e  Beobach tungswahr -  
s c h e i n l i c h k e i t  @(x),  d e r  d i e  d e n k b a r  g r o s s t e  Abhingigkeit  
b e i g e l e g t  w o r d e n  i s t ,  f ü r  d a s  u n e n d l i c h  k l e i n e  Zeitintervall 
v o n  O b i s  d x  g e n a u  d e n s e l b e n  W e r t h  a n n i m m t ,  d e n  s i e  besitzt, 
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wenn d i e  s t 6 r e n d e n  E r e i g n i s s e  g a r  n i c h t  v o r h a n d e n  s i n d .  Die 
von Herrn Dr. Z i m m e r  m a n n  anfgeworfene Gleichung 

g i d x = x i d x ,  

von deren Erftillung seiner Ansicht nach die Richt,igkeit meines Satzes ab- 
hangt, i s t  s o m i t  s a l b s t  ftir d e n  n n g ü n s t i g s t e n  Fa11  v e r i f i c i r t . '  

1st die Beobachtung des Ereignisses Ai nur theilweise von dem Ein- 
treffen der übrigen m - 1 Ereignisse abhangig und ihre Wahrscheinlichkeit 
Y(x) ,  so hat man.für  das endliche Zeitintervall von O bis d x  

@(A.) < ~ ( A x )  < F i ( A z ) ,  
fiir das unendlich kleine Zeitintervall von O bis d x  nach 5 )  aber 

@ ( d x )  = P ( d x )  = Fi ((dx). 

Meinem Satze liegt die Eigenschaft zu Grunde, welche durch die 
Gleichung 

(d  X) = Fi (d X) 

fiir das Einxelereigniss ksgedrtickt wird. Ich h3tB auch, wie aus meinem 
Bcwcise a. a. 0. folgt, dio Eigenschaft, welche durch die Gleichung 

M ( d x )  = @ ( d x )  

zur Darstellung kommt , ,  bentitzcn konnen, i n  welchem Fallo der Satz wie 
folgt zu formuliren gewesen w k e :  

Wenn n. Ereignisse, die von n von einander unabhangigen Ur- 
sachen im Laufe der Zeit bedingt werden, sich theilweise ausschliesen, 
so kann bei Dildung der Wahrscheinlichkeit fü r  das Zusammen- oder 
Nichtzusammentreffen mehrerer oder aller dieser Ereignisse in einem 
unendlich kleinen Zeitintervall so verfahren werden , a l  s o b  d i e 
E r c i g n i s s e  s i c h  s a m m t l i c h  g e g e n s e i t i g  a u s s c h l 6 s s e n .  

Beido Sgtze, d. h. der obige und der vom Herrn Dr. Z i m m e r m a n n  
angegriffene, widerspmchen sich scheinbar, denn der eino behauptet das 
Gegentheil von dem, was der andere ausdrückt. E s  rührt dies, wie wir 
wissen, daher, dass immer die i n  Rede stehende Wahrscheinlichkeit zwischen 
zwei Grenzen liegt, die im Punkte Nul1 zusammenfliessen und infolge dessen 
in einem unendlich kleinen Abstande von diesem Punkte sich noch nicht 
messbar von einander entfernen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann 
daher hier ebenso gu t  mit der einen, wie mit der andern Grenze als zu- 
samrnenfallend betrachtet werden. 

Der Widerspruch hebt sich auch, wenn man bedonkt, .dass in  einem 
unendlich kleinen Zeitintervall. nicht xwei Ereignisse hinter einander eintreten 

' In seiner neuesten Arbeit ,,Analyse der Karnp-Küttner'schen Entwicke- 
lungen" stiitzt Herr Dr. Z i m m e r m a n n  seine Behauptung von der Unrichtigkeit 
meiner Beweisführung a u s s c h l i e s s l i  ch auf den unGtreffenden Satz 

S i  d ~ > x r  d x .  
Seine Einwendungen sind somit auch dor t  alle hinfiillig. U. V. 
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konnen.* Diese Eigenschaft hat  namlich zur Folge, dass erstens kein Er- 
eigniss innerhalb dieser Zeit das andere zu st6ren vermag, wodurch sie also 
unabhangig von einnnder werden, und zweitens, dass, wenn des einc ein- 
getreten ist , kein anderes nachfolgen kann,  wodurch sie sich gleichsam 
gegenseitig ausschliessen. - 

Um auch den letzten Rest eines etwaigen Zweifels über die Richtigkeit 
und Zweckm%ssigkeit meines Satzes zu zerstreuen, will ich zum Schluss 
vermittelst desselben noch die Ableitung von drei Formeln zur Berechnung 
dor Activit%tswahrscheinlichkeit folgen lassen, die i n  ihren Vorausüetzungen 
von Grund aus verschieden sind. 

Sei die Wahrscheinlichkeit ftir einen Activen, innerhalb des unendlich 
kleinen Altersintervalles von x bis x + d x  zu s b r b e n ,  gleich ci (x) d x ,  und 
invalid zu werden, gleich é (x) d x ,  so ist ,  wenn f (z)  die Wahrscheinlichkeit 
für einen Activen is t ,  das Alter x im Zustande der Arbeitsfahigkeit zu 
erleben, nach meinem Satze 

f ( z+  dz )  = f ( X )  [l- G(X) d z ] [ l -  a(x) d ~ ] ,  
woraus 

6 4  

folgt. Hieraus ergiebt sich aber zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit y, 
dass ein a-jahriger Activer am Ende des nachsten Jahres noch im Zustande 

von der mir i n  der Folge immer ausgehen werden, wie verschieden wir 
auch die Relation zwischen G ( X )  d s  und der Sterbenswahrscheinlichkeit, und 
zwischen i ( x )  d a  und der Invaliditatswahrscheinlichkeit festsetzcn. Hicrboi 
bezeichnen wir, abweichenc! von dem gewohnlichen. Sprachgebrauchc, die 
Wahrscheinlichkeiten als abhtingig oder unabhtingig, je nachdem die beztig 
lichen Ereignisse als abhangig oder nnabhangig aufgefasst werden. 

1. 

a) Die Sterbenswahrscheinlichkeit s ist a b h i i n g i g ,  
b) die Invalidittitswahr~cheinlichkeit q is t  a b  h a n g i g. 

Zufolge der obigen Annahme setzen wir innerhalb des kleinen Integra- 
tionsweges von a bis a +  1 

* Die Wahrscheinlichkeit, dass sic ausammenfallcn, ist gegenüber der Wahr- 
scheinlichkeit des einfachen Ereignisses n n e n  d l i  c h  k le in  und Bommt nicht ffi 
Betracht. Hem Dr. Z i m m e r m a n n  k t  daher in ganz irrigen Anschauungen be- 
Sangen, wenn er meint, man müsse diese Ereignisse besonders beobachten und 
registrircn. D. V. 
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und . 
a f l  =S$;[L-G(Z) dzl i ( ~ )  du. 

a 
Bus 7) folgt 

8) 
d  x d x  

~ ( x )  d x = s -  und i ( x )  d x  = q -----. 
f(z) f ( x )  
f (a) f(a) 

Substituiren wir diese Werthe in  6 ) ,  'so folgt 

Dio Auflosung dieser Gleichung erfordort wciter, dass auch tiber den 
Verlauf der Function f ( x )  eine Hypothese aufgestellt wird. Wir setzen 
innerhalb des kleinen Integrationsweges von a bis a+  1 

womit ein geradliniger Verlauf anch für f ( x )  angenommen wird. 
Damit geht Gleichung 9) in 

tiber, woraus 
s + a  1=-- 

und endlich 1- Y 

11) y a l - s - p  
folgt. E s  i s t  d i e s  d i e  v o m  H e r r n  Dr .  Z i m m e r m a n n  i n  d e r  S c h r i f t  
, U e b e r  D i e n s t u n f i i h i g k e i t s -  u n d  S t e r b o n s v e r h i i l t n i s s e u ,  B e r l i n  
1886, b e n ü t z t e  F o r m e l ,  d c r e n  R i c h t i g k e i t  o h n o W e i t e r e s  c r h e l l t .  

Dass diese Formel unabhangig von den hier zur Anwendiing gekom- 
menen Hypothesen ist und vermittelst meinev Satzes auch ohne alle Voraus- 
setzungen liber den Verlauf der Sterblichkeit, Invalidifit und Activitat 
gefunden werden kann,  liisst sich wie folgt zeigen. 
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12) G (x) d 5 - -  .vl(x)dx ---- a ,(z]),x= %(XI d x  
f_-2 f (4 

und 
f (a) fo 

a + 1  a + l  

13) 
a a 

Ftihren wir die Werthe aus 12) in 6a) ein, so folgt weitor 

Q a 
Werden für die auf der rechten Seite stehenden Integrale ihre Werthe a u  

13) substituirt und beide Seiten durch f(a) dividirt, so erhalten wir, wie oben 

IL 
a) Die Sterbenswahrscheinlichkeit s'= 1 -p' ist  u n a b  hi ingig,  ' 

b) die Invaliditatswahrscheinlichkeit p ist a b  h Zng  i g. 

Bezeichnet man mit ~ ( x )  das zum Alter x gehorige Glied einer Ab- 
sterbeordnung, die mit 1 anhebt und für eine Gesammtheit gilt ,  die jeden 
Invalidgewordenen sofort durch einen gleichalterigen Activen er~etzt ,  so folgt: 

Wird dieser Ausdruck in 6) eingeflihrt, so erhxlt man zunachst 
0+1 

- p(=] 
14) y = p e e  ; 

und, wenn hierin fü r  i ( x ) d x  der Werth aus 8) in Verbindung mit 10) 
substituirt wird , 

y = p e  . 
Damit fol& aber 

und h i e r a u s  d i e  s o g e n a n n t e  B e h m l s c h e  F o r m e l  
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III. 
a) Die Sterbenswahrscheinlichkeit sr= 1 -p' ist u n  a b  h a n  g i g  , 
6) die Invaliditiitswahrscheinlichkeit ist  u n a  b h 5 n g i g .  

Bezeichnet man mit q ( x )  das zum Alt,er x gehorige Glied einer Actji- 
vititsordnung, die mit 1 anliebt und für eine Gesammtheit gi l t ,  die jeden 
Gestorbenen sofort durch einen gleichalterigen Activen ersetzt, so folgt 

Substituirt man diesen Ausdruck in 14), 8 0  f o l g t  d i e  v o n  K n r u p  
a n g e g e b e n e  F o r m e l  

y=p'(I-i), 

17) y = ( 1  - S.) ( 1  - q'). 

In  den vorstehenden Entvrickelungen, dureh die wir drei verschiedene 
Pormeln für y kennen gelernt haben, sind durchgiingig G ( x )  d x  und i (x) d x  
als vollkommen u n  a b  h a n g i  g von einander betrachiet worden , selbst dort, 
wo wir den Wahrscheinlichkeiten s und q vollst%dige Abhangigkeit beilegten. 
In F a r d  11)  hatte sich, wenn bei G ( X )  d x  und i ( x )  d x  zwisohen Abhzngig- 
keit und Unabhsngigkeit zu unterscheiden gewcsen wzre, das Fehlerhaftc 
meines Satzes am allerersten docurnentiren mtissen. Nichts von Alledem ist 
eingetreten. D i e  V o r a u s s e t z u n g ,  d a s s  i n  e i n e m  u n e n d l i c h  k l e i n e n  
Z e i t i n t e r v a l l  I n v a l i d i t a t  u n d  S t e r b l i c h k e i t  u n a b h a n g i g  s i n d ,  
f i ihr te  a u f  e i n e  F o r m e l ,  d i e  e i n e  v o l l s t i i n d i g e  A b h a n g i g k e i t  
d iese r  E r e i g n i s s e  f ü r  e i n  e n d l i c h e s  Z e i t i n t e r v a l l  a u s d r ü c k t e .  
Die Form der Punction für  die Activit%tswahrscheinlichkeit hing nicht davon 
ab, wie ~ ( x )  d x  und i ( x )  d x  interpretirt wurden, sondern wie man den 
Uebergang vom Unendlichkleinen zum Endlichen herstellte. 

Zu denselben Ergebnissen w5re men freilich auch gelangt,  wcnn auf 
Grund des zweiten Satzes die Wahrscheinlichkeiten G ( x )  da und i(z) d x  so 
aufgefasst worden waren, als oh die ihnen zugehorigen Ereignisse sich gegen- 
seitig aiisschlGssen. 1st y ( x )  dx die Wahrscheinlichkeit, i n  dem nnendlicli 
kleinen Altersintervall von x  bis x + d x  im Zustande der Activitiit zu ver- 
bleiben, so ist unter dieser Voraussetzung 

1 = r ( x ) d z + ~ ( x ) d x + i ( x ) d 3 : ,  y ( ~ ) d x - l - ~ ( x ) d x - i ( x ) d x  

und somit 
f ( x + d x ) =  f ( x )  [ l - a ( x )  d x - i ( x )  d x ] .  

Hieraus folgt, wie oben, 
Zaituchrift f. Mathematik n. Physik -11, 4. 16 
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An S t d l e  der Gleichungen 7) hstte man sogleich 

f (XI - i (x)'dx = q d x  
f (a) 

anschreiben k6unen u. S. W. 

Stellen wir die aus der Grundgleichung 6) für  y abgeleiteten Formcln 
zussmrnen. so erhalten wir 

y = 1 - s'- p'+ s'q'. 

Die ersteren zwei Formeln werden vom Herrn Dr. Z i m m e r  m a n n  als voll- 
kornrnen richtig anerkannt. Die Richtigkeit der letzteren wird von ihm mit 
den Hcrren D i e n g o r ,  B o h m  und H e y m  bestritten, freilich ohne alle 
Berechtigung. Die Gesetzmassigkeit, die zwischen den drei Formeln besteht, 
ist unverirenubar. Zii der ersten Formel t r i t t ,  wenn ein Wahrscheinlich- 
keitswerth unabhangig wird, das halbe Product der beiden Wahrscheinlich- 
keiten hinzu. Zur zweiten Formel t r i t t ,  wenn anch der andere Wahrschein- 
lichkeitswerth unabhangig wird, wiederum das halbe Product beider Wahr- 

' s'4 
scheinlichkeiten hinzu. Dass an Stelle von der Werth s'q' steht, 

2 L 
wird selbst TIerr Dr. Z i rn m e r m a n n als keine bedenklichti Abweichung von 
der Gesetzmassigkeit betrachten k6nnen. 

Zu der Entwickelung K a r u p ' s  konnte Herr  B e h m *  noch mit einem 
Scheine der Berechtigung sagen: ,DM, was bewiesen werden soll, stellt 
der Verfasser namlich ohne Weiteres als Behauptung auf ,  allerdings in die 
Form von Infinitesimalgrossen gekleidet, und dann wird durch einen Zirkel- 
schlag auf denselben Satz als Resultat der Entwickelung zuriickgegangen. 
Zu solchen mathematischen Spielereien scheint sich die Differential- und 
Integralrechnung gut  zn eignen. Meint Hem Dr. Z i m m e r m a n  n , der 
diese harten Worte B e h m ' s  vertritt und damit auch meine Arbeiten zu 
charakterisiren glaubt,** dass sie angesichts der vorstehenden Ableitungen 
heute noch seine Sache stützen konnen? 

Wenn Herr  Dr. Z i m m e r m a i n aber S. 9 seiner Schrift ,,neber Dienst- 
unfihigkeits- und Sterbensverhaltnisseu sagt,  ich hatte meine von den Diffe- 

Statietik der Mortalitiits- u. a. W. Verh5ltniss0, Berlin 1876. 
** Vereinublalt für deutuclies Versicheriingswesen, 14. Jahrg. S. 298. 
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rentialen hoherer Ordnung befreiten Formeln o h  n e W e i  t e r e s geben konnen, 
so vergisst er, dass ich i n  diesem Palle die Invaliditat und Sterblichkeit als 
g e g e n s e i t i g  s i c h  a u s s c h l i e s s e n d  betrachtet hatte, was in  seinen Augen 
doch ebenso ftilsch hatte sein mtissen, wie die Annahme von der U n a b  - 
han g i g k e i  t dieser Ereignisse. - 

Ich weiss nicht, ob das Vorstehende Hcrrn Dr. Z i m m e r m a n n  in 
seinen Ansichten erschüttert hat. Der vorurtheilsfreie Léser wird aber - 
das hoffe ich zuversichtlich - mir zustimrnen, wenn ich nunmehr meiner- 
seits den Streit fUr abgeschlossen erachte und ohne Riicksicht auf die Mei- 
nung des Herrn Dr. Z i m m e r  m a n n mit Hilfe meines Satzes a n  dem Ausbau 
der mathematischen Statistik weiter arbeite. 

Bu r g k b. Dresden , Ende December 1886. 

NS. Inzwischen is t  die im gegenwartigen Bande dieser Zeitschrift, S. 64 
angekündig te ,,Analyse der Karup - Kiittnerlschen Entwickelungen%rschienen. 
Die Arbeit leidet vorzugsweise daran ,  dtass sie sich mit dem Kern der Sache 
g a r  n i c h t befasst, immer t O t a 1  a b  h a n  g i g  e Ereignisse voraussetzt, wo 
nur von t h e  i l  w e i s e a b  h a n  g i  g e n  Ereignissen gesprochen werden sollte, 
und Willkürlichkeiten und ganz wunderliche Auffassungen enthalt. Die 
Gleichung aber 

1 - d y =  I - Z , ~ X - X ~  dx- ...- x n d x ,  
nclcho Hcrr Dr. Z i m m e r m a n n  S. 51 a. a. 0.  aufstellt, ist falsch, wenn 
es sich - wie es doch der Pal1 ist - um t h e i l w o i s e  a b h a n g i g o  Er- 
eignisse handelt. P ü r  t O t a l  a b  h a n g  i g e  und fiir u n  a b  h a n g  i g e  Ereignisse 
bedarf es eines besonderen Satzes nicht; hier konnen die Gleichungen sofort 
nach den Elementen der Wahrscheinlichkeitsrechnung angeschrieben werden. 

Herr Dr. Z i m m e r m a n  n gründet die Untersuchung immer nur  auf 
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Activer i m  nachsten Jahre nicht invalid 
wird, aber s t i rbt ,  und bedenkt nicht, dass bisher alle Schriftsteller in  ihre 
Untersuchungen als Sterbenswahrscheinlichkeit der Activen einen Werth ein- 
führten, dem eine ganz andere, a b e r  n i c h t  m i n d e r  b e r e c h t i g t e  De- 
finition zu Grunde leg. Freilich, wenn man nur  seine eigenen Definitionen 
für zutreffend und alles Uebrige für  falsch erkliirt, hat  man nicht nothig, 
die Arheiten Anderer besonders xi1 beachten. 

B u  r g k  b. Dresden, Mitte Juni 1887. D. V. 
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XI. Ueber eine Stolle i n  Poisson's Mechanik. 

I n  Nr. 408 seines Traite de Mecamque kommt P o  i s s  O n zu Forrneln, 
die mir nieht richtig xu sein scheinen. 

E r  hat zwei Coordinatensysteme eingefiihrt: das der x y z ,  welches im 
Raume fest k t ,  und das der x, y, zi, welches f e s t  mit dem beweglichen und 
als fest vorausgesetzten KGrper verbunden ist. Indem er  die Richtungs- 
cosinus der Axenspsteme mit a ,  b, c, a'; b' etc. bezeichnet, legt er die Ver- 

bindungsgleichungen 
x = a x ,  + 69 ,  + cg,, 

1) y = a'x, + b i ,  + c'a, , 
a  = a"xl + b"yl + cf 'q 

zu Grunde und entwickelt nun in Nr. 404- 407 sehr klar und priicis die 
Bewegung des Korpers um die momentane Rotationsaxe u. S. W. Daraiif sagt 

er in Nr. 408 : 
,,Da, die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes M [cines Punk- 

tes des festen K8rpers. Anm. d. Verf.] in Bezug auf die festcn Axen Or, 
dx d y  d a  

Oy, Os:  -- 7 2 9 - sind , so miiasen die Componenten derselben Geschwin- 
d t  d t  d t  

digkeit in Beziehung auf die Axen Oz , ,  Oy,, Oz1 sein: 

weil die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten denselben Gesetzen folgt, 
'wie diejenige der Kriifte. Wenn man nun in diese Ausdrücke die Werthe 

d x 
von - etc. aus Nr. 404 einsetzt und schon dort gemaehte Reductionen 

d t 
ausführt , findet man d x  dy d a  

a-+  a'-+a"-=pz,-ry,,  
d t  d t  d t  

III) 

dl: , d y  ,,der 
c-f c - + c  -=ppl-pz,;  

d t  d t  d t 
folglicli drücken die drei Grossen 
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die für alle Punkte der momentanes Rotationsaxe gleich 0 sind, fü r  einen 
beliebigen andern Punkt M die Componenten seiner Geschwindigkeit parallel 
den Axcn OZ,, Oy,, OZ, 

Hierin ist nun ein offenbarer Irrthum enthalten. Denn nach der ur- 

sprünglichen Voraussetzung is t  das System der x,, y,, s, fest mit dem 
Grper verbunden und dieser selbst wird als fester Korper betrachtet.' E s  
bat auch P o i s  s o n  ausdrücklich ausgesprochen (Nr. 404 im 3. Abschnitt) : 
"Dagegen andern sich die Coordinaten x,, y,,  z, von Punkt zu Puilkt des 
bewcgten Korpers; aber s i e  b l e i b o n  b e s t a n d i g  d i e s e l b e n  für  densel- 
ben Punkt und i i n d e r n  s i c h  n i c h t  mit der Zcit.' Daraus folgt aber, 
dass die Componenten der Geschwindigkeit nach den Axen Oz,,  Oy,, OZ,, 

da: d y  d z  
also dio Grossen -' i - '> 2 für alle Punkte des Korpers jederzeit glcich 

d t  d t  d t  
O sind und nicht nur für Punkte der momentanen Rotationsaxe. 

Der Irrthum scheint sich bei der Entwickelung der Ausdrücke LI) ein- 
geschlichen zu haben. Aus don zu Grunde gclcgten Gleichungen 1) folgt, 
allerdings 

~ ~ - a z + a ' ~ + a " z ,  
y , - b z +  b'y+b"z, ' 

Z1 = CX + c'y + crra. 

Bei der Differentiation nach t  hat aber P o  i s s  O n übersehen, dass die a ,  
a' etc. s e l b s t  Functioncn der Zeit t sind. Es  sind daher die- Ausdrüüke 
II) nicht vollstandig, snndern dieselben massen vielmehr lauten: 

d z  d y  d a  d a  da' da" %=a-+a , -+ao-+z-+y-+z- ,  
d i  d t  d t  d t  d t  d t  d t  

d x  d y  d s  d b  db' db" b - = b - + b r - + b u - + z - + y - + z - 9  
d t  d t  d t  d t  d t  d t  d t  

d  x d a  d c  d C  dc" d?L= c ~ + é 9 + ~ - + 2 - + y - + a - ,  
d t  dt  d t  d t  d t  d t  d t  

d x  d y  d a  und wenn man hierin die schon gefundenen Werthe von - - 
d t  d t  z ' ~ ' ~ ' ~  

einsctzt, so wcrden dicselben identisch gleich O. -. 
ETaben sich aber einmal die Gleichungen III) als unrichtig heraus- 

gestellt, so wird dieser Fehler nun i n  dem Folgenden mit durchgeschlcppt 
und es kann daher auch das über die beschleunigenden Krafte Gesagte nicht 
als richtig angesehen' werden; und je weiter die Rechnung geführt wird, 
um so schwieriger muss es werden, das Richtige von dem Unrichtigen zu 
trennen. 

Es macht allerdings schon beim Lesen dieser Abschnitt den Eindrnck, 
als ob P o i s  s O n selbst ob seiner Resultate Bedenken aufgestiegen waren. 
Denn os tritt bei der ~ u f s t c l l u n ~  der Ausdrücke II) cin Mangcl an Bc- 
stimmtheit ein, den man sonst bei ihm nicht gewohnt ist. E r  stellt scine 
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AusdrIfcke nicht i n  der Form praciser Gleichungen dar, sondern giebt die- 
selben im Text und sucht sie mit der Bemerkung zu rechiîertigen, dass 
die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten dieselben Gesetze befolgt, wic 
die der Kraftc - obwohl in  dem ganzen vorhergehenden Abschnitte von 
KrBften iiberhaupt noch nicht die Rede gewesen ist. , 

Auf der andem Seite nimmt es einen aber Wunder, wenn man sich 
in die Lage versetzt sieht, einem Meister der Mathematik, wie Po is -  
s o n ,  ein derartiges Versehen nachsagen zu mlissen, Um so mehr drangen 
sich mir Bedenken auf, als mir nicht bekannt ist, dass schon einmal auf 
diesen Punkt  als auf eine Unrichtigkeit aufmerksam gemacht worden wire. 
Ich bin devhalb mit Vergnügen bereit, meine Auffassung zu corrigiren, 
wenn einer der geschtitzten Leser dieses Blattes Aufschluss zu gcbon neiss, 
wie die besprochene Sache aufzufassen sei, und nur sus  diesem Grunde 
habe ich mich veranlasst gesehen, a n  diesem Orte ein mehr als ein halbes 
Jahrhundert ziirück liegendes Thema zur Sprache zu bringen. 

S c h i v e l b e i n .  Dr. PFANNSTIEL. 

XII. Bemerknagen über die Gammafunctionen m i t  negativen 
Argnmenten. 

1. 
F ü r  ein positives p hahen die Functionen n ( p -  1) und r(p) dieselben 

Werthe und dieselben Eigenschaften; erstere ha t  die Porm eines Products, 
letatere die eines bestimmten Integrals. Wird y negativ, so  behalt n(p-1), 
mit Ausschluss negativer ganzer Zahlen, für  die es +.oo wird, stets einen 
bestimmten Sinn, wahrend das Integral seine Bedeutung verliert. Doch 
laset sich, mit Benutzung eines von L i  o u  v il 1 e gelegontlich sciner Betrach- 
tungen über gebrochene Differentialquotienten angewandten Hilfsmittels, ein 
anderes bestimmtes Integral angeben, welches wiedemm den Werth von 
n ( p - 1 )  hat  und sich somit als Fortsetzung der r-Piinction, w e n n  wir 
d i e  B e z e i c h n u n g  r d e n  p o s i t i v e n  A r g u m e n t e n  r e s e r v i r e n ,  dar- 
stellt. Dies kt, wenn k eine positive ganze Zahl oder O bedeutet: 

Um dies als Fortsetzung der r-Function zu erkennen, genügt der 
Nachweis , dass r, (y) dem Fundamentalsatz der  ersteren sich unterwirft, 
nsmlich dass 

2) 
T(p+ l )  = p  rl(y) fur O >  p >-1, 
~ , ( P + u = P  r , (p )  für  P<-1 

ist. Durch partielle Integration folgt aber aus 1 ) 
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und hierin liegt, da die erste Zeile i n  den Grenzwerthen verschwindet, weil 
p + k noch negativ, p  + k + 1  Lingegen schon positiv ist ,  der Beweis des 
Satzes. - Für  k  = O ist der Beweis ebenso zu fiihren und dabei nur des 
Symbol O! durch 1 zu ersctzcn. 

Verstehe ich unter or einen positiven echten Bruch und setze in 2) 
der Reihe nach 

p = - o r ,  - a - 1 ,  - o r - 2 ,  ..., - o r - k ,  

so erhalte ich durch Multiplication der entstehenden Gleichungen: 

r ( 1 - o r )  = ( - l ) k + i o r ( ~ + l )  ... ( ~ t + k ) r ~ ( - ~ - ~ ) ,  
also 

3) r l ( - o r - k )  r ( - 1 ) W  
r(~r) r(1- 
T ( f f + k + l )  

oder auch 

Die Punction I ; ( p )  ist  also abwechselnd negativ oder positiv, je nachdem 
p zwischen O und - 1 ,  - 1 und - 2, -2 und -3 u. S. W. l iegt; für 
= O ,  - 1, -2, .. . wird sie, wie gesagt, + m. Setze ich 

5) ( - l ) k + l  r l ( - o r - k )  = v ( o r + k ) ,  
so ist w ( L Y + ~ )  stets positiv und zwar 

6) 
Tc 

v ( . + k ) =  szn . (or z) q o r  + k f 1) 
und daher 

Die Function + ( o r  + k) wird cm für a  = O und für or = 1 ,  dazwischen er- 
reicht sie cin Minimum; geschehe dies fiir a =  or,, dann ist 

q' (ori + k )  = 0. 
nifferentiire ich nun Gleichung 7) nach a und setze nachher a=cul, so 

also ist da3 Minimum von 9 ( a + k +  1 )  fiIr a = or, n o c h  n i c h t  erreichtl 
d. h. dio Stellen des Minimums in den einzelnen Intervallen rticken den 
Endpnnkten derselben immer naher; auch werden sie immer kleiner, denn 
nach 7) ist 
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und 

1st k sehr gross, so ist hinreichend genau 

Diese Punction erreicht ihr Minimum, wenn ka sin (oc a) den grosuten Werth 
annimmt, d. i. mit cr = 1 - /3 ftir 

1 
tg (/3 n) = - 

x l , , k  ' 
also für 

d. i. sehr nahe a n  1, und das Minimum selbst iot 
3 1 

d. i. sehr nahe an O. - 
Setzen wir in 4) a+ k = - p z ~ i i c k ,  so folgt noch 

2. 
Herr P r y  m führt i n  seiner Abhandlung' ,,Zur Theorie der Gamma- 

functionu zwei Functionen P(p )  und Q ( p )  ein, niimlich 

und beweist, dass allgernein (auch flir complexe Werthe von ,u) 

12) P ( p ) + Q ( p ) = r ( ( * ) ,  bez- = n ( P - l ) ,  

und dass insbesondere für reelle positive Weithe von p 

* Journal für Mathematik, Bd. 82 S. 165. 
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.. e-5 dx,  

. e-= d x  

wird. mir.  wollen sehen, welche Gleichungen a n  Stelle dieser letzteren im 
Falle eines negativen p zu setzen sind. Zuniichst bringe ich die obere 
Reiha für P ( p )  auf eine andere, ebenfalls von Herrn P r y  m angegebene 
Form. Zerlegen wir die einzelnen Brüche und sammeln die Coefficienten 

1 
etwa von - 3 so erhalten wir 

~ + k  
1 (-1)k 
Y .  - 1 (- I lk,  
e k! (l+l+IT2+-.-) = k! 

folglich ist 

14) 
1 1 1 - +... 

P(')=;- l . ( p + l ) + s l  ( p + 2 )  

Bezeichnen wir nun mit und Qi(p) die Integrale 

Ferner zerfdlt Q,(p) in zwei Theile; der erste ist  

oder mittelv der für  jedes p giltigen Reihenentwickelung ftir fl 

d. i., wie ein Blick auf 11) zeigt, = Q (P). Der  andere Theil von QI ( P )  
ist aber, da alle nach der Integration vorhandenen Exponenten , einschliess- 
lich k + p ,  negativ sind : 
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1 -- - 1 
f ...f ( - l ) k  1 

und düher 
P l . ( (L+l)-  k! @+pl 

1 1 1 
17) Q,(~)=P(P)+------+-- .  (L + )  +(- l )* l i !  ( p + b j  

Diese Cleichungen 16) und 17) treten also an Stelle der Cleichungcn 13) und 
die Addition der ersteren ergiebt mit Rücksicht a u î  15) und 1): 

pl ',(PI + QI (PI = f'l (PI = P b )  + Q ( P )  

in Uebereinstimmung mit Gleichung 12). 

K o n i g s b e r g ,  im Marz 1887. Prof. Dr. LOUIS SAALSCH~TZ. 

XIII. Eine Erweiternng dea Factoriellensatzea. 

Wenn man unter p ,  v, y willkürliche Grossen, unter a eine positive 
ganze Zahl versteht, so gilt der Satz: 

Derselbe kann als eine particulare L6sung einer von Herrn S c  hlomilch 
in  dem Aufsatze: ,,Eine Verallgemeinerung des binomischen Sat8zesu* an. 
geregten und behandelten Aufgabe angesehen werden, wenn den daselbst in 
Rede stehenden Functionen f, ( P ) ,  f , ( p ) ,  fs ( l J . ) ,  . . . die Werthe 

zuertlieilt werden, - particultir, weil nur e ine  willkürliche Grosse, y, in 
die Losung eingeht. 

Der Beweis der Gleichung 1) lasst sich aber i n  folgender Art führen. 
Für n = 1 und n = 2 ist ihre Richtigkeit von selbst klar; auch für w = 3, 
wobei die Functionen beiderseits fiir y vom xweiten Grade werden, h t  
sich die Wahrheit des Satzes durch gewohnliche Multiplication oder, etwas 
geschickter, durch Substitution dreier Specialwerthe ftir y, etwa 

* Diese Zeitschrift, Jahrg. 30 (1885), S. 191. 
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erkennen. Dieselbe Methode scheint- sich allgemein nicht bequem anwenden 
au lassen und wir wihlen daher die Sclilussart von n  auf n+1.  

Indcm wir somit die Gleichung 1) als richtig anschcn, multipliciren 
wir sie zunachst mit 1 . 2 . 3  .. . n ,  wodurch die einzelnen Glieder auf ihrer 
linken Seite die Binomialcoefficienten (n)o, (n), , (n), , . . ., (n),  zu Factoren 
erhalten, und ersetzen dann die willkürliche Crosse y durch eine andere, 8, 
mittels der Gleichung 

y = ( n + l ) 6 .  

Jetzt fiigen wir auf der rechtcn Seite den Factor 

r + v + n + ( n + l ) n a  
hinzu, wodurch dieselbe, wenn fiir n6 wieder eine einzclne Grosse, etwa E 

gesetzt wird, die gewtinschte Form 

annimmt. Zwecks Multiplication der linken Seite theilen wir obigen Factor 
für die einzelnen Glieder, die ich der Reihe nach mit G o ,  G , ,  G,, . .., Gn 
bezeichne , in  verschiedener Ar t ,  und zwar 

für Go in Mo + No: 
Mo = = = p + n + n ( n + l ) d ,  No = v ;  

für G ,  in Ml + NI : 
Ml = = p + n - l + ( n - l ) ( n + l ) d ,  N, = v + l + ( n + 1 ) 8 ,  

a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 

für G k - l  in  Ill,-1 +Nk- , :  
M M =  p + n -  k+l+(n-k+l)(n+l)B,  Nk- ,  = v + k - l + ( k - l ) ( n + 1 ) 8 ;  
für Ck in Mk+Nk: 
Mk = p + ~ - 7 ~ + ( n - k ) ( ~ + 1 ) a  Nk =u+k+k(n+l )G 

etc. etc. 
Es ist ferner 

Gk-L =(n)k-ip(p+l+(n-k+l)(n+1)d) ... ( p + n - k +  (n-k+l)(n+lIJ)  
X v ( u + l + ( k - 1 ) ( n + 1 ) 6 ) . , .  ( u + k - 2 + ( k - l ) ( n + 1 ) 8 ) ,  

Gk =(n)k ~ ( ~ + l + ( n - k ) ( n + l ) d )  ...(p+ n - k - 1  + ( n - k ) @ + l ) d )  
Xu(u$l+k(7a+1)6)  ...( v + k - l + k ( n + l ) d ) .  

Wir nehmen nun zusammen: 

GoMo, G,No+GIMl, GINl+ G 2 4 ,  m . . ,  G k - ~ N k - l +  G k N k ,  v . . ,  GnNn. 

Bezeichnen wir die Glieder der Entwickelung für  n + l ,  wie sie sein 
müssten, wenn der Satz auch daftir noch richtig bliebe, mit Ho, Hl ,  Hz,  
..., HmS1, BO ist  allerdings, wie unmittelbar zu ersehen: " 

3) GoMo=Ho und G n N n = B , + l .  
Die dazwischen liegenden Summen unterscheiden sich aber von den betref- 
fenden Gliedem. Ich gehe nun daran, diese Unterschiede auf~usuchen und 
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zu beweisen, d a s s  d i e  S u m m e  a l l e r  U n t e r s c h i e d e  v e r s c h w i n d e t ;  
damit wird gleichzeitig die Giltigkoit des Satzes dargethan sein. 

Wir vcrgleiehen Gk- l  Nk - 1  + G k M k  mit H k ;  leizteres ist ,  wenn wir 
die Bezeichniin~en 

I . , . . . . . . . . . . . . ,  . . . . . . . .  - - 1  

Durch dieselben Grossen a und /il ausgedrückt ist  aber 
k . \ k  k  

Beginnen wir, die Multiplication auszuführen, so sehen wir, dass die 
Summe der Anfangsglieder, der  Beziehung 

( m ) k - l + ( n ) k = ( n + l ) k  

wegen, gleich Hk wird. Betrachtcn wir jetzt zuerst G k - 1  Nk-L für sich 
* " 

allein. W i r  k6nnen es auch schreiben 
k  k 

G k - 1 N ~ - ~ = ( - l ) ~ - ~ p ~ ( % ) k - 1 ( ( 1 2 + l - k ) d + a , )  ... ( ( % + l - k ) d + t ' t , - ~ )  

Sei nunmehr die Summe der Combinationen der n-1 Grossen 
k k k  k k k 

( Q ! ; - p ) = u i ,  aq, -.., a n - k i  - p l i  -&, - B k - 1  

i n  der rtan Classe 
=Cr(u; - B ) ,  

daun wird 
G k - 1 N k - 1  , 

= ( - l ) k - l p v ( l û ) k - 1  {(~+l-k)n-16n-1+Cl(a;-~)(~+l-k)n-2Sn-2 
+ C,(a; -p)(n+1 - k ) n - 3 8 n - 3  + m m .  

+Cn-2(u;-j3)(n+1-k)8+(-l)k-1a, ... 
I las  Product GkMk unterscheidet sich von dem eben entwickelten da- 

durch, d a s ~  ( n ) k  an die Stelle von ( n ) k m l  und - k 6  an Stelle von ' 
+ (n + 1 - lc) 6 tritt. Somit ergiebt sich der Coefficient A, von ar in der 
Summe beider Producte: 

5 )  A , = ( - l ) k - l p ~ C n - l - r ( a ; - p )  { ( n ) k - ~ ( n - k + l ) ' + ( % ) k ( - f ) ' k ' l  
=(-l)k-1p~cn-~-.(~;-~)(~)kk~(~-k+1)r-'+(-1)rkr-'~. 
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(Beilautig sehen wir hieraus, dass der Coefficient von 6 ,  namlich A,,  des 
letzten Factors wegen verschwindet.) 

Ich werde jetzt zeigen, dass der Coefficient von (lz)k im Ausdruck 5 )  
bezüglich k vom 12- 2ten Grade ist. Zu dem Zwecke suchen wir die Po- 
tenzsummen der Grosseq (a; - f i ) .  Setzen wir vorübergehend n. a. 

' . . p . + ( m + l ) n a = a ,  v = 6 ,  k n â = c ,  
so ist [a. die G1. 4)] 

k k 
a, = a +  '1 - c ,  pi =b+ 1 + c ,  

Daher wird 

Nun ist x"+' xh 
lh+2 '+  . . . + x ~ = ~ + ~ + B ~ & - ~ + . . .  

, , 

(worin B, . - . Constanten sind , deren Kenntniss hier nicht weiter nothig 
ist); daher 

kh+l 
lh+P+ . . . + ( a -  k ) h = ( - l ) h + ~ - + ~ l k h + ~ 2 k ~ - l + . , . ,  

h + 1  
worin Dl, D, ,  ... ebenfalls von k unabhangige Zahlen sind; folglich ist 
im Coefficienten von (p)h i n  6) das Glied, welches, die hochste Potenz von k 
(welches auch i n  c steckt) enth+lt,: 1 - jp+i 

( - l ) ~ - i ( m d ) ~ - h -  
h + l  

Jetzt kommt aber zur Summe 6) foIgende hinzu: 

P 

= (- 1 ) p z  ( b  + c ) P - ~  ( l h  + Z h  + . . . + (k-1)'). 
h=O 

Hierin ist ' k h t i  + B, 76.-1,+. . . 1 b + 2 h + . . . + ( k - l ) h = - - -  
'\ - . . ,  h + l  2 

alsa das Glied im Coefficienten 'vop (p)h., ,welches die hochste Potenz von k 

Dies Glied hebt sich nun gegen das obige fort; und da eine analogo Be- 
trachtung für jedes h Von O bis gi l t ,  so folgt: 

D i e  S u m m e  d e r  p t a n  P o t e n z e n  d e r  G r o s s e n  (a; - 8 )  i s t  d u r c h  
einen A n s d r u c k  pten  G r a d e s  i n  k  d a r s t e l l b a r .  D a r a u s  e r g i e b t  
sich a b e r  m i t t e l s  d e r  b e k a n n t e n  N e w t o n ' s c h e n  B e z i e h u n g e n  
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s o f o r t ,  d a s s  a u c h  d i e  S u m m e  d c r  C o m b i n a t i o n e n  d e r s e l b e n  
G r o s s e n  i n  d e r  pten C l a s s e  d u r c h  e i n e n  A u s d r u c k  p t ~ n  G r a d e s  
i n  k a u s g e d r ü c k t  w e r d e n  k a p n .  

Gehen wir nunmehr zu A,, dem Coefficienten von 6' zurück, so ist 
gezeigt, dass Cn-,-i (a ; - p) eine Punction n - r - l t e n  Grades in k ist; 
fligen wir den Factor k und die Klammer, die (für r )  1)  vom r -  Zten 
Grade ist,  hinzu, so wird der Factor von (-l)k-i(n)k ein Ausdruck 
n-2'en Grades i n  k, und ich kann schreiben, wenn ich ihn mit rp(k) bc- 
zeichne : 

- A, = (- lIk cp ( k )  ( 4 k .  

Halte ich nun r fest und jindere k, d. h. suche die Coefficienten von dr in 
allen Gliedern des zu bildenden Ausdrucks 

GoMo, GoNo+G,M'l, G I N l + G , %  etc. 
auf ,  so is t  ihre negative Summe: 

8, ~ ( O ) ( n ) o - ~ ( l ) ( n ) 1 + ~ ( 2 ) ( n ) 2 + - - . + ( - 1 ) ~ ~ ( n ) ( f i ) n .  

Die Gr6ssen cp (O), cp ( l ) ,  (p (2), . . . (deren erste den Werth 0 hat) 
hilden aber, indem für  k der Reihe nach O, 1 ,  2 ,  .. . gesetzt wird, eine 
arithmetische Progression von geringerem als dem nten (namlich n - ZtBn) 
Grade, folglich ist nach einem von A r  n d t herrührenden Satze' die Summe 

8) gleich Null,  und damit gezeigt , wenn nacheinander r = 1, 2, 3, . . . , lz - 1 
genommen wird, dasv 

G o ~ o + G o ~ o + ~ , M l + G l ~ , + . . .  
oder Go(Mo+No)+G,(~~+~,)+...+Gn(Mn+Nn) 

= ~ o + ~ l ' + ~ n , + - . . + H n + ~  
k t ,  W. z. b. W. 

Durch Specialisirung von y in  2) gelangt m m  im Anschluss an den 
genannten Aufsatz des Rsr rn  S c h  16 rn il c h zu mancherlei summirbaren 
Reihen; z. B. führt y = - 1 auf den gewtihnlichen hinomischen Lehrsatz, 

y = 1 auf die Entwickelung von (L- (2F rl y = - + auf dis Reibe 

* Crel le 's  Journal, Bd. 31 S. 239. - Uebrigens verschwindet bereits die 
Summe der Coefficienten von 6' in Go Mo, G1 Ml, B,M, etc., wie audcrerseits in 
GoNo, G,  Ni, G,N, etc. 

K 6 n i  g s b e r g , im November 1886. Prof. Dr. LOUIS SAALSCHL'TZ. 
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XIV. Bernerking iiber Formen mit zwei Reihen Veranderlicher. 

Wenn eine Porm F (x, X, . . . x,) oder kurz F ( x )  der homogenen Ver- 
anderlichen x1 x2 . . . x,, zu einem festen Werthsystea a, a, . . . a, der letz- 
teren (Pimkt a) in  solcher Beziehung steht,  dass mit  F(x) auch F ( x  $ Aa), 
d. i. F(x,  + Aa, , .. . , xn + A a.) für alle Werthe von A verschwindet , so k t  
bekanntlich identisch 

a~ a~ a~ F ( x ) = F ( x + A a ) ,  d. h. a - + a  --+-..+a,-=O. 
lax, z a ~ ,  a $ ,  

In der That: durch Einfihrung von n unabhgngigen linearen Pormen 
5,  . . . en, von denen die n - 1 ersten im Punkte a verschwinden, wahrend 
die letzte bei a einen von Nul1 vorschiedenen Werth b annimmt, geht F ( x )  
in eine Form G (6) tiber, von der Reschaffenheit, dass mit G (6)  auch 
G ( 6 ,  , . . . , 6 ,  - 1, &, + A b )  fiir alle 1 verschwindet ; G (t) ist daher frei von En, 
F ( x )  = G (t)  = G (6 ,  . . . &+l 0) wird dnrch Einsetzen von x + l a statt  x 
nicht geiindert. 

Dies vorausgeschickt, sol1 hier der bei mancher Gelegenheit in  Betracht 
kommende Satz bewiesen werden: B e d e u t e t  f ( x ,  y) e i n e  F o r m  r tC"  
Grades v o n  X, ... x, u n d  z u g l e i c h  e t e n  G r a d e s  v o n  y, . . .yn,  v o n  
der B c s c h a f f e n h e i t ,  d a s a  m i t  f(x,  y) a u c h  f(x + Ay, y) v e r s c h w i n -  
de t ,  so  i s t  r C g  - u n d  f d a r s t e l l b a r  a l s  F o r m  ( a - r ) l e n  G r a d e s  d e r  . 
y u n d  rtsn G r a d e s  d e r  V e r b i n d u n g e n  uik=xi2/k-xkyi. [Wenn 
überdies mit f (x, y) auch f (x, x + Ay) verschwindet , so ist r = p und f 
nur von den u i k  ~ b h i i n ~ i g . 1  

Be w e i s. Nach dem Vorhergehenden ist 2 yi f ' (xi)  = O bei alleu x 
und y, mithin, wenn man die zweite Ableitung von f nach xi und yk mit 

S e t h  man noch zur Abkürzung: 

- .  . 
so wird zunachst f = Zgikuik, erstrockt tiber allo Paare ungleicher Num- 
mern 1 ... n. I n  diesem Ausdruck für  die Porm f lassen sich aber die gik 
derselben Behandlung unterwerfen, wie f selbst, u. S. f.; denn aus ~ ~ , f ' ( x ~ )  

Bezüglich der hier angewendeten Operation vergleiche man : C 1 e b s c h ,  
Riniire Formen, S. 14; B o s a n e s ,  Mathem. Annalen, Bd. 6 S. 283. 

G i e s s e n ,  April 1887. X. PASCH. 
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XV. Eingrenzung der Zahl  e anf  geometrischem Wege, 

I m  Anschluss a n  den Art. X der kleineren Mittheilungeh: ,Ueber die 
Basis der natürlichen Logarithmen", sei folgende Bernerkung geutattet. Be- 
kanntlich kann man den Begriff dieser Zahl auch mittels Geometrio behufs 
Qiiadratur der Hyperbel entwickeln. Zieht man durch den Scheikl iind 
einen beliebigen Curvenpunkt Parallele zu der einen Asymptote, bis sie die 
andere treffen , so liegen zwischen denselben ein hyperbolisches Viereck und 
zwei Parallelogramme, von welch' letzteren jedes eine der Parallelen zur 
Seite hat. Durch Vergleichung dieser drei Flëchen gelangt man zur Un- 
gleichung : 1 i 

(1 + a)d< e < (1 + d)~" ,  
wo â einen beliebigen positiven Wer th  h a t  Da sich beide Seiten nur 
durch den Factor 1 + d unterscheiden, so geben sie e um so geneuer an, 
je kleiner 6 ist. 

Man kann nun engere Grenzen erhalten, indem man einerseits beide 
Punkte durch die Sehne verbindet und ein Trapez statt  des grtisseren Pa- 
r a l l e l ~ ~ r a m m s  einführt, und andererseits a n  beide Punkte Tangenten legt 
und das kleinere Parallelogramm durch die Summe zweier Trapeze ersetzt. 
Auf diese Weise erhalt man zur Bestimmung der Zahl e: 

1 1  I l  -+- (I+CT)~ 2+d<e<(1+â)d+s. 
Fur 6 5 ergiebt sich 

2,718236 < e < 2,718304 
und für 6 = ~ o h a  

2,7182814 < e < 2,7182820. 

 har rand. WEINMEISTER. 
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xv. 
Die Curven dritter und vierter Ordnung, welche 
durch die unendlich fernen Kreispunkte gehen. 

Von 

EMANUEL CZUBER , 
Professor am Polgtechniknm in Hrann. 

Hierzu Taf. III Fig. 1-10. 

Die besonderen Curven dritter und vierter Ordnung , welche vermoge 
des Umstandes, dass sie durch die unendlich fernen Kreispunkte gehen, 
unter den Linien gleicher Ordnung eine Zhnliche Stellung einnehmen, wie 
der Kreis unter den Kegelschnitten, und wie dieser durch eine Reihe be- 
sonderer Eigenschaften sich auszeichnen, sind schon wiederholt aus ver- 
schiedenen Gesichtspunkten behandelt worden. Eine analytische Darstelluiig 
derselben hat C a s  e y ') gegeben. Specielle Formen der Curve vierber Ord- 
nung sind von S i e b e c k 2, ebenfalls auf analytischem Wege untersucht 
worden. Eine Reihc von Eigcnschaften der Curve dritter Ordnung ha t  
Eck a r  d t 3, angegeben, und eine besondere Species dieser Curve ist wieder- 
holt auf verschiedenen Grundlagen behandelt worden, so von S c  h r  6 t e r  ,4) 
D ~ r è g e , ~ )  P e l ~ , ~ ) ,  K ü p p e r ,  zuletzt von H e r m e s 7 )  und S c h o u t e 8 ) .  

In  den folgenden Bltittern werden die genannten Curven aus einem 
Gesichtspunkte dargestellt, welcher in  einfacher und nattirlicher Weise zur 

11 On Bicircular Quartics. Transact. of the Royal Irish Acadcmy. Vol. 24 
pag. 457. 

2) Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche mit den ellipti- 
schen Functionen zusammenhangen. Journ. Cre l l  e,  Bd. 57 S 369 u. Bd. 59 S. 173. 

3) Ucber die Curven dritter Ordnung, welche durch die zwei imaginiiren un- 
endlich entfernten Kreispunkte gehen. Zeitschrift f. Math. u. Phys., Rd. 14 S. 368. 

4) Ueber eine besondere Curve dritter Ordnung etc. Math. Annal., d. b S. 50. 
5) Ueber die Curve dritter Ordxiuug, welche den geometrischen Ort der Brenn- 

punkte einer Kegelschnittschaar bildet. Ibid., S. 83. 
6) Ueher dm Problem der Glanzpunkte. Sitzungaber. d. Wiener Akademic, 

Bd. 64 S. 730. 
7) Ueber eine gewisse Curve dritten Grades. Journ. C r e l l e ,  Bd. 97 S. 177. 
8) Bemerkungen zur vorangehenden Alihandl. Ibid., Bd. 99 S. 98. 

Zeitachrift L Matlisuiatik n. Physik XXXII,  5. 17 
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Erkennung ihrer besonderen Eigenschaften und ihrer mannigfaltigen Formen 
führt ,  n%mlich als stereographische Projectionen der spharischen Curve vierter 
0rdnung.l) 

9 1- 
Gemeinsame Eigenschaften. 

3 .  Der Kugel r. sei eine Curve vierter Ordnung C(4) aufgeschrieben und 
werde mit der Kugel stereographisch, d. i. aus eiiiem Punkte O der ICugel- 
oberflaehc auf eine der zugehürigen Tangentialebene w parallele Ebcne E 

projicirt. Das Bild ist  eine Curve vierter oder dritter Ordnung, je nach- 
dem des Projectionscentrum ausserhalb oder auf C(4) l iegt,  aber von beson- 
derer Art.  I m  ersten Falle enthalt nnmlich die Ebene m vier imagintire 
Punkte 1,, 12; I r , ,  I', der Raumcurve C(#), welche, paarweise in den 
imaginiiren Inflexionstangenten i , i '  der Kugel im Punkte O liegend , durcli 
diese in die unendlich fernen Kreispunkte 3 ,  3' der Ebene E projicirt wcr- 
den; die letzteren sind derrinach Doppelpunkte der Projection von Cc4). Iin 

zweiten Falle hat  die Ebene w mit C(" ausser zwei i n  O vereiriigten reellen 
zwci irnnçiniire Punlito Il If gemein, je einen in jeder der beiden Wende- 
hngenten i l  if, und diese werdan, wie frühcr, in  dio uncndlich feriien 
Kreispunkte 3 ,  3' von E abgebildet, welche also der Pr~ jec t~ ion  von C(I1 
angehoren. Wir  fassen das Hesultat so zusammen: 

B e i  d e r  s t e r e o g r a p h i s c h e n  P r o j e c t i o n  d e r  K u g e l  b i l d e t  sicli 
e i n e  i h r  a u f g e s c h r i e b e i i e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  Ci4) i n  eine 
C i i r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  B(') m i t  d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  Rreis-  
p u n k t e n  a l s  D o p p e l p i i n k t e n  o d e r  i n  e i n e  d u r c h  d i e  unei idl ich fer- 
n e n  K r e i s p u n k t e  g e h e n d e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  &(3) a b ,  j e  nach- 
d e m  d a s  P r o j e c t i o n s c e n t r u m  O a i i s s e r h a l b  o d e r  a u f  C(Q l iegt.  

Man hat  für  eine Curve der ersten Art die Bezeichnung b ic i rcu la re  
Cu  r ve v i  e r t e r  O r d  n u n  g ,  für  eine solche der zweiten Ar t  die nezeichuung 
c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  eingeführt. 

2. Uas gemeinsame Polartetraeder der Flachen des durch C(4) gelegten 
Ilüschels zweiter Ordnung werden wir das F u n  d a m  e n  t a 1  t c t r aed  er der 
Raumcurre ncnnen und scino Ecken mit P, , Pz, P,, P,, die ziigeordnetm 
Eheneii mit id l ,  n Z l  n3, n4 bezeichnen. Die ersteren sind Inversianscentra 
von Cc4), d.  i. Pnnkte, aus welchen die Curve mittels reciproker Radien in 
sich selbst übergeführt werden kann;  die letzteren schneiden nus x Kreise 
K, ,  K2, If3,  K4 aus,  durch welche die zu x orthogonalen Directrixkugeln 
der Inversionen beziehungsweise hindurchgehen; je drei dieser Kreise liabeii 
den viert,en zum gemeinsamen Orthogonalkreis. F ü r  die Projection ergiebt 
sich hieraus der Satz: 

1) Heziiglich der wichtigen Stelliing, welche die hier beliandelten Curven in 
der I(ineinntik einnehmen, und ihrer mechanischen Ereeiigung sei auf Dr. L. B u r -  
rn es te r ' s  ,,Lehrbiich der Kiii~in:i.tili" hiiigewiosc~n. 
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Die  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  u n d  d i e  c i r c i i l a r e  C u r v e  
dr i t t e r  O r d n u n g  b e s i t z t  v i e r  I n v e r s i o n s c e n t r a  VI ,  !$,, v,, Q,, 
aus w e l c h e n  s i e  i n  s i c h  s e l b s t  t i b e r g e f ü h r t  w e r d e n  k a n n ;  d i e  
S e i t e n p a a r e  d e s  v o l l s t i i n d i g e n  V i e r e c k s ,  i n  w e l c h e m  d i e s e  
Centra d i e  E c k e n  b i l d e n  u n d  d a s  f o r t a n  a l s  F u n d a m e n t a l v i e r i -  
eck d e r  b e t r e f f e n d e n  P l a n c u r v e  b e z e i c h n e t  w e r d e n  s o l l ,  s c h n e i -  
den s ich  u n t o r  r o c h t e m  W i n k e l ;  d i e  I n v e r s i o n s k r e i s e  R I ,  P,, 
P,, 9, s t e h e n  i n  s o l c h e r  B e z i e h u n g  zii c i n a n d e r ,  d a s s  j e  d r e i  
von dem v i e r t e n  o r t h o g o n a l  g e s c h n i t t e n  w e r d e n .  

Aus der Lage des Polartetraeders gegen die Kugel folgt, dass drei 
dieser Inversionskreise reell, der vierte imaginar sei; den letzteren ersetzen 
wir durch jenen reellen Kreis, welcher von den drei ersteren diametral 
gesclinitten wird. 

3. Wir betrachten einen der vier Kegel zweiter Ordnung, welche der 
Raumcurve U4) doppelt umschrieben sind, beispielsweise den Kegel mit dem 
Mittelpunkt Pl. Jede eciner Tangentialebenen schneidet die Kugel nach einem 
Kreiso, welcher C(4) doppelt, und zwar in zwei bezüglich Pl inversen Piinkteii, 
bertihrt. Die Gesammtheit dieser Kreise bildet eine durch C(4)' eingehtîllte 
Kreisschaar, welche dem spharischen Kreisbündel mit dem Potenzcentrum Pl 
und mit dem Orthogonalkreis KI angehort, und der Ort der Pole der Kreis- 
ebenen in Bezug auf die Kugel ist  ein in x ,  liegender Kegelschnitt CI. Be- 
achtet man wieder, dass der Pol  eines Kugelkreises bei stereographischer 
Projection den Mittelpunkt des Bildkreises ergiebt, so schliesst man: 

Die  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  u n d  d i e  c i r c u l e r e  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  b e s i t z t  v i e r  S c h a a r e n  d o p p e l t  b e r t î h r e n d e r  
Rreise; f ü r  j e d o  S c h a a r  i s t  e i n e r  d e r  v i e r  I n v e r s i o n s k r e i s e  
g e m e i n s a m e r  O r t h o g o n a l k r e i s  u n d  e i n  K e g e l s c h n i t t  d e r  O r t  
der M i t t e l p n n k t e .  

Die aufgetretenen vier Kegelschnitte inogen in Correspondenz mit den 
Invermionskreisen mit QI, $, Q3,  Q4 bezeichnet und C e n t r a l  k e g e l  - 
sc bni t t e  oder, ;tus einem spater nachzuweisenden Grunde, F O c a l  k e g  e l  - 
s c h n i t t e genannt werden. 

4. Der in Art. 3 erwshnte Kegelschnitt C; und die Spur C', des dop- 
pelt umschriebenen Kegels aus Pl in TC, sind polarreciproke Figuren bezüg- 
licli des Kreises RI; rnithin haben alle drei Linien, C,, KI und C', , dns- 
selbe g~meinsarne Tripe1 conjugirter Punkte, nimlich P2 P3 P4. I n  der Pro-  
ject,ion spricht sich das folgendermassen aus: 

Das  e i n e m  P o c a l k e g e l s c h n i t t e  u n d d e m  z u g e h a r i g e n  I n v e r -  
s i o n s k r e i s e  g e m e i n s a m e  T r i p e 1  h a r m o n i s c h e r  P o l e  f a l l t  m i t  d e n  
M i t t e l p u n k t e n  d e r  d r e i  a n d e r e n  I n v e r s i o n s k r e i s e  z u s a m n i e n .  

5. Die Beziehung zwischen der Raumcurve U4) und den vier Kegel- 
schnitten Cl, C2, C,, C4 kann auch in der Weise ausgedrückt werden, dass 
man die Rauincurve els Ort  der Uerülirnngspunkte der durcli die Taugenten 

17* 
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eines der Kegelschnitte an die Kugel gelegten Berlihrungsebenen, mit  an- 
deren Worten: als Selbstschattengrenze der Kugel bei der Beleuchtung der- 
selben aus einem der Kegelschnitte definirt. Diese Auffassung zeigt, dass 
die in einem Punkte von C@) an die Kugel gelegte Tangent,ialebene aile 
vier Kegelschnitte gleichzeitig, jede andere keinen derselben bertihrt. Dem- 
zufolge berührt die Ebene w, im Falle das Projectionscentrum ausserhalb 
C(4) l iegt,  keinen der Kegelschnitte, und im Falle es auf C(4) liegt, alle 
vier zugleich ; wir schliessen daraus für die Projection : 

D i e  F o c a l k e g e l s c h n i t t e  e i n e r  b i c i r c u l a r e n  C u r v e  vier ter  
O r d n u n g  b e r ü h r e n  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  n i c h t ,  s ind  a l s o  

K l l i p s e n ,  K r e i s e  o d e r  H y p e r b e l n ;  d i e  F o c a l k e g e l s c h n i t t e  eiuer 
c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  s i n d  P a r a b e l n .  

6. Die Anwendung der in Art. 5 besprochenen rtiumlichcn Beziehung 
auf einen der Punkte I (Art. 1)  von Cl4) ergieht folgendes Resultat. Die 
Tangentialebene der Kugel in einem solchen Punkte nimmt die hetreffende 
Inflexionstangente i auf und geht daher durch 0, sie enthiilt die in dem 

gedachten Punkte a n  C[" gezogene Tangente und berührt die Kegelschnitte 

Cl, C,, CI,, C,. Ihre Spur in E ist  demnach Tangente an die Projection 
von C(4) in  einem der unendlich fernen Kreispunkte und gemeinschaftliche 
Tangentc der Focalkegelschnitte O, , 6, , &, 6,. Daraus folgt einerseits, 
dass die Focalkegelschnitte, da sie nach den unendlich fernen Kreispiinkten 
gerichtete gemeinsame Tangenten besitzen , confocal sind, und andererseits, 
dass ihre Brennpunkte als Schnittpunkte conjugirter Paare der in den nn- 
endlich fernen Kreispiinkten an die Curvenprojection gezogenen Tangenteu 
Doppelbrennpunkte der letzteren sind. Hiermit ist der Satz erwiesen: 

D i e  F o c a l k e g e l s c h n i t t e  e i n e r  b i c i r c u l a r e n  C u r v e  viertcr 
O r d n u n g  s i n d  c o n f o c a l e  E l l i p s e n ,  o d e r  H y p e r b e l n ,  o d e r  c o n -  
c e n t r i s c h e  K r e i s e ,  d i e j e n i g e n  e i n e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  dritter 
O r d n u n g  c o n f o c a l e  ( u n d  c o a x i a l e )  P a r a b e l n ;  i h r e  gemeinsamen 
B r e n n p u n k t e  s i n d  D o p p e l b r e n n p u n k t e  d e r  C u r v e .  

7. Eine beliebige Tangente t an den Kegelschnitt Cl und die ilirem 
Berührungspunkte T in Bezug auf den Kreis KI zugeordnete Polare t' 
schneiden sich in einem Punkte D der Doppelcurve, welche die Ebene n, 

mit der Tangentenfltiche von C(4) gemein hat. Denn t ist gcmeinschaftliche 
Spur der Berührungsebenen, welche in zwei einer Kegelkante aus P, an- 
gehorenden Punkten A ,  A' von C(4) an die Kngel gelegt werden, und t' 

die Spur der Berührungsebene des Kegels langs der namlichen Kante, beide 
Spuren auf zl bezogen, und es schncidet die letztgenannte Ebene aus dem 
erstgenannten Ebenenpaar dasjenige Tangentenpaar von C(" aus, deesen 
13erührungspunkte A ,  A' sind. Auf die Projection von C(') tibertragen giebb 
dies den Satz: 

D e r  O r t  d e s  S c h n i t t p u n k t e s  z w e i c r  T a n g e n t o n  d e r  bicircu- 
l a r e n  C u r v e  v i e r t , e r  u n d  d e r  c i r c i i l a r e n  C i i r v e  d r i t t e r  Ordnl~ng,  
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dereu B e r ü h r u n g s p u n k t e  d u r c h  e i n e  d e r  v i e r  l n v e r s i o n e n  e i n -  
ander  z u g e o r d n e t  s i n d ,  i s t  e i n e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  
I n f l c n i o n s k n o t e n  i n  d e n  C e n t r e n  d e r  d r e i  a n d e r e n  I n v e r s i o n e n .  

8. Aus Art. 7 geht weiter hervor, dass auch diejenigen Punkte, in  
welchen C, von KI oder von der Kugel geschnitten wird, der erwatinten 
Doppelcurve angehoren. Die i n  einem solchen Punkte zusammentreffenden 
Tangenten von C@) sind aber von besonderer Ar t ;  jede derselben hat nam- 
lich mit dcr Kugcl ausser diesem Punkte noch die im Berührungspunkte 
mit C(4) vereinigten zwci (imagingren) Punkte,  im Ganzen also drei Punkte 
gemein, ist dah-er eine der Inflexionstangenten der Kngel in dem gedachten 
Punkte. Da nun die Projectionen der Inflexionstangenten eines beliebigen 
Punktes der Rugel durch die unendlich fernen kreispunkte der Projections- 
ebene E hindurchgehen, so ergiebt sich der Satz: 

J c d c r  P u n k t ,  i n  w e l c h e m  e i n  F o e a l k c g e l s e h n i t t  v o n  d e m  
z i igehor igen  I n v e r s i o n s k r e i s e  g e s c h n i t t e n  w i r d ,  i s t  S e h n i t t -  
punkt  v o n  z w e i  a u s  d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  K r e i s p u n k t e n  a n  d i e  
P r o j e c t i o n  v o n  C(4)  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n ,  a l s o  e i n  e i n f a c h e r  
B r e n n p u n k t  d i e s e r  P r o j e c t i o n .  E s  b e s i t z t  d a h e r  s o w o h l  d i e  
b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r ,  a l s  d i e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d -  
uurig 16 e i r i f a c h c  U r e n n p u n k t e ,  w e l c h e  z u  j e  v i e r e n  a u f  d i e  
I n v e r s i o n s k r e i s e  u n d  a u f  d i e  F o c a l k e g e l s c h n i t t e  v e r t h e i l t  
sind; h i e r d u r c h  i s t  a u c h  d i e  B e n e n n u n g  d i e s e r  K e g e l s o h n i t t e  
g e r e c h t f e r t i g t .  

9. Die Schnittpunkte von U4) mit der Oberflache d e s  Fundamental- 
tetraeders oder, was dasselbe bedeutet, mit den Kreisen K I ,  K2, K3, K4 
sind Punkte stationk-er Sctimiegungsebeneu der Ilaumciirve; durch jede Ecke 
des Tetrüeiiers gehen vier solcher Ebenen und jede schneidet die Kugel nach 
eincm Kreisc, der mit der Curve vicr aufeinander folgende Punkte gemein 
hat. p i e  Pole der durch P, gehendcn stationarcn Schmiegungsebenen sind 
die Rerührungspiinkte der gemeinschaftlichen Tangenten von Cl und K, mit 
Cl, ihre Schmiegungspunkte die Berührungspunkte derselben Tangenten 
mit KI. Für  die Projection ergiebt sich hieraus der folgende Satz: 

J e d e r  P u u k t ,  i n  w e l c h e m  d i e  P r o j e c t i o n  v o n  C(4) v o n  e i n e m  
der I n v e r s i o n e k r e i s e  g e s c h n i t t e n  m i r d ,  i s t  e i n  c y k l i s o h e r  
P u n k t  o d e r  S c h e i t c l  d e r  P r o j e c t i o n ,  d. h. e i n  P u n k t ,  i n  w e l -  
chem s i e  v o n  e i n e m  K r c i s e  v i o r p u n k t i g  b e r ü h r t  w i r d .  D e m -  
nsch b e s i t z t  d i e  b i c i r c n l a r e  C u r v e  v i e r t e r  ü n d  d i o  c i r c u l a r e  
Curve d r i t t e r  O r d n u n g  16 c y k l i s c h e P u n k t e ,  w e l c h e  z u  j e  v i e r  
auf die  I n v e r s i o n s k r e i s e  v e r t h e i l t  s i n d .  S i e  e r g e b e n  s i c h  a l s  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  d e n  I n v e r s i o n s k r e i s e n  u n d  d e n  z u g e o r d -  
neten F o c a l k e g e l s c h n i t t e n  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  m i t  d e n  
e r s t e r e n ,  w a h r e n d  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d i e s e r  T a n g e n t e n  
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m i t  d e n  F o c a l k e g e l s c h n i t t e n  N i t t e l p u n k t e  d e r  v i e r p u n k t i g  
o s c u l i r e n d e n  K r e i s e  s i n d .  

10. Durch einen beliebigen Punkt A von C(') geheii sieben ausgezeicli- 
nete Bisecanten: vier, welche ihn mit den Ecken des E'undarnentaltetraders 
verbinden, und drei, welche die Paare conjugirter Kanten dessellien schne;. 
den; beide Gruppen h h g e n  dcrart zusammcn, dass die Bisecanten der zwei- 
ton Gruppe als Diagonaldreikant in  dem durch die Bisecanten der ersten 
G r u p p ~  gebildeten vollstandigen Vierkant auftreten. Hierdurch sind dem 
I'unkte A sieben Punkte der Curve in charakteristischer Weise zugeordnet, 
welche mit B,, B, ,  B,, B,; D,, D,, D, bezeichneh werdan m6gen. 

Uer ersten Gruppe der Bisecanten ist bezüglich der Kugel polar zu- 

geordnet ein Vierseit bl b2 b, b4, welches in  der zum Punkte A gehorigen 
Tangentialebene a der Kugel einerseits und in der 0berfXich.e des Funda- 
mentaltetrseders andererseits liegt, und dessen Sciten die Kcgclschnitte Cl, 
C , ,  Cs, C, in Punkten 1, 2, 3,  4 beziehungsweise berühren, die in einer 
Geraden, niimlich in derjenigen Kugeltangente in  A enthalten sind, welche 
der daselbst a n  die Curve G4) gezogenen Tangente reciprok ist. Den Bi- 
secanteri der zweiten Gruppe ist das Diagonaldreiseit dld,d, jenes Vierseits 
polar zugeordnet. 

Wahrend 1, 2 ,  3, 4 die Pole zu denjenigen Kugelkreisen sind, welche 
C(') in  den Punktepaarcn AB,, AB,, AB,, AB4 berühren, entsprechen 
den Ecken des Vierseits b, b, b, b, Kreise, deren jeder mit der Curve aiisser 
A zwei mit B und einen mit  D be~eiehneten Puilkt gemein hat,  und seinen 
Diagonalpunkten Kreise, deren jeder ansser A zwei mit D bezeichnete 
Punkte aufnirnmt. 

F ü r  die Projection ergeben ~ i c h  aus dieser rtiumlichen Betrachtung fol- 
gendc Bezichungen : 

N i n e m  b e l i e b i g e n p u n k t e  % d e r  b i c i r c n l a r e n  C u r v e  vierter 
u n d  d e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  S i n d  s i e b e n  Punkte 
d e r  C u r v e  i n  b e m e r k e n s w e r t h e r  W e i s e  z u g e o r d n e t .  Vie r  d e r -  

s e l b e n ,  B,, B,, %,, B,, e n t s p r e c h e n  i h m  v e r m o g e  d e r  vier  In- 
v e r s i o n e n  u n d  b i l d e n  d i e  z w e i t e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  durch 
!X g e h e n d e n  d o p p e l t  b e r ü h r e n d e n  K r e i s e ,  d e r e n  C e n t r a ( l ) ,  (2), 
(3), (4) i n  d e r  z u  !lI g e h o r i g e n  N o r m a l e  d e r  C u r v e  u n d  a u f  den 
F o c a l k e g e l s c h n i t t e n  CS,, G,, G3, G, r e s p .  l i e g e n ,  a u f  letzteren 
d e r a r t ,  d a s s  d i e  z u g e h o r i g e n  T a n g e n t e n  b,, b,, b,, 6, e i n  Vier. 
s e i t  b i l d e n ,  d e s s e n  E c k e n  i n  d i e  S e i t e n  d e s  F u n d a m e n t a l v i e r -  
e c k s  f a l l e n  [ E c k e  (b,b,) i n  d i e  S e i t e  P,Q, u. S. W.] u n d  dessen 
S e i t e n  a u f  d e n  S t r a h l e n  % p l ,  %!&, %Q3, %q4 b e z i e h u n g s n e i s e  
s c n k r e c h t  s t e h c n .  D i e  iaus d e n  E c k e n  d i e s e s  V i e r s o i t s  a lsMit-  
t e l p u n k t e n  d u r c h  % b e s c h r i e b e n e n  s e c h s  K r e i s e  nehmen j e  
z w e i  m i t  B b e z e i c h n e t e l ' u n k t e  a u f  u n d  s e h n e i d e n  s i c h  in  drei 
w e i t e r e n  P u n k t e n  Dl ,  D,, ';Ci, d e r  C u r v e ,  d e r e n  Verbindungs-  
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l inien m i t  !Il a u f  d e n  D i a g o n a l e n  b,, b2, b3 d e s  o b i g e n  V i e r s e i t s  
b e z i e h u n g s w e i s e  s e n k r e c h t  s t e h e n ;  d i e  K r e i s e  e n d l i c h ,  w e l c h e  
auu d e n  D i a g o n a l p u n k t e n  d u r c h  U b e s c h r i e b e n  w e r d e n ,  g e h e n  
durch j e  z ~ e i  m i t  iS) b e z e i c h n e t e  P u n k t e .  

11. Zwischen den verschiedenen Formen der Raumcurve C(Q und den 
Formen ihrer Projection besteht ein Zusammenhang, der nun nalier bc- 
trachtet werden soll. 

a) Bei der z w e i t l i e i l i g h  R a u m c u r v e  C(4) ist  das Pundamental- 
tetraeder vollstiindig reell. Eine seiner Ecken - etwa Pl - liegt iuner- 
halb der Kugel, die zugeordnete Ebene z, ausserhalb, der Kreis E, iist 
imaginar. Von den drei übrigen Ecken fallt cine - etwa P, - innerhalb 
Cl, die beidcn anderen, P, und P,, licgen ausserhalb diescs Kegelschnittes; 
demmfolge schneidet z, die Curve nicht und haben C2 und K, keine ge- 
meinsamen Tangenten, daher (da C(4) reell vorausgesetzt wird) auch keine 
gemeinsamen Punkte,') es wird K2 von C2 eingeschlossen ; dagegen schnei- 
den z3 und n4 die Raurncurve in je vier Punkten, C, und E3, ebenso C, 
und li, haben vier gemeinsame Tangenten, das eine Linienpaar vier, das 
andere keine gemeinsamen Punkte. Wir  schliessen daraus: 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  u n d  d i e  c i r c u l a r e  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  w i r d  z w e i t h e i l i g ,  

1. w e n n  d e r  I n v e r s i o n s k r e i s  i m a g i n i i r  i s t i 2 )  
2. w e n n  I n v e r s i o n s k r e i s  u n d  F o c a l k e g e l s c h n i t t  k e i n e  g e -  

m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  h a b e n ;  
3. w e n n  s i e  v i e r  T a n g e n t e n  u n d  P u n k t e ,  
4. w e n n  s i e  v i e r  T a n g e n t e n ,  a b e r  k e i n e  r e e l l e n  P u n k t e  

g c m c i n  h a b e n .  
A l l e  v i e r  F i i l l e  t r e t e n  a n  e i n c r  s o l c h e n  C u r v e  n e b e n  e i n -  

ander  a u f ,  s i e  h a t  a c h t  r e e l l e ,  z u  j e  v i e r  a u f  z w e i  I n v e r s i o n s -  
kreive v e r t h e i l t e  c y k l i s c h e  P u n k t e  u n d  v i e r  r e e l l e  a u f  e i n e m  
Kreise l i e g e n d e  e i n f a c h e  B r e n n p u n k t e .  

b) Von dem Fundarnentaltetraeder der e i n t h e i l i g e n  E a u m c u r v e  C(4) 
siud nur zwei Ecken, Z', uqd P,, nebst den zugeordneten Ebenen n, und n2 

reell. Erstere liegen ausser der Kugel, letztere schneiden die Curve in  je  
zwei reellen Punkten; Cl und K,,  ebenso Cy und K, haben je zwei reelle 
Tangenten und Punkte gemein. Damus folgt: 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t c r  u n d  d i e  c i r c u l a r o  C i i r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  w i r d  e i n t h e i l i g ,  w e n n  I n v e r s i o n s k r e i s  u n d  F o -  
c a l k e g e l s c h n i t t  z w e i  r e e l l e  g e m e i n s a m e  T a n g e n t e 1 1  u n d  P u n k t e  

1 )  Der Fall, dass C und K keine Tangenten, aber vier reelle Punkte gernein 
habcn, kann nur cincr vollstindig iuiagin%reu Raurricurve cntspringen. 

4) An die stelle eines imaginSren Inversions- als Orthogonalkreiscs tritt ein 
iecller L)i;metialkreis. 
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g e r n e i n  h a b e n ,  u n d  e s  e r s c h e i n t  d i e s e r  F a 1 1  a n  d e r  Curve 
z w e i m a l ;  s i e  b e s i t z t  v i e r  r e e l l e  c y k l i s c h e  P u n k t e  u n d  v i e r  rcollo 
e i n f a c h e  B r e n n p u n k t e ,  b e i d e  p a a r w e i s o  a u f  d e n  z w e i  I n v e r -  
s i o n s k r e i s e n  l i e g e n d .  

c) H a t  die Raumcurve C(4) einen Knotenpunkt P, so sind xwei Ecken 
des Fundamentaltetraeders i n  diesem und die zugeordneten Ebenen in .der 
zugehorigen Tangentialebene n der Kugel vereinigt, welche die beiden an- 
deren Ecken P,, P, enthült. Von den Ebenen $,, n, schneidet eiue die 
Curve ausser im Doppelpunkte P in zwei reellen, die andere in zwei ima- 
ginsren Punktcn; die Kegelschnitte Cl, C, werden von den zugeordneten 
Kreisen KI, K, in  P einfach und zwar auf der hohlen Seite beriihrt, das 
eine Linienpaar ha t  ausserdem zwei Tangenten und Punkte,  das andere 
Linienpaar keine weiteren Elemente gemein. Der Kegelschnitt C in a end- 
lich ist so angeordnet, dass aus P zwei reelie Tangenten an ihn gehen, 
reciprok zugeordnet den Tangenten im Knotenpunkte. Auf die Projectiou 
übertragt sich dies wie folgt: 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  u n d  d i e  c i r c u l a r e  C u r v c  d r i t -  
t e r  O r d n u n g  h s t  e i n e n  K n o t e n p u n k t ,  

1. w e n n  d e r  I n v e r s i o n s k r e i s  d e n  F o c a l k e g e l s c h n i t t  a u f  der 
c o n c a v e n  S e i t e  b e r ü h r t  u n d  n o c h  z w e i  T a n g e n t e n  und 
P u n k t e  o d e r  

2. k e i n e  w e i t e r e n  E l e m e n t e  m i t  i h m  g e m e i n  h a t ;  
3. w e n n  e r  a u f  e i n e n  a u s s e r h a l b  d e s  F o c a l k e g e l s c h n i t t s  

l i e g e n d e n  P u n k t  s i c h  r o d u c i r t .  
A l l e  d r e i  F a l l e  S i n d  a n  d e r  C u r v e  v e r e i n i g t ,  s i e  bes i tz t  

z w e i  r e e l l e  c y k l i s c h e  P u n k t e  u n d  v i e r  r e e l l e  e i n f a c h e  B r e n n -  
p u n k t e ,  w o v o n  z w e i  i m  D o p p e l p u n k t  v e r e i n i g t  s i n d .  

d) H a t  die Raumcurve C(*) einen isolirten Doppelpunkt P, so ündern 
sich die Beziehungen dem Palle c) gegenüber insofem, als beide Ebenen x,  

und n, die Curve ausser im Doppelpunkte in  zwei reellen Punkten schnei- 
den, als ferner Cl, C, von den zugeordneten Kreison El, E, auf der con- 
vexen Seite berührt werden und eines dieser Linienpaare ausserdem zwei 
Tangenten und Punkte, das andere blos zwei Tangenten gemeinsam hat; 
C in ?G endlich ist so angeordnet, dass aus P keine reelle Tangente daran 
gezogen werden kann. Demnach : 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  u n d  d i e  c i r c n l a r e  Curve 
d r i t t e r  O r d n u n g  h a t  e i n e n  i s o l i r t e n  D o p p e l p u n k t ,  

w e n n  d e r  I n v e r s i o n s k r e i s  d e n  F o c a l k e g e l s c h n i t t  auf 
d e r  c o n v e x e n  S e i t e  b e r ü h r t  u n d  a u s s e r d e m  zwei  Tan- 
g e n t e n  u n d  P u n k t e ,  o d e r  
n u r  z w e i  T a n g e n t e n  m i t  i h m  g e m e i n  h a t ;  
w e n n  e r  a u f  e i n e n  i n n e r h a l b  d e s  F o c a l k e g e l s c h n i t t s  
l i e g e n d e n  P u n k t  s i c h  r e d n c i r t .  
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A l l e  d r e i  F a l l e  t r e t e n  n e b e n  e i n a n d e r  a u f ,  d i e  C u r v e  b e -  
s i t z t  v i e r  r e e l l e  c y k l i s c h e  P u n k t e ,  p a a r w e i s e  a u f  d i e  b e i d e n  
I n v e r s i o n s k r e i s e  v e r t h e i l t ,  u n d  v i e r  r e e l l e  e i n f a c l i e  B r e n n -  
p u n k t e ,  z w e i  d a v o n  i m  D o p p e l p u n k t  v e r e i n i g t .  

e) Von dem Fundamentaltetraeder der Raumcurve W4) mit einem sta- 
tionaren Punkte P sind drei Ecken i n  diesem und die zugeordneten Ebenen 
in der zugehorigen Berührungsebene n der Kugel vereinigt. Die vierte Ecke 
P, liegt in a und die ihr zugeordnete Ebene n, ha t  mit C(4) ausser dem 
statiociren und dem ihrn benachbarten noch einen vierten reellen Punkt  
gemein, Cl wird durch El im Punkto P osculirt. C in TC ist  so angeord- 
net, dass nur eine Tangente durch P daran gezogen werden kann - ent- 
sprechend der einzigen Tangente der Curve im stationaren Punkte. Wir  
leiten hieraus a b  : 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  u n d  d i e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t -  
t e r  O r d n u n g  h a t  e i n e n  B ü c k k e h r p u n k t ,  

1. w e n n  d e r  I n v e r s i o n s k r e i ~  d e n  F o c a l k e g e l s c h n i t t  o s -  
c u l i r t ;  

2. w e n n  e r  a u f  e i n e n  P n n k t  i m  U m f a n g e  d e s  F o c a l k e g e l -  
s c h n i t t s  s i c h  r e d u c i r t .  

B e i d e  F a l l e  k o m m e n  a n  d e r  C u r v e  n e b e n  e i n a n d e r  v o r ,  s i e  
bes i tz t  n u r  e i n e n  r e e l l e n  c y k l i s c h e n  P u n k t  u n d  v i e r  r e e l l e  e i n -  
façhe B r e n n p u n k t e ,  d r e i  d a v o n  i m  s t a t i o n g r e n  P u n k t e  v e r -  
e in ig t .  

f) Mit dem Auftreten von zwci Doppelpunkten zorfallt die Raumcurve 
Ci4) in zwei Kreise und besitzt'unendlich viele Fundamentaltetraeder, wel- 
cheu zwei Ecken P l ,  P, und Ebenen ml ,  z, gemeinsam sind. Bei reellen 
und getrennten Doppelpunkten liegen Pl und P, ausserhalb der Kugel, .KI 
und If2 sind reell und in reeller Doppelberührung mit Cl, C, respective. 
Fallen die Doppelpunkte zusammen, so vereinigt siüh mit ihnen einer der 
Punkte P l ,  P, - etwa P, - und Cs wird von E2 in einem Scheitel os- 
culirt. Sind die Doppelpunkto imaginar, so fitillt einor der Punkte P l ,  P, 
innerhalb der Eugel und wird einer von den Kreisen K I ,  K, imaginiir; die 
letzteren befinden sich i n  ideeller Doppelberührung mit den zugehorigen 
Kegelschnitten. Wir  schliessen daraus : 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  z e r f a l l t  i n  z w e i  
Kre i se ,  d i e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i n  e i n e n  K r e i s  
u n d  e i n e  G e r a d e ,  w e n n  d e r  I n v e r s i o n s k r e i s  d e n  F o c a l k e g e l -  
s c h n i t t  d o p p e l t  ber t ihr t . ' )  D i e  b e i d e n  T h e i l e  d e r  C u r v e  s c h n e i -  
dori s i c h ,  w e n n  d i e  D o p p c l b e r ü h r u n g  r e e l l  i s t ,  s i e  h a b e n  k e i n e  

1) Diese beiden Grenzformen haben den Grund gegeben zu der Rezeichnung 
,bicirculare CurveU einemeits und ,,&culare Curve' andererseite. Vergl. Casey, 
1. c. S. 459. 
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r o e l l e n  P u n k t e  g e m c i n ,  w e n n  s i e  i d o o l l  i s t ;  i n  b e i d o n  Fa l len  
e x i s t i r e n  z w e i  I n v e r s i o n s k r e i s e  u n d  z w e i  F o c a l k e g e l s c h n i t t e .  
D i e  b e i d e n  T h e i l e  d e r  C u r v e  b e r ü h r e n  e i n a n d e r ,  w e n n  d i e  Dop- 
p e l b e r ü h r u n g  ( O s c u l a t i o n )  i n  e i n e m  S c h e i t e l  d e s  F o c a l k e g e l -  
s c h n i t t s  s t a t t f i n d e t ;  i n  d i e s e m  F a l l e  e x i s t i r t  nu l .  e i n  I n v e r -  
s i o n s k r e i s  u n d  e i n  F o c a l k e g e l s c h n i t t .  

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  z e r f a l l t  i n s b e s o n -  
d e r e  i n  e i n e n  K r c i s  u n d  e i n e n  P u n k t  ( N u l l k r e i s ,  D o p p e l p u n k t ) ,  
d i e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i n  e i n e  G e r a d e  u n d  e i n e n  
P u n k t ,  w e n n  d e r  I n v e r s i o n s k r e i s  s i c h  a u f  e i n e n  B r e n n p u n k t  
d e s  F o c a l k e g e l s c h n i t t e s  r e d u c i r t .  

12. F ü r  d i e  C u r v e n  m i t  s i n g u l i i r e m  P u n k t e  hat  sich im vorirren , 
Artikel unter c) , d) , e) ein gemeinsames Entstehungsgesetz ergeben; sie 
sind Enveloppcn eines Krcises , dcssen Mittelpunkt einen Kcgclschnitt durcli- 
laiift, wahrend sein Umfang durch einen fcsten Punkt  geht. Die Natiir 
des singulHren Punktes ist von der Lage des festen Punktes gegen den 

Kegelschnitt und die Ordnung der Curve von der Art des letzteren abhangig. 
Kur ein veranderter Ausdruck dieser Darstellungsweise ist es,  wenn 

man die genannten Curven definirt als Ort  der Punkte,  welche zii eiue~n 
festen Punkte syametrisch liegen in Bezug auf die Tangenten eines Kegel- 
schnittes. Bus dieser Auffassung aber gebt ihre Identitiit mit den F u s s  - 
p u n k t c i i r v e n  d e r  K e g e l s c h n i t t s l i n i e n l )  unmittelbar hervor. Eenn 
ist 6 (Fig. 1) eiri Kegelschnitt, '$ ein fester Punkt ,  t eine beliebige Tan- 
gente a n  a ,  SI der zu 9 symmetrische Punkt  bezüglich t ,  so beschreibt 
der Schnittpunkt 23 von VSI und t ,  d. i. der Pusspnnict des aus zu t 
gefiillten Lolhes, eine Curve, welche der vou TU beschriebenen 2hnlic.h ist, 
weil bestandig 9 B = !Jl 'U ist. 

Bus obiger Definition lasst sich für die in  Rede stehenden Curven noch 
ein bernerlienswcrthes gemeinsames Entstehungsgcsotz nachweisen, dm wie 
folgt ausgesprochen werden kann: W e n n  e i n  K e g e l s c h n i t t  ü b e r  e inen  
i h m  c o n g r u e n t e n  f e s t e n  K e g e l s c h n i t t  d e r a r t  r o l l t ,  d a s s  der 
B e r i i h r u n g s p u n k t  i n  B e z u g  a u f  b e i d e  b e s t a n d i g  g l e i c h e  r e l a -  
t i v e  L a g e  h a t ,  s o  b e s c h r e i b t  e i n  m i t  d e m  r o l l e n d e n  l i ege l -  
s c h n i t t  f e s t  v e r b u n d e n e r  P u n k t  e i n e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e i  
o d c r  e i n o  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t c r  O r d n u n g ,  j e  n a c h d e m  die 
K e g e l s c h n i t t e  e i n e n  M i t t e l p u n k t  h a b e n  o d e r  P a r a b e l n  s ind ,  
u n d  z w a r  e i n e  C u r v e  m i t  K n o t e n p u n k t ,  m i t  i s o l i r t e m  D o p p e l -  
p u n k t  o d e r  m i t  R ü c k k c h r p u n k t ,  j e  n a c h d e m  d e r  b e s c h r e i b e n d e  
P u n k t  a u s s e r h a l b ,  i n n e r h a l b  o d e r  a u f  d e m  U m f a n g e  d e s  r o l -  
l e n d e n  K e g e l s c h n i t t s  a n g e n o m n i e n  w i r d .  Iot 6 (Fig. 2) der feste 
Kegelschnitt, '$ eiii fester P u n k t ,  Q' eine beliebigc Lage des rollenden 

1) Vergl. A. A m e s e d e r ,  G r u n e r t ' s  Archiv, Th. 64 S. 145. 
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e i n s c h l i e s s t  o d e r  d a s s  s i e  s i c h  g e g e n s e i t i g  a u s s c h l i e s s e n .  I m  
e r s t e n  F a l l e  h a t  d i e  C u r v e  e i n  P a a r  r e e l l e r  D o p p e l t a n g e n t e n ,  
u n d  d r e i  i h r e r  F o c a l k e g e l s c h n i t t e  s i n d  E l l i p s e n ,  d i e  v ie r te  
e i n e  H y p e r b e l ;  i m  z w e i t e n  F a l l e  b e s i t z t  d i e  C u r v e  d r e i  P a a r e  
r c e l l e r  D o p p e l t a n g e n t e n ,  u n d  d r e i  d e r  F o c a l k e g e l s c h n i t t e  s ind 
H y p e r b e l n ,  d e r  v i e r t e  c i n e  E l l i p s e .  

Bei der e i u t h e i l i g e n  R a u m c u r v e  gehen, wo auch das Projectioiis- 
centrum angenommen werden mag,  nur a n  einen der beiden doppelt um- 
sehriebenen Kegel reelle Tangentialebenen durüh dasselbe; wir schliessen 
daraus : 

D i e  e i n t h e i l i g e  b i c i r c u l a r e  C n r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  b e s i t z t  
e i n  P a a r  r e e l l e r  D o p p e l t a n g e n t e n ;  v o n  d e n  P o c a l k e g e l s c h n i t -  
t e n  i s t  e i n e r  e i n e  E l l i p s e ,  d e r  a n d e r e  e i n e  H y p e r b e l .  

Bei der R a u m c u r v e  m i t  e i n e m  D o p p e l p u n k t  hat  man zwischen 
den beiden doppelt umschriebenen Kegeln und dem dreifach umschriebenen 
Kegel a,us dem Doppelpunkt zu unterscheiden. Wo auch d m  Projections- 
centrum angenommen wird, immer gehen durch dasselbe nur  an einen der 
erstgenannten Kegel reelle Tangentialebenen; bezüglich des letzterwiihnten 
Kegels sind solche nur dann vorhanden, wenn das Projectionscentrum ausser- 
halb der Curverischleifen, resp. mit dem isolirten Doppelpunkt auf einerlei 
Seite des Curvenastes angenommen wird. Hieraus ergiebt sich: 

D i e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  D o p p c l p u n k t  
h a t  e i n  P a a r  r e e l l e r  D o p p e l t a n g e n t e n ;  z w e i  i h r e r  F o c a l k e g e l -  
s c h n i t t e  s i n d  H y p e r b e l n ,  d e r  d r i t t e  e i n e  E l l i p s e  o d e r  u m g e -  
k e h r t ,  j e  n a c h d e m  d i e  S c h l e i f e n  d e r  C u r v e  e i n a n d e r  a u s s c h l i e s -  
s e n  o d e r  n i c h t ,  b e z i e h u n g s w e i s e  j e  n a c h d e m  d e r  i s o l i r t e  P u n k t  
a u s s e r h a l b  o d e r  i n n e r h a l b  d e s  O v a l s  l i e g t .  

Auch bei der R a u m c u r v e  m i t  R ü c k k e h r p u n k t  ist zwischen dein 
einzigen doppelt umschriebenen t n d  dem dreifach umschriebenen Kegel aus 
der Curvenspitze zu unterscheiden; je nachdem das Projectionscentrum au€ 
der einen oder der andern Seite des Curvenastes angenommen wird, gelien 
durçh dassulbe a n  den ersten oder den zweiten Kegel reelle Sangential- 
ebenen. Wir  drüüken dies so aus: 

D i e  b e i d e n  D o p p e l t a n g e n t c n  d e r  b j c i r c u l a r c n  C u r v e  mit 
R ü c k k e h r p u n k t  s i n d  i m a g i n a r  o d e r  r e e l l ,  j e  n a c h d e r n  d u r c h  
d e n  s t a t i o n i i r e n  P u n k t  r e e l l e  o d e r  i m a g i n a r e  T a n g e n t e n  a n  die 
C u r v e  g e h e n .  v o n  i h r e n  P o c a l k e g e l s c h n i t t e n  j s t  e i n e r  eine 

b 
E l l i p s e ,  d e r  a n d e r e  e i n e  H y p e r b e l .  

6) Einfacher gestalten sich die  Verhaltnisse bei der circularen Curve 
dritter Ordnung. Hier gehen Ellipsen und Hyperbeln in Parabeln tiber und 
der Gegensatz drückt sich nur  noch in der Lage aus. Die bezüglichen 
Resultate lassen sich demnach so zusammenfassen : 
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Bei  d e r  2 w e i t h e i l i g e n  e i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  
sind d r e i  F o c a l p a r a b e l n  n a c h  d e r  e i n e n ,  d i e  v i e r t e  n a c h  d e r  
e n t g e g e n g e s e t z t e n  S e i t e  o f f e n ;  b e i  d e r  e i n t h e i l i g e n  u n d  e b e n s o  
bei d e r  C u r v e  m i t  R t i c k k e h r p u n k t  h a b e n  d i e  b e i d e n  P o c a l p a r a -  
beln e n t g e g e n g e s e t z t e  L a g e ;  b e i  d e r  C u r v e  m i t  D o p p e l p u n k t  
s ind  z w e i  F o c a l p a r a b e l n  d e r  d r i t t e n  e n t g e g e n g e s e t z t .  

§ 2- 
Besondere Formen der bicircnlaren Curve vierter Ordnnng. 

14. Für  drei specielle Lagen des Projectionscentrums nimmt Q(" be- 
sondere Merkmale an ,  und zwar: p) wenn O in einer Seitenflache, b )  in 
einer Kante des Fundamentaltetraeders, und c) wenn es in  weit,erer Spe- 
cialisiriing des ersten Falles i n  einem der Punkte angenommen wird, welche 
der in jener Ebene liegende Kegelschnitt C mit dem zugehorigen Kreise K 
gemein hat. 

a) Einfaeh s p m e t r i s c h e  Curven. 
15. Gehort das Projectionscentrum O eiuer Seitenflache des Pundamen- 

taltetraeders a n ,  so Yillt die zugeordnete Eüke in die Ebene w ;  ihre Pro- 
jection rückt daher ins Unendliche in  der aur Spur jener Seitenflaühe senk- 
reehten Richtung, die bezüglicho Inversion von 6c4) verwandelt sich i n  
orthogonale Symmetrie i n  Bezug auf die eben genannte Spur, welcho gleich- 
zeitig einen Inversionskreis und den ihm zugeordneten Focalkegelschnitt 
vertritt, gemeinsame Axe der anderen Focalkegelschnitte is t  und die übrigen 
Inversionscentra enthalt. Die Anordnung der reellen einfachen Brennpunkte 
und der cyklischen Punkte haugt davon ab, in welcher Seitenflache des 
Tetraeders das Projectionscentrum gewahlt worden is t ;  in  dieser Richtung 
k6nnen folgende Fiille untcrschieden werdcn : 

a)  Bei der zweitheiligen Curve liegen die Brcnnpunkte entweder i n  der 
Syinmetrieaxe oder in einem Kreise; im ersten Falle enthiilt diese nothwen- 
dig auch vier cyklische Punkte, im zweiten Falle nur bedingungsweise. 

j3) Bei der eintheiligen Curve liegen zwei Brennpunkte und zwei cyk- 
lische Punkte in der Symmetrieaxe, die zwei anderen Paare zu beiden 
Seiten derselben. 

y) Bei der Curve mit Knotenpunkt fallen ausser den beiden mit ihrn 
vereinigten Brennpunkten entweder zwei cyklische und die beiden andcren 
Brennpiinkte in die Symmetrieaxe, oder es geh6rt ihr keiner dieser Punkte an. 

6) Bei der Curve mit isolirtem Punkt  enthalt die Syrnmetrieexe ausser 
den zmei dort vereinigten noch die zwei anderen Brennpunkte und zwei 
cyklische Punkte, oder nur die letzteren. 

E) Bei der Curve mit stationarem Punkt liegen die vier einfachen 
Brennpunkte und der einzige cyklische Punkt in der Symmetrieaxe. 
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E i n e  e i n f a c h  s y m m e t r i s c h e  C u r v e  e r g i e b t  si'ch, w e n n  der 
M i t t e l p u n k t  d e s  I n v e r s i o n s k r e i s e s  i n  e i n e r  A x e  dea  F o c a l -  
k e g e l s c h n i t t s  a n g e n o m m e n  w i r d .  

b) Zweifach symmetrische Curven. 

16. Liegt das Projectionscentrum in einer Kante des Pundamentaltetra- 
eders, so geh6rt es zwei Seitenflachen zugleich an. Die den letzteren gegen- 
überliegenden Ecken fallen in  die Ebene o, ihre Projectionen rücken daher 
ins Unendliche und es gehen zwei der Inversionen von 6 ( 4 )  in orthogonale 
Symmetrie in  Bezug auf die zu einander rechtwinkligen Spuren der oben 
erwiifinteu Seitenflachen über. Diese Spuren fallen mit den Axen der Focal- 
kegelschnitte zusammen , und jede vertritt die Stelle eines Focalkegelschnitts 
und des zugcordneten Inversionskrciscs; in  ihrcm Schnittpunkte, dem Cen- 
t rum der Focalkegelschnitte und der bicircularen Curve, vereinigen sich die 
irn Endlichen verblie%enen Inversionscentra. Um eine Uebersieht über die 
Curven dieser Gattung zu erlangen, unterscheiden wir folgende Falle. 

a) Die Curve ist zweitheilig, in ihrem Mittelpunkte sind zwei Inver- 
sionscentra vereinigt. Schliesst ein Ast den andern pin, so. liegen die vier 
einfaclien Brennpunkte in einer Symmetrieaxe; schliessen die Aeste einander 
aus, so liegen di8 Brennpunkte entweder in  einer Symmetrieaxe oder in 
einem Kreise; im ersten Falle enthiilt jede Symmetrieaxe vier cyklische 
Punkte,  im zweiten Falle nur die eine, wahrcnd die anderen vier auf einem 
Kreise liegen. 

C u r v e n  d i e s e r  A r t  e n t s t e h e n ,  w e n n  I n v e r s i o n s k r e i s  und 
F o c a l k e g e l s c h n i t t  c o n c e n t r i s c h  s i n d .  

p )  Die Curve ist eintheilig; jede der beiden Symmetrieaxen enthlilt 
zwei einfache Brennpunkte und zwei cyklische Punkte. Ein eigentlicher 
Pocalkegelschnitt und Inversionskreis ist nicht vorhanden. 

B e i  C u r v e n  d i e s e r  A r t  e n t f a l l t  d i e  E r z e u g u n g  d u r c h  e inen  
v a r i a b l e n  K r e i s ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h -  
l a u f t .  

y )  Die Curve hat einen Doppelpunkt ; xwei Rrennpunkte sind mit ditbsem 
vereinigt, die beiden anderen liegen mit zwei cyklischen Punkten in einer 
Symmetrieaxe, wiihrend die andere ausser dem Doppelpunkt keinen weiteren 
Punkt  der Curve, beziehungsweise zwei cyklische Punkte enthiilt, je nach- 
dem der Doppelpunkt ein Knotenpunkt oder isolirt ist. 

C u r v e n  d i e s e r  A r t  b e s i t z e n  e i n e n  P o c a l k e g e l s c h n i t t ,  dessen 
M i t t e l p u n k t  d e n  I n v e r s i o n s k r e i s  v e r t r i t t ;  s i e  s i n d  i d e n t i s c h  
m i t  d e n  F u s s p u n k t c u r v e n  d e r  H y p e r b e l  u n d  d e r  E l l i p s e  in 
B e z u g  a u f  d e n  M i t t e l p u n k t  - d e r  H y p e r b e l  e n t , s p r i c h t  die 
C u r v e  m i t  K n o t e n p u n k t ,  d e r  E l l i p s e  d i e  C u r v o  m i t  i s o l i r t e m  
P u n k t .  
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Die L c m n i s c a t c  d e s  B e r n o u l l i  zahlt als spacieller Fa11 hierher, 
sie enhpringt ails der gleichseitigen Hyperbel?) 

c) Cartesische Cnrven. 
17. Das Projectionscentrum werde in einen der (reellen) Punkte ver- 

legt, wo die Kugel von den Kegelschnitten CL, C,, C, ,  C4 getroffen wird. 
In Art. 8 ist gezeigt worden, dass die Inflexionstangentcn der Kiigel in 
einem solchen Punkte Tangenten an C(4) sind; es vereinigen sich also die 
Piinkt,e 1, Il in é und I f ,  If, in  i' (S. Art. 1) in je eincn Punkt ,  und 
wendet man die Retrachtungen des Art. 6 aiif diesen Fa11 a n ,  so ergieht 
sich, dass erstens die Brennpunkte der Focalkegelschnitte und zweitens die 
Tangenten in jedem der beiden nnendlich fernen imaginPen Doppelpunkte 
von zusammenfallen, so dass diese Doppelpunkte den Charakter von 
Bpi t z e n annehmen und die Focalkegelschnitte concentrische Kreise werden. 
Man bezeichnet diese Gattung bicircularer Curven als C a r  t c s i s c h  e C u  r v en.  

Die ebcn hervorgehobcnen Eigenschaften von a(') lassen sich auch in 
folgender Weise hegriinden. Die Polare einer beliebigen Tangente von C(I) 

in Bezug auf die Kugel ha t  mit jedem der Kegelschnitte Cl ,  C,, C3, C4 
einen Punkt gemein (S. Art.  5);  da nun bei der getroffenen Wahl von O 
die Inilerionstangenten i l  i' sowohl Tangenten von C(Q, als auch polarreci- 
prok bezüglich der Kugel sind, so enthalten sie die Schnittpunkte der 
Ebeile w mit den drei Kegelschnitten, welche nicht durch O gehen; infolge 
dcssen gehen die Projectionen diescr Kcgclschnitto durch die unendlich fernen 
Ki.eispnnkk, Sind olso Kreise, wahrend die Projection des vierten durch O 
gehenden Kagelschnitts, welche mit der Spiir seiner Ebene - der Sym- 
metrieaxe von - zusammenfillt, als Hyperbel aufzufassen k t .  Aus 
der so erwiesenen Coincidena der Brennpnnkte der Pocalkegelschnitte folgt 
die Vereinigung der  Doppelbrennpunkte von &(" zz3 einem d r e i f a c h e n 
Hrennpun  k t ,  sowie das zusammenfallen der Tangenten in den inmgingren 
Doppelpunkten , also die Verwandlung dieser in  S p i t z en. 

Dcn beiden Punkten,  welche der durch O gchende Kegelschnitt mit 
der Ebene w gemein ha t ,  als Polen entsprechen die bciden doppelt berüh- 
renden Rbenen von C(4),.wel&e O enthalten und deren Spuren Doppeltan- 
genten von 4(4) sind; eine dieser Ehenen ist o selbst, die in ihr befind- 
lichen Tangenten i ,  iC projiciren sich in  die unendlich fernen Kreispunkte 
(Spitzen) , deren Verbindungslinie , d. i. die unendlich ferne Gerade , als 
Doppeltangente nur  in1 tibertragenen Sinne gelten kann. Es  b e s i t a t d e m - 
nach j e d e  C a r t e s i s c h e  C u r v e  n u r  e i n e  z u  i h r e r  S y m m e t r i e a x e  
s e n k r e c h t e  D o p p e l t a n g e n t e .  

,. . , . 

1) Die in diesein Artikel betrachtetek Curven, m i t  Ansnahine der niiter n) 
arigeführten Specieu, bei welcher die Brerin~iurikte in eineui Kreise liegen, sind 
von Sieb e ck, 1. c., behandelt worden. . - - 
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Bei der folgenden Aufzahlung der einzelnen Formen wird der Kegel- 
schnitt ,  auf welchem O liegt,  mit C und der Kugelkreis, den seine Ebene 
ausschneidet , mit K bezeichnet. 

(Y) Die Raumcurve sei z w e i t h e i  1 i g. C und E schneiden sich in vier 
reellen Punkten, von welchen einer dm Projectionscentrum O selbst ist 
(Pig. 3); die aus diesem nach den drei anderen gerichteten Strahlen gehen 
durch die Ecken des den beiden Linien gemeinsamen Polardreiecks, ihre 
Schnittpunkte mit der Projectionsebene sind also einfache Brennpunkte und 
Inversionscentra von [5; (9 zugleich. Mithin : 

D i e  z w e i t h e i l i g e  C a r t e s i s c h e  C u r v e  h a t  d r e i  r e e l l e  ein- 
f a c h e  B r e n n p u n k t e ,  w e l c h e  i n  d e r  S y m m e t r i e a x e  l i e g e n  und 
m i t  d e n  d r e i  I n v e r s i o n s c e n t r e n  z u s a m m e n f a l l e n .  

Diese Curvenform , von D e s c e r  t e s eingeführt , ist unter der speciellen 
Bezeichnung C a r t  e s i s c h  e s O v a l  vermtige ihrer optischen Eigenschaften 
vielfach studirt w0rden.l) 

p )  Die Raumcurve sei e i n  t h e i l i g .  C und K schneiden sich in zwei 
Punkten, wovon der eine O selbst ist ; der aus O nach dem andern geführte 
Strahl geht auch durch die reelle Ecke des Polardreiecks, des C und K 
gemein haben, giebt also in seiner Spur einen einfachen Rrennpunkt und 
das im Endlichen verbleibende Inversionscentrum von G(". Daher: 

D i e  e i n t h e i l i g e  C a r t e s i s c h e  C u r v e  h a t  d r e i  r e e l l e  e in fache  
B r e n n p u n k t e ;  d a v o n  l i e g t  e i n e r  i n  d e r  S y m m e t r i e a x e  u n d  fa l l t  
m i t  d e r n  e i n z i g e n  I n v e r s i o n s c e n t r u m  z u s a m m e n ,  d i e  beiden 
a n d e r e n  s i n d  s y m m c t r i s c h  z u  b e i d e u  S e i t e n  d e r  Axe.  

y )  Die Raumcurve habe einen D o p p e l p u n k  t. C und K berühren 
einander und schneiden sich Iiberdies in  zwei Punkten, deren einer O ist; 

' der aus O nach dem andern gezogene Strahl enthalt eine Ecke des den 

Linien gemeinsamen Polardreiecks. Wir  schliessen also wie vorhin: 
D i e  C a r t e s i s c h e  C u r v e  m i t  D o p p e l p u n k t  h a t  d r e i  reel le  

e i n f a c h e  B r e n n p u n k t e ,  d i e  i n  d e r  S y m m e t r i e a x e  l i e g e n ;  z w e i  
d e r s e l b e n  s i n d  m i t  d o m  D o p p e l p u n k t e  v e r e i n i g t ,  d e r  d r i t t e  ist 
x u g l e i c b  C e n t r u m  d e r  e i n z i g e n  I n v e r s i o n .  

Diese unter dem Namen P a s c a l ' s c h e  S c h n e c k e  oder L imaçon  
bekannte Curve ist nach den Erorterungen des Art. 12 identisch mit der 
Fusspunktcurve des Kreises cnd jene besondere Form der Epitrochoide, 
welche entsteht, wenn der  rollende Kreis gleich is t  dem Grundkreise; sie 
bcsitzt einen Knotenpunkt oder eincn isolirten Punkt ,  je nachdem dcr Pol 
im ersten, der beschreibendc Punkt  im zweiten Palle ausserhalb oder inner- 
halb des betreffenden Kreises angenommen wird. 

d) Die Raumcurve habe einen s t a t i o n a r  e n  P u n k  t. K osculirt C 
und schneidet es in einem Punkte, der als Projectionscentrum zu wahlen 

1) Chas les ,  Aperçu histor., p. 161 und Note XXI p. 350 flg. 
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19. Die Verbindungslinie zweier Punkte A ,  B von U4) werde zur Axe 
eines Ebenenbüschels gemacht; dasselbe schneidet aus der Kugel ein Büschel 
von Kreisen und aus der Curve eine Schaar von Bisecanten aus, deren Ort 
eine der Regelfiiichen aus dem Fl~chenbtischel zweiter Ordnung ist, das C(') 
zur Grundcurve hat. I m  Wciteren sind zwci FBlle zu untcrscheiden. 

a) Geht die Geradc AB durch cine Ecke des Fundamentaltetracders, 
so ist die RegelfEiche developpabel, ein Kegel mit jener Ecke als Mittel- 
punkt;  der hieraus resultirende Satz, nur ein anderer Ausdruck für die 
Eigenschaft der Inversion, lautet: 

D i e  K r e i s e  e i n e s  B i i s c h e l s ,  w e l c h e s  z w e i  mit .  e i n e r  Ecke 
d e s  F u n d a m e n t a l v i e r e c k s  i n  g e r a d e r  L i n i e  l i e g e n d e  P u n k t e  
8 ,  5 d e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  z u  G r u n d p u n k t e n  
h a t ,  s c h n e i d e n  d i e  C u r v e  i n  P u n k t e p a a r e n ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  i n  d c r s e l b c n  E c k c  z u s a m m e n l a u f e n . .  

Vcrmoge der eindeutigcn Zuordnung der Kreisc des Büschels und der 
Punktepaare von Cc3) folgt daraus: 

E i n  K r c i s b t i s c h e l  u n d  e i n  i h m  p ï o j e c t i v i s c h e s  S t r a h l e n -  
b ü s c h e l  a u s  e i n e m  P u n k t e  d e r  P o t e n z a x e  e r z e u g e n  e i n e  c i r c u -  
l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  f ü r  w e l c h e  d e r  M i t t e l p u n k t  des 
S t r a h l e n b t i s c h e l s  I n v e r s i o n s c e n t r u m  i s t ;  d e r  d e m  u n e n d l i c h  
g r o s s e n  K r e i s e  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l  b e r ü h r t  d i e  C u r v e  i n  

d i e s e m  I n v e r s i o n s c e n t r u m  u n d  b e z e i c h n e t  d a m i t  d i e  E i c h t u n g  
d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e .  

6) Boi allgemeiner Lage der Punkte A ,  B nird  die Regclflüche wind- 
schief, und da sie das Projectionscentrum O enthslt ,  so projicircn sich ihre 
beiden Regelschaaren in Strahlenbüschel. Mittelpunkte dieser Büschel sind 
zwei Punkte 2 ,  2' von Q(3),  namlich die Spuren der durch O gehenden 
Regelstrahlen 1, l', und da Ebene ( I l ' )  als Berührung~ebene der Regelflache 
iru Punkte O die Tangente zc aufnirnmt, so liiuft die Gerade 2, 2'  durch 11. 
Nehmen wir an,  gehore zur Begelschaar 1, so konnen wir daç Ergebniss 
dieser Betrachtung so aussprechen: 

D i e  K r e i s e  e i n e s  B t i s c h e l s ,  d a s  z w e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  a, !8 
d e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  z u  G r u n d p u n k t e n  ha t ,  
s c h n e i d e n  d i e  C u r v e  i n  P u n k t e p a a r e n ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  2' d e r  C u r v e  g e h e n ;  d i e s e r  mit 
d e m  P u n k t e  2, w o  2- d i e  C u r v e  z u m - d r i t t e n  M a l  s c h n e i d e t ,  
v e r b u n d e n  g i e b t  e i n e  P a r a l l e l e  z u r  r e e l l e n  A s y m p t o t e .  

Daraus schliesst man wie vorhin: 
K i n  K r e i s b l i s c h e l  u n d  e i n  i h m  p r o j e c t i v i s c h e s  S t r a h l e n -  

b ü s c h e l  e r z e u g e n  e i n e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ;  der 
d e m  u n e n d l i c h  g r o s s e n  K r e i s o  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l  beze ichne t  
d i e  R i c h t u n g  d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e .  
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Angenommen, die Punkte %, 2.3 lagen selbst in einer Parallelen zur 
Asymptote; dann fillt  2 mit dem unendlich fernen Punkte U ,  folglich 2' 
mit G ziisammen, und die Anwendung des obigen Satzes auf diesen be- 
sondern Fa11 giebt den Satz: 

1 s t  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  G r u n d p u n k t e  3 ,  B p a r a l l e l  z u r  
A s y m p t o t e ,  s o  l a u f e n  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  a u s g e s c h n i t -  
tenen P u n k t e p a a r e  i n  d s m  P u n k t e  C3 z u s a m m e n ,  i n  w e l c h e m  
die C u r v e  v o n  d e r  A s y m p t o t e  g e s c h n i t t e n  w i r d .  

Umgekehrt : 
G e h t  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  G r ~ n d p u n k t ~ e  a, !B d u r c h  

den P u n k t  (3, s o  s i n d  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  a u s g e s c h n i t -  
tenen P u n k t e p a a r e  p a r a l l e l  z u r  A s y m p t o t e .  

Werden zwei Inversionscentra als Grundpiinkte des Büschels gewalilt, 
- 

z. B. q, , '$3, (Fig. 4), 3 t r i t t  die in  !$, !#, liegende Ecke 51, des Diagonal- 
dreiecks an die Stelle von 2; und da unter den Kreisen des 13lischels einer 
durch a, und El2 geht ,  weil die Winkel y, Dl Q2 und QlQ2p2 rechte 
sind, so tritt  der dritte in Dl 0, liegende Curvcnpunkt D'3 an die Stelle 
von 2'. Daraus schliesst man zunachst: 

D i e  P a r a l l e l e n  z u r  A s y m p t o t e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  E c k e n  d e s  
D i a g o n a l d r e i e c k s  QIQD, g e z o g e n  w e r d e n ,  t r e f f e n  d i e  G e g e n -  
s e i t e n  d i e s e s  D r e i e c k s  i n  P u n k t e n  d e r  C u r v e  Q',, a',, nt,. 

Irn Folgenden werden a', , DVe, kurz die Gegenpunkte zu Dl, Qz , 
E, genannt. 

Ferncr folgt aus dem Obigen: 
Die  K r e i s e  e i n e s  d n r c h  z w e i  I n v e r s i o n s c e n t r a  g e l e g t e n  

Büsche ls  s c h n e i d e n  d i e  C u r v e  i n  P u n k t e p a a r e n ,  d e r e n  V e r b i n -  
d n n g s l i n i e n  d u r c h  d e n  G e g e n p u n k t  d e s j e n i g e n  D i a g o n a l p u n k -  
tes g e h e n ,  w e l c h e r  i n  d e r  P o t e n z a x e  d e s  B ü s c h e l s  l i e g t .  

Endlich : 
D i e  K r e i s e  e i n e s  d u r c h  zwei  D i a g o n a l p u n k t e  g e l e g t e n  B ü -  

schels  s c h n e i d e n  d i e  C u r v e  i n  P u n k t e p a a r e n ,  d e r e n  V e r b i n -  
d u n g s l i n i e n  d u r c h  d e n  d r i t t e n  D i a g o n a l p u n k t  l a i i f e n .  

20. Die Umkehrung des ersten unter Art. 1 9 b )  bewiesenen Satzes ftihrt 
in ihrer Anwendung auf specielle Fille zu bemerkenswerthen Eigenschaften 
der Curve; sie lautet: 

Z i e h t  m a n  d u r c h  z w e i  P n n k t e  2,  2' d e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  A s y m p t o t e  p a -  
ra l l e l  i s t ,  z w e i  b e l i e b i g e  S t r a h l e n ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  i n  d e n  
P u n k t e n  % u n d  9, b e z i e h u n g s w e i s e  i n  a' u n d  B r  s c h n e i d e n ,  
s o  l i e g c n  d i e  v i e r  P u n k t e  a, B, a', 23' j e d e s m a l  i n  e i n e m  
Kreise. 

a) Zunachst mogen die Punkte eines Paares, etwa 9I und 8, xusam- 
menfallen; der entsprechende Satz lautet: 

18'  
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B e r ü h r t  e i n  K r e i s  d i e  C u r v e  i n  % u n d  s c h n e i d e t  s i e  i n  a', B', 
s o  t r e f f e n  d i e  T a n g e n t e  i n  % u n d  d i e  G e r a d e  E'B' m i t  der 
C u r v e  i n  P u n k t e n  2 ,  9' z u s a i n m e n ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  der 
A s y m p t o t e  p a r a l l e l  i s t .  

a 
b) Wir lassen nun in beiden Paaren die Punkte zusammenfallen und 

werden so zu dem Satze geführt: 
D i e  T a n g e n t e n ,  w e l c h e  e i n  d i e  C u r v e  d o p p e l t  b e r ü h r e n d e r  

K r c i s  m i t  i h r  g e m e i n  h a t ,  s c h n e i d c n  d i e  C u r v e  i n  z w e i  P u n k -  
t e n  2 ,  2', d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  A s y m p t o t e  p a r a l l e l  ist. 
Oder auch: D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  B e r i i h r u n g s p u n k t e  i rgend  
z w e i e r  a u s  2,  2' a n  d i e  C u r v e  g e f i i h r t e n  T a n g e n t e n  g e h t  durch 
e i n  I n v e r s i o n s c e n t r u m .  

Ein specielles Punktepaar 2, i!' bilden die auf der Asymptote selbst 
liegenden Punkte U und B; da nun die aus U a n  @e Curve geführten Tan- 
genten sie in den Inversionscentron berühren, so müssen die au8 6 gczoge- 
nen Tangenten in den Diagonalpunkten bertihren. Mithin: 

D i e  i n  d e n  D i a g o n a l p u n k t e n  Dl, C2, Q3 d e s  P u n d a m e n t a l -  
v i e r e c k s  a n  d i e  C u r v e  g e l e g t e n  T a n g e n t e n  v e r e i n i g e n  s ich in 
d e m  P u n k t e  B, w o  a i e  v o n  d e r  A s y m p t o t e  g e s c h n i t t e n  w i r d .  

Hieraus folgt, davs ein Kreis, welcher die Curve in einem der Diago- 
nalpunkte berührt,  sie i n  zwei Punkten schneidet, deren Verbindungslinie 
der Asymptote parallel ist. 

c)  E s  falle ferner der Punkt  5 mit 2 ,  ehetiso B' mit  2' ziisammen; die 
beiden Strahlen berühren dann die Curve in 2 ,  2' und schneiden sie in %, a' 
beziehungsweise. Mit Beziehnng auf einen in Art. 19 bewiesenen Satz 
ergiebt sich hieraus : 

Z w e i  P u n k t e  2, 2', d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  Asympto te  
p a r a l l e l  i s t ,  l i c g e n  m i t  i h r e n  T a n g e n t i a l p u n k t e n  91, 'U' in 
e i n e m  K r e i s e  u n d  d i e  V e r b i n d n n g s l i n i e  d e r  l e t x t e r e n  geht 
d u r c h  d e n  P u n k t  G d e r  C u r v e .  

Wird QI, a', für  2 ,  2' genommen, so geht in 6 und somit ?II in 
den Tangentialpunkt F3: von 6 über; dasselbe gilt für a,, Q', und Q, Cl',. 
Daher : 

D i e  i n  Onl, a',, ri; a #  d i e  C u r v e  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  ver- 
e i n i g e n  s i c h  i m  T a n g e n t i a l p u n k t o  X v o n  G. 

d) Wenn fl und 3' sich vereinigen, so berührt der durch die vier 
Punkte a, 8, a', 23' gelegte Kreis die Curve in  % und schneidet sie in 
den Punkten 8, Br; der unter a) gefundene Satz erfahrt folgende Erweiterung: 

B e r ü h r t  e i n  K r e i s  d i e  C u r v e  i n  X u n d  s c b n e i d e t  s i e  i n  23, B', 
s o  t r e f f e n  d i e  S t r a h l e r r X B ,  %B' d i e  C u r v e  i n  z w e i  Punkten 
2,  2', d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  A s y m p t o t e  p a r a l l e l  l a u f t .  

e) Fallcn cndlich drci von den vier Punktcn M, 8 ,  a', B' zusammen, 
etwa B und 23' k i t  fl, so verwandelt sich der durch sie gclegte Kreis in 
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den Krümrnungskreis der Curve im Punkte SI und der Strahl ES23 geht in  
die Tangente dcsselben Punktes über. Hiermit ergiebt sich der Satz ,  der 
eine einfache Construction der Kriirnmungskreise von Q(3)  gestattet: 

O s c u l i r t  e i n  K r e i s  d i e  C u r v e  i m  P u n k t e  2I u n d  s c h n e i d e t  
~ i e  im. P u n k t e  z', s o  t r e f f e n  d i e  T a n g e n t e  i n  SI u n d  d e r  S t r a h l  
8%' d i e  C u r v e  i n  z w e i  P u n k t e n  2,  2', d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  
der A s y m p t o t e  p a r a l l e l  i s t .  

Soine Anwendung auf ein Inversionscentrum und auf einen Diagonal- 
punkt des Fundamentalvierecks beweist die Satza: 

D e r K r i i m m u n g s k r e i s  i n  e i n e m  I n v e r s i ~ n s c e n t r u m ~ ~ s c h n e i -  
det  d i e C u r v e  d o r t ,  w o  s i e  v o n  d e m  S t r a h l  g e t r o f f e n  w i r d .  

D e r  K r t i m r n u n g s k r e i s  i n  e i r e m  D i a g o n a l p u n k t e  Di d e s  F u n -  
d a m e n t a l v i e r e c k s  s c h n e i d e t  d i e  C u r v e  i u  d e m  G e g e n p u n k t Q q i .  

21. Nach den Ausführnngen des Art. 19 gehort zu jeder Bisecante der 
Raumcurve 04) eine bestimrnte durch Ct4) gehende RegelflBcha zweiter Ord- 
nung; das reciproka Gebildo der letztcren in  Bezug auf die Kugel ist  eino 
Flicho dersclben A r t ,  deren Begelstrahlen denjenigen der ersten Flacha 
polar mgeordnet sind. I n  der stereographischen Projection bilden sich zwei 
Polaren der Kugel in ein Paar rechtwiskliger Geraden a b ,  und die Eut-  
fcrnung der Kugelpunkte, welche in der einen enthalten sind, wird im IJilde 
durch die andere halbirt. I m  Zusarnmenhange mit den Ergebnissen des 
Art. 19 folgt hieraus der Satir: 

Z i e h t  m a n  d u r c h  z w e i  P u n k t e  2, Y '  d e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  
d r i t t c r  O r d n u n g ,  d e r e n  V e r b i n d u h g s l i n i e  d e r  A s y m p t o t e  p a -  
r a l l e l  is-t, b e l i e b i g e  S t r a h l e n ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  w e i t e r  i n  'ZL 
und $3, b e x i e h u n g s w e i s e  i n  SL' u n d  8' s c h n e i d e n  m o g e n ,  s o  
werden  d i e  U i t t e l l o t h e  d e r  S e h n e n  X B  u n d  %'B' d u r c h  e i n  u n d  
d e n s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  e i n g e h ü l l t .  

Die Punkte 2, 2' konnen nur  zusammenfallen, indem sie sich mit einem 
Inversionscentrum vereinigen; dann decken sich auch die beiden Strahlen- 
büschel urn 2 ,  2' und der sie einhüllende Kegelschnitt geht in die dem 
betreffenden Inversionsce~trum zugeordnete Focalparabel über. 

Es giebt aber einen Fa l l ,  wo die Regelschaaren der polaren Flache 
sich ebenso wie die der ursprünglichen i n  zwei Strahlenbüschel projiciren 
und der diese Projectionen einhüllende Kegelschnitt demgemass in ein Punkte- 
paar ausartet. Offenbar tritt  dies dann ein, wenn a n  die Stelle von 2, V 
das specielle Punktepaar U, G gesetzt wird; denn da alle Sehnen SI!& 
welche durch U gehen, parallel sind, so werden auch ihre Mittellothe parallel 
und haben den unoridlich fernen Punkt  8 gemein. Es  handelt sich also 
noch urn den Punkt ,  in  welchem die Mittellothe der Sehnen SL'B' aus G 
sich vereinigen. Die StrahlenLüschel aus U und 6 projiciren diejenige durch 
C(Q gehende Regelfliche zweiter Ordnung, welche das Ebenenbiischel durch 
die Tangente zl (S. Art. 19) bestimmt; die Ebene w enthilt  xwei Erireugende 
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dicser Flache, namlich u und die Gerade II', folglich gehen zwei Erxeu- 
gende der polarreciproken Flache durch das Centrum O der Projection. 
Diejcnige, welche u entspricht, ist v und giobt, wie oben schon orwshnt, 
den Punkt  % als Mittelpunkt des zu U gehorigen Strahlcnbüschels; die- 
jenige, welche fl entspricht, geht dem Art.  6 zufolge durch den Doppel- 
brennpunkt 5 von E(3) und dieser also ist Mittelpunkt des zweiten Strahlen- 
büschels, welches dem Sehnenbüschel aus G zugeordnet ist. 

Der Ort der Schnittpunkte zugeordneter Strahlen aus den Bilscheln U 
und ist ein Kegelschnitt, und zwar eine gleichseitige Hyperbel, weil ihm 
dor unendlich ferne Punkt  der Asymptote von (r@J (ah  Halbirungspunkt 
der in  ihr enthaltenen Sehne) und die Richtung iD der gemeinsarnen Axe 
der Focalparabeln (als Mittelpunkt der durch die unendlich fernen Kreis- 
punkte begrenzten Sehne) angehort; wird von dieser Hyperbel in den 
Inversionscentren geschuitten. 

Der Ort  der Schnittpunkte xugeorcineter Strahlen aus den Büscheln G 
und 8 i s t  der über G 5  als Durohmesser bebchriebene Kreis; er schneidet 
&(3) i n  dcn Diagonalpunktcn des Fundamentalvierecks. 

Diese Ergebnisse konnen in den Siitzen zusammengefasst werden: 
D e r  O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  z u r  r e e l l e n  A s y m p t o t e  

p a r a l l e l e n  S e h n e n  e i n e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  
o d e r  d i e  a u f  d i e  C u r v e  b e z o g e n e  e r s t e  P o l a r e  i h r e s  unendl ich  
f e r n e n  P u n k t e s  U i s t  e i n e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l ,  we lche  die 
A s y m p t o t e  d e r  C u r v e  u n d  d i e  A x e  i h r e r  F o c a l p a r a b e l n  zu A s y m -  
p t o t e n  h a t ;  s i e  s c h n e i d o t  d i e  C u r v e  i n  d o n  I n v e r s i o n s c e n t r c n .  

D e r  O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  S e h n e n ,  w e l c h e  d u r c h  den 
S c h n i t t p u n k t  6 d e r  C u r v e  m i t  i h r e r  A s y m p t o t e  l a u f e n ,  i s t  
j e n e r  K r e i s  $,, w e l c h e r  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  v o n  6 m i t  dem 
D o p p e l b r e n n p u n k t  8 z u m  D u r c h m e s s e r  h a t ;  e r  s c h n e i d e t  die 
C u r v e  a u s s e r  i n  B i n  d e n  D i a g o n a l p u n k t e n  d e s  F u n d a m e n t a l -  
v i e r e c k s . l )  

22. An den letzten Satz k s s t  sich eine wichtigo Folgerung knüpfen. 
Die vier Punkte QI ,  D2, 52, und 6, welche d e r  Kreis Po mit &(3) gemein 
ha t ,  bilden die Projectionen von vier Punkten der Raumcurve C(4), welche 
dem Punkte 0, der als Projectionscentrum gewahlt worden, in besonderer 
Weise zugeordnet sind: die ersten drei bestimmen mit O die Transversalen 
der Gegenkantenpaare des Fundamentaltetraeders und vertreten ftir ihn die 
in Art. 10 mit Dl, D,, B, bczeichneten Punkte; .der vier'tc, SI bestirnmt 
mit der Tangente u die Osc~lationsebene von C(4) in O, welche aus der 

Kugel den zugehorigen Krümmungskreis ausschneidet. Dem obigen Satze 

1) Auf diesen und den dritten in Art. 19b) aufgestellten Satz gründet sich 
die von H. D u r è g e  im 14. Bande der Zeitschrifi f. Math. II. Phys., S. JGS mit- 
getheilte Construction circularer Curven dritter Ordnung. 
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zufolge liegen nun die Punkte D l ,  D,, D,, S in cincm Kreise der Kugcl 
und diese Beziehung gilt ,  wie fiir O, so für alle Punkte dei: C(4). Da end- 
lich der osculirende Kreis der Raumcurve sich in den osculirenden Kreis 
des xugeordneten Punktes der Projection abbildet, so schliessen wir: 

B e s t i m m t  m a n  xu e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  3 d e r  c i r c u l a -  
ren C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  ( o d e r  d e r  b i c i r c u l a r e n  C u r v e  v i e r -  
t e r  O r d n u n g )  d i e  P u n k t e  Dl, %,, Ib, u n d  l e g t  d u r c h  d i e s e l b e n  
einen K r e i s ,  s o  s c h n e i d e t  d i e s e r  d i e  C u r v e  z u m  v i e r t o n  M a l e  
in d e m j e n i g e n  P u n k t e ,  w o  s i e j o n  d e m  z u  IZ1 g e h o r i g e n  O s c u -  
l a t i o n s k r e i s  g e s c h n i t t e n  w i r d .  

F m  ?l mit einem Inversionscentrum zusammen, so wird die zugeho- 
rige Punktgruppe El, S), , a, durch die drei anderen Inversionscentra ver- 
treteu. Nithin : 

D e r  d u r c h  d r e i  I n v e r s i o n s c e n t r a  d e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  g e l e g t e  K r e i s  s c h n e i d e t  d i e  C u r v e  n o c h m a l s  
d o r t ,  wo s i e  v o n  d e m  z u m  v i e r t c n  I n v e r s i o n s c e n t r u m  g e h o r i g e n  
K r ü m m u n g s k r e i s e  g e s c h n i t t e n  w i r d .  

Lasst man 2l mit Cl,  zusatnmenfallen, so treten si,, S1, a n  die Stelle 
zweier D-Punkte  und der durch die letzteren gelegte Kreis artet in die 
~ e r a d e  Q2Q3 a m ;  mithin schneidet der i n  Dl osculirende Kreis die Curve 
im zugehorigen Gegenpunkte ein Resultat , das am Schlusse des Art. 20 
auf andcrem Wege gefunden worden ist. I 

23. Bus der raumlichen Betrachtung, welche zu den Schlusssatzen des 
Art. 21 geführt hat , geht hervor, dass die Ebcncn cines durch 3 gclcgten 
Büschels mit der Kugel ein Btischel von Kreisen, deren Pole auf dem Strahl 
08 liegen, und mit der Ranmcurve C(41 eine Schaar von Bisecanten be- 
stimmen, welche den Strahl 0G schneiden; das Kreisblischel bildet sich ste- 
reographisch in eine Schaar concentrischer Kreise um 5 als Centrum, die 
Schaar der Bisecanten in ein Strahlenbüschel um den Punkt  G a b ,  und aus 
der eindeutigen Zuordnung xwischen Kreisen uud Strahlen folgt: 

E i n  B ü s c h e l  c o n c e n t r i s c h e r  K r e i s e  u n d  e i n  i h m  p r o j e c t i -  
v i sches  S t r a h l e n b ü s c h e l  e r z o u g c n  e i n e  c i r e u l a r e  C u r v e  d r i t -  
t e r  O r d n u n g ,  f ü r  w e l c h e  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  e r s t c r e n  d e r  
D o p p e l b r e n n p u n k t  i s t  u n d  w e l c h e  i m  M i t t e l p u n k t  d e s  l e t z t e -  
ren von d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e  g e s c h n i t t e n  w i r d ;  d i e s e  s e l b s t  
i s t  d e r  d e m  u n e n d l i c h  g r o s s e n  K r e i s e  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l .  

24. Eineni bekaunten Satze zufolge fàllt der Mittelpunkt des Kreises, 
der einem beliebigen Polardreieck einer Parabel umschrieben wird, in  die 
Leitlinie. Da nuu irgend drei Inversionscentra, z. B. v,, !Ji,, 10, (Big. 5), 
eiu Tripel conjugirter Punkte in  Bezug auf die dem vierkn Centrum 
xugeordnete Focalparahl bilden, so geht die Leitlinie der letzteren durch 
den blittelpunkt Dl des durch die erstgenannten Punkte gelegten Kreises. 
Es iat aber leicht zu erkcnnen, dass die Punkte Dl, 13, mit dcm Mittelpunkt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



280 Die Curven dritter und vierter Ordnung etc. 

92, des Kreises ROI welcher dem Diagonaldreieck QI D, Q, umschrieben ist, 
in  einer Gcradcn und derart liegen, dass Dl 'Q, = D?, !$, ist. Daraus 
schliesst man : 

D i e  L e i t l i n i e n  d e r  B o c a l p a r a b e l n  e i n e r  c i r c u l a r e n  Curve 
d r i t t e r  O r d n u n g  g e h e n  d u r c h  d i e  E c k e n  e i n e s  Vierecks  
BlD,9,D,, d a 8  s y m m e t r i s c h  i s t  zu d e m  F u n d a m e n t a l v i e r e c k  in 
B e z u g  a u f  d o n  M i t t e l p u n k t  d e s  d u r c h  s e i n e  D i a g o n a l p u n k t e  
g e l e g t e n  K r e i s e s .  

§ 4- 
Besondere Pormen der  circnlaren Curve dritter Ordnung. 

a) Symmetrisehe Curven. 
25. Von dcn drei besondercn Lagon des Projectionscentrums, welche 

in Art. 14 angeführt worden sind, kann hier, wo dasselbe auch der Curvs 
angehoren muss, nur  die ersta platzgreifen; indem aber das Projections- 
centrum auf der Raumcurve U4) und in einer Seitenflache des Bundamental- 
tetraeders xugleich liegt, f l i l l t  e s  m i t  e i n e m  d e r  P u n k t e  s t a t i o n i r e r  
S c h m i e g u n g s e b e n e n  z u s a m m e n .  Dies hat zur Folge, dass die Asym- 
ptote zur Wendetangente im unendlich fernen Punkte U der Curve wird 
und dass die Zahl der cyklischen Punkte sich um Eins verringert. Als 
besondere Eigenschaft ist demnach zunachst hervorzuheben: 

D i e  s y m m e t r i s c h e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  bes i tz t  
e i n e  I n f l e x i o n s a s y m p t o t e .  

Die Symmetrieaxe vertritt die Stelle einer Focalparabel und des zugeord- 
neten Inversionskreises, enthalt die im Endlichen verbliebenen Inversions- 
centra, die nun gleichzeitig cyklische Punkte der Curve und Diagonalpunkte 
iiires Fundarnentalvierecks sind , und ist gemeinsame Axe der tibrigen Focal- 
parabeln. Auf ihr liegen: 

a) bei der zweitheiligen Curve ausser den Lrei Inversionscentren eventuell 
die vier eirifachen Brennpunkte, wenn sie nicht einem K r e i ~ e  angehiken; 

b) bei der eintheiligen Curve ausser dem Inversionscentrum zwei einfache 
Bronnpunkte - die boiden andoren sind symmctrisch angcordnet; 

c) bei der Curve mit Knotenpunkt nebst dem Inversionscentrum die vier 
einfachen Brennpunkte, zwei davon mit dem Doppelpunkt vereinigt; 

d) bei der Curve mit isolirtem Punkte ausser dem Inversionscentrum 
eventuell die beiden getrennt liegenden einfachen Brennpunkte, wem 
si0 nicht symmetrisch angeordnet sind; 

e) bei der Curve mit stationarern Punkte die vier einfnchen Brennpunkte, 
drei davon mit der Spitze vereinigt. 

E i n e  ~ ~ r n m e ' t r i s c h e  C u r v e  e n t s t e h t ,  w 4 n n  d e r  M i t t e l p u n k t  
d e s  I n v e r s i o n s k r e i s e s  i n  d e r  A x e  d e r  F o c a l p a r a b e l  angenom- 
m e n  w i r d .  
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Die unter e)  angeführtg Form, die C i s Y O i d e ,  ist dern Art. 12 zufolge 
Fusspunktcurve einer Parabel in  Bezug auf den Scheitel als Pol und kann 
auch in der dort nlher  angegebenen Weise als Rollcurve erzeugt werden, 
wenn Grundeurve und rollende Curve congruente Parabeln sind und der 
Scheitel der zweiten als beschreibender Punkt  gewahlt wird. 

b) Curven, bei welchen die unendlich fernen Kreispnnkte 
conjugirte Pnnkte sindmi) 

26. Eine besondere Gattung bilden diejenigen circularen Curven dritter 
Ordnung, bei welchen der Doppelbrennpunkt ein Punkt  der Curve i s t ,  mit 
anderen Worten, deren imaginiire Asymptoten auf der Curve sich schneiden, 
die unendlich fernen Kreispunkte also das Merkmal c O n j u g i r t e r P u n  k t  e 
aufweisen. 

Dem am Schlusse des Art. 21 ausgesprochenen Satze zufolge liegt der 
Doppelbrennpunkt 8 mit den Punkten QI, 02, und G in  einem Kreise 
R,, dem letztgenannten Punkte diametral gegenüber; fallt e r  in die Curve, 
so muss er also nothwendig mit einem der Punkte Dl, Q, El, coincidiren 
- es geschehe dies mit Q, so dass fortan T'ls= 8. Dies hat zur Folge, 
dass fiir jede Focalparabel eine Seite des ihr  zugeordneten, von drei Seiten 
des Fundamentalvierecks gebildeten Polardreiecks durch den Brennpunkt 
geht, die gegenüberliegende Ecke also auf der Leitlinie liegt. Daraus leitet 
sich der Satz ab:  

B e i  e i n e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  d u r c h  
i h r e n  D o p p e l b r e n n p u n k t  g e h t ,  l i e g e n  d i e  I n v e r s i o n s c e n t r a  i n  
den L e i t l i n i e n  d e r  F o c a l p a r a b e l n ,  m i t  a n d e r e n  W o r t e n ,  d i e  a u s  
dem r e e l l e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  e i n e r  s o l c h e n  C u r v o  a n  
d i e s e l b e  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  s i n d  d i e  L e i t l i n i e n  i h r e r  F o c a l -  
parabe ln .  

Die Vergleichung dieses Satzes mit dem in Art. 24 bewiesenen, wel- 
cher von der Lage der Leitlinien bei der allgemeinen Curve handelt, zeigt, 
dam bei der speciellen Curve die Inversionscentra sich in zwei Paare son- 
dern, derart, dass die Punkte jedes Paares auf entgegengesetzten Seiten 
und in gleichen Entfernungen von dern zur Asymptote parallolon Durch- 
messer des Kreises liegen; und die Leitlinie der dern einen von beiden 
zugeordneten Focalparabel geht durch den andern. 

Die Bedingung , unter welcher dis circulare Curve dritter Ordnung 
durch ihren Doppelbrennpunkt geh t ,  besteht dem Obigen zufolge darin, 
dass eine Seite des der Focalparabel und dern Inversionskreis gemeinvamen 
Polardreiecks durch den Brennpunkt der ersteren gehen, eine Ecke also auf 
ihrer Leitlinie liegen muss. Zieht sich der Inversionskreis auf einen Punkt  
xusammen, so ist der Bcdingung nur  dann entsprochen, wenn dieser Punkt  
entweder der Leitlinie angehort, oder mit dem Brennpunkt znsammenfallt. 

1) Vergl. die in der Einlei tyg unter 4) bie 8) citirten Arbeitcn. 
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I n  letzterem Falle zerfXlt die Curve i n  eiqe Gerade und einen doppelt 
zahlenden Punkt;  e s  b l e i b t  a l s o  a l s  e i n z i g  m o g l i c h e  S i n g u l a r i t a t  
d e r  D o p p e l p u n k t  (a l s  K n o t e n ~ u n k t )  ü b r i g .  

Da die Tangenten der  Punkte D,, a,, a, sich in  6 vereinigen, sa 
folgt für die specielle Form der Curve der Safi :  

D e r  D u r ü h m e s s e r  d e s  K r e i s e s  R,, w e l c h e r  6 m i t  8 verb in-  
d o t ,  b e r ü h r t  d i e  C u r v e  i n  d e m  l e t z t e r o n  P u n k t c .  

27. Es  ist frühcr gezeigt worden (Art. 19), dass ein Kreis, der durch 
zwei Diagonalpunkta geht ,  die Curve ausserdem in zwei Punkten schneidet, 
deren Verbindungslinie durch den dritten Diagonalpnnkt lauft. Auf den 
vorliegenden besondern Fal l  angewendet, führt dies zu dem Resultat, dass 
die Kreise eines Büschels mit den Grundpunkten O,, Q, die Curve in 
Punktepaaren schneiden, deren Verbindungslinien ein Strahlenbüschel um 
den Doppelbrennpunkt 3 bilden. E s  handelt sich um die Zuordnuug der 
Kreisc und Strahlen. 

Behufs Erledigung dieser Frage mogen drei besondere Kreise aus dom 
Büschel herüusgehoben werden: derjenige, welchcr die Curve in 9, beruhrt, 
dann jener, welcher sie in  D2 bertihrt, endlich der Rreis $, (Fig. 6). Der 
erste schneidet die Curve ausser in  Q, im Punkte [S. Schlussbemerkung 
Art. 20 b)]  , ihm ist also der  Strahl a, 8 a', zugeordnet, welcher, da Winkel 
6 9,s ein rechter ist ,  durch seinen Mittelpunkt %JIl geht ; der zweite Kreis 
schneidet die Curve ausser in  O, im Punkte a',, der ihm augeorduete 
Strahl D, 5Df1 geht aus dcm analogen Grunde durch seinen Mittelpunkt 
il?,; der d r i t b  Kreis schneidet die Curve in  den Punkten 5 und (3, deren 
Verbindungslinie gleichfalls durch den zugehorigen Mittelpunkt %, geht. 
Daraus aber folgt, dass dieselbe Beziehang bei allen Paaren zugeordneter 
Elemente stattfindet; denn die Mittelpunkte der Kreise bilden auf der Cen- 
trallinie des Büschels eine Punktreihe, welche zu derjenigen, die das Strahlen- 
büschel um 8 auf dieser Linie bestimmt, projectivisüh ist,  und da drei 
Elemente beider Reihen sich decken, so geschieht dies mit allen. 

Die Centrallinie dcs Kreisbüschels ist, d a  sie dia Mittclpunkte von Q,Q', 
und QQ', verbindet, der Asymptote parallel, seine Axe D,Q, s teht  
s o m i t  a u f  d e r  A s y m p t o t e  s e n k r e c h t .  

Hiermit ist die einfachste , von K ü p p er zuerst angegebene Erzeugungs- 
weise der speciellen Curve nachgewiesen, die wir so aussprechen konuen: 

E i n  K r e i s b t i s c h e l  u n d  d a s  B i i s c h e l  d e r  d u r c h  e i n e n  festen 
P u n k t  g e h e n d e n  D u r c h m e s s e r  e r z e u g e n  e i n e  c i r c u l a r e  Curve 
d r i t t e r  O r d n u n g ,  f ü r  w e l c h e  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  K r e i s p u n k t e  
c o n j u g i r t e  P u n k t e  s i n d ;  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  D u r c h m e s s e r -  
b i i s c h e l s  i s t  i h r  D o p p e l b r e n n p u n k t  u n d  b e s t i m m t  m i t  den 
G r u n d p u n k t e n  d e s  K r e i s b ü s c h e l s  d a s  D i a g o n a l d r e i e c k  d e s  Vier- 
e c k s  i h r e r  I n v e r s i o n s c e n t r a .  
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Umfang von 0, symmetrisch liegende Punkt  23 sowohl, als der auf dern 
Strahl 3% zu SI in Bezug auf m symmetrisch liegende Punkt 6 gehihen 
der Curve a n ,  und von 23, & aus lassen sich auf demselben Wege neue 
Punkte gewinnen. Nur wenn SI mit einem der Schnittpunkte von 9, und 
rn ziisammenfiillt, ftihrt die unmittelbare Anwendung dieses Verfahrens zu 
keinem Ziele; da aber 'U nun Doppelpunkt der Curve wird, so gehort ihr 
auch derjenige Punkt  a n ,  wo die Parallele zu m aus 5 und die Senkrechte 
zu m aus sich schneiden, und diever kann zum Ausgangspunkt genommen 
werden. 

28. Die Betrachtungen des vorigen Artikels geben die Mittel an die 
Hand, um für eine nach dem Küppor ' schen  Verfahren crzeugte Curve die 
Asymptote, das Pundamentalviereck , die Focalparabeln und Inversionskreise 
zu construiren. 

Mit Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen seien a,, 9, (Pig. 8) die 
Grundpunkte des Kreisbüschels und 5 der Mittelpunkt d q  Durchmesser- 
büschels. Die Richtung der Asymptote 6 ist  durch die Centrallinie m des 
Kreisbüschels gegeben und ihre Lage dadurch bestimmt, dass sie von in 

ebenso weit entfernt ist  wie 3 und auf der entgegengesetzten Scito liegt. 
Der durch 5 gelegte Kreis des BUschels dchneidet a im Punkte 6, die aus 
G nach den Punkten QI El,, 3 gefiihrten Strahlen beruhren hier die 
Curve. Die Verbindungslinien von 5 mit den Punkt,en 2,  9, welche $, 
mit m gemein ha t ,  bestimmen die i n  8 sich schneidenden Seiten des Fun- 
damentalvierecks, welche ihre Begrenzung durch die aus 2 ,  8 resp. beschrie- 
benen Kreise des Blischels erhalten ; hiermit sind die Inversionscentra q,, Q, , 
q,, q, bcstimmt. Auch für die Focalparabeln liegen die nothigen Ele- 
mente bereits Tor; 3 ist ihr gemeinsamer Brennpunkt, die durch 3 zu m 
gezogene Senkrechte ihre gemeinsame Axe, und ihre Leitlinien gehen durch 
die Inversionscentra - die Zuordnung is t  aus Art. 26 zu entnehmen. 
Endlich sind noch die Inversionskreise anzugeben. Zu ihrer Construction 
fïihrt die Bemerkung, dass die Kreise RI, R2 mit dem Kreise 2 zu einem - 
Büschel mit der Potenzaxe @,q4 und die Kreise $,, R4 mit dem Kreiee 91 - 
zu einem Büschel mit der Potenzaxe. @,!& gehoren. 

Die Construct'ion erleidet eine unwesentliche Aenderung , wenn die Grund- 
puukte Dl, Q, imaginar sind; die aus 5 nach den Grenzpunkten des Kreis- 
bhchels  gezogenen Strahlen berühren die Curve in  den letzteren. Von den 
beiden Kreisen 2, 8 wird nur einer und demgernass nur ein P a r  von 
Inversionscentren etc. reell. 

29. Die Anwendung des eben besprochonen Vcrfahrens auf don Fall, 
wo Dl, D, zu einem Punkte El (Pig. 9) sich vereinigen, führt in sehr ein- 
facher Weise zu einigen bemerkenswerthen E i g e n  s c h a f t e n d e r  C ur ve 
m i t  D o p p e l p u n k t ? )  

1j Vergl. die eingungs unter 7) und 8) citirten Arbeiten. 
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Durch den Anblick der Figur  erkennt man unmittelbar: 
D i e  E n t f e r n u n g  d e s  D o p p e l p u n k t e s  D v o n  d e r  A s y m p t o t e  8 

jst  h a l b  s o  g r o s s  a l s  j e n e  d e s  D o p p e l b r e n n p u n k t e s  5,  u n d  d i e  
D r e i e c k e ,  w e l c h e  o r  m i t  d e n  P u n k t e n  G,  5 e i n e r s e i t s  u n d  m i t  
d e n  I n v e r s i o n s c e n t r e n  pl,  a n d e r e r s o i t s  b e s t i m m t ,  s i n d  r e c h t -  
w i n k l i g  b e i  0 . ' )  

Geht man von einem beliebigen Kreise des Btischels ans ,  verbindet die 
auf demselben liegenden Punkte 91, 9 der Curve mit .Q und schreitet nun 
zu immer kleineren Kreisen des Btischels fort, so sind die Grenzen, wel- 
chen die Strahlen %B, BQ dabei sich niihern, die Tangenten der Curve 
im Doppelpunkte; da nun der Winkel bestandig ein rechter bleibt, 
so folgt hieraus: 

D i e  T a n g e n t e n  i m  D o p p e l p u n k t  s t e h e n  a u f e i n a n d e r  s e n k -  
recht.  

Zu ihrer nzheren Bestimmung führt die Bemerkung, dass jeder durch 
ein Inversionscentium gezogene Strahl die Curve i n  zwei weiteren Punkten 
g l e i c h w i n k l i g  schneidet; dies gilt auch von den Strahlen 9, Cl, Q2 Q 
und lasst, wenn man den ersten Satz dieses Artikels beachtet, erkennen: 

Die  T a n g e n t e n  i m  D o p p e l p u n k t e  h a l b i r e n  d i e  W i n k e l  d e r  
naeh d e n  b e i d e n  ~ ~ v c r s i o n s c e n t r e n  g e z o g e n e n  S t r a h l e n .  

Die Focalparabeln &,, (Tg, deren Leitlinien durch Q,, VI beziehungs- 
weise gehen, schneiden sich i n  Q rechtwinklig und berühren dort die zu- 
geordneten Inversionskreise Q I ,  9, ; die dritte Focalparabel, welcher der 
punktformige Inversionskreis 0 zugehort, hat  zur Leitlinie und berührt 
die Doppelpunktstangenten der Curve. 

30. Es ist in Art. 25 erwLhnt worden, dass bei der allgemeinen Curve, 
wenn sie s y m m e t r i s  c h  wird , die Diagonalpunkte des Fuiidamentalvier- 
ecks mit den Inversionscentren, und zwar in der Symmetrieaxe zusammen- 
fallen. Daraus folgt: 

W i r d  d i e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  b e i  w e l c h e r  
die  u n e n d l i c h  f e r n e n  K r e i s p u n k t e  c o n j u g i r t e  P n n k t e  s i n d ,  
s y m m e t r i s c h ,  s o  i s t  i h r  D o p p e l b r e n n p u n k t  z u g l e i c h  I n v e r -  
s i o n s c e n t r u m  u n d  c y k l i s c h e r  P u n k t .  

Die Bedingung für  das Entstehen einer solchen Curve, wenn sie als 
Enveloppe eines Kreises erzeugt wird, besteht darin, dass der Inversions- 
kreis ausser der in  Art. 26 ausgevprochenen Forderung auch noch die er- 
füllen muss, dass sein Mittelpunkt in  der Axe der Focalparabel liege. Wird 
d h  Curve nach dem Küpper ' çchen  Verfahren erzeugt, so tritt  Symrnetrie 
ein, sobald der Mittelpunkt des Durchmesserbüschels in der Potcnzaxo des 
Kreisbüschels angenommen wird; sowohl dieser, als auch die Grundpunkte 
des Kreisbtischels sind Inversionscentra der Curve. 

1) Von dem Dreieck 3, 32 0 gilt Iietzteres auch bei der allgemeinen Ciirve. 
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Die syinmetrische Curve mit Doppelpunkt ist unter dem Namen S t r o -  
p h  O i d e  bekannt. 

31. Zum Schluss m6gen noch die beiden Falle Erwkihnung finden, wo 
die specielle Curve in L i n i e n  n i e d e r e r  O r d n u n g  zerfiillt. 

Einmal geschieht dies, wenn der Mittelpunkt 5 des 'Durchmesserbüschels 
in  der Centrallinie rn des Kreisbüschels angenommen wird (Fig. 10); die 
Curve zerfillt d a m  in die Gerade m und den aus 3 als Mittelpunkt be- 
schriebenen Kreis des Btischels, die Schnittpunkte beider sind Doppelpunkte 
der Gesammtcurve; das in  Art. 28 erorterte Verfahren liefert die Inversions- 
centra und die Inversionskreise. Bus !&, Q, wird der Kreis 5 in die 
Gerade m und umgekehrt tibergeführt, aus den Punkten !&, i& werden 
beide in  sich selbst transformirt. Die zu VI, q2 gehorigen Focalparabeln 
berühren die zugehorigen Inversionskreise in  den Endpunkten der kürdesten 
Brennpunktssehne, die beiden anderen fallen mit der Axe r zusammen. Sian 
entnimmt daraus, d a s s  d i e  E i n h t i l l e n d e  e i n e s  K r e i s e s ,  dessen 
M i t t e l p u n k t  e i n e  P a r a b e l  d u r c h l t i u f t  u n d  d e s s e n  U m f a n g  den 
d i e s e  P a r a b e l  i n  d e n  E n d p u n k t e n  i h r e r  k t i r z e s t e n  B r e n n p u n k t s -  
s e h n e  d o p p e l t  b e r ü h r e n d e n  K r e i s  o r t h o g o n a l  s c h n e i d e t ,  aus 
d e m  ü b e r  d i e s e r  S e h n e  a l s  D u r c h m e s s e r  b e s c h r i e b e n e n  Kreise 
u n d  d e r  i n s  U n e n d l i c h e  v e r l a n g e r t e n  S e h n e  s e l b s t  s i c h  zusam- 
m e n s e t z t .  

Der zweite hierher zahlende F d l  wird herbeigefiihrt, wenn man den 
Mittelpunkt des Durchmesserbiischols mit einem der Grundpunkte des Kreis- 
biischels zusammenfallen Iasst; die Curve l6st sich in  einen doppelt zahlen- 
den Punkt  und eine Gerade auf. Diese bildet die Leitlinie, jener den 
Brennpunkt der Focalparabel. E s  spricht sich darin der bekannte Satz aus, 
dass die aus den Punkten einer Parabel durch ihren Brennpunlrt beachrie. 
benen Kreise von der Leitlinie eingehtillt werden. 
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XVI. 

Zur Theorie der binaren quadratischen Formen 
von positiver Determinante. 

Von 

J. VIVANT] 
in Mantua. 

1. Die vorliegende Note ist der Untersiichung der unbestimmten Gleich- 
mg:** D x 2 - 3 = y 2  

von dem Standpunkte der Theorie der quadratischen Formen aus besonders 
gewidmet. Es m6gen jedoch einige Bemerkungen über Nullformen voran- 
gehen, die vielleicht bei den nachfolgenden Entwickelungen von Nutzen 
sein werden. 

2. E i n e  ~ u l l f o r r n ' k a n n  k e i n e  u n e i g e n t l i c h e  F o r m  s e i n .  Denn 
dazu müsstc der grosste gemeinschaftliche Theiler von a ,  c in  b nicht auf- 
gehen, was unmaglich ist. 

3. E i n e  p r i m i t i v e  N n l l f o r m  (a,  b ,  - c )  i s t  s t e t s  u n d  n n r  
dann e i n e  a m b i g e  F o r m ,  w e n n  a = l  o d e r  a=2 .  

Dass in diesen Fallen die Porm ambig ist,  zeigt sich von selbst. 1st 
umgekehrt ( a ,  b, - c) eine ambige Porm,  so muss b durch a oder durch 
B Q  theilbar sein; es ist  aber c =  a +  b, folglich haben a, b, c den gemein- 
schaftlichen Theiler a oder + a ,  und die Form ist nicht primitiv, wenn nicht 
a = 1 oder a =  2 ist. 

4. D i e  W e r t h e  v o n  Dl  f ü r  w o l c h e  p r i m i t i v e  a m b i g e  N u l l -  
fo rmen (a, b, -c )  e x i s t i r e n ,  s i n d  d a d u r c h  c h a r a k t e r i s i r t ,  d a s s  
die G l e i c h u n g  A) f t i r  X - 1  o d e r  f ü r  x = 2  e i n e n  g a n z z a h l i g e n  
Werth v o n  y l i e f e r t .  

1st erstens (a ,  b, - c) eine ambige Porm, so ist a = 1 oder a = 2, und 

D = b 2 + b + l  bezw. =b"2b+4; 
durch Einsetzung in A) folgt: 

. ~ ~ ( b ~ + b + 1 ) - 3 = y " e z w .  x"b"+b+44)-3=y2. 

* Die vorangehende Arbeit ist in dieser Zeitschrift Bd. XXXI S. 273-282 
erschieneu. Sie moge im Folgenden als Z. T. 1 citirt werden. 

** Diese Gleichung werden wir von nun an als Gleichung A) leeeichnen. 
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Setzt man 2 = 2 bezw. = 1, so folgt: 

y =  + ( 2 b + I )  bezw. = f (b+l ) .  

Ha t  zweitens A) eine ganzzahlige Losung (1, y) oder (2, y) ,  so folgt: 

D = y 2 + 3  bezw. 4 D = y 2 + 3 .  

Setzt man nun y = b + 1 bezw. = 2 b + 1 (da y im zweiten Palle offenbar 
ungerade sein muss), so erhalt man: 

D = b P + 2 h + 4  bezw. = b Z + b + l ,  

so dass man die ambigen primitiven Nullformen hat: 

(2, b, - (b + 2)) bezw. (1, b, - (b + 1)). 

5. F l i r  g e r a d z a h l i g e  W e r t h e  v o n  D g i e b t  e s  k e i n e  p r i m i t i -  
v e n  N u l l f o r m e n ;  denn aus 

D = a 2 + a b + b g  

erhellt, dass, wenn Zl gerade is t ,  a und b ebenfalls gerade sein rnü~sen. 
6. B e s i t z t  d i e  G l e i c h u n g  A) g a n z z a h l i g e  L o s u n g e n ,  so  folgt  

d a s s e l b e  f l i r  j e d e  a n d e r e  G l e i c h u n g  

D ' X ' - ~ = = ~ ,  

b e i  w e l c h e r  D ' a u s  d e r  D i v i s i o n  v o n  D d u r c h  e i n  v o l l s t ~ n d i e e s  " 
D 

Q u  a d r a t  e n t s t e h t .  Denn setzt man D'= - 9 so entspringt aus der LE- 
h* 

Sung (x, y) von A) die Losung (ha ,  y) unserer Gleichung. 
7. Die Frage nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 

ftir die Losbarkeit der Gleichung A) i n  ganzen Zahlen lasst sich bis jetzt 
nicht vollst%ndig erledigen. Von der praktischen Auflfieung des Problems, 
sowio von der Aufsuchung der Werthepaare (x,  y), welche die Gleichung A) 
befriedigen , wird weiter unten gehandelt. Hier moge nur  gezeigt werden, 
dass A) s t e t s  u n d  n u r  f u r  d i e j e n i g e n  W e r t h e  v o n  D rational au f -  
l o s b a r  i s t ,  w e l c h e  N u l l f o r m e n  z u l a s s e n .  

1st g v a s  grosste in  D enthaltene Quadrat,  und setzt man: 

X 
D = g V D ' ,  x=-7 

Y 
g z  Y=Z9 

so geht A) in: 

über;  jeder r a t i o n a l e n  Losung von A) entspricht eine ganzzahl ige  
Losung von a) ,  und umgekehrt. Kun ist bekanntlich ( D  i r  i c h l e  t ,  Zalilen. 
theorie, 3. Aufl., $ 157) die Gleichung: 

a ~ ~ + b ~ " c c 8 ~ = O  

stets und n i r  dann in relativen Primzahlen X ,  y, a losbar, wenn: 

und a ,  b ,  c nicht alle dasselbe Vorzeichen haben. Wenden wir den Satr 
auf die Gleichung ar) an ,  so reduciren sich die obigen Redingungcn auf: 
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Wegen der zweiten Bedingung muss D' die Form 3.n oder 31a + 1 
haben; wegen der ersten muss ( G a u s s ,  Disq. Ar. 120) D' ungerade sein 
und keinen Theiler von der Porm 6 n + 5  besitzen.: Folglich massen in D 
der Factor 2 und die Primzahlen von der Form 612 + 5 mit geraden Ex- 
ponenten auftreten. Dies ist aber (Z. T. 1, 5 )  die nothwendige und hin- 
reiehende Bedingung für  die Existenz von Nullformen von der Determinante 
D; also ist unsere Behauptung gerechtfertigt. 

8. Bevor wir zur praktischen L6sung der Gleichung A) iibergehen, 
mfigen einige numerische Resultate angegeben werden. 

Die Anzahl der Werthe von D, welche primitive Nullformen zulassen, ist  

zwischen 1 und 1000: 147, 
1001 2000:  139, 
5001 6000: 126, 

42001 43000: 121, 
99001 100000: 117. 

Von den zwischen 1 und 1000 enthaltenen D-Werthen, welche Nullformen 
zulassen, giebt es nur  25, fiir welche die Gleichung A) unlosbar ist. 

9. Wir fanden früher (Z. T. 1, 7) als nothwendige und hinreichende 
Bedingung ftir die Losbarkeit der Gleichung A) die eigentliche Aequivalenz 
zweier primitiven reciproken Nullformen 

(a, Or -4, (4  a,  -4 
von der Determinante D. Fragt  man sich umgekehrt, ob die Gleichung A) 
für einen angegebenen Werth von D l6sbar ist , so kann man eine primitive 
Nullform (a, b, -c)  von der Determinante D bestinimen, und untersuchen, 
ob die Pormen (a, b, - c) , (b, a, - c) eigentlich iiquivalent sind. Dadurch 
erhilt man zugleich eine Losung von A) ,  falls eine solche existirt. 

10. Was die Aufsuchung einer primitiven h'ullform von der Determi- 
nante D betrifft, so k6nnen wir ahnlich wie in Z. T. 1, 5c)  verfahren. Da 
die Determinante D primitive Nullformen zuliisst, so darf in  D weder 2, 
noch 9, noch irgend cine Primzahl von der Form 6 1a + 5 aufgehen. Dann 
ist aber D ( G ~ u s s ,  D. Ar. 120, 182) in ein einfnches und ein droifaches Qua- 
drat zerlegbar : D = p e f  3qa, 

derart, dass p und g relative Prirnzahlen sind. Setzt man: 

2 q = a ,  p - q = b  
oder 

P + P = ~ ,  q - p = b ,  
je nachdem p> q oder p < q ,  80 is t :  

D = a Z + a b + b 2  

Also umfasst die erste Bedingung die zweitc. 
Zeitschrift f. MaLhomatik u. Phyeik XXXII, 6. 
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und a ,  b sind relative Primzahlen ;* daher is t  ( a ,  b, - c), wo c = a f b, 
eine primitive Nullform von der Determinante D. 

11. Entwickelt man die Periode ( G a u s s ,  D. Ar. 186 flgg.) der Form 

( a ,  b, -c), so ist die Gleichung A) stets und nur  dann losbar, wenn in 
dieser Periode die Forrn (b, a ,  -c) vorkommt. 1st i n  diesem Falle 

( a ,  b, -a') = (-a', b', a") = . . . = (- b("), 6) = (b, a ,  -a') = . . . 
= (a,  b, - a') 

die Periode von (a ,  b, -c )  (wo a' s h t t  c der Symmetrie halbor gesetzt 

wurde), (;,' 9 die hieraus entstehende Substitution, welche ( a ,  b, -c) 

in (b, a ,  -c) überführt, und setzt man 

80 ist  ( G a u s s ,  D. Ar. 189): 

= + [h", hl", . . . , Idn)] = + pl y - + [hl, h", . . ., h(")] = +_ 4 ,  

wo p, q positive Zahlen bezeichnen.*" Nun ist (Z. T. 1 ,  7) : 

also ist: 

$=-- &+Y, , = 7 / ' m 3  
eine L6sung von A). b 

12. Wir  werden x ~ t e t s  als positiv annehmen, also: 

P + P .  xz- 
b '  

dann muss y denjenigen von den zwei Werthen + - J / " F 3  orhnlten, wel- 
cher (a- b)r (mod3) is t  [siehe die Formel L )  i n  Z. T. 1, 7, wo x statt r 
im Zahler xu setzen ist]. 

13. Es handelt sich jetzt darum, alle Losungen der Gleichung A) auf- 
zufinden. 1st F =  ( A ,  B, C) eine eigentlich primitive Form der Determi- 

nante D, welche durch eine Substitution (Y,' i )  in eine anders Form F, 

übergeht,  so sind alle Substitutionen (Y:: {:) 1 welche F in FI iibcrfihreo, 

durch die Pormeln (Ga u s s, D. Ar. 203): 

c r = u t r - ( a B + y C ) u r ,  @ r = B t r - ( B B f  a C ) u r ,  
y r = ~ t r + ( ( ~ A + y B ) u r ,  a & +  (BA+ JB)ur  

gegeben, wo tr ,  zc, alle ganzzahligen Losungen der Gleichung: 

a) t 2 - D u 2 = 1  

* Die Zahlen q+p,  q - p  k6nnen keinen andern gemeinschaftlichen Theiler 
besitzen, als 2; so auch die Zahlen 2 q ,  p-  p. Sie besitzen auch thatsichlich 
diesen gemeinschaftlichen Theiler, wenn p und q ungerade siiid; das kann aber in 
unserem Falle nicht geschehen, da D ungerade sein muss. 

** Denn da a und b dasselbe Vorzeichen haben, ist  n + l  gerade, und da 
ausserdem a positiv ist, fiaben or und y stets dasselbe Vorzeichen. 
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Offenbar werden die 8) aus den y) dadurch erhalten, dass man t,x + u,y 
bezw. try + D u r s  statt  x bczw. y setzt. Hiersiis folgt, dass unendlich viele 
L6sungen der Gleichung A) durch die Porrneln: 

4 ~ r = t r % + u r y i  y r = t r y + D u r x  
gegeben sind, wo (tr, u,) alle LBsungen der Gleichung ru) darstellt.* 

Bezeichnet man durch (Tl U) die kleinste L6sung von a)  (von der 
Losung t = 1, u = O abgesehen), und setzt man + Jz = Q ,  so werden 
bekanntlich alle Losungen von a)  durch die Formel: 

t r +  QU, = ( T + Q ~ ) '  
gegeben. Bus E )  f.olgt: 

~ r + p ~ r = ( ~ + @ ~ ) ( t r + @ u r ) = ( ~ f  Q ~ ) ( T + Q U ) ~ ;  
es ergeben sich auch, wegen der bekannten Relationen: 

t r+ i+ t r -1  = 2 T t r ,  u r + i + u r - i  = 2 T u r ,  
die Recursionsformeln: 

x v + i + ~ r - i  = 2 T ~ r ,  y r + i + y r - i  = 2 T ~ r -  
14. Die nnendlich vielen Losungen der Gleichung A), welche aus einer 

dersclben-durch die obigo Methode erhaltcn wurden, konnen offenbar direct 
ermittelt werden, indem man in die Formel: 

@ + Y  x=- 
b 

nach und nach die Coefficienten aller Substitutionen einsetzt, durch welche 
(a, b, - c )  in  (b, a ,  - c) tibergeht. Wir bezeichnen der Ktirze halber diese 
zwei Pormen durch F bezw. f ,  entwickeln die Periode von F und stellen 
uns dieselbe als ins Unendliche wiederholt vor. Jede  der zwei Formen 
werden wir mit den Indices 1, 2,  . . ., r ,  . . . behxften, je nachdem sie in 

* t ,  und ~ h .  werden stets ala positiv angenommeri. 
19* 
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der unendlichen Formenreihe für  das erste, zweite, . . ., rte, . . . Mal wieder 
erscheint, so dass sowohl F, Ii;, Pz, .. ., Fr, . . ., ein und dieselbe Form 
bedeuten, als auch f, f,, f,, . . ., f,, . . . Die betrachtete Formenreihe ist 
d s o  folgende : .> F . . . f . . . F  ,... f ,... F a . . . & . . .  

Die Formeln p) des vorigen Paragraphen stellen die substitution dar, 
durch welche F  in fr tibergeht; hieraus folgt leicht, dass (x,, yr) eber, 

diejenye Ltisnng von A) ist ,  welche aus der F in fr iiberführenden Sub- 
stitution entspringt. 

Setzen wir die Reihe auch rückwlirts fort:  

m . .  F-2 m . .  f-2 m . .  F-1 . m .  f-1 m . .  P . , .  f . . .  3" . m .  fi S . .  Fa . m .  fz m . . ,  

so wird (x-,, y-,) derjenigen Substitution entsprechen, durch welche F i n  
f-, übergeht. Da 

( T + e U ) - r = ( T - e U ) ' ,  

Da x stets als positiv angenommen wird ( 5  12), so sind x,, x-, fur alle 
Werthe von r ebenfalls positiv. Aus den Pormeln: 

xr=trx+ZCrZji l ; - r= t rx-ury  
folgt niimlich : 

X,Z-.. = tr8x2 - ur2y2 = tr2x2 - ur2 ( D x Z  - 3) = (tr2 -DU,.') x 2 +  3.11,' 
= x 2 + 3 u , 8 > O ;  

nun ist offenbar x, > O für  y > O ,  x-,> O für y < 0, also in jedem Falle: 

x r>O,  x - r > o .  
Man beachte auch Folgendes : a 

1st y > O, so iut y, > O;  ist y <O,  so ist  y-, < 0. 

15. Aus jedem Paare von reciproken Nullformen von der Determinante D 
ergiebt sich eine unendliche lieihe von Losungen der Gleichung A). Ue- 
trachtet man insbesondere das umgekehrte Paer  des vorigen, nsmlich f, F, 

und iat (il: $1) die Substitution, welche f in  Er tiberführt, so muss 

aus der Zusammensetzung der Substitiitionen (;: a), (y;:: $1)- die Sub- 

stitution: (r, - bur (a+ b b )  
au, t + b u r  

entstehen, durch welche F in Fr tibergeht. E s  muss also sein: 

t r - b u r = u a f r + B ~ ' r j  (a -kb)ur=a$r+Bd;7  
azc,=ycr',+~Ty'~, t r + b ~ , = y p ' r + d O ' r ;  

durch Anwendung der Relationen (Z. S. 1, 7): 
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ergiebt sich : 
3 t r = y y i r + D ~ ~ ' + ,  3 ~ r = x l / ' r + ~ ~ ' ~ ,  

woraus folgt: 
x', = t , ~  - u,y, y', = Dur2 - try, 

Bus dem Formenpaare i", f und aus desfien Umkehrung entspringen also 
rwei Reihen von Losungen dor Gleichung A),  niimlich: 

0) (xrY y?) und (sr ,  -Y,) (r = - oo ... fa). 

16. Nunmehr aol lcn wir sehen, ob die von andercn ctwa existircndcn 
Paaren von Fullformen von der Determinante D herrührenden Losmgen 
von A) von den vorher gefundenen verschieden sind.. Sei (X, Y) eine 
irgendwie ermittelte Losung von A). Durch dieselbe in  Z. T. 1,  7 (am Ende) 
durchgcführte Schlussweise zeigt sich, dass durch Einsetzung in die dortige 
Formel c) wenigstenv eines von den zwei Werthen + Y für  f l  y und 
folglich a ,  13, d gauzzahligo Wort,he annchmen. Dicse Werthe von rr, P,  
y, 8 bilden eine Substitution, durch welche F in f tibergeht. D a  aber a l 1 0  
derartigen Substitutionen in der Reihe: 

enthalten sind, so kt auch die Losung (X, Y) in der Reihe: 

(zr 9 yr) ( r  = - W . . . + O O )  

enthalten. Gilt das obere Zeichen, so ist damit Irrewiesen, dass ( X ,  Y) keine 
neue L6sung i s t ;  im cntgegengesetzten Falle, wo niimlich ( X ,  -Y) in der 
Reihe (x,, y,) enthalten k t ' ,  gchort (X, Y) der Reihe: 

(% -Y?> ( r = - m  ... +m) 
und bildet folglich keine neue Losung. 

Die zwei Reihen: 
(xry yr) und ( ~ 7  -Y,) (r=-00 ...+a) 

enthalten also a l l e  Losungen dcr Gleichung A),  bei welchen a > O ist. 
Die übrigen Losungen sind: 

( - ~ r ,  qr )  ~Xld (-Zr,-yr) (r=-03 ... +a). 
Wegen der Relatiouen a), 5 15, kann man auch alle Losungen von A), 

bei welchen x positiv is t ,  durch die vier Reihen (wo z,, y,, mit 5, y iden- 
tisch sind) darstellen: 

(XP, g r )  ( Y = O  ... 001, 
CG, -Y,) ( r = O  ... m), 
(x'r7 Y',) ( r = l  ... m), 

( ~ ' 7  , - y'r ) (r= 1  . .. m). 

17. Do ur, y, gleiches Vorzeichen haben und mit r wachsen, so wachst 
such x, mit  r, und dassclbe findet für z: statt. D a  nun y, mit zr, y: mit 
a!, wegen der Relationen: 
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absolut zunimmt, so ktinnen wir sagen, unter den Losungen: 

(XI, yr)  (r=O ... m) 
sei (x,  y ) ,  unter den Losungen: 

iT) (r=1  m . ,  m) 

sei, (x'~, die absolut kleinste. Wir  wollen aber auch beweisen, dass 
(2, y) absolut kleiner als (a,, y',), dass (x', , absolut kleiner als (x, , y,) 
i s t ,  dass also (2,  y ) ,  ( x i ,  y;) die a b s o l u t  k l e i n s t e n  Losungen von A) 
sind. E s  wird dazu geniigen, zu zeigen, dass: 

x < 5, , x', < Zl. 

Wir  entwickeln zwei ganze Perioden der Form F, also: 

F, F', F", ..., p(n - i ) ,  F("), p + u ,  *.., F(8-l), IW, PL , FP1 , F"ll . . ., 
q ! n - O ,  FI("), I7,(n+O1 ... , F1(4, Fp)y 

WO : 
p i n +  1) = Fl(n+ 1) = f und FI(,) = F(r) = (a('), b('), 

und Sei: 

so dass man die Folge der Zahlen h(') hat : 
h', h", . . . , hln), h(n+l), , . . , h(s), h(s+l), htl , hfr1, . . . , h p ) ?  hl(nt l ) ,  . . . , hl(a). 

Man beachte Folgendes: 
a) 1st A', A'', ... eine b i h e  von positiven Zahlen, so ist allgernein: 

so ist : 

Nach diesen V ~ r b e m e r k u n ~ e n  konnen wir zum Reweise nnserer Be- 
hauptungen Ubergehen. 

E s  is t  (5 11): 
ff) 

bx = [hm, . . . , h@)] + [h', . . . , h@)] , 
BI bx, = [h", . . . , hl@)] + [h', . . . , 
Y) a z', = [h(" + 3), . . . , hln)] + [h@ + 2), . . . , h(S)] , 
6) a xPZ = [hrn + 3), . . . , + [Mn + 2), . . . , hl(B)]. 

Nun is t :  

4 [h", . . . , hc"'] = , . . . , hl(")] < [h("+31, . . . , hl(n)] 
1 b b + < [h("+3), .. . , hl("+l)] - < [h(n+31 hl(nS1)] - < [h(nf3), ... , hllal] - 1  

h ( n f  1) , . ' . Y  a a 
und ahnlich: 

* Da &rnlich a und ab+U = b gleiches Vorzeichen haben, sc muss ~ ( ~ + ' ) = f  
von F, = F mindestens um zwei SteUen abstehcn, woreus folgt n +l ( s -1. 
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7J 
0 [h', . . . , h<n)] < [h(" +'), . . . , hl(')] a ; 

es ist auch: 
1 

$) [h(" +3), . . . , h(')] < [h", . . . , h(')] < [h", . . . , h['+l)] hb+ --- 1) 

a < [h", . . . , hc8+l)] - < [h", . , . , h,cn)] - 
b b 

und ahnlich: 

4 
a 

Durch Addition von E) und 5) bezw. von rl) und 8) und Anwendung 
der Gleichungen a) und 6) bezw. 8) und y) ergiebt sich: 

also : 

18. Der in Z. T. 1, 10flgg. untersuchte besondere Fa11 zeigte uns, 
wieviel die L6sung einer unbestimmten Gleichung zu zwei Variabelen er- 
leichtert wird, wenn sie symmetrisch ist. Wir  fragen uns nunmehr, i n  
welchen Ftillen die Gleichung A) auf eine symmetrische Gleichung zurück- 
geführt werden kann. Dass dies in  einigen Fallen moglich is t ,  zeigt uns 
das folgende Beispiel. 

1st D gleich einem um eine Einheit verniinderten Quadrate, also D = rn2- 1, 
so geht durch die Substitution y =  mz+s die Gleichung A) i n  die sym- 
metrische Gleichung: 

z 2 + z 2 + 2 m x a = - 3  
iiber. 

19. Wir  wollen nun sehen, ob man im Allgemeinon eine lineare ganz- 
zahlige Substitution : 
a) a ! = a x + b y ,  w = c x + d y  

bestimmen darf, welche die Gleichung A) in eine in ,e und w symmetrische 
Gleichung [die als Gleichung 13) bezeichnet werden mage] überführt. 1st 
dies moglich, so sind die Losungen (w, a) der Gleichung B) so bescharen, 
dass die Beihe der Werthe von w mit der Reihe der Werthe von a! zusam- 
meniillt; sind also : 

Wo, WI, - . a l  W,, . . . j  Qo, SI, ..., Br> m . .  

die Reihen der Werthe von w bezw. 5, der Grosse nach geordnet, so kann 
man sich vorsetzen, es müsse 

B )  wo=dl i  w1=a2, ..-, wr-l=a,, ... 
sein (vergl. den in Z. T. 1 behandelten Fall). D a  aber (5  13): 

kt, so werden alle Gleichungen p )  erfüllt, sobald zwei von ihnen befriedigt 
sind. Unscro Substitution a) muse also den zwei Gleichungen: 
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W o = B 1 ,  W 1 = B Z ,  

d. i.: 
Y )  a$,+ byl= crç, + dg,, 

6) ax,+by,=cx,+dy, 
gentigen, wo ( 5  13): 

xl = 27x0 + UYO 1 

Y1 " D U % +  TYO, 
xn = l ' x l +  U y l = ( T e + D U 2 ) ~ o + 2 T U ~ ~ l  
y9 = D'UZ,+ T y l  = Z D T U x 0 + ( ( T Z f  D u 2 ) y o l  

T 2 - D U 8 = 1 ,  
DE," = 3  

kt. 
Schreiben wir der Einfachheit wegen p, p stat t  sol go, und setzen uns 

vor, a ,  b, c, d als lineare homogene Punctionen von Pl p zu bestimmen: 

a=a,p+a29,  b=b,p+b,p, 
c =  c,p+c,p, d = d , ~ + d , q .  

Durch Einsetzung der Werthe von a ,  b, c, d l  x, ,  y, i n  y )  ergiebt sich: 

( a , T + b , D U ) p V  (%,+aa, u + ~ l ~ + b , D u j ~ q + ( b , ~ + a , ~ ) p 2  
= c , ~ ' + ( c , + d , ) ~ ~  +&aZ.  

Diese Gleichung ist identisch erfiillt, wenn: 

c, =a ,T+b ,DU,  
c,+d,=a,T+a,U+b,T+b,DU, 

d,=h,T+a,U 

ist. Man erhi l t  aus 6) suf dieselbe Weise: 

c , T + d l D U = a l ( 2 T a - 1 ) + 2 b l D T U l  
clU+d,T+c,T+ ~~U=a,(2!l'2-1)+2b,DTU+2a1TU+bl(2T2-1), 

e , U + d , T = 2 a , T U + b 2 ( 2 T Z - 1 ) .  
Bus diesen Gleichungen ergiebt sich nach leichten U m f ~ r m u n ~ e n :  

c l=a lT+blDU,  q = a , T + b , D U ,  
dl = a, U+ b, T ,  d, = a, U + 6, T. 

Die Determinante der Substitution a) is t  also: 

A =  a d -  bc= U [ ( a , 2 - D b , 2 ) p e + 2 ( a l a , - D b l b , ) p p +  (a,"-Db,e)q2]. 

Dieser Ausdruck wird betrachtlich vereinfacht, wenn es moglich ist, a,, a,, 
4,  6, deiart zu bestirnrnen, dass aie den folgenden drei Gleichungen ge- 
nügen : 

E) al2 - D b," - D, 

5) a,$-Db,b,=O, 
T I  a:-DbZe= 1 ;  

dann ist: 
a) d =  U(qe-Dp"=-3u.  

Quadrirt man 5 )  und benutzt die durch r) ,  7) gegebenen Werthe von als, 
DbZB, 80 wird: 

a,# D(b," - 1) = blzD (aZ2 - 1) , 
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~0r;ius a: = bI2. Nimmt man b, = a2 a n  und setzt in  i) ein, so erhilt  

man al= b2D. E s  kommt also Alles daranf a n ,  a, und b, der Gleichung 
q) gemass zu bestimmen. D a m  kann man einfach: 

a, =. T, 6 ,  = U 
nehmen; dann ist 

a, = D U ,  b, = Tl 
q = 2 D T U 1  d , = T 8 + D U 8 ,  
e , = T Z + D U "  d 2 = 2 T U .  

Bus a) folgt wegen 8): 
1 1 

z=-( -da+bw) ,  y=-(CB-aw),  
3 U  3 U  

also : 
1 

3=Dx2-y%=-  [ ( D a e - c " z 8 + ( D b 2 - a 2 ) w 2 - 2 ( D b d - a c ) z w ] .  
9 U' 

Nun findet man loicht: 
D b 2 - a e =  ( T B - D U Z ) ( D p 2 - q 2 ) = 3 ,  
Dd" cc" = ( T 2 - D U Z ) ( D b e - a 2 ) = 3 ,  

D b d - a c =  T ( D b q - a 2 ) = 3 T ;  

die vorige Gleichung reducirt sich also auf: 

9 U Z = a " w 2 - ~ T z w ,  

welches die gesuchte symmetrische Gleichung B) ist. 
20. Da wir x stets als positiv annehmen (§ 12) und die gefundenen 

Werthe von a ,  71, c l  d positiv sind, so sind w,  z wegen der Formeln a) ,  

5 19, ebenfalls positiv. 
Durch AuflGsnng von B) ergiebt sich: 

ff W = T B +  u/-9 
oder 

# =  TW T uJuw2+9, 
also : -- 

Z r + ~  = Ta, + u/=, w,+i = Tw, + U ~ D W ~ V Y .  

Hieraus erhiilt man die Werthereihen: 

~obald die kleinste L6sung (w,, fi0) von B) bekannt ist. 
Bus a) folgt: 

-- sui- T+ U D B  
d s J~~L+s' 

dw 
Dass -) O,  wenn man das obere Vorzeichen annimmt, ist  einleuchtend; a B 
wir wollen aber auch zeigen, dass diese Ungleichung selbst im entgegen- 
gesetzten Falle besteht. Da nfimlich, wie aus der Gleichung TZ- D U Z =  1 
folgt : 

ist, und ansserdem: 
JDel+S>sJD, . , ,  

so ist im betrachteten Falle: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



298 Zur Theorie der bin%ren quadratischen Bormen etc. 
__I-L__X__y___Y_U_--- 

Kennen wir also eine Losung (W, 2) von B) und wissen, dass der 
Werth Z von a der kleinstmogliche ist, so konnen wir behaupten, dass 

(W, 2) die kleinste Losung is t ,  bei welcher (wegen der angenommenen 
Relation a, = w,,l) w > z ist.* Nun ist 13) fïir w = 377, z = 0 befi-iedigt; 
man muss also w O = 3 U 7  z ,=O 

setzen, und es giebt zwischen O und 3 27 keinen Werth von w, der irgend 
einer Losung gehore, bei welcher z positiv und kleiner als w ist. 

Lasst sich für einen angegebenen positiven Werth W von w, der nicht 
der Werthereihe wr angehort, die Gleicttung B) in ganzen Zahlen auflosen 
und sind 2, 2' die zwei aus B) für w = W entspringenden Werthe von 8, 

wo Z <  W < Z r  ist,"' so muss, wenn W zwischen w, und wr+i lie& 

Z zwischen a, und z,+ 1 (wegen > O) liegen; folglich, da die Reihen 

der Werthe von w und a identisch sind und 
B r = W y - t ,  Br+l=Wr 

schiebt sich ein neuer Werth von w i n  die Reihe der w-Werthe zwischen 
w,-1 und-w, ein. Fahrt  man so fort,  so findet man schliesslich, dass 
zwischen O und 3U ein Werth von w liegen mnss. Solcher Werthe kann 
es mehrere geben: w', w", . . . , w(s) ; 

jedem von diesen entsprechen, wie überhaupt jedem Werthe von w, zwei 
Werthe von s; der eine ist negativ und interessirt uns darum nicht, der 
zweite liegt zwischen al und 2,. Jedem dieser Werthe, die, als w-Werthe 
angenommen, zwischen w, und w, liegen, entsprechen zwei a-Werthe; der 
eine coincidirt der Grosse nach mit einem der Werthe w', w", .. ., ist also 
zwischen fi,, und zl enthalten, der zweite l i e d  zwischen ad und z3, folglich, 
als w-Werth angenommen, zwischen w, und w,. Man sieht ein, dass jcder 
der Werthe w', w", . .. eine unendliche Werthereihe erzeugt, welche sich 
i n  die Reihe 

BI w0, wl, m.., W,, ... 
derart einschiebt, dass ein Element jeder neuen Reihe i n  jedem Intervalle 
der Beihe f i )  liegt. Solche Beihen Sind offenbar nur  in  endlicher Anzahl 
vorhanden. 

* Dass Z < W  sein muss, ist einleuchtend, da aonst eine aadere Losung 
w = Z ,  s= W existirte, bei welcher der Werth von z kleiner ware als bei der 
L&ung (W, Z )  , was der Annahme widerspricht. 

++ Es ist: 
Z'= TW+ uvDTiT'+.9> W, 
~ = T w - u V ~ ~ < T W - U W V U = ( T - U ~ P ) W ;  

da aber: 
( ~ - ~ m ) ( T + v v n ) = i ,  O < T - U V ~ < T + ~ ~ ~ ~  

so ist Z LW. 
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Wir bezeichnen im Folgenden die Reihe p) durch P, die Reihen, welche 
I I I  

au w ,  w , ... entstehen, durch P', PM, ... 
21. Es m6ge nunmehr untersucht werden, ob alle den L o ~ u n g e n  von 

B) entsprechenden LGsungen von A) ganzzahlig sind. D a  aber ganzzahligcn 
Werthen von x ganzzahlige Werthe von y wegen A) entsprechen, so konnen 
wir unsere Untersuchungen auf die Werthe von x beschranken. 

Die Werthe der Reihe P sind efimmtlich durch 3 U theilbar. Aus der 
Gleichung : 

w , + ~ =  TW,+ u J n w t . + 9  
ersieht man niimlich, dass, wenn wr durch 3 U theilbar is t ,  dasselbe fiir 
w,+i stattfindet; nun ist w, = 3 U, also sind siimmtliche Elemente der 
Beihe P durch 3 U theilbar. Da aber (5 19) : 

so sind alle dcn Werthen der Reiho P entsprechenden Werthe von x ganzzahlig. 
22. Fassen wir jetzt die übrigen Reihen ins Auge, so ersehcn wir vor 

Allem, dass der Factor U irn Nenner der rechten Seite von a ) ,  5 21, ver- 
schwindet. Es  ist ngmlich: 

u )  3 U x = -  [ ( T ' + a  U Z ) p  + 2 T u g ] ~ +  [TP + UZ]ZU 
- = - T8pz  + Tp w  (mod U) ; da aber 

/l) Ta-1 ( m o d U ) ,  s = T w + U f ~ w ~ + 9 - T w  (modU),  
s o  ist: 

3 U x = p ( T w - s )  ( m o d U ) r O  ( m a d u )  
und 32 ist ganz. 

13. Um zu untersuchen, ob auch x  ganz is t ,  schicken wir drei ein- 
fache Bemerkungen voraus. 

a) 1st (X, Y) eine Losung der Gleichung A) ,  so ist  weder X ,  noch 
Y durch 3 theilbar; denn sonst miss te  

durch 9 theilbar sein. D X e -  Y ' =  3 

b) Sind m, lz zwei durch 3  nicht theilbare Zahlen, so geht 3 entweder 
in na+ ri oder in  m - fi auf. 

c) 1st ein Element einer Reihe Pi') durch 3 theilbar, so findet dasselbe 
für alle Elemente der Reihe statt. Denn zwei benachbarte Elemente von 

P[rl sind durch die Gleichung: 
~U:L~= - TU):) + U / D W ~ J ' +  9 

verbunden. Wir konnen dann kurz sagen, die Reihe Pl3 sei durch 3 theilbar. 
Nun ist wegan a ) ,  B ) ,  5 22: 

3 U z =  [TP+  U q - T I ( T 2 + D U Z ) p + 2 T U p I ] w  
+ [ (T2+ D  U 2 ) p + 2 T U q ]  u J G + 9  

= - [ 2 D T U e p + ( T e + D U P ) U q ] e o  
- [ ( T ' + D U ' ) P + ~ T U ~ ]  ~ p " m 9 ,  

also mit Hineuziehung der Formeln in 5 19: 
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oder, da es nur  auf den absoluten Werth von x ankommt (vergl. 5 12): 

a) 3 x = y , w  + x, J D W * + ~ .  
Gchort nun w einer durch 3 theilbaren Reihe a n ,  so sind die bciden durch 
or) gegebenen Werthe von x ganzzahlig; geh6rt aber w einer durch 3 nicht 
theilbaren Reihe an ,  so ist jedenfalls der eine jener beiden Werthe ganz. 
zahlig. 

24. Bus 5 19 erhiilt man:  
3y= D X , W +  y,JDw'+4. 

Drücken wir x und y durch p und q aus ~ n d  setzen wieder x,, y, statt 
pl q ,  so erhalten wir schliesslich: 

3a= [ 2 T D U 2 0 + ( 1 ' Z + D U 2 ) y O ] ~  + [ (T5+DU2)z0+21'77&]  JDW~$~, 
-- 

3y = [ (T2+SUU')3;0+2TUyO]Dw + [ 2 T D  U z O $  ( ~ ~ + ~ U - ~ ) y ~ ] ~ D a u ~ + 9 .  
25. Fassen wir s~mmtliche in  den letzten Paragraphen eutwiçkelte 

Resultate zusammen, so konnen wir schliessen: 
Sind 

~1 kt, kW, . .. , ?ifS), k(@+') = 3 U 
alle zwischen 0 und 3 U +  1 (die Grenzwerthe ausgeschlossen) enthaltenen 
ganzzahligen Werthe, welche, in  die Gleiehung: 

pl z 2 + w 2 - 2 T z w = 9 U 4  
eingesetzt, ganzzahlige Werthe für s geben, so bildet jeder der Werthe a), 

z. B. k('), das erste Glied einer unendlichen Reihe P(') von ganzen Zahlen: 

M r ) ,  k1('), k2(+), . . . , 
welche dem Gesetze: 

Y )  k!&i = ~k:')+ u-9 
gem&ss fortfahren. Bus jedem Elementé kl) entspringen zwei Losungen der 
Gleichung p )  , namlich : 

Y) W = k p ,  8 = kg.1 
und 

8 )  
Die Losungen der Gleichung : 

E )  D x x - 3 = y z  
hiingen von denjeuigen der Gleichung @) durch die Relationen zu 5 24 ab. 
Bus jedem Elemente k f )  entspringen zwei Losungen von e) oder nur eine, 
je nachdem die Reihe Pc') durch 3 theilbar ist oder nicht. Es entsprechen 
niimlich den beiden Losungen y), 8 )  im ersten Fallo und nur einer der- 
selben im zweitcn ganzzahligo Werthe für  z und y. 

Man tua ,  den 21. April 1887. 
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XVII. 

Ueber Schnitt und Schein eines windschiefen Vierecks. 

Von 

Dr. C. BEYET, 
in Zfirich. 

LIierzu Taf. IiI Fig. 11. 

Wir gehen von einem Kegel zweiten Grades K2 und zwei windschiefen 
Geraden gl ,  g2  "US, welche K2 berühren. Indem wir die Tangentialebenen 
des Kegels mit den Geraden gl ,  g, schneidcri, erhalten wir auf dicscn zwci 
projective Punktreihen. Die Verbindungslinien ihrer enteprechenden Punkte 
hilden eine Regelschaar eines Hyperboloids Ha. Bei dieser Entstehung von 
Hg sind die Tangentialebenen des Kegels zugleich Tangentialebenen des 
IIyperboloids. Folglich ktissen sich Kegel und Hyperboloid in einem Kegel- 
echnitt Y2 berühren. Seine Xbene E ist die Polareberie von der Spitze C 
des Kegels in  Bezug auf das Hyperboloid. Sind h,,  h, zwei Gerade der 
erwahntcn Rcgelschaar, so schneiden sie g,, g, und berühren K2 in Ta. 
y, ,  g, beriihren K obenfalls in Punkten von T2. W i r  schliessen daher: 

S i n d  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  g,h, ,  g,h, e i n e s  
w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  T a n g e n t e n  e i n e s  K e g e l s ,  s o  l i e g e n  i h r e  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  i u  e i n e r  E b e n e .  

2. 

Schncide eine beliebige Ebene E die Geraden glhl,  g2h, in den resp. 
Punktcn G ,  H l ,  G2 Li,, so k6nncn wir durch dieselben einen Kegelschnitt Te 
legen. Dieser bestimmt mit einem der Geradenpaare g,g,, h,lz2 ein Hyper- 
boloid ITZ, auf dem das andere Paar  liegt. Lassen wir jetzt Te das Kegel- 
achnittbüschel durchlaufen , welches G, , N, , G, , Hz zu Grundpunkten hat, 
$0 erhalten wir für jede Lage von T2 ein Hyperboloid Hz. Alle diese 
Hyperboloide haben das windschiefe Viereck g, hlgz h, gemeinsam, sie bilden 
folglich ein Büschel. Fur jedes Hyperboloid des Büschels giebt es z w e i  
r e el1 e Stellungen von Ebenen , welche das Hyperboloid nach Kreisen 
echneiden. B l s o  werden die Geraden g, , h, , g, , h, von einer solchen Ebene 
in vier Punkten eines Kreises geschnitten. Wir  bezeichnen dieselbe alu eiue 
K r c i s s c h n i t t e b e n e  d o s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s .  
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Nun sind im 13iischel unendlich viele Hyperboloide, a190 giebt es un- 
endlich viele SteUungen von Kreisschnittebenen des windschiefen Vierecks. 
Sei dann P ein beliebiger Punkt  des Raumes, so geht durch P und eine 
reelle Stellung eine reclle Ebene. W i r  sagen daher: 

D u r c h  e i n e n  r e e l l e n  P u n k t  d e s  R a u m e s  g e h e n  unendl ich  
v i e l e  r e e l l e  E b e n e n ,  w e l c h e  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  Se i ten-  
p a a r e  e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  i n  P u n k t e n  e i n e s  Kreises  
s c h n e i d e n .  

3. 
Wir wenden uns zur Construction der Kreisschnittebenen. Der Kürze 

halber wollen wir die Ebenen g,hl, g2h, mit E l ,  E, bezeichnen. Al,, AZ3 
seien die Schnittpunkte von g, h, , g, h, ; A,, , As1 seien diejenigen von g, h,, 

g,hl. g sei die Schnittlinie der Ebenen XI, E,. h sei die Verbindungs- 
linie der Punkta A,, , A,, (Fig. 11) *. Wir  gehen von einem Punkte t> in y 
aus und suchen die Ercise KIa der Ebene E l ,  welche g, i n  G,Gf,, h, in 
Hl H', s O treffen , dass G, Hl, G', H', au€ Geradcn Q, , Q', durch P liegen. 
F ü r  diese Kreise hat P die niimliche Polare pl. E s  ist diejenige Gerade 
durch All,  welche von P durch g1h, harmonisch getrennt wird. Fallen wir 
aus P die Normale ml zu p l ,  so liegen in ml die Mittelpunkte XI der Kreise 
El2. Sei X ein Punkt  von e i n  e m dieser Kreise, so geht letzterer auch 
durch den Punkt X I ,  welcher durch P und pl von X harmonisch getrennt 
wird. XXl bestimmen den Kreis. W i r  konnen also durch jeden Punkt 
der Ebene einen Kreis KIz legen. Folglich bilden die Kreise KI8 ein Bu- 
schel B I .  Die Geraden gl ,  h, schneiden dasselbe in  Paaren einer Involution, 
mithin sind auch die Geraden pl, Q',, welche diese Paare mit P verbin- 
den,  entsprechende Strahlen einer Involution J I .  Jedes Paar derselben 
schneidet g,hl in vier Punkten eines Ereises ICI2. Nun führen wir einen 
analogen Gedankengang für die Ebene E 2  durch. W ir bestirnmen die Kreise 
KZZ, welche g,h2 in  Punkten G, Gr,,  H, H', schneiden, von denen GeEer 
G', H', auf Geraden g,, p', durch P liegen. Diese Kreise bilden ein BU- 
schel B, und haben ihre Mittelpunkte N2 auf einer Geraden rn, durch F. - 
welche zu p2 - der vierten harmonischen von PA,, in  Bezug auf g,h2 - 
senkrecht steht. Die Geraden g2,  h,  chn ne id en die Kreiee K," in Paaren 
einer Involution, also bilden auch die Geraden e,, e'2 eine Involution J,. 

Die Linie g trifft die Kreise der Biischel BI, B, in  Paaren von Invo- 
lutionen. Bcide haben den Punkt  P und den Schnittpunkt der Linien p l ,  p, 
zu Doppelelementen; folglich fallen die zwei Involutioncn in eine - J - 
zusammen. Je  ein Kreis BI2 schneidet einen Kreis h',, in einem Paare 
dieser Involution. Durch dieselbe sind also die Kreise KIB, K: und somit 
auch die Paare der Involutionen JI, J,  einander eindeutig zugeordnet 

* In der Figur ist angenommen, dass E, die Aufrissebene und E, die Grund- 
rissebene sei. 
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4. 
Wir ziehcn ails den obigen Ueberlegungen einigc Schlüsse für die 

Kreisschnittebenen. 
Sei in der Ebene E, eine Gerade Q, gezogen, welche g in  Pl g,h, in  

G,Hl treffe (Fig. Il), so geht durch die letzteren zwei Punkte ein Kreis E:. 
Derselbe schneidet g in  zwei Punkten Pl, Pa. Durch sie geht ein Kreis K:. 
Seine SchnittpunkB mit g,, h, seien C,G',, E,Bt,. Von diesen liegen 
G,H,, G',H', auf Geraden Q,, Q', durch P und es ist 

P G l . P H l  = PPl.PPg = PG2.P11 ,=  P G  ',.PE',. 

Daraiis folgt, dass die Punkte G,,  Hl, G,, H, auf einem Kreise liegen 
und ebenso die Punkte G,, H l ,  G',, Br2. Also Sind die Ebenen q, q2 und 
B, 4, Kreisschnittebenen. I n  maloger W eise erhalten wir die Kreisschnitt- 
ebenen durch eine Gerade der Ebene E, oder der Ebenen g, h,, g,h,. Wir  
schliessen daher : 

D u r c h  e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  e i n e r  E b e n e  d e s  w i n d s c h i e -  
fen V i e r e c k s  glh,g,h, k o n n e n  w i r  z w e i  E b c n e n  l e g e n ,  w e l c h e  
zwei g e g o n i l b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  i n  P u n k t e n  e i n e s  K r e i s e s  
schneiden.  

Die gegebene Construction der Kreisschnittebenen versagt, wenn die 
Gerade, durch welche wir die Ebenen legen wollen, parallel zn g oder zu h 
ist. Sei z. B. pl parallel zu g, so giebt uns folgender Gedankengang eine 
Kreisschnittebene durch p l :  die gesuchte Ebene wird jedenfallv E, in  einer 
Geraden g, schneiden, welche zu g païallel ist. Somit sind pl, p, zwei 
parallele Sehnen des Kreises der Ebene. Also muss die Gerade, welche die 
Mitten der Sehnen verbindet, zur Richtung dersolben senkrecht stohen. 
Legerr wir daher durch die Mitte SI der Punkte G,, Hl ,  in  denen pl die 
Geraden g,, hl trifft, die Normalebene N zu el, 90 muss diese p, in der 

Mitte S, der Purikte Gg , H2 schneiden, welche Q, mit g,, h, gemeinsam 
hat. Nun liegen die Mitten zwischen allen Punkten, in  denen Parallele 
zn g die Geraden g,, h2 treffen, auf einer Linie s,, welche 4, mit der 
Mitte S von A,,,  A,, verbindet. N schneidet s, in einem Punkte S,; durch 
diesen geht die gesuchte Gerade q,, welche mit q, in  einer Kreisschnitt- 
ebene liegt. 

Verschieben wir jetzt p, parallel zu sich selbst, so erhalten wir ftir 
jede Lage von Q, eine Kreisschnittebene, welche zu g parallel ist. Rei dieser 
Verschiebung bewegt sich S, auf der Mittenlinie A,,S - sagen wir auf s,. 
Die Normalebenen in den Punkten S, zu den Geraden q, sind zueinander 
parallel und schneiden die Ebene s,s, in den resp. Verbindungslinieu S, , 8,. 
Polglich sind auch diese sueinander parallel und durch ihre ILichtung müssen 
die in Rede stehenden Kreisschnitiebenen gehen. Die Richtung Sl Sz wird 
am einfachsten als Richtung der Transversalen durch S zu h construirt, 
welche in S zu g senkrocht steht. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



304 Ueber Schnitt und Schein eines windschiefen Vierecks. 

Indem wir das Analoge fiir Kreisschnittebenen zeigen, welche zu h 
parallel sind , schliessen wir : 

S o l l e n  z w e i  g e g e n l i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  e i n e s  wind-  
s c h i e f e n  V i e r e c k s  v o n  e i n e r  E b e n e ,  d i e  z u  e i n e r  f f l n f t e n  Se i te  
p a r a l l e l  i s t ,  i n  P u n k t e n  e i n e s  K r e i s e s  g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  s o  

m u s s  d i e s e  E b e n e  a u c h  z u  d e r  T r a n s v e r s a l e n  d e r  f ü n f t e n  u n d  
s e c h s t e n  S e i t e  p a r a l l e l  s e i n ,  w e l c h e  i n  d e r  M i t t e  d e r  f t inf ten 
S e i t e  ttuf d i e s e r  s e n k r e c h t  s t e h t .  

5. 
Wir knüpfen wieder a n  die Erb-terungen a n ,  welche am Anfang von 4. 

stehen. 
Schneide K: die Geradcn g,, hl ausser i n  Gl Hl noch in G', H',, 00 

liegen diese zwei Punkte auf einer Geraden @', durch P (Fig. 11) und es ist 

PG',. PH',= P P l . P P 2 =  PG2.PHs = PG',.PH',. 
Folglich sind auch die Ebenen Q ' ~  und e'l grz  Kreisschnittebenen des 
windschiefen Vierecks. Bernerken wir, dass Q ,  Q', , ' p z  Paare der Invo- 
lutionen J I ,  J, sind , welche durch das Paar  Pl P2 der Involution J einander 
zugeordnet werden, so sagen wir: 

D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  j e  d u r c h  e i n e n  S t r a h l  d e r  I n v o l u t i o n  
J ,  u n d  e i n e n  S t r a h l  d e s  e n t s p r e c h e n d e n  P a a r e s  d e r  I n v o l u t i o n  
J,  g e h e n ,  S i n d  R r e i s s c h n i t t e b e n e n  d e s  w i n d s c h i e f e n  Vierecks.  

Wir  wollen die vier Ebenen g , ~ ,  , pl  g', , Q', g ,  und grl ein Qua-  
d r u p e 1  v o n  K r e i s s c h n i t t e b e n e n  durch P nennen. Dann fragen wir 
nach ihrer Enveloppe. Sie wird durch die Ebenen gebildet, welche dureh 
entsprechende Paare von zwei einander eindeutig zugeordneten Strahleninvn- 
lutionen an demselben Scheitel gehen. Tm Allgemeinen erzeugen nach einem 
Satxe von J O  n c q u  i è r e s  * xwei solche Involutionen einen Kegel vierter 
Classe. I n  unserem Falle erleidet aber die Zuordnung der Involutionen eine 
Specialisimng. Setzcn wir nLiiilich an Stelle von Q ,  die Gerade g,  so geht 
durch die Punkte AlZ9 AZi auf g ein Kreis Ki2 und ein Rreis K,! Daraus 
folgt,  dass sich g in der Zuordnung der Involutionen selbst entspricht. Also 
is t  jede Ebene durch g ein Theil unseres allgerneinen Erzeugnisses. Dasselbe 
zerfillt daher in ein Ebenenbtischel durch g und einen Kegel dritter Claase. 

Indem wir in  analoger Weise die Kreisschnittebenen durch einen Punkt 
von h untersuchen, schliessen wir : 

D i e  E b e n o n ,  w e l c h e  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  
e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  ' in P u n k t e n  e i n e s  K r e i s e s  ~ c h n e i -  

* J O  n c q ui èr e s , Th6orèmee généraux concernant les courbes géométriques 
planes d'un ordre quelconque (Journal de l ~ i o u v i l l e  1861, p. 117). Vergl. C r e -  
m o n a ,  Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, 1862, p. 64. 
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den u n d  d u r c h  e i n e n   unk kt e i n e r  f ü n f t e n  S e i t e  d e s  V i e r e c k s  
gehen ,  u m h ü l l e n  e i n e n  K e g e l  d r i t t e r  C l a s s e .  

Liegt P auf g unendlich fern, so zerfallt dieser Kegel in  das Büschel 
von Parallelebenen, welches wir unter 4. nachgewiesen haben, und in zwei 
Ebenenbüschel, deren Scheitelkanten die Stellungen von E, und E, sind. 
Lassen wir P die Gerade g durchlaufen, so erhalten wir zu jeder Lage von P 
einen Kegel drittcr Classe. Wir  konnen beweisen, dass alle diese Kegel 
sich in der namlichen Curve dritter Classe Cs, auf der unendlich fernen 
Ebene schneiden. Seien namlich pl e'l, e2 e', wieder zwei entsprechende 
Paare der Involutionen J I ,  J, am Scheitel P und ziehen wir durch einen 
Punkt P* auf g zu diesen Strahlen die Parallelen, so folgt aus der Aehn- 
lichkeit der entstehenden Figuren, dam die resp. Schnittpunkte der Paral- 
lelen mit g,hl, g,h, auf Kreisen liegen, deren Potenzen in Bezug auf P* 
die namlichen sind. Also bestimmen dieso Parallelen Kreisschnittebenen des 
windschiefen Vierecks , welche den Ebenen Q, Q,, el Ga, ell ez,  e'l Prn parallel 
sind. Es ist folglich jedem Qutadrupel von Kreisschnittebenen durch E 
ein Quadrupel durch P* parallel. Nun urnhüllen die ersteren Ebenen einen 
Regel dritter Classe, also thun es auch die Kreisschnittebenen durch E" 
und beide Kegel schneiden sich auf der unendlich fernen Ebene. 

Indem wir in angegebener Weise durch alle Punkte P von g die Kreis- 
schnittcbcnen zoichncn, erhalten wir alla moglichen Kreisschnittebenen, da  
jede von ihnen g schneiden muss. Somit stcllt uns die Curve Cs,, dio Stcl- 
lungen dieser Kreisschnittebenen vor. Daraus folgt unmittelbar : 

D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  
eines w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  i n  P u n k t e n  e i n e s  K r e i s e s  s c h n e i -  
den u n d  d u r c h  e i n e n  r e e l l e n  P u n k t  d e s  R a u m e s  g e h e n ,  u m h t i l -  
len e i n e n  K e g e l  d r i t t e r  C l a s s e .  

Wir erwihnen, dass vier Ebenen dieses Kegels den Ebenen des wind- 
schiefen Vierecks parallel sind und zwei den Seiten g resp. h. 

Suchen wir die Kreisschnittebenen, welche durch eine beliebige Gerade 
gehen, so construireii wir i n  zwei Punkten der Geraden die Kreisechnitt- 
ebcnen. Sie umhullen Kegcl dritter Classe, dio sich .in der unendlich fernen 
Ebene schneiden. Die gemeinsamen Tangentialebenen der zwei Kegel losen 
die Aufgabe. Wir  schliessen daher : 

D u r c h  e i n e  b e l i e b i g e  r e e l l e  G e r a d e  i m  R a u m e  g e h e n  d r e i  
Ebenen ,  w e l c h e  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  e i n e s  
a i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  i n  P u n k t e n  e i n e s  K r e i s e s  s c h n e i d e n .  

6. 
Zwei Kreise .KI2, Kaa [4.), welche sich i n  zwei Punkten von g schnei- 

den, bestimmen eine Kugel K,". Sind wieder pl pz die Verbin- 
Zoltschrift f .  Mathematik n. Phyaik XXXLT, 6. 20 
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dungslinien der Punkte, in denen g,h,, g8h,  die Kreise K:, KZ2 treffen, 
so. schneiden die Ebwen g, g, , q, G,, p'l Q, und Q', g', au8 der Kugel Kreise, 
auf denen die erwahnten Schnittpunkte liegen. Wir  sagen daher : 

E i n  Q u a d r u p e l  v o n  K r e i s s c h n i t t e b e n e n  d u r c h  P s c h n e i d e t  
d i e  g e g e n i i b e r l i e g e n d e n  S e i t e n p a a r e  g,h,, g2h, e i n e s  m i n d s c h i e -  
f e u  V i e r e c k s  i n  a c h t  P u n k t e n  ei-ner K u g e l .  

Lassen wir jetzt k-li,e, K," die Büschel BI, B, (3.) durchlaufen, so 
erhalten wir zu jedem zugeordneten Paare von Kreisen eine Kugel X:, 
Die Mittelpunkte aller dieser Kugeln liegen in der Schnittlinie mg der Nor- 
malebenen dureh ml resp. m, zu El resp. E,. Dieselbe geht folglich durch 
P und muss zur Ebene p,p, - sagen wir P - senkrecht stehen. Also 
ist P und P in Bezug auf die Kugeln Kg2 Pol und Polarebene. 1st x ein 
Punkt  von einer Kugel Kg2, so liegt auf ihr auch der Punkt X I ,  welcher 
durch P und P von X harmonisch getrennt wird. XX, bestimmen diese 
Kugel. E s  geht also durch jeden Punkt  des Raumes eine Kugel Kg4 und 
wir schliessen : 

W i r  k o n n e n  d u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  d e s  R a u m e s  
s t e t v  e i n e  E u g e l  s o  l e g e n ,  d a s s  s i e  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  Se i -  
t e n p a a r c  c i n o s  w i n d s c h i c f c n  V i e r e c k s  i n  a c h t - P u n k t e n  s c h n e i -  
d e t ,  w e l c h e  i n  v i e r  K r e i s s c h n i t t e b e n e n  d u r c h  e i n e n  g e g e b e n e n  
P u n k t  e i n e r  f i i n f t e n  S e i t e  d e s  V i e r e c k s  l i e g e n .  

Lassen wir jetzt P die Gerade g durchlaiifen, so fragen wir nach dem 
Orte der Linien mg. Da bemerken wir, dass zu jeder Lage von P eine 
Ebene P gehort. Alle diese Ebenen bilden ein Büschel, das h zur Scheitel- 
kante hat. Fiillen wir auf dieselben aus den Punkten P die Senkrechteu, 90 
müssen diese einer Ebene parallel sein, welche zu h senkrecht steht. Nit- 
hin ist  jedem Punkte P cin Punkt  der uncndlich fcrnen Geraden zc zugeord- 
ne t ,  welche die Normal;tellung zu h ist. Die Verbindungslinien der zu- 
geordneten Punkte sind die Geraden mg. Folglich bilden dieselben eine 
Regelschaar Rg eines hyperbolischen Paraboloids. Wir sagen daher: 

D i e  K u g e l n ,  w e l c h e  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  
g,h,,  g,h, e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  i n  G r u p p e n  v o n  ach t  
P u n k t e n  e i n e s  Q u a d r u p e l s  v o n  K r e i s s c h n i t t e b e n e n  d u r c h  einen 
P u n k t  e i n e r  f ü n f t e n  S e i t e  t r e f f e n ,  h a b e n  i h r e  M i t t e l p u n k t e  
a u f  e i n e r  R e g e l s c h a a r  e i n e s  h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d s .  

Eine analoge Betrachtung, bei der wir von h ausgehen, führt zu Kugeln 
Xhe, deren Mittelpunkte auf den Geraden mh einor Regelschaar Rh einm 
hyperbolischen Paraboloids liegen. 

7. 
W i r  wenden uns nochmals zu dem Büschel von Hyperboloiden (Z.), 

denen die gegenüberliegenden Seitenpaare g, hl ,  g, h, eines windschiefen 
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Vierecks gemeinsam sind. I n  den Punkten A,,, A,, berühren die Ebenen 
gl h, , gr h, alle Ryperboloide des Büschels. Die Schnittlinie dieser Tangen- 
tialebenen ist die Gerade g. Folglich sind g und h in Bezug auf alle 
Hyperboloide des Btlschels zueinander conjugirt. Zeichnen wir auf g und h 
in Bezug auf die Hyperboloide die lnvolutionen harmonischer Pole, so haben 
diese A , 2 ,  A,, und A,,, A,, zu Doppelpunkten. Folglich Sind diesé Invo- 
lutionen für alle Hyperboloide die niimlichen. 

Sei nun Ph Ch ein Paar  der Involution harmonischer Pole auf h - ftir 
dasselbe ist (Ph Ch All AZB) = - 1 - und PgCg ein Paar auf g , so sind 
nach dern Gesagten die Verbindungslinien dieser Punkte i n  Bezug auf sammt- 
liche Hyperboloide des Büschels zueinander conjugirt. Bezeichnen wir untcr 
diesen Linien Ph J9. mit p und ChCg mit c l  so hat also eine Ebene E durch 
p mm Ort der Pole in Bezup auf die Hyperboloide des Büschels die Ge- 
rade c. 

Projiciren wir aus einem beliebigen Punkte C von c die Geraden gl, 
hl, g,, h, auf die Ebene E , so berühren die projicirenden Ebenen eiaen 
Kegel, der aus C an e i n  Hyperboloid des Büschels gelegt werden kann ; 
es ist dasjenige Hyperboloid , in  Rezug auf welches C und E Pol und Polar- 
ebene sind. Die Projectionen von g,h,g,h, sind also in  ihren Schnittpunkten 
mit der Ebene E Tangenten a n  denjenigen Kegelschnitt T2, in welchem E 
das erwiihnta Hyperboloid schneidet. 

Trcffen dio Geraden g, h des windschiefen Vierecks die Ebene E in 
den ~ u n k t e n  G, Hl so geht die Polarebene von G i n  Bezug auf das i n  Rede 
stehende Hyperboloid durch C und h. Sie schneidet E i n  der Polare des 
Punktes G in Bezug auf Te. Diese Schnittlinie ist  zugleich die Projection 
der Geraden h aus C auf E .  In analoger Weise konnen wir zeigen, dass 
die Projection der Geraden g aus C auf E die Polare des Punktes H in 
Beoug auf T V s t .  

Bernerken wir noch, davs p eine beliebige Transversale zu g, Ta und 
dass E eine beliebige Ebene durch p war, so schliessen wir: 

W i r  k o n n e n  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  g lh , ,  g2h ,  
e ines  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  s t e t s  s o  s u f  e i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  
E p r o j i c i r e n ,  d a s s  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  v i e r  S e i t e n  i n  i h r o n  
S c h n i t t p u n k t e n  m i t  d e r  E b e n e  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  Ta b e r ü h r e n .  
Die C e n t r a ,  v o n  d e n e n  a u s  d i e s e s  m t i g l i c h  i s t ,  l i e g e n  i n  e i n e r  
Geraden.  S i e  s c h n e i d e t  d i e  z w e i  ü b r i g e n  S e i t e n  g,  h d e s  V i e r -  
e c k s  u n d  w i r d  d u r c h  s e i n e E c k e n  v o n  d e r j e n i g e n  G e r a d e n  h a r -  
monisch  g e t r e n n t ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  E m i t  
g u n d  h g e h l .  D i e  P r o j e c t i o n  e i n e r  j e d e n  d e r  S e i t e n  g u n d  h 
i s t  d i e  P o l a r e  d e s  S c h n i t t p u n k t e ~  d e r  a n d e r n  m i t  E i n  B e z u g  
aiif TB. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



308 Ueber Schnitt und Schein eines windschiefen Vierecks. 
YYYU_______.,____ 

8. 
Nehmen wir in der Ebene E einen Kegelschnitt T2 a n ,  der durch die 

vier Schnittpunkte von g, , h l ,  g,, h, mit E geht ,  so ist  hierdurch ein Hyper- 
boloid des Büschels festgesetzt. Der Pol  der Ebene E in Bezug auf dieses 
Hyperboloid ist ein Punkt  von c. Von ihm aus werden g,h,, g,h, als 
Tangenten von T Q r o j i c i r t .  Wir  sagen daher : 

Z i e h e n  w i r  d u r c h  v i c r  P u n k t e  G,,  H l ,  G2, Hz e i n e s  K e g e l -  
s c h n i t t e s  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  g,h, ,  g,h2 eines 
w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s ,  s o  k o n n e n  w i r  s t e t s  e i n e n  P u n k t  des 
R a u m e s  a n g e b e n ,  v o n  d e m  a u s  d i e s e  S e i t e n  a l s  T a n g e n t e n  des 
K e g e l s c h n i t t e s  e r s c h e i n e n .  Oder: 

Z i e h e n  m i r  d u r c h  v i e r  P u n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  zwei  
g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s ,  
E O  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  v i e r  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e s e  S e i t e n  
g e h e n  u n d  d e n  K e g e l s c h n i t t  b e r ü h r e n ,  i n  e i n e m  P u n k t e .  

1st E  eine Kreisschnittebcne, so folgt: 

S c h n e i d e t  e i n e  E b e n e  z w e i  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  
e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  i n  P u n k t e n  e i n e s  K r o i s e s ,  s o  g i e b t  
e s  s t e t s  e i n e n  P u n k t  i m  R a u m e ,  v o n  d e m  a u s  d i e s e  S e i t e n  a l s  
K r e i s t a n g e n t e n  e r s c h e i n e n .  

Schneidet E die Seiten g, hl ,  g,h, in  Punkten eines ~arallelogramrns, 
so muss E zu g und h  parallel sein. Also liegen G und H in der Rich- 
tung  der Seiten dieses Parallelogramms. Projiciren wir jetzt gl h, , gzh, 
aus Punkten von c, so Sind die Projectionen von g  und h  Durchmesver der 
Kegelschnitto , welche von den Projectionen der Geraden g, hl, g2 h, berührt 
werden. Nun schneiden sich die letzteren Projectionen paarweise auf den 
ersteren. Also bilden auch die Projectionen von g, h, , g2 h, ein Parallelo- 
gramm und wir sagen: 

S c h n e i d e t  e i n e  E b e n e  z w e i  g e g e n k b e r l i e g e n d e  S e i t e n p a a r e  
e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  i n  P u n k t e n  e i n e s  P a r a l l e l o g r a m -  
m e s ,  s o  g i e b t  e s  e i n e  G e r a d e ,  v o n  d e r e n  P u n k t e n  a u s  d iese  
S e i t e n  e b e n f a l l s  a l s  P a r a l l e l o g r a m m  e r s c h e i n e n .  D i e  E c k e n  
d e s  l e t z t e r e n  P a r a l l e l o g r a m m s  l i e g e n  a u f  d e n  M i t t e n l i n i e n  d e s  
e r s t e r e n .  

1st E  die unendlich ferne Ebene, so liegt auch p unendlich fern. Dam 
ist c die Gerado, welche die Mitten zwischen A,, 4, und A,, A,, verbiudet. 
In  diesem Falle schliessen wir: 

1 s t  C e i n  P u n k t ,  d e r  a u f  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  Mi t ten  
v o n  z w e i  w i n d s c h i e f e n  S e i t e n  e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k s  
l i e g t ,  s o  b e r t i h r e n  d i e  E b e n e n  d u r c h  C u n d  d i e  ü b r i g e n  vier  
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Seiten c i n c n  K c g e l  z w e i t e n  G r a d c s  l a n g s  E r z e u g e n d e n ,  w e l c h e  
resp. zu d i e s e n  v i e r  S e i t e n  p a r a l l e l  s ind .  

Sol1 C nuf der Geraden c imendlich fern liegen, so ist C der Pol zur 
Ebene E in Bezug auf e i n  Hyperboloid, das E zur Durchmesserebene 
hat, folglich befiudet sich in E der Mittelpunkt dieses Hyperboloids. Nun 
liegen die Mittelpunkte aller Hyperboloide des Büschels auf einer Geraden. 
Diase schneidet E in einem Punkte M, welchor Mittelpunkt eines Kcgel- 
schnittes T 2  kt. Seine Sangenten in den Schnittpunkten mit  g,h,, g2h, 
sind Parallelprojectionen dieser Geraden. Wir sagen daher : 

U n t e r  d e n  K e g e l s c h n i t t e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  S c h n i t t -  
pnnk te  e i n e r  E b e n e  m i t  z w e i m g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  S e i t e n p a a -  
ren e i n e s  w i n d s c h i e f e n  V i e r e c k a  g e h e n ,  g i e b t  e s  s t e t s  e i n e n ,  
deeaen T a n g e n t e n  i n  d e n  c r w g h n t e n  S c h n i t t p u n k t e n  P a r a l l e l -  
p ro j ec t ionen  d e r  S e i t e n  d e s  V i e r e c k s  s ind.  
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XVI. B e m e r k u g e n  zn  der  orenzfunction algebraischer Iterationen. 

I n  einem Vortrage , welchen ich mi Naturhistorisch - medicinischen Ver- 
ein an der Universitat xu Heidelberg am 4. Februar 1887 unter dem Titel: 
,,Ueber ein neues Princip algebraischer (und analytischer) IterationenU ge- 
haltcn habe ," habo ich als Verallgemeinorung des G a n  s s 'schen arithmetisch- 
gcornetrischen Mittels folgendes Theorern bewiesen. 

Die Wurzeln der q t e n  algehraischen Gleichung den Grades aus dem 
unendlichen Systeme 

f i q u l = u n - ( ~ ) ( r + l i , , p - l + ( ~ )  0 i ° + ~ i , , ~ ~ ~ - 2 - + . . . + ( -  l ) n ( i + l ipnn=~  

, ( q = - 0 0 ,  ..., - 2 ,  -1,  O, 1 , 2 ,  m.., +aJ) 
seien immer 

(qjp,, (q'p2, . . . , (q)p,, 

so dass für jeden ganzzahligen Werth des 1 t e r  a t i o n  s i n d e x g der all- 

zunachst mit der Beschriinkung (die spater fallen gelassen werden kann) 
stattfinden soll, dass die aus BQ) entepringende A'e Wurzelausziehung mit 
absolutem Vorzeichen genornrnen werde. Sind nun,  indem wir für q = O 
den Iterationsindex ganz weglassen , 

'Pli 1 2 ,  - - - ,  <Pn 

Functioncn von m complcxen Variabeln x,, x,, . . ., x,, welche in der 
Umgebung des Werthesystems 

or> xl=OL1, x 2 = f f 2 ,  ..., x,=tY, 

als Potenzreihen, welche nach Potenzen von (a, - or,), (x2 - ciZ), . . . , (x,- um) 

fortschreiten , darstellbar sind , deren von x unahhangiges Glied, etwa ao,z 

(A = 1, 2, . . . , m) für  alle rp l  ein gemeinsarnes ist und die sonst den Cha- 
rakter der von mir oft als ,, C of  u n  c t i o n s n  charakterisirten Potenzreihen 
haben, so  

e x i s t i r t  i m m e r  e i n e  , G r e n z p o t e n z r e i h e u ,  w e l c h e  d i e  e in -  
a n d e r  g l e i c h w e r d e n d e n  W u r z e l n  d e r  z u  q=oo  g e h o r i g e n  

* Vergl. Verhandlungen den genannten Vereina, N. F. IV. Bd. 1. Eeft. 
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G l e i c h u n g  f ü r  d a s  W e r t h e s y s t e m  a r e p r s s e n t i r t  u n d  d e r  
s i c h  a l l e  P o t e n z r e i h e n  (q)rpA i n s o f e r n  m i t  d e r  (von TI, unab- 
hangigen) R a p i d i t i i t  29 n i i h e r n ,  a l s  i n  ( n 4 p l  d i e  C o e f f i c i e n -  
t e n  d e r  e r s t e n  2 g  D i m e n s i o n e n  f ü r  a l l e  A = 1 ,  2, ..., B 

e n t s p r e c h e n d  e i n a n d e r  g l e i c h  w e r d e n  u n d  i h r e  e n t s p r e -  
c h e n d e n  W e r t h e  a u c h  f ü r  a l l e  f o l g e n d e n  q b e i b e h a l t e n ,  
a l s o  m i t  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  v o n  t i b e r c i n s t i m m e n .  

Ich habe irn genannten Vortrago angedcutet (und dcmnachst werdc ich 
es ausführlich nachweisen), dass in  dem speciellen Falle, wenn 

8 %(4ç:, f P z ( ~ ) >  -.., Y"@) 
ganze rationale Functionen sind, die Grenzfunction für  die ganze Ebene 
dadurch definirt werden kann, dass eine ganz bestimmte rationale Punction 
derselben ein Integral wird einer Differe~t ial~leichung mit einer endlichen 
Anzahl g singulàrer Punkte,  zu welcher die F u c h s'sche Classe von linearen 
Differentialgleichun,aenY überhaupt und speciell diejenigen, welche nach 
F u c  h s die Periodicitiitsmoduln der hyperelliptischen und A b e  l'schen Inte- 
grale definiren ,** in engster Verwandtschaft stehen. Ueberhaiipt Iasst sich 
Alles, was G a u s s  i n  s e i n e m  ,,Nachlassu v o n  d e m  a r i t h m e t i s c h -  
g e o m e t r i s c h e n  M i t t e l  b e h a u p t e t  (welches als specieller Fa11 n = 2  
in unserer Function enthalten ist) W o r t  fiir W o r t  a u c h  f ü r  u n s e r e  
F u n c t i o n  v e r a l l g e m e i n e r n . .  

Hier will ich die Entwickelung geben, welche als Verallgemeinerung 
von 9 in Pars II von G a u s s '  Nachlavs betrachtet werden kann. 

Aus 

[qobei Pf+l)rp$'i analog wie AqA) ~ U S  den Wurzeln derjenigen Gleich- 
mg la - l i e n  Grades gebildet ist ,  welche mit f ((9121) = 0 alle Wurzeln mit 
Ausnahme einer gewissen <pi gemein hat] erhellt , dass, wenn man fortfiihrt, 

a ~ + i ) ~ ,  
in dieser Weise die Quotienten ---- q + z  als lineare Functionen von eben- 

solchen Quotienten mit niedrigerem Iterationsindex auszudriicken , die J a - 
cobi'sche Functionaldeterminante des Systems für jedes ( q )  Nul1 wird und 
nur Nu11 wird für diejenigen Werthe von z, für  welche die Discriminante 

* Vergl. F u c h s, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, Borch. 
Joum. Bd. 66, 68 flgg. 

** ibid. 1. Die PeriodicitLtsmodiiln der hyperelliptischen Integrale als Func- 
tionen eines Parametera aufgefasst. Borch. Journ. Bd. 71. 

2. Zur Theorie der Abel'schen Functionen (Ueber die F o m  der Argu- 
mente der Thetafunctionen etc.). Borch. Jonrn. Ed. 73. 

3. Ueber die linearen Differentialgleichungen, welchen die Periodi- 
cititsmoduln der Abel'schen Integrale genügen. Borch. J. Bd. 73. 
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verschwindet, wobei dl genau diejenige Determinante i s t ,  von welcher ich 
im IV. Capitel des zweiten Ahchnit tes  meines Werkes ,,Theorie allgemeiner 
CofunctionenU bewiesen habe, dass 

A, = ( (q ) (p l  - (&pz) ( ( 4 ) ( p 1  - (q)p3) . . . ((9)(pn - - (Q)(p,)  , 
d. h. dl2 is t  genau die Discriminante von f(('&) = 0. Die singularen 
Punkte sind somit. die Nullpunkte des Productes 

k?+')A = (9),4.(q-Ud UJA,  

indem die Elemente der Determinente (q+l)d a m  den Elementen der Deter- 
minanten (*)A, (2)d, .. ., ( q - l ) d ,  @)A i n  bekannter Weisc componirt sind. 

Aus den in A) enthaltenen n Gleichungen, welche für cin beliebiges p 
iedes der n Elemente 

als lineare Functionen der entsprechenden la vorhergehenden 

darstellen lassen, kann man leicht ein anderes System von je (n - 1 )  1' inearen 
Functionen von je (m - 1) Elementen herleiten , indem man die Differenzen 
einführt, welche man erhalt, wenn man für  jedes p immer 

( ~ + l ) q , ~  

( 9 + 1 ) ~ ~  
von allen vorhergehendcn - @ = 1 ,  2, ..., n-1) subtrahirt unddie 

( 9 + i J V l  

Differenzen als neue Elemente auffasut. Zieht man niimlich die aus 1) für  
A = n sich ergebende Gleichung von allcn vorhergehendcn (A = 1, 2, . . . , lz -1) 
a b ,  so erhlilt man zunachst, wenn man Ktirze halber die Rezeichnung 

einführt, (n-1) lineare Functionen von je  n Elementen 

Bedenkt man aber, dass unserer Definition und Bezeichnung gemass für ein 
beliebiges p und k immer 
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wird, so kann man offenbar das Gleichungssystem so schreiben: 

( ( ~ + l ) ( p ,  * (9+1)(pn) 

1 
= - [(q")W,l ( ( q ) ~ l  9 ( " ~ n )  + ( 9 + ' ) ~ 2 , 1  ((q)<pq, (q)<pn) + S . -  +(q+l)+*-l,l  ((q)(p,-l > (q)cpn)l1 

)Z 

(Ie+l)cp,, (p i -  UYn) 
1 

= - [ ' q t ' 1 ~ ~ , 2  (("(pl 9 ("(pn) f (q+1)$2,2 (iq)<pàl (q)(pn) + + (9+1)'l)C1,-1,2 ((q)(Pn-l, (q)(P,)], 
li 

. . . m . - . . . . . . . . . . . . _ . . . . . . . . . . . . . . . .  

((n + i ) q n  - l, (Q + %pn) 

- 1 - -[lq+1)9Jl,n-l((q)(pl , (q)q").+(q+'jq2,n-i((q)(p2 , (q)yn) + + (¶+l)+". p ( p n - l ,  (qJ(pn)], 
la 

wobei Kürze halber 

gesetzt ist. 
Die Determinante (n-1)'- Ordnung dieses Systems ist mit der obigen 

Determinante ( q + ' ) d  identisch und wird aus jener unmittelbar diirch Sub- 
traction der letzten Colonne von allen vorhergehenden erhalten. Dieselbe 
wird also Nul1 fiir die Nullwerthe der obigen Discriminante und nur für diese. 

?dan k a n n  a l s o  f ü r  j e d e s  q d i e  (n-1) D i f f e r e n z e n  

a u c h  l i n e a r  a u s d r l i c k e n  d u r c h  d i e  (fi-1) u r s p r ü n g l i c h e n  D i f -  
ferenzen 

(<p l i  <pn)s ( 9 9 ,  %)1 . - - r  ( v n - i l  

die Determinante des Systems ist ein Product aller vorhergehenden Deter- 
minanten und die Elemente sind Compositionen aller vorhergehenden Ele- 
mente, unter denen nnr homokene Functionen von 

vorkommen. Bezeicbnet man, analog wie Ga u s s , mit 

+ ((%n-i 1 (%n) 
und beriicksichtigt , dass 

so folgt fùr jedes g (q = 1, 2, . . . , CU) 
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Für n = 2 ,  y , = x ,  9, = y  erhalt man die Formeln von G a u s s  
a. a. O. 

Tch werde bei einer spateren Gelegenheit mehrere Anwendungen von 
unserer Function geben und wcrde unter Anderem auch zeigen, dass man , 

aus einer Notiz von Herrn S c  h 16 m i  1 ch  ,Ueber Mittelgrossen verschie- 
dener OrdnungenU (Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 3,  S. 301) nützliche 
Schlüsse fur unsere Function ziehen kann. 

H e i d e l b e r g ,  Juni 1887. Dr. EERMANN SCHAPIRA. 

XVIL Satze aber die Bewegnng eines ebenen Sgstems. 

1. 1st ein cbenes Systcm glcichzeitig mehrercn Bewegungen ausgesetzt, 
von welchen Jede einzelne durch den momentanen Drehpunkt Cn, den 
Wendepol Wn und die Winkelgeschwindigkeit ra, gegeben k t ,  so ist 
der resultirende Drehpunkt C bekanntlich der Schwerpunkt aller Cn, 
wenn in denselben die Winkelgeschwindigkeiten wn als Gewicbte an- 
gebracht werden. E s  1 k s t  sich zeigen: D e r  W e n d e p o l  W der 
r e s u l t i r e n d e n  B e w e g u n g  i s t  d e r  S c h w e r p u n k t  a l l e r  Wende- 
po le  W, u n d  a l l e r  D r e h p u n k t o  Cn, w e n n  i n  e r s t e r e n  die 
G e w i c h t e  mnZ, i n  l e t z t e r e n  d i e  G e w i c h t e  m n ( l o - o n )  an- 
g e b r a c h t  werden.  

II. Besitzt ein ebenes System gleichzeitig zwei Bewegungen mit den 
momentanen Drehpunkten C, ,  C2 und den Wendepolen W,, W 2 ,  so 

lasst sich zeigen: D e r  W e n d e p o l  W d e r  r e s u l t i r e n d e n  Be-  
w e g u n g  l i e g t  a u f  e i n e r  P a r a b e l ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  Wende 
p o l e  W,, W, g e h t ;  d i e  T a n g e n t e n  d i e s e r  P a r a b e l  i n  W1, W2 
s c h n e i d e n  s i c h  irn H a l b i r u n g s p n n k t e  d e r  S t r e c k e  ClCs. 

Graz. WITTENBAUER. 
(Aus den Sitzungsber. d. Wiener Akademie, 1886, XVI.) 
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XVIII. Ueber eine eynthetieche Erzengnng d e r  Cremona'schen 
Transformation dri t ter  und  vier ter  Ordnnng. 

(Hierzu Taf. III Fig. 12 u. 13.) 

Die C r  e m  O n a'sche Transformation zweiter Ordnung oder die qnadra- 
tische Transformation Iasst sich nach S t e i n e r  bekanntlich dadurch stereo- 
metrisch erzeugen, dass man das Strahlsystem der Geraden, die zwei festen 
windschiefen Geraden begegnen, mit zwei Ebenen schneidet. Jede Gerade 
des Systems schneidet dann entsprechende Pnnkte der quadratisch aufein- 
andcr bezogenen Ebenen aus. In  ganz ëhnlicher Weise liisst sich nun auch 
die Cr e m O n a'sche Transformation dritter und vierter Ordnung stereome- 
trisch klar veranschaulichen. Nehmen wir niimlich s tat t  der beiden Geraden 
eine Raumcurve dritter Ordnung und schneiden das Strahlsystem ihrer Se- 
canten mit zwei Ebenen, so erhalt man eine Transformation vierter Ord- 
nung. Um dies nachzuweisen, brauchen wir blos folgende zwei Satze als 
bekannt vorenszusetzen: 

1. Durch jeden beliebigen Punkt  im Raume giebt es e i n  e Secante der 
Raumcurve. Liegt aber der Punkt  auf der Raumcurve selbst, so 
giebt es unendlich viele durch ihn gehende Secanten, welche den 
die Curve von diesem Punkte eus projicirenden Kegel zweiter Ord- 
nung bilden. 

2. Alle Secanten der Raumcurve dritter Ordnung, welche eine vor- 
gegebene Gerrtde schneiden, bilden eine Flache vierter Ordnung. 

1. 

Es seien E und El die beiden Ebenen, ST (Pig. 12) ihre Schnittlinie 
und A ,  B, C, bezw. Dl ,  El, FI die Schnittpunkte derselben mit der Raum- 
curve. Dann ist klar, dass einem beliebigeu Punkte P der einen Ebene 
ein und nur ein Punkt  Pl der andern Ebene entspricht, und umgekehrt. 
Denn durch P gicbt es blos eine einzige Secante der Raumcurve, welche 
eben die El in Pl trifft. h'ehrnen wir aber einen der punkte A,  B, C, so 
geht durch ihn ein ganzer Kegel von Secanten, welcher El in einem Kegel- 
schnitt trifft, der auch Il,, El, FI als Punkte enthëlt. 

Wenn ferner die Linien AB, AC, B C, Dl El, ElF,, FI Dl der Schnitt- 
linie ST bezüglich i n  den Punkten y , ,  p , ,  a l ,  <pl 6, e begegnen und wir 
einen Kegelschnitt immer blos durch fünf ihn bestimrnende Punkte bezeich- 
nen, so entspncht, da ja  auch AB, B C Secaden der Raumcurve sind, 
offenbar 
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dem Punkté A der Kegelschnitt (BI Y i  Di FI) 1 

9 1  , i  ,, I l  (01 Y1 DI El F I )  i 
7 9 Y, FI 7, i 9 ( G s A B C )  

u. S. W.; . 

A, B, C, Dl, .El, Fl sind also eine Gruppe von singularen Punkten der 
Transformation. 

Ferner erkennt man leicht, dass die Piinkte der Schnitt,linie ST sich 
selbst entsprechen. Denn ist Q ein Punkt  auf ST und zwar als Punkt von E 
betrachtet, sa  geht durch ihn eine Secante ; diese trifft aber El wieder in Q. 

Dagegen machen eine Ausnahme die Punkte or,, p,, y,, 6, E ,  <p. Denn 
nehmen wir z. B. orl als einen Punkt  der E l ,  so ist  B C  die durch ihn 
gehende Secante. Diese liegt aber selbst in E ,  ihr Schnittpurikt mit E wird 
also unbestimmt, d. h. dem Punkte ci, entspricht jeder Punkt  von BC. Es 
entspricht also 

dem Punkte d die Gerade FIE, ,  

7, 9 9  E ,r r i  DIFI, 

9 1  i> o r 1 9 7  3 7  B e  
u. S. W.; 

die Punkte 8, E, cp, a,, pl, y, bilden also eino zweite Gruppe von singu- 
laren Punkten. 

II. 
Nehmen wir jetzt eine Gerade i n  E. Dann bilden alle Secanten, welche 

dieser begegnen, eine Flache vierter Ordnung und diese hat die gegebene 
Raumcurve zur Doppelcurve. Denn durch jeden Punkt  der Raumcurve gehen 
zwei Erzeugende dieser Regelfiache; es giebt niimlich immer zwei Erzeugende 
des die Curve von diesem Punkto aus projicirenden Kegels, welche zugleich 
die vorgegebene Gerade schneiden. ' 

Die El schneidet also diese Regelfiache in  einer Curve vierter Ordnung, 
welche D,Ii1, FI zu Doppelpunkten hat. Man sieht dies Letztere übrigens 
auch daraua sofort ein, dass die Gerade i n  E den Kegelschnitt (GEABC) 
j a  zweimal trifft, also die entsprechende Curve zweimal durch FI gehen 
muss. Ferner mnss, da die Gerade i n  E jede Sei te  des Dreiccks ABC 
trifft, die entsprechende Curve vierter Ordnung auch durch al & y l  je ein- 
fach hindurchgehen. 

E s  entspricht also einer Geraden in E eine rationale Curve vierter Ord- 
riung in El, welche D, El Fl zu Doppelpunkten hat  und ausserdem noch 
durch ct,/3, y, geht. Damit ist  der Charakter der Transformation alu einer 
C r  e m O n e'schen vierter Ordnung nachgcwicsen. Einer Geraden in El ent- 
spricht natürlich eine Curve vierter Ordnung mit ABC als Doppelpunkten 
und d e  y als einfachen Punkten. Es ist nun leicht nachzuweisen, dass einer 
beliebigen Curve fi ter  Ordnung Cn in E eine Curve C,4n in El entspricht. 
Wir  wahlen eine beliebige Gerade in El; dieeer entspricht d a m  eine Curve 
vierter Ordnung in E ,  welche die Cn in 41.1 Schnittpunkten schneiden wird. 
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Diesen und nur diesen miissen die Schnittpunkte der Geraden in El mit der 
C, entsprechen, also ist Cl nothwendig von der (4ri)ten Ordnung. 

Ferner hat die C" mit jedem der Kegelschnitte (6 € A B C ) ,  (8  p A B C), 
( E ~ A B C )  offenbar 2% Punkte gemeinsam. also sind, da jedem dieser 
Schnittpunkte immer einer der Punkte FIEl Dl entspricht, diese drei Punkte 
(212)-fache Punkte der C,4n und ebenso sind, entsprcchend den lz Schnitt- 
pnkten der Cn mit jeder der Seiten des Dreiecks ABC, die Punkte a,, &, y, 
(n) -fache Punkte der C:". Wir  haben also: 

,Einer beliebigen Curve Ordnung Cn in E entspricht in  El 
eine Curve von der (412)ten Ordnung Cl4", welche D l ,  XI, FI zur 
212. -fachen, a,, /3,, yl zu (12)-fachen Punkten hat ,  und umgekehrt.' 

Natürlich entspricht einer Curve Ordnung in El  auch eine Curve 
 TI)'^ Otdnung in E mit A ,  B, C, 6 ,  E ,  p als (2ri)-fachen, bezw. 
(a) - fachen Punkten. 

Nchmen wir jetzt aber allgerneiner an,  unsere Curve Cn habe den 
Punkt A zum A -  fachen, den Punkt  B zurn p-fachen, den Punkt  C zurn 
v -fachen Punkt und die Punkte 6, E ,  bezüglich als x - fache , - fache und 
X-fache Pnnkte, so ist  die Ordnung der Cl nur noch 

4*-2(A+P+v)- (x+e+x)r  
weil eben jedesmal, wenn Cn x. B. durch A hindurchgeht, der Kegelschnitt 
(& y1 Dl El FI) sich absondert, und wenn Cn durch E lauft , die Gerade Dl FI. 
Rechnet man diese abscheidenden Kegelschnitto und Geraden nicht mit ,  so 
hat d a m  auch die Cl die Dl, El,  FI ,  a l ,  BI, y, nicht mehr als (2%) -, 
bezw. (n) -fache I'unkte, vielmehr sind dies nur  noch der Reihe nach 

[212.-(A+P+.)-(e+x)11 [ ~ ~ - ( A + P + ~ ) - ( x + x ) ~ ,  
P n - ( A + ~ + 4 - ( x + g ) ] ,  

[* - (EL +Y)] - ( A  4- P)] , [* - (A + pl] - fache Punkte, 
wie man auch bald einsieht. 

Beispielsweise entspricht dem Netz der Kegelschnitte in E l  da0 durch 
die Punkte A ,  3, C bestimmt i s t ,  das Netz der Kegelschnitto in  El  durch 
die Punkte D, , Zl ,' FI. J e  zwei entsprechcnde Kegelschnitte schneiden 
sich auf ST. 

III. 
Die bisher nachgewiesenen Satze lassen sich nun auch raumlich deuten. 

Denken wir uns die Ebene E fest,  die El dagegen durch immer andere und 
andere Ebenen ersetzt, so k6nnen wir den in 1 ausgesprochenen Satz so 
formuliren : 

,Rat man eine Raumcurve dritter Ordnnng und irgend eino 
e b e n e Curve later Ordnung , so bilden alle Sccanten dor Raumcni-ve, 
welche diese ebene Curve schneiden, eine Regelfiache von der (4n)ten 

Ordnung , welche die Raumcurve selbst zur (2 ri) - fachen Curve hat, 
die in  der Ebene der ebenen Curve liegenden Secanten aber a19 
(ri) - fache Erzeugende enthalt.' 
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Dies ist die. Verallgemeinerung des ganz am Anfang unter 2. erwahn- 
ten Hilfssatzes. Ein einfacher, specieller Fa11 desselben ist folgender: 

,Hat man eine Itaurncurve dritter Ordnung und einen Kegel- 
schnitt, so bilden alle Secanten der Raumcurve, die diesem begegnen, 
eine Flache achtcr Ordnung, welche die Raumcurve selbst als vier- 
fache Curve, die in der Ebene des Kegelschnittes liegenden Secanten 
aber als Doppelerzeugende enthi iku 

I n  ahnlicher Weise konnten wir auch den andern Fall,  wo die Cn die 
singularen Punkte der E in gewisser Vielfachheit enthalt, raurnlich deuten. 
Z. B. haben wir: 

, ,Hat  man eine Ilaumcurve und legt durch drei ihrer Punkte 
einen sonst beliebigen Kegelschnitt, so bilden aile Secanten der 
Raumcurve, welche diesem begcgncn , vorausgcsctzt , dess von den 
Kegeln zweitcr Ordnung abgesehen wird , ein Byperboloid , das die 
Raumcurve selbst enthalt." 

N u n  k6nnen wir der Ebene El aber noch weitere, besondere Lagen 
geben. Legen wir E l  durch eine Tangente der Raumcurve, so fallen von 
den Punkten D l ,  E , ,  F, zwei znsammen und es ist ausserdem diese Tan- 
gente als Bestimmungsstück mitzurechnen. Die Curve vierter Ordnung, 
welche einer Geraden in E entspricht, hat dann in dem Punkte, wo die 
beiden Doppelpunkte zusammenfallen , eine S e 1 b s t b e r ü h r  u n g  mit vor- 
gegebener Tangente. Eine tihnliche Singularitst hat auch die Cl4", die einer 
beliebigen Cn entspricht, in  diesem Punkte,  und zwar ist  von den noch 
vorhandenen (Zn-1) Tangenten eine die vorgegebene. 

Nehmen wir endlich E, als Osculationsebene der Raumcurve, so hatte 
die Curve vierter Ordnung, welche einer Geraden in E entspricht, eiten 
dreifachen Punkt ,  i n  dern aber nur  eine einzige Tangente vorhanden, so 
dass derselbe ltusserlich nicht besonders in  die Augen springt. Man Gndet 
auch leicht , dass ein ti 01 c h e r  dreifacher Punkt  für neun Bedingungen ziililt, 
wie es auch sein muss, da von der Curve vierter Ordnung ausserdem noch 
drei Punkto gcgeben. 

Zu bemerken ist, dass der xweite H e u p  t f a l l  der Cremona'schen 
Transformation vierter Ordnung, wo die Curve vierter Ordnung durch einen 
d r e i f a c h e n  Punkt  und sechs weitere Punkte bestimmt erscheint, hier 
n i c  h t  enthalten ist. 

IV. 
Lavsen wir jetzt die Raumcurve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt E 

und in eine diesen schneidende Gerade G zerfallen, so giebt es wiederum, 
wenn wir von dem Strahlbündol im Schnittpunkt dcr Geraden mit dcm 
Kegelschnitt absehen, durch jeden beliebigen Punkt  im Raume e i n e  Ge- 
rade, welche K und C begegnet, wahrend in jeder beliebigen Ebene zwei 
solche Strahlen liegen. Die Punkte der zerfallenen Raumcurve nehmen auch 
hier wieder eine Ausnahmestellung ein, insofern es namlich durch dieselben 
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nnendlich viele Secanten giebt. Liegt der Punkt auf G ,  so bilden diese 
einen Kegel zweiter Ordnung, wahrend die durch einen Punkt  von K gehen- 
den Strahlen des Systems einen in der Ebene durch den Punkt  und durch 
G liegenden StrahlbIlschel bilden. Schneiden wir dieses Strahlsystem mit 
zwei Ebenen, so werden diese wieder Punkt  für Punkt eindeutig anfein- 
ander bezogen, und zwar erhalten wir die C r  e m  o n  n'sche Transformation 
dritter Ordnung. 

Nehmen wir namlich noch eine weitere Gerade g hinzu, so ergiebt sich 
eehon aus dem in der Einleitung unter 2. erwiihnten Satze, dass alle Se- 
canten unserer zerfallenen Raumcurve , welche g treffen , eine Friche dritter 
Ordnung bilden, was sich übrigens ja  auch davon unabhangig leicht be- 
weisen Iasst. Der Kegelschnitt liegt ganz auf dieser Flache - durch jeden 
seiner Punkte geht ja  noch eine Erzeugende dorselben -, die G ist Doppel- 
gerade der Flache, - durch jeden ihrer Punkte laufen zwei Erzeugende der 
FILche. 

Sind nun wieder E und El die beiden schneidenden Ehenen, die sich 
(Fig. 13) in ET treffen, wiihrend G sie in  A und D,,  R in BI O, El, & 
trifft und sind im Uebrigen die Uezeichnungen die namlichen wie in Fig. 12, 
nur dass a, mit 6 zusammenfallen musç, 60 sieht man leicht Polgendes ein: 
A ,  B, Cl E ,  cp. Dl, El,  FI, pl, yl sind die singularen Punkte;  es entspricht 

dem Punkte A der Kegelschnitt (pl y, DI El F I ) ,  

11 11 B die Gerade Dl y,, 
1 3  1, C 1, $1 DI Pl 1 

1 ,  ,, E ,, 11 Dl Pl 8. f. 
Ferner : 

,,Einer beliebigen Geraden in E entspricht in E, eine Curve 
dritter Ordnung , welche D, zum Doppelpunkt, E, ,  FI, pl, y, zu 
einfachen Punkten hat. Allgemein entspricht einer beliebigen Curve 

Ordnung Cn in E eine Curve (3fi)ter Ordnung in E l ,  welche 
Dl zum (Zn)-fachen, E l ,  li;, pl, y, zu (ml-fachen Punkten hat." 

Damit ist nachgewiescn, dasa wir durch die erwghnte Beziehung i n  
der That die C r  e m o  n a'sche Transformation dritter Ordnung erhalten. Die 
weiteren Betrachtungen Sind sammtlich den schon angewaridten ganz analog. 

Wir k6nnen auch hier wieder folgenden Satz aussprechen: 
, ,Hat man eine zerfallene Raumcurve dritter Ordnung, bestehend 

aus einem Kegelschnitt und einer diesen schneidenden Geraden, und 
ausserdem eine beliebige ebene Curve der Ordnung, so bilden alle 
Secanten der Raumcurve , welche diese Curve schneiden, eine Regel- 
fXdche (3 .n)ter Ordnung , welche die Gerade als (2 f i )  - fache Erzeugende, 
den Kegelschnitt und die i n  der Ebene der ebenen Curve liegenden 
zwei Erzeugenden als ( f i )  - fache Elemcnte enthalt." 
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---Yy^--_WY___YI_______YI___L_ . 

E s  stcht uns nun auch hier wieder frei,  den beiden schneidendon Ebenen 
besondere Lagen anzuweisen. Wir  konnen z. R. die El so wtihlen, dass sie 
K beriihrt. Dann fallen El und FI zusmmen und es ist  die Tangente in 
diesem Punkt  gegeben, d. h. jede Clsn bertihrt diese Tangente des Kegel- 
schnittes K. Oder wahlt man die Ebene E, so, dass sie durch G geht 
und überdies den - Kegelschnitt berührt,  so erhalt die Curve dritter Ordnung 
eine Spitze mit vorgegebener Tangente, die anderen Curven eine hohero 
Singularitiit, in, der (2n-1) Tangenten vorhanden sind und derunter eine 
gegeben i s t  

Damit sind also die C r  e m  O n a  'sühen Transformationen zweiter, dritter 
und viertcr Ordnung, mit Ausnahme eines Falles der letzteren, rein geo- 
metrisch erzeugt, was für  die Einfiihrung in diese Tlieorie, der Anschau- 
lichkeit wegen, von Nutzen sein mag. 

M ü n e h e n ,  April 1887. KARL DOEHT~EMANN, 
gepr. Lehramtscandidat. 
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Ueber Regelflachen, deren Erzeugende zu den Mantel- 
linien eines orthogonalen Kegels parallel ~iind. 

Von 

Dr. C. BEYEL 
in ZUrich. 

Hierzu Taf. IV Fig. 1-16. 

A. Regelflachen vom Grade 3n. 

1. 
Wir gehen von zwei Ebenen A und B ans ;  x sei ihre Schnittlinie. 

Durch einen Punkt  O derselben ziehen wir eine Gerade h ,  welche weder 
in A ,  noch in B liegen soll. In A sei eine Curve n'Br Ordnung - Can - 
gegeben, welche O nicht enthalte (Fig. 1). 

Sei E eine beliebige Ellene durch h ,  so trifft diese die Curve Can in 
n Ponkten A, ... A, und B in einer Geraden 6. Wir ffllen nun aus den 
Ponkten A, ... A, die Perpendikel p auf b. Drehen wir jctzt E um h ,  so 
erhalten wir in  jeder Ebene E r, Gerade p. W i r  k h n e n  beweisen, dass 
diese au'f einer Regelflache vom Grade 3% liegen. 

Wir fassen die Linien p einer Ebene E als Schnittlinien von E mit 
Ebenen N &f,  welche zu der in E liegenden Geraden b senkrecht stehen. 
Diese Ebenen N sind also zu einander parallel. Eine Parallelebene N" zu 
ihnen durch O schneidet E i n  einer Geraden p*, welche zu den p parallel 
ist. Drehen wir die Ebene E um h ,  so gehort zu jeder ihrer Lagen eine 
Ebene N*. Alle Ebenen N* sind zur Ebene B ~enkrecht .  Sie gehen folg- 
lich durch diejenige Gerade B ,  welche in O zur Ebene B senkrecht st,eht, d. h. 
sie bilden ein Büschel. Dasselbe ist projectivisch zum Büschel der Ebenen 
E und beide Biischel erzeugen einen Kcgel zweiten Grades - Koe - mit 
der Gpitze in O.* Die ?danteknien dieses Kegels sind die Geraden, welche 
wir oben mit p* bezeichneten. Sie sind zu den Geraden p parallel, d. h. 

* Ea iat ein eogenannter orthogonnler Kegel (vergl. S c h r o t e r ,  Theorie der 
Oberflachen zweiter Ordnung, Leipzig 1880, S. 61 flgg.). Als Eigenschaften von KO4 
heben wir hervor: Die Ebeneu normal zu h und a schneiden Kog in Kreisen, für 
welche die Schnittpunkte mit h und s Endpunkte eines Durchmesaers sind. Die 
Tnngentialcbenen in h und B an Ko2 stehen zur Ebene ha senkrecht. 

Zoitaohrift f. Mathematik u. Physik XXXII, '6. 21 
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,--W_V-rr_N_ ____--p------.____l_ - 
letztere schneiden den Kegel 6',8 in der unendlich fernen Ebene. Bezeichnen 
wir mit E2 den Kegelschnitt, welchen die unendlich ferne Ebene aus K: 
schneidet, so konnen wir a190 sagen: die Linien p treffen E2. Ueberdies 
sind sie Transversalen zu h und Can. Sie liegen daher auf einer Regel- 
flache, welche K,2, h und Cam zu Leitcurven hat. Im Allgemeinen ist der 
Grad einer solchcn Regelflacho gleich 4%. Weil aber h den Kegelschnitt K i  
trifft, wird dieser Grad um 12 vermindert. Also erftillen die p,  wie be- 
hauptet, eine Regelfiche RP" vorn Grade 312. 

Durch jede Ebene E werden einer Geraden durch O in R n Punkte 
von Can zugeordnet, d. h. es wird durch das Ebenenbüschel um h eine 
ein-n-deutige Beziehung zmischen den Strahlen eines Büschels Sa in der 
Ebene B und den Punkten von Cun vermittelt. Unter Benutzung dieser 
Beziehung liisst sich die Erzeugung von R:" kurz so ausdriicken: 

F ' a l l en  w i r  a u s  d e n  P u n k t e n  v o n  Can a u f  d i e  e n t s p r e c h e n -  
d c n  S t r a h l e n  d o s  B ü s c h e l s  Sa d i e  P e r p e n d i k e l ,  s o  i s t  i h r  O r t  
e i n e  R e g e l f l R c h e  vorn  B r a d e  8 m .  

Wir  kntipfen an die Darstellung von R: einige Bernerkungen iiber 
diese Flache. 

E2 ist  eine m-fache Curve, h eine 8%-fache Gerade von R;". 
Die Ebene hs schneidet R P ~  ausser in  h noch in lz Geraden 2, ... z,,, 

welche zu s parallel sind. Die Tangentialebenen a n  RF in den unendlicli 
fernen Punkten dieser Geraden stehen zur Ebene hs senkrecht. Die Ebene 
durch h ,  welche zur Ebene h s  scnkrecht steht,  bertîhrt R:" irn unendlich 
fernen Punkte von h und schneidet aus RF m Gerade, welche zu h pe- 
rallel sind. (Vergl. Anmerkung '.) 

I n  der Ebene A liegen zwei Erzeugende dl, d, des Kegel Kz .  Jede 
derselben schneidet Can in TZ Punkten, und d a  sie Itberdies h und K: trifft, 
so ist  sie eine n-fache Gerade von R:". 

Die unendlich ferne Ebene schneidet IZ;" ausser in Kz noch in a Ge- 
raden. Diese verbinden den unendlich fernen Punkt  von h mit den unend- 
lich fernen Punkten von Can. 

Construiren wir in den Piinkten A von Can zu den Geraden p die 
Senkrechten s, welche h schneiden, so sind diese zu den resp. Geraden 1, 

parallel, welche mit s und p in  einer Ebene liegen, d. h. sie sind zur 
. Ebene B parallel. Mithin liegen die s auf einer Regelfliiche ~ f " ,  welche 

Can, h und die Stellung der Ebene 13 zu Leitlinien hat. Diese Regelflache 
ist vom Grade 2n. Wir  schliessen daher: 

D i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  i n  d e n  P u n k t e n  v o n  Cun z u  d e n  p s e n k -  
r c c h t  s t c h e n  u n d  m i t  d i e s e n  i n  c i n e r  E b e n e  d u r c h  O l i egcn ,  
e r f t i l l e n  e i n e  R e g e l f l a c h e  v o m  G r a d e  2%. 

Lassen. wir die Voraussetzung fallen, dass O nicht in  Can licgo, und 
nehmen wir an ,  O sei ein r-facher  Punkt  von Can, so wird ihm entspre- 
chend der Grad von R:" um 2 . r  vermindert. 
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2. 

Wir untersuchen nun die Curven CSn, welche von einer beliebigen 
Ebene P. aus RP" geschnitten werden. Diese Curven sind im Allgemeinen 
von der Ordnung 312. Sie haben in h einen 2 n - fachen Punkt. Vier m-fache 
Punkte liegen resp. i n  K . ,  d l ,  d, . Diesen Singularitaten wtirde eine Classen- 
zahl der Curven entsprechen, welche gleich 12" f3m ist. Weitere Singula- 
ritaten sind durch gegebene Singularitaten von Can bedingt und vermindern 
diese Classenzahl nach bekannten Gesetzen. 

Unter den Curven C3" heben wir diejenigen - C t n  - hervor, deren 
Ebenen Po zu a oder h senkrecht stehen. Solche Ebencn schneiden den 
Kegel KoZ in Kreiscn. Ihre irnaginsren Punkte JI, J, auf der unendlich 
fernen Ebene sind die Schnittpunkte von Po mit K,2. Durch diese müssen 
die Curven C t n  gehen. Wir sagen deher: 

D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  z u  d e n  G e r a d e n  h u n d  a s e n k r e c h t  
s tehen ,  s c h n e i d e n  R;" i n  C u r v e n ,  f u r  w e l c h e  d i e  i m a g i n t i r e n  
K r e i s p u n k t e  N - f a c h e  P n n k t e  s i n d .  

Treffe Po die Geraden h und ,e in  den resp. Punkten IT und 2, so 
begrenzen diese den Durchmesser eines Kreises, welchen Po aus Kt schneidet. 
Auf diesem' Kreise liegen die Schnittpunkte D, , D, von P, mit d l ,  d, . 
Letztere Geraden sind fur R:" n - f a c h ,  also sind D l ,  D2 ftir Co3" n-fache 
Punkte. Wir  schliessen dahcr : 

D e r  212-fache P u n k t  H u n d  d i e  v i e r  f i - f a c h e n  Y u n k t e  J , ,  J , ,  
Dl, D, v o n  C,3" l i e g c n  a u f  e i n e m  K r e i s e ,  f ü r  w e l c h e n  HZ  e i n  
D u r c h m e s s e r  i s t .  

Die Punkte D, ,  D, befinden sich iiberdies in  der Geraden a ,  welche 
Po aus A schneidet. Sie sind also auch in d e m  Palle durch reelle Ele- 
mente definirt, in welchern d l ,  d, conjugirt imaginare Gerade von KOZ sind. 

Wir wenden uns jetzt speciell der Curve c:" xu, in welcher eine Pa- 
rallelebene Pb zu B die Plache RF" schneidet. Wir  construiren in folgender 
Weise Punkte B dieser Curve. Sei A, ein Punkt  auf Can (Fig. l), so 
ziehen wir durch ihn zu h und B die Parallelen h* und fi*. Schneiden diese 
Pb in Bh und Bz und trifft h die Ebene Pb in H, sa fallen wir ails B, auf 
die Gerade B B n  die Normale. Ih r  Fusspunkt liegt auf 

Indem wir diese Construction ftir slle Punkte von cin ausftihren, be. 
merken wir, dass sowohl die Punkte B,, wie die Punkte BI, auf Curven 
rite' Ordnung liegen. Beide Curven Czn, Chn Sind zu einander affin mit der 
Bichtung von BnB, oder H Z  als Affinit!itsriclitung. Axe der A f h i t a t  ist 
die Gerade a ,  wclche P b  aus A schnoidet. Mit Hilfo dieser affincn Curven 
erhalten wir nnach folgendem Geaetze: 

W i r  c o n s t r u i r e n  su d e n  P u n k t e n  v o n  Chn, w e l c h e  auf  e i n e r  
Gcraden  d u r c h  H l i e g e n ,  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  v o n  CZn u n d  f a l l e n  

21, ' 
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a u s  l e t z t e r e n  d i e  S e n k r e c h t e n  a u f  d i e  G e r a d e .  Gn i s t  d e r  Ort  
d e r  F u s s p u n k t e  d e r  S e n k r e c h t e n .  

Nach demselben Gesetze zeicbnen wir die Curven, welche die Normal- 
ebcncn zu h aus ~i~ schneiden. 

Geben wir in  einer Ebene Po zwei beliebige Curven n t e z  Ordnung c,", 
Chn, welche mit a als Axe zu einander affin sind, so k6nnen wir auf un- 
endlich viele Weisen die eine dieser Curven als Orthogonalprojection und die 
andere als schiefe Parallelprojection einer ebenen Curve n'Br Ordnung Can auf- 
fassen. Wir  erhalten e i n e  solche Curve, indem wir i n  den Punkten der 
einen von den zwei gegebenen Curven - sagen wir von C," - die Senk- 
rechten zu Po construiren und diese mit einer Ebene durch a schneiden. 
Hierdurch wird jedem Punkte B, von Csn ein Punkt  A von Ca" zugeordnet 
und somit auch dem Punkte A d e r  Punkt  Bh von Chn, welcher in der 
angedeuteten Affinitat dem Punkte B, correspondirt. Verbinden wir jetzt 
die correspondirenden Punkte von Can und Chn, so sind die Verbindungs- 
linien zu einander parallel (Fig. 1). Somit erscheint in der Shat  Chn als 
die Projection von C'," in der Richtung von AB*. Ziehen wir durch einen 
beliebigen Punkt H der Ebene Po die Gerade h ,  welcbe die Riahtung vun 
nh ha t ,  so ist  hierdurch eine Regelfiache R:" fcstgelegt. Die Construc- 
tion des Schnittes mit Po hangt nur von Chn und Czn ab und beweist uns 
folgenden Satz: 

G e g e b e n  s e i e n  z w e i  a f f i n e  C u r v e n  r z t e r  O r d n u n g  Chn, Czn 
u n d  e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  H i h r e r  E b e n e .  E i n e  G e r a d e  durch  
H s c h n e i d e t  d i e  e i n e  C u r v e  - s a g e n  w i r  Chn - i n  I?, P u n k t e n ,  
w e l c h e n  i n  d e r  A f f i n i t a t  a P u n k t e  d e r  a n d e r n  C u r v e  e n t s p r e -  
c h e n .  F a l l e n  w i r  a u s  l e t z t e r e n  d i e  P e r p c n d i k e l  a u f  d i e  Gerade ,  
s o  l i e g e n  i h r e  F u s s p u n k t e  i n  e i n e r  C u r v e  d e r  O r d n u n g  3%. 
F t i r  d i e s e l b e  i s t  H e i n  Z N - f a c h e r  P u n k t .  D i e  i m a g i n a r e n  Kre i s -  
p u n k t e  s i n d  n - f a c h e  P u n k t e .  C o n s t r u i r e n  w i r  d e n  P u n k t  2, 
w e l c h e r  H i n  d e r  A f f i n i t a t  e n t s p r i c h t ,  s o  s c h n e i d e t  d e r  Kreis  
ü b e r  HZ a l u  D u r c h m e s s e r  a u s  d e r  A x e  d e r  A f f i n i t a t  zwei 
N - f a c h e  P u n k t e .  

Die Ordnungszahl der Curven C3" wird um S r  vermindcrt, wenn H 
ein r-facher  Punkt von Chn und somit O ein Y-facher Punkt  von Can kt. 

3. 

W i r  fragen nun nach dem Orte der Senkrechten t ,  welche aus den resp. 
Geraden durch H die Punkte von Cin schneiden. Wir  beweiçen, dasv durch 
j$en Punlrt P der Ebene 21û Gerade t gehen, d .  h. dass ihr Ort eine Curve 
d n  der 2n1en Classe - C;,  - ist. Es  mtissen nimlich die Punkte von cin, von 
denen rtus unter rechtern Winkel erscheint , auf einern Kreise EViegen, 
der HP znm Durchmesser hat. Dieser Kreis schneidet CS" in 612 Ponkten. 
Von ihnen liegen 2 n  in H und 2ri in den imaginiiren Kreispunkten. ES 
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bleiben mithin noch 212 Schnittpunkte. Durch diese und P gehen 272 Ge- 
rade t ,  welche Tangenten einer Curve Zlz ter  Classe - Ca, - sind.* 

Nach dem Gesagten k6nnen wir den Zusammenhang zwischen c:" und 
Ci, knrz so ausdrücken: 

C o n s t r u i r e n  w i r  t i b e r  If u n d  e i n e m  P u n k t e  P d e r  E b e n e  
als E u d e n  e i n e s  D u r c h m e s s e r s  e i n e n  K r e i s ,  s o  s c h n e i d e n  d i e  
T a n g e n t e n  a u s  P a n  C2, d e n s e l b e n  e i n  z w e i t e s  Ma l  i n  d e n  P u n k -  
ten B v o n  Cfn.  

1st t> ein Punkt von Cz,, so schneiden sich in ihm zwei benachbarte 
Tangeuten von CZn. Daraus schliessen wir, dass der Kreis mit nP als 
Durchrnesser die Curve berührt. Wir  sagen daher: 

Die  K r e i s o ,  w e l c h e  H u n d  j e  e i n e n  P u n k t  P v o n  CL,, z u  E n d e n  
eines D u r c h m e s s e r s  h a b e n ,  b o r l i h r e n  e i n e  C u r v e  cin. D i e  B e -  
r ü h r u n g s p u n k t e  l i e g e n  j e  i m  z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t e  d e r  K r e i s e  
mit den  T a n g e n t e n  i n  P a n  q,. 

Die Mittelpunkte der letzterwihnten Kreise liegen auf einer Curve - 
C2,* -, welche zur Curve Czn centrisch collinear liegf, mit E als Centrum, 
der iinendlich fernen Geraden als Axe. m i r  sagen also: 

D l e  K r e i s e ,  w e l c h e  d u r c h  H g e h e n  u n d  d i e  C u r v e  b e -  
r u h r e n ,  h a b e n  i h r e  M i t t e l p u n k t e  a u f  e i n e r  C u r v e  v o n  d o r  2nlen 
Classe. 

Treten an Stelle von P die Punkte,  in  welchen die Tangenten aus H 
die Curve C2, bertihren, so tangiren die Kreise iiber PH die Curve c:" 
in H. Wir schliessen duher: - 

D i e  T a n g e n t e n  i n  H a n  c;" s t e h e n  s e n k r e c h t  z u  d e n  Tan-  
genten ,  w e l c h e  v o n  H a u s  a n  C2, g e h e n .  

Liegt P unendlich fern,  so degenerirt K B  in  die unendlich ferne Ge- 
rade und in eine Linie durch II, welche zur Richtung von P aenkrecht steht. 
Letzterc Linie schneidet cin in f i  Punkten. Die Normalen in ihnen um- 
hüllen Czn. r)arraiis folgt: 

C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  P u n k t e n  R v o n  c:" d i e  N o r m a l e n  
zu den r e s p .  G e r a d e n  H E ,  s o  u m h t i l l e n  d i e s e  e i n e  C u r v e  v o n  
der 2 f i ' e n  C l a s s e .  

Daraus schliessen wir , dass die Linien , welche in den n - fachen Punk- 
ten Dl, D, von Cin zu den resp. Geraden HD,, HD, senkrecht stehen, 
n-fache Tangenten von Cz, sind. Eine weitere n-fache Linie ist die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene. Nach diesen Singularitaten würde sich fur 
G,, eine Ordnungszahl gleich la2 + n ergebcn. Ihre Vermindorung htingt 
von Singularittiten der Curve Can ab. 

+ Wir k6nnen dies auch dadurch bewcisen, ,dasa wir Cr,  als Umriss der 
Kliche RI" aus 25, auffassen. 
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4. 
Ein weiterer Zusammenhang zwischen den Curven cin und Czn ergiebt 

sich, wenn wir in einem Punkte B von die Tangente tb construiren 
und in der Tangente t von Cz,, welche durch B geht, den Berührungs- 
punkt Br zeichnen. Um diese Constructionen durchxuftlhren, untersuchen 
wir die Tangentialebenen von R;", welche durch die Gerade p gehen, 
in  der B l iegt,  und bentitzen einen Satz aus der Theorie der Regel- 
flachen. Dcrselbe sagt ,  dass das Baschel der Tangentialebenen durch eine 
Gerade zur Reihe der Bertihrungspunkte projectivisch ist. Kennen wir drei 
dieser Tangentialebenen mit ihren Berührungspunkten, so ist die erwihnte 
Projectivitht festgelegt. 

Wir  suchen nun i n  unserem Falle drei Tangentialebenen durch p und 
ihre BerIlhrungspunkte. Die Ebenen schneiden wir mit Pb.  Die Berührungs- 
punkte projiciren wir in der Richtung von B auf Pb resp. auf t. Dann 
erhalten wir drei Gerade durch B, denen drei Punkte anf t zugeordnet sind. 
Construiren wir in dieser Projectivitat zu B die entsprechende Gerade, so 
ist  diese die Tangente ta in  B an cln. Bestimmen wir zu t den entspre- 
chenden Punkt ,  so wird in ihm die Curve Czn von t berührt. 

Es  bleibt uns noch tibrig, die erwahnte Projectivitat festzulegen. Wir 
bezeichnen zu diesem Zwecke mit Sh den Schnittpunkt von p und h. Dann 
wird in Sh die Flache 61;" von der Ebene p h  bertihrt. Diese schneidet Pa 
in  BIT. Die Projection von Sb auf Pb liegt im Schnittpunkte S von t mit = (Fig. 2). Es sind folglich BH und S ein Paar der Projectivitat. Con- 
struiren wir in  Sh einon Eegel Ko*2, der zu KoZ parallel ist, so liegt p suf 
K:Z. Die Tangentialebene i n  p an Ko*2 bertihrt R:" im unendlich fernen 
Punkte von p. Wir erhalten ihre Schnittlinie .u mit der Ebene Pb,  indem 
wir den Kreis zeichnen, welchen Ko*2 aus P b  schneidet. SH ist ein 
Durchmesser dieses Kreises. Seine Tangente in B ist die Gerade zc. Ihr 
entspricht i n  der Projectivitat der unendlich ferne Punkt  tJ von t. 

Eine dritto Tangentialebene duroh p beriihrt RF in A. Sie geht durch 
die Tangente i n  A a n  cin, mithin auch durch den Schnittpunkt 8, dieser 
Tangente mit a. I n  demselben Punkte schneiden sich die Tangenten, welche 
in  B, und Bn die resp. Curven GZn, Chn bertihren. Bemerken wir noch, 
dass B, die Orthogonalprojection des Punktes A auf Pb ist,  so folgt, dass 
ES, und B, ein drittes Paar  der Projectivitat sind. 

Projiciren wir jetzt (Fig. 2) die Reihe t aus dem Punkte H, so erhal- 
ten wir ein Büschel, das zu dem Btischel u m  B projectivisch ist. Beide 
Btischel erzeugen einen Kegelschnitt XF, in dessen Punkten sich die ent- 
sprechenden Strahlen der Btischel schneiden. Indem wir Kt2 zur Con- 
struction von to und Bt benützen, fassen wir diese dahin zusammen: 
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W i r  z e i c h n e n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  Kt2, d e r  i n  H d i e  G e r a d e  
HZ b e r i i h r t  u n d  d e r  d u r c h  B g e h t .  E i n  w e i t e r e r  P u n k t  d e s  
E e g e l s c h n i t t e s  l i e g t  i m  S c h n i t t e  v o n  BAS. m i t  HX. S c h n e i d e n  
wir u m i t  e i n e r  P a r a l l e l e n  d u r c h  H z u  t ,  s o  e r h a l t e n  w i r  e i n  
ftinftes E l e m e n t  v o n  k2. D i e  T a n g e n t e  i n  B a n  Et2 i s t  tz,. D e r  
S c h n i t t p u n k t  v o n  t m i t  Et  i s t  Bt .  

Durch diese Construction wird jedem Punkte R von c:" ein Punkt  
Bt von C2,, zugeordnet. Nach dem unter 3 Bewiesenen muss der Kreis 
über IIBt in B von der Tangente tb bertihrt werden. Daraus ergiebt sich 
folgende Ausdrucksweise für die angedeutete Zuordnung: 

Die T a n g e n t e  i n  e i n e m  P u n k t e  v o n  b i l d e t  m i t  d e r  G e -  
raden d u r c h  H d e n s e l b e n  W i n k e l ,  w i e  d i e  T a n g e n t e  i m  z u -  
g e o r d n e t e n  P u n k t e  v o n  Gn m i t  d e r  G t e r a d e n  d u r c h  H. 

6 .  
3 Die gegebene Erzeugungsweise von Rpn lasst nach zwei Richtungen 

eine Verallgemeinerung zu. 
cq) Für die eine kntîpfen wir an die Construction einer Linie p in einer 

Ebene E an (Fig. 1). Sei F eine beliebige Ebene im Raume, so k6nnen 
air durch den Punkt  A von Can in der Ebene E eine Gerade f ziehen, 
welche zu der Ebene F parallel ist. Construiren wir dann durch A i n  E 
eine Gerade d ,  ftir welche (h*pfd) = A ist - wobei A eine constante Zahl 
soi -, so liegen die Geraden d auf einer Regelflache RF vorn Grade 3n. 

Construiren wir namlich durch O zu den Geraden h*pfd die Parallelen 
h p f  f*d*, so sind diese durch die Relation (hp* f*d*)  = A verknüpft. Drehen 
wir jetzt E um h ,  so durchlaufen die Geraden f* ein Strahlenbfischel um O, 
dessen Ebene F* zu F parallel ist. Die Geraden p* bewegen sich auf dem 
Kegel EO2. Die Geraden d* bilden je mit einer Geraden p*, f*, h das Uoppel- 
verh8ltniss d. Folglich liegen die d* auf einem Kegel zweiten Grades - E d 2  -, 
wolcher dem Kegel E(,B in  einer Collineation (hF*d)  entspricht." Nun sind 
die Geradan d* parallel zu den Geraden d des in Rede stehenden Ortes, 
d. h. sie schneiden den Kegel K d V n  der unendlich fernen Ebene. Mithin 
liegen iiie auf einer Regelflache, welche diesen Kegelschnitt zur Leitcurve hat. 
Zwei weitere Leitcurven sind h und Can. h schneidet den Kegelschnitt in 
der unendlich fernen Ebene. Folglich ist die Regelriche Tom Grade 392. 
Wir bemerken, dass die Geraden f auf einer Regelfliiche 29Pn Grades - ~ 2 f "  
- liegen, welche h ,  Can und die Stellung der Ebene F zu Leitcurven hat. 
Bezeichnen wir mit Chn den Cylinder, welcher Can i n  der Richtung von h 
projicirt, so ltisst sich die Abhangigkeit der i n  Rede stehenden Flachen 
durch die Relation (chn R P ~  R ; ~  Rdn) = A ausdrticken. 

* Vergl. meine Abhandlung: Ueber centrische und plane Collineation Nr. 2. 
Vierteijahrsschrift der neturforsch. Gesellsch. in Zürich, Bd,XXXI S. 4. 
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Wir heben einige Lagen von F hervor, bei denen sich die Beziehiingen 
zwischen R;" und R;" vereinfachen. 

a) S t e h t  F s e n k r e c h t  z u  B o d e r  s o n k r e c h t  z u  h ,  so ~chneidct 
diese Ebene Ed8 in einem Kreise. Folglich muss F und jede Ebene, welche 
zu P parallel ist ,  aus RY eine Curve c~J"  schneiden, welche die imagi- 
niiren Kreispunkte zu n-fachen Punkten hat. Wir  leiten cdn aus der oben 
(3) untersuchten Curve c:" ab,  indem wir auf den Geraden durch H die 
Strecken B Bi nach gegebenem Verhaltniss theilen. 

Steht F xu B senkrecht, so muss auch f zu p normal sein. Nehaen 
wir dann a n ,  dam d und h* die Linion f und p harmonisch trennen, eo 
mtissen die Geraden f und p die Winkel zwischen d und h* halbiren. Steht 
F su h senkrecht, so ist auch f zu h* senkrecht, Sol1 jetzt p und d mit 
f und h* eine harmonische Gruppe bilden, so müssen h* und f die Winkel 
zwischen p und d halbiren. Wir  schliessen daher: 

T r a g e n  w i r  i n  d e n  E b e n e n  d u r c h  O j e  d e n  W i n k e l  ph* von 
p o d e r  h* a u s  n a c h  e n t g e g e n g e s e t z t e r  S e i t e  a b ,  B O  e r h a l t e n  w i r  
G e r a d e  d v o n  F l a c h e n  KY. 

Leiten wir die Schnitte cdn dieser Flachen aus c:" ab,  so folgi: 
T r a g e n  w i r  a u f  d e n  G e r a d e n  d u r c h  H d i e  S t r e c k e  BBh en t -  

w e d e r  v o n  R o d e r  v o n  BA a i l s  n a c h  e n t g e g e n g e s e t z t e r  R i c h t u n g  
a b ,  s o  e r h e l t e n  w i r  P u n k t e  v o n  C u r v e n  cdn. 

p) Piillt P mit der Ebene A zusammen, so degenerirt ~3~ in ein 
Strahlenbtischeldurch O. Daraus folgt: C o n s t r u i r e n  w i r  i n d e n  P u n k -  
t e n  v o n  Can d i e  G e r a d e n  d ,  w e l c h e  r e s p .  m i t  p ,  h* u n d  d e n  Lin ien  
d u r c h  O e i n  b e s t i m m t e s  D o p p e l v e r h a l t n i s s  b i l d e n ,  s o  l i egen  
d i e  d a u f  e i n c r  R e g e l f l i i c h o  v o m  G r a d e  3 n .  

Sei cjn der Schnitt derselben mit Pb, so besteht folgender Zusammen- 
hang zwischen cdn und (>ln: 

C o n s t r u i r e n  w i r  a u f  d e n  G e r a d e n  d u r c h  H d i e  P u n k t e  B d ,  
w e l c h e  m i t  B ,  Bh u n d  e i n e m  P u n k t e  i n  a e i n  b e s t i m m t e s  Dop- 
p e l v e r h a l t n i s s  b i l d e n ,  s o  l i e g e n  d i e  P u n k t e  B d  a u f  cdn. 

W i r  bernerken noch, dass die letzterwahnten Curven cd" irn Allgemei- 
'nen die imaginiiren Kreispunkte nicht zu rr-fachen Punkten haben. 

b) Eine zweite Verallgcrneinerung geht von der Curve cfn aus, in 
welcher die Ebene B die Flache R;" schneidet. Projiciren wir diese Curve 
i n  der Richtung von h auf die Ebene A ,  so erhalten wir eine Curve der 
3n'en Ordnung - c:", welche in O einen 2n-fachen Punkt  hat. Ordnen wir 
jetzt die Punkte,  in denen die Ebenen durch h die Curve c:" schneiden, den 
Geraden zu, welche dieselben Ebenen sus  B schneiden, und fkllen p ~ i r  aus 
den Punkten auf  die zugeordneten Geraden die Senkrechten, so liegen diese 
auf einer Regelflsche vorn Grade 5 m .  Sie ha t  n k d i c h  K2, h und cin zu 
Leitcurven. h schneidet K: und geht durch den 2n-fachen Punkt O von 
c?. Somit ist  der Grad der Regelfliiche gleich 2.2 .3  n - 3 n - 2.2 = 5n. 
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Pa schneidet RS" in eincr Curve ftinfter Ordnung, welche H zum 4%-fachen 
und die imaginëren Kreispunkte zu n-fachen Punkten hat. Um Punkte dieser 

3 n Cnrve - c:" - zu construiren, projiciren wir Ca i n  der Richtung von z 
auf Pb. Wir erhalten dann eine Curve der 312te11 Ordniing ( '2". Ihre Punkte 
B,' leiten wir in folgender Weise aus den Punkten Bh, B,, B von Chn, 
CZn, ab: Treffe HB die Gerade a in SC, so schneiden wir S* B, (Fig. 2) 
mit einer Geraden durch B, welche zu B, Bh parallel isl. Der Schnittpunkt 
ist B,". Die Senkreühte aus ihm zu HB trifft letztere Gerade in einem 
Punkte von cB*. 

Aus RF konnen wir nach demselben Gesetze, nach welchem wir RP" 
aus RP" ableiteten, eine Regelflache Tom Grade 7 %  erzeugen. Fahren wir 
auf diese Weise for t ,  so gelangen wir nach p-facher Anwendung des nam- 
lichen Gedankens zu einer Regelfiache vom Grade ( 2 p  + l ) m  Die Erzeu- 
genden aller dieser Regelflachen sind resp. parallel zu den Mantellinien eines 
orthogonalen Kegels. Ebenen, welche üenkrecht zu z oder h sind, schnei- 
den aus diesen Flëchen Curven, für wclche die imagintiren Kreispunkte 
n-fache Punkte sind. 

Nach den i n  a) ttufgestellten Gesichtspunkten konnen wir aus den 
Regelflachen, deren Erzeugung wir i n  b) besprochen haben, neue Regel- 
fliichen Tom niimlichen Grade ableiten. 

Indem wir im Folgenden einige Specialisirungen der allgemeinen Ent- 
mickelungen durchftihren, beschriinken wir uns darauf, die einfuhsten Typen 
der entstehendcn Fliichen und Curven zu bcsprechen. Aus ihnen lasson sioh 
die allgemeinen Formen durch centrische Collineation ableiten. 

B. Ueber eine specielle Regelfllche dritten Grades. 

1. 

In der Ebene A liege eine Gerade g,. Lassen wir in  den unter A. 1 

gegebcnen Entwickelungen g, a n  Stelle von Can treton, so erhalten wir eine 
Regelflache dritten Grades nach folgendem Gesetze: 

G e g e b e n  s e i  e i n  E b e n e n b ü s c h e l  m i t  d e r  S c h e i t e l k a n t e  h ,  
eine G e r a d e  g, u n d  e i n e  E b e n e  B. S c h n e i d e  e i n e  E b e n e  d e s  
B ü s c h e l s  a u 8  ga d e n  P u n k t  A ,  a u s  B d i e  G e r a d e  b, B O  f i i l l e n  w i r  
aus A d i e  S e n k r e c h t e  e u f  b. D a n n  i s t  d e r  O r t  d e r  N o r m a l e n  
eine R e g e l f l a c h e  d r i t t e n  G r a d e s  - Rp3. 

h ist eine doppelte Gerade von RP3. Die unendlich ferne Ebene schneidet 
RF3 in K,2 und in der Stellnng einer Ebene, welche eu h und g, parallel 
kt. Der Schnitt von A mit Rp3 besteht aus g, ,und den Geraden dl, d2.  
Sei G, die Ebene durch g,, welche parauel zu .e is t ,  so liegen in ihr ausser 
ga noch zwei Gerade von Rp3, welche durch den Schnittpunkt Sh von h mit 
G, gehen. Die eine von ihnen, pz ,  ist  parallel zu 8 ;  die andere, p h ,  wird 
von der Normalebene durch h zu G, aus letzterer Ebene geschnitten, 
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Ziehen wir in  den Punkten von g, die Parallelen f zur Ebene B ,  so 
sind diese zu den resp. Geraden b parallel und folglich zu den resp. Ge- 
raden p senkrecht. Nun liegen die f auf einem hyperbolischen Paraboloid, 
fiîr welches g,, h und die Stellung der Ebene B Leitlinien sind. Daraus 
ergiebt sich folgende Erzeugung von RpS: 

G e g e b e n  s e i  e i n  h y p e r b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d .  h u n d g .  seien 
z w e i  G e r a d e  d e s s e l b e n ,  w e l c h e  n i c h t  d e r  S c h a a r  v o n  p a r a l l e l e n  
G e r a d e n  a n g e h o r e n .  C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  
d e r  l e t z t e r e n  m i t  g, z u  d i e s e n  d i e  S e n k r e c h t e n ,  w e l c h e  h s c h n e i -  
d e n ,  s o  l i e g e n  d i e s e  tanf e i n e r  R e g e l f l l c h e  d r i t t e n  G r a d e s .  

Eine andere Ausdrucksweise für die Darstellung von RDS ergjebt sich 
bei folgondem Gedankengang : 

Ein Orthogonalkegel ist bestimmt, wenn wir seine Spitze H, einen 
Trager der zu einander senkrechten Ebenenbüschel und die Richtung des 
andern Tragers kennen. Lassen wir jetzt die Spitze des Kegels den ersten 
Trzger h durchlaufen , wkhrend wir die Richtung des andern Tragers a fest- 
halten, so gehijrt zu jeder Lage der Spitze ein orthogonaler Kegel. Wir 
wollen die Gesammtheit dieser Regel als ein Büschel bezeichnen. Durch 
eine Gerade g, im Raume und die Spitze eines solchen Kegels geht eine 
Ebeno, wclcho don Kegel in  zwei Erzengcnden von Rp3 schncidot. Wir 
sagen daher: 

8 i n d  d i e  E b e n e n  e i n e s B ü s c h e l s  p e r s p e c t i v i s c h  z u r  R e i h e  der  
S p i t z e n  v o n  O r t h o g o n a l k e g e l n  e i n e s  B i i s c h e l s ,  s o  s c h n e i d e n  die 
E b e n e n  a u s  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  K e g e l n  d i e  E r z e u g e n d e n  vonRp3. 

g, schneidet jeden Orthogonalkegel des Büschels in zwei Punkten A,, 

4. Geben wir  umgekehrt auf g, einen beliebigen Punkt A,, so konnen 
wir beweisen, dass durch ihn ein Orthogonalkegel dos Büschels geht. Legen 
wir nsmlich die Normalebene durch A, xu f i ,  so rnuss diese den gesuchten 
Kegel i n  einem Kreise schneiden, wetcher durch A, geht. Ein zweiter 
Punkt  des K r e i ~ e s  liegt im Schnitt der Normalebene mit h. Der Schnitt 
der letzteren Ebene mit der Ebene h z  liefert einen Durchmesser des Kreises. 
Somit i s t  derselbe - und also auch eiu Orthogonalkegel durch Al - ein- 
deutig bestimmt. Trifft g, diesen Orthogonalkegel ein zweites Mal in A, und 
zeichncn wir jetzt den Orthogonalkegel, welcher durch 8, geht, so finden 
wir, dess auf dcmselbcn auch A, liegt. Daraus folgt,  dass g, die Ortho- 
gonalkegel in Paaren einer Involution schneidet. Diesen sind durch die 
Orthogonalkegel die Punkte der Geraden h eindeutig zugeordnet. RD3 w ir d 
d u r c h  d i e  G e r a d e n  h e r v o r g e b r a c h t ,  w e l c h e  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  
P n n k t e  d i e s e r  P r o j e c t i v i t a t  v e r b i n d e n .  . 

Wir fligen einige Bemerkungen über die abgeleitete Involution und 
Projectivittit bei. 

I n  der Involution sind die Echnittpnnkte A,  und Ah von pz und ph 

mit g, ein Paar. Ihm entspricht auf h der Punkt  E h .  Çonstruiren wir 
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zur Ebene h~ durch h die Normalebene, so schneidet diese aus g,  den Mittel- 
punkt der Involution. Ihm und dem uuendlich fernen Punkte von g, eut- 
spricht der unendlich ferne Punkt  von h. Nehmen wir ein Paar  der In- 
volution auf g,  und den entsprechenden Punkt  auf h beliebig a n ,  so ist 
darnit ein Orthogonalkegel und somit die Projectivitat festgelegt. Am ein- 
fachsten geschieht dies dadurch, dass wir einen Doppelpunkt der Involution 
und seinen entsprechenden Punkt  in  h annehmen. 

Eine weitere Darstellung von Rp3 knüpft an die Ebenen a n ,  durch 
welche die Geraden p in der Richtung von a projicirt werden. Diese Ebenen 
umhtillen einen perabolischen Cylinder (A. 3 ,  Anm.) Cy2. h schneidet die 
unendlich ferne Erzeugende dieses Cglinders. g,  und die Geraden p sind 
Tangenten desselben. S o m i t  e r s c h e i n t  Rp3 a19 O r t  d e r  T a v g e n t e n  
von CgZ, w e l c h e  h u n d  g ,  s c h n e i d e n .  

Um die Geraden zu construiren, welche durch einen Punkt  A von g ,  
gehen, legen wir durch A und h eine Ebene. Sie schneidet Cy2 in einer 
Parabel. An diese gehen aus A zwei Tangenten. Eine von ihnen liegt in  
der Tangentialebene an CyZ, welche g,  enthiilt - es ist die Ebene, welche 
wir oben mit G, bezeichneten -, und gehort nicht zu RpS. Die andere 
Tangente ist eine Gerade p. Beide Tangenten falleii in eine susammen, 
wenn an Stelle von A der Beriihrnngspunkt von g,  mit CY4 tritt. Dann 
liegt diese Tangente auf Rp3. Zuglcich befindet sie sich auch in der Ebcno 
G,. In  ihr liegen, wie wir oben geselien, die Geraden g, ,  pz und ph von 
Rp3. Unter ihnen kann nur  ph die erwiihnte Tangente sein. Ihr  Schnitt- 
punkt Ah mit g ,  ist  folglich der Berührungspunkt von g, mit CgZ. Wir 
schliessen daraus: I m  P u n k t e  A h  w i r d  C,' v o n  RPa b e r ü h r t .  

2. 
m i r  untersuchen jetzt den Schnitt von RP3 mit einer Ebene Pb. Der- 

selbe ist eine Curve dritter Ordnung Ca3, welche durch die imaginaren Kreis- 
punkte geht. Sie hat im Schnittpunkte H von h mit Pb einen Doppelpunkt. 
Um weitere Punkte von Cb3 zu erhalten, projiciren wir g, in den Eichtungen 
von z und h auf Pb. gz und gh seien diese Projectionen. Z sei der Schnitt- 
pnnkt von B mit P b .  Dann geht Cag durch den Schnittpunkt von g, und g,,, 
durch den Schnitt von E2 mit g, (Fig. 3) und durch den Fusspunkt des 
Perpendikels, welches aus El  auf g ,  gefallt werden kann. gh trifft Cb3 in 
dem unendlich fernen Punkte. Die Normale in  H zu HZ schneidet gh in  
einem Punkte von CbS. Der Kreis iiber IIZ als Durchmesser trifft a in 
zwei weiteren Punkten der Curve. 

Indem wir die unter A. 2 für cin entwickelte Construction speciali- 
~ i ren ,  ziehen wir durch H eine beliebige Gerade b. Sie schneide gh in  Bh. 
Die Parallele durch BA zn HZ treffe g, in B,. Die Senkrechte aus B, auf 

b t r 8 t  letztere Gerade in einem Punkte B von Le3. 
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Uiese Construction is t  nur abhBngig von g,, gh, H und der Richtung 
HZ. Wir schliessen daher : 

G e g e b e n  s e i e n  i n  e i n e r  E b e n e  z w e i  G e r a d e  g,, gh u n d  ein 
P u n k t  8. W i r  c o n s t r u i r e n  d i e  D r e i e c k e ,  w e l c h e  e i n e  d e r  Gera-  
d e n  - s a g e n  w i r  g, - z u r  g e m e i n s a m e n  S e i t e  h a b e n .  E i n e  Ecke 
Bh b e w e g e  s i c h  i n  gh. Von d e n  S e i t e n  d u r c h  Bh e n t h a l t e  eine 
H, w i i h r e n d  d i e  a n d e r e  e i n e  g e g e b e n e  R i c h t u n g  h a t .  A u s  
d e m  S c h n i t t p u n k t e  d e r  l e t z t e r e n  S e i t e n  m i t  g, f a l l e n  w i r  d i e  
r e s p .  S e n k r e c h t e n  a u f  HBh. I h r e  F u s s p u n k t e  l i e g e n  a u f  einer  
C u r v e  Ch3. 

Die Ebene Pb schneidet das Büschel der Orthogonalkegel in einem 
Büschel von Kreisen, deren Mittelpunkte auf HZ liegen und welche sich 
in  H bertîhren. Zu jedem Kegel geh6rt eine Ebene durch g,, also zu jedem 
der erwahnten Kreise eine Gerade, welche durch den Sehnittpunkt G von 
g, mit Pb geht. Mithin ist  das Büschel der Geraden durch g projectivisch 
zum Büschel der Kreise. Diese Projectivitat ist dadurch ausgezeichnel, dass 

dern Kreise mit dem Radius Null, d. h. dem Punkte El die Gerade durch H 
entspricht. J e  ein Kreis ist bestimmt, wenn wir seinen zweitcn Schnitt- 
punkt Z* mit der Geraden H Z  kennen. Daher ist  auch die Reihe der 
Punkte Z* zum Büschel der Geraden durch G projectivisch. Daraus ergiebt 
sieh folgende Darstellung fIir CaS: 

G e g e b e n  s e i  e i n e  P u n k t r e i h e  u n d  s i n  z u  i h r  p r o j e c t i v e s  
S t r a h l e n b t i s c h e l .  H s e i  e i n  P u n k t  d e r  B e i h e ,  w e l c h e r  i n  seinem 
e n t s p r e c h e n d e n  S t r a h l e  l i e g t .  C o n s t r u i r e n  w i r  d e n  K r e i s ,  
w e l c h e r  H u n d  e i n e n  P u n k t  d e r  R e i h e  z u  D u r c h m e s s e r c n d e n  
h a t ,  s o  s c h n e i d e t  d e r  S t r a h l ;  w e l c h e r  d e m  P u n k t e  e n t s p r i c h t ,  
a u s  d e m  K r e i s e  z w e i  P u n k t e  v o n  Cb3. 

Bei dieser Ableitung von CbS ergiebt sich, dass derjenige unter den 
erwahnten Kreisen , welcher durch ff und G geht , m m  entsprechenden Strahl 
die Tangente in  G an CbS hat. Dem unendlich fernen Punkte Z* correspon- 
dirt  ein Strahl gh, dor einen unendlich ferncn Punkt  von CbS enthalt; und 
iîbcrdies aus der Normalen in H zu HZ einen Punkt  von CbS schneidet. 
Construiren wir den zweiten Strahl g,, welcher dureh seinen entsprechenden 
Punkt  geh t ,  so liegt der Punkt in  CsS. Damit haben wir wieder die Linien 
gn und g, gefunden, welche wir oben zur Darstellung von Cb3 benutztcn. 

3. 

Wir wenden uns zur Untersuchung der Enveloppe der Linien B-, 
Dieselbe wird erhalten als Schnitt des Cylinders Cye mit der Ebene Pb und 
ist folglich eine Parabel. Ihre  Axenrichtung ist die Richtung von HZ. Die 
Gerade HZ schneidet aus g, einen Punkt  der Scheiteltangente dieser Parabel. 
D i e  C n r v e  CaS i s t  d e r  O r t  d e r  F u s s p n n k t e  d e r  S e n k r e c h t e n ,  
w e l c h e  w i r  a u s  H a u f  d i e  T a n g e n t e n  d e r  P t a r a b e l  f l i l l en  konnen. 
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Geben mir nun eioe beliebige Parabel P z  und einen Punkt  E ihrer 
Ebene, so suchen wir BUS Pa und H eine Curve Cb3 abzuleiten. Wir  ziehen 
zu diesem Zwecke durch H zur Axcnrichtung der Parabel eine Parallele. 
Sehneide diese die Scheiteltangente t, der Parabel i n  B h ,  so geht durch Bh 
eine zweite Tangente g, a n  P2. Dann fiillen wir aus H auf zwei Tangenten 
t , ,  t ,  der Parabel die Senkrechten und zeichnen ihre Fusspunkte T l ,  T2. 
Feiner ziehen wir durch H die Senkrechte zu g,. Ih r  Fusspunkt sei B,. 
Durch Bh, TI TZ , B I ,  durch die imaginaren Kreispunkte J, , J, und den 
Punkt H als Doppclpunkt wird eine Curve dritter Ordnung Ca3* bestimmt. 
Jetzt ziehen mir durch die Schnittpunkte von t,, t2 mit g, zur Axenrich- 
tung der Parabel die Parallelen und bringen diese resp. mit HT,, HT,  
sum Schnitte. Betrachten wir die Verbindungslinie der Schnittpunkte als 
eine Linie gh, so konnen wir nach der in 2 gegebenen Methode mit Hilfè 
von H, g, und gh eine Curve dritter Ordnung erzeugen. Diese hat  H zum 
Doppelpunkte, geht durch B h ,  B, ,  Tl Tz, JI J, und fiillt daher mit der 
oben bestimmten Curve Cb3 zusammen. Wir  schliessen daraus: 

G e g e b e n  s o i  e i n e  P a r a b e l  PZ  u n d  e i n  P u n k t  H i h r e r  E b e n e .  
Fi l leu w i r  a u s  H a u f  d i e  T a n g e n t e n  d e r  P a r a b e l  d i e s e n k r e c h t e n ,  
s o  l i e g e n  i h r e  F u s s p u n k t e  a u f  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  Cb3. 

Geben wir umgekehrt eine circulare Curve dritter Ordnung Ca3 durch 
ihren Doppelpunkt H und vier im Endlichen gelegene Punkte, so ziehen 
wir in ihnen xu den Verbindungslinien mit H die Normaleii. Diese be- 
stimmen als Tangenten eine Parabel, mit deren Hilfe wir weitere Punkte 
von Ca3 construiren konnen. 

Sei S der Schnittpunkt von tlt,, so geht durch S, H, T,T, ein Kreis. 
Es folgt daher: 

C o n s t r u i r e n  w i r  d i e  K r e i s e ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  
P u n k t  H g e h e n ,  u n d  z i e h e n  w i r  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  
durch H g e h e n d e n  D u r c h m e s s e r  m i t  d e n  r e s p .  K r e i s e n  d i e  T a n -  
genten a n  P e ,  s o  s c h n e i d e n  d i e s e  d i e  r e s p .  K r e i s e  e i n  z w e i t e s  
M a l  i n  P u n k t e n  v o n  CbS. 

Bemegt sich S auf einer Geraden durch H, so schliessen wir: 
G c g e b c n  s e i  e i n  B U s c h e l  v o n  K r e i s e n ,  d i e  s i c h  i n  e i n e m  

Punkte  b e r i i h r e n ,  u n d  e i n e  P a r a b e l .  C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  
aweiten S c h n i t t p u n k t e n  d e r  M i t t e l p u n k t s l i n i e  d e s  B i i s c h e l s  
m i t  a l l e u  K r e i s e n  a n  d i e  P a r a b e l  d i e  T a n g e n t e n ,  s o  l i e g e n  i h r e  
S c h n i t t p u n k t e  m i t  d e n  r e s p .  K r e i s e n  a u f  e i n e r  C u r v e  Ca3. 

Sind die Tangenten t,, t ,  benachbart, so geht 8 in den Bertîhrungs- 
punkt Y' über. Der Kreis, welcher HT zum Durchmesser hat ,  bertihrt Cb3. 
Wir folgern daraus : 

Alle  K r e i s e ,  f ü r  w e l c h e  e i n  D u r c h m e s s e r e n d e  i n  e i n e m  
festen P u n k t e  H l i e g t  u n d  f t i r  w e l c h e  d s s  a n d e r e  D u r c h m e s s e r -  
ende s i c h  i m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n o r  T a n g e n t e  v o n  P V e -  
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f i n d e t ,  b e r i i h r e n  i n  i h r e m  z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t e  m i t  d e r  e r -  
w g h n t e n  T a n g e n t e  e i n e  C u r v e  Ca3. 

Aus diesem Satze schliessen wir, dass Ca3 die Parabel PZ in drei 
Punkten bertihrt. Es  sind die Fusspunkte der Normalen aus H auf Pz. 
Weiter folgern wir, dass die Tangenten in Il en CaS zu den Tangenten 
senkrecht stehen, welche aus H a n  Pe gelegt werden konnen. Es  wird daher 
l3 ein iaolirter Punkt von Ca3 sein, wenn e r  in Rezug auf Pe l l ip t i sch  kt. 
Liegt H in Pz, so ist er eine Spitze flir Cb3. 1st H in Bezug auf P e  hyper- 
bolisch, so gehen durch ihn zwei reelle Aesta von Cb3. 

Der zuletzt angeführte Satz lehrt uns auch die Carve Cb3 construiren, 
welche durch den Uoppelpunkt und drei Punkte mit der Tangeute in einem 
oder zwei Punkte mit ihren Tangenten gegeben ist. 

Die Mittelpunkte M der Strecken, welche H mit den Punkten T von 
PB verbinden, liegen auf einer neuen Parabel Pme, welche zu P9 centrisch 
ëhnlich liegt. Indem wir bernerken, dess die Punkte BI Centra von Kreisen 
sind, welche durch H und T gehen, sagen wir: 

C o n s t r u i r e n  w i r  a u s  d e n  P u n k t e n  e i n e r  P a r a b e l  a l s  M i t t e l -  
p u n k t e n  d i e  K r e i s e ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  g e h e n ,  
s o  u m h i i l l e n  d i e s e  e i n e  C u r v e  Ca3. 

Wir transformiren schliesslich die zuletzt hervorgehobene Figur in einer 
centrischen Collineation erster Ordnung. Dabei wshlen wir den Brennpunkt 
Br von Pm%ls Centrum und disponiren so, dass des Bild von P,%in 
Kreis Kme w i ~ d .  Dann ist das Rild der unendlich fcrnen Geraden eine 
Tangente q von Km2. Den imaginaren Kreispunkten entsprechen imaginare 
Punkte,  welche die Rechtwinkelinvolution um Br aus q schneidet. Der 
Parabel P2 correspondirt sin Eegelschnitt K8, welcher zu Kme centrisch 
involutorisch lie& mit H a l s  Centrum und q als Axe. Wir schliessen daher: 

G e g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  KmZ v o m  N i t t e l p u n k t e  Br u n d  ein 
P u n k t  H. q Sei  e i n e  T a n g e n t e  d e s  K r e i s e s  u n d  w e r d e  von  der 
R e c h t w i n k e l i n v o l u t i o n  urn Br i n  d e n  i m a g i n i i r e n  P u n k t e n  J,, J, 

g e t r o f f e n .  C o n s t r u i r e n  w i r  d i e  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  durcb  
H, J I ,  J, g e h e n  u n d  f ü r  w e l c h e  d e r  P o l  d e r  G e r a d e n  q den 
K r e i s  K' d u r c h l a u f t ,  s o  u m h l i l l e n  d i e s e  K e g e l s c h n i t t e  eine 
C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  Cs. S i e  g e h t  d u r c h  J,, Jz u n d  h a t  II 
z u m  D o p p e l p u n k t e .  S i e  b e r i i h r t  i n  d r e i  P u n k t e n  d e n  Kegel- 
e c h n i t t  KZ, w e l c h e r  m i t  H a l s  C e n t r u m  u n d  q 81s Axe zum 
K r e i v e  En,' i n v o l u t o r i s c h  i s t .  

Um Punkte von C3 zu zeichnen, gehen wir von cincm ontsprechendcn 
Paare Om Q der Kegolschnitte Km" Ez aus. Wir  construiren den Kegel- 
schnitt Kq2, welcher durch J I ,  J , ,  H und Q geht und für welchen O,, q 
Pol und Polere sind. Die Tangente in  Q an K2 schneidet Kq2 ein zweites 
Mal im Berührungspunkte von Kg2 mit C3. 
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4. 
Zu einer noch specielleren Fliiche dritten Grades als die jetzt behan- 

delte werdcn air gefiihrt, indem wir von drei in  einem Punkte O sich 
schneidenden zu einander senkrechten Geraden a ,  y, z ausgehen. In der 
Ebene X B  liege eine Gerade g,,, welche zu z parallel ist. h, ,  sei eine der 
Geraden durch O in der Ebene y s ,  welche den Winkel zwischen y und a 
halbiren. H,.  sei die Ebene durch g,,, welche zu h y z  parallel ist. Sie 
treffe x y in g, y .  

Lassen wir jetzt an Stelle von A ,  B in 1 die Ebenen xa, x y  treten 
und an Stelle von g,, h die Geraden g,, und h,,, so erhalten wir in folgen- 
der Weise eine Fltiche dritten Grades: 

W i r  z i e h e n  i n  d e r  E b e n e  Hy,  d i e  P a r a l l e l e n  z u  T l y z  u n d  z e i c h -  
nen i h r e  S c h n i t t p u n k t e  m i t  g,,, g,,. I n d e m  w i r  d i e s e  m i t  O 
v e r b i n d e n ,  e r h a l t e n  w i r  D r e i e c k e .  I h r e  H o h e n l i n i e n ,  w e l c h e  
d u r c h l ' u n k t e  v o n  g,, g e h e n ,  e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l f l a c h e  d r i t t e n  
Grades R3. 

s stellt zwei unendlich benachbarte Gerade von R3 vor. Langs dersel- 
ben berührt die Ebene x a  die Flache R3. Die Ebene H,,, ist Tangential- 
ebene von RY im unendlich fernen Punkte von g,,. Sei R der Schnitt- 
punkt, in dem eine Parallelebene durch g,, zur Ebene xy die Gerade h,,. 
schneidet, so gehen die Normalen zu den Erzeugenden von R$ welche h,,, 
schneiden, durch H. Daraus ergiebt sich folgende Darstellung von R3: 

B e w e g e n  w i r  e i n e n  r e c h t e n  W i n k e l  s o l  d a s s  d e r  e i n e  s e i n e r  
Schenke l  s t e t s  d u r c h  d e n  f e s t e n  P n n k t  H g e h t ,  w t i h r e n d  d e r  
Sche i te l  d i e  G e r a d e  g,, d u r c h l a u f t  u n d  d e r  tbndere  S c h e n k e l  
auf d e r  G e r a d e n  hg ,  g l e i t e t ,  s o  b e s c h r e i b t  d i e s e r  e i n e  R e g e l -  
flëche RY. 

Geben wir zwei beliebige windschiefe Gerade im Raume, no konnen 
wir vier Regelfltichen der betrachteten Ar t  construiren, ftir welche eine der 
gegebenen Geraden h g ,  und die andere g,, ist. Zu diesem Zwecke zeichnen 
wir die gemeinsame Normale zu den beiden Geraden. I m  Schnittpunkte 
dieser Normalen mit der Geraden, welche a n  Stelle von hy treten 9011, 
tragen a i r  die LLinge der Normalen nach beiden Seiten ab. Hierdurch 
erhalten wir zwei Punkte,  von denen der eine a n  Stelle des Punktes 0, der 
andere an Stelle des Punktes iZ der Flache treten kann. D m i t  sind zwei 
Plachen festgesetzt, welche eine der gegebenen Geraden - Punkt ftir Punkt  
- zur Doppellinie haben. F ü r  zwoi weitere FlBchen ist die andore Gerade 
eine solche Doppellinie. 

Die Involution auf g,, und die projectivische Zuordnung der Punkte- 
reihe auf hyz  sind dadurch ausgezeichnet, dass die Involution den Schnitt- 
piinkt Z von a mit g,, m m  Mittelpunkt und Doppelpunkt hat. Ihm ent- 
spricht der Punkt  O in hy ,. Dem unendlich fernen Punkte von g . ~ ,  cor- 
respondirt der unendlich ferne Punkt von &,. 
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Ziehen wir in der Ebene durch H und g,, zu den Geraden, welche H 
mit den Punkten Von g,, verbinden, in diesen die Normalen, so umhiillen 
dieselben eine Parabel,  welche H zum Brennpunkte hat. Sie stellt uns die 
Spur des parabolischen Cylinders Cy2 vor, dessen Tangenton die Erzeugcn- 
den von R3 sind. Indem wir mit Hilfe dieser Parabel R3 zeichnen, 
schliessen wir : 

I n  e i n e r  E b e n e  B* s e i  e i n e  P a r a b e l  m i t  d e m  B r e n n p u n k t e  
II u n d  d e m  S c h e i t e l  S g e g e b e n .  I u  l e t z t e r e m  c o n s t r u i r e n  wir  
e i n e  S e n k r e c h t e  zu B*  u n d  z e i c h n e n  e i n e n  P u n k t  O,  f ü r  wel-  
c h e n  S O = O H  is t .  h,, s e i  d i e  G e r a d e  d u r c h  O u n d  ET. Verbin-  
d e n  w i r  j e t z t  d i e  P u n k t e ,  w e l c h e  d i e  N o r m a l e b e n e n  z u  B* d u r c h  
d i e  P a r a b e l t a n g e n t e n  a u s  hg,  u n d  d e r  S c h e i t e l t a n g e n t e  der  
P a r a b e l  s c h n e i d e n ,  s o  l i e g e n  d i e s e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  a u f  e iner  
F l a c h e  d r i t t e n  G r a d e s .  

Die circularen Curven dritter Ordnung , welche eine Parallelebene Pb  
zu xy aus R3 schneidet, zeichnen wir mit Hilfe des Schoittpunktes II von 
Pa mit h,,, und der Schnittlinie von Pb mit den Ebenen z r  und H y z .  mir 
k6nnen diese Construction dahin fassen: 

G e g e b e n  s e i e n  z w e i  p a r a l l e l e  G c r a d e  x* ,  g,,* u n d  e i n  P u n k t  
H i h r e r  E b e n e .  C o n s t r u i r e n  w i r  d i e  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i c c k e ,  
d e r e n  e i n e  K a t h e t e  z*  i s t ,  d e r e n  H y p o t e n u s e n  d u r c h  O gehen  
u n d  a u s  gXy* e i n e  E c k e  s c h n e i d e n ,  s o  l i e g e n  d i e  F u s s p u n k t e  der  
H 6 h e n  d i e s e r  D r e i e c k e  a u f  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g .  S i e  h a t  
H z u m  D o p p e l p u n k t e ,  g e h t  d u r c h  d i e  i m a g i n i i r e n  K r e i s p u n k t e ,  
h a t  gXyt i m  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  z u r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e  und 
w i r d  v o n  x* i m  F u s s p u n k t e  d e s  P e r p e n d i k e l s  a u s  H ber i ih r t .*  

Sei H,,* eine Ebene durch x, welche zu hg,  senkrecht steht,  so schneidet 
auch 'diese die Plache R V n  einer circularen Curve dritter Ordnung. Die- 
selbe hat in O eine Spitze. Die Durchftihrung der Construction dieser Curve 
beweist folgenden Satz : 

G e g e b e n  s e i  e i n  P u n k t  O u n d  e i n e  G e r a d e  O ,  w e l c h e  um c 
v o m  P u n k t e  O a b s t e h e .  S e i  Po e i n  P u n k t  v o n  O ,  s o  z i e h e n  wir 
i n  i h m  z u  POO d i e  N o r m a l e  u n d  t r a g e n  a u f  d i e s e r  v o n  Po a u s  
n a c h  b e i d e n  S e i t e n  d i e  c o n s t a n t e  G r o s s e  e ab. D i e  E n d p u n k t c  

* In Fig. 4, 5, 6 und 7 sind vier solche Schnitte von Ra gczeichnet, welche 
uns den Uebergang des Punkteu H vom isolirten Punkte durch die Spitze zum 
Doppelpunkte veranschaulichen. Wir bernerken, dass die (stark gezogenen) Linien 
x' reep. n: in der Ebene xz liegen. Der Abstand des Punktes H von xU giebt uns 
an, urn wieviel die Ebene der Curve C S  von der Ebene xy cntfernt ist. Es id 
daher leicht aus den vier Curven ein Modell der Flache herzustellen. 

In Fig. 4 ist die Parabel Pm2 eingezeichnet, welche die Mittelpunkte aller 
Kreise durch H enthalt, welche C-erühren. 

In Fig. 5 ist die Parabel Pz dargestellt, auf deren Tangenten die Punkte von 
Ca liegen. 
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Li parallelen Geraden und einem Punkte construiren und beweist den Satz: 

G e g e b e n  s e i e n  z w e i  p a r a l l e l e  G e r a d e  g,, g, u n d  e i n  P u n k t  H. 
eh t  à ich  e i n e  K a t h e t e  e i n e s  r e c h t w i n k l i g e n  U r e i e c k s  u m  H, 
hrend  d i e  r e c h t w i n k l i g e  E c k e  s i c h  a u f  e i n e r  d e r  z w e i p a r a l -  
en G e r a d e n  b e w e g t  u n d  e i n e  z w e i t e  E c k e  d i e  a n d c r e  G e r a d e  
r c h l a u f t ,  u n d  s t e h t  d i e  H y p o t e n u s e  d e r  D r e i e c k e  s t e t s  s e n k -  
: h t  z u  b e i d e n  G e r a d e n ,  s o  b e s c h r e i b t  d i e  d r i t t e  E c k e  e i n n  

rve d r i t t e r  O r d n u n g  (Fig. 8). 

C. S L l t z e .  

Wir stcllen _ inden einige Satze zusammen, welche sich bei 
:cialisirung der allgemeinen Untersiichungen fiir N = 2 leicht ergeben. 
1. Batz. O x y a  sei das rechtwinklige Axenkreuz. Gegeben sei eine 

gel, deren Mittelpunkt M in x liegt und welche durch O geht. h, ,  sei 
der Geraden durch O, welche den Winkel zwischen y und z halbiren. 

,2 und Kz yZ seien die Kreise, welche die Ebenen x z  und xy aus der 
:el schneiden. Mit Pz, und P,,, seien die Punkte beaeichnet, in  wel- 
n die Ebcnen durch hg ,  die erwahntcn Kreise treffen. Construiren wir 
den Dreiecken OP,,Pzg die Hfihen durch Pz,, so liegen diese auf einer 
:eltXiche vierten Grades R4. Dieselhe hat  hya ziir doppelten Geraden. 

Führen wir die gleiche Construction für den Fa11 durch, dass die Kugel 
3t durch O gehe, so erhalten wir als Ort  der Hohen eine Regelfiache 
mten Grades. Dieselbe hat hyz zur vierfachen Geradeo. 

2. Satz. I n  einer Kbene H sei ein Kegelschnitt KZ, eine Gerade x und 
Punkt O dieser Geraden gegeben. Sei P ein Punkt des Kegelschnittes, 

fillen wir aus P auf x die Senkrechte und tragen ihre Lange von P aus 
cincr Normalen zur Ebene H nach beidcn Seiten ab. Dic Endpunkto 
binden wir mit 0. Fallen wir jetxt in den so erhaltenen Dreiecken aus 

Ecken, welche auf der n a d i c h e n  Seite von H liegen, die Hohen, so 
illen dieselben eine RegelKiche sechsten Grades. Die Normale in O zu 
ist eine vierfache Gerade der Flache. 

Liegt O auf K" so wird der Grad der Flache um 2 vermindert. 
3. Satz. Gegeben sei ein Kreis vom Mittelpunkte M. O sei ein Punkt  
Kreises. Schneide eine Senkrechte zu 0 M  den Kreiu und die Gerade 

f in den reep. Punkten Pl P, Pm, so liegen die Fuespunkte der Normalen 

* Drehen wir die Dreiecke um O Po, bis sie zur Ebene durch 00 eenkrecht 
ien ,  so stellen die Hohen, welche nicht durch O gehen, zwei Flacheu der be- 
delten Ar t  dar. 
Zeitsohriit f. Mnthemetik u. I'liyaik X X X I I .  6. 22 
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aus Pm auf OP, und OP, in einer Curve vierter Ordnung C4. Dieselbe ist 
circular und ha t  in O einen dreifachen Punkt  (Fig. 9).* Die Normalen 
umhiillen eine Curve dritter Classe. 

Eine Curve der nlimlichen Art C4 erhalten wir, wenn OM eine belie- 
bige, durch O gezogene Gerade ist (Fig. 10). 

4. S a t ~ .  Gcgolicn sei ein Kreis vom Mittelpunktc M. O sei ein Punkt 
des Kreises. Eine Senkrechte zu 0 M  schneide ihn in PI P,. Die Puss- 
punkte der Normalen aus P, zu OP, und aus P, zii O P ,  liegen auf einer 
Curve vierter Ordnung C4, welche circular ist und in O einen dreifachen 
Punkt  hat. Die Normalen umhüllen eine Curve dritter Classe (Big. 11 u. 12, 
erstere stellt die Curve dar, für welche 0X kein Durchmesser ist). 

5. Satr .  Gegeben sei ein Kreis vom Mittelpunkte M. d sei einer 
seiner Durchmesser. Ftillen wir aus den Punkten D von d auf die Halb- 
messer des Kreises, welche von den D aus unter rechtem Winkel erschei- 
nen, die ~ k k r e c h t e n ,  so liegen ihre Fusspunkte auf einer Curve sechster 
Ordnung C6. Sie hat in M einen vierfachen Punkt. Die imagintiren Kreis- 
punkte sind Doppelpunkte. Die Senkrechten umhilllen eine Curve vierter 
Classe (Fig. 13).** 

Eine Curve der namlichen Art  erhalten mir, wenn a n  Stelle von d eine 
beliebige Gerade tritt  (Fig. 14). 

6 .  Suta. Gegeben seien zwei concentrische Kreise El" E: mit dem 
Mittelpunkte O. Dreht sich die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
um O, wtihrend dieselbe aus K,aK,B zwei Ecken schneidot, und ist eino 
Kathote des rechtwinkligen Dreiecks parallel einer gegebcncn Richtung,*" 
so durchlauft der H6henfusspnnkt eine Curve der sechsten Ordnung CG. 
O ist  ein (isolirter) vierfacher Punkt, die imaginiiren Kreispunkte Sind Doppel. 
punkte dieser Curve (Fig. 15). 

7. Sata. Gegeben sei ein Kreis vorn Mittelpunkte O. d sei ein Durch- 
messer desselben. Eine Normale i n  einem Punkte D von d schneide den 
Kreis in  zwei Punkten Pl, P2. Construiren wir aus D als Mittelpunkt den 
Kreis durch Pl Pz, so wird derselbe von den Geraden O P ,  , OP, ein zweites 
Mal in Punkten einer Curve sechster Ordnung geschnitten. Sie het O zum 
vicrfachen Punkte und die imaginaren Kreispunkte zu Doppelpunkton (Fig. 16). 

* Im Punkte B ist nach A. 4 die Tangente construirt. Ferner sind Kreise 
gezeichnet, welche C4 heriihren und ails Tangenten von C, die Berühmngspunkte 
schneiden. 

** Folgendes ist eine Tangentenconstruction: Sind B i ,  B, zwei Punkte van 
C" welche in Bezug auf O symrnetrisch liegen, so schneiden wir x mit der Nor- 
malen in B, zu OBi.  Diesen Schnittpnnkt S verbinden wir mit B,. SB, schneidet 
aus der Normaleh in  O zn OB1 einen Punkt T der Tangente in Bi an C6. Der 
Ort der Punkte T ist eine Curve der acriten Ordnung. 

*** Die rechtwinklige Ecke des Dreiecks bewegt sich auf einer Eilipse E' 
(Fig. 15). 
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XIX. 

Berechnung des Inhalts eines Vielecks aus den 
Coordinaten der Eckpunkte. 

Von 

Dr. W. VELTMA~TN, 
Docont 8n dei landwirthsehaftl. Akadcmic Poppelridorf-Bonn. 

Hierzu Taf. V Fig. 1- 6. 

Die zuerst von G a u s s  in den Zusatzen zu S c h u m a c h e r ' s  Ueber- 
setzung von , C a r  n o  t , GBomBtrie de positionu gegehene Formel ftir den 
Inhalt eines Polygons sol1 hier gemass dem natürlichen Begriffe des Flachen- 
inhalts und nach dem ebenfalls naturgemassen Verfahren der Zusammen- 
~etzung aus Dreiecken, welche ganz irn Innern des Polygons liegen, all- 
gemein hergeleitet werden. 

5 1. In dem rechtwinkligen Coordinatensystem werden die positiven 
Abvcissen (x  oder 6 )  nach oben, die positiven Ordinaten (y oder 11) nach 
rechts genommen. Die Verbindungsstrecke zweier Punkte A und B wird 
AB oder BA genannt, je nachdem man dcrselben die Richtung von A nach 
B oder von B nach A beilegt. Die beiden Drehungsrichtungen werden 
unterschieden als rechtliiufige (nach rechts, also von der positiven Abscissen- 
halbaxe durch 90' gegen die positive Ordinatenhalbaxe) und riicklfiufige 
(nach links). Die Coordinaten eines Punktes werden so bezeichnet: 

A B... P , P  
- 

Abscisse 1 x, xb . .. xl x2 .. . 

$ 2. Von einem Punkte Pl wird eine gerade Strecke Pl P , ,  von P2 
eine solche tJ2 P3 U. S. W., von P, eine Strecke P, Pl so gezogen, dass , wenn 
man das hierdurch entstandene Polygon von einem PunkCe aus i n  obiger 
Reihenfolge der Strecken vollstindig durchliiuft, keine Strecke und auch 
kein Theil einer solchen zweimal durchlaufen wird. Dagegen werden mog- 
licherweise einzelne Punkte zwei-, drcimal u. B. W. angetroffen (Doppelpunkte, 
dreifache Punkte u. a. W.). Mm kann der gebroohenen Linie die Richtung 

22* 

Ordinate 
Abscisse 
Ordinate 

y, yb ... yl . yp ... 
4, 5a .. . t1 te . .. 
7. 115 . .. q2 ... 
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Pl P, ... P, Pl oder auch die umgekehrte Pn Pm-i . . . P, Pn beilegen. Die 
Richtungen der einzelnen Strecken werden immer mit derjenigen des ganzen 
Polygons tiberein~t~immend genommen. Hat  die gebrochene Linie keine mehr- 
fachen Punkte, so wird dieselbe eine einfach geschlossene , im entgegen- 
gesetzten Falle eine mehrfach geschlossene genannt. 

5 3. Wenn man eine mehrfach geschlossene gebrochene Linie von einem 
mehrfachen Punkte aus bis zum ersten Male zu diesem zurtick durchlauft, 
so hat  man einen Theil des Polygons durchlaufen, welcher, ebenso wie auch 
der noch tibrigc Thcil, für  sich ein geschlossenes Polygon ist. Jeden der 
beiden Theile kann man, wenn derselbe kein einfach geschlossenes Polygon 
is t ,  in  gleicher Weise behandeln und so fort, bis das ganse Polygon in 
einfaeh geschlossene Polygone zerlegt ist. Die Zerlegung kann moglicher- 
weise auf mehr als eine Weise geschehen. So lasst sich z. B. das Polygon 
1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 11 12 1 ( F i g . l )  zerlegen i n  1 2 3 4 5 6 1  und 9 10 1 1 6 7 8 9  
oder auch i n  1 2 3 10 11 6  1 und 3 4  5  6 7 8 3. An jedem der Theilpolygone 
folgen die einzelnen Strecken und Streckentheile in derselben Reihenfolge 
auf einander und haben dieselbe Richtung, wie an dem ganzen Polygon. 
Ein Punkt ,  welcher das ganze Polygon durchlkift ,  hat auch den Umfang 
eines jeden Theilpolygons in dessen Richtung durchlaiifen, wenn auch nicht 
immer die einzelnen Strecken desselben unmittelbar nacheinander. 

5 4. Ein einfach geschlossenes Polygon theilt die Ebene in einen inneren 
und einen Lusseren Theil. Ein Punkt gehh-t dem letzteren oder dem erste- 
ren a n ,  je nachdem er  sich, ohne den Umfang zu berühren , unendlich weit 
entfernen kann oder nicht. Zwei innere oder zwei Sussere Punkte lassen 
sich durch eine Linie verbinden, welche den Umfang nicht berührt. Ein 
innerer und ein ausserer Punkt k6nnen nicht durch eine Linie verbunden 
wcrden, die den Umfang nicht trifft. Letzterer hat  ein inneres und ein 
ausseres Ufer und die beiden Richtungen desselben konnen unterschieden 
werden als nach rechts und nach links u m  die Plache des Vielecks (den 
inneren Theil der Ebene) hernm. 

Um einen Eckpunkt des Vielecks m6ge ein Kreis gezogen werden, hin- 
reichend klein, damit es den Umfang desselben n u r  in zwei Punkten 
schneidet. Von den beiden Sectoren, worin dieser Kreis getheilt ist ,  liegt 
der eine innerhalb, der andcrc ausserhalb des Vielecks und demgemiss 
wordcn die bcidcn Winkel als innere und Zussere Polygonwinkel unter- 
schieden. 

5 5. I n  Fig. 2 seien A B  und AC zwei zusammenstossende Seiten, rr 
ein innerer Winkel eines einfach geschlossenen Vielecks. 1st ct kleiner als 
180° und liegt in der unendlichen Flache des Winkels cu kein Eckpunkt des 
Vielecks, so ist B C  eine Diagonale, die ganz innerhalb des Vielecks liegt. 
Befinden eich dagegen Eckpunkte des Vielecks in  der Flache des Winkels, 
YO verbinde man jeden derselben mit A. Diejenige der Verbindungslinien, 
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welche mit AB den kleinsten Winkel bildet, sei AD. Liegt auf derselben 
kein anderer Eckpunkt, so ist A D  eine Diagonale ganz innerhalb des Viel- 
ecks. Enthiilt aber AU noch einen oder mehrere audere Eckpunkle, so kt 
die Verbindungslinic des dem A nachsten mit A eine solche Diagonale. 1st 
U >  1800 oder = 1800, BO würde, wcnn kein Eckpunkt in  dem Winkel n 
lige, auch keine Verbindungslinie dieser Piinkte in n liegen. Man wiirde 
von einem beliebigen Punkte in  a aus sich unendlich weit entfernen konnen, 
ohne den Umfang zu treffen; a ware ein Zusserer Winkel. Somit liegt 
wenigstcns ein Eckpunkt in  der Flache des Wiukels ci und es kann daher 
in derselben Weise, wie vorhin, eine Diagonale ganz innerhalb des Vielecks 
erhaltcn werden. 

In jedern Fa lk  ist es a180 moglich, in  dem Vieleck eine Diagonale zii  

ziehen, welche ganz in dem Vieleck liegt und ausser den Endpunkten keirie 
Eckpunkte des Vielecks enthalt. Dieselbe theilt das Vieleck in zwei ein- 
fach geschlossene Vielecke, deren Flachen ganz innerhalb der Flache des 
ursprünglichen liegen und von welchen jedes wenigstens einm Eckpunkt 
weniger hat,  als dm letztere. Diese konnen wieder auf gleiche Weise ge- 
theilt werden und so fort,  bis das ganze Vieleck in Dreiecke zerlegt ist. 
Jcdes Dreieck liegt ganz innerhalb des Vielecks und jeder Punkt  deu letz- 
teren gehtirt einem der Dreiecke a n ;  die Flache des Vielecks ist aus den 
Flachen der Dreiecke zusammengesetzt. Jede der Diagonalen, welche ge- 
zogen worden sind , ist  gemeinsame Seite zweier Theildreiecke, jede Um- 
fangsstrecke gehort nur einem Dreieck an. Die erste Theilung iefert zwei 
Theile T' und T", von welchen jeder blos e i n e  Diagontlle als Seite hat. 
Die Theilung von T' liefert danu e i n c n  Theil T',, die von T', e i n c n  
Theil T', u. S. W. von der namlichen Eigenschaft, bis man zu einem Dreieck 
von dieser Eigenschaft gelangt. Gleiches gilt von T". Unter den Drei- . 
ecken, in welche das Vieleck zerlegt wird, befinden sich also wenigstens 
rwei, von welchen eine Seite eine Diagonale, die beiden anderen Seiten des 
Vielecks sind. Durch Abschneiden eines solchen Dreiecks vermindert sich 
die Seitenzahl um 1. Auf gleiche Weise kann von dem noch ülirigen Theil 
ein Dreieck abgeschnitten werden n. S. W . ,  bis nur noch ein Dreieck, das 
(n-2)te, iibrig ist. Man orhelt also durch dicse Zerlcgung, welche von 
der ursprünglichen moglicherweise verschieden is t ,  (1û - 2) Dreiecke. D a  
die Eckpunkte der letzteren sammtlich Eckpunkte des Vielecks sind, so ist, 
die Winkelsumme des letzteren gleich der Summe der Winkel der Dreiecke, 
=(n-2).180°. 

5 6. Die Definition des Inhalts einer einfach geschlossenen Flache ist 
derjenigen der L inge  einer geraden Linie nicht ganz analog. Die L h g e n -  
einheit l h s t  sich auf einer Linie in einer bestimmten Weisc, von eincm 
Ende aus zusammenhiingend so oft abtragen, dass der Rest kleiner ist als 
die Langeneinheit. Auf lelzterer kann der Rest ebenso abgetragen werden 
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u. S. W.,  wodurch dann die Lange der Linie unter der allgemeinen Form 
einer reellen Zahl, als Kettenbruch erhalten wird. D a  jeder Rest kleiner 
ist als die Halfte des vorhergehenden, so erhalt man hierdurch nothwen- 
dig die ganze Linie. Auf einer Flache dagegen kann ein Quadrat nicht 
in  einer bestimmten, von joder andcrn ausgezeichneten Weise und nicht 
immer BO abgetragen werden, dass der Rest kleiner ist als das Quadrat. 
Ueberdies kann hier gar  nicht unmittelbar definirt werden, was ,grosseru 
und ,,kleineru bedeuten soll. Um den Inhalt einer beliebigen einfach ge- 
schlossenen Blache F zu erhalten, werde das Einheitsquadrat in eine Anzahl 

1 
= m e  Quadrate, jedes -- zerlegt. Dann werde die ganze Ebene durch 

na 
zwei aiifeinander senkrechte Schaaren von parallelen Linien in Quadrate, 

1 
ebenfalls sammtlich = - 9  zerlegt. Die Zahl derjenigen von diesen Qua- 

n4 
draten,  welche ganz i n  der Flache F liegen, sei na. Wachst m ins Unend- 

na 
liche, BO ist  lim - der Inhalt der Blache. F ü r  ein Dreieck lasst sich leicht 

nB 
zeigen, dass bei beliebiger Richtung der Schaaren von parallelen Linien 
der Inhalt gleich dem halben Producte ans Grundlinie mal B6he ist. Ebenso 
k6nnen folgende Behauptungen leicht bewiesen werden: Wird eine einfacb 
geschlossene Flache nach 5 5 in Dreiecke zerlegt, so ist  bei beliebiger Rich- 
tung der Schaaren von parellclen Linien der Inhalt des Vielecks gleich der 
Summe der Inhalto der Dreiecke, somit gleich einer bestimmten endlichen 
Zahl. Zerlegt man eine einfach geschlossene Flache in eine endliche Anzahl 
von ebensolchen mit endlichem Umfange, so ist der Inhalt des ganzen Viel- 
ecks gleich der Summe der Inhalte der Theile. Die Anzahl der Theile 
musa hier als eine endliche vorausgesetzt werden, weil, wie ich in Bd. 27 
(1882) dieser Zeitschrift S. 313 gezeigt habe, eine Flache in unendlich viele 
Theile zerlegt werden kann,  welche zusammen nicht der Flache gleich sind. 

5 7. Unter der Determinante einer geraden Strecke AB soll die De- 

terminant0 verstanden werden, wo also die Abscissen in der oborcn, 

die Ordinaten in der unteren Zeile, die Coordinaten des Anfaogspunktes 
links, die des Endpunktes rechts stehen. Diese Determinante mGge kurz 
mit Da a bezeichnet werden. 

§ 8. Es  ist D,a+Db,=O, also Daa=-Da, .  

5 9. Wenn drei Punkte A ,  B, C in beliebiger Reihenfolge in gerader 
Linie liegen, so ist  

Dab+Dbc+Dca=o oder D,a+Dbc=Dac.  
B e  w eis .  Die Gleichung der geraden Linie, in welcher die Punkte A, 

B, C liegen, lisst sich immer in einer der beiden Formen y = mx + VI 

oder x=my+ n darstellen. Nimmt man die erstere, so ist 
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5 10. Wenn beliebig viele Punkte P, , P,, . . . , Pn in gerader Linie 
liegen, so ist 

D19+D, ,+D,4+. . .+Dn-~, .+Dni=0 
oder 

D,,+D,,+D,,+...+D,-i," =Di.. 

Be w e i S. D,, + D,, (nach 5 9) = Dl,; hierzu D,, (nach 5 9) = Dl, 
u. B. W .  

5 11. Der Inhalt eines Dreiecks A B C  bestimmt sich nach der Formel 

Beweis .  Die Richtung ABC des Umfangs soi die rechtlaufige; die 
Seite A B  m6ge in der Abscissenaxe liegen (Pig. 3). D a  y, = yb = O ist,, 
so liefert obiger Ausdruck 

den Werth sa y, - xa y, = y, (xb - x,) = CD -BA und dies ist der doppelte 
Inhalt des Dreiecks. Jetzt drehe man das Cocrdinatensystem um ei8en 
Winkel = rp nach rechts. Sind die neuen Coordinaten 6 und q ,  so ist 

Obiger Ausdruck wird also jetzt: 

Dieser Ausdruck entsteht aber aus 

indem man jede diever drei Determinanten nach C a u  c h  y 'ri Multiplications- 
cosp -simcp 

regel mit 1 = 1 multiplieirt. Die Formel stellt also bei be- 
simrp cosp 

liebiger Lage des Coordinatensystems den Inhalt des Dreiecks der. 
Bei rechtlaufig gerichtetem Umfang ist &O der Inhalt des Dreiecks 

gleieh der Summe der Determinanten der Seiten, jede in  der Riühtung des 
Umfangs genommen. Dieselbe Regel gilt nun auch bei riickl&ufiger Rich- 
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tung des Umfangs, weil dann der Inhalt des Dreiecks und auch die Deter- 
minante einer jeden Seite desselben das entgegengesetzte Zeichen erhalt. 

Die Siitze $8 9 und 10 hatten sich auch hieraus ableiten lassen. 

5 12. Der Inhalt eines einfach geschlossenen Vielecks P, P, . . . Pn be- 
stimmt sich nach der Formel 

2 . P l P ,  ... pn=D,2+D,3+D,d+.- .+D.- i ,n+Dni .  
B e w e i  S. Der Umfang des Vielecks m6ge die rechtlaufige Richtung 

haben. Man zerlege dasselbe nach $ 5 in Dreiecke. Bestimmt man dam 
die Inhalte sammtliüher Dreiecke, den Umfang derselben rechtliufig ge- 
nommen, nach 11, so ist der doppelte Inhalt einev jeden gleich der Summe 
der Determinanten der rechtlaufig gerichteten Seiten desselben. Durch Ad- 
dition erhalt man also nach § 6 den doppcltcn Inhalt 2 F  des Vicleckv 

z ~ = f  (Bab + D b c + ~ c a ) ,  
wo dcr Ausdruck 5 dio Summe der Inhaltsausdriicke slimmtlicher Dreieckc 
ist. Niin sei in  Fig. 4 A B  eine der Diagonalen, also die gemeinsame Seite 
zweier Theildreiecke ACB und ABD.  Dann sind AB iind BA recht- 
Iiiufig gerichtete Seiten resp. der beiden Dreiecke A B D  und ACB. In 
dem Ausdruck f kornmt d s o  die Determinante von AB und auch die von 
BA vor, welche nach 5 8 zusammen = O  sind. Bus dem Ausdruck 5 fallen 
somit die Determinanten siimrntlicher Diagonalen heraus. 

Ferner sei EF (Fig. 5) eine Seite des Umfangs. An dieser liegt danu 
ein Theildreieck EFG. I n  dem Ausdruck 5 kommt daher die Determi- 
nante von EF, nicht aber die von FE vor. Die Strecke EF hat aber die 
Richtung E F  auch als Seite des Vielecks. Somit sind in dem Ausdrucke f - 
nur die Determinanten sammtlicher Vielecksseiten, jede in  ihrer Richtung 
genommen , zurtickgeblieben. 

Giebt man dem Umfange die entgegengesetzte Richtung, so andort der 
Inhalt und die Ueterminante einer jeden Urufangsstrecke das Zeichen; die 
Inhaltsformel gilt somit auch fur diesen Fall. 

$ 13. Wendet man die Formel 

2 F = D , , + D , , + - . .  + a - i + D , i  
auf sin mehrfach geschlossenes Polygon Pl P, . . . P, a n ,  BO ist 2 F die 
Summe der Inhalte der einfttch geschlossenen Polygone, worin sich dasselbs 
nach fj 37 zerlegen lssst,  den Tnhalt eines jeden positiv oder nogativ ge- 
nommen, je nachdem sein Umfang die rechtlaufige odor rückliiufige Rich- 
tung hat. I n  welcher Weise das Polygon zerlegt worden, ist hierbei gleich- 
giltig. 

B e w e i s .  Das Polygon sei nach 5 3 in  einfach geschlossene Polygone 
f,, f,, ... zerlegt. Jede Strecke des Umfmgs eines Theilpolygons hat al3 
solche dieselbe Richtung, wie als Theil des Umfaugs des ganzen Polygons. 
Bestimmt man also den doppelten Inhalt eines jeden iiach 3 12, so ist die 
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Burnme derselben zusammengesetzt ails den de ter min an te^ s2mmtlicher 
M e n  aller Theilpolygone, jede der letzteren i n  der Richtung genommen, 
welche sie als Theil des ganzen Polygons hat. Wenn dernnach die Doppel- 
punkte blos Eckpunkte der letzteren sind, keiner derselben eine Seite theilt, 
so hat man schon den Ausdruck 2F. Liegt dagegen ein Doppelpunkt O 
(Fig. 6) auf einer Seite Pm P m + i  des Vielecks, so kommen in dem Aus- 
drucke für obige Inhaltssumme die Determinanten von P,O und OP,+, 
vor. Diese vereinigen sich aber nach 5 8 zu der Determinante von Pm Pm+,  . 
Ueberall, wo eine Polygonseite durch einen Doppelpunkt getheilt ist ,  ver- 
einigen sich die Determinanten der beiden Theile zur Determinante der 
ganzen Strecke und man ha t  dann wieder obigen Ausdruck. 

Nachdcm man die Gleichheit des Ausdrucks 2 F  und obiger Inhaltssumme 
erkannt hat, kann man diese Grosse als den Inhalt des mehrfach geschlos- 
senen Polygons definiren. 
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Substitution neuer Variabelen i n  hoheren DBerential- 
quotienten. 

Von 

Dr. B o c ~ o w  
in Burg bei Magdeburg. 

1. 

Durch die Schreibweise "D? f ( t)  bezeichne ich, dass ich die Function 
f ( t )  von t nach t n - m a l  differenzirt habe und nach vollendeter Differentia- 
tion den Specialwerth t = x - welchen ich die ,,Gr e n  z e u  des Differential- 
quotienten nenne - eingeführt habe. Diese Schreibweise, analog der des 
Integrales und identisch mit der in  rneiner Dissertation (Der Differential- 
quotient zu beliebigem Index, Halle 1885) benutzten Bezeichnung der Dif- 
ferentialquotienten zu beliebigem Index, halte ich ftlr bequemer und tiber- 

sichtlicher, als die gewohnlich gebrauchte Id;{f)I - . f k a n n n e b e n i  
I = r  

auch x v o n  A n  f a n g  a n  enthalten. Dann bedeutet xDtn f ( t ,  x) , dasi. vor 
und wahrend der Differentiation n u r  t a l s  v a r i a b e l  a n z u s e h e n  i s t ;  
nach ausgeftihrter Differentiation nach t wird dies als t = x specialisirt, so 
dass der Ausdruck schliesslich nur wieder x enthalt. 

FIlr den Index n = 1 ist leicht abzuleiten die Beziehung 

wo ich also einmal nach t ,  einmal nach einer Function $J von t differenzire. 
Besteht nun eine Gleichung 

2) "Df' fM = rp (4, 
i s t  rp gegeben und f so zu bestimmcn, dass cs dicser Gleichung gentigt, so 

ist dio Losung dieset Aufgabe unbestimmt; nicht nur  d i e  Function f(t), 
fü r  welche f" (t) = cp ( t ) ,  ist eine Losung. Setzen wir vielmehr 

2 4  Dtl f (t) - F (t) 1 

wo F eine ganz beliebige Function bedeutet , welche n u r  d i e K i  g e n s  chaf t 
besitzen muss, dass 

2P) = 9 (4 
i s t ,  so ist  
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2 7) f ( t )  =J * (t) a t + Const. 

eine L6sung von Nr. 2a) .  Wahlen wir in 2y)  die Constante, welche nur 
von t unabhangig zu sein braucht, x aber enthalten kann ,  so,  dass sie für 
t = x verschwindet , so kommt 

t 

und wir k6nnen F( t )  beliebig specialisiren, wenn nur Nr. 2P) gewahrt 
bleibt. Die einfachste Specialisirung bleibt natiirlich F(t )  = ç)(t). Wir 
k6nnen aber auch setzen F (t) = cp ( x )  I+ (t) , wo q nur der Bedingung ge- 
niigen muss, dass .Ji (x)  = l ist ,  und erhalten ale Losung von ?Sr. 2) 

t 

und, wenn wir .iCi (t) c o n s t a n t  gleich Eins setzen, 

f ( x )  ist in allen diesen Losungen u n b  e s  t i  m m t ,  so lange es nicht durch 
N e b e n b e d i n g u n g e n  der Aufgabe bestimmt wird. 

Ohne Weiterev sind die folgenden Gleichungen kler. E s  seien m und 
n positive ganze Zahlen, die Null eingeschlossen, so ist 

31 ( n 2 v n ,  "Dtn(t-  x ) -=O,  
N = m ,  x D l n ( t - x ) n = n ( n - 1 ) ( n - 2 )  ... 2 . 1  = n !  

Der Differentialquotient =Dtl v(t'-Ui(x', wo 10 eine beliebige Func- 
t-x 

tion bedeutet , stellt sich folgendermassen heraus : zunachst in  unbestimmter 

Hieraus folgt weiter 

3 t - x  

- - 2 [ ( T L )  m sD n-m ( g l ( t ) - q ( x ' ) k s D t m ( t - z ) k ] .  t - x  
m =O 
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Nach Nr. 3 verschwinden alle Glieder ausser dem Gliede m = k :  

II. 
Wir stellen uns folgende Aufgabe: Gegeben sind zwei Functionen f 

und S i ;  eine Function F so zu finden, dass 

IDI" f (@ (t)) = * r x ) ~ $  Fi 
Wir  nehmen a n ,  F sei ein Product f(qb(t)) ài, wo dj cine neue un- 

bekannte Function bedeutet, die v o n  d e r  N a t u r  d e r  F u n c t i o n  f u n -  
a b  h a n g i  g ist. Das ist eine willkürliche Annahme ; im Verlauf der Enter- 
suchung mIisste es sich jedoch zeigen, wenn sie unberechtigt mar. @ wird 
Function von 9 sein mussen. D a  wir über, wenn wir die Gleichung 

( t )  = y nach t auflosen konnen in der Form t  = 9 ( y ) ,  stets t  als Func- 
tion von ~ ( t )  darzustellcn im Stande sind [ t  = 9 ( v ( t ) ) ] ,  so bezeichnen wir 
@ einfach mit @(t).  @(x) ist dann der Specialwerth, den es für t=  X, 

resp. für * ( t )  = ~ ( x )  annimmt. D a  wir aber nicht voraussetzen dürfen, 
dass a für  alle Indices n dieselbe Function sein wird, so charakterisiren 
wir das z u m  I n d e x  n g e h t i r i g e  durch @,(t). Demnach lantet unsere 
Aufgabe : 

Eine Function aj,(l) so zii finden, dass für beliebige positiv ganze n 
und fiir beliebige f 

7) "ocn f (qJ (t)) = "("'D; ( t ,  [f (Y (4 )  @n Ml 
Sei. 

III. 
Das Gesetz des Index der Fanction Dn und ih re  Gestalt. 

Wir setzen voraus, in Nr. 7 )  sei @, die gesuchte Function: so a s s e n  
wir auch a l l e  aus Nr. 7 )  sich ergebenden C o n s e q u e n z e n  für @ gelten 
lassen, und werden durch Entfaltung derselben auf die N a t u r  von @ 
schliessen. . 

A. In Nr. 7)  entwickeln wir rechterseits nach der Regel ziir Diffe- 
rentiation eines Productes : 

Nun ist,  da  Nr. 7) für  beliebige Functionen gelt,en soll, 

z )  n - k  
" Dvw f t ~ ( t ) )  = 

Diesen Ausdruck entwickeln wir nach Differentialquotienten von f und 
1: @,,-k: 
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setzen wieder umpekehrt 

führen 8b )  in 8a) ein, ordnen nach Differentialquotienten von f und er- 
halten 

8) "ntn f (lll ( t ) )  

B. In Nr. 7) setzen wir f ( q ~  (t)) = f ( ~ ( t ) )  . 1 und entwickeln nach Dif- 
ferentialquotienten von f und 1, indem wir überall 

=Drr 1 = v ' x ) ~ $  (*) Dr 
setzen: so kommt 

oder, @,, = ( O p .  an) : Qn gesetzt , 
9) =ntn f (v ( t ) )  

C. Vergleicheri wir nun Nr. 8) und 9) ,  so muss, da  alles Uebrige in 
den beiden Gleichungen übereinutimmt, @ iu Ansehung seines Index das 
Gesete befolgen 

10) Dp-k: @,,-k = a,,: an. 
Unsere Substitutionsformel sol1 auch ftîr den Differentiationsindex n = O 
gelten; setxen wir k = p, so folgt 

a,, = (ap a'"-p) : m0, 
dso, n - p  = q gesetzt, 

11) @p + q = ( @ p @ q ) : @ o .  
p = q = 1 giebt - 

<p2 = mi2: Do, 
p = l  9 - 2 :  

a, = q3 : a:, 
So kann man fortfnhren und erhalt @, ausgedrückt durüh CJ, und Bo als 

12) @,, = aln-: Don - '. 
Nun führen wir eine ueue unbekannte Function X ( t )  ein durch die 

Gleichung 
131 oL (2) = x(t) a. w , 

so wird 
14) @n ( t)  = X (t)" ( t )  , 

und wenn wir dies in Nr. 7 einsetzen und einfach @ statt  CD, schreiben, 
erhalten wir: unsere gesuchte Substitutionsformel hat die G e s t a l t  
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m. 
Restinïmnng von X und a. 

A. NT. 15) sol1 auch ftir den Index m =  0 geltan. Es  ist aber 

"Dro F(t) = F (x) , 
mithin, da gleichzeitig t zu x und ?)(t) zu rC> ( x )  wird, 

f (w  (4) = f (+ ( 4 1  @ (4, 
1 6 )  @(x) = 1. 

Offenbar brauchen wir, um X(t) und @ ( t )  zu bestimmen, wie ein Blick 
auf Nr. 15) zeigt, nur den Index n = 1 ins Auge zu fassen: 

18) O = X (x) ""'D$ (il @ ( t )  + @ (x) *'"'D; ,,, X (1) , 
also mit Hilfe von Nr. 1) und 16) 

X ( X )  "Dr1 @ ( t )  + =Dtl X(t) = O. 
f= 1 :  @ ( t )  und f = l : X ( t )  liefern 

oder 

und analog 

1 -- 1 
=Dl1 @ (t) = 7 .+Dtl X ( t )  , 

@ (x)" ÿ (4 

Indem wir diese beiden Gleichungen miteinander rnultipliciren, erhalten wir 

also 
1 : X(x)" 1 : qlJi'(x)', 

x (2) = + 9' (x). 
Dies führen wir in Nr. 18)  ein und benutzen zugleich Nr. 19a),  so kornmt 

- 
f xD2 X ( t )  + =Dtl X ( t )  = O, 

also gilt das o b e r e  Zeichen: 

20) x (x) = @'(x) , @ (x) = 1. 
B. Nr. 1 9 b )  konnen wir so sclireiben: 

zD> X ( f )  + +'(XI xDtl dS (t) = O. 

Wir addiren beiderseits +"(xJ @(x) = +"(x), so kommt 

xDll X ( t )  + ?y'(%) "Dr1 @ (t) + +"(x) @ (x) = ~ " ( x )  
oder 

2 1) rDtl [ X ( t )  + ~ ' ( t )  @ (t)] = +"(x)- 
Durch Integretion ergiebt sich 
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aho, wenn wir als Integrationsgrenzen x und t ,  und fUr q"(x)  d t  die 

Specialisirung (t - x )  ~ " ( x )  wahlen , J 

Da es sich nun nur  um Werthe von t sehr nahe an x handelt, BGnnen wir 
( 1  - x ) ~  

$ (4 4- ( t  - q'(4 + 7 q"(x) durch q ( t )  ersetzen, mithin 

Diese Gleichung -h%tten wir auch mittels Nr. 4) sofort aus der Differential- 
gleichung Nr. 21) herstellen konnen. 

C. F ü r  t  = x  wird sowohl X als ' ~ i ' @  gleich der halben rechten Seite 
in Nr. 22). F ü r  variabele t  setzen wir 

A bedeutet eine noch unbekannte Function von t. Fiihren wir dies in  
Nr. 17) ein, so muss sein 

.Dl1 f ( q  (ti) = W ( r ' ~ ; , , l  [ f(q ( t ) )  A(t)  (2  - A (tj)  ( V  ( t )  - +'(t)] t - x  
oder nach Nr. 1) 

f' (v ( 4 )  (q ' (xU2 

fl(q,(t)) ?prit) A ( t )  (2  - * ( t ) )  y (t) - *(y: VTt) 
t - x  = Lim 

k a '  + f ( q i t ) )  nt1 [ ~ ( t )  (2 - ~ ( t ) )  ('!" - '(")': e ~ ]  
t - x  1 

Demit dies moglich, mus8 erstens 

24 a) A ( x )  ( 2 - A ( $ ) )  = 1, d .  h. A ( z ) =  1, 
und zweitens 

A(%) (2 - A ( x ) )  xDtl [(' ") - ' ( x ) ) 2 :  q l ( t j  + q l ( x )  =D> [A(t )  ( 2  - A @ ) ) ]  = O 
t - 2  

sein. Nach Nr; 5) verschwindet der erste Summand, also wird diese Be- 
dingung erfiillt, wenn A c on s t a n  t gleich Eins i u t  : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



352 Substitution neuer Variabelen in  hoheren Diffeientialquotienten. 
i-,.- 

X ( t )  = v( t )  - "(4, 
t - x  

0 jt) = " (') - "(2) : lyP(l). 
t - x  

v. 
Setzen wir nun diese Werthe von X und @ in Nr. 15) ein, so erhalten 

wir als die gesuchte Substitutionsformcl 

Wir  setzen (t) = y ;  es folge hieraus t = cp (y). y werde zu v, wenn 
dVCl(t) d t  

t  zu x resp. ( t )  zu "(XI wird. Ferner iut 1 : +'(t) = 1 : -- - 
d t  &(t) 

- tpP(y). Ftihren n i r  also y und u i n  Nr. 26) ein, so k6nnen wir 
dy  

schreiben: 
d" f (v (4) - dn f (4 

271 1 ( t )  = Y i  t = ip (y) ; 
t = x ,  y=v.  

Diese Gleichung enthhlt die Losung des Problems der ,,Vertauschung der 
unabhiingigen VariabelenU bei der mehrfachen Differentiation. 

Diese Formel, am leichtesten aus der Theorie der Differentiation zu 
beliebigem (d. h. negativem und gebrochenem) Index fliessend, ist zuerst ge- 
geben und fùr derartige Indices bewiesen worden von Dr. S c h i m p f  (Unter- 
suchungen aus der Infinitesimalrechnung, Programm Bochum 1885), spater 
- jedoch selbstst,%ndig gefunden - von mir in meiner Dissertation: dort 
erwahne . ich auch bereits, dass sie auch fur p o  s i  t i v grtn z e Indices gilt, 
hielt es jedoch bei dem allgemeinen Interesse, welches ihr wohl zukommt, 
fiir angezeigt , den obigen u n a b h a n  g i g e  n Beweis daftir zu erbringen. In 
der ersten Abhandlung des zweiten Bandes von S c h  1 ti m i l  c h's Compen- 
dium , betitelt ,,Die hoheren DifferentialquotientenU, welche wohl als eine 
Zusammenfassung des bisher in unserer Prage Geleisteten angesehen werden 
darf ,  findet sich diese'Forme1 n i c h t ,  und zwei andere [Nr. 40) und 41)] 

besitxen den Ma,ngel, dass auf der e i n e  n Seite der Gleichung ein d e r ,  auf 

der a n d  e r n  ein (fi - l ) t n r  Differentialquotient steht [nur flir die Speciali- 
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sirung ~ ( t )  = 1 : t  enthalt die in Rede stehende Abhandlung sine Formel, 
dia auf beiden Seiten gleiche Indices zeigt]. 

Die Grundlage und den Ausgangspunlrt aller Untersuchungen bildet bei 
Schlomilch die Reihe [Nr. y)]: 

[ an f (Y 

Entiickeln wir aber unsere Formel Nr. 26) nach der Regel ziir Differentia- 
tion eines Productes, so kommt : 

=Drn f (9 (4) 
=2 ((b) *'"'D&) f (?P!ti) ""'B;$ [( t - x  

L=O 

Kun verschwindet der Coefficient des Gliedes k = O ,  da er nach Nr. 26) 
gleich 3D,nl  ist;  den des allgemeinen Gliedes gestalten wir so um: 

und wenden Nr. 6) darauf an ,  so wird unsere Reihe: 

28) 

oder, ausgeschrieben , 

( ' "') =Dln (V ( t )  - I) (x))' D n  ( t - x )  + 2, 
l !  

= / + f ' r ( ~ ~ ' ) z B t n ( v ( t ) - v ( z ) 1 3  +- - -  + f'") [ IF  nl  (')) z ~ . n  (<Y (il - (x))n 

Man iiberzeugt sich leicht , dass dies mit der S c  h 1 i.3 m i l  c h'schen Reihe 
identisch is t ,  also miissen auch die beiderseitigen weiteien Resultate über- 
einstimmen. Unsere Herleitung aber, d i r e  c t aus der G r u  n d f O r m e 1 
Nr. 26), scheint mir nattirlicher als die S c h  16 m i  1 c h'scbe , durch eine S p e - 
cial is i run g gewonnene. 

A. Specielle f in  Nr. 26) und 27). 
1. f constant, = 1, giebt: 

29 b) 
cp (Y) - cp ( v )  

Zeitachrifk f. Mnthematik u. Physik XXXII, 8. 28 
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2. f (.u (0) = v (t )  : 

"+'v v")D$U) v( t)-~(x))nti  "Dl" ~ ' ( t )  .= Q("+ 1) ( x )  = - - 
( i f l - f '  - t - x  

- - 

4. f ( q ~  ( t ) )  = '(')- - -  '(') . Wir entwickelo nach dern T a y  1 or'soben 
t - x  

Satze nach Potenzen von (t - 2 )  und erhalten 

xD,n Q ( t )  - 7CIM 
t - x  

d ~ l i - i v  -- d x n + ,  - [ x ) ~ ; ( f ,  [(P 
(il - y> (x))" 

t - x  

6 .  Setzen wir f ( +  (t)) = F(W( t ) )  = F V ( q  (1)) qP(t) und sohreiban nia- 
d t 

der f statt F, so kommt 

d f ( Q ( t ) )  - --- @ + ' f ( u )  -" 'k)D;( f ,  [( W ( t )  - V b ) )  +lff(y>(i))] 

33) 1 xDtn d t 
asn+' t - x  

- - a"+' f j v )  
(a v (v)in + 

= 9 , n  [ ( y - )""f(.] - 
cP (Y) - cP (v )  

6. Wir stellen die Formeln 2 ,  3 ,  4 zusammen , indem wir, wo es nothig 
ist, (n+ l )  durch a ersetzen. So erhalten wir die Gleichungsreihe 

an u 
XDi + ((2 = =in) (4 = - = 

@ U  
d f l  ( d ~  (4 )"  

Man überzeugt sich leicht, dass 34b) mit der nnter 27b) angeführten 
S ch 1 6  m i l  c h'schen Formel identisch ist. 
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7. Wir ersetzen in Nr. 33) (m+ 1)  durüh 1.1: 

Man sieht, Nr. 35) ist  identisch mit der unter Nr. 27 a)  angeftihrteu For- 
mel von S c h l o m i l c h .  Auch die Reihe Nr. 28 a) ging mit Leichtigkeit 
hervor: es erweist sich also unsere Formel 26/27) als eine umfassende 
Grundformel. 

B. Specielle v. 
1. q ( t )  = a + b t .  

n + b t - a - b x  "+' 
x u . n f ( o + b t ) = a + b ' ~ m n + , f  [ f  a + b t )  ( 

t - x  ) : b ]  
- b n a t b z  - B a + b t f ( a + b t ) ,  

also , a + b t = y gesetzt , 
36 a) 'Dln fia+ b t )  - bn a+brDyn f ( y ) .  

V-b 
Setzen wir a + 21s = v, x = - 1  so kommt 

a i i - h  

2. q ( t )  = t2 .  

3Dtn f ( t  ') = xPDpn 

alço, t 2  = y ,  t = /Y gesetzt , 

37 a) " D t n f ( t ? ) - ~  1 ,, y [fiy) tJ i+x lB+'  

- J i  
Setzen wir z2 = v, a180 x = / v ,  so kommt 

1 - 

3. q, ( t )  = Ji 
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Nach dieser Methode, welche durch die gegebenen Beispiele wohl ge- 
nugsarn illustrirt is t ,  sind auch die folgenden Gleichungen gewonnen. 

/ 4. .r/i ( t )  = 1 : Ji 

Nr. 40) und 36) Sind die beiden einzigen Falle, dass die zu di f  f e- 
r e n z i r e n d e n  F u n c t i o n e n  auf b e i d e n  Seiten v o n  x r e s p .  V f r e i  sind. 

Mit diesen Specialiviruugen wollen wir uns geniigen lassen. 

C. Bisher hattcn wir stets angenornmcn, dass f die Function v(t)  aus- 
drtîcklich enthalte; das ist aber nicht einmal nothig. Denn wenn f cinfach 
d m  Argument t enthiilt, also f ( t )  zu differenziren ist, so k6nnen wir, vor- 
ausgesetzt, dass wir die Gleichung ( t )  = y  als t  = rp (y) nach t aufzul6sen 
im Stande sind, t  stets durch ( t )  ausdrticken, t  = <p (Q ( t ) )  , also f auch 
als F'unction von 7p darstellen: f ( t )  r= f [ q ~  (v ( t ) )  = F(iy ( t ) ) .  Es ist darum 

und hiermit die Aufgabe gelost, eine neue Differentiationsvariabele zu 

substituiren, dio ursprünglich nicht in f enthalten war. Ftihren wir y ein, 
so muss a&o rp die Umkehrungsfunction von v,  d. h. 9 ( ~ ( y ) )  = y sein, 
dann wird 

43) IDtn f ( t )  = (I)D; [ f ( p  (y ) )  ('(,) Y-+(%) - , )"+l :  m'(y)] 9 iy ( Y W  =Y. 

1. Beispiel. t  = rp ( y )  = siny,  y = ~ ( t )  = arcsifit. 

44 a) =Dln f ( t )  - arcsiRxD 
sin y - x 
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3. Beispiel. t = cp (y) == e Y ,  y = + ( t )  = logt. 

4. Beispiel. t = rp (y) = bgy, y = + ( t )  = e t .  

Aus Nr. 43) ist  ersichtlich: Setze ich sowohl in der Function f des 
links stehenden Differe~t ial~uotienten,  a18 auch in der Function f des rechts 
stehenden an Stelle des jedevrnaligen Differentiationsargumentes t resp. y 
die Gr e n  z e des Differentialquotienten , x resp. 'il, (x) , ein , so erschcint 
links f (x) , rcchts f [P (yi (x))] = f (x) , a180 b e i d e  Male f (x) ; geschieht dies 
nicht ,  so ist die Substitution f a l s c h .  

Beispiele. 

h'ach C r e l l e ' s  Vorgang bezeichne ich durch das Symbol (wa, r)p die 
Factorenfolge - 

48) ( m , r ) ~ = m ( m + r ) ( m + 2 ~ )  ... ( m + p - I r ) ; ,  
na id die ,,Basisu, r die ,,Differenzu, p der ,,Exponentu dieser ,,Facultatu, 
deren Symbol tihnlich zu lesen ist wie die Potenz, die ja (so lange p eine 
ganze Zahl) für r = O dardus hervorgeht. Wie man sieht,  ist f i r  bclie- 
bige lys 

49) Drn xm = (m, - 1)" xm-", 
mithin 

50) (m, - l ) '=m,  (m,-1)O=1. 
Ferner: wenn m gleich Nul1 oder einer positiven ganzen Zahl kleiner als n 
ist , so ist, (m,  - 1)" = 0. E s  ist 

5 1) (n ,  - 1 y = m !  
( , - l ) k  ( I Z . - ~ ) " - ~  -. 

Für eine Facultat, deren R a s i s  eine S u m m e  zweier Zahlen is t ,  gilt 
derselbe binomischc Satz wie für  die Potenz. Denn: 

D ~ ~ ~ + ~ = ( A + ~ , - l ) p d + ~ - p = D , v ( ~ ~ f l )  
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Als Gesetz der E x p  o n e n t e n  der Facultat ergiebt sich 

~ z + q p  = - i ) ~ + q ~ m - p - q =  D:(D$x~) = ~f ((ml - ~ ) P x ~ - P )  
= (m, - l ) P  (m-pl - I)q xm-P-q, # 

t 
54) (m,-l)p+q =(na , - l )p(m-p, - l )q=(m,  -l)'J(m-q,-i)p. 

Wir wollen nun unsere Formeln benutzen, um eine Reihe von Iden- 
titaten für die Facultat zu beweisen. 

In Nr. 28) setzen wir ( t )  - ta, f (r) = cm; so kommt 

=z . - [ (~ )~ -k*  ((-1). (i) ( a b  -pl -1)" î u * - a ~ - n p ~  
- p=o ) I l  

also, wenn wir auch auf der linken Seite die Differentiation ausWhren, 
= ( a m ,  - l ) n ~ m - n ,  und die gleichen Potenzen von a auf beiden Seiten 
weglassen : 

Benutzen wir für die speciellen a ,  or = 2, 4, - 3, - 1, - 2 die Por- 
meln Nr, 37) bis 41), so erhalten wir Gleichungen von anderer Gestalt: 

Ta 
oder, wenn wir -+ na = p  setzen, 

2 
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In der That, atellt man dis FacultZtea als Factorenfolgen dar und 
muftiplicirt auf der reehten Seite jedes Glied mit ( - l ) ,  sa sieht man, dass 
das rechts stehende Product Dur  die iirngekehrte Anordnung de8 links 
stehenden ist: 

Weitere Specialisirungen anziifiihren unterlasse ich , da je S ch 16 m i  l c  h 
bereita für die hauptsiichlichsten Pëlle eine Msnge von sebonen Beiepielen 
gegeben hat. 
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Vleinere Mittheilungen. 

XIX. Znr Theorie der Potenzreste. 

1. W e n n  n u n d  k  b e l i e b i g e  g a n z e  Z a h l e n  b e d e u t e n  u n d  e e i n  
p o s i t i v e r  g a n z e r  E x p o n e n t  i s t ,  d a n n  b e s t e h t  d i e  C o n g r u e n z  

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir vorerst a n ,  derselbe sei für 
den Exponenten e richtig. Alsdann lasst sich seine Giltigkeit auch leicht 
für den Exponenten ( e  + 1) nachweisen. 

Die Congruenz 1) liefert, wenn m m  in ihr n+k fiir n einset,zt: 

P 
2) ( n + ( ~ + L ) I I I ( ~ ) . [ n + ( B - ~ ) k l ( 2 )  ... G [ 1 i + ~ k ] ( ~ ) . [ ~ + ( ~ - 2 ) k ] ( ~ )  ... 

(rnod ke ) .  
Bezeichnet man 

so kann 1) in Porm einer Gleichung geschrieben werden: 
' 

3)  F(n)  = G(n) + kQR-(n). 

Die Congruenz 2) lasst sich unter dieser Voraussetzung schreiban: 

F(n+k)=G(m+7c)+keH(n+k) oder 

4) G(n+k)=F(n+ k) -kQH(n+k) .  
Indem man 3) und 4) miteinander multiplicirt, ergiebt sich 

F(4 G ( n  + k )  
= G(fi)  F(n+7~)+ kQ[H(n)  F(n+k)- G(n) H(n+k)] -p29H(n) H(fi4-k). 

Nun ist bekanntlich die alternirende Punction 

H(n)  F ( n  + k) - F ( n )  H ( n  + k)  
durch n + k- t a  = L theilbar, d. h. es ist 

H ( n ) P ( n + k ) - F ( n ) H ( n + k ) = O  (modk ) .  
Nach 3) hat  man ausserdem 

F ( m )  G (n )  (mod k) , 
daher ist auch 

H ( n ) F ( n + k ) - G ( n ) H i m + k ) ~ O  ( m o d k j ;  
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d. h. der Ausdruck H(m) F(n + k) - G (n) H ( n  + k) ist  durch k theilbar. 
Dies berucksichtigt, schreibt sich Gleichung 5) auch 

so hat man schliesslich 

Die Congruenz 1) gilt sonach auch für den Exponenten p + 1, sobald sie 
fur den Exponenten p erwiesen ist. Nun ist sie offenbar für  e = 1 und 
p = 2  erfüllt; denn für diese Falle hat man bezw. 

r n + k = n  (modk),  (n + 2 k) n r (n + k)' (mod k2). 

Daher ist 1) allgemein giltig fü r  jeden positiven ganzen Exponenten p. 

2. Eine Aufeinanderfolge von Grossen 

'.O, '11 '21 '-31 - . -  
sol1 eine a r i t h m e t i s c h e  R e s t r e i h e  e r s t e r  O r d n u n g  i n  B e z u g  a u f  
den M o d u l  k genannt werden, sobald die sammtlichen Differenxen der 
aufeinander folgenden Grossen bezüglich des Moduls k einander congruent 
sind. Desgleichen mtige eine Reihe 

'-01 Y11 '81 r3i "' 

eine a r i t h m e t i s c h e  R e s t r e i h e  mter O r d n u n g  b e z ü g l i c h  d e s  M o -  
duls  k heissen, wenn die Glieder der mien Differenzenreihe einander beziig- 
lich des Moduls k congruent sind. F u r  das (allgemeine) xte Glied r, der 
Restreihe erhalt man in letzterem Fallo: 

3. Es  bedeute 11 eine Primzahl, a eine durch p nicht thcilbare ganze 
Zahl und p einen positiven ganzen Exponenten. Dann ist,  dem F e r m a t  - 
schen Satze zufolge, für  A = O,  1, 2, . . . stets 
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Hieraus ist  ersichtlich, dass die Eteste der Potenzen ai i -soi- i )  (bei $=O,  
1, 2, . . . ) nach dem Modul p p  eine arithmetische Bestreihe ( 9  - 1)t8' Ord- 
nung bilden, deren allgemeines Gliod 

Mit Bilfe dieser Formel lasst sich der Rest jeder beliebigen Yotenz 
von a nach dem Nodul p-erechnen bei Kenntniss der Reste von a ,  a', 

as, . . . , aP-' nach jenem Modul. 
Unter p werde jetzt eine ungerade Primzahl verstanden, und a sei 

irgend eine primitive Wurzel von p Q .  Zufolge Art. 1 bestebt die Congruene 

Nimmt man a zur Basis eines Indicessystems in Bezug auf den Modul pe, 
sa leitet sich aus letzterer Congruenz unmittelbar die folgende her:  

i nd1 f i+pp l - (1 ) " id[ f i+(e - l )p l+(~)*d[n+(p-2 )p l -+ . . . -0  
[moa(p- 1)pe-ll 

oder 

welche bestehen bleibt [vergl. Congruenz l), Art. 11, wenn man in ihr 
n + Ap ( A  = 0, 1, 2, . . .) für f i  einsetzt. Es folgt daraus, dass die Indices 

indn, ilzdlz+p, i m i n + 2 p ,  i l zdn+3p,  ... 
in  Bezug auf den Modul ( p - 1 ) p t - 1  eine arithmetische Restreihe ( ~ - 1 ) t e r  

Ordnung bilden. Man erhàlt sonach 

ind [fi + sp] 

noch durch bezw. ( p  - l), p ( p  - l), . . . , P Q - ~  ( p  - 1) theilbar, BO dass 
man letztere Congruenz auch in der Form schreiben kann 
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Diese Beziehung lehrt ind(fi+ xp) aus inds ,  é n d ( ~ + p ) ,  ..., i l~d  [fi + (q - l ) p ]  
berechnen. 

1st a eine primitive Wurxel von pP, d a m  ist auch a  + I p  (1 -0, 1, 2, ... ) 
eine solche. E s  sei 

a + k p  7 a5a (modpg), 
80 folgt 

(a  + kp)" aZ1= (modpY). 

Indem man zu den Indices in Bezug auf die Basis a  und den Modul pa 
iibergeht, ergeben sich der Reihe nach 

se r ind [a + pp]  Lmod(fJ - l ) p Q - ' ] ,  
- ~ a @ - i = - ~ i s d [ a + ( ~ - l ) p ]  1 9 

+ (8) = + (8) ind [a+ ( p  - 2)p1  y *  

. . . . . . . . . . . . . .  . - 1  

woraus durch Addition 

Z R  - (!) Zr-, + (i) Z r - 2  -+ 
~ i n d [ a + ~ ~ ] -  ( ~ ) i n d [ a + ( p - l ) p l + - . . . = ~  [mod(p- l )ye - ' ] .  

Es bilden sonach (dcm Frtiheren gemass) die al eine arithmetische Rest- 
reihe ( q  - 1 ) t e ~  Ordnung. Man erhtilt also bei Kenntniss von s , ,  
s,, . . . , se-' die Indices der Basis a + Ap sus  denjenigen der Basis a, 
indem man die letzteren mit 

a-%+(:) [ z 1 - ~ ~ l  +(S) [ P . - ~ ~ + Z ~ I  + ... 
+(pll) [ ~ e - i - ( P ; 1 ) + 2 + . . m ]  ~ m ~ d ( p - l ) p e - l l  

multiplicirt. 
M a i n z ,  im Februar 1887. Dr. J. KRAUS. 

XX, Znr geometrischen Interpretation binarer  Formen,  speciell solcher 
von der  vier ten Ordnnng,  M t e rnaren  Qebiete. 

(IIierzu Taf. V Fig. 7.) 

Für eine binare Form vierten Grades aZ4, oder in canonischer Form: 

zc F xJ4 + 6 m xIa x,B + ~ $ 4 ,  
liefert das Nullsetxen der He s se'schen Porm ( a  b)'aZ2b,2 = 0, oder flir die 
canonische Porm ausgerechnet: 

m(x,4+xg4) + ( 1 - 3 m a ) x l s x ~ = 0  
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vier Wurzelpunkte , tîber deren g e O m e t r i s c h  e n Zusammenheng mit den 
vier Wurzeln d e r  F o r  m s e l  b s t  die meisten Lehr und Handbücher der 
modernen Algebra die nothige Erliiuterung nur  fliichtig geben. 

S a l  m O n - P i e d l e r (Algebra der linearen Transformationen) macht aller- 
dings die Bemerkung (S. 271 der zweiten deutschen Ausgabe, Art. 216), 
dass obige Gleichung der H e  s$ e'schen Form den sogenannten harmonischen 
Kegelschnitt vorstellt für zwei Kegelschnitte B und F, von welchen beiden 
der eine , B, gebildet wird vom B u r n s i  d e - Kegelschnitt " 

X B - y 2 = o ,  

der andere dagegen, F, dargestellt wird von der in  Gestalreiner Kegel- 
schnittgleichung transformirten biquadratischen Form eelbst. Demnach 
ware erganzend zu sagen, dass die vier Wurzelpunkte der Hesse'schen 
Form die S e  h n  i t  t p u n k  t e sind jenes harmonischen Kegelschnittes mit dem 
zur Interprctation benützten B LI r n s i d e - Kegelschnitte ; aber in die E n t  - 
s t e h u n g  der geometrischen Configuration, durch welche die zweiinal vier 
Piinkte der Original - und der H e  s s e'schen Form verhiinden sind , lasst 
diese Erklarung eben noch nicht deutlich hineinsehen. 

Wir  gedenken in den folgenden Zeilen die Herstellung jener Wurzelpunkte 
der Hesse'schen Form auf moglichst d i r e c t e m ,  g e o m e t r i s c h e n  Wege 
zu versuchen - der uns schliesslich, wenn wir wollen, wieder mit dem soe'ben 
genannten h a  r ni O n i  s ch e n  Kegelschnitt Zussmmenhang gewinnen lisst. 

1. Wir  fragen uns vor Allem: Was ist die geometrische Bedeutung 
jener Punkte x, welche durch Nullsetzen der z w e i t e n P o  1 a r e  n von z in 
Bezug auf eine Form vierten Grades definirt werdeii, für die Annahme eines 
willkürlichen Punktes 8; welche also als Wurzeln der folgenden quadra- 
tischen üleictiung bestimmt werden: 

Ô P  f a P f  + 3 
~ , ~ - + % z , ~  a x , ~  12 a X , 2 = O  

oder kürzer + 2 BI 2, u,, + B,"2, = O; 
symbolisch 

Wir  geben zugleich das Resultat diescr Opcrationen, angewandt aiif 
die canonische Form, an:  

A ... z,8(x,a+mx,2) + 4mz,z ,  x,x, + . ~ , " m x , ~ +  xZ2) = 0 ,  ( A* ... + 4 m x , x , ~ , ~ , + x , ~ ( m z ~ ~ + z , "  =o. 
Diirch diese Gleichungen ist jedem Punkte a ein Punktepaar z in ganz 
bestimmter Weise zugeordnat. Da aber die Grlissen ( q 2 ) ,  (2, a,), (z,2), 
geschrieben als x', y', z', offenbar die Relation erfüllen 

* Wir lassen im Folgenden den Zahlenfactor 4 weg, mit welchem hehaftet 
gewohnlich der Bu r n  s i  de -  Kegelschnitt in der Form geschrieben wird: 4x2 - ye= O .  
Es ist das für die Rechnuug und für d e  weiteren Schlüsse ganz unwesentlich. 
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xfs'= y'z, . 

wahrend zwischen den Grossen (xLe), (x, x2) , (xZ2), geschrieben als x ,  y, a, 
dieselbc Beziehiing herrscht, so sicht man,  dass die aus den Werthen von a, a2 
und x,x, berechneten Zahlen zZI/'~', resp. x y z  interpretirt werden konnen als 
homogene Coordinaten von Punkten, die sich auf dem festen B u r n s i d  e -  
Kegelschnitte B ... x a - ~ j ~ = O  

vodinden. Wir gedenken also zii untersuchen, wie ein beliebig vorgegebe- 
nes a auf diesem Kegelschnitte zwei Punkte x auf demselben Kegelschnitte 
definirt (als Wurzeln der zweiten Polaren, deren Gleichungen A ,  A') - wenn 
ausserdem noch die vier Wurzelpunkte der biquadratischen Form bereits auf 
ilim markirt sind. 

Was nun diese !etzteren Wurzelpunkte, die der Originalform selbst, anlangt, 
so sind sie aus vier Zahlenpaaren (xl, x2) entstanden, welche so bescliaffen sind, 
dass sie die Gleichung xI4 + 6 rn x , ~ x , ~  + x24 = O 
erfiillen. Ersetzt man nochmals (x ,~) ,  (xlx,), (22)  durch die neuen Sym- 
bole vom ersten Grade: x ,  y, a ,  so ist damit auch gesagt, dass man 4 mal 
3 Zahlen (x, y, a) angeben kann,  fiir welche 

M . . . .  x"6??&yB+8'=0. 

Diese Zahlen x ,  y, e, resp. die durch sie als homogene Coordinaten markir- 
ten Punkte k6nnen wiederum, al8 der Relation 

B ... z a - y e = O  

genligend , aufgesucht werden auf dem B u r n s  i d e - Kegelechnitt. Deninach 
werden die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 

~ , ~ + 6 n t x , ~ x , " + x ~ ~ = O  

im terniren Gebiet interpretirt als Schnittpunkte obigen Kegelschnittes M 
mit dem festen Kegelschnitte B. 

Aber da eben die Relation X E  - y'= 0 erftillt is t ,  konnen wir auch 
das Glied 6my8  aufltisen i n  (4m y" 2mx.z) und damit M neuerdings 

. , . xz + 2 m zs + 4m ~ 8 "  = O. 
Mit anderen Worten : Dieser letztere Kegelvchnitt F schneidet den R i i r  n -  
aide-Kegelschnitt xz  - y2 = O in denselben Punkten, wie der ursprünglich 
aiifgestellte M ;  F geht durch die Schnittpunkte des Kegelschnittes B rpit M, 
weil die Gleichung von F geschrieben werden kann 

h 

R = M + 2 r n B = O .  

Nun kann man zu einem auf dem B 11 r n s i  d e - Kegelschnitt gelegenen 
Punkte a ,  der die Coordinaten X'~'E'  hat ,  die P o l a ï e  i n  B e z u g  a u f  F 
suchen. Dieselbe hat  zur Gleichung 

1 ; ' ( ~ + ~ ~ ) + 4 m ~ ' ~ + / ( ~ n a + a ) = O .  

Dies ist aber genau die Gleichung A ,  A', wenn in derselben unsere fort- 
aihrend gebrauchten Substitutionen für (x12), (x1x2), (%:) i (file), (%%), (fiss) 
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gemacht werden. Wir wiederholen: die Werthsysteme al S a ,  x1 x2,  wie sie 
durch die Gleichung A einander zugeordnet werden, liefern vermittelst 
FI u r n  s i d e  'B Transformation Punkte 2 ( ~ ' ~ ' a ' )  und x  (xyz) auf dem B urn  - 
side-Kegelschnitte,  w o b e i  d i e  z u  a n a c h  d e n  G l e i c h u n g e n  A zu-  
g e o r d n e t e n  P u n k t e  z e r h a l t e n  w e r d e n  81s S c h n i t t p u n k t e  des 
f e s t e n  K e g e l s c h n i t t e s  B o d e r  x n -  y2=0,  m i t  d e r  f ü r  d e n  P u n k t  
a i n  B e z u g  a u f  d e n  K e g e l s c h n i t t  d e r  O r i g i n a l f o r m  3 g e b i l d e t e n  
P o l a r e n .  

Vergl. Fig. 7. In  derselben ist der Kegelschnitt, welcher die Form 
selbst reprasentirt , mit E' bezeichnet ; B sei der 13 u r n s i d e - Kegelschnitt. 
Ein Punkt  a war vorgegeben [durch das beliebig angegebene Werthepaar 
2, n2. definirt , von wclchem ausgehend ein Punkt x'= (zIe), y'= (a, B,), 
a'= ( B , ~ )  des B u  r us  i d e - Kegelschnittcs gcwonncn wurde!. Jene zwei Werthe- 
paare ( x ,  x,) , wie sie eigentlich durch die Gleichungen A dem Werthsystern 
z,z, algebraisch zugewiesen sind, geben Veranlassung zu den Substitutionen 
x = (x," , y = (x,x,) , n = (x:) ; und die so erhaltenen Punkte x y a  finden 
sich eben wiederum auf dern B u r n s i  d e  - Kegelschnitt. Sie sind dort sicht- 
bar als Schnittpunkte der für den Punkt  s in Bezug auf P gebildeten 
Polaren mit dem festen B u r n s  i d e -  Kegelschnitt. 

Somit ware eine Interpretation der z w e i t e n P 01 a r e n  einer biquadra- 
tischen Form gewonnen, und zwar im ternaren Gebiete. - Dass die Be- 
ziehung zwischen den Punkten x und s eine reciproke ist,  zeigte bereits 
die symbolischo Gleichungsform U , ~ U , ~ =  O ;  dasselbe kann aber auch nun- 
mehr als geometrisch evident angesehen werden, denn wenn die Polare von s 
in  Rezug auf F durch x geht ,  so geht anch umgekehrt die Polare von s 
durch z. 

2. Es  sei nun fur einen bestimmten Punkt  a im binaren Gebiete 

geschrieben gedacht in den a. Damit ware auch gesagt, dass das zugehoriga 
Punktepaar x  diesmal einen e i n  z i g e  n Punkt  liefert, denn obige Determi- 
nante ist  die D i s c r i m i n a n t e  der fiir x quadratischen Gleichung 

Mit dieser Bemerkung ware auch die geometrische Interpretation in unserer 
Figur, der Wurzelpunkt der Heuse'schen Form ermoglicht. Sie sind so 
gelegen, dass die fiir sie in  Bezug auf P genommene Polare den B u r n -  
s i d  e - Kegelschnitt B b e r  li h r  t ; ihre Anzahl bestimmt sich somit auf 
vier - wie es auch der Grad -der Hesse 'schen Form mit sich bringen 
muss -; denn verschafft man sich zu sammtlichen Tangenten an B den 
jeweiligen Pol in Bezug auf FI so wird es a n  vier Stellen vorkommen, dass 
die durch jene Pole dargestellte Curve zweiter Ordnung die Curve B schneidet. 
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Demnach geben wir als geometrische Definition der Wurzelpunkte B 

der Hesse'schen Form einer Form vierten Grades im ternaren Gebiete, 
nnd gewonnen mit Hilfe des B u r n s i d  c - Kegelschnittos die folgende : ,, s i e  
sind j e n e  P u n k t e  a ,  d e r e n  in B e z u g  a u f  d e n  F o r m - K e g e l s c h n i t t  
F g e b i l d e t e  P o l a r e n  d e n  B u r n s i d e - K e g e l s c h n i t t  B h e r i i h r e n ;  
oder: s i e  s i i id  d i e  v i e r  S c h n i t t p u n k t e  j e n e s  K e g e l s c h n i t t e s  m i t  
B ,  d e r  g e b i l d e t  w i r d  v o n  d e n  P o l e n  s i i m m t l i c h e r  T a n g e n t e n  
von B, b e s t i m m t  i n  B e z u g  a u f  F." 

Wir werden nun auf das Einfachste, wie schon friiher in Aussicht 
gestellt, einen Zusammenhang mit dem sogenannten h a r  m o n  i s c h  e n Kegel- 
schnitt' fiir die Kcgclschnitte B und F erkenncn. 

Es sei in der Pigur  P ein Punkt ,  gelegen auf B, dessen i n  Rezug 
auf F gebildete Polare den Kegelschnitt B bertihrt. Man kann fragen, 
rie die Geraden durch P gelegen sind (es giebt deren im Allgemeinen 
zwei), für welche die au€ ihnen gelegenen vier Schnittpunkte mit B und F 
vier harmonische Punkte sind. Offenbar giebt es durch P nur e i n e  Gerade 
von solcher Eigenschaft, niimlich die vom Punkte P nach dem Bertihrungs- 
punkte Q geftihrte Gerade. Wie dieselbe in der That vier harmonische 
Punkte QR PS aufweist als Schnittpunkte mit den bciden Kegclschnitten 
B und F, ist der Figur  zu entnehmen, in  welcher nach der Voraiissetzung 
P der P o l  von Q T. Ebenso ist aber auch der Figur zu entnehmen, dass 
nur e i n e  solche Gerade durch P moglich ist. Denn jede Gerade durch P 
würde die Polare von P in Bezug auf F, d. h. die Gerade QT, i n  einem 
Punkte Q' so treffen, dass Q' mit P die zwei Schnittpunkte der Geraden 
mit F harmonisch trennen würde; es giebt aber nur einen solchen Puukt  Q', 
dass er zugleich auf der Geraden Q T und auf dem Kegelschnitte B liegen 
ktinnte, das ist ehen der schon bentitzte Berührpunkt Q. 8190 geht durch P 
nnr e i n e  Gerade von der Eigenschaft , dass sie B und F in vier harmo- 
nischen Punkten trifft. Demnach is t  P ein Punkt  der Enveloppe jener 
Geraden, welche die beiden Kegelschnitte B und F in vier harmonischen 
Punkten treffen; d. h. 1' ist in  der That  ein Punkt  des ebengenannten har- 
monischen Kegelschniltes H der Kegelschnitte B und 3'. 

So sind wir i n  der That ohne jede Rechnung zu dem in den ersten 
Worten der Einleitung erwahn'ten Resultat gelangt, dass der harmonische 
Kegelschnitt H in Bezug auf B und F den B u r  n s i  d e  - Kegelschnitt in  den 
vier Punkten trifft, welche die Wurzelpunkte der Hesse'schen Porm kenn- 
zeichnen. Aber es ist bemerkenswerth, d a s s  n a c h  u n s e r e r  A b l e i t u n g  
der  W u r z e l p u n k t e  d e r  H e s s e ' s c h e n  F o r m  d a s  H e r a n z i e h e n  j e n e s  
h a r m o n i s c h e n  K e g e l s c h n i t t e s  g a n z  e n t b e h r l i c h  w a r e .  

Vielleicht mag der hier eingeschlagene Weg zur Ableitung dieser Be- 
ziehungen, abgesehen von seiner Einfachheit, auch deswegen Beachtung ver- 

* Vergl. Salmo n- P i e  d l e r ,  Kegelschnitte, Art. 364. 
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dienen, weil als Nebenresultat die geometrische Deutung des zweiten Polar- 
systems der Formen vierter Ordnung sich ungezwungen ergiebt. 

Ml i  n c h e n ,  Winter 1886. Dr. FRITZ I~OFMANN. 

XXI. Ueber den Rest der Reihe für arcsinx. 

Wenn man den M a c  - L a u r i n 7 s c h e n  Satz xur Entwickelung vou 
f (3;) = arcsinx lenutzen will, so kann man zwar aus f (0)  = O ,  f ' (0) = 1 
und mittels der Recursionsformcl 

die Coefficienton der Rcihe leicht finden, dagegen verursacht die Discussion 
des Restes einige Mühe, weil der independente Ausdruck von fTn+'l(x) 

4 
etwa.s complicirt ist. Die Sache lasst sich aber ailf folgende Weise ohne 
besondere Weitliiufigkeiten erledigen. 

Bekanntlich ist 1 1 f (n+l ) (2)=  Dn(-. -) 
J i + x  J I - x  

1 . 3 . 6  ... (212-1) l - x  - - 

Diese Coefficienten besitzcn (wie die Binomialcoefficienten) dio Eigenschaft 

C0=Cn, C1=Cn-1,  C2=Cn-2, ..., 
sie bildeii demnach eine aus zwei symmetrischen HBlfteii bestehende Reihe. 
Anfangs ist 

l=C, ,>C,>C,> ..., 
die Coefficienten nehmen also bis zur Mitte der Reihe a b ,  erreichen dort 
ein positives Minimum, das bei ungeraden n zweimal vorkommt, und wach- 
sen dann bis Cm= 1; mit Ausnahme von C, und Cn sind daher alle C 
positive echte Brliche. Hieraue erhellt, dass die Reihe 

von x = U bis x = 1 eine endliche Summe q (x, n) besitzt , die selbst im 
-- 

Falle 12 = cx endliüh bleibt [niimlich <g (z, op) = /+(1+ x)] ; es ist also 

Fiir den Rest,  der i n  M a c  L a u r i n ' s  Beihe auf das mit x" versehene 
Glied folgt, gilt nun die von mir angegebene Formel 
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worin 6 einen positiven echten Bruch und p eine willktirliche positive Grosse 
bezeiohnet; man hat  demnach im vorliegcnden Falle 

wobei man gleich bemerkt, dass p = die zweckmiissigste Wahl von p ist, 
wodurch ent,steht 

1.3.5 ...( 2%-1) z - 8 %  n+% 2/;.9(i3x,n) 

% + i =  2 . 4 . 6  ... (212) ( E x )  /i+sz 
bus dem bekannten Satze, dass bei unendlich wachsenden n, und unter 

der Bedingung ci > > O 

Lim P ( P + l ) ( B + 2 )  0 . -  ( P + n . - 1 )  = O  
u ( u + l ) ( a + 2 )  ... ( n f m - 1 )  

luid da alle tibrigen in vorkommendeu Factoren endliche Grossen 
bleiben, so lange x das Intervall von O bis 1 nicht überschreitet, so ergiebt 
~ich unter dieser Voraussetzung Lim Rn+, = 0. SCHLOMILOH. 

XXII. Bestimrnung d e s  Ortes u n d  der  Hell igkei t  des gebrochenen Bildes 
eines Punktes ,  w e n n  die brechende Flache eine Ebene isii 

(Hierzu Taf. V Fig. 8 n. 9.) 

I n  Lehrbtichern Gndet man hiiufig das gebrochene Bild einer Mlinze, 
welche unter Wavser erblickt wird, so dargestellt, als ob dasselbe ausser 
der senkrechten Erhebung eine seitliche Verrtiokung vom Auge des Be- 
obachtars wcg orfahrcn hatte, wshrcnd in Wirklichkeit das Bild nach dem 
Auge des Reobachters hin gertickt wird. E s  sol1 daher im Polgcnden eine 
einfache Bestimmung der Ortsverschiebung gegeben werden , welche das 
gebrochene Bild, eines Punktes erleidet, wenn die brechende Plache eine 
Ebene ist. 

Sei also (Fig. 8) A ein leuchtender Punkt ,  der sich in einem starker 
brechenden Medium, z. B. Wasser, befindet , A G  = h seine Entfernung von 
der brechenden Ebene NAT, seien ferner AB und AC zwei benachbarte 
Strahlen mit den Einfallswinkeln à und i + di ,  seien ferner FB und F C 
die Richtungen der zugehorigen gebrochenen Strahlen, also F der Durch- 
echnitt der rtickwarts verlangcrten, so 15;sst sich leicht beweisen, dass der 
zn AB gehorige gebrochene Strahl von allen benachbarten Strahlen der- 
aelben Ebene in demselben Punkte F geschnitten wird. Es  ist nhmlich 
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G B = 72 tgi und d a  B C den Zuwachs von G B darstellt , wenn i  in i  + d i  
iibergeht , so erhalt man ,  wenn kleine Grossen zweiter Ordnung vernach- 
lassigt werden, 

1) 

Man erhalt ferner aus dem Dreieck B C F  

B F  sin.(t)O-r+dr) cos(r+dr) -- - 
B C -  

, 
sin dr  d r 

h(cosr -sinr dr)  
B F =  - di. 

cos2i.dr 

Bezeichnet man ferner den Brechungsexponenten für den Uebergang 
des Lichtes aus der Luft in das stiirker brechende Medium mit n ,  so ist 

n cosi d i  dr=-. 
dr  

Eliminirt man mit Hilfe dieser Gleichungen den Buchstaben r aus 2), so 
wird h ( 1 - n%sin2 i - na sirai eosi di) 

B F =  
.n cos3i 

Vernachlassigen wir im Ziihler das kleine Glied von der Ordnung d i ,  so 
wird B F  fiir den Durchschnitt aller Strahlen, welche dem Intervall von 
i - di  bis i + d i  entsprechen, gleicb gross. Es wird a150 

h ( l -  n2 sin") 
B F =  

fi cos3i 

Ein Auge, welches diesen kleinen Strahlenbüschel auff'ingt, wird also 
das gebrochene Bild des Punktes A in F erblicken. 

E s  sol1 nun untersucht werden, wie weit das Bild des Punktes A durch 
die Brechung gehoben wird. Bezeichnet man das Loth PII mit hg, so findet 
man hf= BF.cosr und daraus 

h' 
Lassen wir zunachst i constant und betrachten - nur als Punction 

h 
von n ,  so ergiebt die Differentiation des ersten Ausdruckes nach ra 

-- a(;) J i - n ' s i m ' i ( 2 n 2 s i n ~ i + l ) .  
-- - - - 
an a%os3i 

D a  das Zeichen der Quadratwurzel, wie aus 4) hervorgeht, nur positiv 
h' . 

genommen werden kann,  so ist  obiger Ausdruck stets negativ, d. h .  - 1st 
h 

h' 
eine mit wachsendem n abnehmende Function. Da nun für ra = 1 -= 1 

h 
h' 

wird, so muss ftir alle Werthe von B ,  welche > 1 sind, - < 1 sein. 
h 
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Daraus ergiebt sich der Satz, dass in jeder Bichtung das gebrochene Bild 
eines Punktes in einem starker brechenden Mittel gehoben erscheint und 
zwar um so mehr, je  starker brechend das Mittel ist. 

h' 
Setzt man ferner va = const. und betrachtet - nur als Punction von i, 

h 
so lisst der zweite Ausdruck in 4) erkennen, dass F(i )  mit wachsendem i 
stetig abnimmt. 

h' 1 
Für i = O wird - = - und für den Grenzwerth von i ,  d. h. für  

h n. 
h' 

nsini = 1, wird -=O.  Daraus ergiebt sich der Satz: Das Bild eines 
h 

Gegenstandes in einem stlirker brechenden Mittel erscheint urn so htiher, in  
je schieferer Richtung es erblickt wird, bis es im Grenzfalle, wo der Blick 
parallel der brechenden Ebene gerichtet i s t ,  in der GrenzfiSche erscheint. 
Behdet sich dau Auge senkrecht über dem Gegenutande, so erblickt es den- 

1 

selben in l t e l  der Htihe, also beim Wasser z. B. in  drei Viertel der H6he. 
n 

Es sol1 nun noch die seitliche Verschiebung des Bildes, also die Lange 
G I T  gemessen werden. Da G B = h tgi und H B  = BF sinr, so findet man 
nach einigen Umformungen die seitliche Verschiebung 

5)  G H =  h ( n 2 - l ) t ? i .  
Da dieser Ausdruck für die gernachte Voraussetzung lz > 1 stets positiv ist, 
so ergiebt sich hieraus, dass das gebrochene Bild eines Punktes in seitlicher 
Richtung stets nach dem blickenden Auge zu gertickt erscheint. Die Grosse 
dieser seitlichen Verschiebung ist nach 5) zunfichst proportional der Tiefe 
des leuchtenden Punktes unter der brechenden Ebene, sie ist  ferner bei der- 
selben Blickrichtung um BO grosser, je grosser 1.c is t ;  endlich wachst sie bei 
demselben brechenden Mittel mit wachsendem i. Bei senkrechtem Blick auf 
die brechende Flache ist sio gloich Null. Für den Grenzwerth von i erhglt 

h 
man als Grosse der seitlichen Verschiebung den Werth -. I n  dieaem 

Jn2 - 1 
Falk wird B F  in Gleichung 3) gleich Null, d. h. das Bild erscheint da, 
wo die Grenzstrahlen die brechende Ebene treffen. 

Um den geometrischen Ort des Punktes F, wo das Hild des Punktes A 
erscheint, in rechtwinkligen Coordinaten darzustellen, nehmen wir den Fuss- 
punkt G des von A geflillten Lothes (Fig. 8) als Coordinatenanfangspunkt, 
die Richtung GA als positive X- Axe, G B als poeitive Y- Axe. Dann sind 
die Coordinaten des Punktes F gleich x= FH und y = G H  und man hat  
also aus 4) und 5 )  

Die Elimination von t g i  aus diesen Gleichungen ergiebt 
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Diese Gleichung stellt bekanntlich die Evolute einer Ellipse dar, deren Axen 
mit den gewahlten Coordinatenaxen zusammenfallen und deren Halbaxen a 

und b gleich nh und h /- sind. Da -= JZl also stets <1 
a na 

ist, so ist  nh die grosse Halbaxe dieser Ellipse; da ferner die linenre Ex- 
centricitat derselben ,= h i s t ,  so ist  der leuchtende Punkt  ein Brennpunkt 
der Ellipse, deren Evolute die Bildlinie ist. Diese Evolute kehrt der 
X- Axe die convexe Seite zu und wird von den Coordinatenaxen in den 
Punkten bertihrt, welche von dem Coordinatenanfangspunkte die Entfer- 

h h 
nungen - und haben. 

7/'12"1 
Es  l h t  sich leicht die interessante Remerkung machen ? dass ftir jeden 

Punkt der Bildlinie die Blickrichtung, in  welcher dieser Punkt gesehen 
wird, mit der Tangente in diesem Punkte zusamrnenfallt. Denn aus 7)  
findet man 

8) *=- f i . p .  c i  x n2-1 x 

Das ist dio Tangcnto des Winkcls, welchen die Bcrührungslinie mit der 
Richtnng GA einschliesst. Nennt man daher den Winkel, den dieselbe 
Linie mit der Richtung A G  einschliesst, a, so erhalt man 

d. h. es  is t  a = r ;  r ist aber der Winkel, welchen die Rlickrichtnng, in 
welcher der betrachtete Punkt  gesehen wird, mit der Richtung A G  ein- 
schliesst, womit die ohige Behauptung bewiesen ist. Die Tangenten der 
Evolute sind aber Normalen der zugehorigen Ellipse. Denkt man sich die 
Evolute mit ihrer zugehorigen Ellipse um die X - A x e  rotirend, so entsteht 
ein Rotationsellipsoid, welches einen Rrennpunkt im leuchtenden Punkte A 
hat.  Dieses Botstionsellipsoid hat nach dern Vorhergehenden die Bedeutung, 
dass daa Auge des Beobachters tiberall, wenn es das Bild des Punktes A 
sehen will, seincn Blick senkrecht gegcn die Plache dos Ellipsoids richtcn muss. 

E s  sol1 nun noch untersucht werden, wie die Helligkeit des gebrochenen 
Bildes von der Blickrichtung abhangjg ist. Die Strahlen zwischen A B  und 
AC (Fig. 9) sollen dem Intervall i - d i  bis i+ d i  entsprechen; nach der 
Brechung schneiden sich dieselben i n  F. Liisst man diese Pigur um das 
von A auf die brechende Ebene gefallte Loth rotiren, so erkennt man, dass 
die zwischen den Kegelm%nteln, welche den halben Oeffnungen i -d i  und 
i + d i  entsprechen, befiridlichen Lichtstrahlen nach der Brechung sich in 
dem Kreise schneiden, welchen der Punkt  F um das Loth A M  beschreibt. 
Betrachtet man das von A ausgehende Strahlenbüschel, welches durch eine 
Rotation d q  entsteht, so ist dasselbe von der Form einer Pyramide mit 
einer rechtwinkligen Grundflache, welche durch B CDE dargestellt sein mag. 
Nach der Brechung befinden sich die rtickwarts verlangerten Strahlen in dern 
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prismatischen Raume B CD E F K. E s  ist aber FK = h (ma - 1) tg i d 9, 
also von der Ordnung d y ,  und wir konnen daher fur dieses Strahlen- 
büschel, welches in  das Auge t r i t t ,  annahernd annehmen, dass alle Strah- 
len von demselben Punkte kommen. I n  beiden Büscheln gehen durch die 
Flache BCDE gleichviel Strahlen. Um nun die Diohtigkeit der Strahlen 
jn beiden Büscheln zu vergleichen, setzen wir dic Dichtigkeit in  der Flache 
B C D E =  1. Es  ist aber in  dem Btischel A ein zu A B  in  der Entfernung 1 

BCDE.cosi 
von der Spitze senkrecht gelegter ebener Schnitt von der Grosse 

A B2 
- BCDE.cos3i 
- ha 

Also, da die Dichtigkeiten sich umgekehrt wie die Plfi- 

chen verhalten, erhalte ich, wenn mit 6 die Dichtigkeit des Büschels A 
bezeichnet wird, .. h2 

Ebonso erhalte ich fur das gcbroc'~ene Büschel den Durchschnitt senkrecht 
zu FB= BCDE.cosr und in der Entfernung 1 von der Kante FE 
= BCDE. cusr/ FB2 = B CD E.n2 cosCi/h2 cos3r. Bezeichnet man daher 
die Dichtigkeit dieses Bilschels mit cl', so erhalt man 

, h%os3r 
6 = 

dcos6  i 
Daraus ergiebt sich endlieh 

9) 
6' cos3 r ( 1  - la2 s i 3  i)% -=-- 
d n2 cos3i- n%s3 i 

Dieser Quotient stellt das Verhiiltniss der Helligkeit des gebrochenen Bildes 
und des leuchtenden Punktes dar, wenn von der Absorption im brcchenden 
Mittel und von dem Umstande abgesehen wird, dass nur ein Theil des von 
A kommenden Lichtbiischels aus der brechenden Plàche austritt. Ftir den 

6' 1 
Grenzfall erhalte ich - = O ,  für senkrechten Blick aber - 9 also fiîr Wasüer a d 
&. Da im letztern Falle nur ein sehr kleiner Theil refleetirt wird, BO 

1 
stellen die Werthe O und - annahernd, der erste soger genau, die Grenz- 

m4 
werthe der Helligkeit dar. W. SALTZMBNN, 

Oberl. a m  Ciymn. in Neb-Buppin. 

XXLII. Beweis einiger Lehrsatze von Jakob  Steiner. 

Auf S. 667 der Gesammelten Werke J a k o b  S t e i n e r ' s  ( C r e l l e ,  
Bd. 55) finden sich iinter II die Satze 1 bis 5 ohne Beweise mitgetheilt. 
Was S t e i n e r  i n  Nr. 5 von dem Kegelschnitt und den JKreisen behauptet, 
behalte ich mir vor, bei einer geeigneteren Gelegenheit zu beweisen, weil 
dam gewisse besondere Betrachtungen n6thig sind, was S t e  i n e r selbst 
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auch andeutet. Der Rest von Nr. 5 ist sehr bekannt. Die Nummern 3 
und 4 sind nur  Folgerungen rtus 2 ,  daher will ich hier nur die Nummern 
1 und 2 beweisen, denn sie enthdten die Hauptsachen der ganzen Ab- 
handlung II. 

Die Satze lauten folgendermassen: 

,,1. S i n d  i n  g l e i c h e r  E b e n e  i r g e n d  z w e i  C u r v e n ,  d i e  eine 
vorn  p ten ,  d i e  a n d e r e  v o m  q t e n  G r a d e ,  i n  f e s t e r  L a g e  g e g e b e n ,  
u n d  b e w e g e n  s i c h  d i e  E n d p u n k t e  e i n e r  c o n s t a n t e n  S t r e c k e  a b  
e i n e r  G e r a d e n  S b e z i e h l i c h  i n  d e n s e l b e n ,  B O  u m h u l l t  d i e  Ge- 
r a d e  e i n e  C u r v e  4 p q t e r  C l a s f i e ,  w e l c h e  d i e  i m  U n e n d l i c h e n  
l i e g e n d e  G e r a d e  G, z u r  2 p q - f a c h e n  T a n g e n t e  h a t .  

2. B e w e g e n  s i c h  d i e  E n d p u n k t e  d e r  c o n s t a n t e n  S t r e c k e  ab 
i n  e i n e r  f e s t e n  C u r v c  n t e n  G r a d e s  Cm, s o  u m h t i l l t  d i e  G e r a d c  S 
e i n e  C u r v e  2 n ( ~ - l ) ~ ~ =  C l a s s e ,  w e l c h e  d i e  g e g e b e n e  C u r v e  in  
j e d e m  i h r e r  i m  U n e n d l i c h e n  l i e g e n d e n  n P u n k t e  v i e r p u n k t i g  
b e r t i h r t ,  u n d  w e l c h e  d i e  G e r a d e  G, z u r  n ( n - 1 ) - f a c h e n  T a n -  
g e n t e  h a t .  Demzufolge giebt es in der gegebenen Curve nach jeder be- 
stimmten Richtung nur je n (PI-l) Sehnen von irgend einer gegebenen 
Lange ab.  D i e  M i t t e n  s o l c h e r  n ( n - 1 )  g l e i c h e n  u n d  p e r a l l e l e n  
S e h n e n  l i e g e n  a l l e m a l  i n  i r g e n d  e i n e r  C u r v e  (a- l ) ten G r a d e s ,  
und i n  gleichen Curven liegen auch die nach gleicher Seite hin liegenden 
Endpunkte der Sehnen.u 

B e w e i s .  
1. Ich bezeichne die beiden festen Curven durch Cr und Cy. Cm zu 

erfahren, von welcher Classe die Enveloppe der Geraden S ist, bestimme 
ich die Anzahl ihrer Tangcnton, welche durch einon beliebigen Punkt 
der Ebene gehen. Indem ich nun den Punkt IP i n  einer beliebigen Lagc 
festhalte, werdt: ich eine der beiden Ciirven, z. B. CP transformiren, und 
zwar folgendermassen: Zuntiehst beschreibe ich um jeden Punkt c der Curve 
CP als Mittelpunkt einen Kreis 6 vom Radius ab.  Nun trifft jeder Strahl 
s des Punktes Q die Curve CP i n  p Punkten c,, cg, . . ., c p ,  welche die 
Nittelpunkte von ebensovielen Kreisen &,, Ga,  . .. , (Sr sind. Die Schnitt- 
punktpaare dieser Kreise mit dem Strahl s mogen y,, y'l; y,, i2; . . .; yr , y'l, 

heissen. Dann behaupte ich, dass, wahrend s sich um !Jl dreht ,  die Schnitt- 
punkte y eine Curve C4p von der Ordnung 4 p  durchlaufen. 

I n  der Tha t ,  auf jedem Strahle s liegen 2 p  Punkte y, und ausscrdem 
ist (p cin 2p-facher  Punkt  dos Ortos der Punkte y. Denn beschreibe ich 
um !J3 als Mittelpunkt einen Kreis vom Radius a b ,  so trifft derselbe die 
Curve CP in  2 p  Punkten c ,  welche die Mittelpunkte von 2 p  Kreisen Q sind. 
Die Strahlen s, welche nach diesen Mittelpunkten laufen, breffen die 2 p  
Kreise ($ unter Anderem sammtlich i n  $û, also ist dies ein 2 p  - facher Punkt 
der erhaltenen Curve, welche somit von der Ordnuug 4 p  ist. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 375 
___" ___-_-__*___ ^^-___l?-  ̂ ,__- __-- 

Nan kann aber auch leicht nachweisen, dass eine beliebige Gerade g 
den Ort der Punkte y in  4 p  Punkten schneidet. Ich denke mir nkmlich 
die Gerade g in derselben Weise transformirt wie die Curve C p .  Dann 
erhalte ich bekanntlich die C o n c h o i d e  des N i k o m  e d e s ,  welche von der 
vierten Ordnung ist. Diese Conchoide trifft die Curve CP in  4 p  Punkten c, 
deren Verbindungslinien mit die Gerade g olfenbar i n  den 4p Punkten 
schneiden, welche sie mit dern Orte der Punkte y gemein hat. Mao ist 
dieser Ort eine Curve 4 p t e ~  Oïdnung C4p. 

[Anm e r k u n  g. Es  ist leicht , die Gleichung der Curve C4P anzugeben. 
h'immt man 5Jl m m  Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 
so moge 

1) fP(Gzj) = O  
die Gleichung der Curve CP sein. Bezeichne ich jetzt die constante Strecke 
a b  durch r und die Coordinaten eines beliebigen Punktes von CP durch 
LY, /9, BO stellt die  Gleichung 

2) , (%-a)'+ ( y -p ) '=?  
einen der Kreise & dar, und lege ich den Grossen a ,  /3 alle Werthepaare 
bei, welche die Gleichung 1) erfüllen, so stellt 2 )  nacheinander alle Kreise 
@ dar. Die Gleichung des Strahles s ,  welcher von 13 nach dem Mittel- 
punkte eines Kreises Q geht ,  lautet: 

3) P X - a y e O .  
Eliminire ich aus den Gleichungen 2) , 3) und aus f p  ( a ,  (3) = 0 die Grossen 
LY, B ,  so ergiebt sich die Gleichung der Curve C4p.I 

Nun schneidet C4p die Curve Cq in  4 p  q Punkten a. Deren Verbin- 
dungslinien mit !J3 sind die Tangcnton, welche sich von 8 aus a n  die En- 
veloppe der Geraden S ziehen lassen. Denn ein Strahl !$ a = s trifft die 
Curve CP in p Punkten, von denen e i n e r  um die Strecke ab von B ent- 
fernt ist. Also ist $a eine Tangente S der gesuchten Enveloppe, welche 
somit von der Classe 4 p q  ist und durch C d p q  bezeichnet werden moge. 
(Offenbar batte man anstatt der Curve Cr auch die Curve C'=' transformiren 
konnen, ohne das Eesultat zu andern.) 

Es erübrigt nun noch, den zweiten Theil des Satzes Nr. 1 von S t e i n e r  
zu beweisen, demzufolge die 0, eine 2p q - fache Tangente der Curve Capp sein 
soli. Dies ist erwiesen, sobald os feststcht, dass von jcdem Punkte q, der 
G, nur 2pg im Endlichen befindliche Tangenten a n  die Curve C4pp gehen. 
Modificiren wir also unsere obige Transformation für den Fall,  dass 9 im 
Unendlichen liegt,  so werden alle Strahlen s dieses Punktes parallel, und 
durch die Transformation von CP ergeben sich zwei Curven Cp', CP", welche 
man auch erhi l t ,  wenn man GP auf einem Strahle s i n  beiderlei Sinne je  
um die Strecke ab parallel mit sich selbst verschiebt. Die frlihere Curve 
C4? wird aiso jetzt vertreten durch die beiden Curven Cp', CP", welche mit, 
CP congruent sind. Mithin sind Cf, Cp" auch von der Ordnung p und 
treû'en Cg zusammen in 2 p  q Punkten, deren Verbindungslinien mit 12, die 
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Tangenten sind, welche von diesem Punkte aus an die Enveloppe der Ge- 
raden S gezogen werdon konnen. Daher is t ,  wie S t e i n e r  behauptet, die 
G, eine Bpq-faohe Tangente der Curve C d p  p .  

2. Rewegen sich die beiden Endpunkte der constanten Strccke ab in 
einer festen Curve fiter Ordnung Cn, so ist die Transformation dieser Curve 
nach dem vorigen Paragraphen ftir einen beliebigen Punkt  $ eine Curve 
4nter Ordnung C4". Dieselbe hat  mit der gegebenen Curve C n  offenbar 
dieselben Asymptoten und bertihrt dieselben je vierpunktig im Unendlichen. 
Dies folgt direct aus der Transformation mittels der Kreise 6. Namlich 
jedem der beiden Zweige der Curve Cn, welche sich einer Asymptote t dieser 
Curve ins Uncndliche nshern, entsprechen zufolge der Transformation zwei 
Zweige, welche sich derselben Asymptote ins Unendliche nghern. Also 
hat  etc. 

Aendere ich nun in der Ebene die Lage des Punktes $, so hat die 
Curve C4", welche sich jedesmal ergiebt, ausser 4n(n-  1) im Endlichen 
liegenden Punkten mit Cn stets jene 4n im Unendlichen befindliçhen Punkte 
gemein, welche fest bleiben, wenn 9 sich auch verschieht. Diese 4% Punkte 
auf der G, kommen, als total unabhangig von der Lage des Punktes !& 
unter den 4na Schnittpunkten von CR und C4", die zur Bestimmung der 
Tangenten S dienen, welche durch gehen, gar  nicht in  Betracht. Denn 
wollte man sie berticksichtigen, so wtirde man alsbald auf die Absurdittit 
gerathen, dass jede Gerade, die nach einem der Punkte geht,  welche C" 
mit der G, gemein ha t ,  eine Tangente der Enveloppe von S sei. 

Es  bleiben daher für  die Bestimmung der Classe der Enveloppe von S 
nur  die irn Endlichen befindlichen 4n(n- 1) Schnittpunkte von C n  und Ci" 
zur Beachtung übrig. E s  e r g i e b t  s i c h  n u n  a u s  d e r  T r a n s f o r m a -  
t i o n  m i t t e l s  d e r  K r e i s e  Q a u g e n b l i c k l i c h ,  d a s s  d i e s e  4n(n-1) 
P u n k t e  p a a r w e i s e  a u f  2n(n-1) S t r a h l e n  v o n  !J3 v e r t h e i l t  l i e -  
g e n .  Denn ist y ein Schnittpunkt von C n  und C4", so licgt auf dem 
Strahle Q y im Abstande a b  von y (in der einen oder andern Richtung) 
ein Punkt  c von Cn. 1st nun y ein bei der Transformation dem c ent- 
sprechender Punkt von C4", so ist bei der Transformation des Punktes y 
(der nun als C"  angehorig betrachtet wird) c ein entsprechender Punkt von 
C4", d. h. die Curven Cn und C d n  schneiden sich i n  den beiden Punkten 
c und y des Strahles ip y. Mithin sind die 4.n(a - 1) Schnittpunkte von Ca 
und C4" allerdings paarweise auf Strahlen des Punktes vertheilt, und es 
lassen sich daher von !J3 a n  die Enveloppe der Geraden S nur 2n(n - 1) 
Tangenten ziehen; diose Enveloppe ist tblso eine Curve 2%(n- l ) t a  Classe 

G n ( n - 1 ) .  

Dass diese Curve die C n  in jedem ihrer auf der G,  liegenden n Punkte 
vierpunktig bertihrt, leuchtet ohne Weiteres ein,  und dass die G, eine 
n(n- 1)-fache Tangente der Cznc,,- i, ist , ergiebt sich ganz ahnlich wie im 
vorigen Paragraphen der Beweis, dass die G,  eine 2y q -  Fache Tangente der 
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C 4 p g .  ist, indem man 9 auf die G, verlegt. Transformir t man niimlich für 
diese Lage von !)3 die Cn, so ergiebt sich eine Curve von der Ordnung an, 
welche aus zwei mit Cn congruenten Curven c"' und Cn" besteht. Diese 
beiden Curven erhiilt man auch, wenn man Cn  in beiderlei Sinne je um die 
Strecke a b  parallel auf einem Strahle des Punktev q, verschiebt. Da die drei 
Curven Cn, Cn', cn" alvo i n  ahnlicher Lage und congruent sind, so gehen 
sie durch dieselben n Punkte der G,  , und hicraus folgt , dass die .n (n, - 1) 
Schnittpunkte y',, i,, ..., y'.(,-,, von CR und Cn', welche sich irn End- 
lichen befinden, und ebenso die n, (n - 1 )  im Endlichen enthaltenen Schnitt- 

punkte y", , 7, , . . . , 1)  von Cn und Cn" je auf einer Curve (n - l ) t n r  

Ordnung C("-')' und C@-')" liegen, welche beide Curven iihnlich gelegen 
und congruent sind. 

Aus denselben Gründen wie oben folgt nun ,  dass allein die im End- 
lichen befindlichen 2n(n -1 )  Schnittpunkte y' und y" von C n  mit Cm' und 
Cn" für die Bestimmung der Tangenten S in Betracht kommen, welche von 
!$, aus an die Enveloppe gchen, und dass die Zn(%-1) Schnittpunkte y' 
und y" zu je zweien auf 12 (n - 1 )  Strahlen von 3 vertheilt sind, d. h. es 
gehen von 9, nur n(a- 1) Tangenten an die Enveloppe der Geraden 8; 
diese Enveloppe hat  also die G, zur n (n, - 1) - fachen Tangente und ist von 
der 2 n (n - 1)ten  Classe. 

Wir wollen nun annehmen, dass auf einem Strahle .q von -3, die 
Schnittpunkte y't und y'; von Cn mit Cn' und Cn" liegen, so dass also 

f t  = ab. Die Mitte von f i  f i  heisse y t  . Dann ist es klar, dass die 
Punkte y' und y" auf verschiedenen Seiten von den Mitten y  liegen, und 
zwar z. B. die Punkte y' alle links von y und die Punkte y" alle rechts 
von p ,  dcnn die Punkte konnen mit den Punkten y durch parallele 
Verschiebung um die Strecke a b  zur Deckung gebracht werden. Daraus 
folgt aber, dass die Mitten p auch mit den Punkten y' und y"zur Deckung 
gebracht werden konnen, indem man sie auf den durch sie gehenden Strahlen 

a b  
von 9, nach links oder nach rechts um die Strecke - verschiebt. Daher 

2 
liegen die Mitten y  der parallelen und gleichen Sehnen der Curve Cn such 
auf einer Curve (n, - l ) t e *  Ordnung, welche congruent und in iihnlichor Lage 
ist mit den Curven C("-')', C("-')", auf welchen die Endpunkte der paral- 
lelen und gleichen Sehnen sich befinden. 

S t e i n e r  hatte auch allgemeiner Hagen konnen: Trkigt man anf den 
gleichen und parallelen Sehnen der Curve Cn von den Mitten aus eine con- 
stante Strecke d nach liuks oder rechts ab ,  80 liegen die n(la-1) End- 
punkte dieser Strecken auch auf einer Curve (la - l)te* Ordnung, welche 
congruent und in t h l i c h e r  Lage ist mit der Curve (m-  l ) t ~ '  Ordnung, auf 
der die Nitten der gleichen und parallelen Sehnen liegen. 

D a n z i g ,  September 1887. H. E. M. O. ZIMHEKMAV. 
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XXIV. Znr Lehre von den nnter unbestimmter Form erscheinenden 
Ansdrticken. 

f ( z )  ftir x = a unter der Form +$ ersïheint und nann fiir Wenn v = - 
'P (2) 

denselben Werth von x der Differentialqiiotient bestimmt aerd in  soll, 
d x . -~ 

so ist dies insofern unbequem, als derselbe sich zunachst ebenfalls in un- 
bestimmter Form darstellt. Nachfolgende Methode dient zur Abkiirzung der 

zu seiner endgiltigen Bestimmung erforderlichen Rechnung. Dabei wird 
vorausgesetzt , dass der wahre Werth von va (d. h. v fiir x = a) nicht unend- 

d v 
lich werde (in aelchem Palle auch vva, d .  h. - fur x = a ,  fur jedes end- a~ 
liche o unendlich wtlrde). Sind also r Differentiationen des Zghlers und 

/ 
des Nenners erforderlich, um den wahren Werth von vu zu finden, so SOU 
jedenfallti cp(")a von O verschieden sein, wahrend f (")a einen beliebigen 
endlichcn Werth einschliesslich der Nul1 haben kann. 

Sei zunachst PZ = 1, also tp'a von O verschieden, so ist: 

und allgemein : 

2) 
, fx-vq'x 

2) = -- 
cP (z) 

oder : 

3) 

Dieser Ausdruck erscheiut ftir x = a wegen 1) in unbestimmter Form, 
also ist:  

d f'x 
, ( )  + x (- (4) - vp) 

, ( W. ax 91% d f'x 
v a  = 

T'x -).- (z (;)>.-v,a3 
daher: 

d f 'z 
5v.a = (& 

verschieden, so ist : 

5 )  

und v ' , ,  welches in der Form der Gleichiing 2) unbestimmt erscheint: 

(fJ'x - v q7"x) - v'cy'x 

rr x 
also : 
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d.  i. wieder, da <p"a von O verschieden ist:  

also wegen 5) = 8- und daher (wie oben): 

fololich : 

1st  n= 3 ,  sind also noch f "a  und gleich der Null, so mus8 man von 
der Gleichung 6) weiter gehen und gelangt auf diese Weise unschwer zu 
folgendem allgemeinen Resultat: 

Wenn:  
<P (a) = <PTa = . . , = &n-') a = O ,  $nJ a 0, 
f ( a )=  f 'a=. . .= f (n- l )a=O f ( n ) a 2  0 ,  

u n d  w e n n :  < 
f '"' (4 
,p' (z) = 

g e s e t z t  w i r d ,  s o  i e t :  

7 )  ( m + 1 ) ~ ' . = 4 ' ~ ,  vo=.ao. 

Es kann vorkommen, dass von Anfang a n  oder wahrend der Rechnung 
ein Factor zl sich aussondern lgsst, der fiir 2 = a  in  bestimmtor Porm 
erscheint. Dadurch vereinfacht sich die Operation. Geschehe dies etwa 
nach der ktwn Differentiation, sei also: 

wobei k auch gleich Null sein kann und wobei der Fa11 n i c h t  ausgeschlossen 
f (k) x 

werden soll, dass -- durch Aufhebung eines gerneinsamen Factors i n  
p'k'x 

Zahler und Nenner bereits ftir x =  a in vollig bestimmter Form erscheine, 
dass al80 der Factor von u in 8) gleich der Einheit sei; n u r  m u a s  d i e  
A n z a h l  d e r  v o r g e s c h r i e b e n e n  D i f f e r e n t i a t i o n e n  (nj 8 0  g e z a h l t  
w e r d e n ,  a l s  o b  k e i n  F a c t o r  f o r t g e h o b e n  w a r e .  

D e  noch n-k Differentiationen fehlen, um Ex (wie 0s in miner U r -  
r p )  x 

f 5 
sprtinglichen Form erscheint) i n  seinen wahren ~ e r t h  (fur x= a) 

überzuftihren, BO ist  bei zweimaliger Anwendung von 7): 
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Andererseits giebt die Differentiation von 8) allgemoin: 

. . 
w o b e i  d i e  u n b e s t i m m t  e r s c h e i n e n d e  F u n c t i o n  w e n n  ü b e r -  

@ (4 
h a u p t  v o r h a n d e n ,  n e b s t  i h r e m  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  w i e d e r  
n a c h  d e n  G l e i c h u n g e n  7) z u  b e h a n d e l n  i s t .  

- 

1. Beisp ie l .*  Sei: 

v =  
e = ( x - 2 ) + x + 2  

( ~ z - 1 ) ~  
wie gross sind v und v' für x = O ?  

Die Anzahl der Differentiationen ist : lz = 3. Nun ist zuerst: 

also : 
e-" F ( x )  - ex(x-1)+1 

u=-i k = l ,  -- 
3 @(a)  (ez-1)2 

Dann folgt nach 7)  mit la= 2: 

und d a m  nach Y), worin lz + 1 - k = 3 zu setzen ist : 

2. B e i s p i e l .  E s  sollen v =  (2 - 5, +A und fur = 2 be- 
( x  - 2j2 

stimmt werden. 
Hier ist a = 2, ferner : 

- 1 k = l ,  zc=2eXx, -- 
und somit nach 9): @(x)  

Die Methode liisst sich ebenfalls anwenden, wenn eine Punction zweier ' 
Variabelen, zwischen denen eine Gleichung beuteht, für  gewisse zusammen- 
gehorige Werthe derselben unter der Form t f -  erscheint; desgleichen er- 
leichtert sie Gfters die Rechnung, wenn für diejenige Stelle einer Curve, 
a n  welcher der Differentialqnotient i n  der Form 8 sich darstellt, der Krüm- 

* Ans dem Uebungsbuoh (Er Differentialrechnung) des H e m  Geh. Rath 
SchlUmilch entlehnt. 
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niungaradius gefundeu werden soll, wie aus naühfolgendem Beispiel ersehen 
werden mag. 

Ftir die sich als Dreiblatt zoigende Curve: 

10) y 4 + a x y a =  b 9 - z 4 *  
wird der Differentialquotient : 

1 1) y' = 3 b x 2 - a y 2 - 4 x 3  
2~ (2Y2 +T 

unbestimmt für  die zusammengehorigen Werthe x = O, y = O; seine wahren. 

7': Werthe sind + - und + m. Um den letzteren Wert,h zu vermeiden, 

vertauschen wir die Coordinaten, setzen also: 
1 dl7 , x = q ,  y = t  und 7 = - = q .  

Y d k  
Dann wird nus I l ) ,  wenn ich Ztihler und Nenner durch y2 dividire: 

17 wobei - = v gesetzt ist. P ü r  den Punkt (6  = 0 ,  ri =O) wird dann nach 7) : 
6 

q, = ?'" > 0'0 = 4 
folglich, wenn die Gleichung 12) differentiirt und d a m  auf den Punkt 
(& = 0, 17 = 0) angewandt wird: 

Nun ist, wie aus 12) abzuleiten, v, .= - + 6 oder = O. Im erslen Balle 

folgt durch Auf losung der für  Il"o linearen Gleichiing 13) : 

im zweiten Fm"-- 

Sornit haben wir, wenn Q der Erümmungsradius is t ,  die zusammengehorigen 
Werthe : - 

% = O ,  y = ~ l  ax -=+J$. - 
Q =  a 2 + b 2  

und : 
a % = O ,  y = O 1  dx-+ 9- 0 0 1  " "2' 

" S. a. a. O. 9: 29, Aufgabe 5). 

K o n i g s b e r g ,  im August 1887. LOUIS SAALSCH~TZ.  
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XXV. Ueber eine Stelle in Poisson's Trai t6 de mécanique. 

I n  einer Note, S. 244-246 des laufenden Jahrganges dieser Zeit- 
schrift , beanstandet IIerr Dr. P f a n  n s t i e  1 die Entwickelungeh , auf Grund 
deren P o i s  s O n unter Nr. 408 seines Traité de mécanique zur Aufstellung 
dérjenigen kinematischen Gesetze gelangt, welche flir die Untersuchurig der 
Rotation eines starren Korpers um einen festen Punkt  die allgemeinste Grund- 
lage bilden. Dcr H. Vcrf. setzt daselbst Zweifel i n  die Richtigkeit des an- 
gewandten Verfahrens , die, wcnn sie bcgrtindet wiiren, direct die Ungiltig- 
keit der gcdachten Formeln und mit diesen die Unrichtigkeit der schon 
gewonnenen Resultate über Rotationsprobleme zur Folge haben müssten. 
Zum Glticke is t  nun die Zuliissigkeit der P o i s  s O n'schen Behauptungen eine 
unbestreitbare, und es sol1 im Nachstehenden der Versuch gemacht werden, 
den Beweis hierfür zu erbringen. 

1st x, y, B das feste rechtwinklige Coordinatensystem des Raumes, z,, 
y l ,  al dasjenige des rotirenden Korpers, so Sind bezilglich des letzteren die 
Coordinaten x,, y,, a, eines und desselben Korperpunktes feste, d. h. 
von der Zeit unabhangige Werthe. Die Coordinaten X ,  y, E des Punktes 
bezüglich der festen Axen dagegen sind variabel, und es bestehen die 
Relationen 

x =  a x ,  + byl + c g , ,  x1 = a x  + a'y + a"a, 

1) y = a'x, + b'y, + és, , II) y, = b x + bIy + b"z , 
z = a"~, + b"yl + Orzl ; z1 = c x  + c'y + c"z, 

worin die a ,  b, .. ., c" die neun Neigungscosinus der Axen der zwei Co- 
ordinatensysteme vorstellen. 

Dreht sich nun der K6rper zur Zeit t wahrend eines unendlich kleinen 
Zeitelements d t  von einer Lage i n  die Kachbarlage, so ist dadurch der 
Punkt  x, y, im Raume von der Stelle x ,  y, a in die unendlich nahe 
gelegene Stelle x + d ~ ,  y + d y ,  a + d z  tibergegangen ,. und es wird durch 
die Kenntniss der Verschieburigen d x ,  d y ,  d z  die Geschwindigkeit des 
Punktes v6llig bestimmt. Insbesondere ist die Richtung derselben definirt 
durch eine gerade Linie, deren Neigungscosinus gegen die Axcn im fcsten 

d x  dy  de 
Raume bezw. proportional sind - i 

d t  Z' dt' Nun künnen aber diese Rich- 

tungscosinus auch gemessen werden gegen die Axen des beweglichen Systems, 
d. b., weil das Messen einer Ortsveriinderung zugleich das Besthalten eines 
Ortes involvirt, gegen eine fixirt gedachte Lage dieses Systems, beispiels- 
weise jelie, welche es zur Zeit t inne hatte. E s  resultiren d a m  für die 
aufzustellenden Cosinus bis auf einen Proportionalit~tsfactor die Ausdrlicke 
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deren Giltigkeit unanfeehtbar ist. 
Nun freilich handelt es sich um die fundamentale Prage: kann man 

vorstehende Summen der Reihe nach wirklich als die ,Ge s c h  w i n d i  g k e i t e n u  
nnseres Punktes beztiglich der Axen des rotabeln Systems der s,, yl, z, auf- 

dx d g  dz 
fassen und demgemass gleich I 3 2 

d t  a t  d t  
setzen - oder nicht? Herr  

Dr. P f a n n s t i e 1 scheint diese Frage zu verneinen, indem er  anftihrt , dass 
ja die Coordinaten x,, Y , ,  2, des betrachteten Systempuuktes von der Zeit t 

unabhhgig und demgemlss die Differentialquotienten b - 7  b- v b- für 
d t  d t  d t  

denselben j e d e r z e i t gleich Null seien. 
Diese Schlussfolgerung scheint mir aber eine irrthümliche. zl,  y,, fll 

sind allerdings von der Zeit t unabhbgige ,  feste Werthe, aber einzig und 
allein für das zugleich mit dem Punkte mitbewegte Raumsystem der s, , y,, s,, 
nicht etwa für eine fixirte oder aiich nur einen Moment Gxirt gedachte Lage 
desselben, gegen welche die Ortsveranderung des Punktes gemeesen werden 

d a  dg,  
soll. Mi t  anderen Worten : 2 I - r d- im Sinne des Herrn Dr. P f a n n - 

d t  d t  d t  
stiel sind die r e l a t i v e n  G e s c h w i h d i g k e i t e n  des bewegten Punktes 
und als solche freilich durchaus gleich Null, das Werthsystem P o i s  s on ' s  
dagegen verzeichnet die ftir den Zeitpunkt t gemesseuen a b s  o l u  t e n  G e -  
b c h w i n d i g k e i t e n desselben, welche vorher gegen das feste Coordinaten- 
aystem des Raumes geschstzt wurden, nunmehr für cine unvertinderlich 
gedachte Lage x, ,  yl, z, des beweglichen Coordinatensystems. 

Dass als letztere dabei gerade die Lage zur Zeit t gewahlt wird, die 
nui- ftir diesen Zeitpunkt als fest erscheint, hat nichts Wunderliches, weil 
die Differentialentwickelungen des angeführten P o i s  s O nlschen Abschnittes 
nur die Kenntniss des momentanen Geschwindigkeitszustandes eines beliebi- 
gen Korperpunktes bedingen wollen. [Würde statt  der Lage z,, y,, a, znr 
Zeit t jene zur Zeit t + d t  als bestimmend angenommen merden, so würden 
statt der Formeln III) Formeln erscheinen, die sich von den ersteren nur 
dnrch unendlich kleine Grossen erster Ordnung unterscheiden würden, ent- 
sprechend den Zunahmen d a ,  d b ,  . . ., de"; wie auch geometrisch deutlich 
ist, dass die Richtungscosinus ejner Geraden für  zwei Coordinatensysteme, 
welche durch eine unendlich kleine Drehung zur Deckung gebracht werden 
konnen, bis auf solche Grossen dieselben sind.] 

Punkte im Korper, welche bei der Ueberführung des Systerns der x, ,  
Yi ,  a, von einer Lage in die uneudlich benachbane Lage a b  s O 1 u t  in  Ruhe 
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bleiben , für welche also die Zunahmen d x1 , d g l  , d ~ ,  gegen die erstere L a p  
effectiv Null sind , giebt es nur  eine einfach unendliche Anzahl, gelegen auf 
einer geraden Linie, der instantanen Drehungsaxe. Man erkennt diese That- 
sache durch das Nullsetzen der Ausdrticke I I I )  der P f a n n s t i e 1 'schen Note. 

Handelt es sich freilich, im Gegensatz zu dom Ziele der P o i s  son-  
schen Entwickelungen , um die Verfolgiing von Drehungsvorgangen , die sich 
innerhalb einea gewissen endlichen Zeitintervalles vollziehen und also im 
Allgemeinen eine Integration von Differentialgleichungen erheischen , dann 
ist auch die Annahme einer wirklichen Anfangslage des mit dem KGrper 
beweglichen Coordinatensystems unausbleiblich. I n  der That  findet sich z. B. 
bei den J a c  o b  i'schen Bestimmungsweisen der Neigungscosinus a, b, . . ., c" 
in  alleu Rotationsproblemcn (vcrgl. den II. Band der "Gesammelten Werkeu) 
irgend eine ursprtingliche, durch die Zeit t, charakterisirte Lage xI0, ylO, cl0, 
gegen welche erst die allgemeine Lage X, , y,, z, zur Zeit t gemesscn wird, 
ehe diese fur das feste Raumsystem x,  y, s zur Bestimmung kommt. 

Zum Schlusse dieser Erwagungen sei noch bemerkt, dass die totale 
Differentiation der Relationen II), wie sie Herr  Dr. Pf a n n s  t i e l  S. 245 
seiner Note ausftihrt, natürlich identisch 0 ergeben muss. Denn werden 
daselbst sowohl von den Coordinaten X ,  y ,  8,  als den Cosinus a, b, . . . , c" 
die Differentiale gebildet, so heisst dies nichis Anderes, als es wird vor- 
gonommen: 1. eine uncndlich kleine Verschiebung des betrachteten mate- 
riellen Pnnktes in  der Richtiing der Axcn z, y, 8 ,  und 2. eine unendlich 
kleine Drehung des Axensystems x,, y l ,  4 nm diese Axen. Da aber die 
beiden Coordinatensysteme der  x ,  y, z nnd x,, y,,  a, denselben festen 
Punkt zum Ursprung haben und liberdies der Korperpunkt als mit den 
Axen a l ,  y,,  z1 starr verbunden angesehen werden kann,  so sind die erste- 
ren Verschiebungen drei Drehungen um x ,  y, B bezw. gleich zu erachten, 
welche, wie leicht ersichtlich, dieselben Amplituden besitzen wie die Dreh- 
ungen 2., weshalb die totalen Aenderungen der Coordinaten des Punktes 
im Raume x,, y , ,  8, Null sind. Urn eigentlich ganz correct zu sein, müss- 
tcn daher die P o  i s a  O nlschen Differentialquotienten der x,, y,, a, nach t 
partiel1 genommen und daher entweder durch das Zeichen 8, oder dnrch 
Einklammern odcr sonstwie kenntlich gemacht sein. 

Soweit die materielle Seite des Themas. Ob freilich, wie der Herr Verf. 
am Schlusse seiner Note vermuthet, aus dem Mangel an Pracision und aus 
der allerdings wenig durchsichtigen Hehandlungsweise bei P O  i s s O n wirklich 
Zweifel desselben an der Berechtigung und inneren Wahrschejnlichkeit seiner 
Formeln hervorsehen, wage ich iiicht zu entscheiden. 

M ü n c h e n .  Dr. WILHELN HESS. 
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Hist'orisch - literarische Abtheilung, 

Ueber die Entdeckung der Variation und der jahrlichen 
Gleichung des Mondes. 

Von 

C .  ANSCHÜTZ, S. J. 

Nota zu S. 208 des vor. Jahrg. Die Anm. 3, 4 ,  6 sind nicht vorn Verfasser, 
sondern vorn befreundeten Corrector. Sie sirid berechtigt, wenn K. auch hier die 
Excentricitat = 0,018 annahm, statt des alten 0,04 (,,olim major fuit<', cf. S .  14, N.); 
nur da8 Wortchen , ,nieLi  dürfte zu stark sein. C. B. 

Dies war und blieb für  einige Zeit auch das Hinderniss., das K e p l e r  
abhielt, seine Theorie, die ohne Kenntniss der Gravitation schwerlich scharfer 
definirt werden konnte, praktisch verwendbar zu machen. Zudem absor- 
birten andere Plane seine ganze Aufmcrksamkeit und Th2tigkeit.l) Nur 
mittelhar kam er der L6snng naher, insofern schon einige Monate spater 
für ihn die Zeit begann, wo e r  T y c h o ' s  reiches Beobachtungsmaterial sich 
zu Nutzen machen konnte. I n  den ersten Jahren fand e r  die Zeit nicht, 
sich eingehender mit der Mondtheorie zu beschaftigen, da er von der Aus- 
arbeitung seines unsterblichen Werkes ,, Commentaria motus Martis zu 

sehr in Anspruch genommen ~ a r . ~ )  E r  gab jedoch den Gedanken, den er 
gefasst hatte, nicht auf; um so weniger, al8 er in T y c h o ' s  Beobachtungen 
sofoit  neue Anhaltspnnkte fand. Zuerst streifte sich so die ldee von einem 
wahrhaft enormen Betrag dicser Ungleichheit a b ,  de  e r  sah , wie T y c h O 

mittelst der von ihm eingeführten Variatious) den wahren Ort  des Mondes 

1) In diese Zeit f'illt Keple r ' s  h6chst peinliche Verwickelung in den Plagiat- 
streit Ursus-  Brahe; die Anbahnung seiner Verbindung mit B r a h e  und die Sorge 
fiir eine neue Lebensstellung, eventueii saine Uehersiedelung nach Prag; seine 
Keiae zu B r a h e  nach Eenatek; die Vorarbeiten für seine Optik; der erste Ent- 
wurf  der ,, Harmonice mundi der Beginn der Arbeiten über Mars Man begreift 
kaum, wie ein Mann so Verschiedenes zugleich bewaltigen konnte. 

2) Vgl. O. O. VII I ,  631: ,,Non. bene accipit mea vesba, quasi dixissem, me 
nzhil de Luna posse concludere, nisi perspectis et relipuis planelis. Ego ve,o hoc 
dzcebam, tantum mihi occupationis in planetis ceteris, ut non wacet examilzare alla, 
puae Braheus jam elaborarat." 

3) Ich meine die dritte Ungleichheit des Mondlaufes, die wir heute noch 
,,Variation'& neunen; dielrelbe war K e p 1 e r vor seiner persünlichen Zusammenkuuft 
mit U r  a t e noch unbekannt; es liegt also der merkwürdige Fa11 vor , dass Kep 1 e r 

Hl&-Ht Abthlg d. Zeitichr. f. Jlath. u. P h p .  XXXII, 1. 1 
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schon viel genauer darstellte. Mehr und mehr musste ihn aber die Walir- 
nehmung bestarken, dass auch T y c h o  trotz dieser Verbesserung in seinen 
Beobachtungen nicht a n  einer Unregelmiissigikeit vorbeikam, die er zuerst 

durch einen ,,circellzcs alznzcae varialiolzis" darzustellen, und,  da dies nicht 
g u t  ging,  durch Weglassung des zweiten Theilee der  Zeitgleichuug zu con- 
pensiren versuchte.') I n  letzterem Vorgehen , das für  L o n  g O m o n t  a n  eir: 

Nothbchelf und für  T y c h o  ein Gegenstand des Aergers war ,  erkannte 
K e p l e r  sofort etwas seincn Ansichten von der Sache sehr Conformes. Schon 
bald nach T y c h 0's Tode erregte die Inconseqnenz in den cben heraus- 
gegebenen , ,Propymnasmata" den Tadel der Astronomen, und dieser er- 
streckte sich auch auf K e p l e r ,  weil e r  dieselbe nicht beseitigt habe. 
K e p l e r  ausserte sich hierüber : 2 )  ,, Der Gedanke selbst wBre so übel nicht, 
und wird durch Analogien g e r e ~ h t f e r t i g t , ~ )  wenn n u r  der Betrag besser 
stimmte! D e n n  s a g e n ,  d a s  z w e i t e  E l e m e n t  d e r  Z e i t g l e i c h u n g  se i  
b e i m  M o n d  z u  v e r n a c h l i i s s i g e n ,  i s t  e b e n s o  v i e l ,  a l s  w e n n  man 
b e h a u p t e t ,  d i e  r n i t t l e r e  B e w e g u n g  d e s  M o n d e s ,  wie sie die übrigen 
Astronomen a ~ g e b e n , ~ )  e r l e i d e  i m  W i n t e r  e i n e  R e t a r d a t i o n ,  im 
S o m m e r  e i n e  A c c e l e r a t i o n ,  weil genau dersclbe W e g ,  den der Mond 
im Sommer in 360° 57' (Stern-) Zeit ziirücklegt, und nicht mehr, vou 
ihm im Winter  in 361° 1' zuriickgelegt würde." D a  f e r n e r  d i e  E n t -  

d i  e v ie r  t e (in ihrem Maximum fast riermal geringere) v O r d e r  d r i t t  e u  bekauut 
war. Dies hat jedoch nichts Befremdendes, wenn man bedenkt, dasu T y c h o  
B r a h e  von u n u n t e r b r o c h e n  f o r t g e s e t z t e n  Beobachtungen ausging, also 
nothwendig d i e  U n g l e i c h h e i t  z u e r s t  finclen musnte, die den g r o s s e r e n  Ein 
fluss auf die Moiidorter ü b e r  h a u  p t ausübt, wahrend K e p l e r  seinen Schluss aus 
e i n z  e l n  e n Ueobachtungen zog, welche sich auf die Firi~teruiuse beziehen. In deri 
Syzygien wird aber der etrag der Variation bekanntlich = O .  Deshalb wurde 
K e p l e r ' s  Untersuchung dwch dieselbe nicht erheblich gestbrt. 

1) Ich verweise auf den ersten Theil dieser Abhandlung (S. 164, 165).  
2) O. O.VlII ,  627 (Brief an O d o n t i u s  rom 30. Sept. 1606): ,,Bea qualitus 

non valde absurda est seque eccemplz's defendit, si nzodo quantitas consentiret! Xam 
qui dicit, negligendam esse alteram partem aepuntianis i n  Luna, is statuit, Lunae 
illum motum, qui apud ceteros astronomos est medius, hyeme tardum esse, aestate 
velocem, quia quantum aestate de orbe Lunae volvitur tempo~ibzu 360.57' aequa- 
twiis, fizntundem, non plus, volveretzcr hieme temporibus 361.1'. Itaque cum 
aestate Sol sit remotior ab orbe Lunae quam hieme, posset a,liquis cogitarc, causam 
inaepualitati,~ esse physicam, iit Solam propiorem impedire monnihi2 Lunae motum.<' 

3) Man erinnere sich an den Vergleich dieser Mondgleichung (denn an diese 
denkt K e p l e r ,  sonst koriute er nicht mit ,,Dennl' fortfahreu) mit der Mittel- 
punktsgleichung der Sonne (oben S. 213). 

4) Dem Sinne nach cbenso vie1 als: Nach Berücksichtigung aller andem 
Ungleichheiten. 

6 )  U. h. in der Zeit, in welcher die Erde uin diese Winkel rotirt. Kepler  
sieht hier ganz ab vom ersten Theil der Zeitgleichung und von allen übrigen 
Mondgleichiingen. Der Mondlauf müsste also, wenn es keine weitero Mondgleich- 
ung mehr gltbe, ein gleichformiger sein. Die waLren Tage würtlen aber nur noch 
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f e r n u n g  d e r  S o n n e  v o n  d e r  M o n d b r t h n  i m  S o m m e r  g r o s s e r  i s t ,  
als im W i n t e r ,  l i e g t  d e r  G e d a n k e  n a h e ,  dass diese Ungleichheit 
einen physischcnl) Grund habe, odcr d a s s  d i e  S o n n e  b e i  g r o s s e r e r  
Nahe d e n  S f o n d l a u f  e t m a s  h e m m e . "  

Alu die übrigen Arbeiteii etwas abgenommen hatten , machte sich 

Kepler  ernstlich a n  die Umgestaltung d ~ r  Mondtheorie. Die Erfahrung 
so vieler Astronomen naeh ihrn blieb ihm jedoch auch nicht erspart. F r i s c h  
sqt 11ierülîer:~j ,,Am meisten Arbeit machten ihm die Ungleichheiten des 
.\londlaufes, und K e p  1 e r  erschopfte sich in übermenschlichen Anstreng- 
~ i n ~ e u , ~ )  um die Bahn des Erdsatelliteu den von ihrn aiifgefundenen Gesetzen 
anzupassen" ; ferner : 4, K e p l e r  habe seine Mondtheorie in dem projectirten 
und bereits begonnenen ,, Hipparchiis " 5, niederlegen wollen , allein da e r  
daran verawcifclte, zu einern bcfriedigenden Ende zu gelangen, habe er 
ilen gcsammcltcn Stoff auf die , , E & h n e  Astronomiar! Copernicalzae" und 
3ie ,, Tahulne Ruclolphinae" vertheilt,. K e p l e r  selbst schreibt an C r  ü g e r ,  
den 28. Febr. 1624:6) ,,Giiter Gott,  welche Muhe habe ich es mich ko-ten 
lassen, wie oft die Mondtheorie verandert , um den Finsternissbeobachtuugen 
gerecht zu werden!" Und an M a s  t l  i n ,  schon den 8. Febr. 1601 : l )  , ,Ich 
delle mich selbst nicht zufrieden; aber ich glaube, du wirst begreifen, dass 

durch die verschiedene Bewegung der Sonne in der Ekliptik differiren, welche im 
\Vinter fil', im Sommer 57'  tietriigt, und welche hier dcr Einfachheit wegen als 
im dequator liegend angesehen wird (eben sofern vom ersten 'Theil der Zeitgeich- 
uug alistraliirt wird). Wahrend eines wahren Tages rotirt also die Erde im Winter 
cm 3 6 1 0  l', im Sommer um 360° 57'. Sagt man nun, der zweite Theil der Zeit- 
gleichung solle weggelassen werden, so heisst das, der wahrc Tag sei dem mitt- 
leren gleich zii setxen (beide Ansdiiicke hier gehrmcht niir mit  Biicksicht aiif den 
zmeiten 'ïheil), welcher den Massstab f ü ï  alle Bewegungen bildet. Sonach müsste 
in einem m i t t l e r e n  Tag die Erde im Winter um 3610 1' rotiren, im Sommer um 
360' 57 '. T y ch 0's Auskunftsmittel besagt sonach, dass im \%'inter der mittlcrc 
Sag Idmger anzunehmen sei, als sonst g~schieht,  so fe rn  die Gleichformigkeit des 
hIondlaufes auf'recht gehalten werden soll. Dau heisst aber mit anderen Worten, 
der Moud bleibe xurüük, wenu die gewohuliche (richtige) Dauer der mittleren Tage 
beibehalten wird. - In der ,,Epitomc Astronomiao Copcrnicanae" L. I I I ,  P. III 
(0. O. V I ,  250) bestimmt er den tiglichen Weg der Sonne genauer zu 57' 5" im 
Sommer und 61' 2 1  " im Winter. 

1) Im Gegensatz zu den p h o r o  no mi schen  Darstellungsmitteln der Alten. 
2) o. o. VI, 3. 
3) ,, Immanem impendit operam." 
4 )  o. o. III, 612. 
5) Kepler  selbst bemerkt (O. O. ILI, 517)  : ,,Prague inchoata a multis annis, 

Lincii vero cofikinuata, praesertim anno 1616." Er war bie zu neinem Tode damit 
bed~i i f t ig t ,  kam aber zu keinem Ziele. 

6) 0. O. V I ,  35 : ,,Quantwn ego, Deus bone, laborum hausi, quotées hypo- 
tkesrs Lunae immutavi, ut eclipses tuerer![' 

7) 0. O. VIII ,  738: , , a ih i  ipsi non satisfacéo; sed existimo t e  videre, plus 
dif'ficultutis esse in  una Luna, puum in onmibus planetis." 

1 * 
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4 Historisch - literarische Ab theilung. 

der Mond allein mehr Schwierigkeiten verursacht, als alle übrigen Plane- 
ten zusammen." J a ,  in  einem Briefe an C r ü g e r ,  vom 9. Sept. 1624,') 
klagt er darüber, dass es ihm zwar gelungen sei,  die Mondbewegung im 
(Tanzen genauer darzustellen als seine Vorganger , aber einzelne Finsternisse 
zeigten noch Differenzen von einer Viertelstunde und darliber, so dass er 
gar  auf die Idee gerieth, der Erdschatten sei nicht diametral der Sonne 
entgegengesetzt ! 

Etwa 6 Jahre nacb T y c h o ' s  Tode t ra t  deshalb i n  Bezug auf diesen 
Punkt  bei K e p l e r  eine Periode ein, die ich nicht anders als die der Con- 
fusion bezeichnen kann. Die verschiedensten Hypothesen wurden ersonnen, 
auch combinirt, um den von T y c h o  aufgestellten z u  k l e i n e n  B e t r a g  
der Moudgleichung ,y an dem R e  p 1 e r zuerst festzuhalten versuchte, seine 
V a r i a t i o n  und die B e o b e c h t u n g e n  zusammenziireimen. D i e s  w a r  
d e r  K e r n p u n k t  a l l e r  S c h w i e r i g k e i t e n ,  wie zwei Stellen noch aus 
dem Jahre  16 16, kurz bevor K e p l e r  sich endgiltig entschied ,s) bezeugen. 
In  den aus den Beobachtungen sich ergebenden Mondpositionen traten immer 
wieder Differenzen auf, deren s u m m i r t e r  Betrag d e m M a x i m u m  d e r  j a h r -  
l i c h e n  G l e i c h u n g 4 )  mehr oder weniger entspricht. Durch T y c h o ' s  
sonderbares Verfahren war ein Theil dieser Differenzen gedeckt, der andere 
aber wurde von K e p l e r  fur eine der Variation noch anhaftende Unge- 
nauigkeit gehalten. So schrieb e r  a n  M 5 s  t l i n ,  den 5. Mai: 5, ,,Wenn ich 
mich an den Mond mache, so finde ich mehr Schwierigkeiten als je, ob- 
gleich T y c h  O B r a h e  die grobsten Fehler beseitigt hat. Das rechne ich 
noch zu den Kleinigkeiten, dass die Durchmesser der leuchtenden Scheiben 
und des Schattenkegels bei ihm nicht stimmen; sohlimmere Sorge bereitet 
mir die Zcitgleichiing, und jene Ungleichheit, die er Variation nannte. 
Denn je mehr Beobachtungen Tg c h o ' s  ich discutire, urn so schleehter 
stimmt seine Variation mit denselben überein ,6 )  so dass Differenzen von 
12, 13, 14, 13 Ninuten sich ergcben. D a r i i b e r  k o m m e  i c h  n ich t  

1) 0. O. vr, 37. 
2) Die T y ch O, wie bereits gezeigt wurde, aus Verlegenheit als ein Anhkngsel 

der Zeitgleiçhung behandelte. K e p l e r  nennt nie deshalb ,, eiu gludrlich ervonnenes 
Ucbel" (,,nzalum bene condituz".  0.  O. VIII, 627). 

3) Hiervon spiiter. 
4) Dau ~ a x i m u m  derselben betriigt 11,23 Bogenrninuten, was im siderischen 

Mondlauf 20,4 Zeitrniuuten ausmacht, in Bezug auf Finsternisse aber 22,t Min. 
5) O. O. V I ,  14: ,, D u m  ad L u n a m  vewio, plus invenio laborum quam unquam, 

cunz tainen potissima a Tychone Brahe sint absoluta. I12a levia sunt,  quod dia- 
metri luminum et umbrae apud ipsum non cmespondent;  major est cura aequa- 
tionis temporis, et illius inaequalitatis, quam variatimem disi t .  Nam quo pluws 
ejus examino observationes, hoc minus Tychonica variatio respondet obsewatis, adeu 
ut ad 12, 13, 1 4 ,  17 minuta dissideat. I n  his adhuc haereo." 

6 )  Natürlich ist dies nicht die Schuld der Variation, die eben Fehler, für 
welche sie nicht gilt, auch nicht zu beseitigen vermochte. Tycho  hatte ihr 
Maximum genau genug zu 40' 30" angegeben. 
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Ueber die Entdeckung der Variation etc. des Mondes. 5 

hinaus.' ' Und an C r ü g e r ,  den 17. Jun i  desselben Jahres:') ,,Die Zeit- 
gleichung leidet noch a n  einer merkwürdigen Unregelm%ssigkeit, von der 
du wohl kaum eine Ahnung hast. Und a n d o r e r s e i t s  wcicht die von 
Tych O V a r i a t i o ~  genannte Ungleichheit bis zu 6 und 10 Minuten von den 
Beobachtungen ab." 

Klarer geht die iiberraschend richtige Bestimmung des Maximums aus 
einer Stelle &us dem J a h r e  1607 hervor, wo K e p l e r ,  durch Angriffe auf 
Tycho's verstümmelte Zeitgleichung veranlasst , schreibt : 2, ,,Mir gefallt 
zwar die Weglassung des xweiten Theils [der Zeitgleichung] auch niclit, 

aber ich kann daran uichts a u f s  Gerathewohl tindern, bevor ich mit den 
Planetenbahnen ins Reine gckommen bin. Denn schon jetzt,  oline Aen- 
deriing der Annahme T y c h o ' s ,  kann der Fehler bis zu 6 '  anwachsen. 
Würde ich diese Art  der Ausgleichung beseit,igen, so ka m e n  n o  c h  4' 
hinzu. So k6nnte hie und da infolge meiner Abanderang3) ein Fehler 

von 10' o d e r  11' sich ergeben, und ich wtirde so mich mit meiner Aen- 
derung dem Sade1 aussetzen." 

Hier konnte nur d i  e T h e  o r  i e entscheidend eingreifen , und sie that 
es auch, d e m  R e s u l t a t  n a o h  g l l i c k l i c h ,  i n  d e r  F o r m  h o c h s t  u n -  

g lück l ich .  I n  einer aus dem Jahre 1627 stammenden Stelle4) bernerkt 

1) 0. O. VI, 25: ,, Temporis aequutio adhuc miram habet inaequalitatem, de 
qua vix suspiceris. E t  illa Tychoni dicta variutio ab observatis rursum prorsum- 
pue uspue ad 6 et 10 minuta dissentit." 

2) 0. O. VIII, 627: ,,Etsi non probo ipsam partis altcrius omissionem, nihil 
tamen mutnre possum temere, qiuiad in planetis fuero expeditus. Nmn potest con- 
tingere, diam sic invariata Tychonica hypothesi error 6'. Si jam mutem hanc 
aequandi rationem, a cced e n t  ulia 4'. Sic interdum pusset per meam mututionem 
error cmtingere 10' vel 11'; ita in  reprehensionem inciderem cum mea mutaticme." 
Hieraus ist auch klar, dass K e p l e r ,  wie ich schon bernerkte, die beiden Fehler, 
die er dem Auschein nach aus eu grovser Hochachtung vor Tycho's Genauigkeit 
getrennt halten zu müssen glaubte, nur hatte addiren müssen, um das Richtige 
zu haben. 

3) Man beachte wohl, dass K e p l e r  hier n u r  von der Beseitigung der 
Brahe 'schen Inconsequenz redet; er will sagen, bevor die Aenderung, d i  e e r 
vor ha t t e ,  durchgeführt sei', würde besser das Flickwerk Tycho's beibehalten, 
weil es den Fehler wenigstens vemngere. 

4) 0. O. Vi, 571. Auf eine Erklarung einzelner Ausdrücke in dieser Stelle 
kann iüh mich nicht einlassen; dies erforderte zu vie1 Raum, und gehort nicht 
hierher. Hochst sonderbar ist , dass Heple  r die vorher erwahnte Idce ciner z w ei - 
fachen Abweichung noch nicht aufgegeben hat. Daher hklt er an der Erhohiing 
des Maximums der Variation auf 49' bis 51' fest, und zerbricht sich den Kopf, 
warum dits von seiner Theorie hier gaforderte Maximum so stark den von T y e h O 

aufgestellten Betrag überschreite. Die Schuid an dieeem Missgriff schcint mir 
daran zu liegen, dam seine verunglückte Erklarung der Variation die Erhohung 
des von Tycho  richtig angegebenen Maximums forderte, und so K e p l e r  ver- 
hinderte, die beiden Abweichungen von den Beobachtungen als Wirkungen der- 
selben Ursache aufiufassen. HBtte er so verfahren, so hatte er ooglcich die Geber- 
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K e p l e r ,  d i e  v o n  i h m  s u p p o n i r t e  U r s a c h e  f o r d e r e  e i n  Maximum 
von 21 408; also ein so überraschend genaues Resultat, dass man Fe- 
neigt is t ,  im Hinhlicke auf K e p l e r ' s  frühere Erklirungcnl) sich unter dieser 

Ursache etwas sehr Vortreffliches vorzustellen. Aber die Enttauschuug bleibt 
nicht lange ans, 

Schon gleich Anfangs hatte K e p l e r ,  wie man sich erinnern wird, auf 
eine dritte mogliche Ursache hingcwicsen, daas namlich d i e  t s g l i c h e  
R o t a t i o n  d e r  E r d e  von der Entfernung der Erde von der Sonne ab- 
hangig sei,%) und zwar i m  W i n t e r  s c h n e l l e r ,  i m  S o m m e r  l a n g -  
s a m e r  e r f o l g e ,  so dass der Mond s c h e i n b a r  im Winter langsnlner, im 
Sommer schneller thatsachlich gleiche Bogen durchlaufe. Und in der That! 
D i e s e  u n d  k e i n e  a n d e r e  i s t  d i e  s o e b e n  v o n  K e p l e r  b e z e i c h n e t e  
U r  s a c h e .  Der Vorwurf, K e p l e r  habe irrthürnlich ein drittes Element 
der Zeitgleichung angenommen, ist also begriindet. 

Zunachst ist die Frage berechtigt, wie K e p l e r  denn sich t i b e r h a u p  t 
zu einer für  unsere mechanischen Begriffe so absurden Auffassung bekeiinen; 

dann,  wie er derselben sogar seine altere merkwürdig correctc Auffassung 
o p f e r n  konnte?Y) 

In Bezug auf die erste Frage stand zunachst ein wesentliches Hinder- 
niss von Seite der damaligen Beobachter nicht im Wege. K e p l e r  selbst 
gesteht zu,"  dass auch bei den übrigen Planeten sich so eine Ungleicli- 

heit bemerkbar machen mtisste; weist aber darauf hin,  dass die Wirkung 
bei allen mit einziger Ausnahme des Mondes eine so geringe sei, dass sie 
von den Beobachtungsfehlern verdeckt werde. 

Was dann die uns sofort einleuchtende mechanische Unmoglichkeit be- 
trifft, so war dieselbe fiir K e p l e r  nicht vorhariden; er karirite von dein, 
was wir , , T r S g h e i t L L  nennen, n u r  d i e  e i n e  S e i t e ,  d a s s  e i n  K6rper  
o h n e  e i n e  a u f  i h n  e i n w i r k e n d e  K r a f t  n i c h t  i n  U e w e g u n g  k o m m t ,  
w a h r e n d  i h m  d i e  V o r s t e l l u n g  m a n g e l t e ,  d a s s  e i n e  e i n m a l  i n  
B c w e g u n g  b e f i n d l i c h e  M a s s e  i n  s t e t s  g l e i c h b l e i b e n d e r  B e w e -  
g u n g  v o n  a u s  s i c h  u n b e g r e n z t e r  D a u e r  v e r h a r r t .  Daher die 

eiurctimmuug des von seiuer Theorie geforderten 13etrages mit der Wirkliühkeit sehen 
müseen. Katürlich fand er deshalb auch immer wieder neue Diferenzen mischen 
Beobaehtung und Theorie. 

1) Siehe besonders S. 210 vor. Jahrg. 
2) Vgl. 8. 218 Anm. 4 med. 
3) Den genauen Zeitpunkt dieses Umschwungs in K e p l e r  's Ideen festzustellen 

gelang mir nicht; ich fand zu wenig Anhaltspunkte. Nur so vie1 kann içh als 
sicher bezeichnen, dass K e p l e r  im Jahre 1607 noch der früheren Ansicht war, 
dass aber Eude des Jnhres 1616 die Frage bereits entschieden war; deun O 0. 
III, 665 findet sich eine Studie Keple r ' s  au8 diesem Jahre (jedenfalls zweite 
Hklftc des Jahres, wegen der S. 4 citirten Stcllca) mit der Aufschrift: ,,Conside- 
ratio tertiae partis aequationis temporie." 

4) Vgl. S. 211. 
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Grundidee (die zugleich der Grundirrthum ist) seiner T h e o r i e  v o n  d e r  
Central b c w  c g u n  g , die sich aus seinen eigencn Erklarungen so etwa 
zusainmenr;tellen l5sst: Die Sonne rotirt  urn ihre eigcne Axe, m i l  sie, 
und überhaupt alle um ihre ,4xe rotirenden Himmelsk6rper, ,, nicht allein 
bei ihrer Erschaffung von der g.6ttlichen Allmacht den Irnpiila zur Rotation 
euipfingen , sondern in derselben kraft der ilinen innewohnenden bewegen- 
deu Seele zu verharren scheinen.') E r  beuieikt d a m  noch ,  dass sich die 
,,dizc.turlzitas et percnnitus" der Bewegung sonst kauru erklaren lasse. U i e s e  
Bewegung d e r  S o n n e  u m  i h r e  A x e  b e w i r k t  d i e  C e n t r a l b e -  
wegung d e r  P l a n e t  e n  auf folgcnde -Weise: 2, ,, Gleichsam als H h d e  
dient der Sonne eine von ihrern Korper aiisgehende, in  den Weltiaum gc- 
ndlinig sich aiisbreitentle Kraft>, welche vermoge ihrer Eigcnschaft als 
,,Species" des Sonnenbiirpers mit diesem rotirt , w i e  e i n  ü b e r  a u s  r e i s  s e n  - 
der  W i r h e l  indtm sie in ihrer ganzen Ausdehnung mit der glsichen 
Gesebwindigkeit wie  die verh~ltiiissiu%ssig kleine Sonne den nTeltraum durch- 

eill:' Diese Kraft vergleicht er i n  U e z u g  a u f  i h r e  s c h e i n b a r e  F e r n -  
wirkung mit der rnagnetischeu. Er e ~ k i a r t , ~ )  Sfnlls d i e  S o n n e  n i c h t  
rot i r te ,  g a b e  e s  a u c h  k e i u e  C e i i t r ; t l b e w e g u n g  d e r  P l a n e t e n ,  
sondern dieselben würden theils uiiaufh6rlich m f  die Sonue lossteuern, bis 
sie dieaelbe heriihiken, fa113 sie den vermandtsn Pol derselben xugekehrt 
hitten, tbeils von dernelben bis zu den Fixster~ien abgestossen, weun ih r  
entgegengesetzter Pol  gegen die Sonne hingerichtet ware, oder diejenigen, 

1) Epit. Astron. Copern. L .  IV. P. 11 (0. O .  VI,  343 flg.): , ,Dictum est libro 
primo, e t  l m  c a ~ p u s ,  et si qrtod nliud clrca s'uum anem volcitur, non tnntum in 
ipso reruw exordio ab cimnipotcntia creatrice fuisse ilz gyruin a ~ t u v z ,  sed e t i an~  
zideri continuare hunc ntotuno picesidio a~ziniae motrieis.(' 

2) L. c.: ,,Pro nzwii~ibus est ipsi eirtus sui  corporis, 7inri.s rectis in ornqzevt 
iitundi an~pliludinetti emissa, quae eo zy~so, qtrad est species colporis, una cunz 
corpore Solis ro ta tw i l z s t a r  w p i d  i s s i  mi  a or l i c i  s, totunz illain çircuitzcs uni- 
plitudinena, ad pztantnmczimque pertingit, a e p e  cele~iter pewa,gans, atque Sol an 
a~~gustissimo suri spatia circu c o t t ~ u m  se convertit." 

5) Die ,,Cartesinnisclie" Wirbeltheorie kanu also nicht einmal die C)r.igiwülitit 
des Ausdruckes beansprwhcn. 

4) L. c. Auf die Frage: ,, Ut ciin turbinutionis Salis recti,us .irztelliganz, clic, 
quid cmseas fi,cturunz h i s s e ,  si i%l won t~c+inoretur?" lautct die Antwort :  
,,... sic cogitandum est etiarn cle Sole, quod s i  hic non convohel-etur ci-rca axenr 
suam, nzcllus etiuw priiuuriorum p2arictarunz [irn Gegensatz zu dcn Satelliten] c i i m  
Sulem esset circumiturzcs, sed pars eorum admz:igarct ad Solem perpetuo, donec 
zinirerur ipi ad eni7tact~~m, pars, quae postrtum Soli obvertit, eqelleretur venus  
pas,  qui vem lalus pmebent Soli, zlli haeresent suo loco penitus immobiles, luc- 
taale var tu t  e S o l  i s  t r u c t ,  o r i u  çu7n rzpulsoriu . . . Curn [vero] Sol [circa suz~rn axem 
rotatus] illa virtule sui corporis arripuerit pluwtonz,  seu trahens illunz. set6 ~epellens, 
seu. dubius inter u t ~ ~ u n q u e ,  secum etiam circumdzccit illzon . . . Trahefido quippe et 
iepelle,zdo rc t iwt ,  rclivtendo circtcmdzccit " Diimit iit auch die N ic h t i d  e n t  i tii t 
b s i d e r  K r ü f t e  susgesprochen. 
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welche sich im magnetischen Gleichgewicht befinden, wilrden unbeweglich 
in  ihrer Stellung verharren. Durch die Achsendrehung der Sonne werde 
dieve Wirkung abwechselnd auf jeden ausgeübt, und so ,,erhalte die Sonne 
die Planeten in ihrer Bahn durch wechselweise Anziehung und Abstossung, 
und flihre sie so im Kreise herurn". Nun muss noch erklart werden, 
w a r i i m  d i e  P l a n e t e n  n i c h t  a l l e  g l e i c h z e i t i g  e i n e n  U m l a u f  vo l l -  
e n d  en. K e p l e r  giebt zu,  dass dies der Fa11 sein mIisste, wenn nicht 
noch ein anderer Factor1) in  Betracht kame. ,,Aber es wurde bereits ge- 
sagt ,y dass ausser dieser bewegenden Kraft der Sonne d e  n P l a n e  t e n 
s e l b s t  noch eine n a t t i r l i c h e  T r a g h e i t  z u r  B e w e g u n g  innew~hne,~)  
welche i n  einer N e i g u n g  besteht, nach Art der Materie tiberhaupt, an 
e i n e m  O r t e  z u  v e r h a r r e n .  D i e  b e w e g e n d e  K r a f t  der Sonne und 
die Unfshigkeit des Planeten, sich xu bewegen, oder d i e  T r  ( tghe i  t seiner 
Materie l i e g e n  a l s o  m i t  e i n a n d e r  i m  K a m p f e ;  b e i d e  S i e g e n  t h e i l -  
w e i s e ,  jene bewegt den Planeten, d i e s e  e n t z i e h t  d e n  P l a n e t e n  in 
etwas den F e s  s e l  n , in  welche ihn die Sonne geschlagen , so dass er immer 
wieder von anderen Strahlen jener kreisenden Kraft,  die gleichsam eine 
Sonnenhtille bildet , erfasst wird , von jenen namlich , die linmittelbar den- 
jenigen folgen, welchen der Planet sieh soeben entwunden hatte." Die 
v e r s c h i e d e n e  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  der Planeten endlich erklart 
Kepler aus zwei Ursachen: 1 .  Weil diese von der Sonne ausstromende Be- 

l) Schon das d r i t t e  Element! Dies wird meistens übersehen, dass bei 
K e p l e r  's Theorie eine bedeutende Zahl von Mitureachen in Betracht kommen. 
Vielleicht komme ich bei einer andern Gelegenheit einmal auf dieselbe ausfülir- 
licher zurück. Hier muss ich mich auf das zum Verstandnisa seines Standpunktes 
Nothwendige beschraoken, weshalb ich auch alle Details auslasso und nur die 
Grundzüge biete. Wenn das strenge Wort De 1 a ml> r e  's (Hiut. de I'iastronom.) : 
,,JJaimerais encore mieux les sphères solides d'Aristote, que les tourbillons de Des- 
cartes. Avec ces sphères on a du moins fait des planétuires, qui représentent mi. 
gros les mouvements célestes, - on a pu  trouver des règles approximatives de 
calcul; o n  n ' a  j a m a i s  p u  t i r e r  a u c u n  p a r t i  d e s  t o u r b i l l o n s ,  n i  pour l e  
calcul, mi pour les machinesff, Geltung haben soll, so ist die Wirbeltheorie Des- 
car  t es  ', welche der Newton  'schen Gravitationstheorie lange Zeit vorgezogen 
wurde, ohne Bedenken ala eine Verschlimmbesserung dcr K e p 1 er'schen zu be- 
zeichnen; denn dieser hat gezeigt, dass er sehr wohl die Berechnung auf seine 
Theorie anzuwenden verstand. 

2) L. c. : ,, Didum est haetenus, praeter hanc vim Solis vectoriam esse etiam 
naturalenz inertiurn i n  planetis ipsis ad motum, qua fit, ut inclinati sint, materiae 
ratic-ne, ad manendum loco suo. Pugnant igitur inter se potentia Solis vectorza 
et impotentia planetaç, seu inertia materialis; u t r a p e  suam partem habet victoriae, 
illa planelam sede sua emovel, haec suum, hoc est planetae, corpus nonnzhil enpit 
e vinculis zllis, quibzcs a Sole erat prehensum, u t  ab a h  atyue alia circuluris hujus 
virtutis et veluti circumferentiae Solaris parte apprehendatur, ub ea sMEicet, puae 
prosime succedzt illi, ex quo planeta se modo extricaverat." 

3) Bis hierher richtig; aber, um einen von K e p l e r  oft gebrauchten Ausdruck 
ttnzuwenden: ,,hie i n c i p i t  e r ror lC(  
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Ueber die Entdeckung der Variation etc. des Nondes. 9 

wegungskraftl) m i t  d a m  A b s t a n d e  v o n  d e r  S o n n e  s c h w t i c h e r  wird, 
da sie sich auf einen grossercn Raum vertheilt, so dass die ,,Vis resistentiae" 
der Planeten mit grosserem Erfolg sich ihrer Wirkuiig entzieht, je weiter 
der Planet von der Sonne absteht. K e p l e r  fügt bei: ,, Haec est causa 
potissima''.2) B. , , E i n i g e n  E i n f l u s s  h a t  a u c h  d i e  G r o s s e  d e r  T r a g -  
hei t  oder des Widerstandes der Planetenk6rper."s) 

Im 6. Kapite14) geht K e p l e r  auf die t a g l i c h e  R o t a t i o n  d e r  E r d e  

urn ihre Axe und die B e w e g i i n g  d e s  M o n d e s  liber:) und wendet die 
aufgestellten Grundsatze auf diese an. E r  wiederholt, dass, wie alle rotircn- 
den Korper ,6 )  so auch die Erde durrh ein innewohnendes Lebensprincip 
in der kreisenden Bewegiing erhalten werde. , ,FineB) physische und nicht 
acheinbare Wirkung [dieser Rotation], die allen Ha:~ptkGrpern [im Gegen- 
satz zu Satelliten u n d  Planeten ohne Satelliten] und sogar der Sonne selbst 

gemeinsam is t ,  ist die, dass die Hauptkorper d u  r c  h d i e  i h r e m  i n  R o  - 
t a t i o n  b e f i n d l i c h e n  K G r p e r  e n t s t r o m e n d e  , , S p e c i e s "  i h r e  T r a -  

1 )  U'ohl zu unterscheiden von der quasi-magnetischen Anziehungs- und Ab- 
stossungskraft, welche nach K e p l e r  allcrdings die andere Kraft b e g l e i  t e t :  Ut 
,,species Eucis Solaris defert etiam calorem ipsuin, . . . i ta etiam species corporis So- 
loris immateriata . . . C O  m i t  em hab et s p  eciem illiua virtdis energelicae in corpwe 
Solis, quae n i t i t u r  u n i r e  s ib i  s i m i l i a ,  repel lere  d i s s i m i l i a "  (L. c.). 

2) L. c. - I )ü  h r i n g  (Kritische Geschiühte der allgcmeinen Principien der 
Mechanik. 2. Aufl. S. 178) drückt sich also nicht tadellos aus, wenn er sagt: 
,,Die Verschiedenheiten i n  den UmlaufsgeschwindigkeIten der Planeten wurden 
von ihm [Keple r ]  31s Wirkungen der verschiedenen Grossen der Maesentragheit 
aiifgefasst, die von der in der rotirenden Sonne entspringenden Umschwungskraft 
zu überwinden waren." Dies ist nur Ne b e n u r s a c h  e. 

3) L. c. , ,A l iqu id  e t i a  m c a u s a  e est i n  ipsa planetariorum globarum iner- 
tia vel renitcntia nzajori vel minori." Richtig ist, das K e p l e r  die Grosse dieser 
,,inertiaN von der Masse abhangig macht. 

4) L. c. (O. O. VI, 369 flg.) 
5 j  Schou die Ueberschrift lautet-: ,,De revolutiolze corporis Terrae diurna 

cma suum axcm, ejusgue e f f e c t u  i n  m o v e n d a  L u n a ,  et proportionibus inter 
se anni, mensis et diei." 

6) Vgl. S 7 Anm. 1. 
7) ,,Insita principio animali a d  simili." 

- 8) L. c. : ,, Effectus physicus et verissimus, communis omnibus primariis, ;psi- 
que adeo Soli, est iste, quod primarii per sui corporzs in  circumvohtione constituti 
speciem egressam cient suos secundarios, ut Terra Lunam, efbciuntque, ut secun- 
darii in  eandem plagam segualztur, tardius tamcn, et q u a s i  r e l i c t i  post  t e r -  
gzcm." Ein Vergleich mit, den aufgestellten Grundzügen der Theorie Keple r ' s  
zeigt ~ofort,  dass die Satelliknsysteme [er wendet aie namlich auch auf die vier 
Jiipitertrabanten an] bei Keple r  ein M i n i a t u r b i l d  d e s  S o n n e n s y s t e m s  dar- 
  tell en. K e p l e r  geht so weit, auf die Frage, warum der Mond nicht um seine 
Axe rotire [,, mnculis id  arguemtibus "; die mit dein Umlauf glcichzcitig vollendete 
Rotation 1Lud er also nicht als ,,gyratiocr gelten] zu antworten: ,,Cm autem hoc, 
nisi q u i a  c i rca  L u n a m  n u l l u s  a m p l i u s  p l a n e t a  c i r c u m i r e  c e r n i t u r ?  
Nullum igitzar habet Lzbnu planetam, cui motum infernt gyratione su.i coryoris; 
gyratio igitur in h, u t  s u p e r v a c u a ,  fuit omissa." (O. O. VI,  362.) 
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b a n t e n  b e w e g e n ,  s o  d i e  E r d e  d e n  M o n d ,  und Ursache sind, dass 
die Twbanten in derselben Richtung [der Rotation] folgen, aber larigsamer, 
und gleichsam hinter dem Rücken ~urückbleibcnd.~' 

Diese Sheorie , so fehlervoll sie ist , ha1 te K e  p 1 e r nicht gehindert, 
seinen ersten Gedanken beizubehalten und die Mondgleichiing definitiv auf- 
zustellenil) auch glaube ich nicht, dass die Schwierigkeit der quantitative11 
Begründung derselben ihn atgeschreckt ha t ;  e r  n a r  in Beseitigung solcher 
Hemmnisse von unersch6pflicher Erfindungsgabe ; - e s  s c h  e i n t i h rn h i e r  
s e i n e  p h a n t a s t i s c h e  V o r l i e b e  f ü r  m y s t i s c h e  W u n d e r l i c h k e i t e u  
e i n e n  b 6 s e n  S t r e i c h  g e s p i e l t  z u  h a b e n .  

Dass die Erde gerade 36ü1/, Rotationen" im Jahre vollbringe, iind 
n i c h  t 360,  dns ging ilim nicht cin. Daher die F ~ l g e r u n g : ~ )  ,, Daes das 
der Erde innewohnende Princip die Rotation nicht allein hesorge , s O n d e r n  
h i e r b e i  v o n  d e r  S o n n e  u n t e r s t i i t z t  w e r d e ,  folgt aus zwei Gründen: 
Erstens, weil d i e  A n z a h l  d e r  j a h r l i c h e n  E r d r o t a t i o n e n ,  363%, 
g r o s s e r  i s t  a l s  d i e  w e n i g  v e r s c h i e d e n e  t y p i s c h e  Z a h l 3 6 0 .  Denn 
wenri die innere Kraft der Erde nicht durch den bestiindigen Einfluss der 

Sonne verstarkt würde, w i i r e  e s  a n g e m e s s e n ,  d a s s  d i e  E r d e  d a n n  

e t w a s  l a n g s a m e r  r o t i r t e ,  s o  d a s s  s i e  in dem gleiclien Zeitraurn eines 
Jahres  wenigcr Umdrehungen , namlich n u r  3\10 a u s  f ü h r  e n w ü r  de. Aus  
diesein Princip folgt , dass die übrigen , gleichsam ü li e r e # h  l i g e n 5'/, Um 
drehungen zu den 360 infolge der ICinwirkiing der Sonne hinzutreten". 

1) Ich verwcise nur auf eine Stclle der ,,Epitome" (L. IV. P. II. - 0. O .  VI, 
362): ,,Praeter propriusi circzcitum Lunae circa Telluris globum, de quo hacfenus, 
movetur etiam totum coelum L u ~ u e  coninluni molu cum cenlvo ï'ellurzs circa Salem 
sub Zodiaco ut ceteri planetae: qua ex compwitione fit, u t  Luna  re spec t  u yui- 
dem c e n t r i  E o l i s  senl.per t e n e a t  d i r c c t u m  c u r s u m  in consequentin [signa], 
non tantum tunc,  quando plenaitz illam et Sol et Terra extentis spatiis incitalit in 
plagain e a n  d e m  [riach seiner Auffassung von der Çentralbewegurig] , sed et i a n ~  
t u n c ,  q u a n d o  e x s t i n c t a , m  seu vacuam [Neiiinond] S o l  qu idena  prorszcm 
[direct], T e l l u s  vevo  {respect i l .  q u i d e ~ n  c e n t r i  S o l i s )  r e t r o r s u n z  [retrograd] 
impellit. Aram hic impulsus ex Terra adlzz~c muZ to  est  m i n o r  il10 ex Sole, cjua?,e 
d i m i n u i t  quidem hic illzcm i n  consequentia latlcin [die directe Iieliocentrische Ge- 
schwindigkeit] , at non  penitus absortiet, nzulto nzinus pvoficit in co,nt,rariun~." - Gauz 
consequcnt hiittc Kepler  ausfiihren konrien: da die relative Kraft des Sonnenwir- 
bels, der dem Erdwirbel e n t g e g e n w i r k t ,  bei Sonrenniihe (Winter) grosser sei, 
v e r z o g e r e  s j c h  i m  W i n t e r  die U~nlaufsbe~egurig des Mondes urn die Erdc. 

2) Eigentlicli sind es 366'14; aber nach Ke p 1 er '6 Anfpdssung (&S. 9 n 8) nur3601/,. 
3) L. c. : , , Id  vero [principiuin anininle] i n  Terra gyranda mon esse solitariunl, 

sed adjuvari a Sole, colligitur ex duobus docutnentis: primo, quiu numerus wvolu- 
twnurn Tel-rae d i w n a r u ~ n  in anno, yui e.vl 365 cutn quadrunle, excedit oicinun~ 
archetypicum 360. Conse?atuneuni. est enim, misi zis .motriz Telluvis ivzte~na vege- 
taretur a praesentia Solis perpctua, Tel-ranz aliy uarlto Zentius civca SZLZL»L a s m  
incessuram fuisse, sic ut in eodenz spatio anwuo pauciol-es revolutiones, p t a  solas 
360, factura fuerit. Hoc posito sequitur, residuns et veluti supernumerarias reco 
lutaones quinque cum quadrante accedae illis 360 propter adjumentum ex Sole." 
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Oeber die Entdeckung der Variation etc. des Mondes. 11 

Die Art und Weise, wie er im weiteren Verlaufe diesen Gedanken 
ausführt, zeigt deutlich, dass e r  nicht etwa auf denselben dnrch auftauch- 
ende Scliwierigkeiten hingewiesen wurde und ihn dann als rettenden Einfall 
aufgriff, wie T y c h o  dies gethan hatte, sondern d a s s  d i e s e  m y s t i s c h e  
H e z i e h u n g  d a x  x u e r s t  u n d  un i  s e i n e r  s e l b s t  w i l l e n  G e w o l l t e  
v a r .  Diü Eiiinendung, ob nicht etwa die Sonne allein die Rotation der 
Erde bewirke, beantwortet er mit:') ,, Unmoglich . . . . . , denn wcnn die 
Zalil 365 nicht durch das Zusammenwirkcn zweier gesonderter Ursachen 
entstünde, s o  g a b e  e s  k e i n e n  G r u n d ,  w a r u m  d i e  A n z a h l  [der Ro- 

tatiouen] n i c h t  e i n e  d e r  t y p i s c h e n  Z a h l e n  d a r s t e l l t e ,  das heisst eher 
eine abgerundete , als eine aus den uutheilbaren , unedlen und gebrochenen." 

llieser Idee kam nun noch T y c h o ' s  resp. L o n g o r n o n t a n ' s  V o r -  
gehen z u  H i l f e .  Als zweiten Grund fiir seine Theilung der Zahl 3fi51/4 
fiihrt namlich K e p l e r  Ty c h 0 ' s  Weglassung des zweiten Theils der Zeit- 
gleichung a n ,  welche durch scin drittes Element der Zeitglcichung gereoht- 
fertigt werde, weil d i e  W i r k n n g  d e s  z w e i t e n  d u r c h  d i e  W i r k u n g  
des d r i t t e n  T h e i l s  a u f g e h o h e n  ~ e r d e . ~ )  Dies Verfahren war g a n z  
c o n s e q u e n t ;  denn ist die Axendrehung der Erde  einmal theilweise dem 
Einfluss der Sonne zugeschriehen, s o  m i i s s  i h r e  I n t e n s i t a t  a u c h  v o n  
der E n t f e r n u n g  d e r  S o n n e  a b h a n g i s  se inn3)  Ferner bernerkt 

Kepl e r  : 4 )  ,, 1st diese pbysische Zeitgleichung einmal aufgestellt, so ~nüss -  

1) 1,. c. : ,, Repugnat . . . n a m ,  si numerus 365 non esset coripositus ex du,obus 
eff'ectibus duarum c a u s a ~ u ? ~ ~  dislinctaram, causa nulla esset, cur ille pzon sit unus 
ex archetypicis, i d  est ratundis potius, ex inavticulutis et ignobilibus et 
fraetis." 

2)  Dies ist nicht schwer einzusehen. Wie in Anm. 5 zu S. 2 gezeigt wurde, 
hatte Keple r  diese Auslassuug des zpeilen Theils der Zeitgleichung iu  d e n  
Tabel leu [dies ist wohl zu beachten; ebenso, dass T y c h o  dies nur einseitig bei 
den Xoudtafeln that,  K e 11 l e r  überall] früher mit der Mondgleichung gerecht- 
fertigt; denselben Dienst leistet ihm dieses dritte Element der Zeitgleichnng. In- 
blge desselben rotirt die Erde irn Winter (Perihel) rascher, wiihrend iufolge 
des zweiten Theilo die Sonne einen grosseren Weg zurdcklegt, also auch die Erde 
iim einen entsprechendeii Bogen niehr bis zur nachsten Culmination zu rotiren hat ; 
diese be iden  Ungle ichhe i ten  h e b e n  s ich a u f ,  vorausgesetzt, dass sie d e n -  
selben B e t r a g  haben. Dies jedoch verursachte K e p l e r  immer Sçhmerzen, denn 
sein dritter Theil war der Thcoric nach grosser als der zu compensirende zweite Sheil. 

3) L. c. : , ,Nam quia haec ternporis aequatio [Kepler 's  drittes Element] ponit 
rel;olutionem ï ' e l l u~ i s  aestivam paulo tardiorem hiberna, i d  equidem ex insito ï'errae 
principio lzequit esse, u t  quae solent perpetuo esse unifornzia, sed o p o r t e t  
e s s e  e x  i n t e r v a l l i s  S o l i s  et T e r r a e ,  puae sunt aerjtate nostri hemisphaerii 
longiora puam hieme." 

4)  L. c.: ,,Posila aepalivrbe tenzporis phys,ica, tunc si Sol m n i u  fuceret, in- 
regrae Telluris revolutiones diurnae proportionales essent intemiallis Solis et Terrae; 
at postulat quantitas hwjus aepuationis temporariae, u t  wn  integrae revobtimes,  
sed particulae saltem alzquae nunutue revolutionum proportionmtur illis intervallis 
variabilibus." 
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ten , wenn die Sonna allein Alles thBte , dio vollen tBglichcn Umdrehnngen 
der Erde den Entfernungen von der Sonne proportional sein; aber die 
Grosse dieser Zeitgleichung fordert,  dass nicht die vollen Crndrehungen, 
sondern nur kleine Bruchtheile derselben den Entfernungen proportionirt 
seien." 

D a m i t  w a r  d a s  S c h i c k s a l  d e r  s c h o n e n  M o n d g l e i c h u n g  be-  
s i e g e l t .  K e p l e r  hatte die Wahl  zwischen z w e i  E r k l i i r u n g s w e i s e n  
einer vorhandenen Ungleichheit ; h e i  d e hatten f ü ~  die Uerechnung d i e -  
s e l b e  W i r k u  n g ;  b e i d e  würen für  den damaligen Stand der Mechanik 
g l e i c h b e r e c h t i g t .  D i e  e i n e  s t r e i f t e  s o  n a h e  d i e  G r a v i t a t i o n s -  
t h  e o r i e  und wurde von K e p l e r  auch in einer Weise interpretirt, dass 
Jemand , der nicht weiss , dass K e p 1 e r  mit manchen Worten noch Regriffe 
von fraglichem Werthe verbindet, glauben konnte, das Expose eines moder- 
nen Astronomen zu lesen ') D i e  a n d e r e ,  f ü r  u n s  u n g e r e i m t ,  h a t t e  
für K e p l e r  d e n  V o r z u g ,  dass sie seine Lieblingsidee, die a b s o l u t e  
P r  o p o r t i o n a l i  t a t aller Verhaltnisse im Weltraum, scheinbar bestatigte. 
K e p l e r  w a h l t e  d a h e r  d i e  l e t z t e r e ,  u n d  b r a c h t e  d i e  M o n d g l e i c h -  
u n g  s e i n e m  P h a n t a s i e g e b i l d e 2 )  z u m  O ~ f e r . ~ )  Diea i d  zu bedauern; 
aber Eines ist  sicher: N i e  m a n  d v O r K e p l e r  h a  t die jahrliche Gleichung 
des Nondes s o  g e n a u  d e f i n i r t ,  i h r e n  G r u n d  m i t  s o l c h e r n  S c h a r f -  
s i n n  b e z e i c h n e t ,  i h r e n  w a h r e n  R e t r a g  m i t  e i n e r  fur jene Zeiteu 
und Beobachtungsmittel s o  I i b e r r a s c h e n d e n  G e n a u i g k e i t  b e ~ t i m m t , ~ )  
sie auch ausdrücklich ,,ammua imequa l i t a s  LzclzaeY genannt und als die se in e 

bezeichnet wie K e p l e r ;  er kann mit Recht den Ruhm des Entdeckers für 
sich in Anspruch nehmen, wenn e r  auch s p a t  e r ,  durch einen bleudenden 
Eiufall bestochen, sich bestimmen liess, sie mit einer fiîr den damaligen 
Stand der Nechanik gleichwerthigen Erkllirungaweise zu vertauschen. 

In> Anschlusse an diese Darlegung will ich noch kurz die gleich auf 
die Definition der jahrlichen Gleichung folgende Stelle des Briefes vom 9. 

1) Besonders vor. Jahrg. S. 210 med. (209 N 2), S. 213 fin. (N.  2), S. 219 (218 N.4). 
2) Er sell-ist sagt in einem Briefe an Remua vom 31. August  1619 (0. O. II, 

428): ,,Si tamen abjicieizda temporis aequatio m m ,  p e r i  b i t  u n a  b o n a  p han-  
taeia." 

3) Es scheint, dass er sich die Scrupel darüber nicht ganz nehmen konnte; 
weuigt;teus sagt er an einer Stelle der ,,Epit. Astr. Cop." L. VI, P. 1. (O. O, VI, 
436): ,,Nolin& tamelû cum quopiam contenderc pertinacius super hac tertio causa 
acquationis. N a m  si puis observationes Rrakei  in L u n n  conciliav~rit propius 
per usitatam temporis aequatianem, ei lubens ego palmam cedam eaersae hujuspartis 
aegualionis lemporis." Dies gelaug natürlich Niemand , weil die Forderung eine 
unmogliche, F a r ;  dies dritte Element der Zeitgleichung ging daher in die ,,Tabiilae 
Rudolphinae" über (O. O. V I ,  571). 

4) Auch die Bestimmung aus der andern Hppotheee ist ja eigentlich nichts 
d a  die jihrliche Gleichung in einem audern Kostüm. 
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und 10. April 1599 besprechen, d a  diesolbe mit dem Gegenstande dieses 
Aufsatzes im engsten Zusammenhange steht. 

K e p l e r  weist im Briefe vom 29. Januar 1599 an H e r w a r t l )  auch 
daraiif hin, dass im Laufe der Jahrhunderte eine Veranderung im Mond- 
lauf eingetreten seil  und nimmt nur  v o r l  liu f i g  an (bis eine genaue Unter- 
suchung mehr Anhaltspunkte ergeben habe) , dass die j e t  z t giltigen Ele- 
meute auch filr die Z e i t e n  d e s  P t  o l e m a e u s  richtig seien. Diese aller- 
dings sehr rage Anspielung auf eine S a c u l a r g l e i c h u n g  d e s  M o n d e s  
veranlesste H e  r w  a r  t ,  zu versuchen, welche Uifferenzen sich für Zeit und 
Grosse der Finsternisse vor Christi Geburt ergeben, wenn man sie naeh 
den Pn~tenischen (Elemente des Copernicus) und Alphonsinischen Tafeln 
(Elernemte des Ptolemaeus) berechnet. I m  Brief vom 16. Marz e, theilt er 
K e p l e r  zwei solche Berechnungen mi t ,  und bemerkt, es ergaben sich 
für das zweite Jahrhundert vor Christus Differenzen bis zu 3 Stunden (also 
vie1 grosser als zur Zeit K e p  1 e r  's). 

Hierin findet K e p l e r  eine B e s t a t i g u n g  s e i n e r  n e u e n  M o n d -  
g l e i c  h u n  g ,  die anf folgendem Gedankengange bauirt, 3, Die j e t  z i g e  n 

1) Es ist dies die S. 207 vor. Jahrg. ausgelassene Stelle au8 0. O. 1, 412: ,,Memini 
sane, i n  Ptolemaico eclipsium calculo ab Albategnio [es ist dies der arabische Astro- 
nom Mohammed ben G e b e r  ben S e n a n  Abu A b d a l l a h  al  B a t a n i ,  geb. um 
850 zu Batan in Syrien, gest. um 9291 deprehensam anomaliam et discrepantiam 
ubservatarum eclipsium ab iisdem calculatis, e a m q u e  a l i u m  p u a m  h a e c  h o  - 
d ier  n u est .  Ideo priusquam certi quid statuatur, illius etiam causa reddenda 
ait. P r a e s u p p  o n e m  u s  i g i t w  , hanc anomaliam annuam h o d i  e r n a m  eclipsium 
p e rp  et uum esse Prutenici culculi comitem, si i s  retro usurpetur." 

2) Abgedruckt: O. 0. 1, 415: ,, Praeterea i n  eclipsibzcs'l, und ,, Consimiliter ". 
3) Zum Vergleiche setze ich Keple r ' s  Worte hierher (U. W. C., S. 12 

Z. 77 flg.) und bezeichne die Belegstellen mit Buchstaben, welche im Text wieder- 
kehren. Die orakelhaft dunkle Stelle lautet: ,, Denipue allegas in genere eclipses 
a n t ~  Christum, quae ab utroque calculo trium fera horurum differenticî yrodantur. 
Id me puoque confirmat. N a m  quia calculus meus observatirnibus hodiernis ac- 
cornmodatur,a) [zu erganzen : et quia] observationes Alphonsino calmlo propinquant, b) 

ergo et ego Alphonsino calculo propinquo:C) quod quo constantius facio hoc verius.d) 
At etiam ante Christi tempora hoc facio,e) quod sic probo. Pendet mea corredio 
et introducta Iznnationum differentia a Solis eccentricitate; illa olim major fuit, f )  
p r e  et m f a m  differentiam majorem fuisse necpsse est: plane u t  et Prutenzcae 10%- 
glus illn tempore ab Alphonsznis dissident.8) Daec dico non bnrorqpovrx i iç  sed 
cirop'$v.h) Quantum enim Alphowinis in rimunda antiyuitate tribuendum sit, 
Reznholdus i n  Prute-nicis testatur, qui  Coperlzico zd praecipue laudi dat ,  pwd 
duc~at antiquas eclipses computnre, cum antea aemo id potuertt. Sed vzdentur 
tnmen Alphonsini praecipue in L u n a  fuisse diligentes. Et ~espexerunt illi fortasse 
potissimum ad eclipses vernales, sicut Copernicus ad aestivas et hybernas. Hinc 
illi in. aestivis et hybernis, Copernicus i n  vernalibus et autumnalibus errant. B a t  
Coparnicus majorihus rebus intentus, ordinandae Solis eccentricitate, definiendue 
quantitati anni. Haec ut  obtineret, impossibile fuit aliter de eclipsibus docere, 
nisi simul novurn in Lunam et unnuam inaequulitatem introducerel; quod cum 
ille abhorreret, ego facio.') Fortasse i d  pzcoque ad rem pertinet moneTe, s i  Pto- 
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Beohachtungen werden diirch R e  pl  e r 's verbesserte Rechnung gut darge- 
~ t e l l t ; ~ )  andererseits stiinmen dieselben b e s s e r  m i t  d e n  A l p h o n s i n i -  
s c h  e n  Tafeln überein b, als mit  den Prutenischen ; ') a l  s O s t i  m m t a u  ch K e p - 
l e r ' s  v e r b e s s e r t e  R e c h n u n g  m i t  d e n  A l p h o n s i n i s c h e n  T a f e l n . c )  

N u n  s t e l l t  s i c h  h e r a u s ,  d a s s  a u c h  f ü r  d i e  f r ü h e r e n  J a h r -  
h u n d e r t e  d i e  A l p h o n s i n i s c h e n  T a f e l n  d e r  W i r k l i c h k e i t  nal ier  

l i e g e n .  Dies beweist K e p l e r  so. D i e  E x c e n t r i c i t a t  w a r  f r ü h e r  
g r o s  s e r  *),y also mussten die Finsternisse noch mehr als jetzt sich im 
Frtihjahr verspkten , im  Herbat verfrühen , 3 )  oder die D i  f f e  r e n z der Be- 
obachtungen und der Prutenischen Tafeln musste noch g r 6  s s e  r sein als 
jetzt.9 H e r w a r t  findet nun in der That fü r  die früheren Jahrhunderte 
bedeutend grosçere Differenzen auch zwischen den Prutenischen und Alphon- 
sinischen Tafeln, e i n  Z e i c h e n ,  d a s s  d i e  A l p h o n s i n i s c h e n  Tafeln 
mit den Beobachtungen a u c h  f ü r  d i e s e  e n t l e g e n e n  Z e i t e n  b e s s e r  
übereinutimmen m ü ~ s e n . ~ )  Dass dieser Suhluss nicht ganz correct sei, scheint 
K e p l e r  tibersehen zu haben. Hatte er aber einmal die Ueberzeugung , dass 
die Alphonsinischen Tafeln a l  1 e n  Beohachtungen b e s s e  r genügcn, so way 
es ganz consequent, i n  d e r  U e b e r e i n s t i m m u n g  m i t  d e n s e l b e n  d a s  
K r i t e r i u m  d e r  a l l g e m e i n e n  G i l t i g k e i t  s e i n e r  M o n d g l e i c h u n g  
zii s i ~ c h e n . ~ )  Die Frage war also dann die: Folgt aiich ails der jahrlichen 
Gleichung für diese Zeiten eine V e r g r o s s e r u n g  d e r  D i f f e r e n z  zwischen 
der Wirklichkeit und den Prutenischen Tafeln? Denn dann nahcrte sich 
auch für diese Zeiten die jahrliche Gleichung in ihrer Wirkung den Alphon- 
sinischen Tafeln,g) mithin der W i r k l i ~ h k e i t . ~ )  Der Beweis hierfiire) war 
setir einfach. Als Grund, warum seine jLhrliche Gleichung in ihrer Wir- 
kung mit den Alphonsinischen Tafeln besser übereinstimmt alu mit den Pru- 
tenischen, ist d i e  g r o s s e r e  E x c e n t r i c i t a t ,  welche jenen zu Grunde 
liegt und welche nach K e p l e r ' s  Ansicht in ihrer Wirkung auf die Be- 

Zemaica Solis eccentricitas rete'neat,ur, consensuras hodie observationibu,s eclipses 
Copernici. k, Quam ewim ego Lunae annuam inaequalitatem tribuo, i d  tant und en^ 
est, ac si Lunâ aequaliter currmte Solis eccentricitas augeretur ". 1) 

1) Zu diesern Schlu~s ist K e p l e r  durch H e r  war t ' s  Versuche gekomrnen. 
Vgl. d. Anmerkung: ,, Quando igitur observatioc' in O O. 1, 415. 

2) Tm Hrief vom 6 Augiist 1399 (U. W. C., S. 73 Z. 2307) schreibt er diese 
Ansicht Cop e rn icus  zu mit den Worten: ,,augeretur Solis eccentricitas, quam 
tanzen Copernicus probuvit esse di min ut an^“. 

3) Vgl.  O .  O. 1, 415: ,,Erg0 omnino hic error pendet ab eccmtricitate, quo- 
cungzce modo, quia videmus, m m  auctn eccentricitate augeri et differentdam '( 

4) Die Prutenischen Tafeln eind Copernicanisch, es liegt ihnen also die von 
C o p  e r n i  cil s angegebene Excentricitat zu Grunde; die Alphonsinischen Tafelu da- 
gegen sind veibesserte Ptolemaische, daher auf die von P t o  1 e m a e u s  angenornmene 
Excentricitat basirt. 

5) K e p l e r  antwortet auch demgemass auf H e r  w a r t  'a Frago, welchen Tafeln 
filr die früheren Zeiten mehr Glauben zu schenken aei: ,, Alp?wnsinis e,ristimo." 
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iechniing der Zeit. der Finskrnisse vollkommen gleichwerthig ist mit seiner 
jiilirlichen Gleichung,') hezeichnet.') Daher sei C o p  e r n i  c u s ,  der,  um 
anderen, grosseren Scliwierigkeiten zii entgehen , die Escentiicitat verminderte, 
nothwendig2k mit dein Laiife des blondes in Conflict gekornmen, weil er den 
von K e p l e r  vorgesclilagenen Aiisweg nicht rviihlen wollte.') Andererseits 
wüiden die Prutenischen Tafeln stimmen, wenn die grossere Excentricitat 
der Alphonsinischen ihnen erhalten bliebe.k) 

Aiif diese Ansicht von der Gleichwerthigkeit (für die Rerechnung) der 
jihrlichen Gleichung und der Mittelpunktsgleichung dcr Erdbahn gestützt, 
scliliesst K e p 1 e r : Der Retrag meincr neucn Mondgleichung ist, von der 
Excentricitat abhtingig ; die Excentricitiit war früher grosser ; a 1 s O m u s  s 
auch d a s  M a x i m u m  d e r  j a h r l i c h e n  G l e i c h u n g  f r t î h e r  grosse?-  
gewesen  s e i n ;  dieselbe bewirkt also im selben Sinne wie die Vergrosse- 
riirig der Excentricitiit eine Vergrosserung der Differenz mit den Pruteni- 
shen Tafe1n;R) die Probe ist gemacht. 

Davs K e p l e r  dies nur als Conjecturh) angesehen wissen will, ist bai 
den offenbaren M b g e l n ,  an denen sein Exposb leidet, sehr begreiflich. 
Aber K e p l e r  hat sicb dabei auch a n  e i n e r  w i c h t i g e n  E n t d e c k u n g  
v O r li e i p h i 1 o s o p  h i r t. Mit dern Princip : ,, Pclzdct correctio cursus Lulzae 
n Solis cccelztricitatc; illa oli,m major  fuit ", war er  sehr nahe an die Grund- 
lage der S a c u l a r g l e i c h u n g  d e s  M o n d e s  herangekommen. Auch seine 
Auffassung des Grundes der jahrlichen Gleichung, wie wir ihn denselben 
for~nuliren sahen , waro ganz geeignet gewesen , den richtigen Schluss zu 
errnbglichen. Allein hier war er einmal zu sehr von dem Gedanken der 
j a h r l i c h e n  Gleichung eingenomnien; und spiiter glaubte e r  selbst nicht 
mehr daran, dass die Excentricitiit der Erdbahn abgenommen habe?) 

1) Vgl. O. O. 1 ,  413: , ,S i  causa erroris eclipsiurn conferretun. in c u r s u n  Solis, sta- 
tttendi~m esset, major en^ esse excentricitatein Solis dttplo fere, quam a ca7culo asserit~r.'~ 

2) O. O.  1 ,  415: ,,coactusl'. 
3) Brief an  Crüger  vom 1. Mai 1626 (0. O. V I ,  50). Vgl. ,,De motibus stellae 

Martis", P. V. C. LXIX , n. III. (O. O. III, 43?). 

B e r i c h t i g i i n g e n .  

Irn vorigen Jahrg., S. 210 2. 6 v. u. lies: folgend. Jahrg., S. 10 Anm. 1 itatt 
S. .II; Anm 1. 

S. 214 Aum. 1 ist , , o b e ~ i ' ~  zu tilgen. 
S. 216. lm Original s k h t  3 8 43O; 3 5  44 O statt 4 13O; 14 O. 
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Recensionen. 

Lehrbnch der  Potentialtheorie und ihrer Anwendung au€ Elektrostatik 
und Magnetismus von ENRICO BETTI. Autorisirte deutsche Ausgabe, 
besorgt und mit Zusatzen, sowie einem Vorwort versehen von 
W. FRANZ MEYER. Stuttgart 1885. Verlag von Wilhelm Kohl- 
hammer. XV, 434 S. - 

Das Ruch von C l a u  s i  u s Iiber die Potentialtheorie ist in dritter Auf- 
lage 178 S stark;  die von G r u  b e herausgegebenen Vorlesungen D i  r i ch  - 
1 e t ' s  füllen 183 S.; die vou H a t  t e n  d o r  f herausgegebenen Vorlesungen 
R i e m a n n ' s  (Schwere, Elektricitat und Magnetismus) 358 S. ; N e  u m a n u ' s  
Werk über das logarithmische und das N e w  t O n'sche Potential nimmt 
368 S. in Anspruch. Der reiu Susserliche Vergleich ergiebt demnach einen 
bedeutenden Ueberschuss des heute uns vorlicgenden Bandes über jene vier 
Werke, deren seitber deutsche Leser sich voreugsweise bedienten, um in 
die genannten Lehren geneuer einzudringen. In  der That bietet die Potential- 
theorie ein Beispiel eines Lehrgegenstandeu , welcher , je nachdern man in 
den Anwendungen weiter oder weniger weit greift, nach Rediirfniss aus- 

gedehnt oder eing~schrankt  werden kann. Der gelehrte Italiener, dessen 
in seiner Heimath mit Recht hochgeschatztes Werk Herr W. F. M e y e r  
tibersetzt hat ,  suchte eine gewisse Vollsthdigkeit derjenigen Probleme zu 
erreichen, deren Losiing überhaupt bisher den Schriftstellern über eineelne 
Aufgaben gelungeri is t ,  und darin, sowie in mancheu Herrn B e t t i  ejgeu- 
thümlichen Beweislührungen liegt die Rerechtigung der Uebersetzung. 

Ilas Hauptaugenmerk richtet Herr U e t t i auf die c h a r  a k t e r  i s  t i sc  h e n  
E i g e n s  c h a f  t e n  der Potentialfunction , d. h. auf diejenigen bereits von 
D i r i c h l e t  stark betonten Eigenschaften , welche der Potentialfunction und 
nur ihr zukominen , so dass es gexügt, ihr Vorhandonsein zu beweisen , um 
zugleich den Nachweis geliefert zu haben, des3 der bctreffcnde Ausdruck 
das gesuchte Potential Sei. Es  ist das die gleiche Xethode, nach welcher 
D i r i c l f l e t  ( 5  10 seiner Vorlesungen) das Potential eiues homogenen 
Ellipyoides behandelt hat. Man kannte solche charakteristische Eigenschaften 
der Potentialfunction von drei -, zwei - und eindirnensionalen Gebilden. Herr 
B e t t i  hat  ( 5  12, S. 48 - 59) auch die entsprechenden Eigenschaften der 
Potentialfunction eiuer Doppelschicht abgeleitet, d. h. eines Gebildes, welches 
aus zwei Oberflachen o und o' besteht, wo G' den Ort  der Endpunkte der 
um ein constantes StIlck E verllngerten Normalen zu fi is t ,  wo du'  den 
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Endpunkt der in d a  gezogenen Normalen bedeutet und die in  d a  und i n  ds '  
vorhandenen Belegungen gleichmassig ist, wahrend endlich du eine anziehende, 
d o '  eine abstossende Wirkung im reciproken Quadrate der Entfemung auf 
einen gegebenen Massenpunkt ausübt. Die Bedeutung dieser Annahmen für  
die Elektricitiitslehre ist an sich einleuchtend , und Herr B e t  t i hat  dem- 
nach den Vorrath der Hilfsmittel der Potentiallehre um ein sehr brauch- 
bareii Stück vermehrt, allerdings unter der bei Anwendung charakteristischer 
Eigcnschaftcn selbstverst5;ndlichen Voraussetzung, ùas zu behandelnde Pro- 
blem sci bereits gelost, denn dic gcnannte Methode kann begreiflicherwcise 
nur heweisen, nicht aber auffinden, sie ist die Synthese zu einer vorher- 
gegangenen Analyse. Bei verschiedenen Problemen wird uns denn auch 
jene Analyse nicht vorenthalten, so bei der Herleitung der Potentialfunction 
einer Ellipse ( 5  15, S. 87 -97), eines homogenen geraden Cylinders ( 5  18, 
S. 106 - 110) u. S. W. Auch das Princip der T h  O m s o n  'schen Bilder ge- 
h6rt LU den von Herrn B e t t i  benutzten Hilfsmitteln, welches Herr N e u -  
mann gleichfalls in seinem oben genannten Werke melirfach in Anwendung 
gebracht hat. Herr B e t t i  verwerthet es ahnlich wie der Erfinder insbe- 
sondere in dem II. der Elektrostatik gewidmeten Abschnitte seines Buches. 
Eben diescm Abschnitte geh6rt eine Untersuchung über die Vertheilung 
der Gleichgewichtselektricitiit auf einer leitenden Kugelhaube (5  14, S. 269 
bis Z%), eben ihm die Lehre von den Condensatoren ( 5  16, S. 309 - 325) 
an. Aus dem III. und letzten Abschnitte, Magnetismus, führen wir nur  
den von Herrn B e  t t i ermittelten Satz (S. 341) an : ,, 1st die Oberflache 
eines magnetischen KGrpers eine einfaeh zusammenhtingende und ist die 
Anzahl ihrer Pole eine endliehe, so ist  diese Anzahl stets eine gerade." 

Was Fierrn B e  t t ils Darstellungsweise betrifft , so konnen wir natürlich 
bei einem so schwierigen Gegenstande, wie die Potentialtheorie es unzweifel- 
haft i d ,  keine absolut leichten Entwickelungen erwarten; doch dürften eincm 
richtig vorgebildetcn Leser kaum unüberwindliche Schwierigkeiten begegnen. 
Unserem Geschmacke nach lesen sich freilich D i r i c h 1 e t's Vorlesungcn von 
allen von uns genannten Schriften am angenehmsten, schon deuhalb, weil 
dort auch manche in Anwendung tretende analytische Lehren mit ein- 
geflochten sind, welche, wie z. B. die Theorie der Kugelfunctionen, bei Herrn 
B e  t t i einfach als bekannt vorausgesetzt bind. 

Der I ierr  Uebersetzer hat  noch sechs Zusatze am Schlusse des Bandes 
beigefiigt, ftir welche man ihm Dank wissen wird. Der erste betrifft eine 
von ihrn selbst herriihrende , einen D i r  i c h l e  t'schen Gedauken erweiternde 
Transformation des Ausdruckae A. Einige andere Zusltze sind nach Vor- 
lagen von Herrn D i n i  bearbeitet. Endlich ist der Beweis der Gleichung 
A V= - 4 z x  in seinen Hauptzügen mitgetheilt , welchen Herr O t t O H 6 1 d er  
1882 als Inauguraldissertation veroffentlicht hat. CANTOR. 

l1iat.-lit. Abthlg. ci. Zeitichr. f. Mntli .  u. Y h p .  XXX11, 1. 2 
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Die lebendige Kraft  und i h r  ldass. Ein Beitrag zur Geschichte der Physik 
von Dr. MAX ZTVEROER. München, Lindenauer'sche Buchhandlung. 
1885. (291 S.). 

Mathematiker und Philosophen , welche sich an dem interessanten Streit 
um des Maass der Krsfte betheiligt haben, werden uns vorgcftihrt von der 
Entstehung des Gcgensatzes zwischen D e s  c a r t e s  und L e i b n i z  bis zu der 
Losung der Frage durch d ' A l  e m  h e r t  und K a n t .  Die Arbeiten der beiden 
Letzteren narnlich bilden den Schlussstein, welcher die Gegensatze ver- 
einigt; dies ist die Meinung des Verfassers, obgleich der Eine den Begriff 
der lebendigen Kraft als vOllig unfruchtbar für  die Mechanik erklart, 
wahrend der Andere diesen Begriff zwar in der Natur, nicht aber in der 
Mathematik zulasst. Wie oehr namentlich K a n t  von der heutigen Auf- 
fassung in der betreffenden Erstlingsarbeit abweicht, zeigt sich darin, 
dass er nur für eine gewisse Grosse der Geschwindigkeit das Bcharrcn der 
letzteren gelten l h t ,  nicht aber für unendlich kleine Geschwindigkeit, 
und dass er meint, die lebendige Kraft konne zum Theil von selber ent- 
stehen und vergehen. Der Verfasser hatte das Verdienstvolle seines Arbeit 
wesentlich vermehrt, wenn er das historische Material einerseits nach unse. 
ren modernen Begriffen gesichtet und andererseits bis zu dem Zeitpunkt fort- 
geführt hiitte, da  durch die Einführung des Begriffes der Arbeit und Eriergie 
der Streit thatsachlich sein Ende gefunden hat. 

J. HENRICI. 

Ueber die  Theorie d e r  aufeinander abwickelbaren OberfiBchen. Von 
J. WEINGARTEN. Festschrift der Koniglichen Technischen Hoch- 
schule zu Berlin, 1884, S. 1-43. 

Denkt man sich eine Oberfaclie dadurch gegeben, dass die Coordinaten 
eines vergnderlichen Punktes der Flache als Functionen von zwei reellen 
unabhiingigen Veranderlichen p , q dargestellt sind , und bezeichnet man 
durch R d p e  + 2 E d p  d q  + G d q 2  das Quadrat des Linienelementes der ge- 
gehenen Flache, so erfordert die Bestimmung aller derjenigen Oberflachen, 
deren Theile auf die Theile der gegebenen Oberflache abwickelbar sind, die 
allgemeinste Ermittelung dreier reellwerthigen Functionen s, y ,  z der Varia- 
beln p ,  p, welche die drei nachstehenden simultanen partiellen Differential- 
gleichungen erfüllen : 
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Unter Zngrundelegung specialisirter Formen des Quadrates des Linien- 
alementes der gegebenen Flache hat  E d m o n d  B o u r  (Théorie de la  
dbforrnation des surfaces. Journal de l'école polytechnique, Tome XXII, 
cahier 39) die LGsung dieser Aufgabe in der Weise in  Angriff genommen, 
dass er zunachst aus den gegebenen Gleichungen a') und den ails ihnen 
durch partielle Differentiation entstehenden Gleichungen die Unbekannten 
y ,  z eliminirte und so eine einzige partielle Differentialgleichung zweiter 
Ûrdnung ableitete, welcher die Function x zu gentigen hat und an welche 
wegen der Symmetrie der ursprünglichen Gleichungen auch die heiden 
anderen Functionen y und a gebunden sind. (Die entsprechende partielle 
Differentialgleichung ftir die allgemeine Form des Qvadrates des Linien- 
elementes der gegebenen Fliiche ist fipBter von U 1 i s s e D i  n i entwickelt 
worden: ,, Sull' equazione differenziale delle superficie applicabili su di una 
superficie data." Giornale di Matematiche, ed. d. Battaglini etc., vol. 2, 
1864, p. 282 - 288.) 

In  der Einleitung (S. 1-8) der vorliegenden Abhandlung wird die 
eben erwahnte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung (,, Differential- 
gleichung d") f ü r  die allgemeine Form des Quadrates des Linienelementes 
der gegebenen Fliche sus einigen von G a u s s  im Il. Abschnitt der Dis- 
quisitiones generales circa superficies curvas mitgetheilten Pormeln in 
uherraschend einfacher und eleganter Weise abgeleitet. Sodann wird als 
erstes und wescntlich neues Hauptresultat die Erkenntniss gewonncn, dass 
die Differentialgleichung d)  in  Bezug auf die ihr gentigenden reellwerthigen 
Functionen z einen grllsseren Umfang besitzt, a18 das Problem der Defor- 
mation der gegebenen Flache vorschreibt. Hat man namlich eine reell- 
werthige Function x ,  welche der partiellen Differentialgleichung d ) Genüge 
leistet, so folgt daraus allein noch nicht, dass diese Function geeignet sei, 
mit zwei anderen Functionen y ,  a derselben Natur combinirt, die ursprüng. 
lich gegebenen Differentialgleichungen a') zu befriedigen. HierSür ist viel- 
mehr noch das Bestehen einer gewissen Ungleichung erforderlich, welche 
ausdrückt, dass das Quadrat des Linieaelementes der gegebenen FlBchc nie- 
mals kleiner sein darf,  sls das Quadrat des vollstandigen Differentials der 
Function x. 

Der Grund dieser Erscheinung wird darin gefunden, dass die partielle 
Differentialgleichung d )  auch dann als Eliminationsresultat auftritt ,  wenn 
die Unbekannten y ,  s nicht aus den Gleichungen a'), sondern aus den 
Gleichungen 
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eliminirt werden, welch' lctztere zu dem Problem der Deformation krummer 
Flachen in keiner Beziehung stehen. Die Differentialgleichung d)  gehort 
somit zu zwei, für reellwerthige Functionen z, y ,  fi wesentlich verschiedenen 
Transformationsproblemen , welche durch die beiden Gleichungen 

charakterisirt werden. Von diesen stellt sich das zwcite in  gewissem Sinne 
als das einfachere heraus. Weil namlich hier x ,  y ,  z nicht mchr in sym- 
metrischer Weise vorkommen, so erhalt man bei Elimination von x und y 
für die Grosse z eine partielle Differentialgleichung d*), welche niclit mit 
d )  übereinstimmt. Diese Differentialgleichung d') erweist sich als ftir das 
~ w e i t e  Transformationsproblem charakteristisch i n  dem Sinne, dass jedem 
reellwertliigen particulZren Integral z der Differentialgleichung d*) zwei 
andere reellwerthige Funütionen x ,  y zugehoren, welche mit ihm zusarnmen 
die Gleichung a*) erfüllen. 

Da die partielle Differentialgleichung d) für das Transforrnations- 
problem a )  nicht charakteristisch i s t ,  so wird diese Differentialgleichung in 
der eigcntlichen Abhandlung verlassen, und ziir Losung des Transformations- 
prohlems a) ein von der Betrachtung der Differentialgleichung d) un- 
abhangiger Weg eingeschlagen, auf dem sich zugleich eine zweite Losung 
des Problems a*) ergiebt. 

Hierbei bestehen die leitenden Gedanken in Polgendem. 

Man denke sich die Lage eines veranderlichen Punktes P einer FlLche 
durch die Werthe zweier unabhangig veranderlichen Parameter pl  q be- 
stimmt, bezeichne durch x ,  y ,  B die Coordinaten des Punktes P, durch X, 
Y, Z die Richtungscosinus der in diesem Punkte errichteten Flachennormale 
und setze 

d x 2 + d y ~ d ~ ~ E d p z + 2 F d p d q +  G d p 2  
und 

d X d x + d Y d y + d Z d ~ = Q r d p ~ + 2 3 d p d q + @ d q ' .  

(In den Rezeichnungen von G a u s s  ist 

Nimmt man an ,  dass die drei Functionen E,  F, G gegeben seien, so 

konnen die drci Ubrigen Functionen G, 5 ,  8 nicht mehr willkürlich vor- 
geschriehen werden. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
welche diese Functionen erfüilen miissen, damit die Form (3 dp2+ 2 d p  dq 
+ @ d q2 geeignet sei,  fiir eine Flache , bei welcher das Quadrat des Linien- 
elements durch den Ausdruck E dp" 2 a P p  d q  + G d q Q e g e b e n  kt, den 
Werth des Ausdrucks dX d z  + d  Y d  y  + d Z  d.5 darzustellen , lassen sich 
durch ein System von drei Gleichungen eusdrlicken, welches zwei lineare 
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partielle Differentialgleichungen erster Ordnung und ausserdem die alge- 
braische Gleichung 

@ @  - S 2 = ( E G - F 2 ) . k  

entbiilt, wo k das Krümmungsmaass der Fliiche im Punkte P bedeutet. 

In der vorliegenden Abhandlung ist ein solches Gleichungssystem - 
allerdings i n  anderen Bezeichnungen - auf S. 26 angegeben. Dasselbe 
mb'ge als ,,Gleichungssystem 1" bezeichnet werden. Gleichungssysteme von 
Bhnlicher Natur ,  welche das System 1 vertreten konnen, sind auch schon 
von B o u r  und anderen Autoren aufgestellt worden. Nun nehme man an, 
dass durch Integration der Gleichungen I drei Functionen 0-, 3, 8 ge- 
funden seien , welche diese Gleichungen bcfriedigen. Dann sind hiermit die 
Sutnme und das Product der beiden Hauptkriimmungcn r, r' der zugehorigen 
Flache im Punkte p ,  q bekannt, denn diese Grossen werden durch die 
Gleichunoen 

und 
, 6 M - 7 j 2  r . r  = 

E G -  P2 
geliefert. 

Ferner ist die Differentialform d X 2  + d Y a  S. d Z2 als gegeben zu be- 
trachten, da sie vermoge der Gleichung (S. 30) 

r r ' ( d x 2 + d y 2 t  d z 2 ) - ( r + r ' ) ( d X d x  + d Y d y + d Z d z ) + d X 2 + d Y 2 + d Z 2 = 0  

als Function von p l  q ,  dp ,  d p  dargestellt werden kann. 
Der Ausdruck d X 2 +  d  Y 2 +  d Z 2  ist nun nichts Anderes, als das 

Quadrat, des Linienelementes der durch parallele Normalen vermittelten 
Abbildung der gegebenen Flache auf die Oberfliiche einer Kugel vom Radius 
Eins, d. h. das Quadrat des Linienelementes cincr Flacho von dem con- 
stanten Krtirnmungsmaass Eins. Infolge dessen konnen die Functionen X, 
Y, 2,  wie der Herr Verfasser in  fruheren Abhandlungen nachgewiesen hat  
(Crel le 's  Joiirnal, Bd. 94 S. 201 und Bd. 95 S. 326-329), durch die 
Integration zweier gewohnlichen linearen Differentialgleichungen zwsiter 
Ordnung ermittelt werden. Sind diese Functionen gefunden , so ergebeu 
sich die Functionen x ,  y ,  s,  wie in der vorliegenden Abhandlung gezeigt 
wird, durch Quadraturen. Dabei hat eine Abiinderung der willkürlichen 
Constanten, welcbe durch die nach Ermittelung der Functionen (3, 5, 
noch vorzunebmendcn Integrationen und Quadraturen in die Rechnung ein- 
gefuhrt werden, auf die Gestalt der resultirendeu Flache keinen wescnt- 
lichen Einfluss. Die den vertinderten Constanten entsprechende Flache ist 
namlich, wie nachgewiesen wird, entweder der ursprtinglichen Flache, oder 
dem durch Spiegelung an einer Ebene erhl tenen Abbild derselben con- 
gruent; ihre Gleichungen konnen einfach durch Coordinatentransformation 
in die der ursprünglichen Flache zuriickverwandelt werden. 
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Da man vermoge der Gleichung 

0 : 8 - ~ a = ( E G - F Z ) . k  
eine der unbekannten Punctionen (3, 3, 8 eliminiren kann,  so wird das 
Transformationsproblem a) durch die angegebenen Ueberlegungen darauf 
zùrückgeführt , 

erstens ein System von zwei sirnultanen linearen partiellen Differential- 
gleichuqgen erster Ordnung mit zwei Unbekannten zu integriren, 

zweitenv zwei gewohnliche lineare Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung zu integriren, 

drittcns eine Reihe von Quadraturen auszuführen. 
Die vorliegende Abhandlung geht über die bisher vorhandencn, das 

gleiche Ziel verfolgenden Arbeiten anderer Autoreu insofern hinaus, als sie, 
von der a l1  g e m e i n e n  Form des Quadrates des Linienelernentes der ge- 
gebenen Flache ausgehend, die nach der Kenntniss der Punctionen @, 8, 
@, bezw. D l  D', D" noch zurlickzulegenden Schritte eingehend erortert, 
dieselben auf ein geringeres Maass reducirt, als es bisher gelungen war, 
und alle Entwickelungen und Resultate i n  vollkommen symrnetrischer Form 
darstellt. 

Mit dieser Behandlung des Hauptproblerns werden umfangreiche, auf 
die simultano Transformation binsrer quadratischer Diffcrentialformcn be- 
ztigliche Ansftihrungen verbunden, deren Ergebnisse sich auch für die 
Ltisung anderer Fragen der Flachentheorie als werthvoll erweisen. 

I m  Einzelnen haben die vier Abschnitte, in  welche die Al~handlung 
eingetheilt is t  , folgenden Inhalt : 

Abschnitt 1. (S. 8-17.) Unter der Voraussetzung, dass die Deter- 
minante a = a,, a2, - der in den Differentirtlen d p ,  dq quadratischen 
Form 

A = a , l d ~ 2 + 2 a l , d ~ d g + a , z d q 2 ,  

in welcher a,,, a,,, a,, gegebene Functionen der reellen Veranderlichen 
p i  4 bezeichnen, von Nul1 verscbieden sei, wird ein Beweis des Satzev 
gegeben, dass der Ausdruck 

eine absolute Invariante der gegebenen Form A ist. Stellt A das Quadrat 
des Linienelementcs einer Oberflache dar, so is t  k das Kriimmungsmaass 
dieser Fliiche , dessen Inverianz schon von G a u s s  nachgewiesen worden 
is t ,  aber durch geometrische Betrachtungen. Der hier gegebene Beweis 
hat den Vorzug, rein analytisch zu sein, und gestattet daher den Schluss, 
dasv die Invarianz des Ausdrucks k auch für  solche Formen A bestehen 
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bleibt, welche nicht geeignet sind, das Quadrat des Linienelernentes einer 
FlLche darzustellen. 

Hierauf wendet sich der Herr Verfasser zur Entwickelung einer Reihe 
von spater anzuwendenden Hilfsformeln, welche sich auf die simultane 
Transformation binarer quadratischer Differentialformen beziehen. Den Aus- 
gangspunkt bilden zwei als gegeben betrachte Formen 

A = a,, d p a  + 2a, ,  d p  d q  + aez dq2, 
C= c,,dp2 + 2 c,, d p  dp + c,, dq2,  

deren Coefficienten sammtlich reellwerthige Functioneii der Variabeln p,  q 
bedeuten. Von der Form A wird vorausgeset,zt, dass sie gccignet sei,  ilas 
Quadrat des Linienelementes einer Plache darzustellen , wkhrend die Fariii C 
mer solchen Einschrankung nicht unterliegt. Gleichzeitig mit diesen beiden 
Formen werden noch zwei andere, von ihiien abhangende Formen, welche 
simultane Covarianten der gegebenen Formen darstellen, in 13etracht ge- 
Logen, niimlich 

B =  H . C -  K . A ,  
wo 

a11 c22 - 2 a12 C l 2  + a c n= -- E A ,  KIi= Cl1 Ce2 - cl," 
a11 a22 - al 1 a22 - a1s2 

gesetzt is t ,  und 

1 dq2 - d p d g  d p 2  1 

Uiese begleitenden Formen halien eine leicht anzugebende geometrische 
Bedeutung. Wenn n h l i c h  die Form A das Quadrat des Linienelementes 
einer Flache und die Form C für dieselbe Flache den Werth des Ausdrucks 
d X d z +  d Y d y  + d Z d z  darstellt, wo X ,  y ,  z und X,  Y, Z die früher 
erklarte Bedeutung haben, so wird 

. B =  d X s +  d Y 2 +  d Z 2 ,  

wahrcnd die Gleichung E =  O die Diff~entialgleichung der beiden Schaaren 
Ton Krümmung~linien der Flache darstellt. 

Untjer Aiisschliessuug des Falles H 2  - 4K= 0 (geornetrisch ist dies 
der Fa11 der Kugel) wird nun Folgendes nachgewiesen: 

Wenn man unter w, W' die beiden stets reellen Wurzeln der Gleichung 

w"Ew+K=O 
versteht, so konnen die vier gemeinschaftlich betrachteten Ansdrticke A, B, 
C, E durch Einführung von zwei neuen von einander unabhangigen 
Variabeln zc, v an Stelle von p und q stets gleichzeitig auf folgende For- 
men gebracht werden : 

A 3 a,,* d u e  + a,,' d v2, 
C = w a,,* du" +'a2,* d v2, 
R = w%, ,* d d+ w'%-~* d v2. 

E = /a l l* .  a,,* (eu'- w) d u  d u .  
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Hieran schliesst sich die Entwickelung von zwei für diese Trans- 
formation geltenden und spater anzuwendenden Transformationsrelationen, 
in welchen ausser den Coefficienten der Formen A und C noch die par- 
t i e l l e ~  Differentialquotienten einer willkürlich anzunehmenden Function @ 

von p und q vorkommen. 
Abschnitt II (S. 17 -23) enthalt eine allgemeine Methode zur Bildung 

solcher sirnultanen Invarianten der gegebenen Formen A ,  Cl welche ausser 
den Coefficienten dieser Formen noch die partiellen Differentialquotienten 
erster Ordnung dieser Coefficienten, aber keine Differentialquotienten hohorcr 
Ordnimg enthalten. Zum Schluss wird die Frage erledjgt: Wie miisuen 
die Coefficienten cl,, c,,, c,, der Form C beschaffen sein, damit die ge- 
gebene Porm A durch Einfiihrung der im 1. Abschnitt definirten Variabeln 
zc, v die Gestalt f (u, v) (du2+ dv2) annehme? Die L6sung dieses Problems 
enthalt als speciellen Fa11 die Beantwortung der Frage: Unter welchen 
Bedingungen sind die Krümmungslinien einer gegebenen Flache geeignet, 
dieselbe in unendlich kleine Quadrate zu theilen? 

Abschnitt III (S. 23-31) behandelt das Transformationsproblem a) 
und zugleich mit dicsem das Problem a*) in der schon oben bcsprochcnen 
Weise. Unter der Voraussetxung, dass die Integration der in Frage kom- 
menden partiellen Differentialgleichungen geleistet sei,  werden die hiernach 
zur Kenntniss der Functionen x ,  y,  s noch zurückzulegenden Schritte an- 
gegeben. 

I n  Abschnitt I V  (S. 31-43) werden flir die drei unbekannten Func- 
tionen , welche dem Gleichungssystem 1 unterworfen sind , Ausdriicke an- 
gegeben, welche nur eine einzige unbekannte Function enthalten, und den 
Gleichungen 1 Genüge leisten, sobald die neu eingeführte unbekannte 
Punction eine gewisse partielle Diffcrcntialglcichung zweiter Ordnung erfüllt. 

Hierdurch ist indessen, wie nachgewiesen wird, die Zurückfüh~iing 
der Gleichungen 1 auf eine einzige Differentialgleichung, deren Integration 
zur Erledigung des Problems a )  nicht allein hinreichend, sondern auch noth- 
wendig ware , noch nicht geleistet , da der Inhalt der partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung an reellwerthigen Integralen denjenigen über- 
trifft, der mit dern Problem der Abwickelbarkeit in Zusammenhang steht. 
Nur wenn man an Stelle des Problems a) dss Problem a*) botrachtet und 
ftir dieses die entsprechendo partielle Differentialglcichung zweiter Ordnung 
aufstellt, erweist sich deren Integration zur Erledigung des Problems als 
ausreichend. 

In  einem Falle jedoch gelingt es, auch die Erftillung der Gleichung a) 
an die Integration einer einzigen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zu kniipfen, deren gesammter Inhalt a n  reellwerthigen Integralen 
den durch die Erftillung der Gleichung a )  gebotenen nicht übertrifft. ES 
ist dies derjenige Fall, in welchem die gegebene quadratische Form 

E d p " 2 P F d p d q + G d q 2  
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das Quadrat des Linienelenientes einer Flache von convtantem Krümmu~igs-  
maass darstellt. 

Es wird gezeigt, dass in diesem Pal1 jedes reellwerthige Iiitegral der 
~artiellen Differentialgleichung auf drei Functionen a, y ,  z fiihrt, die der 
Gleichung a) genügen, und das3 auch umgekehrt je drei Functionen s, Y, 
z, welche die letztere erfiîllen, ein reellwerthiges Integral der Differential- 
gleichung bestimmen. Bus dem Beweis der letzteren Behauptung ergiebt 
sich beilaufig das folgende, auf die Fliichen vom Kriimmungsmaass Eins 
bezügliche Resultat : 

Den Punkten einer gegebenen Flache vom Krümmungsmaass Eins ent- 
sprechen stets die Punkte einer zweiten durch sie bestimmten Pliiche vom 
gleichen Krümmungsmaass derart, dass das Linienelemeut der ersten dein 
Linienelement der Abbildung der zweiten auf die G a u  s s '  sche Kugel gleich 
ist, und unigekehrt. Hei dieser Zusammengeh6rigkeit sind die Krümmungs- 
linien beider Flachen ent~prechende Linien, und die Hauptkrtimmungen in 
entsprechcnden Punktcn einandcr gleich, jedoch in Bezug auf die zugehorigen 
Krümmungslinien untereinander vertauscht. 

Zum Schluss werden die Elemente einer Krürnmungstheorie der Flachen 
entwickelt , welche der Voraussetzung entspricht, dasv die Cosinus der Winkel 
der in einem Punkte (p, q )  einer Fliiche errichteten Normalen mit den Coor- 
dinatenaxen als Functionen der Variabeln p,  q gegeben seien. 

H. V. MANGOLDT. 

Die analytische und die projectivische Geometrie der  Ebene, die Kegel- 
schnitte anch nach denMethoden d e r  darstellendenund der  elementar- 
synthetischen Geometrie, mit Uebungsaufgaben. Für h6here Lehr- 
anstalten und fur den Selbstunterricht bearbeitet von Dr. HEINR. 
FUNCKE, Oberlehrer in Potsdam. Potsdam 1885, Verlag von Bug. Stein. 

Diese tretfliche Schrift enthalt in ftinf Abtheilungen und auf 107 Seiten 
sin reiches Material und ist, nach der Ueberzeugung des Referenten, durch- 
aus padagogisch brauchbar. So k t  streng der Grundsatz befolgt, .das storende 
Nachschreiben und zeitverschwendende Ausarbeiten iiberflüssig zu machen, 
das nützliche Construiren, Nachrechnen und Repetiren aber zu bef'irdern". 

Im Einzelnen bemerken wir Polgendes. 
Der erste Theil, von S. 8 - 14 reichend, tragt die Ueberschrift: 

D er P u n k  t. IIier finden wir die orthogonalen und schiefwinckligen Pa-  
rallelcoordinaten, die Polarcoordinaten und die Formeln der Transformation. 
Daran schliessen tiich die Entfernung zweier Punkte, der Inha!t eines Drei- 
ecks, die Bcstimmung eines Thcilpunkts der Strecke. Es  ist  sehr zu billigcn, 
dass Verfasser nur die F i g n r  e n und die definitiven R o s u l  t a t  e giebt,  d e  
die mit allen Hilfslinien vorliegcnde Xeichnung den fehlenden Text mehr 
als genügend ersetzt. Cnmittelbar hieran schliesst sich der Satz über das 
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Doppelverhiiltniss der vier Punkte und Strahlen, woran sich eine ebent~o 
kurze wie klare Darlegung der projectivisch-geometrischen Grundlagen an- 
schliesst. 

Der zweite Theil geht bis Sejte 21 und behandelt die G e r a d e .  Auch 
hier haben wir wieder die analytische und projectivische Behandlung. 

Der dritte Theil geht bis Seite 24 und behandelt den K r e i s .  Hier 
finden wir in  der analytischen Behandlung die Tangente, Kormale mit 
ihren Gleichungen; ebenso die Langen derselben, sowie die der Subtangente 
und Subnormale. I n  der projectivischen Behandlung wird der Kreis bc- 
nutzt, um den Anfsnger i n  einfachstcr und zweckmiissigster Wcise mit der 
Cnrvenerzeugung durch Stra,hlhüschel und Punktreihe vertraiit zu machen. 

Der vierte Theil geht bis Seite 71 und behandelt die K e g e l s  ch n i t t  e. 
Hier beginnt der Verfasser mit der Erzeugung am geraden Kegel und ge- 
langt durch Zuhilfenahme der harmonischen Theilung zum Mittelpunkt, zu 
den Hauptaxen und zu den Asymptoten der Hyperbel. Auch die Gleichung 
dieser Curve, bezogen auf die Asymptoten als Axen, wird angegehen. Die 
Brennpunktseigenschaften werden ebenso am geraden Kegel mit Hilfe der 
Berührungskugeln gewonnen. Allein die Behandlung weicht von der all- 
gemein iihlichen dadurch ab ,  dass die für alle drei Kegelschnitte giltige 
Definition direct angestrebt und leicht ermittelt wird. Von den Brenn- 
punktseigenschaften wird alsdann Gebrauch gemacht,   un den Zusaminen- 
hang mit dem Tactionsproblem einerseits und xur Tangentenschaar andrer- 
seits festzustellen. So gelangt Herr B. zu den drei Gleichungsformen, an 
welche sich zum Schluss die sehr elegarite Discussion der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades auschlicsst. 

Die angeschlossencn 122 Aufgaben enthalten rcichen Stoff. Diesclben 
zeugen von dern wissenschaftlichen Sinne des Verfassers. Unter den Anf- 
gaben finden wir gelegentlich die Liniencoordinaten erh-tert. Herr F. zeigt 
sich hier mit den neuesten Erscheinungen vertraut. 

Den Schluss bilden einige Erorterungen aus der hoheren Curvenlchre. 
Hier finden wir nicht nur i n  kurzen Zügen die Theorie entwickelt, sondern 
auch a n  vielen interessanten Beispielen die Anwendung der Grundsiitze er- 
lhutert. Sclbst transsccndente Curven fehlen nicht. 

Ein Abriss der Differentialrechnung ist angehangt. 
Referent ist der Ueberzeiigung, dass das Buch entschiedenes Lob ver- 

dient. ' Wenn dassellse, seinem Tite1 nach, für hohere Lehranstalten xu- 
niichst bestimmt ist, so wird auch der Studirende an der IIochschule die 
Schrift mit entschiedenem Nutzen durchmachen. Wer den reichen, auf 
107 Seiten zusammengedr%ngten StoE in den ersten Semestern zu seinem 
geistigen Eigenthum gemacht ha t ,  darf sich überzeugt halten, für seine 
weiteren Studien eine gediegene Grundlage zu besitzen. 

C o e s f e l d ,  Februar 1886. K. SCHWERING. 
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Der orenzbegriff i n  der Elementarmathematik. Von HEINRICH VOGT. 
Progrrtmm des Kgl. Friedrichs-Gyrnnasiums in Breslau. 1885. 

Dicscr mathematisch - philosophischc Aufsatz bchandelt , in zwci Haupt- 
theile zerfnllend, die g e o m e t r i s c h e n  G r u n d g e b i l d e  und d a s  M e s s e n  
und d i e  I r r a t i o n a l z a h l .  Durch eingehende Analyse der Regriffe Punkt, 
Linie, Flache gelangt der Verfasser zu dem Schliisse, ,,dass die vorstell- 
baren Gebilde keine Grenzen und die Grenzen nicht vorstellbar sindY. 
Iuleressnnt sind seine Erorterungen besonders beztiglich der Zenonischen 
Beweise. Im zweiten Theile noch mehr als im ersten wird die S t e t i g -  
k ei t a10 Begriff einer philosophisch - mathematischen Analyse unterzogen. 
Hier gelangt der Vsrfasser zu dern Satze, dass durch einen unendlichen 
Proccss ein Punkt  und ebenso eine Zahl bestimmt sei - die G r e n z e  
dieses Processes. So,  glaubt e r ,  sei die Stetigkeit der Zahlenreihe ausge- 
sprochen und die stetige Natur der Linie dem unstetigen, messenden, 
zithleuden Vorgehen des Verdandes erst angreifbar gemacht. 

Lesenswerth, auch vom historischen Standpunkte aus , sind die Aus- 
führungen des Verfassers, welche die C u r v e n r e c t i f i c a t i o n  und die 
Losung dieser Aufgabe , sowie die der verwandten, der B l a c h e  n c O rn p 1 a - 
na t i  on  , bei den Griechen betreffen. 

Der Verfasser zeigt eine eingehende Literaturkenntniss. Referent kann 
die kleine Gelegenheitsschrift nicht nur ala lesenswerth. sondern auch als 
l e s b a r  bezeichnen. Die Sprache ist trotz philosophischen Inhalts deutsch. 

Co e s f e l  d ,  Febriiar 1886. K. SCUWERINQ. 

Lehrbnch der  Mathematik. F ü r  den Schul- und Selbstunterricht bearbeitet 
von Dr. HERMANN GERLACH, Oberlehrcr in Parchim. Zweiter Theil : 
Elemente der Planimetrie. Fünft,e verbesserte und vermehrte Auf- 
lage. Dessau, Verlag von Albert Reissner. 1885. Preis 1,80 Mk. 

Man kann es nicht leugnen: Die Zahl der Anhiinger jener pzdagogischen 
Lehrmeinung, die das Hauptziel des geometrischen Unterrichfs im Aufgaben- 
I6sen erblickt, ist im Zunehmen begriffen. Von P e  t e r  s e n  ist diese Rich- 
tung durch sein vom Referenten iu dieser Zeitschrift besprochenes treffliches 
Buch vielleicht am entschiedensten und zugleich mit dem meisten Geschick 
vertreten worden. Al3 Reprasentanten einer zweiten Richtung mochten wir 
Spi  e k e r  nennen. E r  entfernt sich rticksichtlich der Anordnung und Auswahl des 
Stoffes nicht so weit vom Hergebrachtcn. A b e r  j e  d e m k tir z o r e n ,  i n  s i c  h 
g e s c h l o s s e n e n  L e h r v o r t r a g e  f o l g t  e i n e  p a s s e n d e  A n f g a b e n -  
s a m m l u n g .  Zweifellos lasst sich auch hierbei fiir den Unterricht ein 
schoner Erfolg erzielen, wenn der Lehrer umsichtig genug ist, die Gefahr 
der blos mechanischen Eintibung und den Ehrgeiz zu meiden, alle Auf- 
gaben, welche das Buch bietet, mit seinen Schiilern losen zu wollen. Dann 
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hat  es gewiss seine unleugbaren V o r d g e ,  dass der Uebungsstoff nicht an 
das Ende des Buches verwiescn und wie ein Ballast vcrstaut n i rd ,  sondcrn 
den Vortrag überall belebcnd durchdringt. 

Auch der Verfasser des in  der Ueberschrift bezeichneten 158 Seiten 
starken Blichleins hat den Stoff wie Rerr  S p i e k e r  bearbeitet: jedem in 
sich abgeschlossenen Lehrvortrage folgt unmittelbar eine Sammlung von 
Uebungssatzen und Aufgaben. 

Im Einzelnen bemerken wir Folgendes. Die Parallelentheorie ist gauz 
in  den Anfang gestellt und wir erhalten S. 11 als Grundsatz : , Zwei Linien, 
wclchc mit einer Transversalo ungleiche Gcgenwinkel bilden, convergiren 
nach der Seite, auf welcher die ausseren Gegenwinkel grosser als die inneren 
sind. Y Das ist dem Wesen nach, wie auch der Verfasser sagt , das e 1 f t  e 
A x i  o m  d e s  Eu k l i  d ,  nur mit einer Aenderung , die uns keineswegs gltick- 
lich zu sein scheint. 

S. 23 flgg. findet sich eine Zusammenstellung von G r  u n d  a u  f g  a b e n , 
denen die Lehrsiitze tiber das V i e  r e c  k ,  besonders das P a r  a l l e l o  g r  a m  m 
S. 30 folgen. S. 35 werden wir mit  den Hauptsiitzen tiber den H 6 h e n  - 
p u n k t  und S c h w e r p u n k t  bekannt. E s  folgen d i e V i e l e c k e  und S.41 
der K r e i s .  Unter den Uebungssatxen bemerken wir den vom P e u e r -  
b a c  h ' s  c h e n  K r e  i s e ,  welcher hier uns etwas friihzeitig zu kommen 
scheint. Es  folgt S. 57 eine Sammlung von 180 Aufgaben. Einige Haupt- 
aufgaben sind durch Sperrdruck hervorgehoben; auch fehlen an wichtigeren 
Stellen nicht Andeutungen zur Losung; doch hatte der Verfasser in beideri 
Beziehungen weiter gehen dürfen. Gelegentlich der A u  s m e s  s u  n g d e r  
F i g u r e  n gelangt der Verfasser zur Rearbeitung des Begriffes der Co m - 
m e n s u r a b i l i t a t .  Die Behandlung ist streng; nur wirkt es auf den 
Leser einigermassen storend, dass gerade a n  der Hauptstelle 5 97, 3 auf 
die A r  i t h  m e t  i k  des Verfassers verwiesen wird. Wir  sind weit entfernt, 
dem Verfasser die B e r  e c h  t i g u  n g zu diesem Verfahren zu bestreiten ; 
aber es erscheint uns als didaktisch wichtig, einen dem Schüler niemals 
g a n z  leicht erscheinenden Satz gerade an der Stella, wo er sich von selbst 
aufdrangt, vollig zu erledigen und den Lernenden nicht durch eine solçhe 
Verweisung bei seiner Mühe unniitz zn kranken. Der P y t h a g o r e  i s c h e 
L e h  r s a t z wird sofort durch Anwendungen auf metrische Relationen am 
Dreieck und Viereck fruchtbar. Es  folgen A e h n l i c h k e i t  und P r o p o r -  
t i o n e n  a m  K r e i s e ;  den Schluss bilden die Siitze über das S e h n e n -  
v i e r e c k  von P t o l e m i i u s  und B r a h m a g u p t a .  Darau schliessen sich 
109 Aufgaben vermischten Inhalts,  die recht zweckmassig sind. 

Der Verfasser gelangt nunmehr a d  S. 119 zu der Lehre von den 
T r a n s v e r s a l e n ,  den h a r m o n i s c h e n  P u n k t e n ,  den P o l a r e n  und 
den P o t e  n z l i  n i e  n. Wir k6nnen nicht umhin, die Behandlung diesos 
Theiles, besonders aber die Darstallung der Lehre von den T r  a n s  - 
v e r s  a l e n  als eine durebaus g u t e  zu bezeichnen. Mit Recht verschmhht 
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der Verfasser die den Schüler nur  verwirrende Einfiihrung d3r Vorzeichen; 
auch lasst er sich dadurch nicht, wie n e r r  S p i e k e r ,  zur Darstellung der 
Sitze des C e v a  und M e n  e l a u s  in  Productform drangen, sondern er ge- 
braucht kühn das zeichenlose Theilverhiiltniss. Uamit jedoch der Verdacht 
der ,Unkenntnissu vermieden werde, scheint zu II die Anmerkung zu 
stehen, welche das Vorzeichen erwiihnt. Sie hatte fehlen dürfen. Es folgt 
S. 133 die K r e i s m  o s s u n g ,  und den Schluss des ganzen Buches bildet 
eine schone Sammlnng von Anfgaben aus der r e c h n e n d e n G e  O m e t r  i e 
nebvt Anleitung zu ihrer Losung. Mit Recht wird diesem Theile der 
niederen Geometrie in neuerer Zeit mehr und mehr Aufmerksamkeit zu- 
gewandt. Diese Aufgaben konnen eine treffliche Vorschule der analytischen 
Geometrie bilden und sollten mit einiger RIicksicht auf diesen Zmeck ge- 
nahlt werden. 

Fassen wir unser Urtheil zusammen. Der lehrende Theil ist klar und 
nohlgeordnet; er weicht vom Rergebrachten weder nach Aufstellung, noch 
Umfang bedeutend ab. Die Aufgaben sind zweckmassig gcwxhlt und ge- 
ntigcnd zur Losung vorbeïeitet. Vielleicht thot der Verfasser gelegentlich 
einer neuen Auflage hierin noch ein Mehreres. Besonders gelungen sind 
die letzten Abschnitte des Buches. 

Druck, Papier und Figurenzeichnung sind angemessen. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWEBING. 

Ebene Trigonometrie zum Gebrauche an Landwirthschaftsschulan, hoheren 
Bürgerschulen und ghnlich organisirten Anstaltcn, sowie zur Selbst- 
belehrung , von Dr. A. GROSSE - BOHLE. Preiburg im Breisgaii, 
Herder'sche Verlagsbuchhandlung 1885. Preis: 0,90 Mk. 

Das Büchlein ist 55 Seiten stark und entwickelt dennoch in ausführ- 
lichem Lehrvortrage den Gegenstand. Es ist ganz zweckmassig fIir die 
Erreichung der Absicht des Verfassers, dass e r  den Coordinatenbegriff für  
die Bevtimmung der W i n k e 1 f u n  c t i O n e n  i n  den Vordergrnnd stellt. 
Wendet er sich doch besonders a n  Leser, welche schon im praktischen 
Leben stehen oder docb in einer praktischen Berufsstellung von der Tri- 
gonometrie Gebrauch zu machen gedenken. Der aufgewandte Raum (fast 
15 Seitcn) schcint dahcr nicht unnutg verbraucht. Vi:llcicht hiitte die 
directe Aussage : .Hier liegen rechtwinklige Parallclcoordinaten voru dem 
Lernenden i n  noch schgrferer Betonung vorgeeagt werden sollen. Gelegent- 
lich der negativenY Winkel hatte Herr G r O s s e - B O h l  e sich einer grosseren 
Kiirze befleissigen sollen. Merkwürdiger Weise fehlen iiberall die Klammern 
um die negativen Argumente. Die Entwickelung der Additions- und Sub- 
tractionstheoreme für die tg- und cot-Punctionen ist kaum etwas Anderes 
als eine Papierverschwendung. 

Die folgendeil Aiifgaben ~ i n d  durchaus vernünftig gewahlt. Man findet 
die vier Grundaufgaben fur  Dreiecksberechnung , Inhaltebereohnungen auch 
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von Vierecken, endlich praktische Aufgaben der Peldmessung. Von der 
Bearbeitung solcher Aufgaben , die a m  Gymnasium die Hauptrolle spielen 
und bei ihrer geometrischen Wichtigkeit spielen müssen, sieht der Ver- 
fasser mit Recht ab. Leider verunstaltet der Verfasser seine durchgeführten 
Musterbeispiele dadurch, dass er bei f ü n  f s t e l l i g  e n Logarithmen nicht 
allein S e c u n d e n ,  sondern sogar Z e h n t e l ,  ja H u n d e r t s t e l  Secunden 
berechnet. Wenn Herr G r  o s  s e - R o h  1 e sich einrnal die Ivlühe nehmen will, 
etwa die Seite 38 stehende Aufgabe mit siebenstelligen Tafeln genau aus. 
zurechnen, so wird er n i c  h t  y = 23 37' 45, 83" erhalten. Und was sol1 
denn der praktische Trigonometer mit Bogensecunden überhaupt anfangen? 

Von einigen Uuebenheiten abgesehen ist das Uüchlein anerkennens- 
werth und wi r~ l  sich als praktisch brauclibar herausstellen. 

Druck und Papier (Herder'scher Verlag) sind trefflich. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWERINO. 

Ebene Geometrie fiir Schulen, von Dr. GEORG RECKNAGEL, Professor 
für Physik und technische Mechanik, Rector der k. Industrieschule 
zn Kaiserslautern. Dritte verbesserte und vermehrte Auflage. 
München, Sheodor Ackermaun. 1883. Preis 2,00 Mk. 

Auf 202 Seiten behandelt das in  der Ueberschrift be~eichnete Buch 
den Lehrstoff, welcher auf unseren hoheren Schulen in der Geometrie be- 
arbeitet zu werden pflegt. 

Die 10 ersten Sciten sind der Erorterung der Vorbcgriffo gewidmct. 
Hier begegnen wir dem .Lehrsat,zeU: Sind zwei Grossen, A und B, einer 
dritten Grosse C gleich, so sind sie auch unter sich gleich. Weiter zer- 
fiillt das Buch in v i e r  T h e i l e ,  von denen der e r s  t e bis S. 98 reicht und 
, , C o n g r u e n z u  tiberschrieben ist. n i e r  finden wir in der P a r a l l e l e n -  
t h e o r i e  S. 1 7  den Lehrsatz: "1st die Summe von einem Paare innerer 
Gegenwinkel kleiner als ZR, so schneiden sich die geschnitteuen Geraden 
auf derjenigen Seite der schneideudeu, wo dieses Winkelpaar liegt." Dam 
bemerkt eine Fussnote, der Beweis k h n e  vom Anftinger übergangen wer- 
den. Feiner sagt die Vorrede in Rezug auf diesen Punkt: ,Infolge eines 
Missverst~ndnisscs ist der Nachdruck der ersten sieben Bogen schon vor 
mehreren Jahren voranlasst worden. Deshalb ist der R e r t r a n  d 'sche Be- 
weis in der Parallelentheorie stehen geblieben, obwohl ich heiite von seiner 
Unzultinglichkeit iiberzeugt b h U  Schade, dass Lehrer und Schtiler beim 
Gebrauche des Buches unter diesem Missverstandnisse leiden miissen. 

I m  Ganzen ist die Darstellung ausführlich und klar; haufig werden 
die Beweise der Lehrsatze nur  ihrem Gange nach angedeutet, aber diese 
Andeutungen genügen auch wirklich für die Zwecke der Schule. Recht gut 
iut der auf S. 69 beginnende Anhang, welcher Constructionl;aufgaben ent- 
hiilt. Dieselben sind durch eine geniigende Anleitung dern Verstandniase 
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nahe gebracht. Der Verfasser schickt einige Erklarungen voraus und deutet 
bei schwierigeren Aufgaben den Weg zur Losung an. 

Der z w  e i  t e Theil: Flacheninhalt der FigurenY, geht bis S. 119. 
Derselbe enthalt natürlich auch den Pythagoreischen Lehrsatz und Anwen- 
dungen dieses Satzes zu Berechniingsaufgaben. 

Der d r i t t e  Theil flihrt die Ueberschrift: ,, Die Form der Figuren.' 
Er  wird mit einer kurzen Darstellung der Hauptsgtze der Proportionenlehre 
ganz zweckmassig eingeleit,et. Wir  erhalten den H a  u p  t s a t z , welcher dann 
auf die H a l b i r u n g s l i n i e  des Winkels und auf die h a r m o n i e c h e  T h e i -  
lung angewandt wird. Hieran schliessen sich die Satze des M e n e l a u s  
und Ceva.  Referent vermag weder diese Anordnung (vor den Aehnlich- 
keitskriterien!), noch die Verwendung der Streckenproducte sonderlich zu 
rülimen. Die kurze Form der Beweise missfallt ihm ganzlich. Die A e h n -  
lic h k e i t s k r i t e  r i e n  werden alsdann nebst manchen Zuaatzen vorgetragen 
und zum Bcweise der P r o p o r t i o n e n  a m  K r e i s e  benutzt. Ein Anhang 
liefert in giiter Auswahl a l g e b r a i s c h - g e o m e t r i s c h e  Aufgaben (laut 
Vorrede von Herrn W. W i n t e r  herriihreud), und 80 beginut auf S. 172 
der v i e r t e  Theil. 

Derselbe ist der C y k 1 O m e t r i e  und den damit zusammenhangenden 
geometrischen Dingen gewidmst. Wir bemerken die S#tze über das 
S e h n e n v i e r e c k ,  Heziehungen des u m g e s c h r i e b e n e n ,  sowie der v i e r  
e i n g e s c h r i e b e n e n  K r e i s e  am Dreieck. Bezliglich der Zahl n bemerkt 
eine Fussnoto, dass sie ,spLter ohne Nutzen bis auf 140 Stellen genau 
berechnet worden sei.' Als Anhang finden wir ,I s O p e r i m e t r i  s c h e 
SatzeiL, die im Ganzen recht ansprechend vorgetragen sind; nur will dem 
Referenten die in 5 247 gewahlte Xethode (durch verka,ppte Differential- 
rechnung) gerade dort nicht so sehr zweckmassig scheinen, wahrend sie 
sonst,  z. B. bei stereometrischen Aufgaben, haufig sehr am Platm ist. D m  
Schluss bildet das A p o l l o n i s c h e  B e r ü h r u n g s p r o b l e m ,  wobei man es 
auffallend finden kann,  dass nicht auch der bertihmte Geometer, welcher 
die mitgetheilte L 5 s u  n g gegeben ha t ,  namhaft gemacht wird. 

Das Buch ist nach Stoff und Daratellung als brauchbar mzuerkennen. 
Das Papier und der Druck sind angemessen, die Zeichnung der Piguren 
k t  theilweise sehr sorgfsltig. 

C o e s f e l d ,  1886. K. Scaw~swo.  

Planimetriache Constrnctionaanfgaben nebst Anleitung zu deren Losung. 
Für hohere Schulen. Methodisch bearbeitet von E. R. MÜLLER. Olden- 
burg,  Druck und Verlag von Gerhard Stallirig. 1886. 

Ein handliohee Büchlein; Taschenformat; 66 Seiten. Figuren fehlen. 
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Der Inhalt gliedert sich in zwei Theile; der erste Etihrt die Ueber- 
schrift: ,Aufgaben ohne Verh51tnisseu, wahrend der zweite sich ,,Aufgaben 
mit Verhtiltnissen" betitelt. 

Auf S. 10 finden wir: ,Einfache Aufgaben liber das Dreiecku, denen 
S. 12 ,,L6sungenu nachgeschickt sind. Diese Losungen behandeln in kurzer, 
jedoch vollstandigcr Aiisführung folgerde vicr Aufgaben: Ein rechtwinkligcs 
Dreieck aus eiiier Kathete und der zur Hypotenu~e  gehtirenden HGhc, ein 
ebensolches ails einer Kathete und der ziir Hypot,enuse gehorenden Winkel- 
halbirungslinie; ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen aus der Basis 
und dem Winkel an der Spitze; ein Dreieck zu zeichnen ails zwei Seiten 
und der zu einer dieser Seiteu gehorenden II6he. P ü r  die letzte erhalten 
wir ,, zwei" Losungen. Es  folgen nun verschiedene Aufgabengruppen, bei 
denen hiufig zunichst eiuige darauf bezügliche Siitze, d a m  die Aufgaben 
und zum Schluss einjge ,,L6sungenU angegeben sind. So sind z. B. im 5 9 
S. 22 ,, Dreiecksaufgaben über die Summe zweier Hohen oder ihre Differenz" 
gesammelt. Die zur Losung führcndcn Siitze, welcho sonst als ,,Anleitiing 
zur L6siing" gegeben zu werden pflegen, gehen voraiis, dann folgen 40 
Aufgaben und den Schluss bildet die Darstellung des Musterbeispiels: 
a + b ,  ha + hb und p. Man kann an diesem Verfahren, je nach Geschmack, 
Deutlichkeit loben oder Breitspurigkeit tadeln. Von hervorragender Bedeu- 
tung ist es kaum. 

I m  5 20 finden wir ,,Vermischte Aufgaben über Punkte und Gerade". 
Hier finden wir Aufgaben - wir greifen ganz willkürlich hinein - wie 
Aufgabe 31, wo verlangt wird, eine gegebeue Strecke auf eine Gerade zu 
projiciren. Dcr Vcrfasser sagt darübcr in der Vorrede ,, . . . warurn ich Auf- 
gaben, welche im Anfange durcbgenommen werden mtissen, nach 5 20 ver- 
wiesen habe und dergleichen mehr, das sind Dinge, über die ich mieh wohl 
nicht zu rechtfertigen brauche." Dieser Anordnung des Verfassers an den 
Leser wollen wir uns fügen und darum anch i n  5 21, und nicht früher, 
lernen, wie man in einem gegebenen Punkte an einen gegebenen Kreis die 
Tangente legt (Aufg. 13, S. 40) oder wie man in einem Kreise eine Sehne 
von vorgeschriebener Lange durch einen Piinkt zieht. (Aufg. 21, S. 40.) 

5 24 enthalt einige geometrische Oerter und 5 23 einige allgemeine 
Betrachtungen über geometrische Constructionsaufgaben. Unter den letxteren 
finden wir die Aufgabe a ,  c, h, (siehe oben!) als Beispiel und mit einer 
halben Seite Druckschrift bedacht. Ferner finden wir dort:  ,,Sol1 ein Kreis 
in  einem . . . Punkte berührt werdcn, sa ist haufig die zugehorende Tan- 
gente als Hilfslinie zu nehmenmLL 

Auf S. 51 beginnt mit 5 26 der x w e i t e  T h e i l ,  welcher Aufgaben 
,,mit Verhaltnissen" enthl l t  und dieselben auf den noch übrigen 15 Seiten 
behandelt. 

Ausser Aufgaben, wie die S. 53, Nr. 13 stehende, welche aus a : b,  
a + c ,  b + c ein Dreieck construiren llisst, finden wir auch manche recbt 
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interessante. So sind die Aufgaben tiber a2+ b8 iind die tiber die Winkel- 
halbirer 5 35 recht gu t ,  aber auch meist recht gu t  bekannter Altviiter- 
hausrath der Aufgabensamrnlungen. 5 3 7  bietet das Bertihrungsproblem 
des A p o l l  o n i i i s  von Perga oder, wie der Verfasser schreibt, von P e r g a ;  
im Inhaltsverzeiühniss finden wir sogar durch einen seltsamen Streich des 
Setzerteufcls einen ,, Apollinischen " Kreis und einen ,, Apollinius I L  von 
Perga. Die L6sung ist die bekannte Wtere. Den Schluss bilden in $j 37 
,,Vermischte Aufgaben". Dieselben, 18 a n  der Zahl, behandeln erstens 
Aufgaben ,,mit Verhiiltnissen", welche sich ergeben, wenn man durch einen 
gegebenen Punkt  eine Gerade zieht, welche die Schenkel eines Winkels 
schneidet; zweitens werden in gegebene Figuren wie Dreiecke, Kreisaus- 
schnitte u. a .  W. Quadrate, Rechtecke u. S. W. beschrieben. Wenn der Leser 
hier keine rechte , ,Mis~hung '~  6ndet und auch die au€ dem Titelblatt an-  
gektindigte ,, mcthodische Bearbeitung '' vermisst , so hat er sich daran zu 
erinnern, dass der Verfasser in der Vorrede aber  ,, dergleichen mehr " ,, sich 
wohl nicbt eu rechtfertigen braucht". 

Referent hat zwar in  dem Büchlein weder didaktisch, noch wissenschaft- 
lich bemerkenswerthe neue Gesichtspunkte entdeckt; aber er will doch gern 
anerkenneu , dass der Durchschnittsstoff der planimetrischen Aufgaben in 
dernselben geboten wird. Soweit Referent sich s u  überzeugen Gelegenheit 
fand, ist auch jede dufgabe gentigend zur Losung vorbereitet. Und das 
ist immerhin ein Vorzug. 

Druck. Papier und aussere Ausstattung sind gefgllig. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWERIKQ. 

BeitrLge zur  analytischen Geometrie der  Curven und Flbchen zweiten 
Orades von Dr. J u ~ r u s  GYSEL. Osterprogramm 1877  des Schaff- 
hauser Gymnasiums. 35 S. - Ueber die sich rechtwinklig schnei- 
denden Normalen einer  Flkche zweiten Grades von Dr. JCLIUS 
GYSEL. Osterprogramm 1885 des Schaff hauser Gymnasiums. 59 S. 

Die beiden sehr interessanten Programme, tiber welche wir berichten, 
beechaftigen sich mit Entwickelungen, die in engstem Zusammenhange stehen. 
Im 1. Programme (1877) hat der Verfasser zuerst die Unicursa.lcurve 6. Gra- 
des untersucht, welche der Ort der Durchschnittspunkte zweier zu einander 
senkrecht stehenden Normalen an eine gegebene Ellipse ist. Dann in den 
Raum tibergehend, hat er die Frage nach dem Orte der Durchschnittspunkte 
zweier zu einander senkrecht stehenden Normalen an ein gegebenes Ellip- 
soid zu behandeln angefangen, wobei die Bedingungsgleichung der Ebene 
zweier solcher zu einander scnkrechten Normalen ermittelt wurde. Auch 
die Frage, ob es Raumpunkte gebe, f'iir welche ein System von drei gegen- 
seitig senkrechten Normalen zu dem gegebenen Ellipsoide vorhanden ist, 
fand bereits damals Beantwortung. Das II. Programm (1885) s&t die 
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auf zu einaiider senkrechte h'ormalen von einem Punkte aus an ein gegebenes 
Ellipçoid bezüglichen Untersuchungen fort und gelangt zu den Beziehuugen, 
welche die behandelten I-ragen znr C l e b s  c h  'sctien eindeutigen Abbildung 
gewisser Hachen auf eine Eberie besitzen. Der Ort  jenes Durchschnitts- 
punktes zu einander senkrechter Normalen ergiebt sich als eine Plàcbe 
20. Grades (Po), deren Punkte Coordinaten besitzon, welche quadrirt ratio- 
nale Fnnctionen 4. Grades zweier Parameter sind. Die Fliiche FZ0  in der 
letzterwiihnten Weise analytisch dargestellt, ist nun in der Ebene eindeiitig 
abbildbar, wobei sechs Fundamentalpunkte der Abbildung sich ergeben, 
eiltçprechend den Durchschnittspunkten der zwei Curven 4. Orcinung, in 
welchen zwei Ebenen die FZ0 schneiden. Gewisse Ebenen, die Hauptebenen, 
schneiden FZ0 in  einer Curve 6. Ordnung, die sich als Unicursalcurve zeigt. 
Nur in einer Hauptebene oder in der unendlich fernen Ebene giebt eu 
Punkte, für welc,he eine Normale an das Ellipsoid senkrecht zu zwei 
andcrcn Normalen stcht. Sollen skimmtliche drei Normale paarmcise cincn 
rechten Winkel bilden, so bildet deren Ausgangspunkt aiif F f O  eine drei- 
fache Curve 16. Ordnung, mit welcher der Verfrtsser sich eingehend be- 
schiiftigt, wobei er zu Siitzen gelangt,  welche theilweise schon frtiher durch 
die Herren P a i n v i n  und G e i s e r  gefunden worden waren. CANTOR. 

Fyrstal l iga logaritmisk-trigonometriska Bandtabeller, jetnte nigra andra 
tabeller samt formler och konstanter for underlatiande af siffer- 
riikningar sammanstalda af N. EEHOLM, amanuens vid meteoro- 
logiska observatoriet i Upsala, C. V. L. CHARLIER, amanuens vid 
astrenomiska observatoriet i Upsala, K. L. IIAGSTROM, fil. kand. 
Upsala. R. Almquist & J. Wiksell. XXVIII, 69 pag. 

Mathemathische Schriften bieten vermoge ihrer Formelsprache die An- 
nchmlichkeit, theilweise auch von Solchen verstanden zu werden, welchen 
die Sprache des verbindenden Textes fremd ist. Bei Tabellenwerken ist 
solches noch in hoherem Grade der Fal l ,  und so k6nuen wir über eine 
schwedisclie Logarithmentafel berichten , wahrend unsere Kenntniss des 
Suhwedischen nicht tiber das Gemeingut aller Volker gewurdene , , u t  a n  
s v a f v  e l  O c h  f O s f O r " hinausreicht. Das dünne Bandchen enthilt  dadurch, 
dass iiberall nur vier Decimalstellen benutzt sind. auf klcincm Raume cine 
bctrachtlicho Anzahl von Tafeln. X a n  findet in ihm Briggische Logarithmen 
und Antilogarithmen ja in einer bedonderen Tafel,  Additions- und Sub- 
ti-actionslogarithrnen, die uatiirlichen Logarithmen der Zahlen b i ~  zu 99, 
VielYache des Moduls und des reciproken hloduls der Briqgischen Loparith- 
men, logzrithmisch - trigonometrische Tabellen für von 10 zu 10 Minuten, 
dann von Tb zu Grad wachsende Bogen. Daran schliessen sich Tafeln 
m i t  nur  drei Decimalstellen des gleicken Inhaltes etwa wie die vorher- 
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gehenden , vermehrt urn trigonometrische Antilogarithmen, die nach Decimal- 
theilen eines Grades zunehmen und um eine Tafel trigonometrischer Func- 
tionalwerthe auf vier Decimalstellen ausgerechnet. Quadrate, Reciproke 
derselben, Quadratwurzeln folgen nebrt einer Anzahl vori Taf'eln, die in 
der Lehre von den elliptischen Transcendenten, von den Garnrnafunütionen 
und von den B e s  scl'schcn Functioncn von Nutzen sind. Endlich habcn 
die Herausgeber noch eine recht ausgcdehnte Sammlnng von Formeln aus 
der Trigonometrie und der hoheren Analysis, sowie physikalische Formeln 
uud  Constante beigegeben Der Preis ist auf 1,73 Kronen, d. i. etwa 
2 Mark, gestellt. CAKTOR. 

Abhandlungen a u s  d e r  Fnnctionslehre von KARL WEIERSTRASS. Derlin 
1886, Verlag von Julius Springer. 262 S. 

Es giebt Werke, deren Titelblatt , andere, deren lnhaltsver~eichriisu 
abzndrucken die einaige Art von Anzeige i s t ,  deren das Werk bedarf oder 
welche man ihm gegenüber sich gcstatten mochto. Zu Werken dieser Natur 
ist gewiss die Samrnlung von Abhandlungen zu rechnen, welche die IJeber- 
schrift dieses Berichtes bildet, und wir glauben deshalb keine Entachul- 
digung n6thig zu haben, wenn wir uns wirklich damit begnügen , anzugeben, 
welcbe We i e r  s t r a  ss'schen Abhandlungen es sind, die nun dem I3uchhandel 
Ilbergeben wurden, wiihrerid bisher deren Anschaffung nicht imrner gelang. 

Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functiorien ( a m  den Ab- 
handlungen der Berliner Akademie, 1876). 
Ueber einen functionentheoretischeu Satz des Herrn G. M i t  t a g - 
L e  f f 1 e r (aus den Monatsberichtender Berliner Akademie, Augiist 1880). 
Zur Functionenlehre (aus den Monatsberichten der Berliner Akademie, 
August 1880 und Februar 1881). 
Einige auf die Theorie der analytischen Functionen mehrerer Ver- 
anderlichen sich beziehende Siitze (seit 187;) lithographirt für die 
Zuhker  von H. W e i  e r s  t r a s s  zur Benutzung bei den Vorlesurigen 
über die A b e 1 'schen Transcendenten). 
Neuer Beweis eines Hauptsatzcs der Theorie der periodischen Func- 
tionen von mehreren Veranderlichen (aus den Nonatsberici-iten der 
Berliner Aicademie, November 1876, mit verschiedenen redactionellen 
Aenderungen). 
Ueber die Theorie der analytischen Facultiiten (aus C r  e l 1  e's Journal, 
13d. L I ,  1854, mehrfach berichtigt und verbessert). CAXTOR. 

Mathematische Sophismen, herausgegebeu von JOHANN VIOLA II. ver- 
mehrte Auflage. Wien, 1886. Verlag von Car1 Gerold's Sohn. 23 S. 

Eine anspruchslose Sammlung von Triigsehliissen. mittels deren falsche 
methemetische k!rgebnisse ereielt werden. Die btiguugenen Fehler beatehan 
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aus Divisionen durch 0, aus Quadratwurzelausziehungen, bei welchen das 
doppelte Vorzeichen nicht beachtet i s t ,  ails Anwendung divigenter uneiid- 
licher Reihen. Wer diese Beispiele aufmerksam durcharbeitet , wird , auch 
ohne ticf in matliematische Lehren einzudringen, die Ueberzeugung von der 
Unzul&sigkeit jener Operationen gewinnen. CANTOR. 

Maxima und Minima, analytisch - geometrisch beleuchtet. Einleitung. Wissen- 
schaftliche Reilage zum 33. Jahresbericht des Konigl. Rcalgymnasiums 
zii Rawitsch,  on dessen Director Dr. KARL HEINRICII LIERBEMANK. 
Breslau 1886. 

Sei f (x, y) = 0 die rationalgemachte Gleichung einer algebraischen 
Curve vom Grade in, welche dnrch den Punkt  5 ,  g hindurchgeht. Die Tan- 
gente in 6 ,  11 wird alsdanz y - g = m (x - &) heissen und den Punkt 6, 17 

zweimal mit der Curve gemein haben mtissen. f (x, m x  + g -mg)  
wird folglich durch (x - gj2 theilbar sein miissen, und wenn die unmittel- 
bare Division den Kest R (m, <) G R  liefert, so Iasst R = O das gesuchte 
m finden. Das ist die ervte Methode zur Tangentenbestimmung, welche der 
Verfasser lehrt. Die zweite Methode verlegt den Coordinatenanfangspunkt des 
als rechtwinklig gcdachtcn Axenkreuzes nach dem Punkte &,  q und geivihrt 
damit der Tangentcngleichung die Form t. = m ,u , wo t = y - 17 und p = x - 5 ,  
also auch a = y + 6, y = t + g = mp + ist. Die Substitution dieser 
Werthe in  f (x, y) = O bringt eine Gleichung .ntBn Grades nach p hervor, 
welche durch Anordnung des Gleichungspolynoms nach steigenden Potenzen 
von p die Form 

S + T p + U p e +  ...= O 

annimmt. Weil <, vl auf der Curve liegt, muss S= O sein. Die Tangente 
erfordert aber auch noch T= O,  damit in 6 ,  zwei Durchschnittspunkte 
der Geraden mit der Curve vorhanden seien, und somit führt T = O  auch 
zur Ermittelung von m. Rückwarts kann man auch fragen, welche Werthe 
6, q ein na = O  bcdicgen, und erhiilt so die Culminationspunktc der Curve, 
d. h. die grossten und kleinsten Werthe ihrer Ordinaten. Die Annahmc 
m = oo führt  in ahnlicher Weise zu den grCsst,en und kleinsten Werthen 
der Abscissen. Wird aus der Verbindung der beiden Gleichungen S = O 
und T= O kein bestimmtes p ,  sondern vielmehr p = errechnet, so giebt 
es in dem Punkte 6 ,  11 mehr als eine Tangente, er ist vielfacher Punkt der 
Curve. 1st  ausser S = 0 und T= O auch noch U =  O, so ist p = O  drei- 
fache Wurzel der Curvengleichung, und so kommt der Verfasser zu den 
Weridepunkten. Das Verschwinden des Coefficienten des hochsten Gliades 
der Curvengleichung lehrt dagegen Asyrnptoten erkennen. Zu diesen Cnt,er- 
suchungen ftigt Kerr L i e r  s e m  an n nooh solche iibcr den Krümrnungskr& 
Auch hier weiss er die Anwendung von Differentialreulinilng eu vcrtneiden. 
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Im Ganzen erhalten seine Schüler - denn es ist  ein Auszug praktisch 
vorgelragener Lehren aus der Oberstufe des Realgymnasiums, welcher uns 
geboten wird - eina genauere Kenntniss von der Lehre von den sogenann- 
ten hoheren Curven, als es sonst der Fa11 zu sein pflegt. Wir  sind daher 
nur um so  gespannter auf die Ausführiingcn, welche Herr  L i e  r s e m a n n  
dieser Einleitung folgen lasscn zu wollen verspricht. CAYTOR. 

Analytische Untersnchnngen im Gebiete der  trigonometriachen Reihen 
und der  Fonrier 'schen Integrale ,  von Dr. OTTO BEAU. II. ver- 
besserte und vermehrte Auflage. Halle 1885 ,  bei Louis Nebert. 
VIII,  101 S. 

Wir haben Bd. XXIX, hist.-lit. Abth. S. 110  - 112 die fast gleich be- 
titelte Doctordissertation des Verfassers unseren Lesern empfohlen. Ihre 
II. Auflage, welche uns heute vorliegt , zeigt eine wesentliche Vergrosserung. 
Von 8 4  Seiten 8 O  i s t  sie auf 101 Seiten 4O angewachsen, wahrend der Druck 
nur um Weniges weitlaufiger geworden ist. Damit is t  schon ~usserlich die Be- 
zeichnung als vermehrte Auflage gerechtfertigt. Die Vermehrung besteht 
indessen weniger darin, dass ganz neue Gegenstande in Betracht gezogen 
waran, als in  einer Erweiterung der Reispiele, an welchen die vorgetrage- 
nen Methoden erlantert und geprtift werden. I m  Wesentlichen gilt für  die 
neue Auflage somit das Gleiche, was wir der ersten nachrlihmten. Der 
Le~er wird sich m i t  den gewandt durchgefülirten Rechnungen befreunden 
und auf diese Weise leicht mit der Lehre von den trigonometrischen Reihen 
bekannt machen, so weit der Verfasser Solches beabsichtigte. Ein Lehr- 
buch der trigonometrischen Reihen wollte er nicht schreiben und hat er 
nicht gcschrieben, sonst ware e r  nicht jenen suhtileren Untersuchungen 
fern gcblieben, welcho auf dio Giltigkcit der tr;gonornetrischcn Rcihen sich 
beaiehen , und deren Anfange auf H e i n e  zurlickznfiihren sind , wahrend 
H. G. C a n t o r ,  H. D i  n i  und Andere ihnen einen vorlaufigen Abschluss 
gaben. CANTOR. 

Die harmoniache Reihe. Ein Beitrag zur algebraischen Analysis. Inaugural- 
Dissertation zur Erlangung der Doctorwtirde von der philosophischen 
Facultat der vereinigten Fr iedr ich  -Universitat Halle-Wittenberg , ver- 
fasst von HEINRICH SIMON am Berlin. Halle 1886. 44 S. 

In H. S t e r n ' s  Andysis (1860) ist ,  soviel wir wissen, zuerst in einem 
Lehrbuche die Unterscheidung unbedingter und bedingter Rcihenconvergenz 
bchandelt und an dem eeit D i r i c h l e t  klassischen Beispiele der harmonischen ' 

Reihe mit alternirendem Vorxeichen erlautert. Andere Lehrhiichar folgt,en 
der . o $egebenen Anregung. Herr P r i n g s  h e i m  hat in den Math. Annd.  
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seit 1833 den Gegenstand mit Geist und Erfolg weiher geftihrt und, man 
darf vielleicht sagen, zii einem vorlaufigen Abscliluss gebracht. In metho- 
discher Beziehung blieb freilich noch ein Wunsch zu erfiillen. Auch Herr 
P r  i n g s h e i m hat sich gleich den meisten neueren Schriftstellern über 
Reihericonvergenz der Benutzung bestimmter Integrale nicht gane enlschlagen 
und hat dadurch unmoglich gemacht, dass alle seine Ergebnisse Eigenthum 
der algebraischen Analysis wurden, wio sie es zweifcllos verdienen. Dies 
ist nun der Punkt ,  wo Herr S i m  o n  einsetzt. E r  behandelt die Fragen nach 
dem Werthe eines Ausschnittes von beliebig vielen beliebig spaten Gliedern 
der harmonischen Reihe mit alternirendem Vorzeichen , worauf nach Herrn 
N a t a n i 's  richtiger Bemerltung Alles zurückkommt, in  durchaus elementarer 
und gleichwohl strenger Weise. Es  will uns scheinen, dass von jetzt an 
Vorlesungen wie Lehrbücher über algebraische Analysis die Pflicht haben, 
dns Wichtigste aus diesen Cntersuchungen, über welche noch Herr S t o l  z , 
Allgemeine Arithmetik I l  342 (Anmerk. 18 zum X. Abschnitt) , wohlgenierkt 
vor Erscheinen der S i m  O n'schen Dissertation, allxukurz hinweggeht, in 
sich aufzunehmen. CANTOR. 

Anleitnng m m  mathematischen Unterricht an hoheren Schulen, herau3- 
gegeben von Dr. FR. REIDT, Professor am Gymnasium su Hamm. 
Berlin, 1886. G. Grote'sche Verlagsbuchhandlung. X ,  232 S. 

Hat  der j ~ i n g e  Lehrgmtscandidat seine mathematische Siaatsprüfung 
bestanden, d. h. hat er den Nachweis einer bestimmten Sumrne rnathema- 
tischer Kenntnisse zu liefern verruocht, so wird er,  sofern eine Lehrstelle 
frei k t ,  sofort zum Unterrichten verwandt. Wann oder wo hiitte er aber Ge- 
legenheit gehabt, dieses zu lernen? Nie und nirgend! ist die wahrhaft traurige 
Antwort, welche wir mit Herrn R e i d t  auf diese Fragc gebcn miissen. Der 
Volksachullehrer verlasst sein Seminar zum Lehramt vorhereitet. Der L ~ h r e r  
der Mathemat.ik an der Mittelschule hat nie gelernt, wie man die Anfinge 
seiner Wissenschaft Anfingern gegenüber behandeln solle, es sei denn, dass 
der von ihm selbst früher erhaltene - mitunter erlittene - Unterricht als 
fruchtbares oder furchtbares , anregendes oder abschreckendes Vorbild in 
seiner Eriunerung fortlebe. Herr R e  i d  t ha t '  versucht, in dem unserer Be- 
sprechung unterbreiteten Buche die unzweifelliaft vorhandene Llicke auszu- 
füllen, und der wissbegierige Anfanger im Unterrichten dtirfte hier die meisten 
Zweifel, mit welchen er sicherlich eich t r&gt ,  wenn nicht gelost, so doch 
zur Losung vorbereitet findcn. Herr  R e i d t  gehort,  wic man aus diescm 
Buche sehen kann,  zu den vort,refflichst>en Mittelschiillehrern unseres Faches. 
Auf den Rath eines solchen Mannes zu horen karin nur vortheilliaft sein, 

- und so wünschen und hoffen wir für die ungemein anregend geschriebene 
Untersuchung recht zahlreiche und aufmerksame Leser. CANTOR. 
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Die Quaestio ,,De proportione dyametri quadrati 
ad costam ejusdemu des Albertus de Saxonia. 

Von 

Dr. HEINRICH SUTER 
in Ztîrioh. 

Hierzu Taf. 1 Fig. 9 -15. 

Im 3. Hefte des XXIX. Jahrgangs dieser Zeitschrift veroffentlichte der 
Verfasser dieses Artikels den Tractatus .De quadratura circuliU des A l  - 
ber tus  d e  S a x o n i a ,  der sich als Manuscript in dem Codex A. 50 der 
Berner Stadtbibliothek befindet, und bemerkte daselbst S. 85, dass die Ab- 
handlungen Nr. 4 und 5 des niimlichen Codex der Porm und dem Inhalte 
nach zu urtheilen wahrscheinlich von demselben Verfasser herrühren; dabei 
wurde ihre Veroffentlichung in einem spiiteren Hefte in Aussicht gestelltq 
welchem Versprechen wir nun hiermit nachkommen. 

Was die Abhandlung Nr. 4 (S. 52) anbetrifft, so ist kaum daran 
au zweifeln , dass dieselbe nicht den A 1 b e r t u s d e  S a x  o n  i a zuin Verfasser 
habe; sie zeigt in ihrer weitschweifigen, scholastischen Darstellungsweise, in 
der Form der Conclusiones und Rationes und überdies noch i n  einigen sel- 
teneren Wendungen eine grosse Aehnlichkeit mit dem frtiher ver6ffentlichten 
Tractatus des A 1 b e r t u  s (De quadratura circuli) ; ich erinnere in  letzterer 
Hinsicht nur an den Ausdruck ,,est dureu fur ,,es giabt', ,,es muss gebenu, 
der in beiden Abhandlungen mehrmals vorkommt,* den ich tibrigens auch 
noeh in anderen Schriften des A l  b e r  t u s ,  die ich xur Vergleichung herbei- 
zuziehen die Gelegenheit hatte, haufig vorfand, so z. B. in peinen Commen- 
$rien zu der Physik des A r i s t o  t e l e s ,  in denjenigen ,,de coelo et  mnndoU 
und ,,de gcneratione et  corruptione" desselben Verfassers, wahrend derselbe 
Ausdruck bei anderen Scholastikern, wie z. B. bei W j l  h e l m  v o n  O c c a m  
(in Lihros phyiaicor. Aristot.) und bei T h  i m o n  (in quatuor libros meteoror. 
Aristot.) gar nicht, wieder bei anderen, wie bei J o h .  B u r i d a n u s ,  nnr  in  
einzelnen Abhandlungen (wie z. B. i m  Commentar zu De anima des Aristot.) 
und aueh hier nur  ganz selten auftritt. - W i r  werden in unserer Ansicht, 

* Vergl. in der früheren Abhandlung S. 87 und 93, in der vorliegenden S. 49. 
HM.-Ut. Abtblg. CL Zeitachr. P. Math. II. Phyn. XXXII, 2. 4 
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dass die frfihere und die :etzige Abhandlung von A l b e r  t u s d e S a x  O n i a 

herrühren, im Weiteren noch bestirkt diirch eine Stelle des Commentars 
des A l b e r t u s  zu der Physik des A r i s t o t e l e s :  in  der 11. Questio des 
3. Buches findet sich dieselbe Auseinandersetzung über Zerlegung von FlL- 
chen und Korpern in'  unendlich viele Theile und Zusammenlegung dieser 
Theile zu einer unendlich ausgedehnten Flache resp. Korper, wie aie au£ 
S. 47 u. 48 der Abhandlung über die Incomrnensurabilitiit von Seite und Dia- 
gonale des Quadrates vorkommt. Ferner findet ~ i c h  i n  der 1. Questio des 
6. Buches desselben Commentars diese Incommecsurabilitat erwiihnt. Es 
heisst daselbst : si continuum esset compositum ex indivisibilibus finitis seque- 
retur puod quaelibet linea cudibet l ime  esset commensurabilis; eonsequens est 
falsum, n a m  diameter quadrati non  est commensurabilis coste ejusdem cujus 
est illa diurneter: sicut dernonslra2um est in geornelria: diameter alicujus pua- 

drati se habet in pruportione irratwnali ad suum costana, etc. Vergl. hiermit 
S. 50. Ob A 1 b e r  t u s  mit dem Worte  ,,geometriau ein be~timmtes Buch 
mcint und welches, k6nnen wir nicht cntscheiden; dass er seine Abhandlung 
nicht citirt, kann ja seinen Grund leicht in der spateren Abfassung der- 
selben haben; in der That konnen wir aus einer Stelle des Commentars 
des A l  b e r t u s  zu der Aristotelischen Abhandlung De coelo et  mundo mit 
grosser Wahrscheinlichkeit den Schluss ziehen, dass die kleineren mathe- 
matischen Abhandlungen des A l b e r t  u s spateren Datums sind als die grosse- 
ren commentalorischen Arbeiten deaselben: in  der 13. Questio des 3. Buches 
wird die Frage discutirt, welche regelmissigen Vielecke die Ebene und 
welche regelrnLssigen Korper den Raum ganz ausiüllen konnen; in der leta- 
teren Frage widerlegt A l b e r t  u s die Ansicht des arabischon Cornmontators 
A v e r r o e s ,  dass zwolf Tetraeder don Raum ganz ausfüllen, und sagt am 

Schlusse: E t  si ir. aliquo numwo forte hoc sunt viginti. De hoc autem alias 
si deo plancerit profundius perserutahor. - Wir konnten noch eine Reihe 
anderer Stellen aus den uns vorliegenden Commentarien des A 1 b e r  t u s zu 
Aristotelischen Schriften anführen, um die Identitat ihres Verfassers und 
desjenigen der veroffentlichten und der vorliegenden Abhandlung noch mehr 
zu erharten; allein wir denken, dass das Vorgebrachte genügen werde. 

Am Schlusse der Quaestio über die Incommensurabilitit von Seite und 
Diagonale eines Quadrates befindet sich ein kiirzer Absatz, beginnend: 
dyameter quadrati ad e & s  ws tam est proportio etc., welcher also dicsclbc 
Frage,  aber ganz kurz und vie1 geometrischer behandelt; wir glaubten dies 
auch aufnehmen zu sollen, obgleich es hochst wahrscheinlich nicht von 
A 1 b e r  t u a d e  S a  x o n i a  herrührt. Wir  glaubten der Vollstandigkeit und 
des Interesses der Sache wegen auch die Abhandlung Nr. 5 des Berner 
Codex nicht weglassen zu dürfen, welche die Heronische Losung des Pro- 
blems der zwei mittleren Proportionallinien enthiilt, obgleich wir sie eben- 
falls nicht dem A 1 b e r t u s zuerkennen konnen. Die Abhandlung Nr. 6, 
betitelt: Angulo rectilineo dato equum angulum curvilineum describere e t  
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costa sit opposita semirecto ejusdem, sequitur dyametrum i n  duplo esse majo- 
rem sua costa, ut patet in figura, quod fuit p r o b d u m .  

I n  oppositum sunt omnes geometrae. I n  ista questwne ponendae sunt 
aliquae descriptiones, ZO. aliquae conclnsiones, 3O. aliqua corrolaria, 4 O .  ra- 
tiolzum solutiones. - Quanlum ad primum, est prima descrblio haec: Qua- 
dratu,m est figura szcperficialis plana rectangula atque equilatera; 2". descriptio: 
qzcadrangulus est figura superficialis plu na rectampda , cujus tantum latera 
opposita adequantur; 3 a. descriptio : dyameter quadrati est linea recta disi- 
dens quadratum in duo equalia suas extrernitates aqulis oppositis applieatas; 
4 ". descriptio: commensurabilia sunt quibus est aliqua mclzsura cornmunis, 
quodlibet illorum epualiter vel ineyualiter reddens, verbi gratia: sicut est lineu 
triu,m pedu,m et linea quinque pedum, linea elzim pedalis u,tramque mensural, 
ter enim sumpta tripedalem reddit, et qukquies sumpta reddit quintipedalem. 
5 9  descriptio: incommensurabilia sumt, quibus non potest inveniri, nec e.d 
aliqua mensuru cornmunis, quodlibet Gtorum praeeise reddens, verbi gratia: 
sicut sunt illae quantitates yuae sic se habent, quod si est aliqua quantitas 
aliquotiens sumpta, puae reddat illam praecise, eadem quantitas nunpuam 
illam aliam praecise reddet, nec etiam potest inveniri aligua, puae si reddat 
u,nam alipuotie.lzs sumptam, etiam reddat aliam aliquoties sumptam: verum 
si invenitur alipua quantitus, yuue aliquoties sumpta reddat costam quadrati 
praecise , puoties sumatur nufiquam rcddet dya.metrum ejusdem praecise, sed 
semper plus ver minus, ut qznilibet potest reperire (rcperirq per circinum men- 
surans costarn et dyametrum. 6a. descriptio: proportio irrationalis est quan- 
tifatum incommensurabiliurn adinvicem habitudo. 7". descriptio: proportio 
rationalis est quantitatuna commensurabiliuna adinvicem habitudo. EX ktis 
sequitur, scilicet ez Ga.  et 4a. descriptionibus, puod proportio irrationalis non 
potest inveniri i n  numeris sed solum in  quantital.ibus eontinuis, et ratio quare 
omnes numeri sunt adinvicem commelzsurabiles est, quia unita's est mensura 
cornmunis quemlibet istmum praecise reddens; sequitur igitu,r per dcsmiptio- 
aem commensurabilium omnes numeros esse cornmensurabiles, sed alipe pua* 
titates continuae imo valde multae possunt esse incornmensurabiles, et igitur in 
illis propmtio irrationalis reperitzcr. SO. sequitur ex 2 a., 4a. et 5a .  deseriptiolzi- 
bus, quod proportio rationalis potest invemivi in  numeris et in. continuis, quia 
numeri sunt adinvicern comnzensurabiles et etiam multae puanlitates continuae. 
3 O .  sequitur ex iCs2.i~ duobus quod arismeticus solum de yroportione rationali 
habd cornsiderare, geometra eero de ratiolzali et irratwnali ifidifferenter. 4O. se- 
quitur, quod proportio ratiolzalis immediate denominatur a numero. 5 O .  sequi- 
tur, quod proportio irrationalis nnn potest d e m i n a r i  immedkte a mmero, 
sed denominatur immediate a proportione quae ulteriu,s a aumero appellatur, 
et pro talzto (?) quia nora potest a nu,mero appellari, quia si posset nihilo- 
minus esset proportio ratio nalis, verbi gratia: sicut medietas quadruplae quam- 
vis denominetur a propwtwne, simt a propdiow quadrupla, e s  quo tamem, 
czcm hoc potest denominari a nunaero, vocutur propmtw rationalis et e t ~  
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irrationalis, appelLatur enim medietas quadruplm proportw dupla, ecce quo- 
wium (?) u numero binario appeliatur, sigmnter igitur dixi, quod proportio 
irratiolzalis Non potest a numero appellari. 

Quuntum ad secundum sit prima conclusio: Dyameter alicujus quadrati 
est major costa ejusdem; probatur quia dyameter alicujus quadrata dividit 
quatEraium in duos Iriangulos , sicut patet in  figura, quorum quilibet triangulus 
habet unum angulum rectum et duos angulos semirectos, et angulo recto oppo- 
liitur dyameter quadrati et semirecto costa ejusdem, quare sequitur per 
IR .  primi Euclidis dyametrum majorem esse sua costn, nam 18. primi 
Euclidis, quod rnajori anguio alicujus trianguli iongius latus est oppositum. 
- 2". conclusio est ista, quod quadralzgulus, cgjus ulzum de bngioribus 
lateribus est dyarneter seu eqmle dyametro quadrati, est equalis quadrato, 
et hoc si linea longior tanyit angulum quadrati; probatur sic: sit enim 
puadratulla .a. b . c . d . (Pig. 11)  et sit quadrangulus , f .  a .  d . e . , htlzc probo ista 
esse equalia: est enim trianguZzcs . a .  b . d . equalis duobus trialzgulis . f . a .  c . d 
. c. d . e . simu2 jumtis, et triangulus . a .  c . d . est communis utrique, igitur 
puadratum . a .  b . c . d . est equale quadrangulo . f . a .  d . e . , et est conclusio; 
tenet eonsepuentàa, quia si equalibus equalia addas, quae resuitafit sunt equa- 
lia; antecedens probo, scilicet quod triangulzcs . a .b . d . sit equalis duobus tri- 
angulis . f . a .  c . et . c . d . e .  simul junctis, quia dividam angu,lum . c . per equa- 
lia per lineam . c . g . quod potest fieri per 9 am primi Euclidis, et erunt duo 
trianguii . a.c .g . et .c .g . d .  equules, quia duo latera unius et duo anguli 
ulzius eruwt equales dzlobus lateribus alterius et duobus angulis alterius, sicut 
potest elici ex difinitiow pundrati prizcs gosita, igitzcr reliquum latus relique 
lateri et reliquus angulus relipuo angulo, et totus triangulus toli triangulo 
erii equalis. Ista colzsequelztia tenet per 4"" primi EZcclidis; tunc arguitur 
sic: .a. c . g . triangulus est equalis triangulo . f . a .  c . per descriptionem qua- 
dranguli vel quadrati , et similiter triangulus . c . g . d . erit equulis triangulo 
. c . d . e . , igitur tolus trianyulus .a .  c . d . est equalis du,obus trialzgulis . f . a .  c . 
d . c . d . e . simzcl junctis, quare et triangulus . a.  b . d . , qui est equalis triangulo 
.a.  c . d . ,  erit equalis illis duobus simd jzcnctis, quod fuit probalzdum. Ista 
ultima consequelztia tenet, quia quaecunque sunt uni et eidem equalia, inter se 
sunt equalia, quare sequitur conclusio, quod quadralzgulus cujus unum de lon- 
gioribus lateribus est dyameter seu equale dyametro et unum de brevioribus est 
equale semidyametro, ejusdem, est equalis qundrato, et talis est quadrungz~lus, cujus 
blzgius latus est dyameter quadrati et reliquum longius talzgit angulum qundratà, 
igitzcr etc. - 3". conclusio: dyameter quadrati et costa ejusdem sunt quantitates 
incomnzensurabiks. Ad probandum éstam co~clusioncm supgom primo, qu,od 
puadratum dyametri duplum est ad quadratum costae. Istu patet ex penultima 
p i m i  Eudidis, lzihilominus potest demonstrari sic: quia quadratum dyametri 
quadruplum est ad medietatem quadrati costae, igitw est dupkm ad totum 
p.uadratum costae; tenet consequentia, quia quicquid est quadruplum dimiàii, 
dlud est duplum 2olius, cujus quidenb totius illud dimidium est dimidium; 
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alztecedcns potest haberi ex probatione eonclusionis praecedentis et ex alio, quia 
quadrangzclus . f . a. d . e . i n  figura paescripta est equalis quadrato . a .  b . c . d .  
per concluswnem imrnediate praecedelztem, qui quidem quadrangulus duplus 
est ad quadratum costae scil. . e .  g . c . d . , igitur similiter quadratum . a .  b . c .  d . 
duplurn erit ad idem, tenet consequentia: nam duae quantitates eyuales ad 
tertiam comparntoe eandem hahent differentiam uel proportionem. 2 O .  suppono 
quod omnes numeri sunt commemurahiles et yuod omnia commenswabilin 
possunt in numeris assignari; ista patet per descriptionem comrnensurnb2ium 
prius posztam. 3O. suppono, quod qualis est propwtio lateris quadrati unius 
ad latus quadrati alterius talis est proportio yuadrati ad quadratum duplicata; 
ista est 2". pars ZN. secli Euclids. 4". suppono, quod nullus numerus qua- 
drutus duplus est ad ulium; ista putet ez  commento 6" decimi X,uclid.is. Isiis 
suppositis aryuitur sic: si dyarneter et costa quadraii ejusdem essent commen- 
surabiles (cornmensurabilin), tunc i n  numeriq possent assignari per secundam 
suppositionem. Sit igitur verbigratia dyamder puadrati sicut duo et costa 
ejzLsdem sicut unurn, tunc sequitur per 3"" suppositionem quod propon'io 
quadrati dyametri ad quadratum costae erit quadrupla, quod est contra pri- 
mam suppositwnem, quia debet esse praecise dupla: tenet consequentia, qu,ia 
duplu duplicata resultabit quadrupla. Si ergo inter dyametrum et costam est 
~ o p o r t w  duplu, et cum proportio quadratorum sit proportio eorum duplicata, 
sequitur proportionem quadratorum esse quadruplam; etiam cum nullus nwme- 
rus quadratus sit duplus ad alium, sicut die2 4 5 .  suppositio, scquitur qua- 
dratum dynmetri mn esse duplum quadrato costae, quod est contra primarn. 
2 O .  addo quintam suppositionem, et est ista: duplum numeri paris est par; 
sextam: dzcplzhm nurneri imparis est etiam par; septimam: quadratum nu- 
meri paris est par, et quadratum numeri imparis est impur. Tunc arguo sic: 
si dyameter et costa ejusdem esselzt adinvicem cornmensurabiles vel compara- 
Mes ,  lunc possent i n  numeris ussignari per aarn suppositionern, vel igitur 
ambo in nurnero pari, uel arnbo in nunzero irnpari, vei unum i n  numero 
pari et reliquum i n  nunzero impal-i. iVon primum, quia m m  unus nuwwus 
quadratus m n  sit duplus ad alium per quartnm suppositionem, sequitur qua- 
dratum dyametri non esse dtcplum quadrato costae, quod est contra primant 
suppositwaem. Si autem ambo assignantur i n  lzumero impari, sequitur per 
5a'n suppositionem quadrafum tam dyametri puam costae esse sicut lzumerum 
impavern, et m m  unus numerus impur non sit duplus ad alium per Ga" 
supposilionewa, sequitur iterum quadralum dyarnetri non esse dwplum quadraio 
costae, pwd est contra primam suppositionem. S i  a,utem detur tertium, quod 
unum signetzcr ilû aumero pari, relipuum i n  numero impari, vel igifur dyn- 
meter assignabitur ilz wunaero pari et costa in impari vel ewnt.rario; si pi- 
m u m ,  tunc per primam suppos.. m m  puadratum dyametri sit dz~plum qua- 
drato costae, sequitur unum mmerum quadratum esse duplum ad alzum, 
quod est contra 4"" suppos.; si autem dyameter signetur i n  numero impari 
et costa in  numero pari, iyitur yuadratum dyametri erit siçut numerus 
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impur et q u a d r a t m  costae sicut .numerus par per Pm suppos. ,  et c u m  nul lus  
7zumerus impur  sit duplus ad numerzcm parem per 50m suppos., seqzcitur 
quadratum dyumetri  m n  esse duyilzcm ad quadratum costae yuod est contra 
lirimam suppos. - 4". colzelusw: propmtio dyametri quadrati ad costam 
ejusdem est proportio irrationalis; probatur s ic :  quia proportio quadrati dya  
metri ad quadrafum costae (proportionem quadrati cos ta^) est proportio dupla 
per primam sicppos., igitur proportio dijametri quae est costa majoris quadrnli 
ad costam minoris quadrati est medielas duplae proportionis; ista conseyuentia 
lenel per suppos. prius posilam: nam qualis est proportio laterum talis 
est proporlio quadratorum duplicata; sed modo ila e s t ,  quod dynmeler majoris 
qundruli et cosla minoris habent se sieut dyameter et costa ejusdem quadraii, 
sicut potesl palere i n  figura praeseripta; igitur dyametri quadrali ad costam 
ejusdern est proportio quae voeatur medietas duplae proportionis, et ista est 
irralionalis e x  uno corollario posito post suppositiones; igitur etc. - Quantum 
ad fertiam: e x  primis dunbus conc lus ionhs  sequilur, quod non oportet esse 
eandem proportionem superficiemm et laterum superficies illas ambienlium, quia 
quudraium .a .b. c .  d .  est equale quadrangulo . f . a .  c .  d .  per secundum conclu- 
siunem, et iamen eorurn lntera non  adequantur, quia alius dyameler quadrali 
essàt eqzralis costae e jusdem,  quod est contra primam cunclusionem: ista con- 
seyuenlia tenet, quia dyameter quadrali est unum de longioribzrs kateribus qua- 
iiranguli, sicut patet in figura; quare sequitur quod lineae inequnles superficies 
equales ambire possunt. - 2 O .  pono,  qued aliqua superl;ieies finita, scil. qua- 
fuor pedum, potest ambiri lineis quanlumcunque longis; sit ista superficies 
.a .b .c .d .  cujus  quaelibet cosla si1 ut  duo, ista est quatuor pedum; patet quia 
bis duo sunt quatuor; dioidam islam superficiem in  duas medielates et appo- 
nam unam alteri i n  longum, tunc adhuc ista superficies est quatuur pedum, 
quia longitudo es1 u t  quatuor, latiludo ut u n u m ,  ducatur Iongiludo in  latiludi- 
tlem dicendo semek qualuor sunl quatuor, et haec est quantitas super/iciei; 
poslen .dividaiur illud composilum in duos medietates u t  p r iu s ,  et apponatur 
m a  ulteri i n  longum, tunc longiludo erit 8 pedum,  katitudo dimidii pedis, du- 
catur i ferum longitudo in  lalitudinem dicendo semis 8 et resultunl qualuor u t  
prius, et sic i n  inbnitum semper equalis superficies lineis longioribus quam 
prius ambitur. - Ex quo 3". sequilur, quod non est dure maximum lineam 
nec maximas lineas quibus aliqua superficies potesd ambiri, quia quibuscunque 
dnlis adhuc majoribus ambiri potesl, eliam sine rorefaetione. - 4". dico, quod 
minima linea qua aliqua superficies ambiri potest est circularis, quia isia inter 
ornnes alias est capacissirna. - 5 O .  dico,  quod omnium superfieierzm equulium, 
guanto aliqua pluribus lateribus equalibus continetur, tan10 illa simul juncla 
sunt minora, quia lanlo magis accedil ad figuram circularem; ista i n  libella 
gui vocalur de triangulo est demonslraia. - 6". dico, yuod duo corpora equalia 
sine rarefacliune el condensalione locis inequalibus possunl contineri; patei ,  s i  
unurn fierel quadratum* et aliud sphaericum, cum locus figurelur ad figuram 

* Soii wohl hiermit verstanden sein: mbicum. 
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Zocali, sequitur quod corpus sphaericum min orem occupe1 locum quam quadra- 
fum. - 7". dico, quod corpus finitum, pula quatuor pedum, spatium infinilum 
polest occupure sine rarefactione; patet sic: dividalur corpus quatuor pedum 
in prima parte proporlionali horae in duas medietofes et jungatur una nlteri 
in Zorigum, poslea in 2" parle proportionali dividatur illud composilum in duas 
medietales et simililer jungantur ut prizis dictum est,  et sic secundum singulas 
partes proportionales illius h o m e ,  tunc in fine horae erit infinilum in longitu- 
dine, quia infinilue sunl parles horae et tamen non es1 nisi quatuor pedum. - 
tiO. videlur, quod possibile si1 corporu infinifa, quorum quodlibet est certae 
quantilalis datne, si essent inpnilum locum occupantia, sic conjzrngi sine con- 
densatione quod fîerenl unum corpus finilum occupans spatium finitum , quae 
quidem corpora aliquo modo possunt conjungi, quod constituerenf corpus infini- 
tum occupans spatium infinitum, probatur: sint lalia infinita, ut poma vel quae- 
cunque alia tale spalium inpnitum complenlia: sumal aliqiris in prima parte 
proportionali alicuj'us horue unum illorum el sit rotundum quod sit .a., sumatque 
aliud de illis et comprimat in Iatum tuliter quod circumfleclat supra primum, 
et sit ista superficies circumflexa certae spissitudinis yuae si1 .b . ,  tunc in 2a 
parte proporlionali islius horae iterum sumal aliud circumflectendo toli . a .  b . 
quod (yuae) si1 . c .  ; sumnl ilerum aliud circuntfleciendu iliud toti .a. b .c., et 
sif illud .d  ., el continuel idem per singulas parles proporlionales islius horae, 
tunc in  fine horue conjunxit sic corpora infinita quorum quodlibel est ceririe 
quantilatis el tamen probo, quod hoc lotum aggregaium in fine horae est fini- 
tum,  quia e x  quo * superficies 2a circumfleclitur uni mnjori quam prima, oporlet 
quod sit mugis lenuis quam fui1 superficies primo circumfteza, et eadem ratione 
super/îcies leriio circumflexa minus spissa quam secundo circumflesa, et sic 
ulterius, quare videtur quod in eadem proportione in qua superficies primo 
circum/lexa se habel ad superficienz secundo circumftexnm in spissitudine, yuod' 
in eadem proportione elium se habet superficies Z 0  circutnftexu ad superficiem 
tertio circumflexam, el sic 3" a d  quartam, el quarla ad yuinlam el sic de aliis; 
el sic videlur quod spissiludines omnium islururn superficierum se habeant in 
proporlione continua, et cum prima inter illas sit certae spissitudinis el /înilae 
et excednl 2"" in  certa proportione, sequilut quod islae superficies infinilae, 
sic se habentes adinvicem in spissitudine, non consliluanl spissiludinem infini- 
f u m ,  sicut nec parles proportionales nlicujus continui conslititunl continuum 
infinilum; quare sequitur quod hoc corpus in &ne home est finife spissum et 
cum sit splraericum, ejus dyameler erii finila, et per cunsequens ipsum, quaiii- 
vis e x  infinilis corporibus equalibus si1 composilum, el hoc fuit primo proban- 
dum. -- Deinde probatur, yuod laliter possunt eodem corpora applicari quoe 
(quod) constituant corpus infinitum, quia si in prima parle proportionali horue 
fuisse1 circurnflexum unum, in 2 a duo , in 3" ires el sic in  infinilum, isto modo 
quod superficies circumflexa in 2 a parte proportionali horne fuissel tantae 
spissitudinis , sicut superficies circum/2eza in prima, et superficies circurnjlexa 

* p u  steht an Stelle von eo quod. 
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in 3" tanlae spissitudinis sicut circumflexa in aa et sic ultra, tunc hoc in fine 
horae esse1 infinilum, el lamen certurn est,  quod tunc non plura fuissent cir- 
nrmflexa quam prius, cum una multiludo inpnita non sit major dia.  - hTono 
dico, quod non est dure maximam superficiem vel Zocum quem corpus aliquod 
potest replere. - Decimo dico, quod es1 dure minimam superficiem vel locum, 
puem aliquod corpus polesi implere, videlicel sphuericus, ct hoc semper inlel- 
ligendo sine rarefaclione vel condensatione. 

Circa terliam el yuartam conclusionem pono propositiones sepuenles e x  
ipsis: prima est, quod equa multiplicia dyamelri et coslae sunt incommensura- 
bilia, verbi gralia duplum dyametri est irrcommensurabile duplo costae; palet, 
quia si duplum dyamelri esset commensurabile duplo coslae, sequeretur yuod 
eliam duplum dyametri esset commensurabile costae; tenet consequenlia, quia 
yuaecunque sunl commensurabilia quicquid est commensurabile uni el re- 
liquo; cum igilur duplum costue el cosla sunt commensurabilia, Bequitur, si 
duplum d.yametr-i essel commensurabile duplo costae, etiam duplum dyamelri 
essel commensurabile coslae, et cum duplum dyametri eliam sit commensurabile 
dyarnetro , sequilur dyamelrum esse cotninensurabilem coslae , quod est contra 
30m conclusionem, igitur etc. Item dico secundo, quod si sinl duo circuli . a .  
et .b. intersecantes se in punelo .d. ,  el habeat se circumferentia unius ad cir- 
cumferenliam allerieis sicul dyameter quadrati et costa ejusdem, et essenl jam 
duo rnobilia .e. el . f .  conjuncta in punclo intersectionis .a. el move+zlur . e n  

super circumferentiam . a  ., et . f .  super . b . , et equaliler moveantur; dico quod 
si isla in elernum moverenlur, nun y uam amplius in puncto . d . conjungerenlur, 
quamvis bene in  alio; probatur, yuiu, da yuod aliquundo in . d .  punclo çonjun- 
ganlur, sit verbi gratia posl mille annos, et cum non posslnt conjungi in eodem 
puncto, nisi quodlibel fecerit aliquot revolutiones cornplelas, seguitur quod si 
posl niille annos conjungunlur, aliquot circumferentiae circuli minoris sint equales 
aliquol circumferenliis circuli majoris, et sic circumferenlid unius circuli erit 
cornrnensuraDilis circumferentiae alterius circuli, quod est contra suppositionern, 
quia haberil se sicut dyameter el costa ejusdem quadruli. Isla ullima conse- 
quentia palet, quia quorum multiplicia sunt commensurabilia (equalia), ipsa 
sunt commensurabilia. Sed isla consequentia, videlieet, si posl mille annos 
conjungunlur, quod aliquot etc. probatur sic: quia e x  quo in principio fuerunt 
in isto puncto el continue equaliler movebanlur et nunc ilerum sunt in eodem, 
sequilur quod equnlia spacia linealia pertransiveruni, el non perlransierint nisi 
isias circumferentius, igitur circumferentiae unius circuli in aliquo numero 
siml junctae erunt equales circumferentiis alterius circuli in aliyuo riumeru 
simul junctis, quod fuit probandum. - 3O. dico, quod qualilercunque moveantur 
. B .  et .b. sive equaliter sive inepualiter, dum tamen in  iemporibus equalibus 
describerenl angulos incommensurabiles circa eorum centra, nunquam in eler- 
num se invenirent in isto punclo, si jam esseni in ipso, nec unyuam fuerunt 
in ipso, si ab eterno fuissent muia islo modo; pale1 ex  praedicio. -. 4 O .  dico, 
supposito quod motus solis respeclu sui centri el motus lunae respectu sui sint 
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incommensurabiles, sicul est verisimile, vcl ad minus e jus  oppositum nondum 
est demonsfratum, sic quod centrum solis e l  cenlrum lunae cum eisdem tem- 
poribus describerenl angulos incommensurabiles circa cenlrum terrae,  dico, si 
sol et luna nunc  sunt conjuncli conjunctione rectissima vel opposili opposilione 
rectissima, s i  rnundus fuisset ab elerno,  nunquam ila punctaliler fuerunl con 
juncti  vel oppositi, et s i  durarel i n  e f e rnum,  rzunquam ila puncdaliter conjun- 
gereniur vel opponerenlur; pale! sicut secundum. Ex quo eiiam sequilur, quod 
per totuna tempus eternum, si sol el luna sic hodie fuissent conjuncti conjunc- 
tione tali ,  consimilis eclipsis nunquam fiet, si etiam mundus duraret in eler- 

num. E x  quo ulterius sequilur, quod possibile es t ,  aliquam purtem orbis nunc 
esse obumbralam, quae nunguam alias fui1 obumbrata, nec eril icnquam, sup- 
posilu eliam elernitale mundi. E x  quo ulderius seyuilur, quod aliqua res sive 
aliquod lumen (?) polesi generari, quod durabil i n  eternum, e f  aliquod corrumpi 
quod fuit ab eterno. Ullerius sequilur, siipposiio quod tempus i n  quo sol facil 
unam revolutionem annalem sit incommemurabile diei ,  sicut est verisimile et 
etiam ignolum est an ita s i&,  tunc impossibile es t ,  cerum kalendarium incenire. 
Ulterius sequilur, supposito quod tempus i n  quo sol facit imam reuolulionem 
et tempus quo luna facil unam sint incommensurabilia, el posilo cum hoc, 
quod omnes revoltiliones solis sint equaies et similifer lunae,  dico quod si luna 
orialur punct«liler in aliquo inslanti alicujus horae,  ul forte irl  inslanti medio 
horae terliae alicujus diei, si mrrndus durarel in eternum, nunquam in inslonli 
consimili consimilis horae oriretur; declaralio isiorum palet e x  decluralione 
secundi corrollarii illati e x  conclusione 3a el 4". E x  quibus sequitur quod 
judicia astrologorum suni aliquanda valde incerta. - Item e x  terlia et qitarla 
conclusione sequilur, quod impossibile es t ,  continuum esse composiltim e x  indzvi- 
sibilibus /ïnitis, quia si dyameler et cosla e x  indivisibilibus f7nitis esseni compo- 
sitae, j am  dyameler esset commensuratiilis coslne, yuod es1 contra 3- con- 
clusionem, el etiam dyametri  ad coslam essel proporlio rufionalis: contra 4"'" 
conclusionem; probatur consequentfa, quia si essent composilae e x  indivisibilibus 
finilis j u m  proportio unius ad reliquirm essct sicut proporlio numeri ad nume- 
r u m ,  el sic essel proportio rulionalis, curn omnes numeri habeant se ud inviccm 
in proportione ralionali el omnis numerus omni numero est commensurabilis per 
diffinitionem commensurabiiium pr ius  posilam. - I lem e x  3 a  el  C a  conclusione 
polesl i n f e r r i  quod quaelibet quonlilns pulest dividi i n  parles non communican- 
tes vel inçommenstrrabiles; palet: yuia yuodlibel quantum potest dividi i n  duas 
parles ad quarum quamlibei se habei lotum sicut dyameter ad costam ejusdem 
quadraf i ,  et quaelibet ilerum illariim partium in  duas  alias,  ad quarum quam- 
libet i lerum se  habel dimidium sicut dyameter ad costam et sic i n  infinitum. - 
lilierius i n f e ro :  si aliqua linea esset divisa i n  duas (duo) quarum (quorum) una 
(unum) haberel se ad aliam (aliud) i n  proportzone irralionali el iterum quaelibef 
uiterius dividerelur i n  duas habentes (duo habenlia) se in eadem proportione, el 
si ad ymoginationem isla linea esset sic divisa secundum omnia isla punclu super 
quae pofest fieri divisio lalis islo modo, dico quod adhuc remanebtrnt in/inita 
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puncla, super quae non fuit facla divisio, quia super nullum punctum dividens 
islud in duo commensurabiliu adhuc fuit facta divisio, quia solum e x  casu 
super punclum dividens dividendum in  duo incommensura6ilia. - Ullerius dico, 
si .a .  el .b. essent duo subjecta, el essel .a. sicul dyameter et . b .  sicut cosla, 
el sini uniformiter calida per  gradus,  iia quod gradus quo .a. est culidum 
respectu gradus vuo  .b. est calidum si1 sicut cZ.yameler respectu coslae, dico 
q u d  calidilas .a. est dupla ad calidilulem . b . ;  probalur, quia islae calidifates 
sunl ymaginandae sicul duae superficies quadruplae similes, quarum lnlera 
sunl ealensiones subjectorum , igilur proportio calidilrilum est sicut proporlio 
subjeclorum duplicata, ul patueril e x  una supposilione posila ad probandum 
conclusionem 3am et 4am. 

M i s  visis respondeo ad raliones. Bd primam dico,  quod .c. (a) non 
movelur in duplo velocius .b., quia sicut arguebatur .c. (a) describit solam 
lineam dyametralem el non costam, sicul palet i n  declaralione rationis. Sed 
diceres contra .c .  (a) movetur lanla velocilate ad moium lineae descendenlis 
sicul .b., et cum hoc quidem est e x  ejus molu proprio, super lineam sic des- 
cendenlem describil adhuc unam costam: probalio: quia si .c .  (a) conjacuissel 
(conjevisset?) super linea descendenie el solum ad rnolum islrus lineae sic des- 
cendenlis fuisset molum,  tanlum spacium sicul .b. praecise transivisset, et tunc 
in fine per unatn coslam .c.  (a) descendissel, igitur cum nunc sil prope . b.  

eiiarn e x  motu proprio juvil (7) se ud  perlranseundum islam coslam. Pro solu- 
lime islius pono proposiliones: pr ima,  si aliquid movealur motu proprio aliqua 
velocilale, el cum hoc moveatur motu alicujus allerius ianta velocilate, s i  es1 
motus Iocalis ad eandem parlem, lale mobile nioveiur i n  duplo velocius, quam 
si unico istorum motuum praecise mouerelur: sicul si unus  curreret in magna 
nuvi tania velocitate sicut nnvis moveretur versus eandem directionem (?) posi- 
tionis. - 2a. proposilio: si molus illi sunl i n  opposilas partes et sint eguales, 
illud nunqunm mutabii Eocum suum nec  movelur, sicul si unus  moverelur tanla 
oelocilate i n  navi versus ariens,  quanta navis versus occidens, semper haberel 
eundem punclum celi in cenilh (sic) capitis su i ,  supposiio quod celurn quies- 
cerel. - 3 a .  propositio: si unus  istvrum moluum esse1 versus aliquam partem 
et aller ad parlem diversam, non tnmen ad contrariani, sed ad latus,  iunc hoc 
quod movebiiur ad latus illis duobus motibus minus quam in duplo velocius 
moverelur, quam s i  moverelur un0 islorum motuum, el sic fuit i n  ralione pro- 
positu. Ex  istis palet solutio ralionis in forma, quia s i  .c. ( a )  descendendo ad 
motun descensus illius fuisse1 motum tantn velocitale molu proprio,  quanta 
linea descendebat, el cum hoc per eandem lineam, tunc fuisset in duplo velo- 
cius mutum: sed e x  quo movebalur ad latus motu proprio et motu descensus 
lineae sirnul verszcs iamen eandem directionem (?j positionis, quia deorsum, non 
apparet ipsum in duplo velocius fuisse motum, quam si solum uno istorum 
moluum fuisset motum, nec per consequens in duplo velocius .b. - Ad Barn. 
dico, quod,' quamvis latus oppositum angulo majori sil ma jus ,  fulsum est tamen 
pod latus oppositum angulo majori  i n  diiplo sit majus. - Ad 3 polest 
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dici ,  yuod iste modus arguendi a commutafa proportionalilate non tenet in illis 
quae sunt diversarum specierum, modo c u m  yuadratum et linea non sint ejus- 
dem speciei rutio tertin modicum probavit. - Explici l  haec questio. 

Dyameter quadrati ad ejus costam est proportio medietalis duplae,  pro 
Oatur sic : Et  supponitur pr imo,  ut  dicilur et probatur quinto elementorum Eucli 
d is ,  quod omnes proportiones sunt equales quarum denominationes sunt equales. 
2 O .  supponitur, s i  sunt ires iermini,  e t p r imus  est major  2 O ,  et secundus major 
tertio, proportio primi ad Y am componitur e x  proporlione primi ad ,Zn" et secundi 
ad 3am. 3 O .  supponitur: quand0 aliyuid compunilur e x  duobus equalibus, illud 
eompositum est duplum ad utrumque illorum. Tunc  fundetur q u a d r ~ t u m  minus 
super dyametrum quadrati major is ,  ut  apparet i n  figura (Fig. 12), et tunc proce 
datur sic:  nam quae est proportio .a. b. ad . b. c.,  eadem est . b.c. ad . b.d ., quia 
utraque est sicul dyamelri ad suam cosiam, ergo sunt equales perpr imam suppo- 
sitionem. l l em  hic sunf tres iermini scil. .a. b ., . b .c.,  . b.d. et primus est mujor 
Z 0  et secundus major ierlio, visu indice; erg0 proportio primi ad lerlium corn- 
ponilur e z  proportionibus primi ad secundum el secundi ad lerlium, per 2""' 
suppositionem, et componilur e x  duobus equalibus, erg0 ad utrumque illorum 
es1 duplum per 3am suppositionem; sed primi ad lerlium est proportio dupla, 
quia lolius ad suam medietatem, erg0 proportio primi ad secundum est et dicitur 
medielns duplae,  quae est .a.b. ad .b.c. scil. dyametri ad costam. 

Datis duabus lineis inequulibus, inter eas duas nzedias proporlionales 
invenire. 

Istud theorema fuit antiquitus sic introductum: quidam r e x  juvenis ludo 
talurio dedilus jussil sibi edificari capellam et i n  ea altare cubicum conslrui; 
quo facto considerans altare respectu capellae nimis parvum,  jussit altare du- 
plicari ,  et cum artifices lalomi (latonii) artem duplicandi cubum non haberent, 
ad jussum regis congreguti fuerunt geometrae, cumyue multo tempore studuis- 
sent super duplicationem cubi,  dixit tandem unus  eorum,  hoc nul10 modo posse 

Deri, nisi primo inter duas lineas datas quaruni una ad aliam dupla sil, in- 
ventae fuerin t duae aliae mediae proportionales, eo quad cubus lineae duplae 
ad cubum lineue dimidiae seu subduplae ocluplus esse probatur. Et  cum inter 
unum et ejiis octuplum sint duae proportiones vel media proportionalia , scil. 
2 el 4 ,  quorum primum duplum est simpliciler (y), el  tales ide0 lineas eandem 
proportiunem habenles qziaerere necesse est: et hoc problema inter eos cubi 
duplicalio (duplus) vocubatur. - Ad praedictcm uulem theorema cor~cludendum 
tnli modo venire nitebantur: sint . a .b .  et .b.c. (Fig. 13) duae linene rectue 
inequales ad libitum dalae,  ad angulum rectum extremitafibus earum junctis, 
et utrapue eorum punntumlibei in continuum el directum pertraclis, et sint illae 
.a.b.d. el .c.b.e. (d) quatuor angulos rectos super .b. statuentes ; deinde duos 
triangulos orthogonos constitue, scil. .c.d.e. el sit angulus .d. rectrts; et .d.e.a. 
trianguius nngulo recto . e n ,  q u i  quuliier habeanl figurari el staliiliri inferius 
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docebo; palam ilapue es t ,  puod curn ab angulo recto . d. perpendicularis super 
basim insista1 in triangulo . c.d .e.,  per 8 a m  sexti  Euclidis .b .d .  erit media pro- 
portionalis inter duas portiones basis, quae sunt .c.b. el . b . e .  Similiter el pe r  
eondem in trinngulo . d .  e. a .  . b .e. eril media proportionalis in fer  . b.d. et 
.a. b.  ; est erg0 ut  .c.b. ad . b.d. sic .b.d. ad .b .e. quod eral demonstrandum. 
Sad quia per islum modum difkcile imo forte intpossibile e s t ,  tales duos lineas 
incenire in omnibus nisi tantum in rationaZibus, non tamen in omnibus ratio- 
nalibus, i n  irrationalibus autem non (?), ideo ponilur alius modus generalis et 
cornmunis tam in  rationalihus quam irrationalibus p i  lalis est:  sint . a . b .  el 
.b.g. (I-ig. 14) duae lineae rectae datae inequales ad angulum rectum jacentcs 
super .b. Perfecto autem parallelogrammo .b.d .a .g. ,  dyameter protrahatur 
per medium secta i n  . e . ,  educanturque laieru .d.g.  et .d.a.  in directum usque 
in .z. et . h . ,  apposilaque regula super punctum .b. contingenle, totiensque mo- 
veatur @sa regula,  quod resecet .d .  h.z.  tali nempe pacto,  quod et i ~ x a  .b. 
contingente .e.h. et  . e . z .  sint equnles, de quo circinus praebeat fiduciam; duc- 
que perpendicularem super .d . g .  qunm ipsa dividet per medium per 30. primi 
nddita 10. ejusdem. Quia igitur .d .g .  per duo equalia divisa est i n  .c. et ei  
in longum additur .g.z. ,  palam est quod i l lud,  quod fit e x  .d.z. i n  . g . z .  curn 
qicudrato .g.c. eguum est quadrato lineae .c .z .  per 6a"' 2i Euclia'is. Iqiticr 
eodem puadrato quodrato lineae .e.c. addito utrobique, erit quod fit e x  .d.z. 
in . g . z .  eum quadratis linearum .g.c.  et .e .c . ,  et inde quudrato lineae .e .g .  
per penultimam primi Euclidis,  e q u a b  quadratis Einearum . c .z .  et .c.e., hoc 
est quadrato .z.e. per eandem; quod erg0 fit e x  .d.z. in .gaz.  curn quadruto 
lineae .e .g . epuum est quadrato lineae . e . z. Similiter demonstrubilur, quod idcm 
quod fi1 e x  .d. h. in .a .  h. curn quadrato .e .a .  est equale quadrnto lineae .e. h . ,  
intellects perpendiculari ab .e. super latus .d .a .  Et quia puadralum lineae 
.e.h.  equum est quadrnto lineae . e . z . ,  crrm .e.h.  et .e.z. posilae sint equales, 

erg? quod fit ex eis id  est earum quadrata est equale e i  quod fit e z  mediis, 
id est duo quadrata duarum linearum equalium .e.z. el .e.h. sunt equalia dua- 
bus superficiebus quae fiunt e x  mediis ,  scil. ex lineis .d.z. et .g.z.  curn qita- 
drato lineae . e . g .  et .d .h .  et . a .h .  curn quadrato lineae .e.a. Demptis autem 
duobus quadratis equalibus duarum linearum equalium .e.g. el .e.a. a dua- 

bus praedictis super/iciebus relinquitur, quod hae dune superficies puae fiunt 
ex . d . z .  i n  .g.z. et e x  .d.h.  in .a .h.  sint epuules, quia si ab egualibus 
equalia demas etc. Tzrnc sequitur demonstrative hue duae superficies sunt 
equales, erg0 quatuor earum latera sunf proporiionalia per 15 (13) sexti ,  et 
haec quatuor latera sunt hae quatuor lineae, scil. .d A., .g .z. et .d. h. et .a.h. 
Sequitur ergo: sicut . d . z .  ad .a. h .  sic . a.h. ad  . g .  z . ,  et sinditer sicul . d .  h. 
ad . d . z .  ita .g. z .  ad .e .h.  per eandem 15 sex l i ;  sed etiam sicut . d . z .  ad 
.d.h. sic .a .b.  ad . a . h .  et .g.z.  ad .g.b. ( .g .b .  ad . g . z . ) p e r  4 5 m s e x t i  
Euclidis. Ex  his erg0 concluditur principale propositum, quia,  sicut . d . z . 
ad  . d .  h .  sic .a .  b .  ad . a .  h .  per 4am sex t i ,  et . a .  b. ad .a .  h .  sic .a .h.  ad 
.g.z., cum eadem si1 proportio .a. b .  ad . a .h .  sicut . d . z .  ad .d.h., ut 
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praediclum es t ,  et eodem modo sicut . d .  h .  ad . d . z .  sic . g .z .  ad . a . h .  per 

dam sexii;  sicui erg0 sequitur, sicut . a .  b .  ad . a  . h m  sic . a .  h .  ad . g  .z., ita 

sequitur, sicud . g .b .  ad . g . z .  t'ta . g.  z. ad . a .  h . ,  ergo per conversam pro- 
portionalilnlem : sicut . a .  h . nd . g . z . sic . g . z . ad . g . h . , el ergo sicut . a .  b. 
ad  .a .  h. sic . a .  h .  ad . g .z .  itu . g .z .  ad . g .  b .  Inlteniae sunt igitur dune 
lineae medine proportionales inter duas lineas datas,  quae sunt . a . h .  el .g .z . ,  
haec omnin putenl in figura. 

W i r  haben zu den beiden Abhandlungen noch Einiges hinzuzuftigen. 
I n  der Quaestio tiber die Incommensurabilit&t von Seite und Diagonale des 
Quadrates fallt uns im Anfange die Plumpheit der Rationes auf, mit denen 
Gelehrte jener Zeit (denn die Ungebildeten haben doch wohl tiber solche 
Dinge nicht discutirt), die i n  Geometrie wenig oder gar  nicht bewandert 
waren , die Commensurabilitiit der beiden Liuien zu sttitzen suchten. Sie 
behaupteten, die Diagonale sei das Doppelte der Seite, und suchten dies 
auf drei Arten zu beweisen: erstens sagten sie (vergl. Fig. 9), der Punkt c 
brauohe die doppelte Geschwindigkeit, um nach d su gelangen, wie der 
Punkt  6, um ebcndahin zu gelangen, denn or m t i s s ~  nicht nur die Rohe 
des Quadrates, sondern zugloich noch seine Breite diirchlaufen, also sei cd 
doppelt so gross wie 6 d ;  zweitens sagten sie (vergl. Fig. Io), wie das Qua- 
drat  a b c d  sich zu seiner Diagonale verhalte, so müsse sich auch das Qua- 
drat c g d f  xu seiner Diagonale verhalten, mithin miissen sich die beiden 
Quadrate wie die beiden Diagonalen verhalten, erstere verhalten sich aber 
wie 2 zu 1 ,  folglich ebenso die Diagonalen, d. h. Diagonale und Seite des 
grosseren Quadrates; drittens behaupteten sie, nach Euclid stehe in einem 
Dreieck dcm grosscrcn Winkel die grosserc Seito gegenüber, nun sci in 
dem Dreieck c a d  (Fig. 9) der Winkel bei a doppelt so gross wic der bei c, 
also auch die Diagonale c d  doppelt so gross als die Seite a d .  - Die zweite 
Ratio mochte für jene Zeit noch etwas Bestechendes für  sich haben; un- 
begreiflicher sind aber die erste und dritte,  ganz unbegreiflich aber ist es, 
dass die blosse Betrachtung -der Figur nicht die Behauptung verstummen 
machen konnte, die Diagonale sei doppelt so gross als die Seite. Es sind 
diese Hationes übrigens ein sprechender Beweis für  die jeder Anschauung 
sich entschlagende, rein deductive, oft aber logisch - verkehrte Denkweise des 
scholastischen Mittelalters, aber such ebensowohl für die h6chst geringe 
mathematische Bildung jener Zeit; konnte doch selbst A l b  e r  t u s  die zweite 
Ratio nicht anders widerlegen, als mit den Worten: , , ide  modus a rgued i  
a cornmutata proportionaQtate M n  telzet in illis quae sunt diversarum spe- 
cierum, modo mm quadratum et Zinea non. silzt ejusdem speciei ratio te& 
rnodacurn probuvit" ( S .  52). 

Von Interesse mogen ferner die zur Illustration des Wesens der Incorn- 
mensurabilitiit von A l  b e r  t u s  angeführten, theilweise g u t  gewahlten Bei- 
spiele sein (vergl. S. 49 u. 501, wie _dajjenige von den zwei sich schneidenden 

# 
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Kreisen, deren Durchmesser oder Umfinge sich verhalten wie Diagonale und 
Seite eines Quadrates, also incornmensurabel sind, und in deren einem 
Durchschnittspunkte zwei Punkte vereinigt gedacht werden, die gleichzeitig 
ihre gleichftrmige und gleichschnelle Bewegung auf den beiden Kreisen, der 
eine auf dem einen, der andere auf dem andern, beginnen, so werden nach 
A l b e r t u s  die beiden Punkte sich niemals wieder in jenem Durchschnitts- 
punkte begegnen, so viele Umlaufo sie anch machen mogen. Als zweites 
Beispiel führt er die Rewegung von Sonne und Mond an :  Gesetzt, Sonne 
und Mond beschreiben in ihrer Bewegung um die Erde incommensurable 
Peripherien und es finde zu einer bestimmten Zeit eine Sonnenfinsterniss 
statt, so wird niemals wieder eine ganz gleiche Finsterniss stattfinden, so 
dass genau die gleichen Theile der Erde verfinslert wiiren. Ferner sagt er :  
Gesetzt , die Zeit, in welcher die Sonne einen jahrlichen Umlauf macht , sei 
dern Tage incommensurabel (sicut est verisimile et etiam ig.notwn est an ita 
sit), so ist es unm6glichl einen richtigen Kalender aufzustellen. 

Betreffs dieser A b h a n d l p g  ist noch zu erwahnen, dass A l b e r t n s  
S. 47 einen ,,Libellus de triangulo" citirt, und zwar sol1 sich in  demselben 
der Satz vorfinden, dass von allen gleichseitigen Piguren von gleichem 
Fliicheninhalt diejenige mit der grossten Seitenzahl den kleinsten Umfang 
bat. Ich vermuthete zuerst, es k6nnte dies die Abhandlung ,De triangulisU 
des J o r d a n u s  N e m o r a r i u s  sein, deren Manuscript sich in dem Codex 
F. II. 33 der Basler Universitiitsbibliothek befindet ; allein Herr  M. C u r  t z e 
in Thorn, der gegenwartig mit der Herausgabe dieser Schrift beschaftigt 
ist, theilte mir mit ,  dass sich jener Satz nicht in  derselben vorfinde. E s  
ist übrigens leicht moglich, dass hier ein Verseheti des Verfassers oder ein 
Fehler des Abschreibers vorliegt und dass die citirte Schrift keine andere 
iat, als der von A l b e r t  u s  auch im Tractatus ,De quadratura circuliu an- 
geführte ,Libellus de figuris isoperimetrisu des griechischen Anonymus, 
dessen lateinische Uebersetzung sich ebenfalls in jenem Basler Codex F. II. 33 
vorfindet. Bei dieser Gclegenheit ist es vielleicht am Platxe, dareuf auf- 
merksam zu machen, dass einige der Abhandlungen des genannten Codex 
zu denjenigen gehoren, die von den Scholsstikern des Mittelalters bei ihren 
commentatorischen Arbeiten a m  meisten zu Rathe gezogen worden sind. 
Bei rascher Durchsicht der Commentarien des ' A l b e r t  u s d e  S a x  o n  i a ,  
des T h i m o n Y ,  des W i l h e l m  v o n  O c c a m ,  des J o h .  B u r i d a n u s  zu den 
Aristoteliscfien Schriften fand ich citirt: Libellus de figuris isoperimetris, 

* T himon ist keiner der bekannteren Scholastiker. J O  ch  er 's  Gelehrtenlexikon 
sagt von ihm: ,,War ein jüdischer Balbi, desven Zeit, wann er gelebt, nicht be- 
kannt ist, hat Quest. in Aristot. libros meteorolog. geschrieben, tio im Vatican in 
Manilscript liegen.IL - Nach der Vorrede zu der mir vorliegenden Ausgabe seines 
Commentars zii der Aristot. Meteor. (besorgt dorch G e o r g  L O ck e r t ,  Scotus, 
Paris 1616) las T h i m o n  im Anfange des 14. Jahrhunderta zu Paris über Philo- 
sophie. 
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A A---- -A- ---- 
E u c l i d e s  De speculis, E u c l i d e s  De aspectibus, J a k o b  A l c h i n d i  De 
umbris , T h  i d e u s  De speculis comburentibus vel de sectione muquesi (sol1 
also nach X. S t e i n s c h n e i d e r  heissen: mukefi), T h e o d o s i u s  De sphae- 
r i s ,  A r c h i m e d e s  De curvis superficiebus, P t o l e m e u s  Perspectiva, Geber  
ohne Angabe des Werkes, ebenso A l h a z e n  ohne Angabe des Werkes, u. A. 

Was  die zweite Abbandlung tiber die Auffindung zweier mittlerer Pro. 
portionallinien anbetrifft, so enthalt dieselbe im Anfange eine von der ge- 
wohnlichen Darstellungsweise etwas abweichende Erzahlung von der Ent- 
stehung des Problems der Würfelverdoppelung. Sie stimrnt mit keiner der 
beiden überein, die E r a t o s t h e n e s  in  dem Briefe an den K h i g  P t o l e -  
m a i  O s E u  e r g e t e s erwahnt , in  welchem er  diesem seine Construction der 
zwei mittleren Proportionallinien mittheilt, scheint aber aus der Verschmel- 
zung beider in spaterer Zeit hervorgegangen zu sein. - Die erste der beiden 
hier behandelten Losungen des Problems ist diejenige, die E u t o k i o s  im 
Commentar zum 2. Buche De sphaera e t  cylindro des A r c h i m  e d e s  dem 
P l a  t O n zuschreibt , aber mit Weglassung der Beschreibung des zur mecha- 
nischen Losung nothwendigen Instrumentes; die zweite ist die H e  ron'sche 
Losung, wie sie ebenfalls E u t o  k i o  s in ùem genannten Commentar mit- 
theilt. D a  die Figur in T h e v e n o t ' s  Ausgabe der Belopoeica H e r o n ' s  
nicht ganz mit der des E u t  O k i O s übereinstimmt (besonders ist das Perpen- 
dikel ec  in Fig. 14 und 15 eine Zugabe des Eutokios), so dürfen wir wohl 
den Schluss zieben, vorliegende Abliandliing sei einem Rruchstücke des 
Commentars des E u t  O k i  O s entnommen , denn dass der ganze Commentar 
dem Verfasser bekannt gewesen Sei, dürfen wir nicht annehmen, sonst ware 
doch wohl die Erziihlung iiber den Ursprung des Problerns der Würfelver- 
doppelung anders ausgefallen. Auch rnüssen wir sie als eine nach einem 
g r i e  c h i s  c h e n  Manuscripte gemachte Uebersetzung betrachten, wenn wir 
uns der von H u l t s c h  in  der Abhandlung ,Der Heron'eche Lehrsatz tiber 
die Fiache des Dreiecks als Function der drei Soitenu* aufgestellten Schluss- 
weise, betreffend die Transscription der Buchstaben bei Uebersetzungen von 
griechischen und arabischen Xanuscripten, anschliessen wollen. 

* Vergl. dicse Zeitschnft, IX. Jahrg. S. 247 u 248. 
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Enclidiri opera omnia ediderunt J. L. HEIBERG et  H. MENQE. E l e m  e n t a 
edidit et latine interpretatus est J. L. IIEIBERG. Lipsiae in aedibus 
B. G. Teubneri MDCCCLXXXIII-VI. Vol. 1 (X, 333), II (XXII, 
437), III. (VI ,  417) ,  IV. (VI,  423). 

Wir haben im XXVIII. Bande dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 100 
bis 102, über Herrn H e i  b e r g ' s  literargeschichtliche Studien über E u  c 1 i d 
bcrichtet und dieselben zu einer Euclid-Ausgabe in Beziehung gesetzt. 
Diese ganzo Ausgabc, welche einc hervorregende Bereichcrung der Biblio- 
theca Teubneriana zu werden verspricht, ist, nun allerdings seitdem noch 
nicht vollst&ndig erschienen. Fi u c  l i d ' s  Werke sind zahlreicher und ver- 
echiedenartiger als die der anderen griechischen Mathematiker, wenigstens 
soaeit wir von Erhaltenem zu reden haben, und selhst ein Gelehrter von 
der Arbeitskraft unseres danischen Freundes hat es nicht gewagt, die ganze 
L a ~ t  der Herausgabe auf sich zu laden. Er bat zu diesem Zwecke viel- 
mehr mi t  Herrn H. M e n  g e in  Mainz sich vereinigt , so dass die Vergleich- 
ung der Codices bald von Diesem, bald von Jenem besorgt werden sollte, 
die Einzelschriften alsdann so getheilt würden, dass Herr H e i b e r g  die 
Elemente, die Optik und die Katoptrik, Herr  M e n g e  die Daten, die Pha- 
nomena und die musikalischen Schriften herauszugeben hatte. Die vier 
ersten Bande der so vorbereiteten Gesammtausgabe sind heute in  unseren 
Handen. Sie enthalten die Elemente, mithin nur von Herrn H e i b e r g  
Herausgegebenes. Zugleich is t  es das auch Laien in der Geschichte der 
griechischen Mathematik bestbekannte Werk,  welches in dieser neuen Auf- 
lage vorliegt. Ein rühmlich bekannter Herausgeber, ein Niemand fremdes 
Werk, dieses Zusamrnentreffen erspart uns ausftihrlicheren Bericht. Wir  
dürfen getrost uns mit cinern Vivat sepzlens begntigen. CANTOR. 

Die Zeitmeaaer der antiken Volker, von Professor Dr. G. BILFINGER. Fest- 
programm des Eberhard - Ludwigs - Gymnasiums. Stuttgart,  1886. 
4O. 78 S. 

Wassermaass und Schattenmaass wurden von den Alten , worunter Herr  
B i l f i n g  e r  immer Griechen und Rorner, nicht aber die alteren Culturv6lker 
Aegyptens und Mesopotamiens versteht, zur Zeitmessung benutzt, und zwar 

&nt.-lit. Abthlg. d. Zeitsahr. f. Math. n. Phya. XXXLI, 2 6 
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sind nach demselben Verfasser zwci wesentlich unteiwhicdene Arten der %eit, 
messnng hemerklich. Die eine, voralexandrinische Zeitmessung begnügte sich 
damit ,  die aus einem unten durchlocherten Gefisse ablaufende Flüssigkeit zu 
messen, wenn vor Gericht die Redezeit der einzelnen Sachwalter zu bestimmen 
war, und die Schat,tenlBnge des inenschlichen KGrpers zur Fuselënge der Person: 
lichkeit, um deren Schatten es sich handelte, in Beziehung zu setzen, wenn 
es galt etwa die Zeit des Mittagessens zu best,immen. Erst  die nachaleuan- 
drinische Zeit behandelte die Aufgabe, den Tag, beziehungsweisc die Nncht 
in  je  swSlf unter ~ i c h  gleiche Abschnitte zu theilen, und frühestens von de 
an kann man von eigentlichen Schattenuhren und Wasseruhren im moder- 
nen Sinne reden. Doch diese Behauptung ware nicht ganz richtig, wie 
Herr  Bi1  f i n g  e r  nachweist. Die moderne Uhr, mag sie nun geartet sein 
wie sit! will, theilt die Zeit einer ganzen Axendrehung der Erde in 24 unter 
sieh gleiche Abvchnitte oder Stunden. Auf den bürgerlichen S a g  fallen , je 
ntiher beim 21. Jun i  die Beobachtung angestellt wird, um so mehr, je nBher 
beim 21. Dccembcr, um so wenigcr Stunden. Griechcn und RGmer zshlten, 
wie am 21. Jun i ,  so am 21. December und an jedem andern Jahrestage 
stets 12 Stunden des bürgerlichen Tages; die einzelne Stunde war also bald 
langer, bald kürzer, und das musste an der Sonnenuhr durch die Herstel- 
lung derselben, musste auch an der Wasseruhr durch geeignete Vorrich- 
tungen ablesbar erscheinen. Zur Wiederherstellung der antiken Sonnenuhr 
dienen neben einer Beschreibung bei Vj.truvius auch in Pompeji aufgefun- 
dene wirkliche Sonnenuhren. Für  die Wasseruhr stehen nur Beschreibungen 
zu GeLote. Herr B i l f  i n  g e r  hat  , wie es scheint, beidemal in seiner Wieder- 
herstellung das Richtige getroffen. K i m  schildern lasst sich aber die ziem- 
lich verwickelte Sache kaum, insbesondere nicht ohne Zeichnungen, und so 
begntigen wir uns, die für Gnomonik sich 
Berichtes auf die ungemein scharfsinnig und 
auvgearbeitete Festvchrift selbst hinzuweisen. 

interessirenden Leser unseres 
mit grosser Sachbeherrschung 

CANTOR. 

Leben und Schriften Leonardo'e d a  Pisa. Ein Beitrag zur Gescliichte der 
Arithmetik des 13. Jahrhunderts. Von J. GIESING, Oberlehrer am 
konigl. Realgymnasium in Dobeln. 1886. XXXV S. 

Es  war gewiss ein richtiges Gefühl, welches den Verfasser leitete, als 
e r  L e o  n a r  d o  v o  n P i s a  zum Gegenstande einer Abhandlung sich wahlte. 
Was  man über den nach Zeitalter und vielleicht auch an Bedeutung ersten 
italienischen Maihematiker in den besten geschichtlichen Werken findet, ist 
ebenso wcnig allgemein bekannt, als es erschopfend genannt zu werden 
verdient. I n  doppelter Beziehung bedarf dahor die goschichtliche Würdigung 
L e o n a r d o ' s  neuer Rearbeitung. Ob Herr G i e s i n g  des letzfe Wort in 
dieser Richtung gesprochen, ist uns allerdings zweifelhaft. Schriinkt er 
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extraits des manuscrits de la Biblioth&que Nationale etc. Tome XXXII, 
Ire Partie. 136 pages. Paris 1886. Imprimerie Nationale. 

Seit unser unermildlicher, geist- und kenntnissreicher Fachgenosse eine 
Uebersiedelung nach Paris bewerkstelligen durfte, hat  e r  noch mehr als 
früher uns verwtihnt, Abhandlungen aus seiner Feder lesen zu konnen, 
durch welche er jeweils die Erforschung griechischer Mathematik wesentliçh 
forderte. Nicht ihr Inhal t ,  socdcrn nur ihr meist unbedeutender Umfang 
schloss sie von besonderer Besprechung a n  dieser Stelle aus. Heute sind 
wir i n  Besitz einer ausführlicheren Arbeit, welche uns zugleich Gelegenheit 
giebt ,  eines Aufsatzes ,Sur l'arithmétique Pythagoricienne%u gedenken, 
welchen IIerr T a n n e r y  im Marzhefte 1885 des Bulletin Darboux zum Ab- 
druck brachte. 

Die grossere Veroffentlichung, welche mir in der Ueberschrift nennen, 
besteht bis zu S. 25 aus einer Einleitung. Dann folgt S. 26- 57 der erste, 
S. 58-127 der zweite Brief des N i c o l a u s  R h a b d a s ,  auf den geraden 
Seiten der griechische Text ,  auf den gegenüberstehenden ungeraden Seiten 
die franzosische Uebersetzung. Den Schluss bilden drei Indices: ein mort- 
verzeichniss solchcr griechischer Auudrücke, die in dem grossen Thesaurus 
überhaupt fehlen; ein Verzeichniss der historischen und metrologischen 
W6rter; endlich ein arithmetiseher Index, der also die technische Bedeutung 
der Wortor kennen lehrt und den selbstverstiindlich nur  ein sprachwissen- 
schaftlich gebildeter Mathematiker oder ein mathematisch geschulter Philolog 
anfertigen konnte, ein H u l t s c h ,  ein H e i b e r g ,  ein T a n n e r y .  

Wer  war nun N i c o l a  u s  R h a b  d a s ,  und wodurch haben seine Briefe 
einen Abdruck in der unter den Mannern der Wissenschaft mit htichster 
Achtung genannten Sammluiig der sogenannten N O t i c e  s e t  E x t r a i t s  ver- 
dient 9 Die Geschichtschreiber der Mathematik wussten , dass N ico 1 a u  s 
R h a b d a  (wie man bisher schrieb) aus Smyrna etwa um die Zeit des 
M a x i m  u s P l a n  u d e s  in  der Mitte des XIV. Jahrh. lcbte, dass von ihm 
eine Fingerrechnung herrührte, welche wiederholt in Druek erschien, und ein 
noch unedirter Brief über Arithmetik, i n  welchem die Wortverbindung 
,,politische RechenkunstY vorkommt. (Vergl. unsere Vorlesungen über Gesch. 
d. Math. 1, 435 -436.) IIerr T a n n  e r y  ha t  dieses Wissen erheblich ver- 
mehrt. E r  ha t  gefundemi , dass eine von R h a b  cla s herrührende Osterrech- 
nung auf d i e s  e s Jahr  6849 byzantinivcher Zeitrechnung , d. h. auf das Jahr 
1341 sich bezieht, wodurch die frtihere Vermuthuug über seino Lebenszcit 
zur Gewissheit erhoben wird. E r  ha t  fcrncr die sogenannte Fingerrechnung 
nur als Theil eines Rriefes erkannt, wie auch die Aufgaben politischer 
Rechenkunst in einem Briefe mitgetheilt worden sind, und diese beiden 
Briefe ha t  e r  jetzt vollstandig herausgegeben. Als Or t ,  von wo aus die- 
selben geschrieben sind, ist  Constantinopel genannt. Die Bedeutung der 
Briefe hat  Herr T a n n e r  y in seiner Einleitung erortert. 
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Logistik und Arithmetik waren bei den Griechen streng geschiedene 
Lehrgegenslande. Die erstere war Rechenkunst, die zweite Zahlentheorie, 
um moderne Benennungen zu gebrauchen. Wohin gchorte die Lehre von 
den Gleichungen? Wir  heben selbst früher (VorlesungenI, 133) gesagt, sie 
sei in die griechische Arithmetik eingedrungen, und dieses ist mit Hinblick 
auf D i o p  h a n  t gewiss richtig, aber vorher gehorte sie zur Logistik. Dafür 
hat Herr T a n  n e r y  aus einem Suholion zum Platonischen Dialoge Char- 
mides, welches zwar langst bekarint, aber nicht verstanden war, die, wie 
uns schcint, sicheren Beweisgrunde gefunden. In  der Logistik, heisst es 
dort, betrachtct man ,uqbit.aç xcrl ip~cuXi.caç deiop~;ç Das sind Aufgaben, 
sagt Herr T a n n e r y ,  a n  eine Stelle der Platonischen Gesetze (VII, 819 h) 
ankntipfend, in welchen von Aepfeln (nicht von Heerden, wie der Scholiast 
selbst und auch A n a t  O 1 i u s missverstehend meinten) und von Trinkgefsssen 
die Rede ist , Aufgabcn, wie sie in den bekannten mathematischen Epigram- 
nien erhalten sind , d. h. Textgleichuugen. Werin D i  o p  h a nt spiiter zur 
Arithmetik hinzunahm, was ihr früher nicht sngehorte, BO ha t  sieh eben 
eine Namenversehiebung volizogen, von welcher alle Zeiten Beispiele auf- 
weisen, wie wir beifügen mochten. Man vergleiche doch nur  C o u r  n o  t ' s  
Théorie des fonctions mit Dem, was man heute Functionentheorie nennt! 
Die so erweiterte alte Logistik stimmt aber - und das ist von hochster 
Bedeutung - nun vollstandig mit den Rechenaufgaben des agyptischen 
Uebungsbuches des A h m e s überein , w Bhrend freilich für  die Arithmetik 
ein gleicherweise ale Vorbild dienendes uraltes (babylonisches?) Werk noch 
fehlt. Nur soviel hat  Herr  T a  n n  e r y  in dem oben erwtihnten Aufsatzo 
,Sur l'arithmétique Pythagoricienne" dargethan, dass ein solches Muster 
alter als die altpythagoraische Schule sein müsste, da diese bereits eine 
Arithmetik gleichen Umfanges, wie das zweite nachchristliche Jahrhundert 
sie kannte, besass. 

Die Logistik wurde haufiger durch miindlichen Unterricht, als durch 
Lehrbücher fortgepflanzt, wenn es auch daran nicht ganz fehlte; aber ver- 
lesen und verbraucht, wie die Bücher der Bolksschule aller Zeiten , sind sie 
uicht auf uns gekommen. Die Briefe des R h  a b  d a  s sind geeignet , einiger- 
massen diesen Mange1 zu ersetzen, und deshalb hat Herr T a n n e r  y recht 
gethan, sio dem Druckc zu übcrgcben. 

Wir ftihrcn aus ihnen nur cino Mcthode der angenaherten Quadrat- 

wurzelausziehung als bcsondcrs bemerkenswerth an. Sci J a T r  zu suchen, 
r 

wo r < 2a + 1 .  Niiherungsweise ist J-r ni a + - aber auch nur  
2 a 

r 
niherungsweise. Denn um a2+r zu erhalten, ist a + 7 nicht mit sich 

La 
a 2 + r  - 2a3+2a r  

selbst, sondern mit - - zu vervielfachen. Eine bessere 
r 2a-r 

a+-- 
2 a 
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Annaherung liefert nun nach N i  c O 1 a u  s R h a  b d a s  das arithmetische Mittel 
der beiden ungleichen Factoren. Dieses is t ,  in  Buchstaben geschrieben, 

8a4+8a%++' r r2 - a + - - -  + [ (a  + ;,, + (*;)] = -B.;+..; - 2 a  8 a 3 + 4 G '  

a+% 

wenn auch R h  a b d a s  diese Umformung nattirlich nicht kennt. Es ist hier 
nicht der richtigo Zeitpunkt, zu prtifen, wio sich diese übcrlieferte zweite 

- 
Annaheriing zu i a - r  zu den alterthümlich bekannten Zahlenbeispiclen 
verlialten mochte. 

--- 

Geometria Culmensis, Ein agronomischer Tractat aus der Zeit des Hoch- 
meisters Conrad von Jungingcn (1393 - 1407), hcrausgcgclm von 
Dr. H. MENDTHAL. Publication des Vereins für die Geschichte von 
Ost - und Westpreussen. Leipzig 1886, bei Duncker & Humblot. 76 S. 

Die geschichtliche Darstellung entlegener Zeiten, map sie nun den 
staatlichen Entwickelungen oder dem Bildungszustande gewidmet sein, zeigt 
mitunter Liicken, die entweder daher rühren, dass damals Nichts sich ereig- 
nete ,  werth der Nachwelt iiberliefert zu werden, oder daher, dass leider die 
Ueberlieferung verloren ging. So war die Zeit um das J a h r  1400 in den 
Geschichtswerken der Mathematik lange die Ueberschrift eines unbeschrie- 
benen Blattes, bis man auf'ti Reue mit B r a d w a r d i n  und O r e s m e  bc- 
kannt wurde, welche dem Blatte einen lesenswerthen Inhalt gaben. Eben- 
dort wird von jetzt ab auch der namenlose Verfasser der Geometria Cul- 
mensis einen Platz finden. Nicht als ob er wichtige Entdeckungen gernacht 
hatte; d a m  war er, scheint es, nicht der Nann;  aber er hielt sich in der 
Anweisung zum Berechnen der Felderinhalte, die er auf Defehl des Deutech- 
ordensmeisters veroffentlichte, fern von den sonst üblichen und in eine 
spktere Zeit sich noch hinschleppenden, theoreiisch ganz unznlkssigen Nihe- 
rungsrechnungen. E r  lehrte den Inhalt stets durch Zerlegung der zu mes- 
sendcn Pigur in  Dreiecke, in  welchen jcdcsmal die Rohe gezogen und ge- 
messen wurde, finden, und das war immerhin ein Fortschritt. Auch in der 
Ceschichte der deutschen Literatur wird unser Anonymus erwahnt werden 
müssen, da  e r  der bis jetzt alteste bekannte Schriftsteller is t ,  welcher seine 
Geometrie neben dem lateinischen Grundtexte auch in deutscher Sprache 
herausgab, dadurch Zeugniss dafür ablegend, dass es ihm darum zu thun 
war, auch solche Leser zu belehren, die des Lateinivchen unkundig waren. 
Wir  konnen Herrn M e n d  t h a 1  nur dankbar dafür sein, dass er in der An- 
ordnung des Druckes von dcn Handschriften, wclche ziierst den latcinischen, 
dann den deutschen Wortlaut enthalten, abweichend die beiden Texte zwei- 
spaltig nebeneinander setzen liess. Man erkennt so urn so deutlicher, dass 
der Verfasser mit einer gewisaen Freiheit schaltete, bald weglassend, bald 

hinzusetzend , so dass keine ganz strenge Uebereinstlmmung beider Texte 
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çtattfindet. Dass die Geometria Culmensis nicht in dem, was sie giebt, 
sondern mehr i n  dern, was sie weglasst, verdienstlich ist, haben wir schon 
bemerkt. Auf ganz eigenen Füssen scheint ihr Verfasser aber auch in dieser 
Beziehung nicht gestanden zu haben. Das Muster, nach welchem er ein- 
gestandenermsssen urbeitete , war eine Schrift des D O m i  n i  c u s P a r  ir; i e n - 
sis, welche Herrn C u  r t z e in dern Münchener Handschriftcnkatalog aufzu- 
stobern gclang, worauf Rcr r  M e n d t h a l  sio vcrglich und bei der Heraus- 
gabe der Geometria Culmensis in  der Weise beniltzte, dass er die ails ihr 
entlehnten Stellen bemerklich maçhte. Die Personlichkeit dieses D o  m i  n i -  
cus P a r i s i e n  s i s  liegt noch vollig im Dunkeln, so dass auch hier es sich 
wieder bewiihrt, dass der geschichtliche Fortschritt immer zugleich auch 
neue Rathselfragen stellt. CANTOR. 

Die goometrischen Naherungsconstrnctionen Albrecht  Dürer's. Von Dr. 
SIEGMUND G ~ N T H E R ,  k. Gymnasialprofessor. Beilage zum Jahres- 
tericht der konigl. Studienanstalt Anvbach für 1883 -1886. 31 S. 

A l b  r e  c h t  D t i re r ' s  Bedeutung fur  die Geschichte der Mathematik is t  
eine doppelte. Einmal ist durch ihn eine nicht unbedeutende Anzahl von 
Fiiherungsconstructionen gesammelt, zum Theil vielleicht auch erfunden 
worden, und zweitens ha t  er sie als das erkannt, was sie waren: als îür  
den Praktiker meistens genügend, aber theoretisch unrichtig. Eine moderne 
Schilderung dieser Verfahren ha t  noch einen Schritt weiterzugehen und die 
Grenze der errcichten Genauigkcit rechnerisch naehzuweiscn. Das bildet 
denn auch den Hauptinhalt der Abhandlung, welche Herr G i i n t h e r  dem 
dnsbacher Programm für 1886 beigegeben hat  und welche dementsprechend 
genz interessante, vielleicht vortheilhaft in der Schule verwerthbare Beispiele 
solcher Naherungsabschatzungen liefert. CANTOR. 

Ungedruckte wissonschaftliche Correspondenz zwischen Johann  Kepler 
und Herwart  von Hohenbnrg 1599. Erganzung zu Kepleri Opera 
omnia ed. Chr. Frisch. Kach den Nss. zu München und Pulkowa 
edirt von C. A N S C H ~ T Z .  Separatabdruck aus den Sitzungsberichten 
der ktinigl. B6hm. Gesellschaft der Wissenschaften. Prag 1886. I n  
Commission bei Victor Dietz in  Altenburg (Sachsen-A.). 118 S. 

Hanri ü e o r g  H e r w a r t  v o n  H o h e n b u r g ,  bayerischer Kanzler und 
Staatsuiann, zugleich auüh als Gelehrter auf den verschiedensten Gebieten 
thitig, war seit 1597 zu J o h a n n e s  K e p l e r  i n  eincn Briefwechsel getro- 
ten, welcher aus einer chronologischen Frage sich entwickelte, die K. mittel- 
bar durch den Grazer Professor der Mathematik P. C h r i  s t o p h  G r i e n  - 
b e r g e r  an K. richten liess. Am 10. M a r z ,  am 16. Mai, am 20. Juli 1599 
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unter Anderen schrieb H. an K., und dieser beantwortete diese Briefe unter 
dem 9. und 20. April,  unter dem 30. Mai, unter dem 6. August. Dass die 
drei Antwortschrciben erlassen worden sind , hatte F r i s c h  richtig erkannt 
und in sciner Gesammtausgabe von K e p l e r ' s  Werken betont, allein sic 
schienen verloren. F r i s  c h  hatte namlich bei seinen Forschnngen natürlich 
auf die Zuverlassigkeit der von ihrn zu Rathe gezogenen Handschriftenkata- 
loge verschiedener Bibliotheken gebaut. Der  Zettelkatalog der Münchener 
Mss., der ihm dienen musste, da der gedruckte Katalog noch nicht voll- 
endet war, veruchwieg aber, dass der Cod. lat. 1607 auch Kepleriana ent- 
hielt , und das waren gerade die drei vermissten Briefe. Herr C. A n s  c h ü t z 

ha t  nun den ersten Brief auf S. 10-33, den zweiten auf S. 34 - 53, den 
dritten auf S. 53-74 scincr uns heuto vorliegendcn Druckschrift vcroffcnt- 
licht und hat  denselben eine kurze Einleitung vorausgeschickt, oahlreiche 
Anmerkungen folgen lassen. I n  zweien dieser Anmerkungen zum ersten 
Briefe ist der Keim zu der umfassenden Abhandlung, welche Herr A n -  
S C  h ü  t z in dieser Zeitschrift, Bd. XXXI  IIeft 5 und 6, Bd. XXXII IIeft 1, 
über die Verdienste K e p l e r  's um die jahrliche Mondgleicliung veroffent- 
liclit hat. Der Inhalt der drei Briefe ist  ungemein reich und gestattet eine 
Ausbeute für Forschungen nach den versühiedensten liichtungen. Kicht am 
wenigsten lehrreich sind sie für  K e p 1 e r 7 s  Stellung zur Astrologie. Un- 
zweifelhaft hat  K. an dicsc Wissenschaft als solche geglaubt, wenn er auch 
die Abhangigkeit einzelner Ereignisse von der Stellung der Planeten ver- 
warf. An der Hand der neu gedruckten Briefe konnen wir ferner den be- 
rtichtigten Streit zwischen T i c  h O B r a h e  und R e i n m a r  u s  C r  s u s verfol- 
gen. Endlich sind sie hochwichtig, insofern sie den ersten Entwurf der 
IIarmonice mundi enthalten. Sie sind in der That  das, als was der IIeraus- 
geber sie bezeichnet: eine E r g h z u n g  zu P r i s c  h 's  Opera ornnia. 

-- 
CANTOR. 

Histoire des sciences math8matiques et  physiques, par M. NAXIMILIEN 
MARIE, rbpktiteur de mkcanique, examinateur d'admission à l'bcole 
polytechnique. Tome VII I :  D'Euler à Lagrange. 259 pag. Torne IX: 
De Lagrange à Laplace. 321 pag. Paris,  Gauthier -Villars, impri- 
meur -libraire. 1886. 

Es ist uns unrnoglich gewesen, den VII. Band bei seinem Erscheinen mit 
freundliclien Worten zu begrüssen. [Vergl. Bd. XXXI,  hist.-lit. Abth. S. 172.1 
Nicht vie1 besser hat der VIII. ,  hat der IX. Band auf uns gewirkt. Die 
gleichcn Schattenseiten konnen na~turgemtiss nur in  gleicher Weise den Ein- 
druck verdunkeln, den manche lichtere Punkte hervorzurufen sich eignen 
würden. Um nicht fortwahrend das Mmgelhafte betonen zu müssen, wollen 
wir heute uns mit dieser allgemeinen Behauptung seines Vorhandenseins - 
die im Einzeluen zu rechtfertigen leicht fiele - uns begntigen und dafür 
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bei einem von den Schriftstellern verweilen, welche Herr M a r i  e angen- 
scheinlich mit Vorliebe gelesen und mit entsprechender Vorliebe behandelt 
hat. Zu ihnen geh6rt nicht E u l e r ,  wiewohl der Verfasser mit Recht ihn 
a19 Grenze xweier Zeitabschnitte benutzt hat , wohl aber d 'A 1 e m b e r  t .  Auf 
ihn wird unsere Aufmerksamkeit wiederholt gelenkt. Herr 3l a r i e ha t  die 
Gewohnhcit, jcdem Zeitabschnitte eine Einleitung vorauszuschicken, welche 
eine Uebersicht über das in diesem Zoitabschnitte von der Wissenschaft 
Erreichte geben 9011. Wir wollen nicht dartiber streiten, ob die Eebersicht 
nicht weit eher an den Schluss eines Abschnittes gehorte, wo der Leser 
dieselbe auf ihre Richtigkeit zu prtifen vermag, wahrend er, buvor er die 
Einzelheiten kennen gelernt ha t ,  darauf angewiesen is t ,  dem Verfasser auf 
beine Behauptungen hin einfach Glauben zu schenken. Herr M a r i e  würde 
uns auf diesen Einwurf vermuthlich erwidern , der durch seine Einleitungen 
vorbereitete Leser prüfe dann die Einzelentwickclung nur um so genauer, 
und so dürfte in der That  mehr eine Geschmacksverschiedenheit, als ein 
grundsatzlicher Gegensatz vorliegen. In  der  Einleitung zur 12. Periode also, 
welche von E u l e r  bis zu L a g r a n g e  gerechnet i s t ,  ist Bd. VI11 S. 72-91 
d ' r l lem b e r t als im Desitz richtiger Anschauungen über negative und ima- 
ginare Grossen, als Erfinder des riach ihm benannten Princips in der 
Mechanik, als Forderer der Integralrechnung gerühmt. Mit d ' A l e m b e r t  
bcschKftigt sich alsdann cin bcsonderes Capitel S. 172-236, und der Bus- 
sere Umfang dieses Capitels l'asst schon oincn Schluss auf die innere Voll- 
standigkeit zu. Insbesondere den mathematischen Philosophen uud den 
Astronomen d ' A l e  m b e r  t wird man hier kennen und wUrdigen lernen, und 
wir dürfen auf seine Schilderung mit dem ganzen Vergnügen hinweisen, 
welches sie uns bereitet hat. I m  IX.  Bande hat  der Verfasser vorzugsweise 
La g r a n  g e seine Aufmerksamkeit zugewandt. Wenn er bei der Inhalts- 
angabe L a g r a n g e  'oüher Abhandlungen sich oftmals der von diesem selbst 
benutzten Ausdrticke bedient, so wird kein Historiker dagegen Einwendung 
erheben. Von L a g r a n g e  konnen wir alle lernen, wie man geschichtliche 
Uebersichten zu geben hat. CANTOR. 

Der relative Bildungswerth der  philologischen und  der mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Unterriqhtsfiicher d e r  hoheren Schnlen. 
Vortrag, gehalten vor der Delegirtenvervammlung des deutschcn 
Realschulm~nnervereins zu Dortmund am 16. April 1886 von Dr. E. 
MACH, Professor der Physik an der deutschen Universitat zu Prag. 
Leipzig und Prag 1886, bei Preytag und Tempsky. 29 S. 

Der Tite1 des Vortrags Iasst die Frage deutlich erkennen, welche IIerrn 
Mach zur Beantwortung vorgelegt war; die Stelle, an der e r  den Vortrag 
hielt, giebt zum Voraus Auskunft über die Eichtung, nach welcher der 
Bedner sich entschied. Der Bildungswerth der naturwissenschaftlichen Unter- 
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richtefticher ist  ihm ein entschieden hoherer, als der des Unterrichts in den 
todten Sprachen , besonders im Griechischon. Die Folgcrung , welche er 
daraus zieht, ist die eineï einheitlichen Mittelschule mit msssigem Unter- 
richt sowohl in  Mathematik, als I m  Lateinischen bis zu den beiden hochsten 
Jahrgangen. Dort solle eine Gabelung eintreten und in der einen Parallel- 
classe Latein und Griechisch , aber keine Mathematik , in der andern Xathe- 
matik, aber weder Latein, noch Griechisch gelehrt werden. I n  Danemark, 
sagt uns der Verhsser, sei diese üa t tung  von I)oppelschulen schon ein- 
geführt. Setzen wir noch hinzu , dass Herr M a c h dem gemeinsamen Latein- 
unterricht (wcnn wir ihn rccht verstanden habcn?) cine Sammlung von 
Musterstücken sus  den Schriften von G a l i l  e i ,  H u  y g h e n s , N e w t o n  
u. S. W. zu Grunde gelegt wissen will, so ware damit wohl das Wesentliche 
seiner Vorschlage hervorgehoben. Zu dem Letzterwiihnten bemerken wir, 
dass unser verstorbener Freund U n v e r  zagt, als er an dem Wiesbadner 
Realgymnasium die oberen Classen in der franzosischen Sprache zu unter- 
richten hatte, die Lesestücke den Werken von A r a g o  entnahm; in den 
früheren Jahrgangen wiren dieoe ihreo Inhalts wegen wohl kaum verstan- 
den worden. CANTOR. 

-- - 

Elemente der  Theorie der Determinanten, mit vielen Uehiingsanfgeben. 
Von Dr. P. MANSION, Profeseor an der Universitat zu Gent. Zaeite 
vermehrte Auflage. Leipzig, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 
1886. V I ,  55 S. 

Nachdem der Unterzeichnete (diese Zeitschr. XXI. Bd., hist.-lit. Abth. 
S. 167) sich ftir eine Verpflanzung von M a n s  i on 's  ,,Ékmeuts de la théorie 
des déterminantsu auf deutschen Boden verwendet hatte, entschloss sich der 
Verf., eine deutsche Ausgabe seines Werkchens zu veranstalten, über welche 
Herr C a n t  O r (a. a. O. ,  XXIV. Bd., hist.-lit. Abth. S. 33) berichtet hat. 
Heute liegt eine zweite Auflage der ,,Elementeu vor uns,  doch hat der Verf., 
unsercs Dafürhaltens mit Recht, keinc Vcrj;ndcrungcn an dem eigcntlichen 
Texte vorgenoinmen und sich vielmehr begntigt, in  einem Anhang die Eli- 
minationsprobleme e t a a s  weiter auszuftihren. Nur von diesen Zusatzen kann 
also hier die Rede sein. 

Znnachst wird gezeigt, dass eine aus dem System linearer Gleichungen 

F i ~ a i , ~ x l + . . . + a i , n x n - l i  = O  (i=l,  2, 3, ..., n) 
beliebig herausgegriffene Gleichung f i  = O mit den Gleichungen F, = O, 
F, = O ,  . . . , F, = O nur daun ,  dann aber auch stets vertraglich ist,  wenn 

dlFl+d,F2+ ...+ d,F.+ d t F t = O  

ist,  wo d,, d,, ..., dt die nach den Elementen der letzten Vertikalreihe 
der Determinante Z + ai, i a2.z . . . ut, t genommenen Unterdeterminanten sein 
sollen. An zweiter Stelle wird mit Rüükuicht auf die für die Eliminations- 
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theorie sehr bedeutsamen neueren Untervuchungen von F a l k  in  Upsala eine 
wichtige Eigenschaft der sogenannten Nulldeterminanten bewiesen, darin 
bestchcnd, dass, wenn B +_  al,^ a2,2 . . . a,,, dcn Werth Null hat , und wcnn 
ferner die jcder einzelnen Horizontalreihe angchorigen Elemente durch einc 
Cleichung von der Form 

a k , t ~ ~ + a k , z ~ ~ + . .  . + a k , n - 1 ~ . - 1  + a k , . ~ , = O  

verbuilden gedacht werden, durchaus nicht diese siimmtlichen x gleich Null 
zu sein brauchen. Es  bestehen zwischen mehreren derselben vielmehr wieder 
gemisse lineare Bedingungsgleichungen. Der dritte Anhang endlich beschaf- 
tigt sich mit der S y l v e s  t e r'schen Gleichung S= O ,  unter S die dia- 
lytische Elimination~resultante ftir zwei algebraische rationale und ganze 
Functionen der narnlichen Veranderlichen, aber von beliebigern Grade, ver- 
standen. Es wird nachgewiesen, dass beide Polynome nur fur den Fa11 
S = 0  einen gemeinsamen Theiler besitzen. 

Besonders anzuerkennen ist neben dem reichen Inhalt und der nach 
der mathematischen Seite hin klaren und anregenden Darstellung des Werk- 
chens der Umstand, dass der deutsche Text auch die ~praühlichen und 
stylistischen Vorzüge des Originals angemessen zu wahrcn verstandcn hat. 
DRS Ruch liest sich durchweg leicht und g u t ,  nur gegen die etwas bedenk- 
liche Neubildung nSylvesterselirninanteY-mochten wir Verwahrung einlegen. 

M ü n c h e n .  Dr. S. G ~ N T H E R .  

C. BORN, Die Landmeseung. Mit 370 Holzschnitten und 2 Tafeln. XVI 
und 761 S. gr. 8 O .  Berlin, Springer. 1886. Preis 22 Mk. 

Wenn neben unseren tremichen deutschen Handbtichern der niederen 
Geodasie, neben H a r t n e r - W a s t l e r ,  B a u e r n f e i n d ,  J o r d a n  ein neues 
Lehrtiuch erscheint, wird man zunitchst wünschen, die Grundsiitze kennen 
zu lernen, welche den Verfasser bei der Ausarbeitung geleitet haben, und 
die Zweckc, wejchen das Buch dienen soll. Uebcr Beides giebt dcr Ver- 
fasver im Vorwort Auskunft. 

E r  theilt darin mi t ,  dass er auf zweckmassige Anordnung der Rech- 
nungen bes6ndere Sorgfalt verwende, dass er ftir dieselben ganz bestimmte 
Yorschriften aufstelle und dass er, urn nicht einer billigen, aber unntitz- 
lichen Originalitiit zu verfallen, die preussischen ,,Anweisungenu und die 
bayerischen ,,Instructionenu (zu Katnstermessungen namlich) in  den betref- 
fenden Abschnitten seinem Buche zu Grunde lege, dass er endlich bei jeder 
einzelnen hufgabe die erreichte oder erreichbare Genauigkeit discutire. Dabei 
findet er an nianchen anderen geodatischen Büchern, dass sie über den 
Ausgleichungsrechnungen die Sache selbst, die Vessungen, vernachlkissigen. 
Der Methode der kleinsten Quadrate erkennt e r  nur  Berechtigung ftir die 
groasten und wichtigsten Vermessungen zu; damit kommt er aber in Wider- 
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spruch mit den zu Grunde gelegten amtlichen Vorschriften , welche bekannt- 
lich auch für  kleinere Messungen die Nethode der kleinsten Quadrate oder 
wenigstens darauf gegründete Naherungsmethoden voraussetzen. Ob mit 
Recht oder Unrecht, darüber sind allerdings Verschiedene verschiedener 
Meinung; i n  vielen Fiillen ist es aber unrichtig, wenn der Verfasser die 
Methode der kleinsten Quadrate wegen u n g e b t î h r l i c h e r  B e s c h w e r -  
l i c h k e i t  ablehnt. 

Resonderen Werth legt der Verfasser auf moglichst vollstandige Auf- 
zahlung und Beschreibung der einzelnen Formen der verschiedenen Inutru- 
mente oder besser nur gewisser Classen derselben; dabei macht aber nament- 
lich die Auswahl der Abbildungen des Buches vielfach den Eindruck einer 
zufiilligen s tat t  einer systematischen Sammlung. Eine grosse Zahl von wün- 
sclienswerthen Figuren fehlt gam. Die Uiitersuchung und Berichtigung der 
Instrumente ist nicht immer liinreiühend erliiutert. Ueberhaupt vermisse ich 
i n  dem Buche oft die Rüoksicht auf die praktiache Verwendung der Instru- 
mente und Mcssmethoden, und ich mnss dieses Bedenken um so mehr her- 
vorhebcn, als der Verfasser ausdrücklich sag t ,  er habe überall ,,das P r a k -  
t i s c h e  im Auge belialtenu. Noch mehr, e r  spricht die Absicht aus, die 
,,personliche UnterweisungU am Instrument durch sein Buch ganx entbehrlich 
zu machen. 

Ich kann mich mit  dieser Absicht keineswegs einverstanden erkliiren, 
glaube vielmehr, dass ein solcher Versuch die p r  a k t i  s c h e Geometrie von 
ihren Zielen abführen muss. Die Instrumentenlehre, j a  aelbst zum grossen 
Theil die Ausführung der M e s  s u n g  e n  sollte meiner Ansicht nach ftir einen 
Vortrag und für  ein Lehrbuch aber  G e O d a s i e nicht H a  u p t gegenstand 
werden; in wenigen Stunden ,,personlicher Unterweisung' am Instrument 
la& sich gewiss vie1 mehr erreichen, als durch viele Vortrage und Abbil- 
dungen. Vortrag oder Lehrhuch sollten sich vielmehr hauptsachlich mit 
der Verwerthung der elementaren Vermessungsresultate und der Discussion 
derselben beschtiftigen. Der Verfasser wird mit seinem Buche der leider 
ziemlich verbreiteten Ansicht Vorschub leisten, in  der Geqdiisie (zumal der 
niederen) gentige das Kennen der Sache und es sei nicht Aufgabe der Schule, 
.Praktikeru eu erziehen; das Konnen werde sich schon sptiter einstellcn. 

Man wird das vorliegende Werk kaum als abschliessendes Handbuch 
der Geodasie empfahlen konnen; eher scheint es mir in  den meisten Capiteln 
als Vorbereitung auf die eigentlichen praktisch - geodatischen Aufgaben brauch- 
bar. Der Verfasser selbst scheint dies dann und wann zuzugeben, menu er 
an Stellen, wo praktisch werthvolle Dinge zu erortern waren, auf andere 
Lehrbücher verweist oder wichtige Gegenstande nur  flüchtig behandelt. 
Freilich steht wohl dem angedeuteten Zwecke der Umfang des Buches ent- 
gegen. 

Auf Einzelheiten des Inhalts hier einzugehen, wtîrde eu weit fiihren; 
es sind nicht wenige Stellen, welche zum Widerspruch hcrausfordern. 
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Ueber diesen Bcdenken - frcilich m m  Theil principieller Natur - 
darf ich nicht unterlassen, die gute Anordnung des Stoffes hervorzuheben, 
sowie den vielen Fleiss, den der Verfasser auf sein Buch verwendet hat. 

HAMMER. 

C. SPITZ, Lehrbnoh der  epharischen Trigonometrie. 3., durchgesehene 
Auflagc. Leipzig, Winter. 1886. 8O. VI11 und 175 S. mit 42 
Figuren. Preis 3 Mk. 50 Pf. 

Der Verfasser schickt auf den ersten 28 Seiten einen stcreometrischen 
Abriss der Spharik voraus. Im trigonometrischen Theil wird vom recht- 
winkligen Dreieck ausgegangen und mit dessen Hilfe werden die für  das 
schiefwinklige Dreieck giltigen Gleichungen entwickelt; eine unabhiingige 
Herleitung der letzteren ist nicht gegeben. Von Anwendungen der spha- 
rischen Trigonometrie sind Aufgaben aus der Stereometrie und einfache 
Aufgaben sus der spharischen Astronomie mitgetheilt. Mit der Behandlung 
der Zahlcnbeispiele, tiberhaupt dcr Rcchniingsweise, ist  der Refcrent nicht 
einverstanden. Einmal benutzt der Verfasser noch durchaus siebenstellige 
Logarithmen und die gesuchten Stlicke werden stets auf 0,Ol" oder 0,001" 
berechnet, selbst wenn die Daten nur  auf 1' oder weniger genau sind. 
Wozu dies führt ,  zeigen besonders eiuzelne ~ e c h n u n ~ e b  aus der mathemati- 
schen Geographie und spharischen Astronomie; man vergl. hier z. B. von 
S. 161 an die Beispiele 7, 11, 13 und 17 (Entfernung zwischen Paris und 
Peking, natürlich bei sphiirisch vorausgesetzter Erde ,  auf O , C 0 0 1  Meile, 
wahrend die geographischen Coordinaten beider Orte au€ 1" gegeben sind!) 
u. S. W. Sodann sind die Rechnungen selbst zum grossen Theil unnothig 
umstandlich geführt. Der Verf. wird mir wahrscheinlich entgegnen , dass 
für den Selbstunterricht Ausftihrlichkeit geboten sei und dass ftir den S c h u  1- 
unterricht i n  der Trigonometrie nicht die Aufgabe vorliege, ,,praktische Rech- 
ner auszubildenu; wenigotens is t  mir von fast d e n  Seiten auf die Forde- 
rung grosserer BcrUcksichtigung der Einfachheit , Kiirze und Uebersichtlichkeit 
der trigonometrischen Rechnungen in der Schule der zuletzt genannte Vor- 
halt gemacht worden. Allein ich bin doch der Meinung, dass man bei- 
spielsweise Dinge wie S. 65, wo zur Beotimmung der zwei unbekannten 
Winkel A und B, nachdem f ( A +  B) und + ( A - B )  gefunden sind, erst 
(A+B) und ( A -  B) gebildet werden, dem Leser oder Schüler selbst bei 
den uupraktischsten Unterrichtszielen nicht zumuthen sollte! 

S. G ~ N T H E R ,  Grnndlehren der mathematiaehen Geographie u n d  elemen- 
taren Aatronomie. 2. Aufl. Manchen, Ackermann. 1886. 8 O. XI 
n. 157 S. mit 52 Figuren. Preis 2 Mk. 
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Das vorstehende Werkchen hat  in  der neuen Auflage gegen die erste 
vie1 gewonnen. I n  zum Theil sehr knapper Form enthtilt es einen elcmen- 
taren Abriss der sphërischen und physischen Astronomie und der mathe- 
matischen Geographie in wohldurchdachter, im Wesentlichen historischer 
Anordnung. Die ,,Ausblickeu sind geschickt gewiihlt; das historische Ele- 
ment ,  so sehr es znr Belebung des Unterrichts beitragen kann, driingt sich 
vielleicht an einzelnen Stellen zu sehr in den Vordergrund. 

Wo es mit elementaren Mitteln angeht, sind m a t h e m a t i d e  Entwicke- 
lungeu und Andeutungen eingeftigt. Leider finden sich gerade hier einige 
Versehen, die Berichtigung erfordern. Beiopielsweise sollen (Anm. S. 14) 
bei der Curve y = f ( x )  die Culminationspunkte in  Beziehung auf die Ab- 
scissenaxe dadurch ausgezcichnet sein, dass in ihnen die Tangente de: Curve 
d r e i  benachbarte Punkte mit letzterer gemein hat ;  die Anmerkung S. 15.5 
enthalt zweckmassig eine Warnung vor Verwechseliing der Mercator-Abbil- 
dung mit einer centralen Cylinderperspective, der zweite Theil dieser An- 
merkung ist aber in  der gegebenen Form unrichtig, u. s. f. Einzelne Figuren 
wiiren künftig wohl durch neue zu ersetzen, narnentlich sollten die zwei- 
spitzigen Kreisdarstellungen fortbleiben (z. B. Fig. 7, 8 ,  1 5 ,  51 u. S. W.). 

Referent müchte sich noch die Frage gestatten, ob fur eine kfinftige 
Auflage nicht noch weitere Theile der Geophysik in  das Programm des 
BUchleins ~ufgenommen werden konnten? HAMMER. 

C. S. CORNELIUS, Grundries der  physikalischen Geographie. 6., verbesserte 
Auflage. IIalle, Schmidt. 1886. 8 O .  VI11 u. 257 S. mit Holz- 
schnitten. Preis 2 Mk. 

Das Buch verdient seine weite Verbreitung als im Ganzen gu t  durch- 
geführter Leitfaden der Geophysik. Freilich wtire eine grosse Ungleichfor- 
migkeit in der Behandlung des Stofks noch auszugleichen; wahrend sich 
die ganze Lehre von horizontaler Gestaltung und verticalem Aufbau der 
Festlaudsmassen mit einem Capitel von 6 Seiten. begnugen muss, die ganze 
Hydrographie mit einem solchcn von 30 Seiten, nimmt die Meteorologie 
6 Capitel von iiber 150 Seiten ein. Am meist,en der Revision bedürftig 
scheint mir fiir eine folgende Auflage das 11. Capitel, sowohl in seinem 
lithologischen als stratigraphischen Theil. Die wenigen beigegebenen Aù- 
bildungen sind zum Theil schlecht (vgl. z. B. Fig 19). HAMMER. 

W. JOHDAN, Qrnndziige d e r  astronomischen Zeit- und Ortsbestimmung. 
Mit zahlreiehen Holzschnitten. VIII, 364 11. 1261 S. gr. 8O. Berlin, 
Springer. 1885. Preis 10 Mk. 

Wie der Verfasser in der Vorrede sagt ,  ist  das Buch theils aus prak- 
tischcn Ortsbestimmungsarbeiten, theilv aus Uebungsmessungen und Vor- 
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trigen an den technischen Hochschulen zu Carlsruhe und Hannover ent- 
standen. 

Der Tite1 deutet a n ,  was der Verfasser mit seinem Werke bezweckt 
dasselbe soll sich namlich nur mit einer ,gewissen Mittelstufe von astro- 
nomischen Messungen und BerechnungenU befassen, ,,bei welchen über die 
Beobachtungsgenauigkeit von 1 Zeitsecunde nicht hinausgegangen wirdu. 
Man würdc also Orts - und Zcitbestimmungsaufgaben, welche mit den Hilfs- 
mitteln einer Sternwarte zu losen sind, vergeblich in  dem Bnche suchen, 
ebenso die Besprechung der astronomisch-geodatischen Arbeiten f ü r  Grad- 
messungszwecke. Das Werk soll vielmehr, indem es den zahlreichen Lehr- 
büchern der Nautik gegentiber die Verhiiltnisse zu Lande bevorzugt, An- 
leitung zu praktisch-astronomischen Arbeiten mit Instrumenten geben, wie 
sie dem Porschungsreisenden oder dem Ingenieur in unerschlossenen Ltindern 
zo Gebote stehen; als Lehr- und Handbuch ftir Techniker, Reisende, Geo- 
gïaphen wird es nlltzliche Dienste leisten. 

Auf den ersten 36 Seiten giebt der Verfa.sser eine ,,dllgemeine Vor- 
bereitung der Zeit- und OrtsbestimmungsarbeitenY, namlich einen Abriss 
der spharischen Astronomie. Das 2. Capitel, welches den eigentlichen Ge- 
genstand des Buches behandelt , nimmt den übrigen Raum desselben ein. I n  
einern Anhang sind dann noch einige Hilfstafeln zusammengestellt. 

Von Messinstrumenten werden zunBohst drei astronomische Theodolite 
besprochen; die Einrichtung der Chronometer ist dagegen gar xicht beschrie- 
ben, was gewiss manchem Leser unangenehm ist. E s  folgen die Messungen 
mit  diesen Ins t rumenta :  Zeitbestimmung aus einer einzelnen Sonnen- 
oder Sternhohe, dann nach einer zweckmtissigen Untersuchung über die 
Zulassigkeit der Mittelbildung mehrerer Beobachtungen in kleinen Intervallen 
die Zcit- und Yeridianbestimmung aus correspondirenden Sonnenhohen, Zeit- 
ermittelung mittels transportablen Passage - Instruments, Bcstimmung der 
Breite aus Mittagshahen der Sonne, der Breite und der Zeit zusammen aus 
H6hen eines Gestirns, des Azimuts und der Breite mit Hilfe von Polaris- 
beobachtungen. E s  finden sich in diesem Abschnitte auch die zahlreichen 
populLren Zeitmesser zum Theil ausführlich besprochen; die Gnomonik steht 
aber doch wohl mit dem Zwecke des Buches nur in  losem Zusarnmenhang. 
Auch sonst geht, wie hier nebenbei bemerkt sein mag ,  dann und wann der 
Ferfasser gar zu wcit herunter in  don Ansprüchen an scino Leser, z. B. 
wenn von Handbreiten am Himmel gesprochen wird, wenn die Regeln ftir 
die Mondphasen angegeben werden u. S. f. 

Mit sichtlicher Vorliebe behandelt der Verfasser die Reflexionsinstru- 
mente, unterstützt von der sehr vollstandigen Sammlung der ' technischen 
Hochschule zn Hannover. E r  selbst weist ausdrücklich im Vorwort auf 
&se Paragraphen hin: ,Wir haben fur die Reflexionsinstrumente eine zu- 
sainmcnhangcnde und vollsttindige Fehlcrtheorie entwickelt, a n  welcher es 
bisher gefehlt hat. Im Zusammenhang darnit steht die Praxis und Theorie 
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der Messung und Reduction von Monddistanzen, welche in einzelnen Theilen 
ebenfalls von uns weiter entwickelt worden ist. Eine Studie über den rela- 
tiven Werth der Monddistanzen bildet das Hauptresultat diesec; Abschnit te~.~ 
Die Beschreibung, Fehlertheorie und Anwendung der Reflexionsinstrumente 

tumfasst über 200 Seiten. Zu der i n  den $5 31- 41 entwickelten Fehler- 
theorie des Sextanten m6chte Referent bemerken, dass ihm die Voraussetz- 
ung (S. 168) genau rechtwinkligor Stellung der Alhidadenaxe zur Limbusebene 
und damit constanter Neigung des grossen Spicgels nicht zuliissig scheint. 
Bei den Reflexionsinstrumenten mit Vnllkreisen ist der Vorschlag des Ver- 
fassers zu einem Doppelspiegelkreis ($$ 43, 56) hochst beachtenswerth. Das 
Bernrohr kann hier in  zwei zum Theilungsmittelpunkte symmetrischen 
Lagen befestigt, also gleichsam umgelegt werden; der prismatische Fehler 
des grossen Spiegels wird dadurch eliminirt und man erhalt auch bei nur 
einmaliger Messung verschiedener Winkel eine Messungsprobe. Ausserdem 
hat dieses Instrument (wie der Prismenkreis) vor den tibrigen Reflexions- 
instrumenten den Vorzug, dass man es bei Nonddistanzen nie umzukehrcn 
braucht, indem der Mond durch das Fernrohr links oder rechts je nach 
Bedarf direct oder doppelt reflectirt anvisirt werden kann. Die wichtigsten 
der tibrigen Instrumente, der P i s  t o r  - M a +  t i n  s 'sche Spiegclprismenkreis, 
der S t e  i n  h e il'sche Prismenkreis , ein neuer Prismenkreis von W e g e n e r  
werden ausführlich beschrieben und untersucht. Bei dem letzteren ist das 
untere Prisma nebst dem Fernrohr mit dem Theilkreis fest verbnnden, 
wiihrend bei S t e i n  h e  i l  b e i d  e Prismen in beliebige Lage zur Visiraxe ge- 
bracht werden konnen; man erreicht dadurch den Vortheil, dass, wie bei 
den tibrigon Reflexionsinstrumcnten, der cine Ziclpunkt direct anzuvisiren 
ist , wahrend bei S t e i  n h  e i  1 das Fernrohr im Allgemeinen zwischen beide 
Zielpunkte zu richten ist. Der Verfasser wünscht, übrigens hier die Con- 
struction von S t e i n  h e i l  beibehalten, indem er betont , dasa der letzt- 
genannte Umstand keineswegs w e s  e n t l i  c h e Erschwerung der Freihand- 
messung bedingt. Bei einer Vergleichung s%rnmtlicher Reflexionsinstrumente 
wtinscht der Verfasser beim Verlassen der alten Sextantenform die Vollkreise 
nicht als Spiegelprismenkreise , sondern als Spicgelkreise mit Ilepetitian 
nach B o r d a  hergestellt und mit seiner Doppelspiegeleinrichtung versehen, 
oder aber die Aufnahme des S t e i n h e i l ' s c h e n  Princips in die Praxis. 

Nach kurzcr Erlauterung der Hohenwinkel- und Aximutmessung mit 
Reflexionsinstrumenten bespricht der Verfasser die Langenbestimmung sus 
Monddistanzen. Hier finden sich zahlreiche praktische Vorschriften und 
Winke, zu welchen dem Verfasser hauptsachlich die auf der Rohlfs 'schen 
Expedition in die libysche Wüste gesammelten Erfahrungen des Material 
lieferten. 81s mittleren unregelmassigen Messungsfehler einer Monddistanz 
bei Freihandmessung findet der Verfasser für  einen 12 cm -Sextanten (mangel- 
hafter Theilung) 22"; dieser Betrag kann durch Anwendung eines Stativs 
auf weniger als die Halfte herabgesetzt werden, ohne dass daraus, wie der 
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Verfaeser mit Recht bemerkt, die unbedingte Ueberlegenheit der Stativ- 
messiing sich folgern l k t .  

Den Schluss des Textes bildet die Anleitung zur Ausgleichung zwischen 
Xonddistanzen und Uhrgang und zur Ausgleichung der auf einer Reise aus 
Nonddistanzen erhaltenen Llingen mit Hilfe des Itinerars. Das letztere ist 
dabei , wie gewC?hnlich, durch Compasspeilung und Marschzeit hergestellt 
gedacht; es tritt  an die Stelle der ,einfachen Schiffsrechnungu, der ,gegiss- 
ten Oerteru der Seeleute. Der Verfasser kommt hier an der Hand seiner 
libyschen Zahlen zu dem leicht einzusehenden Resultat, dasa bei Landreisen 
astronomische Langenbestimmungen auf wenige Hauptstationen beschriinkt 
bleiben k6nnen und dass Sorgfalt in der Führung der Wegaufnahme ver- 
einzelte Monddistanzmessungen zwischen solchen Hauptpunkten wohl zu 
ersetzen vermag. I n  der Nautik werden die Monddistanzen zur LBngen- 
bestimmung der astronomisch zu ,,besteckendenu und durch das Schiffsitine- 
rar zu verbindenden Hauptorter mehr und mehr in den Hintergrund gedrangt 
dnrch directe Zeitiibertragung rnittels der Chronometer, ob schon jetzt ganz 
mit Recht, bleibe dahingestellt ; Yv o n  V i l 1  a r c e a u  rechnet die Monddistan- 
zen bereits zur ,ancienne navigationu. Dabei bleibt freilich auf dem Schiffe 
das Refiexionsinstrument unersetzbar zur Messung der Hohenwinkel. Dei 
Beisen auf dem Festlande andererseits wird ftir gewohnlich von Chronometer- 
ilbertragung nicht vie1 zu erwarten sein; auf don wenigen Hauptstationen, 
an dcnen der Reisende langere Zeit verweilt und ftir welche iiberhaupt 
Langenliestimmungen zu machen sind, werden diese aber ebenso gu t  als 
mittels der umstiindlich zu nntersuchenden Reflexionsinstrumente, bei welchen 
stets die Gefahr systematischer Fehler besteht, mit Hilfe des leicht zu 
rectificirenden Theodolits (Mondculminationen , Mondazimute) ausgeftihrt wer- 
den.* Wenn demnach auch die Bedeutung der Monddistanzen für Landreisen 
in Zukunft vielleicht keine g y s s e  sein wird, so muss man doch dem Ver- 
fasser des vorliegenden Buches ftir die griindliche Erorterung der Methode 
der Monddistanzen und der zugehorigen Instrumente dankbar sein. 

Dr. CH. AUOUST V O ~ L E B  , Lehrbnch der praktischen Geometrie. 1. Theil : 
Vorstudien und Feldmessen. 1885. Braunschweig , Verlag von Friedrich 
Vieweg & Sohn. Preis 16 Mk. 

Vorliegendes Werk bildet das Mittelglied zwischen dem Taschenbuche 
der praktischen Geometrie und -dem eigentlichen Lehrbuch derselben, das 
für den fertigen Geometer bestimmt ist. Der Anfanger in der Geodasie 
wird dasselbe lebbaft begrtissen, da es dessen Studien i n  jeder Beziehung 
fordert; denn e r  wird nicht nur  mit den gebrhchlichsten Instrumenten und 

Da8 Beispiel K r u s  e n  s t e ru's, der zur Lingenbestimmung von Nagasaki 
über 1000 Monddistanzen mais, wird kaum mehr Nachahmung finden. 

Hirt-l lt .  Abtùlg. d. Zeitsohr. f. AiatIi. u. Phyn. XXXII, 2. 6 
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der Beseitigung ihrer Fehlcr- bekannt gcmacht, sondern er lernt auch an 
durohgeftihrten Beispielcn die Verwendung der Apparate in  der prektischen 
Geometrie kennen. 

Die Einleitung des ersten Bandes stellt die Begriffe in  der praktischen 
Geometrie fest , spricht über die Erdoberfkàche , als Ellipscid , als Kugel und 
als Ebene aufgefasst, und betrachtet schliesslich das Metermaass, dem die 
ilteren Maasse gegenübergestellt werden. Der eigentliche lnhalt zerfillt in 
die zwei Abschnitte .Vorstudien aus der angewandten Mathematik und 
Physiku und .das Fcldmessenu. 

Das erste Capitel über .die Brechung dcs Lichtes in  kugelformig be- 
grenxten Nedienu scheint etwas zu ausführlich; denn wer sich mit Physik 
beschëftigt ha t ,  findet diese Ableitungen in seinem Physikbuch; wem da- 
gegen die physikalischen Kenntnisse fehlen, der wird diese Ableitungen 
nicht verstehen, weil sie für  ihn wieder zu kurz sind. Der Verfasser l w t  
sich sogar verleiten, die Camera obscura und das menschliche Auge niher 
zu tieschreiben. Auch das zweite Capitel, ,, das Fernrohr ", leidet vielfach 
noch an zu grosser Ausftihrlichkeit. An die Beschreibung der verschiedcncn 
Fernrohre, Nikroskopo und Oculare schliesst sich cin Capitel übcr Libcllen 
und deren Anwendung beim Einstellen von Instrumenten an. Dem Kreise 
und der Alhidade ist ein besonderes Capitel gewidmet, worin auch die Ex- 
centricitat und der Theilungsfehler behandelt werden ; die mannigfaltigen 
Ablesevorrichtungen, sowie auch verschiedene Stativformen werden eingehend 
erortert. Nach Besprechung der graphischen und mechanischen Hilfsmittel 
beim Rechnen geht der Versasser zur Theorie der Beobachtungsfehler und 
deren dusgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate über. Dieve 
Capitel unterschciden eich von dem im Jahre  1883 ersaienenen Buche des 
Verfassers : ,,Grundzüge der AusglcichungsrechnungU, dadurch, dass jetzt die 
Kenntniss der Differential- und Integralrechnung, sowie die Determinanten- 
theorie vorausgesetzt wird. An zahlreichen Beispielen wird die praktische 
Verwendung der Ausgleichungstheorie dargethan. 

Nach diesen vorbereitenden Studien geht der Verfasser im zweiten Ab- 
schnitt des Euches zum eigentlichen Gegenstand, dem Feldmessen über. 
Der junge Geometer lernt xuniichst die Hilfsmittel kennen, die xur Messung 
von Langen und zum Abstecken von Winkeln ftîr Coordinatenaufnahmen 
dienen; sodann wird er mit den verschiedenen Anfnahmemethoden bekannt 
gemacht. Jedcsmal wcrden die vielfach abgcandertcn ~nstrumente genau 
beschrieben , ihre Anwendung an Beispielen durchgeführt und schliesslich 
die Methoden bezüglich ihrer Genauigkeit und ihrer Verwendung im prak- 
tischen Leben einander gegenübergestellt. Das folgende Capitel beschaftigt 
sich mit dem Entwerfen und Copiren von Planen, ferner mit den IIilfs- 
mitteln, die das Letztere erleichtern; daran schliesst sich die Flachenberech- 
nung und die Flachentheilung an. Die beiden letzten Capitel sind haupt- 
sachlich den Arbeiten der Bauingeriieure gewidmet, das eine enthzlt das 
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Abstecken langer gerader Linien, das andere die Curvenabsteckung. An 
Beispielen, die sich theils auf das freie Peld,  theils auf den Bergbau er- 
strecken, werden verschiedene Arten dieser Absteckungen erliiutert. 

Auf zehn Tafeln sind die hervorrageudsteu Instrumente der praktischen 
Geometrie in schonen Holzschnitten abgebildet, so dass sich jeder ein deut- 
liches Bild davon machon kann. 

688 Seiten theilen sich in den interessanten Stoff, der in klarcr Weise 
behandelt ist. Der zweite und letzte Theil der praktischen Geometrie, der 
die Hohenmessungen behandelt, wird voraussichtlich in diesem Jahre noch 
erscheinen. 

Nicht nur dem Anfknger, sondern auch Denen, die vielleicht nur  kurzen 
oder mangelhaften Unterricht in der praktischen Geometrie erhalten Liaben, 
m6chte aieses Werk bestens empfohlen sein. B. NEBEL. 

E .  WILDA, Bei trag zur Behandlung der  mechanischen Warmelehre an 
hoheren Maschinenfachschnlen. Mit 2 Figurentafeln. 30 S. 

Veranlasst zu dieser Abhandlung, die als Beilage zum 11. Jahresbericht 
der k. k. Staatsgewerbeschule zu Brünn dient,  wurde der Verf. durch den 
von Prof. G. H e  r r m a n  n in  Aachcn i n  der Zcitschrift des Vereins deutscher 
Ingenieure , 1884, Nr. 44 -46 veroffentlichten Vortrag : ,,Zur graphischen 
Behandlung der mechanischen Wiirmetheorie." Verf. geht von den physi- 
kalischen GrundleEren aus, spricht iiber die Aequivalenz von Warme und 
Arbeil, tiber innere und aussere Arbeit und kommt d a m  zur graphischen 
Darstellung der W k m e  durch W5mnegeaicht und Ternperatur, nach welcher 
~ich die wicbtigen Curven der adiabatisehen und isothermischen Zustanda- 
anderungen als verticale bezw. horizontale Gerade ergeben. Leider werden 
die beiden Hauptsatze der niechanischen Warmetheorie nicbt besonders her- 
vorgehoben. Nach der graphischen Darstellung der ausseren Arbeit behan- 
delt der Verfasser die Zustands%nderiingen der permanenten Gase; zunachst 
stellt er die Erfahrungssbtze zusammen, geht dann vom allgemeinen Falle 
der ZustandsLndaruug zu speciellen E'allen über. - Bei der Zustandsiinde- 
rung des Wasserdampfes stehen die Erfahrungsresultate für den gesbttigten 
Wasserdampf a n  der Spitze, denen sich die ZustandsMnderung der Dampf- 
mischungen mit Rücksicht auf die besonderen Palle und diejenige des über- 
hitzten Dampfes anschliessen. Den letzten Theil bilden die Kreisprocesse, 
zunachst die umkehrbaren und die nicht umkehrbaren, sodann der Kreis- 
process der calorischen Maschinen im Allgemeinen und schliesslich die Luft- 
und Dampfmaschinen. - Vielfach bezieht sich der Verf. auf seine Curven- 
lehre und Statik fester K6rper (Verlttg von Car1 Winiker i n  Rrünn) und 
auf scinen Aufsatz: ,Die Curvenlehre und die Mechanik irn Lehrplan der 
mechanischen Abtheilung dcr hohercn Gewerbcschiileu, der im 3. Band (1885) 
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als Supplement zum Centralblatt ftir das gewerbliche Unterrichtswesen in 
Oesterreich erschienen ist. B. NEBEL. 

G .  WIEDEMANN, Die Lehre v o n  d e r  Elektr ic i ta t .  IV. Bd., 1. u. 2. Abth. 
Braunschweig, Verlag von Friedr. Fieweg & Sohn. 1885. 

Der vierte Band, welcher wegen seiner Grosse in zwei Abtheilungen 
erschienen is t ,  bildet den Schluss dicscs Werkcs, das i n  dieser Zeitschrift 
friiher schon besprochen wurde. Welchen Nutzen dioses Werk nicht nur 
dem Physiker, sondern auch dern wissenschaftlich gebildeten Elektriker 
bietet, noch einmal hervorzuheben, dürfte wohl überflüssig sein. 

Der vierte Band behandelt die Induction und das elektrische Verhalten 
der Gase. Daran schliesst sich das absolute Maasssystem und ein theore- 
tisches Schlusscapitel, in welchem die hypothetischen Ansichten über das 
Wesen und die Wirkungsweise der Elektricitiit zusarnmengestellt sind. Durch 
die Nachtrage, welche zu den früher erschienenen Banden gemacht sind, 
ist  die gesemmte, bis zurn Schluss des Jahres 1884 erschienene Literatur 
der Elektricitiitslehre bcrücksichtigt. Sowohl ein ausführliches Inhaltsvor- 
zeichnjss , als auch ein Sach - und Namensregister ermoglichen , sich in die- 
sem umfangreichen Werke leicht zurecht zu finden. B .  NEBEL. 

J. C. W A L B ~ R E R ,  Anfangsgründe der  Mechanik fester Korper, mit Uebungs- 
aufgaben. bitinchen, Verlag von Th. Ackermann. 5. Aufl. 1885. 
Preis 2 Mk. 40 Pf. 

Dies kleine Werkchen zeigt durch seine rasch erfolgte 5. Auflage, dass 
es gerne beim Unterricht verwendet wird. Der Grund hierzu liegt wohl in 
der einfachen Weise, wie der Stoff behandelt is t ,  so dass jeder aufmerk- 
same Schüler mit einer gewissen Leichtigkeit i n  die Mechanik eingeführt 
wird. - Das Ganze zerfallt in drei Abschnitte, wovon die beiden ersten 
die Statik und Dynamik behandeln, wiihrend der dritte .eine Sammlung von 
270 hierzu geeigneten Aufgaben enthiilt. Die Ausstattuug ist eine recht 
saubere zu nennen, da Druck und Figuren sich durch ihre Reinheit aus- 
zeichnen. 13. NEBEL. 

SOHNCKE, Der  Ursprung der  ~ e w i t t e r e l e k t r i c i t a t  und  der  gewohnlichen 
Elektr ic i ta t  der  Atmosphare. Jena ,  Verlag von G. Fischer. 1885. 
Preis 1 Mk. 50 Pf. 

I m  ersten Abschnitt zeigt der Verfasser a n  der Hand von Beobach- 
tungen, dass die Isothermenfliiche Nul1 eine verh%ltnissm%ssig geringe Ent- 
fernung von der Erdoberflache hat, ferner, dass sie sowohl jzhrlichen, als 
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euch ttiglichen periodischen Schwankungen unterworfen ist,  die sich oft i n  
sehr kurzer Zeit vollziehen. Dass die Temperatur kurz vor einem Gewitter 
wesentlich eine niedrigere is t ,  folgt ans Beobachtungen, die zum Theil bei 
Luftfahrten, zum Theil a n  verechiedenen H6hen des Schwarzwaldes gemacht 
wurden. Der zweite Abschnitt behandelt die Eis - und Wasserwolken , von 
denen die letzteren sich unter den ersteren befinden. Wie die Beschaffen- 
heit der Wolken beim Ausbruch cincs Gowittcrà ist, wird irn drittcn Ab- 
schnitt dargethan, und zwar zunachst bei den Warmegewittern, sodann auch 
bei den Wirbelgewittern; aus beiden Arten von Gewittern folgt, dass bei 
jedem Gewitfer i n  der gleichen Hohe Eis-  und Wasserwolken sich befinden, 
die mit Reibung aneinander vorüberziehen miissen. Dass aber dixeh die 
Reibung von Wassertropfchen an Eis eine bedeutende Elektricitatsmenge 
entsteht, wird im vierten Abschnitt durch eine Reihe von Beobachtungen 
nachgewiesen. Auf Grund dieser Erscheinung wird im fünften Abschnitt 
als wesentliche Queile der Gewitterelektricitat angegebcn die durch heftige 
Bewegung von Eis -  und Wassertheilchen hervorgerufene Elektrisirung dieser 
Theilchen, woran sich eine nahere experimentelle BegrIindung dieser An- 
nahme anschliesst. Auf Grund dieser Thatmche sucht der Verfasser im 
sechsten Abschnitt, die gewohnliche Elektricitiit der Atmosphare auch auf 
Reibung der Wassertropfchen mit dem Erdboden und mit Eistheilchen in 
der Hohe zurtickxufiihren. Am Schlusse finden sich noch zwei Beilagen liber 
Temperaturbeobachtungen bei Luftreisen und solche, die anf dem Schnrarz- 
wald ausgeführt worden sind. B. NEBEL. 
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Die  Pla tonische Zahl. 

Von 

CARL DEMME, 
Oberlehrer am Eealgymnssiurri in Dresden-Altstadt. 

- 
Hierzu Tsf. 11 Fig. 9 1 1 .  

Im achten Buche vom Staate befindet sich eine Stelle, die dadurch 
eine gewisse Berühmtheit erlangte, dass es den Erklirern Platonischer Werke 
niclit gelingen wollte, für dieselbe eine irgendwie ertragliche Deutung zu 
Gnden. Es ist diese Stelle dieselbe, auf deren Dunkelheit schon Cicer  O 

in einem Uriefe an den A t t io u s hinzielt: , Aenigma . . . plane nova intellexi. 
Est em%n numero Plntolzis obsczcrior." (Ueber diesen Ausspruch dürfe man sich 
nun nicht geradc wundern , mcint S c h n  e i d  e r  in  seincr 1821 erschienenen 
Abhandlung De numero Platonis, denn C i c e r o ,  welcher der erste unter 
den R6mern gewesen sei, der P l a  to ' s  Schriften und Ansichten verbreitete, 
habe Xanches riiclit verstanden, wofür wir heute eine passende Erklarung 
besitaen.) 

wiihrend so der Eine sich ausser Stande erklarte, das Rathsel zu losen, 
schien es für Andere nichts Einfaclieres zu geben. I n  der That finden sich 
im Alterthun,* uornehinlich bei den Neuplatonikern, derartige Andeutungen 
über den Sinn der Stelle, die jcdoch nach den Auffassungen aller neuercn 
Erkliirer keineswegs den Auspruch machen konnen, auch nur  in Etwas die 
Dunkclheit gelichtet zu haben. Auch A r i  s t o  t e l e s  ha t  unsere Stelle er- 
wahnt und kritisirt (Polit. 1. VI cap. X),  doch ist die Aristotelische Anfüh- 
rung so knapp gehalten, dass sie selbst nur für den verstindlich sein wird, 
der vorher schon den Sinn der Platonischen Worte erfasste. 

" Die Angabe des J o h a n n e s  B o d i n u s ,  dass auch P h i l o  J u d a e u s  sich 
mit der Platouischen Zahl betichaftigt und in  seinem Werke De vita Mosis alti 
Làsung die Zahl 50 vorgeschlagen habe, hat eic'h nicht bestit'igt, wie schon 
Schneider (Variae variorum de Platonis numero opiniones, 1821) berichtigend 
hervorliebt, wobei er erwiihnt, dass (wie es auch in der That der Fa11 id) im 
dritteu Buçhe De Vita Mosis allerdiugs die Zahl 50 vorkomme, welche ejne sehr 
heilige Zahl sei und die Bedeutung des rechtwinkligen Dreiecks in sich achliesse, 
welches der Anfang der Entatehimg von Allem Sei, aber einc Hindeutung auf 
Plato und dessen Zahl sei nirgends zu finden. 

Hi&-lit. Aùtlilg. d. Zeiticùr. f. Jlath. u. Phys. XXXII,  3. 7 
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Wenn nun trotzdem diese Angaben, die ja sammtlich sehr vie1 an 
Klarheit zii wünschen tibrig lassen, im Folgenden zu einer neuen Ueber- 
setzung und Deutung verwendet werden sollen, so wird hierbei diesen An- 
gaben, eine grundlegende Bedeutung nur  insofern beigemessen werden k h -  
neu, als sie bezeugen, dass die den einzelnen Worten des Platonischeu 
Textes zu gebenden Deutungen den Anschauuugen der alten Griechen nicht 
fremd waren, sondern dass im Gegentheil auch diese schon Einzelheiten in 
lihnlicher Weise aufgefasdt hatten, wiewohl ihnen ( A r i  s t o t e l e s  ausgenom- 
men) die Deutung der ganzen Stellc nicht gelungcn ist. Nur der Aristo- 
telischen Anführung lasat sich eine solche Aiiffassung anpassen, die mit 
unaerer Erklarung vollstandig übereinstimmt. 

Nachdem P l a t o  im Anfang des achteu Buches eutwickelt hat ,  dass es 
ebensoviele Staatsformen, als "uelenzusb%nde der Indisidrien geben musse, 
bekennt e r  sich im weiteren Verlaufe des Gesprachs zu der Anschauung, 
dass die Beschaffenheit der Machthaber von massgebendem Einfluss auf die 
Beschaffenheit des ganzen Staatswesens sei. 

Niin will er die verschiedenen St,aahformen und die diesen rücksicht- 
lich des Seelenziistandes entsprechenden Menschen einer Betrachhng unter- 
ziehen, wobei er es fiir das Richtigste halt,  aus der vollkommensten, in 

Wirklichkeit allerdings nicht vorhandenen Staatsform ihre verschiedenen Ent- 
artungen abzuleiten und dabei zu erklaren, wie eine solche Entartung über- 
haupt moglich sei, inciem e r  sagt (Plato ed. Hermann Bd. I V  S. 235): 

,,So lasst uns also versuchen, auaugeben, auf welche Weise die Tirno- 
kratie aus der Aristokratie entstehen konnte. Oder ist es etwa einfach, 
dass eine Staatsform sich infolge eines Zwiespaltes unter scincn Machthabern 
lindert, dagegen bei der Einigkeit derselben, mag ihre Zahl auch eine ge- 
ringe sein, nicht zu erschiittern ist?' 

,, ,, So verhalt es sich allerdings. 
,,Wie wird nun,  mein lieber Glaukon, unser Staat erschüttert werden 

und wie werden die Helfer und Herrscher gegen einander und gegeu sich 
selbst in Zwiespalt gerathen? Oder willst d u ,  dass wir, wie Homer, die 
Musen biiten sollen, uns anzugeben, wie denn der Zwiespalt zuerst ein- 
drang, und solleu wir sagen, dass sie scherzend und uns wie Kinder neckend, 
tragisch mit grosssprecherischen Worten, als ob.sie mit Ernst  und Wtirde 
redeten , uns berichteten y u  

,,,,Wie denn?"" 
,,So etwa: Es  ist  schwer, dass ein so vcreintcr Staat erschüttert 

werde, aber da  allein Gewordenen der Unt,ergang bevorsteht, so kann auch 
eiiie derartige Vereinigung niclit für alle Zeiten dauern, sondern wird sich 
auflosen. Die Auflosung aber geschieht in folgender Weise: Nicht nur ftir 
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die aus der Erde sprossenden Cewachse, sondern auch unter den auf der 
E d e  lebenden Geschopfen findet eine Fruchtbarkeit und Unfruchtbarkeit von 

Seele und K6rper statt ,  a e n n  die Umwiilzungen für  Jeden die Kreislaufe 
schliesseri, für  die Kurzlebenden die kurxbahnigen, für  die Eutgegengesetz- 
ten die entgegengesetzten. Aber die Erzeugung guter Kinder bei eurem 
Geschlecht und die Unfruchtbarkeit desselben werden Die, welche ihr zu 
Fiihrern des Staates ersogen habt ,  anch wenn sie weise sind, nicht in  htihe- 
rem Grade durch Ueberlegung, verbunden mit Gefühl, erreichen, sondern 
dies wird tiber sie hinausgehen und sie werden einmal Kinder zeugen, wenn 
sie nicht sollten. FGrr 8 8  4 e i y  Y E Y Y ~ T W  m f ) i o a o ~ ,  ?Y ~ p ~ 8 p &  mp- 
I ~ < Y ~ P O ; V E L  F F J L P L o ~ ,  d v 8 p w n r i y  JE. Bv .i; m e d r w  rrÙ~q'<ierç ~ V V ~ ~ E Y L Y L  X E  mi 

O ~ U ~ G Z ~ V ~ ~ E V ~ L ,  Z Q E ~ S  &~COGT&GELÇ,  z f t r a p a s  d é  o Q o v c  I ~ U P O Ù G ~ L  O P o ~ o V v ~ ~ v  

T E  % a i  O ; V O ~ O I O Z ; V ~ O V  m i  OZ)&~UTGJV mi c p 9 ~ v 6 v t m v ,  Z&U Z Q O G T ~ ~ O ~ O I  %ai 
Ggtd zp& zilArlAa i n i c p t p r r v '  6 v  l n i z q ~ z o g  ~ v 9 . ~ l j v  Z P ~ Z O ; S L  G V [ V ~ E ~ ~  840 
d ( i p o v i a S  XIYQÉXEZUL cf>llS ( Y V ~ T ~ E E ~ ,  Z { V  L ' G ~  i 6 & m S ,  ~ X U T & V  T O G O L V T & X L ~ ,  

8:  I U O ~ ~ ~ ~ X ~  ~ i j ,  nQoplj lxv a ; ,  ;Xatsv ; Q ~ ~ p ~ v  n,o a ~ ~ , s , , , ~  
$ q ~ W v  Z E ~ I Z O ; J O Ç ,  B E O ~ / V O V  f d g  F X O ; O T W Y ,  +$itaw 8È CJVELV, h r d v  d.? 
xdpwv zQ~&Sog.  &dEcncuç dè oSsoç O g ~ 8 p d g  Y ~ ~ p ~ z ~ ~ x à ç  T O L O ~ ~ O V  1 ~ Z ; ~ t o ç .  

dueLvdvwv T E  zct1 X ~ ~ Q 8 ~ ~ v  y e v é ~ ~ w v ,  2s & a v  6 Y v ~ ~ ~ r r v t ~ S  6 @ v  o i  ~ A A ~ X E ~  
c j v v o r r . i ~ w u ~  ~ v ' ~ c p a ç  v v p p i o l ç  Z L Y Q ~  x a i ~ p d v ,  O& E ; ~ V E L ~  o;dJ E ~ T U ~ E I ~  n a i d e s  

F G O U ~ L '  von diesen werden die Vorgiinger zwar die besten zu Herrschern 
bestimmen, dieselben werden jedoch, wenn sie dessen unwilrdig zur Macht 
ihrer VLter gelangt sind, ziiniichst damit anfangen, sich nicht um uns zu 
kümmern, indem sie die rnusische Kunst weniger als n6thig achten, woher 
auch die Jünglinge der Musik mehr und mehr entfremdet werden. Infolge 
deesen werden Herrscher eingesetzt werden, die nicht sehr achtsam sind in 
der Prüfung der auch bei ouch stattfindenden Geschlechter des Hesiod, dos 
goldenen und silbernen und ehernen und eisernen; indeni sich aber das 
Eisen mit dem Silher und das Erz mit dem Gold vermischt, wird iinter 
ihnen eine Ungleichheit und ungefüge Ungleichformigkeit entstehen, welche, 
ao sie auftreten, immer Krieg und Peindschaft e r ~ e u g e n . ~  

,,Und wir werden, sagte er, zugeben, dass ihre Antwort die rich- 
tige ist."" 

,Das ist doch auch ntithig, meinte ich, da sie doch Musen ~ i n d . ~  
,,Was nun,  fragte er, gebcn die Musen über die folgende Zeit a n ? u u  
,Nachdeni nun die Zwietracht eingetreten ist,  drangen die einen ùeiden 

Geschlechter, dxs eiserne und das eherne, nach Gelderwerb, nnch dern Resitz 
von Land und Haus, von Gold und Silber, die anderen beiden aber, das 
goldene und das silberne Geschlecht, führen, da sie nicht bedürftig, son- 
dern von Natur reich sind, die Seelen ziir Tugend und zur alten Verfas- 
simg hin. 

Indem sie aber Gewalt übten und gegen einander aiiftraten, verstin- 
digtcn sie sich darüber, Land und Kduser zu vertheilen und zum Privat- 

7 *  
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eigenthum zu machen und ,  indem sie Die, welche früher von ihnen als 
freie Freunde und ErnBhrer bewacht wurdcn, durch Unterdrückung theils 
zu ihren Schütilingen, theils zu Sclaven machten, für  ihre eigene Person 
die Sorge um Krieg und die Bewachung'derselben zu übernehmen." 

,,Es leuchtet mir ein, sagte er, dass diese Aenderung daher entsteht.'" 
.Stiinde aber nun,  fragta ich, diese Staatsverfasswg nicht etwa in der 

Mitte zwischen Aristokratie und Oligarchie?" 
,, , Allerdings. " 
I n  Betreff des griechischen Textes ware zunachst zu erwahncn, dass 

i n  den alteren Ausgaben allgcmein & o x c r r l u ~ z d ~ e r ~  für E ; ~ o G & ( I E L ~ ,  sowie 
n t l o p ( x ~ i  und n e p n d 6 w v  für x Q o P r j x q  bezw. nepn;d80s gelesen wurde. 

(J. Rekkeri in  Platonem a se editum commentaria critica führen zwolf 
Codices fiir den Staat an. Von diesen enthalten vier & o x c r ~ a u z & < i s i ~  für 
a 'no~z&i€ iç ;  in zehn Codicibus is t  Z Q O ~ ~ ~ X E L  statt  n ~ o p & ~  zu lesen und fünf 
Codices, darunter die vier, in  welchen & n o x a r c r < i ~ i o ~ i ~  steht , haben nEp- 
n & d o v  für nepn;660s . )  

Wenn auch die verschiedenen Lesarten der beiden letzten Wortc eine 
wesentliche Verschicdenheit i n  den Erklkirungen nicht herbeifuhren konnen, 
so liegt die Sache doch ganz anders bei dem ersten Worte. Wir  werden 
uns bei unserer Erklarung für die alteren Lesarten entscheiden aus Grün- 
den,  die bei der Behandlung der betreffenden Stellen ersichtlich sind. 

An der fraglichen Stelle spricht nun P l a t o  zuerst von einer vollkom- 
menen Zehl, von der e r  sagt: ,,Es giebt für das gottlich Erzeugte einen 
Kreislauf, wclchen dio vollkommene Zahl u m ~ c h l i e s s t . ~  

Das Gebiet der vollkommenen Zahlen war im Alterthum ein sehr be- 
deutendes, da  der Begriff des Vollkommenen a n  sich kein bestimmter war. 
Man nannte die verschiedenartigsten Zahlen aus den verschiedensten Grün- 
den vollkommene , so dass man hochstens sagen k6nnte : die griechischen 
Mathematiker nannten diejenigen Zahlen vollkommene , welche irgend eiue 
den Mathemetikern besonders rühxnenswerth erscheinende Eigenthümliclikeit 
besassen. Die Auffindung der einzelnen vollkommenen Zahlen gehort frei- 
lich ganz verschiedenen Zeiten an. So kennt P l u  t a r c h  als erste voll- 
kommene Zahl die Drei,  welche Anfang, Mitte und Ende habe (Plutarchi 
quaest. conviv. liber I X  qu. III: K L Y ~  y r j v  O n d u r o v  ~ e ~ a l ~ v  Z$%TO~ riLeroS 
7j p h  t edS ,  dç Bex?jv x d  y i a o v  i ' x o v ~ a  xa.i r i L o s ) ,  wahrend nach K i k o -  
m ac h u s  G e r  a s  e n u s  schon die Eins, da sie - allerdings nur in  über- 
tragener Bedeutung - ihren Theilen gleich sei, als vollkommene Zahl auf- 
gefasst werden kann (Nicomachus üerasenus, c. 16: C ; X L Y ~  PV p o u d ~ .  
T&ia d ~ d  S v v d y s ~  6 r o v d s -  i'rir] y&g r o i s  i s i o ~ ç  ~ ~ Q P G L  xlutd 6v';luyii~ 
&tq, o i  6' 6AAob XLYF' E I ~ i ~ y t ~ a v . )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Platonische Zahl. 85 

Die Erkliiriing, auf welche ' hier von N i  k o  m a c  h u  s angespielt wird, 
ist die der vollkommenen Zahlen im Gegensatz zu den überschiessenden und 
~nangelhaften Zahlen, wobei solche Zahlen, die gleich der Snmme ihrer ali- 
quoten Theile sind, vollkommene Zahlen, dagegen solche, die kleiner oder 
grosser alu die Summe ihrer aliquoten Theil sind, überschieasende, bezw. 
mangelhafte Zahlen genannt werden. Hiernach wtirden z. B. 6 = 1 + 2 + 3 
als vollkommene Zahl, dagegen 12 < 1 + 2 + 3 + 4 + 6 als tiberschiessende 
und 10 > 1 + 2 + 5 als mangelhafte Zahl zu gelten haben. (Theon Smyr- 
naeus ed. H i l l e r  S. 45.) 

Auch die Vier, das erste Qnadrat i n  der Zahlenreihe, wurde als voll- 
kommene Zahl betrachtet (Johannes Protospatharius ad Hesiodi dies V. 797: 
T c i l r u  ;@a! ri t ~ r g i ~  xai  ~ L ~ ~ G ~ O L L  x l r i  B T L ~ ( ; Z O  6 ;  n a &  zoiç n v 3 l r -  

yopdoiç) ,  und i n  &hnlichcr Weise hatten Andere wicdcr an der Sieben, der 
Acht, de; Neun und vielen anderen Zahlen Zeichen der Vollkommenheit 
eutdeckt. Sobald aber, zumal bei den Pythagoraern, von dem Vollkommenen 
oder der vollkommenen Zab1 überhaupt die Rede war, hatte man keine von 
den ebengenannten vollkommenen Zahlen im Auge, man daclite dann viel- 
mehr an die Zahl, die solche Summanden umfasst, deren Verhiiltnisse zu 
sammen genommen nach Pythagorai~cher Ansicht gewi~sermassen als ein- 
faches und debei doch charakteristisches Zablenbild aller Vorgange in der 
Natur geltcn konnten, so dass sie von den Pythagoraern wohl selbst auch 
mit dem Namen Rosmos bezeichnet wurde. Wir meinen die Zehnzahl, die, 
wie T h e  o n  S m  y r ii a e u  s berichtet , die erste Tetraktys umfasst (10 = 1 
$ 2  + 3 + 4) ,  welche von P y t h e g o  r a s  selbst herrühren soll. (Theon 
Smyrnaeus ed. H i l l e r ,  S. 93: rr jv  $v ~ q a x z v ' u  u v i ~ f a t ~ u ~ v  r j  d ~ x c i ~ .  

Ev xu i  p' xo i  y' mi 6' L" a'p'y'd'. IV 62 to&ois zoig &pSpnk f u t w  

ri TE d l ;  G E I I G & ~ V  ~ v p q m v i a  E>v dnrz,oiry adyy xoll 4 Si.; nhwre Bu $pioAiv 

xai $ [Fd za6Ov .b c î ~ n h ~ i y  xn i  4 81s bici IGCIGDV bv z e t g a n i h d ~ ,  $6 GY 
~ v ~ x A ~ g o ü r a c  t d  c i r ez$?o~ov  t i ~ d ~ g o l ~ ~ a .  roi<uthrl pèv ZV ~ O I J U L X <  ~ E T ~ O X T Ù ~  

xcirar' G ~ V O E G L V   OZ^, dnsdr j  B ~ i s o ' ~  u v i t ~ j ç  Z ~ G ~ Y L  a i  civppwviac ~ u ' ~ i G x o v ~ n i .  

O; 81; r&zo BB p&ov n i t i r  ~ o ï g  ~ V S O I ~ O Q L X O L S  n ~ o n ~ i ~ r p o l ~ ,  ;AL' in4 xoil 

d o ~ ~ i  mjv ZW'V OAmv ~ Z ; G L V  G V V ~ X E L V '  F L O  m i  oexos $v av'toïs 

oV zOv O;petéPO1 v u X &  n a g u d O v ~ a  r m p x ~ h ,  

zuyar'v ol'evdov < p V ~ ~ a i ~  &Cop& z' E~ovr iav .  

r8w xngas6vrcr ITui?nyoglrv A É ~ O V G L W ,  $XE;  doxrï  sov'zou ~Ü@q(1n 6 z c e k  

I oyos .  Man vergleiche ferner hierzu P o r  p h y r i u s  , Vita Py thagorae, 
c. 52: 6,; xa i  T ~ F L O U  &LO& ZOV d i x n  ~ l v a r  .iÉyovav [SC. o i  ~ I V ~ ~ ~ ~ ~ ~ E L O L ]  
piAAov 6è ZEI IELOTO~~OV cinD;vzmv, & G ~ ! v  6racgopc)v d p 8 p o ü  xu i  x i v  r B o ç  

A ~ ' ~ o u  xn i  c h A o y i u v  Zv io lvr . j  Z E ~ L E L L T ~ O ~ ( Y ,  sowie Theologumena arithme- 
ticae ed. A s t ,  S. 59: n ~ p i  b ~ x d 6 o ~ :  d ~ & c e p  rodç  xrtr' crùtrjv A6yovç m r q O -  

iJovç &ovalr t; a'z' odeavoü &gr y f s  ~ A O ~ F ~ ~ G ~ F ~ ~ V  LE x d  X O T ~  p g Q ~ ç  
~ v ' ~ i ~ x ~ z a i  x a l  d ~ a x e x o ~ p ~ p h v a  xm' av'zrjv. ddmg xa'r E>zwvopa~ov av't l jv 

9 ~ o l o y o ü r ~ r ~ ç  D E  ITvS<ryopLxoi noz i  p i v  x h p o v  z o z i  d i  ~ $ ~ a v O u  ...) 
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Auch A r i s t o t e l e s  erwahnt a n  mehreren Stellen der Zehn als der 
vollkommenen Zahl (Metaphysik A ,  5 ;  M ,  8), und da uns von verschiede- 
nen Schriftstellern ausdrücklich angegeben wird, dass P l a t  O in vielen 
Dingen, nach anderen sogar in alleu, den Pythagoraern folgte, so dürfte 
der Schluss' wohl uicht gerade gewagt erscheinen, dass er unter der voll- 
kommenen Zahl hier die ja allgemein als vollkommene Zahl angenommerie 
Zehnzahl gemeint habe. 

Zwar gab es im Alterthum auch Solche und sogar unter den Pytha- 
goriiern, die der Siebenzahl dcn Vorzug vor der Zehn gaben; indess kam 
dies doch wohl niir ganz vereinzelt vor. So schreibt S y r i a n u s  in seinen 

3 ,  

Scholien zu A r i s t o t e l e s  ( Z v p r & v o u  t o ü  @ ~ l o & C v o v  z i ç  r d  N t W v  p z r a  ru 

C ~ V ~ L X & :  b n r l  d i  n p 6 p o g  6 f l u ~ a ~ 6 ~ r r o ~  x o l l ;  xcri G E @ V ~  mi 8 ~ o n ~ ~ n l j  

X E ~ L  E n ~ & d ~ g  € L > x ; v  o ~ ~ E ~ I &  T O L L Y ~ T ~  ~ Q ~ T U L  C ~ U ~ ~ G E L ,  ~ E / X V V G L  6 ;  (IVVLTOÇ 
& m g  4 & c i t S  dL) im; &WU $ ~ ~ v G v  $ ; p ~ Q ~ ~  ZLELUZ, Z O L O ~ Z W  ~ p , , ~ a -  

r w v  r s i e r o i  $ p ~ z a p c z ' l A ~ ~ ,  ~ A ~ o L  d i  m p i  d~xor '60ç  ~ L ( Y A & ~ E V Z E ~  ? ~ E L & ( Y V  a&fÇ 

z 4 v  Z E  E)v n a v ~ i  Z @  8 d y  y ~ ~ y ~ @  ~ f f d ~ i f f v  x d  Z ~ V  ZY T O ~ Ç  ~0li3' É X ~ G T O I  Z W V  
q v r i ~ x r t i v  i ' ~ y  o u  J n ~ x , o d t ~ ~ n v  etc.) , Wahrend aber Pr  o r  u s der Pythagoraer, 
der vieles Ernste und eines Gottes Würdige über die Sieben gespiochen, 
sich keiner derartigen Erzahlung bedient, aber in  verstandlicher Weise zeigt, 
wie die Natur in sieben Jahren oder Monaten oder Tagen die meisten der- 
artigen Dinge vollbringt oder andert, haben Andere in ihren Erwlgungen über 
die Zehnzahl die Herrschaft derselben bei allem gtittlich Erzeugten gezeigt und 
ihren Einfluss bei dem, was sich auf jeden Vorgang i n  der Natur bezieht.* 

Hier wird also geradezu die Zehnzahl mit dem gottlich Erzeugten in 
Verbindung gebracht, ein Grund mehr f ü t  uns, an der schon oben an- 
gegebcnen Folgerung festzuhalten. 

Im  Gegensatz zu dieser vollkommenen Zahl für das gtittlich Erzeugte 
stellt P l a t o  in den folgenden Worten eine zweite Zahl fü r  das menschlich 
Erzeugte auf. I n  der Beschreibung derselben heben sich deutlich zwei 
Theile von einauder a b ,  deren erster die Zahl im Allgemeinen und deren 
zweiter Theil die Zahl im Besondern behandelt. I u  diesem zweiten Theile 
( G v  i n i ~ ~ ~ ~ o g  n v ~ ~ q v  . . . r e ~ d d o ç )  ist der Objectsaccusativ dv'o n'&ovicuS von 
dem folgenden z a p i ~ ~ r a r  abhangig. Uiese beiden Harmonien werden naher 
bezeichnet durch die einander gegenüber gestellten Ausdrücke zr jv  ... 
r ? v  dC ... Die zweite Harmonie wird wieder in zwei Theile gcthcilt, von 
denen der eine ic iop<xr ig ,  der andere n e o E t i x q g  genannt wird, noch deut- 
licher iinterschieden durch die Beifügungen von und  S f .  Bis hierher 
befinden wir uns ganz i n  Uehereinstimrnung mit den meisten Erklarern. 
Beachtet man nun ferner, dass diesen pE'v und d i  ein zweites ~ l f ' v  und 6; 
i n  i x a d v  ~ h v  .. . Exrurdv 6 i  .. . entspricht, so liegt wohl der Gedanke nahe, 
dass diese Satztheile nichts Anderes, als erlauternde Beifügungen und zwar 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Platonische Zahl. 8 7 
- - -  . . 

Enurcb pE.u . . . für die Worte iuop{xy und i x u d v  d i  .. . für die Worte 
tyj 7cpo;trjx~r d i  sind. Daun müssen aber beide Exurdv Accusativ und zwar 
mit abhangig von ? ; c a ~ i ~ t r o l ~  sein. 

Auch in den die erste Hxmonie erlauternden Worten zrjv 'iciqv 

i u i x i s ,  Exurdu ~ O G ~ U T ~ ~ I S  kommt die Zahl Hundcrt vor. Fasst man diese 
in ahnlicher Weise als das Resultat von T ~ U  L q u  i a d x ~ ~ ,  T O G U U ~ & X L ~  

auf, so hatte also P l a t o  a n  dieser Stelle nicht mehr mie dreimal das Er-  
gebniss Rundert angegeben. 

Doch wollen wir, ehe wir weitere Schlussfolgerungen ziehen, erst den 
allgemeinen Theil zii erkliiren versuchen, der in den W o r b n  E i ' ~ 8 ~ c u n ~ i ~  
6E (SC. ÉGTL n ~ ~ i o s o g  t u  d q ~ 9 y à S  n ~ ~ r l a p , c 3 & v ~ c )  Eu C$ z p d t y  L Y Z ; ~ ; { G E C ~  6 ~ 4 -  

I < ~ ~ d  T E  X U ~  8 v ~ a ~ t ~ v ~ ~ ~ v u ~  ... O ; X E C ~ ~ V U U  enthalten ist. 
ng;ty bezieht sich offenbar auf & g r 6 p 6 S ,  so  dass also den Kreislauf 

für das menschlich Erzeugte die erste Zahl (in der Zahlenreihe) einschliesst, 
in der die nachstehend erwahnten Eigenschaften zu Tage treten. 

Xit dern Worte U Ü E ~ G L ~  bezeichnete der Grieche ein Wachsen, Zunehmen, 
Vermehrcn. I n  'dieser Bedeuhng  kommt das Wort  auch bei P 1 a t O wieder- 
liolt vor, z. B. Plat. Phaedon 7 1  B und Plat. legcs 10 p. 897A, woselbst 
n V E r l ~ ~ s  und <pi%rç gcgenüber gestellt werden, wofür sich bei P r o k l u s  
ri;: jr las und peiwulç oder auch E A i & t o < i ~ ~  findet. 

Im Timaeus hebt P l a t o  von den rechtwinkligen Dreiecken zwei be- 
sonders hervor, als Grundlage bei der Bildung der ktirperlichen Gestalt des 
Feuers und der anderen Dinge, namlich einerseits das gleichschenklige, 
aodererseits dasjenige , bei dem die grossece Kathete irnrner in  quadratischer 
Beziehung (zutcl 8v ' vnpv )  das Dreifache der kleineren betrage. 

I n  dcmselben Sinne verwendct P 1 u t  a r c  h G V V & ~ E V O ~ ,  indem or sagt : 
(Plutarchi de defectn oraculoriim c. 36: . . . ri ZEVT& l ~ g d ~ ~  6; h o u  BVI~CY- 
@vrl TOLÇ ne8 U Z ) T < ~  6vG1 t 8  X&AALG~OU tWu d g ~ u Y ~ v i ' w u  ~ Q L ~ W V ~ ) V  UVVL- 
G r rp  . . .), ,,dass die Zahl F ü n f ,  welche als die erste in der Zahlenreihe 
das Gleiche vermoge wie die beiden vorhergehenden Zahlen, das schonste 
der rechtwinkligen Dreiecke entstehen lasse:, womit er das Dreieck mit den 
Seiten 3, 4 und 5 meint, was er an einer andern Stelle ausdrücklich her- 
vorhebt, woselbst e r  berichtet (Plutarchi de Iside e t  Osiride, c.  54: 
Aiyvnt iovs  6' Gv CLS E I ~ ~ G E L E  2311 re i y&vov  zo' x&lAuirov, P & A ~ ~ t o l  T O ~ T ~  r i v  

TOU ZUVTO'~  &GIV OCp~ i~ùu ras ,  c j  X U ~  I Ihckmv hu t r j  ~ I O A L T E ~ ~  ~ O X E L  Z O V T ~  
zpo~xqpfu@ct t ,  t o '  yaPgA~ov  GldyeuPpu G V V ~ ~ Z T W U .  ;%EL d' E X E ~ V U  56 re i -  

ywvov zgiwv r$u npdS ;p?iuv, mai z ~ s d ~ ~ w v  zrjv t%<irv, xcil n i v r ~  rrjv &O- 

~ ~ i v o v ~ r r u  h o v  taï5 n ~ g r q o v ' c j a c ~  8vuap iuqv -  ~ i x n o t i o v  oGv t 4 v  r b  nads 
dQi?o)s ; S & ~ E V L ,  T ~ V  d i  P ~ G L V  i?qA~iy ,  tq'v 82 VZOTE~UOVGOLV dPqoïu hyYdvy): 

,Die Aegypter verglichen vermuthlich die Natur des Weltalls mit dcm schon- 
sten der Dreiecke, welches auch P l a  t O in seinem Staste gebrauchfzu haben 
scheint d a ,  wo er die Hochzeitsfigur zusammenstellt. E s  hat  jenes Dreieck 
die Seukrechte 3, die Basis 4 und die Hypotenuse 5, welche das Gleiche 
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vermag wie die beiden Katheten. Man kann nun die Senkrechte mit dcm 
Mannlich~n,  die Basis mit dem Weiblichen und die Hypotonuse mit dem 
von beiden Cezeugten vergleichen." Dass hier Bvv&pvos anf die quadra- 
tische Beziehung hindeuten soll, ergiebt sich deutlich bei der Vergleichung 
unserer erstgenannten Plutarch - Stelle mit folgender Stelle in  den Theo- 
logumenis arithineticae, c. 5, n ~ q i  ntvr&Jog (T;  ;no TOU 6 npGsuv r~s~cX'- 

ywvov E'GOV Svoi z ~ z p ~ w ' v o ~ ~ ,  t+ ze zWv y' xai z+ ;no' t G v  d ' ) ,  an 
der es heisst: Da;; Quadrat über der 5 ist das erste Quadrat in der Zahlen- 
reihe, welches gleich zwei anderen Quadraten i s t ,  namlich dem über der 
Drei und dem über der Vier zusammengenommen. 

.Das W o i t  S ~ v a ~ é v ~  trit t  an beiden oben bezeichneten Stellen bei P l u -  
t a r  c h als Beiwort der Hypotenuse auf. (Man vergl. auch P o  r p h y r i  u s ,  
Vita Pyth. ,  c. 36:  ... b6~vgWv roü Oei+oywviuv z7jv 2 ) rnuz~ivov~uv E'GUV Svva- 

p i v r p  zarg n ~ ~ r s ~ o ; ~ a i ~ ) .  Hiermit stimmt auch üherein, was A l  e x  a n d e r  
A p h r O d i s i e n s  i s über die Fünfheit berichtet , indem er  Folgendes angiebt : 
(Alex. Aphrod. schol. graec. in Arist. metaphys. coll. Brandis Berolini 1836, 
S. 561: cr'vrxicrv 6É <pa(irv 6x6 sWv i 7 v 8 c r y o ~ ~ i w v  A É y f c i t h i ~  r$v n ~ v z d d a ,  ~ o ü z o  

6 ;  OTL zOv o'e90ywviwv zpyw'vwv rOv fX6vra>v gr jzds  r d S  n;levpdç ngOt6v 

B G ~ L  TOV ~ E Q L E X O V G O V  DPi?ljv ymviuv Z A E ' U ~ O V .  ri t p ~ o v ,  4 8; tersdQov, 

17' 8; d n o a ~ i v o u ~ o l  n i v ~ ~ .  $ne; roivvv 4 dno~rivovciol LGOV ddvasrr~ & q o -  

z É ~ ~ L ~  Z p a ,  SLC; zoüto 7 j  $Y J V V C Y ~ ~ V ~  X L Y A E L ~ I ,  a i  6;  J v v a ~ r e v 8 p v o l r ,  m l  
i'mr dm&. )  ,Man sa&, dass die Ftinfheit von den Pythagoriiern unbcsieg- 
bar genannt werde, deshalb, weil sie das erste von den r~chtwinkligen 
Dreiecken mit rationalen Seiten darstellt, wobei die eine der Katheten 3, 
die andere 4 und die Hypotenuse 5 betrage. Da nun die Hypotenuse das 
Gleiche vermag, wie die beicen Katheten zusammen genommen, so heisst 
e r skre  Suvapévrl, letztere aber werden G v v n o z ~ v 6 ~ e v u ~  genannt, und zwar 
betragt jene 5 

Hiernach wiirden also av>&rj'o~r~ G u i d p ~ v a i  te  m l  S v v o l ~ r c v 6 ~ ~ v a t  derart 
zu deuten sein, dass Vermehrungen der IIypotenuse 5 und der Katheten 
3 und 4 stattfinden sollen, so dass auch zwischen vermehrter Ilypotenuse 
und verrnehrten Katheten potenzielle Beziehungen bestehen bleiben. 

Eine Arigabe des P r o  k l u s ,  i n  welcher die Worte ~ U V E ; ~ E V L Y L  xai 6v- 

v c r o z ~ v 6 ~ s v a r .  erwiihnt werden, enthalt zwar keine directe Bestatigung dieser 
Auffassung, doch scheint sie uns aus einem andern Grunde wichtig genug, 
davs wir sie hier anführen. E s  h e i s ~ t  namlich in der Vorrede des Commen- 
tars zum ersten Ruche des Euklid: ,Die Gleichheit und Ungleichheit der 
Verhaltnisse kommt in allen mathematischen Gebieten vor, denn wir nenneu 
die Figuren theils ahnlich, theils unahdich und ebenso die Zahlen theils 
ahd ich ,  theils unahnlich. Und Alles, was sich in Bezug auf potenzielle 
Beziehungen zeigt, gehort i n  gleicher Weise der ganzen Mathematik an,  das 
Vorkommen der ~ v v a p E v a i v  sowohl, wie das der G u v a ~ t s v o ~ É v w v .  (xai  6'uu 

xnzà ràç 6 v v & p ~ i ~  u'varpalvetuc n r i c ~ v  + o i q  n p f l d ~ x € &  soiç ~ U S + ~ U G L ,  rajv 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Platonische Zahl. 89 
_^I_^---^__x__^I^^^~ XII-- _ - --___--II 

$v d'vvayii 'wv t W v  6 È  G v v c r ~ t ~ v o ~ E ' v w v . )  Und dieses widmete S O k r  a t e s 
im ,Staateu den grosseprecherischen Musen, indem er das Gemeinsame der 
ganzen mathematischen Wissenscbaften zusammcnfasste und sich dasselbe in 
den angegebenen Zahlen vorstellte, aus d e ~ e n  dann die Maasse des Ge- 
deihens und Missrathens hervorgehen.' Wenn nun P r  O k l  u s davon spricht, 
dass potenzielle Beziehungen in der ganzen Mathematik vorkamen, sowie 
dass S O k r a t e s sich diese der Geometiie und Arithmetik gemeinsamen Be- 
zieliungen in den angegebenen Zahlen vorgestellt habe, so hat er offenbar 
damit andeuten wollen, dass S o  k r a t e s  zunachst nur Figuren mit ratio- 
d e n  Seiten, zwischen denen potenzielle Beziehungen stattfinden, im Auge 
gehabt habe. 

Die hier in Frage kommenden Beziehungen zwischcn den Seiten eincr 
Figur konnen aber nur die Beziehungen zwischen den Seiten rechtwinkliger 
Dreiecke gewesen sein, an deren Untersuchung sich auch P 1 a t O mit Erfolg 
betheiligt hatte. Besitzen wir doch von ihm eine Regel, um Zahlen zu 
finden, welche als Seiten rechtwinkliger Dreiecke gezeichnet werden konnten. 
Schon vor ihrn hatte P y t h  a g o  r a s  eine ahnliche Regel aufgestellt. P r  o -  
klu s berichtet über diese beiden Regeln Folgendes : ,Die Regel des P y t h a -  
goras  geht von der ungeraden Zahl aus. E r  setzt namlich die ungcrade 
Zahl als kleinere Kathete, die HaIfte des um eine Einheit verminderten 
Quadrates der kleineren Kathete als grossere Kathete nnd findet dann die 
Hypotenuse durch Hinzufügung einer Einheit zur grosseren Kathete. Be- 
ginnt man z. B. mit der Zahl 3, so erhiilt man als Quadrat derselben 9 
und als Halfte des um eine Einheit verminderten Quadrates 4,  sowie als 
Hypotenuse 5, mithin die Zahlen 3 ,  4 und 5 als Seiten eines rechtwink- 
ligen Dreiecks. Tm Gegensatz zu P y t h a g o r a s  ging P l a t o  von der ge- 
raden Zahl aus. E r  betrachtete die gerade Zahl als die cine der Katheten, 
d a  um eine Einheit verrnehrte Quadrat der halben Kathete als Hypotcnuse, 
dagegen das um eine Einheit verminderte Quadrat der halben Kathete als 
andere Kathete. Geht man von der Zahl 4 aus, so erhalt man als Halfte 
derselben die Zahl 2 und als Quadrat dieser Halfte die Zahl 4. Die Ver- 
minderung um eine Einheit führt auf die Zahl 3 ,  dagegen findet man durch 
Vermehrung des Quadrates 4 um eine Einheit die Zahl 5 und somit das- 
selbe Drcieck wie v ~ r h e r . ~  

Diese Hypotenuse 5, clic hier in beidcn Rcgeln als Zahlcnbeispiel auf- 
tritt, k t  die kleinste, welche béî rechtwinkligen Dreiecken mit rationalen 
Seiten moglich ist , zugleich diejenige , die nach A 1 e x  a n  d e r  A p h  r O d i  - 
siensis  das Beiwort GvvapÉvrl besitzt; die niichstgrossere, also die erste 
vermehrte ~ ~ ~ o t e n u s e  ist die Hypotenuse 10, welcher die Katheten 8 und 6 
entsprechen. Die potenzielle Beziehung miechen diesen vermehrten Grossen 
würde in moderner Weise durch die Gleichung lue = G2+ 88 dargcstcllt 
werden, bei der heide Seiten den Werth 1(X) besitzcn. Sol1 aber i n  einer 
einzigen Zahl diese Beziehiing zum Ausdruck gelangen, so kann diese Zahl 
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nlir die Zahl la) sein, welche sowohl das Hypotenuseuquadrat, als auch 
die entsprechenden Kathetenquadrate umfasst: mithin ist 100 die erste Zahl 
in der Zahlenreihe, in welcher sich die potenzielleu Beziehungen zwischen 
vermehrter Hypotenuse und vermehrten Yatheten, wenn man nur  Ureiecke 
mit rationalen Seiten im Auge h a t ,  zeigen. 

Dicso O&$GELÇ ~ V V & ~ E V U E  T E  nul d v v a u t ~ v ~ p v a i  zeigcn sich, nachdcm 
sie 5g~L5 ~ ~ O X ~ T ~ G C C Y ' G E ~ ~ ,  Z ~ G G O ( ~ ( Y ~  86 oeovs genommen haben. 

Friihere Erkkrer  sahen die U & ~ G E L ~  Bvv&,prvcui T E  xui d ' v v a a r ~ v d ~ ~ v a i  

als Glieder zweier geometrischen Reihen à n  und zwar dachten sie dahei an 
die im Timaeus erwiihnten Zahlenreihen (Fig. 9) ,  welche drei Abstande ( r p i S  

G n o r i r d ~ E i ~ ) ,  aber vier Glieder ( Z ; G < i Q ' @ N s  8 ;  o g o v S )  besitzen. Wir  dagegen 
sehen in den Worten r p ~ i s  ~ n o x a t r r ~ ~ & u r r ~  (wie schon oben bemerkt, ent- 
halten vier Handschriften ~ Z ~ X I Y ~ C Y G Z ~ G ~ ~ S  statt  ~ n o ~ t d u ~ r ç )  z.!uuor@ciS d 6  GeovS 

Aa~oüuur nur eine Angabe, nach der die Vermehrungen zu hilden seien. 
Die Priiposition d720 deutet in  Zusammensetzungen auf ein ,,wiederu 

im Sinne des Zurückgebens. So nannten die Griechen, wic uns S h e o n  
(Thcon Srnyrnacus cd. H i l l c r ,  S. 38: AE'yovzar d'i  trvEs  al xvxAori8~iç xai 

l a n i u ~ ~ c i ' ~ ~ a 1 9 c i ~  $ f n m i 6 o ç  $ GTEQEWÇ, T O V ~ ~ G ~ L  X U T ~  ddv ~ L U G Z ~ G E ~  r j  x a ~ d  

t g ~ ï g ,  Grp' 02 z v  O;g{ov~u i  G p ~ 3 ~ o v '  f n i  roüzov &nov.ai)r~rci'~evor. t o~oùsov  

6 i  Z G ~ L  X U I L  O X ; X J I O ~ .  OS  nu G&TUI u r l P d o v ,  $ni roüzo ~ n o x f f 6 i ~ z a ~ o l ~ ~  

dm8 y&g picc  ygap,urjç ~ E Q ~ E ~ O ' ~ E V O ~  L;nà roü a i r o ù  a(gX~zar  xni sis rdvrd 

xuzrrA?jyri. soi au'^^ d Q  m i  i v  G ~ E @  4 ~ ~ m C p c i .  X ~ X A O U  Y &  ~ a r d  ~ . E v ~ C ; U  

~ ~ p l f f y o ~ f ~ 0 ~  r j  &ni soc  uv'toc Hni rà uv'd & n o n f f z c i ~ t L Y ~ ~ ~  ~cpor;@rrv y g d c p ~ i ) ,  

N i k o m  e c  h u s  und Andcre borichteten, solcho Zahlcn, wic 1, 5, 6 ,  welche 
bci ihren Quadraten und Cuben (1, 25, 36, bexw. 1, 125, 216) wiedcr auf- 
treten, d g ~ 8 ~ o l  dxoxu tn~raarxo i .  In  demselben Abschnitte theilt T h e  on  
m i t ,  dass man auch bei der Darstellung des Kreises auf den Punkt ,  von 
dem man ausgegaugen sei, wieder zurückkehre, sowie dass man durcb einen 
nach der Seite herumbewegten Kreis cine Kugel bescbreiben konne, wenn 
man bei der Darstellung wieder in die Anfangslage des Kreises zurückkehre. 

& n o x a r & G z f f u ~ ~  bedeutet demnach ein Wiederzurückkehren zum Aus- 
gangspunkt, so dass also diese in poteniiellen Beziehurigen stehenden Ver- 
mehrungen der Hypotenuse 5 und der entspreühenden Katheten sich zeigen, 
nachdem sie dreimal zurn Ausgangspunkt zurückgekehrt, aber vicr Gliedcr 
genommen haben oder, wie wir heute wohl sagen würden, nachdem man 
diirch dreimaliges Zurückkehren zum Ausgangspunkt vier Glieder erhalten kat. 

Den Ansgangspnnkt bildete j a  die potenzielle Beziehung zwischen der 
Hypotenuse 5 und den Katheten 3 und 4 ,  denn diesen kam nach Alex. Aphr. 
das Beiwort dvvap fv r l  bezw. d v v a ~ z r v d ~ s v n c  zu. Die Zahl, welche diese 
Beziehung ausdrückt, würde 25 = = 32 + 42 sein. Erhalt man nun durch 
dreimaliges Zurückgehen auf diese Zahl vier solcher Glieder, so würden 
diese zusammen 4.25 = 4. = 4 (3" 42) = 100 betragen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Worte o'poiov'vrwv rE xoli n)voyolodvrwv xoli nd&twv  mi cparv6v-  
r o v  n d v z n  n e o ~ r i y o Q a  m1 Z j r / ~ a !  q d ç  i'ArlrpIct wollcn wir gleich in folgendcr 
Ueberset,zung anfügen : von solchen, welche ahnlich und unghnlich machen 
md welclie wachsen und verschwinden lassen, alles einander entsprechend 
und im Verhaltniss zu einander rational, indem wir noch dazu bernerken, 
dass wir die Bedeutung dieser Worte erst spater erortern wollen, nachdem 
wir durch die Erklaiung des besondern Theileà eine Bestltigung unserer 
bisherigeu Dartellung gegeben haben. 

In dem besondern Theile treten uns zunachst die Worte dnireiroç n v 9 -  

~ G E ~ Z O ; C J L  <ivhY&iS , . . r P ; ç  [ ~ V < ~ i ? ~ i ç  entgegen. 
Unteï n v ~ ~ r j v  verstanden die alten Griechen die kleinste Zahl einer 

Zahlengattiing, bei der das Eigenthtimliche der ganzen Gattung zuerst zum 
Vorschein kam. ( S c h n e i d e r ,  De numero Platonis, S. 14: Sed nv i?pqv  

e ceteribus arithmeticis dicebatur minimus cujusqzle generis numerus, in  quo 
primo wnspiceretur id, quod proprium ejus generis esset. Man vergl. hierzu: 
Theologumena arithmeticae, n ~ e i  z ~ v r k 6 o ~ :  ... Eu tr'p n g o r i ~ t r p  7;; 9.'. 

o;coS xoli &n8 i ~ ~ d z o v  XEQLGGOÙ & p ~ i ? ~ o Ù  r o c  ~ G V S ~ $ U  t ~ t ~ d ~ w v ~ ç  

o v v i ~ t a r n r  r g i ç  t g i a  th ...) I l v s r l j v  IÔyos erklart T h e o n  S m y r n a e u s  
als ein Verhiiltniss , ausgedrückt durch relative Primzahlen , indem er sagt : 
,Von alleu der Art nach angegebenen Verhaltnissen heissen die in den klein- 
sten Zahlen, die zugleich im \7erhaltniss zu einander Primzahlen sind, aus- 
gedrückten in Bezug auf jedes Verhaltniss die ersten vou denen, die ùas- 
selbe Verhaltniss besitxen, und die n v 9 p ! v ~ ç  der glcichartigen. So ist von 
den zweifachen Verhaltnissen das erste iind n v 3 y l j v  das vnn 2 :  1. Denn 
nach diesen giebt es zweifache Verhiiltnisse in  grtisseren und zusammen- 
gesetaten Zahlen, das von 4:2 und von 6:  3 und so fort bis ins Unend- 
liche. Von den dreifachen Verhaltnissen ist das erste und n ~ 8 ~ l j v  das von 
3 : l .  Die aber in grtisseren und zusammengesetxten Zahlen ausgedrüçkten 
erstrecken sich bis in das Unendliche. Ebenso verhalt es sich aber bei den 
suderen Vielfachen, i n  glcicher Weise aber auch bei den um einen Thcil 
grosseren. Von den +-Verhiiltnissen ist da8 erste nnd x ~ i + ~ r j v  das von 3 :  2, 
von den 4-Verhiiltnissen das von 4:  3 ,  von den 8-Verhaltnisaen das von 
5:4. Die aber in  grtisseren und zusammengesetaten Zahlenausdrücken v o r -  

kommenden sind wieder rücksichtlich ihrer Menge unzahlbar." (Theon 
Smyrnaeus ed. H i l l e r ,  S. 80: n & v z w v  B i  r O v  xorz'f~rJoç ~ i p q ~ i v w v  I 6 y w v  

xgdç t d  /3' xui  r o v  j n p à ~  r d  y' xoli o'yoiwç En;' O ; n s ~ e o v .  r e r z r l n d w v  BÈ 
Ioywv n p 0 t o ç  xn'r 7 ~ v 6 ~ l j v  6 r O v  y' n Q 8 s  rd E v .  o i  BE d ~ i  hv ~ E ~ ~ O G L  xui 

1i1iv8Éro~~ d p ~ i ? p ~ ç  in' D l x e i ~ o v  ~ ~ o & ~ o v a i v .  O ~ o l î ; r m ç  SE in: TWV A b w u  
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9.2 Historisch - literarische Abtheiliing. 
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roç xul  nv9t.~.rjv TOU y' npàç  r i  p', h ~ r t e i ~ w u  6h 8 raiv 6' nPdS y' xul 

E I Z L T E ~ ~ ~ T W V  O TOU 6' neOs 6' .  o i  dB ~ I J  ( l ~ i ~ o ~ l u  Opoq xai G U V Q ~ ) Z O L ~  nw'il~v 

6'nerga~ 50 d f 6 0 S . )  Wir haben hier also untar ~ n ~ s p ~ o s  n ~ 8 ~ i v  nichts 
Anderes, als zwei Grossen zu verstehen, deren Verhaltniss sich in kleinstn 
Zahlen durch 4 : 3 darstellen lasst. 

Mit ausdrticklicher Bezichung auf unsere Plato - Stelle hebt A r i s  t i d  es 
Q ii i n t i 1 i a n  u s bci Gclcg~nheit der Besprcchung dcr Zahl 12 hervor, dass 
die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Umfang 12 betrage, 
solche Grossen seien, die im 8-Verhaltniss st.ehen. (Aristid. Quintil. de musica 
1. III: . . . a i  13; rdv  d p 8 4 v  z~pr i~ovc lo l i  S ~ , d o ü ~ '  rdv  Bnlrgrrov, zo;rov 64 nul 

f ld&rwv q ~ ~ c i l v  Enirp~zov  ~ v 8 ~ É v a  n ~ ~ n d d r  ~ v l v y É v t a . )  

Das Verbinden dieser Grossen durüh die Fünftieit kann darm aber nur 
au€ ein Dreieck mit den Seiten 3, 4 und 5 hindeuten, zwischen dcnen die 
bekannte quadratische Bczichung 62 = 3" 42 besteht. 

Auch in der schon ohenerwahnten Stelle aus Plutarchi de Iside et  Osi- 
ride, c. LVI ,  wird ja aiif dieses Dreieck hingewiesen, wobei allerdings 
die betreffende Stelle mit einem .Es scheintY eingeleitet wird. Bestimmter 
drückt sich P r o k l u s  aus: 

.Von den beiden Arten der rechtwinkligen Dreiecke, die theils gleich- 
schenklig , theils ungleichseitig sind , würden wir bei den gleichschenk- 
ligen den Seiten keine Zahlen anzupassen vermogen, denn es giebt keine 
Quadratzahl , die das Doppelte eiiier andern Quadratzahl is t ,  man mochte 
denn sagcn nahezu, das Quadrat tibcr 7 ist dus Doppelte des Quadratcs 
iiber 5, wenn eins fehlt. Bci den unglcichseitigen aber zcigt sich uns 
deutlich, dass es moglich is t ,  das Qnadrat iiber der Hypotenuse gleich 
denen über den Katheten zu nehmen. Denn derartig ist das ~ r e i e c k  irn 
Staate, dessen Katheten 3 und 4 sind. Die IIypotenuse aber betragt 5. 
Das Quadrat der 5 ist nun gleich den Quadraten über jenen, denn dieses 
betragt 25; von den Quadraten über jenen betragt das Quadrat über der S 
9, das über der 4 16.' (Procli Diad. in prim. Euclidis libr. elem. comm., 
S. 427: BLZGOV dÈ ~ V ~ O V  ~ W V  O > e ~ ~ Y ~ ~ i ~ ~  Z Q L Y ~ V W V ~  TOU I ~ O G X E ~ ~ V ~  

r O v  6È ~xrrdqv15u, Êv ro is  i~ouxeiÉorv  ov'x t;v n o ~ e  E V ~ O L ~ E U  delt?pÙS 

E l p ~ Q p O ~ u ~  Z M C Ç  z k ~ v ~ r r ï ~ ,  02: 66x1 ~ E ~ Q & ~ W V O ~  dpri?pOç ee tgaydvov  61- 

~ A ~ G L O ~ ,  ~i p$ A i p ~  Z L S  T O U  G Z ; V E ~ ~ U ~ ,  O d n d  t o ü  5' t o c  0;"; roü E' 

Binldor& b u r ~ u  a' Sf'ouroS. Êv 6b rorg G X ~ ~ V O L S  S V I ~ < Y ~ &  ila,!3tiv ivrYPyOS 

<PLU d ~ i ~ a w w  50 d n à  z f ' ~  v ' n o r ~ r v o i i q ç  zrjv O Q S . + J  %ou tors  &O TWV m p i  
srjv OQarjv. eoroürov Z G T L  ZO 6v n o j r ~ t ~ i y  tg iymvov,  06 rljv Olealjv mp- 

ÉXovarv o T E  r ~ i c i  xrtl 6 aÉGGnga. V~GOTELVEL 8è ad5+ 6 El. T O  p ü v  O1)d 
506 E' ~ ~ r g < ; p v n v  YGOY h l  aoig dn' ~ X E ~ V O V .  TOVTO d ~ a i v  I.LY.OGL 
~ ; I ~ T F ,  T C ;  An' Ê X F ~ Y W V  6 ;  rO 2nd roù i 3 ' ,  T O  6; dn8 t o ù  G'izxniS~na.)  

a$&urai?.a~ entspricht unserem ,,vermehrt werdenu. So findet sich bei 
J a m  b l i c  h u s : xur' &pttov ru&@~Lç, im Verhaltniss einer geraden Zahl ver- 
mehrt,  so d a s  also das Verhaltuiss des Resultats zu der Zahl, welche ver- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



mehrt wurde, den Werth einer geraden Zahl erlialt, wofür wir sagen: mit 
einer geraden Zahl multiplicirt. 

Aehnliche Wendungen finden sich auch bei T h e o n  S m y r n a  e u s  S. 95, 
woselbst CS heisst: n@&oç y ;e  rWv &riwv d P' x d  &dç Ex p o v & ~ o ç  xatd  

to' GL&GLW r j ; ~ t j C L ~ v o S ,  denn die erste der geraden Zahlen ist die 2,  die 
selbst aus der Einheit durch Multiplication mit 2 entstanden ist; sowie 
ImSi ~CPWSOS t G v  n ~ p n O v  d yl na; a&& dnd , ~ o v î ; â o ~  x u d  zà tgrn;h&- 

uiov rj~&rlC.'6voç, d e  die erste der ungeraden Zahlen die 3 ist, die selbst 
aus der Einheit durch Jlultiplication mit 3 entstanden ist. Hier deuten die 
Pfipositionen dx und ch6 auf die Grossen hin, von denen die Zahlen 2 und 
3 hergeleitet sind, ebenso wie im folgenden Satxc, der sich gleichfalls bci 
Theon S m  y r n a e u s  S. 10 findet: I.iy~~ 6; r i va  xui M g a v  é p c e ~ g i u v  xni  z & -  

v ~ p ,  $v 64 G r ~ g e o ~ f r e i a v  xuhei, EL T L $ ,  ( p q ~ i ,  zoÙS ~ p e i ç  & @ ~ s ~ o Ù ç  $6 ;v 

IninrSn ~?vur  av'Eri8évraç o'poiovç xai a>vopoiovs livras, ds ngockuv ,  utrprà 

nairi c i d p ~ ~ a ,  202i10 di. ~ F E L ~ v  Z E  xai .3aiv,uu~t;v ~ U Z L .  ,,Er erwahnt aber 
auch eine andere Kenntnisv und Kunst,  die er Stereometrie nennt, wenn 
einer, meint or, die auu denen, welche Flachenzahlen seien , auf drei Zahlen 
wmchrten Zahlen, die, wie ich schon sagte, Khnlich und un&hnlich sind, als 
korperliche Gebilde darstellt; dieses aber ist  gottlich und bewundernswerth." 

Der ebenerwahnte Satz bezieht sich bekanntlich auf Plat. Epin. p. 990C, 
woselbst sich an Stelle der Theonischen Worte: ,roÙs t ~ ~ i ç  O ! ~ L S , U O P ; ~  . . . 
uv'&r,16ivra~" die Worte:  ,,zoÙs zgsiç r j v ' ~ ? 7 ~ É v ~ v ~ , U  die auf drei (Zahlen) ver- 
nielirten (Zahlen), eoviel wie die durch Vermehrung entstandenen drei Zahlen, 
finden. 

Wir konnen deshalb auch der Conjectur B c k k e r ' s ,  der zoùs t e i ç  

~ ~ v ' ~ ~ ~ i v o v ~  vorschlagt, nicht beistimmen, denn die ,dreimal vermehrten 
ZahlenU scheinen uns hier nicht recht zu passen, wogegen das r e l s  uv'grl- 

4dç an unserer Plato - Stelle nicht gut  anders, als ,dreimal vermehrtu über- 
setzt werden kann. 

Unser Dreieck sol1 a190 dreimal vermehrt werden. Die Frage ,uru 
wu?' konnen wir im Hinblick auf unsere Erklarung von r p r ç  & z o x < r t ~ ~ -  

u t iu r r~ ,  ~ É ~ ~ u g a ç  6; 6'qov~ A ~ / ~ O ~ G I Y L  nur durch ,um sich selbstu beantwor- 
ten, so dass wir vier solcher Dreiecke erhalten. Die einfachste Zusammen- 
stellung dieser vier rechtwinkligen Dreiecke zu einer Figur  wird wohl dann 
stattfinden, wenn man die vier Hypotenusen, deren jede 5 betragt,  zu einem 
Quadrat vereinigt, i n  dem wir uns d a m  noch die beiden Diagonalen zu 
denken hlitten, was wir aus den spliter folgenden Worten Srcr,~E'z~ov nep- 

x&w entnehmen kihnen. 
,!nheiroç av++ I ~ E , U ~ & L  G V . ( V ~ E ~ Ç  660 de(l.oviaç ~ C L Q É X E Z ~ L :  Dieses 

Dreieck mit den Seiten 3,  4 und 5 gewahrt, dreimal um sieh vermehrt, 
zwei Harmonien. 

Die Deutung des Wortes Harmonie ist in vielfacher Weise unter einem 
Zuriickgreifeu auf die besonders bei den Pythagoraern beliebte Verbindung 
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der Uinge mit bestimmten Zahlen versucht worden, aber nach unsercr Auf- 
fassung vergeblich. Denn wenn auch die Ueberlieferungcn nicht anzuzwei- 
feln s ind,  auf welche sich die betreffenden Erklorcr stütsten, so ist doeh 
zo bedenken, dass es sich bei d e n  diesen Angahen um die Harmonie in 
der Musik handelte, mit der die Harmonien, die von einer geometrischen 
Figur  abgeleitet werden konnen, doch nicht übereinzustimmen brauchen. 
~ e r ü c k s i c ' h t i ~ t  man die Thatsache, dass P h i  1 O 1 ail  s (vergl. Ca  n t O r , Ge- 
schichte der Mathematik 1, S. 140) den Würfel eine geometrische Ilarmonie 
nannte, weil seine Abmessungen v6llig gleich unter einander und somit in 
vollstindigem Einklang seien, so kann man wohl aueh hier eine ahnlictie 
Erklarung zu Hilfe nehmen und sagen: Unter Harmonie baben wir hier 
dasselbc zu verstehen, was im allgemeinen Theile die Worte nchrol ZQOG- 

G y o ~ a r  bedeuten: da9 gegenseitige Entsprechen der aus unserer geometrischen 
Pigur dureh arithrnetisehe Operationen abgeleiteten Ausdrückc. 

Die eine Harmonie bezeichnet P l a t  O durch zrjv p i v  C G ~ V  I G ~ X L ~  ixcrtdv 

rouolv&ig. Würde man diese Worte  i n  Form eines Hanptsatzes hinachrei- 
t e n  unter der schon oben gemachten Voraussetzung, dass ixrrrov von nue- 

f X ~ z a ~  abhingt ,  und nun diesen Satz 

4 p è ~  r6Tj C > G ~ X & ~  ~ Y Z ~ V  B Q ' Q ~ ! ~ E ~ U L  T O G U V S ~ % [ ~  

vergleichen mit 
Bni rp~roç  n v + ~ v  n ~ p n c i ' 6 ~  ~ v S i ) y ~ i ç  6 d u  dppovLaS x l v e f ~ ~ z a ~  reig a2;Eq8~iS, 

so dürfte sofort der iihnliche Satzbau bei beiden in die Augen fallen, sowie 
dass so~cuvta'xrç dem re ig  L Y Ù E ~ ~ E ~ ~  entspricht, so dass wir übersetzen ken- 
nen : die eine , eine gleiche gleichvielmal genommen giebt , ebensovielmal 
wie oben (dreimal) vcrmehrt, hundert. In einer glciehen Harmonie stehen 
die Seiten eines Quadrates. Verwendct man hier dic Seiten des Fünfqua- 
drates, so würden also obige Worte nichts Anderes bedeuten, als dass die 
Summe der vier Quadrate tiber den Seiten des Flinfquadrates 100 betra,ge 
oder, in Zahlen ausgedrilckt: 

4.25 = 100. 
Plata will aber noch eine zweite Harmonie erhaken: zq'v 6 ;  l u o p j x q  

p.Eu 15 q ~ o p r i x ~ ~  6É. Der Dativ tyj n ~ o ~ r j x e t  6h hxngt von dem bei zljv SE 
zu erganzenden 6ppovi<rv ab: Dic Griechen verbanden auch oft die Substan- 
tiva mit dem Casus, den die entsprechenden Verbs regierten. 

Das m o r t  xQoprjxr ls  findet sich an mehreren Stellen bei P l a  t o ,  z. B. 
im Theaetet, woselbat z Q o p ~ x r i g  &g~8pu's i n  demselben Sinne wie i r ~ p ~ r j ' -  

xqg d Q ~ 8 ~ 6 Ç  verwendet in  einen Gegensatz zur Quadratzahl gesetzt wird, 
so dass npopr ;xT j~  d p ~ p 8 s  eine in ungleiche Factoren zerlegbare %ah1 be- 
deutet. Spatere Mathematiker, wie T h e  O n und J a m  b l i  c h  u s ,  untersehei- 
den bekanntlich auch noch n q o p j x q ~  CZ!QLS.~& und irrQop<xtlg ~ ~ i 9 . p ' ~ ~  

wobei sic unter letzterer eine Zahl verstehen, dcrcn Factoren u n i  eine Ein- 
heit verschieden sind, wahrend eine solche Zahl, deren Factoren um mehr 
als eine Einheit verschieden s ind,  7 c e o P i x r l ~  G ~ c i 9 . p . 6 ~  gcnannt wird. 
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Die Worte  d€orfvwv ivds i x a ~ t w v  beziehen sich offenbar auf ol'e~8pGv, 
d ~ n n  nicht die um eine Einheit verminderten Diagonalen sind rational, 
sondern die Diagonalen werden rational, wenn ihre Quadrate je um eine 
Rinheit vermindert werden. 

-Bei &h{rirov 6; bvelv scheint am natürlichsten die Auffassung zu sein, 
wie sie in  den Erklarungen von F a b e r ,  B a r o c i u s ,  S c h n e i d e r  und An- 
deren angegeben ist,  namlich die Erganzung von G ~ c r ~ C ~ ~ w v  und damit die 
Uebersetzung: ,wahrend die zwei Diagonalen unaussprechlich sind". Man 
braucht sich j a  nur in jene Zeit zu versetzen: der Begriff des Irrationalen 
war von der Pythagoraischen Schule festgestellt und man befand sich im 
zweiten Entwickelungsstadium, in  dem man die ersten Versuche machte, 
NBherungswertho einzuführon. Um nun ja nicht den Glaubcn zu erwecken, 
als ob man etwa auf sophistische Weise das Irrationale rational machen 
wollte, fügte hier P l  a t O ausdriicklich hinzu, dass aber die Diagonalen selbst 
irrational sind und auch irrational bleiben. 

Die Summe der Quadrate der ungleichen Katheten ware dann in den 
Worten i x r r ~ 8 v  d i  xv'pwv re~&ToS enthalten. ,,Bundert Würfel der drei" 
werden dieselben von S c h l e i e r m a c h e r  tibersetzt, wobei es nur zu be- 
deuern i s t ,  dass diese wortliche [Tebersetzung hier keinen rechten Sinn 
ergiebt. Nicht vie1 besser würde es uns mit der Uebersetzung von F a h s e :  
,,Die Za,hl Hundort entstcht aus den Cuben der Dreiheit" ergchcn, denn 
wir mtigen hier zpicrs sls drei auffassen oder die x ~ ; ~ ? o L  zg~0i80~ als die 
Cuben von drei Grossen (eine Ansicht, die unter den Erklarern auch ihre 
Vertreter gefunden hat) ,  die Summe Hundert wird durch keine dieser An- 
nahmen erreicht, weshalb wir uns hier nach einer andern Erklarung urn- 
zusehen haben. 

Bis hierher haben wir zur Darstellung der von P l a t  O erwiihnten Har- 
monien aus der oben beschriebenen geometrischen Figur die Surnme der 
Diagonülenquadrate und die der Quadrate über den Seiten des Ftinfquadrates 
abgeleitet; es würde also nur  noch die Summe der acht Kathetenquadrate 
zu bilden sein, die nach unserer Deutung des allgemcinen Theiles doch auch 
in der Zahl für das menschlich Erzeugte erscheinen sollen. Diese acht 
Kathetenquadrate ergeben zusammen 9 + 9 + 9 + 9 + 16 + 16 + 16 + 16 - 100. 

Die vier letzten Glieder der linken Seite geben 64, eine Zahl, die die 
Griechen einiger Beachtung werth hielten, da sie zugleich Quadrat über dem 
ersten Cubus (8) und Cubus liber dem ersten Quadrat ist (man vergleiche 
Plutarch. de animae procr. e Tim. C. XVI), und zwar ist 64 der Cubus 
von 4, welche schon bei dem Ausgengspunkt unserer ganzcn Betrachtung 
in dem 8-Verhsltniss erwahnt worden ist. Nun lasst sich auch die Summe 
der vier ersten Kathetenquadrate mit der andern Zalil in dern ehenerwahnten 
Verhaltnisse , namlich der 3, in Beziehung bringen , wenn man 9 + 9 + 9 + 9 
= 9 + 27 = 3' + 3' setzt. Schreibt man dernentsprechend uiisere obige 
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Gleichung 9 + 27 + 64 = 100, so hiitten wir also die Cuben der Zahlen 3 
und 4 (6v fzizQrros ~ u 8 ~ ~ j ' v ) ,  sowie das Quadrat tiber der 3 zur Summe 
100 vereinigt. Und in der That haben wir au dieser Stelle keine andere 
Erklarung, als dass zwisclien den Worten xv'pwv und reiddoS mehrere 
Worte ausgefallen sind, weshalb wir vorschlagen, ixurv'v 8È xd/3a>v mi t o c  
8n8 T~LCLJOS zu lesen. 

Passen wir nun in der Gleichung 100 = 9 + 27 +fi4 die Zahlen 27  
und 9 wieder zusammen, so erhalten wir 100 = 36+64 als Redingung 
zwischen den Seiten eines rationalen rechtwinkligen Dreiecks , welches ne;- 
U ~ X E S  ~piywvov wiire. Die hierdurch gewonuene Gleichung 6e + 82 - 10' 
giebt ausserdern die Bedingungen zwischen den Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks a n ,  das dern Dreieck ahdich  ist (o'poroî;vrwv), von dern wir a m -  
gingen (32 + 4' = aB) , wiihrend die Gleichung 2.50 = 100 die Beziehungen 
zwischen den Seiten eines glcichschenklig-rcchtwinkligen Dreiecks darstellt, 
das jenem erstgenannten aber uniihnlich ist ( i~o~iorodvrwv).  I n  dem un- 
gleithseitigen Dreieck bilden die Katheten das Verhiil tniss 8 : 6 (nach T h e O n 
etwa bn~rpirwv Ac~'~wv S ~ d r e ~ o ~ ) ;  bei dem Dreieck, von dern wir aus- 
gingen, bildeten sie das Verhaltniss 4 : 3 (Bzirerros n u 3 p j v )  : die Seiten 
beaw. die Glieder der Verhiiltnisse sind also grosser geworden (a~&vrwv). 
Die Katheten des gleichschenkligen Ureiecks mit der Hypotenuse 10 sind 
nur auszndrlicken', wenn von jedem Quadrat derselben Etwas verschwindet 
(m9ivo'vrwv), namlich 1, wiihrend d m  Verhaltniss der beiden Scheukel wie- 
der rational (Gllcd ne& E;AAqAcr) ist ,  da es den Werth 1 besitzt. Alle a b -  
geleiteten Ausdrlicke entsprechen einander (nQo~{yoea): sie lietragen ja  
sammtlich 100. . 

Auf Grund uiiserer bisherigen Betrachtungeii hiitten wir dann für unsere 
Uebersetzung folgenden Text zu verwenden: 

ËGTL dè ... d ~ ~ ~ w x a i ~  dF* (SC. yrwvrjr+ ~ C E Q ~ O ~ U C ,  5jv deri?p& n~piAap- 
, % E L )  J V  $ q W t W  a.u>&ueiS d v v ~ p ~ v o i  Z E  nui ~ V V ~ G ~ E V O ~ E V ~ ~ L ,  r p ï ç  dno- 

p { ~ ~ l  dÉ, E X ~ T ~ V  ~ È v  &Q18p6~ &7T8 ~ I U ~ É Z Q W V  g q t 6 ~  ~ C E ~ Z ~ S W V ,  S E O ~ E U O Y  
ivdç iwduswv, a'#qrwv 6É dveiv, Exaru'v d é  x~$wv mi ZOG dnd t p i d o s .  

.Für des menschlich Erzeugtc aber giebt es einen Kreislauf, welchen 
die Zahl umschliesst, in  der sich ziierst potenzielle Beziehungen von Hypo- 
tenuse und Katheten nach ibrer Vermehrung zeigen, nachdem man durch 
dreimaliges Zurückkehreu ziirn dusgangspunkte vier Glieder genommen hat  
von solchen, die ahnlich und uniihnlich machen und wachsen und verschwiii 
den lassen, Alles einander entsprechend und im Verhtiltniss zu einander 
rational. Verbindet man mit Beziehung hierauf die Grossen, welche, in 
kleinsten Zahlen ausgedrückt, das Verhiiltniss 4 : 3 besitzen , durch die Fünf- 

~ i$ t . - l i t .  Abthlq. d. Zeitschr. f . .Msth.  o. Pliyu. XXXII,  3. 8 
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heit,  so erhalt man durch dreimalige Vermehrung zwei gleiche Beziehungen, 
die eine, eine gleiche gleichviclmal gcnommen, giebt ,  ebensovielmal wie 
oben (dreimal um sich selbst) vermehrt, hundcrt. Dic andcrc ist die He- 
ziehung gleicher Seiten ail ungleichen Seitcn, die man eich al3 Kathcten 
denken kann. Man e r h d t  niimlich einerseits hundert als Summe der Qua- 
drate über den Diagonalen des Fünfquadrates, welche rational sind, wenn 
jedem Quadrat eins fehlt, wiihrend die zwei Diagonalen aber irrational sind, 
andererseits aber hundert als Sumnie von Cuben und des Dreiquadrates.'' 

Ein neuerer Schriftst,eller hatte sicherlich die arithmetisclie und geo- 
metrische Seite etwas mehr getrennt,  e r  hatte vielleicht erst die geome- 
tribche Construction und d a m  die arithmetischen Ableitungen angegebeii, 
etwa in folgender Weise : 

Errichtet man iiber den Seiten eiues Quadrates von der Seite 5 Drei- 
ecke mit den Seitcn 4 und 3 ,  und zieht man dic Diagonalen des Quadra- 
tes, so bctrsgt sowohl die Siirnme der zwei Diagonalenquadratc, als auch 
die Summe der vier Hypoteni~senquadrate, sowie die Summe der acbt Kathe- 
tenquadrate eine Zahl, die selbst wieder eine Quadratzahl kt. Niin hatte 
er hieran wohl die weiteren Betrachtungen, die P l a t  O im allgemeinen 
Theil vorausschickt, angefügt. Dem Griechen aber, der daran gewohnt war, 
bei arithmetischen Betrachtungen in seinem Geiste zugleich geometrische 
einhergehen au lassen (man vergl. hierzu Procli Diad. in prim. Eucl. libr. 
cornrn., S. 39: a; B e ~ 8 p q ~ ~ ~ l j g  ~ G O I Z ; Z W ~  $ diaig~ciiç E ~ S  rs z?jv z i v  

Y ~ O I ~ ~ L X W V  O ; p t ~ p ~ ~  ~ E < u ~ ~ ( Y Y  %cri q ' v  5;v ZTCLTCIBWV t l j v  TWY G ~ F Q E O V .  

I n  der Arithmetik findct in gleicher Weise die Eintheilung in die Retrach- 
tung der Linionzahlen, in die der Flachenzahlen und in die der Korper- 
zahlen statt) erschien es dement,sprechend auch natürlicher, beidc Betrach- 
tungen miteinander zu verkniipfen, wodurch für uns freilich die ganze Stelle 
an Klarheit und Verstandlichkeit verlor. 

w e r d e i  bei der eben beschriebenen Figur die über den Seiten des 
Fünfquadrates errichteten rechtwinkligen Dreiecke in demselben Sinne ge- 
zeichnet, so dass also jedesmal die Katheten 3 und 4 zusammeiitreffen 
(Fig. I O ) ,  so bildet die ganxe Figur ein Quadrat über der Seite 7, welche 
augleiçh die rationale Diagonale des Fünfquadrates in dem von P l a t o  an- 
gegebenen Sinne darstellt. 

E s  ist  nicht uninteressant, diege Figur mit einer andern, ahnlichen zu 
vergleichen, welche im Plat. Menon beschrieben wird. (Fig. 11.) 

Dort l iss t  niimlich S o k r a t c s  cin Quadrat suchen, welches das Dop- 
pelte eines andern Quadrates betragen soll, von dem die Seitenlhge 2 
gegeben ist. Es werden hierbei vier solcher Qiiadrate so zusammengelegt, 
dass ein Quadrat über der Seite 4 e n t ~ t ~ h t ,  und nun in jedern einzelnen 
Quadrat über der Seite 2 die Diagonalen gezogen, so dass die vier Diago- 
nalen ein Viereck bilden, welches die Halfte des vierfachen Quadrates, also 
das Doppelte des ursprünglichen sei. 
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Man solltc fast denken, cinc Vergleichung geraàe dieser bciden Figuren 
habe auch P r  o k l u s  vor Augen gehabt, wenn er in seiner Vorrede zu dem 
Commentar des 1. Buches des Euklid S .  61 angiebt: ,,Von Resultaten an- 

geregt, gehen wir dem, was ihnen zu Grunde liegt, auch bei den Zahlen 
nach und betrachten bald unverandert eben dieselben Ergebnisse, wie dass 
jedes Vieleck in Dreiecke zerlegbar is t ,  bald begnügen wir uns mit einer 
Anusherung, z. B. nachdem wir in der Geometrie ein Quadrat alo das Uop- 
pelte eines andern gefunden , wahrend wlr im Zahlengebiet kein solches 
besitzen, sagen wir, dass dau eine als das Doppelte des andern gelte, wcnn 
eius fehlt, wie des Quadrat iiber 7 das Doppelte des Quadrates über 5 ist, 
wenn eins fehlt.' 

Die Figur irn Nenon wtirde hier also das Quadrat darstellen, daa wirk- 
lich gleich dem doppelten gegebeneu is t ,  demnach der Geometrie angeho- 
ren, wahrend die i n  Rede stehende Figur im Staate nur die Grundlage fiir 
die oben arigegebene arithrnetische Betrachtung alzugeben hatte, ,,denu auch 
den Zahlen liegen ja  Figuren zu Grundeu ( m i  y d e  E'v zoiç $ p ~ 8 y o i S  q$- 
pcxzoi xar' aiziau é~tiv. Procl. ibid.) 

( S o h l u s s  folgt.) 

Verzeichniss von Druckfehlern in den Gauss'schen 
Abhandlungen über die hypergeometrische Reihe. 

von 

HEIREICH .SIMON 
in Berlin. 

Die Vorbereitung einer deutschen A u ~ g a b e  der in  der Ueberschrift ge- 
nanuten Arbeiten, welche voraussichtlich in &lde erscheinen wiid, scheuchte 
eine ganze Rotte jener heillosen Kobolde aus ihren Scliliipfwinkeln auf, 
die ihr wshrheitsfeindliches Wesen nur alleugern im Reiche der Mathematik 
treiben, wo sic nach Herzenslust Plus in Minus verkehren, Klarnrnern dureh- 
einanderwerfen, Indices verschwindenm lassen und nicht einmal die hohe 
Stellung der Exponcnten respectiren. 

Mit einer Uebersicht solcher Entstellungen, die jene klassischen Arbeilen 
verunaieren, dürfte den Besiteern und Lesern derselben gedient sein. Zuvor 
seien noch einige Bemerkuogen gestaltet. 

G a u s s  hat unter deui Tite1 , D i s q u i s i t i o n e s  g e n e r a l e s  c i r c a  

fi B s e r i e m  i n  f i n i t  a m  1 + -z + etc." bekanntlich nur den ersten Theil 
1 .Y 

seiner Untersuchungen verijffentlicht,, und zwar im 2. Bande der "Cornmen- 
8' 
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tationes societatis regiae scientirtrum Gottingensis recentiores. Gottingae 
1813." Dem Abdrucke dieser Abhandlung in der von der k h i g l .  Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gottingen 1863-1874 veranstalteten grossen 
Ausgabe von G a  u s s ' Werkeu hat  Kerr S c h  e r  i n g  die Fortsetzung bei- 
gefügt,  die sich unter der Ueberschrift ,,Determinatio seriei nostrae per 
aequationem differentialem etc." im Nachlass vorfand. Der 3. Band der 
,,WerkeL', der die beiden Arbeiten enthiilt, erachien 1866 in erster, zehn 
Jahre  darauf in  zweiter Auflage. Beim ersten Abdruck der Disquisitiones 
aus den Gottingcr Commentationcs sind nun zwar neue Druckfchler nicht 
hinzugekommen,* aber es ist  auch fast keiner der schon vorhandenen ver- 
bessert worden, so dass die nachstehend unter Nr. 1-12 aufgefiihrten Fehler 
den Comment. und der ersten Auflage des 3.  and; der Werke gerneinsam 
sind. Dagegen sind im Abdruck von 1876 die Fehler 2-5 berichtigt. 
Die Nummern 13 - 23 betreffen die zweite Abhandlung und gelten fiir beide 
Abdrücke derselben.** 

1. Disqnisitiones generales etc. W e r k e  III, S. 123 flgg. 

1. A r t .  6 S. 128 Z. 3 v. u. Ergiinze + etc. 
2. und 3. A r t .  7 Formel [4] und [ l  11. Im letzten Gliede erganze den Factor x. 
4. A r t .  7 Formcl [ I l ] .  Vor dem lctzten Gliedc setze + statt -. 
5. A r t .  11 Formcl [23]. Die linke Seite muss lauten: 

F ( a ,  P + l i  Y) - F ( a + 1 1  B, Y ) ,  
wie sich unmittelbar aus [17] und [la] durch Subtraction ergiebt. 

6. A r t .  16 Abschnitt V S. 242 Z. 7 V. u. I n  der zweiten Ungleichung setze 
N statt  N'. 

7. A r t .  33 Z. 5. In cos9 = cos(lz+ 1 ) ~  = c o s ( n f 2 )  cp muss das letzte 
Glied cos (212 + 1) rp heissen. 

8. A r t .  33 Formel [73]. Statt ( - "i") -- setze 
(-%<)- 

1 

9. und 10. A r t .  35 S. 159 Z. 1 und 4- Stat t  (1 - .z)T setze (1 - z;), 
11. A r t .  36 Z. 5. Statt  formula seize formulue. 
12. A r t .  37 Z.  1 2  vom Ende. Stat t  G . u " ' + ~ - '  setze a.uali-"-1. 

II. Determinatio seriei p e r  peqnat. diff. etc. S. 207 flgg. 

a B a B 13. A r t .  40 2 Zeilen vor [82]. Statt  - - p lies -+p .  
Y Y 

14. A r t .  46 Z. 3 vom Ende. Stat t  ~ 7 - l  s e t ~ e  2 ' -7 .  (Vergl. die zweite 
Formel des Art. 42 S. 210.) 

a P * Denn dass S. 161 im Kopf hinkr  - der Factor x fehlt, ist nrir typogra- 
1 . y  

phisch erwiihnenswerth. 
** In Art. 45  Formel 1 hat die erate Auflage (77(-Y); in der zweiten ist die 

überflüssige Klammer var Iï getilgt. 
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15. A r t . 4 7  S . 2 1 8 Z . 7 .  Statt  O=P '~<r /3 -p (y+(a i+ /? -1 -y )y+  . . . f  
setze O = P ' { ~ ~ - ~ ( y + ( a i + / ? - l - ~ ) y ) +  . . . i .  

16. A r t .  47 vorletzte Zeile. Statt  reducztur lies reducuntur. 
17, A r t .  48 S. 219 2. 4. Statt  I V  setze V. 
]S. A r t .  48 S. 219 Z. 5. Statt  IX  setze X. 

Da nach der Bemerkung Herrn S c  h e r  i n  g's (S. 230) Art. 4 8  
in  der Handschrift ,,vielfache Durûhstreichungen von Worten und 
ganzen Satzen" aufweist, ist  hier die bloglichkeit eines S c h r e i  b -  
fehlers nicht ausgeschlossen. F ü r  die nach S c  h e r i n  g von G a u s s  
noch beabsichtigte Fortlassimg der Worte ,,e solo theoremate bino- 
miaii" ist ein innerer Grund nicht ersichtlich. 

19. A r t .  49. Die Nummer 1 gehort,  statt zur zweiten Gleichung des Ar- 
tikels, zur ersten, wie aus der Anführung S. 220 Z. 1 hervorgeht. 

20. A r t .  52. I n  der zweiten Gleichung muss der letzte Nenner nicht axa, 
sondern dzS hcissen. 

21. A r t .  53 S. 224. I n  der vorletzten Gleichung vor 1 ist s ta t t  

- 2 y  P - Y ) ! ~ + Y ) )  zu setzen + 2 ~ ( 2 - ~ ) ) ( 1  +Y). 
22. Ar t .  56 letzte Zeile. Hinter dem ersten = erganze -. 
23. Ar t .  57 Formel [Ili)]. Links fehlt der Factor 4, d a  in  [ I O Y ]  

2 B = 2 -  a-4 .8 -3  A 
a + p - 4 . - 4  

wird. Auch unabhangig von [log] lasst sich leicht bestatigen dass, 
die linke Seito von [110] mit 4 miiltiplicirt werden muss. Denn 

setat man z. B. ai = f3 = 1, x = cos2t = sin" (s - l) so a i r d  nach 

Art. 5. XIV 

n- t  
dagegen die rechte Seite gleich - 

szn t 
Hier scheint iibrigens 

mehr als ein blosser Druck- oder Schreibfehler vorzuliegen, denn 
G a  u s s hatte sicher nicht 4 . a - 3 . @ - 4 geschrieben , sondern 
B a  - 1-28 - 1, um sq mehr, als auch auf der rechten Seite der 
Formel die Grossen 2 a - 1  und 2 /? - 1 auftreten. 
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zu der 

Recension 1-011 E. Tt. Xüller's Planimetrischen Constructionsaufgnben, 
S. 31. 

Den Satx in meiner Vorrede: ,, .. . warum ich Aufgaben, welche im 
Anfange durchgenomnien werden müseen, . . . " hat IIerr S ch w er ing-Coes-  
feld nicht verstanden. Ich habe damit gesagt,  dass jeder Mathematiker 
wissen muss, dass man das Leiühteste xuerst durchnimmt. Ich für meine 
Person fange mit den ersten Niimmern des 24 in Quarta an und nehme 
dann dazu passende Aufgaben aus 5 20, dann erst gehe ich zu 5 3 über etc. 

5 25 S. 48, ,, Sol1 ein Kreis . . . " würde Hcrr Schw. vielleicht verstanden 
habcn, wenn er die betrcffenden Aufgaben 5 23 angesehen hiittc. 

Die Schreibweise Perga ist r i c  h t ig ; die von Herrn Schw. gewünschte 
P e r g l  findet sich allerdings gewohnlich in  mathematischen Büchern, ist aber 
f a l s c h .  

Zum Schiuss erlaube ich mir, IIerrn Schw. noch auf einen Wider- 
spruch in seiner Recension aufmerksam zu machen. Er sagt an einer Stelle, 
dass er ,,methodische Bearbeitung" in meinem Buche vermisse, wahrend 
e r  7 Zeilen tiefer ausdrücklich hervorhebt, dass ,, jede Aufgabe genügend 
zur Losung vorbereitet istmLL. 

E. WROBEL, Die Physik i n  
1. Mechanik (Statik und 
keiten und der Gase). 
Preis 4 Mk. 50 Pf. 

elementar - mathematischer Behandlnng. 
Dynamik der festen Korper, der Flüssig- 
Rostock, Verlag von W. Werther. 1883. 

Dieses Buch ist mehr für  den reiferen Schüler bestimmt, da es eines- 
theils die Kenntnisse der Trigonometrie vorauseetzt, anderntheils auch üfters 
über die Grenzen der Elementarmechanik hinausgeht, indem es z. B. die 
MomentankrLftc bchandelt. Um dia thcoretischen Ablcitungen gleich prak- 
tisch verwerthen zu k6nnen , sind zahlreiche Beispiele eingeflochten , wodnrch 
eine giite Grundlage bei den Schülern erreicht wird. 

Der erste Theil beschiiftigt sich mit der Statik fester Kb'rper, dem die 
Dynainik f'ester Kb'rper im zweiten Theil gegenübersteht, wahrend der dritte 
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Theil die Statik und Dynamik der Flüssigkeiten und Gase umfasst. I m  
letzten Abschnitt wird auch die Meteorologie rioch etwas hereingezogcn. 

Der Verf. sagt in seiner Vorrede, dass der dritte Theil durch eine 
grossere Zahl Holzschnitte das Bnch etwas vertheuern wird; gewiss hiitten 
die Leser auch noch mehr bezahlt, vïenn das Papier besser ware, denn das 
Lesen wird durch das Durchschlagen der Rückseite sehr erschwert. Das 
Aeussere tragt überhaupt keinen einheitlichen Charakter; so ist  der dritte 
Theil in Druck und Papier ganz verschieden von den beiden ersten Theilen; 
und vollcnds was die Holzschnitte betrifft, so findct man dreierlei Artcn, 
von denen die mit kraftigen Strichen auf schmarzern Grund weitaus die 
besten sind. B. NEBEL. 

G. ALBRECHT , Geschichte der Elektr ic i t l t .  Elektrotechnische Bibliothek 
Rand 28. Verlag von A. Hartleben (Wien, Pest, Leipzig). Preis 3 Mk. 

Durch das nnaufhaltsame Streben nach Vorwarts hat  sieh die Elektri- 
citat in den letzten Jahren nach alleu Richtungen weithin msgebreitet, so 
dass man bei der Fülle des Stoffeç leicht den Entwickelungsgang aus deru 
Auge verlieren konnte. Am deutlichsten zeigt dies die bis auf 27 B a d e  
angewachsene elektrotechnische Bibliothek von Hartleben, wovon jeder Band 
die einzelnen Zweige der ElektricitBt bis ins Detail behandelt. Die Ueber- 
sicht  dariiber bildet dcr vorliegende Band, der wohl dio summarische In- 
haltsangabe der vorhergehenden Riinde in geschichtlicher Darstellung genannt 
merden darf. 

Der Verf. ist  sich bewusst, dass in einem so engen Rahmen sich dieser 
Stoff nicht erschopfend beliandeln lasst,  ha t  aber den Entwickelungsgang 
nicht gleichmassig dargestellt, sondern ist mit der neueren Zeit etwas etief- 
mütterlich umgegangen. Vielleicht giebt dies den Anlass, die neuere Ent-  
wickelung der Elektricitbt spbtcr in einem besondern Bandchen zu berück- 
sichtigen. 

Kicht nur die zahlreichen Abbildungen von Instrumenten, sondern auch 
die Bildnisse der bedeutendsten Forscher anf dern Gebiete der Elektricitat 
werden wesentlich d a m  beitragen, dass diese Geschichte der Elektricitat in  
den weit,esten Kreisen Eingang findet. Uie Abbildungen elektrischer For- 
scher sind grosstentheils schon in dern Bericht der Wiener elektrischen Bus- 
~tellung vom Jahre 1883 (Verlag von Hartleben) enthalten. 

NEBEL. 

Y. W I I ~ E R M A N N ,  Die Grnndlehren d e r  Elektr ic i ta t  und  i h r e  wichtigsten 
Anwendungen. Herder'sche Verlagshandlung, Freiburg i. B. 1885. 
Preis 7 Mk. 

Nicht für den Gelehrten, sondern für den Laien, der sich mit den 
Fortschritten der Elektricit5t bekannt machen will, ist das vorliegende Buch 
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geschrieben. E s  ist  deshalb keincrlei Kenntniss von Mathematik voraus- 
gesetzt, nur ftir die Vorgeschritteneren finden sich in  Anmerkungen hier 
und da  einige Formeln angegeben. Da keine weiteren Vorkenntnisse ver- 
langt werden, so  wird der Leser im ersten Buche mit der Elektricitiit und 
ihrer Erregung bekannt gemacht, wahrend die Verwendungen der Elektri- 
citat in  dem zweiten Buche zusammengestellt sind. - E s  wird wohl kein 
Capitel der Elektricitit genannt werden kounen, d a s  hier nicht berücksich- 
tigt n-orden ware; iiberall findet der Laie Aufschluss, naniezitlich in dem 
Gebiet der Elektrotechnik, da insbesondere zahlreiche Maschinen- und Lam- 
pentypen angcgebcn sind. Somit warc es überflllssig, die einzelnen hier 
bohandelten Zweige der Elektricitiit aufzuzahlen. - Was die Behandlung 
des Stoffes betrifft, so bekommt man beim Lesen des Buchcs den Eindrnck, 
als ob der Verf. ziim Theil bltere Werke der Physik benützt, dagegen 
neuere Bestimmungen nicht immer berücksichtigt habe, z. B. wenn er auf 
S. 4 von ,freundlichen und feindlichen Polenu spricht,  oder S. 119 das Ohm 
gleich 1,0493 Siemens- Einheiten s tat t  1,060 angiebt u. dgl. m. Einiges ist 
nicht scharf hervorgehoben oder gar  unrichtig ausgedrtickt; als Beleg hier- 
für  sei z. B. der § 29 angefiihrt. Hatte d;r Verf. S. 7 1  angegeben, dass 
der Reductionsfactor einer Bussole von dem variabeln Erdmagnetismus ah- 
hangig und somit sclbst variabel ist ,  so wilrde dor Lcser den Grund ein- 
sehen, warum er den Reductioiisfactor ,bei einer alteren Bussole, die lange (!) 
Jahre nicht gebraiicht worden ist,  Tor neuem Gebrauch wieder festzustellen 
h a t u ;  denn sonst sucht er den Grund hierzu in der Veranderlichkeit des 
Nadelmagnetismus, wahrend doch hiervon der Reductiousfactor unabhangig 
ist. Die Definition eines Spiegelgalvanometers ist geradezu unrichtig, so 
dass man annehmen darf,  dass der Verf. den Zweck des Spiegels an den 
Spiegelgalvanometern nicht kennt. Die wenigen hier angeführten Aussetz- 
ungen mogen geniigen, um darzuthun, dass Manches in diesem Buehe mit 
Vorsieht aufzunehmen ist. B. NEBEL. 

Die Gay-Lnssac'sche Formel, von Prof. HULLMAXN. Oldenburg, 1886. 39 S. 

Von den 39 Seiten der Abhandlung siud 7 dem Gegenstand des Titels 
gewidmet, der Rest beschaftigt sich mit einer Anzahl Kritiken liber eine 
friiher geschriebene Abhandlung ,Der Raum und seine Erftillung", mit denen 
der Verfasser nicht zufrieden ist. 

An  die Stelle der G a  y - L u  s s ac'schen Formel 
v = v , ( l +  u t )  

setzt der Verfasscr den Exponcntialausdruck 
v = voeat, 

welcher für kleine Werthe von a mit dem ersteren übereinstimmt. Dass 
dies niehts  eues is t ,  zeigt z. B. das Lehrbuch der Physik von Mo u s  s o n ,  
2. Band Nr. 476 der 3. Auflage. 
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Der Verfasser ereifert sich ferner dagegen, d a s  in dem M a r i o t t e -  
Gay- Liissac'sahen Gesetze 

p v = R T  

die Physiker R als eine Constante, a l s o  als eine absolute unbenannte Zahl 
betrachten! und zeigt damit,  dass er keinen Begriff von dem hat ,  was der 
blathematiker Constante nennt. Wenn er ferner sagt, der erste Hauptsatz 
der Warmetheorie solle 

d Q = d U +  A p  d v  und nicht d Q  = d U + p d v  

geschrieben wcrdeii, so wird ihrn jeder Kuiidige zustimmen, aber auch sich 
die Frage erlauben, bei welcher Autoritat die zweite Gleichung zu finden 
k t ,  wenn die Buchstaben ihre gewohnliche Bedeutung haben. 

Die Besprechung der -8ntikritiken überlassen wir den Herren Kritikern, 
wenn sie es tibernehmen wollen. P. ZECH. 

Theoretische Optik, von Dr. KETTELER, Professor in Bonn. Braunschweig, 
1885. 632 S. 

In den zwanziger Jahren unseres Jahrhunderts hat F r e s n e l  den 
ersten Versuch gemacht, auf rnechanische Grundsatze sich sttitzend mathe- 
matische Ausdriîcke für die Intensitat des zurückgeworfenen und gebrochenen 
Lichtes und ftir die Bewegung der Lichtstrahlen in  krystallinischen Mitteln 
zu gcben. In  Deutschland war es insbcsondcre F r .  N e u m a n n ,  welcher 
die Grunds5tze der Elasticit%tstheorie auf dieselben Erscheinnngen anwandte. 
Ueber die Definition der Polarisationsebene waren die zwei Physiker bekannt- 
lich entgegengesetzter Ansicht. L a m é ' s  Theorie stimmte mit der von 
N e u m a n n ,  C a u c h y  suchte die Dispersion zu erklaren, aber ohne zu 
einem klaren Ziele zu kommen. Einen kraftigen Anstoss zur Ausbildung 
der Theorie der Optik gab erst in den siebxiger Jahren die Entdeckung der 
anomalen Dispersion. E s  handelta sich jetzt darum, allgemeinere Differen- 
tialgleichiingen aufzustellen, von der Annahme des Mitschwingens der Kor 
pertheilchen ausgehend. I n  den letzten 15 Jahren finden sich in W i e d e -  
mann's  Annalen eine Reihe von Bbhandlungen aus diesem Gebiete, ins- 
besondere von K e t t e l e r ,  L o m m e l  und V o i g t .  L o m m e l  ist im Be- 
griffe, seine Anschauung im Ziisarnmenhang darzustellen. K e t t e l e r  ha t  
es im vorlicgenden Werke gethan. 

K e t t e 1 e r het eu sich zur Aufgabe gemacht, Differentidgleichungen 
aufzustellen, welche im Gegensatz zu den frtiher benützten auch die Dis- 
persion und die Absorption erklaren, und welche ausserdem die Erschei- 
nungen der Metallreflexion und der circular und elliptisch polarisirenden 
Mittel umfassen. Selbstverstiindlich iut damit eine Kritik anderer Versuche 
verbunden, so dass eine Ar t  Geschichte der neueren Bestrebungen ftir Aus- 
dehnung der theoretischen Optik vorliegt. Die allgemeinsten Bewegungs- 
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gleichungen werden erhalten, indtm die für  die einzelnen hwonrleren Er- 
scheinuneren nothigen Ziisatzgliedcr zu den alten Differentialglcichungcn hinxu- 
gesetzt werden. 

Dem theoretischen Theile folgt ein experimenteller, der sich in erster 
Linie mit der Dispersion des Tichtes i n  Caseil beschaftigt, die, früher meist 
geleugnet , nun von K e t t e l e r  experimentell festgestellt wurde, dann mit 
der Dispersion einer Reihe durchsichtiger, undurchsichtiger und halbdurch- 
sichtiger Mittel und mit dem Zusammenhang von Absorption und Refraction. 

Wir  haben sonlit ein erùtes Werk var uns, das die Sheorie aller Licht- 
ersçheinungen , irisbesondere der in  neuerer Xeit bekannt gewordenen , nach 
e i n  e rn Gesichtspunkte dargestellt zusammenfasst. P. ZECH. 

Der Atomaufbau i n  d e n  chemischen Verbindnngen,  von L. MANN. Berlin, 
1884. 90 S. 

,Wenn cine Menge unclastischcr Uratomc in eine Rohrc mit fcstcn, 
unclastischen Wiinden einstromt, so wird bei gleichcr Gcschwindigkeit, aber 
divergenter Rewegungsrichtiing die radiale Rewegnngscomponente durch den 
Gegendruck a n  der ~ o h r t m w a n d  vernichtet, die Tangentialliewegung der 

Partikel durch gegenseitigen Anprall aber ausgeglichen , so dass eine Spiral- 
bewegung mit unveranderter axparalleler Geschwindigkeit resultiren wiirde 
und für  deren Rotat,ionsrichtung die arithmetische Summe der Tangential- 
bewegungsgr6ssen entscheidend ware. 

Das ist ein Satz der Einleitung in diese Abhandlung. Die Tangential- 
bewegung wird aufgehoben, ist  aber ein Maass für die Rotationsbewegung, 
welche parallel der Axe var sich geht. 

,,Die Wirbelbewcgung bediiigt die Continuitlit des St,offes; cin daucrnd 
leerer Raiim ist nnr im Tnnerii der engsten Strahlen r n o g l i ~ h . ~  Also Con- 
tinuitat des Stoffes, aber zeitweise auch leerer Raum? 

Wir  kamen über die Einleitung nicht hinaus, d a  wir der Ansicht sind, 
man müsse die Einleitung verstehen, nm ein Buch mit Nutzen zu lesen. 

P. ZECH. 

Vorlesnngen über  die  Theorie d e r  Elast ic i ta t  der  festen Korper und des ' 
Lichtathers. Von Dr. FRANZ NEUMAXN, herausgegeben von Dr. O. E. 
UEYER. Leipzig, 1885. 374 S. 

Ein weiterer Band der Sammlung von Vortriigen liber mathematische 
Physik, welche von den ehemaligen Schülern des Konigsberger Physikers 
herausgegeben werden. I n  demselben werden zunachst die Satze über Druck- 
krafte und Verrückungen i n  einem elastischen System und die Beziehungen 
beider entwickelt. Historisch hat sich die Theorie anders entwickelt, nam- 
lich aus der Einwirkung der Molekel aufeinander, wovon bci Bctrachtung 
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der Druckkriifte und Verrückungen ganz abgesehen werden kann. N a v i e r  
hat zuerst die Moleculartheorje aufgestellt iind daraus dic Verrückungen 
bestimmt ; die Druckkrüfte entwickeltcn P o i s  s on  und C a u c h y .  C a r 1 
N e u m a n n  bat die Elasticit~tsgleichungen aus dem Princip der virtiiellen 
Geschwindigkeiten abgeleitet, seine Theorie giebt zugleich die Grenzbeding- 
ungen an der Olierfliiche der Mittel. Kach Auseinandersetzung derselben 
werden die Temperaturanderungen als Ursache der Verrückungen betrachtet 
und die Satze von K i r c h h o f f  bewiesen, dass es eine eindeutige Losung 
ist, welche autl den aufgestellten Different,ialgleich~i~~gen folgt. 

Es werden dann die allgemeinen Gleichungen auf einige besondere Auf- 
gaben angewandt, die Ausdehnung eines priematischen Korpers durch Zug, 
die dahei erfolgende Querzusammenziehiing, eine Hohlkugel iinter dem Ein- 
fluss von innerem und lusserem Druck, dann die Torsion eines Cylinders 
und die Biegung eines Stabes. Daran knüpft sich eine Betrachtung über 
das Verhiiltniss der Elasticitiitsconstanten I. und p. 

Es Solgen nun die Gleichungeii für krystallicisclie Mittel aus d m  Sym- 
metrieverhëltniseen der St,ructur und der Annahme abgeleitet, dass der 
Moleculnrdruck nur von den relativen Verrückungcn an jedcr Stelle abhiingc. 
Die Gleichungen enthalken 36 Constanten, deren Xahl sich erheblich ver- 
mindert, wenn der Krystall in Bezug auf eine oder mehrere Ebenen sym- 
metrisch gebildet ist. Es wird als Anwendung der Gleichungen die Zusam- 
mendrückung eines Krystalls durch allseitigen oder einseitigen Druck und 
die Aenderung der Winkel hierbei auseinandergesetzt. 

Nun folgen die Gesetzt. der Fortpfianzung ebener Wellen, der Doppel- 
brcchiing und Polarisation: die Portsetzung dieser Untersuchungen ist in  den 
,,Vorlesungen iiber theoretische Opt,ik von F r .  N e  u m a n n "  zu suchen. Da- 
gegen werden die Differentialgleichungen noch weiter entwickelt unter der 
Bedingung , dass der Lichtather unzusammendrückbar sei , wobei die Longi- 
tudinalwellen wegfallen. Wenn hierbei die F r  e s n e  l'schen Gesetze gefun- 
den werden, so geschieht es nur unter der Voraussetzung einer Existenz 
von drei aufeiriander senkrechten symmetrischen Ebenen; da aber jene Ge- 
setze allgemeiner gelten, wie die Erfahrung zeigt, so wird L a m  6 's  Ver- 
fahren auscinandergesetzt, wobei nicht die Symmetrie vorausgesetxt wird, 
sondern nur die Eigenschaft, ebene Wellen durchziilassen. 

Zum Schlusse der optischen Betrachtungen folgt die Dispersionstheorie 
nach C a u  c h  y und nach JSeu m a n u ,  und zum Schlusse der Elasticitits- 
theorie überhaupt die Schwingung gespanriter Sa.iten und Membranen, sowie 
dünner Sttibe. P. ZECH. 

Unterenchungen über Elektr ic i ta t .  Von GASTON  PLANT^, übersetzt von 
Prof. Dr. WALLENTIN. Wien 1886. 262 S. 

Die Accurnulatoren, welche heutzutage eine grosse Rolle spielen als 
Regnlatoren elektrischer Anlagen iind als einfachste Apparate, um Elektri- 
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citiit zu liefern, wo ein Motor zur Erzeugnng der Elektricitiit für kurze 
Zeit oder übcrhaupt nicht vorhanden ist,  sind von P l a n t é  zuervt studirt 
wordan. Vorlicgcndcs Werk giebt in  seinem ersten Theile die viclfachen 
Erfahrungen des Verfassers über die Secundarbatterien und die ihnen zu 
gebende Einrichtung, damit sie als Accumulatoren zu benützen sind, d. h. 
als Apparate , welche, einmsl geladen , Iangere Zeit hindurch gleichbleihende 
elektrische Strtime zu geben im Stande sind. Es  ist im Einzelnen nach- 
gewiesen , wie man dazu getrieben wurde, Bleiplatten anzuwenden und swar 
,formirteu Bleiplntten, d. h. durch den galvanischen Strom umgewandelte 
gewtihnliche Bleiplatten, an deren Oberfliiche das Blei in feiner Zertheilung 
angcsammclt wird. Al10 ncueren Accumulatoren suchen dcnselbcn Zweek 
duich bcsondcro Herstellung von Bl~ ip la t~ ten  zu erreichen, des Princip ist 
aber immer noch das von P l a n t e  zuerat angewandte. 

Die folgenden Theile geben eine Darstellung der verschiedenen Anwen- 
dungen von Secundgrbatterien, insbesondere für  die Strtime hoher Spannung, 
die man mit denselben erhalten kann. Die verschiedenen Versuche, welche 
angeführt werden, mussten zu Analogien mit den Erscheinungen des Blitzes 
führen, wie sie im vierten Theil angeführt werden. Auch der Hagel, die 
Tromben , die Polarlichter, die Sonnenflecken werden hereingezogen, um ihre 
Analogie mit den Wirkungen einer hochgespannten SecundZrbatterie nach- 
zuwcisen. Die Anlage einer solchen Batterie - rheostatische Maschine 
- wird im ftinften Theil im Einzelnen besprochen, und im sech~ten  Theil 
endlich weiden Schlussfolgerungen iiber die Natur der Elelrtricitgt gezogen. 

Es  ist  von hohem Interesse, diese Studien auf einem Specialgebiet zu 
verfolgen und zu sehen, mie der Verfasser durch seine Versuche hingeleitet 
wurde auf die riithselhaften elektrischen Vorgange i n  unserer Atmosphare. 

Leider kann die Uebersetzuug als gute nicht charakterisirt werden. Es 
kommen Satzverbindungen vor, die das Gegentheil von franzosischer klarer 
Darstellung sind (z. B. S. 16: ,Aber ebensou u. S. W.), Anwendung fran- 
ztisischer Worte, die sich leicht durch deutsehe hatten geben lassen (z. B. 
.decapiertU S. 18 und 19), es wird von .geringenU Kngeln gesprochen 
(S. 50), von ,,veritabelnu Ladungen (S. 33), von ,,variiertenu Widerstanden 
(S. 64), von einem ,Uebersetzen des BastilleplatzesU (S. 164) u. S. W. Das 
sind wenige Beispiele von Uebersetzungsstinden, die beim Lesen des Buches 
unangenehm sttiren. P. ZECH. 

Lehrbnch der Geophysik u n d  physikal ischen Geographie. Von Dr. S. 
G ~ N T H E R .  Zwei Riinde. 11. Rd. mit 118 in den Text gedrucktm 
Abbildungen. Stuttgart,  Verlag von Berd. Enke. 1885. 8O. XII, 
670 S. 

Die Grundsatze, nach welchen dieser II. Band der Geophysik gearbeitet 
is t ,  sind in  allem Wesentlichen die gleichen wie fiir den 1. Band, welcher 
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friîher in dieser Zeitschrift (Rd. 29 S. 226flçg.) seine Besprechung fand. Auch 
iu dem vorliegenden, im Vergleich zuni früheren mehr als anderthalbfach 
sa starken Baride hat  die geschichtliche Entwickelung der darzustellenden 
Lehrcn und die genaue Angabe der behufs weiterer Studien etwa aufzu- 
siicliendcn Quellcnwerke oine aussorst ausgiebige und konsequente Berück- 
sichtigung erfahren: das Letztere ergiebt sich daraus, dass zusammen iiber 
3000 Verweisungen und Belegstellen, je auf den Schluss der einzelnen Ab- 
schnitte vertheilt, beigefügt s ind,  und die Beachtung des ersteren zeigt, 
dass das 'etzt abgeschlossene Werk auf seineri über 1000 Seiten Grossoktav 
der Haup i sache nach such eine Geschichte der physikalischen Geographie 
ader wenigstens ihrer einzelnen Kapitel in  sich fa&. 

Der 1. Rand hatte ja die kosmischc Stcllung der Erde,  die allgemeinen 
~nat~hematischen und physikalischen Verhiiltnisae unseres Planeten und die 
Geophysik irn engeren Sinne behandelt; zu diesen drei fügt der neue Band 
die a. a.  O. S. 229 in  Aussicht gestellten weiteren sechs Abtheilungen. 

Die erste derselben, also des ganzen Werkes v i e r t e  A b t h e i l u n g  
(S. 1-- 67) beupricht die magnetischen und elektrischen Erdkriifte. Aus- 
gehend (1. Kap.) vom msgnetischen und elektrisehen Verhalten der obcr- 
flichlichen Erdschichten und (2. Kap.) von der magnetischen Richtkraft des 
gosammten Erdkorpcrs, insbesondere von den drei den Erdrnagnetismus 
bestimmenden Elementen, ibrer Geschichte und praktischen Verwendung, 
giebt dann (3. Kap.) der Verf. die Theorien des Erdmagnetismus, haupt- 
sichlich die G a u s s  'sehe, und widmet sein 4. Kapitel den Polarlichtern, 
dereri Erscheiniing, den Versuchen ihrer Erklarung und den in neuester Zeit 
versuchten Nachbildungen derselben. 

Der Atmosphh-ologie ist  die f ü n f t e A b  t h e i l  u n g gewidmet , begreif- 
licherweise vie1 Platz , fast ein Drittel des Buehes einnehmend (8.67- 308), 
zum deutlichen Reweis, wie Vielerlei und wie Interessantes ,,vom Wetter" 
zu sagen ist. Die allgemeinen Eigenschaften der Lufthtille, ihre chemisehe, 
physikalische und morphologische Beschaffenheit und die Methoden zu deren 
Erkennung (1. Kap.), sowie die Beobachtungs - und Berechnungsmethoden 
der Meteorologie (2. Kap.) machen den Anfang, und es haben hierselbst 
auch die Methode der klcinsten Quadrato und die B e s  sel'sche Formcl ihre 
Bufnahme gefunden. An die Besprechung des umfassenden Gebiotes der 
mekorologischen Optik (3. Kap.) und des an Erkliirungsversuch~n so reichen 
Gebietes der atmosphtirischen Elektricitat (4. Kap.) reiht sich naturgemass 
die kosmische Meteorologie (5. Kap.) an ,  wo d a m  der Einfluss des Mondes 
auf die Witterung in vorsichtigster Weise zum Ausdruck gelangt, zugleich 
aber auch neuera Arten des Prophezeienv ihre Abfertigung finden. Das 
folgende 6. Kapitel, die dynamische Xeteorologie, d. i. die Lehre von den 
StGrnngen des atrnosphkiriachen Gleichgewichtszustandes enthaltend, giebt die 
Grundlagen der heutigen Meteorologie (die also hier im Gegensatze z. R. 
zu Supan  als wirklich der Geogra~hie  gehorig aufgefasst wird) und bildet 
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den nüturgemiissen Uebergang zum zweiten Theile der vorliegenden Abthei- 
lung,  zur Klimatologie, die als allgemeine (7. Kap.) und specielle (8. Kap.) 
und sanilare (9. Kap.) abgehandelt wird. Uen Beschluss macht, als prak- 
t.ische Verwendung des vorstehend dargelegteu Wissensgebietes, die au- 
gewandte Meteorologie (10. Kap.) sowohl als Wetterprognoee, wie als agrare, 
litorale, maritime uud selbst medicinische Meteorologie. 

Die s e c h  s t e A b  t h e  i 1 u n  g (S. 308 - 442) behandelt die Oceariograpliie 
und oceanieche Phylik,  namlich die geometriàchen , physikalisetieu und che- 
mischen Eigcnvchaften des Mcercs ( l . ,  2. und 3. Küp.), hierauf seine Be- 
wegungen, namlieh dessen Wellen und die Gceeiten und ihre E r k l a r p g  
(4. Kap.), und die Stromungen im Allgemeinen und im Resondern für die 
einzelnen Meere (5. Kap.). Als Anhangskapit,el kann das sechste gelten, 
welches das Eis des Meeres , seine Eutstehung , Eigenschaften , Arten und 
seine Vertheilung bespricht, soaie die Meinungen über ein offenes Polar- 
meer darlegt. 

Vom Meere führt uns der ~ e r f a ~ s e r  auf das Festland, nicht ohne in 
der vorangehenden s i e b e n t  e n  A b t h e i l  u n g  (S. 442 - 497) die dyuarnische 
Wechselwirkung zwischen Meer iind Land behandelt zu haben. Hier wer- 
deu (1. Kap.) die Niveauschwankuugen im Allgemeinen und in ihrer geo- 
graphischen Vertheilung dargelegt, sowie die su ihrer Erklarung aufgestell- 
ten Theorien, wobei die blos Seespiegelschwankungen zulassende Neinung 
von S u e s s  uicht rundweg gebilligt wird. Die Besprechung der Küsten- 
bildung, sowie die Charakteristik und Klassification der Inseln bilden den 
Inhalt des 2. und 3. Kapitelu. 

Die a c h t e A b  t h e i 1 un  g (S. 497 - 648) beschaftigt sich, wie gesagt, 
mit dcm Festlande und seiner Süsswasserbedeckung. Im Anschlusse an das 
der Kosmogonie gewidmete 1. Kapitel der ersten Abtheilung werden hier 
zunachst die speciell geogonischen Speculationen skizzirt und die Grundthat- 
sachen der Geognosie kurz hervorgehoben; der stereometrischen Ceognosie 
und ihrer Ausbildung durch H u m b o l d t  und S o n  k l a r ,  also den Ober- 
flachenformen im Allgemeinen, der Gebirgsgliederung und den gestaltlichen 
Verhaltnissen der Thaler, der Orometrie und der Beziehung ,zwischen der 
Physiognomik eines Gebirges und seinem geognostischen Aufbau ist das 
2.  Kapitel, der in  neuerer Zeit so sehr entwickelten Gletscherkunde das 
3. Kapitel gewiil~net,  wahrend das 4. die steheriden und fliessenden Gewlsser 
studirt. Dem so überaus mannigfaltigen Stoffe der vorliegenden Abtheilung 
lasst dann der Verfasser zum Schlusse noch (im 5. Kap.) eine zusammen- 
fassende und vertiefende Betrachtung zu Theil werden, indem e r ,  an die 
K a n  t - L a p  l a c  e'sche Kosmogonie ankniipfend , übersichtlich all' das zusam- 
mentrtigt, was einer genetischen Erklarung der gegenwartigen Oberflachen- 
beschaffenheit unseres Erdkorpers , also einer allgemeinen Morphologie des 
Antlitzes der Erde zu dienen vermag. 
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Diese Erde nun tragt Lebewesen rerschiedenster Art ,  und dcren mehr 
oder minder günstige Entwickelung ist im Wcsentlichen durch die geophysi- 
kalischen Verhaltnisse hedingt; so interessant darum auch die Bcziehnngen 
zwischon der Biologie und der Geophysik sind, so gehort einc Darlegniig 
jener doch nicht in das Gebiet der letztgenannten Wissenschaft, und s o  
begnügt sich denn auch der Verfasser unseres Buches mit einem die n e u  n t e  
A b  t h e i 1 un  g vertretenden Anhang (S. 648 - 657), welcher in kureer An- 
dcut,uug tîber die Anwendung geugraphischer Forschungsergebnisse au€ die 
Organismcnlchre die Grundgedanken der Pflanzcn-, Thier- und Mcnsclien- 
geographie skizzirt. 

Wir sind zu Ende mit unserer gedriingten Inhaltsühersicht des in der 
Ueberschrift genannteii Buches, und es erübrigt ein kurzes zusammenfassen- 
des Urtheil über dasselbe. Kun,  vor Allem kann man nicht genug staurien 
über die ungewfihnliche Belesenheit des Verfassers, der seinen schier un- 
endlichen Stoff liberallher mit unendliçhem Fleisse zusarnmentFigt; man 
bewundert stets auf's Neue die ausdauernde Kraft, welche der Stoffiülle 
iiicht crliegt , vielmehr bis zum Schluss letztcro zu sicliten, zu vertheilen 
und im Ganzen genommen vollauf zu beherrachen vermag; man freut sich 
an der Art der Darstellung, welche meistens die schone Mitte halt zwischen 
strenger Wissenschaft und glücklicher Popularisirung. Wer vermochte frei- 
lich Alle zu befriedigen? Das ungeheure Material, welches bewiiltigt werden 
musste , lasst es begreiflich erscàeinen , dass bei der erstmaligen Durcharbei- 
tung desselben der eiue und andere Abschuitt nicht so wohlgeordnet und 
übersichtlich ausgefdlen i s t ,  wie ein Speeialist ibn wohl wünschen mochte. 
So liesso sich wohl die erste Halfte der sechsten Abtheilung (S. 308-370) 
geordneter darstellen oder, um ein Beispiel eines einzelnen Paragraphen zu 
nehmen, die vom Verf. iu sechs Gruppen untergebrachten Hypothesen über 
den Ursprnng der Luft -, inshesondere Gewitterelektricitat würden in ihren 
gegenseitigen Beziehungen klarer hervortreten, wenn dieselben vorerst in 
solche geschieden würden, welche nur der Erde angehorige physikalische 
Vorgiinge zur Erklarung zu Hilfe nelimen, also so eu sagen in tellurische 
Theorien und in kosmische. Die ersteren verwenden zur Erklarung die 
Reibung ( W i n k l e r ,  N o l l e t ,  D o v e ,  S p r i n g ,  G e r l a n d ,  H o p p e ,  
So h nc k e) , den Wechsel im Aggregatzustande des Wassers und zwar dessen 
Veidarnpfung ( F r a n k l i n ,  S a u s s u r e ,  L a v o i s i e r  und L a p l a c e ,  Volta)  
oder die Dampfverdichtung ( W e t t s  t e i n ,  P a l m i e r i ,  G e r l a n d ) ,  ferner 
bestebt eine chemische Theorie (B e r t h 01 l e t  ) , sowie eine pl-iysiologische 
( P O  u i l l e  t )  ; die kosmischen Theorirn aber lassen entweder die Erde selbst 
elektrisch sein (P e 1 t i  e r , L a m  o n t  ) , oder laesen ihr Elektricitiit zukommen 
infolge von Bestrahlung durch die Sonne ( M ü h r y ,  G i o r d a n o )  oder gar 
durch unrnittelbare Mittheilung 'von der Sonne her ( B e c q u e r e l ,  Fa  y e l  
W. S i em e n  5). Eine zweite Aufiage, die wir dem Wcrke sehr wünschen, 
wird so an msnchen Stellen die bessarnde Hand erkenneu lassen konnen. 
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Aber auch so, wie es uns vorliegt, ist das Werk eine treffliche Bereiche- 
rung unserer Literatur,  ein recht empfehlenswerthes Lehr-  oder eher Hand- 
buch der Geophysik. Dem Verfasser gilt  unser Dank, dass er sich der 
gewaltigen Arbeit unterzogen, aber auch der so regen Verlagshandlung, 
dws sie das Werk Ubernommen und so gut  ausgeführt hat. 

P. TKEUTLEIN. 

TH. SANIO, Die Abbildnng des Aeusseren eines Rreisbogen- Polygons anf 
eine Kreisflache. Inaugural-Dissertation der KonigsbergerUniversitZt. 
Greifswald, Druck von Kuncke. 1885. 

Die Aufgabe, das Innere des Kreises eindeutig und conform auf das 
Innere des Kreisbogenpolygons zu tibertragen, ist  bereits von H. A. S c h w a r z  
gelost worden. 

Unterwirft man letztere Figur einer Transformation durch reciproke 
Radien, deren Centrum im Innern liegt, so entsteht ein neues Kreisbogcn- 
polygon, und das Inncrc des eretcrcn entspricht dem Aeusscrcn dcs letzteren. 

Dureh diese Ueberlegung, die man als eine synthetisciie beaeichnen 
kann,  ergiebt sich die Mtiglichkeit der Ltisung des vom Verfasser behan- 
delten Problems ohne Weiteres. Gleichzeitig erkennt man,  dass die Abbil- 
dung der Kreisfliiche auf das Innere oder das Aeussere des Kreisbogenpoly- 

. gons auf Functionen fUhren muss, die nicht wesentlich von einander ver- 
sühieden sind. 

Letzteres ist  insofern bemerkenswerth , als C h r i s t  off  e 1 gezeigt hat, 
dass bei dem geradlinigen Polygon beidc Aufgaben ganz verschiedene Ana- 
lysen erfordern, die auch auf verschicdene Functionen führen. 

n i e  grosse Wichtigkeit der S c  h w a r  z'schen Methoden ist bekannt. 
Obwohl also das Resultat der obigen Aufgabe leicht varausxusehen war, 
muss es doch als ein verdienstliches und dankenswerthes Unteruehmen be- 
zeichnet werden , dasselbe auf dern Wege der S c  h w a r z'schen Analyse abzu- 
leiten und auch die Constantenbestimmungen moglichst vollstiindig durch- 
zuftihren. 

T70n Interesse war es ferner, das geradlinige Polygon als Specialfall 
des Kreisbogenpolygons xi1 betrachten und so den Nachweis zu liefern, dass 
die beiden C h r i s t  o f f  el'schen Losungen sich auf dem S c  h w  arz'schen 
Wege finden lassen und also functionentheoretisch eng mit einander zusam- 
menhiingen. 

So kommt das Problem von verschiedenen Gesichtspunkten aus in lehr- 
reicher Weise zur Behandlung und bringt den Leser mit einer reichhaltigen 
Literatur - wir nennen noch S c h l a e f l i ,  W e d e k i n d ,  P o c h h a m m e r ,  
K u m m e r ,  G a u s s ,  R i e m a n n ,  K i r c h h o f f ,  F u c h s ,  F r o b e n i u s ,  P o i u -  
c a r 6  - in Berührung. 
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Dio v o l l s h d i g e  Constantenbestimmung fiir das - Eck scheint vorliiufig 
noch unmoglich zu sein. Verfasser führt aie vollstandig durch filr den Fa11 
des Kreisbogendreiecks, wobei man aiif die Differentialgleichung der hyper- 
geometrivchen Reihe geftihrt wird. Ftir die allgemeine Durehftihrung wird 
aber in 5 8 ein neuer Weg angedeutet. E s  wird nlmlich versucht, aus der 
Differentialgleichung für  des Innenproblem die des Aussenproblems dadurch 
herzuleiten , dass erstens die Form beider Gleichungen dieselba ist , und dass 
man aus den Parametern der ersteren auf die der anderen schliesst. 

Fiir das Rogendrcicck ist dies leicht, ftir das n - E c k  schwieriger. 
Beniitzt werden die beiden Hanpteigenschaften der Kreisverwandtschaft, dass 
n h l i c h  bei der Abbildung durch reciproke Radien die Winkel und die 
DoppelverhiiJtnisse von je vier Punkten unverandert bleiben. 

Fiir die Eckpunkte des 12-Ecks lassen sich im Ganzen n(n-1) ( n  -2) (12-3) 
solcher Doppelverhiiltnisse bilden , von denen aber nur n - 3 von einander 
unabhangig sind. Bei den Winkeln is t  nur  zu beachten, dass an Stelle des 
inneren Winkels Lm jedesmal (2- A) n, der Xussere Winkel, zu setzen ist. 

Nit Hilfe dieser Invariantcn lassen sich die 3%-3 Parameter der 
der Differentialgleichung des Aussenproblems aus denen der Gleichung des 
Innenproblems bis aiif zwei oder drei bestimmen, je nachdem n ungersde 
oder gerade ist. 

Auf diesem Wege gelingt es dem Verfasser, die L6sung des letzt- 
genannten Problems wenigstens im Princip zu geben. 

Aus dieser Inhaltsangabe wird man entnehmen konnen, dass es sich 
um eine sehr verdienstliche Arbeit handelt, die tibrigens auf Anregung des 
H e m  Professor L i n d e  m a n  n unternommen wurde. 

Referent erlaubt sich, beiliiufig auf einen weiteren Punkt  hinzuweisen. 
Bei der Abbildung mittels ganzer rationaler Functionen und ihrer Um- 
kehrungen entsprechen den Doppelverhiiltnissen 

der einen Ebene in der andern DoppelverhXltnisse von der Porm 

wahrend die Doppelverh%ltnisse 
sin ( y  - (Y) sin ( 8  - /3) 
sin (y - p )  sin ( d  - cu) 

in solche von der Porm 

tibergehen. , Diese sind bei eiuer gewissen Gruppe von Verwandtschaften 
ebenfalls Invarimten. Bei gebrochenen Functionen rationalor Art findct 
Aehnliches statt. (Vergl. Journal f. d'reine u. angew. Mathem., Bd. 83. 
Progr. d. Gewerbeschule Hagen 1 8 8 0 ,  und H O 1 z m ü I l  e r , Einfiihrung in 

mit.-lit. Abthlg. d Zeitiohr. f. Math. u. Phyi. XXXII, 3. 9 
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die Theorie der isogonalen Verwandtschaften.) E s  liegt nahe, xu vermuthen, 
daes diese Invarianten in analoger Weise, wie die einfacheren, zur L6sung 
complicirterer Probleme verwendet werden konnen. Ware dies der Ball, 
so würden sich wahrscheinlich auch die citirten 6ntersuchungen von F o i n -  
c a r  6 noch verallgemeinern lassen. 

H a g e n  i. W., den 15. October 1886. Dr. G. HOLZM~LLER. . 
AKTZT, Untersnchnngen tiber ahnliche Dreiecke, die  einem festen Dreieck 

umschrieben s ind ,  ncbst einer Anwcndung auf die Gerade der zwolf 
harmonischen Punktreihen und ihre beiden Gegenbilder, die Ellipse 
und den Kreis der zwolf harmonischen P~nkt~sys teme (Kreis Brocard's). 
Recklinghausen, Progr. d. Gymn. 1886. 

Der Herr Verfasser hat  in  einer früheren Abhandlung: Untersucbungen 
über ahnliche Punktreihen auf den Seiten eines Dreiecks und auf deren 
Mittelsenkrechten , sowie tiber congruente Strahlenbüschel aus den Ecken 
desselben (Progr. v. 1884) (vergl. II o f f  m a n  n ,  Zeitschrift f. mathem. u. 
naturwissensch. Unterricht,  Jahrg.  XV S. 460) ein Verfahren angewe~idet, 
mit dessen Hilfe die i n  neuerer Zeit zahlreich gefundenen Satze über die 
Segmentgrpunkte eines Dreiecks , den G r  e b e'schen Punkt  und den B r O - 
card 'schen Kreis eincr cinheitlichen Darstellung fshig sind und sich zum 
Theil als specielle Falle von allgcmeineren Satzen ergeben.' Diese Untcr- 
snchiingen, welche sicli auf drei Gruppen von ahnlichen Punktreihen be- 
ziehen, von denen die erste (a), (b), (c )  auf den Seiten des Dreiecks A B C  
liegend der Relation Ba : C b  : A c  = B C : CA: A B , die zweite ( a ) ,  (b) , (c) 
auf den Mittelsenkrechten der Gleichung a. a : bo b : c,,c = B C :  CA : A B  (a,, 
b, ,  c, sind die Mitten von û C, C A  und A B )  gent&$ und die dritte (a,), 

Ba,- CbO (b,), (co) auf den Seiten des Dreiecks durch - - -= d- bestimrnt 
Cu, A b ,  B c o  

wird , werden in der vorliegcnden Abhandlung fortgeführt, und zwar wcndet 
sich der Herr Verfasscr zunachst zu zwei Gruppcn congruenter gleichlaufen- 
der Strahlenbüschel aus den Ecken des Dreiecks, die den tebandelten ahn- 
lichen Punktreihen auf den Seiten des Dreiecks gegenüberstehen. 

Die Untersuchung dieser Strahlenbüschel führt zu zwei Schaaren von 
Dreiecken, die dem ursprilnglichen Dreieck umschrieben und gleichwendig 
ahnlich sind und deren Nulldreiecke bezüglich die beiden Segmentarpunkte 
von ABC sind. Lasst man aber den Strahl AB nicht dem Strahle BC, 
sondern einem beliebigen Strahl BX und diesen einem beliebigen Strahl 
C Y  entsprechen, so gelangt man zu  einer Schaar dem Dreieük ABC um- 
schriehener einander gleichwendig Zhnlicher Dreiecke apy.  Drehen sich die 

Seiten F y ,  ya und LYS cincs solchon Dreiecks urn A ,  B, C in demselben 
Sinne und um denselben Winkel A ,  so entsteht, wenn A alle moglichen 
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Werthe annimmt , eine Schaar gleichwendig ahdicher  Dreiecke, die ABC 
in demselben Sinne umschrieben sind. Die Ermittelung der Eigenschaften 
einer solchen Schaar führt zu zwei Arten der Umschreibung, die sich darin 
gleichen, dass ihre homologen Seiten durch dieselbe Ecke von A B C  gehen 
und ihre homologen Winkel je demselben Winkel in  A B C  entsprechen; 
aber wahrend die eine Umschreibung a y mit  A B C  gleichaendig ahnlich 
liegt, ist die andere a'p'y' gegenwendig Bnlich. Zwei derartige Dreiecke 
wcrdcn Zwillingsdreiecke, ihro Nulldreieckc O und 0' Zwillingspunkte ge-. 
nannt, und zwar lassen sich sechs Paare von Zwillingsdreiecken um A R C  
beschreiben. Die Ermittelung eines Merkrnals für die Gleich- oder Gegen- 
wendigkeit von A B C  mit den Dreiecken einer Schaar, deren Nulldreieck 
O ist, führt zu der Bestimmung der drei Lagen von O und dsraus ergiebt 
sich, dass die Dreiecke einer Schaar A B C  gleich oder gegenwendig sind, 
je nachdem das Product der trimetrischen Coordinaten von 0 ftir ABC 
positiv oder negativ ist. Auch 15sst sich umgekehrt aus den gegebenen 
Winkeln und der gegebenen Zuordnung die Lage der bezüglichcn Nulldrei- 
ecke festsotzcn. 

Die niscussion wendet sich'nun zu der Bestimmung des Inhalts eines 
Zwillingspaares von Maximumdreiecken u p  y pnd or'g'y' und führt zu meh- 
reren merkwürdigen Satzen über die Summen von bestimmten Maximum- 
dreiecken. LTieran schliesst sich eine Entwickelung der Eigenscbaften der 
Zwillingspunkte 0 und o', welche theils in  trigonometrischen Beziehungen 
awischen den Winkeln, unter denen die Seiten des Dreiecks A B C  von O 
und 0' aus erscheinen, bestehen, theils geometrischer Natur sjnd. Den Schluss 
dieses ersten Theils der Abhandlung bilden Untersuchungcn über Dreiecke 
mi t  gemeinschaftlichem NuIlpunkte, welche zu der Retrachtung der Dreiecks- 
ketten führen, die entstehen , wenn die beiden Segmentarpunkte der Um- 
schreibung zu Grunde gelegt werden. 

In  dem zweiten Theile finden wir eine Susserst interessante Anwen- 
duug der gefundenen allgemeinen Resultate auf die 48 ausgezeichneten 
Punkte des Dreiecks ABC, welche sich aus der Uetrachtung der moglichen 
Umschreibungen zweier Dreiecke um A B C  ergeben. Von diesen Dreiecken 
ist das eine A B  Cl das anderc einem Dreieck tihnlich , welches sich aus den 
Schwerlinien von A B C  bilden IBsst. Diese 48 Punkte liegen zu je  zw6lf auf 
vier Linien (der Geraden , auf welcher die Seiten von A B C  von den in ihren 
Gegenecken a n  den Kreis A B C  gelegten Tangenten geschnitten werden; 
dem Kreise, dessen einer Durchmesser den Mittelpunkt N des Kreises um 
ABC mit dem Winkelgegenpunkte K vom Schwerpu~ikte S verbindet; der 
Ellipse, welche dern Dreieck A B C  umschrieben is t  und den Schwerpunkt S 
als Mittelpunkt ha t ;  der Curve C4, deren Punkte die Winkelgegenpunkte 
des obigen Kreises sind) und bilden auf densclbcn harmonischc Punktsystcmc. 

Diese beiden Abhandlungen des Herrn Verfassers bilden eine reiche 
Fundgrube von vielen neuen Siitzen, welche in Beziehungen xu eincm all- 
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gemeineren Problem , wie am Schlusse angedeutet wird, stehen, und ver- 
dienen daher in weiteren Kreisen bekannt zu werden. 

W a r e n .  C. M~SEBECK. 

Anfgaben a n s  der  analytischen Qeometrie der Ebene. Von Dr. ADOLF 
HOCHHEIM, Professor. Heft III: Die Kegelschnitte. Abtheilmg II. 
A. Aufgaben, 67 S.; B. Auflosungen, 94 S. Leipzig 1886, bei 
B. G. Teubner. 

Wir  mtissen wieder damit beginnen, auf Bd. XXIX dieser Zeitschrift, 
hist.-lit. Abth. S .  231 zurückzuverweisen, wo wir über das vorausgegangene 
II. Heft berichteten. I n  dessen Vorrede versprach Herr  H o c  h h e i m  für 
das III. Heft Aufgaben aus der projectivischeu Geometrie, sowie solche aus 
der Behandlung der Kegelschnitte mit Hilfe trimetrischer Coordinaten zum 
Gebrauche fur  Studirende. Dieses Versprechen E s t  er gegenwartig ein. 
Ein Vorwort hat  e r  nicht vorausgeschickt, wir glauben, mit Unrecht. Auf- 
gabensammlungen, die ausgesprochenermassen dem Universitatsstiidirenden 
gewidmet sind, die also ohne Leitung eines Lehrers durchgearbeitet werden 
sollen, bedürfen unserer M e e u n g  nach eines Vorwortes, in  welchem der 
Leser aufmerksam gemacht wird, wo er sich nach der Ansicht des Verfas- 
sers den unter U m s h d e n  doch sehr nothigen Rath suchen 5011, wenn nicht 
gar  i n  dem Hefte selbst bei einzelnen Gruppen von Aufgaben die betreffen- 
den Abschnitte z. B. von S a l m  o n  - F i e  d l  e r  's Kegelschnitten genannt werden 
sollen. E s  ist  freilich nur  eine kleine, formelle Ausstellung, die wir uns 
damit gcstatten, aber wir lcgen ih r  doch eine gewisse Wichtigkeit bei. Die 
Aufgaben selbst scheinen g u t  gewahlt zu sein, wenn auch selbstverst&ndlich 
der Referent nicht in  der Lage k t ,  von sich sagen xu kannen, e r  habe sie 
sammtlich oder auch nur  der grossten Zahl nach durchgerechnet. - CANTOR. 

VITTORIO G B ~ N W A L D ,  Dei sistemi numerici  a base imaginaria. Compen- 
dio della Memoria letta all' Ateneo di Brescia il 7 Febraio 1886. 
Brescia 1886. 14 pag. 

Bd. XXX diesor Zeitschrift, hi&.-lit. Abth. S. 33, haben wir einer Ab. 
handlung gedacht, in  welcher Herr G r ü n w a l d  iiber kahlen handelta, die 
nach einem andern, als dem gewohnlichen dekadischen Zahlensystem ge- 
ordnet erschienen. Inzwischen hat  der gleiche Verfasser den Gedanken in 
dem 1885er  Jahrgange von B a t  t a g l  i n  i 's Giornale di Matematica dahin 
erweitert, dass e r  eine negative Zahl als Grundzahl wahlte, und heute be- 
nutzt er daxu die rein imaginare Zahl 4 = pi. Was damit praktisch oder 
theoretisch erreicht sei? Diese Frage bitten wir keinen unserer Leser an 
uns zu richten! Wir  wüssten wenigatens nicht darauf zu antworten. Der 
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Gegenstand eignet .sich j a  gewiss zu einer einmaligen kleinen Untersuchung, 
aber su immer wiederholten Malen zu ihm zurückzukehren, dazu dllrfte er 
denn doch allzu unfruchtbar sein. CANTOR. 

Zahlentheorie von  Adrien -Mar ie  Legendre,  nach der 3. Auf lage ins 
Deutsche übertragen von H. MASER. Leipzig 1886, bei B. G. Teuhner. 
Rd. 1 u. II S V I I I ,  442 und XII ,  453 S. 

L e g e n d r e ,  G a u s s ,  D i r i c h l e t  sind die drei grossen Klassiker der 
Zahlentheorie im XIX. Jahrhundei-t gewesen. Der Erstgenannte gab ihr die 
Form eines Lehrbuchs und den Namen; der Zweite zeigte ihre Verwendung 
auch in solchen Gebieten, welche mit Zahlentheorie Nichts gemein zu haben 
schienen; der Dritte erweiterte sie dadurch, dass er ungleich seinen Vor- 
giingern sich auch nichtelementarer Hilfsmittcl bedienen lchrte. L e g  e n  d r o 
hat in drei Auflagen das von ihm verfasste Werk an dem Wachsthum des 
Gegenstandes theilnehmen lassen. G a u s  s hat  nicht einmal sain Versprechen, 
eine Sectio octava zu schreiben, eingelFst, geschweige denn dass e r  zn einer 
zaeiten Auflage des Disquisitiones Arithmeticae sich hatte bewegen lassen. 
D i  r i  c h l e  t's Vorlesungen endlich sind überhaupt nicht durch ihn selbst der 
Oeffentlichkeit tibergeben, wiewohl er sich mit einem solchen Plane trug. 
Jedermann weiss, wie Herr  D e d e k i  n d es verstanden ha t ,  den Wunsch des 
vcrstorbenen Lehrcrs und Freundes zu vcrwirk1ic;hen. D i  r i c h  1 e t ' s  Vor- 
leaungen sind durehaus originel1 in  den Reweisftihrnngen, enthalten aber 
fast den gesammten Stoff, der allmalig in  Büchern und Abhandlungen zu 
Tage getreten war. Will man die Abhangigkeit von seinen beiden grossen 
Vorgiingern insbeçondere vergleichen , so wird man D i r i c h l  e t unzweifel- 
haft haufiger aiif den Spuren von G a u s s ,  als auf denen von L e g e n d r e  
begegnen, und wenn auch klassische Werke nie vollstandig entbehrlich 
werden, nachdem ihr  Inhalt in  anderen Werken moderner verarbeitet wor- 
den, so kann man doch innerhalb dieser Grenze die Vorlcsungcn D i r i  c h -  
let 's gewissermassen als Ersatz fiir das Studium der ungleich schwerer 
geschriebenen Disquisitiones arithmeticae betrachten, aber nicht für das der 
Thkorie des nombres. I n  diesem Sinne, glauben wir, hat  Herr H. M a s e r  
sehr recht gethan, die Uebersetzung der im Originale k s s e r s t  selten gewor- 
denen letzten Auf lage des Le gendre 'schen Lehrbuches sich als Aufgabe 
zu stellen. Als gevchickten Uebersetzer der Eu 1 e r'schen Analysis kennt 
ihn der mathematische Leserkreis bereits. Die neue Uebersetzung wird, sa 
weit wir uns bisher mit ihr bekannt gemacht haben, die Gewandtheit des 
Herausgebers sbermals bestatigen. CANTOR. 
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Ristorisch - litcrarische Abtheilung. 

Die Platonische Zahl. 

Von 

CARL DEMME, 
Oherlehrer am Realgymnaaiom in Drsidsn-Altatadt. 

(Schlnna.) 

Ehe wir uns jedoch zu dem nun folgenden Satze des Platonischeu 
Textes wenden, wollen wir erst festzustellen versuchen, was wir uns unter 
dem QELOV Y ~ ~ v r I ~ O v  zu denken haben. Schon im Alterthum war man nicht 
ganz einig darüber, o b  OELOV Y ~ v v r l ~ O u  die Seele oder den Eosmos, oder 
Beides bedeute. So erkliirt uns der Scholiast: [ a ~ i o v  yevvrlzou ov' zùv olov 
pld ~ ' G ~ o u ,  ~i lral ~ ~ O ~ ~ O V ~ ~ V W S  ~ o ü t o v ,  OÜZE 28v dv OZ;Q<YV+ (*.Ouou O&E 

ganzen Kosmos, wenn auch diesen vorzugsweise, weder den im Himmel 
allein, noch den unter dem Monde, sondern jedes immer in  geschlossenen 
Hahnen Bewegliche, sei es im Himmel oder unter dem Monde, und zwar 
wird es, insofern es eine Form besitzt, erzeugt (denn keine Form entsteht 
von selbst), insofcrn es immer beweglich ist,  gottlich genannt. Denn es 
ahmt von dem Restehenden das Gfittlichste nach, welches ein schlafloses 
Lehen hat. Man muss aber bei der vollkommenen Zahl nicht nur a n  Die 
denken, welche dieselbe a n  den Fingern herzahlen (denn diese ist  mehr 
etwas Arithmetisches als eine Zahl, und vollkommen werdend und nicht 
etwa a19 immer vollkommen entstehend), sondern man muss sich dieselbe 
als Grundlage hiervon denken, die zwar geistig aufzufassen i s t ,  aber den 
begrenzten Zahlenausdruck des ganzen Kreislaufs des Kosmos in sich 
schliesst. 

P l u t a r c h  hingegen meint in seinem me; ztjç év T ~ p l y  i ,~Xoyouias 
C. x: (Ev z i  zokcssig n€@1 zoü o]@~t?~oü, &v y & r ~ ~  Euroc xnAoü~rv, 6 2w 

Hist.-lit. Abtlily. d. Zeitschr. f. Math.  IL Phys. XXXII, 4. 10 
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xedrss O;QX~p~voS A é Y ~ ~ v -  "EGTL d'i, q r j ~ i ,  ih iy  p;v Y ~ v ~ q ~ +  n;eeLo80S, .;jv 
O L > ~ L S ~ &  n;eg~ArrP/3dv~~ ~ ~ A E L O ~ '  O& i k l o  iluAOv ~ E L O V  y&vvqt8v $ d v  XO'G~O~.) 
,,In dern Staate beginnt Sokrates die Stelle, a n  der er über die sogenannte 
Hochzeitszahl sprichf, mit  den Worten: F ü r  das gottlich Erzeugte giebt es 
eiuen Kreiulauf, welchen die vollkommene Zahl einschliesst, unter dern gott- 
lich Erzeugten nichts Anderes, als den Kosmos verstehend." 

Zu dieser Ansicht glaubte sich P l u  t a r c h  deshalb genotl-iigt, weil i ~ n  
Phacdrus die Seelo &yE'vvrlzov, im Timaeus y ~ ~ v o ~ f v q  genannt merde, wSh- 
rend der Kosmos stets y ~ v v . q z d S ,  aber niemals OL>y&wqs~v heisse. Nun sind 
zwar diese Thatsachen richtig , allein P l u t  a r  c h hat  bei seiner Regründiing 
nicht berücksichtigt, dass der Ausdruck &LOV y ~ v ~ r t O ~  von Pl a t o  den 
Musen in den Mund gelegt wird, dass derselbe also gewissermassen als ein 
dichterischer aufzufassen i s t ,  wahrend an der Phaedrusstelle P l a t o  selbst 
einen Unsterblichkeitsbeweis der Seele zu liefern beabsichtigt, ohne irgend- 
welche dichterische Anschauungen zu Hilfe zu nehmen, denn derartige An- 
schsuungen treten erst im woiteren Verlctuf, in  den Gleichnissen und d m  
Darstellungen der Seele vor und nach dern Tode auf. Daraus, dass die 
Seele etwas Ungezeugtes sei (dyÉvvqzov), wird gefolgert, dass sie auch 
etwas Unsterbliehcs (<Y4dvrrrov) sei. I n  dcm in C. XII1 des Timaeus dar- 
gestellten Mythus wird aber aiisdriioklich angegeben, d a s ~  das Unsterbliclie 
das Cottliche zu nennen sei, welches die Führung im Leben Übernehme, 
und im folgenden Capitel wird die Darstellung der unsterblichen Seele und 
der für dieselbe geltenden Gesetze in Bezug auf den Eintritt in das mensch- 
liche Leben ausgeführt. Werden doch selbst die unsterblichen Gotter y ~ v o ' -  

 VOL genannt und wird doch bei der Bildung der Menschen nur das 8 ~ i o v  

vom HGchsten der G6tter gewiihrt, wshrend dau Sterbliche von niederen 
Gottheiten dazugefügt wird. 8 ~ ï o v  y~vvr l r6v  kann hier naeh unserer Auf- 
fassung sehr wohl auf die Seele bezogen werden, zumal im Gcgensatz zu 
dcm o r > ~ 8 ~ w n ~ l o v  y~vvrjz6v, das dann den menschlichcn KGrper bedeuten 
würde. 

Seele und Leib sind es also, deren Beziehungeri zu einander mit dern 
Walten des Schicksals in  Verbindu~ig gebracht werden, Seele und Leib sind 

es, deren Beziehungen P l a  t o  hier in Zahlenausdrücken dürzustellen sucht, 
wie sie sich auch in den Ausführuugen über d m  Leben der Seele vor und 
nach dern Tode finden, die im Phaedrus und noch abgerundeter iin zehuten 
Ruche vom Staate enthalten sind. 

Hier kann uns P l a t o  freilich nioht mehr Reflexionen, gepmrt mit 
Rcsultaten, die e r  mit Hilfe seiner seharfcn Beobaclitungsgabc gcwonncn, 
bieten, hier fügt er nur  mit  ahnungsvollcm Geiste alte und neue Sagen zu 
einem Ganzen zusammen, dern er den &danken der vollkommensten Aus- 
gleichung der Schicksale der Menschen mit ihrem sittlichen Lebenswandel 
zu Grunde legt. Und denientsprechend tragt er dieses Alles i n  der Erzsh- 
lung eines kühnen Ilelden namens E r ,  des Solines des A r m e  n i  o s ,  eines 
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Pamphyliers dem Geschlecht nach, vor, der einst im Kriege gefallen, aber 
am zwdften Tage nach seinem Tode, gerade als e r  begraben werden sollte, 
wieder in das Leben zurückgekehrt sei und nun berichtet habe, was er im 

Jenseits gesehen. (Platonis dialogi ex recogn. C. F. Herm., Bd. VI  S. 310flg.) 
.Naohdem aber die Seele den Korper verlassenu, berichtet derselbe, 

,sei er mit Vielen fortgezogen und sie seien a n  einen wunderbaren Ort ge- 
kommen, a n  dem sich i n  der Erde zwei aneinandcrstossendo Oeffnungen 
befinden und i n  gleicher Weise oben am Himmel andere diesen gegenuber- 
stehende; zwischen diesen sassen Richter, welche, nachdem sie das Urtheil 
gesprochen, den Gerechten befehlen, den Weg nach rechts und durch den 
Himmel hindurch zu wandern, uachdem sie ihnen an ihrer Vorderseite 
Zeichen der Urtheilssprtiche angeheftet, den Ungerechten aber, den Weg 
iiach links und abwarts zu gehen, nachdem auch sie auf ihrer Rtickseite 
Zeichen von Allem, was sie gethan, erhalten hatten. Als e r  aber hinzu- 
getreten Sei, hiitten sie ihm gesagt, dass er bestimmt sei, den Menschen 
von dem, was dort sich ereigne, Nachricht zu bringen, und sie hiitten ihm 
befohlen, Alles an diesem Orte zu h k e n  und zu sehen. Hier sehe man nun 
durch die einen beiden Oeffnungen des Himmels und der Erde die Seelen 
sich entfernen, nachdem sie ihr Urtheil empfangen, a n  den beiden anderen 
Ocffnungen aber, und zwar aus der Erde Seelen vol1 Schmutz und Staub 
heraufsteigen, aus der des Himmels aber andere rein herabkommen, und 
die jedesmal Eintreffenden sahen aus ,  als ob sie von einer weiten Reise 
kamen. Und nachdem sie frohlich nach einer Wiese gezogen, hatten sie 
sich, wie i n  einer Festversammlung, niedergelassen und Alle, die einander 
gekannt, hatten sich gegenseitig begrüsst und die aus der Erde Kommmden 
hatten von den Andaren das dort Erlebte erfahren und die aus dem Himmel 
Kommcndcn d m  bei Jonen Vorgekornmone; und sie hatten einander erzahlt, 
die Einen wehklagend und weinend, indem sie sich daran erinnerten, an 
Alles, was und wieviel sie erduldet und gesehen liztten auf ihrer Reise nnter 
der Erde - diese Reise dauere aber tausend Jahre -, die Anderen aber 
wiederum , die aus dem Himmel kamen, hatten von ihrem Wohlleben erzahlt 
und von dem grossartig herrlichen ,Anblick. 

Sovieles wieder zu erGhlen, o Glaukon, würde vie1 Zeit erfordern; 
dieses aber, sagte er, sei das Hauptsiichlichste, dass Jegliche, soviel und 
gegen soviele sie sich vergangen, fiir Alles der Reibe nach bassten, für 
Jedes zehnfach; dies aber geschehe wahrend eines jeden Jahrhunderts, soviel 
betrage namlich die Dauer des menschlichen Lebens, damit sie eine zehn- 
fache Strafe des Unrechts erlitten und damit,  wenn Einige etwa den Tod 
Vieler verursacht, oder Stadte oder Heere verrathen und in Knechtschaft 
gebracht , oder sonst eintt Missethat begangen hatten , sie für jedes von allen 
diesen zehnfnche Qualcn zu ertragen hatten und andererseits, wenn sic irgcnd- 
welche Wohlthaten erzcigt und gerecht und fromm gewesen, in dcmselbenVer- 
lialtniss ihren Lohn empfingen. Von Denen, welche eben geboren und niir 

10" 
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kurze Zeit gelebt, erziihlte e r  weiter nichts der Erwiihnung Werthes. Von 
noch grosserer Vergeltung aber  erziihlte er für Verachtung und Verehrung 
den GGttern und Eltern gegenüber, sowie f ü r  mit eigener Hand begangenen 
Nord. Er erzahlte namlich, dam er  zugegen gewesen sei, als Einer von 
eincm Andcrn gefragt wurde, wo sich Ardiaeus der Grosse befinde. Dieser 
Ardiaeus war damals vor tausend Jahren Tyrann in einer Stadt Pamphyliens 
gewesen, hatte seinen greisen Vater und seinen lilteren Bruder ermordet 
und vieles andere Gottlose vollführt, wie erziihlt wurde. E r  berichtete 
ferner, dass der'Befragte gesagt habe: der komrnt nicht und wird wohl 
auch fernerhin nicht kommen. 

Denn unter dem Schrecklichen, was hier zu sehen, sahen wir auch 
dieses. D a  wir im Begriff aufzusteigen nach Ueberwindung van allem Uebri- 

gen in der Nahe des Erdschlundes warrn,  sahen wir plotzlich auch Jenen 
und Andere, und zwar unter ihnen beinahe die meisten Tyrannen, es waren 
aber auch einige mit schwerem Frevel behaftete Privatleute darunter. Diesen, 
welche glaubten schon aufsteigen zu konnen, ex-laubte es der Erdschlund 
nicht, sondern er brüllte, so oft einer von Denen, die so gottlos sich zur 
Schlechtigkeit gewendet, oder von Ilenen, welche nicht hinreichend gebüsst 
hatten, aufzusteigen versuchte. Dort nun standen, wie er erzablte, wilde 
Miinner, ganz feurig anzusehen , welche, als sie das Gettise vernahmen , die 
Einen unter sich vertheiltcn und abfuhrten, den Ardiaeus und Andere aber an 
Handen, Füssen und Kopf knebelten , niederwarfen , diirchblauten und dann 
ueben dem Wege aussen her an dornigen Gestrauchen zerfleischten und den 
immer Vorübergebenden zeigten, weshalb dies geschehe und wohin diese dem 
Tartarns Anheimgefallenen gebracht würdenf Obwohl nun dort vieles und 
mannigfaches Grausige ihnen begegne, so überwiege doch dieses bei Jedem, 
dass das Getose sich horen lassen mochte, wenn e r  hinaufstiege, und froh- 
lich steige Jeder empor, wenn es schweige. Und derartig seien einige von 
den Strafen und Martern und wiederum die diescn entgegengesctzten Be- 
lohnungen. Kachdem nun Jeder auf der Wiese sieben Tage zugcbracht, 
hatten sie sich am achten erheben und weiter wandern müssen." 

(Hier fügt P l a t o  in dem Berichte des Pamphyliers seine Vorstellungen 
vom Weltgebaude ein , über welches ein unwandelbares , swingendes Natur- 
gesetz bestehe, welches namentlich in dem Bilde der über alleu Himmeln 
thronenden Nothwendigkeit und ihrer Tochter, der die Vergangenheit, Gegen- 
war t  und Zukunft verkündenden Moiren, der Lachesis, Klotho und Atropos 
hcrvortritl.) 

,,Nachdcm sio angekommen, fahrt hicrauf dcr Pamphylier fort, hattcn 
sie sofort zur Lachesis gehen müssen. Ein G6tterdolinetscli habe sie zuerst 
i n  Reihen a,ilfgestellt, dann aus der Lachesis Schoss Loose und der Lebens- 
weisen Proben entnommen und d a m ,  nachdem er einen hohen Stuhl be- 
stiegen, gesagt: Der Nothwendigkeit Tochter, die jungfriiuliche Lachesis, 
lasst euch verkünden: Kurzlebige Seelen, es beginnt ein anderer Kreislauf 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Platonische Zahl. 125 

eines sterblichen, dem Tode geweihteg Geschlechts. Nicht euch wird das 
Geschick ergreifen, sondern ihr werdet das Geschick wlhlen ; wer aber 
zuerst zu wahlen h a t ,  der wahlo sich zuerst eine Lebensweise, a n  die e r  
nothwendig gebunden sein wird. Die Tiigend ist aber etwas nicht der Herr- 
schaft Unterworfenes; von ihr wird Jeder, je nachdem er sie hoch oder 
gering achtet,  mehr oder weniger erhalten. Die Schuld tragt Der, welcher 
gewiililt hat. Die Gottheit ist unschuldig. Nachdem er  dieses gesagt, habe- 
er vor Alle Loose hingeworfen, Jeder  habe das bei ihm hingefallene auf- 
gehobcn, ihn jedoch ausgenommen, ihm h a t e  er eu nicht erlaubt; Der aber, 
welcher aufgcnommen hatte, erfuhr, als wicvielster er zu wiihlen hatte. 
Hieraiif habe er wiederum Proben der Lebensweisen vor sie hingelegt, vie1 
grosser an Zahl, als Anwesende da  waren; es waren aber von allerlei Art 
 orh han den; denn es befanden sich da die Lebensweisen von allen Thieren, 
sowie alle menschlichen; es seieii aber Gewaltherrschaften unter ihnen, theils 
auadauernde, theils im Verlauf unterbrochene und i n  Armuth, Verbannung 
und ganzlichem Elend endigende; es seien auch die Lebensweisen von Man- 
nern dabei, die zu hohem Ansehen gelangen theils rücksichtlich ihrer Gestalt 
und Schonheit oder in T3eziig aiif irgend einen andern Vorzug oder Gegen- 
stand des fletteifers,  theils durch ihre Geburt und die Tugenden ihrer Vor- 
fahren, sowie auch vou Nannern, die in dieser Beziehung ohne Ruhm waren, 
in gleicher Weise aber auch von Frauen. Eine Rangordnung der Seele aber 
liege nicht darin, weil nothwendig die Seele, je nachdem sie diese oder 
jcnc Lebensweise gewahlt, andersartig werden muss; die übrigen Lebens- 
wpisen aber seien durcheinander theils mit Reichthum und Armuth, theils 
mit Krankheit und Gesundheit vermischt gewesen, theils hatten sie auch 
in der Nitte gelegen. 

Da besteht nun, wie es scheint, O lieber Glaukon, jegliche GefaLr für 
den Menschen, und deshalb muss man hauptsachlich dafür sorgen, dass 
jeder von uns, unbekümmert um die übrigen Eenntnisse, der Kenntniss 
nachstrebt und sich dieselbe zu cigen macht (wcnn irgeildwoher er im Stando 
sein sollte, zu lernen und zu suchen), wer ihn fahig und verstandig machen 
wird, sowohl die nützliche, als auch die schlechte Lebensweise wohl zu 
unterscheiden und die bessere von den moglichen stets überall zu wahlen 
und, indem er das jetzt Gesagb überlegt, miteinander vergleicht und unter- 
sucht, wie es sich zur Tugend der Lebensweise verhllt ,  zu wissen, was 
Sehonheit mit Armuth und Reichthum verknüpft nach sich zieht und mit 
welchcr Haitung der Seele verbunden sie Schlechtes oder Gutes bewirkt, 
und was hohe und niedere Herkunft und Privatleben und Herrschergewalt 
und korperliche Vorziige und Mange1 und grosses und geringes Fassungs- 
vermogen und alles Derartige von dem von Natur mit der Seele Vorhan- 
denen und dazu Erworbenen miteinander verbunden , bewirken , so dass es 
moglich kt, mit Ueberlegung von allem diesen zu wiihlen, i d e m  man auf 
die Beschaffenheit der Seele Rücksicht nimmt und auf die schlechtere und 
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bessere Lebensweise , indem man die schlechtere die nennt, welche die Secle 
dahin bringt,  ungerechter zu werden, die bessere aber die, welche sie dahin 
br ingt ,  gerechter zu werllen und die Freude an allem Andern fahren zu 
lassen. Denn wir haben gesehen, dass für den Lebenden und Sterbenden 
diese Wahl die beste ist. 

Diese Ansicht festhaltend muss er zum Hades wandern, damit er aucli 
dort ungerührt von Eeichthümern und derartigen Uebeln nicht auf Gewalt- 
herrschaften und derartige Unternehmungen verfallend vieles und heilloses 
Ucl~el  bcwirkcn wird, selbst aber noch grosseres erduldet, sondcrn lernt, 
immer die mittlere Lebensweise von diesen zu wBhlen und das noch bcidcn 
Seiten das Maass Ueberschreitende nach Moglichkeit sowohl in  diesem Leben, 
als auch in dem ganzen spiiteren zu meiden, denn so wird der Mensch am 
glücklichsten. 

Und auch damals habe, so verkündete der von dort Nachricht Bringende, 
der GGtterdolrnetsch so gesprocheri: Auch Dem , der zuletzt herantritt ,  steht, 
wenn er mit Ueberlegung gewiihlt ha t  und demeutsprechend lebt ,  ein zu- 
friedenstellendes nicht schlechtes Lebensloos -bevor, es verfahre weder Der, 
welchcr anfingt ,  sorglos, noch der Letztc muthlos. Nachdem cr dies gc- 
sag t ,  habe der erste zur Wahl Bcstimmte sogleich beim Hinziitreten die 
grosste Cewaltherrschaft gewiihlt, und zwar habe er gewahlt, ohne aus 
Unverstand und Genusssucht alles Andere genügend geprüft zu haben; es 
sei ihm aber die Sünde, die in ihr liege, entgangen und das Verschlingeu 
der eigenen Kinder und anderes Unheil. Nachher habe er aber àie Wahl 
aufmerksam betraehtet, sich geschlagen und geklagt, dass e r  n i c h  auf das 
gehort habe, was vom Dolmetscher vorausgeeagt worden, denn nicht sich 
selbst messe er die Schuld a n  dern Unglück hei ,  sondern dem Geschick und 
den namonen und Allem mehr als sich selbst Es war aber einer von 
Denen, die vom Himmel gekommen waren, der in seinem früheren Leben 
in einem geordneten Staate gelebt hatte, in  welchem er durch Gewohnheit 
ohne Weisheitsstreben der Tugend theilhaftig geworden war. 

E s  waren unter den Derartigen Die, welche Vom Hirurriel gekor~inieu, 
so  zu sagen i n  nicht geringer Anzahl enttauscht, da  sie nicht geübt waree, 
durch Anstrengung Etwas zu erlangen; von Denen, die aus der Erdc kom- 
inen, trzfen die meisten, da sic sowohl selbst Nühsalo ertrogen, als auch 
Andere haben ertragen sehen, nicht im ersten Anlauf die Wahl. Deshalb 
und durch des Looses Geschick entstehe bei sehr vielen.Seelen ein Wechsel 
zwischen Glück und Unglück.' 

Im weiteren Bericht des Pamphyliers werden noch die Wahlen der 
Lebensloose einiger bekannter Personen aus der griechischen Sage erwatint, 
woran sich dann die Beschreibung, wic die Seelen zum Flusse Sorgenfrei- 
heit geführt und durch das Trinken seines Wassers alles vergeusen, sowie 
die Darstcllung über dic Versetzung der Seelen durch die Zeugung in ihre 
Erdenlaufbahn anschliesst. 
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Zwei Stellen in  diesem Mythus mochten wir noch eirimal ganz beson- 
ilers hervorheben. Die eine befindet sich in der Anrede des Gotterdolmetsch 
an die nach Vollendung ihrer tausendj%hrigen Reise unter der Erde bezw. 
durch den Rimmel zu einem ncucn Erdenlebcn bestimmten Seelen: r p v p 1  

& J I ~ ~ E Q O A ,  $LAqç n e p 6 8 0 ~  6vr l tov" y ; ~ ~ ~ S  8 o r v u ~ ~ ~ 6 ~ o u  etc. E s  beginnt 
ein neuer Kreislauf eines sterblichen dem Tode geweihten Geschlechts, wobei 
er unter dem Kreislauf eines sterblichen Geschlechts offenbar die Dauer 
eines Erdenlebens meint. 

Als zweite Stelle nennen wir die, an der der Pamphylier erwalint, 
dass alle Seelen für da3 Unrecht, soviel sie dessen und gegen soviele eie es 
bcgmgcn, für  alles der Reihc nach gcbiisst habcn, für  jegliches in  zehnfachem 
Naasse, zoVro d' ~ i v u i  x u d  ~ x c r t o v s < u ~ t ~ ~ l R a  Exhazvp, d ç  Piou 8v toç  sou- 
o&ov TOÜ & Y e w z i v o v ,  ,,dieses aber geschehe wahrend eines jeden Jahr- 
hunderts, soviel betrage niimlich die Dauer eines MenschenlebensIu worin 
wir eine weitere Bestatigung unserer Deutung zu finden glauben, dass der 
Kreislauf fùr  das menschlich E r ~ e u g t e  von der Zahl 100 eiugeschlossen 
werde. 

Aber nicht nur die Zahl für das meiischlich Erzeugte, aueh die Zahl, 
die nach unserer Aiiffassung als die vollkommene zu gelten h a t ,  wird hier 
erwiihnt in dem zehnfachcn Yaasse, nach dein die unger~chten  Seelen zu 
bussen hiitten, die gerechten aber belohnt würden, so dass die Seelen nach 
Vollendung einer Erdenlaufbahn, für welche die Zahl 100 massgebend sei, 
die zehnfache Zahl von dieser als Zeitdauer gerechnet im Himmel und unter 
der Erde zuzubringen hiitten, ehe sie sich wieder ein neues Lebensloos 
wshlen konnten. 

Wolehes Lebensloos aber die Becle, dio durch Zeugung in ihre Erden- 
lsufbahn versetzt wird, sich gewiihlt ha t ,  kann natürlich der ~ n h l b r  trotz 
aller Weisheit nicht berechnen und P l a t o  führt ja selbst im Mythus ein 
Beispiel an ,  dass eine i n  ihrem früheren Erdenleben in einem geordneten 
Staatsleben mehr durch Gewohnheit, als durch Weisheitsstreben der Tugeiid 
theilhaftig gewordene Seele, die ihre tausendjiihrige Reise durch den Himmel 
vollendet hatte, aus Unverstand und Genusssuclit sich eine Tyrannis erwiihlt 
habe, ohne das zu beachten, was nothwendig mit derselben ~ e r b u n d e n  war. 
Wird nun eine solche Scele durch Zcugung in ihre Erdenlaufbahn vcrsctzt, 
so hat natürlich dio Vermtihlung zur Unzeit stattgefunden, da sie ja der 

\ 
Hoffnung, welche man a i ~ f  die S'ermahlung gesetzt, niimlich gute Kinder zu 
erzeugen, nicht entsprochen. Freilich würde, wenn der ebenerwshnte be- 
sondere Fa11 eintreten würde, aus der Aristokratie nicht erst die Timokratie, 
sondern gleich die Tyrannis entstehen, und ebenso gut  konnte unter anderen 
Umstanden auch jede audere Staatsform ohne Uebergangsformen auftreten. 

Ein Wechsel der Staatsform ist aber anzunehmen, da nach P l a t o ' s  
Ansicht die aus dem Himmel kommenden Seelen ihre Lebensloose sehr of% 
leiehtsinnig wiihlen , wogegen diejedgen, welche wahrend ihrer tansend- 
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die Zahl dieses Diagramms eine kOrperliche geworden is t ,  sobald etwa die 
Natur untaugliche und durch die Erziehung nicht zu bandigende Kinder 
hervorbringt. Dieses gerade hebt. er in  gleiçher Weise niüht unzutreffend 
liervor; dcnn es kommt vor, dass einige vorbanden sind, die unmogliçh 
hichtige Manner werdcn, aber warum war dicsc Acndcrung der von Jcncm 
sogenannten besten Staatsform dieser in hoherem Grade eigenthümlich, als 
aliem Andern und allem Entstehenden? 

Und was den Zeitraum betrifft, nach dem sich Alles andere, andert 
sich auch das,  was nicht zugleich seinen Anfang genommen, zu gleicher 
Zeit? Wenn z. B. Etwas am Tage vorher sich eiuer Aenderung unterzog, 
andcrt sich das nun auch zugleich mi t?  Fcrner wcshalb findet eine Aende- 
rung dieser (besten Staatsform) in die lakonische statt? Denn ofter andern 
sich doch alle Staatsformen in die entgegengesetzte, als in  die zunachst 
stehende. Ebendasselbe gilt  auch über die anderen Verandermgen: aus der 
lakonischen Zndert sich die Staatsform in die Oligarchie, aus dieser i n  die 
Demokratie, aus dieser aber in die Tyrannis. Und es kommt doch gerade 
im Gegentheil eine Aenderung z. B. aus der Demokratie in  die Oligarchie 
ofter VOS, als in 60 Allcinherrschaft. Ferner bei der Tyrannis giebt er 
nicht an ,  weder, wenn eine Aenderung eintreten wird, in  welche Staats- 
form, noch, wenn keine Aenderung stattfinden wird, den Grund hiervon. 
Es geschieht dies aber deshalb nicht, weil es ihm bedenklich schien, Etwas 
hierüber zu sagen, denn es ist unbestimmt. Nach Jenes Meinung nümlich 
müsste die Aenderung i n  die erste und beste Staatsform stattfinden, denn 
so entsttinde etwas Stetiges und ein Kreia. Aber es geht auch eine Tyran- 
nis in eine andere iiber, wie zu Sikyon die Tyrannis vom Myron auf den 
Kleisthenes überging , und in eine Oligarchie, wie in  Chalkis die des Antileon, 
und in eine Demokratie, wie in  Syrakus die des Gelon, und in eine Aristo- 
kratie, wie die des Charilaos in  Lacedaemon und die in  Karthago. Auch 
geht die Staatsform aus einer Oligarchie in eine Tyrannis über: so gingen 
in Sicilien beinahe die meisten alten Oligarchien, z .  B. die bei den Leon- 
tinern in die Tyrannis des Panaetius, die in  Gela in  die Tyrannis des 
Klcander und die in  Rhegium in die Tyrannis des ,4naxilaus über. Ebenso 
fand auch in vielen anderen Staaten ein gleicher Uebergang statt." 

Wir  konnen hier die weiteren Ausstellungen des A r i s t O t e l  e s , da  sich 
diebelben nicht dirmt auf unsere Zahl beziehen, tibergehen. Ehe wir jedoüh 
die Einwande einzeln vornehmen, wollen wir unsere Auffassung der Worte 
,GgXrjv 8' E ~ < U L  ZOVZWV L u  Z X ~ Z Q L Z O C  mdpT;u  ~ c F , u ~ I ; B L  G W ~ V Y E ; ~  d40 O;gPoviaS 

nugiXeru~,  Aéywv osuv à t o c  Gruyedppuroç UQ~*FL8S  TO;TOV G ~ E ~ &  y ~ v q r a r U  

noch etwas bestimmter darlegen, als dies in der Uebersetzung gesehehen konnte. 
I n  der schon oben erwahnten Stelle aus Jamblichi De vita Pyttiagorae 
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gewiihrt aber nicht f ' n [ r p ~ o ~  n v 8 P ? j v  xsrn&dc r i v ~ v y s i S  zwei Harmonien, 
sondern hierzu gehort noch 7& orv'&q8~iç. E s  muss also nothwendiger 
Weise in jenen Worten ein Hinweis auf die ganze Stelle enthalten sein, so 
dass wir uns hinter den angegebenen Worten ein u. S. W. zu denken haben. 
Ganz ahnliçh verhiilt es sich hier bei A r  i s t O t e  1 e s : die Aenderung beginue 
mit dem dem menschlich Erzeugten Zukommenden, iudem er hinzufügt, 
wenn aus der dem menschlich Erzeugten zukommenden Zahl cino Korper- 
zahl abgeleitet werde. Offenbar kann aber hier nur an die ails der dem 
menschlich Rrzeiigten zukommenden Qiiadratzahl 100 ahgeleitete Kuhikzahl 
1000 gedacht sein, so dass also die Aenderung beginne, wenn nach der 
tausendjzhrigen Wanderung durch den IIimmel bezw. unter der Erde die 
Seelen von Neuem durch die Zeugung i n  ihre Erdenlaufbahn versetzt wür- 
den,  sobald niimlich diese Seelen ein dahin beztigliches schlechtes Lebens- 
100s gewahlt hatten. 

Diese Idee an sich sei gar  nicht so übel, meint A r i s  t o t e l e s  ferner, 
aber dies wiire denn doch der eigentlfche Grund für  alle Aenderungcn der 
Staatsforrn , warum nimmt ihn S o k r  a t e s nur fü r  die Aenderung der besten 
in Anspriich? Sodann bernangelt A r  i s t O t e 1 e s  die Zeitangabe : p i e  Men- 
sehen werden doch nicht nur zu ganz bestimrnten Zeiten geboren, wessen 
Eintritt  in  das Menschenleben ist nun für die Aenderung massgebend T Und 
was diese selbst betreffe, so sei die Angabe der Platonischen Uebergangs- 
formen den Ergebnissen der Geschichtsforschung gegenüber hinfillig; denn 
abgesehen davon, dass auch in Beaug auf die Aenderungen der Staatsforrn 
sehr oft die Gegensatze einander berührten, beweise die Gesclichte, dass 
die Staatsformen sich i n  bunter Reihe h d e r t e n  und ineinander übergingen, 
eine Angabe, die A r  i s t O t e 1 e s  dann mit Einzelbeispielcn belegt. Eei  dicsem 
letzten Einwurf mochten wir daran erinnern , dass wir durch ein von P 1 a t O 
selbst angeführtes Reispiel hei der Wahl des Lebenslooses zu ganz denselben 
Folgerungen gekommen waren. 

Die Worte des A r i s t o t e l e s ,  dass P l a t o  hinzugefügt, ,,wenn die 
Zahl dieses Diagramms eine Korperzahl gewordenu, deuteten wir in  dem 
Sinne, dass hiermit eine Cubikzahl (1000) gemeint sei als Zeitangabe fiir 
den Anfang der Aenderung im Staatsleben. Sol1 nun in1 Platonischen Text 
die Bildung dieser Cubikzahl erwiihnt sein, so kann diese nur  i n  dem noch 
zu erklsrenden Satze 6: ozroc y & ~ p € Z Q ~ X 6 S  soro&ov r.;@coS 

n ' p ~ ~ v 6 v ~ ~  ze xui  X e ~ g 6 v o v  Y ~ ~ É ~ ~ ~ ~ ,  O;S Omu U Y u o ? j u a ~ z f S  o t  ~ I & A ( Y X E ~  

~ u v o ~ d { o t i r  vdlrprrç u v r p i o i ç  z u g d  xnrg;v,  odx ~ v ' q m ~ i ç  oVd' E U Z U ~ F L S  i t a i 8 ~ ç  

B G O ~ ~ N L "  enthalten sein. 
Gerade bei der Erkliirung dieses Satzes scheinen die Neuplatoniker 

gestrauchelt zu sein, wenigstens passt d a s ,  was sie über die Uedeutung der 
ganzen Stelle mittheilen, sehr wenig au der eben angegebenen Aristoteli- 
schen Kritik. Ihre  Erklarung klammert sich vielmehr an d u  von ihnen 
wahrscheinlich ganz falsch aufgefasste y ~ w y r r e c x 6 ~  an. 
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&os a ' g~9 .p i~  Y ~ ~ p ~ r p ~ ~ &  T O C O ~ T O U ~ ~  bezeichnet wird. Diese Zahl soll durch 
ein Zusammenfassen der vollkommenen Zahl und der Zahl ftir das mensch- 
lich Erzeugte gebildet werden und zwar als. Y ~ ~ P ~ ~ e ~ ~ 8 S  ZOLO&JV. y t w p t -  

t e ~ x i s  kann hier, wenn es überhaupt eiuen Sinn haben soll, nur auf eine 
geometrische Analogie zu beziehen sein, denn in dem oben angeführten 
Sinnc des P r o k l u s  stünde es zum Mindestcn übcrfliissig, da sich ctwas 
Dcrartiges für eine arithmetische Betrachtung zu P l a t o ' s  Zeiten von selbst 
verstand. 

I n  einer geometrischen Analogie stehen aber die Zahlen 1000, 100 
und 1 0 ,  und zwar im zehnfachen Verhaltniss, wie etwa T h e o n  sagen 
würde. (Man vergl. hierzu Theon Smyrnaeus ed. Hiller, p. 106: sWv 6; 
X V Q ~ W Ç  AsyoyÉvwv &vaAoyiwr, roudcizb TOU ~ E W ~ E Z Q L X W V ,  ai pÉv E ~ V  ;Y 

E;qroiç O g o ~ g  T E  m i  Adyorg, Wç ~ p ' < y ' ,  ticil y N ~  E'v khyocç GrmAnciiorç ...) 
Die Zahl 10 liegt dem Krcislaiif der Seele zu Grunde, die %ah1 100 

dem des Leibes, aber zusammen hat diese Zahl, die nach der geometri- 
schen Analogie aus einer derartigen gebildet ist ,  einen Einfluss auf die bes- 
seren und schlechteren Geburten, und wenn euch die Wachter bei ihrer 
Unkenntniss derselben die Jünglinge den Jungfrauen zur Uuzeit vermahlen, 
so werden weder von der Natur, noch vom Glticke begünstigte Kinder 
entstehen. 

Und insofern ist auch die Zahl 1000 massgebend für die Daucr der 
Staatsform (sobald namlich Seelen mit darauf bezüglichcn unglücklichen 
I~ebensloosen bei der durch die Wachter herbeigeführten Vermiihliing diirch 
Zeugung in die Erdenlaufhahn versetzt werden), allerdings au£ Grund eines 
Mythus, wie man ihn nur  den Musen nacherziihlen darf,  weshalb sich P l a t  O 

an dieselben wendet, wie vor ihm schon H o m e r ,  der auch von seinen 
Helden aus der Unterwelt berichten lasst. 

Von diesem Gesichtspunkte aus finden wir auch den tragischen Ton 
ganz in der Ordnung, den P l a t o  hier in einem Mythus anschliigt, von dem 
offenbar dasselbe gi l t ,  was P l a t  O den S O k r  a t e s  bci dcm ganz ahnlichen 
Mythus im Phaedon aussprechen Iasst: 

,,Steif und fest zu behaupten, dass es sich so verhalte, wie ich es 
geschildert habe, geziemt sich nicht für  einen verstandigen MenseLien; dass 
es aber entweder so oder irgend derartig um unsere Seelen und ihre Auf- 
enthaltsorte bestellt id,  da sich unsere Seele als-etwas Unsterbliçhes ergiebt, 
dieser Glaube scheint mir angemessen zu sein und werth, dass man ihn wage.' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



134 Historisch -1iterarische Abtheilung. 
^ - P m - -  

WÜLLNER, Lehrbnch der Experimentalphysik. III. Band : W a r m e. 825 S. 
Leipzig, B. C. Teubner. 1885. 

Der Inhalt des vorliegenden Bandes und die Anordnung desselben ist 
derselbe wie in der letzten Auflage, unter Hinzufügung der neuesten Ar- 
beiten auf dem Gebiete der Wiirme. Bei der Thermometrie ist neu die 
Betrachtnng der Zustandsgleichung der Gase nach W a a l s  , welche den Be- 
obachtungen von A n d r e w s nicht genügt und daher durch die Modification 
jcncr Gleichung durch C l  a u  s i  u s  crsctzt wird. Bei der $trahlur;g der Warme 
sind die neueren Versuche von L a n g l e y  über das Wiirmespectrum hinzu- 
gekommen , bei der Leitung die Versuche von K u n  d t , W a r  b u r  g und 
W i n  c k e l  m a n  n über Warmeleitung der Gase. Das Capitel über mecha- 
nische Theorie der Warme ist unverandert geblieben. Bei der specifiechen 
Wiirme sind die neueren Bestimmungen beim Wasser erwiihnt, die immer 
noch kein definitives Resultat geben. I m  5. Capitel wird die Aenderung des 
Aggregataustandes betrachtet, neu hinzugekommen ist die Uehandlung der 
kritischen Temperatur und die Anführung der Arbeiten von W r O b 1 e w s k y 
über Condensation der früher sogenannten permanenten Gase. 

Nach dem Ausspriich des Verfassers - schon im Voraort  znr zweiten 
Auflag-e - hat  derselbe versucht, die ganze Lehre von der Wzrme auf 
Grundlage der mechanischen Auffassung der Wirme durchzuführen. Die 
Anordnung des Stoffes : Ausdehnung , Aenderung des Aggregataustandes, 
specifische Wiirme, Leilung und Strahlung, ist  im Wesentlichen nic,ht ver- 
schieden von der in  'anderen Lehrbüchern vorkommenden, nur dass Leitung 
und Strahlung gleich nach der Ausdehnung gesetzt is t ,  um den Schluss 
zichen xu kfinnen, dass dm Wcsen der WZrmc in cincr Molec~~larbewcgung 
bestehe. E s  ware wohl ac der Zeit, die Lehre 7on der WZrrne in besserer 
Anordnung zu geben, wobei sich die Satze liber Dampfe, kritische Tem- 
peratur, kritischen Druck und Anderes ganz naturgemiiss ergeben und dem 
Studirenden viel'klarer werden. Zu diesem Zwecke hat man nur  von der 
R i t  t e r 'schen Zustandsflache auszugehen und die Aufgabe der WiirmeleHre 
als Bestimrnung dieser Fliiche zu fassen. Man würde danri zunaühst bei 
constanter Pressung die Zustandscurve betrachten, Ausdehnung des starren 
Korpers , Schmeizung, Ausdehnung dcs flüssigen , Vcrdampfung und Aus- 
dehnung des Dampfes bis zum Gasxastand, oder auch umgekehrt. Dann 
würde man die Aenderung dieser Zustandscurve bei anderer Pressung be- 
handeln. Dabei ergiebt sich ganz von selhst die Einreihung der einzelnen 
Beobachtungen. Strahlung und Leitung gehoren dann in das allgemeine Capitcl 
der Schwingungen, das der Lehre vom Ton, von der Warme und vom Lichte, 
mit der Zeit vielleicht auch von der Elektricitzt gleichmiissig dient. 

Die Ausstattung des Werkes IXsst nichts zu wünschen übrig; bei der 
Ausdehnung, die cs jetzt erhaltcn, und bei der Ausfiihrlichkeit der Mit- 
theilung- besonders neiierer Arbeiten wiire es kilnftighin wohl passender, den 
Tite1 ,,Lehrbuchu in ,,Handisuch" unizu%ndern. P. Zrmr. 
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Traité de la lumikre, avec un discours sur la cause de la  pesanteur par  
HUYGHENS, neu hcrausgegeben von W. BURKIIARDT. Leipzig, Gress- 
ner & Schramm. 132 S. 

Das berühmte Werk von H u  y g h e n s  , worin er die doppelte Brechiing 
des Lichts irn Kalkspath ableitet, ist im Ihchhandel kaum mehr zu haben. 
Es iat ein Verdienst des Heraiisgebers, einen Neudruck veranstaltet zu 
haben. Angehangt ist  die Abhandlung über die Ursache der Schwerkraft, 
die von weniger Bedeutung i s t ,  aber bei allen früheren Ausgaben der Ab- 
liandlung über die Doppelbrechung beigefügt war. P. ZECH. 

LEITZMANN , Wgrmeverthei lung anf  einsm Meridiankreis ,  anf  thermo- 
elektrischem Wege ermittelt. Disser~ation. Magdeburg 1855, Hanel. 
31 S. 

E s  werden die Gleichiingen von F r a n z  N e u m a n n  über W h n e v e r -  
thcilung irn Innern und an der Obedgche eines Korpers auF die Tempera- 
tiirvcrtheilnng i n  cincr krcisf6rmigen Plat,te und in -eincm Krcisring mit 
Speiclien angewendet; am Schlnsse werden Temperaturbestimmungiin, welche 
auf tliermoelektrischem Wege gemacht worden sind, daraufhin niitersi~clit, 
wie weit sie den gemachten Voraussetzungen entsprechen. p. ZECH. 

VERDET, Wellentheorie des Lichts. Deutsche Bearbeitung von EXNER. 
ZWeiter Baud. Uraunschweig , Vieweg. 1885. 192 S. 

Auch dieser Band theilt sich in  zwei Abtheiliingeu. Die erste gicbt 
die Dispersion und begiunt mit der Theorie von C a u c h y .  Die anomale 
Dispersion von Korpern mit OberflLchenfarben zeigt, dass hier bestimmte 
Lichtstrahlen sich wic bci durchsichtigen Mitteln, andcrc wie bei Metallen 
vcrhalten, dass die Absorption ihre Ursache is t ,  und sie führte zu der 
neiieren Dispersionstheorie , welche in der Art, gageben wird , wie H e l  rn - 
h o l t z  die Theorie von S e l l m e i e r  ausgebildet hat. Dann folgt die so- 
genannte ehromatische Polarisation, die circulare und elliptische I'olarisation, 
das natürliche und partiel1 polarisirte Lieht. F ü r  convergentes Licht erhzlt 
man die Farbenringe, deren Theorie nebst der Bibliographie den Schluss 
der Abtheilung bildet. 

I n  der zweiten Abtheilung wird die Rotationspolarisation und die acci- 
dentelle Doppelbrechung behandelt. Nach Anführung der durch das Ex- 
perimcnt gcfundenen Wcrtho für den Quarz folgt die Tbcorie von P r e s n  e l  
und A i r y .  Es  folgen drann die Rotat~onspolarisation in Flüssigkeiten, die 
Beschreibung der Appaïate zu ihrer Messung und die Glimmercombinationen 
von R e u s c h .  Es  folgen die Differentialgleichlingen der Rotation und die 
sehr vollstiiidig gehaltene Bibliographie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



136 Historisch- literarische Abtheilung. 
. - _ - - - _ _ I ^ _ I _ I _ _ _ _ _ _ _ _ Y Y Y _ _ _ ^ M X - Y ^ X X _ - _ - L _ - ^ Y Y _ _ I ^ _ I _ I _ _ _ _ _ _ _ _ Y Y Y _ _ _ ^ M X - Y ^ X X _ - _ - L _ - ^ Y Y -  

Bei der accidentellen Doppelbrechung werden die bei Zug und Druck, 
durch rasche Abkühlung und durch Schwingungen hervorgebrachten Polari- 
sationserscheiniingen erortert und theoretische Andeutungen hinzugefügt. 

Das Ganze ist sehr knapp in der Ausfülirung gehalten; es jst, k6nnte 
man sagen, nur ein historischer Abriss, ein Wegweiser für die folgende 
Bibliographie. Die Vollstiindigkeit dieser ist  ein grosser Vorzug des Werkes. 

P. ZECH. 

Ueber eine i n  der  Warmelei tungstheorie  anftretende, nach den Wurzeln 
einer  transcendenten Gleichnng fortschreitende unendliche Reihe. 
FUDZISAWA aus Japan. Dissertation. Strassburg, Schultz &J Comp. 
24 S. 

F o u r i e r  behandelt die Aufgabe: Die Temperatur im Innern einer 
festen homogenen Kugel hangt zur Zeit t = O nur  vom Abstand r vom 
Xittclpunkt a b  und ist gegeben. Gesucht ist  dio Temperatur u zur spatern 
Zeit iinter der Voraussetzung, dam a n  der Oberfiiiche stets dia- Uedingong 

erfüllt wird, wo h eine positive Constante bedeutet. Ob die Losiing der 
Aufgabe von F O u r  i e  r der Anfangsbedingung entspricht, ist  bis jetzt nicht 
nachgewiesen. Dies geschieht in  der vorliegenden Dissertation. 

P. ZECII. 

Examen des objections fai tes  p a r  M. H i r n  à la théorie  cinétique des Gaz, 
par CLAUSIUS. Bruxelles, Hayez. 23 S. 

Versuche von H i r n  über den Ausfluss von Gasen führten ihn LU dem 
Ausspruch, dass dieselben der kinetischen Theorie der Gase widersprechen. 
C 1 a u  s i u s s~ ich t  nachzuweisen , dass H i r n  gewisse vereinfachcnde Hypo- 
thesen in zu ausgedehntem Maasse angewendet habe; e r  habe angenommen, 
dass die Massentheilchen sich nur  nach drei xi1 einander senkrechten Ricli- 
tungen bewegen, und erhalte damit eine Totalgeschwindigkeit der Massen- 
theilcheu in Richtung des Stromes , welche der Wirklichkeit nicht entspricht. 

P. ZECH. 

Optische Haresien von ROBERT SCHELLWIEN. Dalle, Pfeffer. 1886. 98 S. 

Der Verfasser will nachweisen, dass Licht und Farbe den bewe,&n 
und thiitigen Korpern e i g e n  ist,  nicht blos u m  sie herum, in sie hinein, 
durch sie hindurch spielt oder gar  erst im Subject eine Existenz erlangt. 
Die Einleitung ninirut über die Halfte des Werkchens ein,  sie ist eine 
Kritik der naturwissenschaftlichen Methode, wie sie z. B. von D u  B o i s -  
R e y m o n d  und H e l m h o l t z  vertreten ist. Als Physiker folgcn wir dcm 
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Rathe des Verfassers, sie zu tiberschlagen, da  wir eine Anzahl von Aus- 
drücken , wie : ,,die Innerlichkeit des schlechthin auf sich zurückbezogenen 
Raumeuu, ,,eh Continuum, das sich zur Discontinuitst entfaltet und aus 
dieser immer auch wieder in die Continuitat zuriickgehtu, oder: ,,die Ur- 
sache der Wirksamkeit des einzelnen Dinges ist es selbst von innen heraus 
durch seine positive Kraft als relatives Ding a n  sichu, schlechthin nicht ver- 
stehen. 

Die Versnche mit dern N 6 r r e n b e r  g 'schen Polarisationsapparat kom- 
men im Wesentlichen alle darauf hinaus, dass bai Bedeckung des untern 
Spiegels mit einer weissen Flache die Polarisation sich tindert, was der 
Verfasser dern Korperlicht des Papiers zuschreibt, wiihrend der Physiker 
sügt: das von dern Papier zurlickgeworfene polarisirte Licht verliert diese 
Eigenschaft bei diffuser Zuiückwerfung, was sich daraus ergiebt, dass ein 
heller Fleck, welcher auf einern Schirm durch oin polarisirtes Lichtbtindel 
entsteht, durch einen Nicol betrachtet beim Drehen dieses seine Intensitiit 
nicht andert. Dass bei des Verfassers Versuch doch Polarisation sich zeigt, 
rührt daher, dass das vom Papier ausgehende Licht durch die schiefe Glas- 
platte geht und dabei polarisirt wird. Damit f i l l t  die Nothwendigkeit der 
Aufstellung eines besondern Korperlichts. 

Ob die Versuche über Contrastfarben, die dern Physiker f e ~ n e r  liegen, 
für eine objective Grundlage von Farbe und Licht sprechen, mag dern Phy- 
siologen zur Beurtheilung überlasçen bleiben. P. ZECH. 

Kant's Theorie d e r  Erfahrnng. Von HERMANN COHEN, Professor an der 
Universitüt Yarburg. Zweite, neubearbeitete ~ u f l a ~ e .  Berlin, Ferd. 
Dümmler's Verlagsbuchhandlung Harwitz & Gossmann. 1885. 8 O .  
XXIV, 616 S. Preis 12 Mk. 

Nach der Würdigung, welche C o h e n ' s  Sührift ,Dm Princip der In -  
finitesimalmethode und seine Geschichtc (1885)' in dieser Zeitschrift ge- 
funden ha t ,  dürfto es angemessen sein, auch auf das jetzt vorliegende 
grossere Werk desselben Philosophen hinzuweisen, in welchem derselbe die 
Resultate jener kleineren Schrift in  sein System des ,erkenntnisskritischen 
IdealismusU hineingearbeitet hat. Obwohl als zweite Auflage der  1871 
unter demselben Tite1 erschienenen Schrift bezeichnet, stellt sich das 
Buch doch als ein in  vieler Hinsicht ganz neues Werk dar, das den von 
dern Verfavser eingenommenen Standpunkt durch erweiterte Begrllndung ver- 
starkt. Es ist nicht anghgl ich ,  den im strengsten Sinne philosophischen 
Inhalt des Buches hier auch nur  im Umrisse zu skizziren; dorselbe erfordert 
ein eingehendes Studium und setzt eine angelegentliche Beschiftigung mit 
dern Kant 'schen Gedankenkreise voraus. Wer  sich diesem Studium unter- 
rieht, der wird den erfreulichen Gewinn haben, die vielfach angezweifelten 

HisL-lit. A b t h l ~ .  d. Zeitechr. f. Msth. 6. Phyi .  XXXII, 4. 11 
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Positionen der Transcendenta1phi:osophie von Missverstindniasen gercinigt 
und mit sicherem, einheitlichen Fundament versehen zu erblicken. 

Dem Mathematiker und Nsturforscher, welcher den systematischen Zu- 
sammenhang seiner Wissenschaften mit dem Ganzen der menschlichen Er- 
kenntniss zu durçhucliauen sich bestrebt, wird das Buch vou gauz beson- 
derem Nutzen und Interesse sein. Denn es ist gerade das Wesen der 
mathematischen und der naturwissenschaftlichen Erkenntniss, auf welche 
das ganxe System des kritischen Idealismus sich stlitzt. Die mathematischen 
Begriffe sind die zweifellose Unterlage, dass es eine gesicherte Erkenntniss 
giebt,  weshalb sie schon P l a t o n  das'weckrnittel ( f y ~ p i x & )  der Vernunft 
nannte: .Die Geometrie ist die Erkenntniss des bestandig Seienden.' Deswegen 
hat  auch die Erkenntnisskritik von der unumst6sslichen Erfahrungsthatsache, 
welche in der mathematischen Naturwissenschaft vorliegt, auszugehen und 
von hier aus die Frage z; stellen, worauf sich die Moglichkeit dieser Er- 
fahrung g'ründe. Dadurch werden die irreführenden psychologischen Unter- 
suchungen über die Entstehung der Raum- und Zeitvorstellung, der Denk- 
formeu u. dergl. ausgeschlossen, und es wird s tat t  dessen gefragt, welche 
Bedingnngcn erfüllt sein müssen, damit die Objecte der mathcmstischen 
Naturwissenschaft zu Stande kommen. Die Natur  wird dann nicht auf- 
gefasst al3 etwas dem Menschen fertig Gegeniibergestelltes, das er sich sub- 
jectiv anzueignen hiitte, sondern als das Erzeugniss des denkenden Verstan- 
des im Zusammenwirken mit der Sinnlichkeit. Raum und Zeit sind nicht 
subjective Vorstellungen, sondern aie sind Werkzeuge zur Bildung und 
Fixirung von Vorstellungen , Bedingungen der Erfahrung tiberhaupt. Als 
solche gehoren sie xum Bewusstseinsinhalt, aber der Bewusstseinsinhalt ist 
Weltinhalt. Der Gegensatz von subjectiv und objectiv l6st sich auf; an 
seine Stelle t r i t t  der klarere Gegensatz von einnlich und intellectuell. 

Die Bedentung der ,,Grundsatze des Verstandesu, insbesondere des 
Grundsatzes der intensiven Grosse für  die Erzcugung dor mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Erkenntniss, wie sie in der 2. Auflage des vorliegen- 
den Buches durchgeführt is t ,  giebt eine willkommene Eilauteriing zu den 
Andeutungen des ,,Princips der InfinitesimalmethodeU. Als neu mag noch 
besonders die Rolle hervorgehoben werden, welche C o h e n  die ,,Ideeu in 
Beziig auf die Naturbeschreibung spielen lasst. Zu dieser sol1 sie in einem 
iihnlichen Verhaltnisse stehen, wie der Verstand zur Naturlehre. Indem sie 
die Forderung enthalt, dass es eine Gesetzlichkeit der Erfahrung giebt, 
liefert sie den Zweckbegriff, nicht ala ein ausreichendes Erkenntnissmittel, 
aber als eine Directive; welche auf das Erkenntnissmittel der Causalitët 
hinweist und dadurch zur Erklgrung der Thatsachon im Rcicho des Orga- 
nischen dient. 

G o t h a .  K. LASSWITZ. 
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Geometrische Optik, Eine mathematische Behandlung der einfachdten Er-  
scheinungen auf dern Gebiete der Lehre vom Licht,  von FERDINAND 
MEISEL. Halle a. S., 1886. VI  u. 171 S. 

Der Inhalt des vorliegenden Werkes ist  eine Darstellung der Erschei- 
nungen, welche durch die Gesetze der geornetrischen Schattengebung, Be- 
flexion und Brechung des Lichts bedingt sind. Der Schwerpunkt der Dar- 
stelliing Kegt dabci durchaus auf 'der mathematischen, d. h. geometrischen 
Seite; es wird nur  von den genannten Elemcntargesetzen Gebrauch gcmacht, 
von den Vorstellungen der p h  y s i k a  1 i s c h  e n Optik grundsatzlich abgesehen. 
Ebenso wenig liegt ein Eingehen auf die A n w  e n d u n g  der geometrischen 
Optik, die optische Instrumentenkunde in dern hier gesteckten Rahmen. 

Das Werk kann daher auch als eine interessante Anwendung der Geo- 
metrie und Infinitesimalrechnung betrachtet werden, welche letztere aber 
nur in dern Umfange vorausgesetzt wird, den der erste elementare Kurs 
einer Universittit oder eines Polytcchnikums zu haben pflegt. Studirenden, 
welche in diesem Stndium sich befinden und nach einer naturgemassen 
Uebung ihrer neuerlangten Kriifte Bedtirfniss haben, kann Ref. Me i s e 1's 
Optik auf das Wiirmste empfehlen. 

Die Darstellung ist klar, übersichtlich und btindig. Mit Vorliebe be- 
nutzt der Verf. die anschaulichen Operationen des constructiven Zeichnens 
zur LGsung specieller Probleme. Neben diesen werden in jedem Abschnitt 
die Glcichungen ftir die allgemeine Losung sufgestellt. 

Gerade an der Auswahl und Behandlung der Paradigrnata erkennt man, 
dass dern Verf. - trotz dern vorwiegend mathematischen Charakter der 
gesammten Discussion - doch die geometrische Optik vornehmlich als 
n a t ü r l i c h e s  E r s c h e i n u n g s g e b i e t  am Herzen lag,  und e r  weiss sein 
lebhaftes Interesse a n  der Sache dem Leser gefallig mitzutheilen. 

Diese Erscheinungen sind so bequem , wie kaum irgendwelche anderen 
der Physik, von Jedem ohne viele Apparate experimentell hervorzurufen, 
so dass man sich sofort überzeugen kann, wie weit die geometrische Optik 
im Stande i s t ,  sie getreu darzustellen, und wo deren Grenzen liegen, d. h. 
auf die Vorstellungeu der Undulationstheorie zurbckgegsngen werden muss. 
Die so gegebene Anregung zur Vertiefung der physikalischen Begriffe m6chte 
Ref. ais einen besondern Vorzug, den das Werk für Anfanger hat ,  be- 
zeichnen. 

I m  Einzelnen sind einige Ausstellungen zu machen: Erstene, dass aehr 
viele storende Druckfehler stehen geblieben sind. Ferner durfte in einem 
für Anf&ngcr bestimmtcn Werke , wie dern vorliegenden , nicht unterlassen 
wcrden , die G a u s s  - H 01 m h O 1 t z 'schen Grundgleichungen der Dioptrik cen- 
trirter Kugelfkchen in explieirter Porm anzugeben. Die Beschrankung auf 
reelle Objecte für Spiegelung und Brechung scheint d e n  Ref. ebenso wenig 
gerechtfertigt. Auch die Gleichungen für die Ratoptrik und Dioptrik schiefer 
Elementarbüschel hiitten ganz in dem Rahmen des Werkes gelegen. 

11 
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Betreffs der Diffusion des Lichtes macht Ref. den Verf. auf die Unter- 
suchungen W i e n e r ' s  und K. A n g s t r 6 m ' s ,  betreffs des Lamber t ' schen  
Gesetzes für  selbstleuchtende K6rper auf die Dissertation von M 6 1 l e  r auf- 
merksam. Dr. S. CZAPSKI. 

Leitfaden f u r  den  Unterr icht  i n  der  Planimetr ie ,  bearbeitet von Dr. 
K. UTH, Prorector am konigl. Realgymnasium in Wiesbaden. Mit 
vielen in  den Text gedruckten Figuren. Dritte vermehrte und ver- 
besserte Auflage. Cassel und Berlin, Verlag von Theodor Fischer. 
1886. 8O. 1 1 1  S. Preis 1 Mk. 50 Pf. 

Klarcs Denken und gesundo Logik sol1 man i n  den Lehrbüchcrn der 
Mathematik gewiss nicht vergebcns suchen. Leider aher giebt es eine ge- 
wisse Ar t  ,,LogikU, der man i n  den Schillbücbern mit geringer Frende he- 
gegnet. 

Wenn Herr U t h  S. 1 behauptet, dass ,,der Raum begrenzt und un- 
begrenzt gedacht werden kannu, wenn e r  S. 2 in einer Anmerkiing sagt, 
dass , , e h  mathematischer Punkt  sich nicht bewegen lasst und nicht bewegt 
gedacht werden kannu, so sind wir weit entfernt, mit ihm darüber zu 
streiten. Schlimmer ist es schon, dasv Verf. die Sheorie der Parallelen auf 
den ,,RichtungsunterschiedU baut. Wie wir schon a n  anderer Stelle zu 
bcmerken Gclcgenhcit hattcn, ist dicses Verfahrcn darum ganz verwerflich, 
weil dadurch die wirklich vorliegendc Schwierigkeit verdeckt wird. Auch 
die Fassung des ,,drittenu Congri~enxsatzes S. 17 ist wenig gliicklich. End- 
lich is t  es ganz und g a r  zil tadeln, dass der ,KreisY bis hinter die Aehn- 
lichkeitslehre und die Lehre vom Placheninhalt zurückgestellt ist. Der Verf. 
bemerkt d a m  i n  der Vorrede S. VI: ,,Insbesondere habe ich mich nicht 
entschliessen konnen, die strenge Trenniing des Kreises von der genden 
Linie infolge (vielleicht ,,trotzu?) einer mir von sehr hochgeschatzter Seite 
geruachten Bemerkung aufzugeben. Es folgen einige Begründungsversuche. 
Mit prachtiger Selbstironie macht Herr U t h  ganz zu Anfang seiner Con- 
structionsaufgaben i n  einer Fussnote die Bemerkung: ,,Die mit dem Stern 
bezeichneten Aufgaben erfordern I(reissBtze, o r  d n e  n s i c h a b c  r h i e r  am 
b e s t e n  cin." 

Das Buch schliesvt mi t  Constructionsaufgaben und Uebungssatzen. Die 
Anzahl der ersteren ist 1000, die der letzteren 250. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWERINQ. 

Anfgaben ans  der analytischen [feometrie der Ebene, mit den Resultaten. 
F ü r  h6here Lehranstalten und ftir den Selbstunterricht von Dr. OSKAR 
J a ~ r s c a ,  weil. Director des Realçymnasiums zu Landeshuf i. Sclil. 
Herausgegeben von Dr. H. FUNCKE , Oberlehrer an der Oberrealschule 
in Potsdam. Potsdam 1856, Verlag von Aug. Stein. 8". 200 S. 
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TTorliegendes Buch bietet einen reichen Inhalt. Ausser einer Einleitung, 
welche zur Auflosung analytischer Aufgaben gewissermassen die Muster- 
beispiele bringt , finden wir Aufgaben fur  Gerade, Kreis, Parabel,  Nllipse 
und Hyperbel. Der Verfasser oder Herausgeber hat  ganz recht, wenn er 
die Aufsuchung des geometrischen Ortes für  den Kernpunkt aller analytisch- 
geomctrischcn Forschung ansioht und demgemass i n  seincm Buche mit ent- 
schiedenster Betonnng in den Vordergrund stellt. Aber mit der blossen 
Angabe einer Gleichung und dem Zusatze: .Dies ist der gesuchte geome- 
trische Ortu ist doch nicht gerade Alles gethan. Und dieser zweiten Haupt- 
aufgabe, welche die Ablesung geometrischer Eigenschaften aus der Gleich- 
ung verlangt, ist nach unserüm Eindrucke die sonst treffliche Sammlung 
niclil hiureichend gerecht geworden. 

Vielleicht hat  die Pietat der Arbeit eines Verstorbenen gegeuüber den 
Herausgeber auch an solchen Stellen einzugreifen verhindert, wo dies nach 
der Ucbcrzeugung dcs Rcferentcn gebotcn gcwcsen wBre. 

C o e s f c l d ,  1886. K. SCIIWERING. 

Die Grnndlehren der  ebenen Geometne,  von A. STEGMANN. Dritte ver- 
besserte und vermehrte Auflage, herausgegeben von J. LANGAUER, 
Studienlehrer am k. Ludwigsgymnasiurn in  München. Kempten, 
Verlag der Jos. K6sel'schen Buchhandlung. 1886. 8 O. 217 S. Preis 
2 Mk. 25 Pf. 

Der Inhalt des vorlicgcndcn Buches ist der hergebrachte. Auch die 
Anordnung des Stoffes geht nicht nach ,logischenu, ,neuenY, ,,cinzig rich- 
tigenU Grundsiitzen vor sich, sondem ist die herkommliche und wahrschein- 
lich natürliche. W o  eine Abweichnng sich findet, da ist sie eine recht 
unglückliche. Der Verfasser hat  es z. B. auch für  angezeigt gehalten, den 
Kreis hinter die Lehre von der Aehnlichkeit und hinter die Lehre von der 
Fllichenausmessung zurückzuschieben. Das wird ja  wohl zum Theil Mode- 
üache sein, zum Theil aber auch von der offenbar tiefsinnigen Erwagung 
herrühren, dass die Linie eine Curve erster Ordnung, der E e i s  dagegen 
eine Curve zweiter Ordnung içt,. 

Uebrigens ist dem Buche auch Gutes nachzusagen. Die Parallclen- 
theorie enthalt den Grundsatz, dass durch einen Punkt zu einer Ceraden 
n u r  eine Parallele gezogen werden kann. Auf die Sammlung von Aufgaben 
kt ,  wie auch in der Vorrede bemerkt wird , P e t  e r s e n  's klassisches Werk : 
,Methoden u n d  TheorienU nicht ohne Einfluss geblieben. Ebenso ist die 
Uarstellung der algebraischen Losungen geonietrischer Aufgaben eine recht 
gute und die Darlegung des isoperimetrischen Satzes geradezu sch6n. 

C o e s f e l d ,  1386. K. SCHWERING. 
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Uebnngen und Anfgaben flir den  propthientischen Unterr icht  i n  der 
ffeometrie: Zusammengestellt von Dr. JOSEF DIEKMANN , Rector des 
Realprogymnasiums zu Viersen. Erster Theil : Vorübungen zur Eukli- 
dischen Geornetrie. Zweiter Theil : Vortibungen zur synthetischen 
Geometrie. Breslau, Ferdinand Hirt.  1886. 8O. 43, bez. 32 S. 
Preis 75, bez. 50 Pf. 

,, Jeder erfahrene Lehrer wird darin S c  h c p e n h a u  e r beistimmen, dass 
für einen zwolfjahrigen Knaben die anschaulich erkannte Wahrheit tiber- 
zeugender wirkt,  als die logisüh a b ~ t r a l i i r t e . ~  So heisst es in der Vorrede. 
In  der That , die hiermit behauptete Wahrheit ist  so selbstverst~ndlich , +dss 
die Anrufung des genialen Frankfurter Griesgrams eine fast abschwachende 
Wirkiing hat. Man kann die iieiiere Piidagogik aufriehtig zu dem Strcbeii 
begllickwünschen , der Anschauung endlich auch in den L e h r b ü c h e r n  den 
Platz anziiweisen, welcher ihr von jeher in  der W i r k l  i c h  k e i t tüchtigen 
Lernens und Lehrens eingeriiumt worden ist. Und i n  diesem Sinne ist 
Referent in  der angenehmen Lage,  beiden Theilen seine Anerkennung aus- 
sprechen zu konnen. Besonders ist  der zweite Theil gewissermassen eine 
praktische Einführung in die Methoden, Begriffe und Anschauungen der 
neueren Geometrie. Mit den einfachsten Mitteln wird dem Schüler hier eine 
so gediegene Kenntniss des ganzen Handwerkszeugs der allgemeinen Col- 
lineation, Affinitlt u. s. W. vermittelt, dass es dem Autodidakten sogar mog- 
lich sein wird, nach Durcharbeitung dieser 32 Seiten getrost an das Stu- 
dium eincs grtisseren Werkes heranzugchen. 

Der orsta Theil entfernt sich von den Methodcn E u  k 1 id's in ziemlich 
betrachtlichem Maasse. Referent steht nicht a n ,  dem gegeniiber seinen ab- 
weichenden, ja entgegengesetzten Standpunkt hervorzuheben. E s  heisst in 
der Vorrede : ,Mit einer solchen Lagenverhderung im Sinne E u k 1 i d ' s  
wird aber der Quartaner keine rechte Vorstellung verbinden konnen, es sei 
denn, dass e r  sich die Figur etwa ausgeschnitten denkt.' Dieser Satz ware 
schon richtig, wenn man es beim S i c  h d e n  k e n  bewenden liesse. Ein 
vernünftiger Lehrer liisst es aber zum A u  s s c h n  e i d e n  wirklich kommen, 
da  e r  dem , , S i c  h d e n k  e n c c  des Quartaners nur  wenig Verinauen sehenkt. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWERING. 

Sammlung geometrischer Constructions - Anfgaben zum Gebrauche an Se- 
minarien sowie zum Selbstiinterricht. Von B. WIESE; und W. LICHT- 
BLAU, k h i g l .  Seminarlehrern. Hannover, Verlag von Car1 Meyer. 
1885. 8O. 230 S. Preis 2 Mk. 80 Pf. 

E s  ist erfreulich zu sehen, wie der Erkenntniss, dass der Schwerpunkt 
des geometrischen UnBrrichts in  der A u  f g a b e und ihrer L 6 s u  n g liegt, 
sich immer weitere Krciso orschliessen. Auch a n  den Lehrcrscminarien hat 
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der geometrische Unterricht i n  den letzten Jahrzehnten anscheinend bedeu- 
tend an Umfang und iioch mehr an Vertiefung gewonnen; und da  konnto 
unmijglich die Forderiing einer gediegenen Aufgahensammlung unerfüllt 
bleihen. Referent war unlangst in der Lage, über die Lehrmittel, welche 
an einigen Seminarien in Gehraueh s ind,  sich ein Urtheil bilden zu müssen, 
und er gesteht, dass das vorliegende Buch den ihm bekannt gewordenen 
Destrebungen ahnlicher Art  i n  mancher Beziehung tiberlegen ist. Leider ist 
der reiche, f a s t  z u r e i e h e Inhalt vielfach nach Susserer Schablone (Drei- 
ecksaufgaben , Vierecksaufgabeu, Construction von Punkten, Linien und Win- 
keln an und im Kreise) , nicht nach M e t  h O d e n  geordnet. Dagegen verdient 
es unbedingte Anerkennung, dass ein stufenweiser Fortschritt vom Leichteren 
mm Schwereren überall bemerkt werden kann. Ein fernerer Vorzug des 
Büchleins ist die beharrliche Durchfiihrung des Gedankens, dass keine bis- 
ber unbezwungene Schwierigkeit ohne ausfiihrliche Nachhilfe dem Lernenden 
in den Weg kommen darf und daher dem Studirenden jedesmal wirkliche 
A u  f g a  b e n , nicht R a t  h s e l  vorgelegt werden. Wesentliche Unterstützung 
findet der Lernende ferner a n  den zahireichen, stets sauberen, oft ungemein 
feinen Figuren. 

Dem Büchlein wird die verdiente Anerkennung nicht fehlen. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCIIWERING. 

Die Hanptsatze der Elementarmathematik. Zum Gebrauch a n  hoheren 
Lehranstalten. Bearbeitet von A. F. G. TH. Gauss,  Y r o f k o r  am 
Gymnasium zu Bunzlau. Erster Theil: Arithmetik und Planimetrie. 
Zweite verbesserte Auflago. Preis 2 Mk. 75 Pf. - Zweiter .Theil: 
Stereometrie und Trigonometrie. Zweite verhesserte Auflage. Preis 
1 Mk. 40 Pf. Bunzlau, Verlag von G. Kretschmer. 1885. 

Es  muss zunachst auffallen und zwar nichts weniger als angenehm auf- 
fallen, dass wir hier Lehrbiicher ohne Beigabe von Uebungsstoff vor uns 
haben. Freilich sagt der Verfasser in  der Vorrede: ,,Material zu Uebungen, 
die selbstverstLndlich nicht oft genug sowohl an zu beweisenden fiehrsatzen, 
als üuch an Aufgaben angestellt werden kGnnen, dem Buche beizugeben, 
habe ich ftir überfltissig gelialten, da es vortrefliche Sammlungen der Ar t  
in hiureichendcr Auswahl giebt." Sollto dieser Rchauptung gegentibcr nicht 
die Frage Berechtigung haben: ,, Sind die vorhandenen An f g a  b e n s a m m - 
l u n  g e n  so vortrefflich und die vorhandenen L e h r b  l i c h e r  nicht? " 

Doch ziir Sache. Der Verfasser is t  bemüht ,  liberall s t  r e n g e  Beweis- 
ftihrung zu geben und i n  der Ftille des Stoffes bis a n  die iiussersten durch 
die bestehenden Vorschriften gezogenen Grenzen zu gehen, ohne diese 
Grenzen zu verletxen. So ist i n  der Arithrnetik mit Bccht der Moivre 'scho 
L e h r s a t z  vorgetragen und zur AuflGsung der b i n o m i s o h e n  G l e i c h -  
unge n verwandt worden. Ebenso ist in der Planimetrie der P o t  e n  z a m  
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K r  e i s e oine eingehendo und gediegene Darlcgung gewidmet. Leider hat 
der Verfasser es nicht Iiber sich gewinnen konnen, in  der Anordnung der 
Lehrsatze, welche Proportion und Aehnlichkeit betreffen, dem Herkornmen 
zu folgen. Wie es didaktisch zu rechtfertigen ist,  dass die A e h n l i c  h -  
k e i t s k r i t e r i e n  hinter die Satze z. B. des M e n e l a u s ,  hinter die Satze 
vom P o  1 u n d  d e r  P O 1 a r e  zurtickgestellt werden , - Referent gesteht , es 
nicht zu begreifen. Leider aber ist in  der Didaktik Falstaff's Wort  von 
den Gründen wahr; sie sind dort noch immer so billig wie Brombeeren. In 
der Trigonometrie fallt der Ballast von Formeln, unter denen die A d -  
d i  t i O n s t h e O r e m e dem Erstickungsthode rettungslos preisgegeben sind, 
dem Lernenden centnerschwer in  den Weg. Offenbar kennt dcr Verfasser 
die Methode der Definitionserweiterung, wie seine Ableitung des Subtrac- 
tionstheorerns zeigt. Allein e r  verfahrt nach der Methode der Projectionen 
mit  Vorzeichenertheilung. Hiermit steht es natürlich im Zusammenhange, 
dass wir  auch beim M e n e l a i s c h e n  u n d  C e v a ' s c h e n  Satze die leidigen 
Vorzeichen uns gefallen lassen müssen. M6ge die Verwirrung, welche diese 
Darstellung in den meisten Schtilerk6pfen anrichtet, endlich das Nitleid 
unserer Lehrbüchervater erregen ! 

Die Stereometrie zeichnet sich durch geschickte und eingehende Be- 
handlung der Spharik aus. Ebenso is t  die Methode der Cubatur durch 
Zerschneidung i n  nnendlich diinne Scheiben recht klar vorgctragen. Die 
spharische Trigonometrie leidet etwas an Formelilbersattigung. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWERING. 

Lehrbnch der  Ari thmetik und  Algebra,  mit zahlreichen Aufgabeu und 
einern Anhange , der  syotematisch geordnete Gleichungen enthalt ; für 
h6here Lehranstaltcn und m m  Sclbstuntcrricht von F. HENRIGH, 
Oberlehrer am Realgymnasium zu Wiesbaden. Zweite umgearbeitete 
und erweiterte Auflage. Wiesbaden, Verlag von Chr. Limbarth. 
1886. 8 4  288 S. 

Wie in der Lehre von den P a r a 1 1  e l  e n  eine didaktische Schwierigkeit 
vorliegt , welcher die Verfasser der Lehrbiicher der P 1 a n  i m e t r  i e in ver- 
schiedener Weise gerecht zu werden versochen, so liegt eine vielleicht noch 
bedeutendere ~ n b e ~ u e m l i c h k e i t  in  den ersten Elementen der A l g  e b r a. Die 
eutschiedene Klarheit, welche dank Forschern ersten Bauges über die Grund- 
lehren der Algebra jetzt in weiteren Kreisen herrscht, dringt sichtlich, 
wenn auch langsam, in  die Schulbücher ein. Man nimmt mit Genugthuung 
wahr, daas den Herren Vcrfassern wenigstens einige jener Resultato dcr 
neueren Forschung bekannt sind. 

Dem Herrn Verfasser des vorliegenden Buches muss eiu ernstes wissen- 
schaftliches Bemühen und klares Erkennen der vorhandenen Schwierigkeiten 
mgestanden werden. Referent schickt diese Anerkennung mit um so stirkerer 
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, 
Betonung voraus, als e r  sachlich sich zu dem vom Verfasscr befolghn 
Lehrgange im scharfen Gegensahe befindet. Der Vcrfasser fasst d i e  Z a h 1 
als e i n e  n a c h  e i n e r  b e s t i m m t e n  E i n h e i t  g e m e s s e n e  g e r a d e  L i n ' i e  
auf. Hierdurch dringt  ein geometrisches Element in  die Darstellung ein, 

wodurch die Einführung der negativen Zahl  erleichtert und die der Lateral- 
sahlen eingeleitet ist. Dem gegentiber muss vom w i s s e n  s c h a f  t 1 i c h e n  
Standpunkt aus betont werden, dass d i e  Fernhaltung geometrischer An- 
scliauungen aus den Gnindlagen der Algebra gerade die Klarheit auf letz- 
terem Gebiete vorbedingt , und für  den U n  t e r r i c h t dürfte dic historischc 
Entwickelung und stufenweise Vertiefung des Zahlbegriffes doch einen be- 
deutsamen Hinweis enthalten. Referent hait es fur moglich, dass der e i n -  
ze lne  Mensch fast genau in derselben Fclge rechnen lernt,  wie die Ge- 
schichte der Mathemat.ik uns den Fortschritt  der M e n  s c h h e i t berichtet. 

Beztiglich der Ir r a t i c n a l  z a h l  macht  sich der Verfasser die Sache 
etwas leicht. ,,L%sst sich aber die Wurzel  weder durch eine ganze Zahl, 
noch durch einen Bruch genau angeben, so nenni man die Wurzel eine 
i r r a t i o n a l e  Zahl.u E s  wird dann ohne Beweis behauptet, dass J3 eine 
irrationale Zahl sei, und eine Construction von J2 und J3 gegeben. W i r  
sind weit entfernt, einem Schulbuche ,,TifteleieuL' tiber die Rechnung mit 
Irrationalzahlen abzuverlangen; aber so über Schwierigkeiten wegzueilen, 
wio es der Verfasscr thut ,  i s t  niemals gcstattet. 

In  der Theorie der Logarithrnen begegnen wir dem langweiligen Symbol 
"loga. Da der SchUler doch nur m i t  dekadischen Logarithmen rechnet, 
so verschone man ihn auch mit dem lastigen Anbau des m. Eine kleine 
Anmerkung wiirde hier vollkommen ausreichen, den Lernenden vor falschen 
Schltissen zu hilten. 

Die Behandlung der Reihen , der Combinatorik , der Kettenbrüche n. a. W. 

ist gediegen und gut. Eine Sterblichkeitstabelle liefert Stoff fur anspre- 
ehende Aufgaben. 

In  der Lehre von den Gleichungen konnte die trigonometrische Losung 
der Gleichungen zweiten Grades ohne Schaden fehlen. Den ,,Richtungs- 
eahlen" ist ein besonderer Abschnitt gewidmet. Giebt man die Zulisuigkeit 
padagogisch zu, so kann man die Darstellung des Verfasscrs nur anerkennen. 

Die Aufgabensammlung ist reichlidtig und anregend. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCHWERINQ, 

Erster Cursus d e r  Planimetrie. Fü r  Gymnasien , Real - und Rürgerschulen 
und m m  Gebrauche für Hauslehrer bearbeitet von Dr. A u a u s ~  WIE- 
GAND. Dreizehnte verbesserte Aiiflage. Halle a. S.,  Druck und 
Verlag von H. W. Schmidt. 1886. 8'. 99 S. Preis 1 Mk. 

Das Buch hat die Probe bestanden, wie nicht allein die xahlreichen 
Auflagen darthun. Ein wohlthuender Hauch gesunder Praxis, ein Anschliessen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



an die dem Anfiinger aus dem Leben gelaufigen Anschauungen und ein Feut- 
halten am Herkommen , wo nicht bessere Erkenntniss ein Abweichen g e - 
b i e t e t ,  - das sind die Vorzüge, welche Referent lobend hervorheben mochte. 

Die Dcfinition des Kreises darf das Merkmal ,,in sich zurücklaufendu 
nicht aufführcn; such ist es dcm Rcfcrenten nichi gelungen, den Verfasser 
S. 13 zu verstehen, wo e r  behauptet: Man nennt den Winkel eine i n t e n -  
s i v e Grosse, wiihrend alle anderen geometrischen Grossen e x  t e n s i v  sind. 

C o e s f e l d ,  1886. K. SCUWERING. 

Lehrbuch d e r  Stereometrie. F ü r  das Selbststudium bearbeitet von W. 
BURCKHARDT, Verfasser der ~nathematischen Unterrichtsbriei'e. Mit .  
vielen in den Text gedruckten Holxsclinitten. Leipzig, Gresmer & 
Schramm. gr. 8O. 133 S. 

Das Nuçh unterscheidet sich von den an unseren hoheren Lehranstalten 
gebriiuchlichen Schulbüchern nicht erheblich durch Umfang oder Behand- 
lung des Gcgenstandes. Seine Besonderhcit licgt dar in,  dass der Vortrag 
der Lehrsatzo cin bei Weitcm ausführlicherer ist ,  als in  dec Schulbüchern. 
Das ist für  die Erreichung des dem Buche gesBckteii Zieles offenbar un- 
erlasslich; aber auch mancher Lehrer an einer Gffentlichen Schule wird das 
Buch nicht ohne Nutzen aus der Hand legen. 

C o e s f e l d ,  1887. K. SCHWERIHG. 

Untersnchungen znr  al lgemeinen Theorie der krnmmen Oberflachen und 
geradlinigen Strahlensysteme, Von Dr. REINHOLD VOX LILIENTHAL, 
Docent a n  der Univcrsitat Bonn. Bonn, Eduard Weber. 1886. 
8 O .  111 S. Preis 4 Mk. 

Dcr Verfasscr knüpft an die Untcrsuchungen , welche L i  p S C  h i t z  über 
die Theorie der krnmmen Flachen angestellt ha t ,  in folgender Weise an. 
Die Flichtungscosinus X,  Y, Z der einzelnen Normalen werden als Punc- 
tionen der unabhangigen Vernnderlichen p und q betrachtet. Hierdurch 
entsteht auf der Einheitskugel ein System von Curven p = comt. ,  q = const. 
und die Lage der Krümmungslinien auf einem Fliichenelement k s s t  sich 
durch Angabe eines Winkels bestimmen, welchen die Ta.ngente einer der 
beiden Krümmungslinien mit der Tangente einer der beiden Curven p = const., 
q = colzst. auf dem dem Flaehenelement parallelen Kugeloberfl~chenelement 
bildet. Ein solcher Winkel wird nach dem Vorgange des Herrn L i p s c h i t z  
S t e l  l u n  g s w i n  k e l  genannt. Dio partiellen Ableitungen der Coordinaten 
lassen sich nun diirch die Richtungscosinus der Normalen, durch die beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser p,, pz und durch den Stellungswinkel 6 dar- 
stellen. Denkt man sieh jetzt umgekehrt diese Stücke als Functionen der 
unabhangigen Variablen p und q gegeben, so lassen sich die den einxelnen 
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Wcrthepaaren p, Q entsprechenden Fltichenelemente im Raume zu ciner Flëche 
zusamrnenfügen Oder nicht, je nachdem die 1ntegi.abilititshedingung~n der 
in den Grossen X, Y, 2,  p,, e,, ri gebildeten Ausdrücke ftir die Ab- 
leitungen der Coordinaten bestehen oder nicht bestehen. Diese Integrabi- 
litlitsbedingungen bilden ein System von zwei partiellen Differentialgleich- 
ungen. 

So ungefshr legt der Herr Verfasser selbst das Problem in der Vor- 
rede dar. Ein umfassenderes Problem ergiebt sich für dic Theoric der 
Strahlensysteme. Wir  wollen uns in  unserem Referat besonders mit dem 
Palle der krummen Fliichen beschtiftigen. 

Nach einer sehr klaren und gründlichen Einleitung, welche alle ein- 
schligigen Formeln, auch die bekanntesten , dem Leser bequem unter die 
Augen rückt,  stellt der Verfasser unter Benutzung eines W e i e r s t r a s s -  
schen Satzcs p in der Form 

dar, wo 9, und 9, Quadrate linearer Functionen von d p  und d g  sind. Diese 
Functionen ergeben sich nun mit Hilfe des Stellungswinkels in  verhiiltniss- 
mxssig einfacher Gestalt. Eine sorgfiltig ausgearbeitete Tabelle weist das 
geometrische Verhalten in  den einzelnen Fallen nach. S. 16 bildet nun der 
Verfasser die Ausdriicke d x ,  d y ,  d z  und stellt auf der folgenden die Inte- 
grabilitafsgleichungen in Form von drei Gleichungen dar. Es  ergiebt sich, 
was ja auch a prwri klar ist ,  dass eine derselben Folge der andern ist. 
Und nun ertheilt der Verfasser dem Resultat durch Multiplication mit ge- 
eigneten Factoren eine sehliessliche Form , welche wahrscheinlich das Er- 
reichbare in  der Vereinfaehung unter den hier gegebenen Umstanden dar- 
stellt. Nachdem nun die Beziehung des gewonnenen Resultates zu den Siitzen 
des Herrn L i p s c h i t z  festgestellt i s t ,  schreitct Berr  v. L. zii einigen An- 
wendungen. Hier komnien zunachst die X r ü  m m u  n g s l i n i  e n ,  dann die 
A s y m p t o t e n l i n i e n  und die M i n i m a l f l a c h e n  in Betracht. 

~ 6 ~ ;  vorstehendes Referat dem Leser etwa die Hauptpunkte der inter- 
essanten und klaren Abhandlung angedeutet haben. 

Im dritten Theil wendet sich der Verfasser specielleren Untersuchungen 
LU. Hier linden wir wieder diejenigen Flachen, welche die Eigenschaft 
haben, dass ihre Coordinaten sich durch die reellen Theile dreier Functionen 
einer complexen Variablen p + g i  darstellen lasscn. Es werden die Eeding- 
ungen aufgesucht, welche zwischen den sechs (S. o.) Grassen obwalten 
miissen, damit einer nicht ahwickelbaren Flache diese Eigensehaft zukommt. 
Auch ein geometrisches Beispicl fehlt nicht. 

C o e s f e l d ' ,  1887. K. SCHWERING. 
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Die arithmetischen u n d  geometrischen Verhaltnisse, Proportionen und 
Progressionen m i t  Anwendnng auf  d ie  Zinseszins- und  Renten- 
rechnnng.  [Cursus der Obersecunda des Gymnasii (sic).] F ü r  den 
Schulgebrauch bearbeitet von Dr. E. WROBEL, Gymnasiallehrer in 
Rostock. Rostock, W. Werther. 1885. 8'. 44 S. Preis 80 Pf. 

Durch den Tite1 ist der Inhalt angegebeu. Die Dehandlung des Stoffes 
hewegt sich in  ziemlich ausgefahrenen Geleisen. Die Bescheidenheit des 
Verfassers, welche ihn in der Vorrede sagen lasst, dass das Buch ,,zunachst 
als Repetitionsbuch für die eigenen Schüler liestimmtu sei, ist loblich und 
much wohl bcrechtigt. 

C o e s f e l d ,  1887. K. SCHWERING. 

Wegwsiser  i n  der  Arithmetik , Algebra u n d  niederen Analysis,  bestehend 
in einer geordneten Sammlung von Regriffen, Formeln und Lehr- 
sztzen in diesen Disciplinen. Von W. FUIIRMANN, Oberlehrer am 
Realgymnasium auf der Bnrg  i n  Konigsberg , O.- Pr. Leipzig, Verlag 
von B. G. Teubner. 1886. 8'. 62 S. 

Ein handliches , inhaltsreiches , wohlgeordnetes Büchlein. Man findet 
dort wohl Alles, was auch der weitestgehende elemenhre Unterricht in  seine 
Kreise zieht, ja Vieles, was nach dem Urtheil des Referenten nur der 
h o  h e r e n  Analysis zuzuweisen ist. Doch sol1 hiermit gewiss kein Tadel 
ausgesprochen sein. S. 3 4 ,  Formel 102 und 103 steht fehlerhaft x statt  xn. 

Ein gutes Sachregister (in deutsühen Werken leider noch haufig fehlend) 
ist dem Büchlein beigegeben. 

Druck und Ausstattung sind vortrefflich. 

C o e s f e l d ,  1887. K. SCIIWERING. 

Les In tégraphes ,  la courbe in tégra le  e t  ses applications. Etude sur un 
nouveau système d'intégrateurs mécaniques, par  BR. ABDANK - ARA- 
KANOWICZ. Paris 1886, Gauthier Villars. Bo. 10 Bogen. 9 4  Text- 
figuren. 

Nachdem im Jahre 1872  J o s e f  M. s o l i n  i n  Prag  eine rein geo- 
rnetrische Methode ziir Ermittelung der Curve mit der Gleichung y = f ( x )  + c, 
wenn deren Derivationscurve mit der Gleichung y'= f'(x) bekannt ist, ver- 
6iIeutlicht hatte, wurde bald darauf versucht, Instrumente von solcher Be- 
schaffenheit zu construiren, dass ein a n  demselben befindlicher Stift die 
Integralcurve verzeichnet, wenn ein Stilet desselben die gegebene zugehorige 
Derivationscurve beschreibt. Die Theorie diescr Intrumente, der sogcnanntcn 
Integratoren, gründet sich auf die gagenseitige Reziehung der gegebenen 
und der zu suchenden Curve, darauf, dass durch die Ordinatenstrecke Y' 
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der Derivationscurve in  Verbindung mit der jeweils der Zeichnung zu Grundc 
gelegten Einheitsstrecke A ,  durch Y': A ,  das Richtungsverh~ltniss der Be- 
rührungsgeraden der Curve der Urfunction in demjenigen Punkte dersel- 
ben gegeben is t ,  welcher auf dem mit Y' zusammenfallenden Ordinaten- 
atrahle liegt, mie dem sein muss. Der  Herr  Verfasser, welcher zuerst einen 
Integrator baute und dieses Instrument mehr und mehr zu vervollkommnen 
bestrebt is t ,  bezweckt durch das vorliegende Werkchen seine und Anderer 
Erfindungcn i n  dicser Hinsicht und deren Nutzen in weiteren Kreisen be- 
kannt zu machen, nachdem er bereits im Jahre 1880 einen Integrator be- 
schrieben hatte (L'Intbgrateur, l a  courbe inthgrale et ses applications. Var- 
sovie 1880). Gleichzeitig mit Herrn A b  a k a n  O w i c  z , welcher seine ersten 
hlodelle in  den Jahren 1878 und 1879 ausftihrte, verfolgte ein Englander, 
Herr B O y s , unabhangig von Ersterem dasselbe Ziel und verGffentliçhte 1881 
sein Resultat (An integrating machine. Philosophical Magazin, 1881). 
Spaterhin wurde Herr  A b a k a n O w i c z von Herrn N a  p O 1 i l  Oberinspector 
der franzosischen Ostbahn, in  seinen Bemiihungen wesentlich unterstiitzt, 
wodurch es gelang , verbesserte Integraphen zu bauen , und versuchten es 
auch noch Andere , Integrirmaschinen zu eriinden. 

Polgen wir der Abhandlung des Herrn Verfassers. 
Kachdem derselbe die Integralcurve y = f (x) + c defini* und das s o l i  n - 

scbe geometrische Integrationsverfahren in Kürze erlautert ha t ,  zeigt er, wie 
mittels Schraubenbewegung die Curve y = f (z) + c aus der Curve y'= f (x) 
abgeleitet werden kann , und bespricht Grundrnechanismen, durch welche die 
erforderliche Bewegung des die Integralcurve zeichnenden Stiftes hervorgebracht 
aerden kann,  wenn ein Stilet der Maschine mit seiner Spitze die gegebene De- 
rivationscurve beschreibt. Daran schliesst e r  die Erkl i rung seiner beideu 
eaten, 1878  und 1879 gebauten Instrumente. Beim ersten Apparate wird 
die Schraubenbewegung hervorgebracht mittels eines nrn eine horizontale Axe 
drchbaren und auf dicscr Axe verschiebbaren Kreiscylinders und einer den 
Cylinder herührenden Rolle, welche um e i ~ e  horizontale und eine verticale, 
die erstere i n  ihrer Mitte schneidende Axe drehbar ist, wobei die verticale 
Drehase der Rolle gegen die Axe des Cylinders fest liegt. Diese Rolle wird 
durch ein Gewicht auf den Cylinder gepresut, kann aber auch von unten 
mit demselben in Contact gebracht werden. Die Axe des Kreiscylinders und 
der Support der Rolle sind mit einer horizontalen Platte fest verbunden, 
welcher eine Translation parallel zur Abscissenraxe des Coordinatensystcms 
gcstattct ist. Dieso Platto trkigt ferncr eincn zur Cylindcraxe parallelcn, 
dern Stilet zur Fiihrung dienenden Rundstab, dessen Abstand von der Cy- 
linderaxe unverbderlich ist. Von dem Stilet ftihrt eine Stange nach der 
verticalen Axe der Rolle; Stilet und Stange sind so verbunden, dass erste- 
rem eine Translation in der Richtung der Stangenaxe moglich ist. Beschreibt 
rlas Stilet die Derivationscurve, dann erhslt  zunachst der Cylinder dieselhe 
Bewegung parallel zur Abscissenaxe, sodann durch die ltolle noch eine um 
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curve zur Ordinatenaxe parallele Asymptoten hat ,  so dass man die mit 
diesen Strahlen zusammenfallenden Ordinaten der Integralcurve in  der ge- 
wohnlichen Weise berechnen muss, wenn man ein exactes Resultat haben 
will. Dieses thun mithin auch die Integratoren, wie in der Natur der Sache 
liegt, so dass sie also nur dann das Resultat vollstiindig gelien, wenn die 
Derivationscurve ganz im Endlichen gelegen id .  

Es ist nun a n  sich klar, dass die Integratoren in allen den Fsllen Ver- 
wcndung finden konnen, wo die Curve y = f(x) + c zu zeiclinen is t ,  wenn 
ihte Derivationscurve y'= f'(x) gegeben ist;  die Construction der letzteren 
lehrt die Theorie des graphischen Rechnens. Um die vielfaehe Verwendbar- 
keit der Integratoren , welche durch vorstehenden Satz bereits genügend 
ausgesprochen i s t ,  recht eingehend zu erortern, ist ein V. Capitel, welches 
die Halfte des Werkchens i n  Anspruch nimmt, verschiederien Fallen ge- 
widmet, in denen die graphische Integration Platz greifen kann. Diese Falle 
sind: a) die Berechnung des Inhalts ebcner Fliichen; b) die Construction 
cbener Curven, wenn ihre Derivationseiirven gegeben sind; c) dis Constriic- 

tion der parabolischen Curven y =a and' durch successive Integration 
I l l  

und die Bestimmung der reellen Wurzeln der Gleichungen 2.k ar zk = O ;  
rn 

d) die Ermittelung von statischen Momenten, Schwerpunkten und qnadra- 
tischen Momenten ebener Flachen; e) die Bestimmung des Massennivelle- 
ments von B r u  c k n e r; f )  die Aufsuchong der Gestalt der elastischen Linie 
bei belasteten stabformigen Korpern; g) die Elernentartheorie der StabilitBt 
von Tonnengewolben; h) Probleme bei Schiifsconstructionen; i) die einfach- 
aten Bewegungsprobleme; k)  einschliigige Probleme aus der Elektricitiits- 
lehre. In  einem Appendix wird erortert: eine Construction der logarith- 
mischen Spiralen; der Exponentialcurve y =de", die Quadratur der Dia- 
gramme, welche erhalten werden durch den Triigheitsdynamometer von 
31. D e s  d u i t s , die mechailische Losung einiger einfacher Llifferentialgleich- 
ungen. Bei allen diesen Beispielen setzt natürlich der Herr  Verfasser vor- 
aus, dass die betreffende Theorie bereits bekarint sei, sich in dieser Hin- 
sichl nur auf das Wesentlichste beschriinkend, xweckdienlich nur die dabei 
vorkommende luechanische Integration irn Auge habend. 

In allen diesen Fiilleu handelt ea sich um Curven in rechtwinkligen 
Coordinaten. Ein Integrator für Curven in Polarcoordinatën - das geo- 
metrische Integrationsverfahren unter diesen Verhliltnissen ist mir scit etwa 
zwei Jahren bekannt - wurde meines Wissens bis jetzt noeh nicht con- 
struirt. 

Die Bestrebungen der Herren A b  a k a n  O w i c z und N a p  O l i ,  einen 
mehr und mehr vollkommenen Integrator zu beschaffcn und einen solchen 
auf den Constructionsbureaux einzubürgeru, sind hochst anerkennenswerth; 
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m6gen ihre Arbeiten in dieser Richtung mit dem von ihnen gewiinschten 
Erfolge gekrtint werden. Die Entwickelung des Ganges der Erfindung der 
Integraphen ist nicht nur  fiir den Ingenieur von Interesse, sondern auch 
lehrreich für den Mathematiker. Denjenigen, welche sich rasch von der 
Fruchtbarkeit des ~olin'schen Integrationsverfahrens tîberzeugen wollen , ist 
das Lesen des letzten Capitels des vorliegenden, durch gute Figuren reich 
ausgestatteten Werkchens insbesondcre zu empfehlen , namentlich wenn Sie 
der Technik fcrn stehen, zumal die ganze Abhandlung i n  praciser Weise 
geschrieben ist. 

Gern hatte ich die Construction der neuen Integratoren der Herren 
A b  a k a n O w i c z und N a p  O 1 i , sowie diejenigen der anderen Erfinder ein- 
gehender besprcchen; ohne Figuren war dieses aber nicht moglich. Immer- 
hin hofïe ich durch das Wenige, was ich darüber bemerkte, weitergehendes 
Interesse für die Sache erweckt zu haben. 

0b e r  s t r  a s  u - z ii ri c h , im Marz 1887. FERDINAND KRAFT, 
Privatdocent am Eidgen. Polgtechniknm. 

A Synopsis of e lementary resnl ts  i n  P u r e  Hathematica: containing pro- 
positions, formulae, and methods of analysis, with abridged demon- 
strations. Supplemented by a n  Index to the Papers on Pure Xathe- 
matics which are  to  be found in the principal Journals and Trans- 
actions of learned Societies , both englisch and foreign, of the present 
century, by G. S. CARR, M. A. London: Francis Hodgson. Cam- 
bridge : Macmillan & Bowes. 1886. XXXVI,  935 pages, 20 plates. 

Das in  der Ueberschrift genannte Werk ist eines der eigenartigsten 
Erseugnisse wissenschaftlichen Fleisses, welches uns jemals zu Gesicht ge- 
kornrnen ist. Welchem Mathernatiker, jung  oder a l t ,  in den Sahren des 
Lernens oder des Lehrens, des Sichaneignens oder des Schaffens, ware es 
nicht schon vorgekommen, dass er einen Satz, eine Formel, den Grund- 
gedanken eines Beweises n6thig ha t ,  der seinem Gedachtnisse entschlupfte, 
oder von welchem er  sich vergewissern mochte, inwiefern e r  neu ist? Bis- 
her blieb ihm Nichts tibrig, als in  so und so vielen Handbüchern sich um- 
zusehen und au~serdem etwa in den Abhandlungsregistern , welche in dieser 
Zeitschrift alljtihrlich zweimal vertiffentlicht werdcn , zu vergleichen , ob und 
in welchen Zeitschriften oder Akademieberichten der ihn beschaftigende 
Gegenstand behandelt sei. Diese zeitraubende Mühe des Nachschlagens will 
Hel-r C a r r  durch seine Synopsis wesentlich erleichtern. Erstens liefert er 
i n  dern Texte seines fast unhandlich starken Bandes die wichtigsten land- 
lb f igen  Formeln und Satze der gesammten reinen Mathematik, mit Am- 
schluss der Functionentheorie. Jeder Satz ist  mit einer fortlaufenden Nummer 
1 bis 6165 versehen, woraus man annahernd die Reichhaltigkeit des Inhalts 
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abschitzen kann,  allerdings nur annzhernd; denn in dieser Numerirung 
sind nicht wenige Lticken , deren Bestimmung es ist  , i n  ktinftigen Auflagen 
durch bis dahin neu hinzutretcndes Material ausgefullt zu wcrden, ohne die 
Nurnmern der in  der heutigen ersten Auflage schon vorhandenen Satze 
abandern zu müssen. Von dem Capitel der Variationsrechnung zu dem .der 
Uifferentialgleichungen ist beispielsweise ein Sprung von 3091 auf 3150, 
wofür leider durch einen sich 13 Seiten hindurch fortsetzenden Irr thum 
3060 flgg. gedruckt i s t ,  so dass dann auf S. 473 nach 3111 (eigentlich 
3211) sofcrt 3212 erscheint. Man wird gut  thun ,  diese Dmckfehler vor 
dem Gebrauche zu verbessern, um nicht beim Nachschlagen fehleugehen. 
Bezüglich der Beweise ist Gleichformigkeit nicht vorhanden. Bald ist einem 
Satze eine Andeutung zum Beweise beigefügt, bald nicht , selten ist er aus- 
führlich; die Synopsis will eben und sol1 kein Lehrbuch sein. Nach einigen 
Stichproben, welche wir anstellten, gentigen übrigens die Beweisandeu- 
tungen, um den, der die Sachen versteht und nur vergessen hatte, suf die 
richtige Spur zu leiten; ein vollgiltiges Urtheil wird erst nach langerem 
Gebrauche des Werkes sich ergeben. Soviel erscheint uns schon heute 
ersichtlich, dass die geometrischen Abschnitte den analytischen gegenüber 
bevorzugt sind. Wenn wir seither nur vom Texte sprachen, so hat  Herr  
C a  r r zweitens ein Inhaltsrerzeichniss beigefügt , welches neben den Gegen- 
standen, über welche man sich in  der Synopsis selbst Auskunft verschaffen 
kann, und die durch ein Sternchen ausserlich bemerkbar gemaüht sind, 
auch zahlreichc andcrc Namen enthalt, bei welchen auf Zeitschriften und 
Akademieberichten soweit verwiesen i d ,  dass der betreffende h n d  (frei- 
lich ohne Seitenzahl, die man selbst suchen muss) angegeben is t ,  wo der 
Gegenstand zur Behandlung kam. In diesem Inhaltsverzeichnisse ist die 
Functionentheorie wenigstens nicht ausgeschlossen. Vollst%ndigkeit in der 
ersten Auf lage eines solchen Werkes zu erreichen dürfte unm6glich sein, 
und kein billig Denkender wird seine Anfordemngen gleich darauf stellen. 
Eine der Vollst%ndigkcit nahe Reichhaltigkeit zeichnet aber jcdonfalls auch 
das Inhaltsverzeichniss aus, wie uns glcichfalls zu dem Zwecke der Prtîfung 
angestellte Stichproben übereeugt haben. Somit glauben wir mit gut,em 
Gewissen das Werk empfehlen zu konnen, für welches man dem Heraus- 
geber, wie der Verlagshandlung Dank wissen muss. CANTOR. 

Tables d'Antilogarithmes par H. PRYTZ , capitaine. Édition st6réotype 
publiée sous les auspices de l'Académie royale des sciences à Copen- 
hague. Copenhague, Lehmann & Stage, libraires éditeurs. 27 pag. 

Die Tabellen der Antilogarithmen sind nach den dreistelligen Loga- 
rithmen anfangend mit 0 ,001  und bis zu 0,999 sich erstreckend geordnet 
und gestatten, zu jedem derselben die zugehorjge Zahl - das ist eben der 

Hiut.-lit. Abthlg. d. Zeltuohr. f. Math. n. Phys. XXXII, 4. 12 
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Antilogarithmus - unmittelbar abzulescn, und zwar sind diese Zahlen anf 
15, auf 10 und auf 5 Stellen in drei Tabellen vereinigt. Um den Anti- 
logarithmus zu solchen Logarithmen zn finden, welche nicht i n  den Tabellen 
stehen, bedarf es einer Hilfsrechnung, zu welcher weitere Tabellen dienen, 
welche die Logarithmen von 1 + 10- liefern, wo L irgend eine der um 
Tausendstel zunehmenden Zahlen von O,OC1 bis zu 1 bedeutet. Jede Zahl 
T kann namlich i n  Factoren von der Form 10'. (1 + (1 + . . . 
zerlegt gedacht werden , Oder, indem man die Multiplication ausführt, als 
aus den Theilen 1OZ + 101-LI + IOL- L 2 +  10z-zl-4 + . . . bestehend. Als- 
dann ist 7ogT= L + h ( 1 +  10-L1) + log(] + 10-z2) +... . und diese ein- 
zelnen Theile von logT liefert die Antilogarithmentatielle in  Verbinduug mit 
den Hilfstabellen. 

Sei beispielsweise T aus der Angabe 

log T = 6,50397 16428 98988 
zu ermitteln. 

Unter den Antilogarithmen findet sich 

L = 6,503 = log3184197,52172612 

und damit der erste Theil von log T. 
Nun sucht man die nachstkleinere Zahl zu 

log T - L = 0,00097 16428 98988 

in der Hilfstabelle und findet daselbst 

0,00097 11775 4431 6 = k g  (1 + 10-2@) = Zog (1 + 
Man zieht diesen neuen Thcil von log T- I; a b  und erhslt:  

log T - L - Zog ( 1  + 10-4)  = 0,00000 04653 54672. 

Erneucrtcs Aufschlagcn der Hilfstabclle zeigt 

0,00000 04653 54672 = log (1 + = log (1  + 1 0 ~ ~ 2 ) .  

Mithin ist i n  diesem Falle 

Z 0 g T = L + 2 o y ( l + l O - ~ ~ )  + b r / ( I  +IO-"z), . 
und daraus folgt, $vie oben bereits bemerkt,  

Jelzt  tritt  wieder Renutzung der Antilogrithmen ein, aus welchen man ent- 
nirnrnt: 

Num. Zog L = Num. log6,503 = 3184197,52172612 
Num. log (L  - L,) = Num. b g 3 , 8 5 3  = 7128,530301 26  
Num. log ( L  - L,) c Num. log 0,533 = 3,41192911 
&m. Zog(L- L, - L,) = Num. log0,883 - 3 = 0,06703335 

y'= 3191329,47159484 

Die so erreichte Genauigkeit dürfte der Weitschweifigkeit des Verfahreus 
einigermassen das Gleichgewicht halten, wenn aueh nicht versehwiegen wer- 
den darf, dass die Rcchnung naturgcmiiss noch bedeutend langer wird , wenn 
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bei der allm%ligen Zcrlcgung von log T noch wcitere Sheile log (1 + 10- z3) 

u. S. W. bcriicksichtigt werdcn miissen. 
In der Einleitung zu den Tabellen ist auch gezeigt, wie man sie an- 

wenden kann,  um die entgegengesetzte Aufgabe zu losen, d. h. b g T  zu 
finden, wenn T gegeben ist. CANTOR, 

Fünfstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln für die Decimalthei- 
l u n g  des Quadranten, mit ausführlichen Tafeln zum Debergang von 
der neuen Theilung des Quadranten in die alte und umgekehrt; nebst 
vierstelligen Tafeln der Zahlenwerthe der trigonometrischen Func- 
tionen, sowie gewohnlichen Logarithmcntafeln und Quadrattafeln 
herausgegeben von H. GRAVELIUS, mit eincm Vorwort von W. FOER- 
STER, gch. Regierungsrath, Director der konigl. Sternwarte und Pro-  
fesser an der Universitat zu Berlin. Berlin 1886, Georg Reimer. 
XV, 203 S. 

War  es übertriebene Folgeriehtigkeit oder war es wirkliche Einsicht, 
wenn die Metercommission am Ende des XVIII.  Jahrh. verlangte, auch den 
Wiukel in die decimal getheilten Grossen einzubegreifen? Diese Frage ist 
bald mit j a ,  bald mit  nein, d m n  wieder mit ja  beantwortet worden, und 
die Sache der Bejahenden konnte kaum eincn bessern Anwalt, als Herrn 
W i 1 h. F O e r s t e r finden, der mit gewohnter Behcrrschung des Gcgenstandes 
und der Sprache i n  dem Vorworte des uns vorliegenden handes ftir sie 
eintritt. Aber wenn die decimale Theilung bei dem Winkel Platz greifen 
soll, wenn also künftig der rechte Winkel in 100 Centigrade zu je 100 
Centiminuten zu je 100 Centisecunden zerfallen soll, so ist dreierlei noth- 
wendig. E s  müssen erstens neue Winkelmessinstrumente nach dieser Deci- 
maltheilmg hergestellt werden; es miissen zweitens der neuen Eintheilung 
entsprechende handliche Tabellenwerke bearbeitet werden; es miissen end- 
lich drittens fiir die voraussichtlich lange Zwischcnzcit, wiihrcnd wclcher 
alt und neu getheilte Apparate, zunachst jene, spater muthmasslich diese 
in der Mehrzahl, nebeneinander i n  Gebrauch sein werden, Hilfstabellen 
beschafft werden, welche die Umrechnung von alten Winkeln i n  neue und 
rückwarts die von neuen Winkeln in  alte leicht und sicher ermoglichen. 
Die Losung der ersten Aufgabe fillt  der mechanischen Werkstiitte, die der 
zweiten und dritten der Druckerei anheim, und ihr hat  Herr  G r a v e l i u s  
Zeit und Miihe gewidmet, ihr die Reimer 'sche Verlagshandlung ihre Prcssen 
zur Verfiigung gestellt. Der Anfertiger der Tafeln, Herr G r a v e  l i u  s , ha t  
sich nicht vor dcr Arbeit gescheut, die Logarithmen der Kreisfunctionen 
auf zwolf Stellen zu. berechnen, wenn e r  auch jetzt nur fünf Stellen im 
Druck veroffentlichte. E r  behalt sich vor, in  einer spateren Veroffentlichung 
noch weitere Stellen dem Publicum mitzutheilen und alsdann auf die E u l e r  - 
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schcn Formeln hinzuweiscn , welche er seiner Rechnung zu Grunde legte. 
Nach vollendeter Rechnungsarbeit wurden die Ergebnisse mit den seit 1799 
in Druck vorhandenen , ungemein selten gewordenen ,, Neuen trigonometri- 
schen Tafeln für  die Decimaltheilung des Quadranten von H o b e r t  und 
1 d e l  e r " verglichen und i n  voller Uebereinstirnmung befunden. Da ausser- 
dem bei der Correctur keine Vorsichtsmassregel ausser Acht gelassen wor- 
den zu sein scheint, so dürfte die Zuverlassigkeit der Tafeln hinliinglich 
gawahrleistet sein. Druck und Ausstattuug entsprecheu den Anforderungen, 
zu welchen man der Verlagshandlung gegenüber berechtigt ist. 

CANTOR. 

Erdknnde  und Mathematik i n  ihren gegenseitigen Beziehungen. Von Dr. 
SIEGNUND G ~ N T I I E B ,  Professor a n  der K. technischcn Hochschule zu 
München. Münchcn 1887, Thcodor Ackcrmann. 30 S. 

Der Vcrfasser dicscr Abhandlung is t  ausgegangen von cincm m a t h e  
matischen Lehrgange: e r  ist  im Verlauf der Zeit zu geographischen Studien 
übergeschritten; er hat  den letzteren es zu verdanken, wenn er von der 
immerhin eingeengten Lehrt,hatigkeit an einer Mittelschule zu dem Katheder 
einer Hochschule gelangte, dem Platze, welchen er auszufüllen durch Kennt- 
nisse und nicht gewohnliche Deredsamkeit, wir konnen sagen, durch die 
Natur hingewiesen war. Wir  personlich wissen , dass Herr  Gü  n t h e r der 
Mathematik und ihrer geschichtliçhen Erforschung nicht untreii geworden 
kt, wenn e r  jetzt auch Professor der Geographie ist. Diese als Programm 
seiner künftigen Thatigkeit aufzufassende Antrittsabhandlung macht es auch 
dem lesenden Publikum offenbar. Die Geographie, oder besser gesagt die 
Erdkunde hat  ja  eine iihnliche Geschichte, wie Herrn G t i n t  h e r ' s  ausserc 
Entwickelung war. Die altesten Geographen waren zugleich die altesten 
Geometer. Allmalig erst zweigte die Erdkunde von der Feldmessung sich 
a b  und wurde immer handwerksrnassiger. I n  eine neue, kaum erst wenige 
Jahrzehnte alte Entwickelung t rat  die Erdkunde und wurde dabei wieder 
zur Wissenschaft, als sie zu einem Zweige der angewandteu Nathematik eu 

werden den Anlauf nahm. Diese hier in gedrangter Kürze' angedeuteten 
Gedanken sind es, welche Herr  G ü n t h e r  geistroll und durch zahlreiche 
Beispiele belegt erortert. E r  licfert dadurch den deutlichstcn Beweis, dass 
e r  a n  dieser fortschreitenden Rückbildung der Erdkunde auch kiinftig kraftig 
weiter arbeiten wird, wie e r  durch seine Geophysik sich schon hervor- 
ragende Verdienste um dieselbe erworben hat. CANTOR. 

Znr Geschiehte der  dentschen Algebra  im 15. Jahrhnndert .  Abhandlung 
eu dem Programm des Gymnasiums zu Zwickau, von Oberlehrer 
Dr. WAPPLEB. Zwickau 1887. 32 S. 
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l m  XXVIII. Bande dieser Zeitschrift, hist.- lit. Abth. S. 1-13, hat sich 
unser Freund C n r t z e mit der für Mathematiker ungemein reichhaltigen 
Samrnelhandschrift D b. 86 der konigl. offentlichen Ribliothek zu Dresden 
beschaftigt. Die gleiche Bibliothek besitzt unter dem Zeichen C. 80 eine 
vielleicht noch interessantere Handschrift , welche Herr W a p  p 1 e r einer 
erfolgreichen Untersuchung unterzog. Er entdeckte in ihr insbesondere auf 
BI. 330 - 365' eine lateinisch geschriebene Algebra, welche in  unserer Vor- 
lagc zum Abdruck gebracht ist. Mehrfache Umstande lasscn den Abdruck 
als durchaus gerechtfertigt erkennen: handelt es  sich doch um ein Schrift- 
stück, welches einst im Besitz von J O  h a n n  W i d m a n n  von Eger  war, 
welches spliter von A d a m  R i e s e  benutzt wurde. Die erstere Thatsache 
beweist Herr W a p p l e  r durch eigenhtindige Notizen W i  d m a n n ' s ,  aus 
welchen überdies folgt , dasv W i d m  a n n  Vorlesungen Hber Algebra hielt 
und dass ebenderselbe wahrscheinlich Verfasser des Algorithmus linealis ist, 
auf welchen F r  i e d l  e i n  zuerst hinwies. Nicht minder gesichert ist das in 
Bezug auf R i  e s e  Behauptete. R i e s  e beruft sich bekanntlich in  seiner Coss 
auf ein altes lateinisches Buch, dessen Text er eine Reihe von Aufgaben 
entlehne, wahrend er andere Aufgaben als auf dem Rande jenes Buches 
aufgeschrieben bezeichnet; endlich will er wieder andere Aufgaben ,,iin 
lateinischen buch a n  einer anderen stel gefundenn" haben. Alles das stimmt 
tiuchstiihlich mit der Handschrift C. 80 iibcrcin. Dio andere Stelle ist die 
Schrift ,,De numeris datis '' des JO r d a n u s N e  m O r a r i u s , welche gleich- 
falls in dem Sarnmelbande enthalten ist. Sornit haben wir in  der nunmehr 
gedruckten Algebra von freilich noch unbekanntem Verfasser ein Schrift- 
stück vor uns, welches um 1490 bereits iu Deutschland algebraischen Vor- 
lesungen an der Universitit Leipzig zu Grunde lag und welches einige 
Jahrzehnt,e spater durch A d a m  R i e s a  in  ciner Weisc benutzt wurde, 
welche ihre Entschuldigung eben noch ih der ehrlichen Anführung des 
Musterwerkes findet. Diese Thatsachen machen jede weitere Empfehlung 
entbehrlich. Ganz gewiss hat  aber auch IIerr W a p p  l e r  durch die Heraus- 
gabe der alten Algebra und durch die Bemerkurigen, zu welchen sie ihm 
Anlass gab , sich selbst bei alleu Fachgenossen bestens empfohlen. 

CANTOR. 

Histoire des sciences mathematiques et phyeiques, par M. MAXIMILIEN 
XARIE , rbpbtiteur de mbcanique, examinateur d'admission ii 1'8cole 
polytcchnique. Tomo X:  Do Laplace ti Fourier. Paris,  Gauthicr- 
Villars, imprime'ur - libraire. 1886. 229 pages. 

Vier Biographien etwa mogen in diesem Bande den mathematischen 
Leser zu fesseln geeignet erscheinen: die von M o n g e ,  von L a p l a c e ,  von 
L e g e n d r e ,  von C a r n o t .  In  ihnen findet man interessante Punkte aus 
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der Lebensgeschichte jener Personlichkeiten erzahlt und Auszüge aus m m -  
chen ihrer Schriften gegeben. Resonders das 1, e g e  n d r e'sche Werk über 
die elliptischen Functionen ist in dieser Beziehung gu t  aeggekommen. 
Weniger aufrieden dürfte der Calcul des probabilités von L a p l a c e  mit der 
ihm gewordenen Würdigung sein. IIerr M a r i e  besitzt , wie e r  S. 54 sagt, 
nur  eiue in verhkiltnissm%sigen Grenzen sich haltende Zuneigung (zcm intérêt 
relatif) zu diesem Theile unserer Wissenschaft, glaubt indessen doch einige 
Worte ihm widmen zu müssen. Diese ,,einige m o r t e "  beschriinken sich auf 
eine Ableitung der elementarsten Satze, welche acht Seiten füllen, und auf 
eine auf eincr Seite abgehandclte Darstcllung des Petersburger Problems. 
Ein Name irgend eines der Schriftsteller, die sich mit Wahrschhlichkeits- 
rechnung beschaftigt haben, ist nirgend erwiihnt, Worin die Verdienst,~ 
von L a p l a c e  selbst bestehen, sieht der Leser auch nicht. Das analytisch 
so ungemein interessante Hilfsmittel der Fonctions génératrices ist nicht 
einmal genannt. Auch in der Daratellung der Mécanique céleste und des 
Système du monde vermissen wir die Erwiihnung der sogenannten L a p l a c e -  
schen Ehcne ; Namen,  welche geradezu Kunstausdrücke geworden sind , dürf- 
ten doch in einem geschichtlichen Werke nicht fehlen! Eine kennzeichnende 
Lücke findet sich insbesoudere bei der Erorterung der L a p 1 a c e 'schen 
Annatirne der Weltenbildung. ' Davon narnlich, dass es einmal einen go- 
wissen 1 m ni a n u e 1 K a n t  gegeben habe , der zwar keineswegs die gleiche, 
aber doch eine verwandte Hypothese aufgestellt hatte, ist  nicht mit cinem 
Worte die Redc! Ob Hcrr  M a r i e  K a n t  selbst nicht kcnnt oder ob C r  ihn 
nur nicht kennen will, vermogen wir nat,ürlich nicht zu entscheiden. Den 
Namen des deutschen Mathematikers P f a f f  finden wir auf S. 214; von 
seinen bahnbrechenden Leistungen im Gebiete der Different,ialgleichungen 
i s t  nicht die leiseste Andeutung gegeben. . 
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Quelques lettres inédites de René Descartes et de 
Constantyn Huygens. 

Par 

Dr. D. BIERENS DE HAAN. 

Ces lettres ont  rapport à une polbmique entre J a n  J n n s z .  S t a m -  
p i o e n l )  et J a c o b u s  a W a e s s e n a e r 2 )  au sujet de l'extraction de la  racine 
cubique d'un binôme irrationnel. 

Le premier avait publik en 1639 eon ,,Algebra oft Nieuwe Stel- 
Regcl "S), e t  ti cette fin avait Erigh une propre imprimerie la Haye,  sous 
le nom de Sphaera Mundi. L'autre l'avait attaqué dans ses ,, Aenmerckingen 
op den nieuwen Stelregel , 1639.LL4) 

Il en resulta une série de pamphlets polémiques" et  une gageure pour 
fi. 600, soumise à trois arbitres, J a c .  G o l i u s 6 )  e t  Pr. v a n  S c h o o t e n 7 ) ,  
professeurs de mathématiques à l'université de Leiden, et A n  d r .  v a n  B e r  - 
l i c ~ m , ~ )  Secrbtaire de Rotterdam. Ce furent les deux premiers, qui le 
24 Mai 1640 pronoricùrent une sentenceg), que S t a m p i o e n  avait perdu ses 
fi. 600 aux pauvres de Leiden. 

Une recherche, dont j'ai donnh le rbsultst dans mes Bouwstoffen etc. 
[Hatériaux pour l'histoire des sciences mathErnatiques et  physiques dans les 
Pays-Bas] No. XXX , a prouvé que dans cette dispute D e s  c a r  t e s Io) a, joue 
un rôle important, qu'il jugea qu'il y allait de son propre honneur, e t  qu'il 
fournit à W a e  s s e n  a e  r les argumentations nbcessaires, dont celui- ci faisait 
un usage trés-juste e t  censé. Aussi on en trouve les rksultats d a n s  des 
ouvrages scientifiques de ce temps-la1l). 

C o n s  t a n  t y  n H u  y g e n  s 12) joua plutût le  rôle de mkdiateur. 
Cet apperqu suffira pour faire comprendre leu lettres suivantes. 

Hist.-lit. Abtlilg. d. Zaitachr. f. Math. n. Phys. XXXII,  5.  
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L Constantgn Huygens A Descartes. 

28 décembre 1639. 

(La minute se troiive à Amsterdam, Acad. Roy. des Sciences, Fonds Huygens.) 

Monsieur 1 

Apres la remise de quelques iours, dont j'advoue que moy ou mes 
occupations sont coupables j'ay enuoyé querir Stampioen pour luy faire 
signer le Compromis. Mais bien loin de là il m'a dit  qu'il contenoit des 
chose3, ou il trouuoit à redire. de quoy m'estant formalisé comme je debuois 

pas (car ie confesse qu'un peu de cholere me le fit mener d'un air qui 
n'est pas de  ma coustume) j'ay refusé de lire seulement ce qu'il dit  auoir 
conceil pour y adiouster sur  les formes de i'arbitrage el en somme luy ay 
promis de ne me mesler plus de son affaire l a  (sic) voyant chicaneur im- 
pertinent e t  iujuste, qui veuoit se retracter 15 iours apres la ratification 
d'un Acte qui se pouuoit concerter entre gens d'honneur en une heure, e t  
sur  la deliberation du quel il n'auoit esth press6 ni precypitb. Confus de 
ceste houte il s'est rendu à Leiden des l e  lendemain ou ayant entretenu 
M. Golius s u r  lesdLi]fes formes d'arbitrer, il m'est venu rediro qu'il ne 
faisoit plus difficultb de signer le Compromis; mais qucnfin nous disposions 
des jugcs plus auant quils ne se t,rouueroycnt contents de s'entremettre 
en l'affaire. C'est ce qu'il m'a voulu specifier en beaucoup de  circonstances 
mais j'ay persisté en ce qu'il me senible que la cholere ne m'a pas faict 
resoudre mal h propos et  par concliision lay enuoyé vers sa  partie oii an 
moins encor vers Leiden pour y accorder, e t  arrester de bouche ce dont je 
voyois bien qu'on ne viendroit point  à bout aueq luy par escrit. Pour moy 
que depuis la frasque qu'il m'aiioit faicte je me tenois aussj detach6 de luy 
que j'en estoy desgoustez etc. Vous voyez, Monsieur ou nous en sommes, 
e t  s'il vous plaist d'entendre mon aduis dessus ie vous rediray qu'asseure- 
ment il sera necessaire que les parties ou bien leurs amiz autorisez s'euten- 
dent de bouche sur  ces formes, en quoy comme par les .discours que 
St.[arnpioen] dit  que Golius luy auroit tenux j'apperçois qu'apres beaucoup 
ù'a1lt.t.s e t  venues on pourroit auoir compté sans l'hoste. j'eslime que cevte 
concertations se pourroit faire en presence ou aueq communication de Golius 
e t  mesmes de Schooten, le reste n'ayant à faire gueres de difficultb de se 
conformer à leurs sentiments. C'en sont,  tant  y a les miens. J e  les soubs- 
m e k  aux v[ost]res; e t  pour le reste quelque renonciation quo j'ay faicte 
St.Lampioen]: si  vous continuez à me recoignoistre capable de vous seruir 
en cette brouillerie, je  vous prie de  croire que qnod dictum indictum erit 
et, que j e  suis trescontent de vous y tesmoigner; comme en toute autre 
chose plus digne de vous, que je  sois sans reserue. 

Monsieur V[ost,]re 
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A la H a y e  ce 28 de Decembre 1639. 

aubout du quel Dieu vous dourie l'entrbe d'une année tres heureuse. 
Monsieur! J e  me trouue extremement edifié de l'approbation que vous don- 

nez à mes defenccs contre 11. de Saumaisc '" faisant lc mcsmo fondement sur 
v[ost]re probite que sur v[ost]re jugement apres lequel et celuy de mad[am]e 
conscience je n'en considere point d'autres. J e  vous renuoye sa lettre, ou 
il continue de poser contre la Verité que j'auroy prins parti;  mais le des- 
plaisir que j'ay de ce coste la s'adoucit tout a faict par l'ingenuitb de  sa 
confessiori en v[ost]re endroit lors que submittende fasces tibi,  comme il 
debuoit, il aduoüe, combien il y a 3 dire entre v[ost]re Philosophie et  sa  
Litcraturc. Il  est grand personagc en son mcstier et pour tel je le reputcray 
tousjours, mais depuis ceste modestie si franche je m'estime oblige de l'ho- 
norer encor plus que je n'ay tousiours faict. 

Au Sr. D e : s c a r t e ~ .  

II. Ren6 Descartes à J. v a n  Waessenaer. 

l e r  fkvrier 1640. 

(La lettre se trouve à Londre~, British Museum, Bibliotheca Harkiana 4936, p. 179.) 

Monsieur J. a W a e s s c n a e r !  

Ick bidde u willen drie brieven schrijvcn, 2 aen de twee professors 
math. van Leyden Mynheer Golius en Myr. Schooten, en de derde aen de 
Reer Berlekom, om haer vriendeliic t e  bidden haer opinie willen binnen 
een maend schrifteliic gevan, ick sende u de copie van de brief aen de 
IIeer Berlecom so als ick meint dat  goed sa1 wesen dat ghy schriive, ghy 
mach de twee andere van u selfs wel maecken, ende ick bidde u dese drie 
brieven met u eygen handt geschreven ende onderteyckent, doch ongesloten 
toekomcndc diensdag wesende den 7 Feb. nieuwen stijle willen bestellen 
am Mynheer van Hoogelande,14) welcke sa1 bij die van de K. Bcrlicom 
alle schriften daertoe hoorenae by setten ende hem door een bekende schipper 
senden. ende om u de moeyte van ons leste schriift copieeren te spaeren 
ick hebbe over acht daegen het selfde te  Leyden gesonden om te laeten 
lesen aen Mr. Golius en Schooten, so dat  meu sa1 hetselfde ooc aen de  
H. Berlicom senden. ghy moet die brieven also schriiven indien ghy binnen 
maendaeg geen schriift van St.kampioen] ontfang, geliic wij gelooven dat hy  
sa1 niet vccl se schriiven hcbbcn om te  bewiisen dat siin regcl goed is, 
mapr indien ghy iet van hem ontfniig aen welc men moet antwoorden soo 
moet ghy ,Letselfde hier senden cito cito. Ick sa1 ooc geerne hebben 11 

solutie op de twee qnestie van St.[ampioen] so haest als sie gereed siin, 
ende ick sa1 hier byvoegen het bewiiv van onsen regel om den teerling 
wortel te trecken uyt tweenaemige getallen. 

13 * 
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(ick laet u ooc de sorge om Mynheer Schotanus te  bidden siine sen- 
tentie te willen geven etc. Ende ghy moet alle de arbiters bidden te ant- 
woorden [op de]15) selfde 3 pointen die siin in de [briefI15) aen de H. Ber- 
licom.) 16) 

Premiorcment jo prouve quo lorsqu'on a soustrait les quarrez des parties 
l'un de l'autre, si ce qui reste, nest pas un nombre cubique la racine 
cherchee, n'est pas un simple binome en faisant voir que toutes et  quantos 
fois que cete racine est un simple binome la difference qui est entre les 
quarrez des parties de son cube est un nombre cubique. Soit x + la 
racine cherchée le cube donne est égal à x 3 + 3 x y +  3 x x J ;  + yvy et le 
quarré de d + 3 x y  qui est l a  partie rationelle de ce cube est x" 6 d y  
+ 9 x x  y y  puis le  quarré de l'autre partie 3  x x f i +  y fi est 9 x4y 
+ 6 x x  y y  + yS, et ostant ces quarréz l'un de l'autre il reste x6 - 3 24y 

+ 3 x x  y y  - yS ou bien - IC6 + 3 x d y  - 3  x x  y y  f y3 qui est nombre cubique 
ainsy qu'il faloit demonstrer. 

E t  il  est a noter que la  racine cubique de ce nombre est x x  - y  ou 
bien y - s x  c'est a dire l a  difference qui est entre les quarrez des parties 
do la  raciuo x  + Jy,  en sorte que sans connoistre cctc racino si on me 
donne seulement son cube que je nôGe a+ Jb ie t,ire la racine. cubique 
de a u -  b ou b -  au que ie nome c e t  j'ay c egal B x x - y  ou bien y - x z .  

Or l a  cause pourquoy, lorsque apres auoir soustrait les quarrez des par- 
ties l'un de l'autre on trouve que le  reste n'est pas nombre cubique, i e  fais 
multiplier le cube donné par ce reste, est affin d'avoir un  binome qui soit 
tel que l a  difference des quarrez de ses parties soit un  nombre cubique, et 
ainsy que si sa racine est un binome ce ne soit qu'un simple binome ce 
que ie demonstre en cete sorte. Soit a  + / b  le cube donn8 e t  que a u  - b  
ou b  - a  a  ne soit pas nombre cubique, ie multiplie a  + / b  par au  - b il 
vieut a3 - a b  + a a  / b  - b  et du quarrb de u3 - a b  qui est a" -a4 b 
+ u a  b b  ayant soustrait le  quarrb de a u  f b  - b  f b  qui est aq b  - 2 au b b 
+ b3 i l  vient a6 - 3a4b  + 3  a u  b b  - b3 qui est notre cubique ainsi qu'il 
faloit demonstrer e t  sa racino est a a  - b. 

Maintenant pour venir a la demonstration-de la regle je'prens a  + Yb 
pour le binome donné, e t  ie suppose que la  racine cubique de a u  - b  SC 

peut tirer e t  ie la nomme c,  puis posant x  + pour la racine cubique do 

a+Jb. J'ay son cube $ + 3 x y + 3 x x J ~ + y J j s o a + J b  e t p a r  con- 
sequent l a  partie rationelle de ce cube zq + 3 x y  33 a. E t  pourceque cest 
egal à, x x  - y  ainsy qu'il a esté dit cy devant iay y  x x x  - c et  3 z  y ;o 3 x3 
- 3 c x ,  a quoy adioustant x3 i'ay 425 - 3 c z  a  ou bien 4 2  ç5 312% f a ;  
ou bien 8 x 3 ~ 6 c x + 2 a  et  faisant a m 2 x  i a y  P s o 3 c s + 2 a .  Or si la 
racine de cete de[uxiheJ15) equation, n'est pas un nombre rationel il est 
evident que la racine cubique a  + J b  ne peut estre exprime par aucun 
binome, c t  s i  elle est nombre rationel ce doit estre necessairement un nombre 
entier a cause que 3 c  et  2 a  sont nombres entiers. E t  par consequent x 
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qui est la moitii! de a est necessairement aussi nombre entier ou la moitiB 
d'un nombre entier. 

De plus posant a  pour toute 1s racine cubique de a+ fb, et  ayant c 
1 C 

pour la diffcrence qui est entre les querrez de ses' parties, i'ay - .lz + - 
1 

2 2T& 
C 

pour la plus grande de ces parties et - n  -7 pour la moindre car le  
2 '25% 

1 C 1 1 C C  
rluarrC: de n  - - qui est -na - - c +  - estant ostb du quarri: de 

212 . .  4 2 - 41212 

1 C 1 1 c c  C 
n + , qui est - nn +, c + - il reste c et 12 + - est egal a z. Mais 
2 Lr, 4 L 4n.n f l ,  

pourceque le nombre n m'est inconnu et  est le binome que ie doy trouver, l a  
principale subtilité de la regle consiste en ce que au lieu de 5% ie prens une 
racine cubique rationelle que ie nommeray icy m un peu plus grande que n. 
mais q u i  ne l'exckde pas de a, et  que $ m i'adiouste c divis6 par ce mesme 

C C 
m car dautant l'exces de - par  dessus - est tousiours moindre que celuy 

n m - 
C 

de m par dessus n il ebt certain que m+-  est un nombre rationel plus 
rn 

grand que B d'une quantiti! qui est moindre qu'une unit&; et ainsy que B ou 
C 

b;en a  +- estant necessairement un nombre entier en cas que la racine 
a  

cherchée soit un  binome, ce nombre entier est le plus grand qui soit compris 
C 

dans  le nombre rompu m + - . Ensuite de qu[oi] ' 5 )  tout le reste éut clair, 
m 

car ayant ainsy tronvi: le nombre qui doit estre 6gal i 4 ,  pour scavoir si  l a  
racine de z3 ~ C P :  + 2 a  se peut tirer ie divise par ce nombre het dobbel 
van ' t  ledige deel [le double de 1~ partie rationnelle], c'est a dire 2 a  t o t  

2 a 
het komende ick [voege] 15) [divis& par a ,  et  j'y joins] 3 c  et  s i  3 c + -  n'est 

- 
pas kgal i az i l  cst evident que le nombre pris pour ,z ne luy est pas Bgal 
et ainsy que la  racine de as so 3 c 4  + 2a  n'est pas rationelle, mais s'il es t  
egal la moitié de B e t  x l'une des parties de la racine cherchbe, du quarré 
de laquelle ostant c i a y  y qui est le quarre de  l'autre partie. E t  en tout  
cecy i'ay supposé a plus grand que / b  ensuite du quoy x eut aussy plus 
grand que Ji mais quand a est moindre que J b  il y a si peu do change- 
ment que ce n'est pas l a  peine de l'escrire. D C 

II reste seulement encore icy a prouver que 1-1 

necessairement plus g n n d  que c ,  pourceque c [ _ 
n'est que la  difference qui est entre les quarrez A 
des parties de m. J e  prends donc le  rectangle A B E F  polir c et  ainsy AF 

C 
est - puis ie prens A G  pour m en sorte que B G  est moindre que 3 e t  fai- 

n 

E 

I 

C c E' 
l'txwx de - par dessus - est m o i d r e  qlie K n. m 
celuy de m par dessus n ,  et  pour ce faire ie 
prends A B  Egal à, m dont le  quarrb A B  CD est 

. 

J 
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sant A C H E  egal a c le rectangle B G H J  est egal au  rectangle J E F K  et 
pourceque J E  est plus grand que JB,  F K  est moindre que B G  et  ainsy 

C C 
A K  qui est - - est moindre que A F  ou - d'une quantité moindre que 

m IZ 

celle dont m surpasse ra, qui est tout ce qu'il falloit demonstrer. 
Ick sa1 hier noch byvoegen een generael regel om allerley aiidere wor- 

tels te  trecken uyt binomische getallen. 

B e r e y d i n g e .  

Treckt de quadraeten der deelen van malkanderen en de wortel der 
reste. indien sie een rationael getal i s ,  maer indien sie is  een surdische 
getal so rnenichvaldig het gegeven binomium -door ' t  selfde reste als ghy 
den cubicwortel wilt trecken, ende door het quadraet van 't selfde reste 
als ghy wil den sursolid wortel trecken, ende door den cubus van 't selfde 
reste als ghy wil den B i s u r  s 01 i d  w O r t  e l  trecken ende so voorts van de 
andere. 

R e g e l .  

Treckt een rationael wortel uyt  het heele binomium wat grooter als de 
waere is dat  geen helfte en scheele, aen hem addeert den wortel van 't 
onderscheyt tusschen de quadraeten der deelen gedivideert door den selfden 
rationael wortel, als het ledige deel van 't gegeven binornium is grootor 
ala het andere deel, maer al9 't kleinder is substraheert denselfden. De 
helfde van 't grootste heele getal begrepen in dat  aggregat, of in  die reste 
is  het  ledige deel van de wortel, uyt wiens quadraet substraheert of aen ' t  
selfde addeert, de wortel van ' t  onderscheyt tusschen de quadraten der 
deelen, ende komt het quadraet van 't ander deel. Wel verstaende als de 
wortel een binomisch getal is  't welc men kan altiid weeten door de mul- 
tiplicatie van 't gevonden binomium, want het komende moet wesen geliic 
het gegeven getal of anders dee wortel is geen binomium. 

Merckt dat  hier overal als ick spreek van de wortel sonder t e  seggen 
wat wortel is ick verstae den sursolid wortel als ick wil den sursolid wortel 
trecken, ende alsoo van de andere maer ghy moet d i t  alles wat beter schicken 
als ick gesehrcven hebbe endo twce of 3 kleine cxempels byvoegen. Ick ben 

U1. zeer dienstwilligen vrieudt . 
den eersten Feb. 1640. 

D e s c a r t e s .  

A monsieur 

M o n s i e u r  J. A .  W a e s s e n a e r  
Landmeter woonende 

poort  is botaelt voor Claerenbergh 
tot  Amsterdam. t0t U t r e c h t .  
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Traduct ion d e  la premidre par t i e  hol landaise d e  cet te  l e t t r e  
dd. l e r  f6vrier 1640. 

Monsieur J. A. W a e s s e n a e r !  

J e  vous prie de vouloir écrire trois lettres, 2 aux deux Professeurs de 
matliématiques à Leiden, Mrs. Golius et Schooten, e t  l a  troisième à Mr. 
Berlekom pour les prier humblement de vouloir donner leur opinion par 
Ecrit dans un mois; je vous envoie la copie de la lettre & Mr. Berlicom 
comme je la crois etre bonne pour bcrire: les deux autres vous pourrez les 
faire vous-meme. E t  j e  vous prie de vouloir Bcrire et signer ces trois 
lettres de votre propre main, e t  do les envoyer ouvertes, mardi prochain, 
le 7 février, Nouveau Style, à M. van Hoogelende, qui ajoutera à celle 
pour M. van Berlicom tous les bcrits nécessaires, e t  l'enverra par un batelier 
connu. E t  pour vous épargner l a  peine de copier notre dernier kcrit, je  
l'ai envoy6 il  y a huit jours pour le-faire lire à Mrs. Golius et  Schooten, 
de sorte qu'on l'enverra encore à Mr. Berlicom. 

Il faut bcrire ces lettres de cette manibre, pourvu qu'avant lundi vous 
ne receviez pas quelque écrit de Stampioen, parce que nous croyons qu'il 
n'aura pas beaucoup à kcrire pour démontrer que se  règle est bonno: mais 
dans le cas que vous recevriez quelque chose de lui ,  A laquelle il faudrait 
répondre, il  faut l'envoyer ici cito, cito. J'aimerai aussi avoir votre solution 
sur les deux questions de Stampioen aussitôt qu'elles seront prctes. 

E t  j'ajouterai ici l a  démonstration de notre regle pour tirer la racine 
cubique d'un binôme. 

Traduct ion d e  la derniére par t i e  hollandaise d e  ce t te  le t t re .  

J'ajouterai ici encore une règle gbnhrale pour tircr toutes sortes de 
racines d'un nombre binôme. 

P r k p a r a t i o n .  

Cherchez la différence entre les carrés des parties du binôme: tirez l a  
racine carrEe de cette différence, quand elle est u n  carré: quand elle ne i'est 
pas, multipliez le  binôme par la dite différence, quand vous voulez tirer la 
racine cubique; mais par le carré de la meme différence quand vous voulez 
tirer l a  racine sursolide, e t  par l e  cube de cette difïbrence, quand il s'agit 
de la racine bisuruolide, e t  ainsi de suite pour les autres. 

R è g l e .  

Tirez la racine de 1s partie rationnelle du  binôme, un peu plus grande 
que la vraie, mais qui n'en diK&re pas d'une moitib ; ajoutez-y la racine 
de la diffhcnce entre les carrhs des parties; divis6 par  la meme racine 
rationnelle, quand la partie rationnelle du binôme donnb est plus grande 
que l'autre, irrationnelle; mais si el10 est moindre, il faut prendre l a  dif- 
forence. La  moitié du plus grend nombre entier contenu dans cette somme 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 Hisiorisch - literarische Abtheilung. 
,Y1 - II-^^^^>.,_^ ,̂._ .._- ^ _I.IX_,__.__,.^^^^^^^__,__..^__^~^~_ ._,., _______;__ 

(ou dans cet,te diffbrence) e s t  la partie rationnelle de la racine. Le carré 
de ce rksultat doit etre augmenté (ou diminub) de la racine de la  différencc 
entre les carrés des parties du binôme: le résultat est le carri: de l'autre partie 
irrationnelle de la racine cherchée. Bieu ontendu: quand cette racine est 
aussi binôme: ce que l'on peut toujours savoir par la multiplication du hi- 
nôme trouvé, puisque le résultat doit donner le binôme donna: si non, la 
racine ne saurait etre un binome. 

Remarquez que partout ic i ,  quand je  , parle . de racine, sans dire quelle , 
racine c'est, j'entends la racine sursolide, quand je veux tirer la racine 
sursolide: e t  de mcme des autres. Mais il faut arranger tout cela un peu 
mieux que je  ne  l'ai écrit ,  e t  y ajouter deux ou 3 petits exemples. 

J e  suis 
votre ami tres - empressé 

D e s c a r t e s .  
Le le1  février 1640 

à Monsieur 

M o n s i e u r  J. A. W a e s s e n a e r  
Arpenteur, demeurant 

franc de port devant Clarenbergh 
jusqo'a Amaterdam. U t r e c h t .  

Ili. Constantyn Huygens à Descartee. 

14 août 1640. 

(La minute se t r o u ~ e  B Amsterdam, Acad. Roy. des Sciences, Fonds Huyens.) 

J e  ne responds pas si tard qu'il semble; car v[ost]re pacquct anoit 
vielli de 12 jours auant que m'estre rendu. Apres cestc justification, qui 
est fondée sur verité e t  au  default de l a  quelle toute fois vnus estes prit: 
de vouloir suppléer par l a  consideration de mes occupations tr$s assidualees 
[sic] j'adjousteray que venant de lire la Preface qui se va publier soubs 10 
nom de Waessenaer elle me semble un discours veritable, judicieux et dis- 
cret e t  portant des coups aueq les quels on prendra con@ de bonne grace 
de ces petites noises; pour enfin ne respondre plus au  fol selon sa folie; 
qui ne prendroit point de fin. J'estime que vous n'aurez pas voulu prendre 
la peiue de l'escrire en flamen; e t  de  là vous juge heureux d'auoir trouui: 
de si bons jnterpretes qui veritablement vous suiuent de si bonne fagon et 
en termes si propres que la traduction ~eulem[en]t n'y paroist pas qui 
n'est pas un  don commun i touts Translateurs M. van Surck17) qui est poli 
en tout vous y pourra auoir presté du  sa  diligence qui que ce soit vous 
luy en auez un peu bien d'obligation. 

J e  vous supplie de me pardonneer si je vous ay compté sabinorum somma , 

de ce que vous auriez soubs la presse de Metaphysique. mes raporteurs 
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l'auront tres souhaitté ainsi e t  moy de mesme, affamé que je suis sans cesse 
de voz escrits. Ainsi mons[ieii]r j aduoue que les Jesuites se mettant en 
posture de gaigner mon amitié en ce qu'ils vont vous tailler de la besoigne 
et en fin j'attendraij e t  toute raison le  requiert que tant d'autres objec- 
tions qui vous ont esté faictes paraissent un  jour en ordre aneq voz 
solutions, ne  se pouuant dire combien tout Je publiq s'en tiendrat obligb à, 

vostre amitia. Le perpetuel rnouuement de ceste Armbe m'a fait negliger 
de vous envoyer de certaines Theses Philosophiques et pour la plus part 
mitthematiques que le P. Mersennela) me mande auoir disputees à Paris,  ou 
on s'en prend aussi à v[ost]re matiere subtile e t  autres positions; et mainte- 
nant qui1 scroit temps de vous les communiquer, je lcs trouue esgarées, 
mes gens me faisant croire que parmi d'autres pacquets de reserve je les 
auroy enuoyéez dans mon Bateau. Elles paroistront en quelque endroit, e t  
vous les aurez, si  tanti es t ,  et n'aymez mieux d'attendre à les veoir a 
v[ost]re arrivke à, Paris; ou le  P. Mersenne vous en cornera bien d'autres. 
mais, monsieur, ce sera à mon tres-grand regret,  car en me nommant le 
dessein de ce voyage il  m'a semblb d'un coup de Tonnerre qui me frappast. 
et vous dis franchem[en]t bien que ce me soit praeuisum telum, qu'il mo 
touche par trop viuement. Ce que je pense y auoir preueu est le  desplaisir 
que ce sot garçon vous aura donnb, comme souuent de mauuais objects par- 
ticuliers sont capables de donner un desgoust universel de quelque pais. 
Mais si j'ay bien deuiné! ie vous prie que le soleil ne se couche pas dessus 
v[ost]re ire, e t  voyez si ces affaires domestiques ne se pourroyent commettre 
à ceux qui les ont signkes si longtemps. Si ma  conjecture est faulse au 
moins r;tnimez nous de ceste asseurance que vous n'auez rien veu de si 
hideux en ma Patrie, qui vous la puissc faire abhorrer pour tousjours e t  
sachons quel terme d'exil passif vous nous donnez. J 'en vivray en inquie- 
tude jusques à, ce qu'aurez prins la peine de m'en esclaircir, car veritable- 
m[en]t et sans couleur de Court, qui sont indignes de v[ost]re entretien vous 
ne laissez personne icy, qui se ressente plus de vlostlre absence, ni q u i  
regrette plus viuement de n'auoir jamais eu moyen de vous tesmoigner d'ef- 
fect, comme il  est d'entier0 affection. 

Monsieur ! V[ost]re etc. 

Monlsiculr! maintenant que nous sommes sur la communication des 
discours flamens je vous supplie d'aggreer que j'en soubsrnette un à, v[ost]re 
censure que j'escriuis l'hiver pas& (non pas de jour mais de nuict, car vous 
sçauez, que le  soleil ne me void gueres à moy) sur le  subject de l'usage 
des orgues en 1 ' E g l i ~ e ' ~ )  Mons[ieu]r de Wicquefort") en est preseritem[en]t 
en passession; s'il vous valoit la peine de le luy demander par lettre, estant 
si proche d'Amsterdam, l'adresse en seroit plus seure et  courte, que si je 
le faisoy r'envoyor à mon frcreZ1), pour vous le  faire tenir. vous m'obli- 
gerez extremem[en]t. de perdre une couple d'Heures à le visiter, e t  de m'en 
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dire  franchement v[ost]re opinion, en  mesme temps vous pourrez s'il vous 

plaist  renvoyer l'exemplaire manuscr ip t  a mon  f rere ;  car  i l  n'y en a point 

qué cestuy là, e t  je  pretends l e  faire imprimer pour  in t roduire  ce que je  

croy uti le o u  Paire abroger  ce qu i  es t  scandaleux sans  doubte. 

A M. D e s c a r t e s .  

R h y n b e r c h ,  le 14' d'Aoust 1640. 

N o t e s .  

1) J a n  J a n s z .  S t a m p i o e n ,  dont le pkre avait même nom, naquit à Rotter- 
dam en 1610, et  il ag î t  comme expert encore en 1689. En 1639 il habita la Haye, 
où il donnait des leçons en m a t h h a t i q u e :  en 1660 i l  Btait arpenteur juré et a 
construit des cartes. 

2) J a c o b u s  a W a e s s c n a e r ,  do famille flamande, habita Utrecht. 

3) ALGELIRA 1 Ofte NIEUIVE STEI, - REREL, 1 1  Waer door alles ghevonden wordt 
inde W i s -  KONST, wa t  vindtbaer is. ( Noyt voor desen bekendt. 1 Gevonden, ende 
beschreven 1 Door J o u a  STAMPI~EN d' onghe, 3fathemuticus. 1 Residerende in 's 
GRAVEN-HAGE. Matth.: 10. 1 W a n t  daer en 1s niet bedeckt, 1 het welck niet en 
sa1 ontdeckt worden: II ende verborgen, ' t  wclck niet en sa1 gewêten worden. II 
[Vignette: une sphaera armillarïa.] 1 1  's GEAVEN - HAÜE , 1 Ghedruckt ten Huyse van- 
den Autheur. 1 in Sphaera blwndi. 1639. 1 4O. 

11 y a un faux titre gravé: puis in-verso du t i tre cité un bon portrait de 
l'auteur par Cr. Q u e b o r  n: A. Ih i .  1638. Aetate 28, avec un vers latin en 7 lignea 
par A d r i a n u  s Co c q u i  us ,  pasteur. Suivent l a  Dedicace à Prim Frederick Hen- 
rick (4 pp.), le Privilege (1 p.), le ,,Ben den Leser" (3 pp.) et  15 vers (28 pp.). 
Puia i'ouvrage B - A u a .  pp. 1-366. 

4) 1acon1 A WASSENAEII, 1 Aenmerckingen op den Nieuwen 1 STEL-REGEL / /  
VAN ! )  JOHAN STAMPIOEN, D'JONGE. 1 Cortelick vervattende ende uytleggende alle 't gene 
te Il leeren is uy t  den voorseyde nieuwe STEL -REGEL j ende alle andere Sc l~~ i f ' t a  door 
den. selven 1 STAMPIOEN tot nu toe uytgegeeen. 1 [Vignette: un  laboureur qui travaille, 
avec la dévise FAC ET SFERA 1 1 TOT LEYDEN il By JAN MAIRE, lfi39. 40. 

A-H.  pp. 1-69. 

5 )  Ces pamphletrl constituent la série suivante: 
a)  SOLUTIE II Op de Quaeslie 1 Aen de Batavische Ingenieurs II voorg~mlelt. 1 Door 

JOHAN BAPTIGTA Antverpiensis. [1638.] 
b) Questie aen de Batavische Ingenieurs, Voor-geotelt DOOR JOHAN BAPTISTA Ant- 

werpiensis. Uolg1Jens Set rvretdr - mourot: Laet konst blilcken, Het  god bmys.  
[1638]. 

Contient deux problèmes sur l'attaque d'un Bastion. 
c) WIGKONSTIGE ONTBINDINR. l Ovcr het  Antwerpsch Vraegh -stuck Ij toe-ge-eyghendt 

( ALLE LIEF-BEBBERS D E R  WIS-CONST: 1, door JOHAN STAMPIOLN d'Jonge; Mathe- 
muticus. Plano. 

A l a  fin o n  lit: 
Aldus ontbonden, door Iohun Stampioen, d'Jonghe: Rertijts Professor 

2CZatheseos inde nlustre Sçhole to t  Rotterdam. Teghenwoordigh Kesiderende 
in 's Graven -Hage, in üphaera Mwndi. 1; Gliedruct ten Huyse van den Autheur, 
ANNO 1638. Ph,no. 
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d) OPENRARRINOR 1 derlTalscher / j  PRACTYCKEN Ghepleeght door / J a c o ~ n s  A. W n ~ s s e -  
Nama Land - meter 1 'a Uooffs I'roviuciael van Utrecht OVEU I l  n e t  on - mis-  constzgh 
nue-bootwn der Solutie, 1 ghedum door Johan Stampioen de Jonghe, op het : 
Antwerpsch Vraegh -stuck anno 1638. / Judicum 15. i K s i  vitiila mea aravissetis, 
meum aenigma non perveatigassetia. I/ [Vignette: sphaera armillaria.] 1 'R GEA- 
vesalcg. Ghedruckt ten Huyse vanden Autheur. I /  in Sphaera Mund i ,  1638 II  
12  pp. 4 O .  

e) QUAESTIEN 1) de Liefhebbers voor ghestelt t e  solvceren, II WISKOHSTICH. Plano. 
Etait  signé , J ~ c o s n s  A. WAES~ENAER ( 1  M a t h e m a t i c ~ s . ~  

f )  Problernu astronorniczlm & Geornetricum voorghestelt door JOHAN STAMPIOEN 
d'Jonge, Mathematicus, reaiderende in 's Graven-IIage, aen de ugtgevers van 
het Antwerpsche Vraegh-stuck [1638]. 

I l  s'agit de  l'ombre de  trois batons inégaux. 
y) DAGH -VAKRD-unrsr, Ciesonden aen den Student van PADUA. Anders genaexnt 

r,rcoB a W A R S S E ~ A E R .  Eensdeels: op dat  hy sijn beloften maintineert. Ten 
anderen: op dat  hy bewijst he t  gene van hem geachreven is ,  tegen den nieuwen 
STGL-REGEL van Johan Stampioen de Jonge. 2 pp. 4O. 

La  lettre était signée: 
,,Mevrouwe de Waerheyt haren vriendt, ende onderdanig7zstc.n Dicnucr 

J O H A N  STAMPIOEN de JONGE." 

I I )  Tweeden I I  DAGH-vasnu BRIXF. I l  ü ezonden aenden 11  tud dent van PAoua. Anders 
ghenoumt II Iacob A: Waessenaer. II Eeus-deele etc. Comme c i -  devant. 4 pp. 4O. 

i) ANTWOOBDE IACOBI à W A E ~ S E N A E R ,  op den Dagh -vaerd- Brief van l u n  Stam- 
pioen de Jonge. 6 pp. 4O. 

j) Derde dagh-vaerd  Brief, etc. 4O. 
k) Tijt-Raeminge. In plano. 
l )  1. 1. STAMPIOENII WIS -KONSTIOXI 1 1  E n d e ,  REDEN -HAETIGH BEWIJS. / Op den lleghel 

Fol: 25, 26 en  27. , v a n  sijlz B ~ E C K  ghenaemt den 1 1  NIZUWEN STEL-RXGLL. 11 
[Ornament.] 1 's GRAVEN -HAGI:, / Ten Huyse vanden A U T H ~ I R  in Sphaera 
Mundi ,  l j  naest de Remon6transche Kerck. 1640. 40. 

[ l v ] ,  pp. 1-30. Puis suit le t i tre:  
nQ AEA - IIANGII 1 op dit 1 1  RÜDEN -MAETIGU j BEWIJS. 1 Waer in ghetoont wordt, het gene 

W A F ~ E  1 NAER op den zelfden Regel gheschreven l ~ e f t ,  1 lziet anders, als Rechte 
- - 

Beuselinghen zajn. . . 
Pp. 31-56. ensemble A-H. 

n) I. 1, S ~ ~ m ~ r o s n z r  1 vEnvoLaH Op zijn rieden-maetigh Bewijs, Waer  mede 
betoont wordt,  dat den RegeZ Fol: 23 in het Boeck, ghenaemt den Nieuwen- 
Stel-Kegel, van  sich selven bestandigh is. 

8 pp. 4O. 
O) VEBCLARINOE ii Ovar het  Gcvoelen by de E :  H: I( P R ~ F E S S O R E N  MATIIESEOS j J  DER 

UNIVEUSITEYT tot  LEYDEN I I  uyt-gheeproken, 1 1  NOPENDE II Dm Regel F o l .  21. van  
J. Stampioen, 1 ende 't ghene op de n u m  aun eem Waessenaer I I  daer teghens is 
uyt-ghecomen. i Welcke dese Verclaeringhe soodanigh ghestelt is, I I  da t  yeder 
een daer uyt  van oordeelen d a t  den Regel fol. 25. be- ( 1  schreven van J o h n  
Stampioen de Jonge i n  aijnen Nieuwen Stel-Regel,  11 seer licht, generael, ende 
de waerheydt coriforni is ,  oui daer 1 door den Teerliug-wortel t e  trecken icyt 
twee- naemighe ghetallen. , 9,s GRAYE~-MAGE,  1 Inde Druckerye vanden Autheur 
in j Sphaera Mundi .  Anuo 1640. 28 pp. 4O. 

p) DEN / On-wissen Wis-konstenaer / 1. 1. STAMPIOENIVS O N T U E C K T  II Door sijne 
nngegronde Weddinge ende 1 1  mis -1ucte Solutien van sijne eygene 1 Q V E S T I E N .  / 
MIDTGOADEEB 1 1  Eenen generden Regel om de Cubie-wortelen eude alle I/ andere 
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t e  trecken iiyt twee-namighe glietallen: 1 1  dewelcke voor desen niet bekent en 
i~ geweest. II hoça ( 1  De üolutien van. twee mare Geornetrische Questien door de  
Algebra: 11 dienstich om alle andere te keren ontbitden. 11 Doon 1 I A C O U ~ X  à 
war.ssmiaes, ( 1  Land-meeter tot VytrecJ~t 1, [Ornament.] 1 TOT LEYDEN, II Gedruct 
by Willem Clmstiaens. voor Johannes Maire. li AKNO 1640. 4O. 

A-L. 88 pp 

6 )  J a c o b  G o o l  (= Colius), fila de D i r k  G o o l ,  Maître des Hegistres de 
Hollande, naquit en 1396 à l a  Haye e t  mourut à Leiden le 28 ~ e p ~ e t u b r e  1667, 
comme profeesciir d'arabe e t  de mathématiques. 11 fit plusieurs voyages au Levant, 
e t  en  rapporta quantit6 de livres e t  de manusciits arabes,  e t  encore une bonne 
renommée. 

7) F r  a n s  v a n  S c h o  O t e  n était  fils d u  professeur de mathématiques de  même 
nom Cl587 - lc 11 ddcembre 16961 à ll&cole des Ingénieurs, adjointe à l'Université 
de Leiden. II ~ u c c è d a  à son père e t  mourut à Leiden en 1661 à l 'âge de 46 ans. 

8) A n d r e a s  v a n  B e r l i c o m ,  Secrétaire de Rotterdam, se voua aux scicnces 
mathématiques e t  physiques et  a écrit quelques ouvrages. 

9) Cette sentence se trouve dans lee ouvrages cités sous les lettres O )  et p) 
dans l a  note 6 .  

10) R é n é  d e s  C a r t e s ,  Seigneur d u  P e r r o n  (= Renatus Cartesius), né le 
31 mars 1596 à la Haye (Touraine) e t  mor t  le 12 fkvner 1650 à 'stockholm, vécut 
de 1617 à 1619, de  1621 à 1622 e t  de  1629 à 1649 dans les Pays-Bas. 

11) GEOMETRIA II à 1 RENATO DES CARTES 11 Anno 1637 Gallich Ed i t a ;  nunc i3utem 1 
C ~ M  NOT16 FIAOBIMONDI DE IIEAUNE, 1 I n  Curiâ Bla,esensi Consiliarii Regii. II In linçuam 
Latinam versa, & Commenta- ( 1  nia i l lustrata,  1 opcrâ, atqiie studio 1 1  PBANCISCI à 
çcaoo~sïv, II Leydensis, in Academiâ Lugduno -Uatavâ, Matheseos 1 Professoris, Rel- 
gich docentis. 11 [Vignette: Le laboureur à l'ouvrage avec l a  devise: FAC ET SPERA.] 11 
LVGDVNI Ba~avonvar 1 )  Ex officinâ JOANNIS MAIBE II CI313CXLIX. [XII], 336 pp. in 4O. 

Une deuxième édition est de 1659: Amstelodami Apud Ludovicurn et  Da- 
nielem Elzevirioa. II Vol. [XII], 620 - [XIV] , 424 pp. in 40 .  

Une troisièmc édition aussi en LI Volumes est  de  1683: hmstclodami, Ex 
T y p ~ g r a ~ p h i a  ELAVIANA. 

12) C o n s t a n t  y n H u y  g e n s ,  Seigneur de Zuylichem, Zeelhem e t  Monniken- 
land, second fil6 de  C h r i s t i a a n  H u y g e n s ,  naqu i t&  l a H a y e l e i s e p t e m b r e  1596; 
e t  y mourut le 16 mars 1687; i l  é ta i t  le père du savant renommé C h r i s t i a a u  
H u y g e n s .  I l  é t a i t  grand poète e t  musicien, e t  fut  le Secrétaire des Stadhouders 
Frederik Heridrik, Willem II et Willem III. 

13) C l a u d e  S a u m a i s e  (= Salmasius), né  l e  13 avril 1588 à SEmur-en- 
Auxois, e t  mort  le 3 septembre 1653 à Spa,  avait des parents catholiques, mais 
Chait lui-même protestant. I l  fu t  nonlm6 professeiir à Leiden en 1632, comme 
successeur de S c a l i g e r .  

14) C o r n e l i u s  a b  H o o g h e l a n d  e fut  professeur de médecine à Leiden: il 
Etait ami  intime de D e s c a r t e s .  

15) Ici l a  let tre est  déchirée. 
16) Cet alinea se trouve écrit en marge.  
17) A n t o n i u s  S t u d l e r  v a n  S u r e c k  van Bergen etait ami intime de Des -  

c a r t e s ,  e t  plusieurs fois lui fournit de l'argent. 
18) M a r i n  M e r s e n n e ,  Père  des Minoritea, né le 8 septembre 1588 à Soul- 

tière (Maine), e t  mort  ' le ler septembre 1648 à Paris,  entretenait une correfipnn- 
dance suivie avec D e s c a r t e s  e t  C o n s t a n t y n  H u y g e n s .  

19) G R E B ~ U I K ,  en  ONOHERRTJIK ( 1  VAN 'T ( 1  ORGAEL 11 In de Kerkcn der Vereenighde 
Nederlanden. 1 1 eschreven door [( CONRTANTYN HUIGENS, 1 ,  Ridder. II Heere vaN Zuy- 
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lichem, Zeelhern ende &IO- I l  nic6elawi. Berste l i a a d ,  e n  Re- I l  kenmeester van z?jnn 
lioogheidt, 1 den Iieere Prince cavb / Oranje. 1 Verrijkt met eenighe Zanghen. / [Or- 
nament.] ( 1  T'AMSTEBDAX, II By ABENT GEBBITSZ. vanden HEUVEL, ( Boek- vcrkooper 
iiide Pieter Jacob -straet. II A N N O  1660. [IO], 180 pp. 8". 

Un titre gravé précède avec vn portrait de ,,Constanteru. A la fin de l'ouvrage 
on lit: 

T' AMSTERDAM, 1 BY PIETER DIRCKSZ. BOET~:MAN, Boeck- Il drucker, op de Ege- 
lantiera - gracht. 1660. 

20) A b r a h a m  v a n  W i c q u e f o r t ,  né à Anisterdam eu 1598, et mort à 
Zelle le 23 février 1682, passa sa vie à la cour de Paris jusques à 1660, puis re- 
toiirna aux  Pays-Bas, où il devint partisan de J o h a n  de  W i t t .  

21) D a v i d  l e  L e u  de  W i l h e m ,  n6 à Hambourg le 15 mai 1598, et mort 
à la Haye le 27 gnvier  1658, épousa en 1638 Cons t a n t i a  H u y  gei is ,  soeur de 
Cons t a n t y  n Huy geus.  11 devint Conseiller du Priuce. 

Ueber eine nene Ansgabe von Galilei's sammtlichen Werken. 

Unter den Auspicien Sr. Majestiit des Kouigs von Italieu und auf Kosten 
des St,aates wird die Verijffentlichung einer ueuen und vollstiindigen Aus- 
gabe der Werke G a l i l o o  G a l i l e i ' s  stattfinden. Mit der Redaction der- 
selben betrant, richte ich a n  die Vorsteher von Archiven wic von offeut- 
lichen und Privatbibliotheken, a n  Autographensammler wie a n  alle Gelehrteii 
die hoflichsta Bitte, mich durch den Nachweis von Ga1 i l e i  herrührender 
oder auf ihn bezüglicher Documente i n  der Ausführung des schwierigen 
Unternehmens unterstiitzen zu wollen. 

Im  Besondern kommen für die neue Ausgabe in Betracht: neben den 
Schriften G a l i  l e i ' s ,  von ihm geschriebene und an ihn gerichtete Briefe, 
sowie von anderen Zeitgenossen gewechselte Briefe, die in  irgendwelcher 
Weise seine Person und seine Lehren berühren, sow'ie Documente jeder Art,  
die auf oein Leben und seine Werke Bezug haben. 

Sehr erwrinscht wird in erster Linie der Nachweis von ungedrucktem 
Material sein, aber nicht minder dankenswerth jede Mittheilung aber  Origi- 
ualmanuscripte oder aus der Zeit G a l i l e i ' s  stammende Abschriften sptiter 
gedruckter Texte, da auch diese insgesarnmt nicht ohne vorgiingige sorg- 
same Vergleiühung in der neuen Ausgabe re~roduc i r t  werden sollen. 

Dr. A N T ~ N I O  FAVAI~O, 
Professor an do? kbnigl. Universitat zu Padun 
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Miscellanea Galileiana inedita. Studi e ricerche di A N ~ ~ O N I O  FAVAKO. 
Venezia 1887, Tipografia di Giuseppe Antonelli. 340 pag. 

In diesem stattlichen Bande g r E d e n  Formates hat Herr F a v a r o  zw6lf 
Abhandlungen vereinigt, .deren Inhalt wir in aller Kürze andeuten wollen. 

1. Der Geburtstag G a l i l e i ' s  war früher meistens falsch angegeben, 
wcil man ihn gcrn auf den Todestag M i c h e l  A n g e l o ' s  zu lcgen liebte, 
in iihnlicher Weise, wie man unter Ausübung eines noch grosseren Zwanges 
den Todestag G a l  i l  e i l s  zum Geburtstage N e w t o n ' s  z i i  machen wünschte. 
In Anlehnnng an Herrn C a m p  o r  i hat Herr P a  v a r  o ans Horoskopen 
G a l  i l  e i f s  unzweifelhaft festgestellt, dass derselbe am 15. Februar 1364 
geboren ist. 

2. I n  der ,,Isographie des hommes c61ébresu, Paris 1828 -1830, T. II, 
ist ein von G a l  i 1 e i 's Biographen unbeachtet gebliebenes Brieffragment des- 
selben veroffentlicht. Herr F a v a r o  ha t  den Adressaten des Briefes errnittelt. 

3. G a l i l e i  studirte die Archimedischen Uücber von der Kugel und 
dern Cylinder, die Feder in der Hand. Ein juuger, 1 9 j ~ h r i g e r  Seminarist, 
V i n c e n e i o  S a n t i n i ,  schickte 1671 an V i v i a n i  eiue Absclirift der von 
G a  1 i 1 e i herrührenden Randbemerkungen, und ihr Abdruck bildet die dritte 
Abhandlung. 

4. Die Eritdeckung der Sonnenflecken wurde von vier verschiedenen 
Seiten in Anspruch genornmen, wenn auch diese Ansprüche çelbst zu sehr 
verschiedenen Zeiten hervortraten. Herr F a v  a r  O fuhrt nun den Nachweis, 
dass G a l i l e i  im Ju l i  1610  Sonncnfleckcn bcmerkte, scit Novembcr 1610 
sic bcobachtcte. H a r r i o t ' s  Entdcckung ficl auf den 8. (18.) Deccmber 
1610. F a b r  i c i u s  datirte die Vorrede der Schrift, in welrher die erste 
gedruckte Nachricht von den Sonnenflecken enthalten is t ,  vom 13. Juni  161 1. 
S c h  e i n e r  ail1 irn April 161 1 die Sonnenflecken entdeckt haben. Wir 
konnen diesen Angaben gegenüber der Aiiffassung nur beipflichten, dass, 
wenn F a b  r i  c i  u s die Prioritat gedruckter Ver6ffentlichiing zukommt, G a l  i l  e i  
ebenso gewiss die erste Be~bacht~ungsreihe anstellte und die volle Cedeutung 
der Entdeckung für  die Uekiimpfiing der peripatetischen VCTeltanechaiiung 
zuerst erkannte. 

5. Urtheil und AbschwErungsformel in G a l  i l e  i's Process waren be- 
kanntlich in ilalienischer Sprache abgefasst und wurden erst nachtr%glicli 
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iris Lateinische iibersetzt , wie Herr F a  v a r  O neuerdings erweist. Weniger 
bekannt waren die Versuche V i v i a n i ' s  , eine wenn auch sp5te Umstossung 
des Urtheils und die Erlaubniss zur erneuten Veroffentlichung der Gesprache 
über die beiden Weltsysteme zu erwirken, letztere selbstverstindlich unler 
der Vornussetzung einer Ausmerzung oder Veriinderung der als anstossig 
bezeichnetcn Stcllen. Die Verhandlungen spielten im Jahre 1678 zwischen 
V i v i a n i  und einem Mitglicde des Jesuitenordens, P. B a l d i g i a n i .  Dic 
Vertiffentlichung dieser seither ungedruckten Bricfe ist somit von einem 
ganz besondern Interesse. 

6. E l  i a  s D i  O d a t i ,  geboren in Genf anfangs Mai 1576, gestorben in 
Paris 23. Ilecember 1661  iiifolge von Rrandwunden , war in vieljahrigem 
Uriefwechsel mit G a  1 i l  e i. Die Abschrift eines Driefes G a l i  l e  i 's vom 
25. Juli 1634 wurde durch L i b  r i  in Carpentras unter dem P e i  r e s c'scheu 
Nachlasse entdeckt und veroffentlicht (Hist. scienc. math. Italie IV, 478  bis 
483). Es  ist  der Brief, in welchem G a 1  i l e i  au; Arcetri meldet, der Tag 
vollstindiger Frciheit werde fur ihn nie mehr anbrechcn. Hcrr F a v a r o  
discutirt neucrdings die Echtheit dieaes Rriefes und weiss dieselbc gcgen 
jeden Zweifel sicher zu stellen; 

7 .  Dass die G a  l i l  ei'schen Process~cten von Rom nach Paris wan- 
derten und erst nach jahrelangem Aufenthalt daselbst nach Rom znrück- 
kehrten, ist  hinlanglich bekannt. IIerr P a v a r o  veroffentlicht nun nicht 
weniger als 43 bisher meistens ungedruckte Schrifttücke, welche auf die 
Verhandlungen zwischen Rom und Paris ilber Rückgabe des werthvollen 
Actenbandes sich beziehen. Merkwtirdigerweise bleibt der Scbluss der Ver- 
handlungen rzthselhaft wie er war. Wo die Acten sich schliesslich in Paris 
vorfanden und durch wen eie nach Rom zurückgebracht wurden, hat nRm- 
lich nicht ermittelt werden konnen. Doch wie dem auch sei, ein Eindruck 
wird dem Leser dieses Briefwechsels sicherlich bleiben, der der hochsten 
Achtung vor der Zahigkeit M a r i n  O M a r i  n i ' s  , der, unzahligemal abgewiesen, 
immer wieder mit seinen Porderungen a n  anderer Stelle anklopfte und kein 
Nittel unversucht liesu, der werthvollen Acten habhaft zu werden. 

8. Diese Abhandluug beschiiftigt sich mit, einer 1884 durch Ilerrn 
F a v  a r  O dem Druck übergebenen mechanischen Jugendarbeit G à l i  1 e i 'Y 

und deren Beaiehungen zur Entwickelung des Tragheitsgesetzes und zu an- 
deren spiteren G a l  i 1 e i 'schen Gedankengangen. 

0. Als Mitglied der Accademia dei Lincei besass G a 1  i l  e i  einen Siegel- 
ring ails Smaragd in Gold gefasst mit eingeschnittenem Luchse, welchen 
er vom Fürsten C e s i  mit einem hier zum ersten Male gedruckten Begleit- 
schreiben vom 22. Marz 1612 erhielt. Die Geschichte des Ringes l5sst sich 
bis gegen Ende des XVIII. S. verfolgen, wo e r  im Besitze N e l l i ' s  war. 
Von dessen am 25. December 1793 erfolgten Tode a n  ist jede Spur verloren. 

10. Aus der Hinterlassenschaft des Eitters T o s  i - G a  1 i l  e i, welcher die 

von Herrn C a m  p O ri  herausgegebenen wichtigen Briefe entstammen [vergl. 
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l3d. XYVIII, hiut.-lit. Abth. S. 24 - 301 , wurden die Pereonalaclen vieler 
Glieder der Familie G a l i l e i  vom Staatearchiv in  Florena für 500 Lire 
erworben. Mit ihreï Hilfe ist ein vollstiindigerer Stamrnbaum der Familie 
hergestellt, als man ihn bisher bcsass. 

11. Derselben Hinterlassenschaft entstammt auch der Legitimationsact 
des V i n c e n z i o  G a l i l e i ,  des S0hne.q jener M a r i n a  G a m b a ,  mit welcher 
G a l  i 1 e i viele Jahre hindurch in Padua lebte. Herr F a  v a r O hat  das mehr- 
fach merkwürdige Gesuch G a l  i 1 e i's sur Erwirkung dieser Legitimation zum 
Abdruck gebracht. Ein nicht uninteressantes Nachspiel ergab sich in einem 
Processe der Steuerbehorde gegen V i n c e n s  i O ,  der bei Antritt der v%ter- 
lichen Erbschaft die Steuerfreiheit ehelich geborener Kinder in Anspruch 
nahm,  ohne damit bei Gericht durchdringen xu konnen. 

12. G a l i l e i  sei, so behaupten V i v i a n i  und Andere, die zu ihm in 
naher Beziehung standen, bei seinen Arbeiten stets nur  durch wenige lite- 
rarische Hilfsrnittol unt&stütxt worden. Das entspricht unzweifelhaft der 
Wahrheit für  jene ganze Reihe von Jahren ,  in welchen e r  augenleidend, 
zuletzt erblindet auf das Sehvermogen Anderer angewiesen war. Früher 
dagegen benutzte G a l  il  e i vielfach die reichhaltige Btichersammlung, die er 
vereinigt hat te ,  und manche Randbemerkung aus seiner Feder ist schon 
entdeckt worden. Zur Auffindung anderer kann es wenigstens führen, wenn 
man weiss, welche Bücher G a l i l e i  einst besass. So ist eine dankenswerthe 
Xühe gewesen , welcher Herr  F a v a r o  sich unterzog, indem er aus den 
verschiedensten Quellen ein solches Bücherverzeichniss herstellte. 

So der Inhalf des uns vorliegecden Bandes, der zu lsut  für den Werth 
seiner Veroffentlichung spricht, als dass wir nothig hatten, ein weiteres 
Wort  der Empfehlung beizufügen. CANTOR. 

Tychonis Brahei  e t  a d  eum doctorum virorum epistolae ab anno 1568 
ad annum 1587 nunc prirnum collectae et  editae a F. R. FRIIS. 
Havniae, Lipsiae, Londini, Parisiis 1876-1886. V, 112 pag. cum 
effigie Tychoniu Brahei e t  exemplo ipsius manus. 

Seit wir im XXII. Bande dieser Zeitschrift, hist.-lit. Ablh. S. 150-134, 
das erste Heft des Brahe ' schen  Briefwechsels anzeigten und Wünsche aus- 
sprachen , welche wir für  die Fortsetxung hegten , ist eine Reihe von Jahren 
verstrichen. Der Herausgeber hat  in dieser Zwischenzeit seinen Plan wcsent- 
lich eingeengt, denn wahrend das erste Heft die Jugend- und Wanderjahre 
B r a h e ' s  bis Mitte 1376 durch Briefe illustrirte, führen die drei folgenden 
Hefte, welche den Band vollenden, nur  bis 1587, mithin nicht weiter, als bis 
zur Mitte seines Aufenthalts, auf der Insel Hueen. Wenn unsere oben er- 
wiihnte Anzeige B r  a he 's  Leben bis zur Belehnung mit jener Insel vorfiihrte, 
so sind heiite interessante weitere Schicksale nicht beizufügen. Das Leben 
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auf Hueen war eben einformig und nur durch die Erbauung der Steinwarte 
Uranienborg und durch wissenschaftliche Arbeiten auf derselben erfüllt. 
Ueber Anderes konnen wjr daher auch in damals geschriebenen und em- 
pfangenen Briefen eine Auskunft nicht erwarten. Einige Punkte allgemei- 
neren Interesses mogen hervorgehoben werden. 

Zu Anfang des Jahres 1583 erhob sich in  Augsburg ein Streit über 
Einführung oder h'ichtcinführung des neuen Kalenders. Die meistcn stiidtj- 
schen Reamten, auch Protestanten dariinter, waren fiir die Einführung, da 
es nicht um Religion, sondern darum sich handle, mit den vor den Thoren 
der Stadt wohnenden bayerischen Unterthanen und dem Bischof von Angs- 
burg selbst nicht in Datumsverschiedenheit zu leben, woraus für Iiandel 
und Wandel Unzutraglichkeiten 5iessen müssten. Eiiiige wenige Beamte 
widersprachen; es sei eine piipstliche Einrichtung, auf ihre Kichtbefolgung 
sei von Rom aus Excommunication gedroht , eine protestantische Stadt dürfc 
nicht den Anschein habcn, dieser Drohung nachzugcben. Im Marz 1583 
gelangte die Streitfrage an das Reichskarnmergericht, im Mai 1584 wurde 
sie zu Giinsten der Kalendereinfuhrung entschieden. Der Führer der Gegen- 
partei sollte aus der Stadt entfernt jrerden, wobei eine stürmische Volks- 
bewegung entstand. Ueber alle diese Ereignisse berichtet J O  h a n  n e  s 
M a j o r  in einem Rriefe von Pfingsten 1584. B r a h e  antwortet Mitte Juli, 
er begreife den Widerstand nicht. Die Protestanten hitten doch die Fest- 
eintheilung des alten Nic%anischen Concils beibehzlten ; ware schon R e g  i o - 
m O n t a n  vor L u  t h e  r mit der Kalendervcrbcsserung fertig geworden, so 
hstte L u t h e r  ohne jeden Zweifel die Verbesseriing, denn das sei sie, un- 
angetastet gelassen. Wie konne man sich jetzt gegen dieselbe striiuben, 
blos weil L i l i u s  erst eie zu Stande gebracht habe? 

In einem Briefe an T h a d d a e u s  I I a y  e k ,  Leibarzt des Kaisers Maxi- 
m i l i a n  II., vom 25. August 1585 nimmt B r a h e  Gelegenheit, ilber die 
Alchymisten seiner Zeit ein Urtheil zu Wllen. E r  beschuldigt sie geradezu 
des Betrugs. 

Eincm zweiten Abcrglaubcn seiner Zeit, der Sterndeutung, steht da- 
gegen der Astronom B r a h e  ganz anders gegcnüber, und das darf uns um 
so weniger wundern, als wir ihn hier in  bester Gesellschaft sehen. K o p -  
p e r n i g k ,  G a l i l e i ,  K e p l e r  huldigten gleich B r a h e  mehr oder weniger 
der Astrologie, so dass als eine dankbare Aufgabe erscheint, die Beweise 
für diese Behauptung und die Gründe, welche zu der behaupteten That-  
sache Sührten, einmal zusammenzustellen. P ü r  B r a h e  ist besonders die 
Nre i s t r i  t z 'scht, Lebensbeschreibung 1, 92 -101 und 198 zu vergleichen, 
und der uns vorliegende Briefwechsel S. 84, 85, 92, woselbst H e n r .  
H r u c a e u s gegen B r a h e 's astrologische Ncigungen ebenso freunclvchaftlich 
a19 scharf sich wendet. Leider sind B r a h e ' s  Antworten nicht vorhanden. 

CANTOR. 

Hist.-lit. Alithlg. d. Zsitschr. E Math. n. I'hys. XXXII, 5. 14 
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Die daratellende Geometrie i n  organischer Verbindung mit der  Geometrie 
der  Lage. Von Dr. WILHKLM FIEDLEH. Dritte erweiterte Auflage. 
II. Theil: Die darstellende Geornetrie der krummen Linien iind 
Flëchen. Leipzig 1885, B. Cr. Tcubner. (Vergl. die Recension des 
ersten Theils, diese Zeitschr. Rd. XXX S. 103.) 

Der Inhalt zerfillt ,  wie in der frtihcren Auflnge, in drei Capitel: 
A. Von den Curven und den entwickelbaren Flachen. 
B. Von den krummen Flachen im Allgerneinen und den Flachen zweiten 

Grades insbesondere. 
C. Die Familien der technisch wichtigsten Fliichen: 
a) Windschiefe Regelfiachen; 
b) Rotations- und (als neu hinzugetreten) Schraubungsfliichen. 

Die regelmiissigen Singularitaten der Raumcurven , namlich der statio- 
niire Punkt ,  die stationare Tangente und die stationare Schmiegungsebene, 
werden eiugehender alr frülier untersucht durch Heranziehung der zugeho- 
rigen Projectionen, sowie der Spurcurvcn der Tangenten und Schmiegungs- 
ebenen.* 

Irn Capitel tl& Regelfliichen zweiten Grades m6ge die ausf~ihrliche Re- 
handliing des Rotationskegels als Constructionselement bci verschiedenen 
Winkelbestimrnungen hervorgehoben werden. 

Bei der Untersuchung der Diirchdringungscurve z a e i e ~  Kegel wird voll- 
stindiger au€ die Bestiminung der Asymptoten des Bildes und der Bilder der 
Asymptoten eingegaiigen. Vielleicht entschliesst sich der Verfasser zur Bei- 
gabe einer Figur mit einigen r e e l l e n  Asympbten;  die neue Aiiflage ent- 
M t ,  wie die alie,  nur  eine E'igiir, bei der sich die parallel verschobenen 
Kegel mit gleicher Spitze, deren Sçhnittlinien die Asymptotenrichtuugeu 
angeben, in vier imaginhen Linien durchsetzen. 

Bci der Discussion der Curve vicrter Ordnung crster Specics werden, 
nach Feststellung der Entstehung scheinlsarer Doppclpunkte in  der Projcc- 

. tion, diese Doppelpnnkte als Bilder derjenigsn Punkte erkannt, in welche 
die Schnittlinie der Polarebene des Projectionscentriirns in Reziig auf die 
sich durchdringenden Kegelflachen diese Flachen trifft. Wird demnach be- 
sagte Schnittlinie unliestimmt, d. h. haben beide Kegel in  Bezug auf das 
Centrum dieselbe Polarebene, so hat die Projection unendlich viele schein- 
bare Doppelpunkte, oder vom Centrum Iiisst sich der Curve ein Kegel dop- 
pelt umschreiben. Hiermit ist die Bestimmung dieser vier Kegel angebahnt. 
Im Falle der eigentlichen Durchdringung erweisen sich alle vier, im Falle 
der Eindringung nur zwei als reell. 

Die Projection der obigen Raumcurve aus einem ihrer Punkte ergiebt 
die slIgemeine ebene Curve dritter Ordnung als Erzeugniss von projectivi- 
- - -  

* In den beigegebeuen Figu~eu 7;t, b, c sirid b und c irrthürnlich mitein- 
ander vertauaclit. 
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strahle. 

In  die Theorie der krursriien Fliichen ist anfangs eine Betrachtung der 
topogrwphischen Flaclien eingeflochten. Die Darstellung durch Niveaucurven 
ist in der That sehr geeignet, den Verlauf einer FlBche, die Construction 
son Tangentenebenen, sowie die Entstehung der Doppelpunkte ihrer Schnitt- 
curven (bei Jocbübergangen) klar zii machen. Uebrigens werden auch 
sofort Schattenconstructionen bei Anwendung dieser Darstellungsweive vor- 
genommen. 

Natürlich ist bei der jetzt folgenden Theorie der geradlinigen Plachen 
zweiten Grades die cyklographische Darstellung der gleichseitigen R'etz- 
hyperboloide eingehend erortert. Der Fall ihrer ebenen Durchdringung wird 
in diescm Sinne behandelt, und dnrnit findct die Entstehung eines reellen 
Kcgelschnittes aus zwei ihn dnppelt berührenden Kreisen und der constanten 
Lange der Summe bez. Differenz der von einem Curvenpunkte a n  die Kreise 
gezogenen Tangenten , wie sie S t e i n  e r ohne Beweis gab , ihre natürliche 
geometrische Aufklxrung. Durch eine grosse Anzahl einschlagiger Uebungs- 
aufgaben und SLtze werden die Lehren des betreffenden Paragraphen weiter 
durchgebildet. Unmittelbar hieran schliesst sich die 'i'heorie der Kugel- 
sgsterne, d. h. der Büscliel, Bündel und Netze, unterschieden als solche 
mit Diagonalkugel und Orthogonalkugel. Die eine oder mehrcre gegebene 
Kugeln gleichwinklig schncidcnden Kugeln, sowie die sich auf cincr Kugcl 
unter gleichen Winkeln schneidenden Kreise finden ilire Erledigung. Unter 
den gelosten Aufgaben mage die Construction der 16 Kugeln, welche 
vier Kugelpaare gleichwinklig schneiden, sowie die L6sung des raurnlichen 
Analogons zum Apollonischen Bertihrungsproblem: die Construction einer 
Kugel , welche vier gegebeue berührt , angeführt werden. Die Sransforma- 
tion durch raciproke Radien bildet hier tiberall die Grundlage. Diese Partie 
schliesst mit der conformen Abbildung der Kugel auf die Ebene insbeson- 
dere der stereographischen Projection. 

Rei der Untersuchiing der allgemeinen Flachen zweiten Grades mit 
liyperbolischen Punkten sind das Sc h r 6 t er'sche orthogonale Hyperboloid 
iind Paraboloid hereingezogen. 

Mit grosser Sorgfalt ist  die Durohdringungecurve der allgemeinen F l i -  
clien sweiten Grades behandelt,. Vollstandig neu hiiizugekommen ist der 5 46 
über die Projectionskegel dieser Curve in  Verbindung mit den Projections- 
kegeln der einzelnen Flachen des Büschels, welche die Curve je vierpunktig 
berlihren - nach Z e u t  h en 's  Darstellung. J e  ewci Gruppen solcher ausgezcich- 
net,er neriihrnngsstrahlen liegen auf einem Kegel zweiter Ordnung. Viele der 
früher gefundenen Eigenschaften dieser wichtigen Ciirven treten dadurch in 
ein neues Licht,  z. B. erhellt die Existenz ihrer beiden scheinbaren Doppel- 
punkte aus dem Umstande, dass durch das Centrum der Projection C eine 
Flache des Btischels geht und also zwei Gerade d,, d,, die Erzeugendeu 

14* 
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dieser Flache durch C, die Curve doppelt treffen; denn d , ,  d, zahlen als 
Umriss der Flache doppelt. 

Ein Abxihlen der Constanten verschiedener xur Construction von F4 
benutzter Elemente ftihrt auf die Vermuthung, dass eine solche Flache durch 
neun,  ein Büschel derselben durch acht Constanten bestirnmt sei. Die 
Richtigkeit dieser Vermuthung wird dann erhiirtet durch Angabe der S t e i -  
ner 'schen Construction aus neun Punkten und noch einer zweiten l i n e a r e n  
von B e y e l .  

Die Beispiele zu den Regelflachen htiherer Ordnung sind um das 
P l ü c k e r  - B a l  l'sche orthogonale Cylindroid der Xechanik (nicht zu ver- 
wechseln mit dem Cylindroid auf S .  407 der zweiten Auflage) derjenigen 
Regelflache dritter Ordnung, deren Leitlinien 1. eine Gerade a ,  2. eine 
Ellipse, deren Nebenaxe a trifft und deren Ebene mit z den Winkel von 
45O einschliesst, und 3. die Stellung der Normalebene von a sind. 

Mit den Botationsflachen sind die Schraubenfl%.hen verbunden worden, 
indem die Rotation a1s Schraubung von der Ganghohe Nul1 aufgefasst wurde. 
Als Constructionselemente fiir die Schraubungsflachen bei Herührungsproble- 
men sind entweder die aufgeschriebenen developpablen Schraubenfliichen 
benutzt, oder die Flache ist als Hüllfltiche einer einfachen, wie z. B. die 
Serpentine als Hü11flache einer Kugel betrachtet. Von Dingen, die mit 
dieser Erweiterung nicht zusammenhiingen , seien die Brennpunktsbestim- 
miingen der Umrisse von Rotatiansflachen zweiter Ordnung und dann auch 
der allgemeinen Flachen in der von P e l z  in den Sitzungsberichten der 
Wiener Akademie 1877/78 gegebenen Ableitung angeführt. 

In  einer zusammenfassenden Schlussbetrachtung wird auf die Aequi- 
valenz der Bewegung eines starren Systems a m  einer ersten Lage in eine 
zweite , mit einer Schraubenbewegung aufmerksam gemacht. Dann folgen 
vergleichende Betrachtungen über d ia  verschiedenen beiiutzten Erzeugungs- 
arten von Flachen, sowie ihrer Umformungen durch Projection und Inver- 
sion ; Ausblicke auf neueAnwendungen dieser Transformation werden ertiffnet. 

Eine Vermehrung der Figuren des Textes, sowie die Hinzufugung von 
vier neuen Tafeln: 

Taf. V. Construction der Kreise auf einer Kugel, welche drei gegebcne 
Kreise derselben - worunter einer rein iinagintir ist - unter 
Winkeln von vorgeschriebenen Cosinuswertben schneiden. Ortho- 
gonale und stereographische Projection; 

Taf. XIII. Die Curve vierter Ordnung und zweiter Species mit zwei sta- 
tioniiren Tangenteu als Durchdringung des orthogonalen Cylin- 
droids mit einem einfachen Hyperboloid, i n  orthogonaler Parallel- 
projection mit einem Bilde; 

Taf. XIV. Centralprojection des Berülirungskegels von gegebener Spitxe 
für daa Rotationsparaboloid. Centralprojection einer glockenf6r- 
migen Flache; 
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Taf. XVI. Die Lichtgleichen flir das Schlangenrohr nebst den Schlag- 
schatten der Flache auf die Projectionsebenen und auf sich selbst, - 

darf zur Charakterisirung des Nengebotenen niclit unerwiihnt bleiben. 

H a n n o v e r .  Dr. C. RODENBERG. 

Geometrie der Bewegnng in synthetischer Daretellung. Von Dr. ARTHUR 
SCHONFLIES , Privatdocent an der Universitat Gottingen. Leipzig, 
B. G. Teubner. 1886. 

Neben dem augenblicklich irn Erscheinen begriffenen Werke über Kine- 
matik von B u r  m e s t e r ,  in  dem selbstredend der Geometrie der Bewegung 
als abstractc Wissenschaft eine Reihe von Capiteln gewidmet k t ,  nimmt das 
vorliegende Buch in Bezug auf die Behandlung des Gcgenstandes insofern 
eine Sonderstellung ein, als die Untersuchungen rein ge~met~rischer Natur 
sind. Damit sol1 gesagt sein, dass auch von den Begriffen der Mechanik, 
narnentlich der Geschwindigkeit , nirgends Gebrauch gemacht wird , und dem- 
entsprechend die Geometrie der 13ewegung als ein Theil der reinen synthe- 
tiechen Geometrie erscheint. 

N u r  starre Systeme werden behandelt. 
Das Buch zerfallt in die drei Capitel: - 

Die Bewegung eines Systcms in sciner Ebene; 
Die Bewegung eines Korpers um einen festen Piinkt; 
Die Rewegiing eines raumlichen Systems. 

Nachdem der Begriff des Drehungscentriims festgestellt is t ,  wird ge- 
zeigt, dass jede Bewegung als eine Summe unendlich kleiner Drehungen 
um die Punkte einer Curve, d. h. als das Rollen einer Curve des beweg- 
lichen auf e i n k  anderil des featen Systems angesehen werden kann ,  d a m  
wird auf die Vertauschbarkeit dieser Polcurven hingewiesen. Bus drei ver- 
schiedenen Lagen G,, G,, ri, entspringt die specielle quadratische Verwandt- 
schaft zwischen don Systempunkten A, einerseits und den Schnittpunkteii 
der Norrnalstrahlen i n  den Mitten von A,A, und A,A, andererseits; mit 
den drei Drehungscentren als Haiiptpunkte und dem ihnen nmschriebenen 
Kreise als Wendekreis. Dieser Ereis ist der Ort  der Punkte A,,, fur  welche 
A,, A , ,  A, auf einer'Geraden liegen. P ü r  vier Lagen giebt es dann noch 
einen einzigen Pnnkt ,  der in  allen vier Lagen auf einer Geraden liegt, 
wihrend eine Curve dritter Ordnung existirt, ftir welche die vier Lagen 
einem Kreise angehoren. Diese Satze kann men als vorbereitende zu dem 
folgenden Studium der Wendepunkte und Krümmungskreise der von System- 
punkten bci continuirlicher Bewegung beschriobcnen Curven, bez. von Systern- 
curven umhüllten Enveloppen ansehen. 

Der auf S. 46 mitgetheilte sch6ne Satz erscheint mir neu: Wenn i n  
einem Augenblick der Bewegung die beiden Polcnrven sich von innen be- 
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rühren und gleichzeitig die Differenz ihrer Krümmungsradien das Vorzeichen 
wechselt, so beschreiben a l l e  Punkte heider Systeme Riickkehrpuukte ihrer 
Bahnen.* 

Der h h a l t  des zweiten Capitels steht dem des ersten in  mancher Hin- 
sicht reciprok gegenüber, wenn man die Drehungsaxen als Projectionsstrahlen 
der Pole betrachtet, und die Eintheilung ist in diesem Sinn dieselbe. Die 
Cnterschiede sind scharf hervorgehoben; wahrend im Strahlenbündel die 
Bewegu~igserzeugnisse der Strahlen denen der Ebenen vollkommen dual 
entsprechen, ist für Punkte und Gerade der Ebene dieser Dualismus ge- 
s t h t  durch den Umstand, dass die Msassbestimmung auf der Punktreihe 
von der im Büschcl vcrschicden ist. Wahrend z. B. die Punkte, die in 
einem Moment gcrade Wendepunkte ihrcr Babnen bcschreiben, auf einer 
Curve zweiter Ordnung , dcm Wendekreise, liegen, bilden die Strahlen, welche 
Rückkehrtangenten ihrer Enveloppen sind , eicen Büschel erster Ordnung. 

Das dritte Capitel ist das reichhaltigste und enthalt vie1 Neues. 
Der  Gang der Entwickelung ist insofern dem der beiden früheren ana- 

log,  als zunachst zwei, drei und mehr Lagen der Systeme betrachtet wer- 
den,  welche spater hei continuirlicher Bewegung conseciitiv zu denken sind. 
Die Gruudlage bildet der Nachweis für  die Moglichkeit der Uelierführung 
eiues Systems aus einer Lage in eine beliehige zweite durch eine Schrauben- 
bewegung. Auu zwei Lragen entsp-ingt das Nullsystem mit den Sehnen- 
mittelpunkten und Polaretienen als Pole und Polaren, aus dreien der tetrae- 
drale Complex der Afittelpunktsaxeu, d. h. der Geraden, welche in den 
Mit,tclpunkten der um drci Lagen eines Punktes beschriebenen Kreise auf 
den Ebenen derselben senkrecht stchen; der spatcrcn Krürnmungsaxen. Die 
Punkte,  welche in  allen Lagen auf einer Geriden liegen, gehoren einer 
cubischen Hyperbel an ,  deren unendlich ferne Punkte diejenigen der drei 
zugehorigen Schraubenaxen sind. F ü r  drei consecutive Lagen einer Be- 
wegung wird jene Curve zur cubischen Wendeparabel E v e r e t t 's. 

Vier Lagen führen zur speciellen cubischen Verwandtschaft zwischen 
den Systempunkten und den Schnittpunkten der Normalebenen. Die Resul- 
tate gipfelu unter Heranziehung von fünf und sechs Lagen in dem bemerkens- 
werthen Satze: Bewegt sich eiri System I: beliebig im Raume, so existiren 
in jedem Augenblicke uneridlich viele Punkte desselben, deren Punkte vier- 
punktig berührende Schmiegungsebenen besitzen. Dieselben bilden eine Flache 
dritter Ordnung PY, welche die Wendecurve enthëlt. Auf dieser Flache giebt 
es eine Curve sechster Ordnung Cfi, deren Punkto Bahncn mit fünfpunktig 
bcrührendcn Schmiegungsebenen beuitzen, und endlich sind zehn Punktc dieser 
Curve dadurch ausgezeichuet, driss ilire Bahnen von den Schmiegungsebenen 
sogar sechspunktig herührt werden. Andercrseits giebt es eine Flache vierter 
Ordniing der Punkte,  deren Schmiegiingskugeln fünfpnnktig berühren etc. 

- 

* Ausger~oiriu~eu ist der fleriihriingspunkt der beiden Polcuwen, welcher ge- 
rade jetzt keinen Rückkehrpunkt, sondern einen W e n d e p u n k t  beschreibt. - 
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Hierauf folgen Entersuchungen über zwangl5ufige Bewegiingen nach 
lien Graden ihier Bewegungsfreiheit, metrische Beziehungen und einige 
Ileispiele. 

Die Reichhaltigkeit dürfte sich aus den vorstehenden Inhaltsangaben 
genügend erkennen lasàen; rühmend hervorgehoben zu werden verdient die 
klare , leicht vorst;indliche , aber keineswegs breite Schreibweise, welche das 
Studiiim des Buchev zu einem sehr genussreichen macht. 

H a n n o v e r .  Dr. C. RODENBERQ. 

Gienetische Stereometrie. Von Dr. KARL HEINZE, weil. Prcfessor in Ktithen, 
bearbeitet von PRANZ LUCKE, Gymnasiallehrer in  Zerbst. Leipzig, 
Teubner. 1886. 

Uas System, um welches es sich in dern vorliegenden Werke handelt, 
ist bereits durch einen Vortrag, den der Herausgeber auf der 37. Versamm- 
lung deutscher Philologen und Schulmanner hielt, welche 1884 in Dessau 
ta&, bekannt.* 

Die Erklarung des Ausdrucks ,,genetischU liegt in dern Umstande be- 
gründet, dass sammtliche Elementarkorper aus einem allgemeinen, dern 
,Centralktirper ", einer Erweiterung des W i t t  s t ein'schen Prismatoids, her- 
vorgehen. 5 2 enthalt die Definition: ,,Der Centralkorper hat  zwei parallele 
ebene E'lachen als Grundfl%chen; jeder Eckpunkt der einen Grundflache ist 
entweder nur mit dern correspondirenden Eckpunkte der andern, oder sowohl 
mit dern correspondirenden, als auch mit einem (etwa dern rechts benach- 
bsrten) verbunden; die Seitenfl%chen entstehen dadurch, dass sich an je  
zwei benachbarte Seitenkanten Gerade parallel zn den Grundfiachen fort- 
bewegen. Die Seitenkanten (oder Seiten) sind Gerade oder solche krumme 
Linien, die ein bestimmtes geometrisches I3ildungsgesetz haben.' 

Der Werth derartiger Definitionen hangt immer wesentlich davon ab, 
mas in  der Folge mit den durch dieselben abgegrenzten Begriffen zu leisten 
kt. Findet man nun mit dem Verfasser die Hauptaufgabe der Stereometrie 
in der Bestimmung von korperlichcn Inhalten, so ist die obige Definition 
zweckmissig, weil der Inhalt des Centralkorpers leicht gefundcn werden 
iann und sich dern Begriffe neben den Korpern der Elementargeometrie 
eine grosse Anzahl anderer, von allgemeinen Flachen zweiter Ordnung, ja  
von Regelfliichen noch htiherer Ordnung einreihen lassen. 

Für  diese Gruppe w i r e  damit eine einheitliche Methode der Inhalts- 
bestimmung gewonneri. Es mag aber hier gleich hervorgehoben werden, 
dass es zuweilen ohne unendliche Summen nicht abgeht und so gewisser- 
massen versteckt Integralrechnung getrieben wird. 

* Ein Abdruck des~elben befindet sich in Hoffmann ' s  Zeitschr. f. math. etc. 
Unterricht Bd. XFI, 1-16. 
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Zwar s ind,  wie im Vorwort gesagt wird, Oberfltichenbestimmungen und 
die Behandlung sonstiger geometrischer Gebilde, wie Schnii.tciirven u. dergl., 
nicht vernachlassigt. Die als ,,erste Methodeu auf S. 60 gegebene Mantel- 
bestimmutig eines Cylinders aus dem Volumen desselben, auf die im Vor- 
wort hingewiesen wird, niag interessant genannt werden, aber sie ist für 
eine abwiçkelbare Fliiühe unnatürlich und unzweckmiissig, wahrend sie für 
andere F l k h e n ,  z. B. die Kugel, zweckmiissig erscheiut. Uass die vel-ychie- 
denen Behandlungsweiscn, wie sie den einzelnen Fliichengruppen: abwickel- 
baren Fliichcn, 1~ot:ttionsfitichen etc., anzupassen s ind ,  nicht zum Ausdruck 
kommen, hat seinen Grund darin, dass nicht die Eigenthtimlichkeiten der 
Flache , sondern zwei derselben aufgeschriebene ebene Curven , die Grenz- 
linien der Grundflachen des Centralkorpers, also ganz fremdartige Dinge 
zur Definition verwandt werden. So kommt es denn auch, dass zwei dem 
Charakter nach ganz verschiedene Korper, wie Abschnitte einer Kugel und 
eines Botationshyperboloids, wenn nur bei jedern die Grundflsehen gleich 
sind, zu einer und derselben Gruppe, andererseits zwei  Kugelzonen, von 
denen die eine gleiche, die audere urigleiche Grundflachen hat ,  za verschie- 
denen Grupperi gerechnet werden. Als man noch nicht gelernt halte, Geo- 
metrie auf krummen Fliiohen zu treiben, und man ansser Inhaltu- und 
Oberfliichenberechnungen nicht vicl leisten konnte , hiitte auch e i n e E r  - 
z e u g u n g  d c r j e n i g e n  K o r p e r ,  d e r e n  I n h a l t s b e s t i m m u n g  n a c h  
d e r  P r i s m a t o i d f o r m e l  

~ = Q h ( f ~ + 4 f ~ + f ~ )  
m 8 g 1 i c h i s t , und diesem Tite1 entspricht der Plan des Rriches , als Lehr- 
gegenstand in den Schulen Aufnahme finden mogen; heute jedoch würde 
der Schüler nach Ansicht des Referenten auf dieser Grundlage nicbt weiter 
bauen konnen. 

Bei der Bestimmung von Schnittcurven ist übrigens zuweilen die nothige 
Strenge zu vermissen, z. B. werden in den $5 130 - 13.2 die Schnitte der 
Ellipsoide ohne Weiteres als Ellipsen aufgeführt, wiihrend inan nur eiusieht, 
dass gcschlotisene Curvcn entstehen, welche zwei Symmetrieaxcn haben. - 

Gchen wir niin zu Einzclnciten dcs Inhalts über. 
Da die Grundflachen f, und f, und die Gesetoe, nach denen die Seiten- 

kanten zn ziehen sind, stets vorliegen, ist niir die Restimmnng der mitt- 
leren Durchschnittafltiche f, zur Errnittelung des Inhalts nothwendig; hierauf 
bezieht sich also der grosste Theil aller Untersuchungen. Bei Betrachtung 
derjenigen Korper, welche durch Verdrehung der Grundflxchen eines Prismas 
oder einer Pyramide erzeugt werden, dem Paraprisma und der Parapyra- 
mide, is t  in geschickter Weise f, als Function des Drehungswinkels dar- 
gestellt. Ebenso werden Psracylinder und Parakegelstutz, Korper, welche 
durch Kreisechnitte begrenzte Theile des einschaligen Hyperboloids sind, 
behandelt. Ein weitcrer Korper, dessen Grundflachen nicbt ahnliche El- 
lipsen sind, wird als , Wanneu,  ein Abschnitt des Kreis - oder Ellipsen- 
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conids' wird als Glocke bezeichnet und berechnet. Merkwürdiger Weise ist 
zur ,,WanneU nicht die abwickelbrtre Flache, sondern eine R'egelflache achter 
Ordnung gewahlt, da eigentlich n u r  jene a18 Obelisk mit Grundiiachen von 
unendlieh grosser Seitenzahl angesehen werden kann. 

Um OberflLchen mit elliptischer Krtimmung zu erhalten, muss man Cen- 
tralkorper mit krummlinigen Seitenkanten zulassen. Hier wachst das Künst- 
liche des Systems in hohem Maasse durch den Umstand, dass die Grund- 
flacheu nicht mehr unabhiingig von einander sein dürfeu. Eine bündige 
Erklarung des Centralkorpers ist  überhaupt zu vermissen und würde auch 
kaum einfach ausfallen, da die k r u m m e  Seitenkante nicht mehr als Ver- 
bindungslinie von zwei Punkten der Grundflacheuriinder ihrer Lage nach 
bestimuit ist, Die Erklarung des $ 115: Wenn alle Seitenkanten des Cen- 
tralkorpers in congruente Viertelkreise übergehen , die eine Grundflzche zurn 
Kreise von gleichcm Halbmcsser, die andere verschwindend klein wird,  so 
entçteht ein Korper, welcher Halhkugel heisst, - ist aus dem genannten 
Grunde nicht exact; es müsste mindestens gesagt sein, dass die Ebene der 
Seitenkante senkrecht zum Grundkreise stehen soll; aber auch d a m  ist noch 
die Hohlkehle moglich. Als Seitenkanten d h f e n ,  wie spater gefordert wird, 
nur Kegelschnitte auftreten; an der Hand weiterer Forderungen werden dann 
mit grossem Geschick allerlei Korper, unter ihnen die Ahchnit te  der Pl$- 
chen zweiter Ordnung, construirt, deren Volumenbestimmung n x h  dem frühe- 
ren Schema moglich is t ;  man kann nicht eigentlich von einem N a c h w e i s  e 
reden, dass die frühere Formel giltig sei. 

Wir wollen auf Einzelheiten nicht naher eingehen, sondern nur her- 
vorheben, dass zum Schlusse unter dem Tite1 ,,zusammengesetzte Korperu 
noch die regularen und halbregularen Rorper, sowie einige technische Rota- 
tionskorper berechnet werden. Bei vielen dieser führt allerdings die G u l -  
din'sche Regel vie1 besser zum Ziele, man sehe z. B. die Behandlung der 
Ringflache. 

Ein erster Anhang bringt denn noch die Berechnung einer grossen 
Roihe von Gcwolbcn, ein zweitcr Anhang eine sehr ansprechende Zusammen- 
stellung der im Buche benutzten Kegelschnittsatze in analytivcher Behandlung. 

Dem Verfasser ist fiir die grosse Liebe und Hingehung, mit welcher 
er den sproden Stoff bearbeitet ha t ,  volle Anerkennung zu zollen, und ein 
Faehmann wird sich gewiss über die Gewandtheit, mit der die Rechnungen 
ohne hohere 'dathematik durchgeführt sind, freuen, aber seine Schüler mochte 
er mi t  denselberi uicht quilen. Referent wenigstens wtirde sich damit be- 
gnügen, wenn die Abiturienten die Stitze über die Lage von Linien und 
Ebenen im Kaume grtindliüh, namentlich in der Vorstellung beherrsühten 
-- 

* lm vorliegenden Buche werden Abschnitte von Kugelu, Ellipsoide als Eegel 
mi t  krummcn Scitcnlinien und daher als ,,ConoideU tieecichnet. Es scheint uns sehr 
hedenklich, ohne zwingendcn Grund eine solche, von der heutigen ganzlich ab- 
weichende 'I'erminologie einzufuhren. 
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Sur les combinaisons avec répétition. Ge l in .  Mathesis VI, 175. 
Sur les arrangements de .m nombres pris n à ta e t  dans lesquels aucun élément 

n'occupe la place ussignée par  sa valeur. S .  N e u  b e r  g. Mathesili VI, 253. 
Carre magique fait avec les dés d'iin jeil de  dominos, hlathesis VI, 43. 
Sur la marche du cavalier. F r .  Eio f m a  n n. N. ann. math. Ser. 3, V, 224. 

Vergl. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Cabatur. 

Zur Theorie der Volumsbestimn~ungen. F. B o  g e l .  Grun. Archiv 2. R. IV, 218. 
Volume d e  l a  surfacc des ccmtres de courbure de  toutes les lignes d'une siir- 

f ice donnee passant par un point donné. T i m  m e r h a n s .  Mathesis VI, 180. 

Determinanten. 
Ueber orthogonale Substitutionen. E. X e t t o .  Acta math. IX, 295. 
Evaluation d'un déterminaut cyclosyrnmétrique. G i l l e t  etc. Mathesis VI ,  60. 
Le déterminant de Smith et Mansion. E. Cesa ro .  N. ann. math. Ser. 3,  V, 44.  

Differentialgleichangen. 
Berichtignng einer Mittheilung im XXIV. Raude der Zeitsehr. Math. P l i p .  W. 

H e y m a n n .  Zeitsehr. Math. Phys. XXXI, 127. [Vergl. Bd XXV,  Nr. 35.1 
Ueber sirigullre Punkte der gewtihnlichen algebraischen UiEerentialgleich~~ngen 

erater Ordnung und eraten Grades. C. P. E B j o r l i n g .  Grun. Archiv 
2. &. lv, 358. 

sina cos or sinPa 
Évaluation du déterminant s inp cos@ sin2p . . G i l l e t .  Mathesis VI ,  88. - 

A l l e r s r n a  ibid. 89. 8i?'~ s i 1 2 2 ~  
Vergl. Maxima und Minima 191. 
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52. Sur le8 Cquations diff'érentielles linéaires R. J a g g i .  N. ann. math. Ser. 3, V, 86. 
53. Sur  les équations différentielles linéaires sans second m e m b r ~ .  E J a  g g i .  

N. ann. math. Ser. 3, V, 83.  
54. Sur les intégrales i r r é g u l i h s  des équations linéaires. LI. P o i n c a r é .  Acta 

math .  VIII, 295. 
55. Einige Eigenschaften der linearen und homogeueu Difïerentialgleichungeu. 

E. A S t e n b e r g .  Acta math. VIII, 119. 
56. Ueber einen Ziisammenliang zwischen gewissen linearen Differential- und Diffe- 

renzenoleichuncren. H. J. Me l l in .  Acta math.  IX .  137. - 
57. TntPgrer l'équation ) -  zz+ y = O .  8. B r o c n r d  Yathesis V I ,  250 

a~ a2 
68. Intégrer l'éqiiation (y + z) - + (x + z) - = (x+y).  H. B r o c a r d .  Mathesis 

2 x 
VI, 79. 

a Y 
Vergl. Gleiühungen 131. Hyperbel 148. 

Differenzenrechnnng. 
59. Transformations algébriques par  le calcul des différences. E. Cesa ro .  N. ann. 

niath. Ser 3, V,  489. 
Vergl. Differentialgleichungen 56. 

Elektricitilt. 
60. Sur les unités Blectriques. J. B e r t r a n d .  Acta math. VIII, 387. 

Ellipse. 
61. De l a  déviation dans l'ellipse. M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. Ser. 3, V, 370, 531. 
62. Propriété des anomalies excentriques des extrémités d'une corde normale à une 

ellipse. B r o c a r d  etc. Slathesis VI, 68. 
63. Zur Construction der Ellipse mit  Benutzung von Kriinimungskreisen. F r .  

S c h i f f n e r .  Grun Archiv 2.  R. IV, 331. 
64. Der Krümmungskreis der Ellipse. B. ,Happe. Grun. Archiv 2. R. IV, 443. 
66. Sur les centres de courbure de l'ellipse e t  de la parahole. R. G o d e f r o y .  

N. aon. math. Ser. 3, V, 237. 
66. Théorème sur la moyenne arithmbtique des p i e r n p a  puissances de tous les dia- 

nkt res  d'une ellipse F, C e s a r o .  Mathesis V I ,  182. 
67. On corisidère deux points donnés comme les e x t r h i t é s  de l'uu des diamètres 

conjugués Cgaux d'une ellipse. Trouver le lieu des sommets e t  celui des 
foyers de cette courbe variable. S e r v a i s  etc. Mathesis VI ,  112. - 
F a r i s a n o  ibid. 112.  

68. Lieu des projections des points d'une ellipse sur l a  tangente menée au point 
diamétralement oppos6. K e e l h o f f .  MatLesis VI ,  16. - J. N eu  b e r g  
ibid. 17. 

Elliptische Transcendanten. 
69. Transformntionen der elliptischen Integrale und Functionen in Verbindung mit 

der Theorie der Kettenlinie. E m .  O e k i i i g h a u s  Grun. Archiv 2. R IV, 
225. [vergl. Rd. XXXI, Nr. 385.1 

70. Elliptische Integralfunctionen und ihre geometrische, analytischc und dyna- 
mische Bedeutung F m .  O e k i n g h  a u s. Grun. Archiv 2. R. IV, 279. 
[Vergl. Bd. XXX, Nr. 6001 

71. Ueher die Inversion der vollstiindigen cllipt,isc,hen Integrale erfiter Cattung fiir 
ihre reellen Moduln. C. I s e  n k r a h e .  Zeitschr Math Phys. XXXI, 34. 

72. Ueber die Inversion der von Legendre definirten vollstandigen elliptischen 
Integrale zweiter Gattung f j r  ihre reellen Moduln. C. I s e n k r a h e .  Ztschr. 
Math. Phys. XYXI, 178. 

73. Inversion des von Weierstrass definirten vollstandigen elliptischen Intcgrals 
sweiter Gattung. C. I s e n k r a h e .  Zeitschr. blath. Phys. XXXI, 241. 

F. 
Formen. 

74. Eine einfache Darstellung der Resultante von zwei quadratischen Formen. F r .  
H o f m a n n .  Grun. Archiv 2. R. I V ,  325. 

75. Zur Theorie der binkren quadratischen Forruen von positiver Determiuante. 
J. V i v a n t i .  Zeitschr. Math Phya. XXXI, 273. 
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76. Sur la d6compoaition d'une forme quadratique à n~ variables en une somnie 
de m - n  carrés. R e n o i t .  N . a n n . m a t h .  Se r .3 ,V ,  30. 

Fnnctionen. 
77. 'ïh8orie nouvelle des fonctions blBmentaires d'une variable imaginaire. P. 

M a n s  i o  n. Nathesis VI, Snpplémcnt 
78. Les i'onctiona d'une seule variable à un nombre quelconque de pkriodes. F. 

C a s o r a t i .  Acta math. V111, 345. 
79. Sur ur.e fonctioii qui a une ligne d'infinis J. B. P o m e  y. N. ann. inath. Ser 3, 

V. 5 3 0  . ,  
80. Ueljer den functionent,heoretischp.n Ziisamiiienhang zwischen den I,amé'schen, 

IAaplace'scheu und Hessel'scheu Functionen. E:. L l a e n t z  s c h  el. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXI, 25. 

81. Les lieux fondamentaux des fbnctious invmses dea intégrales Abéliennes et en 
particulier des fonctions invrrscs des intégrales elliptiques de 21ne et 3 m e  
espiice. F. C a ~ o r a t i .  Acta math. VJLI, 3fiO. 

82. Sur une formule d'analyse. G. T e i x e i r a .  N. ann. inath. Ser. 3, V, 36. 
Vergl. Abbildung. Bernoulli'sche Zahlen. Bestinlmte Integrale. Differen- 

tialgleichuugen. Elliptische Transcendenten. Forinen Gaminafunctionen. 
Geschichte der Mathematik 118. Gleichungen. Hyperbolische Functionen. 
Invariantentheorie Kettenbriiche. Modulargleichiingen. Ta.ylor '~ R,eihe. 
Thetafunçtiunen. Trigonumetrie 273, 274. Ultraelliptisçhe Tran~cendenteu.  

a. 
Gamrnafunctionen. 

83. Zur Sheorie der üammafuncliorien. H. J. M e l l i u .  Acta math. VLII, 37. 

Geometrie (descriptive). 
84. Construction des points doubles de la projection de la courbe d'intersection 

de deux cones ou cylindres du second degré. Considérations sur le théo- 
rème de Déeargues. H. P i c q u e t .  N. ann. math. Ser. 3, V, 163, 284. 
[Vergl. Bd. XXIX, Nr. 639.1 

Oeometrie (hohere). 
85. Ueber eine, Involution von Funkten auf einer Geraden. U. S p o r e  r. Grun. 

Archiv 2. li IV, 323. 
86. Sur les figures semblables associées. G. T a r r y .  Nathesis VI ,  97, 1.18, 196. 
87 Propriétés relatives à deux points du  plan d'un triangle qui se d6duisent d'nu 

point quelconque du plan comme les points de Brocard se déduisent du 
point de Lenioine. E III. 1, e m O i n  e. Mathesis V I ,  Suppl6ment. 

88. Théorème sur deux polygones homothétiques. C h o i s i s  k D e p r e z .  Mathesis 
VI, 119. 

89. Ueber die reductibeln algebraischen Curven. M. N oe t h e r .  Acta math. VIII, 161. 
90. Ueber die Wendepunkte einer algebraischen Curve. F r .  H o f m a n n .  Zeitschr. 

Math. Phys. XXXI, 374. 
91. Ueber die Curvcn vierter Ordnung mit drei Infiexionsknoten. P. II. S c h  o u t e .  

Grun. Archiv 2. R. IV, 308. [Vergl, Bd. XXXI, Nr. $41.1 
92. Ueber die Realitatsverhiiltnisse der Doppeltangenteri der Curven vierter Ord- 

niing. C. H o s s f e l d .  Zeitschr. Math Phys XXXI, 1. 
93. Construction einer Curve 6. ?rdnurig aus 7 L)oppclpurikten und 6 einfaclien 

Punkten. R. H e g e r .  Lcitschr. Math. Phys. XXXI, 296. 
94. Zueammenstellung von Constructionen an  Curven hoherer Ordnung. R. He g e r .  

Zeitschr. Math, Phys. XXXI, 88. 
95. Die regulRrc Eintheilung des Raumes bei elliptischer hlaassbestin~muug. C. 

H o s s f e l d .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 310. 
96. Einige Beitrage zur Theorie der allgemeinen rationalen quadratischen Trans- 

formation. F r .  H o f m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 283. 
97. Ueber eine ebene Reci rocit i t  und ihre Anwendung auf die Ciirventheorie. 

C. B e y  er.  ~e i t s cEr .  Math. Phos. XXXl, 147. 
98. Die Erzeugung polarer Elemente Kir Fliichen und Curven durch die projec- 

tivischeVerallgemeinerung des Bchwerpunktes. L. G e i a  e n  h e imer .  Ztschr. 
Math. Phys. XXXI, 193 

99. Eine elementare betrachtung iiber Stralilencongruenxen. A. Wei l  e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXI, 18. 
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100. Ueber die Reziehung des h'ullsystems und linearen Strahlencomplexes ziim 
Polarsystern dea Rotationvparaboloids. G H a u c k .  Zeitschr. Math. Phys. 
XX'XI, 362. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 110. Eegelschnitte. Ereis. Oberflachen 
zweiter Ordnung 209. 

Geometrie (kinematische ). 
101. Sur I'envcloppe de certaines droites variables. M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. 

Ser. 3, V, 88. [Vergl. Bd. XXX, Nr. 658.1 

oeschichte der Mathematik. 
102. Bemerkungen zn den Regcln des Ahmes und des Raiidhâ ana iiher die Quadratur 

des Kreises. C. D e u i m  e. Zeitschr. Math. Phys. X%XI, hist.-lit. A l t h .  132. 
103. Die Berechnung irrationaler Quadratwurzcln bci Archimedes und Hero. C. 

U e m m e .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, hi&-lit. Abth. 1. 
104. Seiten- und Diametralzahlen bei den Griechen. P. B e r g h .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXXI,  hist.-lit. Abth. 135. 
105. Sur la reprcsentation des fractions chez les Grecs. P. T a n n e r y .  Biblioth. 

math.  1886, 235. 
106. Euklid bei den Arabem. M. S t e i n s c h n e i d e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 

hint.-lit Ahth. 81 --- . . . . . , - . . -. 
107. Sur une formule d'approximation des racines carrées donnée par Alkalsadi. 

G. E n e s  t roui. Biblioth. math.  1886, 236. 
108. Zur talmudischcn Mathematik. E d .  M a h l e r .  Zeitschr. Math. Phvs. XXXI. 

hist -lit. Abtli. 121. 
109. Ueber die Originalitusgabe von Chr. Rudolff: ,,Behend und hübsch Rechnung 

u. S. W.'& A. P r i n e s h e i m .  Riblioth. math 1886. 2.39. 
110. Albrecht Dürer, einer &r Begründer der neueren Cur&ntheorie. S. G ü n t h e r .  

Biblioth. math. 1886, 137. 
111. Sull' ortografia del nome del matematico messinese Maurolicio. Biblioth. 

math; 1886, 90. 
112. Ueber die Entdeckung der Variation ond der jalirlichen Gleichung des Mondes. 

C. A n s c h ü t z .  Zeitschr. Math. Phya. XXXI, hist.-lit. Abth. 161, 201. 
113. Sur quelques théorèmes de Sluse. P h .  G i l b e r t .  Mathesis VI, 241. - J. M a s s a u  

ibid. 245. 273. ~ ~~ - - -  
114. Y a ' t - i l  une'deu&ne Bdition de la théorie de  la lune de F l ande rh j e lm et  

F r i ~ i ?  P. R i c c a r d i .  Biblioth. math. 1886, 95. 
115. Sur la formule générale d'interpolation de  Newton. P .  M a n s i o n .  Uiblioth. 

math. 1886, 141. - G. E n c s t r o m  ibid. 142. 
116. Sur un théorème empirique de Goldbach. E n e s t r o m .  Mathesis VI, 1.33. 
117. Le système des coordonnées d i t  de Schwering et  le MEmoire de Chasles pur 

le principe de dualité. F. D u m o n t .  SJ. ann. math. Ser. 3, V, 300. 
118. Sur l a  thdorie des nombres iricomrnensurables. E. C a  t a l a u .  Mathesis VI, 151. 
i 19. Wilhclm Unverzagt. A u  g. S c h m i d t .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI,  hi& lit. 

Abth. 41. 
120. Zur Erinuerung an Ludwig Scheeffer. W. D y c k .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 

hi&-lit. Abth. 50. 
121. Savin Realis t 20. II. 1-6. E. C a t a l a n .  N. ann. math. Ser. 3, V, 200. 
122. Moret-Blanc + 20.111.1886. N. ann. math. Ser. 3, V, 160. 
123. Discours de Jos. Bertrand aux obsèques de Edm. Laguerre t 13. VLII. 1886. 

N. ann. math. Ser. 3, V, 494. 
124. Sur les écrits mathématiques d'auteurs étrangers publiés en Suède ou traduits 

en SuBdois. G.  E n e s t r o m .  Biblioth. math .  1886, 45, 9 2 ,  140. [Vergl. 
Rd. XXXI, Nr. 468.1 

125. Sur l'histoire des sciences mathématiques et physiques de M. Maximilien Marie. 
B. B o n c o m p a g n i .  Hiblioth. math. 1886, 43, 87. 

126. Questions historiques. Biblioth. math. 1886, 47, 96, 144, 244. 
Vergl. Gleichungen 127. 

Qleichnngen. 
127. Beweis des Batzea, dass eine jede algebraische Gleichung eine Wurzel hat. 

E. Ho l s t .  Acta math. VILI, 155. -- G. L o r i a  ibid. IX, 71. 
128. Theorie der Abel'schen Zahlkorper. H. W e b e r .  Acta math. VJlT, 193; IX,  105. 
129. Zur Theorie der symmetrischen Fuuctioneu. L. S c  h e n d  el. Zeitschr. Math. 

Phys. XXXr, 316. 
130. Sur une formule de  Newton. If. C e s a r o .  Mathesis VI, 172. 
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Ueber die Auflosung gewisser algebraischer Gleichiingen mittels Integration 
von Differentialglcichungen. W. H e  ym a nn .  Zeitschr. Math. Phye. XXXI, 
10'1, 129. 

Ucber die Bestimmung der reellen Wurzeln trinomischer Gleichungen. Th .  
B a u m g a r d t .  Griin. Archiv 2. R. IV,  103. [Vergl. Bd. XXXI, Nr. 497.1 

Ueber die A uilikung der a l l~~emeinen trinomischen Gleichung tn+atm-'+ b = 0. 
W. B e y  mann .  ~e i t s ck r .  Math. Phys. XXXl, 223. 

Die Berechnung der reellen Wurzeln der quartinomischen Gleichungen. Alf r .  
W i e n e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI,  65, 193. 

Sur les valeurs réelles à donner à a e t  b our que 1'Cquation 3 t4+ 8ata 
- 12 b t2  + 41i = 0 admette une racine doulre. J. D e r o u s a e a u .  Mathesis 
VI, 35. - J. N e o b e r g  ihid. 37. 

Sur les racines de l'équation Xa = O .  P. J. S t i e l t j e s .  Acta math. IX, 385. 
Zirr graphisch-mechanii;cheu Auflosung numerischer Gleichnngen. C. R e u s  ch1 e. 

Zeitschr. hlath. PhYs. XXXI, 12. 
Sur les équivalences algébriquee et  l'élimination. H. L a u r c n  t. N. ann. math. 

Ser. 3: V, 432, 456. 
Zur Theorie der Elimination. C. S c h m i d t .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 214. 
Système d'équations ayant toutes leurs racines r6elles. E. Cesa ro .  Mathesis 

VI, 193. 
Auflosiing linearer Gleichungen. W. Ve l t  m a n n .  Zeitschr. hlath. Phys. 

X x x l ,  257. 
Ilésoudre le système (s + 2 y) : x+2  z) = aP, (y + 2%) (y + 22) = h7, ( z  + 2 XI (z+ 2 y) 

= c2. B e  y e n  S. Mathesis VI, 69. - J a n e  ibid. 69. 
Dépendance reciproque de trois équations cubiques à trois inconnues. U e p  r e  z. 

Mathesis VI ,  67. - D e  C e u n y n c k  ihid. 68. - C h o i s i s  ibid. 68. - 
T h i r e  ibid. 68. 

Résoudre le s &me X E -  a = ~ < - ù  =.z8 c = x y a .  Béj o t  e t c  Mathesis VI, 45. 
Système de LUX équations u triosième degré vérifié par des valeurs réelles 

des inconnues. P .  Mane ion .  Mathesis VI, 255. 
Système de  trois 6quations du 4. degr6. E. Cesaro .  Mathesis VI, 263. 
Sur deux équations du 9. degr6. E. C e s a r o  etc. Mathesis VI, 278. 

Vergl. Determinanten. 

II. 
Hyperbel. 

Sur I'équation diffErentielle de toutes les hyperboles équilatères tracées dans 
un plan e t  ayant leur centre dans un point donné. B. B r o c a r d .  Ma- 
theùis VI, 12. 

Système d'hyperboles équilatères circonscritca à un triangle rectangle. Ma- 
thesis VI,  157. 

Sur l a  circonférence xe+ y?= 1 et l'hyperbole équilatère y' - 2 2  - 2 x  y + 2y 
+1=0. B e y e n s  & A . T h i r 6 .  Mathesis VI, 232. 

Sur deux h .perboles équilatéres dont les asymptotes sont parallèles. N. ann. 
math. &Cr. 3, V, 401. 

Sur deux hyperboles équilatèrea ayant leurs as mptotes parallèles aux côt6s 
d'un rectangle donné. H. B r o c a r d .  ~ a t z e s i s  VI, 205. 

Sur trois hyperboles se coupant en un point d'une circonférence. P. l e  C O  i n  t e. 
Mathesia VI, 183. 

Le lieu des oints tels que les extrémitks des trois droites limitées aux côtés 
des au$es d'un triangle donne et ayant leur milieu en ce point eoieilt 
eitu6es sur une hyperbole équilatère, eat l'axe d'homologie de cc triangle 
e t  di1 triangle des pieds des hauteurs. V. J a m e t .  Mathesis VI, 18. 

Hyperbalische Fnnctionen. 
Sur quelqiies relations nouvelles entre les fonctions hyperboliques et  les fonc- 

tions circulaires. S. R e a l i s .  Mathesis VI, 7. 

1. 
Integration (nnbeatimmte). 

Sur l'iritégrale & .  V. d e  S t r 6 k a l u f .  N.ann.math .  Ser .3 ,V.  6'33 

[Vergl. Bd, XXXI, Nr.  105.1 

Hiut.-lit. Abthlg. d. Zaitschr. f. Math. u. YLiys. XXXII, 5.  15 
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Tangente une circonférence donnée rencontrant deux autres circonférences 
doiinées à distance 6güle. H. B r o c a r d .  Mathesis VI, 248. 

Intersection8 d'uue c o u r b ~  algdbrique et d'un cercle à rayon variable mais d e  
centre fixe. M. d ' O  c a g n e .  N. ann. math. Ser. 3, V, 295. 

Sur les couples de  deux cercles tangents entre eux et tangents à un cercle 
donn6 en deux points donnés. Mathesis VI, 154. 

Circonférence tanyeute à trois circonférences et  sphère tangente à quatre 
sphères. N. ann. math. Scr. 3, V, 539. 

Sur cinq circonf6rences tangentes entre elles. II. B r o c a r d  & J. N e u b e r g .  
Mathesis VI, 208. 

Sur une couronne de cercles tangents à une 'circonfh-ence donnée. S. B. Ma- 
thevis VI, 139. 

Sur une couronne composée de  2 n  cercles tangents à une circonférence donnéc 
et  alternativement des deux rayons ri et r , .  S. U. Mathesis VI, 140. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 103. Rectification 249. 

Maxima und Minima. 
Sur une question de maximum et de minimum proposée par  M. Tchebycheff. 

A. M a r k o f f .  Acta math. IX, 67. 
Ein Maximiim -Problem. O. B e r m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 49, 381. 

Vergl. Spharik 262. Stereometrie 266. 

Mechanik. 
Ueber Korperkstten. F. A u g u s t .  Zeitschr. Math. Phys. XXYI, 348. 
Sur les polygones fermés. E. C o l l i g n o n .  N .  ann. math. Ser. 3, V, 497. 
Analytisch -specifische Grosseu des Vicrecks. R. H o  p p  e. Grun. Archiv 2. R. 

IV, 234, 330. - E'. A u g u s t  ibid. 330. 
Sur l a  balance de  Roberval. H. R e s a l .  N. ann. math.  Ser. 3, V, 161. 
Sur l a  détermination g6ométxique des brachistochrones. D e  S a  i n  t - G e r - 

m a i n .  K. ann math.  Ser. 3. V. 177. 
Theorie des Gauss'schcn ~ c n d é l s '  mit Rücksicht auf die Rotation der Erde, 

II. S a m t e r .  Gruu.Archiv2.fe. IV, 1. 
Vergl. Anslytische Beometrie der Ebene 17, 18. Astronomie. Elektricitat. 

ElliptischeTranscendenten 70. Mehrdimensionale Geometrie 200. Potential. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
Anziehung eines der Kugel analogen Gebildes von n Dimensionen aiif einen 

Piinkt B. H o p p e .  Grun. Archiv P. R. IV, 185. 
Anzahlbestimniungen f i r  lineare Riurne beliebiger Dimension. H. S c h u  b e r t. 

Acta math. VIII, 97. 
Modnlargleichungen. 

Die Modulargleichungen der Galois'schen Moduln der 2. bis 6.  S t u f ~ .  G. 
F r i e d r i c h .  Grun. Arcliiv 2. 1%. IV, 113. 

OberflLchen. 
Sur les sections planes des surfaces. Thhorie nouvelle des plans c cliques et 

des ombilics V. L a c  d e  R o s r e Q n .  N. ann. math. Ser.3, V$ 186, 214. 
Sur une question de  roulettes eu connexion avec les surfaces de révolutiou 

de  courbure moyenne constaute. E. H a b i c h .  Mathesis VI, 103. 
Trouver le lieu des points de vue M qui donnent pour perspective sur un plan 

fixe P, d'un segment A B  de droite fixe de  longueur donuee, un  autre 
segment A'R' de longueur constante 1.  H. B r o c a r d .  Mathesis VI, 43. 

a3x 
Lignetl de  plus grande pente de la surface z = ---- H. B r o c a r d .  Ma- 

s2+ y2 
thesis VI,  251. 

Sur la surface z x e =  ayE. H. B r o c a r d .  Mathesis VI, 126. 
Vergl. Abbildung. Cubatur. Maxima und Minima 193. Shetafunctionen 272. 

Obediichen zweiter Ordnnng. 
Axes des sections planes des surfaces du second ordre. B a r b a r i n .  Mathesis 

VI, 9 5 ,  49. 
Syiithetische Sheorie der Kriimmuug der FlLcheri aweiter Orduung. C Crànz .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXI,  56. 
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210. Zur Entartung eincr Flache zweiter Ordnuna. A. T h a e r .  Zeitschr. Math. 
Phys. X ~ X I ,  382. 

- 
211. Sur l 'hv~erboloïde.  M a n e e  O t. N. ann. math. Ser. 3. V. 480. 
212. ~ondi t<ob pour que droites soient le8 g6nérat;icerj d'un même système 

d'un hyperboloïde. N .  ann. math. Ser. 3, V, 158. 

Optik. 
213. Ueber Refractionscurven. E. O e k i n g  h a u s .  Grun. Archiv 2. R. lV,  429. 

P. 
Parabel. 

214. S h é o r h e s  sur l a  parabole. C. B e r g m a n s .  Mathesis VI,  169. [Vergl. 
Bd. XXXI, Nr. 160.3 

215. Génération d'une parabole au moyen d'une circonférence avec une tangente 
fixe e t  une tangente mobile. M i n e u r  etc. Mathesis VI. 213. 

216. Trouver l'enveloppe-de l'axe d'une parabole, de grandeur constante, passant 
par  un point fixe e t  tangente à une droite fixe. D e p r e z .  Mathesis VI, 86. 

217. Sur les normales à une courbe enveloppe qui sont en même temps tangentes 
à une même parabole. Ve r n i o r y .  Malheois VI, 214. 

218. Lieu des points M tels que le ccrclc passant pa r  les points de contact des 
tangentes à une parabole donnée issues de 31 e t  par  le sommet de la 
parabole a i t  un  rayon constant. Mathesis VI, 157. 

Vergl. Nllipse 65. 
Paraboloid. 

219. Sur une propriété d u  psraboloïde hyperbolique. H. N ov  a r  e s  e. Mathesis VI, 75. 

Planimetrie. 
220. Theilung einer Grraden nach dem goldenen Schnitt. M. W e i d  e n h o l z  er.  

Grun. Archiv 2. Jt. IV, 106. 
221. Sur qiiatrc cou les de lignes symétriques par rapport  à un axe donné. Ver- 

n i o r y  & g e  I I o n d t .  Mathesis VI, 141. 
222. Sur trois couples d e  parallèles dans un plau. B a r  t i e r  etc. Mathesis VI, 134. 
223. Trois droites se coupant dans un sen1 point. J. C o l l i n  & L a u r e n s .  Ma- 

thenin VI, 66. 
224. Gén6ration d'une droite. V e r n i o r y ,  D ' H o n d t  etc. Mathcsis VI, 190. 
225. Les sommets B, C du triangle ABC sont fixes, e t  le troisième se meut sur 

une droite. Démontrer que les sommets e t  le centre du carré [inscrit 
dont un côté repose sur B C  décrivent des droites. P i s a n i .  Mathesis 
VI ,  89. - V e r n i o r g  ibid. 90. - J e i a b e k  ibid. 90. - J. N e u b e r g  
ihid. 91. 

226. Construire un triangle ABC,  connaissant le cbté a, l'angle opposé A et sachant 
que l a  bissectrice de l'angle A, l a  médiane issue de B e t  la hauteur 
partant de C se coupent en un même point. l ' i s an i ,  Ll o e  d t  etc. Ya- 
ihesis VI, 167. 

227. Construire un triangle A B C ,  connaissant B (7, l a  longueur de la médiane 
B U '  e t  celle de l a  symédiane CC'. Fr.  F a l i s ~ e  & D e p r e z .  Mathesis 
VI.  9.5. 

228. ~ h é o r è &  s in  les médianes d'un triangle. B e  y e n  s , 1) e p  r e  z & U ' H o n d t .  
Mathesis VI, 46. 

229. Siir le t,riangle formé par des perpendicnlaires aux c ô t k  d'un triangle donné 
aux points où ils sont reriçuntrés Dar une transversale. Boed  t etc. 
~ a t h i s i s  VI, 116. 

230. Sur les perpendiculaires au  milieu des droites qui coupent des longiieurs 
égales sur deux côtés d'un triangle à partir de leur intersection avec le 
troisième coté. Mathesis VI, 155. 

231. Droites dans un triangle qui concourent en un même point. B e y e n o  etc. 
Mathesis VI, 166. 

232. Notes sur l a  géométrie du triangle. L e mo i n e  & N e u  b e r g. Mathesis VI, 
55, 73. 

233. Sur la droite qui joint lea points de  Brocard d'un triangle. E. L e m o i n e .  
Mathesis V I ,  115. 

234. Triaiigle entouré d'une ~ é r i e  de triangles semblables à un triangle donne. 
B o e d t  k D e  H o u d t .  Mathesio V1. 211. 
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235. PrnpriCtés d'un triangle quelconque sin les côtés duquel on construit exté- 
rieurenient les carrés. A. L a m b e r t .  Matliesis VI, 39. 

236. Sur un problème de  limite. M. d ' o c a g n e .  Mathesis VI, 76. 
237. Construction d'un carré au  moyen d'un compas à ouverture fixe. A. K n o p s .  

Mathesis VI, 133. 
238. Lehrsatze ~ o m  Sehnenviereck. F r .  S c h i f f n e r .  Grun. Archiv 2. R. lV, 325. 
239. Inscriptibilité de  certains quadrilatères. B e r t r a n d  etc. Mathesis VI,  93. - 

J. N e i i b e r g  ibid. 94. 
240. Ueber zwei eiuander rrleichzeitia ein- und umbeschriebeue I~üufecke. M. -- - 

E l o s e .  Zeitschr. ~ a t h .  p h S .  XXXI,  61. 
Vergl. Kreia. 

Potential. 
241. Ueber die sprungweise Aenderung des Differentialquotienten der Potential- 

function beim Durchgange des beeinflussten Punktes durch eine Flache. 
J. F r i s c h a u f .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 252. 

242. Sur quelque8 applications de la fonction Z ( x ,  y,z) à l a  physique rnathéma- 
tique. P. A p p e l l .  Acta math. VILI, 265. 

243. Bcmerkungen zu Besser: ,,Ueher die Vertheilung der Elektricitiit auf einem 
Cylinder." E. H a n t z s c h e l .  Zeitschr. Math. I'hys. XXXI, 54. - Erwide- 
rung. R. Besse r .  Ebenda, hist.-lit. Abth. 56.  [Vcrgl. Bd. XXXI, Nr.47.1 

244. Geber Vertheilung und Stromung der Elektricitiit auf dem Parallelepipedon. 
H. N i e b o u r .  Grun.Archiv 2 . R .  IV, 337. 

Vergl. Elektricitiit. 

&. 
Qnadratnr. 

245. Sur l a  théorie du planimètre d'Amsler. A. T h i r é .  N. ann. math. Ser. 3, V, 363. 
246. DifErentes formules pour l'aire du triangle. M. B a k e r .  Mathesis VI, 203. 
247. On projette un point quelconque M d'une ell ipsesur l a  bissectrice de l'angle 

forme P I L ~  l e  rayon 031 avec le grand axe OA. Trouver l'aire de la 
courbe leu de  cette projection. G i l l e t  & P o i l v a c  he. Mathesis VI, 65. 

248. Aire de l a  courbe x - B c o s n ( l + s i n a ? ) ,  y=h!s ina3 ,  P i s a n i  & Vern io ry .  
Msthesis VI, 234. 

Vergl. Ueschichte der Mathematik 102. 

IL 
Rectification. 

249. Méthode élémentaire pour calculer le rap  o i t  de  la circonference au  diamètre. 
L. M a l e y x .  N. a m .  math.  Ser.3,  8, 5 

250. Trouver l a  longueur de la boucle de la strophoide. P. M a n s i o n .  Mathesis 
VI, 108. 

251. Rapport existant entre trois arcs de courbes. B. B r o c a r d .  Mathesis VI, 80.  

Reihen. 
252. Principes g8néraux de  l a  thkorie des limites. P. M a n s i o n .  Mathesis VI, '265. 
253. Sur l a  théorie dea séries. E. Cahen .  N. ann. math. Ser. 3,  V, 635. 
254. Sur l'évaluation approchée de certaines sCries. E. C e s a r o .  N. ann. math. 

Ser. 3, Y, 449. 
265. Source d'identités. E C e s a r o .  Mathesis VI, 126. 
%fi. Sur l a  série de Lambert. E. Cesa ro .  N. ann. math. Ser. 3, V, 106. 
257. Sur l a  série dc Lam6 C a t a l a n .  Mathesis VI, 100. 
258. Zur Sumrnation endlichcr Reihen von der Form Zkuk.  H. S i m o n .  Grun. 

Archiv 2. 1L. I V ,  107. 
259. Sur un quotient dont l e  dénominateur est l a  serie binomiale tandisque le 

numérateur est l a  somme de  membres équidistants de  cette même série. 
E. C e s a r o .  Mathesis YI, 161. 

260. Siir l'algorithme [ abc . .  . Z](n). M. d ' O  c a g n e .  N. ann. math. Ser. 3, V, 267. 
[Vergl. Bd. XXXI, Nr. 197.1 

261. Sur la somme des produits k à k des nombres naturels. V.  M o l l a m e .  N. 
ann. math. Ser. 3, V, 364. 

Vergl. Astronomie 30. Bestimmte Integrale 37, 38. DiEerentialgleichungeu 
54. Taylor's Reihe. 
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262. ilétermination du nombre maximum de sphères 6gales qui peuvent toucher à 
la fois une autre sphère de même rayon. E. F a u q u e m b e r g u e .  Ma- 
thesis VI, 124. 

263. Sur trois sphères égales circonscrits à trois faces d'un tétraèdre. B e y c n s  $ 
L a u r e n t .  Mathesis VI, 233. 

264. Sur les arcs joignant un point quelconque de  l a  sphère aux sommets et  au 
point de rencontre des médianes d'un triangle sphérique. Heyens .  
Mathesis VI ,  238. 

Stereometrie. 
205 l ' h é o r è m ~ a  de Descartes et  d'Euler. P. M a n s i o n .  Mathesis V I ,  121. 
266. Zwei Sitze von regelmiiosigen Pyramiden und Polyedern. H. H o p p e .  ürun. 

Archiv 2. R. IV, 441. 
207. Tout  plan parallèle à une face d'un octaèdre régulier coupe la surface de ce 

eolide suivant un hexagone de périmètre constant. Be  y e n s  etc. Mnthesis 
VI. 117 

. - 3  

168. Trouver sur un  plan donné le point dont l a  somme des distances à deux 
droitcs donndes soit un  minimum. B o e d  t etc. Mathcsis VI, 117. 

269. Quadrilatère gauche ayant pour sommets les sommets d'un triangle et  un 
point variable sur une droite. Mathesis VI, 155. 

Taylor'sche Eeihe. 
270. Sur une forme du r e d e  dans ln formule de Taylor, pour les fonctions d'unc 

variable imaginaire. 1'. M a n s i o n .  Mathesis VI, 101. 

Thetafunetionen. 
271. Theorie der Shetafunctioueii einer VerLnderlichen, deren Charakteristiken eich 

aus gebrochencn Zahlcn ~usammensctzen lassen R. Yo ss. Grun. Archiv 
2. R. IV,  385. 

272. Die Flachen constanter Krümmung mit einem System spharischer Krümmungs- 
linien dargestellt mit Hilfe von Thctafunctionen zweier Variabeln. H e rm.  
Il O b r i n e r .  Acta math. lx, 73. 

Trigonometrie. 
273. Construire l a  formulc pour cos(A+B) par  la méthode d'Abel. F r .  H o f m a n n .  

PT. aun. math. Ber. 3, V, 279. 
274. Sur une nouvelle relation trigonométrique. L. S a a l s c h ü t e .  N. ann. math.  - 

Ser. 3, V, 47. 
275. Démunstratiou de  certaines formules trigonumktriques. J. G i l l e t  8: F a l i s s e .  

Matheeis VI, 67. 
276. Angle dont la tangente est  égale au  produit des taugeriteà des trois augles 

d'un triangle. B o e d t .  Mathesis VI, 20. - C h o i s i s  ibid. 21. 
277. Condition satisfaite pa r  deux racines d'une Equation en fonctions trigouomé- 

triques. B e y e n s ,  T h i r é  W V e r n i o r y .  Mathesis VI, 70. 
278. Reht ion entre les côtés du  triangle dont les angles sont <y, 9 O U +  n, 90'1- Zn. 

B é j o t  & C o s t a .  Mathesis VI, 21. - Y e r n i o r y  ibid. 22. 
279. Sur un triangle sur les cotés duquel on construit extérieurement les carrés. 

D e p r e z .  Mathesis VI, 84. 
280. Théorème sur les antiparallèles aux 3 côtés d'un triangle menées par un point 

donné. F a l i s s e ,  G o b  & A. T ~ a m b e r t .  Mathesis VI, 114. 
281. Trouver les diagonales d'un qnadrilatère connn.issmt leur produit et  les 

quatre côtés. E. F a u q u c m b c r  gue.  Mathcsis VI, 42. LSTcrgl. Bd. XXIX, 
Nr. 443 ] 

282. Angles sous lesquels 0x1 voit d'un point quelconque d'une circonférence les 
diamètres qui passent par  les sommets opposés d'lin polygone régulier 
circonscrit d'un nombre pair de côtés. B ~ y e n s ,  D e p r e z  W D e  Ceu-  
n i n c k  Mathcsis VI, 118. 

283. Théorème de trigonométrie sphèrique d û  à Steiner. D e p r e z .  Mathesis VI, 111. 
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u. 
Ultraelliptische Transcendenten. 

284. Ucber h perclliptischc Integrale 2. und 3. Gattung. O. S t a u d e .  Acta math. 
v11t 8 1 .  

Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 
285. Zur mathematischen Statistik. W. K ü t t n e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 246.  

[Vergl. Bd. XXVI, Nr. 197.1 
286. Sur les paris de courses D u  Ch  a t e  ne t .  N. ann. math. Ser. 3, V, 327,  380 ,  4 0 8 .  
287. ProbaLilit6 que l a  cime d'un arbre bris6 par  le vent atteigne le sol. E. Ce  - 

s a r o .  Mathesis VI, 14. 

5. 
Zahlentheorie. 

295. Symmetrische und complementare Vertheilung der Indexsummenreste r f ü r  
Prirrizahleu von der Form p = 2w+ 1. J. H e r m e s .  Grun. Arühiv 2. R. 
1V, 207.  

289. Déduction de quelques formules analytiques d'un th6orème élémentaire de l a  
théorie des nombres. A. B e r g e r .  Acta math .  IX, 301.  

290. Sur  les nombres 1 1 1 . .  . 1 .  H. B r o c a r d .  Mathesis VI, 153. [Vergl. Bd. X X X ,  
Nr. 487.1 

291. Sur un théorème de M. Hermite relatif à l a  fonction E(x).  M. A. S t e r n .  
Acta math. VIII, 9 3 .  [Vergl. Bd. XXX, Nr. 904.1 

292. Einige Satze über Siimmen von Divisoren. J. H a c k s .  Acta math.  IX,  177. 
293. Die neunte vollkommene Zahl. P. S e e l h o f f .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI, 

174, 320. 
294. Sur les nombres parfaite. E d. L u c  as .  Mathesia VI, 145. 
295. Sur les nombres parfaits. M. A. S t e r n .  Mathesis VI,  248. - E d .  L u c a s  

ibid. 250. 
296. Ceber vollkommene Bahleo. G. Valen t in .  Orun. Archiv 2.  R. IV, 100. 
297. Sur l a  distribution mutuelle des nombres polygones. E. Cesa ro .  K. ann. 

math. Ser. 3 ,  V, 2 0 9 .  
298. Ein Rechenfehler vou J. Bernoulli. P. S e  e l h o  ff. Zeitschr. Math. Phys. 

XXXT, 63. 
299. Die Aufl6sung grosser Zahlen in ihre Factoren. P. S e e l h o f f .  Zeitschr. 

Math. Phys. XXXI, 166.  
300. Ein neues Keunzeichen für die Primzahlen. P. S e e l h  off .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXXI, 306. 
301. Développements nouveaux sur quelques propositions de Fermat. S. R e a l i s .  

N. ann. math. Ser. 3 ,  V, 113.  

302. De la divisibilité d u  nombre combinatoire (pz) par  un nombre premier p. 

V a n  d e n  B r o e c k .  Mathesis VI, 179. 

303. Le nombre combinatoire (z:) cet divisible par  17. V a n  d e n  B r o e c k .  

Mathesis VI, 179. 
304. L'expression (2 + l ) p  - ZP - 1 est divisible par (xP +x + 1)2, lorsque p = 6rn + 1. 

R o c h e t t i  & Beyens .  Mathesia BI, 2 1 5 .  
305. Divisibilit6 de 103"- i  par  3 " t 2 .  H e u r a r  d .  Mathesis VI, 235. - B r a s a  e u r  

ibid. 235.  
306. Uelier Producte sus ganzcn Zahlcn. B. S p  O r e r. Grun. Archiv 2.  R. IV, 3 3 2 ,  4 3 4 .  
307. a ( a  + l ) ( a  + 2 ) ( a +  3 )  augmente de  1 est un carré, augmenté de  2 n'est jamais 

une puissance exacte. E .  C a t a l a n .  Mathesis VI, 101. 
308. Sur iine qiiestion de Diophante. F a u q  u e m b e r  gue .  Nathesie VI ,  132.  

[Vergl. Bd. XXX, Nr .  497.1 
309. Caractères d'indivisibilité. P a u  q u c m b  c r g u e .  Mathesis VI, 6 9 .  
310. Sur l'identité 4 a Z + ( 2 b + 1 ) 2 + 1 = ( a + b ) ~ ( a - b ) 2 + ( a + b + 1 ) 0 + ( a - b - 1 ) P .  

R o c h e t t i  etc. Mathesis VI, 216. 
311. Polygones dont le nombre des diagonales est un carr6. J a m e t ,  B r o c a r d  

b E v e n .  Mathesin VI, 162.  
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312. Aufl6suug der Congruenz x g z ~  ( m o d N ) .  P. S e e l h o f f .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXI, 378. 

313, L'expression (ye+l)'n-''(V'-l"n" es t  l a  somme de deux carr6s entier,  
c. 1/2 z r z 

si n est eiitier. B r o c a r d ,  G i l l e t  & F a l i s s e .  Mathesis VI, 62. - E. 
C e s a r o  ibid. 63. - E. L u c a s  ihid. 133. 

314. a et b étant des nombres entiers e t  n. un nombre entier supérieur à 1; Etant 
n2n-1 + PPn-I 

en sue or = a + J'aP+b*, i3 = - a + ya2-tb2 l a  quantitd est 
a+B 

l a  somme de  deux carrés e t  d e  trois carrés. G i l l e t  & M i n e u r .  Ma- 
thesis VI, 65. 

315. DBcomposer en somme de deux carres l'expression 24(16+25 + . . . i- n5)  + 1. 
J a m e t  etc. Mathcsis VI, 262. 

316. Trouver n nombres entiers consécutifs dont l a  somme soit le double d'un 
carré. J a m e t  etc. Mathesis VI, 277. 

317. Applications des formules gdn6rales qui donnent l a  solution cornplide, en 
nombrea entiers, de  1'6qiiation homogène du second degré contenant un 
nombre quelconque d'inconnues. D c s  b o v e s .  N. ann. math. Ser. 3, V, 
226. [Vergl. Bd. XXX, Nr. 912.1 

318. Résolution, en nombres entiers e t  sous s a  forme la plus gént?'rale, de 1'8qua- 
tion cubique, homogène, 8 trois inconnues. D e s  boves .  N. ann. math. 
Ser. 3, V, 545. 

819. Die Zahlen von derForm k.2"+ 1. P. S e e  I h o  ff. Zeitschr.Math.Phys XXXI, 380. 
Vergl. b'ormen. Geschichte der Mathematik 116. 
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Historisch - literarische Abtheilung, 

Bemerkunrg zu einer Stelle im Almagest. 

Von 

Dr. ARMIN ~ I T T Y T E I N  
i n  i e ipz ig .  

Hier~u  Taf. V Fig. 10 u. 11. 

In meinem kleinen Aufsatze über arabische Sternnamen,' der lediglich 
dani dienen sollte, dem hescheidenen Maaçse etymologischer Wünsche, zu 
denen unsere modernen astronomischen Ephemeriden durchschnittlich Ver- 
anlassung geben konnen, i n  der einfachsten und kürzesten Form gerecht 
zu werden, habe ich bereits einige Nachrichten von einer arabischen IIim- 
melskugel aus dern 13. Jahrhundert Leigebracht, die seit 1 7 9 0  in der 
Sammlung des Cardinals S t e f a n  O R O r g i a in Velletri war, dann nach Rom 
wanderte und sich jetzt im koiiigl. Museum zu Neapel befindet. Ich habe 
gleichfalls dort  mitgetheilt, dass jener Globuv mehrere Male Gegenstand 
wissenschaftlicher Beschreibung gewesen sei, so von A s  s e m a n  i (1790), 
L a c  h (1796 -1 797), Fr  a e h n (Antiquitatis Muhammcdanae monumcnta 
varia; Pet,ropoli, 1820), und zmei Aufschriften (wie alles Uebrige, i n  

kufischen Seliriftzeichen, sogenannt nach der Stadt a l -  Kafa, i n  der 
Nahe des alten Babylon), die tibcr seine Entstehung und Anlago berich- 
ten , trage. 

Auf diese beiden Inscriptionen muss ich nun hier noch einmal und 
etwas ausführlicher zuriickkommen, weil sie den Ausgangspunkt der, i n  den 
obigen Titelworten zusammengefassten, historischen Betrachtung bilden, die 
ich im Folgenden niedergelegt habe und,  begleitet von dem Wunsche, dass 
sie sich der wohlwollenden Aufnahme von Seite des einen oder andern 
meiner Fachgenossen erfreuen mochte, hiermit der Oeffentlichkeit iibergebe. 

Die erste, im Grunde auf die im Orient iibliche Glorification des Herrsehers 
hinauslaufende Inschrift sagt aus, dass der Globus für den damaligen Sultan 
von Aegypten, M u b a . m m e d  b e n  a b P  B e k r  b e n  A j û b ,  engefertigt wurde. 

Hiet.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u Phys. XXIX,  1884. 
Hiit.-lit.  Abthlg.  d. Zeltaohr. f. Msth. ri. Phys. XXXII, 6. 1 G  
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Wenn ich nicht i r re ,  ist dieser Sultan derselbe, der im Jahre 1232 dern 

Kaiser F r i e d r i c h  II. ein Zelt schenkte, dessen oberer Theil sich durch 
ein Wasser-Uhrwerk in Bewegung setzen liess." Die zweite, wichtigere 
lautet: 

(y ,+-al! y! 6 **,-pl ,,Entwarf K a i s a r  b e n  a b ?  '1 
K a s e m  b e n  M u s a f e r  a l - A b r a k f  k$w 6 d i  23 L - a 1. H a n  a f î im Jahrc 622 der Hegra 

2 L 4 ~ 4 ~  mit Hinzufügiing von 16 Graden 46 

-1 Minuten zu Dernjenigen, was im Al- 
'6 magest. 

Unter der, sehr wahrscheinlich zutreffenden Voraussetzung , dass 5 a i  s a r ,  
der Verfertiger, der zu seiner Zeit noch i n  voller Kraft bestehenden Aucto- 
ritiit des A 1-B a t t â n î gefolgt sei und auf 66 synodische Nondjahre 1 Ver- 
k d e r u n g  in der Lalige der Gestirne gerechnet habe, würde er sorriit die 
Epoche des ganzen i? t o l e m  aeus 'schen Verzeichnisses in  das Jahr  131 uach 
Christ,us, oder in keinen früheren Zeitpunkt, alc: den des Anfanges des 
zweiten Drittels des in  Rede stehenden Jahres, verlegt haben, weil das Jahr 
622 der Hegra mit dem 13. Januar  1225 (Julian. Kal.) begann. Giebt man 
zu ,  dass es mit der eben angeführten Voraussetzung seine Richtigkeit habe 
- und ich befüreht.e keinen triftigen Ejnwand gegen dieselbe -, so mtisste 
ich mir die Frage, mie K. 211 seinem Pracessionswerthe von 16046' ge- 
kommen sein mag,  nicht anders zu erklaren, als dass er aber  die angezogene 
Epoche falsch unterrichtet war. Denn, meines Wissens, spielt das Jahr  151 
weder in  dem Zeitabschnitte der astronomischen Thiitigkeit des P t o l e -  
m a e u  s ,  noeh sonst in seinem Leben, eine hervorragende Rolle; auch ist 
mir nicht bekannl, dass in  dasselbe die Vollendung der Q ~ G E ~ ~  d d a v a i v  

; G T ~ & I ~ V  (die spiter a h  der Almagest abgefasst sind) vielleicht fallen konrie. 
Seine Beobachtungen, von denen er im Almagest spricht, gehoren dem 
Zeitraum von 126  bis 141 a n ,  die Epoche, auf welche e r  seine Fixstern- 
Oerter bezieht, entspricht der zweiten Hslfte des Jahres 137, als das Jahr  
seines Todes endlich kann man mit einiger Wahrsche;nlichkeit das 163. 
gelten lasscn. Nun konnke man noch eine andere Conjectnr versuchen, 
so gewagt sie auch erscheint, wie icb gern zugebe, namlich die, K. habe 
sich nach dem Vorgange des berühmten, im 10. Jahrhundert lebenden, per- 

- - 

* Obwohl diirchaus ohne Bezi-ig auf diesen speciellen Fall, dagegen aber 
überhaupt fiehr nützlich zur Keuntniss alter Uhren und einschliigiger Bewegungs- 
mechaniamen ist die kürzlich erschienene Schrift von Prof. B i l f i n g e r  über ,,Die 
Z e i t m e s s e r  d e r  a n t i k e n  Volker  (Progrdmm des Eberhard-Ludwigs-Gym- 
nasiums, Stuttgart, 1886; 40,  78 S.)", die ich hier vielleicht nicht ganz am un- 
rechten Orte der Beachtung meiner verehrten Leser empfehle. 

** Ha scheint, als habe er sich moglichst bestimmt ausdrücken wolleu, nam- 
lich im Sinne: (tur Jemand) ein Iustrument aufreissen. Sonst heisst es gewohnlich, 
xz;o hat ihn verfertigt. Vermuthlich gehorte K. zu den Gelehrten, die der Rcgent 
ün seinem Hofe unterhielt. 
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sischen Astronomen 'Abd a r - R a b m a n  as-Si i ff  ( $+lCS3J j  
b 

gerichtet, der die Pracession in 66 p e r s i s c h e n  Janreii zu lu festsetzte. 
Diese würde une auf den Anfang des Jahres 119 nach Christus führen, und 
damit ware uns cbcnso wenig, wic mit der vorher gefundenen Ausgangs- 
epoche geholfen; ich halte deshalb an meiner Vermnthiing, K. sei iiber den 
fraglichen Zeitpunkt nicht im Klaren gewesen, fest. Ziigleich erhcllt ails 
der vorstehenden einfachen Ueberlegung, dass das Veitranen, welches man 
in die von seinem Verfertiger gewiss beabsichtigte Uebereinstimmung des 
Kaisar 'schen Globus mit dem IIimmel im Jahre 1225 etwa setzen dürfte, 
auf ein sehr geringes Maass herabsinkt ; ich sage : b e a  b s i c h t i g t e  - weil 
von einem Einhalten der angestrebten Genauigkeit bei eo grober Darstel- 
lung auf kleiner Kugeloberfl%che ohnehin keine Rede sein kann. Wir  werden 
jedoch spater sehen, dass K., wenigstens in 'Einern Falle, dank der glück- 
lichen Compensation von Irrthümern, der Wahrheit verhaltnissm&ssig ziem- 
lich nahe kommt. 

Zii einem grossen Theile ergiebt sich die ntihere Entscheidung über 
die Brauchbarkeit jener alten iigyptischen Himmelskiigel aus der Prüfung 
der Zuverliissigkeit der Positionen des P t  O 1 e m a e u  s , die ihre unmittelbare 
Grundlage bilden, von selbst. Auf das Ergebniss letzterer wird somit Alles 
ankommen, und diese ist daher als die eigentliche Aufgabe zu betrachten, 
die zu behandeln ich mir hier vorgenommen habe. Indem ich mich ihr 
ohne weitere Abschweifung zuwende, schicke ich die Bernerkiing vorauf, 
dass es nur Ein Beiepiel ist ,  auf welches sich meine Untersuchung stülzt, 
das aber, wio ich hoffc, ziir Illustration des Ganzen um so mehr ausreichen 
wird , als ich hierfür den,  der 1 .  Sten Gr6ssenclasse angehorenden Stern 32 cr 
Leonis (Regulus) gewiihlt habe, den P t  o l e m a e u s  selbst mit der Sonne 
und dem Monde verglichen ba t ;  K a i s a r  nennt ihn ,  in wortlicher Ueber- 
setzung der P t o l e m a e u s ' s c h e n  Bezeiehnung, ,L, Y I  K a l b  a l - a s a d ,  
H e r ~  des Lowen. 

Entnimmt man den mittleren Ort für 1875,O nebst der eigenen Be- 
wegung auu der , , R e d u c t i o n  d e s  A u w e r s ' s c h e n  F u n d a m e n t a l k a t a -  
l o g e s  a u f  d i e  L e - V e r r i e r ' s c h e n  P r i c e s s i o n s c o e f f i c i e n t e n .  Von 
Dr. N o r b e r t  H e r  z u n d  J O  s e  f S t r O b l  (Denkschr. d. mathem.-naturwis- 
senschaftl. Classe d. kaiserl. Akad. d. W.. XLVI.  Bd., Wien, 1883. gr. 4'.)', 
so finden sich zunachst folgende, auf das mittlere Aequiiloctium des tropi- 
schen Jahresanfangcs für das bcigcsetete Jahr  bezogcne, geocentrische Po- 
sitionen des R e g u l u s :  

Jahr. a. 
- - -- 

Mittl. E .  

250 27' 19,9.7'' 
23 32 28,23 
23 40 51,29 
23 40 b5,82 

- 

' 1875 
1225 
140 
130 

- -- 

10" 1m42,785s 
9 26 83,274 
8 26 14,090 
8 25 39,986 
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Dieselben wurden durch Anwendnng der strengen Formeln erhalten, 
die T h .  v o n  O p p o l z e r  in seinem , L e h r b u c h  z u r  B a h n b e s t i m m u n g  
d e r  K o m e t e n  u n d  P l a n e t e n  (1. Bd., 2. Aufl., Leipzig, 1882;  kl. 4O)' 
für solche Zwecke entwickelt h a t ;  sie gelten für 

1875 + Januar  0,2384 m. Zt. Greenwich. 

1225 - , 0,1833 , , n 

140 + ,, 0,7054 , , n 

130 + , 0,2884 , , n 

Dio Daten für den O r t  d e s  R e g u l u s  i m  A l m a g e s t  Sind:* 

Als ErlButerung der xweiten Columne ist hinzuzufügen: iu Sh toiç 
B E Z I T É ~ O L ~  zdg xnrd pqnoç rOv dcoc l~nnt~~apiwv .hoXdÇ, zciç E ~ Ç  z 4 v OlQXljv 
triS ' ~ v z o v i v o v  ~ n r i ~ i ~ i c i g  $ X  tOv t . r l p ~ ~ r o v  svvcryoyÉiag, d ç  z i g  ; e X r j ç  
tOv - r ~ t a ~ t ~ p ~ p i w v  Ln; . r ~ v  tponixGv xai IrirIprprvGv Gqp~iwv %GALU civvicisn- 
pivqg. Von den Breiten heisst es kufz darauf, dass sie stets dieselben 
hleiben und nur die Liingen der Sterne in 100 iigyptischen Jahren (zu je 
365 Tagen) eine Verandermg von 1' erfahren. 

Somit haben wir nach unserer Ausdrucksweiso anzusetzen: 

137 Juli 20, Mittag zu Alexandria (jul.): 
.4 

I / Lmge ,",O,: Grasse 

Hem des Lowen, genannt Regulus 122O 30' 0 10' 1 

Unter dem Mittag ist der w a h r e  xu verstehen. 

Damit der Leser eine genaue Information von der Art  und Weise 
gewinne, wie P t  o l e m a e u s  bei seiner Vergleichung des Regulus mit der 
Sonne und dem Monde, von der ich wciter oben bereits gesprochen habe, 
zu Werke gegangen is t ,  theile ieh ans dem 2. Capitel des 7. Buches den 
sich auf jene beziehenden Abschnitt unverkiirzt hier mit:  

'SLg ?dg Q9' Evdg 6noSeiyp~t.oç, Brq- ,,Nun zu einern Beispiel: Im 2. 
p7j~ap&v,  r$ 8&vzEpY ~ E C  ' ~ v t w v i l i o ~ ~ ,  Jahre Antonin's, am 9. des agypti- 

* K A A T d I O T  IITOAEMAIOT MAOHMATIKH XTNTAEIB. Compos i t ion  
m a t h e m a t i q u e  d e  Claude  P t o l 6 m é e ,  ou astronomie ancienne, traduite pour 
la première fois du grec en français sur les manuscrits de le bibliothhque du Roi, 
par M. l 'ab b6 H a l m a ;  e t  suivie des notes de M. D e l a m b r e .  Paris, 1813 und 
1816; 2 Bande in gr. 
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schen Monats Pharmutbi , haben wir 
in  Alexandria zur Zeit des Sonnen- 
unterganges, als gerade noch das letzte 
Stiick de0 Stieres culminirte, d. h. 
53 Aequinoctialstunden nach dem 
Mittag des 9., die scheinbare Ent-  
fcrnung des Mondes von der Sonne, 
dic damals irn 3. Gradc des Zeichens 
der Fische stand, gemessen und dafür 
92-8 Grade gefunden. Eine halbe 
Stunde spater - die Sonne war be- 
reits untergegangen , und ein Viertel 
der  Zwilljnge erschien im Meridien - 
ergah sich, bei unveranderter Rich- 
tung  nach dem Monde, mit Hilfe des 
andern Kreises des Instrumentes lwir 
würden sagen : crster Krcid geklemmt], 
die Distanz des Hersens des Lowen 
vom Monde su 579 Graden nach Odten 
hin, gemessen auf der Ekliptik. Allein 
zuerst war die Sonne genau 3& Grade 
in den Fischen und damaIs der Mond 
in einem Gstlichen Abstande von 928 
Graden von ihr  beobachtet, alao letz- 
t.erer in 5; Graden (5 O 10,5') der Zwil- 
linge, welche Position er nach unscrcn 
theoretischen Grundkgen einnehmen 
musate. I n  einer halbenstunde musste 
der Mond pach Westen swar he- 
wegt worden sein, aber er irrte ins 
Voraufgegangene, nach der ersten Stel- 
l u n g  hin,  um ho ab. Also nahm 
der Mond m c h  einer halben Stunde 
(5&+$- &=) 5; Grade in deu 
Zwillingen ein,  so daail das Herz des 
Lowen, von dem er ja westlich 574- 
Grade cntfernt war, sich i n  2' YO' 
des Iiiwen befand, vom Punkte der 
Sommersonnenwende urn 32 30' ge- 
trennt. '< 

(Soweit es anging , habe ich wort- 
lich iiberseht.) 
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F ü r  das Uebrige gentigt eine aiiyzugsweise Reproduction: 
Zu H i p  p a r  c h 's  Zeit, sagt P t  o l e m  a e  u s ,  stand derselbe Stern 2990 

ostlich voiii Pimkte der Sommersonnenwende, gegenwtirtig 32;"; ini Laufe 
der inzwischen verflosscncn 265 Jahre sci e r  somit 23° weiter nach Osten 
gerückt,  was ganz mit der Vermuthimg des H i p p  a r  c h harmonire, wonach 
die Pracession i n  100 Jahren etwa l0 betrage. Deshalb habe er an alle 
Langen des H i  p p a r  c h angebrkht ,  urn sie auf seine Epoche zii redu- 
ciren, ,,und der zufolge wir überwiegend die rneisten Vorbeiwege der Fix- 
sterne bcnrahrt habenu.* Dass seine Beobachtung noch einer merklichen Re- 
duction auf die Zeit des Regierungsantritts des A n t  O n i n  u s P i  u s bedarf, 
scheint er zu ignoriren. Weiter hatte er sagen sollen : Die Uurchsehnittspunkte 
von Aequator und Ekliptik schreiten auf lehterer  fort,  und zwar in  der Hich- 
tung gegen die Bewegung der Sonne - statt  dessen glaubte er, daes die Sterne 
im Sinne der Lange fortschreiten und die Aequinoctialpunkte fest seien. 

Das bentitzte Instrument veranschaulicht Fig. 10. Es war eine sogenannte 
ArmillarsphBre mit zwei festen Kreisen , MM (Meridian), EE (Ekliptik), 
und dem System der drei beweglichen, B E ,  CC, B D ;  Alles aus Kupfcr 
gefertigt. Das bewegliche System l i e s  sich vermittelst zweier Zapfen, 
welche M, B, C unveriinderlich mit einander verbanden, um die Polaraxe 
PP der Ekliptik, dabei jedoch B und C unabhangig von einander, drehen, 
repriisentirte also in jeder Stellung von ,B oder C einen Breitenkreis. Der 
Ring D endlich t rug zwei, diaiqetral einander gegenüberstehende Diopter 
und vollführte auf dem innern R.ande vos  C eine gleitende Deweguug; er 
diente zur Uestimmung der Breiten. M, E, C waren in Grade und,  ,,soweit 
m8glichU, i n  deren Unterabtheilungen eingetheilt. Die Neigung der Ebene E 
gegen die Verticale betragt für Alexandria etwao über 7'; .  P t o l  e m a e u s  
nimmt 30° 58' für die Breite von Alexandria und 23' 51' 20" für  die Schiefe 
der Ekliptik, somit 7' 7 '  für jenen Neigungswinkel an. 

Die andere Figur (Fig. I l ) ,  in der G E  einen Gnomon und G K ,  G Z ,  
G N  tbuf der Xittagslinie G N  die Schattenliingen zur Zcit der Sommer- 
sonnenwende, der Tag-  und Nachtglaichen und der Wintersonnenwende 
bedeuten, denen der Reihe nach die Winkel G7{C*:X= 7 O  6'401', GRZ=30° 58', 
GEN= 54O 49' 20" entsprechen, zeigt , wie P t o l e m a  e u s  zur Hauptein- 
theilung des Jahres gelangte. Betrug , beispielsweise , die Hohe G E  60 Fnss, 
so waren IC, Z ,  iV resp. 7,5, 36,0, 85,l Fusa von G entfernt. Dies ist 
so ziemlich Alles, was sich im Alrnagest von der Methode der Zeitbestim- 
mung im engeren Sinne findet, und hat  es  fast den Anschein, als ob P t  o -  
1 e rn a e u s uur  im Allgemeinen das befolgte Princip habe erlautern wollen. 
Man niocfite sich beinahe dartiber wundern, dass er gerade dieser einfach- 

* So lautet. wenn auch die deutsche Spraühe dabei arg rnaltraitirt wird, die 
Uebersetziing von xu8' rjv ,uiAiura xori i u ~ i ç  r&ç n?.&iro<ç rOv oiniluv& zrrapci8ovs 
rfrTQrjxcr,uev. 1)ie Ha ln i  a'sche entspricht dcm Siririe dersc4ben ni& unawrideiitig 
genug. 
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sten Vorrichtung, dcren Beschreibung füglich entbehrt werden konnte, gc- 
denkt, ohne sonst auf Uhren einzugehen - und z n a r  u m  so, mehr, als er, 
wenigstens in der geschilderten Weise, von jener allgemeinen Regel schwer- 
Iich Gebrauch gemacht, sondern sich wahrscheinlich der Construction einer 
Sonnenuhr bedient ha t ,  die uns unter dem Namen des H e m i c y  c l i u m  s 
überliefert ist ,  und dessen Erfindung dem im 3. Jahrhundert vor Chr. leben- 
den Chaldzer Be  ï o s u s  zugeschrieben wird. Es  bcstand aus einer aus Stein 
ausgchohlten Halbkugcl, dic in der Richtung cines Radius und der Polar- 
axe einen Stift t rug ,  der im Kugelmittelpunkte in ein Kiigelchen endete, 
dessen Schatten im Laufe des Jahres und der einzelnen Tage aiif der Kugel- 
flacLie entsprechende Eintheilungen durch Curven beschrieh6 (Naheres dar- 
über ist  i n  der angeführten Schrift von B i l f i n g e r  zu lesen). Damit hatte 
er aber nur sogenannte Hemerinzeit, filr die Eintheilung der Nachtstunden 
war noch immer eine rnechanisühe Vorrichtung ncthwendig. Seine Stunden 
anlangend, wtire noch hinzuzuftigen, dass die dQui i o v p ~ ~ i v a i  gleichwerthig 
mit, den unserigen, su des tjglichen scheinbaren Sonnenumlaufs, sind; 
sie hiessen wahrscheinlich sol  weil sie um die Zeit der T a g -  und Nacht- 
gleiche ( i ~ ~ ~ & ~ ; c x )  den veranderlichen bürgerlichen Tag - und Nachtstunden 

X < Y L ~ L X ~ ~ )  g l e i ~ h  sind. Die Dauer des tropischen Jahres nahm P t o l  e -  
m a e u  s om 6 m  268 z u  lang a n ,  die mittlere Bewegung der Sonne in 365 
Tagen um 15,C)" zu kleiu. Nach einer kleinen, von I d e l e r  (Historische 
Untersuchungen über die astronomischen Beobachtungen der Alten; Berliu, 
1806, iu Bo) mitgetheilten Tafel mue6 man um die Zeit herum, uni die es 
sich hier handelt, a n  die mittleïi: Lgngc der Sonne des P t  o l e m a e u s  eine 
Correction von etwa + l0 anbringen, und wciter wird dort gesagt (S. 304 
u. 305): ,,Au3 einer fehlerhaften Bestimmung der Jahïesliinge mussten un- 
richtige Sonnentafelii entstehen, und wirklich gaben ihm seine Tafeln die 
mittleren LBngen der Sonne für seine Zeiten um beinahe 1' zu klein. Da 
er nun von den Oertern der Sonne bei seinen Untersuchungen über die 
Langeri der Fixsterne ausging, so musste er aueh diese um l 0  zu kleiu 
f i ~ d e n . ~  I d  e l e r  bezog sich auf die neueste Ausgabe (von 1804) der Son- 
nentafeln des Freiherrn v o n  Z a c h ,  die, neben den 1806 erschienenen 
D e l a m b r e  - B ü rg'schen (Sonnen - und Mondtafcln) , bis zur zweitcn Halftc 
unseres Jahrhundeïts gebraucht wurden. 

Wie man erkennt, verfuhr P t  O 1 e III a e  u s , soweit es ihm seine Sheorie 
und .die daraus gezogenen Schlussfolgerungen gestatteten, bei der Reduction 

* Es beruhte diese Sonncnuhr auf der Eintheilung des jeweiligcn Tagebogens 
der Sonne in zwolf gleiche Theile. Der Stein niusste so aufgestellt ~e in ,  dass die 
Tangentialebene im tiefsten Punkte der Halbkugel d e ~ u  Horizout parallel war. Den 
Augenblick des wahren Mittags fixirte die Uhr richtig; den Zeitabschnitt zwischen 
ihm und dem darauf folgendcn in 24 gleiche Theile einzutheilen, dazu bedurfte es 
noch eines Hilhmittels, das die Uhr nicht gewahrte. Die Zeitgleichung kannte 
P t o l e m a e u s ,  er spricht davon im 8. Capitel des 3. Buches. 
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der oben mitgetheilten Beobachtung, die am 23. Februar 139 (jul.) angestellt 
war, ganz coyect ,  nur drückte e r  sich, wenigstens für  meine Auffassung, 
insofern etwas unbestimmt aus,  als er, hinsichtlich des Mondes, nicht Alles 
lediglich der ersten Beobachtung zuweist. Wenn e r  weiter die erhaltene 
(s c h  e i n b a r e) Lange von iu Leonis unverandert in  seinem Fixstern -Ver- 
zeichnisse, dessen Epoche über 1; Jahre zurtick liegt, beibehiill, so hat er 
dies wohl nur  deshalb gethan, weil ihm eine Grosse von noch nicht ganz 
eincr Bogcnminute, in Ansehung der Beobachtungsfehler, vielleicht bedeu- 
t n n g s l o ~  erschien. 

Die Lange von a! Leonis auf dem Kaisa r ' schen  Globus wiirde 13g016' 
betragen, differirt slso von der mittleren Lange dieses Sternes für den 
Jahresanfang von 1225 nur um etwa 1 1,4'. 

Ftir die Epoche des Almagest-Kataloges endlich wird der mittlere Ort 
des liegulus: 

A = 1240 3'8,9", 8 = + 0' 22'59,3". 
Wie schon bemerkt , wtirde man die Soiinenlange des P t o l e  m a  e u s 

uni 1'1' zu vergrossern haben, wenn man sich mit der einfachen Propor- 
tion, au€ der dies beruht,  begnügen will. Nach Untersuchurigen von 
N e w c O m b * finden sich die Vergrosserungen der Sonnenlangen , die man 
a n  drei Almagost - Angaben anbringen muss , zu 

l0 5,l' im Jahre 134 nach Christus. 

* Researches on the motion of the moon. Part 1. Washington, 1878, gr. 4O. 
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Recensionen. 

Berichtigung. Von Herrn P r  y t z , dessen Antilogarithmentafel wir 
S. 153-155 besprochen haben, werden wir auf einen Irrthum aufmerksam 
gemacht. Die L genannten Zahlen nehmen um Hundertstel, nicht urn 

Tausendstel zu. Ebenso bemerkt Herr P r y  t z  - was wir vielleicht hatten 
betonen konnen -, dass bei dem von uns vorgeführten Beispiele einige der 
Aufschlagungen auf der gleichen Tabellenseite vollzogen werden. Mittelbar 
haben wir es allerdings gesagt, indem wir nur zweimal, S. 154 Z. 16 u. 31, 
von der Benutzung der Antilogarithmen sprachen, d. h. eben von einem 
eigentlichen Aufschlagen der Haupttabelle. Der Verfasser ist indessen der 
Meinung, bei einem Tabellenwerke seien gerade solche Momente hervorzu- 
heben, und wir haben nicht 
in dieser Beziehung nicht zu 

die mindeste Veranlassung , seinen Wünschen 
entsprechcn. CANTOR. 

Die Constructionen doppelt 
Bestimmnngastllcken. 

berührender  Kegelschnitte mit imaginaren 
Eine Wanderung durch die Theorie der Kegel- 

schnitte i n  doppelter Berührung an der Hand anschaulicher Methoden 
von FRITZ HOFFMANN. Leipzig, B. G. Teubner. 1886. 

Der Verfasser tragt den Stoff, wie e r  sich in den verschiedenen Lehr- 
büchern der synthetischen Geometrie vertheilt findet, im Zusammenhange 
in ansprechender Weise vor. Die metrischen Specialisirungen, welche das 
allgemeine Problem : Einen Kegelschnitt zu construiren, welcher durch einen 
reellen und zwei coiijugirt imaginare Punkte geht und einen andern Kegel- 
schnitt doppelt berührt , - erfahren kann , werden ausführlich berücksich- 
tigt,  und ein Studium des Buches ist daher sehr geeignet, Gewandthcit im 
Uebersetzen von Constructionen der Geometrie der Lage in die des Maasses 
zu erlangen und die Einheit dieser Constructionen in das richtige Licht zu 
setzen. 

Die Grundlage für die Losung einer grossen Reihe von Aufgaben bildet 
ein Satz aus der Raumgeometrie: Der Umriss einer F 2  in Centralprojec. 
tion und das Bild eines ihr aufgescliriebenen Kegelschnittes sind zwei Kegel- 
schnitte in  doppelter Beriîhrung. Die Construction eines solchen Kegel- 
schnittes bleibt dann dieselbe, einerlei , ob die Berührungspunkte reell, d. h. 
der Kegelschnitt sich von der sichtbaren Seite ilber den Rand auf die un- 
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sichtbare Seite erstreckt, oder ob jene l'uukte imaginar sind, d. h. der 
Kegelschnitt auf einer und derselben Seite bleibt. Diese Idee ist a l t ,  sie 
wurde von N i e  m t s c h i c  k in den Sitzungsbcrichten der Wiener Akademie, 
Ud. 52 mitgctheilt; auch P e s c h  k a verwerthet sie im dritten Bande seiner 
Darstellenden Geometrie zur LTisung einer grossen Reihe von Aiifgaben. 

Am Schliisse des Buches werden die hoheren Rertihrungen behantie!t, 
insbesondere Krümmungskreise construirt. 

Sufgefallen ist lins im Vorwort die Ansicht des Verfassers, dass Be- 
trachtungen, in denen das ImaginXre eine Rolle spielt, immer im Zusam- 
menhange mit der metrischen Kreisgeometrie stehen sollen, was doch nicht 
der Fa11 ist. 

1 I a n n o v e r .  Dr. C. R O D E N B E ~ G .  

Kegelschnittbüschel 
Professor an 
1886. 

und Kegelschnittschaaren. Von Jos .  IIELLEK, k. k. 
der k. k. Staats-Oberrealschule in Linz. Selbstverlag. 

Kin klar geschrieberies Buch, sehr zur Xirifihrung in die Theorie geeiguet. 
Zungchst werden Büscliel und Scfiaar gemeinschaftliüli analytisch lie- 

handelt. Die Wahl dieser Methode gesehah, um Ausnahmefiillen bezüglich 
imaginaier Elemente aus dem Wege zu gehen. 

Dann werdcn die Polareigenschaften entmickelt und die geometrischen 
Oerker der Pole und Polaren für gewixse Bedingungen, insbesondere die 
Oerter der Mittelpunkte untersucht. 

Bei der Bestimmung der Berührungspunkte aller Curven eines C e  - Bü- 
schels mit den Strahlen eines Strahlenbüschels und,  a i e  auch in Zukunft, der 
dualen Aufgabe treten die erzeugten Gebilde dritten Grades in den Ereis der 
Untersuchungen. E s  folgen dann projeetivische Betrachtungen, insbesondere 
der Involution der Schnittpunkte der Curve eines Büschels mit einer Geraden 
etc., sowie die Erzeugung der Büschel durch projectivische Urehung. Schliess- 
lich werden die Arten der Kegelschnitte, welche in  einem Büsühel vorkom- 
men, angegeben unter Berücksichtigung der Verschiedenheiten in der Realitat 
der Basiselemente. 

Die Erzcugung der allgemeinen Curvcn dritter Ordnung durch Btischel 
hattc ucseres Erachtcns wohl noch in den Plan des vorlicgenden Ruches 
hinein gehort. Ferner ware ein Inhaltsverzeichniss willkommen. 

H a n n o v e r .  Dr. C. RODEBBERG. 

Eine nene Rechenmaschine. Von Dr. EDUARD SELLINC , Professor fur 
Mathematik und Astronomie a n  der Universitit Würzburg. Mit zwei 
lithogr. Tafeln. Berlin, Verlag von Julius Springer. 1887. 51 S. 

Tn technischen Kreisen war schon vie1 von dem neuen, übereus sinn- 
reichen Mechanismua die Rede , welchen Professor S e l  1 i n g  an die Stelle 
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der bisherigen complicirten Rcchcnmaschine gesetzt ha t ,  und die vorlicgendo 
Bchrift ermoglicht es nun einem Jeden,  sich mit den Grundsateen des neuen 
Apparates bekannt zu machen. Der Verf. wirft zuniichst einen Rückblick 
auf die Geschichte der Rechenmaschinen, schildert die Abzahlvorrichtungen 
der orientalischen Volker, die genialen, aber liber das Modellstadium uicht 
hinausgekommenen Nechanismen von P a s  c a l  und L e i b n i  z , und rer-  
weilt ausf'ührlicher bei den modernen Erfiudungen, welche durch die Namen 

a b  b a g e l  T h  O m a s  und S G h e u  a z gekennzeichnet sind. I n  kinematischer 
Bcziehung die grossartigste Leistung war unter diesen die Additionsmaschine 
jenes engliçchen Mathematikers, welche auch für automatische Kopirung 
eingerichtet is t ,  dafür aber mit ihren 2054 Schrauben und 364 Ketten- 
gliedern als ein vie1 zu zarter Organismus erscheint, um allgemeinerer An- 
wendung in der Praxis theilhaftig werden zu konnen. Verringerung der 
Widerstiinde und die Erreichung einer gleichzeitigen Bewegiing aller Ma- 
schinentheile war der Hauptzweck, welchem der Verf. zustrebte, und es 
gelang auch, durch Einfügung eines gewissen kinematischen Elementes von 
doppelter Bewegung, auf dessen Beschreibung ohne Figur  einzugehen sich 
naturlich von selbst verbietet, jenes Ziel zu erreichen. Bequcm, wenn schon 
nicht unbedingt nothwendig ist es ,  keine Theilproducte > 25 zu bekommen, 
und dsmit dies geschehe, wahlt man statt  der Zahlen 6, 7, 8, 9 deren 
dekadische Erganzungen ; der Verf. schreibt für 10 - 4 ,  10 - 3 ,  10 - 2, 
10 - 1 resp. p, C ,  2, 1 und schlagt auch dafür gewisse Wortbildungeu vor, 
welche wir allerdings noch nicht für endgiltig angenommen erachten. Neben 
5 ist 10 - 5 = 5; nicht unbedingt erforderlich, wird aber vom Verf. gleich- 
wohl aus Zweckrn%ssigkeitsgründen ebenfalls beibehalten. Die Bildung der 
Thcilproducte erfolgt mit Hilfc einco S c h  e i n er'schcn Pantographcn oder 
Storchschnabels; 10 Paar geradliniger Stabe sind durch Charniere mitein- 
ander verbunden, ihre Krenziingspunkte seien resp. durch die Zahlen O, 1 ... 9 
bezeichnet, und wenn dann der Kreuzungspunkt 1 l h g s  der die Kreuzungs- 
punkte verbindenden Geraden urn den Weg w versclioben wird, so beschreibt 
der Punkt  n den Punkt  nw. 1st demnach lz eine Ziffer des Multiplicandus 
und w eine solche des Multiplicators, so hat man uumittelbar das Product 
lzw durch die Bewegung der Stangenverbindung dargestellt. Hat  man aber 
neben den Ziffern von 1 bis 5 noch die fiinf umgekehrten, so ktirzt sich 
die Verschicbung um die Hdf te  a b ,  wshrend jetzt allerdings zwischcn eincr 
recht,liiufigen und riickl8ufigen Rewegung unterschicdcn werden muss. Fcrner 
ist dafür Sorge getragen, dass durch eine Raderc,ombination der Miiltipli- 
cator, durch eine zweite das Product automatisch gedruckt wird, wahrend 
fiir den Multiplicanden dies nicht nothwendig zu geschehen braucht, durch 
einen einfachen Griff jedoch gleichfalls bewerkstelligt werden kaun. Schliess- 
lich giebt der Verf. nahere Au~l'ührungen hinsichtlich der Handhabung seiner 
Alaschine bei den arithmetischen ürundoperationen, wobei auch das Wurael- 
ausziehen nicht ausgeschlossen is t ,  und deutet gewisse Verbesserungen an, 
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die sich a n  jener, wenn sie in  den Dienst besonderer Probleme gestellt 
wird , allenfalls noch anbringen lassen. 

Die Idee zu seiner Reform des maschinellen Rechnens hat sich Herrn 
S e  1 l i n  g aufgedrangt , als derselbe die ihm übertragene Revision der rech- 
nerischen Grundlagen der für die Tochter der bayerischen Beamten ein- 
gerichteten Versorgungscasse durehführte, eine Arbeit, von deren hoher 
Bedeutung für die staatswissenschaftliche Hechenkunst wohl nicht überall 
genügend Notiz genommen wurde (vergl. übrigens des Berichterstafters ein- 
gehende Besprechung der S e  l l  i n g'schen Arbeit im XII. Jahrgaug der 
,,Zeitschr. f. mathem. u. naturwissenschaftl. Untcrrichtu). Damals wurde die 
T h  O m a s'sche Maschino zur Bewaltigung des uncrmcsslichen Zahlcncalculs 
verwendet und erwies sich als nicht vollkommea xureichend. So hofft denn 
auch der Verf., dass der Nutzen seiner Erfiiidung sich nicht niir ajn physi- 
kalischen und kanfminnischen Aufgaben erproben werde, sondern mehr noch 
an den ,,zahlreichen politischen und socialen Fragen, in welchen man,  vor 
der allzugrossen Mühe der rechnenden L6sung erschreckend, sich anf schwan- 
kende Schatzungen einliessu. - Referent hat  die Maschine bei der Wiesbadener 
Naturforscher-Versammlung in Action gesehen und ist von deron Leistungs- 
fihigkeit überzeugt. 

N i i n c h e n .  Dr. S. GÜNTHER. 

A. STEINHAUSER, Orundzüge 
Landkartenprojection. 
Mit 186 Eolzschnitten. 

Im XXVII. Bande dieser 

der  mathematischen Geographie und der 
Dritte, verbesserte und vermehrte Auflage, 
Wien 1887, Verlag von F r .  Beck. V, 155 S. 

Zeitschrift ward von uns die zweite Auflage 
dieses originellen, seiner ganzen Anlage nach von den anderen. bekannten 
Lehrbüchern der astronomischen Geographie- abwcichenden Werkes besprochen, 
und es gereicht uns zum Vergnügen, heute constatireri zu konnen, dass dem 
trotz hohen Alters mit jugendlicher Eüstigkeit fortarbeitenden Verfasser die 
Freude vergonnt war, nach verhdtnissm%ssig kurzer Frist diese neue Aus- 
gabe veranstalten zu dtirfen. Die beiden ersten Abtheilnngen, die mathe- 
matisch-technischen Vorbegriffe und die Stellung der Erde im Weltcnraum 
behandelnd, sind allerdings so gut wie nnveriindert geblieben; dafür abcr 
sind dem dritten Abschnitte, der Kartenentwurfslehre, ziemlich bedeiitcnde 
Erweiterungen und Verbesserungen zu Theil geworden , fur welche haupt- 
sachlich die Arbeiten von T i  s s O t und Z O e p p r i t  z das Material geliefert 
haben. Um die Unterschiede beider Auflagen richtig zu würdigen, stellen 
wir fest, dass die vier ersten Paragraphen ebenso mie die auf Fliichen- 
berechnung, LLndergliederung und Verfertigung der Globussegmente bezüg- 
lichen Bemerkuugen wesentlich unveriindert geblieben siud; irn Uebrigen ist, 
wenn die.deutschen Ziffern der zweiten, die romischen der dritten Auflage 
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entsprecheu, $ G = V ,  § 7 = X I ,  5 8 = V I ,  § 9 = V I I ,  5 1 0 = X I I ,  5 1 1  
= X I I I ,  g 12 = X I v ,  g 13 = X V ,  g 14 = I X ,  g 15 = XVII,  $5 16 und 
17 ganxlich umgeformt, 5 18 = XXV, 5 19 = XXVI, 5 20 = XXVII, 5 21 
= XXVIII , Ej 22 = XXIX , 5 23 = XXX , 5 24 = XXXI , 5 25 = XXXIII, 

26 = XXXIV, 30 = XXXVI. Diese Verschiebungen erfolgten theil- 
weise der Methode wegen, theilweise, um neue Paragraphen für die Be- 
rücksichtigung solchen Stoffes zu gewinnen, dessen früher nicht gedacht 
war oder euch wohl noch gar nicht gedacht werden konnte. So sind nun- 
mehr die ,,externenu Abbildungen (De l a  H i r e ,  J a m e s ,  F i s c h e r - N e l l )  
als gleichberechtigt neben die stercographische uud orthographische Projcc- 
tion einerueits , neben die gnomonische andererseits gestellt, die ,fiachen- 
treuenU Projectionen wurden ehgehender ahgehandelt, indem nun auch die 
herzformige Manier von S t a b i u s  und L a m  b e r  t ' s  Modification der stereo- 
graphischen Projection neben derjenigen von M 011 w e i d  e - B a b  i n e  t zu 
grosserer Geltung karnen, sowohl die iiltere , Globularprojection (von G 1 a - 
r e a n - N i c o l o s i ) ,  als auch die neuere (von N e l l - D e b e s )  wurden mit be- 
sonderen Paragraphen bedacht, und vor Allem ward die so vielgestaltige 
conische Abbildung; wclcho früher nur  etwas stiefmtitterlich wcggckommen 
war, grtindlich erortert. Nicht blos die alteren Halhsternbilder, sondern 
auch die von Herrn S t e  i n  h a u s e r  selbst erfundene ,,conopterische Projec- 
tion' und A r n d ' s  Abbildungsmethode mit ihrem die Kugel in zwei Parallel- 
kreisen durchstossenden Kegelmantel sind aufgenommen; endlich gilt  ein 
Gleiches auch ftir jene Projection, welche T i s s o  t der von ihm erfolgreich 
bekampften Bonne ' schen  Karte mit krumrnen Meridianen und krurnmen 
Parallelen substituirte. Die ,polyedrischenu Karten, die man aber doch 
besser durch ,polyconischeu ersetzt, wcrden zum Schlusve gleichfalls erwiihnt. 

Die bekannte Sauberkeit und Klarheit der Darstcllung, welche dem 
Verf. eigenthümlich ist , wird der Leser auch in den neu hinzugekommenen, 
schwierigeren Partien nirgends vermissen; die Ausstattung ist die gleiche, 
schtine, wie früher. Nur zu einer Angabe auf S. 8 müssen wir uns eine 
Gegenbemerkung gestatten: F ü r  die Unmtiglichkeit, n. exact darzustellen, 
ist wohl nicht die ,,Incomrnensurabilitat " dieser Zahl massgebend , wie es 
hier heisst , sondern ein ganz anderer Umstand , über Gelchen gewisse Unter- 
~uchungen des letzten Jahrzehntes wohl gentigend Licht verbreitet haben. 

Miinc h e u .  Dr. S. G ~ W ~ H E X .  

J. VAN BEBBER , Handbnch der austibenden Witternngaknnde. II. Theil: 
Gegenwartiger Zustand der Wetterprognose. Mit einem Vorwort 
von UUYS-BALLOT. 503 S. nebst einer Wolkentafel und 66 Holz- 
schnitten. Stuttgart,  Verlag von Ferd. Enke. 1886. 

Durch den II. Theil des oben bezeichiieten Handbuchev hat  die meteoro- 
logische I i teratur  eine neue weüentlictie Bereiclierung erftthren. Es ist aber 
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in diesem Werke nicht blos eine Vermehrung des allgemeinen Wissens ga- 
boten, sondern vor Allem einem Bedürfniss der Praxis Genüge geleistet 
worden. Und wir konnen hier das Wort  Praxis wohl irn allgemeinsten 
Sinne gebrauchen. Mit vollem Rechte kann man behaupten, dass das Inter- 
esse für Meteorologie sich in  immer weitere Kreise verbreitet. Zahlreiche 
Kriifte reichen sich die Hande, uni in lehrender Thatigkeit diese Ausbreitung 
zu SGrdern. So wünschenswerth es nun vor Allem für den Lehrer sein 
muss , den,  wenn auch in den Hauptzügen übereinstimmenden , im Einaelnen 
doch verschiedcnen tcchnischen Betrieb, mit welchem die austibende Wit- 
terungskunde in den einzelnen Landcrn arbeitet, kcnnen zu lcrnen und die 
Resultate zu überblicken, welche bis jetzt erreicht wurden, so ist diese 
Kenntniss bisher doch nur  Demjenigen vergonnt gewesen, dern der Besiich 
grosserer meteorologischer Institute und reicher Bibliotheken mtiglich kt .  
Van  B e  b b e r  bietet nun in seinem Werke, wir mtichten wohl sagen, fast 
Alles, was erwahnenswerth i s t ,  dem Lehrenden zur weiteren Verwendung 
dar. Aber auch Derjenige, der nur lernend a n  diese Lecture herantritt, 
wird das Erscheinen dieser Arbait mit lebhafter Freude begrüssen müssen, 
indem die treffliche Systematik des Buches ihn in kürzester Zeit einen 
Ueberblick über die praktisclie Meteorologie gewinneu lasst. 

Dau erste Capitel schildert den gegenwartigen Zustand der Wettertele- 
graphie. Wir lernen zunachst die drei Hauptsysteme des telegraphischen 
Wetterdienstes kennen. Die Ansdehnung des betreffenden Netzes, die mehr 
oder minder freie Vcrfiigbarkeit des Telegraphcn, die Wahl der Beobach- 
tungstermine, welche theils durch wissenschaftlichc Grlinde, theils durch 
Rücksichten aiif  di^: praktischen Verhaltnisse des t,aglichen Lebens beeinfiusst 
is t ,  alle diese in  einander eingreifenden Factoren bringen schon von vorn- 
herein wesentliehe Untersehiede in  den Grundlagen des Wetterdienstes hervor. 
Bestimmt sich durch diese Gründe schon das beschafiare Material, so erfshrt 
die Entwickelung des wettertelegraphischen Dienstes weiter noch wesentliche 
Aenderungen nach Massgabe der staatlichen oder privaten Mittel, welche 
für  die Ausbeutung des tiiglichen Materials geboten sind. Hierdurch ist 
natlirlich ebensowohl das Sturmwarnuugswesen an der Küste beeinfiusst, als 
besonders der eigentliche tigliche Prognosendienst Sür grüssere Gebiete. Von 
hochster Bedeutung ist für  den letzteren die Retheiligung der Presse, deren 
Xithilfe bei Verbreitung der tiiglichen Witterunganachrichten in  den einzel- 
nen Liindern sehr verschieden ist. Ausführliche Mittheilungen über alle 
diese Punkte, sowie über die Wetterberichte der meteorologischen Central- 
anstalten, von denen einige reproducirt werden, geststt,en dem Leser, sich 
rasch eingehende Kenntniss dieser Verhaltnisse zu verechaffen, wobei der 
Autor selhst eine Reihe von Vorschlagen zur Verbesserung des wettertele- 
graphischen Verkehrs bringt. 

Nach dieser Schilderung des technischen Betriebes wendet sich der Ver- 
Sasser der Frage nach der physikalischen Erklarung der Witterungsvorgange 
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zu. Auch für die Neteorologie im cngeren Sinne, also für die Lehre vom 
Wetter als einer Rcihe vcn Vorgüngen, ist die erste wissenscheftliche Grund- 
lage die Kenntniss der mittleren durchschnittlichen Verhaltnisse in der Ver- 
theilung der meteorologischen Elemente nach Raum und Zeit. Der Verfasser 
giebt daher einen Abriss der Klimatologie. Wir  inochten gerade diesen 
Theil als bespders  gelungen bezeichnen, i d e m  der Verfasser hier die 
schwierige Aufgabe loste, in  scharf markirten Zügen aus der grossen'Menge 
des vorhsndenen Materials alles dris x u  geben, was für den vorliegenden 
Zweck nothig is t ,  ohne einerseits zu 0üchtig zu werden oder andererseits 
zu weit zu gehen. Von wesentlicher Bedeutung ist für diesen Abschnitt 
auch das reiche und sorgfalt,ig behandelte Literaturverzeichniss , auf welches 
wir noch ziirückkommen werden. 

Mit den beiden niichsten Abschnitten, der Darlegung der physikalischen 
Verhiiltnisse innerhalb der barometrischen Maxima und Minima und deren 
Wechselwirkung geht nun der Verfasser auf die wissenschaftliche Grundlage 
der praktisclien Meteorologie liber. Sorgfaltiges Studium und Kenntniss der 
Literatur verbinden sich mit langjahriger Praxis und den Erfahrungen spe- 
ciellcr eigcner Forschung, um dcm Verfasser mehr wie jedem Andern die 
Fahigkeit zu geben, hier eine erschopfende Zusammenfassung des bisher 
Bekannten z u  bieten. Wir  müssen es uns versagen, hier auf die erscliopfende 
Ausbeute einzugehen, welche aus der früheren Literatur gezogen wurde, 
iind weisen nur  auf jene Theile hin,  welche die ,,typischen Witterungs- 
erscheinungenu urid die ,Zugstrassen der Depressionenu behandeln. Es sind 
ja gerade die hier einschlagigen Unteruuchungen so recht das eigentliche 
Arbeitsfeld wissenschaftlicher Forschiing , auf dem der Autor personlich Her- 
vorrsgcndcs gcleistet hat. Das Verstandniss der an dieser Stelle gebotenen 
Theorien und Erfahrungssatze wird durch die ausserordentlieh reiche Aus- 
stattung a n  kartographischen Reilagen, welche das Werk überhaiipt und 
besonders dieser Theil gefunden h a t ,  wesentlich erleichtert. 

Auf Grund des Vorangehenden giebt dann der Autor eine Anleitung 
zur Aufstellung der Prognosen auf Grund der Wetterkarten. Wir  mochten 
im Ganzen iind Grossen dem Herrn Verfasser auch i n  diesem Punkte zu- 
stimmen, halten es aber doch immerhin für gefihrlich, für  die Prognosen- 
stellung einen Schcmatismus zu gcben, wic es hier geschchcn ist. F ü r  
Norddeutschland mag dies noch cher angchen, da dasselbc den Haupt- 
depressionsstrassen naher liegt und damit auch die Vorgiinge sieh dort viel 
charakteristischer entwickeln. F ü r  Süddeutschland und besonders für  das 
alpine Gebiet liegt die Sache viel schwieriger. Haufig springt vom Stid- 
westen her ein Auslaufer eines barometrischen Maximums keilformig iiber 
das Alpengebiet vor, wie ihn auch v a n  B e b  b e r  mehrfach zeichnet. Allein 
dessen Umgestaltung kann bis zum nachsten Morgen in der verschieden- 
artigsten Weise vor sich gehen; er kann sich wieder nach dem Südwesten 
zurückziehen, kann abreissen und o l ~  selbststandige Insel hohen Druckes 
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über den Alpen bestehen bleiben, oder kann am nichuten Morgen mit einem 
6stlich gelegenen Maximum in Fühlung trcten und sich als Sattel h6heren 
Druckes über Centraleuropa hinziehcn. J e  nachdem die eine oder die an- 
dere dieser Farmen eintritt oder sich auch nur  die Axe des Auslaufers ein 
wenig n6rdlich oder südlich vom Hauptkamme der Alpen verschiebt, ist die 
Wetterlage für Süddeutschland und speciell fur das Alpenvor1a:d eine wesent- 
lich an'dere. Ebenso wird durch secundare Barometermaxima in der Poebene 
und am Stidabhang der Alpen, oder im Gegensatz dazu durch Depressionen, 
die vom Mittelmeerbecken über die Alpen übergreifen, die Witterung für 
das alpine Gebiet und die schwibisch-bayerische Hochebene wesentlich be- 
einflusst, so dass in diesen Landestheilen vollig aridere Witterung herrscht, 
alo bereits nordlioh der Donau. Wir  mochten natürliüh mit  dieser Bemer- 
kung dem Verfasser durchaus keinen generellen Vorwurf machen und wollten 
nur  durch Bcispiele au€ die Schwierigkeit eincr a l  1 g e m e i n o n Prognosen- 
stellung für grossere Gebiete hinweisen, welche die Aufstellung eines sche- 
matischen Schliissels für  dieselbe etwas weitgehend erscheinen Iasst. Doch 
werfen wir noch einen Blick auf die letzten Theile des reichen Handbuchs. 
Zuvorderst treffen wir noch einen Bericht über ahnliche Bestrebungen zur 
FGrderung der Wetterprognosen in Frankreich , Grossbritannien und Italien, 
und über die Anwendung localer Beobachtungen auf die Wetterprognose. 
Bezüglich letzterer wird besonders die vielbesprochene Nachtfrostprognose 
sorgfàltig behandelt. Eingehend wird noch die Frage nach der Moglichkeit 
von Wetterprognosen auf Iangere Zeit discutirt, woran sich noch eine Be- 
sprechung der Aufeinanderfolge von unperiodischen Witterungserscheinungen, 
sowic der Prognosenbezirke schliesst. I m  Anhange werden noch die Regeln 
mitgctheilt, welche die maritime Meteorologie fü r  dau Manomiren der Scc- 
schiffe gegeben ha t ,  sowie eine Rcihe nützlicher Hilfstafeln. Ein ausführ- 
licher Nachweis über die benlitzte Literatur erhoht die praktische Bedeutung 
des Handbuchs fur Lehr- und Lernzwecke. Ein sorgfhltiges Sach- und 
Namenregister für  beide Bande bildet den Schluss. 

Wir  mochten das Werk ,  welches von der Verlagsbuchhandlung in frei- 
gebiger Weise ausgestattet wurde, jedem Freunde der Meteorologie bestens 
empfehlen. FRITZ ERK. 

Erdprofil der Zone von 31° bis 65O n. Br. i m  Maassverhiiltniaa 1 : l  Mil- 
lion. Von FERDINAND LIXQQ. Verlag iind Ausführung von der k. b. 
priv. Kunstanstalt von Piloty & Lochle in  München. 1886. 

Eine hervorragende Leistung, die von gleicher Originalitlit in  der An- 
lage wie von Sorgfalt in  der Durchführung is t ,  liegt in  L i n g g ' s  Erdprofil 
TOI- uns. 

Der Gedanke, aus welchem diefies Werk entsprang, ist  der, eine gm- 
phische Darstellung zu schaffen, welche uns ein moglichst richtiges Bild 
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der Erde gewahrt; und also sowohl die Krümmung der Erdoberfliche, wie 
auch das Relief derselben im richtigen Verhiiltniss der einzelnen Theile 
unter sich und zum Ganzen erkennen lasst. Dieser Gedanke ist ja  an und 
ftir sich hochst einfach, seiner Ausftihrnng stellen sich aber enorme Schwie- 
rigkeiten entgegen. Die sogenannten Relief karten odei gar die Reliefgloben, 
welche eine Annaherung an die gestellte Aufgabe anstreben , sind vollig 
ausser Stande; dieser Forderung gerecht zu werden, weil bei ihnen allen 
dcr Maassstab, in welchem die vertikalen Erstreckungen dargestellt werden, 
aus technischen Grtinden ein ganz andercr sein muss als jener, der fur, 
horizontale Dimensionen bentitzt wird. Das Gleiche gilt bei den Profilen, 
welche f ü r  einzelne Landes- und Gebirgstheile angefertigt werden. Wir 
wollen ganz absehen von jenen unvergesslichen Bildern von ,,Zuckerhutvor- 
rathenY, die wir leider auch heutzutage noch als Gebirgsprofile in den Lehr- 
rnittelsammlungen der Elementar- und Mittelschulen treffen und die nach 
unserer Ansicht eher angethan sind , eine richtige Vorstellung zu verhindern 
als sie zu gewghren, auch die Profile, welche in fachmLnnischen geogra- 
phischcn und geologischen Wcrkcn enthalten sind, fordcrn ein bedeutendes 
Maass von Ueberlegung, wenn nicht durch die dort nnthige Verzerrung des 
Horizontal - und Vertikalmaassstabes die richtige Erkenntniss gestort werden 
soll. Nattirlich soll durch diese Worte nicht etwa der hohe Werth dieser 
letzteren Profile verringert werden; sie entspringen vielmehr nur aus der 
Hefriedigung, mit der wir L i n g g 7 s  Profil begrtissen. Wir legen auf das- 
selbe schon darum einen ganz besondern Wer th ,  weil es uns die geistige 
Redustion der verzerrten Profile auf die richtigen Verhaltnisse weuentlich 
crleichtert. 

L i n g g  giebt in seinem Profil einen Vertikaldnrchschnitt durch die 
Erde und ihre Atmosphare und sucht in  demselben die stimmtlichen geo- 
physikalischen Verhaltnisse, soweit es nur immer mi3glich is t ,  zur graphi- 
schen Darstellung zu bringen. Die rgumliche Erstreckung des entstehenden 
Bildes legt dem Autor die Massigung auf ,  sich auf das Profil eines Theils 
von einem Meridianbogen au beschrhken. Der gleiche technische Grund 
bestimmt auch die Verjüngung , welche als 1 : 1 Million angenommefi wurde, 
so dass also 1 km der Wirklichkeit durch 1 mm im Tableau wieder- 
gcgeben ist. 

Das Tableau, das eine ~ o h e  van 51 cm und eine Lange von 375 cm 
h a t  , giebt zunachst einen meridionalen Schnitt durch Centraleuropa. Das 
Ganze erstreckt sich von 31° bis 6 j 0  n. Br. und verbindet. die Schnittlinie 
Tripolis a n  der afrikanischen Ktiste mit Drontheim in Norwegen. Um die 
Lage der durch das Tableau dargestellten Durchschnittsflache zo dem Erd- 
ganzen, ~ o w i e  den Zusammenhang mit den verschiedenen Linien und Punkten, 
welche in der mathematischen Geographie unterschieden werden , anschaulich 
zu machen, ist dcm Tableau ein schematischer Durchschnitt der Erdkugel 
in 1 : 60 Millionen beigegeben. 

HisL-lit. Abthlg. d. Zeitiohr. f. Math. II. Pliys. XXXII,  6. . 17 
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Das Tableau schlicsst in  seiner Gesammtheit nun folgeude Hauptbestnnd- 
t,heile ein : 

A .  Die matheniatisch - geographischen Verhaltnisse; 
R. das Relief der Erdoberflache, zuniichst speciell dargestellt nach der 

schon bezeichneten Durchschnittslinie. Dasselbe findet aber dann noch 
eine Erganzung durch eine Art von Panorama. Denkt man sich nam- 
lich die Erde rotirend, den ursprünglichen Durchschnittsmeridian aber 
festgehalteu, so kommen nach und nach alle Theile der Erde,  welche 
in der Zone vom 31. bis 65. Gr. n. Br. liegeri, durch den Meridian 
hindurch. Die bedeutenderen Berge, sowie die betrzchtlicheren Ein- 
senkungen des Mceresbodens rings um den ganzen Gürtel sind dann 
in nchtiger Position eingetragen, wobei die Feinheit der Zeichnnng 
noch immer &ige Uebersichtlichkeit gestattet; 

C. geologische Verhaltnisse ; 
Il. die Constitution der Atmosphare mit einigen Witterungsvorgangen 

nnd der optischen Erscheinungen; 
E. erdmagnetische Verhaltnisse und die h'ordlichtserscheiniingen. 

Wir miissen es uns versagen, hier auf die Details einzugehen, und 
mochten nur darauf hinweisen, dass das Profil uns eine klare Vorstellung 
von dem Betrage der E r d a  b p l a t t  u n g  gewahrt, sowie von dem Unter- 
schiede der g e o g r a p h i s c h e n  und g e o c e n t r i s c h e n  Breite. Rei den 
geologischen Verhaltnissen erscheint besonders die Einzeichnung der wich- 
tigsten Erdbebencentren hoch interessant. Man erstaunt,  wie nahe diese 
Purikte der Erdoberfliiche liegen im Verhiiltniss zur gesammten Wülburig 
der Erde. I n  jenen Theilen, welche der Physik der Atmosphsre gcwidmet 
sind, findet man Linien eingetragen, welche als ,Linien gleicher Bruchtheile 
der Atmosphgreu bezeichnet sind. Der Autor bestimmt nsmlich die Hohen, 
über welchen noch bestimmte Bruchtheile der ganzen Atmosph&rensiule dem 
Gewichte nech liegen. Diese Curven sind als Ellipsen concentrisch mit jener des 
Erddurchschnitts eingezeichnet. Wenn auch neuere Forschungen nachgewie- 
sen haben, dass dies am Rande der Atmosphare nicht mehr znlassig ist, 
so dürfte es wohl noch innerhalb der Grenzen giltig sein, bis zu welchen 
sich das L i n g g ' s c h e  Profil erstreckt, also bis zu einer IIohe von 200 km. 
E s  IZsst sich vielleich$ iiber die vollige Fcht igkei t  dieser Linien Manches 
sagen,  aber sie bezwecken ja zunachst nur, uns eine Vorstellung von den 
allgemeinsten Verhaltnissen zu geben. Bei der enormen Sorgfalt, mit der 
das Profil &?eichnet is t ,  lie@ ein nicht zu uriterschatzender Werth des- 
selben auch in dem Urristande, dass es gerade für solche Frsgen von dern 
Fachmanne sofort als Basis für weitere grapbische Constructionen benützt 
werden kann. Nach Art von Diagrammen finden wir auch noch die Ab- 
nahme des Luftdruckes, der Temperatur und des Dunstdruckes mit der 
H6he eingezeichnet. Den Bew8lkungserschcinungcn ist insofcrn Rcehnung 
getragen , als 1teprasentant)en der wichtigstcn Wolkenformen an einxelnen 
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Punkten in jenen Hohen eingezeichnet sind, in welchen sie gewohnlich auf- 
treten, wodurüh auch die neutrale Zwischenregion zwischen den oberen und 
untcren Wolkcn, wclcho meist verschiedene Zugsrichtung httben, gekcnn- 
zeichnet ist. Auch der Zusammenhang zwischen Gewitter und Wetterleuchten 
findet eine interessante Darstellung. In der Uebereichtstafel ist auch noch 
das grosse Nordlicht vom 25. October 1870 eing-ezeichnet, sowie ein sche- 
matischer Durchschnitt der Nordlichtringe nach N o r d  e n s k j 6 1 d.  

Dem Profil ist noch eine Karte 7on Europa,  sowie eine M e r c a t o r -  
Karte der Erde beigegebeu, in welch' letaterer die dargestellte Zone klar 
hervorgehoben iet. Diese Karten in Verbindung mit einem sorgf'8,ltigen 
alphabctischen Register ergcben die Moglichkeit, alle die vielen Einzclhciten 
des ganzen Werkes rasch aufzusuchen. 

Wir konnen diese Arbeit wirklich nur als eine Musterleistung in jeder 
IIinsicht begrüssen. Die moderne Geographie hat durch sie ein ebenso ori- 
ginelles wie praktisches neues Anschaunngsmittel erhalten, dessen Kenntniss- 
riahnie wir dem Geographen von Fach wie dem Freunde der Wissenschaft 
bestens empfehlen wollen. FRITZ ERK. 

ElektricitLt und Magnetismus als kosmotellnrische Krafte. Von Dr. 
THEODOR HOH, Professor der Physik am k. Lyceum zu Bamberg. 
18 Hogen in 8O. A. Hartleben's Verlag in  Wien. 

Das dunkelste Capitel aiif dem Gebiete der Physik ist ohne Zweifel 
die Lehre von der Elektriritat und von dem Nagnetismus, insofern diese 
ohnc Zuthun des Menschen in der freien Natur als kosmotellurische Agentien 
auftreten. Sie hietet in  der unendlichen Zahl von xusammenwirkenden 
Factoren die Schwierigkeiten der Meteorologie; wahrend aber letztere wenig- 
stem so lange, als sie sich nur mit Luftdruck, Warme,  Condensation der  
Wasserdiimpfe u. S. W. befasst, einen in theoretischer Beziehung ziemlich 
geebneten Boden ha t ,  kommt bei dem Nagnetismus und der Elektricitat 
noch die Schwierigkeit hiuzu, dass wir Iiber das Wesen beider vollstandig 
im Unklaren sind. 

Sicherlich kann man den Physikern keine Schuld an dem unfertigen 
Zustande der in Rede stehenden Doctrin beimessen , im Gegentheil , sie haben 
sich eben des Riithselhaften da.rin wegen und um der Allgegenwert der 
Erscheinungen willen redlich bemüht, das Dunkel aufzuhellen, und die ein- 
schlagige Literatur ist darum nicht nur eine sehr grosse, sie ist  auch eino 
sehr zerstreute. Wie die Erscheinungen tiberall in  der Natur, so Sind die 
hrheiten darüber allenthalben in der Literatur zu finden. I n  alten und 
ueiieu Biichern, i n  astronomischen und rein pliysikalischen Werken, in  den 
Schriften der Akademien und andcrer wissenschaftlichen Vereine, tiberall 
findet man Arbeiten dartiber, und wie allenthalben, je unerklarbarer ein 
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Gegenstand i s t ,  um so tippiger die verschiedensten Theorien aufwuchern, so 
auch hier. 

Bei diesem Gewirr von Beobachtungen und Theorien ist es nun ftir 
Denjenigen, welcher sich mit denselbon Gegenstiinden befassen will, von 
grosscm Werthe,  ein Buch zu besitzcn, in dem alle diese Sachen bis zu 
den Arbeiten der neuesten Zeit in m 6 g 1 i e h  s t e r Vollstandigkeit besprochen 
sind, weil man sich dabei jedenfalls die Milhe des selbststandigen Auf- 
suchens erspart, und in dieser Beziehung dtirfte auf das oben angefübrte 
Buch aufmerksam zu xnachen sein. Es ist nichts wesentllch Neues darin, aber 
das Alte ist mit grossem Fleisse zusammengestellt. W. WITTWEB. 

Die Physik Plato 's ,  eine Studie auf Grund seiner Werke. Programm zur 
Sclilussfeier des Schuljahres 1386 - 8 7  a n  der konigl. Kreis -Real- 
schule. Von Dr. BENEDIKT ROTHLAUF, k. Reallehrer. 51 S. Mlin- 
chen 1887. 

Wenn wir diesen Tite1 eines uns freundlich zugcschickten Programms 
mit Vergnügen zum Abdruck bringen, so müssen wir leider hinzusetzen, 
dass die Münze eine Kehrseite besitzt. Auf der letzten Seite finden sich 
namlich die verhiingnissvollen Worte: ,Hiermit ist der vom konigl. Recto- 
rate dem Verfasser zur Verftigung gestellte Raum erschopft; Portsetzuug 
folgt in einem spateren Programme." Wir hrauchen freilich diese Worte 
nicht mit Lasciate oglzi speransa als gleichbedeutend aufzufassen, denn 
brieflicher Mittheilung des Herrn Verfassers zufolge wiire mtiglicherweise 
schon im nachsten Jahre  die Portsetzung und in ihr der Schluss der Ab- 
handlung xu gewlirtigen , welche selbst, wenn nicht zeitlich , doch inhaltlich 
an das Programm von 1878 sich anschliesst, mit der wir Bd. XXIII ,  hi& 
lit .  Abth. S. 1 6 9  -170 unsere Leser bekannt niachten. Jedenfalls aber - 
und darauf bezieht sich unser  ben gebrauchtes ,,leideru - ist  das dies- 
jtihrige Programm nur Bruchstück, das unmoglich den vollen Eindruck her- 
vorbringen kann,  welcher von der vollendeten Arbeit zu érwarten ist. Es 
ist von folgenden Dingen die Rede: von der Unm6glichkeit eines leeren 
Raumes, von der Gestalt der Elementarkorper, von ihrer leichteren und 
schwereren Beschaffenheit, von der Statik, vom Stosse , von den Flüssig- 
keiten mit Einschluss der Luft ,  vom Luftdrucke, von der Verwandlung der 
Stoffe in einander, von Elcktricitat und Magnetismus, von Musik. 

I n  Ausstand bleibt, soviel wir sehen , die eigentliche Schalllehre, die 
Lehre vom Lichte und dem Sehen, die Warmelehre, die Lehre von den 
13immelskGrpern und ihren Bewegungen , mithin Gegenstande genug ftir ein 
Programm von mindestens gleichem Umfange mit dem diesjahrig-en. 

Wir  haben die behandeltsn Dinge flüchtig genannt. Bei ihrer Bearbei- 

tung hat Herr R O t h  1 a u  f grundstitzlich keinerlei Litcratur zu Rathe ge- 
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zogen , sondern sich auf die Schriften P 1 a t o  's als alleinige Quelle beschriinkt. 
Das iihnliche Verfahren i n  der Abhandlung von 1878 haben wir ontschul- 
digt. Herr R o  t h l a u f  wiisste damals nicht, dass sein Qegenstand schon 
Bearbeitung gefunden hatte; er konnte mithin nicht prüfen, von dessen 
Vorhandensein er in Unkenntniss war. Auf die Vorarbeiten insbesondere 
X a r  t i n 's in seiner Tirnaus- Ausgabe ausdrfîcklich hingewiesen, musste er 
unseres Daftirhaltens vor der eigentlichen Niederschrift seiner auf person- 
licher Forschung fussenden Ansichten die anderer Bearbeiter prüfend ver- 
gleichen, und wir hoffen, er werde bei den noch riusstehenden Capiteln sich 
zu dieser allgemeinen Gelehrtensitte bequemen, deren absichtlichc Ver- 
meidung denn doch den Schein einer Selbsteingenommenheit gcwinnt, welche 
wir dem Verfasser in Wahrheit nicht zutraiien. Ausser auf M a r t i n  rnoch- 
ten wir Herrn R o t h l a u f  auch auf H e l l e r ' s  Geschichte der Physik auf- 
merksam machen, in deren erstem Bande gerade P l a t o  mit grosser Vor- 
liebe handelt ist. 

Von Einzelheiten heben wir nur Eines hervor, um Verwahrung dagegen 
einzulegen. Die Erfindung der Schraube dnrch A r c h i m e d  wird S. 19 
angezweifelt und der Anspruch des A r c h y t a s  v o n  T a r e n t  auf diese 
Erfindung für begrtindeter gehalten , weil P l a t o  sich des Wortes be- 
dient. Auf diese Beweisführung hin konnte man H o m e r  als Schrauben- 
erfinder rühmen, bei welchem FIL& für  Armband bereits vorkommt! F A L ~  
heisst eben jeder in Windungen verlaufende Gegenstand und hat die Be- 
deutung ,SchraubeY gewiss erst nachtriiglich angenommen. Die Erfinder- 
frage selbst wollen wir hiermit nicht entschieden haben, nur die Entschei- 
dung von der Wortbenntzung ab+ilzeu. CANTOR. 

Leibniz' Bedentnng in d e r  Ueschichte der  Mathematik. Rede zur Feier 
des Geburtstages Sr. MajestLt des KGnigs, gehalten in  der Aula des 
Polytechnikums zu Dresden von Dr. AXEL HARNACK, O. Professor der 
Mathematik, o. Mitglied der k. sBchs. Gesellschaft der Wissenschaften. 
26 S. Dresden 1887, v. Zahn & Jaensch. 

- In  einer Rede, welche in einer Atunde etwa gehalten werden musste, 
deren Ausdehnung also in sehr enge Grenzen eingeschlossen war, einen 
L e i b n i z  zu schildern, wenn auch nur  den Matheinatiker Leibniz, unter 
Reiseiteschiebung aller sonatigen Verdienste des i n  so vielen Fgchern behn- 
brechenden Mannes, ist ein Ding der Unmtiglichkeit, und H e r r  H a r  n a c k  
selbst theilt gewiss diese unsere Ansicht; dass es aber keine Unmtiglichkeit 
ist ,  innerhalb jener Zeitgrenzen die Unirisse der Gestalt auch eines Geistes- 
rieaen so zu zeichnen, dass eine erkennbare Form der einzelnen Ktirper- 
theile hervortrete, ahnlich genug, nm einer genauen Ausftihrnng als nn- 
veranderte Grundlage zu dienen, das het  Herr H a  r n a c  k gezeigt. In diesem 
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Sinne konnen wir die kleine uns vorliegende Schrift auf 's Beste empfehleri, 
k h n e n  wir den Wunsch anknüpfen, es m6ge Herr B a r n  a c k  Lust und Zeit 
finden, aus der Skizze ein wirkliches Bild zu vollenden. G u h r a u e r 'Y mehr 
als 40 Jahre alte Biographie ist weit Ilberholt. Andere, neuere zuaammen- 
hiingende Schilderungen leiden an dem auch G u  h r a u e r anhaftenden Mangel 
allzugeringer mathematischer Bildung der Verfasser. L e i b n i z  a h  Maifie- 
matiker, von einem Mathematiker, für Mathematiker, ganz und ausführlich, 
das wsre,  was wir von Herrn H a r n a c  k uns wünschen. I n  diesem Wunsche 
aber wird gewiss jeder mathematiuche Lescr der Festrede mit uns überein- 
stiinmen. CANTOR. 

Histoire des sciences m a t h h a t i q u e s  et  physiques. Par  M. MAXIMILIEN 

den 
für  
die 

MARIE, répktiteur de mécanique, examinateur d'admission à l'école 
polytechnique. Tome XI :  De Fourier A Arago. Paris ,  Gauthier- 
Villars, imprimeur -libraire. 1887. 257 pages. 

,Die bedeutendsten Mlinner dieser PeriodeU - so beginnt Herr M a r i e  
neuen Band - ,sind F o u r i e r  und G a u s s  für  die Analysis; P o i n s o t  
die Mechanik; Y o u n g ,  B i o t  und M a l u s  für die Optik; A m p k r e  Sür 
Elektricitat; H u m p h r y  D a v y ,  T h é n a r d ,  G a y - L u s s a c ,  B e r z e -  

l i u s  und D u l o n g  für  die Chemie und verschiedene Zweige der Physik; 
endlich C u v i e  r fur die Naturgeschichte.' 

I n  den (S. 5 -10) folgeuden Uebersichten tiber einzelne Zweige der 
Wissenschaft erortert er des Weiteren die Fortschritte der Geometrie: 
,,Hat h e t  t e dehnt auf alle Oberflachen zweiter Ordnung die Bestimmung 
der von d ' A l e m b e r t  am Ellipsoid bemerkten Kreisschnitte au's. P o i n s  O t 
erlautert die fremdartigen Wurzeln der Gleichung für das Archimedische 
Problem der Theilung einer Halbkugel i n  gegebenem Verhaltnisse durch 
Betrachtung der Abschnitte innerhalb des gleichseitigen Umdrehungshyper- 
boloids mit zwei Mantelflacheu, welches die Kugel an den Endpunkteu des 
zur Schnittebene senkrechteu Durchmessers bertihrt. D u p i n  ersinnt die 
Indicatrix. B r i  a n  c h  o n  beweist , dass die Diagonalen eines einem Kegel- 
schnitt umbeschriebenen Sechsecks einen gemeinsamen Durchschnittspunkt 
besitzen. G a u s s  beweist die Moglichkeit, nLir mit Hilfe von Zirkel und 
Lincal regelmassige Vielecke in  den Kreis einzuzeichnen, deren Seitenzahl 
in der Formel  2" + 1 enthalten ist. 

Wir  vermchten nun einmal a n  den Band so heran~utret~en,  dass wir 
ausschliesslich auf die Schilderung der vom Verfasser sell~st hervorgehobenen 
mathematischen Schriftsteller achteten. Bei F O u r i  e r (S. 11- 42) fanden 
wir vorzugsweise einen Auszug aus dessen Warmetheorie, daneben eine aus 
wenigen Zeilen bestehende Andeutung von seinen Leistungen aus der Theorie 
der Gleichungen, kein Wort  von seiner geordneten Division. I n  dem Aus- 
zuge aus der Warmetheorie heisst es gegen den ScLl~iss hin: " F o u r i e r  
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behandelt vol ls t~ndig die Frage der Entwickelung einer willkürlichen Fune- 
tion in eine trigonometrische Reihe, d. h. er entwickelt die Ordinate eines 
bestimmten, aus beliebigen geraden und krummen Linien bestehenden Zuges 
als trigonometrische Function der Abscisse. Aber wir wollen ihn in dieser 
Lehre nicht begleiten.' Kennt man F o u r i  e r ,  wenn man diese xwei Uruck- 
bogen geleseu ha t?  - Ungefiihr der gleiche Raum (S. 108 -138) ist G a u s s  
gewidmet. Nichts von seinen Untersuchungen tiber Eleihenconvergcnz, Nichts 
über die angenaherten Quadratuaen, Nichts über das arithmetisch-geonie- 
trische Mittel, Nichts iiber winkeltreue Abbildung, Nichts über Oberflachen- 
coordinaten, Nichts über das Potential, N i c h t ~  iilier den elektrischen Tele- 
graphen, dagegen eine keineswegs erschopfende Darstellung der Kreisthei- 
lungsgleichungen. Kennt man G a u s ,  wenn man das gelesen ha t?  Es ware 
uus leicht, auch an P o i n s o t ,  A m p é r e ,  D u p i n ,  B r i a n c h o n  den gleichen 
Maassstab anzulegen. Ueberall würden noch weitaus unzultinglichere Dar- 
stellungen uns begegnen. 

Man missversteho uns nicht. Wir wollen nicht tadeln, was Herr M a r i e  
giebt. Es ist meistens ganz gut. ISnr darüber sind wir mit jedem Bando 
mehr in1 Unklaren, wlis seine Auslassungen bedeuten? Halt er das Weg- 
gelassene wirklich für unwichtig bei seinem Bestreben, eine Geschichte der 
mathematischen Ideen zu schreiben, oder ist  ihm dieses Bestreben selbst 
sçhon lange abhanden gekommen? CANTOR. 

CARL FRIEDRICH GAUSB; Abhandlnngen znr  Methode der  kleinsten Qua- 
drate, in deutscher Sprache herausgegeben von Dr. A. Bo~sca  und 
Dr. P. SIMON, mit einem Vorworte von Prof. HELMERT. Berlin 1887, 
bei P. Stankiewicz. V, 208 S. 

Vor 90 Jahren hat  G a u s s  jedenfalls selbststtindig diejenige Methode 
der Inbetrachtnahme von Beobachtuugen erfunden, welcher L e g  e n d r  e ,  eben- 
falls selbststandig dazu gelangt, wie ja noch einige andere Gelehrte i n  den 
Wettbewerb um die Erfindung einzutreten berechtigt sind, den Namen der 
Methode der kleinsten Quadrate beilegte. Ungeschrntilert und ohne Wet t .  
bewerb bleibt sicherlich G a u  s s  der Ruhrn , die Begrtindung der neuen 
Methode von den verschiedensten Seiten her unternommen zu haben, und 
ebenso wird ihm ungeschmalert der Ruhm verbleiben, dass Alles, was er 
der Oeffentlichkeit libergab, den Stempel klassischer Vollendung trug. 
G a us  s'sche Abhandlurigen konnen darum altern , aber nie veralten , und 
gerade bezliglich solcheï Theile der Mathematik, welche, wie die functionen- 
theoretischen Betrachtungen, erst nachgauss'scher Entwickelung der Haupt- 
sache nach sich erfreuten, erkonnt der Leser G a  u s s'scher Schriften oft 
staunend Hinweise, welche die Zeitgenossen nicht veratanden haben konnen. 
Die Werke von G a u s s  zu studiren, is t  darum eine Pflicht, der kein Mathe- 
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matiker sich entziehen darf,  mag er auch keinerlei geschichtliches Interesre 
dabei empfinden. Um so angenehmer, wenn die Erftillung dieser Pflicht 
dadurch erleichtert r i r d ,  dass die lateinischen Texte in moderne Sprache 
Uebertragung finden. So hat Hem J o s e f  B e r t r a n d  in den ftinfziger 
Jahren eine franzosische Bearbeitung der Schriften über die Methode der 
kleinsten Quadrate ver6ffentlicht, und aufgemuntert duich Herrn H e l  m e r  t 
haben heute zwei Assistenten am konigl. preussiscben geodatischen Institut 
die Iierausgabe in deutscher Sprache sich- zur Aufgabe gestellt. Selbstver- 
stiindlich sind dabei die ursprünglich deutsch geschriebenen Abhnndlungen. 
soweit sie auf den Gegenstand sich beziehen, gleichfalls zum Abdruck ge- 
bracht,  auch die 1828 in Gottingen gedruckte Abhandlung: ,Bestimmung 
des Breitenunterschieds zwischen den Sternwarten von Gottingen und Altona 
durch Beobachtungen am Ramsden'schen Zenithsectoru, welche Herr B e r -  
t r a n  d seincr Sammlung nicht einverleibte. Die Sprache der Ucbcrsetzung 
Lest sich so glat t ,  als es die Schwierigkeit des Inhaltcs ilberhaupt zuliisst; 
G a u  s v hat nun ein fiir alle Mal nicht leicht geschrieben. Die Ausstattung 
lasst Nichts zu wtinschen iibrig. CANTOR. 

Maxima und Minima, analytisch - geometrisch belcuchtet. Abhandlung. 
Wissenschaft~liche Beilage zum 34. Jahresbericht des konigl. Beal- 
gymnasiums zu Rawitsch. Von dessen Director Dr. KARL HBINRICH 
LIERSEMANN. Breslau 1887. 59 S. 7 Figurentafeln. 

Die Einleitung zu dieser Abhandlung hat  Herr L i  e r s e m a n n  dem 
33. Jahresberichte seiner Anstalt beigegeben, und wir. haben in diesem Bande 
hist.- lit. Abth. S. 36-37 ihren IIauptinhalt in  KIirze angegeben. Koch kürzer 
konnen wir in dem Berichte ilber die gegenwartige Abhandlung uns fassen, 
indem wir nur  bemerken, dass in  ihr die dort angegebenen Methoden an 
zahlreichen Beispielen geprtift worden, dass die Beispiele von sehr anschau- 
lichen, echon gexeichneten Figuren begleitet sind und dass die mitnnter tiber- 
aus verwickelten Rechnungen den Anlass xu Bemerkungen bieten, aus welchen 
recht vie1 zur Anstellung solcher Rechnungen zu lernen ist. Einen Auszug 
aus solchen Beispielen zu geben halten wir nicht für  geeignet. 

CANTOR. 
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b e r g e r .  Mathem. Annal. XXVI, 110. 

369. Équations différentielle8 pénérales qui se ramènent aux quadratures. W. M a x i -  
m o v i t c h .  Compt. rend. CI, 809. 

370. Ueber die Jntegration der vollotandigen Differentiale. G. M o r e r s .  Math. 
Annal. XXVII, 403. 

371. l)e generali quadam aequatioue differentiali -tertii ordinici. E. E. K u m m e r .  
Crelle C, 1. 

372. Sur quelques équations différentielles. F. Br i  O s c h i .  Mathem. Annal. XXVI, 106. 
873. Sur l'équation différentielle de l a  série hypergéométrique. A. M a r k o f f .  

Mathem. Annal. XXVIII, 586. 
374. Ueber die lntegration der  Differentialgleichung 

d m  y a + ~ ~ ~ ~ ~ 4 -  A , ~ - ,  
d x* 

mit Anwendung auf die Theorie der trinomischen Gleichuugen. W. H e  y - 
m ;i u n .  Mathem. Annal. XX V1. 634. 

375. Anwendung einer gewiesen ~eterminantenre la t ion  auf die Integration par- 
tieller Differentialeleichuneen. H a m  b u r  pe r .  Crelle C. 390. - - . . 

376. Sur les solutions cornnyiines à "plisieurs Bqiiations linkaires aux dérivées par- 
tielles. lt. L i o u v i l l e .  Compt. rend, CI, 1134. 

Vergl. P'ormen 409, 412. Functionen 431. Ceschichte der Mathematik 480. 

Differentialquotient. 
377. Aiisdehniing eines Dirichlet'schen Verfa.hrens aiif die Transformation von Dif- 

ax a Y  zz . ferentialausdrücken , wie - + - + - , in allgemeine krummlinige Co- 
ax  x:y a~ 

oràinaten. F r .  M e y e r .  Mathem. Annal. XXVI, 509. 
378. Uildungagesete der hohereri UiKereutiale eiuer Punction von Functionen. L.  

K o n i g s  b e r  ge r .  Mathem. Annal. XXVII, 473. 
379. Sur les différentielles des fonctions de plusieurs variables indépendantes. E. 

G o u r s a t .  Compt. rend. CI, 309. 

E. 
Elasticitat. 

380. Ueher die Forma.uderung, die ein fester elastischer Korper erfiihrt, wenn er 
magnetiach oder dielektrisch polarisirt wird. G. K i  r c h h  O ff. Berl. 
Akad.-Ber. 1884, 137, 1155. 

381. Two or more dist,inct elastic solid media in contact separated hy paraIlel 
planes, exposed to  purely surface force$ specially when normal. Complete 
solution of an elastic solid continuoualy varying with t he  depth but of 
constant rigidity. C. C h r e e .  Quart. Journ. math. XXI, 107. 

382. Solid sphere or spherical shell of varying elasticity under purely normal sur- 
face forces. C. Chree .  Quart. Journ. math. XXI, 193. 

383. Longitudinal vibrations of a circular bar. C. C h r e e .  Quart. Journ niath 
XXI, 287. 
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384. Zur Theorie des longitudinalen Stosses cylindrischer Korper. V. H a u s -  
m a n i n g e r .  Berl. Akad.- Ber. 1885, 49. 

385. Réflexion, sans frottement, sur un plan, des déplacements Blastiques dans un 
corps de forme e t  de contexture quelconques. N. K r e t z .  Compt. rend. 
CI, 366. 

ElektriciULt. 
386. Expériences de transmifision de l a  force par l'électricité entre Paris e t  Creil. 

- M. D e p r e  z. Corn t rend.- CI, 791.- 
387. Eine Beutimrnung des B h A .  F. H i m s t e d  t. Berl. Akad.-Ber. 1885, 7 5 3  
388. The distribution of electricity on the circular disc and spherical bowl. K. G ,  

G a l l o p .  Quart. Journ. math. XXI, 229. 
389. Zur Theorie der Gleichgewichtsvertheilung der Elektricitat auf zwei leitenden 

Kugeln. G. K i r c h h o f f .  Berl. Akad -Ber. 1885, 1007. 
390. Die Selbstinductioa bifilar gewickelter Urahtspiralen. H. F. W e b e r .  Berl. 

Akad.-Ber. 1886, 511. 
Vergl. Elasticitat 380. 

Ellipsoid. 
391. Ueber die Fadenconstruction des Ellipaoides. S. F i n s t e r  w a l  d e  r. Mathem. 

Annal. XXVI, 546. 
392. Eine kat0 trische Eigenschaft des Ellipsoides. O. S t a u  d e. Mathem. Annal. 

X X V ~ ,  412. 
Vergi. Potential 572. 

Elliptische Transcenderiten. 
393. Ueber einen Fundamentalsatz der elliptischen Functionen. A. P r i n g s h e i m .  

Mathem. Annal. XXVII, 151. [Vergl. Bd. XXXI, Nr. 380.1 
394. Zur Theorie der elliptischen Functionen. L. K r o  n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 

1885, 761; ibid. 1886, 701. [Vergl. Ed. XXIX, Nr. 649.1 
395. Ueber die complexe Multiplication der elliptischen Functionen. G. P i c  k. 

Mathem. Annal. XXVI, 219. [Vergl. Bd. XXXI, Nr. 361.1 
396. Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functioneii L. K i  e p  ert,. 

Mathem. Annal. XXVI, 369. 
397. Neue Untarsuchungen im G ebietc der elliptischen Functionen. F. K 1 e i n. 

Mathem. Annal. XXVI, 456. 
398. Zur Theoria der elliptischen Functionen. G. P i c k .  hlathem.Aiirial.XXVLI1, 309. 
399. On elliptic functions. A s  u t o s  h M II k h  o p  a d  h y a y. Quart. .Journ. math. XXI, 

212. - C a y l e y  ibid. 217. 
400. Sur  une relation de rgcurrence qui se présente dans l a  théorie des fonctions 

elliptiques. D e  J o n q u i è r  es. Compt. rend CI, 415. 
401. u'eber die Perioden der  elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung. 

H. B r u n s .  Mathcm. Annal. XXVII, 234. 
402 Ueber endliche Gruppen linearer Substitutionen, welche in der Theorie der ellip- 

tischenTranscendenten auftreteii A. H u rw  i t z. Mathem. Annal. XXOR, 183. 
403 Remarques arithmétiques sur quelques formiiles de la théorie des fonctions 

elliptiques. Ch.  H e r m i t e .  Crelle C, 51. 

404. On the coefficients in the q-series for -n and G.  J. W. L. G l a i s  hc r .  Quart. zR z 
Journ. math. XXI, 60. [Vergl. Bd. XXX, Nr. 599.1 

405. Some doubly -infinite convcrging series. A. R. F o r  sy t h .  Quart. journ. math. 
XXI. 261. 

Vergl. Modulargleichungen. Oberflichen 546. Oberfliichen zweiter Ordnunç 
557. Thetsfunctionen. 

Formen. 
40fi. Su? une nouvelle thkarie de  formes algébriqiies. S y l v e s t e r .  Compt. rend. 

CI, 1042, 1110, 1225, 1461. 
407. Ueber den irrithmetischen Bcgriff der Aequivalenz und über die cndliclien 

Oruppen linearer ganzzahliger Substitutioneo. H. Mi n k O w s ki. Crelle 
C, 449. 

408. Ueber die nothwendigcn uud hinreichenden covarianten Bedingungen f'iir die 
Uargtellbarkeit einer biukren Form als vollstindiger Potenz. il. H i l b e r t .  
Mathem. Annal. XXVII, 158. 

409. Zur Theorie der binaren Pormen. S. G u n d e l f i n g e r .  Crelle C, 41:3. 
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410. Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. S. G u n  d e l  f i n  g e r. Crelle 
X C E ,  147. 

411. Ueber positive quadratische Formen. H. M i n k o w s k i .  Crelle XCIX, 1.. 
412. Sur les formes quadratiques dans la théorie des équations différentielles 

lindaires. H a l p h e n .  Compt. rend. CI, 664. 
413. Sur l a  décom osition des formes quadratiques. B e n o i t .  Compt. rend. CI, 869. 
414. Ueber eine 8igenschaft der cubiachen Formeu mit  beliebiy vielen Verznder- 

lichen. A. Voss .  Mathem. Annal. XXVlI, 616. 
Vergl. Invariantentheorie. Oberflachen zweiter Ordnung 560. 

Ainetionen. 
416. Bemerkungcn zu 1,iouville's Classificirung der Transcendeuten. L. K 8 n i g s .  

b e r g e r .  Mathem. Annal. XXVIII, 483. 
416. Beweis dee Puiseux'schen Satzes. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1884, 643. 
417. Ueber den Cauchy'scben Eatz. IL K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1886, 783. 
418. Ueber analytische Aiisdrücke mit  hebbtrren Dnstetigkeiten. A, P r i n g s h e i m .  

Mathem. Annal. XXVI, 167. 
419. Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen Functionen 

A.  Vos S. Mathem. Annal. XXVII, 627. 
420. Die gleichmassige Convergenz von Funetionen mehrerer Veranderlichen zu 

den dadurch sich ergebenden Grenzwerthen, dnss einige derselben con- 
s t a n t e ~  Werthen sich nahern. 0. S t O 1 z. Mathem. Annal. XXVI, 83. 

421. Beweis von der Unmoglichkeit der Existenz einea andern Bunctionaltheorema 
als dee Abel'schen. L. K t i n i g s  b e r g e r .  Crelle C, 121. 

422. Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eine Involution zulassen. L. 
F u c h s .  îferl. Akad.-Ber. 1886, 797. 

423. Die Periodensysterne von Functionen reeller Variabeln. L K r o n e c k e r .  
Berl. Akad.-Ber. 1884, 1071. 

424. Zur Theorie der Gattiingen rationaler Functionen von mehreren Variabeln. 
L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1886, 251. 

425. Ueber die conjugirten Werthe einer rationalen Function von n Verhier i icheu.  
E. N e t t o .  Crelle C, 436. 

426 Sur les fonctions doublement périodiques de troisième esphce. A p p e 11. 
Comat. rond. CI. 1478. 

427. ~ e b e r  v e k a n d t e  s 1 Functionen. E. P a p p  e r i t  z. Mathem. Annal. XXVI, 97. 
[Vergl. Bd. XXXI, Nr. 420.1 

428. Ueber hyperelliptische Sigrnafunctionen F. K l e i n .  Mathern. Annal. XXVII, 431. 
429. Propridtés nouvelles du paramètre diE6rentiel du second ordre des fonctions 

d'un nombre ouelconaue de variables indéaendautea. H a t o n  d e  l a  
G o u p i l i b r e .  Î20mpt.'rend. CI, 18. 

430. Recherches sur les groupes d'ordre fini contenus dans l e  grou e cubique Cre- 
mona. X u t  onne .  Compt. rend. CI, h l .  [Vcrgl. B d  ~ 2 x 1 ,  Nr. 414.1 

431. Ueber die algebraischen Transformationen der hypergeometrischen Functionen. 
E. P a p p e r i t  z. Mathem. Annal. XXVII, 315. 

432. Sur certaines fonctions hyperfuchsiennes. E. P i c a r d  Compt. rend. CI, 1127. 
433. Sur les intdgrales de différentielles totales de eeconde espèce. E. P i c a r d .  

Compt. rend. CI, 734. 
434. Zu Lindemann's Abhandlung über die Ludolph'sche Zahl. K.  W e i e r s t r a s s .  

Berl. Akad.- Ber. 1886, 1067. 
435. Sur une fonction uniforme. S t i e l t j ea .  Compt. rend. CI, 153. 
436. Sur une fonction uniforme introduite par  Riemann. H e r m i t e .  Compt. rend. 

I1T  ..o 
U L ,  118. 

437. Sur l a  fonction [(s) de Riemann. U o o r g u e t .  Compt. rend. CI, 304. 
Vergl. Bcrnoulli'schc Zahlen. Bcstimmte Integrale. Cyiinderfunctionen. De- 

terminanten. Differentialeleichuneen. Differentialauotient. Elliotische 
Trmscendcnten. Formen. & u n m ü i h t i o n e n .  ~ e o m e t r i e  (liohere) 1 4 k 4 5 0 .  
(;lr~irhiingrn. Intrrpolntion, 1nvari;~ntcntheori~.  hlaxima und Minima. 
hlodulargleichurigen. I{eihen. 'I'hetafunctioneu. Ultraelliptische ' han -  
scendentin. Vaiationarochnung. Zahlentheorie. 

BammsPanctionen. 
438. Ueber die Eigenschaft der Gammafunction, keiner algebrai~chen Differential- 

gleichung zu genügen. 0. Ht i lde r .  Mathem. Annal. XXVIII, 1. 
Uiit. lit. Abthly. d. Zsitschr. f. Math. u. Phys. XXXII,  6. 18 
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Qeometrie (descriptive). 
Ableitung der Polareigenschaften algebraischer Mannigfaltigkeiteo auf dar- 

stellend-geometrischem Wege. C. R o  d e n b  e r  g. Math. Annal. XXVI, 557. 
Ueber Construction flacher Zonenbogen beim Gebrauch der stereographischen 

Kugelprojection. M. We bs  k Berl. Akad.-Ber. 1886, 33. 
Note on projection applied to pro&ems and to  solid gcometry. R. J. D a l 1  a13. 

Quart Journ. math. XXI, 89. 
On the  geometrical theory of perspective. A L a r m o r .  Quart. Journ. math. 

XXI, 339. 
Vergl. Abbildung. 

Oeometrie (h'ohere). 
Ueber algebraische Correspondenzen und d m  verallgemeinerte Correspondenz- 

princip. A. H u r w  i t z .  Mathcm. Annal. XXVIII, 661. 
On a theorem in higher algebra. 1%. R u s  s e I l .  Quart. Journ. math. XXI, 373. 
Sur les trausformations géométriques birationnelles d'ordre n. De J o n  y u i è r e s .  

Compt. rend CI, 7-0 .  
Solution d'une question d'analyse indéterminée, qui es t  fondamentale dans la 

theorie des transformations Cremona. U e  J o n q  u i  è res .  Compt. rend. 
CI. 857. 

81ir déiivations des solutions dans la théorie des transformations Cremona. 
D e  , J o n q u i è r e s .  Compt. rend. CI. 921. 

Sur les transformations géomhtriques planes birationnelles. G. B. G u c  c i  a. 
Compt. rend. CI, 808. 

Sur lea transformations Cremona dans le plan. ri. R. Gi icc ia .  Compt. rend. 
CI, 866. 

Bcispiele su den Cremona'schen ebmen Transformationen. R. B t u r m .  Math. 
Annal. XXVI, 304. 

Ueber Collineationen und Correlationen, welche Flachen zweiten Grades oder 
cubische Raumcurven in sich selbst tranaformiren. H, S t u r m .  Mathem. 
Annal. XXVI, 466. 

Ueber gleiche Punktreihen, Ebenenbüschel, Strahlenbüschel bei collinearen 
Raurnen. R. S t u r m .  Mathem. Annal. XXVLII, 261. 

Zur Theorie der Collineation und Correlation. R. S t u r m .  Müthem. Annal. 
XXVUI, 268. 

Ueber den Cayley'achen Schnittpunktsatz. J. B a c h  a r  a ch. Mathem. Annal. 
XXVI. -275 

Ueber ~ i e r é c k , - ~ i e r s e i t  und projective Verwandtschaft in der Rbene. M. P a s e h .  
Mathem. Annal. XXVI, 21 1. 

Das Clebsch'sche Sechseek. H. S c  h r oe  t er .  Mathem. Annal. XXVIII, 457. 
%ur Theorie der mehrfach perspectiven Dreiecke und Tetraeder. E. Hess .  

Mathem. Annal. XXVII1. 167. 
Zur Theorie der ~ o ~ ~ e l p u n k t e  und Doppeltan enten der ebenen rationalen 

Curven. C. W e l t z i  en .  Xathem Annal. & V I ,  516 
Ueber die Beziehungen zwischen den 28 Doppeltangenten einer ebenen Curve 

vierter Ordnung. G. F r o b e n i u s .  Crelle XCIX, 275 
Zu dem Aufsatze des Herrn Herriies über cine gewisse Curve dritten Grades. 

P. H. S c h  oii te.  Crelle XCIX, 98. [Vergl. Bd. XXX, Nr. 516.1 
Questions qui se rapportent à un faisceau de cubiques planes. P II. S c h o u  te. - A 

Cornp6 rend. CI; 736, 805. 
Ueber Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt. F r. D i n g  e 1 d e  y. Mathem. 

Annal. XXVJI, 272. 
Zur Construction der Hesse'schen Curve der rationalen Curven dritter Ordnuue. - 

F r .  D i n ~ e l d e v .  Mathem. Annal. XXVnI.  81. 
464. Sur les homographies binaires e t  leurs faisceaux. C. S e g r e .  Crelle C, 317. 
465. Sur un nouveau mode dc génératioli des courbes algébriques unicursales. G. - .  

F o u r e t .  Compt. rend CI, 1241 
466. Ueber eine gewisse ü-attong von Raumcurven. W. S t a  hl. Crelle XCIY, 154. 
467. Ueber die Normalcurven für p =  5, 6, 7. M. N o t  he r .  Math. Annal. XXVI, 143. 
468. Ueber die Normirunp der Borchardt'schen Moduln der hvuerelliotischen 

Functiouen vom Gcschlecht ri = 2. W. l t c i c h a r d t  ~ a t h e m :  Annal. 
XXVLII, 84. 

469. Ueber hohere rkumliche Nullsyateme. R. S t u r m .  Mathem. Annal. XXVIII, 277. 
470. Ueber das Fünfflach und Sechsflach und die damit zusammenhangende Kum- 

rner'sche Configuration H. S c h r o e t  e r .  Crelle C, 231. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsregister.  235 
-----̂ --r̂ -̂cm^̂ ^̂  ̂ .... " 

Uebcr quadratische Kugelncomplexe und Kii clncongruenzen, ihre Kreise und 
ihre Cgkliden. T h .  R e y  e. Crelle X C I ~ ,  205. 

Vergl. Determinanten 363. Gleichungen 482. Kegelschnitte. Mechanik 618. 
Mehrdimensionale Geometrie. 

Qeometrie (kinematische). 
Ueber die Erzeugung algebraischer Raumcurven durch veranderliche Figuren. 

F. C a s p a r y .  Crelle C, 405. 
Vergl. Analytischq Geometrie des Raumes 329 Mechanik. 

Qeschichte der Xathematik. 
Sur l'optique de PtolBmée. G. Gov i .  Compt. rend. CI, 989. 
Ueber einige histori~che, beaonders in alts anischen Geschichtsquellen erwahute 

Sonnenfinsternisse. F. K. G inze l .  %erl. Akad.-Ber. 1886, 963. 
Ueber Herrmann von Marienfeld aus Münster. W. W a  t t e n  b a c  h. Berl. 

Akad.- Ber. 1884, 93. 
Document inédit relatif à l'invention e t  ti la théorie de  l a  lunette d'approche 

G. Govi .  Compt. rend. CI, 634. 
A aupplementary list of writings o n  determinants. T h .  M u i r .  Quart. Journ. 

math. XXI, 299. [Vergl. Dd. XXVIIl, Kr. 555.1 
Discours prononcés aux obsèques de  M. Bouquet 11. IX. 1885. J. B e r t r a n d .  

Compt. rend. Cl, 685. - H e r m i t e  ibid. 586. 
Sur le but théorique de8 rincipaux travaux de Henri Tresca. D e  S a i n t -  

V e n a n t .  Compt. renb: CI, 119. 
Aufnahme von L. Fuchs in die Berliner Akademie. L. F u c h s .  Berl. Akad.- 

Ber. 1884, 744. - A. A u w  e r s  ibid. 747. 
Vorwort zum hundertsten Bande des Journals für die reine und angewandte 

Mathematik. L. K r o n e c k e r  & K. W e i e r s t r a s s .  Crelle C. 
Vergl. Hydrodynamik 494. Optik 566. 

(fleichungen. 
Démonstration du théorème fondamental de l'olgibre. J. P e r O t t. Crelle 

XCIX, 141. 
Naherungsweise ganzzahlige Auflosung linesrer Gleichungen. L. K r o n e c k e r .  

Berl. Akad.-Ber. 1884, 1179, 1271. 
Ueber die Zerlegung ganzer anzzahliger Punctionen in  irreductible Factoren. 

C. R u n g  e. Crelle X C I ~ ,  89. 
Die Monodromiegru pe  einer algebraischen Gleichung bei lincarcn Transfor- 

mationen der gariabeln. A. K n  e s e r .  Mathem. Annal. XXVIII, 125. 
Ein Satz über Discriminantenformen. L. K r o n e c k e r .  Crelle C, 79. 
Neuer Beweis des Sylow'schen Satzes. G. F r o b e n i u s .  Crelle C, 179. 
Sur les racines de certaines Bquations. A. M a r k o ff .  Mathem. Annal. XXVII, 

143, 177. 
Theorie der trinomischen Gleichungen. W. H e y m a n  n. Mathem. Annal. 

xxvL[I, 61. 
On the so -called Tschirnhausen transformation. J. J. S y l v e s t e r .  Crelle C, 465. 
Zur Reduction der allgemeinen Gleichung fiinften Grades auf die Jerrard'sche 

Form - eine Weiterführung des von Hermite eingeschlagcnen Weges. 
J. R a h t s .  Mathem. Annal. XXVLII, 34. 

Ucber Gleichungen fünften Grades. P. G o r d a n .  Math Annal. XXVLII, 152. 
Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten Grades. 

F. K l e i n .  Mathem. Annal. XXVIII, 499. 
Vergl. Differentialgleichungen 374. Functionen 416. Invariantentheorio. 

Hydrodynnmik. 
Ueber die Bewegung tropfbarer Flüssigkeiten in Gefassen. K. v o u  d e r  M ü  h l  

nach J o h .  R u d .  M e r i a n .  Mathem. Annal. XXVII, 675. 
Sur l a  propagation du mouvement dans un fluide indéfini. H u g  o n i  O t. Compt. 

rend. Cl, 1118, 12'29. 
On the  motion, in a n  infinite liquid, of a cylinder whose cross-section is the 

inverse of a n  ellipse with respect t o  i ts  centre. A. B. B a s  set .  Quart. 
Journ.  math.  XXI, 336. 

Zur Theorie der E'lüssigkeitsstrahlen. W. V o i g t .  Math. Annal. XXVLIl, 14. 
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Mouvements des molécules de l'onde dite solitaire, propagée à la mrface de 
l'eau d'un canal. D e  S a i n t - V e n a n  t. Compt. rend. CI, 1101, 1215, 1445. 

Sur l'equilibre d'une masee fluide animée d'un mouvement de rotation. El. 
P o i  n c a r i .  Compt. rend. CI,  307. [Vergl. Bd. XXXI, NI. 518.1 

Interpolation. 
Sur la formule d ' in ter~ola t ion  de  Laoranee. B e n  d i x  s on. C o m ~ t .  rend. CI. - - A - 

1050, 1129. 
Sur un.  thiorème de M. Hermite relatif à l'interpolation. F'. go me^-Tei- 

x e l  r a .  Crclle C, 83. 
Invariantentheone. 

Beweis, dass alle Invarianten und Covarianten eines Systems binarer Formen 
ganze Functionen einer endlichen Anzahl vou Gebilden dieser Art sind. 
Y. M e r t e n s .  Crelle C, 223. 

On the  theory of seminvariante. C a y l e y .  Quart. Journ. math.  XXI, 92. 
On the invariants of a linear differential equation. C a y l e y .  Quart. Journ. 

math. XXI, 257. 
Ueber einen allgemeinen Gcsichtspunkt für  invariantentheoretieche Untersuch- 

ungen im binaren Yormengebiete. D. H i l b e r t .  Math. Annal. XXVIiI, 381. 
Vergl. Analytische Theorie des Raumes 328. Formen. Gleichungen. 

W. 
Kegelschnitte. 

Ueber die Geometrie der Kegelschnitte, insbesondere deren Charakteristiken- 
problem. E. S t u d y .  Mathem. Annal. XXVLI, 58. 

Ueber die Cremona'sche Charakteristikenformel. E. S t u d y .  Mathem. Annal. 
XXVLI, 102. 

Ueber Poncelet-Zeuthen'~che Polygone, welche einem Gebilde zweiten Grades 
eingeschrieben sind. A. Vos s. Mathem. Annal. XXVI, 231. [Vergl. 
Bd. XXXI. Nr. 632.1 

Xreia. 
the  pro erties of a triangle formed by coplanar circles. R L i t c h l a n .  
Quart. Poum. math. XXI, 1 .  

some geometrical proofs of theorems connected with the  inscription of a 
triangle of constant form in  a given triangle. J e n k i n s .  Quart. Journ. 
math.  XXI, 84. 

m. 
Marrnetismni. 

Beitrkge zur Theorie des ~ a g n e t i & u s .  W. S i e m e n s .  Berl. Akad.-Ber. 1884,165. 
Vergl. Klasticitat 380. 

Xaxima and aZinima. 
Sur une certaine question d e  minimum. C. P o s s é .  Math. Annal. XXVI, L93. 

Verel. Planimetrie. - 
Mechenik. 

Ueber ein Theorem der analytischen Mechanik. A. Voss. Mathem. Annal. 
XXvU, 569. 

Ueber die p h  sikalische Bedeutung des Princips der  kleinsten Wirkung. H. 
v. ~ e l u % o l t z .  Crelle C, 131, 213. 

Ueber cine einfache Methode zur Begründung des Princi s der virtuellenYer- 
rückungen. C. N e u m a n n .  Mathem. Annal. XXV& 502. 

Sur le théorbme de KBnig relatif à l a  force vive d'un système. P h .  G i l b e r t .  
Compt. rend. CI, 1054, 1140. - R e s a l  ibid. 1140. 

Sur une expression nouvelle du moment mutuel de  deux complexes lindaires. 
C. S e  g r e .  Crelle XCIX, 169. 

Ueber die reciproken Figuren der  graphischen Statik. G. Hrtuck.  Crelle C, 365. 
Ueber Gruppen von Bewegnngen. A. S c h o n f l i e s .  Math. Annal. XXVIII, 319. 
Ueber die Rewegung dreier Punkte i n  einer Geraden. F. R n  d io. Crelle C, 442. 
Sur l e  mouvement d'un point dana un plan e t  sur le temps imaginaire. L. 

L e c o r n u .  Compt. rend. CI, 1244. 
Ueber die rollende Bewegung eines Korpere auf einer gegebenen Horizontal- 

ebene nnter dem Einfluss der Schwere. C. N e u m a n n  Mathem. Annal. 
XXVH, 478. 
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523. Sur diverses propositions relatives au mouvement d'un corps solide autour 
d'un point fixe. G. D a r b o u x .  Compt. rend. CI, 199. - D e  S p a r r c  
ibid. 370. [Vergl. Bd. XXXI, Nr. 554.1 

524. Ueber die Herpolodie. W. H e s s .  Mathem. Annal. XXVLI, 465, 568. 
625. Sur  l e  mouvement d'un corps pesant de révolution, fixé par un point $e son 

Axe. G. D a r b o u x .  Compt. rend. CI, 11, 115. 
526. Sur l a  torsion des prismes. M. B r i l l o u i n .  Compt. rend. CI, 139. 
627. EEects dynamiques produits par le passage des roues des locomotives et des 

wagons aux joints des rails. A. C o n s i d è r e .  Compt. rend. CI, 992. 
528. Locomotion humaine. mécanisme di1 salit. M a r e y  & C. D e m e n y .  Compt. 

rend. CI, 455. ' 

529. Mesure du travail mécanique effectué dans la locomotion de l'homme. M a r e y  
B G. D e m e n y .  Compt. rend. CI, 905. 

530. Variations du travail mécanique d6pensé dans les différentes allures de l'homme. 
M a r e y  & O .  D e m e n y .  Compt. rend. CI, 910. 

531. Analyse cinématique de l a  locomotion du cheval. P a g b s .  Compt. rend. CI, 
680, 702. 

Vergl. Aerodynamik. Astronomie. Attraction. Elasticitkt. Elektricitat. Ueo- 
metrie (hohere) 465. Geschichte der Mathematik 479. Hydrodynamilz. 
Magnetisrnus. Optik. Potential. Warmelehre. 

Mehrdimensionaie Oeometrie. 
532. Die n-  dimensionalen Verallgemeinerungen der fundamentalen Anzahlen uuseres 

Raumes. H. S c h u b e r t .  Mathem. Annal. XXVI, 26. 
533. Die TI - dimensionale Verallgemeinerung der Anxahlen für die vielpunktig be- 

rührenden Tangenten einer puuktallgemeinen Flache m i e n  Grades. H. 
S c h u b e r t .  Mathcm. Annal. XXVI, 5%. 

534. Ueber die Deformation der RiLume constanten Riemann'schen Kriimmungs- 
maasses. 1". S c h u r .  Nathem. Annal. XXVLI, 163. 

535. Ueber den Ziisammenhang der Raiime constanten Riemann'schen Krümmungs- 
maasses mit  den projectiven Raumen. F r .  S c h u r .  Mathem. Annal. 
XXVII, 537. 

536. Uelier die Deformation eines dreidimensionalen Raumes in einem ebenen vier- 
dimensionalen Raume. F r .  S c  h u  r. Mathem. Annal. XXVIiI, 343. 

537. Sur les transformations uniformes des coiirbes elliptiques en elles-même. 
C. S e g r e .  Nat,hem. Annal. XXVLI, 296. 

538. Ueber die elliptische Curve fiinftor Ordnung des Raumes von vier Dimensionen. 
F r .  Meyer .  Mathem. Annal. XXVI, 154. 

Vergl. Oberflichen 546. 

Modnlargleichnngen. 
539. Ueber die Galois'sche Qruppe der Modulargleichungen, wenn der Transforma- 

tions rad  die Potenz einer Pnmzahl  > 2 ist. Jo s .  G i e r s  t er .  Mathem. 
anna?. XXVI, 309. 

540. Ueber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Transformationsgrad. J os. 
G i e r  s t er. Mathem. Annal. XXVI, 590. 

541. Ueber die Substitutionsgruppen, welche zu den au8 dem Legendre'schen Inte- 
gralmodiil k v m )  gezogenen Wurzeln gehoren. R. F r i c k e .  Mathem. 
Annal. XXVDI, 99. 

542. Ueber gewisse ganzzahlige lineare Substitutionen, welche siah nicht durch 
algebraische Congruenzen erklaren lassen. G. P i  ck. Mathem. Annal. 
xxvI11, 119. 

OberflBchen. 
543. Ueber die uncndlich kleinen Deformationen einer biegsarnen, unausdehnbaren 

Flache. J. Wein  g s r t e  n. Berl. Akad.-Ber. 1886, 83. 
544. Eeber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren Fliiche. J. W e i n -  

g a r t e n .  Crelle C, 296. 
546. Zur Abhandlung: Untersuchuiigen über die Bestimmung von Oberfiichen mi t  

vorgeschriebenem Ausdruck des Linearelemontes. R. L i p s c h i t z .  Berl. 
Akad.- Ber. 1584, 649. [Vergl. IJd. XXIX, NI. 837.1 

546. Ueber Minimalfiachen, welche durch elliptische Integrale darstellbar sind. 
v. L i l i e n t h a l .  Crelle XCIX, 179. 
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547. Ueber pseudosphirische Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen. A. Ur i l l .  
Mathem. Annal. XXVI, 300. 

548. Beitrii e zur Theorie der algebraischeu Flachen. A Vosn. Mathem. Annal. 
A v n .  357. -- 

7 

549. Sur  les surfaces algébrique~ dont toutes les sections planes sont unicursales. 
E m .  P i c a r d .  Crelle C, 71. 

550. Die Plichen dritter Ordnung als OrdnungsflLichen von Polarsystemen. H. 
T h i e m c .  Mathem. Annal. XXVIII. 139. 

551. Sur certaines surfaces du troisième oidre qui ont une infinite d'ombilics. 
A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  Compt. rend. CI, 1246. 

552. Ueber Configurationen, welche der Kummer'schen Flache zugleich eingeschrie- 
ben und umgeschrieben sinil. F. K l e i n .  Mathem. Annal. XXVII, 106. 

553. Die verschiedenen Arten der Regelflachen vierter Ordnung. K.  Rohn .  Math. 
Annal. XXVHI, 284. 

554. Ueber Gruppen gerader Linien auf Fiachen hoherer Ordnung. G. A f f o l  t e r .  
Mathem. Annal. XXVII, 277. 

Vergl. Mehrdimensionale Geometrie. 

OberflILchen zweiter Orcinnne 
555 Sur trois problèmes fondamentaux relatifs a G  surfaces du second degré. 

B. P i c q u e t .  Crelle XCIX, 226. 
566. Ueber neue Focaleigenschaften der Flichen zweiten Grades. O. S t a u d e .  

Mathem. Annal. XXVII, 253. 
557. Ueber eodatische Linim auf den dreiaxigeu E'lachen zweiten Grades, welche 

sic% durch elliatische Functionen darstellen lassen. A. v. B r  a u n  m ü h  l. 
Mathem. ~ n n a f .  XXVI, 151. 

558. Ueber diejenigen E'liichen zweiten Grades, welche durch gleichwinkeli e reci- 
p ro l e  Strahlenhiindel e n n i g t  werden. A. S c h d n f l i e a .  crelle X ~ X ,  1%. 

559. 'ïhéone den figures ro'ectives sur une surface du second ordre. H. G. Be u t hen.  
Yathem. Annar ~ X V I ,  247. Aergl,  Bd. XXVLI. NT. 454.1 

560. Uelier die linearen homogenen Su stitutionen, diirch welche die Summe der 
Quadrate von vier Variabeln transforrnirt wird in die Summe der Qua- 
drate der vier substituirten Variabeln. O. H e s s e .  Crelle XCIX, i l o .  

561. Zur Construction des achten Schnittpunktes dreier Oberflachen zweiter Ord- 
nung. P .  C a s p a r y .  Creiie XCiX, 128. 

562. Construction des achten Sclinittpunktes dreier Oberflachen zweiter Ordnung, 
von denen sieben gemeinschaftliche Punkte willkürlich und unitbhingig 
von einander oegeben sind. H.  S c h r o e t e r .  Crello XClX, 131. 

563. Ueber den achten Bchni t tpnkt  dreier Fliichen zweiter Ordnung. R. S t u r m .  
Crelle XCIX, 317. 

564. Constructions du huitiéme point commun aux surfaces du second ordre qui 
 ass sent Dar seut uoints donnés. H. G Z e u t h e n .  Crelle XCIX. 320. 

565. ~ i n e i r e  ~ o n s ~ r u c t i o n  des achten ~chn i t t pubk te s  vou drëi  Fkjchen zweitor Ord- 
nun% .Th., R e y  e. Crelle C, 487. 

Vergl. lhpsoid. Geometrie (hohere) 466. Mechanik 523. 

Optik. 
666. Ueber Green's Theorie der Reflexinn iind Brechung des Lichtes. K. v o n  d e r  

Mühl .  Matheni. Annal. XXVLI, 506. 
567. Experiences sur l a  double réfraction. D. S. S t r o u m b o  Compt. rend. CI, 505. 
568. On geometrical optics. E. J. R o n t h .  Quart. Journ. math. XXI, 179. 
569. Sur la théorie deo niiroiro tournants. Compt. rend. CI, 501. 

Vergl. Ellipaoid 392. Gcschicbtc d e r G $ ~ ~ e m a t i k  473, 4'76. 

P. 
Planimetrie. 

570. Angeiiaherte Trisection eines Winkels mi t  Zirkel und Lineal. E. L a m p e .  
Crelle C, 364. 

Vergl. Kreis. 
Potential. 

571. Uetier die Erhaltung der Kraft  im Luftmeere der Erde. W. S iemens .  Berl. 
Akad.-Ber. 1856, 261. 

572. $nergie potentielle d e  deux ellipsoides qui s'attirerit. 0. C a l1  a n d r e a u .  
Compt. rend CI, 1476. 

Vergl. Elektricitat. Functionen 4?9. 
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Qnadrahu. 
Sur un nouveau modele d'intégraphe. N a  o l i  & A b d a n k -  A b a k a n o w i c z .  

Compt. rend. Cl,  592. - M e s t r e  ib i f .  633,  663. - J o r d a n  ibid. 1465. 

Reihen. 
Ueber Convergenz und Divergenz der Potenzreihe auf dem Convergenzkreis. 

L. W. T h o m é .  Crelle C, 167. 
Ueber eine Eiaenschaft unendlicher Reihen. L. 3 6  n i a s  b e r  a er. Jbathem. 

Annal. X-II, 397. 
- - 

Ueber die Integratiou der Reihen. P. d u B o i s - R e g  m ond.  Berl. Akad.-Ber. 
1886, 359. 

Ueber den Convergenzgrad der variabeln Heihen und den Stetigkeitsgrad der 
Punctionen zweier Argumente. P. d u  B o i s - R e y m o n d .  Crelle C, 331. 

Ueber die Multi lication trigononietriocher Reihen. A, P r i n g s h e i r n .  Math. 
Annal. XX&, 167. [Vergl. Bd. XXIX, Nr. 417.3 

Sur  les series tngonom6triques. B. P o i n c a r é .  Compt. rend. CI, 1131. 
Ueber eine rieue hinreichende Bedingung für  die Darstellbarkeit einer Func- 

tion durch die Fourier'sche Reihe. O. H o l d  er .  Berl Akad. Ber. 1885, 419. 
Ver 1. Differeutialgleichuugen 373. Elliptische Sranscendenten 404, 405. 

l%nctioneri 416, 418. Zahlenthcoric 613, 625. 

S. 
Stereometrie. 

Sur les seize r6seaux des plana de l'icosaèdre r6 ulier convexe. E. H é n a r  d. 
Compt. rend. CI, 232. - E m .  B a r b i e r  ibif. 304 

Tableau des principaux 6léments des dix figures polyedriyues regulières. E m .  
B a r b i e r .  Compt. rend. Cl, 662. 

Vergl. Analytische Geometrie des Baumes 326, 327. Crystallographie. 

T. 
Thetahnotionen. 

583. Ueber die Ve~wendung algebraischer Identitaten zur Aufstellung von Relationen 
für Thetafunctioncn eincrVariabeln. F. Ca s p  a r g .  Math.hnn. XXVIII, 493. 

584. Ueber eini e Differentialbeziehungen iiu Gebiete der Thetafunctionen zweier 
~erknfer l ichen.  M. K r a u s  e. Mathem. Anna.l. XXVI, 1, 15. 

585. Ueber Founer'sche Entwickelungen im Gebiete der Thetafiinctionen mweier 
Verinderlichen. M. K r a u s e .  Mathem. Annal. XXVli, 419. 

586. Ueber Thetafunctionen, deren Charakteristiken gebrochene Zahlen sind. M. 
K r a u s e .  Mathem. Annal. XXVI, 569. 

587. Ueber 'i'hetafunctionen, die uach einer Transformation in ein Product von 
Thetafiinctionen zerfallen. Ed. W i l t h e i s s .  Mathem. Annal. XXVI, 127. 

588. Ueber die artiellen IJiEerentialgleichurigen zwischen den Ableitungen der 
hyperelEptischen Thetafunctionen m c h  den Parametern und iiach den 
Argumenten. E d .  W i l t  heisu.  Crelle XCIX, 236. 

589. A verification in regard to the linear transformation of the theta-functions. 
A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XXI, 77. 

590. On the transformation of the double theta-functions. A. C a y l e y .  Quart. . - 

Journ. math. XXI, 142. 
591. On a formula relating to the zero-value of a theta-function. A .  Ca  y l e  y. Crelle C,87. 
592. Sur une formule de  JI. Hermite. R. L i p s c h i t z .  Crelle C, 66. 

Ultraelliptiiche Transcendenten. 
5 9 3  Zur geometrischen D e u t u n ~ d e s  Abel'schen Theorems der hyperalliptisohen In- 

tegrale. F. K l e i n .  athem. Annal. XXVIII, 533. 
594. Ueber die Reduction hypereliiptischer Integrale erstcr Ordnung und erster 

Gattung auf e l l i~ t i sche  durch eine Transformation vierten Grades. O. 
Bo lea .  Mathem. Annal. XYViII, 447. 

595. Zur Transformation dritten Grades der hyperelliptischen Functionen erster Ord- 
nung. F r .  B r i o s c  h i .  M ~ t h .  Annal.XXVLI1, 534. - M .  K r a i i s c  ibid. 597. 

Vergl. Geometrie (hohere) 468. 
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Umkehgsproblem.  
596. Zum Umkehrproblem in der  Theorie der  Abel'schen Functionen. M. N t i the r .  

Mathem. Annal. XXVUI, 354. 

Varistionsrechnnng. 
697. Begründnng der Lagrange'schen Miiltiplicatorenmethade in der Variations- 

rechnuug. A. M a y e r .  Mathem. Annal. XXVI, 74. 
698. Ueber die Bedcutune der Bceritfe "Maximum und MinimumY in der Variations- 

rechnung. L. S c h e e f f ë r .  &them. Annal. XXVI, 197. 

WLLrmelehre. 
599. Studien zur Statik monocsklischer Svsteme. H. v. He ln i  h o l t z .  Berl. Akad: 

Ber. 1884, 159, 311, f55, 1197. 1 R. C l a u s i u s  ibid. 663. 
600. Sur la thdorie de M. Helmholtz relative à la conservation de  l a  chaleur solaire. 

P h .  G i l b e r t .  Compt. rend CI, 872. 
601. Ueber die mechanischen Analogien des zweiten Hauptsatzes der Thermo- 

dynamik. L. B o l t z m a n n .  Crelle C, 201. 
6D2. Remarques au sujet des r6centes experiences de M. Hirn sur l a  vitesfie d'écoule- 

meut des gaz. F a y e .  Compt. rend. CI, 849. 
603. kcoulemcnt des gaz; lignes adiabiltiqucs. M. L a n g l o i s .  Compt. rend. CI. 998. 
604. Becherches théori ues sur l a  distribution de la chaleur B l a  surface du globe. 

A. A n g o  t. 8ompt.  rend. CI, 837, 876. 
605. Théorie des melanges réfrigérants. A. P o r t i e r .  Compt. rend. CI. 998. 
606. Sur la compressibilité des fluides. E. S a r r a u  Compt rend. CI, 941. 
607. Sur l a  tension des vapeurs satirées. E. S a r r a u .  Compt. rend. CI, 994. 
608. Sur l'équation caractéristique de l'acide carbonique. E S a r r a u .  Compt. rend. 

CI, 1145. 
Vergl. Aerodynamik. 

5. 
Zahlentheorie. 

609. Ueber einige Anwendungen der Moduls steme auf elementare algebraische 
Fragen. L. K r o n e c k e r .  Crelle X&X, 329. 

610. EinFundamentalsatz der allgemcinen Arithmetik. L. K r o n e c k e r .  CrellcC, 490. 
611. Die absolut kleinsten Reste reeller Grossen. L. K r  o n  e c  k e r. Berl. Akad.-Ber. 

1885, 383, 1045. 
612. Ueber ganzzahlige L o ~ u n g e n  von Gleichungen zwischen zwei Veranderlichen. 

C. R u n g e .  Crelle C, 425. 
613. Darstcllung der zahlentheoretischcn Function E(x)  durch eine unendlicho Rcihe. 

A. P r i n n s h e i m .  Mathem. Annal. XXV1. 193. 
614. Sur les valeur~asymptotiques de quelques fonctions numériques. Ch. B e r m i  te .  

Crelle XCfX, 324. 
615. Ueber eine Formel des Herrn Hermite. K. B u s c h e .  Crelle C, 459. 
616. ZweiBewcisedcr allgemeinen Reciprocitatsgtisetze unter den Bestenu Nichtresten 

der Potenzen, deren ü r a d  eine Primzahl ist. E E. K u m m e r .  Crelle C, 10. 
617. Sur une démonstration de l a  loi de réciprocitb. A. G e n  o c c hi .  Compt. rend. C1.423. 
618. Beweis des Reciprocititsgesetzea für die quadratischen Restc. L. K r o n e c k e r .  

Berl. Ak -Uer 1884, 519, 645; ibid.1885, 117. - E S c h e r i n  g ibid. 1586,113. 
619. Arithmetischer Beweis des Reciprocitatsgesetzes für  die biquadratischen Reste. 

E. Husche.  Crelle XCIX, 261. 
620. Zur Sheorie der Congruenzen hoheren Grades. G. J3 a d O a. Crelle XCIX, 258. 

621. Zur Congruenz '5 : a (modp).  M. A. S t e r n .  Creile C, 182. 
P 

612. Zahlentheoretische Uemerkung. E. Y c h e r  i n  g. Crelle C, 447. 
623. Beweis, dass der zweite Factor  der Classcnanzahl für die aus den elften und 

dreizehnten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen gleich Eins ist. P. W o  l f s -  
k e h l .  Crelle XCIX. 173. -. - - . - - - 

G r t a i n  special partitioxk of numbcrs. P. A. M a c  M e h o n .  Quart. Journ. 
math. XXI, 367. 

 FI .Sur ilne loi asymptotique dans la théorie des nombres. S t i e l t j e s .  Compt. 
U reud. CI, :<GR. [Veigl. Nr. 435 ] 
uergl. Elliptische Tratiscendenten 403. Formen. Geometrie (hohere) 446, 

467. Modulargleichungen. Thetafurictionen 692. 
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