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Si11 problema, prelimiu are di uua classica, qoestione 
di calcolo delle ~erit-i~zioiii. 

Memoria di GABRIELE MAMHANA (a Cagliari). 

Siinto. - L'Autore fa la  tmt taz ione riyorosa del pîoblejna prelirnaaare relatiuo al la  classiea 

qwestione di ~rzinimiazare l'integrale 3 = y1 + ylWdx, (n > 0). F26sato un pun to Po f ' 
XI 

del piano, t l e t e rmiw l'imsieme E ne1 ytcale bis0gtzei.à assegnare un secondo punto Pl che 
possa essere congilnizto a Po mediante ztlr estremale I' relatiua a -3. Dd 17epuasioiie della 
fi-ontiera I'* d i  E e qze s tudia  l 'andamento e le relazioni con le estremali uscenti d a  Po. 
Dimostra ehe per Po e per Icn punto P d i  E passa ccna sola estremale (non. estremante) 
se P è in I'", ne passano due se P é interlzo a El e assegna i l  cvdterioper decidere quale 
delle due pu6 reaMzzare i l  nzinimo per 3. 

INTRODUZIONE 

La. yuestioiie di 
getto del presente 

calcolo delle variazioiii, cui si riferisce il problema og- 

lnvoro, e qiiella, clnssicn, di iniiiiinizzare 1' i~itegra~le : 

(n ) O), iiella quale si presenta, coine equ:izioiie di Eu-  

LERO relativa, 1' equazioiie : 

(1) 1 -+ y'" =ZY y" ( f i  > 0 
delle curve di RIBAUCOUK. 

Il menzionato problema coiisiste iiel fissare uii criterio che permetta, 
assegiiati due punti del piano: 1°, di stabiiire la esistenza O meno di estrenmli 
passaiiti per gli asseqiiati .puiiti; 20, iiella ipotesi che per questi punti abbiano 
a passare piii curve estreinstli, di deterininare quella O quelle, fsn queste, 
che potraiiiio realizznre ni1 estremo per l'iiitegrale 3. 

E poichè pes uii yualunque puiito del pinÏio, che iioii apparteiiga all'asse 
delle x, passano infiiiite estremali, (costitueriti uii fascio di curve eshemali) 
conteiiute tutte iiel seiiiipi;tiio' delle y > O, O in quel10 delle y < O, secondo 
che l'ordiiiata del puiito è positivn O iiegativa, i l  suddetto problema piio ri- 
condursi a questo altro: 

9wiali di Matcmatica, Berie IV, Tomo X. 1 
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2 G. MAXÙ~AXA : Sari problemu prehninc~1-e  d i  tmza ckbssica questiolze 
- 

Fissato comiiiique 1111 piiiito Po (del scmipiaiio delle y positive ad eseiiipio) 
determinare l'iiisieme E di piiiiti di questo seiiiipiaiio, iiel qiinle dovrk as- 
segiinrsi uii secorido puiito P, che possa essere coiigiuiito n Po iuediaiite uii 
arco di estreinnle della fainiglia (1). E iiella ipotesi, poi, che per Po e P 
avessero a passare piii estreniali, deteriiiiiiare quella e quelle clie soddisfi~io 
alle coiidizioni necessrtrie per essere estreinaiiti. 

Le conclusioiii cai si perviene soiio le segiieiiti: 
L'iiisieine E è 1111 doiiiiliio regola,se, coiiteiiuto ne1 seiiiipiaiio delle 2 /20 ,  

liinitato da uiia curva segolare î*' (di ciii si nssegiia l'eqiiazioiie i i i  teriniiii 
finiti) siinmetrica rispetto alla retta. I *  iiormale dl'nsse delle s per Po. Qiiestn 
curva volge costanteinente la siin coiicnvità verso le y positive, e i s~ioi 
rami, a sinistra e a destra di 7-, si esteiidoiio a distanza iiifiiiitn. Essa, p i  
passa pel piinto Pof, piede della perpeiidicolare 7-  sull'asse delle x. 

Qnesto punto P,' (vertice della cusva r*), se 1 1  ( 1, è siiigol:ti.e (niigoloso) 
per la, ciirrn medesiriin; ogiii altro di essa punto é iiivece regoltwe; essa., poi, 
aminette, i i i  questa ipotesi, due asiritoti ad fiiiito iiori~mli all'asse delle z e 

i~aturalmeiit~e siinmetrici rispetto a 7.. 

Per IL 2 1 la ciirva i'* è regolare iii ogiii silo puiito, e pero tocca i i i  P,' 
l'asse delle x ed 6 sforiiitn di asintoti a1 fiiiito. 

1 risiiltati ottenuti relativi alIo studio della ciirva r* geiieralizzniio quelli 
di MAC NESCH ( a  A~iiinls of Ma,t21eillatics P, 1905) relativi alle cateiiarie, e cioè 
al caso particolarissirno iii ciii, iiell' equazioiie ( 1  ), sia 11 = 1. 

III ogiii caso (11 1: 1 oppure 11 < 1) i'* rappseseiita l ' in~~iluppo del fascio 
di estremali usceiiti da Po. 

Ogiii curva del detto fitscio 3 è coii~~~letai~ieiite coiiteiiiita in E. 
Per uii qualsivoglia paiito P iiiteriio a E passaiio seiilpre due e due sole 

c u v e  (distiiite) di 3, per un piiiito P* deila, froiitiera I'* ne passa iiiia soln, 
la qunle ivi (iii Py t o c c ~  P* stessa; per uii piiiito esteriio a E iioii passa 
alcui-ia curva di 3 (I). 

Una curva i' di 3 tocca O no la froiitiera I'*, iii uii uiiieo piiiito P*, si- 

(1) Ne1 Cours d ' - 4 m l y s e  del GOUIL~AT, !P. 111, n. 622, trovasi esposta iiiia diiiiostrazioiir. 
basata su consideraaioni di carattere intiiitin, la qiiale dovrebbe 7-alere ad assicurare la 
proprïetà sopra enunciah 111s qiiesta diiiiostrazione non pub dirsi clwl purito di vista delln 
stretto rigore analitico socldisfacente. (C'fi.. piire HADAMARD, C'alctcl des variations. l i w e  111, 
Cap. III, Paris, Heiiiiariii, 1910). Alla btesaa coilclilsiorie si pub 1~er~eiiii .e coi1 iiietodo iiidi- 
ietto, iiia ci6 richiede la coiiosceiiza di elevata teoria. (C'fi.. TOXELLI. Fondu~~~ewtë del calcolo 
d i  variaaiow'. Vol. II. Alculti prob7emi classici. Bologiia, Zariichelli, 1923). Per una tiiino~tiïi- 
aione diretta rigorosa cfr. U. Jlauarilsa. Circolo Mateniatico di Paleriiio. T. XLIX. 
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cti cnlcolo delle anrinxiot.zi 3 

tuato su1 ramo I'," a destra di 7&, (situato su1 rnino I',* a siiiistra di 9.) secondo 
che l'iiicliiiazioiie di I' stess- in Y, è iniiiore (è niaggiore) di 1111 cietermiiiato 
iiiiinero A tg c < O ( -  h G tg (- cl 2 0) indipendente da1 centro Po del 
ftcscio. L'estreinale I',, (I'-,) aveiite iii Y, iiicliiinzioiie uguale a A, (a -- A) 
tocca Fi* (I',") iiel relativo puiito all'iiifiiiito. 

Le taiigeiiti a ri i i i t  qiii~lsivoglin curva I' (aveiite iii Po iiicliiiazioiie non 
superiore (iioii iiiferiore) a h (ti, - A)) iiel ceiitro Po e ilel relntivo puiito di 
coiitatto si segiiiio i i i  ~ i i i  inedesimo puiito dell'asse delle ,z (II). Ne segue, 
teiiuto coiito anche dell'indipeiideiiza di A clal ceiitro Po,  che: se 7, r: 1, da 
i i i i  puiito qaaliiiique tlell'asse delle z si yossoiio seiilpre coiidurre due e due 
sole taiigeiiti a, uiia qaalsivoglia estremnle y della f~~iiiiglia definita dalla (1 ) ;  
se iiivece le  < 1, da un puiito clell'iLsse delle x si potraii coiidurre due tiiii- 
geiiti n iiiia estreinale y (di (1)) O niia sola, secoiiclo che delto piiiito è coiiteiiuto 
iieli'iiitervallo limitato dagli asiiitoti di y, O lie è ester110 (II1). Il raino, a 
destra di g., dell'estreinale r,, e quello, ci siiiistra di 7-, di 1'-, (IV), decoin- 
poiigoiio E iii due doiniiii: l'iiiio E", avente per Eiroiitiera questi due rami, 
1' altro Fr,  limitato cla essi da I'*. 

Uii puiito P, iiiteriio iù Er', a destra di Y, (a siiiistra di 7.) pub essere 
seinpre coiigiuiito a Po inediaiite due archi di estremali di S, dei quali : 1' uno 
lm iii Po iiicliiiazioile inaggiore cli A (iniiiore di -- 1) ed è coinpletameiite 
iiiteriio - Po escluso - a E" e quiiidi A E, l'altro ha in Po iiiiolii~azione 
iiiferiore a A (soperiore a - A). Il priino pertnnto iioii tocca r," (iioii tocca F,") 
i l  secoiido tocca seinyre i',:!; (i',*) iii aii puiito ad esso arco interno (V). 

Un puiito Y, inter110 a A", a dmtra di i r *  O su1 ramo I', a destra di 9- 
(;L siiiistra di 9 .  O su1 rama L, a siiiistrn di 1 3 )  si pu0 uongi~iigere a Po me- 
tlimte due nrclii d i .  estremali distiiite di C) aveiiti in Po iiicliiiazioiii iiiiiiori O 

ugmidi a A (iiiaggiori O iigiiali a - A ) ;  ciascui~a di queste estremnli tocca, 
quiiidi, Y,* (I',*); pe1.O: ineiitre il pmto di contatto d i  quella delle due estremali 
che iii Po lia iiicliiiazioiie minore, (~naggiore) è iiiteriio al eorrispoiidente 

arco P?, il puiito di coiitatto dell'altrsl lie è esteriio (r). 

(II) Cfr. Teorema di B o ~ z a  citato nella nota 12, II ,  n. 1 clella presente Memoria, 
(III) Circa l'esisteiiza di tmgenti per un punto dell'asse delle x ecc. cfr. nota 21, I I ,  n. 3 

di yuesta Xernoria e pic os^, Como di A?aalasi sztperiore (litografato), fasc. II ,  pag. 207, 
Circolo Matematico di Catania, 19-2, ove alle pagg. 210 e 211, P in proposito rettificata 
1111' rrroiiea affermazione generalmente ripetuta. 

(IV) Kell'ipotesi n 2 1 questi due raiiii rostituiscoiio iina uiiica cun-a di 3, quella clie 
in I;, ha inclinaaione nulla. 
(9 Cfr. le considerazioiii di carsittere i i i tuit i~o del GOURSAT, loc. cit., 11. 634, con le yuali 

la propiietà relativa alla posizione del punto di contatto sull'estremale, rerrebbe cledotta. 
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E poichè l'eveiitude puiito di coiitatto di iioa estreinale di 3 riesce co- 
iriiigi~to (sccoiido JACORI) di i', sii117 estreii-iille inedeuima, s e g w  : 

1." Il beii deteriniiiato wco di estreiiinle, coiigiuiigeiite iiii puiito & 
coi1 iiii qulzlsivogli~t puiito P* dell'iiiviluppo del fascio di esti.eiliali iiaceiiti 
(1% I',, lia i puiiti esWeini 1'" e I'* coiiiiigati, e soddisfa., qiiiiitli, alla coiidi- 
zioiie iiecesswiti, di J ~ c o w  (i i i  seiiso 11irg0) per essere e~ti.eiiiii.iit;e. Mil 1' 2 ~ ~ 0  

stesso 1',P* iion renlizza uii estreiiio per 3, iioii esseiido per esso soililisfirtta 
l'ulteriore coiidizioiie necessaria relativa. :illa varit~ziorie terza. 

2." Dei due archi di estreiiiali coiigiuiigeiiti 1111 puiito Po coii i i i i  

puiito l3 (iiiteriio al domiiiio 6 relntivo a1 filscio per Pi) quel10 ch?  i i i  Po 
lin inclinnzione niiiiore, se P è a destra d i  Po (iiiclinazioiie iiiaggiore se P 
è a sinistra di Po) airimette i l  coniugnto di P, iiell'iiiterno dell'arco me- 
desimo; esso nori realixm, pertaiito, la coiidixioiie di J~cos r  e iioii pub 
percio essere estreinaiite. L'altro arco, iiivece, realizza le coiidizioiii di JACOBI 
i n  seiiso stretto oltre a quella di LEGENDKE, e poichè per esso è aiiclie soddi- 
sfizttn, coiiie si verifica subito, 1' ulteriore cotidizioiie iiecessaria di WEIEBSTRASS, 
si potrit coiicludere che solta,iito qiiest'arco pub rea,lizzare uii estremo per 
1' integrale 3. 

1. Fascio di estremali per lin punto. - L'iiitegrale geiiei'ale della equa- 
zioile di EULEHO (l), sotto foriiia: parainetrica, (parametro w) é rappreseiitato 
dalle equazioni : 

,J 

dove p è costaiite - arbitraria -, ed a costaiite, pure arbitraria, nia positiva. 
Sia Po r (x,, y,,) U I I  qualsivoglia, piiiito del seiiiipiano delle y ) O. Pos- 

siaino siipporre, seiiza ledere la geiieralith: x, = O .  L'iiisieiiie delle curve 
iiitegrnli della totalitit (2) che passaiio per Po costituiscoiio uiia ftiiniglia 
sempliceineiite iiifiiiitn - uii fascio - ogiii coiiipoiiente della quale è de- 
temiriata dalla relativa ii~clinazioiie iii Po, O, cib che h 10 stesso, dalla 
ariomalin 0 che compete, ii i  Po, alla. inedesiina coniponeiite. 

Uiia curvn della filniiglia (2), iii ogrii s ~ i o  puiito P - cori'ispoiideiite al 
valore w del parainetro -- ha iiicliiinzioiie data da tg o. 

Se 0 è l'aiioinalia in Po di uiia curva r(0) del meiizioiiato fsiscio, clovrk 
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,ao 

Dalie (2) e (3), eliiniiiaiido a e p, ricstviaino, per r(q, le equnzioiii: 

W 

cos O COS O n 'Tt 

x = l i y o j  (-Ydr, COS T y = y. (-) ; -- - < O < - - .  
COS (0 2 

b 

Le (4, al variare di 0 iiell'iiitervsllo, aperto agli estreiiii, (- : , i), ci daniw 

tutte le curve dei ft~scio P o ;  fascio che desigiiereino col siinbolo 3. 
Osserriaiilo: due curve di 3: aveiiti iii )O aiioninlie co~itrarie, sotio siin- 

inetriche rispetto rrl17asse delle y ;  dall'iiisieine, quiiidi, di tiitte le ciirve di 3, 

corrispoiideiiti ai valori di 8 coiiteiiute iiell'iiitervallo -- +O, ( a 
i.ii.iiiiO le riiilaiieii ti, inediaii te ribaltaineiito delle prime attoi'iio all' nsse delle y. 
Potreiuo, pertaiito, iiel iiostro studio, linlitarci n coiisiderare di ogiii cur- 
va ï(0) di 8 la porzioiie che giace a destra dell'asse delle y, e cioè, coiisi- 

clernre il parametro w variabili nel17iiitervallo 0, r -  0 . Col siiubolo l'(O) ( J  1 
iiitenderemo desiguare d a  ora iii poi ln iiieiizioiiata porzioiie di curva. 

2.  Siigli a~intot i  delle curve ï(0) del fascio 3, nell'ipotesi ,II < 1. - Se 
1 1  < 1, ogiii estreinale I'(0) di 3 è fornita di asiiitoto - al fiiiito - iiormale 

'X; 
all' m s e  delle x. Esiste, invero, iii questn ipotesi, per o -- 

2 ' determinato e 

COS 0 7C 
fiiiito, il liinite dell' integrale : 1 =j(-) LIT. Si lin, per O < o < - : 

COS Z 2 
fl 

cla ciii : 
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O G. MANMANA: Sul problenan yreliminare di w a  classica questiowe 

n 
iigli estreiiii, (- - 5) )  i v i  essa è coiitiiiui~~, a derivate priinn e secoiida coii- 

2 )  2 
tiiiiie ('), ed esistoiio, iiioltre, per essa., deteriniitati e . f in i t i ,  i l imiti  per  

Abbiaino poi, per  le  derivate prima e secoiidn di J ( 0 ) :  

(P 9 2  12 
- J ( @  = 12 tg 0 1- n2 tg"J( 1 )  cT(O)=~ztgO+ - J(0)17~sei i20-11.  
tlH" cosz O cos- 0 

7F Ln priinn derivata di J è positivn iii iiii iiitoriio a destra di - -, ~iegnt ivn  
2 

per ogiii' valore di R > O ;  ln derivntn. seconda 6, iiivece, seiiipre iiegn.tivn. 

(') Ln. f u n x i n ~ ~ c :  I (0, CO) sz J(:z -- :PT'. prr opni fissnto rnlow di a,. 

6 

r ) X continua rispetto n fl in (- + O - - O  . essa inoltre, prr ,O - - r ~ n ~ e q e  unifnrnieniente 
2 '  

al sno limite .T(H). Anche Ir tlwivtte priinn e secontln d i  I(@, o) i.appnrtn a 8, cio8: 
Cd W 1 

COS 6 12. COS 6 
- 1 - n  tg$(--) COS z dr, P --j(--) cos" cos7 d i t r tgO+n ' tg?O hanno 

H B R 
liniiti ~let~riiiinnti e finiti, ai  qiiali tendo~io in  riioilo iiiiifnriiic i~clnti~~:ii i ir i i tr  n 0. in ogiii 

intwvsiio intwno n (- I n). Si l i n  iiiroi.o : a' 2 
- - - 

- -- 
3 2 a " 

CO8 T COS T 
etc. 

l - 1L 
W O 
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di culcolo delle .vc~ria&olzi 7 
-- - 

miiulla i i i i i l  e iiiia sola ~ o l t a ;  il siio zero, iiioltre, cade iiell'iii tenio dell' j i i -  

X 
tervnllo O). Iiidioliiniiio ïoii 6 questo zero, In radios, cioé, dellib eqiia- 

zioiie segueii te : - 
- 
2 

cos H '" Tc 7c 
l + n t g D ~ ( - ) d i = 0 ,  cos -t - - < B < 2 .  2 

0 

II vnlore t) = H è il piiiito di rnassiiiio assoluto proprio di JIH); esso va- 
lore e aiiclie l'iiiiico valore di estreino relativo interiio di J(0) stessa. 

La taiigeiite t a r(@, iii uii suo puiito l:, , lia per equazioiie: 

1 I COS 0 '$ 

s i w  ! z - U~,J(-) cos 2 dr 1. 
fi 

L a  t e i~iin ret ta  seiiipre a1 fiiiito, coiiiuiicyue vari 1% iii q 0 ) ,  e h a  uiia posi- 
n 

zioiie limite deteriiiiiiata e a l  fiiiito ( i ~ ~ i i l t ~ t ~  di Pie)) yer o --. Questo asiiitoto 
2 

lia per equaeioiie : 
x = 7yOJ(0) .  

~~e l l ' i~ t t e~ .vnElo  0, - , incece, è semplae tlecî-escente (al cwsceï.e d i  9) utc- ( 5) 
1-icmdo tln X (1 zev-o. 

Coiisideriaino iiisieiiîe all'asiiitoto di l'(O) la taiigeiite t ,  a. qiiesta curva 

iii Il,. Quest' ultiiiitt sega 1' asse delle x iii uii puii to Q di ascissa: :c= - y, cotg.  - - - - - 
Ma per essere 0 soliizioiie della. (o), si ha  : - y, cot B = ny,J(D), cioe : x = z. - 
Si pub pei'taiito asserire che:  

L'asintoto della c u ~ ~ c i  r(G) e ZCG t t rqen te  ( 1  yuestu cul-vtc nei p i d o  J', 
s i  seguno iu  utho stesso punto dell'cisse delle z. 

NOTA. Nell'ipotesi 7 z >  1, ogiii ciirva l'(O) di 3 é sf'oi'iiita di itsiiitoto. 

(') Si t e u p  preseiite che I r  < 1. 
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8 G. MAMXAXA: Sul problewcc prelinzinccre di  w a  clcmsiccc questione 

3. Sulla intersezioni delle ciirve r(8) e dei mggi per Y,, riella ipotesi 
di  14 qiialsiasi. - Preiidiaino :L considerare 1111 geiierico raggio 9 ,  per Po di 

deteriniimto, qiiiiidi, dnll' equszioiie: 

(6,) y - y, = x tg a, coii la limitnzioiie x 2 O, 

Questo rttggio sega ogni curva. r(0), che iii Po abbia aiioinalia 0 minore O 

egunle ad cc, i i i  P, stesso, e ulteriormeiite i i l  uiio e iii LIU solo. puuto 1': di- 
stiiito da  IJ ,  se 9 < a, coincideiite coi] Po se 0 = a. E iiivero: Ili uii eveii- 

tunle purito P, comuiie a 1 .  e a r(O), dovA aversi, yel valore di w, 

the compete a P (cfr, le (4)): 

cos O 
F(w) - (,"Zr- 1 - 11, tg !(-)"di COS 'C = O. 

. fl 
Tc 

Iiiversameiite, r agiii radice o delli~ (6) eoiiteiiiita ~ieli'iiitervallo (6, - 0) è 

associato uii detei'miiiato priiito P di r(O), che giace su v. 
La (61, intniito, è verificata da1 valore w - 0 ;  si ha poi, pel primo 

membro F(w) : 

(7) 

da cui deduciaino: 

Pt(w) =z. O (per w < a), Fr(or) = O ;  Pt(w) > O (per w > a),' 
e iiioltre 

La. fuiizioiie R(o), iiiilln per w = 0, decresceiite n destra di 0 in  tutto l'iii- 
tesva.110 ( O ,  cc), i'aggiuiige iii cc il su0 iniiiiiiio valore (riec):itiro); poi, per o > a, 

X (y 11 rnpporto die figiira c1oiiti.o le parente~i gralfe, pei ro - $, tendc orvieiiic.nt~ a 

zero nell'ipotesi I I  < 1 : iiia esso tende pure a zero iiell'ipotesi n z  l! coiiie si piiù iiiiiiiediii- 
tniueiite ronstatnre niediante l':~pplicazioiie dell- regola di DE L' HOSPITAL. 
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di calcolo delle variaziouzi 9 

cresce seinpre con w fiiio ad  acquistare, nelle viciiiaiize di -, vnlori positivi 
2 

comuaque graiidi. Essa ainmette, per conseguenza,, oltre al10 zero o = 0, uilo 

e uii solo altro puiito di zero interiio all 'intervallo a, - , zero, quest'ultimo, ( 3 
che coiiicide ovviameiite con a se FJ = a. 

Iiidichinmo coii 4 0 )  (0 < a)  11% beii deterii~iiiatn radice della equnzione (6)  

interiit~ a d  a, , e che  corrisponde al piiiito P ulteriore intersezione, oltre Po, ( 3 
Ln w(0) 8 fiiiizioiie di 0 definita, i i i  , implicitainente 

Tt 
dalla (6) e d d l a  1itnita.zione - ) w > z, coiitiiiiia con la sua  prima derivata, 

2 

Dobbiaino verificase soltaiito quest'altima nsserzione. 
Si r icava dalla (6), derivando rnpporto a 0 : 

da  cui, tenuto conto della (6) stessa: 

?r 7C 
Questa derivata, da.to clie, per  - - < 8 < a, si h a :  - > w > a, è sempre di- 

2 2 
versa d a  zero e negativa. L a  O(€)), dunque, si preseiita conle furizione mono- 
toiia decresceiite di 0, e pertanto riescoiio deterininati i limiti di w, quaiido 0 
terida verso i suoi valori estremi. Si ha  propriamente: 

rc 
lim w = - lim O = a. 

e -2 2 e-,-O 
2 +O 

7C 
Non pub, invero, il limite di o, per 0- - - 

2 
+ O (limite aertameiite iuaggiore 

7C 
di a )  essere u g u d e  :L iiii iiumero w < -, chè  in ta1 siipposto, dalla (6) - pns- 

2 
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sando al  limite - dovrebbe seguire: 

O=- d z  
1 -n  t g a  liin cosn 0ScFT- 

0--;+O 0 

O 

dr  J c o r n  z dr 
- - n tg a lim cosn 9jcFz - - 1 - p i  tg ri lirn O - 

- cos-n ,cj - - 1, 
O - -?+O a O 

ci0 che 6 assurdo. 
Che poi per 6 - a - O, w teiida ad a, segue da1 fatto che questo limite 

n di w, certainente minore di - e inaggiore O eguale ad a, iioii plid riliscire 
- 2 

nlaggiose di a, poichè per valosi di w , a il primo ineinbro della (6) (ove si 
sia posto 8 = a) 8 

Le coordinate 
dalle formule : 

(9) 

maggiore di zero. 
di qiiesto puiito P coinuiie a s a  e a I'(O), sono rappresentate 

-,-, 
COS 9 " CDS e " 

= Y ( )  7 r = Y O (-) 
0 

Questo puiito P vitria in nîodo coiitinuo su 7 .  a1 variare coiitinuo di 8 fra 
7C -- 
2 

ed a,  e per la sua ascissa z si ha iiioltre: 

liin x = O ;  lirn x = O. 
0--?+O 0 -c a-O 

2 

L a  seconda delle (Y) e evideiite; quniito alla prima, e iinmediata nell'ipotesi 
12 < 1, e pel caso di n 2 1 si deduce da quanto segue: 

:cas-n r dr j i E s - * ~  r d z  
lim x = ny, lim e + n y, lim O - - .. 

COS-" fl COS-" 6 y,lim cot 0 + 
O--:+O 

2 

W + ny., lim W' 
n cosn- '  0 sen 0 

Il rapport0 che figura ne1 penultimo termine della (6') tende ovviamente a sero 
se N < 1, ma si constata immediatameate, applicando la regola di DE L'HOSPITAJ,, che esso 
tende pure a zero se lz 2 1. 
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di calcolo delle uariazioni 11 

COS flcosn F) cosfi w tg 8 - tg a = y, lim - - - - - 
sen flcosn wcosn8 tg w - t g a  

sen (- - a) 
-- sen (0 - a) cos w - -- n - yO lim cos 8 - 

Y0 COS - = o. sen (o - a) cos 0 
sen (F -. a) 

2 

Per l' ordinata y di P, conseguentemeiite, avremo : 

lim y = y,, lin1 y = y,. 
6--?+O e -a-O 

2 

Le due funzioni % ed y, simul taneamen te defiiii te dalle (9) iiell' intervallo 
7t (- 5 ,  a) (3, sono i vi, con Ie loro deri vate, continue, e agli estremi : - - 
2 ed a, 

ciascuna di esse assume valori eguali. Entrambe queste due funzioni raggiun- 

gerniiiio, quindi, uno dei loro estremi assoluti, nell'interno di (- F, =); e precisa- 

mente : x, nell'interno di , acquisterit il suo massiino assoluto, y il 

suo minilno assoluto O il suo inassirno, secondo che a C O oppure a > 0. 
Ma importa notare che, a causa della relazione (6,), le due  rnenzionate 

funzioni  x e y 1.aggiungono il l o ~ o  estve?no assoluto intemao ne1 medesirno 
punto, ne1 qunle, poi, acquistn i l  suo nzassinzo valo?*e la d is tanza:  

Questa distanzn 6(0), che potremo assumere coine ascissa su Y (origine Po) 

di P, è funzione positiva di 8, definita in -(, a ivi continua e a derivata i :  1 
continua e soddisfacente, iiioltre, alle condizioni: 5 - - -= 0, 6(a) = 0. Si pu6 ( 3 
poi afferinare ancora: 

Il  nznssiino nssoluto d i  6(0) é peopvio,  e n o n  esistono nell' in terno  d i  

(- i, a), al l ' in fuor i  del patrto 0' d i  massimo assoluto, a l l v i  p m t i  d i  mas- 

simo o m in imo  relativi.  
Proveremo la cosa. ne1 seguente numero. 

(j) Conle valori di queste funzioni agli estremi -? ed a assumeiwmo i relativi ~ralori 
2 

limiti. 
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4. La frontiera dell'insieiiie E. - Sia 0" uii puiito, iiitei'no a (- :1 a), 

iiel quille per 6(0), e pero anche per x e y, si h a  un estreino relativo. Do- 
vreino Rvere iii 0* siinultarieilmente : 

( ( I  Cos 0 + u t g o  c fr*)"+e C o S T  = O 

1 8 

X 
dove O e o si iii teiidono legate dalla (6) con la  limitazioiie : - > w > a, quando 2 

si supponga 0 varinbile in - - + O, a - O ) .  ( 
Consegue, che:  O* e il valore w* di w che, per la  (6), corrispoiide a O* 

stesso devoiio costituire soluzioiie per la  equazioae segueiite: 

E cioè : L e  coordinate curviliriee 8 e w di ogiii punto P di massinio O mi- 
riimo interiii per l a  fuizzione 6(0), (O per  x, O per y), devoiio costituire solu- 
zione pel sistema simultaneo, in 6 e o, seguerite: 

W 

COS 0 
COS S 

O 

d.r; c o t o  cot tl 
@(O, w) = n - -- - + - 

S o o s n r  e o s n o  e o s " ~ = O  

- - o. 

Inversainente, proveremo che, fnttn eccezionc della soluzioiie baiinle del si- 

stema in paroln: o= 6, i ~ d  ogni nltra sua soluzioiie e iissociato uii puiito 1' 
corrisponderite a uii estremo iiiteriio per 6(fl), Ma si h a  di piii: 

I l  sistema fo~wzato dalle ( 1 1 )  e (6), pel. ogn i  fissato va lo~*e  d i  a, am-  
met te  - a parte la meiizioiiata soluzioiie w = 0  - uqzn e zcna solu soluzio~te,  
quindi si potra coricludere che pef-  la f u m i o n e  6(6) esiste un unico punto 

d i  estverno relative, intevno a (- g, a), i l  puale pu~z to  pwc ib  8 quel10 d i  

massinto assoluto. 
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di  crrlcolo delle acwinzio~tili 13 

Per la diiiiostrazioiie coiivieiie sciiidere il caso ?L < 1 d a  qiiello n 2 1. 

Mii preiiiettitiiiio priiiia la 
OSSEHVA%IONE. Affiiiclie la  priina delle (10) p o s a  essere soddisfatta oc- 

oorre, dato che p e i  la (8) dw e dB haii segiio coiitrario e w 2 0 ,  che sia O / O ;  
e perché con O < 0 si possa soddisfare anche alla secoiida delle (10) è iie- 
ceasario che sia w 2 O. 

1" CASO IL < 1. Stutlio clellrc ftci,xlonc defi~titrc dcrlki (11). - Siippo- 

iiiaiiio dnppi'ima b variabile iiell'iiitervallo . La  ( 1  1) è simine- 

trica relntivameiite nlle due varinbili û e w ;  coiisideriaiuoiie il primo ineiiibro, 
per  un fissato valore di  O, corne fuiizione di w, e desigiiiamolo con +(w). 

Abbia.mo : 

-- - 
2 2 

d.c cot O dr c ~ t ( - % ) ] ~ ~  
l i n  +<w> = n - - = - [?$ COS"T + S cosn r + cosn 0 cosn ( - 6 )  

w--:+O 
2 .  H -0 

Ne1 tratto (-: +O,  - O) la + ( < O )  si aii~iiillii portsmto uiin e uiin sola volts, e 
\ = / 

il suo zero cade ne1 punto w = 0. 
n 

Consideri~rno or% per IR  +(o), il taitto 

- - 
a 2 

dr cote  co te  \ --, 
cosn 8 / 

fi fl 

Ne segiie, poichè aiicora abbiaino t)'(w) > O, clie aiiclie iiell'iiitervallo 

nperto (4- O, -O), si lia iiiio e uii solo zero per l a  +(w). 
2 

positiva, a destra invece B negativa. 
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14 G. MAÙIMANA: S?d problewa preliminare d i  unn classica qwstione 
- 

La equazioiie ( I l ) ,  quiiidi, associnta alla condiziorie w > 0, definisce, 

iiell'iiitervallo - + 0, - O , w coine funzione continua e a derivata con- ( ; 
tiiiua di 0, per tale derivata avendosi: (dalla (11)) 

Da cui, iisultaiido w' > O, deduciamo iiioltre che detta fuiizione w è moiio- 
'X: 

tona crescente, e percib dotata di limiti determinati: per 9 - - - 2 +O, e 
- 

per 0 - 0 - 0. 
Poiiiamo : 

Dalla (1 1)) passaiido al liini te, ricavimno : 

dz cot w 
liin @(O, O) = lin1 - = O. 

e --1-1 o 
- 

2 

Ma 11011 pub essere: lin1 (O r O, = O, cliè, in tale ipotesi, il secoiido termine 
e--?+o 

2 ' 

del secoiido rneinbro riescirebbe iiifinito, inentre il prinio é finito; si dovrk 
7F 

quindi a r e r e  : O < w, < - potreino scrivere allorii. : 
2 ' 

Il iiumero - w, è, cioé, radice della. equazioiie (5) (cfr. 11. 21, ma questii 
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d i  cnlcolo delle variaxioni IO 

ammette uii' iiiiica SOI  uzione : ,t) ; sarh duiique : 

Dalla (1 1) deduciaino ztiicora : 

X 
Il termine raochiuso trzt parentesi graffe, ove si suppoiiesse o, .< -, sarebbe 

2 
iiegativo (Gr. con la (5) del n. 2) e tale sarebbe pure il termine clie segue 
immediatamerite; la superiore egii:i.glianza, qiiiiidi, iioii potrebbe aver lrrogo; 
dovrk essere dunque : 

A causa della siininetria di @(el o)  rispetto ai due nrgoineiiti 0 e o, segue, 

quaiido si faccia variare O iiell' iiitervallo - b - - O : Ad ogni valove di  O ,  
( - 1 ;  ) 

contenuto i n  questo intel*vnllo, cowispondo?zo pet* ln (11) due valori di o, 
7C - 

Z' zmo, positive,;, = 0, l ' a l t~~o,  negativo, ;, conipiseso f i  .a - 5 e 0, e si ha per 

quest' ultimn determinazione di o : 

Fer 0 rariabile infilie iiell'iiitervallo (8, - 8), la (1 1) defiiiisce la iiiiica fuii- 
zioiie w = 0. Fer uii qunlsivoglia valore 
irifatti, supposto, ad esempio, 6 <: 0: 

O iiiterrio il qiiesto iilterva.110 si ha, 

Per ogrii valose di U inaggiore di e ininore di zero, cioè, iioii esiste alcuii 

(7) (Cfi.. la (5) del 11. 2) < 0 < O, 
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16 G. MAMMANA: Sul p~oblentu  pre2inzincit-e di tcwn clussiccc qzcestiorte 
- -- 

vnlore positivo di o che iiisieine al ~ d o r e  8 fissato verifichi la (11 1, quest'ul- 
tiina quiridi é solo verificata da1 valore o = 8. 

Annlogatnei~te, si veriflca subito, (e del resto ci0 6 coiiseguenxa della 

sitnmetria d i  @) che se: O < 0 < - 8, oltre alla soluzioiie w = H la +(w) iioii 
amwiette altre rndici. 

2" CASO 12 2 1. Bastera qu i  limitarci n considerare 8 variabile iieli' iii- 

. La fimzioiie $(w) riella presente ipotesi (72  2 1) k con- 

7e 
t i l l u ~  e a derivata coiltinuft Sernpre pasitivn i l  (- + O,  - O )  essa, per- 

taiito, i i i  quest'ultimo iiitervallo, potri  diventare zero uns sola volta, e uiia 

volta effettivamente si aniiiilla pel v d o r e  o = 0. 

Coiisideriamo la medesima funzione $(w) ml trntto 

qui : V(w) > O, e si ha, se ?z > 1 : 

1 ( w )  = - , l n  ( o )  = 1 - -- 
U) --e -4 O 

w - c  ?-O 
2 

I d  COS-* O 
= lin1 

1 
li in =+DG. (n - 1) cos-" w sen w 

La ( I l ) ,  coii ln, limitazioiie 14- i w > 0, per coiisegcienza, nell'ititesvallo apei.to 
2 

(- 5, O), definisce io corne funzioiie ooiitiiiua di Y e n derivatit coiitiiiua e 

seiiipre positiva, derivata la ciii espressioiie è data d d l a  (11'). 
n 

E.sistoiio percio i liiiiiti di questa fiiiizioiie w(9) per 8 - - f 0 e per 

O. Poniamo: . . O - -  

Se fosse w > O, dalla (II,), passaildo al liiuiite, si dovrebbe arere,  iiella, 
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d i  calcolo delle anriaziovzi 17 

ipotesi n > 1 : 
n 

SCOS-" z dz al 

- tg w, + n tg o, liin 0 dz + n tg  o, lim cosn-< OJ =- = O 
cosi-" 0 

6---+O a O 

da cni: 
- e - tg tu, f - n tg o, liin - 

( n - l ) ~ o s - ~ ~ s e n 0 -  
0----+O 

2 

ci8 che è assurdo; deve essere duiique: liin w =O. 
e--n+o 

B 

Alla stessa coiicliisioiie si perviene iiella ipotesi: n = 1. 
7T 

Quitnto al limite di o per H - - 0, dovrti aversi : lim o E o. - -, chè in  
O-- O 2 - 2  

X 
cas0 coilt~i~rio, Ilel caso cioè che fosse: w ,  < , , dalla ( 1  1 )  seguirebbe, passaiido 

a1 limite: 

il che é assurdo. 
RIEPILOGANDO. La equnaione ( 1 1 )  

o1tl.e alla fu?az ione 

+ lin1 cot 0 = 0 ,  
O-.-O 

(nell' ipotesi pz 2 1) definisce, nell' in-  

(identith) o = O, ztna ben determinatu 

funzione w(0) continua dappwtutlo salvo che ne1 punto 0 = 0, ne1 qua1 
punto s i  plqesenta zmn discontinuità d i  printn specie; essa funzione poi: si 

7t 
annulla pet- 0 = - - + O, ne1 t?*atto é cvescente con 9, (ivi 2 
a w i  nmmette devivata continua e sempre positivn); ne1 punto revo ha 

X Tc 
come limite a sinistlw i l  valove -, e come limite a destra il valove - - , 

2  2 

i n  fine, uell' i ? ~ t e ~ v a l l o  essn é ancol-a crescente con 0, dotata d i  

X 
del-ivntn contintru, s e m p e  positivn e pel. 8 = - -- 0,  assutîle di  nuovo il  va- 

2 

NELT; IPOTESI 11. < 1. La equnzione (11) stessa, nell' intervallo 
- s, , ( ,= 

definisce c ~ n c o m  la funzione (identitd) co 0= 0, e poi, nell' insieme costitztito 

A+rnali di  Matematica, Serie IV, Tomo X. 3 
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18 G. MAMMANA : Sul problenza 'prelimirtnre di zcna classica questio~e 

dai due intevvall(: ( -  6 )  ( O ,  ) 6 a t fa  a defigiig-c unn seconda fun- 

zione . @@), continua in  ciascuno de< menzionati tvatti, e, nell' interno 
dei rnedesinzi, a del-ivata continua e sempre positivn, pe7- la qunle fuzt- 
zione o si ha, inoltre: 

Siamo ora iii grado di dimostrare 1' unicith della soliizioiie del sistema 
formato dalle (11) e (6) ,  (s'intende oltre alla soluzione evidente o = 0). Ri- 
cordiamo che, per l'osservazione e t t a  i n  principio del preseiite iiumero, i i i  

un punto P = (O, w), distinto da Po 2 (O, O), in cui le (11) e (6) riescono sod- 
disfatte, dovrb aversi: O < O ,  o > O ;  e perb se n < 1, dovrR anche essere: 

0<8,  o>-e .  
Indichiamo per brevith con c 10 zero, se n 2 1, la ben detesminata 

sadice 8 della (5), se n < 1, e con J l'insieme comune ai due intervalli 

rC 
In J la (6), con la condizioiie - ) w > a, definisce implicitamente uiia 

2 
funzione o = y(0) continua, a derivata continua e riegativa, e diversa dalla 
funzione (identith): 0 = 0 uello stesso iiisieme J la (11) definisce implici- 
tanlente un' altra furizione o = f ( 0 )  continua e a derivata continua sempre 
positiva. Ora se per due valori diversi di J: 8' e O", si avesse: y(@) = f(O1) 
e tp(0") = f(B"), se, ciok, pel sistema delle (llj e (6), si avessero due soluzioni 
distinte frn loro, e diverse dalla soluzione w = 0, per la derivata della dif- 
ferenza : 

f (0 )  - Y ( %  

si dovrebbe avere uno zero interno a ( W ,  O") e quindi interno a J; cib é as- 
surdo, tale derivata essendo, nell'interno di J, sempre positiva e diversa 
da  zero. 

Possiamo concludere, per quanto precede: La funzione 6(0), ascissa su r 
7F 

del punto P, nulla agli estrenzi - - 
2 

e . a, nrnrnette, ?zell' interno d i  (-i7 a), 

uno e u n  solo punto d i  estqpemo relatiuo, il quale & punto d i  massimo ns- 

(8) Cfr. n. 3 e la (8) del medesirno numero. 
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d i  calcolo delle variaziouti 19 

soluto proprio pela 6(8) stessa, a n z i  d i  pi& la dei-ivata 6'(8), nel l ' in temo 
del nzensionato intevvallo, si annulla u n a  e una sola volta. 

Sin P* il punto di I .  di ascissa (su r)  6(8) massima, il punto cioé corri- 
spondente alla radice O* della equazione: 

a(e) = o. 
Al variare di 0 (sempre crescendo) il punto P corrispondente varia su 1.  in 
modo coiitiiiuo, partendo  di^ Po e alloiitaiiandoseiie costanteinente fino a rag- 
giuiigere, per O = O*, il punto P*; coiitiiiuando 8 a variare sempre crescendo 
da O* fino ad a, P partendo da P*, ripassa per le posizioni prima occupate 
una e uiia sola volta aiicora, e ritorna ad assumere la posizione di partenza Po. 

Ne segue (cib che conferma quanto già dimostrammo iiella nota menzio- 
nata in principio) il seguente 

TEOREMA 1. SU ogni ~ ~ a g g i o  r, uscente da  Po e contenuto ne1 sentipiano 
delle x 2 0, esisle, ben deterntinato, u n  punto Pr* che sepalsa i punt i  P d i  r 
pei quali passano due estremali distinte del fascio 3 d i  ëst~.e.mali pei. Po, 

- d a  quelli pei quali non passa alcuna estremale d i  3. 
Propriamente, i puiiti P pei quali passaiio due estremali di 3 sono tutti 

quelli iiiterni al  segmento POP,*, e i puiiti pei quali noii passa alcuna estre- 
inale di 3 soiio tutti quelli a destra di P*. 

l'el punto P* passa una  sola estremale del fascio 3. 
OSSERYAZIONE. Notiamo che delle due estremali di 3 passanti per .un 

punto P, interno al  segmento POP*, l'una ha  in P, anomalin 0' < O*, l'altra 
aiiomalin 0" > O*. 

Il Euogo descvitto dal  punto Pr* al vaviare d i  r O nzeglio dell'ano- 
n; n 

malia a d i  r fi-a - - e -, i-appvesenta una  poxzione d i  c u w a  vegolaîv, 
2 2 

che desiyne~.enzo col simbolo ri*, la quale separn ln  regione dei  punt i  del 
sernipiano delle x 2 0 ,  pei quali passano due  e&.et?lali del fascio 3, dalla 
regione pei punti  della quale non passano estrenzaii . d i  3. P e r  ogni punto 
d i  r* passa u n a  e una sola estremale d i  3. 

La porzione d i  cumm ri* e la sua sintmetrica, rispetto all'asse delie y, 
I'-1 co.stituiscono la fi-ontiera r* del10 insieme E oggetto del nostro studio. 
Lo studio di questa cu r ra  costituirk argomeiito del prossirno numero. 

1. La frontiera dell'insieme E e l'inviluppo del fascio di estremali per 
i l  punto Po. - Tutte le curve I'(0) di 3 sono contenute nell'insieme E, 
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20 (3. MANHANA: Sud problema preliminccre di unrc clossica questiolee 

limitnto da1 semiasse positivo delle y e dalla c w v a  I'," luogo del puiito I l * .  

Deterininiamo l'equazioiie di quests curvn e precisiamoiie l'andail~eiito. 
Cominciamo, iiitaii to, coll' osservare che a ogni vdore  di a, coiiteiiii to 

n 
iiell'intervallo (- 5 ,  ;) (0, è associato uiio e un solo punt? P2, sitiiato lie1 

quadraiite delle coordiiiate positive, le cui coo?dinate curvilinee 0 e o aeri- 
ficano la ( l l j  e le co.tdizioni seguenti: 

- 
esseiido : c = 0 oppure c = O, secondo che: ?G < 1 oppure ?a 2 1. 

Inversamente, a ogni coppia di valori 0 e w soddisfacenti alla ( I l )  e alle 

condiaioni (12) è associato uiio e un solo vnlore di a coiiteiiuto in ( - - ;Pi)7 Pe" 

tmto :  il punto P, di coordiiiate H e o, è un puiito P*. 
La equazione (Il),  con le coudixioni (12), è quindi Z7equaaio?le, Zn coov- 

dinate curoiliiclee 0 e o, del luogo r*. 
Studio dellu eiwvcc ri*. La curva I',* 8 rappresentata dalle seguenti 

equaaioni cartesiane parametriche (parametro O): 

. . 
cos 6 cos8 

0 

per 0 variabile nell' intervallo (- 5, c ) ,  e dove o(6) rappieseiitn la ben de- 

terminata funzione di 8 implicitarneiite definita dalla (11) e dalle lirnitazioni (12). 
7C - 

CASO n < 1. Corne valori di 5 e 7 nei puriti estremi - - 
2 

e c = 6 as- 

7T 
sumeremo i relativi valori lirniti m i  puriti - - 

2 + O  C O - o .  

Tt A (y Corne punti corrispondenti ai valori estremi: -2  e di a ,  prenderemo i punti che 
. . 

i. corrispondono alle solueioni limiti del sistema (11) e (6) per a - - 
2 per a - + - i  2 

ciob, corne si pub subito verificare, rispethivamente: i punti P,*, di coordinate ourvilinee 

(-é, c). e Pi di coordinste curvilinee C, - . Il yunto Pi* b l'origine delle coordinate, il 1 3  
Pz* B il punto all'infinito della cuwa r(e). (Cfr. più avanti: studio della cui-va PX). 
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Dalle relazioiii (cfr. i i .  4, cttso 11 < 1): 

deduciaino : 
51 

Si ha poi: 

- COS e COS 0 
d'7 de = %(coso) tg wo'  -- n y 0 ( _ )  COS O t g  H = ? J ? / ~  COS - O %)"tg ut ) ot - tg 8 cot O \, 

d a  cui segue: pei' la (11') e ricordaiido che 0 < 0, 

- COS e 'L do - - l'yo - risyo tg OS(-) cos T LIT 1- l t y o ( ~ ) H ,  

fl 

e :I causa della (1 1): 

COS 0 
de  (IE - - - llyO(-) COS O) tg 0  CO^ rn -,- ?)Y,  - C O S  CO = iby, ( c o s B ) " i o ' - t g H c o t ~ / > O ;  - COS Ol 

I,n curva  I',", pertanto, é u n a  poy-zione d i  c u w a  rego1a1-e contenutu 
ne1 qundrante delle coordinate positive; suo p w t o  estvemo al finito è 
150vigi1ze degli assi da c u i  esce con z m '  i nd inaz ione  position ugzcnle a 

tg (- 8), 1' nltj-O estg.emo d i  essa & n distanza infinitcc, e pl-opviamente ne1 

punto d i  c o o d i n n t e  (c, oo), iu i  avendo pev asi~ztoto Zn ?*ettu parcdEeEn al- 
l'nssc delle y, x = t .  L'owiinata y d i  un punto delln cuisva é funzione 
senlp1.e cj.escente della nscissa 5, infilte l n  czu-cn stessa rolge costautemente 
l a  sua co?zcctvita verso le y positive. 
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Bi Ci. MAMMANA: Su1 yrobtema preliminnre d i  m a  c2nssicn qzceslione 

CASO ?z 2 1. Ili questo cas0 1' estreino superiore dell' iiitervallo di varin- 
bilitii di 0 è 10 zero. Abbiaino: 

Nell' interiro dell' intervallo - - , O si ha niicora conle diarlzi : ( n  
e infine: 

La curvn r,", i n  questo secondo cnso, 8 nncora una porzione d i  c u m a  
9-egola?-e contenzcta ne1 quadrante delle coovdinate positive; ha u n  estremo 
al finita nell' origine, da czci esce con inclinazione nulla, l" alt9.0 estverno 
h i  cooldinate 4 e y infinite e non esiste in esso nsintoto al finito. L'or&- 
nala é fuuzioue monotona cwscente d i  <, e ln c u w n  volge costantenzente 
la sua concavith verso le y positive. 

Ltc f~*ont iem corthpletu di  E é quindi u?za cu?wa 1-egolave r* cco?zte?tut(c 
nel semipinno delle y 20, simnetr.icn 9.ispetto all'asse delle y, ln quale 
passa pe?, l'o?>igine e voige costantemente la sua colzcavita vej-so le y 
positive. 

Esscc neEla ipotesi ii 2 1 k addirittuva una povxione d i  c w v a  regolao.e, 
e tocca, pertanto, neiZ'o~igine l'nsse delle z, ed é s fo~m' ta  d i  asinloti. 

Nella ipotesi ir < 1 ,  invece, la detta culsva fiqolttiel'n ha nelb'o?~igine 
u n  pu~zto sinyolare (angoloso) ne1 quale le tungenti n clestra e a si- 

- 
nistva hauno i m l i n a z i o ~ ~ i  date ~.ispettivnnzente da t g  (- 8) e t g  (8); essa 
poi é fomita  di  due nsintoti pnsnnlleli all'asse delle y e simutehici 9 - i -  
spetto ad esso di  nscissa 5 1' uuo, - 5 l ' a l t~~o .  

('O) Basterh, per la rerifii-a, applicare ln regola d i  DE L'HOSPITAL a1 rapporta : 
W 

f cos-" r cEr 
0 e tenere presente la (Il') del 11. 4, 1. 

0 
(fi) I l  PICONE ne1 suo corso litografato di Calcolo delle varàaaioni edito da1 Circolo 

Matemntico d i  Catania, anno 192.2, con considerazioni varie basate anche su quelle a carat- 
tere geometrico-intuitivo fatte da1 GOURSAT ilel loc. citato, intuisce la forma di questa curva, 
ma sfugge a lui la circostanza, ne1 caso di n < 1. della presenaa della singolarità nell' origine. 
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di calcolo delle varic&~io& 23 

. L'inufluppo del fft.oeio 3. Insieine alla curva Y,*- consideriamo una 
curva r(0) del fascio 3. Se 8 < c ,  queste due curve hailiio a comuiie il 
punto P* di coordiiiate cui'vilinee (8, a('$), i v i ,  iiioltre, esse si toccaiio, ché 
le taiigenti a ciascuna di esse in P* hwniio inclinazioni eguali date da tgw(H). 
Per queste curve i'(0), qiiindi, il relativo punto P* é un punto caratteristico; 
esso - per ogiii curva I'(t)), (ti < c)  é unico. 
, Una curva r ( 0 )  avente in  Po anornalia tl) c é sfornitn di puiito carat- 

teristico, e non ha punti iri comune con y. La ( I l ) ,  invero, per valori di O 

interni rtll'interv~llo c, non 8 soddisfatta da alcuii valore positivo di w, ( 5 )  
fatta eccezione del vnlore (positivo) w = 9. 

Iiiversamente: se P* = (O*, w*) 6 un punto qualunque d i  r,*, ad esso è 
associata una curva di 3, la i'(0"), la quale in Po ha anom?lia O* < c, e 
toccn iii P* la i',* stessa. 

La porzione di curva regolare r,", quindi, si preseiita coine faceute parte 
dell'inviluppo a destra del fascio di estremali S. D'nltra parte se noi proce- 
diamo, con gli ordinari metodi, alla costruzioiie della equazioiie dell'eventuale 
iiiviluppo della fainiglirt di curve (4), perverreino (la verificn è seinplice) 
alla equazione (11); etc. 

La pomione d i  culva r,*, dunque, e la sua s imue t~* ica  rispetto al- 
1' asse delle y, l'ri costituiscono, col pzcnto Po, 1' inviluppo completo del fascio 
d i  estî.entali uscenti per Po,  e la (11) ne  é l' equkaione velativa, in coordi- 
nate cuvuilinee 8 e w. 

Chiuderemo questo numero con la seguente 
NOTA. Le tangenti n unn c u m a  I'(0), fiel punto Po e ne1 pu&o P? i n  

m i  r(0) stessa tocca r*, si segano il& uno stesso p u d o  dell'asse delle z; 
questo punto, se n < 1, é conteizuto nell'i?ztercallo (0,T) dell'asse delle x, 
essendo 5 l'ascissa dell'asintoto della cuvva r(8) ('y). La verifica, quando si 

c 

tenga presente la (I l) ,  é iminediata. 

2. Estremali di 3 per un punto d i  E. - Designiaino coii E, il dominio 
del piano limitato da I'" e da1 semiasse delle y positive. Corisideriamo un 

(le) Vedremo pik avanti che i punti Po e P relativi a una estremale l'(O) sono coniu- 
gati su essa rispetto alla equa~ione alle variazioni (di JACOBI) della equa~ione (1) di EULERO. 
La riscontrata proprieth relatira alle tangenti a r(O) in Po e P*, è allora conseguenza del 
noto Teorema (di BOLZA) : Le tangenti a una estremale in due punti roniugrti si segano in 
uno stesso punto dell'asse delle x. 
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24 G. MAXMANA: Sul problema preliminare d i  urta classica questione 
- - 

punto qualuiique Pi di E , ,  e coiigiungiarnolo con Po. Sin a l'anomalia in Y, 
del raggio .I.= POP,, P* il punto di iiitersezione di questo raggio con r,*, 
e I3(0*) la curva. di 3 che tocca iii P* il luogo I',*. 

Per quaiito si vide iiel precedente iiumero, deve aversi, comunque si 
prenda P, iiiterno a E,, O* < c. 

Per Pi passaiio due curve di 3, (cfr. II. 1, Teorema 1) delle quali 
l'uiia r(8,), ha, i i i  Po aiioiiialin 0, < O* e quiiidi niinore di c, l 'altra I'(0,'), 
aiioinalia O,' > O*. 

La prima di queste due ourve pertaiito e foriiita di puiito caratteristico, 
1'alti.a (cfr. I I .  precedeiite) è dotata O iio di puiito caratteristico secoiido che, 
per 1% relativa niioiiîalia 8,' i i i  Po, risulta: 0,' < c, oppure 0,' ; c.  

Coiisegue: due curve distiiite di 3 aventi iii Po, ciascuiia, anomalia mag- 
giore O eguale n c, oltre n Po, non possoiio avere altri puiiti in cornune; 
chè, i i i  caso coiitrario, per uii loro eventuale puiito coinune P, distiiito d a  Po, 
verrebbei-O A passrire le due curve stesse. e uiin terza curva di 3 avente 
in P,, aiioiilttliii. iiiferiore a. c, eid clie è assurdo (cfr. Teorema 1 del I I .  4). 

Ogni czu-va I' nvente i n  Po nnomalia maggi0t.e d i  c, quindi, 2 inte9.n.a 
al dominio E,", contenulo i n  E , ,  lirnitato dalla c u g m  r(c) e da2 senziasse 
delle y positive. Coi1 E,' designeremo il domiiiio (contenuto iii E,) limitato 
dalle due curve r* e I'(c). 

Due curve, iiivece, che in Po iioii abbiiwo anonlalie eiitrsinbe inaggiori 
di c, possoiio oltre che iii P,, alterioriueiite segarsi iii puriti di E,, ma non 
pih di uiia volta. 

E iiifatti: Siitiio r(8) e i'(9,) due curve di 3, e suppoiiiamo, per fissare 
le idee, 6, < 0 ;  dovrk aversi, perche le inedesiine curve abbiaiio u!i puiito P, 
distiiito da Po, i i i  coiiiiiiie: 0, < c .  Abbiaino per le equazioiii di queste curve: 

Posto che iii 1111 puiito Y, iiiteriio a E,, ï ( 0 )  e l'(O,) si intersechino, dovrh 
aversi, per due valori opportuni: w e w , ,  siinultaiieamente: 

COS W C O S 0  
( 1 4  ---t=o, d~ = O. 

COS e cos 0, COS 'T COS T 
0 0 1 
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di calcoEo delle variaziolûi 25 

La prinia di queste eguaglianze, al variare di a, nell'intervallo 8 - , de- ( .  2") 
fiiiisce due fiiiizioiii w,(w), continue e a derivate continue: l ' i~iis, sempre po- 
sitiva, determiiiata dalla condizione: w,(0) = - 0, > 0 ;  l'altva, uguale e con- 
traria. alla prima, determinah dalla condizione : w,(t)) = 8, < 0. 

Per la derivatil di ciascuiia di queste due funzioni abbiamo: 

Distiiigueremo i due casi : 10, 1 > 10 1 e 1 0, 1 < 1 0 1 .  
Ne1 primo caso si avrh: cos O ,  < cos 0, e per la prima. delle (14) anche 

cos w, < cos w; da cui segiie: ( sen o, 1 > 1 sen w 1 ,  e pero: 

Nel secondo caso, da:  cos 0, > cos 8, segue : 1 sen o, 1 < 1 seii w 1 ,  e quindi : 

Cib premesso, preiidiaiiio a considerare il primo inembro della seconda 
equazione (141, e sostituiaino, in esso, a o, uiia delle due fuiizioni w,(o) sopra 
inenzionate. Poniamo : 

0 1 W 

COS e, 
COB T 

8 1 8 

Deduciamo, derivando :   COS^^^  COS^^, 
X1(o) = - 01- - 

COS W, COS O 

e per la primrt delle (14): 

Questii derivata iiel priino caso : 1 0, 1 > 1 0 è sempre negativa,; riel se- 
condo : 1 0, 1 < 1 0 1 seinpre positiva. 

Ora se per o, prendiamo . l a  deternlinazioiie negativa,, quella cioè per 
cui : w,(8) = O , ,  si ha : X(Y) = O, e quiridi : sia nell' un caso : 1 8, 1 > 1 8 1 ,  coine 
nell'altro 1 13, 1 < 1 0 1, la X(w) non potrh ulteriormente annullarsi, le due curve, 
cioè, non potranno mai intersecarsi in un piinto 1' che sia siil ramo discen- 
dente di quella di esse che in Po ha anonlalia pili piccoln. e 

Quando invece per w, si prenda la deterininazione positiva, quella ci06 

Armali di Matematica, Serie IV, Tomo X. 4 
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26 G. MAMMANA: S u l  problerna prelimimnre & umu clussicu questiotte 

deteriniiiata dalla relazione : w,(0) = - 9,) si ha : 

-8 i 

COS 0 
X(0) =J(-) COS 't d'C =. O, 

0, 

e perà se:  10, 1 < 10 1 no11 esiste, come prima, alciiii valoi'e di w ohe aiiiiulli 
la  (15): se invece è: 1 0, / > 1 8 !, pub esservi un valore di o, ma uno soltanto, 
che renda zero la X(w). 

Possiaino dunque concludere: che ove nzai due c u ~ v e  d i  3 clbbimzo n in- 
temecavsi ultet-iol-mente (oltre che in Po) cib nvvev?.ù in uno e in un solo 
punto, situato su1 raino ascendeiite di quella delle due curve che i i i  Po ha 
anornalia inferiore ('7. 

P u ~ l t i  caratte)htici  sulle est).enzcili del fc~scio 3. Possiaino concepire le 
curve I'(@ di 3 rappresentate dit uoa equazione cartesiana del tipo (i4): 

dove f e simbolo di funzione coiitiiiua di x e di 0 definita iiell'insieine A 
7~ n 

determiiiato dalle liinitaziorii : - - < 0 < - , x 2 0 se ?& 2 1, dalle altre : 
2 2 

- 

2 
'IF 'IF COS 0 

- - < 0 < O < x < n Y o ~ ( z )  dd~ SR n < 1, ivi R derivata, rapport0 a x, 
2 2 ' 

e 
continua, e -soddisfacente inoltre alle condiziorii : 

( 16') f(0, 0) = Y, ; fz'(0, 0) = tg 6. 

Sia Pi =(xi, y,) un qualsivoglia piinto di interno E,, r(0,) e r(0,') le due 
ourve distinte di 3 passanti per esso, di equazioni rispettivamente: 

Y = f(x, 6,) ; Y = f(x, 4'). 
Per fissare le idee suppoiiiamo : O,' < 0, . 

Nell'intervallo A, in cui f(x, O , )  e f(x, 0,') riescono sirnultaneamente de- 
finite, iiitervallo che contiene ilel su0 interno xi, la funzione: S(x)  = f(z, 0,)  - 
- f(x, 0,') 6 continua con la siin derivata, e si ha:  

(13) Se:  9 S c ,  si verifica facilmente che: lim X ( w )  < O ,  ne segue che due curve distinte 
TT 

0 CC-- 

2 
aventi in Po anomalie minori O uguali a c si segano in Po e ulteriormente in uno e in un 
solo punto, et:. . 

(9 Corne chiaramente segue dalla osservazione delle (4), 1, n. 1. 
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di calwlo delie vnriazwni 27 

Pertaiito $(a) é sempre positiva iiell'interno di (O, xi), negativa ne1 rima- 

nente intervnllo; quiildi: l'arco PTP, della curva I'(0) è tutto interno (gli 
estreini esclusi) al doininio liinitato dali'asse positivo delle y, dalla curva r(0,') 
e dalla semiretta x = :ci, y > O (45); e la porzione di curva di I'(0,') che ha 
per estremi P, e il punto all'infinito di I'(0,') stessa, é interna (P, escluso) 
al dominio liinitato dalla seiniretta z = z,, y > O, e dalla curva r(9,) ('7). 
Coiisegueiitemente : il punto caratteristico della curva r(O,'), certainente esi- 
steiite, deve essere iiiterno all'arco POPi di essa, ch6 il rinianente arco, 
riuscendo iriteriio a E,, ilon pub avere punti di contatto coii ri*. 

L'eveiituale punto caratteristico di l'(tJ,), iiivece, cade fuori dell'arco POP, 
di I'(8,) stessa, quest'ultimo arco esselido interno (1' estremo Po escluso) a E , .  

Supponiaino ora, in particolare, che Pi sia iriteriio a E,'. Delle due 
curve: I ' ( O i )  e I'(6,'), la seconda ha in Po anornalia certainente inferiore a c;'e 
la prima I'(0,) lia pure i i  Po anornalia inferiore n c ;  chè se fosse : O , >  c, I'(0,) 
sarebbe interna a E," oppure farebbe parte della froiitiera di ,Yi:," stesso, e 

. . 
lion potrebbe percii, passare per Pa. 

Sia, invece, P, iriteriio a E,". In questo caso r(0,') ha aiicora in Po aiio- 
nidia inferiore a c, ineiitre F(9,) ha iii Po aiioinalia inaggiore di c, qiiesta é 
quinli coinpletainerite interna (Po escluso) a E," e priva di puiito caratteri- 
stico (a destra). Invero : non pub essere ovviainente O, =c, nia iieppure t), < c, 
ché, i n  tale ipotesi, i'(9,) stessa segherebbe r(c) in iiii punto Q interno al- 

l'arco POP, ;  e iiell'interno dell'arco di di I'(tl,j, e quindi anche riell'in- 

terno dell'arco POP,, dovrebbe trovarsi il ponto caratteristico a essa curva 
relativo. Ora ci0 é rissurdo, doveiido I'eventuale puiito cnratteristico di r(8,) 
trovarsi ali'esterrio (su i'(6,)) dell'arco ~3,. 

Ne segiie che la I'(qi) aveiido in Po anornalia O ,  > c,. è sforiiita di yunto 
caratteristico. 

3. Punti eoniugati su un'estreniale r(0) per Po.  - L'equazioiie alle 
variazioni della equazione' (1) di EULERO, relativa a uiia estremale r(0) di 9, 
lia la forma seguen te : 

2 

( i 5 )  e qiiindi iiiterno a E t .  
(i6) Cfr. GOURSAT, T. III (1%23), pag. 679 e segg. del Cours d'dnalyse Mathématique. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



28 G. MAMMANA: Sut problemn preli&nat-e di  w n  c2assicn qctestione 

Nella (17') - iiotn col iioine di equazioiie di JACOHI - esegaiaino 1;i sosti- 

Per la trnsformata avreiiio, qiii~iido si teiign coiito delle (4) : 

Si su01 dire che due piinti di r(l) soli coiiiugati, se, rispetto :iII;i. eqii;izioiie 
di JACOBI (17), soli coiiiugnti i valori del pnrainetro w che coiiipetoiio ;i questi 
due puiiti. Ricerchiamo gli eveiitunli piiiiti coiiiugati di Po si1 l'O), c cioè i 

valori di w coiiiugati di 0 rispetto alla (17). L'iiitegrale di qiiestti. eqiiiizioiie 
nul10 in 8, è, corne si verifica subito, il segiiente: 

W 

dt 1 cote 
u = n  tgw - --- -+- 

Scosn t cosn w cosn 0 
tg w = 

O 

0 

d7 C O ~ W  cote 
='go [&& - -O + =]7 

0 

esso, se B g c  ulteriormeiite si annulla. (cfr. 1:1, (1) del II .  4) iiiia e iiiia solii. 
volta, e propriamente pel vnlore o* che compete al puiit,o caratteristico P* 
di r(0); se, invece, 0 < c 10 stesso iiitegrale noii iiiiimette iilteiiori puiiti di 
zero. Deduciaino, pertaiito, teiiuto coiito dei risultati del precedente iiumero, 
e della circostanza che c è iiidipeiicleiite da1 paiito Po, (cfr. lit (5)  del I I .  2) ( 1 7 )  i l  

TEOREMA. S e  y é zcna qualsiuoglia e s h w ~ t a l e  della fanziglia (2), e Q (i8) 

un punto qualunque d i  essa (situato ad esempio su2 gsanlo disce~zdente) 
esiste O n o  il coniugato n destva d i  0 s u  y, secoldo che Z'angolo che l'asse 
tangente positiuo a y in Q forma con l'nsse delle .r é minove  O uguale a c, 
oppul-e maggiove d i  c ;  dove c 6 10 zero se n 2 1, la soluzione della (5) (17) 
se n <  1. 

(17) Il valore E quand0 non B zero B 1s radice union nell'intervallo (- 1,  z ) )  della equa- 

X - 
( 

zione in O (5) : 1 + lz tg O f("g)".. = O ,  la quale L indipendente da1 centro del fascio di estrrioa~i. 

('8) Il punto Q possiamo sempre pensarlo centro di un fascio di estremali (2) di oui y 
Q una componente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  ccilcolo delle rcr.rirrx7owi 29 

I l  coniugalo di  Q (su y), qumzdo esiste, é i l  prcnto di contatto d i  y e 
della czclnva r* inviluppo del fascio di estveiîzali di ce?et?,o Q (l", 

IL coniugato del puiito c, ilel quale In taiigeiite a y lia iiicliiinxioiie iiguale 
a, tg c, è i l  puiito d l '  iiifiiiito del raino nsceiideiite di y stessn; il  corhiugalo 
di un pzcnto Q (del raino disceiideiite) giace senlpl-e su2 ~ ~ i ~ t i o  nscendenta. 

III questo teoreina e coiiteiiuta anche la, prova dell'affermazioiie del 
GOUKSAT (19) (basata su  coiisiciera.zioiii di carattere iiitiiitivo, e posta poi iii 
termiiii precisi da1 PICONE ( 2 0 ) )  secoiido cui per uii piiiito dell'itsse dolle x si 
possoii sempre coiicliirre diie e diie sole t;irigeiiti distiiite ;L iiiin estreinale (01)  

quiiliiiique (2) (soliizioiie di (1)). 
Iiivero: segiiali~iniiio g i i  :il 11. i di questo 8 II (iioti~) la. pr0priet.k: Le 

tsiigoiiti a uiia ciirvli I'(O), i i i  Po e iiel puiito caratteristico I'* nd essa re- 
lativo si segitiio iii 1111 inetlesiiiio punto dell'asse delle z. III geiiei.de si pub 
orn afferiunre (coii HOLZA): Le taiigeiiti in due piiiiti coiliiigati di iiiia estre- 
inale si segaiio i i i  1111 medesiino puiito dell'tisse delle x. 

Iiiversaiileiite: se da uii puiito dell'asse delle .?: é possibile coiidiiri-e diie 
taiigeiiti distinle ad uiia estreinale y (2), i valori O e w del paranletro w che 
coinpetoiio ai p~iiiti di contatto P e Q c ~ s t i t ~ i i ~ c ~ i i o  S O ~ L I Z ~ O I I ~  clell'equn- 
zioiie (1 1 )  (") dell'iiiviloppo del f'ascio di estreinali di centro P (':$). Qiiesti 
diie piiiiti 1' e Q soiio qiiiiidi coiii~ignti su y, e giaccioiio pertitiito l'iiiio si1 
i i i i  i-nmo ( i l  disceiideiite ad  eseinpio) 1' a.1t1-O su 1' d t r o  (1' a,sceiideiite). 

0i.a si consideri la* taiigeiite t iii iiii  puiito 1' del i.aino disceiideiite di  iiiiti 

estreinale y (2), e designittmo con X il  punto i i i  cui t sega I'asse delle x. 
L'ascissa x: di questo puiito vtiria, a l  v a r i z ~ e  coiitiiiuo di l 'su y, iii inodo 

coiitiiiiio e moiiotoiiarnente, propriamente qu:~iido l'ascissa. curviliiiea w cli P 

descrive cresceiido 1' interval10 (- 2 + O, c), l7 ascjssa s di x vn1.i~ crescendo 

seinpre dit - CS a. t ao, se 11 > 1 ; da 5, a. t, se ?? < 1 ; dore coii t, e E,  

(19) GOURSAT, Cours d'dnalgse, P. Ill (1923), pag. 591. 
( 'O)  PICONE, Calcolo delle va~iaaioni, COl'SO litografato (19'22) ; Circolo Xateniatico di 

Catania, pag. 2W. 
(") Ciù, corne ebbe a ossemare il PICONE (loc. citato) B vero solo 5e ~c 2 1. Nella ipo. 

tesi, invece, n < 1, da un punto deii'asse delle x possiamo O no condurre due tangenti 
a un estremale y, secondo che detto punto B contenuto O no nell'intervallo limitato dagli 
asintoti di y. 

(*?) Questa eqiiazione non dipende da1 centro Po del fasoio di entremali, essa pertanto 
si riferisce a un qualsivoglia fascio di estremali estratto dalle (2). 

("3) La verificn B immediata. 
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abbiaino iiidicato le ascisse dei piiiiti d'intersezioiie degli asiiitoti di y coi1 
1' nsse delle x (") etc. 

4. Sulla possibilità per .uns estremale congiungente duo piinti I' e & 
del semipiano delle ?j > O di essere estreniante. - Perclié ~iiin estreinale y 
coiigiuiigeiite due piiiiti P e & del seinipiaiio delle y)  O i*iesca estremniite, 
e iiecessrrrio, coine è iioto, che sin soddisfatta la coiidizioiie di JACOBI, e cioè 
clie iiell'interiio dell' rrxco P Q  di y iioii cadti. alcuii coiiiugiito degli estreini. 

Ora suppoiiiaino, per fissnre le idee, clie 1' sia a. siiiisti'n di Q, e che i l  

puiito Q si trovi riel doiniiiio E liinitato dnllri ciirva regolare r* iiiviluppo 
del fascio P di estreindi uscenti da P. 

Pel puiito Q, corne si è visto, passa uiia sola estreiiit~le y del ineiizioiinto 
fascio se Q e su r*; iie passi~iio due distinte y ,  e y, se Q è iiiteriio n 13. 

Ne1 primo caso i l  coiiiugato di P su y è proprio Q, lie segue: iiell'iiiteriio 
dell'arco P Q  iioii v i  soiio coiiiugati degli estremi, In coiidizioiie di JACOHI 
relatira a tiile arco di estreinale è pertaiito soddisf:itta ( i n  seiiso largo, si suoi 

('4) P e r  l'ascissa x del  piiuto di intersezione della tangente t a una curva y, rappre. 
sentata dalle (2), con l'asse delle s abbiamo : 

cot o Z 
X=-%-  + p, da  cui segue : d = 

cosn (O sent 01 cosn 0) 

e per la (5) del 5 1 quindi : 
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di calcolo delle vcçria&oni 31 

dire). Cib, coine é iioto, lion ha coine coiisegueiiza che la detta estremale riesca 
aiiche estremaiite, poiche per essn iioii riesce soddist'atta, coine è facile veri- 
ficare, la coiidizioiie iiecesstzria relativa alla variazioiie terzti, ("). 

Ne1 secoiido caso, delle due estremali y, e y,, qiielln che i i i  P ha iiicli- 
iiazioiie inferiore - la y ,  ni1 eseinpio - tocca l'iiiviluppo I'* - colne si é 
coiistatato iiel precedeiite 11." 2 di questo 5 II - iii iin yuiito iiiteriio del- 
l'rtrco PQ; il coiiiugato di P SU questa estreiiiale y,, &de, pertaiito, iiell' iii- - 
teriio dell'arco PQ. La coiidizioiie di JACOBI, .reltztiva a, questa curv:~, iioii e 
diiiique soddisfatta ed essa iioii pub qiiindi essere estreii~aiite. 

L'altra curvn y,, iiivece, (cfr. 11." 2 5 2) O iioii tocca l'iiiviluppo r* (ci6 
che ha luogo quaiido Q è in E", O, ci0 die  fa Io stesso, qua.iiilo l'incliiiazioiie 
di y, in P e maggiore di tg c) O se 10 tocc:~, i l  puiito di coiitatto riesce esteriio 
t ~ l l ' a r ~ o  PQ. 111 qiiesto cnso diiiique il coiiiiigato di 1' (e quiiidi aiiche qiiello 
di Q) e esteriio all'arco I'Q. La condizioiie di JACOBI relntiva w questa estre- 
inale e, pertaiito, soddisfatta (iii seiiso stretto, si siiol dire), e poichè, coine si 
verifica subito, per essa soli pure soddisfrttte le coiidizioiii iiecessarie di 
LEGENDRE e di WEIERSTRASS, si potrh coiicludere che solo qiiesta estreinale 
potrà realizzare e realizzn effettivaineiite, conie è iioto, uii estrenlo per 3. 

('5) Cfr. ad es. GOURSAT, loc. oitttto. 
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Sugli spazi liiieari nietrici e le loro varietà liiieari. 

Memoria la di GUIDO ASCOLI (a Torino). 

Siinto. - I n  questa pr ima Menzol'ia s i  defii~iscono gli  s l ~ a z i  l ineuri m e t ~ i c i  (O vettwiali ,  se- 
condo i l  FRECHET) e le lol-O vavieth l ineuri; in particolare gli  iperpialti e le equazioni 
l ineari che l i  mppmsenta*zo. Si estende poi i l  cometto d i  col-po conuesso e l a  sua r a p  
presentazione seconclo XI N K O ~ V S K I  ; s i  diinostra I' esistenza d i  un con0 tangente in un 
pumto del coittorno. Seguono alcune osseruazioni sugli spazi co~ tp le t i  û sepal-abili, sullo 
spazio duale ecc., e l'esaine cli ?hiunel-oui esempi d i  spazi avendi corne ele~nenti  successioni 
O funzioai. 

INTRODUZIONE 

Sin da1 1906 M. FHECHET poileva con la sua classica Tesi ( i)  i fonda- 
menti della teoria, deg-li spazi astrntti, i n  cui venivaiio fusi in una esposi- 
zione sistematica e geiiernle coiicetti già elaborati da AIZZELA, PINCHERLE, 
VOLTERRA ed altri (') i i i  vista di  fiiii particolari, con iiozioni nuove, e non 
meno iinportanti, a cui il FRECHET stesso era  stato coiidotto dallo sviluppo 
logico delle sile ricerche. Sintesi daiiq~ie nala dall'Analisi, e destinata a tor- 
iiarvi, secoiido le esplicite inteiizioiii dell'Autore, per arricchirla di nuove 
prospettive e del soccorso di unn, sin pur vaga iiituizioiie geometrica. 

Nei oiiique lustri da allora trascorsi le teorie del FIZECHET hanno avuto 
un vasto e brillante sviluppo, di cui B docuinerito una recente esposizione 
storico-critica (3). Dalla quale risulta per6 evidente coine le direttive della 

(i) FRÉCHET DI., S u r  quelques p o i d s  d u  Calcul fonctionnel ( a  Rend. Circ, Xat. Pa- 
lermo n ,  t. 22, 1906; pag. 1-74). 

(') A PINCHERLE si deve in particolare l'uso della parola c spazio B per indicare coni- 
plessi di fun~ioiii; si vegga per es. il Ceano s d l a  Geometria del10 spazio funzionale nei 
a Rend. Acc. Bologna del 1897. Xella nomenclatura di FRÉCHET tali complessi non sareb- 
bero pei-6 spazi, mancando in essi iina definizione di limite O di distanza; pi potrebbe dirli 
~nolteplicità. a f i n i .  

(" FRÉCHET M., Les espaces a6stmi ts  et leur théorie, considérée cowztne introduction dc 
l'dlaalyse générale (Paris, Gauthier-Villars, 1928). Sarh richiamato in seguito con l'abbrevia- 
zione a E. A. B. 

Annali d i  Matematica, Serie I V ,  'Porno X. 5 
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teoria degli aggrugnti abbiaiio ben presto preso il soprsvvento s u  quelle di 
piil immediato interesse per llAiialisi, sicchè quali coiitributi essenziali che 
iii quest'ordine di studi possono riuscir utili all 'analista rimsrigono forse i 
priiiîi lavori del FRECHET e pochi altri. 

Forse ci6 e ra  inevitabile, a causa della iminensa generalitk do1 concetto 
di spaaio astratto, topologico O metrico, anche se l imihto d a  alcurie semplici 
deteriniiiazioni (coinpleto, compatto, separabile ...), l a  quale ha  corne contrap- 
posto l'esiguo nucleo di proprietk comuni. E il FRECHET stesso 10 riconosce 
quando consiglia 10 studio di classi di spazi piu particolnri, al10 scopo di fornire 
a i  campi funzioiiali che pih interessano l'Analisi a un unifol~ne plus ajuste = ("). 

Quali sia t ra  questi a abiti piil attillati . quel10 che promette oggi piii 
fruttuose indagini, mi senlbrn evidente: é quelle degli spnzi 1inem.i ( 5 )  e in 
modo particolare degli spçtzi linea7.i m h * i c i  O vettovinli, studiati d a  Y. WIENER, 
BANACH e FRÉCHET ( 6 ) ,  giacche nei primi rientrano senz'wltro tutti gli spnzi 
funziondi e nei secondi molti, aiizi i piu interessanti t ra  essi. 

Condotto a quest'ordine di idee dallo studio di una questioiie particolare, 
gitL trattata d a  F. RIESZ ("), e d  anzi sviluppando un concetto geometrico 
astratto che mi era stato felice guida in quel caso, sono pervenuto a un 
gruppo abbastanza organico di proprieta degli spmi  vettoriali sepmsabiZi, le 
quali, per essere alquanto riposte e di immediata applicazione all'Analisi, mi 
sembrano meritevoli di essere conosciute. Esse permettono iiifatti di ricon- 
durre iid un' unica origine gruppi di proposizioni riflettenti i funzioiiali linenri 
di vari spazi, che eraiio state ottenute da1 RIESZ (y), valendosi di procedimenti 
inspirati alle proprietk particolari dei campi studiati; e di rintracciarne altre 
non meno notevoli. 

(*) c E. A. B, pag. 133.157. 
(7 Spaza topologicamente afini, secondo il PRÉCHET ( a  E. A. », pag. 123-124). 
(6) WIENER N., Limit in terms of continous transformations ( a  Bull. Soc. Nath. de 

France », vol. 16, 1926, pag. 51-62). BANACH S., SUT les opérations da~ls  les ensembles ab- 
straits et leur application aux équations intégrales (« Fund. Math, ,, III, 1922, pag. 133181). 
FRECHET M., Les ,espaces topologiques affines ( a  Acta Math. a, t. 47, 1926, pag. 25-58). 

C) V. le mie Note: Sulla rappresentaziofte app~ossimata di una funziom mediante 
combiwzwni lineall di funzioni date ( a  Rend, Acc. Lincei 2 ,  6a, X, 2' seni., 1929); Ancora 
sulla rappresentaaione Zineure delle funzioni cotz tinue (id. id., 6", XI, l0 Sem., 1930). 

(8 )  RIESZ P., Sur certains systèmes d'equatiom fonctionnelles et ZJapprossiînat.éon des 
fonctions continues (c  Comptes rendus de l'Ac. des Sc. x ,  1910, t. 150, pag. 674-677; et (( An- 
nales de 1'Ecole normale sup. D, 1911, t. 28, pag. &3-62); Ulztersuchungen über Systeme iqzte- 
grierbarer Funktionen ( e  Math. Annalen. u, B. 69, 1910, S. 449-497). Bichiameremo spesso 
queste Memorie con le indicazioni (Mi) e (MJ.  
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Si avvera c»si ancora una volta l'acuta previsione di E. H. MOORE (O) 

secondo la quale i'identit8 forinale dei risultati di piu teorie indica l'esistenza 
di una dottrina generale che partendo dai presupposti coinuni di quelle giunge 
con i suoi proprii mezzi ai  medesimi risultati. 

Questo il nocciolo della presente Meiooria, quale pub riscontrarsi nei 
Cap. V I  e V I I ;  n ciii perb ne110 sviluppo della .ricerca si sono a.ggiunti nu- 
merosi risultati prelimii-iari e complementari che non mi e parso possibile 
trascurare, O menzionare solo il1 via di iiicidenza; oiide il lavoro ha  finito 
per deliiiearsi come una trattazioiie geiieiale degli spazi liiieari metrici, sotto 

. 1' aspetto metrico e affine. (Cfr. la Nota. alla fine della parte 1"). 
Riassuino qui brevemente il conteiinto delle singole parti. Ne1 Cap. 1, 

ripresa da1 BANACH la definizione di spazio lineare metrico, veiigono defiiiite e 
studiate le vm.ietà lineal-i e in particolare gli iperpiani ;  si preseiitano subito 
i funzionali lineari che preferisco denominare funzioni additive continue 
(f. a. c.). Ne1 Cap. II si trasportano agli spazi lineari i metodi di MINKOWSKI 
per Io studio dei corpi convessi e si  riconosce i n  sostanza nella geometria 
di questi spazi l'estensione delle note geometrie d i  Minkowski in quanto 
le proprieta poste per la funzione nzodulo, ci06 per le distanze, espriinoiio 
soltanto la co?avessità della s f e m  ne110 spazio lineare. E si studiano poi 
alcuni coryi speciali come i cilindri, rotondi O no; nell'iiltima ricerca (coiio 
circoscritto a uii corpo convesso in uii punto di contorno) si profila giA quello 
che sar& struineiito essenziale negli spazi separabili. 

Abbondano iu questi capitoli nozioni e deduzioni ben note, su cui ab- 
biaiiio sorvolato yuanto fu possibile; 6 da notare pero che & pericoloso iii 
questi argomenti una troppa frettolosa estensione dagli spazi ordinari, poiché 
ln differenza topologica essenziale - la possibile mancaiiza di compatteazn - 
pub condurre facilmente in errori. 

Ne1 Cap. III sono riunite alcune osservnzioiii sugli spazi completi e se- 
parabili e si introduce 10 spazio dunle O reciproco di cui la  prima idea 
risale ad anticlii lavori di PINCHERLE ('O).  

1 Capitoli IV e V conteiigoiio eseinpi di spazi lineari inetrici, iii gran parte 
noti, per i quali si e cercato di inettei'e in evidenza le proprieth che-ineglio 
si prestavnno alla. rappresciitazioiie geoinetrica, e la eventuale separabilitA, 
preparaiido cosi il m~te r i a le  per l'applicazioiie delle teorie svolte nei capitoli 

(9) I n  u Atti del I V  Congresso internaaionale dei Matematici . (Roma, 1904), pag. 98. 
( ' 0 )  PISCHERLE S., S d  concetto di pialao in ulzo s p a ~ i o  ad amfisaite diwtensioni ( e  Rend. 

Acc. Bologna P ,  1898). 
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geometrica, O la sua soppressione assoluta, corne nelle mie Note citate, 
avrebbe dato al lavoro innggior rapidita e stringatezza. Poichb pe1.6 appuilto 
a tnli vediite geornetriche fii dovuto il successo della ricerca, mi è parso 
che per ci6 stesso esse veiiissero ad  affernlare il loro valore; seiiza coiitare 
la, iiaturalezza e la trasparenza clie per esse è veiiuta ad acquistare l'espo- 
sizioiie. 

Voglio notare finalineiite che il contenuto del iiostro teorema foiida- 
ineiitale (11." 34) iioii seinbra esaiirito iielle coiisegueiize che lie abbiaino 
tri1 tto; sia perché 1' npplicazioiie ad al tri corpi coiivessi polrebbe foriiire 
iiuovi ïisultn ti iiiteressaiiti, sin perché gli iperpiaiii di ciii iii esso vieiie di- 
mostrata l'csisteiiza noii soiio solo vadeizli, ma tnnge7zti al corpo convesso in 
esaine; proprieta beii sottile che iioi iion nhbinmo miiiiinnilieiite sfruttata e 
che potrebbe forse coiinettersi a qiialche classificazioiie inolto precisa dei 
funzionali liiieari ("). 

1. PreIiminari. Varietà lineari. 

1. Diremo spnzio linen?-e (IP) (astratto) uii aggregato S di elemeiiti (puiîti) 
dotato delle seguenti proprieth: 

n) Sono defiiiite sugli elemei~ti di S certe operazioiii dette atldizione 
di due elemeiili, moltiplicnziorze di u n  eleineiito per uii iiuinero reale, sempre 
possibili, le quali daiino elemeiiti di S e godoiio delle ordinarie proprieth 
:~lgebriche; si adotta per esse il siinbolisino tlel17Algebra. Esiste quiiidi uii 
eleineiito iilillo (0, purlto origine) tale che n c O = a, 0 . 1  = O, x .0  = O. Si 
poile a.(- 1)=-x, a f (- y ) = % -  y. 

Lo spazio lineare S sark detto rnetq-ico se iiioltre: 
b) Per ogni elenlento x di S esiste iiri nuinero retile, il ~?~ot luio  di 

x (mod x), tale che: 
inod x; r: 0 ;  mod a = O allora e allortt soltaiito che x = 0; 
iiiod(x+ y) < mod x + mod y ;  
inod (ha) = 1 A 1-inod a se A 6 uii iiuinero seale ( 1 3 ) .  

('i) Un brere  siinto di alcnne parti  della presente Mernoria fece oggetto di una cornunica- 
zione nella XIX Riunione della Società per il  progrcsso delle Scienze (Bolzano-lrento, 1930). 

('7 Sistema 1ineas.e secondo B~RALI-FORTI e   MAR COLON GO (Analisi vettoràale (Bologna, 
Zaniclielli, ltl-9), pag. 16). 

('3) L a  condizione a)  implica iina lunga serie di eniinciati, che seppriiniarno per brevità: 
si veggano i l a ~ o r i  citati nella nota ( l ) .  1 nostri siinboli differiscono alquanto da  quelli usati 
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Si defiiiisce corne distavzxa di due punti x, y, il modulo di x -- y: 

(x, y) = mod (x - y); 
e quiiidi 

(x, y)>O; (x, y) = O  allora e nllora soltaiito che x =  y; 

(x, Y) = (Y? $1 ; (s, 2) 5 z  (x? Y) 4- (Y, 4 ; (A%, Ay) = 1 1 1 (x, y); 
(0, x) = mod x, 

Con la senlplice iiidicazioiie di spnzio linea9-e ci riferiremo in seguito 
costaiitemente R un siffatto spazio S. ESSO é duiique iiiin particolare clnsse (D) 
iiel senso di FRÉCHET ( l ' ) ,  a. cui sono peicio applicabili i concetti di linlile, 

punto di ncczwulaxione, imieme chiz~so, isolato ecc. e d i  contiwità, sia 
per le fuiizioiii nameriche che per le corrispoiideiize. 

E evideiite che S aminette uu  gruppo di movimenti, cioé di trasforma- 
zioni che coiiservaiio le distaiize; sono queste le traslazioiii xf=x + a. Esiste 
pure uii altro gruppo di trasformazioni bicoiitiiiue, quel10 delle owolelie 
x' = h x  rispetto all' origiiie, iiel qunle le distaiize veiigono moltiplicate per 1 h 1. 
Dalla loro composizioiie iiasce il gruppo 

che è quel10 foriilato dalle onlotetie rispetto a qutiluiique ceiitro; e diille tra- 
slnzioiii. Spazi p:irticolari possono aininettere anche altre trasforinazioiii iin- 
poïtaiiti, i i i  particolnre j.otazio?&i, cioh' inoviineiiti che teiigoiio fisso iiii puiito. 

Il concetto di ciistniiza si estende iii modo iioto a due aggregttti arbi- 
trari A, B d i  S, poiiendo ( A ,  B) egunle al limite iiiferiore deila distaiiza fra 
uii elemento di A e 11110 di B. Se ( A ,  B) = O  e A e H sono Chiusi non si pub 
affermnre clic A e B liaiiiio elemeiiti coinuiii ( I j ) ;  se perd x è un eleinento, 

i n  questi lavori ove per es. è detta nortna d i  x e indicato con IIxII ciù che noi scriviamo 
mod a; BANACH indica inoltre l'origine con 8; non ci sembra perù che l a  nostra notazione 
possa dar  luogo a d  equivoci. 

Il FRECHET introduce accanto ai  punt i  d i  S anche i v ~ t t o r i  determinati d a  coppie d i  
punti di S; cib non B indispensabile e seguiamo perciù in  questo il BANACH, con guadagno 
d i  semplicità. Senza dubbio v i  sono ennnciati che l'uso dei vettori renderebbe più espressivi; 
ma non sono molti e il  lettore potrh facilmente fare d a  sè l a  sostitrizione. 

Il BANACH introduce anche una condiaione che esprime la comnpletezza del10 spazio: 
seguendo il PRECHET l a  omettiamo perchè quasi sempre inutile per i nostri scoyi. S i  vegga 
del resto i l  n.O 16. 

( I L )  FRÉCHET, loc. cit. nota (1) e a E. A. B passim. 
(I5) Cib sarebbe possibile ove A e B fossero eompatti, tali cioè clie in essi ogni aggre- 

gato parsiale infinito ammetta almeno un  punto di accnmulaaione. L'ipotesi della compattezza 
6 perb troppo restrittiva per le applicazioni. 
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A 1111 aggregato chiuso, ed e (s, A) =O,  IN 6 per definizione un elemeiîto di 
accumulnzione di A e quindi ata in A. 

2. Come iiegli ordinari spazi lineari si possono definire in S ]*ette, piani 
e in generale vnvietà li~wa?.i cen. Cosl la retta passante per i punti a, b sarà, 
il l11ogo degli elementi 

ha + pb s=-- 
X + P  

al variare dei numeri r e d i  A, p (con A + p + O); e se c è fuori di questa 
retta il piano a, b, c sark il luogo dei puiiti 

con Xi- y + v  +O; e cosi via.'Le facili questioni che si connettono a queste 
definizioni, e che qui dovremmo risolvere, han110 gi& formtito oggetto di studi 
esaurienti ne1 caso dello spazio hilbertiano ( i 6 ) ;  questi studi possoiio perb 
trasportarsi senza alterazione R qualunque spazio lineare, onde possiamo 
senz'altro accettarne i risultati. 

Dobbimno invece notare esplici tamente il teoremit seguente : 
Una va?,ietà 2ineag.e oon é un aggvegato chiuso. 
Esso é immediato corollario di un lemma, interessniite anche per altri 

riguardi, e cioé: 
Le distanze di un  punto x d i  S dai  pzcnti d i  zma varieta liîzeal-e oon 

anmettono u n  nzinimo. 
Supporremo, come & lecito, che V contenga l'origine, e sia defiiiita da 

questo elemento e da altri u,, u,, u,, ... u,, linearmente indipendeiiti. I l  teo- 
retna esprime allora che per x elemento fisso e a , ,  a,, ... a,, iiumeri reali 
variabili la  funzione 

f(a, , a,, ... a,) = mod (x - 
ammette miiiimo. Come si vede, è uiia questione.di tipo rioto, che compare 
in tutfe le ricerche che si coni~ettono ai metodi di approssimazione di TCHE- 
BITCHEFF (Il). 

(46) V. FRECHET, Essai de Géoln. analytique à une infinité de dimeilsio+zs ( a  Nouv. An- 
nales ., VIII, 1908) e VITALI, Geometria dello spazio hilbertiano (. Atti R. Istitiito Veneto a ,  

t. LXXXVII, 1928 e Bologna, Zanichelli, 1929). 
('7) Cfr. i noti trattati di DE LA VALLEE P O U S ~ N ,  BERNSTEIN: ecc.; c per le ipotesi 

più generali: YOUNG W. H., Gene~al theory .... ( e  !Crans. Am. Math. Soc. ., Bo, 1907), pa- 
gine 331-24. 
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Si noti anzitutto cbe la f(a,, a , ,  ... a,) è continu;i, perchè 

/ f (a , ,  a , ,  ... a,,)-  f (b , ,  b,, ... b,,)I<mod(La,ui-Lbiui)<31ai -h i  1 niodui. 

Si dica poi A il limite inferiore dei valori della f ;  sark A 20. Si dinio- 
strerii che fuori di un certo campo finito 12 del10 spazio delle a ,  é f(a,,  
a , ,  ... a,) > Y) A ;  A è percib il limite inferiore della f in R, che B efféttivn- 
mente raggiunto, perché R 13 finito. 

F e r  costruire R si osservi che le espressioni 

mod (u, + S,u2 + ... + LU,,) 
rnod (Siu, + u, + ... t E,,u,,) 
. . . . . . . . . . . . m . . . .  

mod ( [ , z 4 ,  i- S,u, -t ... + Z L , ) .  

come fuiizioni di 5 , )  E,, ... E n ,  non si aiinullaiio niai ne1 dominio limitato 
1 Ei 1 < 1 ; haiino dunqiie miniini positivi, il cui miniino sia y .  Allora per 
a , ,  a , ,  ... a,, arbitrari, supposto 1 a, 1 il massimo dei loro iiioduli sark:  

ai rnod Laiu, = 1 ?1,I mod S - u,  2 g 1 ri,  1 = g inax j ni 1. 
lapl 

Si h a  quindi: 
rnod (8aiu, - x) + rnod x 2 rnod Zaiui r: 7 max 1 ai 1 

cioè: 
f(a,, a, ,  ... a, , )  > y max 1 a,  1 - rnod x 

perchè sia [(a, ,  a , ,  ... a,,) > A'. Si pub duiique prendere per  R il dominio 
quadrato 

e il nostro lemma è dimostrato (i8). 
Se o ia  si suppone, iii piirticolare, che x sia un punto di nçcumulazione 

di V, cioè che sin (x, V) = O ,  si potrSi, deduriie che esiste in V un elemento y 

( A R )  Si intende che non è assicurata i n  generale l'nnicith del punto di V corrispon. 
dente alla minima distanza; si  potranno avere anche infiniti punti siffatti ed b facile dimo- 
strare che ossi costitiiiscono lin aggregato convesso (v. nao 9). Si noti che t ra  i punti di qiiesto 
aggregato se ne pub scegliere uno con criterio deterininaio: quel10 che corrisponde ai mi. 
nimi valori delle ai. 
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tale che (x, y )  =O; sar8 allora x = y, cioè x npparterra a V, e resta pro- 
vato cos1 che V é uii aggregato chiuso. 

Lo spazio S pub i i i  certi casi coiiicidere con uiia delle sue varietg liiienri, 
per es. coi1 uiia N volte iiifiiiita; 13 fii.cile defiiiiie allora ogiii punto di S 
mediaiite N coordiiia,te crtrtesiarie, e i i i  tn,l caso la sua geonietria affine iioii 
differisce d a  quella di ~ i i i o  spazio euclideo ad N diiiiensioni. Pub differiriie 
iiivece la metiict~~, dipeiideiido qiiesta dalla iiatiira della fuiiziorie tlrodulo, ina 
vedreiiio a siio luogo. (11.0 20) che la topologin, del10 spazio (limite, contiiiiiith) 
lie è iiidipeiidente. Per queste ragioiii questi spnzi avraiiiio per iioi scarsa 
import;i,iiza. 

Ma. v i  sono spazi che potreiiio dire n ilrfilzite dimensioni (seiiza fermarci 
a giiistificare la locuzioiie iii base a uiia teoria delle dimeiisioni, cosa del 
resto iioii difficile), i i i  cui esistoiio varietà liiieari di diineiisione cornunque 
elevata; ed esistoiio iiioltre aggregnti che seiiza essere varietk lineari ilel 
seiiso ors fisst~to haiino a coinuiie coii esse le due proprieta seguenti: 

a )  coiiteiigoiio ogiii retta. di cui coiiteiigoiio due puiiti; 
b) sono Chiusi. 

Iii forza di a) ,  un aggregato siffatto coiitiene le varieth liiieari determi- 
liste da uii gruppo fiiiito di puiiti dell'aggregato, le quali potraiiiio avere 
dimensione comunque elevata. 

Lo chiameremo aiicora vataietd 1ineai.e (a infinite dimeiisioni); onde le: 
condizioni a) e b) costituit~anna la definizione delle vaj.ield Eineas-i, di qua- 
lunque specie. 

Lo spazio liiieare S é uiia varieta liiieare; viceversa ogni sua varietk 
lineare, passailte per l'origine, è uno spazio lineare, con le stesse defini- 
zioni dei concetti foiidameiitttli. L'iiitersezione di due O pih variet& liiieari 
(niiche iii iiumero infiiiito) è uiia varietà lineare. 

Una proprieth coinurie a tutte le varieth lineari é pure la seguente: ln 
tt.aslnzione che poda un elenlento x tlelltc vatSietà i n  un alt9.0 x', puve 
della vatsiet&, muta ln uarietà in sé. Se iiifatti il punto y della varieth é 
portato dalla traslazione i i i  y', si ha x' - x = y' - y doiide 

il  piiiito z alliiieato con x' e y sta riella varietk, quiiidi anche y', alliiieato 
coii z e x. La coiisiderazioiie inversa completa la dimostrazione, 

3. Uii aggregato I di puiiti di S determina sempre uiia varieth liiieare: 
la miniina v~rietk liiieare che coiitiene 1. Fer costruirla si osservi niizitutto 

Annali di Matematioa, Serie I V ,  Tomo X. 6 
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42 Ci. ASCOLI: Sugli spazi Zinenri metrici e le loro varietà lilzeari 

che essa deve contenere i punti delle varietk lineari a 1, 2, ... n,. .. dimen- 
sioni determinate dai punti di I presi a due a due, a tre a tre, ecc., punti 
il cui complesso indichiamo con G ;  e i loro punti di accumulazioiie. Effetti- 
vitmente l'aggregato cos1 otteiioto, è uiia varieth lineare, che è quindi la 
cercata. Ed infatti esso possiede la proprieth b ) ;  per verificase la a) si os- 
servi d i e  se x e y appartengorio a G, essi apparteiigoiio rispettivamente a 
diie varieth lineari V) V' determinate da gruppi finiti di elementi di 1, quindi 
alla loro varieta congiungente V", che sar& pure determinata da  un gruppo 
finito di elementi di 1 e quindi apparterr8 a G. A T"' appartiene ora anche 
la retta x y ,  sicchè per questo caso la proprieth B dimostrata. 

1st 'Y Se poi x e y soiio punti di accumulazione di G, ogiii punto z = - - 
A+ ' 

dalla retta x y  ha la stessa propriet8, giacché se d e y' sono punti di G ab- 

bastanza prossimi a r e y, il pu~ito d = '%' + '" della retta dy '  sark vicino 
A+ P 

quanto si vuole a z in virth della diseguagliariza, 

L a  dimostrazione è analoga se x sta in G e y è piinto di accutnulazione. 

4. Estendendo ai nostri spazi una delle possibili definizioni degli iperpimi 
negli osdinari spazi lineari, diremo iperpiano di S una u a ~ i e t d  lineare 7c 

d i  S, divema da S, che non é contenuta in un' a l t m  vavieta Eineare, di- 
versa dit x e da S. 

Questa definizione non dimostra l'esistenza di iperpiani in qualuilque 
spazio lineare, e non sappiamo neppure se questa possa accertarsi in ge- 
nerale. In seguito (Cap. VI) riuscirerno pero a stabilirla per la .vasta e im- 
portante classe degli spazi separabili. 

lkpsoprieth fondainentale degli iperpiani di uno spazio liiieare ordiriario 
quella di essere variet$ di livello d i ,  una funzione lineare omogenea delle 
coordinate. Vale un risultato aiialogo in S ;  per enunciarlo è necessario aiizi- 
tutto definire cib che diremo urin funzio?ze additiva continua (f. a. c.) dei 
punti di S.'Dareino ta.1 nome a uria fiiiizione numericn. Arx) dei punti di S, 
continua, e dotata della propriet8 : 
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Da questa segue, in modo ben noto, 

per A razionale, e poi, per la coritiiiuith, per A reale qualunque ('O). 

I l  teorema cui alludevarno pu6 allora enunciarsi : 
Un ipe~.piano d i  S é 9-appresentahile nzediante un'equaaione del tipo 

dove A(x) è u n a  f. a. G.; viceoema, una tale equasione, dove A(x) non 2 
identicantente nulla, q.app?-esenta un iperpiano. 

Per dimostrare Ia prima parte osserveremo anzitutto che basterh limi- 
tarsi agli iperpiani passanti per l'origiiie, per i quali l'equazione dovrh ri- 
sultare dalla forma A(%) = O ;  ch6 se n: è un iperpiano non passaiite per 
1' origine, e x, un suo punto, la  traslazione x' = x - x, 10 muta in un iper- 
piano n' passante per l'origine, e se A(%) = O è la  sua equaaione, sarit 
A($) = A(x,) quella di n. 

Passi dunque TC per l'origine e sin a un punto di S esterno a n ;  la  va- 
riet& liiieare determinata dn. n e da a dovr5c coincidere con S. Cib val come 
dire che, detto G l'aggregato costituito dai punti delle variet& l i n e ~ r i  deter- 
minate da a e d a  un numero finito di punti di rc, ogni punto di S é punto 
di G O punto di accumulazione di G. 

Un punto di G 8 generalmente rappresentato da 

dove A è un iiunzero reale arbitrario e y un .elemerito, pure arbitrario, di x .  
Ed é facile vedere che tale decomposizione di rx! e unica, i i i  quanto da 
Aa i- y = l 'a + y', ove y' è pure in z, seguirebbe ( A  - l')a = y' - y cib che 
é assurdo se non é A = A', y = y'. 

Il numero h e dunque una determinata funzioiie A($) di S. 
chiaro che A(x) è funzione additiva; diinostreremo ora che 8 anche 

coritiiiua. Si abbia : 
m' = A'a + y'' x" = h"a + y" 

(19) Alcimi teoremi inderessanti sulle funzioni additive, in un significato generale, si 
trovano in BANACH, loc. cit., II, 5 1. 
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dove y"' è pure uii eleineiito di n. Preiideiiclo i n~oduli: 

(xt, x") = 1 A' - A" 1 (a, y"'). 

Ora la, distaiiza (a,  y"') noii è iiiferiore alla. distaiiza (a, n), per ipotesi 
positiva; si ha duiiyue 

(XI, d l )  2 1 h' - At' 1 (a, n) 

che vale anche per A ' =  A" e pu13 scriversi 

e diinostra la coiitiiiiiit8 (uiiiforine) di A(%) iii G. 
Diciaiuo ora che G è chi~iso, e quindi coiiicide con 8. Se iiifatti x, è 

punto di accuiiiiilazioiie di G, e coiisideriitmo i puriti di G, distaiiti da X, 

noii piu di E, O, conie direino, coiiteiiuti iiella sfwa di ceritro x, e raggio E, 

2€ 
l'oscill~izioiie di A(x) iiella sfera iioii supera - ed è quiiidi iiifiiiitesiim 

( a ,  n)'  
coi1 E. Ne segue che il limite superiore e il limite iiiferiore d i  A ( x )  eiitro la 
sfera teiidoiio per E-O n uii inedesiino liiiiite A , .  Si vede allorn. fiicilineiite 
clie 1' eleineiito y, = x, - A,(c è puiito di  accoinulnzioiie di eleineiiti del tipo 
x - A($) .&  (x esseiido puiito di G); e poichè questi staiino i i i  n, a TC è uii 
aggregato chiiiso, segue che y, sta pure i i i  n. Vale diiiique per x, la de- 
coinposizioiie 

so = A,a + y, 

ove y, è i i i  z, ci06 x, appartiene a G. 
Resta cosi provata la esisteiiza iii tutto S della, f. a. c. A(x), defiiiti~ 

da1 fatto che x - A(x).a sta iii x ;  ed è cliiaro che essa si aiiiiulla allorn e 
allora soltaiito che x sta iii n. 

In particolare, è A(a) = 1. 
Noti:i.ino di passnggio che la f. a. c. A(x) corrispoiideiite n ~ i i i  dato iper- 

piaiio n è determiiintn a nieiio di uii fattore costniite. Se iiifi~tti l'iperpiaiio n, 
che p,ossiiiino suyporre passniite per l'origiiie, fosse iiisieiiîe rappreseiitato 
dalle equazioiii A(x) z O, B(x) =O,  detto x, uii puiito esteriio a n, ln f. a .  c. 

si aiiiinllerebbe su n e i n  x,, quindi i n  tiitto S, cioè snrebbe ideiiticaineiite 
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Dimostriamo ora l a  seconda parte del iiostro teorema. 
E iritaiito evideiite che 1' aggregato n defiiiito dalla coiidizione A(%) = c, 

dove A(%) é uiia f. a. c. A uiia varietk 1ineai.e; le due proprietk n ci0 iie- 
cessrtrie (II." 2) derivniio inf'atti dalla ideiitith evideiite: 

e dalle coiitiriuith della A(x). 
Sarh provato che x è uii ipeipiaiio niostraiido d i e  n insieine coii uii 

puiito a ad esso estergo definisce tutto S ;  ché se uiia varieth V diversa da n 
e da S conteiiesse n, la varietk liiieare definita da n e da uii puiito di B 
non appnrteneiite n n starebbe i i i  V e quiiidi iioii coinciderebbe coi1 S. Ora 
se x, A ~ i i i  puiito di n, e x 1111 purito qunluiique di S, il puiito 

sia i i i  n percliè A(y) = c, oiirlc si ha  per x uiia decomposizioiie del tipo 

x = h(a - x,) + y 

dove y sta i i i  n, ln. qiiale provn chc x appartieiie a l  piniio ax ,y  e quiiidi alla 
vaiietk liiieare determiiiata da n e da  a. Tii.le varieth coiiicide duiique coi1 S ("). 

6. Uiin proprieth notevole delle f. a. c. e la segueii te: 
Pesa ogni f. a. c. A(x) esiste u n  nuniel-O positivo K tale che pet. ogtzi x A 

1 A(x) / <' K mod x. 

Ed infatti, esseiîdo A(x) coiitinua per x = O ,  esisterh uii E tale clle per 
ogiii x tale che tnod x < E sia \. A(%) 1 < 1. Ora se % A uii q ~ ~ a l u n q ~ ~ e  ele- 
ineiito noii iiullo, si lia 

E 
mod(- inod x ) = 

e quiiidi 

1 1 A ( L  inod x % ) l <  1 
1, cioè j A(%) j < - inod x 

E 

che dk lit tesi. 
Viceve~*sa, dalle condiizioni : 

A(%+ y ) =  A(x) t A(y), 1 A(%)/ < K m o d x  

segue lu coutinzcità della A(x). 

("O) Il concetto di iperpiano si trova gi8 accennato da PINCHERLE @OC. cit.). 
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1 A(xr) - A(x") 1 = 1 A ( d  - x") 1 < Kmod (xf - x") = K(xl, x") (e'). 

Per  uiia data f. a. c. A(x) il limite inferiore, positivo O iiullo, dei iiu- 
iiieri K tali che 1 A(x)] < K mod x si dirk n o w m  di  Atx) O dell'operatore A, 
e si iiidicherà coi1 Nor A. S e  Nor A = O sarà A(%) = 0, ideiiticainente. Si lia 
poi facilmen te : 

Nor ( A  + B )  < Nor A -t- Nor B, Nor (AA) = 1 h 1 Nor A, proprietà maloghe 
a quelle della fuiisione modulo. 

Se Nor A = 1, la A(x) si dir& u n i n o ~ w ~ a l e  O uni la?- in .  

7. I l  sigi-iificato geoinetrico della iiorina di uiia f. a. c. risiilta dalle se- 
gueiiti osservnzioiii : 

I c I a) L a  d i s l a n z a  de l l 'or ig ine  dall' ipe l -p iano  A(x) = c va le  - 
Nor A' 

IA@)I I C I  Pe r  ogiii punto dell'iperpiaiio-si ha anzitutto inod x 2 - 
Nor A-Nor A '  

Iii secoiido luogo se O < E < Nor A esiste i i i i  puiito y tale che 

IA(y ) I> (NorA-o) i i i ody ;  

inoltiplicaiido per / c/A(y) / e poiiendo 

si ricavn 
I c I I c I > ( N o r A - ~ ) n i o d x , ,  m o d x o < N o r A - r  

e risulta cosl che xo, che appartiene all'iperpiaiio perche A(x,)  = c, h a  dal- 

I C I  l'origiiie uiia distniiza che pu0 supporsi viciiia quaiito si vuole n - 
Nor A ' 

b) La d i s tanoa  del punto x, d a l l ' i p e ~ p i n n o  A(x) = c é dato d a  

I 4x0) - c l 
NorA . 

Segue da a) inediante la  traslnzioile x'= x - L E " .  

c) Dati  gli i p e v p i a n i  n, x', d i  equaz ion i  A(x) = c, A(x) = of l n  di-  
s t a x z a  d i  ogn i  punto d i  x d a  x' e d i  ogni punto di nf da .n (e q u i n d i  anche 

IC-c'I  
l n  d i s l u n z n  d e i  d u e  ipel-piani)  vale  

NorA . 

(H) L'equivalenaa fra le  due proprieth. della A(%) è ben nota; cfr. per un caso speciule, 
ma con procediinento geiierale, RIESZ (Mi), pag. 40-41; anche BANACH, loc. cit., pag. 153. 
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Di qui, per 1 c - c' 1 = Nor A, risulta : 
d) La ?zo?wza d i  una f. a. c. 6 il va101.e assoluto della d i f evenzn  dei 

valori che essa p.ende su due suoi iperpiani d i  livello, m e n t i  distanza 
unitalia.  

8. Il concetto di parallelisnio tra varietà lineari si estende al10 spazio S 
iiella forma seguente: Due varietd linea7.i sono palnilele se medinnte una 
traslazione é possibile po~.ta?*e una a contenere O ad  e s s e ~ e  contenula 
nelt' ult9.a. 

In particolare: sono pst-al2eli due iperpiani se sono sov~.apponibili pe?. 
t~.aslazio?ze (e sono quiridi varietlt, di livello di uria stessa f. a. c.); e una 
va?*ietà linen?-e V è pa~.allela ad un ipevpinno n se pe?. V passa u n  ipe2.- 
piano pn1~nE2eEo a n. 

Percib i puiiti di V saranno equidistaiiti da n e situati rispetto ad esso 
da una stessa parte. 

Quest'ultima proprietà basta del resto da sola ad assicorare il paralle- 
lismo di V e di n. Ed irifatti, se n ha l'equazioiie A(x)  = ln, ove A(x) è 
f; a. c., e 

X = X, + t ( x 2  - Xi) 

esprime il punto generico di una retta di V, A(x )  e su questa retta funzione 
lineare di t e pu13 quindi assuinere su di esva ogni valore, è in particolare 
valori maggiori e minori di nt, purchè non si riduca ad una costante, cib 
che richiede A($,) = A(%,). Teneiido fisso x, e facerido variare x, i n  V, si 
conclude che per ogni puiito x, di Ir è A(x,) = cost., cioé che per V passa 
un iperpiaiio pirallelo a n. 

II. Corpi convessi. 

9. Sarh per noi della massima importanza esteiidere a tutti gli spazi 
lineari i concetti di aggl-egato colzvesso e di colpo convesso. Diciamo con- 
vesso un aggregato se contiene ogni segment0 d i  cui contiene gli est?-emi; 
cioè se, appartenendovi x e y, vi appartiene anche 

per A > O, p ;, O. Sara poi detto un cojyo se é chiuso e coutiene uua s f e m  ('$). 

(PZ) Una definizione di corpo convesso che negli spazi ordinari equivarrebbe alla pre- 
cedente si avrebbe sostituendo a quest'ultima condizione la seguente: la minima vavàet2c 
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- 

Si pub dare di ogii corpo convesso l' uiia semplice caratterizznzioiie 
aiiditica. Per ipotesi, I? contieiie una sfera; siil, per es., l'origine il ceiitro 
di questa sfera, è 1.  il suo rzlggio. Se si preiide uii puiito x +  O e si coiisidera 
la seiniretta Ox, cioé 1' a.ggregato lx cou A 2 0; il corpo coiitiene di essn 
uiia parte coiivessa, che si riduce almeno a 1111 segmento di luiighezza 1 . ;  

quiiidi iiii  segmeiito O tutti1 la semiretta. Se é uii segmeiito, dall'origiiie 
a px, porreino y(%) = l / p :  se é l'iilteril seiniretta, y($) = 0. Porremo inoltre 
cp(0) = O. III altre parole, indiclieremo coi1 cp(x) il limite infedore dei nu~tieli  
positivi h tnli che x/h appartiene a I'. 

h facile riconoscere alcuiie proprieth della cp(x) : 
a)  y(x  + y) l y(%) + cp(y). Per h > y($), k > cp(y) apparteiigoiio al  

X Y  
h - + h a  

corpo i puiiti -, -, quiiidi anche il punlo 
h - -- 

h h  h t k  
+ k. E duiique 

cp(x + y )  < h + k e valeiido ci6 per h e h comuiique viciiii a y(%), y(y) segue 
la tesi. 

b) rg(hx) =AT($), per A positivo. Iiifatti della semiretta 0% apperterigono 
x Ax 

al corpo i puiiti - per k > cp(x), cioè i punti - per Ak > AT($). 
k Ak 

c)  Esiste un nurîzero positivo K tale che per qualullque x é 

cp(x) c; K mod m. 
x 

Ci6 è evidente se cp(x) = 0 ;  se y(%) $- O si osservi che mod 

1 
cp(x)<; mod x. 

Da a), b),  c) segue : 
d) y(x) é continua: si ha  iiifatti: 

y(%') - cp(x") < y(xf - x") < Ii niod (x' - x") = K(xf ,  x") 

ed aiialogameiite : cp(xf) - cp(xf') < K(xf, x"). 

lineare che cowtiene l'aggregato è l'ilztel-O spazio S .  Qui I'equivalenza non sussiste. Eccone 
lin facile esempio. Nello spazio hilbertiano (n.O 22) dove x = (xi, x2, ... , x, ...) e mod x -= (2xi2)ilz 
si considei-i l'aggregato I dei punti aventi coordinate non negative, eridentemente convesso. 
Esso determina l'inter0 spazio; infatti per un x qualunqoe esistono i piinti x' e x" di coor- 
dinate Xi = 1 x, 1 e xi = 1 xi 1 - xi mnbedue di 1, e si ha x = x' - x", onde ogni punto x sta 
ne1 piano dell'origine e di due altri punti di 1. Ma I non ha punti interni; infatti se x 8 
in I vi é un xr < E, e se si pone y = (xi, x ,,.... 2 ,.-, , x,. - E, xr+., , ...) esso è fuori di I ed 
è (x, Y) = E .  
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e)  Il co?yo I' é defzlzito dalla condizione cp(x) g 1, e precisanlente zclz  

punto x é intevno a I' se y(x) < 1, esterno se cp(x) > 1, d i  contomo se , 

v(x) = 1. 
Se y(%) = O, O A cx: = O  oppure la semiretta Ox, e quindi x, appartengono 

a r. Se y(%) >O, della semiretta Ox e contenuta i n  I' il segmento da O 
s 

a -  e questo contiene O no x secondoché e cp(x)< 1 O cp(x) > 1. 
Y@> 

Sia osa y(%) < 1; per la coiitiiiuittl di y(%), esiste un p > O tale che 
per (x, y) < p è ancora cp(y) < 1, cîoé x A centro di una sfera appartenente 
a I', ossin é interno. III modo analogo, x è esterno se y($) > 1. Se infine 
è y(x) = 1, appartiene a I' il segmeiito Ox, non vi appartiene il suo proluii- 
gaineiito, onde z 15 punto di contoriio. 

f )  Ogni puuto i n t e m o  a l  segn2eltto çhe unisce due punt i  d i  I', uno 
almeno de i  quali  sin intelvto, è puve i n t e m o  a r. 

Segue facilmente dalla diseguaglianza, valida per A > O, p > O 

g )  S e  un iperpiano n non contiene punti  i n t e m i  a l?, i' é tut to d a  
zrnn pal-te d i  n. 

Se infatti i piinti x, y di I' fossero da parti opposte di n, tali sarebbero 
anche due punti interni x', y', abbastaiiza prossimi a x, y,  e il segmento x'y' 
tnglierebbe n in un puiito z, iriterno a i'. 

Tutta la teoria precedente si estende subito al  cnso in cui il punto dato 
interno a r sia uii punto geiierico x,; si ottiene per i punti di I' una condi- 
ziorie della forma 

- sol 1 

dove la y($) ha ancora le proprieth a), b), c). 
Viceversa, data una funzione y(x) noil negativa che soddisfi a queste 

condizioiii, l'aggregato definito da 

é un corpo coiivesso di cui z, 8 puiito interno; la  verifica lion offre difficoltk. 
E peri, da iiotare Che, n parte le proprieta, di x,, la  verifica riesce anche se 
si -parte dalla coiidizione piu generale 

dove la y(x) soddisfa alla a), b), c) senza alcuna condizione di segno; se 

Alznali di Matenratica, Serie IV, Tomo X. 7 
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ln y($) non è mai negativn si deve solo amniettere c )  O affinchè esistano 
puiiti dell'aggregato diversi da  x,. 

L e  fuiizioiii che soddisfnno alla condizione a), b), c), e cioè 

saranno dette funzione' di Minkowski (brevemente fitnzio~zi (111)) i i i  rngioiie 
dell'uso che questo RiIatenmtico ne h a  fatto per scopi analoghi ai iiostri iiegli 
spazi ordinari ("). Si pub dunque dire : 

Se y(x) é unn funzione ( M )  ed esistono infiniti punti x che soddisfano 
alla condizione cp(x - x,) < c, essi costituiscono un corpo conoesso. 

10. Possiamo dare, per tutti gli spazi lineari, esempi semplici di corpi 
convessi : 

a) L a  s f e ~ a  di centro x, e raggio 9 - ,  definita dalla condizione 
mod (x - x,) I: r .  L a  funzione mod x è infatti una funzione (M) (P5). 

b) Il cilindro qaotondo, di raggio v, avente per  nsse uiia data varieth 
lineare V, coui indicando i l  luogo dei punti nventi da  V distanza non mag- 
giore di v : (x ,  V) c; r .  Per  diinostrarlo, si supponga prima V passtinte per 
l'origine ; si  proverh allora che (x ,  V) è una funzione (M). Ed infatti, per 
a, y arbitrari e z', z" scelti comunque in V si h a :  

Si prendano i limiti iiiferiori dei due membri a1 variare dl a', a"' in V ;  
avendosi 

lim. iiif. ( x  t y, z' 4- 2") > (x -I- y, V) 
lim. inf. (x, z') = (x ,  V), lim. inf. (y, z") =(y, V )  

si deduce : 
( X  + y, V )  5: (M, V) + (Y, V) 

che é la condizione a) del n." precedente 
In  secondo luogo, supposto h > O e z variabili in V, anche Az è lin puiito 

(9 Si noti che per la cp(x) si equivalgono le condizioni cp(x) < K modx e 1 ~ ( x )  1 < 
< Kmod x. Se vale la prima si ha infatti q(x) + q(- x) 2 cp(0) = O, ciob - ~ ( x )  5 y(- x) < 
< Kmod (- x) = K mod x; e l'inverso B evidente. 

("1 V. per es. MINKOWSKI, Volumen und Obeflüche ( S  Math. Ann. D, B. 57, 1903), 
pag. 447 e seguenti; ed anche il Cap. 1 della Geometvie der Zahlen (Leipzig, Teubner, 1910). 

('j) Inversamente, dalla convessità delle sfere segue subito per il modiilo la proprietà 
mod (x + y) 5 mod x t mod y. Questà B naturalmente la base per ogni dimostraxione di con- 
vessith per i corpi di S, corne ben risulta da1 seguito. 
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generico di V e quindi : 

(hx, V) = lim. inf. ( A s ,  l x )  = h lim. iiif. (x, Z) = A(x, V) 

che A la  condizione b). 
Finalmente, contenendo V 1' origine si ha  : 

,loile. che è la proprieth c), e completa la dimostra?' 
Se V iion contiene l'origine, ed è x, un suo punto, daildo alla figura la 

traslazione che porta x, nell'origine, si ha  

e si vede allora che si pub assumere y(%)= (cc, V- x,), che è uiia fuiizione (M). 
c) II corpo convesso osa coiisiderato ha la proprieta evidente di riina- 

rlere invariato per tutte le traslazioni parallele ad uaa varieth lineare T'. h 
un corpo siffatto si pub dare iiî generale il nome di c i l i d v o  convesso. 

Si ottengoiio ciliiidri coiivessi con la seguente costruzione gewerale. 
Dato UII  corpo C O I I V ~ S S O  i' si diano ad esso tutte le traslaaioni parallele 

ad uiia varieta lineare V:  il corpo descriver& allora un aggregsto che con i 
suoi puiiti di accumulazione costituisce un cilindro corivesso. Se F é una sfera 
si ottiene in particolare un cilindro rotondo. 

Senza ferinarci ai particolari della dimostrszione, osserveremo solo che 
si pud assegiiare senz'altro la funzione (M) corrispondeiite iiel modo seguente. 
Per semplicitit, passi V per l'origiiie; e sin r definito da y(x) < c ; si poiiga 
allora per due punti x, y arbitrari (x, y)?=rg(s- y) e si definisca iiioltre 
(x, V), corne il limite inferiore di (x, y)? al variare di y in V. La (x, V), 6 
uiia fuiizioiie (M), coine si vede con ragionaineiito identico a quel10 usato 
in b), e definisce il cilindro cercato. 

È chiaro che un cilindro coiivesso contiene uii'iiifinità di varieth lineari 
tutte sovrapponibili tra loro per traslazioiie, e cioè quelle generate dniido a 
iiii puiito del ciliiidro tutte le traslazioiii che mutaiio in sè il cilindio stesso. 
Potremo dirle varieta genevatvici. 

d) Si possono anche definire c o ~ ~ i  convessi averiti per vertice un ~iuiito 
O piu geiieralineiite una varieth lineare V ;  sara tale un corpo coiivesso se 
coiiteneiido un puiito contiene aiiche la semivarieth liiieare definita da V e 
da questo punto. 

Di qiiesto e di altri casi pih geiierali non nvremo in seguito ad occuparci: 
un CASO molto notevole di coni convessi sf iiicontrerh perd al n." 13. 
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11. Diremo che uiia varieth lineare V A estema a un corpo coiivesso r 
se ogiii piiiito di V A esteriio a F e la distanza (V, r) A positiva; ~ a d e n t e  se 
iiessun pu~ito di V 6 interno a r e la distaiiza (V, 7,) A iiulla. In questo secorido 
caso lit radenza sark effettiva se le due figure avranno punti comuiii; ne1 
cas0 opposto, che pu0 beii avvenire, virtzcale. 

Alla definizione di radenza si pud anche dare la forma: V A radeiite a l' 
se nessun puiito di V e iiiterno a r, meiitre si pub dare a V (O n I') una 
traslazioiie di ninpiezza cornunque piccola che porti qualche punto di V iii- 
teriio a r. L'equivaleiiza delle due defiiiizioiii è manifesta. 

Per la radeiiza effettiva si ha poi l'enunciato semplice : V é radeiite effet- 
t ivkei i te  a 1.' se V ha u n  puiito comune coii I' e nessun puiito di V A iii- 
teriio a I'. 

È chiaro anche che uii iperpiaiio radeiite a l' lascia t' tutto da uiia 
stessa parte. 

12. Lo studio delle posizioiii relative di uii iperpiaiio e di un ciliiidro 
coiivesso, iii particolare rotoiido, preseiita circostaiize che sono facile esteii- 
sione di cib clie avviene iiegli spnzi ordiiittri. È riecessario dariie tutiavin uii 
breve ceniio. 

Sia I' 1111 cilindro coiivesso: 7c 1111 iperpitino esterivo O r:ideiite a I' e che 
lascia quindi I' tutto da uiia parte. Ogni vaiietk IT geiieratrice di 7, è situata 
tutta da una parte di x,  quindi (n." 8) A parallela a 7c. Se perd n contiene un 
punto di V, coiitieiie tutta V. Ossia: 

Un ipel-piano mdente  O estemo a un cilind9.0 convesso é pmnlleio alle 
sue genep-atî-ici; e se ha contune col cilin&-O u n  punto ha colnune tutta ln 
genet*ntrice che passa per questo punto. 

In particolare, se A un  ciliiidro rotoiido, di asse V ,  e raggio g., l'iper- 
piano n, esterno O radente a r, sark parallelo a V o ;  poiche a V,, A sovrappo- 
iiibile per traslazioiie ogiii geiieratrice. E saiA percid costaiite la distaiiza nt 
di ogni puiito di V, da n. Se sarA poi 1 7 1  2 l a ,  sai'k 7c esteriio a. r ; iiifatti 
esseiido lu = (V , ,  z), 112 e limite iiiferiore delle distanze dei piiiiti di n da Vo. 
Ogiii puiito di n distn cluiiqii~ da V,, piii di 9 .  e cioè A esteiiio il T. E questa 
proprieth si coiiserv:i daiido a n uiia traslazioiie abbastaiiza piccola, tale cioA 
che per la iiuova posizioiie n' risulti aiicora (Io,  n') > 1.. 

Se inveoe m = j * ,  i puiiti di 71. soiio, per la stessa ragione, su I' O esteriii 
a r ; peri, esistono, per ogiii E > O, traslazioni di ampiezza < E che por- 
tano 7c ad avere puiiti interiii a I'. Ed iiifittti esiste un punto x in Vo e eiiio y 
iii n t d i  che (x, y) < 9 -  +- E, dotide (y, V,) < 1 .  + E. Prcso allora ne1 segineiito xy 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. ASCOLI: Sugli spazi lineuri metrici e le 2oro uarietà lineuri 53 

il puiito 

si h a :  

donde (z, TC) ( E. Sicchè 1' iperpiano TC' parallelo a TC passante per  x dista d a  7~ 
meiio di E e coiitiene il puiito z interiio a I'. 

Concludendo, u u  iperpiano esle9.no a un cilindj*o rotondo è pa~.ailelo 
all'asse e h a  d a  esso d is tnnza  nlaggio1.e del rxggio;  un ipevpiano ?-adente 
é pn~*alleZo aZl'asse e ha da  esso d is tanzn  eguale a l  vaggio;  e .viceve~.sa. 

Se l 'asse si riduce ad 1111 punto, e il ciliiidro a uria sfera valgono coiisi- 
dernzioiii aiialoglie ed iii forma miche pih seinplice. Cosi, in pa(rtico1are : 

Se A(x) é f. a.  c. u~eitaj.ia, l ' ipe ,y iano  A(x)= r é vadente alla sfe1.n 
rnod x = r e le é estel-no l ' iperpiano A(x) = in, C O I L  m > r. 

13. Se d a  un puiito xo del coritoriio di un corpo convesso J', si proiettnno 
coi1 seinirette i puiiti di  i' si ottierie, corne é fhcile vedere, un aggregato coii- 
vesso, e, ~iiiendo a d  esso i suoi puiiti di accumulazione, uii corpo convesso l',, 
e precisamente un con0 convesso (di specie 1).  

Ci propoiiiaino qui di confermare aiialiticaineiite questo risultato determi- 
iiaiido la, funzioiie (M) corrispondente a I',. Si h a  precisamente il teoreina: 

Sin y(x) u n a  fu~zaione (M) e l' i l  corpo convesso cp(x)<cp(x,). Esiste i l  
l imite  

ip,(x) = lim Mx0 + E X )  - cp(%) 
a-+O E 

ed è n n c o m  u n n  funxione ( M ) .  11 c o ~ p o  convesso cp,(x) < ~ ( x , )  é 1.412 con0 d i  
ve~atice x, e i suoi punt i  i n t e m i  sono tu t t i  e soli i punti  intel-ni  alle senti- 
vette che d a  x, pvoiettnno i punt i  i n t e m i  a r. 

Dalle ipotesi segue iiifatti per E > 0 
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D'altra parte, al tendere di e a Bero R(x, E) lion cresce mai ; posto in- 
fatti O < E' < E la diseguaglianza 

si trasformà agevolrneiite iiell' altra : 

che evideiiteinente sussiste. Ne segue che R(x, E), per E - + 0, ha uri li- 
mite y,(%), corne si era asserito. 

Proviaino ora che cp,(x) è LIIIR fuuzioiie ( A l ) .  Si ha la diseguagliaiiza : 

poicliè sostitueiido e riducendo essa si inaiiifestil eqiiivaleiite alln segueiite: 

Per a - + O si deduce : 

111 secondo luogo si ha  : 

da cui per À > O  e & - - + O :  

vi0.x) = h i ( @ .  

Fiiialineiite, supposto (cp(x) 1 < Kmod x, si ha dalla (1)  : 

e, a1 limite per a - + O, I V , ( % )  1 < Kmod x; ; ci6 clic coinpleta la diinostra- 
zioiie del secoiido assuii to. 

Si ha subito R(x,, E)=  cp(x,) e quiiidi cp,(x,) = ~ ( x , )  ; percib il corpo coii- 
17esso ri ,  definito da y,(x) < cp(x,) coiitieiie x, (su1 coiitoriio). Sin ora x, lin 

puiito iiiterno n r e y a,pparteiiga alla seiiiiretta x,x,. Poiclié ogrii puiito 
tra x, e y coiiveiiieritemente viciiio n zo e iiiteriio a i', per E i~bbastaiiza 
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che si trasfornm subito in 
R(Y, 4 < Y@,). 

Di qui, al limite per E -c -t O, notando che R(g, E) tende a cp,(y) senza 
mai crescere, risiilta : 

CP,(Y) < cf(%) 
ci06 y è interno n T,. 

Viceversa, se y é iiiterno a l',, cioè cp,(y) < si ha per E abbasttliiza 
piccolo 

cioe 

ed esiste quindi tra x, e y quslche punto interno a r. 
Da questa geiieraziorie di I', risulta evidente che r, é uii con0 ; ci6 ver1.A 

del resto confermato tra poco per altra via. 

14. Si ha identicamente : 

ed anche, se E é abbastanza piccolo perche sia 1 +€a > O 

Al limite per E - + 0 si ha percib : 

Di qui e facile ricavare che se x, appavtiene a I',, anche tutla la semi- 
retta x,x, v i  appavtiene. Ogni punto di que& semiretta 6 dato iiifatti da 

~ = s ~ + A ( x ~ - s , ) = h x ,  t(1-A)%, 

con X > O. Ed allora 

cp,(x) = cp,(Xm,) + (1 - l)cp(xO) = Xcp,(x,) + (1 - W % )  

e se <pi(%,) 7: cp(x,) risulta aiiche cp,(x) < rp(x,). E si vede miche che T,(x) vmia 
linearmeiite sulla semiretta. 
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Dalla (1) si ha, al limite per s - + O 

Ti(@ I= cp(4 
che esprime il fatto evidente che l', contiene I'. Di qui e dalla (2): 

r9@ + nx,) 2 Y , ( % )  + ad$,). 
Ci sarh utile ricavare una relazione alquanto piu generale. 
Si sostituisca x con bx ; si ha 

Ora, se b 2 0 si ha cp,(bx) = by,(x), mentre se b < O si ha 

che è la relaxione cercnta, valida per valori reali arbitrari di a e b. 

15. Il cono r, di cui abbiamo dimostrato i'esistenza per ogiii punto s, di 
contoriio di un corpo convesso r si pub chiainare con0 ci~.cosc~-itlo a I' i n  x, 
e le semirette che ne formsno il contorno tnngem% al corpo iii LC,. Questo 
concetto di tangente potrebbe essere inesso in relaxione con quel10 ordinario, 
e identificato cioè con quel10 di tangente in cr;, ad una liiiea situata su1 con- 
torno di I? e pa.ssaiite per x,. Ma di cib non possiamo occuparci. 

Si potrebbe anche estendere la. ricerca iii modo da giuiigere alla defini- 
zione di piano ta?zgente, e piii i t i  generale di vavietà lineare tangente n un 
corpo convesso. Cib richiederebbe atizitutto 10 studio accurato di certe suc- 
cessioni di coni circoscritti a I', di  specie seinpre piu elevata, che possoiio 
dedursi 1' uno dall' altro con operazioni analoghe a quella studiata. Noi ci occu- 
peremo brevemente in seguito di qiiesta costruzione (n.' 34, 35) rioii perd per 
questo scopo, bensi per ottenere, iiei gih citati spnzi sepa7*nbili, la dimostra- 
zione deli'esistenzs di un iperpiano radente a un corpo coiivesso in un punto 
del suo contorno. 

Su questo argoiiiento basti qu i  la semplice osservnzioiie che un iperpiaiio 
radente a I' in x, deve essere aiche radente al cono circoscritto I',. Se I', 
si riduce a un iperpiano n, qucsto è radente a r, e poichè un altro iperpiaiio 
pvr x,, traversando x ,  non pub essere radeiite a r, esiste in  x, un uiiico iper- 
piano radeiite a r. Ili altre parole : se 

è funzlone nddit iva, I' nmn2ette in xo uuo e u u  solo ipevpia?zo ?vadc??zte, 
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III. Spazi lineari completi e seyarabili. Spazio duale. 

16. Ricordiamo che uiio spazio metrico S si dice c o q d e t o  se una succes- 
sioiie xi di putiti di S clle soddisfa a1 criterio di coiivergeiiaa di CAUCHY h a  
per limite un deterininato elemento di S. Se ciok, per ogni e ) O, esiste un 92 

tale che per d, 12" > 11. sia 
(xw , 3&,~f) < 5 

dovrà anche esistere un m tale che 

lim (x,,, x) = O. , 

E stato osservato da HAUSSDORFF (26) che ogni spazio S fa parte di uiio 
spazio coinpleto che é il più ristretto spazio cgmpleto che contiene S. La 
cosa è del resto molto seinplice: basta considerare una successione xi di ele- 
meiiti di S che è convergetite secoiido il criterio di C A U ~ E Y  ma non ha limite 
in S, come definizione di uii nuovo elemento - elemento integrante - e 
stabilire per i nuovi elementi opportune definizioni. 

Fer es. se r; = (%,a, ... x,, ...) = (si), y = (yiye ... y,, ... ) = (yi) sono elementi 
1 

integranti si porrh r; = y se (x,, y,,) tende a zero con -. n 
Ne1 caso poi di spazi lineari si dimostra anzitutto che se l a  succes- 

sione xi  coiiverge, coiiverge miche la successioiie mod s,, e il limite di essa 
si assume come valore di mod S. In modo analogo, se rr; =(xi), y = (yi), dopo 
aver provato la convergenza di (xi f yi), si definisce x -1- y = (x i  t Yi). 

Si coiistata allora facilmente che 10 spazio ampliato S è ancora uno 
spazio lineare (completo). 

Nei casi speciali, tale ampliamento risulterà spesso qualcosa di piii di un 
artificio forinale, in quanto ad una successione convergente di elementi di 8, 
se non avente limite in 8, si potrà talvolta far corrispondere un effettivo ente 
fuori di S, avente con gli elementi di S una stretta affinita. Per esempio, 
se S è cornposto di furizioni, gli elementi integranti potranno essere ancora 
funzioni, alle quali risulti applicabile, eventiialinente modificata, la definizioiie 
di distanza. adottata in S, e che, in virtii di essa, possano presentarsi corne 
limiti di successioiii di elementi di S. 

17. Essendo S uiio spazio vettoriale, diciamo che un aggregnto B di ele- 
meiiti di S costituisce uiia base per S, se ogiii elemento di S pub essere 

f6) HAUSDORFF F., Grundzüge der Mengenlehre (Leipzig, von  Veit, 1914), pag. 315. 
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approssimato indefinitainente mediaiîte coinbiilazioni liiieari di eleineiiti .di B; 
iii nltre parole, se per uii dato puiito di LE di 8 e uii dato E > O si possoiio 
trovare iii 73 gli eleineiiti zc , ,  u,, ..., u,, i i i  numero fiiiito e le qiiaiititk reali 
a,, a, ,  ... a,,, tali che sin 

(LE, Z a,  1 4  < E ('7. 

Ogiii spazio ammette una base : 10 spazio stesso; uii'riltra base è il coii- 
toriio di una sfera di ,raggio 1 ; ma uiia base è iiaturalnîeiite iiiteressante solo 
se è di poteuzn miiiore del10 spazio stesso. Dopo gli sp;tzi a base fiiiita, di 
cui abbianlo gifL ilotato 10 scarso interesse, gli spazi piu seinplici soiio quelli 
per i quali esiste uiia base ~tunheg.abile; per i qunli cioè gli eleineiiti di B si 
possono ordiiiare iii un successione u,, u ,,..., u ,,... . Si ricoiiosce subito che 
essi coincidono con gli spazi lineari sepavabili, cioé coi1 quelli che possie- 
doiio un aggregato numerabile ovunque denso. Ch6 infatti, se si costruiscoiio 

n 
gli elementi Z r iui  dove gli ri sono razionali, per 91 costniite questi eleineiiti 

1 

costituiscono un aggregato iiuinerabile H,, ; e tutti gli H,, un riuovo aggregato 
nuineritbile H. Esso è ovunque denso in S, poichè dato un elemento LE esiste 
un elenlento della forma 

N 
y = Z a i u t  

1 

N 
tale che (x, y) < 812; ed esiste poi uii y'= Z1.,ui che dista da  y meiio di €12, 

1 

corne risulta da1 fatto che 

(y, y') < Z 1 u,  - l u i  1 mod ui I max 1 ai -ri 1 Z mod ui. 

Vi A quindi un elenlento di H che dista da  m nieiio di E .  

E poi senz'altro evideiite che un aggregato denso i n  S 8 al tempo stesso 
una base. 

Gli spazi separabili godono di molteplici proprieth, che costituiscono altret- 
taiiti niezsi per provare la rioii sepstrnbilitk di uiio spazio. Ti'a questi uiio dei 
piii seniplici é il seguente, sostanzialmente iioto, che applicheremo ripetuta- 
mente in seguito : 

In uno spazio metrico (lineare O no) S, separabile, un g?-uppo G di 

("7) In questa definizione di base l'origine ha una parte privilegiata; l'introduzione di 
vettori, e di una base vettoviale sarebbe qui vantaggiosa. Per ottenere una base pwtztuale 
basta del resto aggregare l'origine al gruppo B. Qui ci atteniamo al concetto pifi comodo 
per le applicazioni. 
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punti le cu i  nzutue dis tanze sono tut te  supeviol i  a ztn nuwzevo positivo d é 
finit0 O nunw-ab i l e  ('y). 

E d  iiibtti, se V =  (vlu, ... v,, ...) 6 una successione densa in S, per ogrii ele- 
inento di G si pub fissare il pl-imo elemento di V che dista da esso meiio 
di d/2.  Si ricoiiosce allora che due elemeiiti distiiiti di G danno luogo a ele- 
meiiti distinti di V ;  chè se per i puiiti x, y di G fosse 

sarebbe anche jx, y) < tl, contro l'ipotesi. Gli elemeriti di G si possoiio quindi 
riferin: biuriivocamente a una successioiie parxiale di V, cioe G è fiiiito o 
nuinerabile. 

18. Secoiido un teorema generttle di FRECRET ("1, ogni aggregato di uno 
spazio sepai-nbile è ancora separi~bile, cioè contieiie una successione di piiiiti 
deiisa iiell'aggregato. La dimostrazioiie di questa proposizione fa uso per6, e 
in modo che iioii sembra evitabile, del postulrtto di ZERMELO. Poichè tutti gli 
sviluppi del nostro Iavoro sono indipendenti da  questo principio, ci interessa 
osservare che i i i  condizioiii abbastanza larglie, e per iioi sufficieiiti, si pub 
dare una dimostrazioiie che non 10 presuppoiie, e clie potrebbe del resto 
essere ancora seiiîplificata quando si volesse restringere la proposizioiie agli 
spszi lineari. Precisamente : 

I n  uno  spazio metrico completo sepayabile S ogni nggl-egato chiuso A 
2 sepambile. 

Per la dimostrazioiie proveremo aiizitutto che ad ogni elemento x di S è 
possibile coordiiiare un elemeiito x di A in modo che sia 

(X, a < mx, A) 
dove K è iiiia certa costaiite positiva. Sia iiifiitti c > 1, 0 < 0 < 1. Per la 
definizioiie di distaiiza esiste in A qualche elemeiito y tale che 

ed esiste iiioltre iiella successioiie v, densa, in S un elemento v,, tale che 

(?s) Il  teoremn B incluso in teoremi più generali di FRECHET (cfr. Les ensembles ab- 
straits et le Calcul folzctionnel, a Rend. Circ. Mat, Palermo 2 ,  vol. XXX, 1910, pag. 1-26) 
e di HAUSDORFF (Mengenlehm, D c  Gruyter, Berlin, 1927, pag. 1.26-127); il procedimento di- 
mostrativo B usato, con qualche variante, da anibedue gli Autoii. 

(29) FRECHET, loc. cit. nota ('), pag. 27. 
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Iiidichereino precisamerite .con v,, il pvimo dei vi che sodclisfn a qiieste 
relnzioiii e che é cosl perfettamente deterniinato. 

Ii i .  modo ai~alogo, partelido da V,, si troverh uii v,, tale che 

(un ,  7 unp) < (c+OXvnlt A), (usp,  A) < t A) 
e cosl via. Si verifica subito che è 

(unit uni+,) < (~+0)0'(x, 0 )  

sicché la serie Z(vni, v,,,,) è coiivergeiite. Ne segue che la successioiie vWi sod- 
clisfa alla condizione di CAUCHY e tende quiiidi a. un elenlento m, per il quale 
si ha  

Oa c+0  
(3, z) o)C (x7 A)(c + 0 )  Z O f  = (q A) = Ktm, A) 

- O 

(x, A) = lim (v,~, A )  = 0. 

Poiché A B chiuso, X appartieiie ad A ; ed è con ci6 provnto I'asserto. 
Si coiisideri ora il gruppo 6 di elemeiiti di A che cou l'assegiiatn costru- 

zioiie corrispoiidoiio ai vi e che soiio quiiidi tali clie 
- 

(vi, ni) < Khi, A). 
Dico che essi sono deiisi iii A. Iiifatti preso u i i  puiito y iri A e uii E > O 

E E 
esiste uii v,. tale che (y, v,.) < -- e quiiidi (v,., A) < --- . sarli. allora 

l + K  1 -1-K' 

- - E EK 
(Y ,  vr) < ( y ,  v,.) + ( U V ,  v,.) < (y, v,-) +?K(v,., A )  < -- + -- = E l t - K  l - t - K  

e i l  teorema 8 cosi diinostrato. 
Il teorema vale iiatiiraliiieiite anche pei. un aggregato chiuso di uiio spttzio 

noii coinpleto quaiido si nccetti per esso una base formata eventualmeiite 
niiclie coi1 eleinenti i i i  tegraii ti i~veii ti distaiizn iiull~. daIl' aggregnto. 

Notiamo il cnso particolare iiotevole : le v n ~ i e t à  linen?-i d i  uno spnzio 
linea?*e completo sepal-abile sono puve spnzi 1inea1.i co~ilpleti sepnlwbili. 

19. Se S è uiio spnzio liiienre, dotnto di iperpiaiii ossin di f. ri. c., si 
pu6 iinmngiiiarc iiii altro spazio liiieare Z i cui eleineiiti S A  siaiio i i i  corri- 
spoiideiiza biuriivoca coii le f. a.. c. A(x) di S e pei. i qunli siaiio poste le 
defiiiizioiii 

S A  + SB = S A + B ,  A S A  = S X A  
m o d h = N o r A ;  
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l'ultiina A giustificata da1 fatto che sono soddisfatte per la norma le proprieth 
richieste per il modiilo iii 11110 spnzio liiieare (11." 6). Un tale spazio, che 
esiste sempre giacchè è per 10 iiieiio lecito assumere corne suoi elerneriti gli 
operatori A stessi, pub dirsi dunle O gvcipvoco del dato; e direino anche 
clunle rnetjsico quaiido vi possa essere equivoco con un duale topologico che 
coiisiderererno piu avaiiti. 

Lo spnzio Z é sempq-e coînplelo. Se infatti gli eleriieiiti C A C  soddisfano alla 
coiidizione di convergeiiza di CAUCHY, cib significa che per ogni E >  O si pub 
trovare 1111 indice i l  in modo che per 1 ;  s > ?A sia 

Nor (A,. - A,)  < E ; 
sarb allora, per ogiii x : 

e le quantità A,.(tr;) teiideraiiiio per Y- oo a un limite B(x). E sara evideii- 
temeii te 

B(x + y) = B(x) + B( y). 

Iiioltre si avrh per 1 .  abbastaiizn grande e per ogni x : 

1 B(x) -- A,.(%) 1 < E mod x 

1 B(x) 1 < (Nor A,  + E) mod x 

sicch6 B(x) sarà uiia f. a. c.; ed avendosi anche, setnpre per 1. abbastaiiza 
grande : 

Nor (B - A,) < a cioè mod ( S B  - SA,) < E 

si vede che SB é il limite della successiorie S A , .  
Lo spazio Z pub iioii essere separabile, anche se tale è S ;  di cib si ve- 

drniiiio alcuiii esempi iiei capitoli seguenti. 
I i i  Z esistoiio certainente f. a. c.; ed infatti il valore A(%,) di uiia f. a. c. 

di S i i i  uii punto determinato, considerato coii~e funzione de11'opera.tore A, O 

del corrisponderite elemento C A ,  poneiido cioé 

è uiia f. a. c. iii 2.  Si ha infatti : 

doiide anche Nor cz r; nlod a,. 
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Si pub niizi vedere che alineiio se  S è sepambile, si h a  precisnmeiite: 

Nor a = rnod s,; 

si vedrà iiifittti (11." 36) clle in tale ipotesi esiste senipre i~ i ia  f. a.  c. B ( x )  tale clie 

Nor B = 1, B(xo) = mod a, 

e per  essn si h a  precisameiite 

a(tB)  = B(ZJ = mod X, = nlod SB mod x,. 

Noii pub a.ffermarsi che le f. a. c. in Z siano soltanto qiielle della forma A(x,); 
troveremo niizi un esenipio i i i  cui è ver0 l'opposto. Non vi è dunqiie i n  geiie- 
rnle perfetta reciprocitk t ra  i due spazi ;  perche ciO sia occorroiio due con- 
dizioiii : 

a) Le f. a. c. in 2 abbia i~o  tutte In forin:& A(x,). 

b) EEYista i i i  S uiia f. a. C. A($) tale clle è vicino quniito si 
mod A 

vuole a mod x,. 
Qiiniido la condizioiie a) iioii è soddisfntta potrebbe darsi che essa 10 

diveiiisse coi1 uii coiiveiiieiite arnplianieiito di S;  la, questioiie iiierita, ci seinbra., 
di essere studiata, almerio iii qualche c8so particolwe. 

IV. Alcuni esempi di spazi linesri metrici. 

20. L'esempio piii semplice di spazio liiienre è dnto d a  uiio spazio S 
a, base finita u, ,  zc,, ..., u,, . Lo spazio si riduce al lori^ :dl' aggregato delle 
combiiinzioiii linenri degli u ; poiché questo è chiiiso, conie si è visto a1 il." 2. 
Si h a  ci06 uiio spazio affilie ordiiiario a v < I L  diinensioiii, clie pu6 avere  corne 
niodello uiio spazio euclideo a v diiiieiisioiii. Siipposti~ lii base ridotta agli ele- 
menti 1iiie:irmeiite iiidipeiideiiti, i i i  questo niodello ti.ll'eleniento x = l x i u i  
col'rispo~ide il puiito (x,, a2,..., x,). Considerniido al10ri~ ln sfera ordiiiaria 
Z xie = 1, su di essa l a  fuiizioiie iiiod Z x, 1 4 ,  è conliiiua, perche 

e vi A sempre positiva; onde vi ha  i i i i  inassirno M e iiii iniiiimo n,, ainbedoe 
positivi. PerciO, per xi arbitrari (iioii tutti- iiulli) si lia 

Z x<u< 
112 < inod - I M  

VL xiz 
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Onde il j.appo190 dei  moduli, e quilzdi delle distalue con-ispondmti  
nella rrlet~.icn dello spazio S e nella meh-ica euclidea non esce da due con- 
fini positivi. Ne segue subito che le  proprieta di limite, coiitinuit8, ecc., valide 
in una metrica valgoiio iiell'altra, cioé che tutti gli spazi vettoriali a v dimeii- 
sioiii sono topologiçame~zte identici. 

Ne risulta che le varietà, liiieari di S sono le varieth liiieari dello spazio 
euclideo (x, x, ... x,,) e i i i  parcicolare le f. a. c. haniio la  forma La,xi. Ci6 
del resto e r a  giA prevedibile perché se A($) è f. a. c. e x = L x, ui sark 
A(x) = X  A(ui)x,  ; rimaiieva solo d a  assicurare la coiitiiiuitii iii S di ogiii fun- 
zioiie linenre degli x, (30). 

21. Gli splzzi precedeiiti appartengono alla categoria degli spazi defiiiibili 
per mezzo di successioiii fii-iite O iiifii-iite di iiuineri reali (coordinate) in inodo 
che la somma di due elemeiiti e il prodotto di un eleinento per un numero 
reale si effettuiiio faceiido queste operazioni sulle coordinate dei singoli posti (31). 

In essi in geiierale le  coordiiiate non sono numeri reali arbitrari nia soddisfano 
a determinate condizioiii che in terveiigono di soli to iiella definizione del modulo. 

Il caso di coordinate in riumero fiiiito è 'stato esaurito ne1 II." precedente; 
diaino qui alcuiii esempi di spazi con infiiiite coordinate, 

a) Le coordiimte x,, x,,. ., x ,,,... dell'eleinento x siano soggette a h  
condizioiie che L 1 xi jP converga, esseiido p 2 1 ; e si poiiga 

L a  proprieta foiidaineiita,le del modulo è soddisfatta iii base lz uiia riota 
diseguaglianza di MINKOWSKI. 

Questo spnzio, che indicheremo con Np, é sepnrabile; formario iiifatti uiin 
base gli elemeiiti ici= (O, O ,..., 0, 1, 0, O ,...) dove 1' unit& coinparisce a1 posto i, 

(3O) Poiche la sfera unitaria di S b rappresentata nello spazio eu-lideo da un corpo 
convesso limitaho, simmetrico rispetto all'oiigine, le metiiche qui considerate coincidono 
evidentemente con le cosi dette geomet.>-ie di Minkowski; v.  di esse una elegante applicazione, 
nello stesso nostro ordine di idee, in HAAR A., Die Minkon<skisehe Geometrie und die An- 
naheruag der stetigen F'unlctionen. (K Math. Ann. D ,  78. 1918, pag. 294-311), 

(Y i )  Alcuni limitano a questi spazi la qualifica di lineavi; essi possono in ~-ealtà iientrare 
tra gli spazi funzionali, il campo di definizione essendo la successione 1, 2, .. , a ... . HAUSDORFF 
(loc. cit. nota (ta), pag. 95) estende la qualifica agli spazi funzionali definiti in un aggregato 
qualunque. 
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giacchè si ha : 
12 00 

X: = lim (x, , a2 ,..., x,~ ,  O, 0, 0 ,...) = lim L q u i  = B xi ui .  

Fer una f. a. c. A($) iii 3, si deve avere 

dove la serie deve risultare coiivergeiite. Distiiiguiaino allora i due casi p >  1, 
p = l .  

a) Sia p > 1. Da un teoreina di LANDAU (32), facile coiisegueriza di uiia 
seconda disegungliiinza di MINKOWSKI, segue che coiidizioiie necessaiin e suffi- 

P cieiite per la detta convergeirza è che coiiverga la serie Z 1 a ,  19 dove q - --- 
P - 1  

(ossia -t-+ = 1 . Tale coiidiaioiie b anche sufficieiite per la coiitinuitk della 

funzione ndditiva Z a i S i  perche d d l a  medesima diseguagliaiizn si ha pure 

I Z n , x , I < h i n o d x ,  k=\ZIaiIqjllq. 

Si ha  (1. c.) anzi i'eguagliaiiaa per gli eleinenti della forma 

cib che prova niizitutto che è 

Nor A = h = { L 1 a ,  Iq \11q 

segue anche che su ogui iperpiano vi é u n  punto e uno  solo che h a  dal- 
l'oî-igine la d is tanza  min ima .  Se iiifittti si ha i'iperpiaiio TC di equazione 
A(x) = c, per uii ta1 puiito z deve aversi (II." 6) 

I A W  l mod z = (O, X )  = ---- 
Nor A 

cioé i A@)] = inod zNor  A, e ci6 richiede che sin z -- ly, dove h si determi. 
lier8 i i i  modo uiiico mediante la coiidizioiie A ( z )  = c. 

La cosa si pub invertire : dato zcn punto z=I=0 vi é zcno e ufz solo ipelv- 
piano TC passante pela z e distante dnZlYo?-igine quanto n e  dista z. Scrivendo 
opportuiiameiite l'equazioiie dell'iperpiitno, tra i coefficienti a,  di essa e le 
coordiiinte z, 'di z dovraniio aver luogo le relazioiii 

1 - 
Z, = 1 ai Ip-l sgli ai 

( 3 9  LANDAU E., Ueber einen Kotzvergenzsatz ( a  Gijtt. Nachrichten S, 1907, S. 25-27). 
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facilmente risolubili rispettn alle n, perché sgii z, = sgii ni e 

onde 

Queste proprietà, che reiidoiio la geoineti-ia di N' per p > 1 assai aiia- 
loga. a quella euclidea, possoiio espriinersi anche iielli-t fortna: pev. le sfeî-e 

di  Np, i n  ogni punto di conto~wo ui è uno e un solo ipejyiano ?.adente, e 
ogni iperpiano radente ha uno e un solo punto di rndenzn. 

Dai cnlcoli precedenti risulta anche associtita ad uiia giacitura, cioè ad 
1111 fascio di iperpiaiii paralleli A(%) = cost., iinn direzioiie, che è quella delle 
distaiiae dei punti dello sprzzio dagli iperpiani del fascio. Tale corrispondenza, 
aiialogn alla ordiliaria ortogo~ialith, maiica perb di uiia delle proprieth di 
questa : se uiia direzioiie appartiene alla giaciturn coiiiugata a11' altra, questa 
non appartiene in geiierale alla giacitura coiiiugatn alla. prima. La relslzioiie 
tra le due direzioiii ha iiifatti la forma aiialitica 

Essa 6 '  sinlmetricn solo per p = 2, cioè per il iiotissiino spazio hilber- 
tiano (33). 

Da cib che si é visto risulta anche ahe ad ogni f. a. c. A($) = L a i s ,  
di Np corrisponde un puiito S A =  (nia, ... a,  ...) di 1111 N, e si ha precisamente 

Nor A = mod SA. 

Viceversa, alla f. a. C. di Ng corrispoiidoiio gli elemeuti di Np, con i'ana- 
loga relaaione. Gli spazi N p ,  N,  sono ci06 mutualinente diiali (n." 19) e la reci- 
procits é perfetta. Per p =2 è q = 2, cioè Nz 15 duale di s6 stesso; cib sotto- 
liiiea la particolare semplicith dello spazio hilbertiaiio. 

22. P) Sia ora p = 1, ossia E 1 xi ( convergente e mod x = L 1 xi 1. Si otlieiie 
10 spazio che FRÉCHET chiama' delle serie assolutnnzente conve)yenli e iiidica 
con A (34). 

Qui ln coiivergeiizn di Bîl,x, richiede che le a i  siaiio limitate iii niodulo (35); 

("3) Cfr. nota (16) e anche a E. A. *, pag. 83. 
(3" * E. A. a, pag. 86. 
(35) Cfr. HADAMARD, Deux théorèmes d'Abel sur la convevgeme des sdvies ( s  Acta Math. P ,  

27, 1903, pag. 178). 

Asnali di Matematiea, Serio IV, Tomo X. 
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ci0 risiilta del resto anche dalla coiidizione di coiitiiiuith, secondo cui 

1 A(u,) 1 < Nor A mod ui = Nor A 

cioè In i l  <Nor A. Effettivainente, se  le ni sono liinitate in modulo, coiiver- 
gendo L 1 xi  1 ,  converge anche 2 n i X i ,  e si ha  

IEaixi(  < lim siip Inil . B  (x i ( .  

Si ha  anzi facilmente 

Nor A = lin1 sup 1 a, 1 
per qiianto iioii si possa seinpre trovare un elemeiito y pcr cui si abbia pre- 
cisameii te 

A(y) = Nor A mod y. 

Qui duiique le distanze di an  piiiito da un iperpiano iioii ammettoiio in 
geiiesale un initiimo, cioè le sfere posseggoiio iperpiani con rrideiiz;~ virtriale. 
Esiste perb in ogiii purito di uiia sfera almeiio un piaiio radente; se infatti 
è z +O e sono zi le  coordinate di z, e si pone 

1' iperpiaiio A(%) = B(z) passa per z e 111 sua distanza dall' origine e A(a) -= 
= L 1 z, 1 = nîod z. Si potsebbe vedere che esso è 1' unjco iperpjaiio radeiite se 
gli zi sono tutti +O, iiîentre ilel caso opposto ve rie sono infiniti. 

Coine spazio duale di N, si preseiltn 10 spaeib delle siiccessioiii liinitate 
in modulo, iiidicato da FRECHET coi1 7), (36). ESSO B un primo esernpio di spazio 
iioii separabile, conîe ha  diinostrato FRECHET iii due modi. Noi possiamo q u i  
dedurlo da1 cri terio del 11." 17 : consideraiido 1' aggregato dagli elemeiiti le cui 
coordinate valgono O O 1, la distanza di due distiiiti di essi e 1, e d'altra paste 
.i'aggregato stesso ha l a  poteiiea del continuo. 

Questo aggregato è per D, uiia base; se infatti la coordinnta generica xi 
si scrive iii scrittura diadica 

si ha facilmente : 

dove gli elemeiiti che conîpariscoiio iiel secoiido men~bro appartengono ap- 
pnnto all' aggregato. 

- - 

(36) E. A. a, pag. 97. 
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Sono f. a. c. i n  D, le espressioiii Za,x , ,  dove Z lai 1 coiiverge (11: 19) ; 
non seinbra facile decidere se vi siano, oltre queste, altre f. a. c.. 

23. b) È interessante anche il cnso in cui si ammetta solo la convergenza 
della serie Z xi e si ponga 

lnod x = lim SUP 1 si 1 ,  si = X, + x, f ... + ai. 

Si ottiene 10 spazio S detto da FRECHET (37) delle sevie co?zve?-genti; esso 
é separabile, con gli stessi eleineiiti base ui gi8 coiisiderati per gli N, e si 
ha ancora 

x=2x,ui .  

Ne segue per le f. a. c. la forma 

le coiidizioiii per le ai si ricavrtno subito da un teorema di HADAMARD ("), 

(che coiilpleta un iioto teorelna di ABEL), secondo il quale, per la corivergeiizn 
di Z a, xi, per ogni Z zi convergente, deve essere Z 1 a,  - a,,, 1 coiivergeiite. Ci6 
potrebbe espriinersi diceiido che la successione delle ai deve essere a varia- 
aione Einzilata; condizioiie che equivale a quella di essere differeiiza di due 
successioni non decresceiiti limitate, e implica, in particolare, l'esisteiiza di 
liin a, . 

Questa coudizione porta anche la continuit8 della funzione addittiva Z a i x i ,  
potendosi scrivere : . 

= lin1 [(a, -a$, + (a,  -a$, + ... + (a ,,-, - a&, +. a,,s,,] 
N I 0 0  

E si ha  precisamente 
9%-1 

Nor A = lim sup { Z 1 ai - a,+, 1 + 1 a,, 1 1  
1 

corne pub vedersi poneiido a,,,, =a,,,,= ... = O  e sceglieiido opportuiia- 
meute s,, s ,,..., s,, . 

( 3 7  e E. A. o, pag. 84. 
(38) HADAMARD, loc. cit., pag. 179. 
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Le condizioiii soiio qui niialoghe a quelle di N , :  rion valeiido i i i  geiie- 
rale per alcun elemento y la 

A(y) = Nor A mod y, 

le  sfere possoiio avere  iperpiaiii con radeiiza virtuale; vi è perb i i i  ogni 
pullto u" = (zi, xP, ..., z,, ,-.) 1111 iperpiano radeiite. Formate iiifatti le soinine 
parziali delle zi se tra queste ve ne e uiia s, inassima iii vnlore a.ssoluto, 
si pongn 

A(%) = xi t x2 t ... + s,. 
altrimen ti 

B ( x ) = x , + x z +  ...+ x,,+ ...; 

si ha A(@ = mod z, Nor A = 1, donde ln coiiclusioiie acceniiata. 
Si pub facilinente trasformare S iiello spazio 8' delle szcccessio7~i conver- 

genti ,  e considerare i dunli di ambedue gli spazi, ma su ci6 non insisteremo. 

24. c) Da ciascuno degli spazi precedeiiti si pu0 dedurie un ali.ro spazio, 
clie potrebbe dirsi gsidotto, corisidei'aiido del primo solo qiiegli elemciiti in cui 
da  un cei te  punto iii poi gli x sono iiulli. Ne1 cnso degli spazi N, e S si 
otteiigoiio cosi aggregnti ovuiique deiisi iiegli spazi oi'igiiiari, e qiiiiidi iion 
chiusi ; e percib spazi no15 coulpleti. E gli spazi originnri soiio i miiiiini spazi 
coinpleti che li contengono. 

L e  f. a.  C. negli spazi ridotti si possono evideiiteineiite prolungare negli 
spnzi da cui essi derivano, e sono quincli note. 

Tutto ci6 non vnle per 10 spazio D,; il suo ridotto lion è denso in D,, 
ma iii uiia SUA v:i.rietA liiieai'e, cioè quella delle siiccessioni coiivergeiiti a 
zero (d ie  e anche varietit lineare del10 spnzio S' considerato in b))  ; ed é 
qiiesto perci6 il iniiiiiiio spazio completo che 10 contiene. 

II) Gli spazi ND, S', .Dm e in geiiernle tutti gli spazi defiiiiti da  coordi- 
iiate, nei qunli il inodulo è fuiizioiie siminetrica di esse, aminettono un gruppo 
di 9.otazioni: le  trasformnzioni defiiiite da. iiiin quduiique permutaxioiie delle 
coordinnte. Non è possibile distinguere queste trnsforinazioni iii n t o v i n z e ~ ~ t i  e 
pseutlonzot~i)~tenli, alnieiio secoiido il critei'io ordinario, poicliè, come h a  osser- 
vato VITALI (39), la  distilizioiie delle sostituzioiii i i i  due classi secoitdo qiiesto 
criterio iion h a  piii liiogo iiel cnso di intiiiiti elemeiiti. . 

Ben iiiteso, non e es cl us:^ l'esisteiizn di altre specie di rotnzioiii; per esempio 

(39)  VITALI G., Sostitzlzioni sopva un'infinitri nuvwrabile di elementi ( x  Boll. Mathesis 2 ,  

1915, pag. 2931). 
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iiello spazio hilbertiniio xp si definiscoiio rotnzioni, e a m i  le piu geiierali, consi- 
deiaido un sistema v, di eleiiieiiti uiiitari a due a due ortogoiiali, tnli (ln co- 
stituire uiiii. base, e faceiido corrispoiidere d l '  elenlento (x,, x ,,... s,, ,...) = Z x, u, 
1' elemeiito L x, v ,  di cui si diinostra fiicilmeiite 1' esisteiiza. Se i u, iioii costitui- 
scoiio uiia base, In corrispoiidei~za lion è invertibile, e pub dirsi secoiido la 
iioineiiclatura di PINCHERLE, rotaziorie degene?-e di la specie. 

V. Altri esempi : spazi funzionali. 

25. Piii importaiiti degli esempi precedenti di spazi liiieari sono quelli 
foriiiti da vesi e proprii spaxi funzio~iali, ove cioé gli elementi sono funzioni 
iiumeriche di i i i i  punto P variabile iii i i i i  doiniiiio o (più geiieralmeiite in titi 

aggregato) di uii S, euclideo; i n  particolare fuiizioiii di uiia variabile t iii 1111 

iii tervallo. 
Ln somina e il prodotto per lin iiumero renle hnnno sempse, corne si com- 

preiide, il sigiiificato usunle. Nriiilerosissimi sono i casi degni di nota per qiralche 
rigiiardo; iioi ci liinitiaino qui agli esempi più cnriitteristici. 

n) Tutte le fuiizioiii liinitate x(P), defiiiite in a, coii la posizioiie 

mod x = lin1 sup 1 z ( P )  1 
formaiio uiio spazio liiienre 3-' noir separabile; iiifiitti la fiinzioiie xQ(P) iiiilla 
i i i  tiitto a salvo ne1 piiiito Q, ove vale 1, descrive al variare di Q uii nggre- 
gato che ha la poteiiza del coiitiiiiio e tale che la distaiiza di due suoi ele- 
ineiiti 15 sempre 1.  

b) Le fuiizioni sommabili ne1 doininio liinitato o, tnli ehe la poteriza. di 
esponente p 2 1 del loro valore nssoluto è pure sominabile i i i  O, coi1 la  coii- 
veiizioiie che x= y sigiiifica che é $ ( P ) =  y(P) quasi ovunque in 5, e coi1 ln 
posizioiie 

costituiscoiio uiio spazio L,, che é tra i pih iinportniiti. csso é sepnrabile; 
cib potrebbe ric:~varsi, dineiio per le fiiiizioiii di uns variabile, indirett:meiite 
ddle  ricerche di F. RIESZ (40) O dngli sviluppi i i i  serie di fiiiizioiii ortogoiiali 
cli HAAR (") O anche d ~ l l i ~  teoria della serie di Fou i r i~ i i ;  uiia dimostrazioiie 
disetta ed eleiileiititre è la seguente: 

(*O) La Memoria (Me) è dedicata integralmente a questo spazio, per p > 1. 
(") HAAR A., O~thogonale Funktione~asysteme, Cap.  III (u. Jlatli. Annalen r ,  B. 69, 1910). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 G. ASCOLI: Sugli spaxi Zirteari. metrici e le loro aurieth limeari 
- - - - - 

Sin. priinn o un intervallo, che senza restriiigere la generalith potremo 
supporre sia 0'-'1, e si ponga: 

Y-' 1- + 1 
u 1 ( ) = 1  in - - u,;"'(t) = O ilel compleinentare. 

72 n ' 

Se nllora x è uii elemento di L,, ln fuilzione 

vale per ogni t 11ell'intervallo : 

[nt]+l - 

s,, (4) = 12 X ( T ) ~ T  = S 1 
@l - 
n 12 

ove si poiigst 
t 

Ora ~ I I  geiieritle in ogiii pulito ove è Xf(t)=x(t), cioè quasi ovullqile, si ha 

X ( t  + h) - X ( t  - k )  
lim = ~ ( t )  

h - + O  h t k  
k j + O  

e quindi i i i  particolare : 
lim s,( t)  = x(t). 

Sia ora x(t)  limitntn : ( x(t) 1 < P l ;  segue subito 

sicchè per ogiii p 2 1 (rtilzi p > O )  I R  fuiizio~ie lx(/)- s,(t) (* tende a. zero qutisi 
ovuiique riinanendo inferiore R unn qi~ttiititSL finita. Per il teoreina di ABZELÀ- 
LEBESGUE si ha percib : 

1 

lim 1 x ( l )  - s,(t) (P d t  -- O 
n-ca S 

O 
cioè 

lim (x, s,,) = O  in L,. 
n-03 
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E poiché s,, é combiiiazioiie liiieare delle u,.'") il teorema per questo caso 
è d i m o ~  trato. 

Se m(t) non è limitata, si dica i, l'aggregato dei puiiti in cui é 1 x(t)l > n t ,  
e si poiiga 

x , )  = O in , ~ , , , ( t )  = x(t) ne1 complementare. 

che teiide a zero con l /m poiché Ix(l)lP é soirirnabile. Preso un E > O esiste 
duiique un x, tale che (x, x,,) < 4 2 .  

D' altra parte x,(t), che é limitata, é approssimabile mediaiite combiiiazioiii 
lineari delle u,.'"', cioé esiste uiin siffatta combiiiazioiie y tale che (xi, y) < e/2. 
E si ha allora (x, y) < E, cib che coiupleta la diinostrazioiie. 

Ne1 caso di piii variabili si deye prima considerare 1111 domiiiio R rettaii- 
golare, per il quale il procedimento 8 quasi ideutico: basta dividere I'iiiter- 
vallo di ogni vnriabile in ?b parti uguali, con che R viene diviso in domiiii 
parziali, e definire in questi fuiizioiii u~~,,..,~ analoghe alle u , (~ )  prima con- 
siderate. Al teorema X'(t)= ~ ( t )  dovrk sostituirsi qui il noto teorema pii2 
generale sulla derivata di una funzione additiva d'intervallo. 

Qutriido poi o sia uii qualunque dominio limitato, 10 si chiuderh in un do- 
miiiio rettangolare R, ne1 quale si prolungher8 la fuilzione x (P)  ponendola 
eguale a zero in R - o; e ci si ricoiidurrh cos1 al caso precedente. 

26. Le f. a. c. in L,, che coiiverrh qui chiainare con il ilorne usuale di 
funzio~ztrli linenri (coiitinui) sono stati studiati prima per p z 2  da FRECHE~, 
poi per p > 1 da RIESZ ('e), che ha assegiiato loro la forma: 

dove cp(P) é una funzione di L , = L, (della stessa classe per p = 2). E si ha 
,=i 

Nor A = mod Q (in L,). 

Sicché., corne per N p ,  Io spazio duale di uii L, é uii L, e la diialitk e 
perfetta. 
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L'evidente niinlogin tra L, e Np per p > 1 si estende alle proprietà delle 
sfere e dei loro iperpiaiii radenti ;  anche in Np ogni sfera h a  in uii suo punto 
un iperpiniio radente, e uiio solo ; ogni iperpiaiio radente h a  un piinto di con- 
tatto e uiio solo. La verifica, sulla base della diseguaglianza data dit RIESZ 
come esteiisioiie di quella di MINKOWSKI, nori offre difficoltà. Se ne desuine 
aiicora una relazioiie che ha qualche aiialogia coi] 1'ortogoiialitA m a  che non 
è reciproca che per p = 2, caso i~otissimo. 

Notiaino qui incidentalmeiite che dalla separabilith di L, segue iina imine- 
diata diinostrazioiie del teoreinn di SCHMIDT secoiido cui un. sistema di elemeiiti 
di L, a due a due ortogoiis~li è fiiiito O numerabile. Tale sistema pub iiifatti 
ridursi a l  modulo 1 (sistenia uo?-nznie) e ~ l l o r a  due elemeiiti haiiiio dist,ailza 
costaiite = y2 oiide, per  i l  r 1 . O  1'7, esso e finito O riuiiierrtbile, 

27. Occiipa un 
è richiesta soltanto 

I n  questo spazio 
variabile, è, secoiido 

posto a parte il cas0 p = 1 per il quale ci06 per l a  x(P) 
l a  sommabilith, e si polie 

mod 30 =J 1 x(P) ( c h ( 1 ~ .  
a 

L, = L la fouina dei fuiizionali lineari, ne1 cas0 di una 
uii  teorenla di STEINHAUS v3), l a  seguente 

clove y(t) b sommabile lie1 dato intervallo n '  - ' b  e liiilit~ta., O alriieiio quasi 
liwitata cioe eqiiivizleiite a uiia fuiizioiie limitata. Noii sappin.mo se  la. formula 
sia stata estesa ;il caso gerierrtle, mit la sua validith nori pare dabbia, 1x6 
1' esteiisioiie dificile. 

Ainmetteiido per  ogni caso la formula 

coii y(P) limitata O quasi liinitatrt, si ricoiiosce che l a  iiorina di A coiilcide coi1 
il iiuinero M che pub chiamarsi liiiîite superiore efettivo di rp(P); cioe limite 
siiperiore qriaiido si trnsciirino gli :iggregati d i  inisiira iiulla. Si h a  iiifatti 

(43) STEINHAUS H,, Addi t ive  ulzd stetige Funktionaloperationen ( a  Math. Zeitschrift D, 
5, 1919, pag. 186-221). 
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intanto . 

1 A(%) 1 < M 1 x(P) 1 do(P) = M mod x. S 
In secondo luogo, preso un E ) O, si avr& 1 cp(P)  1 > M -  E in un aggregato I 

1 
di misura p non nulla ; posto allora x(P)  = - . sgn Y(P) in I, x(P) = O ne1 

P 
complemen tare, si av rà  

Segue A(x) > (M- E) mod x, e quiiidi l a  tesi. 
Aiiclie in  L le sfere haniio iii ogni loro puiito di coiitorno iperpiano ra- 

dente;  cos1 alla sfera niod x = mod y è radente ne1 punto y l'iperpiano 

A(x) = x(P) sgn y(P)do(P) = mod y S 
giacché è Nor '4 = 1, A(y) = mod y. Ma iion vale iti generale l 'inverso ; si 
pub vedere infatti che per un iperpiano gerierico A(xj  =Nor  A radente alla 
sfera niod LE = 1 esiste purito di contatto soltanto se la  corrispoiidente cp(P) 
ha  quasi ovunque valore assoluto costaiite; e vi sono allora infiniti punti di 
contatto. 

Lo spazio duale di L è evidentemente 10 spazio delle funzioiii sominabili 
e quasi limitate in o, con l a  posizione 

mod x = lim sup eff 1 x(P) 1 in o. 

Tale spazio non é separabile; sia infatti P= ( t , t ,  ... t ,)  e a, b i l  massiino e il 
miiiiiiio di t , .  Posto allora, per ogni X in a'-'b: 

si ha  uii aggregato di  elernenti xl aveiite la potenza del coiitinuo e tale che 
la dista.nza di due qualunque di essi é 1. Di qui (n." 17)  segue l'asserto. 

28. Tutti gli spazi L, ammettoiio movimenti almeno rie1 caso di una va- 
iiabile; basta iiifatti i i i  questo citso dividere l'intervallo di defiiiizione in un 
iiumero .fiiiito di iiitervalli parziali e permatare qiiesti in un modo qiialsiasi, 

Annali d i  Matematica, Serie lV, Tomo X. 10 
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i~nmagiriando che ciascuno di essi porti con se i salori di ogni funzione di i,, 
i n  esso definita. Si ottiene una trasformazione biunivoca che é liileare e con- 
serva i moduli; essa conserva quindi le distanze, cioè è un  movin~ento. 

1 inovimenti di ï,, corrispoiidono a qiielli del10 spazio hilbertiano, a cili L2 é 
astrattnmeiite ideritico, e quindi si ha per essi un' espressione generale (11." 24, d). 
F ra  questi sono notevoli quelli studiati receiitemerite da1 sig. DELSARTE (44), e 
che si possono esprimere con formule del tipo FREDHOLM: 

29. Si  piid notnre 111 TJ, una interessante varietk liiieare. Diciiimo che uiia 
fuiiziolie di L, e n~~n~oîzica se è equivalente ad una fuiizione arinonica (e quiildi 
contiiiiia) in ogni puiito iiiterno a o. Le fuiizioni arinoniche di L, costituissoiio 
un aggregato chiuso ; infatti se uiia suocessione x,,(P) di fuiizioiii armoiiiche 
converge in media di ordiiie p 2 1 verso uim furizione ~ ( 1 ' )  di Lp,  la conver- 
genza è iiniforme ( 4 5 )  i n  ogni doniinio interno a 5, aicchè la x(P), per teoremi 
noti, B pure armonica entro ogni tale domiiiio, e quindi entro o. E poichè la 
linearit& deli'aggregato è evidente, si ha appunto una varieth 1iiieai.e. 

Considei.rtta in se, questa varieta A uno spazio liiieare L,(a) e poichè L,, 

(44) DELSARTE J ,  Les rotations fonctionnelles (« Ann. Fac. Sc. Toulouse D, S. 3, t. XIX, 
1927, pag. 47-127) e anche: Mémoire sur  les groupes finis de rotations fonctionnelles ( n  Rend, 
Circ. Mat. Palermo ., LIII, 1929, pag. 135.216). S i  avverta che i n  questi lavori i l  nome di 
rotazione vien dato solo ai movimenti della forma citata, senza ulteriori avvertenze. 

(*j) Crediamo che per  p = 2 la proprietà sia d a  attribuirsi a ~ A R E M B A  ( u :  Ann, Soc. Pol. D, 
1908). Una-dimostrazione molto semplice è la seguente. Sia O' u n  dominio interno a a, e la 
distanza dei  due contorni superiore al numero positivo R. S e  P é un punto d i  o', w l a  sfera 
di centro P e raggio R, p l a  suil misura, si ha per ogni funzione armonica z(P) sommabile i n  o 

e qiiindi, quand0 si tmit i  di 1 , ma. z 1 i n  O' 5 ! mod x. Ne segue, per nna suceessione un(%), 
P 

e di qui il teorema, per 1,. P e r  p > 1 mediante la diseguaglianza di MINKOWSKI-RIESZ ap- 
plicata al prodotto x(Q) . 1 si trova . 

1 c1 
m a x I x I  in  0 ' 5 - a  p m o d x  

P 

e s i  procede analogamente. 
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per il teoreina di FISCHER-RIESZ geiieralizzato ( 4 6 )  é completo, segue subito che 
anche L,(a) é completo. E da1 teorema del ii." 18 segue allora che esso é aiiche 
separabile. Quest'ultimo risultato, cioè l'esistenzn di  una base ~iumeî-abile peg* 
le fzmzio~zi ari~toniche di  .&, ci seinbra notevole perché noil si vede modo di 
otteiierlo per altra via. 

30. Un altro spitaio di iinportanza foiidamentale é sema dubbio quel10 C 
delle fuiizioni continue ne1 dominio liinitato a, con ln posizioiie: 

rnod x = max 1 x(P)I in o. 

E ben noto che esso é complet0 e separabile ; quest' ultimct proprieth, meiio 
evidente, si prova con mezzi elementarissimi ('7. 

Quaiito ai funzionali liiieari, essi sono espressi d d l a  formuln 

dove 9 è fuiizioiie additiva dei doiniiii rettarigolari di o, ed è a variazioiie 
limi tata. E si ha Nor A = var. tot. 8. 

I n  particolare se P 

dove y(P) è sommabile, 

è assolutaineii te coritiiiua, 

Q ( S )  =JY(p)do(p) 
6 

si ha piii semplicemen te : 

A(m) =S~(P)~( 'P)~~(P) ,  Nor A 
O 

Ne1 cnso di una variabile t, considerata nell' intervnllo a l ' b ,  si liniiiio 
le forinule di F. RIESZ : 

A(x) = x(t)dO(t], Nor A = var. tot. O([) JO 
ove O(t)  é a vnriazioiie limitata in a'-lb. 

(9 (Md, § 7. 
('7) E cioh assumendo come base una certa successione di fiinzioni lineari a tratti, come 

fanno DRECHET e RIESZ (Mi) ne1 caso di una rariabilc: per due rariabili si piiù iinitare 
il procedirnento ricoprendo il doiiiinio r~ di nna rete di triangoli n lati iiiilefiiiitainente de. 
crescenti, e analogamente iiel c ~ s o  geiierale. 

(tu) (IV,), III. 
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La stsuttura di C é assai diversa da quella euclidea e giova notarne al- 
cuiie particolarith : 

a) Le fuiizioiii di C iioii negative e quelle non positive costitiiiscono due 
corpi cotivessi 3 e X=-3. Essi soiio coiii, coi1 il vertice iiell'origine, perche 
se x appartiene a 8 O ad 92, anche lx con h>O, vi appartieiie. Evideiite- 
mente 3 è defiiiito da iniii $ 2 0 ,  92 da inax $ < O  ; ossia le corrispondeiiti 
fuiizioiii (LM) sono - liiiii x e I ~ X  m. 

p) 1 corpi 3,) %, che si otteiigoiio da 3 e con le t,raslazioiii che 
portano l'oiigiiie iiei piiiiti - 1, i- 1 rispettivameiite (furizioiii costaiiti di va- 
lori - l, i- l) corrispoiidoiio alle condizioiii iniii x > - l ,  rnax x s l ; la loro 
parte comuiie & defiiiita cla inax 1 x [ < 1, cioé 15 In sfera uiiitaria. 1 loro con- 
toriii si saldeiio iielln regioiie delle fuiizioiii d i e  varinno tra - 1 e + 1 rag- 
giuiigendo gli estreini. 

Poich& ogiii sfera di C deriva dalla sfesa uiiitaria per traslazioiii e omo- 
tetie, si pub dire che le sfere di C sono tutte iiitersexioiii di coiii: ln, coiigiuii- 
gente dei vertici di questi corii ha  una direzioiie fissa. 

y) h facile provnre che gli iperpiniii radeiiti a un corio passniio per il 
suo vertice ('9; in particolare gli iperpiaiii sadenti al coiio 8 (e quiiidi n X )  
avraniio uu' equnzioiie del tipo A($) = O, (love A(x)  è uii fuiizioiiale lineare tale 
da  assuinere valori positivi per ogiii x positiva (fuiizioiiale di tipo positiuo) (50).  

Si h i  un tale fuiizioiiale preiideiido ilelle formule precedenti la  Q(6) iioii iiega- 
tiva o l a  O(t)  iioii decresceiite. 

In ogiii punto del coiitoriio di 3 diverso da1 vertice vi è alineno un iper- 
piano radeiite; se infrttti y(P) I5 iioii negativa e si ariiiulla iiel punto Q di 0, 
il fuiiziouale x(Q) si aniiulla per cx;= y ed A positivo O iiullo per ogni fuiizioiie 
di 5. E se y(P) si aiinulla in due punti Q e R, saraiino raderiti tutti gli ipei-piaiii 

Non vale perb l'iiiverso; un iperpiano radente a 8 pub i-ioii avere oltre lJori- 
giiie altri puiiti di rndenza; tale é il caso dell'iperpiano 

giacche uiia fu~izioiie noil iiegativa non pu6 soddisfare n questa equnzione ove 

(49) Poiche se il vertice alTesse dall'ipei-piano distnnaa E > O, si potrebbe trovare su1 
cono un punto avente distanza < E) e la corrispondente generatrice taglierebbe l'iperpiano. 

( 5 0 )  Nelle ipotesi del testo, F. RIESZ [c Atti del Congresso Internazionale dei Matema- 
tici (Bologna, 1928), 1. III, pag. 1431 chiama A un'operazioiie positiva'. 
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iioii sia ideiiticaineiite iiulla. Si prova facilmente che  ci6 avviene qiiaiido la  
fuiizioiie additiva. Q(6) 15 iiiilla per qunlche pa.rte di O, O l a  O(I)  hn. tratti di 
iiivariabilith (5i). 

PiiO viceversa i i i i  iperpiaiio radeiite nvere 1111 puiito di radeiiza diverso 
dall'origiiie, quindi iiiia geiierntrice di r ~ d e n z a ,  O anche iiifiiiite, le quali for- 
inmo i i i  ogiii cnso uii ri.ggregato coiivesso. Cosi x(Q) = O é radeiite a 3, e 
soiio puiiti di radenza tutte le fuiizioni di (', iioii iiegiitive, c h e  .si aiiiiiillaiio 
i i i  Q. Sull'iperpiario esse formniio uii nggregato convesso che iioii npp:irtieiie 
a v;u'ietA liiieari iiiferiori perchè ogrii.pi1iit.o x deli'iperpiaiio apptwtiene a l  
piaiio dell'origiiie e dei puiiti coi'rispondeiit,i alle fiiiizioiii 

che soiio t re  puiiti dell'aggregnto. Noii si trntta tuttavia di  un corpo coiivesso 
(dell' iperpiaiio) perchè riessuii puii to vi é iii terrio (cfr. 11." 8, nota). 

6) Trasport;iiido queste osservazioiii ai  eoni 8,, %, e quiiidi alla sfera 
uiiitarin si vede clie a questa soiio radeiiti aiizitutto gli iperpiaiii 

A(%) = =t- Nor A 

dove A(%) é un fuiizioiiale di tipo positivo, coi1 alinerio i i i i  puiito di radenza, 
iiel puiito x(P) = 1 O x ( P )  = - 1. III ogiii puiito vi é almeiio uii iperpiiiiio 
rxdeiite di unn di queste due categorie. 

Se  A(x)  iion e funxioiiale di tipo determiiiato, 1'equazioiie precedeiite rnppre- 
senta. aiicora uii iperpiniio radente, ma esso pu6 ave re  uii puiito di radeiiza, 
oppur iio. Cosi il funzionale x(Q)  - x(R)  h a  Iiorma 2 e si h a  x(Q)-x(K)=S 
per  ogiii funzione ciie ha il massinio 1 iiel puiito Q, il miiiimo - 1 ne1 puiito II?. 
Iiivece i l  fuiizioiiale 

1 
A(%) = P ) ~ G ( P )  - X(Q) mis o 

pure di norilin 2, noii raggiunge mai questo valore per eleinenti unitari, corne 
è fiicile vedere. 

II risultato geiierale 8 qui il segueiite: l a  varinzioiie positiva della 8(6), 
coine la  iiegativa debboiio aiinulltirsi in uii doiniiiio parzitile; in particolare @ ( l )  

avere iiitervalli di  lion cresceiiza e di noii decresceiiza (5e) .  

( 5 ' )  Sia infatti A(x) = O  dove A è operazione positiva e x non B nnllo; se 8 B iin do- 
minio pareiale dove x ( P )  ha minimo positivo pl è A(x) z ~ Q ( 8 ) ;  quindi Q ( E )  = O. 

(3') Detti A', A" i funzionali (positivi) corriwpondenti alle variazioni positisa e ncgativa 
di 9, si ha A'(%) - Af'(x) = A(x), Nor A' + Nor A'' = Nor A. Scguc facilmente clie se 
1 A(x)  1 = max x Nor A sarà A1(x) = * niax x Nor A', Af'(x) = T m a x  x Nor A", e applicando 
il risultato della nota precedente si trova l'enunciato del testo. 
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e) Anche C ammette inovimeiiti, almeno iiel ceso di uiia variabile. Si 
operi infatti 1111 cairibiaineiito di varinbile t = a(t'), continu0 e invertibile, che 
muti l a  x( t)  il) una x[a(tl)] =X(tl), pure contiriua i i i  a'- 'b; la trasformnzione 
è 1ineai.e e coiiserva i inoduli, quiiidi le distanze. 

31. f) Ne1 considerare 10 spazio duale di C ci limitiamo per  semplicita a l  
caso di uiiil vitriabile t .  Ad ogni fiinzionale liiieare in C corrisponde una fun- 
zioiie a va.ria,zione limitata in a'-lb che  ilon é perb perfettamente determi- 
nnta. L a  si defiiiisce in modo uiiico fissando per es. che essa sia iiulla nel- 
l 'estremo a. e che  iiei punti iiiterni all'iritervallo sin regolare, ossia si abbia 

x ( t  + 0) + x( t  - 0) = 2x(t). 
Posto nllorti 

mod x = var. tot. tr: 

si ottieiie coine spazio duale di C uno spazio V non sepn?abile.  Ed  infatti, 
defiiiiti pei. n < h < b gli elementi 

essi f'ormano uii aggregato aveiite la potenza del coirtinuo e tale che la  di- 
stt~iizn di due elementi distiiiti A senlpre 2. 

Sono funzioiiali liiieari in V le espressioni 

dove y(t) è continua in al-'b (11." 19); ma si pu6 qui affermare che esistono 
altri funzionali linertri 11011 coinpresi in questn forma;  per  esempio 

Applicando iiifatti l'espressione integrale di A(%) alle an considerate poco 
fa si otterrebbe y(A) = O per ogni A+O,  e quiiidi anche per  h=O; onde A(x) 
identicamente iiullo. 

Si riconosce subito i l  legame di questo fatto con riiin importante questione, 
che è stata oggetto di studi importanti di LEBESGUE, JOUNG, RADON ed  altri (53): 

l a  esteiisioiie dell'integrale di STIELTJES :i, funzioni discontinue. I l  fuiizioiiale 
$(a t -  O) è infatli esprimibile coi1 r i i i  integrale di STIELTJES ove l a  y(t)  8 discoii- 

(j3) Cfr. LEBESGUE (H.), Leçons sut- l'intégratio~ et la vecherche cles fonctiota privzitiaes, 
2" ed. (Paris, ~~~~~~~~~~~~Villars, 19%3)! Cap. XI. 
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tiiiua, e. viceversa i n  tutti i casi in cui si è definito l'iiitegrale 

in modo da aver sigiiificato per tutte le fuiizioni a variazioiie liinitata, si ha 
una limitazione del tipo 

1 A(x) 1 < M var. tot. x 

che assicura la coiitinuitk di A(x) in r7. Come è iioto, il nîassimo cimpo i i i  

cui sinora si pub scegliert: la cp( t )  è quel10 delle funzioiii inisurabili B. 
Come si vede, si prospetta qui un modo di inipostare la questioiie circn 

l'esteiisione dell'iiitegrale di STIELTJES che è alquanto diverso da qiiello di 
LEBESOUE; e cioh corne rappresentazione dei funzioiiali lineari in V per mezzo 
di uria fuiixioiie ausiliaria, d i  cui la ricerca stessa dovrebbe deternîiiiare iinpli- 
citameiite il campo di variabilitk. Vero è che tale ricerca iioii si preseiita age- 
vole a causa della non separabilitk di V, din~ostrata piii sopra. 

g) Aiiche in C é interessante notare i'aggregato delle fuiizioiii nrnîo- 
niche eiitro 5 e, iiaturalineiite, coiitiiiue al coiitoriio. Esse forinniio, per teorenîi 
notissimi, uiia v:trietà liiieare, e qiiindi uiio spnz io  linenve Ca) completo, 
e i!ioltre, Fer il n." 18, separabile.  Quest' ultimn proprieth iioii é evideiite ; 
non sarebbe difficile provarltk per i domiiii per cui é risolubile il probleina 
di DIRICHLET, in:t non sapremmo indicare alcuiin via pei. uiia diinostrazioiie 
geneixle. 

32. h) Per dare uii eseinpio per il caso di doiniiii illiinitati, si coiisideriiio 
le fuiizioiii coiitiiiue e limitate iiell' iiitervtdlo - oo - + CO coi1 la posizione 

mod x = lim sup 1 x(l)  1 .  
Esse formano uno spazio liiieare completo, Cm, non sepnvabi ie;  quest'ul- 

tima proprieth si pu6 ricavare dall'esaine delle fuiizioiii : 

xi(,!) = sen At. 

Il loro aggregato ha la potenm del coiitiniio e due elenîenti di esso haiiiio 
distanza non minore di 1 (54). 

(54) Se infatti si considerano le funzioni sen xt, sen Pt con s( + p, e si determinano i 
valori della seconda nei piinti dove la prima assiinle il valore 1, si trova, posto P / x  = (O, 

l'espressione sen (2lcrrw t w n / 2 ) .  In essa gli archi formano nna progressione aritinetica, qiiindi 
se w non B intero i 101-0 estremi sono ovunque densi siil cerchio unitario oppure diridono 
questo in parti uguali (almeno due). Percib tra i detti valori ve ne B uno 5 0; per esso è 
sen xt -sen Pt > 1. Se  w 6 intero, 10 scambio di a con p riconduce al caso precedente. 
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- 
i) L e  fuiizioni continue periodiche iii - CO + CO non formaiio uiro 

spazio liiieare, ina definiscono entro 10 spazio CL orit considesato uiia va- 
rieta lineare : quella delle fui~zioni coiltii~ue approssiinabili uiiiformeineiite 
inediante somme di fiinzioni periodiche. Poichè una funzioiie coiitiiiua di t  
di periodo n si approssiina quaiito si vuole meditiiite polirioini trigoiiometrici 

212n 212n 
iii seii - t e cos - t ,  si vede che l a  stessa varieta è geiierabile partendo 

a a 
dalle funzioiii sen At, cos At, con X reale qualunqiie. Si ottiene cosi Io spazio 
delle fumzioni continue quasi pelsiodiche, studinte d a  H .  BOHR appuiito sotto 
qiiesto aspetto, per quanto iiella esposizioiie della sua  teoria egli abbia prefe- 
rit0 poi assuinere coine definizione di queste funzioni uiia loro complessa 
psoprietit (Verschiebungs-eigenschaft) che h a  il carat tere  di uiia periodicith 
approssimntiva. 

Neppure questo spazio è separabile, e lo psova l'esempio stesso delle 
fuiizioni seii ht addotto pes l'iiitero sp:izio Cm. Esso ha  tuttavia uiia base 
avente la  poteiiza del contiiiuo, che è quella delle fuiizioiii seii At, cos At. 

1) Oltre agli spazi coiisidernti soiio degni di nota vas1 spazi studiati da 
BANACH e altri ; come quel10 delle fuiizioiii sommabiii che soiio la  derivatn 
del-loro integrale iiidefiiiito (fuiizioni duhtrweliane di BANACH); delle fuiizioni 
dotate di desivate (,12 - l)esima assolutatneiite contiiiua e derivata 1 2 - ~ ~ ~ ~ ~  soin- 

,mabile, O coiitiiiua, ecc..  Si potrebbero poi trattase esempi presi ne1 ca.inpo 
delle funzioiii complesse di variabile reale O complessa; dei vettori fuiizioni 
di puiito O di vettore ecc., casi su cui pure iioil p~ss i a ino  feriniirci ina che 
possoiio piire avere  iiotevole importniiza. T ra  questi soiio ancora fsequeiiti i 
casi di spazi separabili, ci6 che ha per iioi particolare interesse, esseiido dedi- 
cati ad  essi i Capitoli rimaiienti della preseiite Memoria. 

NOTA 

Durante la stampa della presente Memoria sono venuto a conoscenza di due importanti 
lavori, uno di E. HELLY, Ueber Sgsteme linearen Gleichungen mit unendlàch vielen Unbe- 
kagznten ( a  Monatshefte fur Math. u. Physik H, B. XXXI, 1921, 60-SI), l'altro di H. HAHN, 
Ueber lilzearelz Gleichungsysteme il% Zineaven Rdurnelz (s Journal f .  reine u. ang. Math. a ,  

B. 157, 19-27? 214-229), i qiiali offrono con essa notevoli coincidenze, specialmente per alcune 
proposizioni del cap. VI. 

I l  Sig. HELLY E condotto da una sua ricerca alla risoluzione' rispetto all'operatore 
lineare A di un sistema del tipo A(x,.) = c,., in uno spazio separabile, che eseguisce in modo 
molto ingegnoso, giungendo all'estensione del teorema di RIESZ che io trovo ne1 n.O 41 del 
cap. VI.  Accenna pure al10 spazio polare che B quel10 da me detto duale. 

Più completi sono i risultati ottenuti da1 Sig. HAHN nella sua hella Memoria, in quanto 
nei suoi teor. II, III, IV,  V sono contenuti i miei teoremi dei n.i 33, 36, 37 sulle varieth 
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linerni; n ne1 seguito si hanno sviluppi notevoli sugli spazi duali; tutto ci6 ottenuto prescin- 
dendo .dall'ipotesi della separabilità. Ilebbo perb notare che questa maggiore estensione si  
ottiene soltanto mediante l'uso essenziale dell'induzione transfinita e del principio di ZER- 
MELO nella sua forma più a m p h  

Mi duole che contributi cosi importanti siano sfuggiti alla mia attensione, 1' uno a causa 
del suo .titolo, l'altro perche non ancora recensito da1 J. f. d. P. d. M., fonte a coi sono 
spesso costretto ad attenermi a causa delle mie gravose occupazioni. Mi sia lecito tuttavia 
r i h e m  che, .sia per il metodo particolare di deduzione delle citate proprieth, fondato su1 
teorema dell'iperpiano radente a un corpo convesso (che non si trova, che io sappia, in pre- 
cedenti lavori), sia per 10 sviluppo dato alle- interpratazioni geometriche, e sia per quanto 
di originale pub ti-ovarsi nelie altre parti della Mernoria, essa abbia conservato pienamente 
la sua ragione d'essere: (G. A.) 

Annali di ~Vmtematioa, Serie IV, Tomo X. 
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Über die ~ ~ u i v a l e i i e  
und Elassifikation der dyiiamischeii Probleme. 

(Nachtrag) von ERWIN SOHUNTNER (Wien). 

Wenn das dynainische Problem n-teii Freiheitsgrades 

die 2n - 1 ersten zeitfreien Iritegrale 

HV(x 1 PI = CV (1, 2, ,,. 2n - 1 )  

hat, so gestattet seine Differeiltialgleichung'en also die Gruppe canonischer 
Berührungstransformatioiiei!, die durch die irif. Transformationen 

erzeugt wird. 
Die zeitfreien Integrale bildeii eine Fuiiktioiieiigruppe mit der Struktur 

Es ergibt sich iiun die Frage, welchen Einfluss die Wahl der ersten Integrde 
auf diese Funktionengruppe besitzt. Wiihlt man statt der aiigegeberien 2n- 1 
eraten Integrale andere, etwa F,(xI p)  = k ,  (v  = 1, 2, .... 212 - l), so müssen 
diese ihrerseits Funktioiien der H,, H ,,... H ,,-, sein. Aiistatt der 2n - 1 
erzeugenden inf. Transformationeii hat man nui] 

Man fallt also wieder auf die uraprüiiglichen iiif. Transformt~tioiien zurück. 
Ebengo, wenn man die Poissonklammern mit zwei Iiitegraleii F bildet: 
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Es dreht sicli dabei ebeii iinmer iiur um verschiedene Dclrstelluiigsforineii 
einer und derselben Funktioneiigruppe, Mail weiss, dass mail 2n - 1 Fuiiktioiieii 
Ii;, F,, ... Pz,,-, derart wahleii kanii, dass die Relatioiien (FiFk) sehr eiiifirch 
gebaut siiid: indein maii voii der Jacob'scheii Forni der a canoiiischen In- 
tegrale. des Probleins ausgeiit. Es ergibt sich bekaiintlich, dass dann alle 
(h',ETk) eritweder Nul1 oder Eiiis werdeii, dass mit aiideren Worten die Fun- 
ktioiiengruppe der Integrale ihre caiioilische Form erhalt. 

Da man iiuii bei nllen dynamischeii Probleinen gleichen Freiheitsgrades 
dieselbe canonische Darstelliiiig erzielen kanii, koiiiite es scheinen, als ob die 
Fuiiktioneiigriippen, d. 11. also auch die dynainischen Probleme, aquivalent 
wareii. Sie siiid es aiich, iiach eineni Satz voii LIE, weiin maii cctnoîtische 
Tr;iiisfoi.mationeii ziigruiide legt. Die Aequivdeiiz hort sofort auf, weiiii mai,, 
wie dies hier geschieht, als berechtigte Trniisformatioiieii lediglich e?weitevte 
Puî&hlt?.cl?zsfo~-~?~ationen zulasst. Tut ninii dies, so ist es moglich, dass trotz 
formel1 gleichartiger Stiuktuikoiistaiiteii zwei Probleine dyiinmisch verschiedeii 
sind. 

Ilie wesentliche Aufgabe bei Restiininu:ig aller cniioriischeii Systeme eines 
bestiniin teii Fi'eihei tsgrades liegt also dariii, Fuiiktioiieiigriippen zii best,iirimen, 
die miteiiiniider iiicht durch erweiterte Puiikttrniisfoi.inatiorieii alinlich siiid 
iiiid i n  deiieii eine Fuiiktion als Hainiltoiifuiiktion figiiriereii kaiiii. 

Es sei schliesslich iioch beiiierkt, dnss inim eine i n  gewissein Siniie 
eiiifachere Darstelluiig der Aequividenzfr~geii erreicht, weiiii inaii iiicht wie 
hier die Integrale in zeitfreie und eiii die Zeit eiitlialteiides treiiiit, soiiderii 
über die Art der Integrde voii voriihereiii keiiie Voraussetzung macht. Die 
eveiituell als Variable a~ f t r e t~ i ide  Zeit t figoriert lecliglich d s  Parameter und 
innii hat es statt init 212- 1 gliedrigeii Grupyeii init 211-gliedrigeii zu tun. 
Priiizipiell aridert sich dadurch gay iiichts. Z~ i r  Bestiininung n l l e ~ .  dyna.mischen 
Probleine IL-teii Freilieitsgrndes hatte inaii alsda.iin d e ,  iiicht durch erweiterte 
Puiikttrimsformatioiien miteiiiaiider aliiiliche Fuiiktioiieiigruppei~ i n  den Va- 
riitbleii x,, x ,,... x,,, p , ,  21 2 , . . .  p,, und cleii Paibaiiieter t zu bestiinineii, von 
der Reschaffeiilieit, dnss miiidesteiis eiiie Fiiiiktioii H, existiert, fiir die, uiiter 
H, = c, ( V  = 1, 2, ... 212) die Forin der Fuiiktionengruppe (die Integrde) ver- 

ideii tisch besteht. 
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Sur l'ordre de régularité de la ci80iss:iiice. 

par N. PODTIAGUINE (a Praga). 

1. Fonctions rdgulières. - Dans mon Mémoire: Sul- une classe de fonc- 
tiom croissautes, publié daiis les .: Annidi di Matematica n (Serie IV, Toino V, 
1927-1928), j'ni considéré un mode nouveau de définir l'ordre de croissance 
des fonctioiis. 

Soient y = y($) et y, = y,(%) deux fonctions d' une variable réelle x. 
Supposons que ces fonctioiis, étaiit finies pour toutes les valeiirs finies de x ,  
teridelit vers + oo avec x et admettent des dérivées positives y' et y,'. Nous 
disoiis avec M. BORTOLOTTI (') que l'ordre de croissaiice de y par rapport 
A y, est Bgal B h si la fonction 

teiid vers une limite k fiiiie et différente de zéro quand x tend vers I'infiiii. 
Nous disons de même que cet ordre est égal A wnk si toutes les foiictioiis 

tendent vers'-+ oo avec x, inais ln fonction 

tend vers une limite k fiiiie et différonte de  zéro, lorsque x augmente inde- 
firiimeiit. Enfiii nous disoiis que l'ordre de croissance de y par rapport 
9 y, est Bgal A k-lw-" si l'ordre de croissrince de y, par rapport a y 
est égal k wnk. 

J'ai indiqué daiis le Mémoire cité quelques propriétés assez remarquables 
des fonctions v, v , ,  v, ,  ..., v, ainsi définies. 

Dans le cas y, = m, c'est-&dire quand on compare In croissance de la 

(4) . Rendiconti della R. Accademia dei Lincei w ,  v. 17, serie ba, pp. 244-245. 
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fonction y & ;elle de IR variable indépendante x, les fonctions v ,  v ,  , v ,  ,... , v,, 
prennent la forme plus simple : 

Nous dirons que la croissance de la fonction y est dgul iBve ,  si l'ordre 
de croissance de y par rapport B x est égal ii k ( k  est un nombre positif 
quelconque) ou wnk, ou encore kmdn .  La fonction dont la croissance est 
régulière sera appelée par iious aussi réguli&e. 

Dans mes deux Notes publiées daiis les a Comptes rendus s (t. 183, 
pp. 945 et 1017) j ' a i  iiidiquh quelqiies propriétés remarquables des ces fon- 
ctions régirlibres. Dans moi1 Mémoire cité plus haut j'ai doniié leur démon- 
stration. 

2. L'ordre de régularit6 de lit croissance. - En ne coiisidérant que des 
fonctioiis régulières, iious écartoiis de nos recherches uii très grand nombre 
de fonctions croissniites. Mais il me semble qu'il est bien utile et même 116- 
cessaire de faire quelques restrictions: en étudiant la croissance des fonctions, 
de diviser toutes ces fonctions en plusieurs classes, afin de pouvoir etudier 
plus profondément la croissance des fonctions dans chacune de ces classes. 
C'est pour cette raison que je vais ranger toutes les foiictioiis croissantes 
réguliéres eii plusieurs catégories eii tenant compte de leur croissance plus 
9-éguli81-e'ou moins 1-éguliére. Pour cela iious alloiis introduire une nouvelle 
notion, celle de I ' o ~ d ~ e  de r&gularité de la croissance des fonctions (I) .  

La régularité de la croissance définie plus haut 
la r&gulnvité du pg.en~ie,l ordre. Nous dirons que la 
est une fonction ~. t?gu l i è~*e  du second o~.d?-e s'il existe 
et finie de l'expression 

quand x croît indéfiniment. Cette dernière limite sera 

sera appelée par nous 
fonction réguliére y(%) 
une limite déterminde 

appelée par nous Z'in- 
dice de  .~~égulnr i t& d u  second ovdl-e de la fonction y(%). 

Nous dirons ensuite que la fonction régulikre y($) est une fonction Y&- 
guliéve du troisième o?.dve, si la dé r ide  y"(%) est toujours positive et si, 
en outre, il existe une limite détel-minde et finie de l'expression 

(i) Voir ma Note dans les Comptes rendus B (t. 185: 1997, p. 493). 
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quand ~r; tend vers l'infini. Cette deriiiere limite sera appelée par nous l'in- 
dice de ~@qulnrité d u  t?*oisi&nze o?*dg.e de la, foiictiori y(%). 

En général, iious dirons que la fonction régiiliere y(x) est uiie fonction 
?*&uliére d u  ngme ovdve, si toutes ses dérivées yr, y'', y'". ... , sont des 
fonctions indéfiniment croissantes, si la dérivé6 y("-L) est toujours positive 
et si, en outre, il existe une limite détel-minde et  fi~zie de l'expressioii 

pour x .= + m. NOUS appelerons cette dei8ni6re limite l'indice de réguEnrit8 
du nième ordre de la foiictiori y(x). 

Dans le cas oh la dérivée y'(x) croit indéfiniment avec x, l'indice de 
régularité du second ordre de la fonction y(%) admet une interprétation géo. 
métrique trés simple: il est une limite du rapport de l a  sous norniale de la 
courbe 

Y = Y @ )  

au poiiit (x, y) au  rayon de courbure de cette courbe au même point, quand 
ce poiiit s'éloigiie A l'infini. 011 a, en effet, pour cette limite 

li 111 YY" . Y f l  = iim , . ~ i i n  
1 - yyrr = lim -,, 

,=w (1 + yf")"1s ,=w y 
Y" 

car on a dans ce cas 
1 .  

lim - - 0. 
,=w - 

D' aprés ce qui préckde, on ne voit pas encore qu' une fonction rkguliére d' un 
ordre déterminé soit aussi réguliére d'un ordre quelconque inférieur. Ce sera, 
démontré par nous un peu plus tard. Maintenant, iious allons démontrer une 
propriété fondamentale des indices de régularité des fonctions. 

PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DES INDICES DE RÉOULARTTÉ: DE LA CHOIS- 

SANCE. - Aucun des indices de  ?.t?gulavilk de la croissance ne peut &-e 
supdvieu~. a un. 

En effet, supposons, par exemple, que l'indice de régularité du nGme 

ordre de la fonction y(x) soit supérieur 5t un. D a m  ce  cas il existe toujours 
un nombre positif E et  une valeur x, de x telle qu'on a 
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88 N. PODTIAGUINE: S u r  i'ordre de régularité de l a  croissamce 

pour toutes les valeurs de x supérieures a x,. On a doiib 

y(n- i )  et y("-" étant toujours supérieurs 21 zéro. 
EII intégrant cette iiiégnlité. entre deux videurs x et xi (x > x, > x,) de 

lit variable iiidèpeiidante x, oii aura 

oh a est une constante positive. En intégrant encore une fois cette inégalité 
entre les mêmes valeurs x et xi de ln variable x, on aura 

pour toutes les valeurs de x. Mais ceci est impossible, car l'intégrale du 
second membre de cette inégalité est finie pour x= + m. 

La propriété fondamentale des indices, doiit la vérité vient d'être établie, 
permet démontrer facilemeiit que la fonction d'un ordre déterminé de sa 
régularit6 sera aussi rékuliére d ' un  ordre quelconque inférieur. Il suffit pour 
cela évidemment démontrer que de l'existence d'une limite deterininée et 
finie de 1' expression 

pour x:= + m, il suit 1' existence d' une limite déterminée et finie de 1' expression 

Posons 

et cherchons ln limite du rapport 

En le mettant sous la forme 
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iious aiiroiis d'apr8s le théorèiiie de STVLZ (') 

Y lim -- = lim --- 
a=m x 100 

Il existe doiic uiie limite d8teriniiiée et fiiiie du rapport (1). Puisque 
a ,  < 1, cette limite lie peut être d'ailleurs moins que uii. Nous poiivoiis doiic 
écrire 

Notre proposition 
Eii posant 

est aiiisi déinoiitrée. 

iious trouvons de l'&alité précédente 

Cette dériiière égalité iious doiiiie une relatioii simple entre les indices 
de régularité de la croissance de la fonction y(%): 

II suit de la définition de l'ordre de règularit6 de la croissance des foiic- 
tions que ln fonction y(x) = x, c' est-&-dire la. variable indépeiidaii te elle-même 
est une fonctioii rbguliere du second ordre. 

Il est facile de montrer que toute fonction régulière y(x), dorit l'ordre 
de croissaiice est égal k kw-" (Y), rie peut être régulikre du second ordre. 
Eii effet, oii a pour cette forictioii 

%Y' lim v(x) = lim - = O. 
x=oo x=m Y 

Or, eii siipposaiit l'existence d'une limite finie de l'expression 

(I) Grundziiga der Differelztiahnd Integralrechmmg. Erster Theil. Leipzig, 1893, p. 77. 
(2) Quand nous disons simplement: r l'ordre de croissance de la fonction g(x) w ,  

nous supposons toujours que la croissance de y(x) est considéree par rapport à la variable 
independante x. 

Annaii d i  Matematica. Serie IV, Tomo X. 12 
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pour x = + oo, on aura d ' t~près le théorème de STOLZ indiqué plus haut: 

%Y' y' -4- %yr' liin v(x)=litu -= Iim = lim 1 + v ( x ) - F ]  = 1, 
x=w 01, y ,=, y x=oo [ 

ce qui est contraire a l'égalité (2). 
De même, on peut dénloiitrer que toute foiiction réguli6re y(x), dont 

l'ordre de croissance est égal wnk, est une foiictioii régulière au moins 
du second ordre. En effet, on a pour cette fonctioii y(%) 

limv(x)=-t-oo, limv,(x)=-t-oc ,..., limv ,,-, (x )=+ oo, liniv,(x)=k. 
x=m *=O0 m=00 x=00 

xvr(x) - ,y" xy' 
v,(x) = - - 1 t - r - -  

Y Y 

Donc 

YY l' -- v - 1  v 1 l = L  - - -' - - 
yr9 v v v 

I l  eii suit que 

puisque 

Doiic la  fonction y(%) est bien une fonction régulière au moins du second 
ordre et son indice de régularité du secoiid ordre est égal a un. 

On peut d8moiitrer de même, que si îz >2, la foiiction y(%) est une 
foiictioii régulibre au moins du troisikme ordre. 

3. Exemples. - 1") Pour la  fonction 

y = x 3  + x l o g x  

3x2 + log x + 1 v(x) = 
x"t logx ' 

(1) 6 Annali di matematica s, Serie IV, !P. Y., p. 208; * Comptes rendus D, t. 183, p. 341. 
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liin v(x) = 3. 
Z C B  

Doiic g est une fonction régulière et son ordre de croissance est 6gn l  
B 3. Nous ftv011s ensuite 

Puisque y"' n'est déjh plus une fonction infiniment croissante, la fonction y 
peut être réguliére d u  quatriéme ordre au plus. Mais nous avons pour cette 
fonction y 

YY'I (x3+xlog%)(6~+-!) a - lim - = lim 2 - - - 
x=m ;c-oa (3x2 -+ log x + 1y 3 ' 

a, = liin = lim 
x=oo y x=w 

Nous voyons ainsi que l'ordre de régularité de In foiiction y est égal, 
en effet, B 4. 

2" Pour la fonction 

3 10 
'5 %--s - !!E %-S. y"=-- 
16 81 6 2 = 2 .  , lirn v(x) = -- 

z= w 
% ~ - I - K ~ , -  1 

Donc la fonction y est régulière et soli ordre d e  régularité peut être 
égal B 4 au plus, car ce ne s o ~ t  que les dérivées y' et y" qui croissent 
infiniment avec x. D'ailleurs, cet ordre est égal k 4, puisque on a 
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3") En posant 
y = xP --xsinx, 

I lOUR a11roi1s 
= 4%3 - X C O S X -  sinx; y"= 12x2 _t xs inx-  ~ C O S X ;  

y"r=24x+xcosx+3si i ix ;  y1v=24-xsir ix+4cosx,  
d' oh 

4x3 -x  cosx - sin x 
liin V(X) = lim = 4, 
==O0 x z m  x" siil X 

yyrr - 1 2 ~ ~ + ~ ~ ~ i i i x - 2 x ~ c o s x - l 2 x ~ s ~ i i x - x ~ s i n ~ x + x s i n 2 x  3 lim - liin - 
,=, y ,=, ldx6 - 8x4 COS x - 8xB siil x -1- x1 cosi x + x'sin 2x + sin" - 4 ' 

Quant I'expression - o n  ii 
Y") ' 

12 siii x 24 cos x + cos2 x 2 siii 2x + 24 siil x 3 sin2% 
9 6 + 4 c 0 ~ ~ + - -  . - -- 

~'y"'- - X x2 -- x3 x4 
24 sin x siiie x - 48 cos x 2 sin 2% 4 cos2 x 

144+ - + -- 
xS 

+ --- 
X x2 x4 

Elle ne tend donc k aucune limite déteriniiiée, lorsque x a.iigiiieiite indé- 
finiment. Nous eii concluons que la fonction y est iiiie foiictioii régiiliére du 
second ordre. 

4") 011 peut nioiitrer ;tiialogueineiit que la. fbiictiori 

y = x" - x c o s x +  siiix 

est une foiictioii régulière d u  premier ordre seuleineiit. 

4. Quelques propriétés  de^ indices de r6gularit6 des fonctions. - Nous 
avoiis vu  qiie les indices de régidarité 

(3) a2 , a:< , a( > ... > a, ,  

d' une foiictioii y(x) i*éguliere du ~i~~~~ ordre vérifieiit l'égalité 

a*-, = -- 
2 - a,' 

Puisque l'indice a ,  ne peut être supérieur A un, nous en concluoiis que 
l'iiiclice a,-, doit être necessairement positif. Donc, pamzi les indice (3) 
tous, sauf le derniel-,  do i vml  dire positifs; ce n'est que le de7.niel. qui 
peut ê h e  d g a t i f  o u  dgal à ze5.o ('). 

(') C'est ce que nous avons v u  dans les deux premiers exemples du num61-O pi.6c6dent. 
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-- 

En mettant la formule (4) sous la forme 

et donnant & p. successivement les valeurs 3, 4, 5, ... , p, i~ous obtenons 

La, formule (6) nous donne une relation entre un iiidice quelcoiique a, 

et 1' indice' a, . 
En multipliant les égalités (5) et (6), nous obtenons une relation entre 

tous les indices (3) : 

(7) a2a,a, ... aP = ( p  - l)a, - ( p l  - 2). 

Elle est vraie pour toutes les valeurs de p égales k 2, 3, 4, ..., n. 

Les formules (6) et (7) nous permettent de faire quelques conclusions 
assez in téresszw tes. 

En supposant dans la formule (6) a,  = 1, on a 

pour toutes valeurs de p. Donc, si kt fwiction est vdguliére du nGme ogdve 
et si son ifbdice de ?.&uZaritt! du  second ovdl-e a,  est dgnl a un,  tous les 
ildices de j.daqz~la9.itd suivants sel-ont aussi kgaum a un. 

La dérivée pa.r mpport b p de  la foiiction formant le second ineinbre de 
1' Bgali té (6) est égale A 

- (1 - a,)" 
[ i p  - 2)a, - ( p  -- 3)12' 

Elle est négative pour a, < 1 et n'est égale A zéro que pour a, = 1. 
Par coiiséquent, les indices a , ,  a,,  a , ,  ... , a,, vont loujou9.s esb décroissant 
 pou^ a, < 1 et  ne sont kgaux qzLe pou?. a, = 1 .  

Supposons maintenant que a, < 1. Puisque dans ce cas l'inégalité 
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aura lieu pour 

la formule (7) nous montre que le produit 

(8) 
sera égal h zéro, si 

et  sera négatif, si 

Mais nous avoiis déjh vu que, parmi les indices (8), ce n'est que le dernier 
qui peut être négatif on égal A zéro. Nous voyons ainsi que l'indice a, sera 
égal h zéro, si p vérifie l'égalité (9), et est négatif, si p vérifie l'inégalité (10). 

Nous arrivoiis donc B cette conclusion: si l'expression 

est un ~zonzb~e  entie?., l'ovdre de ?v?gulnvitk de ln fonction y(x) ne peut 
lu i  & h e  supé? i e u r ;  si cette exp~ess ion  est un nowbi-e fi.actiowai?*e, l'ordve 
de véguimbité de ln fonction y(x) .ne peut &*e supkj-iew nu nombre entier 
suivant. 

5. La relation entre les indices de régularité d'une fonction et son 
ordre de croissance. - Pour trouver cette relatioii, supposons d' abord que 
l'ordre de croissance d'une fonctioii y(%) par rapport A une autre fonction 
y, (x)  soit égal B uii nombre quelconque k fini et différent de zéro et  sup- 
posons, en outre, que ces fonctioiis 
liéres RU moins du second ordre. On 

y(%) et y,(%) soient des fonctions régu- 
aura dans ce cas 

Y ixitr lim ;r = P a ,  
a=oc Yi 

a, et p, étant des nonibres finis. 
Puisque l'ordre de croissniice de 

y,(%) est égal B k, on a 
la. fonction y(%) par rapport B la fonction 
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Or, l e  théorthne de STOLZ que nous avons inentioniié plus haut iious 
donne 

iY , y'& -+ ylYif Y'Y i Y 4 ' l  

lim v ( s )  = lim = lim Y 4' YiPL - - 
x=m x=, y ,=w . Y' 

Nous avons donc 
k = 1 - & + k a , ,  

d' oh 

(11) 
P e - 1  a,=l+-  

k  

puisque k  est fini et  différent d e  zéro. 
L'égalité ci-dessus nous donne une relation entre les indices a, et  P, d e  

régularité des fonctions y(x) e t  y,(%) e t  l 'ordre de  l a  croissance de l a  fonction 
yix) par rapport B la foiictioii y,(x). Nons l 'avons trouvée en supposant l 'exi- 
stence de la  limite déterniinée et  finie de l a  fonction ~(8). Nous allons main- 
tenant démontrer qu'elle existe toujours, même si 

lim V ( X )  = -1- W .  

z=w 

Il nous faut pour cela démontrer que si  

lim v(x) = + ao 
o=w 

Supposoiis donc qu'riit lieu l'égalité (12). Il est évideiit que  nous itvoiis 
dans ce cas 

vt(x) ) O 

pour a u  moins une suite de  valeurs d e  x tendaiit vers  l'infini. 
Nous avons d' ailleurs 

Il résulte donc de  ce  que nous venoiis de  dire que l'inégalité 
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est vérifiée pour l'iiifiuité de valeurs de x teiidiiiit vers i ' i i i f i i i i .  Mais 

p z  étant fini. Donc pour au inoiiis uile suite de valeurs de x teiidaiit vers 
1' infini on aura. 

quelque petit que soit le nombre positif E. 

II en r6sulte que 
az 2 1, 

YY" car nom R V O I ~ S  supposé que la limite de exis1.e et soit égale à a,. 
Y 

Mais nous savons que a, rie peut être supérieur ih un. Doiic, a, est bien égal 
à i i i i  et In formule (11) existe toutes les fois qu'il existe des limites détermiuées 
et finies de deux expressioiis 

gg Y,Y," 
Y!" Y lt3 ' 

Si noua poso~is 
y,@! = x, 

c' est-à-dire si nous coiisid6i'oiis I'ordre de la croissance de la, fonctioii y(%) 
par rapport à la variable iridepc~iidnir te x, nous auroiis P, = O  et lit formule (1 1) 
prend la forme plus simple 

Cette formule nous montre une relatioii très simple entre l'indice de 
régularit6 du second ordre de la foiictiori yix) et l'ordre de ln croissarice 
de cette fonction. Elle nous montre que si I'ordre de la croissance de la 
foiictioii y(x) est iiiférieur à uii, l'indice de r6gularité du second ordre dc 
cette fonction est iiégatif. Si celui-ci est Bgal k un, cet indice est égal à zéro. 
Enfin, si I'ordre de la croissaiice de y(%) est supérieur à uii, ledit indice est 
positif. Quaiid I'ordre de la croissaiice de y(%) croît, l'iiidice .de sa régularité 
du second ordre croît aussi. Mais pendaiit que 1' ordre de la croissaiice de y(%) 
reste fini, il est toujours moindre que un. 

Eii remplaçant dans la formule (6) a,  par sa valeur donnée par la for- 
mule ( I l ) ,  nous parvenons & la formule 
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qui doniie la relatiori entre 1' indice de régularité du pGme ordre de la fonction 
y(%) et soli ordre de croissaiice par rapport ii la foiictioii y,(x). En posant 
ici y,(x) =x, oii troiive la formule plus siinple 

Cette formule 
de la foiictioii y(x) 

nous moiitre que dails le CAS où 
s'exprime par un noinbre entier, 

zéro pour p = k + 1. Si cet ordre est fractionnaire, 

i' ordre de croissance 
l'indice a, est égal k 
l'indice a, est iiégatif 

pour p > k + 1. Nous en coiicluons que pour k entier, l 'ordre de régularit6 
de la fonction y(%) lie peut etre supérieur A k + 1, et  pour k fractionnaire 
cet ordre ne peut être supérieur au nombre entier situé immediatement après 
le nombre k i- 1. 

La substitution de la valeur .de l'indice a, donnée par la formule (I l)  
dails la formule (7) nous donne l'égalité 

d'où nous trouvons encore une formule 

qui doiiiie l'expression pour le produit de l'ordre de croissaiice de ln fonclion 
y(%) par rapport A ln fonction y,(x) et de tous les indices a,a,a4 .... a p .  

Pour y,(x) = x cette formule prend la forme 

Ayant indiqué les propriétés fondamentales des indices de régularité des 
fonctions, nous allons étudier les propriétés des fonctions rbgulihes dont 
l'ordre de rkgularité est supérieur A un. Nous cominenceroiis par les opéra- 
tions fondamentales sur ces fonctioiis. 

6. Les opérations fondamentales sur les fonctions régulières du second 
ordre ('). THÉOR~ME 1. - Soient y,(x) et y,(x) deux fonctions ?.t?guliéres d u  
second ord9-e dont les O?-d?-es de cvoissance sont finis. Si l'ovsdre de w o i s -  
sance de la fonction y,(x) paf.  apport à la fonction y,(x) est inf&ieu~. ou 
égal a un, la somme de ces fonctions 

(i) Voir ma Note dans les Comptes rendus (t. 185, 1927, p. 753). 

Annali di  Matematico, Sorie IV, Tomo X. 
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est une fonction 9.kguliél-e au moius d u  second .oj~ig*e et son indice de v&- 
gulavit6 du second ordl-e est &al d celui de la fouctiou yi(x). 

Nous allons démoritrer pr6alableinent que dans ce cas l'ordre de crois- 
sance de la fonctioii y(%) par rapport à, y,(%) est égal n i i i i .  

011 a, eu effet, 

d'oh, en prenant la dérivée logarithmique, on trouve 

Supposons tout d'abord que l'ordre de croissance de ln fonction y,(x) 
par rapport k la  fonctioti y,(x) soit inférieur B un. On a dans ce  cas 

Nous avons donc k partir d' une certaine valeur de  x: 

quelque petit que soit le nombre positif E .  

Donc 

Supposons maintenant que 
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L'égalité (16) donne dans ce cas comme dans le cas précédent 

car on a toujours 

Puisque la fonction y i ( x )  est par hypothbse une fonctioii réguliére et 
son ordre de croissance est fini, il résulte de 1'égalitA (17) 

Donc la fonction y ( x )  est une fonction réguli&.e et son ordre de crois- 
sance est égal h celui de la fonctioii y,(x).  

Il nous reste donc k démontrer l'existeiice d' une limite déterminée et 

YY" finie de l'expression et A calculer sa valeur, puisque la fonction y(x )  est 

Avidemment une fonction croissante. 
Posons 

Y,' . Y '  v (x )  = - .i. YiY4I - ~ 2 ~ 2 "  , limT - P ;  lim, =y.  
Y2 Y i  x=- Yi  x=m Y* 

p et y étant des nombres finis. 
L'égalité (16) peut se mettre sous la forme 

(18) g - Yi' - 1 + V@) - -- 
y Y i [  l+KJ 

De même 1' égalité 
Y' = Yi f  + 2/21, 

qui résulte de 1'Agalité (15), nous donne 

En divisant maintenant l'égalité (19) par 11égalit6 (181, on a finalement 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 N. PODTIAGUINE: $w t' ordre de régzctnvité de ta cvoissame 
- 

Nous avons supposé que l 'ordre d e  croissance de  l a  fonction y,(x) par  
rapport n l a  foiictioii y,(x) est iiiférieur ou égal k un. 

Doiic 
lim v(x) = k < 1, 
0=00 

k pouvaiit ê tre  égal b zéro. 
Supposoiis d'abord que k soit inférieur k un. Nous avoiis déjA vu que 

dans c e  cns 

Il  en résulte 

c a r  la  limite d e  l a  foiictioii v(x) est supposée finie. 
D'mitre part nous avons 

Si iioiis supposons donc qiie est différent de  zéro, la foiiction p(x) a 
uiie liinite déteriniiiée e t  finie. L'égalité (20) iious doline alors 

iim = iiin = p. 
s=m 21 z=w Yi 

Laissons pour le  niornent de  coté le cas  oh /3 = O e t  supposons qiie k =  1. 
L a  formule géiiérale (11) qui prend pour nos sigiiifications iiouvelles la foririe 

iious inoiitre qiie daiis c e  cas y = p. Nous nvons doiic, d' après la  formule (21) 

lim p(x) = 1 
x=w 

e t  l'égnlitb (20) iious donne de tiouveau 

c a r  on a toujours 
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Il nous reste A considérer le cas P = O. ficrivons 1' égalil6 (20) SOUS la 
forme suivante : 

Nous avons toujours 

car si 

on R 

lim v(x) = 1, 
x=w 

Nous avons doiic dans tous les CRS 1'Agalité 

ce qui dhmontre iiotre théoréme. 
THEOR~ME 2. - Soient y,(x) et y,(x) d e u x  fonctions régulidres d u  

second ordre dont les ordl-es de croissance soient finis. S i  l' olsdre de  
c~,oissance de la fomtion y,(x) pal- rappor t  à ln fonction y,(x) est inf4rieus- 
à un., la différence de ces fonctions 

est une  fonctior, ?~?guliére a u  moins d u  second ordre et  son indice de  ré-  
gulal i té  d u  second 09-dve est kgal à celui de  la fonction y,(x). 

IL est facile d'abord de montrer que ltt fonction y(x) est une fonction 
iiifiniment croissante. On a, en effet, 

y'== y,' 1 - 7 . ( 3 
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D'autre part, il nous est donné que 

Donc, comme nous avons vu plus haut, 

Par conséquent, la dérivbe y' est positive, I1 partir d'une certaine valeur 
de x, et, d' autre part, 

nous donne ensuite 

d' oh 1' on trouve 

et, par conskquent, 

La fonction y(x) est donc une fonction régulikre et son ordre de crois- 
sance est &al k celui de la fonction y,(x). 

Posons maintenant 

Le calcul, analogue I1 celui qui &ait donne plus haut, donne 

Mais 
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Donc 

si le second membre de cette égalité existe. Mais si P += O, on a 

et par suite 

lim 1 - IW - 1 = 1 
.=-[ Y 2  

YlYi - iim = iim 4 - p. 
m=m Y *=CO Yi 

Dam le cas oh p =O, nous aurons 

lim - Y , Y I "  = o=m lim [, 21 - (4 V(X) - 5) : (5 l)] 09 

Ya 

THEOHEME 3. - S i  y,(x) et y,(x) sont d e u x  fonctions réguliéres du 
second ordre  et si ' leuî-s oî-dl-es de  clwissnnce sont finis, le prbduit de ces 
fonctions 

(231 Y(%) = g l ( x ) - ~ , ( ~ )  

est une  fonction r&gulié)*e au moins d u  second olsdve et  son indice de 1-&- 

gularilk d u  second ordre a est donne p w  la  fotmule 

p et y étant  des indices de  régularité d u  second ord~ .e  des fonctions y,(%) 

et Y&). 
I l  est évide11 t que la fonction y(%) est une fonction ii~fiiiiineii t oroissaii te. 

Montrons msintenaiit qu'elle est réguliére. En effet, on trouve, par l'égalitb (23) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 N; P O ~ T U G ~ N E :  Sur l'ordre de r é p l u r i t é  de ka croissalzce 

II en résulte que l'ordre de croissance de lit fonctioii y(x) est 8gal A 
la somine de ceux des foiictioiis y,(%) et y,(x). LA, fonction y(x) est doiic bien 
régulière. 

YY" Il nous faut encore montrer que l'expression - a une limite déter- 

minée e t  finie pour x = -1- m. 
Y'& 

En dérivant l'égalité (24), on trouve 

k, et h, étant des ordres de ci~oissniice des foiictions y,(x) et y,(x). Puisque 
ces ordres sont par hypothése fiiiis et différents d e  zéro, la fonction v(x) 
tend vers une limite fiiiie et différente de zéro. Mais l'égalite (25) nous 

Y$" montre que daiis ce cas i'expression tend vers une limite déterminée et 

finie, quand x tend vers l'infini. 
Tâchons maintenant de trouver lit valeur exacte de cette limite. Nous 

avons d'aprés ln formule (22) 

d' oit 
1 - P  lim V(X) = - 

x=m 1 - y '  

puisque l'ordre de croissance de la  fonctioii ye(x) est fini et, par conséquent, 
y est inférieur A un. 

L'6galité (25) nous donne alors 
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THEOEEME 4. - Si y,(x) et y2(x) sont deus fonctions réguli&.es d u  
second ord7.e dont les ordres de  cl-oissance sont finis et  si 1'01.dt.e d e  
croissance de la fonction y2(x) est infèrieulS a celui de  la fonction y,(x), l e  
quotient de  ces fonctions 

est u n e  fonction régulière au moins d u  second ordre  et  son indice de Y&- 

gulm.ité d u  second ordre a est donne par la  formule 

0 et y étant  des indices de  dgu lav i t é  d u  second o~sdre des fonctions y,(x) 

et Y ~ W .  
Il est facile d'abord de montrer que ln fonctioii y(%) est une fonction 

infiniment croissante e t  régulière. On a, en effei, 

d' oli 

Puisque l'ordre de  croissance de la fonction y,(%) est inférieur ii celui 
de la fonction y,(x), on a 

. xy' 
lim - = k, 
n=OO Y 

,4 Btant un nombre positif. Il existe donc une valeur x, de  x, A partir de 
laquelle nous aurons toujours 

k - E  il,-- 
Y x '  

quelque petit que soit le nombre positif E. L'intégration de  cette inhgrtlité 
nous donne 

et, par conséquent 
lim y(x) = t-. W. 
x=w 

YY" II nous faut maintenant montrer que l'expression - a une limite de- 

terminee e t  finie quaiid x tend vers l'ipfini. 
Y" 

Awnali d i  Matematica.  Serie I V ,  fomo X. 14 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 N. PODTIAGUINE: Sur l'ordre de régdari té  de la croissa~ce  

De l'égalité (26) oii trouve facilement 

Mais nous avons maintenant 

$Y" Il en r6sulte que i'expressioii -- a bien une limite finie pour x = et 
Y'" 

puisque, comme nous avons v u  plus haut, 

THEOREME 5. - Si y,(%) et y,(x) sont d e u s  fonctions r&uEières d u  
second ordre et si leuts ordl-es de  croissance sont finis, ln fonction 

(27 Yb4 = YJY~(x)I 

est une fonction r&guliére au moins d u  second ol-dl-e et son indice de d- 
gularitk d u  second ordre a est donné pu?- la forfizule 

(28) 1 - a  =(1 - P)(1 -y), 

et y étant des indices de  .r-&gda~-ité d u  second ordre des fonctions y,(x) 
et y,(x). 

Il est Bvident que la fonction y(%) est une fonction infiniment croissante. 
Montrons qu'elle est réguliére. 

Posons 

k, et k ,  étant deux nombres positifs. En prenant la dérivée logarithmique de 
l'égalité (27) et en posant 

on trouve 
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d' oh 
v(x) = v,@J .v2(x). 

Il eii résulte que 
lim v(x) = k,k., . 
x=cn 

Donc la fonction y(%) est bien régulikre et son ordre de croissaiice est 
égal au produit de ceux des fonctions y,(x) et y,(%). 

Nous allons voir maintenant que la, rkgularité de la fonction y(x) sera 
au moins du second ordre. L'égalité 

qui est une conséquence immédiate de l'égalité (27) nous donne 

En combinant cette derniére égalité avec l'égalité (29), on trouve 

Donc, si nous posons 

nous aurons 

YY" Mais k ,  est supérieur k zéro. Donc l'expression - tend vers une limite 
Y" 

finie quand tend vers l'infini. La fonction y(%) est, par conséquent, réguliére 
au 1noi.n~ du second ordre. 

Or, la formule gAnérale (13) 

nous donne 

En portant cette valeur de k ,  dans l'&alite (30) et en posant 
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oii trouve ainsi 
= ! + Y - P r ,  

d'oh l'on obtient facilemeiit la formule cherchée (28). 
En généralisant ce tliéorèrne, on obtient le théoiérni suivant. 
T.HEOREME 6. - S i  les fonctions y ,(x) ,  y,(x), ..., y,,(x) sont des fonctions 

d g u l i è r e s  d u  secolid ord1.e et si leurs ovdres de  &.oissnnce sont finis, la 
fonction 

Y@) = Y ,  1 Y,~Y&.. an(x)I t 
est une  fonction ~-&guliél-e au moins d u  second ordre et son indice de ?Y?- 

guiasmit& d u  second ordg-e a est d&ternziné par  la fo;l.niule 

1 - a = ( 1  - a , ) ( l  - a2)( l  - a i )  ... (1  - a,,), 

a , ,  a,, a,, ..., a, &tant des indices de  r&gularit& d u  second ovdre des fonc- 

tions ~ i ( x ) ,  Y~(x),  Y ~ ( x ) ,  - a -  9 Y ~ ( x ) -  

7. Propriétés fondameritales des fonctions régulibrcs d u  second ordre. 
TRÉOHEME 1 .  - L' o d v e  de  cf-oissance de  la d&?*iv&e y l (x)  d' une fonction 
~-éguli&.e d u  second ordre pal. r a p p o ~ - t  à sa fonction pvimit ive y(x) est égal 
a l ' indice de  sa v&gulm.itè d u  second o?-dg.e, s i  celui-ci est diffèrelit de  z&o. 

Ce théorème est une conséq~ience immédiate de la définition même de 
l'indice de régularité du secoiid ordre. En efiet, si 

YY'  - lim - - a, 
z=oo y" 

T A E O R ~ E  2. - S i  I, ordre de  croissance d' une fonction y(x) pali 
vapport  d une  autfbe f o ~ ~ c t i o n  y , ( x )  esi ègal d un nonibre 
fonctions y(x) et  y , (x )  sont v&gulit?s.es d u  second ovdj*e et 
de  r&gularilé d u  secoud 01-dre de  y ( x )  est diffk~eent de  
c~.oissance d e  ln. dérivée y l ( x )  par ~.appog*t à l a  m&me 
égal à un nombre fini k' qui  vérifie t '@alité 

(31) k 1 = k + P - 1 .  

positif k et si les 
si, enfin, 1' indice 
zt3.0, 1' ordre de 
fonction y , ( x )  est 

p &tant l ' indice d e  .~.égulal-itk d u  second o?+dre d e  la fonction y,(x) .  
Eii effet, si nous posons 

. YY"- l m  y - a, 
cx=m y 
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nous aurons 

d'oh, en tenant compte de la formule générale 

nous trouvons la  relation cherchbe. 
COROLLAIRE 1. - S i  l 'ordre  de  c~~oissance  d e  la fonction y(x) est kgal 

à u n  nornbm k supérieuv à un et si la fonction y(x) est ?v?gulié~.e d u  second 
o~.dj*e, l'ord7.e de c~.oiss&ce de sa derivke y'@) est égal à k - 1. 

En effet, si nous considérons l 'ordre de  croissance de  la fonction y(%) 
par  rapport A l a  variable indépendante x, il nous faut poser 

Nous avons donc p = O. L'égalité 1.31) nous donne alors 

COROLLAIRE 2. - S i  1' ordre d e  croissance d e  la  fonction y@) par 
9wpport à l a  fonction y,(x), dont l 'ordre de  croissance est infini, est égal 
à un nombre positif e t  si les fonctions y(x) et  y,(x) sont réguliéî-es d u  
second o r d w ,  1' ovdt-e de  ct.oissance de  la dé! dvke yf(x) pal* vappovt  à 
y,(x) est kgal a celui d e  la fonction y(x) elle-même. 

En eflet, on .a dans ce  cas = 1, et  l a  formule (31) nous donne k' = k. 
TR~OREME 3. - Soit ylx) u n e  fonction ~*kgul ikre  d u  second os-dw. S i  

son ordre de c7.oissance est supéi-ieul. à u n ,  sa dé?-iuée yf(x), à pal-tir 
d 'une certaine valeuv de x cjaoît loujous-s et tend vers l'infini avec x; si 
cet ovdre est infk?v'eute à un, la d&icée y'(x), à palst ir  d 'une  certaine 
valeut. de  x, dkcroît toujou~.s et tend vers zévo quand x tend vers I ' infini.  

Soit, en effet, . . 

YY" lim , = a. 
==Ca y 

k étant l 'ordre de croissance de  y(x), on aura, en vertu de  l a  formule (13) 

a > O dans le cas k > 1 e t  c i  < O dans le  cas  k < 1. 
D 'au t r e  part, dans le premier cas, on aura, d'rtprks le  co ro l l~ i r e  1, B 
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partir d'une certaine valeur de x, 
xy" 
-->a 
Y! 

a étant un nombre positif. Mais, en intégrant cette inégalité, nous aurons 

y' > bxa, 

b étant encore un riombre positif. 
Dans le second cas, on trouvera l'inégtklité 

a,  et b, étant toujours des nombres positifs. 
THEOR%ME 4. - Toute fonction inSiniment croissante y(x) pour laquelle 

on (t 

YY" lim - = a, 
x=00 

a ktant un nombre quelconque, vérifie,  a pal-tir d' u n e  certaine valeur de  x, 
les inkgalités 

[y(x)Ia-" ~ ' ( 4  < [Y(X)I~+ €7 

quelque petit que soi1 le nornbve positif E. 

NOUS avons, en effet, 

d' oii rksultent les inégalités cherchées. 
COROLLAIRE 1. - Si la fonction y(x) est une  fonction .~ -&gu l i é~ -e  du 

second ordre dont Z'ordj-e de croissance est fini, on  a toujoul .~,  à parti?. 
d ' une  certaine valeur de x, 

[Y(X)]*-~ < y'(%) < [ Z I ( ~ ] ~ + ~ ,  

quelque petit que soit le  n o r n b ~ ~ e  positif  E, a &tant l ' indice de  régularitk 
du second ordre  de  la fonction y(x). 

COROLLAIRE 2. - S i  l ' o rdre  de c~~o i s sance  d 'une  fonction y(x) est 
égal a onk, II é tant  un ent ier  positif e t  k un nombl-e positif quelconque, o n  
a, à partir d ' u n e  c e d a i n e  val eu^. de  x, 

. [ y ( x ) l l - Y  <(x) < [i(x)li ' E, 
quelque petit que soit le nombre positif E. 
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Nous avons vu (n." 2), en effet, que la fonction y(%) sera dans ce cas 
régulière au moins du second ordre et que l'indice de sa régularité du second 
ordre sera égal A un. 

TREOR~ME 5. - Posons 
4 ~ )  = log* Y@), 

p Btant un nornbve entieg- positif. S i  la fonction inpnirnent croissante y(x) 
est telle que 

22" 
lim -, = a, 
s=oo .z 

a étant un nonzbre quelconque, il  ex is te  toz6jout.s une  vaieuî- de  x, à par t i r  
de laquelle, o n  a 

(32) y log y log, y .... (log, y)"-' < yl(x) < y log y log, y .... (log, y)"+', 

quelque petit que soit le nombve positif o. 

Puisque la fonction z(x) est évidemment uiie fonctioil iiifiiiiment crois- 
sante, i l  existe, d'aprks le théorème 4, une valeur de x, & partir de laqnelle 
auront lieu les inégalités 

[ztx)jz-' < z'(x) < [z(x)]"+~, 

Or, ces iilégalités, aprbs la substitution z(x) = log, y, prennent la forme 

dl oh résultent les iiikgalités (32). 
COROLLAIRE. - S i  l a  fonction log, y(x) est une  fonction rc?guiiBre d u  

second ovdre et si l 'ovdre de  croissance de la fonction log, y(x) est fini, 
i l  ex is te  t ou jou î .~  une  valeur de x, a pal.tir de  laquelle (ml-ont  lieu les 
inégalités 

y log y log, y .a.. (log, y)- < yf(x) < g log y log, y .... (log, y)Z+', 

a étant l ' indice de  vBgulal.itB d u  second ordre de  la fonction log,y(x), 
quelque petit que soit le nonzbre positif E .  Si l'ot-dve d e  cvoissance de la 
fonction log, y(x) est iufinirnent g ~ a n d ,  ces inBgalitBs prennent la fomne 

y log y log, y .... (log, y)1-' < y'(@ < g log y log, y a... (log, 

THEOREME 6. - S i  l 'ordre  de  croissance de la fonction y(x) par  
rapport  à une  au t re  fonction y,(x) rBgu1ièt-e d u  second ordre  est kgal ci 
ok, k Btant un nonzbl-e positif qquelconque, et  si l ' indice P d e  d g u l a r i t b  
d u  second ovdve de  la fonction y,(x)' est tel que l 'expression k - 1 + P 
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est diffdrente de zéro,  1'01-dm de  c~.oissn~zce. de  la ,dé~. iuée  Zogavithnzique 
de la fonctiou y(x) par 9 -appwt  à la fonction y,(x) est & p l  à k - 1 + P. 

En posant 
vf . f4i1 

nous aurons 
iim V(X) :) + t, lim v,@) = h. 
X=OO X 3 M  

L'ordre de  croissance de la dérivéa logarithmique de la fonctioii y(%) 
par rapport ln fonction yi(x) est 8gal & la liinite de  la fonction 

pour z = 4- m, si cette limite existe et est égale à un nombre fini e t  dif- 
f6rent de zéro. 

Y" Y' .2/,' 
P(X) =(T - -) Y1 'Yi . 

D' autre part, 1' égalité 

nous donne 

On a, - par conséqueri t, 

L'égalité (33) prend donc la forme 

~ w p p o ? ~ t  d une autve fonction y,@) w!g~lL;e?~e- du second ordre est égal d 
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u n  nombre positif quelconque k,  2'ovdl.e de c~.oissance de l'irrtt?g~-ale 

%O 

x, étant u v e  valeur quelconque de x, pal' 9-nppol-t à la fonction y,(x) est 
égal à k + 1 - P, où P est 1' indice de  végula~.itt? d u  second o~.~Eve d e  la 
fonction y,(x). 

Eii posant 

YyI Y'Y, + YY,' YY~Y," 
Y' lim V ( X )  = lim -+ = lim Y ,' 

x=bO %=ce w=bO Y 

ce qiii démontre le théorhme, puisqiie I'expressioii k + 1 - P lie peut 6tre 
égide à. zéro, h étaiit positif, 

THEOREME 8. - S i  
un ~ ~ o r n h - e  k vérifiant 

est une  fo~îction réguliére 
tion y(x) est une fonction 
larité d u  second ordve d e  

l ' o ~ d r e  d e  croissance d e  la fonction y(x) est égal à 
la  condition k > - 1, 1' intég~aale 

nu moins d u  second 01-dre. Si ,  e n  outl-e, la  fonc- 
réguliére du second ordre, 1' i~adice P d e  1-égu- 

1'intég1-de z(x) est dt?fini pm- la  formule 

a étant l ' indice de ~2gulai.ité du  second ord7.e de ln fonction ÿ(x). 
Montrons, tout d'abord, que l'intégrale z'x) est une fonction réguliére. 

Eii vertu de l'égalité 
- x!l lim - = k ,  

,=CG y 

il existe toujours une valeur de s, à. partir de laquelle on a 

Annall d i  Matematica, Serie I V ,  'Porno X. 
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quelque petit que soit le nombre' positif E. L'intégration de ces inégalités 
entre des limites x, et x (x > xi) nous donne 

C, e C, étaiit des constantes positives. En intégrant encore une fois ces in& 
gali tés, nous aurons 

Il en résulte que 
x 
P 

lirn y(x)dx = + m. 
O=oo J 

x o  

Nous pouvons donc utiliser le théorème de STOLZ et écrire 

L'intégrale z(x) est doiic bieii régulière. Nous avons, en outre, 

Puisque k 3- 1 est différent de zéro, nous en concluons que la régularité 
de l'intégrale z(x) est au inoins du second ordre. Si, de plus, la fonction y(%) 
est uiie fonction réguliére du secoiid ordre, on a de même (13) - 

Les inégalités (35) et (36) après l'élimination de k nous donnent la re- 
lation cherchée (34). 

THEOREME 9. - Toute foncfion infiniment cmissade y(x), pou?, laquelle 
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a &tant un nomhm fini quelconque, v&?-ifie l 'kgalit& 

quelque petit que soit le nombre positif y.  , 
En effet, d' aprés le théoréme 4 nous avons toujours, à p ~ r t i r  d' une cer- 

taine valeur x, de 3 
Y'(%) < [Y(X)I~+~, 

quelque petit que soit le nombre positif B. Cette inégalité peut s'kcrire sous 
la forme suivaii te : 

[~(x)l-~-'Y'(x) < 1, 

d'oh, en iiit8graiit entre des limites quelconques x et d (x' > x > x,), on 
trouve 

Or, nous savons (n." 2) que a ne peut être supdrieur à un. 011 a doiic 
toujours a < 1 on a = 1. Supposons d'abord que a < 1. Dans ce cas nous 
pouvons mettre la deriiiére inégalit4 sous la forme 

eii, preiiaiit E si petit que i'expression 1 - a -- E soit positive. Doiinons à cette 
iiiégalité encore la forme 

1 

et posons 
xf = X + [y(x)I1-"-y 

r) &tant un nombre positif quelconque donné B l'avance. En substituant cette 
valeur de x dans l'inégalité précedente, nous obtenons 1'il)égalité 

qui est vérifiee B partir d'une certaine valeur de x, quelque petits que 
soient E et 7. Mais d'autre part, quelque petit que soit q, nous pouvons 
prendre r si petit que la diffbrence r) - r soit positive. 
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- 

Donc le second membre de la, deriiihre inégalité tend vers u n  et nous 
avons 

puisque la fonction y(x) est toujours croissante. 
Supposoiis mairitenniit que a = 1. L'égalitb (37) que iious voulons dB- 

montrer prend dans ce cas la forme 

Quant A i'inégalité (38), elle nous doline maintenant 

Eii posant ici 

Si nous prenons maintenant E si petit que ln différence rj - E soit positive 
E 

et x si grand que l a  quantité soit iiif4riciii'e k i i i i ,  nous pouvons 
[Y (x)I- 

mettre cette iiiégalité sous la forme 

II eii r6sulte l'bgaiité (39). 

8. Quelques proprietés des fonctions régulières d'ordre supérieur à deux. 
THEOREME 1 .  - Soien t  y,(x) et yn(x)  d e u x  fonctions régu l ières  dzc ilme olUdre 
dont les o ~ d r e s  d e  croissance soient filais. Si 1' 0q.dt.e d e  woissnnce  d e  la 
fouction y,(x) pnv vnppo?.t  à la fonction. y,(x) est in f&r ieu tv  ou &gaz à un, la 
soilinze d e  ces fonctions 

(40) Y(4 = Y, (XI 4- Y 2 W  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N. PODTIAOUINE: S u r  l 'o rdre  de r d g d a r i t d  de la croissaszce 117 

est une  fonction régu1iél.e a u  moins d u  nme o ldre  et son indice d e  ~ ~ ? g u . -  
lalaite d u  nme ordl-e est égal à celui de  la fonction y,(x). 

Nous avons, déjii. vu que pour n = 2 ce théoreme est vrai. Supposons 
qu'il soit vrai pour n = p et moiitrons que dans ce cas il sera vrai pour 
n = p i - 1 .  

Supposons donc que la, régularité des forictioiis y,(x) et y,(x) soit d' ordre 
p + 1. Il est évidelit, tout d'abord, que si toutes les dérivées y,', y,", y,"', ..., 
y,lp-l), y,', y:, y?, ... , Y , ( P - ~ )  sont ilifii~iment croissantes, toutes les dérivées 

y', y", y'", ... , serori t aussi infinitneil t croissaii tes. 
L'égalité (40) nous doline ensuite 

Mais il résulte de la défitiitioii même de l'ordre de régularit6 des fonc- 
tioris que si les fonctions y,(x) et y,(x) sont régulières d' ordre p + 1,  leurs 
dérivées y,'(x) et y,'(x) sont réguliéres d'ordre p. Puis, si k ,  et k ,  soiit 
respectivemeiit les ordres de croissance des foiictioiis y,(x) et y2(x), les 
ordres de croissance de leurs dérivées y,'(x) et y,'(%) sont égaux respecti- 
vement k, - 1 et k, - 1 (n." 7, Corollaire 1 du théoréme 21, car les ordres 
de régularitB des fonctions y,(x) et y,(x) Btaiît égaux su  moins & trois, les 
ordres k, et k, doivent etre supérieurs A uii (n." 5). Nous en coiicluons que 
si k ,  < k ,  l'ordre de croissance de la dérivée y,'(%) sera inférieur ou égal 
à celui de In dérivée yif(x). Mais par supposition le théorètne est vrai pour 
n = p .  Donc la fonctioii ~ ' ( x )  est uiie fonction régulière d'ordre p et soli 
indice de cette régularité est égal B, celui de yI1(x). Mais cela signifie que la 
fonction y(x) est ïéguliére d' ordre p -1- 1 et son indice de cette régulai-i te est 
égal à celui de la fonctioii y,(x). 

On peut démontrer d'une maiiiére ari;i.logue les théorémes suivmts: 
THÉOREME 2. - S i  y,(x) et y,(x) sonl des fo~lclions .1-égulib9.es du  lime 

O I ~ I - e  et  si 1eu1.s o~vh-es de croissance sont finis, le p1.oduit de  ces fon- 
ctions est une  fonction ~-&ulié~.e a u  moins d u  nme ord~-e .  

THEOREME 3. - Si y,(x) et  y,(x) sont des fonctions 1-eguli21.e~ d u  nme 
ordve et s i  l e u m  ovdres de  croissance sont finis, la fonction 

Y = Y,[Y,(x)] 

est une  fonction d g u l i é r e  a u  moins d u  nme or&-e. 
THEOREME 4. - S i  la fonction y(x) est une  fonctiwn n?gulié~.e d u  lime 

ol.dl,e dont  l 'ordre de  croissance par  vappoî-t à une  autre  fouction quel- 
conque y,(x) réguii21.e d u  second o l d r e  est kgal à u n  nombre k fini et  
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d i f f h v n t  d e  zero  et si l ' indice a, de sa végularitt? d u  nme ovh-e  est d i f -  
fëvent de  z&*o, Zyo~~dr-e de cl-oissance de  sa del-ivde y(p)(x) (p = 1, 2, 3, ... 
..., 11 - 1) par r.appotmt d la fonction y,(x) est &gaz à 

p, étant  1' indice de rkgu2al-ité d u  second 0 r d f . e  de la fonction y,(x). 
Puisque ln fonctioii y(%) est régulière du nme ordre. on a 

YY" - Y~Y"' tn-2)  (n) Y 9 -  lim, - a,, lim ,- = cc,, ..., lim ,,-,, , - a,, 
a=- y a=, Y L<I=bO[Y 1 

a,, a,, ... , a, étant des nombres finis. Nous avons, en outre, 

L'ordre de croissaiice de ln dérivée y(P)(x) par rapport ii ln fonction 
y,(x) est défini par la limite de la fonction 

pour x= + oo. Or, en mettant 1' expressioii pour la fonction p(x) SOUS la forme 

yyfr ytyttt y(P-l) y(P+i) 
p(x) = ) -,' .-.- * y!,% a.. 

Y Y i  [y(P)]2 ' 
noiis trouvons l' égalité 

lim p(x) = ka,a, ... a,,, . 
a=oc 

Le second membre de cette égrtlité est différent de zéro, car parmi les 
indices a,, a,, a ,,..., a,, il ii'y a que le dernier qui peut être &al B zéro. 
Mais, par hypothèse, il est différent de zbro. 

D'autre part, nous avons vu (n." 5) que pour chaque mleur  de p iofé- 
rieure à n, on a l'égalité 

k a p p ,  ... = k - p(l - P,). 
Donc 

liin p(x) = k - p(l - pz), 
x=m 

ce  qui d6moiitre iiotre théorème. 
COROLLAIRE 1. - Si 1'01.d1.e de  c?.oissance de la fonction ytx) est 

kgal à un noilib13e f i l i i  k supkrieur à 11 - 1 et si y(x) est ulze fonction 1.6- 
guliére d u  ilme oj.d~.e, la dkrivde y(P)(x) (p = 1, 2, 3, ... , i i  - 1) est une  fonction 
1-kguliére d' ovdve n - p et  son ordre de croissance est dgal d k - p. 
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NOUS avons, en effet, dans ce cas, P, = O  et la  formule (14) 

iious montre que pour k > n - 1 l'indice a,, est supérieur 9, zéro. 
COROLLAIRE 2. - S i  y(x) est une  fonction 1-t!gulière d u  nme ordre doltt 

1' 01.d9.e de  cvoissance par rapport  à ulze autre  fonction y,(x) réguli&.e 
d u  seeond oj,dv-e est égal c l  un nombre k fini et d i f é r e n t  de  zSro et si,  e n  
out?-e, 1' ordt-e de  o.oissame de la fonction y,(x) est infiniment gra,nd, 
1' ordî-e de croissance de  sa dérivée y(Pj(x) (p = 1, 2, 3, ..., n - 1) par rappor t  
a la fonction y,(x) est égal toujouvs a k .  

En effet, nous avons dans ce CRS 

et la formule (41) nous doline k '= k pour toutes les valeurs de p. 
THEOB~ME 5. - Soit y(x) une  fonction rt!guli&~'e d u  urne ordre. Quelq~de 

petit que soit le  nombre positif E, i l  existe toujou~.s une  valeu7. de  x, à 
par t i r  d e  Iaquelle on  a 

a, étant l'indice de  végu1a1-it& d u  second ordre de  la fonction y(x). 
Puisque les dérivées y', y", ...? y'p-') soiit toutes des fonctions régulières 

au moins di1 second ordre et  leurs indices de régularité du second ordre 
sont égaux respectivement & a, ,  a,, u s ,  ... , a,,, , oh 

Y'Y'" y ~ v  
us = lim T ,  a, = lin1 - 9(p-i) Y a@+, = lim -- -, 

x=m y 611' '"" z=w [y(@)If 

on a d'après le théorkme 4 du n." 7 

quelque petit que soit le  nombre positif E,. 

On déduit facilement de ces inégalités 

Or, quelque petit que soit le  nombre positif e, on peut toujours prendre e, 
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si petit que 

- - S e m  (aD+i - c i )  > a2a3 up+, - ' 
(CC, +-E,)(ag -1-E J. . .  (a*,, + E , )  <&,a, ... cc,+, + E .  

Les iriégalités (43) nous donnent alors 

[2/(x)]sas3 i - Z p  +iAE ( Y ( P ) ( x )  < [ y ( x ) ] ~ ~ ~ ~  - - * p + i  ( €. 

Or, nous avons eu 1' égalité (7) 

a p ,  ... a,+, =;na, - ( p  -- 1). 

Les inégalités précédentes prennent doiic la forme cherchée (42). 
COROLLAIRE 1. - y(x) è tant  uue  fonction réguliére d u  rime ordre  dont 

l 'ordre  d e  croissance est égal à un nonzb?.e fini k, i l  existe toujours une  
valeur de x, à partil- de  laquelle o n  a constamment 

quelque petit que soit le  nonlbre positif E. 

On obtient les iiiégalités cherchées en substituant dans les iiiégalités (42), 
au lien de a,, sa valeur déterminée par ln formule (13) 

COROLLAIRE 2. - Toute fonctiofz n?gulièl*e d u  lime ordre  dont  l 'ordre  
de  c~.oissance est kgal à wmk vérifie, à pm.tiî. d ' u n e  certaine valeur de  x, 
les in&galités 

[y(x)li-E < gP"(m) < [y(x)I1 ( p  = 1, 2, 3, ... , n - 1) 

quelque petit que soit le nornbl-e positif e. 

En effet, on 
forme cherchee. 

a dans ce cas a ,  = 1 et les inkgalités (42) prennent alors la 
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Zwei Beweise für die isoperimetrische Haupteigeiischaft 
des Kreises. 

Von IL l 'kt .  VAHLEN (in Wien). 

Uiiter der Bezeichiiiiiig Diffei-c:iiï,eiigeoiiîeti-ie fasse ich diejeiiigeii Satze 
der eiiclliclieii Geoiiiati.ie ziisainiiieii, aiis cleiieii durch Greiiziibergaiig Satze 
der DitfereiiLi:ilgeoiiiet~~ie lier\~orgelieii. Nitiiirlich solleii diese Satze iiiiler 
Verineidiiiig voii Greiizprozesseii bewieseii werdeii. Iiidem nian z i m  Schluss 
deil Greiizübei.gitiig i i~icht,  erhalt iiiaii eiiieii iieiieii Zugaiig zu dein betref- 
feiiden Satze dei. Diflereiitii~lgeoiiletrie. Aber wichtiger ist es, dnss iiiitii niif 
dieseiii Wege zii Siitzeii koiiiint, die voii dei. Difiei.eiitialgeoineti.ie über- 
spritiigeii wei-deii, d a  sie ilireii Melhodeii iiicht zugaiiglicli siiid. Iii eiiiein ii i  

der Gesellschtift fur Mi~tlieinstik iii Wieii gelialleiieii Vortrage (S. Moiiittsliefte 
fiir Nath. ii. Phys. 1931) habe icli das ail drei Beispieleii erlaiitert. Der Satz 
voii Gaiiss, die T o t a l k t ~ ü ~ ~ n u t i g  eiiles Fl&cheiistiickes plus geodatisclie To- 
ttdkriiii~ini~iig des Ra~ides gibt 4 Redite, \vtii.de fiir polyedilsche FIHclieii- 
stiicke bewieseii, die durcb uiiebeiie Polygoiie begreiizt siiid. Die Uiiverbieg- 
bsrkeit geschlosseiier koiivexer Fl&clieii wiirde fiir Faahwerke bewieseii, 
dereii Stabe die Kaiiteii eiiies Dreieckspolyeders siiid; sie niiisseii koiives 
seiii, weiin uiieiidlich kleiiie Verbiegbarkeit aiisgeschlosseii wird. Dass es 
iiicht iiiimer aiigebracht ist, kr~iiiinie Flachsii uiid Liiiieii durch Polygone uiid 
Polyeder zu ersetzen, zeigt der il. a. 0. gegebeiie sehr eiiifache Beweis des 
Vierscheitelsetzes, bei den1 ich das Oval tils aus Kreisbogeii zusamineiige- 
setzt aimehine. 

Zo deil wiohtigsteii Desiderateii a ~ i f  diesem Bebiete gehort iiun uiistreitig 
der Beweis der isoperiinetrischeii Haiipteigeiischaft des Kreises ('). Diese 
Iasst sich bekaiiiitlicli daliiii ausdriickeii, dass zwischeii den1 Iiihalt J uiid 
dein ~ i n f a i i g  U eiiies ebeiieii iiicht kreisf6rinigeii Fl&cheiistiickes die Uii- 
gleichiiiig besteht : 

(i) Fiir die Geschiclite des Problems wrgleiclie man inshesondere: TV. RIA~CHKE.  
Kveis tînd Kugel, Leipzig, 1916. 

Atanali di  Matematica, Serle IV, Touio X. 16 
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Hu?@ tez'gemchuf des fi-eises 133 

Trapez, R I S O .  iii eiii Kreisviereck verwaiidelt. Dasselbe gilt bei Segiiieiiteii, 
z. R. wircl ABCDEF mit A B  = RF, UC= D E  durcli Syiiiinetrieruii der 
Vierecke ABEIi', BCDE syiiiine triert. 

3) Gleichinacliiiiig zweier (aiistosseiider) Seiteii. Naii ersetze jede dlircli 
die hnlbe Suinme beider, wodurcli der Iiilialt vergrossert wird. 

4) Gleichiiiachuiig zweier Radieii AO, BO init Erhaltuiig der Sehiie AB 
und des Wiiikels AOB. Daduseh wird das Dreieck AOB vergrossert, die Sehiie 
mit ciein ziigehorigeii Segmeiit bleibt erlialteii. 

Dies vorausgeschickt, inache ii~aii zwei Seiteii eiiiai~der gleich : (0) = (1). 
Die eiiie Halfte eiiier dritteii Seite vereiiiige iilaii iiach 3) iiiit (O) zu zwei 
gleiclieii Seiteii (00) = ( O l ) ,  die aiidere Halfte mit (1)  zu zwei gleicheii Seiteii 
(10) = (11). Die ~ i e r  gleiclieii Seiteii (00) = (01) = (10) -1 (1 1) vereiiiige niai1 
je mit eiiiein Viertel eiiier 1-ierteii Seite zii je zwei gleicheii, d s o  iiii Gaiizeii 
811 acht gleiclleii Seiteii (000) = (001) = ... = (111). Usw. So erlialt iiiaii eiii 
dein gegebeiieii uiiifiiiiggleiclies, iiihaltgrosseres ~ E c k ,  desseii Seiteii eiiiaiitler 
gleicli siiid uiid desseii Seiteiizahl eiiie Poteiiz roi1 zwei ist. 

Diinii verbiiide zwei Gegeiieckeii duicli eiiie Seliiie, S O ~ ~ I S S  also der Uiiifaiig 
gelialftet mird, uiid syiiiiiict.riere iiach (2) jedes clor beicleii Segiiieiite, Dtiiiii 
verbiiide inaii clic zwei syiiiiiietiisclieii Gegeiieckeii tliircli eiiie Sehiie, sodass 
mit. der ersteii Seliiie zusaiiiriieii der Uiiifi~iig gevierteilt wircl, uiitl syiiiiiîetriere 
die Segiiieiite, die durcli die zweite Seliiie eiitsteheii. Die beideii Seliiieii 
schiieideii sic11 seiikseclit iii eiiieiii Puiikte O iiiid teileii das Viekeck iii vier 
koiigrueiite (bzw, syiilinetrisch~) Quadrmteii. Dereii Dreiecke iiiit recliteiii 
Wiiikel bei O vergrossere iiiaii iiacli ij, walireiid iiinii ilire Segiiieiite iiach 2) 
sÿniiiietriert. Daiiii zerfalleii die vier Quadi;iiiteii i i i  acht koiigrueiite (bzw. 
syiiiinetrische) Oktaiiteii, mit cleiieii inaii ebeiiso veihlirt. Nacli eiiier eiid- 
lichen Aiizahl voii Schritteii koiiiiiit iiiaii zu eiiieiii regelinassigeii Vieleck, 
womit des Satz bewieseii ist. 

Der xweite Beweis bezieht sicli auf eiii Vieleck P, voii deiii iiielirere 
Seiteri eiii Taiigeiiteiivieleck 1' eiiies iliin eiiibeschriebeiieii Kreises K bildcii, 
der keine des übrigeii Seiteii voii 1' sctiiieiclet. Niclit bei jedeiii Vieleck ist 
eiii solclier b e i s  vorhaiideii, aber jedes kaiiii i i i  eiii uiilfniiggleiclies, flaclieii- 
grosseres der verlaiigteii Art umgeformt merdeii. Z. B. durcli clie Steiiiersclie 
Syininetrisieruiig: iiîaii halfte deil Uiiif'niig duicli eiiie Grade G uiid ersetze 
dns flaclieiikleiiiere Segineiit darcli das Spiegelbild des flacheiigrossereii ail G. 
Dnsselbe wieilesholt innii init eiiier zu G seiikrecliteii Uradeii H. llilii ver- 
iiieicle, clnss G otler H eiiier Vieleckseite parallel siiid. Uaiiii liabeii die aiif G 
uiid H liegeiideii vier Sclieitel iui~xiiiitile Eiitferiiuiigeii voiii Mit~elpuiikt 
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(GH) = O, da inttii etwa eiiispi*iiigeiide Scheitel iindi ausseii klappt. Also giebt 
es auf deni Uinfaiig iniiidesteiis vier iiiiiiiinale Eritferiiungeii, d s o  eiiieii eiii- 
beschriebeileii Kreis, des iniiidesteiis vier Seiteii beriilirt iiiid keiiie Seite 
schiieidet. 

Dies vosausgescliickt, seieii CC'C" ... die Eckeii des Taiigeiiteiivielecks 1: 
feriier J und U seiii Iiiiialt iiiid Uinfaiig. Durcli deil Kreis K wird 7' zerlegt 
iii die Kreisflache ~iiid die s Kappeii B, jede begreiizt ~ ~ 0 1 1  je zwei nufeiii- 
aiiderfolgeiideii Taiigeiiteii uiid deiii Zwisclieiibogeii roi1 K. Die Iiilialte 
dieser Kilppeii seieii bzw. i, if, i", ... Voii dein Vieleck P ~erliiiift iiiiierlinlb 
der Kappe i (eiitspreclieiicl bei i f ,  i", ...) eiii koiivexer Slreckeiiziig A .,. B 
bestelieiid nus tleii Seiteii c,,  c,, c , ,  ..., der init dei1 Abscliiiitteii C'A = b, 
CB = n ziisninineii eiiie Knppe voin Iiihnlt j ( j ' ,  j", ...) begreiizt. Die Abstiiiide 
der Seiteii c,, c,, .,. von O seieii v+ h , ,  s. + h,,  ... Niiii ist U / . =  2J, nlso 

Addiest innii alle Gleicliuiigeii (2) mi (1 )  uild beseicliiiet i i i i t  J', O" Iiilinlt 
uiid Uinfitiig ~ o i i  P = ABA'BfA"B", ... , so ei.lialt i i i i ~ i i  

Die Parallelograiiiine hc liegeii zwisclieii der betr. Seite c i i i i t l  der mi 
ilir paralleleil Taiigeiite ini Abstmde 11. Zielit iii:iii die beit1t.11 aiidereii Seiteii 
paralle1 eiiier diircli C uiid c gelieiideii C*ra(leii, so iiherdeckeii sicli die Pti- 
rttllelograinine iiicht, es ist also 

(4) j 4- 2, hc < i, 
W O ~ ~ L I S  mit (3) ziismnmeii h lgt  

J' - Ut?' -1- < O ,  

was zu beweiseii was. 
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Mernoria di A n ~ i ~ i i o  XAROSI IR, Firenze). 

Siiiito. - Si stnbiliscouo rrlcuae v e l a ~ i o w i  mlmtericke fvn i cavatferi  d i  sisterrm «lyebriro 
d i  coi clwve, nppa l t emwfe  nt7 ?cira superficie alyebvicn. S i  sfrrhilisce iirolfre, u l l a  relonio,re 
fat~aaioirale cke iirtercetle f ra  cerfe ocvoe s t r e t t r iwe~~te  collegrde a l  sisfe~irn cilgehriro. P t tnn 
c w r a  canolrica üella supevficie. 

Le relazioiii clie iiitercecloiio fra i caratte1.i di uii sisteiiia. nlgebrico l' 
di mi  ciirve esisteiiti sopra uiin supei-ficie algebrica P (indice e geiiere del 
sistemn, geilere e grndo della curva geiierica, etc., etc.), iioii sono fiiio nt1 

ora ilote, fatta eccezioiie per tiiirt forniu1;t diinostratn  di^ R. TORELLI [la. for- 
ii~ula (I)], la quale dit il iiuinero 6 delle' ciirve del siuteiua dotnte di puiito 
cloppio, iiel caso clle la curva geiiericn del sisteina. stesso iioii nbbiti piiiiti 
iiiiiltipli variabili. 

Il preseiite lnvoro è rivolto ri.ppuiito ti. stabilire alcuiie di queste relazioiii, 
le quali spero clie potraiiiio esscre utili pcr Io studio iilteriore dei sisteini 
nlgebrici di curre  siille superficie. Riiigrazio vivaineiite S. E. il prof. F. SEVERI, 
clle mi lia. iiidicato l'nrgomeiito di questa ricerca. 

Nelln prima parte del 1itv0~0 si esteilde lit validitit della forinuln del 
TOILELLI, soprn ricordata, al cas0 di sistemi algebrici ln cui ciirva geiiericn 
nbbia puiiti multipli variabiii (ordiiiari), e si iiiclica per quante uiiitA deve 
vnlutnrsi, iiel iiuniero 6 fornito dalla (I), uiin curva del sisteinn. clie abbia 
puiiti riiultipli i i i  soprniiiioiiiero, i i i  coiifroiito di qiielli posseduti dalla clirvn 
geiiericn. 

Nella secoiida parte vieiie stabilita uiia relazioiie fui-izioiinle frn alcuiie 
cul-\le strettnineiite collegnte al sisteinn algcbrico 1' (iiiviluppo, ciirva dei 
coiitatti, etc.) e uiia c i ~ r v a  cniionica dellit superficie. Dn tale relrtzioiie fiiii- 
zioiiale si ottieiie poi fixcilmeiite 1iii gruppo di foriiide (le foriuiile II, III, 
IV, V), le quali legsiio fi.a loro i caratteri del sisteiiin algebrico. Nella V iigui.tt 
miche i l  geiiere 1iiieai.e della superficie. 
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AItre formule - (da VI a XII), si otteiigoiio iiella terza parte del Iavoio, 
:i.ppliciiiido la  foriniila di  ZEU~YHEPL' a particolari corrispoiideiize che si Iiniiiio 
frn il sisteina nlgebrico i' (coiisider;ito coiiie ente algebi-ico sempliceiiieiite 
iiifiiiito) e le ciirve collegnte a1 sisteiiin slesso. 

1. Sopra uiia superficie algebricn F (che per seinplicitk supporreiiio priva 
cli puiiti iniiltipli iii iiiio spnzio coiiveiiieiite) esista iiii sistema algebrico irri- 
ducibile i?, forinato dst m i  ciirve algebiiche, il quale sin di grndo j t ,  di i i i -  

dice v, e di geiiere 7c. Si~pporremo che ln geiiericn ciirva C di I' sin niich' essa 
irridiicibile, e lie iiiclicliereiiio coii p il geiiere. 

Nell'ipotesi clle il sisteiiia l? iioii abbin piiiiti base, e clle le ciirve di l? 
iioii abbiniio piiiiti iiiultipli varitibili, R. TOI~ELLI (1) h a  tlimostiato che il nu- 
inero 6 dei piiiiti, citiscuiio dei. q m l i  e doppio per iiiiit ciirrn di l', è dato 
&illa foriniila : 

(1) E=v(I+ 4) -1-2(n, - 1 ) - z -  4(n -- 1)(p - 1) 

dove I è l'iiivtiriaiito ZEUTHEN-SEGHE della superficie P ;  n, é il geiieie clel- 
17iiiviliippo 1, del sisteiiia 1' (cioè del Iiiogo dei piiiiti di F, d a  cinsciiiio dei 
qiii~li escoiio due cui-ve di 1' iiifiiiitaineiite viciiie), e T Q il iiiimero dei piiiiti 
della superficie, clw ciasciiiio dei qiitili escoii? trc? ciiisve di I' iiifiiiitm~eiitc 
viciiis (piiiiti che soiio ciispicli della curva I.). 

È fiicile vedere ch? se i l  sistemn i! lia uii piiiito bnse A,  la fo rn~ l~ l i~ .  (1) 
vale aiicoi-II, piircliè si aiiiiieiiti di v uiiitk il silo secoiitlo ineinbro. Si ripetti, 
iiiftltti, i l  i.iigi~iiiiiiieiil~ del T ~ I ~ E I , L I ,  cioè si coiisideri Iii, supeificie Q, i ciii 
puiiti 1-appi.eseiitaiio le coppie, ciasciiiiii delle qiiali è t'orii~rilti d a  uii piiiito P 
di F e da iiiizi delle v ciirve C di i' passanti per P. Questn siiperticie Q> coii- 
tieiie uii f;\scio I", del geiiere n, di curve C' del geiiere p, coi1 6 clirve dotate 
di piiiito doppio. Percib, se  IV è l'iiivnriarite ZEUTHEN-SEGIEE della superficie @, 
nbbinino ( 2 )  : 

(2) s = q -4(n - l ) ( p  - 1). 

Ora, frn F e iiitercede aiia corrispoiideiizn t i lgebr ic~  (1, v ) ,  ln qunle lin, 
su k', il punto A (base per il sistema ï) coine foiida.iiieiitnle, a d  osso corri- 

(') Siti sistemi ulgebrici di c i m e  appal'teltedi oc1 ctlan sqtperficie algebvicrc, * Atti dell:~ 
R d c  Acc~ndeitiin d ~ l l e  Scieiize r ,  di 'i'oiiiio, Vol. SLIT, S o v .  1 R i K  

(" T. C ~ s ~ ~ ~ i c r ~ x i ~ o \ - o - E s ~ ~ i ~ ~ ~ ~ s ,  Soprcc rilcwe qttestio~ii fo~i~lrc?r~e~rt~~l i  ?iéllu teorin delle 
superficie alyebriche, c Annali di Xatematica S. serie III, t. VI (1901), n.' 6, Oss. 
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spoiideiido su  @ iiiin curva cc i i i  uorrispoiideiiüa ( v ,  1) con l'iiitoriio di A. Si 
ha allora (') : 

(31 rp = v ( I +  4) + hl - z - 6 i- v, 

e sostitueiido iiella fbriiiula precedeiite si ottieiie qiiaiito si è asserito. Se, 
duiiqiie, il sisteina I' possiede G puiiti base, si h a :  

2. Suppoiiianio, oi'ii,, ctie IIL c ~ i r v n  generica del sisteina. nlgebrico I' abbia h 
iiodi varinbili, e sia A l a  curva. Iiiogo di qiiesti k pliiiti doppi. Qiiesta curva A 
fil parte, come è iioto, dell'iiiviliippo di r ;  iiidichereino percio coii A 4- L 
questo iiiviluppo, e iiiteiidereino iiel seguito clie n, iiidichi il geiiere della 
sola. curva L. Mniiterreino iiivariate le altre iiotazioiii. 

Toriiia.nio a coiisidernse la  superficie @, iii corrispoiideiiza (v, 1) coii F, 
di cui si e detto a l  II." 1, per precisaie uii poco questn corrispoiideiiza. 

Neiitre 1111 pùiito A l  di E' descrive uiia c e i h  curva C di I', i l  piiiito 111' 

di 0, rappreseiitaiite la  coppia formata dii hl e d a  quclla C (fissii), descrive 
una curva  C' (del fiiscio I") i i i  corriupoiideiizl~ bii~izioiinle coi] la C coiwi- 
derata. Gli altri v - 1 puiiti di (3 corsispoiideiiti ad M (iiiimrigiiii delle coppie 
formate d a  M e dalle altre v - 1 ciirvi: di I' iisceiiti di1 111 stesso) descrivoiio 

uila curvii E, ln qunie, a1 variare deila. c eiitro r, varia., sii a, iii iiii sisteina 

:i.lgebrico r, di  indice v - 1 e del10 stesso genere n di Y. 
Se preiidiaiiio a coiisiderare un piiiito I' tlelli~ curva  L e Io i i ~ ~ ~ p p i i i i i i ~  

a quella C di 1' clie tocca la L iii P, si Iiii su iiii puiito P' coi.rispoiideiite 
a, P, il qiiale Pr ,  iileiitre P descrive la Id, descrive iiiin ciirva L' (iii corri- 
spoiideirzn biaiiivoca coi1 1,) luogo clelle coiiicideiize della iiivoluzioiie di or- 
tliiie v esisteiite su @ (ii~voluzioiie i ciii griippi sono iininngiiii dei piiiiti di P). 
Se al piii~to P accoppiaiuo, iiivece, le altre v - 2 c i m e  di ï iisceiiti da  1' 
stesso, si liaiiiio altri v - 2 piiiiti di 0 corrispoiideiiti a P e tlescriveiiti 

(iiieiitre P descrive la  1,) uiia ciirva E, iii corrispoiicleiiza (v - 2, 1) coi1 la 

medesjiiia. Si i.iscoi,ti.a facilnieiite d i e  In ciii*vr? é 1' iiiviliippo del sisteint% p .  

(') V. SEVERI, SuUe reiuzioiti' che iegnwo i caratteri i twurinwti  d i  dice s,cperficie in 
cowispo~tcletiza algebi-ka,  u Rendiconti del R.  Istituto r~oinbardo di sr. e Ictt. v ,  serie I l .  
vol. SXXVI (1903)' n," Il.  

c2) A questa foriniila si  perveriebbe anche trasforniando la supwficic F, bii.axional- 
inente, in iin'nltia superficie F' siilh qiiale i o punti bnse di l' ab1)iniio per coirispondenti 
altiettante ciirvc ecc~zioi-iali. Si  potirl)l)e iillora applictiic Iii,  (1) nl sisteinii ti.nsfoi~ni:ito di I' 
siilla F', e poi ,osserviwe clie se 1' 6 I'invniiiinte ZE~'TIIES-SEC;RE di FI, si lia: 1' -1 1 + o. . 
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Coiisideriaiiio iiii puiito Q dellti, curvtt A. Ad esso, accoppiato n qiiellsiz 
curva C che h a  lie1 pui;to d uii iiodo ('), corrispoiidoiio due piiiiti, QI' e ' Q,', 
della C' corrispondeiite alla G; i quali punti iioii possoiio coiiicidere iii uii 
iiiiico puiito della superficie a, altrimeiiti le curve di r' 'avrebbero paiiti 
doppi varinbili, il che iioii pub avveiiire esseiido ï' iiii  f'ascio. Meiitre & cle- 
scrive l a  ciirva A, i puiiti Q,' e Q,' descrivoiio su 0 uiia. curva  A', che  e iii 
corrispoiideriza (2, 1) coi1 la A.  Da  ci6 segue clie la curva  A iioii è di clira- 
inazioiie iiella corrispo~~deiizn (1,  v )  che  iiitercede fra 17 e a: tale curva  di 
direiiinzioiie è esnurita, dalla curva  L. Accoppiliiido il puiito Q dellii. curva A 
coi1 le  altre v - 2 curve di i' usceiiti d a  Q stesso (escliisn quella clie i i i  Q 
h a  uii piiiito doppio) si lii~iiiio altri v - 2 puiiti della. superficie @, corrispoii- - 
deiiti n Q, i qiiali, a l  viwinre di Q sulln curva A, descsivoiio uiia. c u r r a  A ,  
i i i  corrispoiideiiza (v - 2, 1 )  coii lit A stessa. 

Risultt~ iiiiiiiediatan~eiite che ogiii curva  del filscio i" iiicoiiti'a la curva A' 
i i i  h coppie della iiivoluzioiie biiiitritt esisteiile sullrt, A' (iiivoluzioiie le cui 

coppie sono iiniilitgiiii dei puiiti della A ) ;  ed iiicoiitra ln c i r v a  4 iii s puiiti, 
se  s  è il iiuinero delle iiitei.sezioiri della C geiiericn coi1 l a  curva  A, oltre 

quelle rticcolte iiei k puiiti doppi della C stessa. La ciirva C' e la  curva  C, 
corrispoiideiiti ad uiia inedesiina ,C, haiiiio coinuiii l e  k coppie di puiiti iii cui 
l i t  C' iiicoiitra l a  A'. 

Ln C' e la. C haiiiio poi, ulteriosiiieiite, altri Z=u - Zk puiiti coiiluiii, 
apparteiieiiti alla CtirviL L', iiiiintigiiii clegli 1 coiitatti che la C coiisider:ita 
lia coi1 121 corvit 1,. Gli 11 puiiti clie, coiilplessivaiiieiite, h:iiiiio i i i  coiiîuiie 

1 : ~  C" e la C (corrispoiideiiti ad iiiia iiiedesiiiia C),  corrispoiidoiio ai piiiiti del 
g r~ ippo  c:irattei.istico della C stessa eiitro i l  sisteina I'. 

Facciaino iiifiiie aiiche la segiieiite osservazioiie. Ogiii ciirva C', del 
fascio r' esisteiite siilla superficie 0, coiisiclerata coine eleineiito dell'eiite wlI", 
è origiiie di un sol m m o ,  altriiiieiiti iii quella curva  coiiiciderebbero piii 
curve di Y, cib che  iioii è possibile perché per  ogiii puiito di passa, uiia 
sola curvtt del t'ascio I". 

Ors,, i sisteiiii J? e I" (coiisideraiido le loro ciirve coilie elemeiiti) soiio i i i  

corrispoiideiiza birazioiiale, e percib ad iiiia ciirva C che eiitro I' sia origiiie 
di i raini distiiiti ( i  2. l), corrispoiidoiio eiitro I" i ctirve C' distiiite; e vice- 
versa, se ad uiia C corrispoiidoiio i curve C' distiiite, la. C e origiiie, eiitro I', 

(1) Si siippone clle da un piinto gmcri<w rl~lla ciirva 1 w c n  iina sola C avente in qiiel 
piiiito un piinto doppio. 
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di i rami. E siiperfluo OsserVikre clle per ogiii rsiiio di r, di cui s i i ~  01-igiiie 
uiia curva C, esiste sulla stessa, C uii gruppo caratteristico. 

3. Coiisideriamo uiia ciirvil C del sisteiiia J?, la quale eiitro I' sin origiiie 
di uii sol raino; e suppoiiiaino che essa abbia k + 1 piiiiti doppi : QI, Q, , ... 
Q k :  Qk+,.  Di questi k t  1 paiiti doppi solo k (e siario Q,, Q, ,  ... Q,,) corri- 
spoiidoiio alle h coppie cli puiiti clle l'zmicn curva, Cf, corrispoiideiite alla C, 
hi1 coiiiuiii coi1 lii, C I I L ' V ~ I ~  Ar. Al IL i- 1"1° puiito doppio, Qk+l, della ciirva C 
(apptlrteiigt~ esso o iio alla ciirva A )  corrispoiide uii puiito doppio della 
ciirva C'. E iiifatti, se, iiella corrislmicleiiz birazioi!tile clle iiitercede le 
curve G e Cf, al piiiito doppio Q R f c  del l i~  curva C corrispoiidessero diie piiiiti 
clistiiiti della siipei$icie a, :ippaiteiieiiti alla curva C', ci0 voi-rebbe dire che, 
iiieiitre uii piiiito Q di F si avvicilia il Qh+ l ,  due delle v ciirve di i' ptissaiiti 
pe i  Q doviebbero teiidere alla iiostra C siill' iiiiico raiiio di T, di cui è origine 
la C stessa; e quiiidi Q,,, clovrebbe hi. parte del g r~ ippo  ciirniteristico esi- 
stei1i.e slill;i. inedesiiiia C. Mils ci0 iioii pub :~vveiiii~e percliè Qk+l 11011 corri- 
spoiicie ;il iiessuiia delle k coppie di puiiti coiniiiii alla Cf e illltt A t ;  d ' a l t ~ a  
parte iioii corrispoiide iieiiiiiieiio ad alcuiio degli 1 = n - -  2k puiiti comiiiii 
alla Cf e alla 1,') perche i i i  ta1 caso a Qk+l dovrebbe corrispoiidere uii sol 
piiii to della superficie cD, apparteiieii te a l l ~  C', coii tro il supposto. 

Viceversa, se sulltt superficie @ iiiia C' h a  1111 piiiito doppio Qfk+,,  ad 
essa corrisporitle si1 l? tiiia C clle lia. k i- 1 piiiiti dopyi, dei qutlli iiiio, Q,+, , 
corrispoiide a e gli altri:  Q,, Q,, ... Q, corrispoiidoiio alle k coppie di 
puiiti comuiii alla C' e alla A'. 

Si coiiclude che se ogui C d i  I' 6,  e ~ ~ t g - O  F, 01-igine di un sol Imxo,  il 
slull~el.o 6, iuriicuute i l  nz~mes'o de i  pzcuti doppi  delle c w v e  del fascio I", 
che 6.  aspl-esso dalla f o ~ . i ~ m l n  (1), indicn anche il m m e r o  delle c w v e  del 
sistelrta J? possedeuti k + 1 punti doppi .  

4. Facciemo orn I'ipotesi che iiiin curve  C di I' sia, origiiie di i raini 
del sisteina I', e che abbia k i- h puiiti doppi: Q , ,  &,, ... Q k ,  Qk+,, ... Clk+,, . 
Ad essa coirispoiideraiiiio i ciirve: C,', C,', ... C,' del fsiscio 1" (Y .  1' ultima 
osserv;rzioiie del 11." 2). Sia.110 Q,, Q , ,  ... Qk i k putiti dopyi della curva  C, 
corrispoiideiiti alle k coppie di piiiiti clie la Clf ha  coiiiiiiii coii l a  A'. Agli 
ulteriori It  piiiiti doppi della curva C: Qk+, , ... Q k + h ,  corrispoiidoi~o allora 
alti-ettaiiti piiiiti doppi della C,'. Cio si vetle rifmeiido, per citisciiiio dei 
piiiiti ... 10 stesso rtigioii:iiiieiito clie si è fatto al 1 1 . 2  peP diino- 
strare clie i l  piiiito &',+, ivi coiisiderato è dopyio per 1:i curvn Cf. Ne segue 

Atsnali di Matematica. Smie IV,  Touo X. 17 
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che la ciirva. C,' coiita per Ib iiiiitk iiel iiiiiilero 6 espresso dalla formula. (2)) 
e qiiiiidi miche iii qiiello espresso dalla (1). Lo stesso pub clirsi per le curve 
C,', ... C,'. Si concliide pertniito clie : 

S e  i l  sistenta algebrico I' è f ommto  dtc c w v e  nvetzti k nodi  vm8iabili ,  
l n  fo?wzzclu (1) espvime i l  nzme2.o 8 delle etc?-ve di I' dotnte d i  k -t. 1 p u ~ t t i  
doplpi, p u w h é  si in tewln  clte ogui cul-un di r ln  qunle abbicc k + h p m t i  
doppi  e sich ojnigi~ie, ent9.o I', d i  i j m t i i ,  debbu c o ~ z t w e  pet. hi zmita nez 
nzmevo 6 medesiwo. 

5. O S ~ E R V A Z ~ O N E  1. - L'esisteiiza O iiieiio di çiirve del sisteiiia. i' che 
siai10 origiiii di piil raini, dipeiide dalla natiira delle coiidizioiii algebriclie 
ciii debbono soddisfare le carve di I'. Fer cliiarir cib, si coiisideri l'eseiupio, 
segueiite. Sin F uiia superficie algebrica di S 3 ,  ed il sisteiiia I' sia segato 
su F dai piaiii tniigeiiti alla Il' stesstk iiei piiiiti di uiin s~ ia  ciirva A. Le ciirve 
di questo sisteilin Iiaiiiio i i i i  puiito cloppio variabile. Quelle, di qiieste curve, 
dottite di 2 piiiiti doppi soiio segnte dni piani bit:iiigeiiti ad P clie lit~iiiio iiiio 
dei piiiiti di coiitatto siilla ciirva A :  esse percib soiio taiite quniiti soiio i 
puiiti coiiiuiii alla. ciirva A e alla curyii, A, laogo su 1' dei coiita.ti.i dei piani 
bitaiigeiiti. Uiia delle curve di r dotate di due puiiti doppi é origine di due 
rami di I' (e quiiidi coiita due iiiiità iiel iiuineio 6) allora e solo allora 
che essa sia segata su P d a  uii piano bitniigeiite aveiite entrniiibi i puiiti di 
coiitatto sulla curva A ;  percib esistoiio O iioii esistoiio curve di I' origiiii di 
diie raini, secoiidoclié la ciirva A ha. O non lia coiilriiii coii ln, curra A coppie 
della iiivoluzioiie biiiaria cleteriuiiiatn siilla A stessa dall'iiiviluppo dei piani 
bi tangeiiti. 

. Se poi la curva A coiiicide coii la curva. A (e quiiicli la curva geiierica 
di  r possiede due puiiti doppi variabili), alloina ogiii curva di I' aveiite 3 piiiiti 
doppi, cioé s e p t a  da uii piano tritaiigeiite ad F, è da, coiisiderarsi corne ori- 
gine di 3 rami di  r, e quiiicli coiita per tre iiiiith iiel iiiiiiiero 6. 

Iii geiierale, y116 tlirsi clie se i l  sisteiyn coiitiiiiio 1'' forinato d a  curve 
aveiiti k puiiti doppi, è coiilpleto, itllora ogiii ciil-va di  i' la quale iibbia k + IL 
piiiiti doppi sarh da coiisiderarsi coiiie iuiiltipla per i l  sisteinil secoiido i l  

iiiimero ( k i h  ) , e sarh geiiei?iiiiieiite origiiie di altretlaliti rami: essa dovrk 

k +- IL' 
qaiiidi coiitnrsi, in geiiernle, per I L - (  ) uiiiik iiel iiuiiiero 8 dato dalla (1). 

Ma se le c i m e  di J', oltre alla coiidizioiie di possedere h piiiiti doypi deb- 
bon0 soddisfare aiiclie ad altrt: coiidizioiii algebriclie, allora ritin curra del 
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sistema aveiite k + h piiiiti doppi potrk essere origine di uii sol i'ttiilo O di 
pih ib:i,iiii a secoiida della iiatur~i di quelle ulteriori coiidizioiii nlgebriclie. 

6. OSSERVAZIONE II. - Uiia certa  curva C del sisteiiia I' sin ni~lltipla 
per I' secoiido il iiuinero j ('), e sia origine, eiiti-O r, di soli i rami, con i < j .  
III ta1 cnso, nlcuiie dclie j curve Cf, corr ispoi ide~ti  a quella. C sulla super- 
ficie @, veiigoiio frn 10r0 a coiiicidere, e quel l t~ C vieiie a far  pnrte, coiitsttn 
uii certo iiuinero di volte, della eurva di dirainrlzioiie per  l a  coi'rispoildeiiza 
(1, v) esisteiite fra. le superficie P e 0. Si cleve :lllora porre, iielln forinula (1), 
a l  posto di 7 t t ,  il geiiere virtuale della ciirvn soninin della 1, e di qiiella C 
coiitata quel certo iiuinero di volte. 

7. OSSEI~VAZIONE III. - Le coiisiderazioni dei 11.' 2, 3, 4, si  esteiidoiio 
iii~ii~ecliatniueiite a l  casa clic la ciirva geiierica del ~is tei i ia  I' abbia puiiti 
riiultipli variabili, di inolteplicitk auperiore s 2, piirclié si tratti di piiiiti 
iiiultipli ordiiiaii. Se la cu iva  geiierica Cl di I', l i :~ h l  piiiiti di iiiolteplicitA pl ,  
k, di molteplicitk p,, ... e k ,  di inolteplicith p, (tutti ;r taiigeiiti clistiiite), si 

vedrh, coirie al 1 1 . 9 ,  che : i l h  c u r r a  A , ,  luogo dei piiiiti di iiiolteplicitii p i ,  

corrispoiide sulln superficie CD LUIR curvib Ai', iii eori'ispoiideiiza (pi ,  1) coi1 
la  A , ,  la quale A,' é iiicoiitrata da  ogiii C' del Sitscio 1" i i i  k ,  griippi dellii 
iiivoluzioiie di ordiiie p,, i cui gruppi ra.ppreseiitniio i piinti clella A,; etc., etc. 

Se uiia particoltire C del sisteilia t' possiede k ,  i- hi puiiti di iuolte- 
plicitk p,; h ,  -1- li, di molteplicitk p,; ... k ,  + Il, di iiiolteplicit8 p,; e RI~COP;\ ha+,  
piiiiti di molteplicita p,,,; ... puiiti di molteplicil8 P,+~; e se iiifiiie quests  
curva C è origiiie di i rami distiiiti eiitro il sisteina. I', si vedrA, conle ai 

3 e 4, che ad  essa corrispoiidoiio s111Ia siiperficie @ i c i i r re :  CIf ,  C,', ... Ci1 
del fascio I", cinscuiia delle qunli possiede: h ,  poiili di inolteplicith p,,  h ,  di 
iiiolteplicitk p ,,... h, di inolteplicil8 p,, IL,,, di iilolteplicit8 p,+ ,,... I I , , ,  di 
iiiolleplicità p,,,. Ciasciiiia di queste curve C,', C,', ... Ci iiifiiiisce q~iiiicli, iiel 

s+t 

iiumero b delle c u r r e  di ï' eoii piiiito cloppio (esl)i.esso dalla (2)) per  1: I&dp, - 1)' 
2 1 

(1) Si dice che la curva C It miiltipla secondo il nmiero j per il sistenia l' qiiando, 
considerata iina ciirva algobrica y, priva di piinti multipli in lino spazio' coiiveniente, I r1  

qiinle sia riferita birazionalrnente al  sistema seinplicenieiite iiifi~iito I', ai-riene clle alla 
ciirra C di i' corrispondono j piinti di y (ùistinti O infinit:iineiite ricini). Cfr. ROSATI. lia'os- 
~erz3weione szc yli i ? ~ v i l ~ i p p i  (lei s i s few i c~lyebriri di c w r e  a p p a r f e ~ ~ e a f i  a d  w a s)qerflcie ul- 
yebricn. l8.O 1, a Reniliconti della R. Accadeinia dei Liiicei B, roi. ST'I, seria 8'. i0 sein., 
fasc. 12 (1907). 
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unith ('); e quiiidi la iiostia C va contatn, ne1 iiuinero 6, espresso d:illn, (1)) 
delle curve di I' aveiiti, oltre i hl puiiti di iiiolteplicith pz (1 = 1, 2, ... s), llli 

s t t  

ulteriore puiito doppio, per 1-2 h,(p, - 1)2 iuiiith. 
1 4  

Uii esame piii nppi.ofoiiclito occorrërebbe iiel caso uhe lii. ciiri7n geiierica 
del sistenîa I' avessc puiiti iiîriltipli wiriabili strnorclinari. Iii questo cnso iioii 
si potrebbe ripetere tale quale il ragionaineiito del II." 3;  e d'a1ti.n parte do- 
vrebbesi aiiclie teiier coiito tlpl f:itto che la. cu r~ i i .  A r i m e  aiicli'essa a fay 
parte dellii curva di diraniazioiie per la coi~rispoiideiiza ( 1 ,  v )  esisteiite fia P e CD. 

II. 

8. Passiamo orn a sta bilire uiia relaxioiie fiiiizioiin.lc fkii. certe ciiriTe col- 
legate al  sisteina a.lgebrico r. 

Il prof. SEVERI ha diiiiostrato clie se 1 Cl 1 e / C, 1 soiio tliie fiisci liiieari 
di iiii t i  supei3cie nlgebricn se 1' è la curra. luogo dei coiitntti drllr. ciirve 
dei due fi~sci, e K è uiia curra caiioiiica d i  F, si ha I'eyiiival~iiza: 

Iiicoiiiiiicinmo coii l'esleiitlerc qiiestn reliizioiie f'iiiizioii:ile al cnso clic si 
iibbiaiio, soprn ln superficie nlgebricn l< dite fiisci ii~ixzioiinli r, c I', . 

Direino Ci la c w v a  geiierica. clel filscio i', , c (:, In c i i r ~ n  geiierica del 
fiiscio r2 ; e porreiiio : (C,C,) = m. 

Coiisicleriaiiio la superficie + i ciii piiiiti rnppreseiitai-io le coppie foriiinte 
ciitscuiia.  cl:^ uiin Cüi'ViL di ï, e (la. aiin di r,. Fra + ecl F iiitercecle uiin 
corrispoiicleiiza algebrica (1 ? I L ) ,  acl uii piiiito LM di + corrispoiidendo gli 
piinti d'iiicoiitro, su Ti; delle curi7e C, e C,, la cui coppia lin pet- iininngiiie M. 
A1 fiiscio i', corrispotide sii + uii fascio Il,', e al f:iscio I', iiii fascio I','; cd i 

tliic fnsci I',' e r,' sono di ciirve iiiiisecaiiti. 
Siipporreiiio, per seiiiplicitk, 4 liberata dalle ciirve eccezioiiali. Al1or:i. In 

cori.ispoiideiim (1 1 1 1 )  clie iiitercede frn + et1 P iioii piio nyere piiiiti foiidn- 
iiieiitnli si1 F :  percliè se ad 1111 piiiito di F ~ ~ i ~ r i ~ p o i i ( i e s s e  ~ I I I : ~ .  c ~ r r a .  d S U  +, 
qiiesta cnrva dovrebbe fiir parte di iiiin ciirvn, di ri' e di iiiia cli i',', e sn- 

( l )  Cf i .  C. SECRE, I ~ f o m o  «d  1111 carutfei .e  rlrlle s ~ c p e ~ f i r i ~  e tlelle c3nrietit  s lcperioi i  al- 
gebriche, (. htti della R .  Acc. delle Seicnze di Toiiiio ). ~ o l .  SSSI, 1896). n . O  3. 

(') IT. SET-ERI, * Atti del R. lstituto Veneto D, 1906, pag. 629. 
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rebbe qiiindi eccezioiiale per + ('). Possoiio perd esservi ciirve foiidaiileiitali 
per la çoi.rispoiideiiza sulla superficie 14: e qiieste saraiiiio tiitte e sole le 
ciirve che fnii parte di iinn cui'vn di I', e di I I I I A  di I',. 1)icianio A l'iiisieine 
clelle ciirve (eveiitiiii.liileiit(? esisteiiti) che soiio coiniiiri n ciirve dei cliie 
f imi ï , ,  r 2 ,  e qiiiiidi foiicIiiiiieiit:~li per la cori~ispoiidciiï,;i, fra k' e +. liitli- 
cliiaino, iiioltie, coi1 Y' 1;). ciiivii. tlelle coiiicideiize sii li', cioè 1;i ciir\-a Iiiogo 
dei coiitatti delle ciirve di r i  coii q~ie l le  di r,. Pei. i i i i  teoi.eiii:l del prof. 
SE VER^ ('), ln tri~sforinitl:~ S U  b' di iiiin ciirva, caiioiiica della siipei.Hcie +, 
niiineiitata della ciirva 1' e della C L I ~ V I L  A,  di^ i i i i i ~  c u r v i ~  ciiiioiiic:~ di E' nu- 

meiitntn delle curve eccezioiitili eveiitunliiieiite esisteiiti sii 11' stessii. Ora, 
uiin ciirvn cniioriica della superficie rl, si  ottieiie fiiceiiclo ln soiiiiilii. di i i i i  

gruppo, Pif ,  di ciin7e di I',' forinaiiti uii griippo caiioiiico eiiiro r,', e di iiii  

gruppo, P2', di ciirve di r2' forinniiti 1111 griippo c:iiioiiico eiitro r2' (3). A Pl' 
corrispoiitle su P 1111 griippo caiioiiico, I', , di ciirse di r i ,  ed a P,' i i i i  gi'uppo 
cniioiiico, P,, di  curve di l', . Se iiidicliiniiio coi1 K i i i i ; i  ciii.v;i c:~iioiiic:i di If', 
e coii 13 l'iiisieiiie delle eveiit~iali c u r r e  eccezioii;di di 14 stessn, abbiaiiio sii F :  

MA si osservi che cinsciiiia. curva eccezioiii~le di F fa pnrtc niicli'essn 
di aiin ciirva di ri e di aiin di l',; percib l a  ciirvn K 15 parte delln A,  e 
piib eliiniimrsi (lai due tneinbri deli'equivnlenzn precedeiite. Posto A =  B+ f i ,  

cssn diviciie : 

(4) Pi 3- P, +- 11+ B K 

ove 13 iiitlicn l'iiisieine delle curve, c iasc~i i i i~  delle qiiali e coimiiie acl iiiia 
ciirra di r, c ad  li i i i l  di l',, escluse le ciirve eccezioiiali clelln superficie. 

9. Siippoiiiaiuo ora che sulla superficie P esistano ~ i i i  fascio ï, (di c u r r e  C i ) ;  
et1 i i i i  sisteina algebrico i' di iiidice v 2 1 (di c u n 7 e  C ) .  

Coiisideriaino, coine a l  1 i . O  1, IA superficie @ i ciii piiiiti rnppreseiitniio 
le coppie formate dn iiii piiiito 111 di F e cla uiin delle v ciirve C pnssniiti 
per 111. Nelln corrispoiitleiizn (1 v )  che iiitercede frn F e rD, nllc curve Cl del 

( i )  II sistema lineare otteniito soiiimanclo lin griippo di ciirve di I',' con iin g.*i.iippo di 
ciirvc di rp' nvrebbe iiifatti la ciirra a' per fondanie'ntale; e irioltre le ciirve rrsitliic di (6' 

rispetto a tale sistema lineare arrebbcro un sol piinto comiine con ln a', coi~~ispoiitlc~ido n 
ciirrc di F passanti seinplicemente pel piinto che coi-risponde nd a'. 

( 2 )  Si reda la notn citata alla pag. 2 ;  n.' 6. 
(3) TIT. la inia nota: Rîc l l e  s~iperficie alyebricke pnssedelnfi chce fusci di cîirae algebriche 

uztisecantisi, (c Atti della R. Acc. delle Scienze di (Corino a, 1903). 
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4 A. MARONI: A l c w e  relaaioni relative cci sistelni cilgeOrici di  ffil c w u e  

fascio I', corrispoiidoiio le .ciirve C,' di uii fiiscio r,'; ogiii cnrva  Ci essenclo 
iii corrispoiideiiza (1 v )  coii lii corrispoiideiite C,'. Coine sappiaino (v. II."), 

a d  iiiia curva C del sisteiiia I' corrispoiide biraxioiialiueiite siilla supesficie 0 
~i i i i i .  carya. C' di uii certo fascio F', piii niia ciirva c di ilil  sisteiiia alge- 

brico di indice v - 1; ed alla ciirva L iiiviliippo del sistema I' corrispoii- 
doiio : Liiia ca rva  L' ( i i i  corrispoiideiiza birazioiinle coi1 1,) liiogo delle coiiici- 

tleiize dell'iiivoliizioiie di ordiiie v esisteiite sii @, ed uiia curva  ( i i i  corri- 

spoiidenza (v - 2, 1) coi, 1,) clie è 1' iiiviliippo del sistema r. 
Alla curva Tl di l< luogo dei coiitatti delle ciirve di i', coi1 quelle di l', 

corrispoildono su a: l a  ciirva T' (in corrispondenza birazioiiale coi1 1') luogo 

dei coiitatti delle curve del fascio I',' coi1 quelle del fascio I"; e la curvii ?', 
liiogo dei contatti delle carve  di i',' con qiielle del sistei-iîn T(la. qunle cusva ?!' 
è' i i i  corrispoiideiiza (v - 1, 1 )  coii la 1'). 

U i i ~  ciisva di F clie s i t ~  coiiîiiiie ad uiiti. ciirva di i', e :id iiiiri di I', O 

corrispoiide ad iiiia. ciirva, di '3 coiniiiie ad  iiiin. ciirva di Il,' e ad uiia, di ï', 
oppure è foiidaineritale iiell;~ corrispoiideiiza fr;i F e @; e, vice vers:^, ogiii 
ciiisv:i di P che corrispoiide ad iiiia ciirva di @ coinuiie ad iiiia. C,' e ad  
iiiin C', oppure che sia foiid;imeiitale iiella corrispoiideiizn fra P e cD, e co- 
iniiiie ad  I ~ I I R ,  Ci di  IIi e ad iina C di r. 

Se iiidic1ii;uno con A' l'iiisieme delle curve ciasciiiia delle qunli è coinuiie 
:id iiiia c w v a  di I',' e ad iiiia di I", e se  ~ i i p p ~ i i i : i i i î ~ ,  per seinplicit.A, clie la 
superficie (3  si;^ stata libernta diille ciirve eccezioiinli, si ha, siillri. siiperficie 0, 
per l a  (4) del 11." 8: 

P,' 1- P' -1- 1" + A' 3 Kt, 

ove si è iiidicnto coii P,' 1111 griippo di ciil-ve Ci' costitiieiiti eiitro l',' 1111 

griippo c:iiioiiico, e con P' 1111 griippo di curve Cf forinniiti i i i i  gruppo cn- 
iioiiico eiitro I"; e dol7e K' è iiiia curva  ca.iioiiica della siiperficie a. 

Passaiido dalla siiperficie (3 alla siipei.ficie l< nvrel io s u  qiiest'iiltiiiin ('): 

tlove P,  e P soiio griippi caiioiiici di curve  ei1ti.o 1', e r, rbpettivaiiîeiite; 
A e l 'insieme della clirvn, di F corrispoiideiite ~d A' e di quelle cu r r e ,  di F, 
clie soiio foiidaineiitnli iie1l:i. corrispoiideiiza frn F e cP, cioe A è I'iiisieine 
tlelle ciirve di F ciasciiiia tlelle qiiali è parte d i  uija C L I P V : ~  di l', e di 1111:1, 

di  r ;  Ii é uiia ciwva canoiiica. di 17; e, iiifiiie, Id 6 l'iiisieiiie delle ciirve 
eccezioiiali sii F. 
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Osserviaino ora che ogni curva eccezionale di F deve comparire v volte 
fra le curve dell' iiisieiiie A, e percio potreiilo porre: 

avendo iiidicato coii B 1' iiisieiiie delle ciirve, ciascuii:i delle quali è coiiiiiiie 
ad uiia C, e ad uiia Cl escluse le curve eccezioiinli di Ii: Sostitiieiido iielln 
precedeiite equi valeiiza, otteiiiaino 1' altra : 

10. Toriiiniilo, iiifiiie, A coiisider~re; sulla, superficie F, uii solo sisteiiia 
algebrico ï, di iiidice v > 1, foriiiato da ooi curve C. Diremo 1' la ciirva 
luogo dei coiitiitti delle curve C fra loro, ed I, l'iiiviluppo di l'. Supporreiilo 
esclusa, tniito dit T che da L ln eveiituale curva A, luogo dei puiiti inultipli 
variabili delle ciirve C ('). 

Coiisicleriniiio aiicorn la  superficie @ in corrispoiitleiizn ( v  1) coii li: Bi- 
petiamo, pet. chiarezza, che alle curve C di I7 corrispoiidoiio: le ciirve C' di 
uii fascio I" (ogiii C f  esseiido iii corrispoiicleiiza birnzioiinle coii la  corrispoii- 

deiite C), e le curve C! di uii sisteiiia algebrico 1', di iiidice v - 1 (ogiii C 
esseiido iii corrispoiideiiza (v - 1, 1) coii la  ~~~~~ispoiideiite C). Allit curva 7' 
corrispoiide su cfi In curva 2" luogo dei coiitatti delle ciirve del fascio i" coii 

le curve del sisteina r, piu la  curva T, luogo dei coiitatti delle curve C' fra 

loio. L a  1" é iii corrispoiideiiza (2 1 )  coi1 ln 1: e lit è i i i  corrispoiideiiza 
( V  - 2, 1) coi1 ln  ?' inedesiiiia. Alla curvn L (v, II." 2) corrispoiide (biiiiiivo- 
cimente) la C I I ~ V A  1,' 1uog.o delle coiiicideiize dell'iiivoliizioiie di ordiiie v clie 

e su @, e iiioltre la ciirva (i i i  corrispoiideiiza (v - 2, 1) con I,), iiiviliippo 
- 

del sisteiim I'. 
Se uiia curva a di che iioii sia. foiidi~ineiitale per ln corrispoiideiiza. 

fra F e 0, è coinuiie a due curve, Ci e C,, di I', essa corrispoiide 2 1  due 
curve di @, (6,' e a,' (ciascuiia iii corrispoiideiizn birazioiiale coii n) ,  l'iiiia 

- 
coiiiuiie alle curve C,' e c2, l 'altra coinune alla C,' e alla G , .  vice vers^, 
una ciirva a,' di 0 coinuile ;id uiia curva di Fi e ad uiia di r, h a  per  corri- 
spoiidente su li' una curva a coiiiuiie i l  due curve di r, alla qunle poi corri- 
sponde s u  @, oltre a,', aiiche uii'ciltra curva CI,', coiiiuile a d  uiia C' e ad 

iiiia c. 

(i) Si sottintende clie se le ciirve di i? ha,, piiiiti iniiltipli vnriabili, qiiesti sinno piiiiti 
rnultipli ordinari. 
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Diremo A' l'iiisieiiie delle ciirve di @, cinscuiia delle qiiali é coiiiiiiie ad 

uiia. C' e ad iiiia t!? Siipporreiiio, iiioltre, pei' seiiiplicitA, che Q, siii stata rle- 
parata dalle cui've eccezioiiali. Avreino allora, su @, per la. (5) del 11." 9 :  

ove P' e 1' iiidicaiio gruppi citiioiiici di ciirve rispettivaineiite eiitro r' e 

eiitro r; e K' rappreseiita uiia curva caiioiiica della superficie @. 
Passaiido alla, superficie F, la precedeii te equivtileiizn si ti'asforma iiella 

segueii te : 

(6) 2 T i -  2(v -- l)P 4- 2A r ( V  - l)KX + ( V  - 2)L 

i i i  ciii P iiidica uii gruppo di curve C f'ortnaiiti eiiti-O l? i i i i  griippo caiioiiico; 
d e l'iiisieiiie delle curve d i  F comiiiii a. due ciirve del sisteiiltt i', eccezioii 
fiittii, per quelle che soi10 foiidmleiitttli iiellit corrispoiideiizn frzi F e @; e K* 
e la curva di F trasforiiiata di uiia ciirva caiioiiica, di a. 

Ad uiiit curva di F, la. quale sia foiidaineiititle iielln corrispoiideiiza 
fra. F e @, cori.ispoiidoiio gli iiitoriii di v puiiti d i  @ ('), e quiiidi va coiitatir v 
volte ilel iiuinero delle curve foiidaineiitali iiiedesiiue. 

Percid, se A" e l'iiisieme delle ciirve foiidameiitnli su F, abbiaho: 

Zi esseiido iiiia cür\rii caiioiiicii di li: ed E l'iiisieine delle curve ecceaioiidi 
eveiitiialiiieiite esisteiiti sulla F' stessa. 

Sostitueiido iiella (6), essa divieiie : 

Ma iiiia CUI-vil foiidaiiieiitale iiella corrispoiideiiza f'ra P e @ e coinune a v 

c u v e  C di I', e quiiidi coiita per (i) eiirve eoiiiiiiii a due C: sicch6 la 

soiiii>ii> A - i  (:)A* deve coiisiderni~si coine l'iiisieiiie di tiitte le eurve coiiiuiii 

a diie ciirve di  i'. Fra qiieste sono coiiipi.ese le ciirve eccezionali di F, cia- 

(1) Piiù anche avveiiire d i e  uiia ciil?-a di E; foiiùaiueiitale per la corrispoiideiiza fra F 
e a. abbia per corrispondenti gli iiitoimi di soli i piinti di @ (1 5 i < v ) ;  ma allora ad esss 
corrisponderebbero iilteriornieiite, si1 @, v - i ciirve, ciasciiiia delle qii;ili comiiiie ad iina 
c.1ir.c-a di r' e ad uiia di r, cio+ appartenriit~ alla riirxTa A':  e rif:icenclo sotto qiicste ipot~si  
il ragiorianieiito del testo, si  p~rrerrebbe R I  iiiedcsiino risultato. 
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appnrtenenti ad 24na superficie algebrica' 137 

scuiiit ï ~ i i t a t i ~  (9) volte, pei'ehè einsïiiiia curva eceezioiiiile è piire coiiiuiie 

a v -cui've C. Allora possiaiiio porre: 

B esseiiclo l'iiisieme delle ciirve di 1' ciasciiiia delle quali è comune a due 
curve C, ,esclme le ciirve eccezioiiali della siipei>ficie. Dopo ci6 :la (7) divieiie : 

Quest;~ 6, fiiialmeiitë, l i ~  relazioiie fiiiizioiiale che volevaii~o stabilire. 
Iiidichiaino coi] D l'iiisieine delle curve doppie di I' cinscuiia delle quuli 

sia origiiie, eiitro I', di due rami distiiiti (le dire1110 curve doppie nodnli d i  r); 
e iiidichiamo con II  l'itisieiiie delle c i m e  doppie .di r, ciascuiin delle q u ~ l i  8, 
eiitro I', origiiie di i i i i  sol rànio (le direino czowe doppie s taz iona~*ie  d i  r) ('); 
iiioltre iiidichiaino coii B* l'iiisien~e delle curve ciasciiiia delle quali appnrtieiie 
parzialineiite a due curve di I'. Avremo allora: 

possianio scrivei'e. la (8) 'sotto la: forma : 

(8') 2 ( T 1 *  + D + R) + 2(v - 1)P r v(v ' -  l ) K  + ( 2 v  - 3)(L* + R). 

Abbiniiio duiique la proposizioiie : 
Sulla supevficie F esista zm sistema nlgebg.ico r, d i  00' curve C,  il cu i  

i-ladice sia v .  Se sommian~o  due volte la c u l v a  luogo dei contatti  delle c u ~ v e  
di r, aumentata delle c w u e  doppie d i  r stesso (~zodali e slaziowwie), con 
2 ( v  - 1) volte un g?'z~ppo d i  cu?'ve C costituente a11 g~.zhppo caîzorbico ents-o r, 
si ottiene u ~ z a  cuj.va che è equivalente nila c ~ ? ~ v a  somma d i  v(v - 1 )  curve 
cnnoniche d i  F ,  e d i  2 v  - 3 volte la cu lo ta  invi luppo del sistemcc T au- 
mentnta delle curve doppie s tnz ionaf ie  d i  r stesso. 

11. Per f u e  iiiia terificn iiidiretta della relazioiie (8'), facciaino l'ipotesi che 
le curve del sisteiiin i' siaiio coiiteiiute totalinente in una rete lineare 1 C I .  

( 4 )  S e  il sistema r üontiene curve clie siano, per F stesso, di molteplicith superiore a 2, 
 i in tende clie ciascima di queste ciirve dovrh f5giirrii.e lin certo niimero di volte entro D, 
ed uii ceito niimeio di volte entro Al 

Annali d i  Matematioa, Serio IV, Toino X. 18 
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138 A. NABONI: Alcmcne relohmi relative chi sistenci cclyebrici d i  ool czcrve 

Diremo d il iiiiii1ei.o delle ciirve della rete che costitiiiscoiio la ciirva D, 
ed 1 -  il iiiiiiiero di quelle che costituiscoiio la ciirrtl Ti>. Possiaino allorn scrivere: 

Osserviaino clle se LM é i i i i  puiito della, curvs T*, per M pnssitiio due 
cui-ve C distiiite, appnrteiieiiti a r, clie si toccaiio i i i  M stesso: percib M 
appnrtieiie alla jacobi;liitt Cj della ~ e t e  j CI. Viceversa, se M é uii piiii1.0 dellti. 
ciirra Cj, totte le c i m e  di 1 CI passai~ti per N si toccano i n  144, e qiiindi ~i 
toccaiio ieciprocainente iii M aiiche le v curve di I' usceiiti da ill stesso: 

duiiqiie ;If deve essere coiitato volte coine apparteiieiite alla cui'va T*. 

Si ha perci6: 
v(v - 1) II* = - 

2 cj 
ossia : 

Iiifiiie, se 5~ è il geiiere del sisteina r, si lia: 

P = 2(n - 1)C. 
Sostitueiido, la (8') si scrive: 

Da questa, seinplificaiido, si lia : 

Il iiuinero d + 9 .  si deteriiiiiia, faciliileiite coi1 la segueiite coiisidernzioi~e. 
Riferiamo oi~iograficaiiieiite le ciirve clella rete 1 CI alle rette di ui i  piniio o. 
Fra la superficie P ed i l  piano w vieiie cosi a ~t,i~bilirsi UIIR corri~poiideiiza 
algebrice (91 ,  1) (71 esseiido il graclo della rete): i i i  yuesta corrispoiideiiza al 
sisteii~a I? corrispoiideriL su w u i i  iiiviliippo di rette ï,, il quale sarSt di classe v 
e di genere 7c coine L'. Alle d + 9 .  curve cloppie di I' corrispoiiderai~iio tiitte 
e sole le rette doppie dell'iiiviluppo I', (iiieiitre le curve che costitiiiscoiio b* 

sarariiio foiidaiiieiitali iiella corrispoiideiiza frn P ed o). Si ha allora: 

Sostitueiido iielln (9) e seinplificaiido, si ottieiie: 
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nppwtenenti c d  unci superficie nlgebrica 139 

Ne segiie che, se Ci è l i i lrt  q~ialsittsi curva di F7 la quale sega iii 911 

piiiiti ogiii C, ris~iltn: 
(Ci L) = 211t(v + n - 1). 

Ebbeiie, qiiestn foriil~ila coiticide con uiia forinula di C. ROSATI (l) ,  valida per 
ogiii sisteiiia algebrico coiiteiiuto totaliiieiite i i i  uii sisteiila liiieare. 

13. Dalla relazioiie fiinzioiiale (8') si otteiigoiio iimiedintaiiîento delle 
relazioiii iiuineriche fi'i~ i cn.ratteri del sistema 1'. Priina di scrivere queste 
relii.zioiii, coiivieiie che iiitroducinino le iiotazioiii segueiiti. Direino : 

x il iiuinero clelle ciirve di I' clle toccaiio iiiia C geiierica; 
y i l  iiiiinero dei puiiti di iiiitt geiiericn C di I', fiiori delle c u v e  D ed 12, 

da cinsciiiio dei quali escoiio altre due C clie iri si toccano (y = O, se v = 2 ) ;  
a i l  iiiiiiiero dei puiiti di iiiia G geiiericrt, fuori della ciirvti, R, da cia- 

scoiio dei quali esçoilo due altre C iiifiiiit:i.mente viciiie ( z  = O, se v = 2); 
x i l  iiiiniero dei puiiti di F, ftiori della ciirvn K, t h  ciasciino dei qonli 

escoiio due C iiifiitit:mieiite viciiie, die  i v i  si toccaiio; 
7 i l  tiime1.0 dei puiiti di li, fuori delle curve D ed H, d a  ciasciiiio dei 

qiiali escoiio due C iiifiiiitaineiite riciiie, ed altre due C clie ivi si toccniio 
(y =O,  8e v < 4); 

t l  i l  iiuinero 
cato con D); 

I -  il iiliinero 
iiitlicttto con 12); 

delle curve doppie iiodali cli 1' (il cui iiisieilie si é indi- 

delle curve doppie stazionarie tli I' (il cui iiisieiiie si é 

dl e 7c1 il gra,do e il geiiere della c ~ i r \ ~ a  1,"; 
d, e nt il grado e il geiiere della curva Y'*. 

Porreiilo iiiol tre : 

(CI') = oc; (L*K) = e l ;  (T*K)  = o c .  
E iiiclichereiuo con p('1 il genere liiieare della superficie Li: 

13. Supporreiuo, per seinplicith, clie la superficie 1' sia priva di ciirre 
eccezioiiali, e clie i l  sisteiiîa I' lion nbbia piiiiti base (7. Allorn 6 :  

(1) V. C. ROSATI, Ugia ossevcazio~ae gugli inviIutq)i dei sistemi algebrici cli c w c e  appuv- 
teweizti a d  una supevficie algebrica, Y Rendicniiti della R.  Accadeniia dei Lincei 8 ,  vol. XVI. 
serie .in, 1' sein., fasc. 12' (1907). 

(2) Sono orrie  le modificazioni clie dox-rebbero iiitro(1iiiswi ne11~ farinnle siic.cessive, 
qiiniido il sistenia I' meclse, siilla siipeyficie P priva di riii-ve ec.cezioriali. qiialclir p n t o  
base. B;ist~rebl)o teiier coiito dalle intrrspzioiii tlelle ~ a r i e  c3iirve t1.a loin. i.accolte nei pu~iti  
base medesimi. 
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E, iiioltcs, si vede fttcilmeiite che si ha :  

( T V )  = x -6 y 
(L*C) = 22 4- z ( i )  

(L*T*) = x -i- y. 
. . 

Segaiido i diie ineiiibri della (8') rispettivnineiite coi1 le ciii're P, L*, 7'" 
e K, otteiiiamo, dopo lievi ti'tisfoi'inazioiii, le relazioiii scguéiiti: 

nelle quali si é posto, per  brevitk: 

E dn iiotarsi clie la. (V) legs  i caratteri d r l  sisteimi. algcbrico col geiiere li- 
lieare delia superficie. 

III. 

14. Altre r e l~z ion i  frn i caratteri del sisteiiia. nlgelwico r, si otteiigoiio 
con le considera.zioiii dei iinineri segueiiti. Pitiiii;i di  esporle, ricorcliniiio clle 
si é iiidictito con : 

T il iiumero dei puiiti della. superficie F, (ln cinsciiiio dei qiiali escoiio 
t re  curve di T, fra loro irifiiiitaineiite viciiie (puiiti d i e  soiio cuspitli per la. 

curvn L*). 
Inoltre diremo : 

a i l  iiuinero dei noili della c u v a .  1,"; 
16 il niiinero dei puiiti di F, (ln cinsciiiio dei qiinli escoiIo due C clie 

ivi si osculnno ( 1 1  = O, s e  ? z  < 3); 
v il niunero delle ciirve di  T, sii cinsciiiia, delle qiiali~esistoiio due piiiiti 

iiifiiiitameiite viciiii, da  ognuiio dei qiiali escoiio diie nltrc f: che iri si toCCiiii0. 
Iiifiiie, s e  l e  curve di I' haiiiio h iiocli vnrinbili, ed é A la. ciirva liiogo 

di questi ptiiiti doppi, diremo: 
 TC^ il geiiere della. c u ~ \ ~ a  A ;  
s il iiumero delle iiitersezioni della. 1: geiiei.ic;~ coi) In Ciii'Vii. A,  fiioi'i 

(') Si ricordi che 1 indica il  nnmeiso dei puiiti di contntto clle la curra C geiiei4ca ha 
con la cuwa LW (Y. n . O  2). 
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dei k puiiti doppi; cioè i l  iiiimero dei puiiti di iiiia Cl ciascuiio dei qiinli è 

doppio per  uii'nltrn curva  di r ;  
E il iiiiinero delle curve di i' dotate di taciiodo, eccettiiate le ?. curye 

doppie sti~zionarie (ciasciiiia delle qiiali ha  h tacnodi); 
p il nuniero delle ciirve di I? aveiiti 1111 regresso, f ra  i 1t punti doppi vnriabili; 
70 il iiiimero delle ciirve di i' su  ciasciiiin delle qiiali esistoiio due piiiiti 

iiifiiiitniiieiite vicini, cinsciiiio dei qliali é doppio per iiii'altrn C;  
5 il iiumero dei piiiiti della curva  A, d a  ciasciiiio dei qiinli escoiio (lue C 

iiifiiiitniiieiite viciiic, tlistiiite dalle curve tloppie striaioiiiii-ie di I', e dalla C 
clie iiello stesso piiiito lia 1111 piiiito doppio. 

Si lin: 
p + S = (AL*) ('1. 

15. F r a  uiia C geiiericn, riin fissata, ed  il sistenia 1' iinsce uiin corrispoii- 
denzn algebrica (11, v - l), diceiido corrispoiidciiti uii piiiito della P coiisidernt:~ 
ed uii'nltra curva di i' clle si apparteiigoiio. 

Eleiileiiti doppi di qiiesta corrispoiideiinn, sulln ciirrn 6, soiio: 
1") gli x puiiti di contatto delln curvn C con le crirre di i' clle la 

toccnno; e 
2") gli s p~in t i  d'iiicoiitro della. ciirva C coi1 ln ca rva  A, fuori dei k 

piiiiti doppi della stessa C. 
Elemeiiti di dirninnzioiie della coi.rispoiideiiza, sulln ciirvn C, soiio: 

1") gli z piiiiti delln Cl da cinsciiiio dei qiinli escoiio due nltre C coiii- 
cideiiti, eccettiiati quelli delln curvlt R ;  

2") gli m. puiiti iii cui la C è iiicoiitrata dalle 1- ciirve doppie stazio- 
iiarie di I'; 

37 i siiddetti s puiiti d'iiicoiitro della curva C coi1 la A .  
Applichiaiiio la  formiila di ZEUTREN, osservaiiclo che gli s piinti d'iiicoiitro 

della curva C con l a  curvn A, i quali compnriscoiio tanto ne1 griippo degli 
eleineiiti cloppi che iii quello degli eleineiiti di tlirainazioiie, aiidrebbero coiit;iti 
due rol te  iieli'iiiio e iiell 'alt~o griippo (y), e qiiiiidi si eliiniiiniio. Si ottieiie: 

( 4 )  È facile vedere che per i punti della curva A ciascuno dei quali è una c i i sp id~  per 
una Cl pama la ci i r~-a L*: infatti a quente cuspidi corrispondono, fiiilla superficie 4). i piinti 
della ciirra A' che sono doppi per  l'involiizione binaria enistente s u  questa oiirva, iiiiiii:igine 
dei pnnti di A ;  tali piinti della ciirva A' appartengono percib alla ciirra L' liiogo delle coin- 
cidenze della i n r o l u z i o ~ ~ e  di ordine ./ che s111la snperficie @ B i ln~nagine della ET 

(2) V. SEVERI, Tmttuto di Geolnetria alyebrica, Cap. VI, n." 68, pag. 214. 
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16. Supposto che la curva  L* sia irriducibile ('), esiste su  di essa una 
iiivoluzioiîe di ordiiie 1 (= 16 - 2k), ciascuii gruppo della quale é foriiîato dai 
puiiti iiei quali iiiia C tocca l a  L* stessa. 1 puiiti doppi di qiiesta iiivoluzione 
sono i x puiiti della L*, da  ciascuiio dei qiiali escoiio tliie C iiifiiiitaiiieiite vi- 
ciiie, clie ivi si toccaiio. Si lia, quiiidi: 

Se dicitliiio corrispoiideiiti 1111 piinto M della curvn I,* e le v - 2 c u r r e  
di I? ~iscenti d a  M, eccettiiata qiielln che tocca L* iii Ml si ottieiie fra Id* e I' 
ma corrispoiideiiza (2, v - 2). 

Sono, siilla, L*, elemetiti doppi di questa corrispondeiiza: 
1') i 221 punti di contatto di ciascuiia delle r i  ciirve doppie iiodnli di l' 

coi1 la. L*. E iiifatti, ciascuiia delle t l  curve doppie ilodeJi coiitieiie due di- 
stiiiti griippi caratteristici, e tocca qiiiiitli la L* iii 21 piioti : se la curva  doppia 
iiodale si coiisiderii. coine osigiiie di 1111 raino di Il, 1 di quei coiitntti appar- 
teiigoiio :il su0 gruppo caratteristico, e gli altri 1 soiio al lori^ dii. coiisidera.rsi 
coiiic punti doppi della iiostra corrispoiideiiz;~; 

2") le T ciispidi di L*, ciasciiiia d a  coiitnrsi v - 3 volte (cioe tante volte 
qiiaiite sono le curve di I' passanti per  ciascuiio di questi puiiti, esclusn la  C 
che tocca ivi ln L*). 

Sono, sic Id", eleineiiti di dirainazioiie della corrispoiideiizn : 
1") gli a iiodi della carva  L*, ciasciiiio cln coiitarsi due volte; 
2") gli z-E piiiiti iii cui cinsciiila delle 9 -  curve doppie stnzionnrie 

di r iiicoiitra ln L" (eccettuati gli 1 puiiti clel gruppo cnrntteristico, iii cia- 
scuiio dei qiiali uiia t,al ciirva lin iiicoiitro tripuiito coii ln L* stessa). 

Applicaiiclo la foriiliila di ZEUTHEN, abbiamo : 

(VIII) 2 ~ ( x  - 1)  + 2id + (V  - 3 ) ~  = 2(v - 2)(7cl - 1) + 2a + ( z  - 1 ) j . .  

17. Se aiiche l a  ciirva 7'" e irriducibile ( i l  clle iinplica. che la curra. B* 
iioii esista) (9, diciaino corrispoiideiiti titi piiiito 13 rlelln ciirva !!'* e le due 
c i m e  di 1' che si toccaiio iii M. Si lia, fia Il* e Il, uiia corrispoiideiiza (x 2). 
Sulla T* soiio piiiiti cloppi di qiiesta corrispoiideiiza gli ~c puiiti per  ciascuiio 

(') Qiialora ci6 non arveiiisse. il i.;igionaiiiento che xegi i~,  relativo alla ciirra I,*, si 
potrebbe fare invece per ogni sua parte irridiicibile. 

(') Qiiesta relnzione t r n ~ a s i  anrhe nella nota di R.  To~e i .1~1 ,  oitatn a p p .  i-6 (n." 6). 
(7 In caso contrario, coiiie si è detto p w  la ciirrn L'?, si dovrcbbe ripetere il siiccessiro 

ragioiiaiuento del testo, yer ciascnna parte irriiliiciùile della T*. 
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dei quali passaiio due C che ivi si osciilaiio. E soiio puiiti di dirainazione i x 
puiiti da  ciascuiio dei q u d i  escoiio due C iiifiiiitaincwte viciiie, clie ivi si toccaiio. 

Applicaiiclo In forinuln di ZEUTHEN, nbbinino: 

Se, iiivece, cliciaino corrispondeiiti i i i i  puiito 11.1 della curva T*, e le v - 2 
curve di I' usceiiti da. III, escluse le due clie si tocciiiio iii 111, iiasce frit l'* 
e I' iiiia corrispoiideiizn. (y, v - 2) .  Sono eleineiiti doppi di questa corrispoii- 
deiiza, sullu cu r rn  Il*, i puiiti il cui iiiiiiiero si é iiidicato coii v (II." 14). E 
soiio, sulla TT eieineiiti di diraiiiazioiie: 

. 1 " )  i puiiti il cui nuinero si é iiidicato COU r~ (11.' 12); 
2O) gli y puiiti di ciascuiia delle 9 -  ciirve doppie stazioiiarie di l', da. 

ogiiuiio dei quali escoiio altre due C clle ivi si toccaiio. 
Applicnndo la  formuln di ZEUTHEN, nbbiaino: 

18. Supposto che la  curva A sia irriducibile (') si ha  su di essa uiia iiivo- 
luzioiie di ordiiie k ,  ciasciiii gruppo della quale 15 forimto dai k piiiiti doppi 
di uiia medesiinn C. 1 piiiiti doppi cli qiiesta iiivoluzioiie soiio gli E taciiodi 
delle curve di I' (esclusi quelli delle curve doppie stazioiiarie), Abbiaino percib: 

(XI) 2h(z - 1) t- E = 2(ns - 1) .  

Diciamo corrispoiidenti ~ i i i  purito M della curvn A e le v - 2 curve di i' 
usceiiti d a  I I f ,  esclusa queila che ha  iii ill 1111 puiito doppio. Si ha, fisa A e Il, 
iiiia corrispoiideiiza (s, v - 2) .  Puiiti doppi di questa corrispoiideiiza, siill~t 
curva A, sono i puiiti il cui iiuinero e stato iiidicato coi1 iso (il.. 14). Sono 
eleineiiti di diranlazioiie : 

1") i puiiti il cui iiuinero si é iiidicato coi] ( (11." 14); 
2") gli s -- 2k punti i i i  cui ciascuiia delle Y curve doppie stazioiiarie 

iiicoiitra la  curva A, fuori dei k taciiodi. 
Applicaiiclo la forinula di ZEUTHEN, abbiailio: 

19. Si vede faciliiieiite clle le 12 relazioiii otteiiute fra i caratteri del 
sisteina r, e che nbbiamo iiiiinerilto coi1 i siinboli roinani, soiio fra loro in- 

(') Altrimenti le considera~ioni die seguono andrebbero fatte per ciascima sua parte 
il-iiducibile. 
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dipeiideiiti. Iiifatti, le (1), (II), (III), (IV), (V) sono frtc 101'0 iildipeiideiiti, coii- 
teiieiido ciiiscuiia uii elemeiito che iiou cornpare iielle tiltre quattro [6 iiella (1); 
n iiella (II); d l  iiella, (III); dt iiella (IV); p"' iiella (V)]. 

La (VI) non pu0 essere coiiseguenza delle precedenti, altriineiiti dovrebbe 
coliteiiepe i l  numero x iiella combiiiazioiie s +. y, e il iiuinero x ilella, coin- 
biiraeioiie 21 + g. Ai~alogtmeiite, se la (VII) fosse coiisegiieiiza delle prece- 

ileiiti, dovrebbe coiiteiiere il iiuiiiero x iielln coinbiiiazione x -i- q. 
Nella (VIII) figura il iiuinero a ;  iiella (IX) il iiumero u ;  nella (X), v ;  

iiella (XI), E ;  nella (XII) figi~rai~o tv  e 1;; ciascuno dei quali iiumeri non 
figura iii iiessiiiia delle d t r e  formule. 
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Sur les v:trintiuiis faibles et fortes d'ime foiictioiiiielle. 

Par MICHEL KEKNER (B Varsovie). 

.- 

1. Introduction. - Le but de ce AIéinoire est de développer quelques 
reinarques et quelques formules se rattachalit a 1:i iiotioii de la variation 
d'ui~e foiictioiinelle. J 'ai  eii vue surtout la variatioii seconde, mais pour être 
plus systéma.tique, je coiinnence par 1111 bref rappel de la notion de continuité, 
des définitioii~: et de quelques spplicatioiis de In variation preinière. 

J ' y  suis forcé, car le long du travail .tout entier je distingue deux genres 
de coutilluité et de variatioiis: ce sont d'une part la coiitinuité et les va- 
riatioiis faibles, d'autre part fo7Jes. Cette distiiictioii n'est pas essentielle- 
ment nouvelle. Mais j 'ni  essaye de l'introduire systèmatiquement dès le coin- 
meiicenleiit du trav:iil, et j'ai adopté une termiiiologie A iiioii avis iiouvelle, 
empruntée au calcul des variatioiis, oii l'on distiiigue depuis WEIERSTRASS 
des variations faibles et fortes. Daiis cette termiiiologie diverses notions ont 
été rapprochées par 121. iiiêiile épithète a faible . ou fort *, et oii va, saisir 
aisément l'éléiiieiit coiiiinuii daiis les iiotions caractérisées par le mêiiie adjectif. 

Les recherches de ce travail se rapportent aux foiictioni-ielles dans ui i  

espace abstrait, ou, en précisaiit, daiis l'espace 9 (distami&) uecctoliei de 
M. FR~CHET. Je ne cite pas ici la défiiiitioii de cet espace, qui est devenue 
dej8 cltwsique. Je  rappelle seulemeiit que c' est 1' espace d' éléments qiielcoiiques 
P, Q, H ,  ..., pour lesquels sont définis la, soiiiine P + Q, le produit par uii 

iionîbi.e réel nP et la norme (le module, la loiiguetir, l'écart) 11 Pl]. Toutes 
ces notioiis soiit assujéties A satisfaire aux axiomes, que l'on peut trouver 
chez M. FRECHET (i)  ou chez M. BANACH ('). 

Coiime oii sait, les espaces fonctioiinels, considérés pour la plupart, soiit 
des cas particuliers de l'espace 9 vectoriel. C'est le cas de l'espace de 
foiictions de carré soinii~iible dans le sens de M. LEBESGUE, que 1'011 appelle 

(') Les espaces abstraits, Paris, 1928, pp. 1251% et 140. 
(') << Fiindainenta inatheruaticae B, tome III, 1922, py. 134-135. I l  faiit tenir compte des 

axioines 1 et II: l'axiome III, d'après leqiiel 1'ewpac.e doit 6tre complet, est siiperflu pour 
notre but. 
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souveiit l'espace tiilbertieii, grâce R soi1 app1ic:ibilité B 1' espace de M. HLBEK'II 
propremeiit dit. Si le lecteur préfère se pisser de la iiotioii d'espaces 
abstraits, i l  peut supposer qiie les syiiiboles P, Q, R, ... désigiieiit des foiiclioiis 
de carré soiiliiiable d'uiie variable t (iioii iiiarqiiée expliciteineiitJ sur uii iii- 

tervalle oii sur iiii eiiseiiible liiiértire b o r d  et inesurable. 011 doit dors  poser 

Ce cas particulier est siiffisaiit pour les applicatioiis que nous avoiis eii vue, 
et qui feroiit 1' objet cl' iiii inéiiîoire coiisacré A, 1' étude d' extreinit dalis 
1' espace liilbertieii (3). 

La foiictioriiielle elle-iiiême est :tssiijétie k lie prendre que des vtdeiirs 
iium6riqiies. C'est uii iioiiibre réel dépeiidtciit des éléiiîeiits cl' u i i  esptice 
iih~trait. 11 est évideiit qu'oii peut géiiéritliser qiielqiies résultats (le cc III& 
iiioire pour les reiitlre valables dans le cas beaucoiip plus géiiéral d'iine 
opératioii foiictioiiiielle, qui fiiit cori.espoiic1re le3 éléineiits c i ' i i i i  esplice ~bstrai t  
RUX élénieiits d' uii autre. 011 se trouverait alors daiis le doinniiie de I'aiinlyse 
g6i16rale. 011 peut ii-iêine cléduire qiielqiies résiiltats iiiteriiiédiiiircs de ce 
tr>ivail des théoréines plus g6iiériiux, coiiteiiiis daiis le inéiiioire reina.rqiinble 
de M. FHECHET siir la iiotioii de différeiitielles (c'est que iious nppelons les 
vltriittioiis) dniis l'niinlyse géiiérnle ('). Ahis j'ai préf6ré A ille borner a11 do- 
maine des foiict,ioiiiielles iiiiiiiériqiies, eii teiiarit coiiipte de ce qiie ce lie soiit 
pas tous les th&orèines de ce inéinoire, qui sont capables de géiiéralisiitioii, 
et eii ayaiit missi en vue l'applicatioii h l'espace hilbertieii, dont j'ai fi i i t  

hile meiitioii plus liaut. 
Le développeii-ieiit d e  la théorie est précédé de quelques défiiiitioiis, coii- 

ceriiaiit les élénieiits de l'espace i~b~tritit, qui dépeiitleiit d'uii partiinètre 
niim6rique. Elles lie soiit que des géi~éralisatioiis iininédiates des défiiiitioiis 
adoptées dms  le cas des foiictioiis de carré soiiiilinble ( 5 ) .  Elles peiiveiit 
d'ailleurs être coiisidérées coiiiiae des cas pttrticiiliei's des cléîiiiilioiis tidoptées 
par M. FHEGHET daiis la théorie g6iiéi-ale (4). C'est le cas, oii l'arg~iineiit est 
iiiie variable iiiiinériyiie et la foiictioiiiielle est abstraite. 

J'ai adopté llesp:tce 9 vecloriel. Mais oii serra aiséiiieiit que pour tout 
ce qui lie coiiceriie que des iiotious de coiitiiiuité et de variatioiis faibles, oii 

Ce volume, p. 183. 
(') . Annales de ll*cole Norniale SupBrieure u, &rie 3, tome SLIl ,  Iy25, p. 293. 
( 5 )  Cfr. VITALI, G e o w e t ~ i a  ~zello spazio hilbertiano, Bologna, 1829, pp. 76-82. 
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peut admettre que 1' espace ~ b s h i t  est uii espace q) topologiq~eine~it afflne 
de M. FI~ÉCHET ( 6 ) .  

2. Les éléments dépendant d'un paramètre. - Soit P(u) uii 
élemeiit de l'espace abstrait, qui dépend d'iiii paramètre iiiiinérique u. Ori 
peut dire n,ussi que P(u)  répréseiite une courbe diiiis lfespa.ce abstrait. J e  
1' ti.ppellerai 1' &lélr/e?zt-folzction. 

. Déflnition 1. - L'kEt.11tcnt P(u) est dit ?me fonction co?iti?zue pour- une 
valeur u, si 

liin 1) P(u + h) - P(u) II = 0. 
h--O 

011 déiiioiitre niséineiit les déiix tli6oremes siiivliiits: 
Théorknie 1. - S i  P(u) ndmel m e  cik)ict?e Pl,(ii), on tr 

Tliéorènie 2. - 8i P(11) admet poule u zme dkt.i&e, P(u) est ?tue fonction 
continzce potcv 11. 

Définition 3. - L' éE&me?zt P(ii) trdmet p o w  u une  tl&vicke seconde 

voisinage de il, et si cette dêrivke utluiet po?w ddi.ii.ée pg.eniiére P,,(ii). 
De la même façoiî oii définit les dérivées d'ordre qiielconqiie. 
Dans le cas piirl.iciilier de P(zt) = f(zc).Q, oii (S est iiii éléiiieiit coiistaiit 

et f (u) est iiiie foiictioii iiuiiiésiqiie, on R le 
'I'l14orPinie 3. - Si f(u) adillet poztt. II u)/e tlPi.ir.cJt. pjwliiP,-e, on (1 

et de mPme poulm les dh-ivSes cl' ot-dl-e stcpe~-irur~. 
J'aiiixi eiicore besoin de la iiotioii de  dérivée secoiide géiihalisée d'iiiie 

(6) hoc. cit. dans la note (i). pp. 1'72-173 et M1.2û3. 
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- -- 

foiiotioii iiuinérique et d 'n i~  éléinent-foiictiori. Je  dis qii'iii~e foiictioii f ( ? i )  admet 

Li2 f (u) 
pour zc uiie dérivée secoiide géiiéralisée -- = f,&,,(?t), si elle ndiiiet pour 

du" 
iiiie dérivée première fz,(!l), et si 

011 peut déinontrer que, si f(u) adinet une &rivée secoiide coiiJiiiiie, elle 
adinet aussi une dérivée secoiide généralisée, et les deux dérivées soiit égales. 

De iiiênle j'adopte la 
Définition 3-bis. - L'elenze~zt P(u) admet pou?, u une  cl&-inLe seco12de 

3. La confinnite faible et forte. - Coiisidéroiis maiiiteiiniit iiiie 
foiictioiinelle d' LUI élément de notre espace abstrait. Nous la désigiioiis par f [ l ' ] .  

Définition 4. - Ln fonctio~z?zelle f[P] adtizet gozc?. elen,et,t P In co1~6i- 
nzcilB faible (est faiblement co;atinite), si polo8 clzn qve  &Eh,tent X on a 

Déilnition 5. - Ln fonctionnelle f[P] admet  pouls élLment P la conti- 
nu i t e  forte ou unifo~.tize (est f o~ . t en~en t  continue), si p o z t ~ ~  clmqzce e > O i l  
e s i s t e  tcn tel y > 0, que 1' itîLggnlité II Y II ( y ens~-ctiue 1' i~w!gcrlitd 

Je cite sans détnonstratioii quelques théorèmes iminédiats: 
Théorème 4. - Ln contintcilé fol-te e ~ j t j * n f ~ ~ c >  le Couliuzcite f(tible, nzais' 

nola i?zve~.seme~ht. 
Théorènie 6.  - Si P(u) est une f o n c l i o ~ ~  co??ti?me d~ 11 p0111- m e  t a -  

leu?. u, et si f]P] admet la conti~zzcité fo?-/e poula P(u), Itr fonctio71 cg(ii) = 
= f[P(u)] est co?ati?izie pouj, LI, c'est Ct dire, oii a 

liin f [ P ( u  + h) ]  = f [P(zc)]. 
h-O 

Cette formule est uiie g61léralisacioii de la f'oriiiule (3). 
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011 obtient aiséineiit deux tliéorèiiies suivaiits, cloiit le tleiixièiiie se trouve 
chez 11. LÉVY (") :  

Tliéorème 6. - U7le fonctio~melle lil~Pcii?-e admet En continuité fctible. 
Théorème 6-bis. - S i  une fo~~ctiorlîzelle linenive cichzet Eci coutinuitd 

fiwte pozw 1111 ~ M m e n t ,  elle l'ntlatet p o w  tous les nzctjbes. 
Uiie foiictioiiiielle linéaire sntisfi~it par clèfiiiitioii k lit coiiditioii 

4. La: variation première faible. - Soit, coinine pliis liaut, f[P] 
une foiictioiiiielle de P. Coiisid6roiis iiii  éléineiit qiielconqiie X. Alors f [ P +  ?rX] 
est iiiie fonctioii de 21.  

Définition 6. - S i  p o w *  tout X k t  foncliou flP + LIX] admet pow* i i = O  

u n e  dé]-ivée pg.en~iè,~.e pa7. gwpp07~t i i  11, qui es1 zcne fo~olzctibwelle ZinPniw 
de X, nous nppelo~ts  celte de?-ivPe ln vnrint ion p.e~îjiP~.e firihl~ ou de  
Al .  LPvy de  la fom~ionne12~i f[P] p02~1* l ' P l t 3 1 ~ ~ 1 ~ t  P. 

Elle est one foiictioiiiielle de P et de X. Nous ecriroiis: 

D'après le tliCtorèiiie 6 elle est faibleineiit coiitiiiiie par rapport A A7 
Théorème 7. - Si ln fonctio~zneZle f[P] udmet ln v«7intion P ~ ~ I I Z P I ' P  

faible pozu- P ,  elle y admet aussi la continuitt! faible. 
Pour la déinonstrat,ioii, il siiffit de retnarqiier que d'après (5), f[P 1- uX] est 

iiiie foiictioii coiitiiiue de n pour u = 0, quelqiie soit X, et ceci équivaut tL (3). 

6. La formule des accroissements finis. - Coiisidéroiis deus 
é1éinent.s déterminés Y et Q. Les éléiileiits P+ uQ, oii zc varie de O h 1, 
foriiieiit le segment droit, joigiiaiit les élémeiits P et P t  Q. Supposoiis qiie 
f [ P ]  adiiiette iiiie vnriatioii première faible pour tous les éléiiieiits de ce segmeiit. 

La foliction cp(z6)  = f [ P  + uQ] est dérivable pour 0 < 16 < 1 .  Nous y ap- 
pliqiioiis la fortnule de LAGRANGE 

(7 Leçons d ' a ~ u l y s e  fonctionnelle, Paris, 1922, p. 52. 
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011 v6ivifie siiccessiveineii t que 

Eii défitiitive, eii substitiiaiit yu(0) daiis (6), oii obtieiit le 
llliéoi'~iiie 8 (des accroissements finis). -- Si ln fonctio?z?relle f[P] admet 

ulie untint ion p-erni21-e fctible pour tous les kltluierzts d7r segîuetzt dl-oit 
jo ig l~nnt  les & l h i e n t s  P et P t Q, ota CC 

6. Fonctionnelles homogimes ( 8 ) .  - Nous adoptoiis les défiiiitioiis 
sui vaiites : 

1)BAnition 7. - Une fouctiomzelle f[P] est d i le  homogè?ie du tlegve n, 
si  pou^. tout k 

f[hP] = hnf[P].  

DAiinitioii ?-bis. - Si cette 7-elntion n ' a  lieu que potil- k > O ,  ln f o~ tc -  

t i o~me l l e  f[P] est di te  posilivel,re~it I~oniogbue dzc d e g w  11. 

f[P] étiitit une t'oiictioiiiielle hoinogene oit positiveiiieiit Iioinogéiie d u  
degré 71, ncliiiettiiiit pour I' iiiie vtirititioti première kible, oii tt polir / ? r i  siif- 
fistiinineii t petit 

(7)  / [ l '  + 21P] = ( 1  + 24)"J'[P]. 

Après n.voir dérivé ynr riipport h 16 et posé 16 =O, oii arrive ;lu 

TIidorPme 9 (d'Eiiler). - Si f[P] est u ~ e  fonclion?~elle Iiouiog2ne ou 
posi l ive~iir~i t  I~omog&ze d u  degl-e' il, ncinieltn?tt p o w  P ln cci~*int io~z pvemiét*e 
fuible, on n 

(8) Bf[P;  PJ = n f [ P ] :  

Il peut sembler qiie l'hypotli6se d'existeiice de In variation preiuière 
est siiperfliie, cm le secoiid iiieinbre de (7)  est dérivable. Mais ln formule (8) 
n'a, de sens qiie, si le syiiibole 6 / [P;  X] est défini pour tout éléiiieiit X et 
iioti seiileimeiit poiir X =  P ("). 

Cfr. FREDA, n Atti della Reale Accndemiii dei Liiicei S, s6rie 5, toine SXIV, 1915, 
p. 1035. 

(Y) Cfr. le numéro 10. 
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7.  La variation première forte. - Nous adoptoiis la 
Ddfinitiun 8. - S'il  eziste une for'~nctio?melle y[YI li)t&ii9*e et foîStemelzt 

continue, telle que poutu choque E > O i l  existe un tel q >O,  que I' inkgalité 
II Y j/ < q e?&az"ne 1' inkgnlitt! 

tiorts appelons cette fonctio?z?~elle Q]Y] ln vmintion p?.es?ziéve fol-te ou de 
Ji. Fréchet de la  fo?ictio?z?u?lie f[P] pou?. ~'kikv?~ent P. 

Elle est uiie foiictionnelle de P et de Y. Nous la désignoiis par 

Q[Y] = 6 f i ~ ;  Y]. 
D'après le tliéorèine 6 bis il suffit qu'elle soit fbrtemeiit coiitiiiue pour 

I I I I  seul Bléineiit X, pour qu'elle le soit pour tous les autres. 
Th6orèrue 10. - Si la fonctionnelle f[P] admet la variation p.emi21.e 

fol-te pou?. P, elle y admet aussi la co?~tirluitt? folde. 

La foiictioiiiielle Q[Y est fortement continue et y[0] = 0. Donc, on peut 

E ayant été arbitraire, le thBorème 10 est détnoiitrk. 

8. Premibre formule fondamentale. - Soit P(u) uii élémeiit- 
foiictioii adiiletti.~iit pour u uiie dérivée première P,(u). Soit de pliis f[P] uiie 
foiictioiiiielle adniettaiit pour P(u) uiie variation première forte. 

Posons daiis la formule (9) P = P(u) et Y- P ( z c  + h) - P(u). Grltce A 
la coiitiiiuité de P ( u )  (théorbine 2) 011 voit que 

En inultipliaiit cette égalité par ( l ) ,  nous obtenons 

f[p(26 -1- Il)] - f[P(24)]- E ~ [ P ( u ) ;  P t 2 4  h) - P(u)] li ni = O. 
h-O ' 12 

Conme z f [ ~ ;  Y] est linéaire par rapport it Y ,  oii peut Bciire: 
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Nais 6 1 1 ~ ;  Y] est aussi fortement coiitiiiu par rapport k Y. Doiic, eii teiiaiit 

compte de (4), oii en coiiclut que le secoiid terme teiid B E ~ [ P ( Z L ) ;  P,(u)]. 011 

arrive donc  LI 

Théorème I l .  - Si P(u) adalet u7te del-ivPe P,(u) potcl* u, et si f[P] 
rc t l~~~e t  uue vn).iation p~.emiè~.e folde pozcl- P(u), Zn fo~tction f[P(u)] est tZ.4.i- 
vnble pal- 1.appol.t à u  pou^ u, et on n 

9. Relation entre les variations peiriières. - Les expressioiis 
(5) et (10) soiit des géiiériilisatioiis des viiriatioiis faibles et fortes du calcul 
des vsriatioiis, et ceci justifie lit teim~iiiologie que j'ai iiitrotliiite daiis ce tr;iriiil. 

Eii particiilier, si l'on iiiet daiis (10) P+ uX' au lieu de Ptu), oii obtieiit, 
eii teiia.iit coiiipte de (2), la foriiiule (5). Doiic, nous avoiis le 

ThBorèiiie 12. - Si ,me fo~zctiou~aelle f[P] admet pozw P zure ua~~itt t ion 
p - e m i é ~ v  fo~ate, elle y admet m w i  une vavicttio~l p)-entièw faible, et les 
deux  val-iations sont identiy ues. 

Eu pnrticiiliei., les forinales des accroissenieiits finis et  E EULER resteiit 
valables pour les varia tioiis fortes. 

10. Continuité et variations parfielles. - Daiis les défiiiitioiis 4 
et 5 de la coiitiiiiiitA et daiis les défiiiitioiis 6 et 8 des vitrintioiis preiiiiéres 
oii n, supposh que les coiiditioiis doiit i l  s'agit soiit reinplies pour tous 
les X ou Y, appwteiiaiit h l'espace coiisidéré. Mais il peut aimi.i\-er daiis 
certaiiis cas q i i '  i l  ii ' en est a.iiisi que poiir X ou Y appiirteiiaii t k. uii sous- 
ciiseinble de l'espace coiisidéré. 

NOUS eiiteiidroiis SOUS le iiiot rsptrce pci136iel ozc.sous-espace d'un esptrci? 
(Eo111!d 1111 eiiseinble d' éléineii ts, qui forine lui-iiiêine ii i i  espace 9 vectoriel. 
Hien eiiteiidii, les iiotioiis de soinine, de produit et de iiorine de l'espace 
piirtiel doiveiit se co:ifoirclre avec celles de l'espace total. 

Définitions 4 Ibis, 5-bis, &bis cd 8-bis. - Si les coi~ci i t io~~s,  t7og~t il s'ngit 
d n m  les définitiom 4, 5, 6 et 8, I L ' O I L ~  lieu que pozw X oz6 Y appcu.te~~uirt 
h z6n espcice pn~.tiel, ?zo?rs tli~o7ts qtle ln fo~tclio?z~telle cld~rtet ln co~ltiuuité 
faible ou forte pcwtielle, la vaiiutio~s ~~-,.,.e,jri&-e fuible O U  fil-te ljcl~-titde, 
~ ~ e l n t i v e  h cet espnce. 

011 peut, par exeiiiple, coii'cliire de 1;i. foriiiiile (7)  qii' uiie foiictioiiiielle 
Iioinogèiie f [P]  ndinei la r;iiniatioii preinièibe fa,ible l)artielle, relative h l'cspnce 
d' éleiiîeiils h.1: oii h est uii iioinbre réel (uiie droite euclidieiiiie). 
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I I .  Les fonctionnelles de deux éléments. - Pour leriniiier 
l'étude des vari:rtioiis preiiiièrcs, il filut ajouter quelques reiniirques sur les 
foiictioiiiielles de deux élèiiieiits / [ P ,  Q I .  La. coiisidérrttioii des foiictioiiiielles 
d' i i i i  iiombre d' éléineiits siipérieur A deux n'y ajoute rieii d' esseiitielleineiit 
iioi1ve:i LI. 

Nous reinarquoi1~ ( l a )  que les couples d'éléiueiils (P, Q) de l'espace 9 
vectoriel formeiit égaleineiit 1111 espace 9 vectoriel, si 1' oii fait des coiiveiitioiis 
suivantes : 

I o )  (P,  Q)  = (P, ,  Q,), si P = l', , et Q = Q , .  

aO) (P, Q ) + ( l ' , ,  &,)=(Pi-Pl,  Q + Q , ) .  
3') a(13, Q )  = ( n P ,  a&) .  

4) ll(I', Q ~ l l = l l ~ i l + l l Q l l .  
Si 1' oii coiisidere f [ I ' ,  QI, coinnie iiiie foiictioiiiielle d e  (l', Q ) ,  lit v~riiltion 

preiuiere (faible ou forte) sera. iiiie t'oiictioiiiie;le -de deux coii~les (P, Qj et 

( X ,  Y), que iious désigiioiis ptlr 6/[P, Q; X, Y] ou V[P,  Q; ,Y, Y] et i~ppeloiis 
ln util-iation jî?.e?~iié~.e fitible ou fat-te totale. 

Considéroiis deux espaces partiels de l'espace de (X, Y): l'espace de 
i X ,  O )  et l'espace de (O,  Y). A ces espaces correspoiideiit deux variatioiis 
partielles faibles et deux fortes, que iioiis désigiioiis par 

Nous les nppelous les val-intions p-emiéves  faibles et . fovtes pwtiel les  pcw 
î-ctppol-t a P e l  h Q. 011 a.rrive aux mêmes iiotioiis, si 1'011 coiisidérc f [ P ,  QI, 
coiniiie iiiie foiiciioiiiielle de 1' seiileiiieiit, Q restaiit coiistaiit, et vice-versa ("). 

De In dèfiiiitioii iiiême il r8siilte que l'existeiice de la variatioii totale 
ililplique l'existeiice des variiitioiis partielles. La réciproque ii'est pas vraie. 
Conme (X, Y) = (X, O)  + (O, Y),  oii a daiis le CRS d'existence des variations 

Eiifili, j'eiioiice salis dé~i io~~~trat ioi i  une géiiérrtlisatioii iininédiate du 
tliéorèiiie 11, qui iious sera utile plus loiii: 

Théorèiire Il-bis. - Si P(ii) el Q(ii) ad,~ret te?~t  d e s  d&-iu&s P,(u) et Q,(u) 

( F o l  Cfr. FK~CIIET.  Ioc. cit. dans la ilote ( 4 ) ,  p. 317. 
( L i )  JIcs ~~vtn t ions  diffèrent de celles de  RI. FRECHET (loü. cit., p. 319), vu que les 

iiitlices tl(%igii(~iit d'orili~iiiiro lcs viirial)les par rapport aiixqiielleri on différentie, et non 
les awroissemeiits des riiriiibles. 

drtnuli d i  ~W&wnaticu. Serie IV, 'Porno X. 20 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



154 M. KERNER: Swr les uccricctions faibles et fortes d ' m e  fonction~zelle 

pow. u, e t  si f[P, QI admet utle va~.icctio?i. pre,,liève fovte tottcle P(u), 
Q(u), En fo'olzctiou f[P(u), Q(u)] est d&ivnble pal. iwpport a u po1w u, et on ~i 

12. La variation seconde faible. - NOLIS adoptoiis la 
Définitioii 9. - S i  ln foltctiomtelle f[P] admet  la val-icitio~, p).eg,liève 

faible Ôf[P; XI clam le voisi~zcige de  P, et s i  cette vavintion ctd.iuet poui. P 

det.nié?.e la  v a ~ - i n t i o l ~  seco~zde fitible de f[P] pozw P. 
011 écrit: 

6af[11; X ;  Y ]  = ÔpÔf[P; X ;  Y] .  

C' est une fonctioiiiielle liiiéaire de j7. 011 voit ttisénieiit (et cela s' eiisuivra 
aussi des recherches du iiuii~éro suivniit) qu'elle est aussi liiiéaire piir ra,ppoi.t 
k X. Uoiic, u' est uiie foiictioiiiielle biliiiésire de deux éléiiieiits X et Y. 

011 peut coiisidérer aussi des variatioiis secoiides partielles. Il est possible 
que les espaces partiels, auxquels doiveiit ayparteiiir X et Y, soieiit distiiicts. 

13. La symétrie de la variation seconde faible. - Supposoiis 
que la foiictioiiiielle f[P] adinette la vari~itioii secoiide faible C2f[P; X ;  Y] dails 
le voisiiiage d'uii certaiii éléineiit P. S L I ~ P O S O ~ S  de plus que cette variatioii 
admette pour P la contiiiiiité forte par rapport k P. 

Soieiit X et Y deux éléments déteriniiiés. Considéroiis la foiictioii de deux 
variables cp(z.c, v )  = f[P + u X +  v Y] .  Pour u et u suffisainineil t petits, elle admet 
uiie dérivée par rapport k u 

Mais cette variatioil adinet elle-iliëiiie la ysriatioii première faible par rapport 
au premier éléineiit pour u et v petits. Doiic, 

De inêine, si 1' oii iiitervertit 1' ordre des dérivatioiis, oit obtieii t 

Coiiiiile la variatioii 8" admet la coiitiiiiiité forte pi. rapport au preiiiier 
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éléiiieiit, les foiictioiis (14) et (15) de 71 et v soiit coiitiiiues pour rt = v== O 
par rapport aux deux variables, prises eiiseiiible. Par coiiséq~elit, la foiictioii 
y(u, v) a ses dérivées secoiides coiitiiiues. Il en résiilte, coinine oii sait, 
q~i '  elles soli t égales : 

Ilaiis In déiiioiistratioii de ce tliéoi-èiiie, la coiitiiiiiité faible de 67 ssiifiirnit 

pour assurer la coiitiiiuité de a 2 < i i r L ~  - - ') par rapport R elincui,es de deux va- 
a ldo  

riables u et v, inais serait iiisiiffisaiite pour la coiitiiiiiilé par rapport aux deiix 
vai.inbles, prises enseiiible. 

Si 1' oii pose dails (14) u = v = O, 011 obtient 11ne f o m l d e ,  qui est ztne 
g + ~ t c J ~ n l i s a t i o n  ~za lu t -e l l e  d e  116 forirrule (5): 

La déinoiistration dii théorènîe 13 légitime iiii tliéoi'h~e i i i i  peu plus 
géirénrl. En effet, i l  suffit que la foiictioiiiielle / [Pl  n'admette que des va- 
rintioiis secondes faibles partielles Ô2/[P; X;  Y] et V f [ P ;  Y; XI, relatives k 
1111 espace partiel des X et tiii tel des Y,  et que seuleiiieiit iiiie de ces va- 
riations adniette la continuité forte. Si 1'011 coiisidère X et Y, npparteiiniit 
AUX espaces correspoiidr~iits, on peut suivre la tléiiioiistratioii toute eiitiére; 
daiis (16) uiie seule dérivée sera coiitinue, mnis cela suffit pour l'égalité. 
DOIIC, IIOUS avoiis le 

Tliéorènie 13-bis. - Si ln fo?actiomel2e f[P] a d m e t  dnus le v o i s i m g e  
(le P tics v n ~ . i n t i o u  secoltdes faibles pcwtielles ô2f[P; X ;  Y ]  ~t Pf[P; Y ;  XI, 
?-elal ires  R cer.ltuim espnces p w t i e l s  des  X e t  drs Y ,  si de plus zme d e  crs 
var in l ions  a d j w l  ln co? l t imi t t !  forte pal* 7wppoj . t  ii. P p01w P,  Z'eg(rlitd ( 1  7 )  
?-esle vnlnhle. 

011 petit iiîêine se borner au ~oisiiinge plus étroit, coi'respoiidaiit aux 
deux espaces partiels, iiiais je ii'iiisisterai pas sur ces détails. 
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14. La variation seconde de M. I~évy. - Supposoiis que f[P] 
admet uiie varintioii secoiide fiiible pour P. Coiisidéroiis la foiictioii c p ( 1 6 ) =  

= f[P+ M X ] ,  oii X est uii éléiiieiit déterminé. 011 a s ~ ~ c ~ e s ~ i ~ e i i i e i i t  

" ( u  t h )  
= [" a,r ] = 6/[P + , L X ;  XI ,  

dzt h=O 

0 i i  aperçoit iinmédintenieiit que l'expressioii à ga.uche est la vn?iiit ion se- 
conde de M. Lévy (ie).  Doiic, nous avons le 

Thêorhine 14. - Si la fomtionnelle f[Pj admet pozcî8 P Zn va~. in t io~z  se- 
conde faible, elle admet  aussi la vaqintion seconde de A l .  L&vy. 011 fo?wte 
celle-ci e?z mettant  Y = X dans celie-là. 

La forinule (18) est uiin géiiéralisatioii de la défiiiitioii de M. LEVY. 

15. La formule de Taylor. - De la iuêiiie facoii que la rnrintioii 
faible seconde, oii peut défiiiir les variatioiis faibles d' ordre quelcoiiqiie d' uiie 

foiictioiiiielle. 
Supposoiis que la foiictioiiiielle f [ P ]  admet des varin.lioiis faibles de tous 

les ordres jusqu'a 1% iiiclusivenieiit pour tous les élémeiits du segineiit di'oit, 
joigiiaiit P et P + &. La foiictioii cp(u) - f[ll-t Z L Q ]  adinet (les dérivées par 
rapport St u d'ordre 1, 2, ... 11-  pour O < u < 1. Noiis y appliqiioiis ln formule 

Les foriuules (j), (19) et les formules aiinlogiies pour les dé r i~ées  d'ordre 
supérieur iious doiriieiit pour k = 1, 2, ... 91 - 1 

oii & est répété h fois, et 

(22) 
z ) ]  - [ d v q q O + h ) ]  - -- = O7'/[P i FiQ;  (2;  Q ;  ... QI, 

du'' ,= fj d11" h - 0  

('7 Loc. cit., p. 79. 
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où & est répété 7 1  fois. Eii tléfiiiitive, en subst i (~mi~t  (21) et (22) di~iis (20), oii 
obtieiit le 

Théor&iiie 15 (de Taylor). - Si k c  fouctiowelle f[P] ccdr~iet des rw.i<ctions 
faibles d ' o ~ d l - e  1, 2, ... ii pou,, tous les B l h e n t s  dl6 s~g?,te?lt  droit jo ig~tnnt  
les éldments P et P + Q, on n 

oic O < El < 1 ; le no91tbl.e d ' n ~ ~ g z o ~ t e d s  Pgnus a Q est imEiqtd pal. 2'01-dre 
de In vnl'inliou. 

La déinoustratioii de ce tliéoreme inoiitre qu'il est rnlable pour les vn- 
riatioiis de M. LEVY. 

16. La variation seconde forte. - Nous adoptoiis a r e c  M. Fi& 
CHET (13) 1, 

DBfinitioii 10. - Si ln  fo?zclion?zelle f[P] admet l n  vaviation p g w i ~ i é ~ - e  
forte Q P ;  XI dans le  voisinage de P,  et si cette va?-intiou adl~le t  p o w  P 
zme vn?%ctio~z pl.emiè~*e fovte pavtielle pm- m p p o v t  cE P, on  nppelle In 
de?*ni&t.e ln val-iatiola seconde fovte de f[P] p o w  P. 

011 6crit: 

(23) Snf[p; X; Y] = Zp6f[p; X;  PI 

C' est iiiie foiictioiinelle bilinénire de X ed Y. 011 pent aussi coiisidéi-er, 
comiiie plus haut, des variatioiis secondes fortes partielles. 

17 .  Seconde formule fondamentale. - Soit P(u) LIII  éléiiieiit- 
foiictioii admettaiit pour ?c uiie dérivée secoiide I',,(u). Soit de plus f [ P ]  uiie 
foiictioiiiielle ndineltniit pour P(zc) oiie variatioii seconde forte. 

D'abord, oii a d'après (10) daiis le voisiiiage de u 

La foiictioiiiielle ?$[P; QI de deiix éléiiieiits adiilet ln, vnriiitioii première 
forte partielle par rapport k P. Elle est liiiéaire et fortement coiitiiiiie par 
ri~pport h Q; doiic, elle adiiiet la variatioii preinière forte partielle par rapport 
h Q, et 
(2 5) G&f[Z'; Q ;  Y ]  = G ~ [ P ;  Y]. 

(13) hoc. cit., p. 321. 
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Il ii'eri résulte pas que 6 f [ ~ ;  Q] admette une variatioii première forte totale. 
Donc, iious supposoiis expressénient qu'il eii est aiilsi. Cette variation est 
ci'après (12), (23) et (25) 

Nous différeiitioiis l'égalité (24), eii teiiaiit compte de (13): 

ce qui fournit, d'après (26), le 
Théorème 16. - Si P(u) admet u ~ e  dh. iv& seconde P,,(LI) p o w  LI, si 

f[P] adnzet zme vagialio?l secoude fo?*le potw P(ii), et si de  plzcs sa v w i a l i o u  
pl-emiève adwet  non  seulemeut des vn?.iution pl-emièj-es fo?*tes pcij-tielles, 
mais  u ~ s i  m e  vaviatiou premiéve fol-te totnle, ln fonction f[P(ii)] admet 
wze dé~.ivde! seco?& pn7. m p p o l $  h u pou13 LI, et 012 n 

011 peut se débarasser de l'hypotlièse relative A l'existence de la 17a- 

riatioii totale de la. variatioii première, eii supposaiit que 6f[1'; QI adinet ln. 
coiitiiiuité forte par rapport k P u,? l i fo? .n#él~~~~t t  pou,). t o m  les ê l h e n t s  Q, 
do?,t lu n o ~ w e  est égale h 1. Pour le démontrer, noiis posoiis 

S [ P ;  Q ;  X ;  y l = 8 ~ 8 f [ p ;  Q ;  X] + S f [ P ;  Y]. 
Alors 

a p + x ;  a - t - ~ ] - 6 r [ ~ > ;  QI-+[!'; U ;  X ;  YI 1 - Il XII + II YI1 

Le premier terme h droite est anssi petit que 1' oii vent pour II X II suffisaiiliiieiit 
petit. Il en est de iilêiile du  second, quel que soit Y, parcc que In. iioriiie 

Y 
de -- 

II YI1 
est égaie 1i. 1. ~ o i i c ,  + [ P ;  Q ;  X; Y] est In vnrintioii totale de 6 f [ ~ ;  QI, 

et In foriiiule (26) est démontrée. 

18. Relation entre les variations secondes. - De la. définitioii 
et de la. relation entre les variatioiis premières résulte le 
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- -- 

Théorème 17. - Si une fomtio~~nelle f[P] admet P O U ~ -  P uue vcwiatiou 
seconde fo'ol.te, elle y citlmet aussi zme val.iatiou secode faible, et les dezm 
un?*iations sont ideutiques. 

011 a eii particulier les 
Théorèmes 18, 18-bis et 19. - Les théowhtes 13, 13-bis et 15 ~zs ten t  

ucclahles, si l'on y ~ - e ~ l ~ p l a ç e  les vn~.intioizs filibles pal. fi?-tes. 
Nous reiiiarquoiis eiicore que, si l'oit inet dans la forinide (27) 1'-1- ztX 

a u  lieu de P(zc), oii obtient la formiile (19) de II. LEVY. Dalis ce CAS parti- 
culier l'hypothèse d'existeiice de la vai'istioii totale de la variatioii pre1iiiéi.e 
il' est pas iiécessaire, car P,(u) = X dwiis la formule (24) reste coiistaiit. . 

19. La variation seconde forte généralisée. - 011 défiiiit aussi 
d'~iiie iiiaiiiére diffèreilte la variatioii secoiide, correspoi~dant A la variatioii 
preinière forte. C'est que M. LÉVY (") appelle la variatioii secoiide au seits 
de M. FRECHET. Au lieu d'être uiie foiictioiiiielle biliiiéaire de deux élémeiits 
elle est uiie fonctioiiiielle qutkdratique d' 1111 seul élénieii t. Sa définition cor- 
respond h celle de la déi'ivée secoiide géiiéralisée d'uiie foiictioii d'liiie va- 
riable iiunîérique (cfr. iiuméro 2), et c' est pourquoi iious 1' tippeloiis la variatioii 
secotide forte gétiéralisée. Nous adoptoiis la 

Définition II. - Si ln fonctio?t?aelle f[P] admet pouf- P ln variatiou 

pr-emiè/.e fovte 6 f [ ~ ;  XI, et s'il existe une foucliomelle p[Y] qz~ndg*ntique 
et fol-tetiaent continue, et telle que pouv chaque e > O il existe zm tel 7 >O, 
que 1' iuégalité 1 1  Y II < 7 euh8afne 1' inkgalité 

sous appelom cette fonctionnelle y[Y] la vn?-itrtion secogtde fo~ete? g é ~ t é ~ d i d e  
de la fonctionnelle f[P] pou?. L'élkzaent P. 

Nous In désigiioiis par 

p[Y] = % f [ ~ ;  q. 

20. Seconde formule fondamentde généralisée. - Soit P(u) 

iiii éléiiieiit-fonction admettaiit pour z b  la dérivée secoiide géiiéralisée P,,,(zc). 
Soit de plus f [Pl uiie foiictioiiiielle admettant pour Ptu) uiie varia tioii seconde 
forte généralisée. 

( j4) Loo. oit., p. 79. 
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011 a d' abord 1.a formule (10) 

Posoiis dans la forinule (28) P= P(u) et Y= P(u t h) - P(u). &&ce & 

la continuité de au), oii voit que 

lim 1 1  Y I I  = 0. 
h--O 

Eii multipliant cette Bgalité par le carré de ( l ) ,  iioiw obteiioiis 

- 
Coinine %fil->; Y] est liiiei~ii-e et PT[['; Y] quadratique par rapport à, Y, on 
peut Bcrire, en tenaiit coiiipte de (29): 

Les deux secorids termes oiit pour limites 

1 - l =  
- Gf [P(zc); p,,(u)] et - G e  f [P(u) ; P,,(u)]. 2 2 

Donc, O!] R le 

Théorème 20. - Si P(u) a d m e t  la d é ~ i v é e  seconde génèvalisée 8,,(ii) 
p o w  U ,  et s i  f[P] a d m e t  ztlze nwiution s e c o m k  fovte gé~&.al is&e pour  P(u), 
ln f o la t ion  f[P(u)] ntdwet m e  d é l i v é e  secontle g&é.l.alisée par 9.nppovt à u 

. . .. 

pou?* il, et 01% CC 

C'est une formiile itiialogue A (27). Elle inoiitre plus rietteineiit encore qiie la 
variation secoiide forte généralisée correspo~id k lit dérivée secoiide géiiéralisée. 
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21. Les variations secondes d'une fonctionnelle de deux 
éléments. - Daiis le iiuinéro préseiit et  les suivaiits j'einploierai le sym- 
bole 6 pour désigner les vnriatioiis faibles et  fortes, en évitant ainsi une 
répetitioii ennuyeuse. 

Pour une foiictioiiiielle f[P, Q] de deux éléineiits il faut distinguer 111 
variation seconde totale et  quatre variations secoiides partielles. L'existeiice 
de celle-1A i~nplique l'existeiice de celles-ci, et on a 

B2f[P, Q; X, Y; U, V ] =  $pf[P, Q ;  X; U] + ~;QI[P, Q ;  X; V I +  

-I- ÔQ,J[P, Q ;  Y; UI -1- 8QQr[p, Q ;  Y; VI. 

Il faut rerriarquer que le synibole 8PQ indique qu'il faut prendre d'abord 1 i ~  

variatioi-i première par rapport A P et ensuite par rapport à Q. 

22. Permutabilité des variations secondes. - Coiisidéroiis 111 
fonctioiinelle f[P, QI, coinine une foiictioniielle d' uii couple (P, Q). Supposoiis 
qu' elle admette des variations secoiides partielles 

(30,) ozf[P, Q ;  X,  O ;  O, Y]==~$Q~[z:  Q ;  X; Y], 

(,302) B2 f [P, Q ; O, Y; X, O] = 8;pf [ P ,  Q ;  Y: XI, 

relatives à certains espaces partiels de  l'espace de couples (P, (3): it l ' e s p ~ c e  

de couples (X, O) et  5t celui de couples (O,  Y). 
Supposoiis de plus qo' uiie de vnriatioiis (30,) et (30,) admette l a  coiitiiiuilé 

forte par rapport A 1: Q, pris ensemble. Alors, eii tenant compte du theoreme 
13-bis ou 18-bis, on voit que les premiers membres de (30,) et  (30,) sont bgaux. 
On en tire les 

Théorèiiies 21 et 22. - S i  la fo~zctio~tnelle f[P, QI adv?iet dans le 
voisinage de P,  Q les val-iations secondes (faibles ou fo?.tes) partielles 

8;,f[~, Q ;  X ;  Y] et 8Qpf[p, Q ;  Y ;  XI, si de  plus u n e  de  ces zaî-iations admet  
la continuité fade par  m p p o ~ t  à P, Q, plvis enseîî~ble,  pou^ le  coicple P, Q, 
ces variations sont transposées 1' u n e  d e  2' autj.e : 

Ce théoréme est aridogue A la propositioii coiicerilant la  permutabilité 
des dérivées secoiides d'une fonction de deux variables numériques. Les va- 

2 riations Sppf  et ôiQf peuvent ne pas exister. 

23. Digression sur la variation seconde normale. - La fornie 
habituelle de In varintioii seconde est celle d'une fonctionnelle qundratique. 

Annali d i  Matematica. Serie IV. Tomo X. 21 
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Dans ce qui précède noiis 1' avoiis eiivisagee coinme uiie fonctioiiiielle bilinéaire. 
Nous soinines donc forcés de doiiiiei' une iiourelle coiirentioii relative a ln 
fowne tzo~wale de la vnvicction seco~zde d' 2me fonctio?znelle dans l'espace 
fonctionnel. 

On appelle d' ordiiiaire ( i 5 )  la variation secoiide d' uiie fonctioiiiielle P[y( t ) ]  ( i 6 )  

(1' uiie foiictioii y ( t )  dans 1' iiiterv:i.lle O < t < 1 ~~omanle,  si 

De même iious 1'~~pyeloiis nolwaale, si 

Les fonctioiis f ( t )  et g ( t ,  If), qui sont des foiictioiiiielles de Ht), seront 
zippelées les dérivées secondes, et iious écriroiis: 

Si ÔtP[y(tj; ~ ( 1 ) ;  y(t)] admet In coiitiiiuité forte par rapport B c p ( t ) ,  on n 

d'après le théoretne 13 ou 18 

ou, en tenant compte de (32), 

pourvu que l'oti puisse intervertir l'ordre des intégrations. 011 peut satisfaire 
B cette coiidition, si l'oii suppose g(t, t') symétrique, c'est à dire, 

Daiis le cas de foiictiotis continues cet,te égalité est inêine nécessaire. Dans 
le cas de fonctiotls de carre soinmable elle doit être salisfaite partout, excepté 
iin ensemble de mesure superficielle iiiille a u  plus. 

(i5) Cfr. LEVY, loc. cit., p. 84. 
(M) Je fait ici une dérogation au système des notations, d'aprés lequel les majusciiles 

désignent des éléments abstraits et les minuscules, defi valeurs niimériqnes. 
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24. Variations secondes normale8 d'une fonctionnelie de - 
deux fonctions. - Pour obtenir 13 f o m e  iiorinale des variatioiis secoiides 
partielles d' une foiictioiiiielle B[rg(t), $( t )]  de deux foiictioiis y(t) et +(t), défiiiies 
daiis l'iiitervalle O < t < 1, il sera llaturel de la coiisidérer cori-ime dépeiidaiit 

d' uiic seille foiiction S(t) ,  égale A y(1) pour O < t < 1 et à +(t - 1 )  polir 
1 < t L 2. La, fori-iîiile (32) preiid la forme 

Pour obtei~ir les vnriaLioiis partielleu ~ 3 ~ ~ 7 ,  6&F7 6tsk' et Ô ~ + P  il faut irieltre 
successiveineiit y(t) = v(t) =O, y ( t )  = zt(t) = O, %(t)= v(t) = O et x(t)= u(t) = 0. 
011 obtient ainsi 

1 i l  

C'est la fortne normale des variatioiis secoiides partielles. Pour les variatioiis 
iiiixtes, 1' intégrale simple manque. 

0 i i  a six dérivées secondes 
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2 2 Si ln vnriatioii 6?+F ou 6+$' ndmet ln coiitiriiiité forte par rn,pport A 
y ( t ) ,  $(t), pris eiiseinble, oii n d'après le théorèine 21 ou 22 

ou, eii teiimt compte de (34,) et (34,), 

fi [g,(t, t ') - g,(lf, t ) ]w( t )o( t f )d l ! l l f  = 0. 
O O 

Coinme plus haut, oii peut poser 

En définitive, si la variation partielle correspotidmte admet la. contiiitiité 
forte, on n pour les dérivées, .en tenant aussi compte de (33), 

Nous ferons usage de ces forinules dans le travail sur l'extremiiin daiis 
1' espace hilbertieii (3) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Da1 Comitato per il Congresso Internazionale dei Matematici, che si terrCt 
a Zurigo ne1 1932, riceviamo la segueiite comunicazione: 

c I n  conformith alla decisione presit dit1 Congresso Interiiazionale di Bo- 
logna (1928), il prossimo 

CONGRES80 INTERNAZIONALE D E I  MATEMATICI 

avrh luogo in Zurigo, da1 4 al 12 Settembre 1932. Gl'inviti e le prime infor- 
mazioni precise saranno spedite a far tempo da1 prossimo Ottobre. 

11 programma scientifico prevede una serie alquanto numerosa di con- 
ferenze generali che, ne1 loro insieme, dovranno dare un'immagine, completa. 
per quanto é possibile, del10 stato attuale delle inatematiche; inoltre, sedute 
di Sezioni riservitte alle Comunicazioni pii2 brevi ed aventi per oggetto ri- 
sultati di recenti ricerche. 

Accanto alla parte scientifica, il programma compreiiderii riunioni, rice- 
viinenti, ed escursioni cui ln Svizzera si presta in modo particolare; esse, ri, 

quanto speriamo, potrrcnno contribuire s rafforzare i legrcmi scientifici e le 
relazioni personnli fra i matematici del mondo intero, riuniti a Zurigo. 
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Sui di:igr;ciiiiiii reciproci del Crenioiia. 

Mernoria di T I ~ L L I O  VIOLA (a Bologiia). 

Sunto. - Esistenza di un rliayt'uwna recipvoco per ogni t ramtuva  triangolare selnpïice sog- 
yetta ad u n  sistema d i  forze esterne i tz  eqitilibvio, applicate ai ?torii. Esistelzza di tva- 
uatuve che awmettono d iagrawna recipi.oco O mo, a secoltda delle sollecitazionl esteone. 
Propviet2c notevole tli  due st~perficie polierlriche a fr~cce frirtnyolari, veciproche iw m a  
qualunque veciprocitd. 

1. Nella 2a ecliz. delle Lezioui di u~eccanicn ~.nzio9iale, vol. 1, di T. LEVI- 
CIVITA e U. AMALDI (Zniiichelli, 1930, pag.  633 e seg;.) 15 dimostn~ta  1' esisteiiza 
di uii diiigrnmma reciproco per  ogiii trnv:.ltiira triii.iigolare seiiîplice soggettlt 
ad un sistema di forze esteriie iii equilibi'io, applicnle ni iioai. L a  dimostra- 
zioiie coiisiste iiellt~ effettiva costruzioiie di due superficie poliedriche S ed S' 
seinpliceineiite coiinesse, reciproche rispetlo :il sisteina riullo e iielle condizioni 
descritte da1 CREMONA iiella classicn Meiiiorin Le figul-e 1-ecipl-oche neEEn 
stntica glaficn (ediz. 1872, 11.' 23, 24). 

III qiiesta iiota nii propoiigo di svolgere iiii'altrit diinostr~izioiie di questa 
proprieth, aggiuiigeiido inoltre uii esenîpjo per  iilostrai-e l'esistenza di travature 
che aininet,toiio dia.grainmn reciproco O iio, s secoiida delle sollecitazioiii 
esterne nlle qiiidi sono sottoposte. Completerb poi il risulti~to con uii'osser- 
vazioiie sulle figure reciproclie iiello spnzio. 

2. Per  iiiia travatura triniigolare semplice, i i i  equilibrio sotto 1' aziorie di 
uii sisteiiiii. di forxc esterne applicate :i.i iiodi, è possibile disegiinre uii dia- 
gi'aiiiiuil degli- sforzi iielle siiigole aste, i l  qiiale soddisfa itlle segiieiiti con- 
dizioiii : 

IR) le forze esteriie soiio disposte i i i  un poligoiio chiuso iiel qultle esse 
si susseguoiio iiell'ordiile i i i  cui s'iiicontraiio percorrendo il coiitorno della 
trn~iitui ' i i  (girniido iii uii senso oppure ne1 seiiso opposto); 

2") ilcl ogiii iiodo tlellii t iwvaturi~ corrisponde ilel diagramma un poligono 
chiuso i cui lati soiio ordiii;i.taineiite paralleli alle aste e all 'eventuale forza 
esteriia che  coiicorroiio i i i  qiiel iiotlo, ed  hanno lu~ighezze proporzionsli cllle 
iiiteiisith degli sforzi clie si trnsinettoiio iielle siiigole aste e dell'eventuale 
forza esteriin; 

dnnali  d i  Matenaatica. Serie I V ,  Tuino X. 22 
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3 9  per ogiii asta' delia 'trmatiira vi è iiel diagrainina uii solo segineiito 
che ne rappreventa 10 sfoszo (LEVI-CI.VITA e AMALDI, loc. cit., pag. 623). 

Si tsatta di dimostrase che uii tale diagramina é reciproco del10 scheilia 
della travatura. 

Fissiamo all'uopo l'attenzioiie su uii eseinpio che riporto dalle citate 
Lezioni di Meccanica 7-azionale, ma coiiduciamo lit dimostsazioiie per via 
del tutto geiîerde. 

La fig. 1 rappi'esenti dit  uiia parte uiia trnvatora i'eticolare tsii~iigolrtre 
semplice in equilibrio, dall'altra, i l  coi'rispoiideiite diagsnmiiia degli sfoszi che 
suppoiiiaino costriiito i i i  base alle leggi del gseseiite iiuineiw. Iiiii:i1zii1~ino ii i  
tutti i vertici del diiigraiiîina degli sforzi (cioè iiei puiiti Q,Q,Q,Q,Q,Q, , 
IIT'T"T')  le pesp&idicolnri iiidefiiiite al piaiio del foglio, cioé le piwiettaiiti 

Fig. 1. 

su1 piaiio ortogafico. Ci propoiiiaino di costsuire uiia superficie poliedrica S 
seinpliceinente coiinessa, aveiite i vertici sulle pi'oiettaiiti or orn iiinalzate su1 
piaiio ortografico e le ciii facce abbii~iio pes proiezioni i poligorii del dia- 
gramma degli sforzi: tale quindi che il poligoiio delle forze sia la proiezione - 
del suo or10 e clie gli tdtri segmeiiti del diagrainina siaiio le proiezioni degii 
spigoli. La superficie S dovrh essere costruita in inodo clie la  sut^ reciproca S' 
si. proietti iiello scheina della travatusa; d l e  faute di S dovraiiiio, per la 
reeiprocita, corrispondere i vestici di S', agli spigoli di S gli spigoli di S', 
all'orlo di S l'or10 di 8 ' ;  e qiiiiidi, per la psoiezione ortografica, ai siiigoli 
poligoni, al poligono delle forze, ai siiigoli lati c intesni * del diagi'rtiima, .do- 
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vrniiiio coribispoiidere iiello 'scheiiia della trti.vatiii*a rispettivamente i singoli 
nodi, i l  sisteiiiti. delle forze esteriie e le nste. 

Coine priino spigolo della superficie poliedricn S, costriiianio quello cui 
deve corrfspoiidere 1' a.sta di pwete P,P,  del priino trirtiigolo 1: cioe I f  twta 

coiigiuiigeiite il 'uodo P, i i i  ciii concorroiio tliie sole aste col iiodo I-', i i i  cui 
coiicorroiio tre sole aste. Ttile primo spigolo dovrA essere iiii segineiito aveiite 

gli estreiîii &1,, T siille proiettaiiti iiiiialeate iiei piiiiti Q 2 ,  7'. Scegliaiilo ad 

arbitrio &, dulla proiettniite i i i  Q, e lasciaino iiideteriniiiato il puiito ri' sulla 

proiettaiite i i i  T: abbiamo 1111 fnscio di rette (i  sostegiii dei segineiiki % F )  
coi1 ceiitro i i i  Q, e giaceiite i i i  1111 piano proiettaiite; ad esso corrispoiiderk, 
per la rcciprocitk, iiii  fascio iinproprio di rette che si proietterh, su1 piniio 
ortogrnfico, niicora iii iiii tiiscio impropi-io, mizi ne1 fascio iinproprio i l  ciii 

ceiitiw è i l  piiiito iiiiproyrio della retta Q,T. Potreiiio diinque scegliere 1' 
siillit proiettniite i i i .  T iii iiiodo che il corrispoiideiite spigolo di Sr si proietti 
iiellit r e t h  P,Ii. PerO la posizioiie dei iiudi P,P, iioii sai% fissata che quniido 
si sarh f i 5 ~ i l . t ~  1i1, posizioiie delle fttcce di 8 clic liaiiiio i i i  coiiiuiie Io spi- 

golo &?'. Voleiido che la posizioiie dei iiodi P,P, s i i ~  proprio qiiella del10 
seheiiltk delltt travaturri., coiisideriaiuo iii iiiotlo niinlogo gli ri1ti.i due frisci di 
ceiitro q,  quello*che si appoggii~ i i l l r  proiettaiite i i i  Q ,  e quello che si ap- 
poggia alla proiettmite i i i  Q,: al primo corrispoiide, su1 piaiio ortografico, i l  
fascio irnproprio il ciii ceiit,ro è il punto improprio della rettn d'asioiie della 
forzn F , ,  al  secoiido il fascio iinproprio i l  ciii ceiitro é il p i ~ i i ~  iinproprio 

della retta d' nzioiie della IQrza F 2 .  Scegliaino i puiiti al e a, rispettivainente 

sulle proiettanti i i i  Q, e iii Q, i i i  iilodo che al!e rette &a, &,$ corrispoii- 
daiio, su1 piail0 ortografico, rette passiiiiti, rispettivaineiiie lmr Pi , Pz. Coii 
ci6 si saraiiiio fissate le posizioiii delle prime diie fitiiccie della siiperficie po- - - -  
liedrica 8, la faccia triaiigolare Q,Q, 1' e la hccia quadraiigolare Q2 T Q3Y1', 
iii iiiodo che ad esse corrispoiidoiio, siil piniio ortografico, rispettirnineiite i 
puiiti P,P, precisaiaeiite iiella posiziotie-dello-schet~ltt della travatura. 

Ne1 coinpletare la costruzioiie della supei.ficie poliedrica S, i'iiiiaisi.it mbi- 

traria la sola sceltn del puiito &, sulln proieltaiite in Q, e ci0 coiiic ~ c c a d e  
coi1 la soluzioiie data iielle citttte I,ezio)ii, iiella qiinle reiiiva aiizitutto co- 
struita la superficie poliedrica 8' permetteiiciole i i i i  grado di li-berth (cioè la 
trnslazioiie iii direzioiie iioriilale al piaiio ortografico, coiiie iiella costriizioiie 
preseii te). 

Areiido fissiita. ln. posizioiie .delle priiiie due fa.ccie, iiel modo clie si è 

iiidicsto, risultaiio fissati coi1 esse miche gli syigoli &IT e ai cluali cor- 
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rispoiidoiio, siil pimo oitogriifico, le nste P,P, ,  P2P6,  cioe quelle che, iiisienie 
:III '  itstii, gih coiisiderttta l', l', coiapleta.iio la priinn magliri. triaigolare (iiifatti 

- -  - - -  
gli spigoli Q,l', Q,?', l"?' Iiaiiiîo iii coiiîiiiie il vertice I' ciii corrispoiide, iiella 

proiezioiie ortogsiificii, 1:i. cletta innglia tri;iiigolii.re). Coii gli spigoli Q,  T e Tl7 
risultn ulterioriiieiite fissiiln ln posizioiie della faccia, di S cni corrispoiide il 
iiodo P, e qiiesto iioii potrii evideiiteiilente veiiire n cadere clie iiella posi- 
xioiie dello sclieiua dellii. ti*ii.riltii~n. 

Aveiido fissatii. Li. pnsizioiic delle facce di  S alle qunli corrispoiidoiio i 

iiocli P2 e I',., ris~iltaiio fissiili coi1 esse n.iiche gli spigoli &,T' e :ï'T" ;ii qiiali 

corrispoiidoiio, siil piaiio ostografico, le aste P2P,, P,P6,  cioè qiielle clie, 

iiisieiile nIll asta gih co~isider~til coillpletriiio 1;~  secoiidti. inaglia triaii- - -  - -  - -  
gola.re (iiifatti gli spigoli Q,Ilt, l 'Tt ,  TUT' liniiiio i n  coiiiuiie il  vertice cui 

corrispoiide, iiellit proiezioiie ortografica, la, detla imglia triarigolase). Coii gli 

spigoli a p  e pl"' risulta iilterioi*ii-ieiite fissn.ta. I:1 posizioiic della fncci:~ di cC 
cui corrispoiide il iiodo l', e qixesto i io i i  potsk evideiiteiileiite veiiire n cndere 

clic iiellit posizioiie dello scheint~ della trttv:itur:i. 
Cosi si passer& siicccssivaineiile A I  triaiigolo ?'If e al iroilo P , ,  al triaii- 

go10 1"" e il1 iiodo P, . E chiaro che se il iiiiiilei.~ dei triaugoli costitueiili la 
trttvatiira fosse > 4, iioii si nvrebbe difficoltA a prosepire il procediriieiito 
fiiio ad trver esaiiriti tiitti i triniigoli. 

Coii cib si é esegiiitn In costriizioiie della siiperficie poliedrica A' e si è 
diiiiostrnto che la. proiezioiie della superficie poliedricn S' (reciprocn. di S) è 
proprio 10 scheiiia clelln trnvntura, coiii'era richiesto dnl probleina. 

3. Si poile orn. In questioiie di s:ipere se la diiiîostrazioiie pub essere 
estesa ad nltri tipi di  trnvatiire e se la. costriizioiie dei diagrainini seciproci 
yer uiiix data trnvntiirn sia possibile per tiitte le coiicliziorii di cnrico. La 
ricercn di iiiia coiidizioiie iiecessnrin. e sufficieiite siirebbe Iiingn. ecl iiiutile; 
qui mi propoiigo soltaiito di inostrare coii uii eseiîipio coine si possoiio avere 
I.ravatiise tibiiiiigoliiri che iioii nininettoiio i i i  geiicni.le iiii  diiigraininn reciproco 
e coine tale ditigrziii~ii~n possa esistere per certe coiitlizioiii di  ciisico, iiiniic:ii'e 
per nltre. 

La fig. 2 rii.ppreseiita Io scheiiîa cli iiiia tsa.vatiirn triai~golare iioii sein- 
plice di  5 iiodi e di 2.5 - 3 = 7 aste, sottopostn ad iiiiii geiiericn qiinluiique 
ipotesi di c~irico: nccii.iito ad essa soiio disegiiari i poligoiii di  eqiiilibrio re- 
lativi n ciascuii iiodo, riiiiiiti fra. loro i i i  iiiodo da furinaie iiii diagrainina. 
che iioii é più reciproco perché iii esso soiio timxiati due volte i segmeiiti 
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proporzioiinli .:igli storzi iielle sste 1-2 e 3-5. Si vecle per tei-itntivi che iioii 
è possibile iiiiiiire qiiesti poligoiii i i i  iiiodo che iioii si preseiitiiio siiilili ripe- 

Fig. 3. 

tlegli sfoi-zi clie soddisfn a11e condizioiii eiiiiiicinte RI II.(' 2, t:il qiinle l 'nb- 
biniiio disegiiato. Bipet6iido su qiiesto diagrainina i r:igioiinineiiti del 1i .O 2 si 

r s d c  die  niiclie qiiesto disgrniiima è reciproco. 

4. Coiisideriaiiio orn 1 1 1 1 ~  reciprocita qualiiiiqiie e vediaino coine si esteii- 
(1ii.110 ncl essa le propi'ielh geoinetriclie diinostrate nl ii .O 2 per il sistemt 
7111110. Per  LI I IR  reciprocith qiialuiiqiie é assai facile dimostrare la proposizioiie 
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1% T. VIOLA: SI& diagmmmi reciproci del Cvenzona 

seguente, da  coiisiderarsi coine iiiia generitlizzazioiie di quella del 1i .O 23 
della citata Meinoria del CREMONA: 

Se S è uiitl sriperficie poliedricn a fi~cce triaiigol:iri, S' In superficie re- 
ciprocn di S in iina qiialiiiique reciprocith O, se 5, a' sono le loro pi'oiezioiii 
sii uii qiialunque piaiio TG da. i i i ~  pliiito P, qiialuiiqiie piircliè iiiiito iiella reci- 
procith 8 : 

:i.llora le due figure a, a' risiiltaiio riferite i i i  modo che ad ogiii triniigolo 
di o corrispoiide 1111 pünto di d, ad ogiii lato coiniiiie a due triaiigoli di o 

corrispoiide la coiigiuiigeiite i puiiti corrispoiicleiiti ad essi e queste due rette 
iiicoiitrniio la retta clie é iiitersezioiie di x col piano reciproco. di P in piiiiti 
che si corrispoiidoiio in iiiia proiettivitA. 

Orbeiie, il procediineiito descritto al 1i.O 2, ripetuto per il caso geiieritle, 
periiielte d'iiivertire ia proposizioiie ora eilriiicinta iielln forma segiiente: 

Drtto iii uii piano uii sisteiiia fiuito od iiifiiiito di trinngoli ed iiiia corri- 
spoiideiizn bi~iii'ivocn clie faccin corrispondere s ciasciiii triaiigolo del sistenia 
iiii puiito del yiniio e ad ogiii Iato comune a due triaiigoli la coiigiuiigeiite i 
puiiti corrispoiideiiti a, qiiesli; se avvieiie che le coppie di rette corrispoii- 
denti iiicoiitriiio tutte iiiin. retta fissa 9 .  i i i  puiiti corrispoiideiit,i in iiiiit pro- 
iettivitk: 

d lora  si piid far corrispondere ad ogiii retta del sisteiiia piano uiia retta 
del10 spt~,zio di ciii essa sis proiezioiie da 1111 piinto fisso nibitrai'io P, per 
modo clle le coppie di rette che corrispoiidoiio a coppie di sette corrispoii- 
deiiti iiel piano siaiio reciproche rispetto a,d uiia reciproeità spaziale ttssegiin.t;t 
arbitrariaiiieiite, piircliè tale che i i i  essa il piiiito P sin puiito uiiito ed abbin 
per reciproco i l  piai10 Pr, e d i e  la proiettivilit che essa subordiiia tra i fasci 
di i'ette sovrapposti col1 ceiitro i i i  P e sosteglio i l  pi;iiio 2'9' proietti ln dettrt 
proiettivitit siilln r .  
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Une reinarque relative à la iiiécaniqiie . - corpusciilai~e. 

par P. J. DE WISNIEVSKI (Lasin-Pologne). 

Daiis la note suivante l'auteur tâche de déinoutrei. qu'on peut bâtir uii 
système de iiiécsiiique corpusculaire qtii, au poiiit de vue quaiitiqiie, coiitieiit 
les résnltats de Itt mécaiiique classique et de la mécanique oiidiilrttoire comme 
CAS particuliers. 

011 peut d6iiloiitrei~ que la foiictioti tp qui rend extremuiii 1' iiitégrde 

est une solutioii de l'eqiiatiori de SCH~DINGER:  

si lei fon<:ti& M*, M,, rintisfoiit k lit relatio~i: 

011 a eii effet: 

Eii teiiaii t compte des relatioiis : 
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174 P. J. DE WISNIEWSKI : Ume remarque relative à Zn me'carciyue corpsczllnire 

et eii reinplaçaiit les iiitégrales de volume par les iiitégrales de surfixe, on 
trouve : 

011 pourra satisfaire la coiiditioii : 

61=0 

pour des valeurs, iwbitn~ires de 6.9 si 1'011 adinet qu'en chaque poiiit de 
1' espace a. lieu l' équatioii : 

et qu'en chaque poiiit de la surface eiiviroiianhe a lieu la relatioii: 

L' équation (a) est ideii tique k 1' éqiiatioii de SCHR~DINGEB si 1' oii pose : 

Donc, si la relatioii (c) est reinplie, tolite foiictioii qui rend l'iiitégrale I 
extreinum est uiie solutioii de l'équatioii de SCHBODINGER. 

01: obtieiit 1' éqiiatioii foiidamentale de la inécanique oiidulatoire qiiniid 
oii cxpriine que 1' iiitégrale : 

a uiie valeur extreiilale. 
Par H 011 désigiie ici la foiictioii de HAMILTON et par cp iiiie foiictioii qui 

est reliée ii la foiictioii S de JACOBI par la relatioii: 

ho désigiie la coiistitiite d'kiiergie. 
011 peut aussi suivre la route iiivei'se et poser coimie foiictioii de H A -  

MILTON d'uiie iilécaiiique corpusculaiie géiiéralisée une foiictioii H telle que 
l'intégrale : Su{ If- ho y'dr 

adiiiette coinine coiiditioii d'extreiiiiiiii l'équt~tioii de SCHR~DINGEH. 
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D'après le theoréine déiiioiitré plus haut, il suit que l'expressioii: 

2.9 l 9 4- - + - -1-- M 2 -  + M  - 
8 %  [ ( a  (2)" ( 2  ( ay 

peut être coiisidérée coii~ii~e foiictioii de HAMILTON d'iiiie iiiécaiiiqiie corpu- 
sculaire géiiéralis4e. 

Quaiid on remplace rp par 8, oii trouve pour la foiictioii H de HAMILTON 
1' expressioii : 

o h  M3, ;Il,, ; I l z  doiveiit satisfaire l a  coiidi tioii : 

Eii désigiiaiit par p la quantité du inoiivement de la iiiasse nz et en posaiit: 

oii obtient pour lit foiictioii H de HAMILTON 1' expressioii suivaiite : 

011 deduit les équatioiis du mouvemeiit de la iiiaase 211. eii appliquaiit les 
équatioiis de HAMILTON : 

- aH 3 .  2- 
d t  - a$) d t  29 . 

0 i i  trouve niiisi : 

et quatre équatioiis aiialogiies pour p ,  et pz. 
En éliminatit pz, pu ,  p z ,  011 obtient les trois équations du niou\leiiieiit 
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176 F. J. DE WISNIEWSKI: Ulze remurqtce relative à la w~dcc~wique corpusculaire 
- 

Pour 1' expression de 1' énergie totale du corpuscule oii trouve : 

ou bieii, en remplaçant les coinposalites de 18 vitesse par 
la quantité de mouvement, oii a pour ho l'expressioii: 

les coiiiposaiites de 

Dans ce qui suit, nous alloiis passer aux applicatioiis, et pr6ciseiiieiit oii va 
traiter: 1") l'oscillateur liiihire; 2") le rotateur; 3") le inouvemeiit elliptique. 

1 .  L9 oscillateur linéaire. 

Dans le cas de . 1' oscillateur liiiéaire qui oscille daiis la direction de 
l'axe des k, ln coilditioii (c) preiid la forine siinple: 

d' oii 1' oii tire que : 
M = cost. 

Eii tirant p de 1' expressioii de 1' énergie totale de 1' oscillateur 

et en appliquant In coiiditioii de SOMMERFELD-WILSON, 011 trouve: 

En effectuant les oalculs iiidiqués, on a:  

011 obtient de  cette manière uiie expressioii de l'énergie d'un oscillateiir 
lineaire qui coiitieiit comme cas particulier les expressioiis aiixquelles con- 
duisent la rnéuaiiique classique et In rîiécaiiique oiidulatoire. 
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P. J. DE WISNIEWSKI : Une rencarque relatit~e c i  lu r~&arciyue w,puscuhire  177 
4 

Si 1' on pose M= O, on trouve la formule donriée par la mécanique clas- 
sique, et si 1' on pose : 

on trouve la formule: 

en accord Avec la 111écmique oildulatoire. 

2. Le rotateur. 

S~ipposoiis que le rotateiir soit constitué pnr deux masses w, et na, b 
distance y 1' une de  l'autre, et en rotation alitoiir de leur centre de gravite. 

Soit (x, y) le plan de rotatioii. Lcs distailces des masses de leur centre 
d e  gravité seront désignées par y, et y,. 

Chacune de ces inasses doit remplir la coiiditioii: 

qui s' écrit en coordoiiiiées polrtires comine il suil : 

a 1 
- [M,, cos + M,, sin + - [Mi, cos ai + Mi,  siil ai] i- 

f Y r 
1 a + - - [ M t ,  cos 8, - Mi, sin 8,] = O 
y, a8i 

~ ~ = y , c o s 8 , ;  yi=y,siii8,. 

011 peut satisfaire A cette coiidition en posmt: 

Miy = Mt* cos 8, + Mi, sin = O 
Mi$ = Mi, cos ai - Mi, sin 9, = a . y i .  

Pour M ,  on obtient alors: 

hli" MMiY2 + AJi82 = a2 - y<. 

L' eiiergie totale 12, du rotateur s' écrit alors, en posant 
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178 P. J. DE WISNIEWSKI: Ume remcopue celntive Fc In nzécc~lzique c o l ~ i r ~ s c ~ l c c i r e  

POLW l a  quantité d e  mouvemeiit p , ,  oii obtient I'expressioti 

. . 
Les équations clii inouveiizeiit de ln iiiasse m, S' kcr ive~i t :  

P a r  un calcul facile, on trouve: 

En tenant compte des selntioiis: 

En appliquant la condition de  SOMMERFELD-WILSON, on a 

d' oil 

En ii~troduisrciit cette expressioii de 1% dniis 1' expression de ho ,  oii trouve : 

Si l'on pose dalis cette formule a = O, oii obtieiit l e  cas  classique, et si 
l 'on pose: 

hg 
a = -  

8neI 
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F. J. DE WIUNIEWSK~ : Une remuique relative c i  la ntécnnique corprcscubctire 179 
. - - -- 

coiiforiiléineiit il lit mécanique oiidulatoire. 
011 voit doiic que le résiii tnt obteiiu ext pliis géiiéral qiie ceiix qiii Btaieiit 

doiiiiés par la, iuécniiiqiie classique et par lit  iilécaiiiqiie oiidiilntoire et qii'il 
coiitieiit ces i'ésultti.ts comme cas particuliers. 

3. Le mouvement elliptique< 

Noiis alloiis traiter le cas du inouveineiit elliptiqiie d'iiii électroii aiitoiir 
d'uii iioynli de charge Ze. 

011 siipposera que le iuoiiveineiit a lieu ditii~ le plnii (s, y). 
Lii. coiidi tioii k sntictfiiire s' écrit eti coordoiiiiées p h i r e s  : 

Elle sera s~tisfclite si 1' on pose: 
b 

kf3. = f ( y ) ;  

cl' oh il siiit poiir M 1' expressioii : 

Lcs èqiititioiis .di1 ii~ouveineiit de 1' electi'oii' soiit: 

Ail inoyeii de ces éqiiatioiis, on trouve: 
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oii trouve que: 

Eii iiitrodiiisaiit l'expressioil d e  M et d e  9( dam 1' éq~~atioli de 1' énergie, 
on trouve: 

11L 
ho = - AZ 1 2xA /'(y) 2 x V 2  Zez. 

f e $ _  -7+---- 
2 . 2 m y  h y /&pi--- 

Y' Y 
d' oh 

Pour les qiitliitités de niouvemeiit p, et p, :  

oii trouve: 
p.$== A ;  

$$ = log 1 = 2xki. ( h  - entier) 

Le résultnt d'iiitégrntioii dépend ici de 1' expressioii de la foiictioii f(y). 
Noils ~ . l l o i ~ s  twiter le ca.s poiir lequel f(y)=sr;y. Eii inti-odiiisant. cette 

expi'essioii de f ( y )  et eii effectaaiit l'iiitégrn.tioii, on obtieiit pour ho: 
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F. J .  DE WISNIEWSKI: Une re?rewytte relative à. la mécmiqzw corpecaczclaire 181 

Pour le défaut qiisliitique a on a alors: 

Cette expression du défaut quantique redoiiiie pour a = O très exactement 
les défauts quaritiques des niveaux S et s du héliuin pour les iioinbres qiiariti- 
ques trés grands. 

Comme ailx termes S et s correspond le 1ioinbi.e n a =  1, oii doit avoir 
pour a - 

o = - ~ . k - + - ( ÿ l  f 6'- l), 
car pour a = O oii a 

X = o. 

Cette expressioii de a expriiiie très exauteineiit les déhuts quniitiqrieu 
observ6es des ternies S et s du liéliurn si l'on pose: . 

k = 1 pour les termes S 
k = 2 pour les ternies s ' 

comme oii s'eu rend compte par la table ci-dessous 

k a (calculée) a (observée) 
S 1 - 0,1440 - 0,144 
s 2 - 0,3002 - 0,300. 
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L' extremum dans 1' espace hilbertieu. 

Par NICHEL KERWER (à V ~ r a o ~ i e ) .  

1. Introduction. - Le préseiit Méinoire a pour objet l'iiiitiatioii d ' w  
cllapitre iioiive:iii de lit géométrie dans l'espace de 31. HILBERT. Il établit 
uiie géiiéralisatioii du problèiiie foirdaineiital du Calcul des variatioiis, coii- 
cei.iiaiit 1' extreiniiin d e  i' iiitégritle curviligne daiis l'espace A 11 dimeiisioiis. 

J e  nie borne A la coiisidératioii des co~tditio~zs p.erni t j -es  daiis le cas de 
l'estieinuin libre aiix extrémités fixes ou v:iriables. Je  traite un exeinple, 
présentalit uiie géiiérnlisatioii de l'espace rieinaniiieii. Il s 'y  agit d' uii espace 
A uiie iiifiiiité de dimeiisioiis et it uiie métrique coiirbe. J e  propose de 1' ctpl)eler 
1' espace de Rienza?z?z-Hilbel-t. 

Dans ce travail je n'emploie pas la. méthode de l'iiifiiiité de coordoiiiiées. 
Pi1.r espnce hilbertieii, j'eiitends celui des fonctioiis de carré soiilinable, 
l'espace qui pliis préciséiiieiit, ii'est applicable qii'h celui de séries de ctirsé 
coiivergeiit. J 'ai suivi aiiisi la teriiiinologie de M. VITALI ('), k 1'œiivi.e 
excellelite duquel je reiiverrd le lecteur qui veut se reiidre pliis fainili$i.e 1;i 

géométrie hilbertieiiiie. 
Je ft1.i~ usage ici de quelques résultats de inoii Méinoire sur les vaiiiitioiis 

fii.ible~ et fortes cl'uiie foiictioiiiielle (7. Soli but iiiitinl était de préparer les 
iiotions iiécessaires pour les développeineiits du préseiit travail. Eii particiilier, 
je distiiigiie ici les variatioiis faibles et fortes, iiitrodiiites daiiii, le dit n-ié- 
iiioire. &is, cornnie les recherches y coiiteiiues soiit valables poiir les esl>tices 
plus geiiérnex que celui de M. HILBEW, je n'ai pas \7oulu me borner mi cas 
pii.rticiilier. Le lecteur, qiii iie veut pas sortir nu delk de l'espace hilbertien, 

. I I '  a. qu'a faire une coiiveiitioii siluple: il doit enteiidre sous les niajusciiles 
I', Q, ... , les foiictioiis Pt[), Q\t), ... de carré sommable d' Liiie vnriable t ,  et SOUS 

' la norme 1: P JI, 1' expressioii 
-- 

il P(4 I I  = t 'S~ ' ( t )d t ,  

(1) Geometria ne110 spazio hi lber t iaw,  Bologna. 1929. 
(2) Ce roliiine, p. 140. 
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184 M. KERNER : L' extremzdna dans 1' espace hilbertiert 
-- 

ou l'intégrale est étendue à uii iiitervalle ou à riii ensemble iiiesurable bot-iié 
doiiné. 

Comme j'aurai & citer souvent les théorèmes et les forniules clii iiié- 
moire ineiitionné, je désignerai ces citatioiis par uiie pareiithèse carrée, par 
exeiuple [(23)]. 

Il faut eiicore reiiîarquer qu'une partie des résultats du préseiit inéiiioire, 
pliis préciséineiit les résulttits des iiiiniéros 3-8, dans lesquels ii'iiiter\~ieiit pas 
la iiotioii de l'iiitégraie étendue k la variable t, admettent uiie géiiéralisatioii 
iminédiate A l'espace 9 vectoriel quelcoiique. 

2. L'espace Iiilbertien. - Soit g iiii  eiiseiiible liiiéaire iiieswable 
(ai1 sens de 11. LEBESGUE) boriié. Coiliine pohts  de Z'espnce hilbel-tien iioiis 
coiisidéroiis toutes les foiictioiis de carré soinniable sur l'eiiseinble g. POCIP 

poiii t f(t) 1' expressioii 

I I  /IL) I I  = ~ ' f w t  
9 

existe et est fiiiie. Nous l'appeloiis Zcc ~ho~wle de 
La norme de lit différence de deux poiiits 

est dite leur distance. 
Nous disoiis que deux foiictioiis soiit &quiunlentes et iio~is écrivoiis: 

si leur distaiice est égale k zéro. Ceci éqiiivaot A dire qu'elles sont égales 
presque partout (excepté uii eiiseiiible de mesure iiulle au pliis). Les foilctioiis 
équivaleii tes iie répréseii teii t qii' aii seul poiiit de l' espace. 

Nous disoiis qu' uiie soite f2,(t)  de poiiits A polir linaite le poiiit f ( t )  et 
iioiis écrivons : 

1 
si la distaiice de Tl,(,!) et [ ( t )  teiid vers zéro arec -. De iiiêiiie, 1111 poiiit f ( t ,  u), 

'IL 

dépeiidaiit d' ilne variable zc, ou plus brièveinent, znz point-fonctiov~ a pour li- 
mite f(t), quaiid zt tend vers u,, et oii écrit: 

si la distaiice entre f(t, u) et f(t) teiid vers zéro avec u - u,. 011 ajoute d'or- 
diiiaire le mot a eii iiîoyeiiiie ., inais iious 1' oiiiettoris, parce qii' il il' y aura 
aucune occasioii à un inaleiiteiiclu. 
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Le point-fonction est dit contim pour u = u,, si 

011 dit qu' i l  adniet pour PI - U, t ~ u e  dd)*ivée p~-emiPre f,,(t, u,) et oii écrit : 

D' uiie iiiaiiiere aiialogue oii defiiii t les dérivèes d' ol'tll-e supkl-ietum. 
11 lie faut pas coiifoiidre les syinboles de limite et de dérivatioii avec 

ceux qui désigileiit la, liiiîilc et l:i dérivée d'iiiie foiictioii f(t, 71) par r ~ ~ p p o r t  
k u, quniid I reste coiistaiit. 

Les iiotioiis de coiitiiiuité et de Uérivées, iiitrodiiites dniis ce iiuin6r0, 
iie soiit qu'iiii cas particdier des iiotioiis géiiérales coiiteiiues daiis les dé- 
fiiiitioiis [l], [2] et [3]. Notre uns particulier est développé sysléiiiatiqueiiieiit 
par DI. VITALI (7. 

Par voisimge ( p )  d' Z L I ~  e ~ z s e ~ ~ ~ h l e  de 1' espace 1iilbei.tieii iious eii teiidoiis 
1' eiiseiiible de toiis les poiiits doiit la distaiice d' uii point de 1' eiiseinlile doiiiik 
est inférieure A p. 

3. Les courbes. - SI le pnrainètre IL d'lui point-foiictioii coi~t inu 
f(t, zc) est assujéti A varier dans uii iiitervalle a < 11 < b, iious disoiis que 
f(t, u) représente une cozwbe de Z'espcrce hilbertieu. 

Si 1'011 substitue au parainètre u uii autre prtrainètre li & l'aide d'iiiie 
relatioii 16 = 2l(v), ou ~ ( v )  est uiie foiictioii coiitiiiiie croissaiite, on oblieiit uii 
iiouveau point-foiictioii coiitiiiu f,(t, v), défiiii daiis uii certniii iiitei'rrille. Nolis 
disoiis qu' il représeiite la iiiêine courbe que f(6, 21). 

Nous disoiis qu'uiie courbe 2 est de ln cltrsse C', s'il y :b m e  représeii- 
tatioii f(t, II), adinettniit uiie dérivée preiiiière fJt, u) coiitiiiue et iioii 6qiii- 
valeiite a zéro pour tous les u ('). 

Si 1'011 pose u = u(v), OU ~ ( v )  est uiie foiictioii A dérivée positive et 
coiitiiiue, on obtient uiie iio~ivelle représeiitatioii de 2, jouissaiit des inêiaes 
propriétés que f ( t ,  ZC). 

Nous disoiis qu' uiie courbe I;) est de In clrisse C ,  s'il y n uiie représeii- 
- -  - 

(3) LOC. cit., pp. 75-82. 
(') Cf!.. B o ~ z a .  Vorlesti~igeii iiber V a r i a f i o 1 ~ s i ~ e c 8 ~ i ~ ~ ~ i y ,  Leipzig. 1909. p. 191. 
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tatioii f(t7 ~ c ) ,  qui remplit les coiiditioiis de  la classe Cf et atliiiet une tlPi*i\.ée 
secoiide f,,(t, 21) coiitiiiue, 

De inêine oii définit des courbes des classes Cu', C"", etc. 

4. L'iutégrale invariante. - Soit I t  i i i i  doiiliiiiie (j) de 1'cspa.ce 
liilbertieii. Soit de  plus uiie foiictioiiiielle de deux yoiii1.s l T [ c p ( l ) ,  $(1)] définie et 
iidinettmt con1inz~itP fiwte pasm 1.nppol.t ci t l e z k  poi~hls y(t,), S(I), 7 ) g . i ~  
ruse112ble [cfi.. la détiiiitioii 51 yoiir y ( t )  :ippnrteiiniit h Iri et ((i(1) arbiii.:iii~c. 

Coiisidéiboiis iiiie courbe )3 qiielcoiiqiie de li t  classe Cf, coiiteiiiie diiiis 1:. 
Soit f ( t ,  2 4 )  pour a s u < b sa représeiitatioii, caractéristique poiir la, classe Cf. 
011  oit [tliéoreine 51 que F[j'(t, IL), fJ1, IL)] est iiiie foiict.ioii coiil.itiiio (lit  ~r 
poiii' n < u < b. Doiic, l'iiitégrale 

b 

existe. Nous posons la questioii, cE quelles c o ~ ~ d i t i o ~ ~ s  doit satisfaire l e  folzc- 
tiounellc F[cp(t), 4(t)], poula que E'i~ztdg~~ule ( 1 )  soit i~zddpemia~rte de la 1.e- 
p~*e's~?z tc i l ion  de Zn cour.lle C .  Eii d'niitres iiiols, iioiis clierclioiis des coiidil.iaiis 
poiir que cette iiitégrale soit uiie foiictioiiiielle de lit coiirbe C daiis le do- 
iiiaiiie l i .  

Supposoiis qu'eii effet l'intégrale (1) soit iiivnriaiite par rapport iui cliaii- 
genieiit du paranletre u. Posoiis u = ~ ( v ) ,  oii zt(v) est uiie foi~ctioii ntlii~elti~iit 

da et bisaiit correspoiidi.e A 1' ii~tervalle une dérivée positive coiitiiiue - 
d v  

rc < u < b iui certaiii iiitervalle c < 27 < d. Ln courbe ,S.? nciinet :iiissi la 1.e- 
prkseii tiitioii g(t,  v) m f[t7 u ( ~ ) j ,  d' oii 1' oii tire aiséineii t ('j) 

Poiir cllaque coiii.be $ ~ R I I S  li et pour cliaqiie i~epréseiitatioii, c:ii.actéii- 
stiqtie polir 1 ; ~  classe Cf, 1' égalité 

(j) Kous appelons domaitze un ensemble oiivert et d'lin sri11 tenant. 
(6) Pour obtenir cette formule, il suffit de considérer les limites en iiioyeiinc, poiii' k 

tendant zéro, des deux meinbres de l'égalité 
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Si F[y(t),  +(1)] adinet iiiie variittioii faible [défiiritioii 61 par  rapport h +(t), 
oii peut g appliquer In fornîiile  EULE LEI^ [théoréme 91 

011 sa i t  qii' aux foiictioiyielles liiiénires e t  foiteiiieiil. coiiliiiues d2iiis 1' espace 
Iiilbertieii oii peut appl iqi~er  la foriiiulc dc II. FKECHET t7 ) ,  qui preiid dails le 
cils preseiit Izt forille 

Doiic, la fornîule  E EULER peut ê t re  écrite : 

Si 1'011 preiid In varintioii de  deiix terines de (5) par  rappoi't à $( t ) ,  011 

oii, grâce A In liii8arit6 par rapport à x( t ) ,  

Doiic, In an?.ictliou Ô+~pc(rj, +(t); x(t)] est p o s i l i u ~ ~ ~ i e n t  Ilomog812~ d e  tlrgg+ 
zc!t.o pn7' ?-apport  & +(t). 

Siip~)osoiis qiie P[cp(L), $( t ) ]  ncliiiette iiiie rnriiitioii faible par  rapport $1 ~ ( 1 ) .  

011 déiiioiithe :iiséiiieiil., eii teiiaiit coiiipte d e  (5), que 

Doiic, E,t r u ~ ~ i c l l i o ? ~  Ô,P[cp(t), +(i); x(l\]  est positirc.~,~ent lco~iiogAj~e d e  dep .&  
t l ? b  pw ? Y t p p o ~ ~ ~  h G(1). 

2 Si k'[rg(t), S( l )]  admet  la vnrialioii secoiide hilhle inixtc 6,+P[y(l), +(L); 
~ ( t ) ;  y(l)] [voir iiiiiiiéi~o 21 1, oii peut iippliqiier à 6, F'[(p(l), + ( 1 ) ;  x( l ) ]  la forwiile 
cl' EG'LEIZ : 

(10) 6;$~[cpil), +i l ) ;  f l ( t ) ;  N I ) ]  = S,F[.g(l), 441); ~ ( 1 ) ) .  

D e  iiiêiiic, si F[cp(l), +(t)] :tdiiiet la variiitioii secoiide faible 6$1i .[~(l) ,  +(1); 
x(1); y(l)], oii appliqiic Iti i'orniiile  EULEI LEI^ .4 ôCP[.g(l), + i l ) ;  x ( l ) ] :  

( 1  1 )  s",zqYil>, +(l) ;  x(L); +(Ij] = o. 

(:) Cfr. L ~ v T ,  Leçom cl' awalyse fonctio~~~relle, Paris. 1W, p. 59. La foi~iiiiile de IL. F I ~ ~ I - H E T  
reste valable. si l 'on reiiip1;ice I' i i i t~rrnllt .  par IIII eiiwiiible g iii~siirable boimé. 
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,Ditils le ~ L W  de foriiie iiorimde de 6 & ~ ,  oii il 

6. Position du problème. - Soit F[cp(t), +(t)] uiie foiictioiiiielle de 
cleiis poiiits de l'espace Iiilbertieii, tloiit le premier cp(t) est assujéti à se 
trouver dmis 1111 certain doina.iiie U cle cet espace, et le secoiicl +(1) est 
arbitraire Nous siipposoiis que 

1") Pkq(t), +(t)] est positiveiiieiit hoinogeiie de degré i i i i  par rapport h ( ~ ( l ) ,  

2') F[y(l), S(t)] admet la, coiitiiiuité forte par rapport y(l), $(tJ pris 
eiiseiiible, 

3") F[cp(t), +(t)] adinet uiie varintioii première fitible totale ptw rtipporl 

CP(~), MO, 
4') cette vnriatioii adinet la coiitiiiuité forte pilr rapport A y(!), $(l), 

pris eiisemble. - 
Soit de plus iiiie coiirbe 13, de la classe C', représentée par f(t, u) pour 

a < ZG I b, e t  située daiis le doiii'aiiie B. Elle joiiit les poiiit A = f(l, ( 1 )  et  
B = f(t, b). 

Nous supposons que ln cozcf.be f, fozuw't I' extj.entum de 1' i d d g ~ u l e  (6) 
eu coiqmlwison auec totrles les colcl-hes de ln classe C', jolgurcjlt les p o i ~ ~ l s  A 
et  B, et se tl-ouvant thl is  t c n  voisi~mge de f, sufisn~ltmeut petit. 

Noiis eii clierclioiis des co~ldilions ~ikcessiiires, eii iious boriiniit à celles 
clii  pi'eiiiier ordre (coiiditioiis preiiiié.i*en). 

7 .  Première forme de l'équation d'Errler. - Coiisicléroiis iiiie 
foiictioii wbitixire y(/[), défiiiie et acliiiettniit 1;1 dérivée preiiiière coiitiiiiie 
^ I ~ , ( u )  polil' ~ 6 .  (: 21 < 0. S L I ~ ~ O S O I I S  de pliis que 

Coiisidéroiis eiicore une fbiictioii arbitriiire t(1) de carre somiiinble siir g. 
Désigiioiis piw G une courbe, représeiitée piir 

Elle joiiit, coiiiiiie g o ,  les poiiits A et  U ;  elle se troiive polir E siilfisniiiiiieiit 
pctit dalis H; elle est, eiifii~, de  In chsse  C'. Eii effet, d'après le tliéoréiiie [3] 
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le poiiit-foiictioii (14) a poiir dérivée 

c'est à dire, iiii poiiit-foiictioii coiitinii et iioii éqiii\lnleiit il zéro l)oiii' E pctil. 
Doiic, d' ii.pres les liypotlièses du iiiin~éro 6, 1' iiitégrale J(rS), qui est iiiie 

foiictioii de E, doit avoir 1111 extreinuim relatif pour E = O. Nous désigiieroiis 
cette i i i  t,égi-ale par 

b 

eii oiiiettitiit les ai'giiii~eiits t et 21. 

Nous nlloiis iiioiitrer qiie la foiictioii JE adinet poiir a -- O iiiie déi,ivée 
piw rapport h E. Eii effet, d'iiprés Iii. coiiditioii 3") ciil iiiii~~éro (5, 011 i~ poiir E 

petit et p011r chnqrie 1 6 :  

et, eii teiiaiit compte de l i ~  liiiéarit,é des varia.t.ioiis, 

Li1 coiiditioii 4") dit iiuiuéro 6 iioiis inoiitxe que c'est iiiie foiiclioii coi~liilii~ 
de E et cle 21 [cfï. le théoi.eiiie 5, qui se rattaclie h i i i i  cas pliis simple]. Doiic, 
I'iiitégri~le (15) a.dinet iiiie dérivée par i.iipp0i.t k E poiir E petit. 

Noloiis qiie poiir l'extreiiiiiin de 1'iiitégi.nle .Je cette clérivée doit s'aiiiiiillcr 

Il reste B tritiisforilier cette coiiditioii et A eii tirer des coiidusioiis. 
Coiiiine pliis hiiut, oii ii,pei'coit qiie les coéfficieiits de 7 et de y,, soiil, 

des foiictioiis coiiliiiiies de u. kciivoiis: 
a1 

(17)  U > c ,  = J6,w; f,, ; S l ( k  
a 

et iiitégroiis le premier ternie de (16) par parties: 
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Le premier terme s'aiiiiulle, grâce aux coiiditioiis (13). Donc, le secoiid 
terine doit s'aiinuller pour toute foiictioii "IJu), admettalit la dérivée pre- 
1iiiéi.e coiitiiiue et s' aiiiiullaiit pour u = tc et t c =  b. Eii appliqiiaiit le leiiiiiîe de 
Du BOIS-REYMOND ('), on eii coiiclut que le coétiicieiit de yil reste coiistniit, 
ou, eii tenant compte de (171, 

Zb 

Ici {tt) est uiie foiictioii arbitraire de ciWi.é soiiiiiiable, et c est uiie coiistniite 
dépeiidaiite de & l ) .  

L'iiitBgrti.le daiis (18) adiiiet uiie dérivée. Doiic, il est iii~isi pour le pre- 
iiiier. ternie. Nous sommes arrivés a la p?-entié~.e lQgBiiae de l'équation tl' Eule,.: 

powm chuque {(t) de cn/.).d sommable s u v  g. 
LA courbe C o !  qui satisfait A cette coiiditioii, est dite une ecxl?'évzale re- 

lative au problénie posé. 
0 1 1  peut obteiiir iiiie foriiie de (19), p;~rticulière mais sufisaiiiineiit géiiérale 

pair caractériser les extréiilales, si l'oii prend pour f(t)  1st foiictioii ciin~ctéri- 
stiyue dl iiii sous-eiiseinble mesurable ni.bitraire e de l'ensemble g. Cl est-A-dire, 
si 1' oii pose' &t) = 1 pour t appniteiiniit b e, et c(t )  = O pour t npparteiiaiit 
à {j - e. Eiiiployoiis de plus la. formule de 31, FRECHET (la forniule (8) et uiie 
foriiiule.ti.iia~logiit: pour 6,P), et 11011s obteiioiis 

pour cliaque e illesurable et appnrtenaiit A g. 

8. Seconde forme de l'équation d'Euler. -- Daiis ce iiiiiiiéro 
eh diliis les deux suivants il faut supposer, outre les conditioiis du numéro 6, que 

5") la vaiiatioii 6+F[y( l ) ,  S(t); x(t)] admette une variation première forte 
totale par rapport i~, cp(t), $(t), fortement coiitiiiue par rapport aux iaêines 
poiiits, pris eiisernble. 

Mais pour plus de coininodité, iious supposerons simplement que la foiic- 
tioiiiielle F[cp(t), +(t)] soit positivement hoinogène de degré un par rapport 

( 8 )  C h .  BOLZA, loc. uit . ,  p. 27. 

Awtali  d i  Mateniatica, Serie lV, Tomo S. 26 
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h +(t), ét qu'elle admette une variation seconde forte totale par rapport 
$1 cp(t), $ ( l ) ,  fortemelit coiitiiiue par rapport aux iilêiiies poiiits, pris eiiseinble. 
Cela suffit pour que les coiiditioiis Io),  5") soieiit satisfaites. 

Nous supposeroiis de plus qiie l'extréinale Co est de la classe C". Alors 

la dérivée première par rapport h z6 de la foiictioii K + , F [ ~ ,  f,; E] dans (19)  peut 
être évaluée d'après le théorbine [I l] ,  et iious obteiioiis la seconde fo"ol.?îze de 
1' t?quatiou d' Ezdeg-; - 

 fi fu ;  5 ; ru,] 4- %,w, fu ; 5 ;  ft,i - W[f,  lu ; 51 = O 

pou,. chaque S(t) de cm.?-& sommnble sut* g. 
Eii teiiaiit compte de ( I O ) ,  on peut l'écrire pour plus de syiiiéti'ie: 

Polir développe11 cette foriiîule il faut supposer que la viiriatioii secoiide 
de F[cp(t), +(t)] a ln fowne ~bo~wtale. Noris eiiteiidons par 1:'~ que les foriniiles 
[(34)] soiit valables, les foiictions [(35)] soiit de cnrré sorniiinble sui. g et les 

foiictioiis [(36)] de deux variables t ,  t' sont de cnrré soinniable sur l'eiiseinble 
plaii y-g (1' eiiseinble de couples t, t', dont chtique élétneiit appartieiit B g). 
Alors les formules [(37)] soiit valables, pouibvu qiie l'on reinplace le sig-lie = 
par le signe m. 

La forniiile (20) devieiit 

Coniiiîe cette formule a lieu pour cllaque Qt), 011 a 

ou 1' équation d' EULER développée. 
C'est uue  équation fonctionnelle aux  clérivées du secoiid ordre, reiilraiit 

dans le type géiiéral 

w t ,  16)' rUv, u), fUU(t, 21,); ti 0, 

où cP désigiie uiie opération foi~ctioiiiielle, qui fait correspoiidre uiie fonction 
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de t 5L trois foiictioils de t. Dalis le cas actuel, 0 est liiiéaire par rapport 
k fa',,,(t, zt). II faut souligiier que cette équation diffère esseiitielleineiit de 
celles coiisidérées d'ordiiiaire. Les dérivées qui y figurent lie sont pas des 
dérivées partielles par rapport k ~ t ,  niais bieii celles défiiiies nu iiuinéro 2. 

0ii vérifie aisément qiie pour t ( t )  (n fa(t. u) I'Bgitlité (20) est remplie 
identiquenieiit. Il siiffit A tenir compte de ( 1  11, de [(17)] et de [(31)]. Eii de- 
sigiiaiit par @[A f,, fus; l ]  le membre gauche de (22)) et eii teiiaiit coiiipte 
de (21), oii obtient aiilsi l'iclentité 

qiii doit être reinplie pour clinqiie f ( t ,  II), inêine lie satisfiiisaiit pas iL 1'8qua- 
tioii (22). Cette ideiitilk iioiis eiiseigiie que les éqiiatioiis eir iioinbre iiifiiii, 
coiiteiiues daiis (22), lie soiit pas iiidépeiidaiites: il y a eiitre elles uiie relatioii 
liiiéairt?. 

9. Problème ordinaire. - L'équatioii (22) peut être coiisicl6rée, 
coiiiiiie défiiiissaiit f(i, u), le valeur iiiitiale f(t, a) et la directioii initiale 
f& a)  étniit doiiiiées, la derikière k lui facteur iiiiiiierique près. Eii d'autres 
iiiots, le problèine s'iinpose de chercher une extréinale passaiit par uii point 
doiiiié et nyaiit uiie directioii doiiiiée. Nous ii'iiisisteroiis pas sur la déinoii- 
stratioii d'existeiice d'mie telle extrémale, eii iioiis boi'iiniit A quelques iiidi- 
catioiis gdiiérales et & la c!assificatioii des problenies. 

Nous conmeiigoiis par la défiiiitioii dzc p?*oblème o ~ - d i m i ~ - e .  Daiis ce but, 
coiisidéroiis 1' équa.tioii iiitégrale liiiéaire 

par rapport k I'iiicoiiii~ie a(t). Nous remarquoiis qiie d'nprès (12), elle :idniet 
uiie solutioii iioii éqiiivaleiite 5i. zéro; c'est l t ~  foiictioii $( t )  (nous lie teiioiis 
pas compte du cas iioii intéressant, clans lequel $( t )  v, O). Doiic, l'eqiiatioii (23) 
est singulière. 

Nous appelons le p?-oblème pose dans le 1 ~ u m 3 . o  6 o)-dinni~.e  d m s  le 
donmine R, si p o z w  chaque point ~ ( t )  de R et pozcl- chaque $(t) ?,on équi- 
cule~d à zé1.o : 

1") lu fonctio?~ F+s[cp, $; t] n e  s'nnutclle que d m s  zm e~tsemble de me- 
suve nulle  au plus, 
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- - - -- 

2") In . / ~ ~ ~ ~ l i o n  %$-il."? ' t' Y' est da c m ~ ~ &  soiitinnhle 
Fl4rg7 4J ; tl 

3") E ' & q z ~ a t i o ~ ~  (23) ~ h '  n d w e t  pas des s o l z ~ l i o ~ ~ s  o?.lhogouales ti +( t )  lrojt 
kqztivnle?iles d 261.0. 

Ln. conditioii priiicipnle 3") est une gé11é~a~i~ilti011 de lit. coiitlitioii :iii;ilogi~e 
diiiis le cas de l'espace A trois dimensioiis ('). Elle exige que 1' éqiiii tioii (23) 
soit simplemeiit siiiguliere, c'est k dire, qu'elle ii';iiliuette qii' une seiile foiictioii 
foiidaineiitale ' ( 1 ) .  La coiiditioii 1") iioiis perinet A reinplacer 1'éqiizi.tioii (23) 
de la troisième espèce par uiie équatioii de ltt seSoiidc espèce. La coiiditioii 2') 
iioiis ttssui-e In régularité de cette éqii;it.ioii. Les coiiditioiis 1") et 2") seroiit 

remplies eii particulier, si la foiictioii 
l 

est sominnble sui. g. 
&Y, d l ;  tl 

Pour un probleme ordiiiaire oii peut, coinme iioiis allons démoiitrer, résoudre 
l'éqiiatioii (22) par rapport à, ln dérivée secoiicle A,([, zc).  

Profitons, eii effet, des coiiditioiis 1") ct 2") et écrivoiis (23), oii 1'011 a. 
posé ~ ( t )  = f ( t ,  ZL) et S( t )  = f J t ,  I I ) ,  soiis la forme : 

Observoiis mniiiteiiaiit que les éqiiations (24) et (27) ont d'après [(37,)] 
des noyaiix traiisposés 1' u i i  de 1' autre, qiio 1' éqiiatioii iioinogèiie (24) a.diiiet 
uiie seule solutioii foiidaineiitale f , , ( t ,  u), et qiie le iueinbre droit de l'éqiiatioii 
(27) est orthogoiial il cette soliitioii 

g 

comme oii le vérifie iinmédiateineiit, eii teiiaiit compte d e s  [(37,)]. Doiic, 
l'dquatioii (27) peut être résoliie par ra,pport h y(/). 

(9) Cfr. HADAJIARD, Leçons swr le calcul rles vavicctiow tome 1. Paris, 1910, p. 96. 
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L'éqiini.ioii hoiiiogèiie, foriiiée de (27) eii posaiit z(l) cn O, il d'après (12) 
pour 111 foiiotion foiidaiileiittile l{:+,b.[/; f N ;  llfu(t, 26). Doiic, In solutioii gkiiéixle 
(le (27) prend la foriue 

YV) r [ m ,  f l ) ,  124 26)) m ;  II 1- k ( ~ ) 3 ~ + 4 î ,  f,,; wuu, 14, 
oii lc coeficieiit arbitrs~ire de ln foiictioii foiidimeiitiile tlépeiicl bieii eiiieiiilii 
de 2 1 .  Fiiialeineiit, eii Lciiaiit coinptc de (25) et (26), oii obtieiit 

L'iiitl8teriniiiatioii de h(zc) tient iiu choix libre dii pnraiuètre u. Poiir 
i.ésoudre le probleine posé, il suffit de trouver uiie solutioii de (28) pour iiiic 
déteriiiiiiatioii arbitraire de k(u). 

011 peiit dire que I ~ L  coiirbrire d' iiire extréiiiale est, d'après (28)' déiermiiiée 
dniis uliaqrie poiii t par sa directioii. 

Les probléines siiivaiits s'iinposeiit. L)';1bordl de savoir si le iiieiiibrc 
gniiclie de 1' équti.tioii (22) a.dinet des vnri:itioiis (différeii~ielles) preiiiières par 
rnpporl A f ( ' ( t ,  IL) et  f,,(t, zi), eii supposaiil que la vstriiitioii Iroisiémc forle 
de F [ y ( l ) ,  $ ( 1 ) ]  existe. Eiisiiite, si celit eiitraîiie l'existetice dc l a  v;lriatioii 
preiniére du iiieiilbre droit de (28) poiw k(u) coiiveiiiibleiiieiit choisi. Et eiifiii, 
si d:riis ces coiiditioiis lléqii;i.tioii (28) periiiet cle détcrii~iiier iiiie extrémale, Ic: 

poiiit et la direction iiiitiiirix étniit doiriiés. 011 lie peut pas iippliqiier iiniiié- 
diiitemeiit la iuéthode de DI. PICARD, prirce que les tléi-ivées /U(t, zc)  et f,,(t, zc) 
lie soiit plts celles daiis le sens ordiiinire du iiiot. IL fiiudrnit défiiiii' tiiiparavaiit 
1' iiit&gi.de cl' iiii point-foiictioii, ou plus géiiéraleineiit ci' uii élkineiit-foiictioii 
tl'uir espme i ~ b ~ t r a i t ,  étendue aii parninétre zc. 

J'espére pouvoir coiisaci'er A ces probléines cles reclierches A piirt. 

10. Problbme régulier. - Coiisid6roiis 1:~ foiictioiiiielle quadratiqric 

y il' oii peiit écrire, d J  iiprés (23) : 

(30) -2 6++F[y,  0; 2; cc] =SU[?, $, LX; l]ac(t)dl. 
g 

011 n cii ptirticiilier, pour m(l) cn $( t )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



f i u s  appelons le pt*obléme Ltzcdit? positiveme~zt (~zt?gatiutw~eut) ~ . é g u l i r ~ . ,  
si 1t.s coutlitioils ln) et 2") tltc ? i t i i î t t ? i w  9 soilt ? ' t > ~ ~ ~ p l i e . s ,  et s i  ln fo~ict io~t t ir l le  
(29) est positive (négnlive) pouln clznque x(t) ~ ? ~ l l ~ o g o t i c r l  a +(t) et 11011 é p i -  
v(lll?llt a 2é1'0. 

S'il en est ainsi, le problèine est niissi oi*cliii;iii.e. Eii effet, si l'équatioii 
(23) adiiieltitit iiiie solulioii oi.tliogoii;ilt! k + ( t )  et iioii éqiiivaleiite A zéro, cette 

soliitioii niiiirillerait d't~près (30) IR. foiictioiiiielle 6 & ~ ~  et cela coiitredirsi.it 51 

1ii définition di1 problème régiilier. 

L'étude de $&F et la, coiisidératioii (lei; problèmes réguliers sel-aieiit d'iiiie 
grn,iide iiilportaiice dniis les recherches sur les coiiditioiis du aecoiid ordre. 

11. Une forme plus générale de la variation de l'inté- 
grale. - Daiis ce iiiiinéi~o, iioiis i?viiliiei.oiis li t  dérivée preiiiiére de l'iiité- 
gixlc J(f) piw rapport i i i l  pnrainet.re E, relative IL uiie faiiiille uii peii pliis 
géiiériile que celle iepi~éseiitéc par (14). Nous désigiioiis cette fois pnr 9 iiiie 
coiirbe représeiitée par 

(31) f ( 4 7  ?O i- y(tbE 1 7  E), 

oll {(t, ZL) répréseiile 1' exl t .d~~trcle  g,,, q(u) est iiiie f0iictioii ac1iiiett;iiit iiiie 
dérivée preiiiiere coiitiiiiie (iioii nssiijétit: A aiiciiiie coiiditioii poiiio ~c = n et 
rt = IJ), et [ ( t ,  E) est iiii poiiit-foiictioii de E, éqiiiviileiit IL zéro polir E = O et  
adiilellaiit iiiie dérivée première coiitiiiue par rapport h E poiir E siiffisnin- 
iiieiit petit,. 

Noiis supposeroiis iiiaiiiteiiniit qiie P[.g( t ) ,  S(t)]  admette iiiie viiriatioii pre- 
iiiière f o ~ ~ l e  totale, forteiileiit continue par rnpport A c p ( t ) ,  +(l\, pris eiiseinble. 

Les inêiiies calciils qii' A U  ii~iiilèro 7 11011s coiitliiiseiit, nii lieu de (16), ii. 
1' expressioii 

Mais, coiiiine la coiirbe iiiitiale est iiiie extrélniile, le coi2fficieiit de y, cbst 
tlériviible par riipport A 16 d'après (19). Appliqiioiis t i i i  tei-iiie qiii le coiitieiit 
1' iiitégi'ntioii par parties e t  teiioiis coiiipte de (19) : 
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12. Les extrémités variables et transversalité. - Siipposoiis 
que les exiréiiiités A et B de l i ~  courbe 7, SC ti.ouveiit siir les variétés 

w,(t, a , ,  a,, ... a,,,) et w, ( t ,  p,, p,, ... Pl,) rcspectiveiiieiit. Soieiit alJ, cc%)', ... a? et  

f$', @', ... pn' les v;~lerirs correspoiicliiiites de piiraiaètres, c'est h dire 

Siipposoiis de pliis que daiis le voisinage de ces valeurs de parainètres les 
poiiits-foiictioiis adiiletteiit des dérivées preiiiiéres partielles coiitiiiiies 1Iiir 
rapport h tous les piiraiiiètres. 

Noiis cherclioiis des coiiditioiis preinières polir que la courbe f, fouriiisse 
l'extreiiliiiii relirtil eii comynraisoii avec toutes les courbes de la classe C', 
joigiiaiit iiii poiiit de o, avec uii poiiit de w,. 

011 voit cl' abord que 1i1, coui+be 9, doit être uiie extréiiiale et oit y peut 
appliquer lit fomule (32). 

Formoiis sur 1ii. v:iriété w, iiiie courbe l)wssniil. par A,  eii fixaiit tous les a, 
excepté iiii, par exeiiiple a i .  Posoiis dniis (31) 

Iinposoiis b la foiictioii arbitraire q(u) les coiiditioiis 

Cela posé, oii voit que toutes les coiiditioiis dii iiiii11éi.o 11 soiit reinplies, et 
que de plus les courbes f, repi-éseiitées par (:II), joigiieiit uii poiiit de w, 
avec B. Doiic, la dbrivée (32) (loi t s' aiiiiiiller 

Cette égalité doit avoir lieu pour i == 1, 2, ... I I I .  

Eii reiiiplnçaiit rlaiis ce qii'oii vieiit de développer la variélé w, par w,, 

eii coiisidéraiit les courbes joigiiaiit A avec les poiiits d e  o,, oii obtieiit d' uiie 
riiiliiiere siialogue 
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198 M. KERNER: Lfextre+nzcnz clam l'espace hilbertiew 

A chnqiie +(t) correspoiid iiiie i i i f i i i i  i.é de clireci,ioiis traiisversoles 4 1 ) .  

Elles soiit d'iipi:ès (7) distiiictes de S( t ) ,  si le problèine est défiiii, c'est A 

dire, si P[y(t) ,  +(t)] lie s'aiiiiulle que pour +(t) c n O .  

Les conditions (33) et (34) iious eiiseigiieiit que toutes les directioiis des 
vtiriétés liiiénires taiigeiites A o, et w, dalis A et B doireiit &tre tr~iisversales 
t i i i s  directioiis de 18 courbe Co dalis ces poiiits. Nous l'expriiiioiis eii distiiit 
qiie ces variétés sont elles-niêiiies traiisversales k l' extreinale 2,. 

Si 1'011 appliqiie à (35) la formule de DI. FRECAET (€9, oii a 

NOLIS aj)peloiis 1s directioii F+[c(l); $ ( t ) ;  61 colhjugue!e A $(I). Doiic, les directioiis 
traiisversa,les à $(1) soiit celles orthogoiiales à ln direction coiijuguée à +(t). 

Eii piirticiilier, les variétés o, et o, doiveiit être orthogoiiales en A et Ir: 
ibiix directioiis F+[f(t, a), f,(t, a); t ]  et &[f(t, h ) ,  fu(l, h ) ;  t ]  re~~ectivemeiit .  

13. Espace de Riemsnn-Hilbert. - Lit coiisitlératioii de 1' iiitégrnle 
iiivnriaiitc (6) iious pei.inet de géiiéraliser l i t  iiiétriqiie rieiiiaiiiiieiiiie au cas 
d'une iiifiiiité de cliineiisioiis. II faut adopter iiiie défiiiitioii iiouvelle de ln 
distaiice, au iiioiiis poiir les poiiits iiifiiiiiueiit voisiiis. 011 lie s'expose pas 
i~iiisi ail daiiger d'uiie contradictioii, parce que l'ndoptioii de la iiorine de ln 
différeiice de deux foiic:tions d e  carré soiniiitible coiiiine la distance lie servait 
qiic poiir 1ii coiisidér~itioii de coiitiiiiiit6 et de vari;ttioiis fortes; cette défi- 
i i i  tioii I I '  iiitervieii t pas esseiitielleiiieiit dniis les recherches purenieiit géomd- 
triques, et oii peut à clinqiie iiistaiit réseives le ternie distance s pour uiie 
iiotioii iiouvelle, distiiicte de celle-lh. 

Sous réserve de quelqiies couditioiis qui voiit être &iiiiiiiérées, iious 
proposoiis à a.ppeler le iiouvel espace provisoireiiieiit I'rspnce de 12ienmn1~- 
Hi lbe~ . t ,  eii réuiiissaiit ainsi I'lioiniiiage dii niix graiids géomètres, iiivestigateurs 
de 1' espice co~irbe et de celui b iiiie iiifiiiité de diiiieiisioiis. L'espace Iiilbeitieii 
I)i'opibeiiieiit dit serait alors appelé l'espace ~'EUCT,IDE-HILBEI~T. 

Je  nie borne à ln défiiiitioii et iL quelques iiidicntioiis géiiérales sur les 
géodésiques et les angles. 

Coiisidéroiis uiie fonctioiiiielle 

Ici C[iC.(l); 11 et D[rp(l); 1, I f ]  sont des foiictioiiiielles coiitiiiues et adiuettaiit des 
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différeiitielles premikres continues par rapport & cp(t) ('O) pour y(t) appartenant 
h un certaiii domaine li. De plus D[rg(t); t, t'j est symétrique par rapport 
B t et  t'. 

Nous supposons que pour chaquo vit) apparteriant & H 
1") la fonction C[rg(t); t] ne s'annulle que dans un ensemble de  mesure 

nulle nu plus, 

2") la fonction D'y(t'; tr t" est de car& sornmable su?- l'erisemble 
C[cp(t,; tl 

plan g - g ,  
3") la fonctionnelle quad~matique sozcs le radical dans (37) est positi- 

vement définie et gé~iérnle (ne s'an~zulle que pou?. S(t) v, O).  
Ces conditions remplies, la foiictioniielle (37) est réelle pour chaque +(t). 

Elle satisfait de plus aux coiiditioiis 1")-4") du numéro 6 et B la  condition 5") 
du numéro 8. 

Soit 2 une courbe de la classe C' dans R. Appelons l'intégrale J $ ) ,  oii 
F[cp(t), #(t)]  est doniié par (Yi), longueur (rienzannienne) de la courbe 9. 

La recherche de miiiimiim de la longueur conduit & la  notion de gkodé- 
siques (extrémales relatives A la fonction (37)). Nous nllons démoiitrer que 
nous sommes dans le CRS d'un probléiiîe positivement régulier, et  par coii- 
séqiient ordinaire. Donc, si 1'011 suppose les 
des solutions démontrés, ori peut conclure 
directioii donnée oii peut mener une et  uiie 
du point donri6. 

Nous in troduisoiis la iiotatiori 

théoreines d' existence et d' unicite 
que par chaque point dans une 

seule géodésique dans le voisinage 

(38) 
8 

On peut vérifier aisément que 

('O) Cfr. PRECHET, G Annales de l'*cale Normale Supérieure B, serie 3, tome XLII, 

1925, p. 308. Dans le cas d'une fonction de deux s an ables il faut adopter Jjd(f, tl)dtdt' 

8 8 
comme carr6 de la norme. 

Annali di Matemath, Serie IV, Tomo X. 26 
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200 M. KERNER : L' extremu1?û dans 1' espace hilbertien 

ce qui montre d'après la condition 3") que la foiiction (38) n'est Bquivalerite 
A zéro que pour x(6) v, O. 

Or1 a successivement 

Les dérivées secondes oiit les valeurs 

Eiifiii, évaluons la fonctionnelle 6 : + ~ [ ~ ,  4 J ;  x ( t ) ;  x(t)], eii yosaiit dans (42) 
y(t) v> x;(t), et en y remplapnt  F2 par (40) 

On apergoit d' abord que les conditions 19) et  2') du numéro présent 
eiitraîneiit, moyeiiiiant (43) e t  (44), les coiiditioris 1") et  2") du iiuméro 9. Pour 
achever la déinonstration de la régularité. du probléme, il faut prouver que 
l a  fonctionnelle (45) satisfait B la condition du iiuméro 10. 

Considérons dans ce but la forme quadratique de deux variables numé- 
riques 

En tenant compte de (39), on écrit: 

g 

Mais c'est l a  fonctionnelle quadratique sous le radical dans (37), oii l'on n 
remplacé 4J(t) par ar)(t) + pa(t). D'aprés la condition 3" du numéro prksent 
elle s'nniiulle pour a$(.$) + pa(t) v, O et  reste positive daiis le  cas contraire. 
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- 

Deux cas sont R distinguer: 
1) Si x(6) est orthogonnl b +(t) et aoii équivalent B zéro, a+(t) + @(t) 

n'est équivdeiit a zéro pour aucune valeur de a et $ (sauf a = = O ) .  
Ln forme U(u,  p) est géiierale et positivement définie. Sa discriminante, c'est 
à dire l'expressioii entre parenthèses daiis (451, est positive. 

2) Si, au contraire, ~ ( t )  est proportioiinel & #t) ,  c'est k dire, si 
cc 

x(t) o, c+(l), iious avons a+(t) + jx(t) o, O pour - = - c. La forme U(a, /3) est P 
singiiliére et positiveineiit définie. Sa discrimiiiaiite est iiulle. 

Eii définitive, nous avoiis déinoiitrk que la foiictioiinelle (45) est positive 
pour x( l )  orthogonal k +(t) et noii équivalent k zéro. DRIIS le cas coiitrnire 
elle s' aiiiiulle. Mais c' est piécisémeiit la coiidi tioii du n u ~ ~ é r o  10. 

Ln condition de transversalité (35) devient ici, d'apres (41): 

C7 est uiie ielatioii entre $(t)  et x(t) ,  réciproque d'après (39). NOUS POUVOIIS 

albpeler les directions +(t) et x(t) orthogoiiales I'uiie à l'autre relativenient 
it la, métrique riemaimienne. 

Plus généralement, on peut appeler l'aiigle (riemaiitiieii) de deux directions 
la valeur W. définie par 

Eii effet, l'expression A droite a uiie valeur absolue < 1, parce que la foiic- 
tioiirielle (45) est toujours 2 0 .  La valeur absolue de cos w ii'est égale A iin 
que si (45) est nulle, c'est h dire, si +(t) et x(1) sont proportioniiels I'uii A 
l'autre: x(t) co c-+(t). On aperçoit que w =O,  si c > O, et o = x, si c < 0. 

Un nombre immense de problémes s'impose. Par exemple, celui de créer 
le calcul tensoriel it uiie infinité de diineiisions, de défiibir la courbure de 
l'espace de RIEMANN-HILBERT, de chercher des coiiditiotis pour que l'espace 
soit hilb2rtieii au sens propre du mot, et beaucoup d'autres. 

Avaiit d'abandonner notre objet, jJ ai encore quelques remarques A faire. 
011 sait qu'un espace rieinannien n dimensions est applicable k uiie variété 

+ l) dimensions au plus. En passant A In courbe d'un espace euclidien k -- 
2 

limite, on peut espérer que chaque espace de RIEMANN-HILBEILT est applicable 
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202 M. KERNER : L'extremum dam l'espace hilbertie~ 

à une variété de l'espace hilbertien proprement dit. La solutioii stricte de ce 
probléme conduit 1' étude d' existence des solutions et d' iiitégrabilité d' uiie 
équation fonctionnelle à différentielle totale, du second degré par rapport 9 
cette différentielle. C'est 'uii problème assez difficile, mais non inaccessible. 

S'il en est aiiisi, il serait iiitéressant de savoir quel caracthe doit 
posséder cette variété de l'espace hilbertien. Il est très probable que c'est 
une variété qu'on peut former en assujétissaiit uii point de l'espace liilbertieii 
à une infinit8 dénombrable de conditioiis, sans que le nombre de dimeiisioiis 
de cette variété devieiiiie fiiii.  C'est uii cas intermédiaire entre les variétés 
Et 11 dimensions de M. VITALI (") et les variétés à , o - ?z diineiisioiis de 
M. L ~ V Y  ('7, qu'on obtient eii assujétissaiit uii point de l'espace hilbertieii A 
un nombre fiiii de conditioiis. En généralisant; la terminologie de M. L ~ v Y ,  
oii peut la nommer une variété à c o - o dimensioils B .  

On peut caractériser ces variétés par la propriété suivante : elles admet- 
tent dans chaque poiiit une iiifiiiité de directions tailgentes, orthogoiiales l'uiie 
ii l'autre, et une iiifiiiité de directioiis normales, jouissant de la même pro- 
priété. Dans le cas de Dl. VITALI, il n 'y aurait qri' un nombre fini de directioiis 
tangentes, dans celui de M. LÉvY, de directioiis noinlales. 

Il serait difficile d'éteiidre à ces variétés les développemeiits géoinétriqiies, 
en suivaiit la marche de raisonrien~eiit de M. VITALI ou de M. LEVY. Doiic, 
si la dite applicabilité avait lieu en effet, l'étude de l'espace de RIEMANN- 
HILBERT serait uii instriimeiit pour faire connaîtres les propriétés de ces 
variétés. 

(4i) Loc. cit., p. 83. 
(4 9  Loc. cit., p. 146. 
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Hugli spazi lineari metrici e le loro vnrietà linenri. 

Memoria 2" (*) di GUIDO ASCOLI (a Torino). 

Surito. - Iw puesta 2a parte s i  dimostra a n ~ i t u t t o  clze in oyni  spazio lilzeare lnetrico separa- 
bile, ogni c w p o  convesso h a  in ogni punto del swo contorno almeno un iperpiano raàente; 
e se n e  deduce u n a  serie d i  teoremi sulla determinaaione delle varietà Zineari e chi c w p i  
colzvessi lnediante successioni d i  iperp imi ,  sulle condizioni d i  risolubilità d i  certi sistemi 
d i  equaaioni, ecc. Seguolzo s tudi  su. particolari t ip i  d i  basi per gl i  spazi  i n  discorso, 0 

sull'approssimazione puntuale delle funzioni additive, e applicaziona delle teorie svolts 
a var i  aryomenti d i  Analisi .  

VI. 1 teoremi di esistenza negli spclzi separabili. 

33. Abbia.ino gih accennato che l'esisteiiza di iperpiaiii, e i i i  particolare 
quella dell'iperpiaiio radente ad  uii corpo convesso i i i  uii suo punto, ammesse 
siiiora quando occorresse considerare questi enti, e verificnte iiei cap. IV e V 
in casi particolari, possoiio essere accertate in generale per gli spazi seyarn,bili. 
Qiiesto risultato, fecondo di co~isegueiize importniiti, ci propon.iamo orti di 
dimostrare. 

È chiaro che in uno spazio separabile, aveiite per  base la  successioiie 
u,, ZC,, ..., u,, ... , U I ~ B  f. a. C. che si aiiiiulla per  ogni elemento della base 6 
identicamente nulla; doiide segue che  una f. a. c. é determinata dai valori 
che  assume per  gli elementi della base. Tali valori noii sono perd nffntto 
arbitrari  ; si ha  precisarnente i l  teorema : 

Condisione necessaria e suflciente pevché esista u n a  f. a. c. A(x) che 
soddisfi alle equazioni : 

A(uJ = ci ( i = l ,  2, ..., n ,.,.) 

dove gli ui fomzano uua  base de220 spazio S considemto, é che al vnrialle 
dell' inter0 n e dei  numer i  veali, non  tu t t i  nul l i ,  A,,  A, , ... , A,, ... 1' esp.essione 

s 
mod 2 A,u, 

1 

abbia l imi te  szcperiovci K finito. 

(*) V. Mernoria la, questo Volume, pag. 33. 
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La necessitk della coiidizioiie 6 evidente; se iiifatti esiste la A(%) richiesta, 
si ha  per ogni x; 

( A(%) 1 s; Nor A . mod x 
tl 

doiide, per IN = Z h,ui segue 
1 

corne si voleva. 
Fer dimostrariie la sufficieiiza possiaino ricoiidiirci fwilinente al teorerna 

del 11." 4 del cap. 1, ne1 modo segueiite. Se i ci sono tutti nulli, la f. a. c. 
cercata esiste eci è quella ideiiticameiite iiulla; ne1 caso opposto, sin cl. i l  

prlino dei ci che iioii è iiullo; possiamo aiizi supporre 1- = 1. Posto allora: 

i ui determinano una varieth lineare passante per 1' origine (perché u, =O), 
tl 

che non contiene u,. Per vederlo basterii provnre che la distanza 

per qiialuiiqiie scelta delle pi 6 siiperiore a uri iiumero positivo fisso. E si 
ha iiifatti aiizitutto : 

risulta dall' ipotesi : 

corne si 8 afferinato. 
D' altra parte, l i ~  detta varieth liiieare e u ,  determiiiano 1' in ter0 spazio S ;  

i n  altre parole v, ,  v,, O,, ... é ailcorn una base. Ed infatti è chiaro che una 
coinbinazioiie liiieare di qu&i eleinenti è anche cornbiiiazione lineare di 

. u,, u,, u ,,... e viceversa, essendo per i > 1 

Segue da1 citato teoreina del 11." 4 che la varieth considerata è un iperpiano, cioè 
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che esiste una f. a. C. A(%) che si aiiiiiilla i i i  ogiii v i ,  e iion iii t h ,  ; pot& supporsi 
pes eseinpio A(u,)  = 6 , .  E si ha allora subito A(zt,) = ci per ogni i, c. d. d. 

Acceiiniaino aiiche a riiin dimostrazioile pih diretta., che segue del resto 
ln, traccia del citato teorema. Per ogni elemento x esistoiio iiifiiiite combina. 
zioni liiieari y delle ui che distano da rrc meno di E. Se yl=Z Ai1ui, y"=ZAil'ur; 
soiio due di esse, si ha dall'ipotesi 

Ne segue che al variare di y =  LA,zc, entro la sfera di centro e raggio E, 

1' oscillazioile di L 1,ci 6 miriore di ~ K E ;  sicchè il liinite superiore t: 1' iiiferiore 
di ZAici hi1.1iii0 per s-O uiio stesso limite A(%). Si psova allora fwilnieiite 
che A(x)  è uiia f. a. c. che soddisfa alle coiidizioiii richieste. 

Da11' 1111s O da11' altra diinostrazioiie segue anche seiina difficoltk Nor A =K. 

34. Ili tutto il pi-eseiite capitolo, e miche iiei seguenti, le iiostre conside- 
razioni si riferiraiiiio seinpre ad uiio spazio liiieare ' separabile S ;  ci esi- 
mereino percib da1 ripetere ogiii volta questa ipotesi. 

Siaino ora i i i  grado di dimostrare il teorema fondamentale: 
Un corpo convesso l? di S anzniettc! iu ogni puszlo del suo conto~*uo al- 

meno un ipelyiano vadente. 
Daremo prima la dirnostrazioiie in forma niialitica, salvo a chiarire poi 

il procedimento pes via geometrica. Sia zc, uii piiiito del coiitoriio di l? e I' 
sia definito dalla relazioiie : 

Y(@ 5z Y(%) 

dove y($) è iiiia fuiizioiie (Ai'). Si e gis visto (11." 13) che il limite 

esiste e rappseseiita uiia iiiiova fuiizioiie (M). Sia allora u , ,  u ,,... u,,, ... uiia 
base di S ;  esisteraiino altresi i liiniti 
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Diciamo allora che esiste una f. a. c. che soddisfa alle condixio~ti: 

A(u,,) = Q,,(uJ ( n  = 0, 1, 2, ...) 
e che l'iperpiano 

4%) = rg(~0) 
é ?.adente a l' i n  u,. 

Poiché ciascuiia delle y, é una funzioiie (M), e il procedimento usato 
per dedurre da y,, e quel10 gik stiidiato nei n.i 13 e 14, vale per 
la (3) del ri." 14, che d&, per h e p reali qualuiique, la  diseguaglittiizn: 

Questa facilnieiite si esteiide neli'altra 

dove si e poslo y, = y. D'altronde esiste uii iiutnero positivo k tale che 
1 y(%) 1 < h inod ix;, sicché sarh 

n 

2 Atrpi(ui) l k mod 2 Alut. 
O 

Questa reli~zioiie, unita a quella che risulta mutaiido i Ai nei - A i  dit 
1' altra 

l 1 i ~,p,(u,)  1 < k mod B kiui 
1 0  

e questa, tenuto coiito che u,, t h , ,  t h p ,  ... è ~ I I C O S A  uria base, prova (ri." 33) 
l'esislenza di iiiin f. a. c. soddisfacente alle condizioni A(u,,) = y,(u,,). 

La prima di qaeste condizioni, A(%,) = cp(u,) provn che 1' iperpiario 
A(x)  = y(u,) p ima  per u,; per dimostrare che esso è radeiite a Y, basta 
provare che A(%) < y(%). Ora, per gli m che sono combiiiazioni lineari delle u i :  

x = 2 h i u l ,  
aveiidosi 

A ( x )  = At~t(ui) 

qiiest:~ relazioiie coiiicide coi1 la (a); e segue allora per ogni altro elemerito, 
corisiderato corne puiito di accumulazione di siffatte combinazioni. 

Il  teorema A cosi dimostrato; ed 8 chiaro che il suo coiiteiiuto armlitico 
é il segueiite: 

Se g(x) é una fumzione ( M )  definita in uno spazio sepalsabile S e u, 
un punto qualunque di S ,  esiste una funxione additiva e continua A(x) 
tale che é pet- ogni x 

4%) Y(@ 
utentre A(ii,) = rq(u,). 
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35. Per  approfoiidire il coiiteiiuto geometrico degli sviliippi precedeiiti, 
coiiviene anzitutto riprei~dere la (2) del II." 14, applicata alla y,., e cioé 

L a  (c) si prova per iiiduzione; posta vera la (c) per 9 .  = n, si ha: 

donde, per la (b) si h a  subito la (c), per 1 -  = n + 1. 
Seguono di qui varie conseguenze : 

a) Le funzioni. cp,(x) tendon0 per r-ce, senza rnai crescej.e, a l la  
f. a. c. A(x). Si ha intanto da1 il." 14, y,(x)< y(%). e in generale 

Preso poi un x, arbitrario, e un E > O, si prenda una combinazione lineare 
ta 8 

delle u i ,  .z = Z A&, tale che (2, x,) < , . Sara, dalla (c), per N > n : 
O '?k 

Il7 altra parte, essendo cp~(m,) < y(%,) < k mod x, , e ~ ~ ( z j  iina funzione (M), 
segue 

Mentre poi, essendo pure A($) < y(%) < k mod x,, , si ha  aiiçhe 

Combinando queste relazioni risulta : 

I viV(x0) - A(%) I < E 

che sussiste duiique pet- N >  n, e diinostra la tesi. 

Annali d i  Matematico, Serie IV, Tomo X. 
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p) Detto I', il cavpo convesso defiaido dalla 9.elazione rp,(x) g cp(uo) 
ciascuno dei covpi I',, r,, ... I',, ... é conke~zuto nel successi~uo e tutti nez 
sewtispnzio A(x)< y(u,); e ogni pzcnto intevno a1 semispaxio é intel-no a 
qualcuno dei I', (ed ai successivi). 

La prima proprieth segue dalle diseguagliaiize cp,,+,(m) < cp,,(x) e A(%) < y(x)  
(quest'ultima evidente a causa di a)). Per la seconda si osservi che In rp,,(x) 
tendeiido a A ( a )  senza inai crescere, se A(x) < ~ ( u , )  saiA per n abbastariza 

grailde cp,,(x) < cp(u0). 
y) L'ipel-piano A(x) = ~ ( u , )  é ?*adente a tutti i i', i n  u, e pi& gene- 

ralmente nei putzti d i  unn semivat-ietà lineal-e V,' a ri dimensioni de- 

x=uo- tEX,  u i - 2  
1 

(' .' u.), con A,, 2 O. i rp(u.) 

n 
forma I: Aiut con 

O 

si ha anche, per 

a provare che questtt seinivarietit é formata dai punti della 

A, 2 O che appartengoiio al contorno di ï,, . Se si polie iiifatii 

Se si ricava di q u i  A, e si sostituisce iiell'espressione z = L Aiu, si ot- 
tiene appuiito l a  forma indicata. E se A , ,  1, ,... A,, sono tutti riulli si. ottiene 
z = u,, ci6 ch? prova chc i I', hanno tutti u,  su1 contorrio. 

La  VI,' giace d' altra parte anche sull' iperpiano A(%) = rq(uo), in quan to si 
ha subito 

n n 
A(@ = 2 AiA(ui) = 2 A,rpi(ui) = rp(u,) 

O O 

e percid I'iperpiano è radente a r,, i i i  ogni punto della .V-'. 
6) Il c o q ~ o  ru+, é il cono civcosct-itto a r, iu ciascun punto della Vn' 

ove 120n sin X ,  = 0. 
Preso uil generico puiito z = L X,ui di V,', il cono circoscritto a l',, in z 
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A dato da +(x) I; +(z) dove 

ta-1 

O = lim O - 
E-+O E 

e quiiidi ttiiche +(z)  = p,+,(z) = Z Aicpi(u,) = y(zco). Segue seiiz' altro la tesi. 
E )  Il C O I - P O  rn+, é ulz con0 d i  na specie (almeno) aveule come uevlice 

In vavieta linealee V, a cul nppiwtiene la V,'. 
ta n 

Ecl iiifatti la V,, , definita da z = L X,ui con Z h,y,(u,) = ~ ( u , ) ,  seiiza limi- 
O O 

tttzioni di segno per A,,, appartiene al contorno di I',,,, perche 8: 

Se poi x; é un punto di r,+, fuori di V a ,  un puiito gerierico della semi- 
varietli a n + 1 dimensiorii che da  Vn proietta x è dato da 

n 
dove n = L liu, sta in V, e p 2 O. Si ha  allora: 

O 

sicché se rp,+,(x) < cp(uo) 6 m c h e  cp,+,(y) < p(u,). 
Da queste proposizioni risulta ormai chiara la costruzioiie che conduce 

nll'iperpiaiio radeiite a I' in u, e che è sempliceinerite un'estensioiie di una 
costruzioiie valida in un Sn euclideo e che fornisce aiizi uii iperpinno tan- 
geute (in senso esteso) ad uii corpo convesso i n  un  puiito del suo coiitorno 
(onde si potrebbe per il caso attuale ndottare la stessa qualifica). In  breve il 
procedimeiito è i l  segueiite. Costruito a l' il con0 circoscritto I', i i i  u, ,  si 
sceglie una geiieratrice V,' di r, (quella che giace iiel seinipiano aveiite per 
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origiiie' la retta Ou, e conteiieiite u,) e si costruisce il con0 circoscritto a ri 
luiigo VIi. Esso è uii coiio di seconda specie I', aveiiée per vertice 1ii retta VI, 
che coi,tieiie Vit. Si sceglie iii I', lin semipia.iio geiierntore V2' (quel10 che 
giace iiel seinispazio aveiite p'er origiiie il piano Ouou, e conteiieiite a,) e si 
costriiisce il coiio circoscritto a r, luiigo Vi, coiio di terza specie I',, aveiits 
per vertice il piai10 V2 che coiitierie V,'. E cos1 via. 1 coiii ri cos1 costruiti, 
ciascuiio dei quali coiitieiie i precedenti, costituiscoiio un seinispazio di S 
(salvo al pih il coiitoriio) che è limitato dall'iperpiaiio i.ii.deiite n cercato. Ed 
miche: l'iperpiaiio n cercnto é la varietà liiieare determiiiata dalle successive 
generatrici Vl O dai successivi vertici Vi dei coiii circoscritti. 

La costruzione esclude evideiitemeri te che u i i  un+, giaccia iiella vitrieth 
Ouiu2, ... u , ~ ,  cioè che u,,,, dipenda lineaismeiite dai precedeiiti eleineiiti delln 
base. Ma ogiii siffatto eleineiito pu0 senz'altro soppriruiersi clalla base, otte- 
iiendosi cos1 uiia nuova base i cui elemeiiti sia~io liiiearmeiite iiidipeiideiiti. 

36. Il teorema del ii. 34 consente nuinerose npplicazioiii i i i  qiiaiito i i i  

ogiii spazio vettorinle si haiiiio eseinpi di corpi coiivessi iiotevoli prr qiialche 
riguardo. Ci limitiamo qui ni casi fondaineiitali. 

Poichè in S le sfere eouo corpi coiivessi si ha iiitt~iito: 
In uno spazio S sepambile le sfwe al~rnwttono $72 agni 101-O punlo di 

contovno aimeno un ipevpiano ?-adente; cib che iiicl~ide che esislouo il2 S 
infiniti iperpiani. 

La proposizione pub aiiclie preseiitarsi ne1 modo segueiite : se x, y sono 
punti distinti d i  S, pej. x passa un ipe7pinno x lale che ( y ,  n) = (y, n ) ;  ed 
anche, per rx: = O, in forma aiialitica: se y f O, esiste mrr. f. a .  c .  A(x) tale 
che per ogni x è A(x) < inod x, nzent~% A(y) = niod y ;  esstc t evidentemente 
unitaria. 

37. Piu geiieralmeiite, data uiia varietk 1iiieai.e V e uii  puiito x, ad essa 

esteriio, si coiisideri il cilindro rotoiido di asse V aveiite r r ; ,  si11 coiitoriio, e 
defii~ito quiiidi da 

(x, V) ($0, VI. 

Esso e (II." 10) un corpo convesso, e aininetle quiiidi i i i  x, i i i i  iperpiano 
radeiite n, parallelo a V (n." 12);  sicché per V passa i t i i  iperpinno n', pa- 
rallelo a n, e 1t1 distanza (x,, x') 4 eguale a (n, n') ossia a1 raggio (x,, V )  del 
ciliiidro. Ossia : 

a) Se x, è estemo alla val-ietà linea7.e V, pu* V pussa un ipe7.- 
piano xi tale che (x,, xi) = (x,, V). 
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La forma analitica corrispondeiite è la segueiite: se V è ulza val-ietù 
lineore passante pela l'm-igine, e x,  ton appwtiesze cl V ,  esiste una f. a. c., 
ujzitavia, tale che 1 A(x) 1 < (x, V ) ,  pef8  ogui x, n2enll.e A(x,)'- (x,, V). 

I risultati precedeiiti iiicliidoiio che V giaco iii iiii iperpi;iiio nt. Ma è chiaro 
che se V iioii è iiii iperpiniio, parterido da uii puiito x, di nt, iioii appnr- 
teiieiite a V, si ottieiie uii secoiido iperpiaiio n rliverso da n' e pnssîiiite per TT, 
e che per V passaiio tutti gli iperpiani del fascio deteriniiiato da x' e da  d"' 
Cioè : 

b) Umr umietà l ineaw che ?20?2 sin u n  ipe~yiagto nppav.tielie cc iu- 
puiti i p e ~ y i a n i .  

Si pub aiizi asserire che essa è' iiîtersezioiie cowpleta degli iperpiaiii che 
la coiiteiigoiio; i i i  :rltre parole : 

c) U I ~  punto appal-t iew ad zmn vag*ietù 1inea1.e se oppal-tiene a tutt i  
gli i p e q ~ i a n i  che passano pe7. essa. 

Ed iiifatti se a,, purito comuiie a tiiiti gli iperpiaiii che paijsiiii(1 per V, 
iioii giacesse iii V, per V passerebbe, per a), uii iperpii~iio.iioii couteiieiite x,, 
contro 1' ipotesi. 

Si osservi niicora che se un puiito x, noii sta sulla variet8 liiieare V, 
la distaiiza di x, da uii qiid~iiique iperpinuo passaiite per V lion pub supernre 
(x,, V); d a  cib e da a) segue allora: 

d) La distanza di  un p u ~ t o  x, da lcua valaieta liuecwe V C la ntas- 
sima t1.a le d is tame di x, dagli ipevpiaui passauli pev V .  

38. Merita di essere uotato il caso iii ciii la  varietk V e defiiiita (II." 3) 
da uii aggregato I ;  se esistoiio puiiti fuori di essa, v i  è uii iperpiniio che la 

. coi1 tieiie. Quiiidi : 
a) Un aggi-egato di  punti d i  S tale che la ual.ietà 1inea1.e da esso 

definita uon sin tutlo S sta in u12 ipevpiano. 
E supposto che l'aggregato sia format0 da I e dall'origiiie si ha, iii forma 

pid anali tica : 
b) Se u n  nggregalo 1 d i  elementi d i  S é tale che esistono elewenti 

di  S no11 npp?.ossimabili mediante cot~zhinazioni 1ineal.i d i  elementi d i  1, 
esiste ultn f. a. c. lale che pe7. ogni elemento y d i  1 è A(y) = O. 

E al teoreina c) del II." precedeiite corrisponde nllora l'altro: 
c) Co~zdizione ~zecesswia e suficiente afinché u12 elenzento x, si possa 

npprossin~nre ntedia?~te con?binnziom' l i m a r i  di elel?ze&i dellJ agp-egato 1, 
è che pela ogni f. a. c. A(x) che si a~wmll i  i n  tutt i  i puuti di  1 sia A(x,) =O. 

Piiialmente, se si dk il iioine di app~'ossiînazione limite di x, rispetto 
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ad  I a1 limite inferiore della distanza di x, dalle combiiiazioni lioeari di 
elemeiiti di 1, e si ricorda. l'espressione della distaiiza di un punto da  uii 
iperpiaiio (n." 6), la d) del II." piecedente si pu6 enuncinie: 

d )  L'approssimaxio~ze l imi te  d i  un elemento x, rispetto n u n  aggre- 
galo 1 b il nzassimo de i  vnlori  che assumono pev x = x, le f. a.  c. uni tar ie  
che s i  a?anullano per t u t t i  g l i  elenzenti d i  1. 

39. Il teorema del 11." 34 si pub estendere ne1 modo seguente: 
Se  V é zuaa var ie tà  2ineaf.e 9-adente a un corpo convesso r, per V 

passa un i p e q i a n o  vatiente a r. 
Si consideri il cilindro Z otteiiuto, secondo il II." 10, c), daiido a 1' tutte 

le traslazioni parallele a V ed  uiieiido, s e  occorre, all 'aggregato ottenuto i 
suoi punti di accumulwzioiie. Diciamo anzitutto che V appartieiie a E. Ed. 

irtfatti se y & rrn purtto di V, e y', z' soiio uii puiito di V e uno di I' aventi 
distanza < e, la  traslazione che porta y' iri y porta z' in un  punto z di 2, 
tale che (y. z )  .< E. Cià prova che y è puiito di accuiilulazioiie di puiiti di 2 
e quiiidi s ta  in L. 

Inoltre y é puiito di contorno di 2, ch6 s e  fosse iiiteriio, sarebbe interno 
ad  uiia posizioiie di r, otteiiiitn per es. con uiin traslazione 2 paralleln a V. 
E il punto y, ,  ottenuto d a  y con la  traslazione inversa sarebbe in V e 
eiitro r, cib che è assurdo. 

P e r  y passa dwique LUI jperpiano irr rndeiite a 2, ed esso (II." 12) con- 
tiene V. È chinro che .n ilon coiitieiie piiriti iiiteriii A I' e h a  d a  I' distaiiza 
nulln; quiiidi TC è radente a r, e i l  teorema è dimostrnto. 

Si pub dnre aiiclie unci. dimostrazione rtiialitica valendosi della fuiizione 
(LX, V ) 9  defiiiita al 11." 10, c). Per  il caso in cui l? sia uiia sfern, tutto si sem- 
plifica e il ragioilainerito si riduce in sostanzn a.: seguente: Se x, é il centro 
di r e I* il raggio, è (x,, V) = r ;  esiste percio per V un iperpiaiio 7~ tale 
che (x,, n) = T ,  e che è quiiidi radente a P. 

40. Dai risultati precedeiiti segue facilmente il teorema: 
Se  u n a  f. c c .  c. B(x) é definita in m a  val-ieta 1inen1.e V passante pev 

1' ol-igine, esistono inf ini te  f. a. c., definite il8 tut to S ,  che si ridztcono su V 
a B(x); e t m  p e s t a  almeno u n a  che ha la n o m a  stessa d i  B(x) (cioé la 
inassiilin possibile). 

Si coiisideri infatti sii V il luogo dei puiiti LE per i qunli B(x) = 1; esso 
è evideiitemente uiia vasietà linenre 'v' (varieth iperpiaiis rispetto a V) per 
la  quale passano quindi infiiiiti iperpiani. Pe r  otteneriie urio che non con- 
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teiiga V basta prendere un punto xi fiiori di V e coiisiderare la varieth 
linelire V" defiiiita da V' e x ;  per essa passerk un iperpiaiio che coiitieiie V' 
senza coiitenere V. 

Poiché questo iperpiaiio n non coiitieiie l'origine, si pub scriveriie l'equa- 
zione nella forma A($)= 1, dove A(%) è uiia f. a. c.; la A(%) è uiia possibile 
esteiisioiie di B(x)  a tutto 8. Ed iiifatti si ha A(%) -= B(x) su V' e iiell'ori- 
gine; quiiidi i r i  tutta V, che é ltt varietk liiieare defiiiita d a  V' e dall'origirie. 

Se si prende l'iperpiano 7~ iii modo che sin (0, x )  = ( O ,  V'), sar8 (11." 6) 

1 1 
FA 

uioè Nor A = Nor B. 

41. Siarno or& i n  grado di assegnare le condizioiii di risolubilitii dell'im- 
portaiite probleina: Detesmi?zn~.e u w  f. c l .  c. A(x) che soddisft alle equazioni 

essendo gli xi puuti nssegnati e le ci costanti assegnate, probleina giA trattato 
iiel caso speciale che gli xi costituiscano uiia base. Coine in quel caso uiia 
immediata condizione necessnria é che i'espressio~ee 

nbbia, al va~.iat.e delle A i ,  limite supe?.iove finito. 
Possiarno 0i.a vedere clie la coiidizioiie é anche sufficieiite. Gli ele- 

ineiiti xi e 1' origiiie defiiiiscono iiifntli uria vai'ietk liiieare V, clie pub coiisi- 
derarsi corne uiio spnzio liiieare separabile, avente le xi coine base. Sotto 
la coiidizione posta, si defiiiisce allorn. ii i  V uii:i f. a .  c. B ( s )  che soddisfa 
alle equazioiii B(xi) = ci (II." 33). Si proliiiighi ora B(x) i i i  tutto S i i i  iina 
f. il.. c. A ( x )  '(11." 40); questa risolverà il probleiiiii. 

Si aggiuiiga che esiste unn soluzione la cui iioriiiit è quelln di B(llc), cioé 

Nor A = lim sup 1 2 Aici 1 
rnod Z hixi ' 

43. Alla deteriniiiazione di uria varieth liiieare coine iiitersezioiie di iper- 
piani si pub d'are uri utile compleineiito col teosema segueiite: 

a) Una va~.ietd 1ineaq.e é completa in te~sez ione d i  uîza iwfitzilà nu- 
met-abile d i  iperpinni. 

Si coiisideri iiifatti i i i i  itggregato numerabile ovunque deiiso di puiiti 
di S (11." 17) e sia esso v , ,  v ,,... v ,,.... All'elemento z;i non giaceiite sulla 
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data varieth V (che supporremo, a l  solito, passniite per l'origiiie) si pub far 
corrispoiidere (II." 37, a:) un iperpiaiio ni di equazione Ai(x) = O, passante 
per V, e tale che é 

A )  < ( V )  AAvg) = ( ~ i ,  Y ) .  

L e  fiiiizioni Ai(x) sono, coine si è visto, uiiitarie. 
Diciaino che questi iperpiaiii haiiiio V corne completa. iiitersezioiie, cioè 

che uii elemeiito y tale che sia A,(y) = O .per ogiii i, appnrtiene a V. Ed in- 
fatti y A limite di una successioiie di elementi vi;  sis questa vni .  Sarh allora 

e al limite (y, V) = O;  y appartiene a V. 
11 teorema vale in particolare se V è un punto: uii punto B pure corn- 

pleta iiitersezioiie di uii'infinitlt iiumerabile di iperpiani. Esiste duiique uiia 
successioiie di f. a. c. Bi(x) tali che se A, per ogiii i, Bi(y)= O 6 anche y=O. 
Di qui segue che la successione Bi(x) determina coiilpletaineiite l'elemento x ;  
cib che pu0 esprimersi. nell' enuriciato : 

b)  Gli elernenti d i  uno spnzio S separabile possono ~.app?-esentani 
mgdiante una successione di coovdinate che sono funzioni additive e con- 
tintce degli elementi stessi. 

43. Il precedeiite teorema nj si ricollega facilmente al teorema g-enerale: 
Uu c o ~ p o  convesso t? inlevsezione conipleta di unYi9afinitd numevabile! 

d i  semispazi. 
Siil I' 1111 corpo convesso che possiamo supporre contenga l'origine e sia 

qniiidi rappreseiitato dalla coiidizioiie cp(x) ( 1, dove cp(x) è una funziorie (M) 
iioii negativa. Colisiderata anche qui la successione vi ovunque deiisa in 8, 
ed escliisi gli eveiitiiali eleineiiti per i qunli si8 y(vi) = O, ad og~iuno dei ri- 

maneiiti corrisponderh uii punto - " = wi situato su1 coiitoriio di I'; e per mi, 
Nui) 

passcrlt uii iperpiaiio ni radente a I'. 1 puiiti del10 spazio situati rispetto ad 
ogiii q dalla parte dell'origine costituiscono I'. 

Per diinostrarlo, poiiiaino l a  questione iii termini niialitici. L'equazioiie 
di ni pu13 scriversi Ai(%) = 1, dove è 

si dovrh provare che se per uii puiito y è Ady) < 1, per ogni i ,  sarsl 
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?(y) < 1, e viceversa. La secoi~da parte essendo evideiite, occupiarnoci della 
prima. Se y(y)  = 0, e niiclie cp(y) < 1 ; se  ?(y) > O esiste nua successione va< 
estvalta dalla vi e aveiite per limite y, e tale che per iiessuiio dei suoi ter- 
miiii cp(t),,) si aiiiiulli. Supposto y (x )  < k mod x, sar& 

e percib, se A,,(y) < 1 sarà, anche cp(y)< 1. 
Questo teorema si potrh iii particolare dimostrare per la sfera unitaria 

mod x < 1 ; si ftvrh, cosl che la coudizione mod x < 1 si pub sostituire con 
z m '  infinità nume~.nbile d i  codizioni del tipo Ai(x)< 1, ove le Ai($) sono f. a. C. 

41. Esseiido ancora S uiio spazio vettoriale separabile a infinite diinen- 
sioni (tale quindi che la sua base u , ,  zc,, ... non possn ridursi a uii iiuinero 
finito di termini), pu6 darsi (55)  ehe ogni eleinei-ito di S sia combiiiazioiie 
lineare di uii iiuinero fiiiito di elementi della base. Anticipaiido uii risultato 
posteriore (11." 52) affermiaino che S non é allora completo. Ad ogiii inodo, 

considerando il ininilno spazio 3 completo che contieiie S, iii esso esiste- 
rnnno elementi che non sono combiiiazioiii lirieari di un iiumero fiiiito 
delle u,.  Se y è un tale elemeiito e U, la variet& liiieare definita dall'origiiie 
e d a  u , ,  u,, ... un s u &  quiiidi (y, Un) +O, per ogrii valore di 1 1 .  

Esiste percib (n." 37) m a  f. a. c.  An($), uiiitarin, tale che 

I A n  1 ($7 un) An(y) = (Y, Ua). 

Orn ogiii x 6 approssiinabile mediante elementi delle U, ,  quiiidi 15 

lim (x, U%) = 0 ; 

ne segue anche per ogni m di S, e quiiidi aiiche di S 

lim An(x) = O. 

Si ha cos1 il singolare risultato: 

(s) Ln esempio di questo caso B costituito dallo spasio Y costituito dai polinomi in t, 
di grado qualunque, in un iiitervallo al- b, con mod x = max 1 x(t)  1 in a'-'b. Effettiva. 
mente, 1' non $ completo ed è C il minimo spazio completo che Io contiene. 

AnnaU d i  Matematica, Serie I V ,  Iomo X. a8 
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Se S ha infinite dinzensioni, esiste una successione di f. .a. c. unital-ie 
A,(xj tali che pet- ogni x si ha: 

lim A,(x) = 0. 

La convergeiiza noir pub essere uiiiforme, neppure per gli x uiiit:~ri, il1 
quanto per ogiii A,($) esiste un x unitario tale che A,(x) 6 viciiio ad 1 
quanto si vuole. 

45. 1 teoremi precedenti soiio seiiz'altro applicabili a tutti i numerosi 
spazi ricoiiosciuti corne separabili, iiei cap. I V  e V, daiido luogo ttdvolta a 
eiiiiiiciati gi8 coiifermati caso per caso dalla trattazioiie diretta, talvolta it 

proprieth nuove e in geiierale difficili a stabilire direttameiite. Cosl noii ci dk 
nulla di iiuovo il teorema, che afferma i'esisteiiza di f. a. c. O quella del 
piano radente a uiia sfera i i i  iiii  suo punto; meiitre altri risultali si rivelaiio 
degiii di iiota, coine ora vedreino, e specialmeiite iiegli spazi fuiizioiinli. 

a)  Coiisiderimno aiizitutto il teoreina b) del 11." 37, completato iiel 11." 42; 
se 10 applichiaino agli spazi N p  troviaino che una vul*ietir. linenre di N,(p 1 )  
é fosmatta dalle soluzioni di u92 sislema finit0 O ?m~te~-crùile di eqzcaaioni 
1ineal.i del tipo : 

P 
con L 1 ai, Js conveg.gente. 

r 

Correlativameiite, iii Lp le equazioni avraiirio la forma: 

coi1 cpi(P) fuiizioiie di I; ; iii L la stessa forma coi] cp,(P) sommabile e li- 
P-1 

mitata; e cosl via. 
Consideraildo per es. le funzioiii arinoiiiche in L,, che abbiaino gi8 visto 

(ri." 29) costituire in LD iiiia varie th lineare, coi1 teileii te 1' eleiiîento iiullo, 
vediamo che le funzioni n?vioniche enh-O un dominio o, in L,, sono cwat- 
t e ~ ~ i z z a l e  dalla pf-oplietà di esselme orlogonali a una certa successione di 
fujtzioni della classe L , i n  o. 

pli 

Analogamente per le funzioiii sommabili in L (caso p = 1). Successioiii 
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siffatte si possono del resto ottenere direttamen te  (56); sarebbe tuttavia iri te- 
ressmte,  iii q u d c h e  caso seinplice, trovariie di piu elegaati ed at te  alle ap- 
plictizioiii. 

Noii sitrebbe lecita uii'a.pp1icazioiie del10 stesso genere in uiio spa.zio noii 
sepaixbile: iioii si pub pero escludere che, per  es., le fuiiziorii coiitiiiue quasi 
periodiche (n." 32) iioii si possaiio ca.r:ltterinaare iiello spazio C', meditinte 
1' iiiiii~illa~.si di uii complesso di 'fuiizioii;tli liiieari, sia pure di po t e i i z~  superiore 
al iiumerabile; e uiia risposta positiva ci seipbrerebbe di lion dubbia utilith 
per 10 studio di questa iiiteressaiite classe di fuiizioiii. 

46. b )  E evideiite l'applicazioiie che pub farsi agli spazi fiiiizioiiqli del 
teorema c) del  n." 38. Esso è stato gih iiicoiitrato per 10 spazio L, corne 
facile coiisegueiim del teorema di FISCHEI~ e RIESZ; i n  reaith la dimostrazione 
per  questa vin si riferisce solo a1 caso di uii sistema ortogoiiale i~orillato, O 

se si vuole, di un aggregrito nuinerabile. 
Iii Cl il teoreina é dovuto a l  RIESZ, per il cas0 di uiia sola variabile ( 5 7 ) ;  

la deduzioiie sfrutta esseiixiitlineiite la. rnppresentazioiie dei fuiizionali lineari 
inediaiite iiitegrali di STIELTJES ed iioii sembra esteiidibile al caso di pih 
variitbili. 

Iii nltri spazi iioii pare che la  cosa sin stata studiata. 
Non si deve dimenticare che lit verifica richiesta dttl teorema eiiiiiiciato, 

aiizichè farsi per tutti i funzioiiali lineari che si ;iiiiiullano iii I pub farsi 
soltaiito per  una ce?-ta infiuità nzcn~erabile d i  essi (11." 42). 

47. L a  valutazione della distnrizn di uii puiito da  una varieth lineare 
(II." 37, d) e n." 38, d)) lion si trova data  esplicitaiileiite, crediaino, per  iies- 
sui10 spazio; perb per  10 spaxio C, riel cas0 di una variabile, uii eiiuiiciato 
equivaleiite vieiie dnto d a  RIESZ (57; e per  L, uii espressione semplice si ha  
direttaiiieiite per  le varietk definite d a  elementi a. due a due ortogoiirili. 

Pe r  L, e per  l 'equivdente spazio hilbertiniio 6 iiotevole il teorema se- 

( 56 )  Prese due sfere t, z' concentriche, interne a ?, la differonaa dei valori medi di una 
funzione s (P)  in r e t' é un iunaionale lineare che si annulls per ogni s armonica. Prcn- 
dendo corne centri i punti raaionali di a e corne raggi i numeri raxionali si ha un aggregato 
numerabile di funzionali che ha la proprie& richiesta. 

y) (Mi), VIII. 
( 5 8 )  (Xi), VIII. Nella seconda delle mie note citate si troveranno alcnne seniplici ap- 

plicazioni di questo teorerna e clci precedenti. 
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gueiite gia dnto da E. SCF~MIDT ( 5 9 )  sotto coiidizioiii piii restrittive, con cui 
viene estesa a questi spazi ui17 altra proprieth degli spazi euclidei : 

Se V é u n n  uni-ietà linem-e, pe?. ogni punto x del10 spnzio esiste in V 
un punto y e uno solo tale che (x, y) = (x, V). 

Esiste iiifatti per V un iperpiano n tale che (x, x )  = (a, V ) ,  ed esiste 
aiiche (11.' 21 e 26) i i i  n un purito y tale che (x, y)= (m, 7 ~ ) .  Esso e 17ii1ter- 
sezioiie di n con ln perpeiidicolare a n condotta da a. 

Dimostriamo che y giace iii V. Sia z un punto di V; si ha: 

(3, z)P = ($7 + (Y, 42, 
e prendendo i liiniti iiiferiori nl variare di z in V: 

ina (m, y) =(x, V), quindi (y, V) 3 0, coine si voleva. 
Per un altro puiito z di V si ha invece (a, z )  > (x, y) cioè (x, z ) )  (x, V). 
Se V è la varietà delle fuiizioni armoiiiche in un dominio O, n quadrnto 

sominabile, la y cos1 trovnta è ln amzonica viciniove di x, coiisideratii. da 
LEVI-CIVITA (60) sotto coiidiziorii al contorno che reridono la quest.ioiie assai 
pih difficile. 

Possiaino ad ogni modo affermqre: 
Data u n a  funxione x(P) a qundvato somntabile i n  un dominio o, t vn  le 

funzioni  z(P) a quadg-ato somnzabile i n  o, a~wtoniche  entvo 9 ve 12'2 wza e 
unn sola y(P) che ha  da x(P) 10 scaj-to quadg-atico nziniwo. E la diffe9,enxa 
x(P) - y(P) é orlogonale a lut te  le z(P). 

48. d) Anche In proposizione del n." 40 ci seinbra possa riuscire di 
qualche utilith; essa permette iiifatti, doveiidosi rappreseiitare aiialiticaineiite 
i funzioiiali liiieari i i i  uno spnzio S che sia vsrietà lineare di un nltro 
spaaio S', di pnrtire da iiiia rappreseiitnzione già iiota dei fuiizioaali lineari 
di 8'. Avverrit allora che certi funzioiiali 11011 identictiirieiite iiulli i n  S' sa- 
raiiiio tali in S; ci0 che coiidurrk a ricercare uiia forma piu opportuiin, che 

(59) SCHMIDT E., Ueber die Auflosuiqj linearer Gleichu~zyen mit znneadlich uielen Urt- 
bekannten (a  Rend. Circ. Mat. Palermo a, XXV, 1908, Io Sem., pag. 53-77). Lo SCHMIDT con- 
sidera solo varieth lineari definite da una base numerabile; definisco perù le varietà liiieari 
più generali ne1 nostro stesso modo, e afferma che tutte posseggono base. Noi abbiamn 
provato cib al n.' 19; notiamo perù che la presente dedusione del testo ne è indipendente. 

(") LEVI-CIVITA, Armonica eiciniore di ulta fùnzione asseg~tata (« Rend. Acc. Lincei ., 
Sn, XXIX! Io Sem., 1920, pp. 197.206). 
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dia, per es. tut t i  i funzioriali linenri di S, dando iiivece solo ulla pas-te di  
quelli di 8'. 

e )  Circa i l  problema del 11.' 41, avvertiamo soltaiito che  per  10 spazio I,, 
esso è stnto risoluto in pih inodi d a  E. SCRMIDT iielln Mcinoria citatll piu 
sopra,; e da RIESZ per 10 spazio C e per gli L, ( p  ) 1) i n  relazioile nlle altre 
ricerche citate di qiiesto Aiitore (6L) con 10 stesso risultato filiale. 

f )  Ci fermeremo uii inoinento su1 risultnto del il." 43, per il caso pnr- 
ticolare iii cui I' é la sfera uiiitaria mod rw: = 1. 

Applicando ni vari spazi il procediinento genera.le, si haiiiio per Io pih 
risultati baiiali, dei quali pero lion ci sembra inutile fissare i l  sigiiificzito 
geometrico. Cosi iii CI, spazio delle fuiizioiii coiitiiiue iii uii cloiniiiio liiiiitnto a, 
risulta facilinente che gli iperpiani da  scegliere per  iiiviluppare la. sfera iiiii- 
taria ~ O S S O I ~ O  essere i seguenti 

t m( P,,) = 1 

dove i P, sono puiiti del domiiiio formaiiti un iiisieine ovunque denso. Ed è 
evidsiite iiifatli che se 1 $,(Pa) 1 < 1 sarA a.iiche inax 1 x,(l') 1 < 1. Ma potreb- 
bero ugualmeiite scegliersi gli altri : 

dove i a,, sono domiiii parziali tii.li che ogni sfera cornunque piccola coi~teiiuttr 
in a ne  contiene uiio. 

Nello spnzio delle fuiizioni armoniche in ci, contiriue a l  coiitortio, 
varieth 1iiien.re di C gis considerntn, l a  ricercn d i r e t t ~  foriiisce iperpiani del10 
stesso tipo 

+ %(Pa) = 1 

clove perb i P, sono tali che i i i  essi cer te  fuiizioiii arinoniche assumono il 
massiino modulo: sono quindi puiiti del coiitoriio di a tali aiizi da  formarvi 
uii nggregato ovuiique deiiso. Si . h a  cosi il curioso risultato: i i i  qiiesto spnzio In 
sfera, uiiitnria è inviluppatn da  coppie di iperpiaiii corrispoiideiiti biuiiivocainente 
+i puiiti del contorno e da  questi deteriniiiata, niizi d a  uiia certn successione di 

(6i) (Mi), IV-V-VI-VII; (Mz),  $8 8, 9, 10, 11. I l  RIESZ procede per gradi, trattando prima 
un gruppo finito di equazioni, poi uno numerabile, poi un gruppo qualunque. L'ultinia de- 
duzione si appoggia al principio di ZERMELO. La nostra dedusione 6 stata esposta per lin 
griippo numerabile di equasioni, in realt$ 6 generale. 
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questi. Gli iperpiani & x(Q)= 1 ,  se (S è un punto interno, sono pure rndeiiti, 
ma non occorrono a determinare In sfera,. Ci6 suggerisce di otteiiei-li mediante 
coinbiiiazioni liiieari degli d t r i ,  coine i piaiii rndenti a un poliedro inediante 
le facce; è cib che si fa i n  ogni metodo di risoluziorie del probleina di 
DIRICHLET, ed è cib che inostreremo possibile in  generale iielle ultime pagine 
della Memoria. 

g )  Darerno termine n queste sominarie osservazioni ricordaiido come il 
teorema del 11.0 44 preveda fatti aiinlitici ben noti. Nello spazio L1, per 
esempio, esso ci dk i l  teorema che se  le ui(P) formano un sistema ortogonale 
nomiale, i fuiizioiiali unitari (coefficieiiti di HILBERT-FOURIER) 

tendono a zero per i-oo, per ogni funzione x(P) di L,. 
E la stessa cosa vale in L, per esempio, per gli integrali 

funzioidi uiiitari in L, che tendono a zero per ogni funzione soinmabile 
iii 0'--'2rc. 

III C si verifica Io stesso fatto per i fuiizioiiali 

pure uiiitari, se i Pi teiidoiio a Q; ed è ben chiaro che la. convergenza nori 
pub avere alcuiin sorta di uiiiformit8. 

VIII. Riduzione delle basi. 

49. Se S é uno spazio sepmibile, avente come base la successioiie 
u,, u ,,... u,, ... pub avveiiire che un elemento u, di essa si possa appros- 
simare mediante coinbinazioni lineari degli elemeiiti rimnnenti, ci06 che questi 
ultiini, iiisieme coi1 l'origiiie, deterininino gi& come varieth lineare l'inter0 
spazio S. Se ci6 avvieiie, si potrk sopprimere u, dalla successioiie senza che 
questa perda il suo ca.rattere di base. L'opera.zione si potrh poi ripetere per 
u r i  altro elemeiito rispetto alla iiuova base, e cos1 via, coiiducendo ad elimi- 
nare dalla base un qudunque numero finit0 di elenieiiti che vi si rivelassero 
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superfiui. Si errerebbe perb togliendo iii uiia sola volta infiniti elemeiiti, anche 
se fosse lecito togliere un numero coîuztnqzce g ~ m z d e  di essi. 

Ecco uii esenîpio semplice. Nello spazio C, relativo all' iii tervallo 0'-'1, 
formaiio uiia base le funzioni 1, t ,  tg, ... t", ... . Di esse, t è approssimabile per 
mezzo delle rimaneiiti, inediaiite l i ~  formula: 

ed è quiiidi eliiniiiabile; t Z  è esprimibile inediaiite le poteiize residue, esseiido, 
aiialogameiite, 

t' = lim [12 - t 2 ( 1  - t ) " ]  = lim 1 1 t 3  - 
u - M  ( ( 3 4 - +  ...) 

ed è pure elimiiiabile; e cosi via. Ma se si elimiiiaiio iiisieme t ,  t', 1" ... ri- 
inaiie 1, che iioii è uiia base di C. 

Noii 6 duiique iinmediata, e preseiita quiiidi uii certo iiiteresse la c o s t ~ w  
zione di uua base II ,  1, ,  ... In, ... in cui un ele~ne~àto no18 sia appl-ossintabile 
mediante combinazjoni lineavi degti alti-i, e clie potremo dire base vidotta. 

Si vede subito corne questo problema siti legato alla esisteiiza di iper- 
piani iri S ;  se jiifatti II, I,, ... In, ... formaiio uiia base ridotta, un In deve 
essere fuori della varietk liiieare che l'origine determiria cou gli altri Ir, e 
con questa varietà deve defiilire S; quiiidi la varietà stessa deve essere iiii 

iperpiano. Cioè : 
Se 1,, 1,, ... 1 ,,... é una base ridottcc, e da  essa si toglie In, gli elemenli 

~sesidui detemzina~zo con 2' ol.igiue un ipe1.pin?to, che I L O ~  contietze 1, . 

'50. Per dedurre dalla base u,,  u,, ... u,,, ..., qualsiasi, uiin base ridotta, 
si pub procedere iiel modo segixeiite. Supposto aiizilutto, coine e lecito, che 
gli ui siaiio liiiearineiite iiidipeiidenti, detei'iniiiiaino uiia f. a. c. S,(x) tale 
che A,(zt,) + O, e poniamo : 

Gli u,'" iioii saraiiiio iiulli; si deteiiniiii allora uiia f. a. C. A,(%) tale 
che A,(zr,") + O, e si poiiga 

la successione 1,, I,, ... In, ... sa94 una base .~.idotta. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Per diinostrnre che le IV formano uiia base, si osservi che ogiii coinbiiia- 
zioiie liiieare delle u , ,  u,, ... un e, i i i  virt,u delle forinule precedeiiti, coinbi- 
iiazioiie liiieare delle u,(I), usc1' ,... u,,"), quiiidi delle u,'~),  Z C ~ ( ~ ) , . . .  u,,('), WC., e 
fiiit~lme~ite delle u,("), u , ( ~ ) ,  ... u , , ' ~ )  che coiiicidoiio coi1 le I l ,  I ? ,  ... I,, . E vale 
miche la coiisiderazione inversa. 

Proviaino ora che con uiia opportuiia coinbinazioiie liiieare della An($) 
è possibile trovare unn f. a. c. Ba($) che si aiiiiulli per x = I,. , coii r +  11. 

e iioii per x = I n .  Premettiamo 1' osservazioiie che è identicnrneiite, per 1 % )  1, 

e ii i  particolare 
A,(I,J = O per 92 > 1. 

Aiialogameii te : 
A&) = O per 11 > 2, A,(I,) = O per 11 > 3, 

e cosi via. 
Se ~oiiia.ino nllorn 

e cerchiamo di soddisfare alle coiidizioiii 

B,,(T,.) = O per 1' + n 

vedinino d i e  qiieste soiio ideiiticaineiite soddisfatte per g . >  n, ineiitre per 
1 -  = 1, 2, ... 11 dit11110 Iuogo itd 9~ - 1 equazioiii liiieari iielle A,. da, cui é evi- 
cleiiteiiieiite possibile sicavarle uiia dopo l'altra, iiell' ordiiie A,- ,  , A,,-, , ... A,,  A , .  

Si ha d' altra pitrte B,,(I%) = A,(In) + O.  Esiste duiique uii iperpiaiio 

Bn(x)  = O 

che coiitieiie l'origine e i puriti IV, ad eccezione di I , .  L:b base trovata é 
duiique ridotttt. 

Il procedimento svolto andrebbe precisato coi] la effettiva iiidicazioiie 
delle f. a. c. A ( x ) ;  cib non offre difficoltk 

51. Notiaino due modi di deteriniilare le A,,(%) che possoiio essere parti- 
colariiîeiite vaiitaggiosi : 

a )  Per ogiiuiio degli = I si pub assuniere per A,($) uila f. a. c. 
unitaria tale che 

A , ( U , ( ~ - ~ ) )  = mod un"+" (n.' 36), 

sicché, ridotti gli 1, uiiitari inediniite coiiveiiieiiti fattori, si avrlt allora 

d 1 ,  1 Nor A ,  = 1, A )  = 1 A (  = per 1 .  > n. 
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b) Supposte ilote A , ,  A , ,  ... A,  e quiiidi costruita ln siiccessioiie 
u , . '~ -~) ,  coi~sicieriaino la varieth lineare U,-, defiiiita dall' origiiie e da 

p-1) , 2&", ... un-i (n-1) (ossia clfi I , ,  I,, ... In-,) che coiiicide coi1 quella defiiiita 

- 1, e quiiidi dall' origine e da u, , zl,, ... u , .  Essa 11011 co~itiene - 

esiste (na0 37) uiia f. a. c. A,($) tale ohe 

coi1 la quale proseguirenlo le operazioni. 
E chiaro che sarit 

ed anche, da1 11." precedeiite, 

Si determinano cosi seiiz'altro gli iperpiaiii passaiiti per l'origine, che 
coiiteiigono tutti gli 1,. 'ineiio uiio; essi soiio 

Le propriet8 di queste basi ridotte I , ,  I,, ... In ,  ... si possoiio cosi coin- 
pendislre: esiste una successione di f. a. c .  unitalSie A,(x) tali che 

An(I9.1 = 0, 9. * 1 % ;  An(In) = un-,) 
essendo Un-, la valietd linea9.e defiuita dall'ojigiue e d a  1 , ,  1 , ,  ... In-, . 

Lascinmo al lettore la facile iiiterpretazione geometricn del risiiltato, che 
ha molta aiialogia coi1 quel10 otteiiuto da SCHMIDT per lo spazio L,. Uiia 
perfetta aiialogia richiederebbe A,,(I,,) = inod In, ci0 che iioii seinbra perd 
facile a coiiseguire. 

62. La. riduzioiie della base permette di stal~ilire i seinplici risultati 
segueii ti : 

a) Se ln selsie 
c i l i  + c212 + - . a  + cnTn + ..a 

g.~pp?~eseuta E'elemento nullo, tutti  i ci sono nulli. 
Se fosse iiifatti c,+O, si ricaverebbe per 1, uii'espressioile liilenre iii 

funzione di 1,, I,, ... I ,.-, , Ir+, , ..., coiitro 1' ipotesi. 
13) Segne 1'iiiiiciLB del10 sviluppo, nmmesso possibile, d i  un elemento x 

in serie di eleineiiti I,.. 
c )  Uno s p a ~ i o  vetto~.iale sepavabile n i?afinite dintegzsioni, conzplelo, 

contieue ele)ihenti che non sono combinazio?zi li?zeavi d i  un ~ ~ z m e r o  finit0 
d i  elenzenti della base (cfr. il." 44). 

Annati di Matematica. Serie IV, 'Porno X. XI 
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Dalla base data u,, u ,,... un ,  ... si deduca la bnse iidotta Z,, 12, ... I,, , ...; 
ogni combiiiazioiie liiieare di uii numero fiiiito di elemeuti della prima base 
é aiiche combiiiazione lineare di un iiumero fiiiito di eleineiiti delln secoiida, 
e viceversa. Siario E,, tp,  ... E,, ... iiuineri positivi tnli che la serie Z E, inod Il. 
sia convergente; segue facilineiite (6') che la serie 2 EJ,. é pure convergente 
e rappresenta, per la supposts completezx:~,, uii elen~eiito x. Esso iioii è coin- 
binaziorie liiieare di uii  iiuinero fiiiito di elemeiiti della base perché da 

-- ... = O  contro l'ipotesi. segue, per b), en+, = E,+Z - 

53. Vogliamo infiiie notare una trasformazione del1.a bnse che esteiide il 
tipo di npprossimazione che va sotto il iioine di TCHEBITSCHEFF, e che po- 
trebbe avere qudche iiiteresse. Data la base u , ,  u ,,... u, ,... ridotta agli 
elemeiiti liiiearmeiite iiidipeiideiiti, si sa (II." 2) che le distaiize di u,, dalle 
combinazioni 1iiie:ii.i di u,, zt2, .:. un-, (varietIl Un-,) ammettoiio un miiiinio; 

e-1 
sia ri ~,."'-~)tc,. uiia delle combinazioiii che di~iino il niiiiiino, per es. quella 

1 

corrispondente ai valori minimi dei coefficieiiti, e 

SarA allora 
(un,  Un-,)  =  MO^ Jn . 

E chiaro che le J,, formario uiia base, che la varieth U,-, é anche quella 
delle combinrtzioni lineari delle J,, J2, ... Jn-, e che é 

poiché la rettcz J,un A parallela alla Un -, . Ridotti gli J,, uiiitari, si ha  dunque 
uns base j,, j , , , , ,  j,, ,,. tale che 

mod j ,  = 1, (j,, U,-,) = 1 

essendo Un-, la val-ietd defim'tu dn j , ,  j,, ... j,-, . 
Da1 n.O 37 segue allora 1' esisteiiza dei funzioiiali unitari A,(x) tali che 

('9 per queste e simili ovvie estensioni -di teoremi noti sui lirniti e sulle sel40 cfr. 
BANACH, 1. c., g 2. 
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Non siamo riusciti a decidere se uiin siffatta ba.se sin in geiierale ridotta, 
come indichel-ebbero due cnsi particolari: a) quello dello spazio C dove d d l a  
base 1, t, t 2 ,  ... in - I l '  1 si deduce l a  successione di TCHEBITSCHEFF,  
j,(l) = cos ( 7 1  arcos t ) ;  b) quello dello spazio L, ove il procedimeiito si riduce 
ancora. a quello di ortogoiializzazione di SCHMIDT. 

IX. Spazio duale topologico. 
Approssimazione delle funzioni additive continue. 

54. Ne1 ri." 19 si é defiiiido e brevemente st!idiato uiio spazio vettoriale Z 
che si pub dediirre da. ogiii spasio lineaae inetrico S dotato di iperpiaiii e 
che :i.bbin.ino detto spazio dunle met?-ico di S. Esso esisterA iii particolare 
se S é sepii.rnbile; m a  potrà avvenire che esso noii sin separabile. 

Nelle applica.zioni il criteJi0 di vicinaiiza stabilito da1l;i. inet,rica di 2 pub 
essere troppo rigido; per es. per 10 spazio C i fiiiizioiiali x ( P i ) ,  %(Pz )  hniino 
distaiim. 2 (tale 6 la ilorlnit di x ( P , )  - ~ ( 1 ' ~ ) )  qiiitlunque sia. la  posizione 
di P i  e P,; mentre snrebbe lecito domandarsi che, la .  loi'o distaiiza tetidesse 
a zero al teridere di  P, a. P z .  La cosa si spiegx peiisaiido che la. teiidenzn 
a1 limite di certe f. a. c. A,(%) verso un limite A(%) in L, rioii esprime soltanto 
che per  ogiii x si h a  

lim A,(%) = A(%) 

ma anche che tale convergenza avviene uniforu~eme~tt t i  pel. tu t t i  gl i  ele- 
menti  x u n i t a r i  (63). 

Se come defiiiizioiie di limite prendiamo In ielazione 

da  vnlere per  ogni a, senz'altra condizioae (convergenza pu?ztuale), c rinuii- 
zinrno n porre per le  f. a. c. un concelto .di distanzn, le f. a. C. di uiio spazio S 
ci forniscono iiiio spazio lineare Z' che noil pub dirsi metrico, m a  soltaiito 
topologico. Si vede facilnicilte che qunndo S h a  uii iiumero finito di diinen- 
sioni 2' coiiicide coii Z.  Nel cas0 coirtrnrio, s e  S è separabile, Z' è certitmeiite 

(BJ) Si  ha infatti per un x unitario 1 A(x) -- An(x) 15 Nor ( A  - A,) ohe tende a O per 
ipotesi. Viceversa se A,(%) tende uniformemente ad A(%) per ogni x unitario, tende a zero 
per .n - CO il limite siiperiore di 1 A(x) - A&) 1 per gli x unitari, cioè la norma di A -- A,. 
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diverso d a  X; esistoiio iiifatti (11." 44) successioni di f. a. c. che tendoiio a zero 
per ogiii x, e quindi conie elementi di Er, rneiitre non teiidoiio a zero iii 8, 
aveiido tutte iiorma unitaria. 

Noii seinbra che 10 spazio dunle topologico 2' sia stato siiiorrt consideiato, 
iieppure in cnsi particolari; iié iiitendiaino addentrarci iioi q ~ i i  i i i  tale studio 
ohe srtrebbe seiiza dubbio di un certo interesse. Noteremo soltaiito iiiin pro- 
prietà semplice di 2': se S è sepa?sabiie, anche 2' è sepavabile; in n1t1-e 
pnvole, ogni f. a. c. A(x) d i  S é approssiinabile pun tun lnse~~ te  niediunle 
combinazioni l i n e m i  d i  u n a  certa successio?ae B,(x) d i  f .  n.  c. 

Questa proprieta è solo uii caso particolare di uii teorema aii:ilogo re- 
lativo agli iperpiaiii radeiiti n uii corpo coiivesso di S, che ora ci propoiiiri.mo 
di dimostrare. 

56. LEMMA 1' - Se le condizioni linenî-i  A,(x) < 1 definiscono ne110 spazio 
linea?.e ~ ~ t e t v i c o  S un corpo convesso I', e se B(x) = 1 2 l 'equnzione d i  u n  
ipa lp inno  radente a r, sarà 

B(x) c= lirn slip A,(%) (61). 

Notinino aiizitutto che in uii yuiito x0 iiiterno a I' si~rh,  per ogrii n, 
A,($,) < 1;  chè s e  fosse per es. A,.(%,) = 1, in un iiitoriio coinunque piccolo 
di x, esisterebbero puiiti x per i qunli sarebbe A,.(x) > 1, e die  qiiindi iioii 
apparterrebbero a r. 

Sia ora lin1 SUP A,($) = c > O, da  ciii liin S U @  A ,  = 1, e cio6, per 

x 
(: j 

ogiii n, A,(:) < 1. II punto - appiirtiene nllora a r, ed  6 quiiidi B - < 1, 
C 

B(x) < c.  
(3 

Sia ,  iii secoiido luogo liin siip A,(%) = O ; s:irà, per ogni A > O ,  
liin sup A&) = O. Ne segiie A,(Ax) < O < 1, onde hx a.ppartieiie n I'. 
Percio B(Aa) < 1, B(m) < 111, e per 1' arbitrarieth di A, B(x) < O. 

(64) facile dimostrare che se l'origine è interna a l  corpo, lim. sup. A,,(x) è finito. 
Detta infatti a l a  distanea dell'origine da1 contorno essa non supera 1s distanza dell'oi-igine 
da  uno degli iperpiani A,(%) = 1, cioè i /Nor  A. Segiie Nor A 5 i / E ,  e A,(xj 5 mod %/B. Si 
dimostra pure facilmente che ~ ( x )  = lim su4 An(x) è una funzione (M) e che la  condizione 
~ ( x j  5 1 determina precisamente r. I l  teorema del testo dice i n  sostanza che cp(x) = lim slip B(x) 
dove B(x) é una qualunque delle f. a. c. tali che B(x) = 1 è radente a r. Si ha  cos1 per 
ogfii corpo convesso una r a ~ p ~ e s e n t a z i o n e  a canonica r che coincide cou qiiella del n.O 9 per 
i corpi limitati, ma pub diffevirne per quelli illimitati. Per la prima infatti cp(xj pub essere 
negativa i n  punto ove la seconda le  darebbe il valore O. Si potrebbe vedere che la fun- 
zione (DI) canonica è l a  minima tra  quelle che rappresentano u n  dato corpo. 
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Sis fiilalinente liin slip A,(%) = c < O, da cui liin inf A, = 1, ossia, per 

X (3 
ogiii n, A,(:) 2 1 .  Si poiiga - = y, e si diça z uii punto qua~unque iiiterno 

C 

:r r, lie1 quale qiiiiidi è A&) < 1. Coiisiderata, la semiretta ya, cioè i piiiiti 

x = + t(Z - y) per t > O 

s u  essa la A,($) è fuiizioiie liiieare di t ,  decresceiite perché A,(%) < A,(y). 
Segue che per t > 1, cioè per i puiiti che seguoiio a sulla semiretta, sarli 
A,(x) < A, ( z )  < 1, sicché questi puriti saranno iiiteriii. Si consideii ora l i t  B(s) 
sullri stessa seiniretta: .per t > 1 sar8 B(x) < 1, quiiidi 111 B(x) sarh fui~zioi~e 
costante O decrescente di t .  Sar8 duiique &y) 2 B(z). Ors, esseildo B(x) = 1 

l'equazione di uii iperpiano radeiite, a1 variare di a i n  l' i l  liinite superiore 
di B(x)  è 1; è duiique 

Il leinma é cosi diinostrato in tutti i casi. Si osservi che iiiutaiido x 
iii - x se ne ricava anche 

B(x) 2 lim inf &(a). 

LEMMA 2' - Sia (F) un aggl-egato d i  forme linen2.i 

nelle r va?-iabili A , ,  A,, ... A,. e 
'7- 

g(A,, A,, ... A,.) = Z biAi 
1 

un nltra forma Eineave nelle stesse vnriabili. Se é sentp9.e 

g(h, , A,,  ... A,.) < lim sup f(A, , A,, ... A,.) 

si pot9.à app~*ossimare g uiediante combinazioni lineavi di un numero 
finit0 d i  fo,.r)ze d i  (F) (rtîzzi di non pi& di  r i -  1 di esse) n coeficienti po- 
sitivi ln cui somma sin 1. 

L'approssimazione potr8 essere valutata iuedi;~iite i l  iiiassiiuo inodulo 
della differeiiza trn i coefficienti corrispondeiiti, O i i i  d t ro modo equivaleiite. 

L' ipotesi del lemma pub anche eiiiiiiciarsi ne1 modo sog-uente: se la forma 
1inea.re Z Aixi iiélle va.riabili xi assume valori < k per xi = c r i ,  per tiitte le 
forme di (P), essa assume valori < k anche per xi = bi ;  e cib per qualuiique 
valore di  k. Od anche, coiisideraiido le xi come coordiiiate del punto geiierico 
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di uno spazio eiiclideo Sv: se l'iperpiano 

lascia da uiia stessa parte i puiiti P = (ai), lascia anche dalla stessa parte il 
puiito Q = (hi). Risulti~ allora subito (65) che Q appa.diene a2 wininio aggve- 
gato cunvesso che contiene i punti P,  od é uu punto d i  accunzulazione d i  
detto aggregato. 

Ne1 primo caso, un teorema di STEINITZ ('9 dimostra che Q A bariceiitro 
di lion piu di 1- + 1 trn i punti 1' con inasse positive, ossia che esistoiio 
1 I Y f 1 nuineri positivi c , ,  c,, ... cl aventi soinma = 1 e Z puiiti P, P(h)=(aithi) 
tali che 

bi = c 1 '  a:( ']  t c ,aP  + ... t c l a P  per i = 1, 2, ... 1..  

Ed e allora, dette le corrispondeiiti forme Z ~ ~ ( ~ ' 1 ~ :  

Ne1 secoiido caso, Q sara approssiinnbile mediniite siffatti baricentri 
ossia g npprossinmbile, iiel inodo indicato, mediante le corrispoiidenti combi- 
nazioni lineari delle f. 

Iii condizioni particolari, per es. se (P) e costituito da un numero fiiiito 
di forme, O e chiuso, si potrh limitarsi alln prima everitunlitk, con che il teo- 
rems risulterà notevolmeiite precisato. 

56. Sin I' uii corpo convesso dello spnzio separabile 8, distinto da S, 
contenente l'origiiie. Sa.ppiamo (1i .O 43) che esso si pub coiisidera.re corne in- 
tersezioiie di uii'iiifiiiità iiumerabile di seinispazi, sicchè l'apparteneiixa di un 
punto x di S a I' si pub cnratterizzare mediaiite' condizioni lirieari del tipo 

Sia B(x)= 1 l1equa.zioiie di un iperpiaiio radente a I'; sarà, per il leinma 1" 

( a )  B(%) < liiii sup An(x). 

Sia ora u i ,  u *,... un ,... uiia base di S, formata di elementi liiiearmente 

(65) Per le proprieth dei ininimi aggregati convessi che contengono un aggregato dato 
cfr. CARATHPODORY, Ueber den Variabilit&tsbereich der Pourierschen Konstanten won po- 
sitiven harmonischen Pu?aktaonen ( a  Math. Annalen D, XXXII, 2 O  Sem., 1911, Kap. I), ove si 
trova il caso degli aggregati chiusi; STEINITZ, Bedingt konvergente Reihen und konwexe 
Systeme, c Crelle's Journal m, B. 143, 128-175, per il caso generale; per il teorema qui appli- 
cato, STEINITZ, 9 11, teor. 1. 

(66) STEINITZ, 1. c., 3 10: teor. 4. 
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indipeiideiiti, e U,. ln varietb liiiease defiiiita dall' origine e da u , ,  u, ,  ... zc,. 

e aveiite quiiidi per elemeiito generico 

Iii U,. la. (a) si scriverh: 

r 9- 

Z hiB(ui) < lim sup I: hiA,(ui); 
1 1 

sarA quiiidi applicabile il lemina 2" alle forme 2 AiB(ui), Z hiA,(ui) e quiiidi 
iii U,. la  B(r;) ~ a r A  espriinibile nella forma 

dove p(x), per 1111 dato X ,  pi10 supporsi piccolo a piacere, e q n l t r a  parte, 
per tx; variabile, si diniostsa facilmente essere della forma a(x) ~ n o d  x dove 
o(x) è limitata (sicchè l'approssimazioiie è uiiifoi'me sulla sfera uiiitaria). 

Se r; é iiivece uii puiito qiialunque di 5, esist,e (n." 2) qualche puiito C/ 

in Ur tale che (x, y) = (x, UV) e quindi 

dove e ha modulo unitario. All'elern&ito y = x - (x, Ur)-e pub allora ap- 
plicarsi la ( b ) ;  si ottiene 

Orn, se 6 è la minima distaiiza dell'origiiie da1 coiitoriio di i' si ha subito 
Nor A < 116, Nor B < 116 (cfr. nota (64)), onde e : 

1 2ci  2 
inod (B (e )  + Z c,A,,(e)) c= Nor B i- 2 ci NOS Ai < - + - = - 6 6 6  

e si conclude pe-ib 
B(m) = Z ci A,$ (x) -+ R(x) 

dove 

Se si nota che (x, U,.) teiide a zero per ls-oo, perche r; 6 approssima- 
bile mediante eombinazioiii Iiiieari delle t(i, e che pes uii dato Y, cioe per 
i i i i  d ~ t o  y, p(y) pub supporsi cointliique piccolo, si conclude che R(x) piib 
supporsi pure piccolo a piacere. Si ha cosi il teorema generale: 
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Se I' è un cojapo co~messo del10 spazio sepavabile S,  contenente l'ovi- 
gine, esiste w n  .successiom nume?.abile A,(x) di  f. n. c. laie! che essendo 
B(x) = 1 E'equazione d i  w z  i p e ~ y i a n o   aden ente ad S, H(x) si pub appvossi- 
wal-e pzcntunlme~~le mediaute combinazioni 1inem.i d i  u n  nzme9.o finit0 
delle A,(x), a coeflcienti positivi, la cui so,mnzn è 1. 

L a  dimostra,ziorie dice.di  piu che  si pub ottenere uii'espressione appros- 
simatn. di B(x) mediante non pih di  .r. i- 1 funzioni A,,  con uii errore 
< 2w,./6 -+ E esseiido w, la inigliore approssiinazioiie di x mediante combina- 
zioni lineari di 1 .  elementi dati u , ,  u,, ... u,. ed e corriuiique piccolo. 

57. F r a  le applicazioni di  questo teoreina iiidichereiilo solo le due piii 
iiotevoli che  si otteiigoiio assuineiido corne corpo 1' l a  sfera unitaria O uii 
ciliiidro rotoiido di  rnggio 1 avente per  asse una varieth liiieare V usceiite 
dall' ori,' wiiie. 

c c )  Nel primo caso B(a) A .  uiia qunluiique f. a.. c. iiiiitaria, giacchè per 
uiia tale fuiizioiie l 'iperpiano B(x)  = 1 è radeiite alla sfera unitaria. Se poi 
R(x)  iioii è iinitai-ia, tale é B(x)/Nor B; si h a  dunque: 

Nd10 spazio sepa~wbile S esiste unn successio~ze di  f .  a. c. unitalie 
A,(x) tale che u12a qualtcnque f. a. c. B(x) si pub appî-ossima9.e puntuai- 
mente mediante combimzioni linenri d i  u n  tzun~e~-o fznito delle A,(x) con 
coeficienti positivi la cui somnzn é Nor B. 

Qiiesto risultato dimostra la  separabilith del10 spazio duale topologico, 
:ifferniata. iiel II." 54, e l e  apporta un complemento abbastaiiza preciso. Si 
ricordi che le A,(x) possoiio essere uii qualiiiiyue sistema di f. a. c. tali che 
d a  A,(x) < 1 segua mod x (, 1 ; e che esseiido qui 6 = 1, 1' errore della rap- 
preseiitazioiie medlaiite 1 .  i- 1 termiiii pub ridursi minore di 20,. t E ,  col solito 
sigiiificato dei simboli. 

b) Nel secondo caso si possono assumere le A,@) in modo che  gli 
iperpiniii A,(x)= 1 sinno radeiiti a l  cilindro I' (11." 43); sappiamo allora (II." 12) 
clie gli iperpiaiii A , ( s ) = O  passeranno per  l'nsse V. Egualineiite passer& 
per  V l'iperpiaiio B ( s )  = 0; e le A, e la B stirariiio tutte funzioiii uiiitarie. 
Corne in a )  risultera allora: 

Dntn i n  S unn car-ietà lineave V passaute per 1' origine, s i  pub tvova~.e 
una successione d i  f. a. c. unital-ie che s i  iznnullnno su V tali clze og~li  
f. a. c. B(x) che si a~z~zul la  su V si pub app~*ossinia~-e pznztunlniente 112e- 

dinnte combinuzioni 1inea1.i d i  u n  nume~.o finit0 delle A,(x), (I coeplicienti 
posiliai ln cui sommn vnle Nor B. 
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G. ASCOLI: Sugli spazi lirceari metrici e le loro varieta Iineari 231 

58. Voleiido sceridere ad applicaziorii piii particolari, cioè a spazi liiieari 
determiiiati, si potraiiiio avere i~umerosissimi enuiicin.ti, pih O meno iriteres- 
saiiti, sui quali non iiiteiidiaiiîo qui diliiiigarci. A titolo di eseinpio preseii- 
tiamo soltaiito alcune osservazioni relative ai10 spazio C delle funzioiii con- 
tinue ilel dominio limitato a di un Sv: 

a )  Costituiscono uii possibile sisteina di fuiizionnli A,($) in C i fun- 
zioimli 

A,'(%) = a( Pn), A"(%) = - a (  Pm) 

dove i P, formano uii aggregato di punti di a, ovuiique deiiso (ri.' 48, f )) .  
Ne risulta che i i i i  fuiixioiiale liiieare B(a) iii C è approssimnbile mediaiite 
espressioni del tipo Lcix(Pni), con 2 1 ci 1 =Nor B, forma nella quale si intra- 
vede già la struttura dell'iiitegrale di SITELTJES (ufr. 11.' 30). 

Assumendo invece per gli A&) le espressioni 

dove i campi a, soddisfario alla coiidizione indicata al  n." 48, f ) ,  si h a  per B(x) 
1' espressiene approssimata 

ci ~ ( P ) ~ o ( P )  = ~ & ( P ) ~ ( P ~ ~ O ( P )  
mis O,, 

ani a 

dove c p ( P )  risulta dotata di uii riutnero fiiiito di valori; precisnmente è possi- 
bile dividere a in uii iiumero fiiiito di domiiii, iii ciascuno dei quali cp(P) ha  
valore costante. E si ha: 

J 1 ip(P) 1 do(P) = Nor B. 
a 

Si riconosce qui uri' espressiorie siinile a quelln data da un noto teorema di 
HADAMARD e a questa facilmerite riducibile. 

b) Coiisiderato iti C il coiio 3, delle furizioni aventi il massimo < 1 
('1." 30, a), y)) per esso uii sistema di funzionali A,(%) è dato dalle sole espres- 
siorii A,'($). D'altra parte gli iperpiitni radenti a 3, sono dati da  B(a) = 1, 
dove 13(cr;) è uiiitario e di tipo positivo; onde vediamo che un qualunque fun- 
zioiiale lineare di tipo positivo si pu0 approssimare rnediante espressioni del 
tipo seguen te : 

2 ci%(Pni), J a ( p ) < p ( p ) d o ( ~ )  

Annali  d i  Matematica.  Serie I V .  Tomo X. 
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dove i ci e in y (P)  sono positivi, e si h a  

L q - rg(P)do(l') = Nor B. -S 
c )  Considerata in C In varieth Ca) delle fuiizioni armoiiiche, che è a 

sua volta uiio spazio lineare separabile (11." 31, g)), pei' esso si possoiio as- 
sumere (11." 48, f ) )  come fuiiziondi A,(x) i valori x(P,) dove perb ora i P, 
sono puiiti del contoimo di o formaiiti su di esso un aggregato ovuiique deiiso. 
Onde vnle in Ca) il primo eiiuiiciato dato &r C, coii qiiesta niodificaziorie. 

Pe r  i funziorinli di tipo positivo si h a  pure il risultato aiialogo a quello 
otteriuto in C; esso pub dedursi dalla considerazione del coiio 3,'a) delle 
funzioni d l  Ca) aventi massimo < 1. In particolare, s e  Q é uii puiito intertio 
a o, x(Q), furizionale unitario di tipo positivo, si potrA appi-ossimare mediante 
espresuioni del tipo Lcix(P,,), dove i soiio punti del contorno e i ci sono 
positivi e di somma 1. Cid pub esprimersi dicendo che i l  vnlore che u n a  
qualunque funxione a twon ica  in 0 assume .in un punto i n t e m o  Q si pu6 
appvossinzare rnediante nzedie pondei.de d i  çalori assunti  dal la funzione 
in g u n t i  del contorno, con pesi positiui; i puati e i coefficienti essendo, ben 
inteso, indipeiideriti dalla particolare fuiizione arrnonica considerata. 

NOTA 

Ho già segnalato alla fine della la Memoria i lavori di E. HELLY (1921) 0 H. HAHN 
(1927). sfuggiti prima alla mia attenzione, in cui vengono trovati per altra via alcuni dei 
risultati pih importanti delle mie ricerche. Debbo qui aggiungere alla lista il seguente scritto, 
che presenta con esse coincidenze ancora più estese: 

BANACH (S.), Sur les fonctionnelles linéaires (U Studia Mathematica D [Lwow], 1, 1929), 
pag. 211.216 e 223-239. - - 

Nella prima parte sono dati i teoremi fondamentati sulle varietà lineari, con metodo 
assai sirnile a quello di HAHN (cfr., per la restituaione di priorità, nei medesimi Studia, il 
vol. II, pag. 247). Nella seconda parte, 5 2, si ha, in forma puramente analitica, il  nostro 
teorema sull'iperpiano radente a un corpo convesso; ne1 § 3 si  studia, col nome di conver- 
genza deboie, la  convergenza da  noi detta topologicoc O puntuale delle f. a. c., e la separa- 
bilità del10 spazio duale topologico di uno spazio separabile. Anche il § 1 tratta questioni 
inerenti al10 spazio duale. ((3. A.) 
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Condizioni necessarie per la semicontinuit& 
degli integrali doppi del Calcolo delle Variaaimi (*). 

Siinto.. - Il presente lavoro contiene le condizioni necessarie per la semicontinuitdc, su una 
qualunque superficie definita d a  una futzzione 1; = 5(x, y )  assolutamente continua (ne1 
sens0 del prof. TONELLI), degli integrali doppi de2 Calcolo delle Vaviaziolzi. 

In una recente Memoria Sur la senti-co~ili~zuitd des iîzt&g~.ales doubles 
du c u l ~ u l  des vcr?intiolzs (') i l  prof.' L. TONELLI ha  stabilito le condizioni suf- 
ficieati per ln seinicoiitiriuitii degli iiitegrali doppi del calco!o delle variazioni. 

Segueiido uii Suo prezioso corisiglio, del quale Gli sono profondamente 
grato, ini sono proposto di trovare le coiidizioiii necessarie per l a  semicoiiti- 
iiuità degli integrali stessi, ntteiiendoini al metodo seguito da1 prof. TONELLI, 
iiel su0 tiattato Fondamenti d i  Calcolo delle Val.iazioni, per stabilire le 
coiidixioiii necessarie per  la semicoiitiiiuità degli integrali curvilinei (7. 

Ne1 preserite lavoro mi occupo della semicoiitinuit8 degli iiitegrali doppi 

in tutto il campo di definizione della fuiizione f(x, y, s, p, q) e relativa- 
mente alla classe delle fuiizioni x = x(m, y) assolutainerite continue (ilel seiiso 
del prof. TONELLI). 

III altro lavoro, che spero di poter prossiiunrneiite pubbiicare, tratterb 
iiivece della semicoiitinuitii, degli iiitegrali stessi su uiia data superficie defi- 
nita d a  uiin funzioiie z = z,(x, y) della stessa classe. 

1. Generalità (3). - Supposte note le  defiiiizioiii di campo apevto linzitnlo 
e di funzione d i  due val-iabili nsSolutanzenle continua (rie1 senso del prof. 

(*) Lavoro eseguito ne1 Seminario Matematico della R. Scuola Norniale Superiore di Pisa 
nell'anno accademico 1930-31. 

(i) L ,  TONELLI, SUT la senzi-continuité des imtégrales doubles du calcul des variations, 
Acta Mathematica n, T. 53 (1929), pagg. 325-346. 

(9 L. TONELLI, Fondamelzti di Calcolo delle Variuzioni, due voluini, Zaiiichelli, Bologna, 
I n  particolare vol. 1; Cap. VI, S 1 e Cap. S. 5 1. 

(9 Luogo citato in (i). n.1 1-2. 
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234 S.' CINQUINI : Condàzioaj mecessarie per Zn semico~atinwilà 

TONELLI) e supposta la fuiizione f(a, y, z, p, q)  finita e coiitiiiua in ogiii 
puiito (x, y) di uii campo aperto limitato D e per tutti i oiilori fii1ii.i di z, p, q, 
si coiisidera la classe @ delle fuiizioni z ( x ,  y) definite e assolutiiiiieiite con- 
tinue i i i  D e tali Che esista fiiiito l'iiitegrnle doppio 

L'integrale ID[z] dicesi semicontinuo infc?rio,wiente, se, esseiido datii. uria 
furizioiie qiinluiique zo(x, y) della classe @, si pu6 fnr corrispoiidere a ogiii 
a > O uri p > O tale che sia 

per tutte le fuiizioiii della classe @ soddisfacenti, i i i  tutto D, alla disugua- 
gliniizn 

I z(x, Y) - ~ o @ ,  Y) I < P.  

Aiialoga definizioiie per la sen~ico?ztinuilà superiove. 

2. Prima eoiidizione necessaria per ia semieontinuith inferiore. - Di- 
mostro il seguente teoiema. 

S i n  f(x, y, z, p, q) una f ~ z z i o n e  @nita e coîzlinua  COI^ le sue d e ~ i v a t e  
parz ia l i  f,, f q ,  fp,, f F q ,  fqq i n  agni ?mz to  d i  un canzpo ape19o Eirnilato D 
del piano (x, y )  e pel* t u t t i  i vn101-i JZniti d i  z, p, q. Allal-a, se l ' in tegmle  
ID[z] é 267ZCt fiinaione senticonlinua infe?*iornze?lte, i l !  t u t t i  z punt i  del  campo D 
e della sua fi'ontie?.a e peg. t u t t i  i valo~. i  finiti d i  z, p, q dece esselve 

- - 

Supponiamo invece che esistn un puiito (x,, y,) del campo D e uoa terna - - - 
di valori z,, p , ,  q,, per i quali si abbia 

In ta1 caso B sempre possibile detesmiiiiire uiia coppia di iiuineri zc, v, 
iioii nmbedue riulli, in modo che sin 

Tiloltre, per la coiitiiiuit8 delle f,,, fp,, f,, rispetto alle variabili x, y, 
r, P, q, considei'scto un iiuinero 5 > 0, coinuilque scelto, pui'chè soddisfaceiite 
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deg 2i i n t e y ~ a l i  doppi del Calcolo delle V a r i a a i w i  235 

alla disuguagliaiiza 

è possibile detei'miiiare un nltro numero 6 ) 0 in modo che  sia 

ogniqunlvolta risultino soddisfatte le disuguaglianze 

6 essendo irioltre t .de ohe i punti (x, y) soddisfacenti alle prime due disiigua- 
gliaiize a.ppçi.rtenga.iio al cnnîpo D. 

- -. - .- 

Ne1 piaiio (x, y) considemta la i'etta s,, passante per il puiito A @ , ,  y,) 
- - 

(proiezioiie di yo7 zo)) e definita d a  

si costruiscn uii quadrato & ( I o ,  Bo, A,, &), tale che  anche il vertice 3, sia 
- 

siill:~. ret ta  s,, e clle, iiidicata coi) I l a  luiighezza del suo lato, si abbia 

Per l i ~  (3) Q risultii. iiiteriio a1 campo D. 
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236 S.  CINQUIEI : Condizioni fiecessarie per  Zn senzicontirtzlità 

Fer il punto A, si consideri il piano TI,, defiiiito da 

e iii questo si costruisca il parallelogramma P, aveiite corne proiezioiie orto- 
goiiale su1 piano (x;, y) il quadrato Q.  Si assuina P coine superficie S, definita 
dalla funzioiie 

z -= z,(q y). 

In tutti i punti di P per le (3) e (4) soiio 'verificate le prime tre delle (2) 

Mediante n - 1 rette SC' ( 1 -  = 1 ,  2, ... 92  - 1) parallele alla < si divida il 

quadrato Q in 7z rettangoli uguali Q:) (7.= 1, 2, ... n) e siaiio A r ) ,  BPI (,.= 1, 2, ... 
12 - 1 )  i punti d'iiîcontro della retta s?) rispettivamente coi lati &,& e 6>Jo 
del quadrato Q.  Si ponga iiioltre 

Siano A:), B!? (Y = 0, 1, 2, ... ?A) i puiiti del piaiio II, aventi per proie- 

zioiie ortogoiiale su1 piano (LU, y) rispettivanlente A?), E?). 
Le rette A ~ ) B ? )  (9 -  = 1, 2, ... u) risult~irio evideriteineiite parallele a h  

- 
retta s , ,  iiitersezioiie del piaiio II, col. piaiio verticale passante per s , ;  e 
l'equnzione della. s, è 

- - - - 
j z = Z, -1- P,(X - x,) + ?,(Y - y,) 

Si suddivida poi ogni rettaiigolo Q:) in due rettaiigoli uguali per inezzo 
- 

delle rette II.) (2. = 1, 2, ... n) pardlele alla, s , ;  e, iiidicnti con J!??), FTld i puiiti 

d' intersezione deHa i r )  rispettivamente coi1 Ar)>?', Er'%:', questi rettarigoii 

Fissato uii iiumero h > O  tale che 

B") . 

si consideri il piano gr' passante per la retta S , ( A ~ ) ;  BO)) e defiiiito da 
- 

z = zo + (%, + W ( x  - Go) + (% + Av)(y - y,) 
e per ciascuiia delle rette A ~ B ? )  ( 1 '  = 1 ,  2, ... 9% - 1 )  si consideri il piaiio Q? 

paralle10 a gr). 
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deyli inteyrnli doppi de2 Cc~lcolo delle Vnrinzioni 237 

Iiidicati con E?', FC) i p m t i  di QE~ aveiiti per proiesioiie su1 piano (x, y) 
rispettivameiite 7iJ'?)), Fp) ,  aiiche le rette B ~ ' F + " )  (?.= 1,  2, ... -9%) risultaiio pa- 
rallele alla s , .  

Si assuma la superficie costitoita dai- 212 piirallelogrammi 

coine superficie S,, defiiiita d a  

z = z,,@, y). 

La luiiziorie 2,,(x, y) e evidelitemeiite coiitiiiua in tutto Q (coiitorno compreso). 

Nei puii ti che nppartengoiio ai parallelogrammi HP) si ha  evideiiteineii te 

e in quelli che appartengoiio ai parallelograinini KL*' risulta 

(4) Per  dimostrare le (7) basta calcolare i coseni direttori dei piani (fra loro paralleli) 
a cui appartengono i parallelogrammi Kr("'. 

Si consideri p. es. il piano X a cui appa,rtiene Ki'"). 
Si calcolano innanai tutto le coordinate dei punti A,'"' e El'"). Il punto A,(*) (proieaione 

di Ai(%) su1 piano (x, y)) appartiene alla retta del piano (x, y) perpendicolare ne1 punto 
1 (Gu, G) alla <, e la  distanza di da1 punto Ken) è -. Le coordinate ( X A ,  YA) di Bi(") 
n 

soddisfano quindi alle seguenti relazioni 

da cui si ricava 

'Penendo presente che il punto Ai(n) appartiene anche a l  piano II, si ottiene immedia- 
tamente la sua teraa coordinata 

I n  modo analogo si calcolano le coordinate di E,(n) ricordando che esso appartiene 
anche al piano Qo(n) 

I l  piano E è paralle10 alla retta so, i cui coseni direttori sono proporzionali ai numeri 
- - 

v, - a, PoV - QOM', 

quindi, per una nota proprieta di Geometria analitica, i coseni direttori del piano 6 sono 
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238 S. CINQUINI : Condizioni mecessafie y e r  la sew~icontinuità 

Dalle (5),  (6), (7) risultn in tutti i punti di Q (eccezioiie fatta per I 'in- 
sieine di inisurn (superficiale) nulla costituito dai punti apparteiieiiti ai 271. - 1 

- n)-(4 segmenti Ë!!'%$?) ( 1 .  = 1, 2, ... n) ; A: Br (1- = 1, 2, ... n - 1)) 

La fuiizioiie z,,(z, y) é assolutaineiite continua iii tutto il quadrato Q aveiido 
per l e  (6) e (7) le derivate parziali del primo ordine (O, ove queste inaiicaiio, 
le derivate parziali destre e siiiistre) limitate. 

Facendo ora vnriare il nuiuero n si ha  una successione di superficie S,, 
defiiiite da 

= ~ n @ ,  Y) (7% = 1, 2, ...) 

che per 1 ~ -  w convergono uiiiformeineiite alla S, hi tutto Q (5). 

proporeionali ai minori della matrice 

cioè, sostituendo e facendo le opportune semplificaaioni, ai numeri 
- - 
Po-Au, qo-?.v, -1; 

e ciù basta per provare le (7). 
- - 

(5) Per  provare tale proprieth si calcoli il massimo modulo in tutto Q della differenza 

A ta1 uopo si  osservi che il modulo di tale differenza raggiunge il suo massimo in tutti i 
- 

punti appartenenti ai segmenti chiusi Er'') Fr(") (r = 1, 2, ... n). 

Si consideri allora p. es. il punto K(n): per quanto si è visto nella nota ('), il valore 
di  z, in ta1 punto &:  . 

- 1 ( ~ + ~ z c ) u + ( p e + ~ v ) u  
Z E = E , + -  2% i u i i 2  

e il valore di a, in ta1 pnnto, (valore che si ottiene sostituendo nell'equaaione del piano no 
ad x e y rispettivamente i valori XE, YE) 8 :  

ove A, 1, U ,  v sono numeii fissi. Percid scelto ad arbitrio un p > 0, per ogni 
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degli ideyral i  doppi del Culcolo delle Vurinsio%i 2'39 

Cib premesso, dimostro che l'integrnle IQ[z] rion e sen~icontiiiuo iiiferior- 
meil te sulla superficie z = zo(x, y). 

Infatti, coiisiderata la  differenza 

- - 

risulta, ivi essendo p, = p, ,  q, = go ,  e npplicando poi 10 sviluppo accorciato 
di TAYLOR per le funzioni di pih variabili 

+ (9% - GYfqq(~, y, zo iI;, Q) f 
- 

ove 6 compreso fi'a 6, e p,, < fra q, e q, .  
Quindi 

JJI f ( x ,  y, Zn,  p., qn) - f(x, Y, a0 7 Po, q o )  I d x d y  = 
Q 

Esainiiio osa gli integrali che figurai10 a.1 secondo membro. 
Pei' la coiitinuit8 della funzione f preso un E ad arbitrio, siccome z,, 

per n-00, converge uniformemeiite n z,, e p, e qn sono in rnodulo limitati, 
si pub determinare un numero no tale che per ogni 11 > 1 2 ,  sia per tutti gli 

($7 Y )  di Q 
8 I f (x ,  Y ,  i n ,  P., qn) - n . 7  Y7 a., P"' 9%) 1 < 

risulta quindi per ogni n > n o  

Aveiido gi8 osservato che le fuiizioiii an(%, y j  (n = O ,  1, 2,...) sono asso- 

Annali d i  Mateneatica, Serie IV, Forno X. 31 
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240 S. CINQUINI : Comdizioni mecessurie per la semicomtimuità 

lutamente .continue, tale risulta pure ogni differenxa 

e inoltre questa differenzn per n h o o  converge uniformemente in tutto Q 
verso 10 zero. 

Preso quindi un E > O ad  arbitrio, e subordinato ad esso un p tale che 
per ogni n rnaggiore di un certo n, sia in tutto Q 

avendosi inoltre, a essendo un iiumero maggiore di 1, per le (8) 

- - 
ed essendo f(x, y, go, p,,  q,) limitata in tutto Q per un leinmn (') sttibilito 
da1 prof. TONELLI, risulta per  ogni n ) n, :  

In modo analogo pub rendersi per  ogni n )  n,: 

Si trat ta  ora  di esaminare 1' ultimo integrale che figura ne1 secondo membro 
della (9). Per le (6) e (7) risulta: 

(6) Luogo citato in (l), n." 7. 
Il lemma, dimostrato da1 prof. TONELLI per un quadi-ato avente i lati paralleli agli 

assi cartesiani, B valido per un campo racchiiiso da una cul-va C qualunque, purch& incon- 
ti-ata da ogni parallela agli assi coordinati in un numero finito di punti, non escludendosi 
perb che un tratto del contorno possa essere parallelo agli assi coordinati. 

I n  particolare il lemma B applicabile a un quadrato, a un kiangolo, qualunque siano 
le direzioni dei 101-0 lati. . 
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degli imtegrali doppi del Calcolo delle Variazwlzi 241 

Per  le (8) risulta s a fortiori w 

l i - P 0 1 < 4  14.-4,1<6, 

e perci6, tenute presenti anche le (3) e (4), 
Quindi l'espressione precedente risulta 

é applicabile l a  (1). 
miiiore di 

Dunque, per ogni n > \ n i ,  "O si ha dalla (9) 

1 
ove E è ad arbitrio, mentre A, Q, 5 sono numeri fissi. Se quiiidi B E < - A9Q5, 

12 

' no 
per tutti gli n n,; e siccorne per n-ca a, tende uniformemente a. a, in 

tutto Q, ne segue che l'integrale IQ[z] non é semicontinuo inferiormente sulla 
superficie 8,. 

Con ci0 risiilta provato che se l'iiitegrale ID[%] 6 semicoiltinuo inferior- 
mente deve essere in tutti i punti del campo D e per tutti i valori finiti 

di 2, P, q 
fPP(3, Y, Zi P, q)fgg(x, Y, 2, P, 4 )  - f;n(x, Y, 2, P, q) 2 0. 

Per l a  ~o~itiiiuitit  delle f,,, f,,, f,,, tale condiaione deve essere verificata 
anche nei punti della frontiera di D. 

3. Prima condizione neeessaria per la semieontinuità superiore. - Se 
-- - - 

esiste un punto (Go, y,) del campo D e una terna di valori a,, p,, qo per i 
quali si abbia 

è possibile anche deterininare uiia coppia di numeri u', v', non niiibediie 
iiulli, iii modo che oia , 
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percib si prova coi1 procedimeiito analogo a quel10 del teorema precedeiite 
che la condizione 

f P P f 9 9  - f% 2 0 

8 necessaria anche pe?. la semicontinuitd supe?*io~.e de lE ' i? i t .q~de  ID[i.]. 
I i i  questo cas0 la condizione relntiva alla seinicoritiiiiiiiA superiore iioii 

si ottiene da quella relativa alln semicoiitinuitk iiiferiore, cninbia.iido il seiiso 
della disuguagliaiiza che in essa figura, coine avviene generalineiite. 

4. Seconda condizione iiecessaria per la semicontinuith inferiore. - Di- 
mostro il seguen te teoremn : 

Siano ancora ve~.ificate tut te  le ipolesi del teorenza del n. 2, e si sup. 
ponga ino1t1.e che sia 

in tu t t i  i punt i  (x, y)  del campo D e in quelli  della sua fisonlieva e pev 
t u t t i  i valol-i finiti d i  z, p, q ;  alla?-a, se l' iuteg?*nle ID[z] t? semicontinuo 
infe~iog.mente,  pe7. t u t t i  g l i  x, y, a, p, q sopgwcitali deue esselBe necessa- 
ria.nzente : 

f p p h  Y, z, P, q )  2 O ;  fq&, Y, z, P,  Q) 2 0. 

Supposto invece che esista un punto (Go, y,) del campo D e uiia teriin 
- - - 

di valori go, p , ,  q ,  tali che sia 

per la continuitA della fm rispetto alle variabili x, y, z, p, q, coiisidemto uii 
numero 5 > O, comuiique scelto, purchè soddisfacente alla disuguagliaiiza 

é possibile deterrniiiare un iiumero 6 > O, in modo che  sia 

6 esseiido inoltre tale che i puii ti (x, y) soddisfacenti alle prime due disu- 
guaglianze npparterigano al campo D. 

Da questo puiito in poi basta ripetere la costruzione della superficie 8, 
e delle Sn e tutto il  ragioiiamento del il. 2, avendo perb l'avvertenza di 
attribuire ai iiumeri u e v rispettivameiite i valori 1 e O. 
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Risulta i i i  ta1 modo che la disuguagliaiiza 

fpp(x, Y, z, P, q )  2 0 

deve essere verificata iii tutti i punti del campo D e yer tutti i valori fiiiiti 
di x, p, q. Per la coiitiiiuitk della fp, la precedeiite disugu~ig1iaiiz:i deve 
essere soddisfatta anche nei puiiti della froiitiera del citmpo B. 

Ili modo aiialogo si diinostra, che deve esseie fqq(x, y, a, p, q) 2 O. 

5.  Seconda condizioiie necessaria per ln seinicontinuitk superiore. - Sup- 
posta verificata la disuguaglitmza 

fpp(x, Y, 2, P, 9)fgq(~, Y7 2, $1, 9)  - fP& Y, Z, 13 Q )  2? 0 

si prova coi1 pi .~cedilneii t~ aiialogo a quel10 dei iiuineii preccdeiiti che se 

l'integmle ID[z] è semiconlinuo supe~.io~.nzenle deve essew necessn~~iantenle 

6. Condiziotie necessariii yer la continuitb. - Riassuineiido i precedeiiti 
risultati si ha che, suppostn la fuiiziorie f (x ,  y, a; 11, q) fiiiita, e coiitiiiua ooii 
le sue derivate parziali fk, f,, fp9, fp,, f,,, coiidizioiie iiecess:tria per la, 

semicoi-itiiiuit8 iiiferiore dell'iiitegrale ID[z] é che sia i i i  tutti i puiiti del 
cainpo D e in quelli della sua frontiera e per tutti i valori fiiiiti di z, p, q 

f p 2 1 f q q - 1 P g 2 0 ;  f p p 2 0 ;  f g q . 2 0 ;  

e per la seinicoiitiiiuita superiore 

Ne segue che condizione necessa?oia peg-ch8 l' integl-ale ID[z] sin fun- 
zione continua é che i n  tutti i punti de2 campo D e i n  quelli delln sua 
fi-ontiera e per tutli i vnlori finiti d i  z, p, q sia: 

fpp = f p q = f q p  = O ;  

cioè la funzione f deve essere 1inem.e ?telle p e q :  

7. N U O V ~ ~  forma della condizione necessitria per. la seniicontinuith in- 
feriore, - Le coiidizioni liecessarie per la ~ e m i c o ~ i t i i i ~ i t à  iiiferiore clell'iiite- 
grale ID[Z] stabilite iiei 11.' 2 e 4 sono espresse per inezzo delle derivale 
parziali del secondo ordiiic rispetto ;i p e :L q della fuiizione f. Ne1 preseiite 
iiiiinero mi proporigo di trovare uiia forma della coiidizioiie iiecessaria, iiidi- 
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pendente dali'esistenza di tali derivate, ed espressa iiivece mediante la fuii- 
zione 6 di WEIERSTRASS, la quale, corne A rioto, pu6 definirsi per mezzo della 
fuiizione f e delle sue derivate parziali del primo ordine f,, fq iiel seguente 
modo (7 

G(x, y, 2 ;  P O ,  Qo; P ,  Q )  = f ( x l  Y, 3, $7, 9 )  - f(x> Y, 2, PO,  40) - 
- ( P - ~o)f,($, Y, 4 Po, qo) - (q - QO)/Y(%, Y, z, Po, qo) 

iiidipeiidenteineiite cioé dall' esistenza delle f,, , f,,, fqq . 
Dimostro quiiidi il segueiite teorema : 
Sin f(x, y, z, p, q) unn funzione fiuita e continua con le sue depivate 

pa?zial i  f,, f, in ogni p u d o  d i  un campo apevto limitato D del piano 
(x, y )  e per tutti i valori finiti di z, p, q. Allog-a se l'intey?.ale ID[z] è 
sewicontinuo infeg-iog.mente, in tutti i punti del campo D e in quelli della 

p, q deue esse?-e 

) del caiiipo D e una 

sua fi.ontie7.a e pe?, tutti i valog-i finiti di  z, p,, qo7  

G(x, Y, a;  Po, qo; P, 

Suppoiiiamo iiivece che esista un puiito (x,, y, 
- 

qiiiiitupln di valori z,, p,, q,, p ,  q tali che sia 
- - - - - - -  

G(xo, y07 zo; Po, go; P, q) < O *  

Esseiido per ipotesi coiitiiiue f ,  f,, fg miche la G é coiitiiiuw; preso quiiidi 
un riuinero 71 > 0, coinunque scelto, purchè tale che sia 

- - - - - - -  
&$O, Y,, 20; Po, qo; P, 9)  < -71, 

(ove si pub seinpre supporre che siaiio verificate eiitrainbe le disugua.glia.iize 
- - -  - 
po + p, go + q, poteildosi, iii cas0 contrario, per la coiitiniiit8 della fuiizioiie G, 
variare il valore di uno dei iiumeri dellit coppia per la quale si ha l'ugun- 
glianza, iii modo clie la G verifichi ancoia tale disuguagliarizn), B possibile 
determiilare uii iiumero 6 positivo, iii modo ehe sia 

- - 
(10) G(x7 Y, 3 ;  PO qo; P, q) < - rl 
ogiiiqualvolta risultino soddisfatte le disugua.gliaiize 

- 

( 1 1 )  l ~ - G 0 1 < ô 7  l ~ - ~ o l < ô ,  l 2  - z o l < 8 ;  

6 esseiido iiioltre ta.le che i puiiti (x, y) soddisfaceiiti alle priiiie due disu- 
gusgliaiize apyarteiigaiio a1 campo D. 
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- - -  
Per  il punto A,(%,, y , ,  z,) si coiisideri il piano Ii, definito da 

e il piano Q definito da 

e sia s, ln loro retta d'intersezione 

- -  - 
Si indichi con A,(%,,  y,) la proiezione di A, su1 piano (x, y), e con & la  

- 
retta proiezione della so su1 piano (x, y) .  Evidentemente & appartieiie ad so .  

Ne1 piano (s, y) si costruisca uii quadrato ~ ( 8 , ,  a, zo, go) tale che 

anche il vertice Bo sia sulla retta z, e che, indicata con 1 la luiighezza del 
suo lato, si abbfa 

(3)  zvs<s 
(4) ~ l P o I + l q , I \ ~ v ' S < g -  

Per  la (3) Q risulta interno al  campo D. 
Ne1 piano II, si consideri i l  parallelogramma P aveiite per proiezione 

ortogonale su1 piano (x, y) il quadrato Q e si assuma P come superficie 8, 
defini ta dalla funzione 

2 = zo(q y). 

Per  le (3) e (4) in tutti i punti di P sono verificate l e  (11) ed 6 inoltre 

Si osservi ora clle per la coiitiiiuitti delle f, e. fq e possibile determinare 
un iiumero 8 > 0 tale che, in tutki i puiiti di Q e per ogni coppia p ,  q sod- 
disfacente alle disugua,glianze 

\ 
- - r )  I fP@, Y, zo , P, Q) - -  f*&, Y, 2 0 ,  Po, qo) I < -- 

(13) 
41Po-51 

Si proceda qiiiiidi alla suddivisioiie del quadi.ato' Q, come al 11. 2, aveiido 

perd l'avvertenza, che le altezze dei rettaiigoli Q?', Zr' ( r=  1, 2, ... n) siaiio. 
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1 
rispettivameiite I L ,  e - - h,, con h, soddisfacerite alle disugua.glianze 

Tl 

Scelto in ta1 modo il iiumero Iz, si fissi il r i i . p P ~ ï t ~  

e i l  iiumero A si manterrh fisso al  variare di n. 
Siziiio ancosa A:), B:) i puliti del piano Iio aveiiti per proiezioiie su1 

Piail; (x, y )  rispettivameiîte Ar), @). 

Per ogiiuna delle rette A?), B?' (?*= 1, 2, ... n - 1) si colisideri il pinno &In) 
parallelo a BO) = 8, e siano Er"', F?) i puiiti di Q11-1 -aveiiti per proiezioiie 

sui piano (x, y)  rispettivameiite z?), $?). 
Costruiti i 2 9 2  parallelograinmi 

si assuina la superficie costituita da questi 212 parallelogrltmmi corne super- 
ficie S, defiiiita da 

= Z,(X, y). 

Si noti che HP) e K?' haniio per proiezione su1 piano (x, y)  rispettivn- 

mente &In) e Z r  . L a  fuimioiie z,(x, y )  è evideiitemente continua iii tutto Q 
(coiitoriio coinpreso). 

Nei puiiti che a.pparteng.0110 ai parallelogra.inmi H:) si ha  

e in qiielli che nppartengono ai  parallelogrammi R?) risulta (8) 

(8) Le (17) si calcolano con 10 stesso procedimento con cui nella nota (4) si sono cal- 
colate le (7) del n . O  2. 
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In tutti i puiiti appartenenti ai K,? risulta dalle (17) 

dalle (16) e da  queste ultime, teiiuta preseiite l a  (14), si deduce che è in 
tutto Q (eccettuati a1 piil i punti dell'iiisieine di misurit (superficiale) iiulla 

costituito dai puiiti apparteiienti ai 212 - 1 segrnenti ËrF?' ( j a =  1, 2, ... I L ) ;  

AC'BF) ((r = 1, 2, ... 12 - 1)) 

Iiioltre dalle (la), tenuta presente la (15), si deduce che in tutti i puiiti 

appartenenti ai  parallelogrammi K:) risulta 

La funzioi~e z,(x, y) é assolutamente coiitinua in tutto Q avendo le de- 
rivate parziali del primo ordiiie (O, ove queste mancano, le derivate parziilli 
destre e sinistre) limitate per le (16) e (17). 

Al variare di n si ha. una successione di superfici Sn definite da 

che per n--w çonvergono uniformemente in tutto Q verso la So ('). 
Cib premesso, dimostro che i'iiitegrale ID[z] non é semicontinuo inferior- 

mente sulla superficie 8,. 
Coiisiderata la differenza 

- - 
risulta in tutti i punti di Q, iv i  essendo po = p,, qo = q, , e applicando poi 

( 9 )  Tale proprieth si prova in modo analogo al n.' 2, vedasi nota (7, ossemando che 
in tutto Q risulta 

1 1 ( Y) - ~ o ( ~ i  Y )  5 I ' (&P) '+  (P.- $ 'hm < Y(P<-P)'+ (Pa- d'an, 

e quindi soelto un p > O  ad arbiti-io per ogni 

risulta in tutto Q 

Annali di Matematico, Berie 1V' Tonio X. 
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la  formula, di defiiiizioiie della fiinziorie G di WEIERSTRASS 

f (x ,  y, z,, P,, q,)- f (x ,  Y, ao, P o ,  qo)=f(x, Y ,  z , ,  P , ,  q ,)--f(x,  Y7 go,  P R ,  q,) -1-  
- - 

- - 
+ G ( s 7  y 7  zo ; PO qo; P n ,  q,).' 

Quindi 

Si tratta di 
per i primi due 
quiildi un E > O 

esaminare i t re integrali che figurano al secondo inembro: 
possoiio farsi coiisidernaioni ai~aloghe n quelle del n. 2; preso 
ad arbitrio, possorio determinarsi tre numeri ? z o ,  n i ,  gz,, tali 

no 
che per ogni n > ni la somma dei primi due integrali del secoiido ineinbro 1 n2 
risulti in valore assoluto minore di 3 ~ .  

Ir1 quaiito all'ultimo integrale si h a  evidenteniente 

- - 
Ma iii tutti i punti apparteiienti ai rettangoli @' si ha  p, = p, qn = q ;  

quiridi, essendo inoltre verificate le (Il), é applicabile la (10) e risulta: 

- 
In quanto alla somma degli iritegrali estesi ai rettaiigoli Q?, tenuta pre- 
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sente la formula di definizione della funzione 6, si applichi alla differenzn 

Io sviluppo accorciato di TAYLOR per  le funzioiii di pih vnriabili limitnto ai  
termiiii contenenti le  derivate del primo ordine. Risultn in ta1 modo: 

Dalla (20) risulta a a fortiori > 

sono quindi applicabili le (13) e risulta P i ,  teiiendo Presente le (18): 

- - / $ l ~ 6 ( x ,  Y, i o ;  Po, Po i P>i , q i J ~ d y  < 
Q P  

i 
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- h l  - 3  z [j d x d y  = 'I h,, 
2 1 2 7  
- - h,l r=l - -hl 
12 QJn' 72 

Dalla (22) si deduce quiiidi per la (23) e per quest'ultiiiîa 

Duiique dalla (21) per quant0 si è osservsto e per quest'ultima risuita 

\no 
per ogiii n > : ni 

1 v Q  ove E è a d  arbitrio, meiitre 9, y ,  À sono iiurrieri fissi. Quiiidi se è E < -- 
12 1 

risulta 
1 Y1 r~[avl - I Q [ ~ O ]  < - 1 Q i 7 

no 
per tutti gli n > l n , ;  e siccome per n-m z,  tende unifoonnemeiite n z, iii 

tlltto Q, lie segue che l ' integrde IQ[z] non é semicontinuo iiiferiormeiite  SU^ 
superficie 8,. 

Con ci0 e provato che se l ' integrde ID[z] è semicoiitiiiuo iiiferiormeiite, 
deve essere in  tutti i puiiti del campo D e per tutti i vn.1oi.i fiiiiti di z, pu, q,, p, q 

G(x, Y? 2; PO? q,; P, q ) > O .  

Per ln coiitinuitit della fuiizione 6 rispetto alle variabili x, y tale coiiclizioiie 
deve essere soddisfatta m c h e  iiei puiiti della frontiera di D. 

8. Nuova forma della condizione necessaria per la semicoiitinuità sii- 
periore. - Procederido in modo aiialogo al riumero prscederite si trova che la 
coridizioiie iiecessaria per 1s semicoiitinuitit superiore del17iiitegrn.le ZD[z] pub 
esprimersi per inezzo della fiiiizioiie G di W E I E K ~ T ~ ~ A S S  iiei segueiiti termiiii: 
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In tu t t i  I punt i  de2 campo D e della sua fi=ontie~,n e pev t u t t i  i vnlovi 
finiti di z, po, q,, p, q deve essere 

9. Osservazione siille condixioni dei lin. 'ï e 8. - 1 due iiltiini teoremi 
che hniiiio corne caso particolare iispettivameiite i risult:i.ti dei ri.' 2 e 4 e 
dei 11.' 3 e 5 possoiio niiche eiiuiiciarsi iiei segueiiti teiiniiii: 

Co?ztlizione î,cicessm.ia pe?. ln senzicontinuith infej.io7.e (.supe~.io~.e) del- 
I'iitteg~.ale ID[z] 2 clze tale itztep-ale sia quasi-?,egolaj.e posilivo (negntivo). 

Dai teoremi dei n.i 7 e 8 si deduce nncora che se l'iiitegrale I&] e 
fuiizioiie coiitinun, deve essere iiecessni.iainente in tutti i puiiti d e l  c:iinpo D 
e delln sua froiitiera e per tutti i vnlori fiiiiti di z, po, go, p, q:  

cioé, coine 'si 15 gih trovato a1 n. 6, la fuiizioiie f deve essere liiienre nelle p e q. 

10. Osservazione sulie condizioni sufficienti stabiiite da1 prof. Tonelli e 
su  quelle necessarie trovat-. Esenipio. - ( 1 )  Coiifroiitaiido le coiidizioiii clie 
il prof. TONELLI ha, staljilito coiiie sufficieiiti per In semicoiitinuit8 iiiferiore 
dell'integrnle I&], a1 I I .  14 della Sua mernoria S M -  la ser),i-co&iuuitd des 
i?ztdp.ales doubles d u  calcul des vaî-iations ( 'O)  coi1 quelle iiecessarie, trovate 
iiei ii~imeri precedeiiti, si nota che, oltre all'essere verificate le coiidizioiii 
iiecessnrie, hgli suppoiie 111 piii che esistaiio fiiiite e coiitiiiue iii tutto il 
cainpo D le derivnte parzinli f,,, f Q V .  

Coine risutta dall'esempio che do ilel O)  del present,e nuinero, se noii è 
verificnta questa ulteriore ipotesi, pub inaiioare la. seinicoiitiiiuita dell'inte- 
g r d e  ID[z]. 

Si potrebbe allorn peiisii.re clie sia aiiche coiidizione necessarin che esi- 
staiio fiiiite e coiitiiiue l e  f,,, fg,; ma per togliere tale dubbio basta. osser- 
vnre che il prof. TONELLI diinostrii, iiel I I .  8 della Meinorin soprncitatn., la 
seinicoiitiiiuitSi, iriferiore dell'integrale qiiasi-regolare positivo I&] i i i  tutto il 
ciiiupo, iioii hceiido alcuiia ipotesi siill'esisteirza e coritiiiuilh delle deriviite 
f p x ,  f'&, nlib siippoiieiido iiivece che 

1) sia sentpl-e f(x, y, z, pl q) 2 N, N essendo u n  nz in~ero  fisso; 
II) (1 ogni vlurnero positivo Z si possano fal. coî.~.ispondere t1.e nu- 

nie).i a > l ,  y > O, A ) O, tn l i  chef pe?. ogni pz1nt0 (x, y) d i  D, d d l e  disu- 

( I o )  Liiogo citato in ( l ) .  
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coiidizioli i che  soiio coin yletameii te iiidipeiideriti diilla esistenza e fii~itezza 

delle ID,, f*,. 
b) Sin ilel canJpo D defiiiito da  O < x < 1, O < y < 1 

1 1 
fi($, y, Z) = x seil - 

X" yy" î@, Y, 2) = Y Sel1 - 
x2 + Y' ' 

La superficie S, sin definita d a  

iii ogni puiito di D, e la superficie S,, , per  ogiii iiltero positivo n, sin iiivece 
defiiiita da  

= z 1 P ( x 7  y)7 
COI1 

z,,(m, Y> = 0 

iii ogiii puiito di D tale che O < \'x2 -1- y', 5 
1 

1 1 z,,(x, y) = - - cos - 
n xPi-y' 

1 
in ogiii puiito di D ta.le che 

1 < V x 2  + y"-, 
t n 

1 
iti ogiii puiito di  D tale che -= < Vx;"- y2, k,, esseiido il pih piccolo iiitero 

Y n  
positivo che soddisfa iilla 

La, f'unzioiie f soddisfi~ i L  tutte le coiidizioiii iiecessiirie sti~bilite iiei iiu- 
meri yrecedeiili, le siiperficie Sn coiivergoiio uiiiformeineiite verso l a  So, le 
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furizioiii a, e z, sono assolutamente coiitiiiue, e risulta 

(25) ID[z,] = O 

Dl, essendo ln parte del campo D compresa fra le circonferenze di ceritro nella 

origine e raggio rispettivnmente 
1 1 

--; e B, essendo ln parte del 

,? 4- i); ' v n  
campo D compresa fra le circonferenze conceritriche alle precedeiiti e aventi 

1 1 
per raggio rispettivameute = -- 

Vk1;rc9 vGrc' 
Passando dalle coordinate citrtesiaiie 

il valore del relntivo Jacobinno, risulta 

e ponendo pZ = a  

alle polari, teiiuto preserite che p A 

z 3 
e siccome per ogiii a-L compreso fra hx + - e hn -I- z, dove h ,è UII  iiitero 

4 4 
1 1  

positivo qualsiasi, é seil.' - 2 - , si ha:  
a 2 
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da cui, tenendo presente l a  (24), 
n 

ID[ZW] < - 8 - 

D a  questa disuguaglianza e dalla (25) risulta 

T t  
ID[z,I] - ID[%] < - 8 7 

e poichè per  n-oo l a  superficie S,, coiiverge uniformenlente plla S,,, risulta 
provato che l'integrale ID[z] non è sulla S, UIIA funzione coiitiiiua. 
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Sulla stnbilità dei movimeiiti di PoiseGille 
dei liquidi viscosi iiicompressibili. 

Momoria di ALFREDO ROSENBLATT (Krak6w - Polonia). 

La questione della stabilità del inovimento stazionario dei liquidi viscosi 
che si muovono rettiliiiearmeiite iii un tub0 ciliiidrico é stata negli ultinli 
tempi oggetto delle ricerche iiiteressanti del sig. TH. SEXL ('). Tuttavia il 
sig. SEXL coiisidera solameiite pet-tul-bnzioni infinitamente piccole tralasciando 
i termiiii rion liiieari. 

Ora io mi propoiigo iiel preseiite lavoro di studiare rigorosamente ce& 
p e d u ~ h a z i o n i .  plaite. Ricordo di avere gik stabilito esattccniente l'esistenza 
delle. perturbazioiii dei moti lanzinmi in lavori dei a Reiidiconti dei Lincei s 
1931 (moto noii perturbato . iiullo) ed anche in uii lavoro del a Philosophical 
Magazine D (moto non perturbato ilon iiullo). 

1. Rcordiamo arizitutto i risiiltati seguenti stabiliti dai sigiiori CKUDELI, 
CrsoT~r  e CALDONAZZO e rifereiitisi ai moti dei liquidi viscosi sitnrnetl-ici 
intorno ad un asse. 

Sia z l'asse di simmetria, v, e v, le coinpoiieiiti mdia le  e assinle di 
un moto che si effettua nez pinné me1*idionaii. 

Queste compoiieiiti possoiio essere espresse per mezzo della f'uiizione W, 
generalizzaziorie della fuiizioiie di STOKES 

Y,, Y, essendo le derivate. Poiiiaino 

(1) ZUT Stabilitiltsfiage der ~oiseÜille'schen und ~oÜette'schen. Strijmung, a Annalen der 
Pliysik =, T. 81, 1927; Ueber dveidimensio~ale Storulzgen &T ~oiseÜille'schemt Str&nung, 
u Annalen der Pliysik B, !P. 84, 1927. 

Annali d i  Matematica, Berie IV, Iomo X. 33 
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allora abbiamo l'equazioiie del moto 

nella quale abbiamo posto 

Ora abbiamo 

S - - 1 - -- Aiv, - a(!) -- 1 1 
21 -" al. - 1.3 

AV - - (AY!),. , 
r 2rZ 

1 1 1 
Qrr = - - A T  + 7 (AV),. - - (AW),.,. , 

qa3 r 21- 
otteniamo dunque 

52 
AIQ - ;, = n,., + s,, + 

Otteiiiamo duiique I'equazione seguente soddisfatta da Y!: 

D =  

2. Consideriamo corne movimento fondamentale il movimento di POI- 
SEUILLE. Ora abbiamo 

1 
vs, - 7jp @ W Z  

1 1 Y?,. , --p AW - - (AT)?  
21.' 

as: - = O, AAWo = 0, Qrr + 7 a t (:) = 0. 
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Abbiamo dunque 

Supposto il movimento finito dovunque, W,,,, = A nell'asse del tubo, 
a essendo il raggio del tubo, abbiamo 

3. Sviluppiaino adesso Y! in serie di potenze di un parametro E 

e supponiamo che le funzioni W h  siano della forma 

1, p saranno numeri taeali positiûi; le perturbaxioni sono dunque del 
tipo evanescente ali'iiifiiiito dell'asse delle z. 

Si ottiene l'equazioiie seguente 

che si scinde ne1 sistema iiifinito delle equaaioni a derivate parzia!i 
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abbiamo dunque le equazioiii 

anv vaam, - -- a m  +> W 1 f - -  - w- 
at aw a t ( 7') a~ = O ,  

4. Studinmo adesso il cmo del moto iniziale ~zullo. Ne1 cas0 di POI- 

Le equaeioni (13) contengono s o l a w n t e  le  funzioiii iiicognite AWh, e ne1 cas0 
aY 

W = O. i primi membri -soiio p r o d ~ t t i  di due fattori AY, V A T  -- - pemnutabili. 
at 

Poniamo 

(14) 
fi 

f,&" - +- k Z P f h  = y&-). 

si ha dunque 

Le equazioni a derivate pnraiali (13) diveiigoiio le segueiiti equnzioni 

differenziali oldinag-ie nelk  funzioni cpk 
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111 troducendo 1' espressione 

possiamo scrivere le  equazioni (15) sotto l a  fornia seguente 

6. Studiamo dapprima l e  equnzioni (14). L e  equnzioni omogenee 

si trnsformaiio introducerido la funzioiie iiicognite y($) determinata dalle re- 
lazioni 

f * ( r )  = ?'Y(x), X = l.kA. 
Abbiamo allora 

fi = y + xy; fk)' = 2kAyf + xkhy". 

Otteniamo duiique l'equazioiie 

che lion é altro che l'equazioiie di BESSEL d'indice 1.  
Gli iii tegrdi linearmente iiidipendenti delle'equazioiii (17) sono dunque 

Yi, k = l'14<g'kA), YP, k = Yi(.lShh)? 

I , ,  Y, essendo le fuonioiii di BESSEL e di NEUMANN. Si ha 

Ca <- ir($+. ~ - 1  (y - S - 1) ! 2 V-28 
- B [Y(.$ + 1) + Y(s + 71 + l)] -- 2 

,=O 7ts!(s+v)!  ==O 'IFS! (d 
V(x) essendo la funnione di GAUSS 

C costante di EULEKO. 
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L' integrale generale dell' equazione (14) A diinque 

Abbiamo 
y f i , k ( = = I i ( ) + I i '  ytz,k(l.)= Yi+XYit;  

si brt dunque 

Abbiamo 

I ,@) - lim - 1 2 2 - 1, l m  1 % )  = - lin1 xYi(x)  = - - lim tr;Ti'(x) = - - -  
x=o x x-O 2' ~a 7c7 ,=9 z ' - 

2 
dunque é 

(23) 
2 

x( II Y,' - 1,' Y , )  = ; . 
Otteiiiaino diinque la formola 

ô. Ci limiteremo, ne1 presente lavoro, al caso speciale del fluido inizial- 
mente in ?*iposo, cio& al cas0 W = O .  Allora l'equazione (16) é del10 stesso 
tipo dell' equnzione (14). Poiiiamo 

le cpk saranno allora determinate dalle formole 

1,' tende al h col crescere di k. Si ha  
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Coiisideriamo adesso le condizioiii a i  limiti. Esse sono 

??,.(a) = v d a )  = O, v,(o) = O, v,(o) fini to, 

Abbiamo dunque l e  condizioni 

ossia 

Le due ultime condizioni sono certamente soddisfatte qualora 

Effettivamente si ha  in ta1 caso (cui ora vogliamo riferirci) 

Si vede che y, e quindi fi sono dell'ordiue ?."il vicinaiiza di 9. =O. 
Dunque D,(p) é d'ordine pz. Risulta che aiiche y ,  et  f, sono del10 stesso ordine 
per  r = O. Suppoiiiamo allora che tutte le  funzioni f i ,  y i ,  fi, y,' fino a l  va-  
lore k - l di i siano degli ordini 1,5 per le  prime due e r per  le  ultime due 
e ricordialno la  forinola 

valida per  tutte le  funzioiii cilindriche. Allora DR(p) sarA dell'ordiiie pz, e 
le  y,, f, saranno deli' ordine re, le pi, fkl dell' ordine 9.. 

7. Sostituiaino a d  esso nelle formole (24) le y, dalle formole (26). Otte- 
iiiamo le  espressioiii 

C 
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Cambiarido 1' ordiae d' integrazione, si h a  

Ricordiamo adesso le seguenti formole (cfr. NIELSEN : ZyEi1zdel-funk2io~te?z) 

S (29) ( ag  - P 2 )  x Cv (ax )Cv i (Px )d~  = P X  CV(ax)C',,-,(px) - a x  6'"-,(az)Cv1@x), 

nelle quali C,, CvC sono due arbi tmrie  funzioni ciliiidriche d' indice v. Ab- 
biamo i u  particolare le  quattro formole segueriti 

Coll'aiuto delle formole (30) otteriiairio 1s relazione seguente: 
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si ottiene la seguente espressioiie dell' integrde precedente : 

Teneildo anche conto della relazioiie 

otteniamo infine la seguente espressione per le furizioni fÀ(9-):  

Derivando rispetto ad r otteniamo le formole 

8. Cnlcolinmo adesso i coefficienti Ak,  AL, esprimendo che anche le 
prime due delle condizioni ai limiti del n." 6 sono soddisfatte. Queste con- 
dizioni ci daiino le  equazioni seguenti 

Annali di  Matemolticm, b r i e  IV, Tomo X. 
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Desigiiiamo con Ak i detelsrninanti dei coefficienti delle incognite A k ,  AL 

Le equaaioni contenenti A,,  A,' sono ornogenee, A, deve essere nullo. 
A , ,  A,' sono duiique dati dalle formole 

A essendo uii fattore arbitrario, oppure dalle formole 

(37) 
A ' 

A , = A  '[I0(aA,') -I,(ah)],  A , ' =  - AI,(nh). 
h 

Desigiiiamo con iik i determinanti che figurano nelle formole (35). 1, p sono 
dunque radici dell'equazione tvascendente considevata già da1 Sexl 

Suppoiierido che i determinanti ak per k >  1 siano diversi da zero pos- 
siamo calcolare i coefficieriti A , ,  AL per k > 1. Troviamo 

a 
7c 

Ah. = I,(a k l ) J [ i  I,(rkA) y0(a k i )  - I To(akA) Y,(rkA) + 2Akke(hP - A i 2 )  1 
O 
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. 9. Possiamo adesso scrivere le formole definitive per le yk(r)  e le fi(?-). 
Otteiiiamo le formole 

che possono evidentemente semplificarsi ed essere scritte cosi : 

Derivaiido secondo 2- ,  otteiiiti.mo le formole 

a 
x 1.1; ! 1 , ( g - k ~ $ [ 2  I,(zkl)  + A i *  kS(h" AT)Y,hkh,') + (42) %' = &. kp.2 - ~ 2 )  1 xak 

O 
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+ hZ,(nkh)I,(akh)) h,'I,(a khU)(I,(aklk') - I,(akX)) - Ak'I,((zkl{). 
- 

(lfl,(nkl)l,(nkh,') - Al,(nk~)I,(nkL')) Dk(r)dr i- III 

Questa espressione 'pub molto semplificarsi, riducendosi a O 

~t tei i iarno cosi la formoln seguente 

a 
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II. Consideriamo i denon~inato~-i nelle espressioiii ottenute. Abbinino 

1 (h) essendo un' espressione d' ordine - Rieordixmo ln formola asiiitotiea k2 . 

Abbiamo dunque asiii toticainente 
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nak 
2 

Ora A 

sin ak(A - A i )  = - 

Dunque si ha asintoticnmente 
- 

(46) 
2 Ak=-- 

nak 

(47) 
2v Ak = - P sin - + (k). 

na pk' 2 Av 

Perveniamo cosl all'equnzlone cnvattevistica 

(48) . Pa sin - = 0, 
2Av 

la stessa che ne1 caso dei moti 1anzinaf.i con movimento fondamentale ~zullo. 
I valori caratte~istici  sono 

(49) 
X v 

p = 2nm -, 
a 

m namero iritero. 

12. Possiamo adesso stabilire la convergenza delle serie (9)  mostrando 
dapprima In convergenzn della serie 

Supponiamo dunque che A, p soddisfaniio all'equazione (38), tutti i 8 k  per 
k > 1 essendo diversi da zero, e A, p non essendo radici dell'equaaione ca- 
?.atte?istica (48). Ne1 questo cas0 6 eviderite che esiste un numero positivo 
t >  O tale che tutti i denominatori iielle espre&oiii (41) con k > 1 siano as- 

k 
solutamente superiori ai iiumeri - . 

1 
É anche evidente l'esistenza per cinscun valore fissnto di k dei numeri 

positivi @;, i = 1, 2, ... k - 1 rnaggiomnti le furisiorii y, ,  i = 1, 2, ... 71: - 1 

ne1 senso seguente. Le funzioni di 7.  

, i = l ,  ... k - 1  
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mnggiorano le funzioni y , .  Le funzioni 

inaggiorano le funzioni y:, i = 1, .., k - 1. Le funzioni 

maggiorano le funzioni f i ,  i = 1, ... k - 1 ed infine le funzioni 

inaggiorano le fuiizioni f,', i = 1, ... k - 1. 
Questi numeri esistono certamente, tutte le funzioni considerate essendo 

d' ordine rS (alineno) ne1 punto 2 -  = 0. 
Orn noi proveremo l'esistenxa di un numero intelno k, > 1 e di un nu- 

mero positivo N che godono della proprietk seguente. Se @, sono i numeri 
mnggioranti dei quali abbiamo discorso, i = 1, 2, ... 7c - 1 dove Tc A un nu- 
mer0 arbitravio non minore del nuinero k , ,  il numero @, determinato dalla 
relazione ricowente 
(51) = N Z a,@, 

l+nt=lc, 
l,tn=l, ... k-1 

possiede le proprietk seguenti : Le fuiizioni 

maggiorano riapettivamente le funzioni 

'9k > r9k17 f i ,  fk. 
Avendo provato questo, sarA poi facile dimostrare I t t  convergenzrt della 

serie (50) e delle altre serie valendosi di un rngioiiainento applicato giSL d e  
me ne110 studio dei movimenti laminari e che trovasi nelle ricerche interes- 
santi del sig. ODQUIST sopra i problemi ai  limiti della teori:?. dei liquidi 
viscosi. 

13. Consideriamo a tale scopo 1' espressioiie (41) delle fuiizioni cpb . Ram- 
meii tiamo la forinola 

II 

1 I,,(x) = ,Jeos (z sin ia - no)dm 
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dalla quale segue la disuguaglianza 1 In 12 1. D'altra parte esiste evidente- 
mente un numero positivo A tale che sussiste per x > O la di~ugua~glianza 

Riguardo alla funzione Y,(%), n 2 0 ,  esiste per x 2 1 un iiumero posi- 
tivo A tale che si abbia 

e per O < x 5 1, n > O uii numero positivo A' tale che si abbia 

Iiifine esistorio niimeri positivi A, A' sali che si abbia 

per O <cx;s 1. 
Consideriamo la formola 

A "1 
(57) D k ( p )  = - 2 lflrgm1 - nzfl.9,. 

vp 7. ;l 

Esiste un nuinero positivo A iiidipendente da k tale che, se le fun- 
zioni y , ,  f, colle loro derivate hanno le funziorii maggioraiiti del numero 
precedente, si ha la disuguztgliakm 

Consideriamo 1' integrale 
ir 

~ e *  trovare una maggiorante, distiiiguianio due casi: 

Ne1 primo caso la fornlola (55) ci insegna che possiamo scrivere 
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- -- 

donde segiie In disuguagliaiiza 

Ne1 secondo caso si ha, evideiiteineiite 

é dunque ancora 

(61) 

L' iii tegrale 

10 considereremo iiisieme coll'iiitegrale 

Possiamo qui supporre 2;) 0. Ne1 caso 2) abbiamo 

otteniamo dunque lit disugua.glianza, 

Ne1 caso 9.khk) 5 1 dividerelno l'i~ltervallo (y., a) nei due intervalli 

( r  ., A), (&, . a) se è akL' > 1, mentre abbinino un7 uliico iiitervsllo (2; a) 

1 
se è a l 7 .  Ne1 primp intervnllo abbiamo nei due casi l a  rnaggioraiite 

- khk 

Annali d i  Matematica. Serie IV, Tomo X. 
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abbiamo dunque 

Ne1 secondo iiitervallo (se esiste) B 
a 

si h a  dunque 

(64) 

Dunque possiamo dire che h a  sempre luogo la disuguaglianza (63). 
Studiamo adesso gli integrali 

Si vede subito che essi ammettono la maggiorazione 

si ha  dunque 

(67) 

Dalle coiîsiderazioni precedenti risulta l'esistenza di un riumero N >  O 
tale che il iiurnero determinato dalla (51) dB la  funzione maggiorante 

delle cpk(r):@, 11; per tutti i k maggiori di un eerto numero positivo fisso k,. 

14. Bisogna adesso dimostrare 10 stesso cornportainento per le funzioni 
y i ( r ) ,  j$(v), fif(?'). Consideriamo la formola (42) che dB cpkl(ls). Consideriamo 
1' in tegrde 

C 

Ne1 caso secondo del numero precederite abbiamo ancora la disuguaglianza 
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(61). Ne1 primo caso si pub surivere, serveiidosi della disuguaglinnza (56): 

si ha duiique ancora la disuguaglianza (61). 
Abbiamo poi i' in tegrale 

a 

che ne1 caso 2) ci dB aiicora la disuguaglianza (63). Ne1 primo caso divide- 

remo nncora l'iiitervallo (Y, a) in due iiitervalli ( j S ,  - (& a )  (se 6 ne- 

cessario) 'ottenendo le stesse disuguaglianze (63), (64). 
Iiifiiie abbiaino gli integrali 

the si comportano evidentemente come gli integrali I, ,  1, del numero pre- 
cedeii te. 

15. Considesiamo infiiie le espressioni che danno le f i  nonché le fi. Pa- 
ragonando le espressioni (43), (44) rispettivamente colle espressioni (41), (42) 
si vede subito l'esistenza del numero N tale che Qk d.h anche le nmggioranti 
delle fuilzioni f k ,  fi'. 

Abbiamo duiique provato 1' esistenza di un iiumero N indipendente d a  k 
e di uii numero k ,  tale che pev tutti i k )  k, la relazione (51) ci dB le fun- 
zioni maggioranti volute. Si ottengono cosi maggiorazioni pes. tutte le tpi e f i .  

È adesso facile di diinostrare la convergenza unifol-nte e assoluta della 
serie (50) ed iiisieme della serie 
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con tutte le serie derivate secondo z, Y, t. Le serie nzaggioranti saraniio 
eviden temerite 

m 

(73) S= Z akEik@k 
k=l 

Effettivamente si ha, grazie alle relazioni (51) di ricorreiiza, 

S B duiique vadice dell'equasione d i  secondo gs-ado 

(75) NS" S l6+ oE,Q>,r = 0. 
Abbiamo cos1 

1 
(76) ' = 2 ~  [V'; - v1- - ~EE,@,NI-].  

Sviluppando il radicale, otteniamo la serie S dntn indipendes~tenzente 

Il rnggio di coiivergenza e 

Coiisideriamo anche le dimensioni. Si ha, 

z3 P l  
[P] Il = [ IV ] ,  [y] = pq- = [il 7 [ f l  = P l 1  

le Q> hanno le dimensioni = [q], N ha la dimensione - = - , [Na] A LI 
e p sono senza dimenszone. 

Possiamo dunque enunciare il 
TEOKEMA: a La serie (9) che dLt la funzione W(v,  z, t )  è couvergente as- 

solutanzente ed un i fo~ .men~en te  con le  sue derivate fino all'ordine 4P rispetto 
a Y, z e t, pei valori t 2 0, O 5 1-  s a ,  ' z  2 O, e soddisfa d l '  equazioiie (5 ) ,  
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iiorichb' alle coiidiziorii ai limiti. I l  raggio di coiivergeriza. è dato dallti for- 

inola (78). Si suppone che A, p soddisfanno all' equazione 8, = 0, esseiido 
positivi, senza soddisfare all'equazione camtteî.isticn (48), e senza soddisfme 

ad alcuna delle equazioni & = O ,  Ic > 1 B. 
Si potrebbe dimostrare che le convergenze sono uîzifo~wti in una area 

limitata del piano 1, y non contenerite l e  curve (tsasceiidenti) & = 0, 7 c )  1, 
e nemineno le rette (49) (che teridono verso A = O coll'aumentare del nt), 

A, p supposte soddisfacenti alla relazione &, = 0. 

16. Studinrno adesso un poco l'equazione (38) e le equazioni superiori. 
Abbiamo pei valori piccoli di A 

abbiamo 1' equaziorie 

studiata gik da1 SEXL, che possiede, corne si vede esprimend O nsintotica- 
mente Io($) ed I,(x), iîzpnite radici positive. L a  radice pih piccola A, secondo 
SEXL, 5.136. Le radici sono semplici, perché la derivata é 

si avrebbe durique 
LE2 -- 4 Io, 

e I o ,  Ii avrebbero uiia radice coinune. 

Sarebbe irteressante di studiare il sistemn & = O  di equazioni trascendenti. 
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Ueber eine Auwendung der Theorie der fastperiodischeii 
Fiiiiktioneii auf da,s Levi-Civi tasche Problem 

der mitt leren Beweguag. 

Von AUREL WINTNER (Baltimore). 

Herr LEVI-CIVITA hat in seiner Arbeit über die mittlere Bewegung des 
Mondknotens (*) eiaen allgemeinen Satz über das Differentialsystem 

bewieseii, wobei die vier Koeffizienteii reellwertige und stetige Funktionen 
des reelleii Argumeiites t siiid, die eine gemeinsnme Periode T  haben (wir 
koiinen T = 2 x  setzen). Da bei liiieareii Differentialgleichungeii die Lipschitzsche 
Bediiiguiig stets erfüllt ist, so geht durch jedeii Puiikt der reelleii (x, y)-Ebene 
nur eiiie Losuiigskurve 

(2) x = N t ) ,  Y = ~ ( t )  
hindurch. Setzt man also 

(3) X: = 9 .  COS 3, y = 9 -  sin 8 

und drückt inan die riichtnegntive Grosse r vermoge (2) als einc! Funktioii 
1-(t) der Zeit AUS, so wird 

gelteii, weiiii (2) iiicht die triviale Losuiig 

ist, die wir aiisschliesseii wollen. Der Azimiit 9 = 9 ( t )  wird diirch ( 2 )  und (3) 
iiur inod 2 x  bestiinmt. Wir legeii deshnlb deil Aiifmigswert @ O )  diirch die 
Ungleichuiigeri 029(0) < 2x fest und verlaiigeii, dass 9(1) eiiie fiir - rn < 1 <+ oo 
stetige Fuiiktion der Zeit ist, wodurch 9 ( t )  mit Rücksicht auf (4) vollig 

({) 'J!. LEVI-CIVITA, Ann. de l'&cole Norm. Siip. =, 28 (3). S. 325-376 (1911). Vgl. ~ u e h  
LIRERA TREVISANI, s Atti del R. 1st. Veneto ., 7 1 S ,  S. 1089.1137 (1912). 
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bestimmt wird. Freilich ist 8(t) im allge~neiiieii keiiie beschràiikte Fuiiktioii 
von t, da doch die Flacheiigeschwiiidigkeit des Aufpunktes in jedem Zeitpuiikt 
positiv sein kaiiii, so dass 9(t) zugleich mit t über alle Greiizeii wachst. Der 
Levi-Civi tasche Satz besagt iiuri, dass stets 

gilt, wobei y eiiie passend eu wahlende Koiistmte bedeutet, die auch ver- 
schwinden kann. 

In den astroiiomischen Aiiweiidungen dieses Satzes ist es nus dyiîamischen 
Gründen vorauszusehen, dass die Abweichung von 8.(t) von der rein sakulareii 
Bewegung pt iiicht nur beschrarikt ist, soiidern auch eineii inehr oder miiider 
ausgepragten rekurrenten Charakter habeii wird uiid dass dris Restglied 

einer harinonischeii Analyse (mit nicht notwendig kommensurablen Partial- 
frequeiizen) fahig ist, wie man das in den Ariwendungeii stets aniiimmt. Iin 
Nachsteheiiden sollea diese Frageii untersucht werden. Dabei werdeii wir 
zwei Falle zu uiiterscheideii haben, je nachdein eiiier der beideii charakte- 
ristischen Expoiieiiten p, ,  p, von (1) komplex oder reell ist. 

FALL 1. 1st p, komplex, d. h. p, --- a + iP und j + O, so ist p, $. pi uiid 
geiiauer p, = a  - ip, da doch die Koefflzieriteii voii (1) iiach Voraussetzuiig 
reell sind, so dass die charakteristische Gleichuiig der zu eiiiem Umlauf 
t - t  -t- 2 x  gehorigeii Substitutionsgruppe riiir reelle Koeffizieiiteii hat (*). Die 
allgeineine Losuiig voii (1) enthalt wegen p, + pz gewiss keiiie sakularen Terme. 
Qualitzi.tiv siiid awei Uriterfalle zu uiiterscheideii, je nachdein der Realteil a 

verschwiiidet oder nicht. Der Unterfall a = O  ist a stabil w ,  d. h. jede Losuiig 
voii (1) verlauft in eiiiem besctirankteii Gebiete der (a, y)-Ebene. Der Uiiterfall 
a + O  ist hiiigegeii instabil S ,  iiidem jede Bahnkurve von (1) den Urspsung 
?* = O mit dem unendlichfernen Punkt 1 -  = + oo verbiiidet; wegeri (4) wird 
dabei nicht nur r = + oo, soiidern auch 9. = 0 iiur asymptotisch erreiuht, 
wobei die Kurve nach unendlich vielen Windungeii spir;ileiiartig i i i  1 .  = 0 
mündet. 

FALL II. 1st pi reell, so ist offei1ba.r auch p, reell, so dnss der Fa.ll p, =p, 

nicht inehr ausgeschlosseii ist und daher die allgeineine Losuiig von (1) mch 
eiii sakiilares Glied enthalteii darf. Liegt nicht dieser siiigulare Fa11 voii 
mehrfachen Elemeiitarteilern vor, ist also z. B. p, p,, und schliesst mari 

(2) U m  ails den Wiireeln dieser Gleichung die charakteristischen Exponenten eu erhalten. 
iniiss man zu Logarithmen übergehen, so dass p, und pz eigentlich nui, rnodi bestimmt eind. 
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ausserdem den Fa11 aus, dass p, = O  oder p, = O  gilt, so koinint jede Bahii- 
kurve (2) von (1) RUS dem uiiendlich feriieii Puiikt I .  = -t oo der (a, y)-Ebene 
uiid kéhrt dorthin zurück, soferii die beideii Iiitegratioiiskoiistaiite~i, voii 
welche11 die allgemeine Losuiig voii (1) homogeii und liiiear abhai-igt, voii 
Nul1 verschiedeii siiid, wàl.irei~d der Charakter der Bahn derselbe wie iii den1 
instabileii Uiiterfall & + O  voii Fa11 1 kt ,  wenn man eine der beiden Iiite- 
gratioiiskoiistaiiteii gleich NuIl setzt. Das qualitative Verhalteii der Bahn kaiin 
also im Falie II von dei] Iiitegratioriskoiistsliiteii abkiangig sein. Dies ist 
freilich iiicht der Fall, wenn p, = p, = O  ist, ohiie dass es eiiieii inehrfachen 
Elemeritarteiler gebeii würde (qualitativ gehort dieser Fa11 eigeiitlich zu dem 
stabilen Unterfall a = O von Fa11 1). 

Iii frllhereii Arbeiten habe ich gezeigt (3), dass die Bohrsche Theorie der 
fastperiodischeri Funktioiieii einige klassische Fragestellungen der analytischen 
und der Himmelsmechanik siriiigeinass zu beantworten gestattet. Durch eine 
dieser Aiiwenduiigeii biii ich zu der folgenden Vermutuiig geführt worden, 
die daim voii Herrn BOHR (4) bewieseri wurde: 1st 

(8a) f(t) = eisn; 1 f(t) 1 = 1, - CX> < t < + 00 

eine fastperiodische Fuiiktion voin Betrage eins, so Iasst ihr Azimut die ad- 
ditive Zerlegung 

(8b) 8(t) = pt -+ w(t) 

zu, wobei p eine reelle Konstante uiid w(t) eiiie reellwertige fastperiodische 
Funktion bezeichnet. 1st uingekehrt w(t) und daher auch eiwct) eine fastperio- 
dische Fuiiktion uiid defiiiiert mari q t )  durch die Formel (8b), so ist die 
Furiktion (8a) als Produkt 

( 8 ~ )  eWt) t)= e+tei4) 

von zwei fastperiodischen Fuiiktionen vom Betrage eins eine fastperiodische 
Funktion vom Betrage eiiis, d. h. die Umkehruiig des Bohrscheii Satzes ist 
ebenfalls richtig. 

Es stel!t sich nuil folgendes heraus : Der Levi-Civitasche Satz (6) kann 
in2 Palle II nicht allgenrein dahin uet.schavft werden, dass dus beschranktt. 
Restglied (7) sogal. ftrstperiodisch ist. I w 2  Fulle I ist hingegen dus Restglizd (7) 
stets fastpe?.iodisch, unubhaugig davon, ob de?. stabile (a = O) oder der 
iszstabile (a =/= O) Unte~~fall .r;o?diegt. 

(3) a Eeitschr. für Physilr 2 ,  48, S. 149-161 (1928); = Math. Zeitschr. =, 31, 8. 434-440 
(1930); . Rend. Acc. Lincei n, I l  (6), S. 4Q-467 (1630). 

(I) H. Bom, Meddel. Kgl. Danske Vid. Selskab a, 10, Nr. 10 (1930). 
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Aus (3) folgt 

wobei wegeii (4) 

(11)  r ( t ) k  x(t)? + ~ ( t ) ~  > 0 ;  ' - 0;, < t < + 0;, 

gilt und stets der positive Zweig des Wurzelausdruckes gemeint ist. Mit 
Rücksicht auf den Bolwschen Satz (84, (8b) und seine Umkehrung geriügt 
also folgendes zu xeigeii: Iin Falle 1 k t  die Fuiiktioii (10) stebs fastperiodisch, 
iiicht aber irn Falle II. 

Wir behandeln zuerst dei1 FaIl 1: 

Da dann pi + p2 gilt, so ist die allgemeine Losung von ( 1 )  nach Fuchs und 
Floquet von der Porm 

(12) 
x ( t )  = Ci Pi, (t)e(" + @lt  + CzP4i(t)e(a-ifi)t, 
y(t) = Ci Pz i(t)e(a+i@)t + C, P~,t)eI*-i@)~ , 

wobei die P( t )  vier nach 2n periodische Fuiiktionen bexeichneri, die von dei1 
Iiitegrationskonstailte~i Ci, C, ilnabhlingig sind. Die allgemeinste reelle Losmg 
voii ( l j  hat daher die Gestalt 

(13) 
x( t )  = { (c, cos /3t - c, sin Pt)p,,(t) t (ci siii /3t + c, cos Pt)p,,(t) ) eut, 
y( t )  = { (cl cos pt - c, si11 pt)p,,(t) +(ci siii Pt i- c,  cos Pt)p,,(l) eut, 

wobei die p(t) vier von den reellen Integrationskonstanteii c i ,  c, uriabhangige, 
iiach 2n periodische reellwertige Funktionen bedeuten. Wir setzen 

(14) N(t)= e-at V z ( t ) ~  -t- y(.$)' 
uiid 

(15) M(t) = e-at[a;(t) + i y ( t ) ] .  
Würde die Determin:~iite 

irgeridwo, etwn für t = t , ,  verschwinden, so koante mari iin.ch (13) zwei der 
Bedingung ci + ci > O gentigende reelle Zahleii c, , c, derart bestiinn~eii, dass 
~ ( t , )  = y(t,)= O wird, was nach (11)  nur in dem ausgeschlosserien Falle (5) 
moglich ist, der aber nach (13) zu ci = c, = O, also gewiss riicht zu Inte- 
gratioiiskoiistailtei~ mit c: + ci > O gehort. Folglich kann die Determinante 
A( t )  nirgends verschwinden. Da sie ausserdem als De terininan te der p( t )  eine 
stetige iind periodische Fuiiktioii ist, so gibt es eiile von t unabliaiigige Znhl 
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6 > 0 derart, dass 

(1'3 P,P,i(t! + A,~i,(t)l" [A, P,,(t) + A,p,,(t)l" 0; + AP,P 
gilt, wobei A, und 1, zwei beliebig-e reelle Zahlen bedeuten. Setzt man nun 

A, =ci cosPt -c, sin Pt, À, = c, sin Pt + c, cos Pt, 

so ist die untere Schranke 
(1; + 136 = (ci + c36 

gewiss von Nul1 verschieden, da doch c: + c;=0  mit Rücksicht auf (13) zu 
der ausgeschlosseneri Losung (5) gehort. Aus (13), (14) und (16) folgt daher 

(16a) N ( t ) 2 V ( c ; - - t  c;)O>O; - < t  <+oo. 

Die Fuiiktioii (14) ist nach (13) fastperiodisch, und sie bleibt nach (16a) 
oberhalb eiiier positiven unteren Schranke. Andererseits ist die Funktioii (15) 
mit Rücksicht auf (13) ebeiifalls fastperiodisch. Folglich ist der Quotient 

nach der Bohrschen Theorie gewiss fastperiodisch. Obwohl also in dem iii- 
stabileii Uiiterfall a + O mit Rücksicht auf (14) uiid (15) weder der Zahler 
noch der Nenner des Ausdruckes (10) fastperiodisch sein kaiin, wird der 
Ausdruck (10) selbst, der doch nach (14) und (15) mit der ftlstperiodischeii 
Funktion (17) ideiitisch ist, in den beiden Unterfallen a + O, a = O von Fa11 1 
fastperiodisch sein. Nach dem Bohrschen Satz (8b) folgt daraus nicht iiur der 
Levi-Civitasche Satz (Ci), sondern auch der fastperiodische Charakter des 
Restgliedes (7). 

Dass die beschrankte Funktion w ( t )  nicht auch in dem Falle II stets 
fastperiodisch ist, erkennt mail bereits an Hand von Differeiitialgleichuiigeii (l), 

deren Koeffizienten a( t )  uiiabhaiigig von t (also gewiss periodisch) sind. Es 
seien etwn die beiden reelleii charakteristischen Exponenten p, , p, ver- 
schieden, so dass die reelleii Losurigen von (1) die Forni 

haben, wobei die vier reelleri Konstanten A, B, C, D bei passender Wahl 
der Aiifaiigsbediiigunge11 von Nu11 verschieden siiid. Daim ist die Frinktion 

nicht unabhangig von t und strebt wegen p, + p, entweder für lin1 1 = -+ w 
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C 
oder für linit = -CO der Grenze exp i a r c  tg- zu. Nun muss aber eine 

A 
fastperiodische Funktion, die für lim t - + oo oder für lin1 t = - w eiiieii 
Grenzwert hat, offenbar eine Konstante sein. Folglich ist ei%(9 und daher 
iiach (Sc) auch ~ ( t )  keine fastperiodische Fuiiktioii. Dies kornint vor, a.uch 
weiiii pi = p,, aber auch der Elemeiitarteiler mehrfach ist, d. h. weiiii iii (2) 
siikulare Glieder vorkoinrnen, wie z. B. iii der Losuiig 

der Differeiitialgleichuiigeii 

wobei der Grenzwert 

~ ( 4  lim eiW) = liin exp i arc tg - = exp i arc tg 2 
t Zao t ="O ~ ( 4  

wieder existiert, so dass w(l)  ails denselben Grüncleii wie vorher nicht fast- 
periodisch ist. 

Damit ist iiioht gesagt, dass o(t) iin Fitile II gaie fastperiodisch sein 
kanii. Wenn wir zu dem Falle beliebiger periodischer Koeffizienten a(6) 
zurückkehren und die beiden reelleii charakteristischeii Expoiieiiteii als ver- 
sohieden voraussetzen, so hat die allgeineinste reelle Losiiiig voii (1) gewiss 
die Forin 

~ ( t )  = C, pii(t)eplt + c,pi,(tje~st, 
y(t) = cip2,(t)e~lt i- c,pgo(t)e?at, 

wobei die p ( l )  die Periode 2 x  haben. Wahlt man iiuri ci > O und c, = O, so 
folgt 

wobei der Neiiner niit Rücksicht auf (11) keine Nullstelle hat. Folglicli ist 
eQ(t), also auch w ( t )  eine hstperiodische, ja sogar periodische Pniiktioii, 
obwohl der Pal1 II vorliegt. 
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Principi vnriazionali e trasformazioiii adinbzttiche. 

Memoria di GIANDOMENICO ~~IATTIOLI (a Pado~a) .  

Sonto. - L'A. istituisce un principio variazionale che collega due segmenti qhalsivoglia di 
traiettorie trmformate adiabatiche, e vi arriva considerando i parametri adiabatici 
corne ulteriori coordinate lagrangiane. 3 poi dimostrata con considerazioni statistiche, 
la sostituibilità di medie temporali con medie spaaiali, sia ne1 caso quasiergodico gene. 
rale che in quello dei sistemi di STACKEL, da cui conseguono gli invarianti acliabatici 
classici. 

Si consideri un sisteina dinamico 8, coiiservativo a vincoli iiidipendenti 
da1 tempo, cosicchè, riei riguardi geometrici, ogiii sua traiettoria 6 adagiata 
sulla superficie H =  cost. passante per la posiaione iiiiziale. Supponiaino che 
la funziorie oaratteristica sia uiia H ( p  1 q 1 a), cioh contenga certi parametri, 
indicati con a, i quali normalinente sono costanti - ed allora si haniio i mo- 
vimeiiti aveiiti il carattere geoinetrico nneidetto - ma che pousorio anche 
essere fsltti variare con opportuiii, ma qualsiasi interveiiti esterni. Ci6 equivale 
a supporre nella H, le a uguali a certe funzioiii del tempo, cosicchè, per i 
movimeiiti di questo secondo tipo, la H non sar& pih costante, ed  il sistema S 
si trnsferirli, - ~iell'iiitervallo t ,  - t, durante i l  quale le n vnrfano - dal- 
Yuna ad url'altt-a delle superficie H =  cost. sumenzionate. Quando la  varia- 
zioiie delle a 6 leiitissima, per cui esse realizzaiio un increinento iiifinitesimo 6n 
i i i  uii iiitervallo finito t, - t, di tempo, il movimento di S subisce un' alte- 
rnzioiie rispetto a quello che esso possedeva per le  a costanti, la quale, se- 
condo 'EHRENFEST ('), si dice una tmsfosvnazione adiabaticn. I l  problerna 
capitale di questn teoria 6 la  'ricerca degli inva?-ianti adiabatici, cioé di 
quelle' quaiitith che conservano il loro valore in  capo alla trasformazione 
adiabatica. 

Gli invarianti adiabatici finora noti soi10 tutti nttaccati a due particolari 
movimenti base (denoto cosi quelli iiei quali le a sono costanti): periodici, O 

- .  

(0 Adiabatic invariants and the theory of quanta, a Phil. Mag. *, vol. XXSIII, 1917, 
pag. 500. 
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che soddisfano alla coridizioiie di quasi ergodicith; e gli autori (7 che li hanno 
studiati 10 fecero ponendosi subito nelle condizioni relative all' uno O all'altro 
tipo di movinzento. 

Valeva quindi la  peiia di adottare un- punto di vista piii generale, ne1 
senso di ricercare l'effetto di una trasformazione adiabatica su di un generico 
moviinerito - e considerato in un qualunque intervallo t ,  - t ,  - e non so- 
lamente dei tipi predetti. Il criterio mi sembra vaiitaggioso, perché, mentre 
da un lato coaduce a delle formule di validitk generale, dall'altro consente 

one di affermare la neccessith di certe Iiinitazioni da imporsi alla trasforma~i 
adiabatica, affinchè siano verificate delle circostanze d7 ordiiie statistico che 
sole coriducono alla effettiva costruzioiie di invarianti adiabatici nei casi par- 
ticolari prima indicati. 

Il metodo Io ho trovato iii u11'applicaziorie dei principi variazioiiali della 
meccanica, in certi dettagli origiiiale; come nel17impostazio1ie iniziale dove i 
parainetri adiabatici (le quantith a) sono introdotti quali ulteriori coordinate 
lagrniigiane; cib che, da1 lato formale, consente di trattare con procediinenti 
uiiitasi sia i moti base (a = cost.), che qiielli di tritsformazioiie adiabatica 
(a variabili). 

Nei 1111. 1-4 sviluppo il inetodo ~aria~zionale (che credo nriovo) col quale 
propongo di trattare il problema geiierale delle trasfoimaziorii adiabatiche, 
ed arsivo ad U I I ~ L  ideiititk, ln (9), che compeiidia iii uiin espressione forinnle 
concisa, l'effetto della varittzione lenta e liiieare del parainetro ndiabatico. 
Ne db, al 11. 5, unn inilnediata e nota applicazioiie al caso dei sistemi pe- 
riodici. L'identith stessa formalineiite rnodificata al il .  7, mi conseiite, 11. 9, 
di iiidicare qualche aspetto assunto dalla teoria clnssica riguardarite il me- 
todo d'iiitegrazione di HAMILTON-JACOBI ne1 caso i i i  cui intervenga un para- 
metro adiabatico; frit altro trovo uiia formula per 17 iiicremeiito de117 energia, 
che, per quanto non adoperata, credo degna di menzione. Al n. 8 passo in 
esame i sistemi di ROUTH al10 scopo, principalmente, di far rilevare i n  coii- 
creto 1' iinportanza che h a  la durata della 'trasformazlone adiabatica per la 
corretta costruzione di iizvnrial~ti ndiabatici. Al II .  10 diniostro, per IZ qua- 
lunque, la identitk tra le rnedie di uiia Punzione qualsiasi, luiigo una traiet- 

( i j  BURGERS, a Ann. der Physik D, Bd. 52 (1917), pag. 195; LEVI-CIVITA, Drei Vorle- 
szcngen iiber adiabatische Invarianten, a Abh. Math. Seminar x,  Hambnrg, Bd. VI (1928), 
pag. 323; Sugli invarianti adiabatici, a: Atti del Congresso int. dei Fisici » (Como, 1937). 
Cfr. anche i trattati di BORN, Vorlesungen über Atommechnnik; J U V E T .  Mécanique analytique 
et théorie des quanta. 
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toria diiiainica che sia densa sulla superficie H= cost., e sulla superficie 
stessa: corisegueiiteinente ricavo l'invariaiite di GIBBS. Nei iiunieri successivi 
prendo in esame i sistemi di STAECKEL, e ridimostro l'invarianza adiabatica 
degli iiitegrali di SOMMERFELD, reiidendo anche qui rigorosa la  sostituzione 
di medie spaziali a quelle temporali. 

1. Osservazione sulla variazione asincronit della forza viva d i  un sistems 
dinamico. - Sin assegnato uii sistema dinainico, S, a vincoli iiidipendeiiti 
da1 tempo: la  corrisponderite forml viva è allora uiia fuiizione q~iadratica 

omogeriea delle derivate q j  : 
l n '  . .  

T = - &ja,q*qj 
2 1 

con le aij funzioni delle sole q. Un moto particolare è determiiiato dai valori 

iniziali delle q e delle Q. Consideriamo due movimeiiti di S corrispoiidenti a 

valori iiiiziali iiifiiiitamente viciiii delle q, q;  nei rispettivi iiitervnlli fiiiiti di 
tempo t ,  '-' t ,  , e t ,  + 6t, '-' t ,  + Et, ne110 spazio delle coordinate qi i due punti 
rappresentativi rimarranno infiiiitamente vicini. Pacciamo corrispoiidere al 
tempo t  luiigo la prima traiettoria un tempo t + 6 t  arbitrario sulla seconda, 
col solo vincolo che si corrispondano gli istanti iniziali e .finali prefissnti: se 
conseguentemente si associano le posiziorii qi e qi + 6qi assuiite da1 sistema 
nei due moti considerati, si realizzn una vnriaaione asinc~-ona (in geiierale, 
quaiido il 6t  non è ideiiticamente iiullo) dalla traiettoria base alla seconda 
considerata, riella qua,le 

Si è convenuto di 

la  variazione corrispoiideiite di forza viva è data dalla 

d6t 
6*T= FT- 2 T - .  

d t  

indicare con 6 gli iiicrementi relativi a variazioni 
siiicrone: ne1 nostro caso si nvrebbe una siffatta vstriazione qualora le posi- 
zioiii qi, qi t 6qi fossero quelle che corrispoiidono al10 stesso iststiite t .  I l  
segno differeiiziale 6* è relativo invece alla definita variazioiie asiiicrona. 
Iiidicaiido coi1 Mo e M, i due moti, ed adottando gli stessi iiidici per le 
graiidezze relative a ciascuiio, si  ha. pure 

2. Interpretaziane dei parametri conie coordinate lagrangiane. Conse- 
gimnti identith Iagrttngianr. - Si abbia, dunque, uii sistema ineccitiiico 
olonoino ne1 quale iiiterverigaiio, oltre a quelli propri al sistelna, che direino 
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al solito q,, altri parametri a, i quali possano sia essere mantenuti costaiiti, 
sia essere fatti variare lentamente mediaiite opportuni interventi dall'esterno 
(variazione di masse, vincoli, forze, ecc.). Si ammette che dopo uiia qnalunque 
loro variazioiie, una volta che abbiano ripreso valore costante, il tipo del 
sistema non sin alterato, cosicché esso é sempre caratterizzato dai paranletri 
lagraiigiani propri: ci6 che variera con le a, saraniio le espressiorji della 
forza viva e delle forze agenti su1 sistema, in quanto le a, sono contenute 
in modo deterrniriato nelle espressioiii aiialitiche delle quantith dette. 

II moto del sistema 6, anche nella fase di variazione delle a,, p' ietla- 
mente de terminato dalle sole equazioni di LAGRANGE relative alle scelte 
coordinate, perche si suppongono precisate le a, quali funzioni del tempo. 
Nulla vieta perb di scrivere aiiche per i parametri a, le corrispondenti 
equazioni lagrangiane sotto forma di identità, e precisameate al modo se- 

guente: i primi membri sono dedotti dalla forza viva T(q 1 1 a 1 a) :cl modo 
solito, i secoridi membri verigoiio posti uguali a quello che diveiitaiio i primi 

quando in essl le a,, a, siano sostituite con le loro note espressioni in ter- 

mini di t ,  a,(t), a,(t); ed inoltre, supposte prima iiitegrate le equazioiii di 

LAGRANGE propriamente dette, si pongano per le q d ,  q,, Qi, le effettive de- 
terminazioni quali funziorii di t e delle costanti introdotte nell'integrazione. 
In conclusione si viene cos1 ad associare alle equazioni del moto del sistema 
un numero di relazioiii identiche uguale a quello dei parametri a,, i cui 
primi membri si presentaiio iii modo simmetrico coi1 gli analoghi delle equa- 
zioni lagraiigiane, inentre i secondi, una volta precisati i valori delle costa.iiti 
arbitrarie, cioé sia scelto un particolare moto, si possono pensal-e quali de- 
terminate funzioni del tempo. Vedremo che la conosceiiza effettiva di tali 
funzioni non è necessaria, bastando aver riconosciuto che per ogrii singolo 
moto di cui il sistema è capace, esse esistono in modo uiiivocamente de- 
terminato. 

Sviluppiamo ora i calcoli. II sistema ineccanico S dipenda da 9% coor- 
dinate lagraiigiane q, ,  i = 1, 2, ... n ;  e siaiio inoître a j ,  j = 1, 2 ,... s, i para- 
nietri adiabatici. Senza pregiudizio della, generalit8, ma al solo scopo di 
semplicitb formale, ammettiamo la presenza  di un solo parametro adiaba- 
tico, a:  é ovvio coine si deve procedere altrimenti. Inoltre quando a sin 
mantenuto costante, i vincoli del sistema siaiio fissi, talchè la  t non inter- 
verra esplicitanîeiite nella forza viva T: completeremo le ipotesi ammetteiido, 
cib che corrisponde a cnsi coiicreti (vincoli variabili, ad es.), che, ove la T 

. . 
dipendn. anche dalla derivata a, essa sia, complessivamente nelle qi ,  a, uiia 
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funziorie quadratica omogenea a coefficienti fiinzioni di qi, a.  Le forze, inoltre, 
provengano da uiia fuiizioiie di forza U, aiich'essa djpeiidente dalle sole q,, a. 

Secoiido quanto è stato detto piii sopra, scriviamo il coinplesso delle 

Le prime n sono le equazioni del inoto, l'ultiina, è la siinimeiizbiiata 
ideiititk relativa al parametro a, e nella quille abbiaino indicato con Q ( t )  
quel10 che diveiita il primo inembro ne1 particolare inoto che si coiisidera, 
ci06 dopo sostituzione al posto di ogni quaiititii della sua espressioiie ne1 tempo. 

Ripeto che le (1) bastaiio in ogni caso alla determiiiazioiie del inoto 
(miche quaiido a varia, perché è assegnato a( t ) ) ;  la coiisiderazione delle (l'), 
come si vedrk i i i  seguito, oltre che coiisentire uiia iinpostazione siinmetrica 
del probleina, rie1 seiiso di trattare alla stessa stregua i moti ad a. costante 
e quelli nei quali a varia (tg-nsfownaaioni adiabatiche del sistema), ci coiiduce 
a una rapida valutazioiie del coiitribiito eiiergetico dovuto alla variazioiie di a. 

Dal puiito di vista formale possiaino considerare le (l), (1') come il si- 
stema lagrniigiano di un probleina diiiainico ad I r  + 1 gradi di liberth, di 
coordiiinte qi, a: la defiiiizioiie di Q(t), per ogni siiigolo moto, equivale so- 
staiizialmente all'affermaziorie che iieli'integrale di (l), (1') il parametro a 
deve risultare quella prefissatn a(t). 

3. Impostazione variazionale del problema. - Una dimostrazione classica 
è quella che prova la coinpleta equivalenza di un sisteina di equazioni di 
LAGRANGE al principio variazioiiale di HAMILTON: per il nostro scopo coiiviene 
adottare 1' espressioiie relativa agli estreini 'variati. Possianlo duiique compen- 
diare le relazioni (l), (l'), (clie si presentano formalinente come uri sistema 
lagraiigiaiio ad n + 1 variabili) iiella formula variazioriale 

che sussiste per utii.1 qua lunq~~e  variazioiie sinc~.ona del moto iiaturale anche 
fra estremi vaiiati. 

Iiîtroducinino ora un nsinc~.o?zismo iiel raffroiito del moto variato (in ge- 
iierde fittizio) col moto iiiil,urale base (che pub essere sia uii inoto ad a = cost., 
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oppure ad a variabile in modo assegiiato): essendo T qiiadratica omogenea . . 
nelle q,, a, denotando con 6" le variazioni corrispondeiiti, si ha  (cfr. ri. 1) 

e sostitueiido nella (2) otteniamo il principio variazionale 

su cui baseremo le ulteriori iiostre coiisiderazioni, e che vnle per vziria.zioiii 
qualsiasi della traiettoria na.turale, cornunque asincrone, e dove beiiiiiteuo, 
la variazioi-ie 6" della forza viva deve essere calcolata trattmdo T conle 

funzioiie delle a, a in modo siiiimetrico con le qi, qi .  

4. Applicazione della (3) al ealcolo delle trasformazioni adiabntiche. - 
Assegnianio alla ct un v d o r e  costante cr,, ed iiidichiaino con Mo un moto 
corrispondente; determinato, cioe, da certe condizioiii iiiiziali, che per faci- 

litare gli ulteriori riferimenti, precisiamo cosi: per t = t,, le qi e le qi siario 

rispettivameiite qiO, q:; iiidicheremo comprensivamente con P: l 'atto di moto 
iniziale ora specificato, e talvolta anche solameiite la posizione al10 stesso 
istante del sistema. 

Siccome vale l'integrale delle forze vive, avrenio durante Mo 

(4) T, = Uo + . 
Appare dalle notaziorii scelte che l'indice O sta ad indicare qualuiique graii- 
dezza relativa ad M o .  

Al10 stesso istaiite t , ,  e a partire dall'atto di moto Po,, s'iriizi la  t9.a~- 
fo?*~nazione adinbicticn faceiido variare le~ztissi~~zat~zente, e in modo assegiiato 
rie1 tempo, il pn,rarnetro a con velocità infinitesima,, da trattarsi come quarititlt 
di primo ordine, cioè del10 stesso ordiiie delle 6qi, 6n che iiitervengono 
in (3). Indichiamo con M il moto del sistema che prende luogo (moto di 
tvasfo~wzazione ndinbatica, O moto intel-medio). Sia t ,  un valore del tempo 
successive a t,; e siaiio Pi, Pi gli atti di moto del sistema secoiidoché esso 
ha percorso la  traiettoria. Mo oppure la M. Sia irioltre 6a la variltzione totde 
del parainetro nell'intervallo di tempo t ,  - t,: il riuovo valore costailte 
a,  = no + 6a del10 stesso parainetro, assielne con l'atto di moto Pi determinn 
univocameiite uiia traiettoria M, percorribile da1 sisterna 8, la quale corri- 
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spondendo ad un valore del pararnetro a infinitamente prossirno a quello, a,, 
relativo ad Mo, sarà per ogiii suo tratto finito discosta di quantith di primo 
ordine dalla traiettoria M o .  

Scegliarno su Mi un punto, PI, infinitanlente vicino a P:, ma del resto 
comunque; siccome il tempo t  lion interviene esplicitamente in T nè iii U, 
possiamo supporre che S percorra M, partendo dali'atto di moto Pi al- 
l'istante to  + 6t, (con 6t0 arbitrario, ma iiifiiiitesimo che si considera a l  solo 
scopo di teiier conto di tiitta la generalitti possibile). Sia t ,  + 6t, l'istaiite in 
cui S raggiuiige la posizioiie P: = Pi dianzi considerata (atto di moto finale, 
all'istante t ,  del moto iiitermediario M). Su Mi vale ancora l'integrale delle 
foree vive: sia E, = E, + GE il valore che ivi assume la costaiite E: sarà 
S U  M ,  

(4') T,  = U, + E, = U, t E', + 6E. 

Applichiamo le equaeioiil (l), (1') al moto intermediario M. Moltiplicaiidole . . 
ordinatamente per q,, a e sominando, tenuto conto della forma della T, si 
ricsva notoriamente 

au - 
qualora il potenziale U contenga la  a, aggiungendo e sottraendo - a, si ha 

aa 
Dure 

cd integrando fra t ,  e t ,  lungo 

(5) l T 1:; = 

la traiettoria M7 

L'indice M sta. ad indicare che i valori della funzione integranda sono quelli 
assunti in fuiizione del tempo sui punti di M, 

Sia 

l'espressione gerierale della forza viva: a«, b , ,  c sono funzioni delle qi7 a,  
solamente. Abbiamo amrnesso che gli atti di moto iniziali (per t  = to )  dei 

movimenti Mo, LM, corrispondaiio agli stessi valori di q l ,  qi,  rneiltre: a = O  

per M o ,  cc = quantith di primo ordine per M. Iiidicaiido con I l o ,  1'; le forze 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



290 G. MATTIOLI: Principi zraria~ionnli e trasformazioni adialmtiche 

vive iniziali di M e M o ,  avremo, osservando la, (6), 

dove con la  notazione (...)O intendiamo che entro pareritesi a1 posto delle 

q i ,  pi, a, a si devoiio porre i valori qiO, qiO, no,  a, iniziali per M. Coii- 
frontiamo ora T', cioè la forza viva in M alla fiiie di questo moto inter- 
mediario (che abbinrno assurita ali'istnnte t,), coi1 la  Ti = forza viv:~ in M ,  
per l'atto di moto Pi= Pi (e relativo all'istaiite t ,  + Bt,). 1 due atti di moto 

coincidoiio riguardo alle q,, q,; mentre si ha:  a = a' f: O, i n  geaerale, per M, 

e a = O in ll-l,. Sempre dalla, (6) scende 

dove la notazione (...)' ha sigiiificato andogo a qoello diaiizi chiarito. 
Gli ultimi termiiii, iielle due precedeiiti rel:izioni, soiio da, trai.t;i.rsi come 

quaiitith di secoiido ordine, perche i i i  essi a iiitervieiie a.1 quadni.to; iiioltre 
si pub scrivere 

trascur.aiido qiiantitk d'ordine superiore ad a ;  allorn per sottrazione ricnviamo 

dove [2] indica, quaiitith di secondo ordirie almeno rispetto 

zione 1 ... 12 che della corrispoiidente quniiti th si deve fare 

ad a, e la nota- 

la differenza dei 
valori che essa assume alla fiiie e all'iiiizio del moto M (cioè in 1'' = Pi i 9 e 
i t i  Pa = Pa). 

Evidentemente 
1 ulf: = u: - u; 

essendo U:, U: i valori dei poteiizinle delle forzn in Pi = Pi e iii Po = Pi 
rispettivatnente; eosicchè in definitiva la (5) pub essere scritta 
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App1ic:~iido le (4) e (4') rispettivamente nlle coiifigurazioiii PU, 1': si h a  

Ti= U i  + Eo, 
Ti = U: + E, -1- SE; 

sostituerido iiella (5') si ricava in definitivp per  1' iiicreincii to della costnii t e  
delle forze vive ne1 passaggio da1 moto Mo :,~d dl, (eiitraiiibi iid a costa.iite) 
ed  operato dalla trasformazioiie adiabatica M:  

Applichiamo ora due volte la formula variazionale (3, e precisii.ineiite 
assumeiido iii entrambi i casi M come moto base, e, come inoti variati, ri- 

spettivamente Mo ed  Mi. Iridichiamo con a,, 6, i coriispoiideiiti simboli di 
variazione ; avremo 

ed un' altra analoga con 6, al  posto di 6,. 
Sottraiamo l a  prima dalla seconda identith: ponerido 

con che 6 B il simbolo d i  vminzione relativo a l  prissaggio, iii geiierale asiii- 
crono, dalla traiettoria Mo alla M L ,  avremo 

l'iiitegrale e la. differeiiza a secondo rneinbro esseiido c:i.lcolati su M. 
Richiamiamo ora 1'osserv~i.zioiie del n. 1. Se Po, Z', soiio puiiti corri- 

spondeiitesi agli istanti rispettivi t, t -1- 6 t  su Mo e Mi, nvi-emo 

per cui 

Ora : 
a au, au 6U= r i i -  oqi  -+ ;?II 6th 
1 aqi 
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e quindi 

cosicchè la (7) diventa 

Si ponga per € E  il suo valore (6'), e si teriga preseiite che iiell'iiite- 
graiido, oltre al SE, anche €a é costante; avreino l'identith 

il cui secondo membro ci foriiisce i'incremen to deli'azione relativa a1 \pas- 
saggio dalla porzioiie P:Pi di traiettoria Mo alla corrispondente PIP: di tra- 
iettoria M, (entrainbe percorse da1 sistema S con a costante e diverso di 6a) 
e collegate fra loro dalla trasformazioiie adislbatica M realizzata iiel corri- 
spondente iiitervallo di tempo t, - t,. 

La (8) A di validith assolutamente geiierale: in particolare per dedurla 
non abbiaino doviito fare nessuna ipotesi riguardo d modo di variare del 
parametro adiabatico a, se si toglie i'affermazioiîe piii volte ripetuta, che la 

derivata n è supposta iiria funaioiie regolare del tempo entro t ,  - t a ,  e piccola 
tan to da poter essere trattata, iielle identith variazioiiali, corne una quanti th 
del10 stesso ordine d'infinitesimo (primo) delle 6q,, ecc. Ma se, pure nel- 
l'ambito di qiiesta restrizioiie, la forma che la. a(t) assume, ne1 corso della 
trasformazione iioii vieiie ulteriorineiite precisata, la (8)) pur esprimeiido 
un'identitA coiisegueiiza della trasformnzioiie stessa, noii ci coiiseiite uria , 

conclusione espressiva, ed inoltrs indipendente du1 moto internzediavio M. 
Ed invero nei due iiitegrali del 2" meinbro è palese 1' iiîtervento esseiiziale di M. 

I l  solo modo, in  geiierale almeno, d i  ~ e n d e r e  la (8) indipendente da M, 

6 di  po?*re k = E = costnnte infinitesima; con ch2 si pl-ecisa 1' andanzento 

( 1 )  Qoanto alla legittimità del trasporto del segno C* fuori dell'integrale, v. LEVI-CIVITA 
e AMALDI, Leziorzi d i  MeccaMca Razinlzale, Vol. IIiI p. 5û7. 
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tincal-e ne1 tempo del pîaf.anzetro adinbatico a. E precisaiiîeiite qui che ap- 
pare la iieuessit& di questa defiiiizione che fit meiizioiiata iiell'iiitrodiizione. 

La verifica e immediata, perche iii ta1 caso 

(ti - t,)a = (t,  - t , ) ~  = 6a, 

cosicché al secobdo membro si elidono i due integrali, nonchè due altri ter- 
mirii, e resta 

(9) 

coine identith fondaineiitale, espriineiite i'effetto di uiin trasformazione adia- 
batica 6n realizzata lineamlente e nell'iiitervallo di tempo t ,  - t,. 

5 .  Caso dei sistemi periodici. - Corne semplice e inîmediata applicazione 
dellti, (9) a,l11~ costruzione di inuavianti adiabatici, cioe di quaiititk che con- 
servniio iiialterato il valore in capo ad uiin determinata trasfornîaziorie adia- 
batica, consideriamo il caso in ciii le due traiettorie M~ ed Mi sono chiuse 
(ed i moti su di esse, quindi, 
plicata con asincronismo tale 
secondo membro s'annulla ( a  
almeno), e si ha  

periodici). Se la formula variazionale (9) é ap- 
che si corrispondano le due intere orbite, il 
rigore diveiita infinitesirno di secoiido ordiiie 

Si ritrova il risultato noto, cioè l'invarianza adiabatica dell'azione estesa ad 
un periodo (per i moti periodici). 

6. Osservazione relativa al modo di variare dei parametri adiabatici. - 
Appare dai calcoli svolti al n. 4, che per la traiettoria trasformata M,, as- 
segnato l'incremento 6a del parametro adiabatico e l'interva.110 di tempo in 
cui si svolge la trasformazione, é detesmiiiatn la variazioiie 6E dell'energin 
totale del sistema. Per svincolare i risultati da1 moto intermediario M, ab- 
biamo dovuto, inoltre, far ricorso all'ipotesi della linearith ilel teiripo del 
parametro n stesso durante M. 

Suppoiiiaino ora, pih generalmente, che riei dati del problema: forza 
viva e funzione di forza, oltre al parninetro a lie intervengaiio d t r i  aiicora: 
c,, ... c ,,... c m ,  i quali iiel moto bitse e in quel10 trasformnto siano costniiti, 
inentre invece ne1 moto di trasformnzioiie variiio in modo delemlinnto dalla 
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t~.aiettot*ia base e dalla legge d i  vaviazione d i  a: allora le' c, risulteraiino 
essere, nell' intervallo t ,  - t , ,  delle deterniinate c,(t), non ~zecessci?~itr.r~~e~zte 
1ineag.i. Le supporreino perb limi tate e derivabili. 

Aiiche quando la variazione totale delle c, è infinitesima, non è durique 
possibile di trattarle senz'altro come ulteriori parametri adiabatici accaiito 
alla a,  dovondo, per potor far qiiesto, essere anch'esse funzioni 1ineai.i di t 
durante il moto di trasformazione. Senonché in. un caso importante è possibile 
far cio; ed ecco come. 

Assegnati la variazione 6a del parametro a, t! l'iiitervallo t ,  - t ,  durante 
il qiiale si svolge il moto di trasformazione, nonché il moto base e uii'origine 
su di esso, la traiettoria trasformata è, come abbiamo visto, univocaniente 
determiiiata; e corrisponder8, iii pa.rticolare, a certi iiicretncnti 6E, 6c,, della 
costante delle forze vive e delle ulteriori costanti c,, che supporremo pieiia- 
mente determiiiati dalla trasformazioiie stessa. Supponian~o viceversa., che il 
problema diiiamico sis tale che i vaiovi delle costanti E ,  c, i~zdividuino 
co.nzpIe&ame?~te la tg-aiettolsia (iioii importa la  legge oraria), ;dlor;i., soddisfatta 
una condizione riconoscibile caso per ctiso, è possibile coiisiderare le c, coine 
parametri adiabatici, per quaiito, ripeto, la loro dipeiicleiiza da1 tempo non 
sin generalmerite liiieare. 

Iiifatti, proviaino a trattare le c, ,211 pari della a coine parainet.ri adia- 
batici, sostitue~~do, in conseguenza, alle effettive c,(t) le espressioni, valide 
durante la trasformazione 

' fi c h i ~ r o  che l'increineiito che cos1 risulta per c, all'istaiite t ,  è uguale 
n quello della reale trasformazioiie: orbeiie, se in 'questa fittizia trasfor- 
rnnzione ndiabatica, Z'inc~emento della costante E é uguale n quello veule, 
(cià che pub O no essere) zsale?ado 1' ipotesi espressa pi& sopva, la t r*aie t t~?~ia 
tvasfo~wzatn coimide con quella raggiunta nella tvasfownazione ?meale. 

Poiché iiell'uno e nell'altro modo di realizzare la trasformazione possono 
essere fatti corrispoiidere gli stessi estremi sulle due traiettorie, si coiiclude 
affermando la. possibilith (a.i fini del calcolo della trasformazione) di tra.ttare 
le c, come ulteriori parametri adiabatici (a variazione lineare). 

In sostanza, procedeiido a questo modo, si sostituisce tdla effettiva tra- 
iettoria di trasformazione, iiii 'dtra che sa.rà ti. quella prossima (le due espres- 

sioni di c,: vera e fittizia, differiraiiiio nei casi concreti di quaiititA infini- 
tesiine), nia che ne ha gli stessi estremi e percib Fa corrispondere le dile 
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stesse trziiettorie base. Ora é precisninente questa corrispoiideiixa che sola- 
mente interessa conoscere, per valutare le variazioiii determinate nelle qualsiasi 
grandezze meccaniche dalla trasformt~zione 6a del ver0 parametro adiabatico : 
purchè essa si conservi alteraiido conîuiique il moto iiitermediario, potremo 
calcolare quelle variazioni con refereiiza a questa fittizia trasformazione. 

Un'osservazioi:e in certa guisa inversa della precedente, pub farsi relati- 
vainente al modo di realizzare la variazione 60 del parametro. Essa nei 
calcoli precedenti fu supposta liiieare: ora, se assumendo a non più lineare, 
ma deterniinato altrimeiiti, ne conseguono gli stessi 6E, 6c, per un asse- 
gnato Sn, e questi determinano ancora univocamente la traiettoria trasformata, 
B possibile, al 'solo scopo di opportuiiith. nnalitica, di adottare per la a(t)  
quella legge di varinzione. Questa osservazione pub giovare quaiido conve- 
riisse sostituire il tempo con un parametro non proporzionale. 

7. Forme equivalenti della identità variaaionale (9). - Introduciamo la 
furixione lagraiigiaiia 

L= 5" U. 

Sulla traiettoria base Mo e su quella variata Mi sussiste l'integrale delle 
forze vive 

l 

con i valori Eo, Eo i- 6E della costante, rispettivameiite: sulle stesse traiet- 
torie sar& dunque 

2T=L+E. 

Essendo la T su Mo e M, una funzione quadratica omogenea delle 

sole q (si ricordi che a, ove intervenga iiella espressione generale della forza 
viva, é. iiulln sulle due meiizionate traiettorie), quando si assumano le coor- 

dinate canoniche p i ,  q , ,  relative alla forma ridotta (con a = O) della T, 
avremo anche 

cosicchb alla (9) si pub dnre l 'una O I'altra delle due forme equivalenti 
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I n  certi casi pub essere conveniente di prospettare il problema dinamico 
sotto l'aspetto hamiltoniario. Consideriaino dunque i moti ad a costante, e 
quindi la forza viva, eveiitunlmeiite ridotta, T. 

Posto L = T i -  U, si h a  notoriamente, 

I l  secondo gruppo delle equltzioni canoniche ci fornisce 

inoltre nei moti considerati si ha H = E: si pub dunque espriinere Id + E, 
nota la furiziorie H, al modo seguente 

che possiaino, volendo, anche trasformare sostituendo le p, con le q i  previa 
risoluzione delle (10) rispetto nlle pi; cib che é possibile fare perché suppo- 

niamo + O  l'hessinno della L iniziale rapport0 alle i i ,  e quindi, come si ri- 
conosce facilmente, quel10 della H rispetto alle p, . 

L'osservazione da ritenere è questa: posto il problema dinamico sotto 
forma hamiltoniana, é possibile con calcoli algebrici ricavare l a  corrispondente 
funzione L + E che interessa considerare ne1 principio variazionale fonda- 
mentale delle trasformazio~ii adiabatiche (9"). 

8. Sistemi del Routh. -- Considerian~o il cnso elementare in cui alcune 
variabili, diremo q, , q, , ... q ,  , sono ignorate ; cioé non intervengano nella H 
(sempre per a costante). Si haiino allora i corrispondeiiti integrali primi 

P j3 jc j ,  j=  1, 2,  ... m. 

È altresi classico che la  determinazione del moto è ridotta all'integra- 
zione del sistema c~nonico relativo alla nuova funzione 

ed alle quadrature 

Due casi si presentano attualmente in relazione alle trasforinazioni adia- 

batiche: nell'espressione completa della forza viva interviene la a, oppure no. 
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Nei riguardi delle costanti ci si riconosce che in geiierale (cioè quando le 

q , ,  ... q,, non siano ignorate anche nei termini di T coiitenenti a), alla fine 
della trasformazione adiabatica: ne1 primo caso, le cj restano incrementate 
di certe 8 9 ,  mentre ne1 secondo restano costa.nti. 

Ed infatti dalle equazioni 

applicate a l  moto di trasformazione, appare che: se nella espressione conz- 

pleta di T le q,, ... q, sono ignorate (quindi anche iiei coefficienti di a), il 
secoiido inembro è per tutte = 0, cosicchè pj = costaiite = cj anche duraiite 
tutta la trasformazione ; se invece q, ,  ... q, , sono ignorate solamente nella 

forma vidottn (a = 0) della T, i secondi membri non sono pih nulli, ed in- 
terviene una variazione delle costanti c f .  

Cornunque sia, la (11) diviene 

Caluolando il secoudo integrale e sviluppandone la  variazione, si ha  

e con evidente semplificazione 

Nell'introduzioiie, si è accennato all'importaiiza che ha  in genernle la  du- 
rata della trasformazione adiabntica per la corretta costruzione degli iiivarianti 
adiabatici : possinmo ora diwe un eseinpio di questa circostanza, particolarizzaiido 
i l  caso trattato in questo nurnero, e precisamente supponendo che le coordinate 
ignorate sinno n - 1. Supporremo tnli le prime n- 1, cosicchè la precedente 
relazioile si riduce a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Supponiamo che a- non intervenga in T; allara sappiamo che 6cj = 0; 

per cui ponendo q,,dt'= dq,, e sostituendo nell'integrale all'integrazioiie tem- 

porale la corrispoiidente ne1 piano p,, , y,, del10 spazio delle fasi tra le posi- 
zioni P o ,  P, corrispondenti agli istanti t,, t , ,  avrerïio 

Il moto sia ora periodico nei riguardi della coppia .coniugata p,, , q , ,  per 
ogni valore del parametro a :  estendendo l'integrazione alla relativa orbita y 
su1 piano stesso, il secondo membro s'aiiiiulla, e--  resta., con evideiite signi- 
ficato dell'indice apposto al segno d'iiitegrale, 

la quale definisce l'integrale stesso come iwvuriante adiabatico. Appare 
durique che tale integrale è invariante purchè la trasformazione adiabatica 6a 
a cui il sistema è assoggettato duré anche u n  solo periodo ~.elativo a p n 7  qnq 

Conservando 1' ipotesi della periodicith su1 piano p,, , q, , passiamo ors 

alll altro caso: la T coiitenga effettivamente a. Ammettiamo che il iiostro 
sisteina dinamico possegga la cosidetta stabilita alla Poisson, la  q u d e  esprime 
che, ove lit traiettoria lion sin periodica, il sistema ripassa certameiite vicino 
quaiito si vuole ad uua sua qualuiique posiziorie iriiziale. Assumendo a l  solito 
iii t ,  l' origine del moto base Mo,  nell' ideiitità (12) sia t ,  un valore del tempo 
cui corrisporide per i l  sistema una posizione prossima all'iniziale in modo 
che gli scostamenti A p , ,  Aqi delle variabili canoniche pi,  qi possano trattsrsi 
come quantith di primo ordine. Abbiamo supposto il moto periodico su1 piano 
p , ,  q,,: la proiezione della traiettoria su1 piano stesso sarh una curva y 
chiusa, di luiighezza finita. Restringendo eventualmente il li&ite-concesso alIo 
scostrtmento or ors  meiizionato, si pub certo far in modo che all7 istante t ,  le 
variabili p,, q,, sinno sulla y iii un punto prossimo d a  loro determinazioi~e 
in t,, cosicchè, se T é il periodo relativo a g,, , q,,, t ,  - t, differira di poco 
da  un certo multiplo, nzr, di z. Per  la regolarith del moto, all'istante, pros- 
simo a, t , ,  

t,'= to t nrc 

il sistema potrh ancora valutnrsi in una posizione scostata di quantita di 
primo ordine rispetto a quella in t,. Togliendo ora l'apice apposto a t,, as- 
sumianio t, proprio eguale a t, -t mT. I l  secondo membro della (12) è allora 
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da porsi 
renze, di 

dovendo 
e percib 

uguale a zero, perché, p,,, Bq,, sono egunli i i i  t, e t, ,  e le diffe- 

essere moltiplicate per Scj, dArino luogo a quaiititA di secondo ordiiie, 
trascurabili nelle formule variazionali. Si ha aricora, adunque, 

rna attualmente, affiiiche l'integrale ciclico indicato sin inval.iante ndiabatico, 
occorre che la trasformazione Ba sin realizzsta in un tempo che potrh essere 
anche uguale ad un inultiplo abbastaiiza grande di periodi z. 

Ulteriori considerazioni possorio farsi qriando T iion contieiie k, poteiido 
in ta1 caso trattare le costanti d' integra.zioiie cj come ulteriori parametri 
adiabatici. Iiifatti, 'corne 15 stato detto più sopra, il problewa dinamico pro- 
posto da' luogo all'altro relativo alla fui12ioiie hamiltoiiiana 

e iiioltre le cj coiiservaiidosi costanti iiella trasforinazione relativa al parn- 
metro n, soiio da questo iiidipeiideriti. Nulla vieta, quiridi, iiel problema di- 
riamico retto dalla (13) di considerare una nuovn trasfo~*mazioîze adiabatica 
riella quale accaiito ad a sono fatti wriare,  s'interide linearmente, anche le 
qua.iititb cf .  Si ha  ancora frs la traiettoria base e quella che prende luogo I I  

ti-asbrii~azioiie wvveiiutn (cfr. la (9') e la (11) da valiitnre con la (13)) 

e ne1 caso di n - 1 coordinate igiiorate, e di moto periodico nella rimaneiite 

di froiite alla variaziode leiita (e lineare) anche deile c,, oltre che della a, e 
delia durata di uno (O pih) periodi. 

9. Relaxioni col metodo d'integraxione di Hamilton-Jscobi. - Dalla 
n + lesima equazione lagrangiana (piu propriamente, ideiitith lagrangiana) 
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ricaviamo (d' ora in poi a = e = costante) 

d'altronde é (cfr. la  (6')) 

per cui, con la solita posizione L = T+ U, 

t 0 

Risulta dalla successioiie dei calcoli che la  derivata di L rapport0 ad n 

deve essere calcolata supponendo L espressa in terrnini di q,, ii, a ;  inoltre, 
aL 

meiitre a rigore - -  va presa sulla M, per la presenza del fattore iiifinite- a a 
siino s, potremo, con errore trascurabile, calcolare il precedeiite integrale 
sulla traiettoria base M o .  Aggiungiame la precedente identith, moltiplicrtta 
per t ,  - t,, alle (97, (9"). Ricaviaino 

Ora 
ti 

F * h t  = ( t ,  - t.)FH + 1 E s t  1:: 
t 0 

per cui la precedeiite identith divieiie (notando che H =  E) 
t 1 

ti 
piég, - H611 + 6nJ- d l .  

. Ito a a. 
t a  t o  

Gli integrali ai  primi meinbri delle (15) e (15') sono rispettivamente 
1' azione e la funzione principale d i  Elamilton : ponendo come d' ordinario 

t 0 t 0 
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aviemo dunque per le corrispondeiiti variazioni ne1 passaggio dalla traiettoria 
base n quella trnsformata mediarite la trasformazione adiabaticrt 6a applicata 
in un intervallo di tempo t ,  - to (pari. a quel10 per cui A ed S sono calcolati): 

* Itt 
h 

aL 
6 " ~  = 1 pi8qi + (t ,  - to)8E+ 6 a j a ,  dt, 1 to  

f 

Pensiamo ora a costante: é noto che, sotto certe condizioni qualitative 
soddisfatte nei problemi dinamici, l'azione, per i moti conservativi, si yu6 
espriinere come una funzione delle coordinate estreme della traiettoria e 
dell'energia E; cioé, tenendo presente che ne1 problema attuale intervieiie 
anche u n  parametro a, si pu6 scrivere 

(17) A=A(qio Iq , ' IEIa ) ;  

mentre la funzione principale pub essere espressa i n  termini delle variabili 
q" ql, t,, t o .  Notando che per a = costante la H noii coiitieiie esplicitamente 
in tempo, S dipenderà da t solamente mediante la differenza l ,  - t , ;  sarit 
dunque 

(1s) S = S(qio 1 qii 1 t ,  - t ,  1 a). 

k noto inoltre che per le A, S espresse in sifhtto modo si ha  

as 'as -=Bi, -- 
at , ato - - Ho a 

Sostituendo coiiformemente nei secondi membri delle (16), (16') si ricavrt 
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Ma evidentemente FA, 6*S devono essere i differeriziali tqtali delle furizioni 
espresse secoiido le (171, (18): si ha dunque 

t 1 as ar, aA aa =-=Jandt, aa 

aL 
ltl - essendo calcolata dalla L(q 1 q 1 a), e 1' iiitegrale esteso alla traiettoria 

aa 
base M o .  

Come é iioto, l'azione soddisfa all'equazioiie di HAMILTON-JA~OBI 

e si dimostra che fra gli a +- 1 parametri costanti qiO, E che iiitervengono 
nella A, se rie possoiio sempre scegliere IZ tali che rispetto ad essi la 
A(q 1 q0  1 E 1 a) sia un  integrale completo della precedeiite equazione. 

III relaziorie a questo procedimeiito classico di integrazione delle equa- 
zioni caiioiiiche, per gli attuali problemi iiei queli intervieiie un paranletro a, 
si ricava immedi;i.taineiite l'iricreinerito dell'energia E conseguerite alla tra- 
sformazione adiabntica 6a ttpplicata iiell'intervallo di tempo t ,  - t ,  in capo 
al qude il sistema passa da q,O a qii.  

Infatti dalla (14) e dalla prima delle (20) sceiide 

moltiplicando per t ,  - t ,  e badando alla terza delle (19) 

e quindi 

Risolto dunque il problema dinamico col metodo di HAMILTON-JACOBI, il 
calcolo di 6E é immediato e non necessita iieppure la quadratura che appare 
nella (14). 

10. Invariante adiabatico d i  Gibbs. -- La formula varia.zioriale (9), O le 
equivaleiiti iiieiizioiiate in precedeiiza, contengono tutto quanto ha riguardo 
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alla trasformabilitk adiabatica di una porzione di traiettoria qualsiasi: se- 
nonchè i risultati piii espressivi si realizzano, in questa teoria, relativamente 
alle traiettorie chiuse (periodiche) gih considerate a l  n. 5, e a quelle altre 
che rienipiorio iri modo denso, O quasi, la superficie H =  E iiello spazio delle 
fasi, p i ,  qi. Consideriamo ora questcr secondo caso. Due ipotesi sono da farsi: 
la superficie H = E,, che chiamereino 2, su cui la traiettoria base 144, è 
deposta, sia chiusa, cosicchè risulti finito il volume V, 2n-dimensioiinle, 
ch' essa racchiude nello spazio delle variabili coniugate p i ,  qi; inoltre valga 
l'ipotesi quasi ergodica, vale n dire la Mo,  purchè venga considerata in un 
intervnllo di tempo sufficienteinente grande, passi vicino quanto si vuole ad 
un qualunque puiito di L, tttlché essa riempia densamente la Z stessa. 

E ovvio che una valutazione precisa della densith, 6, con cui i punti 
di Mo ricoprono L, si otterrh solamente ne1 caso asintotico t ,  - t,- m ;  ma  
non deve altresl preoccupare 1' assurnere precisamente la  stessa densith anche 
quando t, -. t, é fiiiito, purchè abbastanza grande, tale cioé che il corrispoii- 
dente tratto di Mo realizzi una ricopertura di Z praticamente densa. 

La determinazione della densith 6 é stata fatta da1 LEVI-CIVITA ('), con 
precise giustificazioni nei riguardi della unicith. Ecco brevemente il citlcolo 
deli'eminente autore, che si apljoggia su1 teorema di LIOUVILLE il quale 
esprime, nello spazio delle fasi, la conservazione dei volumi trasportati dalle 
traiettorie dinamiche. 

Sia H ( p  1 q)  = E 1' equazione della 2 ;  ed accanto consideriamo 1' analoga 
2' relativa a1 valore E + BE della costante (per coinoditii supporremo 6E> 0). 
Associamo ad ogiii punto P di B il corrispondente P' di 2' situato sulla 
normale a Z in P. Diciamo d n  la lunghezzn del relativo segmeiito di normale, 
e dp,, dgi gli incrementi corrispondenti delle variabili. Poniamo 

Per la fatta ipotesi 6E > O, sark 

cosicchè si ha, in valore e segno, per le componenti del segmento di normale, 
lungo dn7 

1 aH 1 2H 
d i  = - - d dq, = -- - dn, 

G a ~ i  G agi 

( l )  Drei Vorlesungen %ber Adiabatische Inwucrianten, già citate. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo X. 
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e in conseguenzn 
dE = Gdn.  

Se d o  è l'elemento superficiale di Z attorno a P, il volume corrispondente 
compreso tra Z e L' è 

d V =  d o  d n ,  
e per la precedente 

Ove s' immagini d V trasportato dàlle traiettorie dinamiche, dV è costante : 
consegue dunque la costanza su Z di 

da 

di fronte a1 trasporto operato dalle'traiettorie situate su Z stessa. 
Ne viene che la densitk 6 cercata con cui tali trniettorie riemyiono 2: è 

1 
proporzionale a -. Tale densitk vale pure per i punti di Mo (sempre iiel caso 

G 
asintotico t ,  - t,-w) in virth della fattn ipotesi quasi ergodicn per la quale Mo 
ricopre tutta la  Z, cosicchè a essa sola pub sostituire tutte le traiettorie dianzi 
considerate. 

1 
II prof. LEVI-CIVITA dimostrn altresi che la 6 = - 6 l' unica densith am- 

G 
missibile, quando é supposto che il sistema canonico non ammetta altro integrale 
uniforme oltre a H= E. Rimaiido per la dimostrazione alle meinorie citate. 

Alcurie ulteriori considerazioni ci condurranno a riconoscere rigorosa- 
mente l'identitk di certe due medie, che costituisce la chiave di volta per 
l a  dimostrazione che abbianlo in vista. 

Stacchinmo su uha qualunque traiettoria di L un segment0 elementare 
di lunghezza (euclidea) A o s :  in capo ad un qualunque iiitervallo di tempo 2, A,s 
sara trasportato in un altro elemerito della stessa traiettoria di lunghezza A,s 
(ne1 senso che i due moviinenti che originano siinultarienmeiite agli estremi 
di Aos, per t = 2 sono rappresentati dagli estremi di Ais). Si riconosce facil- 
mente che 

é invariante in relazione a tale trt~sporto. Ed infatti 
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é anche il valore assoluto della velocith con cui il punto P, rappresentativo 
del sistema, si muove nello spazio euclideo delle fasi; cosicchb contando 
l'arco di traiettoria ne1 verso del moto, ed n meno di quantita di secondo 
ordine, 

As = GAt. 

E ovvio, non intervenendo esplicitamente il tempo nelle equazioni del 
moto, che gli anzidetti elemeiiti Aos, Ais sono percorsi nello stesso tempu- 
scolo A t ,  per cui segue dalla precedente 

( G o ,  G,  essendo i valori di G nei punti di A,s, Ais rispettivamente) clie 
As 

esprime l'annunciata invarianza di -. 
G 

Consideriamo ora un iiuinero N di elemeiiti di traiettorie, ed abbastaaza 
grande, per modo che essi riempiano densamente uiia regioiie elemeiitare 
A,u di 2:  inoltre essi siano tutti di eguale lunghezza A,s. 

Dopo il tempo r la loro lunghezza diverrk 

ed essi occuperanno l'elemeiito supe~ficiale di area 

Au 
in virtii della gi8 riconosciuta invnrisiiza del rapport0 -. Se di ogiii elemeiito 

G 
G 

dl traiettoria, iiella posizioiie finale, coiisideriamo la frazioiie 2, otteniamo N 
G , 

elemeiiti tptti di egunle lunghezza dos, i quali occuperaririo la stessa fra- 
G 

zione 2 di A,o, cioh un'area pari a &a, e quiiidi ugiiale a quella ricoperta 
Gi 

dall'egual numero di segrneiiti di egual luiighezza nella posizioiie inizinle. 
Si pub quiiidi affermare che: se si dividono le  tmie t tor ie  che rientpiono 
densamen.te L in segment2 elementari  d i  egual lztnglzexza As, e questi ele- 
men t i  si pensano come oggetti d i  u n a  distribuzione su 2, ln relaliva den- 
sità è invariante lungo ogni tvaiettoria. 

Facciamo I'ipotesi che la quaiititk G non si annulli mai, O, cid che 6 10 
aH aH 

stesso, nori s'aniiullino contemporaneamenle tutte le derivate - -; allora 
a ~ i '  aqi 
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l a  precederite coiiclusione vale seiiia restriziorii quanto alla luiighezza del- 
l 'arco di traiettoria lurigo cui si opera il trasporto della deiisitk. Se poi tale 
traiettoria è la Mo che occupa tutta 2, detto s l 'arco contato nei verso del 
moto, si conclude che:  divisa Mo in elernenti As d i  lunghezza çostante, 
questi elementi l ineari  1-iempiono Z con densita supel$ciale costante. 

Questo risultato pii6, chiaramente, essere espresso anche i i i  altro .inodo: 
si distribuisca s u  Mo un aggregnto, A, di puiiii P equidistailti, e sia h I'equi- 
distaiiza; al l imite  h - O ,  s, - s, - CO, questu distg-ibuzione, omogeizea su Mo, 
è anche (asintotica~?îente) omogenea su Z ('). 

Cid val quanto dire che, s e  considerianîo l'aggrega,to A relntivo a certi h 
ed  s, - s,, e sin N il numero totale dei puiiti di A ed  9 -  quel10 dei punti 

coiiteiiuti in uiia porziorie di a rea  Ao, indicando :iiicora con 2 l 'area delln 

Ne AG 
lim - = 1 (") 

N - o o  ri'?* 
SI-s,, - x 

qualunque sia Ao. 
Sin ora F ( p  1 q) una funzioiie defiiiita su  Z ed ivi firiita e coiitiiiiia; essa 

snrk pure determitlata sui puoti di M o :  donîaiidiniîioci di calcolare l a  inedia 
della F sull'arco di Mo di lunghezza s, - s, . Ovviamerite è, per defiiiizione 
di integrale definito, 

si 

Assumiamo tutti gli elementi d 'arco Asj egunli ad  h, e come puiiti Pj, 
dove calcolare F(p j  1 qj), i punti dell'aggregato (omogeiieo) A di equidistaiiza h ;  
allora se N B il iiumero dei punti di A, si h a  

ugiiale cioè alla media dei valori della funziorie F riei punti di A ;  per cui 
avendosi N-CXJ per h-O, sarh, nell'ipotesi dell'esistenza dei due limiti 

(*) E. BOREL, Mdthodes et pvoblèmes de la Théorie des fonctions, 1922, pag. 30. 
(2) Ibidem, pag. 31. 
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C~lcoliaino ora In media superficiale della F(p  1 q) sulla superficie chiusa 
2 ( H  = K ) ,  che è uguale a . 

/ Poichè i puiiti di A, per 11-0, si - s,-oo, fiiiis~oiio per essere densi in  2,. 
suppoiii:~mo che i n  ogni hoj rie caschi qualcuiio: pre~isii.iido, Poj lie contenga 
q j  2 1, ed indichiamoli coi1 Pj = Pji, Pj3, ... Pj'>. Poniaino 

F(pj" Ijs) = F(Pj  I qj) + € j i ;  S = 2, 3, ... p i  , 
e iiell;~ somma a secondo membro della peiiultima relazioiie assutniamo per 
$7.j, q j ,  le coordinnte di Pi r Pj'. Sommando le precedeiiti ed aggiungeiido 
d d l e  due parti F ( p j  1 qj), svremo (posto = 0) 

per cui si pub aiiche scrivere 

od miche, inoltiplicando e dividendo per N al secondo membro, 

I 

per cui sappi:i.ino iiitaiito essere 

ed osseiviamo che 
9-j N 

Lj L,Ii'ipjs 1 qjsj = 2, F(pi 1 qi) 
1 1 

iioii è altio se ilon la somma dei valori della F i n  tutti i puiiti d i  A. Aiialo- 
gi~iileiite si tr~rsforinano le altre somme del10 stesso tipo. Avrenio allorii, 

(') Il limite N--CO, anche ne1 segiiito, è sempre legato ad h-O. 
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dove, nelle somme a secondo membro, potreiiîo supporre ordiiiati gli N piiiiti 
di A ne1 modo come essi si susseguono su Mo.  

Facciamo N -  cm, si - s,, -'- OG : il secorido e quarto termine del secoildo 
membro vanno, evidentemeiite, a zero, i n  relazione al comportnmento asin- 
totico delle q,; per cui, essendo il primo membro determinato, n'ell'ipotesi 
che esista il limite 

esisterh anche quell'altro, che diremo 6, 
1 N 

lim - - & ~ ~ = 6 .  
N - c e  N 1 
s,-so - 00 

Si faccia ora Aoj-O, al10 scopo di reaIizzare al primo nlembro della (P) 
l'integrale superficiale della F ( p  1 q). Se supponiamo la F continua su L, allora 
le t t  tendon0 a zero con le Ao9, per cui 6 potrh farsi, in modulo, minore di 
qualunque numero purchè si assiirnario le hoj abbastaiiza piccole. Resta nduiique 

e per la (a), nella quale si passi alla valutazione asintotica si - s,-00, 

la  quale verifica l'identith delle due medie, superficiale e asiiitoti~a, lungo la  
traiettoria, con la sola ipotesi dell'esistenza del limite a secondo meinbro 
della (a )  anche per si - s, -W. 

Riprendiaulo ora l'identith variazioriale (97, e mostriamo anzitutto come 
essa consenta una notevole estensione del modo di applicarla. La  variazione 6" 
ivi considerata finora, corrisponde al passnggio dalla traiettoria base Mo (si- 
tuata su 2) a quella trasformata A l t  (situata su Z'). La M ,  é una traiettoria 
ad n costante: applichiamo ad essa il p-incipio dell'azione variata ( i ) ;  

avreino ilel passaggio dalla Mi ad una qualiinque curva y iiifinitameiite viciiia 
e si tuata, al pari di M, , sulla 8' : 

(l) LE&-CIVITA B AMALDI, Lezioni d i  Meccarzica Razionale, Vo l .  1111, pag. 545. 
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dove a l  secoiido meinbro per le pi si possono assumere quelle relative agli 
estremi di M n ,  commetterido uii errore di secondo ordine. 

Sommnndo la precedente con la (9'), e iiidicando aucorn con 6" la varia- 
ziorie 6* + &*, rico~osciamo che la (9') stessa (e quindi anche le altre identith 
equivalenti) continua a ualeve ne1 passaggio dalla tmiettovia Mo ad una  qua- 
lzcnque curva y infinitamente prossima situata sulla superficie Z1(H=E0 + 6E) 
trasfornzata adiabatica della 2. 

La (9')  che nrn applicheremo ne1 modo specificato dianzi, pub ricevere 
1' aspetto puramente geome trieo 

80 

dove l'integrale curvilineo è calcolato lungo M o ,  di cui Po ,  P, sono gli 
estremi, e il simbolo di variazione nsincrona 6* è sostituito da1 6, che denota 
appnnto l'arbitraria variazione, nell'ambito puramente geometrico, da A.', alla 
qualuiique curva variata di 2'. 

Sviluppaiido l'operazione 6, otteniamo 

poichè vale evidentemente la relazione d'invertibilith 

e con UN' integrazione per parti applicata al secondo integrando 

che, in  virtù delle equaziorii cai-iooiche, e assumendo come vnriabile d'inte- 
grazione l'arco s di traiettoria, pub anche scriversi 

La traiettoria variata y (sulla quale Mo è portata dai 6p,, 6qi )  sia ora la 
proiezione di Mn su Z' fatta secoiido le normali a X .  

Fissiamo uii verso positivo su queste normali (verso l'ii-iterno O l'esteriro 
del volume racchiuso da 2 )  in modo che detto 612, in valore e segno, il re- 
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lativo segment0 PP' compreso fra Z e L', sia 

con che la precedente identità diventa 

ed esprime uiia circostaiiza geometrica relativa ad ogni arco di traiettoria. 
Essa conduce ad uiia coiiclusioiie quanto mai espressiva se la si applica ad 
una Mo che soddisfa d l '  ipotesi quasi ergodica. 

Intanto, poichb la precedeiite identità vale par ogiii arco s, - s, di M o ,  
(ci06 espritne unzi. circostaiiza costaiite -. i'aniiullarsi di quell'integrale -- 

relativa ad uiia trasformazioiie adiabntica 6cc realizmta lungo l ' a r c ~  s, - s, 
di traiettoria) è ovvio i~.mmettere che essa valga anche al limite per s, - s, -CO;  

cioé l'integrale a primo meinbro 6 iiullo anche per la (idea!e) trasforma.zione 
t~ditlbatica limite di trasformazioiii di durti.ta ilidefinitamente più grande. Ov- 
viamente sarit pure 

da cui segue, per 1s relazioiie (y), 

L' i n  tegrale fornisce 
ficie L: si é ricoriosciuto 

la variazione del volume V racchiuso dalla super- 
quindi l7i11varinnza di sifftltto volume di fronte alle 

trasformazioni adiabatiche, infinitamente lente e lineari, e di dui'ata tale che 
la corrispondente Mo ricopra coi1 i suoi puiiti l& superficie 2 con uiia densittl 
suficieutemente prossima ad uiia costante. Il volume V è l'invariante adia- 
batico di GIBBS, che per primo, sostanzialmente, ne ricoiiobbe la natura in- 
variantiva. 

11. Sistemi diiiamici che ammettono integrali primi. - Al10 scopo di 
adattare il metodo esposto ai riri. 1-4 alla trattazione dei problemi di iriva- 
rianza adiabntica interessanti la fisica teorica, premetto alcune considerazioni 
relative alla presenza di integrali primi per le equnzionl ad a costaiite. 
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Particolarizzo il probleina, che fiiiora ho trattato nella sua generalitk, 

supponeiido che nella espressione della forza viva non iiitervenga Ü, al solo 
scopo di redizzare uiia trattazione formale piii concisa; e poi perché nelle 
questioiii veramente iiiteressanti in cui v 'è  da (O si puà) coiisiderare la tra- 
sforinabilità sdiabatica, i paranietri che la deterrniiiano rion si presentaiio 
anche con le loro derivate. ' 

Adottiamo allora l'impostazione hamiltoniana del problema: le equazioni 

valgoiio, uvviameute, sin, per i moti base (a = costante) sia per quelli che 
realizzano la trrtsformazione adiabatica (a  = a, + ~ ( t  - t , ) ) .  

Supponiamo che per a = costante, ma qualunque, le equazioni (21) am- 
mettano un integrale primo 

(22) II'I'P 14 1 a)=c,  

oltre all'iiitegrale delle forze vive, H =  E. Assegmto l'intervallo t ,  - t ,  du-  
rante il quale si svolge la trasforniazione .adiabatica caratterimata dall'in- 
cremeiito 6a del pariimetro, 10 stesso iiitegrale varra alla fine di questa con 
un nuovo valore della costarite c. 

Valutiamo il valor principale dell'incremento 6c. 
Indichiamo come precedentemeiite con Mo un moto base, relativo ad 1111 

valore costante a ,  del parametro a, e cou M il moto del sisteina durnnte la 
trasformazione adiabatica i~ssociata che si svolge anch'essa nell'intervallo di 
tempo t ,  - t,. Durante M sarA 

(23) 
con 

E ê quiiidi da trattarsi corne uiia quaiitith c o s t h t e  di primo ordine assieme 
con 6a. 

Seguiaino l a  variazione di F lungo M. Avremo 

e tenuto con to delle equa.zioiii canoniche (2 1) 

Annali d i  Matematica, Serie IV, 'Porno X. 
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312 G. MAPTIOLI: Principi uarinzionnli e trasfomazioni adiabntiche 

dove l'iiidice M sta a indicare che la  corrispondente quantith v a  calcolata 
nei puriti di M. 

Ora, ( F ,  ET) é nuila identicamente rispetto a tutte le variabili da cui 
dipende: pi, q , ,  a, perche F è un integrale primo qualunque sia il valore 
di a. In particolare la parentesi stessa, che dipeiide da t per il tramite di a, 
s'annullerh nei punti di M, per cui resta 

aP 
e a meno di quantità di 2" ordine potremo sostituire i valori di - calcolati 

aa 
su M con quelli presi sui punti di M o ,  cosicchè in questi limiti di 'approssi- 
mazione : 

Togliendo per semplicitli, l'indice M o ,  avremo integraildo fra t ,  e t ,  luiigo 
la  traiettoria base M o ,  

tl 

(24) aa 

che ci fornisce il richiesto incremento della costante d'integrazione c. 

12. Sistemi che ammettono separazione delle variabili. Caso Stackel. - 
Passiamo ora a considerare i sistemi del tipo STACKEL, che sono, corne 15 
iioto, caratterizzati dall'ammettere n integrali primi quadratici (ivi compreso 
quel10 dell'energia), e per i quali adottiamo le espressioni aeguenti 

c-iove le sono i reciproci. lie1 determinante Il Qae 11 + 0 degli elementi Q,p, 
alla lor volta funzioni solameiite della coordinata qp corrispoiidente a l  secoiido 
indice. Aiiche Up è funzione della sola qp. 

Conveniamo inoltre che ad a = n corrispolida l'iiitegrale delle forze vive, 

Si ricava in conseguenza dalla corrispondente (25) 
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per cui, esprimendo le p per le q,  risulta 

ed appare che  la forza viva possiede l'espressione 

Poichè iiei problemi dinamici T deve essere una forma definita positiva 

iielle &, è evidente la condizione 

da  imporsi alle funzioni anfi in tutto il campo di esistenza di uim qualunque 
soluzioiie. 

Risolve~ido le (25) rapporto alle ph,  si ottieiie 

tdche, i i i  particolare, le ph sono funzioni solamerite della corrispondente qh .  
Ammettiamo che le equaziorii 

abbiamo due radici semplici q, = a h ,  qh = bh, t ra  le quali é contenuto il 
valor iniziale qhO: allora, è cosa nota, ogni variabile qh compie, ne1 corso 
del moto del sistema, delle successive libraxioni tra i corrispondenti estremi 
a,, O h ,  ed inoltre, poichb alla radice in (25') si deve cambiar segno ad oqiii 
semioscillazioiie, su1 piano p h ,  qh la curva rappresentativa di queste due va- 
riabili jche 6 poi l a  proiezione su1 piano stesso della traiettoria del sistema) 
è una curva chiusa simmetrica rispetto all'asse q h .  La indichereino breve- 
mente con y,. La  sua equazione, in forma equivalente alla (25') pub anche 
essere scritta. 

e si riconosce che la yh é pienaniente individuata dai valori attribuiti alle 
costanti ca (ed al  parametro adiabatico a presente nelle e UB). 

Si assuma ora un moto base Mo corrispondente ai valori cuO delle CO- 

stanti c,, a, del parametro a e qhO delle varjabili qh al tempo t,: e 10 si 
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segua nell'intervnllo t, - t,. L a  corrispondente traiettoria, per qunnto pre- 
cede, si proietta sui piani delle v,ariabili coiiiugate p h ,  q h l  iielle curve 
ehiuse yhO, relative ai valori delle costniiti c,O, a,, e ciascima., per  t coiiteiiuto 
in  t,l-'t0, pot& anche essere percorsa piu volte. Faccinmo poi intervenire il 
parametro adinbatico a a1 quale attribuiamo l'incremento 6 ~ ,  realizzato a l  
solito modo nell'intervnllo t,'-'t,, ci06 con ln legge linenre 

il relativo moto di trasformazione M che s'iiiizia in corrisporideiiza dei va- 
lori qhO, c,O, uo, porter& il sistema in uiia configurazione situata su una tra- 
iettoria (ad a e c, costanti) beii determinata AI,, sulln quale le costanti a, 
C, assumeranno i valori a, + sa, cU0 + ZC,. 

Determiiieremo fra poco le 6c,; per il inomeiito notiamo che miche la Ml 
si proietterii sui piani ph, q,, SU certe  curve y,' zmivocnî~ente i?ztEividuate 
dai riuovi vnlori no + En, caO -1- Ec,. In questo riguardo A quiiidi di iinportaiizs 
lion esseiiziale il punto preciso di M, dove il moto M trrtspo~tii i l  sistema 
alla fine della trasformazione: è solainerite l'iricremento delle c,  che interessa 
conoscere. 

Valutiamo ora i l  Bc,, per il ch& baster& applicare le (24) t,enuto coiito 
delle espressioni (25) delle c, .  Otteiiiamo 

e poiché dalle 
n 1 pes a = y  
XpWRDy8 = €7 = 
1 -0 a + y  

sceride 

avrenio in definitiva 
t .  

1' integrale doveiido essere calcolato ponendovi per  le q, e cy i valori assuiili 
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]ungo la  traicttoriii, 1M. Voleiido l'iiicren~euto della c, all'istnnte generico t 
compreso fra t0 e I , ,  baster& sostituire l'estremo superiore t ,  col t variabile; 
dorivaiido segiioiio le 

le quali, ove le c, siaiio defiiiite mediante i priini inembri delle (25), sono 
ideiitith verificate luiigo il moto di trasformazione A l .  

Vale relativainente alle (27), (27') l'osservazioiie che, trattando 6 come 
costante di primo ordiiie, gli integrali a secoiido ineinbro possono essere 
calcolati miche sulla traiettoria base Mo; cosicchè iii defiiiitiva, iiei liiuiti del 
primo ordiiie, il moto base Mo assieme con la impostt~ variaaioiie 6r(. del pa- 
ranietro a, determiiia, iiidipendeiitemente dalla eft'ettiva coiiosceiiza del riloto 
iiitermediwio, gli iiicremeiiti delle costaiiti c,, e quiiidi, per quaiito é stato 
detto, anche le curve yhi iielle quali si trasfornitiiio le iiiiziali y,,O. 

13. Trasformazione adiabatice degli integrali d i  Sominerfeld. -. Sono, 

coine è iioto, gli iiitegrdi phdqh estesi alle curve y, viste or orn., che giocaiio J 
T h  

uii ru010 importante iiei criteri di quaiitizzazioiie dei sisteini dinarnici, i i i  

parte giustificato dalla 101-0 invarianza adiabatica. 
Fissiairio iiria qurilsiasi varinbile y,, e quiiidi la  corrisporidente yh,  e 

consideriaino quel problemh diiiamico ad un grado di liberth la cui fuiizioiie 

Per una ragiorie 
'temporale relati va a 

che zi.pparirh fra poco, iiidichiimo coi1 z la variii.bile 
questo nusiliario probleiiiil diiiainico. Trattiamo Ie c, 

ed a coine costanti, i cui vnlori, e gli iiiizii~li di q h ,  ph a1 tempo T~ siiiiio 

quelli stessi ( c n ,  a,, ph0, qhO) del moto Alo  base del sisteinil di STACKEL pi'e- 
cedeiitemeiite coiisiderato: sn.rA quindi iiiizialineiite (cfr. la 25") 

e siccolne la X, rion coiitiene il tempo, la. (30).rappreseiitii la detern~iiinzioiie 
dell'iritegrale delle forze vive 

% = S  

per il moto or ora defiiiito, e che diremo IV, (i i i  iiltre parole per esso l a  co- 
staiite delle forze vive 6 é nulla). 
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Siccome il problema è ad un grado di liberth, la (30) defiriisce la tra- 
jettoria di m,, che è quindi, a causa della (25"), con cui la (30) si identifica, 
la curva yho pih sopra considerata. Questa traiettoria sarh perd percorsa con 
una legge oraria diversa nei due casi. 

Infatti dall' ultima delle (25) si ricava per il sisteina di S T ~ K E L ,  

mentre dalla (29) scende 

Con la sostituzione 

in virth delle (26), e noto che sia il moto Mo, si dtt origine ad una relazioiie 
biunivoca tra le due variabili t e z: 

ed il sistema (31) si trasforma in (31'). 
Ora (31') per la (30) si scrive 

ed aveiido supposto che il radicando ammette due radici ah ,  bk l  eiitro le 
qunli A collocato qhO, il moto m0 del sistema ausiliario sark periodico iiella 
variabile r. 

Lasciamo ora variare la a e le c,, considevandole pvecisantente quelle 
funxioni d i  2 che ~ i su l t ano  sostituendo nelle l o ~ o  vispettive espl-essioni i n  
tevmini di  t (e valide durante il moto di trasforma.zioiie M)  la t stessn con 
la 2 nzediante la (33). E ovvio, in generale, che la a(s) ilon sa.& lirieare i1r-c. 
Indichiaino coi) 111 il moto che ne coiisegue a partire dalle stesse determiiia- 
zioni iniziali (per r = 2,) di 911, : esso trasporterh il sistema dalla traiettoria yho 
su un'altra yht, pienamente determinata dagli incrementi che subiranno 
le c, e la costante dell'enevgia 6 dell'attuale problema. Diciamo m, il 
moto su yhi. 

Ora in 111, é 

mentre su nz, sarh 
X = G , .  
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Valutiamo I'increrneiito 66 = 6, della costante delle forze vive. Si ha 

per cui integrando lungo nt, oppure, a l  solito, lungo ni,, dato che a' e c,' 
saranno ancorit infinitesimi, 

Per la (33) 

cosicchè richiamando per c, 1' espressione (28) e ricordando che = E, nvremo 

Ma O,B, @@ esseiido reciproci, l'ultimo termine, sviluppata l a  somma- 
toria su a. si riduce a 

che s'annulla col precedente. Resta percib lungo n t :  

onde si conclude che ne1 moto intermediario m, a causa della supposta legge 
di variazione della a e c,, l'energia rimane costante: ed essendo nulla ini- 
zialmerite, tale sarh pure alla fine di rn, cioè pure ne1 moto trasformato n t i .  

Ne1 passaggio dalla traiettoria yh0 alla yhi si ha dunque 

e quiiidi la  yhi attuale A proprio la stessa curva che è relativa a1 moto M, 
del sistema'di S T ~ K E L .  

A questo punto, applichiamo -al nostro sistema ausiliai.io il principio va; 
i.iazionale (77, che non dipende dal modo d i  unmà9.e dei  parametri  adiaO. 
Attualmen te il moto base nz, e quel10 trasformato n2, sono entranlbi periodici : 
allora I'intervallo 2, - se sin appunto eguale a l  periodo di m,, ed iiioltre 

(i) Indichiamo con apiei le derivate rapporto a t. 
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l'asincronismo nella corrispoiidenz:~. dei due moti sis scelto in modo che i 
rispettivi periodi si corrispondario. 1 parametri adiabatici siano : a, c, . 

La (7')) completata dei termini relativi .alle c,, e del tutto analoghi a 
quel10 scritto per a, e ove si noti che attualmente 

diventa 

Si avrk invarianza dell'nzione estesa ad un periodo z, -T,, cioè dell'in- 

tegrale j phdqh ,  se  e solamente 

Giova esplicitare il primo inembro della (35)) che diremo A. Abbiamo 

per cui, esprimendo l'integrale a secondo membro della (27'), che ci for- 
nisce 6c,, mediante z, 

'C 8 au, a@,, A = 6 a j ( -  Sa -1- 2 l P a a  - c ~ ) ~ T  - 

'Cl 'Cl au, m a @ , ,  d~ - & @le (= -i- Cr) F b a h d T o  
1 

Lii questione di riconoscere se  A sia O no zero, é tutta ridotta a.ila corretta 
valutazione dei tre iiitegrali precedenti: vedremo che questo calcolo (asinto- 
ticamente rigoroso) é possibile solo supporiendo che l i ~  traiettoria base Mo, 
sulla quale vanno calcolati i valori delle fuiizioni iiitegrande, riempia in  modo 
denso (e quindi, nell'intervallo fiiiito di tempo t,'-'t,, in modo abbastanza 
denso, da poter riteiiere praticainente realizzata la  deiisita di cui parleremo 
poi) una regione 12-dimensionale del10 spazio delle q,;  cioé coii la terminologia 
introdotta uella teoria dei quanta, neli'ipotesi che il moto base Mo non pre- 
senti degenevescenza. In particolare restera dimostrata la  sostituibilith della 
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media zpaziltle a quella temporale, di cui finora mancava la  diinostrnzione 
ne1 caso n ) 1. 

14. Determinazione della densità dei piinti di Mo. - Corne è rioto, ne1 

motb di un sistema di STACKEL ogni variabile q, compie delle escursioi~i (in 
un tempo fiuito) fra certi estremi ah,  6, ;  cosicchè iiello spazio delle q,, che 
supporremo poi dotato di metrica euclidea, l a  traiettoria e contenuta ne1 pa- 
rltllelopipedo (n-dimensionale) 

(36) a h = 3 l h 5 &  h = 1, 2, ... n. 
CHARLIER (i)  h a  dimostrato che, quando non siano verificate relazioni a 

coefficienti iriteri t ra  certi moduli di periodicilà, l a  traiettoria iiempie iii 
modo deiiso il volume rappresentato dalle (36), e che direino V. Orbeiie, 
qual 'e l'a densith con cui, a l  crescere iiidefinito del tempo, i punti della tra- 
iettoria Mo riempioiio il volume V? Lasciamoci guidare dall'immagine idro- 
diiiamica. Sin P uii puiito qualuiiqii,e di V: ivi l a  velocith coi] cui si sposta 
il punto della traiettoria che vi passa é 

avendo posto per brevità l a  scrittura 

the risulta essere fuiizioiie della sola q i .  Ne1 corso del moto il s e p o  di l ( z ; )  
s'iiiverte ogiii volta che q, h a  raggiuiito gli estremi a i ,  hi; cosicchè per  uno 
stesso puii to P passa un numero finito, v, di traiettorie, corrispoiidenti a tutte 
le possibili scelte del segno delle radici. 

Coiisideriamo l a  nostra traiettoria base Mo, ed associamo fra loro tutti 

quei siioi segineiiti luiigo i quali le  n radici v(i) haniio 10 stesso segno: ot- 
teniaino uosi v sistemi di elemeiiti di traiettoria, ogiiuiio dei qunli si pub sup- 
porre ricopra in modo denso il volume V. 

Iiifatti STACKEL h a  diinostrato che il moto di un sistelna dinamico ne1 
'quale ogiii variabile qi cornpie delle librazioni, é quasi-periodico (*), e piu 
precisaineiite che i l  sistema ripassa tanto vicino quaiito s i  vuole ad  uiia sua 
posizione iniziale dopo nu?ue~. i  interi di librazioi!i per  ogiii coordinata. Ora, 

(') Mecha~zik des Himmels, Bd. 1, p. 97 e M. 
(?) v. CI~ARLIER, 1. c. 

dnnali di M a t m a t k a ,  Serie IV, Tomo X. 
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poichè il segiio della v(i) s7inverte ogrii qualvolta qi tocca i corrispoiidenti 
estrelni della librazione, a,, b i ,  ne viene che dopo un numero intero di li- 
brazioni complete la stessa radice rincquista il proprio segno; cosicchA, purchè 
sia sufficienteinente grande 1' intervallo di tempo t, - to ne1 quale é defini to Mo, 
le porziorii di traiettoria appartenenti ad un0 stesso degli aiizidetti v sistemi, 
sono fra loro abbiistanza viciiie: vnle quindi l'a.ffermti.zione fatta dianzi che 
ognuiio dei v sistemi redizza una ricopertura densa di V. 

E veiiiaino ora a determinare la deiisità con cui i punti di Mo ricoprono V. 
Sia p,., I . =  1, 2, ... v, ln densit& relii.tiva n.l17~*-esimo tra gli anzidetti v 

sistemi di segmenti, o sia AoV uii volume qualurique entro V. 1 punti di AoV 
che appertengono ai coiîsiderati segmenti di Mo, saraniio trasportati, dopo urio 
stesso tempo 'T, abbastanza piccolo perchè sinno conservati i segni delle radici. 
in un volunîe A,V: la conservaziorie del numero dei puiiti esige che si scrivn 

cosicchè la funzione p,.(P) si comporta corne la deiisit8 della inassa in idro- 
dinamica. Sicconle il trasporto dei punti di $V in quelli di A, V avviene con 
la legge di velocità (37) - dove si assuma 1 ' ~ e s i m o  sistemn di segni diniiaiizi 
alle radici -, ne viene che p,. soddisfa alla corrispondente equazioiie di con- 

tinuità nella forma valida per i inoti permanenti, in quanto il tempo non in- 
terviene csplicitamente nelle (37). Si ha  dunque per p,. l'equazione 

a a xi - p,. - = x, - (p,.rpnf V(ii)) = O, : a i f (  2) , a,, = 1, 2, ... N. 

III relazione ai v valori di 9-, si possono scrivere altrettante equazioni (38) : 
orbene, tzctte v anzntettono uno stesso integy-ale uniforme ents-O V;  rappre- 
sentato da. 

(39) 

dove D è il determinante, $. 0: 

= 11 'hk 11 7 

ed il deiioniinntore è il valore assoluto del prodotto delle n radici v@. La furi- 
zione p è quindi positiva e finita entro V: solamente su1 coiitoriio diventa infi- 

1 
iiita d'ordiiie ;, perchè ivi le quantith (i) hanno radici semplici. È quiildi 

2 
atta a rappreseiitare una deiîsit8. 
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Facciamo la verifica della precedente asserzione. Si ha:  

sominaiido, gli ultiini due termiiii si annullano, e resta, indicmido con B il 
primo membro della (38), 

Ora, poiché iPhk sono gli elementi reciproci di O,, ilel determinaiite D, 
si ha  

aD 
e quindi, ricordaiido che <Pej ê funzioiie della sola qf, per cui -- é iiidipen- a@,,, 
deiite dit q j ,  

Sostituendo nella espressioiie di B, si vede che risulta 

cioè la funzioiie p definita dalla (39) &-un iiitegrale della equazione (38) SC?-ilta 
pela ognuna delle v dete?minazioni dei secondi membri delle (37). 

Si coiiclude quindi, in particolare, che assumerido p,. = p, la densith del- 
1'1.-esimo sistemn di eleinei~ti di traiettoria Mo é trasporti~ta iiiva.riaiiteineiite 
eiitro V anche da ogiii altro dei rimaneiiti v - 1 sistemi; per cui la detisitlt 
totale con cui Mo ricopre V, somina delle v densith parziali, 8 aiich'essa 
proporzioiinle alla p. Evideiiterneiite si pu0 fare = 1 il fattore di proporzioiialit8. 

15. Unicità della densità. - La p é evideiitetnente un iiitegrale uiiiforme 
della (38): è proprio quel10 che rnppresenta la cercata deiisitk dei puiiti 
di Mo? Si, perché si riconosce facilmente che noii possono esistere due (O piii) 
integrali uriiformi della (38). Ed. invero, uim p che soddisfi alla (38) A uii 
moltiplicalow de1 sistenia differeiiziale (323, ed é iioto che se si coiioscono 
due moltiplicatori (uniformi), il loro rapporto, evideritenieiite uiiiforine, B un 
iiitegrale del sistema (37). Ora iioi abbiamo fatto l'ipotesi che la traiettoria Mo 
ricopra densnmeiite il volume V (ipotesi quctsie~.godica); e con cib si esclude 
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che, per  i valori delle costanti c, corrispondeiiti a Mo, il sistema (37) riinmetta 
un iiitegralo uniforme. La deiisitk p e dunque uiiivocameiite deteriniiiata e 1:). 
sua  espressioiie è quella foriiita dalla (39). 

16. Calcol0 rigoroso delle medie temporali. - E data iii-ia fuiizione 
F(q, ... q,,), e le  qi siano quelle 

qi qi(O 

equaeioni della traiettorin Mo. Si voglia calcolsre 1 ; ~  media k' della 14' iii uir 
intervallo di tempo tol-It, : 

t1 

Ripreiidiamo l a  posizioiie (32), con ln quale si definisce una variabile z 

sempre cresceiite coi1 t ,  e sostituibile quiiitli alln t in ogiii rigiinrdo. Iii par- 
ticolare se r,, z, cori'ispoiidoiio ngli estremi t,, t ,  della t ,  si hn 

(41 ) 

per cui 

dove tutte le q(t) devoiio essere espresse iii termiiii della iiiiova variabile z. 

Il calcolo di unn qualiiiique k" 6 cosl condotto a quel10 di integrali defiiiiti 
del tipo 

iiei quali le 

sono aiicora le equnziorii della traiettoria A l o .  
Passinino a calcolare questi iiitegrali n.ppoggiii.iicioci sulln circosta.iiza che 

i puiiti della traiettoria Mo occupano il volunie V coii uiia deiisith tniito piii 
prossimn alla p q u m t o  piii graiide 6 l'iiitervallo di tempo t ,  - t ,  (O il corri- 
sporidente z, - 7,) i i i  cui i l  moto e defiiiito: coiisegueiiteinente il procedimeiito 
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adottato apparira rigoi-osameiite esatto quaiido si passi z i  vnlutazioiii tisiiitotiche 
per  T, - s,-oo. In prntica realizzeremo per le medie iii questioiie dei valori 
approssimati, ma. tnii to piii prossimi a quelli nsiii to tici quaii to pi ii T, - so è 
grande;  e iiell'ipotesi che T, - T, sin tale, sostituibili qiiiitli con le aiieidette 
niedie ~~sintol iche.  

Consideria.ino uii valore deteriniiiato, m a  qiialiinque, di q, compreso tra 
i limiti della rispettiva librazioiie 

(42) ah 5= qh bh 
e l'iperpirino, n, ,  

q, = cost. 

corrispoiideiite. Nei puiiti di n, In quaiitità (h )  (cfr. l i ~  (37)) 6 diversa d a  zero 
poichè s' aniiulla solamente per  qh = a h ,  qh = bh , e percio In t r~ i e t to r i a  Mo 
non è ivi inni trtiigeiite a n , .  

Pissiaino T, -s0, e sin 2N il numero di volte che M o  at traversa n, :  
siccoine qh varia  seinpre iii uiio stesso seiiso tra ah e b h ,  e viceversn, 2 N  6 
uguale (a merio di 1) al  iiumero delle seinilibraziorii di qh coiitenute in 2,  - T ~ ,  

ed è percio anche costante (seinpre n meno di uii'uiiith) a l  variare di qh 
entro i limiti (42)) La durata T di unn siffattn semilibrazioiie, in tempo ri- 
dotto z, si ricavn dalla (34) 

bh 

cosicché 

Ques t i~  ugunglii~iiza h a  vnlore asiiitotico, per 2, - 2,-m cioè; ma ba- 
sterà che ce  lie ricordinmo piii iiinniizi; per s, - zo fiiiito è sufficieiiteniente 
esatta quando N è inolto grrinde. 

Coiisideriaino i~ccai i to a n, un ;iiialogo iperpiaiio n,' iiifiiiitaiueiite viciiio, 
rclativo cioè a1 valore q,  + 6qh della coordiiit~ta q, ;  TC,, e n,' tagliaiio sulla Mo 
precisameiite 2 N  segrnetiti iiifiiiitesimi, pei. ognuno dei qzmli, in base alla (34), 
esse~zdo coslante dqh,  t costante pure i l  dz, vale a. dire iiidipendeiite dai 
vnlori delle altre 12 - 1 variabili q i .  Il coiitributo di tutti gli elemeiiti di Mo 
siffi~tti dl' iii tegrsle 
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3 4  G. MATTIOLI: Principi variazionali e trasformazioni adiabaliche 

é quiiidi, anche per la (34), 

dove le q,'., per 1 .  = 1, 2, ... 2N, soiio i valori delle coordiiiate nei punti P, 
dove Mo attraversa nh . 

17. Densith dei punti P,. su zh. - Sian0 qho e qhi due valori di qh:  un 
tub0 Z di sezione infinitesima, di traiettorie (appartenenti ad uno dei v si- 
stemi piii volte menzionati) intersechi i piani qh = qho, qh = qhi nei rispettivi 
element dnho, dnhi. Siano inoltre : dao, do, le corrispoiidenti sezioni iiormali 
di 2, vo, v, le velocitlt le p,, p, le deiisitlt della rnassa dei punti nelle due 

posizioni coiisiderate (i). Il trasporto dei punti operato dalle traiettorie, es- 
sendo perinaneiite, dA luogo all'eguaglianza 

La  normale n do B la  direzioiie della relativa velocitA v, di coinpoiienti 

ii = an"@, il cui coseno direttore su qh é 

Avremo quindi 

diTh0 = vo dao, dnhi = v, 
(Qnh v &))O (Qnh V(h)),  

do, ; 

(1) Nella figura gli indici lz sono da sostituire con h. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. %Iilarmo~r: Priwcipi uar.iccziolzuli e trccsfor+imziouzi ndiubutiche 325 

da cui, per la (45) scende 

Se 6 è la densitA dei punti P,. d'intersezione dell'iperpiano qh = costante 
con le traiettorie considerate, si ha 

cosicchè, per la  precedente relazione 

che ci conduce a porre per la demith 6 cercata 

Un fattore costante é evidentemente inessenzinle. 
Al10 stesso risultato si arriva per qualunque dei v sistemi di traiettorie; 

cosicchè, convenendo di assumere la radice positivamente, con che 6 é pure 
esserizialmente positiva, la (46) vnle a rappresentare la  densita, dei punti P,. 
nei quali la traiettoria Mo attrttversa il generico iperpiano qh = cost. 

18. Ritorno al problema del n. 16. - Passiamo ora, a valutare la som- 
matoria che interviene nella formula (44). Ci sorregge il criterio statistico 
che, purchè N sia abbastanza grande, i punti P,, per quanto in numero finito, 
potranno essere sostituiti con una distribuzione continua su .IF, fatta con deii- 
sità = 6; si pub quindi sssumere come valore approssimato dell'anzidetta 
sommatoria il suo valore asintotico : 

dove, per brevith di scrittura, si è adottata la convenzioiie: 

[dqlh = dq,dq, ..- dq,,-&q,+, dq,, , 
e gli integrali sono estesi alla sezione del volume V coi1 il piano qh = cost.; 
ci06 alla regione n - 1 dimensionale 

n i < q i s b i ,  per é=1, 2 ,... h-1, h t l ,  ... n. 
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In  definitiva si ha, riportandosi alla (44) e a cib che è detto iii precedenza, 

Xh 

Mostriamo che l'iiitegrale 

15 indipeiidente da  qh.  (COU l td  iiotazioiie II," v(i) iiiteiido il prodotto delIe 

radici \l(i') esclusn v@)). 
Si h a  infatti 

e poiché il secondo ineinbro non coiitiene l a  coloniia hesin7a, é indipendellte 
d a  q h .  IL seg110 di frazioiie iiella (47) pub quindi essere portato sotto anche 
d primo i II  tegrale. Richian~a~ido l e  (40), (40') potreino scrivere 

e quiiidi in defiuitiva si h a  l a  formula per  il calcolo asiiitotico delle medie 
ternporali 

J ( di& 1 F[C?l[dql 

(4% 
- v F =  

V 

L a  precedente dimostra sostituibile coi1 tutto rigore l a  media temporale 
(asintoticn, che quiiidi esiste) coii l a  media spaziale fatta assuineiido l a  den- 

BURGESS aveva  gih anilliessa ques ta, forinula, ma gi ustiflcatidola coii l a  
presiinsione di certi sviluppi in serie delle variabili. L a  conos~eiiza effettiva 
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del moto non 6, corne risultta, da1 testo, affatto liecessaria, poggiando il risultato 
su circostanze statistiche: le sole possibili nelle supposte condizioni. 

19. Dimostrazione dell'invarianxa adiabatiea degli integrali di Som- 
merfeld. - E ritorniaino, finalmente, a l l t~  vnlutazione della qunntitA A del 
ri. 13, che riscrivhmo con l a  notazione nbbreviata (cfr. l a  (37)) 

I n  virth delle (47), (48) abbiamo e iDah sono funzioni della sola q,  

Iiidichinmo con Qah l'elemerito generico del determinarite 

s e m a  dubbio + da zero, perché essendo il volume V interno a l  parallelepipedo 

' ' dy,dp, ... dq,, n=[lni\;gl 

e per essere D + 0  in V, ha ivi ovunque 10 stesso segno. Notiamo che 

Annoli di Matemtctioa, Serie IV, Tomo X. 4.8 
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é indipendente da qp, per cui possiamo scrivere 

Ora, 1' integrale esteso a ng (ci06 a l  campo ai < qt < hi ,  per i = 1, 2, ... 
p - 1, P + 1, ... n) e uguale a 

adottando la solita notazione per gli 
la (49) 

fi 

elementi reciproci. Consegue, anche per 

Ricordiamo che 
6a 

&=- 
t ,  - t o '  

per cui sostituendo nell'espressione di A, abbiamo 

Sviluppando la somma su a, si riconosce che P non pu6 assumere se non il 
valore h, talchb risulta 

A = 0, 

la qua10 - richiamandoci al n. 13 per il significato di A - esprime l'inva- 
rianza adiabatica degli integrali di SOMMERFELD. 
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